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EFFECT OF STRESS STATE IN REGIONS OF STRESS 
CONCENTRATION ON METAL STRENGTH 

AND FRACTURE (ADDENDA TO THE THEORY 
OF MECHANICAL RRITTLENESS OF DUCTILE METALS)*

Prof. G. Y . U ZH IK
D. ENG. SC. 

and

P . F . K O SH EL EV

A stress state  in the regions o f stress concentration has a substantial effect on the 
strength  and nature o f fracture.

Therefore, in  calculating the strength  of elem ents o f m achines and structures, it  is 
essentia l to account for the concentration effect, not only b y  using K t factor, b u t also by  
considering the stress sta te  which in itia tes in the neighbourhood o f the stress raiser in con
nection  w ith  a possible danger of a sudden brittle fracture.

1.  Introduction

I t  is well know n  th a t  a considerab le  s tre ss  ra ises in  th e  reg ions o f  con
c e n tra tio n  and  s im u ltan eo u sly  in  th e  sam e reg ions a n o n -u n ifo rm  a n d  m ore 
o ften  a b iax ia l o r t r ia x ia l  s tress s ta te  occurs.

P rac tica lly  a ll th a t  is know n from  th e  g rea t n u m b e r o f  p ap ers  on s tre ss  
c o n cen tra tio n  (th e  th e o ry  o f  e la s tic ity , p h o to e la s tic ity , s tra in g au g in g ) concerns 
o n ly  th e  fo rm er o f  th e se  p h en o m en a , n am ely , th e  e v a lu a tio n  o f th e  level o f 
s tre ss  increase. A t p resen t th e  K t co n cen tra tio n  coeffic ien ts  for m a n y  stress 
ra ise rs  m ay  be found  in  v a rious h an d b o o k s  an d  p a r tic u la r ly  in  th e  w ell know n 
bo o k  b y  P eterso n  [1]. T hose v e ry  h an d b o o k s, how ever, h av e  p rac tica lly  
n o th in g  to  say  a b o u t stress s ta te , t h a t  is o f th e  d is tr ib u tio n  o f p rin c ip a l stresses 
in  th e  ne ighbourhood  o f v a rious s tre ss  ra isers —- th e  reason  for th is  is sim ple 
fo r th e  stress s ta te  has n o t been  d e te rm in ed  for m a n y  o f th e m .

F ro m  N e ü b e r  th e  stress s ta te  in  th e  n e ig h b o u rh o o d  o f a deep  groove 
is know n. B u t n o th in g  is know n o f  th e  stress s ta te  in  th e  neighb o u rh o o d  o f a  
shallow  groove or a groove o f an  in te rm e d ia te  d e p th , th a t  is n o th in g  is know n 
a b o u t a g rea t n u m b e r o f  cases w h ich  are  o f g re a t p rac tica l im p o rtan ce . T h e  
sam e m ay  be said  a b o u t th e  s tre ss  s ta te  in  th e  n e ig h b o u rh o o d  o f ho les. In  th is  
case one can ca lcu la te  th e  v alue  a n d  th e  d is tr ib u tio n  o f  stresses in  th e  p la te s , 
w hich are e ith e r v e ry  th in  (p lane s tress s ta te )  or in fin ite ly  th ick  (p lane s tra in  
s ta te ) . As for a ll th e  in te rm e d ia te  th icknesses, th e  s tre ss  s ta te  is also unknow n 
to  us.

* Lecture held at the Conference on  D im ensioning and Strength  Calculation, B»idapest, 
O ctober 2 4 - 2 8 ,  1961.

I« Acta Techn. H ung. 41 (1962)
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T he lack o f know ledge  o f  th e  stress s ta te  for th e  m a jo r ity  o f  know n 
sh a p e s  o f  stress ra ise rs m ig h t be exp la ined  b y  th e  fa c t th a t  th e  th e o re tic a l and 
e x p e rim e n ta l re sea rch  o f  correspond ing  p rob lem s is exceed ing ly  com pli
c a te d .

T he sam e ex p la in  w h y  o n ly  th e  local s tre ss  increase  caused  b y  th e  stress 
ra is e rs  is tak en  in to  a c c o u n t in  m ach ine design ing  an d  ca lcu la tio n . As for th e  
s tre s s  s ta te  w hich in in i t ia te d  in  th e  n e ig h b o u rh o o d  o f  th e  sam e stress 
ra is e rs , a t  p resen t i t  is a b so lu te ly  ignored.

B u t to  w hat e x te n t does th e  stress s ta te  a ffec t s tre n g th , shou ld  i t  be tak en  
in to  acco u n t, or is i t  su ff ic ie n t to  ap p rec ia te  th e  c o n cen tra tio n  effect b y  the  
K t fa c to r  as the  p re se n t p ra c tic e  is?

A nalysing  th e  causes o f  m a n y  failu res show s th a t  f ra c tu re  o f m ach ine 
p a r ts  an d  s tru c tu res  c a n n o t be ex p la ined  b y  th e  m ere s tress increase  in th e  
reg io n s  o f th e ir  c o n c e n tra tio n  w ith o u t invo lv in g  th e  stress  s ta te . T he sam e is 
in d ic a te d  b y  th e  re su lts  o f  th e  p a rad o x ica l s tre n g th  change in  th e  specim ens 
w ith  d ifferen t n o tch es.

2. Stress state and strength  change in regions o f stress concentration  
on cylindrical specim ens with deep grooves

F ig . 1 shows th e  d is tr ib u tio n  o f stresses av  a2 a n d  <x3 in  tw o  specim ens 
h a v in g  deep grooves. In  th is  case th e  stress s ta te  is a tr ia x ia l  n o n -u n ifo rm  te n 
sio n  u n d e r  which <Jl >  o2 >  <J3 >  0. The in te n s ity  o f tr ia x ia l i ty  is expressed

• ^max • • Tmaxb y  th e  r a t io ------- ; let us n o te  th e  tw o lim it va lu es  o f ---------:
<Ti <7±

=  0.5, ( 1 )

w h en  tr ia x ia lity  is a b se n t a n d  on ly  th e  u n iax ia l s tre ss  s ta te  is p resen t.

=  0, ( 2)

w h e n  tr ia x ia li ty  is v e ry  la rg e  a n d  th e re  is an  un ifo rm  tr ia x ia l  tension

( ffl  = ° 2  =  <*3 >  ° ) ‘

F ig . 1 shows th e  ch an g e  o f —mdx along th e  cross sec tion  u n d e r  th e  sam e
a i

v a lu e  o f  crmax on every  sp ec im en .
A s can be seen in  th e  case o f  a groove w ith  a large rad iu s  (q =  2.5 m m )

th e  in te n s i ty  of th e  t r ia x ia l  ten s io n  is low since along  th e  en tire  cross-

se c tio n  does no t d iffer g re a tly  from  -  = 0 .5  u n d e r th e  u n ia x ia l tension .
° i
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EFFEC T OF STRESS STATE IN  REG IO N S OF STRESS CO NCENTRATION 5

T h e in te n s ity  of th e  tr ia x ia l  ten s io n  is considerab ly  g re a te r  on a specim en  
w ith  a sh a rp e r groove (q = 0 .3 ) .  In  general, th e  change o f  th e  in te n s ity  o f  th e

tr ia x ia l  tension  i .e .  th e  change o f ——ax for th e  grooves w ith  d iffe ren t curva*

tu re s  (i. e. for d iffe ren t ajq) are  show n in Fig. 2, w here th e  v a lu e  o f th e  re la tiv e

ra d iu s  o f the  m in im u m  cross-section  is ind ica ted  a long  th e  h o rizo n ta l ax is. 
a

Fig. 1. The comparison o f  d istribution o f  stresses <T,, (T2, 03 and stress state  ---------- a long the
ai

minimum cross section o f  specim ens w ith  a deep slope and deep sharp notches

T h e  —  =  1.0 po in t co rresponds to  th e  groove ro o t. T he —  =  0 p o in t is th e  cen te r  
a a

o f  th e  m in im um  cross sec tion . As can  be seen w ith  th e  g row th  o f th e  groove
T

c u rv a tu re  (w ith  th e  increase in  th e  ü/q) n o t on ly  a d im in ish in g  o f t h e --------
a i

ta k e s  place b u t s im u ltan eo u sly  th e  reg ion  o f th e  g re a te s t  in te n s ity  o f  tr ia x ia l
a

ten sio n  increases. W hen  — я« 40.0 in  d irec t p ro x im ity  o f  th e  roo t o f th e  groove
Q Tmax

th e  tr ia x ia l tension  p roved  to  be m ost in tensive  an d  t h e --------value does no t
a i

g re a tly  differ from  its  va lue  in th e  cen tra l p a r t o f th e  specim en.

A ria  Teriin. Hung. 41 (1962)
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Fig.  2.  The change o f the re la tio n  ——— and the factor o f K t along the m inim um  cross section
G i

o f  a specim en (D =  15.0, d =  8 .6 , a =  4.3 mm) depending on different curvatures (a/о) of deep
notches
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R etu rn in g  to  th e  stress d is tr ib u tio n  on specim ens show n in F ig . 1 th e  
fo llow ing q u estio n  seem s to  be p ra c tic a l. H ow  does th e  s tre ss  s ta te  a ffec t 
s tre n g th  in these  tw o  cases? T he specim ens o f  th e  ind ica tes size a n d  grooves 
w ere m ade of n o rm alized  m ild s te e l — S t 45.

The resu lts  o f  tension  te s ts  a t  te m p e ra tu re s  o f -(-200 C a n d  — 196° C are  
show n in Fig. 3. H ere the  p a ra d o x ic a l change in  s tre n g th  m ay  be n o ted :

St 45
o/p-7,7 a /p -14,3 

Kt -  4,0

+ 20°C e ut-  64 kg/mm 2 6^/L -  84 kg/mm 1 2 + 3 7 %

-  1 9 6 ° C 6 ut =  I07kg/mm26util =  136kg/mm2 + 3 5 %

6ut~64kg/mm2 6ut,i =  99kg/mm2 +55%  

6ut m'107kg/mm26utll= 92kg/mm2 - 5 %

Fig. 3. The com parison o f strength o f  specim ens w ith  sloping and sharp deep notches at room  
and low (— 196° C) tem peratures (mild steel St 45)

(1) A t te m p e ra tu re  + 2 0 °  C th e  specim en w ith  a sh a rp  groove (p =  0.3) 
p ro v ed  to  be s tro n g e r th an  th e  specim en  w ith  a groove h av in g  a la rg e r rad ius 
(p =  2.5) th o u g h  th e  c o n c e n tra tio n  coefficien t K t =  4.0 is 2.5 fold g rea te r 
a n d  so n o t an  increase should h a v e  been expec ted  b u t  a co n siderab le  decrease 
o f  s tre n g th .

(2) A t te m p e ra tu re  — 196° C a decrease o f s tre n g th  to o k  p lace th ough  
n o t a very  la rg e  one as should h a v e  been  expected  on a specim en w ith  a sh a rp e r 
groove (p = 0 .3 ) :  as for th e  spec im en  w ith  a groove o f a la rg e r rad iu s  here 
again  in stead  o f  th e  expected  d ro p  in s tre n g th  u n d er th e  in flu en ce  o f  such a 
considerab le  d ro p  in te m p e ra tu re  a no ticeab le  increase in  s tre n g th  to o k  place 
—  b y  m ore th a n  1.5 fold, as co m p ared  w ith  th e  s tre n g th  o f  th e  specim en  h a v 
in g  th e  sam e s tress ra iser u n d e r  n o rm al te m p e ra tu re .

As one m a y  see, the  o b se rv ed  change in  s tre n g th  c a n n o t b y  an y  m eans 
be exp lained  b y  an  increase o f  s tress in  regions o f  co n c e n tra tio n  and  b y  the 
v a lu e  o f K t fa c to r .

Acta Techn. Hung. 41 (1962)
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T he ex p lan a tio n  can  be  found b y  s tu d y in g  th e  s tress s ta te  b o th  in th e  
e la s tic  and  p a r tic u la r ly  in  th e  e lastic -p lastic  s tag e  o f  d e fo rm ation  [2, 3].

Fig. 4 shows s tre ss  d is tr ib u tio n  o b ta in ed  b y  th e  ap p ro x im a te  m eth o d  
fo r th e  sam e tw o specim ens (F ig . 1 and  3) a t  a m o m en t im m ed ia te ly  preceding  
th e ir  ru p tu re .

In  th e  case o f  th e  g roove w ith  a su ffic ien tly  large  rad iu s  (g — 2.5) and  
a low  in te n s ity  o f th e  t r ia x ia l  tension , as soon as th e  stress  ax a t  th e  b o tto m  
o f  th e  groove reaches a v a lu e  equal to  y ield  s tre ss  as, th e  e lastic-p lastic  s tra in  
reg io n  g radually  sp read s  th ro u g h o u t th e  m in im u m  cross section  w ith  a re la 
t iv e ly  sm all increase in  th e  ax ia l norm al stresses . A fte r  w hich a p lastic  flow

ц/ъО
Fig. 4. The d istr ibu tion  of stresses at the m om ent preceding:

a )  ductile fracture,
b)  brittle fracture

o f  th e  m a te ria l along th e  e n tire  cross section  an d  a co rrespond ing  increase in 
s tre sse s  erls up  to  ru p tu re  ta k e s  place. T he f ra c tu re  o f th e  specim en in  th is  
case  proves to  be d u c tile  w h ich  is show n b y  th e  re d u c tio n  o f area value 
xp èsà 4 2 % .

T he elastic-p lastic  s ta g e  and  the  frac tu re  o f  a specim en w ith  a sh a rp e r 
g roove  (q =  0.3, F igs. 1 a n d  3) and  w ith  a co n sid e rab ly  m ore in tensive  tr ia x ia l 
te n s io n , proceeds qu ite  d iffe re n tly . In  th is  case, as is seen in  Fig. 4, w hen th e  
s tre s s  al reaches th e  y ie ld  s tre ss  on th e  ro o t o f th e  g roove, a t  th e  load of 
P s =  550 kg, th e  fu r th e r  p ro p a g a tio n  of p lastic  d e fo rm a tio n  a long  th e  m in im um  

cro ss-sec tio n  proceeds w ith  a considerab le  increase  in  th e  ten sio n  load an d  of 
th e  m a x im u m  stress crls. To m a k e  th e  p lastic  d e fo rm a tio n  sp read  to  a d e p th  of 
o n ly  1.3 m m  th e  load h a d  to  b e  increased  b y  m ore th a n  te n  fold (P p =  5800 kg). 
A t t h a t  m om ent no rm al s tre ss  orls is reached a va lu e  e q u iv a le n t to  th e  resistance

Acta Techn. Hung. 41 (1962)



E F F E C T  O F STRESS STATE IN  R E G IO N S  OF STRESS CONCENTRATION 9

to  b r i t t le  frac tu re  R a =  130.0 kg /m m 2 a n d , th ere fo re , th e  ru p tu re  o f  th e  specim en  
o ccu red . No red u c tio n  o f  th e  c ross-sec tion  a rea  was observed in  th is  case, i. e. 
y> 0. An in d irec t con firm ation  o f  th e  co rrec tness o f th is  s tress d is tr ib u tio n  a t  
th e  m om en t d ire c tly  preceding f ra c tu re  shou ld  have  been th e  p resence  o f  tw o 
reg ions on th e  fra c tu re  surface: a p la s tic a lly  deform ed ring  w ith  a th ick n ess  
o f  1.3 m m  an d  a b r i t t le  frac tu red  co re . These tw o regions do in d eed  ap p e a r 
on  th e  frac tu re  su rface  of the  sp ec im en s w ith  a groove, as show n in F ig . 5.

Region of plastic deformation 
and fracture

Region of brittle  fracture * 3

Fig. 5. The failure surface of a specim en w ith  a deep notch. The dim ensions o f  the specim en  
and the notch are g iv en  in  Fig. 4b (mild steel St 45)

T hus, these  exam ples prove t h a t  n o t only  th e  s tre n g th  in  th e  regions o f 
s tre ss  co n cen tra tio n  b u t  also th e  ty p e  o f  fra c tu re  —  d uctile  or b r i t t le  —  depend 
on th e  stress s ta te .

3. On the stress state and strength change in the regions 
o f  stress concentration on cylindrical specimens with shallow  grooves

A bove th e  in fluence  of the  s tre s s  s ta te  in  th e  presence o f  a deep  groove 
on cy lind rica l specim ens was d iscu ssed .

T he d ep th  o f  th e  groove in th i s  case is com parab le  an d  m ig h t n o t even 
be less th a n  th e  ra d iu s  o f the m in im u m  cross section . The d is tin g u ish in g  pecu li
a r i ty  in th is  case is th a t  during th e  ten s io n  o f a specim en w ith  a deep  groove 
regard less o f its  c u rv a tu re , the  in i t ia t in g  tr ia x ia l tension  sp read s  th ro u g h o u t 
th e  m in im um  cross section . m

A p p aren tly  w ith  th e  d im in ish in g  o f  th e  groove d e p th  (b u t p reserv ing  
th e  m in im um  cross section rad ius) a change in th e  stress s ta te  w ill ta k e  place. 
A t p resen t th e re  is no solution fo r a s im ila r  problem  an d  th e re fo re  it  is im poss
ib le  to  foretell th e  n a tu re  of th is  c h a n g e . L et us proceed from  an  a ssu m p tio n  
t h a t  th e  stress s ta te  in ten s ity  is th e  h ig h es t in th e  neighbourhood  o f  th e  groove
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ro o t a n d  th a t  th e re  th e  d im in ish ing  o f th e  s tre ss  ta k e s  place in  th e  d irec tio n  
fro m  th e  ro o t to  th e  c e n tre  o f th e  m in im um  cross sec tion . T hen  th e  change in  
th e  s tre ss  s ta te  u n d e r  an  a rb itra ry  groove d e p th  m a y  be conceived as is show n 
in  F ig . 6.

In  th e  v ic in ity  o f  a shallow  surface groove a n o n -u n ifo rm  stress s ta te  is 
in i t ia te d  on a v e ry  sm all su rface a d ja c e n t to  its  ro o t a n d  th e n  rap id ly  decreases 
so t h a t  n ea rly  ev e ry w h ere  on th e  cross-section  th e  stress s ta te  is u n ia x ia l .

Fig. 6. The stress distribution in  the case o f  notches o f  different depths

A g rad u a l increase in d e p th  m ay  possib ly  rev ea l i tse lf  in  th e  fac t th a t  th e  
reg ion  o f  n o n -u n ifo rm ity  o f  stress s ta te  in  th e  v ic in ity  o f th e  groove a lso  
co n tin u es  grow ing u n t i l ,  w ith  a su ffic ien tly  deep  g roove, i t  spreads th ro u g h o u t 
th e  m in im u m  cross-sec tion .

I t  w as o f in te re s t  to  c larify  th e  effect o f th e  s tre ss  s ta te  on s tre n g th  a t  
d iffe re n t d e p th s  o f th e  grooves. .

F ig . 7 lis ts  th e  re su lts  o f  te s ts  on tw o  s tee l spec im ens — m ild  steel u n d e r 
n o rm a lized  co n d itio n  a n d  ch ro m iu m  steel u n d e r  o il-q u en ch ed  and  te m p e re d  
a t  200° C cond itio n . T h e  d ifference in  th e  s tress s ta te  w as ach ieved  b y  chang ing  
th e  size o f “ t”  —  th e  d e p th  o f th e  grooves, w hile th e  s im ila r K t values w ere 
se lec ted  b y  th e  d iffe re n t c u rv a tu re s  “ g” .

Acta Techn. H ung. 41 (1962)
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I t  is to  be seen, t h a t  th e  s tre n g th  o f  th e se  tw o  steel specim ens u n d e r  th e  
in fluence  o f only one s tress s ta te  fo r d iffe re n t d ep th s  o f the  g rooves m ig h t 
change in  ab so lu te ly  opposite  d irec tio n s : w hile  w ith  th e  increase o f  “ t”  ( te n  
fold) th e  s tre n g th  o f  th e  specim ens o f  s tee l S t 45 increases, in  the  case o f  S t 40 X

elongation Л l. £ mmJ----- ►

Fig.  7. The com parison o f  strength o f  the specim ens w ith  different notches b u t w ith  the  
same stress concen tra tion  factors K t

s tee l specim ens w ith  th e  sam e grooves m a rk e d ly  d im inishes. In  th is  case th e  
c o n c e n tra tio n  fa c to r  w as one and  th e  sam e  fo r all specim ens K.% = 4 . 0  so th a t  
th e  change o f s tre n g th  m ay  be e x p la in e d  o n ly  b y  th e  in fluence o f  th e  s tress 
s ta te  in  th e  co n c e n tra tio n  regions on  th e  one h a n d , an d  by  th e  d iffe rence  o f  
th e  above said  s tee ls  as regards th e  re s is ta n c e  to  defo rm ation  a n d  f ra c tu re , 
on th e  o th e r h a n d .

Acta Techn. H ung. 41 (1962)
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4 . The stress state and strength change in  regions of stress concentra
tion  on rectangular cross section specim ens in  the form of plates 

or beam with different notches

A s follows from  th e  w ell know n so lu tio n s o f  problem s on stress c o n c e n tra 
t io n  [4, 5] th e  m a te r ia l a long  th e  m in im u m  cross section  o f e longated  p la te s  
w ith  h o les  or n o tches is u n d e r  b iax ia l te n s io n . T hese solu tions are v a lid  o n ly

63

Fig. 8. T he approxim ate tr iax ia lity  o f the state o f  stress across the m inim um  cross section  
o f  the notched prism atic bar when increasing the w idth  of the section

for th e  tw o  lim it cases: 1. F o r p la tes th a t  a re  su ffic ien tly  th in , w hen a c tu a lly  
th e re  w ill ex is t th e  p lan e  s tre ss  s ta te ;  2. F o r  p la te s  o f very  g rea t th ick n ess  
w here  th e  p lane  s tra in  s ta te  cond ition  is o b se rv e d : a3 =  p (ffj -f- a2).

F lo w ev er, th e  tr a n s it io n  from  th e  p lan e  s tre ss  s ta te  to  p lane s tra in  is 
n o t d is c re te . W ith  th e  increase  o f  th e  p la te  th ic k n e ss  a corresponding, g ra d u a l, 
and  e v e r  grow ing decreasing  (restric tion ) o f  one o f  th e  defo rm ation  co m p o 
n e n ts  (w h en  van ish in g ), an d  a s im u ltaneous resp ec tiv e  and  ever g row ing

A '•ta Techn. H ung. 41 (1962)
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increase in  th e  th ird  p rin c ip a l s tress m a y  b e  ex p ec ted . Thus, th e  in c rea se  in 
th e  th ickness o f p la te s  w ith  a hole or n o tch es  u n d e r  tension  or ben d in g , sh o u ld  
be accom pan ied  b y  a corresponding  t r a n s i t io n  fro m  th e  p red o m in a tin g  p lan e  
stress s ta te  to  a p red o m in a tin g  tr ia x ia l  n o n -u n ifo rm  tension .

I t  is q u ite  p ro b ab le  th a t  th e  s tre ss  d is tr ib u tio n  a long  th e  m in im u m  
cross-section w ould  be as shown in F ig . 8.

Fig. 9. The com parison o f  the carrying capacity  (areas o f  bending diagrams) o f  the beam s w ith  
th e  sam e notches but w ith a different w id th  “ t”  o f  the cross section (mild steel)

In  th is  case, to o , th e  stress s ta te  n o tic e a b ly  influences th e  s tre n g th  an d  
th e  n a tu re  o f th e  fra c tu re . This is p ro v ed  b y  th e  te s t  resu lts show n in  F ig . 9. 
H ere th e  d iag ram s o f the  n o tch -b en d in g  o f  tw o  beam s b rough t to  f ra c tu re  is 
show n. The s tre ss  ra ise rs  in th e  fo rm  o f sh a rp  n o tches in b o th  o f th e  b eam s 
w ere also th e  sam e an d  consequen tly  th e  K t, co n cen tra tio n  factors w ere  also 
th e  sam e. T heir cross section  w id th , as is show n  here, differed p ra c tic a lly  b y  
tw o  fold. W ith  th e  increase in th e  cross sec tio n  w id th , as has been ju s t  m en-

%
tio n ed , th e  in te n s ity  o f  th e  tr ia x ia l ten s io n  m o u n ted  (i. e . -------  d im in ish es).

ai
T his explains p rec ise ly  th e  tra n s itio n  from  d u c tile  failure a t a c ross-sec tion  
w id th  o f 7 m m , to  b r i t t le  frac tu re  w hen  th is  w id th  increases to  12 m m .

In  th is  case, to o , th e  rad ica l change in  th e  n a tu re  o f the  fa ilu re  cou Id 
have  ta k e n  place on ly  due to  a change in  th e  s tre ss  s ta te  during  th e  tra n s it io n  
from  one w id th  o f  a  cross-section to  a n o th e r  since the  co n cen tra tio n  fa c to r  
e ith e r  rem ained  one an d  the  sam e, o r was b u t  s ligh tly  altered .
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C om paring  th e  d e fo rm atio n  d iag ram s in  F ig . 9, it can be seen th a t  th e  
d e fo rm a tio n  w ork  a n d  co n seq u en tly  th e  c a rry in g  cap ac ity  o f th e  b eam  w ith  
a  sm a lle r  cross sec tion  is m ere  th a n  tw o  fo ld  g rea te r. The m a tte r , h o w ev er, 
goes fu r th e r . A n o th e r v e ry  im p o r ta n t p o in t is t h a t  th e  ductile  fa ilu re  o f  a p la te  
h a v in g  a 7 m m  cross sec tion  proceeds slow ly . T h is failure m ight be re ta rd e d . 
F o r  in s ta n c e , in  th a t  s tag e  o f  failure w hen  th e  load  reaches th e  v a lu e  o f  ibk g ” 
i t  is red u ced  to  th e  “ k n ” level. T hen  fa ilu re  m a y  be stopped . B rittle  f ra c tu re

Fig. 10. N otch-bending diagrams o f  p la tes  o f  varying thickness

(a p la te  w ith  a cross sec tion  o f  12 m m  w id th ) c a n n o t be stopped  since i t  sp read s 
in s ta n ta n e o u s ly  th ro u g h o u t th e  w hole cross sec tio n  w ith  a ve locity  a p p ro x im a t
in g  h a l f  as la rge  as th e  v e lo c ity  o f sound .

As has been p rev io u sly  n o ted  [6] e v e ry  n o tc h , i. e. its every  d e p th  a n d  
c u rv a tu re  corresponds to  a c ritica l w id th  o f  cross section  “ t”  —  w hen  a  s tre ss  
s ta te  is in it ia te d  w ith  an  in te n s ity  su ffic ien t fo r  th e  b rittle  frac tu re  o f  th e  g iven 
m a te r ia l .  F o r m ild  stee l S t 45, an d  th e  n o tch  sh o w n  in  Fig. 10, th is  c r itic a l w id th  
o f  th e  cross-section  p ro v ed  to  he t — 7— 8.0 m m . I t  is perfec tly  c lea r t h a t  
w h en  t >  7— 8 m m  co n d itio n s w ill be c re a te d  w h ich  fac ilita te  b r i t t le  f ra c tu re  
ev e n  m ore .

I n  o rd er to  d e te rm in e  th e  effect o f th e  c u rv a tu re  rad ius an d  th e  d e p th  
o f  th e  n o tch es  on th e  c a rry in g  c a p ac ity  an d  s tre n g th  b o th  u n d er c ritic a l w id th  
o f  c ross-sec tion  (t =  8.0) an d  a t  a cross-sec tion  w hich  is in  advance  k n o w n  to  
be  g re a te r  (t =  24.0 m m ) te s ts  w ere m ad e .

T h e  resu lts  are  show n in  F ig . 11. T he n o tc h  cu rv a tu re  rad ius w as a lte re d  
te n  fo ld  from  Q =  0.2 to  Q — 2.0 m m , w hile  th e  no tch  d ep th  v a ried  22 fo ld  
fro m  d  =  0.5 to  d =  11 m m .

A cta  Techn. Hung. 41 (1962)
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I t  is to  be seen in  F ig . 11 th a t  th e  d e p th  o f  th e  n o tc h  effects th e  s tre n g th  
an d  th e  ca rry in g  c a p a c ity  o f th e  beam s m ore m a te ria lly  th a n  its  c u rv a tu re  
does. H ow ever, even  w ith  th e  sm allest d e p th  d  =  0.5 m m  no duc tile  fa ilu re  
occu rred  on beam s w ith  a cross-section o f  t =  24 m m . T hough  w hen q = 0 .2 ,

Pkg
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15000
w 
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0

715800Ay

m o A 
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'd-11,0 mm

0 20 Опт

Fig. 11. The effect o f  notch  curvature and depth  on  the carrying capacity  during notch- 
hending o f  beam s o f different w idth o f  th e  cross-section (m ild steel)

or th e  m ore so w hen q =  2.0, th is fa ilu re  is p receded  b y  a no ticeab le  p las tic  
d efo rm atio n , a f te r  th e  load  reaches its  m ax im u m  v a lu e  it  sets in s ta n ta n e o u s ly  
ju s t  th e  sam e w ay , a n d  p rac tica lly  th ro u g h o u t th e  cross-section  th e  c rack  is 
o f a b r it t le  n a tu re .

W ith  th e  in crease  in  d ep th  and  sh a rp n ess  o f th e  n o tch  th e  ca rry in g  c a p a 
c ity  o f th e  beam s w ith  a 24 m m  cross-section  w id th  n o ticeab ly  d im in ishes.

Acta Tvchn. Hung. 41 (1962)
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EFFEC T OF STRESS STA TE IN  REG IO N S O F STRESS CONCENTRATION 17

T he s tress s ta te  has a w eaker in flu en ce  on th e  carry ing  c a p a c i ty  of 
beam s w ith  a cross section o f  8.0 m m . I t  d im in ish ed  no ticeab ly  o n ly  w ith  the  
m ost sh a rp  n o tch  (g = 0 .2 )  an d  th e  g re a te s t d e p th  (d = 1 1  m m ). Specific 
te s ts  w ere m ade in  connection  w ith  th e  d iscovered  considerable in f lu e n c e  of 
th e  n o tc h  d ep th  to  d e te rm in e  th e  va lu es  to  w hich th e  no tch  d e p th  m ig h t be 
in fluenc ing  th e  s tre n g th  an d  th e  c a rry in g  c a p a c ity  o f the  beam s. A s is seen 
in F ig . 12 th e  n o tch  d ep th  in fluence  is n o t u n ifo rm . The carry ing  c a p a c ity  of 
beam s w ith  a sm all (critical) cross sec tion  decreases no ticeab ly  a t  a c o m p a ra 
tiv e ly  sm all d ep th  d =  3.0 m m , w hen th e  ra tio  o f th e  m inim um  cross-sec tio n

h e ig h t “ Л”  to  d ep th  “ d ”  is -
60

=  20.0. L a te r  on an  alm ost 10 fo ld  increase

in d e p th  does n o t p rac tica lly  affect th e  c a rry in g  cap ac ity , and  b r i t t le  f ra c tu re  

occurs on ly  a t — ^ïT .0 . This b r it t le  f ra c tu re  m ay  be in itia ted  a t  a su ffic ien tly
d

sm all cross-section  w id th  p ro v id ed  th e  d e p th  o f  th e  sharp  no tch  is a d e q u a te ly  
large . T he ca rry in g  cap ac ity  o f  th e  b eam s w ith  a cross-section w id th  o f  t =  24

h
m m  d im in ishes rap id ly  w ith  d e p th  increase  u n til  d  = 5 .0  m m  a n d  —T 2.0 ;

d

fu r th e r  increase o f no tch  d e p th , how ever, i. e. a t “ <  12.0 does n o t p ra c tic 

a lly  change th e  carry ing  c a p ac ity .

5. C ertain m eans o f  p rev en tin g  o r re ta rd in g  the in itia tio n  
o f  sudden b rittle  frac tu re

T he resu lts  in Fig. 9 lead  to  a conclusion  th a t  w henever th e  w id th  ol 
th e  cross-section  in th e  n e ighbourhood  o f  s tress ra ise r reaches th e  c r i t ic a l  value 
w hich  began  w ith  it  and its  fu r th e r  increase , b r it t le  frac tu re  becom es u n a v o id 
ab le , it  m a y  he p rev en ted  th e re b y  increasin g  th e  carry ing  c a p a c ity  o f  the  
g iven  cross-sec tion ; th e  on ly  th in g  n ecessary  is to  replace the  solid c ross-sec tion  
b y  one w ith  a sim ilar size b u t  m ade u p  o f  se p a ra te  elem ents w ith  s lig h t gaps 
in -be tw een . The w id th  o f each o f  th e  e lem en t com prising  the  cross-section  should  
be chosen  so th a t  its  fra c tu re , ta k e n  se p a ra te ly , should no t be b r i t t le  (i. e. 
it  shou ld  have  a su ffic ien tly  sm all in te n s ity  o f  th e  triax ia l te n s io n  in  the 
n e ig h b o u rh o o d  o f th e  s tress co n c e n tra to r) .

F o r in stan ce , in keep ing  w ith  th e  re su lts  show n in Fig. 10, in  o rd e r to 
p re v e n t b r it t le  frac tu re  it  is n ecessary  to  rep lace  th e  solid c ro ss-sec tio n  w ith  
th  e size t = 2 4  m m  b y  th re e  e lem ents w ith  sizes t =  8 m m  each. I n  th is  case, 
as F ig . 13 show s, in  fac t th e  com posite  cross-section  p reven ts b r i t t l e  frac tu re  
an d  co n sid e rab ly  increases th e  c a rry in g  c a p a c ity  (by 4.5 fold) ( th e  w ork  of 
d e fo rm a tio n  and  frac tu re ).

2 A d a  Techn. H ung . 41 (1962)
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T he u tiliz a tio n  o f  com posite  cross-sec tions w hich is ju s tif ie d  ab o v e  a ll 
w h en ev er th e re  is s tre s s  co n cen tra tio n  m a y  b e  p a r tic u la r ly  effective in  s t ru c 
tu r a l  p a r ts  o p e ra tin g  n o t  on ly  under s ta t ic  o r  im p a c t loads, b u t  also u n d e r  
v a r ia b le  loads w ith  a n  a sy m m e try  of th e  cy c le s . In  th is  case, th e  com posite  
cross-section  will a v e r t  th e  danger of an  in s ta n ta n e o u s  b rittle  fra c tu re  o f  th e

Fig. 13. The increase in  carrying capacity when using b ia x ia l tension instead o f  three dinien" 
siónál ten sion  in the neighbourhood o f  a notch

d esign  p a r ts  w hich m a y  be caused b y  an a c c id e n ta l ,  considerable overload  in  
th e  e a rly  stage o f  fa tig u e  fra c tu re .

A n o th e r m eans t h a t  m a y  re ta rd  th e  d e v e lo p m e n t of an  in s ta n ta n e o u s  
b r i t t le  frac tu re , a re  tra n s v e rs a l  slot m ade a lo n g  th e  supposed sp read  o f  th e  
c rack . T he presence o f  th is  so rt of a groove m a y  prove to  be usefu l th o u g h  
i t  does w eaken th e  cro ss-sec tio n . The h igh in te n s i ty  tr iax ia l ten sio n  in  th e  
v ic in ity  o f  a ra p id ly  sp re a d in g  crack is in s ta n ta n e o u s ly  replaced by  an  u n ia x ia l 
te n s io n  w hen th is  c ra c k  sp read s  against th e  t r a n s v e rs a l  slot m ade in  ad v an ce . 
As is seen in F ig . 14 th e  c a rry in g  capac ity  o f  th e  beam  m ay be co n sid e rab ly  
in creased  in  th e  p rocess.

6. The effect o f  the elastic deform ation energy on strength  
and the nature o f  fracture in regions o f  stress concentration

As a re su lt o f  a series o f  recen t e x p e rim e n ts  [7, 8, 9] it was found  th a t  
w ith  th e  increase o f  th e  p o te n tia l  energy o f  d e fo rm a tio n , th e  ductile  fa ilu re  in  
th e  reg ions o f stress c o n c e n tra tio n  m ight pass in to  b r ittle  frac tu re .

Acta Techn . Hung. 41 (1962)
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H ere  it should be n o te d  th a t  m ost o f th e  a u th o rs  discuss i t  w ith o u t asso
c ia t in g  i t  w ith  the  s tress s t a t e  a n d  ascribe th e  decisive  im p o rtan ce  to  th e  p o te n 
t i a l  en e rg y  proper. M eanw hile  th e  influence o f  th e  elastic  d e fo rm a tio n  energy 
o n  th e  n a tu re  of f ra c tu re  is d irec tly  re la ted  to  th e  stress s ta te . T h is  can  be

Fig.  15.  The carrying capacity  and  th e  nature o f failure o f  beam s when changing its potential
energy of deform ation

i l lu s t r a te d  b y  several e x a m p le s  in  Fig. 15. As can  be seen a b eam  w ith  a 
5 m m  cross-section w id th  a n d  a d istance o f 200 m m  betw een  th e  su p p o rts  
u n d e rg o e s  ductile fa ilu re .

I f  th e  distance b e tw e e n  th e  supports  is in c reased  to  1000 m m  th e  sam e 
b e a m  w ith  the  sam e s tre s s  ra is e r  undergoes b r i t t le  frac tu re .

A c ta  Techn. H uns. 41 (1962)
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H ow ever, if  th e  s tre ss  ra ise r  cu rv a tu re  ra d iu s  is increased  3— 4 fold,
i. e. i f  th e  co n cen tra tio n  is d im in ish ed , an d  th e  re la tiv e  v alue  o f  th e  “ Tmax” 
sh ea r stress is increased  th e n  d u c tile  frac tu re  w ith  th e  d is tan ce  b e tw een  th e  
su p p o rts  rem ain in g  1000 m m  ta k e s  place.

On th e  o th e r h a n d , w ith  a considerab le  increase  o f  th e  cross-section  
w id th  to  24 m m  an  in ten s iv e  th ree  d im ensional ten s io n  is in itia te d . In  th is  
case no decrease in  th e  e lastic  energy  b y  red u c in g  th e  d is tan ce  b e tw een  th e  
su p p o rts  to  200 m m  can  re su lt in  a duc tile  fa ilu re  in stead  o f  a b r it t le  f ra c tu re .

T he m ost ev id en t re su lts  o f  th e  deciding effect o f  th e  stress s ta te  on th e  
n a tu re  o f frac tu re  an d  s tre n g th  o f  m eta ls  are  th e  d a ta  given in  Fig. 13.

T he elastic  s tra in  en erg y  is id en tica l in  th e  n o tch -b en d in g  o f a b eam  w ith  
a so lid  cross-section an d  a com posite  beam  w ith  id en tica l cross-section  and  
n o tc h  d im en sien s  (F ig . 13).

So th e  tra n s itio n  to  th e  b r i t t le  frac tu re  o f  a solid b eam  an d  to  a d u c tile  
f ra c tu re  com posite b eam  can  ta k e  place only  u n d e r th e  influence o f th e  t r a n s 
itio n  to  th e  th ree -d im en sio n a l tension  stress s ta te  in  th e  region o f  stress 
ra ise rs  o f th e  solid beam  an d  u n d e r tw o -d im en sio n a l ten sio n  stress s ta te  in 
th e  reg ion  o f stress ra ise rs  in  each e lem ent o f a b eam  m ade up  o f  se p a ra te  
e lem en ts  (com posite b eam ).

T hese in s tan ces  p ro v e  th a t  th e  possible in flu en ce  of elastic  en e rg y  on 
fra c tu re  cond itions shou ld  be considered  in  co n n ec tio n  w ith  th e  s tre ss  w hich 
is in i t ia te d  in  th e  n e ig h b o u rh o o d  o f stress ra ise rs.

A t th e  sam e tim e , th ese  in stan ces In d ica te  th e  necessity  o f considering  
th e  fa c t, th a t  p o te n tia l en erg y  o f defo rm ation  m ig h t in fluence  th e  tra n s itio n  
from  du c tile  fau lt to  b r i t t le  fra c tu re . The co n d itio n s u n d e r  w hich th e  tra n s itio n  
becom es possible req u ire  th ro u g h  in v es tig a tio n .
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E IN W IR K U N G  DES SP A N N U N G SZ U ST A N D E S D E R  ST E L L E N  M IT SP A N N U N G S
K O N Z E N T R A T IO N  A U F  D IE  FESTIG K EIT U N D  D E N  BRU CH  D E R  M ETALLE  

(B E IT R A G  ZUR M E C H A N ISC H E N  B R U C H T H E O R IE  V O N PLASTISC H EN M ETALLEN)

G. W . U Z H IK , und P. F . K O SH ELE V

ZUSAM M ENFASSUNG

Der an den Stellen der Spannungskonzentration  herrschende Spannungszustand hat 
e in en  bedeutenden E influß auf d ie F estigkeit und au f den  Charakter des B ruchs. Desw egen  
m uß b e i der F estigkeitsberechnung v o n  M aschinenelem enten und K onstruktionen die E in
w irkun g des Ortes der Spannungskonzentration  nicht nur durch den F aktor K t berücksich
t ig t  w erden , sondern es darf auch  der in  der U m gebung der Spannungskonzentration  en t
steh en d e  Spannungszustand n ich t außer B etracht gelassen  werden.

L ’IN F L U E N C E  D E  L ’É T A T  D E  TENSIO NS D E S L IE U X  D E  CONCENTRATIO N  
D ’E F F O R T S SUR LA R É SIST A N C E  ET LA R U P T U R E  D E S M É T A U X  (C O N T R IB U 
T IO N  À  LA TH ÉO R IE M É C A N IQ U E  D E  LA R U P T U R E  D E S M É T A U X  PLASTIQ UES)

G. V. U Z H IK —P. F. K O SH ELE V

RÉSUM É

L ’éta t de tensions des lieu x  de concentration d’efforts a une influence considérable 
sur la  résistance et sur le caractère de la rupture. A ussi les calculs de résistance des élém ents 
de m ach ines et des m écanism es d o iv en t-ils  tenir com pte de l’influence du lie u  de concentration  
des e ffo r ts, non seulem ent par le  facteur K t , mais aussi en  considérant l ’é ta t de tensions se 
p ro d u isa n t dans l ’entourage du lieu  de concentration.

ВЛИЯНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ В МЕСТАХ КОНЦЕНТРАЦИИ 
НАПРЯЖЕНИЙ НА ПРОЧНОСТЬ И РАЗРУШЕНИЕ МЕТАЛЛОВ 

(К ТЕОРИИ МЕХАНИЧЕСКОЙ ХРУПКОСТИ ПЛАСТИЧНЫХ МЕТАЛЛОВ)
Г. В. У Ж И К  и П. Ф . К О Ш Е Л Е В

РЕЗЮМЕ

Напряженное состояние в местах концентрации напряжений оказывает значи
тельное влияние на прочность и характер разрушения. Поэтому, при расчетах на проч
ность элементов машин и сооружений необходимо учитывать эффект концентрации не 
только посредством фактора Kt, но так же и принимая во внимание то напряженное 
состояние, которое возникает в окрестности концентратора.

A c ta  Techn. Hung, i l  (1962)



DIE DAUER-PITTING FESTIGKEIT DER ZAHNRÄDER 
UND WEGE ZU IHRER ERHÖHUNG*

Prof. Dr. Ing. G. N IE M A N N

IN ST ITU T FÜH  A LLG EM EIN E G ESTA LTU N G SLEH RE U N D  M A SCH INENELEM EN TE, 
TECH N ISCH E HOCHSCHULE, M Ü N CH EN

Der FZ G -K urztest s te llt  ein geeignetes M ittel zur schnellen  und zuverlässigen Prüfung  
der W irkung der die L ebensdauer von Zahrädern beein flussenden  zahlreichen Faktoren dar. 
Es werden die V ersuchsergebuisse über den E influß  v o n  Verzahnungsart, Z ahnform , 
Flankenform fehler, F lankenrauheit, Schm ierm ittel und Um fangsgeschw indigkeit ausgew ertet, 
und die Verw endung der Versuchsergebnisse zur D im ensionierung von ungehärteten Z ahn
rädern beschrieben.

E s b leibt noch zu untersuchen: der E influß  dünner Schutzschichten, der E in fluß  
des Gegenrades und das V erhalten gehärteter Zahnräder bei den erkannten E influßgrößen.

1. E in fü h ru n g

W ir g lau b ten , ü b e r die P ittin g fe s tig k e it d e r  Z ah n räd er aus S ta h l — 
geschm iert m it M ineralö l — schon e in igerm aßen  B escheid  zu w issen. W ir w aren  
d ah e r e rs ta u n t ü b e r d ie  G rößenordnung , m it w elcher Z usatzeinflüsse die F la n 
k en trag fäh ig k e it h e rau f- oder herabse tzen , d ie  w ir b ish er k au m  b e a c h te n . 
Sie bew egt sich in  dem  B ereich von 4 0 % — 1000%  d e r b isher angenom m enen  
F la n k e n tra g fä h ig k e it . H ie rau s ergeben sich E rk e n n tn is se  fü r eine tra g fä h ig e re  
A usb ildung  der Z a h n rä d e r und  fü r eine z u tre ffen d ere  V orstellung  vom  M echa
n ism us d e r P itt in g b ild u n g .

2. Angaben zu den Versuchen

B ei u n se ren  V ersuchen  w urde die T ra g fä h ig k e it d er Z ah n flan k en  als 
Lebensdauerkurve  e rm it te l t .  F ü r die V ersuche w u rd en  P rü fs tän d e  m it E n erg ie - 
K re is lau f nach  B ild  1 b e n u tz t. Das P rinzip  is t  b e k a n n t. Die P rü frä d e r re c h ts  
u n d  die Ü b e rtra g u n g s rä d e r  links hab en  die g leiche Ü bersetzung  und  sin d  d u rc h  
W ellen v e rb u n d en . D as D rehm om en t w ird  v o r d em  L a u f  an  der B e la s tu n g s
k u p p lu n g  au fg e b ra ch t. H ierzu  w erden die K u p p lungssche iben  g eg ene inander 
v e rd re h t u n d  in  d iesem  Z ustan d  festgezogen. D ie G röße des D reh m o m en tes  
k a n n  an  d er M eß k u p p lu n g  als D rehw eg am  U m fan g  abgelesen w erden . D ie 
U m fan g sk ra ft is t  an  d en  beiden  R ad p aa ren  en tg eg en g ese tz t g e rich te t. D er

*. Vorgetragen auf der Konferenz der U ngarischen Akadem ie der W issenschaften für 
zeitgem äße D im ensionierung in  Budapest, am 24-28. O ktober 1961.

'icta Techn. Hung. 41 (1962)
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A n tr ie b sm o to r  is t n u r  d u rc h  das k leine D reh m o m en t aus der V erlu s tle is tu n g  
b e la s te t .

I m  vorliegenden  F a ll b e tru g  d e r A c h sa b s ta n d  91,5 m m , d ie  Z a h n b re ite  
10— 45 m m , der M odul m  m e is t 3 m m  u n d  die Sum m e d er Z äh n ezah len  
zi  +  z 2 =  183/m. F ü r  d ie  V ersuche w u rd en  vorw iegend Z a h n rä d e r  aus 
v e rg ü te te m  S tah l b e n u tz t.

B ild  2 zeigt die P itt in g b ild u n g  an  d e n  Z ahnflanken  der P rü f rä d e r  nach  
v e rsc h ie d e n e n  L aufze iten . F ü r  die A u fn ah m e  v o n  L eb en sd au erk u rv en  is t die

F e s tle g u n g  der G renzbed ingungen  w ich tig . F ü r  unsere  V ersuche w u rd e  fol
g e n d e r  M aß stab  b e n u tz t: N ach  jed em  L a u fa b sc h n itt  w urde die G esam tfläch e  
G a l le r  G rübchen  a u f  den  Z ah n flan k en  au sg e z ä h lt u n d  in  %  d er G esam tfläche  
F  d e r  a k tiv e n  Z ah n flan k en  a u sg ed rü ck t:

G0/ =  —  ■ 100
F

Als G re n z w e rt w urde fes tg e lcg t: G%  = 2 % .
B ild  3 zeigt ein B eisp iel fü r die e rm itte lte n  L eb en sd au erk u rv en  u n d  fü r

ih re  R e p ro d u z ie rb a rk e it. H ie rin  is t d er L a s tw e rt В  =  -  d ie a u f  Z a h n 
e n

b re ite  b u n d  W älzk re isd u rch m esser dlb bezogene U m fangsk raft U. D e r W ert 
L W Ritzei is t  die vom  R itz e l d u rch lau fen e  A n zah l der Lkstw echsel, das h e iß t: 
d ie  A n z a h l d er U m drehungen  bis zum  G ren zw ert d er P ittin g b ild u n g  G %  =  2 % . 
D ie P u n k te  m it P fe ilsp itze  n a c h  rech ts  b e d e u te n : fü r diese B e la s tu n g  liegt 
d ie  G ren z-L astw ech se lzah l noch  w eite r re c h ts .

D ie  L e b en sd au e rk u rv en  k a n n  m an  d u rc h  die G leichung w iedergeben :

K -ßgrenz VBd
(G l  lg  L  IUgrenz j2

\ C2 I

A cta  Techn. H ung. 41 (1962)
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^ R it z e !

V e r z a h n u n g : '

m -- 3 z  = 21/34 
e in , ’  2 0 °  ß = 2 5 °

a  = D auertest 

b= K ü rzte s t

Abb. 3

Acta Techn. Hung. 41 (1962)
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H ie r in  is t  B D der L a s t w e rt im  Bereich d e r  D au erfestig k e it, wo d ie  K u rv e  
w a a g e re c h t verläu ft. D ie  K o n s ta n te  Cj is t 8,6 fü r  alle b isher gefahrenen  K u rv e n  
b e i u n g e h ä r te te m  S ta h l, u n d  C2 =  4,8 b is  7 ,6 , je  nach  dem  S te ilab fa ll der 
K u rv e n .  F ern er is t B grmz d e r  L as tw ert fü r  d ie  beliebige G renz-L astw echsel- 
z a h l L W grtnz. Zum V erg leich  der D au e r-F lan k en fes tig k e it b en u tzen  w ir m eist 
d en  G ren z las tw ert B 5H be i L W grtnz = 5 0  • IO6 L astw echseln .

N u n  zu den K urven:  D ie gestrichelte is t  die im  Dauertest e rm itte lte  
L e b e n sd a u e rk u rv e . F ü r  d iese  w ird  fü r je d e n  eingeste llten  L a s tw e rt В  eine 
n e u e  Z a h n fla n k e n p aa ru n g  bis zu r E rre ic h u n g  von G% =  2 %  g e fah ren . 
D ie R e p ro d u z ie rb a rk e it d e r  D au erteste  is t  g u t, sofern h ie rfü r Z a h n ra d p a a re  
au s  d e r  gleichen H ers te llu n g sse rie  b e n u tz t w erd en . A nderseits is t a b e r  die 
G e sa m t-L a u fze it fü r  eine L e b en sd au e rk u rv e  b e im  D au ertest re c h t g ro ß . Sie 
b e t r ä g t  fü r  S tah l-Z ah n räd e r e tw a 120 • 106 b is  160 • 10° L astw echsel u n d  die 
A n z a h l d e r für 1 K u rv e  b e n ö tig te n  R a d p a a re  b e trä g t  etw a 3 b is 4.

D ie  ausgezogenen K u rv e n  sind  im  F Z G -K u rztest e rm itte lt . B ei d iesem  
w ird  m it  n u r  1 R a d p a a r  e in  B elastungsprogram /n  gefahren, w obei d ie  H öhe 
d e r  B e la s tu n g  im  n ä c h s te n  L a u fa b sc h n itt n a c h  d er im  v o rh erg eh en d en  L au f
a b s c h n i t t  erzielten  G rü b ch en fläch e  G%  g ew äh lt w ird. Die G esam tlau fze it 
fü r  e in e n  derartigen  K ü rz te s t  b e trä g t e tw a  14 • 106 bis 18,5 • 10® L astw echse l, 
a lso  n u r  e tw a 12%  v o n  d e r  L au fze it des D a u e r te s te s .  Die im  K ü rz te s t  e rm it
te l te  L e b e n sd a u e rk u rv e  is t  ebenfalls gu t re p ro d u z ie rb a r  u n d  lieg t un'.er der 
im  D a u e r te s t  e rm itte lte n . Im  M itte l b e trä g t  d a s  V erhältn is

В 50, Dauertest ,  c j r1,^.0 .
В  so, Kürztest

D ie im  B ild  3 gezeigten  L eb en sd au e rk u rv en  w u rd en  an  Z ah n räd e rn  au s  der 
g le ich en  H erste llungsserie  e rm itte l t  und  zw ar lm a l  im  D au ertes t u n d  2m al 
im  K ü rz te s t .  Sie zeigen in  ih rem  V erlau f u n d  in  ih rer H öhenlage d ie R ep ro 
d u z ie rb a rk e it  der K u rz te s te  u n d  ihre Z u o rd n u n g  zur K urve des D a u e rte s te s .

E r s t  m it diesem  K ü rz te s t  h a tte n  w ir d as  W erkzeug, um  die V ie lzah l der 
E in f lu ß g rö ß e n  a u f  die P ittin g fe s tig k e it in  e r tra g b a re n  L aufzeiten  im  V ersuch  
zu ü b e rp rü fe n  und ein G esam tb ild  zu g ew innen .

N u n  zu den H au p te rg e b n isse n  der V ersuchsre ihen . 3 * *

3. E influß der Verzahnungsart

B ild  4 zeigt v e rsch ied en e  E v o lv e n te n v e rza h n u n g e n  m it g le icher Z ä h n e 
z a h le n  z2/z1 = 3 4 /2 7 . D ie V erzah n u n g  E 2 0 °-N u ll is t die übliche E v o lv e n te n - 
V e rz a h n u n g  m it 20° E ing riffsw inke l (P ro filü b e rd eck u n g  s =  1,65). B e i der 
V e rz a h n u n g  E 2 0 “-H och  b e trä g t  die g em ein sam e Zahnhöhe 3 ■ M odul ( s ta t t  
2 • M odul) und  e. =  2,34. B ei d er V erzah n u n g  E  2 8 “-N ull is t d er E in g riffs 
w in k e l 28°, die gem einsam e Z ahnhöhe 2 • M odul und  e = 1 ,3 9 .

A cta  Techn. H ung. 41 (1962)
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Zu den  angegebenen  V erzahnungen  ze ig t B ild 5 die au fgenom m enen  
L eb en sd au erk u rv en , u n d  zw ar einm al bei S ch m ieru n g  m it M ineralöl u n d  e in 
m al bei S chm ierung  m it dem  sy n th e tisch en  P o ly ä th e r-Ö l P O L Y R A N  M 25 
d e r B ayerw erke  L ev erk u sen .

E ZOa-Hechverza/>iwng

Abb. 4

Lastwert : В=-j— r-СГ/ • о

B50 - В  fü r LW =50-t0e

■ E2B B50 = 0.45 hp/mrn2

■ E2 0 hoch B 50 =0.275

-E20x=0.S B5 0 =0.2A

' E20 B50=0,17

■E28 B50 = 0.0e
' E 2 0 h o c h  В 5 0 - 0 . 0 4  

■Е20х=й5 Bsc = 0.03
'E2 0 В 50= 0.02

Abb.

Z u n äch st is t von  In te re sse , daß  die Reihenfolge  der K u rv en  fü r  die v e r
sch iedenen  E -V erzahnungen  bei beiden V ersuchsre ihen  die gleiche is t. Die 
rech ts  angesch riebenen  W erte  fü r B 50 erm öglichen  den  Vergleich d e r e rz ie lten  
F la n k e n tra g fä h ig k e it in  Z ah len . So e rre ich t z. B . die V erzahnung  E  28°-N ull

Acta Techn. H ung. 411 (962)



2 8 G. NIEMANN

d ie  4 fa c h e  (unten), bzw . 2 ,65 fache  F la n k e n tra g fä h ig k e it (oben) g egenüber 
d e r  ü b lic h e n  E v o lv e n te n v e rza h n u n g  E 20 “-N ull. E ine  de ra rtig e  S te ig e ru n g  
d e r F la n k e n tra g fä h ig k e it m it d e m  E ingriffsw inkel a geh t w eit über d as  h in au s , 
w as n a c h  d er B erechnung  d e r  HERTZschen P re ssu n g  zu e rw arten  w äre . D ie 
w e ite re n  E -V erzahnungen  m it  P ro filv ersch ieb u n g  (E  20, x  =  0,5) u n d  m it 
H o ch  V erzahnung  (E 20 “-H o ch ) liegen dazw ischen .

4. E in fluß  des Schm ierstoffs

D ie größte  S teigerung  d e r  F la n k e n tra g fä h ig k e it e rzielten  w ir b e i S chm ie
ru n g  m it  POLYRAN M 25, s t a t t  m it M ineralöl (obere K u rv en sch ar gegenüber 
d e r u n te r e n  !). Die F la n k e n tra g fä h ig k e it B 50 s te ig t hierbei a u f  das 3 ,44fache 
b*s 8 ,5 fach e . F ü r beide ö le  b e t r ä g t  die V isk o sitä t 50 CSt bei 50° C.

D ie  w eiteren  V ersuche m it  versch iedenen  M ineralö len  h a t te n  fo lgendes 
E rg e b n is :

1. E in e  Ä nderung  d e r Ö lv isk o sitä t zw ischen 23 u n d  150 CSt m itte ls  
Ä n d e ru n g  der E in g a n g s -Ö lte m p e ra tu r  (89° b is 43° C) ergab keine  Ä n d eru n g  
d e r  F la n k e n tra g fä h ig k e it .

2 . E in en  erheb lichen  E in f lu ß  h a t  ab e r eine Ä n d eru n g  der N enn-V isko- 
s i tä t  V 50 (V iskosität in  CSt b e i 50° C) bei gleicher Ö la rt. H ierbei w ar im  M itte l 
die F la n k e n tra g fä h ig k e it

B s o - i V s o ) ' 1’-

5. Einfluß von Sehrägungsw inkel ß Profiliiberdeckung e 
und Sprungüberdeckung esp.

D ie h ierzu  d u rc h g e fü h rte n  V ersuchsreihen  h a t te n  folgendes E rg e b n is :
1. B 50 ~  e/cos3 ß  (siehe B dd  6).
2 . E ine un te rsch ied lich e  S p ru n g ü b erd eck u n g  (esp =  0 ,60 ; =  0,99;

=  1 ,9 9 7 ), hergeste llt d u rc h  Ä n d eru n g  d er Z ah n b re ite  (b = 1 3 ,6 ;  = 2 2 ;  
=  44  m m ), ergab keine Ä n d e ru n g  fü r  B 50- 6

6 . E influß von F lankenform fehler f/ und R auheit der Z ahnflanken

D ie gefräste V erzah n u n g  aus S tah l St70 (M itte lw ert f j m =  2 0 p) ergab  
im  D a u e r te s t  eine steil a b fa lle n d e  L eb en sd au erk u rv e  (B ild 7). Die V erzah n u n g  
w u rd e  d a n n  nachgeschliffen , b is keine P ittin g s  m eh r zu sehen w aren . D er 
h ie rm it  du rch g efü h rte  D a u e r te s t  ergab  d an n  die obere K urve  m it e tw a  dem  
lO fach en  B 50-W ert, g eg en ü b er d e r gefrästen  V erzahnung .

W o ra u f  beru h t n u n  d e r große U n tersch ied  in  d er F la n k e n tra g fä h ig k e it?
B ild  8 zeigt E v o lv e n te n -D ia g ram m e  von  versch ieden  b e a rb e ite te n  Z a h n 

r a d p a a r e n  und  ferner d ie A usm essung  d er F lan k en fo rm feh le r. D er m ittle re  
F la n k e n fo rm fe h le r  is t f f m =  ( f f t f / ß  • 0,5.

A cta  Techn. Hung. 41 (1962)
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Bild 9 zeig t n u n , d a ß  w eniger der F lan k en fo rm feh le r, als die Rauheil 
d e r Z ahnflanken  fü r  d ie  T ragfäh igkeit B so m aß g eb en d  is t. H ier sind  die 
E rgebnisse  zu sam m en g este llt, die an  Z ah n räd ern  au s d er gleichen H erste llungs-

Ahb. (>

Abh. 7

Serie ab er m it v e rsch ied en er E n d b ea rb e itu n g  d e r Z ahnflanken  gew onnen 
w urden . Zunächst die erzielten Kennwerte B 50 : Sie än d ern  sich d u rch  die 
E n d b e a rb e itu n g  von  J350 =  0,035 bis 0,245, a lso  im  Bereich von  1 zu  7. 
Die höchste  T rag fäh ig k e it e rre ich t die e lek tro p o lie rte  Z ahnflanke, d an n  folgen

Arin Techn. Hun*. 41 (1962)
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Rad
Ritzel j -  gefräst

Rad

gefräst

Ritze/

Rad geschliffen  
Ritze / gefräst

Rad 
RitzeI geschliffen

Abb. 8

Bearbeitung elektropol. feiner
Kreuzschliff geschabt G la ttsch liff

grober
Kreuzschliff gefräst sandgestr.

В
В so bezogen a u f 0'^' 

fj- = 90° [kg/mm2] Г 1 1 T 1
'  " Tm20lmittlerer Flankenform - 5- 
fehler ffm С/л] £  

2- 
/ ■ ! I s Í

У

////

/

1
\

\
\
\
\
N

1
Zahnverlustleistung  °-s ' 
N v z / N f  100 [%] 0.6■

I I T ' ш г '
' ' ' 1L

2-G lättungstiefe RP С/л] 
in Breitenrichtung

WT~~

11•F\\
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— i J L

m axim ale Rauheit RC/л] 2- 
in Breitenrichtung /-

— r" 1 ' r '

^y

3-
m axim ale Rauheit RC/л] 2 - 
in Evolventenrichtung f 

n. ____t u — r " 1 X
Abb. 9
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fe in e r K reuzsch liff, geschab t, G la ttsch liff, g ro b er K reuzschliff, g efräst und  
sa n d g e s tra h lt.

Z ur w e ite ren  B eu rte ilu n g  w urden  a u ß e rd e m  a n  den Z ah n flan k en  die 
W erte  fü r F lan k en fo rm feh le r, re la tiv e  Z ah n  V erlustle istung , G lä ttu n g stie fe  
u n d  m axim ale  R a u h e it  e rm itte lt . Aus d er G eg en ü b erste llu n g  dieser W erte  m it 
den  B 60-W erten  schein t m ir h e rv o rzu g eh en , d aß  die R au h e itsw erte  R  in 
E v o lv e n te n ric h tu n g  oder die d e r G lä ttu n g stie fe  R p noch  am  e in d eu tig s ten  m it 
dem  V erlau f d er B 50-W erte in  B eziehung  s te h e n .

7. Einfluß der U m fangsgeschw indigkeit v

Bild 10 ze ig t, wie sich der V erlau f d er L e b en sd au e rk u rv en  m it v ä n d e rt, 
u n d  zw ar oben fü r  g e rad v e rzah n te  S tirn rä d e r  u n d  unten  fü r sch räg v e rzah n te .

Verzahnung:

m = 3  z  = 23/37 

ß * 0 ° <xnb-22A°

nt - 3 z  = 21/3‘t 

ß  = 25° a , tb = 28,5°

A d a  Terhn. Нипц. i l  (1962)
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S ä m tlic h e  T esträd er b e s te h e n  aus Si— M n-S tah l. F ü r  jede  V ersuchsreihe s ta m 
m e n  d ie  T esträd e r au s  d e r  g leichen F ertig u n g sse rie . D er F lan k en fo rm feh le r 
b zw . d ie  m axim ale R a u h e it  b e trä g t  im  M itte l 4 /-i. E rgebn is: Die F la n k e n 
tra g fä h ig k e it  liegt bei g rö ß e re r  U m fangsgeschw ind igkeit e rheb lich  h ö h er, 
so fe rn  die F lan k en fo rm feh le r u n d  die R a u h e it d er Z ahn flan k en  k le in  sind .

E rg eb n is  aus w e ite ren  V ersuchen : Rei seh r großen  F eh lern  an  d en  Z ah n 
f la n k e n  (ffm, bzw. R)  k e h r t  sich  die T endenz u m . Die G renze lieg t e tw a  bei 
Z a h n fla n k e n feh le rn  =  20 /1, d as  h e iß t, h ie rb e i w ar die F la n k e n tra g fä h ig k e it 
f a s t  u n a b h ä n g ig  von v.

8 . Auswertung der b isherigen Versuchsergebnisse für die B erechnung

Im  Bi d 11 is t d e r V ersuch  gem ach t, die E rgebnisse  in  e iner G leichung 
zu sam m en zu fassen . D ie F la n k e n tra g fä h ig k e it , gem essen als L a s tw e r t B 50

Abb. 11

fü r  d ie  G ren z-P ittin g fläch e  G = 2 %  d er a k tiv e n  F lan k en fläch e , d ie  nach  
50 • 1 0 6 U m drehungen  e r re ic h t w ird , is t fü r  E v o lv en ten  V erzahnungen  etw a 
p ro p o r t io n a l  dem  angegeben  A u sd ru ck . Die B eiw erte  y x u n d  y 2 sind  n a c h  den 
V ersuchsergebn issen  in  A b h än g ig k e it von v  u n d  f w bzw . anb d a rg e s te llt .

9. W eitere E inflüsse

H ie rzu  n u r die E rg eb n isse  von  ein igen S tichversuchen . 

a j  E in flu ß  dünner Schutzschichten an  den Zahn flanken .
B ei ve rg ü te ten  Z a h n rä d e rn  m it e lek tro ly tisch  v e rk u p fe rten  Z ah n flan k en  

b e t r u g  B 50 =  170% , g eg en ü b er B50 =  100%  bei d er n ich t v e rk u p fe rte n

A cta  Tec.hn. Hung. 41 (1962)
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A usführung . Die C u-Schicht m u ß  a b e r sehr d ü n n  sein  (etw a 5 bis 1 2 //), um  
L aufstö rungen  zu verm eiden . Ä hnliche E rgebn isse  w ird  m an v e rm u tlich  m it 
anderw eitigen  e lek tro ly tisch en  S ch u tzsch ich ten  erz ie len .

Noch viel g rö ß er is t die W 'rk u n g  einer d ü n n e n , e lastischen  N itrie rsch ich t 
an  den Z ah n flan k cn , z. B. e rzeu g t durch  B a d -N itr ie ru n g  von n o rm alis ie rten  
oder v e rg ü te ten  Z ah n räd e rn  aus S ta h l. Die D icke d er N itrie rsch ich t b e trä g t 
h ierbei n u r 3 bis 15 //. T ro tzd em  s te ig t h ierbei d ie  F la n k e n tra g fä h ig k e it a u f  
e tw a  300% .

b) E in flu ß  des Gegenrades.
Bild 12 zeig t h ie rzu  die E rgebn isse  aus D a u e rte s te n  m it Z ah n räd ern  aus 

versch iedenem  S tah l. D ie schw arzen  Säulen gelten  fü r  den L a u f der Z ah n räd e r

HV=J80 250 250 255 kg/m m 2

АЫ>. 12

m it G egenrädern  aus gleichem  W erk sto ff, und  die v e rlä n g e rten  Säulen fü r den  
L a u f  der Z ah n räd e r m it G egenfädern  aus g e h ä rte te m  S tah l. D abei is t die 
Z unahm e der F la n k e n tra g fä h ig k e it des u n g e h ä rte te n  R ades beim  L a u f  m it 
g eh ä rte tem  G egenrad un te rsch ied lich  groß, ab e r im m er größer, als beim  
L a u f  von R ad p a a re n  aus gleichem  M aterial. U rsach e  fü r die S teigerung  d er 
F lan k en trag fäh ig k e it is t v e rm u tlich  die k le inere  R au h e it der g e h ä rte te n  
G egenräder m it geschliffenen  F la n k e n  und fe rn er eine gewisse G lä ttu n g  der 
u n g e h ä rte te n  Z ah n flan k en  durch  d ie  g eh ärte ten  G egenflanken .

10. A usblick

So weit die n a c k te n  E rg eb n isse . Die E rk e n n tn isse  sind  noch im  F lu ß . 
Z ur Zeit fehlen uns z. B . noch d ie  en tsp rech en d en  V ersuchsergebnisse  fü r das 
G eb ie t der gehärteten Z ah n räd er. W ir m öchten w issen, ob auch bei diesen die 
b ish er e rk an n ten  E in flu ß g rö ß en  in  gleichem  M aße w irksam  sind , oder n ic h t, 
u n d  ob h ier noch w eitere  zu erfassen  sind.
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V ielle ich t ist es d a n n  so w eit, den großen Bogen zu sch lagen  u n d  w enig
s te n s  f ü r  das Gebiet d er Zahnräder  ein G esam tb ild  d er P ittin g fe s tig k e it und  
d e r  P ittin g b ild u n g  zu b ie te n , w elches die h au p tsäch lich en  E in flu ß g rö ß en  
z u tre f fe n d  erfaß t und  in  ih re r  W irk u n g  e rk lä r t.

SCHRIFTTUM

N iem a n n  und R ichter : V ersuchsergebnisse zur Zahnflankentragfähigkeit. 9 Aufsätze in 
Z . Konstruktion  (1960), S. 185-194, S. 236-241, S. 269-278, S. 319-321, S. 360-364, 
S. 397-402.

T H E  P IT T IN G  FATIGUE LIM IT OF G EARS A N D  W AYS LE A D IN G  TO ITS IN CREA SE

G. NIEMANN

SUM M ARY

T h e shortened life te st  (F Z G  short test) is a convenient m ethod (quick and reliable) 
for th e  determ ination of num erous factors influencing the life o f gears. T est results concern
ing  th e  influence of type of gearing, to o th  shape, flank  shape error, flan k  surface roughness, 
lu b rica n t, peripherical speed are used  for the dim ensioning of life unhardened gears. Further 
fa c to rs w h ich  ought to be in vestiga ted : th in  protective coatings, influence of the m atch ing gear 
and in flu en ce  of hardening on th e  P ittin g  endurance strength.

L A  LIM ITE DE FA T IG U E  A U  PITTIN G  D E S E N G R E N A G E S, ET LE S M OYENS
D E  L’É L E V E R

G. NIEMANN

RÉSUM É

L ’essai FZG (F Z G -K urztest) perm et l’exam en rapide et sûr de nom breux facteurs in 
f lu a n t  sur la durée des engrenages. U tilisation  des résultats d’exam en relatifs à l ’influence  
du ty p e  de denture, de la form e des dents, du défaut dans la forme du flanc, de la rugosité  
su p erfic ie lle , du lubrifiant e t  de la  v itesse  circonférentielle, dans le calcul de la durée des 
engren ages non trempés. D ’autres facteurs à exam iner sont: les couches m inces de protection, 
l ’in flu e n c e  de la contre-roue et celle  de la trem pe sur la résistance au P itting .

П РЕД ЕЛ  ПИТТИНГ — УСТАЛОСТИ ЗУБЧАТЫХ КОЛЕС И ПУТИ ПОВЫШЕНИЯ
ЭТОГО ПРЕДЕЛА

Г. НИМАН

РЕЗЮМЕ

Сокращенный метод испытания срока службы является подходящим средством 
для быстрого и надежного испытания действия ряда факторов, влияющих на срок службы 
зубчатых колес. Использование опытных данных, полученных при испытании влияния 
метода нарезки, формы зубьев, погрешности формы, чистоты поверхности, смазывающего 
вещества, окружной скорости, для расчета зубчатых колес на срок службы. Дальнейшие, 
подлежащие испытанию факторы: тонкие защитные слои, влияние спаренного зубчатого 
колеса, влияние закалки на питтинг.

A cta  Techn. Hung. 41 (1962)



УСТАЛОСТЬ КРУПНЫХ СТУПЕНЧАТЫХ ВАЛОВ 
ИЗ ЛЕГИРОВАННЫХ СТАЛЕЙ*

И. В. КУДРЯВЦЕВ
Д -Р  Т Е Х Н . Н А У К

и
H. М. САВВИНА 

К А Н Д .Т Е Х Н . Н А У К

Ц Е Н Т Р А Л Ь Н Ы Й  Н А У Ч Н О -И С С Л Е Д О В А Т Е Л Ь С К И Й  И Н С Т И Т У Т  Т Е Х Н О Л О Г И И  
И М А Ш И Н О С Т Р О Е Н И Я  (Ц Н И И Т М А Ш ), М ОСКВА

1. Усталостная прочность ступенчатых валов (r:d =  0,12) из легированных ста
лей (34XH3M и 15ГН4М),испытанных при симметричном изгибе, снижается (на 37—41%) 
с увеличением их размеров от 5—20 до 170 мм.

2. Экспериментально показано значительное повышение (на 29—41%) пределов 
выносливости от применения наклепа чеканкой вибрирующим роликом галтелей круп
ных валов из высокопрочных легированных сталей различной твердости. При этом эффек
тивность наклепа не понижается с увеличением размеров валов; наклепом достигается 
полная нейтрализация влияния концентрации напряжений в зоне галтелей как малых, 
так и крупных валов.

3. Степень понижения усталостной прочности с ростом абсолютных размеров для 
валов с упрочненными наклепом галтелями выражается теми же величинами, что и для 
валов неупрочненных.

4. Масштабный фактор исследованных сталей выражается приблизительно в 
одинаковой степени как для ступенчатых, так и для гладких валов. Это, по-видимому, 
объясняется тем, что выбранные размеры галтелей (г : d =  0,12) вызывают сравнительно 
умеренную концентрацию напряжений.

5. Указаны режимы упрочняющей обработки, которыми достигается полная ней
трализация концентрации напряжений в галтелях, не только в малых образцах, но и в 
образцах больших сечений.

1. Введение

При расчетном определении несущей способности крупных стальных 
деталей, работающих при переменных нагрузках, встречаются затруднения, 
связанные с недостаточностью имеющихся экспериментальных данных по 
сопротивлению усталости этих деталей.

Такие затруднения испытываются, в частности, при расчетах круп
ных ступенчатых валов из легированных сталей.

Ниже сообщаются результаты проведенных авторами в ЦНИИТМАШе 
испытаний на усталость при изгибе валов диаметром от 5 до 170 мм.

Формы испытывавшихся валов были выбраны применительно к типо
вым деталям из номенклатуры завода тяжелого машиностроения.

Эти испытания помимо количественного установления масштабного 
эффекта для некоторых распространенных в тяжелом машиностроении форм

* Доклад на Конференции по вопросам современного расчета, проведенной 
Академией наук Венгрии в г. Будапеште с 24 по 28 октября 1961 года.
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валов преследовали также цель определить эффективность упрочнения гал
телей валов путем получившего за последние годы распространения метода 
поверхностного пластического деформирования.

2. Материал и форма исследованных валов

Для исследований была выбрана кованая сталь марок 34XH3M и 
15ГН4М (таблица 1).

Кованые заготовки стали 34XH3M были поставлены заводом в двух 
различных состояниях по термообработке: после нормализации (85С°—870°) 
и после закалки (840°—860°) с отпуском (580°—62С°).

Заготовки стали 15ГН4М (после ковки и изотермического отжига) 
подвергались закалке и отпуску по режиму, принятому на заводе для круп
ных деталей из данного материала (закалка 83С°—850°, отпуск 590—6СС°).

Для испытаний на усталость были изготовлены ступенчатые валы 
диаметром 170 мм из стали 34XH3M (нормализованной) (рис. 1а) и ступен
чатые валы диаметром 160 мм из стали 15ГН4М и 34XH3M (закалка и от
пуск) (рис. 16).

Из головок указанных больших валов (после их усталостных испы
таний) изготовлялись образцы меньших размеров (диаметры 20, 10 и 5 мм), 
рис. 2.

Для образцов разных размеров был соблюден принцип геометриче
ского подобия их рабочих частей; были приняты постоянными отношения 
между радиусом галтелей и диаметром рабочей части образца (г : d — 0,12), 
а также диаметром (или толщиной) головки и рабочей части образца (D : d =  
=  1,25).

A c ta  Techri. H ung, i l  (1962)



Т а б л и ц а  1

Состав и механические свойства исследованных сталей

С одержание элементов в %% М еханические свойства
С таль,

терм ообработка | „
С Мп Si Cr Ni Mo S P ав

кг/мм2 кг/мм2 %
v ак 
% к г« / Нв

34XH3M
нормализация . 0,31—0,40 0,55 0,18 0,87 2,84 0,46 0,010 0,016 82 56,0 18,0 49,0 7,5 220

34XH3M
закалка и от
пуск ................ > > „ .. »» „ 99,7 85,9 15,6 59,8 13,3 290-310

15ГН4М
закалка и от
пуск ...............  0,13—0,15 1,40—1,53 0,35-0,40 0,29 4,29 0,40 0,015 0,017 88,8 68,8 17,6 49,0 — 269-285
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Кроме указанных ступенчатых образцов для сравнения с ними были 
изготовлены и испытаны малые гладкие образцы, т. е. образцы с сопряже
нием головоки рабочих частей по большому радиусу (радиусы 20, 15 и 8 мм 
соответственно для образцов диаметром в 20, 10 и 5 мм).

R2.5

Рис. 2

Крупные образцы (диаметры 160 и 170 мм) были только ступенчатые. 
Однако расположение изломов вне галтелей для некоторых серий упроч
ненных крупных образцов позволило установить величину предела выно
сливости для этих серий образцов как для образцов гладких.

3. Обработка валов пластическим деформированием

а) Ступенчатые валы

Часть испытывавшихся ступенчатых валов подвергалась упрочнению 
путем чеканки галтелей вибрирующим роликом.

Способ упрочнения галтелей валов чеканкой вибрирующим роликом 
[1], особенно удобен для крупных деталей, т. к. позволяет получать значи
тельную глубину наклепанного слоя без больших статических усилий с 
использованием относительно простых чеканящих приспособлений.

Галтели крупных валов диаметром 170 мм стали 34XH3M (нормали
зованной) упрочнялись вибрирующим роликом с помощью пружинного 
приспособления УП—2 (конструкции ЦНИИТМАШ) с энергией удара 
2,5 кГм.

A cta  Techn. Hung. 41 (1962)
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Упрочнение галтелей валов диаметром 160 мм закаленных сталей 
34XH3M и 15ГН4М проводилось приспособлением 4M—3 конструкции 
ЦНИИТМАШ, в котором для нанесения ударов по ролику применен пнев
матический отбойный молоток «МО -10». Энергия удара его при давлении 
воздуха в магистрали 4,5—5 атм, составляет 4,5 кГм и скорость ударов 
1250 в минуту. Приспособления устанавливались на суппорте токарного 
станка.

Приспособление УП— 2 (рис. 3) состоит из привода — 1, кулачкового 
вала с подшипниками — 2, шпинделя с бойком — 3, задней опоры с гайкой, 
регулирующей энергию удара — 4, пружины — 5 и головки с вибрирующим 
роликом — 6.

Кулачковый вал вращается со скоростью ЮСО об/мин и сообщает 
движение шпинделю с бойком.

Обкатывающий поверхность изделия профильный ролик укреплен на 
конце шарнирного рычага. На другой конец рычага опирается тарирован
ная пружина. При надавливании ролика на изделие (путем подведения 
суппорта к изделию), шарнирный рычаг сжимает пружину, чем и дости
гается определенное, заданное заранее, постоянное давление на ролик. 
Удары ролик получает от бойка пружинно-кулачкового механизма.

Упрочнение галтелей образцов диаметром 10 и 20 мм производилось 
вибрирующим роликом с помощью пружинного приспособления УП—0,25 
(по конструкции аналогичного с приспособлением УП—2). Энергия удара 
ролика составляла 0,25 кем.

Пневматическое чеканочное приспособление с вибрирующим роликом 
4M—3 (рис. 4) состоит кз сварного корпуса 6, тарированной пружины 8, 
гайки 7, вилки 3 с профильным роликом 1 и пневматического молотка 11.

Пневматический молоток 11 с образованным стволом под скользящую 
посадку, устанавливается в корпусе 6, к которому приварен угольник для 
крепления молотка в резцедержателе суппорта токарного станка.

Между стволом и корпусом молотка помещена тарированная пружина 
8, которая перемещением суппорта в направлении удара создает постоянное 
давление на ролик.

Пружина на молотке удерживается специальной гайкой 7, которая 
навертывается на ствол молотка. Наружный диаметр фланца гайки 7 обра
ботан под скользящую посадку и является направляющей левого конца 
стакана.

Упрочняющий ролик 1 помещен на оси 5 в вилке 3, хвостовик которой 
устанавливается взамен отбойного рабочего инструмента.

Практика поверхностного упрочнения наклепом некрупных валов 
показывает, что достаточно эффективные результаты в смысле повышения 
усталостной прочности могут быть получены при толщине наклепанного 
слоя в 0,04 от радиуса упрочняемого вала. По мере дальнейшего увели-
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Рис. 3

чения наклепанного слоя эффект повышения усталостной прочности проис
ходит во все уменьшающихся размерах и при глубинах свыше 0,2 от радиуса 
вала дальнейшее повышение усталостной прочности практически отсут
ствует.

Исходя из этого, считалось желательным получение толщины накле
панного слоя у валов, имеющих диаметры 170—160 мм в пределах 4—16 мм.
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Рис. 46
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В результате предварительной пробной обработки были выбраны сле
дующие режимы упрочнения галтелей испытывавшихся образцов (таб
лица 2).

Таблица 2

Режимы упрочнения галтелей валов вибрирующим роликом

Д и ам етр  
в а л а  и 
р ади ус  

гал тел и , 
мм

Сталь

Д и ам етр  
и р ад и у с  
п роф и ля  
р о л и к а , 

мм

Кол-во 
канавок 
по об
разу
ющей 

галтели

Число 
прохо
дов по 
одной 

канавке

Т и п
п ри сп о

соблен и я

Число 
ударов 

в минуту

Ч и сло  
оборотов 

в а л а  в 
мин.

Э нергия
уд ара ,

кГм

170 34XH3M 60 4 УП-2 800 1 2,5
20 4

160
20

34XH3M 60
11

3 5 ЧМ-3 1250 2 4,5

160
20

15ГН4М 60
11

4 5 ЧМ-3 1250 2 4,5

20 34XH3M 55 1 УП-0,25 18С0 10 0,25
2,5 15ГН4М 2,5

10
34XH3M

50 1 з УП-0,25 1600 10 0,25
1,2 1,2

Поверхностная твердость образцов диаметром 170 мм стали 34XH3M 
(нормализованной) после наклепа галтелей чеканкой повысилась на 26%, 
глубина наклепанного слоя при этом составляла около 7 мм.

Поверхностная твердость образцов диаметром 160 мм стали 34XH3M 
(закалка и отпуск) после наклепа галтелей чеканкой повысилась на 15%, 
глубина наклепанного слоя при этом составляла около б мм.

Анализ микроструктуры металла в зоне галтели упрочненного вала 
не позволил обнаружить наклепан'ного слоя ни для стали 34XH3M (нор
мализованной), ни для стали 34XH3M и 15ГН4М (закаленной).

Галтели валов, диаметром 170, 160 мм после чеканки их вибрирующим 
роликом, механически обрабатывались обточкой.

Ступенчатые образцы диаметрами 10 и 20 мм после чеканки оставались 
механически необработанными. Образцы диаметром 5 мм упрочнению не 
подвергались.

б) Гладкие валы

Образцы гладких валов диаметром 10 и 20 мм были обкатаны роли
ками, в первом случае трехроликовым приспособлением, во втором — одно
роликовым по режимам, приведенным в табл. 3.
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Таблица 3

Режимы упрочнения образцов обкаткой роликами

Д иаметр
образца,

мм
Д авлен ие  при 

обкатке, 
кг

Д иам етр  и 
контурны й 

радиус, 
мм

Скорость 
вращ ения 

вала и осевая  
подача

10 100
20 185

5 0,2

20 150 32 185
3 0,2

4. Методика испытаний валов на усталость

В каждой серии испытывалось 4—9 образцов на базе 10 млн. циклов. 
Испытания на усталость малых образцов (диаметром 5, 10 и 20 мм) произ
водились на машинах, осуществляющих изгиб при вращении (машины 
ЦНИИТМАШ типа У—12 и У—20). Испытания крупных образцов (диамет
ром 160 и 170 мм) производились при симметричном переменном изгибе в 
одной плоскости на машинах конструкции ЦНИИТМАШ типа УП—2СС (2].

Разные схемы нагружения для малых и больших образцов могли при
вести к некоторому завышению определенных величин предела выносливости 
для крупных образцов. Поэтому наблюденный масштабный эффект в связи 
с этим может быть только преуменьшен, а не преувеличенным. Хотя, по- 
видимому, роль этого фактора сказывается незначительно.

5. Результаты испытаний валов на усталость

а) Сталь 34XH3M (нормализованная)

Результаты испытаний образцов различных диаметров на усталость 
приведены в табл. 4 и на рис. 5.

Испытания на усталость ступенчатых валов диаметром 170, 20 и 10 мм 
проводились как на неупрочненных, так и на упрочненных образцах.

В результате чеканки галтелей крупных валов вибрирующим роликом 
предел выносливости их повысился с 14,5 до 20,5 кг/мм2, т. е. на 41%.

У всех валов, сломавшихся при испытаниях (неупрочненных и упроч
ненных), усталостное разрушение происходило в галтелях.

При рассмотрении усталостных изломов крупных валов было заме
чено характерное распространение фронта трещин, различное для ненакле- 
панных (рис. ба) и наклепанных валов (рис. бб).
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В наклепанных валах характерные линии усталости идут в начальной 
стадии по фронту со значительно большей кривизной, чем в валах ненакле- 
панных.

Это свидетельствует о том, что зародившаяся усталостная трещина 
распространяется по периферии сечения с большей относительной скоро

стью для ненаклепанных образцов по сравнению с относительной скоростью 
распространения трещин для наклепанных образцов. При этом относитель
ная скорость — это отношение скоростей распространения усталостной 
трещины по периферии сечения к скорости распространения трещины по 
радиусу сечения.

В результате наклепа галтелей чеканкой у образцов диаметрами 10 
и 20 мм предел выносливости их повысился на 55—65%.

Изломы образцов диаметрами 10 и 20 мм, упрочненных чеканкой, про
исходили вне зоны галтелей (на расстоянии 6—8 мм от бурта головки).

Рассматривая кривые фиг. 5 [1] и f l’], относящиеся к образцам стали 
34XH3M (нормализованной), следует отметить значительное влияние абсо
лютных размеров на усталостную прочность. Относительное снижение пре-
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Рис. Он

Рис. Об
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Таблица 4

Результаты испытаний на усталость валов стали 34XH3M (нормализованной)

Д и а м е т р
в а л а ,

мм

П редел вы носливости, кг/м м 2

Эффективны й
коэффициент

кон цен трац ии
н ап р яж ен и й

Г ладки е Ступенчаты е

неупроч-
ненные

у п р о ч 
ненны е

повы
шение

%

неупроч-
ненные

у п роч
ненны е

повы
шение,

%

170 — — ___ 14,5 20,5 41 ___

20 35,5 45,5 28 21,5 35,5 65 i,6
10 36,5 44,5 22 23,5 36,5 55 1,5
5 37,5 — — 24,5 — — 1,5

дела выносливости при переходе от малых образцов (диаметром 5 мм или 
10 мм) к большим (диаметр 170 мм), выражается приблизительно одной и 
той же величиной: — неупрочненных образцов (41%) и для упрочненных 
(44%).

б) Сталь 34XH3M (закалка и отпуск)

Результаты усталостных испытаний этой стали на образцах различных 
диаметров приведены в табл. 5 и на рис. 5.

Таблица 5

Результаты испытаний на усталость валов стали 34ХНЗМ  (закалка и отпуск)

Д и а м е тр
в а л а ,

мм

П редел вы носливости, кг/м м 2

Эффективный
коэффициент

кон цен трац ии
н ап р яж ен и й

Г л ад к и х С тупенчаты х

неупроч-
ненные

у п р о ч 
ненны е

повы
шение,

%

н еупроч-
ненны е

у п роч
ненны е

повы
ш ение,

%

160 24,5 — — 19,0 >  24,5* > 2 9 1,3
10 43,5 54,5 25 30,5 43,5 42 1,4
5 — — — 31,5 — — —

* Изломы образцов происходили вне галтели (вне упрочненной части), фиг. 76.

Изломы упрочненных образцов диаметром 10 мм происходили в гал
телях, однако предел выносливости их соответствовал пределу выносли
вости гладких образцов.

Снижение предела выносливости (рис. 5, кривые 2 и 2’) при переходе 
от малых образцов (диаметром 5 или 10 мм) к большим (диаметром 160 мм) 
составляет около 40% для неупрочненных образцов и 44% для упроч
ненных.

Эффективность упрочнения галтелей как крупных, так и мелких об
разцов выразилась в повышении пределов их выносливости до уровня не
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меньшего, чем соответствующие значения пределов выносливости гладких 
образцов.

в) Сталь 15ГН4М (закалка и отпуск)

Полученные в результате испытаний значения пределов выносли
вости ступенчатых образцов стали 15ГН4М даны в табл. 6 и на рис. 5.

В результате чеканки галтелей валов диаметром 160 мм вибрирующим 
роликом предел выносливости их повысился с 18,5 до 25,5 кг/мм2, т. е. на

Рис. 7ч

Рис. 76

38%. Образец, определивший предел выносливости, сломался вне галтели, 
по гладкой части образца (фиг. 7а).

Таблица 6

Результаты испытаний на усталость валов стали 15ГН4М (закалка и отпуск)

Предел вы носливости образцов, кг/м м 2

Д иам етр Гладких С тупенчаты х Эффективны й
коэффициент

вала,
мм неупроч-

ненные
уп роч
ненные

п овы 
ш ение,

%

неупроч-
ненные

у п роч
ненны е

повы
шение,

%

кон цен трац ии
н ап р яж ен и й

160 25,5 — — 18,5 >  25,5* > 3 8 1,4
20 44,0 — 29,5 >  44,0* > 49 1,5

* Изломы образцов происходили вне галтели (вне упрочненной части образца).
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Таким образом, применение поверхностного наклепа чеканкой привело 
в данном случае также к полному устранению влияния галтели на уста
лостную прочность вала.

Снижение предела выносливости (рис. 5, кривые 3 и 3’) при переходе 
от малых образцов (диаметром 20 мм) к большим (диаметром 160 мм) соста
вляет 37% для неупрочненных образцов и 42% для упрочненных.
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D IE  E R M Ü D U N G  VO N G RO SSEN, A B G E ST Ü F T E N  W E L L E N  AUS L E G IE R T E M  STAHL

I. V. K UD RIAVCEV u nd  N. M. SAVVINA

ZUSAM M EN FA SSU NG

1. D ie Erm üdungsgrenze von  abgestuften  W ellen (r : d 0,12) aus legiertem  Stahl 
(34 ChN3M  und 15 GIN 4M) verringert sich hei Vergrößerung der A bm essungen von  5 — 20 
a u f 170 m m  Durchm esser, hei sym m etrischem  B iegeversuch , um 37 — 41% .

2. D ie Versuche bew eisen, daß die E rm üdungsgrenze bedeutend (29 -4 1 % ) anw ächst, 
w enn die Übergänge bei den A bsätzen der aus hochfestem  legiertem  Stahl von verschiedener  
H ärte angefertigten  großen W ellen durch Schm ieden m ittels vibrierender R ollen verd ichtet 
w erden. D ie  W irksam keit der V erdichtung verringert sich nicht durch Vergrößerung der Maße 
der W ellen; durch die V erdichtung kann die W irkung der Spannungskonzentration sowohl 
bei den  kleineren wie auch bei den größeren W ellen erzielt werden.

3. D as Maß der Verringerung der E rm üdungsfestigkeit, bezogen auf die Vergrößerung  
der a b so lu ten  Maße, kann bei den verd ichteten  W ellen  durch denselben W ert ausgedrückt 
w erden w ie bei den unverdichteten  W ellen.

4. Der M aßstabfaktor der untersuchten Stähle kann annähernd in gleicher W eise ausge
drückt w erden bei den abgestu ften  und bei den g la tten  W ellen .Die Erklärung hiefür ist, daß 
die gew ä h lten  Maße der Schulterübergänge (r : d =  0,12) eine verhältnism äßig m äßige Span
nungskonzentration  hervorrufen.

5. D ie Arbeit weist auf die Bedingungen der verdichtenden Bearbeitung hin , wodurch  
v o llstä n d ig e  Neutralisierung der Spannungskonzentration  in den Übergängen n ich t nur bei 
kleinen  Probekörpern, sondern auch bei Probekörpern von  großem Q uerschnitt erzielt werden 
kann.

T H E  FATIG UE OF BIG ST E P P E D  SH A F T S M ADE OF ALLOY ST E E L

I. V. KUDRIAVCEV and N . M. SAVVINA

SUM M ARY

1. T he fatigue lim it o f stepped shafts (r : d  =  0 .12) made of alloy steel (34 K hN3M  
and 15 GN4M ), as determ ined by sym m etrical bending tests , decreases by 37 — 41% w hen their 
dim ension s are increased from  5 — 20 to 170 mm dia.

2. I t  was proved by experim ents th a t the fa tig u e  lim it is considerably increased (by  
2 9 —41% ), if  the fillets o f the large shafts, made o f  h igh-strength  steel o f various hardness, 
are com pressed by forging w ith  a v ibrating roll. The effic ien cy  of the com pression is not reduced  
by th e  increase of the dim ensions o f the shafts; by com pression the effects o f stress concentra
tion  can  be neutralized on the sm aller shafts as w ell as on the bigger ones.
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3. The degree o f decrease of fatigue strength , as related to the increase o f absolute d im en
sions, can be expressed for compressed shafts by the sam e values as for uncom pressed shafts.

4. The scale factor o f  the investigated  steels can be expressed by approxim ately the sam e 
m easure for the stepped sh afts as for the p lain ones. The explanation  for this is, th a t the dim en
sions which were chosen for the fillets cause a relatively  m ild stress concentration.

5. The paper deals w ith  the conditions o f the strengthening work by which com plete  
neutralization of the stress concentration in  the fille ts can be obtained, not on ly  on small 
specim ens, but also on the large specim ens.

FATIGUE D E S G RANDS A R B R E S  É P A U L É S  E N  ACIER ALLIÉ

I .V . KUDRIAVCEV et N. M. S AV VIN  A

RÉSUM É

1. La lim ite de fa tigu e  des arbres épaulés en acier allié «34 ChN3M» et «15 GN4M» 
(r : d = 0 ,1 2 )  décroît à l ’essai de flexion sym étrique de 37— 41% parallèlom ent à l ’accroissem ent 
de 5— 20 à 170 mm de Si de leurs dim ensions.

2. Des essais m ontrent que la lim ite  de fatigue s’augm ente considérablem ent (de 29—  
41% ), si les arrondis des épaules des grands arbres en aciers alliés de haute résistance et de 
duretés diverses sont durcis par forgeage au galet v ibrant. L’efficacité du forgeage ne décroît 
pas avec l’augm entation des dim ensions des arbres; par le durcissem ent, on peut obtenir la 
neutralisation de l’e ffet de concentration des contraintes dans la zone des épaulem ents d’arbres 
de plus petites ou de grandes dim ensions.

3. Le degré de réduction  de la résistance à la fatigue par rapport à l’augm entation  des 
dim ensions absolues, p eu t s’exprimer par les m êm es valeurs pour les arbres durcis et non durcis.

4. Le facteur d’échelle  des aciers exam inés peu t être exprim é par les m êm es valeurs 
pour les arbres épaulés et à section constante.

5. L’étude traite des conditions du travail de durcissem ent, par lequel on peut obtenir  
la neutralisation totale  des concentrations de contraintes dans les épaulem ents, non seulem ent 
sur de petites éprouvettes, m ais aussi sur des éprouvettes de grande section.
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ПО ПОВОДУ НАКЛЕПА ПОВЕРХНОСТИ 
ДЛЯ ПОВЫШЕНИЯ УСТАЛОСТНОЙ ПРОЧНОСТИ*

В. ЛИНГАРТ,
К А Н Д . Т Е Х . Н А У К

Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й  Н А У Ч Н О -И С С Л Е Д О В А Т Е Л Ь С К И Й  И Н С Т И Т У Т  М А Т Е Р И А Л О В
И Т Е Х Н О Л О Г И И . П РА ГА

Известно, что положительное действие наклепа поверхности, повы
шающего усталостную прочность, объясняется сжимающими напряжениями 
на поверхности. С возрастанием прочности основного материала создаются 
таким образом более благоприятные условия для действия этих напряжений. 
Об этом свидетельствуют также интересные и очень хорошие результаты на 
улучшенных валах больших сечений, которые на конференции предоставил 
проф. Кудрявцев. Хорошие результаты получил также проф. Вэрэш на улуч
шенных и упрочненных роликом болтах. Я хотел бы представить резуль
таты, которые свидетельствуют о том, что в некоторых случаях влияние 
наклепа роликами для улучшенной стали с высоким пределом текучести 
не дает дополнительного повышения усталостной прочности против неулуч
шенной стали. В э^их случаях применение улучшенной стали не имеет зна
чения. Такой опыт мы сделали при испытании осей локомотивов.

Некоторое время тому назад, нашему институту вместе с чехословац
ким локомотивостроительным заводом предстояло выполнить задание по 
повышению усталостной прочности локомотивных осей — рис. 1. Наряду 
с конструкционными видоизменениями соответствующих ступиц было 
решено обрабатывать оси обкаткой роликами. В качестве материалов были 
выбраны по одному варианту углеродистая сталь прочностью 67 кг/мм2, 
по другому варианту качественная легированная хромисто-ванадиевая 
сталь, и оси улучшались до прочности 80 кг/мм2 — табл. 1. Предполагалось, 
что в случае обкатанных роликами осей из сталей более высокой прочности 
будут получены более высокие показатели усталостной прочности.

Результаты усталостных испытаний крупноразмерных моделей осей 
видны из рис. 2. Указаны также результаты испытаний не подвергшихся 
обкатке осей из углеродистой стали. Соответствующая глубина наклепан
ного слоя составляла в случае осей из углеродистой стали от 7 до 8 мм 
Р =  2500кг), в случае хромисто-ванадиевой стали от 8 до 9 мм (P =  4СС0 кг).

* Выступление в дискуссии к докладу проф. Кудрявцева
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Таблица 1

Сталь
CSN С Mn Si Cr V P S 0-*

кг/мм2
<ГЬ

кг/мм2

I l  558 (1,35 m ax
0,05

m ax
0,05

35 67

15 230 0,24—
0,34

0,4—
0,8

m ax
0,4

2,2—
2,5

0,1—
0,2

m ax
0,04

m ax
0,04

65 80

Из результатов видно, что в случае обкатанных роликами осей из каче
ственной стали, обладающей более высокой прочностью, не было получено 
дополнительного повышения усталостной прочности. Соответствующие по
казатели одинаковы для обоих вариантов материалов и, следовательно, при
менение улучшенных качественных сталей применительно к данному случаю 
не имеет значения. Как убедительно показали работы проф. Кудрявцева, 
положительное влияние наклепа в случае прессовых соединений находится 
в прочной связи с благоприятными сжимающими напряжениями на поверх
ности. Ничего другого не остается, как предполагать, что в случае обкатки 
роликами сталей, обладающих повышенной прочностью, возникают более 
сложные условия в распределении благоприятных сжимающих напряже
ний по поверхности. Соответствующие измерения собственных напряжений 
проводятся в настоящее время. Также известные различия в распределении 
наклепа по глубине в случае сталей, обладающих повышенной прочностью, 
говорят за предположение об изменениях деформации поверхностных слоев 
в процессе обкатки роликами. Под известным поверхностным наклепанным
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расстояние от поЬерхнорти Рис. 3
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слоем, меньшей толщины возникает в некоторых случаях область понижен
ной твердости — рис. 3. Пока не выяснен вопрос о том, связано ли это пони
жение твердости в действительности с изменениями наклепа или с перемен
ной знака внутренних напряжений 1-го рода. Все-таки указанные резуль
таты свидетельствуют о том, что положительное действие обкатки роликами 
в данном случае прессованных соединений далее не возрастает с повыше
нием прочности материала. Распределения наклепа по глубине материала, 
наоборот, заставляют нас предполагать, что в данном случае следует при
нимать в расчет определенное ограничение применимости — наклепа роли
ками — в соотношении к прочности материала.

sActù Techn. Hung. 41 (1962)



НАКОПЛЕНИЕ УСТАЛОСТНОГО ПОВРЕЖДЕНИЯ 
И ЗАПАСЫ ПРОЧНОСТИ ПРИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ 

УСЛОВИЯХ СЛУЖБЫ*

С. В. СЕРЕНСЕН 
А К А Д Е М И К  АН  УССР

И Н С Т И Т У Т  М А Ш И Н О В Е Д Е Н И Я , М ОСКВА

Работа рассматривает режимы и их статистический анализ при различных усло
виях нагруженное™. Намечаются наиболее характерные условия эксплуатации, как 
основы расчетов прочности. Зависимость между долговечностью, средней амплитудой 
допускаемых напряжений и вероятностью повреждения. Оценка фактора надежности 
при различных условиях нагруженное™ и режимов.

Статистическая трактовка условий нагруженности деталей и сопро
тивления их усталости в эксплуатации при расчете на прочность должна 
приблизить результаты расчета к действительным условиям, определяющим 
эту прочность.

Условия нагруженности в связи с усталостью схематизируются при 
расчете либо как стационарные, когда амплитуда напряжений в процессе 
эксплуатации мало изменяется, являясь практически постоянной, либо как 
нестационарные, когда в течение срока службы каждого экземпляра детали 
амплитуда многократно изменяется, подчиняясь при этом закономерностям 
вполне определенного во времени характера или закономерностям случай
ных явлений. В первом случае условия определяются числом циклов и 
амплитудой, во втором — общим числом циклов и спектром амплитуд.

Под спектром здесь понимается процентное распределение общего 
числа циклов по величинам амплитуд, характеризуемое в случае непрерыв
ного спектра плотностью распределения или функцией накопленной частоты.

Представление о разбросе нагруженности в пределах группы одина
ковых рассчитываемых деталей вытекает из того очевидного положения, 
что детали машин, выпускаемых сериями, предназначаются для работы в 
значительном интервале условий эксплуатации. Одна часть деталей, под
чиняясь вероятностным закономерностям, попадает в более тяжелые по 
нагруженности условия, другая — в менее тяжелые, третья — в еще более 
легкие условия и т. д. Несмотря на устойчивость спектра амплитуд в пре
делах срока службы каждого экземпляра, нестационарная нагруженность

* Доклад на Конференции по вопросам современного расчета, проведенной Ака
демией наук Венгрии в г. Будапеште с 24 по 28 октября 1961 года.
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в пределах совокупности деталей также будет характеризоваться большим 
или меньшим разбросом этого спектра.

Подавляющее большинство деталей транспортных, строительнодо
рожных, горных, сельскохозяйственных и технологических машин работает 
в условиях нестационарного нагружения.

Все режимы нестационарной напряженности в соответствии с их свой
ствами и вытекающим отсюда подходом к изучению спектров амплитуд раз
деляются на режимы со случайным чередованием амплитуд различной вели
чины и режимы с выраженной закономерностью такого чередования.

Примерами режимов первого типа являются напряжения в транс
миссии автомобиля при установившемся движении, нагрузки на крыло 
самолета в неспокойном воздухе, напряжения в деталях угольных комбай
нов при работе, напряжения в рессорах и рамах автомобилей и подвижного 
состава железных дорог, напряжения в рельсах и рельсовых накладках и 
ряд других.

Режимы второго типа характерны для многих деталей, в том числе и 
некоторых из перечисленных, при наличии по условиям эксплуатации 
систематически повторяющихся силовых воздействий, вызывающих законо
мерное или в среднем закономёрное изменение амплитуд на протяжении 
некоторого отрезка времени, например, при включении сцепления —• в 
трансмиссии автомобиля, при поса'дке — в конструкциях крыла самолета, 
при поворотах — в раме гусеничного трактора, при работе механизма подъема 
и заглубления корпусов — в раме плуга.

Типичным примером деталей, на протяжении всего срока службы 
которых амплитуды напряжений изменяются в среднем периодически и 
закономерно, являются однотипные детали технологического оборудования 
•— ковочных машин, станков-автоматов и т. п. Определение спектра при 
нестационарной нагруженности случайного типа связано с применением 
статистических методов и требует: а) достаточно длительной регистрации 
переменных нагрузок и напряжений; б) выбора принципа систематизации 
амплитуд при обработке результатов и в) статистической интерполяции и 
экстраполяции полученного спектра амплитуд.

Д ля получения номинального, т. е. осредненного по совокупности 
деталей, спектра регистрация амплитуд производится одновременно на ряде 
экземпляров деталей или, чаще, на одном экземпляре, но поставленном в 
наиболее характерные для всей группы условия или же в условия, которые 
на основании ряда предварительных соображений рассматриваются как 
расчетные.

Необходимость статистической интерполяции и экстраполяции опыт
ных данных о спектрах обусловлена, во-первых, задачей типизации спектров 
и удобством использования данных при программировании и расчетах на 
прочность. Во-вторых, экстраполяция нужна при ограниченности статиста-
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ческого материала для получения более важной и менее достоверной по 
опытным данным части спектра в области больших и редко встречающихся 
амплитуд. Альтернативой такой экстраполяции является необходимость 
непрерывно фиксировать эксплуатационную напряженность на протя
жении всего срока службы.

На рис. 1 изображены результаты ряда исследований по спектрам 
амплитуд [1], [2], [3], [4].

Приближение подобных опытных кривых производится аналитичес
кими выражениями и кривыми, типы которых показаны на рис. 2, при со-

<р

Рис. 1. Спектры амплитуд нагрузок и напряжений: 1 — в раме плуга [4]; 2 — в полу
осях комбайна [1]; 3 — в раме автомобиля [4]; 4 — в звене привода рулевого управления 

[2]; 5 — полуоси автомобиля [4]; 6 — в рессоре автомобиля [3]

ответствующем выборе их параметров s, /г, lg ст„, да, Р, К, п, указанных 
аналитических выражений (средних амплитуд, среднеквадратичных, сред
них логарифмов и т. п.). Распределения в интегральной форме изображены 
в таких же, как и на рис. 1, координатах логарифмов относительной накоплен
ной частоты Ф и амплитуды, а соответствующие им кривые плотности рас
пределения — в координатах спектральной плотности и амплитуды.

Большинство приведенных типов кривых представляет частные случаи 
распределения статистических величин х2 Пирсона.

Для всех изображенных опытных кривых характерен показательный 
закон убывания числа амплитуд по мере их роста.

В отличие от приведенных на рис. 1 примеров, кривые спектров ампли
туд в деталях технологических машин могут описываться закономерностями
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Рис. 2. Теоретические кривые, используемые для интерполяции и экстраполяции
спектров

1 — нормальное распределение

Ф' Ы  =
1 2 S*

Угл-s
2 — распределение Максвелла (двухмерное)

_ 2о‘
» ,  . . 1 » 2S “
Ф Ю  =

3 — распределение Максвелла (трехмерное)

1Í2. ,  г  4 =ф ' Ы  =
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(Tűi

4 — специальное распределение

Ф' iPa) =  Л2 оа е*1'17*
5 — специальное распределение

Ф' (ста) =  Л e~haa

6 — биномиальное распределение

Ф' (ffa) =  еп° pae (1 —р)п~аа
7 — логарифмически биномиальное распределение
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8 — логарифмически нормальное распределение
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М 2S*
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иного вида, чем показанные на рис. 2. Так, например, эти режимы могут 
приниматься как режимы с линейной зависимостью амплитуды нагрузки 
или напряжения от накопленного числа циклов или со степенной зависи
мостью [5]. Следует, однако, полагать, что тИкие распределения являются 
в той или иной степени схематизацией действительной нагруженности тех
нологических машин. Это вытекает, прежде всего, из неизбежности отклоне
ний случайного характера в величинах нагрузок при (в среднем закономер
ном периодическом) протекании силового процесса за счет отклонений в

Рис. 3. Спектры амплитуд изгибных напряжений в балке заднего моста автомобиля [6] 
в зависимости от нагрузки и условий движения: 1 — грунтовая дорога груз 2,5 т и при
цеп; 2 — асфальт груз 4,5 т; 3 — булыжник груз 2,5 т и прицеп 3,6 т; 4 — грунтовая 
дорога груз 2,5 т; 5 — асфальт груз 2,5 т и прицеп 3,6 т; 6 — булыжная мостовая груз 

2,5 т; 7 — грунтовая дорога груз 1,35 т; 8 — асфальт груз 1,35 т.

величинах припусков обрабатываемых полуфабрикатов, колебаний их твер
дости и температуры нагрева, затупления режущего инструмента и других 
факторов, подчиняющихся вероятностным закономерностям. Эти откло
нения должны влиять на форму действительных кривых распределения, 
приближая ее к форме кривых показательных функций.

Экспериментальные данные указывают на то, что с изменением усло
вий работы в большинстве случаев изменяется и спектр амплитуд и интен
сивность накопления по числу циклов. Следовательно, условия перехода к 
предельному состоянию являются общими по упоминавшейся ранее схема
тизации путей перехода к предельному состоянию за счет нагрузок. Приме
ром является случай, изображенный на рис. 3. По данным [6 ] при изменении 
полезного груза от 1,35 до 4,5 г частота нагружения изменяется (в данном 
случае уменьшается) в 1,4 раза, что дает представление об интервале рас
сеяния числа накопленных циклов. Кривые спектров амплитуд располо
жены в относительно узком интервале.

Анализ опытных данных о спектрах амплитуд в различных условиях 
работы конкретных деталей показывает, что в ряде случаев имеют место
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сравнительно простые видоизменения спектров, имеющие характер преоб
разования подобия. Подобными являются все однопараметрические кривые 
каждого семейства. Для двух- и трехпараметрических кривых подобие 
означает пропорциональное изменение всех линейных параметров кривых 
(средней амплитуды, среднеквадратичного отклонения и т. п.).

Рис. 4. Статистическое распределение крутящего момента и напряжений кручения в 
полуоси автомобиля с учетом троганий с места и переключений передач: а — асфаль
товое шоссе; б — бездорожье; 1 — груз 0,8 т; 2 — груз 2,5 т; 3 — груз 2 т и прицеп 2 т.

На примере полуосей грузового автомобиля, исследованных в разно
образных эксплуатационных условиях [7], показано, что несмотря на много
образие этих условий их можно свести к нескольким типичным группам с 
приблизительно одинаковым статистическим распределением амплитуд кру
тящ их моментов.

Показанные на рис. 4—5 кривые повторяемости получены в естест
венных условиях загородного и городского движения автомобиля с раз
личным весом перевозимого груза (рис. 4) и в разных дорожных условиях 
при одинаковом грузе (рис. 5). В полученные распределения входят и на
грузки, возникающие при переходных режимах (разгоны автомобиля, тор
можения, переключения передач). Средняя скорость определялась безо
пасностью движения (в городе) или поддерживалась самим водителем как
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наиболее целесообразная в данных дорожных условиях. Из рис. 4 видно, 
что эффект изменения веса перевозимого груза соизмерим с эффектом изме
нения скорости движения, в то время как изменение дорожных условий 
весьма существенно отражается на типе распределения крутящего момента 
(рис. 5). При движении по дорогам с твердым покрытием наибольшая по
вторяемость соответствует относительно невысоким нагрузкам и напря
жениям в полуосях, достигающим 200—4С0 кг/мм2. Распределения, полу-

Рис. 5. Статистическое распределение крутящего момента и напряжений кручения в 
полуоси автомобиля при движении по различным дорогам, груз 2,5 т, учтены режимы 
трогання и переключения передач: 1 — асфальт за городом; 2 — магистральная улица 
города; 3 — грунтовая дорога, удовлетворительное состояние; 4 — целина (сухой суг

линок с кочками); 5 — мокрый луг

ченные в естественных условиях движения, отличаются наличием более 
пологой ветви в области высоких значений момента и существенно отли
чаются от нормального типа распределения.

Систематизируя перемены напряжений по размахам, статистические 
распределения амплитуд находим из распределений размахов. Эти наиболее 
важные для расчета на усталость характеристики переменной напряжен
ности изображены на рис. б в координатах амплитуды Ма и вероятностных 
координатах для накопленной частоты, соответствующей закону плотности 
распределения

Ф' м а =  h1 М ае-',м°, ( 1)

где h — статистический параметр.
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Рис. б, где применение специальных координат приводит к спрям
лению кривых накопленных частот, указывает на то, что спектры ампли
туд момента в полуосях в условиях движения автомобиля по дорогам без 
твердого покрытия и бездорожью удовлетворительно описываются пред
лагаемым для этой цели типом кривых [1]. Приближение эксперименталь
ных кривых к прямым линиям, проведенным пунктиром, на этом графике

Рис. 6. Статистическое распределение амплитуд крутящего момента в полуосях авто
мобилей различных типов в зависимости от дорожных условий: 1 — автомобиль ЗИЛ 151 
по лугу; 2 — ЗИЛ 151 по снежной целине; 3 — ЗИЛ 151 с прицепом по снежной целине 
4 — ГАЗ 51 по бездорожью; 5 — ЗИЛ 151 по бездорожью; 6 — ГАЗ 51 по песку; 7 — ЗИЛ;

151 по плохой грунтовой дороге

наблюдается для различных дорожных условий, а также для разных типов 
автомобилей. При сравнении кривых на этом графике следует иметь в виду, 
что постоянная составляющая момента на нем не отражена и что масштаб 
напряжений указан для полуосей диаметром 40 мм.

Произведенный статистический анализ нагрузок показывает, что мно
гообразие условий работы автомобиля приводит к сравнительно контраст
ным режимам переменной напряженности полуосей в зависимости от до
рожных условий. Поэтому целесообразно выделить наиболее характерные 
режимы, которые лягут в основу расчета и испытания на прочность.

Рассмотрим в качестве критерия прочности сопоставление поврежде
ния, накопленного на данной стадии нагружения а, с предельным накопле
нием повреждения на стадии разрушения.

Усталостное повреждение, накопленное на данной стадии нагружения, 
по гипотезе линейного суммирования оценивается выражением

а II

,
-

Ф +
« 2

и*
+  • • +

n,
N ,

í ki 4 _ h 4 -  • • +
к‘

JV 2 Ni
1суМ’

( 2 )
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де N  1( N 2. . .N j  — долговечности на разных уровнях напряжений по пер
вичной кривой усталости;

nv n2, . . . i i i  — числа циклов на разных уровнях напряжений, соста
вляющие в сумме общее накопленное число циклов
Чсум >

/{, K2. . . K i  — коэффициенты, характеризующие спектр эксплуатацион
ных нагрузок.

Повреждение к моменту разрушения (характеристика прочности) вы
числяется согласно выражению

14 =  _üL =  J?L+  . . .  +  =  \ А  +  кк- + . . .  + А
N, N 2 Nt N 2 Ni

где n{, П2 ...П 3 — числа циклов, составляющие в сумме долговечность
при программном нагружении NcyM, т. е. суммарное 
число циклов при разрушении;

К  k i . . . k ' i — коэффициенты, характеризующие спектр переменных 
напряжений при программных испытаниях на уста
лость для получения величины А.

В связи с рассеянием долговечностей при стационарном (Nv N 2. . .N t ) 
и программном (N cyM) нагружении возникает вопрос о способе учета этого 
явления при использовании накопленного повреждения как критерия проч
ности. Величина А  должна трактоваться как случайная в соответствии с 
выражением (3), где случайной величиной является только NcyM. Вероят
ностный характер предельного накопленного повреждения А виден из ре
зультатов работ [8 ] и [9], где относительное повреждение вычисляется с 
вероятностью, соответствующей взятому для вычислений NcyM, а в качестве 
N v N 2. . . N i берутся модальные значения долговечностей или некоторые 
долговечности по условным диаграммам усталости без учета рассеяния. 
Известное требование независимости накопленного повреждения А от 
спектра амплитуд в статистическом смысле означает требование независи
мости закона распределения вероятностей Ф(А) от вида этого спектра. 
Выполнение такого требования позволяет дать сравнительно простую ве
роятностную характеристику сопротивления усталости.

Общие принципы вычисления вероятности разрушения неоднократно 
формулировались [1 0 ], однако применительно к расчету на усталость тре
буется разработка соответствующих методов в связи с тем или иным типом 
нагруженное™, характером ее разброса, а также данными о сопротивлении 
усталости в зависимости от условий нагружения. Далее рассмотрен расчет 
по критерию накопленного повреждения.

N CyM’ (3)
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Расчет по накопленному повреждению при нестационарной нагру
женное™ предусматривает условие неразрушимости в следующем виде:

А — а >  о , (4)

где а — мера накопленного усталостного повреждения в данной детали 
из партии к концу срока службы;

А  — мера сопротивления данной детали усталостному рарушению.
Условие неразрушимости (4) для каждой детали из партии опреде

ляется как разность между располагаемым сопротивлением усталости и 
той частью сопротивления, которая исчерпана действием переменных на
пряжений. Последняя представляет собой меру накопленного усталост
ного повреждения а в данной детали, вычисляемую на основе тех же пред
посылок, которые используются при определении величины А по резуль
татам программных испытаний.

Обозначив А — а =  R  и рассматривая R  как случайную величину, 
вероятность разрушения находим интегрированием функции плотности 
вероятностей Ф'к по области отрицательных значений R.

Применительно к условию (4) вероятность разрушения вычисляется 
по выражению

V =  \ d R  \ 0 ' A (A)-0'a( A - R ) d A ,  (5)
—  со о

где Ф'а — функция плотности вероятностей А;
Ф'а —• функция плотности вероятностей а.
Для определения функции Ф'а результаты изучения спектров нагру

зок на различные экземпляры деталей интерпретируются в виде семейства 
кривых распределения амплитуд (спектров) и накопленных чисел циклов в 
соответствии с вероятным распределением этих характеристик по всем 
деталям. Затем указанные спектры амплитуд и числа циклов пересчиты
ваются в меру относительного накопленного повреждения а; значением 
величины а присваивается распределение вероятностей, вытекающее из 
такого пересчета и определяющее функцию плотности вероятностей Ф'а.

Например, при подобных спектрах действующих напряжений резуль
таты измерений интерпретируются семейством подобным кривых (рис. 7) 
с различными значениями характерного напряжения (таким параметром 
на рис. 7 является средняя амплитуда напряжений полного спектра). По
следнему присваивается то или иное распределение вероятностей, отра
жающее работу машин в различных реальных условиях. В основу опре
деления Ф'а кладется функциональная зависимость величины а от пара
метра о),, вычисленная по условию линейного накопления повреждения, и 
функция распределения вероятностей этого параметра. Исключая указан
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ный параметр, получаем функцию распределения вероятностей Ра{а), а 
следовательно, и функцию плотности вероятностей Ф'а.

Мера накопленного повреждения в каждом экземпляре детали вычи
сляется по условию линейного накопления повреждения

( 6)

где ст_! — средний предел выносливости;
N0 — среднее число циклов, соответствующее перелому кривой уста

лости;

Ф ïey

Рис. 7. Семейство кривых, характеризующих подобные спектры амплитуд в зависимости 
от параметра — средней амплитуды полного спектра

т — показатель степени уравнения первичной кривой усталости; 
^тах =  сто,2 напряжение, характеризующее выход конструкции из строя 

вследствие остаточных деформаций или разрушения.
Чтобы проследить влияние на вероятность разрушения таких изме

няемых по усмотрению конструктора факторов, как гарантируемый срок 
службы (определяется величиной псум) и фактор размеров детали (оцени
вается изменениями оа), построен график зависимости между долговеч
ностью и допустимой средней амплитудой напряжений по параметру ве
роятности разрушения (рис. 8 ).
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Рассматривая äa как среднюю амплитуду напряжений основного рас
четного нагрузочного режима (для всех деталей из партии) и используя 
вышеуказанный график, в условиях данного примера можно определять: 
а) вероятность разрушения или безопасный срок службы имеющихся дета
лей и б) размеры проектируемой детали при заданной долговечности и до
пустимой вероятности разрушения.

Рис. 8. Допускаемые средние напряжения в зависимости от долговечности и вероят
ности разрушения

Принятие той или иной вероятности разрушения, например, величины 
0,С05, означающей, что в ходе эксплуатации большого числа деталей около 
0,5% их может выходить из строя до истечения установленного срока служ
бы, должно обосновываться анализом работы существующих конструкций, 
требованиями к их надежности, а также экономическими соображениями [1 0 ].

В свете изложенных вероятностных представлений об условиях на
груженное™ и сопротивлении усталости запас прочности следует рассмат
ривать как необходимую компенсацию рассеяния этих величин для обеспе
чения требуемой надежности соответствующим выбором факторов второй 
группы.

Интерпретация запаса по номинальному пределу выносливости и при
веденному напряжению нестационарного режима согласно общеизвестной 
формуле аналогична. Приведенное напряжение обычно вычисляется на
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основе правила линейного накопления повреждения [1 ]

Я-1

Из формул (6 ) и (7) получается несколько видоизмененное выражение 
для коэффициента запаса, а именно

т

которое позволяет рассматривать величину запаса при статистической трак
товке как функцию отношения номинальных значений А и а.

Номинальными значениями А целесообразно считать средние значе
ния меры сопротивления усталостному повреждению А, а номинальным 
значением а — меру накопленного усталостного повреждения \а\~л, вычи
сленную по средней нагруженности, т. е. по основному расчетному режиму. 
Являясь параметрами кривых Ф'А и Ф’а, указанные номинальные значения, 
с одной стороны, определяют совмещенность этих кривых и величину ве
роятности разрушения, а с другой, — величину коэффициента запаса.

Каждому вычисляемому указанным способом запасу прочности при 
заданной нагруженности, механических свойствах деталей и характери
стиках рассеяния соответствует некоторая вероятность разрушения.

Недостатком способа оценки, основанного на вычислении запаса, 
является то, что сравнение вычисленных запасов для деталей разного типа 
не дает достаточно правильного представления о соотношении их надеж
ностей. Это связано отчасти с известной условностью выбора величин, при
нимаемых за номинальные, отчасти — с различными соотношениями харак
теристик рассеяния.

На рис. 9 показаны зависимости вероятности разрушения от коэффи
циента запаса в случае коленчатого вала (<хг =  12 кг/мм2) для возможных соче
таний характеристик рассеяния по параметру коэффициента вариации

амплитуды действующих напряжений Vq =  -=̂ n  коэффициента вариации

S
значений предела выносливости Vг =  —- .

°г
На рис. 10 показан график для вала самоходной машины, построенный 

по условиям примера расчета при нестационарной нагрузке, где кривые 
построены по параметру среднеквадратичного логарифма S lgA и коэффи
циента вариации средних амплитуд спектров аа в пределах партии деталей

5* Acta Techn. Hung. 41 (1962)



6 8 С. В .  С Е Р Е Н С Е Н

Рис. 9. Вероятность разрушения и коэффициент запаса при стационарном нагружении

0 ,9 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2  2,5 3 я ,

------------ S  IgA = 0,1 ( V ,- 0 ,232)
------------SIg,1= 0 ,2  ( ц —0 ,4 5 5 )
----------- SigA -  0 ,0 5  ( v t-  0,19)

Рис. 10. Вероятность разрушения и коэффициент запаса при нестационарном
нагружении

Из приведенного графика видно, что при одной и той же вероятности 
разрушения, более объективно характеризующей надежность конструкции, 
значения коэффициентов запаса получаются разными в зависимости от соот
ношения характеристик рассеяния нагруженности и прочности для одно
типных деталей. Эта зависимость усиливается по мере роста вариации амп
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литуд действующих напряжений. Данные этих графиков также свидетель
ствуют о том, что по мере увеличения вариации Vq действующих напряже
ний величины запасов прочности, необходимые для обеспечения надежности 
детали, нарастают все более интенсивно. В то же время с ростом Vq осла
бевает влияние изменчивости усталостных свойств Vr на вероятность раз
рушения при данном запасе прочности, но это влияние сказывается, естест
венно, весьма значительно при малых вариациях амплитуд действующих 
напряжений.

Величина А и характер распределения вероятности ФА как мера 
сопротивления детали или материала усталостному разрушению, не могут 
рассматриваться вообще как независящие от спектра нагруженности.

Применительно к конструкционным и легированным сталям при меня
ющейся амплитуде переменных напряжений такие сопоставления позво
лили установить ряд особенностей функции усталостного повреждения [1 1 ]. 
В частности, было установлено, что принятие линейного условия накопле
ния повреждения вносит меньше погрешностей, чем предположение о неза
висимости предельного повреждения Dk от условий нагружения. Поэтому 
предельное повреждение Dk изображается как функция от условий нагру-

, о п2
жения, а именно от величин и Р — -—  •

«1

Изучение характера этих функций [12] показало, что в области варьи

рования амплитуд напряжений, не превышающих— =  1,2 -г 1,3, они могут

быть выражены единой зависимостью, которая, например, для случая изме
нения напряжений между уровнями о1 и а2 составляет [1 2 ]:

\ + ß °2 m

n

N  1 +  ß
4

где т — показатель степени исходной кривой усталости;
q — показатель степени вторичной или расчетной кривой усталости, 

как показано далее.

При изменении напряжений в области более высоких значений —  >  1,3

это выражение оказывается уже не применимым и величина А определяется 
непосредственно из опытных данных.

Нанесение результатов испытаний при многократном изменении на
пряжений в относительных координатах позволило установить (13) зави
симости, облегчающие применение простого линейного суммирования по-
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вреждения для количественного описания условий сопротивления уста
лости при нестационарной нагруженности. Для этого результаты испыта
ний при варьировании амплитуды напряжений между уровнями и а2 

при суммарных числах циклов на каждом из уравнений напряжений пг и п2 
наносятся в координатах:

; ig
«2____

N . - n ,

Зависимость между этими величинами, как это было изложено ранее 
(13), выразится следующим образом:

п'1
Ï V i - r t i

(9)

Показатель степени q в этой зависимости вообще не равен т, где т — 
показатель исходной кривой усталости. Принимая теперь в качестве кривой 
усталости, по которой оценивается накопление повреждения, кривую с 
показателем степени q, которая в дальнейшем называется расчетной кривой 
усталости, можно выражение для суммы относительных долговечностей 
(накопленных цикловых отношений) выразить так:

«I п ,
К  П N1

( 10)

где N* — предельные числа циклов по расчетной кривой усталости.
Для определения q в первом приближении используется указанное 

выше уравнение кривой усталости в относительных координатах, согласно 
которому:

4 =
lg

( П )

Подобный подход к использованию простого линейного суммирования 
предлагается Фрейденталем [8 ] на основе представлений о факторах взаи
модействия между повреждающим эффектом от переменных напряжений на 
различных уровнях. При спектральном представлении о нагруженности 
используется осредненная величина фактора взаимодействия, приводящая 
к тому, что для линейного суммирования повреждения используется неко
торая отличная от исходной кривая усталости со своим показателем степени.

Обозначая суммарные числа циклор до разрушения, определяемые 
без учета взаимодействия напряжений N r и с учетом взаимодействия напря-
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жений N'r можно показать связь между ранее рассмотренными характери
стиками накопления повреждения и величинами Nr и Ná, а также осред- 
ненным фактором взаимодействия со. Для этого следует рассмотреть выра
жение для предельного накопленного повреждения, соответствующего ста
дии разрушения при спектральном задании погруженности.

Накопленное число циклов перегрузочных напряжений составляет
t

П =  ПсумФ{а), ( 1 0)

где псум — общее число циклов действия всех (в том числе и меньших <т_1) 
напряжений нестационарного режима до разрушения;

Ф(а) — функция распределения накопленной вероятности напряже
ний, изменяющаяся от 0  до 1 .

Для некоторого напряжения а, находящегося в интервале 
0 min <  0  <  0 max, число циклов до разрушения по кривой усталости 

равно N.Производная

~  =  ПсумФ'(о),
da

откуда:
dn =  псум Ф' {а) d a , ( 12)

где Ф'(а) — функция плотности распределения вероятности величин напря
жений, характеризующая спектр нагрузки.

Предполагая линейное накопление усталостного повреждения для 
приращения повреждения, получим:

d£Dn =  ^ - .  (13)

N  а т
Заменяя в этом выражении du на псумФ'(а^а и N на величину—" Д— ’ 

получаемую из уравнения кривой усталости, получим:

d £ ) n __ f t  сум

N — ~n 7
ф' (а) da

гд ео^и  N0— предел выносливости и абсцисса (долговечность) точки пере
лома кривой усталости с горизонтальным участком.

Полное повреждение до разрушения определится следующим образом:

А  = Г dn ft сум I a \
) N ~N() ' J tf-i '

(14)
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где нижний предел интегрирования crmin определяется как наименьшее 
повреждающее напряжение, определяемое в зависимости от случая нагру- 
женности, как указано далее. Переходя к вычислению накопления повреж
дения по расчетной кривой усталости с показателем степени q в выражении 
(14), можно получить:

Чф ' { а ) й а = \ .  (15)

Из выражений (14) и (15) следует:

° т а :

ïï-cyM (

JVo J
O jnin

A  =

Ф' (ff)da
m̂in
° m a x

• Ф'(а) da
^min

(16)

Последнее выражение дает зависимость величины А  в самом общем 
виде от параметров спектральной нагрузки Ф'(а) и показателей степени 
т и q, характеризующих свойства материала.

Осредненный коэффициент взаимодействия напряжений по Фрейден- 
талю определяется как отношение:

со = (17)

Значения N r и N' численно равны псум, определяемому из выражений (14) 
в предположении а =  1 и (15) соответственно.

Зависимость между со и а выразится тогда следующим образом:

° m a x

л . : .
° m in

• Ф' (a) de

° m a x

Г í " m
Ф' (a) daJ 1 О - l

^mm

1

А
(18)

Изложенное развитие представлений об условиях прочности при не
стационарной, в том числе статистически заданной нагруженности, способ
ствует более правильному определению запасов прочности и оценке сум
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марного числа циклов напряжений, являющихся безопасными для работы 
элементов машин и конструкции.

Определение предельного накопленного повреждения по расчетной 
кривой усталости с показателем степени q приводит, как следует из преды
дущего, к условию прочности:

ffmax

Г &>Ф'(о)с1о= 1 , 
°% iN0 J

m̂in

(19)

откуда для предельного по прочности состояния нагруженности имеем:

стш1п

Рассматривая теперь переход от заданной эксплуатационной нагру
женности детали к нагруженности предельной по прочности, полагаем, что 
сохраняется подобие плотности распределения амплитуд переменных на
пряжений. Тогда запас прочности составит:

я  =  — ■ - .....- - 1 .....- (21)
/ а тлх

/  -Псугл I а4 ■ Ф'(а) da
I N 0 J

Omln

Величина напряжения стационарного режима, эквивалентная данному 
нестационарному режиму в смысле приведения к разрушению через N0 
циклов, составляет:

^ЭКВ--
с̂ум j

~n7  J aq Ф' (a) da ( 22)

В зависимости от уровня переменной напряженности и кривых плот
ности вероятности распределения ее амплитуд, могут иметь место различ
ные случаи применения указанных выше выражений для запаса прочности 
и эквивалентного напряжения, 

а) Напряжение сгт|п >  a..v
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В этом случае величина запаса прочности вычисляется по выражению:

Эта величина запаса прочности характеризует сопротивление детали 
усталостному разрушению после ограниченного суммарного числа циклов 
действия напряжений псум, т. е. характеризует прочность при ограниченном 
сроке службы.

б) Напряжение атах> а_х, а напряжения o-min <  ст_г
В этом случае при вычислении запаса прочности изменяются границы 

интегрирования и вычисление интеграла, стоящего под корнем выражения
(23), производится в пределах от а'^1 до<гтах, где а'_1 — минимальная вели
чина амплитуды напряжения, ниже которой не происходит накопления 
усталостного повреждения.

Эта величина либо определяется той минимальной амплитудой напря
жений, при которой прекращается развитие трещины усталости (обычно 
эта величина составляет около (0,4 ч- 0,5) а_(), либо эта величина предела 
усталости o'_i принимается по кривой усталости, построенной в минималь
ных напряжениях при программном испытании на усталость с изменением 
амплитуд напряжений применительно к плотности распределения Ф'(<у).

Если <7min >  <7_j, то интегрирование производится от <rmin.
в) Напряжения <ттах (а значит и crmjn) <  а_г.
Запас прочности выражается по ранее приведенному для случая б) 

выражению и нижняя граница интегрирования а'_г определяется таким 
же образом.

Если напряжение o-max <  a'_v то накопление усталостного повреж
дения не будет иметь места.

г) Стационарная переменная напряженность.
При постоянной амплитуде переменных напряжений, если общее число 

цисклов их повторений составляет псум, а сами напряжения выше предела 
выносливости, то запас прочности определяется как отношение

где апсум — ограниченный предел выносливости, соответствующий числу

п — (23)

(24)

циклов псум.
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Если амплитуда напряжений ниже предела выносливости, то запас 
прочности определяется по общеизвестной зависимости

(25)

Если амплитуда действующих напряжений изменяется прерывным 
образом по тому или иному ступенчатому графику, по которому каждому 
напряжению aai соответствует число циклов их действия л,-, то выражение 
для запаса прочности, исходя из ранее приведенных допущений, выразится 
следующим образом:

»

п а-1
я ___________ я
/  п1 11 сум к

- У \Р, 
/ = 1

/  J V

©

^ т а х
Г N,, f i ^ т а х  .

(26)

Эквивалентное напряжение стационарного режима при числе циклов 
до разрушения N0 (т. е. на уровне исходного предела усталости о-_]) соста
вляет:

°экв.

я

° т а х
1 ку

N 0 /= 1 ^тах
Л/ . (27)

Если основываться на простом линейном накоплении усталостного 
повреждения (q =  т и а =  1), то:

тэкв — O'trmx • к  .

где к =
N 0 Ú

■rii — коэффициент долговечности по 
Д. Н. Решетову.

(28)
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D IE  A N H Ä U F U N G  Y O N  E R M Ü D U N G SB R Ü C H E N  B E I NICH T-STAT IO NÄR EE  
A N W E N D U N G  D E R  SP R Ö D E N  FE ST IG K E IT

s .  V. SEREN SEN

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie  Arbeit untersucht die B eanspruchungen hei versch iedenen B elastungen und deren 
s ta t is t isc h e  Analyse. D ie charakteristischsten  B etriebsverhältn isse werden als Grundlage 
der B em essun g auf F estigk eit hervorgehoben. Z usam m enhang zwischen der Lebensdauer, 
der m ittleren  Am plitude der zuläßigen Spannungen und der W ahrscheinlichkeit für einen  
B ruch . B ew ertung des S icherheitskoffizien ten  bei versch iedenen B elastungen un d  B eanspru
ch u n g en .

T H E  ACCUMULATION O F FATIG UE B R E A K S U N D E R  CONDITIONS  
OF IN ST A T IO N A R Y  APPLICATION OF R IG ID  STRENGTH

S. V. SEREN SEN

SUMM ARY

T he paper investigates th e  stresses for different charges and their sta tistica l analysis. 
T he m o st characteristic operating conditions are designated as bases for stren gth  dim en
sion in g . R elation  between life , th e  m ean am plitude of the a llow ed stresses and the probability  
o f ruptu re. D efinition of the sa fe ty  factor for different charges and stresses.

ACCUM ULATION D E S R U P T U R E S  PAR F A T IG U E  D A N S LES CONDITIONS  
D ’APPLICATION N O N  ST A T IO N N A IR E  D E  L A  RÉSISTANCE R IG ID E

S. V. SEREN SEN

RÉSUM É

L ’étude examine les efforts e t  leur analyse sta tistiq u e  pour des charges différentes.
L es conditions d’utilisation  le s  p lus catactéristiques son t choisies com m e bases du calcul 

de rés ista n ce . Relation entre la  durée, l’am plitude m oyenne des efforts adm issib les et la 
p ro b ab ilité  de la rupture. D éfin itio n  du coefficient de sécurité en cas de charges e t  d ’efforts 
différents.
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ÜBER DIE BEHANDLUNG DER ERMÜDUNG 
IN DEN FESTIGKEITSVORSCHRIFTEN 

FÜR FLUGZEUGE*

Prof. R. M ÜLLER  
DRESDEN

In  den zeitgem äßen Festigkeitsvorschriften  der F lugzeuge m üssen auch die G esichts
pu nk te der Erm üdung in B etracht gezogen werden, da zur Zeit schon ein eigener Nachw eis 
der Sicherheit gegenüber Erm üdungsbrüchen notw endig geworden ist. Der A ufsatz  diskutiert 
die vorhandenen Vorschriften in  dieser H insicht, sowohl für den N achw eis nach der safe-life-, 
w ie auch nach der fail-safe-M ethode. E s werden schließlich Ä nderungsvorschläge in den 
Vorschriften vorgeführt.

1. E in leitung

V or e tw a sechs J a h re n  s ta n d e n  w ir in  d er D eu tschen  D em o k ra tisch en  
R ep u b lik  v o r d er N o tw en d ig k e it, neue F es tig k e itsv o rsch riften  fü r  d en  F lu g 
zeugbau  au szu arb e iten , d a  d ie  im  D ezem ber 1936 h e rausgegebene  V orschrift 
t ro tz  v ieler E rgänzungen  b is zu m  J a h r  1945 o ffenbar v e ra lte t  w a r. S e lb st
v e rs tä n d lic h  stießen  w ir d a b e i auch  a u f  das P ro b lem  d er E rm ü d u n g  und  
s tu d ie r te n  eingehend die u n s  zugängliche L ite ra tu r , in sbesondere  d ie  F es tig 
k e itsv o rsch riften  d er v e rsch ied en sten  S ta a te n  u n d  die E m p feh lu n g en  der 
IC  АО (In te rn a tio n a l Civil A v ia tio n  O rgan iza tion). W ir m u ß te n  d am a ls  fe s t
ste llen , d aß  es noch keine M öglichkeit gab, die E rm ü d u n g s leb en sd au e r der 
F lu g zeu g b au te ile  m it e in ig e rm aß en  genügender G enau igkeit rech n erisch  zu 
e rm itte ln . A uch d er v ersu ch sm äß ig e  N achw eis der sicheren E rm ü d u n g s le b e n s
d a u e r  Avar d e ra r t unsicher, d a ß  m an  n u r  von einer u n sich eren  E rm ü d u n g s 
leb en sd au er sprechen k o n n te . W ir b egnüg ten  uns d a h e r  d am als  m it einer 
ähn lich  allgem einen u n d  u n g en au en  F orm ulierung , wie sie auch  in  d en  F es tig 
k e itsv o rsch riften  an d ere r S ta a te n  und  in  den E m p feh lungen  d e r IC A O  zu 
f in d en  w ar.

Inzw ischen  h ab en  versch iedene  in te rn a tio n a le  K onferenzen  ü b e r  E rm ü 
d u n g  im  allgem einen u n d  speziell im  F lugzeugbau  s ta ttg e fu n d e n , in  denen 
ü b e r  F orschungs- u n d  V ersuchsergebnisse  der versch ied en sten  F o rsch u n g s
in s t i tu te  d er W elt b e ric h te t w u rd e . Sie erw eite rten  w esen tlich  d ie K en n tn isse  
a u f  dem  G ebiet der E rm ü d u n g , u n d  es w ar zu e rw arten , d a ß  sich d a ra u s  e rh eb 
liche Ä nderungen  d e r F es tig k e itsv o rsch riften  ergeben w ürden .

* Vorgetragen auf der K onferenz der Ungarischen Akadem ie der W issenschaften  für 
zeitgem äße Dim ensionierung in  B ud apest, am 2 4 — 28. Oktober 1961.
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I n  den »B ritish C ivil A irw orth iness R eq u irem en ts«  A usgabe vom  16. 
M ärz  1959 und in  d en  am erik an isch en  Civil A ir R eg u la tio n s P a r t  3 fanden  
d ie se  E rk enn tn isse  ih re n  N iedersch lag . Im  a llgem einen  w eisen beide F es tig 
k e itsv o rsc h rif te n  ke in e  w esen tlich en  U n tersch ied e  auf. D ie englischen sind 
e tw a s  ausführlicher a ls d ie  am erikan ischen , geben  a b e r  n u r  w enig Z ahlenw erte  
a n , d ie  außerdem  m e is t m it  den  am erikan ischen  ü b e re in s tim m en ; die am eri
k a n isc h e n , die sonst m it  Z ah lenangaben  sp a rsa m  sind , e n th a lte n  heim  fail- 
safe-N achw eis p räz ise re  A n g a b e n  über die a n z u se tzen d en  M indestlasten .

2. B etriebsfestigkeitsnachw eis und A u sfa llsicherheitsnachw eis

In  beiden F e s tig k e itsv o rsc h rif te n  w erden  zw ei M öglichkeiten  zur V er
h in d e ru n g  von k a ta s tro p h a le n  Z u sam m enbrüchen  d e r F lugzeugzelle  zuge
la s se n :

a )  Die M ethode des N achw eises der s icheren  E rm ü d u n g sleb en sd au er: 
safe-fa tigue-life  m e th o d  (eng l.), fa tig u e -s tren g th -m eth o d  (am er.), B e trieb s
festigke itsnachw eis (W . B r a u n ).

b)  Die M ethode des N achw eises der u n fa lls ich e ren  K o n s tru k tio n  bei 
E rm ü d u n g sb rü c h e n : fa il-sa fe  s tru c tu re  (engl.), fa il-safe  s tre n g th  (am er.), 
A u sfa llsicherhe it (W . B r a u n ). Beim  N achw eis d e r sicheren E rm ü d u n g s
le b e n sd a u e r  soll die Z e it e rm it te l t  w erden, w äh ren d  der die M öglichkeit von  
E rm ü d u n g sb rü c h e n  d e r  tra g e n d e n  K o n s tru k tio n  oder von  lebensw ichtigen  
B a u te ile n  der Zelle u n te r  d e r  E inw irkung  d er ze itlich  in  ih re r G röße w echseln
d e n  L asten , wie sie im  B e tr ie b  des F lugzeuges V orkom m en, au ß ero rd en tlich  
k le in  is t.

B eim  N achw eis d e r  unfa llsicheren  K o n s tru k tio n  w ird  die M öglichkeit 
e in e s  E rm ü d u n g sb ru ch es zugelassen , doch d a r f  d e r  E rm ü d u n g sb ru ch  irgend  
e in es  Teiles der tra g e n d e n  K o n s tru k tio n  n ic h t die U rsache eines s tru k tu re lle n  
Z usam m enbruches o d er so lch e r D eform ationen , d ie die F lu gsicherhe it w esen t
lic h  herabse tzen , o d e r v o n  V erletzungen  d er B esa tzu n g  oder der F luggäste  
s e in . N ach  dem  B ruch  e ines Teiles m uß die R e s tk o n s tru k tio n  so fest und  s te if  
se in , d a ß  für eine gew isse Z e it, w enigstens b is z u r F es ts te llu n g  des B ruches, 
d ie  gefahrlose D u rc h fü h ru n g  des F lugd ienstes m öglich  is t.

2.1 N achw eis der sicheren Erm üdunp.slebensdauer

Z ur F ests te llu n g  d e r  sicheren E rm ü d u n g sleb en sd au e r eines F lugzeug
m u s te rs  is t zunächst d as  S p e k tru m  der im  B e trieb  zu  e rw arten d en  B elastungen  
w ech se ln d er Höhe zu  e rm it te ln .  D azu  ist es e rfo rd erlich , fü r das F lugzeug einen 
B e tr ie b sp la n  au fzu ste llen , d e r  das E in sa tzg eb ie t des F lugzeuges bzw. die F lu g 
lin ie n , a u f  denen es e in g e se tz t w erden soll, den  zu  e rw arten d en  F lu g v e rlau f 
(S te ig flu g , Reiseflug, L a n d e a n flu g ) m it den  dazug eh ö rig en  F lughöhen  u n d
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G eschw ind igkeiten , sowie die d azu g eh ö rig en  B odenbew egungen , u n d  zw ar 
n ic h t n u r  S ta rt u n d  L andung , so n d e rn  auch  d ie  erforderlichen  R o lls treck en  
u m fa ß t. An H and  dieses B e trieb sp lan es  w erden

a )  das B ö en sp ek tru m  e n tsp re c h e n d  E in sa tzg eb ie t und  F lu g h ö h e ,
b)  das S p e k tru m  der B c d en b e la s tu n g en  u n d
c)  d ie  B e la s tu n g  d e r  Ü b e rd ru c k k a b in e  fe s tg e s te llt .
G rundlage d e r B e la s tu n g ssp ek tren  du rch  B öen und  B o d en lasten  kön n en  

die zah lre ich  v e rö ffen tlich ten  S p e k tre n  sein, die ab e r u n te re in a n d e r seh r große 
U n te rsch ied e  aufw eisen , so daß  es schw ierig  is t, das fü r das zu en tw erfen d e  
F lu g zeu g  w ahrschein lich  rich tige  S p e k tru m  aufzuste llen . Es w äre  zw eck
m äß ig , w enn die A ufsich tsbehörden  fü r die in  F rage  k om m enden  L astfä lle  
H äu fig k e itsd iag ram m e  vorschre iben  w ü rd en , fü r die L u ftla s ten  also  A ngaben  
ü b e r d ie  H äufigke it d er A bfan g lastv ie lfach en , die H äufigke it der B öen , u n te r 
sch ied en  nach H öhe u n d  E in sa tzg eb ie t, fü r die B oden lasten  ü b er d ie  H äu fig 
k e it d e r  S tcßgeschw ind igkeiten  be i sy m m etrisch e r Bug- u n d  H eck la n d u n g  und 
bei e inseitigen  L an d u n g en  über d ie H äu fig k e it u n d  Größe der R o lls tö ß e  usw . 
D ie B e la s tu n g ssp ek tren  können sich  au ch  a u f  M essungen an  F lugzeugen  ä h n 
lich e r B a u a rt, G röße und  G eschw indigkeit in  dem  fü r das neu zu  en tw erfen d e  
F lu g zeu g  vorgesehenen E in sa tzg eb ie t s tü tz e n .

D ie englischen V orschriften  em p feh len  einen  S treu fak to r von  1,5 bezü g 
lich  eler H äu fig k e it wegen der M öglichkeit, d a ß  einzelne F lugzeuge dieses 
M usters im  Fluge eine größere B ö en h äu fig k e it an tre ffen , als e rw a r te t  w urde. 
Ü ber d as  festzu legende B o d en p ro g ram m  sind  in  den beiden F e s tig k e itsv o r
sch rif ten  keine A ngaben  gem ach t.

A b b . 1 ze ig t d ie  A u sw irk u n g  d es H ä u f ig k e its s t re u fa k to r s  a n  e in ig en  
B ö e n s p e k lre n . M an  s ie h t ,  d a ß  d e r  V e rg rö ß e ru n g  d e r  H ä u f ig k e it  a u f  d a s  1,5- 
fa c h e  b e i dem  TAYLORschen G ru n d s p e k tr u m  b zw . b e i d em  LUNDBERGschen 
M a x im a ls p e k tru m  e in e  k o n s ta n te  V e rg rö ß e ru n g  d e r  B ö e n g e sc h w in d ig k e it u m  
0,3 m /sec  bzw . 0,55 m /sec e n ts p r ic h t .

B ei dem  von  P ress und  McD ougal (nach  Lu n d ber g ) angegebenen  
S p e k tru m  sind die en tsp rechenden  B ö engeschw ind igke itszunahm en  0,75 m /sec 
bei g roßen , bis 0,25 m /sec hei k le inen  B öengeschw indigkeiten . D er S tre u fa k to r  
bezüg lich  der B öengeschw indigkeit is t  also sehr k lein . Es w äre zw eckm äßig , 
n eb en  einem  M in d ests treu fak to r v o n  1,5 bezüglich  der H äu fig k e it au c h  einen 
M in d es ts treu fak to r von  etw a 1,1 bezüg lich  der B öengeschw ind igkeit zu  v e r
lan g en . D as is t u m  so w ü n schensw erte r, als die F ests te llu n g  d e r H ä u fig k e i
te n  au s  den M eßdiagram m en e in w an d fre i m öglich is t, ab er die E rm itt lu n g  
d er B öengeschw ind igkeit ung en au  is t ,  da  n ic h t alle Schw ingungs- u n d  e la s ti
schen  E igen sch aften  des die M eßw erte  lie fernden  Flugzeuges b e rü c k s ic h tig t 
w erden  können .

B ezüglich d er e rw äh n ten  H äu fig k e itsd iag ram m e  fü r die B o d e n k rä fte  
be im  R ollen , S ta r te n , L anden  usw . is t  zu  b ed en k en , d aß  die S treck e , d ie  ein
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F lu g z e u g  am  B oden z u rü c k le g t, ungefähr 1 %  d e r  F lu g streck e  is t (nach  A n g a
b e n  v o n  Te e d ). W ird  e in  F lugzeug m it e in e r  B lockgeschw indigkeit von 
600 k m /h  u n d  e iner F lu g b e tr ieb sd au e r v o n  25 000 S tu n d en  ausge leg t, so 
le g t es einen  F lugw eg v o n  15 • 10e km  zu rü c k . D em en tsp rech en d  is t  die am  
B o d en  zurückgeleg te  S treck e  ungefäh r 150 000 k m . A u f diesen W egen tre te n

e ine  große A nzahl u n te rsc h ie d lic h  hoher u n d  v e rsch ied en er B elastungen  n ich t 
n u r  fü r  das F ah rw erk , so n d e rn  auch  für große T eile  des F lugw erkes au f. Es is t 
d a h e r  w ich tig , auch  d ie  A usw irkung  d ieser R o llb o d en k rä fte  a u f  das ganze 
F lu g z e u g  zu  b e rü ck sich tig en , auch d o rt, wo sie s ta tis c h  ohne B ed eu tu n g  sind . 
Sie b ee in flu ssen  das B ean sp ru ch u n g ssp ek tru m  v ie le r  F lugzeugteile , w enn auch  
v ie lfach  n u r  im  B ereich  k le in e r  B ean sp ru ch u n g en . A b er auch  B eansp ru ch u n g en  
u n te rh a lb  d er D a u e rfe s tig k e it w irken sich u n g ü n s tig  a u f  die B e trieb sfe s tig 
k e i t  au s  (Gassn er ).

A bb. 2 zeigt d ie  H ä u fig k e it der U rsach en  v o n  E rm ü d u n g sb rü ch en  bei 
versch iedenen  F lu g z e u g ty p e n  nach  R. V. R h o d e , w iedergegeben n a c h  Te e d . 
V ie lfach  w ird  der A n te il d e r  B odenopera tionen  a n  E rm ü d u n g ssch äd en  h ö h er 
g e sc h ä tz t, als R hode  a n g ib t.

N ach  F estlegung  des B e lastu n g ssp ek tru m s fü r  das ganze F lugzeug  m üssen  
d a ra u s  fü r die e inzelnen  T eile des F lugzeuges d ie  B ean sp ru ch u n g ssp ek tren  
e rm it te l t  w erden. D a b e im  Nachweis d er s ta tisc h e n  F estig k e it b e re its  die

A cta  Techn. H un£. 41 (1962)



Ü B E R  D IE  B EH A ND LU N G  D E R  ERM ÜDUNG 81

B ean sp ru ch u n g en  d er e inzelnen  Teile fü r  d ie  s ta tisc h e n  B e la s tu n g sfä lle  
b e s tim m t w u rd en , is t das eine zw ar seh r ze itra u b e n d e , ab e r n ich t a llzu  sch w ie 
rige A rb e it, w enn  die H äu fig k e itsd iag ram m e  d er einzelnen B e las tu n g sfä lle  
gegeben  sind . V orausse tzung  is t d abei n a tü r lic h , d aß  n ic h t, wie b ish e r ü b lic h , 
n u r  die s ta tis c h  m aßgebenden  F älle  u n d  au ch  diese n u r  fü r die in  den e in ze ln en  
F ä llen  s ta rk  b ean sp ru ch ten  Teile g erechnet w erd en , sondern  alle fü r die B e tr ie b s 
fe s tig k e it m aßgebenden  F ä lle , u n d  zw ar fü r  das ganze F lugzeug, d u rch g e rech -

Flugbewegungen 
im B etrieb

Flugbewegungen 
b ei Probeflügen

Böen

Ü bergang 
Boden^Luft

Zubringer- K u rz- L ang- S trah l
strecken strecken  strecken  verkehr

Abb. 2

n e t w erden . D as lä ß t sich v ie lfach  m it e in fach en  U m rech n u n g sfak to ren  d u rc h 
fü h re n . S e lb s tv e rs tän d lich  m üssen  d ab e i d ie  sp an n u n g se rh ö h en d en  F a k to re n  
b e rü c k s ic h tig t w erden  (K erb w irk u n g , K ra f te in le itu n g e n  und  -U m leitungen  
usw .). A uch  B ean sp ru ch u n g en  u n te rh a lb  d e r  D au erfestig k e it d er e in ze ln en  
B au te ile  m üssen  in  das B ean sp ru c h u n g ssp e k tru m  aufgenom m en w erd en , d a  
sie, w ie schon  e rw ä h n t, die B e trieb sfe s tig k e it u n g ü n s tig  bee in flu ssen . E r s t  
aus d en  B ean sp ru ch u n g ssp ek tren  d er e inze lnen  B au te ile  k an n  m an  d ie  B a u 
te ile  fe s ts te llen , die besonders e rm ü d u n g sg e fäh rd e t sind . N ach den  en g lisch en  
u n d  am erik an isch en  B au v o rsch riften  sollen  sich  die B e tr ie b s fe s tig k e itsu n te r
su ch u n g en  n u r  a u f  die Teile beziehen , d e ren  E rm ü d u n g sb ru ch  k a ta s tro p h a le  
Folgen  h ab e n  k ö n n te . D ie englischen V o rsch riften  e rw ähnen  besonders 

d en  u n te re n  G u rtan sch lu ß  des F lü g e lh au p th o lm es , 
d ie  H au b e  d e r P ilo ten k ab in e  und  
k ritisc h e  S tellen  d e r Ü b e rd ru ck k ab in e .
In  d e r P rax is  h a t  sich gezeigt, d aß  b e i d e r F es ts te llu n g  der T eile, fü r  d ie  

d e r B e trieb sfestig k e itsn ach w eis  g efü h rt w erden  soll, irgendw elche m a ß g e b e n 
den  Teile ü b erseh en  oder ih re  B ean sp ru ch u n g  als unw esen tlich  an g eseh en
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w u rd e . Es so llte  d a h e r , wie schon e rw ä h n t, die D urch füh rung  des B e tr ie b s 
festig k e itsn ach w eises  fü r  das ganze F lu g zeu g  v e r la n g t w erden. E rs t  d a n n  k a n n  
m a n  fests te llen , w elche Teile e rm ü d u n g sg e fä h rd e t sind.

D a die rech n erisch e  E rm ittlu n g  d e r E rm ü d u n g sleb en sd au er m it zu  
g ro ß en  U n sich erh e iten  b e h a fte t is t, w ird  in  beiden  F es tig k e itsv o rsch riften  
fü r  d ie h a u p tsä c h lic h s te n  trag en d en  B a u te ile  bzw . fü r die Teile, deren  B ru ch  
zu  K a ta s tro p h e n  fü h re n  k an n , der N achw eis ausre ichender B e trieb sfe s tig k e it 
d u rc h  V ersuche v e r la n g t. N orm alerw eise so llen  dynam ische B e lastu n g sv cr- 
su ch e  m it der v o lls tä n d ig e n  H a u p ttra g k o n s tru k tio n  von F lügeln , Ü b e rd ru c k 
k a b in e n  u n d  H eck le itw erk en  d u rch g e fü h rt w erden , wenn n ich t d u rch  R e c h 
n u n g  u n d  V ersuch nachgew iesen  is t, d a ß  sow ohl an  den k ritisch en  S te llen  als 
a u c h  im  ganzen B a u te il die S pannungen  so k le in  sind , daß  die M öglichkeit 
v o n  E rm ü d u n g sb rü c h e n  au ß ero rd en tlich  k le in  is t. Zur B erü ck sich tig u n g  d e r 
g ro ß en  S treu u n g  v o n  B e trieb sfes tig k e itsv e rsu ch en  w erden bei E in s tu fe n 
v e rsu c h e n  fo lgende E rm ü d u n g ss ic h e rh e its fa k to re n  —  bezogen a u f  die L a s t
w echselzah l —  em p fo h len :

b e i 1 V ersu ch sstü ck  6, bezogen a u f  d as  E rgebnis;
bei 3 V ersu ch sstü ck en  4,5, bezogen  a u f  den  D u rch sch n itt;
be i 6 V ersu ch sstü ck en  3,5, bezogen  a u f  den  D u rch sch n itt.
D ie im  E in s tu fe n v e rsu c h  au fzu b rin g en d e  B elastung  soll aus dem  B ereich  

g rö ß te r  Schäd igung  g ew äh lt w erden. D ieser B ereich kann  u n te r  A n w endung  
d e r  P a l m g r e n — M iNER-Theorie e rm itte lt  w erd en .

Bei P ro g ram m v ersu ch en  w ird  d as  B ean sp ru ch u n g ssp ek tru m  in eine 
A n zah l von  L a s ts tu fe n  u n te r te ilt , die in  L astb lo ck s  (z. B. en tsp rech en d  einem  
F lug ) en tsp rech en d  ih re r  H äufigkeit a u fg e b ra c h t w erden. Aus d er A nzah l d er 
b is  zu m  B ruch  e rtra g e n en  L astb locks e rg ib t sich  die L ebensdauer z. B . a u s 
g e d rü c k t in  A n zah l d er Flüge. W erd en  P rog ram m versuche  d u rc h g e fü h rt, 
so w ird  der E rm ü d u n g ss ic h e rh e its fa k to r  im  E invernehm en  m it d er A u f
s ich tsb eh ö rd e  fe s tg e se tz t.

Zu den E rm ü d u n g ss ich e rh e its fak to ren  is t noch.fo lgendes zu sagen:
D er K o effiz ien t 6 bei n u r einem  einzigen  V ersuchsstück e rsch e in t zu 

n ie d rig . Es sind  in sbesondere  bei gering  b e la s te te n  V ersuchsstücken  w e se n t
lich  größere S treu w erte  festgeste llt w o rd en . D ieser F ak to r d ü rfte  auch  d a ru m  
zu  n ied rig  sein, w eil d e r E in stu fen v ersu ch  k a u m  die Schädigung des B au te iles 
e rg eb en  w ird , die in  W irk lichkeit oder b e im  M ehrstufen- (P rogram m -) V ersuch  
a u f  t r i t t .

2.2 Nachweis der unfallsicheren K o n stru k tio n  bei Erm üdungsbrüchen

Gegen die safe-life-M ethode w erden  eine R eihe von B edenken  erh o b en , 
d ie  sich  in  e rs te r L in ie  d a ra u f  s tü tzen , d a ß  das der R echnung fü r  das F lu g 
zeug  zu  G runde g e leg te  ideelle B e la s tu n g sk o llek tiv  n ich t m it dem  bei den
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einzelnen  F lugzeugen  dieses M usters im  B e trieb  v o rh an d en en  B e la s tu n g sk o llek 
t iv  ü b e re in s tim m t. Bei einzelnen F lugzeugen  k ö n n te  daher die E rm ü d u n g s 
leb en sd au er k ü rze r sein  als die s ichere  E rm ü d u n g sleb en sd au e r des F lu g z e u g 
m u ste rs . Aus d iesem  G runde ist in  d en  F es tig k e itsv o rsch riften  a u ß e r d e r  safe- 
life- M ethode auch  die fa il-sa fe -M ethode  zugelassen .

N ach  d ieser M ethode sind E rm ü d u n g sb rü c h e  zugelassen, w enn d ie  R e s t
k o n s tru k tio n  gewisse F estigkeits- u n d  S te ifig ke itse igenschaften  b e s itz t . N ach  
den  am erik an isch en  V orschriften  soll die R e s tk o n s tru k tic n  folgende s ta tis c h e  
L asten  a u sh a lte n .

a )  E in  B ruch lastv ie lfaches v o n  2,0 bei Vc (R eisegeschw ind igkeit);
b)  B ru ch b ö en la s ten  m it B ö en g esch w in d ig k e iten , die a u f  e tw a  2/3 d e r 

n o rm alen  sicheren W erte  ab g em in d ert s ind . Z ur B erücksich tigung  d y n a m isc h e r  
L asten , die be im  B ru ch  au ftre te n , s ind  d ie  sich aus den  angegebenen  D a te n  
e rgebenden  L a s te n  a u f  das l,1 5 fa c h e  zu  e rh ö h en , w enn diese d y n a m isc h e  
A usw irkung  des B ruches n ich t a n d e rw e itig  b e rü c k s ic h tig t w ird;

c) fü r  die Ü b erd ru ck k ab in e  d e r  n o rm a le  B e trieb sd ru ck  in V e rb in d u n g  
m it den  ae ro d y n am isch en  L u ftk rä f te n  u n d  den aus den u n te r a )  u n d  b j  
g en an n ten  L u ftla s tfä lle n  resu ltie ren d en  B e las tu n g en .

D ie B erü ck sich tig u n g  der E rm ü d u n g  w ird  n ic h t v erlan g t. N ach  d en  
englischen  V o rsch riften  soll nach  d em  E rm ü d u n g sb ru c h  di«; K o n s tru k tio n  
ausre ichend  s te if  u n d  fest sein, u m  d ie L a s te n  au szu h a lten , die no rm ale rw e ise  
in d er Z eit bis zu r F ests te llu n g  des B ru ch es a u f tre te n . W enn a n zu n ch m en  is t ,  
d a ß  d e r B ruch  schon n ach  sehr k u rz e r  Z eit fe s tg e s te llt w ird, soll d ie  s ich e re  
L ast als B ru ch la s t an g ese tz t w erden . E s w ird  au sd rü ck lich  d a ra u fh in g e w ie se n , 
d aß  V ersuche n o tw e n d ig  sind um  n ach zu w eisen , d a ß  die K o n s tru k tio n  au c h  
bei S chäden  sicher is t. W eiter w ird  in  den  eng lischen  V orschriften  e m p fo h le n , 
d aß  die K o n s tru k tio n  auch  eine län g e re  E rm ü d u n g sleb en sd au e r h a b e n  soll, 
u n d  d aß  es m öglich sein  m uß , E rm ü d u n g sb rü c h e  le ich t festzustellen , d a s  h e iß t ,  
d aß  e rm ü d u n g sg e fäh rd e te  Teile le ic h t zug än g lich  sein m üssen.

In  den  englischen  V orschriften  fü r  d ie  D ru ck k ab in e  w erden noch  ein ige  
H inw eise gegeben. S tellen  m it h o h em  S p an n u n g sn iv e a u , besonders a n  A u s
sc h n itte n  u n d  sonstig en  sp an n u n g se rh ö h en d en  S te llen , sollen v e rm ied en  w e r
den , d a m it die d u rch  N ie tung  o d e r son stig e  H e rs te llu n g sv e rfah ren  h e r v o r 
gerufenen  S p an n u n g ssp itzen  n ich t zu  ü b e rm ä ß ig e n  S pannungen  fü h re n . D iese 
S tellen  sind  besonders sorg fä ltig  d u rc h z u k o n s tru ie re n . Es w ird w e ite r d a r a u f  
h ingew iesen , d aß , falls irgendw elche A nrisse  e n ts te h e n , diese sich n u r  so la n g 
sam  v e rg rö ß e rn  d ü rfe n , daß  eine E x p lo s io n  d e r K ab in e  verm ied en  w ird . 
D azu  is t e rfo rd erlich , d a ß  das a llgem eine  S p a n n u n g sn iv e a u  der K a b in e  o h n e  
A u ssch n itt au sre ich en d  n iedrig  is t.

B ei den  am erik an isch en  V o rsch riften  is t  in  e rs te r  L inie zu b e m ä n g e ln , 
d aß  die angegebenen  B öenlasten  n u r  als s ta t is c h e  L ast, das h e iß t  also  
einm alig  w irkend , anzunehm en  s in d . N ach  d e r S ta tis t ik  nach  P r e ss  u n d
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McD oügal  w ird eine  B öe von 10 m /sec, w ie sie bei R eisegeschw indigkeiten  
a n z u se tz e n  is t, d u rc h sc h n ittlic h  bei 16 000 F lu g k ilo m e te rn , also e tw a w äh ren d  
30 F lu g s tu n d e n  e in m a l, angetro ffen . I s t  d ie  Z e it bis zur E n td e c k u n g  des 
B ru c h e s , das h e iß t a lso  norm alerw eise zw isch en  zwei In sp ek tio n en , n ic h t 
a u ß e ro rd e n tlic h  k u rz , so k ö n n ten  bere its  E rn iü d u n g sb rü c h e  auch  in  d er B e s t
k o n s tru k tio n  a u f tre te n . E s is t au ß erd em  w ah rsch e in lich , d aß  noch  g rößere  
B ö en , a ls angenom m en , in  d ieser Zeit V orkom m en w erden. Die n a c h  eng lischer 
V o rsc h rif t an zu se tzen d e  B ruch-B öen last (s ich ere  L ast =  B ru ch las t) , e n tsp re 
c h e n d  Lj =  15,2 m /sec b e i R eisegeschw ind igkeit, t r i t t  w esentlich  se lten e r au f, 
n a c h  d e r  a n g e fü h rte n  B ö e n s ta tis tik  e in m al w ä h re n d  230 000 F lu g k ilo m e te rn , 
a lso  w äh ren d  e tw a  450 F lu g stu n d en . W ich tig  fü r  fa il-sa fe -K o n stru k tio n en  is t, 
d a ß  d ie  K o n s tru k tio n  so übersich tlich  is t ,  d a ß  E rm ü d u n g san risse  le ich t e n t 
d e c k t  w erden  k ö n n e n . W eiterh in  m uß  d u rc h  V ersuche festg este llt w erden , 
d a ß  d ie  A u sb re itungsgeschw ind igke it v o n  A n rissen  ausreichend  k le in  is t  oder 
d a ß  sie n u r  eine b e s tim m te , die R e s tk o n s tru k tio n  n ich t überm äß ig  gefäh rd en d e  
L än g e  h ab en  k ö n n en  (A nw endung  von c ra c k -s to p p e rs ). Diese V ersuche m üssen  
gegebenenfalls  m it k ü n s tlic h  h e rb e ig e fü h rten  A nrissen  d u rch g e fü h rt w erden , 
w o b e i die G efahr b e s te h t , daß  der k ü n s tlic h  herb e ig efü h rte  A n riß  eine ganz 
a n d e re  Lage oder F o rm  h a t  als ein im  B e tr ie b  a u ftre te n d e r  R iß , d a ß  also d er 
V e rsu ch  n ich t d er W irk lic h k e it e n tsp ric h t.

3. Ä nderungsvorsch läge

Gegen die re in e  A nw endung  e iner d e r  b e id en  an g efü h rten  M ethoden , 
d e r  safe-fatigue-life- sow ohl, als auch  d e r  fail-safe-M ethode b e s teh en  eine 
R e ih e  von  B edenken .

B ei der safe-life-M ethode bestehen  d iese  B edenken  in e rs te r  L in ie  d a r in , 
d a ß  d as  im  w irk lichen  B e trieb  a u ftre ten d e  B e la s tu n g ssp e k tru m  an d ers  a ls  d as  
d e r  R ech n u n g  zu G ru n d e  gelegte ist. M an m ü ß te  daher in  jedes F lu g zeu g  eine 
u m fan g re ich e  M e ß a p p a ra tu r  e inbauen , u m  a n  den e rm ü d u n g sg e fäh rd e ten  
S te lle n  w irkliche B e an sp ru ch u n g ssp ek tren  zu  e rh a lten , um  d a rau s  —  a lle r
d in g s  au ch  m it e in ig e r U nsicherheit —  n a c h  irgendeiner S c h a d e n a k k u m u la 
tio n s th e o r ie , d u rch  V erg leich  m it den re c h n e risc h en  B ean sp ru ch u n g ssp ek tren  
d e n  G rad  der E rm ü d u n g  festzustellen . D azu  w äre  ab er eine große A n zah l von  
M e ß p u n k te n  e rfo rd e rlich , ohne d am it d ie  S ich erh e it zu h ab en , w irk lich  alle 
g e fä h rd e te n  S tellen  e r fa ß t  zu haben . D a d ie  W ahrsche in lichke it eines E rm ü 
d u n g sb ru ch es  a u ß e ro rd e n tlic h  klein sein  m u ß , m üssen  Teile, die die th e o re ti
sch e  sichere E rm ü d u n g sleb en sd au e r e r re ic h t h ab en , au sg eb au t u n d  e rse tz t 
w e rd e n , se lb st w en n  sie m it sehr g roßer W ah rsch e in lich k e it noch  seh r lange  
h a l te n  w ürden . D as V erfah ren  ist also au c h  seh r teuer.

B ei der fa il-safe-M ethode b estehen  d ie  B edenken , d aß  die In sp e k tio n e n , 
d ie  z u r  F e s ts te llu n g  v o n  E rm ü d u n g sb rü ch en  fü h ren  sollen, in  a u ß e ro rd e n tlich
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kurzen  Z e ita b s tä n d e n  d u rch g e fü h rt w erden  m ü ß te n , w enn n ich t E rm ü d u n g s 
b rüche auch  d e r  E rsa tz - oder A u sw e ich k o n s tru k tio n  e in tre ten  sollen, u n d  d aß  
bei diesen In sp ek tio n en  ta tsä c h lic h  auch  je d e r  vo rhandene  E rm ü d u n g sb ru c h  
e n td e c k t w ird .

Es s ind  d a h e r  versch iedene Ä n d eru n g sv o rsch läg e  b e k a n n t g ew o rd en , 
von  denen  h ie r  n u r  der n ied e rlän d isch e  u n d  d e r  von  W . B raun  a n g e fü h r t  
w erden sollen, d ie p rak tisch  eine V erb in d u n g  b e id e r M ethoden zum  Ziele h a b e n , 
u n d  die b e ide  u n g e fäh r zu r gleichen Zeit (1958) g em ach t w urden .

3.1 Vorschlag des N iederländischen K om itees f ü r  Festigkeitsvorschriften  
f ü r  Z ivilflugzeuge vom 25 . A p r il  1958

E r  g eh t d a v o n  aus, d aß  es z u r Zeit k a u m  m öglich is t, genauere u n d  p ra k 
tisch  an w en d b a re  V orschriften  zu r safe-life-M ethode zu geben u n d  in sb e so n 
dere die B au te ile  eines F lugzeuges n ach  d iesen  V orschriften  rech n e risch  zu 
d im ension ieren . D ie H a u p tg ru n d la g e  des n ied e rlän d isch en  F e s tig k e itsn a c h 
weises sind  V ersuche.

W ie au c h  in  den englischen u n d  am erik an isch en  F es tig k e itsv o rsch riften  
s t  zu n äch st e in  » repräsen ta tiver«  F lu g p la n  m it F lughöhe , F lu g g esch w in d ig 
k e it, G ew ich ten  u n d  den  äußeren  v e rä n d e rlich e n  L asten  au fzuste llen . D an n  
w erden  d u rch  R ech n u n g  u n d  D eh n u n g sm essu n g en  in  s ta tisch en  V ersu ch en  
die S tellen u n d  B au te ile  der tra g e n d e n  K o n s tru k tio n  b es tim m t, die e rm ü d u n g s 
g e fäh rd e t s in d . M it diesen B au te ilen  w erd en  E rm üdu n g sv ersu ch e  e n ts p re 
chend  dem  B e a n sp ru c h u n g ssp e k tru m  d u rc h g e fü h rt. T r i t t  dabei e in  E r m ü 
dung sb ru ch  a u f  u n d  k an n  die R e s tk o n s tru k tio n  den  E rfo rdern issen  e in e r  fail- 
sa fe -K o n s tru k tio n  n ic h t genügen o d er k a n n  n ic h t e rw a rte t w erden, d a ß  d e r 
B ru ch  in e in er so rg fä ltigen  p lan m äß ig en  In sp e k tio n  m it Sicherheit fe s tg e s te llt  
w ird , so is t u n te r  Z ugrundelegung  e iner angem essenen  S icherhe itszah l, die 
u n te r  an d erem  a u c h  von  der A nzah l d e r V e rsu ch sstü ck e  u n d  der S tre u u n g  d er 
V ersuchsw erte  a b h ä n g t, die sichere E rm ü d u n g s le b e n sd a u e r festzu legen .

W enn d e r  B ru ch  ab er in  e iner so rg fä ltig en  p lanm äß igen  In sp e k tio n  fe s t
g este llt w erden  k a n n , so is t d e r V ersuch  w e ite rzu fü h ren  um  fe s tz u s te lle n , 
ob das B au te il d en  E rfo rdern issen  e iner fa il-sa fe -K o n stru k tio n  g en ü g t. G ege
benenfalls sind  a n  den  V ersuchsstücken  solche B rü ch e , wie sie a u f  G ru n d  v o n  
E rfah ru n g en  a u f tre te n  können , k ü n s tlic h  h e rb e izu fü h ren . Das S chem a d e r 
d u rch zu fü h ren d en  V ersuche geh t au s  A bb. 3 h e rv o r.

D as Ziel is t  dabe i, n achzuw eisen , d a ß  d ie  K o n stru k tio n  s ta tis c h  u n d  
d y nam isch  die gleiche äu ß ers t k le in e  B ru ch w ah rsch e in lich k e it h a t  u n d  d a ß  
auch  die b e sch äd ig te  K o n stru k tio n  eine B ru ch sich e rh e it aufw eist, d e ren  H ö h e  
v o n  d er Z eit zw ischen  zwei p lan m äß ig en  In sp e k tio n e n  ab h än g t. F e rn e r  w ird  
d ab e i nachgew iesen , d aß  auch  die n a c h  F e s ts te llu n g  des Bruches r e p a r ie r te  
K o n s tru k tio n  au sre ich en d  fest u n d  s te if  is t.

A d a  Teehn. Hung. 41 (1962)
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A bb. 3

D er n ied erlän d isch e  V orschlag g ib t e in en  W eg an, wie m an  die sichere 
E rm ü d u n g s le b e n sd a u e r  u n d  die au sre ich en d e  F estigkeit von  fa il-sa fe -K on- 
s tru k tio n e n  p ra k tisc h  e rm itte ln  k a n n , w en n  d e r » repräsen tative«  F lu g p lan  
fe s tl ie g t. Es b e s te h t a b e r im m er noch  d ie  Schw ierigkeit, d aß  die n a c h  dem  
re p rä s e n ta tiv e n  F lu g p la n  e rm itte lten  B e la s tu n g e n  n ich t m it den  w irk lich  
a u f tre te n d e n  ü b e re in s tim m en  w erden.
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3.2 Vorschlag von W . B ra u n

D er V o rsch lag  von  B raun  g e h t dah in , d a ß  a u f  alle  Fälle  und fü r alle 
T eile  der N achw eis d er e rm üdungssichcren  K o n s tru k tio n  (safe-life) gefo rd ert 
w ird , allerdings n u r  m it einem  k le inen  S ich e rh e its fak to r, d er einer e tw as 
e rh ö h te n  E rm ü d u n g sb ru ch w ah rsch e in lich k e it e n ts p r ic h t, als sonst v e rla n g t 
w ird . G leichzeitig soll aber der safe-life-N achw eis fü r  d ie  E rsa tz k o n s tru k tio n  
m it den w irk lichen , n ich t ab g em in d erten  L asten  v e r la n g t w erden, allerd ings 
n u r  fü r  die Zeit zw ischen  zwei In sp ek tio n en . A nsch ließend  an  diesen E rm ü 
dungsnachw eis so ll die R e s tk o n s tru k tio n  noch  die ab g em in d erten  L a s te n  
en tsp rech en d  d en  am erikan ischen  F es tig k e itsv o rsch riften  s ta tisch  tra g e n . 
F ü r  die Teile, fü r  d ie keine fa il-sa fe -K o n stru k tio n  m öglich  is t oder bei denen  
n ic h t  die S icherheit vo rh an d en  is t, d aß  ein B ruch  bei d e r n äch sten  In sp e k tio n  
e n td e c k t w ird, m u ß  d er safe-life-N achw eis m it au sre ich en d  k leiner B ru c h 
w ah rsch e in lich k eit g e fü h rt w erden .

Es m uß w e ite rh in  s ichergeste llt sein, d aß  alle T eile n ach  A b lau f ih re r 
E rm ü d u n g s le b e n sd a u e r ausgew echselt w erden, au ch  w enn  noch kein  A nriß  
v o rh an d en  ist.

Die beiden an g e fü h rten  V orschläge sind sich  seh r ähn lich . Sie u n te r 
scheiden  sich im  w esentlichen  n u r  d ad u rch , d a ß  beim  n iederländ ischen  V or
sch lag  ein p ra k tis c h e r  Weg zur E rfü llu n g  d e r F o rd e ru n g en  gewiesen w ird , 
w äh ren d  beim  BRAUNschen V orschlag  ausd rü ck lich  noch  v e rlan g t w ird , d a ß  
d ie  K o n stru k tio n  au ch  noch im  le tz te n  A ugenb lick  d e r E rm ü d u n g sleb en s
d a u e r  gewisse s ta tis c h e  L asten  m it S icherheit tra g e n  m u ß . Bei beiden V or. 
Schlägen b esteh t n o c h  die U n sicherhe it, d aß  das rech n erisch e  (»repräsentative«) 
B e lastu n g sk o llek tiv  n ich t m it d em  w irklich  a u ftre te n d e n  ü b e re in s tim m t, 
bzw . die N o tw en d ig k e it, diese U n sich erh e it d u rch  en tsp rech en d e  S icherhe its . 
fa k to ré n  auszug leichen .

4. Schlußw ort

A bschließend m u ß  m an fe s ts te llen , daß  es zu r Z eit noch  n ich t m öglich 
is t , vollkom m en befried igende F es tig k e itsv o rsch riften  in  B ezug a u f  die E rm ü 
d u n g  aufzustellen . D a  aber in d er ganzen  W elt a n  d iesem  P rob lem  g ea rb e ite t 
w ird , is t an zu n eh m en , daß  in a b se h b a re r  Zeit die b e re its  bestehenden  V o r
sch riften  so w eit e rg ä n z t w erden, d a ß  sie ausre ichende S icherhe it gegen k a ta s tro 
p h a le  E rm ü d u n g sb rü ch e  gew ährle isten . Man m u ß  a b e r  fes ts tc llen , daß  tro tz  
des M angels au sre ich en d er V orschriften  sowohl d ie  b e re its  in  Serie v o rh a n d e 
n en , als auch d ie  in  E n tw ick lung  befind lichen  F lugzeuge ausre ichend  e rm ü 
d u n g sfest sind. ^

Die K o n s tru k te u re  und B erech n u n g sin g en ieu re  h ab e n  bereits große 
E rfah ru n g en  g esam m elt. Sie verw en d en  W erkstoffe  g ro ß er D ehnung, h a lte n  
d as  allgem eine S p an n u n g sn iv eau  in  e rm ü d u n g sg e fäh rd e ten  B aute ilen  m ög-
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l ie h s t n ied rig , verm eiden  S te llen  s ta rk e r  S p an n u n g sk o n zen tra tio n . E in e  Reihe 
v o n  fa il-sa fe -K o n stru k tio n en  h a t  sich b e re its  b ew äh rt. D ie Y ersu ch sv erfah ren , 
-g e rä te  u n d  - in s tru m en te  s in d  ebenfa lls e rp ro b t. T ro tz  des F eh len s befried i
g e n d e r  F estigke itsV orsch riften  b e s te h t also kein  G rund  zu  irgendw elchen  
B eso rgn issen .
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TAK IN G  IN TO  ACCOUNT T H E  FATIG UE  
IN  ST R E N G T H  R U L E S FOR AIRCRAFT

R. M Ü LLER

SU M M AR Y

In  m odern strength regulations for aircraft, the point o f view  o f fa tigue m ust be considered  
to o , because now adays it  has becom e necessary also to  prove separately  sa fe ty  against 
fa tig u e  failures. The paper analyses th e  ex istin g  regulations from  th is po in t o f  v iew , the “ safe- 
life ”  m eth od  as well as the “ fail-safe”  m ethod.

F in a lly  proposals for the m odification  o f the regulations are discussed.

CONSIDÉRATION D E  L A  FA T IG U E  DANS LES RÈG LEM ENTS  
CO NC ERNA NT LA RÉSISTANC E DES AVIONS

R. M Ü LLER

R É SU M É

L es règlem ents concernant résistance des avions doivent aussi tenir com pte de la  
fa tig u e , la  vérification de la  sécurité contre les ruptures par fatigue étan t elle-m êm e reconnue 
com m e nécessaire. L’étude analyse sous ce rapport les normes ex istan tes, du double point de 
v u e  des m éthodes «safe-life» et «fail-safe».

L ’auteur présente enfin ses propositions relatives à la m odification  des règlem ents 
ex is ta n ts .
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УЧЕТ УСТАЛОСТИ В ТЕХНИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ 
МЕХАНИЧЕСКОЙ ПРОЧНОСТИ САМОЛЕТОВ

Р. М Ю Л Л Е Р

РЕЗЮМЕ

В современных технических условиях механической прочности самолетов следует 
учитывать фактор усталости, так как в настоящее время стало необходимым особое под
тверждение надежности в отношении усталостных изломов. Настоящая работа в этом 
плане анализирует имеющиеся технические условия как с точки зрения «safe-life», 
так и с точки зрения «fail-safe».

Наконец даются предложения по изменению технических условий.

Acta Techn. Huns'. 41 (1962)





МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ 
(МЕТОД ШВАРЦА) КАК ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ОСНОВА 

РАСЧЕТА ОБОЛОЧЕК С ВЫРЕЗАМИ ТИПА ВАГОННЫХ
КУЗОВОВ*

Е. Н. НИКОЛЬСКИЙ
П Р О Ф Е С С О Р ,  Д О К Т О Р  Т Е Х Н И Ч Е С К И Х  Н А У К  

И Н С Т И Т У Т  Т Р А Н С П О Р Т Н О Г О  М А Ш И Н О С Т Р О Е Н И Я ,  Б Р Я Н С К

В пассажирских вагонах уже сейчас наиболее частыми и все еще распространя
ющимися типами кузовов являются конструкции типа замкнутой оболочки. Расчеты в 
настоящее время ведутся методом элементарной теории сопротивления материалов, при 
этом только на отдельных участках вагонного кузова получается верное решение.

Настоящая работа дает более точный общий метод расчета вагонных кузовов, 
основанный на принципах Теории упругости. Применяется алгоритм Шварца в виде чере
дующихся основных систем для вагонных кузовов типа замкнутой оболочки с выре
зами. Обобщается метод сил. Хотя этот метод для практического применения недоста
точно прост, но пригоден для оценки существующих и обоснования новых методов, в 
частности тогда, когда работа по расчетам может быть сокращена за счет применения 
электронных счетно-вычислительных машин.

1. Введение

В настоящее время наиболее распространенным и перспективным 
типом конструкции кузовов пассажирских вагонов является конструкция 
типа замкнутой оболочки. Конструкция этого типа позволяет получить 
высокую прочность и жесткость кузова в нормальных и аварийных усло
виях при минимальном весе. Однако, несмотря на перспективность этих 
конструкций, их теория разработана недостаточно.

Обстоятельством, существенно осложняющим теоретическое иссле
дование этих конструкций, является наличие большого числа оконных и 
дверных вырезов. Приходится иметь дело с задачей о пространственных 
деформациях цилиндрической замкнутой оболочки с большим числом выре
зов. Как известно, эта задача в достаточно строгой постановке еще не была 
решена.

Практические расчеты в настоящее время ведутся на базе элементар
ных формул сопротивления материалов. Кузов типа оболочки с вырезами 
представляется в виде специальных стержневых систем.

Оценка приемлемости таких расчетных схем проводилась в конечном 
счете только экспериментально. Рядом исследований было обнаружено, что

* Доклад на Конференции по вопросам современного расчета, проведенной Ака
демией наук Венгрии в г. Будапеште с 24 по 28 октября 1961 года.
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элементарная теория стержневых систем позволяет получить верную кар
тину напряженного состояния только на отдельных участках конструкции. 
В преобладающей части конструкции элементарная теория не дает верной 
картины напряженного состояния.

Для получения более точных результатов необходимо отойти от пред
ставления кузова в виде стержневых систем, а рассматривать его как обо
лочки с вырезами. В настоящем докладе излагается общий метод расчета 
кузова типа замкнутой оболочки с вырезами строгий, с точки зрения теории 
упругости. Этот метод в силу своей сложности не всегда может быть исполь
зован непосредственно для практических расчетов, но он позволяет теорети
чески обосновать построение новых практических методов и дать оценку 
существующим методом.

Некоторые перспективы практического применения этого метода от
крываются в связи с применением электронных счетных машин.

2. Обобщенный метод сил

а) Метод Шварца и его трактовка как метода чередования основных систем

Сложное тело в виде цилиндрической оболочки с вырезами может быть 
разделено разрезами на несколько более простых тел, для каждого из кото
рых в отдельности можно предположить известными точные методы расчета 
напряжений и деформаций. Система таких отдельных тел может быть на
звана основной.

Так же как и при расчете статически неопределимых стержневых 
систем по методу сил, оказывается достаточным знать любые комбинации 
сил, статически эквивалентные действительным внутренним усилиям по 
разрезам основной системы, чтобы определить напряженное состояние за
данной системы. В стержневых системах в этом случае непосредственно 
могут быть построены эпюры изгибающих моментов, нормальных и перере
зывающих сил, и затем по элементарным формулам найдены напряжения. 
Д ля любых не стержневых систем отыскание напряженного состояния в 
этом случае может быть произведено с помощью известного в математике 
метода решения предельных задач, а именно метода Шварца [1J. Этот метод 
в нашем случае удобно трактовать как метод чередования основных систем 
[2]. Такая трактовка дает для инженера более наглядное представление о 
методе и позволяет также сделать некоторые обобщения.

Метод чередования основных систем является методом последователь
ных приближений и заключается в поочередном расчете напряжений в 
двух или нескольких основных системах. В первом приближении по раз
резам первой основной системы прикладываются любые силы, статически
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эквивалентные внутренним усилиям и вычисляются напряжения по таким 
сечениям, по которым будут проведены разрезы для образования второй 
основной системы. Найденные напряжения рассматриваются как усилия 
по разрезам во второй основной системе. От этих усилий во второй основной

П р о с т  е  н  к  из'пю с
-►I z0 U-

г
Верхний

пояс

1 Нижний 
J пояс

Рис. 1

системе вычисляются напряжения по сечениям, которые совпадают с поло
жением разрезов, образующих первую основую систему. Эти последние 
напряжения являются вторым приближением для усилий по разрезам в

Рис. 2

первой основной системе. Далее процесс однообразно повторяется. На каж
дом шагу расчет напряжений ведется от всех сил, действующих на систему, 
в том числе и от внешних сил.

В качестве первого приближения для усилий по разрезам могут быть 
приняты стандартные для стержневых систем группы сосредоточенных 
сил X, при произвольном выборе точек их приложения.

Если разрезы в двух последовательных основных системах не совпа
дают, то указанный процесс вычислений сходится и в пределе дает точное 
решение для заданного тела. Доказательство излагается в 4-м разделе до
клада. Примеры основных систем для кузова пассажирского вагона по
казаны на рис. 1. и рис. 2 .
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б) Обобщенный метод сил [2; 3]

Если равнодействующие X,- внутренних усилий статически неопре
делимы, как это имеет место в оболочках с вырезами, то отыскание их может 
быть произведено следующим путем. На осноавании принципа сложения 
действия сил действительные напряжения (ох, ау, аг, xzy, . . . )  в каждой точке 
основной системы от всей совокупности сил представим как сумму произ
ведений напряжений (axi, ayi, azi, xxyi, . . . ) ,  вызванных силами X t =  1, на 
неизвестные величины X,- плюс напряжения от внешних сил:

П П
а х  =  2  ах1 X, +  ахр, оу =  V a y i  X i  +  аур. (2.1)

Í — 1 П = 1

Элементы напряженного состояния: oxi, ayi, azi, xxyi, . . .  (от X, =  1) и axp 
(от внешних сил) являются предельными функциями, которые определяются 
по методу чередования основных систем. Подставляя (2.1) в общее выра
жение для энергии деформаций U изотропного упругого тела и приравнивая 
нулю производные от U по X,- (условие минимума энергии деформаций), 
получим систему уравнений, линейных относительно Х г-:

Xi +  ôk2 X., +  . . .  +  ôkiX , +  . . . +  àknX n +  Акр — 0 (2-2)
(к = 1 ,2 ,3 , . . .  п),

которая приводится к тому же общему виду, что и в методе сил для стерж
невых систем. Коэффициенты в этих уравнениях определяются выраже
ниями:

Eôki =  J j  j [axi oxk +  ayi oyk +  ozi ozk — fx (axi oyk -f-
V

+  a y i  ° x k  +  a x i  a z k  +  a z i  a x k  +  a y i  a z k  +  a z i  a y k )  +
(2 3)

+  2(1 + / * ) {  r x y ,  T ' x y k  +  + 2 ! ^ x z k  +

+  X y z ,  r y z k ) ]  dx dy dz .

В этих формулах интегрирование распространяется на весь объем 
тела. Из формул (2.3) как частный случай вытекают известные общие фор
мулы перемещений для стержневых систем.

Коэффициенты системы (2.3) могут быть представлены также в следу
ющей более удобной форме:

ô k i  =  [.f ( o y k  V i  +  rxyk «,’+  xyzk w,) dx dz . (2.4)
F

Формула (2.4) выведена применительно к случаю, когда плоскости 
разрезов в основных системах перпендикулярны оси у.
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Здесь Vi, Ut, Wi — перемещения точек поверхностей разрезов в основной 
системе в направлении осей х, у, z от силы X* =  1 ; аук, тхук, хугк — элементы 
напряженного состояния (от сил Х к =  1) в точках поверхностей разрезов 
в основной системе (внутренние усилия по поверхностям разрезов).

Все величины и ,,. . .,  аук). . .  являются предельными функциями, опре
деляемыми методом чередования основных систем.

Интегрирование распространяется на все площади разрезов в основной 
системе.

При подстановке в правые части (2.1) точных значений X,- формулы 
(2 .1) определяют точное напряженное состояние, удовлетворяющее как 
условиям равновесия, так и условиям совместности. Уравнения (2.2) следует 
рассматривать как вариационные, определяющие истинные значения пара
метров Xi напряженного состояния на основе начала наименьшей работы. 
Особенность данной вариационной задачи состоит в том, что искомые под
интегральные функции заранее определены на основе метода чередования 
основных систем с точностью до постоянных множителей X,.

Построенный метод является общим методом теории упругости и может 
быть назван обобщенным методом сил. Метод сил для стержневых систем 
вытекает из него как частный случай.

3. Элементы основных систем для кузова вагона и методы расчета

Для кузова пассажирского вагона одну из основных систем можно 
образовать путем проведения разрезов горизонтальными плоскостями, про
ходящими по верхним и нижним кромкам оконных проемов.

а) б)

Вторую основную систему можно получить, разрезая кузов вертикаль
ными плоскостями по боковым кромкам оконных проемов и горизонтальной 
плоскостью по простенкам (рис. 3). В этом случае для получения принци
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пиально завершенной формы строгого решения задачи о расчете кузова как 
оболочки с вырезами на основе обобщенного метода сил достаточно иметь 
решения для открытых цилиндрических подкрепленных оболочек при про
извольных граничных условиях на краях.

Анализ современных теорий подкрепленных цилиндрических оболочек 
показал, что для нижнего пояса кузова, расчетная схема которого может 
быть представлена как совокупность плоских прямоугольных пластинок и 
стержней, оказывается подходящим метод П. Ф. Папковича, основанный на 
использовании решения Файлона для прямоугольной пластинки [3].

Что касается верхнего или нижнего поясов кузова с произвольным 
очертанием контура поперечного сечения, то следует сказать, что для ана
лиза напряженного состояния срединной поверхности таких оболочек до 
настоящего времени отсутствовали подходящие методы.

Современные технические теории цилиндрических подкрепленных 
оболочек не дают этой возможности, так как они среди других допущений 
содержат допущение о равенстве нулю поперечных деформаций удлинения. 
Теории подкрепленных цилиндрических оболочек с произвольным контуром 
поперечного сечения, свободные от этого допущения (теории В. 3. Власова и
В. В. Новожилова), приводят к дифференциальным уравнениям, решение 
которых в общем виде встречает математические трудности.

Автором этого доклада разработана специальная теория оболочек с 
неизгибаемым контуром поперечного сечения (см. Известия АН СССР ОТН 
№ б, 1956 г.), которая позволяет в известной мере практически восполнить 
этот пробел. Применение теории оболбчек с неизгибаемым контуром может 
быть обосновано с помощью метода Шварца (об этом излагается в 5-ом 
разделе доклада).

4. Доказательство сходимости последовательных приближений метода 
Шварца в задаче теории упругости о напряжениях

Для того, чтобы считать обобщенный метод сил обоснованным, необ
ходимо доказать сходимость алгоритма Шварца в задаче о напряжениях. 
Это доказательство до настоящего времени еще не было дано.

Сходимость алгоритма Шварца в задаче теории упругости о переме
щениях доказана С. Л. Соболевым [4].

Рассмотрим применение алгоритма Шварца к задаче о напряжениях 
в области D12i представляющей собой сумму областей и D2, частично на
легающих друг на друга (рис. 4). Для доказательства существования пре
дела функции, получаемой с помощью алгоритма Шварца, воспользуемся 
приемом С. Л. Соболева [4]. Совпадение этого предела с решением уравнений 
теории упругости для области D12 покажем на основе известной теоремы
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единственности. В задаче о напряжениях произвольность выбора перво
начальной векторной функции усилий Р0 на поверхностях области D2 
внутри области D-, ограничивается условием статической эквивалентности 
начальных усилий Р0 действительным внутренним усилиям на тех же по
верхностях внутри области D12. Для случаев многосвязных областей D12 
это условие может быть выполнено на основе применения принципа наи
меньшей работы.

Как и в [4], примем обозначения: Sx — граница Dx; S 2 — граница D2; 
S í  — часть Sj внутри D2; S'í — часть S 1 вне D 2; S í  — часть S 2 внутри Dx; 
S I, — часть S 2 вне Dx; D12 — область, ограниченная поверхностями Sí, и 
S í;  D i  — часть вне D 2 вне D 2; D i =  часть D 2 вне D v

Будем искать решение системы уравнений теории упругости в напря
жениях, куда входят 3 уравнения равновесия:

3 ^
Эх

дтху Этхг __ Q
Э у dz

(4.1)

и б уравнений, выражающих условия совместности:

А А ох = 0 , А А ау =  О , . . .  (4.2)

для односвязной области D12 при граничных условиях

Pv|sî =  <7i > P,|s» =  <7a. (4.3)

pv — вектор напряжения по площадкам поверхности ; qv q2 — заданные 
силы на поверхности.
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Поставленная задача эквивалентна задаче вариационного исчисления 
об отыскании минимума интеграла, выражающего энергию деформаций:

E d i»  = J Р
6 /и J ) 3(Я +  2/3 р )

( а х +  а у  +  г̂)2 +

(4-4)
+  tJz +  +  T*J, +  у  [(о'г -  ffy) 2 +  {оу -  <тх)2 +  (сгх -  azf \  I dx dy d z ,

при тех же граничных условиях (4.3). Через а без индексов внизу мы здесь 
и в дальнейшем обозначаем тензор напряжений.

Решая последовательно задачу отдельно для областей D2 и Dlt полу
чим последовательность функций ох2к), . . . ,  удовлетворяющих уравнениям 
(4.1) и (4.2) в D 2 и  D[ порознь, и функций а(2к+1), . . . ,  удовлетворяющих 
уравнениям (1) и (2) в Dx и D2 также порознь. Согласно идее алгоритма 
Шварца эти последовательности функций строятся при следующих гранич
ных условиях:

р \ 2к) I s:=q  1 pí2k) \ = ?2> pilk) Is; (Po
\PÍ‘

, k  =  0 ,

ik-1)| 9̂ , k > 0
(4-5)

P
(2fe + l) I _

1̂ 1 P i ;  p ^ 15 k  = ! pí2ki l)í s; p<2k) Sí , (4.6)

где p„(2k), pv(2k+1) — векторы напряжений на соответствующих поверх
ностях;

к =  0 , 1, 2 , . . .  — номер решения для областей D2 и DÍ; 
р0 — произвольная начальная векторная функция, которая должна 

удовлетворить условиям равновесия:

$ pods +  f <72ds =  0 ,
s; s;'

J [po , r ] d s +  J [</a , r] ds +  0 .
s; s'i

(4.7)

Функции ст̂2к), . . . ,  a(2k+i\  построенные по условиям (4.5), (4.6), 
непрерывны в D12 и, очевидно, удовлетворяют уравнениям равновесия 
(4.1) во всей области D12. Однако эти функции, вообще, не удовлетворяют 
уравнениям (4.2) в области D12. Последнее означает, что перемещения, от
вечающие функциям о(2к), . . . ,  будут иметь разрыв непрерывности на S2, 
а перемещения, отвечающие а(х2к+1\  . . . ,  получат разрыв непрерывности 
на 5(.

Из условий (4.5), (4.6) следует, что а(2к) =  а(х2к+1\ . . .  в D2, причем, 
в Dj функции а(2к), . . .  не удовлетворяют уравнениям (4.2), а а(2к+'\  . . .  
удовлетворяют. Отсюда вытекают неравенства

E d , (<т<2к>) >  Е о , (<r<2k+ J)) ; E d „ (<r<2k>) >  Ed„ (cr<2k+1>) . (4.8)
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Таким же путем получаем

Е оЛ °(гк- 1))>Ео„(<’(2к)) ■ (4.9)

Замечая, что последовательность убывающих положительных чисел 
IíDit(e(n)) является сходящейся, нетрудно показать тем же путем, что и в [4], 
что энергия деформаций, соответствующая разности а(хгк)— а(2к' ^ \ . . .  
т. е. EDi(ai2k) — о¥к+1)), а следовательно и сами разности а(2к) — ff*2k+1), . . .  
стремятся к нулю во всей области D12 при /с->оо. Таким образом, оказывается, 
что функции ст(2к) и </2к_1) имеют один и тот же предел ас:

lim а ^  =  а'с ; lim ff(2fc~1> =  ff'' . (4.10)
/с—*oo /С-* оо

<  =  О  с  =  ° с  ■

Покажем, что этот предел является единственным и совпадает с реше
нием системы уравнений (4.1) и (4.2) для области D12 при граничных усло
виях (4.3).

Рассмотрим все множество функций, которые, удовлетворяя урав
нениям равновесия (4.1) во всей области D12 при граничных условиях (4.3) 
на SÍ и Si, удовлетворяют уравнениям (4.2) только порознь в областях 

и Dl или Dg и DJ и соответствуют всем мыслимым значениям функций на 
Si, и, соответственно, SI.

Согласно теореме единственности, это множество состоит из под
множества функций, не удовлетворяющих уравнениям (4.2) для всей об
ласти D12 и  о д н о й  функции, удовлетворяющей уравнениям (4.2) в области 
D12 при условиях (4.3).

Предположим, что предельные функции а'с и а"с находятся среди пер
вого подмножества. Тогда перемещения, соответствующие а'с и а"с, будут 
иметь разрыв непрерывности в области D12, причем, а'с даст разрыв на S'2r 
а а"2 — на Si- Несовпадение мест разрыва означает, что

(4.11)

Этот результат противоречит условию [1C] и доказывает, что предельных 
функций а'с =  а'с =  ас не может быть среди подмножеств функций, не 
удовлетворяющих уравнениям (4.2) в области D12. Отсюда мы приходим к 
выводу, что предельная функция ас совпадает с решением уравнений (4.1) 
и (4.2) при условиях (4.3), т. е. сходимость алгоритма доказана [5].

5. Метод Шварца в задаче теории упругости о перемещениях и примене
ние его к расчету кузова вагона

Метод Шварца в задаче теории упругости о перемещениях удобно 
трактовать как метод чередования основных систем, образованных введе
нием дополнительных связей. Такие основные системы являются обобще-
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кием понятия основной системы метода деформаций (перемещений) в теории 
стержневых систем.

Академиком С. Л. Соболевым доказана сходимость последовательных 
приближений в задаче о перемещениях для того случая, когда на поверх
ности тела заданы перемещения. Автором доклада на основе приемов

С. Л. Соболева доказано, что при заданных на поверхности силах метод 
Шварца при любых основных системах, образованных введением дополни
тельных связей, всегда дает сходящийся процесс.

Отыскание вектора перемещений и для заданного тела D12 строится 
по той же схеме, что и в задаче о напряжениях. Для тела D12 выбираются 
две различные основные системы, получаемые введением дополнительных 
связей. На фиг. 4а, б, в показаны тело D12 и две основные системы. Обозна
чения областей и поверхностей показаны на рисунках. Жирными линиями 
изображены абсолютно жесткие поверхности, к которым с помощью связей 
укреплены точки тела, лежащие на поверхностях S{ в основной системе I 
и на S2 в системе II.

При заданных на поверхности тела D12 силах q метод Шварца опре
делит последовательность функций ц(2к) и ü(2fc+1) (вектор перемещения) 
для заданного тела D12 функция u(2,í) представляает собой 2к — тоеприближе-
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иие для искомой функции и получается из решения уравнения равновесия

V2iH-----------gradclivu = o- (5-1)
1 — 2  /и

отдельно для областей Dx и основной системы I при следующих условиях 
на поверхности, записанных в векторной форме.

f l  (u(2k)) k  = Q k  ; f l  («(2fc)) k" = q k" (5.2)
U(2*))|s, =  j u 0 n p u k  =  0

ju(2Ä-i)|s; npU fr ф Q

Здесь fi(u)\s — известная в теории упругости функция, связывающая 
вектор перемещения точек тела с вектором полного напряжения на пло
щадке s, функция и(2к+1) дает ( 2 к  +  1)-ое приближение для функции и, 
определяемое уравнением] (5.1) отдельно для областей D2 и R 2 основной 
системы II при условиях

f i  (u(2k)) Is'; = q I s; , f r («<2+1>) k" = q k" î (5-3)

Начальная функция u(2A)|fc=0 =  u(0) на поверхности S{ может быть 
выбрана произвольно. Как уже отмечалось, имеется доказательство того, 
что построенная последовательность функций всегда сходится к точному 
решению задачи, т. е.

lim u(2k) — lim(2,<+1) =  и .
к - *  со к ~ *  с»

На основе изложенного метода оказывается возможным дать теорети
ческое обоснование практическим расчетам кузова вагона путем разделения 
общей сложной задачи о пространственных деформациях кузова на две более 
простые задачи, а именно: задачу о работе кузова с некзгибаемым кон
туром и задачу о работе кузова с неизгибаемыми угловыми стрингерами.

На рис. 6  показаны в одной проекции две удобные основные системы 
для кузова. В направлении, перпендикулярном к чертежу, связи нужно счи
тать идущими непрерывно по всей длине схемы кузова. В основной системе 11 
мы имеем бесконечное множество абсолютно жестких колец К, соединенных 
с кузовом связями, нормальными к поверхности обшивки. Эти кольца 
распределены непрерывно по длине кузова.

Таким образом, в основной системе II рассматривается кузов с не- 
и з г и б а е м ы м  к о н т у р о м .  В основной системе I мы имеем кузов
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с неизгибаемыми в вертикальном направлении нижними обвязочными 
элементами (угловыми стрингерами).

Расчет кузова по методу чередования основных систем в этом случае 
может быть проведен в следующем порядке: 1. Кузов рассматривается как 
цилиндрическая оболочка с несмещаемыми в вертикальном направлении 
ребрами (Л) под действием внешних сил (основная система I). Это означает, 
что в исходном (нулевом) приближении мы принимаем перемещения по 
линии А  равными нулю. При этом определяются перемещения поверхности 
оболочки по нормали к поверхности, а также напряженное состояние основ
ной системы. 2. Рассчитывается кузов как цилиндрическая оболочка с неиз-

гибаемым контуром поперечного сечения (основная система II) под дейст
вием внешних сил и деформаций колец К, найденных в основной системе I. 
При этом определяются перемещения точек линий А  в вертикальном на
правлении и напряженное состояние основной системы. 3. Снова рассмат
ривается основная система I, под действием внешних сил, но теперь связям 
на линиях А задаются перемещения, найденные в основной системе II за 
предыдущий шаг расчета.

Далее процесс чередования расчетов в основных системах I и II про
должается однообразно. Согласно доказанному, этот процесс всегда является 
сходящимся. Числовые расчеты показывают, что для вагонных кузовов типа 
замкнутой оболочки уже первое приближение дает удовлетворительную 
точность [2 ].

Рассмотренные здесь типы основных систем позволяют теоретически 
обосновать приближенные практические методы расчета оболочек и тон
костенных стержней. В частности, методы расчета цилиндрических оболо
чек и тонкостенных стержней с н е д е ф о р м и р у е м ы м  к о н т у р о м  
могут рассматриваться, как часть закономерного процесса последователь
ных приближений (метода чередования основных систем или иначе алго
ритма Шварца), дающего в пределе точное решение. Оболочка с неде
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формируемым контуром в этом процессе является основной системой. 
Чтобы получить основную систему с недеформируемым контуром, доста
точно в основной системе II с неизгибаемым контуром, изображенной на 
рис. 5, между поверхностью оболочки и абсолютно жесткими кольцами К 
ввести кроме нормальных еще касательные связи.

Точность, которую дает теория оболочек с недеформируемым контуром, 
зависит от быстроты сходимости процесса. Последняя в различных случаях 
будет различной и требует индивидуального анализа. Важно то, что на 
основе изложенной точки зрения в принципе всегда оказывается возможным 
провести уточнение результатов, полученных на основе теорий оболочек с 
недеформируемым или неизгибаемым контуром. Это уточнение, приводящее 
в пределе к точному решению, может быть получено с помощью метода чере
дования основных систем. Что касается практического осуществления 
таких расчетов, то для этого требуется иметь методы, позволяющие рассчи
тывать основные системы от внешних сил и от заданного смещения связей. 
Разработку практических методов расчета основных систем можно рассмат
ривать как самостоятельные частные задачи.

Например, расчет основной системы II для кузова вагона (рис. 6 ) тре
бует решения самостоятельной задачи о напряжениях и деформациях ци
линдрических оболочек с в ы р е з а м и  при неизгибаемом контуре по
перечного сечения. Эта задача, в свою очередь, может быть решена на базе 
метода чередования основных систем и обобщенного метода сил, которые 
были изложены в главах I и II.

6. Некоторые выводы о построении практических методов расчета кузова
типа замкнутой оболочки

Обобщенный метод сил и метод чередования основных систем вместе 
с теориями открытых подкрепленных цилиндрических оболочек принци
пиально решают вопрос о точном расчете кузова типа замкнутой оболочки 
с вырезами. Однако, при обычных вычислительных средствах этот комплекс 
методов приводит к сложным расчетам. В связи с этим в настоящее время 
особо большое практическое значение имеет задача построения упрощенных 
методов, приемлемых в условиях заводской практики.

При построении приближенных методов задача может быть поставлена 
следующим образом. Ввиду того, что в точном методе (обобщенном методе 
сил) наиболее затруднительным является вычисление коэффициентов линей
ных уравнений (2 .2 ) целесообразно отыскать пути приближенного вычисления 
коэффициентов. Иными словами, задача будет заключаться в отыскании пути 
приближенного вычисления интегральных усилий X,. Что касается расчета 
напряжений после определения интегральных усилий Х ь то на этом этапе
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может быть сохранен точный метод. Однако, и на этом, втором, этапе оказы
ваются возможными некоторые упрощения.

Теоретический анализ и проверка экспериментом позволили в част
ности сделать следующие выводы:

1. Статически неопределимые силы X, как равнодействующие внут
ренних усилий могут быть найдены с приемлемой точностью для основных 
участков кузова при основных эксплуатационных нагрузках путем пред
ставления кузова в виде стержневой системы, т. е. на основе использования 
элементарных формул сопротивления материалов. Отсюда как следствие 
вытекает, что по основным участкам кузова на основе элементарной теории 
стержней могут быть получены с удовлетворительной точностью эпюры из
гибающих моментов М, нормальных сил N  и перерезывающих сил Q.

2. Напряжения в кузове, как правило, не могут быть определены с 
помощью одних элементарных формул на основании эпюр М, N, Q несмотря 
на то, что найденные величины М, N, Q близки к действительным. Расчет 
напряжений по элементарным формулам дает удовлетворительные резуль
таты только в частных случаях.

Используя изложенные результаты, мы можем практический расчет 
кузова типа замкнутой оболочки с вырезами разделить на два этапа: Первый 
этап — определение статически неопределимых сил (равнодействующих 
внутренних усилий) на основе представления кузова в виде стержневой 
системы. Здесь определяются лишние неизвестные силы X,-, например, по 
методу сил, и строятся эпюры М, N, Q; Второй этап — расчет напряжений. 
На этом этапе возможности использовать элементарные формулы более 
ограничены. В случаях неприемлемости последних должны быть приме
нены другие специальные методы расчета напряжений [3; 6 ; 7].

Возможность получения на основе элементарной теории стержней 
удовлетворительной точности расчета равнодействующих внутренних сил 
X,-, несмотря на неприемлемость элементарной теории стержней для отыс
кания законов распределения напряжений, находит следующее объяснение.

Для обеспечения приемлемого приближенного значения X,- необхо
димо получить удовлетворительные приближенные величины коэффициентов 
<5,7о d ip, которые являются перемещениями (обобщенными). Если обратить 
внимание на то, что погрешность, которую дает элементарная теория при 
определении перемещений, значительно меньше, чем погрешность, которую 
она дает при расчете напряжений (это подтверждается теоретическими рас
четами и экспериментами), то становится понятной возможность получения 
в отдельных случаях удовлетворительной точности расчета коэффициентов 
bik, Aip и, следовательно, сил Xi на основе элементарной теории. Для обыч
ных конструкций кузовов пассажирских вагонов при основных нагрузках 
это как раз имеет место. Точность может оказаться недостаточной на кон
цевых участках кузова при расчете на продольные нагрузки.
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D IE  M ETHO DE D E R  ST U F E N W E ISE N  A N N Ä H E R U N G  
(SCHW ARZSCHE M E T H O D E ) ALS TH EO R ETISCH E  

G R U N D L A G E  D E R  D IM E N SIO N IE R U N G  VON SC H A L E N K O N ST R U K T IO N SA R T IG  
GESTALTETEN E ISE N  B A H N -W A G E N K Ä ST E N

E . N. NIKOLSKY

ZUSAM M ENFASSUNG

Die für die W agenkästen der E isenbahn-Personenw agen heutzutage am  häufigsten  
verw endete K onstruktion , deren A nw endung sich im m er mehr verbreitet, is t  die Schalen
konstruktion m it geschlossenem  Q uerschnitt. In der Praxis wird ihre D im ensionierung derzeit 
m it H ilfe der M ethoden der elem entaren Festigkeitslehre durchgeführt. D ieses V erfahren ist 
w egen der zahlreichen Ausläsungen der Fenster- und Türöffnungen ziem lich kom pliziert und  
liefert den wahren Spannungszustand nur für einzelne Stellen des W agenkastens.

Im  vorliegenden A ufsatze wird ein  zur D im ensionierung der E isenhahn-W agenkästen  
brauchbares, höchst genaues, allgem eines, au f den Grundlagen der E lastizitä tslehre beruhen
des Verfahren vorgeführt. Der Schw arz’sche Algorithm us wird für den W agenkasten  als 
für eine durch Auswechselungen unterbrochene, geschlossene Schalenkonstruktion in  der Form  
v o n  wiederholt gew echselten  G rundsystem en angewendet, was m it der Verallgem einerung der 
K räftem ethode g leichbedeutend ist. O bzwar das geschilderte Verfahren für den Zweck der 
praktischen Anwendung nicht genug ein fach  ist, so ist es doch zur Auswertung der bisherigen  
M ethoden, wie auch vom  Standpunkte der E ntw icklung neuer M ethoden aus b etrach tet, sehr 
entsprechend. Dies g ilt besonders dann, w enn die Rechenarbeit durch die E inführung elektro
nischer Rechenm aschinen verringert wird.

T H E  M ETHOD O F G R A D U A L APPR O X IM A TIO N  
(SCH W ARZ’s M ETHO D) AS TH E O R E T IC A L  BASIS FOR D IM EN SIO NING  CLOSED  

FR A M E-FO R M ED  R A IL W A Y  CA RRIAG E BO DIES

E . N. N IKO LSK Y

SUM M ARY

The structure o f passenger-carriage bodies, m ostly  used now adays and ever spreading  
is th a t o f  closed shell-like frames. The dim ensioning of carriage bodies is usually  perform ed  
b y  using m ethods o f the elem entary T heory of Strength of M aterials assum ing these  to be 
girders. Due to the m any window and door openings, the aforem entioned dim ensioning m ethod
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is  fa ir ly  com plicated, and g iv es th e  actual stress state  on ly  for certain cross sections of the car
r iage b od y .

In  his present paper au th or  introduces a h igh ly  precize general m ethod for the dim en
sion in g  o f carriage bodies, b ased  on  the principles o f th e  E la stic ity  Theory. Author applies 
th e  algorithm  introduced b y  S c h w a r z  to the carriage body as if  it  were a closed frame structure, 
in  th e  form  of continually ex h a n g ed  primary system s, thu s generalizing the Force M ethod. 
A lth o u g h  the presented m eth od  is , general, not p la in  enough for practical application , yet 
i t  is  fa ir ly  appropriate for th e  eva lu ation  of methods used so far, and m ight also serve as basis 
for develop ing new m ethods. T h is is particularly true w hen m inim alizing the com putation  work 
b y  u s in g  electronic com putors.

L A  M ÉTHO DE D ’A P P R O X IM A T IO N S SUCCESSIVES (M ÉTH O DE D E  SC H W A RZ) 
COMME BASE T H É O R IQ U E  DU D IM E N SIO N N E M E N T  D E S CAISSES D E  

VOITURES D E  C H E M IN  DE FER  E N  CO Q UE DISCO NTINUE

E. N. NIKO LSK Y

RÉSUM É

Les caisses de vo itu res de chem in de fer construites en coque à section  ferm ée sont déjà 
les p lu s souvent utilisées et leur usage continue à se répandre toujours davantage. Leur dim en
sio n n em en t se fa it a c tu e llem en t par les m éthodes de la résistance des m atériaux, 
la  ca isse  étant considérée com m e un  systèm e de poutres. Les nom breuses portes et fenêtres 
ren d en t assez com pliqués les ca lcu ls, qui ne donnent l ’é ta t de contraintes correct que pour 
certa in s endroits de la caisse .

L ’étude présente u n e m éth o d e  générale très ex a cte  basée sur les principes de la théorie 
de l ’élasticité . Sous form e de pou tres principales in terchangées, l ’algorithm e de S c h w a r z  est 
a p p liq u é  à la caisse, considérée com m e une coque ferm ée discontinue, la m éthode des forces 
é ta n t  généralisée de cette  sorte. B ien  qu’en général, cette  m éthode ne so it pas assez sim ple 
p ou r des applications pratiques, elle  convient fort b ien  pour l ’évaluation  des m éthodes usuelles, 
e t p e u t  servir de base a u x  m éthodes nouvelles, su rtou t quand le travail du calcul est 
réd u it par utilisation de ca lcu la teu rs électroniques.
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ZUR KRITERIENPROBLEMATIK 
DER WERKSTOFFSPRÖDIGKEIT*

V. L IN H A R T
KAND. D. TECH N . W ISSENSCHAFTEN 

u n d

O. SCHOLZ
STAATLICHES FO RSCH U N G SIN STITU T F Ü R  M ATERIA L UND TECHN O LO GIE, PR A H A

D ie Bewertung der Sprödigkeit oder Zähigkeit von  W erkstoffen hat eine große B edeu
tung, besonders bei der Lösung von  konkreten  Aufgaben in der Industrie. B ei der W ahl eines 
für den B au von  D ruckbehältern geeigneten  W erkstoffs wurde bei der U ntersu ch ung eines 
sorgfältig desoxydierten , un legierten  K ohlenstoffstah ls CSN 11368.1 gefunden, daß derselbe 
bei — 150° C selbst in einem  ungünstigen  Spannungszustand noch eine entsch iedene Reserve  
an V erform ungsfähigkeit besitzt. D ie V ersuche zeigten jedoch auch, daß die V erform barkeit 
des M aterials im  Bereich zw isc h e n — 1 5 0 °C u n d  — 196°C erschöpft wird. E in ige zehn  B ehälter  
sind schon im  Betrieb, was bew eist, daß sich für diesen konkreten Fall und den ob igen  W erk
sto ff die M ethode der statischen V ersuche m it gekerbten Probestäben und P la tten  gu t bew ährt 
hat.

D ie B ew ertu n g  d er S p rö d ig k e it oder Z äh ig k e it von K o n s tru k tio n s 
w erk sto ffen  h a t  eine große B ed eu tu n g , besonders bei der L ösung von  k o n k re te n  
A ufgaben  in  der In d u s tr ie . G egenw ärtig  w ird  z. B. auch  be i au sg esp ro ch en  
s ta tis c h  b ean sp ru ch ten  D ru c k b e h ä lte rn  als K rite riu m  die K erb sch lag zäh ig k e it 
u n te r  d e r B e tr ie b s te m p e ra tu r  b e n u tz t .  Bei tie fen  B e tr ie b s te m p e ra tu re n  von 
— 100° C bis — 200° C fü h r t  die F o rd e ru n g  e iner höheren  K erb sch lag zäh ig k e it 
p ra k tisc h  zu r B en u tzu n g  von  au s te n itisc h e n  Cr— N i-S täh len , m a n c h m a l auch  
vom  K u p fe r. Da es sich h ie r, w as den  P re is  b e tr if f t , um  sehr u n g ü n s tig e n  W erk 
stoffe  h a n d e lt, die au ß e rd em  noch  techno log isch  schw er zu b e a rb e ite n  sind , 
v e rfo lg ten  w ir vo r ein iger Z eit das Ziel, fü r diese Zwecke S täh le  m it n ied rig em  
K o h len sto ffg eh a lt zu ve rw en d en . In  un serer F o rsch u n g sa rb e it h a b e n  w ir 
m eh rere  T y p en  von  K oh lensto ff- u n d  n ied rig leg ierten  S täh len  u n te rs u c h t.

Im  vorliegenden  k u rzen  B e itra g  w ollten  w ir n u r über die be i e inem  von 
d iesen  S täh len  gew onnenen E rg eb n isse  sp rechen , und  zw ar ü b e r d en  S tah l, 
der z u le tz t  in  der P rax is  fü r  diese Zw ecke v e rw en d e t w u rd e — T abelle  l . E s  h a n 
d e lt sich  u m  einen u n leg ie rten  K o h len sto ffs tah l, d er m it S ilizium  d eso x y d ie rt 
und  m it A lum in ium  so rg fä ltig  b e ru h ig t w urde (A bb. 1). A uch b e i zw eckm äß iger 
W ärm eb eh an d lu n g  b e f in d e t sich bei d iesem  S tah l d er Ü bergangszone d e r K e rb 
sch lag zäh ig k e itsk u rv e  im  b es ten  F a ll im  T em p era tu rb e re ich  v o n  — 70° bis 
— 90° C. Also bei n ied rig eren  T e m p e ra tu re n  ist d e r S tah l n ach  d iesem  K rite -

* Vorgetragen auf der K onferenz der Ungarischen Akadem ie der W issenschaften  für 
zeitgem äße D im ensionierung in B udapest, 2 4 — 28. Oktober 1961.
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r iu m  ganz sp röd . D ab e i a lle rd in g s zeig t d er üb liche  Z ugversuch , daß  die P la s ti
z i tä t  des S tah les sogar be i d e r  T em p era tu r von  — 196° C w eitaus n ich t erschöpft 
is t .  I n  unserem  F a lle  a rb e ite n  die erw ogenen g eschw eiß ten  D ru ck b eh ä lte r  bei 
n ie d rig e n  T e m p e ra tu ren , u n d  zw ar zw isch en — 50° C u n d — 196° C u n d  w erden 
au sgesp rochen  s ta tis c h  b e a n sp ru c h t. A n b e s tim m te n  S tellen  der K o n s tru k tio n  
is t  es ab e r nö tig , m it den  S p an n u n g sk o n zen tra tio n en  —  k o n stru k tio n sm äß ig en

-200 -150  -100 - 5 0  0
t°c

Abb. 1

o d e r techno log ischen  C h a ra k te rs  —  zu rech n en . G roße D eform ationsgeschw in
d ig k e iten , zu denen  es in  d e r  K erbW urzel be im  S ch lagversuch  k o m m t, kom m en 
h ie r  n ic h t in  B e tra c h t. I n  u n se re r A rbeit w u rd en  d a h e r  B ew ertungsm ethoden  
g ew äh lt, die die n ö tig e n  U n te rlag en  ü b er die D efo rm atio n sfäh ig k e it gew ählter 
S tä h le  u n te r  den  B ed in g u n g en  eines u n g ü n s tig e n  S p annungszustandes bei 
s ta tis c h e r  B ean sp ru ch u n g  ergeben  können . D azu  w u rd en  vo r allem  die E rg e b 
n isse  von  U z h i k  u n d  H o u d r e m o n t  b e n u tz t. B e s tim m te  U n terlagen  w urden  vo r 
a llem  d u rch  s ta tisc h e  P rü fu n g en  an  P ro b e s tä b e n  m it tie fe r K erbe  u n d  m it 
v e rsch ied en er F o rm z a h l (a) gew onnen.

Tabelle 1

Stahl CSN 11 368.1

С Mn Si Cr Ni Cu Al P S N H O

О/
/ о 0,09 0,49 0,16 0,1 0,05 0,11 0,013 0,025 0,032 0,005 0,001 0,0002

Streckgrenze,
kg/rnm2

F estigke it,
kg/m m 2

D ehnung,
%

E inschnürung,
%

K erbschlag
zähigkeit,
kgm/cm2

35 40 35 65 12
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A u f dem  A bb . 2 s ind  einige von diesen m it dem  o benerw ähn ten  K o h len 
sto ffs tah l (CSN 11 368.1) e rz ie lte  n  E rgebnissen  d a rg e s te llt . Die A ngaben  ü b er 
die F o rm  u n d  A bm essungen  von  S täben  b e fin d en  sich in  diesem  Bild links. 
Als K rite riu m  fü r den  m ehrachsigen  S p a n n u n g sz u s ta n d  in  der K erbe  w urde  
w ieder die so g en an n te  V erg le ichsspannung  (o d er S p a n n u n g s in ten s itä t)  an g e 
w an d t. B eim  F ests te llen  d ieser V erg le ichspannung  gehen wir von  d er H ypo-

Ö" v T  t ( 6 ' ~ 6г)2 г ( 6г - е з ) 2+(б3 - 6 7)*

Maßstab für die 
Einschnürung Y-
I— I— I— И— I I

О АО 80 %

Abb. 2

tin  ■se H u b e r — M i s e s — H e n c k y  au s. Zur B erechnung  von  W erten  d er V ergleichs
sp an n u n g  w urden  die N euber-B eziehungen  fü r  d ie K erb en  an g ew an d t. Im  
Schaubild  w ird  die fe s tg este llte  nom inelle K e rb fe s tig k e it in  A bhäng igkeit von 
dem  V erhä ltn is

V erg le ich ssp an n u n g  — ar

an g efü h rt. Als C h a rak te ris tik  d er V erfo rm ungsfäh igkeitsreserve  wird die K e rb 
e in sch n ü ru n g  b e n u tz t, d ie d e r  V erstän d lich k e it h a lb e r  d irek t ins Schaub ild  
eingezeichnet w urde. Im  B ild  sind  n u r E rg eb n isse  bei d re i T e m p e ra tu ren : 
-f-20° C, — 150° C, — 196° C au fg e trag en . Es ze ig te  sich, d aß  die P la s tiz itä ts -
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V erfo rm ungsfäh igke it u n te r  d iesen  S p a n n u n g sb ed in g u n g en  bei d er T e m p e ra tu r  
b is  — 196° C p rak tisch  e rsc h ö p ft is t, u n d  zw ar auch  bei v e rh ä ltn ism ä ß ig  w ei
ch e r K e rb e  (ath =  1,8)*. D ie be tre ffen d e  Ü bergangszone der E rsch ö p fu n g  der 
V e rfo rm u n g sfäh ig k e it b e f in d e t  sich also im  T em p era tu rb ere ich  zw ischen 
— 1 50° C bis — 196° C. W en n  w ir das V erh ä ltn is  d er m ax im alen  K e rb sp a n n u n 
gen  o^, <72, <73 in  e lastischem  Z u s ta n d  b e tra c h te n , n äh e rn  sich am  m e is ten  der 
W irk lic h k e it bei den D ru c k b e h ä lte rn  die S p an n u n g sv erh ä ltn isse  an  d e r  K erbe  
m it  Q =  0,17 m m . D as K o m p o n e n te n v e rh ä ltn is  is t h ie r 3 : 1 : 0,6. D ie b e tre f 
fe n d e n  G rad ien ten  d e r K e rb sp a n n u n g sk o m p o n e n te n  sind  a lle rd in g s beim  
V erg le ich  m it den V erh ä ltn issen  der D ru c k b e h ä lte r  w esentlich  h ö h e r. E s g ib t 
a lso  a u c h  andere B ed in g u n g en  fü r den  S p an n u n g su m b au  d u rch  p lastisch e  
D e fo rm a tio n . Dies k a n n  d ie  B eziehung zw ischen  dem  K rite riu m  u n d  d e r W irk 
lic h k e it  besonders be i D ru c k b e h ä lte rn  m it g rößeren  W andd icken  beein flu ssen .

Ahb. 3

A ndere  U n te rlag en  ü b e r  die V e rän d eru n g en  der V erfo rm u n g sfäh ig k e it 
des W erksto ffes u n te r  d en  B ed ingungen  m eh rach sig er S p an n u n g  w u rd en  m it 
H ilfe  v e n  P la tte n  gew onnen . E s h a n d e lte  sich  u m  R u n d p la tte n  m it 80 m m  
A u ß en -D u rch m esse r, d ie a m  U m fang  d u rch  M om ente b e la s te t w u rd en . M it 
R ü c k s ic h t  a u f die D icken  im  ab g esch w äch ten  T eil (4— 6 m m ) k a n n  m an  die 
b e tre f fe n d e  S pannung  als zw eiachsige m it g leichen N o rm a lk o m p o n en ten  b e 
t r a c h te n .

D ie E rgebnisse s ie h t m a n  a u f  A bb . 3. In  d iesem m  D iagram m  sin d  d ie A b h ä n 
g ig k e ite n  der K ra ft b e i d e r  Z e rstö ru n g  P  u n d  p lastisch er D u rch b ieg u n g  h von 
P la t t e n  von  der P rü f te m p e ra tu r  t e in g e trag en . F ü r  die V erfo rm u n g sfäh ig k e it 
d ie n te  h ie r als M aßstab  d ie  D u rch b ieg u n g  h. E s zeigte sich, d a ß  au ch  u n te r  
d ie se n  B ean sp ru ch u n g sb ed in g u n g en  bei T e m p e ra tu ren  zw ischen — 150° C und  
— 196° C eine E rsch ö p fu n g  d er V erfo rm u n g sfäh ig k e it des W erk sto ffes  e in tr i t t .  
B e i d e r  T em p era tu r v o n  — 196° C is t d e r  S ta h l auch  u n te r  d iesen  B ed in 
g u n g e n  spröd.

B egreiflicherw eise k e n n te n  au ch  alle  d u rch g efü h rten  P rü fu n g e n  keine 
e n d g ü ltig e  A n tw ort gebe1’ , wie sich die k o n k re te  u n te r  tie fen  T e m p e ra tu ren

* Bemerkung: Im  F alle  — — =  I handelt es sich um  glatte P robestäbe, ohne Kerbe.

A cta  Techn. Hung. 41 (1962)



ZUR K R I T E R I E N P R O B L E M A T I K  D ER W E R K S T O F F S P R Ö D IG K E IT l l i

a rb e ite n d e  K o n s tru k tio n  v e rh a lte n  w ird. Sie zeig ten  n u r , d a ß  m an  au ch  bei 
T e m p e ra tu ren  von ru n d  — 150° C noch m it b e s tim m te r  D e fo rm a tio n sfäh ig 
k e its rese rv e  des gew äh lten  S tah les auch bei u n g ü n stig en  S p an n u n g szu stän d en  
rech n en  k a n n . Sie h ab en  a b e r  auch  gezeigt, d aß  sich die Zone d e r E rsch ö p fu n g  
d ieser V erfo rm u n g sfäh ig k e it im  T em p era tu rb ere ich  zw ischen — 150° C und 
— 196° C b e fin d e t. N ach d iesen  E rgebnissen  w urde  d ie  p ra k tisc h e  A nw endung  
dieses S tah les bis zu r T e m p e ra tu r  von — 150° C in  A n g riff genom m en . Es 
b e s tä tig te  sich, daß  m an  d iesen  S tah l u n te r  b e s tim m te n  B ed ingungen  fü r  den 
B au von  D ru ck b eh ä lte rn , d ie  bei den T em p era tu ren  t ie f  u n te r  d e r Ü b erg an g s
zone d e r K e rb sch lag zäh ig k e itsk u rv e  a rb e iten , verw en d en  k a n n . Zu dieser 
Z eit s ind  schon einige Z eh n en  von  diesen D ru c k b e h ä lte rn  im  B e trieb , ohne 
irgendw elche  S chw ierigkeiten . Sie a rb e iten  bis zu r T e m p e ra tu r  v o n  — 150° 
b is  — 160° C. Mit R ü c k s ic h t a u f  diese B e trieb se rfah ru n g en  is t zu sam m en fas
send  zu  sagen , daß  sich  fü r  gegebene k o n k re te  V erw endung  (B e h ä lte r  m it der 
W an d d ick e  bis 15 m m ) d ie  gew äh lte  A rt der W erk sto ffb ew ertu n g  m it Hilfe 
von  s ta tisc h e n  P rü fu n g en  g ek e rb te r  P ro b estäb e  u n d  m it H ilfe v o n  P la tte n  
b e w ä h rte . W ie schon f rü h e r  e rw ä h n t w urde, d ien te  als K rite r iu m  d ie  Ü b er
g a n g s te m p e ra tu r  d er E rsc h ö p fu n g  d er V erfo rm u n g sfäh ig k e it. N ich tsd es to w e
n ig e r schließen wir den  S ch lagversuch  als eine em pfind liche  Q u a litä tsp rü fu n g  
bei W erksto fflie ferungen  fü r  d iese Zwecke n ic h t aus.

E s is t begreiflich , d a ß  m an die b e tre ffen d en  B efunde ohne w eitere 
Ü b e rp rü fu n g  n ich t v e ra llg em e in ern  kan n . A ndere  B ed ingungen  k ö n n e n  zum  
B eispiel be i D ru c k b e h ä lte rn  m it w esentlich  g rößeren  W an d d ick en  e rw a rte t 
w erden . H ier liegen a n d e re  V erhältn isse  in d e r S p an n u n g  wie au ch  im  G ra
d ie n te n  d e r S p an n u n g sk o m p o n en ten  vor, und  es m achen  sich h ie r au ch  w ei
te re  w ich tige  E in flü sse  a u f  die B ildung  u n d  E n tw ic k lu n g  des S p rö d b ru ch es 
g e lten d .

ON T H E  PROBLEM  OF T H E  CRITERIO N OF B R IT T L E N E SS OF M ATERIALS

V. LIN H A R T and O. SCHOLZ

SUMM ARY

The evaluation of the brittleness or ductility  of m aterials is o f great im portance, espe
cia lly  in connection w ith som e concrete industrial problem s. D uring the selection of a m aterial 
su itab le for the construction o f pressure vessels it  was found th at a t —150° C, also in  the case 
o f an unfavourable sta teo f stress, carefully  desoxydized, unalloyed carbon steel C SN 11 368.1 still 
possesses definite reserves o f  deform ability . On the other hand, the tests show ed th a t in the 
range betw een —150°C an d  — 196°C  the deform ability o f  the m aterial is exhausted . Several 
tens o f vessels are already in  operation  and this proves th a t for this concrete case and the above  
structural m aterial, the m ethod o f statica l tests w ith notched specim ens and p lates has proved  
its  value.
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S U R  L E  CRITÈRE D E  LA R IG ID IT É  DES M A T É R IA U X  D E  CONSTRUCTION

V . LIN H A R T e t O. SCHOLZ

RÉSUMÉ

L ’évaluation  de la rig id ité ou  de la  ténacité des m atériaux  de construction  est d’une 
grande im portance, surtout quand il  s’agit de résoudre des problèm es concrets intéressant 
l ’in d u str ie . Lors du choix de m a tér ia u x  appropriés à la  construction  de réservoirs à pression, 
l ’e x a m en  de l ’acier au carbone Ô SN  11 368.1 non allié e t soigneusem ent désoxydé a montré 
q u ’ à la  tem pérature de —T50° C c e t  acier possède encore, m êm e en cas d’é ta t d’efforts défavo
rab le, u n e  réserve mesurable de déform abilité. D ’autre part, les essais ont m ontré que la défor
m a b ilité  de la matière s’épuise dans le  dom aine de —150° C à —196° C. Plusieurs dizaines de réser
v o irs so n t déjà en exploitation , ce  q u i prouve que pour ce cas concret et pour cette  m atière, 
la  m éth o d e  d’essai statique à ép ro u v ettes  entaillées e t  à tô les a donné de bons résultats.

К  ПРОБЛЕМАТИКЕ КРИТЕРИЯ ХРУПКОСТИ КОНСТРУКЦИОННЫХ
М АТЕРИАЛОВ

В. Л И Н Г А Р Т  и О. Ш О Л Ц

РЕЗЮМЕ

Определение хрупкости и вязкости конструкционных материалов имеет большое 
значение особенно в случае отдельных конкретных задач промышленности. При выборе 
конструкционного материала, пригодного для сооружения напорных резервуаров, при 
испытании нелегированной тщательно раскисленной углеродистой стали CSN 11368.1 
было установлено, что при температуре —150° С даже в случае неблагоприятного напря
женного состояния еще есть достаточный запас деформируемости. Опыты показали и 
то, что в диапазоне — 150 и — 196° С исчерпывается деформируемость материала. Рабо
тают многие десятки таких резервуаров, что доказывает, что для этого конкретного случая 
хорошо оправдал себя метод испытания надрезанного образца упомянутого выше конст
рукционного материала статическим методом и в виде листа.
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DESCRIPTION OF ALTERNATING MAGNETIC CIRCUITS 
BY COMPLEX QUANTITIES

L. G ÁDO R
CAND. O F T E C H N . SC.

RESEA RCH  IN STITU TE OF T H E  ELECTRICA L IN DU STRY , BUDAPEST 

[M anuscript received 21, April 1958]

T he calculation o f m agnetic circuits w ith  the aid of Ohm’s Law for m agnetic circu its 
is a well known m ethod. The author ex ten ds th is m ethod to the com putation o f a lternating  
electric and m agnetic circuits. Introducing the con cep t o f com plex m agnetic resistance, the  
sim ple com puting technique of the a. c. circu its is transposed to m agnetic circu its and its  
application to com posite electric and m agnetic circu its is shown.

1. In tro d u c tio n

In  th e  basic  re la tio n s  of the  e lec tric  a n d  th e  m agnetic  c h a ra c te ris tic s  o f 
a fie ld , sy m m etry  is everyw here p re se n t in  th e  descrip tion  of e lec tro m ag n etic  
s ta tic  an d  dynam ic  fields and leads to  fo rm a lly  sim ilar expressions d esc rib in g  
th e  b eh av io u r o f  e lec tric  and of m ag n e tic  c ircu its . These conform ities fa c ilita te  
in m an y  respects th e  u n d e rs tan d in g  o f  th e  p henom ena an d  th e  p ra c tic a l c a l
cu la tio n s.

In  th e  follow ing th e  analogies b e tw een  th e  basic re la tions for c a lc u la tin g  
e lec tric  an d  m ag n e tic  c ircu its w ill be d e a lt w ith , i. e. th e  analogies be tw een  
th e  elec tric  and  th e  m agnetic  laws o f  O hm  an d  o f K irchhoff, and  b e tw een  th e  
con cep ts  o f  e lec tric  an d  o f m agnetic  re s is ta n c e .

In  th e  p re sen t p a p e r the  a u th o r  does n o t a t te m p t a com plete t r e a tm e n t  
o f th e  su b jec t, b u t  r a th e r  th e  possib ilities o f  fu r th e r  deepening th e  a n a lo g y  w ill 
be show n w hich s till offer them selves m a in ly  for a lte rn a tin g  circu its c o n ta in in g  
com plex  resis tan ces .

T he follow ing nom encla tu re  gives a lis t o f  no tions and  q u a n titie s  a n d  o f 
th e ir  sym bols in tw o  colum ns th u s  p ro v id in g  an  im m edia te  p a ra lle lism  o f 
ana logue  term s.

N om enclature
Electric circuit M agnetic circuit

Current density i F lu x  density в
Current l = J i  (1A F lu x Ф

Electric field  strength E M agnetic field  strength H
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P o ten tia l difference (p. d.)
s3

U  =  ("Eds M agnetic potential differ
s. ence, m agnetic p. d.

Um=  f  Hds

E lec tro m o tiv e  force U , =  $  Eds M agnetom otive force
Si

j (ex c ita tio n ) F  =  (f Hds
C o n d u ctiv ity V P erm eab ility J

t‘
R e sis t iv ity Q R e lu c tiv ity a
C onductance G Perm eance A
R esista n ce R R elu ctan ce Rm
Im p ed ance Z M agnetic im pedance zm
C om plex conductance Y C om plex perm eance Y m

T h e  re la tio n s for ca lcu la tin g  m agnetic  c irc u its  will be w ritten  in  th e  fo rm  
o f q u a n t i ta t iv e  e q u a tio n s .

C larendon c a p ita l le tte rs  will be used  to  d en o te  the  tim e  v ec to r o f a l te r 
n a t in g  q u a n titie s , th e ir  ab so lu te  value will be d en o ted  by  cap ita l le tte rs , th e ir  
in s ta n ta n e o u s  values b y  sm all le tte rs .

T h e  su b seq u en t in v es tig a tio n  o f a l te rn a tin g  electric and m agnetic  c ir 
c u its  w ill be lim ited  to  p u re ly  sinuso idal a l te rn a tin g  phenom ena an d  lin ea r 
re s is ta n c e s ; there fo re , th e  p e rm eab ility  o f m a g n e tic  m edia will also be c o n s ta n t 
a n d  in d e p e n d e n t o f  fie ld .

T h e  ac tive  e lem en t o f  a c ircu it is th e  source  (source o f cu rren t, source 
o f  f lu x ) , its passive e lem en t is the  consum er  (electric  consum er, m ag n e tic  
co n su m er) . The e lem en ts o f  a circu it are c h a ra c te riz e d  by  th e  resistance  w hich 
m a y  be  co nductive , in d u c tiv e , capacitive  or co m p lex ; the  com plex re s is tan ce , 
or in  o th e r  w ord, im p ed an ce , m ay be in d u c tiv e  or capac itive  acco rd ing  to  
w h e th e r  its  im ag in a ry  co m p o n en t (reactance) is an  in d u c tiv e  or a ca p a c itiv e  
r e s is ta n c e .

T h e  source or th e  consum er is active , if  i t  supplies energy  to  th e  c ircu it 
o r d ra w s  energy from  i t ;  it  is reactive, if  th e  a lte rn a tin g  cu rren t or flu x  passin g  
th ro u g h  i t  causes p erio d ica l tra n sfo rm a tio n s  o f  energy  w ith o u t chang ing  th e  
e n e rg y  co n ten ts  o f  th e  c ircu it.

In  th e  course o f  th e  investig a tio n s m a g n e tic  fields and  coils lin k ed  to  
th e m  w ill be d ea lt w ith . U sing a sim p lifica tio n  p e rm itted  by  th e  th e o re tic a l 
c h a ra c te r  o f ihe tr e a tm e n t ,  a coil linked w ith  th e  m agnetic  field will be co n 
s id e re d  as hav in g  a flu x  Ф linked  w ith  each o f  th e  N  tu rn s  o f th e  coil. T h en  th e  
co il th ro u g h  w hich c u rre n t I passes will re p re se n t a m agnetic p o ten tia l d iffe r
en ce  o f

U m =  M .

2. A lternating m agnetic circuits, m agnetic Ohm’s Law

T h e ca lcu la tio n  o f  m ag n etic  c ircu its  e x c ite d  b y  d irect cu rren t acco rd ing  
to  th e  m agnetic  O h m ’s L aw  is a know n m e th o d , in  th e  lite ra tu re  [3] th e  d e 
ta i le d  tre a tm e n t can  be found , th e re fo re , th is  question  will no t be d e a lt 
w ith  here .
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D ESCRIPTION OF ALTERNA TIN G  M AG N ETIC  CIRCUITS 1 1 5

W ith  th e  m a th e m a tic a l fo rm ula tion  u sed  in  electrical engineering  s in u s
o idally  a lte rn a tin g  q u an titie s  a p p e a r in th e  fo rm  o f com plex n u m b ers  an d  th e  
re la tio n s describ ing  th e  laws o f e lectric  a n d  m ag n e tic  circuits are  e s tab lish ed  
by  com plex lin ea r o p era to rs . C onsequen tly  O h m ’s Law for an a l te rn a tin g  
c u rre n t c ircu it is

U =  Z I (1)
or

I =  Y U . (2)

T herefo re, in an  a. c. c ircu it genera lly  a phase difference b e tw een  th e  
c u rren t an d  th e  v o ltag e  appears. T he reason  is t h a t  voltages arise in  th e  co n 
sum er w hich are  n o t in phase w ith  th a t  o f  th e  source and c u rre n ts  a rise , 
w hich are  no t in  phase  w ith  th e  c u rre n t o f  th e  source. In  consequence o f  th e  
phase d ifference th e  flow  of energy  is re v e rse d  d u ring  p a rts  o f  th e  period . 
P hase  difference b e tw een  cu rren t an d  v o ltag e  is possible only if  in  th e  con
sum er electric  en erg y  is sto red  for ce rta in  t im e . I t  is well know n t h a t  th is  
indeed  tak es  p lace, th e  cap ac ity  o f  th e  c irc u it p e rm its  storage o f e le c tro s ta tic  
field energy , th e  in d u c tiv ity  o f th e  c ircu it p e rm its  storage of m ag n e tic  field  
energy .

T he a . c. consum er, a lthough  it  su p p lie s  e lectrom agnetic  en erg y  d u rin g  
ce rta in  p a r ts  o f  th e  period, c an n o t be co n fu sed  w ith the  source o f  c u r re n t . 
T he source o f  c u rre n t tran sfo rm s foreign —  m ech an ica l, therm al, lig h t, e tc . —  
energy  in to  e lec tro m ag n etic  energy and  is p e rm a n e n tly  able to  su p p ly  e lec tric  
energy . On th e  te rm in a ls  of an a . c. su p p ly , a . c . vo ltage  can also be m easu red  
w ith  an  open  c ircu it. T he consum er, in asm u ch  i t  is a reactive co nsum er, t r a n s 
form s in to  one a n o th e r  th e  various form s o f  e lec trom agnetic  energy  p ro v id ed  
b y  th e  sources a n d  its  balance o f  e lec tro m ag n e tic  energy is zero w ith in  one 
period . In asm u ch  th e  consum er is an  a c tiv e  one , it  transfo rm s e le c tro m a g 
n e tic  energy  in to  o th e r energy —  m ech an ica l, th e rm al, light, e tc . O n th e  
te rm in a ls  o f  th e  consum er a lte rn a tin g  p. d . c a n  o n ly  be m easured if  a l te rn a tin g  
c u rre n t flow s in  it .

T he re la tio n  (1) —  if in te rp re te d  as re la t in g  to  the  whole c ircu it —  con
ta in s  on its  le ft side th e  e lec trom otive  force o f  th e  cu rren t sources, on its  r ig h t 
side th e  p o te n tia l d ro p  across th e  consum ers. I f  th e  resistance of th e  co n su m ers  
is R , th e ir  in d u c tan ce  is L, cap ac itan ce  is C, th e  in stan taneous v a lu e  w ill be

и =  R i  L  ■—  ---- —  [  i d t . (3)
dt C  J

The usual t re a tm e n t o f a lte rn a tin g  m a g n e tic  circuits does n o t p roceed  
a long  th is  line. I t  is n o t usual to  d is tin g u ish  sources of flux  an d  co n su m ers  
o f  flu x  am o n g st th e  elem ents o f  th e  m a g n e tic  c ircu it, bu t u n ifo rm ly  ev ery
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e x c ita t io n  is considered as a source o f flu x , regard less to  its role w ith in  th e  
c irc u it  a n d  o f  th e  d irec tio n  o f  energy  flow . T h is  is equ ivalen t to  co n sid e rin g  in 
a n  e le c tr ic  c ircu it, th e  in d u c tiv e  an d  th e  c a p a c itiv e  consum er also as sources 
a n d  to  consider as consum er only  th e  ohm ic  consum er. In  th e  d iffe re n tia l 
e q u a tio n  o f  th e  electric  c ircu it th is  is on ly  ex p ressed  b y  an in sign ifican t fo rm a l 
d iffe re n c e :

и — L  — — —— ( i d t =  R i, (4)
dt C )

b u t  th e  ideas connected  w ith  th is eq u a tio n  a re  ra th e r  d ifferent. I t  is ju s t  th e  
fo rm  (3) o f  th e  d iffe ren tia l e q u a tio n  an d  th e  w a y  o f th ink ing  co n n ec ted  w ith  
i t  w h ic h  leads to  th e  in tro d u c tio n  o f  th e  n o tio n  o f  com plex resis tan ce  a n d  to  
th e  f ru i tfu l  g enera lization  o f  O hm ’s L aw . T h is  generalization  su b se q u e n tly  
p e rm its  an  easy  ex ten tio n  o f  th e  form alism  dev e lo p ed  for d. c. n e tw o rk s  and  
c irc u its  to  a . c. ne tw o rk s, w ith o u t a lw ays recom m encing  the  analysis о f  p h y s 
ica l p h en o m e n a  from  th e  bases.

I t  w ill now  be in v e s tig a te d  to  w h a t re su lts  a consequent d ev e lo p m e n t 
o f  th e  a n a lo g y  betw een  e lec tric  an d  m ag n e tic  c ircu it leads and w h e th e r  it  
o ffe rs  a d v a n ta g e s  as co m p ared  w ith  th e  tr a d it io n a l  m ethods of c a lc u la tio n .

A s a f irs t s tep , a m ed iu m  w ith  lin ea r  m ag n e tiza tio n , free o f  h y s te re s is  
w ill b e  considered . This assu m p tio n  holds t ru e  fo r every  system  n o t c o n ta in in g  
iro n , m o re  ex ac tly  n o t co n ta in in g  fe rro m ag n e tic  m ateria l.

W ith  th e  lite ra l ap p lica tio n  of th e  a n a lo g y , th e  generalized O h m ’s L aw  
w ill b e

u m = <bZm (5)
o r

Ф =  и „ , ¥ т , (6)

w h e re  Z m is th e  com plex  m ag n e tic  re s is tan ce , th e  m agnetic im p ed an ce , and  
Ym is th e  com plex pe rm ean ce .

=  + / ¥ „ , ,  (7)

w h e re  R m co n ta in s  th e  m ag n e tic  c ircu it d a ta ,  on w hich the  m agnetic p o te n tia l  
d iffe re n c e  com ponen t in th e  d irec tion  o f Ф a n d  p roportiona l to  i t  d e p e n d , 
X m c o n ta in s  th e  m agnetic  c ircu it d a ta , on w h ich  th e  com ponent o f p o te n tia l  
d iffe re n c e  perp en d icu la r to  Ф and  th e  m a g n e tic  p . d. com ponen t p ro p o r 
tio n a l  to  th e  f irs t d iffe ren tia l q u o tien t o f Ф d ep en d . (The p. d. co m p o n e n ts  
p ro p o r t io n a l  to  th e  in te g ra l o f th e  flu x  o u g h t also to  be m en tio n ed  he re , 
b u t  —  as w ill be show n la te r  on —  th e re  is n o  such  p. d . in  th e  m a g n e tic  
c irc u it .)
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D ESCRIPTION OF A LTERNA TIN G  MAGNETIC CIRCUITS 1 1 7

From  th e  basic  re la tio n  follows th e  d im ension  o f  th e  electric an d  o f  th e  
m ag n etic  re s is tan ce  an d  im pedance.

p o te n tia l 

cu rren t

cu rren t c u rre n t

flu x  p o te n tia l  X tim e

I t  is in te res tin g  to  n o te  th a t

[Z] [Z m\ =
tim e

th e  p ro d u c t o f th e  tw o  resistances is eq u a l to  th e  rec ip ro cal dim ension o f  t im e . 
(See la te r  C h ap te r 6.)

A fter th is , cases o f sim ple load  sh a ll be considered .

[Z] =

[Zm] =

2 .1 . Conductive resistance

For an  e lec tric  c ircu it,
U =  IK (8)

w here  R  is a sca la r fac to r; th e  vo ltage  an d  th e  c u rre n t are  in phase (F ig . l a ) .  
T h e  question  o f  en e rg y  w ill be considered  la te r .

A co rrespond ing  m agnetic  c ircu it is th e  choke coil, for which

U m =  Ф « т  , (9)

w here  R m is a sca la r  fa c to r; th e  m ag n e tic  p o te n tia l  d ifference (re sp ec tiv e ly  
th e  exciting  c u rre n t)  an d  th e  flu x  a re  in  phase  (F ig . lb ) .  The R m o f  th e  fo r
m u lae  is th e  q u a n t i ty  w hich is tra d itio n a lly  called  m ag n e tic  resistance .

F ig . 1
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118 L. GÁDOR

2 .2 . In d u c tive  resistance

F o r an  electric  c ircu it

w h ere

a n d

V  =  l j X ,  

X  =  coL ( И )

(1 0 )

L  =
ДГ2

( 12)

i f  N  is th e  num ber o f  tu rn s  o f th e  coil a n d  R m is its re luctance. T he p . d . v ec to r 
a n d  th e  c u rren t v e c to r  a re  p e rp en d icu la r to  each  o th e r (Fig. 2a), th e cu rren t

F ig . 2

is lag g in g  beh ind  th e  v o ltag e  by  —  ang le . In  th e  coil the  c u rre n t is linked  to
2

th e  m ag n e tic  field o f  th e  c u rre n t, in  th e  ex p ressio n  for L  th e  re lu c ta n c e  ap p ea rs .
T u rn in g  now  to  th e  m agnetic  c irc u it , th e  analogy  req u ire s  t h a t  th e re  

sh a ll be  no m agnetic  p . d . p ro p o rtio n a l to  Ф, an d  th is  m eans th a t  th e  re lu c tan ce  
R m o f  th e  m agnetic  c irc u it, ta k e n  in  th e  tra d itio n a l sense, w ill n o t be co n 
s id e re d . T he in d u c tiv e  m ag n e tic  p o te n tia l  d ro p  is th e  com ponen t p ro p o rtio n a l 

йФ
to  —. A n in d u c tiv e  re lu c ta n c e  is o b ta in e d  i f  th e  flu x  is linked  w ith  a seco n d arv  

d t *
coil closed b y  a co n d u c tiv e  electric  c irc u it (F ig . 2b). T hen  a seco n d a ry  vo ltag e
U  =  j  a> N  Ф is in d u ced  in  th e  seco n d a ry  coil, w here N  is th e  n u m b e r  o f tu rn s
o f  th e  secondary  coil, an d  i f  th e  re s is tan ce  o f  th e  secondary  coil is R , th e  c u rre n t

I jwN<t>
f lo w in g  in  it  is 1 — -—  . As an  effect o f  th e  secondary  c u rre n t, th e  m ag n etic

R
Ф

p. d . N I  — j  ы N 2 —  ap p ea rs .
R

As R m is eq u a l to  zero, th e  in d u ced  m ag n e tic  p. d. m u st be  eq u a l to  th e  
m a g n e tic  p. d. U m o f th e  p r im a ry  e x c ita tio n ,

ДГ2
U m =  Ф jo

R
A c ta  Techn. Hung. 41 (1962)



DESCRIPTION  OF ALTERNATING MAGNETIC CIRCUITS 1 1 9

In  o rd er to  fu r th e r  develop  th e  analogy , th e  n o tio n s o f  magnetic inductive  
resistance, X m and  o f  magnetic self-induction  w ill be in tro d u ced :

and

and  w ith  th a t

X n >L„

-  Ф j X m

(13)

(14)

(15)

becom es th e  ex ac t d u a l o f  E q . (10) for th e  in d u c tiv e  electric  c ircu it.
T herefo re, in d u c tiv e  resis tan ce  arises in th e  e lec trical c ircu it as well 

as in  th e  m agnetic  c ircu it i f  c u rren t and  m ag n e tic  fie ld  are lin k ed . In  th is  
resp ec t d u a lity  is also perfec t.

Now, on th e  base o f  th e  above m en tio n ed  th e  o b ta in ed  im age m u st be 
som ew hat refined . I t  m u st be said  th a t  th e  m ag n e tic  c ircu it o f th e  coil m ay  
co n ta in  only  a magnetic conductive resistance, i. e. ev e ry  secondary  m agnetic  
effect m u st be excluded  w hich w ould re su lt in  th e  c u rre n t flow ing in  th e  coil 
an d  th e  resulting  f lu x  p ro d u c in g  th e  induced  e lec tro m o tiv e  force n o t ex ac tly  
in phase . In  th e  opposite  case n o t an  in d u c tiv e , b u t  a com plex  resis tan ce  could 
be ta lk e d  of. B y th is  th e  an a lo g y  becom es even  c leare r, as it  can  be seen by  
com paring  Figs. 2a an d  2b.

2.3. Capacitive resistance

A t th is  p o in t th e  an a lo g y  ceases. D iv В =  0, th a t  is to  say  th e  m ag n etic  
flu x  is n o t th e  flow  o f m ag n etic  charges b u t  th e  sh eer ex istence  o f  th e  m agnetic  
field an d  for m a in ta in in g  i t  no energy is req u ired , hence th e  expression  ( Ф dt 
has no physical m ean ing .

In  th e  lis t o f n o tio n s th e  p a ir o f concepts I  —  В h av e  been considered  to  
be analogue to  th e  p a ir  o f  va lues E —H . So th e  e le c tro s ta tic  field w as excluded  
from  th e  system  as h av in g  no m agnetic  e q u iv a le n t.

3. T he ro le o f the secondary  load

T he re la tio n s  e stab lish ed  in connection  w ith  F ig . 2 h av e  been  w ritten  
assum ing  th e  co n d u c tiv e  c h a ra c te r  o f th e  seco n d a ry  m agnetic  or electric 
c ircu it. The questio n  is, how  does th e  p rim a ry  resis tan ce  develop , if  th e  load 
is n o t conductive . In  th is  case we inverse th e  sequence  o f  discussion and  con
sider f irs t th e  m agnetic  c irc u it, because th e  seco n d ary  c ircu it o f th e  m agnetic  
c ircu it is an  elec tric  c irc u it, th e  behav iou r o f w hich is a lread y  k now n . On th e  
o th e r h an d , th e  seco n d ary  o f th e  electric c ircu it is a m agnetic  c ircu it for w hich 
we w a n t now  to  d e te rm in e  w h a t is m ean t b y  a n o n -co n d u ctiv e  consum er.
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3 .1 . Inductive secondary c ircu it

L e t us assum e th a t  th e  secondary  c ircu it is pu re ly  in d u c tiv e , th e  in d u c t
an c e  fo r th e  whole c irc u it is L ,  th e re  is no co n d u c tiv e  and  no cap ac itiv e  re s is t
a n c e , R  — C = 0 .

W ith  th is  the  se c o n d a ry  c u rre n t becom es

U  jwN(t> NQ>

~ ~X ~  j o b  ~  1 7 '

th e  m ag n e tic  p. d . caused  b y  th e  secondary  c u rre n t becom es

<b
I N  =  N 2 —

I

a n d  is equal to  th e  m ag n e tic  p . d . o f the  p rim a ry  ex c ita tio n :

N 2
U m =  4> • (16)

L

T h e re fo re , the in d u c tiv e  seco n d a ry  circu it does n o t cause a phase  sh if t betw een  
th e  p r im a ry  ex c ita tio n  an d  th e  flu x , i t  b ehaves as a m ag n e tic  cond u c tiv e

N 2
re s is ta n c e  and  is e q u iv a le n t to  a m agnetic  co n d u c tiv e  re s is tan ce  R m — ------

L
T h is  result fo rm u la tes  in  th e  language o f  th e  generalized  m ag n e tic  O h m ’s 

L aw  th e  well know n fa c t t h a t  th e  m agnetiz ing  c u rre n t req u ired  in  th e  second
a ry  c irc u it m ust also be covered  on th e  p rim a ry  side.

3 .2 . Capacitive secondary c ircu it

In  th e  case of a p u re ly  cap ac itiv e  seco n d ary  c ircu it th e  seco n d ary  c u r
r e n t  is

I  =  —  =  jcoN Q  jC  =  -  со2 N4>C
X

th e  m ag n e tic  p. d. caused  b y  th e  secondary  c u rre n t is

I N  =  -  w 2 ]У2ФС ,

a n d  is equal to  th e  m ag n e tic  p . d. o f th e  p rim a ry  e x c ita tio n :

U m =  — Фо)2 N 2C . (17)
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D ESCRIPTION OF A LTERNA TIN G  MAGNETIC CIRCUITS 121

T he cap ac itiv e  seco n d ary  c ircu it, th e re fo re , b rings a b o u t a co u n te r-p h ase  
m agnetic  p . d ., behaves as a n eg a tiv e  m ag n e tic  co n d u c tiv e  re s is ta n c e  and 
reduces b y  an eq u iv a len t re s is tan ce  at2 N 2 C th e  ex is tin g  m ag n e tic  conductive  
resis tan ce .

N a tu ra lly , th is  re su lt does n o t say  a n y th in g  new  e ith e r , b u t  s ta te s  in 
a n o th e r  fo rm u la tio n  th e  well know n fac t th a t  a cap ac itiv e  se c o n d a ry  circuit 
ta k e s  over p a r tly  th e  ta s k  o f  ex c ita tio n  from  th e  p rim ary  e x c ita tio n .

3.3. Complex secondary circuit

I f  th e  resistance  o f  th e  secondary  c ircu it is an  a rb itra ry  co m p lex  value 
Z an d  its  co nduc tance  is Y , being

Y  =  Y v +  j Y k ,

i. e. Y„ an d  Y k are  th e  rea l an d  th e  im ag in a ry  co m ponen ts, re spec tive ly , 
o f  th e  co n d u c tan ce:

an d

T he secondary  cu rren t w ill be

I  =  UY = ja > N < b (Y v + j Y k)

=  ш 1У Ф (- Y k + j Y v).

T he m agnetic  p. d . p roduced  by  th e  secondary  c u rre n t is

N 1  =  to N 2 Ф ( — Y k + j Y v) .

To th is  is added  th e  m ag n etic  p . d . Ф R m p ro d u ced  b y  th e  m ag n e tic  resistance  
R m defined  in  th e  tra d itio n a l m an n e r, an d  th e  sum  o f these  p o te n tia l d ifferences 
w ill be equal to  th e  m agnetic  p . d . o f  th e  p rim a ry  ex c ita tio n :

U m «I» +
coiV2 v  . coN2
------- X — j --------

Z 2 Z 2

In  a general case th e  secondary  e lec tric  c ircu it co n ta in s  in d u c tiv e  consum ers 
as well as cap ac itiv e  ones, th ere fo re

1
w L  -

wC
an d  w ith  th is

I N 2 [ 1 ' N 2
Ф

* - + “ ( z
uoL  —

wC
+ j w

Z
R
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H e n c e , in  general 

w h ere
U m =  Ф2,

Zm — R m +  ш -
( N 2 r I I N )

CD 1*--- ojL  — - +  j(oU J coC z
R . (19)

( 18)

T h e  com plex  m agnetic re s is ta n c e  can be d e te rm in ed  from  th e  m ag n etic  d a ta  
o f  th e  m agnetic  c ircu it a n d  th e  electric d a ta  o f  th e  seco n d ary  elec tric  c ircu it. 
T h e  m ag n e tiza tio n  o f th e  m e d iu m  of the m ag n e tic  fie ld  an d  th e  in d u c tiv ity

a n d  th e  capacity  of th e  s e c o n d a ry  electric c irc u it re p re se n t a m ag n etic  re s is t
a n c e  o f  conductive c h a ra c te r  —  th e  la tte r  w ith  a n eg a tiv e  sign —  w hile th e  
c o n d u c tiv e  resistance o f  th e  seco n d ary  electric c irc u it d e te rm in es th e  im ag in a ry , 
m a g n e tic a lly  induc tive  c o m p o n e n t of the  com plex  m ag n e tic  re s is tan ce  (F ig . 3).

3 .4 . C ircuit analogy

I t  is now possible to  ta k e  in to  considera tion  th e  “ m agnetic  lo a d ”  o f th e  
co il connected  to  th e  e le c tr ic  c ircu it and to  c o n s tru c t th e  ana logy  for th e  case 
o f  a p rim a ry  electric c irc u it  a n d  a secondary  m a g n e tic  c ircu it.

T ak in g  in to  a c c o u n t th e  com plex m ag n e tic  re s is tan ce  changes th e  co n 
c e p t  o f  th e  in d u c tiv ity , o r r a th e r ,  generalizes i t :  th e  place o f th e  tra d itio n a l

T N 2 . TV2 . . .
ex p re ss io n  L  =  — is ta k e n  o v er by  Jv = ------ , as a com plex in d u c tiv ity .

Zim
W ith  the com plex  in d u c t iv i ty  ob ta ined  in  th is  w ay , th e  fo rm al ca lcu la 

t io n s  a re  continued in  th e  sam e  m anner as w ith  th e  tra d itio n a l one, th u s  in 
th e  e lec tric  c ircu it th e  re s is ta n c e  j  К  ap p ears . T h e  on ly  d ifference is th a t  th e  
c o m p le x  inductive re s is ta n c e  m ay  behave in  th e  m an n e r o f an  in d u c tiv e , 
a co n d u c tiv e , a c a p a c itiv e  o r an y  k ind of in te rm e d ia ry  com plex  resis tan ce .

W here is th is  p h en o m e n o n  encountered  in  e lec trical eng ineering?  The 
d e sc r ib e d  behaviour o f  th e  com plex  in d u c tiv ity  is n o th in g  b u t th e  a p p a re n t 
m a g n e tic  resistance o f  th e  p r im a ry  w inding o f  th e  tra n sfo rm e r, if  th e  c h a ra c te r  
o f  th e  secondary effects b ro u g h t abou t by  th e  f lu x  is n o t in v es tig a ted . W ith

A d a  Techn. Hung, 41 (1962)
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th is  p o in t o f view, n o th in g  else ex is ts  th a n  an  ex c itin g  w ind ing  w ith  th e  c u rre n t 
I  an d  th e  flu x  Ф belong ing  to  i t  (F ig . 4).

O f course, again  th e  re su lt is n o t new  an d  n o t su rp ris in g . I t  is know n th a t  
th e  load  o f th e  seco n d ary  side o f  a tran sfo rm er is tra n sp o se d  to  th e  p rim ary

Fig- 4.

te rm in a ls  while m a in ta in in g  its  c h a ra c te r , because o f th e  e lec tro m ag n etic  
co nnec tion . B u t, a new  fea tu re  o f  th is  w ay  o f th in k in g  is th a t  th e  in fluence  of 
th e  secondary  load is n o t considered  as a m u tu a l a c tio n  o f  th e  p r im a ry  an d  
th e  secondary  electric  c ircu its , b u t  as th e  change o f  th e  a p p a re n t re s is tan ce  of 
th e  m agnetic  c ircu it lin k in g  th e  tw o  e lec trical sy stem s.

4. Resonance

R esonance occurs in  th e  c irc u it if  th e  resis tan ces  o f  th e  consum ers 
e x e r tin g  c o n tra ry  p hysica l in fluences ju s t  ba lance  each o th e r. T he com plex  
re s is tan ce  th en  behaves as a sim ple resis tan ce , th e  ab so lu te  va lu e  o f  th e  com -

R L C

- - - П З - - - - - П Я Я Я Р - - - - - I I - - - -

Fig.  5

[ilex resistance  an d  th e  c u rre n t assu m e ex trem e values. F o rm ally  th e  resonance 
ap p e a rs  w ith  th e  d isap p earan ce  o f th e  m em bers o f  oppo site  effect, an d  th u s  
h a v in g  opposite signs, in  th e  expression  for th e  com plex  resis tan ce .

T he resistance  o f  a com plex  consum er com posed o f  series e lem en ts 
(F ig . 5) is

Z = I R 2 +

Acta Techn. H ung. 41 (1962)
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R eso n an ce  occurs il

a n d  th e n

cob =
1

шС

Z  =  Z min =  R  ,

th e  com plex  resis tan ce  b e h a v e s  as if  only R  w ere p re sen t in  th e  electric  c ircu it, 
a s  i f  th e  consum er w ere  a p u re ly  conduc tive  resis tan ce .

------- ' W ' -------

R
------ -------- □ -------- ------

C

1- - - - I I - - - - 1

Fig. 6

1 Ï2C 2 + wC  - ,
ojL

T he conductance  o f  a consum er b u ilt u p  from  p ara lle l e lem ents (F ig. 6) is

Y  =

„  1
R eso n an ce  occurs, i f  w f  =  - - ,  th e  cond ition  is th e  sam e as for a series

ft)L
co n su m er, and th e n

Y  =  Y min =  G

th e  com plex consum er a g a in  behaves as i f  on ly  a con d u c tiv e  m em ber were 
p re s e n t .

Now the  com plex  m a g n e tic  consum er w ill be d iscussed .
A ccording to  3.3,

Z m =
' N 2' 1 l2 ( N 2 12

/ R  m ш coL---------- + Ш — R
I Z taC L U .

i f  th e  secondary c irc u it lin k ed  w ith  the  f lu x  is a com plex  electric  consum er 
c o n ta in in g  an R,  a C a n d  a n  L  m em ber. T he f irs t  m em ber u n d e r th e  square  
ro o t  is th e  one w hich can  be  m ade equal to  zero. T he cond itio n  for th is  is

R m =  w
шС

coL

A cta  Techn. Hung. 41 (1962)



D ESCRIPTIO N  OF A LTE R N A TIN G  M AGNETIC CIRCUITS 1 2 5

In  tra d itio n a l fo rm u la tio n  th is  m eans th a t  th e  im pedance o f th e  seco n d a ry  
c ircu it is capacitive  an d  th a t  th e  c a p a c itiv e  com ponen t of th e  se c o n d a ry  
c u rre n t —  th ro u g h  th e  transm ission  — ju s t  ba lances th e  p rim ary  m a g n e tiz in g  
c u rre n t. T he exciting  coil does n o t d raw  m ag n e tiz in g  cu rren t from  th e  p r im a ry  
n e tw o rk , th e  m agnetic  c ircu it beh av es as i f  it  had  no m agnetic  re s is ta n c e  
a t  all.

In  th e  te rm ino logy  o f th e  com plex  m ag n e tic  resistances: th e  m ag n e tic  
c ircu it behaves as i f  th e re  were no m ag n e tic  con d u c tiv e  resistance , th e  ré s is t

if Ф, Ф2

С

Fig.  7

an ce  o f  th e  m agnetic  c ircu it,

у  _у
m ^ m  min

is p u re ly  in d uc tive . T he com plex res is tan ce  o f  th e  m agnetic c ircu it th e re fo re , 
b eh av es, like a sim ple (inductive) re s is tan ce , th e  ab so lu te  value o f  th e  co m p lex  
m ag n etic  resistance  an d  th e  flux  h av e  ex tre m e  values.

T h e  para lle l resonance  can be rea lized  b y  th e  c ircu it re p re se n te d  in  
F ig . 7. T he source o f  f lu x  w ith  a m a g n e to m o tiv e  force Um is lo ad ed  b y  th e  
m ag n etic  conductive  consum er R m a n d  th e  со2 N 2 C m agnetic c o n su m e r o f  
n e g a tiv e  conductive  c h a ra c te r , th e  tw o  b e ing  connected  in p ara lle l.

TV

z
R

Ф =  Ф, — Ф2 =  U

a>2 N 2C — R
=  U„

со2 TV2 C R
I f

1 l

д^Г со2 N 2 C

m

ф 2 a n d  Ф -

th e  p a ra lle l re so n an t m agnetic  c ircu it b eh av es as a blocking c ircu it, th e  f lu x  
needed  fo r m agnetiz ing  R m is p rov ided  b y  th e  coil o f TV tu rn s  p a ra lle l w ith  
th e  co ndenser C.
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I t  follows from  th e  ab o v e  th a t  the  a n a lo g y  betw een  th e  elec tric  c ircu its  
a n d  th e  m agnetic c irc u its  can  also be found  e n tire ly  in th e  p h enom ena  o f

a)

Ф

M n

фы2№С

Fig. 8

re so n an ce . The d iffe ren ce  is only th a t  th e  p h a se  o f th e  b a lan c in g  ac tio n s
71

is ro ta te d  w ith re sp ec t to  th e  cu rren t or to  th e  f lu x , respective ly , by  an  angle —  

F ig . 8 shows th is  s i tu a t io n .

5. L eakage

In  relay  cores a n d  s im ila r system s, in  case a single e lectric  c irc u it is 
lin k ed  w ith  a single m a g n e tic  c ircuit, leakage f lu x  can  be defined as t h a t  p a r t  
o f  th e  m agnetic fie ld  w h ich  does no t b e lo n g  to  th e  useful flux . I f  e. g. th e

Fig. 9

p u rp o se  of the a r ra n g e m e n t shown in F ig . 9 is th e  p roduction  o f an  a ir  gap  
f lu x , th en  th e  leak ag e  f lu x  is th e  sum  o f a ll th o se  induction  lines w hich  close, 
w hile  avoiding th e  a ir  g ap .

The leakage f lu x  is a subsid iary  p a th  p a ra lle l to  the  consum er, i t  is o f  
co n d u c tiv e  c h a ra c te r  i f  th e  leakage field is n o t  lin k ed  w ith an elec tric  co n d u c 
to r ,  and  it is com plex  i f  th e  leakage fie ld  in d u c e s  secondary  c u rre n ts .

Acta Techn. Hung. 41 (1962)
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T he leakage o f  th e  tw o-coil sy s te m  is d e te rm in ed  as th e  le ak ag e  yoke 
f lu x  o f a tran sfo rm er provided w ith  a leakage yoke (F ig . 10), th u s  av o id ing  
th e  com plications o rig in a tin g  from  th e  p a rts  o f th e  flu x  on ly  p a r tia lly  linked

t, Ф2

F ig .  10

w ith  th e  coils. The secondary  effects ap p earin g  in  th e  co n d u c to rs  linked  w ith  
th e  leakage field a re  n o t excluded. T h ere  is

\

Ф, =  Ф, +  Ф2

- U m (Yms + Y m2).

F ig . 11a shows th e  v ec to r d iag ram  o f  these eq u a tio n s, w hile F ig . l i b  show s 
th e  sam e w ith a leakage n o t linked w ith  an electric  c ircu it an d  w ith  co n d u c tiv e

load  in th e  secondary  electric  c ircu it, i. e. w ith  conduc tive  m ag n e tic  re s is tan ce  
Z ms a n d  inductive  m ag n etic  re s is tan ce  Z m. C onsidering th a t Ф, is p ro p o rtio n a l 
to  th e  p rim ary , and  Ф2 is p ro p o rtio n a l to  th e  secondary  induced  e lec tro m o tiv e  
fo rce , th e  figure gives p ro m p t in fo rm a tio n  on th e  ra te  and  phase o f  th e  electric  
p o te n tia l  differences. W ith o u t an y  special reasoning  in fo rm atio n  is ob ta in ed  
on how  th e  flux  is forced ou t o f th e  secondary  coil, if  e. g. R  is decreased  and  
sh o rt-c irc u it is a p p ro ach ed , while th e  p rim ary  c u rren t (Um) is k e p t c o n s ta n t.
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6. Energy re la tio n s

T h e  form al c h a ra c te r  o f  th e  analogy b e tw een  th e  elec tric  c ircu it and  th e  
m a g n e tic  c ircu it, an d  th e  physica l d ifferences b e tw een  th em  are  th e  m ost 
o b v io u s  in the  energy  re la tio n s .

C u rren t is th e  re a l flo w  o f real electric ch a rg es , an d  it  is able to  perform  
w o rk  also in case o f  p e rm a n e n t flow. The p e rm a n e n t f lu x  is a ce rta in  s ta te  of 
th e  m ag n e tic  field , e n e rg y  is sto red  in space, b u t  no  w ork is being done. 
A  d ire c t cu rren t developes U I power, in  th e  fie ld  o f  d ire c t flu x  U m Ф is p ro 
p o r tio n a l to  the  s to red  energy.

I n  coils connected  w ith  a d. c. circu it a m ag n e tic  fie ld  energy o f co n stan t 
m a g n itu d e  is sto red  as lo n g  as th e  c u rren t a n d  th e  vo ltag e  are u n changed ; 
in  th e  fie ld  of condensers u n d e r  th e  sam e co n d itio n s an  e lec tro s ta tic  field  energy 
o f  c o n s ta n t m agn itu d e  is s to re d . F rom  th is  s to re d  en e rg y  com e th ese  secondary" 
e ffec ts  w hich cause a p h a se  difference b e tw een  v o ltag e  and  c u rren t in th e  
a . c. c ircu it when th e  c u r re n t  changes, as well as th e  a p p a ritio n  of th e  com plex 
re s is ta n c e  and  of th e  reactive power.

W h en  th e  f lu x  v a r ie s , in  the  conducto rs lin k ed  w ith  th e  m agnetic  field 
a lso  secondary  effects a p p e a r , w hich in th e  m ag n e tic  c ircu it w ith  v a ry in g  flu x  
cau ses  th e  ap p a ritio n  o f  a phase difference b e tw een  th e  m agnetic  p . d. an d  
th e  f lu x , o f th e  com plex  m ag n e tic  resistance  a n d  o f  th e  active power.

T herefore, in an  e le c tr ic  c ircu it the p e rm a n e n t c u rre n t is doing w ork and 
w ith  th e  varia tio n s o f  th e  c u rre n t are co n n ec ted  a ll th o se  secondary  effects 
w h ich  cause reac tive  p o w er. In  a m agnetic c ircu it th e  perm anence  o f th e  flu x  
does n o t  signify th a t  w o rk  is being done an d  w ith  th e  v a ria tio n s o f th e  flu x  
a re  connected  those s e c o n d a ry  effects w hich cause  ac tiv e  pow er.

I t  follows from  th is ,  th a t  while th e  ac tiv e  c u r re n t is th e  com ponen t o f 
th e  a lte rn a tin g  c u rre n t in  th e  d irection  o f th e  p . d . an d  th e  reac tiv e  c u rren t 
is th e  com ponen t p e rp e n d ic u la r  to  the  p. d ., in  a m ag n e tic  a lte rn a tin g  circuit 
th e  s itu a tio n  is th e  in v e rse : ac tiv e  flux  is th e  co m p o n en t p e rp en d icu la r to  th e  
m a g n e tic  p. d ., re a c tiv e  f lu x  is th e  com ponen t in  p h ase  w ith  it.

T he energy c o n su m e d  in th e  secondary  c irc u it o f th e  tran sfo rm er is 
c o n v ey ed  by  the  m a g n e tic  fie ld  and th e  seco n d a ry  coil th e n  appears in th e  
m a g n e tic  circuit as an  a c tiv e  consum er. T he pow er o f  th e  consum er is

p  __ U 2̂  _  to2 N 2 Ф2 

R  R

a n d  ta k in g  in to  c o n s id e ra tio n  E qs. (13) and  (14)

P  — соФ2 X m.

In  th e  sense of E q . (15) Ф X m is the m ag n etic  in d u c tiv e  p . d. caused by  th e
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se c o n d a ry  c irc u it, th e re fo re ,

Ф Х т =  U m sin  cpm ,
an d  w ith  th is

P  =  (ü U m Ф sin  (Pm (20)

is th e  ac tiv e  pow er o f  th e  m agnetic  c ircu it. A ccord ing  to  w hat h as  a lre a d y  
been sa id , th e  expression  for th e  m ag n e tic  pow er differs from  th e  ex p ressio n  
for th e  electric pow er inasm uch as th e  sine o f  th e  phase  angle ap p e a rs  in s te a d  
o f  th e  cosine, an d  m oreover, since th e  g en e ra tio n  o f  th e  perpend icu la r c o m p o n en t 
is essen tia lly  co nnec ted  w ith  d iffe ren tia tio n  o f  th e  flu x , th e  an g u la r freq u en cy  
со ap p e a rs  as a fac to r.

T he d iffe ren t ro le o f the  tim e  in  th e  e lec tric  an d  m agnetic  c irc u its  is 
also expressed  b y  th e  dim ensions o f  th e  electric  a n d  o f the  m agnetic  re s is ta n c e , 
as has a lread y  been  p o in ted  ou t in  C h a p te r  2.

A n analogous d e fin ition  for th e  reac tiv e  p ow er of the  m ag n etic  c ircu it 
w ould  be

pq =  coUm0  cos cpm. (21)

W h a t is th e  physica l m eaning  o f th e  reac tiv e  p ow er?  In  an  e lec tric  c irc u it

Pq =  U I  sin  cp.

F o r th e  sake o f s im p lic ity  a series in d u c tiv e  c irc u it will be considered . T here

an d  w ith  th is
U  sin  <p =  I  cob ,

Pq =  c o P L  =  c o - P maxL  
£

T herefo re , th e  re ac tiv e  pow er is eq u a l to  со tim es th e  m axim um  en erg y  a c c u 
m u la ted  in th e  elec tric  c ircu it. In  a m ag n e tic  c ircu it,

w here 

W ith  th is

Pq =  o)Um Ф cos <pm , 

U m c o s c p m =  Ф Н т.

P =  со Ф2 R =  О) Ф1 Rл q ^  ^  lx m —  2  max '

th u s , P q is also th e  m ax im um  value o f  th e  m ag n e tic  energy a c c u m u la ted  in 
th e  m ag n e tic  c ircu it, m u ltip lied  b y  со.
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7. Eddy cu rren ts , sk in  e ffec t

T he cu rren t p a ss in g  th ro u g h  an ex te n d e d  e lec tric  and  m agnetic  co n d u c to r 
c re a te s  a m agnetic  f ie ld  a lso  inside th e  c o n d u c to r , for w hich, in  th e  sense o f 
M axw ell’s 1st law ,

ro t H  =  i,
ro t В =  [г i,

re sp ec tiv e ly , if  th e  e ffec t o f  th e  d isp lacem ent c u rre n ts  can  be neglected  a n d  i f  ц  is 
c o n s ta n t . To an  a l te rn a t in g  ibe longs an  a l te rn a tin g  B. The a lte rn a tin g  m ag n e tic  
fie ld  linked  w ith  th e  lines o f flow rep re sen ts  a n  in d u c tiv e  re sis tan ce  in se rted  
in to  th e  p a th  o f th e  lines o f  c u rre n t: a la rg e r one  fo r th e  lines f lo w in g  in  th e  
c e n tre  o f th e  c o n d u c to r , a sm aller one fo r th e  lines near to  th e  su rface  o f  th e  
c o n d u c to r . T h erefo re , in  a n  ex tended  c o n d u c to r  th e  a lte rn a tin g  c u r re n t  co n 
c e n tra te s  n ear to  th e  su rface , and so th e  sk in  e ffec t appears. The phenom enon  
is o f  se lf-induction  c h a ra c te r , and th e re fo re , no  consum ption  o f a c tiv e  pow er 
is d ire c tly  co nnec ted  w ith  i t .

In d ire c t losses a re  caused  by  th e  re d u c tio n  o f  th e  efficient cross section  
a rea  o f  th e  c o n d u c to r a n d  th e  re su ltin g  in c rea se  o f conductive  re s is tan ce .

T he law  o f d is tr ib u tio n  of th e  c u r re n t from  M axwell’s second law , 
„  ЭВ

rot. E = ------— , b y  e lim in a tin g  th e  fie ld  s tr e n g th ,
Э t

p2i у ц
8i
8t

is o b ta in ed  in  th e  k n o w n  m anner.
P assing  on to  th e  m agnetic  analogy , th e  a lte rn a tin g  flu x  tra v e rs in g  th e  

e x te n d e d  electric  a n d  m ag n e tic  co n d u c to r in d u c e s  an  electric a n d  a c u rre n t 
fie ld  in  th e  ex ten d ed  co n d u c to r, for w hich in  th e  sense of M axw ell’s second 
law’

ro t E =
ЭВ

Qt

3B
rot I =  — у -- -

Qt

re sp ec tiv e ly . T he c u r re n t  loops linked  w ith  th e  induction  lines re p re se n t 
e ssen tia lly  seco n d ary  tu rn s  w ith  con d u c tiv e  re s is ta n c e . These tu rn s  re p re se n t 
m ag n e tic  in d u c tiv e  re s is tan ces  in serted  in to  th e  p a th  of th e  in d u c tio n  lines; a 
g re a te r  resistance  fo r th e  induction  lines p a ss in g  in  th e  cen tre  o f  th e  co n 
d u c to r , a sm aller one in  th e  v ic in ity  o f th e  su rface . T herefore, th e  a lte rn a tin g  
f lu x  becom es d en se r in  th e  v iem ity  o f  th e  su rfa c e , here, too , th e  sk in  effect 
a p p e a rs . The p h en o m en o n  being of in d u c tiv e  c h a ra c te r  in  th e  sense o f  C h ap te r 
6, consum ption  o f  a c tiv e  pow er is also d ire c tly  connected  w ith  it, ed d y  
c u r re n t  losses arise .
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T h e d iffe ren tia l eq u a tio n  o f th e  f lu x  d is tr ib u tio n , a lte red  in consequence  
o f  th e  sk in  effect, is o b ta in ed  w hen th e  c u rre n t d en sity  is e lim in a ted :

«  ЭВy - l i  =  у ц -----.
31

T he re su lts  can be sum m arized  b rie fly  as follows: In  th e  c o n d u c to r  t r a 
v e rsed  b y  an  a lte rn a tin g  c u rre n t ed d y  flu x es arise , th e ir  reac tio n  p ro d u ces 
an  in crease  in  th e  d en sity  o f  th e  c u rre n t in  th e  v ic in ity  of th e  su rface , th e  
e lec tric  sk in  effect. T he eddy  f lu x  is a se lf-induc tion  effect, in v o lv in g  re a c tiv e  
pow er an d  causing  no eddy  f lu x  losses. B u t th e  resistance  of th e  c o n d u c to r  
increases an d  th is  causes a d d itio n a l losses.

In  th e  co n d u c to r tra v e rse d  b y  an  a lte rn a tin g  flux , eddy  c u rre n ts  arise , 
th e ir  re a c tio n  produces an  increase  in  th e  d e n s ity  o f th e  flu x  in  th e  v ic in ity  
o f  th e  su rface , th e  m agnetic  sk in  effect. T h e  ed d y  c u rren t loss is a loss o f  ac tiv e  
pow er, a t  th e  sam e tim e  th e  red u c tio n  o f  th e  effic ien t cross section a re a  in c rea s
es th e  m ag n e tic  resistance  an d  req u ires  a d d itio n a l excita tion .

In  p rac tice  th e  to ta l  specific loss due  to  th e  a d d itio n  of th e  e d d y  c u rre n t 
an d  o f  th e  h ysteresis  losses is u su a lly  g iven b y  th e  loss value F 10 exp ressed  
in  W /kg  for a m ax im um  in d u c tio n  o f 1 W b/m 2 and  a freq u en cy  o f  50 c/s. 
W ith in  th e  tech n ica lly  u tilized  range  b o th  p a r ts  o f  th e  loss depend  p ra c tic a lly  
on th e  sq u a re  o f th e  in d u c tio n ; as for th e  frequency , th e  eddy  c u r re n t  loss 
v a rie s  w ith  its  square  an d  th e  h y ste resis  loss varies in  p ro p o rtio n  to  th e  
freq u en cy . T h u s, th e  loss v a lue  can be decom posed  in to  tw o specific v a lu es  of 
th e  tw o  losses:

Ko  =  Ve +  Vh

w here Ve is th e  eddy  cu rren t loss a n d  F/, th e  h y ste resis  loss in 1 k g  o f  iro n  for 
1 W b/m 2 m ax im u m  in d u c tio n  an d  a lte rn a tin g  m ag n etiza tio n  o f 50 c/s.

A ccord ing  to  c h a p te r  6,

P  =  ш2 Ф2
N 2

R

T he e d d y  c u rre n t loss is eq u iv a len t to  th e  co n sum ption  o f an o n e -tu rn  seco n d 
a ry  c irc u it o f  resistance  R e, or

: ф-

R ,
=  2 (оi

B 2 S V e i

w here  ft>50 is th e  angu la r freq u en cy  co rresp o n d in g  to  a frequency  o f  /  =  50 c/s 
S  is th e  w eigh t o f  th e  iron , w hile th e  fa c to r  2 ap p ears  because we h a v e  passed
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f ro m  th e  m ax im um  v a lu e  o f  th e  induc tio n  to  i ts  r .  m . s. value. S  =  A ls, i f  A 
is th e  cross-section a re a  o f  th e  iron , 1 th e  a v e ra g e  len g th  of th e  in d u c tio n  line, 
s  th e  specific w eigh t o f  th e  iron . W ith  th e se ,

a n d

со2 Ф1

'v
2 —  Ф2 Ls Vc ,

R .= W50
2 I s Ve

w e g o t th e  eq u iv a le n t seco n d ary  resistance .

8. H ysteresis

H ysteresis is th e  consequence of th e  p e rm a n e n t defo rm ation  or change 
o f  s ta te  o f the m a te r ia l  w h ich  is sub jec t to  a l te rn a tin g  load. O f th is  k in d  are  
b o th  th e  po la riza tions rem a in in g  in  th e  d ie le c tr ic , an d  th e  pe rm an en t m a g n e t
ism  o f  th e  m agnetic  m a te r ia l. Owing to  h y s te re s is , th e  s ta te  o f th e  m a te ria l 
s u b je c t  to  th e  a l te rn a tin g  lo ad  lags beh ind  th e  a c tio n  causing it, an d  a phase  
d iffe ren ce  appears.

In  our n o m e n c la tu re  th e  capacity , in  th e  b e h av io u r of w hich th e  h y s te 
re s is  o f  th e  d ielectric  m a y  p la y  a p a r t, h a s  n o t  b een  included , th u s  we c an n o t 
o p p o se  an  electric e q u iv a le n t to  th e  p h e n o m en o n  o f m agnetic  h y ste resis .

In  consequence o f  h y ste resis  th e  f lu x  lag g in g  in  phase b eh in d  th e  m a g 
n e tic  p . d. rep resen ts  m a g n e tic  load, or a c tiv e  consum ption . B y  ca lcu la tions 
s im ila r  to  those o f  th e  p rev ious ch ap te r, a seco n d ary -c ircu it con d u c tiv e  load  
re s is ta n c e  can be d e te rm in e d , th e  co n su m p tio n  o f  w hich is ju s t  eq u a l to  th e  
h y s te re s is  loss. M eanw hile , a tte n tio n  m ust be p a id  to  th e  fac t th a t  th e  h y s te 
re s is  loss varies in  p ro p o r tio n  to  th e  freq u en cy . T herefore,

a n d  w ith  this

a n d

— —  =  2 - ? L - B * S V h,
R-h 0)Kr.

S =  A l s

R h  w 50

R„
0,01 r,n

2 1sVh

w e g e t th e  eq u iv a len t seco n d ary  resistance .
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F o r /  =  SO c/s frequency  th e  tw o  losses can be com bined . T he e q u iv a le n t 
re s is ta n c e  w ill th e n  be

2 Is  V 10
w here

_  ReRh
' -- - - •

Re +  R h

T he discussion of th e  iro n  losses is th e  u n iq u e  case, w hen  we m ee t a 
m ag n e tic  c ircu it described b y  com plex  q u an titie s  (see R ef. 1, 2). T h e  p ap ers

re fe rred  to  do n o t in tro d u ce  th e  co n cep t o f th e  com plex m agnetic  re s is ta n c e , 
b u t  c a lcu la te  w ith  a com plex  p e rm eab ility .

K . A. M a c f a y d e n  [1] d ea ls  in  d e ta il w ith  th e  question . In  h is  p a p e r  
he s ta r ts  o u t from  th e  fac t t h a t  th e  induc tio n  В is n o t in  phase w ith  th e  m ag 
n e tic  fie ld  s tre n g th  H , and  th e  p e rm eab ility  defined  b y

В

is o b ta in ed  as a com plex q u a n t i ty .  T he hysteresis  loss is p ro p o rtio n a l to  th e  
im ag in a ry  com ponen t o f th e  co m p lex  p erm eab ility . I f  on ly  th e  basic  h a rm o n ic  
o f  th e  hyste resis  is considered , i. e. n o n -lin ea rity  is neg lec ted , th e  re la tio n  
В —/( H )  ta k e s  th e  form  o f F ig . 12b in s tead  o f F ig . 12a. T he fo rm er is e ssen 
tia lly  th e  com position  o f tw o  h a rm o n ic  oscillations o f th e  sam e fre q u e n c y  b u t 
d iffe ren t in  phase , an  ellipsis.

O w ing to  th e  eddy  c u r re n t loss ap p earin g  s im ila rly  to  th e  h y ste re s is  
loss, th e  a u th o r  tak es  th is  in to  acco u n t sim ply  b y  increasing  th e  im a g in a ry  
co m p o n en t. F in a lly  th e  c h a ra c te r is tic s  o f th e  m agnetic  c ircu it a re  tra n s fe r re d
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in to  th e  ch a rac te ris tic s  o f  th e  p rim ary  e lec tric  c ircu it an d  th e  com plex p e r
m e a b il i ty  is in c o rp o ra te d  in to  the  p rim ary  im p ed an ce .

W h a t is th e  r e la tio n  b e tw een  th e  idea  o f  com plex  p e rm eab ility  an d  th e  
m e th o d  used so fa r in  th is  p a p e r?  The co n cep t o f  com plex  m agnetic  resistance  
u se s  m agnetic  c ircu it e le m e n ts  is analogy  to  th e  ca lcu la tions o f th e  electric

. . . d<&
c i r c u i t ;  i t  sep a ra tes  th e  p h y sica l effects d e p e n d in g  on Ф and  on -----  and it

dt
in v e s tig a te s  th e  law s g o v ern in g  th e  re la tio n s  b e tw een  th e  to ta l  f lu x , w hich 
d ev e lo p es  as a co n seq u en ce  o f  all seco n d ary  effec ts , an d  th e  ex c ita tio n . The 
u t i l iz a t io n  of th e  co m p lex  p e rm eab ility  as lin ed  o u t above is lim ited  to  th e  
s e c o n d a ry  effects a p p e a r in g  in  th e  form  o f iro n  losses on ly ; from  th e  em piri
c a lly  found  phase d iffe ren ce  and  losses th e  com p o sitio n  o f th e  com plex  p e r
m e a b il i ty  is ca lcu la ted  in  th e  inverse d ire c tio n . T he m eth o d  in tro d u ces  th e  
c o m p le x  ch arac ter n o t in to  th e  elem ents o f th e  m ag n e tic  c ircu it, b u t  in to  th e  
c h a ra c te r is tic s  of th e  m a te r ia l .  The com plex  co m p o n en t of th e  p e rm eab ility , 
w h ic h  ch aracterizes th e  losses —  if only th e  l in e a ry  p a r t  o f  th e  m ag n e tiza tio n  
c u rv e  is considered —  co u ld  som ehow  be co n sid e red  as a ch a ra c te ris tic  o f the  
m a te r ia l ,  as far as th e  h y ste re s is  is co n cern ed ; b u t  for th e  p a r t  o f  th e  loss 
r e la te d  to  the  eddy  c u r r e n t ,  th is  is h a rd ly  a p p licab le . T his la t te r  va lu e  is a 
fu n c tio n  no t only o f  th e  com position  and  m ic ro s tru c tu re  o f th e  iro n  m ate ria l, 
b u t  a lso  a calculable fu n c tio n  of its shape  (e. g. sh ee t th ickness) an d  o f th e  
f re q u e n c y .

R e ta in in g  th e  sy m b o ls  o f th e  o rig inal p a p e r , th e  com plex  re lu c tiv ity  is

1
—  =  a =  r  +j ip  ,
И

w h e re  ip is the  co m p o n en t connected  w ith  th e  iro n  losses. W ith  th is  th e  losses 
p e r  u n i t  volum e can  b e  exp ressed  sim ila rly  to  th o se  for th e  m ed ium  o f th e  
f ie ld  o f  electric c u rre n t.

In  an  electric fie ld  th e  specific losses a re  v =  i2 q, w here q is th e  re s is tiv ity  
o f  th e  m edium  and  a t  th e  sam e  tim e th e  loss a ris in g  in  th e  u n it vo lum e o f th e  
m e d iu m  for u n it c u r re n t  d e n s ity .

In  a m agnetic  f ie ld  th e  specific losses a re  v =  a> B 2 ip w here ip is th e  im ag 
in a r y  specific m ag n e tic  re s is ta n c e  o f th e  m ed iu m  an d  a t  th e  sam e tim e  th e  
iro n  loss arising in  th e  u n i t  vo lum e o f th e  a l te rn a t in g  m agnetic  c ircu it of u n it 
e ffe c tiv e  value and  u n i t  freq u en cy . B u t in  th is  exp ression  re g re tta b ly  ip can n o t 
h e  considered  as c o n s ta n t , n o t  even u n d e r c o n s ta n t  p h ysica l cond itions ( tem 
p e ra tu re ,  etc.). B u t i f  in  th e  expression for ip th e  ■у.’л due  to  h ysteresis  is sep ara ted  
f ro m  ipe due to  th e  e d d y  c u rre n ts , th en

v =  w B 2 (iph +  corpe),

w h e re  now  ipл an d  yje can  b e  considered as c o n s ta n ts .
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I t  m u st be m en tio n ed  th a t  th e  ra tio  —  used  for defin ing th e  co m p lex  /.i
H

can  also be ap p lied  to  th e  hysteresis  o n ly . To th e  ed d y  cu rren ts does n o t  co r
respond  a fu r th e r  phase  difference be tw een  В a n d  H , b u t p rim ary  am p ere - 
tu rn s  needed  to  ba lan ce  th e  secondary  a m p e re - tu rn s  due  to  th e  ed d y  c u rre n ts .

The q u o ted  p a p e r arrives to  a c e r ta in  a n a lo g y  in  th e  ca lcu la tio n  o f  th e  
com plex  resistances an d  th e  energy re la tio n s  o f  th e  com plex c ircu it. B u t th e  
m eth o d  is re s tra in e d  to  th e  considera tion  o f  th e  iro n  losses, and  fina lly  exp resses 
th e ir  effect in  th e  p rim a ry  im pedance.

9. C ircuit d iag ram

T he m e th o d  o f ca lcu la tion  an d  th e  c irc u it d iag ram  u n d erlay in g  i t ,  n o t 
on ly  p rov ides in s tru c tio n s  for th e  sequence a n d  th e  execution  o f  o p e ra tio n s

I  ф I  Ф

aim ing  a t  th e  re so lu tio n  o f th e  p rob lem , b u t  p ro v id es  the  base fo r th e  d e v e l
o p m en t o f a specific  w ay  o f th in k ing . T he tra in e d  specialist ou tlines th e  p ro b 
lem  for h im se lf in  th e  fo rm  o f a c ircu it d ia g ra m , he is th in k in g  in  te rm s  o f  
c ircu it d iag ram s, for h im  th e  figure is n o t o n ly  th e  sym bol o f th e  p h y s ica l 
re a lity , b u t  a m eans o f  v isualizing , i t  is th e  im m ed ia te  ob jec t o f h is th in k in g .

T he d ia g ra m m a tic  language concern ing  tech n ica l problem s o f  e lec tric  
c ircu its  has reach ed  a h igh  degree o f p e rfec tio n  a n d  is a g rea t help  in  h a n d lin g  
an d  reso lv ing  p rob lem s. T he c ircu it d ia g ra m  a n d  th e  generalized O h m ’s L aw  
qu ick ly  p rov ide  a general view  o f th e  co n d itio n s in  th e  electric c irc u it a n d  are  
also a g rea t he lp  in  g iv ing  good q u a lita tiv e  in fo rm a tio n  on th e  s itu a tio n  even  
before th e  d e ta iled  q u a n tita tiv e  so lu tion .

In  th e  p re se n t s tu d y  th e  a u th o r  h as  a im ed  a t  tran sfe rrin g  b y  a n a lo g y  
th e  form alism  w hich  w as developed for th e  h a n d lin g  o f electric c ircu its  to  th e  
ca lcu la tio n  o f m ag n etic  c ircu its. I t  is d esirab le  to  ex ten d  th e  an a lo g y  to  th e  
ap p lica tio n  o f c ircu it d iag ram s too .

A m ag n etic  c ircu it is alw ays co n n ec ted  w ith  an  electric c ircu it. T h ere fo re , 
it  w ould be usefu l to  rep resen t th e  m ag n e tic  d iag ram  b y  lines s im ila r to  th e
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e lec tric  d iag ram , b u t  so th a t  i t  can be d is tin g u ish ed  from  th e  la t te r .  E . g. th e  
use o f  d o tte d  lines ap p ea rs  to  be ad e q u a te . S ev era l exam ples of m ag n etic  c ircu it 
d ia g ra m s  w ill be show n.

F ig . 13 show s an  electric  c ircu it lo a d e d  w ith  an  in d u c tiv e  re s is ta n c e , 
F ig . 13a w as designed  in  th e  u su a l s ty le ; on  th e  o th e r h an d , F ig . 13b show s, 
a c c o rd in g  to  th e  new  m e th o d , se p a ra te ly  th e  source of m agnetic  f lu x  Um,

b)

r* T ---1

1 Í ! 

^  ( h  ^
! T  !

1---
-

1---
-

Fig. 14

th e  f lu x  c ircu it and  th e  re lu c tan ce  R m. A coil b e in g  considered as a p u re  in d u c t
ance  re p re se n ts  a m ag n e tic  c ircu it loaded  w ith  a p u re ly  conductive  re s is tan ce .

F ig . 14 show s th e  c ircu it d iag ram  o f a tra n s fo rm e r, w ith  ohm ic seco n d ary  
lo ad . T h e  re lu c tan ce  R m in  para lle l w ith  th e  consum er tak es  in to  acco u n t 
th e  le ak ag e .
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D IE  B E SC H R E IB U N G  V O N M A G N ETISC H EN  W E C H SE L K R E ISE N  
D U R C H  K O M P L E X E  G RÖ SSEN

L. GÁDOR

ZUSAM M ENFASSUNG

E in  bekanntes Berechnungsverfahren für m agnetische Kreise ist das O hm sche Gesetz  
für m agnetische Kreise, w elches sich auf die A nalogie zw ischen  Stromkreisen und m agnetischen  
K reisen stü tz t . In der A rbeit wird diese Analogie für w echselnde Strom- und m agnetische Kreise  
v ertieft. D urch Einführung des Begriffs des kom plexen  m agnetischen W iderstands wird die 
einfache R echentechnik  der W echselstrom kreise a u f m agnetische Kreise übertragen und es 
wird deren Anwendung a u f zusam m engesetzte Strom - und m agnetische K reise gezeigt.
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DESCRIPTION DES CIRCUITS MAGNÉTIQUES ALTERNATIFS 
PAR DES GRANDEURS COMPLEXES

L. GÄDOR

RÉSUMÉ

Pour le calcul des circu its m agnétiques, on u tilise  la m éthode bien connue de la  loi 
d’Ohm pour le circuit m agnétique, basée sur l’analogie des circuits électriques et m agnétiques. 
L’étude approfondit cette  analogie en l ’appliquant aux circuits alternatifs. En in trodu isant  
la notion  de résistance m agnétique com plexe, l’auteur éten d  la technique sim ple du calcul 
des circuits électriques a lternatifs aux circuits m agnétiques. Il m ontre enfin l ’application  de 
cette  m éthode aux circu its électriques et m agnétiques com posés.

ОПИСАНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ МАГНИТНЫХ ЦЕПЕЙ КОМПЛЕКСНЫМИ
КОЛИЧЕСТВАМИ

Л . ГА Д О Р

РЕЗЮМЕ

Известным методом расчёта магнитных цепей является закон Ома для магнитных 
цепей, который основан на аналогии магнитных цепей и токовых цепей. В данной статье 
углубляется эта аналогия для переменных токовых и магнитных цепей. Введением по
нятия комплексного магнитного сопротивления простую технику вычисления цепей 
переменного тока переводят на маг нитные цепи и дается иллюстрация применения для 
комплексных токовых и магнитных цепей.
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BRIDGES WITH VARIABLE FLEXURAL RIGIDITY 
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I f  the internal forces o f a suspension bridge have been determ ined assum ing the flexural 
rig id ity  o f the stiffening truss to be constan t, these calculated internal forces should be correct
ed , as the flexural rigidity is not the sam e as that o f the existing bridge. This correction m ay  
be calculated  as an internal force caused b y  fictitiou s external forces determ ined from  the  
difference betw een the constant and the existing flexural rigidity.

T his paper develops a successive approxim ation for com puting these  in ternal forces 
and exten ds this m ethod to  an influence line analysis.

This m ethod can be used w ith  adventage for determ ining influence lines o f  stiffening  
suspension bridges w ith  not-constant flexural rigidity, and also in  th a t case, i f  a change in 
cross sections, obtained b y  previous com putation , is required and the influence lines are to be 
corrected for the bridge of corrected sections.

1. D efin itions and  no ta tions

B o th  tru ss  ty p e d  a n d  p la te  g irder ty p e d  stiffen ing  g ird e r a re  te rm ed  
s tiffen in g  tru ss .

A n un loaded  bridge  refers to  a bridge u n d e r load ing  w hich  does n o t cause 
stre sses  in  th e  stiffen ing  tru ss  (a f te r  neg lec ting  th e  effect o f d ead  load  betw een  
tw o  h an g ers  close to  each o th e r). In  th is  case, th e  cable b ea rs  a ll th e  loads. 
I n  g enera l, th is  h ap p en s o n ly  w h en  dead  loads a c t on th e  b rid g e .

L oaded  bridge  refers to  such  a bridge w here in te rn a l forces a rise  in  th e  
s tiffen in g  tru ss .

T h e  te rm  live load  covers such  loads an d  effects w hich  cau se  in te rn a l 
forces in  th e  stiffen ing  tru ss  (m oving  loads, a p a r t  o f dead  lo ad , te m p e ra tu re  
ch an g e).

C able stress refers to  a h o riz o n ta l p ro jec tio n  o f th e  ten s ile  fo rce  w hich 
h a d  a risen  in  th e  cable o f  an  u n lo ad ed  b ridge.

C able stress in c rem en t is th e  h o rizo n ta l p ro jec tion  o f th e  in crease  in 
ten s ile  force w hich h ad  arisen  in  a cable.

T h e  to ta l  o f cable s tress a n d  cable stress in c rem en t is ca lled  increased  
cab le  stress .

M ain notations used are :

Hg =  cable stress 
H  =  cable stress increm ent

i/jj H  =  increased cable stress
H r — fixed  cable stress [See 3. and Equ (3.1)]
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H* =  ca lcu lated  cab le  stress 
Ht =  cable stress increm ent due to tem perature change  

Mg(x) =  bending m o m en t due to dead load on a sim ple beam  (when continuous 
girder, th e  support m om ents should be equal to those of suspended  
truss)

Mp(x) — bending m o m en t on simple beam  due to  live  load  
M(x) =  bending m o m en t in  the stiffening truss 

M a =  support m o m en t at support “ a”
M b =  support m o m en t at support “ b” 

g  =  d istributed  d ead  load 
p  =  d istributed  liv e  load
r) =  deflection  o f stiffen ing  truss due to liv e  load  
y  — ordinate o f  ca b le  when the bridge is un loaded  
<p =  tangent o f  s lop e  o f cable when the bridge is unloaded  

nip(x, z) =  part o f in flu en ce  line depending d irectly  on loading (See 3.) 
mq(x) =  bending m o m en t caused by y "  • 1* d istr ibu ted  load  

m a(x), mb(x) — bending m o m en t caused by un it bending m om ent at support “ a” , re
sp ectiv e ly  a t ,,6 ”

11q(x) — d eflection  caused  by y "  ■ 1( distributed load  
>m (x) =  in fluence lin e  for cable stress increm ent

v(x, z) =  shearing force diagram  and influence line respectively  (see notations at 
m in fo o tn o te s)

rj(x, z) =  deflection  d iagram  and influence line resp ectively  (see notations at m in  
footnotes)

corr =  fo tnote  referring to  corrected values 
I; I(x) =  m om ent o f  in ertia  for the stiffening truss

I 0 =  m om ent o f  in ertia  for the su bstitu tin g  stiffen ing  truss 
Fc =  area o f  cab le  section  
E  =  Y ou ngs’ m od u lu s for stiffening truss 

E c =  Y ou ngs’ m od u lu s for cable
ab - -  arithm etic m ea n  o f bays on the right and le ft o f hanger к

К  =

V

Hr
h e

- coefficien t o f  tem perature expansion  
abscissa o f  sec tio n  
abscissa o f P  concentrated load 

; span o f  bridge
slope o f  s tiffen in g  truss due to un it support m om ent at the sam e support 
slope o f stiffen in g  truss due to un it support m om ent at the other support

2. D e fle c tio n  theory  of suspension  bridges

In  general, s ta t ic a l  c a lcu la tio n s  are p e rfo rm ed  on th e  shape o f un loaded  
s t ru c tu re s ,  th a t  is to  s a y , th e  effects on th e  sh ap e , d u e  to  in te rn a l forces caused 
b y  lo ad in g , as th ese  a re  o n ly  v e ry  sm all effects, a re  neg lec ted .

T h e  m ost im p o r ta n t  ex cep tio n  to  th is  ru le  is th e  ex am in a tio n  o f  loaded 
ro p e s , w here th e  d e fle c tio n  is large and its  e ffect is n o t  negligible y e t.

A n o th e r im p o r ta n t  e x c e p tio n  is the  com pressed  b a r . In  th is  case, how ever, 
th e  deflec tion  is sm all, b u t  th e  bending  effect o f  com pression  force due to  
d e f le c tio n  is n o t sm all c o m p a re d  to  th a t  o f la te ra l  load ing .

W hen ana ly sin g  a te n s io n e d  b ar, th is  e ffec t is u su a lly  left ou t o f con
s id e ra tio n , as in  th e  case  o f  a tensioned  b a r , th e  effect o f  bend ing  m o m en t
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caused  b y  th e  ten sio n  force is u su a lly  sm all co m p ared  to  th a t  caused  b y  la te ra l  
force, on th e  one h a n d , and th is  phenom enon  increases sa fe ty , on th e  o th e r  
h a n d .

Suspension bridges w ork ana lo g o u sly  to  a ce rta in  degree w ith  b a rs  in  
ten s io n , b u t  in  th is  case the  b e n d in g  m o m en t due  to  deflection  is n o t  a neg li
gible q u a n tity . T herefo re, w hen  an a ly s in g  suspension  bridges th e  e ffec t o f  
d eflec tion  shou ld  also be ta k e n  in to  co n sid era tio n . This analysis is p e rfo rm ed  
b y  th e  so-called  deflection  th e o ry .

T he one w ho d ea lt first w ith  deflec tion  th e o ry  w as M ü l l e r - B r e s l a u  

in  1881 [1] an d  now  a v ast te ch n ica l li te ra tu re  is av a ilab le  for p ra c tic a l a p p li
ca tio n .

The firs t suspension  bridge designed  an d  b u ilt  on th e  basis o f th is  th e o ry  
is th e  M a n h a tta n  B ridge a t  N ew  Y ork  h av in g  a 1470 feet long ( =  448 m) 
m idd le  sp an  [7].

M ü l l e r - B r e s l a u  in h is th e o ry  uses m a n y  an  ap p ro x im a tio n  in  th e  
d ed u c tio n , an d  th is  firs t th e o ry  h a s  been co rrec ted  in  some m easu re . T he 
p rac tica l ca lcu la tio n , how ever, ap p lie s  th is  th e o ry , in  general for th e  n eg lec ted  
effects in  th e  th e o ry  are  less im p o r ta n t  th a n  th e  effect o f th e  fac t t h a t  th e  
f lex u ra l r ig id ity  o f  a stiffen ing  tru s s  is n o t c o n s ta n t w hich tak en  in to  co n sid e r
a tio n  is a v e ry  com plicated  m a tte r  [4, 6, 8].

In  th e  follow ing successive ap p ro x im a tio n  is p resen ted  w ith  th e  a id  of 
w hich  th e  effect o f  th e  v a ria tio n  in  f lex u ra l r ig id ity  o f stiffen ing  tru s s  can  be 
co m p u ted .

This m e th o d  can be p ra c tic a lly  ap p lied  also in  th e  case w hen th e  in fluence  
lines are  ca lcu la ted , an d  th e  in te rn a l  forces reckoned  b y  th em  req u ire  a m o d i
f ica tio n  in  th e  o rig inal cross-sections o f th e  stiffen ing  tru ss .

This m e th o d  is applied  to  M ü l l e r - B r e s l a u ’s  th e o ry  b u t i t  can  be 
used  for o th e r  th eo ries  as well.

W hen develop ing  the  new  deflec tion  th e o ry , M ü l l e r - B r e s l a u  s ta r ts  
o u t w ith  th e  assu m p tio n  th a t  no  in te rn a l s tresses arise  in  th e  s tiffen in g  tru ss  
due  to  dead  lo ad , an d  th e  b en d in g  m o m en t caused  b y  dead  load is b o rn e  b y  
th e  cable on ly  (F ig . 1).
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T h e bend ing  m o m e n t due to  dead lo ad  on  a sim ple beam  a t  x  is

M g(x) =  — J J  g d x d x .

T h e bend ing  m o m e n t due to  cable s tre ss  cau sed  b y  dead  load  is équ ili
b r a n t  to  th is  m o m en t, so i f  y  is th e  o rd in a te  o f  cable

HgJ =  M g(x ) • (2Д )

T he p  load causes a

M p(x) =  — J  ( p  d x d x  (2,2)

b e n d in g  m om en t. T h e  b e n d in g  m om ent a ris in g  in  th e  s tiffen ing  tru s s  an d  th e  
b e n d in g  m om ent d u e  to  (H g -f- H ) th a t  is to  sa y , th e  increased  cab le  s tress 
re s is ts  th e  M g(x) a n d  M p(x) bend in g  m o m en ts . T h e  line of a c tio n  o f  (Hg +  H)  
in c re a se d  cable s tre ss  is n o t  y ,  b u t y  -f- rj d u e  to  deflection . So

M (x )  +  ( H g +  H ) ( y +  r,) =  M g(x) +  M J x ) . (2,3)

E q u . (2,1) h a v in g  been  su b strac ted  fro m  E q u . (2,3) and  E q u . (2,2) su b 
s t i tu te d  in to , th e

M (x )  +  (Hg +  H)  rj =  —  J j  p  dxdx  —  H y  (2,4)

e q u a li ty  is o b ta in ed , w h ich  a fte r  a tw ofold  d iffe re n tia tio n  an d  ap p lic a tio n  of

— E l  rj" =  M (x )
re la t io n , resu lts  in  th e

M " (x )  — 5 e + —  M ( x )  =  — p  -  H y "
E l

(2,5)

basic dif ferential  equation fo r suspension b rid g es .
I t  is to  be n o te d  th a t  in  E q u . (2,4) th e  q u a n titie s  y  an d  M p(x) should  

s a t is fy  tw o  b o u n d a ry  co n d itio n s owing to  b e n d in g  m om en ts a rising  a t  th e  tw o  
b o u n d a rie s  of th e  sp a n . T herefo re , E q u . (2,4) is n o t su itab le  fo r co m p u ta tio n  
w o rk .

T he H  cable s tre s s  in c rem en t depends on th e  M(x)  b en d in g  m o m en t in  
th e  b as ic  d iffe re n tia l-e q u a tio n , th a t  is to  say , i t  is a sem i-linear d iffe ren tia l 
e q u a tio n . T herefo re, n e ith e r  will M(x)  be  p ro p o rtio n a l to  p,  in  o th e r  w ords 
th e  princ ip le  o f  superposi t ion is not valid.  In  consequence  o f th is , th e  ca lcu la tio n  
m e th o d s  used in  en g in ee rin g  p rac tice  c a n n o t be  app lied  for th is  ca lcu la tio n .
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O n ca lcu la tin g  th e  (H g H)  inc reased  cab le  stress is assum ed  to  be
a know n q u a n ti ty  an d  E q u . (2,5) is so lved fo r  th is  value. In  g en era l, th e  
so lu tion  can  be given w ith  ta b u la te d  fu n c tio n s  o n ly  for c o n s tan t f le x u ra l 
rig id ity  o f  th e  stiffen ing  tru s s .

F in a lly , i t  is to  be co n tro lled  w ith  th e  ch eck -fo rm u la , deducted  as u n d e r , 
w h e th e r th e  assum ed in c reased  cable s tress cau sed  b y  live load (m o v in g  
lo ad , ch an g e  in  te m p e ra tu re  and  grow ing fro m  H  to  (Hg -f- H)) is a c c u ra te .

H
The av erag e  o f th is  in creased  cable stress is | H g

l 2 ,
b y  th e  h an g ers  to  th e  cab le , grows from  v a lu e  g* in to  (g* -f- p*).  I ts  av e ra g e

, the  load tra n s fe r re d

value is . T he e x te rn a l w ork  caused  b y  th is  loading is eq u a l to  th e

in te rn a l w ork  due to  cab le  stress.
T he e x te rn a l w ork  a lo n g  all th e  spans is

r\ d x .

I t  is v a lid  for th e  cable th a t

g* +  ^ = - ( H g +  H )  ( y + n ) ~ -  (Hg +  H) y ’ 
2 d x -

th u s , th e  ex te rn a l w ork  is

L e = - ( H g +  H ) 2  I y ' v d x .
0

T he in te rn a l w ork m ad e  along a ds e le m e n ta ry  length  is

d L t =  N  A d s

in  w hich Ar is th e  average  n o rm al force, A ds  is th e  change in length  a lo n g  th e  
ds e lem en ta ry  len g th . B u t

dx
ds

cos (p

Hg + I I

N  =
cos (p

H  ds
A ds = -------------------  -f- œt d s .

E c Fc cos (p
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So

d W H s +

I f  the

H H

2 E c F c cos3 cp

L s

l

— У  Í — —
■“  cos3

+
cot

d x .

( 2 , 6 )

L , =  У
dx

J  co s2 cp
(2,7)

sy m b o ls  a re  in tro d u ced , th e  in te rn a l w ork  m ad e  along the  to ta l  le n g th  o f  th e  
c a b le  is

H L .
L . - W . +  *

E , F ,
— cotLt

As
L e =  L,

he check ing for mul a  for co n tro llin g  th e  a ssu m ed  value of cable s tre s s  in c re 
m e n t is

i
HT

y  y] dx  -J - -------—— —j— cotLf == 0 . (2,8)
E c F c

V

3. In fluence  line  an a ly sis

T h e  re la tio n  u n d e r  (2,5) is a sem i-linear d ifferen tia l eq u a tio n , as on th e  
le f t  h a n d  side in  th e  coefficien t of M(x) ,  th e  H  cable stress in c re m e n t is a 
fu n c tio n  o f  r] from  E q u . (2,6) and so, t h a t  o f  th e  sam e M(x)  q u a n t i ty ,  also 
o w in g  th e  re la tio n

E J  rj"  =  — M ( x ) .

I f  th e  (H g -(- H )  increased  cable stress is f ix e d , th a t  is to  say , its  q u a n t i ty  is 
d e f in e d , so th e  q u a n tity

H r = H g + H  (3,1)

on th e  le f t is a c o n s ta n t, th e  so-called fix ed  cab le  stress. T herefore, th e  d iffe r
e n t ia l  e q u a tio n  u n d e r Eqvi. (2,5) is a lin e a r  one, for which th e  p rin c ip le  o f 
su p e rp o s itio n  is va lid . A fte r, as above, th e  in fluence function  (to  say  th e  
G reen  fu n c tio n ) o f  th e

M " ( x )  —  k2M(x)  =  — p  —  H y " , (3,2)

Hr
fc2 =

E l
(3,3)
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d iffe re n tia l equation  o r ( if  th e  te rm  used  b y  th e  eng ineers is applied) th e  in f lu 
ence lines referring  to  th e  fixed  cable s tress can  be p roduced  in  th e o ry  a t  le a s t.

B ased  on in flu en ce  lines, th e  effect re fe rr in g  to  section  in  q u es tio n  can 
be d e te rm in ed  by  su m m in g  up  (in teg ra tin g ) p ro d u c ts  o f  th e  r ig h t side an d  th e  
a d e q u a te  o rd ina te  o f  th e  influence line. I f  th e  v a lu e  o f th e  r ig h t side is zero, 
ex cep t one abscissa w h ere  i t  is th e  u n ity , so its  e ffec t on th e  section  in  question  
is eq u a l to  the  o rd in a te  o f  th e  in fluence line to  th e  sec tion  in  q uestion , re fe rrin g  
to  th e  abscissa, as ab o v e .

T h e  rig h t side o f  th e  basic d iffe ren tia l e q u a tio n  can  be d iv id ed  in to  tw o 
p a r ts . T he firs t causes in te rn a l forces d ep en d in g  directly on th e  e x te rn a l load , 
th a t  is to  say, a p a r t  w h ich  can be ca lcu la ted  on th e  basis o f E q u . (3,2) w hen 
th e  r ig h t side is —p .  I n  th is  case th e  d iffe ren tia l e q u a tio n  is

M'p(x) —  k?Mp(x) =  — p . (3,2a)

T he o ther p a r t  causes in te rn a l forces d e p en d in g  indirectly on th e  e x te rn a l 
load ing , i.e. th e  r ig h t side o f  th e  d iffe ren tia l e q u a tio n  is— H y " .  In  th is  expression  
H  dep en d s on th e  lo ad in g . The d iffe ren tia l e q u a tio n  for th is  p a r t  is

M ”(x) —  k2M q(x) =  — H y " .  (3,2b)

B ased  on E q u s . (3 ,2a) and  (3,2b) an d  (3,2) th e  to ta l  bend ing  m o m en t is 

M(x)  =  M p(x ) +  M q(x).  (3,2c)

L e t us assum e t h a t  a n  m p (x; z) in fluence  line  re fe rrin g  to  th e  r ig h t side 
o f  E q u . (3,2a) is p ro d u c e d , in  w hich x  is th e  absc issa  o f  section , z th a t  o f  load . 
I f  x  sec tions are c lose ly  ta k e n  the m p (x ; z) in flu en ce  lines loaded  b y  — H y "  
d is tr ib u te d  load re su lts  in  th e  M q(x) =  H m q(x) b en d in g  m o m en t d iag ram . 
In  p ra c tic e , th e  so lu tio n  o f E qu . (3,2b) for — H y "  d is tu rb in g  m em b er is p re 
fe rred  fo r th is  p ro ced u re .

I f  one im agines th e  cable as be ing  in te rse c te d  an d  th e  fixed  cab le  s tress 
is in c reased  by  H  fo rce , a Ap re la tiv e  d is lo ca tio n  arises betw een  th e  p o in ts  
w here  th e  cable is in te rse c te d . This is eq u a l to  th e  h o rizo n ta l p ro jec tio n  o f 
th e  change in  len g th  o f  th e  cable.

A A H m q(x) b e n d in g  m om ent due  to  A H  force a rising  in  th e  s tiffen ing  
tru s s  causes a A H  rjq(x)  ve rtica l deflec tion  w hich  can  be co m p u ted . T he 
change in  length  b ased  on E q u . (2,8), is

/
n r  AMT

A H  A p  =  V  y"  A H Vq(x) d x  +  — .
1 J  -C'c c

0
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B a se d  on M axw ell’s th e o ry  th e  í'ih{x)  in flu en ce  line fo r H  cab le  s tress 
ca n  b e  p roduced  as a v e r t ic a l  deflec tion  o f  th e  stiffen ing  tru ss  u n d e r  th e  effect 
o f  th e  re la tiv e  u n it d is lo ca tio n  b ro u g h t a b o u t in  th e  cable im ag ined  as being  
in te r s e c te d . In  o ther w ords, i f  a re la tiv e  u n it  d isloca tion  is in se rted  in to  th e  
c a b le , th e  deflection is ^ a,a= i (x) a n d  th e  in fluence  line for H  is

% (* )  =  V i W  (* =  *)•

o f  A  H  А ц  is the  re la tiv e  d is lo ca tio n  an d  A H  r]q(x) is th e  d e flec tion , so th e  
in f lu e n c e  line for cable s tre s s  in c rem en t is

Vh (*) =  Va^ Á x ) =
A H r ,q{x)q\^J _ Vq(x)
A H  All

. { x  =  z).  (3,4)
n Г L

2  уЧ (* )  +
i = l J

T h e  bending  m o m en t cau sed  by  th e  P  force ac tin g  a t x,  based  on E q u . 
(3 ,2 a ) , is

M (x )  P m p (x ; г) ,

th e  H  cab le  stress in c re m e n t from  E q u . (3,4) ;s

H  =  P  r,H(z) ,

t h e  M g(x) bending m o m en t b a sed  on E q u . (3,2b) is

M q(x) =  H m q(x) =  P m q(x) rjH (z) , 

a n d  f ro m  E qu . (3,2c) th e  b e n d in g  m om ent in th e  stiffen ing  tru ss  is 

M (x )  =  P [ m p(x; z) +  m q(x) rjH(z)], 

th u s ,  th e  influence line to  b e  d e te rm in ed  is

m(x;  z) =  m p(x; z) +  m q(x) jj „  (г ) .

S im ila rly  the  in flu en ce  line for shearin g  force is 

v(x\  z) =  vp( x ; z) +  vq(x) ïjH(z)

a n d  t h a t  for deflection
ф ;  z) =  t]p(x; z) +  щ{х) rjH(z) .

(3.5)

(3.6)

(3.7)
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4. M ethod for u sing  in flu en ce  lines

K now ing  th e  in fluence  lines, stresses an d  defo rm ations can  a lre a d y  be 
d e te rm in ed . D e te rm in in g  th e  bend ing  m o m en t o f  th e  s tiffen in g  tru s s , for 
in s tan ce , can  be p e rfo rm ed  as follows.

H av in g  d e te rm in ed  th e  m om ent in fluence lines o f cross-sec tion  x  if  the  
cab le  forces

(H g +  H , )  ; (Hg +  H , )  ; . . .  ; ( H g +  H n)

are assum ed to  be fixed  a n d  p e rm an en t, one can  o b ta in  th e  design  m om ents

an d  th e  design load  positions
Aj, A2, . . .  5 hn.

I t  is to  be n o ted  th a t  in  th e  design m om ents th e re  is co n ta in ed , besides th e  
fic titio u s  load ing  ( =  H ty " )  due to  te m p e ra tu re  change, also th e  p a r t  o f  dead 
load  w hich is borne b o th  b y  cable and  stiffen ing  tru ss .

T he design m o m en ts : M v  M 2, . . . ,  M n re fe rrin g  to  a n y  sec tio n  x,  are 
c o m p u ted  b y  d iffe ren tly  assum ed  values o f  fix ed  increased  cab le  stresses as 
( H ' + H J ,  (H g - f  H.,); . . . ; ( H g  -f- H n) a n d  a re  p lo tte d  as a fu n c tio n  o f  th e  
d iffe ren t (Hg -f- H )  f ix ed  increased  cable stresses (F ig . 2a).

B y  load ing  th e  cab le  s tress in fluence  line w ith  loads re fe rr in g  to  
A,; A2; . . .  ; A„ design lo ad  positions, H t; H 2; . . . ;  H n cable s tre s s  in crem en ts  
a re  o b ta in ed , also inc lusive  o f  th e  increase o f d ead  load  and  th e  e ffec t o f  te m 
p e ra tu re  change.

T he value o f  th e  c o m p u ted  cable s tress in c rem en ts  H*  is p lo tte d  as a 
fu n c tio n  o f  values o f th e  fixed  increased  cab le  s tress in c re m e n t ( H g -f- H).  
In  F ig . 2b th e  in c rem en ts  o f th e  afore-said  cab le  stresses H * ; H *; . . .  ; H* 
h a v e  been rep re sen ted  as fu n c tio n  o f  ( H g -)- H);  . . . ;  (H g -f- H n). T h ese  refer 
to  th e  case w hen th e  lo ad in g , u n d e r c o n sid e ra tio n , is decisive fro m  th e  view 
p o in t o f m om ents assum ed  u n d e r th e  cable s tre ss . O f these , t h a t  cab le  stress 
in c rem en t H(  is va lid  w here  H ) =  H*.  T his cab le  s tress in c rem en t is o b ta in ed , 
w hen  a s tra ig h t line a t  45 0 s ta r t in g  from  p o in t H g (to  say  H*  =  0) rep re sen tin g  
re la tio n  H  =  H*  becom es in te rsec ted  b y  th e  line o f  th e  p lo tte d  fu n c tio n  o f 
th e  cable force H*.

B ending  m om en t M j  re fe rrin g  to  th e  effective cable s tress in c re m e n t Hj,  
p re sen ts  th e  decisive b e n d in g  m om en t for th e  section  in  q u es tio n  (F ig . 2a).

In  s ta tic  ca lcu la tio n s based  on influence lines th e  values o f  M  a n d  H  are 
d e te rm in ed  a t  va lues ( H g -f- H )  d iffe ren tly  a ssum ed ; an d  a t  in te rm e d ia te  
sec tions th e ir  va lues w ill be in te rp o la te d .
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M

T h e  in te rp o la tio n  is l in e a r  i f  th e  in fluence lines are  d e te rm in ed  a t  tw o 
d if f e r e n t  values of H ,  a n d  is p a rab o lic  (of second o rd e r) if  th e  ca lcu la tio n  was 
p e r fo rm e d  a t th ree  v a lu es  o f  I I  [6].

5. Principle o f  a su ccessiv e  approximation for solving the basic 
differential equation

T h e  basic d iffe re n tia l e q u a tio n  referring  to  b e n d in g  m om ent arising  in 
th e  s tiffen in g  tru ss , is

м;(х) -  Щ х )  M p(x) =  -  p ( x ) . (5,1)

I t  is assum ed th a t  th e  so lu tio n  of th is  d iffe re n tia l eq u a tio n  can  be p ro 
d u c e d  fo r a given k 0 p a r a m e te r ,  e. g. if  th e  sec tio n  o f  stiffen in g  tru ss  is c o n s ta n t, 
t h e  in flu en ce  lines can  b e  c o m p u te d  w ith  ta b u la te d  func tions [2], [3].

T h e  d ifferen tia l e q u a tio n  for th is su b s ti tu t in g  tru ss  is

M * " ( x )  -  fc02 M*(x)  =  -  P (x) . (5,2 )
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A fter E q u . (5,2) h as  been su b s tra c te d  from  E qu . (5,1) an d  th e  sym bo ls

M x(x) =  M p(x) —  M*(x)

Pi(x ) =  — M *(x)  (A-o —  k2(x))

a re  used, th e

M'i(x) —  k'(x) M x(x) — —Pi(x)

d iffe re n tia l eq u a tio n  o b ta in ed . I f  th is  d iffe ren tia l eq u a tio n  is so lved , th e  
v a lu e  o f M p(x) is

л а д  -  м*(х) +  л а д .

B u t th is  d iffe ren tia l eq u a tio n  as th e  one above, has also v a r ia b le  coeffi
c ie n ts , th e re fo re , its  so lu tio n  is ju s t  as d ifficu lt to  o b ta in  as th a t  o f  th e  basic  
d iffe ren tia l eq u a tio n . T h erefo re  s till rem a in s  th e  su b s titu tin g  d iffe ren tia l 
e q u a tio n  to  be solved.

I f  it  h as  been solved on th e  s u b s titu tin g  tru ss  th e  b en d in g  m o m en t 
o b ta in ed  is M*(x)  and  th e  ap p lica tio n  o f  sym bols

л а д  =  л а д  -  м*(х)

p 2(x) — — M*(x)  ( k l  — Щх))

leads to  th e  d iffe ren tia l eq u a tio n

M l ( x )  —  k 2(x) M 2(x) =  — p 2( x ) .

R e p e a tin g  th is  p rocedure , d iffe ren tia l eq u a tio n s

M * " ( x )  -  k 20M *(x )  =  - Pi(x) (5,3)

(i = 0 ,  . . . ,  n) a re  so lved, in  w hich

Pi(x) =  M f _ x(x) (fco —  Щ*))  (5,4)

an d  th e  b en d in g  m om en t in  question  is

Л а д  =  M*(x)  +  M \ { x )  +  . . .  +  M*(x) +  . . .  (5,5)

T he convergence o f th is  p ro ced u re  is d ea lt w ith  in l i te ra tu re  tin d e r [5]. 
I f  th e  m p(x; z) an d  г/н(г) in fluence  lines o f th e  su b s titu tin g  tru s s  c h a ra c 

te rized  by  p a ra m e te r  k 0 is k now n , th o se  o f  th e  a c tu a l suspension b rid g e  c h a r
ac te rized  by  p a ra m e te r  k(x)  can  be p roduced  w ith  th e  m e th o d  as ab o v e .

In  th is  p ap er th e  p rincip les d ed u c te d  above are app lied  to  M iiller- 
B res lau ’s th e o ry  only , b u t  i t  can  be ap p lied  to  o th e r theories, to o  [ 4 ,6 ,8 ] .
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6. Application o f  the successive approxim ation to a two-hinged
suspension bridge

I f  force P  a c ts  a t  p o in t z on th e  tru ss  o f  v a r ia b le  cross-section, th e  b en d in g  
m o m e n t d iag ram  can  be  developed  on th e  basis  o f  th e  successive a p p ro x im a 
tio n  d e a lt  w ith  as ab o v e . T he M 0(x) bend ing  m o m e n t d iag ram  can be p ro d u ced  
b y  lo a d in g  th e  m p(x; z) in fluence  lines of th e  s u b s ti tu t in g  tru ss  as p er E q u s . 
(5 ,4) a n d  (5,5).

T h e  f ir s t  c o m p le m e n ta ry  load ing  is

Pl{x) = — M Î(*S — *«(*)) (6,1)

w ith  w h ich  th e  m p( x ; z) in fluence  lines are  lo a d e d  an d  th is  ren d ers  th e  f irs t  
c o m p le m e n ta ry  b e n d in g  m o m en t M*(x).  T he  second  co m p lem en tary  load ing  is

Pz(x ) =  — M *(x ) (*S —  k 4 x )) (6 ,1a)

w ith  w h ich  th e  m p(x;  z) in fluence  lines are lo ad ed , so th e  second co m p lem en tary  
b en d in g  m o m en t M*(x)  is o b ta in ed , etc. In  case kö is a good average v a lu e  
to  k2(x) an d  th e  l a t te r  does n o t v a ry  to  a g re a t degree , com pu ting  th e  f irs t  
c o m p le m e n ta ry  b en d in g  m om en t w ill do.

T h e  ex ac t b e n d in g  m om en t d iag ram  is g iven  by

M p{x) =  M t ( x )  +  . . . .

T hese  values give o rd in a te s  o f th e  co rre c ted  in fluence  lines for z p lace. 
T h e  o rd in a te s  o f th e  o rig in a l in fluence lines a re  m p(x,  z) =  M*(x), and  so th e  
co rrec tio n s  are

A m p(x; z) =  M*(x)  +  . . . . (6,1b)

F in a lly  th e  co rrec ted  in fluence  line is

m pcorr(*»*) =  m P(x >z) +  Л т р( х ; z). (6,1c)

I t  is su itab le  to  d e te rm in e  th e  M*(x)  c o m p le m e n ta ry  bend in g  m o m en t 
in  th e  fo llow ing w ay .

I t  is assum ed  t h a t — for n  sections —  th e  sp a n  is su ffic ien tly  closely d iv id 
ed , a n d  th e  o rd in a te s  o f  th o se  re fe rring  to  in flu en ce  line

m p (x ki zi)
a re  k n o w n . T his in flu en ce  line is equal to  M*(x)  b en d in g  m om ent d iag ram , 
i f  th e  P  =  1! force a c ts  a t  p o in t zk.

C oncen tric  forces

«1 ( * * )  =  —  mp(xi< ; z i) ( * о  —  k4 x )) ak
a c tin g  a t  ev e ry  x k p lace  can  be su b s titu te d  for th e  fic titio u s d is tr ib u te d  load

Pi  (xk) =  — Щ (x k) ( k l  -  k 4 x)) =  — m Pix z ; z i) (*o — k 4 x )) ■

Acta Techn. H ung. 41 (1962)



PROD U CING  IN FL U E N C E  LIN ES O F SU SPEN SIO N  BRID G ES 151

T he m p(xj, Xh) in fluence  lines re la tin g  to  sec tio n  Xj in fluence  lines are  
lo ad ed  as th e  ab o v e  loads an d  th e  f irs t co m p le m e n ta ry  bend in g  m om en ts are  
o b ta in e d  being  th e  f irs t  co rrec tion  m em bers

A v n p( x j  ; z,) =  — 2 ’ a  к m P (x j  i  z k) m P { x k 5 z i) ( k o k 2 (x ) )  ■

I f  M*(x)  is sm a ll for M*(x) ,  co m p u tin g  th e  second secondary  lo ad in g  is 
su p erflu o u s.

All th e  o th e r  co rrec tin g  m em bers can  be co m p u ted  in a sim ple w ay  on 
th e  basis o f th e  know n  va lu e  o f  A mp(xj, z,).

T he mq(x) d ia g ra m  can  also  be p ro d u ced  in  such  a w ay  th a t  th e  mp(x ; z) 
in fluence  lines are  loaded  w ith  y " ,  to  say ,

i
m q(x ) =  J  y" mp(x ; z) dz.

o'

T hus, th e  co rrec ted  b en d in g  m o m en t d ia g ra m  is

i i
mqcorAx) =  j  y" mpcon(x ; *) dz =  j  y" (rnp(x ; z) +  Amp(x ; z)) dz =

Ô 0
j  i

=  J y" mp{x ; z ) d z +  (' y "  A m p(x ; z) dz  ,
Ó Ô

or
"V o rrM  =  m p(x ) +  A rnq(x) (6 ,2a)

in  w hich th e  co rrec tio n  to  th e  bend in g  m o m en t d iag ram  mq(x) is

i
Amp(x) — j y ”A m p(x; z) dz  (6,2b)

ó
th a t  i t  to  say , i t  is to  be o b ta in ed  b y  load ing  th e  A mp(x, z) co rrec ting  influence 
line w ith  y".

The co rrec ted  d eflec tion  r]q COrr (*) d ia g ra m  from  E q u s . (2,4) an d  (3,2b) is

V o rr(*) =  -  y— m <corr(- } , (6 ,3a)
H r

in  w hich у  is th e  effective cab le  o rd in a te  m ee tin g  th e  b o u n d a ry  co n d itio n s : 
X — 0, у  = 0  a n d  X =  l, у  = 0 .  T hus,

у  — mq(x) Amq(x
H r  H r

or in  o ther w ords, th e  c o rrec tio n  for th e  t]q{x) deflec tion  d iag ram  is

Щ х )  =  (6 ,3b)
H r

an d  th e  co rrec ted  v alue  is

V q c o t A X )  =  V q ( x )  +  Ат )ч ( х ) .  (6 ,3c)
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I t  w as requ ired  for th e  ï ]h ( z ) in fluence  line [in E q u . (3,4)] to  know  th e  
v a lu e  o f

T  =  J ?

о

T h e  correction  for th is  q u a n ti ty  is as p er E q u . (6,3b)

I i

л т =  У  j y" Arlq(x ) d x  =  2 ?  j y "  A m q(x) dx
0 0

a n d  th e  co rrec ted  value for th e  in fluence  line to  th e  cable stress  is

y" yq{dx) +
E rF„

(6 ,4a)

V HcorAz)
Vq(z) +  AVq{z)

l l

I y" %(X) dx +  J s„  +  2  f  y"Amq(x)dx-j  hj c Ja c ±i r J
0 0

(6,4b)

F in a lly , th e  co rrec ted  va lu es  o f b en d in g  m o m en t in fluence  line req u ired

mcorrix ’ z) mpcorr{x i z ) mqcorAx) VhcotA2) • ( 6 , 3 )

S im ila rly  th e  shearin g  force in fluence  lines

^ c o r r ( ^  ’ z ) ^ p c o rr  i x  ’ 2 ) “1“  VqCorr( x ) t ] H cotA z ) • ( 6 , 6 )

T h e  o rd inates of th e  Vp corr (x , z) m ay  be d e te rm in ed  b y  lo ad in g  th e  
Vp(x, z) in fluence  lines w ith  y " . B u t th e ir  ap p ro x im a tiv e  v alues can  be  p ro 
duced  b y  th e  m ethod  as follow s.

T h e  shearing  force due  to  a n y  given load in g  is

dx

I f  P  — 1* force ac ts  a t  p o in t z, th e  sh ea rin g  force re la tin g  to  x  cross 
sec tio n  is equal to  th e  sh ea rin g  force in flu en ce-lin e-o rd in a te  re la tin g  to  z 
ab sc issa , p roduced  for cross sec tion  x.  T hus,

vp(X ; z) =  V p(x) =
d M p(x)

dx

d m p( x ; z )

dx

Acta Techn. Hung. 41 (1962)



PRODUCING IN FL U E N C E  LIN ES OF SUSPEN SION  BRIDGES 1 53

T h e co rrec ted  o rd in a te s  are

^ m pcorAx  '■> z ) _  d m p( x ; z )  d A m J x ;  z)
v p c o i T \x,> Z) - _ T" I

a x  a x  ax
and  th u s ,

I . \ _  . / . Ч I d A m p(x  ; 2)
V p c o r r \ x  "> z ) v  p \ x  ’ *7 “Ь “  I • ( 6 ,6 a )

ax

So to  say , th e  A Vp(x,  2) c o rrec tio n  is eq u a l to  th e  de riv a te  o f A m p(x,  2) b y  x, 
w hich, in  case th e  values x  were  ta k e n  closely enough, can be s u s t i tu te d  b y  its 
d iffe ren tia  q u o tien t.

A fte r th is , value o f V q COrr (x ) m ay  also  be determ ined  b y  lo ad in g  the  
l'p(x, 2) co rrec ting  influence line w ith  y " .  T h u s,

i
vqcorAx ) =  Vq(x ) +  J  y ' A v p(x ;  z) d z .

T he deflection  influence line is

Vcorr(x  ’ z ) Vpcorr(x  i  z ) VqcorAx ) VHcotA z ) 

in w hich a f te r  using E qus. (2,4) an d  (6,3a), th e  re la tion

(6,7a)

Vpcorr(x  i z )
Adp(x  ; z) m pcorr(x  ; 2) 

H r
M p(x;  z) — m  ( x ;  z)

H r

A m p(x  ; 2) =  rj (x;  z) +  A m p(x;  2)
H r

is o b ta in ed .
O r, on th e  basis of th is

Hr

and

+

pcorri-*' ’ Z) Vp(Xi z) +  p{x '•> z ) •> (6 ,7b)

Vqcorr(x ) Vq{x) “h ^Vq{x) 9 (6,7c)

H r
(6,7d)

^ w = i ^ î L .
H r

(6,7e)
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7 . Influence line for suspension  bridges o f  continuous stiffening truss

F o r  th e  case o f a c o n tin u o u s  stiffening t ru s s ,  th e  effect o f c o n tin u ity , 
m u s t  a lso  be observed.

U n d e r th e  effect o f  fo rc e  P  — 1( ac tin g  a t  z, a slope develops ab o v e  th e  
in te rm e d ia te  supports  o f  th e  tw o-h inged  “ p r im a ry  sy s te m ”  of th e  stiffen in g  
t r u s s ;  a n d  th u s , a re la tiv e  s lo p e  arises b e tw een  th e  com m on endpo in ts  o f  th e  
tw o  neighb o u rin g  tw o -h in g e d  stiffen ing  tru sse s . T h is  re la tiv e  slope is to  be 
m a d e  0 b y  th e  m om ent a r is in g  a t  supports.

ß

Г

cT

W h en  the  stiffen ing  t r u s s  is tw o-h inged , th e  e ffec ts  to  be d e te rm in ed  are :
1. directly depending  o n  th e  ex ternal lo ad in g  a n d
2. indirectly depending  on  th e  ex te rn a l lo ad in g .
In  case of a c o n tin u o u s  stiffen ing  tru s s , th e  sam e  analysis is to  be exe

c u te d  on th e  con tinuous t r u s s .
F ir s t  the  in te rn a l fo rce s  an d  defo rm ations d u e  to  su p p o rt m o m en ts  on 

th e  tw o-h inged  “ p r im a ry  t r u s s ” , an d  th en , th e  c o n tin u o u s  stiffen ing  tru ss  will 
b e  so lved .

F u r th e r  on, c a lc u la tio n  w ill be execu ted  on a  th re e -sp a n  stiffen in g  tru ss  
w h ic h  is sym m etric  in  r e la t io n  to  the cen tre  o f  th e  m iddle-span  (F ig . 3a).

U n d e r th e  effect o f  th e  u n it positive m o m e n t ac tin g  on th e  le ft-side  
s u p p o r t  o f  the  m id d le -sp an  —  as a tw o-h inged  t r u s s  — , th e  slope a t  th e  le f t
s id e  su p p o rt is (F ig . 3ß)

V' =  Pi (7’l a )
a n d  a t  th e  righ t side s u p p o r t  it  is

( 7 ’ l b )
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In  th is  w ay , u n d er th e  effect o f  th e  u n i t  n eg a tiv e  m o m en t a c tin g  a t  th e  
r ig h t side su p p o rt, th e  slope a t  th e  r ig h t-  a n d  th e  left-side su p p o rt a re

re sp ec tiv e ly ,
П'

r j '  — —  V.,.

U n d er th e  effect o f th e  u n it  p o sitiv e  m om en t arising  a t  th e  le ft side 
su p p o r t o f  th e  r ig h t sp an  as a tw o-h inged  tru ss , th e  slope a t  th e  le f t side 
su p p o r t is

V' = — lh-

L ikew ise, th e  slope u n d e r effect o f  th e  u n it  n eg a tiv e  m o m e n t a ris in g  
a b o v e  th e  r ig h t side su p p o rt o f  th e  f irs t  sp a n  (F ig. 3y) is

r}' =  — /q .

In  a sy s tem  consisting  o f  tw o-h inged  tru sses , th e  stiffen in g  tru s s  in  th e  
le f t side sp an  above su p p o rt “ a ”  w ill be loaded  b y  e x te rn a l m o m en t — M a, 
t h a t  in  th e  second sp an  above su p p o rt b b y  — M ь, t h a t  in  th e  th ird  sp an  ab o v e  
th e  second  s u p p o r t b y  M j.

A ccord ing  to  E q u s. (7,1a) an d  (7 ,1b), th e  slope a t  th e  r ig h t  side o f  th e  
m id d le -sp an  is

ta n  a — M a v2 —  Mb p2-

T h e  slope a rising  a t  th e  le ft side o f  th e  r ig h t side sp an  is

t a n  ß - M., (jlx .

In  consequence o f c o n tin u ity , t a n a  =  ta n  ß  an d , th u s

M b =  M a ------------ .
Iм 1 +  /*2

T he slope  a t  th e  left side o f th e  m id d le -sp an  is

ta n  у  =  M a/J2 — M b v2 =  M a /*2
j“ i  +  IH

T h e slope ab o v e  th e  r ig h t side su p p o rt o f th e  left side sp an  is

ta n  b =  — M a / q .

T h e  in fluence  line for b en d in g  m o m en t can  be p roduced  in  su ch  a w ay , 
to o , t h a t  a u n it  re la tiv e  slope is in se rte d  a t  th e  place exam ined  a n d  so, th e  
f ig u re  o f  th e  v e r tic a l deflec tion  w hich h a d  arisen  will be id e n tic a l w ith  th e  
in flu en ce  line looked for.
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In  th e  case o f  a u n it  re la tiv e  slope ab o v e  su p p o r t “ a ”  (F ig . 3(5)

to  say

F ro m  th is

re sp ec tiv e ly ,

ta n  y  —  ta n  0 = 1 ,

M n f*i-
H11 4* f*i

+  Mo —

Iм! ~T Iм 1
(i“ t +  — »'1

M„ =
(/b 4- /ь ) 2 — v\

(7,2)

K now ing  b e n d in g  m o m en ts  M a an d  M b th e  in fluence  line o f th e  le f t 
side (“ a ” ) m om en t (z m easu red  from  th e  le ft side su p p o rt)  based  on E q u . (2,4) 
in  th e  le ft side sp an  is

y  -  m m l  ( l l  —  z )

m i(h  — z ) =  M a ----------- TfZ------------ =  M a ^i(Zt — z) (7 ,3a)

w here  r ^ z )  is th e  v e r tic a l deflec tion  of th e  tw o -h in g ed  stiffen ing  tru ss  u n d e r  
th e  effect o f u n it m o m en t ac tin g  a t  z =  lv  T h e  fo o tn o te  refers to  n u m b e r o f  
sp a n . B ecause o f sy m m e try

Vi(h —  z ) =  rb {z) .
In  th e  m id d le -sp an

m 2(z) =  M a t]2(z) +  M b t]2(l —  z) 

an d  fin a lly , in  th e  r ig h t-s id e  span

m 3{z) =  M b r]x{z) .

(7 ,3 b )

(7,3c)

T he influence line o f  su p p o rt m om ent b e in g  k n ow n , th e  rest of in fluence  
lines can  easily  be p ro d u ced .

T he span  u n d e r  e x a m in a tio n  ta k e n  fo r a tw o -h in g ed  one; th e  in flu en ce  
line cross-section  x  becom es know n. T h e  e ffec t caused  by  th e  su p p o rt 
m o m en ts , d epend ing  on lo ad in g  and  on its  p lace , h as  to  be added  to  th e  effect 
d u e  to  th is  in fluence  line.

In  case of m o m en t in fluence  lines, th e  effect o f  su p p o rt m om ent a t  cross- 
sec tio n  x  is so u g h t for.

T he value o f th e  m o m en t arising  a t  x  ex am in ed  u n d e r th e  effect o f  e x te r 
n a l m o m en t M  — 1 a c tin g  a t  th e  left side o f  th e  m idd le  sp an , has to  be d e te r 
m in ed . This m o m en t is m m(x). T he m om en t m1(Z1 —  z) is to  be m u ltip lied  b y  
th is  m m(x) m om ent as a fac to r , in  order to  o b ta in  th e  effect o f c o n tin u ity  on 
th e  le f t side. As th e  m o m en t influence-line o f  su p p o rt b is a reflec ted  im ag e
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o f  th a t  o f su p p o rt a, th e  effect m ark ed  b is o b ta in e d  if  z is s u b s ti tu te d  by  
( lz —  z) an d  X  b y  (Z2 —  я ).

F irs t, th e  values o f  th e  m om ent arising  u n d e r  effects d irec tly  d ep en d in g  
on th e  ex te rn a l force P  =  1(, will be d e te rm in ed .

T he m om ent in flu en ce  line o f th e  co n tin u o u s tru s s  can be p ro d u ced  as 
th e  a m o u n t o f th e  th re e  effects. T hey  a re : th e  e ffec t on th e  tw o-h inged  stiffen  
ing  tru ss , and  those  ra ise d  b y  tw o su p p o rt m o m en ts . T hus, th e  in fluence-line  
in  th e  m idd lespan  is

m cpl{ x ; z) =  m r ,(x ; z) +  m mZ(x) m,(z) +  m rrl2(l, — x) m 2(l2 — z ) , (7,4a)

for th e  left-side span

m pi(h — x ;  lx — 2) =  m pl(Z1 — x ; l x — z) -f- m „ A lx — x) m ^ l j — z) , (7,4b) 

a n d  for th e  r ig h t-s id e  sp a n

m<p Á X  ? Z )  =  m p l ( X  ; Z )  +  m m l ( x )  m l ( X )  ■ ( 7 >4 c )

T he p a r t  o f m o m en t d irec tly  dep en d in g  on  th e  ex te rn a l force can  be 
d e te rm in ed  by  load ing  th e  in fluence line, in d ire c tly  depend ing  on e x te rn a l 
forces, b y  d is tr ib u te d  lo ad  y " .

T he re su lta n t a n d  deflec tion  influence  line can  be dete rm in ed  in  a s im i
la r  w ay.

8. Application o f the successive approxim ation to continuous
stiffening truss

Solu tion  o f th e  “ p r im a ry  tru s s ”  re fe rrin g  to  m p(x, z) bend in g  m o m en t 
in fluence  line, m q{x) b e n d in g  m om en t d iag ram  cau sed  b y  y "  d is tr ib u te d  load  
a n d  m m[x) bend in g  m o m en t d iag ram  caused  b y  u n it  su p p o rt m o m en t, w as 
req u ired  for so lv ing th e  su b s titu tin g  stiffen ing  tru s s .

The
m pcorr(*i z) =  m r{x-, z) +  A m p(x ;  z) 

in fluence  line as w ell as th e

m q c o r Á X )  =  m q ( x )  +  A m q ( x )

an d
т тсотЛ*)  =  m m ( x )  +  ^ m j x )

b e n d in g  m om ent d iag ram s are  to  be p ro d u ced . T h e  f irs t tw o values can  be 
d e te rm in ed  by  th e  m e th o d  d ea lt w ith  in  p a r t  6,0, w ith  th e  E qus. (6,1c) an d  
(6 ,2a), th e  th ird  b y  a p p ly in g  th e  in  p a r t  5,0 d e ta ile d  m ethod .
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S im ilarly  for sh e a r in g  force (see p a r t  6,0)

V p c o r Á X  ’ Z) V p ( X  'l Z)  “Ь
d A m p(x ;  z) 

d x

V orr(* ) =  Vq{x ) +  f  У" - A m p jX ' Z\  , 
J  dx
о

dzJmm(x)
« m c o r r i* )  =  vm(x)

dx

(8 ,2a)

(8 ,2b)

Slopes caused b y  s u p p o r t  m om ents are

l  —  X

fi =  rj'(0) =

V =  v '(l) =

=  -  1 -  »m(0)
x=o H r

-  1 -  vm(l)
Hr

C orrected values o f  th e se  are

-  1 — wm(0) -  A v m(0)
f^corr

H r
^m(O)

H r

Л*J ) )
H r

(8 ,3a)

(8,3b)

V alues of M acon  a n d  Mb corr can  be  d e te rm in ed  b y  a p p ly in g  Ecjus. 
(7 ,2 a) a n d  (7,2b). O rd in a te s  o f in fluence lines fo r bend ing  m o m en t based  on 
E q u .  (7,3a), are

—  ™ lcorr  ( l> — z)
m l C O r Â ^ l  Z ) corr l

H r

m 2 c o r r ( z )  M a c Vz(*)

M n

A m mX{z)
H r

■ M,b corr

V Á h  — z) —

+

i?2 (h  — Z) -

^ m ml (^1 z )

H r

Л т ,п2 (l‘> — Z)
H r

, (8 ,4a)

™Зсогг(2) =  M„ corr h i  (z)
lmml(z)

H r

, (8 ,4b) 

(8,4c)
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T he p a r t  o f th e  in fluence  line d ep en d in g  d ire c tly  on load ing , t h a t  is to  
say , in fluence line o f con tinuous s tiffen in g  tru ss  m cp(x, z) is given b y  E qus. 
(7 ,4a)— (7,4c)

т ч corr(*) =  m a(x ) +  2  1 У"Л т р(х  ; z) dz =  m cq(x) +  A m cq( x ) . (8,5a)
Ô

D eflection  caused  by  loading  H y "  as p er E q u . (2,4) is

4Scorr(*) =  -  (8,5b)
H r

H ere у  is th e  tw o  tim es in te g ra l a t  y " .  In tro d u c in g  tw o  in te g ra tio n  
c o n s ta n ts  c and  d,

У =  A +  c +  (d )x

T he in te g ra tio n  c o n s ta n ts  on th e  eq u iv a len t tru s s  a re : cx an d  dv  T hus

у  +  c +  (d) X -  mqcorr(x) =

(8,5c)

V q c o r r (x )
H r

=  V q( x )
(d — dj) X — A m q(x) 

H r

As b o th  a t X =  0, x  =  l, r\{(0) =  rjq(l) =  0 so

an d

T here fo re ,

c —  cx =  A m q(0)

(c —  Cj) +  (d —  dj) l =  A m q( l ) .

d  I / j
A m q{ l ) ^  A m q(0)

l
(8,5d)

In  case, th e  ex trem e  spans a re  n o t su spended , th e  a d e q u a te  /t an d  v 
va lu es  m ay  be ca lcu la ted  on th e  e x is tin g  tru ss  as w ell as th e  m l corr (Zj —  z) 
an d  m s corr (г) p a r ts  o f  in fluence  line , to o .

I t  is to  be n o te d , t h a t  th e  d ire c t co rrection  o f  in flu en ce  line b ased  on 
p a r t  5,0 w ould n o t  re su lt in  a co rrec t v a lue  fo r a c o n tin u o u s  s tiffen in g  tru ss . 
N am ely , for a co n tin u o u s stiffen ing  t ru s s , th e  ex trem e  load s a c tin g  on a span 
a re  P  force and  M a an d  M b su p p o rt m o m en ts . T he re su lt  d e te rm in e d  b y  d irec t 
co rrec tio n  is r ig h t in  th a t  case only , i f  th e  e x te rn a l lo ad in g  w ould  he th e  sam e, 
in  a n y  o th e r case, th e  re su lt is w rong. B u t in  th e  case in  q u estio n , th e  su p p o rt 
m om en ts  M a an d  M b also depend  on  th e  m o m en t o f  in e r tia , th e re fo re , th e  
su p p o r t m om ents th em selv es  v a ry , to o .
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E IN E  ST U FE N W E ISE  N Ä H E R U N G SM E T H O D E  F Ü R  D IE  H E R ST E L L U N G  
D E R  E IN FL U SSL IN IE N  D E R  H Ä N G E B R Ü C K E N , W E N N  D E R  Q UERSCH NITT  

DES V E R ST E IFU N G ST R Ä G E R S NICH T K O NSTANT IST

J. SZIDAROVSZKY

ZUSAM M ENFASSUNG

W enn die inneren K räfte einer Hängebrücke m it der V oraussetzung bestim m t sind, daß 
der Q uerschnitt des V ersteifungsträgers konstant ist, w egen der unterschiedlichen Steifigkeit  
des w irklichen und kalkulierten  Trägers, müssen die berechneten inneren K räfte korrigiert 
w erd en . Diese M odifizierung kan n  bestim m t werden als der E influß einer fik tiv en  Belastung, 
b erech n et aus der Differenz zw ischen  den Steifigkeiten der w irklichen und der kalkulierten  
V  ersteifungsträger.

D er Aufsatz leitet eine stu fen w eise  Näherungsm ethode ab zur B estim m ung der inneren 
K rä fte  und erstreckt sie auch a u f die Korrigierung der E influßlin ien .

D iese  Methode is t  anw endbar zur Bestim m ung der E influßlin ien  einer H ängebrücke, 
w en n  die Steifigkeit des V ersteifungsträgers nicht konstant ist, oder w enn der Querschnitt 
des Versteifungsträgers, m it w elch em  die erste Berechnung durchgeführt wurde, korrigiert 
w erd en  soll.

ÉTABLISSEM ENT D E S  L IG N E S D T N FL U E N C E  D E S PONTS SU SP E N D U S  
R E N FO R C É S D E  SEC TIO N  V A R IA B L E , PA R  LA M ÉTH O DE D ’A P P R O X IM A 

T IO N S SUCCESSIVES

J. SZIDAROVSZKY

RÉSUM É

Les forces intérieures d’un  p o n t suspendu renforcé, déterm inées par hypothèse d’une 
se c tio n  constante, devront être m odifiées du fait que la rigidité de la pou tre diffère de celle 
de la  pou tre ayant servi de base  au calcul. Cette m odification  pourra aussi être déterm inée  
à p artir  de la charge f ic tiv e . C elle-ci e st obtenue de la différence qui ex iste  entre la rigidité  
e ffe c t iv e  de la poutre de ren forcem ent, et celle de la poutre de section  constan te  ayant servi 
de base  au calcul.
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E n vue de la dé term i uation. de ces forces iutérieures n écessitan t une m odification , 
l’auteur déduit une m éthode d’approxim ations successives, en éten d an t aussi son procédé à la 
correction des lignes d’influence.

Le procédé se recom m ande pour l ’établissem ent des lignes d ’influence des poutres 
de renforcem ent de section variab le , ainsi que dans les cas où les forces intérieures obtenues  
au cours du premier calcul rendent nécessaire la m odification de la section  originale.

ПОЛУЧЕНИЕ ГРАФИКОВ НАГРУЗКИ ПОДВЕСНОГО МОСТА С КРЕПЯЩЕЙ 
ОПОРОЙ ПЕРЕМЕННОГО СЕЧЕНИЯ МЕТОДОМ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО ПРИ

БЛИЖЕНИЯ
Я . С И Н Д А РО В С К И

РЕЗЮМЕ

Если внутренние силы подвесного моста с крепящей опорой определены на осно- 
вании предположения постоянного сечения, ввиду того, что твердость опоры не тождест
венна твердости служащей основой расчета опоры, расчетные внутренние силы требуют 
поправки. Эту поправку можно установить и на основании вычисленной разницы между 
действительной твердостью крепящей опоры и твердостью служащей для расчета опоры 
с постоянным сечением.

В работе дается вывод определения поправочных внутренних сил методом после
довательного приближения; этот метод распространяется и на поправку графиков на
грузки.

Упомянутый метод может быть выгодно применен для получения графиков на
грузки крепящих опор с переменным сечением и в том случае, когда из-за полученных 
в процессе первого расчета внутренних сил первоначальное сечение необходимо из
менить.
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[Eingegangen am  28. Februar 1961]

*

In dem  vorliegenden A ufsatz werden die Ausdrücke der m agnetischen K räfte  für 
eine beliebige Beziehung В 4- H  beschrieben. D ie  D eutu ng des bezüglich der K raftw irkungen  
in B etracht kom m enden Arbeitsausdruckes wird physikalisch  begründet, und die allgem eine  
Form el der K raftd ichte wird in Bezug auf den v o n  D iskontinu itäten  freien R aum  aus diesem  
Arbeitsausdruck abgeleitet. E s wird der Tensor der M axwellschen Spannungen für den allge
m einen Fall angeschrieben, und schließlich w erden auch die D iskontinuitäten m it  H ilfe der 
O berflächenkräfte in B etracht gezogen, und es w ird zur Berechnung der R esu ltierenden  eines 
auf einen geschlossenen R aum teil wirkenden m agnetischen  K räftesystem s eine allgem eine  
Form el angegeben.

1. D eu tu n g  der m it den K ra ftw irk u n g e n  verbundenen  m ag n e tisch en
E n erg ie

W ie b e k a n n t, k a n n  die m ag n e tisch e  E nerg ie  bzw . E n e rg ie d ic h te  im  
a llgem einen  F a ll —- u n te r  V erm eidung d e r  th erm o d y n am isch en  B ez ieh u n g en  —  
n ich t e in d eu tig  in te rp re t ie r t  w erden [2]. D a es jedoch  zur B e rech n u n g  d e r  
K ra f tw irk u n g  eines A usdruckes fü r d ie  E n erg ie  b ed arf, da fe rn e r d ie  K rä f te  
u n te r  gegebenen B ed ingungen  e in d eu tig  b e s tim m te  W erte  b e s itzen , so m uß  
es e inen  e in d eu tig  b e s tim m te n  A u sd ru ck  v o n  d er D im ension E n e rg ie  bzw . 
E n e rg ied ich te  geben, der m it der K ra f tw irk u n g  in  B eziehung s te h t .  V or allem  
w ollen w ir diesen A u sd ruck  b estim m en .

Z u n äch st wollen w ir uns a u f  d en  F a ll von  g le ichgerich teten  В u n d  H  
b esch rän k en . H ier m uß  d ie  F rage b e a n tw o r te t  w erden , über w elchen  W eg 
L d e r A u sd ru ck  | H dB  geb ildet w erden  so ll (L  s te llt eine K u rv e  d e r  K oord i-

( L )

n a te n e b e n c  H — В d ar), u m  die E n e rg ied ich te  im  obigen Sinne in  e in em  P u n k t 
des R au m es zu e rh a lten .

D en E n d p u n k t des W eges L s te l l t  a lle rd ings d er P u n k t P x d a r ,  d e r zu 
den  W erten  Bj und  H j im  u n te rsu c h te n  P u n k te  des R aum es g e h ö rt (siehe
A bb . 1).

A n d ererse its  m uß  d e r W eg L den  ab s te ig en d en  A st der H y s te re s is -K u rv e  
m it dem  S ch e ite lp u n k t P j, d . h . die K u rv e  P j —  P 0 du rch lau fen , d a  doch  die 
d u rch  das m agnetische  F e ld  geleiste te  A rb e it in  B ezug a u f diesen W eg, d . h . 
die A rb e it, d ie n ach  U m se tzu n g  des H y ste re s isv e rlu s te s  in W ärm e ü b r ig  b le ib t,
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e rh a l te n  w ird . D ieser ab s te ig en d e  A st h ä n g t b ek an n te rw e ise  von dem  W e rte 
p a a r  H t , B15 fe rn e r a u c h  von  d er v o ra n g e h e n d e n  F e ld m ag n etis ie ru n g  ab  
(g e s tr ic h e lte  Linie d e r A bb ildung), s te llt je d o c h  fü r  einen gegebenen F a ll eine 
e in d e u tig  b e s tim m te  K u rv e  d a r. Als A u sg a n g sp u n k t des W eges L  m u ß  d e r 
zu H  =  0 gehörende P u n k t P„ gew ählt w erd en , da  w ir in diesem  F a ll d en  
g rö ß te n  W ert des In te g ra ls  ( H dB  e rh a lte n , d . h . die m axim ale A rb e it je

(L )

V o lu m e n e in h e it, d ie  d u rc h  das m agnetische  F e ld  geleistet w erden  k a n n .

(In  d e r  A b b . 1 w ird  diese m ax im ale  A rbeit d u rc h  d ie  F läche  P 0P iQ i d a rg e s te llt .)  
D iese  A rb e itsd e fin itio n  k a n n  auch  a u f e inen  p e rm a n e n te n  M agneten  ü b e r 
t r a g e n  w erden . (F ü r  d ie  E nerg ie  des p e rm a n e n te n  M agneten w ird  in  d e r  
L i te r a tu r ,  so z. B . in  [4], e in  an d erer A u sd ru c k  verw endet.) W enn  n ä m lic h  
v o n  d e m  d u rch  den  L u f ts p a lt  des p e rm an en ten  M agneten  bed in g ten  P u n k t  P 2 
a u sg e g a n g e n  d u rch  eine A rm a tu r  m it p r in z ip ie ll unend licher P e rm e a b il i tä t  
d e r  L u f ts p a l t  s tu fenw eise  au fgehoben  w ird , so w ird  die frei w erdende E n e rg ie  
d e r  F lä c h e  P 2P 0Q2 e n tsp re c h e n , w obei je tz t  die K u rv e  P 2Po den au fs te ig en d en  
A s t d e r  H y ste re s isk u rv e  m it dem  S c h e ite lp u n k t P 2 d a rs te llt. D iese E n e rg ie  
k a n n  a u c h  in  F o rm  v o n  e lek trisch e r E nerg ie  e rh a lte n  w erden: die s tu fenw eise  
A u fh e b u n g  des L u ftsp a lte s  w ird  in  der W eise d u rch g e fü h rt, d aß  inzw ischen  
d e r  S tro m  einer ä u ß e ren  Spule stufenw eise v e r s tä r k t  w ird, w obei d er p e rm a 
n e n te  M agnet auch  w e ite rh in  in  dem  dem  P u n k t  P.2 en tsp rechenden  Z u s ta n d  
v e rb le ib t  u n d  seine E n e rg ie  u n v e rä n d e rt b e ib e h ä lt .  H iernach  w ird  d er S tro m  
s tu fe n w e ise  zum  V ersch w in d en  g eb rach t, w obei d e r F lu x  des p e rm a n e n te n  
M a g n e te n  en tlan g  d e r K u rv e  P 2PÓ z u n im m t, u n d  die m agnetische E n erg ie  
w ird  d u rc h  In d u k tio n  in  d er Spule in  e le k tr isc h e  Energie u m g ese tz t. D ie 
E n e rg ie  des völlig geschlossenen  p e rm an en ten  M agneten  wird som it im  S inne
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d er obigen D eu tu n g  verschw inden . D u rch  Z usam m enfassung  d er b ish e rig en  
E rö rte ru n g e n  k a n n  gesagt w erden , d a ß  fü r  g leichgerich tete  H  u n d  В d e r 
m it d er K ra f tw irk u n g  in  V erb indung  s teh en d e  A rb e itsau sd ru ck  in  F o rm  e in er
E n e rg ied ich te  d u rc h  das In te g ra l ( H d B  gegeben w ird, wenn L d en  ab s tc i-

(L )

genden  oder au fs te ig en d en  A st d e r H y ste re s isk u rv e  d a rs te llt, je  n a c h d e m  H  
und  В gleiche o d er en tgegengesetzte  V orzeichen  besitzen .

F ü r  n ic h t g leichgerich tete  H  u n d  В lieg t die folgende V era llgem einerung  
a u f  d er H a n d : B ezüglich der K ra f tw irk u n g  is t d e r folgende A u sd ruck  in  F o rm  
einer E n e rg ied ich te  in  B e trach t zu z iehen :

w obei B„ den  zu H =  О gehörigen W ert v o n  B' d a rs te llt, und  die B e z ie h u n g  
B' =  B'(H) u n te r  den B eziehungen В =  B(H) d ad u rch  ausg eze ich n et w drd, 
d aß  e inerse its  be i H =  H lv B' — B: is t (HL u n d  Bj stellen  die W erte  v o n  H 
und  В in  d em  u n te rsu c h te n  P u n k t des R au m es da r), andererse its  w ü rd e  die 
äu ß ere  A rb e its le is tu n g  en tlang  d ieser B ez iehung  verw irk lich t w erd en . D iesen  
le tz te re n  U m sta n d  können  w ir in  d er W eise genauer fo rm ulieren , d a ß  die  
Richtung des d ie  M agnetisierung  des S toffes ch a rak te ris ie ren d en  Vektors

B'
M = — =■ — H entlang  B' =B'(H) unverändert bleibt, ivährend sich seine Größe  

Rn
monoton ändert, in  R ichtung der Erreichung des Zustandes  H =  O.

W ir w ollen  h ie r bem erken , d a ß  d ie  d u rch  die K ra ftw irk u n g en  h e rv o r 
geru fenen  V ersch iebungen  im a llgem einen  n ic h t d e ra r t beschaffen  s in d , d a ß  
sich В u n d  H in  jed em  P u n k te  des R au m es in  der b isher e rw ä h n te n  W eise 
än d e rn . So is t z. B . die Z ieh k raft eines E le k tro m a g n e te n  d e ra r t g e r ic h te t, d aß  
sie die m ag n e tisch e  E nerg ie  des S ystem s zu  erh ö h en  b e s tre b t is t. W ir k ö n n e n  
uns jed o ch  au ch  solche Ä nderungen  u n d  V ersch iebungen  v o rs te llen , d ie in  
d er b esch rieb en en  W eise erfolgen. In  d en  sp ä te re n  A bleitungen  (im  2. T eil) 
h a n d e lt es sich  eben um  solche Ä n d eru n g en  u n d  V erschiebungen u n d  u m  die  
d iesen  V ersch iebungen  en tsp rech en d en  G eschw ind igke itsvek to ren .

A u f G ru n d  d e r B eziehung (1) w ird  in  B ezug  a u f  den ganzen R a u m  d ie  
aus d e r m ag n e tisch en  E nerg ie  fre i w e rd en d e  A rbeit du rch  den  A u sd ru c k

!F m =  J ( ” ,H - d B ') d V  (2)
(V) b „

gegeben.
B ezüglich  d e r G leichung (2) ta u c h t  d ie F ra g e  auf, ob der A n fa n g sz u s ta n d  

H = 0 ,  В = B 0 in  B ezug a u f d en  ganzen  R a u m  verw irk lich t w erden  k a n n . 
K o m m t doch  d u rch  A ufhebung  d e r äu ß eren  S tröm e dieser Z u stan d  im  a llg e 
m einen  n ic h t zu s ta n d e , da die zu den  versch iedenen  P u n k ten  des R a u m e s
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g eh ö rig en  B 0-W erte  k eine  d ivergenzfreie V e rte ilu n g  ergeben w ürden . W en n  
w ir je d o c h  auch  d ie  V ersch iebung  der P a r t ik e ln  zu lassen , so k an n  eine solche 
U m g ru p p ie ru n g  d e r P a r tik e ln  erfolgen, b e i d e r  n a c h  A ufhebung  d er ä u ß e ren  
S trö m e  im  ganzen R a u m  II О w ird. E in  B eisp ie l h ie rfü r: ein h a lb rin g fö rm i
g er p e rm a n e n te r  M agnet re iß t einen g enau  gleichen  M agneten  an  sich, w obei 
d ie  b e id en  M agneten  lu ftsp a ltfre i an e in a n d e rp assen . O bschon es w ah r is t , 
d a ß  eine  beliebige B ew egung der Teilchen b e i fe s ten  K örpern  n ich t v e rw irk 
lic h t w ird , u n d  so d e r  Z u stan d  H  =  0  im  a llgem einen  n ich t v erw irk lich t w er
d en  k a n n , bei m ag n e tisch en  F lüssigke iten  k a n n  sich jedoch  d ieser Z u s ta n d  
e in s te llen , u n d  so e rw eist sich der A usd ruck  (2) a ls rich tig . B ei festen  K ö rp e rn  
k a n n  ein  Teil d er p rin z ip ie ll fre izuse tzenden  A rb e it, deren  W ert d u rch  Gl. (2) 
geg eb en  is t, in  d e r W irk lich k e it n ich t e rh a lte n  w erd en , sie b le ib t la te n t.

O bw ohl es s tre n g  genom m en n ich t h ie rh e r  g eh ö rt, wollen w ir zu r U n te r 
s tü tz u n g  der ob igen  A usfüh rungen  doch  u n te rsu c h e n , bei w elcher A nfangs- 
w e r tv e r te ilu n g  H 0(r) u n d  B 0(r) die m a x im a l fre i w erdende A rbeit e rh a lte n  
w ird , w enn  w ir die V ersch iebung  der T eilchen  n ic h t zulassen. D a B u(r) n ich t 
b e lieb ig e r A rt sein  k a n n , da  d iv  B 0(r) =  0 is t ,  so wollen w ir das d u rch  
r o t  [C(r)j =  B (l(r) b e s tim m te  V e k to rp o te n tia l C(r) m it der B edingung v a r iie re n , 
d a ß  au c h  das v a r iie r te  C, w ie das ta tsä c h lic h e  V e k to rp o te n tia l, gegen u n e n d 
lich  w ie 1/r a b n im m t.

Z u r A uffin d u n g  des E x trem w ertes  w ollen  w ir die V aria tio n  d er A rb e it 
b ild e n  :

<5W m =  <5 [ J  ( J ' h  • dB ) d F ]  =  J  ( f ‘ H  • dB — J  H • dB) d F  =
(V) ä 0 (V) B0 '<ÍB„ B„

=  -  J  ( f H  dB) d F  =  -  j  (H„ • dB0) d F  =  -  J  [H0 • rot(dC) ] d F  =
(V) B„ (V) (V)

=  f d iv (H u X  dC) d F  — J (d C -ro tH 0) d U  =
(V) (V)

=  — J ( d C - r o tH , , ) d F ,
(V)

d a  n a c h  dem  Satz  von  G auss

f  d iv  (H , X  dC) d F  =  §  (H„ X  dC) • dA =  0
(V ) (A )

is t .  I n  d e r N ähe d e r  u nend lich  fernen F läch e  A  s tre b t näm lich  H 0 wie 1/r2, 
w ä h re n d  d C wie 1/r gegen N ull. A n d en  D isk o n tin u itä ts f läch en  sp rin g t n u r  
d ie  n o rm ale  K o m p o n en te  von  H 0, h ie rfü r  is t  ab e r das gem ischte P ro d u k t 
(H 0n X  <5 C) • dA  =  (dA  X  H 0n) • <5 C gleich N u ll. So k ann  ô W m bei b e lie 
b ig e m  d C n u r  d a n n  verschw inden , wenn ro t  Н ц =  О ist.
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W enn sich also d ie T eilchen ü b e rh a u p t n ich t bew egen k ö n n en , so k an n  
die w ährend  der E n tm a g n e tis ie ru n g  fre i w erdende m ax im ale  A rb e it d ann  
e rh a lte n  w erden w enn  die u n te re  G renze des In te g ra ls  d em  strom losen  Z u stan d  
e n tsp r ic h t. E ine solche D eu tu n g , die als N u llp u n k t der frag lichen  E n erg ie  den 
s trom losen  Z u stan d  b e i unb ew eg ten  T eilchen  b e tra c h te t ,  is t je d o c h  v o m  Ge
s ic h tsp u n k t der K ra ftw irk u n g en  au s n ic h t geeignet. D ie E nerg ie  eines p e rm a 
n e n te n  M agneten  w äre  näm lich  n a c h  d ieser D eu tu n g  gleich N ull, u n d  som it 
au ch  die aus ih r  b e rech en b are  K ra f t ,  in  W id ersp ru ch  m it d e r E rfa h ru n g .

E s sei sch ließ lich  b em erk t, d a ß  die spezifische A rb e it n a c h  A u sd ru ck  (1) 
b e i k o n s ta n te r  T e m p e ra tu r  v e rs ta n d e n  w ird ; die so g ed eu te te  spezifische A rbeit 
s te l l t  som it e igentlich  die D ich te  d e r th e rm o d y n am isch en  freien E nerg ie  d a r  [1].

2. Die B estim m u n g  der K ra ftd ich te

U m  die D isk o n tin u itä te n  z u n ä c h s t los zu w erden , w ollen w ir den  A us
d ru c k  d er K ra f td ic h te  zu e rs t fü r e ine s te tig e  S to ffq u a litä tsv e rte ilu n g  ab le iten . 
A u f die a u f  die G renzflächen  w irk en d en  K rä f te  w ollen w ir im  T eil 4 zu rü ck 
kom m en.

Im  A usdruck  (1) wollen w ir zu  einer v e rän d erlich en  oberen  G renze 
ü b erg eh en  u n d  d er E in fach h e it h a lb e r  wollen w ir an  S telle v o n  B ' ebenfalls 
d ie  B ezeichnung В verw enden . D em gem äß  e rh a lte n  w ir:

w m — \  H  dB (la )в.
u n d  aus Gl. (2) e rg ib t sich

Wm =  J  u>m d V  . (2a)
(V)

D a B 0 den zu  H  =  0  gehörigen W ert von В d a rs te llt , is t es bequem er, 
w enn  w ir a u f  G rund  d e r B eziehung

H dB =  d (H B) -  В dH

zu r In teg rie ru n g  n a c h  H  übergehen :

wm =  "  d (H  B) -  f  В dH  =  H  В -  j  В  • dH
O B , о  о

(vgl. [4 leichung (35) a u f  S. 126).

(3)
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D urch  E in fü h ru n g  d e r  B ezeichnung

uq =  J  В • dH  (4)
Ó

k ö n n e n  w ir Gl. (3) k u rz  in  fo lgender Form  an sch re ib en :

tvm =  H -B  — wq. (3a)

E s  sei b em erk t, d a ß  d e r  W ert von nq n a c h  (4) be i g le ich g erich te ten  В 
u n d  H  du rch  die F läch e  О P y P jR j der A bb. 1, bzw . bei e inem  p e rm an en ten  
M a g n e te n  durch die F lä c h e  n eg a tiv en  V orzeichens O P0P2R 2 d a rg es te llt w ird .

W ir wollen n u n  d en  D iffe ren tia lq u o tien ten  d e r A rb e it n ach  (2a) n ach  
d e r  Z e it bilden, den w ir in  d e r  Folge m agnetische  F e is tu n g  n en n en  w erden . 
D u rc h  eine b ek an n te  v e k to ra n a ly tisc h e  U m fo rm u n g  e rh a lte n  w ir aus (2a):

Pm =
d i

dwn
d t

+  div(rnm v) d V ,

(V)

wo v  d en  G eschw ind ig k e itsv ek to r des sich bew egenden  V olum teils d F b e d e u te t .*  

D a  nach dem  S a tz  v o n  G a u s s

I d iv (icmv) d V  — ф w m v • dA ,
(V) (A)

u n d  d ies  gleich N ull is t , d a  sich  die F läche A  b e i d er In te g rie ru n g  ü b er den 
g a n z e n  R au m  im u n e n d lic h e n  b e fin d e t, u n d  w m b e i d er Z unahm e des A b s ta n 
des ü b e r  alle G renzen h in a u s  w ie 1/r4 gegen 0  s tr e b t .  D em gem äß is t

9t
d F .

A u f G ru n d  von (3a) is t

Qwm
d t

(V)

H
9B

d t
В

ЭН

d t

CWy
d t

D a В eine F u n k tio n  v o n  H  und  der m ag n e tisch en  E ig en sch aften  des 
S to ffes is t  —  und das G leiche g ilt a u f  G rund v o n  (4) au ch  fü r  iVy —  so k a n n  

dwy
d e r  W e r t  v o n ------ als d ie  S u m m e von zwei G liedern  d a rg es te llt w erden . D as

d t

D ie  Änderungen und V ersch iebungen gehen nach dem  im  Teil 1 G esagten vor sich .
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eine G lied e rg ib t sich aus der Ä n d e ru n g  von H , wobei die sto ffliche  B esch a ffen 
h e it u n v e rä n d e r t  b le ib t, das zw eite  G lied e rg ib t sich ab e r aus d e r Ä n d e ru n g  
d e r sto fflich en  B eschaffenheit, w obei H  k o n s ta n t b le ib t, d . h . [u n te r  V erw en
d u n g  von  (4) im  zw eiten S c h ritt]

dw1
dt

E s is t som it 

und

Эи;,

9H

ЭН

9t
9w, ) _ ЭН ' ЭWy— U  в ---------h

9 í  J H —k o n s t . dt dt

9«[n
dt

H
9B
9t

CWy

dt

Pm
"J

‘ dWn
dt

d V H  d B d V
dt

r ’ Stv,
) dt

d V

(V) (V) (V)
konst.

(5)

D as e rs te  Glied der re c h te n  Seite e rg ib t sich a u f  G rund  d e r zw eiten  
M axw ellschen  G leichung, die au ch  d ie  B ew egungsinduktion  in  B e tra c h t z ieh t, 
sow ie m it H ilfe von v e k to ra n a ly tisc h en  U m form ungen  zu

H  —  =  — H • ro t(E  — у X  B) =  d iv  [H  X  (E — v X  B)] — 
9t

-  (E -  v X  B) • ro t  H  =  div  [H  X  (E - v X B)] -

— E • ro t H +  v • (В X  ro t H) .

B ei d er In teg rie ru n g  ü b e r d en  ganzen R au m  v ersch w in d e t au c h  h ie r 
d as  G lied d er D ivergenz; in  e inem  q u a s is ta tio n ä re n  Z u stan d  is t fe rn e r n a c h  d er 
e rs te n  M axw ellschen G leichung ro t  H  =  J  (wo J  den V ek to r d e r  S tro m d ic h te  
b e d e u te t) , es is t som it

H
ЭВ
9t

(V)

d F  =  -  j (E • J )  d F  +  Í v • (В X  J )  d V .

(V) (V)

(6)

Im  zw eiten  Glied der re c h te n  Seite der Gl. (5) d rü ck en  w ir den  In te g ra n -  
d en  d u rc h  den  to ta le n  D iffe ren tia lq u o tien ten  nach  d er Z eit aus, w obei w ir 
b e rü ck sich tig en , daß  d ieser D iffe re n tia lq u o tien t bei H  =  k o n s t. n u r  aus dem  
G ru n d e  n ic h t verschw inde t, w eil d ie m agnetische B eschaffenheit des S toffes 
au c h  v o n  d er ze itabhäng igen  S to ffd ich te  ß  ab h ä n g t:

dw t ' dtp,

dt _H=- konst. dt H =  konst.

—  V (grad  M?1)H=kon«t. =

duq

dß
. AJ L

H —konst. d t
v  (grad  n>1) H = k o n s t . •
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A ndererseits fo lg t au s  der K onstan z  d e r  M asse, d aß  —— [ß d V  =  0 is t,
dt J

(V)d . h . —  bei V erw en d u n g  des im  vo ran g eh en d en  b e n u tz te n  v ek to ran a ly tisch en  
S a tzes  —

+  d i\ (ß \)  
dt

(V)

d V  =  0 i s t ,  w oraus w egen  des belieb igen  W ertes von  V

dß

d t

QiI
d t

+  div(ßv)  =  0, u n d  h ie rau s  

+  V • grad ß -\- ß  d iv  V =  0, som it

=  _  ß  div у 
d t

fo lg t. D am it w ird

1 Эгох d w x

1 8« H =  konst. d ß )

+  V • g ra d

=  — div 

dwj '

• ß ■ d iv  V — V • (g rad  w1)H=konst. =

+
' die. '
yß

dß H  =  kon st.

ß
dß  H = k o n st.

— (g ra d ie 1) H=konSt.>

Bei der In te g ra t io n  ü b e r den ganzen R a u m  v ersch w in d e t das Glied der 
D ivergenz, es is t so m it

(g ra d te 1)H=konst.> • d V .  (7)
r дик r  1 ■ dte, “

d V  =  1 V- g rad ß
J dt H =  konst. J dß H =  konst.

( V ) (V)

W erden die Gl. (6) u n d  (7) in Gl. (5) e in g ese tz t, so e rg ib t sich die m agne
tisc h e  L eistung  zu

Pm =  — J (E  • J )  d V  +  J V • Jßx J  +  (g rad  u>1) H = k o n s t. —

(V )  (V )

— grad ß
dtCj

dß H=konst.

(8)
d V .

D a E -j- Е,- =  g J  is t ,  w o Е,- die den frem d en  S p an n u n g en  en ts tam m en d e  
F e ld s tä rk e  und  q d en  spezifischen  W id e rs tan d  b e d e u te t,  so la u te t  das erste 
G lied  d er Gl. (8):

-  Г ( E - J ) d F =  f Е,- • J  d V  — f qJ 2 d V  ,
(V) (V) (V)
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d. h . die D ifferenz d er du rch  die frem den  S tro m q u e llen  gelieferten u n d  d e r in  
Jou lsche  W ärm e u m g ese tz ten  L e is tu n g en . D em g em äß  s te llt das zw eite  G lied 
der re c h te n  S eiten  d er Gl. (8) d ie m it n e g a tiv e m  V orzeichen genom m ene 
m echanische L e is tu n g  d a r:

Pmtch. =  J v ' j j x B -  (g ra d w 1) H=ko„.t. +  g ra d

(V)
H ieraus fo lg t fü r die K ra f td ic h te :

f  =  J  X В — (grad  гс1)н = konst. +  g ra d

n ( d w , I
ß \ ~ r ~ l

l dß 11 = könnt. _ ]
A V .

die.
ß 1

. dß H =  konst.
(9)

A u f d er re c h te n  Seite d er Gl. (9) s te llt d a s  e rs te  Glied die a u f  d en  S tro m  
w irkende K ra f t , das zw eite Glied die d er In h o m o g e n itä t der m ag n e tisch en  
B eschaffenheit des Stoffes en ts ta m m e n d e  K r a f t  u n d  das d r it te  G lied d ie  die 
E rsch e in u n g  d er M ag n e to strik tio n  e rk lä re n d e  K ra f t  d a r. W enn В -W e rte , die 
je n se its  des lin ea ren  A b sch n ittes  d e r e rs ten  M agnetisierungskurve  liegen , n ic h t

V o rk o m m en , so is t  В =  ц  H  u n d  a u s  Gl. (4) w x =  fiVL1
Zi

und so e rh a lte n

w ir aus Gl. (9) die b e k a n n te  B ez iehung :

f  =  J  X В ---- ”  H 2 grad  fl +  “  g ra d  [ß W
2 2 \ dp t

(9a)

die also einen  b eso n d eren  F a ll d e r Gl. (9) d a r s te l l t .

3. D er T ensor der M axw ellsclien  Spannungen

Die K ra f td ic h te  können  w ir noch  in  e in e r  anderen  F orm  a n sch re ib en . 
W enn w ir an  S telle von  J  w ieder ro t  H  sch re ib en , so erh a lten  w ir fü r  d as  e rs te  
G lied a u f  G ru n d  d er tensorie llen  D eu tu n g  d e r  R o ta tio n :

ro t H  X В ЭН (Э Н )*
Эг 1 Эг J В

ЭН

Эг

-  В
э н

Эг
=  (G rad  Н) ■ В

A ndererse its  d u rch  B erück sich tig u n g  der B ez iehung :

Эм^
grad  m>! =  (g rad  M>,)H=kon9t. +  -

ЭН

В -

В G rad H .

ЭН

Эг
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g e s ta lte )  sich das zw eite G lied der Gl. (9) fo lgenderm aßen :

- (g rad  и>])н=кото =  — g ra d ie j  +  B -G ra d H ,

d a  a u f  G ru n d  von  Gl. (4)
3 w y 

8H
В i s t .

D a m it e rh a lte n  w ir

f  =  (G rad H) • В — grad Wi — ß
di«^ 1

Aß ! H - kon=t.

D u rch  E in fü h ru n g  d er n ach steh en d en  B ezeichnung :

w , — Wi — ß
die,

Aß
В • d H  — ß

H  —konst.

' d

Ж
В dH

H —kon st.
( 10)

e rh a l te n  w ir fü r die K ra f td ic h te :

f  =  (G rad  H) • ß  — g ra d  w 2.

W en n  w ir zu d er re c h te n  Seite d en  A u sd ru c k  H  div  В =  О a d d ie re n , 
so e rh a lte n  w ir

f  =  H  d iv  В -(- (G rad H) • В — g rad  ic2.

D u rc h  M u ltip lik a tio n  d ieser G leichung m it e inem  beliebigen k o n s ta n te n  
V e k to r  к  e rh a lte n  w ir:

к  • f  =  (k • H ) div В -j- к  • (G rad  H ) • В  — к  • grad м>2 =

=  d iv  [ ( к . H) В] —  d iv  (к w 2 ),

d a  g ra d  (к • H) =  к  • G rad  Н  is t.

D em g em äß  e rh a lte n  w ir a u f  G rund  d e r  D eu tu n g  der D ivergenz eines 
T e n so rs :

f  =  d iv (H °B  - w 2 I ) .  (11)

(H ie r  b e z e ic h n te n  w ir das d iad ische  P ro d u k t m it einem  K reis und d en  E in 
h e i ts te n s o r  m it I) .

D e r in  Gl. (11) v o rk o m m en d e  T ensor s te l l t  d en  Tensor der m ag n e tisch en  
M axw ellschen  S pannungen  im  allgem einen F a ll d a r .
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D ieser T en so r geh t fü r  den  F all von В =  /л H , a u f  G rund der Gl. (10) 
und (11) in die b e k a n n te  F o rm

/ Ш H ------- «H 2
2

ü b er, die som it einen besonderen  F all von Gl. (11) d a rs te llt.

4. Oberflächenkräfte ; Kräfte, die auf die Grenzfläche von Stoffen 
verschiedener m agnetischer B eschaffenheit wirken

Die m ag n etisch e  K ra ftw irk u n g , die a u f  d en  im  endlichen geschlossenen  
V olum en V befin d lich en  S to ff e inw irk t, k an n  o ffen b ar aus dem  a u f das V o lu m en  
V en tfa llenden  A n te il d er K ra f td ic h te  (9) b e re c h n e t w erden.

Die in  den  P u n k t m it d em  O rtsv ek to r r re d u z ie r te  K ra ft und  das M o m en t 
la u te n :

F  =  Ç f d V  und  M = f r x f d F .
(V ) (V)

U n te r V erw endung  d e r  Gl. (11) und  u n te r  A nw endung einer V e ra ll
gem einerung  des G außschen  Satzes e rh a lte n  w ir:

F  == (' (H°B -  w 21) dA  =  f [H (B • n) -  »с, n] <U ,
(Á) (A)

wo A  die den  end lichen  R au m te il beg renzende F läch e  und  dA =  n  d^4 d en  
aus dem  R a u m te il n ach  au ß e n  w eisenden e le m e n ta ren  F läch en v ek to r b e d e u te t ,  
dessen E in h e itsv e k to r  d er zu r F läche no rm ale  V e k to r n, und dessen a b so lu te r  
W ert dA  is t . D u rch  E in fü h ru n g  der B ezeichnung

f A =  H (B • n) — мь n , (12)

die wir als F lä c h e n k ra ft bezeichnen  kö n n en , e rh a lte n  w ir:

F  =  f f A d A  , (13a)
(A)

wo A  die b eg renzende  F läch e  des geschlossenen R au m te ils  b ed eu te t.
F ern er k a n n  a u f  G ru n d  der D efin itio n  d e r  D ivergenz eines T en so rs  

nachgew iesen w erden , d aß  —  ähnlich  wie in  G l. (11) —

г X f  =  d iv  [(г X H )°B — w2 г X  / ]  +  H  X В .
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D u rch  A nw endung  d er bere its e rw ä h n te n  V erallgem einerung  des G auß
sch en  S atzes, a u f  G ru n d  d er B eziehung d A  == n  d A  und  m it d e r B ezeichnung  
(12) e rh a lte n  w ir so m it:

M =  J  r x f A d A  +  J  H x B d F .  (13b)
(Á )  (V )

A us den B eziehungen  (13a) u n d  (13b) k ö nnen  wir ersehen , d a ß  die F lä 
c h e n k rä f te  fд nach  (12) bezüglich  der re d u z ie r te n  K ra ft im m er, bezüg lich  des

I S t o f f

Ü hergangschicht 

I. S t o f f I .  S t o f f

Fig. 2

re d u z ie r te n  M om entes ab e r für g le ich g e rich te te  H  und  B, das a u f  V  e in 
w irk e n d e  K rä fte sy s te m  erse tzen . [Bei g le ich g erich te ten  H u n d  В v e rsch w in d e t 
d as  zw eite  Glied d er Gl. (13b).]

Z u r B estim m ung  d e r K räfte , die a u f  die G renzfläche d e r S toffe  v e r
sc h ie d e n e r m ag n etisch er B eschaffenheit e in w irk en , ersetzen w ir z u n ä c h s t den 
s p ru n g h a f te n  Ü bergang  d e r S to ffb esch affen h e it durch  einen s te tig e n  Ü ber
g a n g  end licher D icke, u m  d an n  die D icke des Ü berganges ü b e r alle  G renzen 
h in a u s  zu  v erringern  (A bb. 2).

W en n  w ir an  d e r  B egrenzungsfläche  d en  norm alen E in h e itsv e k to r  als 
v o n  d em  S to ff I I  gegen den  S to ff I  w eisend  an n eh m en , so w ird  b e i d e r  A nw en
d u n g  v o n  (13a) die n a c h  außen  w eisende N orm ale  der G renze d e r  noch  als 
e n d lic h  v o rau sg ese tz ten  Ü bergangssch ich t b e i dem  S to ff I  die R ic h tu n g  von 
n , b e i d em  S toff I I  dagegen  die en tg eg en g ese tz te  R ich tung  h ab e n .

N ach  D u rch fü h ru n g  des G renzü b erg an g es erhalten  w ir so m it:

F =  f  (f а  — { 'Á) d A  ■
(А)

A u f G rund von  (13b) e rh a lten  w ir a u f  d ie  gleiche W eise:

M =  f г X (f^  í'Á) d A  .
(A)

D as zw eite G lied  v o n  (13b) v e rsc h w in d e t bei dem  G ren zü b erg an g . 
D a h e r  w ird  das K rä f te sy s te m , das a u f  die G renzfläche  der S toffe v e rsch ied en er
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m ag n etisch er B eschaffenheit e in w irk t, d u rch  die F läch en k ra ft

t Ah =  t  A -  *A (1 4)

vo llkom m en e rse tz t. W erd en  die V e k to re n  H u n d  В in  ih re  n o rm a le n  und  
ta n g e n tia le n  K o m p o n en ten  zerlegt, u n d  w ird  b erü ck sich tig t, d a ß  B'n =  B"n =  
=  B n u n d  Щ  — H't =  H t, so e rh a lte n  w ir a u f  G rund  der B ez ieh u n g en  (12) 
und  (14):

t Ah =  [ ( К  -  Ю  B n -  К  -  » Э ] п .  (14a)

W ie ersich tlich , s te h e n  die G ren zfläch en k rä fte  zu r O b erfläche  sen k rech t. 
W enn  die linearen  B eziehungen

B ' =  fji'W u n d  B" =  Ц" H"

e rfü llt w erden, so e rh a lte n  w ir —  b e i V ernach lässigung  des G liedes d e r M agne
to s tr ik tio n  —  a u f  G ru n d  von  Gl. (10):

w2 =  —  H B  =  —  H n B n +  —  H t B t , 
2 2 2

und aus Gl. (14a):

*Ah — ( К  -  H ’n) ß n - j  ( Щ  -  Щ )  B n - j  (B't -  b 'd H t

1(я;-я») в п- ± - ( в ' , - в ; ) н ,
Z Z

1  я; ц" Н"п - \  Щ ц' Щ + ~  (fi" Н , - ti.'Ht)-  H, 1 n ,
Z Z Z

das h e iß t, w ir e rh a lte n  d ie  b ek an n te  B eziehung :

f A h = ~ ^ "  - и ' ) ( Н ' п К  +  Щ ) п ,  (14b)
Z

die also einen speziellen F a ll von (14a) d a rs te llt .
W enn das geschlossene V olum en V  au s Teilen  u n te rsch ied lich e r m agne

tisch e r B eschaffenheit b e s te h t, so w irk en  a u f  die B egrenzungsflächen  dieser 
Teile die F läch en k rä fte  n ach  Gl. (14). D ie G esam tk ra ftw irk u n g  w ird  in  der 
W eise e rh a lten , d aß  zu  diesen O b erfläch en k rä ften  die R e su lta n te  d e r  V olum 
k rä f te  d e r diese D isk o n tin u itä ts f lä c h e n  n ic h t e n th a lten d en  T eile  a d d ie r t  w ird. 
Diese K rä fte  können  a b e r  —  abgesehen vom  dem  zw eiten G lied d e r  Gl. (13b) —
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d u rc h  d ie  an  der B eg ren zu n g sfläch e  der Teile w irk en d en  O b erfläch en k räfte  
(12) e rs e tz t  w erden, w obei d ie  O berflächenkräfte  (14) w egen der en tg eg en g e
s e tz te n  O rien tierung  d e r N o rm a le n  v e rn ich te t w erd en , u n d  es b leiben led ig lich  
d ie  K rä f te  Í a an  defr ä u ß e re n  G renzfläche des V o lum ens V  und  bezüglich  des 
M o m en te s  das zweite G lied d e r  Gl. (13b) e rh a lten . D em gem äß  liefern  die B ezie
h u n g e n  (13a) und (13b) a u c h  fü r  den  Fall ein r ic h tig e s  E rgebnis, w enn in der 
S to ffb esch affen h e it in n e rh a lb  des u n te rsu ch ten  V olum ens ein S p ru n g  v o r 
k o m m t.

W en n  schließlich d ie  B egrenzungsfläche des geschlossenen V olum ens V  
im  g a n zen  oder teilw eise e in e  F läch e  b ilde t, die e in en  sp ru n g h aften  Ü bergang  
d e r  S to ffbeschaffenheit d a r s te l l t ,  so fallen n ach  d e r A dd itio n  der die V olum 
k r ä f te  erse tzenden  O b e rf lä c h e n k rä f te  (12) zu d en  O b erfläch en k rä ften  (14) 
d ie  zu  d e r inneren S to ffb esch a ffen h e it gehörigen O b erfläch en k rä fte  fo rt, und  
es b le ib e n  lediglich die O b e rfläch en k rä fte  des ä u ß e re n  Stoffes e rh a lte n . Die 
B ez ieh u n g en  (13a) u n d  (13h) lie fern  som it au ch  fü r  d iesen  Fall ein rich tig es  
E rg e b n is , n u r soll d a ra u f  g e a c h te t  w erden, d aß  sich  d ie  aus (12) zu b e rech n en 
d e n  W e rte  Ía au f den ä u ß e re n  S to ff beziehen.

Z usam m enfassend  k a n n  festgeste llt w erden , d a ß  die a u f  ein geschlosse
n es  V o lum en  w irkende u n d  in  einen  P u n k t m it d em  O rtsv ek to r r  red u z ie rte  
m a g n e tisc h e  K ra ft u n d  d a s  re d u z ie rte  M om ent au s  d en  Form eln  (12), (13a) 
u n d  (13b) berechnet w e rd e n  können . H ierzu  is t  es no tw end ig , die W erte  
H  u n d  В der B eg ren zu n g sfläch e  sowie den au ch  v o n  d e r frü h eren  M agnetisie
r u n g  abhäng igen  W ert w 2 in  a llen  P u n k ten  d e r O berfläche  zu ken n en . Bei 
u n g le ic h  gerich te ten  H  u n d  В  b e d a r f  es ferner d er K e n n tn is  der H- u n d  B -W erte  
a u c h  in  den inneren  P u n k te n  des V olum ens. A us d iesem  G runde sind  die 
B ez ieh u n g en  (14), (14a) u n d  (14b) m ehr n u r von  p rin z ip ie lle r B edeu tung . E s sei 
a u c h  b e to n t, daß  bei d e r  B erech n u n g  nach  d e r o b ig en  M ethode die a u f  die 
S trö m e  w irkenden K rä f te  n ic h t  gesondert an g esch rieb en  zu w erden b ra u c h e n , 
d a  d ie  e rw ähn ten  F o rm eln  a u c h  diese K räfte  m it e n th a lte n .

D er A usdruck (12) v e re in fa c h t sich fü r d en  p ra k tisc h  w ichtigen  F a ll, 
d a ß  d a s  geschlossene V o lu m en  von  L uft b eg ren z t w ird . In  diesem  F a ll is t a u f  
G ru n d  von  (10)

» . = v  BS>2/^o

e in  W e r t, der von d er f rü h e re n  M agnetisierung u n a b h ä n g ig  is t. Aus (12) folgt 
fe rn e r , d aß

1

f*o
(B n ) B -------B 2n

2

i s t .  W ir  wollen nun  den  V e k to r  fд  in seine n o rm a le  u n d  tan g en tia le  K om po-

A cta  Techn. Hung. 41 (1962)



D IE A LLG EM EIN EN  AUSD RÜCK E D ER M AGNETISCHEN K R Ä F T E 177

n e n te  zerlegen. Bezeichnen w ir den  W inkel zw ischen В und n m it n, so e rh a l
te n  w ir:

/ а п = { А П =
А*о

(B n) -  B 2 
2

ß 2

2fj,n
(2 cos2 а — 1 )

ß 2
2/t„

cos 2a

und

f At =  f  a ' 1 =  (B • n) (B ■ t) =  —— • cos a sin a  =  —- — sin 2 a .

D am it kam en  w ir zu dem  b e k a n n te n  E rgebn is, d aß  die G röße d e r  O ber
f lä c h e n k ra f t ß 2/2/j 0 b e trä g t , u n d  d aß  die K ra ft m it d er N orm alen  einen  zwei
m al so großen W inkel w ie d e r V ek to r В einschließ t (A bb. 3).
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T H E  G E N E R A L  E X P R E SSIO N S FOR MAGNETIC FORCES

G. TEVAN

SUM M ARY

The paper deals w ith  the expression for m agnetic forces for the arbitrary relations 
betw een  В and H. The defin ition  for the work which is to be considered from  the p o in t o f  view  
o f  force actions is founded on physical considerations, and from  th is expression  of work is 
deduced the general formula for the force density o f d iscontinuity free field . T he tensor o f the  
M axwell tensions is given for a general case; finally , w ith the aid of the surface forces the d is
continu ities are taken into account and a general formula is calculated for the resu ltan t o f a 
sy stem  of m agnetic forces acting on a closed part o f the field.

12 Acta Techn. H un«. 41 (1962)



1 7 8 GY. TEVAN

LES E X P R E S SIO N S G É N É R A L E S D E S FO R C ES M AG NÉTIQ UES

G. TEVAN

RÉSUM É

L ’auteur déduit les expressions des forces m agnétiques pour des relations quelconques 
entre B et H. Il justifie , par des considérations physiques, la  d e fin itio n  de 1 expression du travail 
à considérer du point de v u e  de l’action  des forces, puis d éd u it de cette  expression du travail 
la  form ule générale de la d en sité  des forces pour le cham p exem p t de d iscontinuités. Il écrit 
le  tenseur des tensions de M axw ell pour le cas général et t ien t com pte des d iscontinuités à l’aide 
des forces superficielles, p u is  don ne enfin une formule générale pour le calcul de la résultante  
d ’u n  systèm e de forces m a g n étiq u es agissant sur une partie ferm ée du cham p.

ОБЩИЕ ВЫРАЖЕНИЯ МАГНИТНЫХ СИЛ
Д . Т Е В А Н

РЕЗЮМЕ

В статье дается вывод выражений магнитных сил для произвольных связей В т  Н. 
Дается физическое обоснование понятия выражения работы, идущей в расчет с точки 
зрения действующих усилий, затем на основе этого выражения работы выводится общая 
формула плотности силы, относительно поля, свободного от дисконтинуентностей. Запи
сывается тензор напряжений Максвелла для общего случая и, наконец, с помощью по
верхностных усилий учитываются дисконтинуентности и дается общая формула для вы
числения результирующей магнитных сил, действующих на закрытую часть поля.
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D I M E N S I O N I N G  F L O O D - C O N T R O L  L E V E E S  F O R  
U N D E R S E E P A G E

GY. KOVÁCS
D. O F ENG. SC.

IN ST ITU TE FOR H YD RA ULIC PLA N N IN G , BU DA PEST 

[M anuscript received March 16, 1961]

1. In tro d u c tio n

In the first part of the paper the functions of dam s retaining a constant w ater lev e l and 
o f flood  levees are com pared, together w ith  the characteristics o f seepage develop ing under 
them . I t  is derived therefrom  that the pressure building up behind flood levees — w hich  m ust 
be smaller by a specified degree of safety than the pressure causing hydraulic soil failure — 
is governed not on ly  by the geom etrical and soil-physical properties of the perm eable layer, 
hut also by the height and duration of the flood wave travelling down the river.

The pressures necessary for designing can be determ ined w ith the aid of the character
istics o f non-steady seepage. A m ethod for their calculation is derived in the second part o f the  
paper. Once the relevan t geom etrical and soil-physical properties of the layers, and the para
m eters of the flood w ave are available, the pressures can be calculated in terms o f tim e and 
location  [Eq. (5 )], th e  attenuation  of the groundwater w ave can be determ ined as a fun ction  
of the distance from  the point of seepage entry [Eq. (12 )], and fina lly  the equation o f the line  
of m axim um  pressures [Eq. (13)], i. e., the enveloping curve of the pressure gradient in changes  
w ith  tim e, can be established.

Calculated results were checked against observed groundwater data, and resu lts o f  
hydraulic scale m odel experim ents w ith  non-steady seepage. A good agreem ent was found  
betw een calculated and observed values, and thus the assum ptions made during the derivation  
appear to be consistent w ith  the nature of the m ovem ent. Consequently the determ ination  
of the line of m axim um  pressures by the described m ethod appears to be suitable for the so lu 
tion o f practical problem s.

The d e ta iled  in v es tig a tio n  o f  flood d isaste rs  th a t  have occurred in  re c e n t 
y ears  in th e  D a n u b e  V alley  revea led  u n d erseep ag e  u n d er th e  levee b o d y , 
re sp ec tiv e ly  h y d ra u lic  soil fa ilu re  in  th e  u n d e rly in g  sub layer, as th e  m ain  
cause o f b reaches in flood con tro l levees b u ilt on p erm eab le  subsoils. A lth o u g h  
sim ilar p rob lem s req u ire  a tte n tio n  d u rin g  th e  design ing  o f dam s an d  e m b a n k 
m en ts  bound in g  a w a te r  m ass a t  fa irly  c o n s ta n t level, y e t th e  princip les to  be 
observed  in  o rd e r to  ensure th e  desirab le  degree o f  sa fe ty  are d iffe ren t w hen  
selecting  d im ensions for flood levees. The m ain  cause for th is  is th e  d ifference  
betw een  th e  c h a ra c te rs  o f th e  tw o seeping w a te r  m ovem en ts. T here a re , h o w 
ever, u sua lly  a d d itio n a l d ifferences in  th e  e x te n t to  w hich th e  sub lay ers  u n d e r  
th e  levee bo d y  p a r tic ip a te  in th e  conveyance o f  seepage w ater. Y et even  th is  
d ifference can e ssen tia lly  be traced  back  to  th e  d iffe ren t ch arac ters  o f  p e rco 
la tio n .

The aim  o f th e  p resen t p ap e r is to  su m m arize  f irs t of all th e  p rin c ip les  
con tro lling  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  levee d im ensions, or the  c h a ra c te ris tic s  
o f  o th e r  m eans o f  con tro l, w hich m ay becom e necessary  along th e  levee. 
A m ethod  is h e re a f te r  described  for d e te rm in in g  th e  value o f  the  m ost im p o r ta n t

12* Acta Techn. H ung. 41 (1962)



180 GY. KOVÁCS

d e s ig n  p a ram ete r, th e  w a te r  p ressure th a t  can  be expected  w ith in  th e  p e rm e
a b le  la y e r. This p ressu re  is a function  o f tim e  a n d  location.

2. D esign o f flood p ro tec tio n  lines

G enera lly , recogn ized  an d  accep ted  p rin c ip les  are applied  to  th e  d im en 
s io n in g  o f  dam s an d  em b an k m en ts  su b je c te d  to  a co n stan t h ead  o f  w ate r, 
th e re fo re ,  th e  ap p ro ach  to  th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  safe d im ensions o f  flood 
p ro te c tio n  lines b u ilt  on a perm eab le  subso il w ill be derived  w ith  re fe rence  to  
th e  d ifferences ex is tin g  in  th e  ch a rac te r o f  th e  tw o in s ta lla tio n s . In  keep ing  
w ith  th e  aim  of th is  p a p e r  —  a lread y  o u tlin ed  in  th e  in tro d u c tio n  —  on ly  th e  
s y s te m  offering p ro te c tio n  ag a in s t u n derseepage  u n d er th e  levee b o d y  will be 
d e a l t  w ith , and  o th e r r e la te d , b u t  no t s tr ic t ly  re le v a n t p rob lem s, su ch  as th e  
s ta b i l i ty  o f the  e m b a n k m e n t, or re s is tan ce  a g a in s t w ave ac tion , w ill be left 
u n m e n tio n e d . N e ith e r w ill a tte n tio n  be p a id  to  seepage th ro u g h  th e  e m b a n k 
m e n t  itse lf, the  la t te r  b e in g  assum ed as b e in g  b u ilt  of th e  m a te ria l o f  th e  to p  
c o v e r ,  a n d  co n seq u en tly  i ts  p e rm eab ility  coeffic ien t should  be sm alle r by  
tw o  —  th re e  orders o f  m a g n itu d e  th a n  th a t  o f  th e  perm eable  su b lay e r.

In  th e  case o f em b a n k m e n ts  b o u n d in g  w a te r  m asses h a v in g  a fa irly  
c o n s ta n t  level, u n d erseep ag e  m ay  give rise  to  tw o  kinds o f u n w a n te d  conse
q u e n c e s . W herever th e  em erg ing  g rad ien t on  th e  p ro tec ted  side exceeds the  
l im i t  v a lu e , w hich, in  tu r n ,  depends on th e  ch a ra c te ris tic s  of th e  s tra tif ic a tio n , 
th e  em erg in g  flow w ill b r in g  partic les to  th e  su rface . B y re tro g ressiv e  erosion 
p ip in g  w ill ex tend  to  u n d e r  th e  em b an k m en t b o d y , will u n d erm in e  i t ,  causing  
i t  to  co llapse and fail. T h e  c o n s ta n t supp ly  to  th e  g rou n d w ater in  th e  p ro te c te d  
a r e a  c o n s titu te s  th e  o th e r  source of d an g e r. T h e  w aterhouseho ld  b a la n c e  o f  
th e  g ro u n d w a te r  is d is tu rb e d , th e reb y , th e  g ro u n d w a te r  tab le  is ra ise d , w hich 
r e s u lts  in  ag ricu ltu ra l losses over large a reas, a n d  m ay  in te rfe re  w ith  th e  n o rm al 
u se  o f  deeper s tru c tu re s  in  dw elling an d  in d u s tr ia l  se ttlem en ts . As a th ird  
e ffe c t th e  h y d ro d y n am ic  u p lif t  force ac tin g  on  th e  em b an k m en t m u s t also be 
t a k e n  in to  co n sid era tio n . H ow ever, in  th e  case o f  e a r th  dam s h av in g  a section  
s im ila r  to  th a t  of flood  c o n tro l levees, w hich  fa c to r  is usually  in s ig n if ican t for 
th e  choice o f d im ensions, w ill th u s  he n eg lec ted  in  th e  follow ing.

A ll d ep artu res  fro m  th e  above, e n c o u n te re d  during  th e  d esign ing  of 
f lo o d -lev ees , are due to  th e  d iffe ren t c h a ra c te rs  o f  seepage in th e  tw o  sy stem s. 
W h e re a s  th e  m o v em en t o f  w a te r  in  th e  su rro u n d in g s  o f a w a te r  m ass h av in g  
a n  a p p ro x im a te ly  c o n s ta n t surface tak es  th e  fo rm  of seepage w hich is s te a d y , 
o r a t  le a s t can be re g a rd e d  as such for p u rp o ses  o f  ca lcu lation , th e  flood  w aves 
t r a v e ll in g  along th e  r iv e rs  in it ia te  n o n -s te a d y  seepage flow, th e  g ro u n d w a te r  
b e in g  once rep len ished , th e n  again  d ra in ed  b y  th e  riv e r.

T h e  trav e llin g  v e lo c ity  o f th e  g ro u n d w a te r  w ave is a p a ra m e te r  d e p e n d 
in g  on  th e  com position  o f th e  w a te r bearin g  la y e r . I t  will be re a d ily  perceived
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th a t  no ex it g rad ien t, com parab le  to  t h a t  w hich w ould ensue if th e  e m b a n k 
m e n t w ould  be called upon  to  resist for a n y  e x ten d ed  period, a w a te r  co lu m n  
co rresp o n d in g  to  th e  h ighest flood level, can  he  b u ilt  up a t a c e r ta in  d is ta n c e  
from  th e  seepage e n try  d u rin g  a flood w av e  o f  sh o rt d u ra tio n . T h e re fo re , 
w hen  design ing  flood levees, th e  p ressu re  g o v ern in g  th e  choice o f e m b a n k m e n t 
d im ensions su itab le  to  offer a d e q u a te  sa fe ty  a g a in s t hydrau lic  so il fa ilu re , 
shou ld  bo co m p u ted  from  a head  lower th a n  th a t  corresponding to  th e  s te a d y  
seepage line p e rta in in g  to  th e  h ighest flood  level. This head can be e s ta b lish e d  
as a fu n c tio n  o f th e  com position  of th e  p e rm eab le  lay e r and the  c h a ra c te r is tic s  
—  h e ig h t an d  d u ra tio n  — o f th e  flood w ave.

T h e  u n w an ted  effect o f  con tinuous seepage is the  d is tu rb a n c e  o f  th e  
g ro u n d w a te r  household . T his can  be p re v e n te d  b y  a su itab ly  d im e n s io n e d  
d ra in a g e  sy stem . I f  th e  p e rm eab ility  o f  th e  w a te r  bearing layer is su ff ic ie n tly  
low , th e  sligh t rise o f th e  g ro u n d w ate r ta b le  m ay  already  cause a d d itio n a l 
e v a p o ra tio n  capab le  o f m a in ta in in g  e q u ilib riu m  conditions. If, h o w e v e r , th e  
p e rm e a b ility  o f th e  lay er is h igh , a r tif ic ia l d ra in ag e  is found to  be  n ecessa ry  
in m o st in stan ces . T he d e fin ite  purpose th e re o f  be ing  th e  collection a n d  re m o v a l 
o f  a fre q u e n tly  considerab le  am o u n t o f  w a te r , th e  d rain ing  e lem en ts  shou ld  
be  designed  to  ex ten d  dow n in to  th e  p e rm eab le  layer. A d ra inage  s y s te m  of 
a d e q u a te  efficiency can  be realized  in  an  econom ical m anner only in  th is  w ay . 
T he necessity  o f p ro v id in g  a sim ilar d ra in ag e  does n o t arise in co n n ec tio n  w ith  
flood  levees, since th e  riv e r, as a n a tu ra l  d ra in  o f  g roundw ater, rem o v es  a f te r  
th e  passage  o f th e  flood w ave, th e  excess w a te r  supp lied  during th e  flo o d  an d  
s to re d  in  th e  layer.

T h u s fa r it  w ould a p p e a r a t  f ir s t  s ig h t t h a t  once th e  p eak  p re ssu re s  
a t  c r itic a l po in ts  are  d e te rm in ed  w ith  th e  a id  o f th e  p aram eters o f  n o n -s te a d y  
w a te r  m o v em en t, flood levees can be d im en sio n ed  in an e ssen tia lly  s im p le r 
m a n n e r  th a n  e a r th  dam s, since th e  p ressu res  develop ing  in the  fo rm e r re m a in  
below  th e  g rad ien t line p e rta in in g  to  s te a d y  seepage.

T h is conclusion , how ever, is v a lid  o n ly  in  cases where th e  p e rm e a b le  
la y e r  is n o t covered b y  to pso il. This is b ecau se  in  sim ilar instances —  a t  tim e s  
w hen  th e  pressure  g rad ien t em erges ab o v e  th e  te r ra in  —  th e  n a tu ra l  d ra in a g e  
a t  th e  p ro te c te d  to e  o f th e  levee is o f a s im ila r o rd e r of m agn itude  as t h a t  of 
th e  seepage volum e. (Increased  ev ap o ra tio n  can  be looked upon as d ra in a g e  o f 
s im ila r c h a ra c te r  only  in th e  case o f w a te r  b ea rin g  layers hav ing  a low  p e rm e 
a b ili ty  coeffic ien t, or a t  g re a te r  d istances from  th e  levee, w here th e  seepage  
vo lu m e conveyed  in  h o rizo n ta l d irec tion  is ap p rec iab ly  reduced.) U n d e r  such  
co n d itio n s  th e  desirab le  degree of s a fe ty  for b o th  dam s re ta in in g  w a te r  
a t  a u n ifo rm  eleva tion  an d  flood lev ees , can  be a tta in ed  b y  in c re a s in g  
th e  seep ing  d is tan ce , e ith e r  b y  a d o p tin g  a g re a te r  base w id th , b y  p ro v id in g  
a w a te r tig h t foreshore b la n k e t, or, less f re q u e n tly , b y  m eans o f a sh e e t-w a ll 
cu to ff.
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T h e m ethods u se d  fo r th e  de te rm in a tio n  o f  th e  necessary seeping d is ta n c e , 
in c lu d in g  th e  com plex  ca lcu la tio n  procedures r e s t in g  on p o ten tia l flow  a n d  th e  
em p iric a l coeffic ien ts o f  B l i g h — L a n e ,  a re  a ll b ased  on th e  fu n d a m e n ta l ' 
a ssu m p tio n  th a t  th e  c r it ic a l  value of th e  e x it g ra d ie n t  is governed b y  th e  p a r a 
m e te rs  o f th e  sam e so il la y e r  as th e  one in  w h ich  seepage ac tua lly  ta k e s  p lace. 
T h e  ex ten sio n  o f th e  seep ing  p a th  could n o t  possib ly  co n stitu te  a co rrec t 
d esig n  princip le  on a n y  o th e r  basis, in a sm u c h , as in  th e  case o f  a seepage 
sy s te m  w here th e re  is a to p  cover, the  m a jo r i ty  o f  resistances occurs o v er th e  
sec tio n  of th e  flow  lin es , in  th e  to p  cover, a n d  th e  increase of th e  seep ing  d is 
ta n c e  in  th e  p e rm eab le  la y e r  can be of no p ra c t ic a l  significance.

W ith  dam s re ta in in g  a practica lly  c o n s ta n t  w a te r surface th is  p ro b lem  
is less acu te , since a d ra in a g e  system  is in  m o st cases necessary for m a in ta in in g  
th e  equ ilib riu m  o f th e  g ro u n d w ate r w a te rh o u se h o ld . On the  d o w n stream  side 
o f  d am s, w here d ra in a g e  for th is reason is n o t  req u ired  in th e  steep  v a lley , 
th e  increased  sa fe ty  o f  th e  s tru c tu re , th e  s h o r t  d is tan ce  to  be p ro te c te d  a n d  
th e  p o ssib ility  o f o p e ra tio n  by  g rav ity  are  th e  considera tions in fav o u r o f  th e  
in s ta lla tio n  of a d ra in a g e  system . These sy s te m s  —  as already  m en tio n ed  —  
a lw ay s  ex ten d  dow n in to  th e  perm eable la y e r . T h u s , th e  effect o f  to p -co v e r 
re s is ta n c e  is red u ced  to  h a lf , since the  to p  co v e r is trav ersed  only on th e  u p 
s tr e a m  side b y  th e  flo w  lines. N evertheless a considerab le flow  v o lu m e  is 
re m o v e d  from  th e  w a te r  b earin g  layer b y  th e  d ra in a g e  system . F o r th e  h o r i
z o n ta l conveyance o f  th is  vo lum e an a p p rec iab le  res is tan ce  m ust be overcom e. 
W ith  th e  s teeper g ra d ie n t th u s  ensuing an  in c re a se d  base w id th  m a y  a lre a d y  
en su re  th e  n ecessary  d eg ree  o f safety  even w ith  re sp e c t to  the  c ritica l g ra d ie n t 
d e te rm in e d  for th e  to p  co v er. C onsequently , in  s im ila r instances i t  is deem ed  
sa tis fa c to ry  for open  d ra in in g  s truc tu res (d ra in a g e  canals) if th e y  are  lo ca ted  
a t  a safe d istance  fro m  th e  po in t of seepage e n t r y ,  th is  d istance b e ing  ca lcu 
la te d  on th e  basis o f  th e  d ifferen tia l e lev a tio n  b e tw e e n  th e  w ater su rface  a t  th e  
d a m  a n d  in  th e  can a l. B y  determ ining  th e  p re ssu re  grad ien t a long  th e  cross 
sec tio n  a check is m ad e  w h e th e r, or no t th e  p re ssu re s  a t the  u n derside  o f  th e  
to p  cover exceed th e  perm issib le  value.

T he cond itions p re v a ilin g  in  th e  v ic in ity  o f  flood  levees are  e ssen tia lly  
d if fe re n t. T he w a te rh o u se h o ld  balance o f  th e  g ro u n d w a te r  does n o t  call for 
th e  a rtif ic ia l d ra in ag e  o f  th e  w ater bearing  la y e r , since the  rise of th e  g round- 
w a te r  ta b le  is b u t  t r a n s i to r y  and  th e  excess a m o u n t  o f stored  w a te r is rem o v ed  
b y  th e  riv e r itse lf  a f te r  th e  passage of th e  f lo o d  w ave. All w ate r, reg a rd less  
w h e th e r  pip ing, o r d ra in e d  artific ia lly  m u st be  r e tu rn e d  by pum ping  in to  th e  
re c ip ie n t. I t  is, th e re fo re , o f  economic in te re s t  n o t  to  create b y  d ra in ag e  a n y  
a p p re c ia b le  flow  in  th e  la y e r. The am o u n t o f  w a te r  percolating  in  th e  la y e r  
to w a rd s  th e  p ro te c te d  a re a  is, how ever, v e ry  sm a ll an d  th e  resistance , re sp e c 
t iv e ly  h ead  loss n e c e ssa ry  for its conveyance  c a n n o t be tak en  in to  co n sid e 
r a t io n .  P roceed ing  fa r th e r  from  th e  source o f  seep ag e  en try  only th e  d ro p  o f
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th e  p ressu re  g ra d ie n t re su ltin g  from  th e  n o n -s te a d y  charac ter o f flow  c a n  be 
relied u p o n . T his d ro p  is, how ever, in th e  m a jo r i ty  o f cases s ig n ifican tly  lowei 
th a n  th e  d iffe ren tia l head  ava ilab le  for co n v ey in g  an  appreciab le  a m o u n t  of 
w a te r  over th e  d is tan ce  betw een  tw o sec tio n s in v estig a ted . T hus, th e  effect 
a tta in e d  b y  ex ten d in g  th e  len g th  of th e  seep in g  p a th  by  an id e n tic a l e x te n t 
is s ig n ifican tly  sm aller.

W ith  due consid era tio n  to  th e  above fa c ts , th e  correct a p p ro a c h  to  th e  
design ing  o f  flood-levees is, in ou r op in ion , th e  one outlined as fo llow s:

T he line o f h ig h est p ressu res, i. e., th e  cu rve  enveloping th e  h ig h es t 
p ressu res p o te n tia lly  ensuing a t  ce rta in  d is ta n c e s  from  the  p o in t o f  seepage 
e n try  is f ir s t  d e te rm in ed  as a p a ra  n e te r  c h a ra c te r is tic  of n o n -s tead y  seepage, 
a llow ance being  m ade for s to rage  acco m p an y in g  th e  progress o f  th e  g ro u n d - 
w a te r w ave. N a tu ra lly , besides th e  co m p o sitio n  and  condition (m o m e n ta ry  
w a te r  c o n ten t) o f  th e  perm eab le  and  co v erin g  layers, th is value d e p e n d s  on 
th e  d u ra tio n  o f th e  flood w ave as well, w h ich  can  be allowed for b y  in c lu d in g  
th e  longest, i. e. design  flood w ave in to  th e  ca lcu la tio n s.

As a second s te p  th e  em b an k m en t d im en sio n s necessary for th e  s ta b il i ty  
o f  th e  levee are  d e te rm in ed  w ith  due re g a rd  to  th e  properties o f th e  e m b a n k 
m en t m a te ria l av a ilab le . Once these  d im ensions an d  th e  position o f  th e  levee 
ax is  re la tiv e  to  th e  p o in t o f seepage e n try  a re  know n, th e  p ressures a c t in g  on 
th e  u n d ersid e  o f th e  to p  cover a t  th e  d o w n stre a m  toe  of the  levee can  b e  d e te r 
m ined . B y co m p arin g  th e  so o b ta in ed  p ressu res  w ith  the  p e rm issib le  values 
d ep en d in g  on th e  p ro p ertie s  o f th e  to p  c o v e r, th e  sections o f  in su ffic ie n t 
sa fe ty  can be d e te c te d .

T he in a d e q u a c y  o f sa fe ty , as well as th e  slope of th e  line o f h ig h e s t p res
sures d e te rm in ed  a t  th e  toe  o f th e  levee, p ro v id e  a d irec t answ er to  th e  q u estio n  
w h e th e r th e  desired  degree of sa fe ty  can , o r c a n n o t be a tta in ed  eco n o m ica lly  
b y  increasin g  th e  w id th  o f th e  levee. T his so lu tio n  cannot be e x p e c te d  to  p ro 
v ide a n  econom ical re su lt, unless th e  p erm eab le  lay e r is th in  and f in e ly  g ra in ed , 
or th e  design flood  is o f  sh o rt d u ra tio n . W h ere  th e  levee is b u ilt o v e r a  th ick , 
coarse p erm eab le  lay e r, th e  ex tension  o f  ' h e  seepage p a th  m ay offer a n  eco n o m 
ical so lu tio n , i f  th e  w id th  of th e  base, \  h ie h  m ay  be regarded as w a te r t ig h t , 
can  be increased  m a te ria lly  a t  re la tiv e ly  low  co st. An exam ple for th is  so lu tio n  
is th e  backfilling  o f  borrow  p its in th e  fo resh o re , since th e  d istance o f  th e  p o in t 
o f  seepage e n try  from  th e  p ro tec ted  toe  can  th e re b y  greatly  be in c re a se d  a t 
low  cost.

W here th e re  are  no such possib ilities, th e  desired degree o f  s a fe ty  can 
be a tta in e d  only  b y  low ering th e  line o f  h ig h e s t pressures, for w h ich  d ra in ag e  
o f  th e  p erm eab le  lay e r offers th e  only possib le  m ethod . Care shou ld  b e  ta k e n , 
how ever, to  m in im ize th e  e x te n t o f d ra in ag e  as fa r  as it  is feasible. T h e  a m o u n t 
o f  w a te r  rem oved  a t  th e  p ro tec ted  side sh o u ld  n o t exceed the  v a lu e  ab so lu te ly  
necessary  for low ering  the  seepage line b y  a specified ex ten t. In  se le c tin g  the
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d ra in in g  (in te rcep tin g ) s tru c tu re s  and in d im en s io n in g  them , th e  s t ra t if ic a t io n , 
th e  p h y s ic a l c h a ra c te ris tic s  o f  th e  layers a n d  th e  hydrau lic  p a ra m e te rs  of 
seep ag e  should  s im u ltan eo u sly  be ta k e n  in to  co n sid era tio n .

3. The line o f h ighest pressures in the case o f non-steady seepage

In  o rd er to  a p p ly  th e  basic  principles o u tl in e d  in  detail in th e  p reced in g  
c h a p te r ,  to  a p ra c tic a l design , th e  line o f h ig h e s t pressures, as th e  h y d ra u lic  
c h a ra c te r is tic  o f n o n -s te a d y  seepage m ust f i r s t  b e  established.

A t th e  o u tse t i t  sh o u ld  be  m ade clear t h a t  th is  curve is n o t o f a c h a ra c te r  
id e n tic a l  to  th e  g ra d ie n t line ind ica tin g  th e  m a g n itu d e  of pressures d ev e lo p in g  
in  a f ie ld  o f s te a d y  seepage flow , th is  l a t te r  show ing  varia tions in  p re ssu re  
w ith  lo ca tio n . These p ressu res  rem ain  u n c h a n g e d  in  tim e, th e  p a ra m e te rs  o f 
m o v e m e n t also being  c o n s ta n t in  tim e. A cco rd in g ly  th e  slope of th e  p re ssu re  
g ra d ie n t , in th e  case o f  s te a d y  seepage, is p ro p o r tio n a te  to  th e  re s is ta n c e  o f 
th e  m e d iu m  in w hich  seepage takes p lace, a n d  consequently  to  th e  en e rg y  
c o n su m e d  for convey ing  th e  seepage vo lum e.

T h e  pressure g ra d ie n t o f  iden tica l c h a ra c te r , w hich caracterizes th e  sum  
o f p o te n t ia l  and  k in e tic  energy , is sub jec ted  to  co n tin u o u s changes in  th e  case 
o f  n o n -s te a d y  flow . A t a n y  g iven  tim e its s lope is p ro p o rtio n a te  to  th e  a m o u n t 
o f e n e rg y  consum ed fo r s to rin g  and  co n v ey in g  w a te r . In  a profile  fo llow ing  
th e  lin e s  o f flow, a t  d iffe ren t d istances fro m  th e  sepage en try , th e  p re ssu re  
a t ta in s  its  peak  v alue  a t  d iffe ren t tim es. T h u s, th e  design value is seen to  ensue  
a t  a  d iffe re n t p o in t o f  tim e  in  each in v e s tig a te d  section . The line o f  h ig h e s t 
p re ssu re s  is o b ta in ed  b y  connecting  th e  p eak  p re ssu re s , i. e., by c o n s tru c tin g  
th e  en v e lo p in g  curve  o f  th e  h ighest p ressu res develop ing  a t d iffe ren t tim e s .

In  th e  su b seq u en t p a r t  o f  th e  paper a m e th o d  w ill be described fo r d e te r 
m in in g  th e  h y d rau lic  p a ra m e te rs  of n o n -s te a d y  seepage flow. C hanges in  
p re ssu re  w ith  tim e  an d  loca tio n  can be d e te rm in e d  b y  th e  general so lu tio n  o f 
th e  e q u a tio n s  of m o v em en t, w hich can be a r r iv e d  a t  w ith  th e  help  o f  c e r ta in  
s im p lify in g  assu m p tio n s. H e re a fte r  th e  ch an g es w ith  location o f th e  h ig h e s t 
p re ssu re s  can  be d e te rm in ed  in  a profile ta k e n  in  th e  d irec tion  of flow. A re la tio n  
can  th u s  be estab lish ed , w hich  yields th e  line o f  h ig h es t pressures in  te rm s  o f 
th e  g eo m e trica l and  so il-physica l p roperties o f  th e  seeping sy stem , as w ell 
as o f  th e  h e igh t an d  d u ra tio n  o f  the  design f lo o d  w ave.

a) Determination o f  the hydraulic param eters  o f  non-steady f lo w

T h e  su b seq u en t d e riv a tio n  is based on th e  geom etrica l, so il-physica l a n d  
h y d ra u lic  ap p ro x im a tin g  assum ptions c o m m o n ly  m ade in sim ilar seep ag e  
in v e s tig a tio n s . T hus, th e  lay e rs  will be a ssu m ed  to  be  horizontal, o f c o n s ta n t , 
u n ifo rm  th ick n ess , an d  to  possess physical p ro p e r tie s  th a t  are un ifo rm  a t  ev e ry
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p o in t an d  in  every d irec tio n . Seepage flow  will fu r th e r  be assum ed to  rem ain  
w ith in  a velocity  ran g e  co n sis ten t w ith  th e  p e rm eab ility  co effic ien t o f  th e  
p erm eab le  layer, so th a t  flow  rem ains w ith in  th e  v a lid ity  lim it o f  D a r c y ’s  

law , i. e., velocity  is a lin e a r  fu n c tio n  o f th e  g ra d ie n t. In  v ertica l p lan es para lle l 
to  each  o th e r and  ta k e n  in  th e  d irec tion  o f flow  m ovem ent is a ssu m ed  to  be 
un ifo rm  (tw o-d im ensional), co n seq u en tly  co n sid era tio n s can be re d u c e d  to  
u n it  len g th . A fu rth e r  a ssu m p tio n  re la tin g  to  th e  lines o f flow is, t h a t  th e y  are 
h o riz o n ta l and  para lle l to  each  o th e r, th e  v e lo c ity  in a vertica l is u n ifo rm , its 
m ag n itu d e  can be co m p u te d  from  th e  slope o f  th e  g rad ien t in th e  v e rtic a l, 
in o th e r  w ords D u p u i t ’s  c rite rio n  is ap p lied .

T hese ap p ro x im a tio n s  concern ing  flow  an d  b o u n d a ry  c o n d itio n s  are  
fam ilia r in  hydrau lics. B esides these , p a r tic u la r  a tte n tio n  has b een  d e v o ted  
to  special assum ptions concern ing  th e  space in w hich flow occurs. T h ese  a ssu m p 
tio n s w ere found n ecessary  in  th e  in te re s t o f co rrec tly  describ ing th e  sequence  
o f  a llu v ia l s tra ta  a long  th e  riv e rs  w ith  re sp ec t to  th e  progress o f  th e  g round- 
w a te r  w ave. The s tru c tu re  o f  th e  riv e r va lleys, in  th e  sed im ent o f w h ich  p e rm e 
ab le  layers are also d ep o s ited , is, in  genera l, cha rac terized  b y  a th ree -fo ld  
a r tic u la tio n . The o lder, m o stly  im perv ious su b la y e r is d irec tly  fo llow ed b y  th e  
perm eab le  gravel, or sa n d  lay e r. The sequence o f  s tra ta  is closed a t  th e  to p  b y  
a llu v ia l s ilt, or s ilty  fin e -san d s . A tra n s it io n  lay e r consisting  o f  f in e  san d , 
or o th e r  san d  can fre q u e n tly  be found b e tw een  th e  tw o la s t-m en tio n ed  lay ers . 
T h e  tra n s it io n  layer an d  th e  to p  cover can be assum ed  as id e n tic a l as fa r  as 
seepage flow  is concerned . T he p e rm eab ility  coeffic ien t of th e  t r a n s i t io n  la y e r, 
to o , is u su a lly  low er b y  tw o  orders o f  m a g n itu d e  th a n  th a t  o f  th e  p e rm eab le  
lay e r, an d  th u s  its  h o riz o n ta l w a te r convey ing  c a p a c ity  can safely b e  re g a rd e d  
as neglig ib le in com parison  to  th e  vo lum e p assin g  th ro u g h  th e  g rav e l, o r san d  
lay e r. T he silty  to p  s t r a ta ,  on th e  o th e r  h a n d , a re  m ostly  loose, a n d  c a n n o t 
be considered  w a te r tig h t, so th a t  th e  re s is tan ce  offered th e reb y  to  th e  v e r tic a l 
ris in g  o f  w a te r  is ju s t  as l i t t le  as in th e  tra n s itio n  layer. For a u n ifo rm  d iscussion  
o f  w a te r  m ovem ent, th e  u p p e r  p lane o f  th e  w a te r  bearing  layer is a s su m e d  to  
be u n d e r th e  low est g ro u n d w a te r  tab le . As rev ea led  b y  com paring  th e  g round- 
w a te r  p ro file  along th e  flood  levees in th e  S zigetköz region and  th e  p ro file  o f 
c h a ra c te r is tic  stages, th is  a ssu m p tio n  ap p ea rs  as being generally  p e rm iss ib le  
(F ig . 1). A t th e  m ost i t  is in  th e  v ic in ity  o f  th e  r iv e r  th a t  th e  g ro u n d w a te r  
ta b le  d rops a t  tim es o f  low  w ate r below  th e  tra n s it io n  layer. S ince, h o w ev er, 
flo o d  w aves above th e  m ed iu m  stages c o n s titu te  th e  design case fo r th e  levee, 
a n d  m ed ium  stages a re  th ro u g h o u t above th e  perm eab le  layer, th e  a p p ro x i
m a tin g  assum ption  can sa fe ly  be m ade, th a t  th e  w etted  cross sec tio n  o f th e  
p erm eab le  layer rem ains u n ch an g ed  d u rin g  th e  flu c tu a tio n s  of th e  g ro u n d w a te r  
ta b le . T he exam ple p re se n te d  for th e  S zigetköz reg ion  —  as c o rro b o ra te d  b y  
ex p lo ra tio n s  and  su rv ey s a long  th e  D an u b e  a n d  T isza rivers —  is in  g enera l 
re p re se n ta tiv e  for th e  a llu v ia l r iv er va lleys in  H u n g ary , w hich  fe a tu re  a
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p e rm e a b le  layer, an d  c o n seq u en tly  th e  a b o v e -m en tio n ed  a ssu m p tio n  can  be 
re g a rd e d  as of gen era l v a lid i ty .

L e t us exam ine n o w  th e  conclusions a r r iv e d  a t  b y  these  a ssu m p tio n s  
d u r in g  th e  hyd rau lic  fo rm u la tio n  of th e  e q u a tio n s  o f m ovem ent.

In  th e  in v e s tig a tio n  o f  non-steady  flow  tw o  lim it conditions a re  u su a lly  
co n sid e red . One of th e se  is free-surface flow . A  ch arac te ris tic  th e re o f  is th e

Max. W.S

Fig. 1

re d u c tio n  of d ischarge in  th e  direction  in  w h ich  th e  w ave acco m p an y in g  an  
in c re a se  in discharge p ro c e e d s , since w a te r is s to re d  in  th e  w ake o f  th e  ris ing  
w a te r  surface, w hich co inc ides in th is  case w ith  th e  pressure g ra d ie n t. T he 
re d u c tio n  in d ischarge , on th e  o ther h an d , is ch a ra c te riz e d  by  a sink in g  w a te r  
su rfa c e  an d  by  a d e p le tio n  o f  th e  stored  v o lu m e . T h e  o th e r ex trem e cond itio n  
is flo w  in a closed c o n d u it. In  th is case th e  flow  cross section rem ains u n ch an g ed  
w h en  th e  d ischarge c h a n g e s  and  the  rise, or d ro p  o f  th e  g rad ien t is follow ed 
n e i th e r  b y  an  increase , n o r  b y  a depletion  o f  s to ra g e . T he wave is p ro p a g a te d  
in  th e  form  of a p re ssu re  w av e  and th e  c h a ra c te r is tic s  th e reo f are  co n tro lled  
o n ly  b y  th e  e la s tic ity  o f  w a te r  and th e  b o u n d in g  w alls.

A ccordingly  th e  g ro u n d w a te r  w ave in  th e  assu m ed  seepage sy s te m  m ay  
b e  considered  as a c o n d itio n  betw een  th e  ab o v e  tw o  lim its . The w a te r convey ing  
c ro ss  sec tion  rem ains u n c h a n g e d , p rovided th e  co n v ey in g  cap ac ity  o f th e  u p p e r 
la y e rs  is d isregarded . H o w ev e r, any  change in  th e  position  of th e  g ra d ie n t 
r e s u lts  in  add ition  to , o r w ith d raw a l of s to rag e . A ssum ing  th a t  th e  t im e  d u rin g  
w h ic h  th e  w ate r ta b le  in  th e  upper layers rises , is neglected , a re la tio n sh ip
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b e tw een  th e  position  o f th e  g rad ien t an d  th e  s to red  volum e can be w r it te n  on 
th e  basis o f th e  c o n tin u ity  eq u a tio n  d e te rm in ed  for non -steady  flow . T h e  only 
fa c to r  to  be bo rne  in  m ind is, t h a t  o n ly  an  a m o u n t of w ate r c o rre sp o n d in g  to  
th e  free pore vo lum e w hich, in tu r n ,  depends on the  m o m en ta ry  w a te r  con
te n ts ,  is s to red  d u rin g  th e  rise o f th e  w a te r  su rface:

8y  =  3 Q
91 Эл;

( 1 )

For in te rp re tin g  th e  sym bols used  in  th e  above eq u a tio n , le t us a d o p t 
a th re e -a x ia l co o rd in a te  system , in  th e  h o rizo n ta l plane of w hich th e  co o rd i
n a te s  are  tim e  (t) and  location  (л;). T he orig in  o f th e  x  axis is ta k e n  a t  th e  
p o in t o f seepage e n try  an d  th e  d irec tio n  aw ay  from  th e  riv e r, is co nsidered  
p o sitiv e . A ccord ingly  th e  d ischarge  (Q) passin g  th ro u g h  a sec tio n  o f  u n it 
w id th  o f th e  perm eab le  layer o f h e ig h t m  is, w ith  reference to  D a r c y ’s  law , 
a n d  w ith  D u p U i t ’s  a p p ro x im a tio n :

Q = - k m ^ ~ ,  (2)
Эл;

since a flow o f positive d irec tion  occu rs, i f  th e  slope (the firs t d iffe re n tia l q u o ti
e n t o f  p ressure accord ing  to  loca tion ) dy/dx  is negative .

The v e rtic a l coord inate  axis ch a ra c te riz e d  th e  pressure h ead . T h e  d a tu m  
p lan e  to  w hich p ressures are re la te d  can  be ta k e n  a rb itra rily . W ith  a v iew  to 
sim p lify in g  th e  re la tionsh ips e v e n tu a lly  o b ta in e d , th e  h o rizo n ta l d a tu m  plane 
o f  th e  coo rd ina te  sy stem  should  be  ta k e n  a t  th e  sam e level as th e  w a te r  su rface 
in  th e  riv e r a t  m ean  stage. W here th e re  is no la te ra l flow in  th e  g ro u n d w a te r  
b ey o n d  th e  s tr ip  ad jo in ing  th e  r iv e r , th is  level coincides w ith th e  m ean  ground- 
w a te r  ta b le . This a p p ro x im a tin g  a ssu m p tio n  is m ade in  th e  d e riv a tio n s  th ro u g h 
o u t. Two so il-physical p ro p e rtie s  a re  also inc luded  in  E q s . (1) a n d  (2). 
T h e  p e rm eab ility  coefficient o f th e  perm eab le  lay e r (к) should  p re fe ra b ly  be 
su b s titu te d  in  m /d ay  u n its , tim e  be in g , in  genera l, expressed in  d ay s . T h e  o th e r 
fa c to r  n deno tes th e  free pore vo lu m e o f th e  s t r a ta  above th e  p e rm eab le  lay e r, 
exp ressed  in percen tages, w hich m a y  be in tro d u ced  as th e  d iffe ren ce  o f  th e  
po re  volum e o f th e  d ry  soil m a te r ia l  an d  o f  th e  m o m en tary  w a te r  c o n te n ts .

C om bining E qs. (1) and  (2) we o b ta in  th e  d ifferen tia l eq u a tio n  on  w hich 
a ll fu r th e r  in v estig a tio n s will be b a sed :

Эу ink  Э 2y

Э t n 0 dx2

T h e so lu tion  o f th e  above d iffe ren tia l eq u a tio n  is no t positive a n d  un ique , 
th e re  being severa l functions у  (x, t), w hich sa tis fy  th is cond ition . T h e  prob lem
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is to  select the  one w h ich  also  satisfies th e  b o u n d a ry  conditions rep re sen ted  
b y  th e  physical c h a ra c te r is tic s  o f the  g ro u n d w a te r  w ave.

T he firs t o f th e s e  b o u n d a ry  conditions is , t h a t  th e  v a ria tio n  w ith  tim e  
o f  th e  value y  a t  th e  s ta t io n  x  =  0 should ag ree  w ith  th e  h y d ro g rap h  o f th e  
r iv e r  in  th e  section u n d e r  considera tion , or a t  le a s t  shou ld  closely f i t  th e  la t te r .  
A cco rd ing ly  th e  fu n c tio n  y  (x , (), upon s u b s t i tu t io n  x  =  0 should  y ield  a 
p e rio d ic  function , or a t  le a s t  shoidd describe a w av e .

T he other b o u n d a ry  cond ition  is given b y  th e  fac t, th a t  th e  ground- 
w a te r  w ave follows w ith  a n  a tte n u a tio n  (delay) d ep en d in g  on th e  so il-physica l 
p ro p e rtie s  of the  la y e r, th e  w ave trave lling  d ow n  th e  riv e r. This d e lay  signifies 
t h a t  th e  peak p ressures d ev e lo p  successively w ith  increasin g  d istance  from  th e  
r iv e r , an d  since th e  r is e  o f  th e  g rad ien t line is b ro u g h t ab o u t b y  th e  s to rag e  
o f  w a te r  supplied b y  th e  r iv e r ,  th e  peak v alue  is b o u n d  to  decrease w ith  in c rea s
in g  d is tan ce . O therw ise  th e  sto red  w a te r co u ld  n o t  possib ly  pe rco la te  from  
th e  r iv e r  to  th e  sec tio n  considered . E x p ressed  in  m a th em a tica l te rm s , th is  
d e n o te s  th a t  the  c o n to u r  o f  th e  y (x ,  t) surface a t  a n y  c o n s tan t value o f  x  o th e r 
th a n  zero  is a curve s im ila r  to  th a t  a t  s ta tio n  x  =  0, a n d  th e  peak  of th e  c o n to u r  
c u rv e  decreases, w h e reas  i ts  tim e of occu rrence  increases w ith  in creasin g  x  
v a lu e s .

D a te  ob tained  b y  m e a n s  of observation  w ells fu rn ish  ad d itio n a l b o u n d a ry  
co n d itio n s  as regards th e  sh a p e  of th e  g ro u n d w a te r  p ro file  ensuing a t  a n y  given 
tim e  in  th e  d irection  o f  flo w . In  fac t, it was fo u n d  th a t  a f te r  th e  passage o f  th e  
flo o d  w ave the r iv e r  s t a r t s  to  drain  th e  g ro u n d w a te r  volum e, and  w hile a t  
g re a te r  d istances fro m  th e  r iv e r  th e  g ro u n d w a te r  w av e  continues to  proceed , 
in  th e  v ic in ity  of th e  r iv e r  g ro u n d w ate r s ta r ts  to  reced e . A ccordingly a fu nc tion  
y ( x , t) m u st be found , w h ic h  y ields upon s u b s t i tu t in g  t =  const, a re la tio n sh ip  
y (x )  b o th  the  zero p o in t a n d  th e  peak value  o f  w h ich  depend  ón th e  t va lue  
s u b s ti tu te d , in asm u ch  as w ith  increasing v a lu e s  o f  th e  la tte r , b o th  po in ts  
sh if t  to  a g reater d is ta n c e  fro m  the  p o in t o f  e n try .

Besides th e  ab o v e  q u a lita tiv e  crite ria  th e re  is an  ad d itio n a l q u a n ti ta t iv e  
re q u ire m e n t w hich m u s t  b e  sa tisfied  by  th e  fu n c tio n  to  be selected . T h e  f irs t 
d iffe re n tia l quo tien t w ith  re sp ec t to  x  o f th e  fu n c tio n  y ( x , t) a t th e  p o in t 
x  =  0 yields the  v a r ia t io n  in  tim e  of the  slope o f  th e  g rou n d w ater a t  th e  p o in t 
o f  e n try .  Selecting tw o  p o in ts  o f tim e be tw een  w h ich  the  slope rem ain s a t  
u n ifo rm  sign and in te g ra t in g  according to  At b e tw e e n  these  lim its th e  p ro d u c t 
o f  th e  slope, the  th ic k n e ss  o f  th e  perm eable la y e r  a n d  th e  p e rm eab ility  coeffi
c ie n t, we obtain  th e  w a te r  vo lum e which e n te re d  in to , respective ly  d e p a rte d  
fro m , th e  perm eable la y e r  in  th e  in te rv en in g  p e r io d , depend ing  on th e  sign o f 
th e  slope. The sam e v o lu m e  shou ld  resu lt i f  th e  a re a  bounded  by  th e  ground- 
w a te r  profiles p e r ta in in g  to  th e  above tw o p o in ts  o f  tim e  (re la ted  to  u n it 
w id th , th is  corresponds to  volum e) is m u ltip lied  b y  th e  free pore vo lum e o f 
th e  s to r in g  layer:

A cta  Techn. Hung. 41 (1962)



DIM ENSIONING FLOOD-CONTROL LEVEES 1 89

m k
Q y

dx
à t  =  n  j  [?(*!,*!) — y ( x u  t2)] d* . (4)

W ith  regard  to  th e  above co n sid era tio n s a po lynom  o f fo u rth  deg ree  in  x  and  
q u a d ra tic  in t h as  been  in v es tig a ted . T his sa tisfied  E q . (3) an d  a p p ro x im a te d  
th e  flood w ave passing  down th e  r iv e r  w ith  a q u a d ra tic  p a ra b o la . C o n tra ry  
to  th e  crite rion  o f  a tte n u a tio n  th is  y ie lded  peak  values a t  successively  earlier 
tim es  w ith  in c reas in g  d istance fro m  th e  p o in t o f  en try .

T here ex is ts  a so lu tion  for E q . (3), fam iliar from  th e  in v e s tig a tio n  o f the  
conso lida tion  o f soils. Assume th e  fu n c tio n  y{x ,  t) to  be th e  p ro d u c t o f  a fu n c
tio n  a(x) d ep en d in g  solely on x  a n d  o f a fu n c tio n  ß(t) d ep en d in g  o n ly  on t. 
In  th is  case th e  desired  d ep en d en t v a ria b le  can  be re la te d  to  tim e  b y  an  expo
n e n tia l function , w hereas to  lo ca tio n  b y  a sine fu n c tio n . The flood  h y d ro g ra p h  
in  th e  riv er can  now  be a p p ro x im a te d  b y  th e  difference o f tw o  e fu n c tio n s. 
N e ith e r  does th e  re la tio n  th u s  o b ta in a b le  sa tis fy  th e  c rite ria  lis ted  earlie r. 
T h e  w ave len g th  o f  th e  g ro u n d w a te r  profile  is in d ep en d en t o f  tim e , an d  only 
its  am p litu d e  v a rie s  th e rew ith . T h u s  th e  d is tan ce  o f th e  zero p o in t o f  th e  
pro file  from  th e  p o in t of e n try  is c o n s ta n t an d  th e  peak  va lu e  is a lw ays a t 
x  =  0. C onsequen tly  th is  so lu tio n  y ields re su lts  co n tra s tin g  w ith  observed  
phenom ena .

A function  sa tisfy ing  all b o u n d a ry  cond itions can be w r itte n  in  th e  
follow ing form :

h

2 ^ 2
e - A x sin A x  +  В  — cos A x  +  B  1

to to
(5)

T h e  f irs t  d iffe ren tia l quo tien t th e re o f  w ith  resp ec t to  tim e is

J У
8i 2 1/2

A x в
A x  4- В +  cos A x  +  В  —  

to
( 6)

a n d  d iffe ren tia tin g  tw ice w ith  re sp e c t to  location  we o b ta in  th e  re la tio n sh ip

d2y  h e - A x  2 J 2

dx2 2 ]/2

T h  e crite rion  expressed  by E q . (3) is sa tisfied  if

2A2
in m,,

sin A x  +  В  — -f- cos A x  4- В  -^-1
to . to 1

A ssum ing  for В  a rb itra r ily
В  =  — л

(7)

( 8) 

(9)
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we o b ta in  for A  th e  re la tio n

(10)

T h e flood  h y d ro g rap h  in  th e  riv e r is ap p ro x im a te d  b y  su b s titu tin g  x  - -  0

h  if) =
2

t t
S in  n ----------- COS 71 —

i0 t 0
( И )

w h ich  expression  has zero  po in ts  a t  tim es t / t0 =  3/4 and  i/t0 =  7/4, while 
m in im u m  is o b ta in ed  b y  su b s titu tin g  i/ t0 =  1/4, an d  m ax im um  is reached  
fo r t / t0 =  5/4. C onsequen tly  t 0 is th e  h a lf  w ave le n g th  o f th e  w ave rep resen tin g  
th e  h y d ro g ra p h , i. e., th e  perio d  o f tim e p assin g  be tw een  th e  po in ts  o f in te r 
se c tio n  o f  th e  m ean  s tag e  a n d  th e  re p re se n ta tiv e  w ave. The m ax im um  o f the  
fu n c tio n  is -\-h/2, w hile its  m in im um  is — h/2, th u s  th e  full am p litu d e  o f th e  
w av e  is h.

T h e a tte n u a tio n  o f  th e  w ave, i. e., th e  d ifference  in  tim e  of th e  occurrence 
o f  a n y  ch a rac te ris tic  p o in t w ith  respect to  s ta t io n  x  =  0 can be ca lcu la ted  
fro m  th e  expression

A t =  - ^ A x .  (12)
n

T h e  eq u a tio n  o f  th e  line o f peak  p ressures, re fe rred  to  as th e  fu n d am en ta l 
c o n d itio n  for th e  ap p lic a tio n  o f th e  p rincip les o u tlin ed  in  prev ious sections, 
c an  also  be expressed  in  an  exp lic it form . M ax im um , respec tive ly , m in im um  
a t  a  d is tan ce  x  from  th e  p o in t of seepage e n try  occurs if  th e  f irs t d iffe ren tia l 
q u o tie n t  o f  y  w ith  re sp ec t to  tim e  [Eq. (6)] becom es zero upon th e  su b s titu tio n  
o f  th e  given x  v a lue. T h is co n d itio n  assigns co rresp o n d in g  pairs o f t, x  values 
to  th e  p o in ts  of occurrence o f  ex trem e values. S u b s titu tin g  these  p a irs  o f values 
th e  te rm  in b rack e ts  in  E q . (5) becom es c o n s ta n t and  equal to  ]A2. Conse
q u e n tly  th e  eq u a tio n  o f  th e  line o f peak p ressu res  is

У т а х ( * )  —  Y 6 A ' ( 1 3 )

b) Checking the suggested relationships against observation data

T h e re la tio n sh ip  d e riv ed  satisfies all th e  q u a lita tiv e  req u irem en ts  listed  
e a r lie r  an d  i t  can be d e m o n s tra te d  to  sa tis fy  also th e  q u a n tita tiv e  crite rion  
ex p re ssed  b y  E q . (4). T h u s th e  correctness o f  th e  suggested  design re la tio n sh ip  
c a n  b e  verified  th e o re tic a lly . I t  should  be  in v e s tig a te d  su b seq u en tly , also
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w ith  th e  a id  o f n u m erica l exam ples c o n s is te n t w ith  observation  d a ta , w h e th e r  
th e  desired  degree o f acc u ra cy  can be a t ta in e d  in  p rac tica l a p p lica tio n s  as 
well, i. e., w heth er th e  basic  a ssum ptions m a d e  agree, or no t w ith  a c tu a l  
cond itions.

D a ta  o b ta ined  b y  a  series of wells in  a sec tion  of the  Tisza r iv e r  w ill 
be ex am in ed  in  the  f ir s t  exam ple. This h a s  b e e n  selected  because in  th e  f in e 
grained  sand  layer en co u n te red  here th e  g ro u n d w a te r  wave p roceeds a t  a 
slow er r a te , and  th e  e ffec t o f a tte n u a tio n  b ecom es m ore conspicuous.

P a rtic u la rs  of th e  series of wells a t  T iszad erzs  an d  the  geology o f  th e  
su rro u n d in g  ca tch m en t a re a  have a lread y  b e e n  described  in detail in  a n  e a rlie r  
p ap e r [1]. Sum m ariz ing  th e  properties o f  s tra tif ic a tio n  it  can be e s ta b lish e d  
th a t  th e  u p p e r  layers, h a v in g  an  average  th ic k n e ss  o f 4,0 m and  co m p ris in g  
th e  to p  cover and th e  tra n s it io n  layer, c o n sis t o f  th e  upper p a r t o f  a llu v ia l 
clay , w hile over th e  low er th ree -q u a rte rs  o f  s i l ty  san d  and  sandy  s ilt. T h e  po re  
vo lum e o f th e  la tte r  is n  = 3 5  to  40 per c e n t, its  w a te r  co n ten ts ab o u t V K  =  31 
to  34 p e r cen t, so t h a t  th e  free pore v o lu m e  am o u n ts  to  abou t n 0 = 4  to  6 
per cen t. In v es tig a tio n  in  th e  profile re v e a le d  th e  perm eab ility  co effic ien t o f  
th e  on  th e  average 10 m  th ic k  perm eable la y e r  to  be к =  2 to  8 m /d ay .

D a ta  ob ta in ed  fro m  four wells su p p lie d  th e  necessary  in fo rm a tio n  on 
v a ria tio n s  in  th e  g ro u n d w a te r  tab le . T h e  w ells n u m b ered  2876, 2877, 2878 
and  2879 a re  a t  d is tan ces  o f  400 m, 700 m , 960 m  an d  1780 m, re sp e c tiv e ly , 
from  th e  b a n k  line. A n u n c e rta in  fac to r is in tro d u c e d  in to  the  in v e s tig a tio n  
by  th e  fa c t th a t  th e  e n try  o f  flood w aters  m a y  also s ta r t  th ro u g h  b o rro w  p its  
in  th e  foreshore of th e  lev ee . Because o f th is  th e  va lu e  A  ch a rac te ris tic  fo r th e  
section  w as ca lcu la ted  w ith  th e  highest a n d  lo w est g roundw ater ta b le  fo r  th e  
hydro log ica l year 1953— 54, using Eq. (13), a n d  once th e  d istance  f ro m  th e  
b an k  line, th e n  again th e  sam e reduced b y  200 m  w as considered as th e  x  v a lu e . 
The s c a tte r  in  A  c a lcu la ted  for various wells a n d  w ith  d ifferen t da te  is as fo llow s:

N o . o f  w e ll 2876 2877 2878 2879

Calculation w ith data relating to highest ground- 
water table

full seeping d is ta n c e ..........................................................

reduced seeping distance ...............................................

0.0011

0 .0 0 2 2

0 .0 0 1 7

0 .0 0 2 3

0 .0 0 2 1

0 .0 0 2 3

0 .0 0 1 6

0 .0 0 1 8

Calculation w ith data relating to lowest ground- 
water table

full seeping d is ta n c e ..........................................................

reduced seeping distance ...............................................

0 .0 0 2 2

0 .0 0 4 4

0 .0 0 2 2

0 .0 0 3 0

0 .0 0 2 0

0 .0 0 2 5

0 .0 0 1 6

0 .0 0 1 8

The hydro lo g ica l effects o f  th e  area b ecom e s tro n g ly  m anifest in  th e  h y d ro 
g raph  o f  th e  fa rth e s t w ell (such as p re c ip ita tio n , in filtra tio n , e v a p o ra tio n ) , 
side b y  side w ith  seepage from  the  riv e r. T h e re fo re , th e  d iscrepancy  b e tw e e n
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th e  v a lu e s  co m p u ted  fo r th is  and th e  re m a in in g  wells is read ily  u n d e rs ta n d a b le . 
S u rv e y in g  th e  o th e r  d a ta , th e  average  v a lu e  o f  A  can be ta k e n  as 0 .0023 , 
b e a r in g  in  m ind , th a t  th e  b u lk  of su p p ly  e n te rs  th ro u g h  the  borrow  p it ,  w h ereas  
w ith d ra w a l occurs m a in ly  th ro u g h  th e  b a n k lin e . F o r th is  reason  a re a lis t ic  
c a lc u la tio n  o f th e  p a ra m e te rs  ap p ly in g  to  h ig h  g roundw ater s tag es  sh o u ld  
in c lu d e  th e  red u ced  d is tan ce , while th e  a n a ly s is  of the  low est g ro u n d w a te r  
c o n d itio n  shou ld  be  perfo rm ed  w ith  th e  fu ll d is tan ce .

G ro u n d w a te r  o b serv a tio n s carried  o u t  a t  th ree -d ay  in te rv a ls  a re  in s e n 
s it iv e  to  th e  effects o f m inor stage f lu c tu a tio n s  in  the  fine-sand  p e rm e a b le  
la y e r . T h e  h y d ro g ra p h  for th e  period in v e s tig a te d  has, therefo re , been  re p la c e d  
b y  a sing le envelop ing  cu rve , th e  len g th  o f  w h ich  is t 0 =  300 days, its  a m p litu d e  
b e in g  h =  5.0 m . U sing  th is  assum ed w av e  le n g th , th e  p a ram e te r  A  is c a lc u 
la te d  b y  E q . (10) an d  is com pared w ith  th e  av e rag e  value m en tio n ed  a b o v e :

A  =  0.0023

T h en ce  th e  ra tio  o f th e  soil-physical p ro p e rtie s  is

=  0 .0 0 5 2 . 
к

C alcu la ted  from  p ro b ab le  ex trem e d a ta  o b ta in e d  b y  investiga tions o f  th e  la y e r , 
th e  sam e ra tio  shou ld  be w ith in  th e  ra n g e

0.005 <  —  <  0 .0 3 . 
к

As w ill be seen th e re  is a fa ir ag reem ent b e tw e e n  th e  results o b ta in ed  th e o r e t i 
c a lly  in  th e  exam ple , an d  those  observed  in  th e  field . The sam e is c o rro b o ra te d  
b y  g ro u n d w a te r  p ro files observed an d  c a lc u la te d  a t  d ifferent tim es, as w ell as 
b y  th e  com parison  o f  g roundw ater h y d ro g ra p h s  recorded in  th e  w ells w ith  
c a lc u la te d  curves (F ig . 2).

A n o th e r check  w as carried  ou t u s in g  d a ta  o b ta ined  by  o bserved  g ro u n d - 
w a te r  profiles in  th e  Szigetköz region. In  th e  coarse-grained and  th ic k  p e rm e 
a b le  la y e r  e n c o u n te re d  here  th e  o bserved  w ell d a ta  give no in d ic a tio n  a n y  
lo n g e r o f  ra p id  v a r ia tio n s  in  th e  g ro u n d w a te r  ta b le  and for th is  re a so n  th e  
v a lu e s  o f  y max o n ly  h a v e  been com pared  w ith  observation  d a ta . F ro m  am o n g  
th e  e ig h t well p ro files estab lished  in th e  a re a  th e  one betw een  B czenye  a n d  
H eg y esh a lo m  p ro v ed  useless for th is  p u rp o se , owing to  the  d raw d o w n  e ffec t 
o f  th e  M osony D an u b e  b ran ch  and th e  L a j ta  riv e r in te rsec tin g  th e  p ro file .

In  th e  re m a in in g  seven profiles use  h a s  been  m ade of th e  gauge re la tio n  
c u rv e s  in d ic a tin g  th e  re la tio n sh ip  b e tw een  th e  D anube stages an d  th e  g ro u n d -
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Tiszaderzs profile
Elevation ' * / ' XI/. /  II. Ill IV V VI. VII ' Vili ' IX, ' X. ' XI. ’ XI/.

F ig . 2

Elevation

w ate r e levations in th e  wells, which w ere  p re p a re d  in  p a rt a t  th e  R esea rch  
In s t i tu te  fo r W ater R esources D ev e lo p m en t, an d  in  p a r t a t th e  I n s t i tu te  for 
H y d rau lic  P lann ing . T h e  slope of th e  r e la tio n  curves is equal to  th e  ra t io  of 
th e  changes in  stage observed  in th e  D a n u b e  an d  in the wells, a n d  is th u s  
a p p ro x im a te ly  equal to  th e  value

n ( x )  =
УтахС-^)

Л/2
—  о - Ax
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T he slope of th e  re la tio n  curves c h a ra c te r is tic  for th e  wells w as p lo tte d  
in  v a rio u s  profiles a g a in s t th e  d istance from  th e  bank line . The p o in t o f  e n try  
w as d e te rm in ed  from  a m ap  to  the  scale 1 : 5000. Subsequen tly  th e  c h a ra c te 
r is t ic  A  value of th e  c u rv e  f ittin g  to  th e  o b se rv a tio n  points was c a lc u la te d . 
T h e  cu rves, from  am o n g  w h ich  th e  profile  a t  Á sv á n y rá ró  is illu s tra te d  b y  w ay  
o f  a n  exam ple in  F ig . 3, show  a good a g re e m e n t w ith  o b se rv a tio n  d a ta .  
A  g re a te r  d isc repancy  can  be seen to  ex is t o v e r th e  p a r t beh ind  th e  levee 
fenly, w here  p ip ing  w a te r  em erg ing  to  th e  su rfa c e , respectively , th e  d raw d o w n  
e ffe c t o f  th e  in te rc e p tin g  canals can be a c c e p te d  as an ex p lan a tio n  for th e  
c a lc u la te d  curve b e ing  ab o v e  th e  o b se rv a tio n  p o in ts .

U sing the  ris ing  s tag es  o f  the  tw o a lm o st e q u a lly  high flood w aves w h ich  
t ra v e lle d  dow n th e  D a n u b e  r iv e r  a t  th e  end  o f  J u ly  1957 and  a t  th e  b eg in n in g  
o f  J u ly  1958, th e  cu rv e  o f  m ax im um  p ressu res , as determ ined  on th e  basis  o f  
th e  cu rv e  л(х),  has b een  en te re d  in to  F ig . 3. T h ese  pressures w ere c o m p ared  
w ith  th e  h ighest g ro u n d w a te r  stages o b se rv ed  in  th e  sam e period . I n  th is , 
as w ell as in  th e  o th e r  six  profiles a close a g re e m e n t could be found  b e tw een  
c a lc u la te d  and  observed  v a lu es . The g rea te s t d isc rep an cy  was 10 to  20 cm  in  
th e  im m ed ia te  v ic in ity  o f  th e  levee. T his, h o w ev e r, can be accoun ted  fo r b y  
th e  d raw dow n  effect re fe rre d  to  a lready .

B esides th e  a g reem en t o f  d a ta , v a ria tio n s  in  th e  value of A  w ere d e te r 
m in e d  along  th e  full le n g th  o f  th e  Szigetköz levees an d  for purposes o f  ch eck in g  
th e  s ig n ifican t fu n d a m e n ta l d a ta  were c a lc u la te d  back  there from . T h e  h a l f  
w a v e  len g th  of th e  flo o d  w av e  was ta k e n  a t  t 0 = 2 0  days, while n 0 = 0 .0 6  
w as a d o p te d  for th e  free p o re  volum e. T he th ic k n e ss  of th e  perm eab le  la y e r  
w as th u s  found to  in c rea se  betw een  R a jk a  a n d  N agybajcs from  50 to  200 m , 
w h ile  a t  th e  sam e tim e  th e  p erm eab ility  co e ffic ien t increased from  100 m /d a y  
to  300 m /day . B o th  th e se  n u m erica l values a n d  th e ir  varia tio n  along th e  levee , 
sh o w n  in  Fig. 4, a re  in  good accordance w ith  o b se rv a tio n  d a ta .

A  th ird  o p p o r tu n ity  fo r checking was o ffe red  b y  th e  scale m odel e x p e r i
m e n ts  ca rried  ou t u n d e r  th e  guidance of E . V a r r ó k  a t th e  la b o ra to ry  o f  th e  
R e se a rc h  In s ti tu te  for W a te r  R esources D e v e lo p m e n t. According to  th e  re p o r t  
d e sc r ib in g  th e  ex p e rim en ts  [2], th e  a t te n u a tio n  is d irec tly  p ro p o rtio n a te  to  
th e  d is ta n c e  m easu red  fro m  th e  po in t o f seepage  e n try  and  inv erse ly  p ro p o r
t io n a te  to  th e  square  ro o t o f  th e  ra te  of rise o f  th e  flood w ave, i. e., in v e rse ly  
p ro p o r t io n a te  to  th e  sq u a re  ro o t of th e  tim e  u n i t  ( t0 is th e  h a lf  w ave len g th ) 
a d o p te d  b y  ourselves as re p re se n ta tiv e . C o m p arin g  th is  observation  w ith  E q . 
(12) a n d  rem em bering  th e  re la tio n sh ip  b e tw een  A  an d  tim e t 0, exp ressed  b y  
E q . (10), th e  th e o re tic a l re la tio n  will be found  to  fu lly  agree in  form  w ith  th e  
e m p ir ic a l form ula a rr iv e d  a t  th ro u g h  e x p e r im e n ta l resu lts . N e ith e r c a n  a 
s ig n if ic a n t difference be  d e te c te d  in  n u m erica l v a lu es . The coefficient 0 ,1644 
d e te rm in e d  b y  m odel ex p e rim en ts  [Eq. (12) in  th e  paper re ferred  to ]  w as 
ch e c k e d  against th e  th e o re tic a l re la tionsh ips, a n d  fo r th e  soil p roperties p u b lish 
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ed, w as o b ta in ed  as 0,14 to  0,17 as a re su lt o f  th e  possible sc a tte r  in  th e  
p ro p ertie s  o f soil u sed  in  the m odel.

T hus th e  re su lts  ca lcu la ted  b y  th e  re la tio n sh ip s  derived th e o re tic a lly  
can be seen to  agree w ell w ith  b o th  fie ld  o b se rv a tio n s  an d  m easu rem en t d a ta

o b ta in ed  on scale m odels. I t  m ay, th e re fo re , ju s t ly  be  in ferred  th a t  th e  sim pli- 
fy ing  assum p tio n s m ad e  a t  th e  o u tse t a re  n o t in c o m p a tib le  w ith th e  co n d itio n s  
govern ing  th e  a c tu a l physica l p h enom enon  a n d  con seq u en tly  th e  c a lc u la tio n  
procedure  suggested  lends itse lf  re a d ily  for th e  so lu tio n  o f p rac tica l p ro b le m s.
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196 GY. KOVÁCS

D IE D IM E N SIO N IE R U N G  YO N H O C H W A SSER SC H U TZD EIC H E N  
U N T E R  BER Ü C K SIC H TIG U N G  D E R  SIC K E R U N G  U N T E R H A L B  D E S D E IC H E S

GY. KOVÁCS

ZU SA M M EN FA SSU N G

Im  ersten Teile des A ufsatzes werden die A u fgabe der ein W asserbecken m it ständigem  
W assersp iegel begrenzenden Däm m e und die der H ochw asserschutzdeiche, ferner das Wesen 
der sich  unter ihnen entw ickelnden  Sickerungen m iteinander verglichen. H ieraus ergibt sich, 
daß der hinter dem  H ochw asserschutzdeich en tsteh en d e  W asserdruck — der um  den gegebe
nen  S icherheitsw ert kleiner sein muß als der, der e in en  hydraulischen Grundbruch verursachen  
w ü rd e — außer der A b hängigkeit von den geom etrisch en  und bodenphysikalischen K enn
w erten  der wasserführenden Schicht auch noch eine F unk tion  der Entfernung des D urchsicke
rungsprofiles, ferner der H öhe und der Zeitdauer der am  Flusse ablaufenden F lu tw elle  ist.

D ie  B estim m ung der beim  Entw erfen b en ö tig ten  charakteristischen D ruckw erte kann  
m it H ilfe  der K ennw erte der n icht perm anenten Sickerung erfolgen. Im  zw eiten  T eile des 
A u fsa tzes wird ein Verfahren zu deren B erechnung abgeleitet. In K enntnis der geom etrischen , 
bod en ph ysikalisch en  und F lu tw ellen-K ennw erte kan n  der nach dem Ort und der Z eit verän
derliche Druckw ert berechnet werden (G leichung 5), ferner ergibt sich die H em m ung der Grund
w asserw elle  als eine F unk tion  der E ntfernung v o m  Einsickerungsprofil (G leichung 12) und  
sch ließ lich  kann auch die G leichung der K urve der M axim aldrücke — die U m hüllungskurve  
der sich  nach der Z eit ändernden Drucklinien — angeschrieben werden (G leichung 13).

D as behandelte Berechnungsverfahren w urde m it den in  der Natur beob ach teten  Grund
w asserangaben  und den Ergebnissen der an hyd rau lisch en  Kleinm odellen durchgeführten  
die n ich t perm anente Sickerung betreffenden Sickerversuchen verglichen. E s w urde fe s t
g e ste llt , daß die berechneten und gem essenen W erte g u t übereinstim m en daher stehen  die 
angenom m enen B edingungen in keinem  G egensatz zum  W esen der B ew egung. A us diesem  
G runde kann die dargelegte Bestim m ung der K urve  der Maximaldrücke als für die B erech
n u n g  v o n  praktischen A ufgaben geeignet b ew ertet werden.

L E  CALCUL D E S D IG U ES, COM PTE T E N U  DE L’IN FIL T R A T IO N

GY. KOVÁCS

R É SU M É

L a prem ière partie de l ’étude compare la  fo n c tio n  de digues pour n iveau con stan t et 
de d ig u es contre l ’inondation, ainsi que le caractère de l ’infiltration se produisant au-dessous 
des d igu es. A l ’issue de cette  com paraison, l’auteur constate  que la pression  derrière les  
d ig u es  de protection —  pression  qui doit rester inférieure d’une valeur de sécurité donnée  
à celle  provoquant l’affa issem ent hydraulique du sol —  est fonction non seu lem ent des 
caractéristiques géom étriques et géophysiques des couches aquifères, m ais aussi de la  dis
ta n ce  du profil d’in filtration , ainsi que de la hauteur et de la durée de l’onde de crue passant 
sur le  fleu v e .

Pour déterm iner les pressions caractéristiques nécessaires au calcul, on u tilise  les 
caractéristiques de l ’in filtra tion  non perm anente. L a seconde partie de l’étude dédu it un pro
cédé pour ce calcul. E n  connaissance des caractéristiques géom étriques, géophysiques et 
des données sur la  crue, on peu t calculer les pressions variant selon le lieu  et le tem ps 
(éq u a tio n  5), le retardem ent de l’onde souterraine en  fonction de la d istance du profil 
d ’in filtra tio n  (équation 12), enfin  l ’équation du tracé des plus grandes pressions, à savoir de 
la  courbe enveloppe des pressions variant dans le tem p s (équation 13).

L ’auteur a com paré les résultats du calcul présen té  aux données relevées sur la  base 
d e  l ’observation  des eaux souterraines dans la  natu re et aux résultats des essais d ’in filtra
t io n  n o n  perm anente, obtenus sur des m odèles hydrauliques réduits. Il a été  consta té  que 
les va leu rs calculées et observées concordent b ien , donc les conditions u tilisées dans la  
d éd u ctio n  ne se trouvent pas en contradiction avec  le  caractère du m ouvem ent. La déter
m in a tio n  du tracé des p lus grandes pressions se lo n  la  m éthode exposée peu t donc être 
u tilisée  pour le calcul des tâches d’ordre pratique.
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РАСЧЕТ НАСЫПЕЙ ПОД ПЛОТИНЫ С УЧЕТОМ ФИЛЬТРАЦИИ
Д . КО ВА Ч

РЕЗЮМЕ

В первой части работы дается сравнение задач насыпей, ограничивающих водоем 
постоянного уровня, и насыпый, используемых при наводнениях, далее дается сравнение 
характера фильтрации, происходящей под ними. На основе этого делается заключение, 
что давление, оказываемое на насыпь для защиты от наводнений (которое должно быть 
ниже давления, вызывающего гидравлическое разрушение грунта, на заданную величину 
запаса прочности), является кроме геометрических и грунтофизических параметров во
допропускающего слоя функцией расстояния разреза фильтрации, далее высоты и про
должительности стекающей по реке паводковой волны.

Определение характерных величин давлений, необходимых при проектировании, 
может производиться с помощью параметров непостоянной фильтрации. Во второй части 
работы выводится метод для их вычисления. Если известны геометрические, грунтофи
зические и паводковые параметры, можно вычислить изменяющиеся по времени и месту 
значения давления (уравнение № 5), задаржки грунтовой водяной волны в функции рас
стояния от разреза фильтрации (уравнение № 12) и, наконец, уравнение линии наиболь
ших давлений, то есть уравнение огибающей линий давления, изменяющихся во времени 
(уравнение № 13).

Методика расчета была сравнена с данными по грунтовым водам, наблюдавшимися 
в природе, а также с данными опытов непостоянной фильтрации на гидравлических 
моделях. Установлено, что расчетные и измеренные данные хорошо совпадают между 
собой, следовательно применявшиеся в выводе условия не находятся в противоречии с 
характером движения. На основе этого определение линии наибольших давлений на 
основе изложенного выше может считаться пригодным для вычисления практических 
задач.
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T H E O R Y  O F  T H R E E - P H A S E  B R I D G E  S E L F - S A T U R A T I N G
M A G N E T I C  A M P L I F I E R S

P R IN C IP L E  O F O PER ATIO N  

Part I 

I. NA G Y
CAND. O F TEC H N . SC.

RESEA RCH  LABORATORY FO R AUTOMATION OF T H E  H UN G A RIA N  ACADEMY OF SCIENCES
«

[M anuscript received April 12, 1961]

The first part o f  the paper is concerned w ith  a detailed investiga tion  o f  the ope
ration of one of the m ost frequently used three-phase m agnetic am plifiers under idealized  
conditions. It provides a sim ple and lucid picture o f the m echanism  o f the am plifier’s 
operation. The changes w ith  tim e of the voltages, core-fluxes and currents in  the circuit 
are exam ined. It is m ade possible to determ ine the control characteristics, basic design  
relations, the power gain, tim e co n sta n t and figure o f  m erit, m oreover to e ffec t a com 
parison of the one and three-phase self-saturating m agnetic am plifiers. Their discussion is 
undertaken in  the second part o f the paper.

Symbols

The instantaneous values o f currents and vo ltages are designated by sm all letters, the 
m ean, r. m. s. and peak values by capitals. In  the case o f r. m. s. and peak values the letters 
r and p  respectively have been used as suffixes. The letters L  and C in  the su ffix  are used to 
denote quantities belonging to the load and control circuits respectively.

Letters w ith dashes sym bolise the values o f quantities reduced to the ga te  winding. 
A pe Cross section of core [cm 2],
B s Saturation  induction  [Vs cm -2],
/  Supply frequency [s-1 ],
H c M axim um  of m agnetizing field  strength  [A cm -1],
I  Current [A],

h  = n g a
Ф.

>a = I
h . s
JG,x
h =
1 L,s

к

a , x  r 1 g ,s

l L,x I l L,s

N
К
KL
t
U„
V c i
Vp
K , S

M axim um  of m agnetizing current (w ith  respect to the gate  w inding) [A] ,

Current in  the forward direction through the rectifier a [A ],
Control current [A],
R esu ltan t current through gate w inding [A],
Saturation current in  gate w inding [A],
M agnetizing current in gate  w inding [A],
R esu ltan t ioad current [A],
Saturation current through load [A ],
R esu ltan t m agnetizing current through load [A],
R atio o f the m om entary supply  vo ltage  to th a t supp ly  v o ltage  w hich will 

ju st take the flu x  in  the core from negative saturation to positive  saturation, 
Mean length  of core [cm ],
Num ber of turns,
R esistance [O ],
Load resistance [f l] ,
T im e[s],
V oltage across rectifier a  [V],
Induced vo ltage in  the control circuit [V],
Line supply  vo ltage, peak value [V],
The peak value of the line voltage at w hich the f lu x  oscillates betw een  

+  Ф$ and —Ф$, if  the load current is a m inim um  [V],
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a
,, 71
P=  AT’
yy _

*Fe
Ф

Ф.
a> =  2 Tif
в

fi = B±
H c

Period [s], 

Firing angle,

M agnetic c o n d u ctiv ity  o f one unsaturated core [ß s ] ,  

F lux [Ys],
Saturation flu x  [V s],
Initial f lu x  [Vs],

E xcitation  [A],

U nsaturated perm eab ility  o f core [Vs A -1 cm -1].

1. In tro d u c tio n

T hree-phase  c ircu its  a re  genera lly  used  in  th e  la rg e r pow er ran g e , over 
a b o u t 1 k W  [1].

T h e  d isad v an tag e  o f  a  th ree -p h ase  a rra n g e m en t is th a t  i t  consists o f 
m ore  u n its .  W hat a re  its  a d v a n ta g e s?  The q u es tio n  m a y  he b rie fly  answ ered  
b y  p o in tin g  ou t th a t  in  a th re e -p h a se  circu it:

1. th e  sm aller fo rm  fa c to r  o f  th e  cu rren t w ave-shape  leads to  a b e tte r  
u t i l iz a tio n  o f the  rec tifie rs  a n d  th e  tra n sd u c to r  co m p o n en t;

2 . th e  load is even ly  d is tr ib u te d  over th e  th re e  phases o f  th e  su p p ly  u n it;
3. th e  o u tp u t v o ltag e  is sm oo ther.
F a m ilia r ity  w ith  th e  o p e ra tio n  o f  th e  sing le-phase se lf-sa tu ra tin g  m agnetic  

a m p lif ie r  is no t su ffic ien t fo r u n d e rs ta n d in g  th e  fu n c tio n in g  o f th e  th ree -p h ase  
b r id g e  se lf-sa tu ra tin g  m ag n e tic  am plifier. T h ere  a re  tw o reasons for th is . 
F i r s t ,  th e re  is a considerab le  difference b e tw een  th e  tw o cases in  th e  changes 
w ith  t im e  o f th e  v o ltages across th e  gate  w ind ings. Second, th e  in d iv id u a l 
cores exercise  d ifferen t m u tu a l  in fluences on one a n o th e r  th ro u g h  th e  co n tro l 
w in d in g s , th a n  in  th e  s ing le -phase  case. The la t te r  effect n eed  n o t he considered  
if  fo rc e d  m agn etiza tio n  is a ssu m ed .

T h e  object o f th e  p re se n t in v es tig a tio n  is to  o b ta in  a sim ple, clear p ic tu re  
o f  th e  o p era tin g  m echan ism  o f th e  am plifier a n d  e stab lish  a basis for d e te r 
m in in g  th e  charac teris tics  o f  th e  circu it.

T h e  ad v an tag e  o f  th e  m e th o d  pu rsued  in  th is  p a p e r  is its  s im p lic ity , 
w h ich  is especially s tr ik in g  w h en  com pared  to  in v es tig a tio n s  ca rried  o u t w ith  
th e  a ssu m p tio n  of free m a g n e tiz a tio n  and  o f a re c ta n g u la r  hyste resis  loop [1]. 2

2 . T he c ircu it exam ined

T h e  object o f in v e s tig a tio n  w as th e  m ag n e tic  am p lifie r c ircu it show n 
in  F ig . 1. The circu it co n sis ts  o f  six  cores (A ,  A '  . . .  C )  an d  six  rec tifie rs  
(a, a '  . .  . c'). The co n tro l v o lta g e  an d  th e  v o lta g e  across th e  load  are  b o th  
D C  v o ltag es .
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T he do ts show n a t  th e  ends o f  w indings are  in ten d ed  to  m a rk  th e  b eg in 
n in g  o f  th e  w inding  an d  th e  p o sitiv e  sense o f all th e  q u a n titie s  o f th e  w inding . 
(A ll th e  w indings are  r ig h t-h a n d  coils.) T hus th e  v o ltage  across th e  w inding , 
or th e  cu rren t th ro u g h  it, is p o s itiv e  i f  th e  end  of th e  w in d in g  m ark ed  w ith  
a d o t is a t  th e  m ore positive p o te n tia l ,  or i f  cu rren t flows from  th e  en d  m ark ed  
w ith  th e  do t to w ard s th e  o th e r en d  o f  th e  w inding. T he fie ld  or f lu x  o f  th e  
w ind ing  m ay  be reg a rd ed  as p o sitiv e  i f  it  is excited  b y  a p o sitiv e  c u rre n t or 
po sitiv e  ex c ita tio n .

T he v ec to r d iag ram  an d  ch an g e  w ith  tim e  o f th e  su p p ly  v o ltag es  is 
show n in F ig . 2. H ence th e  line v o ltag es  are

II1_ 2  =  Up  s in  COt ,

H2-3  =  U p s in

U3-1 =  U p  s ir

cot —

tot

2л:

3

4 л

an d  th e  phase vo ltages

* l—o
Uj>
/3

cos
2 л

cot — -----
3

(IA )

(IB )

(IC)

(2A)
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Up cog cot —
4тг

у з  C0S 3

U p cos ó t .
Кз

(2B)

(2C)

F ro m  th e  sy m m e try  o f  th e  circu it an d  th e  su p p ly  i t  m ay  be assum ed 
t h a t  u n d e r  s te a d y -s ta te  co n d itio n s  [1]:

a) th e  change o f e lec tr ic  an d  m agnetic q u a n titie s  in  each  of th e  cores is
2 я

p e rio d ic , th e  period b e in g  t c =  -----;
to

F ig .  2.  Vector diagram and change w ith  tim e of the line and phase vo ltages o f the three-phase
supply network

b ) if  th e  change w ith  t im e  o f one q u a n ti ty  /(coi) w ith  respect to  one of 
th e  cores is know n for a c o m p le te  period, th e n  th e  ch an g e  in  tim e  o f th e  sam e 
q u a n t i ty  for any  o th e r co re  m ay  he ob ta in ed  b y  sh if tin g  th e  fu nc tion  f(cot)

я
th r o u g h  a phase-change o f  m a g n itu d e  n  — , w here  n  is an  in teg e r; 
t 3

c) if  the  change w ith  tim e  o f one q u a n t i ty  is k n o w n  for all six  cores
я

o v e r  a n y  a rb itra ry  in te rv a l  o f -----, th en  th e  change o f  th e  sam e q u a n tity  is
3<w

л
a lso  know n in any  one core a t  a n y  la te r  in te rv a l o f ----- --

3ft)
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T he counter-clockw ise ro ta tio n  o f  th e  v ec to r d iag ram  in F ig . 3 in d ica te s  
th e  sequence in  w hich  a q u a n tity  f(co t) assum es th e  sam e value in  th e  case o f 
each  o f  th e  core.

F o r exam ple  le t  th e  change w ith  tim e , /л(со t), o f one o f th e  q u a n tit ie s  
w ith  re sp ec t to  core A  be know n th ro u g h o u t an  en tire  period . T hen  acco rd in g  
to  b),

fc  (0Jt) =J'a (cot~  y ) ’ 

/ в  (w0  = f A wt

/ , \ 'И )  =  / a  -  n )  >

fc H )  = / a (w t-

f B’ (w t) =  I a

M oreover if, for exam ple, th e  change w ith  tim e  o f one o f th e  q u a n tit ie s  

in  a ll six  cores is know n over th e  ra n g e  w t ^ ^ w t  ̂  , th e n  ac c o rd 

in g  to  c)

f >
(ЗА)

2 n \
9

3
(3B)

л)  , (3C)

Xn
9

3
(3D )

.4.77: \

3 T
(3E )

wt —Í A

f  A  I Wt — 2

= f c  H )  »

= / в и ь

(4A)

(4B)

=  f B, { w t ) , (4E )
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since  w ith in  th e  perio d  ea c h  core will assum e th e  sam e cond itio n  su b sis tin g  in
Л  ' ' П Л

th e  in te r v a l——  , w ith  a p h ase  sh ift o f ---- -. T h e  eq u a tio n s (4) are v a lid  w ith in

th e  ran g e

3. A ssum ptions

T he following s im p lify in g  assum p tio n s a re  m ade in  th e  course of th e  
in v e s tig a tio n :

a) The tra n sd u c to rs  a re  of sy m m etrica l co n s tru c tio n  from  th e  electric  
a n d  m agnetic  p o in t o f  v iew ;

b) th e  dynam ic  “ h y ste re s is  loop”  o f  th e  m ag n e tic  m a te ria l is as show n 
in  F ig . 4.

T h e  p e rm eab ility  ц  be longing  to  th e  u n s a tu ra te d  section  o f th e  idealised  
d y n a m ic  hysteresis loop  o f  a m agnetic m a te r ia l  m ay  be ca lcu la ted  from  th e  
slope  o f  a con tro l c h a ra c te r is tic  estab lished  b y  m easu rem en t (P a r t  I I .  F ig . 15);

c) th e  rec tifie rs  m a y  be reg ard ed  as re s is tan ces  o f c o n s ta n t va lue  in  
th e  fo rw ard  d irec tion  a n d  in fin ite  v a lue  in  th e  rev erse  d irec tio n ;

d) th e  supp ly  ta k e s  p lace  from  a v o ltag e  source o f  zero in te rn a l im ped
a n ce , delivering  a c o n s ta n t , sym m etrica l, th re e -p h a se  vo ltag e ;

e) th e  load is p u re  resis tan ce ;
f) leakage flu x es fro m  b o th  th e  co n tro l a n d  ga te  w indings are  neg lec ted ;
g) th e  vo ltage  d ro p s  p roduced  across th e  resis tan ces  b y  c u rre n ts  o f th e  

o rd e r o f  m agn itude  o f  th e  m agnetiz ing  c u rre n t, a re  neglec ted  in th e  d e te rm i
n a t io n  o f th e  v o ltag e  d is tr ib u tio n ;

h) th e  vo ltage  d ro p s  p ro d u ced  b y  th e  s a tu ra t io n  c u rren t across th e  re s is t
an ce  o f  th e  gate w ind ings a n d  in  its  fo rw ard  flow  across th e  rec tifie rs , are also 
n e g le c te d  in  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  v o lta g e  d is tr ib u tio n  o f th e  c ircu it;

i) th e  am plifier is in v e s tig a te d  in  th e  o p e ra tio n a l cond ition  o f  forced 
m ag n e tiz a tio n . In  e lu c id a tin g  conditions in  th e  g a te  c ircu it th e re fo re , th e  im p ed 
an c e  connected  to  th e  c o n tro l c ircu it is re g a rd e d  as in fin ite ly  large .

T h e  m ost s ig n if ic a n t divergence from  a c tu a l  cond itions is caused  by  
a ssu m p tio n s  b) an d  c), m o reo v er in  som e cases b y  i). H ere, how ever, because 
o f  th e  m ore com plex n a tu r e  o f th e  c ircu it, th e se  a ssu m p tio n s, w hich  a re  m ade 
to  fa c il i ta te  a sim ple a n d  c lea r th eo re tica l t r e a tm e n t ,  a re  even m ore th o ro u g h ly  
ju s t if ie d  th a n  in  th e  case  o f  single-phase m ag n e tic  am plifiers [2, 3, 4, 5, 6].

F o r th is  v e ry  re a so n  th e  l ite ra tu re  —  especia lly  in  th e  m ore recen t 
w o rk s •— contains h a rd ly  a n y  cases w here th e  th e o re tic a l in v es tig a tio n  is n o t 
b a se d  on these, or o th e r  s im ila r idealized  assu m p tio n s .

T h e  assu m p tio n  m a d e  in  i) requ ires fu r th e r  e lu c ida tion . I t  is genera lly  
k n o w n  th a t  th e  in v e s tig a tio n  o f m ag n etic  am plifie rs  is u su a lly  u n d e r ta k e n
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for th e  b o u n d a ry  cond ition  e ith e r  o f free or o f forced m ag n e tiza tio n  (possib ly  
for b o th ) . B o th  assu m p tio n s serve co n sid e rab ly  to  sim plify d iscussion .

T he a ssu m p tio n  o f free m ag n e tiza tio n  is ju s tif ie d  if  th e  change o f  co n tro l 
c u rre n t as a fu n c tio n  o f tim e  is p rim a rily  d e te rm in ed  by  th e  A C  v o ltag e  
induced  in  th e  co n tro l c ircu it. T he co n tro l c u rre n t is in  th is  case n o t  c o n s ta n t 
even  if  a c o n s ta n t DC  co n tro l vo ltag e  is ap p lied .

T he a ssu m p tio n  o f forced  m ag n e tiza tio n  on th e  o ther h an d , is ju s tif ie d  
if  th e  change w ith  tim e  o f th e  con tro l c u rre n t is p rim arily  d e te rm in ed  b y  th e  
co n tro l v o ltag e , i. e. th e  re ac tiv e  effect o f th e  load  c ircu it on th e  c o n tro l c ircu it 
m ay  be n eg lec ted . In  th is  case a c o n s ta n t D C  co n tro l voltage is acco m p an ied  
b y  a c o n s ta n t co n tro l c u rre n t.

Fig. 4. Idealised dynam ic “ hysteresis loop ” o f  the core material used

T hese consid era tio n s m a y  also be fo rm u la ted  as follows: T be sm a lle r  or 
th e  la rg e r re sp ec tiv e ly  th e  in te rn a l im pedance  o f  th e  cu rren t source fro m  w hich  
th e  m ag n e tic  am p lifie r is con tro lled , th e  b e t te r  th e  ap p ro x im atio n  o b ta in e d  
in  an  a c tu a l case b y  th e  assu m p tio n  o f free an d  o f forced m ag n e tiza tio n  re sp e c 
tiv e ly . T h u s for exam ple  in  th e  case o f co n tro l b y  a se lf-sa tu ra tin g  m a g n e tic  
am p lifie r i t  is u su a lly  m ore co rrec t to  assum e free m agnetiza tion , w h ile  w ith  
c o n tro l b y  an  e lectron ic  am p lifie r th e  a ssu m p tio n  o f  forced m a g n e tiz a tio n  is 
th e  m ore ju s tif ie d .

I f  forced m ag n e tiza tio n  is assum ed  th e  th e o re tic a l tre a tm e n t is g en e ra lly  
co n sid e rab ly  s im p ler, since a c o n s ta n t c o n tro l c u rre n t m ay be p o s tu la te d . 
T h is is th e  m ain  reason  w hy th is  assu m p tio n  is used  in  th e  p resen t case .

T he assu m p tio n  o f forced m ag n e tiza tio n  is also su b s ta n tia te d  b y  tw o 
fu r th e r  co n sid e ra tio n s:

1. In  th e  c ircu it o f F ig . 1. only  n 6 th  o rd e r harm onics (w here n  is an  
in teg er) m ay  a p p e a r  in th e  re su lta n t v o ltag e  induced  in  th e  c o n tro l c irc u it 
(see F igs. 7g a n d  l lg ) .  O dd harm onics m a y  n o t ap p ea r because th e  c o n tro l 
w indings a re  co nnec ted  in  opposing  senses. T h e  second and  fo u rth  h a rm o n ic s
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o f th e  vo ltages in d u c e d  in  th e  contro l w ind ings o f  th e  th ree  tra n sd u c to rs  w ill, 
since th e y  are  120° o u t  o f  p h ase  w ith  one a n o th e r , y ie ld  a re su lta n t o f  zero [3, 7].

2. U nder th e  tw o  ex trem e  o p era tin g  c o n d itio n s  w hen th e  lo ad  c u rre n t 
is g re a te s t an d  sm a lle s t, th e  value of th e  o p e ra tin g  ch a rac te ris tic s  o f  th e  
a m p lif ie r  is th e o re tic a lly  in d ep en d en t o f w h e th e r  th e  am plifier is w o rk in g  in 
a co n d itio n  o f free o r  o f  forced m a g n e tiz a tio n . T h is c ircum stance  is o f  th e  
g re a te s t  im p o rtan ce , b ecau se  the  design o f  th e  am plifie r c ircu it ta k e s  place 
u s in g  th e  c h a ra c te r is tic s  o f  th e  tw o ex trem e o p e ra tin g  conditions. F o r pu rposes 
o f  design  th e re fo re , th e  sam e correct re su lt is o b ta in e d  w hether free or forced 
m a g n e tiz a tio n  is a ssu m ed .

4 . T he m echanism  o f  o p e ra tio n

In  th e  u n s a tu ra te d  stage  th e  flu x  in  th e  core is d e te rm in ed  b y  th e  
re la tio n

Ф =  { в с + в 1) Л .  (5)

D ue to  th e  rec tifie r in  series w ith the  g a te  w in d in g , 0 L m ay  on ly  be po sitiv e . 
T h erefo re  th e  g re a te s t  possib le  change o f f lu x  in  a n y  of th e  cores is Ф8 —  Ф15 
w here

<2>i =  Л&с . (6)

T he value o f  co re -f lu x  th a t  is still p o ssib le , closest to  th e  n eg a tiv e  s a tu ra 
tio n  f lu x , is d e te rm in e d  solely  b y  th e  c o n tro l c u rre n t.

L e t a v a lue  o f  th e  co n tro l cu rren t f ir s t  b e  se lected , such th a t  th e  su p p ly  
v o lta g e  be fu lly  a p p lie d  to  th e  gate w indings a n d  th a t  th e  flu x  shou ld  reach  
th e  v a lu e  o f -\-Ф3 a t  p rec ise ly  the  in s ta n t o f  zero  tra n s it io n  of th e  su p p ly  v o ltag e  
co n n ec ted  to  th e  g a te  w in d in g  o f  th e  m a g n e tic  am plifier. [This is possib le  in  
ev e ry  case w here th e  v a lu e  of th e  su p p ly  v o lta g e  is less th a n , or e q u a l to  
a c ritic a l value (U ps). See equa tion  (2).] In  th is  case th e  flu x  w ill, u n d e r  th e  
in flu en ce  of th e  p o s itiv e  su p p ly  voltage a p p lie d  to  th e  gate w inding , increase  
from  th e  value

=  ^1, min — M e .  min N c

to  th e  value -\-Ф3 (F ig . 5), th e n  in  the  n e x t  h a l f  period , u n d er th e  in flu en ce  o f 
th e  n eg a tiv e  su p p ly  v o lta g e , decrease fro m  -|-Ф$ to  th e  value  Ф] min . T he 
c u r re n t passing  th ro u g h  th e  load will th e n  b e  th e  m inim um  load  c u rre n t, th e  
r e s u l ta n t  o f th e  sm a ll c u rre n ts  serving to  m a g n e tiz e  th e  cores.

T he o th e r e x tre m e  case is when th e  v a lu e  o f  th e  contro l c u rre n t is chosen 
so t h a t  &c max =  Ic N l  =  I c  max-^c shou ld  p e r ta in .  T hen Ф1 =  Ф8, th e re  is 
no change of flu x  in  th e  cores, th e  gate w in d in g s  are  unable  to  develope  th e
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vo ltag e . The c ircu it o p e ra te s  as an  o rd in a ry  th ree -p h ase  G rac tz  rec tifie r. 
T h e  m ax im um  load c u r re n t now  passes th ro u g h  th e  load .

As th e  value o f  th e  co n tro l cu rren t is g rad u a lly  increased  from  /с , min 
to  I c  maxi th e  vo ltage  a p p e a rs  across th e  gate  w ind ings, th e  ch an g e  o f flu x  in 
th e  cores will becom e sm alle r. T he cu rren t passing  th ro u g h  th e  load  will 
g rad u a lly  rise  to  its  m ax im u m  value.

5. Method of investigation

T he analysis o f th e  o p e ra tio n  of th e  c ircu it m ay  be u n d e r ta k e n  in  tw o 
s tag es . In  th e  f irs t  s tag e  th e  m ean  value o f th e  load  c u rre n t v a rie s  betw een

^L, min —  i

in  th e  second stage  b e tw een

1
I L ,  max I L  I L ,

The m ethod  of in v e s tig a tio n  p u rsued  in  b o th  stages is f ir s t  to  de te rm ine  
th e  change w ith  tim e  o f th e  in te re s tin g  q u a n titie s  o f  th e  c ircu it w ith in  a 60° 
ran g e , th e n  on th e  basis o f  eq u a tio n s  (4) to  ex ten d  th e  v a lid ity  o f  th is  in fo rm a
tio n  to  th e  en tire  period .

In  th e  firs t s tag e  a 60° ran g e  consists o f tw o , c h a ra c te r is tic a lly  d ifferen t 
p a r ts . In  th e  firs t p a r t  o n ly  one o f th e  six cores is in  a s a tu ra te d  s ta te , in  the  
second p a r t  tw o (F ig. 7h). In  th e  second stage  on th e  o th e r h a n d , a t  least tw o 
cores a re  s a tu ra te d  th ro u g h o u t a t  an y  in s ta n t (F ig . l l h ) .

T he n u m b er o f  s a tu ra te d  cores for v a rio u s load  c u rre n ts  is show n in 
T a b le  1.

T he c u rren t flow ing  th ro u g h  th e  gate  w ind ing  is co nsidered  as being 
com posed o f  tw o c u rre n ts , viz. th e  m agnetiz ing  c u rre n t io x, an d  th e  s a tu ra tio n  
c u rre n t Íq s.

T he m agnetiz ing  c u r re n t passes th ro u g h  th e  ga te  w ind ing  w hen  th e  core 
belonging  to  i t  is in  th e  s ta g e  o f flu x  change. T h is c u rre n t is o f  th e  o rd er of 
m ag n itu d e  o f th e  m ax im u m  o f th e  m agnetiz ing  c u rre n t (I c) an d  carries ou t 
th e  m ag n e tiza tio n  o f th e  co re .

T he sa tu ra tio n  c u r re n t passes th ro u g h  th e  g a te  w ind ing  w hen  th e  core, 
an d  a t  least one o th e r core in th e  c ircu it, is s a tu ra te d . T hen  in  th e  c ircu it of 
th e  tw o s a tu ra te d  cores th e  su p p ly  vo ltage  can  on ly  be developed  across th e  
c ircu it resistances. T h is c u rre n t is one or possib ly  tw o o rders o f  m agn itu d e  
la rg e r th a n  th e  m ax im u m  o f  th e  m agnetiz ing  c u rre n t.
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Table 1

N u m ber of  
sa tu ra ted  cores

V alue o f load  
current

%

Stage I

P art 1. Part 2.

No
1 part 2. -Tl =  I L , min

1 2
,  г ^ max 
* L, min -*L 2

No
2part 1.

IL, max 
I l ~  2

Stage 11 2
IL, max

2  f L ^  ■» L, max

6 1 I I  — II ,  max

In  th e  firs t p a r t  o f  th e  f irs t  stage only  th e  m ag n e tiz in g  c u rre n t passes 
th r o u g h  th e  load re s is ta n c e , b u t  no sa tu ra tio n  c u rre n t. In  th e  second p a r t  o f 
th e  f i r s t  stage and in  th e  seco n d  stage on th e  o th e r  h a n d , s a tu ra tio n  cu rren t 
is p re s e n t  th ro u g h o u t.

6. F iring  angle

T h e  sa tu ra tio n  o f  co re  A  is followed a f te r  a lapse o f tim e  by  the

s a tu r a t io n  of core C ', t h a t  o f  C  a fte r a sim ilar perio d  b y  th e  s a tu ra tio n  of 
co re  В , e tc . (Fig. 3). W h a t, u n d e r  such c ircu m stan ces , is to  be  called  th e  firing  
a n g le ?  To avoid  a m b ig u ity , th e  firing  angle is u n d e rs to o d  to  d en o te  th e  angle 
d u r in g  w hich the  f lu x  —  fo r th e  case of a n y  core —  changes from  th e  b eg in 
n in g  o f  a positive f lu x -c h a n g e  to  sa tu ra tio n .

7. F irs t stage

. L et th e  v a lu e  o f th e  con tro l c u rre n t be chosen so th a t  th e

s a tu r a t io n  of the  n e x t core  to  becom e sa tu ra te d  shou ld  ta k e  p lace ju s t  a t  th e
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in s ta n t o f zero tra n s itio n  o f  th e  supp ly  v o ltag e  ap p lied  to  th e  g a te  w inding. 
In  th is  case tw o cores c a n n o t s im u ltaneously  be s a tu ra te d , excep t a t  th e  in s ta n t  
o f th e  zero tra n s itio n  o f  th e  supp ly  vo ltages. S a tu ra tio n  c u rre n t m ay  th e re 
fore n o t flow.

P resum e th a t  th e  m ag n etic  cond ition  o f th e  six  cores is in d ic a te d  on th e  
m ag n e tiza tio n  c h a ra c te ris tic  b y  th e  po in ts  m ark ed  1 on Fig. 5h, a t  th e  tim e

n
11 = ----- (F ig. 2). T hen  consider how  th e  m ag n e tic  cond ition  o f  th e  cores

3 со
* 2 7Z

changes in  th e  tim e  i n t e r v a l -----^ --------------•
3co 3co

A ccording to  F ig . 5h th e  m agnetiz ing  c u rre n ts  flow ing th ro u g h  th e  gate 
w indings o f th e  cores a t  th e  tim e  are:

la,xA — 0 , (7A)

*G,xC' =  0 , (7B)

— -*Cmin +  Ic 
lG,xB — ~ 0 »

a
(7C)

^0,хА' ~  ^C.min Ic 9 (7D)

îG,xC ~  IC ,min Ic ’ (7E)

IC ,min Ic
W  ”  2 ~  ’

(7F)

T he cu rren ts  flow ing  in  th e  gate w indings m u st a t  all tim es sa tis fy  th e  
eq u a tio n

+  *B +  *C =  ó t ' +  *B' +  *C'» (8)

a ris in g  from  th e  n o d a l law s applied  to  po in ts  P  an d  N  (F ig . 1). T h is eq u a tio n  
is sa tis fied  a t  th e  in s ta n t  tv

3
T he only  c u rre n t th ro u g h  th e  load  re s is tan ce  R l is —  (— I c  min +  I<),

2
w hich is o f th e  o rd er o f  m ag n itu d e  o f th e  m ag n e tiz in g  c u rre n t. T he vo ltage  
d ro p  across R L is th e re fo re  neglec ted  (see p o in t g/ o f th e  a ssu m p tio n s).

S a tu ra tio n  has been  reached  b y  cores C a n d  A ' .  T hus a t  th e  in s ta n t  tx 
th e  nodes P  and  N  a re  a t  th e  p o te n tia l o f  th e  su p p ly  te rm in a l 1, o r a t  th e  
id en tica l p o ten tia l (F ig . 2) o f  te rm in a l 3.

O f th e  rec tifie rs , b, c, a ',  and  b' are  be ing  used  in th e  fo rw ard  d irec tion , 
w hile a an d  c ' are  in  th e  b o u n d a ry  cond ition .

A t th e  in s ta n t im m ed ia te ly  follow ing tv  th e  p o ten tia ls  o f th e  supp ly
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F ig .  5 . Change with tim e o f  th e  g a te  winding vo ltage (continuous line) and core f lu x  (dashed
f 2i7C

l in e )  o f  th e  six cores for m in im um  load  current la  =  — I, (F igs. a. . . / ) ,  a lternation  in tim e

o f  th e  saturated cores (F ig. g),  m oreover the m ovem ent o f  the points denoting the m agnetic  
conditions o f the cores a long the m agnetization  characteristic (F ig. h)
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te rm in a ls  1 an d 3 w ill d iffer. P resum e th a t  th e  nodes P  and  N  rem ain  a t  
th e  p o te n tia l o f su p p ly  te rm in a l 3. (Core C re m a in s  s a tu ra te d .)  T hen

u A > =  U3_ i .

If , on th e  o th e r  h a n d , i t  is p resum ed th a t  th e  nodes P  and  N  rem ain  a t  
th e  p o te n tia l of su p p ly  te rm in a l 1, th en  th e  v o lta g e  on core C is

u c  =  u 3_  j .

T he flu x  m ay  change in  th e  neg a tiv e  d ire c tio n  in  b o th  cores.
W hich co n d itio n  w ill in  fa c t ensue? I t  m a y  he p roved  th a t  core A '  

can  n o t  rem ain  s a tu ra te d , for i f  th is  were p o s tu la te d , i t  w ould lead to  th e  c o n tra 
d ic tio n  th a t  th e  c u rre n t th ro u g h  th e  gate w in d in g  o f  th e  s a tu ra te d  core w ould , 
due  to  th e  n ecessary  com pliance  w ith  eq u a tio n  (8), h av e  to  be sm aller th a n  
w h a t is ac tu a lly  n eed ed  to  s a tu ra te  th e  core.

I f  core A ' is saturated, the nodes P  and N  are at th e  poten tia l of supply term inal 1. 
The vo ltages across the gate w indings of the cores are th en

“ A  =  “ A '  =  0  «

u l l  =  —  UB- —  u 2 - l  «

UC =  — UC, =  U3_! .
Hence, and from  the equation (7) the currents flow ing  through the gate w innings at the  

in stan t im m ediately after t t are

*G,xA =  0 »

*G,xC' —  d i c »

^ C,min +  I c . .
l G ,x B  =  -----------2--------------- A l B  ’

lG,xC =  I C ,min “b  ’

. ^  C.min “b  . .
l G ,x B ' — -------- £---------- ^  A  l B  '

where AÍq and A iß  are the changes of current in the ga te  w indings В , В '  and С, C' respect
ive ly  necessary for the flux-change caused by the vo ltages applied to  them  (they are positive  
quantities).

H ence, and from equation (8) it  would be necessary for a current 

'G ,xA ' =  — I 'c .m in  +  — 2 (d iB +  A i c ) ,

to flow  in the gate w inding of core A ' to  m aintain the postu lated  condition. This, how ever, 
is sm aller than that needed for saturation. Consequently core A ' can not remain in a saturated  
condition.

i f ,  on th e  o th e r  h a n d , th e  sa tu ra tio n  o f core C  is p resum ed , th e n  —  as i t  
is p roposed  to  show  —  no co n trad ic tio n  is in v o lv ed .

14* Acta Techn. Hung. 41 (1962)
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In  th is  case th e  nodes P  an d  N  rem ain  a t  the  p o te n tia l o f  su p p ly  te r 
m in a l 3. The voltage  d is tr ib u tio n  in  th e  c ircu it is g raph ica lly  show n in  F ig . 6. 
T h e  v o lta g e s  across th e  g a te  w indings a re  seen to  be

fro m  F ig . 5.

IIa 1 s II 1 =? 1

11 в  — U B '

II я N) 1 09

uc ~ uC' = 0

7t _ _2 7t
— < ; on < r  
3 3

(9A)

(9B)

(9C)

Fig. 6. V oltage distribution o f the circuit in the first stage at the in stan t im m ed ia te ly  follow 
ermg

3 to
i n  \ (  2 n \--------ь At  . a  =  —-
1 3co } 1 3 J

F ro m  th e  vo ltages, th e  flu x -ch an g e  w ith  tim e  in an y  core is

mt

Ф Ш  = —-— Г и d(cot) +  Ф0.
coN l  J

п
3

( 10)

Ф 0 is th e  value of th e  f lu x  a t  th e  tim e  h  = ----- ■. The possib le v a lu es  o f  Ф 0
3 со

a re : Фг,ш1п ~ ( ^ s + ^ i .m i n )  • (See F ig . 5h.) K now ing  Ф(со t), th e  change 

w ith  t im e  of th e  c u rren t th ro u g h  th e  ga te  w indings is

»G.xH)
n l a

[ Ф ( т * ) - Ф 1т1п] , ( И )

i f  Ф <  Ф5

A cta  Techn. Hung. 41 (1962)
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On th e  basis o f (9) an d  (10) th e  v a rio u s core fluxes in  succession a re  

U r
ф л  (wf) = ^ r r -

w N l

Ф С  ( w t ) =  ^ l.m ln  »

Фв (OH) =  — U-P-  
2 coN l

Фа' М  =  Un

1 -f- cos wt — 4

1 — 2 cos I wt —

3

2 n

f" Ф1,т\п »

Ф.1 +  <P|.n,ln+

w N l

, , 4л
1 +  cos w t --------- Ф >

ФСМ = Ф , ,
u nФ „'(wt) =  -  — p—  

D 2 w N ,
1 — cos

2л:
wt — -----

3
+

Фг +  Ф,.min

(12A)

(12B)

(12C)

(12D)

(12E )

(12F)

J U , ,  1̂/
T he range o f  v a lid ity  o f th e  eq u a tio n s  is —  ̂ < w t ^ 2 —-- .

3 3
I f  th e  cu rren ts  th ro u g h  th e  v a rio u s g a te  w indings are  d e te rm in e d  from  

th e  equa tions (11) and  (12), it  is seen th a t  th e  eq u a tio n  (8) is sa tisfied  a t  every  
in s ta n t  o f tim e . The p o s tu la te  o f  th e  s a tu ra tio n  o f  core C is th u s  show n to  h av e  
been co rrec t [equation  (12E )].

On th e  basis o f  (11) an d  (12) th e  load c u rre n t is

i L,x(Wt) — Îg,xA’ +  +  *G,xC' —

1
(13)

N l A (Фа- +  фв' +  фс  -  ЗФ,
so th a t

1
l L.x

Ur.
N l A  I 2 u) N l L

. 71 71
3 2 cos wt — 4 — +  2 cos cot — 5 —

3 3
+

(Фз -  Ф|,ш1п)
(14)

The v a lid ity  of th e  re la tio n s  (9) and  (12) m ay , tvith th e  help  o f  th e  eq u a 
tio n s (4), easily  be ex ten d ed  to  th e  full period .

The above considera tions h a v e  enabled  th e  change w ith  tim e  o f th e  core 
vo ltages an d  fluxes to  be show n g raph ica lly  for th e  full period  in F igs. 5 a . . .f . 
F ro m  th e  f lu x  d iagram s th e  change w ith  tim e  o f th e  cu rren ts  flow ing  in  th e  
g a te  w indings o f th e  cores m ay  also be easily  derived  [see e q u a tio n  (11)]. 
F ig . 5g show s th e  a lte rn a tio n  w ith  tim e  o f th e  s a tu ra te d  cores, w hile  F ig . 5h

Acia Techn. H ung. 41 (1962)
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in d ic a te s  tbe  position  o f  th e  po in ts d en o ting  th e  m ag n e tic  cond itions o f th e
л

3 ’
v a r io u s  cores on th e  m a g n e tiz a tio n  c h a ra c te ris tic , for th e  angles cot =

71
2  —  a n d  л  (points 1, 2 a n d  3).

3
Tw o more im p o r ta n t  conclusions m ay  be  d raw n . T he vo ltage  a p p ea rin g  

o n  th e  gate w inding is n o t  s inuso ida l. In  th is  b o u n d a ry  o p era tin g  co n d ition  th e  
r e s u l ta n t  voltage in d u c e d  in  th e  contro l c irc u it is zero. T he considera tions 
a d v a n c e d  so far, a re  th e re fo re  valid  for b o th  free an d  forced m ag n e tiza tio n , 
a n d  ev en  for all in te rm e d ia te  cases betw een  th e  tw o .

2 л  ^ 71
B ) -----L e t  th e  value of th e  co n tro l c u rre n t be increased  in

3 3
th e  po sitiv e  d irection  f ro m  I q, min to  Ic  >but in  su ch  a m an n er th a t  a should

л
n o t  be  less t h a n —  •

3
P resum e th a t  th e  m a g n e tic  conditions o f th e  cores are tho se  in d ica ted  

o n  th e  m agnetiza tion  c h a ra c te r is tic  by  th e  p o in ts  1 o f F ig . 7i, a t  th e  tim e
л

t\  =  ----- . Consider th e  c h a n g e  in  th e  m agnetic  co n d itio n  o f th e  cores over th e
3co

л  1 л
t im e  in te r v a l----- ^  t ——  •

3co 3 ft)
A t the  tim e q  th e  co res  A '  and  C are s a tu ra te d . A t th e  in s ta n t im m ed ia te ly

2 л
fo llo w in g  q  — for rea so n s  s im ila r to  the  case for a  =  —------ only th e  core C

r e m a in s  sa tu ra ted . T h e  n o d e s  P  and  N  rem ain  a t  th e  p o te n tia l o f su p p ly  t e r 
m in a l  3.

T h e  voltages a c ro ss  th e  gate  w indings w ill be

M '  —  “ 3—1 »

U B  — U B ' — u 2 — 3  ;
U r > =  0 .

(15A)

(15B)

(15C)

(F ig s . 6 and  7a. . .f ) . T h ese  equ a tio n s — w ith  th e  ex cep tio n  o f th a t  ap p ly ing  
to  co re  В  — will re m a in  v a lid  rig h t up to  th e  s a tu ra t io n  o f core B ' ,  w hich

is th e  n e x t to  becom e s a tu r a te d  a t the  angle -----—| . The angle ß , is d e te r 

m in e d  b y  the  e q u a tio n

ß  =  a
71

3

(F ig . 7a). The flux  o f co re  В  w ill —  as is to  be show n

(16)

reach  th e  m in im um

A c ta  Techn. Hung. 41 (1962)
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Fig.  7. The change w ith  time for the case o f  a load current o f  I L ей 0.133 max , =  - y j  ,

o f  the gate winding voltage (continuous lin e) and core flu x  (dashed line) o f  the six  cores (Figs, 
a. . . f )  and o f the resultant A C  voltage induced in the control circuit (uç(), (F ig . g ), m oreover  
the alternation of the saturated cores (F ig . h)  and the m ovem ent o f  the poin ts den otin g  the 

m agnetic conditions o f the cores along the m agnetization characteristic (F ig . i)
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v a lu e  (Фх) d e te rm in ed  b y  th e  control c u rre n t a t  th e  angle d ------- , before
3 1

th e  s a tu ra tio n  of core B '.  T h e  range —  ̂  cot ^  a  is p a r t  1 of stage  I  (T able 1).
3

F ro m  th e  tim e  w h en  core B ' becom es s a tu ra te d ,  tw o cores (C and  B ')  
w ill be sa tu ra te d . In  th e  c irc u it  form ed b y  su p p ly  te rm in a l 3 —  core C —  re c ti
f ie r  c —  node P  —  n o d e  N  —  core B ' —  re c tif ie r  b' —  te rm in a l 2, th e  supp ly

b)

Fig. 8. The change w ith  tim e for the case o f a load current o f  e=i 0.133 I max

o f th e  voltages arising at po in ts P  and N  of the load w ith  respect to  the neutral po in t o f the  
netw ork  (Fig. a), o f the satu ration  current passing through th e  load (Fig. b) and o f the resultant 

currents through  the gate windings o f  cores A  and A '  (F ig. c)

Acta Techn. Hung. 41 (1962)
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vo ltage —  u2_ 3 can  only develop across th e  resistances o f th e  c ircu it. T h e  load 
c u rre n t shows a sudden  increase (F ig . 8b) a t  th e  in s ta n t  w hen core B '  becom es 
s a tu ra te d . F ro m  th is  tim e a s a tu ra t io n  c u rre n t flow s th ro u g h  th e  g a te  w ind ings 
o f  cores C and  B ' . Node P  co n tin u es  to  rem ain  a t  th e  p o ten tia l o f  su p p ly  te r-

diately after the saturation o f core B '  I a =  —

m inai 3. INode ЛГ, how ever, a t th e  in s ta n t  o f firing  su dden ly  assum es th e  p o ten - 
t ia l  o f  su p p ly  te rm in a l 2 (Fig. 8a).

C onsequen tly  th e  vo ltage ap p lied  to  th e  g a te  w inding o f  core A  c o n ti
nues to  be

u A =  —  u3_ l . (17A )

On th e  o th e r h a n d  th e  vo ltage o f  core A  ' su d d en ly  changes to

u A , =  — u ,_ 2. (17B)

T he vo ltages o f th e  o ther four g a te  w indings are  zero

Un- —  u r  =  u r > =  0 . (17C)

,  2 л
T he equ a tio n s (17) are  valid o v e r th e  ran g e  - -- i. e . in  p a r t  2 of

s tag e  I . (Table 1). T he voltage d is tr ib u tio n  o f th e  c ircu it —  a t  th e  tim e  im m e
d ia te ly  a f te r  f ir in g  —  is show n b y  F ig . 9.

T he v a lid ity  o f the  eq u a tio n s  (15) an d  (17) is ex tended  to  th e  e n tire  
period  w ith  th e  help  o f the  re la tio n s  (4). T he changes w ith  tim e  o f th e  g a te  
w ind ing  vo ltages an d  of th e  r e s u l ta n t  A C  vo ltage  (ua)  induced  in  th e  co n tro l 
c ircu it, have  been  show n in F igs. 7 a . . . f  an d  7g. On th e  basis o f  eq u a tio n s

A cta  Techn. H u n g . 41 (1 9 6 2 )

Fig. 9. Voltage distribution of the circuit in the first stage, at the instant |  ---- f- At  j  , im m e
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(10), (15) an d  (17) th e  change w ith  tim e  o f th e  fluxes has also been  ind ica ted  
in  F ig s . 7 a . .  . f  (d ash ed  line). F ig. 7h show s th e  a lte rn a tio n  w ith  tim e  o f th e  
s a tu ra te d  cores, w hile F ig . 7i ind ica tes th e  p o sitio n  on th e  m ag n e tiza tio n  c h a 
ra c te r is t ic  o f th e  p o in t d en o tin g  th e  m ag n e tic  cond itions o f th e  v a rious cores

7 t  7Z
a t  th e  angles o>t =  — , 2  —  an d  л  (po in ts 1, 2 an d  3).

3 3
A  reverse  v o ltag e  across th e  rec tifie rs  o n ly  ap p ears  w hen th e  f lu x  in  th e  

core belong ing  to  th e m  is Фх. In  th is  case th e  rev erse  vo ltage , e. g. in  th e  case 
o f  re c tif ie r  a is th e  p o te n tia l  difference b e tw een  th e  supp ly  te rm in a l 1 an d  th e  
n o d e  P  (d o td ash  cu rv e  o f  F ig . 7a.)

O n th e  b asis  o f  F ig . 7 th e  changes in  tim e  o f th e  vo ltages a t  p o in ts  P  
a n d  N  (Up0, u ^ 0), th e  s a tu ra tio n  load c u rre n t ( i^ s )  an d  th e  c u rre n ts  th ro u g h  
th e  g a te  w indings o f  cores A  and  A ' ,  (Íq a , Îg a -)i h av e  been co n stru ed  in  F igs. 
8a, b a n d  c.

T h e  value  o f th e  f lu x  Фх is u n eq u iv o ca lly  d e te rm in ed  b y  th e  con tro l c u r
re n t  [eq u a tio n  (6)]. Ф1 in  tu r n  decides th e  v a lu e  o f  th e  angle ß, for i t  depends 
o n ly  on  Фг how  la rg e  th e  p ositive  v o ltage  a re a  is, w hich can be developed  for 
in s ta n c e  across th e  g a te  w ind ing  o f core A  (F ig . 7a).

A t th e  n e x t  s te p  le t th e  re la tio n  b e tw een  th e  flu x  Фх and  th e  angle ß 
be d e te rm in e d . F o r ex am p le  in  th e  case o f  core  A ,  th e  vo ltage  a rea  ap p lied  to

л
th e  g a te  w inding  b e tw een  — and th e  angle ß  ra ises  th e  flu x  from  its  v a lu e  o f 

Фх to  + Ф 5 (F ig . 7a), so th a t

Ф5 -  Ф,
w N ,

(— U3 -“ з- i ) d ( ( o t ) +  j u i_ 2 d(ft>t) (18)

w hence  u sin g  (1),

Ф] =  Ф 4 ---- —■-— cos ß .
coN l

(19)

L e t I7p s he th e  line v o ltag e  p eak  value a t  w h ich , fo r a =  2 — , th e  f lu x  oscillates
3

b e tw een  —Ф5 an d  + Ф 5- T he value o f Up s is, from  (18),

U p,s = 2 c o N ^ s .

F ro m  th e  la s t  tw o re la tio n s

w here
Ф, =  Ф5 (1 +  2к  cos ß ) ,

Ti^  p , s

(20)

(21 )

(2 2 )
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Now to  d e te rm in e  th e  re la tio n  betw een  th e  ang les ß  and  Ö. T he p o s itiv e  
vo ltage area ap p lied  to  th e  ga te  w indings is in  a b so lu te  value equal to  th e  
n eg a tiv e  v o ltag e  a rea , for th e  flu x  alw ays o sc illa tes be tw een  Ф8 and  <PV T h u s , 
fo r exam ple, th e  tw o  shaded  v o ltag e  areas in  F ig s . 7a and  d are also e q u a l 
to  one a n o th e r. F ro m  th is  equ ivalence

cos b =  1 -f- 2 cos ß .  (23)

T h e  re la tions (21) an d  (23) are  on ly  valid  in th e  f ir s t  s tage . A ccording to  (23),

л  2 л
b ß  (Fig. 10). T his also follows from  the  fac t th a t  from — to  — th e  v o lta g e  

a re a  applied  to  core A  is sm aller th a n  th a t  o f  A '.

8. Second stage

—  L et Ic  be fu r th e r  increased  in  th e  positive d irec tion , u n t i l
3

л
th e  firing  ang le  becom es —  or sm alle r.T hen  le t th e  m agnetic  conditions o f  th e

3
л

cores be in d ic a te d  on th e  m ag n etiza tio n  c h a ra c te r is tic  a t  a tim e  t1 =  -
ico

b y  th e  po in ts  1 o f  Fig. H i.
JC

In  th e  a n g u la r  range —  ß th e  cores C an d  B ' are s a tu ra te d ,

th a t
uc =  uB, =  0 . (24A)

Acta Techn. H ung. 41 (1962)
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Fig. 11. The change w ith  tim e for the case o f a load  current o f I L 0,866 /^  шах

o f th e  gate  winding v o ltage  (continuous line) and core f lu x  (dashed line) o f  the s ix  cores (Figs. 
a. . . / )  and of the resu ltant A C  voltage induced in  th e  control circuit (uci), (F ig. g),  m oreover 
th e  a lternation  o f the saturated  cores (Fig. h) and th e  m ovem ent of the poin ts denoting  the 

m agnetic conditions o f the cores along the m agnetization  characteristic (F ig . i)

Acta Terhn. Hung. 41 (1962)
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The v o ltage  d is tr ib u tio n  o f th e  c ircu it is show n b y  Fig. 12. N ode P  is a t  
th e  p o ten tia l o f su p p ly  te rm in a l 3, node N  a t  th a t  o f te rm in a l 2 (F ig. 13a). 
In  th e  c ircu it fo rm ed  b y  supp ly  te rm in a l 3 —  core C  —  node P  —  node N  —  
core B '  —  te rm in a l 2, th e  supp ly  vo ltag e  — n2_ 3 can only  be developed across

7

3

2

Fig. 12. Voltage d istribution o f the circuit in the second

im m ediately following

stage at the instant

th e  resistances of th e  c ircu it. A sa tu ra tio n  c u rre n t flows th ro u g h  th e  ga te  
w indings o f cores C an d  B ’.

O f th e  re m a in in g  four cores, a p ositive  v o ltag e  m ay  occur across g a te  
w ind ing  A  an d  a n eg a tiv e  vo ltage  across th e  re s t. T he ga te  w indings B , A '  
an d  C  can , how ever, no  longer ta k e  u p  a n eg a tiv e  v o ltage  since c u rre n t in  a 
n eg a tiv e  d irec tio n  w ould th e n  h av e  to  flow  th ro u g h  th e ir  rec tifie rs . T hus

u A =  — u3_ j , (24B)

ub =  11 a 1 — uc' — 0 • (24C)

ß
At th e  tim e  t — —  , core A  will becom e s a tu ra te d . The vo ltage  d is tr ib u tio n

in th e  c ircu it a t  tim es  su b seq u en t to  firin g  is show n in F ig . 14. Since i t  will 
now  be th e  v o ltag e  o f th e  supp ly  te rm in a l 1 th a t  is th e  m ost positive , th e  
sa tu ra tio n  c u r re n t  w ill henceforw ard  flow  th ro u g h  ga te  w inding  A ,  b u t  will 
co n tin u e  to  flow  b ack  th ro u g h  ga te  w ind ing  B '.*  (The p o te n tia l o f supp ly

* It is here presum ed that the leakage reactance o f the supp ly  transformer is negligib le, 
which is perm issible in  the case of smaller ratings up to  a few  kVA. The phenom enon of over
lapping does not th en  arise. G ate w inding A  is able to  take over the saturation current from  
C w ith ou t delay, in  its  entirety , at the in stan t ß/ш.

A ria  T echn . H u n g . 41 (1962)
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Fig. 13. The change w ith tim e for the case o f a load current o f I^ Qá 0.866 I  L,max » =  ^-j »

o f  th e  vo ltages arising at points P  and N  o f the load w ith  respect to the neutral po in t o f the 
n etw o rk  (F ig. a), o f the saturation current passing through the load (F ig. b) and o f the resultant 

currents through th e  gate w indings o f cores A  and A '  (Fig. c)

te rm in a l  2 is th e  m ost n eg a tiv e .)  T he p o te n tia l o f node P  su d d en ly  rises a t  
th e  tim e  o f firing  to  th e  v o ltag e  o f su p p ly  te rm in a l 1, while th a t  o f N  rem ains 
a t  th e  v o ltag e  o f te rm in a l 2.
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T he flu x  o f core C is re se t from  th e  tim e  o f  firing , since h en cefo rw ard  
it has th e  n eg a tiv e  v o ltag e

U q  — itg_2 (25A)
n

across i t .  This re la tio n  is va lid  in  th e  a n g u la r  ran g e  a ^ w t ^ ô  -j — . T he
О

71
angle Id +  y is th a t  a t  w hich th e  flu x  in  core C  is ju s t  reduced  to  th e  v a lu e  Фг

immediately following the saturation of core A |a  =  —-j ,

A fte r |<5 -f- — J th e  v o ltag e  on core C will be zero . T he voltage  betw een  su p p ly

te rm in a l 3 an d  p o in t P  is developed across th e  re c tif ie r  c.
D ue to  s a tu ra tio n , a f te r  firing

u A =  uB. =  0 , (25B )

m oreover due to  reasons sim ilar to  th o se  dev e lo p ed  in  connection  w ith  (24C),

и a ' =  u■c 0.

T he re la tio n s (25) are  valid  in  th e  r a n g e a < ^ < « f ^
2 л

(25C)

S im ilarly  to  th e  p rocedure  followed h i th e r to ,  th e  v a lid ity  o f  e q u a tio n s  
(24) a n d  (25) is e x ten d ed  to  th e  en tire  period. T h e  d iag ram s o f th e  g a te  w in d in g  
v o ltages, o f th e  in d u ced  A C  vo ltage in th e  c o n tro l c ircu it (u a ), an d  th e  a l te r 
n a tio n  in  tim e  o f th e  s a tu ra te d  cores is show n b y  F igs. 11a. . .h  in  th e  ab o v e  
o rder. T h e  sam e figu re  also  con ta in s th e  change w ith  tim e  of th e  fluxes (dashed  
line). F ig . H i  in d ica tes  th e  position  on th e  m ag n e tiz a tio n  ch a rac te ris tic  o f  th e  
p o in ts  d en o tin g  th e  m ag n e tic  conditions o f  th e  v a rious cores a t  ang les o f

7 t Л
cot =  — ,2  —  a n d  71 (p o in ts  1, 2 an d  3).
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T h e change w ith  tim e  of th e  rev e rse  v o ltag e  applied  to  th e  rec tif ie r  a 
h a s  b een  illu s tra te d  in  F ig . 11a. V oltage is o n ly  developed across th e  rec tifie r 
i f  th e  f lu x  in  core A  is ju s t  Фу  D urin g  th is  t im e  th e  size of th e  rev e rse  vo ltage  
is th e  v o ltag e  d ifference b e tw een  su p p ly  te rm in a l 1 and  th e  p o in t P  (do t-d ash  
c u rv e  o f  F ig . 11).

O n th e  basis of F ig . 11a th e  changes w ith  tim e o f th e  v o ltag es  of th e  
n o d e s  P  an d  N  (u p 0, u ^ 0), th e  s a tu ra tio n  c u rre n t passing th ro u g h  th e  load 
(*z.,s) a n d th e  c u rre n ts  th ro u g h  th e  g a te  w indings of th e  cores A  an d  A '  
{Îg .Ai Îg .a ’) i h av e  been  co n stru ed  in  F igs. 13a, b and  c.

H ere , as in  th e  f irs t  s tage , le t th e  re la tio n s  betw een th e  f lu x  Фх an d  the  
a n g le  ß, an d  betw een  th e  angles ß  an d  ô be  de te rm in ed .

In  th e  case, for in s ta n c e , o f  core A ,  th e  v o ltage  area app lied  to  th e  gate
71

w in tlin g  from —  to  th e  ang le  ß, increases th e  f lu x  from  th e  va lu e  Ф, to  Фа 

(F ig . 11a), so th a t
H

Ф; -  Ф\ =  - 4 r  Í ( -  “ 3 - t )  d(co t), (26)
coN l j

w h en ce  using  (1), (20) a n d  (22),

Ф1 =  Ф3 -  2кФ, 1 — cos \ß  — (27)

T h e  re la tio n  b e tw een  th e  angles ß  a n d  ô m ay  —  sim ilarly  to  th e  first 
s ta g e  —  be d e te rm in ed  from  th e  e q u a lity  o f  th e  positive and  n e g a tiv e  vo ltage  
a re a s  sh ad ed  in  F igs. 11a an d  d. H ence (F ig . 10)

cos <5 =  2 cos
71

3~.
— 1.

R e la tio n s  (27) and  (28) are  on ly  v a lid  for th e  second stage.

(28)

T he operating m echanism  of the m agnetic am plifier which has been in v estig a ted  m ay, 
in  th e  stea d y  state  condition , concisely be stated  thus: The control vo ltage (in p u t signal) 
d eterm in es the value of the control current (Ic  =  Uq/R q). The control current prescribes the  
m agn itu d e of the in itia l flu x  (see equation (6)]. in  turn decides the value o f  the firing  
angle (equations (22) and (27)). F inally  the firing angle unequivocally  determ ines th e  size of 
th e  load  current.

T he results and conclusions im portant for design  are that:

a) in  the case of m inim um  load current |a  =  2 —  j ,  the voltage across the ga te  windings

o f th e  cores does not change sinusoidally (F ig. 5);
b) in  the case o f m axim um  load current (a —■ 0 ), the circuit m ay theoretically  be treated  

as a three-phase G raetz-type rectifier circuit;
c) the m axim um  change of control current referred to the gate winding w ith in  the cout- 

rol range is 2k l c.
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T H E O R IE  E IN ES D R E IP H A SIG E N . SEL BSTSÄ TTIG EN D EN  M A G NETISCH EN  
V E R ST Ä R K E R S IN  BR Ü CK ENSC H A LTUN G

, I. WIRKUNGSWEISE
I. NAGY

ZUSAM M ENFASSUNG

Die W irkungsweise des untersuchten M agnetverstärkers im stationären Z ustand kann 
kurz wie fo lgt zusam m engefaßt werden: D ie Steuerspannung (E ingangssignal) b estim m t den  
W ert des Steuerstrom s (Iq =  Uq/R q). Der Steuerstrom  schreibt die Größe des F lusses Ф, vor 
[siehe Gl. 1]. Ф1 bestim m t wiederum  die Größe des Sättigungsw inkels [Gl. (22) und (27)]. Der 
Sättigungsw inkel hingegen schreibt die Größe des B elastungsstrom es eindeutig vor.

V om  Standpunkt der B em essung ergeben sich die folgenden w ichtigen E rgebnisse  
bzw. Schlußfolgerungen:

a) Im  Falle eines m inim alen B elastungsstrom es =  2 — j ändert sich die au f die

Arbeitsw icklungen der Kerne gelangende Spannung nicht sinusförm ig (Abh. 5).
b) Im  Falle eines m axim alen B elastungsstrom s (a =  0) kann die Schaltung theoretisch  

so behandelt werden wie der Gleichrichterkreis einer dreiphasigen G rätz-Schältung.
c) D ie m axim ale Änderung des Steuerstrom s im Arbeitsbereich ist 2k l c.

T H É O R IE  D E  L’AM PLIFICATEUR M AG NÉTIQ UE AUTO-SATURANT T R IP H A S É ,
M ONTÉ E N  PONT

I. P R IN C IP E  D E FONCTIONNEM ENT

I. NAGY

RÉSUM É

Le m écanism e de fonctionnem ent en é ta t de régim e de l ’am plificateur m agnétique  
exam iné peu t être schém atisé com m e suit: la tension de com m ande (signal d’entrée) déterm ine  
la valeur du courant de com m ande ( I q Uc/R c)- Le courant de com m ande déterm ine la 
grandeur du flux  Фх [voir éq (6)]. Ф х f ix e  à son tour la valeur de l’angle d’ign ition  [éq (22) 
et (2 7 )I. E nfin  l’angle d ’ignition  prescrit d’une façon univoque la valeur du courant de charge.

Voici les résultats et déductions les plus im portants du point de vue du calcul:

a) E n cas de courant de charge m inim um  (a  =  2 — J, la tension arrivant aux enroule

m ents de puissance des noyaux ne varie pas su ivant une sinusoïde (fig. 5).
h) E n cas de courant de charge m inim um  (a =  0), le m ontage peut être considéré théo

riquem ent com me un circuit de redressem ent triphasé de Graetz.
c) La variation m axim um  du courant de com m ande est, dans le dom aine de fonction 

nem ent: 2k I c.
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Т Е О Р И Я  Т РЕ Х Ф А ЗН О ГО  САМОНАСЫ Щ АЮ Щ ЕГОСЯ М АГНИТНОГО У С И Л И Т Е Л Я
МОСТОВОЙ СХ ЕМ Ы

I. Принцип работы
и . Н А Д Ь

РЕЗЮ М Е

Механизм работы исследуемого магнитного усилителя в установившемся состоянии 
может быть трактован следующим образом: управляющее напряжение (входящий сигнал) 
определяет величину управляющего тока (Ic =  U q / R c ) -  Управляющий ток предопре
деляет величину потока Ф1 (см. уравнение (6)). Поток Фг, в свою очередь, определяет 
величину угла насыщения (уравнения (22) и (27)). А угол насыщения однозначно пред
определяет величину тока нагрузки.

Важные результаты и соответственно выводы с точки зрения расчета:
а. В случае минимального тока нагрузки |а  =  2 -^-J напряжение, попадающее на

рабочую обмотку, не изменяется синусоидально (рис. 5).
б. В случае максимального тока нагрузки (а =  0) схему принципиально можно 

рассматривать как трехфазную выпрямительную цепь схемы Ghaetz.
в. Мак имальное изменение управляющего тока в рабочем диапазоне 2к1(.
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N O U V E L L E  M É T H O D E  P O U R  L A  D É T E R M I N A T I O N  
D E S  P U L S A T I O N S  P R O P R E S  C O R R E S P O N D A N T  

A U X  V I B R A T I O N S  D E  T O R S I O N  D E S  A R B R E S  C O U D É S  
D E S  M O T E U R S  H O M O G È N E S  E N  L I G N E

A N D R E Ï R IPIA N U

C LU J, ROUM ANIE

(M anuscrit présenté le 29 mai 1961)

On considère un m oteur hom ogène en ligne à 2  cylindres, dont l’arbre coudé n’est 
pas chargé par des pièces à ses extrém ités. E n  effectuant la réduction des m asses e t des lon
gueurs, on obtient un systèm e vibrant réd u it hom ogène à 2  m asses, dont les (2 — 1) pulsations 
propres, correspondant aux vibrations de torsion  du systèm e, sont données par la form ule (20).

Si l’arbre coudé du m oteur est chargé à ses extrém ités par des p ièces, on  ob tien t, en 
effec tu a n t la réduction des m asses et des longueurs, un systèm e vibrant inhom ogène.

Pour calculer les pulsations propres correspondant aux vibrations de torsion , on trans
form e le systèm e vibrant inhom ogène en u n  systèm e vibrant hom ogène éq u iva len t du point 
de v u e  dynam ique.

Le nombre de m asses, identiques entre elles, que contient ce systèm e, dépend de la 
valeu r  de la pu lsation  des vibrations de torsion  du systèm e vibrant.

E n appliquant la form ule (20) au cas du systèm e hom ogène équ iva len t au systèm e  
inhom ogène, on obtient les pulsations propres cherchées correspondant aux v ibration s de 
torsion .

L a d é te rm in a tio n  des p u lsa tio n s  p ropres des v ib ra tio n s  de to rs io n  des 
a rb re s  coudés p résen te  u n e  im p o rta n c e  excep tionnelle  dan s la  c o n s tru c tio n  
des m o teu rs  à  com bustion  in te rn e . E lle  s’effectue d ’h a b itu d e  p a r  la  m éth o d e  
a n a ly tiq u e  de H o l z e r — T o l l e ,  q u i nécessite  des calculs trè s  la b o rie u x  à  cause 
d u  g ra n d  nom bre de tâ to n n e m e n ts  p ré c é d a n t la d é te rm in a tio n  e x a c te  de la 
v a le u r  de ces pu lsa tio n s.

P lus le nom bre  des m asses e s t élevé, p lus les calculs so n t lab o rieu x . 
A u ssi l ’é tab lissem en t de m éthodes p e rm e tta n t  de calcu ler les p u lsa tio n s  p ro 
p re s  sans tâ to n n e m e n t, p ré se n te -t- il u n  g ran d  in té rê t.

D ans ce qu i su it, nous allons exposer une nouvelle m é th o d e  p o u r la 
d é te rm in a tio n  des p u lsa tions p ro p res  co rresp o n d an t au x  v ib ra tio n s  de  to rs io n  
des a rb res  coudés des m o teu rs  hom ogènes en  ligne.

On considère un  m o teu r hom ogène en ligne, p o sséd an t z cy lind res. 
S u p posons q u ’aucune pièce n ’es t fixée  au x  ex trém ité s  de l ’a rb re  coudé du  
m o te u r . E n  e ffec tu an t la ré d u c tio n  des m asses e t des longueurs à l ’a ide  des 
fo rm u les  classiques, on o b tie n t u n  systèm e hom ogène v ib ra n t  fo rm é p a r  z 
m asses réd u ites  iden tiq u es (fig. 1).

N o ta t io n s :

r0 ........................... le rayon du cercle de réduction des m asses en cm, qui p eu t être adopté
arbitrairem ent. On p eu t adopter com m e rayon de réduction  r0 le rayon  
des m anetons.
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c
r2

=  1

0

; a2; a3; . . .

. =  1 ! fl2 î аз ! •

l ~
m

la m asse réd u ite  des masses en m ouvem en t de rotation  et de translation, 
réduite par rapport au rayon de réd uction  r0 et correspondant à un cylindre 
du m oteur hom ogène en ligne, en k g f cm - 1 s2.
la m asse, réd u ite  au rayon de réduction  r0 de la m asse M x de la pièce placée  
à l ’ex trém ité  de l ’arbre coudé, en k g f cm - 1 s2 (fig  2).

le rapport en tre  le coefficient de rig id ité à la torsion de la portion de l’arbre 
lim itée  par d eux  masses consécutives et le carré du rayon de réduction  
en k g f  cm -  *.
az . . . les é longations linéaires relatives des vibrations de torsion exécutées 
par les m asses réduites m form ant le sy stèm e hom ogène de z  m asses rédui
tes (fig  1), rapportées à l’élongation linéaire des vibrations de torsion de la  
m asse réd u ite  n° 1, mesurée sur le cercle de réduction  de rayon r0.

. .  ; a/j ; a/j+1 ; . . .  ; (ih+Zl . . .  les é longations linéaires relatives des 
vibration s de torsion exécutées par les m asses réduites m  form ant 
le sy s tèm e  hom ogène de h -f- zt  m asses réduites (fig  3), rapportées à 
l ’é lo n gation  linéaire des vibrations de torsion de la m asseréduite n° 1, 
m esurée sur le  cercle de réduction de rayon  r0.

la p u lsa tio n  propre correspondant au x  vibrations de torsion d’une seule 
m asse m  en  s ~ 1.
la p u lsa tio n  propre correspondant au x  vibrations de torsion de tou t le 
sy stèm e v ib ra n t en s~1.

Les équations e x p r im a n t l ’équilibre d y n a m iq u e  des m asses réd u ite s  
des v ib ra tio n s  lib res de to rs io n , son t:

m a i 0)2 — c(ai аг) =  0 >

т а г со2 — c(o2 — аг)  — c(a2 — a3) =  0 ; 

m a 3 со2 —  c(a3 — a2) — c(a3 — a 4) =  0 ;

m a , со2 — c(a, — аг_ 4) =  0 .

E n  réso lvan t ce sy s tè m e  d ’équations p a r  ra p p o r t au x  élongations re la 
t iv e s  eq, a,. . az, on  o b t ie n t :

ai =  1 ;

ш
a 2 =  l — -----

a>„

О я = 1  —

со

- w p

-  7
ы \ч

0)r

28
œ 6

+  9
CO ]8

1 Ы
M p  J l Ш р

10
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CO 2 CO 4 CO
a7 =  1  -  2 1

« V
+  70 -  84

‘V
f CO 10 CO

Í + %

+  45

1 -  C f \—  -l2 +  c?+1( w 4 - c ? +J — )e +  c ? +8i w ' 8

-  e n
CO 10 . . l u )

+  c f t 5
« V l w p l

i+ 4

+  ( -  i ) ' - » q f z j

. . . + ( - i ) ' - » q | = 5
CO
Ü)„

CO
con

+  ( - l ) i- 1C.i}=I
CO

con

2l—2

2 1 - 6

+

( 1 )

az =  1 — Cf
CO

4- C4 1I W +1
CO

con
-  C f+2

CO |° 

CO,
+  . . . +

CO 22—2

+  ( - i )z- 1

L ’éq u a tio n  des p u lsa tio n s p ro p re s  es t :

2  o, =  0i=l
ou:

z -  2 :  c f
CO 2 2 

+  ^ C ? +1 CO
* -  i  c î+i Í—/ = 1 /=1 M p <=i l %

+  . . . +

+  ( — l ) z - 1 C g z i
2 2 -2

=  0 .

(2)

(3)

O n co n n a ît la re la tio n :

2 C f =  2  Q  =  e n } . (4)

C om pte ten u  de (4), la  re la tio n  (3) d ev ien t:

Cl -  C i+1 O) 1 2
+  CL

CO l4 

CO
-- CJ+3 — r + c i +4(— Г -

cor cor

- c * + .
CO 10

+  . . . +  ( - ! ) * - •  C g z i
2 2 - 6

+

+  ( - l ) 2“2Cg=i CO fi) “
+  ( - i ) * - 1c g = } |—  = 0 .

C O n  I
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Sous une a u tre  fo rm e:

s =  0
0. (5)

N ous allons d é m o n tre r  q u e  les z— 1 rac in es  positiv es  de l’éq u a tio n  (5) so n t:

CO _ . Tl TT
---- =  Z s i n -------
con 2 z

( 6)

o ù  n  =  1; 2; 3 ;. . z— 1.
P o u r cela, il fa u d ra  d é m o n tre r  que.

x ' ( - i ) s c f +v
s=0

2 sin
2z

=  0 (n =  1 ;2 ;3 ;. . z  — 1). (7)

O n connaît la  re la tio n  [1]:

sin  z x м

z -  1 

2

O n pose: 

d o n c :

O n o b tien t:

— У  ( - l ) * C * _ 1_ s (2 c o e * )* -1- 2e
sin  X  T ~o

, 1 • J Z —  1re p ré se n te  la  p a r tie  en tière  d e ---------  .

1 +  cos .r =  a  

cos X  =  a  — 1

( 8)

[*zll

Sin X s —0 a =  0

sin z x

sin гл:

sin X

2—1 m
“ 2-(— ( - ! ) * » "  2(- 1 Г 2 - ' - « ! : ;  (9)

D an s ce qui su it, n o u s allons dém o n tre r la  re la tio n :

’V ' /  1 \ s  9/1—l —2S r s  r^z—h  __  p h - 1
V -1 /  ^  *-#Z— 1 — S ^ 2 — 1 — 2S  2 — Л*

S =  0

( 10 )
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E n  n o ta n t :  s =  p .  la re la tio n  (10) d e v ie n t:

/1—1
2

2 '  ( -  1 ) P  2 ' ■ - l - S P  C U l - p  Q - l - 2 p  =  C 2Z-\  ■
P =  0

( П )

On vérifie  a isém en t la re la tio n :

e t p a r là  (11) d ev ien t:

C P  е г - / 1 __ c P  c * — h
’-' z  1 p W —1—2p —  1—p W —1 - p

Fr]
2  ( - 1 ] ' ! W - * C L W c t î _ ,  =  С5ГЛ■
p  =  0

Si h e st im p a ir , en n o ta n t :  /> = --------------s la  re la tio n  (12) d e v ie n t:

( 12)

/1—1
2
X'

/1—1

S =  0
( - х г г - с Д  с г-лл+1 = ( - i )  2 ch~ \ .

Si h e st p a ir , en n o ta n t  :

—  + s  Z -  —  + S
(13)

1 s

la re la tio n  (12) d e v ie n t:

2

s=0

l—s21 ( -  l ) s 2 2s c 2 с г - л л ( - 1 ) 2 w ,- .

2 +S Z- 2 +S
2z— h 1 (14)

N ous allons d é m o n tre r  successivem ent les re la tio n s  (13) et (24). 
O n in tro d u it  dan s la form ule du  b in ô m e :

(1 — * )“ ' =  ^  Cli~ \+„ xa (l e n tie r  1 ; \ x \ <  1)
0 = 0

les n o ta tio n s  : / =  n — p  ; a =  s p  ( p  e n tie r  1). On ob tien t :

y c " z } - f x s+p =  (1 -  ?> _  2  C" p ; s *s .

O n in tro d u it  dan s (16) les n o ta tio n s :

2

s=o

h -  1 h -  1
n  =  z -----  ; p  =

On o b tie n t:
h—1 

2“ _! +s
2 ' с г- ' ; +1 * 2 = ( 1 - * ) - < * - * +« - ^ е д +,*».
S =  0 2   H S S =  0

(15)

(16)
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O n in tro d u it  d an s c e tte  re la tio n :

X  =  u (2 —  u ) .

E n  te n a n t  com pte  de (1 5 ), on o b tie n t:

л—1• +s

2 c 2~ hh+1 2  ( — i ) CT 2
s = 0 г— +s  о=0

Л—1 , h—1 ,
n r + s - ' V  — +s+a

С Л -1 и
— +s

h—1 1

=  - § C ^ )+1+e^ - ^  C : - +S( 2 u - « T

E n  in tro d u isa n t d a n s  c e t te  re la tio n :

h -  1
a = -------------- s

e t  en  ég a lan t les co e ffic ien ts  de u h on o b t ie n t  la re la tion  :

л- i л- i
/i- i

( - 1 ) '  Д ( - 1 ) * 2 “ С Д “ с ^ +1 СЛ

q u i e s t id en tiq u e  à  la  re la tio n  (13).
O n in tro d u it  d a n s  (16) les n o ta t io n s :

h , h
Y  +  1 ;  P  =  Y

O n re ç o it la  re la tio n :

2 c z~ \  J +s =  ( i - * ) - ù - * + ]> -  2 ’ < £ & .,* •
S  =  0  2  2  ^” S S = 0

o ù  Гоп va  in tro d u ire :
X -  u ( 2 —  u ) .

E n  te n a n t  com pte  de (15), on ob tien t:

2 c z \  2 ( - i ) ° c :  2
h

(J O
C„ 22

2 +S

+ s - a  5 
U

î - i
=  2  e

s = 0

E n  in tro d u isa n t d a n s  c e tte  re la tion :

2(z—/i)+l+s uS 2  + s ( 2 u  U~)s ■
S =  0  s = 0

о =  ■— — 1 — s
2
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e t en  é g a la n t les coefficients de u h on a la  re la tio n :

2 1 ft j ft _j
_ > ' ( - i ) s 2 -s+1 c l cz~hh =  ( - l ) S  с г л
S - 0  -  + S  Z - - + S

id en tiq u e  à (14).

L a re la tio n  (11), e t donc la re la tio n  (10) so n t ain«’ dém o n trées . 
E n  in tro d u is a n t dans la  re la tio n  (10):

h — z  — a
on o b tie n t:

P=M
У  ( - 1 У  2  - 1- 25 C U - s  C ? _ ! _ 2S =  2 * -*  c r +v (17)

De (9) e t (17) on o b tien t: 

sin  zx
=  ( - 1 Г - 1 У ( - 1 ) ° С ? +У (2 а )° .  

Sin я: a = 0
M ais:

(18)

2a =  4 cos2 -— .
2

E n  re m p la ç a n t l’indice cr p a r  s, la  re la tio n  (18) d e v ie n t:

sin  zx г -1
=  ( - 1 ) г- 1 y ( - i y c ? ++l

sin я: 5 о
2 cos —

O n in tro d u it  d an s  (19):

я  1 —

e t Гоп considère  que:
s in  zx =  0

1 n z — 1 donc sin  X ф  0

cos —  =  cos --- =
тс п л

2 Z
=  sin

п л

2z

(19)

L ’éq u a tio n  (19) dev ien t donc:

2 ^ - i y c r + V
S  =  0

п л
2 sin  -

2z

2s
=  0

qu i est id e n tiq u e  à l’éq u a tio n  (7).
Il e s t d onc  dém o n tré  que les z— 1 rac in es  positives de l’é q u a tio n  (5) 

so n t données p a r  (6).
Les re la tio n s  (6) p e rm e tte n t de ca lcu le r les v a leu rs  des z— 1 p u lsa tio n s  

p rop res co rre sp o n d a n t au x  v ib ra tio n s  de to rs io n  d u  systèm e v ib ra n t  hom o-
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g èn e  re p ré se n té  d an s  la  fig . 1, sy stèm e q u i p ro v ien t de la  ré d u c tio n  de 
l ’a rb re  coudé c o m p o rta n t les équipages m o b iles  afféren ts, e t fa is a n t p a r tie  
d ’u n  m o te u r  hom ogène en  ligne à 2 cy lin d res :

со =  2cop sin  — (n =  1 ; 2 ; 3 ; . . .  ; 2 -  1). (20)
2г

O n o b se rv e  que:

N ous allons co n sid é re r un  m o teu r h o m o g èn e  en ligne a y a n t z1 cy lin d res , 
d o n t  l ’a rb re  coudé e s t ch a rg é  à l ’une des e x tré m ité s  p ar une pièce.

m m m m m  m

F ig .  1

P a r  la  réd u c tio n  des m asses e t des lo n g u eu rs , on o b tie n t le sy s tèm e  
v ib r a n t  inhom ogène re p ré se n té  dans la  fig . 2.

m m  m m m  m m,
4» 4» 4» 4» 4»  4

«?[
c C C C C \

7 a2 °3 QZ-2 A ; . Á
4
X

» 4ï  4
?

i  4
Í Z-

> 4
2 z

» 4
-/ г

► m  *
/

Fig. 2

N ous allons tra n s fo rm e r  ce systèm e v ib r a n t  inhom ogène en  u n  sy s tèm e  
v ib r a n t  hom ogène é q u iv a le n t form é p a r z =  sL h m asses réd u ite s  m, re p ré 
s e n té  d a n s  la  fig. 3.

A  c e tte  fin , nous a llons su b s titu e r  la  m asse  rédu ite  m l p a r  u n  sy s tèm e  
h o m o g èn e  form é p a r  h m asses rédu ites m  (fig . 3).

L e nom bre h des m asses est fonc tion  de  la  pu lsa tio n  со des v ib ra tio n s  
de to rs io n  du  sy stèm e . N ous nous p ro p o so n s de tro u v e r la fo n c tio n  h =

CO \=  j  ------  , u>p é ta n t u n e  c o n s ta n te :  a>p =
w p I

Acta Techn. Hun<'. 41 (1962)
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A cette  fin , n o u s  écrivons les éq u a tio n s  d ’éq u ilib re  d y nam ique  du  sy s
tèm e  hom ogène de  h  m asses réd u ite s  d ’indices 1; 2 ;. . h, dans le schém a 
des v ib ra tio n s de to rs io n  exécutées p a r  ce sy s tèm e  (fig . 3):

m m m m m m m m m m

4l+Z,

O  4 > 4 » 4 > 4 > 4 > Cp <jp cp  cp  cp  c p --------

c C C c c C C C C

atHzr1 °h+z,-2

Í » 
1 1

ah+2 °h °h-, 0f>-2 o, a, c?

è  4 i  4 Í 4 i  4 > 4 i d )  di) cb d !> d !> d
h+z, h+zTJ h+z,-2 h+3 h+2 h+J h-J h-2

z=z1i-h
У

Fig. 3

m a y  (о 2 — c(ay — а г )  = 0

m a 2 u>2 — c (a 2 — a t) — c ( a 2 —  a 3) =  0

m a3 a>2 — c(a3 —  o 2) — c (a 3 — a 4) =  0

m a h со2 — c(ah — ah_y) — c(ah —  ah+l) =  0.

E n  a jo u ta n t ces h  éq u a tio n s , on o b tie n t:

h
mœ2 V  flj — c(afl — a /? + 1) =  0 .

/ = 1
( 21 )

P o u r que la  m asse  rédu ite  m ise à la p lace  de la  m asse réd u ite  so it 
éq u iv a len te  au sy s tè m e  de h m asses réd u ite s  m , il fa u d ra  que:

myOfrW2 — c(ah — ah+1) =  0 . (21a)

Des re la tions (21) e t  (21a), on d é d u it:

h
2  «,■

m, =  m  1—!----  (22)
ah

où, en  conform ité av ec  (1):

a / = ! ^ ( - 1)* C îî.1+i
S = 0

CO
со„

(23)

A cta  Techn. H ung . 41 (1962)



2 3 6 A. R IPIA N U

O n c o n n a ît  la  re la tio n  [1]:

sin  nx
=  V  ( - l ) " C ; _ „ _ , ( 2 c o s * ) "

Sin X  a = 0

O n in tro d u i t  dans ce tte  re la tio n  les n o ta tio n s :

л
n — 2i — 1 : X — ------- s =  i — 1 — a

2
e t  on  o b tie n t:

( - 1 ) ' - 1 C0S(2t r 1 )f-  =  ( -  B in /)*
co s j  f=o

0 0 8 ( 2 !  -  1 ) /  =  * ^ ( _  1 ) S C 2i i + s ( 2  S i n / ) 2*.

s=0cos /

E n  in tro d u is a n t  dans (23): 

on re ç o it, à l ’aide de (24):

O n co n sid ère  la  re la tio n :

CO
=  2 s i n /

c o s (2 i — 1 ) /  

cos /

cos a +  cos (a +  ç?) +  cos (a -j~ 2<р) +  • . •

. h
sin  —  cp

2
+  cos [о +  (h — 1 ) çj] = ................. cos

sin  ——
2

O n in t ro d u i t  dans ce tte  re la tio n  les n o ta tio n s :

a =  / ;  cp =  2f

h -  1
a H------ -----

e t  on  o b tie n t:
A  1 W  sin 2h f

^ c o s ( 2 i -  1 ) /  =  , J
i=i  z s i n j

A  l ’a id e  de (26) e t (27), on o b tie n t:

* sin  2 h f
• A -h~i sin  2 /

(24)

(25)

(26)

(27)

( 28 )
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De (22), on a:
m в/,
W] h

2 ’ «i=i

E n  in tro d u isa n t d an s c e tte  re la tio n  l’exp ression  de ah ob tenue de (26)
h

i — ft, e t celle de a, donnée p a r  (28), on o b tie n t:
f= i

m  2 cos (2 ft — 1 ) / s in  f  

m í sin  2 h f
ou:

De (25), il ré su lte :

D onc:

m  sin  2 f

m, ta n  2 h f

f  =  a rc  sin 

sin  2 arc  sin

+  2 s in 2/ -

m i ta n 2 f ta rc s in  

De (29), on d é d u it l ’exp ression  de ft:

1 CO

Y œ p

i CO

2 i V _
T ” CO ï + 4 - ( - - Г -

2 io.
2 I со.

sin

a rc ta n

9 • 1 ш2 arc  s i n ----------
2 со.

1 I to

ft =
2 ( ft)p

1 со

2 ft)n

qui rep résen te  la fo n c tio n  cherchée f t — ----- 1-

De (20), on d é d u it:

2 . 1 ft)arc  sin  ■
2 со.

A doptons, à p ré se n t, la  n o ta tio n :

. 1 to
2 arc  s in --------=  X.

2 o)p

avec

(29)

(30)

(31)

(32)
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Les re la tio n s  (31) e t (30) d ev ien n en t, re sp e c tiv e m en t:

(  sin  X
arc  ta n

7171
z = ------; h —

n

m  о - о X---------2 s in 2 —
\ m,

E n  o b se rv a n t la  fig. 3, on  co n s ta te  que:

(33)

z  =  Zx -j- h .

E n  s u b s t i tu a n t  dans c e tte  re la tio n  les exp ressions de z e t h données p a r  (33), 
on re ç o it:

ou  :

n n  — zx x  -(- a rc  ta n
sin x

—  — 11 s in 2 —
2

(34)

и  — 1 ? 2 ; 3 5 . . . i Z\.

O n résoud  m a in te n a n t l ’éq u a tio n  (34) p a r  ra p p o r t à x, e t l ’on in tro d u it  
les v a le u rs  trouvées p o u r  x  d an s  l’é q u a tio n  (32). E n  réso lv an t c e tte  dern iè re  
é q u a tio n  p a r  ra p p o rt à w, on tro u v e  les v a leu rs  cherchées des p u lsa tio n s  p ro 
p res  d u  systèm e v ib ra n t.

L ’éq u a tio n  (34) é ta n t  t ra n sc e n d a n te , la  m éth o d e  la p lus com m ode p o u r 
t r o u v e r  ses racines e s t la  m é th o d e  g rap h iq u e .

S i la  so lu tion  g ra p h iq u e  es t ex écu tée  d ’u n e  m anière  co rrec te , les e rreurs 
a f f e c ta n t  les ré su lta ts  re s te n t  au-dessous de 1% .

Exem ple num érique

So it: zt =  6; m  =  1 kg cm -1  sec2; ml =  6 kg cm - 1  sec2; c =  250 000 kg cm- 1 ; 
On pose:

sin  x
y  =  z. x  +  arc tan ------ -------  .

m о • 2 *— 2 sin2 —  
m. 2

(35)

On o b tie n t  les valeurs num ériques:

x =  0 . 
x =  0,1 
x =  0,2 
x =  0,3 
x =  0,4  
x =  0,5 
x =  0,6 
x =  0,7  
x =  0,8 
x =  0,9 
x =  1,0

y  =  0
y  =  1,153 
y  =  2,134  
y  =  2,98 
y  =  3,75 
y  =  4,479  
y  =  5 1865 
y  =  5,8772  
y  =  6,558 
y  =  7,2345  
y  =  7,9050

A c ta  Techn. H ung. 41 (1962J



D ÉTERM IN A TIO N  DES PULSA TIO N S P R O P R E S 239

Sur la base de ces valeurs num ériques, on trace la courbe y  = f ( x )  (fig 4). On constru it 
deux parallèles à l’axe des abscisses Ox ayant pour équation:

y  =  П71
correspondants aux valeurs de n :

n — 1
n 2

y  =  Л 
y  2.-7

Fig. 4

Les abscisses des points d’intersection  de ces parallèles avec la courbe y  =  f ( x )  ont
pour valeur:

. . X, — 0,32

On calcule:
n =  2

0 )1  =  —  =  250 000 S"2 m

. . #2 =  0,7595

u)p =  500 s-1

De (32), on déduit:

to1 =  2 û>p sin - !-

. ж2 
'Psln 2

O • *2œ 2 =  2 0)n sin
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On o b tie n t  comme résultats:

о»! =  2 X 500 sin 0,16 =  159,32 s~ 1 

co2 =  2 X 500 sin 0,37975 =  370,68 s-1

qu i représentent les deux prem ières pulsations propres du systèm e vibrant analysé.
E n  traçant les parallèles à l ’axe des abscisses correspondants aux valeurs n — 3; 4; 

5;. . . e t qui ont pour équations:

n =  3  y  =  3rr

n =  4   y  =  4я

n =  5  y  =  5л

E n  in tersec ta n t ces parallèles av ec  la  courbe y  =  f ( x )  a y an t pour équation (35), e t désignant 
par x 3; x t ; x à; . . . les abscisses des points d’in tersection , on obtient les p u lsations propres 
d ’ordre 3; 4; 5; . . .  par les relations:

x 3
w 3 ~  2 Oip sm  —  

a>4 =  2 c jp  sin

„  • * 5co5 =  2 o)p sin ^

E n  cas d ’un sy s tèm e  v ib ra n t  de m asses ré d u ite s , ob tenu  p a r  la  ré d u c tio n  
de l ’a rb re  coudé du  m o te u r  hom ogène en ligne  à  zx cy lindres, d o n t l ’a rb re  coudé 
e s t  c h a rg é  aux  e x trém ité s  p a r  des pièces (fig . 5), on déterm ine  p ré a la b le m en t 
les m asses  éq u iv a lan tes  m 1 e t  m 2 su r la  b ase  des équations d ’éq u iv a len ce . 
D a n s  la  fig . 5, on a su p p o sé  que l ’a rb re  co u d é  e s t chargé à ch aq u e  e x tré m ité  
p a r  d e u x  pièces, donc a u  to ta l  p a r  q u a tre  p ièces, qui se réd u isen t a u x  m asses 
m ai m bt m ci md• La m asse ré d u ite  m 1 est é q u iv a le n te  au  systèm e de d e u x  m asses 
m a e t  тпь, e t la m asse m 2 a u  systèm e de d e u x  m asses m c e t m j. Ces m asses m 1 e t 
m 2 é ta n t  fonctions de la  p u lsa tio n  со des v ib ra tio n s  de to rsion  d u  sy stèm e , 
on t ro u v e :

o u :

"C = / i
O)

3 t£ II

CO

W P> ш р

COP
I ----=  C onst.

m

E n  considéran t la  n o ta t io n  (32), les m asses équivalen tes m i e t  m 2 p e u v e n t 
s ’e x p r im e r  en fonction  de x :

m i -  f i ( x )  ! m 2 = f 2(x)

O n d é te rm in e , ainsi q u ’il a  é té  exposé d an s  le p résen t a rtic le , les fo n c tio n s:

h i =  <Pi(x) ? h 2 =  f  2Íx )

A c ta  Techn. Hung. 41 (1962)
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o ù  h l e t  h2 rep ré sen ten t re sp e c tiv e m en t le nom bre de m asses ré d u ite s  m  qui 
c o m p o se n t les deux  sy stèm es hom ogènes éq u iva len ts re sp e c tiv e m en t aux  
m asses  ré d u ite s  m i e t  m.2 (fig . 7).

Les re la tions (33) d e v ie n n e n t d ans ce cas:

sm  X

a r c ta n

; /ij

a r c t a n

m о • 2 *--------- 2 s m * 2 —
________ 2^

X

sin X \

c) • 2 X2 sm-  —

h a  —

O n in tro d u it les exp ressions de z, hx, h.,, dans la re la tio n :

z =  Zi 4- hi h2

qu i r é s u lte  de la  fig. 7, e t on réso u a  l ’éq u a tio n  ob tenue p a r  r a p p o r t  à x . On 
in t r o d u i t  les valeurs tro u v ées  p o u r  x  dans la re la tio n  (32), que l ’on réso u t 
p a r  r a p p o r t  à со, e t l ’on o b tie n t  les va leu rs des p u lsa tio n s p ro p res  cherchées 
d u  sy s tè m e  v ib ran t.

L a  m éthode exposée e s t  a b so lu m en t générale. E lle  p e rm e t le calcul des 
p u ls a t io n s  propres des v ib ra tio n s  de to rs io n  de l ’arb re  coudé d u  m o te u r hom o
gène en  ligne, quel que so it le  n o m b re  de pièces fixées au x  e x tré m ité s  de l ’arb re  
co u d é  d u  m oteur.
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E IN E  N E U E  M ETHODE Z U R  BESTIM M UNG D E R  E IG E N SC H W IN G U N G E N  
E N T S P R E C H E N D  D E N  D R E H S C H W IN G U N G E N  D E R  K U R B E L W E L L E N  D E R  

H O M O G E N E N  R E IH EN M O TO R EN

A. R IPIA N U

ZUSAM M ENFASSUNG

M an setzt voraus, daß die K urbelw elle des hom ogenen R eihenm otors, der z Zylinder 
b e s itz t , an seinen Enden keine M assen trägt. Durch die Längen und M assenreduktion erhält 
m an e in  hom ogenes Schw ingungssystem , das z M assen enthält und dessen (z — 1) E igenschw in
gu n g sza h len  durch die Form el (20) gegeben  sind.
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Is t die K urbelwelle an seinen  Enden m it Massen belastet, dann erhalt m an durch die 
L ängen und M assenreduktion ein inhom ogenes Schw ingungssystem .

Man ersetzt dieses inhom ogene System  durch ein dynam isch  équivalentes hom ogenes  
S ystem , dessen M assenzahl v o n  der Schw ingungszahl der Drehschw ingungen abhängt.

Mit H ilfe der Form el (20) bestim m t man die E igenschw ingungszahlen des d y n am isch  
equivalen ten  hom ogenen S ystem s entsprechend den D rehschw ingungen.

A N E W  M ETHOD FO R  T H E  DET E R M IN A T IO N  OF P R O PE R  PU LSA TIO N S  
CO RRESPONDING  TO T H E  TO RSIO N VIBRATIO N S OF T H E  CRANK SH A FT S  

OF H OM O GENEOUS MOTORS IN  LIN E

A. RIPIA N U

SUMM ARY

An hom ogeneous m otor in  line w ith z cylindres the crank shaft o f which is not lo a d e d  
a t its  extrem ities is to be considered. E ffectuating the reduction  of the m asses and le n g th s ,  
w e obtain a reduced vibrating hom ogeneous system  whose z— 1 proper pulsations corresp on d- 
ing to the torsion vibrations o f  th e  system  are given by form ula (20).

I f  the crank shaft o f th e  m otor is loaded at its  tw o extrem ities, effectuating the red u cti on 
o f the m asses and lengths, w e obtain  a vibrating unhom ogeneous system .

In  order to calculate th e  proper pulsations corresponding to the torsion v ib ra tio n s, we 
transform  the vibrating unhom ogeneous system  into such a vibrating hom ogeneous sy s te m  
w hich is from  the dynam ical p o in t o f view  equivalent.

The num ber of identical m asses between them  of w hich th is system  is com posed depend s  
on the value of the pulsations o f  torsion vibrations of the vibrating system .

To the equivalent hom ogeneous system  we apply w ith  the unhom ogeneous sy stem  th e  
formula (20) and we obtain th e  dem anded proper pulsations, corresponding to torsion v ib ra 
tions.

НОВЫЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ ПУЛЬСАЦИЙ, СООТВЕТ
СТВУЮЩИХ СКРУЧИВАЮЩИМ КОЛЕБАНИЯМ КОЛЕНЧАТЫХ ВАЛОВ, ПРИНАД

ЛЕЖАЩИХ ОДНОРОДНЫМ РЯДОВЫМ ДВИГАТЕЛЯМ 
А . р и п я н у

РЕЗЮМЕ

Считается однородным рядовым двигатель с цилиндрами с незагруженными де 
талями на концах коленчатого вала. Восстанавливая массы и длины, получается вибри 
рующая восстановленная однородная система, собственные пульсации которой, соответ 
ствующие скручивающим колебаниям, даны в формуле (20).

Если коленчатый вал двигателя нагружен деталями на обеих его концах, то 
восстанавливая массы и их длины, получается неоднородная вибрирующая система.

Для расчета собственных пульсаций, соответствующих скручивающим коле
баниям, неоднородная вибрирующая система превращается в однородную вибри
рующую систему, эквивалентную с динамической точки зрения.

Число тождественных между собой масс этой системы зависит от величины пуль
саций скручивающих колебаний вибрирующей системы. Применяется формула (20) 
для однородной эквивалентной системы с неоднородной системой и получаются неизвест
ные собственные пульсации, соответствующие скручивающим колебаниям.
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S O M E  N O T E S  O N  T H E  D E T E R M I N A T I O N  A N D  
M E A S U R E M E N T  O F  E F F I C I E N C Y  F O R  P R O C E S S  

C O N T R O L  O P T I M I Z A T I O N

T. VÁMOS
CAND. OF TECH N . SC.

IN STITU TE FOR ELECTRICAL P O W E R  RESEARCH 

[M anuscript received D ecem ber 23, 1961]

The recent m ethod o f efficiency-m easurem ent is n o t su itable for process au tom ation . 
The estim ation of the ratio o f input and output energy va lu es leads to erroneous resu lts. W ith  
a long range estim ation  no inform ation can be reached for the effects of system  v a ria tion s. 
A new sam pling m ethod, recom m ended by the author, m ay  be the basis of o p tim ization  for 
the control o f processes due to statistical disturbances.

1. In tro d u c tio n

T he m ost im p o r ta n t aim  in th e  recen t d ev e lo p m en t of process c o n tro l is 
the  o p tim iza tio n  o f  th e  overall in d u str ia l p rocess from  th e  econom ic p o in t o f 
view , i.e. th e  m in im iza tio n  of system  costs. T h is  ta sk , sim ple th o u g h  i t  seem s 
to  he, invo lves a n u m b e r of v e ry  co m p lica ted , in tr ic a te  connected  q u e s tio n s , 
th e  t r e a tm e n t  o f  a g rea t m any  inhom ogenous in p u t and  o u tp u t v a lu e s , th e  
s tu d y  o f  sy s tem  d y n am ics, d e te rm in is tic  a n d  sto ch astic  fu n c tio n s o f  th e  
sy s tem  p a ra m e te rs  analysis  o f a possible p ra c tic a l algorithm  of sy s te m  p e r 
fo rm ance in  o rd e r to  find  a m a th em atica l m odel o f  th e  process an d  a h e u ris tic  
p ro g ram  fo r th e  o p tim a l ap p ro ach  o f m in im u m  system  costs. T h is  s tu d y , 
a lth o u g h  i t  co n ta in s  m an y  general p rinc ip les, h a s , o f  course, to  be m a d e  in d i
v id u a lly , an d  can be  ev a lu a ted  for each k in d  o f  in d u stria l process in  m ost 
cases on ly  b y  m eans o f a long series of p a r tic u la r  step s , tria ls  and  e x p e rim e n ts .

T h e  p u rp o se  o f  th is  p ap er is to  m ake c lea r one pa rticu la r q u e s tio n  o f  
process o p tim iz a tio n , n am ely  th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  economic p a ra m e te rs  
o f a tim e -v a ry in g , com plex  process d is tu rb e d  b y  stochastic  noises, e i th e r  in  
th e  in p u t o r in sy s tem  perfo rm ance, or in  b o th . T he tre a tm e n t is o f  course 
s im ila r to  processes th a t  m ay  be d e te rm in is tic  b u t ,  hav ing  very  co m p lica ted  
re la tio n s , a re  n o t y e t fu lly  cleared up  b y  th e  techno log ists, or h a v e  e ssen tia l 
p a ra m e te rs  for w hich  th e  m easu rem en t te ch n ic s  is inefficient. The m e th o d  w as 
developed  fo r s te a m  g enera to rs, th e  m ain  econom ic p aram eter o f w h ich  is 
efficiency , b u t  th e  id eas , ou tlined  in th is  p a p e r  m ay  he generalized fo r  a w ide 
class o f  o th e r  co n tin u o u s in d u str ia l processes (chem ical, m eta llu rg ica l, e tc .) . 
I t  is w ell know n th a t ,  from  th e  system  en g in e e r’s p o in t o f view, w ith  i ts  m u l
tip le -coup led , lu m p ed  p a ram e te rs , th e  boiler is a b lack  box  for m easu rem en t an d  
con tro l because  a co n tro l o f coal-heat values a n d  in p u t quan tities is u n c e r ta in .

Acta  Techn. H u n g . 41 (1 9 6 2 )



2 4 6 T. VÁMOS

2. The need  fo r  a  m ore precise  co n cep t of efficiency

F o r com m on use, efficiency is d e te rm in e d  as the  ra tio  o f  o u tp u t  and  
in p u t  en erg y  (e lec trica l energy  cn p la n t b u sses/fu e l in p u t energy). T h is  d e fi
n i t io n  is poor because  th e  tim e-re la tions o f  th e  phenom ena m u st also  be con
s id e re d : th e  effect o f c e r ta in  in p u ts  can  b e  observed  on th e  o u tp u t  a f te r  a 
t im e  d e lay  only. T his tim e  delay  is g en e ra lly  n o t  a co nstan t b u t  d e p e n d e n t 
on th e  in p u t p a ra m e te rs , p ro b ab ly  on th e  sy s te m s  changes (e.g. d is tu rb a n c e s ) ; 
i t  m a y  n o t  even h a v e  a d isc re te  value b u t ,  in  a ce rta in  range, c o n tin u o u s  tim e- 
a n d  freq u en cy  sp ec tra . I t  is clear th a t  th e  om ission  of these tim e -re la tio n s  is 
n o t  c o rre c t since, i t  m a y  lead  to  an  a b su rd  re s u lt ,  e.g. to  an  effic iency  g re a te r  
th a n  u n ity , if  a d isch arg in g  period is p u t to  th e  acco u n t of a p rev ious ch arg ing  
p e rio d . T he d e te rm in a tio n  o f th e  ex ac t in s ta n ta n e o u s  energetic  b a la n c e  for 
a ll p a ra m e te rs  is g en era lly  im possible b ecau se  o f  th e  com plexity  o f  th e  sy s te m ; 
o u r e s tim a tio n  m ay  be m ad e  only on th e  b as is  o f  some o u tp u t an d  in p u t ,  an d  
so m etim es  o f a few  a u x ilia ry  p a ram ete rs .

T hese  consid era tio n s lead  us to  th e  n e e d  o f  a new concep t, to  th e  use 
o f  a d y n am ic  effic iency  w hich , in c o n tra s t to  th e  previous s ta tic  v iew , in c ludes 
also  th e  tim e-re la tio n s  o u tlin ed  above.

T h e  ex ac t d e fin itio n  for efficiency is

t„
.1 *out dt

V =  : =  f ( t b-,te, x o u t ’ -bn)’‘ e
I  * ir i dt
h

w h ere  л m eans th e  in p u t, x out th e  o u tp u t  e n e rg y  or — generally  —- th e  eco
n o m ic  p a ra m e te rs  (e.g. fin an c ia l value), tb th e  t im e  a t  which th e  p rocess beg ins, 
a n d  te i ts  exp iry . T he o v era ll efficiency m a y  b e  dete rm in ed  only  b y  e s tim a tin g  
th e  to ta l le d  resu lts  o f th e  process (e.g. s t a r t ,  s to p , m ain tenance).

T h e  prob lem  differs clear b y  from  th e  re la tio n :

J «„ut d t ^ ------1-----  Ç ^ L d t . i f  const.
.1 x \n dt te t/l J  x in x in

I f  th e  in p u t energy  (or som e econom ic p a ra m e te r)  will be tra n sfo rm e d  d u rin g  
th e  process in to  th e  o u tp u t  energy acco rd in g  to  an  in p u t response cp(t), w hich 
is c h a ra c te r is tic  o f th e  sy stem  in s ta n ta n e o u s  efficiency for x-m, we o b ta in

t
x out =  J  *in (T) <P(t — T) d r  ,

Ô
te t
f J x iu(r ) <f{t — r) d r  ■ dt

__ tb о_____________________  t
t.

j x J t ) - d t
tb
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This expression  show s th a t  efficiency is a re s u lt  of a com plicated  in te ra c tio n  
o f th e  process an d  th e  in p u t p a ram ete r w h ere  th e  in p u t m ay be co m p o sed  in  
a g enera l case o f a d e te rm in is tic  tim e -fu n c tio n  an d  a stochastic  p ro c e ss , and  
ç>(t) is th e  re su lt o f cau sa l re la tions w hich do  a n d  do no t depend on x in (d e p e n d 
ing in  th e  la t te r  case on th e  in te rn a l sy s te m  p a ram e te rs ); q>{l) m a y  f u r th e r  be 
th e  re su lt o f  a s ta t is t ic a l  phenom enon.

T ho u g h  we h a v e  s ta te d  th a t  th e  e x a c t v a lu e  of p lan t effic iency  m a y  be 
d e te rm in ed  on ly  fo r th e  whole period  o f  s ta rt-o p e ra tio n -s to p -m a in te n a n c e , 
a m e th o d  o f d e te rm in a tio n  for a re la tiv e ly  s h o r te r  period is also n e ed ed  because  
the  fu ll e s tim a tio n -p e rio d  m ay  requ ire  se v e ra l m o n th s  or even y ea rs . A n  u rg e n t 
need ex ists  for th e  e s tim a tio n  o f effects o f  re la tiv e ly  shorter t im e  v a ry in g  
ev en ts . T his is an  essen tia l device for th e  d e te rm in a tio n  of the o p tim a l m ode of 
o p e ra tio n . T herefo re  we h av e  to  e s tab lish , in s te a d  of the  tim e  in te rv a ls  tb 
and  te tim e , new  tim e-lim its  and  t2 for s h o r te r  periods, th ough  lo n g  enough 
for g iv ing  a re liab le  p ic tu re  o f th e  e x a m in e d  tim e-in te rva l. A n im p o r ta n t  
fe a tu re  o f  these  new  tim e  lim its m u st b e  t h a t  th e  efficiency fo r th e  w hole 
tb —  te in te rv a l shou ld  be supplied b y  th e m  w ith  a preset accu racy , i.e .

1 "
V =  -  У  Vi ±  £ '

II i 4

w here rj is th e  effic iency  for the w hole p ro cess , discussed above a n d  Гц is th e  
efficiency for th e  sh o rte r  periods

U+i
.1 *outdl

Vi =  ---------- ;
/•<+1
J *in a t
и

l e —  lb =  (tn —  *n-1) +  (*л—1 _  *п—2 ) +  • • • +  (*1 + 1  — */o) +  • • • +  (*2 *l) ?

e =  th e  e rro r (see la te r  in  7).

3. A method recommended for the determ ination of the e ffic ien cy -
estim atio n  period

T he m eth o d  recom m ended  is as fo llow s:
(1) W e e s ta b lish  th e  lim its of e s tim a tio n  a t  two id en tif ic a l v a lu es  of 

x m (F ig . 1.). V aria tio n s  w ith  longer p e rio d s  a re  excluded from  th e  estim a tio n  
or considered  on ly  a f te r  th e  reg is tra tio n  o f  a v a ria tio n  in the  o p p o s ite  d irec tion  
(shaded  areas).
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(2) We suppose t h a t  th e  process is s ta t io n a r y  and  ergodic, b u t  n o t  m ar- 
k o v ia n , except th e  s ta r t ,  s to p  and on lo ad in g  p e rio d s which h av e  e sse n tia l 
d e te rm in is tic  co m p o n en ts . I t  is clear th a t  a c o n tin u o u s  in d ustria l p rocess w ith  
n u m e ro u s  tim e lags is n o t  a  m arkov ian  one, fo r  th e  previous life o f th e  p rocess 
in f lu e n c e s  fu tu re  ev en ts  v e ry  considerably . T h e  ergodic supposition  is n o t  so 
e v id e n t  an d  m ay  on ly  be  a device for th e  h a n d lin g  o f th e  prob lem , th o u g h , 
a c c o rd in g  to  p rac tice , i t  is a good a p p ro x im a tio n . T his supposition  h a s  to  be 
c h e c k e d  b y  ca lcu la tions.

(3) The essen tia l e igenvalues of th e  f re q u e n c y  spectra  (or th e  e s se n tia l 
s p e c tra l  bands) for th e  in p u t  and  o u tp u t p a ra m e te rs  m ay be d e te rm in e d  b y

th e  e x a m in a tio n  of th e  au to co rre la tio n s  and  c h a ra c te r is t ic  functions. W e o b ta in  
l im ite d  freq u en cy -b an d s in  a n y  case because th e  h ig h e r  frequencies a re  f i l te re d  
o u t  b y  th e  process, a n d  v e ry  low  frequencies a re  e x c lu d ed  because o f th e  re l ia b i
l i ty  a n d  th e  re la tiv e ly  s h o r t  d u ra tio n  of th e  m e a su re m e n t. The l im ita tio n  in  
r e s p e c t  o f  h igher freq u en c ies  is fu rth er e v id e n t f ro m  th e  physical fa c t t h a t ,  
in  a c o n tin u o u s  process a n d  u n d e r norm al c o n d itio n s , th e  system  p e rfo rm a n c e  
d o es n o t  as a ru le , ch an g e  rad ica lly .

(4) T he tra n sfe r  t im e  co n stan s of th e  s y s te m  can  be estim ated  fro m  th e  
c ro ss -c o rre la tio n  of th e  in p u t  an d  o u tp u t p a ra m e te rs .  We shall ta k e  th e  m o st 
c h a ra c te r is t ic  ones.

(5) On th e  basis  o f  th e  tim e constans a n d  frequencies, c a lc u la ted  in  
s te p  3, a  suggestion  can  be  m ade regard ing  th e  p e rio d  of estim ation . I f  th e  
p ro cess  h a d  only a single d isc re te  e igen-frequency , th e  estim ation  period  w o u ld  
b e  t h e  p e rio d  of th is  h a rm o n ic . I f  the  in p u t a n d  th e  response were co m p o sed  
o f  a n u m b e r  o f d isc re te  h a rm o n ic s , we w ould  t a k e  th e  least com m on m u ltip le  
o f  t h e i r  period . In  m o st cases we find  a c o n tin u o u s  frequency b an d  fo r  th e  
c h a ra c te r is t ic  fu nc tions. I t  is obvious th a t ,  for a c o n tin u o u s  frequency sp e c tru m , 
w e c a n n o t  find  a f in ite  p e rio d  for which —  ta k in g  th e  efficiency sam p le  (i.e . 
th e  tim e -in te g ra ls  o f th e  x out a n d  #]„) —  we o b ta in  in v a ria b ly  th e  sam e p ro b a b le  
v a lu e . O n th e  o th e r h a n d , w e can find  for e v e ry  lim ited  frequency s p e c tru m
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a sam pling  p e rio d  for w hich th e  ex p ec ted  v alue  o f th e  tim e-in teg ra ls  is n o t 
m ore d iffe ren t th a n  a p re se t v a lu e  e. If, for in stan ce , we h av e  a f la t  f req u en cy  
d is tr ib u tio n  b e tw een  co1 an d  u>2, th e  tim e-in teg ra l

t ojt
I I sin  cot d o  dt

0 wl

y ield  an  in teg ra l-s in e  expression  w hich is convergen t for t. I f  th e  freq u en cy  
d is tr ib u tio n  is n o t f la t, th e  s itu a tio n  is th e  sam e, th o u g h  th e  expression  for th e  
tim e -in te g ra l m a y  be m ore co m p lica ted .

(6) T h e  n e x t ta sk  is a d e te rm in a tio n  o f th e  lim its  o f n o n -s ta tio n a ry  
in te rv a ls . A fte r  th e  te rm in a tio n  o f  th e  n o n -s ta tio n a ry  in p u t cu rv e  we h a v e  
a re la x a tio n  on th e  o u tp u t w hich  m a y  be e s tim a ted  on th e  basis o f th e  g re a te s t 
p ro b ab le  tim e -c o n s ta n ts  (S tep  4, F ig . 2.). The period  o f  e s tim a tio n  m u s t be 
la rg e r th a n  th a t  o f  re la x a tio n .

(7) S u m m in g  th e  p a r tia l  effic iency-values, ca lcu la ted  d u rin g  th e  e s ti
m a tio n  periods de te rm in ed  ab o v e , we m ake a com parison  w ith  th e  e x a c t 
v a lue  of effic iency  for th e  w hole process tim e . I f  th e  difference is s ig n if ic a n t, 
we h av e  to  m ak e  a co rrec tion  fo r th e  estim atio n  period .

(8) In  th e  above co n sid era tio n s we h av e  m ade a num ero u s in d e f in ite  
s ta te m e n ts , such  as v e ry  long, v e ry  sh o rt, slow, fa s t, e ssen tia l va lu e , s ig n if ican t 
d ifference, e tc . All these  s ta te m e n ts  h av e  v e ry  d iffe ren t values for th e  d iffe ren t 
processes, d ep en d in g  on th e  sy s te m  speed, reasonab le  accu racy , re lia b ili ty  o f  
m easu rem en t, e tc . T he m ain  check  o f  these  u n c e rta in tie s  is th a t  o f  s te p  7 
w hich is th e  v e rb a l expression  o f  o u r equa tion

1 n
rt =  — ±  e . 

n i=n
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г m ust h av e  a  v a lu e  w hich co rresponds to  th e  accu racy  o f th e  m easu re
m e n ts  reg ard in g  in p u t  a n d  o u tp u t p a ra m e te rs  because  a g rea te r  accu racy  is 
n o t  reasonable  fro m  a te c h n ic a l po in t o f v iew . T h e  econom ic te s t  is th e  abso lu te  
m o n ey  value o f  e rro r  m a d e  b y  p e rm ittin g  e fo r a yea r.

E IN IG E  F R A G E N  D E R  D E F IN IE R U N G  D E S  W IR K U N G SG R A D S U N D  SE IN E R  
M ESSUNG VOM  ST A N D PU N K T  D E R  PRO ZESS-O PTIM IER UNG

T. VÁMOS

ZUSAM M ENFASSUNG

Die bisherige M ethode für die Messung des W irkungsgrads erweist sich n icht als h in
reichend für die Zwecke der A utom atisierung von  Prozessen. D ie m om entane Auswertung des 
Q uotienten der e in treten den  und austretenden E nergiem engen führt zu falschen Ergebnissen. 
Diet Auswertung über eine längere Zeitdauer erfaßt h ingegen n icht den E influß der Änderung 
des System s auf den W irkungsgrad. Der Verfasser sch lägt daher ein neues Verfahren der Probe
entnahm e vor, das auch  bei statistischen  E inflüssen, im  Falle der Steuerung von  veränder
lichen  industriellen P rozessen , d ie Grundlage der O ptim ierung sein kann.

Q UELQ UES P R O B L È M E S  D E  LA D É F IN IT IO N  ET D E  LA M E SU R E  D U  
R E N D E M E N T , D U  P O IN T  DE V U E  D E  L ’OPTIM ISATION DES PROCESSUS

T. VÁMOS

RÉSUM É

La m éthode de m esure du rendem ent u tilisée  ju sq u ’à présent s’avère insu ffisante quand 
i l  s ’agit de l ’autom atisation  des processus. L’éva lu ation  in stan tanée du rapport des quantités 
d ’énergies entrantes et sortan tes conduit à des résu ltats erronés, tandis que 1’ évaluation  pendant 
u n  tem ps assez long ne m et pas en évidence l ’in fluence  des changem ents du systèm e sur le 
rendem ent. Pour ces raisons, l ’auteur propose une nou velle  m éthode d’échantillonnage pouvant 
servir de base à l ’op tim isa tion  en  cas du contrôle de processus industriels variables, sous l ’in 
flu en ce  m ême de perturbations statistiques.

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ИЗМЕРЕНИЯ К.П.Д.
С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ ОПТИМАЛИЗАЦИИ ПРОЦЕССА

Т. ВАМОШ

РЕЗЮМЕ

Применявшийся до сих пор метод измерения к.п.д. не оказался подходящим для 
целей автоматизации процесса. Оценка частного отношения входящих и выходящих 
количеств энергии в данный момент приводит к ошибочным данным. Между тем оценка 
в течение продолжительного периода не воспринимает влияния изменения системы, 
оказываемого на к.п.д. Поэтому автор предлагает такой новый метод отбора проб, кото
рый и при воздействии статических количеств в случае управления переменных про
мышленных процессов может быть основой оптимализации.
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B E M E R K U N G E N  Z U R  A B H A N D L U N G  Y O N  H I R A M A T S U  
U N D  K O K A D O :  „ E I N E  U N T E R S U C H U N G  Ü B E R  D I E  

K Ü H L U N G  V O N  G R U B E N  D U R C L I  D E N  W E T T E R S T R O M ” *

T. BOLDIZSÁR
D O K TO R D E R  TECHN ISCHEN  W ISSENSCHAFTEN 

TECHNISCHE U N IV ER SITÄ T F Ü R  SC H W ERIN D U STRIE, M ISKOLC (U NG A RN) 

[E ingegangen  am 5. Oktober 1961]

V on H iramatsu und K okado  wurde ein Näherungsverfahren zur Berechnung der 
Erwärm ung der in den G rubenbauen ström enden W etter entw ickelt. Es w ird im  vorliegenden  
A ufsatz nachgewiesen, daß durch das von  dem Autor bereits früher m itgete ilte  Verfahren die 
W irklichkeit vom  praktischen Standpunkt aus v iel besser angenähert w erden kann, wobei 
m it weniger Berechnungsarbeit genauere R esultate erzielt werden können. D urch E xtra
polation aus den Tabellen v o n  H iram atsu  und K okado  werden große F ehler verursacht, 
während es bei dem Verfahren des Autors überhaupt keiner E xtrapolation  bedarf.

D ie  Erwärmung der G rubenluft wird in zwei F ällen  einm al durch das Verfahren von 
H iram atsu  und K okado , zum  anderen m it Hilfe des Verfahrens des A utors berechnet, wobei 
die erhaltenen R esultate die A ussagen des Autors bekräftigen.

D ie S tud ie  b e h a n d e lt  d en  e in fach sten  F a ll d er E rw ä rm u n g  d e r durch  
G ru b en sto llen  s trö m e n d e n  W e tte r :  es w ird  im  w aag erech ten  S to llen  n u r  die 
W irk u n g  d e r G este in sw ärm e b e rü ck s ich tig t, dagegen die R olle d e r  W ärm e
ü b e r tra g u n g  zw ischen d e r  G esteinsw and  u n d  d er G ru b e n lu f t e ingehend 
u n te rs u c h t.

W ie aus dem  a n g e fü h r te n  S ch rifttu m  e rsich tlich  is t , s in d  d ie  a u f  diesem  
G ebie te  von  m anchen  a n d e re n  F o rsch ern  e rz ie lten  E rg eb n isse  d en  V erfassern  
n ic h t b e k a n n t u n d  k o n n te n  d esha lb  von  ih n en  auch  n ic h t b e rü ck sich tig t 
w erd en . Sie b e rü ck sich tig en  n ic h t die A rb e iten  von  KÖNIG [1], B atzel [2], 
K r e m n ie ff  [3], H itchcock-Jones [4], noch  die v o n  m ir  ve rö ffen tlich 
te n  [5], w eshalb ih re  L ösu n g en , w enn au ch  n ic h t als u n r ic h tig , jed o ch  als 
ü b e rh o lt  zu b e tra c h te n  s in d . D as m itg e te ilte  V erfah ren  v e rm a g  d en  W e tt
bew erb  m it ke iner d e r a n g e fü h rte n  M ethoden  au fzu n eh m en , w eil es be i aller 
K o m p liz ie rth e it n u r  e ine  A n n ä h e ru n g  lie fe rt. B e tra c h te n  w ir n u n  d ie  A bleitung  
des V erfah rens e tw as n ä h e r .

D ie V erfasser b e fassen  sich in  ih ren  G leichungen (1) b is  (19) eingehend 
m it d e r  V erte ilung  d e r  T e m p e ra tu r  in  d e r zy lin d risch en  G este in sh ü lle , was 
schon eine längst b e k a n n te  u n d  gelöste A ufgabe is t. Es f ie l ih n e n  n ich t ein, 
d a ß  d ie  E rw ärm u n g  d e r  W e tte r  seh r e infach  u n d  fü r  den  p ra k tis c h e n  G ebrauch 
m eh r o d er w eniger g en u g  g en au  b e rech n e t w erden  k a n n , w enn  w ir d en  W ärm e
s tro m , w elcher im  G este in  infolge E rw ärm u n g  d e r G ru b e n w e tte r  in  A chsen
r ic h tu n g  des S tollens e n ts te h t ,  n ich t b erü ck sich tig en , w eil d ie se r in  d e r  G rößen-

* Erschienen im  „B ergbau A rchiv” Jahrgang 19 (1958. S. 16).
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O rd n u n g  um  zwei S tellen  k le in e r  is t  als der ra d ia le  W ä rm e s tro m  u n d  deshalb  
m i t  R e c h t v e rn ach lässig t w e rd e n  k an n . So k a n n  d ie au s  dem  G este in  in  den 
G ru b e n s to lle n  s tröm ende  W ärm em en g e  au sg e d rü c k t w erd en  du rch

4 - - 2 nX G ( 1 )

w o rin  X d e r W ä rm e le itfa k to r , a  d e r W ärm eü b e rg an g sfak to r, R  d e r H a lb m es
s e r , r  d ie  D ifferenz zw isch en  d e r  ursprünglichen  G e s te in s te m p e ra tu r  u n d  der

L u f t te m p e ra tu r  ( r  =  T q —  T L), y  =
at

R 2
d ie  Z e it  b edeu ten . Es is t

a d ie  T e m p e ra tu r le itz a h l u n d  t

a R 4 е - ^ ‘ dß

Г  я ] Л 2

€/
Jo(ß)+-~Ji (ß)

а п

2

+ y 0(ß) +  ~  У  Aß)
а п

2 ß ’

о

w o rü b e r  Tabellen a u s g e a rb e ite t  sind .
A u f  Seite 419 m ein e r a n g e fü h r te n  A b h an d lu n g  (5) s te h t  fo lgendes:
“ A n  exam ination  o f  E q u a t io n  (1) will p o in t to  th e  fa c t th a t  th e  q u a n ti ty  

o f  h e a t  flow ing  in to  a d r if t  o f  ra d iu s  R  in a g iven m ed iu m  a f te r  a g iven period 
o f  t im e ,  depends ex c lu siv e ly  on  th e  difference o f  te m p e ra tu re  b e tw een  th e  
v irg in  ro c k  and  th e  w alls o f  th e  d r if t , th e  la t te r  h a v in g  b een  cooled b y  v e n tila 
t io n . T h e  expression F  (y>) w i th  a given v a lu e  o f  (гр) w ill rem ain  c o n s ta n t 
ev e n  i f  th e  tem p e ra tu re  o f  a i r  in  th e  d rift, or w h a t is m uch  th e  sam e, th e  
te m p e r a tu r e  of th e  w all o f  t h e  d r if t  varies. T his w ill en ab le  u s, la te r  in  th is  
p a p e r ,  to  w rite  down d if fe re n tia l  E q u a tio n  (3) a f te r  w e h a v e  exam ined  th e  
te m p e ra tu re - r is e  of a ir in  th e  d r i f t .  I t  m ust, h o w ev er, be  ad d ed  here  th a t  in 
E q u a t io n  (1) th e  expression  T is th e  v irg in -rock  te m p e ra tu re  w hen  r  =  oo. 
T h is  te m p e ra tu re  shows th e  sa m e  values as th e  te m p e ra tu re  o f th e  axis o f 
th e  d r i f t  w hen being o p en ed  u p  an d  ju s t before  th e  ro ck  w as d is tu rb e d  b y  
d r iv in g .”

B e i B erücksich tigung  d ie s e r  Thesen e rsch e in t d e r  a u f  Seite 20— 22 d er 
A b h a n d lu n g  angeführte  G e d a n k en g an g  als ü b e rflü ss ig , ebenso die grobe 
A n n ä h e ru n g  zur Lösung d e r  A u fg ab e  m itte ls des G a u ß -sehen F eh le rin teg ra ls  
a n  S te lle  d e r Bessel-sehen  F u n k tio n e n .

M an  k ann  die D iffe ren tia lg le ich u n g  der E rw ä rm u n g  d e r G ru b en w e tte r  
e in fa c h  anschreiben  (5):

(It = dz .
V - c p

(3)
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F ü r  z =  0, is t T =  T 0,  d en  W ert von q e in g ese tz t:

d r
T

2 л - X - F
aR

dz

V - c r

deren  Lösung

• 2 л - X - F
a R

V ,  -
\

2 1
г  =  T 0 e x p

{ -  V
{ A

' CP
1

ist.
A n H an d  d e r zw ei B eispiele a u f  Seite 27 u n d  28 d er A b h an d lu n g  geh t 

h e rv o r, wie einfach  g u te  E rgebn isse  m it H ilfe d e r  a u f  G ru n d  ob iger G lei
chung  (4) b e rech n e ten  T ab e lle  fü r G leichung (2)

2 n - F

erz ie lt w erden  k ö n n en , v ie l g enauere  als m it den  k o m p liz ie rten  u n d  dennoch  
u n g en au en  Z u sam m en h än g en  d er V erfasser.

Erstes Beispiel ( Seite 27)

N ach Angaben der Verfasser sind,
Ta =  40° C, T L„ =  28° C, daraus r 0 =  12° C; t  =  103h, R  =  2m ,
V  =  90600 m 3/h , A =  1,0 kcal/m , h, °C; a =  0 ,002 m2/h ,
a 10,0 kcal/m 2, h , °C; z =  800 m.

Aus diesen können wir y> und 2л • F  (y>, j berechnen bzw. feststc llen  (Tab. I). 

у, =  ^  =  0,5; - ^ - = 2 0 ;  2л • F  ( Vl =  7,3

Mit diesen Größen ist nach  G leichung (4) т =  9,65, woraus

T LZ =  40— 9,65 =  30,35° C

H iram atsu und K okado errechneten 31,5° C.
Is t  а  =  dann erhalten  wir T =  30,45° C, 

woraus hervorgeht, daß die R olle des W ärm eübergangsfaktors auch in diesem  Fall, wie oft 
auch sonst, nebensächlich ist.

Zweites Beispiel (Seite  27/28)

Hier sind von den Größen des vorhergehenden B eispiels nur folgende geändert: а =  13,9 
kcal/m 2, h, °C; V  =  60.000 m 3/h ; R  =  1,8.

Hier ist y> — 0,625; —— =  25, 2л • F  I y>. =  7,1 und T =  8,75, w om it — 31,25° C ist.

D ie Verfasser errechnen einen W ert von 34° C, der falsch ist, weil sie extrapolieren  
m ußten, und deshalb ihr R esu ltat nicht verläßlich ist.
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Tabelle I

V
2n-F(y>, e); Q =  ~

Q =  oo Q =  16 Q = 8 e - 4

0,01 3 8 , 5 0 8 2 7 ,7 4 2 0 ,8 3 12 ,35
0,0 2 8 , 0 9 6 22 ,32 1 7 ,3 0 12 ,27
0 ,03 2 3 , 4 7 4 19 ,17 1 5 ,4 7 1 1 ,5 4
0 ,04 2 0 , 7 1 6 17 ,22 1 4 ,4 2 1 1 ,1 4
0 ,05 1 8 , 8 2 9 15 ,76 1 3 ,5 3 10 ,73
0 ,06 1 7 , 4 3 3 14 ,73 1 2 ,8 3 10 ,31
0 ,07 1 6 , 3 5 1 13,85 1 2 ,3 5 1 0 ,0 5
0 ,08 1 5 , 4 7 2 13 ,17 1 1 ,8 2 9 ,6 2
0 ,09 1 4 , 7 4 4 12 ,59 1 1 ,3 4 9 ,3 9
0 ,10 1 4 , 1 3 0 12 ,13 1 0 ,9 3 9 ,0 3
0,12 1 3 , 1 3 5 11 .34 1 0 ,3 4 8 ,6 4
0 ,14 1 2 , 3 6 1 10 ,76 9 .81 8 ,2 6
0 .16 1 1 , 7 3 7 10 ,24 9 ,3 9 7 ,9 4
0 ,18 1 1 , 2 1 7 9 .82 9 ,0 2 7 ,72
0 ,20 1 0 , 7 7 7 9,48 8 ,7 3 7 ,5 4
0 ,25 9 , 9 1 6 8 ,62 8 ,1 2 6 ,9 7
0 ,30 9 , 2 7 7 8,17 7 ,6 8 6 ,5 8
0 ,35 8 , 7 7 9 7,83 7 ,3 6 6 ,2 8
0 ,40 8 , 3 7 3 7,49 7 ,0 7 6 ,0 2
0 ,45 8 , 0 3 7 7,24 6 ,8 4 5 ,8 0
0 ,50 7 , 7 5 1 7,00 6 ,6 0 5 ,6 2
0 ,60 7 , 2 8 8 6,61 6 ,2 8 5 ,3 0
0 ,70 6 , 9 2 6 6 ,33 6,01 5 ,05
0 ,80 6 , 6 3 4 6 ,08 5 ,7 8 4 ,9 3
1,00 6 , 1 8 0 5 ,68 5 ,4 0 4 ,6 8
1,20 5 , 8 4 4 5 ,42 5 ,1 4 4 ,4 1
1,50 5 , 4 6 7 5 ,12 4 ,8 7 4 ,2 7
2,00 5 , 0 2 9 4 ,73 4 ,5 0 4 ,0 2
2 ,50 4 , 7 2 6 4 ,4 4 4 ,2 3 3 ,8 4
3 ,00 4 , 5 0 0 4 ,25 4 ,0 5 3 ,7 0
4 ,00 4 , 1 7 4 3 ,97 3 ,7 7 3 ,4 7
5,00 3 , 9 4 7 3 ,75 3 ,5 5 3 ,3 5
6 ,00 3 , 7 7 6 3 ,59 3;40 3 ,2 3
8 ,00 3 , 5 2 9 3 ,36 3 ,1 8 3 ,0 3

10,00 3 , 3 5 4 3 ,22 3 ,0 3 2 ,9 0
12,00 3 , 2 2 4 3 ,12 2 ,9 2 2 ,81
15,00 3 , 0 7 4 2 ,97 2 ,7 7 2 ,67
20 ,00 2 , 8 9 8 2 ,80 2 ,6 2 2 ,52
25 ,00 2 , 7 7 4 2 ,67 2 ,5 2 2 ,4 4
30 ,00 2 , 6 7 8 2 ,58 2 ,4 4 2 ,3 7
4 0 ,0 0 2 , 5 3 9 2 ,45 2 ,3 3 2 ,2 4
50 ,00 2 , 4 4 0 2 ,35 2 ,2 3 2 ,15
60 ,00 2 , 3 6 3 2 ,28 2 ,1 6 2 ,08
80 ,00 2 ,2 5 1 2 ,18 2 ,0 6 2 ,01

100,00 2 , 1 7 2 2,11 2 ,0 0 1 ,86
120 2 , 1 1 4 2 ,06 1 ,96 1 ,83
150 2 , 0 4 2 2 ,00 1 ,91 1,81
200 1 , 9 5 6 1,93 1 ,84 1 ,80
250 1 , 8 9 3 1,87 1,78 1 ,69
300 1 , 8 4 6 1,83 1 ,75 1 ,67
400 1 ,7 7 5 1,76 1 ,69 1 ,62
500 1 ,7 2 1 1.71 1 ,6 4 1 ,57
600 1 , 6 8 3 1,67 1 ,60 1 ,53
800 1 , 6 2 2 1,61 1 ,5 4 1 ,47

1000 1 , 5 7 8 1,57 1 ,51 1 ,45
1200 1 , 5 4 3 1,53 1 ,47 1 ,41
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V

a R
2 * ’F(v .  p ) ;  Q =  —

e -  00 e = 16 0  =  8 0 — 4

1500 1,502 1 ,4 9 - 1 , 4 3 1,38
2000 1,454 1,44 1 , 3 9 1,34
2500 1,418 1,41 1,36 1,32
3000 1,393 1,38 1 , 3 4 1,30
4000 1,350 1,34 1,30 1,26
5000 1,319 1,31 1,27 1,23
7500 1,266 1,26 1,22 1,18

10000 1,233 1,23 1Д9 1.15
15000 1,184 1,18 1,14 1,10
25000 1,131 1,12 1,10 1,08

G anz zu v e rw erfen  is t d ie  B eh au p tu n g  d e r V erfasse r a u f  Seite 29, d a ß :  
» In  d ieser A b h an d lu n g  w urde  d a ra u f  h ingew iesen , d a ß  es au ß e ro rd en tlich  
schw ierig , w enn n ic h t ü b e rh a u p t unm öglich  is t, d ie  T e m p e ra tu rv e rä n d e ru n g e n  
des W e tte rs tro m e s  u n te r  T age m it d er Z eit g en a u  zu  u n te rsu ch en , w eil d ie  
b ish e r v e rö ffe n tlic h ten  U n te rsu ch u n g en  insofern  u n zu län g lich  w aren, als sie 
die T a tsa c h e  a u ß e r  a c h t  ließen , d aß  der W e tte rs tro m  T e m p e ra tu rv e rä n d e ru n 
gen infolge des W ärm eü b erg an g es von d er G eb irg sw an d  erle idet.«

H ä tte n  sie d ie d iesbezüg liche L ite ra tu r  g e k a n n t, d a n n  h ä tte n  sie d iese  
S ch lu ß fo lg eru n g  n ic h t z iehen  k ö n n en  u n d  sich d ie  A u sa rb e itu n g  dieses m ü h e 
vollen  N ä h e ru n g sv e rfah re n s  e rsp aren  kö n n en , w elches n ich t n u r u n b eq u em , 
so n d ern  au ch  u n v e rläß lich  is t ;  m eine b e re its  e rw ä h n te  A rbeit (5) u n d  n a c h  
m ir das v o n  H i t c h c o c k - J o n e s  au sg earb e ite te  V e rfa h ren  h a t  dieses P ro b lem  
e in fach er u n d  zugleich  g en au e r gelöst.

Ih re  U n te rsu ch u n g en  zu r B estim m ung  des W ärm e ü b e rtra g u n g sfa k to rs  
sind  seh r in te re s sa n t, b rin g en  jedoch  das P ro b lem  au c h  fü r die P rax is  n ic h t 
v o rw ä rts . D er W e rt v o n  a  h ä n g t näm lich  von  v e rw ic k e lte n  s tröm ungs- u n d  
w ä rm e th e o re tisch e n  B ed in g u n g en  ab . Die s trö m u n g stech n isch e  S eite  des 
P rob lem s is t  in A n b e tra c h t d e r  in den G ru b en b au en  im m er tu rb u le n te n  S trö 
m u n g  se lb s t im  th e o re tisc h  e in fach sten  F all, fü r  d as  g la tte  R ohr, n ic h t v o ll
kom m en  k la r , w eil d ie  L ösung  d e r D iffe ren tia lg le ich u n g en  m a th em atisch  n ic h t 
m öglich is t .  D ie g ez im m erten  G rubensto llen  m ach en  d as  P rob lem  noch k o m p li
z ie r te r , n ic h t zu sp rech en  von  dem  in die B aue e in s ic k e rn d e n  W asser, von  dem  
die W än d e  feu ch t w erden  k ö n n en . A us diesen G rü n d e n  is t der W ert v o n  a 
—  w elcher im  S to llen  n ic h t e inm al k o n s ta n t is t —-u n b e s tim m t, was auch  au s d e r  
F ig . 12 d e r  V erfasser h e rv o rg e h t. D eshalb  sch rieb  ich  in  m einer A rb e it [5] 
a u f  Seite  420 fo lgendes: “ B y  em ploying th e  a fa c to r , a p a ra m e te r  is in tro d u c e d  
th a t  is d iff ic u lt to  d e te rm in e  as to  ac tu a l n u m erica l v a lu e s , an d  it  also in creases  
th e  n u m b e r  o f p a ra m e te rs  t h a t  is a lread y  g re a t en o u g h . Since a c a n n o t be  
ex p ressed  in  ex ac t te rm s , th e  ca lcu la tion  is in no w ay  im p ro v ed  by  its  in tro d u c 
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t io n ”  u n d  schlage v o r m it a  =  oo zu re c h n e n , das he iß t den  W ä rm eü b e rg an g  
a u szu sch ließ en . A uch  das e rs te  u n d  zw eite  B eispiel zeigt, d a ß  d ie  B ed ingung  
a =  со d ie  ta tsä c h lic h e n  V erh ä ltn isse  g u t  a n n ä h e rt, und  d ie  b e i A nw endung  
v o n  a  =  00 und  a =  10 gew onnenen  E rg eb n isse  v o n e in an d er w en ig  abw ei
c h e n . W ie dem  es au ch  sei, d en  W e rt v o n  a können  w ir n ic h t  b e s tim m en , 
n o c h  w en iger im  v o rau s , in  bezug  a u f  n o ch  n ich t ersch lossene G ru b en b au e . 
Z w eck  d e r  geo therm ischen  B erech n u n g en  is t  ja  die V o rau sb es tim m u n g  d er 
T e m p e ra tu r  der G ru b e n w e tte r . Von w esen tlich  größerer B e d e u tu n g  als die d er 
W ärm e ü b e rg a n g sz a h l is t d ie  B e rech n u n g  d e r  W irkung  d e r so n stig en  die 
E rw ä rm u n g  d er G ru b e n w e tte r  v e ru rsa c h e n d e n  F ak to ren , so in  e rs te r  L inie 
d e r  V e rd am p fu n g  des W assers.
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R E M A R K S ON T H E  P A P E R  “ E X A M IN A T IO N  OF TH E COOLING O F M INES  
B Y  A IR  F L O W ” B Y  H IR A M A T SU  AND K OKADO

T. BOLDIZSÁR

SU M M AR Y

H irom atsu  and K okadu have  worked out an approxim ate m ethod for calcu lating th e  
w arm ing-up  of air flow ing through m ine galleries. T he author shows that the m eth od  previously  
p u b lish ed  b y  him, practically  approxim ates rea lity  for better and m oreover, th a t  w ith  less 
ca lcu la tio n  work it  gives more accurate results. E xtrapolation  from the tab les b y  H iram atsu  
and K ok ad o  leads to b ig errors, w hile there is no need for extrapolation usin g  th e  authors 
m eth od .

Calculating for tw o cases th e  warm ing-up o f the m ine air, using m ethod  o f H iram atsu- 
K okado and then the author’s m ethod, the results c learly  illustrate the above sta tem en t.

REM A R Q U ES SU R  L ’É T U D E  D E  H IRAM ATSU ET K O K AD O :
«E X A M E N  D U  R E FR O ID ISSE M E N T  D E S M INES PAR CO URANT D ’AIR»

T. BOLDIZSÁR

R É SU M É

H iram atsu  et K okado ont élaboré une m éthode approchée pour le calcul de réch au ffe
m en t de Fair parcourant les galeries de m ines. L 'auteur dém ontre que du poin t de vu e  pratique* 
la m éth o d e  publiée par lui à une époque antérieure approche beaucoup m ieu x  la  réalité, et
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donne en m ême tem ps des résultats plus précis, to u t en nécessitant moins de calcul. De p lus, 
l ’extrapolation à partir des tab les de Hiram atsu e t  K okado conduit à des erreurs im portantes, 
tandis qu’avec la m éthode préconisée par l ’auteur, on n ’a pas besoin d’extrapolation.

L ’échauffem ent de l ’air é tan t calculé tour à tour par la m éthode de H iram atsu— K okado  
e t par celle de l ’auteur, les résultats confirm ent les con sta ta tion s précédentes.

ЗАМЕЧАНИЯ К СТАТЬЕ ХИРОМАТСУ И КОКАДО <,ИССЛЕДОВАНИЕ 
ОХЛАЖ ДЕНИЯ ШАХТ ПОТОКОМ ВОЗДУХА»

Т. БОЛЬДИЖАР

РЕЗЮМЕ

Хироматсу и Кокадо разработали приближенный метод расчета нагрева движ у
щегося в шахтных штреках потока воздуха. Автор показывает, что опубликованный им 
ранее метод с практической точки зрения гораздо лучше приближается к  действитель
ности и при том дает более точный результат при меньшей вычислительной работе. Однако, 
экстраполируя по таблицам Хироматсу и Кокадо, получаем большие ошибки, тогда как 
по методу автора в экстраполяции нет необходимости.

В двух случаях полученные из расчета нагрева шахтного воздуха результаты 
иллюстрируют вышеуказанное установление.

17 Acta  Techn. H u n g , i l  (1962)
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T H E  E X T R A C T I O N  O F  T H E  V A N A D I U M  C O N T E N T S  O F  
B A U X I T E  I N  T H E  C O U R S E  O F  A L U M I N A  P R O D U C T I O N  

U S I N G  T H E  B A Y E R  P R O C E S S

I. V E R E S

CENTRAL RESEARCH DEPARTMENT OF THE UNIVERSITY OF AGRICULTURE, GÖDÖLLŐ 

[M anuscript received February 8, 1957]

The different advantageous and  disadvantageous factors to be considered on the va n a 
dium  extraction in  th e  course of the B ayer  typ e  alum ina production were discussed.

It was sta ted  th a t in  the course o f th is process it  is only the p entavalen t vanadium  
contents or the vanad ium  contents prev iou sly  oxidized to have f iv e  va lences, w hich finds 
its  w ay from the b au x ite  into alkalic so lu tion  of the alum ina production. I t  has been established  
th a t the same oxide valence can be fo u n d  in the vanadium  m ud, too , w hich had been crysta l
lized  from the undiluted  alkalic so lu tion .

In the course of our investiga tion s it  was stated  th a t sod ium  fluoride considerably  
reduces the so lub ility  o f sodium orthovanad ate  in  alum ina factory  alkalic solutions and to  
an  ex ten t which stea d ily  increases w ith  th e  increase o f the specific am ount of sodium  fluoride. 
T he mole rates applied  were betw een V-jO^: N aF  =  1 : 1 — 1 : 2, th e  am ounts o f alkalin ity  
were changed betw een  100-r300 g/1 N a 20  at the so lubility  investigation s.

Thus the ex traction  of vanad ium  from  the alkalic solutions o f alum ina factories can 
be favourably influenced by introducing fluor contents from outside (N aF ), provided same 
is  m issing. All other conditions w h ich  are favourable for vanad ium  extraction  in the alu
m ina production according to the B ayer  Process — from  bauxite to  vanadium  m ud — were 
also discussed.

I .  In tro d u c tio n

In  connection  w ith  the ab o v e  p rob lem  th e  f irs t  th in g  to  em p h asize  is, 
th a t  due to  th e  increasing  tech n ica l significance of v a n a d iu m , s tren u o u s  effo rts  
a re  m ade all over th e  w orld, b o th  in  chem ical-techno logy  an d  in  m e ta llu rg y  
to  process th e  w aste  con ta in ing  v a n a d iu m . The reason  is t h a t  th e  r ich  ores of 
th is  m eta l are fa r  from  su ffic ien t to  cover these  d em an d s.

The m eth o d  generally  em p lo y ed  all over th e  w orld  to  a t ta in  th is  a im  is 
to  produce a possib ly  rich  base m a te r ia l from  w hich an  oxide or an  ox ide con
ta in in g  p ro d u c t is ob ta ined . F ro m  th e  la t te r  fe rro v an ad iu m  can be p ro d u ced . 
In  p rac tice , how ever, we come across a w ide range o f te c h n ic a l so lu tions w hich 
in v a riab ly  d ep en d  on th e  p rev a ilin g  raw  m a te ria l co n d itions.

H ow ever, th e  ex trac tio n  of th e  v an a d iu m  co n ten ts  o f b a u x ite s  can  o n ly  be 
perfo rm ed  th ro u g h  th e  processing  of th e  b y p ro d u c ts  of o th e r  in d u s tr ia l  m ain  
processes —  a lu m in iu m  and  s id eru rg ica l processes in  th e  f irs t  place —  since 
th e  en rich m en t o f the  v an a d iu m  co n ten ts  o f b au x ite s  show  b u t a 3 - r 5  fold 
increase in  com parison  to  th e  lito sp h e re  av erag e ; L v is n am e ly  0.016 accord ing  
to  B e r g  and  G o l d s c h m i d t ,  a n d  0.015 accord ing  to  W i n o g r a d o v . T his su b jec t 
w as e lab o ra ted  in  m y  p aper: “ T h e  G eochem istry  o f V a n ad iu m  in  H u n g a ry ” .

V anad ium  is one o f the  p e rm a n e n t ad d itio n a l com p o n en ts  o f b a u x ite s . 
In  respect o f tra c e  elem ents, th u s ,  o f course, o f v a n a d iu m  to o , H u n g a ria n
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b a u x i te s  can be co n sid e red  as co m p ara tiv e ly  rich . On basis  o f th e  analysis 
c a r r ie d  o u t on a co n sid e rab le  num ber o f sam ples, th e  v a n a d iu m  co n ten ts  
e x p re sse d  in  V20 5 is in  th e  ra n g e  betw een  0.07 an d  0.12 p e r cen t. This is a b o u t 
th e  sam e  as has been  re p o r te d  in  prev ious p ap e rs  [1]. A ccord ing  to  ou r ex 
p e r ie n c e  th e  lower l im it  is b e s t  ap p roached  b y  th e  v a n a d iu m  co n ten ts  o f th e  
b a u x i te s  of G án t, w h e reas  th e  up p er lim it b y  th e  v a n a d iu m  co n ten ts  of th e  
b a u x i te s  of Iszk aszen tg y ö rg y  an d  N yirád . T h e  v a n a d iu m  c o n te n ts  o f b au x ite s  
w ith  a low  iron c o n te n t is below  th e  low est lim it o f th e  ab o v e  ran g e . In  th e  
co u rse  o f  th e  in v es tig a tio n s  m ad e  up  to  now , a re la tio n sh ip  b e tw een  th e  changes 
o f  th e  iro n  and  v a n a d iu m  c o n te n ts  was estab lish ed  an d  th e  conclusion  has been  
a r r iv e d  a t  th a t  w ith  m o s t o f  th e  b au x ite s , an  in creased  iro n  co n ten t is 
acco m p an ied  by  a h ig h e r  v a n a d iu m  co n ten t an d  th e  rev e rse . In  th e  f irs t place 
th is  re la tio n  could be  e s tab lish ed  w ith  th e  b a u x ite s  o f G á n t, Meleges an d  
H a ra s z to s . T hus, th e  iro n  c o n te n ts  o f b au x ite s  w ould  deserve special a tte n tio n  
as f a r  as th e  m ineral p e tro lo g ic a l s tu d y  of th e  v a n a d iu m  c o n te n ts  is concerned . 
I t  is w orth-w hile  to  n o te  t h a t  V20 3 and  F e20 3 m a y  s u b s titu te  each o th e r iso- 
m o rp h ic a lly ; th e  ionic ra d iu s  o f F e3 + and  V 3 + a n d  th u s , also th e ir  ionic p o te n 
t ia l  a re  p rac tica lly  id e n tic a l, no r does th e  co rresp o n d in g  v a lu e  o f th e  ionic 
ra d iu s  o f V4+ show a  consid erab le  d ev ia tio n . A ccord ing  to  G o l d s c h m i d t ,  th e  
io n ic  ra d iu s  of V5+ is 0 .4  em p irica lly , w hilst t h a t  of F e 3+ is 0.67. A ccording to  
P a u l i n g ,  th eo re tica lly  th e  ion ic  rad ius o f V s + is 0.59. F u r th e r  i t  should  be 
n o te d  th a t  from  th e  p o in t  o f  view  of th e  d isso lved  v a n a d iu m  sa lts  F e (0 H )3 
a c ts  as a collector in  m o d e rn  an a ly tica l ch em is try .

A  fu r th e r  e lab o ra tio n  o f  th is  issue w ould  e x te n d  fa r  b ey o n d  th e  o b jec t 
a n d  space  of the p re se n t p a p e r . This m uch , how ever, h a d  to  be po in ted  o u t, 
b e c a u se  a p a rt from  th e  th e o re tic a l im p o rtan ce  of th e  p ro b lem  i t  has u n d o u b t
e d ly  a technical a sp e c t to o , w hich is v e ry  m u ch  in  th e  line of our p re sen t 
d iscu ssio n .

II. The extraction o f vanadium  from the alum ina produced alkalic solution

W ith  our b aux ites a n d  u n d e r  our a lum ina  w orks co n d itio n s, 30— 35 per cent 
o f  th e  to ta l  v an ad iu m  c o n te n ts  get in to  th e  a lkalic  so lu tio n  in  th e  course 
o f  th e  dissolving p rocess in  th e  au toclave em ployed  in  th e  B ay er Process.

T h u s , abou t 35 to n s  o f  V20 5 get in to  th e  a lkalic  so lu tio n  d u rin g  th e  p ro 
cessin g  o f every 100,000 to n s  o f b au x ite  an d  a b o u t th e  doub le  o f th is  q u a n ti ty  
f in d s  i ts  w ay  in to  th e  re d  m u d . T ak ing  in to  co n sid e ra tio n  0 .1%  V20 5 in  th e  
b a u x i te ;  w ith  reg ard  to  th e  increased  ap p lica tio n  o f th e  b a u x ite  of Iszk aszen t
g y ö rg y , th e  above v a lu e  is, o f  course, a lte rn a tin g  in  d ependence  on th e  v a n a 
d iu m  co n ten ts  of th e  b a u x ite  an d  is therefo re  to  be considered  as an  in fo rm ativ e  
v a lu e  only.
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T h e  e x trac tio n  o f  th e  considerab le  a m o u n t o f  v an ad iu m  from  th e  re d  m ud 
can  be ex p ec ted  th ro u g h  th e  in tro d u c tio n  o f su ch  com bined a lu m in a  in d u s tr ia l  
p rocesses in  w hich  also th e  v a n a d iu m  c o n te n t is dissolved an d  g e ts  in to  th e  
a lu m in a  p roduced  a lkalic  so lu tio n  [2], —  e. g. b y  th e  pyrogen ic  t r e a tm e n t  
w h ich  again  raises th e  problem  o f  v a n a d iu m  sa lts  soluble in  a lk a lis , o r  th ro u g h  
iro n  m e ta llu rg y  fro m  pig  iron  [3, 4 ] . S uch  an  iro n  m eta llu rg ica l a p p lia n c e  o f  red  
m u d , as a su p p le m e n ta ry  m a te ria l, h as  a lre a d y  s ta r te d  th ough  o n ly  to  a r a th e r  
m o d e ra te  e x te n t.

In  th e  follow ing on ly  th a t  v a n a d iu m  c o n te n t w hich gets in to  th e  a lu m in a  
p ro d u c e d  alkalic  so lu tio n  and can be  s e p a ra te d  from  it  in  th e  form  o f v a n a d iu m  
m u d  w ill be d iscussed . In  th e  alkalic  so lu tio n  c ircu la tin g  in  a cycle, th e  v a n a d iu m  
c o n te n ts  get en riched  up  to  th e  l im it  o f  so lu b ility . U nder th e  m ix in g  co n d itio n s 
o f  a lu m in iu m  h y d ra te  th is  l im it  is 0,7  gr/1 V20 5. In  th e  a lu m in a  p ro d u ced  
a lk a lic  so lu tion  v a n a d iu m  is p re se n t in  its  o r to -sa lt (N a3V 0 4) fo rm , w h ich  is 
o n ly  to  be ex p ec ted  on account o f  th e  fa ir ly  s tro n g  a lk a lin ity  o f  th e  so lu tio n .

T h e  am o u n t o f th e  v an ad iu m  c o n te n ts  o f b a u x ite  g e tting  in to  th e  alkalic  
so lu tio n  d u ring  d isso lu tion  depends on  a n u m b e r  o f  facto rs. T h u s, fo r in s ta n c e , 
th e  re la tio n  be tw een  th e  d isso lu tion  pow er a n d  th e  te m p e ra tu re  o f  th e  p re 
ro a s tin g  o f b a u x ite  has been su b je c te d  to  inv estig a tio n  [7]. In  acco rd an ce  
w ith  th is  —  as s ta te d  b y  T. G e d e o n  —  a h ig h er p re-roasting  te m p e ra tu re  
is accom pan ied  b y  a considerab ly  v a n a d iu m  d isso lu tion  pow er.

A tte n tio n  shou ld  be d raw n to  th e  fa c t th a t  d isso lu tion  pow er is a p p a re n tly  
in  close connection  w ith  th e  oxide va len ce  o f v an ad iu m . V a n a d iu m trio x id e , 
w h ich  is basic te tro x id e  an d  a m p h o te ric , p en to x id e , on th e  o th e r  h a n d , is 
—  ev en  i f  only s lig h tly  — of acidic c h a ra c te r  [8]. I t  s tands to  rea so n , th e re fo re , 
t h a t  w ith  th e  increase  of the  ox ide va len ce , also th e  d issolution  p o w er in  th e  
a lk a lic  so lu tion  m u s t im prove a n d  th e  rev e rse . I t  is qu ite  like ly  t h a t  beside 
th e  gen era l ex p an d in g  effect, th e  h ig h e r ro a s tin g  tem p era tu re  p ro m o te s  ox i
d a tio n  as well. T h e  afo re -m en tio n ed  te s ts  h a d  n o t been ca rried  o u t  u n d e r 
an ae ro b ic  cond itions an d  G e d e o n ’s  o th e r  s ta te m e n t according to  w h ich  th e  
em p lo y m en t of ox id izing  agents in  th e  au to c lav e  also fav o u rab ly  a ffec ts  th e  
d isso lu tio n  pow er o f  v an ad iu m , seem s to  su p p o rt our opinion, to o .

In  th e  alkalic  so lu tio n  v an ad iu m  c ircu la tes  in  th e  com pany  o f  o th e r  alkali- 
so lub le  sa lts an d  since th is  re p re se n ts  an  im p u r ity  for a lu m in a  p ro d u c tio n , 
th is  h as  to  be ta k e n  in to  consid era tio n  a t  th e  d iffe ren t techno log ica l p rocesses. 
I t  is im p o r ta n t, m a in ly  in  con d u c tiv e  a lu m in iu m  p roduc tion , th a t  th e  a lu m in a  
shou ld  con ta in  less v an ad iu m  im p u r ity  th a n  perm issib le. N am ely  i t  is to  be 
n o te d , th a t  v a n a d iu m  can increase th e  e lec tric  res is tan ce  fo rty  fo ld  m o re  th a n  
iro n , so th a t  a v a n a d iu m  co n ten t ex ceed in g  0.01 p e r cen t in  th e  a lu m in iu m  a p 
p lied  in  th e  electric  in d u s try  is no lo n g er d esirab le  [9]. The m a in te n a n c e  o f  the 
a lu m in a  q u a lity  can  be g ran ted  in  th e  case o n ly  i f  th e  im purities o f  th e  so lu tio n  
a re  reg u la rly  se p a ra te d , a t least to  su ch  an  e x te n t  th a t  on the  m ix in g  o f  alu-
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m in a  h y d ra te s  th e  sod iu m  sa lts  o f the  cations a n d  an io n s  occurring as im p u ritie s  
cou ld  n o t  reach  th e  lim it  o f  so lubility . To a t t a in  th is  ob ject, a re g u la r  sa lt 
e x tra c t io n  has to  be p ro v id e d  for in order to  m a in ta in  th e  balance o f  th e  so- 
ca lled  a lu m in a  p ro d u c tio n  tr a c e  elem ents in  th e  a lk a lic  so lu tion . I t  goes w ith 
o u t sa y in g  th a t  th e  co n sid e rab le  alkali so lu tio n  vo lu m e of a la rger a lu m in a  
fa c to ry  w ill be s a tu ra te d  w ith  im purities v e ry  slow ly  —  in m ost o f th e  cases 
th e  p ro cess  tak es  y ea rs , h u t  as soon as th is  s ta g e  w as reached, sa lt e x tra c tio n  
b ecam e  o f p a ra m o u n t im p o r ta n c e  for th e  a lu m in a  w orks and  its  p ro p e r p e r
fo rm a n c e  is an  in trin sic  p a r t  o f  th e  techno logy  o f  th e  w orks. A t th is  p o in t th e  
in te re s ts  o f  th e  a lum ina  p ro d u c tio n  coincide w ith  th o se  of the  in d u s try  p rocess
in g  th e  w aste .

W h e n  discussing th is  p ro b le m , due a t te n tio n  is to  be paid  to  th e  fa c t to o  
t h a t  th e  sod ium  sa lt o f v a n a d iu m  (even th e  o r th o -fo rm ) is very  well so luble  in  
w a te r  so t h a t  a lum ina  p o o r  in  van ad iu m  or free  o f  v a n a d iu m  is p a r tly  a m a tte r  
o f w ash in g s as well, th o u g h  i t  is doubtless t h a t  a h ig h  s tan d a rd  o f p u r i ty  is 
ju s t if ie d  w ith  only a p a r t  o f  th e  produced a lu m in a .

O n b asis  o f th e  a fo resa id , we can draw  th e  conclusion  th a t  w ith  a reg u la r 
a n d  p ro p e r  sa lt-e x tra c tio n , a n d  w ith  the  w ash in g  o f  th e  alum inium  h y d ra te  as 
w ell as a t  reasonab le  q u a li ty  req u irem en ts , th e  v a n a d iu m  im purities o f a lu m in a  
to  an  in d u s tr ia lly  im p erm iss ib le  ex ten t can  be  av o id ed .

T h e  p rob lem  has a g re a t p rac tica l s ign ificance. T herefore, every  m o d ifica 
tio n  in  th e  au toclave  p ro cess  and  every co m b in ed  m eth o d  w hich p ro m o tes  th e  
e x tra c tio n  o f v an ad iu m  w ith o u t adversely  a ffe c tin g  th e  alum ina p ro d u c tio n  
e ith e r  tech n ica lly  or eco n o m ica lly  m ust be w elcom ed . I t  should be n o te d  th a t  
in  a y e a r  several h u n d re d  to n s  of v a n a d iu m  p en to x id e  to g e th e r w ith  th e  
b a u x ite s  are  ta k e n  in to  th e  alum ina  p ro d u c tio n .

III. Factors and conditions influencing vanadium  extraction

N ow  th e  question  m u s t  be raised  w hich  a re  th e  factors and  co n d itio n s 
in f lu e n c in g  v an ad iu m  e x tra c tio n . The in h ib itin g  fac to rs  a lready  kn o w n  are 
th e  fo llow ing:

1. L ow  roasting temperature

O w ing to  h ea tin g  p ro b lem s and often  to  m a te r ia l  d ifficulties, to o , we are  
co m p e lled  to  be c o n te n t w ith  roastin g  a t  a te m p e ra tu re  m uch low er th a n  r e 
q u ire d , for th e  b en efit o f  th e  technology o f th e  b a u x ite  in question . T his is 
a cco m p an ied  by  a re d u c e d  b u rn in g  out o f o rg an ic  substances, as a re su lt of 
w h ich  a n  increased  D o rr s c u m m in g  and  m ix in g  d ifficu lties of a lu m in a  occur; 
b y  som e o f th e  b au x ite s  th e re  are also red  m u d  sed im en ta tio n  d ifficu lties, and  
p ro b lem s in  th e  e x tra c tio n  o f  alum in ium  oxide in  au to c lav es . Besides th is , th e  dis-
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soluble p o rtio n  o f th e  v a n a d iu m  c o n te n ts  w ill also decrease —  p ro b a b ly  on 
acco u n t o f  th e  sm aller o x id a tio n  an d  ex p a n d in g  effect. As fa r  as th e  w et
m illing o f b a u x ite  is concerned , hom e experience  are  still ra th e r  scarce  and  
th e  te s ts  ca rried  ou t so fa r  failed  to  re g u la r ly  consider the  changes in  th e  v a n a 
d ium  c o n te n ts  of th e  a lkalic  so lu tion  [10].

2. The alkalic solution gets into contact w ith  substances which in  alkalic 
m edium precipitate vanad ium  f r o m  the solution

T hese substances are e a r th  a lkali ox ides, ou t of w hich ca lc in a ted  lim e, for 
in s tan ce , is v e ry  often  used  in  a lu m in a  p ro d u c tio n . In  alkalic  m ed iu m , a t 
boiling  p o in t or n ea r to  bo iling , th e  v a n a d a te  (V.) ion in  so lu tion  is p a r tic u la ry  
f i t  for p rod u c in g , C a-v an ad a te -co m p o u n d s w h ich  are basic and  p ra c tic a lly  in 
soluble o r s ligh tly  soluble on ly . T hus, a m a jo r  p a r t  o f th e  v a n a d iu m  c o n te n t 
finds its  w ay  in to  th e  red  m u d  from  w here  its  e x tra c tio n  re p re se n ts  an  open 
q uestion .

The p ro b lem  is sim plified  b y  th e  fa c t t h a t  th e  ap p lica tion  o f c a lc in a ted  lim e 
(e. g. in  th e  au to c lav e  process) is co m p le te ly  u n ju s tif ie d  w ith  H u n g a ria n  b a u 
x ite s , —  even  from  th e  p o in t of view  o f th e  a lu m in a  in d u s try .

3. Neglecting o f  m u d  extraction and  lack o f  proper extraction facilities

The sep a ra te  e x tra c tio n  o f  h igh v a n a d iu m  co n ten ts , re sp ec tiv e ly , h igh 
sod ium  su lp h a te  and  sod iu m  ca rb o n a te  c o n ta in in g  frac tions in  tw o  s tep s , can  
well be perfo rm ed  b y  choosing  th e  r ig h t te m p e ra tu re  and  c o n c e n tra tio n  fo r 
th e  a lk a lic  so lu tion . T he ex ecu tio n  o f  th is  p ro ced u re  is a m a tte r  o f  a p p a ra tu s  
on ly , th u s  i t  is m erely  a tech n ica l p ro b lem  (a p ro p er cooling a n d  f ilte r in g  
in s ta lla tio n ) .

T he f lu o r  co n ten ts  o f th e  a lkalic  so lu tio n  is a n o th e r im p o r ta n t fa c to r .
S ov ie t au th o rs  a lread y  c ited  h av e  also  s ta te d  [5, 6] th a t  in  th e  alkalic  

so lu tio n  v a n a d iu m  is p re se n t in  a fo rm  o f 5 valence . In  th e  course o f  o u r te s ts  
ca rried  o u t w ith  v an ad iu m  m uds, we found  th e  w hole v an ad iu m  c o n te n ts  to  be 
p e n ta v a le n t. S tu d y in g  th e  sa lts  c ry s ta llized  fro m  th e  alkalic so lu tio n s  o f  th e  
d iffe ren t fac to ries an d  w o rk in g  w ith  or w ith o u t o x id a tio n , th e  sam e re su lts  as 
to  th e  v an ad iu m  co n ten ts  w ere found . S ince we have  no reaso n  to  assum e 
—  b e ing  aw are o f th e  ch em is try  o f v a n a d iu m  sa lts  —  th a t  an  o x id a tio n  occurs 
in th e  course o f th e  c ry s ta lliz a tio n , o u r te s ts  seem  to  confirm  fro m  a n o th e r 
side th e  s ta te m e n ts  o f  th e  Sov iet w orks. W e h av e  also in v e s tig a te d  v an a d iu m  
c o n ten ts  o f a lum ina  p ro d u ced  alkalic  so lu tio n s  an d  app lied  d iffe re n t m eth o d s 
in  th e  w o rk  (see T ab le  I ) . T here ag a in  we en co u n te r p e n ta v a le n t v a n a d iu m . 
W ith  m eth o d  I (classical p e rm a n g a n a te  v a n a d iu m  d e te rm in a tio n ), we m easu red  
th e  4- an d  5 -valen t v an a d iu m  co n ten ts  to g e th e r , w hereas m e th o d  I I  serves for
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Table I

Testing o f  vanadium  contents o f undiluted alkalic solutions in  alum ina works fo r determ ining
its valence

I.
T itra ted  w ith 

К M n 0 4
v ,os g/1

II .
T itrated  w ith  

K„Cr20 7 
V,Os g/1

III.
Colorim etry w ith

H 20 2 
v „ 0 5 g/1

0.82 0.82 0.84

0.82 0.81 0.83

0.82 0.81 0.83

0.81 0.80 0.83
0.81 0.80 0.81

m e a su rin g  th e  p e n ta v a le n t  v an ad iu m  c o n te n ts  so lely . T hus, in  th e  a lk a lic  
so lu tio n  p rac tica lly  th e  sam e am o u n t of v a n a d iu m  w ith  tw o d iffe ren t d e te r 
m in a tio n  m ethods w as m easu red , w ith in  th e  m a rg in  o f erro r of th e  ana ly sis . 
C o n seq u en tly , if  th e re  in  th e  u n d ilu te d  a lk a lic  so lu tio n  a 4 -va len t v a n a d iu m  
w ere p re se n t, i t  could  be  w ith in  th e  q u a lity  com ing  in to  th e  m arg in  o f  e rro r  
o f  th e  ana ly sis , i. e. i t  m u s t be 0.1— 0.2 per c en t o r ev en  less of th e  w hole v a n a 
d iu m  c o n ten ts . T hus, i t  w as p ro v ed  th a t  th e  v a n a d iu m  co n ten t o f th e  a lu m in a  
fa c to ry  a lkalic  so lu tio n  is p resen t, p ra c tic a lly  in  th e  form  of a p e n ta v a le n t 
co m p o u n d . In  these  a n a ly tic a l m ethods we red u ced  V v —  to V lv in  acid- 
so lu tio n  w ith  Fe + +-ion con ta in ing .

I t  m u s t  he p o in ted  o u t t h a t  in  o rder to  o b ta in  accu racy  in  th e  v o lu m e tric  
d e te rm in a tio n , as m u ch  a lk a lic  so lu tion  w as u sed  (200— 200 ml.) as to  a sc e rta in  
t h a t  th e  co n su m p tio n  fro m  th e  m easuring  so lu tio n  o f 0.1 n ,  be a p p ro x im a te ly  
15— 20 m l. A t th e  co lo rim e tric  d e te rm in a tio n  4 a n d  5 -va len t v an ad iu m s w ere 
m e a su re d  to g e th e r, —  b u t  in  th is  case, th e  v a lu es  to  be o b ta ined  h av e  to  be 
ta k e n  in to  co n sid e ra tio n  on acco u n t of th e  in a c c u ra c y  o f th e  m ethod .

S im ila r  resu lts  w ere  o b ta in ed  w ith  o th e r  a lk a lic  so lu tion  sam ples w here  
th e  a b o v e  d e te rm in a tio n  m eth o d s w ere used .

O n  basis  o f w h a t h as  been  s ta te d  ab o v e , th e  conclusion can  be d raw n  
t h a t  i t  is on ly  th e  p e n ta v a le n t  o r p rev iously  to  p e n ta v a le n t  oxidized v a n a d iu m  
c o n te n t  o f th e  b a u x ite  w h ich  gets in to  th e  a lk a lic  so lu tio n  of th e  B ay er P rocess.

D u rin g  th e  te s ts  ca rr ied  o u t w ith  a lkalic  so lu tio n s  in  la b o ra to ry  an d  sem i
p la n t  cond itio n s, i t  w as o bserved  th a t  sod ium  flu o rid e  considerab ly  decreased  
th e  so lu b ility  o f so d ium  v a n a d iu m  V (ortho) (see T ab les  I I ,  I I I  an d  IV ).

T h e  te s ts  were c a rr ie d  o u t in  la b o ra to ric a lly  sy n th e tiz e d  alkalic  so lu tio n s 
o f  d iffe re n t co n cen tra tio n s . D ifferen t a m o u n ts  o f w ate r-d isso lved  sod ium  f lu o 
rid e  w ere  ad d ed  to  th e  w a rm  alkalic  so lu tions s a tu ra te d  w ith  sodium  o r th o v a n a 
d a te ,  a n d  exam ined  th e  v a n a d iu m  co n ten ts  o f th e  f ilte re d  solutions w ere cooled 
to  20° C b y  co lo rim e try  w ith  H 20 2. The change in  c o n cen tra tio n  an d  vo lum e
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as a resu lt o f th e  a d d itio n  of so d iu m  fluoride so lu tio n  is neglig ib ly  sligh t a n d  is 
anyhow  of th e  sam e ex ten t in  a ll of th e  te s ts .

For co m p ariso n ’s sake i t  shou ld  be a d d ed  th a t  u n d e r sim ilar co n d itio n s 
a t  100 g/1 N a20  13.4 g/1, a t 200 g/1 7.15 g/1 an d  a t  300 g/1 2.45 g/1 V20 5 w as 
m easured  w ith o u t adding  N a F .

In  order to  fac ilita te  su rv e y  th e  d a ta  in  ta b le s  an d  also in  a th re e -d im e n 
sional (cubical) d iag ram  were com piled .

Table II

The effect o f sodium  fluoride  on the solubility o f  sodium  orthovanadate to 20° C cooled alkalic  
solutions o f  different concentrations at a F„0- : N a F  = 1 : 1  mole rate

V20 5 g/1, measured in the solution

a t 100 g/1 
N a,0

a t 200 g/1 
N a ,0

a t 300 g/1 
N a ,0

1.88 1.27 0.57

1.85 1.26 0.56

1.85 1.25 0.55

1.84 1.25 0.55

1.84 1.25 0.54

F ro m  the  ta b le s , respective ly , f ro m  th e  g rap h  (see F ig . 1) i t  is obvious t h a t  w ith  
th e  add ition  o f id e n tic a l am o u n ts  o f sodium  flu o rid e  a n d  th e  effect of in c reas in g  
a lkalic  so lu tion  co n cen tra tio n , th e  v an ad iu m  c o n te n t o f th e  so lu tion  decreases 
considerab ly . A  s im ila r effect o f  th e  increased  a m o u n t o f N a F  can be o b serv ed  
on th e  in v e s tig a te d  mole ra te s  as w ell. In  acco rd an ce  w ith  these  o b se rv a tio n s , 
dissolved N a F  co nsiderab ly  red u ces  th e  so lu b ility  o f th e  v an ad iu m  c o m p o u n d  
dissolved in  a lk a lic  so lu tion , p a r tic u la r ly  a t  a m ole ra te  o f 1.5— 2. O n cooling, 
th e  effect o f N a F  is s trik ing ly  ra p id . In  view  o f  th e  fa c t all th e  e x p e rim e n ts  
w ere carried  o u t  along th e  sam e  Unes, th e  o b ta in e d  d a ta  can  be co m p ared .

Table III

The effect o f  sodium  fluoride  on the so lubility  o f sodium  orthovanadate to 20° C cooled alkalic  
solutions o f  different concentrations at a V .flb : N a F  =  1 : 1.5 mole rate

Va0 5 g/1, measured in the solution

a t 100 g/1 
N a,0

at. 200 g/1 
N asO

at 300 g/1 
N bjO

1.35 0.70 0.20

1.35 0.70 0.18

1.33 0.68 0.18

1.13 0.68 0.18

1.13 0.67 0.18
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Table IV

The effect o f  sodium fluoride  on the solubility o f  sodium  orthovanadale to 20° C cooled alkalic solutions 
o f  different concentrations at a V.,0- : N a F  = 1 : 2  mole rate

V20 5 g/1, m easured in th e  solution

a t 100 g/1 
N a20

a t  200 g/1 
N a20

a t 300 g/1 
NasO

0.65 0.14 0.06

0.65 0.12 0.06
0.65 0.12 0.06

0.63 0.11 0.05

0.63 0.11 0.04

A ccord ing  to  l i te ra tu re  d a ta  [11] so d iu m  fluoride  produces d o u b le  sa lts  
w ith  so d iu m  o rth o v a n a d a te , so d ium  p h o sp h a te  an d  sodium  a rse n a te  c o n te n ts  
o f  th e  a lkalic  so lu tion . T heir co m p o sitio n  w as s ta te d  to  be th e  fo llow ing:

2 NagVO^ • N a F  • 19 H ,0  
2 N a3P 0 4 • N a F  • 19 H 20  
2 N a 3A s 0 4 • N a F  • 19 H 20 .

T h e y  h a v e  o c tah ed ric  c ry s ta ls . T hus th e y  a re  double sa lts  o f id e n tic a l ty p e s , 
c a p a b le  o f p a r t ly  s u b s ti tu tin g  each  o th e r  d u rin g  c ry sta lliza tio n .

Na20 g r /l

F ig. 1. T he solubility  o f  sodium  orthovanad ate  in  fun ction  o f the concentration  o f  the  
alkalic so lution  and o f  the N a F  quantity
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I t  was also fo u n d  b y  us to  be p re se n t in  th e  v an ad iu m  m u d s o f the  
H u n g a ria n  a lu m in a  w orks. The presence o f th e se  doub le  sa lts  could  be eslab - 
lished b y  in v e s tig a tin g  th e  mole ra te s  d isso lv ing  v a n a d iu m  m uds w ith  w ate r. 
T he ap p lica tio n  o f th ese  experiences in  rem o v in g  im p urities fro m  a lu m in a  
fa c to ry  a lkalic  so lu tio n s is obvious. In  o rder to  e x tr a c t  th e  v a n a d iu m  m u d  from  
th e  a lu m in a  fa c to ry  a lkalic  so lu tion , th e  re p la c e m en t o f th e  f lu o r  co n ten ts  
req u ired  for fo rm in g  doub le  sa lts  can  be effec ted  w ith  so d iu m flu o rid e , in  such 
a p rac tica l w ay , t h a t  th e  mole ra te  V20 5 : N a F  shou ld  be b e tw een  1 : 1 and  
1 : 2. T he flu o r c o n te n ts  th u s  in tro d u ced  can  be  reg a in ed  to g e th e r  w ith  the  
flu o r w hich h ad  o rig in a lly  been in  th e  alkalic  so lu tio n  in  th e  course o f  th e  p roc
essing of v a n a d iu m  m uds.

W e have  d iscussed  all th e  m ost im p o r ta n t fa c to rs  on w hich th e  e x tra c tio n  
o f v an ad iu m  d u rin g  b a u x ite  processing in  th e  a lu m in a  p ro d u c tio n  d epends. 
S um m ing  up  we m ay  safe ly  s ta te  th a t  n e ith e r  th e  e x tra c tio n  o f th e  a lu m in a  
fa c to ry  v a n a d iu m  n o r th e  increase of th is  e x tra c tio n  p resen t in su rm o u n ta b le  
d ifficu lties; t h a t  th e  tech n ica l s tip u la tio n s  describ ed  above are fa r  from  being 
u n rea l, th e  less so, as m ost o f th em  form  a p a r t  o f a p ro p e rly  co n d u c ted  a lu m in a  
fa c to ry  tech n o lo g y , in d e p e n d e n tly  from  th e  v a n a d iu m  problem .

F in a lly  we shou ld  like to  p o in t ou t th a t  a ll th e  a rg u m en ts  a p p ly  to  the  
e x tra c tio n  o f th e  v a n a d iu m  m ud o f n o rm al c ry s ta l  an d  sa lt c h a ra c te r . The 
m uds are n o w ad ay s e x tra c te d  and  h av in g  a low  v an ad iu m  c o n te n ts  w ith  a 
h igh  ra te  of o rgan ic  su b stan ces , m u st be co n sid e red  as te m p o ra ry  p henom ena  
so th a t  in  re sea rch  w o rk  i t  is n o t th e  s tu d y in g  o f  th e se  m uds on w h ich  stress 
has to  be la id , b u t  th e  m u d  position  in  th e  a lu m in a  fa c to ry  has to  be im p ro v ed  
rad ica lly  b y  co n sc ien tio u sly  re g u la tin g  i t  w ith  th e  a id  o f the  fac to rs  d iscussed  
above.
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D IE  G E W IN N U N G  DES V A N A D IU M S AUS B A U X IT  B E I D E R  T O N E R D E G E W IN N U N G
N A C H  DEM  B A Y E R -V E R F A H R E N

I. VERES

ZUSAM M ENFASSUNG
D er Verfasser untersucht d ie vom  Standpunkt der V anadium gew innung vorteilh aften  

und nach te iligen  Faktoren bei der Tonerdegew innung nach  dem  Bayer-Verfahren.
E s konnte festgestellt w erden , daß während des genannten F abrikationsprozesses nur 

der 5w ertig e  oder vorher a u f die 5 wertige Stüfe oxyd ierte  V anadium gehalt aus dem  B au x it  
gew o n n en  wird und dieses O x y d  is t  auch in  dem aus der Lauge auskristallisierten V anadium 
sch lam m  zu  finden.

D ie  Untersuchungen zeig ten , daß das N atrium fluorid in  den basischen L ösungen der 
T onerdefabrikation  die L öslich keit des N atrium orthovanadats beträchtlich verm indert, und  
zw ar in  steigendem  Maße m it der spezifischen Menge des N a F , wenn bei 100 — 300 gД N a20  
und b e i M olverhältnissen V 20 5 : N a F  = 1 : 1 4 - 1 : 2  gearb eitet wird.

D ie  Ausscheidung des V an ad ium s aus der Lauge der Tonerdegew innung kan n  dem nach  
v o r te ife ih a ft durch Zusetzen des even tuell fehlenden F -G ehalts beeinflußt werden.

D er  Verfasser bespricht die v o m  Standpunkt der Vanadium gew innung vorteilhaften  
B ed in g u n g en  im  Verlauf der Tonerdegew innung nach dem  Bayer-Verfahren.

E X T R A C T IO N  D U  C O N T E N U  D E  V A N A D IU M  D E  L A  B A U X IT E  A U  COURS 
D E  LA FABRICATIO N D'A L U M IN E  SE L O N  L E  PRO CÉDÉ B A Y E R

I. VERES

RÉSUM É

L ’auteur étudie les facteurs avan tageu x  et d ésavan tageu x du point de vue de l ’extraction  
de v a n a d iu m , au cours de la  fabrication  d ’alumine selon le procédé Bayer.

I l  a été  constaté que, pratiquem ent, seul le contenu  en vanadium  de va len ce 5, ou 
o x y d é  préalablem ent à cette  v a leu r, passe de la bau xite  à la  liqueur au cours de l ’application  
de ce p rocéd é, et que c’est ce  m êm e oxyde qui peut être trouvé dans la boue de vanadium , 
cr ista llisée  à partir de la liqueur.

L es recherches ont m ontré que le fluorure de sod ium  réduit très nettem en t la  solubilité  
de l ’orthovanad ate  de sod ium  dans les solutions basiques des usines d ’alum ine, et ceci en 
m esure croissante avec la  q u a n tité  spécifique de N a F , en  travaillant à 100 — 300 g/1 N a 20  
e t  a v e c  des rapports m olaires V 20 5 : N aF  = 1 : 1 4 - 1 : 2 .

L a  séparation du va n a d iu m  de la solution basique des usines d ’alum ine peu t donc 
être in flu en cée  favorablem ent par l ’adjonction du F  m anq uan t éventuellem ent.

L ’auteur traite aussi des cond itions favorables pour l ’extraction du vanad ium  dans le 
procédé B ayer.

И ЗВ Л Е Ч Е Н И Е  В А Н А Д И Я  И З БОКСИТА В П РОЦЕССЕ П РО И ЗВ О Д С Т В А  
ГЛ И Н О ЗЕ М А  ПО Б А Й Е Р У

И . В Е Р Е Ш

РЕЗЮ М Е

Автор рассматривает положительные и отрицательные с точки зрения извлечения 
ванадия факторы при производстве глинозема по Байеру.

Установлено, что при упомянутом выше процессе в растворе глиноземного произ
водства практически извлекается пятивалентный или предварительно окислившийся 
до пятивалентного ванадий и эту степень окислов можно найти также в ванадиевом 
шламе, выкристаллизовавшемся из щелечи.

В  процессе исследований установлено, что втористый натрий очень сильно сни
жает растворимость ортованадата натрия в щелочных растворах глиноземного произ
водства, а именно с увеличением удельных количеств NaF в возрастающей степени, при 
молярных соотношениях 100—300 г/л Na „О и V20 5: NaF =  1 : 1 4 - 1 : 2 .

Извлечение ванадия из раствора" глиноземного производства, таким образом, 
можно выгодно изменять дополнением извне недостающего количества F.

Автор рассматривал выгодные с точки зрения извлечения ванадия условия в про
цессе производства глинозема по Байеру.
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[M anuscript received February 21, 1958]

The differential equations which describe transient phenom ena occurring in the branches  
o f  electrical netw orks are com pounded b y  the authors in to  tw o m atrix equations o f th e  first 
order, one of these equations being se t up in  respect o f  branches containing inductance, the  
other in respect o f  th ose  containing capacitance. Two further m atrix differential equations  
c a n  be derived from  those node and m esh relations w hich express the topology o f the branches. 
B y  means of the coefficien t m atrix o f  these two further m atrix differential equations it  is 
possible to transform  the first-m entioned m atrix equations, i. e. those which describe th e  said 
transient phenom ena, in to  such m atrix differential equations o f the first order as w ill contain  
th e  m inimum num ber o f scalar com ponents. These tw o transform ed m atrix differential equa
tions can be condensed into  a single hyperm atrix equation  w hich m ay be solved w ith  the  
general m ethod.

F or th e  an a ly s is  of t ra n s ie n t phenom ena a ris in g  w hen electrical n e tw o rk s  
are  sw itched on a n d  off, no t o n ly  th e  in d u c ta n c e  an d  resistance  b u t also  th e  
cap ac itan ce  o f th e  in d iv id u a l e lem en ts  have  to  be  ta k e n  in to  acco u n t. I t  is 
accord ing ly  possib le  to  se t up d iffe ren tia l e q u a tio n s  o f  th e  2nd  o rder fo r each  
e lem ent of th e  n e tw o rk  w hich m u s t be th en  a rra n g e d  an d  reduced  in  acco rd an ce  
w ith  the  to p o lo g y  o f th e  n e tw o rk . T he so lu tio n  o f  th e  prob lem  is g iven  b y  a 
sy s tem  o f s im u ltan eo u s  linear d iffe ren tia l e q u a tio n s  o f  a h igher o rder. M a tr ix  
ca lcu lus is kn o w n  to  h ig h ly  fa c ilita te  th e  t r e a tm e n t  o f th e  s ta tio n a ry  p h en o m en a  
o f  e lectrical n e tw o rk s  [1, 2]. P rog ressing  on th is  p a th , i t  is p roposed  in  th is  
p a p e r  to  use th e  m a tr ix  calculus also  for the  in v e s tig a tio n  o f tra n s ie n t p h e n o m 
e n a  because, th u s ,  th e  ta sk  to  be  perform ed w ill consist in  th e  so lu tio n  o f  a 
lin ea r  m a trix  d iffe re n tia l eq u a tio n  o f th e  f irs t o rd e r. T oo, i t  will be ea s ie r in 
th is  w ay  to  sa tis fy  th e  in itia l cond itions.

In  o rder t h a t  th e  fo rm ulae m a y  co n ta in  d iffe ren tia l q u o tien ts  o f th e  f ir s t  
o rd e r only it  is n ecessa ry  to  s e p a ra te  th e  in d u c ta n c e s  from  th e  cap ac itan ces  in  
th e  n e tw ork . W e sh a ll, th ere fo re , a p p ly  th e  in d e x  I  to  elem ents w hich c o n ta in  
in d u c tan ce  an d  re s is ta n c e , and  th e  index  I I  to  th o se  con ta in in g  cap ac itan ce . 
T h e  elem ents o f  th e  n e tw o rk  are  th e  b ranches, a n d  th e ir  n u m b er is assum ed  
to  be re. I f  we use th e  le tte r  к to  d en o te  th e  n u m b e r  o f e lem ents th a t  be long  
to  index  I ,  re —  к  w ill m ean th e  n u m b er o f e lem en ts  th a t  b ear th e  in d e x  I I .

I t  is know n from  th e  n e tw o rk  th eo ry  [2] t h a t  i f  th e  n u m b er o f  in d e p e n d 
e n t  m eshes is Л, t h a t  o f th e  nodes o f  th e  n e tw o rk  w ill be re —  h -f- 1, an d  t h a t  o f
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th e  in d e p e n d e n t node p a irs  n  —- h. In  th e  fo llow ing , th e  in d ex  H  w ill be used 
fo r m esh  q u a n titie s  an d  th e  in d e x  P  for th o se  belonging  to  node p a irs .

L e t us use the  follow ing n o ta tio n s :
L m atrix  containing th e  inductances o f branches w ith the index I;
R m atrix  containing th e  resistances o f branches w ith the index I;
К  m atrix  containing th e  capacitances o f branches w ith  the index  II;
i / and u / current and vo ltage m atrix, resp ectively , o f  branches w ith  the in d ex  I;
iy/ and  u / /  current and vo ltage m atrix, resp ectively , o f branches w ith  the in d ex  II.

W ith  these  n o ta tio n s  we can  w rite  th e  follow ing system  o f s im u ltan eo u s  
m a tr ix  d ifferen tia] e q u a tio n s  fo r th e  tw o k in d s  of b ran ch es:

T d  .
L —— i/ R t/

dt
ii/ =  0,

К  —— u
dt

( 1 . 1)

I I 41 =  0 .

S ince th is  se t o f equ a tio n s co n ta in s  n  sca la r eq u a tio n s  from  w hich  it  is n o t  pos
sib le  to  d e te rm in e  th e  2n sca la r  c o m p o n en ts , we have to  fo rm u la te  th e  nodal 
a n d  m e sh  re la tio n s w hich  co n ta in , a t  th e  sam e tim e , th e  o u te r sources o f cu r
re n t .  B y  re ta in in g  th e  c u s to m a ry  m an n e r o f re p re se n ta tio n  [2] —  b u t  m ak ing  
th e  ab o v e -m en tio n ed  d is tin c tio n  betw een  b ran ch es  I and I I  —  we o b ta in  the 
fo llo w in g  m a tr ix  eq u a tio n s:

C p / ' /  +  C * / / i / y  =  i g  ,  ( 12)

C h i  u /  +  С н и  U//  =  u g  .

ig nodal current-source vector;
Ug m esh voltage-source vector;

C p i  an d  C p i  I nodal incidence m atrices of the branches containing inductances and resistances 
or capacitances, respectively; th ey  g iv e  inform ation about the incidence of 

..branches and nodes (elem ents o f these  m atrices are 0,1, — 1);
С н /a n d C / / / /  m esh incidence m atrices o f the branches containing inductances and resistances 

or capacitances, respectively; th ey  g ive  inform ation about the incid en ce of the 
m eshes w ith the branches (elem ents o f  these m atrices are also 0, 1, — 1).

I f  w e m u ltip ly  th e  f irs t e q u a tio n  of (1.1) b y  th e  m a trix  C/)/ from  th e  le ft and 
s u b s t i tu te  th e  f irs t eq u a tio n  o f (1.2) in to  th e  eq u a tio n  so o b ta in e d ; if, fu r th e r , 
we m u lt ip ly  th e  2nd e q u a tio n  of (1.1) b y  th e  m a tr ix  C*// from  th e  le f t and 
s u b s t i tu te  th e  f irs t  e q u a tio n  of (1.2) in to  th e  eq u a tio n  so o b ta in e d , we have 
th e  fo llow ing  system  of eq u a tio n s :

С ш  L —r~ i /  +  С ш  R i/ -f- C*HII u n  =  u g, 
dt

C p / / К  u i i  +  С * / i /  =  i g 
á i

S ince b o th  Ug and  ig are  g iven  co lum n m a tric e s , co n seq u en tly  o u r p rob lem  
co n s is ts  in  d e te rm in in g  th e  v ec to rs  i /  an d  U//. A ccording to  th e  fo rego ing , i t  is

( 2 .1 )
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obvious th a t  m a tr ix  C p/ has h rows and к  co lum ns, w hile m a trix  С*ц  has n  —  h 
row s and  n —  к  co lu m n s, n —  h^> n  —  к  i f  h <  k,  an d  n  —  h <C n  —  к  if  
h k, th a t  is i f  C p/ d eno tes a re c ta n g u la r  m a tr ix  co n ta in in g  m ore co lum ns 
th a n  row s, th e n  C p p i s  a rec tan g u la r m a tr ix  w ith  m ore row s th a n  co lum ns. 
W e will call a re c ta n g u la r  m a tr ix  co n ta in in g  m ore  co lum ns th a n  row s a “ ly ing  
re c ta n g u la r  m a tr ix ”  a n d  one w ith  m ore row s th a n  colum ns a “ s ta n d in g  
rec tan g u la r  m a tr ix ” . N ow , i t  is alw ays possib le to  fin d  a ly ing  re c ta n g u la r  
m a tr ix  Cs for an y  s ta n d in g  rec tan g u la r one, so th a t

Cs С*// =  E  (2.2)

p ro v id ed  C pu  re p re se n ts  th e  standing rectangular m a tr ix . O f course, th e  re su lts  
follow ing below  can  also be applied  to  cases w here  i t  is th e  m a tr ix  Cp/ w hich 
is a s tan d in g  re c ta n g u la r  one.

I t  is assum ed  in  th e  following th a t  h <C k, i. e. th a t  C*// is a s ta n d in g  
re c ta n g u la r  m a tr ix , so th a t  we can u tilize  fo rm u la  (2.2). I t  will be con v en ien t 
in  th is  case to  deduce  i /  from  the m esh -cu rren t v e c to r  (ip), w herefore

I/ =  CHi >

w hich  is to  be s u b s titu te d  in to  th e  sy s tem  o f e q u a tio n s  u n d er (2.1). I f  we 
m u ltip ly  th e  second  eq u a tio n  of (2.1) from  th e  le f t b y  th e  m a tr ix  Cg, th e  ex 
pression  (2.1) w ill assum e th e  following fo rm :

С/y/ LC hj — -  ip  +  C p / RCH/ ip  +  Ch i  I n n  
dt

К  u n  +  Cs С * /CH /iH Cs >g •

(3)

W e can see th a t  th e  n u m b e r of unknow n co m p o n en ts  w hich  was 2 n in  form ulae
(1.1) and  (1.2) h as  now  d im in ished  to  h -f- n —  k. As Ch i L Ch i  and  К  are sq u are  
m atrices th e y  g en era lly  h av e  inverses: i f  th e  f i r s t  an d  second eq u a tio n  o f th e  
above expressions are  m u ltip lied  b y  th e  inverses from  th e  le ft, th e  coefficien t 
m a tr ix  of th e  d iffe ren tia l q u o tien t will be u n ite  m a tr ix , w hich is necessary  
to  ou r fu rth e r  ca lcu la tio n s.

L et us now  a d o p t th e  following n o ta tio n s :

C/у — Сш CCp,,

= Cp/ RCp/ 1
Csh  =  Cs C *i C h I

B y su b s titu tin g  th e m  in to  th e  s im u ltaneous e q u a tio n s  u n d er (3) and  m u ltip ly 
in g  th e  f irs t eq u a tio n  o f th e  system  by  th e  m a tr ix  L p 1 from  th e  le ft, its  second

(4.1)
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e q u a tio n  w ith  th e  m a tr ix  К  1 likew ise from  th e  le ft, we arrive  a t  th e  fo llow ing:

~ r ~  i f t  +  L / t 1 R / i  +  L H 1C ^ / /  U / i  —  L H l  ,

d
■------u
dt

I I +  K ' C S I I  l H =  K ~ 1CS ig.

(4.2)

T h e  n u m b e r  of scalar co m p o n en ts  can  be s till fu r th e r  reduced  i f  h <  n  —  k,  
fo r i f  w e m u ltip ly  th e  second e q u a tio n  o f  (4.2) w ith  th e  m a tr ix  Lj}1 С и п  from  
th e  le f t  a n d  use th e  n o ta tio n

u r  —  L ^ , 1 С и ц  u i i  * 

we o b ta in  th e  follow ing re la tio n :

d 

dt 

d 

dt

*h  +  R « *h  +  u t  —  L H l u g î

u r  +  ^ h 1 К  1CSH iH =  L jï1 Ch i  I K-^1 Cs ig .

(4 .3)

(5.1)

in  w h ich  th e  n u m b er o f  sca la r co m p o n en ts  is 2h on ly , an d  th e  coeffic ien t m a t
rices a re  sq u are  m atrices  of th e  ft-th o rd er. I f  h^>  n  —  k ,  i t  is n o t possib le  to  
red u ce  in  th is  m an n er th e  n u m b e r  o f sca la r com ponen ts co n ta ined  in  th e  sim ul
ta n e o u s  m a tr ix  eq u a tio n s  (4.2) so th a t ,  in  th is  case, th e  coeffic ien t m a tr ic e s  
w ill be  q u a d ra tic  and  re c ta n g u la r .

F u r th e r  ev a lu a tio n  w ill becom e m u ch  easier if, b y  w ay  of a f ir s t  a p p ro x i
m a tio n , th e  resistance m a tr ix  R #  is d isreg a rd ed . This neglect m eans, g en e ra lly  
sp e a k in g , severer req u irem en ts  in  re sp ec t o f  th e  in s tru m e n ts  to  be  a p p lie d  
a long  th e  electric  n e tw o rk  because th e  slope of th e  sw itch ing  su rge becom es 
so m e w h a t s teeper i f  th e  d a m p in g  caused  b y  resistances is neg lected . T h e re fo re , 
i f  R h  =  0, th e  expressions (4.2) an d  (5.1) can  be fu r th e r  s im p lified , an d  th e  
re c ta n g u la r  coefficient m a trices  re m a in in g  in  fo rm u la  (4.2) can  even  be  b ro u g h t 
to  a q u a d ra tic  form . I f  we m u ltip ly  th e  f irs t  eq u a tio n  of th e  se t o f  e q u a tio n s  
u n d e r  (4.2) b y  th e  m a tr ix  K ~ f r o m  th e  left an d  in tro d u ce  th e  t r a n s 
fo rm a tio n

i T =  K - i C SHiH, (4 .4 )
we o b ta in

—— i r - | - K  1 CSHL H1CJ^/ / u /7 =  К  l CSHL H1u ? , 
dt

- f  u n  + i T =  K ~ 'C s ig,
dt

in  w h ich  sy stem  of s im u ltan eo u s m a tr ix  eq u a tio n s  th e  n u m b er o f sca la r com 
p o n e n ts  is 2(n —  k).

(5 .2)
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I f  R /j =  0 , w e can com pound  (5.1) and  (5.2) in to  th e  following hyper- 
m a tr ix  eq u a tio n :

X 0 E X Xa
+ = s

-У- A 0 . -У - -Yg-

( 6 )

T h e no ta tions c o n ta in e d  in  th is  h y p e rm a tr ix  e q u a tio n  correspond to  th o se  
co n ta ined  in (5.1) an d  (5.2) in  th e  follow ing m a n n e r:

F orm ula (5 .1 ) F orm ula (5 .2 )

X = •tf u n

У = u T i T

A  = T -1 Г *  К - l  гb h i I л  Ч н K ^ C SHW C  *Hn

x* = K ^ C s ig

y? = L ^ C ^ K - i C s i g К  1 CS H  u s

Seeing th a t
E E Г A 1 0 - E A “*] 0 E
A* -  A1 0 —A* E - A~* =  2

A 0

we can diagonalize  th e  coefficient h y p e rm a tr ix  in  th e  h y p e rm a tr ix  e q u a tio n  
(6) b y  m eans o f  th e  following tra n s fo rm a tio n :

1 E A4 x

-У (.
2

E -  A4 -У -

xgt 1 E A 4 x£

-Ygt
2

E -  A4 - Ye-

w hich , if s u b s ti tu te d , gives

+
A 1 0 x i =z x gi

Yt- 0 - A * . -Yt- Ygt-

(7 .1)

(7 .2)

T h e  h y p e rm a trix  expressions w ill, th u s , sp lit up  in to  tw o  in d ep en d en t m a tr ix  
d iffe ren tia l e q u a tio n s :

d . Л—— X/ +  A X, =  x g l, 
at

d i

i f y ' - A y '  =  y ‘ "

(7.3)
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T he so lu tio n  o f (7.3) is th is :

VÄt I
X/ =  e x Uf +  J e 

о

fA(i-T)
Xa, (t) dr  ,

(7.4)
-ÍA Í

У; =  е Уо/+. e У gl( r ) d r .

I t  fo llow s fro m  th e  tra n s fo rm a tio n  m a tr ix  (7.1) th a t

X 1 E E x,

У
2 1

_ A  - A*. -У (-

B y  s u b s t i t u t i n g  th is  in to  th e  s o lu t io n  g iv e n  in  (7.4) w e o b ta in  c o lu m n  m a tr ic e s  
X a n d  y .

X =  ( c h  УAt) x 0 +  A -i ( s h  VÄI) y0 +
1 _  t

+  f  [ch  У A  ( t—т)1 x (t ) d r  +  j  A ~  [sh  У A  ( t—r ) l  у ( r)  d r  ,
0 _  0 (7.5)

У A (ch  }f A t) y 0 +  A* (sh  j/A  f ) x 0 +

( _  I
4 - j  A  [ch  [(A (t — r ) j  y g{r) d r  - f  f  A T [sh  УА (í — т)] x?( r)  dr .

I f  m a tr ix  A, figu rin g  in  (7.5) can  be d iagonalized  i t  w ill be possib le to  
d e te rm in e  th e  colum n m atrices  x  an d  у  fro m  th e  eigenvalues a n d  eigenvecto rs 
o f m a tr ix  A  in  th e  u su a l w ay . S h o u ld  th e  d iag o n a liza tio n  o f  th e  m a tr ix  A 
e n c o u n te r  d ifficu lties, i t  w ill s till be possib le  to  solve th e  p ro b lem  b y  th e  series 
e x p a n s io n  o f  th e  fu n c tio n s of m a tr ix  A  an d  tim e  t. The sq u a re -ro o t fo rm  of 
m a tr ix  A  in  (7.5) is on ly  a p p a re n t  because

ch y x  t =  E +  A - —  +  A 2 —  +  . . .  ,
2! 4!

A - i sh УХ t =  E  +  A ------- Ь A 2 —-----( - • • • •
3! 5!

K n o w in g  colum n m atrices  x  a n d  у  i t  is possible to  d e te rm in e  v ec to rs  
i/i a n d  U//.  H av ing  d e te rm in ed  v e c to r  и и , we ob ta in , acco rd in g  to  th e  fore
go ing  a rg u m e n ts , the follow ing fo tm u la e  fo r th e  b ran ch  c u rre n ts :

>/ =  CHI i H ■>
>// =  CHI I •

I f  h k, i. e. if  Ch ; is a s ta n d in g  re c ta n g u la r  m a trix , th e  above-described  
p ro c e d u re  h as  to  be m odified  in a sm u c h  as i t  is m ore c o n v en ien t to  effect th e
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tran sfo rm a tio n  n o t  in to  m esh va lu es  b u t  n o d e -p a ir  va lues, so th a t  
o f (3) —  we a rr iv e  a t  th e  follow ing expressions:

in s tead

dt

Cp u  КСPII

-  h  +  K i /  +  Cq C f j n  C p j j  U p  — Cq и г

d
dt

( 8 )

u p -)- С*/ i/

w here Cq Ch / = E  a n d  u / / = C p / / u p .
T he re s t  of th e  p ro ced u re  rem ains unchanged .

I f  R w c a n n o t be neglected  we in tro d u ce  th e  n o ta tio n

B =  L ^ R H

b y  m eans of w h ich  we o b ta in  fro m  E q u . (5.1) —  analogously  to  E q u . (6) —  
th e  following m a tr ix  expression:

X
+

0 E X
+

u 0 X
= xg

-У - A 0 _ -У- .  0 0 . У -Уг-
B y in tro d u c in g  th e  n o ta tio n s

X 0 E в 0 X a

У.
; z  =

A 0
; Zp —

0 0 ; z? =
s

■ УЯ.
we can  rep resen t E q u . (6*) in th e  follow ing s im p lified  form :

d

~dt
X +  Zz +  Z p z  =  z g .

L e t us now  w rite [3]

~ ~  z x +  Z zx =  0 ,  
dt

d
dt

z2 “f" Zz2 — Z p x 1,

z 3 +  Z z3 —- Zp z2 ,
dt

( 6* )

~  z k  +  ^Zfc — ~  Zp Х к _ у
dt

I t  is obvious th a t

xk =  e~z‘ z(0) — J e - zd - T> Zp г к_ х(т) d r .  
0
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I t  c a n  b e  p roved  th a t ,  i f  к  — z k converges to  th e  ex ac t so lu tion  o f th e  h o m o 
g en eo u s eq u a tion .

I f  we adop t the  n o ta t io n

z ( ° )

th e  a p p ro x im a te  so lu tion  o f  E q u . (6*) will be

t
Z =  +  j  M k(t— T) z g(r) d r  ,

w h ic h  converges to w ard  th e  e x a c t so lu tion  i f  к  —> °°.
I t  shou ld  be n o te d  t h a t  in  cases w h ere  th e  leng th  o f  th e  b ran ch es  

is g r e a t  as com pared  w ith  th e  w av e len g th  belonging  to  th e ir  n a tu ra l  
f r e q u e n c y  th e y  m u st be  su b d iv id e d  in to  sev e ra l sections.

E xam ple  :

W e w ant to determ ine th e  natural frequency o f th e  network shown in  the above
fig u re .

B ranches 1, 2 and 3 of th e  netw ork contain inductance, branches 4 and 5 capacitance. 
T h e n etw o rk  is composed of m eshes (1) and (2), and node pairs (3), (4) and (5). T he respective  
p o s it iv e  directions of the current and  the voltage are ind icated  by arrows. T he m esh trans
fo rm a tio n  equation and the nodal transform ation equation can be represented as 
u h  ~  C = u and ip =  Cp i

where

respectively ,

C*„ = [i 0
1

1
-1

1
0 я

1 0 -1 0 — 1

C P  = 0 1 1 -1 0
0 — 1 0 0 1
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In consideration of the inductances and capacitances w e can write

A m atrix o f this kind is

Therefore,

С/y/ =
[ i

0

1 -!] , С ш / к a-
1 0 — 1 0  —r

Г* — 
ЬР/ — 0 1 1 » Cp// = — 1 0

0 - 1 0 . 0  1

to find the m atrix  C5 which satisfies t

C s II

*5и

E .

Г 0 - 1 0  1
Cs  ==L— l 0 o j

rí, 0 0 1 0
\ h + h  
L —1,  1.0  41 —1J 1

0 h 0 0 1 =
0 0 h 1 - 1 .

0  — 1 0 1
1 0  -- r 1 0

г —l
- 1  0 0.1

0 1

- 1

1 0 1

- 1
L 0  -

0 0 . . 1

further

Thus

L h 1

A = (*i +  W (L‘i  +  h )  —  4

^2 “Ms I3

h  ^~М з

1 0

I

(Í, +  «  (I. +  w  -  123

h  h + h

~h h h
k l k 2

h  1̂ ~
k l k3

0 1

К

°  к.

- 1  О

О - 1

T he natural frequency o f the network is g iv en  by the eigenvalues o f  m atrix  A i  w h ich  can he 
derived from  the eigenvalues o f m atrix A ;  th e  la tter  can be determ ined b y  m eans o f the follow
ing formula:

2 _  (k i ~Ь кг) , ( î +  h )  (h  +  h)  
k t k 2 ^  k i k 2

The roots o f this characteristic equation are a, and a2, and the natural frequency is consequently

„ =  _________ J_________  !»  I +  V °2
1 У̂  + УЛ + У-Ч '  2

„ j  ^
■ У Л  +  У Л  +  У - Ч  2
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U N T E R SU C H U N G  D E R  T R A N SIE N T E N  V O R G Ä N G E  
IN  EL E K T R ISC H E N  N E T Z E N  MIT H ILFE D E R  M A T R IZ E N R E C H N U N G

V. LOVASS-NAGY — K. SZENDY

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie  Verfasser fassen die D ifferentialgleichungen, die die transienten Vorgänge in  den 
e in ze ln en  Zweigen eines N etzes beschreiben , in  zwei M atrix-D ifferentialgleichungen erster 
O rdnung zusam m en, je  nachdem  ob der betreffende Zweig eine In d u k tiv itä t oder eine K apazität 
e n th ä lt. A us den K notenpunkts- u n d  M aschengleichungen, die den Zusam m enhang der ein
zeln en  Zw eige ausdrücken, kön nen  zw ei weitere M atrix-G leichungen gew onnen werden. Mit 
H ilfe  der K oeffizienten-M atrizen d ieser letzteren zwei G leichungen können die zw ei M atrix- 
D ifferentia lg leichungen, die die tran sien ten  Erscheinungen in  den Zweigen beschreiben, in 
eine so lch e  M atrix-D ifferentialgleichung erster Ordnung transform iert werden, in  welcher die 
A n zah l der skalaren G leichungen a u f e in  Minimum herabgesetzt ist. D iese beiden trans
fo rm ierten  M atrix-D ifferentialgleichungen können in eine einzige H yperm atrix-G leichung  
zusam m engefaßt werden, für deren L ösung ein allgem eines V erfahren zur Verfügung steht.

É T U D E  M A TH ÉM A TIQ U E D E S PH É N O M È N E S TRA NSITO IRES  
D A N S LES R É S E A U X  É LEC T R IQ U ES P A R  CALCUL MATRICIEL

V. LOVASS-NAGY — K. SZENDY

RÉSUM É

L es équations d ifférentielles décrivant les phénom ènes transitoires qui se déroulent 
dans les différentes branches du réseau , sont réunies en deux équations m atricielles du premier 
ordre, se lon  que la branche en  q u estio n  contient une in d u ctiv ité  ou  une capacité. D eux autres 
éq u a tio n s matricielles p euvent être obtenues à partir des systèm es d’équations de K irchhoff 
ex p r im a n t les liaisons entre branches. A l ’aide de la m atrice des coefficients de ces deux  
dernières équations, on p eu t transform er les deux équations d ifférentielles m atricielles décri
v a n t les phénom ènes transitoires dan s les branches, en une équation  différentielle m atricielle  
du prem ier ordre, où le nom bre des équations scalaires e st réd u it au m inim um . Ces deux  
éq u a tio n s différentielles m atricielles transform ées peuvent être réunies en une seule équation  
différentielle  hyperm atricielle, pour la  solution de laquelle on  d ispose d’une m éthode générale.

ИССЛЕДОВАНИЕ ПЕРЕХОДНЫ Х ЯВЛЕНИЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СЕТЕЙ
С ПОМОЩЬЮ МАТРИЦ

В. Л О В А Ш -Н А Д Ь — К . С Е Н Д И

РЕЗЮМЕ
Дифференциальные уравнения, описывающие происходящие в отдельных ветвях 

сети переходные явления, сводятся автором к двум матричным уравнениям первой степени 
в зависимости от того, содержит ли данная ветвь индуктивность или емкость. Из зависи
мостей, выражающих соединение отдельных ветвей, можно получить еще дополнительно 
два матричных уравнения. С помощью матричного коэффициента этих двух последних 
уравнений два матричных дифференциальных уравнения, описывающих переходные 
явления ветвей, можно преобразовать в такие матричные дифференциальные уравнения 
первой степени, в которых число скалярных уравнений уменьшено до минимума. Обе 
эти преобразованные матричные дифференциальные уравнения можно свести в одно 
единственное гиперматричное уравнение, для решения которого имеется общий метод.
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L O N G - L I F E  O X I D E  C O A T E D  C A T H O D E S  
O N  T U N G S T E N - C O R E S *

E. W IN T E R

M EM BER OF T H E  HUNG. AC. O F SC.

This paper gives the results o f the investigations on the evaporation of tungsten-core  
oxide cathodes. The evaporation  of barium and of the other alkaline earth m etals were investi
gated  b y  the flam e-photom etric m ethod for em itting layers o f various com positions. The 
evaporation curves drawn in  function  o f tim e contained sections representing d ifferent rates 
o f evaporation.

The first section of the evaporation measured at 950° C is steep and thu s corresponds 
to  a high rate o f evaporation . T he in tensive evaporation o f the barium  lasts for 1%  hours and 
during this tim e the cathodes lose 6 0 —70% of their barium  contents. W hen heated  further 
the evaporation rate a t 950° C dropped to about zero. I t  was found th a t th e  in itia l strong 
evaporation  was caused b y  th e  carbon produced from  the nitrocellulose w hich is used as a 
binder on preparing the oxide cathode, in consequence of the reduction of barium  oxide. The 
experim ents prove th at i t  is advisab le to replace the nitrocellu lose b y  another binder. I t  was 
proved th at by using th e  n itrates o f alkaline earth m etals for a binder the in itia l intensive  
evaporation can be suppressed.

The character of the evaporation  curves m easured at 950° C was independent o f  the  
com position of the layer. M easurem ents m ade at higher tem peratures showed th a t the evapora
tion  rate of layers w ith  the g iven  com positions is essen tia lly  lower than  the evaporation  rate 
o f the layers used so far.

The paper gives th e  results o f m easurem ents m ade on several em itting layers having  
a low  rate o f evaporation .

These facts are o f im portance for vacuum  engineering products containing tungsten- 
core oxide cathodes. A t present the m ost im portant o f these products are the fluorescent tubes.

I. Introduction

D uring  th e  1940’s in  E u ro p e  —  also in  H u n g a ry  —  b a tte ry -h e a te d  rad io  
tu b e s  w ith  1.25 V f ila m e n t v o ltage  and  25 m A  fila m e n t c u rre n t w ere developed . 
T he f ilam en t c u rre n t o f th e se  tu b es could be sup p lied  b y  a single 1.5 Y  d ry  
b a tte ry . The v o ltage  o f  th is  la t te r  was 1.5 V before use, b u t  d u rin g  use it  
ra p id ly  d ropped  to  1.2— 1.1 Y and  d u ring  a g rea t p a r t  o f its  usefu l life i t  re 
ta in e d  th is  v o ltage . T he v o ltag e  slowly co n tin u ed  to  d rop  from  1.1 V to  0.9 V, 
a fte r  w hich th e  d ry  b a t te ry  h a d  to  be considered as used  up .

The m ajo r p a r t  o f th e  o p era tin g  cost o f b a t te ry  w ireless sets w as due  to  
th e  cost of th e  f ila m e n t b a t te ry .  A ccording to  th e  above rad io  tu b e s , designed 
fo r 1.25 filam en t v o ltag e  w ere f irs t  o v e rh ea ted  w hen  used  w ith  su ch  a d ry

* Inaugural lecture held at the Hungarian A cadem y of Sciences on Septem ber 24, 1959.
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b a t t e r y  an d  th is red u ced  th e ir  life. D uring fu r th e r  o p era tio n  th e  b a t te ry  vo ltage  
o f  th e  tu b e  and so th e  c a th o d es  were h e a te d  a t  a te m p e ra tu re  below  th e  
o p tim u m  one, co n seq u en tly  th e  opera ting  c h a ra c te ris tic s  of th e  tu b es  decayed . 
T h e re fo re , i t  appeared  d es irab le  to  look for a n  oxide ca th o d e  w ith  a g rea te r 
th e r m a l  s ta b ility  th a n  t h a t  o f  th e  oxide ca th o d es  used  so fa r  an d  even  b e tte r  
th a n  th e se  from  the  p o in t  o f v iew  of reduced  h e a tin g .

A fte r  leng thy  e x p e r im e n ta l w ork th e  E le c tro n  T ube L a b o ra to ry  o f  th e  
U n ite d  In can d escen t L a m p  W orks succeeded in  develop ing  an  oxide ca th o d e  
co n fo rm in g  to  the  e n u m e ra te d  req u irem en ts . I ts  m ain  c h a ra c te r is tic  w as th e  
m o le c u la r  com position o f  th e  tr ip le  ca rb o n a tes  u sed  for p rep a rin g  th e  ca th o d e :

2 m oles bariu m  c a rb o n a te ,
1 mole s tro n tiu m  c a rb o n a te ,
2 m oles calcium  c a rb o n a te .

W ith  a n  em itting  la y e r  o f  th is  com position th e  desired  aim  w as com plete ly  
a c h ie v e d , the  life of tu b e s  w ith  these ca thodes w as longer th a n  1000 hours, 
ev e n  a t  1.5 filam en t v o lta g e  an d  the  electric  ch a ra c te ris tic s  g u a ra n te e d  good 
o p e ra tio n  also w ith  0.9 V  f ila m e n t voltage. T hese  ch a rac te ris tic s  rem ain ed  u n 
c h a n g e d  also after se v e ra l th o u sa n d  hours o f  h e a tin g . T he above s ta te m e n ts  
a re  p ro v e d  b y  Fig. 1 an d  b y  H u n g a ria n  p a te n t N o. 140.302 as w ell as b y  A u s tr ia n  
p a te n t  N o. 160.827 [1].

T h e  new e m ittin g  m a te r ia l  p e rm itted  a p ro longed  life an d  h a v in g  a 
g re a te r  possib ility  o f o v e rh e a tin g  to  increase b y  100°/o th e  d e n s ity  o f  em ission 
c u r r e n t  w hich could be d ra w n  trom  the  c a th o d e . W ith  the  aid  of th is  e m ittin g  
m a te r ia l  i t  was possible to  deve lop  and  to  m a rk e t th e  series o f so-called h a lf
h e a t in g  pow er b a tte ry  tu b e s . I t  becam e possible to  m a n u fa c tu re  b a t te ry  tu b es  
w ith  u n ch an g ed  electric  d a ta  ex cep ted  th e  f i la m e n t pow er, w h ich  w as h a lf  o f th e  
u su a l. N o tw ith s ta n d in g  th e  la rg e ly  increased  lo a d  on th e  tu b e s , th e ir  life w as 
m u c h  longer th a n  th e  life o f  co rrespond ing  fo re ign  tu b es  need ing  tw ice as m uch 
h e a t in g  pow er.

F ig . 1 shows th e  re s u lt  o f  perm an en t h e a tin g  te s ts  w ith  sm all 3A4 t r a n s 
m i t te r  trio d es in r.f. a m p lif ie r  circu it. The ax is o f abscissae show s th e  h ea tin g  
h o u rs , th e  axis of o rd in a te s  show s the  slope m easu red  a t  0.9 Y red u ced  h e a tin g . 
T h e  fu ll line shows th e  slope  o f the  ca thode o f new  com position  w ith  g rea t 
th e r m a l  s tab ility  as a fu n c tio n  of hea tin g  h o u rs , w hile th e  d ash ed  lin e ’rep re- 
s e n ts  th e  behav iour o f  a fo re ig n  m a n u fac tu red  tu b e  of th e  sam e ty p e . In  b o th  
cases  th e  tubes were o p e ra te d  in  an  r. f. a m p lif ie r  c ircu it u n d e r v e ry  h eav y  
lo a d  so th a t  th ey  w ere d u e  fo r de te rio ra tio n  w ith in  150 h o u rs . T he d iag ram  
sh o w s t h a t  the  slope o f  th e  tu b e  m ade w ith  th e  new  e m ittin g  m a te r ia l decreased 
o n ly  in sign ifican tly  a f te r  150 hours of h e a tin g , w hile th e  foreign  tu b e  of 
th e  sam e ty p e  w as co m p le te ly  w orn o u t w ith in  50 hours. T he life-
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te s ts  show ed t h a t  w ith  the  new  em ittin g  m a te r ia l, generally  2.5 — 3.5  tim es 
th e  life of th e  o lder ty p e  could  be o b ta in ed  fo r tu n g sten -co re  oxide c a th o d es .

The tu n g sten -co re  oxide ca th o d es  are  also  im p o r ta n t for th e  flu o re sc e n t 
tu b es  w hich a re  m ore and m ore u tilized  in  th e  illu m in a tin g  eng ineering . F rom  
th e  beg inning  th e  life of th e  f lu o rescen t tu b e s  w as de term ined  b y  th e  life of 
th e  oxide c a th o d es . The o lder ca thodes h a d  an  average life o f 2500 hours. 
T h is value cou ld  n o t be increased  n e ith e r  b y  chan g in g  th e  p ro d u c tio n  m e th o d s  
o f  th e  oxide c a th o d es , nor b y  m od ify ing  th e  com position  of the e m ittin g  layer. 
B e tte r , m ore u n ifo rm  coating  (b y  ca tap h o resis) essen tia lly  reduced  th e  s ta n d a rd  
d ev ia tio n  o f th e  in d iv id u a l tu b e s , b u t  the av erag e  life was n o t in creased . E x p eri-

/. hours

Fig. 1 is taken  from  the A ustrian patent

m ents were c a rr ie d  ou t using th e  new  e m ittin g  m a te ria l for flu o rescen t tu b e s . As 
could be ex p e c te d , th e  life of 2500 hours of th e  lam ps m ade before w as in c rea s  ed 
to  7— 8000 h o u rs . E ven  before th e  new  e m ittin g  m a te ria l was in tro d u c e d  for 
fluo rescen t tu b e s , the  A m erican  S y lvan ia  E le c tr ic  Co. anounced  t h a t  th ey  
h ad  succeeded in  increasing  th e  life o f d ischarge  tu b es  to  7500 hours, b y  im p ro v 
in g  the  q u a lity  o f th e  oxide ca th o d es used th e re in .

A t th e  t im e  o f th e  an o u n cem en t i t  w as s till n o t know n b y  w h a t m eans 
th e y  had  succeeded  in  a tta in in g  th is  considerab le  increase of life. L a te r  on it  
becam e k n o w n  th a t  S y lvania  used  double c a rb o n a te s  as e m ittin g  m a te r ia l  in 
th e ir  d ischarge  tu b es  to  w hich  4 -^ 6 %  of z irco n iu m  dioxide w as a d d e d . This 
em ittin g  m a te r ia l  also red u ced  th e  am o u n t o f  s ta in in g , besides in c re a s in g  the  
life. W ith  o u r new  em ittin g  m a te r ia l  a d is tu rb in g  effect ap p eared : on p a r ts  of 
th e  tubes s ta in in g  developed in  th e  v ic in ity  o f  th e  ca thodes. I t  w as p ro v e d  th a t  
th e  s ta in in g  w as caused b y  m eta llic  b a r iu m  e v a p o ra tin g  from  th e  ca th o d e , 
condensing on th e  tu b e  w all a n d  th e n  am a lg a m a tin g  w ith  m ercu ry .
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II. The evaporation of the oxide cathode

T h e  considera tions describ ed  in  th e  in tro d u c tio n  of th e  p re se n t p ap e r 
p o in te d  to  th e  need o f  s ta r t in g  investig a tio n s w h ich  w ould th ro w  lig h t on th e  
p h e n o m e n a  in  th e  e m ittin g  lay e r, d u ring  th e  m a n u fa c tu re  o f th e  ca th o d e  as 
w ell as  d u rin g  p e rm a n e n t o p e ra tio n . O bv io u sly , f ir s t  o f all, i t  w as n ecessary  
to  in c re a se  th e  th e rm a l s ta b i l i ty  of th e  ca th o d es a n d  it  was h igh ly  p ro b ab le  th a t  
th e  s h o r t  life o f th e  c a th o d e  is due to  th e  g re a t  ev ap o ra tio n  an d  th e  lo n g  life 
to  a  re d u c e d  ev ap o ra tio n  o f  th e  em ittin g  m a te r ia l .  T herefore, i t  seem ed neces
s a ry  to  m easu re  th e  e v a p o ra tio n  ch a rac te ris tic s  o f  th e  em ittin g  m a te ria l.

T h e  m ethods used  b y  d iffe ren t a u th o rs  fo r  m easuring  th e  q u a n t i ty  of 
e v a p o ra te d  alkaline e a r th  ox ides can be d iv id ed  in to  six groups.

1. Gravimetric methods

T his method was used  b y  Claassen and V eenem ans [2], H errm an  [3], 
B l e w e t t , Liebhafsky  and H enelly  [4].

2. M ass spectrometer methods

T h e  velocity  o f e v a p o ra tio n  of oxides, d isp en se r cathodes, an d  o f  m a te 
ria ls  u se d  in  electron tu b e s  w as in v estig a ted  w ith  th e  m ass sp e c tro m e te r  b y  
P l u m l e e  an d  Smith [5], A ldrich  [6], P elchow itch  [7], B lew ett an d  J ones 
[8], B arton  and  H eln w ell  [9].

3 . W ater vapour reaction

T h e  q u a n tity  of e v a p o ra te d  free m etallic  b a r iu m  and  of ev ap o ra ted  b a r iu m  
o x ide  w as  de term ined  b y  a m e th o d  using th e  w a te r  v ap o u r reac tio n  b y  J e n k in s  
a n d  N ew to n  [10].

4 . M ethod using radioactive tracers

M oore and  A llison  [11], Moore, A llison  and  Struthers [12], 
Le v e r t o n  an d  Sheperd  [13], D zantijev , Miller  a n d  N ikonoff [14] re p o r t  
on in v e s tig a tio n s  carried  o u t w ith  th is  m e th o d .

5. A  spectrochemical m ethod  was used fo r th e ir  investig a tio n s b y  W ooten , 
R u e h l e  an d  Moore [15].

6. T h e  thermionic m ethod  is due to  B ecker  [16] and  w ith  its  a id  B rodie  
an d  J e n k in s  [17, 18, 19] e lu c id a te d  th e  e v a p o ra tio n  phenom ena o f L -ca th o d es  
an d  o f  im p reg n a ted  d isp en se r cathodes.
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I I I .  The m e a su rin g  m ethod used by the  a u th o r  an d  h is co-w orkers

U nder H u n g a ria n  conditions th e  m ethods e n u m e ra te d  above could no t 
be  considered, th e re fo re , F . P . V á r a d i  an d  G y . G e r g e l y ,  co-w orkers of th e  
a u th o r , e lab o ra ted  th e  flam e p h o to m e tric  m e th o d  fo r d e te rm in in g  th e  alkaline 
e a r th  m etals e v a p o ra tin g  from  th e  oxide ca th o d e  [20, 21, 22, 23, 24]. W ith  
th is  m ethod  s till 0 ,6  /tg /cm 3 of b a r iu m , 0,2 ,ug/cm3 o f s tro n tiu m  an d  0,09 fig/cm 3 
o f calcium  could be m easured . T he m eth o d  p e rm itte d  th e  q u a n tita tiv e  analysis

Fig. 2

o f  th e  em itte r co a tin g  o f  a single 25 m A -filam ent —  20 m ic ro g ram s of m ateria l 
—  w ith in  a few m in u te s , and th e  d e te rm in a tio n  o f th e  com position  of the  
e m it te r  coating  an d  o f  its  change d u rin g  life te s t  o f  th e  ca th o d e  w ith  an  accu
ra c y  o f  rb 5 % . T he m e th o d  does n o t answ er e ith e r th e  q u es tio n  as to  how  m uch 
o f th e  alkaline e a r th  m e ta ls  ev ap o ra tes  in  th e  form  o f oxide an d  how  m u ch  in  
th e  fo rm  of m e ta l, o r  does i t  su p p ly  in fo rm atio n  as to  w h a t is ev ap o ra tin g  
fro m  th e  p roducts o f  reac tio n  w ith  th e  core m e ta l, b u t  b y  com parison  w ith  
th e  re su lts  of o th e r  a u th o rs  conclusions can be d raw n  also on  th ese  sub jects. 
T h e  g rea t sensib ility  o f  th e  m e th o d  perm its  to  observe th e  phenom enon  o f  
e v a p o ra tio n  a t low  te m p e ra tu re s  an d  w ith in  sh o rt in te rv a ls  an d  perm its  in 
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s ig h t in to  such  phases o f th e  d e v e lo p m e n t of the  e m ittin g  la y e r  w h ich  h ith e r to  
co u ld  n o t  be done.

A s fo r  details of th e  m e a su rin g  m eth o d  we re fe r to  th e  q u o te d  li te ra tu re , 
h e re  w e w a n t to  deal on ly  w ith  som e v acu u m -tech n ica l d e ta ils  o f th e  m ethod . 
F ig . 2 show s a pho to g rap h  o f  th e  ex p e rim en ta l tu b e .

F ig . 3 shows a lo n g itu d in a l sec tio n  of th e  sam e tu b e . In s te a d  o f a b a riu m  
g e t te r ,  a  zircon ium  g e tte r  w as u se d  in  o rder to  avoid  e rro rs  in  th e  m easu rem en t. 
Z  is th e  h e a tin g  spiral o f th e  z irc o n iu m  g e tte r, К  is th e  s tra ig h t , co a ted  wire 
c a th o d e , A  a tra n sp a re n t q u a r tz  glass cy linder for co llec ting  th e  ev ap o ra tin g  
a lk a lin e  e a r th  oxides, w hich  c o u ld  be sh ifted  aw ay. T h e  z irco n iu m  g e tte r  w ire 
w as o f  0.5  m m  dia., th e  c a th o d e  w ire of 0.1 m m  d ia .; tw o  p a ra lle l s tre tc h e d

w ires  o f  2 X 60 m m  len g th  w e re  u sed  as cathodes. T h e  ex am in ed  m a te r ia l w as 
d e p o s ite d  on the  ca thode b y  m e a n s  o f ca taphoresis . T h e  c a ta p h o re tic  suspen 
sio n  a lso  con tained  n itro ce llu lo se . T h e  th ickness o f th e  d ep o sited  lay e r was 
22 ц . T h e  alcaline e a r th  o x id es  e v a p o ra tin g  from  th e  ca th o d e  condensed  on 
th e  q u a r tz  cylinder su rro u n d in g  th e  ca thode. A fter e v a c u a tio n  an d  h e a t t r e a t 
m e n t ,  th e  te s ted  tubes w ere b ro k e n  u p  and  th e  oxides re m a in in g  on th e  ca thode 
as w e ll as those ev ap o ra ted  o n  to  th e  q u a rtz  cy lin d er w ere d isso lved  in  n itric  
a c id  c o n ta in e d  in a q u a rtz  c ru c ib le  an d  th e  q u an titie s  o f a lka line  e a r th  m etals 
p re s e n t  in  th e  solutions w ere  m easu red  b y  a flam e p h o to m e te r . T he q u artz  
c y lin d e r  could be sh ifted  b y  s im p ly  reversing  th e  tu b e  b y  180°, a n d  could be 
f ix e d  a t  ex trem e low an d  e x tre m e  h ig h  positions b y  s tops.

I n  one extrem e p o s itio n  th e  q u a rtz  cy linder does n o t su rro u n d  th e  
c a th o d e , in  th e  o ther e x tre m e  p o sitio n , on th e  c o n tra ry , i t  is opposing  ju s t  
th e  c e n tra l  p a r t  of th e  c a th o d e  w h ich  is a t  u n ifo rm  te m p e ra tu re . T he q u a rtz  
c y lin d e r  w as shifted to w a rd s  th e  ca th o d e  a t  th a t  m o m en t fro m  w h ich  th e  ev a 
p o ra t io n  o f  the  oxides w as to  b e  m easu red . T herefo re , i t  w as possib le to  ca rry  
o u t  a  h e a t  tre a tm e n t o f th e  c a th o d e  according to  v a rio u s e x p e rim e n ta l con
d it io n s  before s ta rtin g  th e  m e a su re m e n t of e v a p o ra tio n  r a te .
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L a te r  on tw o  ty p e s  of ca th o d e  h ea t t re a tm e n ts  w ere developed. W ith  th e  
h e a t tre a tm e n t o f th e  f irs t  ty p e  th e  ca thode w as h e a te d  in  vacuum  from  th e  
v e ry  beginning , w hile w ith  the  second  ty p e  th e  f i r s t  p a r t  o f th e  tre a tm e n t w as 
carried  o u t in an  a rg o n  a tm o sp h ere . These tw o k in d s  o f  h e a t tre a tm e n ts  a p p e a r 
ed  to  be useful, because  in  the  course of la te r  in v e s tig a tio n s  it  was considered  
necessary  to  h e a t th e  oxide lay er in  such  a w ay  th a t  ev ap o ra tio n  w ould be a 
m in im um .

IV. Vacuum  technical treatm ent o f the experim ental tubes

The ev acu a tio n  o f th e  ex p e rim en ta l tu b e s  can  be considered as b e ing  
eq u a l to  th e  v a c u u m  techn ica l t r e a tm e n t o f  ox id e  ca th o d e  elec tron  tu b e s , 
th e re fo re , its  d e ta iled  descrip tion  is o m itted . T he d iffe re n t stages of ev a c u a tio n  
w ere th e  follow ing:

a )  H ea tin g  o f  th e  ex p e rim en ta l tu b e  d u rin g  15 m in u tes  a t  400— 410° C.
b)  H ea tin g  o f  th e  z irconium  sp ira l in o rd e r to  abso rb  th e  ac tiv e  gases 

(900°).
c)  T ran sfo rm a tio n  b y  h e a tin g  of th e  a lk a lin e  e a r th  m eta l c a rb o n a te  

lay e r on th e  ca th o d e  in to  oxides o f th e  sam e m e ta ls  (900-^-1000° C).
d )  E v a c u a tio n  o f  th e  lib e ra te d  rem ains o f  ac tiv e  gases b y  h e a tin g  th e  

z irconium  g e tte r  aga in .
e) Sealing o ff th e  ex p e rim en ta l tu b es.

W ith  th is m e th o d  o f ev acu a tio n  every  s te p  o f  th e  h e a t tre a tm e n t o f  th e  
ca th o d e  was done in  v acu u m . As w ill be seen la te r , th e  alkaline e a r th  m e ta l 
oxides m ust be p re se n t in  the  e m ittin g  lay er o f  th e  fin ish ed  oxide ca th o d e  in  
th e  form  o f a solid so lu tio n . D u rin g  h ea tin g  th e  v a rio u s  free oxides are fo rm ed  
from  th e  c a rb o n a te s , even  if  th e  ca rb o n a tes  h a v e  fo rm ed  a solid so lu tio n . 
F rom  th e  single free oxides the  solid  so lu tions are  fo rm ed  du ring  fu r th e r  h e a t 
t re a tm e n t by  d iffusion . T he single free oxides e v a p o ra te  m ore in ten siv e ly  th a n  
those  w hich are in  solid  so lu tion . In  o rder to  c lea r u p  th e  causes o f v a rio u s  
p henom ena w hich w ere observed d u rin g  th e  te s ts  i t  becam e necessary  to  
p roduce  th e  solid so lu tio n  of th e  ox ides in su ch  a w ay  th a t  in the  m ean tim e  
th e  ev ap o ra tio n  o f th e  free oxides w ould  be m in im u m  an d  th a t  the  com position  
shou ld  n o t v a ry  essen tia lly .

T herefore, a n o th e r  a lte rn a tiv e  for the  e v a c u a tio n  o f th e  te s t tu b e s  w as 
developed . A ccord ing  to  th is  m e th o d  th e  e x p e rim e n ta l tu b es were filled  w ith  
p u re  argon , a f te r  tra n s fo rm a tio n  o f  th e  ca rb o n a te s  in to  oxides a t  750 T o rr  
p ressu re  and  th e  h e a tin g  of th e  ca th o d es  co n tin u ed  fo r a fu r th e r  5 m in u te s  a t  
1060— 1100° C. H e a tin g  for 5 m in u te s  a t th e  g iven  te m p e ra tu re  is su ffic ien t, 
accord ing  to  th e  in v es tig a tio n s  o f som e au th o rs  [25], fo r th e  m u tu a l d isso lu tio n  
o f  th e  free a lkaline e a r th  m eta l ox ides and  th e ir  tra n s fo rm a tio n  in to  a solid so-
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lu t io n . T he presence o f  th e  argon  reduces th e  ev ap o ra tio n  ra te  in te n s iv e ly , and 
th e re fo re , i t  was p ro b a b le  t h a t  b y  using  th is  m eth o d  the  solid so lu tio n s could 
be  p ro d u ced  w ith o u t im p o r ta n t  e v a p o ra tio n  losses or changes in  p e rcen tu a l 
co m p o sitio n .

O n th e  f irs t occasion  w hen th e  m easu rin g  m ethod  w as e la b o ra te d  10 
e x p e rim e n ta l tu b es w ere used  for d e te rm in in g  a single p o in t a n d  th e  average 
o f  th e  values was ta k e n . A t p re sen t b e t te r  rep ro d u c ib ility  p e rm its  a su ffic ien tly  
re lia b le  d e te rm in a tio n  o f  one p o in t b y  usin g  on ly  5 te s t tu b es.

V. Results o f  m easurem ents

1. The investigated em itting  layers o f  different compositions

T he f irs t ta sk  w as to  asce rta in  w h e th e r  th e  longer life an d  b e t te r  e m ittin g  
p e rfo rm an ce  of tu n g s te n -c o re  oxide c a th o d es  covered w ith  an  e m itt in g  layer 
co m p o sed  of

2 moles b a riu m  ca rb o n a te
1 mole s tro n tiu m  ca rb o n a te
2 moles ca lcium  ca rb o n a te

co u ld  be explained  b y  a sm aller e v a p o ra tio n  ra te  or n o t. In  o rd e r to  d e te r
m in e  th is , tu n g s te n  w ires o f 0.1 m m  d ia . w ere covered by  c a ta p h o re s is :

a )  W ith  pure  b a r iu m  ca rb o n a te ;
b)  w ith  c ry s ta ls  o f  solid so lu tion  o f  b a riu m  carb o n a te  a n d  s tro n tiu m  

c a rb o n a te  in  eq u im o lecu la r p ro p o rtio n  (called  from  now on “ d o u b le  ca rb o 
n a te s ” );

c)  w ith  a solid so lu tio n  co n ta in in g  50 w eight p. c. b a r iu m  c a rb o n a te , 
45 w e ig h t p. c. s tro n tiu m  ca rb o n a te  a n d  5 w eight p . c. ca lc ium  carb o n a te  
(n a m e d  “ trip le  c a rb o n a te s  co n ta in in g  5 %  calcium  ca rb o n a te” );

d)  solid so lu tio n  co n ta in in g  2 m oles of b a riu m  c a rb o n a te , 1 m ole o f 
s t ro n tiu m  ca rb o n a te , 2 m oles of ca lc ium  ca rb o n a te  (nam ed “ 2 : 1 : 2 ” );

e)  em ittin g  m a te r ia l  co n ta in in g  50 p a r ts  (by  w eight) o f b a r iu m  carb o 
n a te ,  30 p a rts  (by  w e ig h t) o f s tro n tiu m  c a rb o n a te , 20 p a r ts  (b y  w eigh t) o f  
c a lc iu m  carb o n a te , 4 p a r ts  (by  w eight) o f  z ircon ium  dioxide. T he d en o m in a to n  
o f  th is  em ittin g  m a te r ia l  w ill be “ tr ip le  ca rb o n a te  co n ta in in g  z irco n iu m  d i
o x id e ” .

2. The determ ination o f  the evaporation curves o f  d ifferent em ittin g  layers 
at 1500° К

T he aim  of th e  f ir s t  m easu rem en t w as to  o b ta in  a p p ro x im a tiv e  q u a n t i ta 
t iv e  in fo rm atio n  on e v a p o ra tio n  co n d itio n s . So as to  get re su lts  q u ick ly , the  
c a th o d e s  were h e a te d  to  a ra th e r  h igh  te m p e ra tu re  of 1500° K . T h e  q u a n titie s
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o f  ev ap o ra tin g  b a riu m  oxide, s tro n tiu m  oxide an d  calcium  oxide w ere d e te r 
m ined  a fte r 2, 5, 15, 30 and  45 m in u te s  o f  annea ling . F ig . 4 show s th e  q u a n titie s  
o f  ev ap o ra tin g  a lka line  ea rth .

The com m on ch arac teris tics  o f  th e  curves show n in  F ig . 4 are  th e  follow ing: 
The axis o f th e  abscissae show s th e  annealing  tim e  in  m in u te s  o r in  hours, 

th e  axis of o rd in a te s  shows th e  q u a n t i ty  in  m icrogram s o f a lkaline  e a r th  m etals 
e v a p o ra tin g  from  th a t  p a r t  o f th e  ca th o d e  su rro u n d ed  b y  th e  q u a r tz  cy linder.

jFig. 4

T h e te m p e ra tu re  o f h e a tin g  is 1500° К  in  th e  exam ple  re p re se n te d  in  F ig . 4 
a n d  950° C in  th e  case of th e  o th e r figu res.

In  o rder to  fac ilita te  th e  e v a lu a tio n  o f th e  cu rves, T ab le  I  w as com piled 
fro m  th e  m easu red  values.

Table I

E m ittin g  material
Evaporation velocity, /ig/h

2 '— 5 ' 5 '— 15' 15'— 30' 30 '—45

B aC 03 320 96 112 —

Triple carbonate w ith  5%  CaO 40 84 64 84

Triple carbonate 2 : 1 : 2 80 72 32 8

Double carbonate 120 66 44 20

Triple carbonate containing zirconium dioxide 70 60 16 16
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T hese  m easu rem en ts w ere  carried  out a t  a tim e  w hen  th e  m easu ring  m ethods 
w ere  n o t  suffic ien tly  im p ro v e d  an d , therefo re , a re  n o t free from  som e c o n tra 
d ic tio n s . The h ea ting  te m p e ra tu re  (1500° K ) w as to o  h igh  to  keep  th e  sc a tte r  
o f  th e  re su lts  a t a su ffic ie n tly  low  value. As for th e  cu rves o f F ig . 4 th e  follow ing 
sh o u ld  be no ted : th e  d e te rm in a tio n  of the  e v a p o ra tin g  b a r iu m  w as carried  ou t 
a f te r  f iv e  d ifferent h e a tin g  tim e s . A ccordingly, d e te rm in a tio n  o f th e  e v ap o ra 
t io n  r a te ,  thus th e  q u a n ti t ie s  o f  ev ap o ra ted  m a te r ia l  p ro p o rtio n a l to  th e  velo 
c i ty , becam e possible fo r fo u r  d iffe ren t in te rv a ls . H a v in g  m ade these  rem ark s , 
th e  fo llow ing conclusions c a n  be d raw n from  th e  cu rv es of F ig . 4:

a )  The ev ap o ra tio n  r a te  o f pure b ariu m  ox ide  is essen tia lly  la rger, th a n  
th e  ev ap o ra tio n  ra te  o f  b a r iu m  oxide, fro m  lay ers  co n ta in in g  severa l 
a lk a lin e  e a r th  co m p o n en ts .

b)  The ev ap o ra tio n  o f  b a r iu m  oxide from  th e  tr ip le  oxide co n ta in in g  5 %  
o f  ca lc iu m  oxide is so m e w h a t la rg e r th a n  from  th e  double  oxides. B u t th e  ev a 
p o ra tio n  ra te  is c o n s ta n t a n d  in d ep en d en t of th e  d u ra tio n  o f th e  ev ap o ra tio n . 
T h e re  is no doub t th a t  th e  f lu c tu a tio n s  ap p earin g  on  th e  curves and  also in  the  
ta b le  are  due to  m easu rin g  e rro rs .

c)  T he  2 : 1 : 2  e m it t in g  m a te ria l was a su rp rise . As has been  s ta te d  in 
th e  in tro d u c tio n  i t  w as possib le  to  a tta in  w ith  th is  e m ittin g  m a te ria l life in 
c rease  b y  2.5— 3.5 tim es  as co m p ared  w ith  o th e r  m a te ria ls . C urve 4 of F ig . 4 
a n d  T ab le  I I  shows t h a t  d u r in g  th e  in itia l an n ea lin g  period  th e  ev ap o ra tin g  
r a te  o f  th e  2 : 1 : 2  e m itt in g  m a te r ia l was so m ew h at sm aller th a n  th a t  o f th e  
d o u b le  oxides. W ith  f u r th e r  progress of th e  h e a tin g  th e  ev ap o ra tio n  ra te  o f  
th e  e m ittin g  m ate ria l s tro n g ly  decreased to  v a lu es  sm aller th a n  those  of an y  
o th e r  o f  th e  te s ted  e m itt in g  m a te ria ls . This is p ro v e d  b y  curve  4 of Fig. 4 as 
w ell as b y  the  values o f  T a b le  I I .  The e v a p o ra tin g  ra te  d ro p p ed  to  8 /tg/h 
d u r in g  th e  fou rth  stag e  o f  th e  h ea tin g  w hich is a low er va lu e  th a n  an y  e v a 
p o ra t io n  ra te  of T able I I .  A s fo r  th e  figure, d u rin g  th e  in te rv a l be tw een  30 ' and  
4 5 ' th e  slope of curve 4 is sm a lle r  th a n  th a t  of a n y  o th e r  cu rve .

A fte r  30 m in u tes  o f  h e a tin g  i t  is curve 4 w h ich  inc ludes th e  sm allest 
an g le  w ith  the  tim e  ax is.

T h e  q u a n tita tiv e  re la tio n s  are  no t qu ite  c lear fro m  th e  figu res, b u t  i t  can  
be  s ta te d  th a t  during  th e  la s t  s tag e  of the  h e a tin g  th e  e v a p o ra tio n  ra te  o f th e  
2 : 1 : 2  m ateria l is h a rd ly  5 0 %  of th a t  o f th e  e m ittin g  m a te r ia l co n ta in in g  
z irc o n iu m  dioxide. T h e  sh a p e  o f  th e  ev ap o ra tio n  cu rv e  com ple te ly  explains 
th e  b e h a v io u r of th is  m a te r ia l  w hen  i t  was used  in  f lu o re scen t tu b e s . T he cause 
o f  th e  s ta in in g  is th e  in i t ia l  in ten s iv e  ev ap o ra tio n  o f  th e  b a riu m  an d  th e  long 
life  c a n  be explained b y  th e  red u ced  slope o f  th e  e v a p o ra tio n  curve d u rin g  
th e  fo u r th  stage of h e a tin g .

T h e  question a rises w h e th e r  th e  ra th e r  im p o r ta n t  s c a tte r  o f th e  curves 
o f  F ig . 4 ju stifies th e  d ra w in g  o f such conclusions as e. g. th e  e v a p o ra tio n  ra te  
o f  th e  2 : 1 : 2  m a te ria l b e in g  h a lf  of th a t  o f th e  m a te r ia l  w ith  zircon ium  d i
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ox ide . In  o rder to  decide th is  q u e s tio n  recourse to  p ra c tic a l experience was 
n ecessary  too , ch iefly  to  th e  fa c t t h a t  th e  life te s ts  show ed th e  cu rves o f F ig . 4 
a re  p robab le  ones. F o r th is  reason  i t  w as w orth -w hile  to  in v e s tig a te  th e  re su lts  
fu r th  er.

3. A n a lys is  o f  the evaporation curve o f  the 2 : 1 : 2  m aterial

I t  is of g rea t p ra c tic a l im p o rta n c e  to  d iscover th e  tru e  reasons fo r th e  
sh ap e  of th e  curves of Fig. 4 and  to  f in d  ex p lan a tio n s  for th e  re d u c tio n  in  tim e 
o f  th e  ev ap o ra tio n  ra te . I f  i t  w ere possible to  m a n u fa c tu re  oxide ca th o d es 
h a v in g  ev ap o ra tio n  ch a rac te ris tic s  like  th e  la s t  section  o f cu rv e  4 , F ig . 4 r ig h t 
fro m  th e  s ta r t ,  th e  q u a lity  an d  th e  life o f v acu u m  eng ineering  p ro d u c ts  (f lu o r
escen t tu b es, e lec tron  tu b es) could  co n sid e rab ly  be im p ro v ed .

U sually  solid so lu tions o f th e  su itab le  a lka line  e a r th  ca rb o n a te s  are used 
fo r p rep arin g  th e  oxide ca th o d es. T h e  use o f solid so lu tions gives b e tte r  and  
m ore  un ifo rm  m ix ing  o f th e  co m p o n en ts  and  qu icker a c tiv a tio n  th a n  m echan ic 
a l m ix ing  an d  m illing  o f th e  c a rb o n a te  com ponen ts. I t  is also know n  th a t  in 
o rd e r to  a t ta in  a fav o u rab le  w ork  fu n c tio n  th e  a lkaline  e a r th  oxides m u s t he 
p re se n t in  th e  fo rm  o f solid so lu tio n  in  th e  fin ished  oxide ca th o d es . A fte r the  
decom position  o f th e  a lkaline e a r th  ca rb o n a te s  th e  v a rious free a lka line  e a r th  
ox ides are p roduced  also in  th e  case i f  th e y  w ere p re se n t before  decom posi
t io n  in  th e  ca rb o n a te s  o f so lu tio n a l form . A fte r th a t  th e  v a rio u s  free oxides 
m u s t be tran sfo rm ed  in to  a solid so lu tio n  an d  th is  is p a r t  o f  th e  a c tiv a tio n  of 
th e  ca th o d e , as has been  recognized  b y  F . P . O s t a p t c h e n k o  [25].

A ccordingly , a f te r  th e  d eco m position  of th e  ca rb o n a te s  free b a riu m  oxide 
is p resen t in  th e  em ission lay e r, th e  v a p o u r  p ressu re  an d  co rresp o n d in g ly  the  
e v a p o ra tio n  ra te  w h ich  is co n s id e ra b ly  h ig h er accord ing  to  F ig . 4 and  T ab le  I I  
th a n  th e  pressure o f b a riu m  in  solid  so lu tion . T herefo re, i t  could  be assum ed 
t h a t  th e  in ten siv e  ev ap o ra tio n  o f th e  b a riu m  oxide la s ts  u n til a solid so lu tion  
is form ed ou t of th e  v a rio u s co m p o n en ts .

The in itia l h igh  e v a p o ra tio n  ra te  causes a considerab le  b a riu m  loss in 
th e  em ission m a te ria l and  th u s  th e  com position  o f th e  e m ittin g  lay e r is changed , 
to o . T herefore, i t  h a d  to  be d ecided  w h e th e r th e  low e v a p o ra tio n  ra te  d u rin g  
th e  f in a l stage of th e  an nea ling  cou ld  be ex p la in ed  b y  th e  fo rm a tio n  o f the  
so lid  solu tion  h av in g  th e  in itia l com position , or b y  th e  d ev e lo p m en t of a 
special com position  d u rin g  th e  e v a p o ra tio n  o f  ce rta in  co m p o n en ts .

O s t a p t c h e n k o ’s  p ap e r [25] co n ta in s  a phase  d iag ram  (F ig . 5) accord ing  
to  w hich in  th e  sy s tem  com posed o f  th re e  a lkaline  e a r th  oxides th e re  is a region 
w here  th e  th ree  com ponen ts fo rm  a single-phase solid so lu tio n . F o r com 
positions ou tside th is  region th e  p o ss ib ility  ex ists  th a t  th e  sy stem  con ta ins 
b a riu m  oxide n o t in  th e  form  o f so lu tio n , b u t  in  free s ta te , w here its  ev ap o ra tio n  
r a te  is high.
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In  Fig. 5 th e  p o in t co rrespond ing  to  th e  2 : 1 : 2  m a te r ia l has been 
m a rk e d  b y  1. I t  is n e a r  to  th e  lim it o f the  reg ion  o f sing le-phase  solid so lu tion , 
b u t  s till  outside of i t .  T h is fa c t  su p p o rts  th e  h y p o th es is  t h a t  n o t th e  dissolved 
b a r iu m  oxide, b u t  th e  free one causes high in itia l e v a p o ra tio n  ra te  an d  e ith e r 
a f te r  ev ap o ra tio n  o f th e  su p e rflu o u s  b a riu m  ox ide, or a f te r  a tta in in g  th e  reg ion  
o f  s ing le-phase  co m p o sitio n , is th e  ev ap o ra tio n  ra te  red u ced .

In  order to  decide th is  q u es tio n  a scries o f  e x p e rim e n ta l tu b es con ta in ing  
tu n g s te n  cathodes c o a te d  w ith  2 : 1 : 2  e m ittin g  m a te r ia l w as p rep a red . H a lf  
o f  th e s e  tub es were e v a c u a te d  in  th e  usual w ay , th e  c a rb o n a te s  w ere decom 
p o se d  an d  th en  th e  tu b e s  w ere sealed  off. O n ly  th e n  w ere th e  q u a rtz  cy linders

CaO

Fig. 5

s h if te d  over the  ca th o d es  an d  th e  ca thodes h e a te d  a t  950° C fo r 24 hours. D uring  
th is  tim e  sam ples w ere ta k e n  on 4— 5 occasions from  th e  ex p e rim en ta l lo t and 
th e  q u a n titie s  of a lk a lin e  e a r th  m eta ls  ev ap o ra tin g  o n to  th e  q u a rtz  tu b e  and  
re m a in in g  on th e  ca th o d e  w ere d e te rm in ed . T he re su lts  o f th e se  m easu rem en ts  
a re  show n  in Fig. 6, w h ich  gives th e  q u an titie s  o f e v a p o ra tin g  b a riu m  an d  of 
t h a t  rem ain in g  on th e  c a th o d e , as functions o f th e  an n ea lin g  tim e .

In  Fig. 6 th e re  are  th re e  curves m ark ed  1, 2 an d  3 an d  th ree  encircled  
p o in ts  m arked  (T), (? ) an d  (7). P o in t (?) show s th e  b a r iu m  rem ain ing  on th e  
c a th o d e  a fte r ex h a u s tio n , p o in t  (?) th e  b a riu m  condensing  on th e  q u a rtz  
c y lin d e r  d u ring  e x h a u s tio n , p o in t  (?) rep resen ts  th e  sum  o f th e  tw o  q u an titie s . 
C u rv e  2 shows th e  q u a n t i ty  o f  b a riu m  condensing  on th e  q u a rtz  cy linder as 
fu n c tio n  of tim e, cu rv e  3 show s th e  sam e for th e  q u a n t i ty  o f b a riu m  rem ain ing  
o n  th e  ca thode , curve 1 gives th e  sum  of th e  tw o . T he re lia b ility  o f th e  m easu re 
m e n ts  is proved  b y  th e  fa c t  t h a t  th e  whole q u a n tity  o f b a r iu m  d isap p earin g  
f ro m  th e  cathode is fo u n d  on th e  cy linder. I n  th e  fo llow ing figures th e  curves 
h a v e  th e  sam e s ig n ifica tio n  as on F ig . 6.
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The figure show s th a t  a f te r  ab o u t 2 hours o f in tensive  b a riu m  e v a p o ra tio n  
th e  e v a p o ra tio n  ra te  a t  950° C d rops n ea rly  to  zero. This seem s to  co n firm  
cu rve  4 of F ig . 4.

N everthe less, th e  curves o f  F ig . 6 are  essen tia lly  d ifferen t fro m  th o se  of 
F ig . 4. T his, f ir s t  o f  all, re fers to  th e  e v a p o ra tin g  q u an titie s  o f  su b s ta n c e . 
A pp ro x . 32— 34 m icrogram s o f b a riu m  ev ap o ra te  d u rin g  45 m in u tes  a t  1500° К  
from  th e  2 : 1 : 2  co a ting  acco rd in g  to  curve 4 o f Fig. 4 an d  th e  sh ap e  o f  th e  
cu rv e  ind ica tes  th a t  th is  q u a n t i ty  would scarcely  increase d u rin g  fu r th e r  
h ea tin g . On th e  c o n tra ry , cu rve  2 of Fig. 6 show s th e  e v a p o ra tio n  o f  a b o u t 
100 m icrogram s o f b a riu m  a f te r  l x/2 hours o f h ea tin g  a t  950° C =  1223° K ,

Fig. 6

th u s  a t  a con sid erab ly  low er te m p e ra tu re . The p hysica l m ean ing  of th e  sec tio n s 
w ith  d iffe ren t e v a p o ra tio n  ra te  in  th e  tw o figures can n o t be co nsidered  as 
be ing  id en tica l. In  F ig . 6 th e re  is a v e ry  steep  section  la s tin g  for l l/2 h o u rs , 
a f te r  w hich th e  e v a p o ra tio n  p ra c tic a lly  ceases. D u rin g  th is  lV-2 h o u rs  e v a p o 
ra te s  tw ice as m uch  b a riu m  as can  be seen in  F ig . 4. In  curve 4 of F ig . 4 th e re  
ap p ears  no sec tion  w ith  such  a s teep  slope, on th e  o th e r h an d  th e  slope o f th e  
ev ap o ra tio n  cu rve  —  as a consequence of th e  h ig h er h ea tin g  te m p e ra tu re  —  is 
som ew hat g re a te r  th a n  zero, i. e. th e  curves are now here para lle l to  th e  ax is 
o f abscissae.

The follow ing considera tions will exp la in  th e  d ifferen t c h a ra c te rs  o f  th e  
tw o  curves.

D uring  th e  v acu u m  tech n ica l tre a tm e n t th e  ex p erim en ta l tu b e s  are  
a lre a d y  h e a t- tre a te d  d u rin g  ev a c u a tio n , in o rd er to  tran sfo rm  th e  c a rb o n a te s  
in to  oxides an d  to  form  th e  con v en ien t physico-chem ical s tru c tu re  o f  th e  
e m ittin g  layer. T he te m p e ra tu re  o f  h e a t t re a tm e n t is 1500° К  for th e  tu b e s  of
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F ig . 4 as well as d u rin g  th e  h e a tin g  for e v a p o ra tio n . W hen  h ea tin g  on th e  p u m p  
th e  q u a r tz  cylinders a re  n o t  p laced  above th e  c a th o d e , th is  is done on ly  a fte r 
sea lin g  off, before th e  e v a p o ra tio n  annealing . C o n seq u en tly  d u rin g  ev acu a tio n  
a co n sid e rab le  a m o u n t o f  m a te r ia l ev ap o ra tes  w h ich  is n o t su b jec ted  to  a n a 
ly s is . T herefo re , th e  s te e p  ev ap o ra tio n  la s tin g  1 г/2 h o u rs  accord ing  to  F ig . 6 is 
f in ish e d  d u rin g  e v a c u a tio n  a n d  because o f th is  th e  90 pg of b a riu m  e v a p o ra tin g  
a t  th is  tim e  are m issing . T h e  slow ly rising e v a p o ra tio n  curves o f F ig . 4, th e re 
fo re , co rrespond  to  th o se  sec tions of Fig. 6, w h ich  are para lle l to  th e  X  ax is, 
th e  slope o f w hich w ill, o f  course, no t re m a in  zero  a t  h igher te m p e ra tu re s .

Fig. 7

T he sections w ith  d if fe re n t slopes of F ig . 4 can  be ascribed  to  th e  v a r ia tio n  
o f  co m position  d u rin g  e v a p o ra tio n  and v a rio u s  o th e r  causes.

T h e  in itia l s tro n g  e v a p o ra tio n , as a lre a d y  h a s  been m en tio n ed , c an  p e r
h a p s  be  exp lained  b y  th e  fo rm a tio n  of free b a r iu m  oxide d u ring  th e  decom po
s i t io n  o f  th e  ca rb o n a te s , w hile  ceasing of th e  e v a p o ra tio n  can be ex p la in ed  by  
th e  fo rm a tio n  of th e  so lid  so lu tions from  th e  a lk a lin e  e a r th  oxides d u rin g  a n n e a l
in g . T o  decide th is  q u e s tio n  i t  was necessary  to  c a rry  o u t te s ts  d u rin g  w hich 
th e  ox ides were h e a te d  to  su ch  high te m p e ra tu re s  t h a t  th e ir  m u tu a l d isso lv ing  
o c c u rre d  a t re la tiv e ly  h ig h  speed , while i t  w as possib le  to  p re v e n t changes in  
co m p o sitio n  d u ring  th e  h e a tin g , which w ould  be due  to  in ten siv e  e v a p o ra tio n . 
I t  w as th o u g h t th a t  th is  a im  could be ach iev ed  b y  ca rry in g  o u t th e  h ea tin g  
fo r  th e  fo rm ation  o f th e  so lid  solution n o t in  v a c u u m , b u t in  an  a tm o sp h ere  of 
a rg o n  for 5 m inu tes a t  1050— 1100° C.

T he h ea tin g  tim e  a n d  th e  tem p e ra tu re  w ere  chosen in  c o n fo rm ity  w ith  
O s t a p t c h e n k o ’s  p a p e r , accord ing  to  w h ich  each  oxide m ix tu re  h av in g  a 
co m p o sitio n  w ith in  th e  re g io n  of single-phase so lid  so lu tio n , is tra n sfo rm e d  in to  
so lid  so lu tion  w ith in  2— 3 m in u tes . I t  could  be  p re su m ed  th a t  th e  fo rm a tio n
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o f th e  solid so lu tion  o f  th e  th ree  oxides d ep en d ed  o n ly  on te m p e ra tu re  an d  on 
h e a tin g  tim e an d  t h a t  i t  w as in d ep en d en t o f th e  m ed iu m  w here th e  h e a tin g  
ta k e s  place. On th e  o th e r  h a n d , due to  th e  p resence  o f  argon  a tm o sp h e re , th e  
e v a p o ra tio n  ra te  o f b a r iu m  oxide was in te n s iv e ly  re d u c e d , for know n reason ing .

T he resu lts  o f th e  m easu rem en ts are re p re se n te d  on Fig. 7 (sim ilar to  
F ig . 6) and  i t  ap p ea rs  t h a t  th e re  is no essen tia l change in  th e  c h a ra c te r  o f th e  
e v a p o ra tio n  curve d u e  to  h ea tin g  in argon .

T he p re -h ea tin g  in  argon  reduces th e  q u a n t i ty  o f b a riu m  d isap p ea rin g  
fro m  th e  ca th o d e  so m e w h a t (from  100 m icro g ram s to  80 m icrogram s) an d  th e  
a m o u n t of b a riu m  re m a in in g  on the  ca th o d e  is in c rea sed  by  th e  sam e a m o u n t, 
b u t  even th e n  th e  c a th o d e  loses h a lf  of th e  b a r iu m  c o n ten ts  o f  th e  e m ittin g  
la y e r.

A fter tw o h o u rs  o f  h e a tin g  a t  950° C th e  e v a p o ra tio n  curves becom e 
p a ra lle l to  th e  axis o f  abscissae  in  the  sam e w a y  as in  th e  cu rves on F ig . 6.

T he argon te s t  su g g ests  th a t  th e  low  e v a p o ra tio n  ra te  m easu red  a f te r  
th e  in itia l s tro n g  e v a p o ra tio n , does n o t o rig in a te  o f  th e  solid so lu tio n , a n d  so 
c a n n o t ascribed  to  th e  v a p o u r  pressure red u c in g  e ffec t o f th e  SrO  or th e  CaO 
d isso lv ing  in th e  b a r iu m  oxide.

C onsequently  th e  second  a lte rn a tiv e  p o ss ib ility  w as exam in ed , acco rd ing  
to  w hich  th e  2 : 1 : 2  e m itt in g  m ate ria l in  its  o rig in a l com position  does n o t 
give a single-phase so lid  so lu tio n  w ith  a low  b a r iu m  oxide p ressu re , b u t  th is  
low  pressure  can be a sc r ib e d  to  th e  change o f co m p o sitio n . T herefo re , th e  low- 
p ressu re  em ittin g  la y e r  re m a in in g  on th e  ca th o d e  w as an a ly zed  an d  i t  w as 
found  th a t  its  com po sitio n  corresponded  to  th e  fo llow ing  m olecu lar com po sitio n :

B aO  : SrO : CaO =  2 : 1.5 : 3

A ccording to  O s t a p t c h e n k o ’s  phase d ia g ra m  (F ig . 6 )  th is  com position  
lies w ith in  th e  sing le-phase  range . On th e  O s t a p t c h e n k o  d iag ram  five p o in ts  
can  be seen, m ark ed  1, 2, 3 and  (T), (T). P o in t 1 co rresponds to  th e  in itia l 
com position , w hich is o u ts id e  th e  single-phase f ie ld . P o in t (?) rep resen ts  th e  
com position  of th e  d ecom posed  m ix tu re  o f oxides i f  decom position  ta k e s  p lace 
w ith o u t argon, and  in  th e  case of argon t re a tm e n t (? )  rep re sen ts  th e  com position  
o f th e  sam e e m ittin g  m a te r ia l  w hen the  e v a p o ra tio n  o f  th e  e m ittin g  m a te ria l 
has ceased. I t  has b een  asce rta in ed  th a t  all low  b a riu m  p ressu re  m ix tu res  
fo rm ed  d u ring  h ea tin g  a re  w ith in  th e  sing le-phase ra n g e  o f th e  phase  d iag ram .

C onform ing to  th e se  ideas, em ittin g  m a te r ia l w as p rep a red  w ith  th e  low- 
p ressu re  com position  a cco rd in g  to  the  ana lysis , w as dep o sited  on th e  su rface 
o f th e  tu n g s te n  wrire a n d  in  th is  w ay  e x p e rim e n ta l tu b e s  were p rep a red . T he 
e v a p o ra tio n  c h a ra c te ris tic s  o f  th e  ca thode co a ted  in  th is  wray  were in v e s tig a te d .

R ep ro d u c tio n  o f  th e  cu rves is o m itted , th e  e v a p o ra tio n  d iag ram s being  
s im ila r  to  those of F igs. 6 a n d  7. This m eans th a t  such  a change in  th e  com 
position  is by  itse lf  n o t su ffic ie n t for suppressing  th e  in it ia l  s tro n g  e v a p o ra tio n .
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I t  h a s  been m en tio n ed , t h a t  i t  is o f  g re a t p ra c tic a l im p o rtan ce  to  recognize 
th e  t r u e  reaso n , the  e v a p o ra tio n  ra te  b e in g  e. g. for fluo rescen t tu b e s  in v erse ly  
p ro p o r tio n a l to  th e ir  life and  the  in v es tig a tio n s  carried  o u t so fa r h a v e  show n 
t h a t  i t  m ig h t be possible to  p re p a re  w ith  tr ip le  oxides an  oxide ca th o d e  p e r
m it t in g  th e  increase o f  th e  life o f v a c u u m  engineering  p ro d u c ts  b y  2 .5 —3.5 
tim e s . E v e n  as com pared  to  th e  e m ittin g  m a te ria l co n ta in in g  z ircon ium  
d io x id e , w h ich  so far is th e  b e s t av a ilab le , a t  leas t th e  doub ling  o f th e  life could 
be ac h ie v e d .

T h e  n o n -ev ap o ra tin g  oxide c a th o d e  is im p o r ta n t n o t on ly  from  th e  p o in t 
o f v iew  o f  life. The su p pression  of th e  in it ia l  ev ap o ra tio n  is also  im p o r ta n t  in

F ig. 8

o rd e r  to  reduce  th e  s ta in in g  a ro u n d  th e  e lectrodes in  th e  f lu o re scen t tu b es 
a n d  th e  red u c tio n  of lig h t o u tp u t  o f  th e  tu b e s  d u rin g  use. In  e lec tro n  tu b es 
th e  re d u c tio n  of th e  in itia l e v a p o ra tio n  is essen tia l for red u c in g  g rid  em ission, 
in H . T ., rec tifie r tu b e s  i t  is e ssen tia l in  o rd er to  reduce  th e  d a n g e r  o f b re a k 
d o w n . T herefo re , i t  is im p o r ta n t  to  fo rm  th e  low -pressure, n o n -e v a p o ra tin g  
e m it te r  n o t  during  th e  use o f  the tu b e , b u t  to  in tro d u ce  i t  in to  th e  tu b e  still 
in  a n o n -ev ap o ra tin g  s ta te .

T o  fin a lly  clear th e  q u estio n , th e  follow ing te s t  was carried  o u t:
C athodes were ta k e n  o u t o f e x p e rim e n ta l tu b es  w here th e ir  co a tin g  h ad  

a lre a d y  reached  th e  m in im u m  of e v a p o ra tio n  ra te  an d  th ese  c a th o d e s  were 
m o u n te d  in  new e x p e rim e n ta l tu b e s . W ith  th e  u su a l m eth o d  th e  ev ap o ra tio n  
r a te  o f  th e se  ca thodes w as m easu red . T he resu lts  are  show n in F ig . 8.

C urve 3 shows th e  v a r ia tio n  o f  th e  e v a p o ra tin g  q u a n ti ty , cu rv e  2 th e  
b a r iu m  rem ain ing  on th e  ca th o d e  a n d  curve  1 th e  to ta l  q u a n tity  o f b a riu m  as a 
fu n c tio n  of annealing  tim e . T h e  in itia l q u a n ti ty  o f m a te ria l is m uch  low er th a n  
th e  q u a n t i ty  of m a te ria l acco rd in g  to  F ig . 6, th e  ca thode h av in g  lo st a con
s id e ra b le  q u a n tity  o f b a riu m  d u rin g  th e  prev ious ex h au stio n  and  th e  preceding
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a n n ea lin g . In  th is  case th e  in itia l e v a p o ra tio n  has p rac tica lly  ceased  an d  th e  
q u a n t i ty  of b a riu m  condensed  on th e  q u a r ts  cy linder, does n o t  a t ta in  even 
one te n th  of th e  q u a n t i ty  found  a t  th e  p rev io u s te s ts .

T h is ex p erim en t show ed th a t  before  b e ing  m ounted  in  th e  tu b e  th e  
ca th o d e  can  be b ro u g h t in to  such  a s ta te  fro m  w hich  th ere  is no in i t ia l  e v ap o 
ra t io n , b u t  th e  causes o f  th e  in itia l e v a p o ra tio n  were no t c leared . T h e  m ethod  
w ould n o t be a p p ro p ria te  as a m eth o d  o f p ro d u c tio n , because i t  is w ell know n 
th a t  all alkaline e a r th  ox ides are  v e ry  sensitive  to  h u m id ity  and  to  ca rb o n ic  acid .

I t  should  be m en tio n ed  th a t  in  th e  l i te ra tu re  some references [26] can be 
fo u n d , accord ing  to  w hich  th e  red u c tio n  o f ev ap o ra tio n  on th e  su rface  can  be

t, hours 

Fig. 9

ex p la in ed  b y  th e  fo rm atio n  of a lay e r o f p u re  SrO , or of pure CaO on  th e  surface 
o f th e  em ission lay er. T hese layers are  p ro d u ced  in  consequence o f  th e  v ap o u r 
p ressu re  o f th e  BaO  b e in g  h igher th a n  th a t  o f  th e  CaO or o f th e  S rO . T he BaO  
e v a p o ra te s  a t  a h igher r a te  th a n  these  tw o  oxides and  th e  su rface  o f  th e  em it
t in g  lay e r becom es p o o rer in  b ariu m . D u rin g  th e  la te r  phases o f  e v a p o ra tio n  
th e  b a riu m  is forced to  d iffuse th ro u g h  th is  la y e r  of SrO or o f CaO in  o rder to 
com e in to  the  vacu u m , a n d  so an  ex p la n a tio n  is found  for the  re d u c tio n  o f e v a 
p o ra tio n  ra te .

A n o th e r possible e x p lan a tio n  for th e  red u c tio n  of e v a p o ra tio n -ra te  is 
th e  fo rm atio n  o f  an in te rface  lay e r b e tw een  th e  core an d  th e  em ission 
co a tin g . This in te rface  lay e r is p ro v ed  to  consist of B a3W 0 6 in th e  
case o f  tu n g s te n  m e ta l core [27]. T he in te rface  lay er se p a ra te s  th e  m etal 
core a n d  the  b a riu m  ox ide , and  th u s , th e  reac tio n  betw een  th e  tw o  b e 
com es m ore d ifficu lt. T h e  tw o m eta ls  (th e  red u c in g  m eta l an d  th e  B aO  to  be 
red u ced ) can co n tac t each  o th e r only  b y  w ay  o f diffusion th ro u g h  th e  in te r 
face  lay e r.
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I n  o rd e r to  decide th e  co rrec tness or in co rrec tn ess  of th e  p ro p o sed  ex 
p la n a tio n  i t  w as m ost e x p e d ie n t to  recu r to  th e  ex p erim en t. T herefo re , th e  
e v a p o ra tio n  o f pure  B aO  fro m  a pure  p la tin u m  core w as in v es tig a ted . As th e  
e m ittin g  la y e r  consisted  in  th is  case of one oxide o n ly , th e re  was no p ro b a b ility  
o f  th e  su rface  of th e  la y e r  h a v in g  an o th e r co m p o sitio n  th a n  th a t  o f its  in te r io r . 
F u r th e rm o re , as th e  p la tin u m  does no t reduce  th e  b a r iu m  oxide, no fo rm a tio n  
o f  a d is tu rb in g  in te rfa c e  la y e r  h ad  to  be ta k e n  in to  co n sidera tion . T he 
re su lts  o f  th e  m easu rem en ts  a re  show n in F ig . 9.

T h e  fig u re  proves t h a t  th e  in itia l in te n s iv e  ev ap o ra tio n  la s tin g  fo r 2 
h o u rs  is also  p resen t in  th e  case of pure  b a riu m  o x ide  on p la tin u m  core, an d  
t h a t  a f te r  ab o u t 2 h o u rs  o f h e a tin g  th e  e v a p o ra tio n  ra te  of pu re  B aO  also 
g re a tly  decreases an d  th e  fu r th e r  ev ap o ra tio n  c o n tin u es  a t  low  v e lo c ity , a l
re a d y  in  p ro p o rtio n  w ith  t im e . The ev ap o ra tio n  r a te  o f pure b a riu m  oxide is 
in  th is  reg io n  also h ig h er th a n  th e  ra te  of e v a p o ra tio n  o f BaO from  th e  2 : 1 : 2  
em ission  m a te ria l. Such a d ifference in  th e  v a p o u r  p ressu re  can be asc rib ed  to  
th e  fo rm a tio n  of th e  solid  so lu tio n  in  a lay er co n sis tin g  o f several co m p o n en ts . 
O n th e  o th e r  h an d , th e  a p p e a ra n ce  of a steep  sec tio n  m u st be ascribed to  th e  
p resence  o f a m a te ria l, w h ich  en te rin g  in to  re a c tio n  w ith  th e  b a riu m  oxide, 
re su lts  in a h igh  p ressu re  co rrespond ing  to  th is  h ig h  ev ap o ra tio n  ra te .

As is know n th e  so lid  so lu tio n  of tw o or th re e  a lkaline  e a r th  c a rb o n a te s  
is d ep o s ited  on th e  m e ta l core o f the  oxide c a th o d e  b y  sp ray ing  or b y  ca ta - 
p h o res is . A c tu a lly  a la c q u e r  is form ed in  w hich th e  p ig m en t is c o n s titu te d  b y  
a lk a lin e  e a r th  ca rb o n a te s , th e  b in d er by  n itro ce llu lo se , th e  so lvent is ace to n e , 
am y l ace tic  ester, d ie th y l o x a la te  or th e ir  m ix tu re . As b inder n itrocellu lose  
p ro v ed  to  be th e  m ost su ita b le , because th e  n i t r a t io n  prov ides i t  w ith  as m uch  
o x ygen  as is th eo re tica lly  su ffic ien t for b u rn in g  a ll th e  carbon  and  h y d ro g en . 
So re s id u es  do no t re m a in  a n d  th e  ca thode is n o t po iso n ed . D uring  e x h a u s tio n  
th e  n itro ce llu lo se  is d u rin g  th e  w arm ing-up  a lre a d y  decom posed w hile lib 
e ra tin g  th e  gas, th e  ca th o d e  em erg ing  from  th e  o ven  a t  th e  pum p has a b ro w n 
ish -b lack  co lour due to  th e  p resence  of the  carb o n  rem a in in g  a fte r th e  deco m 
p o sitio n  o f n itrocellu lose. T he carbon  is b u rn ed  to  ca rb o n  m onoxide b y  th e  
ca rb o n  d iox ide  develop ing  d u rin g  th e  d ecom position  o f th e  ca rb o n a tes . The 
p rocess can  be observed  v isu a lly  to o , because th e  c a rb o n  causes s tro n g  ra d ia tio n  
o f  th e  ca th o d e  th u s  low ering  its  te m p e ra tu re , an d  a f te r  com bustion  of th e  carbon  
a t  th e  sam e h ea tin g  pow er th e  ca thode becom es m ore  b rig h t, th e  ca th o d e  is 
sa id  to  c lean  up .

So fa r  i t  has a lw ays b een  assum ed th a t  th e  q u a n t i ty  of carbon  rem a in in g  
fro m  th e  n itrocellu lose a n d  w h ich  is supposed  to  be v e ry  sm all co m p le te ly  
d isa p p e a rs  from  th e  c a th o d e  u n d e r  the  ac tion  o f th e  developing  carbon  d ioxide 
d u rin g  th e  clean-up a n d  th a t  th ere  rem ains p ra c tic a lly  no carbon  in  th e  
b r ig h tly  in can d escen t, a lre a d y  w hite ca thode la y e r . A fte r th e  la s t described  
e x p e r im e n t, i t  m ust be a ssu m ed  th a t  a considerab le  frac tio n  of th e  ca rb o n  is
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s till p re se n t in  th e  c learcil-up  ca th o d e  an d  th a t  th e  in itia l in te n s iv e  e v a p o ra tio n  
is caused  b y  its  reducing  ac tio n . T he B aO — C system  possesses th e  s teep  slope 
o b serv ed  a t  th e  beg inning  o f th e  e v a p o ra tio n  curve an d  th is  is b u rn e d  n o t by  
ca rb o n  d ioxide b u t b y  th e  B aO , w hile m e ta llic  b a riu m  is fo rm ed .

To check th is i t  w as n ecessary  to  search  for a b in d er, w h ich  does not 
leav e  red u c in g  m ate ria l over. Such b inders are  th e  n itra te s  o f th e  a lk a lin e  ea rth  
m e ta ls . T h e ir (abou t 1 p . c.) so lu tio n  w as m ix ed  w ith  th e  a lk a lin e  e a r th  carbo
n a te s  a n d  th e  in  th is  w ay  p rep a red  suspension  was deposited  on th e  tu n g s te n  
w ire or tu n g s te n  sp iral. A fu r th e r  a d v a n ta g e  o f th e  alkaline e a r th  n itra te s  is 
t h a t  a f te r  h ea tin g  th e y  are  tra n sfo rm e d  in to  alkaline e a r th  o x ides in  th e  sam e 
w ay  as th e  ca rb o n a tes , th e ir  decom p o sitio n  p ro d u c ts , th ere fo re , do  n o t  co n tam 
in a te  th e  em ission lay e r an d  if  th e ir  p ro p o rtio n  is a d eq u a te ly  eh o sen , th e y  do 
n o t  even  m odify  th e  com position  o f th e  em ission layer. Sp irals fo r  flu o rescen t 
tu b e s  w ere coa ted  b y  d ip p in g  w ith  th e  suspension  co n ta in in g  a lk a lin e  ea rth  
n itra te s  as a b inder. T he surface a rea  o f th e  fluorescen t tu b e  sp ira ls  is essen
t ia l ly  la rg e r th a n  th a t  o f  th e  w ire o f 2 X 60 m m  len g th  and  0.1 m m  d ia . used 
a t  th e  p rev ious te s ts , an d  th u s  th e  d ep o sited  q u a n tity  of m a te r ia l is also essen
t ia l ly  la rg e r, ap p ro x im a te ly  b y  10 tim es . C onsequently  th e  m e a su rin g  d a ta  
show n in  Fig. 10 can n o t be co m p ared  to  th o se  of the  prev ious f ig u re s . In  order 
to  a sce rta in  th e  in fluence o f th e  q u a lity  o f th e  b inder, tw o p a ra lle l te s ts  were 
m ade w ith  sp irals. The sp ira ls  w ere co a ted  w ith  e m ittin g  m a te r ia l  con ta in in g  
as b in d e r

a)  n itrocellu lose,
b) a lkaline e a r th  n itra te s .

In  b o th  cases th e  ca rb o n a tes  w ere o f th e  2 : 1 : 2  com position . T h e  e x p e rim e n ta l 
tu b e s  w ere h e a te d  an d  th e  e v a p o ra tio n  w as m easu red ; th e  r e s u lts  a re  show n 
in F ig . 10.

In  th e  figure:
cu rve  l a  shows th e  q u a n t i ty  o f  b a riu m  ev ap o ra tin g  from  th e  n itro ce llu 

lose em ission lay er an d  th u s  a rr iv in g  on th e  q u a rtz  cylinder;
cu rve  2a shows th e  q u a n t i ty  o f b a r iu m  rem ain ing  on th e  c a th o d e  from  

th e  sam e em ission lay er, as fu n c tio n  o f annea ling  hours;
cu rve  16 shows th e  q u a n t i ty  o f b a riu m  ev ap o ra tin g  fro m  th e  n itra te  

m a te ria l;
cu rve  26 gives th e  q u a n t i ty  o f n i tra te  m a te ria l rem ain ing  on  th e  ca th o d e , 

as fu n c tio n  o f tim e.
I t  w ill be seen th a t  d u rin g  100 hou rs  ab o u t 15 tim es as m u c h  m a te ria l 

e v a p o ra te s  from  th e  n itrocellu lo sic  lay e r as from  th e  n itra te  la y e r  (600 [ig: 
40 /lg), an d  even a fte r 100 h  th e  e v a p o ra tio n  curve  does no t b eco m e p a ra lle l to  
th e  tim e  ax is. I t  is tru e  th a t  th e  e v a p o ra tio n  curve  becom es less s te e p  a f te r  100 h, 
b u t  s till i t  rises w ith  a considerab le  slope. T h is b ehav iou r is c h a ra c te r is tic  for
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th e  n itrocellu losic  em issio n  la y e r  deposited  on th e  sp ira l. The ev ap o ra tio n  o f 
th e  n i t r a te  m a te ria l p ra c tic a l ly  ceases a fte r 100 h o u rs  o f  annealing  a t  950° C.

T he n itra te -c o n ta in in g  e m ittin g  m a te ria l h a s  a lso  a sm all in itia l ris in g  
ra n g e , w hich  p ro b a b ly  co incides w ith  th e  fo rm a tio n  o f  th e  solid so lu tio n .
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In  c o n fo rm ity  w ith  th e  e a r lie r  assum ptions th e  fo rm a tio n  of th e  solid so lu tio n  
re a lly  reduces th e  e v a p o ra tio n  ra te , b u t th e  la rg e  q u a n titie s  of ev ap o ra tin g  
b a r iu m  can n o t be e x p la in e d  b y  th is  fact.

I t  m u s t be re m a rk e d  t h a t  on  analysing th e  m easuring  tu b es  serving for e v a p 
o ra tio n  te s ts  in  each case n o t  o n ly  th e  q u a n tity  o f e v a p o ra tin g  B a, b u t also those
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o f e v a p o ra tin g  Sr an d  Ca w ere m easured . F ig . 11 show s the  e v a p o ra tio n  curves 
o f Sr and  Ca for a tu b e  p rean n ea led  in argon .

F in a lly , F ig . 12 show s th e  change in  com p o sitio n  of th e  co a tin g  d u rin g  
ev a c u a tio n  for all th re e  com ponen ts. The h e ig h t o f  the colum ns in F ig . 12 show s 
how  m uch  B a, Sr an  Ca ev ap o ra te s  from  th e  ca th o d es  d u ring  e v a c u a tio n  and  
how m uch  rem ain s th e re . T he h o rizo n ta l lines above the  ca th o d e  co lum ns 
re p re se n t th e  q u a n titie s  o f  B a, Sr and  Ca p re se n t on th e  ca thode before  e v a 
cu a tio n .

A ccording to  th e  above , th e  causes d e te rm in in g  th e  ch a rac te r o f th e  e v a p 
o ra tio n  curves o f a lk a lin e  e a r th  oxides w ere e lu c id a te d . I t  was found  th a t  i t  is 
possib le  to  e lim in a te  th e  in itia l steep  ran g e  o f th e  ev ap o ra tio n  cu rv e , an d  th u s  
th e  b a riu m  loss o f th e  tu n g sten -co re  oxide c a th o d es  can  be reduced  co n sid e r
ab ly . I t  is h igh ly  p ro b ab le  th a t  th e  e s ta b lish m e n ts  m ade on tu n g s te n -c o re  
ox ide ca thodes re m a in  va lid  also for o th e r  core m e ta ls .

VI. C onclusions

1. U sing th e  flam e-p h o to m etric  m e th o d  developed  in  th e  R esearch  
In s t i tu te  for T e leco m m u n icatio n , th e  e v a p o ra tio n  o f  b a riu m  and  o th e r  a lka line  
e a r th  m e ta ls  from  v a rio u sly  com posed em ission  coatings on tu n g s te n  m eta l 
core w as in v e s tig a te d . E v a p o ra tio n  curves show ing  th e  q u a n titie s  o f b a riu m  
e v a p o ra tin g  an d  th o se  re m a in in g  on th e  ca th o d e  w ere o b ta ined  as fu n c tio n s  
o f tim e . I t  was n o t d e te rm in e d  w hether th e  a lk a lin e  e a r th  oxides e v a p o ra te  in  
th e  fo rm  of oxide or in  a m eta llic  form .

2. T he e v a p o ra tio n  curves consisted  o f sev e ra l ch a ra c te ris tic  sec tions. 
In d e p e n d e n tly  o f th e  k in d  of th e  m e ta l core a n d  of th e  com position  o f  th e  
e m ittin g  lay e r ev e ry  e v a p o ra tio n  curve show ed an  in itia l steep  sec tion , th u s  
show ing  high e v a p o ra tio n . T he in tense  in itia l e v a p o ra tio n  la s ted  for a b o u t 
2 h o u rs  and  a t  th is  s tag e  o f ev ap o ra tio n  th e  ca th o d es  lost a b o u t 50-i-60%  o f 
th e ir  b a riu m  co n ten ts . A fte r th e  te rm in a tio n  o f  th e  in itia l stage severa l, g ra d 
ua lly  less steep  sec tions follow ed. The in itia l v e ry  s teep  section  can be o b served  
a t  re la tiv e ly  low te m p e ra tu re s  (950° C) w hile th e  la te r , re la tiv e ly  less s teep  
sec tion  can be o bserved  well a t  m ore or less h ig h e r te m p e ra tu re s , d ep en d in g  on 
th e  com position  (1200— 1300° C).

3. F u rth e rm o re  i t  could  be proved  a t  th e  te s ts  th a t  from  th e  p o in t o f view  
o f e v a p o ra tio n  ra te , e m itt in g  layers hav in g  a c e r ta in  com position  are  essen 
tia lly  b e tte r  th a n  o th e rs . Such favourab le  em ission  lay e rs  are th e  tr ip le  c a rb o 
n a te  c o n ta in in g  z ircon ium  oxide and  the  tr ip le  c a rb o n a te  com posed o f 2 m oles 
B a C 0 3 : 1 mole S rC 0 3 : 2 m oles C aC 03. T he re la tio n  betw een  th e  life o f th e  
tu b es  observed  on an n ea lin g  and  th e  e v a p o ra tio n  r a te  is well p roved  b y  o b se r
v a tio n .
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4 . A ccord ing  to  th e  m easu rem en ts  on ly  th e  ev ap o ra tio n  ra te  o f  pu re  
B a C 0 3 a n d  o f em ittin g  m a te r ia l  com posed o f  50%  B aC 0 3, 45 %  S rC 0 3, 5%  
C a C 0 3 is c o n s ta n t d u rin g  an n ea lin g  (excep t fo r th e  in itia l s teep  s tag e ). T his 
fa c t is u n d e rs ta n d a b le  in  th e  case o f B a C 0 3 —>■ B aO , because th e  m a te r ia l  in  
q u e s tio n  is hom ogeneous an d  th e  co m position  does n o t change d u rin g  h e a tin g  
e i th e r  p h y sica lly , or chem ically . In  th e  case o f th e  tr ip le  oxide c o n ta in in g  5%  
CaO  i t  m u s t be assum ed  th a t  th e  co m position  o f th e  ev ap o ra tin g  m a te r ia l is 
id e n tic a l  w ith  th a t  o f th e  solid  phase  an d  so th is  m a te ria l is an  a se o tro p ic  
m ix tu re .

5. F u rth e rm o re  from  th e  te s ts  i t  cou ld  be asce rta in ed  th a t  th e  2 : 1 : 2  
e m itt in g  m a te r ia l gives a h ig h  b a r iu m  e v a p o ra tio n  ra te  d u ring  th e  f i r s t  s tag e  
o f th e  h e a tin g . This e v a p o ra tio n  ra te  s tro n g ly  decreases du ring  fu r th e r  a n n e a l
in g  a n d  se ttle s  a t  a v e ry  low v a lu e . T h is low  va lu e  is sm aller th a n  th e  e v a p 
o ra tio n  r a te  of th e  m a te r ia l co n ta in in g  z ircon ium  dioxide.

6. F u r th e r  te s ts  p ro v ed  th a t  th e  in it ia l  ev ap o ra tio n  of b a r iu m  a lre a d y  
a p p e a r in g  a t  a re la tiv e ly  low  te m p e ra tu re  (950° C) d u rin g  w hich th e  ca th o d es  
lose 50— 60%  of th e ir  b a r iu m  c o n te n ts , c an  be ascribed to  th e  red u c in g  
a c tio n  o f  th e  carbon  rem a in in g  from  th e  n itroce llu lo se  w hich is g en era lly  used  
in  th e  a c tu a l m eth o d  of oxide ca th o d es p ro d u c tio n . The la te r  an d  less steep  
sec tio n s  o f th e  ev ap o ra tio n  cu rv e  (observab le  ch iefly  a t  h igher te m p e ra tu re s )  
can  be  ex p la ined  b y  th e  h ig h er v a p o u r p ressu re  o f th e  free B aO  g e n e ra te d  a t  
th e  decom p o sitio n  o f th e  c a rb o n a te s  an d  b y  th e  change in  co m position  due  to  
th e  e v a p o ra tio n .

7. In  order to  prove th e  s ta te m e n t an o u n ced  in  p o in t 6, n itrocellu lose- 
free  c o a tin g  m a te ria l w as p re p a re d  w ith  an  aqueous suspension  o f  b a riu m  
n i t r a te  as a b inder. W ith  th e  ca th o d es  co a ted  in  th is  w ay  th e  in itia l e v a p o ra tio n  
se c tio n  p ra c tic a lly  d isap p ea red  an d  th e  q u a n ti ty  of ev ap o ra ted  b a r iu m  was 
re d u c e d  b y  m ore th a n  one o rd e r of m a g n itu d e .

8. T he resu lts  o f th e  ex p e rim en ts  ju s t ify  th e  hope th a t  th e  life o f  v acu u m  
e n g in ee rin g  p ro d u c ts  (flu o rescen t tu b e s , e lec tro n  tu b es) c o n ta in in g  tu n g s te n -  
core  o x ide  ca thodes can  be in c reased  a n d  con sid erab ly  im proved  as w ell.

9. T he w ork  described  in  th e  p re se n t p a p e r  also explains th e  m ech an ism  
o f th e  life-increasing  an d  e v a p o ra tio n -red u c in g  ac tio n  of th e  z irco n iu m  dioxide. 
T h e  b a r iu m  oxide freed  a t  th e  d eco m position  o f th e  carb o n a tes  is b o u n d  b y  th e  
z irc o n iu m  dioxide in  th e  fo rm  of low  b a riu m -p re ssu re  basic b a r iu m  z irco n a te , 
w h ic h  is also m ore d iff icu ltly  red u ced  b y  carb o n .

10. T he resu lts  o f th e  m easu rem en ts  c learly  show  th a t  n itro ce llu lo se  is 
n o t  a n  id ea l b in d er for oxide ca th o d es. T h e  ca rb o n  rem ain ing  th e re fro m  causes 
co n sid e rab le  loss of th e  ac tiv e  e m ittin g  m a te r ia l, th is  reduces th e  life , th e  e v a p 
o ra t in g  b a riu m  c o n ta m in a te s  th e  tu b e  a n d  its  com ponen ts. T h ere fo re , i t  is 
a d v isa b le  to  search  for o th e r  b in d e rs , an d  as su ch  a lkaline e a r th  n i tr a te s  ap p e a r 
to  b e  su itab le .
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11. All ex p e rim en ts  of th e  a u th o r  a n d  his co-w orkers p ro v e  th a t  the 
a lk a lin e  e a r th  ev a p o ra te s  from  oxide ca th o d es  exclusively  in  th e  fo rm  o f a lka
line e a r th  m e ta l p ro d u ced  b y  red u c tio n , ev en  a t  a te m p e ra tu re  (950° C) essen
tia l ly  h igher th a n  th e  n o rm a l o p era tin g  te m p e r a tu r e (750— 850° C ).T h e  ev ap 
o ra tio n  o f a lka line  e a r th  oxides can be n eg lec ted  a t  te m p e ra tu re s  used  in 
p ra c tic e  even  in  th e  case o f  tu n g s te n  cores.

12. F in a lly  i t  can  be s ta te d  th a t  a ll c ircu m stan ces  ap p e a rin g  a t  th e  ex
p e r im e n ts , such  as fo rm a tio n  of free b a r iu m  ox ide , change o f  com position , 
p resen ce  of red u c in g  a g e n ts , c o n tr ib u te  to  th e  m ore or less s tro n g  ev ap o ra tio n  
o f  th e  oxide ca th o d e . T herefo re , it  is in d ic a te d  to  choose th e  co m p o sitio n  of 
th e  ox ide  ca th o d e  in  acco rdance  w ith  th e  le a s t s teep  slope o f c u rv e  4, Fig. 4 
( 2 : 1 : 2 )  and  as fa r as possib le to  d eposit th is  m a te r ia l  on th e  tu n g s te n  surface 
w ith o u t n itrocellu lose , o r p e rh ap s  to  p re h e a t i t  in  an  in e r t a tm o sp h e re  so th a t  
th e  ca rb o n  is co m b u sted  an d  a solid com position  form ed.

A cknow ledgem ent

T h e  a u th o r  w ishes to  express his th a n k s  to  his co -w orkers. The 
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O X Y D K A T H O D E N  A U F  W O LFRAM BASIS MIT L A N G E R  L E B E N S D A U E R

E. W INTER

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie  Arbeit behandelt d ie E rgebnisse von U ntersuchungen über die V erdam pfung von  
O x yd k ath od en  m it W olfram kern. M it dem  F lam m enphotom eter wurde die V erdam pfung  
v o n  B ariu m  und den anderen Erdalkalim etallen aus E m issionsschichten von  versch iedener  
Z usam m ensetzung untersucht. D ie  in  Funktion der Zeit aufgezeichneten V erdam pfungskurven  
en th a lten  Abschnitte m it versch iedener Verdam pfungsgeschw indigkeit.

D er erste A bschnitt der bei 950° C aufgenom m enen Verdam pfungskurve is t  ste il und  
en tsp rich t daher einer hohen V erdam pfungsgeschw indigkeit. D ie starke V erdam pfung des 
B ariu m s dauert l l/ 2—2 S tu n d en  und während dieser Z eitspanne verlieren die K athoden  
60 — 70%  ihres Barium gehalts. W ährend des weiteren G lühens sinkt die V erdam pfungs
geschw ind igk eit bei 950° C annähernd auf Null. Es konnte festgeste llt  werden, daß die anfäng
liche  stark e  Verdampfung v o n  der R eduktion des B ariu m oxyds durch K ohlenstoff verursacht 
w ird, w elcher aus der bei der H erstellu ng  der K athode als B indem ittel verw endeten N itro
zellu lose  stam m t. Die V ersuche zeigen , daß es ratsam ist, die N itrozellulose durch ein anderes 
B in d em itte l zu ersetzen. E s w urde gezeigt, daß bei V erw endung von E rdalkalin itraten  als 
B in d em itte l die anfängliche sta rk e  Verdampfung b ese itig t werden kann.

D er Charakter der bei 9 5 0 °  C aufgenom m enen V erdam pfungskurven war unabhängig  
v o n  der Zusam m ensetzung der S ch ich t. Rei höheren T em peraturen durchgeführte M essungen  
ze ig ten , daß die Verdam pfungsgeschw indigkeit von S ch ich ten  m it gewissen Z usam m enset
zun gen  wesentlich niedriger is t  als die Verdam pfungsgeschw indigkeit der bisher üblichen  
Sch ich ten .

In  der Arbeit werden die E rgebnisse der M essungen an mehreren E m issionsschichten  
m it geringer V erdam pfungsgeschw indigkeit m itgeteilt.

D iese  Tatsachen sind v o n  B edeutun g  vom Standpunkt aller vakuum technischen E rzeug
n isse, in  die Oxydkathoden m it W olfram kern eingebaut sind . D ie w ichtigsten V ertreter dieser 
G ruppe sind derzeit die L euchtröhren .

C A T H O D E S À O XYDES D E  L O N G U E  D U R É E  D E  V IE  S U R  SU PPO RT E N  T U N G ST E N E

E. W INTER

RÉSUMÉ

L ’auteur com munique les résu ltats de recherches relatives à l ’évaporation des cathodes 
sur support en tungstène. A l ’aide d ’un photomètre à fla m m e, on a exam iné l ’évaporation  du 
baryum  et des autres m éta u x  alcalino-terreux à partir de revêtem ents ém issifs de com po
sitio n s différentes. Les d iagram m es de l ’évaporation en fon ction  du tem ps sont com posés de 
sec tio n s correspondant à d ifféren tes vitesses d’évaporation .

La première section  du diagram m e d’évaporation  enregistré à 950° C est raide et 
correspond donc à une v itesse  d ’évaporation  élevée. L ’évaporation  intense du baryum  dure de 
1 h  30 à 2 heures et pend ant ce tem p s, la cathode perd 60 à 70% de sa teneur en baryum . 
E n  continuan t le chauffage, la v itesse  d ’évaporation tom b e presque à zéro à la  tem pérature  
de 950° C. Il a été constaté que l ’évaporation initiale in ten se  est causée par le carbone (prove
n a n t de la nitrocellulose u tilisée  com m e liant à la fabrication  de la cathode à o x y d e), par suite  
de la  réduction de l ’oxyde de baryum . Les expériences m ontrent qu’il est u tile  de rem placer 
la nitrocellu lose par un autre lia n t . Il a été prouvé qu’en utilisan t com me lian ts des n itrates  
de m éta u x  alcalino-terreux, on p eu t supprimer la forte évaporation  initiale.
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LO N G -L IFE  O X ID E COATED CATHODES ON TUNGSTEN-CORES 3 0 3

Le caractère du diagram m e d’évaporation relevé à 950° C é ta it indépendant de la com
position  de la couche. D es m esures à tem pératures plus élevées on t m ontré que la vitesse 
d ’évaporation de couches d ’ém ission de certaines com positions est essen tie llem ent plus petite 
que celle des couches ém issives utilisées jusqu’à présent.

L ’auteur expose les résultats des mesures fa ites avec plusieurs couches ém issives de 
vitesse d ’évaporation réduite.

Ces faits présentent de l ’im portance pour tous les produits de la technique du vide qui 
contiennent des cathodes à oxydes sur support en tungstène. Les plus im portants de ces pro
duits sont, à l ’heure actuelle , les tubes fluorescents.

ОКСИДНЫЕ КАТОДЫ ВЫСОКОГО СРОКА СЛУЖБЫ ИЗ ВОЛЬФРАМА

Э. В И Н Т Е Р

РЕЗЮМЕ

В статье излагаются результаты исследований испарения оксидных катодов из 
вольфрама. С помощью пламенного фотометра было исследовано испарение бария и про
чих щелочно-земельных металлов из эмиссионных слоев различного состава. Кривые, 
изображенные в функции времени, содержат участки, соответствующие различным ско
ростям испарения.

Первый участок кривой испарения, снятой при температуре 950° С, является кру
тым и, таким образом, соответствует высокой скорости испарения. Сильное испарение 
бария продолжается в течение 1,5 час; в течение этого времени катоды теряют до 60-— 70% 
общего содержания бария. Скорость испарения в течение дальнейшего накаливания 
при температуре 950° С упала прибл. до нуля. Было установлено, что начальное сильное 
испарение вызвано восстановлением окиси бария углеродом, образующимся из нитро
целлюлозы, используемой при изготовлении оксидного катода в качестве связующего 
вещества. На основе опыта проведенных испытаний рекомендуется заменять нитроцел
люлозу другим связующим веществом. Показано, что, используя в качестве связующего 
вещества нитраты щелочно-земельных металлов, можно ликвидировать начальное силь
ное испарение.

Характер кривых испарения, снятых при температуре 950° С, был независимым 
от состава слоя. Измерения, проводившиеся при высоких температурах, показали, что 
скорость испарения эмиссионных слоев определенного состава значительно ниже ско
рости испарения применявшихся до сих пор слоев.

В сообщении излагаются результаты измерений, проведенных на ряде эмиссион
ных слоев с низкой скоростью испарения.

Эти факты играют определенную роль с точки зрения тех вакуумных приборов, 
которые содержат оксидные катоды из вольфрама. Их наиболее крупным представителем 
в настоящее время являются люминесцентные лампы.

A cta  Tvehn. H u n g . 14 (1962)





B E R E C H N U N G  D E R  W I R K U N G E N  D E S  K R I E C H E N S  
M I T  H I L F E  D E R  L A P L A C E S C H E N  T R A N S F O R M A T I O N

E . É L IÁ S

SCHIFFSWERFT »GHEORGHIU DEJ«, BUDAPEST 

[E ingegangen am  7. März 1961]

Die Berechnung der W irkungen des K riechens erfordert die Lösung von  D ifferentia l
gleichungen m it konstanten K oeffizienten. D urch die Anwendung der L aplaceschen T rans
form ation wird die Lösung der D ifferentialgleichungen bei gleichzeitiger B efriedigung der 
R andbedingungen in hohem  Maße vereinfacht. B ei der Berechnung der W irkungen des K rie
chens wird in der transform ierten G leichung der E lastizitä tsm odul des B etons E b durch die 
Funktion

E b

P

ersetzt. Infolgedessen unterbleibt die A u fste llun g  und die Lösung der D ifferentialgleichungen, 
das genaue Ergebnis erhält m an durch die R ücktransform ation der üblichen G leichungen  
der Festigkeitslehre.

D ie Anwendung des behandelten Verfahrens wird vom  Verfasser an H and v o n  vier 
Beispielen (m ittiger D ruck, reine B iegung, Tem peraturänderung und K nickung) vorgeführt.

A) A llgem einer Teil

1. E in le itu n g

In  d er Folge soll zu r B e rech n u n g  d e r W irk u n g en  des K riech en s eine 
B erech n u n g sm eth o d e  vo rgefüh rt w erd en , die m it e in fachen  M itte ln  e in  e x ak te s  
E rg eb n is  lie fe r t.1

1. 1. Das Kriechen

D as K riechen  is t  eine p h y sika lische  E rsch e in u n g , die d a rin  b e s te h t , d aß  
d er B e to n k ö rp er u n te r  der W irk u n g  e iner s tän d ig en  B elastung  au c h  n ach  
d er d er B e lastu n g  u n m itte lb a r  fo lgenden  e lastisch en  F o rm än d e ru n g  n ic h t in  
d en  R u h ezu s tan d  g elang t, sondern  die F o rm än d e ru n g  m it e in er m o n o to n  
ab n eh m en d en  T endenz  w eiter z u n im m t, u n d  w enn die von  dem  A u ftre te n

1 Im  vorliegenden Falle wird ein E rgebnis als exakt betrachtet wenn es im  Vergleich  
zu den Ausgangsannahm en (E lastizitätsm odul, K riechfunktion usw.) keinen W iderspruch  
enthält.

A cta  Techn. H u n g . 41 (1962)
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d e r B e la s tu n g  gerech n e te  Z eit gegen u n en d lich  h ä lt ,  sich einem  E n d w e rt 
n ä h e r t .

A u ch  andere  B austo ffe , n am en tlich  d er S ta h l, zeigen ähn liche E rsch e i
n u n g e n ; nö tigenfa lls  k a n n  au ch  h ie rm it g e rech n e t w erden.

1. 2. Voraussetzungen

Im  w eite ren  gelangen  die n a c h s teh en d en  v e re in fach en d en  V o rau sse t
zu n g en  z u r A nw endung :

1. D er B eton  is t e in  hom ogener u n d  iso tro p e r  B austoff.
2. Im  B eton  e n ts te h t  aussch ließ lich  ein n o rm a le r  (einachsiger) S p a n n u n g s

z u s ta n d .
3 . D ie  e la s tisc h e  F o rm ä n d e r u n g  des B e to n s  e n ts p r ic h t  d em  H o o K E sch en  

G e se tz .
4 . D as K riechen  is t der e lastischen  F o rm ä n d e ru n g  p ro p o rtio n a l. D er 

P ro p o r t io n a li tä ts fa k to r  is t d u rch  die von  d e r Z e it abhäng ige  K riech fu n k tio n
g egeben :

£ K r  =  £ei <P(t) ■

N ötigen fa lls  w ird  die K riech fu n k tio n  in  d er üb lichen  F orm

V =  <Pmil — e cl)
a n g e w e n d e t w erden.

Im  obigen A u sd ru ck  b e d e u te t cpm den  E n d w e rt des K riechens.

1. 3. D ie  grundlegende D ifferentialgleichung des K riechens

D ie d u rch  eine se it dem  Z e itp u n k t ta w irk en d e  S pannung  A a  v e ru rsa c h te  
G esam tfo rm än d e ru n g , d . h . die Sum m e der e la s tisch en  F o rm än d eru n g  u n d  des 
K rie c h e n s , b e trä g t im  Z e itp u n k t t ta:

£ =  - ^ - [ i  +  <p{t) — <V (ta)] •
Ef,

W en n  seit dem  Z e itp u n k t t ein  S p an n ungszuw achs A a  w irk t, d a n n  
b e t r ä g t  die G esam tfo rm än d eru n g  im  Z e itp u n k t t -\- A t:

£ (t +  A i)  =  —— [1 +  <P {t +  A t) — cp (ta)] +

+  [1 +  Ф (t +  A i)  — cp (<)].

D u rc h  die E in fü h ru n g  der B ezeichnung

Acp =  cp (t -f- Ai) — cp (t)

A c ta  T echn. H ung . 41 (1962)
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e rg ib t sich fü r  den  F o rm än d eru n g szu w ach s d ie  fo lgende Form el:

J . -  °  +  äC  A r  +  h .
E ,  E„

F ü r den  G ren zü b erg an g  A t —► 0 und  A a  —> 0 e rh ä lt m an fü r d e n  F o rm 
änderungszuw achs die Form el:

de

dt
dw , da

& ~ I-------
dt dt

n ach d em  aber dep/dt ü b e ra ll e x is tie r t, ü b e rg e h t die obige Form el in  d ie  F o rm

W enn die bezüglich  der K rie c h fu n k tio n  g ü ltig en  E in sch rän k u n g en  v e r 
nach lässig t w erd en , sch afft der obige Z u sam m en h an g  —  allein a u f  G ru n d  d e r 
im  P u n k t 1. 2. geste llten  V orausse tzungen  —  eine B eziehung zw ischen  d e r 
v e rän d erlich en  S p an n u n g  und  d er spezifischen  L ängenänderung .

Aus d iesem  G runde w ird d e r obige Z u sa m m e n h a n g  die g ru n d leg en d e  
D iffe ren tia lg leichung  des K riechens g e n a n n t.

1. 4. Das Schw inden

Die p h y sika lische  E rsch e in u n g , die d a r in  b e s te h t, daß  sich d e r frisch e  
B e to n k ö rp er ohne b e la s te t zu sein  v e rk ü rz t, w ird  Schw inden g e n a n n t. D iese 
V erk ü rzu n g  n im m t n ach  der E rh ä r tu n g  des B e to n s  ra p id  zu, d a n ach  n ä h e r t  
sie sich dem  E n d w e rt esch 0 m it e in er m o n o to n  ab n eh m en d en  T endenz . E s  is t  
üb lich , den  ze itlichen  V erlau f des S chw indens d em  des K riechens a ff in  a n z u 
n ehm en , d. h .:

eSch » ( 0 = “  <P (t) =  k<p(t) .
<Pm

Die E n d w erte  des K riechens u n d  des S chw indens <pm und esch 0 s in d  v o n  
d er Q u a litä t u n d  d em  A lte r des B e tons, fe rn e r v o n  den  k lim atischen  V e rh ä l t 
n issen  d er U m gebung  des B eto n k ö rp ers  ab h än g ig .

2. Die Gleichungen der E lastizitä tslehre

Die G le ichungen  d er E la s tiz itä ts leh re  k ö n n e n  in  zwei G ruppen  ze rle g t 
w erden .

1. Gleichgewichtsgleichungen, d ie das G leichgew ich t der au f den  K ö rp e r  
oder a u f  einen belieb igen  Teil desselben w irk en d en  K rä fte  au sd rü ck en .

4 A cta  Techn. H u n g . 41 (1 9 6 2 )
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2. Verträglichkeitsgleichungen. D iese d rü c k e n  aus, daß  von  d en  vom  
G e s ic h tsp u n k te  des G leichgew ichtes aus b e t r a c h te t  m öglichen K rä f te n  (A u ß en 
o d er In n e n k rä f te n )  an  dem  elastischen  K ö rp e r , oder als S p a n n u n g szu s tän d e  
in  d e sse n  einzelnen  P u n k te n , n u r  die K rä f te  a u f t r e te n  können, die F o rm ä n d e 
ru n g e n  h e rv o rru fe n , d ie  m it d er K o n tin u itä t  d es  elastischen K ö rp ers  v e r t r ä g 
lich  s in d .

D ie e rw äh n ten  G leichungen  erscheinen a u c h  in  zusam m engese tz te r F o rm . 
D er W e r t  des T räg h e itsm o m en te s  erg ib t s ich  z. B . aus G leichungen, die e in e r
se its  d a s  G leichgew icht d er A ußen- u n d  In n e n k rä f te , andererse its a b e r  auch  
die F o rm ä n d e ru n g e n  des Q uerschn ittes in  B e tr a c h t  ziehen.

D ie G leichungen  d e r E la s tiz itä ts leh re  s in d  im  allgem einen lin e a r , d . h.

L  (C ! X ,  +  C 2 X 2) =  C± L X ,  +  C2 L X 2.

D ie F o rm  d er lin e a re n  G leichungen d e r E la s tiz itä ts leh re  k a n n  g an z  a ll
g em ein  wie folgt angegeben  w erden:

y  =  S - x .

H ie r  b e d e u te n :

X d ie belastende K raft oder Bewegung;
y  d ie  gesuchte W irkung (Auflagerkraft, Zwang, B eanspruchung, Verschiebung, Spannung); 
S  e in en  von  den geom etrischen und elastischen V erh ältn issen  des Trägers abhängigen Faktor  

(verallgem einerter Übertragungsfaktor).

3. Berechnungsmethoden des Kriechens

In fo lge  des K riech en s k an n  in n e rh a lb  d es  Q uerschnittes eine U m g ru p 
p ie ru n g  d er S p an n u n g en  erfolgen. Bei u n b e s tim m te n  T rägern  k a n n  d ie U m 
g ru p p ie ru n g  der F o rm ä n d e ru n g e n  sogar e ine Ä nderung  der S p a n n u n g e n  zur 
F o lg e  h ab en .

3. 1. Genaue M ethode

B ei der ü b lichen  g en au en  U n te rsu ch u n g  w e rd e n  von dem  als g ru n d leg en d e  
D iffe ren tia lg le ich u n g  des K riechens g e n a n n te n  Z usam m enhang au sg eh en d , 
u n te r  B erü ck sich tig u n g  d er G leichgew ichts- u n d  V erträg lich k eitsb ed in g u n g en , 
D iffe ren tia lg le ich u n g en  angesebrieben ; d a n a c h  w erden  deren die R a n d b e d in 
g u n g e n  ebenfalls befried igende  Lösungen a u fg e su c h t. Mit H ilfe d ieser M ethode  
g e lan g  es, sehr viele A ufgaben  in gesch lossener F o rm  zu lösen. D er N a c h te il 
d e r  ob igen  M ethode b e s te h t d arin , d aß  sie lan g w ie rig  und schw er ü b e rs ich tlich  
is t .  D e r s ta tisch e  C h a ra k te r  der einzelnen G rö ß e n  w ird zw ischen d en  D iffe ren 
tia lg le ic h u n g e n  le ich t u n d eu tlich . Bei d e r  B erech n u n g  einer S p a n n u n g  t r i t t  
z. B . n ic h t  das W id e rs tan d sm o m en t des Q u e rsch n itte s , sondern  t r e te n  solche
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aus den geom etrischen  und  E la s tiz itä tsa n g a b e n  des B etons und  des S tah les  
zusam m engese tz te  G rößen auf, deren  s ta tis c h e r  C h a rak te r  im  F alle  des gege
b enen  P rob lem s n u r  schw er e rk e n n b a r  is t.

3. 2. Annähernde Methode

Die ä u ß e rs t v e rb re ite te  und  in  d er P ra x is  fa s t aussch ließ lich  an g e w a n d te  
an n äh ern d e  M ethode b ew ah rt die s ta tisc h e n  F o rm en  d ad u rch , d aß  bezüg lich  
des B etons ein id ea le r E la s tiz itä tsm o d u l e in g e fü h rt w ird . D er W ert dieses id ea len  
E la s tiz itä tsm o d u ls  b e trä g t in  e rs te r  A n n äh e ru n g

1 +  Ф (*)

F ü r aus hom ogenem  B eton  h e rg es te llte  T räg e r lie fert diese M ethode 
genaue F o rm än d eru n g sw erte  (zur B e rech n u n g  d er B ean sp ru ch u n g en  u n d  
S p an n u n g en  is t d e r E la s tiz itä tsm o d u l u n n ö tig ) . Im  Falle inhom ogener T rä g e r , 
d . h . w enn der T rä g e r  auch  Teile m it a n d e re n  K riechm odu len  e n th ä lt  (S ta h l
b e to n , V e rb u n d k o n s tru k tio n en , A u fb e to n ie ru n g ), erfo lg t eine U m g ru p p ie ru n g  
d e r K rä fte v e rte ilu n g , die G lieder, d e ren  K rie c h fa k to ren  größer sind , w erden  
e n tla s te t ,  und  die a u f  G rund  des id ea len  E la s tiz itä tsm o d u ls  d u rch g e fü h rte  
B erechnung  lie fe rt keine genaue L ösung .

M it dem  idealen  E la s tiz itä tsm o d u l d u rc h g e fü h rte  B erechnungen  ergeben  
in  gewissen F ä llen  e rs tau n lich  gu te  E rg eb n isse . D a ab er diese M ethode doch  
unsicher is t, so is t  es zw eckm äßig , be i n e u a rtig e n  P ro b lem en  das genaue V er
fa h re n  anzuw enden . D er ausgesprochene V o rte il des A n n äh eru n g sv erfah ren s 
b e s te h t d a rin , d a ß  es die s ta tisch en  A n sch au u n g en  restlos b ew ah rt.

In  der Folge w ird  eine B erech n u n g sm eth o d e  v o rg e fü h rt, die die s ta tisc h e n  
A nschauungen  w e itgehend  b e w a h rt u n d  n eb en b e i genaue E rgebnisse  lie fe rt.

Die G rund lage  des zu e rö rte rn d e n  V erfah ren s b ild e t die L ap lacesche  
T ran sfo rm atio n .

4. Die Laplacesche Transform ation

Die L ap lacesche  T ran sfo rm a tio n  is t e in  V erfah ren , das zu r L ösung  
lin ea re r D ifferen tia lg leichungen  m it k o n s ta n te n  K oeffiz ien ten  geeignet i s t .2

M it H ilfe d e r  L aplaceschen  T ra n s fo rm a tio n  w ird  eine D iffe ren tia lg le i
ch u n g  sam t ih ren  A nfangsbed ingungen  in  eine a lgebraische G leichung ü b e rg e 
fü h r t .

2 In der vorliegenden Studie wird von  den verschiedenen D efinitionen, die von  K . W . 
W a g n e r  in seinem  Werke »Operatorenrechnung und Laplacesche Transform ation« [3] 
gebrauchte, angew endet werden.
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D ie angew endeten  S ätze u n d  F o rm eln  sind  die folgenden.
E s  b ed eu te  F(t)  eine F u n k tio n  d er u n ab h än g ig en  V eränderlichen , die fü r  

n e g a tiv e  W erte  von  t den  INullwert a n n im m t. Im  übrigen  sind  w eder K o n ti-  
n u i tä ts - ,  noch  D iffe ren z ierb ark e itsb ed in g u n g en  vo rh an d en .

1. U n te r  der L ap lacesch en  T ran sfo rm a tio n  der F u n k tio n  F(t)  is t  die 
fo lg en d e  i 'u n k tio n  zu  v e rs teh en :

L F ( t )  = f ( p ) = P  j  e—pt ■ F  (t) d t ,
Ó

w o d ie  neue u n ab h än g ig e  V eränderliche  p  d en  P a ra m e te r  der T ra n sfo rm a tio n  
b e d e u te t .

2. Die U m k eh ru n g  der T ra n sfo rm a tio n  ist

F ( t )  =  L - ' f ( p ) .

3. Die T ran sfo rm a tio n  is t  eine lineare  O p era tio n , d ah er g ilt:

L  [C x F x (t) +  C2 F 2 (t)] =  C x L F X (t) +  C2 L F 2 ( t ) .

4 . E ine p a rtie lle  In te g rie ru n g  lie fe rt das folgende E rgebn is:

L F '( t )  =  p L F  (t) -  p F  (0 ) ,

w o F (0 )  den  W ert der F u n k tio n  F(t)  an  d e r S telle t =  0 b ed eu te t.

= f ' ( P )•

1

5 . L [ t - F ( t ) ]

6 . у и!L tn =  ——  , fü r  n
p n

7 . L e ±al — — P  , L
p  a a p  U  a

8. Z ur R ü c k tra n sfo rm a tio n  von P ro d u k te n  d ien t der F a ltu n g -S a tz :

b ^ i ( * ) = / i ( p )  und  l f 2(t) = / 2 ( p ) ,

L -1 J Á P )  ’S A P )  

P
=  F x * F 2 — F 2 * F x ,

W O

F x * F 2 =  J  F x (t) F 2 (t — t) dt 
0

i s t .  In  an d ere r F o rm :

dt
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9. Ä h n lich k e itssa tz :

lim  F  (t) =  lim  f ( p ) .
t-> 0 p - >  00

Im  w eiteren  w erden  h a u p tsäch lich  solche F u n k tio n e n  V orkom m en, deren  
T ran sfo rm ierte  m it  H ilfe der im  P u n k t  7 gegebenen  Z usam m enhänge geb ild e t 
w erden  können .

10. Z ur R ü c k tra n sfo rm a tio n  von  ra tio n e lle n  gebrochenen F u n k tio n e n  
d ie n t H e a v i s i d e s  E n tw ick lu n g ssa tz . W enn

H

G

is t, wo H  (p)  u n d  G (p ) ra tionelle  ganze F u n k tio n e n  der V eränderlichen  sin d , 
d an n  gilt

L - ' f ( p ) _ H ( P Ù _  ePi, 
G (  0) Ú  P ,G ' ( P i)

wo p t, . . . , p n d ie  einfachen W u rze ln  der G le ichung  G(p) — 0 sind .
D er obige Z usam m enhang  w ird  H eavis ides Entwicklungssatz  g e n a n n t. 

Im  Laufe der B eh an d lu n g  des K riechens s ind  die soeben e rö rte rte n  S ätze  zu r 
L ösung des überw iegenden  Teiles d er m öglichen  F älle  h in re ichend . F ü r  die 
R ü c k tra n sfo rm a tio n  kom pliz ie rte re r G le ichungen  f in d e t m an  in  der F a c h lite 
r a tu r  w eitere M ethoden .

5. A nw endung  der Transformation

Die g ru nd legende  D ifferen tia lg leichung  des K riechens ist

d£b 1 L  I dab !
d<p E„ ( 6 d p )

W enn im  gegebenen Z u sam m en h an g  p  als u nabhäng ige  V eränderliche  
angesehen w ird , d a n n  ist nach P u n k t  4 des 4. A bsatzes die T ran sfo rm ie rte  d er 
obigen D ifferen tia lg leichung :

pLe„ -  p  ■ e„ (0) =  [L ab +  p L o b -  p - a b (0 )],
-c-ü

L a h
E

1 4
b r L eb

1

1 + 1 E b
P P

fo lg t. N achdem  im  allgem einen an fangs t =  0 is t, und  so im  Z e itp u n k t (p =  0
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d e r  Z u sam m en h an g  ob(0) =  E b £*(0) g ilt, e n tfä ll t  das zw eite Glied d e r re c h te n  
S e ite  d e r  G leichung, die d a h e r die fo lgende F o rm  an n im m t:

L a b = -----~ - L s „ .
1 +  —

P

D as erh a lten e  E rgebn is d rü c k t die T a tsa c h e  aus, d aß  zw ischen d en  T ra n s 
fo rm ie r te n  der spezifischen L än g e n ä n d e ru n g  u n d  den  d er S p an n u n g  ein  m it 
d em  H ooK E schen  G esetz fo rm ell id e n tisc h e r Z u sam m en h an g  b e s te h t, w en n  der 
E la s t iz i tä ts m o d u l des B etons d u rch

i  +  i
P

d iv id ie r t  w ird . Es is t n ich t ü b erflü ssig  schon  je tz t  zu bem erken , d a ß  d ie  G röße

E b

P

—  die  d e m  idealen  E la s tiz itä tsm o d u l form ell seh r ähnlich  is t und  diese Ä h n lich 
k e it  d u rc h  die T atsache  n och  e rh ö h t w ird , d a ß  n ach  P u n k t 6 des 4. A bsatzes 
1 /p  g e ra d e  die T ran sfo rm ie rte  von  cp(t) d a rs te l l t  — keine Z ahl so n d e rn  eine 
F u n k t io n  is t, die zw ischen d en  T ra n s fo rm ie r ten  d er F u n k tio n en  a u n d  e e inen  
Z u sa m m e n h a n g  hers te llt.

D ie  G leichungen d er F es tig k e its leh re  s ind  lin ear, dah er k a n n  die L a p la c e 
sche  T ra n s fo rm a tio n  gliedw eise an g ew en d e t w erden . Die K o n s tru k tio n  e iner 
G le ich g ew ich ts- oder F o rm än d e ru n g s- bzw . D ifferen tia lg leichung  is t  d a h e r  in 
B ezu g  a u f  die T ran sfo rm atio n  in v a r ia n t. B ei d er T ran sfo rm atio n  t r e te n  an  die 
S te lle  v o n  a und  e deren  T ra n sfo rm ie rte , a n s ta t t  E b aber

E b

1 + 1

P

in  d ie  G leichungen . Im  Zuge d er O rd n u n g  d er G leichungen g e lang t m an  zu 
G le ich u n g en  von  b ek a n n te n  F o rm en  (z. B . T räg h e itsm o m en t), in  d en e n  die 
b e la s te n d e n  K räfte  und  B ew egungen  sowie deren  säm tliche W irk u n g en  d u rc h  
ih re  T ra n sfo rm ie rten  e rse tz t w erd en , w ä h re n d  die e lastischen  A n g ab en  des 
T rä g e rs  u n v e rä n d e rt b le iben , n u r  fü r  E b is t  d e r A usdruck

e in z u se tz e n .

E b
1

- f  - -

P
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Die R ü ck tran sfo rm a tio n  d er G leichungen lie fe rt den  g esuch ten  Z u sam 
m enhang  zw ischen den  b e lastenden  K rä ften  u n d  B ew egungen, fe rner zw ischen 
deren  W irkungen .

Folglich is t die allgem eine T ran sfo rm ie rte  d e r E las tiz itä tsg le ich u n g en  
bei g leichzeitiger B erück sich tig u n g  des K riech en s:

L y = S { p ) L x  •

Die B erechnungsm ethode  des K riechens m it H ilfe der L ap laceschen  
T ran sfo rm atio n  is t d a h e r m it d e r  B erech n u n g  u n te r  B en ü tzu n g  des idealen  
E la s tiz itä tsm o d u ls  form ell id en tisch . D as E rg e b n is  m uß  ab er n ach träg lich  
rü c k tra n sfo rm ie rt w erden .

6 . Ein ige  Bem erkungen

6 . 1. Das Schwinden

Das S chw inden  ä n d e rt die L änge des B e to n k ö rp e rs  ebenso wie eine a u f  
ih n  w irkende D ru c k k ra f t iVSC|, =  £Sch '  Eft '  F i r > w o  Fft die F läche  des B e to n 
q u ersch n itte s  b e d e u te t.

N achdem  e =  к q> (t) ist (Siehe A bsatz  1, P u n k t  4), is t 

iVsch == k - E b- F b -(p(t)

und

L N sch =  k  • Lcp ;
1 +  —  

p

L  cp — 1 Ip  (siehe den Z u sam m en h an g  in  A b sa tz  4, P u n k t 6). D ah er is t

1 + P

Folglich k a n n  angenom m en w erden , d a ß  a u f  den  G esam tträg e r die obige 
K ra f t  N sch w irk t, aus der die B eton - und S tah lb ean sp ru ch u n g en  bzw . S p a n n u n 
gen b erechnet w erd en  können . E s is t s e lb s tv e rs tä n d lic h , d aß  von  d er B e to n 
b ean sp ru ch u n g  die K ra f t  iVSCh abgezogen w erden  m u ß , da  sie b loß  eine f ik tiv e  
K ra f t  is t; d ie d u rc h  ihre W irk u n g  v e ru rsa c h te  V erk ü rzu n g  is t m it d er d u rch  
das Schw inden v e ru rsa c h te n  L än g en än d e ru n g  id en tisch .

6 . 2. Zeitlich veränderliche belastende K ra ft  oder Bewegung

Im  F alle  e in e r zeitlich  v erän d erlich en  b e la s te n d e n  K ra ft oder B ew egung 
b e d e u te t x(t) d ie ze itlich  verän d erlich e  B e la s tu n g . In  der T ran sfo rm a tio n  w urde
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cp a ls u n ab h än g ig e  V erän d erlich e  angesehen , d a h e r m uß  auch  die B e la s tu n g s
fu n k tio n  d u rch  diese V erän d erlich e  a u sg d rü c k t w erden . D . h.

X (t) =  X [t (93)] oder k u rz  x(<p).

W en n  die b e lasten d e  K ra f t  oder B ew egung k o n s ta n t is t, d a n n  is t  nach  
d em  Z u sam m en h an g  in  A b sa tz  4, P u n k t  6

L x  — X

u n d  d ie  E la s tiz itä tsg le ic h u n g  la u te t

L y  =  S { p ) x .

N ach  R ü c k tra n sfo rm a tio n  g e h t obige G leichung in  die F orm

y (< p )= A (< p ) -x ,  
ü b e r , w o A  (cp) =  L -1  S  (p ) i s t .

Im  Falle einer v e rä n d e rlich e n  B e lastu n g  is t die E la s tiz itä tsg le ic h u n g

L y  =  S  (p )  L x .

N a c h  e in e r u n te r  A n w en d u n g  des F a ltu n g -S a tze s  (siehe den  Z u sam m en h an g  
in  A b sa tz  4, P u n k t 8) d u rc h g e fü h rte n  R ü ck tra n sfo rm a tio n  e rh ä lt  m a n  die 
G le ichung

У  =  —  [ М я > )  * x ( v ) \ .
acp

6. 3. K onstruktionen, die Betone enthalten, deren Kriechendwerte verschieden s ind

In  diesem  Falle sind  versch iedene F u n k tio n e n  rp =  cp (t) v o rh a n d e n . 
V o ra u sg e se tz t, daß  d er ze itliche  A b la u f d ieser F u n k tio n e n  id e n tisc h  is t, e r
sc h e in t es zw eckm äßig, die Z e itfu n k tio n

M O  =  Ä
<Pm

als u n ab h än g ig e  V eränderliche  zu  b e tra c h te n , deren  E n d w ert fü r  alle B e to n 
a r te n  die E in h e it ist.

D ie grundlegende G leichung des K riechens n im m t in  d iesem  F a lle  die
F o rm

Lo„ =  -  Eb -  L e b
\  +  —

P

a n , w o (pm der K riech fak to r d e r e inzelnen  B e to n a rte n  is t.
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6. 4. Die A nw endung des Entwicklungssalzes

B ei der B erech n u n g  des K riechens k a n n  die rü ck zu tran sfo rm ie ren d e  
F u n k tio n  in  der überw ieg en d en  M ehrzahl d er F ä lle  in  der F o rm  e in e r ra t io n a 
len gebrochenen  F u n k tio n  angeschrieben  w erd en . E s fo lg t aus dem  p h y sik a li
schen W esen des P rozesses (B eschränkung), d a ß  die G radzah l des Z äh le rp o ly 
nom s d er des N en n erp o ly n o m s gleich, oder k le in e r als die G rad zah l des le tz te 
ren  is t. In  diesem  Falle k a n n  d er E n tw ick lu n g ssa tz  in  d er fo lgenden F o rm  ange
sch rieben  w erden

i - ' A p ) = / ( « » )  - Í '  — 1 (1 -  «w )-
<=i

D er S atz  is t b loß im  F a lle  e infacher W u rze ln  gü ltig , k an n  a b e r  fü r den 
Fall m eh rfach er W urzeln  le ich t erw eitert w erden .

N ach  dem  Z u sam m en h an g  in  A bsatz  4, P u n k t  9 is t / ’( QO ) =  m -  
D aher is t das erste  G lied a u f  der rech ten  $ e ite  des obigen A u sd ru ck es der 
W ert d e r gesuchten  W irk u n g  im  Z e itp u n k t t =  0, <p =  0. D as zw eite  G lied, 
das die F o rm  einer S u m m e h a t, is t die Ä n d e ru n g  d er W irk u n g  infolge des 
K riechens.

6 . 5. Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung

D ie c h a ra k te ris tisch e  G leichung, die in  d e r T heorie  der lin e a re n  D iffe
ren tia lg le ich u n g en  m it k o n s ta n te n  K oeffiz ien ten  eine w ichtige R o lle  sp ie lt, 
t r i t t  be i d e r A nw endung d e r  T ran sfo rm atio n  ebenfa lls auf. H eav is id es  E n t 
w ick lungssa tz  liefert die rü ck zu tran sfo rm ie ren d e  F u n k tio n  in  d er F o rm  einer 
ra tio n a le n  gebrochenen F u n k tio n . Zur Z erlegung in  e lem en tare  B rü ch e  benö
tig t m an  die B estim m u n g  d e r  W urzeln  des N en n erp o ly n o m s. D as N en n e rp o ly 
nom  is t m it der c h a ra k te ris tisch e n  G leichung des S ystem s der D iffe ren tia lg le i
chungen  id en tisch . W enn  m a n  erw äg t, daß  diese G leichungen  einen  p h y s ik a li
schen In h a l t  ausd riieken , so können  b etreffs  ih re r  W urzeln  gewisse F e s ts te l
lungen  gem ach t w erden , ohne d aß  h ierbei die A llgem einheit e in g esch rän k t 
w ürde.

6 . 5. 1. Im  Sinne d e r  A rbeitsg le ichungen  is t  die M atrix  eines G le ichungs
system s, das einen e la s tisch en  Z usam m enhang  a u sd rü c k t, sy m m etrisch  oder 
k an n  a u f  solche W eise sy m m etrisch  g es ta lte t w erd en , d aß  die G lieder d e r  H a u p t
d iagonalen  den  E la s tiz itä tsm o d u l des B etons e n th a lte n . S äm tliche  G lieder de 
M atrix  sin d  reell.

N ach  der M atrix -A lg eb ra  sind in d iesem  F alle  säm tlich e  E ig en w erte  der 
b e tre ffen d en  M atrix  reell.
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D ie B erück sich tig u n g  des K riechens d u rc h  die L ap lacesche T ra n sfo r
m a t io n  ä n d e rt die F o rm  d e r  G leichungen n ic h t, d a h e r  sind  die E ig en w erte  von 
d e r  F o rm

E b

1 +
1

P i

sow ie  d ie  von p (- eben fa lls  ree ll.
6 . 5.2. W enn im  Z u sam m en h an g  von  d e r F o rm  y  —■ S x  d e r W e rt des 

Ü b e rtra g u n g sk o e ffiz ie n te n  S  u nend lich  w ird , so b e d e u te t das, d a ß  eine endliche 
b e la s te n d e  K ra ft oder B ew eg u n g  eine unend liche  W irk u n g  h e rv o rru fe n  k an n .

A us dem  p h y s ik a lisc h e n  W esen der E rsc h e in u n g  fo lg t, d a ß  fü r  in  der 
W irk lic h k e it  m ögliche, d . h .  positive  W erte  v o n  E b der soeben  g esch ilderte  
Z u s ta n d  n ich t e in tre te n  k a n n . D aher is t das V erschw inden  des N enners in  
e in e r  ra tio n a le n  g eb ro ch en en  F u n k tio n  n u r  im  F a lle  eines n e g a tiv e n

Eb

1 + 1

P

m ö g lic h , d. h. fü r ■— 1 p  <7 0.
F ü r  K o n s tru k tio n e n , d ie  B etone v o n  v e rsch ied en en  K riech en d w erten  

e n th a l te n ,  ist nach  A b sa tz  6 , P u n k t 3 die u n ab h än g ig e  V eränderliche  fü r  alle 
B e to n a r te n  einheitlich  d ie  Z e itfu n k tio n  ç>0(t), d e re n  E n d w ert die E in h e it ist. 
I n  d ie sem  Falle v e r la n g t d a s  N egativw erden  des A usdruckes

d a ß  cpm  max p  <  " ~ifm m in  sei, wo cpm  m ax  bzw . <pm m in den  g rö ß te n  bzw. 
d e n  k le in s ten  K rie c h e n d w e rt d e r B austoffe b e d e u te n , die in  d er K o n s tru k tio n  
V ork om m en .

7. Statisch  unbestimmte Träger

N achdem  die Z u sam m en h än g e , die die F o rm ä n d e ru n g e n  d e r K o n s tru k 
t io n  beschreiben , d en  Z u sam m en h än g en , die d a s  K riechen  n ic h t in  B e tra c h t 
z ie h e n , form ell g leichen , k a n n  die B estim m ung  d e r in  s ta tisc h  u n b e s tim m te n  
T rä g e rn  au ftre ten d en  Z w an g sk rä fte  m it H ilfe je d e r  der ü b lichen  M ethoden  
d u rc h g e fü h r t  w erden.

D ie u n b estim m ten  Z w an g sk rä fte  k ö n n en  v o n  b e la s ten d en  K rä f te n  oder 
B ew eg u n g en  h errü h ren .
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7. 1. Der Träger ist durch belastende Kräfte beansprucht

Im  Falle d er A nw endung  d e r K ra f tm e th o d e  können  die B e la s tu n g s- und 
E in h e itsk o e ffiz ien ten  in  d e r ü b lichen  W eise d a rg es te llt w erden . F a lls  der 
T rä g e r  hom ogen is t, d . h . w enn er aussch ließ lich  aus B eton  b e s te h t, o d e r einen 
k o n s ta n te n  Q u e rsch n itt h a t ,  z. B . eine m it einem  W alz träg er z u sam m en w irk en 
de S ta h lb c to n p la tte , k ö n n en  aus d en  B ed ingungsgleichungen  d e r E la s t iz i tä ts 
m o d u l bzw . die G rößen  E J  oder E F  e lim in ie rt w erden . In  d iesem  F a lle  sind 
die Z w an g sk rä fte  von  d e r S te ifig k e it des T räg ers  un ab h än g ig , d a h e r  ä n d e rt 
d as  K riech en  die K rä f te v e r te ilu n g  des T rägers n ich t.

D ie K rä f te v e r te ilu n g  des T räg ers  ä n d e rt sich  auch  d an n  n ic h t, w enn  die 
S te ifig k e iten  der e inzelnen  T rä g e ra b sch n itte  in  d e r tra n sfo rm ie rte n  F o rm , die 
das K riechen  in  B e tra c h t z ieh t, b loß  d u rch  einen  k o n s ta n te n  F a k to r  v o n e in a n 
d e r abw eichen , da  in  d iesem  F alle  eine verg leichende S teifigkeit ( E J  oder E F )  
au s d en  G leichungen e lim in ie rt w erden  k an n .

D ieser S atz  is t  die V era llgem einerung  v o n  C olonettis e rs te m  S a tz , der 
ü r  hom ogene B e to n trä g e r  g ilt [2], [3] .3

7. 2. Der Träger ist durch belastende Bewegungen beansprucht

B elastende B ew egungen  k o n s ta n te n  C h arak te rs  sind von d e r  S te ifig k e it 
des T räg ers  u n ab h än g ig , d a h e r k ö n n en  die S te ifig k e iten  aus d en  B ed in g u n g s
g le ichungen  n ich t e lim in ie rt w erden . Folglich  w erden  die d u rch  die b e la s te n d e n  
B ew egungen v e ru rsa c h te n  B ean sp ru ch u n g en  d u rc h  das K riech en  b e e in flu ß t. 
D ieser S a tz  is t m it C olonettis zw eitem  S atze id en tisch  [2].4

8 . Die Genauigkeit der Berechnungsmethode

Die m it H ilfe des L ap lacesch en  O p era to rs  d u rch g efü h rte  B erech n u n g  
d e r W irk u n g  des K riechens is t d er a u f  d er G rund lage  des idealen  E la s t iz i tä ts 
m oduls d u rch g e fü h rten  äh n lich , sie sch e in t d a h e r  geeignet zu  se in , u m  m it 
ih re r  H ilfe a u f die G enau igke it d e r A n n äh eru n g  schließen zu k ö n n e n . W enn 
m an  in  d er F o rm el L y  =  S (p )L x  d ie B ezeichnungen  der T ra n s fo rm a tio n  w eg
lä ß t  u n d  fü r die G röße 1 jp  ih re O b erfu n k tio n  cp e in se tz t, ü b e rg eh t m a n  zum  
A u sd ru ck  y  =  S( 1/дг)л:, d . h . m an  g e lan g t zu r B erechnung  m it H ilfe des idea len  
E la s tiz itä tsm o d u ls . Die G en au ig k e it d er A n n äh eru n g  h a t  ih ren  U rsp ru n g  d a rin , 
d a ß  die O pera tion  der T ra n sfo rm a tio n  in  A n b e tra c h t d er R eihenfolge n u r  m it 
e in er linearen  F u n k tio n  v e r ta u sc h b a r  is t, fü r eine beliebige F u n k tio n  b e s te h t

3 Colonettis erster Satz lautet: »Wirken auf den statisch  u n bestim m ten  Träger
D auerlasten , dann ändert das K riechen, das durch diese hervorgerufen wird, den  Spannungs
zustand nicht, nur die Verform ungen werden größer.«

1 Colonettis zw eiter Satz  lautet: »Wirken auf den statisch  un bestim m ten  Träger 
dauernd von  der Zeit abhängige oder unabhängige belastende Bewegungen, dann ändert das 
durch diese hervorgerufene K riechen den Spannungszustand, die Form änderungen werden 
aber n icht verändert«.
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die  V e rta u sc h b a rk e it n ic h t .  D ie F u n k tio n  S (p )  is t  ab e r im  allgem einen  eine 
ra t io n a le  gebrochene F u n k tio n .

Im  w eiteren  w ird  e in  d ie  G enauigkeit d e r  m it  H ilfe des idealen  E la s tiz i
tä ts m o d u ls  d u rc h g e fü h rte n  B erechnung  b e tre ffe n d e r  Satz  abge le ite t.

E s sei y> eine reelle  Z ah l, die dazu  geeignet is t ,  d a ß  w enn m an  sie m it dem  
K riech w 'ert cp m u ltip liz ie r t, d ie  B erechnung m it H ilfe  des idealen  E la s t iz i tä ts 
m o d u ls  fallweise e in  g en au es  E rgebnis lie fe r t. N ach  der h ier v e rw en d e ten  
B eze ich n u n g  ist L F ( t )  =  / ( p ).5

W en n  im  Sinne d e r  B ed ingung  fü r p  d e r A u sd ru ck  1 /(cp ■ ip) e in g ese tz t 
w ird , d a n n  ist

/
1

<TV> .
F  (cp).

A us dem  p h y s ik a lisc h e n  W esen des K riech en s  fo lg t, d aß  im  F alle  e iner 
k o n s ta n te n  W irkung  die F u n k tio n  F(t) m o n o to n  u n d  b esch rän k t is t.

E s  sei angenom m en , d a ß  sie m ono ton  z u n eh m en d  is t. In  d iesem  F alle  
is t  d ie  G leichung d e r T a n g e n te  der F u n k tio n  F(t)  im  P u n k te  F(cp) a -f- b • i, 
w o 6 p o s itiv  ist. A us B ild  1 is t ersich tlich , d a ß  а  -)- b • t ]> F(t) is t.

N achdem  e~ tp p o s it iv  is t  (p  is t reell u n d  p o sitiv ) , so is t

p  ■ ) e~~,p (a -\- b • t) dt >  p  • f°e ,p F  (t) d t ,
ó b

d as h e iß t ,

L (a +  b ■ t) >  L F  (t) ,

L (и —(— b • t) =  Lei —{- Lb  • t =  о —I- —  ,
P

°  +  "— >  L F  (t) = f ( P )-
P

W enn  nach d er g este llten  B ed ingung p  d u rc h  1 /(cp ■ ip) e rse tz t w ird , 
e rh ä l t  m an :

а  +  bepep > /
1

v v >

d a  a b e r  a -f- b cp =  F (c p )  is t ,  so gilt

F  (cp) - j-  b cp (ip  —  1 ) >  F  (cp) u n d  bep (cp —  1 ) >  0 .

5 In  der Operation der Transform ation wird cp durch eine allgem eine Veränderliche  
t ersetzt. D ies ist notw endig , um  den untersuchten K riechw ert cp (der nicht unbedingt den 
E n d w ert bedeutet) von  der unabhängigen Veränderlichen des bestim m ten Integrals zu unter
scheiden . D ies ist sta tth a ft, nachdem  L F (t ) bloß eine F u n k tion  von p  ist.
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Falls die F u n k tio n  F (t) m o n o to n  zunehm end  is t , is t b p ositiv  u n d  d an n  ist 
ip 1. I ’ü r eine m o n o to n  ab n eh m en d e  F u n k tio n  F(t)  is t  die A b le itu n g  ähnlich  
u n d  d a n n  g ilt ebenfalls y> >  1.

Es k a n n  fe s tg es te llt w erd en , daß  die B e rech n u n g  m it H ilfe des idealen  
E la s tiz itä tsm o d u ls  zw ar eine g u te  A nnäherung  lie fe rt, doch  geh t sie a u f  K osten  
d e r S ich erh e it.

W ie g roß  y) sein m ü ß te , um  in jedem Falle ein der Sicherheit  e n tsp re c h e n 
des E rg eb n is  zu e rh a lte n , k a n n  n ich t v o rh e rg esag t w erden .

9. Spektrale Zerlegung

M it H ilfe des E n tw ick lu n g ssa tzes  k an n  die d u rch  das K riech en  v e ru r
sach te  W irk u n g  als eine S um m e einfacher E x p o n e n tia lfu n k tio n e n  d a rg es te llt 
w erden . E ine  einfache E x p o n e n tia lfu n k tio n  b e sc h re ib t ab e r, wie d a s  aus dem  
e rs ten  B eispiel e rs ich tlich  is t , auch  das K riech en  e iner a u f  m itt ig e n  D ruck  
b e a n sp ru c h te n  S ta h lb e to n sä u le  m it sy m m etrisch e r B ew ehrung . D ies k ann  
au ch  so fo rm u lie rt w erd en , d a ß  ein Y erb u n d träg e r m it H ilfe des E n tw ic k lu n g s
sa tzes in  e in fache , a u f  D ru ck  b ean sp ru ch te  S äu len  zerleg t w erden  k a n n . E in 
a u f  B iegung  b e a n sp ru c h te r  T rä g e r w ird von  B u s e m a n n  a u f  äh n lich e  W eise 
in  zwei S äu len  zerleg t [4].

W enn  sich die B e la s tu n g  in der Zeit ä n d e r t ,  h ö r t  das d isk re te  S p ek tru m  
auf, u n d  m an  g e lang t zum  u n end lichen  S p e k tru m , das d u rch  d en  E n tw ic k 
lu n g ssa tz  ebenfalls geliefert w ird  (der Satz is t au ch  fü r  tra n sz e n d e n te  F u n k tio 
nen  gü ltig ). In  gew issen F ä llen  k an n  die H ilfe eines an d eren  R ü c k tra n s fo r
m a tio n sv e rfah ren s  in  A n sp ru ch  genom m en w erden .

B ) Vorführung der Berechnungsm ethode an Hand einzelner Beispiele

Im  w eite ren  w ird  das b eh an d e lte  V erfahren  an  H an d  ein iger B eispiele e r
lä u te r t .  E s h a n d e lt sich  d ab e i n ich t um  eine vo llk o m m en e  D ars te llu n g , sondern  
die Beispiele sollen n u r  d azu  d ienen , um  a u f  den  versch iedenen  G eb ie ten  der
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A n w e n d u n g  au f einzelne K u n s tg r if fe  der V erw en d u n g  d er M ethode  h in z u 
w e isen . Im  M itte lp u n k te  s te h e n  n ic h t die E rg eb n isse  —  ein G ro ß te il d e r P ro 
b lem e  is t  j a  schon lä n g s t g e lö s t — , sondern  das V erfah ren  als solches.

D ie  M ethode is t g ee ig n e t, in  einzelnen F ä lle n  F o rm eln  von  a llgem einer 
G ü lt ig k e it  zu liefern. N e b e n b e i k a n n  sie au ch  zu r L ösung n u m erisch e r A uf
g a b e n  zw eckm äßig  v e rw e n d e t w erden .

1. Der mittige Druck

E s  w ird der F a ll eines sy m m etrisch  b e w e h rte n  S ta h lb e to n q u e rsc h n itte s  
b e h a n d e l t .  B ezeichnungen:

F b F läche des B eton q u ersch n ittes,
F s G esam tfläche der Q uerschnitte der Stahleinlagen,
E b E lastizitätsm odul des B e to n s,
E s E lastizitätsm odul des S tah les, 
crb Betonspannung,
(Tg Stahlspannung,
P  konstante D ruckkraft, 
n =  E s/E b .

Abb. 2

1. I .  D ie  Betonspannung

D ie T ransfo rm ierte  d e r B e to n sp an n u n g  w ird  in  der fü r den  V e rb u n d 
q u e r s c h n i t t  üblichen W eise angesch rieben , se lb s tv e rs tä n d lic h  w ird  a b e r E b 
d u rc h

E b

P
u n d  n  d u rc h

n
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e rse tz t.

L a h =

Fb +  n i  +  ( F b +  n - Fs ) P  +  n ' F s

P L - 1
( Fb + n ■ Fs ) P  +  » •  Fs 

N ach dem  E n tw ick lu n g ssa tz  in  A bsatz  4 , P u n k t  10 ist

b - V ( p )  = / ( « > )  -  2  - Нг Р< V (!  - e _ W )- 
i= l  P I G  ( P i )

N ach dem  Z u sam m en h an g  in A bsatz  4, P u n k t  9 is t f (  °°) — JF(0), d . h. 
d e r W ert d er gesu ch ten  W irk u n g  ohne B erü ck sich tig u n g  des K riechens:

P  P p ,
Oh =

P 1 =

F b +  n  ■ Fs P l ( F b +  n -  Fs)  

n ■ К

(1 - e P * ) ;

F b +  n ‘ Fs

Ob =  O0 ■ ePl<r a bo —

1. 2. S pannung  der Stahleinlagen

L a .  =  n 1 -)------- 1 L a b -
P

F b +  n ' Fs

p n ( p  +  1)

( F b +  n -  F s ) p  +  n -  Fs

p n ( p  +  1)

P l (  Fb +  n  ■ Fs )

(1 -  eP.) =

'sO l  — Pl  1 (1 — epi*) 
Pi

1. 3. Die W irkung  des Schwindens  

b - Fb-EbL N scb =
1

L a  -  ^ 1 ь - ЕЛ  
L  b ~ 1 + p ( F b +  n  ■ F, ) P  +  n  ■ F b

k  • Fb - E„ 1 _  FbP  —  (F s - f  n  • Fs) —  n  • Fs

F b 1  + P  ( F b +  n  • P , ) P  +  n - Fs

k  ■ E b ■ n • F ,
{Fb +  n . F s) p  +  n - F s
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L a s =

V , / '  ‘ "  1 V T  (X -  eP‘f") =  -  * • -E» (1 -  ePl") •
P i ( Fb +  n ■ Fs) 

n ■ Fb ■ E b n ( p  +  1)

1 +  P (F b +  n ■ Fs) p  +  n ■ Fs

— к  ■ Fb • E b ■

as =  — k • Fb ■ E b

(F„ +  n  ■ Fs) p  +  n ■ Fs

■ -------------------------  (1 -  ePw)
P l ( F b +  n . F s)

k  ‘ F b -  Е ь Ц  _  ePl„)

D ie R ich tig k e it d er E rgeb n isse  k an n  le ich t nachgew iesen w erd en , indem  
m a n  d a s  P rob lem  m it H ilfe v o n  D iffe ren tia lg le ich u n g en  löst.

ö  О

2. Die reine B iegung

Y o r d er E rö rte ru n g  der re in en  B iegung is t zw eierlei zu b em erk en .
1. D ie B erechnung  des K riech en s m it H ilfe der L ap lacesch en  T ra n sfo r

m a tio n  w ird  u n te r  B e n u tz u n g  v o n  F o rm e ln  d er S ta tik  u n d  d e r F e s tig k e its 
leh re  d u rch g e fü h rt.

D e ra r t  k an n  die L ösung  d e r e inzelnen  P rob lem e, so z. B . au c h  die des 
P ro b le m s der re inen  B iegung  u n te r  B en u tzu n g  von  m eh reren  M ethoden  in 
A n g riff  genom m en w erden . D ie S ch ilderung  d ieser M ethoden , die sich  v o n 
e in a n d e r  n u r  in  der G ru p p ie ru n g  d er Z u sam m enhänge  d er S ta tik  u n d  d e r F estig 
k e its le h re  u n te rsch e id en , k a n n  n ic h t d en  G egenstand  d er gegen w ärtig en  U n te r
su c h u n g e n  b ilden ; d ah e r w ird  j e tz t  w illkü lirlich  die von  B. F r i t z  [ 6 ]  zu r B erech 
n u n g  v o n  V e rb u n d k o n s tru k tio n e n  b e n u tz te  M ethode als G rund lage  d er T ra n s 
fo rm a tio n  b e tra c h te t  w erden . E s is t s e lb s tv e rs tä n d lic h , d aß  irgendw elche  andere 
M e th o d e n  fü r die T ra n s fo rm a tio n  ebenfa lls geeignet sein und  zu id en tisch en  
E rg e b n is se n  füh ren  können .

2. D u rch  die T ra n sfo rm a tio n  würd die F u n k tio n  F (( j . ) . die e ig en tlich  eine 
Z e itfu n k tio n  is t, in  eine F u n k tio n  f ( p )  m it dem  A rg u m en t p  ü b e rg e fü h rt. Bei 
d e r  U n te rsu c h u n g  des K riech en s w ird  der E la s tiz itä tsm o d u l des B e to n s m it 
d e r  F u n k tio n

P
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in  B e tra c h t gezogen, w ä h re n d  das V erhältn is des E la s tiz itä tsm o d u ls  des S tah les 
zu dem  des B etons

E s

b e trä g t .  W enn das E la s tiz itä tsv e rh ä ltn is  des S ta h le s  zum  B eto n , ohne das 
K riech en  in  B e tra c h t zu  z iehen , m it n 0 b eze ich n e t w ird , d an n  is t im  Falle, 
w en n  das K riechen  eben fa lls  be rü ck sich tig t w ird ,

n (p ) =  n0

Im  w eite ren  w ird fü r n(p)  n u r  die B ezeichnung n  v e rw e n d e t w erden , ohne  dab e i 
zu  vergessen , daß  n eine F u n k tio n  von p  is t. F a lls  d ie T ran sfo rm a tio n  m it dem  
P a ra m e te r  »n<< d u rc h g e fü h rt w ird , is t L y  =  S (n )L x .  B ei der R ü c k tra n s fo rm a 
tio n  m u ß  aber der Z u sam m en h an g

n =  nu

b e rü c k s ic h tig t w erden . D ies fü h r t  zum  fo lgenden  E rg eb n is :

1 _  1 P

J l  +  —  ) — n t К — п х) р  +  п0
l p )

1 p
t() — n,

p  +  — ~ -  
«0 — «1

1
• L - 1 P

n 0 — n n .,
1 P +  -

ÍT0 n i

------------<p
e п’- п'

N atü rlich  kann  au ch  ein an d erer geeigneter P a ra m e te r  gew ählt w erden , 
z. B . d er A bstand  des S ch w erp u n k tes  des V e rb u n d p ro fils  vom  S ch w erp u n k t 
des S tah les  oder des B e to n q u e rsc h n itte s . Die U n te rsu c h u n g  eines a u f  B iegung 
b e a n sp ru c h te n  Q u ersch n ittes  m it B u s e m a n n s  N u llp u n k tsm e th o d e  des K riech en s 
[4] k a n n  a u f  diesen F a ll zu rü ck g e fü h rt w erden. D ie N u llp u n k te  des K riechens 
b ild en  die P o lp u n k te  d er T ran sfo rm atio n .
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D ie W irkung  des K rie c h e n s  a u f  den Q u e rsc h n itt  eines d u rch  e in  äußeres 
M o m e n t b e laste ten  T räg e rs  w ird  u n te r  B e n u tzu n g  des von  B. F r i t z  en tw ick e l
te n  V erfah ren s  [6] v o re rs t g an z  allgem ein ge löst.

E s  bezeichne:
M  das auf den Q uersch n itt wirkende B iegem om ent,4 
F s die Q uerschnittsfläche des Stahlträgers,
J s das T rägheitsm om ent des Stahlträgers,
F b die Fläche des B etonqu erschn ittes,
J b das T rägheitsm om ent d es B etonquerschnittes,
a  den Abstand des Schw erpunktes des B etonquerschn ittes von  dem  des Strahl

querschnittes,
ebu, eboi esu» eso A b stän d e der unteren und oberen K andfasern der B eton- und  Stahl

querschnitte v o n  den  betreffenden Schw erpunkten.

Abb. 3

N a c h  d e r  M ethode von  B . F r i t z  [6 ] w erden  d ie  ta tsäch lich en  E la s t iz i tä ts 
m o d u lw e rte  für den B e to n  d u rc h  1 und  fü r d en  S ta h l du rch  n e r s e tz t:

K = Z b Л ; S =  J b +  Js-n +  K  a*.
Fb +  Fs -n

V o n  d e m  au f den Q u e rs c h n itt  w irkenden  B iegem om en t e n tfä llt:

a u f  d e n  B e to n  M b =  M  •

a u f  d e n  S ta h l M , =  M  •

D ie Z u g -D ru c k k ra ft b e trä g t  N  =  M  •

A

s ’

J s n
s

K a

M b =  M  ■ Jb
J b -b J s • n К  ■ a-

M - J b ( P b +  Fs ' n )
{Jb J s ' n ) ( Fb Fs ' n ) +  Fb . F s ■ a2 n
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N ach a lg eb ra isch er O rd n u n g  e rh ä lt  m an  fü r den N e n n e r  des obigen 
B ru ch es die F o rm :

Js •  К ' n 2  +  (Jb •  К  +  Ja •  - P f ,  +  Fb • К  '  °2) n +  Jb •  Fb =

= F l  - n - • i j  Fs • n • Fb (ib -)- i2 -|- «") +  -Fft • t i  =

=  F l ■i2s + n (*2 4" *s +  ° 2) +  [ •

Die N u llste llen  des N en n ers  e rh ä lt m an  d u rch  die S u b s titu tio n

F.

a u s  d er fo lgenden q u a d ra tisc h e n  G leichung :

x 2 - i l  +  x  ( i l  +  if +  а 2 )  +  i l  =  0 . 

D ie W urzeln  d e r  obigen G leichung  sind:

cl ,2
—  (»ft +  »S +  a2) ±  K(*6 +  »2 +  a'-)2 —  4 • il  • i2s

2 -Й

A us den so gew onnenen  x 12 e rh ä lt m an

711 »  —
x - F h

wo ra12 n a tü rlic h  n e g a tiv  is t. D ie F o rm  des in  W u rze lfak to ren  a u sg e d rü c k te n  
N enners is t:

M b =  M  ■

Js■ Fs(n -  n j ) ( r e  —  n 2 ) .

J ft( F , +  Fs -n )

Л -  Fs ("  -  « i ) ( «  -  « 2)

W en n  die obige G leichung  in  e lem en tare  B rü ch e  zerlegt w ird , e rh ä lt  m an :

M b = M J b
J s ■ Fs К  — n 2)

(F b +  Fs -n  j) •
n  — II,

— ( Fb +  Fs • I12) •

D ie obige F o rm el is t  auch  ohne K riechen  gü ltig , da  sie eine ü b e rg e fü h rte  
F o rm  d e r u rsp rü n g lich en  FRiTZSchen F orm el is t  [6 ]. Die B erü ck sich tig u n g  des 
K riech en s erfo lg t a u f  die W eise, d aß  fü r M b u n d  M  deren  T ra n s fo rm ie r te  ein-
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g e se tz t w erd en , w ährend  n  a ls d e r P a ram e te r  d er T ran sfo rm a tio n  b e tra c h te t  
w ird .

L M b =  L M  ■
M J h

J s  ■ F s ( n  1 — n2) ( F b + F s ' n l) '

{ F b +  F s n  2)‘ n — n9

N ach  R ü c k tra n sfo rm a tio n  e rh ä l t  m an :

JbM b =  M -
Л ' F s ( n  1 — иг)

Fb +  Ps - n l .g^o—n,
—По—<p

_ Fb _ ± 3  ' ra2 _ en0—n,

A u f G rund einer ä h n lic h e n  A bleitung e rh ä lt  m a n  fü r M s und  N :

M ,  =  M
M

FÄ n i — n i)

Fs n i  +  Fb

F S • n 2  +  F b _* He) • e
n 0 n 2

N  =
M  ■ F„ ■ а

Js(n l  —  «2)

n

n o n i
1 . en.-n.

In  K enn tn is  des a u f  den  Beton- hzw . S ta h lq u e rsc h n itt  en tfa llen d en  
M om en tes  und  der Z u g -D ru c k k ra ft sind die S p a n n u n g e n  leicht zu be rech n en .

3. D ie  Temperaturänderung

G leichm äßige oder ung le ichm äßige  T e m p e ra tu rän d e ru n g e n , die e n tla n g  
des T rä g e rq u e rsch n itte s  lin e a r  verlaufen , sind  im  G ru n d e  genom m en b e lasten d e  
B ew egungen , die im  s ta t is c h  u n b estim m ten  T rä g e r S pannungen  ve ru rsach en . 
D iese S pannungen  sind  d en  G esetzen des K riech en s ebenfalls u n te rw o rfen .

D ie T em p era tu r  ä n d e r t  sich aber nach  täg lich en  u n d  jäh rlichen  P erio d en , 
sie k a n n  dah er n ich t als e ine s tän d ig e  B e lastu n g  b e tr a c h te t  w erden. Die P eriode  
d e r  jä h rlic h e n  Ä n d eru n g en  sch e in t jedoch  h in re ich en d  lang zu sein, u m  das 
E n ts te h e n  des K riechens zu  erm öglichen.

Im  w eiteren  w ird  die W irk u n g  einer b e la s te n d e n  K ra ft oder B ew egung 
p e rio d isch en  C h arak te rs  im  allgem einen u n te r s u c h t  w erden. D er zeitliche  
A b la u f  der period ischen  B e las tu n g  sei d u rch  die F u n k tio n

X (t) =  eimt

A c ta  Techn. H ung. 41 (1962)
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beschrieben . Die a u f  das gegebene T räg ersy stem  d u rc h  die k o n s ta n te  E in h e its 
la s t in  einem  d er Z eit »i« e n tsp rech en d en  Z e itp u n k t au sg eü b te  W irk u n g  bezeich
ne A(t)  oder A((p) (zw ischen q> und  I b e s te h t ein  gegenseitiger u n d  e in deu tiger 
Z usam m enhang).

N ach  d en  im  allgem einen  Teil in P u n k t 6 . 2 bezüglich  einer b e las ten d en  
K ra f t  oder B ew egung gegebenen  E rö rte ru n g e n  is t  die gesuchte  W irk u n g

У  =  Л -  a  (<p) * X  (xp) . 
dcp

Aus den  v o ran g eh en d en  A usfüh rungen  w ar es e rs ich tlich , d aß  die F u n k 
tio n  A(<[i) d u rc h  die lin eare  K o m b in a tio n  k o n s ta n te r  G lieder u n d  G lieder 
von  d e r F o rm  e ~ a<p d a rg e s te llt  w erden k an n . Im  w eite ren  is t es h in re ich en d , 
sich a u f  die U n te rsu c h u n g  d ieser zwei F u n k tio n s a r te n  zu b esch rän k en .

a)  D ie k o n s ta n te n  G lieder b ed eu ten , d a ß  d ieser Teil der W irk u n g  vom  
K riechen  u n ab h än g ig  is t ;  in  diesem  Falle is t

y  =  еш

(au f die k o n s ta n te  E in h e it  re d u z ie rt) .
b) U n te rsu c h u n g  d e r aip G lieder

f
у  =  —— А  (<p) * e ~ ,ш1 =  I A  (cp — xp) ei(axbr) dxp — 

d<p dcp J
о

?
=  A ( 0 ) e '“( +  J A'(cp — xp) e,<UT(v')dip.

о

Die re c h te  Seite  d e r G leichung zerfä llt in  zw ei Teile. D as e rs te  Glied 
b e d e u te t, d a ß  ein T eil d er W irk u n g , den  A n g ab en  des T rägers ohne K riechen  
en tsp rech en d , den  im  L aufe  d e r Z eit erfo lgenden  B e la s tu n g sän d e ru n g en  u n m it
te lb a r  fo lg t. D as zw eite Glied b e rü ck sich tig t die d u rc h  das K riech en  h e rv o r
gerufenen  W irk u n g en  [2].

D urch  E in se tzen  d e r W erte

A  =  e - av,<p =  <pm (l  — e~6t) ,  

xp =  fm  (1 — e~d>) un tl d y  =  cpm ö e ~ ir ■ dr  

w ird  der W ert des das zw eite  Glied der G leichung  b ild en d en  In te g ra ls :

f  A'(<p —  xp) е ‘ют(т) d tp  =  — ncpm 0 е ~ ^ е~ в1 ■ [  e I - a«>»«-ÍT-( í- í» )Tl . d r .  
b 6
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D ie F ra g e  is t  allgem ein n a c h  d e m  vo llkom m enen  A b lau f des K riech en s , d . h ., 
im  F a lle  t —> °=> in te re ssa n t. N a c h  D u rch fü h ru n g  d e r S u b s titu tio n e n  ÔT =  x,

oupm =  z  u n d

ü b e rg e h t d a s  gesuchte In te g ra l  in  die folgende F o rm :

lim  <upm öeu'r"‘e At ■ I eJ~a,pme~ iz—(e—im)z\ . dx  _  
i—>0 Ó

=  z j  e ^ e~x- û  d x = z • F{z,  u ) .
i

D a s  In te g ra l k an n  als e in  geschlossener A u sd ru ck  e le m e n ta re r  F u n k tio 
n en  n ic h t  d a rg este llt werden,® se ine  g u t konverg ierende R eihe k a n n  ab er wie 
fo lg t d a rg e s te ll t  w erden:

F (z ,  u) =  F ( 0 , u) -J— —  F ( 0 , u )s- \ -  . . .  +  — F ( 0 , b ) — , 
dz dzn nl

d F
dz

=  J  e(ze~x-ux)  . e - x . d x =  j e [»-*-(« + l)x] . d x  =  p u  +  i)_

Im  a llg em ein en  ist

9 nF

Э zn
=  F ( z , u Jr n ) ,  F (0 ,  u) =  I e ux ■ d x  = — ,„) = J,

u n d  d a h e r

Э nF
dzn

1

и n
(0, u) = — -----  u n d  z ■ F (z ,  u) —

1

T' и  -f- n n\

D u rch  d ie  R ü c k su b s titu tio n  des A usdruckes

,  fco
и  =  1 — ——

6 D u rch  Einführen der u n vo llstän d igen  F akultät (siehe L .  J a h n k e - E m d e n  »Tafeln 
höherer F unk tionen« Seite 22) is t  der W ert des angedeuteten  Integrals:

im
(a(Pm) 0 (l — !
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e rh ä lt m an :

j A'(<p — у )  е‘штМ -dip =  j ?  -  
J  'У  I
л A

,fi+i 1

=  у

1Ш , n!+  n
ô

sn 1

. и -----—  ( " - ! ) !
Ô

D er obige A u sd ru ck  k a n n  in  einen  ree llen  u n d  einen im ag inären  T e il ze rleg t 
w erden :

zn
1 У

n 2 • zn
ico

n ---------
Ô [■ ■ + i?r •re!

ICO

Ô n 2+  -
CO I2 • n!

D ie K onvergenz des reellen  Teiles

2
CO \2 oo

со Y ni 1 á J 1 re2 +
СО 2 ni

à ) Ö
n 2+

k an n  m it R ü ck sich t d a ra u f , daß

ez — 1 =  e ~ <utm — 1 =  A  (oo) -  A (0)

und

y ( o o )  =  А  (0) • eia,t +  A  ( o o )  — А  (0) +  | - y f  • Re
CO \

a(Pm’ —  +  
0

. COi —  • Im
Ô

CO
« 9 V T

is t, n o ch  w e ite r v e rb esse rt w erden . H ier s in d  

R e (г, p ) =  У,

und

Im  ( z ,p )  =  У

d u rch  u n en d lich e  R eihen  angegebene F u n k tio n e n .

( - 1)',+1 zn

n 2 +  p 2 re!

n ( — 1 )" zn

n 2 +  P 2 ni
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W e n n  die Ä nderung  d e r B e la s tu n g sfu n k tio n  seh r ra p id  v o r sich  g e h t, 
d . h . со —>■ 0 (z. B. die T e m p e ra tu rä n d e ru n g  w ä h re n d  eines Tages), d a n n  g ilt

2 CO
• R e  — 1 — e~a<p- , ----- Im —>0 ,

Ô
u n d

y  ( oo ) ->  И  (0) ■ eimt,

w as b e d e u te t ,  d aß  B e la s tu n g en  m it k u rze r P e rio d e  k e in  K riechen v e ru rsa c h e n .
W e n n  dagegen die Ä n d e ru n g  der B e la s tu n g sfu n k tio n  äu ß ers t la n g sa m  

v o r  s ich  geh t, d. h. fü r  w —> o o ,  d an n  b e s te h t

R e —> 0, Im  —> 0 u n d  y  ( o o )  —> A  ( o o ) ,

w as b e d e u te t ,  daß  das K riech en  restlos e rfo lg t.

4. Die K n ic k u n g

D ie  W irk u n g  des K riech en s a u f  die K n ic k u n g  w ird an  H an d  eines e in 
fa c h e n  F a lles v o rg e fü h rt. Ü b e r die g eb räu ch lich en  A nnahm en h in au s  sei die 
B e w e h ru n g  der an  beiden  E n d e n  gelenkig g e s tü tz te n  S tah lb e to n säu le  sy m m e 
tr is c h , d . h . der S ch w erp u n k t des B e to n q u e rsc h n itte s  falle m it dem  d e r B ew eh 
ru n g  zu sam m en . D er S ta b  sei im  u n b e la s te ten  Z u s ta n d e  gek rüm m t, seine F o rm  
sei d e r  gek n ick ten  F o rm  affin .

D ie E rsche inung  w ird  au ch  diesm al v o re rs t  ohne das K riechen  b e sc h rie 
b e n , d a n n  w ird  fü r Et, d e r Ä u sd ru ck

P

e in g e s e tz t  und  sch ließ lich  w ird  rü c k tra n s fo rm ie rt.
D ie  aus den B eton - u n d  S ta h lq u e rsc h n itte n  berechenbare  zu sam m en g e 

s e tz te  S te ifig k e it (ohne B erü ck sich tig u n g  des K riechens) ist

E J  =  E b - J b E s • J s .

D ie seitliche D u rch b ieg u n g  eines P u n k te s  des S tabes is t die F u n k tio n  
v o n  zw ei V eränderlichen , d e r  Stelle »x « u n d  d e r  Zeit »99«; y  — y(x,cp). D er 
Z u sa m m e n h a n g  ist d u rch  D iffe ren tia lg le ich u n g en  nach  zwei V erän d erlich en , 
d . h .  p a r tie lle  D iffe ren tia lg le ichungen  gegeben . V on diesen w ird die D iffe ren 
tia lg le ic h u n g  der Z eit d u rc h  die T ra n sfo rm a tio n  e lim in ie rt.

F ü r  eine an fäng liche K rü m m u n g  w ird  die K n ick u n g  durch  die D iffe ren 
tia lg le ic h u n g

У" +  ~ ~ ~  (У +  Jo) =  0
E J
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b esch rieb en ; w egen d er A ffin itä t is t y  =  C • y 0, w o  c eine vom  V erh ä ltn is  
P /(E  • J )  ab h än g ig e , in  x  k o n s ta n te  G röße is t . D ie obige D iffe ren tia lg le ich u n g  
k an n  d a h e r  in  d er F o rm

c ‘ y'ó +  —— -  Уо (С +  1) =  О
E J

angesch ricben  w erden .
Die le tz te re  D ifferen tia lg leichung  h a t  n u r  d an n  eine L ösung, w en n  die

Größe

P  C  +  1

E  J  C

d er E igenw 'ert d er D ifferen tia lg leichung  is t.
W enn  die k ritisch e  K ra f t m it P k b eze ich n e t w ird , d an n  ist

P

Im  w eite ren  seien die folgenden B ezeichnungen  e in g efü h rt: P 0 u n d  C 0 
b ed eu ten  die k ritisch e  K ra f t  und  den zu  ih r  gehörigen K rü m m u n g sv e rg rö ß e 
ru n g s fa k to r  ohne B erück sich tig u n g  des K riechens.

P „  u n d  C œ sind  die k ritische  K ra f t  u n d  d er zu ih r  gehörige K rü m m u n g s
v e rg rö ß e ru n g sfak to r, w enn  bloß die S tah le in lag en  in  B e tra c h t gezogen w erden . 
(D a P œ au ch  k le iner sein k an n  als die D ru c k k ra f t  P , is t Cœ n u r  e in  fo rm elle r 
W ert, d er auch  n e g a tiv  sein kann .)

M it P v w ird  die m it dem  idealen  E la s tiz itä tsm o d u l b e rech n e te  form elle  
k ritische  K ra f t  u n d  m it Cv der zu ih r gehörige, ebenfalls form elle K rü m m u n g s
v e rg rö ß e ru n g sfak to r bezeichnet.

Die k ritisch en  K rä f te  sind  den  S te ifig k e iten  d ire k t p ro p o rtio n a l, d . h .:

Po : P „ : P »  =  ( E b ■J b +  E s • J s) : I f " ' Л  +  E s ■ J ,

oder

1 • ^ 9  . ] iJ l — I .
' P 0 ‘ P о

1 +  <P

E s ■ J s - V

E b -  J b  +  E s '  J s

■E s - J s ,

E . - J .
1 +<p E b - Jb +  E s ' J s

H ieraus fo lg t:

P  P
! +  —  9  l + - — <p

9 -  -------- und  P ,  =  P 0 . --------------------
0 1 + 9 ? 1 + 9 ?
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A u f G ru n d  d er obigen A u sd rü ck e  e rh ä lt m a n :

1 1 +  9>

1
P

P,
1 + 9 ?

<P
0 -  1

+

1 +  9

—  +  —  
C0 C ra

9? —  1  —  9?

W en n  f ü r  9? d er W ert l f p  e in g ese tz t w ird , e rh ä lt  m a n  a n s ta t t  C(f die T ra n s fo r
m ie r te  des sich infolge des K riechens ä n d e rn d e n  ta tsäch lich en  K rü m m u n g s
v e rg rö ß e ru n g s fa k to rs  C:

1 +
LC  =

1

i  +  cC/Q 00 * P

=  C0 - 1 + p

p  +
Co

N a c h  d e r  R ü c k tra n s fo rm a tio n  e rg ib t sich:

c  =  c 0 -

Coo -  (C . -  C0) e

+

_Ço_
C c»V-/ oo — ----- c

C„
• e c

c„
C0 • e

/

+  Coo(l — e c “ ).

D ie  F o lgen : E in  S tab ilitä tsV erlu s t k o m m t d a n n  zu s tan d e , w enn C ü b e r 
alle G ren zen  h inaus an w ä c h s t. B ei d er B erech n u n g  m it dem  idealen  E la s tiz i
tä ts m o d u l  k a n n  C9 ü b e r alle G renzen  h in au s  w ach sen , w enn 9? ->  C J C m, w as 
b e d e u te t ,  d a ß  infolge des K riechens ein S ta b ili tä tsv e r lu s t  e in tre te n  k a n n . 
D ie U n te rsu c h u n g  der g en au en  F o rm el fü h r t  a b e r  zu  der F e s ts te llu n g , d a ß  C 
n u r  d a n n  u n en d lich  sein  k a n n , w enn  von  d en  zw ei G liedern  der Sum m e w en ig 
s te n s  e in es  unen d lich  is t . Z u m  U n en d lich w erd en  des e rs ten  G liedes is t  ab e r 
n o tw e n d ig , d aß

u n e n d lic h  sei. (C is t en d lich , d a  w idrigenfalls sch o n  an fäng lich  ein S ta b i l i tä ts 
v e r lu s t  erfo lgen  w ürde .) D ies k ö n n te  fü r  e in en  en d lich en  W ert von  9? n u r  d a n n  
e rfo lg en , w enn  C ^—> 0. I n  d iesem  Falle g ilt je d o c h  P „  — 00. D a ab er P „  ■+ P n
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is t ,  is t dies unm öglich . Zum  U nen d lich w erd en  des zw eiten  G liedes w äre  n o t
w en d ig , d aß  C œ —> o° sei. In  d iesem  F alle  is t  a b e r d e r G renzw ert v o n

_ C . ,
Cco(l  - e  c ~ ) =  C0 <p.

D a h e r k a n n  im  F alle  eines end lichen  cp das K riech en  keinen S ta b il i tä ts v e r lu s t  
v e ru rsa c h e n  [2].
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CALCULATION OF C R E E P B Y  USING  L A PL A C E ’S TRA NSFO RM ATIO N

E. ÉLIÁS

SUM M ARY

The calculation  of effects due to creep requires the so lution  of sim ultaneous d ifferentia l 
equations w ith  constant coefficients. B y  using L a p l a c e ’s  transform ation the so lu tion  o f  the  
above m entioned differential equations and the satisfaction  o f boundary conditions becom es  
very sim ple. W hen com puting the effects o f creep, in  the transform ed equation th e  m odulus  
o f e la s tic ity  o f the concrete E b has to be replaced b y  the function

Eb

P

D ue to th e  above m entioned su bstitu tion  the setting  up and solution of differential equation  
can be o m itted , and the accurate result is obtained b y  the retransform ation o f th e  usu a l 
equations o f  the E lastic  Analysis.

T he application  of the introduced m ethod is explained by four exam ples (cen tric  
com pression , pure bending, change of tem perature and buckling).

CALCUL D E S E F FE T S D U  FL U A G E  A L ’A ID E  D E  LA TRANSFO RM ATIO N D E  L A P L A C E

E. ÉLIÁS

RÉSUM É

Le calcul des effets du fluage nécessite la so lution  de systèm es d’équations d ifférentielles  
à coefficients constants. La solution des équations d ifférentielles, com pte tenu des con d ition s  
lim ites, peu t se faire très aisém ent par application de la transform ation de Laplace. A u calcul 
du fluage, le m odule d’élasticité  est rem placé, dans l ’équation  transformée, par la  fonction

1
P
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D e c e t te  m an iè re , l ’é ta b lis se m e n t la  so lu tion  de l ’é q u a t io n  d ifféren tie lle  d e v ie n t su p e rf lu e , 
le r é s u l ta t  e x a c t é ta n t  fo u rn i  p a r  re tra n sfo rm a tio n  d es  é q u a tio n s  h ab itu e lles de la  ré s is ta n c e  
des m a té r ia u x .

L ’application du procédé est illustrée par quatre exem p les (compression sim ple, flex io n , 
v a ria tion  de tem pérature e t  flam bage).

ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЛИЯНИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ С ПОМОЩЬЮ ТРАНСФОРМАЦИИ
ЛАПЛАСА

Э. Э Л И А Ш

РЕЗЮМЕ

Вычисление влияния пользучести требует решения системы дифференциальных 
уравнений с постоянными коэфициентами. Решение дифференциальных уравнений сов
местно с начальными условиями сильно упрощается применением трансформации Лап
ласа. При вычислении ползучести в трансформированном уравнении модуль упругости 
Eft замещается функцией

Вследствие этого вывод дифференциального уравнения и его решение упускаются, и 
точный результат дает обратная трансформация обычных уравнений прочности.

Применение предлагаемого метода демонстрируется автором на четырех примерах 
(центричное давление, изгиб, изменение температуры и прогиб).
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S T A T I S C H E  E I G E N S C H A F T E N  V O N  R E L A I S A R T I G E N  
P N E U M A T I S C H E N  K R A F T S C H A L T E R N

L. H ELM

FORSCHUNGSLABORATORIUM D ER UNGARISCHEN AKADEM IE D ER W ISSENSCHAFTEN 
FÜR AUTOM ATISIERUNG

[Eingegangen am 29. J u li 1961]

Es wird die M öglichkeit untersucht, die entsprechende Bauart zu finden , in  welcher 
die Steilheit der statischen Charakteristik von  pneum atischen K raftschaltern gesteigert 
w erden kann. Der Verfasser w eist darauf hin, daß praktisch  nur die M ethode einer positiven  
Rückführung zum Ziele führen kann. A n Hand v o n  zw ei m it positiver Rückführung versch ie
dener Bauart versehenen K raftschalterm odellen wird nachgewiesen, daß die p o sitiv e  R ück
führung geeignet ist, die gew ünschte Steilheit zu sichern, u. zw. in dem m eßtechnisch w ichtigen  
G ebiet von  V erschiebungen der Größenordnung v o n  1 ^ 2  /г.

In  d ru c k lu f tb e tä tig te n  k y b ern e tisch -tech n isch en  E in rich tu n g en  is t  der 
p n e u m a tisc h e  K ra f ts c h a lte r  als ü bera ll v o rh an d en es  E lem en t eine B a u e in h e it 
g ru n d leg en d er B ed eu tu n g . In  d iesem  B au e lem en t w ird der E n e rg ie -In h a lt 
von  P re ß lu f t d azu  v erw en d e t, aus E in g an g sg rö ß en , die als k le ine  V ersch ie
b u n g e n  w irksam  sind , re la tiv e  große D ru ck än d e ru n g en  als A usgangsgrößen  
zu erzeugen .

E ine  d er m eist v e rb re ite te n  T y p en  is t der sogenannte  D ü sen -K ra ft-  
sc h a lte r  (B ild  1). Als E ingangsgröße g ilt d e r A bstand  x  zw ischen  D üse 1 
u n d  P ra llp la tte  2. D er D ru ck  p  h in te r  d er V ordrosse l 3, der so g en an n te  D ü sen 
ra u m d ru c k  u n te r lie g t als F u n k tio n  des A b s ta n d e s  x  sehr s ta rk e n  V e rä n d e ru n 
gen . B ei v o lls tän d ig  gesp errte r D üse s te ig t d er D ruck  p  bis zum  W e rt des 
V o rd ru ck es. W ird  ab e r die P ra llp la tte  en tsp re c h e n d  w eit von d er D üse  e n t
fe rn t, so s in k t der D ru ck  p  be inahe  bis zum  W e rt des G egendruckes. F ü r  einen 
k o n s ta n te n  S peisedruck  b e s te h t im  s ta tio n ä re n  Z u stan d  ein e in d eu tig e r Z u sam 
m en h an g

P - P(x )

zw ischen  d e r Ö ffnung x  u n d  dem  derse lben  zugeo rdneten  D ruck  p .
D as B ild  2 zeig t die aus M eßergebnissen aufgenom m ene s ta tisc h e  C h a rak 

te r is t ik  eines aus e iner V ordrossel und  e iner D üse bestehenden  K ra f tsc h a lte rs . 
D ie M eßergebnisse zeigen, d aß  die S te ilh e it d e r sta tisch en  C h a ra k te r is tik  
bzw . d er U b e rtra g u n g sfa k to r des K ra f tsc h a lte rs  in  der m ittle ren  S treck e  der 
K u rv e  bzw . im  m ittle re n  A n sch n itt des A rbeitsb ere ich es am  g rö ß te n  is t  und  
in n e rh a lb  eines gewissen In te rv a lls  als k o n s ta n t  b e tra c h te t w erd en  kan n .
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A llgem ein  w ird  an  einen  p n eu m a tisch en  K ra f ts c h a lte r  die A n fo rd e ru n g  
g e s te ll t ,  d a ß  die s ta tisc h e  C h a ra k te ris tik  eine je  g rößere S teilhe it au fw eisen  
soll. J e  g rö ß er näm lich  d e r Ü b e rtra g u n g s fa k to r  eines im  geschlossenen K re ise  
fu n k tio n ie re n d e n  K ra f ts c h a lte rs  is t, u m  so le ic h te r  k an n  die R ü ck fü h ru n g - 
S ig n a lü b e r tra g u n g  in v e r t ie r t  w erden .

Z u r  S te igerung  d er S te ilh e it der s ta tisc h e n  C h a rak te ris tik  eines D üsen - 
K ra f ts c h a lte rs  g ib t es d re i M öglichkeiten , u . zw .:

a )  d u rch  E rh ö h u n g  d er Y ordrosselung ;
b)  d u rc h  A nw endung  eines größeren D ü sen b o h ru n g sd u rch m esse rs ;
c)  d u rc h  A nw endung  e in e r positiv en  R ü c k fü h ru n g .
A u s den  M essungen g e h t h e rv o r, d aß  m a n  m it H ilfe der u n te r  a )  u n d  

b)  a n g e fü h r te n  V erfah ren  ke in e  q u a lita tiv e  B esse ru n g  betreffs d er G rö ß en 

o rd n u n g  erzielen  k an n . E s m u ß  noch  in  B e tra c h t  gezogen w erden, d a ß  d u rc h  
d ie  E rh ö h u n g  der V ord ro sse lu n g  die Ü b e r tra g u n g sa rb e it des K ra f ts c h a lte rs  
v e r la n g s a m t w ird , u n d  d aß  fe rn e r bei e inem  g rö ß eren  D ü se n b o h ru n g sd u rch 
m e sse r  d iese  A rb e its fu n k tio n  ziem lich  rasch  u n s ic h e r  w ird.

D ie se  E rfah ru n g en  fü h r te n  dazu , d aß  m a n  in  den  le tz te ren  J a h re n  d e m  
u n te r  c)  a n g e fü h rten  V erfah ren  im m er m eh r A u fm erk sam k e it sch en k te  u n d  
d a r a n  g in g , die K ra f tsc h a lte r  m it p o sitiver R ü c k fü h ru n g  zu en tw ickeln .

I n  B ild  3 is t die Skizze des S ch a ltu n g sp rin z ip s  einer ty p isch en  B a u a r t  
d a rg e s te l l t .  H ier w ird  d e r au s  e iner V ordrossel R pt u n d  einer v e rä n d e rlich e n  
D ro sse l R pX b estehende  K ra f ts c h a lte r  m it d e r u n te r  dem  D ruck  p 2 s trö m e n d e n  
A b g a n g s lu f t  der S ek u n d ärse ite  eines in  R eihe g e sc h a lte te n  L e is tu n g sv e rs tä rk e rs  
g e sp e is t, w obei d ieser V e rs tä rk e r  m it zwei M em b ran en  und  d isk o n tin u ie rlich em  
L u f tv e rb ra u c h  fu n k tio n ie r t. D ie  V e rs tä rk e rm em b ra n e n  sind  e in an d er n ic h t 
g le ich ; d ie  V erh ä ltn iszah l d e r n ü tz lich en  M em b ran fläch en  sei m, dessen  W e rt 
in  d e r  P ra x is  in  dem  In te rv a ll  2 <  m  <  5 g e w ä h lt w ird . D em gem äß is t  d e r
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A u sg an g sd ru ck  р г des V e rs tä rk e rs  das m -fache des E in g an g sd ru ck es bei 
V o rau sse tzu n g  eines s ta tio n ä re n  Z u stan d es.

D er K ra f ts c h a lte r  d ieser B a u a rt is t  e igen tlich  ein D ru c k v e rte ile r  m it 
p o s itiv e r  R ü c k fü h ru n g , w obei als E in g an g sg rö ß e  die v e rän d e rlich e  D rosse
lu n g , als A usgangsgröße d e r bei R px a b g e te ilte  D ruck  p 2 g ilt. W ir w ollen  den  
Q u o tie n te n  d e r D ru ck v e rte ilu n g  m it ß  b eze ich n en , d. h.

ß = ~  • (1)
P i

B ei k o n s ta n te r  V ordrosse lung  R pt i s t  ß  eine eindeu tige  F u n k tio n  d er 
E in g an g sg rö ß e  m it  e in er V eränderlichen :

^Rp(=konst. =  ß(xe) • (2)

lx„

_r

P l

1- r - l 'l - r
1 _

mF

Ъйггг .
Bild  3

W enn  tvir u ns die gleichzeitige F u n k tio n sw eise  d er K ra f tsc h a lte r-L e i-  
s tu n g sv e rs tä rk e re in h e it v o rste llen , so w ird  es u n s  k la r, daß  im  F a lle  eines 
u n g e sp a n n te n  Z u stan d es  d e r a u f  die obere M em brane w irkenden  D ru c k fe d e r 
R 0 d e r G ren zw ert des Q u o tien ten

ß  =  —
m

is t . W enn n äm lich  u n te r  dem  E in flu ß  e iner V erän d eru n g  der E in g an g sg rö ß e

ß >  —

is t ,  so s te ig t p 2 b is zum  V o rd ru ck ; w ird a b e r

1
ß <

so s in k t d er D ru ck  p 2 b is N ull.
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E in  G le ich g ew ich tszu stan d  is t n u r  bei

m

m ö g lich ; in  d iesem  Fall b le ib t a b e r  die K ra f tsc h a lte r-L e is tu n g sv e rs tä rk e re in h e it 
be i je d e m  belieb igen  W ert v o n  p 2 im  G leichgew icht.

D a ra u s  k ann  m it R ü c k s ic h t a u f  Gl. (2) g efo lg ert w erden , d aß  im  G le ich 
g e w ic h tsz u s ta n d  eine g rößere  Y ordrosse lung  a u c h  eine größere v e rän d erlich e  
D ro sse lu n g  bed ing t. In  В Id 4 sehen  w ir d ie Ä n d eru n g  des D ruckes p 2 als 
F u n k t io n  v o n  R px und  des P a ra m e te rs  R pl, in  s ta tio n ä re m  Z ustand  d a rg e s te llt .

I n  B ild  5 is t die s ta tis c h e  C h a rak te ris tik  eines K ra ftsch a lte rs  m it dem  
M e m b ra n flä c h en v e rh ä ltn is

m =  2,5
d a rg e s te l l t .
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D as S ch a ltu n g sp rin z ip  eines an d eren  G ru n d ty p s  des K ra f tsc h a lte rs  m it 
p o s itiv e r R ü c k fü h ru n g  is t  in  B ild  6 d a rg e s te llt . H ie r un terliegen  d ie  b e id en  
D rosseln  eines D ü sen -K ra ftsch a lte rs  zw angsw eise einem  k o n s ta n te n  D ru c k 
ab fa ll. A n s ta t t  in s  F re ie , ge lang t die L u f t  au s  d e r D üse in eine K a m m e r, 
d ie  an  e iner S eite  v o n  e iner federnden , o b eren  M em brane begrenzt i s t .  D iese 
K am m er k o m m u n iz ie rt m it der S ek u n d ä rse ite  des L e is tu n g sv e rs tä rk e rs , wo 
d ie Ä nderung  des D ruckes genau  den D ru c k ä n d e ru n g en  im  D ü se n ra u m  en t-

л р ,- k o n s t  A pf= kon st

sp rich t. D ie a u f  d ie  u n te re  M em brane des L e is tu n g sv ers tä rk e rs  w irk e n d e  
K ra f t  der F ed er R 2 e rzeu g t an  d e r D üse —  in  s ta tio n ä re m  Z ustan d  —  e in en , 
v o n  dem  m o m en tan en  G le ichgew ich tszustand  u n ab h än g ig en , b e in a h e  k o n 
s ta n te n  D ru ck ab fa ll. In  ähn licher W eise w ird  d e r D ruckab fa ll an  d e r  V o r
d rosse l u n d  d a m it au ch  die d o rt in  der Z e ite in h e it d u rch strö m en d e  L u f t 
m enge m it H ilfe eines D ruckabfa llreg lers s ta b ilis ie r t , der in F o rm  e in e r, v o n  
d er F ed er R 1 v o rg e sp a n n te n  M em brane fu n k tio n ie r t .

E s sollen die D ru ck ab fa llw erte , die d e r V ord rosse l R pt bzw. d er v e rä n d e r 
lichen  D rossel R px zw angsw eise au ferleg t w e rd en , als

A py  bzw. А  p 2

b eze ich n et w erden . D a n u n  in  s ta tio n ärem  Z u s ta n d  p ro  Z eite inheit d u rc h  be id e  
D rosseln  dieselbe L u ftm en g e  d u reh s trö m t, so fo lg t d a rau s , daß  d er in  d em  
R au m  zw ischen d en  beiden  D rosseln gem essene s ta tisc h e  D ruck p  k o n s ta n t
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b le ib t,  fa lls die in  Gl. (3) au sg ed rü ck te  B e d in g u n g  erfü llt w ird :

R px =  R pxa =  R p t^ - ,  (3)
A P l

wo R px0 d en  W ert des p n eu m a tisch en  W id e rs ta n d e s  der v e rän d erlich en  D rossel 
im  G le ich g ew ich tszu stan d  b e d e u te t.

W e ite r  soll G 0 d ie  d u rc h  den K ra f ts c h a lte r  in  der Z e ite in h e it d u rc h 
s trö m e n d e  L u ftm en g e  —  im  G le ich g ew ich tszu stan d  —  bezeichnen . N u n  w ol
len  w ir  d en  W id e rs ta n d  d er A u s tr ittsd ro sse l u m  den  B etrag  A R px ä n d e rn . 
A R px sei po sitiv , d . h .

A R px =  RpX -  R PX0 >  0 .

D a  A p 2 k o n s ta n t is t , so w ird  du rch  die v e rä n d e rlich e  Drossel eine, d em  W id e r
s ta n d sz u w a c h s  A R px en tsp rech en d e , v e rm in d e r te  Menge G =  A p J R p x  d u rc h 
s trö m e n . D ie M enge A G — (G0 —  G) w ird  im  R a u m  zw ischen b e id en  D rosse ln , 
d e ssen  K a p a z itä t  Cp is t ,  d en  D ruck  e rh ö h en . Gl. (4) d rü ck t die G eschw ind ig 
k e i t  d e r  D ru c k v e rä n d e ru n g  aus:

=  ——  AG =  
dt Cp

1

Rpx„ Rpx о +  A R px
(4)

M it d e m  gem einsam en  N en n er, in  w elchem  w ir  den W ert von  A R  gegen 
ü b e r  R pxо v e rn ach läss ig en , e rh a lten  w ir:

dp  ^  A p 2 
dt Cn

A R px
R 2ÄXPX 0

U n se re  W ah l soll 

se in , so is t  auch
A Pi =  А Рг

'■px 0 J lpt

u n d  d a h e r  die G eschw ind igkeit der D ru c k ä n d e ru n g

dP  ^  APi . A R px

dt T , R pxo ’
W O

T i ~  R p t 'C p

(5a)

(5b)

d ie Z e itk o n s ta n te  des K ra ftsc h a lte rs  b e d e u te t .
D ie G eschw ind igkeit d e r D ru c k ä n d e ru n g  an  der S e k u n d ä rse ite  des 

K ra f ts c h a lte rs  is t  n äherungsw eise  d ieselbe [s. Gl. (5b)].
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W ir seh en  aus Gl. (5), d a ß  d er p n eu m atisch e  W id e rs ta n d  d e r  v e rä n d e r
lichen  D rossel als E in g an g sg rö ß e  b e tra c h te t  zugleich als ein  lin ea re s  E lem en t 
v o n  in teg rie ren d em  C h a rak te r  e rsch e in t. D ie Z e itk o n s ta n te  is t  led ig lich  eine 
F u n k tio n  d e r K o n s tru k tio n sk o n s ta n te n . A us derselben  G le ichung  g e h t auch 
h e rv o r, d aß  d ie  Ä nderung  d e r  A usgangsgröße pro  Z e ite in h e it sow ohl der 
p ro zen tu a len  W ertän d eru n g  d es  W id erstan d es R px wie au c h  d em  d e r V or
drossel bzw . d e r v e rän d erlich en  D rossel au ferleg ten  D ru ck ab fa ll d ire k t p ro 
p o rtio n a l v e r lä u f t.

F e rn e r  fo lg t d araus, d a ß  m a n  zur E rre ich u n g  einer g rö ß e ren  G eschw in
d ig k e it d e r S ignalum form ung  gezw ungen  is t , die d u rch  d en  U m fo rm er pro 
Z eite inheit ■— im  G le ichgew ich tszustand  —  d u rch strö m en d e  L u ftm e n g e  G0 
zu  v e rg rö ß e rn , u . zw. en tw ed er d u rc h  E rh ö h u n g  von  Л р г, oder a b e r  d u rc h  H er
ab se tzu n g  v o n  Rpi; m it a n d e ren  W o rten , die E rh ö h u n g  d er A rb e itsg esch w in d ig 
k e it  is t an  d ie  E rh ö h u n g  des L u ftv e rb ra u c h s  gebunden .

AszVeniil-Üb é r t ragun gs f a k to r  
R2 Federkraft

Bild 7

W ir seh en , d aß  sowohl d e r  D ruck  an  d er S ek u n d ärse ite  des L e is tu n g s
v e rs tä rk e rs  w ie auch  der D ru c k  v o r d er V ordrossel —  u n te r  d e r  W irk u n g  
d e r  D ruckun tersch ied sreg le r —  gen au  den  D ru ck än d eru n g en  im  D ü sen rau m  
fo lgen  w erden . D ie Ä nderung  d e r  D rücke sc h re ite t so lange fo r t , b is  e inerseits 
d e r  D ruck  v o r d e r  V ordrossel g le ich  dem  V o rd ru ck  p, w ird , u n d  a n d e rse its  der 
D ru ck  im  D ü sen rau m  den d e m  jew eiligen W id ers tan d  R px e n tsp rech en d en  
M ax im alw ert p max erre ich t, be i w elchem  die d u rch  die V ordrossel in  d en  D ü sen 
ra u m  s trö m en d e  L uftm enge d e r  d u rch  d ie  D üse au ss trö m en d en  L uftm enge  
g le ichkom m t, m it anderen W o rte n  bis n ic h t d e r folgenden G le ichung  G enüge 
ge le is te t w ird :

Pt jP m a x_^P% /ß\
R pl R px ‘

D as B lo ck sch a ltb ild  des K ra f ts c h a lte rs  is t in B ild  7 zu seh en . Dies 
ze ig t d eu tlich , d a ß  die A rbe itsw eise  des K ra ftsc h a lte rs  von  d em  M en g en v er
h ä ltn is  der d u rc h  die V ord rosse l dem  D ü sen rau m  z u strö m en d en  u n d  der
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d a ra u s  ü b e r die v e rä n d e rlic h e  Drossel h e ra u ss trö m e n d e n  L u ft b e s tim m t 
w ird . F e rn e r  ist es aus d e m  S chem a ersichtlich , d a ß  d ie positive  R ü ck fü h ru n g  
a u c h  b e i dieser B a u a r t  d es  K ra ftsch a lte rs  e in en  w esen tlich en  F a k to r  d a r 
s te l l t .  (A usgehend v o n  p a ä n d e r t  sich das V orzeichen  des Signals zw eim al, 
b e v o r  es zum  A u sg a n g sp u n k t zu rückkehrt.)

M it R ücksich t a u f  d e n  in teg rie ren d en  C h a ra k te r  unseres K ra ftsc h a lte rs  
g ilt  f ü r  d ie Ü b e rtra g u n g s fu n k tio n  in  ßezug  a u f  p  u n d  R px d ie folgende F orm el:

_____») __ A ,
A R px (s) s

W O

A t = - * K -
T ,Kp«,

( ? )

is t .  M it anderen  W o rten  g e h t  d ie  Ä nderung d e r A usgangsg röße (p a) so lange v o r 
s ich , b is  en tw eder d ie  E in g an g sg rö ß e  (A R px) g leich  N u ll w ird , oder ab e r die 
A usgangsg röße n ich t e in e n  d e r  ex trem en  W erte

P a  max =  ( Р т а х  “  A P l )
b z w .

P a  min =  0

e r re ic h t . In  Rild 8 i s t  d e r  V e rla u f der s ta tisc h e n  C h a ra k te r is tik  als F u n c tio n  
v o n  RpX und  vom  P a ra m e te r  R pXo d argeste llt.

D er K u rv e n v e rla u f  z e ig t deu tlich , d a ß  d e r  K ra f ts c h a lte r  an n ä h e rn d  
d ie  E ig en sch aften  eines R e la is  aufw eist.

I n  Prinzip  w ird  d ie  A usgangsgröße von  e in e r u n en d lich  k leinen  V erän d e
ru n g  d e r E in gangsg röße  n a c h  einer gew issen, v o n  d e r Z e itk o n s tan te  der 
I n te g ra t io n  und  von  d e m  G leichgew ich tszustand  ab h än g ig en  D urch lau fzeit 
b is  z u m  oberen oder u n te r e n  G renzw ert v e rleg t. H ie r  soll noch b e m e rk t w er
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d en , d aß  der K ra f tsc h a lte r  im  F a lle  von  A R px =  0 bei je d e m  D ru ck w ert p  
in  G leichgew icht b leiben k a n n .

G em äß den  e rh a lten en  M eßergebn issen  k a n n  ein K ra f ts c h a lte r  besch rie 
b en en  T yps m it H ilfe e in e r  V ersch iebung  d e r P ra llp la tte  v o n  1— 2/r v o ll
s tä n d ig  g es teu e rt w erden.

D a die A usgangsgröße des K ra f ts c h a lte rs  auch in  e in em  d u rch  eine 
M em brane m it d er N u tz fläch e  f  ab g eg ren z ten  R aum  m e rk b a r  w ird , so folgt 
d a ra u s , d aß  solche K ra f ts c h a lte r  h a u p tsä c h lic h  fü r S ystem e im  K rä fte -  u n d  
M om enteng leichgew ich t v o r te ilh a f t  v e rw en d e t w erden können .
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STATIC CHARACTERISTICS O F A R E L A Y -T Y P E  PNEUM ATIC SIG N A L  CONVERTER

L. HELM

SUM M ARY

It  is  im portant to  find the possib ility  o f how to increase the slope o f the characteristic 
curve o f pneum atic signal converter. T he author points out that the on ly  practicable way  
is the arrangem ent of a positive feedback. On tw o exam ples where different ty p es o f a posi
t iv e  feedback are built in, it  is  proved th a t th is m ethod was effectively  su itab le to  create 
a sufficient slope for the m ost im portant range of 1 to 2 microns.

LES CA RACTÉRISTIQ UES STA TIQ UES D ’U N  CO NV ERTISSEU R  
DE S IG N A U X  D E  T Y P E  RELAIS

L. HELM

RÉSUM É

Il est im portant de trouver une solution  perm ettant d’augm enter la raideur de la  
courbe caractéristique des convertisseurs pneum atiques de signaux. L’auteur dém ontre que, 
pratiquem ent, le rétrocouplage p o sitif  représente la solution  unique. A l ’aide de deux exem ples 
com portant différents modes de rétrocouplage positif, l ’auteur prouve que celui-ci perm et 
d’assurer la raideur voulue de la  courbe caractéristique, notam m ent entre des lim ites de dépla
cem ent im portantes du point de vu e  technique, de l ’ordre de 1 à 2 m icrons.
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СТАТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕЛЕЙНЫХ ПНЕВМАТИЧЕСКИХ 
ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ СИГНАЛОВ

Л . Х Е Л Ь М

РЕЗЮМЕ

Необходимо искать такое решение, с помощью которого возможно увеличить кру
тизну характеристики пневматических преобразователей сигналов. Автор указывает на 
то, что практически можно будет добиться результатов только путем положительной 
обратной связи. На двух примерах различно устроенной обратной связи автор доказывает, 
что положительная обратная связь подходит для достижения желательной крутизны 
характеристики, а именно в пределах технически важных границ сдвига в области 
1 - 2  /г.
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T H E O R Y  O F  T H R E E - P H A S E  B R I D G E  S E L F - S A T U R A T I N G  
M A G N E T I C  A M P L I F I E R S *

P a r t  I I
CHARACTERISTICS OF T IIE  CIRCUIT  

I. NAGY

CAND. OF TECHN. SC.

RESEARCH LABORATORY FOR AUTOMATIC OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, BUDAPEST 

[M anuscript received April 12, 1961]

The second part o f  th e  paper is based on the results o f  the first and is concerned w ith  de
term ining the characteristics o f  the circuit defined in the t it le . I t  is show n that the control char
acteristic  o f the circu it is m athem atically  o f the sam e shape as th a t of a single-phase self- 
saturating m agnetic am plifier obtained under similar cond itions. B asic design relation s are 
presented. The power ga in , tim e constant and figure o f m erit o f  the amplifier are trea ted .

Symbols

The num bering o f  b o th  form ulae and figures is continued  from  Part I of the paper [1]. 
The instantaneous va lu es o f currents and vo ltages are designated by sm all letters , the  

m ean, r. m. s. and peak va lu es b y  capitals. In the case o f r. m . s. and peak values th e  letters  
r and p  respectively h ave been used as suffixes. The letters L  and C in  the suffix  are used  to  
denote quantities belonging to  the load and control c ircu its respectively . A bar above the  
letter  has been used to m ark the relative value of the q u a n tity  concerned, e. g.

h
lL =  - f------

J L,max
is the relative value o f th e  load current.

Letters w ith dashes sym bolize the values of qu an tities reduced to the gate w ind ing.

^Fe

b s
K ,  
K P 
K,и
f
H c
I
l a
I c
h  =  'I>s/Na Л 
^  Ic.max 
I a — Ig,x +  ■ 
G,s
I G , x
IL =

G,s

4
h,s
h,x

1 L , x

k l r

b I,L,s

Cross section  o f core [cm2],
U sefu l w indow  area occupied by the g a te  w inding [cm2],
S atu ration  induction  [Vs cm- 2 ],
Current gain,
P ow er gain,
V oltage gain,
Supply frequency [s-1 ]
M axim um  of the m agnetizing fie ld  stren gth  [A cm- 1 ],
Current [A ],
Current in  the forward direction through  the rectifier a [A],
Control current [A]
M axim um  o f the m agnetizing current (w ith  respect to the gate w inding) [A ], 
G reatest change of control current in th e  operating range [A],
R esu lta n t current through gate w inding [A ],
Satu ration  current in gate winding [A ],
M agnetizing current in  gate w inding [A ],
R esu lta n t load current [A],
L ine current [A],
S atu ration  current through load [A ],
R esu lta n t m agnetizing current through load [A],

R atio  o f  the m om entary supply v o lta g e  to  th a t supply voltage w h ich  
w ill ju s t  take the flu x  in  the core from  negative  saturation to p o s itiv e  
satu ration , in  the case o f  m inim um  load  current,

‘ T h e  first part o f  th is study  has been published on  pages 199 — 226 of vo lum e 41.
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kf
К
L  =
h e
m
N
R
He
Hi

N qA

R l
R 0 =  2 R t +  R l

Form  factor,
U tilization  factor,
U nsaturated in d u ctiv ity  o f g a te  w inding [H y],
Mean length  o f core [cm ],
Slope of control characteristic,
Num ber of turns,
R esistance [ß ] ,
R esistance of control circuit [ ß ] ,
Sum  o f the resistance o f one g a te  winding and the forw ard resistance  
of the rectifier belonging to  it  [ ß ] ,
Load resistance [ß ] ,

R-p

UC
^max
U n

U p , s

Ur
Pa
A  P c ,max
pJ o.max

S G
T
X =  o>L  
a

ß

Transfer resistance [ß ] ,
Tim e [s],
Control vo ltage [V],
M axim um  of th e  mean value o f th e  vo ltage  applied to  the g a te  w inding [У], 
Line supp ly  vo ltage, peak  va lu e  [У],
The peak value of the line v o lta g e  at which the f lu x  oscilla tes betw een  
+  Ф$ and — Ф$, if  the load current is a minimum [V ],
Supply line vo ltage, r. m. s. v a lu e  [V],
V olt-am per power outp ut o f one transductor core [VA ],

4 i l  R'c G reatest change of control pow er w ith in  the operating range for к  =  1 [W j, 
Mean value o f m axim um  pow er o u tp u t [W],
Current density  o f gate w inding [A cm - 2 ],
Tim e constant [s],
U nsaturated reactance o f gate  circu it [ß ] ,
Firing angle,

I1 A pe 
h e

y> =  N 0  
Ф

F lu x  in  w inding [Vs], 
F lux [Vs],
Saturation flu x  [Vs], 
In itia l f lu x  [Vs],

to =  2 я / [ У ]  ,
в

/« =
B s
H c

E xcita tion  [A],

U nsaturated perm eability  o f core

I. Introduction

F a m ilia r i ty  w ith  th e  p rincip le  o f o p e ra tio n  of the  c ircu it [1], perm its  
i ts  c h a ra c te r is tic s  to  be d e te rm in ed . T he f i r s t  o f these to  be co n sid e red  is the 
c o n tro l c h a ra c te r is tic  w hich  describes th e  co n n ec tio n  betw een  th e  m ean  value 
o f  th e  lo a d  c u rre n t an d  th e  co n tro l c u rre n t, to  be followed b y  th e  e s ta b lish m e n t 
o f  b a s ic  re la tio n s  for design.

C om parisons are  m ade from  sev era l p o in ts  o f view  b e tw een  one- and  
th re e -p h a s e  se lf-sa tu ra tin g  m ag n e tic  a m p lifie rs . I t  is show n t h a t  in  th e o ry  a 
s e t  o f  s ix  tra n sd u c to rs  in  a th ree -p h ase  se lf-sa tu ra tin g  c irc u it w ill y ield  36
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p e r cen t m ore pow er fo r m ax im u m  drive  (a =  0), th a n  i f  th e  sam e tra n sd u c 
e r s  were used in  a sing le-phase  se lf-sa tu ra tin g  c ircu it.

The expression  fo r th e  pow er gain , tim e  c o n s ta n t a n d  f ig u re  o f m erit 
o f  th e  c ircu it u n d e r in v e s tig a tio n  are  d e te rm in ed . The pow er g a in  an d  figure 
o f  m erit th e o re tic a lly  show  an  increase b y  a fac to r  of 1.36 w ith  re sp e c t to  the  
sing le-phase se lf-sa tu ra tin g  c ircu it.

The tim e  c o n s ta n t m a y , if  i t  is long co m p ared  to  th e  period  o f  th e  supp ly  
v o lta g e , be d e te rm in ed  from  th e  con tro l ch a rac te ris tic , as w ith  single phase 
m ag n e tic  am plifiers.

The load  c u rre n t is considered  as th e  sum  of tw o c u rre n ts  —  th e  s a tu ra 
tio n  and  th e  m a g n e tiz a tio n  cu rren t [1].

A sa tu ra tio n  c u rre n t w ill only flow  if  tw o cores are co n tem p o ran eo u sly  
s a tu ra te d . F o r th is  reaso n  th e  s a tu ra tio n  c u rre n t in p a r t  1 o f th e  f irs t  stage 
is zero , in  all o th e r cases how ever, i t  d iffers from  zero (sec [1], T ab le  1). I t  
assum es its  h ig h est v a lu e  for th e  case a =  0. T here is th e n  no f lu x  change 
in  th e  cores. T he su p p ly  v o ltages are b a lan ced  only  b y  th e  p o te n tia l  drops 
across th e  resis tan ces . In  th is  cond ition  th e  m ag n etic  am plifie r c irc u it behaves 
as a com m on th re e -p h a se  G rae tz ty p e  rec tifie r.

A m ag n etiz in g  c u r re n t flows th ro u g h  th e  gate  w indings o f  th e  cores 
w hen  th e  p a r tic u la r  core is in  th e  cond ition  of undergo ing  a f lu x  change . The 
f lu x  change an d  c o n seq u en tly  th e  m ag n etiz in g  c u rre n t is g re a te s t fo r  a =  2я /3 . 
T he sa tu ra tio n  c u rre n t is th e n  zero.

The co n tro l c h a ra c te r is tic  is d e te rm in ed  in  tw o steps. F ir s t  th e  change 
o f  th e  s a tu ra tio n  c u rre n t th e n  th a t  o f the m ag n e tiza tio n  c u rre n t is d e te rm in ed  
as a fu n c tio n  o f th e  co n tro l cu rren t.

F irs t  stage. The m ean  value  o f th e  s a tu ra tio n  c u rre n t in  th e  f irs t  s tage  
e. g. in  the  range o f я /3  <  cot <  2 я / 3 (see [1], F ig. 86) is

I I .  C ontrol ch a rac te ris tic s

1. The saturation current

(29)

H ence

я  R n
l  +  cos ß) ( 30 )
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w here
R 0 =  2 R j RL- (31)

I n  th e  ex am in a tio n  o f  th e  princip le o f o p e ra tio n , R t w as for th e  sake of 
s im p lic ity  neglected  w h en  d e te rm in in g  the  v o ltag e  d is tr ib u tio n . W ith  re sp ec t 
to  th e  v a lu e  of th e  s a tu ra t io n  cu rren t, how ever, i t  is desirab le  to  consider 
its  e ffec t.

F ro m  th e  expressions (6) an d  (21) of P a r t  I ,  m o reo v er from  (30) ab o v e , 
th e  s a tu ra t io n  cu rren t d e p e n d s  on th e  con tro l c u r re n t  accord ing  to  th e  lin ea r  
ex p re ss io n

T he re la tio n

l L,s
3 U p í 2fe — 1 1 l'c\
л  R 0 2 к 2k  I c

II

*
4 1

= --------ф
N a A  s

(32)

(33)

has h e re  also been co n sid e red .
T h e  e x p lan a tio n  fo r th is  lin ea r  re la tio n  is th a t  b o th  th e  flu x  Ф] [eq u a tio n  

(21)], a n d  th e  sa tu ra tio n  c u r re n t  [equation  (30)] d ep e n d  on  th e  cosine o f  th e  
ang le  ß.

Second stage. T he m ean  v alue  of the  s a tu ra t io n  c u rre n t in  the  second 
s ta g e , e. g. in  th e  range o f  л /3  <  cot <  2я/3 (F ig . 136), is

Il.s =
_3_ 1
n  R n

J (— M3 _ 1)  d (cot) +  J U j _ 2 d (cot) (34)

H en ce

IL ,s  =  cos \ß  ■
n  R ,,

(35)

T h e  m ax im um  v a lu e  o f  I L s and  also o f  th e  lo ad  c u rre n t, from  (35), is

3 u r.T — г — ^ p
* L ,m a x  x L jS,m ax „

n  R 0
(36)

71
in  th e  case of ß =  — . T h e  m ax im u m  value o f th e  v o ltag e  across th e  lo ad  is 

3

и
Л

^  L.max .. ^  p • (3 7 )
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F rom  th e  expressions (6), (27), m oreover (33) an d  (35), th e  e q u a tio n  fo r th e  
re la tio n  be tw een  th e  s a tu ra t io n  c u rre n t and  th e  co n tro l c u rre n t in  th e  second 
stage  is ag a in  found  to  be th e  sam e as (32). E q u a tio n  (32) is th e re fo re  valid  
over th e  w hole o p e ra tin g  ran g e . L e t th is  expression  be re w ritte n  in  re la tiv e  
u n its . L e t th e  reference q u a n t i ty  fo r th e  sa tu ra tio n  c u rre n t be max an d  for 
the c o n tro l c u rre n t th e  v alue

I R =  k I c. (38)

The re la tio n  betw een  th e  s a tu ra t io n  c u rre n t an d  th e  c o n tro l c u r re n t m ay  
th e n  be w ritte n  in  th e  form

w here

and

I L,s
2k  — 1 

2k

h . s

К

_  h .
h ,«

I '

E q u a tio n  (39) has been  show n in  Fig. 15a.

(39)

(40)

(41)

2. The magnetizing current

D ep en d in g  on th e  core m a te r ia l used an d  on th e  q u a lity  of th e  re c tif ie r , 
th e  la rg e s t m ean  value o f th e  m agnetiz ing  c u rre n t ( th e  c u rre n t flo w in g  in  
th e  load  c irc u it w hen  a =  2тг/3) is sm aller b y  one or m ore o rders of m a g n itu d e  
th a n  I l ,s,max- F o r th is  reason  th e  m ag n etiz in g  c u rre n t on ly  ex e rts  an  a p p re 
ciable in flu en ce  on th e  course o f  th e  con tro l c h a ra c te ris tic  a t  a m in im u m  
load c u r re n t and  in  its  im m ed ia te  v ic in ity .

T he m ean  v alue  of th e  m ag n e tiz in g  c u rre n t flow ing  th ro u g h  th e  lo ad  a t  
fu ll d rive  (a — 0), m oreover a t  th e  m ost in te re s tin g  v alue  in  th e  case o f  m in i
m um  lo ad  c u rre n t (a =  2я /3 ), a re  th e  easiest to  d e te rm in e .

In  th e  case o f full d rive  th re e  is no change o f flu x  in  th e  cores. T h e  va lu e  
o f the  m ag n e tiz in g  c u rre n t is zero.

T he co n tro l c u rre n t I^min (w hen a  =  2л/3) is accom pan ied  b y  th e  flow  
o f only th e  m ag n e tiza tio n  c u rre n t defined  in eq u a tio n  (14) th ro u g h  th e  load . 
The m ean  v a lu e  o f th is  c u rre n t, from  (14), is

1 L,x
6  У з k T .

a — 2л/3

(4 2 )
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T h e  equations (20), (21), (22) and  (33) h a v e  here  also been  considered .
As th e  firing  ang le  is d ecreased , so th e  m a g n itu d e  of th e  flu x  change in 

th e  co res  dim inishes a n d  w ith  i t  also the  m ean  v a lu e  o f th e  m ag n e tiz in g  cu rren t 
p a s s in g  th ro u g h  th e  lo ad .

O n the  basis o f  th e  ab o v e  i t  seems co n v en ien t to  m ake th e  sim plify ing  
a s su m p tio n  th a t  I L x a lso  ch an g es  linearly  as a fu n c tio n  of th e  co n tro l c u rre n t. 
I t  a ssu m es its  g re a te s t v a lu e  fo r Ic,min [eq u a tio n  (42)], an d  its  sm allest value

F ig . 15. The change in  the m ean  value of the saturation  current and the m agnetization  
current flowing through the lo a d , as a function o f  the control current (Figs, a and b), 
m oreover the resultant load current —  control current control characteristic (F ig. c)

in  relative un its

(zero ) for Iç  max (a t a =  0 ). F ig . 156 show s th e  assum ed  lin e a r  change of th e  
r e la t iv e  value of th e  c u r re n t  I L x  as a fu n c tio n  o f th e  co n tro l c u rre n t for a 
p a r t ic u la r  value o f k.

T he equa tion  o f  th e  s tra ig h t  line I ^  x ( I c) in  re la tiv e  u n its  is

/ L,x
6 ]/3

71
I r

I L ,  m ax

1
2к

(43)

L et the value I R//jr,jmax be expressed, u s in g  (20), (22), (36) an d  (38), as

I L ,  m ax

[c__  =  _n
3 U P,s 2 3 X  ’ 
n  R u

(44)
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■where

X  =  coL N l * s

Ic

is th e  reac tan ce  o f one g a te  w ind ing  in the  co n d itio n  o f  flu x  change. F rom  
(43) an d  (44)

I L,x
1

2 к
(45)

3. Load c u r r e n t  

T he load c u rre n t is th e  sum

h  =  h , s +  ï  l ,x (46)

o f  th e  sa tu ra tio n  an d  th e  m ag n e tiza tio n  c u rre n t.

Fig. 16. T he co n tro l ch arac te ris tics  fo r к  =  1, 0,66 an d  0,5

A ccording to  e q u a tio n s  (39), (45) and (46), th e  re q u ire d  eq u a tio n  o f th e  
c o n tro l ch a rac te ris tic  is

tv here

(47)

_  1
m  —  —

2

xs th e  slope of th e  c h a ra c te r is tic . Since generally  J/З  R o /X  <€ 1 i t  m ay  a p p ro x i
m a te ly  be s ta ted  th a t  tn ^  1/2 .

T he con tro l c h a ra c te r is tic  in  re la tiv e  va lu es  fo r th e  general case has 
been  show n in Fig. 15c, fo r som e ac tu a l values o f  к  in  F ig . 16.

X
(48)
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T h e  conclusions th a t  m a y  be d raw n from  th e  eq u a tio n  o f  th e  c h a ra c te r 
is t ic  a n d  from  Figs. 15 a n d  16 a re  th a t :

a )  T h e  eq u a tio n  o f th e  c o n tro l ch a rac te ris tic  co rresponds to  th e  eq u a tio n  
f a m il ia r  fo r the  s ing le-phase  se lf-sa tu ra tin g  am p lifie r, d ed u ced  u n d e r  sim ilar 
c o n d it io n s  [2].

b)  T he  slope o f th e  c o n tro l ch a rac te ris tic  is

d L k  ^  A  J L _
d l ' c л  R 0

i. e. i t  is p rop o rtio n a l to  th e  re la tio n  of th e  u n s a tu ra te d  re a c ta n ce  of th e  gate  
■winding to  re su lta n t re s is ta n c e  o f th e  load  c ircu it. The slope o f  th e  m easured  
c o n tro l  ch a rac te ris tic  p e rm its  th e  value of X  to  be d e te rm in e d  hence th e  
v a lu e  o f  th e  p erm eab ility  p.

.. _  _ L Jfb V

w N b A pe

b e lo n g in g  to  the  u n s a tu ra te d  sec tio n  of th e  idealized  d y n am ic  h y ste re s is  loop.
c )  The shape an d  slope  o f  th e  co n tro l c h a ra c te ris tic  are  in d e p e n d e n t of 

th e  s u p p ly  voltage. I f  th e  su p p ly  vo ltage  is d ecreased , h ow ever, th e  contro l 
c h a ra c te r is t ic  is sh ifted  to  th e  r ig h t, para lle l to  itself.

T h e  equa tion  o f  th e  c o n tro l ch a rac te ris tic  has p e rm itte d  th e  d e te rm in a 
t io n  o f  th e  q u a n tita tiv e  fe a tu re s  of th e  s ta tic  b eh av io u r o f  th is  m agnetic  
a m p lif ie r  circuit. T hey  are

T ra n s fe r  resistance: E T = A U l _  1
A I c л

N c R l

n l r 0
X ; (49A)

c u r r e n t  gain : K , =
A I L 3 

A I c л
N c X

/?,Г
R t

=  r 7 , ;
(49B)

v o lta g e  gain : K u =
A U ,  3 N c R l X  R T

(49C)
A U c л n l Rc R0 Rc

p o w e r gain : K P = К г К и ш (A  I l)2 R l R 2T
(49D)

{ A I c f R c R l R c

I I I .  D esign fu n d am en ta ls

1. S u p p ly  voltage

T h e  largest v o ltag e  is developed  across th e  ga te  w ind in g s for th e  
ca se  o f  m in im um  load  c u r re n t .  T his also is w hen  th e  change o f  f lu x  is g rea test. 
T h e  f lu x  oscillates b e tw e e n  Фхт\п and  Ф8. F o r exam ple  th e  m ax im u m  o f
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th e  m ean  value  o f th e  v o ltage  across th e  g a te  w ind ing  A is

U m ax

2 -  
3

—  f  ( — ыз- i ) d  (wt) - H i
71 J  71

71
3

(F ig . 5a).
In  th e  case of th e  single-phase s e lf-sa tu ra te d  m agnetic  am p lifie r th e  

m ax im um  of th e  m ean  v a lu e  o f th e  v o ltag e  ap p lied  to  one g a te  w ind ing  is

2
^l.max =  Upi •

Л

T he su ffix  1 here  refers to  th e  sing le-phase c irc u it.
I f  th e  sam e m ax im u m  flu x  oscilla tion  is to  he p e rm itte d  in  th e  sing le

phase  an d  th ree -p h ase  a rran g em en ts , th e n

and  therefo re

U r — 2 U n , (50)

w here Url is th e  r .m .s . va lue  o f th e  su p p ly  v o ltag e  in  a sing le-phase c ircu it.
A ccord ing  to  (50) th e  r .m .s . va lu e  o f th e  line vo ltage  m ay  in  th e  th ree - 

phase c ircu it be tw ice as h igh  as th e  r .m .s . v a lu e  o f  th e  su p p ly  v o ltag e  th a t  
can  be used  in  a sing le-phase c ircu it.

T he su p p ly  v o ltag e  o f tra n sd u c to rs  is g en era lly  know n fo r a sing le
phase c ircu it. In  th is  case th e  line vo ltage  t h a t  can  be used in  a th ree -p h ase  
a rra n g e m en t is e s tab lish ed  from  (50).

If, fo r ex am p le , th e  su p p ly  vo ltag e  o f th e  tra n sd u c to r  in  a sing le-phase  
se lf-sa tu ra tin g  c ircu it is 110 Veff, th e n  th e  line v o ltag e  to  be ap p lied  in  th e  
case o f a th ree -p h ase  b ridge  c ircu it c o n s tru c te d  o f six  s im ila r tra n sd u c to rs , 
is 220 V eff.

U su a lly  th e  m ax im u m  values o f th e  o u tp u t  vo ltage  (C /i,max) an d  th e  
o u tp u t  c u rre n t (Ij^niax) are  s tip u la te d  w hen design  a th ree -p h ase  m ag n etic  
am p lifie r. In  th is  case th e  r.m .s . v a lue  o f th e  line vo ltag e  m ay , on th e  basis 
o f (37), be d e te rm in ed  from  th e  eq u a tio n

U - -  71 —  u
r ~~ 3 У2 R l

(51A)

Ko .

R l
is, especia lly  in  th e  case o f la rg e r am p lifie rs , a n u m b er close to  u n ity .

I f  core m a te r ia l o f  a p o o rer q u a lity  is used , th e  in d u c tan ce  o f th e  s a tu ra te d  
core m ay  n o t be n eg lec ted . In  th is  case th e  su p p ly  vo ltage  m u s t be in creased .
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T h e  n e c e ssa ry  m easure o f  in c rease  in  su p p ly  v o ltag e  m ay  be ach iev ed  b y
R 0 .

s u i ta b ly  ra is in g  the  ra tio  -----, in  a m an n e r a p p ro p ria te  to  the  q u a lity  o f th e
r l

co re , th e  co n stru c tio n  a n d  th e  re c tif ie r  [3].
O nce th e  supp ly  v o lta g e  is know n, th e  fu n d a m e n ta l re la tio n  fo r th e

d es ig n  o f  th e  core is

A Fe N L —
К 2 U r
4ТГ f k B s

(51B)

fro m  (20 ).

2. Current in  the gate w ind ing

T o  de te rm ine  th e  c ro ss-sec tio n  of th e  g a te  w ind ing  i t  is n ecessa ry  to  
k n o w  I qt max, the  m a x im u m  o f th e  r.m .s . v a lu e  o f th e  c u rre n t flow ing 
th r o u g h  th e  gate w ind ing . F ro m  th e  th e o ry  o f rec tific a tio n

I Gr,  m a x
I  Lr,  m ax

У 3 ~ —  fc/3
I L ,  m ax

Кз
(52A)

T h e  suffix  3 refers to  th e  th ree -p h ase  c ircu it.
S ince  th e  form  fa c to r  o f  th e  m ax im u m  o f th e  load  c u rre n t, kf3 ad 1,

Gr,  m a x
I L, m ax

Кз
(52B)

3. The util iza tion  factor o f  the transductor  [4]

T h e  u tiliza tion  fa c to r  K t of the  tr a n s d u c to r  is defined  as fo llow s: K t 
is th e  ra t io  of the p o rtio n  o f  th e  m ax im u m  o u tp u t  pow er P omax due to  one 
t r a n s d u c to r  core, to  th e  v o lt-a m p e r  pow er P a o f  th e  tra n sd u c to r  core. In  th e  
p re s e n t  case, if  in te rn a l losses are  neg lec ted ,

p
J  03,m ax

к  -  6^ Г З  —  p
*  a i

3  U l» m ax  I  L,  n 
6 1

(53)
U r I,Gr,  m ax

L e t th e  v alues of Ur a n d  fc r  max be su b s titu te d  from  (51 A) and  (52B ) resp ec 
t iv e ly , th e n

К , У 6
л

=  0.78
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F or th e  sing le-phase se lf-sa tu ra tin g  m a g n e tic  am plifier

so th a t

P O lm ax

l
1.11-72

0 .5 7 4 ,

^ - = 1 . 3 6 .
K n

(54)

The u tiliz a tio n  fac to r  is th u s  1.36 tim es as g re a t in a th ree -p h ase  c ircu it 
th a n  in  a sing le-phase one; 1.36 tim es th e  p o w er m a y  he e x tra c te d  fro m  th e  
ga te  w ind ing  o f  th e  sam e tra n s d u c to r  core in  a th ree -p h ase  a rra n g e m en t, th a n  
in th e  sing le-phase case.

C onsider fo r exam ple  six  id en tica l t r a n s d u c e r s  and  le t th e m  f i r s t  be 
a rran g ed  in  a th ree -p h ase  b rid g e  c ircu it (F ig . 1), th e n  in  a sing le-phase , DC 
se lf-sa tu ra tin g  sy stem . In  th e  la t te r  case le t th e  th re e  gate w indings be  co n 
n ec ted  in  series w ith  one a n o th e r . T he m a x im u m  v o ltage  across th e  lo a d  w ill

3 2 Ъ и
— if  losses are  neg lec ted  —  be — U p, i n  th e  f i r s t  case a n d —  • ------ in  th e  se-

-T  7T 2
cond [see e q u a tio n  (50)], i.e . th e  sam e in  b o th  cases. The tra n sd u c to rs  will 
he, su b jec ted  to  th e  sam e h e a tin g  i f  th e  v a lu e  o f  th e  m ax im um  r.m .s . c u r
re n t / Grmax flow ing  th ro u g h  th e  gate  w ind ing  is th e  sam e in b o th  cases. In  
th e  case o f a sing le-phase a rra n g e m en t

I Or,  m ax , 1
_  K/1 J

K2
L,max,l •

H ence, and  from  th e  e q u a lity  o f  (52A),

3
~2 IL,m ax,l =  1 * 3 6 IL,max,l • ( 5 4 A )

The m ean  v alue  o f  th e  load  c u rre n t in  a th re e -p h a se  circu it m ay  th e re fo re  
be 1.36 tim es as g re a t as in  th e  single-phase case .

*L.n
_  k/\

4. Control current

T he g re a te s t change o f  co n tro l c u rren t w ith in  th e  con tro l ran g e  is

AI'Cimax =  2 k I c =  2 k (55)
N L
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5. Rectifier.

T h e  p e a k  v alue  o f  th e  m ax im u m  rev erse  v o ltag e  across, fo r in s ta n c e , 
th e  r e c t if ie r  a (see F ig  11a) is

U ap= U p. (56)

T h e  r.m .s . va lu e  o f  th e  m ax im u m  c u r re n t  th ro u g h  a n y  re c tif ie r  u n it  
in  th e  fo rw ard  d irec tio n  is th e  sam e as for,max [see (52B )], i. e.

■̂ ar.max =
1L,  m a x

Уз
(57)

6 . Utilization factor o f  the rectifier

T h e  u tiliz a tio n  fa c to r  K r o f  th e  re c tif ie r  is defined  as follows : K r is th e  
r a t io  o f  th e  p o rtio n  o f th e  m ax im u m  o u tp u t  p o w er due to  one re c tif ie r , to  th e  
v o lt- a m p e r  pow er o f th e  re c tif ie r . In  th e  p re s e n t case

—  U  I, L.max -4.,max

К «  =  ± т П -------------• (58)u  a p  i a r imax

S u b s titu tin g  th e  v a lu es  o f  Uap an d  I ar,max fro m  (56) and  (57), m o reo v er 
c o n s id e r in g  (37),

K« = l r “  °-276-
F o r a single-phase G ra e tz  c ircu it re c tif ie r  th e  u tiliza tion  fa c to r  is

pJ Ol.max
4 2

K n  =  ~ p ------ =  - y  =  0 .2 0 3 ,
r  a l

so t h a t

K r 3  =  У з  я
K rl 4

1 .3 6 . (59)

H ere  again th e  u tiliz a tio n  fac to r is 1.36 tim es  as g rea t fo r a th re e -p h a se  
G ra e tz  c ircu it as fo r a sing le-phase  one. T h e  pow er o b ta in ab le  fro m  a given 
n u m b e r  o f rec tifie rs  in  a th ree -p h ase  c irc u it is 1.36 tim es t h a t  o b ta in a b le  
f ro m  th e m  in a sin g le -p h ase  a rran g em en t.

O nce m ore, as in  th e  case of th e  t r a n s d u c to r  cores th e  in c rea se  in  th e  
p o w e r o b ta in ab le  is e x p la in e d  b y  a 1.36-fold in crease  in  the  p e rm issib le  o u tp u t 
c u r r e n t .  In  ac tu a l p ra c tic e , in  th e  case o f  se len ium  rec tifie rs  fo r in s ta n c e , 
i t  is u su a l due to  th e ir  n o n -lin ea rity  to  use a fac to r  of 1.5 in  p lace  o f  1.36.
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T h e  th ree-p h ase  c irc u it offers a s till m ore ad v an tag eo u s  p o w er yield 
w ith  re sp ec t b o th  to  th e  tra n sd u c to rs  an d  th e  rec tifie rs  if  th e  d e s ig n  considers 
h e a tin g  a t  a pow er o u tp u t  sm aller th a n  th e  m ax im um . T h is is a  freq u en t 
case in  au to m a tic  c o n tro ls , especially  w here  th e  am plifier ac ts  o n  a n  I-ty p e  
device o r else has also  to  tra n s fe r  a D  effec t. In  these  cases th e  m agnetic  
am p lifie r on ly  y ields i ts  m ax im u m  o u tp u t  pow er for a sh o rt t im e . I f , for 
in s tan ce , th e  design o f  th e  m ag n etic  am p lifie r is u n d e rta k e n  w ith  a  v iew  to 
th e  h e a tin g  caused b y  60 p e r cen t o f th e  m ax im u m  load  c u rre n t, th e n  in  the  
case o f a th ree -p h ase  b rid g e  c ircu it th e  fo rm  fa c to r  kf3 =  1.07, w h ile  fo r the  
sing le-phase se lf-sa tu ra tin g  c ircu it k jv =  1.46. A ccording to  th e  r e la t io n  (54A),

I L,  m ax
1.46
1.07 L,  m a x 1.67 I L,  m ax , 1-

In  th is  case th e re fo re  th e  u tiliz a tio n  fa c to r  w ith  re sp ec t b o th  to  the 
tra n s d u c to r  an d  th e  re c tif ie r  is 1.67 tim es as g rea t for a th re e -p h a se  a rran g e 
m en t as fo r a sing le-phase  c ircu it [5].

7. L ine  current

T he line c u rren t, fo r in s ta n c e  in  p h ase  1, is Íqa -f- íQa - (see F ig . 13c). 
T h e  m ax im u m  o f th e  r .m .s . va lu e  o f th e  line c u rre n t, if  th e  c u r r e n t  w ave
shape is ta k e n  to  be a p p ro x im a te ly  re c ta n g u la r , is

I  lr, m ax
JL  j

L,  m ax  •
(60)

8 . Power factor

T he pow er fac to r  fo r  th e  case o f m ax im u m  o u tp u t p o w er is d e te r
m ined  b y  th e  expression

cos <p = U L,ш ах  ^ m a x

КЗ u r i Ir,r
(6i)

F ro m  (37) an d  (60),

cos <p =  —  =  0 .955 . 
л

IV. Pow er g a in

L e t th e  expression  fo r  th e  pow er gain  g iven  in  eq u a tio n  (49D ) be  w ritte n  
in  a form  th a t  is easier fo r  th e  designer o f  a tra n sd u c to r  to  u se . F ro m  the  
exp ression  (30), (51B) a n d

X  =  w L  =  coN l Д ? ~ Ре , (62)
He Ipe
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m o re o v e r  using the  r e la tio n

_   I L ,  m ax
*G  — ---------------------- 1

3 A 0

th e  p o w er gain

К  =  3 1/3 f  ^ L ^  ^ ^  ' s°  ' ^ Fe 
P J  R 0R c ( k H c) 4 * e

T h e  power gain  m a y  th u s  be increased m a in ly  by  using b e t te r  core 
m a te r ia l  (larger B s/H c v a lu e s )  an d  raising  th e  su p p ly  frequency . In  th e  case 
o f  s im ila r  am plifiers K p in c rea se s  a p p ro x im a te ly  in  p ro p o rtio n  to  th e  cube 
o f  th e  lin ea r d im ensions.*  T h e  use of a to ro id  co re  is m ost fav o u rab le , since 
th is  is w here iFe is sm a lle s t.

K p  in  the c ircu it u n d e r  rev iew  is 1.36 tim e s  g re a te r  th a n  for case o f  a 
s in g le -p h ase  bridge s e lf - s a tu ra tin g  m agnetic a m p lif ie r . The reason  is th a t  
c o m p a re d  to  th e  s in g le -p h a se  arrangem en t th e  co n tro l pow er increases 
th re e -fo ld , b u t the  o u tp u t  p ow er 1.36 3-fold [6 ].**

(64)

(63)

Y. Time constan t

I n  considering th e  t r a n s ie n t  process, th e  a s su m p tio n  so fa r m ad e  w ith  
re g a rd  to  the  im pedance  o f  th e  contro l circu it m u s t ,  o f course, be a b an d o n ed . 
L e t th e  d u ra tio n  of th e  t r a n s ie n t  process be lo n g  co m p ared  to  th e  period  of 
th e  su p p ly  voltage, th e n  a v e ra g e  values m ay be u se d  in  place o f tim e  fu n c tio n s  
in  th e  exam ination  o f  th e  tra n s ie n t.

T h e  average v a lu e  o f  th e  w inding f lu x  re la te d  to  th e  con tro l w ind ing  
o f  a n y  core is a p p ro x im a te ly

Va, ^  —  (VS +  Wi)- (65)

F ro m  eq u a tio n  (6)

Wav ^ y ( V s +  N C Л Ic) ■ ( 66)

T h e  value o f y av d e p e n d s  on the c o n tro l c u rre n t only. T he c o n tro l 
c irc u it  m ay  therefo re  b e  re p la c e d  by an e q u iv a le n t c ircu it consisting  o f  an  
in d u c ta n c e  and a re s is ta n c e  in  series. The tim e  c o n s ta n t  of th e  co n tro l c ircu it

* In  actual fact R ^ /R u an d  sq also change w ith  th e  linear dimensions.
** The fact has here b een  neglected  that in a th ree-ph ase circuit the value o f H c will 

also  increase, due to the in crea sed  rate of flux change.
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and , since th e re  is no tim e  la g  betw een  th e  c o n tro l cu rren t an d  lo a d  c u rre n t, 
th e  tim e  c o n s ta n t of th e  m ag n e tic  am p lifie r is

6 dVav

R c  d  I c
(67)

From  (66)

— Л & Л  = — . (68)
d l c 2 2

w here L q =  iVc Л  is th e  u n s a tu ra te d  in d u c ta n c e  o f one c o n tro l w ind ing . 
H ence

T  ^  3 —  . (69)
R c

In  o rd e r  b e tte r  to  u n d e rs ta n d  th e  a p p ro x im a tio n  c o n ta in e d  in  (65), 
consider th e  following:

E q u a tio n  (65) w ould in  ev e ry  co n tro l s i tu a tio n  only  be tru e  i f  th e  v a rio u s 
core flu x es rem ain ed  fo r e q u a l tim es a t  th e  va lu es  -|-Ф5 and  Фх, m o reo v er 
i f  th e  ch an g es in  the  p o sitiv e  an d  n eg a tiv e  d irec tio n s  took p lace  s y m m e tr i
cally. I t  is o n ly  in  the tw o e x tre m e  co n d itio n s (for Ic,min»a =  2тг/3 a n d  I c, a  =  0) 
th a t  (65) y ie ld s an  a c cu ra te  v a lu e  of xpav. A cco rd in g  to  th e  e q u a tio n s  (12), 
th e  r e s u lta n t  w inding  flu x  re la te d  to  th e  c o n tro l c ircu it is in the  case o f  m in im u m  
load c u r re n t a t  any  in s ta n t

6 Va,

а = 2 т г /3 .

=  3  {y>3 +  V i.m ln )  • (65A)

For m a x im u m  load c u rre n t

(>Vav =  6 v s ,
a =  0

(65B )

T he ch an g e  of c o n tro l c u rre n t betw een  th e  tw o  extrem e c o n tro l v a lu e s  is

N o
N c

- I C .m in •

I f  the cu rv e  y>av =  ipav ( I c ) is rep laced  b y  a s tra ig h t line p assin g  th ro u g h  
th e  p o in ts  co rrespond ing  to  th e  tw o e x tre m e  opera tin g  c o n d itio n s , th e n  
from  (65A) an d  (65B),

d ja y
d i e

1

^ _______  _ Lç
( N a IN c) I c -  Ic,m.n 2 ’
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w h ich  co rresponds to  th e  exp ression  (68). T h u s  in  th e  deduction  o f  (69), th e  
in d u c ta n c e  has been c a lc u la te d  from  the g ra d ie n t  o f  th e  s tra ig h t line p ass in g  
th ro u g h  th e  po in ts co rre sp o n d in g  to  the  tw o  e x tre m e  opera ting  co n d itio n s , 
in s te a d  o f  th e  ta n g e n t a t  th e  p a rtic u la r  value o f  I c  concerned.

T h e  expression fo r th e  tim e  co nstan t m a y  b e  reduced  to  a fo rm  w h ich  is 
m u c h  e a s ie r  to  han d le  in  p ra c tic e . S u b s titu tin g  th e  value of I c  fro m  (47) in  
(66) a n d  d iffe ren tia tin g  w ith  re sp ec t to  Ic,

~ Vat L c  — I r------- (70)
d i e  I и  шах 2  m  N c d i e

Since ni  — , from  (44)

dV>av
d i r

1 R  Nç_ d l ^
1 2 /  U N a d l c

F ro m  (67) and  (71) th e  t im e  co n stan t

1 N c d I L 

?c
T  sd  -

2 /  R c N a d l c

(71)

(72)

T h e  tim e  c o n s ta n t is p ro p o rtio n a te  to  th e  slope  of the  c o n tro l c h a ra c 
te r is t ic .  T h e  d e te rm in a tio n  o f  th e  tim e c o n s ta n t  from  (72) is v e ry  sim ple . 
O n ly  s ta t ic  m easu rem en ts  are  now needed.

W ith  th e  help  o f (72) th e  tim e  co n stan t m a y  b e  re la ted  to  th e  exp ressions 
(49B ) fo r  th e  c u rren t g a in  a n d  (49C) for th e  v o lta g e  gain:

1 R 0 H a K l - 1 R 0 N c
N a 2 / R l N a

K ,
2/  Rc

I n  th e  course o f d e s ig n , good use can  be  m ad e  of the  form

(73)

T  Od 12 *Fe (74)
/ I P  '^ r C ,m ax

o f  th e  t im e  c o n s ta n t, w h ich  m ay  be o b ta in ed  f ro m  (69).
F o r  tra n sd u c to rs  o f  id en tica l pow er (B s A Fe lFe =  const.), th e  tim e  

c o n s ta n t  m ay  be re d u c e d  b y  increasing th e  c o n tro l pow er an d  u s in g  b e t te r  
core  m a te r ia l  (w ith sm a lle r  H c). Here to o , th e  u se  o f a to ro id  core is m ost 
fa v o u ra b le .

T  fo r  th e  c ircu it u n d e r  in v estiga tion  is o f  th e  sam e m ag n itu d e  as in  th e  
case o f  th e  single-phase b r id g e  se lf-sa tu ra tin g  m a g n e tic  am plifier. T h e  reaso n  
is t h a t  th e  resistance a n d  th e  inductance  in  th e  c o n tro l circuit h av e  b o th  been 
t r e b le d , com pared  to  th e  single-phase a r ra n g e m e n t.
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V I. F igu re  o f m erit

T he figu re  o f  m erit is defined  as th e  ra tio

J  =  b L .
T

A ccord ing  to  (49D ) an d  (69), th is  m a y  also be expressed  in  th e  form

_ x_RjL_J  = (75)
A T2^  1 C,  m ax 6 L r

J  increases as th e  pow er o u tp u t , an d  converse ly  w ith  th e  m ag n e tic  energy 
s to re d  in  th e  m ag n e tic  fie ld  lin k ed  to  th e  co n tro l w inding .

F rom  (75), using  (22), (38) and  (44)

Я R 20

T he fig u re  o f  m erit is p rim a rily  in flu en ced  b y  f  an d  th e  q u o tien t

(76)

X

R n '
J  increases as th e  ra tio  o f th e  u n s a tu ra te d  re a c ta n ce  o f  th e  g a te  w inding  to  
th e  resistance  o f  th e  load  c irc u it is in creased .

L e t J  be p u t  in  a fo rm  m ore h a n d y  fo r th e  tr a n s d u c to r  designer, b y  
u sing  (64) an d  (74) to  w rite

J c * 3 /  R l
sa Л  a

Ró к H c lPe
(77)

In  th e  case o f  a given t r a n s d u c to r  pow er (for f  sq  B s A q A  Fe =  const.), th e
A 0 л

fig u re  of m e rit m a y  be in c reased  b y  in c reas in g  f  an d  ——  , a n d  b y  decreasing

R»
1 Fe

H c an d lp e l— “  =  c o n s t .I . T h e  increase  o f —  -■ is lim ited  in  th e  case of pow er 
\ R b  I

t ra n sd u c to rs  b y  th e  g row th  in  th e  in te rn a l re a c ta n ce  o f th e  s a tu ra te d  t r a n s 
d u c to r.
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T H E O R IE  D E R  D R E IP H A SIG E N , SE L B ST SÄ T T IG E N D E N  M A G N E T V E R ST Ä R K E R
IN  B R Ü C K E N SC H A L T U N G

II. TEIL: D IE  K E N N Z E IC H E N  D E R  SC H A LTU N G

I. NAGY

ZUSAM M EN FA SSU NG

D er zw eite  Teil der Arbeit b a u t a u f die Ergebnisse des ersten Teils auf und beschäftig t 
sich  m it der Bestim m ung der K en nzeichen  der in  der Ü berschrift genannten Schaltung. 
E s w ird g eze ig t, daß die statische K en n lin ie  der Schaltung m athem atisch  genau die gleiche 
Form  h a t  w ie  die unter gleichen V oraussetzungen  gewonnene des einphasigen, se lb stsä tti
gen d en  M agnetverstärkers. D ie  grund legenden  Zusam m enhänge für die D im ensionierung  
w erden  m itg ete ilt;  die L eistungsverstärkung, die Z eitkonstante und der G ütefaktor des 
V erstärkers werden behandelt.

T H É O R IE  D E  L’A M PL IFIC A T E U R  M AG NÉTIQ UE A U T O -SA T U R A N T  T R IP H A S É
M O N TÉ E N  PONT

PART II : CA RAC TÉRISTIQ UES D U  M ONTAGE

I. NAGY

RÉSUM É

C ette  deuxièm e partie de l ’é tu d e , basée sur les résultats de la partie précédente, est 
consacrée à  la déterm ination des caractéristiques du m ontage ind iqué. Il est dém ontré que la 
caractér istique  statique du m ontage a la  m êm e forme m athém atique que celle de l ’am plificateur  
m ag n étiq u e  auto-saturant m onophasé, déterm inée dans des conditions sem blables. L ’auteur 
p résente  des relations fondam entales pour le calcul et traite de l ’am plification de puissance, 
de la  co n sta n te  de temps et du facteu r  de qualité de l ’am plificateur.

ТЕОРИЯ ТРЕХФАЗНОГО САМОНАСЫЩАЮЩЕГОСЯ МАГНИТНОГО УСИЛИТЕЛЯ
МОСТОВОЙ СХЕМЫ

И. ЧАСТЬ: ОСНОВНЫЕ ЛАННЫЕ СХЕМЫ

И. Н А Д Ь

РЕЗЮМЕ

Вторая часть статьи основывается на результатах первой части и занимается опре
делением основных данных схемы. Показано, что статическая характеристика схемы 
имеет математически такую же форму, как и однофазный самонасыщающийся магнитный 
усилитель при идентичных условиях. Сообщаются основные зависимости для расчетов. 
Рассматривается усиление мощности, постоянная времени и добротность усилителя.
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The paper deals w ith  stress and strain  conditions in  p lanar elastic m edium  round a 
circular cu t out due to tangential forces acting on the periphery o f it. This analysis w ill be 
m ade b y  using m ethods o f m athem atical theory  of e lastic ity . A s a result o f the in vestigation s, 
the authors deduced closed shape functions. To achieve th is purpose th ey  had to  determ ine  
the sum -functions o f som e Fourier series n ot known in th is relation  from  the literature yet. 
A fter determ ining the sum -functions, th e  radial erg, tangentia l <re  and shearing r  stresses, 
as well as the radial U  and tangential V  displacem ent functions are obtained in  closed  form  
b y  the application o f basic equations o f th e  theory of e lastic ity .

I t  is fre q u e n tly  to  be found  in  engineering  th a t  stresses p ro d u ced  a t 
v a rio u s po in ts  b y  ta n g e n tia l fo rces, as defo rm atio n s d u e  to  these  s tresses arc 
also in v es tig a ted  along th e  p e r im e te r  o f a c ircu la r c u t, i. e. a bo red  ho le , m ade 
in  an  elastic  m ed ium . As an  ex am p le : th e  sam e p ro b lem  is faced , i f  we consider 
th e  effect o f fric tion  betw een  th e  lin in g  o f a c ircu la r tu n n e l  an d  th e  su rro u n d in g  
g ro u n d . This effect has been  t r e a te d  w ith  ce rta in  ap p ro x im a tio n s  on ly .

An ex ac t so lu tio n , based  on th e  th e o ry  o f  e la s tic ity  m ay  be fo u n d  in  [1] 
in  th e  form  o f slow ly convergen t in fin ite  series. A f in ite  exp lic it fo rm u la  has 
been  developed b y  au th o rs  in  th e  p re sen t tre a tis e , fo r th e  so lu tio n  o f  th is  
p rob lem .

M ath em a tica l in troduc tion

D uring  th e  follow ing d iscussion  we shall need  th e  su m -fu n c tio n s o f th e  
F o u rie r  series. L et us d e te rm in e , th e re fo re , the  sum  o f fo llow ing in f in ite  series:

oo CO

C,

'\II R n sin na sin  nß cos п в  ; Sr =  ~y R n sin1 na sin nß sin п в
n= 2 n = 2

c
CO

— V R n
sin na sin nß cos пв 00

— V R"
sin na sin  nß sin пв

n
•) ^n

nn = 2 n = 2

c  ,
00

V R "
sin na sin  nß cos nO CO

V R n
sin na sin  nß sin п в

^ n —1
n = 2 n  — 1

•> ° n - l
“ 2 n  — 1

c  ,
00

— V R n
sin na sin  nß cos пв s

00

— V R "
sin na sin  nß sin п в

n = 2 n 1
? °n + l

n = 2 n -f- 1
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a n d

” sin na  sin  n ß  cos nQ “ sin  na  sin  nß  sin  nO
^ n ( n - l )  =  " ,  T 7  5 ^n (n ~  1 )=  ". 7 7

"  n ( n  —  1 ) í r 2 n ( n  — 1)

“ sin n a  sin  n ß  cos nQ „
^ - '/ i ( n + l '>  =  Î  " 7 7  ’  ^ n ( n + l ) =

S ince

n ( n + l )  1 I ! »  ’ ^ z i ( / i + l )  ^ R n
n ( n  +  1 )  л = 2

sin  na  sin  nß  sin  nQ
n  (n -f- 1 )

(2 )

1 1  1 

n (n  — 1) n — 1 n  

1 1 1

n  (n  +  1) n n -j- 1

as a n  in itia l step , th e  series (2) m ay  be ex p ressed  b y  re la tio n s  (1) as follows

^n(n—î) ^ n —i Cn es S n(n—i) S n_ ,  S n ,
l á )

^ n ( n + 1) C n  ^ n  + 1 ®s ^n(n+l) — S n ^n+1 •

In  th e  following we sh o u ld  be  concerned  w ith  th e  re la tio n s  (1) o n ly . I t  is well 
k n o w n , th a t

sin  na sin nß  cos nQ =  —  [cos nx1 — cos n x 2 -)- cos n x 3 — cos n x 4] ,
4

sin  a sin nß  s in  nQ =  —  [sin  n x l — sin  n x 2 +  sin  n x3 — sin  пя;4] ,
4

(4)

w h e re in
* i =  в  — (a — ß) ; X3 =  0 +  (a — ß) ; 

x 2 —  в  =  (a  -f- ß) ; *4 == б +  (я +  ß) ■

F ro m  th e  ap p lica tion  o f  th e se  re la tio n s th e  F o u rie r  series (1) m a y  be ex p an d ed  
to  su m s consisting o f  m e m b e rs  hav in g  th e  fo llow ing fo rm :

/1 =  2

c„ (*) =  2  Rn
/1 =  2

/1  =  2

C/1 4 l ( 2 ) =  V  R n  
/1  =  2

cos nz  ; Si ( z ) = 2 Rn 
/1 = 2

sin  nz  ;

cos nz
sn iz) =  J ?  Rn 

/1 = 2

sin  nz
î

n
•>

n

cos nz
S/l-1 (2) =  Rn

n — 2

sin nz

n  — 1 n — 1

cos nz
S/l+l (z) =  2  Rn

n = 2

sin  nz

n  -f- 1 n  -f- 1

(5)

(6 )
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w here z in  accordance  w ith  (4) successively  ta k e s  th e  values o f x t , x 2 a n d  x 3, x v  
T h e  fu nc tion  in  q u es tio n  m a y  be o b ta in ed  b y  th e  su m m atio n  o f th e  n ew  series, 
fo u n d  in  th is  w ay .

T he F ourie r series (6) m ay  be exp ressed  b y  series (5) th a t  is to  sa y

w  _  2  Я" — ‘  =  2  * " ♦ ”  C° e ( n  +  I )>  -
n = 2 П — 1 n=2 П

“  n  COS ( n  1 )  Z „  „
^  R n ---------------- -—  -)- R  cos 2 z=  ß  

=  R У, Rn
n=  2

П

cos nz sin  nz  . I
cos z -------------- sin  z 4- K c o s z z

n n

R  [c„ (z) cos z — sn (z) sin  z R  cos 2z] , 

COS ^  R n - !  COS (n —  1)жСЛ+1( * ) = ^ ' Л ' ' ^ ^ =  Х’ й
n — 2 П - f -  1  n = 3 n

1

R

1

f i

2 R
71 =  2

00

J £ R "
71= 2

,n cos ( n — l ) z  R 2 COS Z 1
n

cos nz
- cos z +

n
11 R  1)J--—  cos z 

2

=  —  [c„ (2) cos z +  s„ (z) sin z] — 
K

R
cosz ,

(,) = 2  R" -  2  1 ” ° (” + 1)*
n  =  2  n  —  1  n  =  l  71

=  « [ ] « ■  " “ ( "  +  1)»  + д , ; п 2 ,
ln=2 n

s i n  nz  , c o s  nz . . , _  . _
------------- COS Z i ------------------ S i n  Z - f  R  s m  2  z=  й  V  R"

I nÏ2

=  R  [sn (z) cos +  cn (z) sin z +  R  sin  2 z ] , 

z ,  “ „  sin  nz  “ , s in  (n — 1) z
sn+i (2) =  2  « "  — —  =  2  R  — ---------—  =

«  +  1 n 3 n

1

R

1

Я

- 2
/1 =  2

„  sin  (n —  1) z  .R2
R" ----------------9--------------- sm  z

R"
/1=2

n

sin  nz cos n z  . I
cos z -------------- sin  z

n n
R 2

sin  z

=  —  [«„ (2) COS z - c n (z) sin  z] — 
K

R
sm  z
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T h e re fo re  i t  was p ro v ed  t h a t  series (1) ex am in ed  b y  us, m ay  be p ro d u ced  w ith  
th e  h e lp  o f  F o u rie r series (5). T h e  sum -functions o f  series (5) m ay  be d e te rm in ed  
on th e  basis  of geom etrica l p rog ression  in te rp re te d  in  th e  com plex  p lane . A ssu m 
in g  fo r  a com plex figu re  tv, i t  is well know n, th a t

B y  su b s titu tio n

th e  re la tio n

У  w n =  — - —  ; i f  j  w  j <  1 . 
1 — w

w  =  R  (cos z i  sin  z)

У  R n (cos nz -\- i  s in  nz)  
n=  1

R  (cos z +  i s in  z)

(1 — R  cos z) — i R  sin  z
if  j Ä j <  1,

is o b ta in e d . Now c o m p le tin g  th e  fraction  on th e  r ig h t  side o f th e  e q u a tio n  b y  
th e  c o n ju g a te  of th e  n o m in a to r  and chang ing  i t  in to  th e  s ta n d a rd  fo rm , we 
o b ta in

У  R n cos nz i R  sin  nz
n= 1 n= 1

R  cos z — R2

1 — 2 R  cos z - f  R 2 
if  IR I <  1 .

+  i
R  sin z

1— 2 R  cos z -)— _R2

F u r th e r  b y  th e  use o f  re la tio n

R  cos z — R 2 1

1 — 2 R  cos z -j- R 1 2

R 2
-  1

1 — 2 R  cos z i ?2 

we ca n  find  b y  co m p ariso n  o f  th e  real and im a g in a ry  p a r ts , th a t :

У  R n cos nz
n=l

1 -  jR2

У  R n sin nz  =  —
£ t  1 - 2

1 — 2 R  cos z -j- R 2 

R  sin z

— 1

if  ,Д | <  1

R cos z I R 2

T o  d e te rm in e  th e  o th e r  tw o  su m s of the  ex p ressio n  (5) th e  geom etrical p ro g ress  
w ill b e  used in  th e  fo llow ing  fo rm :

У  w n~x = --------- ; i f  I w  \ <  1 .
t i t  1 — w

T h e  geom etrica l p ro g ress  m a y  be in te g ra te d  b y  m em bers. A fter th e  in te g 
r a t io n  of b o th  sides, we g e t:

“  w n
-----=  — ln (1 — w) ; if  I w  I <  1 .

n = l n
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P erfo rm in g  h ere  th e  su b s titu tio n

w =  R  (cos z i s in  z ) ,

we get

V  R'
n l

cos nz X s i n  nz  i r , .  . ,
H--------------=  — ln [(1 — R  cos z) — i R  sin z] ; if  \R  | <  1.

n n

T he su b s titu tio n
(1 — R  cos z) — i R  sin  z =  Q eilp

being  ap p lied , th e  rig h t side o f  th e  e q u a tio n  w ill h av e  th e  form

— In [(1 — R  cos z) — i R  sin  z] =  — ln  g e '9 =  — In q — icp,

w herein

an d

i.e.

so

Q — J/(l — R  cos z)2 -(- (R  sin  z)2,

R  sin  z R  sin  z
ta n  <p = ------ -----=  ----------------- ,

1 — R  cos z R  cos z — 1

(p -  a rc  ta n
R  sin  z

R  cos z — 1

y R n ^ L + i y R n ± ™

=  In

n= 1 n

1

n  =  l

i a rc  ta n
R  sin z

1^1— 2 R  cos z +  R 2 1 — R  cos z

F rom  th e  e q u a lity  of the  re a l an d  im ag in a ry  p a r ts  it  follows, th a t

1"  „  cos nz
У  R ” ---------  =  In

«

"  ,, sin nz  
У  R '1---------  =  a rc  ta n

n = 1 n

Kl -  2 R  cos z  +  R 2 

R  sin  z
1 -  R

if  I К I <11 (1 .12)

T he above re la tio n  is also in te rp re te d  for th e  case of R  =  1, co n seq u en tly

“  C O S  n z  1  ,  [ , , ,  1  .У ----------= --------In [2 (1 — cos z)J =  — — In
n=i n  2 2

4 sin —  =  — In 2 sin
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an d

” s in  n z
>  ----------- - arc  ta n

Ú i  n

sin  z \
----------------  — a rc ta n  c o t  —
1 — cos z  I 2

------------i f  z >  0

л

2
■ —  if  z <  0

2

I n  th is  w a y  th e  su m -func tions o f  th e  F o u rie r series (5) are d e te rm in ed , b ecau se  
i t  fo llo w s fro m  the  a fo re m e n tio n ed , th a t

cx (z) =  ^  Rn cos nz =  —
n = 2  2

1 — R 2
1

cn (z) =  2  Rn
cos nz

n~2 П

1 — 2 R  cos z +  R 2

— R  cos z, if  IR I <  1

In 1

Sj (z) =  "V R n sin  nz  ----- 
n = 2

]/l — 2 R  cos z  +  R 2

[ 0 < z < 2 jr
— R  cos z, if I (7)

[ R 2 ^ l

R  s in  z

* n ( z )  =  2 Rn
sin  nz

n = 2 n

1 — 2 R  cos z +  R 2

— R  sin  z, if  I jR I <  1 

R  sin  z
arc tg

1 — R  cos z

R  sin  z, if
0 <  z <  2 n  

R 2 <  1

in  th e  case of R  =  1, h o w ev er

/ \ cos n z  z . .C„1 (z) =  >  ---------- =  In  2 s i n ------- COS Z, I I  — 7 t < Z < 7 r ,
n = 2 n  2

®nl (2) =  У
sin  nz

~ 2  n

Z —  Л  

2

Z +  Л

— sin  z, if  0 <  z <  л ,

— sin  z, if  л  <  z <  0 .
(8 )
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T he sum -func tions of series (1) could easily  be o b ta in e d  b y  in tro d u c in g  the  
follow ing v ec to rs :

c* =  [ci (*i)> ci (*2). ci (*з)> ci (*4)]

c n  =  [ cn ( x l ) i  c n  ( ^ i ) )  c n  (*з)> c n  ( * 4 ) ]  

s* =  [sj (Xl), sx (x2), s4 (*3), s4 (л:4)]

s *  =  К  ( * l ) ,  s n  ( * 2 ) .  * n  ( * 3 ) ,  s n  ( * 4 ) ]  ,  

re sp . in  th e  case o f /{ =  1

cm =  [cm (* 1). cm (*2), «ni (*з), cni (* 4)]

8 * 1  =  [snl (* l)>  s n l  ( * 2 )» s n l  (* з)»  *n l ( * 4 ) ]  • ( 9 )

c* =  [cos x x, — cos :r2, cos x 3, — cos я 4]

c* =  [cos 2 x x, cos 2 x 2, cos 2 #3, cos 2 *4]

F u r th e r

e * = [ s i n a ; 1, — sina;2,

s* =  [sin 2 x u  sin  2 «2,

sin  *3, — sin  Я4]

sin  2 x 3, s in  2 * 4]

T hen

c =
an d

"n+l

1

4

1

4

R

4

4 fl Г

e f = [  1 , - I  , I > " I  ]

e? =  [ 1 , I , I . I ]•

«Î e 4 ; S i -
I

4
s* e t

S  =
I

S* Ci
4

°n

[с* c — s* s -f- R  c* e4] S n_! =
R
4

[s* e  +  c* s +  R  s* e ,]

Г * * R2 * I В 2c5̂ 0  __ c __ ___C »n S 2  C C2 ’ °n + l ---
4 R

( 10)

B y th is , th e  su m -func tions o f  th e  sough t fo r F o u rie r  series are  d e te rm in ed . 
L et us also in tro d u ce  th e  F o u rie r series

C„,( =  V  R n
sin  na  sin  n ß  cos пв

( И )
~ 2  П-

w hich  m ay  be o b ta in ed  as a p r im itiv e  fu n c tio n  o f S n, i.e.

S Cni( =  S nl d 0 .

A nalysis of the  p roblem

A bored  hole o f in fin ite  le n g th  h av in g  a s tr a ig h t  ax is an d  a c ircu la r cross- 
sec tion  in  an  elastic  m ed iu m  o f in fin ite  ex ten sio n  in  a ll d irec tio n s w ill be sub-
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je c te d  to  evenly  d is tr ib u te d  fo rces, ac ting  on its  w all a long  th e  g e n e ra tr ix . 
D u e  to  th e se  forces th e  e la s tic  m ed iu m  becom es a p lanar  state o f  deformation. 
F u r th e r  w e shall exam ine a sec tio n  of e lem en ta ry  w id th , c u t o u t in  n o rm al 
d ire c t io n  to  th e  bored  ho le . T h is  e lem en tary  c u t off w ill su b se q u e n tly  be 
re g a rd e d  as an  ‘‘‘‘elastic p l a n e ' \  I n  th e  exam ined  e la s tic  p lane  th e re  is a c ircu la r 
c u t  o u t  in  accordance w ith  th e  bo red  hole. T he origin o f  p o la r co o rd in a te  
s y s te m  w ill be placed in to  th e  c e n te r  o f th e  bo red  hole (F ig . 1).

A long  the  perim eter o f th e  c u t ou t a system  o f forces q(ß)  a c ts . T he s ta te  
o f  p o in ts  in  the  p lane su b je c te d  to  stresses, as is w ell know n from  li te ra tu re , 
m a y  b e  characterized  b y  th e  s tre ss  function

9>(e, 0 ) =  6o r 4 n | - ^ fej r  Q в  sin  0 4 -  К  r Q In COS 0 -J- dy Г2 Q 1 cos 0 -f-

-)- (bn rn Q n+2-\-dn rn + 2 Q ") cos п в .  (12)
n = 2

C o n s ta n ts  b0, 6j, b[, dv  bn, dn occu rrin g  in  the  fu n c tio n  could  be d e te rm in ed  as 
fu n c tio n s  o f periphera l c o n d itio n s  in  com pliance w ith  th e  p ro b lem . W ith  
k n o w led g e  of the func tion  q (qO) th e  rad ia l ae th e  ta n g e n tia l  cre , an d  th e  shearing  
s tre s se s  T  could be defined  o n  th e  basis o f th e  fo llow ing basic  re la tio n sh ip s  of 
th e  th e o r y  of e la stic ity :

1 dtp  1 d 2 <p

a&~  Q dQ +  Q2 802 ’

ae (13)

3 C 1 9ç> 

3Q Q 30
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A bove com ponen ts shou ld  s a tis fy  th e  e q u a tio n  o f co m p a tib ility

92 1 —  +  1 — I
Эр2 p dp p2 902j

К  +  °e) — 0 » (14)

a n d  below p e rip h e ra l co n d itio n s:
1. On th e  edge o f  th e  c irc u la r  cu t o u t, i. e. in  th e  po in ts  Q =  r stresses 

co u n te rb a lan ce  th e  load , co n seq u en tly

° e (r> 9) =  - 9 e (0 )
T  ( r ,  0) =  -  qT (0 ) ,

w here in  qg (0) is a com ponen t o f lo ad in g  in  th e  ra d ia l  d irec tion , a n d  qx (0) is the 
sam e in  th e  ta n g e n tia l  d irec tio n  (F ig . 2).

2. A t in fin ite ly  d is ta n t p o in ts , i. e. in  th e  p o in t p =  00, s tresses e q u a l zero:

=  0 ,e I e=
°e  I g= » — 0 ’

=  0 .

T he re la tio n  betw een  s tresses an d  d e fo rm atio n s could be d e te rm in e d  
w ith  th e  help  o f th e  physica l e q u a tio n s  of th e  th e o ry  o f e la s tic ity . F o r  th a t  
th e  generalized  H ooke’s law  is b e in g  used:

1 +  A*
E

1 +  A*
E

1 +  l1

К  -  A* (ffe +  ae)\ . 

К  -  n  K> +  ^e)] » (15)

*ee =  - £ = -  [2t ] ,
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•with E  as m odulus of e la s t ic i ty  and  fi — P o isso n ’s r a t io . C auchy’s d iffe ren tia l 
e q u a tio n  sy stem  could be u sed  to  o b ta in  th e  d isp la c e m e n t o f po in ts in  th e  p lane  
as w ell as its  rad ia l и  a n d  ta n g e n tia l  v co m p o n en ts :

du

9в ’

1 I dv
— ------- \-u
e 196

£ee —
dv_

9ё

du

00

(16)

H a v in g  th e  know ledge o f  U  a n d  V  th e  d isp lacem en t, d u e  to  th e  effect o f forces 
in  c juestion , m ay be d e te rm in e d .

The so lu tio n  o f  the  problem  in  closed  fo rm

T h ere  is an  ev en ly  d is tr ib u te d  ta n g e n tia l lo ad  o f  un ifo rm  in te n s ity  w ith  
a c o n tr a ry  sense of ro ta t io n  in  re la tio n  to  th e  c e n te r , ac tin g  on th e  a rch  len g th  
2/5 in  th e  en v iro n m en t o f  th e  sp o ts  (Fig. 3).

0  =  4 -a  and  0 =  — a

T h e  lo a d  m ay  be exp ressed  b y  a periodical fu n c tio n  as p e r uneven  2л.  T h u s  th e  
lo a d -fu n c tio n  t(0) could  be  p ro d u ced  b y  th e  fo llow ing  F o u rie r series:

t (0) =  ^  C„SÍn 710 .
n = 1

I f  th e  in te n s ity  o f th e  e v e n ly  d is tr ib u ted  lo ad  e q u a ls  tv  th en

-j-я n  a + ß

cn =  —-— I t l s in  n 0 dd - f  I t1 s in  7i0 d6 =  JLÍL j sin  n ß J 0 =  
Л  J Л  J  Л  J

—n  0 a —ß

So

2 t  4 t
= ------ [cos n  ( a  — ß) — cos n  ( a  +  /5)] =  -  x- sin na  sin  nß,

п л  п л

4 ti "  s in  na  sin nß  sin  n 0
*(0) =  —  2 ------------------- -------------л  n=i n

4 t ,  í ” sinT ia sin  nß  sin п в  . . .  ,
1 V  ----------------- ------------  -)- s in  a  sin  p sin 01 =

n  I f i  —2

2 '
n = 2Л

—  (s>n n x г — sin Т1л:2 -|- s in  n x 3 — sin  nx4) +

[sin х г — s in  x 2 +  sin x3 — sin  x 4] |  ,
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w h ere in

x1 =  0 — (a — ß ) ;  x3 = e  +  (a — ß)

* 2  — в  — (et ß)  ; x4 =  в (a ß) .

T h e  lo a d -fu n c t io n  co u ld  b e  e x p re s se d  in  a  c lo sed  a n a ly tic a l  fo rm  u s in g  v e c to r s ,  
in tr o d u c e d  in  (9):

t ( 0 ) =  —  (8* ^ 1 + s * e 2) . (17 )
71

F i g .  3

T h e  fu n c t io n  o b ta in e d  in  th is  w a y  co u ld  b e  c o m p ris e d  in  th e  fo llo w in g  v a lu e s  
a lo n g  th e  edge  o f  th e  c u t  o u t :

0 ; i f (« +  ß) < в

*i ; if (« ~ ß ) < в < ( а + ß )

0 ; i f -- (« ~ ß ) < в < ( а — ß)
— t ; i f - ( « +  ß) < 0 < - (« - ß )

0 ; i f в <  — (« + ß )

B ecau se

x2 — x 1 =  в  — a — ß — в a — ß  =  — 2 ß  , 

x4 — x 3 =  в  -j- a -f- ß  — в — a ß  =  2 ß ,

c o n s e q u e n tly

(x2 X |)  -|-  (x4 # 3 ) =  0 .

L e t  u s  e x a m in e , w i th  th e  k n o w le d g e  o f  a fo re -m e n tio n e d , th e  v a lu e  o f  t(0)  
in  th e  s o u g h t fo r  in te r v a ls ,  u s in g  th e  r e la t io n  (8 ), (9) a n d  (17)
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i f  ( a  +  ß)  <  0 th e n  яу , я;2, ж3, ж3 are  p o s it iv e , so  :

í (0) =  — ( — яу +  тг -f- x2 — тг — л;3 +  71 +  *4 — тг) =  0 ;
2тг

i f  ( a  — ß)  <  0 <  (a  +  ß)  t h e n  яу >  0 ; я;2 < [ 0 ; x 3 >  0 ; x 4 >> 0 , so

t (0) =  — -  ( — яу +  тг +  яу +  тг — ж +  тг -|- яу — тг) =  i4 ;
2тг

i f  — (a  — ß) <  0 <  ( a  — /9) th e n  яу <  0 ; яу <  0 ; яу >  0 ; яу >  0 , so

t (в) =  —— ( — яу — тг -j- яу -f- тг — яу -f- тг - f  яу — тг) =  0 ;
2 л

i f  — (a  - f  /3) <  0 <  — (a  — ß)  th e n  яу <C 0 ; яу <  0 ; яу •< 0 ; яу >  0 , so

í (0) =  —— ( — яу — л  -\- х2 л  —■ яу — л  х 4 — тг) — — íi ;
2 л

a n d  f in a l ly ,  i f  0 <  — (а  -j- ß )  th e n  яу, яу, яу, x4 a r e  n e g a tiv e , so

t (0) =  — ( — яу — тг +  яу +  тг — яу — гг +  яу -f- тг) =  0.
2тг

C o n s e q u e n tly  th e  f u n c t io n  (17) a c tu a lly  e x p re s s e s  th e  g iven  lo a d . I n  th is  case 
t h e  p e r ip h e ra l  c o n d it io n s  f o r  co m p o n en ts  o f  s t r e s s e s  w ill be as fo llow s:

(re (r’ 6) =  0 
r(r , 0) =  — i(0 )

a e Ie= “ ®

° e | e- »  =  0  

f  | e= „  - 0 .

(18)

I t  is  s ta te d  th a t  th e  a fo re -m e n t io n e d  p e r ip h e ra l  c o n d itio n s  w ill be m e t  b y  th e  
s tr e s s - fu n c t io n  <p(ç>0) a s  fo llo w s :

<p(e, e) = ^ Q2\R
П

+
2 ( 1 -A * )

J v  Rn
n = 2

0 s in  a  s in  ß sin  0 +

(1 — 2/t) ln  R  +  (3 — 2/t)

+  R 2

R 2

n ( n  —  1 ) n (n -f- 1) n 2

s in  a s in  ß  cos 0 

s in  na  s in  nß  cos n 0 l ,

w h e r e in  R  =  —• .
Q
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U sin g  s y m b o ls  k n o w n  fro m  (2) a n d  (11)

<p (Q, 0) =  —  Q2 
Л

R 0 s in  a s in  ß  s in  0 +

+  2 (1  -  /*)

R 2
(1 — 2/j.) In  R  -f- (3 — 2 / t ) -----  s in  a s in  ß  cos 0

2

— R~ [Cn(n+1) 2 C„2] J .

S tre sse s  aQ, a& a n d  т  m a y  be d e te rm in e d  b y  th e  u se  o f  th e  so o b ta in e d  fu n c t io n  
(p(çO) a n d  re c o rd e d  in  re la tio n s  (13). H e re , to o ,  a p p ly in g  th e  sy m b o ls  k n o w n  
f ro m  (1),

2 tx
л

2
л

( l - * 2)
"}

R

T  —  2 h
n

2 ( 1 - / * )

R

2 ( 1 - / * )

3 __2  и
R  --------------- s in  a  s in  ß  cos в  4- C-. 4- 2 C

2 ( 1 - / * )

[(1 — 2 fi) — (3 — 2 ц)  Л 2] s in  a s in  ß  cos 0 +  

+  ( 1 - Л 2) С 1 - 2 ( 1 + И 2) С „ | ,  

[(1 — 2 fi) +  (3 — 2 /г) К 2] s in  a s in  ß  s in  0 —

— (1 — R 2) S 1 +  2 R 2S n

Since sum -functions o f the infin ite series C15 Cn, S v  Sn applied here had already  
been determ ined in (10), substituting for th em  adequate sum -functions, the  
stress-function m ay  be produced in a closed analytica l form. These closed-form  
functions will be used  in the course o f  further analysis. I t  is easy to  be seen, th a t

2 1 1 ]
a  -j- ae — ■— -  —------ - R  sin a sin ß  cos 0 - f  4 Cn\

л  [ 1  — Ц

answers the com ptability-equation (14). Stresses (19) m eet peripheral conditions 
(18), because i f  p =  r ,  R  —  1 ,  so (1  —  R 2) =  0, consequently

(U ° )  =  0 ,

further
4 > I l i t

г (r, 0) =  — ---- J sin  a sin ß  sin 0 +  -— s*i 1 =  — -— (s*x ej -f- s* e2) =  — t  (0).
л  ( 4 J я:

All stresses becom e zero in in fin ity , since in the case of q =  °° and 21 =  0, 
the consideration o f  these conditions having been m et, does not need detailed  
dem onstration. T hus, the stress-function m eet, in fact the peripherical condi
tions.

A cta  Techn. H u n g . 41 (1962)



3 7 6 L. RÓZSA, G. KOVÁCS and L. KOHLM ANN

T he e e,  s e , efi0 functions w ill provide for the values o f deform ation in  plane due 
to  load . B y  the use o f (15)

2 ( l + / i )  h Í л
Е л [ 2 (1 -  f i )

2  (1 +  ,m) íi I\ R  _
7Г 11 2 (1 — A*)

4 (1 + / “) *i 1f  R
Ел: ]1 2 (1 -  fx)

[(3 — 4 fx) — (3 — 2  fx) R 2] sin a  sin ß  cos 0 +

+  ( l - R 2)C1 +  2 [ l - 2 /* - R 2]C„J ,

[ l  — (3 —■ 2 fx) Я 2] sin a  sin ß  cos 0 +

+  ( l - R 2)C 1 - 2 ( l - 2 , «  +  R 2) C nJ ,

[(1 — 2  fx) -\- (Ъ —  2  fx) R 2] sin a  sin ß  sin  0 —

_ ( 1  _ B 2) SX +  2 R 2S J .

B y  th ese  com ponents the d isplacem ent o f  points of the plane can be obtained  
as a so lu tion  of the differential-equation system  of Cauchy (16):

u  =

V  =

2  (1  +  /t) i i

E  л

R

2 (1  -  I*)
(3 — 4 /t) In p

B 2
+  ( 3 - 2 / x )  —

Zi

2  (1  +  A*)

E  л

R

2 ( 1  —  r )

B 2

sin a  sin ß  cos 0 +  2 (1  — 2 ,« +  B 2) C n —

-  (3 -  4 a*) C (n_ 1} -  B 2 C(n+1)J +  F x (0 ) ,

1 +  (3 — 4 fx) ln  Q —

(3 — 2 f i )  ----- sin a sin ß  sin 0 +  2 (2 — 2  [x — Я 2) S n

( 3 - 4  fx) S (n_t) +  B 2 S (n+1) -  F x (0) d0 +  F 2 ( e ) ,

w herein  F x(0) and F 2(g) are functions from  the integration. Further, on basis o f

4 (1 +  /t) íx Í В
гг . . . .  [(1 2 /t) +  (3 — 2 /i)  fi"]

Е л  ( 2 (1 — f i )

sin a  sin ß  sin 0 — (1 — B 2) S 1 +  2 В 2 Snl +

+  ■ Г F г (0) J 0  +  F (  (0)] + F '  ( q )  _ ! f 2 ( e ) . 
J  0
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In order to define the fuctions F J ß )  and F 2( q ) issueing from the integration  
and occurring in  the function U  and V ,  le t us com pare the above form of 
e g9 w ith those in  (20). It follow s from the com parison, th at

1

e
J F 1 ( 0 ) d e )  +  F i ( 0 ) +  F ^ ( Q) -  —  F z ( e )  =  0 .  

в

This equation m ultiplied by q and differentiated first as per 0  and then per q , 

the following differential equations result

F l ( e )  +  F ( e )  =  0 ,  q F"2 ( q )  =  0 ,

where the solution  o f the d ifferential equations w ill give the integrational 
functions

F x (0) =  X 4 cos 0 +  X 2 sin 0 ,

and

F 2 (q ) = K 3 q  +  K 4 .

Substituting the determ ined values of F 1 ( 0 )  and F 2 (q ) in to  functions U  and 
V ,  the follow ing relationships w ill be obtained:

U  =
2 ( 1 + J f ) i i  j — R —  r( 3 _ 4 ) ln  

7Г 12  (1 — /г) L
+

+

V =  -

(3 — 2  ju) 8’n a  s*n ß cos ® +  2 ( l  — 2 f i  R 2) C n — 

— (3 — 4/i)C (n_ 1) — Ä=C(n+1)j +  X j cos 0 +  X 2 sin 0 ,

1 +  (3 — 4 /i) In q —2 ( 1  + 1 u)

E  л

R 2
-  ( 3 - 2 / t )  —

2 ( 1  — ^ )

sin a  sin ß  sin 0 +  2 (2 — 2  ц  —  R 2) S n —

- ( 3  — 4 fi ) S (n_ 1) +  R 2 S i(n +  l ) X 4 sin 0 +  X 2 cos 0 +  X 3 Q +  X 4.

Let us considering now th at functions U  and V  are to  sa tisfy  the conditions o f

=  0
30 9„o

and from these it  follows in turn that

Ц в - . - 0 ,  £

K 2 +  K 3 q +  K 4 =  0 , K 2 =  0 ,
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So 

U  = 2 ( 1  +  /*)*i

Е  л

R

2  (1  —  /*)

R 2

(3 — 4 /.) ln  Q +

+  (3 -  2 /.) —  +  К
Z

sin a  sin ß  sin 0 -)-

+  2 (1 -  2 / .  +  R 2) C n -  (3 -  4 /i)  C {(n—í)  R 2 C(n+ i)

v =  — 2 ( 1 + , « )  Í!

Е л í R

2 ( 1  —  /*)

R 2
( 3 - 2 / . )  —  +  К

1 (3 — 4 ju) ln  Q —

sin  a  sin ß  sin  0 -j-

+  2 (2 -  2 /* -  R2) S n -  (3 -  Щ  S (n_ 1} +  R2 S(n+1)J =

2 ( 1 + / . )

E  л

R

I R ___

2 ( 1 — /.)
[1 — (3 — 2 /.)  K2] sin a s i n ß  s in 0

R 2
(3 - 4 / í ) l n e + ( 3  - 2 / i ) — - +  к

2
sin  a s i n ß  sin0 —

2 ( 1 - / * )

-  2 (2 -  2 /. -  R 2) S n +  (3 -  4 /.) S (n_ 1} -  R 2 S (B+1)J .

E x a m in in g  the d isplacem ents along some circles w ith  a radius o f  q =  const 
it  w ill becom e obvious th a t each  point of the contour performs partly a rigid 
b o d y -lik e  displacem ent Z  and partly a U 0, V 0 relative one [1]. The center of 
the circle will he displaced w ith  a value of

Z  =__ (1  +  /*) h

( 1 - - « )
(3 — 4 /*) In g +  (3 -  2 f t ) — +  К

2
sin a  sin ß

in  th e  direction of the resu ltan t of load. The follow ing relative displacem ents 
tak e p lace in relation to  an unloaded circle w ith  a radius o f  q  =  constant:

U  о
2 ( 1  +  /*)* 1 

E  л  

2(1 +

в  {2 (1 -  2 /. +  R 2) C n -  (3 -  4 /.) C n_ ± -  R 2 C„+1J .

V 0 =  - ■ Ж в \
л

R
1 — (3 — 2 /*) R 21 sin a  sin ß  sin 0 +

2 ( 1 - /* )  L J
+  2 ( 2 - 2 / t - f i 2) S „ - ( 3 - 4 / i )  S n_ ,  +  R 2 S n+1

w herein  U  0 and V 0 denote th e  relative displacem ents of the points o f the plane 
com pared  to the center o f  the circular cut out. The determ ination of the rigid 
b o d y -lik e  displacem ents o f a circular cut out is, in  the m ajority o f practical
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cases not needed, the object o f  calculation is only the relative d isp lacem ent o f  
the circular cut out. So the rigid body-like displacem ent Z in question  could be 
disregarded and it  w ould be sufficient to deal further on w ith  b u t the relative 
displacem ents. In conclusion let us state the relative d isplacem ents U 0 and V 0 

along the circular cut out, i .  e .  in spots, where Q =  r  and R  =  1 b y  using (9) 
and (10):

U „  =
2 ( 1 +  ft) *i

Е л
(1 — ft) c*, (ej — c) +  1 n2fi- s*t s

—— с* «Ч +  c* e2l ,
1

8

V k = 2 (! + f t ) (i r Í 1 ^ i ( e L- c )  — (1 — ft)c*xs —
Е л

3 — 4 f.i
s* e , -------eо

The deduction of the radial and tangential displacem ents U  and V  m akes the 
determ ination o f the effect o f  tangential force possible at an arbitrary point 
o f the m edium .

On the basis o f the above deductions charts could be draw n up facili
ta tin g  the engineer’s com putation , because the formulae obtained as a result 
could easily  be program m ed for any kibernetical m achine.

R E F E R E N C E S

1. Орлов, С. А .:  Расчет конструкций, лежащих на контуре кругового выреза в пло
скости. Исследования по теории сооружений. Выпуск VI. Москва, 1954

2. T i m o s h e n k o : S. Theory of E la stic ity , N ew  York, 1934
3. Фихтенгльц, Г. M. : Курс дифференциального и интегрального исчисления Москва,

1949
4. Рыжик, И. М .—Градштейн, И. С . :  Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений.

Москва 1951

S P A N N U N G E N  U N D  D E FO R M A T IO N E N  IN FO L G E  V O N  T A N G E N T IA L K R Ä F T E N  
A N  DEM  UM FANG E E IN E S K REISAUSSC H N ITTES IN  E IN E R  E LA STISC H EN  E B E  N E

L. RÓZSA, G. KOVÁCS und L. KOHLMANN

ZUSAM M ENFASSUNG

Im  vorliegenden A ufsatz w erden Spannungen und Form änderungen b e h a n d e lt, die  
infolge der T angentialkräfte am  U m fange eines K reisausschnittes in einer e lastisch en  E bene  
auftreten. D ie A nalyse wurde m it H ilfe der M ethode der m athem atischen E lastiz itä tsth eo r ie  
durchgeführt. D ie Ergebnisse der U ntersuchung werden in Form  einer gesch lossenen  F unktion  
dargestellt. Zu diesem  Zwecke m ußten  die Autoren mehrere Sum m enfunktionen von  Fourier- 
R eihen erm itteln , die in  der technischen  Literatur noch nicht behandelt w orden  sind . In  
K enntnis der Sum m enfunktionen wurden durch Verw endung der G rundgleichungen der E la
stiz itätstheorie  die radialen er , tangentia len  ae und die Scherspannungen r, sow ie die radialen  
U  und tangentia len  V  V erschiebungsfunktionen in geschlossener Form  erhalten.
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C O N T R A IN T E S ET D É F O R M A T IO N S SOUS L’E F F E T  D E  CH ARGES T A N G E N T IE L L E S  
A G ISSA N T  SUR LE C O N T O U R  D ’U N E  O U V E R T U R E  C IRCU LAIR E SIT U É E  DANS

U N  PLAN ÉLASTIQ UE

L. RÓZSA—G. KOVÁCS—L. KOHLMANN

RÉSUMÉ

L ’étude traite des co n d itio n s de contraintes et de déform ations dans un plan élastique, 
du es à des forces tangentielles a g issa n t sur le contour d ’une ouverture circulaire. Pour l ’analyse, 
o n  u tilise  les m éthodes de la th éo r ie  de l ’élasticité. E n  résu lta t des recherches, les auteurs ont 
p u  dédu ire des fonctions à form e ferm ée. Dans ce b u t, ils o n t dû déterminer quelques séries 
F ourier  non utilisées dans la littéra tu re . A yant déterm iné des fonctions exprim ant la som m e 
des séries, les contraintes rad iales cr̂ , tangentielles les efforts tranchants r , ainsi que les 
fo n ctio n s de déplacem ent radial U  e t  tangentiel V sont ob tenu es sous une forme ferm ée, à l ’aide 
des équations fondam entales de la  théorie de l ’élasticité.

Н А П Р Я Ж Е Н И Я  и  Д Е Ф О Р М А Ц И И  КРУГО ВОГО  В Ы Р Е З А  В У П РУ ГО Й  П ЛО 
СКОСТИ ОТ К А С А Т Е Л Ь Н Ы Х  СИЛ, ДЕ Й С Т В У Ю Щ И Х  В Д О Л Ь  К О Н Т У Р А

Л . Р О Ж А , Г. КОВАЧ и Л . К О Л М А Н Ы

РЕЗЮ МЕ

В статье описываются условия напряжений в плоской упругой среде вокруг кру
гового выреза от действия касательных сил. Этот анализ основан на математической теории 
упругости. В результате исследований авторам удалось вывести функции в закрытой 
форме.

Для достижения этой цели надо было определить сумму-функцию некоторых 
рядов Фурье, которые еще неизвестны в литературе. После определения этих сумм- 
функций радиальные ае, касательные ав  и срезающие напряжения т, а также функции 
U радиальных и V  касательных перемещений были получены в закрытой форме по методам 
теории упругости.
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S O M E  F U N C T I O N A L  R E G U L A R I T I E S  O F  T H E  
C O M M I N U T I O N  P R O C E S S  I N  H A M M E R  M I L L S

I. BÖLÖNI

CAND. OF TECHN. SC

RESEARCH INSTITUTE FOR AGRICULTURAL MACHINERY, BUDAPEST 

[M anuscript received June 19, 1961]

The tests  were carried out for the purpose of find in g  som e rules, or regularities su itab le  
for a rather precise description of com m inution operations. N ew  m ethods of m easurem ent 
have been elaborated, the m ain feature of which consists in  w eighing and recording th e  change  
o f w eight both  of the product fed  in and of the ground m ess produced b y  using a feed  hopper  
an d  a gathering receptacle, each being suspended on a separate balance member.

In order to elim inate all the errors th a t m ight be caused b y  the interia forces o f  the  
recording instrum ents, w eight changes were m easured b y  th e  electrotensom etric m eth od  and  
registered b y  m eans o f  an oscillograph having 8 loops.

Two m ain groups com m inution were investigated : first, the so-called portion grinding  
was p u t under test, during w hich, at one stroke, a predeterm ined qu antity  suddenly fed  in to  
the m ill. As a result o f portion grinding, the w eight o f the ground m ass Q  ̂ (t) produced during  
a period of tim e m ay be considered, w ith  a fairly good approxim ation, as a logarithm ic norm al 
distribution  function [see equation (3 .1)]. This relationship can be m otivated  b y  tak in g  the  
period of tim e necessary for the com m inution of the single grains as a random  variab le. 
T he curve Q  ̂(l) as a logarithm ic norm al distribution fun ction  can be represented — on a 
G aussian paper w ith  logarithm ic abscissa axis — as a stra ight line.

The developm ent of the stab le operation of a m ill drum  takes place in a w ay  th a t is 
based on the regularity derived for the portion grinding; th e  w hole process can be fa irly  w ell 
described b y  m athem atical form ulae [see equation (3 .27)].

List o f  symbols used

к  num ber of prim ary portions of product;
i serial num ber o f range established under the em pirical d ensity  curve q  ̂ (l);
n num ber of ranges established after decom position of th e  em pirical qj  (t) curves;
Pl relative frequency of ground particles pertaining to the ilh range under the em pirical

density  curve;
(t) logarithm ic norm al density  function of the com m inution  period of ground particles; 

4d (z) general density  function  of the com m inution period o f ground particles;
I tim e;
tj  average period of tim e o f the com m inution o f ground particles in  the i,n range e sta b 

lished under the experim ental density curve; 
tpk crushing period of tim e during which particles are kep t in  the com m inution cham ber; 
и integration variable;
z  integration variable;
X  integration variable;
F(t)  distribution function  o f the com m inution period o f ground particles, for grinding

portion by portion;
Gçi (t) w eight variab ility  function  o f the grinding product for grinding portion b y  portion; 
G^s (l) w eight variab ility  function  of the grinding product stab ilized  continuous operation; 
Gt0 in itia l w eight o f the product, for grinding portion b y  portion;
G, (t ) w eight variab ility  function  of product fed in to  the m ill;
A Gt w eight o f  prim ary portions of product;
M , m om entum  o f first order o f the com m inution periods d istribution  of ground particles; 
M * m om entum  of first order o f the com m inution periods d istribution  of ground particles, 

determ ined by the screen analysis m ethod on the base o f em pirical w eight variab ility  
curves and density  curves q(t (t) respectively;

A cta  Techn. H ung . 41 (1962)



382 I. BÖLÖNI

JVf2 m om entum  of second order o f the com m inution periods distribution o f ground particles;
Vf * m om entum  of second order o f the com m inution periods distribution o f ground particles,

determ ined b y  the screen analysis m ethod on  th e  base of em pirical w eight variab ility  
curves and d ensity  curves q  ̂ (t) respectively;

Qt “ sp eed” of continuous product feed;
T(t)  load  variab ility  fun ction , representing the q u a n tity  o f product m om entarily  under

com m inution;
<50 average grain size o f  the product (before disintegration);
<5 average grain size o f  th e  disintegrated product;
A(t) fa c to r  characterizing the tem poral course o f  com m inution;
[I m ean  value of th e  logarithm ic norm al d istribution;
q random  variable, denoting the com m inution period of ground particles;
a  standard deviation  o f logarithm ic norm al distribution;
Ф (z) G aussian normal frequency distribution function;
T in tegration  variable.

1. I n tro d u c t io n

A m ong the various agricultural m achines and im plem ents, ham m er  
m ills belong to those consum ing the m ost energy, partly because o f  the im 
m ense volum e ( ~ 3 .1 0 6 ton) o f products to  be ground throughout th e  country  
p a rtly  because o f the rela tively  great specific  need o f energy (0 ,8— 3,0 kw/q)* 
for grinding operations.

Therefore, it  is a quite interesting ta sk  to  investigate regularities that 
m ay prevail in the com m inution process carried out by ham m er m ills; and ob
v io u s ly  the study o f possib ilities, how  to  save energy, consum ption, is one o f  
the m ost im portant problem s.

The object o f th is paper is to  give som e inform ation concerning the tem po
ral course o f com m inuting operations as w ell as the possibilities to  determ ine  
certa in  regularities, revealed  by experim ents carried out.**

2. R e s e a rc h  e q u ip m e n t a n d  m e a s u r in g  m e th o d s

2 .1  Description and  technical data o f  the experimental ham m er mill

D riven by a three-phase induction  m otor through a leather-cleat type  
cou p lin g , the hammer m ill (F ig. 1) is m ounted  on a tripod-structure. The pro
d u ct to  be disintegrated is fed into the grinding chamber by grav ity  through  
a hopper (1) m ounted on the top o f the casing; in this cham ber the com 
m in u tion  takes place b y  ham m ering (3) and also by crushing on certain  parts 
o f  th e  housing. For feed regulation a sim ple push plate (2) is provided. The 
ham m ers have an outer diam eter o f 440 m m , and have a circum ferential speed  
o f  6 6 .5 — 69 m/sec.

* q means 0.1 m etric  tons.
** Further experim ents lead fin a lly  to  estab lish  some sta tem en ts o f  regularities 

concerning the tem poral variation  of grinding fineness and functional relations betw een the 
driv in g  power needed, further, the grinding o u tp u t and grinding fineness. T he result will 
be reported  in the future.
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2.2 M e a s u r i n g  a p p a r a t u s  a n d  m e a s u r i n g  m e t h o d s

Formerly research work on ham m er mills had been carried out —  with 
som e rare exceptions [10] — only by using the m ost sim ple m easuring m ethods
[ 1 - 3 ,  7 - 9 ] .

In order to elim inate the inconveniences o f these outdated m ethods a 
new  one has been elaborated and new  m easuring apparatuses have been estab
lished that proved to  be suitable for recording continuous variation  o f the 
characteristic factors.

Fig. 1. H am m er mill used for tests  
1 — feed hopper; 2 —  regulating gate; 3 —  ham m ers;

4 —  sieve; 5—  push  plate; 6 —  sacking device; 7—  fram e; 8 —  cyclone

During the m easuring operations, a sim ple open box served as a receptable 
for the grinding product; this, and the product storing and feeding device have 
been made independent o f the m achine itse lf and were suspended on a measuring 
m em ber carrying out elastic deform ations through which the variation of 
w eight was recorded as a function  o f tim e.

The deform ation o f the w eighing m em bers, proportional to  the loading  
w eight, was m easured b y  electrotensom etric m ethod and recorded b y  an oscil
lograph having 8 loops. We obtained a characteristic curve nearly linear and 
kept the curves constant by using for our m easuring apparatus a source of 
electric energy having  a uniform  electrom otive force.

Tim e-signals were placed in to  the film  edge in the usual m anner, and 
signal length and film feed were accom m odated according to  the nature o f meas-
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virem ents. The photos o f th e  oscillogram s were evaluated  on the basis o f  gauge  
curves.

F ig . 2 shows the m easuring schem e; photos o f  tw o different units are 
show n in  F ig. 3 and 4.

T ransitional and stab le  operating conditions were closely in vestiga ted . 
In order to  ensure stable con d ition s, the feed was stab ilized . This w as done by 
p la c in g  a cell-type feeder a b o v e  the mill (F ig. 4), driven b y  a special electric  
m otor through a double chain  drive and planet gear.

F ig .  2.  Schem e of the e lectro ten som etric  apparatus provided to register th e  w eight 
variations both o f th e  ground m ass receptacle and o f  the feed hopper  

1 —  u p p er  w eighing balance; 2 —  low er weighing balance; 3 —  am plifier; 4 — oscillator; 
5 —  phase-reacting rectifier and lilt  er; 6 —  rectifier and filter; 7 -— rectifier in  the n et
work; 8 —  electrom otive source w ith  constant and stable term inal vo ltage; 9 —  oscillo
graph h a v in g  8 loops, type M PO -2; 10 —  three-phase w attm eters; 1 1 —  tim e-signal generator

F urther, the sieve m ech an ism  had been m odified  in order to  have an 
arrangem ent more suitable for m easuring purposes. In  doing so, the residue 
on th e  s iev e  in the mill, the so called “ load” representing a mass not ground 
su ffic ie n tly , yet could be rem oved , weighed and its finenesses sta ted . This was 
m ade possib le  by providing a lid  w hich could be opened along the sieve. This 
m ech an ism  proved sa tisfactory  for the determ ination and control o f  variations  
of q u a n tity  and fineness of th e  load , under transitional and stable conditions 
as w e ll, independent o f  the electrotensom etric m ethod.

T h e problem arose, how  to  elim inate the troubles caused bv the additional 
grin d in g  w ork of the m ill drum  still turning after th e  m otor had already been  
tu rn ed  o ff. B y  providing a b an d  brake to the coupling betw een m otor and m ill, 
th is  p eriod  o f running down th a t  form erly took about 60 second, could be reduced
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Fig. 3. Perspective im ages o f the ham m er m ill and m easuring 
equipm ent

Fig.  4. Ham m er mill and m easuring equipm ent during continuous 
operation tests, w ith  a cell-type feeder as auxiliary device
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to  3 — 4 seconds. More ex a ctly  the experim ents were carried out b y  grinding  
o n ly  one single sort o f  product, i. e. barley hav in g  a moisture o f 12% . It was 
n o t th e  purpose of these te sts  to  state the in fluence o f various products to be 
grou n d .

3 . R e g u la rit ie s  in  th e  v a r ia t io n  o f  q u a n ti t ie s  o f  th e  p ro d u c t c o m m in u te d

I t  was possible to  throw  light on the regularities of the com m inution  
p rocess in the mill b y  suspending both the hopper and the receptable of the  
grind ing  product on balances and by continuous recording of w eighing results. 
T h e curves in Fig. 5 show  the prevailing conditions.

Fig. 5.  Irregular change o f  th e  feed ing regularity: w eight-variations o f  product fed  in,
and o f  ground m ass

In  a general case w hen  a certain quantity  o f  product G;0 should be ground, 
b o th  the quantity o f product fed into the m ill and the q u an tity  o f grinding 
p rod u ct gathered in the receptacle can be illustrated  b y  m onotonie ascending  
cu rves, such as G t and G a respectively. The feed  curve Gt  can be m odified  
w ith in  certain lim its; in  our case, according to  the diagram in F ig. 5, the 
q u a n tity  to be ground Gf0 is fed during a period tim e r, at varying  speed.

According to our fir st experim ents, the curve G t representing the grains 
fed  in , is followed a t a certain  distance b y  th e  curve G  a representing the 
ground  product. The difference of the ordinates, at a certain m om ent, repre
sen ts  the amount o f th e  residues in the drum under process, a q u an tity  that 
w ill be referred to in  our further explanations as “ load” T .  A nother character
is t ic  quantity  is the period o f  tim e represented b y  the tim e difference betw een  
th e  feed ing tim e, say t15 o f  a certain am ount o f  product G(, and the grinding 
tim e  i2; this period o f tim e i, — m ay be considered as the rem aining (or 
cru sh in g  period) o f th e  q u an tity  A G t fed in during the period o f tim e A t  

(e lap sed  from the point o f  tim e up to the point o f  tim e +  A t ) ,  inasm uch as
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the com m inution process o f the am ount A G /  m ay he considered as independent 
of the crushing process o f  other load particles.

In any case, our m ethod is to  begin w ith  the m ost sim ple cases of com - 
nim ution, i. e. grinding portion b y  portion.

3.1 G r i n d i n g  p o r t i o n  b y  p o r t i o n

It was our task  to  carry out a process, th at is nearly identical w ith  the 
theoretic exam ple when the whole product to  be ground is fed in to  the m ill at 
once, nam ely at the m om ent t =  0; and no further feed occurs any longer. 
Practically  the portion grinding operation starts after a feed operation carried 
out in a relatively  short period compared to  the whole grinding process, so to

Fig. 6. E ffective  w eight-variations o f load and o f ground m ass

say m om entarily, and no new unbroken grains can disturb the com m inution  
of the first load T (), th at w ill flow  out according to some rule.

U nfortunately, it is hardly possible to  carry out a com m inution process 
w ith  a m om entary starting load o f T 0; practically, it can be done on ly  w ith  some 
approxim ation; the mass T n m ight be as sm all as possible, the process to  feed 
it  under the hammers w ill alw ays take some fin ite  period of tim e. C onsequently, 
the real course of operation can be illustrated b y  the diagram  show n in F ig. 6.

For com puting purposes, this kind o f d istortion was elim inated  b y  a con
ven ient correction th at is, that the crushing period t  was considered according  
to the equation:

t = t0 -  Ate,
i. e. b y  subtracting the period o f feed. The above described rule concerning  
regularities governing the whole process o f com m inution has been established  
by repeated experim ents during which the same load G (() =  T 0 =  1 kg of 
autum nal barley, having a m oisture of 12% , was fed in. In Fig. 7 and 8 two  
photos o f oscillograms are given, both referring to grinding operations carried
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ou t w ith  a sieve of 3 m m  d ia , and 6 mm dia, respectively . Each of these dia
gram s comprises 3 curves, n am ely: —  a curve o f  feed G t, ascending as a sudden  
slo p e , showing a som ew hat saw tooth-profile character due to the sudden rem oval 
o f th e  lid; —  a curve G a  o f  th e  weight of the grinding product ascending w ith  
an in flectional trend; and th e  curve N a representing the driving power. 
A lon g  the upper border o f  th e  strip the m arkings o f  seconds can he observed.

Fig.  7. Photo o f th e  oscillogram  representing the m illing o f  a product portion  
(1 kg) b y  m ean s o f  a sieve having 3 m m  dia openings

W ith a view  to  th e  m onotonie ascension o f the w eight curves having an 
in flectio n a l point too, and ta k in g  into account som e former statem ents m ade in  
a p ap er dealing w ith sim ilar topics [4], the opinion seem s to  be ju stifiab le , 
th a t  th e  disintegration o f grains is the result o f  som e random  effects th a t are 
q u ite  independent o f  each  other, and at the sam e tim e, the period necessary

Fig.  8. Photo o f th e  oscillogram  representing the m illing o f a product portion  
(1 kg) b y  m ean s o f  a sieve having 6 m m  dia openings

for th e  production of particles sm all enough to  fall through the sieve represents 
a random  variable, id en tic  w ith  the crushing period o f the singular particles.

I t  m ay be assum ed th a t  the time during w hich corns o f average size, say  
d 0 =  5 ,6  mm are d isin tegrated  into ground particles, am ounting to  perhaps 
som e ten  thousands, an im m ensely  great num ber o f com m inuting effects is 
n eed ed  and this tim e is, o f  course, a random variable.
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B y denoting w ith  £  the period of tim e necessary to let a particle drop 
through the sieve, and further by assum ing I =  0 as the starting m om ent of 
portion grinding, so m ay the value P  ( £  -< t) =  F ( t )  represent —  in good approx
im ation —  the quotient o f the q u an tity  (dropped through, up to th e  tim e t), 
and the whole portion.

N ow , by p lotting  the em pirical curves Gd(t) on a Gaussian paper w ith  
logarithm ic scale on the abscissa ax is (F ig. 9), one m ay state th at th ese curves 
can be considered as a normal logarithm ic d istribution; in other w ords, the

[dkg]

Gd
fiSmm 
фЗтт 
fi 2 mm

Fig. 9. W eight variation curves o f  th e  ground m ass, drawn on a G aussian paper

frequency function o f the period o f tim e o f the disintegration of particles G a ( t )

can be expressed as follows:

4d ( 0
I

У  2 л  • a  • t

1 jTn(f//i)-j ■

(3.1)

where ц  and a  denote the characteristic param eters o f the logarithm ic  
distribution .

For a portion o f G((), the w eight o f  products gathered during a period of 
tim e t is expressed:

G At)
_  Г G t о

J У 2 л  • <т •

1 fin (t//»)1 * 
o "I- a ‘ • dr. (3 .2)

The param eters p and cr can be determ ined w ith due consideration o f the w hole  
trend o f the curves G  A t ) and Çd(t), respectively .

N am ely, when performing the com m inution o f the whole portion o f the  
q u an tity  G t u —  1 kg, the function determ ined b y  the curve qa( t )  in  th e  above- 
described manner m ay be considered w ithout any further conversion as an
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em p irica l frequency fu n ctio n , from which the m om en ts of the em pirical distrib
u tio n  m ay be determ ined b y  forming under the curve ranges w ith  the aid of 
vertica ls , in analogy to  screen  analysis; in th is w a y , the first order m om ent is 
expressed:

m ; =  2 lrP i  (3.3)
i = i

and  th e  second order o f  m om entum  too

M ;  =  2 t2i - P i -  ( 3 .4 )
i= i

n the number o f esta b lish ed  ranges;
i  the serial num ber o f  th e  ranges;
tj  the  average crushing period in the range;
Pl  the  relative freq uency  o f  the particles in  th e  range, i. e. the qu antity  o f particles 

produces in  th e  i*h period of tim e as an a liq u ot part of the whole q u a n tity  o f  the  
ground product.

N ow , tak ing the crushing period as a function o f  logarithm ic normal distribution, 
th ese  calculated m om ents shall be considered as equal to  the m om ents derived  
front the frequency d istrib u tion  corresponding to  equation (3.1); doing so, it  is 
possib le to  find the em p irica l characteristics a  and b  of the em pirical distribu
t io n , th a t are a first approxim ation to the characteristics p  and a  o f  the th eo
retic  distribution; using  th ose  parameters, the fu nction  of output and o f weight 
v a ria tion  of the grinding product can be exp ressed  in a concrete form .

Anyhow, when determ ining the d istribution  parameters p  and cr, we are 
com pelled  to know the m om ents of the freq u en cy function çd(t), th a t are ex 
pressed  as follows:

M i  =  f  t -  q d ( t )  • d t ,  (3.5)
о

a lter  substituting the form ula of the frequency function </<*(<) we obtain:

_  1 I *

M i =  [  - ? = —) ] Í 2 n  ■ a  ■

B y  using the sim plified  variables

In ( t i p )

• d t .

and z  =  и  — b ,

(3.6)

we obtain  by su b stitu tion :

a» +°

M ,
2 f  1

^ ' e ‘ J №

-- z~

e  " • d z  =  n  ■ e" (3 .7 )
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In a similar w ay the m om ent of the second order is expressed :
1 pn(f//i)1 ■

M . ■ d t .

and by substituting the variables

In ( t / n )

(3.8)

and

we obtain:
z =  и  — 26

M 2 =  /I2 • e » ,  j

+  CO j

—  e 2 • d z  =  n 2 ‘ e2a2 ■
|/2:i7T

(3.9)

W hen the m om ents o f a given distribution are known, the follow ing equations  
can be driven by making use o f (3.7) and (3.9):

M y

e°'l2

e 2° 2
and M 2 =  M ' i  ■* 1 _rr2 M \  ■ e ° 2

and

for the other param eter:

П =

a = r - M 2 
Ml  ’ (3.10)

M , M l Ml
(3.11)

1 , M 2
2 Ml

/  M g
1 Ml

l/Mg ■

C onsequently, the difference betw een the starting  weight G/f) and the grinding  
product G d ( t )  represents the m onentary load during portion grinding:

o r

wherefrom

and

T  ( t )  — G ln G d (t)  — G tц G t0 • j q d ( t ) • d r
à

T ( t )  =  Gt0- [  1 -  j ' qd (T) d r ] ,
Ô

T ( t )
CO

I  4 d ( r ) ■ d r

Q d (t )  =  T ( t )
<i,t ( 0 _

CO

I  4 d ( T) - d r

T ( t ) - m

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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In  other words, th e  grinding output is a function  of the load q u an tity  
T ( t )  o f the tim e-cond itioned  factor A.

O bviously, the process of com m inution tak es a certain period o f tim e, 
and therefore, the o u tp u t is not always a linear function  of the load w eight; 
anyhow  once the short starting  period has elapsed , the relation of the load m ass 
T ( t )  to  the output G d ( t )  is clearly a linear one.

3.2 C o n t i n u o u s  o p e r a t i o n

A special series o f  m easurem ents were carried out, in order to in vestigate  
grinding operations in  stab le conditions, for w hich  purpose a separate cell-type  
feed  device, as described in  chapter 2, was arranged.

B y  previous control tests  the cell-type feed in g  device proved satisfactory  
as regards uniform ity o f  feed. The w eight curve representing the w eight of

Fig. 10. Variations o f  th e  quantities that characterize th e  operating conditions o f  the  
ham m er m ill during th e  period o f  stabilization w hen a lo w  in ten sity  o f feed is m ainta ined . 
Note:  For clearer d istin ctio n , the curve o f  th e  ground mass w eight starts o u t  
from  above, the curve o f  th e  product fed in  starts o u t from  below. Sieve openings 6 m m

product fed into the m ill w as, as recorded by th e  instrum ents, a straight line, 
th e  discrete point p lo tted  did not scatter m uch.

In addition, we fo llow ed the same principles o f  measuring as for the case 
o f  portion grinding described above. The w eight variation  of ground products 
gathered in the recep tab le, further the w eight variation  of products in  the  
upper storage tank and in the hopper a ttached  to  the cell-type feeder were 
d u ly  registered, and th e  driving power also recorded.

After a short run o f the mill w ithout charge, and when the recording  
instrum ents were a lready adjusted, a given sign al causes the special electric  
m otor to  start w ith th e  cell-type feeder. B y  read ing  the index of the electric  
counter, the dial of w h ich  w as well visible and leg ib le , the m om ent w hen the  
conditions could he considered as stable, was s ta ted . This stable operating rate 
w as m aintained for a w hile , and finally  the electric motor was turned off; 
su dden ly  the whole m echanism  was braked dow n. W hen mill stopped, the load  
w as rem oved from th e  m ill, through the sm all lid  weighed, and the sam ple  
tak en  w as tested  b y  screen analysis in order to  ascertain the fineness.
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The sam e m ethod w as applied to  state th e  w eight and the fineness o f  the 
ground products gathered in  the receptable.

The w eight variation o f the product fed in , and that of the o u tp u t, were 
recorded by registering instrum ents, as regularly changing variables in  function

Fig. 11. V ariations o f the q u antities th at characterize the operating conditions o f  the  
ham m er m ill during the period o f  stabilization w hen a h igh in tensity  o f feed is m ainta ined .

Note : see Fig. 10

o f  tim e. Two original photos o f the oscillogram s are shown in Fig. 10 and 11, 
relating to  tw o different feed ing speeds.

A lthough some vibrations due to the unbalancedness of the driv ing  gear 
th at actuated the cell-type feeder caused some difficulties in the eva lu ation  of 
the w eight variation curve o f  the feeding device, the centre line o f  th ese oscil-

Fig. 12. W eight variations b o th  o f  the product fed  in  and o f the ground m ass, as 
functions o f  tim e, during the period o f  stabilization

lations could easily  he observed; it  corresponds to  a linear variation o f the fed 
in  w eight. On the other hand, the curve o f the output shows stab ilized  con
ditions, characterized b y  a constant angle o f  inclination on the diagram . 
Under these circum stances the driving powxr can be considered as con stan t, 
since its deviations from th e stable condition are not im portant.

The fact o f  stable operating conditions can be w ell seen in F ig. 12. The 
feeding curve G<(t) originating from the starting point, represents a stra igh t line
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a scen d in g  steeply. P ractica lly , the output w eig h t variation curve G d ( t )  like
w ise starts from the sam e p o in t and becom es, after stabilization, a straight line.

B y  taking the difference between the ordinates of the tw o curves: 
n a m ely  o f  the feeding curve G t(t )  and of the ou tp u t curve G d( t )  we fin d  the 
va lu e  o f  the instantaneous product mass under com m inution in the mill, 
eq u a llin g  the drum load  T ( t )  at any single m om ent. In Fig. 12 the course 
o f  th is  is  illustrated. Further, the abscissa o f  th e  curves taken in seconds, can 
be considered as the average crushing period o f  particles to be ground.

F irst o f all, we shall consider the relation  o f variations o f the output 
w eig h t G d ( t ) ,  and we shall tr y  to  characterize th e  course of this variable basing 
it  on  th e  rule of com m inution , as determ ined in  connection w ith the process 
o f  p ortion  grinding.

T he basic idea o f  our considerations is the m ethod of superposing the 
regu larities, as they  were observed during portion  grinding tests. For an ele
m en ta ry  portion A G t  we can put the equation expressing the q u an tity  o f the 
grind ing  product during the period of tim e 0 —  t :

A G f  f  ? d (TM T *

A ccord ing  to what has been m entioned above

1 , - i F S * r
? d ( 0  =  -,7=

]/2n  ■ a  - t

(3.16)

(3.17)

The stab le  conditions m ay  be characterized b y  continuous feed and com m inu
tio n  o f  m any elem entary portions A G t one after the other; in m athem atical 
form , th e  quantity o f th e  ground mass produced up to the point o f tim e t  out 
o f an elem entary portion A G t  fed in at a point o f  tim e 0 is:

t
A G f  J  1 d { r ) - d r

0

eq u a lly , the quantity o f the ground mass produced up to the same point o f  tim e 
t  ou t o f  an elem entary portion  A G t fed in at th e  point of tim e A t  is:

t - A t
A G t §  qd ( r ) - d *

0

and so on. Consequently, all the elem entary quantities produced up to  the 
p o in t o f  tim e t  will be:

GdÀt) =  ] ? Gt j  qd(r ) -dr- ( 3 . 1 8 )
k= 0 Ó

L ik ew ise the quantity fed in  during the period o f tim e A t  can be determ ined  
b y  u sin g  the term Q t, so to  sa y  the “feed sp eed ” :

G t =  Q r A t .  (3 .19)
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Therefore, when Q ,  =  constant, —  this being the criterion o f the stable oper
ation —  it follows:

G d s ( t )  =  Q f  2  A t ‘ J  9 d { r ) - d r • (3-20)
fc- 0 Ô

According to former experiences, the function Jd(t) is represented as a frequency  
distribution function; so now  we shall introduce the follow ing sym bols:

t —x
I 4 d  (T) ‘ d r  —  ф/ (x ) an<l X  = k  • A t

6

and, therefore, we m ay transform  our former expression into:

Ods (*) =  Q, 2  A t • ф№  -A *) =  <?/• J  Ф, (*) • dx =
Л-O Ô

=  Qt j' [ J  qd(r ) - dr ] -dx .
6 0

(3.21)

Carrying out the partial integration

Qt ■ J  (*) ■ d x  =  Q, х-Ф1(х — Q, j л:f  d<Pt ( x )

d x
d x (3.22)

wherefrom , the first m em ber on the right side o f  our equation being zero when 
lim its are considered, and because of the relationship expressed as follows:

ф / ( * ) =  J  Ï* (* )■ * .  (3-23)
Ô

^  (3.24)
d x

The result is:

GdS(t) =  Q f  j x - q „ ( t  —  x ) - d x .  (3.25)
5

N ow  let us introduce a new  variable: z  =  t  —  x ,  x  =  t —  2, d x  =  — dz, where
from:

G ds (0 =  — & J (t — 2) • 3d (2 ) ■ • (3-26)
f

W ith  reversed lim its the sign o f the integrand changes:

G d s ( t )  =  Qt  • J (* — 2) • 9d(*) •
ь
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and further:

С л ( 0  =  <?(•** J 9 d ( 2) • d z  -  Qt  ' j ' z - g d(2) d z- (3.27)
Ó o

B earin g  in mind that the variab le  qd(z) is but a frequency distribution function  
—  th e  member

t
I <ld(z)dz 

о

ten d s tow ards a constant v a lu e , when t increases, and sim ultaneously, the  
m em b er

i 2 • <7d(2) • d z
‘o

assu m es a constant va lu e as well; more e x a c tly  th is latter value w ill 
approach  the first order m om en tu m  of the frequency distribution function, 
i. e . th e  mean value o f  th e  b asic  distribution.

Sum m arizing, grinding product w eight as function  is characterized  
—  during  the developm ent o f  a stable condition —  b y  a curve parallel to  the  
s tra ig h t line representing th e  feed  speed, and tends to  approach —  asym p to
t ic a lly  —  another straight lin e  th a t follows the first straight line at a distance  
eq u a l to  the crushing period.

Furthermore the la st m em ber in equation (3.27) represents —  at a stable  
op eration  •— the load:

T ( t )  =  Q r  $ z - q d( z ) . d z .  (3.28)
6

T h e regularities governing b o th  the variation o f th e  ou tput and the variation  
o f  lo a d  are characterized b y  th eir  general nature, i. e. there exists in respect to  
she frequency distribution fu n ction  q d[ z ) ,  no restriction  according to  which it 
th o u ld  be o f the logarithm ic norm al type only.
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E IN IG E  R EG ELM ÄSSIG K EITEN D E S M AH LVO RG ANG ES IN  H AM M ER M ÜH LEN

I . BÖLÖNI

ZUSAM M ENFASSUNG

Diese Experim ente sind ausgeführt worden, um  gew isse R egelm äßigkeiten  im  Mahl
vorgang zu entdecken, m it H ilfe welcher die sich in  der H am m erm ühle abspielenden Zerklei
nerungsoperationen genauer beschrieben werden können. D as H auptm erkm al der neuent
w ickelten  M eßmethode besteh t darin, daß einerseits der Fülltrichter, andererseits das Sam m el
gefäß der Mahlprodukte an je  eine W aagschale aufgehängt ist. U m  M essungsgenauigkeiten , 
die von  den Trägheitskräften der M eßinstrum ente hervorgerufen werden, fernzubalten , wurden  
die G ew ichtsänderungen m it H ilfe eines elektrotensom etrischen Verfahrens gem essen und 
v o n  einem  Oscillographen registriert.

D ie Untersuchungen um faßten  zwei G ruppen von  V ersuchen. D ie erste Gruppe bestand  
aus sogenannten Charge-M ahlversuchen, bei denen im m er eine bestim m te P roduktm enge in 
einer m öglichst kurzen Zeit in  die Mühle gespeist wurde. D ie  B eobachtung der G ew ichtsän
derungen des M ahlproduktes brachte das Ergebnis, daß diese als logarithm isch-norm ale Ver
teilungsfunktion  in guter Annäherung dargestellt und die im  Laufe der Verm ahlung einer 
Charge zum  Zerkleinern eines K ornes notw endige Zeit als eine W ahrscheinlichkeitsveränder
liche betrachtet werden kann (s. Gl. 3.1). D ie darstellende K urve erscheint in  dem  Gaußschen  
K oordinatensystem  als eine Gerade.

D ie Entw ickelung eines stationären M ahlbetriebes kann aus den einzelnen Charge- 
M ahlversuchen abgeleitet werden. Der gesam te V erlauf kann m it H ilfe der M athem atik  
beschrieben werden (s. Gl. 2.27).

Q U E L Q U E S R É G U L A R IT É S DANS LE RÉG IM E D E  B R O Y A G E  D E S M OULINS
À M A R T E A U X

I. BÖLÖNI

RÉSU M É

Les recherches se sont proposées d ’établir les régularités du processus de broyage dans 
le tam bour des moulins à m arteaux.

Les nouvelles m éthodes de mesures élaborées par l ’auteur consistent essentiellem ent à 
enregistrer sim ultaném ent, dans le tem ps, les variatons de poids de la trém ie et du réservoir  
des produits broyés, suspendus séparém ent à des balances.
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E n  v u e  de la réduction au m in im um  de la force d ’inertie des instrum ents de m esure, 
les v a r ia tio n s  de poids ont été m esurées par voie é lectrotensom étrique, et enregistrées par un  
oscillograp h e à boucles.

L es recherches ont porté sur d eu x  formes fondam entales de broyage: le broyage par  
p ortio n s e t  celui en régime p erm an en t. Au broyage par portions, nous avons fa it passer  
b ru sq u em en t une quantité déterm inée de grains dans le tam bour.

D a n s  ce cas, le poids du p ro d u it m oulu en fonction  du tem ps [Qd(0] p eu t être considéré 
avec u n e  bon ne approxim ation com m e é ta n t de d istribution logarithm ique norm ale (voir 3 .1).

L a  stabibsation du régim e dan s le  tam bour du broyeur peut être dérivée des régularités 
ob serv ées en  broyage par portions, e t  le processus p eu t aussi se décrire par des form ules  
m ath ém a th iq u es (voir 3.27).

НЕКОТОРЫЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ ПРОЦЕССА ИЗМЕЛЬЧЕНИЯ МОЛОТКОВОЙ
ДРОБИЛКИ

И. Б Ё Л Ё Н И

РЕЗЮМЕ

Исследованиями ставится цель более точного изучения процесса измельчения, 
происходящего в дробильном барабане, вскрытие существующих закономерностей.

Разработаны новые методы измерения. Их суть заключается в том, что на отдельные 
весы были подвешены воронка — бункер для хранения измельчаемого продукта и сбор
ный ящ ик измельченного продукта; при этом изменение веса их регистрировалось одно
временно.

Д ля снижения до минимума инерции измерительных средств изменения веса изме
рялись электротензометрическим путем, и фиксировались с помощью шлейфового осцил
лографа.

Исследовались две основные формы измельчения или дробления: первая т. н. 
измельчение дозы, а вторая установившийся режим. При измельчении определенной 
дозы в измельчающий барабан толчками внезапно подавались определенные установлен
ные количества материала.
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B E R E C H N U N G  D E R  Ü B E R T R A G U N G S L Ä N G E  
D E R  S P A N N K R A F T  N A C H  D E R  B R U C H T H E O R I E

B. GOSCHY

KANDIDAT DEK TECHN. WISSENSCHAFTEN 
FORSCHUNGSINSTITUT FÜR HOCH- UND TIEFBAU, BUDAPEST

[E ingegangen am  19. O ktober 1961]

In  dem  vorliegenden A ufsatz wurde die Berechnung der Ü bertragungslänge von  Spann
betonträgern m it vollem  Verbund auf Grund der P lastizitätstheorie dargelegt.

D ie Bruchbedingung des B etons bei gleichzeitigem  Druck und Schub w urde aus der 
B ruchhypothesc von  Tresca-Mohr abgeleitet. Aus den Bruch-, Verform ungs- und Gleich
gew ichtsbedingungen kann m an die Schubspannungsverteilung und die Spannkraft am  Ende  
des Balkens bestim m en. D ie A rbeit behandelt die Frage des Gleitens der Spanndrähte im  
Spannbett.

D ie Rechnungsergebnisse der Übertragungslänge bei verschiedenen B etongüten, 
Stahlsorten  und Vorspannungsgraden sind in  einer Tabelle zusam m engefaßt.

E in le itu n g

D ie vorteilhaften m echanischen E igenschaften der Spannbetontragw erke  
m it Verbund sind nur dann dauernd gesichert, wenn die E in leitung der Vor
spannung und die Ü bertragung der Spannkraft vom  Stahl auf den B eton  voll
kom m en ausgeführt ist.

Die Frage der Endverankerung hat eine besondere B edeutung bei dem  
Spannen vor dem Erhärten des B etons, wo die Vorspannkraft durch H aftung  
und R eibung übertragen wird.

Die Ergebnisse der elastizitätstheoretischen  Berechnungen führen zur 
F eststellung [1], [5], daß die B etonspannungen (Druck- und Schubspannungen) 
bei der E inleitung der Spannkräfte sich w esentlich höher ergeben als die 
Druck- und Schubfestigkeit des Baustoffs B eton . Die Versuche w eisen eben
falls darauf hin, daß die Lösung der Spannglieder einen örtlichen plastischen  
Spannungszustand am Ende des Balkens erzeugt.

Im  Rahmen dieser Arbeit wird die B estim m ung der Ü bertragungslänge  
glatter Spanndrähte au f Grund der Bruchbedingung in der U m gebung der 
Spannglieder bestim m t. D iese V oraussetzung steh t näher dem w irklichen Kräf- 
tespiele.

Ferner wird als Ü bertragungslänge derjenige A bschnitt des Balkenendes 
bezeichnet, nach dem die Vorspannkraft im E igenspannungszustand sich nicht 
ändert, und man m it einer geradlinigen Spannungsverteilung infolge des Last
falles bei Vorspannung rechnen kann.
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D as Ü bertragungsgesetz der Spannkraft wird aus den G leichgew ichts
u n d  Bruchbedingungen b estim m t. Nach den au f die Verform ungen bezüglichen  
V oraussetzungen wird der R ückgang der D rähte nach dem  Lösen vom  Spann
b e tt  in  Betracht gezogen, b is zwischen Stahl und B eton  ein vollkom m ener Ver
b und  zustandekom m t.

Voraussetzungen

1. Die B ruchbedingung des Betons bei g leichzeitigem  Druck und Schub 
wird aus der B ruchhypothese von  Tresca-Mohr bestim m t.

B i l d  1 . Festigkeitsbereich d es B etons nach der Tresca-M ohrschen Bruchtheorie

D er Zusam m enhang zw ischen H auptdruck- und H auptzugspannungen  
aus d em  Trescaschen Spannungsdiagram m  (Bild  1) kann in der linearisierten  
F orm

Ü  +  - ^ -  =  l  ( 1 )
к в  в

an gegeb en  werden (7), w o

» t  =  ~ ~  +  i r  f e  +  4 ^ -  (2>
А  А

+  +  (3)
А  А

die H auptspannungen sin d , und

(Jß die D ru ck festigk eit des Betons, 
azß  die Z u g festigk eit des Betons, 
oxj die B etondruckspannung,
T xtj  die B etonschubspannung,

k =  - **
a B

b ed eu ten .
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Aus der G leichung (1), (2) und (3) kann m an die Schubspannung im  Bruch  
zustand m it

l xb V-<Tn
к  a B

w
fc a Bl

(4)

in die Rechnung stellen . Gleichung (4) drückt die Bruchbedingung des B etons  
bei gleichzeitiger Druck- und Schubbeanspruchung aus.

2. Der V erlauf der Spannungs-D ehnungslinie des Betons wird a u f Grund  
der schweizerischen Versuche (R o s, EM PA) [6], [9] genügend genau m it der 
H yperbel-G leichung angegeben,

cx6 =  - ^  +  0 ,1  - 1 0 “-3 
E n

J x b

Jxb
(5)

B i ld  2. Spannungs-Dehnungslinic des B etons nach den  schweizerischen (E M PA ) V er
suchsergebnissen

worin

exb die B etonstauchung und
E 0 den dinam ischen E lastizitätsm odul des B etons

bedeuten- Die Spannungs-D ehnungslinie des B eto n s nach der Gl (5) ist im  
B ild  2 dargestellt.

3. Zwischen Spannstahl und B eton  wird ein  vollkom m ener Verbund vor
ausgesetzt. In diesem  Falle wird die D ehnung des Spannstahls und des B eton s  
gleich sein [1], [5],

£xb =  exz > ( 6 )

(exz D ehnung des Spannstahls). D ie B edingung 5. ist m it der H yperbel-G lei
chung (5) erfüllt. D ie Bruchstauchung des B eton s ist in W irklichkeit k leiner  
als die plastische D ehnung des Spanndrahtes. D ie Bewertung der re la tiv en  
Verschiebung zw ischen Stahl und Beton wird nachstehend angegeben.
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4. D as Spannglied wird als Spannstab untersucht. Zwischen der Schub
kraft (H aftkraft) an der Oberfläche des Spannstabes und der Spannkraft 
b e steh t die G leichgew ichtsbedingung (Bild 3)

Txfc
d l \

d x
(?)

m it den Bezeichnungen:

U z der Um fang des D rahtes und
P xz die Spannkraft im  A b stand  x vom  B alkenend e.

5. Der Spannungszustand des Betons außerhalb der Y erbundfläche wird 
n ich t in  Betracht gezogen.

X

B ild  3. G leichgew icht der auf den Spanndraht wirkenden Kräfte

Spannungszustand an der O berfläche des Spanndrahtes

D ie D ruckspannungsverteilung kann am  Balkenende, —  bei der E inlei
tu n g  der Vorspannkraft —  durch die B eziehungen  (7) und (4) aus der D iffe
renzialgleichung

к__ a  1 1 — к  a xb _  1 =  1 d P x,

1 +  к  B I к  а в  к  crB2 U z d x

Fz d a xz

U z d x
( 8 )

b estim m t werden. D ie Spannung des Spanndrahtes wird auf Grund der Vor
aussetzungen  2 und 3 erhalten:

d ab ei ist

=  n a xb +  0 ,1  • I O -«
Jxb

(9)

n  =  E  / E 0 die E lastizitätsverhältn iszahl,
E v == 1,9 • 106 kp/cm 2, der E lastizitätsm odul des Spannstahls, 
crxz =  die Stah lspannung in Abstand x  v o m  Balkenende.

D ifferenziert man die G leichung (9) nach x

<?<Gz
d x

d a xb

d x
n  +  0 ,19- IO3

i a B -  a xb)2
( 10)
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so erhält шаг m it der Gl. (8) die D ifferenzialgleichung:

к
------------ •

1 + k

/ , , ! - * * * »  1 aI  1 H------ :----------- x6*

b .
u,

n  4 -  0,19 ■ 103

к  (У ß2

d<yxb

К  -  °xbY d x
( H )

N ach der Trennung der Veränderlichen und nach der Integration  bekom m t man 
den Ausdruck

X  =  [ n  —----------- —  arc sin
U z 1 к

+  —  0 ,1 9  IO3 —
3 a n

J x b 1 -  к

1 +  k  o B

1

а x b

1 +  k ]

+  - u

+

X
1 + k J xb 1 _  xb

1 + k

>1

I

i _ £ * l

X

+  c > ( 12)

wo die Integrationskonstante aus der R andbedingung ( a X b ) x = о =  ^ bestim m t 
wird. Som it ist

F z 1
X  =  —— n  —

U ,

Jxb

1 + k  а

0 ,1 9 -IO 3
U z a B

1 -  к

1 + k )
+  arc sin

1 -  к
1+k

1 — J xb

2 1

1 +  fc 1 — ° xb

° B _

X

X
1 +  к 

к
1 - J x b 1 - J x b 2 3 +  k I

1 + к I (13)

Es is t  zu bemerken, daß die verw ickelte Form der Gl. (11) läß t die B etonspan
nung in  der Funktion des Abstandes x  [z. B . a xb =  f ( x ) ]  n icht ausdrücken, fo lg
lich  wird dieselbe als unabhängige Veränderliche in B etracht gezogen.

Die Funktion (13) stellt w egen der U m kehrung der Grundbedingung 
die Verm inderung der Betonspannung dar.

D a die Betondruckspannung bei der E in leitung der Spannkraft den  
B ruchw ert (crB) erreicht [8], wird die B etonspannung an der Oberfläche des 
D rahtes

Die Druck- und Schubspannungsverteilung entlang des Spanndrahtes 
ist im  Bild 4 dargestellt.
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A u f Grund der vorausgesetzten  idealen E igenschaft des B etons nim m t 
die B etonstauchung in der N ähe der Bruchspannung über alle Grenzen zu.

D ie  durchgeführten B ruchversuche (R os, EM PA) haben b estä tig t, daß 
der B e to n  eine bestim m te B ruchdehnung annim m t [6], [9], [10]. B ei den Spann
b e to n g ü te n  В 400 und В 560 kann man durchschnittlich m it einer Bruchdeh
n u n g  v o n

e B  =  4 ° /o o

rech n en  [6]. In der nachfolgenden Rechnung wird die zur Bruchstauchung  
(eß) gehörige Spannung m it O ß 0 bezeichnet und als B ruchspannung in B etracht

Balkenende

B i ld  4.  D ruck- und Schubspannungsverteilung bei der E inleitung der Vorspannkraft am
E nd e des B alkens im  Bruchzustand

gezogen . Der Wert von ство kann  aus der Gl. (5) bestim m t werden und beträgt

o B0 a d  0 ,97 <тв'— 0,96 a B ,

das h e iß t etwa 3% — 4%  kleiner als die Bruchfestigkeit des untersuchten  
B e to n s . Dem entsprechend sind die D ehnungen des B etons und Stahls nur von  
einer Stahldehnung

exz ÜSa £b  —  4%o
m it einander gleich, in allen anderen Fällen,

exz £b  »
e n ts te h e n  zwischen B eton und  Spanndraht Schlüpfungen [3], [4]. D as Maß 
d es S tahlgleitens kann auch rechnerisch bestim m t werden. Im  B esitz  der an
fä n g lich en  Spannkraft P ov wird die Stahldehnung innerhalb der Proportiona
litä tsg ren ze

p
r  Ob

e v f 2
> ( 14)
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(d a rü b e r  h in au s is t E v aus der S pannungs-D eh n u n g slin ie  zu  e n tn e h m e n ), 
u n d  die zu  d iesem  W e rt geordnete  B e to n sp a n n u n g  (Oßv <C Ob) is t  am  B ild  2 
abzu lesen .
Die G leichung (13) lie fe rt m it Oßü <  aB,; <C ав  zw ei A b stände :

* 1  =  f { a Bv) u n ( 1  * 2  = f ( a Bo) >

u n d  sch ließ lich  e rh ä lt m a n  den W ert d er S ch lü p fu n g  aus

Û =  x2 —  X1 .

D abei e n ts te h t  ein  te ilw eiser V erbund am  B a lk e n e n d e , der fü r einige B au te ile  
als ausre ichend  b eze ich n e t w erden  kan n . D iese E rg eb n isse  füh ren  zu r F o lg e ru n g , 
d a ß  das G leiten  d e r S pannseile  e rs t d an n  v o rk o m m t, w enn die S ta h ld e h n u n g  
beim  V orspannen  g rö ß er als die B ru c h s ta u c h u n g  des B etons is t.

B estim m ung der Übertragungslänge im  Bruchzustand

Aus der D ru ck sp an n u n g sv e rte ilu n g  k a n n  a u f  G ru n d  der B ru ch b ed in g u n g  
(4) die S ch u b sp an n u n g sv e rte ilu n g  am  U m fan g  des S p an n d rah te s  a b g e le ite t

B ild  5. D as G leitm aß des Spanndrahtes am Ende des B alkens bei der Verankerung
durch H aftung und R eibun g

w erden  (B ild 4). D ie S p a n n k ra f t  b e trä g t aus Gl. (7) in n e rh a lb  der Ü b e rtra g u n g s 
länge

P x v =  Uz § rxbd x .  (15)
0

Die volle Ü b ertrag u n g slän g e  k an n  im  B ru c h z u s ta n d  aus

p o v=  Uz Ц rxbdx  (16)
0

b e s tim m t w erden , wo ü  die Ü b ertrag u n g slän g e  b e d e u te t.
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D ie E rgebnisse d e r Gl. (16) sind  in  den  B ildern  6 d a rg es te llt. A us der 
B ru c h b e d in g u n g  k a n n  m a n  fe s ts te llen , d a ß  die g ü n stig ste  Ü b e rtrag u n g s län g e  
d a n n  e rre ic h t w ird , w enn  die V eran k eru n g  d u rc h  H a ftu n g  bei den  m ax im a len  
S ch u b sp a n n u n g e n  z u s ta n d e  k o m m t, bzw . w enn  d er S tah l m it d e r S p a n n u n g

°0V íiá

g e s p a n n t w ird . Diese B ed in g u n g  e n tsp r ic h t bei den  ungarischen  S p a n n s tä h le n  
e in e r  A n fan g ssp an n u n g  von

7000 k p /c m 2 <  a0v <  5000 k p /cm 2

u n d  k a n n  u n te r  der B eze ich n u n g  »partielle  V orspannung«  b e h a n d e lt w erden .

B ild  6. V erlauf der Spannkraft am  Ende des B alkens im  Stahl im  B ruchzustand  bei
der Vorspannung im  Spannbett

D as V erhältn is  d e r Zug- u n d  D ru c k fe s tig k e it des B etons is t  v o n  der 
G ü te k la sse  abhäng ig . D ie au slän d isch en  V ersuche [11] h ab en  g eze ig t, d aß  
V e rh ä ltn isz a h l к  b e trä g t :

fü r  B etongü te  В 400 к  =  0,07 А  0,08
fü r  B etongü te  В 560 к — 0 ,0 6 А  0,07.

Tafel I

°ov
(kp/cm 2)

K raftübertragungslänge

В 400 В 560

12 500 85 d 60 d

10 500 70 d 50 d

9 000 60 d 45 d
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Die aus der B ru ch b ed in g u n g  b es tim m ten  Ü b ertrag u n g slän g en  sind  in  T afel I 
zu sam m en g efaß t, in  d er die G ütek lasse des B e to n s , die S p a n n s ta h lso r te , der 
D urchm esser u n d  die A n fan g sv o rsp an n u n g  angegeben  sind . Diese W erte  k ö n 
n en  fü r  die P rax is  n u r  m it e inem  b es tim m ten  S ich erh e itsb e iw ert gegen B ruch
[9] in  R ech n u n g  g este llt w erden .
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CALCULATION OF T H E  TRANSM ISSION LENG TH  O F P R E -T E N SIO N E D  W IRES  
USING  T H E  ULTIMATE LOAD T H E O R Y

B. GOSCHY

SUMM ARY

This paper is concerned w ith  the calculation of transm ission length  (bond length) of 
pre-tensioned wires having pre-stressed members, based on the u ltim ate load theory.

Tresca-Mohr’s failure critérium  is assum ed to be valid  for the com bined effect o f com pres
sion and shear.

From failure, deform ation and equilibrium conditions, shear (bond) stress distribution  
on the wire surface and tensile force variation at the end of the pre-stressed beam  can be 
deduced.

Consideration is given to the wire slip problem. T heoretical ultim ate anchorage lengths 
obtained by the suggested m ethod are tabulated for various concrete and steel grades and 
degrees o f pre-tensioning.

CALCUL D E  LA L O N G U E U R  D E  BLOCAGE D E S FILS PRÉCO NTR AIN TS, 
D ’A P R È S LA T H É O R IE  D E  LA R U P T U R E

B. GOSCHY

RÉSUM É

L ’auteur présente une m éthode de calcul basée sur la théorie de la p lastic ité , pour 
déterm iner la longueur de blocage des fils prétendus adhérents au béton (cas de m ise en 
tension avant coulage).
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L a condition de rupture du  béton  sollicité en m êm e tem ps à la com pression et au 
c isa illem en t é ta it déduite de l ’h y p o th èse  de Tresca-Mohr. A  l ’aide des conditions de rupture, 
de déform ation  et d ’équilibre, on p e u t déterm iner la distribution  des contraintes de cisaillem ent 
à la  surface de l ’acier et l ’effort de ten sion  dans la zone d ’about des poutres précontraintes.

L ’auteur fait égalem ent l ’a n a lyse  du problème du glissage des câbles.
L es valeurs théoriques de la  longueur de blocage en é ta t de rupture son t indiquées 

dan s u n  tab leau  pour différentes q u alités de béton, d ’acier, et pour différents ta u x  de pré
co n tra in te .

РАСЧЕТ Д Л И Н Ы  ПЕРЕДАЧИ УСИЛИЯ

Б . ГОШИ

РЕЗЮМЕ

В работе излагается определение длины передачи усилия натяжных элементов с 
липкой прокладкой на основе принципов теории пластичности.

В случае одновременных сжатия и сдвига условие излома бетона может быть 
выведено на основе теории излома Треска—Мора.

С помощью условий излома, деформации и равновесия можно определить распре
деление напряжения сдвига, образующегося вдоль натяжного троса, и на основе этого 
усилие троса на конечном участке балки.

В работе анализируется также вопрос скольжения арматуры.
Результаты расчетов сведены в таблицу; на основе их можно определньть 

длину передачи усилия для различных бетонов и марок стали в соответствии со степени» 
напряжения.
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A  P O S S I B L E  E X P L A N A T I O N  F O R  T H E  I N F L U E N C E  
O F  T E M P E R A T U R E  O N  A B S O R P T I O N

G Y. V A JD A

CAND. OF TECHN. SC.

INSTITUTE FOR ELECTRICAL POWER RESEARCH, BUDAPEST 

[M anuscript received N ovem ber 2, 1961]

According to experiences, the absorption current o ften  takes up local extrem e values 
in function of tem perature. The cause o f the anom aly is generally looked for in  chem ical 
processes. The absorption current characterizes the form ation o f processes w ith  polarization  
character in function of tim e, taking into  consideration the tem perature dependence of the 
polarization gives a physical explanation  for the anom alies.

In  som e sc ien tific  p u b lica tio n s  [1, 2] re ference  is m ade to  th e  c ircu m 
s tan ce , th a t  in  co n n ec tin g  th e  D . C. v o ltag e , th e  ab so rp tio n  c u rre n t fo rm e d  
in  th e  in su la tions d ep en d s co n sid e rab ly  on th e  te m p e ra tu re  an d  in  ce rta in  
ch a rac te ris tic s  irreg u la ritie s  a p p ea r. To e lu c id a te  th e  co n d itio n s, d e ta iled  
in v estig a tio n s were m ade on d iffe ren t ro ta ry  m ach ine  in su la tio n s  an d  sam ples 
b y  W i c h m a n n  [3]. In  m o st o f th e  cases irreg u la ritie s  could  be fo u n d , th e  ch a 
rac te ris tic s  of w hich can  be seen in  F ig . l . I n  th e  fig u re  th e  te m p e ra tu re  d e p e n d 
ence o f charg ing  c u rre n ts  i tl and  £(l0, re sp ec tiv e ly , is i l lu s tra te d , m easu red  in  
1 an d  10 m inu tes a f te r  th e  connec tion  o f th e  v o ltag e . T he cap ac itiv e  co m p o n en t 
can  su re ly  he neg lec ted  a f te r  1 m in u te  [4], co n seq u en tly  th e  ch a rg in g  c u rre n t 
is th e  sum  of th e  leakage  c u rre n t a n d  th e  a b so rp tio n  c u rre n t. T he leakage 
c u rre n t generally  increases e x p o n en tia lly  w ith  th e  te m p e ra tu re  rise , th e  in 
crease alw ays being  a m ono ton ie  one [5], so th e  local ex trem e  va lu es  m a y  be 
in tro d u c e d  exclusively  b y  th e  a b so rp tio n  c u rre n t.

T he experiences, besides b e ing  th e o re tic a lly  in te re s tin g , are also o f  p ra c 
tic a l im p o rtan ce . T h e  in su la tio n  co n d itions a re  o ften  v e rified  b y  m easu rin g  
th e  ab so rp tio n  an d  ch arg ing  c u rre n t, re sp ec tiv e ly . In  case th e  m easu rem en ts  
are  effected  w ith in  th e  te m p e ra tu re  range  th e  local ex trem e  va lu es  arise  in , 
i t  m ay  occur th a t  th e  m easu rem en t shows an  in co rrec t p ic tu re , as a con
sequence of w hich an  in su la tio n  o f b a d  cond itio n  is c lassified  as a good one, or 
on th e  co n tra ry , on th e  basis o f th e  m easu rem en t an  in su la tio n  o f  su itab le  
q u a lity  is regarded  as being  d e te rio ra ted .

W i c h m a n n  a t t r ib u te s  th e  p h enom enon  to  chem ical changes. In  m ost 
cases he exp la ins th e  local ex trem e  values b y  th e  b in d in g  m a te ria l becom ing  
so ftened  in  th a t  ran g e . T h is ex p la n a tio n  does n o t seem  to  be ab so lu te ly  re a s su r
ing. On th e  one h a n d , th e  so ften ing  o f  th e  b in d in g  m a te ria ls  c a n n o t be s tro n g  
a t  such  a low  te m p e ra tu re , and , on th e  o th e r h a n d , th e  so ften ing  is no  ex 
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p la n a t io n  for th e  c irc u m s ta n c e , th a t  above a n d  below  th e  c ritic a l ran g e  th e  ru n  
o f  th e  curves is s im ila r to  e a c h  o ther.

F o r  the  above an o m a lie s  a physica l e x p la n a tio n  m ay  also be found , 
g iv e n  in  d e ta il below .

O n th e  effect o f a n  e le c tr ic a l field th e  in su la tin g  m a te ria ls  becom e p o la r
iz e d , e lec trical dipoles a re  fo rm ed  in  th e  in su la tio n . One p a r t  o f th e  dipoles 
is  e s ta b lish e d  due to  th e  d e fo rm a tio n  of th e  a to m s , or m olecules (d isp lacem en t 
p o la r iz a tio n ) , or to  th e  o r ie n ta tio n  of th e  p o la r  pa rtic le s  (o rien ta tio n a l p o la r
iz a t io n ) . These processes ta k e  p lace rap id ly , th e  dipole m o m en t co rrespond ing

Fig. 1.  T em p era tu re  d e p en d e n ce  o f  th e  1- a n d  1 0 -m in u te  ch arg ing  c u rre n t w ith  a sp h a lt-
m icafolium  sam ple  [3]

to  th e  equ ilib rium  is q u ic k ly  estab lished . A n o th e r p a r t  o f th e  dipoles is form ed 
as fu n c tio n  of th e  in s u la tio n  co n stru c tio n , th ro u g h  re a rra n g em e n t of the  
sp a c e  charges, charg ing  o f  th e  b o u n d a ry  su rfaces, e tc . These processes ru n  off 
s lo w ly  as com pared w ith  th e  above one, th e  eq u ilib riu m  ensues slow ly.

I n  the  course o f  p o la riz a tio n , charge carrie rs  are d isp laced , m eaning  
a c u r re n t . I f  th e  effect o f  a fie ld  s tre n g th  E  a dipole of m  e lec tric  m om en t 
a p p e a rs , in  s ta te  of e q u ilib r iu m

m 0 — a E  — qd , (1)

w h e re  q is the  dipole c h a rg e , d  th e  d istance  b e tw een  th e  charges. T he a rm  o f 
th e  d ipo le  increases c o n tin u o u s ly  from  th e  in it ia l  s ta te  x  =  0 up  to  th e  s ta te  of 
e q u ilib r iu m  x  =  d, a cco rd in g  to  th e  m o tio n -fu n c tio n  d ep en d in g  on th e  forces 
a f fe c tin g  th e  charges, e. g. in  analogy  to  re la tio n

T

m  (t) .=  qx =  qd[l  — e ® ], (2 )
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w here r  is th e  tim e and  0  th e  tim e  c o n s ta n t o f th e  process. T h e  e lem en ta ry  
c u rre n t accom pany ing  th e  m o m en t fo rm a tio n  in  th e  above case

T T

i = q &  =  q —  =  q d -----e в — m Q----- e °  . (3)
dr  G в

W hen  connecting  a D . C. v o ltage , th e  c u rre n t flow ing on th e  insu la tion  
decreases in  fu nc tion  o f tim e , i t  m ay  be reduced  to  a c o n s ta n t leak ag e  and 
a v a riab le  com ponen t. T h e  v a riab le  co m p o n en t is n o th in g  else b u t  th e  sum  of 
th e  above e lem en ta ry  c u rre n ts . The v a riab le  com ponen t m a y  be  red u ced  to

F ig . 2. Two-layer insu lation

cap ac itiv e  com ponen ts co rrespond ing  to  th e  ra p id  processes an d  to  ab so rp tio n  
ones, w ith  slow processes.

In  fo rm ula (3) m 0 a n d  G  depend  fin a lly  on th e  m ovem en t o f  th e  elem en
ta ry  pa rtic le s  [5]. As th is  m o v em en t m ay  be s ign ifican tly  in flu en ced  b y  te m 
p e ra tu re , th e  value o f m oa n d 0 is te m p e ra tu re -d e p e n d e n t.T h is  p e rm its  in  certa in  
cases, th e  ex p lan a tio n  of th e  anom alies show n in Fig. 1.

I f  th e  c u rren t is ex am in ed  a t  fixed  in s ta n ts  r ,  the  ex trem e  v a lu e  o f the  
a m p litu d e  ie in  fu nc tion  o f  te m p e ra tu re  w ill a p p ea r th e re , w here

die l d m 0 Щ) 9 0
( l -Mlэ т G 9 T G 9T 1 в )

(4)

W ith  som e k inds of p o la riza tio n  [5] =  a / T  and  G  =  be T , a t  th a t
tim es , reso lv ing  e q u a tio n  (4), th e  place o f th e  ex trem e va lu e  is a t  a te m 
p e ra tu re

G enerally  am ong th e  slow  p o la riza tions th e  in te rfac ia l p o la r iz a tio n  is 
consid ered  as th e  m ost e ffec tive. In  a p la in  cap ac ito r filled w ith  a tw o -lay e r
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in s u la t io n , as illu s tra ted  in  F ig . 2, the  in te rfae ia l su rfaces  are charged , i f  th e  
r a t io  o f  d ielectric c o n s ta n ts  is  n o t  in  com form ity  w ith  th e  co n d u c tiv ity  ra tio

У2 I

T h e  e ffec t of the in te r fa c ia l  surfaces charge is e q u iv a le n t to  p o la riza 
t io n .  T h e  relations a re  re la t iv e ly  easy to  fo llow ; a d a p tin g  S k a n a v i ’ s  ca l
c u la t io n s  [5], the  m o m en t o f  c a p a c ito r  in  th e  s ta te  o f  eq u ilib riu m  increases by

A M  =  AQ (dy +  d 2) (ei У2 -  4  Yi)2 di d 2 F  № +  d2) e0 v
(Y i d 2 +  У2 <*i)2 (ei d 2 +  e2<*i)

(5)

T h e  ch arg e  is accom pan ied  b y  th e  absorp tion  c u r re n t

. _  A M  1 — W _  (£] У2 — e2 Vi)2di  d 2 F U  ~ ^
dl +  d2 0  (yj d2 +  y1 dj) (ег d2 +  e2 d j 2

th e  tim e  constan t o f w h ich  is

Q  _  e ei d 2 +  e2 <*i 

У l  d 2 +  Y2di

( 6 )

(V

T h e  con d u ctiv ity  is g re a tly  dependen t on  th e  te m p e ra tu re , genera lly
b e in g

b_

У — Yoe T ■ (8)

In  analogy to  fo rm u la  (6 ) th e  relation  b e tw e e n  c u rre n t an d  c o n d u c tiv ity  
is g iv e n  b y  a frac tio n a l fu n c tio n , while the  c o n d u c tiv ity  is a fu n c tio n  of te m 
p e r a tu r e :  a t a fixed in s ta n t  r  th e  function  as p e r  fo rm u la  (6) becom es s im ila r 
to  F ig . 1. The place o f  e x tre m e  values is g iven b y  th e  zeros

dia 1 9/1M A M 3 0 Í1 4 1
d T r=const 0 9 T 0 3 T 0

o f  th e  d iffe re n tia lq u o tien t. A ssum ing , th a t  th e  th e rm a l expansion  an d  th e  
te m p e ra tu re  dependence o f  th e  dielectric c o n s ta n ts  m a y  be neg lected , ta k in g  
in to  considera tion  fo rm u la e  (5)— (8), the  p lace o f  e x tre m e  values is fu rn ish ed  
b y  th e  solutions o f th e  e q u a tio n  system

2  (d2 уг +  dt y2) 4 [(d2 у г +  dt y2) (£Х b2 у,  -  e2 bx уг) -  

-  («1 У2 — e 2 Vi) (d2 bx yt +  dt b2 y2)] +

+  («1 У2 — e2 Уi) (d2 bx yt + dt b2 y2) 1 ( 10)

A s ap p e a rs  from  th e  fo rm u la , th e  place of e x tre m e  va lu es  also depends on th e  
in s t a n t  T, th is being in  acco rd an ce  w ith  ex p e rien ce .
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E IN E  M ÖGLICHE E R K L Ä R U N G  F Ü R  D IE  A B H Ä N G IG K E IT  D E R  A B SO R PT IO N
VO N D E R  T E M P E R A T U R

GY. VAJDA

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie Erfahrung zeigt, daß der Absorptionsstrom  o ft  in Abhängigkeit von der Tem peratur  
lokale E xtrem w erte annim t. D ie Ursache der A nom alie wird gewöhnlich in chem ischen Vor
gängen gesucht. Der A bsorptionsstrom  wird durch die Entw icklung von V orgängen m it 
Polarisationscharakter gekennzeichnet; Berücksichtigung der T em peraturabhängigkeit der 
Größen, die die Polarisation bestim m en, erm öglicht eine physikalische Erklärung der A n o
m alien.

U N E  E X PL IC A T IO N  POSSIBLE D E  L ’IN F L U E N C E  D E  LA T E M PÉ R A T U R E
SU R  L'ABSO R PTIO N

G. VAJDA

RÉSUM É

L ’expérience m ontre que le courant d ’absorption accuse souvent des valeurs extrêm es  
locales en fonction de la tem pérature. La cause de cette  anom alie est cherchée d’ordinaire dans 
des phénom ènes chim iques. Le courant d’absorption caractérise la form ation dans le tem ps 
de processus ayant un caractère de polarisation; en ten an t com pte de l ’influence de la tem p é
rature sur les quantités déterm inant la polarisation, on peut trouver une explication  physique  
des anom alies.

ВОЗМОЖНОЕ ОБЪЯСНЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРНОЙ ЗАВИСИМОСТИ АБСОРБЦИИ

д .  ВАЙД А

РЕЗЮМЕ

Согласно опыту, абсорбционный ток часто в зависимости от температуры прини
мает местные крайние значения. Причину аномалии, как правило, ищут в химических 
явлениях. Характеризуется образование во времени явлений поляризационного типа. 
Авсорбционный ток характеризует формирование во времени процессов поляризацион
ного характера; принятие во внимание температурной зависимости величин, определя
ющих поляризацию, дает возможность толковать физическое обоснование аномалий.
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O N E - D I M E N S I O N A L  R E S P O N S E  A N D  C O E F F I C I E N T  
O F  T H E R M A L  E X P A N S I O N  I N  T I M E - S E N S I T I V E

M A T E R I A L S

A. M. F R E U D E N T H A L

COLUMBIA UNIVERSITY NEW YORK, N. Y. 

[M anuscript received March 5, 1962]

In  the analysis o f v isco-elastic  problems as well as in  the experim ental observation  
o f the visco-elastic  response of m aterials in bending or extensional oscillations th e  one dim en
sional response is o f considerable im portance, as it  seem s to  provide an expedient analogy to 
the elastic  response on which the theoretical treatm ent of v isco-elastic  behaviour can be 
based. H ow ever, it  is not generally recognized that in  the case o f real, and therefore e lastically  
or visco-elastically  com pressible m aterials the analogy is m uch less sim ple than th a t arising 
from  the usually  assum ed incom pressibility. An attem p t is therefore made to analyse the one
dim ensional v isco-elastic response under various assum ptions concerning the m aterial response  
in  volum e-constant d istortion and volum etric strain in order to  illustrate the com plex ity  of 
the resulting one-dim ensional behaviour, in particular the frequency dependence o f th e  gen
eralized H ooke m odulus E  and Poisson ratio v — The in terrelation  of this ratio and the coef
fic ien t o f  therm al expansion is also discussed in order to  dem onstrate the lim itation  o f the  
theoretically  expedient but physically  dubious assum ption of incom pressibility o f the m aterial.

1. In tro d u c tio n

T he d ra s tic  s im p lifica tion  of th e  analy sis  o f lin ea r v isco-elastic  m edia  
re su ltin g  from  th e  com m on assum ption  of in co m p ress ib ility  p rov ides a s tro n g  
m o tiv a tio n  for th is  a ssu m p tio n , in  sp ite  o f its  ph y sica l sh o rtcom ings. The 
a n a ly tic a l a d v a n ta g e  o f a c o n s tan t value v =  0.5 o f  P o isson ’s ra tio  in  th e  so lu 
tio n  of v isco-elastic  p rob lem s is freq u en tly  considered  su ffic ien t ju s tif ic a tio n  
for its  u se ; little  e ffo rt is m ade to  assess th e  re su ltin g  dev ia tio n s from  p h ysica l 
re a lity  ch a ra c te ris tic  o f these  ap p ro x im ate  so lu tio n s. P a rtic u la r ly  in  th e  so lu 
tio n  o f v isco-e lastic  th e rm a l stress p rob lem s, th e  effect o f th e  a ssu m p tio n  of 
in co m p ressib ility  is d ra s tic : i t  ac tu a lly  e lim in a te s  th e  problem  because an 
in fin ite  v a lue  o f th e  b u lk  m odulus К  im plies a v an ish in g  value of th e  coefficien t 
o f th e rm a l ex p an sio n  a  such  th a t  th e  p ro d u c t (К  a) — const, te n d s  to w ard s 
a fin ite  va lu e , th e  specific  te m p e ra tu re  p ressu re  p e r degree u n d er 3 -d im ension 
al re s tra in t .  This fa c t is n o t reflec ted  in  th e  c o n v en tio n a l th e rm o -e lastic  and  
therm o -v isco -e las tic  eq u a tio n s  in  w hich К  an d  a  arc  erroneously  considered  
to  be in d e p e n d e n t p h y sica l pa ram ete rs .

A m ong th e  a lte rn a tiv e  pa irs  of e lastic  c o n s ta n ts  (E , v or K ,  G or fi, A) 
b y  w hich th e  iso th e rm a l e lastic  behav io r o f m a te ria ls  can  be described  w ith in  
th e  ran g e  o f sm all s tra in s , th e  b u lk  and  sh ea r m o d u li (K , G) are p re fe rab le  
on  p h ysica l g rounds (sep a ra tio n  of volum e change an d  v o lu m e-co n stan t d is
to r tio n ) , H oo k e’s m o d u lu s and  P oisson’s ra tio  ( £ ,  v) are  th e  m ost easily  m eas-
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u re d , w hile  the  L am é c o n s ta n ts  (jU., A) are e x p e d ie n t for a n a ly tic a l p u rposes. 
W ith in  a lim ited  ran g e  o f  te m p e ra tu re  v a r ia tio n  th e  associa ted  v a r ia tio n  in  th e  
e la s tic  p a ra m e te rs  is sm all en ough  to  be n eg lec ted ; th e  te m p e ra tu re  effects 
th u s  a p p e a r  only in  th e  fo rm  o f vo lum e changes or o f stresses in d u ced  b y  th e ir  
r e s t r a in t ,  an d  are governed  b y  th e  coeffic ien t o f lin ea r th e rm a l ex p an sio n  a  
a n d  th e  e lastic  c o n s ta n ts . T h e  coeffic ien t a  is u su a lly  observed  as an  in d e p e n d 
e n t p a ra m e te r  and  in tro d u c e d  as such  in  th e  th e rm o -e lastic  analysis .

T h e  fac t th a t  fo r n u m ero u s  m ate ria ls  th e  co n stan ts  E  an d  v h av e  been 
d e te rm in e d  in u n i-ax ia l te n s io n  or com pression  te s ts  w ith  to le rab le  accu racy , 
w hile  m e th o d s  of m e asu rem en t of th e  bu lk -m o d u lu s are o f p ro b lem atic  re lia b i
l i ty ,  h a s  caused an  u n d e rs ta n d a b le  preference for these  p a ra m e te rs  n o t on ly  
in  te s t in g  lab o ra to rie s  b u t  also in  eng ineering  analysis . T his preference  has 
a u to m a tic a l ly  been  e x te n d e d  to  tim e- a n d  te m p e ra tu re -se n s itiv e  m a te ria ls  
fo r w h ic h  E  an d  v can  no  lo n g er be sim ply  d e fin ed , w ith  th e  re su lt th a t  con
s id e ra b le  e ffo rt has b een  an d  is s till being  w asted  in  m an y  a t te m p ts  to  m easure  
P o is so n ’s ra tio  of tim e- a n d  te m p e ra tu re -se n s itiv e  m ateria ls , as i f  th is  ra tio  
w ere  a u n ique ly  d efin ed  m a te r ia l  p a ra m e te r.

A  considerab le  re sp o n s ib ility  fo r th e  unsuccessfu l e ffo rts  to  m easure  
th is  “ c o n s ta n t” v even  w here  i t  has ceased to  be one is borne b y  s tre ss -an a ly s ts  
a n d  desig n ers , whose in d isc rim in a te  d em an d  for values of P o isso n ’s ra tio  as 
a n e c e ssa ry  design p a ra m e te r  re su lts  from  th e ir  lack  of u n d e rs ta n d in g  th a t  th e  
u s u a l  m e th o d s  of e la s tic  s tre ss  analysis are on ly  app licab le  to  e las tic  m a te ria ls  
w ith in  th e  range o f sm all s tra in s  an d  th a t ,  u n d e r m ost c ircu m stan ces , th e  
a s su m p tio n  of e la s tic ity  o f  th e  m a te ria l re p re se n ts  n o t m ore th a n  a f irs t  
a p p ro x im a tio n  of re a li ty . E v e n  for such com m on engineering  m a te ria ls  as 
c o n c re te  u n d e r su s ta in e d  s tre ss , e lastic  b eh av io r c an n o t genera lly  be considered  
a v a lid  f ir s t  ap p ro x im a tio n . U n d e r less com m on cond itions, such  as service a t 
e le v a te d  te m p e ra tu re s , m e ta ls  or s tru c tu ra l  p lastic s  show  q u ite  p ro n o u n ced  
tim e -se n s itiv ity  an d  d e v ia tio n s  from  e lastic  b eh av io r. M ethods o f analysis 
in v o lv in g  co n stan t v a lu es  o f v are nev erth e less  w idely  app lied  an d  lab o ra to rie s  
c o n tin u e  to  provide su ch  v a lu es  d isreg ard in g  th e  in h e re n t d ep en d en ce , in  tim e- 
s e n s itiv e  m ateria ls , o f P o isso n ’s ra tio  on th e  m o m e n ta ry  values of s tre ss , 
s t r a in  a n d  th e ir  tim e -d e riv a tiv e s .

T h e  difficulties o f  in te rp re tin g  th e  m easu rem en ts  of th e  ra tio  v o f la te ra l  
a n d  lo n g itu d in a l s tra in  u n d e r  u n i-ax ia l ten s io n  (or com pression) a re , how ever, 
n o t  o n ly  th e  resu lt o f th e  tim e-sen sitiv e  b eh av io r o f m a te ria ls . Specific prob lem s 
a rise  ev e n  for elastic  m a te r ia ls  w hen  th e  a ssu m p tio n  o f  sm all s tra in s  is no longer 
ju s t i f ie d ,  as in  te s ts  o f  e la s to m eric  m a te ria ls  u n d e r  forces p ro d u c in g  fin ite  
s tr a in .  D efin ing th e  “ s t r e tc h ”  A of an in itia l len g th  L  to  (L -f- A L)  b y

A, =  lim
l-> о

L  +  A L
( 1. 1)
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its  “ ex ten sio n ”  ôL b y

^ L ~  — 1 1

its  “ d e fo rm a tio n ”  Cl by  (1)

CL =  %l — (1 +  ôL)2 =  1 +  %ôL -f- ô'l , 

an d  its  “ s tra in ”  eL b y

A A

(1.2)

(1.3)

(1.4)

th ese  “ d e fo rm a tio n ” - and  “ s t r a in ” -m easures a re  co n sis ten t w ith  th e  gen era l 
th e o ry  o f fin ite  s tra in  in  th e  co n tin u u m . F o r th e  hom ogeneous s ta te  o f u n i
ax ia l ex tension  Ях =  Я, Я2 =  Я3 o f  an  incom pressib le  b a r  for w hich

Я1 Я2 Я3 =  =  1 or Я2 =  ЯГ* =  Я-1  (1.5)

rep resen ts  the  co n d itio n  of in co m p ressib ility , th e  ex ten sio n s

ôl =  X — 1 a n d  <52 =  Я~ * — 1 =  <$з, (1.6)

th e  defo rm ations

Cj =  Я2 an d  C2 =  Я- 1 =  C3 , (1.8)

an d  th e  s tra in s

2 =  Я2 — 1 and  2 e2 =  Я-1  — 1. (1.8)

F o r sm all s tra in s  <52 in  E q . (1.3) can  be n eg lec ted , so th a t

«1 =  у ( С 1 - 1 ) = у ( 1  +  2<51 - 1 )  =  0 1

and

«2 =  v ( C 2 - l ) = ^ - [ ( l + 2 á ir i - l ]  =
Z A  A

p ro d u c in g  th e  c o n s ta n t value o f  P o isson’s ra tio  v =  — ( ^ t a )  =  as r e 
qu ired .

F o r fin ite  s tra in s , how ever, th is  ra tio  can  be d efin ed  a lte rn a tiv e ly  by  

=  -  ( «  or v" =  (£2/£i ) (1.9)

w ith  th e  re su lt th a t

and
„ 1 -  Я- 1v” = ----------- - .

Я2 — 1

(1 .10a)

(1.10b)
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F o r (5 =  0 and  Я =  1 b o th  ra t io s  necessarily  te n d  to w ard s lim  v' =  lim  v" =
Л-.-1

=  0 , 5 ; f o r A > l :  v” v'<^ 0 ,50 . T h u s , for in s tan ce , for Я =  1,15: v' =  0,467, 
v" =  0 ,4 2 4 ; for Я =  1,25: v'  =  0,42, v" =  0,36, while for Я =  2: v'  - 0,29 
a n d  v" —  0,17. H ence v a lu es  o f  v <7 0,5 do n o t in d ica te  co m p ress ib ility  o f th e  
m e d iu m  as th e y  w ould u n d e r  co n d itio n s of sm all s tra in s , a fa c t t h a t  is n o t a l
w a y s  rem em b ered  in  th e  in te rp re ta t io n  of m easu rem en ts  o f P o isso n ’s ra tio  of 
e la s to m e rs  w ith in  th e  ran g e  o f  m o d era te  s tra in s .

2 . Poisson’s ratio in linear visco-elastic media under quasi-static
conditions

F o r  linear v isco-elastic  m ed ia  re p re se n te d  b y  th e  o p e ra to r  eq u a tio n s

P ( D ) s i j = 2 G Q ( D ) e ij (2.1a)
a n d

P ' ( D ) P =  3 K Q ' ( D ) e v (2.1b)

b e tw e e n  th e  com ponents o f th e  s tre ss-d ev ia tio n s Sy =  Oy —  (5y-p a n d  of th e  
s t r a in  dev ia tio n s ey =  £y —  <5y£„ an d  th e  h y d ro s ta tic  p ressu re  p  an d  volum e 
c h a n g e  £„„ where th e  c o n s ta n ts  o f th e  o p era to rs  [1]

P (D )  =  a 0 +  a 1D +  . . . am D m,

Q (Ü ) =  b0 í>i D  -)- . . . bn D n,

P '{D)=:  a^ + a [ D  +  . . . a'r D r, (2 ‘2)

Q ' ( D ) =  К  +  b[ D  +  . . . b’s D s

w ith  D  =  9/0t, are co m b in a tio n s  o f re lax a tio n  tim es, re ta rd a tio n  tim es and  
s h e a r  m o d u li. Po isson’s ra tio  w h ich  in  th e  e lastic  m ed ium  is defined  by

v =  [(3K  -  2G)I(6K  +  2G)]

is  e a s ily  transfo rm ed  in to  th e  o p e ra to r  e q u a tio n :

1 P  ( D ) ____1 P '  (D)

6 G Q( D)  9 K  Q'  (D )

1 P ( D )  ( 1 P ' ( D )  ’

3G Q (D )  +  9K  Q' (D )

w h e re  v (H ) defines a fu n c tio n  o f tim e  v(t) w hen  loads an d  d isp lacem en ts  are 
t im e -d e p e n d e n t (q u as i-s ta tic  p rob lem s) or a fu n c tio n  o f freq u en cy  )' (со) w hen 
lo a d s  a n d  d isp lacem ents a re  f req u en cy  d ep en d en t.

F o r  the  sim plest u n i-a x ia l te s tin g  co n d itions u n d e r w hich  P o isson ’s 
r a t io  is u su a lly  m easured  a n d  in  w hich  e ith e r  th e  u n i-ax ia l s tress  is con tro lled  
a n  =  a(t) or au — o(a>) w hile a22 =  cr33 =  0, or th e  u n i-ax ia l s tra in  is con tro lled
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en  =  e(t) or eu =  e(fti) an d  агг =  <т33 =  0, P o isso n ’s ra tio  can  th ere fo re  be 
e v a lu a te d  by  so lv ing  th e  d iffe ren tia l o p e ra to r  eq u a tio n

V -

1 P ( D )  _  J _  P ' { D ) 

6 G  Q ( D )  ~  9 K  Q ' ( D )  

1 P ( D )  1 P '  ( D )  

3G  Q ( D )   ̂ 9К  Q ' ( D )

a

a
(2.4)

w hen a(t) or сг (со) is co n tro lled , or

V
1

e

1 P ( D )  1 P ' ( D )
6G Q(D)  9 K  Q ' ( B )

1 P ( D )  1 P ' ( D )

3 G Q(D)  +  9К  <2 '(ű )

(2.5)

w hen e (t) or e(a>) is co n tro lled .
I t  is obvious t h a t  in  tim e-sensitive m a te r ia ls  v (i со) =  fj —  i v2 has a 

rea l an d  im ag in ary  p a r t ,  because th e  la te ra l c o n tra c tio n  (or exp an sio n ) will be 
p a r t ly  in  phase (r2) a n d  p a r t ly  o u t of phase (v2) w ith  th e  im posed  lo n g itu d in a l 
ex ten s io n  (or com pression ), w hile v (t) is a re a l tim e-fu n c tio n . C onven tional 
m e th o d s of m easu rem en t o f  P oisson’s ra tio  can  th e re fo re  serve no usefu l p u r
pose, since a single o b se rv a tio n  of th e  la te ra l  c o n tra c tio n  p roduces n o t  m ore 
th a n  a single p o in t o f  th e  fu nc tion  v(t) or o f one p a r t  vx o f th e  fu n c tio n  v (i со). 
C onsidering th a t  all p o lym eric  substances, g lass, concre te , ice an d  m eta ls  a t 
e lev a ted  tem p e ra tu re  a re  tim e-sensitive , th o u g h  n o t  necessarily  lin ea rily  v isco
e lastic , conven tional P o isso n  ra tio  m easu rem en ts  fo r those m a te ria ls  can n o t 
p roduce  resu lts  th a t  w ou ld  be useful in  en g in eerin g  analysis . T his fa c t  can  be 
i l lu s tra te d  by e v a lu a tin g  th e  Poisson ra tio  fu n c tio n s  for som e sim ple  linear 
v isco-elastic  m a te ria ls , such  as an  e lastica lly  com pressib le  M axw ell m ed ium  
or a S ta n d a rd  or A n e lastic  Solid m edium  in  sh e a r u n d e r  d iffe ren t co n d itions of 
s tra in in g , such as a =  co n st, (creep), £ =  co n st, (re lax a tio n ), a =  a t (co n stan t 
s tre ss  ra te )  or £ =  £ t (c o n s ta n t s tra in -ra te ).

I t  can  also be d e m o n s tra te d  th a t  th e  tim e  dependence  o f v(t) v e ry  sign if
ic a n tly  affects th e  re su lts  o f engineering analy sis  o f p henom ena t h a t  depend  
on P o isson ’s ra tio  as, fo r  in s tan ce , th e  la te ra l  p ressu re  ex e rted  b y  a v isco
e lastic  m ateria l u n d e r lo n g itu d in a l pressure on a cy lind rica l c o n ta in e r  th a t  
has to  be designed to  re s is t th is  p ressure [2].

In  Fig. 1 th e  fo u r sim p lest linear v isco-e lastic  sh ear m odels, th e  K elvin
(a), M axw ell (b), S ta n d a rd  Solid (c) and  F o u r P a ra m e te r  (B urgers) (d) m ed ium  
a re  illu s tra te d .

E q s . (2.4) an d  (2 .5) a re  easily  solved by  ex p ress in g  th e  lo ad in g  co n d itions 
w ith  th e  aid of th e  H eav is id e  u n it-s tep  fu n c tio n  H(t)  in  th e  fo rm  C =  c H  (t) 
(creep), £ =  c 'H(t)  ( re lax a tio n ), a — à tH(t)  (c o n s ta n t s tre ss-ra te )  a n d  £ =
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=  ê tH ( t )  (con stan t s tra in - ra te ) , a n d  app ly ing  L ap lace  tra n s fo rm a tio n  to  th o se  
c o n d itio n s  an d  to  th e  d if fe re n tia l  opera to rs. T h is  p roduces th e  tra n sfo rm s  
<7 — c/p  (creep), ? =  c'Ip ( re la x a tio n ) , a — a/p 2 (c o n s ta n t s tre ss -ra te )  and  
í  =  k /p2 (co n stan t s tra in - ra te )  a n d

P( p)  =  . 2 a*Pk> Q(p) =  2 bxPk’

p \ p )  = <Пр ) =  2 Ъ к, р к.

( 2 .6)

T h e  in v e rs io n  of the  E q s. (2 .4) a n d  (2.5) for v tra n s fo rm e d  w ith  th e  a id  of th e  
a b o v e  exp ressions produces th e  fu n c tio n s  v (t).

Fig. 1

T h e  outlined  o p e ra tio n  h a s  been  perfo rm ed  fo r th e  e lastica lly  co m p res
sib le  v isco -e lastic  m edia  i l lu s t r a te d  in  F ig . 1, u n d e r  th e  a ssu m p tio n s  К  =  
: (8 /3 )G , GM =  G, г =  Tm /Gm , *'  =  t (1 +  GM/G),  (s tan d a rd  so lid) and
Gk  =  G, r]K  =  tjM , X =  x]m / G  (B u rg ers  body). I n  F igs. 2 an d  3 th e  fu n c tio n s  
v (t) u n d e r  creep and  re la x a t io n  te s t  cond itions are  com pared  fo r th e  four 
d if f e r e n t  m ateria ls .

I t  is obvious th a t  th e  a s su m p tio n  o f  e las tic  com p ressib ility  is a n  over
s im p lif ic a tio n  of th e  m e c h a n ic a l response o f re a l v isco-e lastic  m e d ia . I t  is 
w id e ly  u se d  because i t  c o n v e n ie n tly  reduces th e  n u m b e r  of m a te r ia l p a ra m e te rs  
a n d  th u s  th e  order of th e  d if fe re n tia l  o p era to rs . H o w ev er, i t  is th is  red u c tio n  
o f  th e  o rd e r  of the  e q u a tio n s  t h a t  necessarily  changes th e  c h a ra c te r  o f  th e  so lu 
t io n s .  T h e  add itio n a l re d u c tio n  a ris in g  from  th e  f re q u e n tly  m ade a ssu m p tio n  
o f  in co m p ress ib ility  ch an g es  th is  ch a rac te r s till fu r th e r . T he considerab le  
n u m b e r  o f  ex isting  so lu tio n s o f  incom pressib le  v isco-e lastic  an d  p la s tic  boun-
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dary-value problems are therefore o f dubious physical validity; those th a t in 
volve therm al gradients and associated stresses are meaningless.

W hile the assum ption o f elastic com pressibility of media th a t are in 
elastic in  shear can be justified  as a first approxim ation, particularly for quasi
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s ta t ic  con d ition s, d y n a m ic  vo lu m e v isc o s ity  is s ig n if ica n t. F r e n k e l  [3] has  
d iscu sse d  th e n e c e ss ity  o f  con sid erin g  th e “ s tr u c tu r a l”  v o lu m e -v isco sity  th a t  is 
resp o n sib le  for th e o b ser v ed  difference b e tw e en  b u lk  m oduli at low  an d  h igh  
freq u en cies; it  can be rep rod u ced  b y  th e  in tr o d u c tio n  o f  a “ stan d ard  so lid ”  
re sp o n se  under h y d r o s ta t ic  pressure ch aracterized  b y  th e operators

P ' ( D )  =  1 + t ' D  and Q ' ( D )  =  1 - f  r'u D , (2 .7 )

w h ere t' =  t]v/ K is th e  v o lu m e  stress re la x a tio n  t im e , t u =  x '  (1 -(- К м ' К )  >  r ' 
th e  vo lu m e strain  re ta rd a tio n  tim e, К  th e  lo n g -tim e  (“ sta tic ” ) b u lk  m od u lu s  
a n d  ( К м  +  K )  th e  in sta n ta n e o u s  (“ d y n a m ic” ) b u lk  m odulus.

R e i n e r  [4] h as p o stu la ted  the ex is te n c e  o f  v iscou s vo lu m e f lo w  on the  
b a sis  o f  th e resu lts o f  T r o u to n ’s exp erim en ts; it s  con sid eration  appears to  n eces
s ita te  the in trod u ction  o f  a three-p aram eter (O ld royd ) flu id  w h ich , for long  
t im e s , can be rep laced  b y  th e M axw ell f lu id  ch aracterized  b y  th e op erators

P ' ( D )  =  D  Jr  l /т' an d  Q ' ( D )  =  D  (2 .8)

w h ere  r7 — rjv/K is th e  v o lu m e  stress re la x a tio n  t im e .
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The in fluence  o f  vo lum e-viscosity  on  th e  over-all v isco-elastic  re sponse  
can  th u s  be s tu d ie d  b y  com bining th e  v a r io u s  lin ear v isco-elastic  sh e a r  o p e r
a to rs  w ith  th e  o p e ra to rs  defined by  E q s . (2.7) o r (2.8) in  th e  e v a lu a tio n  o f 
E q s. (2.4) an d  (2.5) fo r th e  various con d itio n s o f  qu asi-s ta tic  u n i-a x ia l te s tin g . 
I t  w ill be show n la te r  th a t  even th e  concep t o f  th e  N ew ton ian  f lu id  is d y n a m i
cally  a dubious oversim p lifica tion  since i t  im plies in com pressib ility , w h ich  is 
adm issib le on ly  fo r  slow  s ta tio n a ry  flow . E la s tic  com pressib ility  tra n s fo rm s  
th e  N ew ton ian  f lu id  in to  a M axwell f lu id , v isco -e lastic  com pressib ility  a c c o rd 
ing  to  E q . (2.7) in to  a fou r p a ra m e te r  (B urgers) m ed ium , th e  response  o f  w hich  
d iffers s ig n ifican tly  from  th a t  of a sim ple N ew to n ian  flu id , p a r tic u la r ly  u n d e r 
d y n a m ic  co n d itions.

To illu s tra te  th e  effect o f volum e v isc o s ity  on P oisson’s ra tio  v(t) E q s. 
(2.4) an d  (2.5) h a v e  been  ev a lu a ted  for s ta n d a rd  solid response in  sh e a r an d  
v o lu m etric  d e fo rm a tio n  u n d er th e  follow ing assum p tio n s: К  =  8G/3, r  =  0.5tu, 
t' =  0 .5 t„ , and  г =  5t' or r ' =  5 r. The fu n c tio n s  v(t) for vario u s te s t in g  co n 
d itio n s have b een  p resen ted  in  F ig . 4. F o r  th e  purpose o f co m p ariso n  w ith  
e la stica lly  com pressib le  m edia th e  fu n c tio n s  fo r s ta n d a rd  solid v o lu m e tric  
response  have  b een  added  in  b roken  lines. T h e  d iagram s illu s tra te  th e  sign if
ic a n t effect o f vo lu m e viscosity  for sh o rt tim e s  an d  th e  com plex  fo rm  th is  
e ffec t m ay  ta k e  in  th e  shapes o f th e  fu n c tio n s v(t).

3. O n e-d im en sion a l response u nd er stationary vibration

T he response  of com pressible linear v isco -e lastic  m edia u n d er a s ta t io n a ry  
s ta te  o f  sm a ll-am p litu d e  oscillation  is now  an a ly sed  w ith  th e  help  o f  com plex  
m od u li an d  com pliances as well as of th e  co m p lex  Poisson ra tio  fu n c tio n s . I t  is 
easily  show n th a t  th e  re la tiv e ly  sh a rp  d iffe re n tia tio n  betw een  th e  s im p le  ty p e s  
of v isco-elastic  re sponse  in  shear van ishes as soon as th e  assu m p tio n  o f  in c o m 
p ressib ility  is ab a n d o n e d . T hus, for in s ta n c e , even the  viscous (N ew to n ian ) 
flu id  w hich , as a n y  o th e r flu id , is com pressib le  w ith  b u lk  m odulus K ,  re sp o n d s  
to  su ffic ien tly  h ig h  frequencies as a M axw ell m ed ium  w ith  re la x a tio n  tim e  
T  =  rj/3K.  S im ila rity , an  e lastica lly  com pressib le  K elv in  body  show s a re sponse  
sim ilar to  th a t  o f a s ta n d a rd  solid (com pressib le  or incom pressib le) p ro v id e d  th e  
freq u en cy  ranges o f  th e  induced  oscilla tion  a re  su itab le  selected . A n o bserved  
co m p liance-frequency  re la tio n  can th e re fo re  n o t be d irec tly  a sso c ia ted  w ith  a 
specific v isco-e lastic  m echanism , unless th is  re la tio n  has been o b ta in e d  e ith e r  
u n d e r cond itions o f  v o lu m e-co n stan t d is to r tio n  or of pure vo lu m e-ch an g e . T h is 
fa c t in te rfe res  w ith  th e  sim ple in te rp re ta t io n  o f th e  resu lts  o f th e  com m on  
d y n am ic  te s ts  u sin g  v ib ra tin g  reeds, lo n g itu d in a l oscillations or w av e  p ro p a 
g a tio n , because in  a ll such te s ts  th e  vo lum e- an d  shear-responses c a n n o t be 
sep a ra ted .
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T h e  te m p e ra tu re -se n s itiv ity  of th e  v iscous d iss ipa tion  m ech an ism s in  
v isco -e la s tic  m edia  is re fle c ted  b y  th e  te m p e ra tu re  dependence of th e  sh ear- 
a n d  b u lk -co m p lian ces or m o d u li and  o f P o isso n ’s ra tio . O b serva tion  o f  th e  
c o n tin u o u s  func tions (G ) T  a n d  K ( T )  a t  sev era l d isc re te  frequencies is u su a lly  
s im p le r  th a n  th e  d e te rm in a tio n  of th e  fu n c tio n s  G(co) and  K(a>) b y  th e  u su a l 
d ev ice s  o p e ra tin g  on ly  a t  re so n a n t freq u en c ies . F ro m  such o b serv a tio n s th e  
l a t t e r  fu n c tio n  can  be d ed u ced  on th e  basis  o f  th e  usual re la x a tio n -tim e - 
te m p e r a tu r e  re la tio n  ap p lied  to  b o th  sh e a r-a n d  v o lu m etric  d issip a tio n , w ith  
d if fe re n t a c tiv a tio n  energ ies. R eliable o b se rv a tio n s  o f  G(T)  and  K (T ) a re  v e ry  
ra re .  R e c e n t o b se rv a tio n s w ith in  th e  u ltra so n ic  ra n g e  [5] are used  to  d e m o n 
s t r a te  th e  f i t t in g  o f s ta n d a rd -so lid  v isco-e lastic  response  functions to  th e  o b 
se rv e d  d iag ram s.

(a) Volume-constant  distortion

A  lin e a r v isco-e lastic  m ed iu m  u n d e r co n d itio n s  o f vo lu m e-co n stan t d is to r 
tio n  ca n  be described  b y  th e  o p e ra to r e q u a tio n  (2 .1a) betw een  stress- an d  
s t r a in  d e v ia tio n .

F o r  s ta tio n a ry  oscilla tions

Sy  =  s°jj ex p  (icot) a n d  ely- — exp  (icot),

so t h a t

s<tj =  [2GQ (ico)/P (ico)] e4j =  G* efy (3.1)

w here

G* =  Gx -(- iG2 =  2GQ ( iw) jP( iw)  (3 .2)

d e n o te s  th e  com plex  sh ea r m o du lus. I ts  in v erse  (1 /G*) =  J*  denotes th e  asso 
c ia te d  co m pliance:

J *  =  J l — i J 2 =  P  (ico)/2GQ (ico). (3.3)

F o r  th e  M axw ell m ed iu m  w ith  P (D ) =  ( r -1  -|- D)  and  Q(D) — D,

G* =  G ------— -----=  G1 +  iG2 (3 .4)
1 -J- icoT

w h ere

an d

GX =  G
1 - f -  CO2 T 2

COT

1 - j -  CO2 T 2
GzlGl =  (WT)-1

J t =  G“ 1 ; J 2 =  (Gcot) - 1 . (3 .5)

D ia g ra m s  o f  th e  fu n c tio n s  [G1(cor)/G], [G2(cot)/G ], [J1(cot)G] and  [ J 2(w t)G ] a re  
p re s e n te d  in  F ig . 5.
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Fig.  5

F or th e  K elv in  m ed ium  w ith  P(D)  =  1 an d  Q(D)  =  1 -f- t D  w here  the  
re ta rd a tio n  tim e  r  =  Jy/G

G* =  G (1 -(- iojr) =  Gy -)- iG2 (3-6)
w i t h

Gx =  G ; G 2 =  G со т ; G2/G1 =  сот
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an d

J ,  =  G - i
1

1 со2 т2
Jo  =  G -1

СОТ

1 - | -  CO2 T 2
(3.7)

D ia g ra m s of the fu n c tio n s  [G j (cot)/G], [G2(cot)/G ], [J , ( cot)G] and [ J 2(cot)G] are 
p re se n te d  in  Fig. 6 .

F o r  th e  S ta n d a rd  S o lid  w ith  G — G(0),  P ( D )  =  (1 -)- zD)  an d  Q(D)  =  
=  (1 -f- TUD),  w here th e  s tre ss-re lax a tio n  tim e  r  =  and  th e  stra in -
re la x a tio n  tim e t u =  r ( l  -{- Gm /G) /> t ,

w ith

G* =  {G +  G™) i o n  +  -  =  G, +  iG 3 
1 +  icoz

r  r  (1 +  Gm IG) со2 t2 -f- 1 ^  (GM/G)a>t
IJi — lr  - - I L rn  =  i_r —---------------- ,

1 +  CO2 T2 1 +  CO2 T2

(3.8)

a n d  th ere fo re

g 2/g x =
(G M/G)cor r„  — г сот

1 +  (1 +  GM/G) со2 t2 r  1 +  со2 г2

w here

* =  К  t" 1 =  R  +  Gm /G) , (tu -  r) т- i  =  GM/G , G =  fG  (G +  G ~ j .

T h e  associa ted  com pliance

J *

w ith

Л  =  G

ICOT

: - i  i l

(G  -)- GM) icot -(- G 

GM/G) co2 t2 +  1

— J 1 Î J  2 (3.9)

(1 +  GM/G )2 co2 r 2 +  1
J 2 =  G

( G m / G )  cot

(1 +  Gm /G)2 co2 t 2 +  1

T h e fu n c tio n s [G j(cot) /G J , [G 2(cot) /G ], [G J ^ cot) ]  a n d  [G J 2(cot)]  are p resen ted  
in  F ig . 7 for Gm /G =  1.

F o r th e  B urgers (fo u r-p a ram ete r) m ed iu m  w ith  G =  G (°°) =  Ga -j- G& 
P{D )  =  a 0 +  a,D  -j- a2D 2 a n d  (1(D) =  bxD  -f- b.,D'2, w here

xa =  V j Ga > xb =  VbIGb >

O q =  1 , r t j  =  TQ -f- T ( ,,  a 2 =  x  a Xb > 

1  =  x a  » 1*2 =  a 2 =  "Gr ’
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th e  m odulus

w here

G* = i (» Ja ______ Г  J

1 I ' ” а +1 +  uora
i o n b

1 -)- ia> ть
Gb — G1 4" *G2

Cr

g2

G " 2 *3 +  e>8 rg(Gt/Gfl) [(1 +  to2 rg)/(l +  соЧр]
( l  +  CD*TÎ)

Q  mXa +  ШХЬ (Gfc/Gg) [(1 +  CO2 rg)/(l +  ft>2 Tg)]
[ 1 + C 0 2 T2]

(3.10)

Fig. 7

an d  th e  com pliance

J *  =  [(G, — tG2)/(Gf +  G |)] =  J ,  — i j 2 (3-11)
w here

J I =  [СХ/(С? +  G |) ] , J 2 =  [Ga/(G? +  G f)].

The fu n c tio n  G1(cora) an d  С2( ш ь) are p re se n te d  in  F ig . 8 for the  tw o a ssu m p tio n s :

(I) Ga =  Gb : ra =  0,1 rb a n d  (II)  Ga =  10G* Tfl =  0,1 V

F o r a m ed ium  consisting  of n M axw ell responses coupled in  p a ra lle l E q . 
(3.10) can  be ex p an d ed

G* =
ian„

и«т„
Ga +  • •• +

1(0 r„

1 -)- 1(0 тп
Gn — G, +  iG2 (3.12)

A cta  Techn. H u n g . 41 (1962)



4 2 8 A. M. FR EU D E N T H A L

w h ere  th e  m oduli o f th e  u n its  can be added

=  Gla Glb +  . . .  +  Gln ; G2 =  G2a +  G2b +  . . .  +  G2r.

T h e  com pliances a re  o b ta in e d  from  E q s. (3.11).
As th e  n u m b e r n —> »  th e  fin ite  sum  in  E q . (3.12) can he rep laced  b y  th e  

in te g ra l
oo

G* =  G Г A 10! ------F { t) d r  =  Gx +  iG2, (3.13)
J  1 - f  icor

о

w here  F(r)  d eno tes th e  (norm alized) d is tr ib u tio n  fu n c tio n  of re la x a tio n  tim es .
F o r th e  l im ite d  u n ifo rm  (rec tan g u la r) d is tr ib u tio n  fu n c tio n  F(r)  =  

=  co n st, be tw een  r a a n d  t b, th e  follow ing exp ressions for th e  m od u li are 
o b ta in e d  from  E q . (3 .13):

G* =  (í G/cotc) [ln (1 +  imrb) — ln  (1 -f- icora) — ico (rb — r a)] (3.14)
w ith

Gx =  G [(т& — та)/тс — (arc ta n  соть — a rc  ta n  cora )/ft>Tc]  ,

G2 =  G [(In ] / l  +  w2 г  I — In ] /l +  со2 т 2)/сотс] ,
w here

=  [ K  -  TJ / l n  ( r j r a) ] .

T h e  com pliances a re  o b ta in e d  from  E qs. (3 .11).
T he fu n c tio n s [G ĵ cot^ /G ]  an d  [G2(w ta)/G] an d  the func tions [J^car^ G]  

a n d  [ J 2(a>Ta)G] a re  p re se n te d  in  F ig . 9. T h e  loss fac to rs (G.JGj) =  ta n  <5 as 
fu n c tio n  of ( c o t )  fo r th e  K elv in , M axwell an d  S ta n d a rd  Solid m edia  are  p re sen ted  
in  F ig . 10.
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In  th e  (com plex) planes (Gx, G2) or ( J v  J 2) th e  re la tions G*(i сот) and 
J * ( i  cot) can be p resen ted  in  p a ra m e tr ic  fo rm , b y  e lim inating  (cot) from  G, 
a n d  G2 or and  J 2, every  po in t G* o r J *  be ing  associated  w ith  a p a r tic u la r

/0005 ,005 , 05 Tau  j5 5

8

6

G'/G

4

2

0

F ig . 9

\  '

\Max ^el l

Kel fin

v\ S t o r dard

0 l-----------L.------- -1----------- ----------------------- -----------
0 7 2 3  v u  4 5 6

F ig . 10

freq u en cy  o f oscilla tion . I t  is easily  show n th a t  for th e  S ta n d a rd  Solid b o th  in 
th e  (Gj, G2) p lane an d  in th e  ( J v  J 2) p lan e  th e  re la tio n s are sem i-circles o f 
rad iu s

~  [Gi ( ° ° )  — G, (o)J a n d  ~ [ J , ( 0 ) -  J , ( o o ) ]Z Z
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w hile  th e  M axw ell m ed iu m  is a sem i-circle in  th e  (Gx, G2)-plane, th e  K e lv in  
m e d iu m  in  th e  ( J v  ,/2)-p lane only . T hus, for in s ta n c e , for th e  M axw ell m ed iu m  
e lim in a tio n  o f (cor) from  E q s . (3.4) p roduces th e  re la tio n

Gf -  GG,  +  G\  =  0

w h ic h  is th e  e q u a tio n  o f a sem i-circle of d ia m e te r  G w ith  cen te r  lo c a te d  a t  
Gx =  Gl2. In  F igs. 11 an d  12 th e  G1-G2 a n d  J 1- J 2 re la tio n s fo r th e  v a rio u s  
s im p le  v isco-elastic  m ed ia  are p resen ted .

O bviously , fo r a n y  o th e r  b u t  th e  sim ple m ed ia  re ferred  to  above th e  r e 
la t io n s  are  no longer circles. F ig . 13 illu s tra te s  th is  fa c t b y  com parison  b e tw een  
th e  re la tio n s  fo r th e  M axw ell m ed ium  w ith  th o se  fo r th e  various ty p es  o f  co n 
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tin u o u s  d is tr ib u tio n s  o f re lax a tio n  tim es. T h e  u n ifo rm  d is trib u tio n  o f r e la x a tio n  
tim es produces an  ellipse-like f la tte r in g  o f  th e  Gj-G2-function  w ith  re sp e c t 
to  th e  c ircu la r fu n c tio n  associa ted  w ith  th e  s in g le -re laxa tion -tim e  M axw ell 
response . I t  is also in te re s tin g  to  n o te  [6] t h a t  be ll-shaped  d is tr ib u tio n s  of 
re lax a tio n -tim es  produce  a fam ily  of G]-G2-re la tio n s  in  th e  form  o f  c irc u la r  
segm ents th ro u g h  th e  po in ts  G^O) an d  Gi( oo) ; in  th is  case th e  kno w led g e  of 
th ree  p o in ts  (Glt G2) a t  th ree  frequencies d e te rm in es  th e  com plete  Gx-G2- 
re la tio n .T h e  form  o f th e  Gj-G2-re la tion  th u s  p ro v id es  a d irect in d ic a tio n  o f

th e  co n cen tra tio n  o f th e  associa ted  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  of re la x a tio n -tim e s  
an d  of its  sy m m etry .

(b) Volumetric deformation

The lin ear visco-elastic  response to  h y d ro s ta tic  pressure

1
P =  Y aKK

can be described  b y  o p e ra to r  equ a tio n s o f s im ila r form  as those o f v o lu m e  co n 
s ta n t  d is to rtio n . H ence

P ' ( D ) e KK =  Z K Q ' ( D ) e K K , (3 .15)

w here

P '( D )  =  a'0 +  a [ D  +  a',D * . . .  ; Q'(D)  =  ft' +  b[ D  +  6' H* +  . . .  

so th a t  fo r s ta tio n a ry  vo lu m etric  oscillations

aKK =  °KK e x P (iwt) o r  eKK =  £°KK e x P (iw t)

° kk =  3K * e°KK and  e°KK =  3L* o°KK
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w h ere  th e  com plex b u lk  m odulus K*  or co m p lian ce  L*

K *  =  KQ'{ico)IP'(ico) =  K j _ +  i K 2 (3 .16)

an d

L* =  (1 /К * )  =  P'(ico)IKQ'(ico) =  L 1 -  i b 2 (3 .17)

w ith

L l =  K J i K f  +  K l )  an d  L 2 =  K 2l ( K l  +  K%).

T h e  a ssu m p tio n  o f e las tic  com p ressib ility  o f  m edia th a t  are lin e a r  v isco 
e la s tic  in  v o lu m e-co n s tan t d is to rtio n  can , fo r q u a s i-s ta tic  cond itions, be  ju s t i 
f ie d  as a f ir s t  a p p ro x im a tio n . U nder d y n a m ic  cond itions th e  b u lk  v isco s ity  
m a y  becom e sig n ifican t a t  h igh  enough freq u en c ies , n ecessita ting  th e  in t ro 
d u c tio n  o f  th e  s ta n d a rd -so lid  response (2.7) in to  E q . (3.15).

S ince th e  s ta n d a rd  solid  response c a n  be ap p ro x im a ted  b y  a K e lv in  
re sp o n se  w ith

for low  frequencies an d  a M axw ell response  fo r  h igh  frequencies, th e se  tw o 
s im p lif ied  responses can  be used  over su ita b ly  lim ited  frequency  ranges w h en ev er 
th e  u se  o f  s ta n d a rd  solid ty p e  vo lu m e-v isco sity  leads to  c o m p u ta tio n a l d if
f ic u ltie s .

(c) Uni-ax ial  State o f  Stress

C o n sid era tio n  o f  th e  com pliances an d  m o d id i in  a un i-ax ia l s ta te  o f  s tre ss

° i l  =  •> CT22 =  ° 3 3  =  0 ,  £ ц  =  Cjl ,  £ 2 2  :  e 33 =  £2 4 ^  0

is o f  p ra c tic a l im p o rta n c e  because of th e  n e c e ss ity  to  in te rp re t th e  re su lts  of 
te s ts  o f  th in  v isco -e lastic  rods in  s ta tio n a ry  lo n g itu d in a l an d  b en d in g  oscil
la tio n . T h e  u su a l in te rp re ta t io n  on th e  basis  o f  assum ed  in co m p ressib ility  of 
th e  m e d iu m  w ill f re q u e n tly  lead  to  p h y sica lly  s ig n ifican t errors.

B ecause o f th e  re la tio n

al =  E * e i  (3 .18)

w h ere  th e  com plex  H o o k e ’s m odulus

E*  =  (9G*K*)/ (bK*  +  G*) =  E l +  i E 2 (3.19)

th is  m o d u lu s  is u n iq u e ly  d e te rm in ed  for a n y  g iv en  pair of m oduli G* an d  K * . 
H o w ev e r th e  inverse  is n o t  tru e , since a g iven  m odulus E*  can  be asso c ia ted  
w ith  sev e ra l co m b in a tio n s o f G* and  K * .
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F o r in stance  an  e la s tic a lly  com pressible v iscous flu id  of v isco sity  rj w ith  
E *  —  3 K t„D/(1 -f- t v D )  w here r v  =  r j ß K  u n d er u n i-ax ia l s ta tio n a ry  osc illa tion  
re sp o n d s  as a M axwell m ed iu m  w ith

w here

E *  =  Ж
IWT„

1 +  i w  r „
— E y  -f- i E 2 , (3.20)

E ,  = 3  К
1 +  CO2 t 2

E 9 =  3 К
COT,,

E 2/ E 1 =  ( w t , , ) - 1 •

T he re la tio n s  [Ey(u>tv) ß K ]  a n d  [jE2(cot„)/3K] are  id e n tic a l w ith  th o se  fo r th e  
sh e a r m odu li of an incom p ressib le  M axwell m ed ium  fo r w hich E*  =  3 G*. 
S im ila r re la tio n s are o b ta in e d  fo r th e  e lastica lly  com pressib le M axw ell m ed iu m  
w ith  sh ea r stress re lax a tio n  tim e  r  an d  E* =  3GtD /[ 1 -f- (1 -[- G ß K ) ]  so th a t  
fo r u n i-ax ia l s ta tio n a ry  osc illa tions

w here

E *  =
3G

(1 +  G ß K )

l  COT"

1 -(- i w r "
— E y - \ -  i E 2  ,

t" = t (1 +  G / 3 K ) > t .

(3.21)

A  ty p ic a l s ta n d a rd  solid  response  for th e  d is to rtio n  o f th e  incom pressib le  
m ed iu m  an d  expressed b y  th e  o p e ra to r  eq u a tio n  E *  =  [(-B0 +  B y D ) ! ( A 0  +  

+  A y D ) ]  for a un i-ax ia l s ta te  o f s tress can be o b ta in ed  in  severa l w ay s. T hus 
an  e la stic  m edium  in sh ear w ith  K elv in  ty p e  vo lum e v isco -e lastic ity , an  e la s ti
ca lly  com pressib le K elv in  m e d iu m  or S tan d a rd  Solid or a s ta n d a rd  so lid  ty p e  
vo lum e v iscosity  com bined  w ith  elastic  d efo rm atio n  in  sh ear p ro d u ces , in 
s ta t io n a ry  oscillation , th e  u n i-a x ia l s ta n d a rd  solid m odulus

E *  =

w ith

E i

B q -|- коВу

A 0  -f- i c o A 1
— E y  -|- i E 2

A  l  +  <»2 r 2 ( A 0 B 1 / A 1 B 0 )  

A q 1 +  со2 r 2

E  =  <° r [ ( A o B i B a )  

A 0 1 - f  со2 г 2

(3.22)

1]

w here  r  — ( A J A U) .  T he specific  d am ping

ta n  ô  =  E 2 / E y  =

h as a m ax im um  a t

COT [ ( A y B J A y  B 0 )  -  1] 
[ l  +  w 4 * ( A 0 B 1I A 1 B 0 ) ]

r =  r YAoBJAyBo =  YAtBJA'B
T he follow ing values o f th e  p a ra m e te rs  A 0 ,  A v  B 0 ,  B y  are o b ta in e d : 

I . E lastic  m edium  in  sh e a r, K elv in  vo lum e v isco -e lastic ity  w ith

t '  =  r j J K  r '  =  t ' / ( 1  +  G ß K )
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a n d  E  =  9KGI{3K  +  G)

A 0 =  1 , A 1 =  r ' ,  B„ =  E , B x = E t ^ =  3Gt ' .

I I .  E lastica lly  co m p ressib le  K elvin m ed iu m  w ith

г =  rj/G, t '  =  r /( l +  3К /G) a n d  E  =  9K G /( 3 K  +  G) ,

A 0 =  1 , A l =  r ' ,  ß 0 =  E  , B x — E r  .

I I I .  E lastica lly  co m p ressib le  S tan d ard  Solid  w ith

T — Vm /Gm  > xu =  T (1 +  GM/G) , 

r '  =  ти [1 +  3 K /( G  +  GM)]/(1 +  3К /G) a n d  E  =  9K G /( 3 K  +  G ) ,

A B =  1 ,  A x =  r'u , В 0 =  Е  , B x =  E t u .

IV . E lastic m ed iu m  in  shear, s tan d a rd  solid ty p e  volum e v isco-e lastic ity
w ith

т' =  r] J  К  , т' =  т'(1 +  К м / К ) ,

Тй =  т ' [3 K /G  +  К /(К  +  K M)]/(3K /G  +  1) ,  

a n d  E  =  9KG /(3K +  G ) ,

A 0 =  1 , A t = r ”, B 0 =- E  , B x =  E t 'u .

F ro m  an  observed s ta n d a r d  solid  frequency  d ep en d en ce  o f th e  com plex  m odulus 
E *  o f  a visco-elastic m e d iu m  o f unknow n c h a ra c te r , th e  v isco-elastic  ch a rac te r 
o f  th e  m edium  can therefore not be uniquely determined,  unless th e  com plex 
m o d u lu s  G* is know n f ro m  sep a ra te  o b se rv a tio n s u n d e r cond itions o f volum e 
c o n s ta n t  d isto rtion . T h u s , fo r  instance , th e  lo c a tio n

T = Y A 1B 1I A 0B 0

o f  th e  dam ping m a x im u m  h a s  a d ifferent s ign ificance  for each  possible com bi
n a t io n  of shear a n d  v o lu m e  v isco-e lastic ity . C onsidering  th a t  specifically

T, =  ][r' z'u =  TjJK Y 1 +  G/3K  ; r n  =  f r 7^  =  4/G У1 +  3K /G  ; 

* i i i  =  b u x 'u ~  (.Vm / G m ) ( 1  +  G m /G)
1 +  3 K/(G GM)

1 +  3 K/G

r lv  =  Y < <  =  (VJ K )  (1 +  K J K )  Y [ 3 K /G  +  K I ( K  +  K M)]I(3K/G +  1),

w h ile  fo r the in co m p ressib le  s ta n d a rd  solid

xo =  (Vm /Gm ) K(1 +  Gm /G) ;

i t  is obvious th a t  th e  sh a p e  o f  th e  un i-ax ial d a m p in g -freq u en cy  re la tio n  alone 
p ro v id e s  no clue to  th e  c h a ra c te r  of the  v isco -e lastic  response o f th e  te s ted  
m e d iu m .
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The d ifficu lties o f in te rp re ta tio n  o f u n i-a x ia l oscillation te s ts  o f  v isco 
e lastic  m ed ia  increase  w ith  increasing  c o m p le x ity  of th e  d y n am ic  re sp o n se . 
A fo u r-p a ra m e te r  (B urgers) m ed ium  response  u n d e r  a un i-ax ial s ta te  o f  s tre ss  
o f th e  form

E *  =  ia>Bl +  (ic° ) 2 B 2 (3 .23)
A  +  +  (ia>y A

can  be o b ta in e d  b y  m an y  m ore d iffe ren t c o m b in a tio n s  o f shear a n d  v o lu m e  
v isco -e las tic ity  th a n  th e  s ta n d a rd  solid  re sp o n se  discussed ab o v e . T h u s  a 
N ew to n ian  flu id  w ith  s ta n d a rd  solid v o lu m e  v isco-elastic ity , a M axw ell 
m ed ium  in  sh ea r w ith  K elv in  ty p e  vo lum e v isco -e lastic tiy , a s ta n d a r d  solid  
m ed ium  in  sh ea r w ith  M axw ell ty p e  vo lum e v isco -e lastic ity .an d  se v e ra l o th e r  
co m b in a tio n s w ill p roduce  a B urgers m ed iu m  response  under u n i-a x ia l  c o n d i
tio n s. T h u s, fo r in s ta n c e , for th e  viscous flu id  o f  v iscosity  rj w ith  s ta n d a r d  so lid  
vo lum e v isco -e las tic ity  w ith  bu lk  m oduli K x(0) =  K a and  К x( «>) =  ( K a +  K b)

t '  =  r jJ K b , r '  =  r ' ( l  +  K J K a) a n d  т =  ф K a ;

A  =  1 ; A  =  tú +  r  ; A  =  t t /  ;
B l =  3 K a r  ; B 2 — 3 ( K a +  K b) XT'.

F o r th e  M axw ell m ed ium  in  sh ear w ith  K e lv in  ty p e  volum e v isc o -e la s tic ity

A  =  1 ; A  =  t'  +  t (1 +  c/3K)  ; A  =  r f
B t =  3G r ; B 2 — 3 G rr '

w here

T =  rj/G an d  t ' =  t ] J K  .

The d ed u c tio n  o f th e  p a ram e te rs  o f  th e  m ed iu m  from  th e  o b se rv e d  f re 
quency  d ependence  o f Е г an d  E 2 or a n d  J 2 a lone u n d er th e  a s su m p tio n  o f  
in co m p ressib ility  w ill necessarily  lead  to  u n c e r ta in  conclusions c o n c e rn in g  th e  
v isco-elastic  c h a ra c te r  o f th e  te s te d  m a te ria l.

4. F requency dependence o f  P o isso n ’s ratio

The o p e ra to r  eq u a tio n  of th e  Poisson ra tio

i K P ( D ) Q ' ( D ) - 2 G Q ( D ) P ' ( D )

; 2 [3 K P ( D ) Q ' ( D )  +  G Q {D )P '{ D )]  У ’

un de r  s ta t io n a ry  oscilla tions has a rea l (in -phase) com ponen t and an  im a g in a ry  
(ou t-o f-phase) co m p o n en t, since for a  =  а 0е 'ш< a n d  e =  £0e'“( E q . (4 .1) is 
tran sfo rm ed  in to

V*  == v2 (со) — iv2 (со). (4 .2  )
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t

. T h is  is, how ever, n o t  th e  only  possible d e f in i t io n  of v, a lthough  i t  a p p e a rs  
to  b e  th e  m o st logical one . In s te a d  of d e fin in g  v^co) as the  rea l p a r t  o f  v* i t  is 
possib le  to  o b ta in  i t  f ro m  E q . (4.1) b y  u s in g  th e  re a l p a rts  Gx(co) a n d  K x(co) 
o f th e  co m p lex  m oduli G* a n d  K*.  P a r tic u la r ly  w h ere  G1(co) and  K^co)  o r E t(co) 
a re  d ire c t ly  observed , th is  p rocedure  seem s m o re  ex p ed ien t, th o u g h  less r ig o r
ous. F o r tu n a te ly  th e  d ifferences in  vx (со) o b ta in e d  b y  e ither p ro ced u re  are  
n o t  s ig n if ic a n t enough  to  m e r it  closer c o n s id e ra tio n .

F o r  s ta tio n a ry  o sc illa tio n  of e lastica lly  com pressib le  m edia w ith  P ' ( D )  — 
— Q'(D)  =  1 E q . (4.1) ta k e s  th e  sim plified  fo rm

v(ioj)  =
]_ P(ico) — 2GQ (ico)/3K 

2 P  (ico) +  gQ (ico)/3K
(4.3)

E q . (4 .3) has been e v a lu a te d  u n d er the  a s s u m p tio n  (G /K ) =  3/8, fo r w h ich  i t  is 
t ra n s fo rm e d  in to

1 P  (ico) ■— Q(i(o)/4<

2 P  (ico) +  Q (ico)IH

F o r  th e  M axw ell m e d iu m  in  shear w ith  P(ico) — r  1 +  ico an d  Q(ico) =ia> 

. 1 Г 1 +  2 (9cor/8)2/3 1 . (9cot/8)
v ( l C O )  =  --- - ----—---- i----------- -------------- l -------- -------—---------

2 1 +  (9сот/8)2 3 1 +  (9cor/8)2
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■which encloses th e  range  betw een  jq(0) =  1/2 an d  oo) =  1/3 . F ig . 14 p re sen ts  
v^ cot) =  Re V* an d  v2(сот) =  lm  v* accord ing  to  th is  e q u a tio n .

F o r th e  K elv in  m edium  in  sh e a r  w ith  P(ico) — 1 an d  Q(iw) — 1 icot

v(ia>) =  —  
3

1 — 3 (cot/9 )2

1 +  (cor/9)2
4 i («W 9)

1 +  (cor/9)2

w h ich  encloses th e  range betw een  рДО) =  1/3 and  t>1( oo) =  — 1, F ig . 15 p re sen ts  
v1(сот) and  v 2 ( c o t )  for th is  m edium .

F or S ta n d a rd  Solid response in  sh ea r w ith  P(ia>) =  1 +  iu>X an d  Q(i(o) =  
=  1 -j- i ( o T u u n d er th e  a ssu m p tio n  r u — 2 t

1 +  3(10алг/9)2/5 _  4{ (10шг/9)
1 +  (10cor/9)2 ’ 1 +  (IO oit/9)2

v (ico) =  -
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Fig. 17a

w h ic h  encloses th e  ra n g e  b e tw een  1̂ (0) =  1/3 a n d  jq( oo) =  1/5 as in d ica ted  in  
F ig .  16 w hich re p re se n ts  v^ cot) =  Re v* a n d  v2(cor). F o r th is  m ed ium  th e  ra tio  
v^cot)  has also been c o m p u te d  b y  tak in g  d ire c tly  th e  re a l p a r ts  o f G* and K * . 
T h e  resu ltin g  eq u a tio n

1 +  0 ,54 (10(ut/9 )2 '

1 +  0,9(Д0сот/9)2

enc lo ses  the  sam e ra n g e  1/5 <[ v 1 <[ 1/3 a n d  differs on ly  v e ry  slig h tly  from  
v^cor)  as shown by  th e  b ro k e n  line in  F ig . 16.

M WT) — у
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U nder th e  assu m p tio n  o f  s ta n d a rd  solid  ty p e  of volum e v isco -e la s tic ity  
w ith  P ' ( i c o )  =  1 +  i m ' ,  Q ' ( i c o )  —  1 +  i œ t u ' ,  K  =  8G/3 and  x'u =  2 r ' th e  com 
p le x  func tions r*(ico) have  been co m p u ted  fo r a M axw ell m ed ium , a n d  a S ta n 
d a rd  Solid m ed iu m  in  shear for th e  th re e  re p re se n ta tiv e  ra tio s  x  =  x ',  X =  5 r ' 
a n d  r  — t '/5  a n d  p resen ted  in  F igs. 17 a n d  18. O bviously , fo r th e  s ta n d a rd  
so lid  th e  a ssu m p tio n  x' =  X p roduces a c o n s ta n t v a lue  =  1/3 w ith  v2 =  0 
since for P ( i œ )  — P ' ( i ( o )  and  Q ( i c o )  —  Q ' ( i c o )  E q . (3.1) d eg en era tes  in  th e  
e la s tic  re la tio n  b e tw een  v, G an d  K .
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5. T em p eratu re dependence o f  P o isso n s’s ratio

I t  has been th e  co m m o n  experience t h a t  i t  is m uch  sim pler to  p e rfo rm  
v ib ra tio n s  te s ts  a t  c o n s ta n t  frequency  an d  v a ry in g  te m p e ra tu re  th a n  a t  con
s ta n t  te m p e ra tu re  a n d  v a ry in g  frequency , p a r t ic u la r ly  since th e  ran g e  o f f re 
q u e n c y  v a ria tio n  t h a t  c an  be  a tta in e d  w ith  a c e r ta in  ty p e  o f te s tin g  e q u ip 
m e n t is ra th e r  lim ited . T h e  basis of the  co n v ersio n  of freq u en cy  d ependence  
in to  te m p e ra tu re  d ep en d en ce  is th e  well k n o w n  ex p ressio n  for th e  te m p e ra tu re  
d ep en d en ce  of th e  re la x a tio n  tim e

r  =  t0 exp [QIRT0( 1 -  T J T ) ] ,  (5.1)

w h ere  r 0 is th e  re la x a tio n  tim e  a t the  (abso lu te) re fe rence  te m p e ra tu re  T 0(in 0K )  
r  th e  re lax a tio n  tim e  a t  te m p e ra tu re  T  (in  °K ) a n d  Q th e  a c tiv a tio n  en erg y  
o f  th e  d iss ipa tion  p rocess.

I t  can  be assum ed  t h a t  b o th  th e  sh ear a n d  th e  vo lum e v iscosity  r]s  a n d  tjv 
a re  governed  b y  s im ila r re la tio n s , d iffering  o n ly  in  th e  p a ram e te rs  so t h a t  the  
re la x a tio n  tim es of th e  asso c ia ted  v isco-e lastic  responses are g o v ern ed  b y  
e q u a tio n s  o f th e  fo rm  o f E q . (5.1), w ith  d iffe re n t va lu es  Тц, t '0 an d  Qs, Qv for 
sh e a r  an d  volum e v isc o -e la s tic ity  resp ec tiv e ly .

T he sim plest a s su m p tio n  of v isco -e lastic ity  o f  a m edium  th a t  can  re p ro d 
uce th e  oberved  b e h a v io r  o f  rea l solid or p seu d o -so lid  m ateria ls  u n d e r  con
d itio n s  o f  s ta tio n a ry  o sc illa tio n  over a reaso n ab le  freq u en cy  range is th a t  o f  a 
s ta n d a r d  solid response  in  sh ea r and  v o lu m e tric  d efo rm atio n

G*(iw) =  G 1 +  ШТи - (5 .2a)
1 +  i w r

a n d

K * ( ic o )= K  1 +  lWXu , (5 .2b)
1 “j-  icoT

w h ere  G and  К  d en o te  th e  equ ilib rium  (a) —>- 0) m odu li. C om bining E q s. (5.2) 
wdth (5.1) th e  fo llow ing expressions are o b ta in e d  for th e  rea l p a r ts  o f th e  
m o d u li G* and K * :

(5 .3a)

(5 .3b)

w h e re  To = Í V »  and  Tó = K TóuTó •

G (w T )  =  G 1 + ^ * o 2 exp [ - 2 Q S (1 _ -_ T 0/T ) I R T 0] 
1 + cô tI exp [ - 2QS (1 -  T J T ) I R T (f

a n d

K  (w T )  =  К  1 +  <»2^ 2 exp [ -  2QV(1 -  T 0/T ) I R T 0]
1 l  +  ^ 2*o2 exp [ -  2Q„(1 -  T J T ) / R T U] ’
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R ecen t ex p erim en ta l re su lts  [5] on po lypropy lene  ex c ited  a t  th e  u l t r a 
sonic freq u en cy  u> =  107 sec-1  h a v e  been f i t te d  w ith  th e  aid  o f  E q s . (5.3) 
w ith in  a tem p e ra tu re  range o f — 50° C to  -(-90 °C, w ith  th e  fo llow ing c o n s ta n ts :

r 0 =  0,35 X 1 0 -7 sec ; r u0 =  74,65 X 10-7
a t  T 0 =  3 1 3 °K

r'0 =  0,29 X lO - 7 s e c ;  r'u0=  0,90 x l 0 ~ 7

an d
G =  1450 p s i , К  =  250 000 p s i ,

Q s / R  =  2242 ca l/m ole  ; Q v/R  =  1492 cal/m ole

w hich , a t  th e  reference te m p e ra tu re  T 0, p roduce  th e  m o d u li =  170 000 psi 
a n d  K 1 — 490 000 psi. In  F ig . 19 th e  te s t  re su lts  (broken  line) a n d  th e  f i t te d

E q s . (5.3) have  been p re se n te d ; th e  ag reem en t is q u ite  fa ir  co n sid e rin g  the 
s im p lic ity  o f th e  assum ed v isco -e lastic  response.

These resu lts  have  been  used  to  com pute  th e  fu n c tio n  vx( T )  on  th e  basis 
o f  th e  eq u a tio n

r ( Г ) _  з к 1( Т ) - 2 С 1(Т)
lV 6 K 1(T )  +  2G1(T )

T h is  fu n c tio n  has been p lo tte d  in  F ig . 20 and  com pared  w ith  th e  sam e  fu nc tion  
co m p u te d  d irec tly  w ith  th e  e x p e rim e n ta l values o f  GX(T )  a n d  Х х(Т ).Т Ь е  
com p ariso n  illu s tra te s  th e  s e n s it iv ity  o f th e  fu n c tio n  ^ ( T ) ;  th e  d isc rep an cy  
w ith in  th e  range of low  te m p e ra tu re s , a lth o u g h  re la tiv e ly  sm all, sugg ests  the 
n ecess ity  of s till closer f i t  o f  th e  functions Gt(T )  an d  K ^ T )  i f  th e  derived  
fu n c tio n  v ^ T )  is to  be re liab le  o v er th e  whole ran g e .
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I t  should he re m e m b e re d  th a t  the  use o f  E q s . (5.3) for p red ic tio n  o f  th e  
d y n a m ic  response w ith in  a s ig n ifican tly  d iffe re n t f req u en cy  ran g e  is n o t ju s t i 
f ie d , since such use w o u ld  im p ly  th a t  no o th e r  d is s ip a tio n  m echan ism s ex is t in  
d if fe re n t frequency  ra n g e s , a conclusion th a t  is u su a lly  c o n tra d ic te d  b y  obser
v a tio n s  in  o ther fre q u e n c y  ran g es.

6 . P o isso n ’s ratio and c o e ffic ie n t  o f therm al ex p a n sio n  in  th e e la stic  m edium

I t  should be n o te d  t h a t  th e  dependence on v o f  sev e ra l s ig n ifican t p h en o m 
en a  in  th e  elastic m e d iu m  is qu ite  p ro n o u n ced ; r e la tiv e ly  sm all e rrors in  th e  
e s tim a te  o f th is p a ra m e te r  p ro d u ce  large d ifferences in  th e  re su lts . T h u s, the  
lo ca l s tress-in ten sities  a t  sp h e ric a l or e llipso idal c a v itie s , th e  stresses in  th ick - 
w a lled  cylinders u n d e r p re ssu re  an d  ex te rn a l b o u n d a ry  re s tra in ts , th e  la te ra l 
p re ssu re  exerted  b y  c o n ta in e d  m edia, th e  in te n s i ty  o f  th e rm a l stresses, th e  
r a t io s  o f  th e  velocities o f  lo n g itu d in a l and, o f  su rface  (R a y l e i g h ) w aves to  
sh e a r  w aves v a ry  s tro n g ly  w ith  th e  num erica l v a lu e  o f P o isso n ’s ra tio . In  all 
th e se  cases re la tiv e ly  sm a ll e rro rs  in  th e  a ssu m ed  va lu es  o f v p roduce  qu ite  
s ig n if ic a n t differences in  th e  re su ltin g  s tre ss -in te n s itie s , p a r tic u la r ly  w hen  v is 
close to  its  lim iting  v a lu e  o f  0 ,5 . Thus th e  use in  th e  analysis  o f a v alue  of v 
o b ta in e d  b y  a single m e a su re m e n t under v a g u e ly  d efin ed  cond itions m ay  lead  
to  considerab ly  d isc rep an c ies  be tw een  analysis a n d  re a li ty .

W ith  respect to  th e  in te n s i ty  of th e rm a l s tre sses  th e  in tro d u c tio n  of v 
a n d  a  as in d ep en d en t m a te r ia l  p aram eters  p ro d u ces  a basic  inconsistency  
w h ich  in v a lid a tes  th e  s ta n d a r d  form  of th e  e q u a tio n  o f  th e rm o eJas tic ity  in  the 
v ic in i ty  o f  values of v -a- 0 ,5 . I n  these eq u a tio n s  th e  te m p e ra tu re  g rad ien t or 
th e  te m p e ra tu re  d iffe rence  T  a re  m ultip lied  b y  a c o m b in a tio n  o f th e  physica l 
p a ra m e te rs  in  e ith e r o f  th e  fo rm s a E  (one-d im ensional re s tra in t) ,  a E / ( I  —  v) 
( tw o -d im en sio n a l re s t r a in t)  o r aE/(  1 — 2v) ( th ree -d im en sio n a l re s tra in t) . T hus, 
fo r  in s ta n c e , th e  A iry  s tre s s  fu nc tion  Ф fo r p la n e  s tra in  is th e  so lu tion  of 
th e  b ih a rm o n ic  e q u a tio n

V 4 Ф = ’— ;[oE/( 1 -  r ) ]  V \ T .  (6.1)

S ince th e  rig h t-h an d  side o f  th is  equation  is d iffe re n t from  zero fo r all possible 
v a lu e s  v <[ 0,5, in c lu d in g  th e  lim iting  case o f in co m p ressib ility  v — 0,5, 
so lu tio n s  of E q. (2.1) c a n  b e  o b ta in ed  for a n y  v a lu e  o f v 0,5, in c lud ing  th e  
l im it .  O n th e  o ther h a n d , th e  “ h y d ro s ta tic ”  p re ssu re  p  re su ltin g  from  full th ree- 
d im e n s io n a l re s tra in t o f  th e  v a lu e  change sv a sso c ia ted  w ith  th e  local te m p e ra 
tu r e  ch an g e  T  is o b ta in e d  b y  se ttin g  e„ =  0 in  th e  s ta n d a rd  e lastic  e q u a tio n  
o f  vo lum e-change

e„ — 3 a T  =  p / K  — Зр (1 — 2 v)/E  (6.2)
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w here  E  — 3K(1 —  2v) and  th e re fo re

p  =  -  ОЕТЦ1 -  2 v ) .  (6 .3 )

H ence fo r an  incom pressib le  m ed ium  p  —*■ » a s ) > - >  0,5.
T h e  physica l in co nsistency  o f  th e  ex istence  o f th e rm a l stresses in v o lv in g  

p a r t ly  re s tra in e d  vo lum e ex p an sio n  or c o n tra c tio n  in  an  incom p ressib le  
m ed iu m  defined  b y  th e  lim iting  v a lu e  v =  0,5 can  be rem oved b y  co n sid e rin g  
th e  e x is tin g  re la tio n  betw een  the  e la s tic  b u lk  m odu lus К  (and  th u s  o f  v w h ich  
d ep en d s on K )  an d  th e  coefficient o f  th e rm a l ex p an sio n  a.

T his re la tio n  w h ich  in v a lid a tes  th e  a ssu m p tio n  th a t  V and  a  a re  in d e p e n d 
e n t p h y sica l c o n s ta n ts , has been e s ta b lish e d  b y  G r ü n e i s e n  in  1908 b u t  h a s  n o t 
been  n o te d  in  the  th e o ry  of e la s tic ity  u n ti l  re c e n tly  [7] in  sp ite  o f i ts  re lev an ce  
to  th e rm o e la s tic  p rob lem s. The “ G rü n e isen  e q u a tio n ”  [8 ] derived  fo r so lids 
b o u n d  b y  cen tra l a c tio n  of p r im a ry  (a tom ic) va lence  forces, is o f  th e  fo rm

3 aK /gcv =  y ,  (6 .4)

w here  g denotes th e  m ass den sity , cv th e  h e a t c a p a c ity  per u n it  m ass  a n d  y  
is th e  d im ensionless “ G riineisen”  c o n s ta n t. T h is c o n s ta n t above th e  D ebye 
te m p e ra tu re  is ro u g h ly  in d ep en d en t o f  te m p e ra tu re  and  varies fo r d iffe ren t 
m a te r ia ls  w ith in  r a th e r  narrow  lim its . T h u s , fo r in s tan ce , for cubic m e ta ls  th e  
fo llow ing values h av e  been o b ta in ed

B ody c e n te re d  cubic

M etal Li Ca W Fe Mo
У = 1,17 1,29 1,62 1,60 1,57

Face cen te red cubic

M etal N i Cu P t Pb

Y = 2,17 1,88 1,96 2,54 2,73

O bv io u sly , G riineisen’s re la tio n  (6.4), h a v in g  been  o b ta in ed  on th e  basis  o f th e  
a ssu m p tio n  o f cen tra l-fo rce  in te ra c tio n  o f  a to m s, is only an  a p p ro x im a tio n  
since a to m ic  in te ra c tio n  is fa r from  c e n tra l . H ow ever, its  co nsidera tion  p ro v id es  
a m uch  b e tte r  ap p ro ach  to  rea l b e h a v io u r  th a n  th e  conven tiona l in tro d u c tio n  
o f  a  as a n  in d ep en d en t m a te ria l p a ra m e te r .

D efin in g  an  a lte rn a tiv e  tru ly  in d e p e n d e n t m a te ria l p a ra m e te r  ß  =  gcvy,  
E q . (6.2) in  th e  form

p  =  K e 0 — 3a K T  =  K e v -  ß T  (6 .5)

show s th a t  ß  p rovides a d irec t m easu re  o f th e  in te n s ity  of h y d ro s ta tic  th e rm a l 
p ressu re  induced  in  a th ree -d im en sio n a lly  fu lly  co n stra in ed  (e„ =  0 ) v o lu m e
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e le m e n t b y  a te m p e ra tu re  change of one degree . T h is  pressure in te n s ity  is as te m 
p e ra tu re  d ep en d en t as q c v =  CvjV ,  w here Cv d en o te s  th e  speficic h e a t  a t  c o n s ta n t 
v o lu m e  and  V  th e  m o lecu la r  volum e of th e  su b s ta n c e . H ow ever, i t  rem ain s 
c o n s ta n t  for an y  v a lu e  o f  K ;  for the  in co m p ressib le  m edium  K —*■ °° as a —>-0 
w hile  ß  =  ЪаК  rem a in s  f in ite .

A ssum ing th a t  o v e r a ra th e r  w ide ra n g e  К  is te m p e ra tu re - in d e p e n d e n t, 
th e  te m p e ra tu re  d ep en d en ce  o f a should  p a ra lle l t h a t  o f Cv, a conclusion  con
f irm e d  b y  ex p e rim en t. T h e  order of m a g n itu d e  o f  th e  in ten s ity  o f th e  “ specific 
th e rm a l  p ressu re”  ß  =  qcvy  =  C „y/V  v a rie s  r a th e r  m o d era te ly  as th e  h e a t 
c a p a c i ty  per u n it v o lu m e  fo r th e  d ifferen t e le m e n ts  varies essen tia lly  b e tw een  
1 a n d  3,5 Jou le  p er cm 3, w ith  only a sm all n u m b e r  of excep tions, such  as th e  
a lk a li  m e ta ls , a t  th e  lo w er side (0,4 <  qcv <  1,4) an d  th e  m ang an id es  on th e  
u p p e r  side (3,5 <7 qcv <7 4 ,5 ). T hus, for in s ta n c e , fo r iron  a round  ro o m  te m p e r
a tu re  w ith  gcv =  3,6  J o u le  p er cm 3 an d  у  =  1 ,6 : ß  =  5,8 Jou le  p e r cm 3 w hich  
is e q u iv a le n t to  59 k g  p e r cm 2 per °C (840 p si p e r  °C): a t  500 °C th e  p ressu re  
in c reases  to  1220 psi p e r  °C. S im ilarly  fo r tu n g s te n  w ith  gcv — 1,95 Jo u le  p er 
c m 3 a n d  у  =  1,62: ß  — 3,2 Jou le  per cm 3 or 32,5 k g  per cm2 per °C (450 psi p e r 
°C), fo r  a lum in ium  w ith  pcv =  2,6 Jou le  p e r  cm 3 an d  у  =  2,17, ß  =  5,7 Jo u le  
p e r  cm 3 or 57 kg p e r cm 2 p e r  °C (800 psi p e r °C), fo r copper w ith  qcv =  3,4 Jo u le  
p e r  cm 3 an d  у  — 1,96 ß  =  6,6 Jou le  p er c m 3 or 67 kg  per cm 2 p e r °C. T h u s, 
e x c e p t fo r tu n g s te n , th e  specific th e rm a l p re ssu re  ß  shows o n ly  a m o d era te  
v a r ia t io n , in  sp ite  o f  th e  m uch  w ider v a r ia tio n  o f  a and  of th e  e lastic  co n 
s ta n ts .  U nder th ree -d im en sio n a l full re s tra in t  th e  th e rm a l pressure th u s  rem ains 
f in ite  even  in  th e  incom pressib le  m ed ium  fo r w hich  the  co n v en tio n a l th e o ry  
p ro d u ces  an in fin ite  p ressu re .

T he re la tio n  (6.5) be tw een  a and  К  im p lies  a un ique  re la tio n  b e tw een  a 
a n d  V in  the  elastic  m e d iu m  for w hich

ЗА  -  2G E  } 

2 ( Ж  +  G) ~  2G
(6 .6 )

o f  th e  a lte rn a tiv e  fo rm s

2Ga =  1 ~ 2v ß 
1 +  v

(6.7)

o r

2 , =  i > - 2 C a _ i  a E
ß +  G ß

(6 .8 ;

w h ere  G denotes th e  sh e a r  m odulus. E q . (6 .8) m ig h t be considered  to  p rov ide  
a n  a lte rn a tiv e  a p p ro a c h  to  the  d e te rm in a tio n  o f  v. Also th e  re la tio n  betw een  
E ,  v an d  a is o b ta in ed

a E  =  ЗК а  (1 — 2) =  /3 (l — 2 ) ,  (6.9)
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so  th a t  E q . (6.1) can  now  be w ritte n  for p lan e  s tr a in  in  the  physica lly  c o n s is te n t 
form

V 4 Ф  =
1 -  2v -

1 —  V
ßV2 T ( 6 . 10)

fo r p lane stress

у 4 Ф =  -  (1 -  2 v ) ß v 2 T.  (6 .11)

T h e  p lane  th e rm o -e lastic  p ro b lem  th u s  v an ish e s  for v —>-0,5, as re q u ire d .
C om bining  th e  s tre s s -s tra in  re la tio n s  w ith  th e  equilib rium  c o n d itio n s  

w ith o u t b o d y  forces an d  in tro d u c in g  a d isp la c e m e n t function  y> in  th e  u su a l 
w a y , th e  d iffe ren tia l eq u a tio n  fo r th is  fu n c tio n

V2V> =
1 -  2v
1 — v

ß_
2 G

T ( 6 . 12)

rep laces  th e  co n ven tiona l form

V2W =
1 4- v " 

1 — v
a T . (6.13)

T h e  r ig h t side of E q . (6.12) van ishes a u to m a tic a lly  for v =  0.5 w hile  t h a t  o f 
E q . (6.13) does n o t, unless a  =  0 is sp ecifica lly  in tro d u ced .

T he consid era tio n  o f th e  G rüneisen  re la tio n  also resolves an  a p p a re n t  
in co n sis ten cy  arising  in  th e  co n v en tio n a l a p p ro a c h  to  therm o-elastic  p ro b lem s 
in  w hich th e  h e a t- tra n s fe r  e q u a tio n s  are  so lved  in d ep en d en tly  o f th e  e la s tic  
■equations o f m otion , in s tead  o f so lv ing th e  coup led  equations o f  th e rrn o - 
•elasticity

k V 2 T  =  QCv -  +  ß T 0 - ^  (6 .14a)
9 t dt

4 \ dp2
K  +  —  G \ v 2ev =  e - - j - + ß V 2 T , (6 .14b )

3 ] 91-

w here £„  d en o tes  th e  v o lu m etric  s tra in , к th e  th e rm a l co n d u c tiv ity  a n d  T n 
th e  (abso lu te) reference te m p e ra tu re . E lim in a tin g  \ / 2T, the  follow ing re la tio n  
i s  o b ta in ed :

V  e»  =
Э Ч , _ 1_______£ T „
dt2 * (1  +  4G /3K ) К

1 9 T  de„
— —  --- b  У —
T0 dt dt

, (6 .15)

w here c2 = К  H- - - - - G
3

/в an d  th e  d iffu s iv ity  x  =  lt/ocv. In tro d u c in g  th e  v o lu m e

s tra in -p re s su re  re la tio n  (6.5), E q . (6.15) can  be w r itte n  in the form

1_  «  Э 2 ev
X \  -  Ev —  - —— ----------- [- —

c2 dt2 [1 +  4G /3K ]
I + r £ ±

К
de,
dt

1 dp 
К dt

. (6 .16)
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T h e a p p a re n t  in co n s is ten cy  arises from  th e  fa c t  th a t  the  co n v en tio n a l (u n 
cou p led ) h e a t tra n s fe r  eq u a tio n  (6.14a) w ith  d e j d t  =  0 (“ d iffu s io n -eq u a tio n ” ) 
does n o t  re flec t th e  f a c t  t h a t  the local in c rea se  in  th e  average k in e tic  p a rtic le  
e n e rg y  th a t  is n ecessa rily  associated  w ith  lo c a l te m p e ra tu re  increase  can  only  
be acco m m o d a ted  b y  lo ca l (elastic) vo lum e e x p a n s io n  in  the  a r ra y  o f  in h a rm o 
nic  o sc illa to r p a rtic le s  t h a t  is in troduced  as th e  s im p lest d iscon tinuous id e a liz 
a t io n  o f  a com pressib le  e lastic  m edium . S ince v o lu m e  expansion in  th e  e la stic  
m e d iu m  is p ro p a g a te d  w ith  acoustic v e lo c itie s , th e  (infin ite) v e lo c ity  o f h e a t 
c o n d u c tio n  asso c ia ted  w ith  th e  uncoup led  d iffu s io n  equation  does n o t  seem  
p h y s ic a lly  adm issib le , since th e  ab ility  o f th e  m e d iu m  to  conduct h e a t  c a n n o t 
be  in d e p e n d e n t o f i ts  a b ili ty  to  p ro p a g a te  th e  associated  d e n s ity  changes.

E q . (6.16) is s a tis f ie d  w hen th e  te m p e ra tu re  pressure p  an d  th e  te m p e ra 
tu re  T  sa tisfy , re sp e c tiv e ly , the  eq u a tio n s :

1 Э *р 1  ß T 0 dp
V - p  =  —  -— -  H------------------------ -c 2  a t 2  x' к  dt

(6.17)

an d

dn- T  , 1 ЭГ

9t2 x '  dt
(6 .18)

w h ere  x '  — x ( l  +  4G /3 K ) .  These are th e  s ta n d a r d  form s of th e  “ te le g ra p h  
e q u a t io n ”  govern ing  th e  p ro p ag a tio n  o f d a m p e d  harm on ic  w aves. F o r  f re q u e n 
cies со c2/x '  on ly  th e  conduction  te rm  is s ig n if ic a n t, while for со g> c^jx' th e  
w av e  c h a ra c te r  o f  th e  eq u a tio n s  p red o m in a te s  a n d  p  and T  p ro p ag a te  w ith  th e  
a c o u s tic  ve lo c ity  c. S ince u n d er norm al c o n d itio n s  со <g c2/ x \  th e  f i r s t  te rm  on 
th e  r ig h t-h a n d  side o f  E q s . (6.17) an d  (6.18) c a n  be  d isregarded , so t h a t  p  a n d  T  
a re  g o v ern ed  b y  d iffu s io n  equations. F o r  th e  incom pressib le m e d iu m  w ith
К  —>- со an d  th e re fo re  c -->- CO these b eco m e th e  rigorous e q u a tio n s , w hile
E q . (6.16) van ishes.

A  re la tio n  s im ila r  to  th e  G rüneisen re la t io n  h as  been derived  o n  th e  basis 
o f  th e rm o d y n a m ic  th e o ry  for certa in  p o ly m ers  in  the  form  [9]

ЪКа =  qR / M ,  (6.19)

w h ere  M  deno tes th e  m o lecu lar m ass an d  R  th e  gas co n stan t, so t h a t  th e  v a lid 
i ty  o f  th e  conclusions a rriv ed  a t  for so lids b o u n d  by  p rim ary  v a len ce  forces 
m ig h t be ex ten d ed  to  po lym ers. H ow ever E q . (6.19) has, so fa r, n o t  b een  con
f irm e d  b y  ex p e rim e n t. I t  appears, th a t  a n  e x p e rim e n ta l in v e s tig a tio n  o f  th e  
lim its  o f  v a lid ity  o f  th is  re la tio n  for p o ly m ers  w o u ld  be useful; th is  m ig h t also 
p ro v id e  an  e x p e rim e n ta l procedure for th e  d e te rm in a tio n  of the  b u lk -m o d u lu s .

W ritte n  in  th e  p ro p o sed  form , w ith  ß  a s  a n  in d ependen t c o n s ta n t  r a th e r  
th a n  a  th e  in co n sis ten c ies  in h eren t in  th e  co n v en tio n a l fo rm u la tio n  o f  th e  
th e rm a l  stress p ro b lem  w ith  respect to  in c o m p re ss ib ility  are rem o v ed ; th e  fac t
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is c lea rly  e s tab lish ed  th a t  th e  a ssu m p tio n  o f  incom pressib ility  is a sso c ia te d  
w ith  v an ish in g  th e rm a l stresses, ex cep t in  th e  lim itin g  case of co m p le te  th ree -  
d im en sio n a l r e s tra in t .  T his conclusion m a y  be o f im portance  in  co n n ec tio n  
w ith  th e  ad m issib ility , in  th e rm a l s tre ss-an a ly s is , o f inelastic  s tre s s -s tra in  
re la tio n s  im p ly in g  elastic  inco m p ressib ility , su ch  as th e  a p p ro x im a tio n  o f  th e  
P ra n d tl  — R euss re la tio n s by  th e  M ises—L ev y  re la tio n s . I t  w ould th e re fo re  a p p e a r  
th a t  in e la s tic  th e rm a l stress problem s c a n n o t be d ea lt w ith  on th e  b as is  o f 
a rb itr a ry  a ssu m p tio n s  concern ing  th e  c o n s titu tiv e  eq u a tio n s, im p ly in g  in co m 
p re ss ib ility . T he a ssu m p tio n  o f a rig id  p la s tic  or w ork-harden ing  so lid , fo r in 
s tan ce , p rec lu d es th e  (a p p a re n tly  in d e p e n d e n t)  assum ption  of a u n iq u e  in 
f in ite s im a l change o f s tra in  p roduced  b y  in fin ite s im a l changes of te m p e ra tu re .

T he in te r-re la tio n  betw een  v, К  and  a  in  th e  elastic  m edium  an d  th e  in te r 
re la tio n s  arising  from  th e  in te ra c tio n  o f sh e a r  an d  b u lk  o p era to rs  in  lin ea r 
v isco-e lastic  m ed ia  are o f m ore th a n  th e o re tic a l in te re s t. T hey  are o f  c o n s id e r
ab le  p ra c tic a l im p o rtan ce  to  th e  e x p e rim e n te r  concerned  w ith  te s tin g  a n d  o b 
se rv a tio n  o f tim e-sen sitiv e  m a te ria ls . T he d ire c t m easurem ents o f b u lk -p a ra 
m ete rs  (co m pressib ility , vo lum e-v iscosity ) a re  am ong th e  m ost d if f ic u lt  an d  
th e  le a s t re liab le  m easu rem en ts in  th e  fie ld  o f  solid m echanics; on th e  o th e r 
h a n d  a know ledge o f those p a ram e te rs  is o f  considerab le  im p o rtan ce , p a r t ic u 
la r ly  u n d e r  d y n am ic  conditions. T h u s a n y  m e th o d  b y  w hich the  d ire c t m e a su re 
m e n t can  be c ircu m v en ted  is m ost v a lu a b le . M easurem ent of P o isso n ’s ra tio  
seem s to  be such  a m ethod , a lth o u g h  d ire c t o b se rv a tio n  requ ires e x tre m e ly  
h igh  se n s itiv ity  o f la te ra l s tra in -m e a su re m en t. A m ore accessible m e th o d  is 
th e  co m b in a tio n  o f  observations in  ten s io n  a n d  in  shear o f th e  p a ra m e te rs  E  
an d  G from  w hich  v an d  К  in  th e  e lastic  m e d iu m  can  be o b ta in ed . In  a n y  tim e  
sensitive  m a te r ia l th e  sim ple conversion is no  longer va lid  and  th e  e x p e rim e n te r  
has to  re ly  on th e  shape o f the  observed  tim e - or frequency-functions E  a n d  G 
to  p re d ic t th e  asso c ia ted  fu n c tio n s v a n d  К  from  w hich th e  ty p e  o f  v isco 
e la s tic ity  p re se n t in  th e  in v e s tig a te d  m a te r ia l  can  be deduced.

T h is is, b y  no  m eans, a sim ple m a tte r .  V arious p rocedures h a v e  been 
p roposed  [10] fo r th e  d e te rm in a tio n , f ro m  o b se rva tions of th e  freq u en cy - 
d ep en d en ce  o f  th e  com pliance in  s ta t io n a ry  lo n g itu d in a l oscillations o f  a  th in  
b a r, o f th e  p a ra m e te rs  o f a S ta n d a rd  Solid  o r o f  a fo u r-p a ram ete r  (B u rg ers) 
so lid  t h a t  w ould  a d e q u a te ly  rep ro d u ce  th e  o b se rv ed  fun c tio n . H o w ev e r, such  
m eth o d s are  based  on th e  a ssu m p tio n  th a t  a ch a rac te ris tic  s ta n d a rd -so lid  or 
fo u r-p a ra m e te r  v isco-elastic  re sponse  arises fro m  th e  ex istence o f m ech an ism s 
p ro d u c in g  on ly  sh ea r-e la s tic ity  an d  sh ear v isco s ity . H ow ever, th e  e x is te n c e  of 
a s ta n d a rd -so lid  ty p e  of vo lum e-v iscosity  in  a viscous flu id  or in  a M axw ell 
m ed iu m  p roduces v isco-elastic  responses o f  a s im ila r (B urgers) ty p e  a n d  so does 
th e  ex is ten ce  o f a K elv in  ty p e  v o lu m e-v isco sity  in  a M axwell m ed iu m . T hus, 
th e  o b se rv a tio n  o f th e  v isco-elastic  response  in  a single ty p e  of te s t  h a r d ly  ever 
p rov ides su ff ic ie n t in fo rm atio n  concern ing  th e  visco-elastic  c h a ra c te r  o f  th e
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m a te r ia l ,  as th e  d eriv ed  p a ra m e te rs  will u su a lly  n o t  re flec t visco-elastic  re sp o n se  
in  s h e a r  alone b u t  co m b in ed  volum e an d  sh e a r  responses of d iffe ren t ty p e s .

I t  is easy to  w rite  th e  sep a ra te  v isco -e lastic  equ a tio n s for d is to r tio n  an d  
fo r  v o lu m e  change, b u t  i t  is ex trem ely  d if f ic u lt to  o b ta in  e x p e rim en ta lly  th e  
p a ra m e te rs  for th is  s e p a ra te d  form . Since in  te s ts  th a t  produce fa ir ly  re liab le  
re s u l ts ,  such  as lo n g itu d in a l o r bending  o sc illa tio n  experim en ts th e  m a te r ia l 
p a ra m e te r  E(ico) =  E 1 -f- i E 2 rep resen ts a c o m b in a tio n  of shear an d  b u lk  p a r a 
m e te rs , i t  is n ecessary  to  su p p le m e n t such  te s ts  a t  le a s t b y  a to rsion  te s t  fro m  
w h ic h  G(im) could be d e te rm in e d  and  th e  vo lu m e  v isco -e lastic ity  se p a ra te d  in  th e  
e x p re ss io n  for E(ico). A n  im p ro v ed  tech n iq u e  o f  o b se rv a tio n  of v(t) in  “ s ta t ic ”  
te s ts  w ill p rovide a d d itio n a l m ethods for th e  re so lu tio n  of th e  long-tim e v iscous 
d iss ip a tio n -m ech an ism s in  tim e-sensitive  m a te r ia ls .
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F
D A S E IN -D IM E N SIO N A L E  V E R H A L T E N  U N D  D E R  K O EFFIZIEN T D E R  

W Ä R M E A U SD E H N U N G  Z E IT -E M P FIN D L IC H E R  M ATERIALIEN

A. M. FREUDENTHAL

ZUSAM M ENFASSUNG

In  der Analyse v isko-elastischer Probleme sow ie  in  der Beobachtung des v isko-ela- 
stisch en  Verhaltens der M ateriale in  Biegungs- und D ehnungsschw ingungsversuchen is t  das 
ein -d im ensionale V erhalten v o n  wesentlicher B edeutun g, da es anscheinend eine brauchbare  
A n alog ie  liefert, die eine th eoretisch e  Behandlung des visko-elastischenV erhaltens erm öglicht. 
E s i s t  jed och  nicht allgem ein  bekannt, daß im  F a lle  w irklicher, und daher e lastisch  oder 
v isk o -e la stisch  kom pressiblen M aterialien die A nalogie v ie l  weniger einfach is t  als im  Falle  
der gew öhn lich  eingeführten A nnahm e der In kom p ressib ilitä t. Es wird daher ein  V ersuch  
g em a ch t, das ein-dim ensionale visko-elastische V erh a lten  unter verschiedenen A nnahm en  
b ezü g lich  des Verhaltens des M aterials in seinem  Schu b  und seiner V olum sverform ung zu  
an a lysieren , um  die V ersch ied en heit des resultierenden ein-dim ensionalen V erhaltens zu  
illu str ieren , im  besonderen die Frequenzabhängigkeit des verallgem einerten H ookeschen  
M oduls E  und der P oissonzahl v. — Der Z usam m enhang dieser Zahl m it dem K oeffiz ien ten  
der W ärm eausdehnung w ird auch  diskutiert, um  zu zeigen , daß die theoretisch vereinfachende, 
jed o ch  physikalisch  zw eife lh afte  Annahm e der In kom p ressib ilitä t des M aterials v o n  sehr  
besch rän k ter  G ültigkeit ist.
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COM PORTEM ENT U N ID IM E N SIO N N E L  D U  COEFFICIENT  
D E  DILATATIO N T H E R M IQ U E  D E S M A T É R IA U X  VISCO-ÉLASTIQUES

A. M. FREUDENTHAL

RÉSUM É

Dans l ’analyse des problèm es visco-élastiques aussi bien que dans l ’observation  du 
com portem ent v isco-élastique des m atériaux sous flex ion  ou extension oscillatoires, le com porte
m ent unidim ensionnel des m atériaux est d ’une im portance considérable, vu  qu’il fournit à 
l ’étude du com portem ent v isco-élastique une analogie élastique convenable. Cependant, il 
n ’est pas suffisam m ent reconnu que dans le cas de m atériaux visco-élastiques réels, donc  
élastiquem ent ou v isco-élastiquem ent com pressibles, l ’analogie est bien plus com plexe que 
dans le cas d ’incom pressibilité généralem ent considéré. A u ssi l ’auteur a-t-il essayé d’analyser  
le com portem ent v isco-élastique unidim ensionnel en introduisant différents com portem ents  
pour la déform ation équivolum inale et pour la  com pressibilité. Cette analyse dém ontre les 
différences du com portem ent v isco-élastique résu ltant, e t  en particulier la dépendance du 
m odule de H ooke (E ) généralisé, et de la constante de P oisson  v. La relation de v e t du co effi
cient de d ilatation  therm ique est égalem ent exam inée par l ’auteur, qui dém ontre que l ’hyp o
thèse  de l ’incom pressibilité n ’est valable que dans des lim ites très étroites.

ОДНОРАЗМЕРНОСТЬ ТЕПЛОВОГО КОЭФФИЦИЕНТА РАСШИРЕНИЯ ВИСКО-
ЭЛАСТИЧНЫХ МАТЕРИАЛОВ

А .  М. Ф Р Е Й Д Е Н Т А Л Ь

РЕЗЮМЕ

При теоретическом исследовании проблем вискоэластичности, а также при опыт
ном наблюдении за материалами, подверженными загибочным или вытяжным колеба
ниям, большое значение имеет одноразмерность в поведении материала, так как явление, 
аналогичное проявлению упругуости материала, может служить основой для теорети
ческого обсуждения вискоэластичности материала. Однако, не всем известно, что у 
действительно сжимаемых, то есть сжимаемых эластически или пластически материалов, 
эта аналогия гораздо более сложна, чем у материалов, принятых за несжимаемые. Так 
что данная работа пытается исследовать одноразмерность вискоэластичности материала 
на основании различных предположений, касающихся деформации без изменения объема, 
и показать, какие расхождения наблюдаются в данном случае главным образом при 
наличии модуля Хока (Е) и числа Пуассона (у). Работа рассматривает зависимость между 
числом Пуассона и тепловым коэффициентом расширения, подтверждая тем самым, что 
предположение о несжимаемости материала, которое в теоретическом отношении приво
дит к упрощению, но в физическом отношении довольно оспоримо, может быть действи
тельным только в очень узких пределах.
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E R G Ä N Z U N G E N  Z U R  L Ö S U N G  E I N I G E R  P R O B L E M E  
D E R  W E T T E R K Ü H L U N G  T I E F E R  G R U B E N

T. BOLDIZSÁR

DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

TECHNISCHE UNIVERSITÄT FÜR SCHWERINDUSTRIE, MISKOLC (UNGARN) 

[E ingegangen am  5. O ktober 1961]

E in le itu n g

Die Erwärm ung der Grubenwetter in einer noch n ich t aufgeschlossenen tiefen  Sohle  
kann m an, die A ufgaben der gegenwärtigen Verhältnisse als A usgangspunkt nehm end, nach  
gew issen geotherm ischen Überlegungen vorausberechnen. So kann jene W etterm enge v o ra u s
bestim m t werden, w elche in den tieferen Sohlen allenfalls erst nach Jahrzehnten zur Sicherung  
der gewünschten klim atischen Verhältnisse notw endig sein  w ird, in Anbetracht dessen, daß in  
den tieferen Sohlen die G esteinstem peratur beziehungsw eise die den Grubenstollen zu strö 
m ende Gesteinswärm e größer sein wird. D ie A nw endung des Verfahrens wird m ittels eines  
praktischen Beispiels illustriert.

V erfasser v e rö ffe n tlic h te  in  seiner in  den  F re ib e rg e r  F o rschungsheften  [1] 
e rsch ienenen  A b h a n d lu n g  zwei M ethoden , d e ren  Z w eck gewesen w ar, in  d en  
noch  n ich t au fgesch lossenen  tie feren  Sohlen d e r  m it k lim a tisch en  S chw ierig  
k e ite n  k äm p fen d en  G ru b en  die zur k ü n ftig en  B e w e tte ru n g  no tw end ige  g rö ß ere  
L uftm enge  zu b e rech n en . Die A usgangsbasis b ild e te  die augenb lick liche  
B etriebslage , d ie  d u rch  den  V en tila to r g e fö rd e rte  d u rch sch n ittlich e  W e tte r 
m enge, die E rw ä rm u n g  d e r W e tte r  u n d  die W ä rm e le itfä h ig k e it d er G este in e . 
D ie g rund legende V o rau sse tzu n g  fü r d ie  B e rech n u n g  w ar, d aß  an  d e r H a u p t 
s treck e  fü r au sz ieh en d e  W e tte r  vo r dem  W e tte rs c h a c h t die T e m p e ra tu r  d e r  
G ru b en w e tte r  n ic h t h ö h e r steige als d ie  geg en w ärtig e  T e m p e ra tu r , das h e iß t ,  
d ie g egenw ärtigen  k lim a tisch en  V erh ä ltn isse  au c h  a u f  d er tie fe ren  Sohle 
n ic h t u n g ü n stig e r seien . F ü r  Lösung d er A ufgabe m u ß te  angenom m en w erd en , 
d a ß  in  den  b e tre ffe n d en  tie fe ren  Sohlen die S t ru k tu r  des B ergw erks, das B e 
w ette ru n g ssy stem , d ie W ärm ele itfäh ig k e it d er G este in e  u n v e rä n d e rt b le ib en , 
u n d  n u r  die G e s te in te m p e ra tu r  w ächst.

Die L ösung  des P rob lem s ging fo lg en d erm aß en  v o r sich:
Die in  die h o rizo n ta len  G rubensto llen  m it k reisförm igem  Q u e rsc h n itt 

e in strö m en d e  G eb irgsw ärm e b e trä g t p ro  lau fen d es M eter

9 =  UF(yO-t, (1)

w orin  A die W ä rm e le itfäh ig k e it d er G esteine, t  =  T q —  T u den U n te rsch ied  
zw ischen d e r u n g e s tö r te n  G esteins- u n d  der L u f t te m p e ra tu r  b e d e u te t. D er 
F a k to r  F(ip) k o n n te  au s  dem  A usdruck

F(W) =
8 f  e~wßl dß

*  J JKß) +  n ( ß )  ~ß
0

( 2 )
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b e re c h n e t  w erden  u n d  is t  m it  y> — a t/R2 b e re its  aus T abellen  bzw . D iag ram m en  
a b le s b a r  [2]. D ie G röße a b e d e u te t d ie  T e m p e ra tu r le itfä h ig k e itsz a h l, t d ie 
Z e it u n d  R  den  R ad iu s  des K re isq u e rsc h n itte s . J 0 u n d  Y 0 s in d  R esselsche 
F u n k t io n e n , ß  is t  die V erän d erlich e  des In te g ra ls . Es is t zu b e m e rk e n , d a ß  
d e r  B e g r if f  »Z eit«  die L än g e  d e r Z e itp e rio d e  b e d e u te t, w äh ren d  w e lch er die 
B e w e tte ru n g  d er G ru b en sto llen  b e re its  v o r  sich  ging.

M it H ilfe  d e r G le ichung  (1) k a n n  d ie  E rw ä rm u n g  d e r W e tte r  b e re c h n e t 
w e rd e n . D ie D ifferenz r  zw ischen  d e r T e m p e ra tu r  des n a tü r lic h e n  G esteins 
u n d  d e r  T e m p e ra tu r  d e r v o n  B eginn  d e r S treck e  in z M eter A b s ta n d  s trö m e n 
d e n  L u f t  e rh a lte n  w ir aus d e r G leichung

T r0 e x p .
X .F(y>)-Z

(3)

w o rin  T0 u n d  r  die T e m p e ra tu rd iffe re n z e n , V  d ie W e tte rm en g e , cp d ie  spezi
f isc h e  W ärm e  d er L u ft is t .

F ü r  v e rtik a le  S ch äch te  v o n  d e r T eu fe  y  is t

r ír . (q A y У
Lu a-f (v) я " J

exp A~ FM y] , V ' cp [_9 
V - c p Я ■ F ( f )  (Я

.(4 )

D a r in  b e d e u te t q den  W ärm eflu ß  vom  In n e re n  d er E rd e  zu r O b erfläch e , 
Я d ie  W ärm e le itfä h ig k e it d e r G este ine , A  das W ärm eäq u iv a len t d e r  m ech an i
sch en  A rb e it u n d  у  das spezifische  G ew ich t d e r  L u ft. д/Я k an n  m a n  m it dem  
R e z ip ro k w e rt d er geo th erm isch en  T ie fen s tu fe  ersetzen .

I n  d e r  Folge w u rd e  d e r B eg riff  des v o n  geo th erm isch em  G esich ts
p u n k t  au s  m it d er G rube g le ichw ertigen  Z y linders e in g efü h rt. D iese r gleich
w e rtig e  Z y lin d er, e in g e b e tte t in  das G este in  oder in  das g eo th e rm isch e  T em 
p e ra tu r fe ld  d er G rube, is t  g eo th e rm isch  g leichw ertig  m it dem  k o m p liz ie rten  
G ru b e n g e b ä u d e . D ieser Z y lin d er h a t  e in en  b es tim m ten  D u rch m esse r u n d  
e ine  b e s tim m te  L änge ; es is t  ab e r n ic h t  u n b e d in g t n ö tig , d iese  W erte  zu 
e rm it te ln .  D iesbezüglich  w u rd en  zw ei g rund legende  Z u sam m en h än g e  b e 
w iesen :

Erster  Satz : D as V erh ä ltn is  d e r  in  d en  g leichw ertigen Z y lin d e r e in 
s trö m e n d e n  W ärm em enge in  dem selben  G este in  und  in  v e rsc h ie d e n er T iefe 
h ä n g t  n u r  von  d er T e m p e ra tu rd iffe re n z  zw ischen  G estein u n d  W e tte r  ab.

Zw eiter  Satz  : D ie P ro p o rtio n  d e r  d u rch  den  g le ichw ertigen  Z y linder 
s trö m e n d e n  W ärm em enge in  v e rsch ied en en  T iefen  bei v ersch ied en en  G este inen  
h ä n g t  d u rch w eg  von  d e r  au s  dem  E rd in n e rn  gegen die O berfläche  s trö m en d en  
W ä rm e  sow ie von  d e r räu m lich en  L a g e ru n g  und  den W ä rm e le itfä h ig k e its 
z a h le n  d e r  G esteine ab .
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D urch  A n w endung  d ieser S ä tze  k o n n te  die gesuchte  W e tte rm e n g e  
(F []) a u f  G ru n d  d e r A u sg an g sw ette rm en g e  ( V j) b e s tim m t w erd en :

V n

u n d  d er die G leichung

e~0nz — e~aiP*+z) q
-----

A ,,ln lz\
l 0l

A ,,ln T c i - T ZI

A .ln ^ U Aj ln
‘Oil

T ai ~  T 0I
T qu — V zu  
l'eu  Гоп

e-°iz _  e-*i(y,+z )

Mi Ad

erfü llende W ert <rn  lie fe rt die e rfo rd erlich e  W e tt er m enge V u .

(5)

(6)

Ausziehschacht

Äquivalente Zylinder

In  G leichungen (5) und  (6) b e d e u te t V\\  d ie  durch  die tie fe rlieg en d en  
G ru b en g eb äu d e  k ü n ftig  s trö m en d e  W e tte rm e n g e , deren  B estim m u n g  d as  Ziel 
u n se re r  A ufgabe is t , r 0I und  т0ц bzw . TZ] ,u n d  TZu die T em p era tu ru n te rsch ied e  
zw ischen dem  th e rm isc h  u n g e s tö r te n  G este in  u n d  der W e tte r  im  A n fa n g s
z u s ta n d  bzw . im  A b s tan d  z d e r o b e re n  bzw . u n te re n  g leichw ertigen  Z y lin d er. 
T ui bzw . T 0n s in d  die W e tte r te m p e ra tu re n  am  A nfang  und  Tz i bzw . Tz u  
d ieselben  im  A b s ta n d  z  im  g leichw ertigen  Z y lin d er, dagegen T q\ bzw . T q u  

die  G e s te in s te m p e ra tu re n  in  dem  oberen  beziehungsw eise u n te re n  g le ich 
w ertigen  Z y linder. A[ bzw . Ац is t d ie  W ärm e le itfäh ig k e it des G esteins in  den
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b e id e n  Sohlen. y x bzw . y 2 b e d e u te n  die T iefe d e r  zwei Sohlen,

u n d

k-F(y>)
—

, Я • F(tp)
bzW. ( T i ,  =  -------------------------—

* V CP V u -cp

0 =  I ± _ A Z , oder ô — Í 1 А ' У\
1 Я cp j \ g g  cp

w o gg  d e n  M itte lw ert d e r  geo th erm isch en  T ie fen s tu fe  b ed eu te t.
D ie  zw ei M ethoden  e rg a b e n  in  einem  im  J a h r e  1941 a u fg e tre ten e n  F a ll 

im  A n d reas-S eh ach t bei P écs (U ngarn ) n ach  d e r  e rs te n  M ethode (4100 m 3/m in) 
n a c h  d e r  zw eiten  M ethode (2530 m 3/m in) W e tte rm e n g e  in  den tie fe re n  S oh
len  [3].

D e r  U ntersch ied  is t v e rh ä ltn ism ä ß ig  g ro ß , w eshalb  V erfasser fü r  n o tw e n 
d ig  h ie l t ,  d ie  F rage w e ite r zu  u n te rsu c h e n . A u f G ru n d  eingehender P rü fu n g  h a t te  
s ich  a u c h  erw iesen, d a ß  b e id e  R e ch n u n g sv e rfah ren  rich tig  sind , es w urde  
je d o c h  b e i A nw endung d e r G leichung  (6) [in d e r  u rsp rü n g lich en  F assu n g  (15)] 
d ie  B estim m u n g  des W e rte s  von  e und  Z \  w illk ü rlich  vorgenom m en.

E s  is t  näm lich  £ =
Я • F(ip)

m it =  F
at

R 2
Im  Z ah len b e isp ie l

w u rd e n  Я u n d  о sowie t u n d  R , w eiter d e r W e rt v o n  Zj w illkürlich  a n g e n o m 
m e n , obw ohl m an die W e rte  Я und  a im  B esitze  d e r M eßergebnisse des d e r 
z e itig e n  G rubenfeldes ganz einfach  b es tim m en  k an n . L eider w aren  1941 
n o c h  k e in e  M eßergebnisse v o rh a n d e n , ab e r im  J a h re  1958 haben  w ir G elegen 
h e i t  g e h a b t, geo therm ische  M essungen v o rzu n eh m en  und  die W e rte  v o n  Я 
u n d  a zu  bestim m en .

W as die m aß g eb en d en  (n ich t d u rc h sc h n ittlic h e n  !) G rößen t, R  u n d  Z,- 
b e t r i f f t ,  w urde  das Z ah len b e isp ie l auch  m it w illk ü rlich  angenom m enen  W erten  
a u sg e w e r te t .

I n  d e r  P rax is is t  je d o c h  das A u sg an g ss tad iu m  im m er b e k a n n t u n d  g u t 
m e ß b a r .  E s k ann  gem essen  w erden  die T e m p e ra tu r  d er L uft an  d e r  S telle  
d e s  E in t r i t te s  aus dem  S c h a c h t in  das S treck en sy s tem  (se lb s tv e rs tän d lich  
d ie  J a h re s d u rc h s c h n itts te m p e ra tu r) . M it H ilfe  dieses K unstg riffes k a n n  aus

Я • F(ip) Z ,
r0 expd e r  B ez ieh u n g  TZI „

V i cp
g e m essen en  W ertes V t d a s  P ro d u k t Я 
k a n n  b e i b ek an n tem  Я d as P ro d u k t F(ip)

u n d Te und a u f  G ru n d  des

F(ip)Z I e rrech n et w erden . H ie rau s  
Z I u n d  m it einem  g esch ä tz ten  W e rt 

v o n  гр bzw . R  die L än g e , z. B . Z i, b e re c h n e t w erden .
In  einem  an d eren  F a ll  k an n  die L än g e  des gleichw ertigen Z y linders 

Z i b e k a n n t  sein, u n d  y> b zw . R  b e rech n e t w e rd en . Diese W erte  s in d  jed o ch  
n ic h t  u n b e d in g t n o tw en d ig .

D a  nach  un se re r g ru n d leg en d en  V o rau sse tzu n g  in  den tie fe r gelegenen 
S o h len

Z n =  Z\  — Z
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u n d  £ц =  E i  =  E  is t , w ird  o ffen b ar, d a ß  w ir

T/ x l  -  —  -  -<yJ+*>
rzi +  y ( j 2 ~ J i )  =  —  ----  e v" - e  Vи

Л e
beziehungsw eise

У  | Tzi +  T - ( y 2 — J t ) =  F , c- ü, i
£(Уг+2)1

erh a lten . E s is t  n äm lich

u n d

r ZI  I  -  r Z l  =  " f  0'2 -  J l )  =  -----( ja  -  J l )
A gg

tz„ » —  (e-ii*-e-n<y*+*)),

(7)

w obei

er = A -F (y )
F -c „

b e d e u te t. A us G l. (7) folgt, genau  so wie in  d e r  u rsp rü n g lich en  P u b lik a tio n  [1 ],

x[e  * - f  e *) =  C, ( 8 )

is t, ab e r d ie  W e rte
*  =  F ,„

А  =  e • Z ,

В  =  £ ( j 2 +  Z)’

C ( j 2 — J l )

von  den W e rte n  А , В  und  C d e r O rig inallösung  abw eichen . E , Z , y ,  t2j , q , A, 
u n d  <5 sind aus d em  A n fan g szu stan d  b e k a n n t, y 2 is t  die Teufe, in  w elcher d ie  
W ette rm en g e  V u  zu  bestim m en  is t.

D urch d as  Z ah lenbeisp ie l aus d e r  O rig in a lv e rö ffen tlich u n g  w ird  d ie 
B erech n u n g sm eth o d e  besser e rk lä r t .

In Südungarn is t  bei dem nächst Pécs befind lichen  Andreas-Schacht im  Jahre 1940/41  
die Errichtung einer Bew etterungsanlage von  hoher L eistung  notw endig geworden. A ufgabe  
dieser M aschinenanlage war, die verhältn ism äßig ertragbaren W ettertem peraturen an den Ar
beitsorten auch für die Zukunft zu sichern; d. h. in  jen em  Z eitabschnitt, in dem  die durch
schnittliche Tiefe der Grube von 360 m  auf 570 m, das h e iß t um  210 m  zunehm en wird [3]. 
Im  ungarischen T eil des K arpathen-Beckens ist der ird ische W ärmestrom groß; sein  W ert 
beträgt ca. 3 • 10“ 6 cal/cm 2 sec, som it das 2,5fache des an der Oberfläche der Erde beobach
teten  durchschnittlichen W ertes. Da die W ärm eleitfähigkeit norm al ist, zeigt der geotherm i
sche Gradient ungew öhnlich geringe W erte, näm lich 16— 22 m /°C. Deshalb war in  570 m  T iefe  
schon eine ursprüngliche G esteinstem peratur von  w enigstens 35,7° C zu erwarten; nach neue
ren Messungen ste ig t die Tem peratur sogar über 40° C. E ine  so hohe G esteinstem peratur zeig t  
sich in anderen K ohlengruben erst in  1000—4200 m  Tiefe.
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D ie  Aufgabe war, die zur B ew etterung der um  210 m tieferen Grube notw endige W etter
m enge zu  erm itteln, welche die Forderung erfü llt, daß in  der ausziehenden Sohle die L uft
tem p eratu r  n icht höher werde als die ursprüngliche, die im  Jahre 1940/41 herrschte, das heißt, 
daß d ie  K lim averhältn isse während der V ertiefung der Grube unverändert bleiben.

A usgangs werte waren:
G esteinstem peratur a u f Sohle 360 m  T qi =  26,3° C 
G esteinstem peratur auf Sohle 570 m T qh =  35,7° C

D er Jahresdurchschnitt der L ufttem peratur betrug

zu  T age T 00 =  11,0° C
a u f Sohle 360 m  T Z\ =  23,9° C (am  A usziehschacht)
a u f  Sohle 570 m T z {\ — TZ\ =  23,9° C (B edingung)
W etterm enge Vj =  1634 m 3/m in

D er Jahresdurchschnitt der Tem peratur der auf Sohle 360 m einziehenden W etter ist  
au f G rund von  Beobachtungen

Tol =  15,0° C,
w o v o n

t z i  =  26 ,3— 23,9 =  2,4° C, 
r oI =  26,3— 15,0 =  11,3° C

i s t .  A u s Gleichung (3) ist

und hieraus

„ - l n  M
* c p  T 0I

A ■ F  (yj) ■ Z  =  45550.

D a  A =  2 ,16 kcal/m  h °C, a =  4,1 • 10 3 m 2/h  is t ,  und den Halbmesser des gleichw ärtigen  
Z ylinders m it R  =  1,5 m  angenom m en, w enn t =  103 Stunden (geschätzt) is t ,

w ird d ie  zugehörige 

und daraus 

D a

u n d  m it  gg  — 20 m/°C

d l  ,  ,
V =  íj.: =  1.82 ist,K-

F  (y>) =  5 ,2,

z — 4160 m .

Л • F(w)  „ , 
s  = ------- ^  =  37,4

CP

ô =  (—  +  A l H  I =  0,0407
\ gg  Cp )

i s t ,  f in d en  wir die W erte v o n  А ,  В  und C m it (y2—■yl)  =  210 m  wie folgt:

А  =  37,4 • 4160  

В  =  37,4 • (4160 +  570)

с  ----- 37,4
0,0407

15558,4

17690,2

11855,1.

W erden all diese W erte in  Gleichung

( - ä )e X —  e X
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ein gesetzt, so erhalten wir durch ein Näherungsverfahren x  =  Уц,  das heißt

Уц =  283,000 m 3/h  =  4716,6  m 3/m in.

N äher als das auf S eite  31 der angegebenen S tudie  erhaltene R esu ltat (2530 m 3/m in) 
liegt der verbesserte W ert jenem  W ert 4100 m 3/m in , den wir nach dem  im  Sinne der Gleichung 
(4) angewendeten V erfahren gewonnen haben. Letzterer W ert ist n icht so genau , w eil die 
A usgangsbedingungen einfacher sind, und die Erwärm ung der G rubenwetter im  Schacht 
nich t berücksichtigt wurde.

SC H R IFTTUM

1. B o l d i z s á r , T.: L ösung einiger Problem e der W etterkühlung tiefer Gruben. Freiberger
Forschungshefte А  84 (1958), S. 25 — 31.

2. I n g e r s o l l , L. R. — Z o b e l , O. J .—I n g e r s o l l , А. C.: Heat Conduction, M adison 1954.
S. 248.

3. B o l d i z s á r , T.: B erechnung eines G rubenventilators usw . Glückauf  77 (1942) S. 613.

COM PLEM ENTS O N T H E  SOLUTION OF SOME PRO BLEM S FOR T H E  COOLING
OF D E E P  M INES

T. BOLDIZSÁR

SUM M ARY

The warm ing-up of m ine air at a leve l which has n ot y e t been opened up  can be cal
cu lated  on the basis o f certain  geotherm al considerations, if  the present basic d ata  were known. 
T hus, the quantity o f  ven tila tin g  air necessary after decades can also be determ ined , which  
will be necessary for establish ing suitable clim atic surroundings, taking into  consideration  the 
fa c t th a t on the lower leve ls the tem perature of the rock w ill increase and, th u s, th e  q u an tity  
o f heat flow ing into the galleries will increase, too. T he m ethod is illustrated b y  a practical 
num erical exam ple.

CO NTR IBUTIO N A LA SO LUTIO N D E  Q U E L Q U E S PR O BLÈM ES  
D E  V EN TILAT IO N D A N S LES M INES PR O FO N D ES

T. BOLDIZSÁR

RÉSUM É

L ’échauffem ent de l ’air de m ine à un niveau profond non ouvert p eu t être calculé 
d ’après certaines considérations géotherm iques, si les données de base présentes son t connues. 
A insi, on peut aussi déterm iner la quantité d ’air nécessaire des dizaines d ’années plus tard, 
pour créer une am biance clim atique convenable, indépendam m ent du fa it q u ’au x  niveaux  
plus profonds, la tem pérature des m inerais, et concurrem m ent la quantité de chaleur trans
m ise aux galeries augm ente. La m éthode est illustrée par un exem ple num érique.

ДОПОЛНЕНИЕ К РЕШЕНИЮ ПРОБЛЕМЫ ОХЛАЖДЕНИЯ ВОЗДУХА
ГЛУБОКИХ ШАХТ

Т. Б О Л Ь Д И Ж А Р

РЕЗЮМЕ

Нагрев воздуха на еще невскрытой глубине шахты можно вычислить на основе 
определенных геометрических соображений, если известны основные исходные данные. 
Следовательно, можно установить необходимое даже через десять лет количество вентиля
ционного воздуха, которое потребуется для создания соответствующих климатических 
условий, независимо от того, что на большей глубине температура пород и, таким образом, 
количество движущегося в штреках потока тепла будет больше. Метод иллюстрируется 
практическим числовым примером.
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The differential equations of bent shells are used in  different form s. This paper deals  
w ith  the problem of using a system  of orthogonal surface co-ordinates w ithout applying the  
fundam ental quantities o f Surface Theory. The equations of shallow  and circular cylindrical 
shells are deduced from  universal equations as particular cases o f th e  la tter . In  addition , the  
consequences o f the applied neglects, as w ell as the reasons for the contradictions arising from  
these neglects and their effects are also investigated .

1. Introduction

The d e te rm in a tio n  o f th e  in te rn a l  forces o f shells req u ires  th e  solu tion  
o f  d iffe ren tia l eq u a tio n s  com prising  cond itions o f eq u ilib riu m  an d  defo rm ation  
o f  th e  in v es tig a ted  shell w ith  re g a rd  to  b o u n d a ry  co n d itions.

I t  is ex ped ien t to  se t up  th e se  eq u a tio n s using  a sy s tem  o f co -o rd inates 
b y  th e  ap p lica tion  o f  w hich th e  e q u a tio n s  in  question  can  be  solved in  a re la 
tiv e ly  sim ple w ay. T herefo re , th e  in v es tig a tio n s  re fe rrin g  to  dom es an d  b a rre l 
v a u lts  a re  perfo rm ed , in  general, b y  using  a system  o f su rface  co -o rd inates 
acco rd in g  to  th e  lines o f p rin c ip a l c u rv a tu re s  o f  th e  shell su rface . F o r th e  
in v es tig a tio n  o f shells over a re c ta n g u la r  p lan , on th e  o th e r  h a n d , a system  o f 
o rth o g o n a l co -o rd inates should be u sed . B y so doing, for th e  in d iv id u a l shell 
fo rm s in  co n ten ts  id en tica l, b u t fo rm a lly  d ifferen t eq u a tio n s  a re  a rriv ed  a t . 
To m ak e  th e  se ttin g  u p  o f  these  e q u a tio n s  easier u n iv e rsa l shell equ a tio n s are 
e s tab lish ed ; these a re  v a lid  for a n y  shell form  and  a re  se t u p  using  a system  
o f  co -o rd inates w hich  is in d e p e n d e n t o f  th e  form  of th e  shell surface.

A m ong th e  eq u a tio n s  re fe rr in g  to  a u n iv e rsa l shell su iface  P itcher’s 
e q u a tio n s  [1] o f th e  M em brane T h e o ry  set u p  in  a sy s tem  o f o rth o g o n al 
co -o rd in a tes , B ö lcskei’s equ a tio n s [2] of b e n t shells, fu rth e rm o re , L ove’s 
an d  W lassow ’s eq u a tio n s  [3] set u p  in  a system  o f su rface  co -o rd in a tes  acco rd 
in g  to  th e  lines o f  p rin c ip a l c u rv a tu re s  can be m en tio n ed . Gr e e n — Ze r n a , 
P a r k US an d  o thers se t u p  u n iv e rsa l shell equ a tio n s u s in g  ten so rs  in v a ria n t 
in  re sp ec t to  th e  sy s tem  o f co -o rd in a tes . B u t, as th e  la s t-m e n tio n e d  equa tions 
h a v e  a sym bolic c h a ra c te r , th e y  c a n n o t d irec tly  be u sed  fo r th e  so lu tio n  o f 
th e  in d iv id u a l p rob lem s.
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T h e  aim  of th is  p a p e r  is to  se t u p  th e  fu n d a m e n ta l eq u a tio n s o f Shell 
T h e o ry  using  as th e  so u g h t fo r functions d isp lacem en ts  и , v, w  w hich  are to  
b e  m e a su re d  in th e  d ire c tio n s  o f  th e  axes o f  co -o rd in a tes . B y  choosing th e  
d isp la c e m e n ts  as func tions so u g h t for, th e  n u m b e r o f e q u a tio n s  to  be solved 
c a n  b e  reduced  to  th re e , a n d  th is  can  be sa id  to  be th e  a d v a n ta g e  o f th is  
m e th o d .

2. A p p ro x im ate  assum ptions

T h e  equations w ill be  s e t  u p  by  using  a sy s tem  o f su rface  co -o rd inates 
d e te rm in e d  b y  th e  lines o f  p r in c ip a l cu rv a tu re  o f  th e  shell su rface . T he surface 
c o -o rd in a te s  are =  j  R l d  a n d  s2 =  j  R 2 d <p2, w here  R 1 an d  R 2 are  th e

M

Fig. 1

p r in c ip a l  rad ii of c u rv a tu re , w hile  dqy an d  dcp2 d en o te  th e  in fin ite s im a l angles 
p e r ta in in g  to  th e  surface n o rm a ls  s itu a te d  a long  th e  lines o f  c u rv a tu re s .

W h en  deducing th e se  e q u a tio n s , an  a p p ro x im a tio n  u su a l in  Shell A nalysis 
is a p p lie d , i. e., th e  shell b e in g  in  th e  tr ia x ia l s tress s ta te  is red u ced  to  th e  
b ia x ia l  one, in such a w ay  t h a t  th e  stresses develop ing  in  th e  shell are rep laced  
b y  th e  in te rn a l forces w h ich  re s u lt  from  th e  in te g ra tio n  o f  th e  afo re-m entioned  
s tre s se s  along th e  su rface  n o rm a ls . T hus, fu n c tio n s d e te rm in in g  th e  in te rn a l 
fo rc e s  com prise th e  su rface  co -o rd in a tes  as in d e p e n d e n t v a riab les  only. In  
c o m p lia n c e  w ith  th e  a p p ro x im a te  assum ptions used  in  th e  e le m e n ta ry  T heory  
o f  S tre n g th  of M ateria ls, lin e a r ily  v a ry in g  d e fo rm atio n s are  assum ed . This is 
e q u iv a le n t  to  th e  a s su m p tio n  th a t  th e  surface n o rm als , w hich sh ift due to
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d efo rm atio n , rem ain  p e rp en d icu la r  to  th e  su rface  even a fte r  d e fo rm a tio n . 
B y  proceeding  in  th is  w ay, a long  th e  surface n o rm als  re la tio n s of th e  e le m e n ta ry  
T h eo ry  o f S tre n g th  o f  M ateria ls , along th e  shell su rface , on th e  o th e r  h a n d , 
th o se  of th e  m a th e m a tic a l E la s tic ity  T heory  are  ta k e n  as bases o f th e  ca lcu la 
tio n s. This a ssu m p tio n  conduces —  as will be seen in  th e  following —  to  ce rta in  
co n trad ic tio n s .

3. In tern al forces as the fu n ction s o f  stresses

The in te rn a l forces show n in  F ig . 1 an d  ta k e n  as positive are  d e fin ed  b y  
th e  follow ing w ell-know n fo rm u lae :

d
+ ~2

d
+ “2

N t =  J * 12
z

d z -  N 2 - j 1 +  -

N 12 =

d
+  Y

J
d
2

R i )
dz .

d
+ 2

*12,2 1 + dz  ; N 2l *21,Z * 1 dz .

d
+  Y

2

M 12 =

■ J »
r
1 + Z

« 2
d
2

d
+ Y 

r Z
* 1 2 ,2  z 1 +

R  2

d_
Y

d
+ Y

dz ] M 2i —
z

R iJ

dz  ; M 2 - — j" a2z z | l  +  -^ -J  dz  .

dz .

Ü )

H ere  d is th e  th ick n ess  o f th e  she ll w all, w hile th e  foot-indices o f  s tre sses  a 
a n d  T den o te  th a t  these  te rm s a re  th e  functions o f  th e  variab le  s3 =  z. T erm s

figuring  in  th e  above fo rm u lae  express th e  fa c t  th a t1' + - ] an d [1 +  - Í - ]
a , j iJ

th e  in te g ra tio n  is perfo rm ed  a lo n g  th e  an n u la r segm en t-fo rm ed  su rface  n o rm a l 
sec tions. O w ing to  th e  su b s titu tio n  o f stresses b y  in te rn a l forces, th e  edges 
o f  th e  in fin ites im al shell e lem ent a re  sub jec ted  to  n o rm a l forces 7V15 N 2 and  
sh ea r forces iY,2, N 21 w hich re su lt from  th e  in te g ra tio n  o f stresses a  a n d  r ;  
fu r th e rm o re , to  bend in g  m o m en ts  M 1 and  M 2 an d  tw is tin g  m o m en ts  M l2
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a n d  M 21, all these m o m en ts  re su ltin g  from  th e  in te g ra tio n  o f sam e caused  by  
th e  a fo re -m en tio n ed  s tre sse s  a  and  T, re sp ec tiv e ly . In  com pliance w ith  th e  ele
m e n ta r y  B ending T h eo ry  s tre sse s  T13, T23 a c tin g  a long  th e  su rface  no rm als  are 
re p la c e d  b y  shear forces Т г a n d  T2, these b e in g  o b ta in ed  from  th e  in teg ra tio n  
o f  s tre s se s  T13, t23. B u t, as in  th e  following sh ea r forces T, and  T 2 a re  e lim in a ted  
f ro m  th e  equations, so th e  se tt in g  up o f th e  in teg ra ls  defin ing  th e se  forces is 
d is re g a rd e d .

4 . E q ua tions o f eq u ilib riu m

T h e  equilibrium  o f  fo rces  ac ting  on th e  shell elem ent is exp ressed  b y  th e  
fo llo w in g  equations:

N [ N-

R 1
+

R i
-----(
r2

N i
+

N 'n 1 (
R i Ri

V
r  1

N r
+

N i
+

( T i

R i R i R t

M [ 2
+

M i 1 /
R i R i

\
Г2

M ‘21
+

M i _

( N ,  -  N t ) -  —  ( N l t  +  N n ) -  - Ь -
r i

Pi =  0

i V j ) --------- (-^12 +  ^ 2 l ) ------- --- ---- \~ P i  — 0

«2

( N 12

+
t ;

R,
( J j _  +  ъ

{Мг

r 2

+  Р з= 0

-  М я) -  г 2 =  о

Ri

N 21)

(М 2 -  М х) -  T j =  о
'1
м 12

R i

м 2

R, =  0 .

(2)

H e re , th e  upper co m m a-in d ices  denote d iffe ren tia tio n s  accord ing  to  while 
th e  u p p e r  full s top -ind ices d en o te  th e  sam e acco rd ing  to  <p2. T he f irs t  th ree  
e q u a tio n s  express th e  e q u ilib riu m  of th e  p ro fec tio n s of in te rn a l forces s15 s2, s3 
on  th e  axes of co -o rd in a tes , th e  second th re e  eq u a tio n s , on th e  o th e r  h an d , 
th e  eq u ilib riu m  o f m o m en ts  tu rn in g  round one an d  th e  sam e axes. In  th e  above 
fo rm u la e  R j and R 2 a re  th e  p rin c ip a l rad d ii o f  c u rv a tu re , w hile l / r x an d  l / r 2 
d e n o te  th e  geodetic c u rv a tu re s  o f th e  lines o f  p rin c ip a l c u rv a tu re s :

1 _  1 Эi ?2 1 1 Э R 2

rx R i R 2 3<p2 ’ r 2 R 1R 2 Q(Pi

T h e  s ix th  eq u a tio n  in  eq u a tion -g roup  (2) expresses th e  eq u ilib riu m  o f 
m o m e n ts  tu rn in g  ro u n d  th e  su rface  norm als. I f  th e  shell e lem ent is d iv id ed  b y ,
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to  th e  surface n o rm al p e rp en d icu la r su rfaces in to  layers th e  th ic k n e ss  o f  w hich 
is dz, th e n  s tresses t 12 =  T21 a c tin g  on th e  edges of th e  so o b ta in e d  elem ents 
—  th e  th ickness o f  which is in th e  d irec tio n  o f th e  surface n o rm al in fin ite s im a l 
too  —  sa tis fy  th e  s ix th  eq u a tio n . T h u s , in te rn a l forces 1V12, 1V21, M l2, M 21 
re su ltin g  from  th e  in teg ra tio n  o f  s tresses r 12 =  r 21 according to  (1), also  sa tisfy  
th is  eq u a tio n . T herefo re, th e  s ix th  eq u a tio n  iden tica lly  d isappears, in d e p e n d e n t 
o f  th e  value o f  T. This fact can  easily  be verified  by  rep lacing  th e  fo rm u lae  of 
in teg ra tio n  g iven  in  (1) in to  th e  s ix th  eq u a tio n .

By so lv ing , from  th e  rem a in in g  fiv e  equa tions th e  fo u rth  a n d  th e  fifth  
acco rd ing  to  T x an d  T„  these  tw o  te rm s  can  be elim inated  from  th e  f irs t  tw o 
eq u a tio n s. T he so ob ta ined  th re e  e q u a tio n s  com prise six in te rn a l fo rces, these 
can  be exp ressed  as functions o f  d isp lacem en ts  u, v, w, b y  m e a su rin g  the  
la t te r  in  th e  d irections of th e  axes s15 s2, s3. T herefore, th e  th ree  e q u a tio n s  of 
eq u ilib riu m  d e te rm in e  th e  d isp lacem en ts  unam biguously .

The p rev ious deductions a re  based  on th e  unspoken  a ssu m p tio n  th a t  the  
eq u a tio n s  o f  equ ilib rium  (2) se t u p  b y  in te rn a l forces (1) are in v a r ia n t  in  respect 
to  th e  choice o f  th e  system  o f co -o rd in a tes . The w ell-know n e q u a tio n s  of 
equ ilib riu m  se t u p  by th e  s tresses a lw ays sa tisfy  th is  co n d itio n , th e re fo re , 
a  sep a ra te  v erifica tio n  of th is  c ircu m stan ce  is unnecessary . H o w ev er, in  th e  
p re sen t case th e  conditions o f  eq u ilib riu m  are  n o t set up on th e  b ase  o f the  
stresses b u t  on th e  base o f th e  in te rn a l forces defined in  (1). T he s ix th  equa tion  
can  be sa tisfied  b y  these in te rn a l forces o n ly  in  a system  of su rface  co -o rd in a tes  
o f  th e  lines o f  p rinc ipa l c u rv a tu re s , for a n y  o th e r system  o f co -o rd in a te s  the  
s ix th  eq u a tio n  rep resen ts , in  a d d itio n  to  th e  th re e  equations w h ich  d e te rm in e  
d isp lacem en ts u, v, из u n am b ig u o u sly , a re d u n d a n t eq u a tio n  w h ich  can n o t 
be sa tisfied . E x c e p t for a sy stem  o f su rface  co-ordinates of th e  lin es  o f  p rin 
c ip a l c u rv a tu re s , th e  tw ist o f  th e  axes o f  co -o rd inates x is for a n y  o th e r  system  
o f  surface co -o rd inates n o t eq u a l to  zero ; th e re fo re , th e  s ix th  e q u a tio n  has to  
be  en larged b y  th e  te rm  — x (M x —  iVf2). A ccording to  (1) th is  te r m  is a func
tio n  o f  <71>г, (T2j2. The te rm  in q u es tio n  c a n n o t d isappear in d e p e n d e n tly  o f  the  
values o f a l z, an d  <J2}Z, as th e  o th e r  te rm s  o f th e  s ix th  e q u a tio n  d isap p ear 
in d ep en d en tly  o f th e  values o f  T12 =  T21; consequen tly , th e  s ix th  eq u a tio n  
c a n n o t d isap p ea r id en tica lly  e ith e r .

T hus, th e  conditions of e q u ilib riu m  c an n o t be satisfied  p rec ise ly  b y  using 
re la tio n s (1) an d  (2). The v e ry  reaso n s for th is  are  th e  a p p ro x im a tio n s  which 
a re  in tro d u ced  w hen reducing  th e  tr ia x ia l  s tress s ta te  to  th e  b ia x ia l  one. The 
a p p a re n t sa tis fac tio n  of th e  co n d itio n s o f  equ ilib rium  for a sy s te m  o f  surface 
co -o rd ina tes re fe rrin g  to  th e  lines o f  p rin c ip a l cu rv a tu res , an d  th e  fa c t th a t  
th e y  can n o t be sa tisfied  for a n y  o th e r  sy s tem  o f co-ord inates, does n o t m ean 
th a t  in th e  f irs t  case th e  so lu tio n  is e x a c t, while inexact in  th e  second  one. 
N am ely , th e  fu n d am en ta l co n d itio n  for th e  possib ility  of sa tis fy in g  th e  eq u a
tio n s o f equ ilib riu m  is th a t  th e y  shou ld  be in v a ria n t in re sp ec t to  th e  choice
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o f  th e  system  o f c o -o rd in a te s . As the  a fo re -m en tio n ed  fu n d am en ta l co n d itio n  
c a n n o t be sa tisfied , th e  e x a c t solution o f th e  e q u a tio n s  o f equ ilib rium  is , 
in d e p e n d e n t of th e  sy s te m  o f  co-ord inates in  w h ich  th e y  are set up , also im p o ss
ib le . H ow ever, th e  e r ro r  be longs to  the  sam e ra n g e  o f  m agn itude  as th e  n e g 
le c te d  deform ations cau se d  b y  shear forces d ev e lo p in g  due to  m om ents, th e r e 
fo re , th e  s ix th  e q u a tio n  ca n  he  d isregarded  [6].

5. D eform ations

F o r expressing  th e  in te rn a l forces as fu n c tio n s  o f th e  d isp lacem en ts  
и ,  V ,  w ,  f irs t th e  s tre sses  sh o u ld  be set up  as fu n c tio n s  o f  s tra in s £lz, e2Z, y Y2 z 
b y  u sing  th e  follow ing w ell-know n re la tio n s:

< * i,z  =

°2.z —

E
1 - v 2

E
1 -  V 2

( e l , z  +  v e 2 , z )

( e 2 .Z  +  V £ l , z )  .

2(1 +  r)

(3 )

H ere , E  is th e  m odulus o f  e la s tic ity  of th e  shell w a ll an d  v is Po isson’s r a t io n .
A ccording to  F ig . 2 , be tw een  stra ins a n d  d isp lacem en ts  th e  follow ing 

re la tio n s  hold:

Bl,z '

Y l . l . z

u 'z - \ -  w  

R i  +  * 

u 7

^ z

+
R 2 +  2 R i  +  «

V 'z +  W

R 2 +  z

+  ^ L  +  —
(4)

T he d isp lacem en t u z  o f  a po in t, w hich due  to  d efo rm atio n  sh ifted  from  
p o sitio n  A  in to  p o sitio n  A ' ,  can  be read  fro m  F ig . 3; its  d isp lacem en t vz, 
on  th e  o th e r h an d , c a n  be  dete rm in ed  from  a s im ila r  figure w hich is to  be 
d ra w n  in th e  p lane o f  th e  n o rm a l section to u c h in g  th e  line of c u rv a tu re  s2. 
A ccord ing  to  th e  a b o v e :

R i  +  z  z
u ,  = ----------- - и ----------tv ;

R i  R ,

R  j  ~f~ z

~ r T
(51

S u b s titu tin g  re la tio n s  (5) in to  (4), th e n , th e  so o b ta in e d  form ulae  in to  (3), 
fu rth e rm o re , rep lac in g  th e  s tresses resu lting  fro m  th e  p reced en t su b s titu tio n  
in to  (1), fina lly  in te g ra t in g  a n d  neglecting te rm s  w h ich  co n ta in  2 o f a h ig h e r 
p ow er th a n  th e  fo u rth , a n d  o m ittin g  m em bers c o n ta in in g  geodetic c u rv a tu re s  
l / r i , l | r2, th e  follow ing fo rm u la e  are arrived  a t :
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In  th e  above fo rm ulae  (6) D  

E - d 3

E d
is th e  s tiffness fac to r o f com pression

a n d  К

1 - V 2

is th e  stiffness fac to r o f  b en d in g . Form ulae  (6) w ere also
12(1 — V2)

d e d u c e d  b y  W LA SSO vbut u s in g  a n o th e r  fo rm . T h e  d if fe re n c e  b e tw e en  W lasso v’s 
e q u a t io n s  a n d  th o s e  g iv e n  in  (6) is t h a t  fo r  m a in ta in in g  th e  c o n n e c tio n  to  a 
f ix e d  s y s te m  o f o r th o g o n a l  co -o rd in a te s  0 (x, y, z), in  W lassov’s e q u a tio n s  
Ga u s s ’s f u n d a m e n ta l  q u a n t i t ie s  —  w h ich  a re  w e ll-k n o w n  fro m  th e  S u rfac e  
T h e o r y  —  ex p re sse d  b y  th e  p a ra m e te rs  A  =  \E  a n d  В  =  |G also  a p p e a r .

S u b s titu tin g  fo rm u lae  (6) in to  the  group o f th e  eq u a tio n s of equ ilib rium  (2), 
th e  s ix th  eq u a tio n  o f  th is  equation -g roup  d isap p ea rs  for reasons w hich 
h a v e  a lre a d y  been d e a lt  w ith . T hereafter, e lim in a tin g  te rm s 7 \ an d  T 2 from  
th e  f i r s t  tw o eq u a tio n s w ith  th e  aid of th e  fo u r th  an d  th e  f ifth  one, th e  f irs t 
th re e  eq u a tio n s re m a in  on ly , w hich can u n a m b ig u o u s ly  be solved for th e  
d isp lacem en ts  u, v, w. As th e se  equations a re  v e ry  com plicated , th e ir  w ritin g  
is d isreg a rd ed .

F o r  a c ircu lar cy lin d rica l shell, w here R 2 =  a an d  R, =  o o , eq u a tio n s (6) 
tu r n  in to  F lügge’s e q u a tio n s  [4]. To d e m o n s tra te  th e  id e n tity  o f th e se  tw o 
k in d s  o f  eq u a tio n s, i t  sh o u ld  be tak en  in to  co n sid e ra tio n  th a t  be tw een  th e  
d iffe re n tia l q u o tien ts  fig u rin g  in  F lügge’s e q u a tio n s , w hich are m ark ed  b y  
th e  fo o t-in d ex  F , an d  th e  d iffe ren tia l eq u a tio n s  w ith o u t foot-indices ap p ea rin g  
in  e q u a tio n s  (6) th e  fo llow ing  relations ho ld :

^ - ( • • • ) / an d  ( . . . ) >  =  ( . . . ) * •
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6. Applications

W hen using  th e  com plica ted  equ a tio n s (b) in p rac tice , th ey  m ight he» 
to a considerab le  degree  sim plified . This can  be a tta in e d  b y  o m ittin g  those 
te rm s o f lower v a lu e  w hich m ight he d isregarded  in com parison  to  those  of 
h igher value. T his sim p lifica tio n  is all the  m ore  ju s tif ied  because  th e  equations 
in question  are  —  as h as  a lread y  been show n —  th eo re tica lly  in ex ac t too ,

К
th u s , the  a tta in a b le  accu racy  is lim ited  from  th e  very  f irs t. A s I) s>

К It , H,
a n d  -- R e sp e c tiv e ly , te rm s  m u ltip lie d  Avith К  m ig h t he n e g le c te d  in  c o m p ariso n

Avith th o s e  m u lt ip l ie d  w ith  D ; fu r th e rm o re , th e  a s s u m p tio n  v =  0 m ig h t also 
be in tro d u c e d , s im ila r ly , as  is u s u a l Avhen d im e n s io n in g  re in fo rc e d  co n c re te  
s t r u c tu re s .  In  r e s p e c t  to  th e  f i r s t  th re e  e q u a tio n s  o f  e q u i l ib r iu m , th e  s ta t ic a l  
sense  o f  th e  a s s u m p tio n  К  =  0 is t h a t  th e  n e u t r a l  su rfa c e  d e v e lo p in g  in  the  
sh e ll Avail d u r in g  b e n d in g , does n o t  p ass  th r o u g h  th e  c e n tro id s  o f  th e  in d iv id u a l 
c irc u la r  s e g m e n t-fo rm e d  in f in ite s im a l cross s e c tio n s , b u t  is id e n t ic a l  to  th e  
m id d le  su rfa ce  o f  th e  sh e ll, th u s ,  th e  n o n - lin e a r  s tre s s  d is t r ib u t io n  re su lt in g  
on th e  b ase  o f  e q u a t io n s  (3), (4), (5) is re p la c e d  b y  a lin e a r  one .

O w ing  to  th e  in t r o d u c e d  n eg lec ts  m a n y  te rm s  f ig u r in g  in  th e  e q u a tio n s  
o f  th e  b e n d in g  a n d  tw is t in g  m o m e n ts  also  d is a p p e a r .  W hile , fo r th e  f ir s t  th re e  
e u q a tio n s  o f  e q u i l ib r iu m  th e  u n im p o r ta n c e  o f  th e  n e g le c te d  te rm s  is d ire c tly  
c o n c e iv a b le , fo r  th e  se c o n d  th re e ,  a l th o u g h  th e  ra n g e s  o f  m a g n i tu d e  re fe rr in g  
to  th e  n e g le c te d  a n d  r e ta in e d  te rm s  a rc  n o t  p e rc e p tib le  d ir e c tly ,  th e  om ission  
o f  th e  d is re g a rd e d  te rm s  c a n  b e  ju s t if ie d  on  th e  b as is  o f  s ta t ic a l  in te r p re ta t io n s  
re fe r r in g  to  th e s e  te rm s .  H e re , ac co rd in g  to  th e  u n d e ta ile d  a b o v e -m e n tio n e d  
d e l ib e ra t io n s , w h en  th e  in tro d u c e d  n eg lec ts  a re  u se d , th e n  o n ly  th e  u n d e rlin e d  
te rm s  to  be fo u n d  in  e q u a tio n s  (6) h a v e  to  b e  ta k e n  in to  c o n s id e ra t io n .  F o r  th e  
sa k e  o f  s im p lic ity , in  th e  folloAving th e  u p p e r  c o m m a -in d ic e s  sh o u ld  d e n o te  
d if fe re n tia t io n s  a c c o rd in g  to  s ,, w h ile  th e  u p p e r  fu ll s to p - in d ic e s  th e  sam e 
a c c o rd in g  to  s2. F u r th e r m o ie ,  i t  sh o u ld  b e  a s su m e d  t h a t  th e  c h a n g e  o f  R } 
a c c o rd in g  to  <pl t  as w e ll as  th e  c h a n g e  o f  R ., a c c o rd in g  to  <p2 m ig h t b e  d is re g a rd e d . 
F in a lly , c o n t ra ry  to  th e  p o s it iv e  d ire c tio n  o f  tv a s  in d ic a te d  in  F ig . 1, th e  
o p p o s ite  d ire c tio n  o f  w sh o u ld  be re g a rd e d  as p o s it iv e . B y  u s in g  th e  ab o v e  
e n u m e ra te d  m o d if ic a tio n s  th e  s im p lif ied  e q u a tio n s  c o n s is tin g  m e re ly  o f  th o se  
te rm s  w h ich  a re  u n d e r l in e d  in  e q u a tio n s  (6) Avili ta k e  th e  folloAving fo rm :

( ? )

A , I) u'
w

•> A» 1)
W 

V*

A ,, - A , 1
D  ,
2 U*

b  « ')  ;

Vi, - K w " 1 M , Kw*9 ;

V/, M n  = K w '*
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, T.,
B y d isregard ing  te rm s  — and  ^  which are  u n im p o r ta n t in com parison

I  о th e  o th e r  term s, th e  e q u a tio n s  o f equilib rium  can also be sim plified . In  a d d i
tio n , fo r  shallow  shells th e  g eo d e tic  cu rv a tu re  of th e  lines o f  c u rv a tu re  can also

1 1
be  n e g le c te d , i. e., it can  be assu m ed  th a t  — — — 0 ; w hich assum ption  is

for b a r re l  vau lts  precisely s a tis f ie d . By th e  ap p lian ce  o f th e  above-m en tioned  
a p p ro x im a tio n s  and by  th e  e lim in a tio n  of te rm s T, an d  T2 w ith  th e  aid  o f the 
fo u r th  an d  fifth  equation , th e  eq u a tio n s o f equ ilib riu m  (2 ) can be w r itte n  as 
fo llow s:

К +  iv ;2 +  P 1 - : o ,

N\ +  K i 1 P i 0 ,

-/V, N 2
+  m i +  2 /V/

K, R,

S u b s titu tin g  re la tions (7) in to  equations (8 ) th e  follow ing eq u a tio n s  are 
a r r iv e d  a t :

i) >r W 1)
11 - f ll" +  v”)

2

и
w* и

v" - H------- u '* +  r")
Й, 2

1) / w D tv
и — ----- V* — ----

«1 r 2 r 2

• P\

Pi =  0  ,

— K A  /1 w  +  p 3 =  0 .

(9)

S u b s titu tin g  the  v a lu es  _R2 =  a and /Í, — oo in to  equa tions (9) these  
tu r n  in to  F l ü g g e ’s s im p lified  equations of th e  c ircu la r cy lind rica l shell, 
ta k in g  in to  consideration th a t  in  F l ü g g e ’s eq u a tio n s w  is regarded  as positive 
in th e  opp o site  direction .

In tro d u c in g  re la tions

IVi -- F “ - - J p , d s , , 

/Vо F "  \ p ,  d s , ,

iV ,,=  F ”

( 10)

w hich  d e fin e  the stress fu n c tio n  F ,  equations (8) can  be still fu rth e r  sim plified . 
N am e ly , rep lacing  eq u a tio n s (10) in to  equations (8 ), th e  f irs t tw o eq u a tio n s 
o f  th e  eq u a tion -g roup  (8) id e n tic a lly  d isappear, th e  th ird  eq u a tio n , on the 
o th e r  h a n d , expressing iVf,, M., a n d  M v, as functions o f w tu rn s  in to  th e  follow 
ing  fo rm :

F "  F "  1 , I f
К I be +  - +  p s о, as, p>i/s2 . ( 11)

« 2  R , J  R 2 J

I n a  T e r im . H ung  II (1962)



G EN ERA L EQUATIONS OF S H E L L  ANALYSIS 4 6 0

As e q u a tio n  (11) itse lf  is insu ffic ien t for th e  de te rm in a tio n  o f fu n c tio n s  
F  an d  w sough t for, an ad d itio n a l re la tio n , exp ressing  th e  co m p a tib ility  o f 
d e fo rm atio n s, shou ld  be set up.

S um m ariz ing  th e  following expressions se t up  on th e  base o f e q u a tio n s
(7) an d  (10), 
the  following

and
resu lt

neg lec ting  th e  d iffe ren tia l 
is ob ta in ed :

q u o tien ts  of the  c u rv a tu re s ,

a ;- F"  j p i ’ t/si 1) ll'"
w ”

f tl

n : F " "  -  j p'[ ds, 1) v"‘
iv "

21Vj'j 2 D  [ V -  v"’]

J p \ 'd s  1
/»

D
w ” w"1 p i  ds.

J R. Я 2
( 12)

S u b s titu tin g  the  values R., a an d  R } =  oo in to  equations (11) an d  (12) 
these  tu rn  in to  th e  follow ing eq u a tio n s:

К  A Aw  =
F" 1 r \

p 2 ds, - f  p ;i n 1
a a J  j

I F D w
a

j /> î * rí.s 1 f- J pU ls2

(13)

These eq u a tio n s are , a p a r t from  differences in  m ark ing , id en tica l w ith  
Rü d ig er— U r b a n ’s [5] equa tions o f the c ircu la r cy lindrical shell.

If p, =  p , =  0, th en  equ a tio n s (11) an d  (12) tu rn  in to  W l a sso w ’s 
eq u a tio n s o f shallow  shells:

К  I lie

I I f

F “

R i

1)

Ro

w

Ri

i />

w" '
f t .

(14)

E q u a tio n s  (14) can also be w ritten  b y  usin g  a system  of o r th o g o n a l 
co -o rd inates 0 ( x , y , z ) .  The eq u a tio n  of th e  shell surface should be Z (x ,  y), 
and u, v, w the  d isp lacem en ts m easured  in  th e  d irec tio n s of the  axes o f c o -o rd i
n a te s , fu rth e rm o re , N x, N y, N xy, M x, M y, M yx shou ld  deno te  th e  in te rn a l forces 
ac tin g  in th e  d irec tions of th e  sam e axes. T h e n , p roceeding  sim ilarly  to  th e  
m ethod  w hich had been used w hen deduc ing  eq u a tio n s  (7) and  a p p ly in g  th e

14* ,-lrla Techn. Иыпц. i l  (1 9 6 2 )
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liie re  em ployed  n eg lec ts  for th e  in te rn a l fo rces, th e  following re la tio n s  ex p re s
sed as fu n c tio n s o f th e  d isp lacem en ts, a re  a rr iv e d  a t  [2 ]:

N x D(u +  w ' z ) , N y  -  D (v ‘ -1 w’ z ' ) ,

= Nyx
D ,

= т (“ - +
v '  -j- w* z '  -f- w ' z‘) ,

(15)
M x -  R w" , M v — K w ” ,

M ,v - K w '• ;

w h ere  th e  u p p er com m a-ind ices deno te  d iffe ren tia tio n s  accord ing  to  x ,  the  
u p p e r  fu ll s to p -ind ices, on th e  o ther h an d , th e  sam e  according to  y . In tro d u c in g  
th e  s tre s s  function  F  w hich is defined b y  th e  expressions N x F ”, N v ----- F" 
a n d  N xy = — F'% an d  ded u c in g  a sim ilar co n d itio n  of c o m p a tib ility  as th a t  
d e d u ced  in  (12), th e  fo llow ing re la tions are  o b ta in e d :

K A A w  - z" F ” 2 s '-  F '-  +  s "  F "  +  P ,  I
( 1ft)

.1/1F  l ) [ z " w ”  2 z ' "  w ' ‘ -j- z “ w " \  .

E q u a tio n s  (16) d e v ia te  from  eq u a tio n s  (14), hav ing  th e  sam e p hysica l 
sense b u t  w ritte n  u sin g  a sy stem  of su rface  co -o rd in a tes  re fe rring  to  th e  lines 
o f  c u rv a tu re s , b y  th e  te rm s  2z ' ‘ F ' ‘ and  2z ' ’w.  For a surface o f  tra n s la tio n

„ 1 . 1
z '  • = 0 ,  using approxim ations z ш  —— and z” ш -----, equations (16) turn into

equations (14), while for w =  0 they turn in to  P ucher’s equations o f  Mem
brane Theory.

E q u a tio n s  (16) c a n  also be set up ta k in g  th e  m em brane forces as so u g h t 
for fu n c tio n s . T ak in g  in to  consideration  re la tio n s

A A F  =  Щ  -  2 N xy +  N x an d  K A A w  =  M “ +  2M xy +  M ÿ

th e  e q u a tio n s  o f eq u ilib riu m  referring  to  th e  m em b ran e  forces an d  m o m en ts , 
fu r th e rm o re , th e  co n d itio n  o f  c o m p a tib ility  can  be expressed b y  th e  m em b ran e  
forces as follows:

К  +  N xy +  Px - 0 ,  n ;  +  N i y +  Py =  0 ,

M' +  M'xy =  о , м; +  м'ху =  о

M "  +  2 M ” +  M ÿ  ----- z" N x +  2z'- N xy +  *" N y -, P z ,

Щ  -  2 N'Xy +  N-; =  -  D  (z" M  h 2 z ' - M xv +  z" M ) .
К

(17)

H ere , p x , p v and  p z d en o te  th e  load co m p o n en ts  falling  in to  th e  d irec tio n s of 
th e  a x e s  o f  co -o rd in a tes . R ela tio n  (17) c o n s is tin g  o f  six equa tions d e te rm in es  
t in 1 s ix  in te rn a l forces unam biguously .

A c ta  T ech n . Huns;. 41 (1962)
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Ü B E R  D IE  ALL G E M E IN E N  G L EICH UN G E N D E R  SCHALENSTATIK

K. SZMODITS

ZUSAM M ENFASSUNG

Die D ifferentialgleichungen der auf B iegung beanspruchten Schalen sind in versch ie
denen Formen bekannt. Die obengenannten Gleichungen werden ein orthogonales F lächen
koordinatensystem  benützend behandelt, die Fundam entalgrößen der F lächentheorie werden 
nicht angewendet. Als Sonderfälle werden die Gleichungen der flachen und der T onnenschalen  
aus den allgem einen G leichungen abgeleitet. Außerdem  werden die Folgen der V ernach lässi
gungen sowie die Gründe und die Auswirkungen der hieraus entstellenden W idersprüche unt er
sucht .

LES ÉQ UATIONS G É N É R A L E S DE LA STA TIQ U E DES VOILES

K. SZMODITS

RÉSUM É

Les équations différentielles des vo iles soum is à la flex io n  sont connues sous différentes 
form es. L ’étude les exam ine dans un systèm e de coordonnées orthogonales, sans utiliser les 
qu antités fondam entales de la  théorie des surfaces. A partir d ’équations générales. l ’autcur  
dédu it, com m e des cas particuliers, les équations des vo iles p lats et des voû tes en berceau. 
Il exam ine, en outre, les conséquences des om issions habituelles, ainsi que la cause et l’effet 
des contradictions qui en résultent.

ОН ОБЩЕМ У Р А В Н Е Н И И  СТАТИКИ ОБО ЛО ЧЕК

к. смодич

РЕЗЮ М Е

Дифференциальные уравнения изогнутых оболочек известны в различных формах. 
В данной работе таковые трактуются в системе поверхностных ортогональных коорди
нат, без применения фундаментальных количеств теории поверхности, и из общих урав
нении выводятся как специальные случаи — уравнения плоских оболочек и бочарных 
сводов. Кроме того, исследуются последствия прснебряжении, a также причины и послед
ствия происходящих от этого противоречии.
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