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ВОПРОСЫ РЕЖИМА РАБОТЫ И ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 
ОСНОВНЫХ ФОНДОВ ПРОИЗВОДСТВА С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ 

ПЕРСПЕКТИВНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ РАЗВИТИЯ 
ПРОМЫШЛЕННОСТИ

академик Ю. ХЕВЕШИ
Д И РЕК ТО Р НАУЧНО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОЙ ГРУППЫ  ПО ЭКОНОМ ИКЕ 

ПРОМ Ы Ш ЛЕНН ОСТИ А. Н. В.

I

Страны, строящие социализм, в большой мере заинтересованы в мак
симальном экстенсивном использовании основных средств производства, 
в пределах возможностей, определяемых всеми остальными экономи
ческими условиями — потребностями, сырьем, обеспеченностью рабо
чей силой, требованиями планомерных пропорций и т. д. Это имеет весьма 
значительные и, в основном, общеизвестные преимущества, как например: 
рост производства без значительных капитальных вложений, связан
ное с этим снижение себестоимости, приведение в ближайшее соответствие 
физического и морального износа оборудования и тем самым ускорение тех
нического прогресса, значительная экономия капитальных вложений при 
строительстве новых сооружений и т. п.

Очевидно также и то, что социалистическое плановое хозяйство имеет 
гораздо больше возможностей для наиболее экономичного, максимального 
использования основных средств производства, чем капиталистическое 
хозяйство.

Несмотря на эти бесспорные преимущества и возможности, исполь
зование основных фондов, одним из основных показателей которого явля
ется число смен, в среднем по народному хозяйству стоит на сравнительно 
низком уровне; в нашей стране это число приблизительно 1,4. Несмотря на 
многие, принятые особенно за последнее время, важные решения этот по
казатель растет чрезвычайно медленно. Подобное положение сложилось и 
в других странах народной демократии и даже в СССР. Это объясняется 
прежде всего тем, что такое увеличение числа смен, которое ощущалось бы 
и в среднем по всему народному хозяйству, представляет собой весьма слож
ную и трудную задачу.

Трудности эти — экономического и организационного порядка — до
статочно известные; здесь я хочу указать только на то, что увеличение коли
чества смен или вообще изменение режима работы во времени (напр. пере
ход к непрерывному производству) в значительной мере влияет на условия 
работы и жизни трудящихся. Многосменная работа и непрерывный режим 
работы, несомненно, влечет за собой больше трудностей для трудящихся,
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4 Ю. ХЕВЕШ И

чем односменная работа и нормальная календарная организация работы. 
Принятие на себя трудящимися таких трудностей добровольно и без прояв
ления особого недовольства возможно только в том случае, если и при 
многосменной работе будут обеспечены необходимые социальные условия 
труда и более сложный режим работы так компенсируется либо сокращением 
рабочего времени, либо оплатой, либо прочими льготами, что трудящиеся 
осознают выгодность такого режима работы. Это касается и инженерно- 
технического и административного персонала, так как многосменная и неп
рерывная работа требует более сложной организации производства.

До сих пор на практике это требование учитывалось далеко недоста
точно, что, на мой взгляд, является одним из основных причин тех затруд
нений, которыми сопровождалось до настоящего времени повышение экс
тенсивного использования основных средств производства путем введения 
соответствующего режима работы.

II

Все вышеуказанные затруднения, включая сюда и затруднения со
циального характера, могут быть преодолены при проектировании новых 
сооружений, так как в этом случае заранее могут быть учтены все требования 
режима работы, признанного как с технической и экономической, так и с 
социальной точек зрения наиболее целесообразным. Наряду с этим значение 
определения наиболее целесообразного режима работы новых сооружений 
возрастает при перспективном планировании на ближайшие два десяти
летия особенно в связи с необходимостью значительного снижения за этот же 
период дневного, недельного и годового рабочего времени трудящихся. 
Ближайшим этапом сокращения рабочего времени в нашей стране должен 
быть переход в период третьего пятилетнего плана с восьмичасового рабочего 
дня на семичасовой, т. е. снижение 48-часовой рабочей недели до 42 или даже 
40-часовой, а за время следующих четвертой и пятой пятилеток предпола
гаем перейти на шестичасовой рабочий день.

Однако, насколько важным и желательным представляется в инте
ресах повышения уровня жизни сокращение средней продолжительности 
рабочего дня и годового времени работы, настолько нежелательным, даже 
недопустимым является одновременное снижение времени использования 
средств производства. Между тем, как бы не повышалась производительность 
труда, тем более нужно также стараться достигнуть технически и экономи
чески оптимального экстенсивного использования основных средств, так 
как в этом случае достигается большая эффективность. Ни в коем случае 
нельзя противопоставлять, как альтернативы, вопросы повышения интен
сивного и так называемого экстенсивного, т. е. использования во времени 
средств производства. При современных темпах развития техники и ожи-
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даемых в двадцатилетний плановый период еще более быстрых темпах 
очень важным является и то, что повышенная экстенсивность исполь
зования средств производства позволяет быстрее заменить их более высоко
производительными и совершенными.

Наряду с сокращением рабочего времени чрезвычайно важным тре
бованием является улучшение условий труда рабочих, способствующее 
существенному улучшению их личных жизненных условий. С этой точки 
зрения наибольшее значение имело бы прекращение или избежание ноч
ной работы на всех тех участках производства, где этого по технологическим 
или по особо важным экономическим причинам не требуется.

Прекращение ночных смен необходимо компенсировать, хотя бы от
части, в неполностью или вовсе неиспользованные промежутки времени 
в неночные часы.

На мой взгляд сокращение рабочего времени должно непременно со
провождаться повышением экстенсивности использования основных средств, 
повышением числа смен, или — где это представляется более целесообраз
ным — введением непрерывной работы, или же одновременным примене
нием обоих режимов. Вытекающие из этого весьма значительные экономи
ческие выгоды (повышенная доходность, снижение себестоимости, эконо
мия капиталовложений и т. п.) позволят сократить рабочее время много 
быстрее, чем это было бы возможным при неизменимости «традиционного» 
режима работы. Это обстоятельство облегчает изменение режима работы, 
т. к. в этом случае сокращение рабочего времени представляет собой не 
только кажущуюся, но и эффективную компенсацию за взятые на себя труд
ности, связанные с более сложным режимом работы.

Экономические выгоды такого режима могут обеспечить не только 
сохранение уровня заработной платы при сокращенном рабочем времени, 
но и дают возможность для достижения и других значительных выгод со
циального характера.

На основании вышеприведенных соображений и сравнения нижеиз
ложенных многочисленных вариантов, для новых сооружений, вводимых 
в эксплуатацию в третьей и четвертой, а возможно даже частично, уже и во 
второй пятилетке (I960— 1965 гг.), в качестве метода перехода на 42-часовую 
неделю, считаем целесообразным рассмотрение в первую очередь такого 
двухсменного, непрерывного, т. е. включающего и воскресенья, режима 
работы при котором первая смена 8 часовая, вторая — 7 часовая, и трудя
щиеся кроме общегосударственных праздничных дней (8 в году) получают 
после каждых четырех рабочих дней один выходной день (система 4 -f 1). 
Ввиду того, что экономические, а также прямые и косвенные социальные 
выгоды непрерывного режима работы необщеизвестны, и, вопрос о работе 
в воскресенье представляется, в большинстве случаев, только со своей не
выгодной стороны, хочу уже здесь указать на то, что такой режим работы
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в некоторых случаях экономически выгодно осуществим и в такой форме, 
которая обеспечивает для каждого рабочего из общегодового числа выход
ных дней 30—32 нерабочих дня, падающих на воскресенья.

Баланс рабочего времени данного режима работы в сравнении с при
нятыми в настоящее время режимами приводится ниже. При этом не учи
тывались годовые отпуска ввиду того, что они во всех вариантах в одина
ковой степени снижают суммарное годовое рабочее время.
1. 8-часовая прерывная рабочая неделя (6 +  1): 8 х  б х 52 =  2 496 часов;

среднее число часов работы в неделю 48 часов

(с вычетом 8 дней праздничных дней (64 часа), это составляет в год 
2432 часа)

2. 7-часовая прерывная рабочая неделя ( 6 + 1 ) :  7 х  6 х 52 =  2184 часа;

среднее число часов работы в неделю 42 часа
(с вычетом 8 праздничных дней (56 час.) =  2128 ч.)

3. 8-часовая пятидневная «рабочая неделя», т. е. после каждых четырех 
рабочих дней один выходной день (365:5 =  ) 73 „недели” (цикл)

8 X 4 X 73 =  2336 часов (— 64 =  2272 часа) в год; среднее число часов 
работы в неделю 44, 92 часа

4. Семичасовая пятидневная рабочая «неделя»

7 X 4 X 73 =  2044 часа (— 56 =  1988 часов) в год; среднее число часов 
работы в неделю 39.4 часа

5. 1-ая смена 8 часовая,
11-ая смена 7 часов, непрерывно:
(— 60 =  2130)

8 +  7
- — X 4 X 73 =  2190 часов в год; среднее число часов работы в неделю

42.1 часа

Что касается организации на производстве данного режима работы» 
наиболее целесообразная схема ее дана в нижеприведенной таблице. По 
этой схеме на каждые 2 рабочих места приходится по 5 рабочих

а, Ь, с, d, е и f, g, h, i, j ,

из которых ежедневно по очереди один из рабочих имеет выходной день.
На 6-ой день, указанный в таблице, т. е. на пятый день цикла, про

исходит смена.
Как видно из приведенной таблицы, при таком режиме работы из 5 

рабочих один должен работать на двух рабочих местах, что является орга
низационно разрешимой задачей, тем более, что современное направление
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Таблица I
Режим работы

Смены: 1> ЫЙ день 2 день S день 4 день 5 день 6 день

1 a b * g e b j g a e f j a b f g a b f g c d h i
i l с d h i c d h i c d h i e d j i •• c e h j a b f g
От-
ДЫХ е j a f b g c h d i e j

развития техники во все большей мере требует, чтобы как можно больше 
рабочих могли обслуживать несколько рабочих мест. Правда, данный рабо
чий меняет смену через каждые 3 дня, но т. к. обе смены дневные, то частота 
сменности не имеет существенного значения.

Ниже приводятся для сравнения данные годового режимного фонда 
времени по различным режимам:

1. Одна 8-часовая смена (прерывное производство) (6 +  1) 48 х 52 =  2496;
— 64 (8 x  8 ) =  2432 часа

2. Две 8-часовые смены (прерывное производство) ( 6 +  1) 96 х 5 2 — 128 
часов =  4864 часа

3. Одна 7-часовая смена (прерывное производство) (6 -f 1) 42 х 52 =  2184 —
— 7 x 8  =  2128 часов

4. Две 7-часовые смены (прерывное производство) =  4256 час.
5. Одна 8-часовая смена (непрерывное производство) (365 — 8) =  357 х 

X  8 =  2856 часов.
6. Две 8-часовые смены (непрерывное производство) =  5712 часов.
7. Одна 7-часовая смена (непрерывное производство) (365 — 8) =  357 х 

X 7 =  2499 часов.
8. Две 7-часовые смены (непрерывное производство) =  4998 часов.
9. Одна 8-часовая +  одна 7-часовая смена 

непрерывное производство =  2856
2499

=  5355
Сопоставляя балансы времени отдельных вариантовп получаем:

9 /4= 126%  9 / 2 =  111%
8 /4 = 1 1 7 % 6 /4= 134%

Такое сравнение результатов очень показательно; оно наглядно выяв
ляет неправильность такого частого и поверхностного взгляда, в соответ
ствии с которым переход с 6-ти дневной работы на 7-дневную, т. е. непрерыв-
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ную работу может дать увеличение выпуска продукции лишь на 17%. 
Как видно из приведенных цифр, при предлагаемом методе с одновремен
ным сокращением продолжительности рабочей недели эта разница соста
вит не 17, а 26%; а если не укоротить вторую смену, то она может достигнуть 
и 34%. Рассмотрение последнего варианта представляется особо целесооб
разным и потому, что на заводах, работающих в настоящее время по прерыв
ному режиму три 8-часовые смены, при переходе к среднему 7-часовому 
рабочему времени, он позволил бы одновременно прекратить 3-ю, ночную 
смену, при практически ничтожном уменьшении годового режимного 
фонда времени предприятия. Этому соответствовала бы четырехдневная 
«рабочая неделя», при условии, что после каждых трех 8-часовых рабо
чих дней следует один выходной день, что может осуществляться, 
конечно, и в виде 6 +  2, если это представляется более выгодным для рабочих. 
Годовой фонд рабочего времени трудящихся в этом случае следующий:

10. (365:4 =  91,2) X  3 X 8 =  2188,8 и после вычета 8 праздничных дней 
(64 часа) — 2124,8 часа, что всего на 4,8 часа в год (т. е. пренебрегаемо) 
меньше, чем в случае 42-часовой рабочей недели.

Наиболее целесообразно организация работы может осуществляться 
следующим образом:

Таблица II

Смена 1-ый день 2-ой день 3-й день 4-й день 5-й день* Примечание

I а Л с , a td  ,d 2 a2d,d2 b2d,d2 a2b2c2 * смена
к а2Ь2с2 a2b2c2 a A c , c 2biC, a ib .c ,

Отдых d , d 2 b, с, b2 c2 а 1 a 2 d ,  d..

При таком режиме работы из 8 рабочих двое (Ь2 и с2) в течение каждых 
трех дней один раз меняют рабочее место.

Как это уже указывалось выше, может быть желательным в некоторых 
случаях, хотя бы временно, увеличить количество выходных дней, при
ходящихся на воскресенья. Такое увеличение может быть достигнуто отчасти 
за счет прекращения в воскресные дни вторых смен. При 8-часовом ( 4 + 1 )  
режиме работы (6-ой номер по порядку в сводной 3-ьей таблице) в этом 
случае по воскресеньям из 10 рабочих 6 имеют выходной день, следовательно 
число воскресных выходных дней составляет 52 х 0,6 =  31,2 в год по 
сравнению с 10,4 в варианте, по которому и в воскресные дни работают в 2 
смены. Число часов работы одного рабочего в год сокращается на
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20.8 X 8 =  166.4 часа, т. е. среднее число часов работы в неделю падает с
44.9 до 41,5, что практически соответствует 7-часовому рабочему дню.

Режимный фонд времени сокращается на 52 х 8 =  416 часов,
т. е. до 5.296 часов в год. Если при режиме работы (4 -f- 1) вторая 
смена 7-часовая (11-ый номер п. и. в таблице), то при прекращении 
второй смены в воскресные дни, число часов работы одного рабочего в год 
сокращается на 20.8 х  7 =  145.6 часа, а среднедельное рабочее время 
его — на 2.8 часа, т. е. с 42.1 до 39.3 часа, что практически соответствует 
рабочему времени, равному 6 1/2 часов. Режимный фонд времени сокра
щается на 52 X 7 =  364 часа в год, т. е. до 4.991 часа.

При 8-часовом (3 -f 1) рабочем режиме (8-ой номер п. п. в сводной 
таблице), опуская вторую смену по воскресеньям, количество выходных 
дней, приходящихся на воскресные дни, повышается с 13 до 32.5. (по вос
кресеньям из 8 рабочих работают 3.) Годовое время работы одного рабочего 
сокращается на 156 часов, а средненедельное — на 3 часа, т. е. с 42 до 39 
часов. Режимный фонд времени сокращается на 5 2 x 8  =  416 часов до 
5.296 часов.

Возможны, конечно, и промежуточные решения, как например, пре
кращение в каждое второе воскресенье второй смены, или раз в месяц пре
кращение второй или обеих смен, и т. д.

В таблице 3-й приведены характерные данные 18 различных вариантов 
режимов работы, которые представляют собой легко сопоставимые исходные 
данные для расчетов экономичности применения какого-либо из них.

*

В своей речи, произнесенной 10. V. с. г. на всесоюзном совещании 
советских железнодорожников, товарищ Хрущев указал на недопусти
мость того обстоятельства, что подавляющая часть машиностроительных 
заводов работает в одну смену. Он одновременно обратил внимание Партии 
и хозяйственных организаций, а также и широких масс трудящихся на необ
ходимость немедленного тщательного обсуждения и подготовки вопроса о 
переходе в среднем на двухсменную работу. В связи с этим я хочу указать 
на то, что — как это явно видно и из таблицы 3 — в качестве первого шага 
на пути к значительному повышению экстенсивного использования основных 
средств легче всего осуществить переход к непрерывной работе. Это объяс
няется не только тем, что 15—30%-ое расширение производства обеспечить 
рабочей силой, материалами, заказами и т. п., сравнительно гораздо легче, 
чем при скачке в 80— 100%, необходимом в случае введения новой смены, 
но и главным образом тем, что удлинение недели работы предприятия на 
один день, даже если одновременно удлиняется на один час и рабочий день, 
не требует никаких изменений существующего технического режима произ
водства. В этом случае дополнительные капвложения могут потребоваться



Сравнение режимов работы 
(без учета годовых отпусков)

Таблица III о

№
п/п

Характеристика периода работы
Число часов 

работы одного 
рабочего

Число выход
ных дней од
ного рабочего

Число
дней
ра
боты

одного
рабоче

го
в год 1 )

Режим 
ный 

фонд 
вре

мени в 
днях

Режим
ный 

фонд 
вре

мени в 
часах

Степень использова
ния мощности по 

сравнению

Примечания

число
часов

работы
в

сутки

число
рабо
чих
дней

Ч И С Л О
выход

ных
дней

Количество 
смен в сутки

1) С вычетом 8 празд
ничных дней 

2) Без вычета 8 празд
ничных днейв буд

ние дни
в воск
ресные 

дни

средне
годовое

1)

средне 
недель
ное 2)

всего в 
год 1)

В  т. ч. 
воск
рес.
2)

с. 2. 
в % с 4. 

в ф/•
с 15. 
в “/.

1 8 6 1 1 2432 48 60 52 305 305 2432
+  2 8 + 8 6 1 2 — 4864 48 60 52 305 305 4884

3 7 6 1 1 — 2128 42 60 52 305 305 2128
+  4 7 + 7 6 1 2 — 2128 42 60 52 305 305 4256

5 8 4 1 1 1 2272 44,9 81 10,4 284 257 2856
+  6 8 + 8 4 1 2 2 2272 44,9 81 10,4 284 357 5712

7 8 3/6 1/2 1 1 2125 42 99,2 13 266 357 2856
+  8 8 + 8 3/6 1/2 2 2 2125 42 99,2 13 266 267 5712 117 134 95

9 7 4 1 1 1 1988 39,4 81 10,4 284 357 2499
10 7+ 7 4 1 2 2 1988 39 81 10,4 284 367 4998

+  11 8 + 7 4 1 2 2 2130 42,1 81 10,4 284 357 5355 110 126
+ 12 8 + 8 4 1 2 1 2105 41,5 101 31 264 357 5296 108,3 124 В воскресенье ра-

ботает только
первая смена

13 8 + 7 4 1 2 1 1984 39,3 101 31 264 357 4991 102 117 «
14 8 + 8 3 1 2 1 1969 39,0 117 32,6 247 357 5296 108,3 124 87,5 «
15 7 + 7 + 7 6 1 2,2/3 — 2016 40,0 77 52 288 305 6041 В субботу толь-

ко 2 смены
16 8 + 8 4 1 2 1 1/2 2189 43,0 91,4 20,8 274 267 5504 113 129 91,5 В каждое второе

воскресенье
только одна

17 8 + 7 4 1 2 1 1/2 2057 40,7 91,4 20,8 274 357 5173 106 112 85,5
смена

«
18 8 + 8 3 1 2 1 1/2 2087,4 41,6 103,9 17,7 261,1 357 5504 ИЗ 129 91,5 «

ит
аа

зх
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только в связи со специальными мероприятиями, связанными с работой в 
воскресенье (питание, дежурство в яслях и т. п.). При переходе на много
сменную работу это может иметь место только в редких случаях.

III.

Для изучения социальных вопросов, связанных с увеличением числа 
смен и непрерывностью производства, в рамках нашей Исследователь
ской группы были начаты специальные социологические исследования, о 
которых будет сообщено в дальнейших работах. Однако, я считаю необ
ходимым осветить уже здесь некоторые особенно важные вопросы социаль
ного характера, связанные с вышеизложенным.

Сюда относится, в первую очередь, вопрос о сокращенном рабочем 
времени или сокращенной рабочей неделе, связанный с переходом на 7-часо
вое рабочее время. При 8-часовой продолжительности рабочего дня, естест
венно, о сокращенной неделе не может быть и речи. В отдельных местах, 
где у нас введена 5-дневная рабочая неделя при 9-ти часовой продолжи
тельности рабочего дня, желательно как можно скорее ликвидировать 
такой порядок, так как опыт показывает, что рабочий день свыше 8 часов 
является вредным как с точки зрения здравоохранения, так и с точки зрения 
производительности труда. Однако, при среднем 7-часовом рабочем времени 
подавляющее большинство трудящихся, несомненно, предпочтет укоро
чение рабочей недели. Так например, в СССР на территории Свердловского 
Совнархоза при опросе общественного мнения, организованном в связи с 
сокращением рабочего времени, из опрошенных 3411 рабочих 52,9% выска
залось за 5-дневную рабочую неделю, а 38,4% — за продление отпуска. За 
сокращение ежедневного рабочего времени высказалось лишь 3,7% рабочих. 
Инженерно-технические работники высказались примерно таким же обра
зом. Из 800 инженерно-технических работников 526 предложило сократить 
количество рабочих дней, 189 — продлить годовой отпуск, и только 85 из 
них были за сокращение ежедневного рабочего времени.* Точно такой же 
опыт имеется у нас на некоторых заводах, где переход на 7-часовой рабочий 
день при одновременном введении непрерывного производства частично 
уже завершился.

Одним из наибольших затруднений при введении непрерывного произ
водства, несомненно, является серьезная приверженность трудящихся масс 
к привычной форме работы и жизни. Так например, по мнению руководства 
Профсоюза рабочих текстильной промышленности необеспечение совмест
ного отдыха всех членов семьи в каждое воскресенье может вызвать разлад 
в семейной жизни. На их взгляд такой минус, даже если речь идет только

Труд и заработная плата, 1961 г. № 9.
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о каждом втором воскресеньи (об этом и шла речь), не компенсируется ни 
сокращением рабочего времени, ни повышением заработка, никакими 
бы то ни было другими социальными льготами. В то же время нашими 
расчетами, принятыми и руководителями текстильной промышленности,, 
было показано, что при непрерывном производстве работницы имели бы 
после 6-дневной работы не один, а два дня отдыха, при сохранении тепереш
ней продолжительности их рабочего дня и их заработка. Они получили бы 
таким образом дополнительно 35 полных дней свободного времени, которое 
могли бы использовать для значительного улучшения семейной и культур
ной жизни, для самообразования и т. п. Примерно на 10% уменьшился бы 
объем их ночной работы, причем народному хозяйству это принесло бы 
также значительную пользу.

В связи с этим считаем необходимым уже здесь указать на следующие 
факты и соображения:

а) В Венгрии, из количества, примерно, в 2.6 миллиона человек, 
занятых в социалистическом секторе, имеется около 400 000 трудящихся, 
работа которых, в пределах законного недельного рабочего времени, рас
пространяется и на воскресные и прочие нерабочие дни.

Количество таких трудящихся составляет:
в промышленности................................................................  70— 80 тыс. чел.
на транспорте ........................................................................  120—130 «
в торговле ................................................................................  50— 60 «
в сельском хозяйстве ..........................................................  40— 50 «
в области здравоохранения................................................. 30— 40 «
в области просвещения ....................................................... 20— 30 «
в области коммунальною обслуживания ........................ 10 «
на сторожевой служ бе......................................................... 50 «
(без вооруженных сил)

В с е г о :  390—450 тыс. чел.

Определенная часть указанного количества трудящихся работает на 
таком режиме по технологическим причинам, а именно:

Название
Общая
числен

ность

В том числе 
на непр. 
режиме 

работают
Примечания

1. Государст в, промышлен.

1. М ет а л л ур ги я ............................... 75000 26 000
ДОМНЫ ....................................................... 5000
мартеновск. цехи ....................... 5000
прокатные цехи ......................... 8000
прочее ........................................... 8 000

2 . Э лект роэнергия ........................... 33 600 4000
3. Х им ии, промышлен...................... 44 000 15000

В том числе:
алюминиев. промыш................ 2000
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Название
Общая
числен
ность

Б том числе 
на непр. 
режиме 

работают
Примечания

4. Пром. стройматериалов .......... 65 200 4 000 Печи кирпичной, 
цементной, кера
мической и сте
кольной промыш
ленности, стекло
дувные заводы

5. Пищевая промыт............................ 111 (ХЮ 22 (ХЮ
В том числе:
производство сахара ...................
производство пива .......................
молочная пром...............................

13000 
2 500 
1 000

в сезоне

II.Сельское хозяйство
животноводство............................. 50000 45 (XX) Уход за живот

ными, откорм.

Следовательно, по технологическим причинам по непрерывному ре
жиму работает в народном хозяйстве 100—120 тыс. чел. Учитывая задачи, 
стоящие перед народным хозяйством по развитию указанных областей, а 
также и перспективное сокращение рабочего времени, общее количество 
работающих на этих участках трудящихся в дальнейшем будет еще увели
чиваться.

Удовлетворением материальных, культурных, санитарных и т. п. 
потребностей населения в воскресные и нерабочие дни занимаются следу
ющие категории:

Название
Общая
числен

ность

Трудящ иеся, 
работающие 
и в воскр. 

и нераб. дни
Примечания

I.Гос. промышленность
1. Печатная пром...............................
2. Пищевая пром................................

13000 1 000 
3000

печатники 
приемщики молоч
ной продукции

U .Санитарная служба .......................
В том числе:

108000 38 000

врачи .............................................
сестры, операционный пер

сонал и т . п................................
спец, педагоги ...............................

6000 6000

21 000 
2 500

III. Транспорт .......................................
в том числе:

306000 130 (XX)

железнодорожный ....................... 60 (ХЮ машинисты, кондук
торы, персонал 
ж/д. станций и ре
монтные бригады
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Общая Т рудя шиеся,
Название числен

ность
работающие 
и в воскр. 

и нераб. дни
Примечания

городской транспорт ................. 24000
паровозная служба ...................... 15000 доставка почты,

15000
инструментальщики » 

персонал телефон-
ной службы

IV. Торговля .............................................. 186000 55000
В том числе:

трест ресторанов .......................... 50 000

V. Культурное обслужив.
В том числе:

воспитательн. дома ......................
общежития, театры, кино и

3 200

т. п................................................. 4000
дома отдыха, журналисты,

продавцы га зет .......................... 15000

VI. Прочее обслуживание...................... 10 000 во до-, газо-, элек-
троснабжение, 
бани и т. п.

VII. Швейцары, сторожи, дворники .. 50000

400—500 000 трудящихся — это означает по крайней мере 250—300 000 
семей. Мы не располагаем сведениями о том, что условия жизни этих семей 
в какой бы то ни было степени менее упорядоченные, чем семейств трудя
щихся, выходные дни которых всегда приходятся на воскресенья. Этот уста
новленный опытом факт уже сам по себе опровергает необоснованное утвер
ждение, по которому переход к непрерывному производству приводит к 
массовому разрушению семейной жизни. Жизнь трудящихся, работающих 
по такому режиму, несомненно, имеет некоторые неудобства по сравнению 
с теми, у которых все члены семьи вместе отдыхают по воскресеньям. Однако, 
эти недостатки ни в коем случае не являются настолько значительными, 
чтобы противопоставляемые им такие существенные преимущества, как 
сокращение рабочего времени и косвенное значение для трудящихся пользы, 
приносимой народному хозяйству непрерывным производством, можно 
было бы отвергнуть одним взмахом руки. В то же время непрерывное произ
водство, комбинированное с сокращенной рабочей неделей, обладает и спе
цифическими социальными преимуществами. Таковыми являются например: 
весьма значительная часть трудящихся — в столице около 20% — ездит на 
работу из провинции и ежедневно проводит около 2—3 часов на поезде. Им 
небезразлично, не приезжают они в город один раз после б-дневной 
работы, или же два раза. И в пределах больших городов имеются настолько
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большие расстояния, что даже для городских жителей это связано со зна
чительной экономией времени. То обстоятельство, что часть выходных дней 
приходится на будни, дает возможность трудящимся устраивать свои дела, 
из-за которых в противном случае они, возможно, были бы вынуждены от
сутствовать с работы. Легче делать также и покупки в будние дни. Несо
мненно снизится и количество рабочих дней, пропускаемых по болезни, 
причем, по всей вероятности, это снижение будет большим по сравнению с 
увеличением выходных дней. Гораздо проще в этом случае и посещение мест 
развлечения, культурных заведений и организация экскурсий. В семейной 
жизни неоценимо большое значение имеют для матери семейства два выход
ных дня. Наконец, следует отметить, что если в воскресные дни работа ве
дется только в одну смену, или же рабочий в воскресенье работает как раз 
в первую смену, то кроме выходных дней, приходящихся периодически 
на воскресенья, вторую половину всех остальных воскресных дней он 
может проводить вместе с семьей.

В то же время следует подчеркнуть, что ни в коем случае нельзя упу
скать из вида, а наоборот, особое внимание должно уделяться оптимальному 
удовлетворению потребностей социального характера, связанных с много
сменной работой и непрерывным производством (как например питание, 
дежурство в яслях, медицинская служба и т. п.) еще до осуществления 
перехода к новому режиму работы.

IV.

Мне хотелось бы сказать еще несколько слов об опыте всеобщего вве
дения непрерывного производства в СССР в 1929— 1931 гг., безуспешность 
которого, и главным образом, неправильное объяснение причин ее до настоя
щего времени затрудняет установление режимов работы, способствующих 
наиболее быстрому развитию промышленности.

Видные советские экономисты по праву указывают на то, что истории 
развития советского народного хозяйства и критическому обсуждению от
дельных его фаз до настоящего времени не уделялось должного внимания. 
Так например, С. Первушин, в своей статье «Политэкономия и экономическая 
политика» пишет: «Недооценкой общих проблем объясняется и то, что у нас 
почти не исследуется история экономической науки за советский период, 
слабо обобщается богатейший опыт социалистического хозяйствования. На
пример анализ истории планирования не продвинулся дальше истории 
плана Гоэлро.»*

Подобные исследования являются особенно желательными и потому, 
что ряд организационных форм прошлого, исходивших из принципиально

«Коммунист», 9, 1961 г.
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правильных соображений, но оказавшихся в свое время при господствовав
ших исторических условиях безуспешными или даже вредными, могли бы 
быть применены сейчас в изменившихся и гораздо более развитых условиях 
с большим успехом. Сюда относится несомненно и период перехода к непре
рывному производству и непрерывной рабочей неделе 1929— 1932 гг., опыт 
которого как раз в настоящее время, в период перехода к коммунизму, за
служивает все больший интерес экономистов. Анализэтого примерно двухлет
него периода особенно интересен как для экономистов, так и для историков 
потому, что этот период перехода к непрерывной рабочей неделе и непрерыв
ному производству был таким охватывающим промышленность всей страны 
социологическим и экономическим экспериментом, подобного которому по 
объему, размерам и многосторонности не знала история. Подобная попытка 
могла быть сделана только осуществившим Октябрьскую Революцию русским 
народом в героическую эпоху заложения основ социалистической промышлен
ности, в начале первого пятилетнего плана, казавшегося тогда невероятно 
грандиозным. Ниже попытаюсь дать анализ этого эксперимента, так как в 
то время я принимал участие в проведении в жизнь этого мероприятия.

Предложение по переходу к непрерывной рабочей неделе в промыш
ленности было принято сессией всесоюзного съезда Советов 1929 года при 
обсуждении грандиозных задач первого пятилетнего плана с огромным 
воодушевлением, посколько делегаты видели в нем одну из гарантий успеха 
пятилетнего плана.

Вся общественность страны была мобилизована Партией для введения 
нового режима работы, осуществляемого не только в промышленности, но 
и во всех отраслях народного хозяйства, во всех областях культурной и 
социальной жизни, одним словом во всей жизни страны.

Пленарным заседанием Центрального комитета, состоявшимся в 
ноябре 1929 г. было принято решение до конца хозяйственного 1929/30 
года перейти к непрерывному производству в 2/3 части всей промышленности, 
а местным партийным организациям было поручено строго требовать от 
хозяйственных руководителей выполнения этого решения в пределах их 
компетентности.

Таким образом, каждый пятый день рабочих стал выходным, благо
даря чему в глазах рабочих эта переорганизация стала популярной и жела
тельной. Этим объясняется, что приверженность к воскресенью, вытекающая 
из привычки и из религиозных предрассудков не сыграла значительной 
роли и не вызвала особого сопротивления против нового режима работы.

С меньшим воодушевлением приняли это решение инженерно-техни
ческие и административные работники, так как новый режим работы не 
только требовал от них решения более сложных организационных задач, 
но при тогдашнем недостатке специалистов означал и фактическое увели
чение их рабочего времени. Однако, подъем периода начала пятилетки рас
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пространившийся на всю страну, захватил и их, и они делали всё возможное, 
чтобы преодолеть начальные трудности переорганизации. В этот начальный 
период трудности эти не были слишком большие, т. к. новые сооружения 
пятилетки были еще в стадии строительства, а на старых заводах только 
началось приобретение и установка современного нового оборудования. 
Поэтому, несмотря на организацию по самым простым схемам, т. е. создание 
таких бригад, которые ежедневно заменяют выходных рабочих, уже через 
несколько месяцев были достигнуты значительные успехи в увеличении 
выпуска продукции. Значительным оказалось также и снижение себестои
мости, так как накладные расходы остались почти неизменными, а благо
даря использованию внутренних резервов, не было необходимым повысить 
численность рабочих пропорционально увеличенному фонду времени. На 
основании опыта первого года, XVI съезд Партии в июне 1930 года решил:

«Учитывая, что введением непрерывной рабочей недели и увеличением 
числа смен в значительной степени повышается возможность использования 
оборудования, увеличивается мощность предприятий, ускоряется оборачи
ваемость средств, растет валовое производство и снижается себестоимость; 
учитывая далее, что, как показали результаты введения непрерывной рабо
чей недели за истекший период, непрерывная рабочая неделя сыграла боль
шую роль в выполнении промышленного и финансового плана 1929—30 г., 
съезд принимает решение перейти в следующем году к непрерывной рабочей 
неделе во всех основных отраслях промышленности и в то же время прило
жить все усилия в интересах увеличения числа смен.»1

В связи с выполнением этого решения декабрьским пленумом Цент
рального комитета и Центральной контрольной комиссии было высказано, 
что:

«В 1931 году необходимо обеспечить переход к пятидневной непрерыв
ной рабочей неделе 98% работников всех отраслей промышленности, входя
щих в Высший Совет Народного Хозяйства, за исключением текстильной 
промышленности и всех отраслей промышленности, относящихся к Народ
ному Комиссариату Общественного питания.»1

Однако, первая пятилетка выполнялась более быстрыми темпами, чем 
это было предусмотрено. Во все большем количестве вводились в эксплуа
тацию новые цехи и новые заводы с совершенно новым машинным оборудо
ванием. В связи с этим быстро росла численность вновь принимаемых рабо
чих. Места у машин, требовавших более высокой квалификации и куль
туры, заняли в основном рабочие, пришедшие из деревень и до тех пор ни
когда не видевшие машин. В таких условиях наносился все больший ущерб 
за счет того, что не всегда один и тот же рабочий обслуживал одну и ту же 
машину или работал на одном и том же рабочем месте. Это рождало обез

1 За неимением оригинала приводится перевод с венгерского текста.

— Acta Technica XL. 1 — 2
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личку. Конечно, не только новый режим работы был единственной причиной 
частых повреждений машин и брака; значительную роль сыграли в этом 
неопытность рабочих и инженерно-технических работников, неправильная 
оплата труда и связанная с этим исключительно высокая текучесть рабочей 
силы, достигшая на многих заводах 30—40% в год. Безответственность за 
рабочее место, рожденная системой сменных рабочих, усложняла преодо
ление этих трудностей. Поэтому на XVII Конференции, состоявшейся в 
феврале 1932 года, Партией было изменено вышеизложенное решение:

«Необходимо положить конец обезличке. К каждому станку, к каж
дой машине, к каждой группе машин, на каждое рабочее место необходимо 
поставить постоянного и отвечающего за работу рабочего. Энергичными 
мерами положить конец сложившемуся положению, при котором никто 
лично не отвечает за брак и за внутризаводской транспорт.»1

На основании этого решения был прекращен режим непрерывной 
рабочей недели. Однако, тогда не возвратились к 7-дневной неделе с воскре
сными выходными, а после каждых пяти дней шестой день стал общим выход
ным днем, что было, несомненно, огромным завоеванием советских трудя
щихся, несмотря на то, что при этом на воскресные дни приходилось в год 
всего 9 выходных дней. Этот режим работы был изменен только в начале войны, 
когда стало необходимым увеличить рабочее время трудящихся. Но на 
многих заводах, даже в отдельных отраслях промышленности, как например, 
в стекольной, где непрерывная рабочая неделя была и технологически 
выгодна, режим непрерывной работы сохранился и несмотря на переход к 
6-дневной рабочей неделе. Между прочим, с того времени до сего дня этот 
режим работы обеспечивает ежедневный выпуск Правды без прежних 
перерывов по понедельникам, ввиду того, что в полиграфической промы
шленности культурно-технические требования, связанные с непрерывным 
производством могли быть также сравнительно легко выполнены.

К сожалению, у меня нет в распоряжении и поэтому я не могу дословно 
цитировать ту часть решения Партии, вынесенного относительно возвращения 
к прерывной рабочей неделе, в которой указывалось, что это решение вре
менное и в будущем основным режимом работы социалистического произ
водства следует считать непрерывную работу, к которой необходимо будет 
возвратиться, когда уже будут созданы остальные необходимые для этого 
условия. Не случайно, что именно теперь в период подготовки перехода к 
коммунизму в советской экономической литературе начинают вспоминать 
этот режим работы, оцененный в свое время безуспешным; правда, и сейчас 
дается скорее отрицательная, чем положительная оценка его. На мой взглядо 
это все еще является, в основном, следствием тогдашнего отрицательногя, 
опыта и односторонней оценки его. Поэтому считаю необходимым, чтобы в

1 За неимением оригинала приводится перевод с венгерского текста.
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странах социалистического лагеря, всюду в соответствии с местными усло
виями, этот вопрос тщательно изучался экономистами, так как в нашем 
соревновании с капиталистическим миром и с точки зрения темпов нашего 
продвижения к коммунизму он имеет исключительно важное значение. 
Мои выводы из этого грандиозного «промышленно-экономического экспери
мента» следующие:

1. Советский опыт 1929—1931 гг., по-моему, прежде всего доказывает, 
что календарно-непрерывная работа может широко осуществляться и при
нести большие выгоды народному хозяйству и на тех заводах, где технология 
не требует непрерывности. И если эту попытку все же пришлось признать 
безуспешной, то причиной этого был не принципиальный, влекущий за собой 
неприменную неудачу, недостаток предлагаемой системы, а скорее всего 
нижеизложенные обстоятельства:

а) Сроки, предназначенные для подготовки перехода к работе по изме
ненному режиму, оказались совершенно недостаточными для обеспечения 
возможности правильного учета специфических особенностей различных 
отраслей промышленности, отдельных заводов или даже цехов. Конечно, 
эта спешка объясняется политическими обстоятельствами того времени, 
когда как внутреннее, так и внешнее положение страны требовало быстрей
ших темпов прогресса. В связи с этим я считаю обоснованным мое мнение, 
что если бы данная реформа была осуществлена уже в 1926 или 1927 г.; 
когда она была впервые предложена автором этих строк и когда и 
среди квалифицированных рабочих имела место большая безработица, ти 
она не оказалась бы неудачной. Обезличку можно было бы избежатьо 
подменные рабочие, которым при работе в одну смену приходилось бы 
обслуживать 4, а в 2 смены — 2 рабочих места, выбирались бы из числа 
лучших квалифицированных рабочих, у которых, как у бригадиров данных 
рабочих мест, повысилась бы ответственность за них. Осуществить этот пере
ход удалось бы легче и потому, что тогда еще речь шла о лучшем 
использовании имевшегося оборудования, а не об одновременном освоении 
совершенно новой техники, при том еще с необученными рабочими, с неболь
шим количеством и недостаточно квалифицированных специалистов, с нео
пытными руководителями. Если бы введение этого режима работы началось 
уже тогда, то к началу пятилетки этот метод, будучи уже изученным и освоен
ным, мог бы применяться гораздо легче и в выполнении пятилетнего плана. 
В настоящее время необходимые для введения такого режима условия 
имеются, или могут быть созданы во всех странах социалистического лагеря.

б) Большой ошибкой было и то, что переход к непрерывной рабочей 
неделе распространялся не только на промышленность, а был осуществлен 
одновременно во всех областях государственной, культурной и социальной 
жизни, там, где в этом не было никакой необходимости и где вместо пользы 
он мог нанести только ущерб. Введение непрерывной рабочей недели

2*
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в министерствах и других учреждениях в значительной мере дезоргани
зовало административное руководство. В результате этого режим непре
рывной работы стал непопулярным.

в) Критиковать ошибки «на ходу», даже если в отдельных местах они 
выявлялись очень резко, или же осуществлять переход медленнее, но с 
лучшей подготовкой, оказалось почти невозможным. Тот, кто пробовал 
делать это, легко мог попасть (часто и попадал) в общий лагерь с правой 
оппозицией, которая была принципиально против быстрой индустриали
зации страны, а в то время последняя была вопросом жизни Советского 
Союза. Объективная критика позволила бы своевременно устранить боль
шие ошибки и тем самым, несомненно, при целесообразном и необходимом 
замедлении перехода, обеспечить хотя бы частичное претворение в жизнь 
самого существенного преимущества непрерывной системы работы — по
вышенного использования производственных мощностей.

Всеобщее одновременное прекращение режима непрерывной работы, 
подавившее во многих местах полезную инициативу, было, по-моему 
такой же ошибкой, как предписание слишком быстрого всеобщего обяза
тельного введения его.

К ак можно использовать опыт грандиозного советского эксперимента 
1929—1931 гг. в решениизадач, стоящих перед нами в Венгрии и в других стра
нах, строящих социализм?

По-моему, следующим образом:
1. Во всех отраслях промышленности и даже на каждом заводе и цехе 

необходимо отдельно взвесить все условия осуществления режима работы, 
представляющегося как в экономическом, так и в социальном отношении 
наиболее целесообразным. Непрерывное производство должно вводиться 
там, где при правильной организации работы оно дает действительно реаль
ный экономический эффект. При проектировании новых сооружений усло
вия наиболее экономичного и социально выгодного режима работы заранее- 
могут быть полностью обеспечены. Само собой разумеется, что проектиро
вать можно только с учетом такого режима работы, возможность осущест
вления которого представляется проектировщикам обеспеченной. Что 
касается имеющихся заводов, в первую очередь нужно принимать во вни
мание заводы, уже работающие в три смены, а также и сравнительно пере
груженные участки и цехи заводов, введение непрерывной работы на кото
рых означает ликвидацию «узких мест». Также в первую очередь следует 
иметь в виду цеха, оборудованные дорогостоящими машинами в интересах 
ускорения возмещения капитальных вложений; затем особенно быстро 
развивающиеся и подлежащие развитию отрасли промышленности, где 
скорость морального износа машин делает необходимой и целесообраз
ной быстрейшую аммортизацию оборудования и возможность заме
ны его.
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2. Планомерное сокращение рабочего времени необходимо непременно 
связать с повышением использования основных средств либо путем увели
чения числа смен, либо переходом к непрерывному производству, или же 
введением обоих мероприятий. Это же можно сказать и в обратном порядке: 
увеличить сменность и ввести непрерывку действительно успешно можно 
тогда, когда это может быть увязано с сокращением рабочего времени тру
дящихся. Увеличение сменности и введение непрерывки следует поощрять и 
соответствующей политикой заработной платы. При общем сокращении 
рабочего времени обеспечение сохранения уровня заработной платы труд
ящихся наиболее целесообразно осуществить путем повышения расценок за 
работу в воскресенье, во вторую или — если есть — в третью смену.

3. Организовать непрерывную работу нужно так, чтобы как можно 
меньшему количеству рабочих приходилось работать на разных — и никоим 
образом не больше, чем на двух разных местах.

4. В случае увеличения числа смен или введения непрерывного про
изводства, необходимо соответствующим образом обеспечить материальную 
заинтересованность инженерно-технического и административного пер
сонала, так как такой режим работы означает для них не только больше 
трудностей, но практически и больше работы. В случае достижения экономии 
капиталовложений, целесообразно предоставлять им значительную премию, 
пропорционально величине достигнутой экономии. Также целесообразно 
хотя бы в первые годы, использовать значительную часть дополнительных 
доходов, получаемых благодаря повышенному экстенсивному использованию 
оборудования, как для премирования, так и для заводских социальных и 
культурных целей.

5. Переход как к многосменности, так и к непрерывному производству, 
требует тщательной технической, организационной и политической под
готовки, осуществлять его нужно постепенно, и в такой степени, в какой 
претворяются в жизнь все необходимые условия подготовки.

РЕЗЮМЕ

При проектировании новых сооружений заранее могут быть приняты во внимание и 
устранены все те условия, которые затрудняют переход к непрерывному способу произ
водства и повышению числа смен на существующих предприятиях. При разработке перс
пективного двадцатилетнего плана особенно важно определение для новых сооружений 
технически, экономически и социально оптимальных режимов работы. Главным образом, 
нужно избегать того, чтобы снижение продолжительности рабочего дня не сопровождалось 
бы уменьшением времени использования основных средств производства. В статье рас
сматривается и сравнивается несколько вариантов различных режимов работы, в первую 
очередь, с социальной и организационной точек зрения. В заключительной части статьи 
приводится подробный анализ опыта, полученного в Советском Союзе при введении в 1929—  
1932 гг. непрерывного способа производства и показывается, что безуспешность этого экс
перимента объясняется такими условиями, которые в настоящее время отсутствуют или 
могут быть полностью устранены. Влияние режимов работы на размер капиталовложений 
и на формирование себестоимости на примерах отечественного опыта и анализа осущест
вляемых в настоящее время проектных работ будет рассмотрено автором в дальнейших его 
работах.
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Ü B E R  D IE  FR A G E N  D E R  A R B E IT SO R D N U N G  U N D  K APAZITÄ TSA USN UTZUN G  
D E R  B E T R IE B SA N L A G E N  IM H IN B L IC K  A U F  D IE  P E R SP E K T IV PL A N U N G  

U N S E R E R  IN D U ST R IE F Ö R D E R U N G

GY. HEVESI

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie  U m stände, die bei den bereits existierenden U nternehm en die Erhöhung der Schicht
zahl oder  den  Übergang zur kontinuierlichen Produktion erschweren, können bei der Planung  
von  n e u e n  Anlagen von  vornherein in Rechnung gezogen und elim iniert werden. In  der E n t
w ick lu n g  des Zwanzigjahresplanes kom m t der E rm ittlun g  der technisch, w irtschaftlich  und 
sozial op tim a len  Arbeitsordnung für jede neue A nlage eine besondere B edeutung zu. Vor 
allem  m u ß  verm ieden werden, daß die Verkürzung der A rbeitszeit der W erktätigen zugleich  
eine V erringerung der A usnützungszeit der B etriebsanlagen nach sich ziehe. E s w erden in  
dem  A u fsa tz  zahlreiche Varianten der Arbeitsordnung untersucht und m iteinander verglichen.

Im  abschließenden Teil des A ufsatzes wird eine ausführliche A nalyse der Erfahrungen  
über d ie in  der Sow jetunion in  den Jahren von 1929— 1932 eingeführte kontinuierliche Pro
d u k tio n  geboten . Es wird nachgew iesen, daß der F eh lsch lag des dam aligen Versuches im  L an
d esm a ß sta b  solchen V erhältnissen und Schw ierigkeiten zugeschrieben werden kann, die zur 
Zeit n ic h t  bestehen, beziehungsw eise in vollem  M aße verm ieden werden können.

D ie  Auswirkungen der Arbeitsordnung auf die Größe der Investitionen  sow ie auf die 
G esta ltu n g  der Selbstkosten werden a u f Grund der n euesten  inländischen Erfahrungen sowie 
auf G rund einer Analyse von  zahlreichen im  Gange befindlichen P lanungsarbeiten in  weiteren  
S tu d ien  des Autors beschrieben.

O N T H E  RATIONAL UTILIZATIO N OF W O RK  FORCE AND O F T H E  PLA N T  
C A PA C IT Y  IN  OUR L O N G -R A N G E  PL A N N IN G  OF IN D U ST R IA L  DEV ELO PM ENT

GY. HEVESI

SUM M ARY

T he circum stances ham pering the increase o f  the number of sh ifts for the changeover  
to co n tin u o u s production, can be calculated and elim inated  already at the stage o f planning  
new  p ro jects. In working out the 20 year plan, find in g  the optim um  solution for the organi
za tio n  o f  th e  work force both  in  econom ic-technical and social respect is o f particular im por
tan ce . W h a t has to be avoid at all costs is that the reduction  in the working tim e should at 
the sam e tim e result in a redcution o f the u tilization  o f  capacity. The paper exam ines and 
com pares a number o f possible choices w ith  regard to arranging and organizing the work 
force in  th e  m ost effic ient w ay. In the concluding part o f  the paper the author analyses at 
len g th  th e  experiences gained in  the Soviet-U nion in  the years 1929— 32 w ith  the introduction  
o f  co n tin u o u s production. H e show s th at the failure o f  experim ents at th a t tim e w as due to 
c ircu m stan ces and d ifficu lties w hich at present do not ex ist, or could com pletely be averted. 
In a ser ies o f  further articles the author intends to show  —  on the basis o f an analysis o f  our 
la tes t  practica l experiences as w ell as o f num erous current planning projects —  the effect o f  
p la n t la y o u t and work organization on the m agnitude o f  investm ents and on production costs.

LE S P R O B L E M S D ’ORG ANISATIO N D U  TRA VAIL ET D ’EXPLO ITATIO N D U  F O N D S  
F IX E , D U  POINT D E  V U E  D E  LA PLANIFICATIO N PERSPECTIVE DE N O T R E

D É V E L O PPE M E N T  IN D U S T R IE L

GY. HEVESI

RÉSUM É

L es circonstances qui, dans les entreprises déjà ex istantes rendent dificile l ’augm en
ta t io n  du  nombre d’équipes ou le passage au régim e de production continue, peu ven t être 
prévu es e t  élim inées lors de la rédaction des projets d ’établissem ents nouveaux. D ans l ’élabo
ra tion  du plan de v ingt ans, une place à part doit être réservée à la déterm ination, pour chaque
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nouvel établissem ent, de l ’organisation du travail optim um  du triple point de vue technique, 
économ ique et social. Il im porte surtout d ’éviter que la  réduction  des horaires du travail 
n’entraîne aussi celle de la durée d ’exploitation  du fonds fix e . L ’article étudie et compare 
entre elles de nom breuses variantes du plan de travail, envisagées surtout sous le rapport 
de l ’organisation du travail, e t  du point de vue social. La partie term inale de l ’étude offre 
une analyse détaillée des expériences de production continue adoptée en U nion soviétique aux  
années 1929— 1932. L ’auteur dém ontre que l ’insuccès de cette  expérience peut être attribué 
à certaines conditions e t  d ifficu ltés n ’ex istant plus aujourd’hui ou pou vant être entièrem ent 
élim inées.

L ’effet de l ’organisation du travail sur le volum e des investissem ents et la form ation  
du prix de revient, exam iné sur la base des expériences récem m ent réalisées en Hongrie et de 
’analyse  de nom breux projets en cours fera l ’objet d ’une étude ultérieure.
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1. Introduction

The E n g e sse r —V ia n e l l o  m ethod and the R ayleigh quotient are m ostly  
applied for determ ining critical load in engineering practice.

This paper exam ines the accuracy of these procedures when the boundary  
conditions are hom ogeneous, furthermore, a com bination derived from th em , 
and finally  presents a practical m ethod for its application.

The E n g e sse r —V ia n e l l o  m ethod is based on the supposition th a t a 
bar under critical com pressive force is in equilibrium  when it  takes up a 
certain buckled shape.

1,1. Engesser—Vianello method

Fig. 1

In th is case according to  F ig. 1

M  =  P, y .
But

M  =  — E l y " .
Therefore

E l y "  +  P , y  =  0 .

The critical load is given b y  the

( U )
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lin ea r  differential equation  o f  which P t is the eigenvalue of order i.
For determ ining th e  fir st critical load, the y l trial-function satisfying  

b ou n d ary  conditions is substitu ted  into (1,1) and is twice integrated.
In this case

The quotient

y i +  P í í l ? r d* d* = 0 ‘
p Y i

d x d x
E l

( 1, 2)

(1,3)

g iv es  th e  first assessm ent for the first critical load i f  the tw o integration  con
s ta n ts  are chosen in such a w ay, that

- — dx dx
E l

sh o u ld  satisfy  the tw o boundary conditions.
In  case the q u otien t under (1,3) is th e  sam e along the dom ain a — b 

for different x abscissas, th is quotient is th en  the accurate value o f  the first 
cr itica l load.

In  case the values o f  quotient for different x  abscissas is not the same, 
so

Yl
E l

dx dx

m u st be chosen for the second trial-function. This procedure is to be repeated  
u n til th e  values of q u otien t for different abscissas are w ithin lim its of the 
required accuracy.

This is a m ethod o f successive approxim ation by the w ay o f integral- 
eq u ation .

I t  is costum ary to  integrate Equ. (1,2) w ith in  the dom ain a —  b so the 
cr itica l load is

Y i d x
P  =

Yi
E l

dx dx dx
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1,2. The Rayleigh quotient

The starting point o f the quotien t for determ ining the critical load is, 
th e  works o f  internal forces and those o f  the external com pressive force are 
equal, in a buckled shape. In th ese works the work o f pure com pression is 
to  be neglected as this work occurs in both works having the sam e values. 
In  other words, when the critical load acts, the internal and external works 
relating to  a buckled shape, are the same.

The external work is (F ig. 1)

<**■»IIfer

a

(1,5)

b b b

1 j/1 — y ' 2 d x — d x  ~  — 1 y 2 d x . (1.6)
%/

a a a

B ased on Equs. (1,5) and (1,6)

P  =  °cr b

E l y "2 dx 

J  У'2 dx
a

I t  is to  be written in another form , as

( U )

У =  —
M

E l
Р сгУ

E l

th is  su b stitu ted  into Equ. (1,6), the internal work is

p i
W: =  ^

2 E l
d x , ( 1.8)

E qu. (1,5) and %(1,8) are equal, thus the transformed R ayleigh  q u otien t is

P ,  =
.1 У'2 dx

- £ - d x
( 1, 9 )

E l
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The determ ination o f an  approxim ate va lu e o f  critical load is performed 
in  such  a way that fir st th e  y  trial function sa tisfy in g  boundary conditions is 
chosen , and Equ. (1,7) or (1,1) gives the result.

2 ,0 . Auxiliary theorem s

In the following a few  m athem atical theorem  w ill be needed.
1. Let

(2, 1)

be th e  compressive forces as critical loads (eigenvalues) of the

У" +  P 0

differentia l equation w hen  the non-trivial so lutions as deflections are the

<Pi ; f z  ; • • • (2,2)

eigenfunctions.
2. The <pn e igenfunction  is normalized w hen

b

a

in  w h i c h i s  the w eight-function .

In the following ev ery  eigenfunction is supposed to  be norm alized.
3. The (pn e igenfunction  has n — 1 zero points along the a —  b dom ain.
4.

и

J E l
- <pk <pn dx =

I 0

b

к =j= n 

к =  n .
(2,4)

5. In case when an f (x )  function m eets the boundary conditions, itm a y  
be developed into series o f  eigenfunctions, thus

/(* )  =  !  c n <Pn
n=1

(2,5)

in  which
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cn

a

(2,51)

6. W hen P  is fixed  in the inhom ogeneous form o f the linear d ifferential 
equation  under (1,1), the principle o f superposition is valid.

7. I f  a bar under com pressive force has a sm all гy  in itial curvature, its 
increased value will be determ ined after D eri’s deduction, as follow s.

The differential equation is

У" +
P_

E l
_  _  P  

y ~  £7 Vi- ( 2, 6)

In case the ry in itia l curvature is proportional to the eigenfunction  
N o. », to  say

V, =  C f <p, , (2,61)

so after substitution , it  results in

/ '  +  — (y +  c??,) =  0
E l

w hich compared to E qu. (1,1), the relation

P lT = P ( y + C f ç » , . )

is obtained . From this the deflection  is

У =  ~ p ~ p  c *<Pi =  C‘ V f

8. From Equ. (1,1)

(2,7)

( 2 , 8)

3,0. Critical exam ination o f the E ngesser—Vianello method

A fter tw ice in tegrating th e  differential equations under (2,6), and the  

in tegration  constants are chosen in such a w ay th a t у  and j 

m eet th e  boundary conditions, the relation

у  +  P  j j -У- dx dx =  — P  j ( dx dxJJ E I  JJ E l
( 3 , 1)
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is ob ta in ed . Let

y  = 2  Ci Vi
1 =  1

so based  on Equ. (2,8) th a t

Y  =
.1]

У— — d.r dx 
E l

dx dx --- C' <V' dx dx =
Pi 2  n  (3’2>1=1 ' ,

Or u sin g  another sym bol

w here

oo
(3.3)

(3.4)

In the expression o f  Y  under Equ. (3,3) based on equation (3,4) the 
coeffic ien ts of eigenfunctions of higher order decreases compared to th at o f  
th e  fir st  eigenfunction considering Equ. (2,1). W hen Y  is chosen for a second  
tria l-function  it is nearer to  th e  first eigenvalue th an  y, that is to  say the succes
s iv e  approxim ation o f E n gesser—Vianello results in a function approaching  
th e  fir st  eigenfunction.

This statem ent is n o t va lid  when the tria l function is chosen in such a 
w a y  th at the coefficient o f  the first eigenfunction , when the trial-function  
ch osen  is expended in to  ser ies, should be zero. In this case У  approaches the  
eigen fu n ction  of the sm allest order. The sta tm en t as above is not valid i f  the  
tria l-function  is proportional to  any eigenfunction.

L et be

u sin g  E qu. (3,2)

r, =  2' Cfcpi

dx dx —

(3,41)

b u t based on Equ. (2,7)

JI
>1

E l
dxdx  -= "V

i=i
P . - P

rr, p p iVi (3,5)

The twice integrated E qu. (1,1) results in the fact that in case the trial 
fu n ctio n  is proportional to  a n y  of the eigenfunction  of order i, the E qu. (1,3) 
p resen ts the exact value o f  th e  critical load o f order i.
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In case the trial-function  is not in proportion to  any o f the eigenfunctions, 
and Equs. (1,3) and (3,5) are substituted  into E qu. (3,1) the relation

“ P. — P
У -  '— —  ClVl 

iTi P  P
(3,6)

is obtained. From this the difference betw een th e  sm allest eigenfunction (it  
is o f  order one) and the force given by Equ. (1,3) is

p - p i =  21=2
( P , - P )  P,  c,_f,

p,
(3,71)

I f  the trial-function in its series does not contain  the first trial-function, 
the above m entioned refers to  the second critical load (when it is not contained  
either, to the third critical load, etc.).

W hen not the first but the second critical load is needed, according to  
the above, th is successive approxim ation fails. In  th is case, after determ ining  
the first eigenfunction, a trial-function similar to  the second eigenfunction is 
chosen, and the first eigenfunction is separated, unless the successive approxi
m ation should approach the first.

Let Equ. (3,1) be in tegrated within the a —  b dom ain:

J y d x ~ P\  íjj- E f dxdX\ dX =  J (JJ ~ E f dxdX
a a a

In case the critical load is reckoned by equation

d x . (3,7)

b
J y dx

a

using Equs. (3,7) and (3,5) the relation

(3,8)

J JJ E l
dx  dx dx  =  — V  -P' P - C  I (fi dx  =— P,P 'J (3,9)

is obtained. From this

P - P i
P , P

C, j (pt dx  =  —* -  C, I <f>i dxP j - P
I - .  P,P
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and  th u s

oo

P  -  Px =  2
i =  2

( P j - P ) P  1
Pi

(3,91)

According to theorem  3 o f  Article 2

ь b
f cp1d x t>  j <Pjdx 

ь b

as the sign of the first e igenfunction  is the same in the dom ain, and those of 
th e  successive ones are alternating. Therefore, in general, the right side of 
E q u . (3,91) is smaller th an  th a t o f Equ. (3,71), in consequence o f th is the value  
o f  th e  critical load reckoned b y  Equ. (3,8) is usually  more reliable than an 
average  value reckoned b y  E qu. (3,6).

I t  is to  be rem arked th a t in the in fin ite  series the values o f  P  forces 
d iffer from each other as th e y  are reckoned by different equations. B ut this 
difference is small and th e  q u an tity  o f the com parison is given b y  th e  factors.

In  case the functions under (3,2) is chosen for the second trial-function, 
so  th e  difference betw een th e  force given by Equ. (1,3) and the critical load, 
is

P - P i
$  (P, -  P) P \

Ü  P 2i
C j  <Pi 
c i<Pi

(3,92)

w h ich  compared to E qu. (3,71) shows the convergence.
Summarizing the ab ove m entioned results:
1. When the tria l-function  chosen is proportional to any eigenvalue of 

order i , so Equs. (3,6) and (3,8) give the exact value for the critical load of 
order i. In this case th e  successive integration  does not rectify  the result.

2. The Engesser— V ian ello ’s successive approxim ation approaches the  
f ir s t  critical load, in case th e  form o f the trial-function expended in to  series 
co n ta in s the first eigenfunction . The more the first eigenfunction dom inates, 
th e  m ore it approaches th e  force given b y  Equ. (3,6).

4,0. Critical exam ination o f Rayleigh quotient

4 ,1 . The original quotient

E qu. (2,6) is m ultip lied  w ith E l y "  and integrated w ithin a and b boun 
daries. Thus
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but the boundary conditions are supposed to  be hom ogeneous (see p o in t 2,1) 
and so

W y ] a  =  ° -

Therefore

J y " y ' d x  =  — J  y ' 2dx.
a a

This, substituted  in to  Equ. (4,1)

3  Acta Technicu XL/1 —2

I f  the critical load o f order к is to  be determ ined, after being based  on

B u t based on Equs. (3,41), and (2,7), (2,8) and making use o f  E qus.
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W hen the y  tria l-function  is proportional to  the eigenfunction o f order
k, so

and therefore
Cj =  0 i  =f= к

P k = P

so to  say , Equ. (4,13) g ives the correct value for th e  critical load o f order k.
In  case the tria l-function  is not proportional to  the eigenfunction k, b u t  

on ly  sim ilar to  it , th a t  is to  say, ck dom inates am ong the c. factors, so E qu . 
(4,13) on ly  gives an approxim ative value according to  Equ. (4,14).

I f  the first, to  sa y , th e  sm allest critical load  is to  be determ ined

P  =  P X =  У  (P ‘ ~  P ) P i  . (4,15)
Á  PJ c \

I f  P  <  P 2 <  P 3 <  . . . so the sign o f  th e  right side o f Equ. (4,15) is 
p ositive , thus the va lu e g iven  by Equ. (4,13) is larger than the sm allest critical 
load. I f  P  >  P 2, th en  P  >  P 2 >  P v  Thus the R ayleig h  quotient is larger than  
the smallest ( f irs t)  critical load, or —  in case th e  trial-function is proportional 
to  th e  first eigenfunction  —  it is equal to  it . N am ely

P > P i -  (4Д 6)

4 ,2 . The quotient transformed

I f  E qu. (2,6) is m ultip lied  by y ,  in a sim ilar w ay to that dealt w ith  in  
point 4 ,1 ., if

Í УП
E l

dx — 0

so

P  =  - 4 -

JE I
dx

(4,21)

(4,22)

A fter using E q u s. (3 ,41), (2,7), (2,3) and (2,4)

E I í=1
”, p , - pу  

~  p
C t T i \ d x =  2 { P i p P ) c i
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B u t, i f  the critical load o f order к is to  be determ ined

P - P *  =  2 ( P ' - p ) ~ +  i 1 (p f - n ~  • (4,23)
(—1 Ск i=k+1

In th is case it  is also verified , that when th e  trial-function is proportional 
to  th e  eigenfunction o f order k, Equ. (4,22) gives an exact value for th e  critical 
load o f order k. On th e  other hand, i f  the first eigenfunction m erely dom inates, 
it  gives an approxim ative value only.

In case the tria l-function  is not proportional to  the first eigenvalue, 
it  can be seen, after E qu. (4,24) has been com pared w ith  Equ. (4 ,15), th a t the  
right side o f Equ. (4,24) is smaller than th a t o f  E qu. (4,15). Thus E qu. (4,22) 
gives a more precise approxim ation than E qu. (4,13).

5. Combination o f the E ngesser—Vianello m ethod and the R ayleigh quotient

A sjj  ~ j ~  dx dx  is nearer to the first eigenfunction, th at is to  say , the 

factors o f  eigenfunctions o f  higher order rela tively  decrease, the

y ’ = i H T dxdx

function does good as a trial-function.
In th is case y*  steps in to  the place o f  y, therefore, based on E qu . (2,8)

Г -Л
in which

So the relation

- ~ d x d x  =  2 ^ V t  =  2 C t ' P i

C f =  - Q - .
p

J  E l  y*"2 dx I r
E l

dx

P  =  —

J y * '2 dx Шу
E l

dx dx

(5,1)

(5,2)

takes the place o f Equ. (4,13) and thus

I v * y*" dx  =  0 =  J ?
J i=i

( P  — P ) P  « P  — Pл \* j ■* / •* ) ~V 1 C2
p  1 Ú  P , P

3 *
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In th is  case the

P -  Pi =  2
1 =  2

(Pi - P ) P 1 Cf

p, Cf
(5,3)

eq u a lity  is valid instead o f E qu . (4,15) 
Sim ilarly

y #  AiH! oo p    p  oo p    p

L J L d x  =  0 =  y  — -— —-C?2 =  y —i------Cf
E I  f t 1 P  f t f P f P

ind

I" y * '2 dx Ш) y
E l

dx dx dx

P =  -A-

( r i d ,  f  I ' p -I E l  J E l  JJ E l
dx dx dx

(5,4)

are su b stitu ted  for E qus. (4,21) and (4,22).
For the sm allest critica l load, the form ula

p - p , =  2
/=2

(P, -  p ) p \  Cf.
Pf Cf

(5,5)

is v a lid  instead of E qu. (4 ,23).
T he comparison o f E q u s. (4,15), (4,23), (5,3) and (5,5) shows th a t the  

accu racy  increases into a sequence of equations, as above.

6 . Comparative exam ple

T he critical load o f  a tw o  hinged bar o f  / length  is to be determ ined. 
T he flexu ra l rigidity along one half o f its len gth  is E l ,  along the other half 
it  is  in fin itive ly  large (F ig . 2).

The critical load can ex a c tly  be determ ined for this bar.
The buckling shape a long the first section  is

A t  X =  —
2

f 1 —- sin X



Along the second section  the bar has no curvature, but the deflection  and

EXAM INATION O F ACCURACY OF TH E  E N G E S S E R —VIANELLO M ETHOD

The sm allest root o f  th is transcendental equation is
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( 6, 11)

( 6, 12)

P  = У

IÍ E l
dx dx

A s у  as well as JJ dx  dx  are functions, th is quotient results in d if

ferent va lu es at different places. This w ill be determ ined at three places.
T h e  quotient is determ ined at x — 0 based on the Г H ospital rule:

11Z3
17,45 E l

P
192 E l

T h e percentage error from  the exact va lue is 6%.

.  /A t  x — —
2

p 4 i )  =

p_
4

2,5 P  

192 E l

19,2 E l
l2

(6,14)

The d ev ia tio n  from the ex a ct value is 17% .

A t x  =  l

p m  ~
- I

5 13
192 E l

39,4  E l

Г-
(6,15)

The percentage error is 139% .

T h e sm allest critical load as per Equ. (3,6) is

6 ,1 . Engesser— Vianello method

W h en  the Engesser—V ianello m ethod is  used, the function

is ch o sen  as a trial-function.
T h e  integral, m eeting boundary conditions
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A nd finally  the in tegration  along the dom ain th at is  to  say , the ratio of 
areas as per Equ. (3,8), is

P

P  ~*
1<7') 6 4 P

~ 7680 E l

The error is 21% .

20 E l  

P
(6,16)

6,2. Rayleigh quotient

The trial function and its  second derivate is also required to  satisfy  the 
boundary conditions, therefore,

У = — x ) d x  dx
lx3

6
X*

12
P x
12

fu n ction  is chosen for trial-function . As

, _ h P  P
Г “  2 3 12

th e  original quotient as per E qu. (4,12), is

p  _0* i( i ) --------Г
[E J y " 2 dx

jV * dx

because E l  =  00 along the second section o f the bar. 
The quotient transform ed as per Equ. (4,21), is

i
J  y ' 2 dx

о

3,4 Г
1008 19,74 E J

15,5 P  ~  р  
90720E I

(6,21)

(6,22)

The error from the exact value is 12% in percentage.
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6,3. The quotient combined  

L et the trial-function be

B a sed  on (5,2)

Рцз) — —
E l

dx

у  -  x(l —  x) .

0,01667
Z*

h i

J i У
E l

d x  dx 0,0010039
Г

( E l f

16,6 E l
Ï2

(6,31)

T he error is 1%.
F inally  reckoned w ith  E qu. (5,4)

J i H J J h 0,00100834

Pi (4 )

( E l f

i - s - L D
1 (T у  I2

d x d x  dx  
E l

0,00006122
Z7 * 9

E l

16,47 E l
l2

■ (6,32)

T he deviation  from th e ex a c t value is less th an  l ° /00.
This example proves th a t  all the four values obtained by the Engesser—  

V ianello  method are larger than  the critical load, the errors are: 6% , 17% , 
139%  and in case it  is reckoned by quotient o f areas, it  is 21% .

Referring to the R ay le igh  quotient, E qu. (6,21) results in a value o f ° ° ,  
th e  quotient transform ed g ives a value having 12% error. In this the second  
in tegra l of the original fu n ction  served as a tria l-function .

The quotients com bined  are nearer the exact value, their errors are 
under 1% and l 0/ ^  resp ectively .

This exam ple and also the comparison at the end o f chapter 5 show that 
it  is reasonable to app ly  th e  last procedure. B ut in  th is case reckoning accord
in g  to  Equ. (5,4) is not an ea sy  one.

In the next chapter a practical but approxim ative execution  o f the reckon
in g  w ill be presented.

7. A practical execution  of reckoning the combined quotient

The critical load o f a bar was analytically determ ined b y  different m ethods.
In most cases the an a ly tica l method can not be applied as the integrations 

can  n ot be written dow n as tabulated functions, or i f  th ey  can, the execution  
requires a lot o f tim e.
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The determ ination o f the critical load will be performed w ith  a practical 
and not an exact m ethod. The reckoning steps are indicated on the tab le  and 
every step will be explained in  the following.

L et the bar o f l in length  be divided into n sections. A parabola o f  
second order is chosen for trial-function.

У =  x  (I —  x ) ■

In the exam ple n — 10 is chosen. On the Table the second line ind icates  
the values o f y .

I f  the arrangement o f  the sections is uniform so to say, the length  o f  
each section is equal, th is line ind icates the

s2 =  V- =  10 h -  Л2

values. In this h is the series num ber o f a section . In the third line the

EL,
S Î  =  T

dx
Е Ц х )

values are shown. In this the value E I 0 is chosen a t random . In th e  exam ple  
the flexural rigidity of the left side o f  the bar was chosen for E I 0. I f  th e  average  
value o f

2

t J
dx 1

E I ( X) E I n

1 a
so to  say, the reciprocal o f the flexural rigid ity is ——  along the len gth s -—

E I a 2
m easured from the joining point o f  tw o sections, both  to  the right and to  the  
left,

E h
In the fourth line the values o f  г  у  are indicated. W hen the arrangem ent 

is uniform , the values of
V

s* =  T tj  =  X  - r —

are contained.



Table

Po nt 0 1 2 3 4 5

s2 0 9 16 21 24 25

S3 l 1 l 1 1 0,5

*4 0 9 16 21 24 12,5

s5 0 9 34 71 116 152,5

«6

*7 0 9 52 157 344 612,5

*8 0 - 2 1 4 —428 - 6 4 1 - 8 5 5 - 1 0 6 9

*» 0 - 2 0 5 - 3 7 6 - 4 8 4 - 5 1 1 - 4 5 6

*10 0 - 1  843 - 6  008 - 1 0  169 - 1 2  264 - 5  703

Ä11

*12 0 42 025 141 376 234 256 261 121 207 936

*18 0 42 025 141 376 234 256 261 121 207 936

*14

6 7 8 9 10

24 21 16 9 0

0 o 0 0 0

0 0 0 0 0

152,5 152,5 152,5 152,5 152,5

917,5 1 222,5 1 527,5 1 832,5 2 137,5

- 1 2 8 3 - 1 4 9 6 - 1  710 - 1 9 2 4 - 2 1 3 8

- 3 6 5 - 2 7 4 - 1 8 3 - 9 1 0

0 0 0 0 0

- 7 1  974

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 773 428

. SZID
A

RO
V

SZK
Y
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The fifth  line ind icates the values o f integrals

Í  ХУ

referring to  the join ing points o f sections. This in tegral, reckoned by ordinates 
Vi referring to  the boundaries o f  each section, is

r  1 k - l  1
s5 =  ту dx  ~  — aj j j  +  £  ai Vi +  — “кУк- 

J 2 i=2 2

T his is the slope m ultiplied b y  E I 0.
W hen the arrangem ent is uniform, line 5 show s the values of

s*
5

k - l
*îx +  2 2s*‘ +  s>4 к ■

In case the boundary conditions require a zero value for slope at jo in 
in g  point n, the six th  line indicates the corrected slopes so, to  say, the slope 
reckoned in line 5 for th e  jo in ing point n is to  be subtracted from each value  
o f  line 5.

The seventh  line presents the

J ( J гy d x )  dx =  J s6 dx

integral which is the value o f  deflections m ultip lied  b y  E I 0. (The value o f  
j г  у  dx  is taken from th e fifth  —  or i f  it occurs, from the sixth-line.) This 
integral is

s 7 =  j ( j r y d x ) d x .

W hen it is an uniform  arrangement

s*
7

k - l
dx =  s%1 +  2  2st  +  s6k 

I =2

In case the boundary conditions require th a t the deflections should be 
zero at the first and at th e  ra-th joining points such a slope is to  be raised at 
the first join ing point w hich results in a deflection  — s7 at the n-th  joining  
p oin t. This reduced slope is

<P =  ~

And the deflection  due to  th is slope is

-X.s8 =  <PX =
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In  th e  example

<P =  ~

and th e  additional deflection  is

2137,5 к a  =

2 137,5

10

2137,5
к =  — 213,75 к .

10a 10

T he eighth line ind icates th is correction, the ninth the

S 9 =  S 7 “Ь  S 8
corrected  values.

T he tenth  line contains the

(E I 0y s 10 = У
E l

j j  dx dx

v a lu es . T his is the product o f  th e  fourth and ninth  lines. W hen the arrangem ent 
is u n iform , this product is

-« ... 4sto®10 — -

T he eleventh line is th e  integral o f the ten th , winch value should be  
reckoned  for the end o f th e  beam . Thus

Sn = (Jj i x i x

I f  the arrangement is uniform

dx.

s* _  8s!i_

In  the example its va lu e  is 71974.
The tw elfth line in d icates the values of

*12=[Я 'о]2 У
E I

dx dx

T his is the second power o f  th e  ninth line. I f  the arrangem ent is uniform

16s12
*12 —
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The th irteenth  line shows the values o f  т  s12. It is the product o f  lines 
3  and 12. I f  the arrangem ent is uniform

c* _  *6
*13  —  a

a8

The fourteenth line contains the integral o f  line 13 for the end o f  the
bar:

W hen the arrangem ent is uniform,

s *  _
14 —

In the exam ple th is value is 1773428.
The approxim ative value of the first critica l load based on E qu. (5 ,4),

Pi = — — E I 0.
a14

The arrangem ent being uniform

°*uEI0
P i = ~ =  4 a 1 E I n - 14-

32
S11 S11

In the exam ple a — ----- , thus the critical load is
r 10

D 71974-400 __  16,23 E I 0X j — Jli l о — .
1773428 l2 l2

The deviation  from the analitical value is  on ly  — 1,4%.
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SUM M ARY

T his study  exam ines the accuracy of tw o practica l m ethods for determ ining th e  critical 
load  o f  an ax ia lly  com pressed bar of variable flexu ral r ig id ity  when the boundary cond itions  
are hom ogeneous.

T he convergence of the Engesser—V iancllo m eth od , the accuracy of th e  different 
R a y le ig h  quotients, fin a lly  th e  accuracy o f the com bined  m ethod derived from  th ese , are 
exam in ed , and for the la tter  a practical m ethod is presented .

E IN E  U N T E R SU C H U N G  D E R  G E N A U IG K E IT  D E R  M ETHODE VON E N G E S S E R —  
V IA N E L L O  U N D  DES Q U O T IE N T E N  V O N  RAYLEIG H

J. SZIDAROVSZKY

ZUSAM M ENFASSUNG

D er A ufsatz untersucht die Genauigkeit zw eier praktischen M ethoden für d ie  B estim 
m un g der kritischen K raft eines zentrischen gedrückten  Stabes m it nicht k o n sta n tem  Quer
sc h n itt  und m it hom ogenen Randwerten.

E r untersucht die K onvergenz bei der E n gesser—Vianello M ethode, die G enauigkeit 
der versch iedenen R ayleigh -Q uotienten, schließlich analysiert er die G enauigkeit der kom bi
n ierten  A nw endung der zw ei obigen M ethoden un d  füh rt eine praktische M ethode für die  
A n w endu ng der letzteren  M ethode vor.

L ’E X A C T IT U D E  D E  L A  M ÉTH O DE D ’E N G E S S E R —VIANELLO  ET D U  C O E FFIC IE N T  
D E  R A Y L E IG H , U TILISÉS PO U R  LA D É T E R M IN A T IO N  D E  LA FORCE C R IT IQ U E

J . SZIDAROVSZKY

R É SU M É

L ’auteur exam ine l ’exactitud e des deux m éth od es pratiques utilisées pour déterm iner  
la  force critique des barres de rigidité variable com prim ées concentriquem ent, e t  caractérisées 
par des conditions aux lim ites hom ogènes.

L ’étude analyse la  convergence chez la m éth od e d’Engesser—Vianello, l ’ex a ctitu d e  des 
différents coefficients de R ayleigh , ainsi que l ’ex a ctitu d e  offerte par l ’application  sim ultanée  
des d eu x  m éthodes. L’auteur présente enfin  un  exem p le  pratique d’application  de cette  la  
secon d e dernière m éthode.

М Е Т О Д  ЭНГЕССЕР— В И А Н Е Л Л О  Д Л Я  О П Р Е Д Е Л Е Н И Я  К РИ Т И Ч Е С К О Й  СИЛЫ  
И П Р О В Е Р К И  ТОЧНОСТИ П Р О И ЗВ О Д Н О Й  Р Е Л Е

Я . С И Д А Р О В С К И

РЕ ЗЮ М Е

В работе исследуется два практических метода для определения критической силы 
характеризуемого гомогенными периметрическими условиями центрально сжатого прутка 
с переменной жесткостью.

Анализируется конвергенция при методе Энгессер—Вианелло, точность различ
ных производных в связи с производной Реле, наконец, точность комбинированного при
менения этих двух методов, и демонстрируется практический способ применения этого 
последнего метода.



DEUX NOUVELLES MÉTHODES POUR SUSCITER 
LA VISION DES COULEURS, ET EXAMEN DE LEUR  

POSSIRILITÉ D’EMPLOI DANS LA TECHNIQUE 
CINÉMATOGRAPHIQUE ET LA TÉLÉVISION

S. D É K Â N Y
DOCTEUR ËS SCIENCES TECHNIQUES

14STITUT DES SCIENCES DU FILM ET CINÉMATHÈQUE HONGROISE, BUDAPEST 

[M anuscrit présenté le 9 novem bre 1960]

1. Aperçu général

Des com m unications relatives à l ’effet de couleur obtenu à la projection  
d’une diapositive noir et b lanc, fa ites en 1959 par le Dr. L a n d , ont suscité  
dans le m onde entier un grand in térêt parmi les spécialistes de l ’optique, de la 
télévision  et de la technique ciném atographique. La presse surtout les a accueil
lies com m e une véritable découverte révolutionnaire.

Entretem ps, la presse scien tifique [10, 17], [20, 21], etc. a publié à ce 
sujet des com m unications plus détaillées, dans l’une desquelles, due à N e i d 

h a r d t  [20], on peut lire: «Jedes Lehrbuch über Farben m uß neu gefaßt 
werden».

D ans un ordre de recherches analogue, quelques publications d ’auteurs 
étrangers [7, 30], parues égalem ent ces dernières années, on t rendu com pte  
d’un autre phénomène d’après lequel la répétition , à fréquence convenable, 
de formes uniquem ent noires et b lanches peut susciter, chez les spectateurs, 
une vision  multicolore.

B ien que ces deux phénom ènes présentent des différences considérables, 
ils s’accordent cependant en ce qu’ils sont, du moins à première vue, en contra
d iction  flagrante avec la théorie des couleurs admise par la physique classique, 
aussi bien qu’avec les explications actuellem ent connues de l ’ophthalm ologie, 
concernant la perception des couleurs.

De plus, les deux phénom ènes perm ettent de penser à une utilisation  
dans la technique ciném atographique et dans la télév ision . L ’exam en des 
processus de vision ne saurait être utilem ent effectué sur la seule base de l ’op
tique physique, du fa it que celle-ci n ’est m êm e pas capable, le plus souvent, 
de les expliquer. Les processus de la  vision  sont inséparables de l ’optique  
physiologique. A l ’époque de la prem ière guerre m ondiale, les spécialistes des 
sciences physiques et médicales ad m etta ien t, pour la plupart, l ’idée que l’op
tique physiologique constituait une branche désormais ferm ée de la science, 
où ne pourrait se poser aucun nouveau  problèm e fondam ental. Mais à partir 
des années trente, le développem ent rapide de la technique de l ’éclairage, de la  
photographie et de la ciném atographie, de la photom étrie, de la colorimétrie^
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et les progrès de l ’électro-physiologie, de l ’h isto logie, de la psychologie ex 
perim entale, de la té lév ision , de la théorie de l ’inform ation et de la cyberné
tique, e tc . ont prouvé que cette  opinion éta it erronée. D ’ores et déjà on peut 
affirm er [28] que tous les essais relatifs aux processus de la vision qui essaye
ra ient de séparer de façon  exacte  les effets physiques, physiologiques et 
psychologiques, sont voués d ’avance à l ’échec.

Com pte tenu de ce fa it, Mütze [19] a défin i la notion d ’«optique biolo
gique» de la façon su ivante: «Par optique b iologique, on entend la science 
relative aux processus se déroulant dans celui de nos sens, qui réagit aux 
exc ita tion s physiques suscitées par des ondes électro-m agnétiques d ’une lon
gueur d ’onde allant de 300 m/.i à 750 m// en v ., par une sensation de lumière 
e t de couleurs, alors que les processus conduisent des excitations physiques 
à la sensation  psychologique et à la perception, en passant par l ’excitation  
physiologique.» L’optique b iologique comprend donc, à elle seule, l ’optique 
p h ysiq u e, physiologique et psychologique. Par cette  défin ition , Mütze a voulu  
souligner l ’inséparabilité de ces trois branches scientifiques, sans prétendre 
tou tefo is  que les recherches spéciales effectuées dans l’une de ces branches 
seraient superflues on perdraient par là leur valeur. Il fa it remarquer seulem ent 
qu’elles doivent être considérées dans leurs rapports m utuels, et replacées dans 
le cadre de l ’optique biologique. On doit tenir pour indiscutable cette affir
m ation  de Mütze: «Unter B erücksichtigung einer ganzheitlichen Betrachtung  
des Sehvorganges sind wir w eit davon entfernt, die auftretenden Probleme 
gelöst zu haben».

N otre étude analysera les deux phénom ènes m entionnés de la perception  
des couleurs sur la base de l ’optique biologique. Pour un exam en plus appro
fondi des phénom ènes, il nous faudra partir des principes de la théorie de la 
perception  des couleurs déjà adm is dans la littérature.

Ostwald a d iv isé la théorie des couleurs en cinq parties principales, 
su iv a n t les branches scien tifiques intéressées:

1. Théorie m athém atique des couleurs, systém atologie des couleurs.
2. Théorie physique des couleurs, tra itan t des propriétés physiques des 

rayonnem ents v isib les.
3. Théorie chim ique des couleurs, cherchant à découvrir les rapports 

m utuels entre la structure chim ique des corps et leurs couleurs.
4 . Théorie physiologiqu e des couleurs, exam inant les relations entre l ’ex 

c ita tio n  extérieure et la sensation  interne. L ’énergie rayonnante de la lumière 
provoque dans la conscience (dans l’écorce cérébrale) une sensation déterminée 
(un état de conscience). Cette déterm ination donne égalem ent la définition, 
sou ven t discutée, de la couleur. La couleur serait donc un état de conscience, 
le reflet, dans notre conscience, de l ’une des propriétés physiques de l ’objet 
perçu . L’oeil, prem ier systèm e de signalisation d’après P avlov, perçoit et 
transm et vers la conscience cette propriété des objets du monde extérieur, par
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laquelle ils absorbent, laissent passer ou réfléchissent certaines quantités et 
qualités de longeurs d ’ondes sélectionnées parmi les rayonnem ents des sources 
de lumière. Cette propriété objective apparaît dans notre conscience en tant 
que couleur des objects.

5. Théorie psychologique des couleurs recherchant les effets que provoque 
la sensation colorée dans les parties corticales exécutant des fonctions supé
rieures.

La vision des couleurs est provoquée par l’énergie de la lum ière arrivant 
dans l ’oeil. Les rapports entre l’énergie et la longueur d’onde ém ise à différentes

E

tem pératures considérées com m e constantes pendant la durée de l ’exam en , ont 
été surtout exam inés pour les corps absolum ent noirs. Ce rapport est repré
senté sur la figure 1. D ans le domaine de la lum ière visible, c’est seu lem ent une 
faib le fraction de l ’énergie totale qui entre en jeu , et encore notre oeil n’en 
perçoit que la partie m arquée en noir sur la figure. Les relations des longueurs 
d ’onde et de l ’énergie rayonnée par un corps absolum ent noir ont été  exprim ées 
par la loi de répartition spectrale de P l a n c k :

hc2
;~5

î
hc

eWT _ 1

Dans cette équation

E  =  énergie rayonnée 
Я =  longueur d’onde, 
t =  tem pérature (°C),

T  — tem pérature absolue  
h, с, к =  constantes

4  Acta Tcehnica XL/1 —2
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M ais cette loi n ’exp liq u e pas, comme il serait désirable, la distribution  
de l ’énergie des rayons de lum ière qui sont reflétés par l ’écran de projection,, 
après avoir traversé les d ifférents filtres colorés e t les couches plus ou m oins 
absorbantes, lors des expériences de Land.

D ’après la théorie des quanta, l ’énergie du quantum  de lum ière (du 
photon ):

E  — V h

où V  =  fréquence, et h =  constante de P lanck . I l s’ensuite que l ’énergie des  
qu an ta  de lumière d ’une fréquence plus élevée est plus grande, fa it qui pré
sen te une importance particu lière dans l ’exam en de la v ision  des couleurs, vu  
que n otre oeil ne perçoit pas les ondes, mais les quanta de lum ière [26].

Le phénomène de B rück e— B ezold nous est déjà plus u tile  pour l ’ex 
p lica tion  des phénom ènes exam inés. En vertu de ce phénom ène, si l ’on aug
m en te  progressivem ent la brillance du spectre du blanc à partir du seuil in 
férieur de la vision des couleurs, l ’oeil humain ne distinguera d’abord, parmi 
les d ifférentes couleurs, qu le bleu, le vert et le rouge, qui placés l ’un à côté 
de l ’autre, occupent to u te  la largeur du spectre.

Les phénomènes de contraste simultané et de contraste successif de couleurs 
d o iv en t égalem ent jouer un grand rôle.

Quant au prem ier, il con vien t d’attirer l ’atten tion  sur trois lois im portan
te s . Par contraste s imultané  peuvent aussi apparaître, sur des surfaces b lan
ches ou grises, des coideurs non existantes. La couleur produite par le 
con traste  n ’est pas exactem en t la couleur com plém entaire de la couleur 
ex c ita tr ice .

Les phénomènes du contraste sim ultané des couleurs peuvent égalem ent 
se produire, quand la couleur excitatrice de contraste est si faible, qu’elle 
reste  au-dessous du seu il de perception colorée.

Le contraste su ccessif est considéré généralem ent comme un phénom ène  
d ’adaption  locale, qui trou vera it son explication en ce que la partie de la sur
face  rétinienne, exposée au rayonnem ent prolongé qui produit l’effet de 
con traste , devient passagèrem ent insensible à l ’effet de lum ière de cette lon 
gueur d ’onde. N éanm oins S chober  [27] suppose, que le phénom ène de fatigue 
jo u e  dans ce cas un rôle im portant. S. V. K ravkov  [14] explique par là que 
les couleurs de contraste ne sont pas identiques au x  couleurs com plém entaires. 
Le tab leau  ci-dessous de K ravkov [15] contien t les couleurs de contraste suc
cess if  pour le cas, où le spectateur, après avoir f ix é  la couleur excitatrice, 
regarde des plages de couleurs différentes.

La couleur et la  clareté  des images consécutives dépendent de la brillance  
e t de la  durée de l ’ex c ita tio n  lum ineuse, de l ’é ta t d ’adaption de l ’oeil, et de la 
p osition  de la surface intéressée sur la rétine.



DEUX NOUVELLES MÉTHODES POU H SUSCITER LA VISION DES COULEURS 51

T ab leau  1

Couleur Couleur de la surface regardée après
excitatrice 

Не contracte rouge jaune vert indigo violet blanc

rouge rouge
trouble

jaune
verdâtre

vert saturé bleu indigo vert
émeraude

jaune pourpre jaune
grisâtre

bleu-vert indigo
saturé

indigo-violet
saturé

vio let

vert rouge
saturé

orange gris-vert v io let pourpre rouge
pourpre

indigo orange jaune d’or 
saturé

vert
jaunâtre

gris bleu pourpre orange

vio let orange jaune citron 
saturé

vert
jaunâtre

indigo
bleuâtre

violet
grisâtre

jaune
verdâtre

Couleurs de contrastes successifs après vision successive de deux plages colorées, 
d’après K r a v k o v

2. Théories de la perception des couleurs

On ne connaît, à l’heure actuelle, aucune théorie universellem ent adm ise 
et expliquant clairem ent et sans conteste le  phénom ène de la v ision  des cou
leurs. Les deux phénom ènes exam inés dans ce tte  étude sont susceptib les de 
corroborer ou d’affaiblir l ’une ou l ’autre des théories actuellem ent connues.

En grandes lignes, les différentes hypothèses peuvent être rangées en 
deux groupes. L ’un est représenté par l’hypothèse de Y oung— H elmholtz, 
connue aussi sous le nom  de théorie des trois récepteurs, qui est la p lus répan
due et paraît aussi la plus évidente. D ’après les constatations expérim entales  
et l ’application pratique bien éprouvée du principe de la sélection trichrom e  
(trichrom ie, photographie en couleurs, e tc .), l ’hypothèse s’im pose que l ’oeil 
hum ain posséderait trois sortes différentes de récepteurs, probablem ent trois 
sortes de cônes, dont chacune serait sensible à l ’une des couleurs fondam entales.

La première conception de ce genre se rattache au nom de M. B . L omo- 
n o s s o v , ayant publié, dès 1756, une étude sur la lumière et la théorie de la 
form ation des couleurs. Selon lu i, les trois couleurs fondam entales son t le 
rouge, le jaune, e t le bleu.

Les partisans du deuxièm e groupe acceptent la théorie de H er in g , 
d ’après laquelle l ’oeil perçevrait les couleurs grâce à six  sensibilités fondam en
tales, et c’est l ’excitation  de trois paires de récepteurs séparés, ou de substances 
visuelles, qui causerait la sensation colorée. Chacune de ces théories com porte  
des points vulnérables.

A côté de ces deux grandes théories, on en a vu  apparaître de nom breuses 
autres, exposées dans le détail par Schober [27], m ais la plupart de celles-ci 
ont eu une v ie  éphém ère. Il faut, cependant, m entionner à part les théories 
de Talbot , de Müller , et surtout celle de Cib is , qui offrent un grand in térêt.

4*
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D ’après T albot , les hom m es jouissant d ’une perception norm ale (tri- 
chrom e) des coideurs n ’ont besoin que de 6 com binaisons des trois processus 
in d ép en d an ts de la vue. D ’après les recherches exécutées sur les dalton iens, la 
sen sib ilité  chrom atique et la sensibilité à la lum ière blanche doivent avoir 
deux organes centraux d istin cts. Pour expliquer le fonctionnem ent des trois 
récepteurs, T albot suppose deux sortes de substances visuelles, la rhodopsine  
et la jodopsine, déjà decouvertes dans la pratique. Celles-ci réagissent d iffé
rem m ent aux excitations lum ineuses agissant sur les différentes sortes de cônes.

M ü l l e r  suppose l ’ex isten ce de trois sortes de cônes possédant chacune  
des substances visuelles différentes, qu’il nom m e respectivem ent protéine, 
d eu térin e et tritine. Celles-ci se décom poseraient sous l’effet de l’excita tion  
lum ineuse. De celles-ci, l ’excitation  se transm ettra it aux substances in ter
m édiaires, où elle se présente déjà sous forme de valence de couleur, m ais non 
pas encore comme couleur.

C ib is  essaie d’expliquer les phénom ènes de la perception des couleurs 
par des processus purem ent électrochim iques. Il a construit les courbes d’ab
sorption  de ses récepteurs de couleurs conform ém ent aux courbes de valence  
norm ale établies par la Commission Internationale (I. B.). En outre, cette  
théorie s ’accorde bien avec la théorie photochim ique classique de la perception  
des couleurs. Selon cette dernière théorie, la concentration du produit de d is
socia tion  lum ineuse P  de la substance visuelle S  augm enterait, en effet, ju sq u ’à 
attein d re le seuil nécessaire pour la production de l ’impression lum ineuse, ce 
que l ’organe de vue signale par une sensation de lumière. Ainsi, le processus 
photoch im ique de la vue serait caractérisé par la formule:

(lumière)
f  A

(chaleur)

où S  est le nombre des m olécules de la substance visuelle, P  le nombre de m olé
cules protéiques dégagées, et A  le nombre d ’autres molécules caractéristiques, 
par exem ple de celles de la v itam ine A , pour le pourpre rétinien. Sous l ’effet 
de la  lum ière, la substance visuelle S se décom pose donc, et peut produire 
une sensation  visuelle. Après la supression de la lumière se déclenche un pro
cessus chim ique contraire, au cours duquel une énergie thermique se dégage. 
Cependant le rétablissement de l'équilibre nécessite un certain temps , ce qui peut 
exp liquer de nombreux phénom ènes.

Cib is  suppose que trois différents photorécepteurs se trouvent sur la 
rétine: X 3, Y s, Z s, dont les m axim a d’adsorption s’observent respectivem ent 
au x  longeurs d’onde de 600, 555 et 445 mfi. Le schém a de la sensation colorée, 
é tab li par Cib is , est représenté sur la figure 2.

S i, sous l’effet d’une radiation lum ineuse quelconque, une excita tion  
v ie n t  affecter un cône, il s’y  produit une réaction  chimique et par su ite  une 
p récip itation  d’ions. Il en résulte un champ d ’excitation  électrique. La réaction
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chim ique provoque un changem ent de la concentration ionique, se transm ettant 
à travers le nerf optique, jusqu’à l ’écorce cérébrale. Les cathions se m euvent 
vers les surfaces lim ites ayant une charge négative, et les anions en direction  
de celles pourvues d’une charge positive.

3. Expériences de Land

Les expériences de L and  ont été am plem ent commentées par la littéra 
ture étrangère, et décrites en partie par la presse scientifique hongroise. En 
outre, une conférence faite à la Société Scientifique d’Optique et de Technique  
Ciném atographique a été consacrée spécialem ent à ce sujet. Aussi n ’exposerons- 
nous ici que l’essentiel des expériences les plus im portantes.

Fig. 3

Les com m unications de L and  com portent, en tout, la description de 27 
expériences. Cet auteur a trouvé qu’en abandonnant com plètem ent la prise 
de vues et la projection à filtre bleu, lors de la projection classique en trois 
couleurs de Ma x w e l l , les im ages, prises à filtres rouge et vert, une fois pro
jetées avec ces m êmes filtres donnaient une im age aux couleurs originales, cor
respondant à la projection en trois couleurs, sans différence appréciable. Le 
schém a de principe de cette expérience est donné sur la figure 3.
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P ar la  suite. La n d  abandonnant le projecteur à ondes courtes (vert), 
projeta à travers un filtre  rouge la diapositive noir e t blanc prise par un filtre  
de grandes longueurs d ’ondes (rouge), puis supprim a le filtre vert du pro
jecteur de la d iapositive fa ite  avec un filtre vert, e t f it  une projection sur 
l ’im age précédente. Il reçu t a insi sur l ’écran une im age en couleurs naturelles.

Il pouvait faire la constatation  surprenante, que les intervalles entre les 
ondes courtes et longues u tilisées pour la projection  de l ’im age colorée p ou vai
en t être relativem ent fa ib les.

Les im ages projetées par la m éthode de L a n d  pouvaient être p h o to 
graphiées et projetées avec la  m éthode norm ale de la  photographie en couleurs
[17, 21].

L a n d  pense avoir réussi à établir la règle qui perm et de prévoir, pour un 
p oin t quelconque de l’im age, la couleur v isib le  lors de la projection. D ’après 
lu i, les couleurs des im ages naturelles sont déterm inées par le rapport re la tif  
des ondes longues et courtes, distribuées dans l ’im age entière. Les relations  
sont indiquées sur le diagram m e de la figure 4.

4 . Recherche d’une explication  des expériences de Land, d’après les théories
de la  perception des couleurs

E n considérant les données publiées sur les expériences de La n d , les 
résu lta ts de quelques-unes de ses expériences répétées en Hongrie, l ’explication  
donnée par Land  lu i-m êm e et les lois actuellem ent connues de la théorie et  
de la  v ision  des couleurs, on peut établir ce qui su it.

Les phénom ènes p eu ven t être divisés en d eu x  groupes caractéristiques. 
Les phénom ènes qui p eu ven t être fixés par le procédé normal des film s en cou 
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leurs ont un caractère objectif. Ceux-ci ne sauraient être expliqués par la consti
tu tion  et le com portem ent spéciaux de l ’oeil hum ain, com m e le fa it La n d . 
Il est en effet inim aginable que les ém ulsions sensibles à la couleur se com 
portent de la m êm e façon subjective que l’oeil. D ’autre part, sur l ’im age ob
tenue de la m anière décrite, ainsi que sur sa photographie en couleurs, les 
couleurs selon les contrastes simultanés peuvent égalem ent se produire, en 
fonction naturellem ent de la distribution des différentes taches de couleurs. 
C’est déjà là un effect subjectif.

Il est égalem ent possible que les spectateurs voient des im ages secondaires 
négatives en couleurs, sous l ’effet du contraste successif. Un contraste successif 
et une im age secondaire se produisent si la couleur d’une surface regardée 
change successivem ent dans le tem ps, ou encore si l ’oeil regarde successivem ent 
des champs d’im ages de couleurs différentes. Ceux-ci peuvent se produire lors 
des expériences de La n d , où l ’intensité et la durée de l’effet d’excita tion  et 
l ’état d’adaptation de l ’oeil jouent égalem ent un certain rôle. Q uant à l ’affir
m ation, d’après laquelle les résultats de ces essais seraient en contradiction  
avec les constatations de N ewton et «par là , les hypothèses séculaires de la 
science se sont écroulées» [20], elle ne repose sur aucune preuve. E n  effet, les 
deux com posantes absolum ent nécessaires ne sont pas rigoureusem ent m ono
chrom atiques. En outre, il est indispensable d’em ployer pour chaque projection  
unicolore, la lum ière blanche [17] qui, d’après les constatations mêm es de 
N ew ton , représente la to ta lité  du spectre solaire.

Il est toutefois incontestable que La n d  expérim enta une m éthode per
m ettan t de créer des conditions très favorables pour la vision  subjective des 
couleurs par l’oeil hum ain.

5. L ’effet de couleur selon H elm oltz—Benhani

E n  1957, H em ardinq uer  [7] a signalé que des am ateurs anglais remar
quaient des effets de couleur sur l ’écran du téléviseur pendant les ém issions, 
bien que celles-ci a ient été données exclusivem ent en noir et blanc. D ans cer
tains laboratoires, on essaie égalem ent de réaliser des im ages colorées à l ’aide 
d ’objets ou de taches noirs et blancs.

La première observation de ce genre a été fa ite par H elmholtz, par la 
rotation du disque représenté sur la figure 5. D ’après sa publication , aux  
points indiqués par les flèches sont apparues les couleurs m arquées sur la 
figure.

R écem m ent, on a fa it des expériences avec les disques de B en h a m . Sur 
un disque blanc ont été  points des champs, c’est-à-dire des arcs de cercle noirs, 
de la façon représentée sur la figure 6. En faisant tourner un te l disque en 
direction de la flèche, et en l’éclairant par une lum ière m onochrom atique appar
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te n a n t à la zone m édiane du spectre visible, on observe des couleurs différentes  
dans chaque couronne.

É ta n t donné que la  publication  n’indique pas les détails (nom bre de 
tou rs, e tc .), et comme d ’autre part, le phénom ène présente un in térêt pratique, 
il nous a paru utile de faire nous-m êm es des expériences.

A vec le disque de H elmholtz, on n’a réussi à produire un effet de couleur 
à aucune vitesse de rotation  e t à aucun éclairage.

P ar contre, les prem ières expériences faites avec le disque de B enham  
ont dém ontré qu’avec un éclairage et une v itesse convenables, des effets de

Fig. 5 Fig. 6 Fig.  7

couleur sont suscités chez presque tous les spectateurs. Les couleurs ainsi 
p erçu es peuvent être d ifférentes pour chaque in d iv id u , mais les sujets ayant 
une v u e  normale (trichrom e), voient à peu près le m êmes couleurs quand les 
con d ition s sont identiques. Les résultats d’essais indiqués ci-après sont les 
résu lta ts  moyens d’essais fa its  sur des personnes ayant une vision de couleurs 
im peccab le, et répétés 5 à 10 fois à des occasions différentes. Les sym boles 
em p loyés sont indiqués sur la  figure 7.

Pour éviter l’in certitu d e due à l ’effet sim ultané de plusieurs param ètres, 
on a exécuté cinq séries d ’essais. Dans chacun des essais particuliers, on n ’a 
chaque fois varié qu’un seul paramètre.

L a I ere série d'essais  av a it pour but de déterm iner l’éclairage le plus 
avan tageu x . Les essais su ivan ts ont été déjà exécutés avec cet éclairage (à la 
lum ière d’une lampe à incandescence blanche Tungsram  de 100 W ). L’éclairage 
m onochrom atique n ’é ta it pas satisfaisant. La lam pe à arc du projecteur 
norm al et la lampe à xen on  on t suscité un m eilleur effet de couleur que l ’éclai
rage du jour, mais m oins b on  que la lampe à incandescence blanche.

P a r  la I I e série d'essais , on a déterm iné la  v itesse de rotation  la  plus 
avan tageu se. Les m esures stroboscopiques ont dém ontré que les effects de 
cou leur les plus avan tageu x  com m encent à une v itesse de 12 à 13 tours/sec  
et subsisten t jusqu’à 3 à 6 tours/sec environ. Au-dessus d’une v itesse de 12 à 13 
to u rs, la  teneur en gris des couleurs vues augm ente, et les tons deviennent de 
m oin s en moins saturés. A u-dessus d’une fréquence de 50, il ne se produit plus
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aucun effet de couleur, et les différentes nuances de gris sont seules v isib les  
dans les couronnes, selon les règles de la théorie physique de la lum ière.

La I I I e série d'essais  servait à prouver la  nature subjective du phénom ène. 
Des disques de différents types tournés à des vitesses différentes, on a fa it 
des photographies en couleurs chaque fois qu’ils ont provoqué dans l ’oeil un 
effet de couleur défini. Or, on n’a trouvé aucun effet de couleur sur les film s en 
couleurs développés, tandis que les couleurs de la table des couleurs, p lacée à 
côté des disques, ont apparu parfaitem ent.

IV.

Ф
c

d
Fig. 8

La I V e série d'essais  s’est proposée l ’exam en  approfondi de l’im pression  
colorée due aux segm ents noirs et blancs et des segm ents excitateu rs, avec  
y  =  45°. En partant des disques de B enham , on a exécuté huit essais partie ls  
avec les disques, selon la figure 8. L ’exam en du procès-verbal détaillé a prouvé  
que l ’apparition des couleurs se produit selon des règles bien définies. Celles-ci 
ont été résumées par le tableau 2.

La Ve série d'essais  com portait les m êm es exam ens, mais avec y  =  90°, 
et com paraît en même tem ps l’excitation  par lignes en arc avec l ’exc ita tion  
par un gris m oyen. Les sept disques u tilisés sont représentés sur la figure 9.

Des résultats des séries d’essais № s IV  et V , on peut établir plusieurs  
règles, dont voici les principales:
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Tableau 2

R ègles  établies pour (<p -\- a) d'après les résultats de la série d'essais  JV° 1 V ( y  =  Constante *= 45°)

Sym- Couleurs apparaissant à (ф +  <*) degrés
bole

Nota- (degrée) 0 45 <)0 135 180 225 270tion

a 180 <p +  a 180 225 270 315
>4 bleu bleu gris ro u g e

v io le t brun foncé

vt
bleu

foncé bleu v e rt v e r t
b ru n

b 135 <P + « 180 225 270 315
bleu vert b ru n rouge

bleu v e r t

Vt
bleu
cla ir bleu

foncé
v e r t rouge

C 90 < p + a 180 225 270 315
vi bleu v e r t v e rt rouge

clair b leu v iole t
Vl

bleu b leu v e rt
foncé

clair foncé rouge

d 45 < p + a 180 225 270 315
Vl b leu v erd â tre b ru n â tre b ru n â tre

gris v e rd â tre

vi b leu
v io le t

verdâtre v e rt ro u g e â tre

e 0
i p + a

Vl
0 45 90 135 180 225 270

vt
— — — — —

<p + a 45 90 135 180
f 45 vi — — — —

”г

bleu
vio le t
clair

v e rd â tre b le u â tre

< p + a 90 135 180 225
g 90 f i bleu bleu gris v e r t

foncé c la ir bleu b ru n
»’2 bleu bleu bleu v e r t

v io le t b ru n

<P + a 135 180 225 270
h 135 vi bleu bleu gris- b ru n

foncé gris v e rt v e rd â tr e
”2 bleu bleu-

v io le t
bleu

v t — 12— 6 to u rs/sec ; v2 =  6 —2 tours/sec.
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a )  A la valeur de (çs a) =  180°, et indépendam m ent de la valeur de <p, 
i l  apparaît chaque fois une couleur bleue.

b)  A la  valeur de (ç> -f- a) =  270° et à basse fréquence, indépendam m ent 
■de la valeur de q>, une couleur verte est visible.

c)  A  la valeur de (q> -f- a) — 315° et indépendam m ent de la valeur de q>, 
c ’est toujours la couleur rouge, ou sa nuance violacée qui apparaît.

On peut établir, en outre, que:

V.

g
Fig. 9

d )  Sous l ’influence du segm ent excitateur y précédant im m édiatem ent 
le  segm ent noir <p, et indépendam m ent de la valeur de y ,  il apparaît toujours 
une couleur bleue (IVal, IV gl, IY hl, Ya, Vc, Ve).

e)  Sous l ’influence du segm ent excitateur succédant im m édiatem ent au 
segm ent noir <p, et indépendam m ent de la valeur de l ’angle y, on v o it toujours 
apparaître une couleur rouge (IY a4, IYb4, IVc4, Yb, V d, V f).

f )  Le segm ent excitateur y succédant au segm ent noir çp après une 
période blanche d’env. 45°, suscite toujours une couleur verte, indépendam 
m ent de la valeur de <p et de y (IVa3, IVb3, IVc3, IYd3, IVh4).

g )  La valeur d’angle du segm ent excitateur y n ’influence pas le  ton  de la 
couleur suscitée, excepté teneur en blanc. Les constatations des points a, b, 
et c ci-dessus, sont donc indépendantes de la valeur de y.
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h)  A  une v itesse de rotation  décroissante, il apparaît, dans la plupart 
des cas (IVa3, a4, b2, c2, d l ,  d3, g2, g3, h2, h3, h4; a2, c4, d4) une couleur de  
longueur d’onde plus p e tite .

6. Recherche d’une explication de l’effet de couleurs de Benham , 
d’après nos expériences et les théories de la vision des couleurs

E xam en d’après les expériences de l ’auteur.
Les résultats de l ’expérience №  IV peuvent être inscrits dans un systèm e  

d e coordonnées. Choisissons comme axe des abscisses (cp -f- a), et m ettons sur 
l ’axe  des ordonnées le  spectre de la lum ière blanche, su ivant la figure 10. 
La figure montre b ien  que les effets de couleurs apparaissant à differentes

valeu rs de (cp -|- a) se groupent autour de certains tons de couleur. En reliant 
par une courbe continue les centres de gravité de ces groupes, on reçoit une 
courbe parabolique. Cela v e u t dire que la longueur d ’onde de la couleur apparue 
augm ente de plus en plus, en  fonction de la valeur d’angle (et du tem ps corres
pon d an t) valable du début du  segm ent excitateur ju sq u ’à la fin  du segm ent noir.

On peut ainsi énoncer la loi suivante:
1 . Le ton de la couleur apparue est déterm iné par la valeur (cp -)- a), 

la  va leur du segm ent exc ita teu r  étant constante. Plus (cp -(- a) est grand, plus 
la longueur d’onde de la  couleur apparue augm ente.

É ta n t donné que l ’énergie du photon est proportionnelle à la fréquence, 
la  th èse  ci-dessus peut être aussi définie de la  façon  suivante:

2. L’énergie de la  couleur de l ’im age secondaire, apparue sous l ’effet 
d ’un m êm e segm ent excita teu r, est d’autant plus faible que le tem ps écoulé
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depuis l ’arrêt de l’excitation  [correspondant au déplacem ent angulaire (cp -(- a)] 
est  plus long.

La probabilité de l ’effet de l’im agine secondaire est bien dém ontrée par 
la courbe visible sur la figure 11. Celle-ci m ontre les couleurs apparaissant 
lors des expériences № s IVal et IYa4 en fonction  de a, y  et <p étant constants. 
A  un nom bre de tours constant, la durée de tem ps nécessaire pour susciter une 
im age secondaire est définie uniquem ent par la durée du déplacem ent 
angulaire a.

En connaissance du caractère régulier observé lors des expériences, et 
d es lois qui en peuvent être déduites, on p eu t adm ettre l’hypothèse su ivante.

Hypothèse

La vision subjective des couleurs qui se produit lors de la rotation  du 
disque de B e n h a m  ou d ’autres disques en noir et blanc construits selon un 
principe analogue, se réalise suivant les phases ci-après:

a)  E xcitation  par un segm ent excita teu r lorsque les photorécepteurs 
absorbent de l’énergie.

b J Si cette énergie est suffisam m ent grande, elle suscite une couleur latente  
probablem ent v io lette  ou blanche (valence) dans le centre visuel.

c)  L ’énergie dim inue en fonction du tem ps.
d)  Le ton de la couleur latente varie d ’une façon continue du v io le t au 

rouge, conform ém ent à la dim inution de l ’énergie du quantum de lum ière.
e)  Pour rendre v isib le la couleur la ten te , il e st nécessaire de produire un 

changem ent d’excitation  en noir et blanc, sous l ’effet duquel on verra la  couleur 
la ten te  correspondant précisém ent à la d im inution  d’énergie.
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f )  Si la disparition de la  période noire est su iv ie  par une nouvelle période  
ex c ita tr ice  après un court segm en t blanc, ce segm ent blanc suscite —  en  vertu  
de la  lo i du contraste su ccessif —  la couleur com plém entaire de celle  qui 
ap p araîtra it norm alem ent.

7. Recherches basées sur les théories des couleurs

Les phénomènes ci-dessus décrits p eu ven t être le m ieux exp liq u és par 
la  th éor ie  moderne de Cib is . On peut supposer que sous l ’effet du segm ent 
ex c ita teu r , il se produit, dans les cônes, une réaction  chimique et une p récip i
ta t io n  d ’ions, créant dans la zone initiale A  de la figure 2, un champ d ’ex c ita tio n  
é lectr iq u e. Comme l ’effet d ’excitation  du segm ent excitateur est p rovoqué  
par les  lim ites entre les surfaces élém entaires noires et blanches, on p eu t sup
poser que l’effet d’excita tion  s’étend uniform ém ent sur les trois types de p h o to 
récepteurs. Dans ce cas, les com posantes n égatives Y s, se retrouvant dans les  
tro is ty p e s  de cônes, entrent en fonctionnem ent. D ’après Cib is , leur a c tiv a tio n  
est due nettem ent à une action  nerveuse, et les sensations des couleurs pro
d u ites  provoqueraient différentes perceptions de couleurs, su ivant les typ es  
de côn es. La production de ce t effet de couleur est réglé par la durée des périodes 
en n o ir  ou en blanc, qui su iven t l’effet excita teu r.

D ’après l’hypothèse, l ’a tte in te  du seuil ne suffirait pas, à elle seu le, à 
provoq u er l’impression colorée. Il ne se produit d ’abord qu’une couleur la ten te , 
disparaissant progressivem ent pendant la période noire qui su it l ’effe t ex 
c ita teu r , par suite de la d isparition  du cham p électrique produit sur les p hotos- 
récepteurs, et du recom m encem ent du m élange des cathions et des an ions. 
S u iv a n t le temps qui s’écoule entre le passage de la zone noire et l ’apparition  
de la  lim ite  su ivante entre zones noires et blanches, l ’effet d’exc ita tion  dé
passera  plus tô t ou plus tard  le seuil de la  sensation  de couleur. C’est alors que 
n a îtra , dans le cerveau, la  sensation  réelle de la couleur latente, correspondant 
à ce m om ent précis à la valeur d’énergie d im inuant d’une façon con tin u e.

Le fa it que les couleurs apparaissant lors des expériences décrites son t  
p erçu es à des degrés divers par les différents sujets exam inés, s’explique par la 
varia b ilité  individuelle de la  valeur lim ite  de la brillance, sou lignée par 
H e r in g . Quant à cet autre fa it  que le rouge, le v ert et le bleu sont généralem ent 
les seu les couleurs apparaisant avec n ette té , celu i-ci pourrait trouver son  ex 
p lica tio n  dans le phénom ène de B rücke— B ezold , m entionné p lus haut.

On peut, à juste ra ison , se poser encore la  question de savoir, que si le 
ton  de la couleur vue dépend du tem ps qui s’écoule entre l ’effet exc ita teu r  
e t la  nouvelle excitation  en  noir et blanc, qui lu i succède, pourquoi alors le ton  
de la  couleur obtenue n’est-il pas m ieux in flu en cé par la vitesse des d isques. 
Cela p eu t s’expliquer par le fa it , qu’à une v itesse  plus petite, il y  a au gm en tation  
de la  durée non seulem ent de l ’absorption, m ais aussi la dim inution de l ’énergie ■
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Si le ton de la couleur perçue n ’est pourtant pas tout à fa it indép en d an t du 
nom bre de tours, c’est que l ’absorption, resp. le dégagem ent d ’énergie en 
fonction du tem ps ne s’effectue pas su ivan t une relation identique.

8. Conceptions relatives à l’utilisation des effets de couleur dans la technique  
cinématographique et la télévision

a) Emploi  dans la technique cinématographique.  Les expériences de L an d  
ont été exécutées en u tilisant la photographie en noir et blanc e t la  projection  
de diapositives. Leur em ploi dans la ciném atographie ne présente donc, en 
principe, aucune d ifficulté. La solution pratique est cependant m oins sim ple 
qu’on ne pourrait le croire. I l faut d’abord utiliser deux cam éras en  marche 
synchrone, dont l ’une nécessite l’em ploi d ’un filtre coloré à ondes courtes, et 
l ’autre l ’em ploi d’un filtre à ondes longues, ce qui ne cause encore aucun 
problèm e. La vraie difficulté consiste à faire des images coïncidantes. Si, en 
effet, les appareils sont juxtaposés, ils feront une série d’images stéréoscopiques  
qui, projetées les unes sur les autres, form eront sur l’écran une im age trouble  
et vague. Si les objectifs de prises de vu e sont superposés en h auteur, alors 
l ’erreur est bien m oins apparente, car l ’oeil est moins sensible au x  erreurs 
parallactiques en hauteur. Mais ce défaut ne doit pas non plus dépasser une 
certaine valeur. Or, avec deux caméras p lacées l ’une au-dessus de l ’autre, on 
dépasse déjà considérablem ent cette lim ite , de sorte qu’il faut so it construire  
une caméra spéciale à deux objectifs, p lacés très près l’un au-dessus de l’autre, 
soit travailler avec deux appareils d istin cts, où les rayons incidents am enés de  
deux points directem ent superposés sont transm is aux objectifs par un  systèm e  
de miroirs ou de prism es. Cette déviation  des rayons de lumière rend la prise 
de vue très com pliquée, tou t com m e dans les solutions bien connues des 
appareils stéréoscopiques. Des d ifficultés encore plus grandes em pêchent de  
trouver une solution sim ple pour la projection , avec ou sans filtre , qui doit 
être effectuée sim ultaném ent sur le  m êm e endroit; ici l ’emploi de d eu x  pro
jecteurs en marche synchrone est indispensable. Si seulement la  prise de vue  
éta it plus com pliquée et plus onéreuse, m ais non la projection, ce systèm e  
pourrait encore espérer avoir du succès. Mais en raison des d ifficu ltés déjà  
indiquées, et vu  aussi la faible tonalité de l ’im age obtenue, la m éthode de 
L a n d  ne semble pas pratiquem ent utilisab le pour la projection des film s ciné
m atographiques.

Dans l ’application, pour la projection  ciném atographique, des phéno
m ènes observés chez les disques B enham  e t d’autres disques analogues, la 
difficu lté est due surtout au m ouvem ent périodique du film . Il faut donc exam i
ner, com m ent les résultats acquis avec les disques de m ouvem ent con tin u  et 
de v itesse variable, peuvent être utilisés pour le film  de m ouvem ent périodique  
et avan t une fréquence fixe  de 24 im ages/sec.
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L ’effet de couleur le p lus avantageux s’é ta n t présenté à la v itesse de 
disque de six  tours par seconde, celle-ci serait à im iter à la  projection normale des 
film s. Comme le déplacem ent correspondant à une hauteur d’image du film  
s ’effectue en 1/24 sec, y  com pris la période obscure, l ’appareil normal projette  
4 im ages en 1/6 seconde. Le disque fait un tour com plet en T =  1/6 sec, c ’est- 
à-dire

T  =  4 — sec, correspondant à 360°.
24

A insi, à chaque cham p d ’im age du film  appartient un segment de disque  
de 360/4  =  90°. Un disque sur lequel un quelconque des segments n ’est pas 
de 90° ou son m ultiple en tier, ne se prêterait pas à la projection norm ale. Les 
relations sont illustrées par la  figure 12.

Les expériences décrites avaient prouvé que les effets de couleur les plus 
favorab les se réalisent lorsque l ’angle y est de 45° à 60°, ou lorsque les valeurs

24 Image (ISec.)

Film  f t )
a

4 tm age(^6ec= T ) 3 6 0  °c

F ilm  ( t )

b

Fig. 12

des angles a et cp ne sont pas divisibles par 90°. Les couleurs bleue et rouge 
p eu v en t encore être relativem en t bien obtenues avec un angle y de 90° et 
avec le  valeur de a =  0, resp. 90°. Mais la d ifficu lté  est insurm ontable quand  
on v eu t obtenir la coxdeur verte.

A  la transm ission des signes de disque sur le film , il faut, en outre, con
sidérer deux autres problèm es importants:

1. Les signes m arqués sur le disque se confondant le long de cercles con
centriques, par suite de la rotation continue, les points sem blent être des 
segm en ts d’arc. Par contre, les images projetées du film  apparaissent com m e  
des séries d’images fix es , de sorte que les points conservent leur apparence de 
p o in ts  après la projection .

2. Dans les m éthodes de projection ciném atographique ordinaires, il se 
p rod u it, pendant la durée de chaque changem ent d’im age, une période obs
cure due à l ’obturateur. Chez les appareils de projection utilisant une croix  
de M alte à quatre branches par ex., la  durée de cette période est le quart 
d ’une période entière, c’est-à-dire 1/96 de seconde. L ’influence que ces périodes



obscures répétées ont sur l’effet de couleur, a pu être expérim entalem ent dé
m ontré par le disque représenté sur la figure 13.

On peut établir que ces périodes obscures n’ont pas d’influence sur le 
ton des couleurs produites, mais dim inuent leur degré de saturation.
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Fig. 13

Pour obtenir les couleurs bleue et rouge, nous avons utilisé respectivem ent 
les disques d’essai Va et Yb. Vu qu’à chaque période d’im age correspondent 
90° sur le disque, la transm ission des résultats sur le film , su ivant la figure 
14 n ’a pas présenté de difficultés. Pour obtenir la couleur verte (pour laquelle 
il faut avoir un segm ent de 45° sur le disque), on a établi le m ontage 3, visible  
sur la figure 14. La série d’im ages ainsi projetée correspond au disque tournant 
à la vitesse de 3 tours/sec.

V-C

Fin. 14

Il restait encore à éclaircir les questions suivantes:
a)  Comment utiliser le systèm e de points m entionné dans la littérature  

[7], comme champ excitateur?
b)  Peut-on remplacer le systèm e de points par une surface grise?
c)  Quelle est l ’im portance de la densité des lignes, lors de la production  

d’une couleur grise par des lignes longitudinales?
C’est pour éclaircir toutes ces questions qu’on a eu recours au film  ex 

périm ental, visible sur la figure 15.

O Acta Technica XL/1 —2
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4  3 2 1
Fig. 15
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Résultats des expériences

Les résultats des expériences de projection  exécutées en juin 1960 sont 
les su ivants:

1. Les résultats concordent généralem ent avec ceux obtenus avec le 
disque représenté figure 13.

2. La colonne 1 m ontre nettem ent le ton  bleu, et la colonne 2 le to n  rouge, 
m ais avec une forte teneur en gris.

3. L’effet de la couleur verte ne se présente pas dans la colonne 3.
4. En cas d’excitation  linéaire, le ton  de couleur est indiqué par les lignes, 

m ais non par leurs intervalles.
5. Les deux densités de lignes produisent un effet de couleur identique.
6. Les deux m oitiés de la colonne 4 m ontrent une couleur rouille à l’en

droit des signes noirs.
7. Les im ages ciném atographiques d ’un contraste plus accusé donnent 

un m eilleur effet de couleur.
8. L ’effet de couleur des im ages n ettes est supérieur à celui des im ages 

floues.

Considérations basées sur les résultats d'expériences

Par une application convenable du phénom ène décrit, on peu t obtenir  
des effects de couleurs avec un sim ple film  en noir et blanc. Les couleurs 
subjectives ainsi obtenues ne sont pas équ ivalentes au coloris des film s produits 
par la m éthode actuelle, m ais en raison du prix  élevé de ces derniers, la  ciné
m atographie subjective peut avoir son m ot à dire. Lors de l’app lication , il 
faut penser surtout à l ’effet de couleur psychologique. Par les prem ières ex 
périences décrites, on a déjà réussi à obtenir un effet de couleur froid (bleuâtre) 
et un effet de couleur chaud (rouge). Mais l ’application pratique nécessite  des 
expériences supplém entaires.

Il serait souhaitable d’augm enter la fréquence d’images, ce qui pourrait 
se faire le plus facilem ent par l ’augm entation de la vitesse de déroulem ent du 
film . Mais cette solution est à rejeter, parce qu’elle entraînerait une p lus grande 
consom m ation de film , et exigerait en outre une transform ation des appareils 
de projection. Un autre m oyen d’augm enter la fréquence des im ages serait 
l ’em ploi de deux projecteurs en marche synchrone, ce qui est encore moins 
désirable. Il faut donc chercher une autre m éthode pour améliorer l ’effet de 
couleur subjectif.

U ne solution possible serait celle, où les élém ents excitateurs n ’occupe
raient pas la même position sur les im ages successives du film . Us apparaî
traient donc, lors de la projection, com m e des points en m ouvem ent ou des 
lignes, et se rapprocheraient m ieux ainsi des effects perçus sur les disques.

5'
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Q uant à l’application pratique de l’effet de couleur subjectif exam iné, 
nous p ouvons conclure:

Les signes excitateurs noirs et blancs p eu ven t être d’ores et déjà appliqués, 
sans d iffic id té , aux dessins anim és, selon la règle déjà établie.

U ne autre question se pose pour l’em ploi des film s exécutés avec un ap p a
reil de prise de vues norm al. Ici, il pourrait se concevoir que la transm ission  
sur le  film  des signes excitateurs ne s’effectuerait qu’ultérieurem ent, aux  
laboratoires. La technologie de ce procédé devra être élaborée en fonction  des 
expériences ultérieures.

b) Applicat ion à la télévision

La publication des expériences de L a n d , en 1959, a suscité un grand 
in térêt parm i les spécialistes de la télévision. La télévision en couleur est bien  
plus com pliquée que la té lév ision  unicolore. A ujourd’hui encore, il n ’y  a guère 
que des ém etteurs d’essai qui fonctionnent en E urope. Les téléviseurs norm aux  
ne p eu ven t pas être utilisés pour la réception en coideur. Il serait donc très 
in téressan t de trouver une m éthode sim ple perm ettant de prendre des ém is
sions en couleurs plus ou m oins parfaites, avec les appareils de télév ision  en 
noir et blanc actuels.

Il y  a plusieurs solutions possibles pour l ’application des expériences de 
La n d  dans la télévision . L ’im itation exacte conduirait cependant à une 
m éthode com pliquée. Il faudrait en tout cas travailler sim ultaném ent avec  
deux cam éras de télévision  à filtres colorés pour ondes courtes, resp. longues, 
com pte ten u  des d ifficultés déjà décrites pour les caméras ciném atographiques. 
Il faudrait ensuite assurer que le récepteur reço ive les deux images séparém ent. 
Au récepteur, les im ages prises avec un filtre coloré «court» doivent apparaître 
en v ert sur l’écran. En m êm e tem ps, l ’im age prise à travers un filtre «long» 
devrait être projetée sans effet de filtrage, sur le même écran. On p eu t aussi 
im aginer une autre solution , laquelle, au prix d ’une certaine incom m odité —  
em ploi de lunettes uni- ou bicolores, par exem ple —  perm ettrait d ’obtenir  
plus sim plem ent les effets de couleur que nous avons exam inés.

On ne dispose pas de données exactes sur l ’emploi du disque B e n h a m  
dans la télévision . D ’après H em a r d in q u e r  [7], on présente en A m érique, 
depuis 1953, des im ages subjectives de télév ision  en couleurs. Le fait que cette  
so lu tion  ne s’est pas répandue, permet de conclure que les résultats ne sont pas 
encore satisfaisants. Comme les expériences de L a n d  n’ont été publiées qu ’en 
1959, on peut supposer que la m éthode m entionnée produit les couleurs sub
jec tiv e s  selon le principe des expériences de B e n h a m .

D ’après les résultats d’expériences décrits dans cette étude, on pourrait 
im aginer que le faisceau de balayage du tube de prise de vues soit réglé par un 
d isp o sitif  central de com m ande à program m e, de façon telle que sur l ’écran
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du tube cathodique regardé par les spectateurs, les périodes obscures et claires 
varient selon un programme correspondant à l ’effet de couleur désiré. Cette 
solution est sim ple, si le ton de couleur désiré peut être appliqué uniform ém ent, 
sur toute la surface de l ’écran. La tâche est beaucoup plus com pliquée si la 
surface à colorer représente des êtres v iv a n ts  ou des objets en m ouvem ent.

Pour l ’application pratique, de nouvelles expériences seront nécessaires.
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RÉSUM É

L’explication  ph ysiqu e, physio logique et psycholog ique du phénom ène de la  v ision  
des couleurs com porte encore de nom breuses lacunes. Cette co n sta ta tion  est égalem ent valable  
pour les d eux  nouveaux p h én om èn es de perception des couleurs décrits ci-dessus, qui n ’ont 
été  pu b liés qu’au cours des d eu x  dernières années.

P arm i les nom breuses exp lications, souvent contradictoires, que nous connaissons 
a ctu ellem en t l ’étude se b asant sur l ’optique biologique a ten té  de choisir objectivem ent la  
plus acceptab le. Quant au x  phénom ènes sur lesquels on ne possède encore aucune théorie, 
nous avons essayé de donner une explication  acceptable basée sur des considérations sc ien ti
fiques m odernes.

L ’effet de couleur réalisé par les expériences de L a n d  a u n  caractère en partie objectif, 
et en partie subjectif. Son ap p lica tion  dans la projection des film s exige une solution  fort 
com pliquée, ce qui lui retire to u t  avantage sur la projection  habituelle  des film s trichrom es.

L ’effet de couleur su b jectif du systèm e de B e n h a m  e t d’autres systèm es analogues 
prom et de plus grands avantages pour la ciném atographie, car ils perm ettent de réaliser des 
effets de couleur variés avec u n  f ilm  normal en noir et b lan c, sans aucune transform ation  
de l’appareil projecteur. Il e st v ra i que, par ce systèm e, on  n’a tte in t pas le coloris des film s  
en couleurs habituels, m ais é ta n t donné sa sim plicité et son  p rix  peu élevé, il m érite de faire 
l’ob jet de nouvelles expériences en  vu e  de son application  pratique.

La possibilité d’app lication  dans la télévision est éga lem en t offerte par les deux m éthodes 
exam inées.

U N T E R SU C H U N G  V O N  Z W E I N E U E R E N  F A R B E N S E H E N E F F E K T E N
U N D  IH R E R  A N W EN D U N G SM Ö G LIC H K EIT IN  D E R  FILM TECH NIK , 

B E Z IE H U N G SW E ISE  IN  D E R  T E L E V ISIO N

S. DÉKÁNY

ZUSAM M ENFASSUNG

In  der physikalischen, physiologischen und psych olog isch en  Erläuterung des Farben
sehens herrschen heute noch v ie le  Unsicherheiten. D iese F estste llu n g  gilt auch bei den oben  
besprochenen und erst in den  le tz ten  zwei Jahren pu b lizierten  zweierlei, neueren F arben
seheneffek te.

D ieser Aufsatz tra ch te t a u f Grund der bio logischen O ptik aus den m annigfachen, 
öfter sich  widersprechenden E rklärungen objektiv die m eistannehm bare zu finden , für die 
E rscheinungen  aber, welche b is je tz t  noch keine theoretische Lösung haben, w om öglich eine 
m oderne au f Grund von  w issenschaftlichen  Erwägungen akzeptable Auslegung zu geben.

D ie  m it den LANDschen Experim enten erreichte Farbenwirkung ist teilw eise von  
objektiver, teilweise aber v o n  subjektiver Eigenart. Ihre A nw endung bei der F ilm projektion  
erfordert eine sehr kom plizierte L ösung. Deshalb fä llt ihr V orteil gegenüber der üblichen  
trichrom en Farbfilm projektion w eg.

D ie  BENHAMschen und ein e andere subjektive Farbenw irkung ähnlichen Charakters 
verspricht größere V orteile a u f dem  Gebiete der F ilm projektion , da m an m it dem gew öhnlichen  
schw arz-w eißen Film e auch versch iedene Farbeneffekte erreichen kann, ohne Um form ung  
der Projektionsapparate. W enn auch  letztere die Farbenw irkung der gewöhnlichen farbigen  
F ilm e n ich t erreichen kann, es lo h n t sich aber wegen ihrer E infachheit und B illigkeit zwecks 
praktischer Anwendung dam it w eiter  zu experim entieren.

B eide Methoden versprechen  verschiedene M öglichkeiten  bei ihren Verw endungen  
auch in  der Television.

TW O  N E W  M ETHODS TO P R O D U C E  COLOUR V ISIO N  A N D  AN  INVESTIG ATIO N  
O N  T H E  PO SSIBILITY O F USING  THEM  IN  FILM  TECHNICS A N D  TV

S. DÉKÁNY 

SUMMARY

M any uncertainties e x is t  in  regard to physical, physio log ica l and psychological ex p la 
nations o f colour vision. T his is tru e  even for the tw o la tes t  ty p e s  o f colour vision phenom ena  
pu blished  in  the last tw o years.
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The study tries to  find  on the basis of biological optics the m ost acceptable explana
tion  among an am azing variety  of, som etim es, contradictory explanations. For those phenom e
non having no theory y e t  it  tried to give acceptable exp lanations using up -to-date scientific  
m ethods.

The colour effect reached by the Land  experim ents is partly  objective , partly subjective. 
Its  use for projecting film s needs intricate technical m easures, thus it  presents no advantages 
aga in st the known trichrom e colour film s.

The subjective colour effect of the B enham  m ethod or the likes, m ay give som e advan
tages on projecting film s, as different colour effects m ay be reached as b y  using ordinary black 
and w hite film s w ith  projectors having no m odifications. In  sp ite o f the fact th a t th is m ethod  
does not y ield  the colour effects o f normal colour film s further experim ents seem  to  be in d i
ca ted  in support o f its  practical uses, as this m ethod is very sim ple and not expensive at all.

B oth  m ethods m ay offer som e possibilities to be used in  TV.

ДВА НОВЫХ МЕТОДА, СОЗДАЮЩИХ РАЗЛИЧЕНИЕ ЦВЕТОВ, И ИССЛЕДОВА
НИЕ ИХ ПРИМЕНИМОСТИ ДЛЯ КИНОСЪЕМОК И ДЛЯ ТЕЛЕВИДЕНИЯ

Ш. ДЕКАНЬ

РЕЗЮМЕ

В физическом, физиологическом и психологическом объяснении различения цветок 
господствует еще ряд неопределенностей. Этот факт действителен и для рассматриваемых 
здесь опубликованных только за последние два года двух различных новых явлений 
различения цветов.

Работа на основе биологической оптики стремится объективно найти среди самых 
разнообразных и часто противоречивых объяснений наиболее приемлемое объяснение, 
а для тех явлений, для которых до сих пор еще нет никаких теорий, дать по возможности 
современное объяснение, которое можно принять на основе научных соображений.

Цветовой эффект, достигнутый при помощи опытов Ланда, по своему характеру 
является частично объективным, и частично субъективным. Применение в случае кине- 
матографии требует очень сложного решения, вследствие чего отпадает преимущество 
по сравнению с обычной трихроматичсской кинопроекцией.

Субъективный цветовой эффект Бенгама и аналогичные по характеру решения 
обещают дать большие преимущества в области кинопроекции, так как с помощью обыч
ной черно-белой кинопленки и без переделки кинопроекционных аппаратов можно до
биться различных цветовых эффектов. Если это последнее и не достигает цветового 
эффекта обычных цветных пленок, вследствие простоты и дешевизны все-таки интересно 
проводить дальнейшие опыты в целях практического применения.

Оба метода обещают дать определенные возможности для их применения в теле
видении.
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[E ingegangen am 27. Januar 1961]

§ 1. Der Fall konstanter therm ischer Parameter

Bei Vorgängen ohne Freiwerden und ohne Bindung von W ärm em engen  
hat die D ifferentialgleichung

o.Q,
div [k(l}) grad #] =  yc  ( # ) ------

dt

in isotropen festen Körpern eine bestim m te Lösung, falls die B ed ingung des 
A nfangszustandes ЩР, 0) =  f ( P )  und die N ew tonsche Bedingung der R and
werte

H » )  - ® -  = 4 & ) [ & K ( t ) ~ ^ ] F
an p

erfüllt sind.
D ie Temperatur #[°C ] ist im gegebenen Körper eine Funktion des Ortes 

und der Zeit:

»  =  &(P, t)

Ferner ist
y[kg/m 3] 
c[kcal/kg °C] 
/t[kcal/m 2h °C] 
A-[kcal/mh °C]

d n
4 t )  t ° c ]

das spezifische G ew icht,
die spezifische W ärm e,
der K oeffizient der W ärmeübertragung;*
ist der K oeffizient der W ärmeleitung;

ist die A bleitung der Funktion & entlang der N orm alen;

ist die Tem peratur der Um gebung (des O fens) als 
Funktion der Zeit.

* In der Fachliteratur wird m eistens an Stelle von  h das Zeichen a , und an Ste lle  
von  к das Zeichen A gebraucht. W ir w erden hier die Zeichen der bereits vorangegangenen  
M itteilungen (siehe [4, 5, 6, 7, 8, 9]) verw enden .
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D er In d ex  F  bedeutet, daß der Funktionswert zur Oberfläche des Körpers 
geh ört (O berflächentem peratur). In unseren B etrachtungen  halten wir uns den 
F all eines axialsym m etrischen Körpers vor A ugen.

Durch Übergehen zu Zylinderkoordinaten und unter der Voraussetzung, 
tlaß die therm ischen P aram eter konstant sind , erhalten wir die D ifferential
g leichung

d2ê  1 9$ _  yc d&
dr2 г Эг к dt

m it der anfänglichen Tem peraturverteilung #(r , 0) =  /(r )  und der R andw ert

bed ingung — I =  — [# k (0  — ß(R,  t)]
ЭГ |r=R k

M it H ilfe der T ransform ation Rg  =  r (0 g 1) und m it dem Ansatz 
$[°C ] =  $ 0 =  1[°C] tvird die D ifferentialgleichung dimensionslos:

Э2 ■& 1 0& _ _ R2 VC 3??
Эр2 p 9 g к dt

Für den A nfangszustand und die R andw ertbedingung gilt also die Formel

*(<?. 0) =  f(g); ~  =  R - f  - [&K (t) -  Ц1, *)]
3p e_ i  к

Im  folgenden wollen wir eine Lösung des Problem s zeigen, die eine leicht 
ausführbare (num erische) Berechnung erm öglicht; anschließend werden wir 
den Vorgang von A nfang bis Ende auf Grund von  konkreten Ursprungs
angaben durchrechnen; d ies wird uns gute H ilfe leisten , um einige m it dem  
A b la u f der W ärm eübertragung zusam m enhängende physikalische K onsequen
zen zu ziehen.

U nter Anw endung der DüHAMELSchen Integrallösung soll die zu lösende 
F u nktion  #  als Sum m e aus zwei Funktionen form uliert werden:*

I

§(g,t) =  ■d1 (g, i) +  j  ê 2 (g, t — T)dr

r=0

(D ie  H ilfsfunktion <p(t) ist noch nicht bekannt; sie soll zielentsprechend später 
b estim m t werden.)

* Ähnliche L ösungen fin d en  wir in den A rbeiten  v o n  verschiedenen Autoren. Siehe
IL 2, 3].
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D ie neue Form ulierung soll nun in  die D ifferentialgleichung eingesetzt 
und der W ert $ 2(g ,0 )  soll gleich N ull gesetzt werden. Es wird der Gleichung 
und auch der A nfangsbedingung genügt, fa lls die W erte und # 2 den hier 
folgenden G leichungen und Anfangsbedingungen entsprechen:

D 'e  ursprüngliche Randwertbedingung

so ll folgenderweise aufgeteilt werden:

Es sei:

кle—l

m it der beliebigen K onstanten 0^  ф  0 angenom m en. Daraus ergibt sich für 
<p(t) die Gleichung:

*kJ d<p
dr

dr  =  (t), (t >  0 ).

Für die erste D ifferentialgleichung gelten folgende Anfangs- und R andw ert
bedingungen:



Durch V erwendung der orthogonalen R elationen der BESSELSchen F unktionen  
kann d ie Anfangsbedingung erfüllt und ap bestim m t werden; es gilt näm lich

Aus der R andwertbedingung erhalten wir für vp die E igenw ertgleichung:

D urch Anwendung der M ethode B e r n o u l l i— F o u r ie r  ergibt sich  d ie  
Lösung:

A. HOFFMANN

N un fo lg t die zweite D ifferentialgleichung m it den gegebenen A nfangs- und  
R andw ertbedineungen :



und wie zuvor, durch Anwendung der O rthogonalität der BESSELsehen F unk
tionen:

und folglich:

E s  gilt im Sinne der Anfangsbedingung:

und daher die Lösung:

und für den Eigenwert:

I n  analoger W eise wie oben ergibt sich die Lösung:

ANW ÄRM EN Z Y LIN D R ISC H ER  K Ö R P E R
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Also erg ib t sich als Lösung der untersuchten Differentialgleichung:

+ K
1 = 0

Um  zu elim inieren, w ollen wir die folgende Transform ation einführen:

#  ( g ,  f) =  &г (p ,  t) +  J  - J —  &$ (q, t — r) dr.

T = 0

N un w ollen  wir die U m gebungs- (Ofen-) -T em peratur, d. h. die F unktion  
#*(*), in  zw ei Glieder aufteilen:

û K (t) =  \ ( 0 )  +  A( t ) ,

d. h . # fe(t) ist gleich der Sum m e aus dem W ert im  Zeitpunkt t =  0 und der 
rela tiv  zu diesem  W ert bestim m ten  Änderung. H ierzu ist Zl(0) =  0. Von A(t) 
wird vorau sgesetzt, stetig  und abschnittsw eise g la tt zu verlaufen.

W ie bereits erw ähnt, gilt:

und daher:
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wobei folgende Integrale gelten:

I' <5(r) dr =  1,
T =  0

f Ä (T ) / (* )d r= - . / (0 ) .
t = 0

Daher ist die gesuchte Lösung:

t

% , t) =  (q, t) +  &k (0) »* (q, t) +  J ((?, t — T) dr.

t = 0

Hier erblicken wir in den ersten zwei Gliedern die Lösung des klassischen Falls 
m it $/((f) =  t?fc(0) =  K onstant; das dritte Glied als K orrektion ist eben die 
Tem peraturänderung des Körpers, hervorgerufen durch die Tem peratur
änderung des Ofens. D ie Ofentem peratur im  Z eitpunkt t =  0 ist allgemein 
beträchtlich höher als 0, u. zw.

0) >  C  >  0 , wo C =  konst.

Anschließend fällt aber der W ert von #/<(*) rapid ab, so daß der Anfangswert 
mit v iel größerem G ewicht in Rechnung gezogen werden m uß. D ieser Umstand  
erfordert eben die Einführung der Funktion ö(t). M eistens ist es m öglich, die 
Änderung der O fentem peratur in der Zeit em pirisch m it entsprechender 
G enauigkeit zu m essen. Man führt eine stetige und g la tt verlaufende Kurve 
durch die gewonnenen M eßpunkte, die als die D arstellung der m athem atischen  
Änderung der O fentem peratur betrachtet werden kann, und im  weiteren Ver
lau f unserer U ntersuchung gibt diese K urve zu unserem  R echnungsgang die 
Tem peratur des Ofens an.

Nun setzen wir in die oben erhaltene Lösung die errechneten Funktionen
ein:

# ( Q , t ) =  У
2 J f ( e ) e J 0(vp e ) d g

e=о
P=1

1 + - М ^ Г | а д
Л К е ) е

Я* ус
+

+  <М0)
Jo ( VP 9 )

Vp  к

R' ~yc

*1 + R
+

Jo W

+ J
t=*0

Щ * )
dr

1 2
p=1

d r  =
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2 Г f(e)eJ0(vpQ)dQ
<M 0 +  >'

e = 0

p=1 R2 ( h
J o  ( V P  ( ? )  e

/?2 yc

Л  ( O

2R -  &k (0) V Л  (%e)
_ vl_ b f 

n R* yc

P =1 h 2
R

к Л  (>7>

2R -
R  p  =  1

/о  (rp e)

R — 2

v„ к

f <M(t) - ^ (,- r)
0 ( r p )  r=0

dr
dr .

E s läßt sich unschwer nachw eisen , daß durch diese Lösung sowohl der 
u n tersu ch ten  D ifferentialgleichung, wie auch den A nfangs- und R andw erts
bed ingungen  genügt wird.

§ 2. Der Fall veränderlicher thermischer Parameter

B isher wurden die W ärm eleitungsparam eter (h, k, y,  c) als konstant 
angenom m en, obwohl diese in W irklichkeit von der Tem peratur des Körpers 
und auch von den E igenheiten  des erwärmten Stoffes stark abhängig sind. 
D ie Veränderlichkeit der in der D ifferentialgleichung vorkom m enden Wärme- 
leitungsparam eter verursacht im  A nfangsabschnitt der Erwärm ung (bei
lä u fig  300° C) eine beträchtliche Abweichung von der berechneten Tem peratur
v erte ilu n g  des Körpers. D iese durch die sprungsweise Änderung der W ärm e
leitungsparam eter verursachte relative (prozentuale) A bw eichung ist in der 
u nm ittelbaren  Nähe des B eginns der Anwärmeperiode am größten und sinkt 
nachher allmählich bis sie im  Bereiche oberhalb 500° C m eistens praktisch 
unbedeutend  ist.

W enn wir aber —  w enn  auch nur in grober A nnäherung —  die Ver
änderung der W ärm eleitungsparam eter in der D ifferentialgleichung zum  
A usdruck  bringen und —  um  zu einer m öglichst einfachen Lösung zu kom 
m en —  die D ifferentialgleichung in linearer Form beibehalten  wollen, so kön-

h yc
nen  wir an Stelle der aus E rfahrung erhaltenen K urven — , eine andere

к к
aus geraden Strecken zusam m engesetzte Kurve setzen , wobei die einzelnen  
Strecken  je einen konstanten  W ert representieren. D ie W erte dieser K onstan
ten  w erden m ittels F lächenausgleich  bestim m t.*

* D ie  app ro x im ativ e  L ö su n g  d e r  n ich tlin earen  D ifferen tia lg le ich u n g  m it veränder" 
l ie h e n  W ärm e le itu n g sp a ram e te rn  w u rd e  von  der W ärm ele itu n g sa rb e itsg em e in sch aft u n te r  
L e i tu n g  v o n  Prof. D r. Ing . S. B o k b e l y  ausg earb e ite t. B isher w u rd e n  — in  den  M itte ilungen  
d e r  A b te ilu n g  fü r Technische W isse n sc h a ften  der U ngarischen  A kadem ie  de r W issenschaften  
— sech s  A rbeiten  v e rö ffen tlich t. (Siehe [4, 5, 6, 7, 8, 9]).
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In  Ausarbeitung der Lösung lassen wir die am Ende eines A b sch n ittes  
b eo b a ch tete  T em peraturverteilung an den A nfang des nächsten A b sch n ittes  
anschließen; mit anderen W orten, wir nehm en an, daß eine Erwärm ung e ig en t
lich am  Anfang des A b sch n ittes auf Grund der bis zu diesem Z eitpunkt e n t
stan d en en  T em peraturverteilung beginnt. In dem  Bestreben, durch das 
R echnungsverfahren die im  Körper gem essene (tatsächliche) T em peraturver
te ilu n g  m it der m öglich b esten  Annäherung zu erhalten, müssen die L ängen  
der A bschnitte in R ichtung zur A nfangstem peratur immer kleiner, aber in 
der en tgegengesetzten  R ich tu n g, von der A usgangstem peratur sich en tfern en d , 
im m er größer gew'ählt w erden. In dem Bereich von 500° C bis zur kritischen  
T em peratur der U m kristallisation  (gegebenenfalls auch darüber hinaus) 
gen ü gt —  auf Grund von versuchsw eise ausgeführten Berechnungen —  zur 
E rreichung einer praktisch entsprechenden G enauigkeit die A nnahm e eines 
ein zigen  A bschnittes.

D ie  numerische Berechnung kann m an m it einer A ufteilung in  drei 
einzelne A bschnitte ohne rechnerisch-technische Schwierigkeiten durchführen, 
z. B .

tia <  ti <  200; 200 <  ti <  500; 500 <  ti

(tia b ed eu tet die konstante A nfangsteniperatur des Körpers). P robeberechnun
gen zeig ten , daß man im  A bschnitt ti ^  300 praktisch hinreichend genaue  
W erte erhält; im Gebiet ti <  300 ist die U ngenauigkeit des E rgebnisses um  
so größer, je näher sich ti zu tia befindet.* D iese Erfahrung m acht es eben  
n o tw en d ig , die Lösung der nicht linearen Differentialgleichung zu su ch en , 
die m it H ilfe der Su b stitu tion  der K urven durch einzelne lineare A b sch n itte  
m it praktisch  hinreichender G enauigkeit gefunden werden kann. S e lb stv er 
stän d lich  führt diese Lösung m it der oben angeführten Einteilung in A b sch n itte  
zu E rgebnissen  von höherer G enauigkeit.

E s soll die Lösung der linearen D ifferentialgleichung im ersten A bschn itt 
als ti =  t i ^  (g, t) bezeichnet werden; wir nehm en an, daß die A n fan gsver
te ilu n g  der Temperatur im  Z eitpunkt t =  0 ti(g,  0) = / ( g )  =  tia — k o n sta n t  
sei; so erhalten wir folgende Lösung:

t iW(e , t )  =  tik (t) +  2tia V
R'

J i  K )
vn
h 2

к

J o ( vn ° ) e
R‘ yc

Л  ю

2Я —  tik (0) V
Я n= 1

Л  K e ) R‘ yc

v% +  \R h 12
Jo K )

Siehe: S. B o r b ély , Ü ber U ntersuchungen etc. [4].
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E s sei —  im Z eitpunkt t, —  die obere Tem peraturgrenze im  ersten A bschnitt 
in einem  richtig gew ählten Punkt des K örpers. In diesem  A bschn itt gilt für 
die Tem peratur # a <  b  <  b x in dem  entsprechenden Punkt des Körpers.

In dem zur Tem peratur koordinierten Zeitpunkt i, ist die Tem peratur
verteilu n g  im Körper:

Bei der Behandlung der Lösung des zw eiten A bschnittes wird diese 
Tem peraturverteilung als Ausgangspunkt betrachtet:

D i es soll in die erste (von den A bschnitten  unabhängige) Lösung der Differen
tialgleichung eingesetzt werden. Vorerst wollen wir den folgenden Ausdruck  
errechnen:
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1 1 

I /  (e) e Jo (vp e)do =  #k{t1) J QJa{vpQ)dQ~
Q=0 q=Q

2 R у
к é

(0) ű a) e R- ус

' ' dA(r)  - ж £ < '* -%---------- e  ат
dr

в Jo (упв) Jo (vPe)do
Q=0

vl  + R Jo(*n)

Nun ändern sich im zw eiten  A bschnitt die W ärm eleitungsparam eter.
h y c

Wir w ollen  die W erte —  und ----- für d iesen A bschnitt m it dem Index
к к

I h 1 I у с
»1« bezeichnen:

I к J j . l  к
Mit H ilfe der E igenw ertgleichung

h I
к ^

j 0 p) ’

erhalten wir

J  v p { к  )x  V
Q — 0

Ferner ergibt sich:
X

Г  eJo(vn°)Jo(vpQ)dQ =  ,  К Jo(vp )J l (vn) — vpJo(vn)J l (vp)]J V* — V-
e = °

R
VZ — V2yn yp h  J o  (*„) J o  (VP)  -  I h  I J o  W  J o  ( V p )К \ К I ±

RJo(vn) J 0(vp) Г h h

vn — vl  l k к 1

(Es so ll bem erkt werden, daß also bei der B ildung der Eigenwertreihe {vp} 
aus einer neuen G leichung die orthogonalen B eziehungen nicht mehr gelten). 
F olglich :
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j  f ( Q ) ß J o ( vpQ) dQ =•= &k (tx) R
h

к
J 0  ( v p )

6=0
, V21 VP

_ 2 ^ A | A _ | M  l j r k ( o ) - 0 a)
к L к l « /iJ"L

<-JL,
e ** *c ‘ +

+ i
t=0

V»
rf.1 (T) в- Ж к (,1“ г) 

dx
dr Jo (vp)

”n2 + R i  H
А I

«  -  ”?)

D aher ist die Lösung für den zweiten Abschnitt:

dv>(e, t)  =  o k ( t ) +  У  -

Л2 (' f(ç)eJo(vpQ)de .j,i\ „
*  I ( < l )

p=i 1 + R2 / h

V2 U

J 0(vPe ) e
Jo(vp)

Jo(vpß) .  «• ( yc ) ,<r W- 2 R  —  &k (h ) V
A p= i r2 +  R2

h

fc],
Jo('p)

2R
f/ i J o ( VPe) ' d z l(T) e Ä*(ye),<i
1 к l p=i

p* +  -R2
h
к

2

1
Л ( М  »-

dx
t,

dr,

N ach erfolgter Integration  und entsprechender Um ordnung ist die Lösung 
für den zweiten A bschnitt:

# » ( Q , t )  =  » k { t ) - 4 R *
h I h h

M i

+

X

к I к

Г dA (r )
) dx e

t=0

J 0(vPe)

>’ 2  f(#* (0 )-# .).
p=i n=1L

k_
Я* yc

+

dx X

^  +  1 «
R 2 lh
v\  \ k

— 2 R
1 JT“i

1 +

J o(vp Q)

(vn Vp)Jo(Vp)

V% +  R 2
h |2

M i
Jo(Vp)

Г ; 1 Ш . ИJ flfr dr .
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Für einen Zeitpunkt t j>  tx genügt diese Lösung der D ifferentialgleichung  
und au ch  den Anfangs- und R andw ertbedingungen, wobei sie sich bei t =  tA 
an d ie  erste Lösung fl — f l ^  (g , t) anschließt. D ie num erische Berechnung ist 
dadurch  etwas erleichtert, daß  wir für die D oppelsum m ation  die Innere 
(»fl«) b ereits  bei der A usarbeitung der Lösung des ersten A bschnittes errechnet 
h ab en . A u f eine ähnliche W eise können wir auch die übrigen Anschlüsse  
errechnen, doch ist es ra tsam , m it Rücksicht a u f die Schw ierigkeiten der 
num erischen  Berechnung, n ich t mehr als drei A b sch n itte  aufzustellen.

§ 3. Annäherung der Ofentemperatur m it H ilfe von Parabeln

Im  folgenden wollen w ir den Einfluß untersuchen, den die Änderungen  
der O fentem peratur au f d ie Tem peraturverteilung des Körpers ausüben. Wir 
setzen  e in e  Ofentemperatur voraus, bei welcher die Integrale

u n ,i I'■ к ,
J dr J dr

T = 0  T = 0

n ich t nur bestehen, sondern auch  jeweils praktisch berechnet werden können» 
und ste llen  noch die B ed ingung, daß diese Funktionen  in geschlossener Form  
in tegriert werden können.

D a flk(l) — 0fc(O) 4” 4(l) ,

so erh a lten  wir hei unveränderlicher Ofentem peratur [d. h. flk(t) =  fl^O) -f- 
- j -  4 (0 )  =  flk(0) oder unveränderlicher Tem peratur in je einem  A bschnitt, 
d. h . flki(t) =  Щ0)  I 4 ( l ), (ij ^  t ^  h +1)] einen besonderen Fall unserer 
L ösu n g, nämlich die k lassisch e Lösung (bedingt durch eine hom ogene Rand
w ertbedingung). Nun soll d ie Tem peraturverteilung im  Körper für drei typische  
F älle  der zeitabhängigen Veränderlichkeit der O fentem peratur errechnet wer
den:

1. A(t) =  a t  lineare F u nktion;
2 . A{t) =  a.,t2 +  a, t parabolische Funktion;
3. /J(l) a sin со t period ische Funktion.

2 j ' f ( e )  9 J o  (VP Q) d o  _ ' L J L t

1. 0 (g ,t ) = f l k (t) +  j f -  e- °  o2 b -  J o ( v p e)e~ *  rC
1 - R ~ i h ] ~П 1 Vp \ к

- 2 R -  » k ( 0 ) 2
* p=l

J!(Vp)

■h (vp в )
"p k , 
R* yc

Vp + R J 0 (Vp)
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2a R * — V Л  (fp в)
к к />=•

УР
- h 2
v2p + R  —  

к Jo (Vp)

1 -  «
±  4  I
R ' yc

Wir wollen das K orrektionsglied (das als additives Glied zum  Glied 
der klassischen Lösung hinzukom m t) m it # c(p, 0  bezeichnen, d. h .

h vc  00
i>c(g,t) =  «t -  2a №  — J — V Jo (vp Q)

к k p .i  ,
p v% 4-

„  h  ) 2
R  —P • к Jo (Vp)

1 — e
Vp к
R* yc

Yobei

0) =  0; lim  .J ® -  =  1 .

Man sieht es klar, daß die Änderung der O fentem peratur sozusagen die Tem 
peraturverteilung des Körpers steuert. Im  folgenden soll nur das K orrektions
glied entw ickelt werden:

2. &c (g, t) =  o ,  t- +  a ,  t —  2 R 3 -  - Л  K e )
к к p l

v i + \ R Jo (rp)
2a, i +

a t — 2a,
R2 yc

1 — e
A J l
R' yc

3. iïc (g, t) — a sin cot — 2R3 — а со ' f  V
к к p i

Jo (vp 9)
X

r i  +  И “Г Jo(Vp)

9  í J?* VCcos wt  — e

V* +  ш2 R 1

ус
- f -  t o i ? 2 ---- sin cot

к

A { УС

Aus allen drei Formeln erhellt sich , daß sich die durch die Änderung  
der O fentem peratur bedingte Korrektion der Tem peraturverteilung im  Körper 
jew eils aus zwei Gliedern zusam m ensetzt, wobei das erste Glied selbst die 
Tem peraturänderung des Ofens, das zw eite  aber ein Glied m it en tgegengesetz
ten  Vorzeichen ist, das auch die M aterialkonstanten enthält. D ieses zweite 
Glied (Sum m ationsglied) ist für den betreffenden Stoff kennzeichnend und
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ste llt den  »Widerstand« dieses Stoffes gegenüber der au f den Stoff w irkenden  
T em peraturänderung dar.

A llgem ein  kann man die Ofentem peratur —  m it praktisch hinreichender  
G enauigkeit —  m it Hilfe von  einander anschließenden Parabeln 2ten G rades 
darstellen . Man könnte noch ein  Interpolationspolynom  oder eine ausgleichende  
GAUSssche Parabel anw enden. B ei dem ersten is t  die Integration langw ierig , 
bei dem  letzteren  besteht in den einzelnen P un k ten  eine große A bw eichung  
von dem  gem essenen W erten.

E s sei nun:

M * )  =

tfl0)(0  =  «2*2 -f- Oj t - f -  a0 w enn

Ф  (*) =  «21 <2 +  «11 * +  «01 »

4 °  (0  =  «2/ *2 +  «li 1 +  «0, »

o < h
*1 ^  t <; t2 

*/ <  * ^  *1+1

&k (0) =  ^ 0) (0) =  «0

# Л ь )  =  #Ъ0)(ь)  =  К 1) (h)  

^ ( Í )  =  4 M ) (*,•) =  4 °  (*,).

D ie  A nfangstem peraturverteilung im K örper sei #(p, 0) =  # a. D ie  
gesu ch te Lösung sei als folgende Funktion ausgedrückt:

(g, t) wenn 0 <  t <  «j 

# (l) ( 0 ,0  „ G <  t <  t2

« ^  1 iS  */+i

% , t) =

# (i) (o, t)

und nun ist die Tem peraturverteilung

#(0) (e, *) -  n o) (*) -  2B A  [ # ,  (0) -  &a] j r  Jo (v" e)
*  n=l

Zi_iL
R‘ yc

« к  j a
J o ( * n Q )

+ «i — 2a2

>* +

B 2 yc

В

«

2a2 t -f-

Л К )
[2

1 — e Я* ус

vn k

D ie Verteilung im Körper sei zum Z eitpunkt

#(0) (e> h) = f i  (e) =  #*0) (*i) —
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2 R - - [ & k ( 0 ) - ö a] V
* n=I

Л  ivn q)

V2n +  R

_ 2К> А л  >■
k к ,K K "=1 „2

fe

Л К е )

Л ( 0

ft2 yc \

X

X 1 2 ^ ^  - f  « j  —  2 a 2

Л  (*„)

•’,1 к

»’S fc
1 -  e Я* yc (o )

(D as Zeichen (0) ist hier wegen der später notwendigen U nterscheidung ange
bracht.)

An diese »Anfangs-Verteilung« lassen wir die zum Z eitpunkt t, durch 
die O fentem peratur d /^ t) bestim m te Lösung anschließen.

2 j  / l  (p) P J o  ( v m P) d Q
Q = 0

1 +
R 2 t  h  2

V2m к

Л  (»'m p) «
<4 _»L
/?■ yc

Л2(»’т)

- 2 d ,  ( * , ) « -
« m = l

Я’ ус

vS. +  l K ^ f l . / o  Ы

-  2 « Л ^ т Р )
^ m=1 p2 4-I rt I1j

(

Í
«

М 4- # ? < И Л  =
dx

m)  *=ti

^ > ( 0  +  2 ’

2 j  f i ( e ) e J o ( v m e ) d 9
e = 0

1 +  (ЛГ 
»’S, U

Л  (”m P) e

К, k_
R 1 yc

2d , ( * i ) Ä -  V

Л * Ы

J o  ( v m p)
m=l

-S ,+  «

2 « ,  A ü  V  
к  к  ^

к

J 0 ( v m P)

J 0 (»’m)

4 ’"+ K Í ^ 0 (vm)

2a2i í +  a n  —
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R* yc
— Za21 ------------e 2o>2j Íj “I- ttjj

R 2 ус
V2ут к

(1)

1̂ ^   ̂^  Í2

J Л (e) e Jo (vm q) dL> =  &P («i) J e Jo (vm q) de —
c=o e=o

-  2ii -  [#, (0) -  # J  V
j  eJo (vn i?) Jo (v m Q) do

0=o R« yc
n= 1

■ h 2-
*п2 + Я  —

к

- 2 R 3 - ft y  e «
^  & n=l 21) 6

Jo ( O

' e J o K e )  J 0 (vm e ) d e

v ï  +  { R
[ -  • -  ]<0)

Jo ivn)

Mit H ilfe der O rthogonalitätsrelation und der Eigenw ertgleichung ergibt 
sich:

m =  n

f «Jn (vn e) de = Jl {Vn) - = R 4- J(,vJ
.1 r„ Л

e=o
l

J QJo(vn9)dQ =  у  [ J o W + J iW ]  =  -“ J o iO ^ 1 4
0

1

I ' Л  (e) ? Jo (*m <?) di? =  (tl) R I  •/,‘ (2r J

« 2 h Г2
T

1

- 2 f í A [ ^ ( 0 ) ^ a] 2
К

Jo2K ) 1 +
Я 2 i h

v l  1
_ ü .

„ Я* yc 1
- h 2

+ R
к

Я3

J o ( 0/С

А  4е _ Л  (vn) _ j j(o) =  ло) д  А  А ф А
к  к  V* к v*

К к
— R  А. (0) А»_Ы е *’ ус — Я3 A JoAA [. . . ]<0)

fc х»2 к  к  V*
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Daher ist die Lösung der D ifferentialgleichung bei gegebener Anfangs- und 
Hand W ertbedingung im  zw eiten A bschnitt (t, < . * h ) :

0b>(e,l) =  W  (t) +  2R  A  X
к

V * к

W  (il) -  [К  (0) -  »a\ [...]<»> »i к
X  y  , —  n J , M *  * *

л=1
И + 1ктП л(°

2 ^ ( L ) «  -r
/с Л=1

Л 'К  9) ж  £<'-'■>

»-S+ Я
л

./о К )

— 2К3 ус V Л  К  9)
A A

Jo (О
2q |̂ t —j- Иц — 2a2

Л2 ус
V2 A

— e 2a2i ii вп 2a21
R 2 yc

^  fc

( l )

к
2a.1A t - t i ) + A V \ l - e  " * ” *  "“ ' I

(i)

A W  =  2«21 t l + « u - 2 « 21- "  ^

#(1)(M  =
R2 /с

=  ^ ) ( t ) - 2 f í - [ ^ ( 0 ) - ^ ]  2 ’ Л  (*„ 9)
_ 2 l A  ,

л R % yc

n=l

r~СЧ

V2 11 l R T | J
2 R . A H  >■ 

A A ~
Jo (”„ 9)

,  I _  h 2 i
v® +  K —

I A: Jo K )

^  *2‘

[ ...] (o) e -  £ £ « - «

D ie T em peraturverteilung im Körper am Ende des zw eiten A bschnittes ist:

(Q, h) =  n \ ( h )  - 2 R -  [#*(0) fia] У Jo (vn 0)
К к

л R 9 y c  **

/1=1
»'n + « Jo W
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-, А VC “
2 Д З _ _ ^ _  у

к к ^
J о К  е)

П=* „2
»* +  Я

А
j [...]«» е я " у с (,*'-> +

Л  К )

+  2 0 , 1 (1, -  h )  +  A V  1 - е  ** ус
-  4  4 г  (>г->г)ф) I

J e tz t  gilt diese Verteilung als »Anfangsverteilung« für den dritten  
A b sch n itt. Durch das gleiche Verfahren (O rthogonalität und E igenw ert) 
erg ib t sich:

l

2 f  Â  (?) ? Л  K  e) de =  2^>  (ta) R  А  -
J A r‘

к

2 Л Г [ # * ( 0 ) - # в)
-, J o  Л* yc '*

n=i

2RZ— Ï Ü  у  J o (vn) jr i(o)e R‘ re <f’ fl) 
к к V‘ | l " ,J

+

+ 2®21 (*2 *l) “i 1 e
A  L
R‘ yc (t,-l I>1 ( 1)1

A lso ist die Lösung im dritten A bschn itt (t2 <  t <  t3):

<?(2) (?, t) =  #<?> (t) -  2R А  К  (0) -  > ' J ° (v" e)
A  *_Я* yc

n= 1
»3 +  Я

A ]2
Jo К )

ü p i i - T
к к ^

J 0 К ? )

■*[’S + K
Jo (O

e >  *  <f f,) +

ТИ fc
+  [ . . . ] < 1)e ус +  [ 2 ^ 2 2  <* -  *2 ) +  ( l  -  e *’ yc ('"'*) ) ] < ’I
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D urch das gleiche Verfahren ergibt sich die Lösung für den (i -f- l) - te n  Abschnitt

# ' )  (q , t )  =  #(0 (,) - 2 R -  [#fc<0) -  0„]
к r ”i

Jo(vn9)

V2 + « r l lк I Л  Ю

2 J P Í - *  Ÿ
к к

Л ( гпР)
l'l fc

'i. _ÍL *

j [ . . . ] <0)«_ *  ( (,) +
■* [ » * + ( *

h \ t  

к Jo(vn)

4  4  » - «
< к (t-U)

+

+  [ . . . ] < 1>e *' yc +  •• +  [ . . . ] (i_I)e VC +

» (* -  *<) + A ‘> (l * УТ I i *, £ * ̂  *,+2a

A »  =  2a.,, t, +  a u — 2a2, -
R2 yc 
v2 fc

Im  Vergleich zur klassischen Lösung (m it homogener R andw ertbedin
gung) erhalten wir:

* ‘4 q, t) =  К  (0) -  2R -  [tf* (0) -  2 '
n=l

Jo(vnQ) e R‘
h

”8 + Ä —
k)

Л(*п)
+

die klassische Lösung (ük (t) =  &k (0))

+  A (t) -  2R3 —  HL у
к к 2

JoivnQ)
< к (t-t.)

A  +  «
h\2

{[__]<•>• R' vc 1 +

Л ( 0

I*2  ̂ fc
+  [ .  . .]<»e~ 4- . . . +  ( +  [ .  . .]<■>

t, <  I t/-и

D ie  F unktion A{t) kann noch in folgender W eise zerlegt werden

A (t) =  A«» (f,) +  (AW  (t2) -  AW  (tl)) +  ( 4 «  (t3) -  d<2> (ц )) +

+  . . .  +  ( t ,-» ) ) .
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E s is t  z. B. der »Beitrag« des »y«-ten A bschnittes zur T em peraturverteilung  
im  Körper:

( ^ - t )  ( * , ) - ^ - D  ( * , - , ) ) -

2 R 3 —  V~  
k к

у
n = 1

Л Ю )

R

j - l )  R '  y c-57 -& M )

^ o W

a2,j-l (lj *J—l) 4" ai,j —1 (*/ *7—l)

2Я3
h yc 

к к
у

n = 1
Л  Ю )

« A 2
* fc

[ . . . ] (У-х) -

Л  Ю

*7 ^  ^  *7 + 1

D as Glied mit der F u n k tio n  /l(t) und das Glied m it der Sum m ation haben  
en tgegengesetzte V orzeichen (für ß k(t) gelten die obigen Einschränkungen)* 
d. h ., das Sum m ationsglied hat innerhalb der einzelnen  Zeitabschnitte dieselbe  
retardierende B edeutung als zuvor. Es ist auch zu ersehen, daß mit zunehm en
der Z eit t der »Beitrag« im  Abschnitt immer m ehr der Änderung der Ofen
tem peratur innerhalb des »Abschnittes« zustrebt, d. h ., das Sum m ationsglied  
konvergiert gegen N ull. D iese  Erkenntnis, bezogen au f die Tem peraturvertei
lung der gesam ten A nheizperiode, bedeutet, daß bei Annahm e —  nach einem  
bestim m ten  Zeitpunkt t,- —  einer unveränderlichen O fentem peratur —  die 
übrigens den praktischen Fällen  allgemein entspricht —  und bei t —+ °o die 
T em peraturverteilung im  Körper ausgeglichen wird und zugleich asym pto
tisch  gegen die O fentem peratur konvergiert, was auch physikalisch als p lausi
bel erscheint.

Zusammenfassend is t  die Lösung für den (i +  l)-ten  Z eitabschnitt:

#<0(e , t ) =  ф  (t) 2Ä  —  [#*(«)■
К К ]  V

/7—1
Л Ю ) R *  y c

h 2

+ R  —

к
j , w

— 2KS—  — > •  
к к

Л Ю )

v2n +  R
h  , 2

Л Ю
2 "
7 = 1

2 a 2 , ; - i ( * 7 — t j - г )  4 "

+  A U -« (l _ «  *' '*■4 <  к ,, . , 
e ** +

4- \ 1 _
v„ к

2a.,, (f — t,) -f-

; * , < * < * , + !
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_  2a2i tj «x, — 2a2l - y — .
v2n k

Erfahrungsgem äß ist die Änderung der O fentem peratur nach A blauf 
eines bestim m ten Z eitabschnittes kaum  bem erkbar, man kann dann also die 
Ofentem peratur als kon stan t betrachten. W enn wir also die T em peraturvertei
lung im  Körper für den letzten , den (i 2)-ten  Zeitabschnitt berechnen, so 
is t das Berechnungsverfahren mit dem klassischen identisch. Für den A nfangs
zeitpunkt des A bschnittes lassen wir die bisher entw ickelte Tem peraturver
teilung als »Anfangs«-Verteilung gelten, d. h. wir schließen sie an die zum  
Zeitpunkt t,+1 bestehende T em peraturverteilung an.

0 (,+1> (M  =  ^ ,+1) (*,+,) +

1
2

00 í fi+i(e)eJo(vmQ)dQ
4- V

m —1
е »

R- (A U
Jo(vm)1 + «2 1 k 1 л /

Л  ( v n o)e

-  2 & r " ( t i+1) R ~  V -
К tj = 1

J 0 {vmV) R■
Л I2V̂  —L1 к  —-1
А 1 J 0 (vm)

* >  */+i

/ и -i (e) =  # (0 (e . í/+i)-

W enn wir nun die Ofentem peratur im  Z eitpunkt des Anschlusses als ste tig  
annehm en, d. h . # aP(<í + 1) =  Щ 1 1̂ (tj + 1), so is t  die T em peraturverteilung im  
Körper:

0 (í í1)(m ) =  4 í+1)('í+ i) - -

^ ГУ* У01
00

А 1 V Л  (v„  tí)
^ VU/ ira \

/1=1
*Ä + 1« - \ 1  к  1

JL
yc

Л  ( O

2R d î v  
к к ^

J  о (*п g)

й A I2
Л К )

Í+I
V

У- 1
2о2 , у- i  (*у — */—i) +

1 — е ус í,- ‘> /?• ус I:+ « ^  *1+1 •
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W enn wir aber die O fentem peratur #/<(*) im Z eitpunkt des Anschlusses nicht 
als s te t ig  annehm en, d. h.

und d ies kann zu einem  besseren Ausgleich der Ofentem peratur notw endig  
se in , so is t  die T em peraturverteilung im Körper:

# (i+1) (Q, t) =  0 # +1) (i,+ i) —

2R ^ [ ÿ k i0 ) - & a] 2
Л=>1

Л  К  9) R’ vc

R  —  
к Jo (*„)

2 R —  № X4 U +X) -
Л  (vn q) R% yc

n=1
Л  w

h yc “
2Ra — —  V Л  (g. e)

fe к П=1 * fl V* + \ R - Jo Ы

ii+1
2a 2, y—1 (f/ ~~ *y—î) +

+  ^ - ' >  U  - t >  t,+ i

§ 4. Verwendungen und Folgerungen

D er Gegenstand unserer Untersuchung sei ein Stahlkörper von gerader, 
kreiszylindrischer Form , m it dem  Durchm esser von 10 cm, der bezüglich  
der Erw ärm ung als unendlich  lang betrachtet werden kann, und den wir in 
einem  O fen m it elektrischer W iderstandheizung erwärm en wollen. D ie chem i
sche Zusam m ensetzung des S tahles sei 0,20 % C; 0,18%  Cr; 0,28%  N i; 0,42%  
Mn; und 0,10%  Si. O berflächenzustand des Körpers: rohgewalzte O berfläche. 
A nfangstem peratur: #(p , 0) =  #<, =  konst =  20° C (siehe Fachliteratur [9]).

D ie D aten der W ärm eleitung stam m en von  der zitierten A rbeit [9]. 
D avon  sind k($), c($) und y  Angaben der L iteratur, und ich habe zur B estim 
m ung von  h(§) die R echnungsergebnisse von  Maschek  [9] übernom m en. 
U m  die D ifferentialgleichung linear zu halten, werden die erhaltenen K urven  
v o n  20° bis 300° C m it H ilfe des Flächenausgleiches durch gerade Strecken  
(als K onstanten) ersetzt (A bb. 2).
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y  =  7700 [kg/m 3]; =  22,2 [ft/m2] =  1332 [Min./m2]
к

—  =  2,03 [1/m ]; —  =  0,000750 [m 2/Min.]
к у с

Als Meßwerte der in der Zeit veränderlichen Ofentemperatur haben  
wir au f Grund der durch Ma sc h ek  durchgeführten Messungen erhaltenen  
Angaben gelten lassen , die wir als eine praktisch m ögliche Punktreihe der 
Änderung der O fentem peratur betrachten. D ie Errechnung erfolgte in dem  
Intervall 0 <Ç t <  120, das wir in 4 A bschnitte aufteilen. In den ersten drei 
A bschnitten (0 <  t < / 4, 4 ^  t ^  18, 18 f < / 60) ließen wir Parabeln 2,r" 
Grades aneinander anschließend als Annäherung des effektiven Verlaufes der 
Ofentem peratur gelten; im  vierten A bschnitt (60 < / t <[ 120) haben wir die 
Ofentem peratur als unveränderlich angenom m en, da den ausgeführten Mes
sungen gemäß die Erhöhung der Tem peratur in diesem  Abschnitt n icht mehr 
als 9° C (770— 779) beträgt. Über die 120’*' M inute hinaus ist die O fentem pera-

7 Acta Technica X L/i—2

Abb. 3
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tu r  praktisch konstant. D eshalb haben wir für den letzten  A bschnitt im  W ege 
des Flächenausgleiches den W ert 775° C angenom m en. (Der W ert springt 
b ei t =  60 Min. von 770 a u f 775.) (Siehe Tabelle 1)

D ie Änderung der O fentem peratur in den einzelnen A bschnitten  läßt 
sich  m athem atisch folgenderw eise ausdrücken:

=  8,875 i2 —  86,25 t +  929 
#'?(!) =  0,8155 t2 —  20,8 t +  796,1  
# (2k\ t )  =  — 0,05 t2 +  5,9 t +  596 
ê {3k\t)  =  775

D ie  errechneten W erte der T em peraturverteilung im Körper sind in  der 
zw eiten  Tabelle angeführt.

Aus Abb. 4 ist ersichtlich, wie w eit infolge des plötzlichen Sinkens der 
O fentem peratur in den ersten M inuten und des nachfolgenden langsam en  
A n ste ig en s das Bild der errechneten K urven der Tem peraturverteilung geän
d ert w ird. Es wurden für den hier behandelten Fall eines, praktisch als unend
lich  lang angenom m enen geraden K reiszylinders (R  =  10 cm) noch keine 
V ersuchsm essungen durchgeführt; hingegen h atte  Maschek  [9] für einen  
kleineren  Zylinder (R — 4 cm ) die M essungen ausgeführt. Mit A usnahm e der 
ersten  10— 15 Minuten ist der V erlauf der m it veränderlicher Tem peratur hier 
errechneten  Kurve dem der von Maschek  gem essenen K urve dem  W esen  
n ach  ziem lich gleich. D ie A bw eichung in der angedeuteten Periode is t  wahr
sch ein lich  als die Folge des großen E influsses der veränderlichen W ärm eleitungs
param eter in der A nfangsperiode und der endlichen Fortpflanzungsgeschw in
d ig k e it der Wärme zu betrachten; letztere wird von der hier ausgearbeiteten  
L ösung nicht erfaßt (siehe Fachliteratur [4]). D ie Verallgem einerung und 
E rstreckung der hier gezeigten  Lösungsm ethode au f die nichtlineare D ifferen
tia lg le ich u n g  scheint zur K lärung weiterer Fragen geeignet zu sein . D iese  
U ntersuchungen  sind noch n icht beendet.

W ir schließen m it einer num erischen Versuchsrechnung, um  die A bw ei
ch u n g  nachzuw eisen, die in  den errechneten T em peraturverteilungen in  ver
sch ied en en  Zeitpunkten durch Änderung der W ärm eleitungsparam eter en t
s teh t. N ach Herabsetzen des W ärm eleitungskoeffizienten au f die H älfte

» / к „ к \к =  — ; к =  — haben wir für
I 2 4 J

ein ige Zeitpunkte die Tem peratur des inneren Kernes sowie der Oberfläche 
errech net. Dem zufolge haben wir

h h y c _ „ y c .  A — a A .  Ï Ü - A Ï !
k' " fe ’ к' к' ’ к" к' ’ к" к

bzw . a u f  ein Viertel des vorigen W ertes

(0 <  t <  4)
4 ^  t <  18)

(18 <  t <  60) 
(60 <  t <  120)

E in e derartige Änderung der W ärm eleitungsparam eter ist bereits im  
ersten  F a ll größer als die höchste Änderung in  den Intervall zw ischen 20° <7



Tabelle I Tabelle II

t / m i n &km 0 * ( O t / m i n 0 * m M O t / m i n M i M O

0 9 2 9 9 2 9 2 6 7 1 8 7 1 6 5 2 7 6 6 7 6 8
2 7 9 2 7 9 2 2 8 7 2 4 7 2 2 5 4 7 6 7 7 6 9
4 7 2 6 7 2 6 3 0 7 3 0 7 2 8 5 6 7 6 8 7 7 0
6 6 9 4 7 0 1 3 2 7 3 5 7 3 4 5 8 7 6 9 7 7 0
8 6 8 6 6 8 2 3 4 7 4 0 7 3 9 6 0 7 7 0 7 7 0

1 0 6 6 6 6 7 0 3 6 7 4 4 7 4 4 6 5 7 7 2 7 7 5
1 2 6 6 4 6 6 4 3 8 7 4 8 7 4 8 7 0 7 7 3 7 7 5
1 4 6 6 6 6 6 5 4 0 7 5 2 7 5 2 7 5 7 7 4 7 7 5
1 6 6 7 5 6 7 2 4 2 7 5 5 7 5 6 8 0 7 7 4 7 7 5
1 8 6 8 6 6 8 6 4 4 7 5 8 7 5 9 8 5 7 7 5 7 7 5
2 0 6 9 5 6 9 4 4 6 7 6 0 7 6 2 9 0 7 7 6 7 7 5
2 2 7 0 4 7 0 2 4 8 7 6 2 7 6 4 1 0 5 7 7 8 7 7 5
2 4 7 1 2 7 0 9 5 0 7 6 4 7 6 6 1 2 0 7 7 9 7 7 5

&km bedeutet die gem essene, &k (t) die durch eine Parabel (bzw. Gerade) substitu ierte
Ofentem peratur

t / m i n
0* = 929 0 *  = 0*(«) o k  => 775 0* =  740 

0* =  775
O ^t^eo

6 0 < t^ l2 0

0 ( 0 , 0 0(1, t) 0(0, t) 0 (M ) 0(0. t) 0 ( i , о 0 (0, 1) 0 (i, t)

l 2 1 , 6 5 8 1 , 9 3 2 1 , 6 2 7 8 , 4 2 2 1 , 3 7 7 1 , 4 4 2 1 , 3 1 6 9 , 0 5
2 3 5 , 4 1 1 1 , 4 3 4 , 8 1 0 2 , 1 3 2 , 8 9 5 , 6 3 2 , 2 9 2 , 4
3 5 6 , 9 1 3 6 , 4 5 4 , 2 1 2 0 , 5 5 0 , 6 1 1 6 , 7 4 9 , 2 1 1 2 , 2
4 8 0 , 5 1 5 9 , 6 7 4 , 2 1 3 7 , 0 7 0 , 2 1 3 5 , 9 6 7 , 9 1 3 0 , 6
5 1 0 4 , 3 1 8 1 , 7 9 3 , 5 1 5 2 , 9 9 0 , 0 1 5 4 , 3 8 6 , 8 1 4 8 , 1
6 1 2 7 , 7 2 0 3 , 1 1 1 1 , 7 1 6 8 , 1
7 1 5 0 , 6 2 2 3 , 9 1 2 8 , 9 1 8 2 , 6
8 1 7 2 , 8 2 4 4 , 0 1 4 5 , 3 1 9 6 , 6
9 1 9 4 , 4 2 6 3 , 6 1 6 0 , 9 2 0 9 , 9

1 0 2 1 5 , 4 2 8 2 , 6 1 7 5 , 9 2 2 2 , 9 1 8 2 , 3 2 3 8 , 1 1 7 4 , 8 2 2 8 , 0
1 1 2 3 5 , 8 3 0 1 , 1 1 9 0 , 2 2 3 5 , 3
1 2 2 5 5 , 6 3 1 9 , 0 2 0 3 , 9 2 4 6 , 0
1 4 2 9 3 , 5 3 5 3 , 4 2 3 0 , 0 2 7 0 , 9
1 6 3 2 9 , 3 3 8 5 , 8 2 5 4 , 5 2 9 3 , 5
1 8 3 6 3 , 1 4 1 6 , 4 2 7 7 , 9 3 1 5 , 8 3 0 5 , 0 3 4 9 , 2 2 9 1 . 8 3 3 4 , 0
1 9 3 7 9 , 3 4 3 1 , 0 2 8 9 , 3 3 2 6 , 7
2 0 3 9 5 , 0 4 4 5 , 3 3 0 0 , 6 3 3 7 , 3
2 2 4 2 5 , 0 4 7 2 , 5 3 2 2 , 6 3 5 8 , 0
2 6 4 8 0 , 2 5 2 2 , 5 3 6 4 , 2 3 9 7 , 1
3 0 5 2 9 , 3 5 6 7 , 0 4 0 2 , 8 4 3 3 , 2 4 4 3 , 0 4 7 4 , 3 4 2 3 , 4 4 5 3 , 0
3 4 5 7 3 , 1 6 0 6 , 6 4 3 8 , 5 4 6 6 , 6
3 8 6 1 2 , 1 6 4 1 , 9 4 7 1 , 5 4 9 7 , 4
4 0 6 2 9 , 9 6 5 8 , 1 4 8 7 , 0 5 1 1 , 8
4 2 6 4 6 , 7 6 7 3 , 3 5 0 1 , 8 5 2 5 , 6
4 4 6 6 2 , 6 6 8 7 , 7 5 1 6 , 1 5 3 8 , 8
4 8 6 9 1 , 8 7 1 4 , 2 5 4 2 , 6 5 6 3 , 4 5 7 8 , 0 5 9 6 , 6 5 5 2 , 1 5 6 9 , 8
5 2 7 1 7 , 8 7 3 7 , 7 5 6 7 , 0 5 8 5 , 8
5 6 7 4 0 , 9 7 5 8 , 6 5 8 8 . 9 6 0 5 , 9
6 0 7 6 1 , 5 7 7 7 , 3 6 0 8 , 7 6 2 3 , 9 6 3 5 , 9 6 4 9 , 0 6 0 7 , 3 6 1 9 , 8
6 4 7 7 9 , 8 7 9 3 , 9 6 2 6 , 7 6 4 0 . 7 6 5 1 , 1 6 6 2 , 8 6 2 4 , 2 6 3 8 , 4
7 0 8 0 3 , 6 8 1 5 , 5 6 5 0 , 4 6 6 2 , 1 6 7 0 , 9 6 8 0 , 7 6 4 8 , 2 6 6 0 , 2
8 0 8 3 5 , 2 8 4 4 , 0 6 8 1 , 7 6 9 0 , 5 6 9 7 , 1 7 0 4 , 4 6 8 0 , 1 6 8 9 , 1

1 0 0 8 7 6 , 5 8 8 1 , 4 7 2 2 , 8 7 2 7 , 7 7 3 1 , 4 7 3 5 , 5 7 2 1 , 9 7 2 6 , 9
1 2 0 8 9 9 , 6 9 0 2 , 3 7 4 5 , 8 7 4 8 , 5 7 5 0 , 6 7 5 2 , 9 7 4 5 , 2 7 4 8 , 0

Tabelle I I I

0* -  929 0* 0* (0

t/min. к k ' к • к к' к *

0(0, t) 0(1, t) 0(0, t) 0 ( i , t) 0(o, 0 0 (1 ,0 0 (0 ,0 0 (1 ,0 0 (0 ,0 0(1, t) 0 (0 ,0 0 (1 ,0

5 1 0 4 , 3 1 8 1 , 7 6 8 , 8 2 1 1 , 9 3 4 , 2 1 2 5 7 , 3 9 3 , 5 1 5 2 , 9 6 3 , 6 1 7 6 , 3 3 3 , 1 2 1 2 , 2
1 0 2 1 5 , 4 2 8 2 , 6 1 7 4 , 4 3 0 6 , 4 1 0 8 , 5 3 4 9 , 3 1 7 5 , 9 2 2 2 , 9 1 4 5 , 4 2 3 9 , 1 9 3 , 9 2 6 9 , 4
1 8 3 6 3 , 1 4 1 6 , 4 3 2 3 , 6 4 2 9 , 8 2 5 0 , 1 4 5 7 , 6 2 7 7 , 9 3 1 5 , 8 2 4 9 , 8 3 2 4 , 8 1 9 7 , 1 3 4 3 , 8
3 0 5 2 9 , 3 5 6 7 , 0 4 9 4 , 2 5 7 0 , 5 4 2 5 , 9 5 8 0 , 4 4 0 2 , 8 4 3 3 , 2 3 7 5 , 8 4 3 6 , 8 3 2 4 , 2 4 4 5 , 5
4 8 6 9 1 , 8 7 1 4 , 2 6 6 4 , 4 7 1 0 , 8 6 0 8 , 6 7 0 7 , 0 5 4 2 , 6 5 6 3 , 4 5 1 9 , 6 5 6 2 , 2 4 7 3 , 6 5 6 1 . 6
6 0 7 6 1 , 5 7 7 7 , 3 7 3 9 . 0 7 7 2 , 3 6 9 1 , 9 7 6 4 . 7 6 0 8 , 7 6 2 3 , 9 5 8 9 , 1 6 2 0 , 8 5 4 8 , 8 6 1 6 , 5
6 4 7 7 9 , 8 7 9 3 , 9 7 5 8 , 8 7 8 8 , 7 7 1 4 , 5 7 8 0 , 4 6 2 6 , 7 6 4 0 , 7 6 0 8 , 1 6 3 7 , 4 5 7 0 , 2 6 3 1 , 7
7 0 8 0 3 , 6 8 1 5 , 5 7 8 4 , 8 8 1 0 , 1 7 4 4 , 5 8 0 1 , 2 6 5 0 , 4 6 6 2 , 1 6 3 3 , 6 6 5 8 . 4 5 9 8 , 8 6 5 1 , 7
8 0 8 3 5 , 2 8 4 4 , 0 8 1 9 , 6 8 3 8 , 8 7 8 5 , 4 8 2 9 , 5 6 8 1 , 7 6 9 0 , 5 6 6 7 , 7 6 8 6 , 5 6 3 7 , 9 6 7 9 , 1

1 0 0 8 7 6 , 5 8 8 1 , 4 8 6 6 , 0 8 7 7 , 0 8 4 2 , 1 8 6 8 , 8 7 2 2 , 8 7 2 7 , 7 7 1 3 , 2 7 2 4 , 0 6 9 2 , 0 7 1 6 , 9

1 2 0 8 9 9 , 6 9 0 2 , 3 8 9 2 , 7 8 9 9 , 1 8 7 6 , 3 8 9 2 , 5 7 4 5 , 8 7 4 8 , 5 7 3 9 , 4 7 4 5 , 6 7 2 4 , 7 7 3 9 , 8
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^  # ^  500° C (Abb. 5). Mit anderen W orten, wenn wir vom  Anheizbeginn  
m it k' rechnen, so wird die A bw eichung zw ischen den Ergebnissen m it к und 
m it k ’ größer, als die Abweichung, die zwischen den Resultaten der Rechnung

m it к und m it veränderlichen W ärm eleitungsparam etern — ($), (&) en t

7 *



100 A. HOFFM ANN

steh t. W ir erhalten also für die tatsächliche A bw eichung eine ziemlich grobe, 
obere Schätzung.

( h  y c \
E ine Erhöhung der Param eterquotienten — , auf das vierfache

\ к к /
wäre nur am Ende des A nheizvorganges angezeigt (s. Abb. 5), deshalb ist unsere

h К
к  T
L Am пУ2

obere Schätzung ziem lich grob, wenn wir von  A nfang an m it dem vierfachen  
W ert rechnen. D ennoch ist der Unterschied am Ende der 120sten M inute 
nur 21 bzw . 9° C bei einer Temperatur #(0 , t) von 746° C im Inneren bzw. 
748° C an der O berfläche [$(1, f)]. Also erfährt die Anheizperiode praktisch  
keine Änderung.

In Tabelle III ist die au f diese weise errechncte Tem peraturverteilung  
m it der vorherigen verglichen.

D iese Berechnung zeigt, daß die im  Körper entstandene Tem peratur
verteilung nur in der Anfangsperiode des A nheizvorganges em pfindlich von  
den W ärm eleitungsparam etern beeinflußt wird; im  ersten Fall (m it k')  wird
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die Abweichung nach ungefähr 30, im  zw eiten Fall (m it к ") nach 60 M inuten  
praktisch unbedeutend. Es fragt sich noch, w ie groß der E influß der spezifischen  
W ärme in der Periode der kritischen Änderung (cca 750° C) der spezifischen  
W ärm e ist.

D ie errechnete T em peraturverteilung wird dadurch stark beein flußt, 
daß man die Änderung der O fentem peratur nicht außer acht läß t (s. Tabelle 
II). E s folgt also aus dem obigen R echnungsgang, daß es vor allem  wichtig  
ist, die Änderung der O fentem peratur im  Laufe der gesam ten Anheizperiode  
in die Rechnung einzubeziehen, während die E inbeziehung der Änderung  
der W ärm eleitungsparam eter in derselben Zeit nur in zweiter R eihe von  Belang  
ist.*  Für die Anfangsperiode gilt dieser Aussage nicht. Man kann aber nicht 
w issen, wie sich diese U m stände bei ganz verschiedenen Ä nderungen der 
Ofentem peratur und der W ärm eleitungsparam eter gestalten w ürden. Doch  
gehört ein wichtiger T eil der in der Praxis vorkom m enden Fälle zu diesem  
T yp. W enn also unsere R ehauptung wahr is t , so ist die Lösung der linearen 
D ifferentialgleichung der W ärm eleitung m it der inhom ogenen R andw ert
bedingung für die industrielle P raxis viel w ichtiger und zugleich auch viel 
einfacher als die Lösung der nichtlinearen D ifferentialgleichung.

Rei im Laboratorium  ausgeführten M essungen, die selbstredend bedeu
tend genauer sein m üssen, ist es unbedingt notw endig, außer der Änderung 
der O fentem peratur in der Zeit auch die von der Tem peratur abhängige 
Änderung der W ärm eleitungsparam eter m it in Betracht zu ziehen , obwohl 
hiedurch die Lösung stark erschwert wird, da man eine n icht-lineare Differen
tialgleichung erhält. Sind doch die genauen Zusam m enhänge in der A nfangs
periode des Anheizens nicht einm al in dem vorigen Fall geklärt. Der Vorteil 
der gegenwärtigen M ethode besteht in der M öglichkeit, den veränderlichen  
K oeffizienten  der W ärm eübergabe, h(ê), derart in der R andbedingung gelten  
zu lassen, daß die Linearität gewahrt b leibt, ohne den R echnungsgang kom 
plizierter zu gestalten . Selbstredend werden die übrigen K oeffizien ten  der 
W ärm eleitung (к , у, c) als unveränderlich behandelt. Die A usarbeitung einer 
solchen Methode ist im  Gange.

Es wäre noch die Frage zu beantw orten, m it welcher G enauigkeit man 
an Stelle der m it Hilfe der in der Zeit veränderlichen O fentem peratur berechne
ten  T em peraturverteilung im Körper die approxim ative Berechnung m it einer 
—  entsprechend gew ählten —  konstanten Ofentem peratur ersetzen  könnte. 
Der Vorgang m it H ilfe des F lächenausgleiehs ergibt im  ersten F all für die 
gesam te Anheizperiode den W ert von =  775° C. Im B esitze der vorigen 
Berechnungsergebnisse kann m an leicht das gesuchte R esu lta t erhalten:

* Es soll mir erlaubt sein, Herrn Prof. l) r .  Ing. S. B o rbély  an dieser Stelle  meinen  
aufrichtigen Hank für die H ilfe auszusprechen, die er mir durch W eisungen, kritischen Bem er
kungen und auch dam it angedeihen ließ, daß er m eine Aufm erksam keit auf obige Anmerkung 
gelenkt hatte.
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das Sum m ationsglied m uß m it einem neuen K oeffiz ien ten  m ultipliziert wer
d en . Im  zweiten Fall haben  wir das ganze A nheizintervall in zwei A bschnitte  
g e te ilt:  0 5^ t <  60, und 60 <  t <  120; durch Flächenausgleich ergab sich 
im  ersten  Abschnitt der W ert =  740° C, im  zw eiten  ß kl =  775° C. Bei 
A nschluß  an den zw eiten  A b sch n itt ist die Lösung:

» (1) (e, 0  -  - 2 R  —  -  К )  У
к

J 0 (vn s)
П= 1 - h 2*

vn + R  —
к

e +

J o  ("J

+  2 R - ( â k - » kl) ^
к n —i

Л  ( v n 9)
vh к
R2 yc (t~ 60)

R Jo (v n)

In  unserem B eispiel lie g t  natürlich die m it konstantem  D urchschn itts
w ert der Ofentem peratur berechnete T em peraturverteilung der m it in  der 
Z eit veränderlicher O fentem peratur berechneten Verteilung näher als im  
F alle  eines R echnungsganges in  dem die im  Z eitpunkt 0 herrschende O fen
tem p eratu r bis zu Ende beibehalten  wird (s. T abelle II); die K urven aber 
zeigen  hier (im A bschnitt 0 <  t 60) ein anderes B ild; nicht gesprochen davon , 
daß b ei gewissen m öglichen zeitlichen Änderungen der Ofentem peratur sich  
den n och  bedeutende A bw eichungen zwischen den Ergebnissen dieser zwei 
M ethoden  ergeben können.
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ZUSAM M ENFASSUNG

Der Verfasser liefert die Lösung der W ärm eleitungsdifferentialgleichung m it inhom o
gener Randwertbedingung für den F all eines (zylindrisch-sym m etrischen) unendlich langen, 
geraden Kreiszylinders. D ie Inhom ogenität is t  durch die zeitlich veränderliche A ußentem 
peratur (im Ofen) gegeben. D ie Lösung is t  exakt dargestellt als die Sum m e aus einem  ersten  
Glied (als Lösung des klassischen F alles m it konstanter O fentem peratur) und einem  K or
rektionsglied. D ieses Korrektionsglied zeigt die Beeinflussung der T em peraturverteilung im  
Körper durch die Veränderlichkeit der O fentem peratur. Die Lösung ergibt sich durch eine 
spezielle Zerlegung der R andw ertbedingung und durch Einführung der DlRACschen <5 F unktion  
zur Bestim m ung der unbekannten Integralkernfunktion. Die M ethode b leibt gültig  für alle 
praktisch m öglichen Funktionen der O fentem peratur.

Die Differentialgleichung wird erst m it konstanten therm ischen Param etern und  
beliebig veränderlicher Ofentem peratur gelöst und nachher werden die Param eter m it einer 
gestu ften  K urve ersetzt. In der F ortsetzung wird die Kurve der O fentem peratur (zwecks 
Erleichterung der Integration) abschnittsw eise m it je  einer Parabel zw eiten  Grades ersetzt 
und an die zu Anfang eines A bschnittes herrschende Temperatur Verteilung des Körpers die 
vorherige Verteilung angeschlossen. A nschließend wird ein konkreter Fall als R echnungs
beispiel behandelt.

Schließlich folgt eine Proberechnung bei Erhöhung der therm ischen Param eter um  
100% bzw. 300% , und es wird festgeste llt, daß es zur Berechnung w esentlicher ist, die Än
derung der Ofentem peratur (m it A usnahm e der Anfangsperiode des A nheizens) als die 
Änderung der therm ischen Param eter zu berücksichtigen. Auf diese W eise b leib t die D if
ferentialgleichung linear.

H EA TIN G  OF A LONG C Y L IN D E R  IN  A F U R N A C E  WITH CH ANGING T E M PE R A T U R E

A. HOFFMANN

SUM M ARY

The author elaborates the so lution  of the differential equation relating to  heat conduc
tio n  on the basis o f an inhom ogeneous condition  for marginal values in  the case o f a straight 
round cylindric body having an in fin ite  length . This inhom ogenity is determ ined by the 
am biance tem perature (in the furnace) variab le in  tim e. The solution is presented by adding, 
to  the first m em ber which represents th e  result o f the classical so lution  relating to the 
condition  of a constant furnace-tem perature, as correction a second m em ber representing  
the influence of the varying furnace-tem perature on the distribution o f tem perature in  the 
body. The solution  is found by a special d issolution  of the equation referring to  the marginal 
values by introducing the D irac fu n ctio n  <5 which determ ines the unknow n function  of 
the integration core. The m ethod proves satisfactory for practically all possible functions  
representing the furnace tem perature.

First o f all, the differential equation  is solved on the basis o f constan t therm ic para
m eters and on variable furnace tem perature, and then the param eters are su bstitu ted  b y  a 
curve com posed o f steps; in  the n ext phase —  in order to facilitate the in tegration  —  the 
furnace tem perature curve is su bstitu ted , section  by section by second grade parabolae w ith  
the assum ption that the tem perature d istribution  in  the body at the beginning o f som e section  
coincides w ith  th at one at the end o f th e  preceding section. This sequence o f com puting is 
c losed  b y  giving a numerical exam ple.
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Finally, the author m akes a ten tative  calculation, in  order to exam ine the effect o f  
increasing parameter va lu es b y  100%  and 300% , respectively; the result o f this reasoning is 
th e  statem ent, that it  is far m ore im portant to take into  consideration  the variability o f the  
furnace temperature th an  th e  variab ility  o f the therm ic param eter; so the differential equation  
continues being linear.

C H AU FFAG E D ’U N  C Y L IN D R E  LONG D A N S U N  F O U R  À  T E M PÉ R A T U R E
V A R IA B L E

A. HOFFMANN

RÉSUM É

L ’auteur résout l ’éq u ation  différentielle de la  conduction  de chaleur, à condition m ar
g inale  inhom ogène, pour u n  corps cylindrique circulaire de longueur infinie. L’inhom ogénéité  
est déterm inée par la tem pérature am biante (dans le four), variab le dans le tem ps. La solution  
e x a c te  se présente com m e la  som m e du premier term e exprim ant le résu ltat classique (tem p é
rature constante du four), e t  d ’u n  term e de correction ind iquant l ’effet de la  variation de tem pé
rature du four sur la rep artition  de tem pérature dans le corps. La solution  est obtenue par 
décom position  spéciale de l ’équation  relative aux valeurs m arginales, et par introduction  
de la  fonction ö de D ir a c , en  v u e  de la déterm ination de la  fonction  du noyau d’intégration. 
La m éthode demeure applicable à toutes les fonctions pratiquem ent possibles de la tem 
pérature du four.

L’équation différentielle e st d ’abord résolue en utilisant des param ètres therm iques 
co n sta n ts et une tem pérature de four variable, puis les param ètres son t rem placés par une  
courbe échelonnée. A la fo n ctio n  de la température du four, l’auteur substitue ensuite, dans  
chaqu e zone, des paraboles du second degré, en supposant que la répartition de tem pérature 
du com m encem ent d’une zone coïncide avec celle de la  fin  de la zone précédente. La calcul 
d ’un  exem ple concret illu stre  l ’application  du procédé.

L ’auteur présente en fin  u n  calcul en augm entant la valeur des param ètres de 100% , 
resp. de 300% . Il constate que lors de la déterm ination de la  répartition de tem pérature  
du corps, les variations de la  tem pérature du four son t plus im portantes à considérer —  excepté  
la  phase initiale du chauffage d’une durée de 15 à 20 m inutes —  que les variations des para
m ètres therm iques.

Н А Г Р Е В  ДЛ И Н Н О ГО  Ц И Л И Н Д Р А  П РИ  П Е РЕ М Е Н Н О Й  Т Е М П Е РА Т У РЕ  П ЕЧ И

А. ХОФФМАН

РЕЗЮ М Е

Автор в своей работе решает дифференциальное уравнение теплопроводности с 
неоднородными краевыми условиями для случая бесконечно длинного прямого цилиндра. 
Неоднородность происходит от изменяющейся во времени внешней (печевой) температуры. 
Выводится строгое решение, как сумма решения классического случая (постоянная 
температуры печи) и некоторого коррекционного члена. Коррекционный член показы
вает влияние изменения температуры печи на распределение температуры тела. Решение 
производится при помощи специального разложения краевого условия, и введением 
функции ô Дирака для определения неизвестной интегральной функции. Метод действи
телен для всех практически возможных функций температуры печи.

Дифференциальное уравнение сначала решается с постоянными термическими 
параметрами и при произвольной переменной температуре печи, затем параметры заме
щаются ступенчатой кривой. В следующей части функцию температуры печи автор за
мещает параболами второго порядка (для облегчения интегрирования) и при переходах 
соединяет предыдущие данные. После этого для демонстрации приводится пример вычи
сления.

Затем автор производит пробные вычисления при 100, а затем 300%-ном увели
чении термических параметров и устанавливает, что при определении распределения 
температуры тела (за исключением начального периода нагрева (15—20 мин)) перво
степенно важным является учет изменений температуры печи с включением изменений 
термических параметров. Таким образом дифференциальное уравнение остается еще 
линеарным.
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D ie Eigenschwingungszahlen der Torsionschwingung werden aus der 
charakteristischen D eterm inantengleichung als W urzel der aus dieser abgelei
te ten  algebraischen Gleichung berechnet. W ird die hier vorkom m ende D eter
m inante in bekannter W eise en tw ickelt, so ergeben sich die folgenden A us
drücke:

Ck CA +1
G L h- 1 +  • • • +  In 

G  G + l • • • +  G
(D

D ie algebraische G leichung bzw. deren Beiw erte bestehen aus der A ddition  
und M ultiplikation solcher Ausdrücke. U nter solchen U m ständen kann die 
charakteristische G leichung wegen deren Ausdehnung, besonders bei größeren 
M assenzahlen, kaum  angeschrieben, noch gelöst werden. Durch E inführung  
von entsprechenden Bezeichnungen können aber diese Schw ierigkeiten über
w unden werden.

Das eine Verfahren besteht darin , daß für den unter (1) angegebenen  
Ausdruck eine besondere Bezeichnung eingeführt wird. Die hierzu notw endigen  
Berechnungen wurden in den M itteilungen der Klasse für technische W issen
schaften  der U ngarischen Akademie der W issenschaften (M űszaki T udom ányok  
O sztályának K özlem ényei) in Band X X V II, No. 3— 4 veröffen tlich t.

Ein zweites Verfahren für den  in  (1) angegebenen Ausdruck besteht 
darin, daß man die dort angegebenen Grundrechnungen durchführt und die 
folgende Bezeichnung benützt:

u kn = ( 2 )

wo c den Steifigkeitsw ert und I  das M assenträgheitsm om ent bed eu tet. A u f  
diese W eise ist m an ebenfalls in der Lage, die charakteristische G leichung  
auch für eine größere Massenzahl anzuschreiben, und die dam it verbundenen  
Rechnungen wurden in den schon oben angegebenen M itteilungen, Band X V , 
H eft 1— 4, veröffentlicht. Dieses M aterial wurde in den M itteilungen ergänzt.
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In der Praxis fin d et man aber oft solche spezielle Fälle, wo die Massen des 
S ystem s in besonderer, evtl, sogar in vorteilhafter W eise angeordnet werden. 
N ü tzt m an diese V orteile bei diesen speziellen Fällen aus, so kann die charakte
ristische Gleichung w eiter vereinfacht werden. So z. B . sind die zu den M otoren
zylindern gehörenden M assenträgheitsm om ente und die entsprechenden S te i
figkeitsw erte untereinander gleich. Bei solchen System en sind aber noch  
w eitere, sogenannte unabhängige Massen vorhanden, wie Schwungräder, 
G eneratoren, K upplungen, Schiffschrauben etc. D iese unabhängigen Massen 
können entw eder au f der einen, oder au f beiden Seiten des Motors angeordnet 
w erden.

In dem soeben erw ähnten A ufsatz haben wir den einfachsten Fall einer 
unabhängigen M asse behandelt und hierbei haben wir das Pascalsche D reieck  
und hierm it die B inom inalkoeffizienten  zur H ilfe genom m en. Nun werden wir 
im  folgenden jene Fälle behandeln, wo die Zahl der unabhängigen Massen mehr 
als 1 ist.

B ei der H erstellung von Motoren werden besondere Typen entw ickelt, 
wobei die Zahl der unabhängigen Massen und deren Anordnung ein für allem al 
festgeleg t wird. D ie allgem eine Berechnung solcher Fälle kann in der schon  
m itgeteilten  W eise ohne Schwierigkeit durchgeführt werden, aber für solche 
spezielle Fälle können —  w ie es später gezeigt wird —  entsprechende Verein
fachungen  eingeführt werden, wodurch die charakteristische Gleichung bedeu
ten d  vereinfacht und som it m it weniger K echenarbeit sofort angeschrieben  
werden kann.

Im  folgenden werden einige bedeutende B eispiele vorgeführt und zugleich  
wird a u f G esetzm äßigkeiten hingew iesen, die man in ähnlichen und anderen  
Fällen erfolgreich verw enden kann.

In dem schon zitierten  A ufsatz, veröffentlicht in den M itteilungen, Band  
X V , H eft 1— 4, wurde die charakteristische G leichung für n Massen angegeben, 
und zugleich  als B eisp iel diese Gleichung für 5 und 8 Massen angeschrieben. 
H ieran knüpfen sich die folgenden A usführungen.

In der Z ahlentafel I ist unter (3) die charakteristische Gleichung für 5 
M assen angeführt, für den Fall, wenn die Zahl der unabhängigen Massen gleich  
1 ist. D ie Beiwerte wurden in Form der B inom inalkoeffizienten  angeschrieben, 
die schon in der A cta T echnica, Band X X X II , H eft 3— 4, veröffentlicht wur
den. Zur E rm ittlung dieser G leichung genügt es, folgende Änderungen durch
zuführen :

11 =  M22 =  Ы23 = ..........................=  U 45-

In der Z ahlentafel I ist unter (4) ebenfalls die charakteristische Glei
chung für ein  System  von  5 Massen angeschrieben, aber m it dem Unterschiede, 
daß unter den 5 M assen die Zahl der unabhängigen Massen gleich 2 ist, und  
zwar sind diese 2 M assen einseitig  angeordnet. D ieser Fall entspricht einem
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solchen 3zylindrigen M otor, bei dem das Schw ungrad und der G enerator e in 
se itig  angeordnet wurden. D ie hierzu notw endigen  und durchzuführenden  
Änderungen sind die folgenden:

u =  U.M =  uM =  u.u =  u45.

An Stelle der Beiwerte wurden ebenfalls die Binom inalkoeffizienten geschrieben.
B etrachtet man in  der Zahlentafel I die unter (3) und (4) angeführten  

G leichungen und verfolgt man die E n tsteh u n g der B inom inalkoeffizienten, so 
is t man in der Lage, au f Grund der vorhandenen G esetzm äßigkeit, d ie charak
teristische Gleichung auch für den Fall anzuschreiben, wenn die Zahl der 
unabhängigen Massen größer als 2 ist. Es wird im folgenden gezeigt, daß  
hierbei die Pascalschen Dreiecke gute H ilfe le isten .

In der Zahlentafel II wurde ein num erisches Beispiel ausgearbeitet, 
wobei die Gleichung (4) aus Zahlentafel I b en ü tzt wurde.

W ie schon angegeben, wurde in dem  bereits öfters zitierten A ufsatz  
auch die charakteristische Gleichung für 8 M assen angeschrieben und zwar 
in allgem einer Form. Insofern die Zahl der unabhängigen Massen gleich 1 ist, 
sind folgende Änderungen durchzuführen:

и = и,., =  u2J = . . . . . . . . — м78.
D as Ergebnis ist in der Zahlentafel III angegeben. Es soll noch bem erkt 

w erden, daß über die B inom inalkoeffizienten  die Zahlenwerte derselben mit 
kleinen Buchstaben angegeben wurden.



1 0 8 A. BALOGH

N a ch  Sum m ierung und Abrundung ist das E rgebnis: 

1607 ■ 108

D er В ei wert von  w2

N a ch  Sum m ierung und Abrundung ist das E rgebnis: 

4 3 6 4 ,1012

D er Beiw ert von  w°

N a ch  Sum m ierung und Abrundung ist das Ergebnis:
760 • 10 16

D ie  Gleichung lautet:

w8 — 82 ,74  • 104 • io8 +  1607 • 108 • io4 — 4364 ■ 1012 • ie2 -j- 760 • 1016 =  0

Zahlentafel III

Z ah len tafe l I I
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In  der Zahlentafel IV  haben wir die charakteristische Gleichung für ein  
S y stem  von 8 Massen, m it  H ilfe der B inom inalkoeffizienten , angeschrieben  
für den  Fall, daß die Zahl der unabhängigen M assen —  einseitig  angeordnet —  
gle ich  2 ist. Diese G leichung kann m ittels entsprechender Bezeichnungen ver
e in fa ch t werden. D ie B ezeichnung wurde derart gew ählt, daß hierdurch eine  
V orrechnung Vereinfachungen zuläßt und zugleich die Vorteile des Pascalschen  
D reieckes auszunützen erm öglicht. Die Bezeichnungen wurden in zwei Grup
pen eingeteilt:

D ie  erste Gruppe :

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 7

12

B ild  1
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D ie linke Seite der zw eiten  Gruppe ist dem  Pascalschen D reieck, Bild 1, 
zu entnehm en. Es ist sofort zu ersehen, daß die in den beiden Gruppen 
angegebenen Ausdrücke aus den zur Berechnung angegebenen D aten  zu 
erm itteln sind. In ähnlichen Fällen kann daher die charakteristische G leichung  
in dieser vereinfachten Form angeschrieben werden.

Mit den angegebenen Bezeichnungen nim m t die in der Z ahlentafel IV 
angeführte charakteristische G leichung die folgende einfachere G estalt an:

Die zweite Gruppe:
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In der Zahlentafel V ist die charakteristische Gleichung für 8 Massen 
m it einseitig  angeordneten 3 Massen angeschrieben. Diese G leichung wird, 
wie dies schon vorgeführt wurde, durch Bezeichnungen vereinfacht, welche 
in zwei Gruppen eingeteilt werden:

Erste Gruppe:

U 11 4 "  M12 4 “ **22 4~ **23 4~ M33 “b  **34 +  8 m =  - К ц —4 =  u n  -f- K 1 2 _ 4

**I2 4 “ **22 4~ **23 4~ **33 4 “ **34 4 "  ̂ ** =  -^12—4 =  **12 4~ ^ 2 2 — 4

**22 4“ **23 +  U 33 -f- U 31 I 8n =  K 22_ 4 =  «22 4“ ^234 (5)
M23 4~  u 33 4 -  M34 4~ 8 «  =  K 23i —  u23  -f- -K334

M33 4 “ U 34 4 “ 8 «  =  1^334 =  **33 K 3i 
« 3 4  +  8 «  =  K.M

D ie К  W erte sind einfach zu berechnen, weil man hierzu die au f der rechten  
Seite  befindlichen Ausdrücke benützen kann.

Zweite Gruppe:

(8u33 -f- 7 m34 -f- 21«) « =  Ua (7 « 34 -)- 21«) « === U -
(21«33 15u34 +  20«) w2 =  U24 (15«^, -f- 20«) «2 =  U 15
(20«33 -)- lOu^ +  5«) u3 =  U2Q (10«34 4~ 5«) «3 =  U ia

(5«33 + « ) « * =  U5

D ie Ausdrücke auf der linken Seiten der zw eiten Gruppe sind dem Pascalschen  
D reieck, Bild 1, zu entnehm en (horizontale Gerade). Mit H ilfe dieser B ezeich
nungen hat die charakteristische G leichung die folgende vereinfachte Form:

IC14 ---  JC1 i_ 4 M!12 +  [Un  K 22 _ 4 +  «j2 K 23_ 4 +  « 2 2  K 334 +  « 23 K M +
4 “ ü g] **10 [ « 1 1 ( 1*22 -^334 4 “ 1*23 -^34 +  l / 8) 4* un (U23 ^34 4 “ ü g )  4 “
4- **22 US +  U23U 1 +  U2l] wS 4- [**ll(**22 US 4- **23 U 7 +  U2l) +
4 M12(U23 ü ,  +  U21) +  «22 U.n  +  «23 U 15 U20] W*
— [**u(«22 ^ 2 1  4 “ **23 ^ 1 5  4 “  ^ 2 0 ) 4 “  UVl(U23 ^15 4 "  ü 20) 4 “ **22 ^ 2 0  4 “

4 -  **23 t / i o  4 “  U5 ]  t u 4 +  [** ll(* * 2 2  ^ 2 0  4 "  **23 ^ 1 0  4 “ ü j )  +
4 -  **12( « 23 U U ) +  U s )  +  «22 U s  +  «23 «34 « 4] tu2 —

[**ll(**22 Ü j  4 *  **23 **34 **4) 4 -  **12 **23 **34 **4] =  ®

Betrachtet man diesen Ausdruck, so sieht man sofort, daß hier W ieder
holungen zu finden sind. Mit dieser Erkenntnis ist man in der Lage, die B erech
nungen  zu beschleunigen. Hierzu sind weitere Bezeichnungen einzuführen, 
d ie wir der Ü bersichtlichkeit halber fortließen, doch haben wir es für w ichtig  
geh alten , hierauf h inzuw eisen.

Bild 1 zeigt das Pascalsche D reieck in der Form , w ie wir es benützen  
werden. Der Aufbau eines solchen Dreiecks ist bekannt. In diesem  B ilde haben  
wir den Ausgangspunkt für die einzelnen M assensystem e eingezeichnet, und 
zw ar in einer A usdehnung, die für die weitere Behandlung notw endig  is t , aber 
deren Ergänzung bereitet keine Schwierigkeiten.

S  Acta Technica XL/1 — 2
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Im  Bild 1 sind bei den Ausgangspunkten horizontale und vertikale  
Geraden eingezeichnet. D ie au f den H orizontalen angegebenen Zahlen gelten  
für ein System  m it 3 unabhängigen, die au f den Vertikalen dagegen für 2 
unabhängige Massen, und zwar bei einseitiger Anordnung.

Im  folgenden sollen  noch an einigen B eisp ielen  die Vorteile der bisher 
durchgeführten V ereinfachungen gezeigt werden.

Beispiel: Für ein S y stem  v o n  9 Massen soll die charakteristische Gleichung angeschrie
ben werden, wenn die Zahl der unabhängigen M assen gleich 2 ist. D ie Bezeichnungen sind  
die folgenden: 2/9m/0.

D ie erste Gruppe:

« n  f  « 1 2  +  m 22 4 -  m 23 1 2 m  =  K u _ 3

» 1 2  +  «22 +  «2 3  +  1 2 «  =  ^ 1 2 3  
«22 —1~ «23 4 "  1 2 m  —  1^2«з 

«23 "4“  1 2 «  =  J^2 3

D ie D aten  der zw eiten G ruppe werden nunmehr dem  Pascalschen Dreieck entnom m en, 
w ob ei wir die bisherigen B ezeichnungen  benützen. In diesem  Falle wird die mit 9 bezeichnete  
vertik a le  Gerade den A usgangspunkt angeben.

( 1 2 m22 4 “  11 «23 +  5 5 m ) m =  U l2 
( 5 5 m22 -}- 45u23 +  1 2 0 m ) m2 =  Ü 55 
( 1 2 0 m22 4 *  8 4 m23 4 ~  1 2 6 m ) m3 =  U l20 
( 1 2 6 m22 - j-  7 0 m23 5 6 m ) m * =  C /128
( 5 6 m22 4 “ 2 1 m23 4 “  7 m ) m5 =  Г /56
( 7 m23 4 -  m23) M6 =  IT 7

( 1 1 m23 4 -  5 5 m ) m =  t / 11 
( 4 5 m .,3 4~  1 2 0 m ) m2 =  U45 
( 8 4 m23 4 -  1 2 6 m ) m3 =  UM 
( 7 0 m23 4 "  5 6 m ) m4 =  U 70 
( 2 1 m23 4 "  7 m ) m5 =  U2l

U n ter  Benützung der angegebenen  Bezeichnungen hat die charakteristische Gleichung die 
fo lgen de Gestalt:

i c 1 6  —  K u _ 3 w u +  [ m u  Н С « . ,  4 -  M j 2  K 23 4 -  U v,\ w 12 —  [ m u  U 1 2  4 -  m 12  I T U  4 -  C 75 5 ] m ?10  4 -
[«11 f̂ *55 +  « 1 2  ^ 4 5  "4“ С ^ г о ]« * 8 [« 1 1  f^ l2 0  “4“ « 1 2  ^ 8 4  "4" ^ 1 2 б 1 « ;в H“

-4- [« 1 1  f^ l2 6  « 1 2  ^ 7 0  +  H s « ] « '?4 [« 1 1  f 'ö ß  I“ « 1 2  H j!l “h  H 7]  ÎC2 4"
+  [ « I l  V ,  4 -  «12  M23 u 6] =  0

Beispiel: Für ein  S y stem  v o n  9 Massen soll die charakteristische Gleichung angeschrie  
ben  werden, wenn die Z ahl der unabhängigen M assen gleich  3  ist. 3 / 9 m / 0 .

D ie erste Gruppe der B ezeichnungen ist:

* * l l  +  “ 12 +  U 22 +  **23 4 “  **33 4 ~  U 34 +  Ю м  =  K n _ 4 =  U u  +  1 ^ 1 2 —4 
**12 4 ~  **22 4 ”  **23 4 “  **33 4 “  **34 4 “ 10*4 ■ h i  | a. _J -  - I l  j -I - j -  K n  о—4

**22 4 -  **23 I **33 4  **34 —I 1 0 u  —  A n a  4 —  **22 4 — F i 231 

**23 +  **33 4 “ **3I 4 - 10» =  Kn3 _ 4  =  **23 + K 33l 
**зз _4  **34 4“ lo** «з.,., —  **33 4 "  К 31 

**34 4 -  1°** =  X 34

D ie  D a ten  für die zw eite G ruppe werden dem Pascalschen D reieck entnom m en (horizontale  
G erade) und m it den B ezeichn un gen  erhält man:

(10u 33 + 9 « 3 4  + 36м)м =
(З6м33 4- 28м34 - 56м)м2 =  U „
(56м33 + З5м31 35м)м3 =  ^ 5 6
(З5м33 4- 15м34 6м)м4 -= tf*.
(6м33 - Г  * * 3 4> **5  =

( 9 i*34 +  36u)u =  l / 9 
(28u3, 4 - 56u)u2 =  [/и  
( 3 5 u 34 +  35м)ц3 =  l / 35 
( 1 5 m3, -f -  6 m ) u 4 =  t / 15

B ei B enützung dieser B ezeichn un gen  hat die charakteristische Gleichung die folgende G estalt:
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Wir wollen hierbei au f die W iederholungen aufm erksam  m achen, deren 
Berücksichtigung die Berechnungen w esentlich beschleunigt.

Beispiel:  Für ein System  von  12 Massen soll die charakteristische Gleichung angeschrie
ben werden, wenn die Zahl der unabhängigen Massen gleich 2 ist. 2/12m/0.

D ie erste Gruppe der Bezeichnungen ist:

D ie Angaben für die zw eite Gruppe werden dem Pascalschen Dreieck entnom m en (vertikale  
Gerade) und m it den B ezeichnungen erhält man:

Bei B enützung dieser B ezeichnungen hat die charakteristische Gleichung die folgende G estalt:

D ie Angaben für die zw eite Gruppe werden dem Pascalschen Dreieck entnom m en (hori
zontale Gerade) und m it den Bezeichnungen erhält man:

8*

Beispiel : Für ein System  von 12 Massen soll die charakteristische Gleichung ange  
schrieben werden, w enn die Zahl der unabhängigen M assen gleich 3 ist. 3/12m/0.

D ie erste Gruppe der B ezeichnungen ist:
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B ei B enü tzu n g  dieser B ezeichnungen  hat die charakteristische Gleichung die folgende Gestalt:

Bisher haben wir jen e Fälle behandelt, wo bei den M assensystem en die 
u n ab h än gigen  Massen e in se itig  und nebeneinander angeordnet waren. Dieser 
U m sta n d  ist auch aus den gleichen W erten von и feststellbar. N un übergehen 
w ir zur Untersuchung jener Fälle, wo die unabhängigen Massen beiderseitig  
d es M otors angeordnet sind.

Prinzipiell bedeutet d ies n ichts N eues. W ie bisher, werden in die allge
m ein en  Gleichungen die entsprechenden u W erte eingesetzt und sodann die 
n otw en d igen  Zusam m enfassungen vorgenom m en. Hierbei sind die Ausdrücke, 
d ie  m it к und mit den großen B uchstaben bezeichnet sind, durch Benützung  
der и W erte berechnet, und die so erhaltenen Ergebnisse sodann in die allge
m ein e  charakteristische G leichung eingesetzt.

In  der Zahlentafel VI beschäftigen wir uns m it einem  System  von 8 
M assen  m it zwei unabhängigen Massen, die aber auf je eine Seite des Motors 
a n geord n et sind. Für d iesen  Fall ist:

N u n  w erden hiermit die Ausdrücke von к, А , В , C, D  berechnet, und in die 
a llgem ein e Form der charakteristischen G leichung eingesetzt. Ordnet man den 
so erm itte lten  Ausdruck, so kann das Ergebnis in 3 Gruppen eingeteilt werden:
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Die erste Gruppe entbehrt die W erte u77 bzw. u78, aber d iese Gruppe 
entspricht einem  solchen System  von 7 M assen m it einer unabhängigen M asse, 
nur m üssen die Potenzen von w um  zwei erhöht werden.

D ie zweite Gruppe enthält die zu u77 gehörenden Glieder, deren A nschrei
ben m it H ilfe der B inom inalkoeffizienten keine Schwierigkeit bereitet.

D ie dritte Gruppe enthält die zu u78 gehörenden Glieder und die A us
drücke in den Klammern sind jenen der ersten Gruppe gleich.

In der Zahlentafel Y II ist w iederum  der Fall von 8 Massen behandelt, 
aber —  w ie aus den dort angegebenen u W erten zu ersehen ist —  von  den drei 
unabhängigen Massen sind au f der einen Seite des Motors 2, auf der anderen  
Seite 1 angebracht. Für diesen Fall wurden ebenfalls die W erte k, A ,  B ,  C, D  
berechnet und in  die allgem eine charakteristische Gleichung e in gesetzt. 
Wird das E rgebnis geordnet, so können die Glieder dieses A usdruckes in  3 
Gruppen eingereiht werden, und zwar:

D ie erste Gruppe  entspricht einem  System  von 7 Massen, w obei aber 
einseitig  2 M assen angebracht sind, nur m üssen die Potenzen von  w  um  2 
vergrößert werden.

D ie zweite Gruppe enthält die zu u77 gehörenden Glieder, und wir 
haben die V ariation m it den B inom inalkoeffizienten  angeführt, und, w ie zu 
ersehen ist, sind die G esetzm äßigkeiten hierbei den schon angeführten  
Fällen gleich.

D ie dritte Gruppe enthält die zu u78 gehörenden Glieder und die A us
drücke in  den Klammern sind hier jenen der ersten Gruppe gleich.

In der Zahlentafel V III ist bei einem  System  von 9 M assen die Zahl 
der unabhängigen Massen gleich 3, und zwar sind au f der einen Seite des Motors 
2, auf der anderen Seite 1 unabhängige Masse angebracht, wie dies übrigens 
aus den in der Zahlentafel angegebenen и W erten zu ersehen ist. In gleicher  
W eise w ie bisher, werden zu den и W erten die Ausdrücke к, А ,  В , C, D , E  
berechnet und das Ergebnis in die allgem eine charakteristische G leichung ein
gesetzt. D ie so erm ittelte G leichung wird geordnet und das Ergebnis kann wieder 
in 3 Gruppen eingeteilt werden und zwar:

D ie erste Gruppe entspricht einem  System  von 8 Massen, w obei a u f der 
einen Seite  2 unabhängige M assen angebracht werden. D ieser F all wurde 
schon früher behandelt. D ie Potenzen  von  w  m üssen um 2 erhöht werden.

D ie dritte Gruppe  en thält die zu u89 gehörenden Glieder und d ie  A us
drücke hier in den K lam m ern sind jenen  der ersten Gruppe gleich.

Die zweite Gruppe enthält die zu tt88 gehörenden Glieder und w ir haben  
die V ariation m it den B inom inalkoeffizienten  vorgeführt.

D ie R eihe der Gruppen wurde d iesm al um getauscht, da wir anknüp
fend an die zw eite Gruppe eine Bem erkung hinzufügen wollen.

W enn näm lich auf jeder Seite des Motors eine unabhängige M asse an ge
bracht w ird , so kann für die erste R eihe folgendes festgestellt werden:
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z. B. bei 8 M assen beginnen die B inom inalkoeffizienten  m it

[ 1 4 - 5
und beenden  m it

\ 1

bei 9 M assen beginnen die B inom inalkoeffizienten  m it 

und beenden m it

Hieraus ist zu ersehen, daß bei der A ufstellung der B inom inalkoeffizien
ten  als A usgangszahl im m er die höchste P oten z der Gleichung gilt. In den 
folgenden Reihen können diese K oeffizienten  zu den einzelnen Gliedern nach  
der schon angegebenen G esetzm äßigkeit, fortsetzungsw eise angeschrieben  
w erden, bis nach A bzug aus der größten P oten z der W ert dieser K oeffizienten  
a u f 1 reduziert wird.

Sind aber au f der einen Seite des M otors 2, au f der anderen Seite 1 unab
hängige Masse angebracht, so gilt für die erste Reihe:

z. B. bei 8 M assen beginnen die B inom inalkoeffizienten  m it

und beenden  m it
[14—7

/14  — 4

I 0

bei 9 M assen is t  der Beginn m it

Z ahlen tafel VI

System von 8 M assen mit zwei unabhängigen M assen: l /8 m /l.
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Z ah len tafe l VII

System  von 8 M assen m it drei unabhängigen M assen: 2 /8 m /l.

7̂8 = «78
7̂78 = “77_l_ “78
6̂78 = “77 + U78 + и
6̂6-8 = “77 + “78 + 214
5̂6-8 = “77 + “78 + 3(4
5̂5-8 = “77 + U78 4u
Ĵ5-8 = “77 + “78 + 5(4

*44—8 = “77 + “78-f- 6n
3̂4—8 = “77 + U78+ 7u
3̂3—8= “77 + “78 j- 8uL№23—8 = “77+ “78+  8u f  u2:,
2̂2—8 = “77 + “78+ 8(4 -h u2»
1̂2—8 = “77 + “ 784- 8 и -! “ 22

1̂1—8 = “77 + “ 784- 8(4 (- «12
! M23+  «11

34 -- • • • -- 8 8  -- 67

^  678 - «78“
 ̂6 6 - 8 =  ( “ 77 +  7 в ) “

^ 5 6 - 8 =  (2u,7 +  3u78)u + u 2
^55-8 =  ( 3 “ 77 +  4«,S)U + 3u2
-̂ 43-8 =  (4 и „ i 5u,s)u 4- 6li2
A , i - s  =  (5«77 +  6u78ju 4- 10u2

=  ( 6 « 7 7  + 7 u 7 „ ) u  +  1 5 u 2
=  ( ? “ 77 + 8“78)u 1 2 1 u 2
=  ( 7 “ 77 + 8u,8)u +  2 1 u 2 - f

+  ( “ 77 4 “  “ 78 7 u ) u 23
=  ( 7 u „  + 8 “  78)  “ 1 2 1 u 2 - f

+  ( “ 77 ■ b “ 78 f- 7  u ) u 2 3  -
4 -  ( “ 77 +  “ 78 I 8 u)u2:
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Zahlentafel V III

System von 9 M assen m it drei unabhängigen M assen: 2 /9 m /l.
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N ach den bisherigen Ergebnissen ist man nun in der Lage, ohne weiteres 
ähnliche Aufgaben zu lösen und —  um W iederholungen zu verm eiden —  wer
den wir nur den Gang einer solchen R echnung an einem B eispiel Vorführern 

Beispiel: In einem  System  von 9 Massen soll die Zahl der unabhängigen  
M assen gleich 4 sein, und zwar au f der einen Seite des Motors sollen 3, a u f der 
anderen Seite 1 unabhängige Masse angebracht werden. Folglich ist:

и — uH — ui5 — ..........— u78.

E s soll die charakteristische G leichung angeschrieben werden.
W ie bereits aus den früheren A ufgaben zu ersehen ist, besteht die charak

teristische G leichung aus 3 Gruppen, und zwar:
D ie erste Gruppe enthält nicht die W erte um und u89, aber d iese Gruppe 

entspricht einem  8-M assensystem  m it 3 unabhängigen Massen a u f der einen 
Seite des Motors. Für diesen Fall ist das Ergebnis auf Seite 114 angegeben. 
D ie Potenzen von w sind um 2 zu erhöhen.

D ie dritte Gruppe enthält die zu it89 gehörenden Glieder und die Aus
drücke in den Klammern sind jenen gleich, die wir bei der ersten  Gruppe 
vorfanden.

D ie zweite Gruppe haben wir zu letzt gelassen, da wir uns d am it etwas 
ausführlicher befassen wollen. Aus den bisherigen Ausführungen fo lg t, daß 
diese Gruppe die zu им gehörenden Glieder enthält, die wir im folgenden bis 
zu ic8 angeben werden.



S ta tt  des bisherigen Verfahrens, um den zu den u88 gehörenden, ansonsten  
sehr ausgedehnten Ausdruck zu verm eiden, em p fieh lt es sich, die B ezeichnun
gen einzuführen, die wir bereits verwendet haben , und zwar unter (5). U nter  
Berücksichtigung dieses U m standes werden wir die zu den u№ gehörenden  
G lieder anschreiben, m it der Bemerkung, daß in  dem  so entstandenen A u s
druck eine gewisse B egelm äßigkeit mit W iederholungen feststellbar ist , bei 
deren Berücksichtigung die Rechnung bedeutend vereinfacht werden kann.
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/1 6 -1 1 1 __ / 1 6 - 1 2 1 6 - 1 2
=  10, =  4,

3 j l 3 4
=  1 .

D ie Anwendung der

ergänzenden ( Ersatz) Massen

soll an Hand des letzten  B eispieles vorgeführt werden.
D ie charakteristische G leichung besteht aus 3 Gruppen:

/ i ( « 0  +  UsbM ™ )  +  и 8 » /з (« 0  =  0  , (6 )

wo / j  und / 3  nur in den Potenzen und Vorzeichen von w voneinander ab- 

w eichen. In dieser Gleichung ist:

u88 ’ u89 =  _r “U n d /1(u>) =  -  w2f 3(w). (7)
■*8 -*9

Als ein konkreter Fall soll ein 5-zylindriger Motor m it einseitig  angebrachten  
3 unabhängigen M assen behandelt werden. D ies entspricht einem  8 -Massen- 
system . Bei der B etriebsum laufzahl tr itt eine Resonanz ein, w om it in (6 ) 
/ ,  =  o ist. Da an diesem  M aschinentyp eine grundlegende Ä nderung nicht 
lohnensw ert ist, um  aber diese schwierige Lage zu verm eiden, em p fieh lt es 
sich, eine weitere Masse an die andere Seite des Motors anzubringen. Som it 
haben wir m it einem  System  von  9 Massen zu rechnen. Es werden d ie W erte 
c8 und I9 gew ählt, in (6 ) e ingesetzt und es wird au f diese W eise die E igen
schw ingungszahl erm ittelt. D iese Rechnung kann ev tl., insofern dies n ot
w endig wäre, m it mehreren W erten von c8 und J9 durchgeführt werden.

Im  Falle, daß die Eigenschw ingungszahl anzunehm en ist, so wird —  ein
g esetz t in  (6 ) —  c8 oder lg zu berechnen sein.

Ähnliche A ufgaben können sodann unter Benützung der bisherigen  
Ergebnisse gelöst werden.

ZUSAM M ENFASSUNG

In  den M itteilungen der K lasse für technische W issenschaften der Ungarischen  
A kadem ie der W issenschaften , Band X V , H eft 1— 4, wurde die A ufstellung der charakteri
stischen  Gleichung bei Torsionsschwingungen, und zwar für den allgem einen F all, angegeben. 
In  der Praxis aber, besonders in  der M otorentechnik, wo bei den Zylindern m it gleichen  
T rägheitsm om enten und S te ifigk eitsw erten  gerechnet werden kann, können gew isse Verein
fachungen eingeführt werden. E s w urden zwei Fälle behandelt. Im  ersten Falle w urden die 
unabhängigen Massen auf der einen Seite, im  zw eiten Falle auf beiden Seiten  des Motors 
angebracht. Für diese Fälle wurden G esetzm äßigkeiten aufgestellt, durch deren B enützung  
in  ähnlichen Fällen die charakteristische Gleichung sofort angeschrieben werden kann.
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SPE C IA L  FORM OF T H E  TO RSIO NAL V IB R A T IO N  F R E Q U E N C Y  E Q U A T IO N

A. BALOGH

SUMMARY

In  the Periodical o f th e  S ection  of Technical Sciences o f the H ungarian A cadem y of* 
Scien ces, Volume XV. N o. 1— 4 th e  m e.hod of developing the frequency equation  in  a general 
case w as published. B ut, in  p ra ctice , especially in th e  m otor technic such special cases are 
m et w ith , where the m om ents o f  inertia  and spring con stan t are equal for every cylinder of the  
m otor. In such cases i t  is possib le  to introduce som e sim plification  in the calculation. Two  
cases are discussed here. In  th e  f ir s t  case there are th e  independent m asses situated  on th e  
one side  and in the second, o n  b o th  sides of the motor. I t  shall be pointed out in  th is discussion, 
th a t  th e  rules developed are su ffic ien t in  equal cases to set up the frequency equation at once -

Q UELQ UES FO R M ES SPÉ C IA L E S DE L’É Q U A T IO N  CA RACTÉRISTIQ UE  
D E S  OSCILLATIONS D E  TO RSIO N

A. BALOGH

RÉSUM É

Dans les Nos 1 à 4, T . X V , des »Magyar T udom ányos Akadém ia M űszaki T udom ányok  
O sztá lyán ak  K özlem ényei« (P u b lica tion s de la Section  des Sciences Techniques de l ’Académ ie 
des Sciences de Hongrie), l ’auteur avait établi l’équation  caractéristique des oscillations de 
to rsio n  sous une forme générale. M ais dans la pratique, et su rtou t dans la technique des m oteurs 
où  l ’on  trouve, à l’endroit des cylindres, des m om ents d ’inertie  et des coefficients de rigid ité  
ég a u x , il y  a lieu de faire certaines sim plifications. L’auteur considère deux cas: dans le  premier,, 
les m asses indépendantes présen tes en plus des m asses appartenant au m oteur son t situées- 
d ’u n  seu l côté, et dans le second cas, des deux côtés du m oteur. Pour ces cas, l ’auteur étab lit 
des régularités perm ettant d’écrire directement l ’éq u ation  caractéristique des o sc illa tion s  
de torsion .

НЕКОТОРЫЕ СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ;
ТОРСИОННЫХ КОЛЕБАНИЙ

А. БАЛОГ

РЕЗЮМЕ

В 1—4 номере XV тома журнала Доклады Отделения технических наук Академии 
наук Венгрии излагается вывод характеристических уравнений торсионных колебаний, 
а именно в общей его форме. Однако на практике и в особенности в области техники дви
гателей, где вместо цилиндров мы встречаемся с равными моментами инерции и коэффи
циентами жесткости, можно применять упрощения. Рассматриваются два случая. В од
ном случае присутствующие сверх масс, относящихся к двигателю, независимые массы 
располагаются с одной стороны двигателя, а в другом случае с обоих сторон двигателя. 
Для этих случаев выведены такие закономерности, вследствие которых в других схожих 
случаях можно немедленно вывести характеристическое уравнение.
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EARTH METAL CARRONATES
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[Manuscript received M ay 12, 1961]

I. Introduction

The em issive layer o f oxide-coated cathodes is prepared from  the solid 
solution o f the carbonates o f two or more alkaline earth metals. The fir st step  
in the production o f oxide-coated cathodes in vo lves, therefore, the preparation  
o f a solid solution o f appropriate com position  o f the alkaline earth  metal 
carbonates. This is usually performed b y  the precipitation of the carbonates  
of the sam e m etals from  a solution con ta in in g  a m ixture of the n itrates o f  two 
(Ba and Sr) or three (B a, Sr and Ca) alkaline earth metals w ith  a solution  
of soluble carbonates. D ue to the isom orphism  o f the individual a lkaline earth  
m etal carbonates, a solid solution of their crystals is formed during precipi
tation.

According to experiences on electron em ission , it is advantageous to use 
for the preparation o f alkaline earth m etal carbonates as precipitant sodium  
carbonate in less than the stoichiom etric q u an tity  [1,2]. We have found that 
on the surface o f  the crystals thus obta ined  an adsorbed layer o f  alkaline  
earth m etal nitrates is formed, which p reven ts the adsorption o f other im 
purities from the solution .

B oth  the in ternal and external structure o f  the solid solution o f alkaline  
earth m etal carbonates, as well as its chem ical com position, have an effect 
on the electron em ission properties and service life of oxide-coated cathodes  
[3]. As the carbonates o f  the alkaline earth  m etals were precipitated w ith  a less 
than stoichiom etric am ount of soluble carbonate, it appeared necessary to  in
vestigate w hether the relative proportion o f  th e  alkaline earth m etals in the  
precipitated carbonates is affected by their  proportion in the n itrate m ixture. 
This question is ju stified  because the various alkaline earth m etal carbonates  
have different so lubilities and thus it can be expected that their proportion  
as th ey  are precip itated  from the solution w ill not be the same as th e  relative  
proportion o f the alkaline earth metals in th e  nitrate solution. Therefore ex 
perim ents were carried out to determ ine th e  com position of the precipitated  
solid solutions o f  the alkaline earth m etal carbonates when different fractions 
o f  the stoichiom etric am ount of sodium carbonate are applied as p recip itant.
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II. Experim ental

To settle  this problem  six  solutions o f  alkaline earth m etal n itrates o f  
d ifferen t com positions were chosen. The re la tive  proportions o f the w eighed  
B a, Sr and Ca quantities are given in the second colum n of Table I I .

E xperim ents were carried out to determ ine
1. th e  correlation betw een  the com position  o f  the precipitated alkaline  

earth  m eta l carbonates and th e  relative q u a n tity  o f  the sodium carbonate pre
c ip ita n t , and

2. w h eth er  the com position  o f the precip itate  changes during the tim e  
it  is allow ed to stay in the m other lye.

Table I

W ater solubility and solubility product o f alkaline earth metal carbonates (5)

Solubility
g/1

Solubility
mole/1

Solubility
product
at 25°C

CaC03 0.0153 1.5 • 10 -4 (25° C) 0 87 • IO“ 8
B aC 03 0.020 1.01 ■ 1 0 -4 (20° C)

001ОrHGOО

SrCOg 0.011 0.7 • 10-4 (18° C) 0.16 • 10-8

Table II

Com position o f  the in itial m ixed nitrate solutions

No
Mole proportions 

of Ba, Sr, Ca 
(approx.)

Results of analysis

weight % mole %

Ba Sr Ca Ba Sr Ca

l 1 : 1 : 1 53.2 32.1 14.7 34.6 32.6 32.8

2 2 : 1 : 2 66 18.7 15.3 44.3 20.3 35.4
3 2 : 1 : 3 57 18.5 24.5 33.5 16.5 50.0
4 1 : 1 62.5 37.5 — 51.6 48.4 —

5 1 : 1 76.3 — 24.7 48.4 — 51.6
6 3 : 1 90 — 10 75 — 25

Description o f  the preparation  of alkaline earth metal carbonates. P re
c ip ita tio n  conditions, such as tem perature and pH  value o f the so lu tion , 
d u ration  o f stirring tim e o f addition  o f each com ponent, volume o f the applied  
so lu tion  o f  sodium  carbonate were strictly  id en tica l in each experim ent.

T ab le I I  shows six  solutions o f  alkaline earth  m etal nitrates o f  d ifferent 
com p osition , precipitated w ith  sodium carbonate solutions o f four d ifferent 
con cen tration s. The concentration  o f the sodium  carbonate solution is given  
in  T able I I I .
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Table III

Com position o f sodium carbonate solutions used for precipitation  vs. fraction in per cent o f  the
stoichiometric quantity

30% 60% 80% 100%

N aC 03 21.5 42.9 57.3 71.5
W ater 500 ml 500 ml 500 ml 500 ml

NaO H , approx. 1 0  g 10  g 1 0  g 10  g

The concentration o f the nitrate solution  relative to the alkaline earth  
m etals was 0.34 m ole/litre. In each case 2000 ml o f  solution was used for pre
cip itation . The com position o f the nitrate solutions used in each series o f  ex 
perim ents was determ ined by the flam e photom etric m ethod [6]. The difference  
betw een the photom etrically  determ ined com position and that com puted  
from the weighed quantities is due to the various am ounts of water in the a lka
line earth m etal n itrates. Therefore, the sum  o f four portions required for four 
parallel precipitations in each series o f experim ents were weighed and m ixed  
and divided into four equal parts only after solution , filtration and determ i
nation o f the alkaline earth m etal content o f  the solution. The an a ly tica lly  
determ ined com position o f the initial solution o f the alkaline earth m etal n it
rates, expressed in w eight and mole percentages o f the m etal, is given  in the 
second and third colum ns o f Table I I .

The pH  value o f  the sodium carbonate solutions was adjusted b y  the 
addition o f sodium  hydroxide to 9.5. During precipitation the tem perature of  
the n itrate solution was 95° C and that o f  th e  sodium carbonate solution  
70° C. In each case the solution o f sodium  carbonate was poured in to  the  
nitrate solution. Stirring was achieved by bubbling air in tensively  through  
the m ixture. A ddition lasted 2— 4 sec, after w hich stirring was continued  for 
5 m in. The liquor was then allowed to cool, the precipitate in the m other lye  
was le ft to settle , and the liquor finally  decanted.

The salt m ixtures were prepared from an alytica lly  pure chem icals and ion  
exchanger treated water having a resistiv ity  o f  3 • 10s Ohm cm.

A nalysis  o f  the carbonate mixtures

The com position o f the alkaline earth m etal carbonates precip itates was 
determ ined w ith the flam e photom eter [6].

For flam e photom etric analysis a few  m illigram s of the alkaline earth  
m etal carbonate were placed in a quartz crucible, dissolved in 0.5 ml o f  0.5 n 
H N 0 3, and evaporated to dryness under infrared lam ps. To get rid o f  free 
acids, evaporation was repeated three tim es by the addition o f 3 ml d istilled

9 Acta Technica XL/1 — 2
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w ater  to  the dry salt in  each  case. After th e  th ird  evaporation the q u an tity  
o f  th e  sam ples was adjusted  to  3 ml by the add ition  o f distilled water, and the  
B a, Sr and  Ca content o f  th e  solutions was determ ined flam e photom etrically .

F lam e photom etric an a lysis was perform ed b y  the m ethod described in 
referen ce [6].

T he determ ination w as carried out 
for Ba at 4954 Á,
for Sr at 4607 Â,
for Ca at 4226 Â.

B y  fla m e  photom etric an a lysis the quantity  o f  each com ponent was obtained  
in  m icrogram s of the m etal. Per cents were reduced to  mole ratios.

T he sensitiv ity  o f analysis was such th a t 1 /ig /m l o f barium, 0.2 /xg/ml o f  
stro n tiu m  and 0.1 /ig/m l o f calcium  could be determ ined with an error o f  it;5% . 
In  our case, where relative percentages instead  o f  the absolute quan tities o f  
th e  m aterials had to be determ ined, the p ossib ility  o f an analytical error was 
greater than  this, because an error in the determ ination  o f one o f the com po
n en ts  affected  the values obta ined  for the percentages of the other tw o com 
p o n en ts .

III. Experimental results

To illustrate the w ay in  which the com position  o f the, from a m ixed  
so lu tio n  o f Ba, Sr and Ca n itrates o f  a given com position  precipitated alkaline  
earth  m eta l carbonates depends on the am ount o f  sodium  carbonate used for 
p recip ita tion , the analytica l results are represented graphically. The com po
sitio n  o f  the carbonate precip itates obtained from  nitrate solution o f th e  sam e  
com p osition  are given v s . th e  quantity  o f the sodium  carbonate used for preci
p ita t io n , i. e. the fraction o f the total alkaline earth  m etal converted in to  car
b o n a te  in  one diagram . The percentage o f th e  com ponents in  the carbonate  
p rec ip ita te  are p lotted  as ordinates, the abscissae representing the sodium  
carb on ate  content o f  th e  precipitating so lu tion . In all Figures th e  solid  
lin es represent weight percentages, dashed lines m ole percentages.

T h e points in sm all circles on the ordinate represent the com position  o f  
th e  in it ia l nitrate solution  in  per cent. The relative am ount o f com ponents  
in  th e  carbonate precip itates is p lotted in  th e  m ole and weight percentage o f  
th e  m e ta l, and the q u an tity  o f  sodium carbonate is given as a fraction o f the  
q u a n tity  equivalent w ith  th e  alkaline earth m eta l nitrates.

T h e com position o f  th e  triple carbonates m ade from nitrate m ixture  
N o . 1, in  which the proportion o f the three alkaline earth m etals was 1 m ole 
b ariu m  to  1 mole strontium  to  1 mole calcium  (further referred to as 1 : 1 : 1), 
is represented  in w eight and mole percentages, in  F ig. 1. The com position  o f  
th e  tr ip le  carbonates prepared from nitrate m ixture No. 2, w ith  a 2 : 1 : 2 
m ole com position , is g iven  in  F ig . 2. Fig. 3 show s the com position o f  and the
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BaCo3-SrCo3~CaCo3
Bo S r Co

Fig. I.  C om position  o f a lk a lin e  e a r th  m eta l c a rb o n a te s  p re c ip ita te d  from  a n i tra te  so lu tio n  
co n ta in in g  b a riu m , s tro n tiu m  and  calcium  in a m ole p ro p o r tio n  o f 1 : 1 : 1, vs. th e  re la tiv e  

a m o u n t o f  sodium  carbonate  u sed  fo r p rec ip ita tio n

relative am ount o f  com ponents in carbonate precipitates prepared from  a 
2 : 1 : 3  salt m ixture. The values are given vs. th e  am ount of sodium carbonate  
used as precipitant.

From these figures it  can be firstly seen, th a t up to the equivalent quan
t ity  (precipitation conditions being otherwise the same) the proportion o f  the

Во CO3 -SrC03~CaC03

N0 2  C0 3  %

Fig. 2. C om position  o f  a lk a lin e  e a r th  m eta l c a rb o n a te s  p re c ip ita te d  from  a n itra te  so lu tio n
co n ta in in g  b a riu m , s tro n tiu m  and  calcium  in a m ole p ro p o r tio n  o f 2 : 1 : 2, vs. th e  re la tiv e

a m o u n t o f sodium  carbonate  used  fo r p re c ip ita tio n

9 *
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com p on en ts is equivocally  determ ined b y  th e  am ount o f sodium  carbonate. 
A m on g  the precipitates obtained from either o f  the three n itrate so lu tions o f  
d ifferen t com position th a t, which was precip itated  by less than  the sto ich io 
m etric  am ount o f sodium  carbonate, has a considerably different com position  
com pared  to the n itrate solution . The percentage of calcium is much higher and 
th a t  o f  barium  is much low er in the precip itate  than in the in itia l n itrate  
so lu tio n . The percentage o f  strontium , to o , depends on the relative am ount o f  
th e  sod ium  carbonate, but to a much sm aller degree. When the q u a n tity  of 
sod iu m  carbonate used for precipitation is increased, the relative proportion o f  
th e  com ponents approaches linearly th e  com position of the in itia l n itrate  
so lu tio n , the am ount o f calcium  being greatly  decreased and th a t o f  the  
barium  being greatly increased. W hen the q u an tity  of sodium carbonate used  
for precip itation  becom es equal to the sto ich iom etric, the relative proportion  
o f  th e  m etals in the carbonate precipitate becom es equal to that in the solution .

F ig . 4 shows variations in the com position  o f the double carbonates of 
b ariu m  and strontium , in  w eight and m ole percentages, as a function  o f  the  
re la tiv e  am ount of sodium  carbonate. In th is  case the com position o f  th e  car
b o n a te  precipitation is hardly  affected b y  th e  relative am ount o f sod ium  car
b o n a te . In  the carbonate precip itated  w ith  less than the am ount o f  sodium  
carb on ate , the am ount o f strontium  is s lig h tly  greater and th at o f th e  barium  
is s lig h tly  smaller than in the in itia l n itrate solution.

F ig . 5 shows the proportion of com ponents in a 1 : 1 mole ratio double  
carb on ate o f a barium  and calcium  as a function  of the relative am ount o f  
sod iu m  carbonate. These graphs have th e  sam e character as those in  F igs. 1 
and 2 show ing the com position o f the tr ip le  carbonates containing calcium . 
H o w ever, the dependence o f  the com position  o f  the amount o f  sodium  carbo
n a te  is m uch more explicit than  in  the previous cases. The com position o f  the  
carb on ate precipitate prepared from a 3 : 1 m ole ratio m ixture o f  barium  and 
ca lc iu m  nitrates thus containing a very great excess of barium, as a function  of 
th e  re la tive  quantity o f sodium  carbonate used for precipitation is show n in 
F ig . 6. According to th is figure, when an am ou n t of sodium carbonate m uch less 
th a n  th e  equivalent q u an tity  is used, th e  calcium  content of th e  carbonate  
p recip ita te  will be m uch higher than th a t o f  th e  solution, even when th e  n itrate  
so lu tio n  contains a great excess of barium . The proportion o f the com ponents 
in th e  precip itate approaches the weighed in com position only when th e  sodium  
carb on ate is nearly equal to  the equivalent quantity . As shown b y  th e  graph 
in  th is  case the relation is not linear. The com position  of the carbonate precip i
ta te  obta ined  w ith the stoichiom etric am ount o f sodium carbonate is alw ays 
th e  sam e —  w ithin experim ental errors —  as in the initial n itrate solution . 
A ccord ing  to the above-given  experim ental resu lts, the different alkaline earth  
m eta l com ponents have different relative precipitation tendencies. T his can 
be m ost readily studied for an equimolar in itia l nitrate solution. This is th e  case



FORMATION OF SOLID SOLUTIONS OF ALKALINE EARTH METAL CARBONATES 133

BaCo3 SrC o3 C0 C03

F ig . 3. Com position o f  alkaline earth m etal carbonates precipitated from a n itrate so lution  
containing barium, strontium  and calcium in a m ole proportion  o f 2 : 1 : 3, vs. the relative  

am ount o f  sodium  carbonate used for precipitation

in the series o f experim ents 1, 4 and 5 where com ponents of the sam e m olar 
quantities were present in the solution and, therefore, the sequence o f  their  
precipitation was determ ined only by their sp ecific  precipitation tendencies  
and not by th ey  being present relative to  each  other in excess or n o t, in  the  
solution.

“ Precip itation  ten d en cy” can be considered as a resultant o f  the d if
ferent physico-chem ical properties of the alkaline earth metal carbonates.

BaCo3 SrCo3

Fig. 4. C om position  o f a lk a lin e  e a r th  m eta l c a rb o n a te s  p re c ip ita te d  from  a n i tr a te  so lu tio n
co n ta in in g  b a riu m  a n d  s tro n tiu m  in  a p ro p o rtio n  o f  1 : 1, v s . th e  re la tive  a m o u n t o f  sod ium

carb o n a te  used for p re c ip ita tio n
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ВаСоз CaCo3

F ig. 5. Composition o f alkaline earth metal carbonates precipitated from a n itrate  solution  
con ta in in g  barium and calcium  in a ratio o f  1 : 1, vs. th e  relative amount o f sod ium  carbo

nate  used for precip itation

Such properties are the solub ility  product and th e  rate of nucléation and the  
rate  o f  growth o f a lkaline earth m etal carbonate crystals. According to  our 
experim ents, the p recip itation  tendency o f  th e  alkaline earth m etal carbonates  
decreases when passing from  Ca to Sr and fin a lly  to Ba. There is no essentia l 
difference between barium  and strontium , b u t a very essential d ifference is 
observed  between barium  and calcium (see T able 2). In the case o f  th e  n itrate
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solutions investigated  b y  us, the precip itate contained more calcium  and less 
barium than  the in itia l solution. The discrepancy was the greater the more 
calcium  was contained in the in itial n itrate solution  and the less sodium  nitrate  

as compared to th e  stoichiom etric q u an tity  —  was used for precip itation .

Table IV

Composition o f  the precipitate obtained from  a nitrate mixture containing Ba, Sr and Ca in a p ro 
portion o f  2 : 1 : 3 ,  with  41.5%  sodium carbonate as a precip itant and the composition o f the mother lye

13a 10 2 mole Sr 10 2 mole Ca 10-2 mole

N itrate m ixture 17.42 9.9 7.6

Carbonate m ixture 3.06 1.85 17.82

Mother lye 14.4 7.91 9.61

17.48 9.77 27.43

Table IV shows the Ba, Sr and Ca con ten t o f the carbonate precip itate  
obtained from a 2 : 1 : 3 mole com position B a— Sr— Ca nitrate solution when  
the precipitant was 41 per cent of the equ ivalent N a2C 03 solution, and the  
analytica lly  determ ined Ba, Sr and Ca content in  moles o f the residual m other  
lye.

The first row o f th is table gives the am ounts o f alkaline earth m etals 
present in the n itrate m ixture, the second row the alkaline earth m etal con
ten ts o f the carbonate precipitate, the third row  the am ounts left in the m other  
ly e , and the fourth row the sums o f the am ount o f  alkaline earth m etals in the  
precipitate and m other lye, in m oles. E ach sum  in the fourth row m ust be 
equal to the alkaline earth m etal content o f th e  nitrate solution. It can be seen  
th at the analytical error is less than 2% .

It can be further noted from the results o f  Table IV that when 41 per cent 
o f  the to ta l am ount o f the alkaline earth m etal is precipitated, 65 per cent ol 
calcium  precipitates and about 9 • 10_2 m oles o f  Ca remains in solution , while 
only  17 per cent barium  precipitates so th a t 14 • 10_2 moles are le ft in the  
solution .

Changes in the composition of the carbonate precipitate in the mother lye

The experim ents described above referred to  the analysis o f precipitates 
w hich were allowed to  stand for 24 hours in  the m other lye.

E xperim ents were carried out to estab lish  whether the com position o f  
the precipitate changes during the period it  is allowed to stand in the m other  
ly e  or w hether — after m ixing the solutions — crystals are formed already  
in the final com position.
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T hese experim ents were carried out by starting from a given com position  
m ix tu re  o f  the three nitrate solutions and preparing, as above, alkaline earth  
m eta l carbonates with 30, 60, 80 and 100 per cent o f the equivalent sodium  
carb on ate . After the two solutions had been poured together, a sam ple w as 
ta k en  from  the precipitate for im m ediate analysis. Compared to the to ta l 
p rec ip ita te  the quantity o f th is sam ple w as sm all. Then mother lye and pre
c ip ita te  w ere divided into tw o equal parts, one o f which was allowed to  cool 
and sam ples were taken from the occasionally stirred precipitate every tw o

t h

F ig. 7. V ariation  in  the com position o f  alkaline earth m etal carbonates precipitated from a 
n itra te  so lu tion  containing barium , strontium  and calcium  in a mole proportion o f  2 : 1 : 3, 

v s. the tim e for which the precip itate was allow ed to stand in the m other lye

-----------Solution “ a” w as allow ed to stand for 8 hours at room tem perature
-------------Solution “ b” w as allowed to stand for 8 hours at 95° C

hours. T he other part was kept at 90° C for 9 hours and samples were taken  
from  i t  under the same conditions. These sam ples were analysed.

T he com position o f the precipitate against the tim e it  was allowed to 
stan d  in  th e  mother lye is g iven in Fig. 7. The point in the small circle at the 
end o f  each curve represents the com position o f  the in itia l nitrate so lu tion .
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The com position o f the precipitate at room  tem perature is shown b y  the solid  
line and th a t o f  the precipitate in the warm  m other lye by the dashed  lin e .

As can be seen, a sm all variation  am ou n tin g  to about 5 per cen t in the 
com position of the precipitate was observed during the time it  w as allow ed to 
stand in the m other lye. The greatest departure from the com position  o f  the 
in itia l n itrate solution was obtained in  th e  sam ple taken im m ed ia te ly  after  
m ixing the solutions, and the com position o f  the precipitate in th e  m other lye  
gradually approaches that o f the in itia l n itra te  solution. The change is accom 
plished in tw o hours after m ixing after w hich the composition o f th e  p recip ita te  
rem ains constant. The greatest change in com position was observed in preci
p itates standing in warm mother lyes.

IV. Conclusions

1. From the results o f these in v estiga tion s some conclusions, w hich  are 
o f im portance from the point of v iew  o f  the preparation and structure o f  
oxide-coated  cathodes can be drawn.

It has been established that the proportion of the metals in  th e  alkaline  
earth m etal carbonate precipitates, prepared from a mixed solution  o f  alkaline  
earth m etal nitrates by the use o f a sodium  carbonate solution, agrees w ith  the  
proportion o f the m etals in the solution  o f  alkaline earth m etal n itrates only  
when a stoichiom etric am ount o f  sodium  carbonate is used as p recip itan t.

W hen in  order to obtain the alkaline earth metal carbonates a less 
than stoichiom etric am ount of sodium  carbonate is used for p recip itation  the  
com position  o f the precipitate depends not on ly  on the com position  o f  the  
nitrate solution, but also on the am ount o f  the sodium carbonate.

Since the properties o f the ox id e-coated  cathodes depend considerab ly  
on the com position o f the coating, it  is im p ortan t to be in a position  to  prepare 
o f alkaline earth m etal carbonates o f  know n and desired com position . This 
cannot be done w ithout the above in form ation .

2. It has been shown that in  th e  investigated  range o f  com position  
(betw een 33 and 75 mole percentage for Ba and between 25 and 52 mole 
percentage for Ca) the ratio o f calcium  and barium in the p recip itate  will 
alw ays be higher than in the in itia l n itra te  solution, provided th a t th e  com 
position o f the barium and calcium con ta in in g  solid solutions o f  alkaline earth 
m etal carbonates differs from that o f  the in itia l nitrate solution. The departure 
from the com position o f the initial n itrate solution is the greater th e  smaller 
fraction o f the equivalent quantity o f sodium  carbonate is applied as precipi
tan t and the higher the calcium  content in the initial mixed n itra te  solution.

It is known th at the therm ionic em ission  o f emissive layers can be a ttri
buted m ainly to their barium oxide co n ten t, as of the three a lkaline earth 
m etals barium has the low est work fu n ction . O xides of strontium  and calcium
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im prove the tem perature resistance of ox id e-coated  cathodes, ensure the p o s
sib ility  o f activation  at h igh tem peratures, decrease the evaporation o f  th e  
coatin g  and also sligh tly  decrease the value o f  th e  work-function. Therefore, 
according to the afore-said, th e  conditions m ust be chosen so that the barium  
con ten t in the obtained alkaline earth m etal carbonates should not fall below  
a m inim um  level, m ain ly  when mixed crystals o f  the alkaline earth m etal 
carbonates w ith a re la tiv e ly  high calcium  co n ten t are being prepared. 
W hen preparing alkaline earth metal carbonates o f  a new com position, th e  
proper concentration o f th e  precipitate m ust be determ ined in each case b y  
analysis.

3. From the above described investigations certain conclusions can be 
drawn as to the structure o f  the solid solution o f alkalineearth inetal carbonates.

In each case the average composition o f  th e  crystals was determ ined by  
analysing  the precip itate. The distribution o f th e  alkaline earth metal ions w ith in  
the crystals, i. e. the h om ogeneity  of the in d iv id u a l crystals, cannot be esta b 
lished from  the analytica l results. In this respect on ly  assumptions can be m ade.

I t  is an established fa c t that crystals o f  th e  alkaline earth m etal carbo
n ates, precipitated from  a m ixture of barium, stron tiu m  and calcium sa lts , do 
not crystallize separately , but form a solid so lu tion .

Ostapchenko  carried out a [1] detailed X -ra y  study of the structure  
of m ixed  alkaline earth m etal carbonate crysta ls and showed th a t th ey  
form aragonite-type solid solutions, in which th e  la tt ice  parameters vary m on o
ton ou sly  w ith  the com position , from pure strontium  carbonate to pure barium  
carbonate. In the w hole range of com ponent-proportions a solid so lu tion  o f  
th e  carbonates is ob ta ined , even when the barium  and calcium carbonates  
are precip itated  sim ultaneously . W ith a high percentage of barium con ten t, 
betw een  80 and 100% , a solid  solution with aragon ite crystal lattice is form ed; 
w ith  a barium  content less than 55 per cen t, a solid solution w ith ca lcite  
crystal la ttice  is ob ta ined . W hen the calcium  con ten t is between 80 and 55 
per cen t, two solid solutions are present: one w ith  a calcite structure and one 
w ith  an aragonite structure. When carbonates o f  barium , strontium and ca l
cium  are precipitated sim ultaneously and the ca lcium  content is low, n o t more 
th a n  20 to 40 per cen t, a solid  solution w ith  an aragonite-type crystal la ttice  
is likew ise form ed, w hile in  th e  case of a calcium  con ten t higher than 45 to  50 
per cen t, the obtained solid  solution has a ca lc ite  crystal structure.

Ostapchenko  [1] carried out his in v estig a tio n s on carbonates p recip i
ta ted  w ith  sodium carbonate.

W ith the m ethod used by us it is very d ifficu lt to determine d irectly  
w hether the m ixed crysta ls formed have a uniform  composition over their  
cross sections. W hen the n itrates of the alkaline earth  metals and the sodium  
carbonate solution are m ixed  due to the considerable oversaturation o f th e  
solution  the crystals are instantaneously p recip ita ted  so that it is im possib le
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to follow the process o f crystal growth by sam pling or analysis. In our in vesti
gations the mean com position o f the carbonate precipitates has been deter
m ined, as m entioned. The mean com position found m ay be explained by the 
assum ption th at at the beginning of precipitation crystal nuclei o f a certain  
com position are form ed and later, with the precipitation process proceeding, 
layers of different com position are deposited on these nuclei, but it  is also 
possible that new crystal nuclei o f a com position different from th at o f  the 
crystal nuclei produced in the first phase o f precipitation are form ed. N either  
o f these assum ptions can be excluded. B oth cases in vo lve some inhom ogenei
ties. In the first case the com position o f the ind iv idual crystals is inhom oge
neous because in the centre and around it  layers w ith  higher calcium  content 
are present. In the second case the crystals formed at different m om ents 
present different com positions.

Inhom ogeneities in  crystal com position are m ost likely to occur in the  
solid solutions o f double and triple carbonates contain ing barium and calcium , 
because the difference betw een the precipitation tendencies o f these com po
nents is the greatest. Assum ing the first explanation  to be correct for the in i
tial nitrate solutions o f  the com position range in vestiga ted , the centres o f the  
alkaline earth m etal carbonate crystals formed contain  alw ays more calcium  
and the layers nearer to their surface have a higher concentration particularly  
in  barium as com pared to the mean com position.

When an equ ivalent am ount of sodium  carbonate is used as precipitant, 
the bulk of the barium  precipitates at the end o f the m ixing process, so that 
the surface layers becom e particularly rich in barium . W ith less sodium  car
bonate a certain part of the alkaline earth m etals, containing strontium  and 
particularly barium , rem ains in the m other lye.

When the obtained crystals, with a relatively  high percentage of calcium , 
were allowed to stand  in the mother lye, a change in the crystal com position  
was observed (F ig. 7). The percentage o f the calcium  decreased and th at of 
the barium increased in the precipitate.

According to the foregoing considerations and the first assum ption, it 
can be stated th at the com position o f the thus obtained solid solution of 
alkaline earth m etal carbonates varies over the cross section. In the case of 
the initial n itrate solutions investigated  b y  us, the double and trip le carbonates 
o f  barium and calcium  contain on their surface more barium than the mean 
com position o f the precip itate. The m ixed-crystallites are not formed sim ulta
neously, because, after the tw o solutions had been m ixed, on the one hand the  
first crystal nuclei continue to grow while on the other hand, new crystal 
nuclei are continuously form ed. It is possible, therefore, that the com position  
varies not only inside the crystallites, but also from one crystallite  to  the other. 
The mean com position o f  the individual crystallites m ay differ from one another 
and from th at o f the precipitate.
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O xide-coated cathodes are m ade by the therm al decom position o f this 
alkaline earth metal carbonates in vacuum . In th is w ay the inhom ogeneity  
o f th e  carbonates determ ines also the structure o f the oxide crystals obtained  
from th em . When the oxide-coated  cathode is heated, an inhom ogeneous o x id e  
layer is formed from the inhom ogeneous carbonates. The aim  o f activation  
(heat treatm en t at 1000 to 1100° C) [1] is to  accelerate diffusion at the high 
tem perature and to obtain  an em issive layer of a throughout uniform  com po
sition  and w ith a defin ite work function . W ith th is point in  m ind the tw o  
possib le explanations, which were previously given for the inhomogeneity"  
(depending on the relative am ount o f  sodium  carbonate applied as a precipi
tant) o f  th e  carbonate crystals are equivalent from the view point o f the oxide- 
coated  cathodes.

The high barium content o f  the surface layer m ay be one o f  the reasons 
for th e  m ore intense evaporation  o f barium  during and im m ediately  after de
com position  in  the course o f preparing oxide-coated cathodes, than the ev a 
poration o f barium from activated  oxide cathodes [3].

The aim of these in vestigation s was to throw light on som e o f th e  
questions raised in connection w ith  th e  preparation and application o f alkaline 
earth m eta l carbonates, the basic m aterials o f oxide-coated cathodes. T he  
physico-chem ical processes tak in g  place during the preparation and the final 
elu cidation  o f the structure o f  the individual crystallites will be dealt w ith in 
a su b seq u en t publication.

F in a lly , the authors w ish to thank Mr. .1. Лdam for his help in carrying out the flam e-  
ph otom etric  m easurem ents. Thanks are also due to  Mr. L. E g r i for the assistance given  in  
the chem ical work and Mrs. V . V л кл I..I л ï for the evaluation o f  the m easurem ents.
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SUM M ARY

E m issive  layers o f oxide-coated  cathodes are prepared by the use of a solid solution, 
of tw o or three alkaline earth m etal carbonates. The solid solution  o f the carbonates is precipi
tated  w ith  soluble carbonates from a solution  of soluble alkaline earth m etal salts.
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To obtain  a high em ission it  has been found advantageous to use less th an  the sto ich io
m etric am ount for the preparation of alkaline earth m etal carbonates. I t  has been established  
that in  th is case the percentage of the alkaline earth inetals in the precip itate differs from  
that o f the m etals in  the solution.

I t  has been further established that in  the case o f triple carbonates, i. e. w hen  the solid 
solution  contains calcium  too, the calcium  content o f the precipitate is m uch higher and its 
barium  content is m uch lower than  of the in itia l so lution . Similar conditions are found in  the  
case of the double carbonates of barium and strontium . A specified com position can therefore  
be obtained only w hen the com position of the in itia l so lution  is su itab ly chosen.

According to the experim ental results, solid so lutions of alkaline earth m eta l carbonates 
w ith  essentia lly  different com position are, therefore, obtained by adding different am ounts 
o f  sodium  carbonate as precipitant. Consequently

1. either the individual crystallites have a non uniform com position (for exam ple  
the crystallites contain  more calcium  in their centre and more barium at the surface),

2. or the subsequent fractions of the soluble carbonate precipitates solid solutions of 
varying com position, which add up to the determ ined m ean com position.

Since activation  of the oxid-coated cathodes is accom plished w hen th e  com ponents 
o f  the em issive layer form  a hom ogeneous solid solution , the described phenom ena m ust be 
taken  into  account during the activation  of the cathodes.

B IL D U N G  VON F E ST E N  LÖ SUNG EN D E R  ERD ALK ALIM ETAL L-CAR BO N ATE

E. WINTER, A. liUDINCSEVnS urd В. EVA FRICYES

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie em ittierende Schicht der O xydkathode wird aus einer festen  Lösung zweier oder 
•dreier E rdalkalim etalloxyde hergestellt. D ie feste  Lösung der Carbonate wird aus einer 
Lösung der löslichen Salzen der Erdalkalim etalle m it H ilfe löslicher Carbonate gewonnen.

A us Em issionsgründen erwies sich als vorteilh aft bei der H erstellung v o n  Erdalkali- 
carbonaten  eine, im  Vergleich m it der stöchiom etrischen Menge kleinere Q uantität von  
löslichen Carbonaten anzuwenden. Der P rozentanteil der Erdalkalim etalle im  Niederschlag  
unterscheidet sich in  diesem  Falle •— wie unsere Erfahrungen zeigten —  vom  Prozentanteil 
der M etalle in  der Lösung.

E s wurde festgestellt, daß im Falle von  Dreifachcarbonaten, die auch Calzium enthal
ten, der N iederschlag v ie l mehr Calzium und viel weniger Barium enthält als die A usgangs
lösung w enn das angewandte N atrium carbonat weniger als die stöchiom etrische Menge ist. 
Ähnlich sind die Verhältnisse auch im  Falle der D oppelcarbonate von  Barium  und Strontium . 
Die vorgeschriebene Zusam m ensetzung wird also nur durch eine entsprechende W ahl der 
^Zusammensetzung der Ausgangslösung erreicht.

D ie Versuche führten zum R esu ltat, daß durch Hinzufügung verschiedener Mengen 
des zur Ausfällung angew andten N atrium carbonats feste Lösungen der E rdalkalicarbonate  
m it sehr verschiedenen Zusam m ensetzungen entstehen . E s folgt daraus, daß entweder

1. die einzelnen Kristallkörner inhom ogen in  ihrer Zusam m enstzung sind (z. B . die 
Mitte der Körner mehr Calzium, ihre Oberfläche m ehr Barium enthält), oder

2. die verschiedenen M engen der zur Ausfällung angewandten löslichen Carbonate 
feste  Lösungen m it verschiedenen Zusam m ensetzungen ausfällen. wobei diese zusam m en  
die von  uns bestim m te m ittlere Zusam m ensetzung ergeben.

D a die A ktivierung der O xydkathoden nur dann vollendet ist, wenn die K om ponenten  
des Em issionsbelages eine feste Lösung m it hom ogener Zusam m ensetzung bilden, m uß man 
•die beschriebenen Vorgänge bei der A ktivierung v o n  O xydkathoden berücksichtigen.

R E C H E R C H E S  SU R  LA FORMATION D E S SOLUTIONS SO LID ES  
DES CARBONATES DE M É T A U X  A L C A L IN O -T E R R E U X

E. WINTER, A. HUDINCSEVITS et Mme É. В. FRIGYES

RÉSUM É

La couche d’ém ission des cathodes d’oxydes se prépare par utilisation  de la solution  
•solide de deux ou trois carbonates de m étaux alcalino-terreux. La solution  solide se fait à 
partir de la solution  des sels solubles des m éteux alcalino-terreux, à l’aide de carbonates 
solubles.
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P our des causes d’ém ission, on  a trouvé avantageux d’em ployer m oins de carbonates, 
solubles que la  quantité stoechiom étrique nécessaire pour la  préparation des carbonates des  
m étau x  alcalino-terreux. Les auteurs ont constaté, au cours des essais, que dans ce cas-là , 
la co m p osition  en pourcentage du précipité, rapportée aux m étau x  alcalino-terreux, ne cor
respond pas à la  com position de la  so lution  rapportée aux m étau x.

O n a constaté  qu’en cas de tri-carbonates, c’est-à-dire de solutions solides contenant  
égalem ent du calcium , et avec u tilisa tion  de m oins de carbonate de sodium  que la qu antité  
stoech iom étriq ue, la teneur en calcium  du précipité sera essentiellem ent plus grande, e t  la  
teneur en  barium  sensiblem ent plus p etite  que celles de la  so lution  oroginale. La situation  sera 
analogue dans le cas des bicarbonates de barium  e t de strontium . La com position prescrite  
ne p eu t donc être a ttein te  que par le choix  convenable de la com position de la so lu tion  
originale.

L es essais ont eu com m e résu ltat, que par addition  de quantités différentes de carbonate  
de sod iu m  provoqu ant la  précip itation , on obtient des so lutions solides de carbonates alcalino- 
terreux d ’une com position  essentiellem ent différente. Il s’ensu it que

1. les grains de cristaux ne son t pas hom ogènes du poin t de vue de la com position  
(par e x ., le  m ilieu  du grain contient plus de calcium , et la surface plus de barium ), ou b ien

2. le s  différentes doses successives de carbonate soluble servant à la précip itation  
précip iten t des solutions solides de com position  différente qui donnent ensem ble la  com position  
m oyenne déterm inée.

L ’a ctiv a tio n  des cathodes d’oxydes n’étant term inée que lorsque les com posés de la 
couche d ’ém ission  form ent une solution  solide de com position  hom ogène, les phénom ènes 
décrits d o iv en t être pris en considération lors de l ’a c tiva tion  des cathodes d’oxydes.

ИССЛЕДОВАНИЯ ПРОЦЕССА ОБРАЗОВАНИЯ ТВЕРДЫХ РАСТВОРОВ 
ЗЕ МЕЛЬНО-ЩЕЛОЧНЫХ КАРБОНАТОВ

Э. ВИНТЕР,.  А. Б У Д И Н Ч Е В И Ч  и Е. Ф РИ Д ЬЕШ

РЕЗЮМЕ

Эмиссионный слой окисных катодов изготовляется с использованием твердых 
растворов двух или трех щелочно-земельных карбонатов. Твердый раствор карбонатов 
получают из раствора растворимых солей щелочно-земельных металлов с помощью раст
воримых карбонатов.

В процессе опытов установлено, что процентный состав щелочно-земельных кар
бонатов (осажденных растворимыми карбонатами) отнесенный к металлам, совпадает с 
составом раствора, отнесенным к металлам, только в том случае, если для осаждения 
используется стехиометрически необходймое количество растворимого карбоната.

Установлено, что в случае тройных карбонатов, т. е. в случае твердых растворов, 
содержащих также кальций, при использовании карбоната натрия в количестве мень
шем чем стехиометрическое количество, содержание кальция в осадке значительно выше, 
а содержание бария значительно ниже чем в исходном растворе. Схожее положение 
имеет место и в случае двойных карбонатов бария и стронция. Следовательно, предпи
санного состава можно добиться только путем соответствующего выбора состава исход
ного раствора.

Следовательно, в результате проведенных опытов установлено, что путем добав
ления различных количеств карбоната натрия, вызывающего осаждение, образуются 
сильно отличающиеся по составу твердые растворы земельно-щелочных карбонатов. 
Из этого следует, что

1. Либо отдельные кристаллические зерна неоднородны с точки зрения состава 
(например, сердцевина зерна содержит больше кальция, а поверхность болше бария),

2. либо же следующие друг за другом различные дробные части используемого- 
для осаждения растворимого карбоната отделжют различные по составу твердые раст
воры и эти совместно дают средний определенный нами состав.

Вследствие того, что активность окисных катодов завершена тогда, когда окисные 
компоненты эмиссионного слоя образуют твердый раствор равномерного состава, опи
санные явления необходимо учитывать при активации окисных катодов.
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Es wurde bereits im  Jahre 1914 von P ockels [1] und später von 
Schmidt, Schurig und Sellschopp [2] in ihrem im  Jahre 1930 erschienen! 
A rbeit die Aufm erksam keit au f die zwei m öglichen Arten der D am pfkonden
sation gelenkt, wonach die O berfläche von der kondensierenden Flüssigkeit 
entw eder benetzt wird, w obei auf der Oberfläche eine K ondensationsschicht 
en tsteh t, oder aber wird die Oberfläche von der F lüssigkeit nicht benetzt, 
und die Flüssigkeit hebt sich von der Oberfläche in Tropfen ab. Nach Gröber, 
E rk und Grigull [3] w iesen die Versuche eindeutig darauf hin, daß die 
D äm pfe der untersuchten reinen F lüssigkeiten, an den untersuchten reinen 
M etalloberflächen, in Form eines zusam m enhängenden F lüssigkeitsfilm s nieder
geschlagen werden.

Im  Laufe der Versuche wurde auch festgestellt, daß sich die W ärme
übertragungsverhältnisse günstiger gestalten, wenn der W asserdam pf in Form  
von Tropfen niedergeschlagen wird. W ährend näm lich bei der B ildung eines 
Flüssigkeitsfilm s sich die W ärm eübergangszahl im  allgem einen zu о =  10 000— 
18 000 kcal/m 2• h - C° ergibt, beträgt nach H am psson  [4] bei B ildung von 
K ondensationstropfen die W ärm eübergangszahl 130 000—-140 000 kcal/m 2 • 
h - C° .  Von Shea  und K rase  [5] wurde sogar bei einer D am pfgeschw indigkeit 
von 6,1 m/s ein W ert der W ärm eübergangszahl von 350 000 kcal/m 2 • h • C° 
gem essen.

Mit den B eziehungen, die zwischen der W ärm eübergangszahl und der 
Art der D am pfkondensation bestehen, befaßten sich E ucken  [6], E mmons [7] 
bzw . F atica  [8]. Es wurde jedoch noch keine befriedigende Theorie geschaffen, 
die die Frage beantw orten sollte, warum die Tropfenkondensation eine bessere 
W ärm eübergangszahl als die lam inare K ondensation liefert.

Nach der allgem einsten A uffassung ist die Tropfenkondensation aus dem  
Grunde vorteilhaft, weil sich hierbei zwischen der gekühlten W and und dem  
Dam pfraum  keine zusam m enhängende W asserschicht ausbildet, wodurch die 
W ärmeübertragung beeinträchtigt wird.

D ie Verwirklichung der Tropfenkondensation gesta ltet sich unter Labo
ratorium sverhältnissen äußerst einfach. Früher wurden die V ersuche m eistens
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m it F ettsäuren (Stearinsäure, Ölsäure) und später m it M erkaptanen (Benzyl - 
m erkaptan) durchgeführt.

Y on D evaux  [9] w urde es experim entell nachgew iesen, daß bereits 
2— 3 • 10-8  g/cm2 W achs oder O livenöl genügen, um die Dam pfkondensation  
an der Oberfläche in Form  von W assertropfen herbeizuführen. Eine hydro
ph ob e Schicht dieser Art is t  jedoch nicht dauerhaft.

N ach einigen A utoren soll die Tropfenkondensation durch entsprechende 
Z u sätze  zu dem W asserdam pf herbeigeführt werden können (W . N . N agle [10]), 
w ob ei die Zusatzstoffe en tw eder kontinuierlich oder periodisch zugeführt wer
d en . In  der Praxis haben sich  indes diese Zusatzstoffe nicht bewährt, vor
w iegen d  aus dem Grunde, da sich die Kühlrohre letzten  Endes m it einer allzu 
d icken  Schicht W achs oder Öl bedeckten, wodurch die W ärmeübertragung 
sp runghaft herabgesetzt w urde.

D a die K ondensation in  Tropfen betriebsm äßig bis zur Zeit nicht ge
s ich ert werden konnte, w erden die K ondensatoren auch weiterhin für die 
lam inare Kondensation d im ensioniert.

In der Praxis ist näm lich  zur H ydrophobisierung der K ondensatoren nur 
ein  Film bildner geeignet, der eine gute H aftfähigkeit b esitzt und der in äußerst 
dünner Schicht aufgetragen werden kann. Dabei muß der aufgetragene Film  
gegen  Schwingungen W iderstand leisten, ferner soll er in  W asserdam pf nicht 
q u ellen , seine H ydrophobie n ich t verlieren, abriebfest sein und einen allge
m ein en  Korrosionschutz sichern .

D ie für diese B ed ingungen  m eistgeeigneten Stoffe wurden unter den 
Silikonharzlacken gefunden. D ie Auswahl des geeignetsten  Stoffes konnte 
d ab ei am  zweckm äßigsten durch die Untersuchung der W asserbeständigkeit 
(Q uellung) und des Rand w inkeis getroffen werden.

Die Auswahl der fü r  die Hydrophobisierung der K ühlflächen  
von K ondensatoren geeigneten Silikonlacke

E s ist bekannt, daß d ie Polysiloxanharze an sich allein  keine guten F ilm 
bildner darstellen. Durch d ie Silizium - und Sauerstoffatom e werden nämlich, 
in fo lge  des Unterschiedes zw ischen ihren B indungsw inkeln , im  Laufe der 
K ondensationsvorgänge äußerst leicht zyklische Oligom ere gebildet, die quel
lu n gsfäh ige, therm oplastische Inseln bilden und aus dem Silikonfilm  leicht 
a u sg e lö st werden [11— 13].

D ie kombinierten S ilikonharze können dagegen au f den m eisten Gebieten 
d es Schutzes gegen die F eu ch tig k e it mit Erfolg eingesetzt werden, wobei sie 
auch  die Verhinderung der in  der Gegenwart von F eu ch tigk eit stattfindenden  
chem ischen  oder elektrochem ischen Korrosion, ferner den Schutz der höheren 
T em peraturen ausgesetzten  Oberflächen sichern [14— 17].
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A u f Grund des vorgehenden ist es ein leuchtend , daß wir das für unsere 
Zwecke geeignetste Silikonharz unter den kom binierten Silikonharzen aufge
funden haben.

D ie A usw ahl des zum Überzug der K ondensatorrohre dienenden S ilik on 
harzes wurde m it H ilfe der folgenden V ersuche durchgeführt.

Für die Zwecke der U ntersuchung wurde au f eine 0,5 mm dicke M essing
platte durch E intauchen ein 20— 30 Mikron dicker Silikonfilm aufgetragen .

Kurze Beschreibung der im Laufe der Untersuchung ausgew ählten  
Harzlacke:

1. E ine K om bination aus Ä thylsilikon und Alkylphenylharz, in  L ack
benzin gelöst. E inbrenntem peratur: 170° C.

2. E ine K om bination aus Phenylsilikon und Alkylphenylharz, in  L ack
benzin gelöst. E inbrenntem peratur: 170° C.

3. E ine K om bination aus Ä thylphenylsilikon  und Alkidharz, zur R aum 
netzbildung m it einem  Zusatz von 1% tetrafunktionalen  Silans. L ösung in 
T oluol-X ylol. E inbrenntem peratur: 200° C.

4. E ine K om bination aus M ethylphenylsilikon und Alkidharz; Lösung  
in T oluol-X ylol. E inbrenntem peratur: 220° C [18].

U nter den m echanischen E igenschaften  der Film e wurden die H ärte [19] 
und das H aftverm ögen [20] untersucht. B eide entsprachen den V orschriften.

Zum Vergleiche der Güte der einzelnen Überzüge 1. bis 4. w urde die 
Messung ihrer elektrischen W iderstände herangezogen. Zu diesem  Zwecke 
wurden die überzogenen Probeplatten 96 Stunden  lang in einer bei 30° C ge
haltenen 3% igen K ochsalzlösung gew ässert, w obei der W iderstand des Film s  
in Intervallen  von je 12 Stunden gem essen wurde.

D as Prinzip der Messung besteht im  folgenden: mit der W asseraufnahm e  
des Film s nim m t auch seine elektrische L eitfäh igkeit zu. Durch die M essung  
der Änderung des elektrischen W iderstandes kann somit auch die Q uellung  
des Lackfilm s in W asser verfolgt werden.

Der in  W asser quellende Lackfilm  verliert näm lich nicht nur seine h yd ro
phobe E igenschaft, vielm ehr nim m t er auch eine schwammige S truktur an 
und bildet eine W ärm edäm m schicht.

Zur M essung des W iderstandes wurde ein Apparat Typ O ripons ver
w endet, dessen obere Meßgrenze 10 M egohm  beträgt. Die eine A nsch luß
leitung des Apparates wurde an die zu prüfende P latte angeschlossen, w ährend  
die L eitung des anderen Pols an ein 100-g-Belastungsgew icht m it 10 cm 2 
Grundfläche von Rundprofil befestigt und der Anschluß m it H ilfe eines in  
einer 3% igen Natrium chloridlösung getränkten  untergelegten F ilterpapiers  
herbeigeführt.

Aus den Zeitdiagram m en, die die W iderstandsänderungen der in  der Tafel 
1 angeführten Silikonharzlacke zusam m enfassen (Abb. 1), geht es deutlich  
hervor, daß bezüglich der W asserbeständigkeit Probe 4, ein Kombinationslack

10 Acta Technics XL/1 —2
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Tafel 1

Der in  den einzelnen Zeitpunkten gemessene Widerstand in Ohm

Nummer 
der Probe 1 Stunde 12 Stunden 24Stunden 36 Stunden 48 Stunden 60 Stunden 72 Stunden 84 Stunden 96 Stunden

l 107 4 10« 2 10s l 10« l 105 6 10« 1,5 • 104 4 103 5 103
2 107 1,5 10« 8 10« 5 10« l 105 7 10« 7 • 104 4 104 5 103
3 107 6 10« 2 10« 4 101 3 10* 3 103 3 • 103 2,5 103 2,5 103
4 107 107 107 107 107 107 107 9 10« 8 10«

aus Methylphenylsilikon u n d  Alkidharz, der geeigneteste ist, während Probe 3, 
die au ch  tetrafunktionelles Silan enthält, dem  Zwecke am wenigsten entspricht.

D er Randwinkel des Silikonüberzugs N r. 4 betrug beim E intauchen  in 
das W asser 110° und ste llte  sich während der W ässerung in zwei Tagen stu fen 
w eise  a u f 98° ein.

D ie  R andw inkelm essungen wurden m it H ilfe eines Gerätes System  
A d a m — J essop [21, 22] durchgeführt. Der A pparat wurde dabei in der W eise  
m od ifiz iert, daß die M essungen auch bei ern iedrigten  Drücken durchgeführt 
w erden  konnten.

M it Rücksicht darauf, daß auch die m echanischen E igenschaften  der 
P robe 4 ausgezeichnet sind, wurde als Ü berzugslack für die K ondensatorröhren  
dieser Lack gewählt.

Durchführung der Silikonierung von Kühlrohren 
und Untersuchung der Dauerhaftigkeit unter Betriebsbedingungen

B ei den Versuchen w urden um die B etriebsverhältn isse je mehr anzu
nähern , die bei den technischen  D am pfkondensatoren üblichen M essingkühl
rohre angew endet. Der äußere Durchmesser der Rohre betrug 25 m m , ihre  
W anddicke war 1 mm.
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Zum Überziehen der Kondensatorrohre m it Silikonlack d ien te ein m it 
G um m idichtung —  deren K aliberöffnung dem äußeren Querprofil des Rohres 
entsprach —  an das Rohr gepaßte ringförm ige Lackiergefäß und die angesch los
sene Schlitten-Zugvorrichtung. D ie Lackierung wurde in der W eise durchge
führt, daß das Lackiergefäß am oberen Teil des vertikal gestellten Rohres ange
bracht und m it einem Lack geeigneter V iskosität gefüllt wurde. D as Lackier
gefäß wurde dann mit H ilfe der Schlittenvorrichtung mit gleichm äßiger Ge
schw indigkeit abwärts bew egt. D ie G eschw indigkeit des Lackbehälters wurde 
derart eingestellt, daß kein N achfluß des Lackes an dem Rohre erfolge. Nach  
dieser M ethode konnte das Rohr in seiner vollen  Länge mit einem  gleich
m äßigen Lacküberzug versehen werden. Anschließend wurde dann der Überzug  
auf einem  elektrisch geheizten  Dorn ausgehärtet.

Die derart hergestellten  Silikonüberzüge wurden dann unter Annäherung  
der Betriebs Verhältnisse der D auerhaftigkeitsprüfung unterzogen. Zur Beur
teilung der Güte bzw. der Brauchbarkeit der Überzüge wurden zw eckm äßiger
w eise die W ärm eübertragungsverhältnisse der blanken bzw. der m it Silikon  
hydrophobisierten Oberflächen m iteinander verglichen.

Zu den Vorversuchen wurde ein Apparat zusam m engestellt, der mit 
einem  vertikal gestellten Kühlrohr von 1 m Länge versehen wurde. Obwohl 
während des Versuches das Kühlrohr nach unserer B eobachtung keine E in 
buße an seinem  W asserabstoßungsverm ögen erlitt, zeigte sich in den W ärm e
übergangszahlen der beiden Rohre —  innerhalb der Meßfehler —  kein U nter
schied [3].

Da das an den vertikal angeordneten Kühlrohren entlangrieselnde Kon- 
densw asser die durch die H ydrophobie der K ühlflächen bedingten günstigeren  
W ärm eübertragungsverhältnisse -—- bei einer R ohrlänge von nur 1 m —  nur 
wenig zur Geltung kom m en läßt, wurde für die Zwecke unserer w eiteren  Ver
suche eine Vorrichtung m it horizontaler Anordnung zusam m engestellt (A bb. 2).

Tafel 2

Dampf Kondenswasser Kühlwasser

Tempe
ratur 
t ß  °C

War me
inhalt 

kcal/kg

Geschwin
digkeit

m/s

Temperatur °C
, <J

Druck, 
mm Hg

Menge
kfi

Tempe
ratur 
<*. °c

Eintritt
t ,

Austritt k ~ F - r r

U nbehandeltes Rohr 30 28,6 609 7,330 17,6 l 12,20 15,10 1440

Kohr m it Silikon- 
iiberzug, nach 10 St 27 27,1 609 8,160 22,7 l 12,10 15,26 1790

Kohr m it Silikon
überzug nach 100 
St 27 26,3 608,5 7,060 22,5 0,9 13,10 13,05 1790

1 0 *



1 4 8 К. HALMOS, I. LIPOVETZ uad J . PROSZT

Dampfleitung
Kühlwasser

B ei dem Versuch w urde ein elektrisch geheizter Kessel mit der D am pf
le is tu n g  von 10 kg/h verw en d et. Die vergleichenden Messungen wurden bei 
einem  erniedrigten D am pfdruck  von 0,03— 0,08 ata  durchgeführt. D ie Menge 
des Kühlwassers wurde a u f 1500— 1600 1/h e in geste llt, was einer Ström ungs
geschw indigkeit von 0 ,9 — 1,0 m/s entspricht.

D ie Messungen w urden  in  einer horizontal angeordneten Vorrichtung  
v o n  2 ,6  m Länge und 0,2 m 2 Kühlfläche an einem  unbehandelten, sodann an 
e in em  m it Silikon überzogenen  Rohr vorgenom m en. D ie M eßergebnisse, die 
nach  der 10. und 100. B etriebsstunde erhalten w urden, sind in Tafel 2. zu
sam m engefaßt, deren le tz te  K olonne die im  Laufe der einzelnen Versuche ge
m essenen  W ärm edurchgangszahlen enthält.

Q stellt den W ärm einhalt des kondensierten Dam pfes in kcal dar; 
F  =  K ühlfläche =  0,2 m 2;

A t =  tD -  h  ~  h  °C.
2

N ach unseren M eßergebnissen sicherte das Rohr mit Silikon hydro- 
phobisierter Oberfläche gegenüber dem unbehandelten , noch nach einer B e
tr ieb sze it von 100 Stunden , einen 20% igen V orteil, d. h ., die Überzüge blieben  
bei Beanspruchungen, die den Betriebsverhältnissen nahekam en, unverändert.
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D ie Zunahme von к (W ärm edurchgangszahl) w eist darauf hin, daß auch die 
W ärm eleitfähigkeit des untersuchten Silikonüberzuges entsprechen dürfte. 
Gleichwohl können wir unsere Versuche noch n icht als abgeschlossen be
trachten , da die spezifischen W erte unserer L aboratorium svorrichtung hinter 
den spezifischen W erten der technischen K ondensatoren ähnlicher Anordnung  
ziem lich w eit zurückblieben, obschon es uns gelang, in  einigen Punkten die 
B etriebsverhältnisse anzunähern. Aus unseren M eßergebnissen kann immerhin  
über allen Zweifel festgeste llt werden, daß durch die A nw endung des Silikon
überzuges nach dem ungarischen Patent Nr. 145.638 [23] die W ärm edurch
gangsverhältnisse beträchtlich  verbessert werden können.

Der Silikonüberzug der Kondensatorrohre beläuft sich nach unseren 
prälim inären Berechnungen au f etw a 2% der B eschaffungskosten der M essing
rohre. Die K osten des Silikonüberzuges —  m it den zu erwartenden V orteilen —  
sind som it, bereits nach unseren vorläufigen M eßergebnissen unbedeutend.

E s sei an dieser Stelle unseren M itarbeitern Oberwerkm eister M. T ó t h , und Labo
rantin Frau J .  P a u l ik , unser D ank ausgesprochen für die sorgfältige Zusam m enstellung  
der Apparate und ihre fachgem äße H ilfe bei der Durchführung der Versuche.
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ZUSAM M ENFASSUNG

W ie bekannt, gesta lten  s ich  d ie W ärm eübertragungsverhältnisse bei der K ondensation  
in  T ropfenform  günstiger als bei der lam inaren K ondensation. Zur praktischen Verwirklichung  
der K ond en sation  in Tropfenform  eign en  sich am m eisten  die Lacküberzüge auf Silikonbasis. 
D er fü r  d ie Zwecke des Ü b erzu ges geeignete, nicht quellende Silikonlack wurde m it Hilfe 
v o n  Standardprüfverfahren und a u f  Grund von M essung der elektrischen L eitfäh igkeit und 
des R andw inkels ausgewählt. D ie  Brauchbarkeit der m it S ilikon überzogenen Rohre wurde 
in  e in er die Betriebsverhältnisse annähernden Vorrichtung m it den gleichen, doch nicht 
hydrop hob isierten  Rohren verg lich en . Durch den Silikonüberzug konnte die W ärmedurch
g a n g sza h l um  20% erhöht w erden .

T E ST S O N  STEAM -CONDENSER SU RFACES H Y D R O P H O B IZ E D  W ITH  SILICONES 
A N D  TH E IN VEST IG ATIO N OF TH EIR H EAT T R A N SF E R  CONDITIONS

K. HALMOS, I. LIPOVETZ, J. PROSZT

SUMMARY

I t  is  known that the co n d itio n s of heat transfer are m ore favourable w ith  drop conden
sa tio n  th a n  in  film  condensation. F or the practical realization  o f drop condensation , silicone- 
b ased  varn ishes are the m ost su ita b le . The non-swelling silicone varnish su itab le for the coatings 
w as ch o sen  on the base of sta n d a rd  tests , of conductiv ity  m easurem ents and of rim angle 
m easu rem en ts. An installation approxim ating service conditions served to com pare cooling 
tu b es covered  with silicone to  id en tica l, but not hydrophobized tubes. The silicone coating  
im p ro v ed  the heat transm ission co effic ien t by 20%.

E SS A IS  D E  PR É PA R A T IO N  D E  SURFACES D E  C O N D E N SE U R S D E  V A P E U R  
H Y D R O P H O B ISÉ E S PA R  SIL IC O N E , ET É T U D E  D E  L E U R  TRANSM ISSION

D E  CHALEUR

K. HALMOS, I. LIPOVETZ, J. PROSZT

RÉSUM É

Il e s t  connu que les co n d itio n s de transm ission de chaleur sont plus favorables en cas 
de co n d en sa tio n  par gouttes qu’en  cas de condensation par film . Pour la  réalisation  pratique 
de la  condensation  sous form e de g o u te lettes, les couches de vernis à base de silicone con
v ien n e n t le  m ieux. Les vernis à s ilicon e  non gonflants, convenant pour ces couches, ont été 
choisi à la  suite d’essais norm alisés, d’essais de conductib ilité  électrique et de mesures de 
l ’an g le  de raccordement. L’u tilité  des tu yau x  recouverts de silicone a été com parée à celle 
des tu y a u x  similaires non hyd rop hob isés, dans une insta lla tion  approchant les conditions de 
serv ice. L e film  de silicone a a u gm en té  le coefficient de transm ission  de chaleur de 20%.

ОПЫТЫ ПО ПОЛУЧЕНИЮ ПАРОКОНДЕНСАТОРНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ, ГИД- 
РОФОБИЗИРОВАННЫХ СИЛИКОНОМ, И ИССЛЕДОВАНИЕ УСЛОВИЙ ТЕПЛО

ПЕРЕДАЧИ ЭТИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ
К. ХАЛЬМОЩ, И. ЛИПОВЕЦ и Й. ПРОСТ

РЕЗЮМЕ

Как известно, условия теплопередачи более выгодно формируются при капельной 
конденсации, чем в случае пленчатого осаждения. Для практического осуществления 
капельной конденсации лучше всего подходят покрытия из лака на силиконовой основе. 
Ненабухающие силиконовые лаки, пригодные для изготовления покрытий, были выб
раны с помощью стандартных испытаний, на основе измерений электрической прово
димости и угла кромки. Применимость холодильных трубок, покрытых силиконовым 
лаком, была сравнена в аппарате, в котором условия приближаются к рабочим, с иден
тичными, но не гидрофобизированными трубками. Силиконовое покрытие увеличивало 
коэффициент теплопередачи на 20%.
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1. Introduction

The following discussions refer to mem brane shells, the edge o f  which  
has at least one section not buttressed b y  any supporting structure (w all, rib). 
The edge sections not supported at all are to  be called perfectly free edge sections, 
contrary to those supported by an edge rib, the latter being called b y  P e l ik á n

J. [1] free edge sections.
In the investigations the loads acting on the shell, are assum ed as being  

solely vertical distributed forces. The aim o f the considerations is to  deter
mine the boundary conditions characterizing the perfectly free edge sections, 
and to present som e exam ples for which these boundary conditions are satisfied .

The investigations do not extend to the problem of an accidental rippling  
or buckling o f  the perfectly free shell-edge. Therefore, conclusions to  be drawn  
from the follow ing discussions can be applied w ithout an extensive in vestigation  
o f the stab ility , only for shells o f sm aller dim ensions or affected b y  sm aller 
loads, as are penthouses, butterfly  roofs, etc. 2

2. Fundam entals

T he investigations w ill be carried out using an orthogonal system  of 
co-ordinates 0(я;, у , г), the z axis o f  w hich is vertical, while its p ositive  branch 
points downwards.

In th is system  of co-ordinates the stress state  of the shell is characterized  
b y  P u c h e r ’s stress function

F  =  F(x, y ) . (1)

This function  has to satisfy —  as is well known —  the differential equation

f  XX F y y — 2f xy F xy 4- f yy F xx +  Z  =  0, (2)

that is to  say , if

г =  /(* >  У) ( 3)
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m eans the ordinates o f  the shell’s middle surface, and

Z = Z { x , y )  (4)

denotes the so-called projective load, i. e., the specific  value of the load affecting  
the shell related to  th e  area of its planar projection .

The stress function  F  =  F(x, y )  can be described in the orthogonal 
system  o f co-ordinates 0(a, y ,  z) b y  a surface —  the stress surface. K now ing  
th is or the stress fu n ction , respectively, th e  so-called  projected membrane 
forces  o f  the shell can be com puted using form ulae:

bey 

У =

Э2 F  

Э у 2  ’  
92 F  

9 a 9y  
Э2 F  

9а2

(5)

3. Boundary conditions o f the perfectly free edge

In  the following boundary conditions referring to the perfectly free shell- 
edge w ill be presented in  different form ulations.

a )  On the perfectly  free edge section o f th e  shell no normal or shear force 
can a c t, consequently, the specific value o f the norm al or of the shear force 
m ust b e zero there. D en otin g  the normal o f th e  planar projection o f the edge 
line b y  и and the tan gen t o f  the projected edge line b y  v (Fig. 1), the boundary  
cond itions characterizing th e  perfectly free edge section  can be form ulated as 
fo llow s :

nu =  0, nuv =  0. (6)

b )  In  m any cases it  m ight be expedient to  express the mem brane forces 
figuring in formulae (6) b y  th e  x , y  directed projected  membrane forces. In  th is  
case boundary conditions appear in the fo llow ing form:

nx cos2 a  -J- ny sin2 a  -j- 2nxy cos a ■ sin  a  =  0,

(ny — nx) cos a • sin a -j- nxy (cos2 a  — sin2 a) =  0.

T aking in to  consideration relations (5), the sam e conditions can be so fo r 
m ulated:

Fyy cos2 a F xx sin2 a — 2F xy cos a • sin a — 0, (7)

(Fxx — F yy) cos a ■ sin a — F xy (cos2 a  — sin2 a) =  0. (8)



M EM BRANE SH E LLS W ITH PERFECTLY  F R E E  EDGES 1 5 3

c) Elim inating Fxy from  form ulae (7) and (8), the boundary condition

Fyy cos2 a — F xx sin2 a =  0

can be deduced, which, on the other hand, after som e transform ation can be 
w ritten  in the form

(9)

A t the same tim e equation (8) can be brought to  the following form :

2 Fxy
F  —1  XX

=  tg  2a.
УУ

( 10)

From equations (9) and (10) sim ple procedures lead to  the fo llow ing relation:

F xx- F yy =  F*y. (11)

If, am ong the latter three conditions tw o are satisfied at each  poin t o f a 
section  o f the shell edge, th is ensures the perfectly  free character o f  th e  re
spective edge section.

d )  An investigation  o f  the conditions o f equilibrium  o f th e  shell portion  
P 0Q P V bordered by the section  P 0Pj o f  the edge line, conduces to  in teresting  
statem ents concerning the perfectly  free shell edge.

Fig. 1. Planar projection o f the edge line
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First o f all the projective equations expressing the existence o f the  
equilibrium  should be set up:

U sing relations (5) th e  values of the above figuring term s o f integration  
can  be expressed as fo llow s:

T he values of the tw o term s o f  integration figuring here are:

Thereafter, the m om ent equations expressing th e  existence of equilibrium  
referring to the point m arked in  Fig. 2 by the le tter  sym bol Q, should he set up:

R ep lacing  the above va lu es into projective equations (12), the following  
bou n d ary  conditions are obtained:
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W hen the above expressions are replaced in to  projective equation (14), the  
following boundary condition is arrived at:

—  Jo) F y(xi .y j)  — ( * 0  —  *i) Fx(x oi Уо) —  F (*i>yi) +  F (*o,Jo) =  (15)
It is obvious, that equations (13) and (15) m ust also be satisfied, if  th ey  are set

F ig. 2. Part o f  the shell marked for the purpose o f investigation  of equilibrium

up instead  o f referring to  the edge section P 0 P 15 for an interm ediate section  
P 0P  o f the latter. W hen during this procedure the point P 0(*0, Уо) regarded  
as being a fixed  point, P(x,  y), on the other hand, as being a running point of 
the edge section P 0P V the conditions o f  equilibrium  (13) will take the form

Fx(x, У) =  A ,

Fy(x, y )  =  B,
where

A  -= Fx(x0, y q) =  const,

(16)

(17)
В =  F y(x0, у 0) =  const.

Proceeding sim ilarly w ith condition o f equilibrium  (15), and utilizing (16) and 
(17), for the points o f the edge line the relation

F(x, y) — A x  By  -f- (18)

is arrived at, where

C  =  — A x 0 — B y 0 +  F (x0, y 0) — const.
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W hen deducing equations (16) and (18) it  was assum ed th a t the area 
P 0Q P i  is a part o f  the projected area o f  th e  shell, i. e., that the broken line  
P .Q P ,  leading from point P 0 to point Pj is placed fully and com pletely  w ithin  
th e  area o f  the planar projection o f the shell’s m iddle surface. B ut it  can be  
realized b y  sim ple considerations [2 ], th a t th e  deduced form ulae are generally  
valid  —  independently  o f the above m entioned assum ption.

B oundary conditions (16) and (18) com prise interesting conditions w ith  
regards to  the stress surface that can be attached  to  the stress function . N am ely , 
eq uation  (18) expresses the fact th at on th e  perfectly free edge section  th e  
stress surface is bordered b y  a planar curve. E quations (16) on the other h an d , 
sta te  th e  fact th at along the above m entioned planar curve the gradient o f  the  
stress surface equals zero, i. e. the stress surface possesses at each point o f  th is  
planar curve the same tangential plane.

I t  should be pointed out, th at condition  (18) is im plied from th e very  
first in  conditions (16), thus, condition (18) does not mean any m ore than  
cond itions (16). N am ely, i f  along a curve drawn onto a surface, th e  slope o f  
the surface is in both the * and y directions constant, the respective curved  
line can be a planar curve only.

e )  In  form ulae (5) o f the projected m em brane forces the stress function  
itse lf  does not appear, but on ly  its second d erivatives. Accordingly, th e  stress 
fu nction  can be com pleted b y  optional linear term s, or optional linear term s o f  
it  can be om itted , w ithout changing the stress sta te  itse lf characterized b y  th e  
stress function  b y  these procedures. C onsequently, i f  the shell possesses o n ly  
one single perfectly  free edge section, instead  o f boundary conditions (16), 
cond itions

Fx =  0, Fy =  0,

or i f  it  would be convenient, condition

F u =  0 (19)

can be w ritten , while boundary condition (18) can be brought to  th e  form

F  =  0. (20)

Thus, in  such cases the boundary conditions referring to a perfectly  free edge 
section  can be form ulated so that along th is edge section the value o f  the  
stress function  and th e  value o f its gradient m ust equal zero.

f )  Points d)  and e)  of this paragraph h ave referred to the determ ination  
of boundary conditions to be satisfied b y  the stress function on a perfectly  
free edge section. N ow , it  is to  he proved, th a t the conditions in question  are 
not o n ly  the necessary but at the same tim e also the sufficient conditions o f  the  
p erfectly  free being o f  the shell’s edge.



M EMBRANE S H E L L S  W ITH P ERFECTLY  F R E E  EDCES 157

To verify this sta tem en t a point P 0 on the edge o f  the shell should  be 
chosen, in the surroundings o f  which conditions d )  and e)  are satisfied  along  
the edge line, i. e. the values o f  the first derivatives o f  the stress function  
equal zero. For the sim plification  o f the treatm ent the centre o f the system  of 
co-ordinates is to be put in to  th is point P 0 so th a t its x axis should be the  
tan gen t o f the planar projection o f the edge line in point P 0.

D ue to the particular location  o f the system  o f co-ordinates, the first 
derivatives of the stress functions can be expanded in the surroundings of 
point P 0 into the following M ac-Laurin series:

Tn these formulae

The above formulae express the value o f the first derivatives o f  th e  stress 
function  for an optional  point P(x,  y )  situated in the surroundings o f  p oin t P 0. 
A pplying these formulae to  a point P(x,  y )  situated  on the edge line, and taking  
in to  consideration that in  com pliance with conditions (16) in the case o f  points 
ly in g  on the edge line relations

hold , the following relations are arrived at:
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In  the latter form ulae x  and y  denote the related co-ordinates belonging: 
to  th e  points of the edge lin e . The relation betw een  these co-ordinates is deter
m ined  by the equation o f th e  edge line. D ue to  the particular location  o f th e  
sy ste m  o f co-ordinates in  th e  surroundings o f  point P 0, the relation  in  question  
can  be expressed by th e  form ula

w here

y(*) =  0 4 - 0  +  -2L *2 _|_ *з 4 - . . .  ,

Уп
d"y(0 ,0 )

dxn
— const.

(20b)

Replacing expression (20b) into expression (20a) and elim inating term s x  
o f  a h igher power —  w hich for x —*■ 0  can be m ade optionally  sm all in com pa
rison  to  terms x o f the first power —- the fo llow ing form ulae are arrived at:

—— FM x  =  0, F!, x — 0.
1 ! 1 !

A ccord ing  to these form ulae a t point P 0

^ 2 0  —  0 ’ - ^ l i  —  0 ,
and so

Э8 F(0,0) =  0 9»F(0,0) =  0
dx2 dx 9 y

H erefrom , taking into consideration  relations (5), conclusions

ny — 0 , nxy =  0

are to  be drawn, these p rove, how ever, that in the case dealt w ith  the edge o f  
the sh ell does not need an y  support at point P 0.

O f course, the above consideration can be repeated w ith  respect to another  
p oin t o f  the edge line a t w hich  conditions d )  and e)  are satisfied . This m eans 
th a t th e  fulfilm ent o f con d ition s d )  and e)  is not on ly  necessary bu t at the sam e 
tim e also sufficient to  assure th e  perfectly free being o f the shell’s edge.

4. Circular sym m etrically loaded shells o f  revolution  
h avin g  a perfectly free edge

In  the following shells o f  revolution are to  be dealt w ith , the load and 
the stress function o f w hich are circularly sym m etrical and the edge o f  which  
is a lon g  the internal edge line r =  r0 >  0  perfectly  free.
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In the case m entioned relations

2 =  /(»•)» z  =  z (rb F =  F(r)
hold, and so differential equation (2 ) o f the stress function takes the follow ing  
sim ple form:

f r Fr r + f n F r + Z r  =  0 . (2 1 )

Fig. 3. Shell o f rev o lu tio n  p e rfec tly  free along i ts  in te rn a l  edge w ith  th e  ra d iu s  r =  r 0 >  0 ; 
th e  m erid ian  cu rve  of th e  shell is a  lo g a rith m ic  curve

Considering that along the internal edge the va lu e of F  is from the very  first 
constant only the boundary condition

has to be satisfied.
F r =  0

a) The meridian curve of the shell o f  revolution is a logarithmic curve 

(F ig. 3). The equation o f the m iddle surface o f  the shell should be

1 In r  -)- H  ■> (22 )
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w h ile  th e  load function should have th e  form

Z  =  c0  +  Cit +  c2r2 - ( - • • • +  cnrn.

In  th is case differential equation (21) appears in the form:

(23)

rFrr Fr +  —  (co r3 +  C1 r4 +  C2 r5 +  . . .  +  cn rn+3) =  0. (24)
A

T h e general solution o f the hom ogeneous differential equation attached  to  the  
a b o v e  differential equation has the form

F  =  ar2 +  b ,  (25)

w h ile  one o f the particular solutions o f the inhom ogeneous equation is:

F  — ------—
A 2 -4

+
cx r°

3 - 5
+

_Cgr”
4 - 6

- . n  + 4
+  . . .  +

(n +  2) (n -f- 4)
. (26)

T he general solution o f differential equation (24) is the sum of solutions (25) 
an d  (26). Am ong the constants o f integration  a and b figuring in th e  general 
so lu tio n , b as a linear term  can be om itted , w hile the constant a should  be 
d eterm in ed  from boundary condition

B y so doing, the value

1

[ F rU r

2 A
c 0 r0

-  +  ■
Cl *0

+

0 .

u 2 ' 0
+

c rnt2
_|_ ro (27)

is  arrived at.

b) The meridian curve o f  the shell o f  revolution is a parabolic arc (F ig . 4). 

T h e m idd le surface o f the shell should be characterized by the equation

* =/(>•) =  ~A  r* +  B r + C ,  A >  0; B > - A r 0, (28)
2

w hile th e  load function should be:

Z =  2 c0 +  3 q r  +  4 c2r2 +  . . .  +  (n +  2) cn rn. (29)
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In the present case differential equation (21) takes the follow ing sim ple
form:

(A r  +  B) Frr +  A Fr +

1

В
2c0 r ■+• 3ct r2 +  4c2 r3 -f- . . .  - f  (n +  2 ) cn rn f 1 0 .

(30)

Fig, 4. Shell o f  revolution perfectly  free along its internal edge w ith the radius r — r0 >  0; 
the m eridian curve o f the shell a parabola

The general solution o f the hom ogeneous differential equation attach ed  to  the  
above differential equation has the form

F  =  a In (A r  -f- B) -(- b , (31)

while one o f the particular solutions o f the inhom ogeneous equation is

F  =  —
1

A
« 0  Г +  U j

Г- Г1
+  « 2

2 3

-Л  +  2

1n+ 1
n +  2

(32)

1 1 Acta Technics XL/1 2
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T he values o f the con stan ts figuring in th e  la tter  equation are in turn:

A nd so the stress fu n ction  o f  the problem is:

The general so lu tion  o f differential eq u ation  (30) is arrived at b y  sum 
m arizing solutions (31) and (32). Among the unknow n constants a  and b  figuring  
in  th e  so obtained expression , b ,  being a co n sta n t term , can be om itted , while 
the va lue o f a  can be determ ined from the boundary condition

and is given b y  the expression

W hen the p rojective load is constant,

the va lue o f the p rev iou sly  m entioned coeffic ien ts а г is the following:

w hile the value o f  th e  con stan t a  is:
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5. Cylindrical shells with a perfectly free edge

The subjects o f the follow ing discussion are cylindrical shells th e  generat
ing lines o f which are parallel to  th e  plane o f co-ordinates xz, w hile their edge 
is along the edge line

* =  g(y)

perfectly free. This kind o f shell can be applied among others for penthouses 
bu tterfly  roofs etc.

Fig.  5. B utterfly  roof having a cylindrical surface the generatrix o f  w hich is a parabola; 
the edge o f the shell is perfectly  free and bordered by a parabola

As in the case to be dealt w ith

fx x  —  0 , f xy — 0 ,

differential equation (2 ) takes the following sim ple form:

fyy Fxx - \ -Z  =  0. (35)

a) The generatrix o f  the cylindrical shell is a parabola  (F ig. 5). The equa
tion  o f the middle surface o f  the shell should be

z =  f(x,y) =  Ax + , (36)

w hile the projective load on the shell should be expressed b y  the function

Z  =  c0 +  c1y +  сг у 2 +  . . .  + c ny n . (37)

11 *
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Replacing the ab ove values into d ifferential equation (35), the latter  
can  be written as follow s:

ß  F x x  +  <■» f  с, y  +  c2y 2 +  . . .  +  Cn  y "  =  0. (38)

T he general solution o f this differential equation is

F  =  A, (y ) .*  +  A2 ( y ) -----------  (c0 +  с, y  +  c2 y 2 +  . . .  +  с , , / 1) X2. (39)
Z D

Indefinite functions к г ( у ) ,  A2(y) figuring in the above equation can be 
determ ined from boundary conditions. First o f  all boundary condition

[ ^xlx-£(y) =  ®

is to  be set up. Herefrom

k i (y) =  -  i  (co +  <4 У +  c2y -  +  • • • +  Cn y " )  g ( y ) .

T hereafter function A^y) is to  be determ ined w ith the aid o f boundary con
d ition

[ F ]x, gw  =  0 .

T his conduces to the result

К  (у) = ------(co +  c i У +  сгУ~ +  • • • +  cn y n) g 2 (у ).
Z D

P u ttin g  functions A,(y) and A2(y) into (39), the stress function  will take the  
form :

F  =  -  ~  (co +  с, y  +  c2 y 2 +  . . .  +  cny n) [x -  g(y)]2. (40)
Z n

I t  can be verified b y  a sim ple trial that th is function  satisfies at the same 
tim e also boundary condition

[ F y \x = g ( y )  0-

C onsequently, the edge line x =  g(y) is perfectly  free.
In the exam ple show n in F ig. 5 the planar projection o f the bordering 

line o f  the perfectly free edge is a parabola.
b) The generatrix o f  t he cylindrical shell is a catenary  (F ig. 6 ). The middle 

surface o f  the shell should be characterized b y  the equation

z =  f(y) — c o sh y , (41)
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and the specific value o f the load on the shell related to the surface unit o f the 
middle surface should be

p — const.

So, the specific value o f the load related to  the area o f the planar pro
jection  is

Z — />(1 + / y )  2 =  jp(l +  sinh2 y) 2 =  p  co sh y . (42)

Fig. 6. B utterfly  roof having a cylindrical surface the generatrix o f  which is a catenary, the 
edge o f the shell is perfectly free and bordered by a catenary

Taking into consideration the above statem ents, in the present case 
differential equation (35) w ill take the form

F XX +  P  =  0 • (43)

The solution of th is differential equation satisfy ing the boundary conditions 
can be determined in the sam e Avay as was shown in a). The result o f the cal
culation is

“ - [ * - « ( * ) ] ■ •  (44)

In the exam ple presented in Fig. 6  the planar projection o f the perfectly  
free bordering line is a catenary.



166 P. CSONKA

R E FE R E N C E S

1. P e l ik á n , J.: T artószerkezetek (in  Hungarian) B udapest, 1959. T ankönyvkiadó.
2. Cs o n k a , P.: On the Annular E d g e  B eam  of Membrane Shells. A cta Technica Ac. Sc. H ung.

(1961) Tom. X X X III , F asc . 3 - 4 ,  pp. 4 1 3 - 4 3 0 .
3. Cs o n k a , P.: Membrane Shells w ith  Vertically Supported E dge Beam s. International Col

loqu ium  on Sim plified C alculation M ethods, Brussels, Septem ber 4 — 6, 1961, Report 
II /6 , pp. 1 . - 2 5

SUM M ARY

T he paper deals w ith  m em brane shells the edge o f w hich — or at least a section  o f it  — 
is n o t  bu ttressed  by any structure (w all, rib). Such an edge section  not being supported at 
all is  n am ed  in the paper perfectly  free  edge section.

A s loads only vertica l d istr ib u ted  forces are taken into  consideration. The stress state  
o f th e  sh ell is characterized by th e  projected  m embrane forces and b y  Pucher’s stress function.

T he aim  of the considerations published in the paper is th e  determ ination o f th e  bound
ary co n d itio n s referring to p erfectly  free edge sections. These conditions are presented in  d if
feren t variations. It is proved th a t on  th e  perfectly  free edge sections the stress surface attached  
to P u ch er’s stress function , is bordered b y  a planar curve, and th a t the tangentia l planes 
o f th e  stress surface at the poin ts o f  th is  curve are identical. T hese conditions are n ot on ly  the  
necessa ry  b u t sim ultaneously also th e  su fficien t conditions o f the perfectly  free being o f  the  
sh ell’s edge.

T he paper presents several exam p les o f  shells w ith  perfectly  free edges. In  these  exam 
ples th e  w riter deals only w ith  the determ ination o f the stress fun ction  w ithout investiga tin g  
th e  p rob lem  o f the danger of b u ck lin g . Therefore, these so lutions can be applied w ith o u t an 
e x ten s iv e  exam ination of the p o ssib ility  o f buckling, on ly  for sm aller structures (penthouses, 
b u tter f ly  roofs, etc.).

M EM BR A N SC H A LEN  M IT E IN EM  VO LLK OM M EN F R E IE N  R A N D

P. CSONKA

ZUSAM M EN FA SSU NG

D er vorliegende A ufsatz befaß t sich m it M em branschalen, deren Rand — bzw . w enig
sten s irgend ein  A bschnitt des R an des — durch keinerlei K onstruktion  (W and, R ippe) g e stü tz t  
is t . S o lch e  R andabschnitte ohne jeg lich e  Stützung werden im  A ufsatze vollkommen fre ie  Rand- 
abschnitte  genannt.

Im  A ufsatze werden nur v ertik a l verteilte  L asten in B etracht gezogen. Der Spannungs
zu stan d  der Schale wird durch d ie  Schnittkraftprojektionen bzw. durch die Puchersche  
Sp annungsfunktion  gekennzeichnet.

D er  Zweck der E rörterungen is t  die B estim m ung der für die vollkom m en freien R and
a b sch n itte  gültigen R andbedingungen . D iese Bedingungen w erden im  B eitrage in  versch ie
denen  V ariationen  vorgeführt. E s w ird nachgewiesen, daß an den freien R andabschnitten  
die Spannungsfläche, die der Pucherschen Spannungsfunktion beigeordnet w erden kann, 
durch e in e  ebene Kurve begrenzt is t ,  und daß in den P unk ten  dieser K urve die T angentia l
eb en en  der Spannungsfläche gem einsam  sind. Diese B edingungen sind nicht nur die n otw en d i
gen , son d ern  gleichzeitig auch die h inreichenden B edingungen für die vollkom m ene F reiheit 
des Schalenrandes.

Im  B eitrage werden ein ige B eisp iele  der Schalen m it freiem  R ande vorgeführt. In  den 
B eisp ielen  wird bloß die Spannungsfunktion  bestim m t, das Problem  der A usbeulungsgefahr  
w ird n ic h t untersucht. Aus d iesem  G runde sind die beschriebenen Lösungen, ohne eine ein
g eb en d e  U ntersuchung der M öglichkeit der Ausbeulung bzw . K nickung, bloß für kleinere  
B a u w erk e  (Vordächer, Schm etterlingsdächer usw .) verwendbar.
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VO ILES MINCES À R IV E  SA N S A P P U I

P. CSONKA

RÉSUM É

L ’auteur étudie des voiles m inces dont la r ive, ou du m oins une section de rive ne repose 
sur aucun sou tèn em ent (m ur, nervure). U ne telle  section  de rive est appelée section de rive libre 
ou sans a p p u i  par l ’auteur.

E n ta n t que charge, l ’étude ne considère que des charges réparties vertica les. L ’état 
de tension du voile  est caractérisé par les forces projetées, c’est-à-dire par la fonction  de tension  
de Pucher.

D ans son étude, l ’auteur se propose de déterm iner les conditions au contour relatives 
au x  sections de rives sans appui. Ces conditions son t considérées sous différentes form es. 
L ’auteur dém ontre que, sur la section de rive libre, la  surface tensionnelle correspondant 
à la  fonction  de tension  de Pucher est lim itée par une courbe plane, et que dans les points 
de cette  courbe, les plans tangents de la surface tensionnelle  sont com muns. Ces conditions sont 
nécessaires et su ffisantes pour définir les rives libres.

L ’étude offre plusieurs exem ples de rives sans appui, où l ’auteur ne déterm ine que la 
fonction  de tension du problèm e, sans considérer le risque de flam bage. A insi, sans exam en  
approfondi du risque de flam bage, les solutions présentées ne sauraient être appliquées qu’en 
cas de constructions peu im portants (avant-to it sim ple ou à contour brisé, etc. . .).

МЕМБРАННЫЕ ОБОЛОЧКИ С СОВЕРШЕННО СВОБОДНЫМ КРАЕМ

П. ЧО Н К А

РЕЗЮМЕ

Данная работа занимается такими мембранными оболочками, край которых хотя 
бы на каком-либо участке не подпирается никакой конструкцией (стеной и т. п.). Такой 
участок края без какой-либо опоры работа называет совершенно свободным участком 
края.

В работе в качестве нагрузки учитывается лишь перпендикулярная распределя
ющаяся нагрузка. Напряженное состояние оболочки характеризуется с помощью проек
ционных сил и соответственно функций напряжения Пухера.

Целью приводимого в работе анализа является определение граничных условий для 
совершенно свободных краевых участков. Эти условия трактуются в различной форму
лировке. Показано, что на совершенно свободных участках края уравнение напряжения, 
которое можно отнести к функции напряжения Пухера, ограничивается плоской кривой, 
и в точках этой кривой касательные плоскости поверхности напряжения являются об
щими. Эти условия являются не только необходимыми, но одновременно и достаточными 
условиями существования совершенно свободного края оболочки.

В работе излагается ряд примеров оболочек с совершенно свободным краем. В при
веденных примерах определяются лишь функции напряжения задачи, опасность же 
прогиба не анализируется. Поэтому изложенные решения без глубокого анализа воз
можности прогиба могут быть применены только для небольших сооружений.
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1. Introduction

A problem  often m et w ith  in m icrow ave m easurem ents is signal a m p lifi
cation . The m ost suitable m eans for th is purpose is afforded by a travellin g -  
Avave m easuring am plifier having as principle advantages a very Avide tran s
m ission band and a considerably high gain.

In th is paper, first o f  all, design considerations o f the travellin g-w ave  
m easuring am plifiers will be dealt w ith  and an account will be given concerning  
the developm ent of two types o f travelling-w ave measuring am plifiers. Then, 
general characteristics o f them  will be considered and the results o f  in v esti
gations on tw o particular characteristics, the AM-to-PM conversion and fre
quency noise will be g iven. F inally , application fields o f m easuring am plifiers 
Avili be discussed.

The measuring am plifiers were developed at the M icrowave D ep artm en t, 
Research Institu te for T elecom m unication, and the travelling-w ave tu b es used  
in these am plifiers had been designed by the scientific Avorkers o f  th e  V acuum  
Tube Laboratory o f the sam e in stitu te .

2. Design considerations

The requirem ents to  be m et in a m easuring amplifier differ from  those  
w hich are taken into account when am plifier stages for a m icrowave radio link  
are to  be designed. The reason for th is is th at in  the case o f a m easuring am pli
fier a wide band is o f v ita l im portance, Avhile an exact m atching is n o t required  
because a standing-w ave ratio lower than  3 Avili be satisfactory.

B andw idth and m atching o f an am plifier are m ainly determ ined by the  
applied coupling. Therefore, a few remarks w ill be made on the choice o f  the 
coupling to  the travelling-w ave tube in  a m easuring amplifier. B asica lly , tw o

* This paper is based on  the second part o f a lecture on “ M icrow ave Design  
Problem s o f  Travelling-W ave A m plifiers”  held at the “ Colloquium on M icrow ave Com
m unications” in  Budapest, N ovem ber 11, 1959.



170 T. BERCELI

ty p es  o f  couplers, n am ely  waveguide or helix  couplers can be used. B oth o f  
them  have their ad van tages and disadvantages. A s compared w ith  a w ave
gu ide coupler, the helix  coupler has the ad van tage o f having a very w ide trans
m ission  band, hence it  requires no retuning w hen the frequency is changed. 
A nother advantage is th a t its  dimensions are sm all so that thin cables can be 
used for m icrowave pow er transm ission. A ccordingly , the transm ission lines 
to  th e  input and ou tp u t couplers o f the travellin g-w ave tube do not take up 
m uch space, which is particularly favourable w hen permanent m agnets are 
used . H ow ever, one d isadvantage of helix couplers is that standing-w ave ratio  
and losses in them  are rather high.

W ith  these p o in ts in  mind travelling-w ave tubes, type HOI and H 0 2  
h ave been chosen to be used in the m easuring am plifiers. The coupling o f these  
tu b es is  achieved b y  h e lix  couplers. The use o f  h e lix  couplers makes it  possible 
to tak e full advantage o f  the great inner ban d w id th  offered by a travelling- 
w ave tube. In this w ay th e  m easuring am plifiers can be used over a very wide 
band w ithout any readjustm ent.

Another requirem ent in  designing m easuring am plifiers is to  have an 
in stru m en t the operation o f which is independent o f  m ains fluctuations. There
fore, stabilized supply v o lta g es are needed. A lso, th e  instrum ent m ust be pro
vided  w ith  autom atic c ircu its to protect the travelling-w ave tube. F inally , the  
in stru m en t m ust be portable.

3. Construction o f the m easuring amplifiers

The measuring am plifiers were m ounted in portable cases. F ig. 1 shows 
their front view s. The sign al to  be am plified is  applied  to a coaxial input con
nector on the front panel, and the am plified signal appears on the coaxial 
o u tp u t connector w hich  is placed above the in p u t connector. In addition, 
control knobs for adju stm en ts of the m easuring am plifier and a m eter m easur
ing the electrode currents o f  the travelling-w ave tube are m ounted on this 
panel. A djustm ent o f  the m easuring am plifiers is achieved by adjusting the 
required collector current w ith  the knobs th a t control the voltage o f the  
acceleratin g anode and by obtaining a m axim um  output w ith the control 
knobs o f  the helix vo ltage .

a) Measuring am plif ier  fo r  the 1500— 3000 M cjs band

The measuring am plifier gives an ou tput pow er o f at least 1 W and at 
th e  sam e tim e a gain o f  at least 25 dB over th e  entire band. W ith lower output 
leve ls  the gain is higher. Standing-w ave ratio at the input and ou tput con
nectors is below 3. In th is measuring am plifier a travelling-w ave tube typ e  
H O I is used.
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Fig. 1. Front view  o f a m easuring amplifier

A voltage of about 1000 Y for the helix  and collector electrodes o f the 
travelling-w ave tube is supplied by a com m on stabilizing stage. The voltages 
o f  th e  two electrodes are controlled together, in  such a w ay as to  have a col
lector voltage 150 Y  higher than helix  voltage. This is necessary in order to 
prevent secondary electrons em itted by the collector, from entering the 
helix  space. A voltage o f  about 500 V for the accelerating anode o f  th e  travelling  
w ave tube is furnished b y  a separate stabilizing stage, which can be controlled  
independently of the vo ltages already m entioned.

Focussing o f the electron beam requires a m agnetic fie ld  strength  o f 700 
oersteds, which is produced by an electrom agnet. The coil o f th is  m agnet is 
made o f copper wire w ith  a heat-resistant silicone insulation. O perating tem 
perature inside the coil is 150° C. O utside, the electrom agnet is  covered by a 
soft-iron screen to  m inim ize leakage. On both sides o f  the electrom agnet 
three adjusting screws are placed at 1 2 0 ° to  each other, by m eans o f  which 
the travelling-w ave tu b e can be adjusted and fixed  in the desired position in 
the m agnet.

After the m easuring am plifier has been sw itched on, h igh voltage is 
applied by a delay circuit w ith  a delay tim e o f 1.5 m in., prim arily  to  protect 
the travelling-w ave tube. The protecting circuit sw itches o ff th e  h igh voltage if
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h e lix  current exceeds 3 m A . The collector of the travelling-w ave tube is cooled  
b y  a fan  so that its tem p eratu re is kept at 80° C at an am bient tem perature  
o f  2 0 °  C and a power d issip a tion  o f 25 W.

The travelling-w ave tu b e  typ e HOI used in  th is am plifier is a long-life  
tu b e . This is achieved b y  u sin g  a so-called dispenser cathode which has a high 
resista n ce  to ion bom bardm ent.

b) Measuring a m p lif ie r  fo r  the 3000— 4500M c/s  band

T his measuring am p lifier  gives an output pow er o f at least 1 W  and a t  
th e  sam e tim e a gain o f at le a s t  25 dB over the entire band. W ith lower output 
le v e ls  its  gain is higher. S tan d in g-w ave ratio at the in p u t and output connectors 
is  b e low  3. In this m easuring am plifier a travelling-w ave tube type H 0 2  is used.

T he direct-current ad ju stm en t of the travellin g-w ave tube ty p e  H 0 2  
w as m ade in such a w ay as to  have the m axim um  vo ltage on the accelerating  
a n o d e , the helix voltage b e in g  lower. In this w ay a so-called  ion trap is formed 
b etw een  accelerating anode and helix. Ions produced by the h igh-velocity  
electron  beam inside th e  h e lix  cannot, therefore, reach the cathode, which 
resu lts  in  a considerably lon ger  cathode life tim e. B esides, the vo ltage oil th e  
co llec to r  is essentially low er th an  that on the h e lix . H ereby, direct-current 
e ffic ie n c y  of the tube is considerably  im proved and collector dissipation is  
d ecreased , which is advan tageou s from the point o f v iew  o f cooling. A t the sam e  
tim e  th e  cavity-like form  o f  th e  collector prevents secondary electrons from  
le a v in g  the collector space.

A  high-voltage power su p p ly  provides m eans for achieving the above- 
describ ed  direct-current ad ju stm en t. Collector v o ltage  is neither stab ilized , 
nor e ffic ien tly  filtered as it  does not affect interaction  between the electron  
b eam  and high-frequency f ie ld . Voltages to accelerating anode and helix  are 
su p p lied  by a common, h ig h -sta b ility  power supply. H ow ever, the tw o vo ltages  
can b e controlled separately. T he circuits are designed in  such a w ay th a t th e  
v o lta g e s  having been adjusted  to  any desired value, th e  vo ltage on the accele
ratin g  anode is always h igher th an  that on the h e lix , and the form ation o f an 
ion trap  is thus ensured a lw a y s.

T he electron beam is focu ssed  by a perm anent m agnet, which con sists  
o f A lN iC o-5  magnet bars and produces a m agnetic fie ld  in ten sity  of 550 oersteds  
along a len gth  of 210 m m . F ocu ssin g  of the beam  requires a hom ogeneous axial 
m agn etic  field . Our exp erim en ts have shown th at in  th e  v ic in ity  o f th e  axis 
th e  rad ia l magnetic field  com p on en t along the len gth  o f 2 1 0  mm shoidd not 
ex ceed  a maximum value o f  3 oersteds. To m eet th is  requirem ent a series o f  
h om ogen izin g  disks is placed in  the magnet. The m agnet has a considerably  
stron g  outer stray field . T herefore it  is forbidden to  approach iron objects o f  
large dim ensions to the m easuring amplifier. On b oth  ends of the m agnet
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there is an adjusting dev ice , by means o f which the travelling-w ave tube can be 
adjusted and fixed  to the desired position in th e  m agnet.

Prim arily to protect the travelling-w ave tu b e , a delay circuit is provided  
which applies high vo ltage to the tube with a d elay  tim e of 1.5 m in. after the  
measuring am plifier has been sw itched on. In th e  case when the helix  current 
exceeds 2.5 mA or cooling fa ils, the high voltage is sw itched o ff by the p ro tec t
ing circuits. The collector o f  the travelling-w ave tu b e is cooled by a fan w hich  
keeps its tem perature at 100° C at an am bient tem perature o f 20° C and a pow er  
dissipation  o f 70 W.

The travelling-w ave tube used in this am plifier  has a long life . T his is 
due to the use o f the ion trap , by means of w hich th e  ion bom bardm ent o f  the  
cathode is decreased.

4. General characteristics

An essential characteristic is the relation betw een input and ou tp u t  
powers. The dependence o f  the m easuring-am plifier output power on input 
power is shown in F ig. 2. A typical feature o f  travelling-w ave am plifiers is

Fig. 2. O utput power as a function  o f  input power

th a t lin earity  betw een ou tput and input powers is  achieved only at low  leve ls . 
A t higher levels th is relation is no longer lin ear as is seen in F ig. 2. W hen  
input power is increased, output power increases ever slower and slow er and 
fin a lly  it  a tta in s a level above which it  cannot be increased w hatsoever high  
in p u t power be applied. Thus, a saturation va lu e is obtained.

W hen m easurem ents are made these circum stances must be tak en  in to  
account, i. e. one m ust bear in mind that lin ea r ity  is only obtained at a low  
in put. W ith higher inputs the signal measured at th e  output of the m easuring  
am plifier m ust be taken  as a reference level.

An advantageous property of the travelling-w ave am plifier is th a t it 
acts as an efficient buffer betw een the units connected  to its input and ou tp u t, 
because it  has an atten u ation  o f 50— 70 dB in th e  direction opposite to  th a t of 
am plification .
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T he gain o f a travelling-w ave am plifier depends on the beam  current- 
F or th is  reason gain is controllable by a lterin g  the accelerating v o ltage  (or 
b eam  form ing voltage). W ith  an appropriate AGC circuit, therefore, o u tp u t level 
can  be kept at a constant value.

W hen using a travelling-w ave am plifier m icrowave signals can be am pli
f ie d  and  m odulated sim ultaneously . B y  changing  the accelerating vo ltage  (or 
b eam  form ing voltage) am plitude m odulation , and by altering th e  helix  
v o lta g e  phase m odulation is achieved.

5. AM-to-PM conversion

W hen an am plitude m odulated signal is am plified, a slight phase m odu
la tio n  takes place in  the m easuring am plifier. This is due to th e  fact that a 
ch a n g e  in  the am plitude o f  the input signal g ives rise to a change in  th e  phase 
o f  th e  ou tp u t signal. This phenom enon is called  AM-to-PM conversion .

Input P o w er in dBm
Fig. 3. AM -to-PM  conversion as a fun ction  of input power

AM -to-PM  conversion was in vestigated  b y  interm odulation m easure
m en ts . Tw o signals were applied to the am p lifier  input sim ultaneously . These 
tw o  sign als had a level difference o f 30 dB  and a frequency difference o f 100 
M c/s. O wing to the A M -to-PM  conversion three signals were ob ta in ed  at the  
o u tp u t. Knowing their levels  AM -to-PM  conversion is given by

Л в
A P

-  13.2 S í  -  - f  (1 +  SI -  Si)* 
4

degrees/dB

w here is the relative am plitude at the o u tp u t o f  the signal w hich w as at a
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level 30 dB lower, and S 2 is the relative am plitude o f the new signal obtained  
at the output.

The results o f  the AM -to-PM  conversion m easurem ents are show n in 
F ig. 3. M easurem ents were m ade w ith  the m easuring am plifier operating in 
the 3000— 4500 Mc/s band. F ig. 3 show s that AM -to-PM  conversion factor  
depends on the input level applied to  the am plifier.

6 . Frequency noise

Frequency noise m easurem ents o f  the m easuring am plifiers were m ade 
in an arrangem ent shown in F ig. 4. From  the oscillator a signal at 3600 Mc/s 
and at a level o f a few mW  was applied to  the input o f the m easuring am plifier.

F ig . 4. Block diagram o f an arrangem ent for m easuring frequency noise

The signal at the output o f  the am plifier was at a level o f  1 W and w as applied  
using an appropriate attenuation  to  a m ixer, from which —  after th is  signal 
having been m ixed with the signal o f  the local oscillator —  a 70 Mc/s signal 
w as obtained. This signal was am plified  in an IF  stage o f a i l O  Mc/s band
w idth , and applied through a lim iter to  the frequency discrim inator. The 
video-frequency signal was am plified  and passed to  the indicator. The indicator  
consisted  o f  a h igh-sensitiv ity  quadratic vacuum -tube voltm eter (a viso- 
m eter m ade in the Research In stitu te  for Telecom m unication) h av in g  a basic  
se n s it iv ity  o f  30 /rV over the band from  10 kc/s to  6  Mc/s.

Frequency noise o f the m easuring am plifier was m easured as follow s. 
F irst, the am plifier was not inserted  in to  the arrangem ent and thus noise o f  
th e  m easuring arrangement was m easured. Then the am plifier w as inserted  
and the level at the mixer input was adjusted , by m eans of the a ttenuator, to  
th e  previously  obtained value. N oise level was m easured again, and from  the  
tw o m easured data the frequency noise o f the m easuring am plifier was ca l
cu lated .

According to our experiences m easuring am plifiers can be adjusted  to  a 
m inim um  noise from the point o f  v iew  o f the concerned frequency noise. For
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doing th is, prim arily the position of the travelling-w ave tube in the m agnet 
m ust be changed. A  further im provem ent in  noise can be achieved by an 
appropriate adjustm ent o f  the beam form ing and helix  voltages. Moreover, it 
w as observed th at ageing  o f the travelling-w ave tubes yields a considerable 
decrease in noise in  the first period o f the ageing process.

After the noise had been m inim ized according to  the foregoing, frequency  
noise o f  the m easuring am plifier for the 3000— 4500 Mc/s band was measured 
and an effective frequency deviation o f m ax. 1 kc/s was obtained. Therefore, 
frequency noise is so low  th a t in m ost cases it  does not disturb m easurem ents.

7. Application fields

T ravelling-w ave m easuring am plifiers can favourably be used in m any  
fie ld s o f  m icrowave m easurem ents, principally in cases when power am plifi
cation  is required. Such fie lds of application are: attenuator m easurem ents, 
in vestigation s on th e  stop  ranges o f filters, antenna m easurem ents, small- 
signal frequency m easurem ents, d irectiv ity  m easurem ents on directional coup
lers, leakage m easurem ents on sw itches, etc.

Measuring am plifiers can also be used for level control as they  have  
regulable gains. L evel control by a travelling-w ave am plifier has the advantage  
o f being accom panied b y  am plification , the instrum ent has a wide transm ission  
band and is capable o f  com pensating fast changes, i. e. high control frequencies 
(several Mc/s) can be a tta ined . W hen a m easuring am plifier is used for level 
control its  large bandw idth  makes at the sam e tim e the performance for ex 
am ple of level am plification  o f wideband m icrow ave wobblers and o f stabilization  
o f  their  output level p o ss ib le .lt  should be n oted , how ever, that the developed  
ty p es  o f m easuring am plifiers can only be used for level control when appro
priate AGC circuits are added.

M easuring am plifiers can be used to  m odulate m icrowave m easuring  
sign als; either am plitude or phase m odulation can be achieved. In these  
cases, how ever, the m easuring am plifiers should be supplem ented by adding  
a su itab le outer driv ing  stage.

W hen m easurem ents are to be performed w ith  m easuring am plifiers, 
th e  fact should be taken  in to  account th a t the inner conductors of the input 
and ou tput connectors in the m easuring am plifier have no m etal-to-m etal 
con tact w ith the outer conductors, as helix couplers are used on the travelling- 
w ave tube for energy coupling. Therefore, when m easurem ents are performed 
using  a coaxial crysta l holder, special provision m ust be made for closing the  
direct current circu it o f  th e  crystal.

It is worth m en tion in g  that in m easurem ents, when one intends to  
am plify  a narrow-band signal by a travelling-w ave m easuring am plifier  
h av in g  a very broad transm ission band, and th e  indicator, too , has a very
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broad band (for exam ple it  is a coaxial pow er-m eter w ith  a therm istor) it 
can be advisable to  restrict the transm ission band by inserting other circuit 
elem ents such as a m icrowave cav ity  for low ering the noise level on the 
indicator.

To sum up, travelling-w ave measuring am plifiers are im portant units in 
m icrowave instrum entation  and th ey  belong to  the accessories required in all 
m icrowave laboratories.
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SUMM ARY

In  this paper, first o f all, design considerations for the travelling-w ave measuring 
am plifiers are dealt w ith  and an account is given which concerns the developm ent of two 
types o f travelling-w ave m easuring am plifiers. Then, general characteristics o f the measuring 
am plifiers and the in vestigation s of tw o particular characteristics, the AM -to-PM  conversion  
and frequency noise are discussed. F inally , application fields for m easuring am plifiers are given.

W A N D E R F E L D V E R ST Ä R K E R  F Ü R  M IK RO W E L L E N -M E SSU N G E N

T. BERCELI

ZUSAM M ENFASSUNG

Einleitend werden die K onstruktionsprinzipien der W anderfeld-M eßverstärker behan
delt, und dann einige E inzelheiten  über die E ntw icklung von  zwei T ypen  der Wanderfeld- 
M eßverstärker gegeben. N ach einer Betrachtung über die a llgem einen K ennzeichen der 
M eßverstärker folgt die U ntersuchung von  zwei speziellen K enndaten, der AM— PM K on
version und des Frequenzrausches. Schließlich wird eine Darlegung der Anwendungsgebiete 
von  M eßverstärker gegeben.

A M PLIFICA TEURS À O N D E  PRO G RESSIVE PO U R  M ESUR ES  
A U X  H Y P E R F R É Q U E N C E S

T. BERCELI

RÉSUM É

L’article exam ine d’abord les problèmes des am plificateurs de mesure à onde 
progressive, puis relate les étapes du développem ent de deux typ es d’am plificateurs 
de m esure à onde progressive. Par la suite, l’auteur exam ine les caractéristiques générales 
des am plificateurs de m esure, et étudie deux caractéristiques spéciales: la conversion MA— MP 
et le bruit de fréquence. Il fa it connaître enfin les cham ps d’application  des am plificateurs 
de mesure.
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УСИЛИТЕЛИ С БЕГУЩЕЙ ВОЛНОЙ ДЛЯ МИКРОВОЛНОВЫХ ИЗМЕРЕНИЙ

Т. БЕРЦЕЛИ

РЕЗЮМЕ

В данной статье сначала рассматриваются принципы проектирования усилителей 
бегущей волны, после чего описывается разработка двух типов измерительных усилите
лей бегущей волны. Затем рассматриваются общие характеристики измерительных уси
лителей, далее исследование двух специальных показателей: преобразования AM—РМ 
и частотного-шума. Наконец, рассматриваются области применения измерительных уси
лителей.



NEUES SYSTEM HOHER PRÄZISION 
ZUR ZEITLICH AUFGELÖSTEN SPEKTROSKOPIE

Â. BARDÓ CZ

TECHNISCHE UNIVERSITÄT, BUDAPEST, LEHRSTUHL FÜR FEINMECHANIK UND OPTIK 

[Eingegangen am 2. A ugust 1961]

E inleitung

D ie U ntersuchung des von  transienten  elektrischen E ntladungen  ausge
strahlten  L ichtes is t  nur so ausführbar, w enn man die zeitliche Ä nderung des 
L ichtes verfolgt. U nter transienten elektrischen Entladungen sind solche zu 
verstehen , deren Strom stärke sich zeitlich  bedeutend ändert. E ine solche E n t
ladung ist der elektrische Funke, aber eine transiente Entladung is t  z. B . auch 
der W echselstrom -Abreißbogen. In elektrischen Funken fällt d ie A nregungs
energie von einem  H öchstw ert bis au f N ull und kann inzwischen alle m öglichen  
W erte annehm en, dem entsprechend wird sich in Funken die Tem peratur, d. h. 
die Anregungsenergie, ändern und diesen Änderungen folgend auch das ausge
strahlte L icht. Solche Funkenspektren, w elche über diese zeitlichen Änderungen  
keinen A ufschluß gehen, haben physikalisch  nur einen begrenzten W ert und 
geben die in  Funken verlaufenden V orgänge nur begrenzt wieder. D ies bezieht 
sich natürlich auch auf die vom  Funken abweichenden allen tran sien ten  E n t
ladungen.

In den vergangenen Jahrzehnten wurde die Klärung der in  den tran
sienten  E ntladungen verlaufenden spektroskopischen Vorgänge o ft versucht. 
Der A usführung traten aber hauptsächlich  technische H indernisse entgegen. 
Um  dies zu verstehen, muß man w issen , daß die Zeitdauer einer transienten  
E ntladung insgesam t einige M ikrosekunden oder noch kürzer sein  kann, 
und binnen einer Mikrosekunde können im  Funkenkanal schon sehr große 
Änderungen verlaufen. Aus diesem  Grunde ist eine zeitliche A uflösung von  
m indestens 1 Mikrosekunde oder noch weniger nötig, außerdem  m üssen die 
E ntladung, die zeitliche A uflösung und auch die Beobachtung synchronisiert 
werden. H insichtlich  der Synchronisierung ist es nicht indifferent, ob von sol
chen einzelnen E ntladungen hoher Energie die Rede ist, deren L ichtertrag  
allein zur H erstellung eines Spektrum s genügt, oder von solchen E ntladungen  
verhältn ism äßig niedriger Energie ein zeitlich  aufgelöstes Spektrum  herzu
stellen  ist, von welchen mehrere H undert, oder mehrere Tausend aufeinander 
photographiert werden m üssen, um ein brauchbares Spektrum  zu erhalten. 
E ntladungen letzterer Art sind hauptsächlich  zur H erstellung von  Linien
spektren notw endig.

1 2 *
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Zeitlich aufgelöste Spektren können m it drehendem , spiegelndem  D reh
prism a, D rehspiegel, rotierender Scheibe, lau fendem  Film , Kerr-Zelle, K a th o 
denstrahlenrohr, oder R egistriervorrichtung h ergestellt werden. Jedes V er
fahren hat seine eigenen  Vor- und N achteile. In der Tabelle I sind die zur 
H erstellung von ze itlich  aufgelösten Spektren verw endeten Geräte und ihre  
kennzeichnenden E igen sch aften  zusam m engefaßt.

Zu den ersten erfolgreichen Versuchen zur H erstellung von zeitlich  
aufgelösten  Spektren gehören die von Smith [1] und von A nd er son  und  
Smith [2] ausgeführten. D as W esentliche ihrer Anordnung ist ein rotieren
des Prism a, dessen spiegelnde Flächen so e in geste llt sind, daß das L ich t
bündel nach D urchlaufen  des Spektrographen und Zerlegung nach  
W ellenlängen au f die Seitenflächen des rotierenden Prismas fä llt, w elche  
das L icht auf die fokale Fläche des A pparates projizieren. Der zur 
A ufnahm e des Spektrum s dienende photographische Film ist auf einem  
V iertelkreis der fokalen  Fläche des Spektrographen angebracht. D ie von  
A n d e r so n  [32] neu esten s benützte V orrichtung weicht von der obigen  
insofern ab, daß das in  der fokalen Fläche des Spektrographen erscheinende  
Spektrum , m ittels L inse und rotierendem Prism a zeitlich  aufgelöst, an einem  
au f einem  Viertelkreis angebrachten Film  w ieder abgebildet wird. Bei diesen  
V orrichtungen ist die Synchronisierung der Funkenentladung und des prism ati
schen Drehspiegels u n n ötig . Wenn näm lich das vo n  einer Spiegelfläche re
flek tierte  Licht n icht a u f den Film fällt, erscheint au f dem Film das von  der 
nächsten  Prism afläche reflektierte Licht. E s en tsteh t som it auf dem F ilm  bei 
jeder Stellung des Prism as ein  Bild. Das W esentliche ähnlicher E inrichtungen  
b esteh t darin, daß ohne A nw endung einer besonderen Vorrichtung zur Synchro
nisierung, m ittels eines v ielseitigen  prism atischen Spiegels, von einer verh ä ltn is
m äßig kurz andauernden Funkenentladung au f dem  photographischen F ilm  
ste ts ein  zeitlich  aufgelöstes Spektrum  erscheint. E in  ähnliches Gerät b enützte  
R im bert  [3] zum Studium  zeitlich aufgelöster Spektren von sehr langen  
F unken.

D as vorangehend beschriebene Verfahren e ig n et sich zur H erstellung von  
zeitlich  aufgelösten Spektren  solcher F unkenentladungen  hoher E nergie, wo 
eine einzige E ntladung zur H erstellung des Spektrum s genügt. E ine Ü ber
lagerung mehrerer ze itlich  aufgelöster Spektren ist w egen Mangel an Synchro
nisierung des System s unm öglich . Zur A usübung des Verfahrens ist eine L ich t
quelle hoher A nlaßgenauigkeit nicht nötig, jedoch  ein  Spektrograph besonderen  
A ufbaus. Der V orteil der photographischen S ch ich t zur W ahrnehm ung eines 
Spektrum s ist, daß diese das Spektrum eines größeren W ellenlängengebietes 
au f einm al annim m t. D ie übrigen E igenheiten  der drehprism atischen und 
anderer zeitauflösender Vorrichtungen sind in  Tabelle I zusam m engefaßt.

D er Drehspiegel is t  das am verbreitetsten  verw endete Gerät zur H erstel
lung zeitlich  aufgelöster Spektren. Van  Ca lk er  verw endet sta tt des D reh .
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sp iegele ein tota l reflektierendes rotierendes Prism a [10]. Die optische An
ordnung ist die laut A bbildung 1, 3, 4 und 6 . B ei kontinuierlicher Z eitauf
lösu n g  wird das zeitlich  aufgelöste Bild der L ichtquelle au f den Spalt des 
Spektrographen, m it d iesem  parallel abgebildet, wodurch au f der fokalen  
E bene des Spektrographen das zeitlich aufgelöste Spektrum  erscheint. Der 
D rehspiegel ist zur H erstellung von zeitlich aufgelöstem  Spektrum  einer ein 

zigen E ntladung hoher E nergie [4— 7] wie auch zur Überlagerung des Spektrum s 
v ieler Entladungen niedriger Energie geeignet. Im  letzteren Fall wird ein 
Funkenerzeuger hoher Präzision  benötigt. Ist eine kontinuierliche Z eitauf
lösu n g  erw ünscht, und wird zur Aufnahm e des Spektrum s ein F ilm  verw endet, 
so is t  ein  stigm atischer Spektrograph notw endig , zur periodischen Zeitauf-

Abb. 4

lösung genügt ein astigm atischer Spektrograph. D ie Synchronisierung kann  
m echanisch  [7, 8 ], oder photoelektrisch  erfolgen [4— 9]. B ei m echanischer  
Synchronisierung ist die B etriebsgenauigkeit und die Zeitauflösung begrenzt. 
W enn v ie le  zeitlich aufgelöste  Spektren überlagert werden sollen, is t  eine 
große G enauigkeit notw endig . Zu einer angegebenen Zeitauflösung m uß die 
ze itlich e  Betriebsgenauigkeit ein  Zehntel oder w eniger der gew ünschten Z eit
au flösu n g  sein. Bei der U ntersuchung einer einzigen  E ntladung genügt eine 
solche B etriebsgenauigkeit, daß das Bild des zeitlich  auseinandergezogenen  
F unkens noch auf den Spalt des Spektrographen falle. Die W ahrnehm ung des 
Spektrum s kann m it einer photographischen P la tte  oder P hotozelle erfolgen.
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D as gleichzeitig  wahrnehm bare Spektralgebiet is t  unbegrenzt. M anchm al gibt 
der Drehspiegel eine zu große A uflösung, in  solchen  Fällen kann die D reh
scheibe verw endet werden. E ine verm inderte Anforderung betreffs zeitlicher  
A uflösung bringt natürlich eine Verm inderung der Anforderung die Synchro
n isation  betreffend m it sich.

E ine in  dem L ichtw eg angebrachte und unm ittelbar vor dem  Spalt des 
Spektrographen m it E inschn itten  versehene, rotierende Scheibe, wurde bisher  
zur H erstellung von zeitlich  aufgelösten Spektren verw endet [11, 12]. W enn  
die Öffnung der Scheibe m it dem Spalt des Spektrographen parallel is t , kann  
das aus einzelnen Z eitabschnitten  kom m ende L icht abgeschattet werden. 
W enn die Öffnung der Scheibe m it dem Spalt des Spektrographen einen W inkel 
einsch ließt, ist sie zur kontinuierlichen Z eitauflösung geeignet. D ie kennzeich
nenden E igenheiten  der Zeitauflösung m it der D rehscheibe betreffend, w eisen  
wir auf die Tabelle I.

E in in  der fokalen E bene laufender F ilm  is t  auch zur H erstellung von  
zeitlich  aufgelösten Spektren geeignet [13]. D iese M ethode ist nur zur W ahr
nehm ung einer einzigen E ntladung verhältn ism äßig hoher Energie geeignet. 
E s kann ein beliebiges Anregungsgerät verw endet werden, wenn das zeitlich  
aufgelöste Spektrum  von  eng nacheinander fo lgenden  Entladungen photogra
phiert werden soll, w eil m an in  diesem  Falle w ährend der E ntladungen ohne 
jeg liche Synchronisierung den Film  laufen lä ß t. Zu großer Z eitauflösung ist  
eine große F ilm geschw indigkeit notw endig. M it gutem  Leistungsgrad ist nur 
ein  stigm atischer Spektrograph brauchbar. D as gleichzeitig wahrnehm bare  
Spektralgebiet ist durch die Film breite bzw . K rüm m ung der fokalen F läch e des 
Spektrographen gegeben.

D ie Kerr-Zelle wurde in vielen Fällen zur H erstellung von ze itlich  auf
gelösten  Spektren verw endet [14, 15]. Der prinzip iellen  W irkungsweise en t
sprechend ist diese nur zur W ahrnehmung vo n  aus einzelnen Z eitabschn itten  
stam m endem  Licht geeignet. Es kann jedes beliebige Anregungsgerät ver
w endet werden, weil die B etätigung der Zelle m it der Entladung erfolgen kann. 
Jeder Spektrograph ist geeignet, aber die g leich zeitig  wahrnehmbaren Spektral
gebiete sind m it der D urchlässigkeit der Zelle gegeben. Dem zufolge is t  sie im  
ultrav io letten  Spektralgebiet nicht brauchbar.

Zur H erstellung von  zeitlich  aufgelösten Spektren ist auch das O szillo
skop und die R egistriervorrichtung brauchbar. B ei diesem Verfahren is t  das 
das Spektrum  wahrnehm ende Elem ent im m er ein e Photozelle. D iese M ethode 
beschrieben Cr o ssw h it e , St e in h a u s  und D ie k e  [16] und St e in h a u s , Cro ss- 
w h it e  und D ie k e  [17, 18], dann T s u i-F a n g , Cu n d a ll  und Craggs  [19]. 
B ei der A nw endung eines Oszilloskops wird der Strom  der das Spektrum  wahr
nehm enden Photozelle au f das senkrechte P la tten p aar geschaltet, der K ath o
denstrahl in  der Zeitachse auseinander gezogen, und so kann die sich  in  dem  
Funken zeitlich  abspielende Lichtausstrahlung beobachtet werden. D ie  außer-
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Tabelle I

D ie zur Herstellung von zeitlich aufgelösten

Das zeitauflösende 
Element

Art der zeitlich auf- 
zulösenden Entladung

Art des 
erwünschten 

Anregers
Synchronisierung Synchronisierungs

mittel

Spiegelndes
I)rehprism a

Einzige Entladung hoher 
Energie

Beliebig Unnötig U nnötig

D rehsp iegel

Einzige Entladung hoher 
Energie

Hohe
Präzision Nötig

M echanischer
Schalter
Photozelle

Viele Entladungen geringer 
Energie

Photozelle

D rehscheibe

Einzige Entladung hoher 
Energie Hohe

Präzision Nötig

M echanischer
Schalter
Photozelle

Viele Entladungen geringer 
Energie

Photozelle

Laufender Film Einzige Entladung hoher 
Energie Beliebig

Quasi-
Synchroni
sierung

M echanisch

Kerr-Zelle

.

Einzige E ntladung hoher 
Energie

Beliebig Nötig E lektrisches
SignalViele E ntladungen geringer 

Energie

O szilloskop oder 
R egistriervor
richtung

Einzige Entladung hoher 
Energie

Beliebig Nötig Elektrisches
Signal

Viele Entladungen geringer 
Energie

ord en tlich e B eschränktheit dieser M ethode b esteh t darin, daß sie nur das 
Spektrum  von  einem einzigen , schm alen, einer vor der em pfangenden P h oto 
zelle angebrachten sekundären Spaltbreite entsprechenden Spektralgebiet g ib t. 
A u f d iese W eise ist sie nur zur W ahrnehm ung einer einzigen sehr dünnen  
S p ek trallin ie  geeignet. Zur W ahrnehm ung von  breiten Spektrallinien oder 
B anden  m uß man die Linie zeitlich  an m ehreren Stellen abtasten. B ei A nw en
dung einer R egistriervorrichtung kann in R ichtung der Dispersion das in 
einem  Z eitabschnitt ausgestrahlte Licht in  der ganzen Länge des Spektrum s 
w ahrgenom m en werden. D as während der ganzen Strahlungszeit ausgestrahlte  
L icht erh ä lt man nur durch m ehrfaches A b tasten  in  Richtung der Z eitachse  
des Spektrum s. Der N achteil des O szilloskops w ie auch der R egistriervor
r ich tu n g  bei ihrer Anw endung zur Z eitauflösung besteht darin, daß die über-
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Spektren verwendeten Geräte und deren Charakteristik

Spektrograph Aufbau des 
Spek trographen Wahrnehmung Wahrnehmen

des Element
Gleichzeitig

heohachtbares
Spektralgebiet

Stigm atisch oder astigm atisch Spezial K ontinuier
lich

Film B egrenzt

Zur kontinuierlichen Auf
lösung stigmatischer, zur 
abschnittw eisen  Auflösung 
stigm atischer oder astigm a
tischer

Üblich

Kontinuier
lich und 

abschnitt
weise

Film oder 
Photozelle Unbegrenzt

Zur kontinuierlichen Auflösung  
stigm atischer, zur abschnitt
w eisen Auflösung stigm a
tischer oder astigmatischer

Üblich

Kontinuier
lich und 

absch n itt
weise

Film oder 
Photozelle Unbegrenzt

Stigm atisch oder astigm atisch Spezial Kontinuier
lich Film Begrenzt

Stigm atisch oder astigmatisch Üblich
A bschnitt

weise
Film oder 

Photozelle B egrenzt

Stigm atisch oder astigm atisch Spezial

Kontinuier
lich und 

absch n itt
weise

Photozelle

Mit feststehenden  
P hotozellen  stark 
begrenzt. Bei Ab
tasten  unbegrenzt 
in einem  kurzen 
Zeitgebiet

sichtliche Darstellung des ganzen Spektrum s au f Grund der erhaltenen  D aten  
unm öglich ist. V orteilhaft ist die A nwendung stigm atischer w ie auch  astigm a
tischer Spektrographen hei der Ausführung dieses Verfahrens. Sie is t  zur zeit
lichen A uflösung des von einzelnen E ntladungen hoher E nergie, w ie auch 
E ntladungen kleiner Energie ausgestrahlten Lichtes geeignet. D ie Synchroni
sierung kann bei Anw endung eines Funkenerzeugers hoher Präzision  m it dem 
den Funkenerzeuger betätigenden  Synchronisierungssignal oder b e i üblichen 
Funkenerzeugern m it dem  B eginn der Funkenentladung g le ich zeitig  aufge
nom m enem  und verstärktem  Signal erfolgen.

Selbstredend ist zur H erstellung von zeitlich aufgelösten Spektren von 
den verschiedenen Verfahren dasjenige am zw eckm äßigsten, w elches im  ganzen 
W ellengebiet des Spektrum s ein zeitlich aufgelöstes Spektrum  liefert, zur
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kontinuierlichen  wie auch abschnittw eisen  Z eitauflösung geeignet ist, das Spekt
rum  photographisch oder m itte ls  Photozelle w ahrnehm bar ist, keinen Spektro- 
grap h en  besonderen A u fb au s beansprucht, stigm atisch e und astigm atische  
Spektrographen gleicherm aßen anwendbar sind, und  schließlich zur zeitlichen  
A u flö su n g  von Spektren ein zeln er  Entladungen hoher Energie wie auch vieler  
E n tlad u n gen  kleiner E nergie geeign et ist. Diese B ed ingung erfüllen lautT abelle I 
zw ei System e, jene wo das zeitauflösende E lem en t ein  Drehspiegel bzw. eine 
D rehscheibe ist. Die einzige Sonderheit, welche bei der Anw endung dieser zwei 
A r te n  hervortritt, bezieht sich  a u f das Anregungsgerät, das m it hoher zeitlicher  
G en au igk eit arbeiten m uß. D er Mangel an m it hoher G enauigkeit arbeitenden  
und e in e  Zeitauflösung von  e in er Mikrosekunde sichernden Anregungsgeräten  
h in d erte  bisher die E n tw ick lu n g  eines allgemein anw endbaren Verfahrens zur 
H erste llu n g  von zeitlich  a u fgelösten  Spektren. D ie  erw ünschte hohe B etriebs
g en a u ig k eit ist nur m it e lek tron isch  gesteuerten spektroskopischen Anregungs
g erä ten  erreichbar. D ie L e istu n g  der heute gebräuchlichen elektronischen  
S ch a lte lem en te  (Röhren) gen ü gen  allein nicht zur ständigen Steuerung der 
A nregungsenergie solcher L eistu n g , wie sie in der spektroskopischen Praxis 
n ö tig  is t .  Elektronisch gesteu erte  Anregungsgeräte m it erwünschter hoher 
P räzision  konnten durch V erein igung von Elektronenröhren und Steuerfunken
streck en  herausgebracht w erd en . Diese V orrichtungen sind, ohne die Schalt
e lem en te  zu überlasten, prin iz ip ie ll unbegrenzte E nergien  m it der erwünschten  
ze it lich en  Genauigkeit zu steu ern  fähig.

In  vorliegender A rbeit g ib t Verfasser einen zusam m enfassenden Bericht 
über das an seiner A rb eitsstä tte  ausgearbeitete S ystem  hoher Präzision für die 
z e it lic h  aufgelöste Spektroskopie.

Der elektronisch gesteuerte H ochspannungs-Funkenerzeuger hoher Präzision

D as grundsätzliche e lek tr isch e Schaltschem a des zu dem  hier beschriebe
nen  Verfahren verw endeten  elektronisch gesteuerten  spektroskopischen  
Funkenerzeugers hoher P räzision  ist aus dem unteren  Teil der Abb. 1 er
s ic h tlic h . Dies ist eine vervollkom m nete A usführung früher beschriebener 
[20— 2 4 ] Einrichtungen. In  der Abb. 1 ist C der A rbeitskondensator, links 
d a v o n  befindet sich der L adestrom kreis, rechts der Entladungsstrom kreis. 
D er Transform ator T  is t  vo n  speziellem  Aufbau und liefert infolgedessen Span
n u n gsw ellen  kurzer D auer. N a ch  den G leichrichter-D ioden VI und V2 erhält 
m an gleichgerichtete Spannungsw ellen  kurzer D auer, welche den A rbeits
k on d en sa to r  C aufladen. L I  is t  ein H ochfrequenz-Filterelem ent, F  is t die 
A nalysenfunkenstrecke, S  d ie D oppel-Steuerfunkenstrecke, R 5  ein die A naly
senfunkenstrecke überbrückender gebräuchlicher ohm ischer W iderstand. L2  
und R 3  sind die zur E in ste llu n g  der Betriebsverhältnisse des Entladungsstrom 
k reises nötige Selbstinduktion bzw . ohmischer W iderstand. R I  und R2  sind
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spannungsteilende ohm ische W iderstände, R4  is t der A nodenw iderstand der 
Thyratronröhre V3. Über die W irkungsweise der Schaltung verw eisen wir 
a u f die früheren M itteilungen [20— 24].

In der Abb. 1 kann der vom  K ondensator C rechts liegende T eil, der 
E ntladungsstrom kreis, zw ei sehr w ichtige A ufgaben lösen. D ie Lösung der einen  
Aufgabe ist, daß das System  m ittels Signalen kleiner Energie und Spannung  
gesteuert werden kann. D ies erm öglicht die Steuerung des System s m it A nlaß
signalgeneratoren, letztere geben die M öglichkeit zur Steuerung m it L icht
signalen. Die Steuerung m it Lichtsignalen ist für die zeitlich  aufgelöste Spek
troskopie von entscheidender Bedeutung. D ie zw eite A ufgabe, w elche die 
Schaltung zu lösen verm ag, is t  die große zeitliche G enauigkeit, w eil der D urch
sch lag  der A nalysenfunkenstrecke F  im  V erhältnis zu dem  auf das G itter der 
Elektronenröhre V3 gegebene elektrische Steuersignal m it kleiner Zeitstreuung  
erfo lgt. Der H auptvorteil des in  A bbildung 1 dargestellten Funkenerzeugers 
is t , daß die Zeitstreuung des Durchschlages der A nalysenstrecke F  im  Ver
hältn is zu dem au f das G itter der Röhre V3 gegebenen elektrischen Steuer
sign a l 0,1 M ikrosekunde beträgt.

K ontinuierliche Zeitauflösung m it dem Drehspiegel

Der obere Teil der A bb. 1 stellt ein einen Drehspiegel enthaltendes op ti
sches System  dar, w elches zur H erstellung von zeitlich  aufgelösten F unken
spektren m it einer Z eitauflösung von  weniger als eine M ikrosekunde besonders 
geeign et ist [25— 28]. D ie W irkungsweise des optischen System s is t  die fo l
gende. Das aus der Funkenstrecke F  kom m ende Licht fä llt au f einen an der 
A chse des Synchronm otors E  befestigten  D rehspiegel M . Vor der F unken
strecke F  is t ein Spalt B l  angebracht, parallel zur Z eichenfläche. D ie Sym m e
trieachse der E lektroden der Funkenstrecke F  ist zur Zeichenfläche vertikal. 
A u f diese W eise kann erreicht werden, daß nur von einer bestim m ten  Stelle der 
Funkenstrecke L icht au f den Drehspiegel M  falle. Der D rehspiegel bildet 
d ie Funkenstrecke F b z w . einen Teil davon au f den Spalt B 2desSpektrographen  
ab und zieht es in dessen Länge zeitlich  auseinander. Das zeitlich  aufgelöste  
Spektrum  erscheint au f der photographischen P la tte  P,  nachdem  das Prism a  
D  das L icht nach W ellenlängen zerlegte.

Laut Abb. 1 ste llt d ie  Verbindung zw ischen Funkenerzeuger und op ti
schem  System  die P hotozelle  I  her. Das von der H ilfslichtquelle H  kom m ende  
L icht fä llt auf den D rehspiegel M  und dieser projiziert es auf die P hotozelle I. 
D en  von  der P hotozelle I  gelieferten Photostrom  verstärkt IG, und das so 
erh alten e Spannungssignal steuert die Thyratronröhre V3.

B ei der in der A bb. 1 dargestellten Anordnung ist das zeitauflösende  
V erm ögen jene Z eit, während welcher das B ild der L ichtquelle in  ihrer ganzen  
B reite  am Spalt B 2  des Spektrographen w eitergeleitet wird. D em zufolge ist
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im  F alle  eines einzigen F unkens das zeitliche A uflösungsverm ögen um  so  
größer, je kleiner die A bm essung der L ichtquelle in  der Längsrichtung des 
S p a ltes und je größer die B ew egungsgeschw indigkeit des B ildes entlang des 
S p a ltes ist. Zwecks Steigerung der A uflösung wird die L ichtquelle F  au f den 
S p alt B 2  des Spektrographen verkleinert abgebildet. W enn von  der zeitlichen  
A u flösu n g  von zeitlich aufgelösten  und aufeinander gesetzten  Bildern mehrerer 
F u n k en  bzw. deren zeitlich  aufgelöstem  und aufeinander gesetztem  Spektrum  
die R ed e ist, ist die Z eitstreuung der A ufeinanderfolge der einzelnen Funken  
im  V erhältn is zu den au f das G itter der Röhre V3  gegebenen Signale ein  w ich ti
ger F aktor in H insicht au f die A uflösung. G rundsätzlich steh t dem nichts im 
W ege, daß man das Bild der Lichtquelle au f dem Spalt des Spektrographen  
b elieb ig  vermindere und die Laufgeschw indigkeit des Bildes am Spalt des 
Spektrographen beliebig vergrößere und so eine beliebige A uflösung erreiche, 
aber die Zeitstreuung der A ufeinanderfolge der einzelnen Funken hängt 
vo n  den  Eigenschaften des Funkenerzeugers ab. D iese E igenschaft b ed in gt, 
daß zu  einer großen Z eitauflösung ein Funkenerzeuger hoher Präzision not
w en d ig  ist.

Zur Veranschaulichung der W irkungsweise des System s geben wir in  der 
A bb. 2 einen Teil des ze itlich  aufgelösten Spektrum s vom  Zink. Im  oberen 
T eil der Abbildung ist von den drei Spektren das m ittlere das des E isens, das 
obere und untere sind Spektren des Zinks in üblicher W eise aufgenom m en. 
D as obere Spektrum stam m t aus der Mitte einer Funkenstrecke von 8 m m , das 
untere aus der Nähe der K athode. Der untere T eil der A bbildung ist das gleiche 
Spektrum  wie von den oberen Spektren das untere, jedoch zeitlich  aufgelöst. 
Aus dem  an der Seite der A bbildung angebrachten Zeitm aß kann m an fest
ste llen , daß der Z eitabstand von zwei Strahlungsm axim a oder -m inim a im 
Spektrum  2 M ikrosekunden beträgt, mithin ist die Z eitauflösung tatsächlich  von  
der Größenordnung einer M ikrosekunde.

W enn die Drehachse des Spiegels M  der Abb. 1 parallel dem Spalt B 2  
is t , w ird das Bild der Funkenstrecke F  in der Ebene des Spaltes B2  au f diesen 
sen k rech t auseinandergezogen. Man kann so das aus verschiedenen M omenten  
des F unkens kom m ende Spektrum  photographieren. D iese Spektren geben  
g le ich ze itig  Aufschluß über die Strahlungsverhältnisse an den Rändern des 
Funkenkanals.

B ei dem Betrieb der E inrichtung laut A bb. 1 bestehen bezüglich der 
P h asen stellu n g Anforderungen, welchen Genüge geleistet werden m uß. D ie  
erste  Anforderung besteht darin , daß die E ntladung des K ondensators C in der 
N ähe des Nullwertes des den K ondensator aufladenden abfallenden Spannungs
stoß es liege . Diese P hasenstellung, eine ziem lich grobe E instellung, kann m it 
der Verdrehung des Stators des Motors E  erreicht werden. D ie Phasenstellung  
des D rehspiegels M  muß so geste llt werden, daß das zeitlich  aufgelöste Bild der 
Funkenstrecke F  auf den Spalt B2  fällt. D ie Phasenstellung des D rehspiegels
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M  im  V erhältn is zum R otor des Motors E  m uß so eingestellt werden, daß diese  
Bedingung erfüllt sei. Aus diesem  Grunde is t  der Spiegel M  an der A chse des 
Rotors des Motors E  verdrehbar befestigt. E ine w eitere noch feinere E in ste l
lung der P hase ist nötig, dam it das zeitlich aufgelöste Bild der L ichtquelle F  
auf den S palt B2  des Spektrographen in die erw ünschte Stellung kom m e. D iese  
E instellung der Phase kann durch V eränderung der relativen H öhenstellung  
der H ilfslichtquelle H  oder der Photozelle I  erfolgen, oder angenehm er, m itte ls  
einer in den A nlaßsignal-G enerator IG  e ingebauten  elektronischen P h asen 
scheibenvorrichtung.

Abschnittweise Zeitauflösung m it dem Drehspiegel

In der w issenschaftlichen und praktischen Spektroskopie kom m t es 
häufig vor, daß das Ziel die B eobachtung einer aus einem bestim m ten  Z eit
ab sch n itt der Funkenentladung stam m enden Strahlung ist. Zu diesem  Zweck  
ist die optische Vorrichtung laut Abb. 3 brauchbar [27, 28]. Die Abb. 3 w eicht 
von der A bb. 1 nur insofern ab, daß zwischen dem  Spalt B2  des Spektrographen  
und dem D rehspiegel M  noch ein Spalt B3  und eine Abbildungslinse L  ange
bracht sind . D ie Öffnung des Spaltes B3  ist m it der Ebene der A bbildung paral
lel. W enn bei dieser optischen Vorrichtung der Funke bzw. der davor ange
brachte Spalt B l  zeitlich  aufgelöst in der E bene des Spaltes B3  und die Breite  
des Spaltes B3  in der erw ünschten W eise e in geste llt wird, erscheint a u f der 
photographischen P latte  F  das Spektrum aus dem  erwünschten Z eitab sch n itt.

Gleichzeitige H erstellung der Spektren 
aus mehreren Zeitabschnitten der Funkenentladung

Mit der A nwendung der optischen V orrichtung laut Abb. 4 ist die M öglich
keit zur g leichzeitigen Aufnahm e von Spektren aus den anfänglichen und sp äte
ren Z eitabschnitten  der Funkenentladung gegeben . In der Abb. 4 ist F  die 
L ichtquelle m it dem davor stehenden Spalt B l .  Der Drehspiegel M  b ildet 
die Funkenstrecke F  bzw . den davor angebrachten  Spalt B l  zeitlich  aufgelöst 
au f die dem  Drehspiegel zugekehrten F lächen der Rhomben RI  und R 2  ab. 
D ie Phasenlage des Drehspiegels ist so e in geste llt, daß die aus der A nfangs
periode der Funkenentladung stam m ende Strahlung auf den R hom bus R I,  
die aus einem  späteren Z eitabschnitt stam m ende auf den Rhom bus R 2  falle. 
A u f diese W eise ist die Strahlung der L ichtquelle in zwei Bündel g ete ilt. D ie  
beiden B ündel werden m ittels der Linsen L I  und L2  au f die K ollim atorlinse  
des Spektrographen abgebildet. D ie A ufgabe der Rhomben R3  und R 4  ist, 
d ie Strahlenbündel einander nahe zu bringen. B 2  ist der Spalt des Spektro
graphen.

D ie m it der Vorrichtung laut Abb. 4 aufgenom m ene Spektrengruppe  
ze ig t Abb. 5. Im oberen Spektrum  der D oppelspektren sind der U ntergrund
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die Funken- und Luftlin ien , in den unteren Spektren nur die B ogenlin ien  
sich tb ar. D ie Spektren der Abbildung 5 w urden m it V erunreinigungen enthal
ten d en  A lum inium -Elektroden zwecks R eproduzierbarkeitsuntersuchungen  
aufgenom m en.

D ie Trennung der aus dem anfänglichen und späteren Z eitab sch n itte  
der Funkenentladung stam m enden Strahlungen kann auch m it der in  A bb.

29 29

Abb. 5

6 dargestellten  optischen Vorrichtung erfolgen. Hier sind die B ezeichnungen  
der B estandteile  denen der Abb. 4 gleich, m it dem U nterschiede, daß die 
Spiegel T I,  T2, T3 und T4  die Rolle der R hom ben R I, R2, R3  und R 4  über
n eh m en , bzw . stehen an Stelle der Linsen L I  und L 2  der Abb. 4 in  der A bb. 6 
die konkaven  Spiegel Ы  und L2.  D ie W irkungsw eise der V orrichtung der 
A b b . 6 is t  die folgende.

D er Drehspiegel M  b ildet die Funkenstrecke F  bzw. den davor stehenden  
S p alt B l  zeitlich aufgelöst in  der Ebene der Schnittbnie der Spiegel TI  und  
T 2  oder etwas dahinter ab. D ie durch die Spiegel TI  und T2  gebrochenen  
L ichtstrah len  bilden die konkaven Spiegel L I  und L2  auf die K ollim atorlinse  
des Spektrographen ab. Zweck der Spiegel T3  und T4 ist nur Strahlenablen
k ung.
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Herstellung zeitlich aufgelöster Spektren mit der Drehscheibe

Zur Aufnahm e zeitlich  aufgelöster Spektren transienter E ntladungen  
können auch laut Abb. 7 ausgebildete D rehscheiben verwendet w erden . Die 
D rehscheiben sind vor dem Spalt des Spektrographen aufzustellen. Im  Falle 
lang  andauernder transienter E ntladungen erfüllt die Scheibe la u t  A bb. 7a 
dieselbe Aufgabe wie die optische V orrichtung laut Abb. 1 im  F alle  großer 
A uflösung. Der Vorrichtung der Abb. 3 entspricht die Scheibe in  A bb. 7b, 
und den optischen E inrichtungen der A bb. 4 und 6 entspricht d ie Scheibe 
in A bb. 7c. D ie in der Abb. 7 dargestellten  Scheiben sind der besseren  Aus
w uchtung wegen sym m etrisch ausgebildet.

Abb. 7 A bb. 8

D ie laut Abb. 7a, b und c ausgebildeten  Drehscheiben führen die 
Zeitauflösung in folgender W eise durch.

Beim  Vorbeilaufen des schiefen Spaltes der Scheibe lau t A b b . 7a vor 
dem  Spalt В  fällt in  den Spektrographen zeitlich  stets eine andere Strahlung, 
und m an erhält auf der photographischen P la tte  ein zeitlich au fgelöstes Spek
trum . D ie Drehphase der laut Abb. 7b ausgebildeten  Scheibe kann so eingestellt
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w erden , daß zu B eginn der Entladung einige Z eit lang  der Spalt В  des Spektro- 
graphen verdeckt w ird, und nur nach einer b estim m ten  Zeit Licht in  den Spek- 
trographen  gelangt. M it der Scheibe laut A bb . 7c kann man erreichen, daß 
b ei entsprechender P hasenstellung das aus der anfänglichen Periode der E n t
la d u n g  stam m ende L ich t durch den oberen A u ssch n itt der Scheibe, das aus 
ein er späteren Periode der Entladung stam m en d e Licht durch den unteren  
A u ssch n itt der Scheibe in  den Spektrographen gelange. A uf diese W eise erhält 
m an übereinander steh en d e Spektren, w ie m it den optischen V orrichtungen  
in  den Abb. 4 und 6. W enn die Ausschnitte a u f der nach Abb. 7b ausgebildeten  
S ch eib e  bis an den R and reichen, und eine so lch e Scheibe so vor dem  Spalt 
В  angebracht wird, daß dieser nur teilw eise verd eck t wird (Abb. 8), gelangt 
durch  den unbedeckten T eil des Spaltes das v o lle  Licht des Funkens, an der 
S te lle  der Öffnung aber das der D rehphasen-E instellung entsprechende  
L ich t in  den Spektrographen.

D ie Verbindung zw ischen  der D rehscheibe und dem elektronisch gesteuer
tem  Anregungsgerät b ild e t auch hier eine P h otozelle . Die periodische B elich 
tu n g  der Photozelle kann  durch die an der Scheibe befindliche oder besonders 
zu  diesem  Zweck b ere ite te  Öffnung erfolgen. In diesem Fall ist h inter der 
Ö ffnung eine B eleuehtungslam pe, vor der Ö ffnung eine Photozelle angebracht.
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D ie B elichtung der P hotozelle kann auch m it einem  Drehspiegel erfolgen, in 
diesem  Fall ist der D rehspiegel auf der A chse des die Scheibe drehenden Motors 
befestigt.

In der Tabelle II  sind die Dreh- und Schw ingspiegel, die D rehscheiben  
und unm ittelbaren L ichtm essungs-V arianten zur H erstellung von zeitlich  auf
gelösten  Spektren verglichen.

Einstellung der Zeitabschnitte

W egen der Reproduzierbarkeit der aus einzelnen Z eitabschnitten  der 
Funkenentladung stam m enden Spektren is t  es w ichtig , daß in jedes Spektrum  
eine stets von  dem selben Z eitabschnitte stam m ende Strahlung gelange. Es 
is t daher außerordentlich w ichtig, daß der Spalt B3  der Abb. 3 s te ts  die aus 
dem selben Z eitabschnitte stam m ende Strahlung durchlasse. V on ähnlicher 
W ichtigkeit ist , daß von dem auf die R hom ben R I  und R 2  der A bb. 4 oder 
Spiegel TI  und T2  der Abb. 6 fallenden zeitlich  aufgelösten Funkenbild  
au f je einen R hom bus bzw . Spiegel stets derselbe Zeitabschnitt falle. W enn dies 
nicht so wäre, wären die In ten sität und die In tensitätsverhältn isse der Spektral
lin ien  in  den einzelnen Z eitabschnitten n icht kon stan t. Von ähnlicher W ichtig
k e it is t  auch, daß die D reh-Phasenstellung der Öffnungen der in A bb. 7 und  
8 dargestellten D rehscheiben in bezug au f den Z eitpunkt der Funkenentladung  
und den Spalt des Spektrographen richtig und reproduzierbar gesichert sei.

D ie besprochene Anforderung kann in  den Abbildungen 3, 4 und 6 
dadurch verw irklicht werden, daß das zeitlich  aufgelöste Bild des Funkens 
oder das B ild  des vor der Funkenstrecke angebrachten Spaltes au f dem  
Schirm  B3  bzw . R hom ben R I  und R2, oder Spiegel TI  und T2  s te ts  au f die
selbe Stelle falle. Zwecks E instellung stellt m an einen m it E inteilung versehenen  
Schirm  vor den Schirm  B3  bzw . Rhom ben R I  und R2,  oder Spiegel TI  und T2, 
w elcher bei der A ufnahm e entfernt wird. D ie Verschiebung des zeitlich  auf
gelösten  B ildes der L ichtquelle auf B3  bzw . R hom ben RI  und R 2,  oder Spie
geln T I  und T2, erfolgt nach dem früher beschriebenen Verfahren, wodurch  
es m öglich wird, die in die einzelnen Z eitabschnitte gelangende Strahlung zu 
verändern.

D ie E instellung der D reh-Phasenstellung der Drehscheibe im  V erhältnis 
zum  Z eitpunkt der Funkenentladung und dem  Spalt des Spektrographen erfolgt 
la u t Abb. 8. D as L icht der Lichtquelle b elich tet die Scheibe T, an welcher eine 
Marke N  angebracht ist, unm ittelbar oder duröh Verm ittlung einer Linse. 
Der elektronisch gesteuerte Funkenerzeuger wird auf die eine W eise m it 
Spannungssignalen gesteuert, die auf die eine W eise m it H ilfe eines Dreh
spiegels und einer Photozelle  in der W eise erzeugt werden, daß die Photozelle  
durch den Spiegel periodisch belichtet wird. D ie andere Art der Erzeugung  
der erforderlichen Steuersignale besteht darin, daß die Photozelle m it dem  durch

13 Acta Technica XL/1 — 2
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die D rehscheibe unterbrochenen Licht belich tet w ird, wobei die derart erzeug
ten  Spannungssignale zur Steuerung dienen. Da hierdurch zwischen der D reh
scheibe T  und der erfolgten  Funkenentladung Synchronism us b esteh t, b leibt 
die M arke N  auf der Scheibe T  während des B etriebs scheinbar unbew egt. 
D ie Z eit zwischen dem von  der Photozelle erzeugten Signal und dem  Beginn  
der Funkenentladung kann m it einem  elektronischen Phasenschieber geändert 
w erden . W ird die Zeit zw ischen  dem A nlaßsignal der Photozelle und dem  
B eg in n  der Funkenentladung m it elektronischer Verzögerung verändert, so 
wird der scheinbare Stand des Zeichens N  au f dem  Um fang der Scheibe T  
w egw andern. Dem Zeichen N  gegenüber ist ein M aßstab M  befestigt, au f w el
chem  der scheinbare rela tive  Stand des Zeichens N  und das Maß seiner V er
sch iebung abgelesen w erden kann. Die K alibrierung dieses System s wird so 
ausgeführt, daß man in  verschiedenen relativen  Stellungen der Marke N  zum  
M aßstab M  Spektralaufnahm en bereitet und so den zu dem dem  Ziel en t
sprechenden Spektrum  gehörigen relativen Stand von  N  zu M  e in ste llt, s tets  
das gew ünschte Spektrum  aufnehm en kann.

Sehr wichtig ist die B estim m ung der N ull-Stellung der in A bbildungen  
7 und 8 dargestellten D rehscheiben. D ies ist jene Stellung, wo der Spalt des 
Spektrographen durch die K ante der D rehscheibe eben noch n icht bedeckt 
is t , und diese kann m it freiem  Auge annähernd a u f folgende W eise e in gestellt  
w erden. A uf der zur optischen  Achse des Spektrographen parallelen optischen  
B ank ste llt  man einen Schirm  m it kleiner Öffnung auf. Die Öffnung des Schir
m es fä llt  m it der durch den Spalt des Spektrographen laufenden optischen  
A chse zusam m en. S tellt m an diesen Schirm genügend w eit auf und sieh t h in 
durch au f den Spalt des Spektrographen, so kann m an m it sehr guter A nnähe
rung jen e Stellung der D rehscheibe bestim m en, wo die K ante ihrer Öffnung  
m it dem  Spalt des Spektrographen zusam m enfällt. W enn diese Stellung N u ll
ste llu n g  benannt wird, kann die Kalibrierung in  bezug auf diese N u llstellu n g  
ausgeführt werden.

Am  einfachsten kann die N ullstellung der D rehscheiben der A bbildungen  
7 und 8 m it einer in dem  Spektrographen angebrachten Photozelle bestim m t  
w erden . In  diesem Fall, z. B . bei der langsam en Verdrehung der D rehscheibe  
nach  A bb. 7b, kann m it der im  Spektrographen befindlichen Photozelle  und  
am  M aßstabe M  diejenige D rehstellung der Scheibe festgestellt w erden, bei 
w elcher eben die Ü berdeckung des Spaltes b eg in n t. Bei unm ittelbaren L ich t
m essungsvorrichtungen is t  diese E instellungsm öglichkeit von selbst gegeben.

Spektrochem ische B eziehungen

D as in Abb. 2 sichtbare Teilspektrum  b ew eist, daß die durch tran sien te  
E ntladungen  hervorgerufenen und in üblicher W eise hergestellten Spektren  
über ihre E ntstehung nur w enig Aufschluß geben. D ie Abb. 2 ze ig t auch
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deutlich , daß man von der Strahlung transienter E ntladungen nur aus zeitlich  
aufgelösten  Spektren für alle D etails Aufschluß bekom m t. D ie Ergebnisse  
einiger B eobachtungen wurden schon m itgeteilt [27], und in der Folge werden 
die Ergebnisse ähnlicher B eobachtungen m itgete ilt. H ier sollen einige Bem er
kungen spektrochem ischer Beziehung angegeben werden.

M om entan sieht die Sache so aus, daß die spektrochem ische A nw en
dung zeitlich  aufgelöster Spektren in erster Linie wegen der Steigerung der 
E m pfindlichkeit interessant ist. Bekanntlich verm indert die Em pfindlichkeit 
der spektrochem ischen A nalyse m it Funkenspektren der U m stand, daß das 
Spektrum  von Funkenentladungen einen starken U ntergrund hat, in welchem  
die Linien der in  geringer Menge anwesenden Verunreinigungen oder Legierungs
elem ente verschw inden. Außerdem  werden die A rbeitskurven bei prozentuell 
geringen Mengen wegen des Untergrundes so flach , daß sie unbrauchbar 
werden. D ie zeitlich aufgelösten Spektren zeigen, daß der Untergrund in erster 
Linie zu B eginn der E ntladung en tsteht. Der U ntergrund von Funkenspektren  
setz t sich in erster A nnäherung aus drei K om ponenten  zusam m en. E ine  
K om ponente stam m t von der Luft und ist von den Elektroden der Funken
strecke unabhängig. D ie zw eite K om ponente des Untergrundes ist die Folge 
des zu Beginn der Funkenentladung herrschenden hohen Druckes. D ieser 
hohe Druck verursacht die starke Ausbreitung einiger Linien und ihre W ellen
längenverschiebung, welche aber nur einige M ikrosekunden dauert. D ie dritte  
K om ponente des Untergrundes stam m t von der außerordentlich starken A us
breitung der Spektrallinien. D ie Ausbreitung ist zu Beginn der Funkenentla
dung am größten, und wie die Tem peratur der E ntladung sinkt, verm indert 
sich auch die Linienbreite. D ie Ausbreitung kann von der Größenordnung 
100 Â sein . D iese Erscheinung ist in der Abb. 2 gut sichtbar. Das W esentliche  
is t  m om entan, daß die drei U ntergrundbildungsarten hauptsächlich zu Beginn  
der Funkenentladung bestehen .

Das hier beschriebene Verfahren erm öglicht die A btrennung des U nter
grundes vom  Funkenspektrum . D ie Abtrennung kann m it dem Drehspiegel 
oder m it der Drehscheibe erfolgen.

W ird in der optischen Vorrichtung laut A bb. 3 das zeitlich  aufgelöste  
B ild der L ichtquelle au f dem  den Spalt B3  enthaltenden  Schirm so eingestellt, 
daß die Strahlung des anfänglichen Z eitabschnittes der Funkenentladung nicht 
in den Spektrographen g e la n g t, so erhält man auf der photographischen P latte  
P  ein untergrundfreies Spektrum . Das so erhaltene untergrundfreie Spektrum  
wird zur spektrochem ischen A nalyse in der üblichen W eise verw endet.

Das m it den optischen V orrichtungen nach A bbildungen 4 und 6 berei
te te  D oppelspektrum  kann zur spektrochem ischen A nalyse in zweierlei Arten  
verw endet werden. E ine M ethode besteht darin, daß m an aus den einem  sp äte
ren Z eitabschnitt der Funkenentladung stam m enden Spektren die In ten sitä ts
verhältn isse der Spektral'linien in üblicher W eise bestim m t, und diese m it dem

1 3 *
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p rozen tu ellen  Gehalt an den verunreinigenden E lem enten in ein  K oordinaten
sy s te m  aufträgt. Nach der zw eiten  M ethode wird als innere Y ergleichsbasis 
der U ntegrund  des aus dem  anfänglichen  Z eitabschnitt stam m enden Spektrum s 
b e n ü tz t. D ie Erfahrung ergab näm lich , daß dieser U ntergrund eine gut repro
d u zierb are, verläßliche B asis ist.

In  allen solchen F ällen , wo das zeitauflösende E lem ent der Drehspiegel 
is t , is t  das Maß der Z eitauflösung au f dem Spalt B3  der Abb. 3 und auf den 
R h om b en  bzw. Spiegeln der A bbildungen 4 und 6 um so kleiner, je größer 
die A bm essung der L ichtquelle ist. Bei der spektrochem ischen A nalyse ist 
die L änge der Funkenstrecke durch andere Anforderungen bestim m t und  
b eträ g t m eistens mehrere m m . B ei der A rbeit m it Z eitauflösung ist eine so 
große Funkenstrecke n icht brauchbar, weil die Zeitauflösung praktisch verloren  
g eh t. U m  eine Zeitauflösung entsprechenden Maßes zu erhalten, m uß vor der 
F unkenstrecke ein schm aler Spalt e ingesetzt werden. Man verw endet zur 
H erste llu n g  der Spektren das durch diesen Spalt austretende L icht, wom it 
ein bedeutender L ichtverlust verbunden ist, was nicht in  allen Fällen  erlaubt 
ist.

D er im  vorigen A bsatz erw ähnte N achteil bei der V erw endung eines 
D rehsp iegels fällt weg, w enn zur zeitlich  aufgelösten spektrochem ischen Analyse  
die D rehscheiben laut A bbildungen 7b, 7c oder 8 benützt w erden, weil bei 
A n w en d u n g  von D rehscheiben die zeitliche A uflösung vom  Maß der F un
k en streck e unabhängig ist.

W as man in der ze itlich  aufgelösten  spektrochem ischen A nalyse unter 
A n w en d u n g  der Drehscheibe erreichen kann, ist aus der in  der A bb. 9 abge 
b ild eten  Spektrenreihe ersich tlich , wo der Untergund stufenw eise abgetrennt 
w urde. B ei der obersten Spektralaufnahm e war die D rehphasenstellung der 
D reh sch eib e  nach Abb. 8 so e in geste llt, daß das während der ganzen Zeit der 
F unkenentladungen  ausgestrahlte L icht in  den Spektrographen gelangte. 
B ei den  darauf folgenden Spektren  wurden von Spektrum  zu Spektrum  schrei
ten d  s te ts  ungefähr 4 M ikrosekunden vom  anfänglichen Z eitgeb iet der Fun
k en en tlad u n g  abgeschnitten. B ei den Aufnahm en bedeckt die D rehscheibe 
nur d ie  H älfte des Spaltes. In  den D oppelspektren sind die oberen Spektren  
m it dem  obersten Spektrum  id en tisch . Aus der Abb. 9 kann festgeste llt wer
d en , daß  je länger das anfängliche Z eitgebiet der F unkenentladung ausge
b len d e t w ird, der U ntergrund um  so mehr verschw indet.

In  der Abb. 10 sind solche spektrochem ischen A rbeitskurven dargestellt, 
w elch e te ils  bei üblichen V erhältn issen , te ils  m ittels zeitlich  aufgelöster  
S p ek tren  bereitet wurden. D ie K urven beziehen sich auf die B estim m ung von  
T ita n  in  Alum inium . Von den drei K urven der Abb. 10 ist die m ittlere aus den 
In ten sitä tsverh ä ltn issen  der L inien im  untergrundfreiem  zeitlich  aufgelöstem  
S p ek tru m  bestim m t. D ie zw eite , untere gibt die in üblicher W eise aus zeitlich  
n ich t aufgelöstem  Spektrum  konstruierte Arbeitskurve. D ie d ritte , oberste



NEUES SYSTEM ZUR ZEITLICH AUFGELÖSTEN SPEKTROSKOPIE 197

K urve wurde so konstruiert, daß die A nalysenlin ien  aus dem zeitlich au fgelö
sten untergrundfreien Spektrum  m it dem in der N ähe der Linien liegenden  
U ntegrund des den U ntergrund enthaltenden Spektrum s verglichen w urden. 
Die Bezeichnung -)- Bg in der Abb. 10 bedeutet das Spektrum  mit U ntergrund, 
— Bg das Spektrum  ohne Untergrund; Bg bezeichnet den Vergleich m it dem  
Untergrund. B eider A ufnahm e dieser Spektren wurde vom  Beginn der F u n k en 
entladung ein Z eitgebiet von  ungefähr 14 M ikrosekunden abgeschnitten.

Die Abb. 10 bezeugt eindeutig, daß die m it H ilfe von zeitlich aufgelösten  
Spektren bereiteten A rbeitskurven besser sind als die in  üblicher W eise b ereite
ten . Die beste ist d iejenige, welche durch V ergleich des Untergrundes des zeit-
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lieh  aufgelösten Spektrum s m it den Linien der verunreinigenden E lem ente  
bereitet wurde. D ie in  üblicher W eise bereitete Arbeitskurve in der A bb. 10 
is t  unterhalb 0,01%  praktisch unbrauchbar, die m it zeitlich aufgelöstem  
Spektrum  bereitete ist hingegen auch noch zur B estim m ung von geringeren  
Prozentgehalten anw endbar. Außerdem ist bei der Anwendung von zeitlich  
aufgelösten Spektren die Untegrundkorrektur an den Arbeitskurven für geringe  
Prozentgehalte überflüssig.

Bei der spektrochem ischen A nalyse ist es bekannt, daß je funk en äh n 
licher die E ntladung ist, um  so geringer der E in fluß  der m etallurgischen V or
geschichte und der Änderung der L egierungselem ente anf die A nalysenergeb-
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nisse is t .  E ine starke funkenähnliche E ntladung ist aber m it der B ildung  
eines starken  Untergrundes verbunden. W ill m an bei dem üblichen Verfahren  
den U ntegrund schw ächen und g leichzeitig  die Em pfindlichkeit erhöhen, so 
m uß die Selbstinduktion des E ntladungskreises erhöht werden. E rhöhung der 
S elbstinduk tion  ergibt eine bogenähnliche E ntladung m it den obenerw ähnten  
N ach teilen . E ine bogenähnliche E ntladung is t  m it K raterbildung und unregel
m äßiger V erdäm pfung verbunden, w odurch wieder die Reproduzierbarkeit 
le id e t. D ie A nwendung funkenähnlicher E ntladungen unter gleichzeitigem  
A btrennen  des Untergrundes vom  zeitlich  aufgelösten  Spektrum ist eine ideale  
L ösung der Aufgabe.

B ei der Aufnahm e der Spektren in  den Abbildungen 2, 5 und 9 betrug  
die K a p a z itä t des K ondensators C  der A bb. 1 0,01 Mikrofarad, die L ade
spannun g 20000V olt. Der E ntladungskreis en th ie lt nur die R est-Selbstinduktion  
und den W iderstand der L eitungen. U n ter d iesen U m ständen war die Schw in
gungszah l des Entladungsstrom kreises ungefähr 0,5 Mherz, und die G esam t
dauer einer E ntladung ungefähr 45 M ikrosekunden.

W ird der Funkenerzeuger der A bb. 1 zur Zündung von Abreißbögen  
oder niederspannungskondensierten F unken  benützt, so erhält m an A breiß
bögen bzw . niederspannungskondensierte F unken hoher Präzision [20, 29, 30, 
31]. D ie  hier beschriebenen zeitlauflösenden Vorrichtungen sind selbstredend  
zur U ntersuchung des zeitlichen V erlaufes von m it diesen V orrichtungen  
an geregtem  Licht anwendbar.
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ZUSAM M ENFASSUNG

Beschreibung eines hochpräzisen System s, w elches in  M ikrosekunden-Zeitauflösung  
die H erstellung von  zeitlich aufgelösten Spektren erm öglicht. D as System  b esteh t aus einer 
m it hoher zeitlicher G enauigkeit arbeitenden Lichtquelle und aus der die Z eitauflösung aus- 
führenden Vorrichtung. Die Z eitauflösung kann ein Drehspiegel, eine D rehscheibe oder Pho
tozelle  bewerkstelligen. Durch entsprechende Ausbildung der zeitauflösenden Vorrichtung  
ist eine kontinuierliche oder abschnittw eise Z eitauflösung m öglich. D as S ystem  erm ög
licht die gleichzeitige B eobachtung v o n  Spektren aus verschiedenen Z eitabschnitten  transienter  
E ntladungen. D ie m it diesem  System  bereiteten  Spektren sind zur B eobachtung der in  den  
transienten E ntladungen verlaufenden optischen Vorgänge außerordentlich geeignet. Zeitlich  
aufgelöste Spektren sind auch in  der spektrochem ischem  A nalyse vorteilhaft anwendbar. 
W ird aus den zeitlich aufgelösten Spektren der zu B eginn der Funkenentladung entstehende  
Untergrund abgetrennt, so nim m t die E m pfindlichkeit zu. Außerdem erhält m an bei prozen
tuell in  geringen M engen anw esenden Verunreinigungs- oder Legierungselem enten eine gerade 
Arbeitskurve.
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A. BARDÓCZ

SUM M ARY

T he paper is concerned w ith  the description of a high precision system  by w hich the  
produ ction  of in  tim e resolved spectra is possible in  a tim e resolution of m icrosecond. The 
sy stem  con sists o f a light source operating w ith high precision  in  tim e and an arrangem ent 
perform ing th e  tim e resolution . The tim e resolution m ay be carried out b y  a rotating  
mirror, rota tin g  disc or p h otocell. W ith an adequate build up of the tim e resolving  
device  th e  possib ility  is g iven  for continuous or periodic tim e resolution. The sim ultaneous 
d etec tio n  o f  spectra arising from  different tim e ranges o f a transient discharge is also m ade 
possib le b y  the system . The sp ectra  produced by th e  system  are exceedingly su itable for the  
o b servation  of optical processes taking place in  tim e in  transient discharges. In  tim e resolved  
spectra can  be favourably used also in  spectrochem ical analyses. B y separating the background  
arising a t th e  beginning of the spark discharge from  the in  tim e resolved spectrum  the sensi
t iv ity  o f  th e  spectrochem ical m eth od  is increased. M oreover, straight working curves are 
ob ta in ed  at im purities or a lloying elem ents present in  sm all quantities only.

U N E  N O U V E L L E  M ÉTHODE D E  H A U T E  PRÉCISION  
PO U R P R O D U IR E  D E S SPECTRES RÉ SO L U S DA NS LE TEM PS

A. BARDÓCZ

RÉSUM É

L ’auteur présente une m éth ode de haute précision perm ettant la résolution dans le 
tem p s des spectres, de l ’ordre de grandeur d’une m icro-seconde. Le systèm e est com posé 
d’une source de lumière tra va illan t avec une très grande précision dans le tem ps, et d ’un 
appareillage effectuant la  résolu tion . Celle-ci peut être fa ite  par un  miroir tournant, un disque 
ro ta tif ou  une cellule photo-électrique. Par une ad ap tation  convenable de l’appareillage, il 
est p o ssib le  d ’assurer une réso lu tion  dans le tem ps continue ou périodique. Le systèm e perm et 
aussi l ’observation  sim ultanée des spectres provenant de différentes périodes d’une décharge  
de caractère transitoire. Les spectres produits par cette  m éthode se prêtent bien à l’observation  
des processus optiques se produ isant au cours d’une décharge transitoire. Les spectres résolus 
dans le  tem p s peuvent égalem ent s’utiliser avec avantage pour l ’analyse spectro-chim ique. 
La sen sib ilité  du procédé spectro-chim ique est augm entée si, des spectres résolus dans le tem ps, 
on  sépare le fond produit au com m encem ent d’une décharge d’étincelles. E n  outre, au cas 
de la présence d’un faible pourcentage d’élém ents d ’alliage ou d’im puretés, on obtien t des 
courbes de dosage rectilignes.

Н О В А Я  ОСОБО ТО Ч Н А Я СИСТЕМА Д Л Я  Р А ЗЛ О Ж Е Н Н О Й  ВО В Р Е М Е Н И  С П ЕК 
ТРОСКОПИИ

А. БАРДОЦ

РЕЗЮ М Е

Дается описание особо точной системы, которая позволяет получать разложенные 
во времени спектры с разложением порядка микросекунд. Система состоит из источника 
света, работающего с очень большой по времени точностью, и устройства, производящего 
разложение во времени. Разложение во времени может производить вращающееся зер
кало, колеблющееся зеркало, вращающийся диск или фотоэлемент. Соответствующая 
конструкция устройства разложения во времени позволяет производить непрерывное 
или прерывное разложение во времени. Система позволяет осуществить одновременное 
наблюдение спектров, происходящих от различных диапазонов времени переходных 
разрядов. Полученные системой спектры отлично подходят для наблюдения оптических 
процессов, происходящих при переходных разрядах. Разложенные во времени спектры 
могут быть выгодно использованы также при спектрохимических анализах. Если от раз
ложенного во времени спектра отделить фон, образующийся в начале искрового разряда, 
возрастает чувствительность спектрохимического метода. Кроме того, в случае легиру
ющих или примесных элементов, присутствующих в небольших процентных количествах, 
представляется возможным получить прямые рабочие графики.

A  N E W  H IG H  P R E C IS IO N  SY STEM  F O R  T IM E  R E S O L V E D  S P E C T R O SC O P Y
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MITGLIED DER AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN DER 3 ELORUFISCHEN STZIYLIST. SOW JETREPUBLIK

Bezeichnungen:

t  und T 
0, 0 
P
Уо
r

aq und am

— Tem peratur (°C) bzw. Zeit (Stunde)
— M assenübertragungspotential (°M — M assenübergangsgrad)
— Gesam tdruck (m m  Quecksilbersäule)
— Die D ichte des absolut trockenen Körpers (K g/m 3)
— Spezifische Verdam pfungswärm e (kcal/kg)
— Spezifische M assenkapazität des Körpers (kg/kg °M)
— Spezifische M assenkapazität des feuchten Körpers (kg/°C kg Trockenkörper)
— W ärm eleitzahl des Stoffes (kcal/m , Stunde °C)
— M assenleitzahl des feuchten Körpers (kg/m  Stunde °M)
— P otentialleitzah l der W ärme- und Feuchtigkeitsübertragung

(m 2 /Stunde, aq =■ / .Jcq • y0; am =  A„,/cm • y 0)

C’
K P

Ö
Ô"
( p

a ,  und am 
LT 
R 
4i

— Spezifische W ärm ekapazität des D am pf-G asgem isches (kcal/kg °C)
— Durchdringungskoeffizient der feuchten  Luft (kg/m  Stunde m m  Q uecksilber

säule)
— Das Kriterium  der Phasenum wandlung
— K oeffizient des therm ischen Gradienten (°M/°C)
— Verhältnis der D am pfleitungs- und M assenlcitungskoeffizienten
— K apazität des kapillar-porösen Körpers des D am pf-G asgem isches bezüglich  

(kg/kg mm Q uecksilbersäule)
— Potentia lleitungskoeffizient der Filtrationsm assenübertragung
— W ärme- bzw. Stoffübergangszahl (kcal/m 2 Stunde °C und kg/m 2 Stunde °M)
— F euchtigkeitsgehalt des Stoffes (kg/kg)
— Charakteristisches Maß, bei endloser P la tte  die H älfte der P la tten d ick e  (m )
— Von der F läche aufgenom m ene strahlende W ärme (kcal/m 2 S tu nd e)

I n d i z e s

— Oberfläche
— um gebende Luft
— Anfangszustand vor der Trocknung
— G leichgew ichtszustand des Körpers und der um gebenden L uft
— die Param eter oder K riterien des W ärme- und M assenüberganges
— Filtrationscharakteristiken

Die Striche oberhalb der Zeichen bedeuten D urchschnittsw erte, a u f das V olum en  
des Körpers bezogen

Ähnlichkeitskriterien oder allgem eine Funktionen und Argum ente

e
q und  
P

* V ortrag, gehalten am 22. N ovem ber 1960 auf der Trocknungskonferenz der Ungari 
sehen Akadem ie der W issenschaften in  Budapest.
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F o  t in d  F o ra— FoURiERsches K r i te r iu m  der W ärm e- bzw . d e r M assen ü b e rtrag u n g  F о =  
=  a q г IR 2; Fom =  am r/R*
L u  u n d  L uj — Trägheitskriterien: L u =  а,„/а?; Lup =  ар/aq 
Biq u n d  B im — Wärme- bzw . M assenaustauschkriterien:

Big =  ctg R B i m =  a m B/Âm,

P n  — PoSNOWsches K r i te r iu m : P n  =  ô(ta — i (,)/(ô„ — 0e)
K o  — K ossow iTSsches K r i te r iu m :

K o  =  rcm (0„ -  ee)/Cg(ta — f0).

B u  — BüLYGiNsches K r i te r iu m :

B u  — rCp PJ^qi^a ‘ io)

D ie Kenntnis der T rocknung von feuchten  Gütern ist verhältnism äßig  
neu  und hat sich in drei G rundrichtungen en tw ick elt. A nfangs wurde das größte 
G ew ich t auf die K on stru k tion  der Trockenanlagen gelegt, m it besonderem  
A ugenm erk auf ihre m echanische und wärrneenergetische W irtschaftlichkeit. 
D em entsprechend en tw ick elten  sich die w ärm etechnischen Berechnungs
m eth od en  der T rocknungsanlagen, diejenigen der W ahl der Betriebsparam eter 
der W ärmeträger, und diejen igen  der L üftungsanlagen. G leichzeitig wurde 
angenom m en, daß die T rocknung von feuchten G ütern dem Prozeß des V er
dam p fen s von F lüssigkeiten  m it freier O berfläche gleiche.

W eitere Forschungen haben bewiesen, daß der Trocknungsvorgang nicht 
m it dem  stationären P rozeß  der Erwärmung feuchter Güter identisch ist, 
und daß er wesentlich vom  Verdam pfungsprozeß freier F lüssigkeitsoberflächen  
ab w eich t. Der F euch tigk eitsgeh a lt der Güter ändert sich ständig, und ebenso 
än d ert sich auch die T em peratur derselben in F u n k tion  der Zeit. Als Ergebnis 
der in  dieser R ichtung durchgeführten Forschungen entstand ein neues K apitel 
der Trocknungsw issenschaft: die Kinetik des Trocknungsvorganges, deren 
grundliegende Aufgabe die Feststellung des Z usam m enhanges zwischen dem  
Feuchtigkeitsgrade der durch verschiedene M ethoden getrockneten Güter, 
deren  Temperatur und der entsprechenden T rocknungszeit war. Bezüglich  
der E ntw icklung der K in etik  der Trocknung w aren die W erke von G. K . F il o - 
n e n k o , S h e r w o o d , L e w i s  und anderen von großer B edeutung.

Diese Entw icklungsperiode der Trocknungstheorie behandelte die Techno
lo g ie  der Trocknung sorgfä ltig . Im Grunde wurde angestrebt, die technologi
sch en  Eigenschaften der zu trocknenden Güter sow eit als m öglich zu erhalten, 
da sich  diese gelegentlich des Trocknungsvorganges m eistens in ungünstiger  
R ich tu n g  veränderten.

D ie strukturellen, m echanischen, physikalisch-chem ischen und biologi
sch en  Charakteristiken veränderten  sich ständig , da der Trocknungsvorgang  
se lb st nicht bloß ein w ärm etechnischer, sondern in  erster Reihe ein technologi
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scher Vorgang ist. Den praktischen Forderungen entsprechend, ste llten  die 
G elehrten das Studium  der Technologie des Trocknens in den V ordergrund.

Vom  physikalisch-chem ischen Standpun kt aus betrachtet, sind die 
feuchten Güter kapillar-poröse kolloide Stoffe, deren Beschaffenheit durch die 
B eziehung zw ischen Gut und Feuchtigkeit charakterisiert wird. D ie A k ad em i
ker P . A. R e b i n d e k , S. M. L ipa t o w  und Prof. J u .  L. K aw kasow  haben in  
ihren W erken die grundlegenden G esetzm äßigkeiten  zwischen der F eu ch tig 
keit und den kolloid-kapillar-porösen Stoffen  festgestellt, und die für die 
B eschaffenheit der Verbindung der F eu ch tigk e it und der feuchten  Güter 
charakteristischen G esetzm äßigkeiten beschrieben. Als Ergebnis ihrer For
schungen haben sie festgestellt, daß der W ärm e- und Stoffübergang in den 
G ütern durch die Beschaffenheit der V erbindung des Gutes und der F eu ch tig 
k eit bestim m t wird. H iervon wird später die R ede sein.

D ie Erklärung der Mechanik der Ü bertragung bildet eine zeitgem äße  
A ufgabe der U ntersuchung der Dynam ik des Trocknungsprozesses. D ie  B ew e
gung der F euchtigkeit in  flüssiger Form wird von  der Bewegung der w asser
löslichen Stoffe b egleitet (Tannide, V itam ine, Salze etc .), was eine en tscheidende  
A usw irkung auf die während des Trocknungsprozesses entstehende V erände
rung der technologischen Q ualitätseigenschaften der Güter ausübt. Zur Lösung  
dieser Frage der Technologie des Trocknens m uß n icht nur die Ä nderung des 
durchschnittlichen Feuchtigkeitsgehaltes des G utes, oder die K in etik  der 
Änderung des F euchtigkeitsgehaltes an einer gew issen  Stelle des G utes geprüft 
werden, sondern es muß auch die Gänze der sich  im  Innern des G utes binnen  
eines gegebenen Zeitraum es abspielenden Ä nderung des F euchtigkeitsgehaltes  
bekannt sein, das heißt, es müssen die nicht stationären  Gebiete des F eu ch tig 
keitsgehaltes des K örpers bekannt sein.

D ie gleichen Forderungen können auch an die Feststellung der T em peratur  
des zu trocknenden Gutes gestellt werden. F olglich  bildet die F estste llu n g  
der Veränderungen des Wärme- und F euchtigkeitsgehaltes beim T rocknungs
vorgang eine grundlegende Aufgabe der D yn am ik  der Trocknung. Im  W esen t
lichen  en tsteh t zufolge der ungleichm äßigen V erteilung des W ärm e- und 
F euchtigkeitsgehaltes des zu trocknenden G utes ein raum inhaltlicher Span
nungszustand in dem selben. Das ist das E rgebnis der unzulässigen Schrum p
fung, wodurch R isse (lokale Lösung der Struktur), Entstehung vo n  Poren  
und die Veränderung sonstiger struktureller und mechanischer E igenschaften  
hervorgerufen werden.

Um  die instationären Bereiche der Tem peratur und des F eu ch tig k e its
gehaltes bestim m en zu können, müssen wir die Gesetze des inneren W ärme- 
und Stoffaustausches, ferner die Gesetze der W echselwirkung zw ischen  der 
O berfläche des Körpers und seiner U m gebung oder den den Körper um geben
den K örpersystem en (äußere Wärme- und Stoffübertragung) kennen . H eu t
zutage sind diese G esetze nicht nur festgelegt, sondern es wurden auch , im
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W ege der veränderten Art des Trocknungsprozesses und durch P rüfung der 
V erfahren  der W ärm ezufuhr an das zu trock n en d e Gut, die M ethoden der 
S teu eru n g  der W ärme- und Feuchtigkeitsübertragung festgestellt.

D em zufolge bleiben die technologischen E igenschaften  der unter Trock
n u n g  stehenden Güter n ich t nur unverändert, sondern können auch  in  der 
gew ü n sch ten  R ichtung verbessert werden. Zum  B eispiel können, b ei A nw en
dung entsprechender T echnologie des T rocknens, die Eigenschaften des S aat
kornes durch das Trocknen verbessert w erden. A u f diese Weise kann die K eim 
fä h ig k e it, die K eim energie des Saatkornes, im  V ergleich  zu dem bei natürlichen  
V erh ältn issen  getrockneten Saatkorn, vergrößert werden (Trocknen und  L age
rung b ei Zim m ertem peratur, kondizionierte L uft etc.).

E in  anderes B eisp iel b ildet das Trocknungsverfahren im  A u tok laven  
u n ter  D ruckverm inderung von  feuerbeständigen Baum aterialien (a u f B asis 
v o n  K ieselgur-B indem ittel). B ei derartigen Trocknungsverfahren s te ig t  die 
F e stig k e it  der Erzeugnisse au f das Fünf-, S iebenfache, bei g leichzeitiger V er
besserung der W ärm eisolationseigenschaften. D urch diesen Trocknungsprozeß  
erh a lten  wir neue, bisher unbekannte strukturelle und mechanische E igen sch af
ten  der feuerbeständigen M aterialien. Es is t  zu bemerken, daß b ei diesem  
Trocknungsverfahren der anfängliche F euchtigkeitsgehalt der Güter bedeutend  
erh öh t werden m uß, d. h . der Stoff soll vor dem  Trocknen einer w eiteren  
B efeu ch tu n g  unterworfen werden.

D as Entw ickeln einer modernen T echnologie des Trocknens b ild et einen  
zeitgem äß en  A bschnitt seiner Technik. Der grundlegende Um stand is t  hier die 
V erbesserung der technologischen  E igenschaften  des unter Trocknung steh en 
den G utes. In dieser H in sich t bedeutet das T rocknen auch eine neue M ethode  
des Verbesserns der technologischen E igen sch aften  der feuchten G üter.

D iese Aufgabe kann nur gelöst w erden, w enn die Wärme- und  S toff
übertragung in den kapillar-porösen kolloiden Körpern in der G egenw art von  
P hasenum w andlungen untersucht wird. In derartigen Körpern hat der W ärm e- 
und Stoffübergang spezifische E igenschaften , unter denen eine die gegensei
t ig e  B eziehung der Übergangsvorgänge d arste llt. Der in dem zu trock n en 
den K örper verlaufende W ärm eübergang w irkt au f den Stoffübergang aus, 
und  um gekehrt.

In  den kapillar-porösen Körpern stellt d ie W ärm e- und Stoffübertragung  
e in en  einheitlichen kom plexen  Vorgang dar, der in ständiger B eziehung  
m it der äußeren W ärm e- und Stoffübertragung steht. Der Z usam m enhang  
zw isch en  dem im Inneren des Körpers vor sich  gehenden Wärme- und S toff
a u sta u sch  und der äußeren Wärme- und Stoffübertragung bildet die zw eite  
sp ezifisch e E igenschaft des während der T rocknung stattfindenden W ärm e- 
und Stoffübergangsm echanism us.

D ies ist ein außerordentlich w ichtiger U m stan d , der eine gehörige B each 
tu n g  erfordert. M eistens w ird der sich beim  Trocknen abspielende W ärm e-
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Übergang vom  Stoffübergang gesondert geprüft. B ei festen Körpern wird der 
W ärm eübergang m ittels des Fourierschen W ärm eleitungsgesetzes geprüft, 
wobei die Flüssigkeits- und D am pfbew egung als D iffusionsvorgang betrach tet  
wird. Beispielsw eise wird in der baugewerblichen W ärm etechnik die sich  im  
Inneren der Güter und der B aukonstruktionen abspielende F lü ssig k e its
bew egung als eine D am pfdiffusion in einer dam pfabsorbierenden U m gebung  
betrachtet. Dagegen ist beim  Trocknen die D am pfbew egung in den kap illar
porigen Stoffen nicht bloß eine D iffusion, sondern sie erfolgt durch Effusion  
in Form einer filtrationsartigen  hydrodynam ischen Bewegung u nter E in 
wirkung des D ruckgradienten. Gleicherweise kom m t die F lüssigkeitsbew egung  
ebenfalls unter E inw irkung von  diversen B ew egungskräften zustande.

D ie G ravitation und die K apillar-Potentiale rufen eine m olekulare  
und hydrodynam ische B ew egung, die diffusions- und osm otischen P oten tia le  
aber eine molekulare Ü bertragung hervor. A uch der Tem peraturgradient hat 
einen großen E influß au f die F euchtigkeitsbew egung des D am pfes und der 
F lü ssigk eit. D ie W ärm eübergabe erfolgt nicht nur durch W ärm eleitung, son
dern, infolge der Feuchtigkeitsbew egung, auch durch K onvektion.

Der Wärme- und F lüssigkeitstransport stehen  also in gegenseitigem  
Zusam m enhang, und sie m üssen, als ein einheitlicher Vorgang, a u f neuen  
Grundlagen untersucht w erden. Das gleiche Bild des gegenseitigen Z usam m en
hanges kann für die D urchdringung der Wärme und der F lüssigkeit durch die 
O berfläche des zu trocknenden Körpers festgeste llt werden.

D ie Schaffung einer neuen Theorie dieses Problem s kann a u f zw eierlei 
Art gelöst werden. E rstens wird der m olekulare M echanismus des W ärme- 
und Stoffüberganges au f Grund von Modellen erforscht (M ethoden der m ole
kular-kinetischen und hydrodynam ischen Theorien). Es gibt v ie ler le i der
artige Modelle, welche sich jedoch bloß in einzelnen , bestim m ten F ä llen  als 
rich tig  erwiesen haben. B ei Veränderung der Bedingungen im  K örper und  
seiner Um gebung bleiben die G esetzm äßigkeiten der Übertragung n ich t mehr 
rich tig . M eistens wird bei der A bleitung der G esetze der Ü bertragung die 
W irkung der W ärm eübertragung auf die F lüssigkeitsbew egung n ich t in 
B etracht gezogen.

D iese Lage ist kein Zufall, vielm ehr kann sie durch die K om p lex itä t  
des m olekularen M echanism us der Übertragung erklärt werden. Für den E ner
gie-, W ärme- und Stofftransport muß also eine derartige Theorie geschaffen  
w erden, durch w elche, ohne den m olekularen M echanism us des V organges 
aufzuschließen, und ähnlich der klassischen Therm odynam ik, die grundlegen
den G esetze der Ü bertragung streng bestim m t werden können. D ie brennen
den Fragen der neuen T echnik , unter anderen die Technik der S trah lentrieb 
flugzeuge, haben die P hysiker gezw ungen, auf diesem  Gebiet w eitere A nstren
gungen zu m achen. A u f Grund der Forschungen belgischer und n ieder
ländischer Physiker (O n s a g e r , P r ig o g in e , D e G ro o t) wurde eine streng therm o-
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dynam ische Methode zur Prüfung der irreversiblen physikalischen und chem i
sch en  Vorgänge au sgearb eitet. Diese M ethode wird die Therm odynam ik der 
irreversiblen Vorgänge genannt. Die w ich tigste  E igenschaft dieser M ethode 
is t , daß sie die W ärm e- und F lüssigkeitstransporterscheinungen in  ihrem  
gegenseitigen  Z usam m enhang prüft. A n sta tt der dieselben separat behan
d eln d en  Gesetze (F ourier-G esetz, F ick-G esetz) erhalten  wir lineare Gleichungs- 
sy stem e , in denen d ie Antriebskräfte der W ärm e- und Stoffübertragung  
G lieder in einer jeden  G leichung sind.

Im  Laufe unserer a u f die T herm odynam ik der F lüssigkeitsbew egung  
gerich teten  Arbeit w urde bewiesen, daß das P otentia l der F lü ss ig k e its
bew egu n g  nicht durch den U  kg/kg F euchtigkeitsgehalt des G utes, sondern 
durch das Potential 0  der F lüssigkeitsbew egung bestim m t w ird, dessen  
M essung auf Grund des W ertes in bezug a u f den F euchtigkeitsgehalt eines 
E talonkörpers erfolgt. Im  hygroskopischen B ereich  bildet dieses charakteri
stisch e  Potential eine vo m  F euchtigkeitsgehalt des Materials oder vom  par

tie llen  Druck der äußeren L uftfeuchtigkeit 9о abhängige eindeutige F unktion .
A u f dem G ebiete des feuchten Z ustandes des Körpers stellt das S toff

übertragungspotential 0  eine Funktion des F euchtigkeitsgehaltes und der 
T em peratur des K örpers dar. Der F euchtigkeitsgehalt des Stoffes und das 
P o ten tia l 0 weisen ein  ähnliches V erhältnis auf, wie W ärm einhalt und 
T em peratur:

Cm =  (Э17/Э 0 ) T

w o Cm die spezifische isotherm ische M assenkapazität (kg/kg °M) des 
K örpers bedeutet.

D ie in den kapillar-porösen Körpern vor sich gehende W ärm e- und 
Feuchtigkeitsbew egung kann  durch D ifferentia lg leichungssystem e beschrie
ben  werden, deren a llgem ein ste  Form die fo lgende ist:

Cq y0 —  =  d iv  ( \  V  t) +  ery0 Cm 9—  +  С' K p V  P  S/t  +  I q (1)
ОТ о т

C m У о — =  div(Am v e  + l mÔVt  +  Am V'V-P) (2)
0T

Я P
Cp y0 4 -  =  d iv (K p V P )  -  ey0 Cm - 4 -  . (3)

8t 3t

D ie erste D ifferentialgleichung ist die der W ärm eübertragung. D ie  
k o n v ek tiv e  K om ponente des W ärm eüberganges ist С' K p V  P  V  G w elche  
die F iltrationsbew egung des D am pf-G asgem isches zeigt; diese ist bei den 
klassischen  T rocknungsbedingungen recht n iedrig und im  Falle Re  <  1 kann
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dieser W ert vernachlässigt werden. Die innere W ärm equelle Iq wird bei 
Trocknung m it H ochfrequenzstrom  oder m it infraroten Strahlen in der G lei
chung benötigt, wenn die infraroten Strahlen t ie f  in den Körper eindringen. 
Bei konvektiver Trocknung unter traditionellen  Bedingungen ist Iq =  0. 
Die Randbedingungen der W echselwirkung des K örpers und seiner U m gebung  
können wie folgt ausgedrückt werden:

Durch die Bedingung P w =  P 0 =  const, w ird die Tatsache ausgedrückt, 
daß die R elaxation des vollen  D ruckgradienten V  P w an der O berfläche des 
Körpers mit außerordentlich großer G eschw indigkeit (m it Schallgeschw indig
keit) erfolgt.

D as D ifferentialgleichungssystem  (1— 3) wurde für die gleichm äßige  
A nfangsverteilung (6(0, xj) =  const.; t(0, xi) =  con st.) der W ärme- und 
Stoffübertragungspotentiale des sym m etrischen W ärme- und Stoffüberganges 
der endlosen P la tte , des unbegrenzten Zylinders und der Kugel gelöst, bei 
parabolischer A nfangsverteilung.

D ie Lösung kann auch für den Fall gefunden werden, wenn die um gebende  
Tem peratur ta die F unktion der Zeit ist.

D iese Lösungen enthält die Monographie [2]. Da die Lösungen recht 
kom pliziert sind, werden dieselben hier nicht b ehandelt. D em gegenüber geben  
wir die Lösungen bezüglich unendlicher P latten  für den Fall, daß die In ten sitä t  
der Trocknung gering is t  ( P  =  const.), weiter w enn die Trocknung m it großer 
In ten sitä t vor sich geht und daher im  porösen S to ff  ein veränderlicher D ruck
gradient zugegen ist (P  =  var.).

a) Wirkung der Ähnlichkeits-Kriterien des Wärme- und Stoffüberganges 
a u f  die K in e tik  des Trocknungsprozesses, im Falle P  =  const.

D ie analytische Lösung des G leichungssystem s (1— 2) für die Grenzfälle 
(4— 5) zeigt, daß die R elativtem peratur T  und das Stoffübertragungspotential 
0  von einer ziem lich großen Anzahl Ä hnlichkeits-K riterien  abhängen:

— M  VOw +  «, («o — lw) — ry(l — e) «m (ö,„ -  0e) =  0

Am[VÖ + «3V« + d' VP]„, + «m(Ö„, -  Ö,) = 0

(4

P w — P 0 — const. (6)

X
F o, Lu, Biq, B im, e, K o, Pn (7)

R

в  = ( 8 )
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D iese  wirken jedoch n ich t in gleichem  Maße auf den Vorgang aus. Die 
L ösungsergebn isse der G leichungen (1— 2) zeigen, daß die größte W irkung 
a u f d ie  F euchtigkeitsbew egung d ie K riterien B im, Pn und auf die W ärm e
ü b ertra g u n g  die Kriterien B ig, e, K o ausüben.

D ie  entscheidendste W irkung auf die W ärme- und Feuchtigkeitsüber

tra g u n g  hat das K riterium  L u Lu =  —  , welches als das K riterium  des
I aq )

g eg en se it ig en  Zusam m enhanges des W ärme- und Stoffüberganges bezeichnet

0 0,25 0,5 0,75 X 70
R

A b b . 1. D ie  Verteilung der P oten tia le  der W ärm e- und Stoffübertragung im Inneren des Körpers,
in  Abhängigkeit von  Lu

w erd en  kann. Durch das K riterium  Lu wird die relative Trägheit des S toff
übertragungspotentia ls im  V ergleich zu dem W ärm eübertragungspotential 
(der Tem peratur) gekennzeichnet.

A us Abb. 1 ist ersich tlich , daß bei geringen W erten von L u die Tem 
p eratu r  eine höhere F ortpflanzungsgeschw indigkeit im  Stoffe b esitz t als das 
S toffle itu n gsp oten tia l. Für L u =  1 sind die Fortpflanzungen der Wärme- 
u n d  S toffle itungspotentia le  nahe identisch , und für Lu >  1 liegt die Fortpflan
zungsgeschw ind igkeit des S to ffes höher als die der Wärme.

In  den Kennzahlen der Ü bertragung kann jedoch in bezug au f Lu =  1 
k e in e  v o lle  Symmetrie b eob ach tet werden.
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Zum Vergleiche wurden zwei Fälle untersucht. Den Fall vo n  Lu =  0,5 
und Lu =  2,0, das heißt, den Fall, wo die Tem peraturleitzahl aq (die P oten
tia lle itzah l der W ärm eübertragung) das Zw eifache bzw. die H ä lfte  der P oten 
tia lle itzah l der Stoffübertragung am b eträg t. Aus Abb. 2 is t  ersichtlich , 
daß der U nterschied zwischen den beiden dim ensionslosen, m ittleren  P oten
tia len  ±  12% beträgt. Ähnliche B erechnungen bezüglich der V erhältn isse

d f  d e
dF o dF o

haben bew iesen, daß deren A bw eichung eine Größenordnung vo n  200%  
aufw eist (Abb. 3), und dem zufolge ist es vom  technologischen S tandpunkt

Abb. 2 . Das Verhältnis «1er durchschnittlichen A bb. 3. D ie durchschnittlichen P o ten tia le  des 
Potentia le des W ärme- und Stoffüberganges W ärm e- und Stoffüberganges und deren 

in Abhängigkeit von Lu G eschwindigkeit in A b hängigkeit v o n  Lu

aus zw eckm äßig, eine derartige Betriebsart der Trocknung zu tvählen , bei wel
cher die Zahl Lu ihren M axim alwert ann im m t. Die Kriterien B i? und B iOT 
haben ebenfalls eine große B edeutung. B ei geringen Werten der B iot-K riterien  
sind die Gradienten der Wärme- und Stoffübertragungspotentiale gering. 
D ie Erhöhung der Zahlen B i9 und B im is t  für die Intensität des V organges 
charakteristisch und gleichzeitig steigen  auch die Werte von V * und V ®- 
Bei den au f natürlichem  W ege erreichbaren W erten der Wärme- u n d  F eu ch tig
keitsbew egung, bei welchen Fo > 0 ,3  (im  F alle von Platten) und F o  >  0,4 (im 
Falle einer Kugel) betragen, beginnt das Kriterium  B«9 nur a u f d ie W ärm e
übertragung, (T ,d T ld F o ) ,  jedoch n icht au f die F euchtigkeitsbew egung  
( e , d / d ß Fo) einzuwirken. D em gegenüber is t  das Kriterium B im nur für die

1 4  Acta Technica X L/I —2
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A bb. 4. D ie durchschnittlichen P oten tia le  des W ärme- und Stoffüherganges in A bhängig
keit von IÍi(.

7,0

r
0,8

06

0A

0,2
5  10 15 20

B'm

~Fn-3,0
7,5
in
08
0,6

0A

A b b . 5. D ie durchschnittlichen P oten tia le  des W ärme- und Stoffüberganges in A bhängig
keit von B im
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Feuchtigkeitsbew egung charakteristisch (Abb. 4 und 5), deshalb h ängt die 
T rocknungsgeschw indigkeit d 0 /dF o  nicht vom  K riterium  des W ärm eaustau
sches B i, ab (siehe Abb. 6).

D ie B iot-K riterien  der Wärme- und F euchtigkeitsbew egung befinden  
sich , in  einem reellen V organg, in gegenseitigem  Zusam m enhang, bei Ver
änderung von B im verändert sich auch B i,. In d iesem  Falle haben d ie num eri
schen W erte der K riterien eine annähernd gleiche Größenordnung.

Abb. 6. Die W irkung des Kriteriums B i, a u f die T rocknungsgeschw indigkeit

Zu den K riterien der W ärme- und Feuchtigkeitsbew egung sind auch die 
K riterien Ko und Pn zu  rechnen. Bezüglich ihres Charakters erinnern dieselben  
an die Kriterien B i, und B im, sie beziehen sich jedoch , abw eichend von den 
früheren, auf die W ärm e- und Feuchtigkeitsbew egung im  Inneren des Stoffes. 
D as Pn-K riterium  kennzeichnet nur das P oten tia l der Stoffbew egung, 
während das K o-K riterium  die T em peraturverteilung (siehe A bb. 7).

Die durchschnittlichen und lokalen G radienten der W ärme- und Feuch
tigkeitsbew egung verm indern sich linear, dem E rhöhen der num erischen W erte 
von  Pn und Ko entsprechend. Mit der Verm inderung des K riterium s Pn 
verbessern sich, bei gleichzeitiger Beschleunigung des Trocknungsprozesses, 
auch die therm ischen B edingungen. Die B erechnungen haben bew iesen , daß 
bei Verm inderung des F eu ch tigkeitsbew egungspotentia ls G  oder des F euch
tigkeitsgehaltes U, auch das Kriterium Pn bedeutend abnim m t. D ies wurde 
auch durch Versuche bew iesen.

Das Kriterium  s des Phasenüberganges w irkt au f die K inetik  der Trock
nung in dem selben Sinne w ie K o aus, jedoch is t  die W irkung des K riterium s 
e bedeutend geringer im  V ergleich zum W erte von  Ko.

14*
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6<,= a o
7,5

- 7 , 0
0,8
0,6
VÄT

0,1667 0,3333 0,5000 0,6667 0,0333 0,1667 0,3333 0,5000 0 ,6667  0,8333

P n  P n

a

A bb. 7. Die durchschnittlichen  Potentiale des W ärm e- und Stoffüberganges 
in  Abhängigkeit von  Ko

E s wurde ausgew ertet, welche W irkung der W ert

Cq Эт

a u f d ie Veränderung des W ärm e- und F euchtigkeitsbew egungspotentia ls und  
au f d ie G eschwindigkeit d ieser Veränderung ausübt. Zu diesem  Zw eck haben 
w ir d ie erhaltenen Lösungen für die positiven und negativen  W erte der W ärm e
quelle verglichen. In d iesem  F alle entspricht die D ifferenz der R esu lta te  einer 
zw eifach en  Erhöhung der W ärm equelle.

D ie  Berechnungen hab en  erwiesen, daß die Zunahme der m it den 
Phasenübertragungen verbundenen  W irkung der W ärm equelle au f die W ärme- 
und Feuchtigkeitsbew egung 10— 2Ö% ausm acht (siehe Tabelle I).
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Tabelle I

Die Änderung des arithmetischen Mittel* 
In Funktion der wertes in %

Kriterien
T в dT/dFo сШ/dFo

Lu 20 4 2 10
B i, 15 4 5 9

Bi,„ 20 4 8 9

Pn 21 4 6 11
Ko 21 3 6 12

Durchschnittswerte 19,4 3,8 5,4 10,2

N ach den von .1. N . K u p r ic  durchgeführten Forschungen muß z. B. der optim ale  
B etrieb der K ornm ahlung m it der vorangehenden K onditionierung des K orns verbunden  
werden, wobei in dem letzteren Vorgang der W ärme- und Stoffübertragung eine entscheidende  
Rolle zukom m t.

D em zufolge w irkt die W ärm equelle am allerbedeutendsten au f den 
W ärm ebereich (in voller B ilanz ist die W irkung 10% ), und hat dabei fast 
gar keine W irkung au f das P otentia l der F euchtigkeitsleitung (2% ), und auf 
die G eschw indigkeit der Erwärm ung des Stoffes (3% ). Auch die innere V er
dunstung hat bloß eine unbedeutende W irkung au f die G eschw indigkeit der 
Trocknung (insgesam t ca. 5% ). D ie analytischen  Data der Ä hnlichkeits
kriterien (der allgem einen Veränderlichen) bezüglich  der während des Trock
nens sich abspielenden W ärme- und F euchtigkeitsbew egung zeigen , daß 
mehrere K riterien w eggelassen, und hierdurch die Zusam m enhänge fo lgender
w eise vereinfacht werden können :

Г  = / i  Fo, Lu, , s  
K o

(9)

Ö = f 2 Fo, L u ,— — ) .  
Pn J

(10)

D em zufolge wird bei solchem  W ärm eübergang, welcher m it F eu ch tig 
keitsbew egung verbunden ist, die Zahl der allgem einen Argum ente bloß 4

sein: F o, Lu, — , £. Bei dem  W ärm eübergang ohne Feuchtigkeitsbew egung  
Ko

(reiner W ärm eübergang) ist, wie bekannt, die Zahl der allgem einen A rgum ente, 
bei ähnlichen Bedingungen bloß zwei (Fo, B i,). D ie  Tatsache der F eu ch tigk e its
bew egung erhöht die Zahl der allgem einen A rgum ente um zwei.

Im  Falle einer isotherm ischen F euchtigkeitsbew egung ist О die Funktion  
von zw ei Argum enten: B im und F om(Fom =  L u .F o), im  Falle von F euchtig-



2 1 4 A. W. LYKOW

k eitsb ew egu n g  und W ärm eaustausch ist die A nzahl der allgem einen A rgum ente  
eb en fa lls  zwei: Fom und B im/P n, w om it Gl. (10) wie folgt angeschrieben  
w erd en  kann:

0 = Í 2 Fo„ Bi„
Pn

(10a)

D ie  Versuche haben diesen  Zusam m enhang bestätigt. D em gem äß zei
gen w ir in  Abb. 8 den Z usam m enhang der G eschw indigkeit des Trocknens

A bb. 8 . D ie  T rocknungsgeschw indigkeit dU x/dF om in A bhängigkeit von IIх, U x =  (U  —  U f)/ 
(U 0 -— U t) (relativer F eu ch tigk eitsgehalt) und von  dem  K om plexkriterium  Bim/P„: A —  für 
Q uarzsand, В —  für Lehm  und C —  für F ichtenholz, nach den em pirischen D a ten  von  

P. D . L e b e d e w  und А. A. L isen k o w  (1)
A n g ew a n d te  Bezeichnungen: 1 —  Trocknung im G ebiete der Hochfrequenz, 2 —  Trocknung  

m it infraroten Strahlen, 3 —  Trocknung m it warm er L uft, 4 —  K ontakttrocknung

d U * /d F o m als Funktion des relativen Feuchtigkeitsgehaltes U* [U*  — 
=  ( U  —  U e)l(U0 —  Ue)], wo U 0 den F euchtigkeitsgehalt für die verschiedenen  
e in ze ln en  W erte des k om plexen  K riterium s B im/P n  bedeutet. A us Abb. 8 
is t  ersich tlich , daß die G ruppierung der V ersuchergebnisse, welche durch die 
v ersch ied en en  Trocknungsprozesse erhalten wurden, dem V erhältnis B im/Pn 
en tsp rech en d  erfolgt. H ieraus fo lg t, daß im  Inneren des Körpers der M echanis
m us der Feuchtigkeitsübertragung bei den verschiedenen M ethoden der 
T rock n u n g  der gleiche ist .
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b) Wärme- und Stoffübergang bei Trocknungsvorgängen hoher Intensität

Bei in tensiven  Erwärm ungsprozessen kom m t die F euchtigkeitsbew egung  
im  Inneren des Stoffes n ich t nur durch die infolge der K apillar- und D iffu 
sionskräfte ausgeübte W irkung zustande, sondern auch  in Form der m oleku
laren Bew egung gem äß dem  D ruckgradienten des D am pf-G asgem isches. (Bei 
intensiver E rhitzung wird der Druck des D am pf-G asgem isches im  Inneren  
des kapillarporigen K örpers den von dem M anom eter angezeigten Druck  
übertreffen.)

D ie Ergänzung des D iffusions- und kapillaren Feuchtigkeitstranspor- 
tes durch diese m olekulare B ew egung des D am pfes zieh t eine U m w andlung  
des M echanism us der Ü bertragung und dam it auch eine Intensivierung des 
Trocknungsprozesses nach sich. Z. B . bei der T rocknung eines H olzm aterials 
durch H ochfrequenzstrom  und infrarote B estrahlung bew egt sich etw a 50%  
der F euchtigkeit, infolge des Überdruckes, in D am pfform  gegen die Ober
fläche des K örpers. D erartige Vorgänge der W ärm e- und F eu ch tigk eits
bew egung werden in  dem —  den (4— 5) R andbedingungen entsprechenden—  
D ifferenzialgleichungssystem  (1— 3) beschrieben, dessen Lösung in der M ono
graphie [2] und der A bhandlung von Ju . A. M i h a j l o v  [3] bekanntgegeben  
wird.

In den Lösungen bezüglich  der Potentiale T, 0 , P  sollen, außer den  
oben ausgeführten Ä hnlichkeitskriterien, w eitere zw ei neue K riterien Lup, 
(Lup =  aplaq), und das K riterium  Bu von BüLYGlN eingeführt werden.

D ie U m w andlung des Transportm echanism us der F euchtigkeit b eein 
flu ß t auch die Ausw irkung der Ä hnlichkeitskriterien au f T  und 0 .  D ie  
W ärme- und Stoffübergangskriterien Pn und K o stellen  bezüglich der 
Bereiche der Ü bertragungspotentiale keine autom atischen  Modelle dar. D ie  
K riterien Bi? und B im behalten  im  Sinne des vorangehenden ihre au f die 
W ärme- und Stoffübertragung ausgeübte W irkung bei.

Nach E instellung der regelrechten Betriebsführung ( Fo >  1) übt das 
K riterium  ß i q nur au f den W ärm eübergang und das K riterium  B im nur 
a u f den Stoffübergang eine W irkung aus (siehe Abb. 9 und 10). Der P o ten 
tialbereich  P  des Stoffübergangs wird im  Vergleich zu  den K riterien B i, 
und B im ein autom atisches M odell.

Aus den Abb. 9 und 10 is t  ersichtlich, daß der B ereich 0  nur in gerin
gerem  Maße von dem K riterium  B im als der Bereich T  vo n  dem K riterium  B i? 
abhängt. Der letztere U m stand wird dadurch b ed in gt, daß der K örper im  
V ergleich zu der E ntw icklung des Bereiches 0  eine größere Trägheit als im  
V ergleich zu der E ntw icklung des Bereiches T  au fw eist, für den Fall von  
Lu <  1.

Im  dreidim ensioneilen K oordinatensystem  (T , 0 ,  P )  werden die in ten si
ven  W ärme- und Feuchtigkeitsbew egungsvorgänge durch eine Fläche gekenn
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ze ich n et, deren jeder P u n k t der angegebenen Fo-Zahl en tspricht. Wird das 
ein e  Ä hnlichkeitskriterium  fortgelassen, so w ird die den Vorgang darstellende 
K u rve verschoben und b ild et die Fläche des V eränderungsvorganges des 
K riteriu m s. Die L inien, w elche durch die S ch n itte  der den gesam ten  Vorgang

A bb. 9. Durchschnittliche P oten tia le  des W ärme- und Stoffüberganges in  Abhängigkeit von
Bii; bei intensiver Trocknung

B i  17) B i  !77 B ir r

A bb. 10. Durchschnittliche P oten tia le  des Wärme- und Stoffüberganges bei intensiver Trock
nung, in A bhängigkeit von B im

kennzeichnenden F lächen  und K oordinaten erhalten w erden, geben an, in 
w elch em  Maß die e inzelnen  P otentia le, bei B eständigkeit der übrigen P otentia
le , von  den angegebenen K riterien abhängen. Die derart erhaltenen Gesetz
m äßigkeiten  wurden durch die V ersuchsergebnisse b estä tig t.

In dem vorherigen K apitel haben wir die V eränderungen und die Ab
hän gigk eit des K riterium s Pn besprochen. H ier gestaltet sich  der Tem peratur
bereich  in der F u nktion  vo n  Pn in einer verschiedenen W eise (A bb. 11). Die 
T em peratur des S toffes ste ig t bei niedrigem  W erte von Fo, und nim m t, wenn
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Abb. 11. D urchschnittliche Potentiale des W ärme- und Stoffüberganges bei intensiver Trock
nung, in A bhängigkeit von  Pn

Fo >  2, ein entgegengesetztes V orzeichen an. D ieselbe Folgerung kann auch 
bezüglich der W irkung des K riterium s Ko au f die Tem peraturbereiche gezogen  
werden. Abweichend vom  K riterium  K o, ist das K riterium  Bu von jener 
W ärmemenge abhängig, welche zur Verdam pfung jenes Teiles der F lüssigkeit 
benötigt wird, deren Däm pfe am M olekularübergang beteiligt sind.

Das K riterium  Bu ist nur m it P  in B eziehung und ist von T  und (~J unab
hängig. Abb. 12 zeig t den Zusam m enhang von P  m it dem K riterium  Bu.

Abb. 12. Das F ilterpotential in  Abhängigkeit v o n  dem  Kriterium  Bu
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D as Kriterium Lup charakterisiert den gegenseitigen Zusam m enhang  
zw isch en  der molekularen F euchtigkeitsbew egung und der W ärm eüber
tragu n g  im  Innereren des S to ffes. Abb. 13 zeigt, daß die Zahl Lup auch bei 
V eränderungen von T  und 0  gut brauchbar ist. D ieses Kriterium  verändert 
sich in  äußerst weitem B ereich , bei konvektiver Trocknung ist der W ert der 
V eränderung von der G rößenordnung von H underten und kann bei Trocknung  
m it H ochfrequenzstrom  auch die Größenordnung von  Tausenden haben.

Abb. 13. Durchschnittliche P o ten tia le  des W ärme- und Stoffüberganges, in A bhängigkeit
von Lup

A u f Grund der A usführungen kann die A nw endung folgender K riterien  
em p foh len  werden:

T = f i Lu, B i , Pn, Ko, £, Fo,
R

Lu, B im, Pn, K o, £, F o,
R

P = f s Lu, L up, B u, Pn, K o, £, F o, —-
R

( И )

( 12)

(13)

V on  der Trocknungstechnologie sowie von den therm ophysikalischen  
E igen sch aften  des Stoffes abhängig , kann ein Teil der K riterien außer acht 
gelassen  werden. Bei diesen verein fachten  V erhältnissen der K riterien kann  
die Z ahl der allgemeinen A rgum ente auf 4— 5 beschränkt werden.

D ie  Ähnlichkeitskriterien können als technologische K riterien dienen, 
d. h . sie können als technologische Charakteristiken des unter Trocknung  
steh en d en  Stoffes figurieren. Z. B . kann das K riterium  der F euchtigkeitsbe
w egu n g  vo n  K ir p it s c h e w  als K riterium  der R ißerzeugung angew endet werden
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(als Kriterium  der lokalen Zersetzung des Stoffes). D as K riterium  der Phasen- 
änderung kann auch als K riterium  des Überganges bei unter Trocknung steh en 
den wasserlöslichen Stoffen dienen.

W enn K riterium  e gleich 1 ist, erfolgt bei w asserlöslichen Stoffen  kein  
Übergang, bei e =  0 wird der Ü bergang dieser Stoffe ein m axim aler sein.

D ie beschriebenen Forschungsm ethoden der W ärm e- und F eu ch tigk eits
bew egung dienen n icht bloß für die Theorie des Trockungsprozesses als w issen
schaftliche Grundlage, sondern auch für die Theorien der K onditionierung, der 
Lagerung und der sonstigen V orgänge m echanischer und therm ischer B e
handlung von feuchten Stoffen.

In unseren Tagen arbeitet G. A . Ma x im o w  an einem  Verfahren zur Zer
trüm m erung der G esteine, wobei die Zerlegung durch die rasche Erhöhung  
des Innendruckes durch intensive E rhitzung m it H ochfrequenzstrom  erzielt 
wird. D ie K enntnis der obigen Zusam m enhänge trägt stark zur Lösung der 
Problem e bei.

Auch die Forschungen von E . B . K asakow  bew eisen , daß die Lagerung  
von feuchten Gütern m it W ärme- und Feuchtigkeitsbew egung verbunden ist. 
D eshalb werden die optim alen Lagerungsbedingungen den G esetzen des 
W ärme- und Stoffübergangs entsprechend gew ählt. Selbst derartige b iochem i
sche Vorgänge, wie das Quellen des K orns, sind m it W ärme- und Stoffühergang  
verbunden. W enn das Korn F euchtigkeit absorbiert, entw eicht Sorptions
w ärm e, und als Ergebnis des äußeren W ärm everlustes und der Verdam pfung  
sin k t die Innentem peratur des K orns.

SCHRIFTTUM

1. L y k o w . A. W. : Transporterscheinungen in den kapillar-porösen Körpern (Staatl. Technischer
Verlag, 1954).

2. L y k o w , A. W .—Ju . A. M ic h a il o w : Theorie der E nerg ie-u n d  Stoffübergabe (A kadem ie der
W issenschaften der BSSR, Minsk, 1959).

3. Mic h a il o w , Y.: Intern. Journ. H eat and Mass Transfer (Vol. 1, 37, 1960).
4. L e b e d e w , D. P.: Trocknen m it infraroten Strahlen (Staatl. E nergetischer Bücherverlag,

1955).
5. Ly k o w , A. W.: W arme- und Stoffübergang bei T rocknungsprozessen (Staatlicher Energe

tischer Bücherverlag, 1956).
6. W issenschaftlich-technische B ehauptungen der K onferenz für Steigerung der In ten sitä t

des Trocknungsvorganges (P rofisdat, 1958).

ZUSAM M ENFASSUNG

Die Ergebnisse der Forschungen bezüglich  der in den G ütern sta ttfind en den  W ärm e- 
und Feuchtigkeitsbew egungen bilden ein en  irreversiblen Vorgang. D eshalb wird durch die 
Untersuchung der während der Trocknung ablaufenden W ärm e- und Feuchtigkeitsbew egung  
die weitere Entw icklung der Therm odynam ik der irreversiblen Vorgänge begünstigt, d. h. ein 
Zweig der Forschung, dem  eine außerordentlich w ichtige Rolle in  der m odernen W issenschaft 
zukom m t.
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D as Problem der in  den kapillar-porösen G ütern sich abspielenden Vorgänge ist eine 
z en tra le  Frage für die F orschungen , die sich m it der Bearbeitung von  feuchten  Stoffen  und 
in  erster  Linie m it der T rocknung befassen.

Ohne die K enntnis dieser V orgänge ist es unm öglich, den Trocknungsprozeß wesentlich  
in ten siv er  zu gestalten , d ie o p tim alen  M öglichkeiten für den A blauf des Trocknungsprozesses 
zu w äh len , und die besten  struk turellen , m echanischen, physikalisch-chem ischen und biologi
sc h e n  E igenschaften der g e trock n eten  Güter zu erzielen.

DISK USSIO N

I. FÉNYES

In  der T herm odynam ik der irreversiblen Vorgänge bildet das K apitel der instationären  
V orgän ge ein ziem lich vern ach lässigtes Gebiet.

Innerhalb dieses G ebietes ste llen  die Trocknungsvorgänge irreversible Vorgänge dar, 
die  m it verhältnism äßig geringer G eschwindigkeit vor sich gehen.

E in  charakteristischer Zug der T herm odynam ik der irreversiblen Vorgänge ist die 
In terferenz der verschiedenen Transportprozesse. D ies bedeutet, daß beim  gleichzeitigen  
V erlau f von  mehreren T ransporterscheinungen unterschiedlicher Art diese voneinander in  eigen
tüm lich er  W eise beeinflußt w erden. Zur Beschreibung dieses E ffektes war bis zur Zeit nur 
die  O nsagerscheStröm ungsgleichung geeignet. Das W esen  dieser Gleichung b esteh t im folgenden: 
D ie  O nsagerschen K reuzeffekte ste llen  die Folgen des U m standes dar, daß die Leitungsm atrix  
keine  diagonale Matrix ist. E ine andere Gruppe der Interferenz tr itt dann in  Erscheinung, 
w en n  das Produkt aus der E ntropie-M atrix und der L eitungsm atrix n icht diagonal ist. Dieses 
P ro d u k t ist auch dann nicht un bed ingt diagonal, w enn die L eitungsm atrix selbst diagonal 
se in  so llte .

E s folgt aus dem vorangehenden , daß die Erscheinungen, die ihren Ursprung in  dem  
n ich t diagonalen Charakter des P roduktes haben, von  den ursprünglichen offenbar unabhängig  
sin d . D urch  die Lösung des E igenw ertproblem s der P roduktm atrix konnten einige interessante  
E igen sch aften  des zeitlichen V erlaufs der in  den V orgängen vorkom m enden A ffin itäten  (all
g em ein en  Kräfte) aufgeklärt werden.

D er Transport der hier vorkom m enden Größen hängt von  den A ffin itä ten  ab. Dies 
s te l lt  eine Eingenschaft der K reuzeffektinterferenzen dar. Einer anderen Eigentüm lichkeit 
beg eg n en  wir, als sich die H om ogen itä t einzustellen beginnt, wobei die A ffin itäten  einige 
M ale ihr Vorzeichen w echseln  können . Wir haben die Berechnungen für S ystem e, die aus 
hom ogen en  Einheiten bestan den , durchgeführt. Es sind unsere U ntersuchungen auch für 
K o n tin u a  im  Gange. Es war dabei die Feststellung interessant, daß durch die geeignete Verall
gem einerung der Lösungen der k lassischen  L eitungsgleichungen die Lösung der Onsagerschen 
L eitungsgleiehung erhalten w erden konnte.

S. ENDRÉNYI

D ie  allgem ein bekannte E ntw ick lung der Trocknungstheorie führte v o n  den B elüftungs
m o d ellen  durch die K inetik  der Trocknung, durch die K lärung der Rolle der technologischen  
un d  physikalisch-chem ischen E lem ente , durch die D ynam ik  der Trocknung, wo bereits auch 
die versch iedenen Transporterscheinungen eine R olle spielen, zur Theorie über das wahre 
B ild  der Feuchtigkeits- und Tem peraturverteilung, w obei wir bem erken w ollen , daß diese 
T heorien  noch immer m it H ilfe der M ittel der klassischen T herm odynam ik aufgebaut worden 
sind . D ieser Theorie folgte dann die sogenannte Theorie der W echselw irkungen und der K reuz
e ffek te  bzw . die Anwendung dieser T heorie auf den Trocknungsprozeß, wobei bereits die Mittel 
der irreversiblen Therm odynam ik verw endet wurden.

E s bleibt jedoch nach m einer Meinung eine offene Frage, ob —  ausgehend von den 
phenom enologischen G leichungen der klassischen Therm odynam ik, z. B. durch Verwendung 
der Prinzip ien  der sta tistisch en  M echanik —  nicht etw a  ähnliche Ergebnisse h ä tten  erhalten  
w erd en  können. Es dürfte v ie lle ich t eine M öglichkeit bestehen, das Prinzip der W echselw ir
k u n gen  und Kreuzeffekte durch entsprechende Transform ationen in den R ahm en der klassi
sch en  Therm odynam ik einzubauen .
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Bei der A nw endung der M ethoden der irreversiblen Therm odynam ik, in Z usam 
m enhang m it der Lösung verschiedener Aufgaben, begegnete ich  selber den in den Dis- 
kugsionsbeiträgen erw ähnten Schw ierigkeiten , so •/.. B . bei den Problem en der Trennung  
v o n  Gasen und Isotopen . Im m erhin sind die theoretischen Ergebnisse, die au f diesem  
G ebiete erhalten w urden , durch die V ersuche vo llau f bestätigt.

D ie Existenzberechtigung der von  Prof. E ndrényi angeführten M ethoden —  in 
erster Linie in theoretischer R elation  —  liegt außer Zweifel. D ie von uns erhaltenen zah l
reichen Ergebnisse weisen jedoch d arauf hin, daß die M ethoden der irreversiblen Therm o
d yn a m ik  auf dem  theoretischen G eb iete der Trocknung in künftiger Zeit w esentlich  bes
sere Ergebnisse zeitigen werden.

T H E  HEAT A N D  MASS T R A N S F E R  BASES FO R T H E  T H E O R Y  OE D R Y IN G

A. W. I.YKOW

SUM M ARY

The investigation  of heat and m ass transfer, in  capillary and porous bodies, deals 
w ith  an irreversible phenom enon. For th is  reason, the exam ination of heat and m ass exchange  
during drying w ill in  the future aid th e  further developm ent of therm odynam ics o f  irreversible  
phenom ena, i. e. th e  developm ent o f th a t branch of science which is o f essential im portance  
in  the field  of m odern scientific know ledge.

The problem  o f heat and m ass exchange in  the porous and capillary bodies, is the  
central problem w h en  exam ining produ ction  m ethods concerned w ith  processing first o f all 
w ith  the drying o f w et m aterials. W ith ou t the solution o f this problem  it  is im possib le to  make 
the drying processes more intensive, to  choose the optim um  m ethod o f conducting the drying 
process and of obtain ing the best m echanical and structural, physical, chem ical and biological 
qualities in the dried materials.

L ’ÉCH ANGE D E  CH ALEU R ET D E  M A T IÈ R E , BASE DE LA T H É O R IE  D U  SÉCHAGE

A. W'. LYKOW

RÉSU M É

L’étude des phénom ènes de transm ission  de la chaleur et de la m atière dans les corps 
poreux et capillaires, a pour objet un phénom ène irréversible. C’est pourquoi l ’étude de l’échange 
de chaleur et de m atière au cours du séchage, contribue au développem ent de la therm odyna
m ique des processus irréversibles, c ’est-à-d ire au développem ent d’une branche d’études 
extrêm em ent im portantes du point de v u e  des connaissances scientifiques m odernes.

Le problèm e de l ’échange de chaleur et de m asse dans les corps capillaires et poreux  
constitue un problèm e central de l’é tu d e  des m éthodes de travail des m atières hum ides, et 
tou t particulièrem ent de leur séchage. Sans la solution de ce problèm e, il est im possib le d’in ten 
sifier le séchage, de choisir les m éthodes optim a de conduite du procédé de séchage, e t  d’obtenir  
les meilleures qualités m écaniques, ph ysiq u es, chim iques et biologiques des m atières séchées.

ТЕПЛО- И МАССООБМЕН КАК ОСНОВА ТЕОРИИ СУШКИ 
А. Б .  Л Ы КО В 

РЕЗЮМЕ

Исследования по переносу тепла и вещества в капиллярнопористых телах явля
ются одним из разделов термодинамики необратимых процессов. Поэтому изучение тепло- 
и массообмена в процессе сушки будет способствовать дальнейшему развитию термоди
намики необратимых процессов —  этой важнейшей области знаний современной науки.

Проблема тепло- и массообмена в капиллярно-пористых телах является цент
ральной проблемой в изучении технологических процессов обработки влажных мате
риалов и в первую очередь процесса сушки.

Без решения этой проблемы невозможно существенно интенсифицировать процесс 
сушки, выбрать оптимальный режим протекания его и получить наилучшие структурно
механические, физико-химические и биологические свойства высушенных материалов.
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OSCILLOGRAPHIC STUDY OF THE BREAKING OF
LEATHER FIBRES

G. TÓ TH
DOCTOR OF CHEMCAL SCIENCES 

LEATHER WORKS OF PÉCS, HUNGARY

[M anuscript received D ecem ber 23, 1960]

In our previous com m unications [1, 2, 3] an acoustic m ethod  for the 
stu d y  o f the breaking process o f leather fibres was described and data  were 
published w ith respect to the fibre cross-section  breaking per m in u te  as a 
function  o f the load in driving belts. T h ese investigations were continued  
w ith  an oscillograph (m anufactured b y  O rion, AF industrial 9916 ty p e) and 
th e  displacem ents o f the beam, corresponding to  ten  thousand tim es am plified  
crackling noises, w ere photographed b y  th e  attached Photo R ecorder. The 
sen sitiv ity  of the w hole apparatus w as increased by a m etal p late  resonance  
b o x  placed betw een the microphone and th e  leather investigated  (F ig . 1).

A  35 mm long and 180 mm w ide lea th er sample, tapered o ff  on a 10 
m m  stretch  to 50 to 100 sq. mm cross-section , was loaded betw een  th e  jaws 
o f  th e  ten ter described in a previous com m unication  (4). The leath er m ay be 
loaded b y  any dynam om eter, provided th a t  w ith  the help o f a su itab le  trans
m ission the load can be changed n o ise lessly . The resonance b o x  (r) clam ped  
to  the leather (b) receives the sound on an area of approxim ately 20 sq . cm, 
w hile the m icrophone used in the previous experim ents was p laced  directly  
on the leather and had a contact area o f  a few  square m illim etres o n ly . The 
leather-tenter, the resonance box  and th e  m icrophone (m) were p laced  in a 
“ silen t cham ber” covered by th ick , sound-insu lating plates, preven tin g  the 
outside noises from  reaching the m icrophone. The handle o f the ten ter  was 
covered  w ith  so ft sheepskin , so th a t th e  noise o f the slow tu rn in g  o f  the 
pulley  during the test is not unpleasant for th e  hum an ear. The crackling noises 
received b y  the m icrophone are 10,000 tim es am plified by the am plifier (e) and 
tran sm itted  to  th e  oscillograph. The d isp lacem ents o f the beam  appearing on 
th e  screen of the oscillograph were photographed  b y  the Photo R ecorder to 
a m oving film . The am plified crackling n o ises were audible through an earphone 
(H) during film ing.

A ll these m odifications added to  a considerable im provem ent in  the  
sen sitiv ity  of the entire apparatus and th e  single crackling noises becam e more 
clearly audible.

T he breaking o f about one hundred oxhides were film ed and evaluated  
w ith th is apparatus. It is com paratively ea sy  to  count the beam  displacem ents

1 Acta Tcchnica XL. 3 -1 .
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o f th e  oscillograph b y  p lacing under the d evelop ed  reel o f film  a cellu lo id  
p la te , th e  parallel scratches on which correspond to  the 10 mm div isions on  
th e  oscillograph screen (see F ig. 2).

U nder the in fluence o f  “ louder” crackling n o ises o f  greater sound in te n s ity  
(5) th e  resonance box  gives a som ewhat drawn sou n d  and the image o f  dam ped  
beam  displacem ents appears on the film . F ig . 3 shows the oscillographic  
picture o f  the ticking o f a stop  w atch; the sounds fo llow ing maximum d eviation  
are c lear ly  v isib le. H ence, such a group o f b eam  displacem ents —  called  in  
th e  fo llow in g  a ligh t signal —  was evaluated as representing a single crack lin g  
n oise. In  the case o f sm aller crackling noises o n ly  one displacem ent o f  th e  
beam  could  be observed. The ligh t signals on F ig . 2 represent 38 breaks o f  
different strengths.

T he film  in the P hoto Recorder can be turned  w ith two speeds, n a m ely  
w ith  3 .7  and 10.8 cm /sec speeds. As it is possib le  to  discern on the film  lig h t  
signals a t 1 mm distance from  each other, th ere  is a possibility o f cou n tin g  
at lea st 2000 and 6000 crackling noises, resp ectiv e ly , per m inute, w hich  
proved to  be sufficient for evaluation purposes, provided breaking lasted  for 
som e tim e . To confirm  th is supposition a film  w as m ade of the hum o f a lo u d 
speaker sw itched into th e  power supply and th e  film  was turned w ith  3.7  
cm /sec speed. The 50 periods per second can be q u ite  clearly counted in F ig . 4..

N o too  great accuracy should be exp ected  from  these counts. T able I, 
how ever, proves th a t th e  te sts  are reproducible and the order of m agnitude  
of m easurem ents carried out at different tim es is in  good agreem ent. T ests  
w ith  loads in the v ic in ity  o f  the tensile stren gth  are the least accurate, as. 
on ly  a few  crackling noises o f  great in ten sity  are produced and th ey  e ith er  
follow  each other at very  short intervals or b lend  in to  one single noise. In th ese  
cases th e  resonance b ox  becom es superfluous and even  the am plifier m u st be  
tuned  dow n.

S ix ty  m illim etres is th e  largest beam disp lacem ent which the P h oto  
R ecorder is still capable o f  recording. Thus th e  am plification o f the osc illo 
graph m u st keep the d isp lacem ents of the beam  w ith in  th is lim it. The Orion A F  
in d u stria l oscillograph, T ype 9916, has tw o ver tica l am plifications. For th e  
am p lifications o f 1/10, 1/20, 1/30 . . . 1/90 dB  th e  ratio of two subsequent 
d iv ision s o f  th e  scale is 3.16 : 1. These am p lifications served to  regulate th e  
disp lacem en ts o f the beam  in such a w ay th a t th e y  should be less th an  60 
m m , i.e . th a t there shall be room for them on th e  film . The second am plification  
w ith  a d ivision  from 1 to  9 served to set th e  sm allest observed d isplacem ent 
of th e  beam  at 2 m m . In general the sm allest d isplacem ents am ounted to  a 
few  m illim etres when the am plification was 1/40 d B , corresponding to d ivision  
9 on th e  scale.

T he accuracy o f th e  photographs depends also on the method b y  w hich  
th e  load  is applied. In th e  first experim ents th e  load  was gradually increased.
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Table I
Oscillographic count o f broken fib re s  in various oxhides

No.

Exper

Method
of

loading

imént

Date

Description
of

leather

Cross-
section

of
leather 
in sq 
cm 
f

Average
cross-

section
of

fibres
broken in 1 min.

Break
ing

time
min.

Number 
of broken 

fibres in 1 sq. 
cm

l a 11. 1959 veg. tanned driving 0.90 875 000 l 980 000
2 a 19. 12. 1959 belt 0.90 32 200 16 880 000
3 a 19. 12. 1959 Ï9 0.90 48 600 13 700 000
4 a !• 2. 1960 99 0.82 46 000 15 840 000
5 a 12. 2. 1960 , , 0.77 600 000 1 780 000
6 ь 20. 2. 1960 i f 0.75 273 000 2 725 000
7 a 22. 2. 1960 „ 0.75 120 000 6 960 000
8 a 24. 2. 1960 ,, 0.78 130 000 4.5 750 000
9 a 5. 3. 1960 ,, 0.78 161 000 3.5 727 000

10 a 5. 3. 1960 chrome driving belt 0.78 140 000 3.5 628 000
11 a 25. 3. 1960 veg. tan. 0.77 455 000 2.5 1 480 000
12 a 25. 3. 1960 », 99 99 99 0.77 5900 000 0.2 1 170 000
13 c 2- 4. 1960 fat. chrome leather 0.72 184 000 6 1 450 000
14 c 2. 4. 1960 99 99 99 0.72 46 000 24 1 200 000
15 c 20. 6. 1960 99 99 99 0.52 3 400 205 1 350 000
16 c 2. 7. 1960 ■veg. tan. driving belt 0.90 1 600 607 1 122 000
17 c 12. 7. 1960 washed sole leather 0.75 4 900 169 1 100 000
18 c 7. 9. 1960 99 99 99 0.74 17 500 35 840 000
19 c 9. 9. 1960 driv. belt 0.91 12 700 80 1 100 000
20 c 10. 9. 1960 fat. chrome leather 0.53 10 000 90 1 700 000

Average 1 020 000
a =  gradually increased load 
b =  constant load 
c =  decreasing load (isophone load)

and  th e  breaking o f the fibres was periodically  film ed. Later film s w ere m ade  
o f  breaks b y  constant loads. D ata o f the experim ent w ith increasing load are 
co n ta in ed  in Table I I .

In  th e  case o f both  m ethods inaccuracy entered through the circum stance  
th a t  in  th e  last few  seconds o f  th e  breaking process, when nearly h a lf a m illion  
fib res broke, it  was not possib le to change quick ly  enough the am plification  
o f  th e  oscillograph and therefore the d isp lacem ents o f the beam  w ere over 
60 m m , th e  m axim um  w hich could be m easured. Later it  was possib le to  
e lim in a te  th is inaccuracy b y  gradually reducing the load during th e  te s t , so 
th a t th e  in ten sity  o f th e  crackling noises accom panying the breaking o f the 
fib res should  be nearly o f  th e  same order. W ith sufficient care it  can be 
a ch iev ed  th a t at the end th e  leather is broken already by 20 to  30 kg/sq. cm
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Tabic II
Oscillographic f i lm  o f  fib re  breaks in a cold fa ttened  crup butt o f 0.77 sq. cm cross- 

section at increasing load

Load
Number of light 
signals per min. 

n

Amplitude of 
beam displace
ments (amplifi

cation accounted 
for)
A

Average fibre 
cross-section 
broken per 

min.*

m L A

kg/sq. era Duration min. 
m

'  A

123 l 6 2 (A,) 6 6

170 l 510 47 12 000 12 000

199 l 180 315 28 400 28 400
226 l 900 415 186 000 186 000
250 0.5 1600 610 485 000 242 000
270 0.2 2820 1720 2 330 000 545 000

Total 1 013 400

* 1'A nA
л  -  a ;

Calculated for 1 sq. cm : 1.32 X 10e

loads, so th at the crackling noise at the m om en t o f the break is far less loud. 
Loading or fatiguing o f  the leather in th is m anner shall be called isop h on e  
fatigue, or a fatigue o f  constant sound in ten sity . The data in T able I I I  and  
experim ents 13 to 20 in Table I refer to  such  isophone fatigue.

In our previous com m unication 27 A  stood  for the cross-section  of 
fibres broken in one m inute; this expressed in  term s of the sm allest observable

cross-section o f broken fibres is ——  . In th e  experim ents reported here th e
A t

breaking process la sted  som etim es several hours, so that it was n o t a lw ays  
practicable to  film  all the breaks and in  m ost cases shots lasting  5 to  10 
seconds were taken at random. As th is te st  m ethod  is as yet unusual for the  
laboratories o f the leather industry, the fo llow in g  exam ple shall illu stra te  the  
details o f  the m ethod o f evaluation.

The 16.5 cm long section of the film  in  F ig . 2 shows breaks o f  th e  fibres 
over a period o f 4.5  sec at 1/50 dB am plifica tion . (Table II film ed in  th e  second  
m inute.) The am plitude o f the beam  d isp lacem ent corresponding to  th e  least 
audible break was set w ith the help o f th e  second am plification  sca le  at 
1/40 dB am plification  to  2 mm. I t  can be seen  that

the number of <  10 mm signals, taken in average as 5 mm long U i ) was 24

О 1 to о 11 11 11 ,» „  1 5 . .  . .  Us) >, 5

to О to о •1 11 11 i l „  25 i l  ”  0 * з ) i l 2

i t  i l  i l  30— 40 11 11 11 i l

1ЛCO

. .  о  O l) 11 2

i l  i l  i l  40— 50 -г, 11 11 11 11 „ 45 i l  i l  O s ) i l 2

i l  i l  i l  50— 60 ,, 11 11 11 i l „ 55 i l  i l  Oe) « 3

total 38
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Table III

Oscillographic fü r o f fib re  breaks o f  cold fattened driv in g  belt crap butt o f 0.90 sq. cm cross- 
section at isophone loading. Speed o f  f i lm  : 3.7 cm/sec

Film
Initial load 
kg/sq. cm

Length 
of film 

cm 
h

Light
on

Number
j

signals
film

Average
height

mm

Factor 
due to 
amplifi
cation

Average fibre 
cross-section 

broken per min.
E A

A x
No.

Time of shoot
ing mins after 

start

— 0 113 — — 2 (A,) 1 —

1 2 165 7 3 10 3.16 1500

2 1 0 175 2 1 1 0 14 3.16 2350
3 4 5 189 2 2 16 16 1 1300
4 75 189 1 2 6 5 1 280

5 110 184 7 2 2 0 1 640

6 140 180 25 13 2 1 1 1220

7 170 172 10 4 7 3.16 980
8 200 162 10 8 9 1 800

9 240 156 5 2 1 0 3.16 1400
10 300 147 8.5 10 и 1 1440

11 320 133 8.5 5 5 1 325

12 370 117 7.5 4 15 3.16 2800

13 420 97 15 19 24 1 3380

14 460 82 6 6 22 1 2450

15 550 58 17 17 28 1 3120

16 600 30 39 16 13 3.16 1670

— 607 20 — — — — —

Num ber of broken fibres per 1 sq. cm  :

Average  

1610 X 607

1610

0.90
------- =  1.08 X 106

T h e value o f the fibre cross-section broken in  one m inute and expressed  
in  term s o f the sm allest break which can still b e registered is 12,000, ca lcu lated  
from  th e  follow ing form ula:

. 6 Ore
.—  =  [:V i +  15/2 +  25y3 +  35j i  +  4 5 /5 - f  35y6] ———

A i IA1
\h ere  j  — the num ber o f light signals v is ib le  on the film  after su itab le  

am plification,
l =  the length o f  th e  film , in the present case 16.5 cm,
V =  the speed w ith  w hich the film  is turned, in the present case 

3.7 cin sec-  ],
e =  am plification, in  th e  present case 3 .16 ,

A ,  =  am plitude o f  th e  sm allest beam  displacem ent registered, in  the  
present case 2 m m .
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Table II  contains the average number o f crackling noises per m inute (n), 
w hich for th e  exam ple quoted is

n =
60 V

(À  +  7 2 +  7з + 7 4  + 7 s  +  7e) — 510

The average am plitude o f  beam  displacem ents for the exam ple quoted  
w hen am plification  is taken in to  consideration (as compared to Aj  am plifica
tion) is

A  =
5 • 24 +  15- 5  +  2 5 - 2  +  3 5 - 2 +  4 5 - 2  +  5 5 - 3  

38
• 3.16 =  47 m m .

As can be seen from T able I the addition o f  the £  A  values m easured  
at different tim es o f the breaking process and related to 1 sq. cm leather  
cross-section is between 0.7 X 10® and 1.7 X 10® for various types o f  leather. 
Calculating from  Mih a ilo v ’s data (6) the num ber o f fibres passing through  
a 1 sq. cm area o f  the leather produces a result o f  a sim ilar order of m agnitude. 
Thus we have succeeded in increasing the sen sitiv ity  o f  the test to  such a 
degree th a t a t sm all loads, corresponding to  40 to  50 per cent o f  th e  tensile  
strength, the sm allest crackling noises audible register the break o f a cross- 
section w hich has the same order o f m agnitude as a single fibre. Therefore, 
no great error is involved w hen the values in th e  last colum n of Table I are 
taken for the num ber of broken fibres.

Column 5 o f  Table IV show s the to ta l num ber o f light signals (crackling
n=t

noises) £  n registered during th e  break o f the entire cross-section. As accord- 
n =0

ing to the aforesaid A x is th e  am plitude o f  th e  beam  displacem ent registered  
when a cross-section of the order o f one fibre breaks, the division o f  the  
number o f all broken fibres (colum n 4) b y  th e  num ber o f all the ligh t signals 
w ill result in  the number o f fibres broken per ligh t signal (crackling noise) 
(Table IV, colum n 6).

The num ber of fibres broken per light signal w ill depend on the load, 
th a t is to  say  on the period o f fatigue. Table IV  and F ig. 5 show the correlation  
betw een the breaking tim e and the average num ber of fibres at each single  
crackling noise. It can be seen  th at if  breaking lasts for about one m inute  
then each crackling noise corresponds to the breaking o f 500 to 2000 fibres, 
•or whole fibre bundles, while a t smaller loads, w ith  a fatigue lasting for hours, 
only 10 to  20 fibres break sim ultaneously . I t  is d ifficu lt to  count th e  num ber 
o f crackling noises when breaking lasts only a few  seconds, as th e  noises 
merge into each other, but th e  number o f fibres broken during one crackling  
noise o f th is ty p e  m ight be estim ated  at about 10,000 to 20,000. On the other  
hand when fatigue is slow, cross-sections o f th e  order o f  the single fibre break  
gradually one after the other. H ence dynam ic stress o f the leather over several
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Table IV

Correlation beliveen the load, breaking time and the number o f  fib res broken at each crackling noise

1. 2. 3. 4. 5. 6.

Description of leather
Break

ing
time
mins

Load 
expressed 

in percent
age tensile 
strength

Total number 
of fibres 

broken

} Z A0
A\

Total number 
of light signals 

n = t  
Гп 

n=0

Number of 
fibres broken 

at each
crackling noise 
(light signal) 

4 : 5

V eg. ta n . driv. belt crup bu tt 0.2 100 1170 000 600 1950
0.2 100 750 000 1080 700
0.3 100 750 000 460 1630
0.3 100 475 000 610 780
0.5 100 800 000 1200 670'
0.7 100 780 000 1820 430-
1.0 100 780 000 1800 435

Average 0.5 100 790 000 1080 940

V eg. ta n . driv. belt crup bu tt 1.7 96 931 000 2120 440
2.0 95 725 000 3500 206
2.5 91 1 480 000 3000 495
3.5 85 727 000 10100 72

Chrome driv. belt crup butt 3.5 90 628 000 10300 61
V eg. ta n . driv belt crup bu tt 4.5 86 750 000 9600 78

4.5 86 660 000 15000 44
6.2 82 710 000 13300 54

Average 3.5 88 830 000 8500 181

F at. chrom e leather 8 81 1 120 000 19000 59
Veg. tan . driv. belt crup bu tt 13 82 700 000 4540 155

15 82 840 000 41000 21
15 82 840 000 33600 25
16 80 880 000 7850 112

F a t. chrom e leather 24 74 1 530 000 74000 21

Average 15 81 985 000 28000 64

W ashed sole 1. crup butt 35 70 840 000 30000 28
V eg. ta n . driv. belt crup b u tt 80 65 1 100 000 44000 25
F at. chrom e leather 84 66 790 000 110000 7

90 67 1 700 000 92000 18
W ashed sole 1. crup butt 169 62 1 100 000 82000 13
F at. chrom e leather 205 70 1 350 000 150000 9
V eg. ta n . driv. belt crup b u tt 607 64 1 122 000 83000 13

Average 181 66 1 140 000 85000 16

hours approxim ates the conception o f fatigue and m ight be used for judging  
th e  q u a lity  o f the leather.

Isophone fatigue is th u s suitable for form ing a judgem ent on th e  quality  
o f th e  leather. A far greater difference was found between the areas o f  the  
isop h on e diagrams o f poor and good quality  leathers than betw een th e  ten sile  
stren gth s o f  the same.
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W ear and fatigue o f the leather are determ ined b y  the correlation b etw ee n 
the extent and duration o f the load and the fibre cross-sections broken. I t  would  
be easiest to  present the three factors by a space diagram . Taking one o f the  
three factors as constant, either  
the isophone diagram  or
the correlation betw een  the num ber of fibres broken and tim e or 
the correlation betw een the num ber of fibres broken and the load

10 20 30 40 50 60
b r e a k i n g  t i m e ,  m i n s

Fig- 5

can be presented along th e  tw o coordinates. The latter tw o correlations can 
on ly  be studied on oscillograph film s, thus their determ ination is cum bersom e, 
w hile the isophone diagram  can be easily constructed  b y  auditive or oscillo
graphic control w ith ou t film ing.

F ig. 6 show s the isophone breaking diagram  o f a destroyed and a good 
q u ality  sole leather. The destroyed leather was prepared b y  w ettin g  a good 
q u ality  sole leather w ith  a 10 per cent sulphuric acid solution, follow ed by  
th e  drying and thorough w ashing of the leather (pH  3.4); the tensile  strength  
o f  th is leather was 140 kg/sq. cm . The tensile  strength  o f a leather sam ple 
taken from the v ic in ity  o f  the destroyed was m easured w ithout sulphuric 
acid  destruction after h av in g  been washed w ith  w ater. The result was 202 
kg/sq . m.

Both sam ples w ere loaded b y  85 to 90 per cen t o f  their tensile  strength  
and th e  load was gradually decreased so th a t the m icrophone on th e  resonance 
b o x  should alw ays register an approxim ately iden tica lly  loud noise. The load 
w as registered every m inute. The loudness o f  th e  noise was sim ultaneously  
judged by earphone and b y  the observation on th e  screen o f the oscillograph.
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kg/cm

10 20 30 ЛО 50 min

Fig. 6

The ra tio  between the tensile strengths o f the sam ples was 1 : 1.50, but the  
ratio  o f  th e  areas of the isophone diagrams was nearly 1 : 4.

Crackling noises due to  th e  breaking o f the fibres can be easily  observed  
w hen  th e  leather is torn. A s sm aller loads are needed for continuing the  
tear in g  o f  the leather, tak in g  o f  isophone diagram s does not require quite 
as m u ch  care. Some further experim ents o f th is  typ e are notv in  progress.
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SUM M ARY

T h e crackling noises w hich are audible when leather breaks were photographed w ith  
the help  o f  an oscillograph and the stren gth  and frequency o f the ligh t signals were determ ined. 
D uring th e  breaking of various o xh id es o f 1 sq. cm cross-section the break o f 0 .6  X 106 to 
1.7 X 10® fibres could be observed. T he experim ents ind icate th at the sm all noises audible  
when th e  load  corresponds to 40 to 50 per cent o f the tensile  strength signal the break o f cross- 
section s o f  approxim ately the sam e order o f m agnitude as th e  single fibres. T he area of the  
iso p h o n e  break diagrams taken at equa l sound in ten sity  m ight he used for form ing a ju d ge
m e n t o n  th e  quality of the leather.
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U N T E R SU C H U N G  D E S R E ISSE N S VON L E D E R F A S E R N  MIT H IL F E  D E S
O SZILLO G RA PH EN

G. TÓTH

ZUSAM M ENFASSUNG

Die beim  Zerreißen von Leder hörbaren K nalle wurden m it Hilfe eines O szillographen  
photografiert und die Stärke und H äufigkeit der L ichtsignale wurden bestim m t. B eim  Zerrei
ßen von 1 cm 2 Q uerschnitt von  verschiedenen R indsledern wurde das Reißen v o n  0,6 • 106 . . . 
1,7 • IO6 Fasern beobachtet. D ie  Versuche weisen darauf hin, daß die bei einer 40— 50% der 
Z ugfestigkeit entsprechenden B elastung hörbaren kleinen K nalle schon das R eißen von  Quer
schnitten  anzeigen, die den D im ensionen der einzelnen Fasern entsprechen. D ie F läche der 
bei gleicher Schallin tensität aufgenom m enen Zerreißdiagram m e dient zur K ennzeichnung der 
Q ualität der Ledersorten.

É T U D E  D E  LA R U P T U R E  D E S F IB R E S D E  CUIR  
AU M OYEN D E  L ’OSCILLO GRAPHE

G. TÓTH

RÉSUM É

La crépitation  perceptible à l ’essai de traction  des cuirs a été photographiée à l ’aide 
d ’un oscillographe, et on a déterm iné l ’intensité et la fréquence des signaux lum ineux. Aux  
essais de traction  des différents cuirs de boeuf, on observe des ruptures de 0,6 ■ 10e à 1,7 • 106 
fibres. Les essais m ontrent que les faibles crépitations perceptibles en cas de charges correspon
dant à 40— 50%  de la résistance à la rupture, signalent déjà la  rupture de sections correspon
dant aux dim ensions des fibres individuelles. L ’aire des diagram m es de traction  isophones, 
relevés à in tensités sonores égales, sert à caractériser la qualité des cuirs.

ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗРЫВА КОЖЕВЕННЫХ ВОЛОКОН С ПОМОЩЬЮ
ОСЦИЛЛОГРАФА 

г. тот  

РЕЗЮМЕ

Треск, слышимый при разрыве кож, был сфотографирован с помощью осциллографа 
и была определена сила световых сигналов, а также их частота. При разрыве различных 
яловок сечением 1 см1 можно было наблюдать разрыв волокон в количестве 0,6 • 10е— 
1,7 • 10е. Опыты показали, что при нагрузке порядка 40— 50% сопротивления разрыву 
слышимо потрескивание, уже сигнализирующее разрыв сечений, соответствующих раз
мерам отдельных волокон. Изофонные диаграммы разрыва, снятые при идентичных звуко
вых интенсивностях, служат для характеристики качества кож.
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THE PART PLAYED BY THE CAPACITIVE COMPONENT 
IN THE MEASUREMENT OF ABSORPTION CURRENT
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1. Absorption at constant voltage

The phenom ena o f an absorption current m ay be observed in  a large part 
o f  th e  solid insu lation . I f  a capacitor iso la ted  w ith  such a m aterial is connected  
to  a D C  vo ltage (F ig . 1), additional charges w ill be stored w ithin th e  insulation , 
w hich w ill again be released when the capacitor is discharged. T he variation  
o f  current is shown as a function o f tim e in  F ig. 2.

Rs

F ig . 1

F ig . 2

The tim e required for a steady sta te  to  be established, differs greatly  with  
th e  m aterial used and m ay vary in order o f  m agnitude from /tsecs. to  weeks. 
In  th e  case o f  an oil-im pregnated paper it  is a m atter of m inutes, w ith  mica- 
based lam inated insulation , o f  a few  hours.

From  the practical point o f v iew , absorption currents are in teresting  not 
on ly  because, in the case of DC  vo ltages, th e y  exercise a su b stan tia l influence
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on th e  tim e needed for a stea d y  sta te  to develop in  capacitors, but also because  
m easurem ents o f  absorption currents are used to  check the insulation o f  e lec
trical m achines, equipm ents, etc., since the m agnitude of the absorption cur
rent is , to  a certain ex ten t, characteristic o f  the inhom ogenity o f th e  in su l
ation  [1].

According to the v iew  generally held at present, the charging current i t 
m ay be resolved into  several com ponents,

h  —  le  +  »c +  i a +  »a irr ■

The stea d y -sta te  leakage current

(1)

(2)

is determ ined b y  th e  ratio o f the voltage to  in su lation  resistance. In  th e  
expression

U
h  =  D exP

K s

(3)

for th e  capacitive com ponent, R s is the resu ltant o f  all the series resistances, 
th e  tim e  constant 0 S =  R SC  is the product o f  th e  sam e series resistance and o f  
the resu ltan t parallel capacitance C, the capacitance C is a value m easured b y  
con ven tion  at an industrial or other audio-frequency. The absorption com 
ponent is  generally approxim ated b y  expression

ia =  k C U r n, (4 ),

due to  Curie, where th e  storage factor n has generally  a value smaller th an  1 
and к is a constant, characteristic of the m aterial. T he irreversible absorption  
iairr is th e  part o f th e  charging current over the calculable com ponents, w hich  
m ay, how ever, not alw ays b e observed. In th e  fo llow ing this com ponent w ill 
be n eglected .

W hen discharge tak es place, only the com ponents due to absorption and  
cap acity  appear, i. e.

»ft =  »c +  i'a  ■ (5)

The resistance and tim e constant in the capacitive com ponent depend on th e  
circuit va lu es, while th e  absorption current is a mirror im age o f that observed  
during charging, so th at

» 0  =  —  » « ( *  —  lrz)

trz
and th e  fu lly  absorbed charge j ia d t , is discharged.

о

(6>
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In the form ulae 1 — 6 discussed so far — which are in general use in  the  
literature on the subject —  it has been presum ed that the vo ltage U  across 
the capacity  is constant. In actual fact the v o ltage  U  cannot alw ays b e regarded  
as constant, for the com ponents due to  cap acity  and the absorption current 
cause a changing voltage drop across the resistance R s and the v o lta g e  across 
the condenser w ill change correspondingly.

2. Absorption at voltage w hich varies with time

In the case o f a varying voltage on ly  the leakage com ponent m ay be 
directly  determ ined, the capacitive and absorption com ponents b ein g  subject 
to  th e  principle o f superposition. The la tter  m ay be determ ined w ith  th e  aid of 
Duham eTs integral. The capacitive com ponent is

n

w hile th e  absorption com ponent is

t
=  f f c C .  l / ( r )  ( t - T ) - " d T .

0
( 8 )

The integrals m ay, however, not be determ ined directly, for U(x)  is itse lf  a 
function  o f the capacitive and absorption com ponents.

I t  is therefore useful, w ith  the m ethods o f the operator calculus, to  deter
m ine the resultant charging current if(t), w hence the voltage w ill be

U ( t ) =  •*,(»), (9)

where U 0 is the internal voltage of the vo ltage  source. K now ing th e  voltage, 
the individual com ponents o f the current m ay also be calculated w ith ou t the 
application  o f D uham el’s integral, for

and

I e  (*) =
17(0

R .

U  n R*
R . R .

i ' (l) =  c Æ â -  =  - R . c
dt dt

( 10)

( П )

w hence also considering (1),
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ia =  i, — I e — ic =  Оt
di, R e

1 T  +
R ,

R,
U  « 
R .

( 12)

Form ula (12) furnishes a direct relation betw een  th e  absorption com ponent and  
the charging current.

T he relations in v o lv ed  m ay be discussed w ith  the aid o f the equ ivalent 
circu it o f  Fig. 3, i f  a v o lta g e  step U 0 is connected  to  the input term inals o f  the  
circuit shown there. R s in  th is figure is th e  resu ltan t o f the series resistances,

F ig. 3

C is th e  capacitance o f  the insulation being in vestigated , R e is its insulation
U  .

resistance, while R a =  - 7 -  is the operator form

R a (P ) =
_  1
A p n

(13)

o f th e  resistance incorporating the absorption (A ppendix, Section 1, exp res
sion 1 .1), where A  =  kC Г  (1 — n). According to  th e  mode of calculation pre
sented  in  the A ppendix (expression 1.4), th e  operator expression for th e  cur
rent is

■ / \ _  ^ 0  . _______ 1 +  PR e C +  Pn Re -A_______
P (Rs +  Rc) + PRs ReC + p " R sReA '

The determ ination  o f th e  inversely  transform ed h(t)  o f  the Laplace transform 
ation  fu nction  it(p) for th e  cases of n =  0  and n  =  0 0  does not present a n y  
particu lar difficulty. T he transform ation is n ot m ean t for the case o f n =  1, 
but th e  d ifficu lty  m ay be overcom e if  the absorption current is w ritten  in  
the form

ia =  kCU  (t +  t0) n. (15)

This is , m oreover, ju stified  from  the physical p o in t o f view , for at the tim e  
t =  0, th e  current cannot be infinite. Calculation w ith  the expression (15) is, 
how ever, fairly com plicated and the retransform ed form  has not been success
fu lly  expressed w ith  fam iliar functions. The determ ination of the inverse  
.function  for values o f  n other than  the above, requires considerable w ork,
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while it  has on ly  been possible to  derive it  in  a closed form, with know n fu n c
tions, in exceptional cases.

The case o f  an insulation w ith  no absorption  current is where n =  oo. 
In  this case R a =  oo and the requisite calcu lations are contained in S ection  2. 
o f  the A ppendix.

The current w ill then be

and the voltage

=  U  „ Re
R s +  R e

1 1 t Y
-----l~ -  ex P ----------

Re Rs

u  =  u n Re

R S +  Re
1 — exp

(16)

(17)

while the tim e constant is 0 , =
R s R  eC

R s  +  R e
R ,

+  —R,
The sam e relations are valid  if  the absorption current is small, i. e. ia ^  l c 

and ia <§ I e• The course o f the voltage in tim e is then determined so le ly  by  
th e  capacitive com ponent. The relations m a y  be applied as good ap p rox im a
tions i f  the absorption com ponent is not sm all, but the only desired is to  deter
mine the part played b y  the capacitive com ponent.

According to  expression (17), the v o lta g e  approaches its s tea d y -sta te  
value in  pursuance o f the relation

J 7

^const.
=  1 — exp (18)

and reaches a (1 — h) ratio o f  the u ltim ate va lu e at tim e

h
(19)

as set out in form ula (2.8).
Another in teresting feature from the practical point o f view  is th e  ratio  

o f  the capacitive com ponent to the leakage current, which m ay be determ ined  
from the equation

exp

1
( 20)

(c. f. expression 2.7), the set o f curves ob ta in ed  being shown in F ig . 4 . The 
value (90 =  R eC which occurs in  the expression is the tim e constant ch aracter
istic  o f the self-discharge o f the insulation.

2 Acta Technics XL/3—4.
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A ccording to the calculations set out in  th e  Appendix (equation 2.10),. 
th e  ca p a citiv e  com ponent decreases to 100 h percent of the leakage current,, 
in  t im e  To, where •

To =  T, A  0 ,  In 0 0  . (21)
O,

The t im e  T» is always greater than Tj, the difference being the greater, as the
0 O .

r a t io — -  is greater (F ig. 5).
0 ,

Fig. 5



The developm ent o f  the relations in tim e, is especially im portant in th e  
case of the m easurem ent o f absorption currents in  insulations. The procedure  
in m aking m easurem ents o f th is typ e is to  register the pattern of the charging  
or discharging current in  tim e, and obtain th e  absorption com ponent b y  su b 
tracting the stead y-sta te  value. The resolution in to  com ponents m ay on ly  be  
carried out thus, i f  the capacitive com ponent is negligible and does not su b 
stantia lly  influence th e  process, for i f  this is not th e  case, false conclusions  
could be drawn. The condition o f the insu lation  on ly  affects the absorption  
com ponent, the value o f  the capacitive com ponent being m ainly influenced b y  
the m agnitude o f  the circuit param eters. W ith th e  help of Fig. 4, it is possib le  
to  estim ate the tim e after which the capacitive com ponent m ay be n eglected . 
In the case o f large capacitances, this tim e m ay be quite considerable. In  prac
tice an error of 1— 2 percent is generally perm itted  in the measured value, w ith  
the aim o f 1 percent (h =  0,01) the voltage m ay be regarded as constant after  
a tim e Tx =  4,6 0 t, w hile from the point o f  v iew  o f the negligibility o f the capa
citive com ponent the tim e Tv  calculable from  formula (21), is to  be con 
sidered.

The role o f the relations in tim e —  the im portance of correctly determ in
ing the experim ental tim es in agreem ent w ith  th e  circum stances o f m easure
m ent —  is well illustrated  by the following exam p le. The desire is to  exam ine  
the condition of the insu lation  o f a turbo-alternator b y  means of a m easure
m ent o f the absorption current. The capacitance C, o f  the insulation is 1 ,uF, 
the insulation resistance R e =  200MO, the tim e constant o f the in su lation  
&n =  R eC =  200 secs. The internal resistance R s o f  one voltage source, th a t is 
available for the m easurem ents, is 1 MO, the tim e constant 0 t o f the charging  
current 1 sec. The v o ltage  reaches 99 percent o f  its  u ltim ate value after a tim e  
T1 =  4,6 &t =  4 ,6 secs, a t the same tim e the cap acitive  current only falls below  
1 percent o f the leakage current after a tim e T2 =  Tx -f- 0 t In 200 =  9,9 secs. 
I f  the same test is carried out w ith an insulation  tester with an internal resist
ance R s o f 10 MO, Ot =  9,5 secs and the vo ltage can be regarded as stead y  after  
Tx == 4,6 0 ,  =  44 secs, while the capacitive com ponent drops to 1 percent o f  
the leakage current after the passage o f T2 =  7,64 0 , ^  72 secs.

In classifying insulation , it is a frequent practice to refer the m easured  
values to  those determ ined at 15 secs. In the ab ove exam ple this w ill present 
no d ifficu lty  in the first case (with R s =  1 MO), but in the second case  
(R s =  10 MO), it w ill g ive com pletely false resu lts, for after 15 secs the v o ltage  
xvill be 79 percent o f  the u ltim ate value, and th e  capacitive com ponent is 5,47  
tim es the leakage current. It is obvious th a t in  the second case either the  
15 sec. reference basis m ust be abandoned, or else —  and this is the preferable  
course —  a voltage source w ith an internal resistance of 10 MO m ust not be 
used. U nfortunately  efforts are frequently m ade, to  determ ine the absorption  
current w ith insu lation  testers or meggers o f such an internal resistance.

CAPACITIVE COMPONENT IN THE MEASUREMENT OF ABSORPTION CURRENT 2 4 3
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I f  th e  experim ental apparatus is correctly  chosen, the condition  R e R s 
is fu lfilled  and the expressions 16—21 m ay th en  be sim plified. Since

R„

it  is possib le to use the tim e constant 0 S instead  o f &t.
T he case of n =  0 corresponds to a con stan t resistance connected  parallel 

to  th e  insulation  resistance. The treatm ent is identical to the case for n =
R  R

o n ly  in  place of R e the expressions h a v e ------—a —. This condition is fu lfilled  in
R e-\-Ra

th e  case o f absorption current m easurem ents carried out with certain  specific  
v o lta g e  programs [1].

T he Research I n s t itu te . for M athem atics has calculated th e  inverse
1 2transform ed functions for th e  cases o f n =  — and n =  — , while th e  functions
2 3

it(t) are th e  expressions 3.9, 3.11 and 3.14 w hich appear in Section  3 o f  the  
A p p en d ix . The formulae are —  even in their  sim plified form —  fa irly  com pli
ca ted  and not particularly su ited  to  practical calculations, so th a t it  is advis
able to  use an approxim ate m ethod o f treatm en t, that will lead to  sim pler 
rela tion s.

3. Approximate m ethod for investigating absorption currents 
w ith  varying voltage

T he com plexity o f  the calculations is caused by the Curie expression  (4) 
for th e  absorption current. The m athem atical treatm ent is considerably  
sim pler, i f  the currents m ay  be approxim ately  represented b y  exp onentia l 
fu n ction s. The curve for th e  absorption current m ay be approxim ately replaced  
b y  th e  sum  of exponentia lly  decreasing com ponents

„  m 1
i „ =  U  S ’ -----exp

Ú  R,
( 22)

w here 0 ,  =  R f i i  and F ig . 3 m ay be changed to  F ig . 6, in which th e  effect of 
ab sorp tion  is represented b y  th e  sum  o f series relaxation  terms R, —  C,.

/?s

R„
C„

F ig. 6
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According to  th e  derivation  in Section 4 o f  the A ppendix, th e  current 
obeys the expression (4.6). It is apparent from the formula that th e  character
istic  equation will h ave (m -j- 1) roots, i. e. the charging current can be com 
posed o f the sum o f th is number o f exponentia lly  decreasing com ponents, 
where m is the num ber o f relaxation term s necessary to produce th e  absorption  
com ponent. In a great m ajority o f cases the absorption curve m ay be produced

F ig .  7

from  2 or 3 com ponents [2], beyond a certain duration even one com ponent 
w ill furnish a good approxim ate value.

I f  desired one can find when th e  vo ltage m ay be regarded as steady  
it  is sufficient to  consider only the com ponent w ith  the largest tim e constant^

B y  w ay of an exam ple, F ig . 7 shows the resolution into com ponents o f th e  absorption  
current curve obtained w ith  the insu lation  of a turbo-alternator. The construction  shows 
th a t an excellent approxim ation to  the curve m ay be obtained w ith  three com ponents. The 
approxim ate expression for the absorption is

1 0 - U ,

The results o f construction  are sum m ed up in  T able 1.
T he values taken for th e  calculation o f th e  specific  values were: C =  0.1 f iF ,  R e =  1400 

М Д, R s — 1 M Q  (the m easuring resistance during discharge). The characteristic tim e con

sta n ts  were: ©s =  Rs C =  0,1 sec., ®0 =  R eC  =  140 secs., the ratio o f the series resistance to

the insu lation  resistance was-=^- =  7.15 • 10~ 4.
Re
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Table 1

Number of 
Component & l  secs. R ;  M Q Q /-F k i

R , R {

R ,

1 2.85 313 3320 0.0938 0.938 3.02 • IO“ 4 2.37
2 12.2 26.3 845 0.031 0.31 1.28 • IO- 3 0.605
3 23 5.1 411 0.0124 0.124 2.43 • IO“ 3 0.294

T he formula (4.6) in  th e  Appendix, th eo retica lly  enables the currents to  
be determ ined for any num ber of relaxation com ponents. H owever, the m any  
exp on en tia l terms render th e  calculation awkward and it is frequently sufficient 
to  consider only one tim e constant, i. e. one re laxation  com ponent. In  the case 
o f  a single relaxation com ponent it is enough to  treat the equivalent circuit

Fig- 8

o f  F ig . 8 . According to  th e  determ ination o f S ection  5 of the A ppendix, the  
charging current is

h =  U o D , D +  I  [ A  exP(«i f) +  A 2 exp(«2 í)] I , (23)
( T  -l*s

w hile the decaying con d u ction  com ponent is

i a = U  0

+

------- 1----------b Ca 1
R , R.

А г exp (a 1 1)

7 ' +  7 ^  + Ca2 |A 2 exp  (a2 t)

(24)

T hus, though the process o f  absorption has on ly  one relaxation tim e constant© ^
th e  absorption current is —  because o f the change in  voltage —  the resultant

„ . . . 1 1
o f  tw o  com ponents, th e  tim e constant of which i s --------- a n d ----------' The currents

ы1 a2
and th e  various re la tive  ratios m ay be ca lcu la ted  from the expressions 
(5 .5 )— (5.18).
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T he change o f  vo ltage  w ith tim e, m ay be described by the function

U = U 0 Re

R s +  Re
A  J exp(aj i) — A 2 exp(a2 t) . (25)

According to  expression  (5.18), the ratio o f the capacitive com ponent to  
the other com ponents is

I e +  l’a

where

and

Rs
R s  i Re

, (26)
-f- A 1 exp

0 .
Ao exp

0 .

m, A± exp — m 1
0 ,

m 2 A 2 exp mi
0 .

m l — a2 0 S [a + ] /a 2 — c] 0 S 

m 2 — — a2 0 S [a —f a 2 — c] 0 S

1 1
1 + R s 1 +

©7 2 «1

1 C . R s 1 + Rs
02^  s c 7 «1 R e

(27)

(28)

T he ratios calculated b y  means o f equation (26) are shown on Fig. 9.
The figures show , th a t the condition R s R e does not alw ays mean that 

the capacitive com ponent will decay rapidly. In som e cases the capacitive  
com ponent m ay on ly  be neglected after a fairly long period o f tim e, even if

the value o f —— is sm all. For instance, in the case o f the curves o f F ig. 9/d.
ReЛ П D .

i f  к  =  —— =  0,1 : —— =  10~3 and —— =  10—2 , at a value o f  20 for ---- ,
c  Re R, 0sП D

— ------ĉ l 0,07. For one of the curves o f  F ig . 9/6, if  к =  1; —— =  10- 3 ; —— =
Ie +  ia . R e R 1
=  1, at a value o f 20 fo r -—- ,  ———^-г=»-0,1 . This m ay m ean that for the

0 s  ^e “Ь
testin g  of an alternator w ith an insulation resistance R e o f 1000 MÍ2 and a 
capacitance C o f  1 /iF , i f  a voltage source w ith an internal resistance R s of 
1 M fi is used, the capacitive com ponent after 20 secs, has a value around 10 
percent of the other tw o com ponents.



248 GY. VAJDA

Fig. 9c

CC|C£
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The graphs of F ig . 9 are som ewhat d ifficu lt to peruse and th eir  appli
cation requires a certain am ount o f com puting. In practice the charging resist
ance R s is usually  sm all, in which case the conditions R s R e and R s R 1 
are fulfilled.

According to the calculations in the A ppendix , we then h ave

moreover

1 , 1and a9 =  — -----,

«0

and
* в , •

(29)

(30)

while the ratio o f the capacitive current on the basis o f (5.28) is

R ,
—  ex PI -

h —
R 0 .

+  -
R . 6>
R 1 0 , -  0 ,

exp
0 i  0 , 1

К  +  *a 1 + A
R,

exp  - 0 .

&i 0 ,

(31)
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T h is enables a much sim pler fam ily o f curves to  be constructed. Graphical 
representation  is easier i f  (31) is rewritten in  th e  normalised form

Í * R s l 0  s *

1 0 , R i
ел exp  
Л  — 1 01 0 S- 1 ------1

Ô . S

1 4-
* 7 exp

0 ,  t (32)

T he corresponding fam ily  o f  curves is show n in F ig. 10. For the sake o f  com 
p leten ess, the figure also show s the curve corresponding to the norm alised  
form  o f  expression (20), w hich reads

exp -
t

h 0 S )

R c 1 — exp
f

R s 0 .S

(33)

wrhere h =  ~

th e  cases o f

ia =  0 and R s $> R e. The curves have only been show n for 

=  10 and 100. I f  g> fJs

ex p
h

t +  . _ 0.s e x p 0 S *
0 , +  R , 0 ! 0 i  0  s

R e l R e 0 S t

R s R l 0 i 0S

ex p
t

7 r
0  s

0  s 0 i

1 R e1 -1------ 1
R i

(34)

0 i  .
An increase b \r one order o f  m agnitude in the ratio ^  is then equivalent to  an

«1increase b y  one order o f  m agnitude in —— . In  th e  set o f curves o f  F ig. 10 it
R s

R iw as m ore suitable to a l lo w -----be the param eter, for the indexing o f the graphs
R s

is th u s m ore simple. In  order to  use the graphs it  is necessary to know  certain  
ch aracteristic  values. The resistance R s is determ ined  by the voltage source 
and oth er series resistances th a t m ay be present. I ts  value may be regarded as
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known, and if  it is not know n it m ay be measured w ith  relative ease. The order 
of m agnitude o f the insu lation  resistance R e o f  the insulation  and o f  its capa
c ity  C is also generally know n, or if  not, th ey  can be determ ined b y  means of 
sim ple m easurem ents. There are usually good average values availab le for the 
order o f m agnitude o f  the tim e constant o f  the absorption current for each 
particular insulation. I f  th is is not the case, a graph o f the absorption current 
taken in the course o f a prelim inary test will perm it it  to  be estim ated , or else 
it  m ay be obtained b y  construction , using the procedure shown in F ig. 7. The
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tim e  constant (9S is easy  to  ca lcu la te  if  R s and C  are know n. The on ly  problem  
is  th a t  involved in determ in in g  the resistance f?j. As a rule R 1 R e and it is 
freq u en tly  unnecessary to  fin d  it , for the graphs coincide over a considerable 
stre tch . I f  nevertheless it  is  necessary to know  R ^  the best is to  find  the part 
o f  th e  capacity, Cv  th a t corresponds to absorption. This m ay be m easured as 
th e  difference between th e  s ta tic  capacity (Cs) and the capacity  C measured  
w ith  A C  (Cj cs«: Cs ■— C), or else the m ethod o f A lexeyev  m ay be applied [3].

в 1
I f  th e  capacity  Cx is k n ow n , R 1 =  —  can be calcu lated . The graphs on F ig. 10,

0 i R e R l
i f  th e  order of m agnitude o f  -  ■> —— and —— is know n, enable an estim ate to  be

Ŝ R S R S
m ad e o f  the m ultiple o f  th e  tim e constant 0 S, a t w hich the capacitive com -

R e
p o n en t w ill fall below the desired  ratio. The value o f -----which appears on the

R i
, R e R e R sfigu res m ay be calculated w ith  the help o f —— “  —— • -----.

R i R S R i
If, moreover, beside th e  above, the condition  R e <g R x is also fulfilled, 

th e  expression  (33) w ill p rov id e an approxim ation th a t is sufficient for practical 
p u rp oses.

Conclusions

W hen measuring ab sorp tion  currents, it  is im portant to m ake sure that 
th e  cap acitive  com ponent shou ld  not falsify th e  results. This m ay generally  
be ach ieved , if  all the resistan ces joined in series w ith  the insu lation  to  be 
te s te d , including the in ternal resistance of the source o f vo ltage, are sufficiently  
sm all.

In  practice, the in v estig a tio n  of the part p layed  b y  the capacitive com 
p o n en t is frequently not undertaken , which m ay in  som e cases be a source o f  
considerable error. This is w h y  it  is advisable separately  to  m ake certain, that 
th e  cap acitive  current does n o t influence the results o f  m easurem ent w ithin  
th e  range being exam ined. I f  th e  absorption current is sm all, it  is possible w ith  
th e  h e lp  o f  the set o f curves in  F ig . 4 to estim ate beyond which point o f tim e  
th e  cap acitive  com ponent m a y  be neglected from  the point o f v iew  o f the 
ex a m in a tio n  in hand. I f  the absorption  current is rela tively  large, th is estim ate  
m a y  b e m ade with the help o f  th e  set of curves in  F ig . 9, w hile i f  the charging 
resistan ce  is sufficiently sm all, th e  graphs of Fig. 10 m ay also be used to obtain  
a good  approxim ation. The form ulae set out in  the paper also provide an 
o p p o rtu n ity  for undertaking a n y  subsequent correction o f the results o f m easure
m en t, th a t  m ay prove n ecessary . The expressions here published also m ake it 
p ossib le  to  estim ate the tim e w hen the voltage across the term inals o f the  
in su la tio n  m ay be regarded as steady.
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The m ethod set out in the paper m ay be applied  not only for an in vestiga 
tion  o f absorption current, but also for all relaxation  processes in w hich , 
w hile a constant v o ltage  is acting, the current flow ing in the insu lation  d e
creases in the course o f  tim e. It should be m entioned , that due to the change o f  
voltage w ith  tim e, absorption current can itse lf  not alw ays be treated  in  the 
m anner usual in the literature. The m ethod o f  calculation presented in  th is 
paper, how ever, m akes it  possible to carry out an y  corrections th at m ay prove  
necessary.

Appendix

1. Determination o f  the Laplace transform o f  the charging current 

The operator form  of the absorption resistance is

1
U i ( p )  _  U j ( p )  P

R a ( p )  = »01 (P) k C  J  e ~ p,t~"dt  fcC -7^ 1—  
6 P

1 1 1
kC Г ( \  — n) p " A p n

The resultant adm ittance o f the three com ponents connected  in parallel in fig . 3. is

_ _ b r  =  pC +  J _  +  ^ 1 4“ pRe C 4" pn Re d
li

the resultant im pedance o f the whole system  is

(Ks 4 Re) 4  p R s  Re C ±  Pn RsRe  1 
1 4- p R e C +  p n R e A

W hen a vo ltage  U 0 is connected , a current

Ze ( p ) = R s +  Z l (p )  =

4 (p )  =

■will flow , where

U o ( p )
Z e (p)

1 4- pR e  C  4- p" Re A
P (Rs 4- R e) 4- p R s R e C +  p n Rs Re A  

Ua
[ d - f ( p )  4- e g (p )  4- h(p)]

f ( p )  =

g (P) =  

h(p) =

p  +  ap  

p"
P(P  4- a p n 4- b)

1
p ( p  +  ap" +  b)

and the various sym bols signify as follows:

c  = m i - n ) . b = ^ ± ^ — i ; , c =  R,ReC ,

R e C, e =  R ,  A .

( 1. 1)

( 1. 2)

(1.3)

(1.4)

(1.3)
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2. D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  c h a r g i n g  c u r r e n t  i f  t h e  a b s o r p t i o n  c u r r e n t  i s  n e g l i g i b l e

I f  the storage factor n  =  » ,  according to  expression (4) i a =  0, therefore R a =  
T he problem  is sim plified  to  th a t o f  charging an R C  circuit. The current is

4 (P) =
Ua 1 -f- pRe C

( 2. 1)

( 2. 2)

P (R s +  Re) +  PRs R r C

w h ich  m a y  be transform ed back to

■'(i) = v * RsT R e [ к  + к  ex" ( -  k ) ]

where 0 ,  =  =  R  ^ R '  &s =  f t k + R ,  в ° '

0 O is  th e  tim e constant Re C o f th e  insu lation  itse lf, 0 S the series tim e constan t R s C. The 
v o lta g e  is

Rpu = un R< Un
R s f  R e [■

th e  leak age  current

U
Rp 1 exp

' "  R s +  Re I

and th e  capacitive com ponent o f  th e  current

• _  r  dU _  . 
l c ~ L dt  ~ 1‘ e R

T he va lu e  of the voltage, referring to  the stead y-sta te  value is

U

j|-

( - i - ) i -

Un
exp ( -У-

(2.3)

(2.4)

(2.5)

( 2 .6 )

(2.7)

I f  the values m ay be perm itted  an error o f 100 h percent, the voltage w ill reach the  
proportion  (1 — h) of the stea d y-sta te  value at a tim e 7 \ ,  where according to (2 .6),

U(const
=  1 — exp

w h ile  th e  ratio of the capacitive com ponent to the leakage current is

ic R s +  R e 1 ©o 1

Ie R s
exp Ш 1 - 1  @t exp Ut I

<2“)
T he cap a c itiv e  com ponent w ill decrease to 100 h percent o f the leakage current a t a tim e  
T2, w here according to  (2 .7),

Уо
0,

T* =  ln
1
h

©o
e t

&o
Qt

and h  1. Com bining the expressions (2.8) and (2.9),

T 2 Tj +  ©, In
0
0

0
t

(2.9)

( 2. 10)

3. T h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  c h a r g i n g  c u r r e n t  i f  n  i s  a  p r o p e r  f r a c t i o n

I f  n  =  is a proper fraction (p and A are w hole num bers), the expressions (1 .5) m ay
/.

be reso lved  in to  partial fractions, such as
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f ( p )

P) =

Д
у Ai

é-J
1 = 1 1

рД -
»

а /

Во
д
у Bi

1
рЛ

' Zj
1=1 1

р Л — а,.

д
V  . с - +

Д- п .

1 = 1 1
рД

À  1
р Л — а,-

( 3 . 1 ) .

where the roots a,- m ay be determ ined from the characteristic equation

*A =  axnX +  6 =  0 .  (3.2)

The coefficients Aj . . . D,- m ay be calculated in  th e  usual m anner. The inverse tran s
form ation o f the function

ei.(p) = ----------------- (3-3)
p>- — a

w hich occurs in  the partial fractions is, using the R iem ann — Mellin form ula,

E^(t, a)  =  Аая 1 e x p (a Ai) +  A
2 A e гА (. dz

2аг cos .---- 1-2/.
which m ay in som e cases also be expressed in known functions.

In the case o f  n  =  , A =  2, the expression (3 .4) becom es

E-i («.“ ) =  2« exp(a2 t) +  - ]=■ ■ _  a  [ 1 — Ф(а КГ)] exp(a2 ( ) ,

as a result o f which the transform ation of the functions (1.5) are

F(t)  =  A x <+ [ 1 +  Ф(cq 11 )] exp (a fi) +  А.г a2[ 1 +  Ф(аг í t  )] exp(«|()

G (0 =  aj [1 +  Ф(а1К« )] exp(afi) +  B 2a2[ l  +  Ф (а2 К« )] exp(a |()

H(t)  =  C0 +  ax [1 +  Ф('+ K»)] exp(aft) +  D ,  ci2 [ 1 +  Ф (а2[ f )]  exp(ai<) . 

T he values o f the coefficients are 

1
A 2 — , A  2

C!j — «2 ai  — a l

Ö1

c„

1 1
«1 (“l — 'H)

1

, B 2 =  —
«2 («2 -  Ol)

a 2 a 2 ’ aficq— аг) " 2 а|(а2 — ai)
The roots m ay be found from the equation

a2 +  aa +  b =  0 .

Considering the sym bols o f  (1.4), m oreover, since

1

- t ±
1,77 ,

m 0,885 к ±  / 0,785k2 —

(3.4)

(3.5)

(3,6)

(3.7)

(3.8).
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P erform ing the possible contractions and substitu tions

i/(0 — uc 1 , a f +  1,77 fea, +

j ° [1 +  Ф(а1,/Г)] exp (aî,) +

a | +  1,77 fca2
0,“—  [1 +  Ф (a2 11 )] exp (a |i)  ] ,K5a2 (a2 — a2)

w h ere в  „ — R e C.
U nder certain conditions, th e  expressions m ay be sim plified. If

(3.9)

к 2 0 ,  <  К Г 1, а , 2 =  ±  — ;
N i

m oreover, if

k 2 Ot ^7 10"2, a 12 =  — 0,885 к ±  ;
1 0/

w h ile , i f  k2 Of 102, cq =  0 and a 2 =  — a =  — 1.77 k.
In  th e  latter case, w hen a v =  0 and a2 =  — a, the boundary transitions for cq —► 0 

o f  th e  fun ction s F(t), G(t) and H (t)  m ust be determ ined. I f  this is done,

F (t) =  [1 — Ф (a 1 t )] exp  (a2t)

G(t) — —--------- — [ 1 — Ф (a |í t )] exp  (a-t)

1___ 2
“ \  л

H (i) = ----- — I— £— i7==-_  V* + - V  [ 1 - Ф ( а 1 / » ) ] е х р ( а 2«)

(3.10)

and th e  m ore simple expression

! * - • ( •  >'>1 + - k  -  W - -  w - i r l (3.11)

m a y  be obta ined  for the charging current.
1 2 .

In  th e  cases n =  —— and n  =  , /  =  3 and the roots cq- m ay be determ ined from

the eq u a tio n

in  th e  f ir s t  case, and
a a -f- b ф 0 (3.12)

a a- 4- 6 =  0 (3.13)

n th e  secon d . The function E 3 (t, a)  can  not be determ ined in a closed form by know n functions. 
W ith  considerations similar to th o se  above, the expression

it =  - R - j Ç c -  ( .2’ (R e C A j  +  kRe С Г  \ 1 -  n] B j  +  D j ) .

3 ajexp (aji)
2л

3 ) 3  j~ z3 exp ( — zst)
otiz + a,- dz

Ci J _
1,36 ■ 3 )7

k R e С.Г (1 — n) B 0 +  C2
278 3 |t 2

(3.14)

fo r  th e  current is obtained.
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4. The determination o f  the current for  the case o f  m any relaxation terms

T he tim e constant o f the relaxation  term s (fig . 6) is 0,- =  R, Cf.The specific  ratio o f the
C,individual capacitive elem ents is k; =  . The im pedance of a single relaxation  term  is

Z, (p ) =  Rj
1 1+p.R fC f _ 1 +  p&i

pCjP Ci p  Ci

the resultant adm ittance o f the relaxation  members connected in parallel is

(4.1)

z i (P ) i ~ i  z i (p ) ï t I 1 +  P ©I

2 ’ pCi i l  (1 +  p &i)
V  P c i =  1 =  1= y  —_____= V F 1 =  — --------------1----------------------------I Ф i /4 2>

/ 7  (1 +  p®i)
i = 1

The adm ittance of all com ponents connected in parallel is

1 „ 1
~zl(P) - p + ' V  p C ‘

i = l  1 +  p&i

1
R .  . f ,  1 +  p & i  R e

from wich the resultant im pedance of the circuit is 

Z e  (?) =  R s  +  Z \  (P) =  R s  +

pC 1 +  X b
f t  I 1 +  P&i

(4 .3)

( 4 .4 )

Rearranging and introducing the notation  ReC =  0 „ , expression (4.4) m ay be w ritten in the  
form

m m m m
Rs / 1 ( 1 +  P&,)  +  Re U  (1 +  P&i) +  PRs &o 2  kj n  a  +  p* i>

z e ( p ) = ----------------------- Tn------------------------------ m------- m --------------------------- ~ ------- (4'л>
/ / ( I d  p & t ) +  P&o 2  kj П (1 +  P®i)

/=0 7=1 i= l

™ hi
1 +  PR e C

à  1 1 + р 0 /

» *  J

and th e  current

t/n

• / \ Cq(p ) __ Up 1 
A P>-  z e(p) p  • Z ,(p)

m m m
11  ( +  p© ,) +  p&a 2 ’ kj П (1 +  p© ,)
( = 0 7=1 1 = 1

1

(4 .6)

R s I I  (1 +  p&i)  +  R e 11  (1 +  p&,)  +  p R s &o 2  k j { l  +  P&t) 
1=0 1=1 7=1

5. The determination o f  the current for  the case o f  one relaxation term 

U sing the sym bols o f  f ig . 8, the resultant resistance is

z  („У =  K s(l +  p Q p )(l +  P&i)  +  Re( 1 +  p & i)  +  p R s & t  
(1 +  Р&  o )( l  +  P&i) +  Р&г 

where 0 O =  Rsz C, 0 ,  =  /?, C, and 0 2 =  R e Сл =  0 O k x.

The current, considering (4 .6), is

l/„  ©„ 0 ,  p- 4- (©„ +  ©! +  0 2) p  +  I
,,(р ) P© О0 Д ' Д^©0 +  ©7 +  0 2) +  it, 0 ,

© „ 0 ! ^  p  в р в г  Rs

(5.1)

(5.2)

3 Acta Technica XL/3—4.
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w h e n  th e  evolution theorem  is  app lied , the current is

*'W a  fi°©„©i^s

«1 ©0 ©1 + ©0 +  ©1 T  ©2
exp (ax t) H-

a2 ©o ®i +  ®o +  ©1 +  ©2 H------
exp  (a2 t)

a2 — ai
T h e  ro o ts  o f the characteristic eq u a tio n  are

_; _ A (© o  © l +  © 2 ) H~ R f  © 1  _
м  2Я,«Э0 ©x T

= F  - 2 ^ - ^ -  К [ К К © 0  +  © X  +  © 2 )  +  Re © i P  -  4 (Rs +  R e)R s ® 0  © x . 

Rs “t~ A  , ,S m c e  a , a 2 =  , th e  chargin g  current is
Rs © 0 ©1

r =  Uo
° 1  © 0  © 1  + ® 0  +  © 1  +  © 2  +

+

a2 ©0 ©1 1 ©0 ~T ©1 +  ©:

(ax -  a2) Äs ®0 ©x

1

— exp (a, t) -

exp  (<*2 *)
( « 2  —  « i )  Rs ® o  © 1

=  ^  [ its  +  Rç +  'Щ i A l  eXP ^  ^  +  A  2 eXP (a 2 *)] I >
i f  th e  notations

a  =
®1 ©0 ©1 4~ ©0 +  ©1 +  ©sH--------__________________________Oj(al <*2) ©0 ©1
a 2  © 0  © 1  “ H  © 0  +  © 1  +  © 2  H - - - - -

are u sed . Hence the vo ltage  is

U = U 0 - R S i, = © o [
Re

Rs +  Re
th e  lea k a g e  current

j  -  U  с / [ 1 1 I
' Re °L R s ~  Re R e 1

th e  ca p a c itiv e  com ponent

(Û2 • a x) @0 © x

A x exp  (a x t) — A 2 exp  (a 2t ) | ,

d U
h  =  C - g j -  =  — U 0 C [ax A 1 exp  (a x t) +  a2 Л 2 exp  (a 2 1)] , 

a n d  f in a lly  the absorption com p on en t

ia =  •/ — i f  — t'c =  U 0 +  -Jjr~ +  C « ij  A  exp  (ax t) +

+  +  - j jp  +  Ca2j  А г exp  (a 2 t)j .

(5 .3 )

(5.4)

(5 .5)

(5.6)

(5 .7)

(5.8)

(5-9)
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The ratio  o f the m om entary and steady-state va lu es o f  th e  voltage is

U , Rs + Re
■ =  1  - [ A t  exp  (a t t) +  A 2 exp (a2 «)] .

^const Re

The relation  of the capacitive  com ponent to the other com ponents is given b y  

ie ir 1

(5.10)

Ie +  ia -T- -  1
— 1

R*
Rs -f- R e

+  A  t exp  (a , t) A  2 exp (a2 l)
(5.11)

©s [a , A t exp (at t) -|- a 2 A 2 exp (a 2t)]

For the purposes o f  calculation it  is best to  w rite  th e  roots of the characteristic  equa
tion in  the form

a li2 =  — a b =  — — c ,  

w here, due to the rearrangem ent o f (5.4)

a il i l
1 c R, Г. 1

c -  ©? '' c , • s ;  [■ 1

To facilita te  a later phase, i t  is  advisable to introduce the notations

m l =  — a , 0 S =  (a +  b) &$ 

m2 =  — a2 ©, =  (a  — b) ©,

"»5= -  a2 e s =  m2

In accordance w ith  the expressions (5.15), th e  coefficients A are

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

m, — mj

and expression (5 .11) m ay be rewritten in the form

i ,  1

1
m ,

c
C,

Rs
Re ) + * — ] (5.16)

o
| 

О
 

+ 1 1

m 2

c
■ Ct '

Rs
Re J1 + R /  -  m ï] (5.17)

Ie Rs
Rs +  Re +

.4 , ex p )(- т чк11 +  -^2 exp j( -  m\ ©2 )1 1

m 1 A j exp j
( “  m ‘ i ) 1 +  n i l  A 12 exp  j 1

(5.18)

I f  th e  resistance R s o f th e  charging circuit is sm all, i. e. i f  R s <8 Re and Rs R 1, th e  expressions 
are m uch more sim ple and the roots are

so th a t

1 { 1 , 1 '1 -r- 1 ( 1 1 1
-  T  l©7 + l ©s "' e j

© T ’ “ 2 ^ "  © r

(5.19)

(5.20)

3 *
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w h ere G s =  R s C is, in com pliance w ith  the earlier n ota tio n s , the tim e constant o f  th e  series 
c a p a c it iv e  circuit (in this case m l =  m2 =  1). The sim plified  values of the coefficien ts are

A  -  1' Л  -

and th e  form ulae (5.5) — (5 .11), a fter  the small qu antities ha v e  been neglected, becom e the  
fo llo w in g :

(5.22)

(5 .23)

(5.2.1)

(5 .25)

(5 .26)

(5.27)

(5.28)

F re q u en tly  ©1S>@s. This m akes i t  possible to carry o u t further sim plifications, as follow s:

V  ~  U 0 [ l  -  e x p  ( — (5 .29)

~  U ° [' R e +  R s e x p ( -  e x p  ( -  ~ k  ) ]  (5 '30)

^ -  exP ( — 7̂ )] (5-31)

i c ^ ^ - e x p ( - - i - )  (5.32)

ia “  u ° h t exp ( -  -5 7 ) + к exp ( -  - k ) \  • (5-33)

In  ex p ressio n s (5.30) and (5 .33), f ir s t  the terms w ith  tim e  con stan ts o f ©j m ay be neg lected  
near th e  equilibrium  state th o se  o f  tim e constants ©s. The current ratio exam ined is

Í 1 [ t

e x p  1 -  ©TJ R e
exp  1 -

R .
1 +

Re

- в 7 + * 7 “ р 1 - к )

(5.35)

T h e  expressions (5.29) — (5 .3 5 ) are very similar to  th o se  of (2 .1 )—(2.7), in  th e  case  
w h ere @t =  0 s, which is fu lfilled  i f  th e  voltage ratios are th o se  postulated. This is a further  
corroboration  of the fact th a t th e  case  discussed in  Section  2 o f the Appendix — if  R s is a 
su ff ic ien tly  sm all value — m ay  be regarded as a fair approxim ation.
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Finally , if  R e <e R y, th e  term s containing m ay be com pletely  neglected  and the part 
o f  the capacitive com ponent m ay be represented by th e  expression

»c
Ie +  in

(5.36)
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SUM M ARY

R ecently  papers h ave frequently  appeared on the absorption currents m easured in 
insu lations. In the course o f these  m easurem ents it  is generally presum ed th a t the voltage  
across the term inals o f the in su lation  is constant and th a t the capacitive charging current 
decays so rapidly, th a t it  does not influence th e  results o f  th e  m easurem ent. These conditions 
are not, how ever, alw ays fu lfilled . The paper investiga tes m ethods for checking the exten t 
to  w hich changes in the v o ltage  or the effect o f  the capacitive  com ponent influence the m easu
rem ent.

D IE  RO LLE D E R  K A PA Z IT IV E N  K O M PO N ENTE B E I D E R  U N T E R SU C H U N G
D E R  ABSORPTIO N

GY. VAJDA

ZUSAM M ENFASSUNG

In letzterer Zeit erscheinen öfters Arbeiten über die in  Isolationen gem eßenen Absorp
tionsström e. Bei den U ntersuchungen wird m eistens konstante  K lem m enspannung an der 
Isolation  vorausgesetzt sow ie ein derart rasches A bklingen des kapazitiven L adestrom es, daß 
derselbe die M eßergebnisse n ich t beeinflußt. D iese Voraussetzungen sind jedoch nicht immer 
erfü llt. D ie Arbeit un tersucht, wie es zu kontrollieren is t , in welchem  M aße die Änderung 
der Spannung oder der E in flu ß  der kapazitiven K om ponente die U ntersuchungen beeinflußt.

LE RÔLE D E  LA COM POSANTE CAPACITIVE D A N S L ’É T U D E  D E  L ’ABSO R PT IO N

GY. VAJDA

RÉSUM É

U n certain nom bre d ’études, publiées ces derniers tem p s, ont été consacrées aux courants 
d ’absorption mesurés dans les iso lants. Les auteurs su pp osent, pour la plupart, que la tension  
est constante aux bornes de l ’iso lem ent, et que le courant de charge cap acitif décroît si v ite , 
qu'il n’influence pas les résu lta ts des mesures. Cependant, ces conditions ne son t pas toujours 
rem plies. L’étude exam ine les m oyens d’analyser l ’in fluence, que la variation  de la tension  
o u  l ’action de la com posante capacitive  peuvent avoir sur les résultats.
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Р О Л Ь  ЕМКОСТНОГО КОМПОНЕНТА П Р И  ИССЛЕДОВАНИИ АБСОРБЦИИ
д . ВАЙДА

РЕЗЮМЕ

В последнее время часто появляются публикации по абсорбционным токам, изме
ренным в изоляциях. При исследовании в большинстве случаев исходят из предполо
жения, что на зажимах изоляции напряжение является неизменным и что емкостной 
зарядный ток спадает так быстро, что не влияет на результаты измерений. Однако эти 
условия не всегда удовлетворяются. Работа ставит целью изучить, каким образом можно 
проверить, что в какой мере влияет изменение напряжения или же действие емкост
ного компонента на измерения.
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1. Introduction

In  the Parkes process zinc or an interm ediate product con ta in in g  free 
zinc is added to the lead w hich had already been purified from  copper, tin, 
arsenic and antim ony; the working tem perature is so adjusted th a t  th e  added  
zinc could dissolve and then  the w hole is allow ed to cool dow n. F irst an alloy  
con sistin g  o f zinc, precious m etal and a sm all am ount o f lead chrystallizes. 
Its  specific  weight is sm aller than th a t o f the lead which rem ains in  a liquid  
sta te  so th at it  can ascend to  the surface o f  the bath where it  can easily  be 
skim m ed off.

T he theoretical fundam ents o f  the process have been in v estig a ted  by  
several workers [1— 11]. The ternary system  o f lead —zinc—silver was first 
stu d ied  b y  K reman and H ofm eier  [1] also b y  H eng lein  and K öster  [4] 
as w ell as D avey  [10] have recently  subjected it to a thorough investigation . 
W illiam s [2] determ ined the change o f  the silver and zinc so lu tion  power 
o f  lead  in relationship to  tem perature. On basis o f  the te s ts  performed 
J o h a n sse n  and La n g e-E ichholz [6] h ave come to the conclusion  that 
w ith  th e  drop o f tem perature the silver solution  power o f  lead  decreases to 
such  an extent which becom es the higher th e  more zinc is a lloyed  to  it  before 
coolin g . It  was found th a t from the point o f  view  o f the Parkes process it is 
th e  section  between the eu tectic  curve and th e  liquid m iscib ility  gap boundary  
o f  th e  ternary diagram w hich is the m ost significant. La n g e -E ichholz and 
W a so w  [9] proved th a t desilverizing w ith zinc addition could be performed 
at a perm anent tem perature too, and th a t in  such cases it  w as practical to  
w ork at the low est possib le tem perature in order to  econom ize w ith  zinc. 
D a v e y  [10] found th a t close to the lead corner there was a tern ary  eutectic 
con ta in in g  a sm all am ount o f  silver. He investigated  the com position  o f the 
solid  phases which are at equilibrium  w ith  the liquid phase and investigated  
th e  condition  under w hich the operation could be performed m ost favourably. 
L ater D a v ey  gave an account o f h is further investigations [11]. From tests 
perform ed under very w ell-defined  con d ition s he came to  th e  conclusion that
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th e  position  of the cooling curves depended to  a great extent on the rate o f  
coo lin g  and therefore su ggested , th at the cooling curves should be determ ined  
in ev ery  plant in accordance w ith the particular conditions prevailing there, 
and th a t in the course o f  subsequent calculations the so plotted diagram s 
should  be applied. In th e  paper quoted, Da v e y  also investigated  the change  
o f  zinc requirement in  relationsh ip  to the silver con ten ts o f the lead to  be  
desilverized  and to th e  w orking method.

Fig. 1. The phase d iagram  of the P b —Ag — Zn sy stem  (12, p. 99.)

I t  has also becom e apparent from the aforem entioned publications th a t  
th eoretica l investigations m a y  to  a large exten t contribute to the refin ing o f  
th e  Parkes process and to  its  more econom ical application . This is w h y  it 
w as decided  to thoroughly in vestiga te  the changes o f  zinc consum ption, th e  
q u a n tity  o f the obtained product and its com position  in relationship to  th e  
w orking m ethod and to  th e  silver content o f th e  in itia l lead.

A s th e  basis o f our ca lcu lations the W illiam s-diagram  was selected since  
it  is th e  one which contains th e  highest num ber o f particulars. It is presented  
in F igures 1 and 2 (12, p . 99— 100).
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B oth  diagrams show  that part o f  the lea d —zinc—silver ternary  system  
w hich is close to the lead corner. F ig. 1 illu strates it in a sm aller, F ig . 2 in 
a considerably greater enlargem ent. On both figures we can see th e  eu tectic  
curve (e-curve) which starts from the eu tectic  point of the le a d —zinc binary  
system  at a silver contents o f  2,5%  and 3 0 4 °C and which enters th e  eutectic  
point o f  the lead-zinc a lloy  system  corresponding to 0.56%  zinc con ten ts and 
318° C tem perature.

On Fig. 1 can be seen the liquid m isc ib ility  gap boundary to o , which  
starts from the lead —zinc side. As i sobvious from  the figure, th is  starts out 
from th e point which corresponds to  a zinc con ten ts o f 2% , and is —  at the  
silver contents occurring in our case —  parallel to the lead —silver side.

4 2 0 ‘ C

Г1Ш1 
t  I t  
k*»»i
I til
n » V l  
lA iitttm
rmviiivc * т \\\и '\П  
к%тл\\%1\\\ XX^AWVkwP 
tlVt\\\H\\\ 
M l.lW V ltW r
u u m m
tVVtlWMW 
kXXXXXW W W
M .VN X X X  k\\Y  A
m w v v iv v
x m w x x x x v
n X W iW
M V K v W lK 1 X \X 4 \>

1,9 1,8 7,7 1,6 7,5 1,4 1,3 7,2 7,7 1,0 0 ,9  0 ,8  07 0 ,6  0,5 0 ,4  0 ,3  0 ,2  0,1  Pb
Zn,y0 -------

Fig. 2. The phase diagram  o f th e  Pb — A g —-Zn system  (12, p. 100)

B oth diagram s ind icate those curves too , which, entering th e  eutectic- 
curve, respectively the lea d —zinc side, ind icate the com position o f  th e  liquid 
phase at the cooling o f  lead containing zinc and silver. Out o f  th ese  curves, 
particularly curve c is o f  great im portance since it enters the eu tectic  point 
containing 0,56%  zinc. This is ju st the reason w h y  at cooling the part rem ain
ing th e  liquid w ill be free o f precious m eta l i f  we start from an a lloy  the  
com position o f  w hich corresponds to  one o f  the points o f curve c.

F ig. 2 also includes th e  isotherm s o f  370 and 420° C and from  there it is- 
apparent th at the isotherm s in question  are approxim ately parallel to  the  
eutectic  curve. I t  can further be determ ined by means o f these isotherm s  
w hat working tem perature has to  he chosen after the addition  o f  zinc in 
order to ensure th e  com plete d issolution o f th e  added zinc.

А
д,

дП
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H ere the sym bols used  in the present s tu d y  are presented:

В =  the quantity  o f  th e  bullion  to be softened, t  
A g k =  the silver conten ts o f  th e  bullion to be softened , g /t  
Znk =  th e  zinc conten ts o f  the bullion to be softened, %
P bA =  th e  lead contents o f the bullion to  be softened, %
X L =  the quantity o f th e  f ir s t  zinc addition, t/B  t  lead  
L =  th e  quantity o f th e  bullion  after the first zinc add ition , t/B  t lead
A g/  =  th e  silver conten ts o f  th e  bullion after the first zinc addition, g/t
ZuA =  th e  zinc contents o f  the bullion after the first zinc addition, %
P b A =  the lead contents o f  th e  bullion after the first zinc addition, %
D =  th e  quantity o f th e  rich crust, t/B  t lead
Agyj =  th e  silver conten ts o f th e  rich crust, g/t
ZnD =  the zinc contents o f  the rich crust, %
PbjQ =  th e  lead contents o f  the rich crust, % 
m  =  th e  quantity o f th e  rem aining bullion, t /B  t lead  
A gm =  th e  silver conten ts o f  th e  rem aining bullion, g /t  
Znm =  th e  zinc contents o f  th e  rem aining bullion, %
Pb,„ =  th e  lead contents o f the rem aining bullion, %
X 2 =  the quantity o f the second zinc addition, t/B  t lead
C =  th e  quantity o f  th e  bu llion  before com plete desilverizing, t/B  t lead
Agc =  th e  silver conten ts o f th e  bullion before com plete  desilverizing, g/t 
Znc =  the zinc contents o f  the bullion before com plete  desilverizing, %
P bc =  th e  lead contents o f  the bullion before com plete  desilverizing, %
H =  th e  quantity o f  th e  zinc crust, t /B  t lead  
A g / / =  th e  silver conten ts o f th e  zinc crust, g /t 
/г ./ /  =  the zinc contents o f  the zinc crust, %
P bH =  th e  lead contents o f the zinc crust, %
О =  th e  quantity o f th e  softened  bullion, t/B  t lead  
A go =  th e  silver conten ts o f  the softened bullion, g /t  
Ziiq =  th e  zinc contents o f th e  softened bullion, %
P b0 =  the lead contents o f  the softened bullion, %

X X  =  the quantity o f  the to ta l zinc addition, t/B  t lead .

2. T he determ ination o f isotherms in the lead — silver—zinc system

A s th e  particulars to  be read from Figs. 1 and 2 proved to be in suffic ien t  
for our in vestigation s, th e  additional points o f  th e  isotherm s referring to  
370 and 420°C had to  be determ ined first. Then th e  experim ental particulars 
required for the construction  o f the isotherm s for 470 and 520 °C had to  be  
estab lish ed .

F irst o f  all such a ty p e  o f  lead had to he produced for these experim ents  
w h ich  w as free o f im p u rity  and contained silver  in  the required qu an tity . 
For th is  purpose an electric furnace as per F ig . 3 w as constructed. As is to  
be seen  from  the figure, th is  furnace consists o f  an iron crucible p laced in 
the h ea ted  room. In th e  central line o f th is crucible there is an iron tu b e for 
accom m odating the therm ocouple o f the tem perature controller. In th e  space 
b etw een  the tw o iron tubes th e  m ixer can be m oved  perpendicularly and at 
th e  sam e point also th e  tem perature o f the b a th  can be measured b y  m eans 
o f  a m ercury therm om eter.

A pproxim ately  150 k g  o f  lead w as refined in ihe furnace in 10— 16 к 
lo ts. T in (arsenic) and antim on y  were rem oved b y  sm elting during stirrin

bfc Ы0
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in the presence o f N a N 0 3. N aO H  and NaCI according to the Harris m ethod; 
copper, gold and a part o f th e  silver were rem oved with zinc during, stirring 
in accordance w ith the Parkes process; the zinc which had found its wray into 
the lead during th e  operation was also rem oved b y  stirring, b y  means of 
N aO H  and NaCl sa lt b a th  according to the Harris m ethod. The obtained  
lead contained 1000 g silver per ton.

B oth in th is case and in the subsequent ones silver was partly determined  
by the usual m ethods o f  fire  assaying (cup ellalion , respectively  cupellation  
after rescorification) partly by the ditison m eth od  (14, II /2 , p. 26).

The lead w ith  the required silver co n ten ts  was produced partly by  
alloy ing  fine silver and partly  by reducing th e  lead contents o f  the existing  
silvercontain ing lead by m eans o f  an ox id iz in g  sm elting process. The latter 
operation was perform ed w ith  a fire-clay d ish  w hich had been placed into a 
furnace heated w ith  silicon carbide.

For determ ining the points o f the isotherm , 0 ,5 — 1 kg o f lead containing 
different am ounts o f  silver w as sm elted. T he tem perature o f  the bullion 
w as so set th at it should correspond to th e  isotherm . T his w as followed by

F ig . 3. D rawing o f the furnace used for the tests
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sa tu ra tin g  the bullion w ith  zin c during stirring. M aintaining the w orking  
tem p eratu re  samplings w ere ta k en  and in th is w a y  th ese zinc and silver con
te n ts  o f  the lead which b e lon ged  to the selected isotherm s were determ ined- 
T h e z in c  content was estab lish ed , partly b y  the G aletti— Fahlberg method. 
(14, I I /2 , p. 162) and p a rtly  b y  the com plexom etric m ethod (15, p. 127

T h e  results of the m easurem ents are sum m ed up in Table 1. F ig. 4 was- 
p lo tted  on  basis o f the data seen  in  th is table. The nought-circles to be found! 
in th e  la tter  illustrate the p o in ts  o f  measurem ent.

F ig . 5 compares the 370 and 420° C isotherm s as determ ined b y  us 
and w ith  those found b y  other authors (11, p. 54, F ig. 3). As is to be seen,, 
our v a l u e s  show a marked co incidence w ith those found b y  W i l l i a m s .

Fig. 4.  Iso th erm s in  the Pb — Ag — Zn system
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Table 1

The change o f  the percentual quantity o f  the zinc dissolved in lead over 
the silver contents o f  the lead and over the temperature. The values 

in  brackets were read from Fig. 2  (12 ,  p .  100)

Ag, g/t
Temperature, °C

370 420 470 520

500 0,640 1,083 1,520 1.948

750 (0,58) 0,961

1000 (0,54) (0,905) 1,287 1,657

1250 0,512 0,865

1500 (0.487) (0,834) 1,194 1,561

1750 0,467 0,809

2000 0,449 (0,788) 1,141 1,496

2250 0,434 0,769

2500 0,420 (0,753) 1,107

2750 0,406 0,739

3000 0,396 0,725

1,5 Ю 0,5 Pb

0,3

0,2

0,1

О

4

Î

M ----- I n ,  %

Fig. 5. Comparison o f  the isotherm s as determ ined by ditierent authors (11 , p . 54.)
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3. T he determination o f the quantities o f z in c  additions and of rich crust

In  our subsequent in vestigation s the w orking m ethod illu stra ted  in  
F ig . 6 w as followed, i. e. th e  working tem perature was first ad justed  to  a  
v a lu e  corresponding to one o f  the isotherm s th en  so much zinc w as added  
to  th e  lead , which contained  different am ounts o f  silver  as w as necessary  
for on e o f  the points o f th e  chosen isotherm  to  illu stra te  the com position  o f  
th e  a llo y  (L ). The working tem perature w as m ain ta in ed  until the zinc h a d

Fig. 6. E xp lan atory  figure o f th e  desilverization perform ed in tw o stages w ith ziiie a d d itio n s  
and by changing th e  tem perature o f th e  f ir s t  zinc addition

co m p le te ly  dissolved. Then th e  tem perature w as reduced to the value b e lo n g 
ing to  th e  corresponding p o in t o f  the e-curve (m).  H aving skim m ed th e  crust 
w hich h ad  formed during th e  cooling, the w orking tem perature w as adjusted  
to  th e  proper value (C) according to ihe su itab le poin t o f  the curve c and so 
m uch zin c was added as to m ake the corresponding point o f  the curve c a lso  
illu stra te  th e  com position o f  th e  alloy. After th e  com plete dissolution o f th e  
second zinc addition the system  was cooled dow n to 318 QC along the curve c (O ). 
The cru st having been seperated  during cooling w as skim m ed. The rem aining  
lead con ta in ed  practically no precious m etal: its  zinc contents am ou n ted  
to 0 ,5 6 % .
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The quantity  o f  the zinc to be added in the first stage, the quantity  
o f  the rich crust being formed as well as the second and to ta l zinc additions, 
were determ ined in such a w ay that in accordance with the schem e illustrated  
b y  F ig. 6 we started  out from a lead con ta in in g  500— 3000 g/t silver and 
in the first addition o f  zinc, arrived at th e  isotherm s o f 370, 420, 470 and 
520 °C as indicated  b v  F ig. 4. The ca lcu lations and control m easurem ents 
were performed on th e  presum ption that the in itia l lead contained no zinc.

Taking in to  consideration the sym bols already indicated and on basis, 
o f  the material balances, the following eq u ation s can be set up:

D  =

Ago — Agm
(15)

I f  one expresses from (1) the value o f  m and substitu tes it  in to  (3), the

W ith the aid o f  the zinc contents to  be applied after the first and second 
zinc additions the follow ing two equations are to be obtained:



2 7 2 Z. H O R V Á TH  and J .  W É B E R

Fig. 7. T h e  change of the quantity  o f  th e  rich crust (D)  over the zinc contents 
on th e  f ir s t  z inc addition, over the silver contents o f the bullion to  be softened  
.the silver  c o n ten ts  o f the rich crust (A go) a t a desilverization performed with

in  tw o stages

to be achieved  
(Ag^) and over  
zinc add ition s
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The am ount o f the first zinc addition as determ ined from (13):

X  в  Z,1' J Z ^ L  
100 — ZnL

The second zinc addition as calculated from (1) and (14):

Znc — Znm
X„ =  (ß  +  X x -  D)

100 — Znc

(16)

(17)

The percentual zinc contents o f  the rich crust from the com bination  
o f  (1) and (7):

ZnD =  Znm +
B (Znk — Znm) — X \(Z n m — 100) 

D
(18)

and the percentual lead contents o f  the same product from (10):

P h D =  100 — AgD • 10“  — ZnD (19)

W ith the above relations and starting out w ith leads containing different 
am ounts o f  silver we have calculated the quantity  o f the first zinc addition  
and th a t o f  the rich crust as w ell as, the quantity  o f the second zinc addition  
and th a t o f  the tota l zinc addition . F igs. 7 and 8— 12 were p lo tted  on the 
basis o f  the calculated values.

O ut o f these figures, F ig . 7 illustrates th e  change o f  th e  q u a n tity  o f  
th e  rich crust in relation to  the silver contents o f  the in itia l lead and the rich 
crust as w ell as to the zinc con ten ts found after the first zinc ad d ition . I t  can 
be sta ted  th a t the higher are A gfc and Zn^ and the lower is A go , the larger 
w ill be th e  quantity o f  the rich crust formed.

F igs. 8— 12 illustrate the changes o f the first, second and to ta l zinc 
additions w ith Zn^ and w ith th e  silver contents o f  the rich crust in th e  case 
o f  d ifferent initial silver contents.

The figures refer to in itia l silver contents o f 500, 1000, 1500, 2000 and 
2500 g/t.

From  the figures it is to  be seen th a t the quantities o f both  th e  rich crust 
and th e  zinc addition were illustrated  betw een certain m axim um  and m inim um  
values o f  ZnL. To the lead to be softened at least as much zinc (Znm[n) has 
to  be added as corresponds to  th e  e-curve so as to be able to  prom ote the 
form ation o f the rich crust. D uring the softening process, how ever, it  is not 
econom ical to exceed the c-curve after the first zinc addition, because desil
verizing  is assured by the zinc contents (Znmax) corresponding to  th e  c-curve. 
In accordance with the curve e, the value o f Znmill drops to  the sam e extent 
as the silver contents o f  the in itia l lead increases, while th at o f  Znmax in 
accordance with curve c is at th e  sam e tim e also growing. U n til Zn^ is lower

4 Acta Technics XL/3—4.
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Fig.  8.  T he change of the q u a n tity  o f the 
f ir s t , second and total zinc ad d ition s (X x, 
X 2 and 27X) over the zinc co n ten ts  adjust
ed after the first zinc addition  (Z n i )  and 
over th e  silver contents (A gд ) o f  th e  rich 
crust in  case of an in itia l lead containing  
500 g silver per ton at a desilverization  
perform ed w ith zinc additions in  tw o  stages

Agk = 1000g/t

Fig. 9. T he change of the q u a n tity  o f the  
first, second and to ta l zinc additions (X j, X „  
S X )  over th e  zinc contents adjusted after 
the first z in c addition  (Znj )  and over the  
silver con ten ts  (A go) o f the rich crust in  case 
of an in itia l lead containing 1000 g silver per 
ton at a desilverization  performed w ith  zinc 

ad d ition s in two stages

th an  Znmin, no rich crust form s, when how ever, a t th e  first zinc addition  
as m uch zinc is added as corresponds to Znmax, th e  second zinc addition will 
m ake ou t zero and the to ta l zinc addition w ill be equal to the first one.

T he figures also p o in t ou t the fact, vh at w ith  the increase of ZnL also 
-Xj is —  alm ost in each o f  th e  cases, increasing linearly , whereas X 2 is rapidly  
decreasing, and S X  is ch an gin g  in accordance w ith  a m inim um  curve. It is 
apparent from the diagram s th a t also the values o f  X 2 and S X  are the higher  
the greater is the silver co n ten ts  of the rich crust. T he influence of the latter
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Fig. 10. T he change o f the qu antity  o f the  
first, second and to ta l zinc additions (X t , X 2 
and ICX) over th e  zinc contents adjusted  
after the first zinc addition  (Zn^,) and over 
the silver con ten ts  o f  the rich crust in  case 
of an in itia l lead  conta in ing  1500 g silver  
per to n  at a d esilverization  performed w ith  

zinc add ition s in  tw o stages.

Fig. 11. The change of the q u a n tity  o f  the  
first, second and tota l zinc a d d itio n s ( X l5 X 2 
and 21X) over the zinc contents (Z n i )  ad
ju sted  after the first zinc a d d ition  an d  over  
th e  silver contents (Agfl) o f th e  r ich  crust 
in  th e  case o f an in itial lead c o n ta in in g  2000 
g silver per ton  at a d esilverization  per
form ed w ith zinc additions in  tw o  sta g es

t*
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Fig. 12.  The change o f th e  q u an tity  o f the first, second and total zinc additions (X x, X 2 and  
27X) over  the zinc con ten ts ( / i q )  adjusted after th e  f ir s t  zinc addition and over the silver  
con ten ts  o f the rich crust in  case o f  an initial lead con ta in in g  2500 g silver per ton at a desil- 

verization  perform ed with zinc ad d ition s in  two stages

on zinc consum ption is the more marked th e  higher is the silver con ten ts  
o f  th e  bullion to be softened . Under identica l conditions, how ever, the con 
su m p tion  o f zinc increases w ith the sim ultaneous increase o f the silver con 
ten ts  o f  the in itia l lead . The minimum o f  E X  is at 0,7— 0,9%  Zn^ w here
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ZnL belonging to -TXmin w ill first increase w ith  the increase o f A gfc and then  
w ill drop.

F ig. 13 which illustrates Zn/, according to the min’m um  to ta l zinc 
consum ption at a given silver contents o f  th e  rich crust as p lo tted  against 
the in itia l silver contents —  proves to be th e  sam e. From this figure it  can be 
stated  in addition , th a t th e  m axim um  o f th e  Zn^ Avhich belongs to  X X mw

EXFig. 13. The changes of Zn^ belonging to the m inim um  total zinc consum ption (Z n^ mm) 
over the silver contents o f the bullion to be softened  and of the rich crust (Ag^ and A go), 

at a desilverization performed w ith  zinc additions in two stages

is to  be found at such an in itia l silver co n ten ts  which is the higher, th e  higher 
the silver contents o f the rich crust is.

F ig. 14 represents those values o f  tem perature which are to  b e adjusted  
to  the first zinc addition determ ined on basis o f Fig. 4.

The changes o f  the tota l zinc consum ption and of the working tem perature  
to  be adjusted after the first zinc addition  w ith the initial silver contents 
and w ith the silver contents o f the rich crust at a minimum zinc consum ption  
are illustrated in F ig. 15.

It can be stated , therefrom , that a t a given silver contents o f  th e  rich 
crust both the zinc contents to be obta ined  at the first zinc add ition  and
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th e  m inim um  zinc consum ption  sim ultaneously increase with the in itia l silver  
c o n te n ts  and that at a g iven  silver contents o f  th e  initial lead both th e  to ta l  
zin c  consum ption and th e  working tem perature to  be adjusted at th e  first  
zin c  add ition  change in th e  sim ilar way, sim u ltan eou sly  with the increase o f  
th e  silv er  contents of the rich  crust.

Fig.  14 .  T he changes o f the tem perature to be adjusted  a t the first zinc addition over th e  
zin c c o n te n ts  after the first zinc add ition  ( Z n /j  and over  th e  silver contents o f th e  bullion

to be softened (Ag^)

P lo ttin g  the Zn£XmI" curves of Fig. 15 in to  F ig . 2, we shall get F ig . 16. 
F rom  th is  the optim al w orking method in the d ifferent cases can be fo llow ed .

4 . Graphical m ethod

On desilverizing w ith  zinc additions in tw o  stages, the quantity o f  zinc  
a d d itio n s , as well as the q u a n tity  and com position  o f the products ob ta ined  
can b e  determ ined in a graphical way, too. N am ely , i f  zinc is added to  th e  
lead th e  com position o f w hich  was illustrated on F ig . 17 (point k )  th e  co m 
p o sitio n  o f  the bullion w ill b e altered along th e  straight connecting p oin t к  

and th e  Zn-corner. In order to  economize w ith  zinc, it  seems to be practical 
to  f ir s t  add only as m uch zinc as is required b y  a previously assum ed silver  
c o n te n ts  o f  the rich crust to  com e to the L"Xmin cu rve (point L) which ensures
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Fig. 15. The changes of the total zinc consum ption at m inim um  zinc consum ption and o f the  
w orking tem perature to be adjusted after the first zinc addition over the in itia l silver  contents  

and over th e  silver contents o f  the rich crust
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Fig. 17.  E xp lan atory  figure of the graphical m ethod applied on desilverization w ith  zinc add itions
in tw o stages

AÇ
iÇ

/t
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the minimum tota l zinc consum ption. According to  th e  lever law, th e  q u an tity  
o f  the zinc to be added to 100 t  lead is:

Х г =  1 0 0 -----Zn^----- =  100 Ag,r Ag/' (20)
100 — Zn, A gL

During cooling to  a tem perature corresponding to  point m,  from th e  
bullion (100 X x) t a rich crust D  t w ill precip itate which will be in con 
form ity with the assum ed silver contents o f the rich crust and w ill have a 
com position as illustrated b y  point D  to be found on the straight parallel 
to  the lead —zinc side. There will be a rem anent bullion  o f  m t, so that according  
to  the material balance

100 +  X , =  m - f  D,  (21)

and according to the lever law

Z n — Znm =  m A g L — A gm 

ZnD — ZnL A gD — Ag,

D  =  (100 +  X , )  =  (100 +  X ,)
ZnD Zn m

A g L  —  A gm

A go Ag m

( 22 )

(23)

In possession o f X j and D , also m can be determ ined from (21). The  
second tim e only so much zinc has to be added to  the m  t bullion as to m ake 
the com position o f the a lloy  correspond to point C  on the c-curve. According  
to  the lever law th is second zinc addition will be the following:

X 2 =  (100 +  X j -  D) Znc-~  Zn” =  (100 - X 1 — D)  Agm— - fe  (24) 
100 — Znc A gc

During cooling to 0  point, from the

C =  100 +  X j —  D  +  X 2 =  100 +  X  X  — D

t bullion H  t zinc crust w ill precipitate and there w ill remain 0  t lead which  
is com pletely free o f precious m etal. Thus, the follow ing equations can be set 
up on basis o f  the m aterial balance and the lev er  law, respectively:

100 +  X X —  D  =  H  +  0

h = o  Znc ~  0,56 =  0  Agc
Z n„ — Znc A gH — Agc

(25)

(26) .
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resp ectively ,

H  =  (100 +  Г А ' -  D)  — с Г  =
ZnH — 0,56

=  (100 +  Г Х -  D)  A fÇ _  (27)
A g н

From  the above relations it can be obvioused th at apart from  the quan
tit ie s  o f  the zinc additions, the q u an tity  o f  the rich crust and its com position, 
a lso  th e  quantities and com positions o f  all the interm ediate and fin a l products 
can  b e determ ined by m eans o f the graphical m ethod.

In  the case illu strated  b y  F ig . 17, the quantities o f  th e  zinc additions 
a s w ell as their com position were calcu lated  w ith the aid o f th e  ab ove relations 
in  T able 2. Both the la tter  and a m ore thorough investigation  o f  equations

Table 2

T h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  q u a n t i t i e s  a n d  c o m p o s i t i o n s  o f  t h e  p r o d u c t s  w o r k i n g  w i t h  
a  m i n i m u m  z i n c  c o n s u m p t i o n  a n d  w i t h  z i n c  a d d i t i o n s  i n  t w o  s t a g e s  

(Calculated on basis o f the relations No. (20) — (27) and of 
Fig. 16)

AgD =  18,592 g /t

Ag Zn

g/t kg % kg

В 100,0000 1000 100,00 _ _
X t 0,7658 — — 100 765,8

L 100.7658 992.4 100,00 0,760 765,8
D 4,9558 18592 92,14 7,004 347,1

m 95,8100 82 7,86 0,437 418,7
X , 0,2325 — — 100 232,5

c 96,0425 81.8 7,86 0,678 651,2
H 11.1107 707 7,86 1,58 175,6

0 84,9318 — — 0,56 475,6

X X 0,9983 — — — 998,3

(20)— (27) point to the fact th a t at a g iven  in itia l silver contents th e  quantities 
o f th e  rich crust and o f the second crust are defin ite after having  been taken  
up b y  th e  silver contents o f th e  rich crust, whereas the quantity  and com posi
tio n  o f  th e  crust having been precipitated after the second zinc addition  and 
th a t  o f  th e  remaining bullion  can only  th en  be determ ined if  th e  quantity  
o f  e ith er  o f  the products, resp ectively , the com position of the zinc crust are 
ta k en  up. From Fig. 17 one can sta te  th a t the com position o f  th e  zinc crust 
can  n o t be freely chosen since point H  indicating its com position  m ust be 
s itu a te d  on the straight w hich connects points 0  and C.



T H E  PA R K ES PROCESS W ITH  ZINC ADD ITIO N 2 8 3

R E F E R E N C E S

1. K rem a n—H o f m e ie r : D as ternäre System  Silber—Z ink—Blei. Sitzungsberichte der Preussi-
scher A kadem ie der W issenschaften , 1911. (120) p. 283.

2. W il l ia m s : The D eterm ination  o f Certain Curves a n d  their Application to  the Desilveri-
zation of Lead b y  the Parkes Process. Proceedings Australasian In stitu te  o f  Mining 
and M etallurgy, 1925, (58) p. 47.
The D evelopm ent and Application of the Continuous Lead Refining Process. Thesis. 
McCarron, Bird, & Co. Melbourne 1932.

3 . W il l ia m s : D escriptions o f  Continuous Lead R efinery at the Works o f the Broken Hill
Associated Sm elters Proprietary Ltd., Port Pirié, South  Australia. Proceedings Austral
asian In stitu te  o f  M ining and M etallurgy, 1932. (87) p. 75.

4. H e n g l e in  — K ö s t e r : Zur K enntniss der dem Parkes Verfahren zugrunde liegenden Sys
teme. Z eitschrift für M etallkunde. 1948 (39) p. 390., Erzm etall, 1949 (2) p . 184.

5 . H e n g l e in  —N o v o t n y : Ü ber die Grundlage des Parkes Prozesses. M onatshefte für Chemie
und verw andte T eile anderer W issenschaften. 1948. (79) p. 629.

6. J o h a n ssen  —L a n g e -E ic h h o l z : Ein Beitrag zur M etallurgie des Parkes-Prozesses. Erz
m etall 1950 (3) p. 397.

7. D a vey  — K r y s k o : Bem erkungen zu dem A ufsatz  v o n  Johanssen und Lange-EichhoJz:
Ein Beitrag zur M etallurgie des Parkes-Prozesses. E rzm etall, 1951 (4) p . 423.

8. R o ss —P e a b o d y : M onterrey refinery uses continuous lead softening and desilverizing
process. Journal o f  M etals, 1952 (4) p. 915.

9. L a n g e-E ic h h o lz  — W a s o w : Die isotherm e W erkblei-E ntsilberung, E rzm etall, 1953 (6)
p. 20.

10. D a v e y : D esilverizing o f  Lead Bullion. Journal o f M etals, Transactions AIM E Metals
Branch, 1954 (200) p. 838.

11. D a v e y : E ntsilberung und Entw ism utierung von Blei. Erzm etall 1957 (10) p. 53.
12. T a f e l : Lehrbuch der M etallhüttenkunde. I. H irzel Verlagsbuchhandlung, L eipzig, 1951,

p. 97.
13. Gy u r ic z a , J .: D iplom a-W ork. Metallurgical D epartm ent of the Technical U n iversity  of

the H eavy  In du stry , M iskolc. 1958.
14. A nalyse der M etalle — Betriebsanalysen. Springer Verlag, Berlin G öttingen  —Heidel

berg, 1953.
15. M ik a , J .: M etallurgical A nalysis I. U niversity N otes Corporation, (F elsőok tatási Jegyzet

ellátó V álla lat) B ud apest, 1957.
16. Андрив—Ловкутов: К теории о бессеребривания свинца. Цветная Металлургия 

1961. (4)2. р. 5 8 -6 4 .

SUMMARY

In this study after having experimentally determined the isotherms of 370, 420, 470 
and 520 °C and investigated both mathematically and graphically the changes of the quanti
ties and compositions of the different products, in relation to the working method in such a 
case when the softening process had been performed in two stages with zinc additions. In the 
course of our investigations special attentation was paid to the trends of zinc consumption and 
an endeavour was made to determine those conditions under which a minimum zinc consump
tion  could he obtained.

By introducing the graphical method, we succeeded in working out a novel, demonstra
tive method to determine the quantities and compositions of the substances involved in the 
Parkes process.

EINE ARBEITSMETHODE MIT ZWEIMALIGEM ZINKZUSATZ UND MINIMALEM 
ZINKVERBRAUCH BEIM PARKES-VF.RFAHREN

Z. HORVATH und .1. WÉBER

ZUSAMMENFASSUNG

In der vorliegenden Arbeit wurde nach Beschreibung der experimentellen Bestimmung 
der Isothermen für 370, 420, 470 und 520 °C bei der Raffination von edelmetallhaltigem Blei 
m it zweimaligem Zinkzusatz mathematisch und grafisch die Veränderung der Menge und der 
Zusammensetzung der verschiedenen Produkte in Abhängigkeit vom Arbeitsverfahren ver-
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fo lg t. B ei den Untersuchungen w urde besonders der V erlauf des Zinkverbrauchs b eo b a ch te t, 
und d ie  Verfasser waren bestreb t, die Bedingungen für den  m inim alen Zinkverbrauch festzu 
ste llen .

M it der grafischen M ethode wurde ein neues und anschauliches Verfahren zur B estim 
m ung der Menge und der Z usam m ensetzung der beim  Parkes-Verfahren b ete ilig ten  S to ffe  
ein gefü hrt.

M ÉTH O DE D E  T R A V A IL  À  D E U X  A D D IT IO N S D E  ZINC, A SSU R A N T  
U N E  CONSOMMATION M INIM UM  D E  ZINC D A N S L E  PR O C É D É  D E  P A R K E S

Z. HORVÁTH et J. WÉBER

RÉSUM É

A près relevé des isotherm es de 370, 420, 470 et 520° C, les auteurs étudient graphique
m en t e t  par le calcul, la  qu antité  e t  la  com position des d ifférents produits lors de l ’élim ination  
des m é ta u x  nobles, en fonction  de la  m éthode de travail u tilisée . Pendant les recherches, les  
auteurs o n t suivi avec un soin particu lier la consom m ation de zinc, et se sont efforcés de 
déterm iner  les conditions correspondant à son utilisation  m inim um .

P ar introduction de la m éth od e graphique, les auteurs o n t élaboré un nouveau  m oyen  
pour la  déterm ination de la q u a n tité  et de la com position des m atériaux utilisés dans le pro
cédé de Parkes.

СПОСОБ ДВОЙНОГО ОЦИНКОВАНИЯ ПРИ МИНИМАЛЬНОМ ИСПОЛЬЗОВАНИИ
ЦИНКА МЕТОДОМ ПАРКЕСА

3 . ХОРВАТ и Й. В Е Б Е Р

РЕЗЮ МЕ

В этой работе после опытного определения изотермы при 370, 420, 470 и 520е С 
математически и графически было выведено изменение количества и состава различных 
продуктов по методу отделения благородных металлов при двойном оцинковании. В про
цессе исследований авторы уделили особое внимание расходу цинка и стремились устано
вить условия минимального расхода цинка.

Введением графического метода был разработан новый и наглядный способ опреде
ления количества и состава фигурирующих в методе Паркеса веществ.



UNTERSUCHUNG DES HEIZVORGANGES 
AN ZYLINDRISCHEN KÖRPERN BEI VERÄNDERLICHER 

OFENTEMPERATUR UND VERÄNDERLICHEM 
WÄRMEÜBERGANGSKOEFFIZIENTEN

A. H O FFM ANN
TECHNISCHE UNIVERSITÄT BUDAPEST, AKADEMISCHE ARBEITSGEMEINSCHAIT FÜR STRÖMUNGSLEHRE

LEHRSTUHL NR. 5 FÜR MATHEMATIK

[E ingegangen am 30. März 1961]

Einleitung

In diesem  A ufsatz wollen wir den Vorgang des W ärmeüberganges an 
einem  kreiszylindrischen K örper genügender Länge au f Grund der Ne w t o n - 
sehen  Bedingung der W ärm eabgabe, u. zw. bei zeitveränderlicher O fentem pera
tur und tem peraturbedingtem  W ert des W ärm eübergangskoeffizienten unter
suchen.

In einem früheren A ufsatz wurde für den ähnlichen Fall die praktisch  
verwendbare Lösung der D ifferentialgleichung der W ärm eleitung bei ze it
veränderlicher O fentem peratur veröffentlicht, nur wurden dabei die therm i
schen Param eter (h , к , ус) als konstante W erte angenom m en (bzw. wurde das 
Funktionsdiagram m  durch eine gestufte K urve ersetzt). Es ging aus dem  
Rechnungsgang klar hervor, daß es w ichtiger ist —  zur B estim m ung der 
T em peraturverteilung im  Körper —  in der M ehrzahl der praktischen Aufgaben  
(H üttentechnik) nach A blauf der A nfangsperiode (von cca 15— 20 Min.) der 
A nheizung die Ä n d eru n g  der O fentem peratur als die Änderungen der ther
m ischen Param eter in R echnung zu ziehen. D och kann m an für die A nfangs
periode des A nheizens eine ähnliche V ereinfachung nicht annehm en, da die 
Veränderlichkeit der therm ischen Param eter in em pfindlicher W eise die als 
Lösung gewonnene F unktion beeinflußt; m it anderen W orten, man erhält 
m it Hilfe der g estu ften  K urve nur eine grobe Annäherung, oder aber wird 
der R echnungsgang —  bei Vermehrung der Stufen —  allzu schwerfällig. 
In diesem  A ufsatz soll eine M ethode zur B estim m ung der Tem peraturverteilung  
im  Körper in der Anfangsperiode für den Fall angegeben werden, daß der 
W ärm eübergangskoeffizient als Funktion der Tem peratur \h =  h (#)] und die 
O fentem peratur —  w ie früher —  als Funktion der Zeit =  0* (t)] betrach
te t  wird.

Praktisch läßt sich der W ärm eübergangskoeffizient aus zwei Funktionen  
zusam m enstellen: die erste  hievon beruht a u f dem  Strahlungssatz (s. die 
später angeführte B ehandlung), die zw eite beruht au f dem K onvektions-
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W ärm eübergangskoeffizienten, wofür die folgende Form el als E xp on en tia l
fu n k tio n  gilt:

N u  =  CGrn,

w o d ie  dim ensionslose, GRASSHOF’sche Zahl G r  folgenderw eise ausgedrückt 
w ird :

G r  =
V 2

H ier b ed eu te t

I —  die für die W ärm eström ung entscheidende D im ension (hier den 
Durchmesser als W eglänge),

V  —  die k inem atische V isk ositä t,
1

ß  =  — -----den W ärm eausdehnungskoeffizienten , und

Aft  —  die Tem peraturdifferenz zw ischen Stab und Um gebung.
N ach  entsprechender V ereinfachung erhält man für die behandelten  

Fälle e in en  Ausdruck folgenden Charakters:

ac =  a A ê 1 3,
wo

a ^  1,7
ist.

In  den  m eisten, praktisch w ichtigen  Fällen (W ärm ebehandlung, H ü tten 
w esen) w ird das Stück gew öhnlicher Tem peratur in einen Ofen besonders 
hoher T em peratur gelegt. D er h ier zu erwartende Vorgang ist größtenteils  
eine W ärm eübergabe durch Strahlung, auch in der A nfangsperiode; z. B . ist 
bei e in er Tem peraturdifferenz vo n  1000 °C:

ac я« 17 [kcal/m 2 h°C]
und

h ^  110 [kcal/m 2 h cC],

N ach h er  nimmt der W ert von ac m onoton ab, und der W ert von  k 
—- nach  einer übergangsweisen A bnahm e infolge der p lötzlichen Senkung  
der O fentem peratur —  steig t m onoton  an (Abb. 3). Also kann bei solchen  
H eizvorgän gen  der K onvektions-W ärm eübergangskoeffizient gegenüber dem  
Strahlungskoeffizienten  praktisch  vernachlässigt werden. W enn aber der 
V organg einer genaueren A n alyse unterw orfen wird, oder auch bei H eiz
vorgängen  anderer Art, m uß der K onvektions-W ärm eübergangskoeffizient 
u n b ed in gt in  Betracht gezogen werden.*

* Ich  verdanke diesen H inw eis H errn Prof. Árpád Macskásy . In einer späteren  Ar
beit m ö ch te  ich  die Untersuchung der g leichzeitigen  Auswirkung beider K oeffizienten  m itteilen .
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1. Lösung des Problem s

D ie dim ensionslose Form der D ifferentialgleichung ist 
koordinaten —  die folgende:

d29  ^  1 0 i  jj., yc dû
dg2 g dg к dt

in Z ylinder-

( 1 )

Es gilt die Anfangsbedingung:

*(e.o)=/(e) (2)
und die NEWTONsche Randw ertbedingung:

—  I =  — 0 (i,* ) ]  (3).
'do le-1 k

W enn wir den W ärm eübergangskoeffizienten auf Grund des Strahlungs
satzes berechnen, so können wir uns au f die oben abgeleiteten Ü berlegungen  
stützen . E ine w eitere Begründung für die R ichtigkeit der A nw entlung des 
Strahlungssatzes b ietet uns die technische P raxis, da die W ärm eübergabe bei 
durch elektrische H eizw iderstände hervorgerufenen Vorgängen größtenteils, 
durch Strahlu ng erfolgt [9].

A u f Grund des Strahlungssatzes g ilt:

h (9F) =  e C s

[#*(*) +  273 9 f +  273 4

100 J 100 П

&A1) — &F

wo Cs =  4,96 den Strahlungskoeffizienten  des absolut schw arzen K örpers 
bedeutet; f  ist eine von den Strahlungskoeffizienten  (ех; f2) der w ärm eauf- 
nehm enden bzw. wärm eabgebenden F läche und von der Größe ( F 1; F2) dieser 
Flächen abhängige K onstante. Durch E insetzen  obigen A usdruckes in die 
Form el (3) der R andw ertbedingung erhalten  wir

301 r  R—  =  eC ,—
<9k(t> +  273 j4 d ( l , t ) + 2 7 3 4

9o ji=1 к 100 100

Nun w ollen wir die Ausdrücke

eC.
R 4 » )  +  273 4 R „ nil Fr  _ 0(1,1) +  273

~k 100
uiui cu ,

к 100

kurz als üka (t) bzAV. g (ûp) bezeichnen. E s soll der Ausdruck von g ( û p )  —  für
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e in  bestim m tes In terva ll —  auf lineare Form  gebracht werden, w ie fo lgt:

g ( # F ) ^  Cx & F +  C„,

und soll weiterhin an S te lle  von g (&p) d iese lineare Funktion treten .
So erhalten wir für die R andw ertbedingung (3)

°~ =  -  <V?(1, t) -  c0 =  &ka(0) +  A ( t ) ~  cx§ ( l ,t )  -  e0, (4)
д о  „=i

in d em  wir an Stelle von  #fca(t) den Ausdruck # fca(0) +  At  gesetzt haben, 
in w elchem  A(0) =  0, A t  eine kontinuierliche, und abschnittsw eise g la tte  
K u rve  darstellt.

W ir wollen als L ösung die Summe aus d iesen  zw ei Funktionen w ählen, 
u zw . unter der B edingung, daß die H ilfsfunktionen $ x(g, t) und #2(p, t) auch  
e in ze ln  der D ifferentialgleichung (1) genügen:

r

& = &Ле,1)+ I dy T)dr (5)
J dr

r = 0

So gelten  für und # 2 die folgenden D ifferentialgleichungen und A nfangs
bedingungen:

B 4 L
<7 I

1 d d l
=  R 2 y c _ d & !

0) == m
d Q - Q d g к d t

d W o 1 д д 2 = R2 у с d f J \ ,
& 2  (Qi 0) == 0~ —

d o - о d g к d t

Für d ie ursprüngliche Differentialgleichung erhalten  wir folgende R andw ert
bedingung:

t

+

CO d(f dT
dg |e= l J d i dg 1

r = 0

dha(t) - с Л ( 1 ,  t)

t
C1 j — T) dT — co

Г-0
(7)

D ies kam t in folgende zw ei Bedingungen zerlegt werden:

0#j 1
д о  „=i

(8 )

0 = 1
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Ferner haben wir aus (7) für die F unktion  cp (t) die folgende Bedingung:

Г dcp
I dr dr  =  — *0 =  #ka( °) + Щ  — C0

Nun soll

W taW  -  C„] +  ^  ( t  >  0)
dr  dr (9)

sein, wo Ь (t) die D irac’-sche D elta-F unktion  darstellt, wofür

r = 0

t
ö(r) dr =  1 und \  <5(t) / ( t) dr = / ( 0 )
‘ t  =  0

gelten . So ergibt sich als Lösung der D ifferentialgleichung (1):

&(q, t) =  (q, t) +  Г Ó(t ) [&ka(0) -  c0] 0 2(e, t —  r)  d r

+ Г (TJ d2(p, t — t) dr = ̂ (e, t) + [0ÄQ(o) — c0] #2(e, t) + 
J  dr 

>

dA(x)

t  =  0  

t

+  -—г -1 Ы е ,  t — x)dr
dr

t  =  0

( 10)

Nach Lösung der Gl. (6j) und m it R ücksicht au f die Anfangs und R andw ert
bedingung erhalten wir:

„ 2 j  f ( e ) e J 0(vpQ)dQ

p - i i +  l^ Jl(vp)

Für vp g ilt die E igenw ertgleichung

Vp J l ( ' ’p)  =  Cl J o ( Vp)-

Gleichfalls gilt als Lösung der Funktion # 2

Jо(урв) '

v'j, к 
R* Tc

(p  ^  1)

4 e , t )  =  - -  2 У J o(vp6)
Vp к

~R 2 7 c
- 1

4  p^l (*p +  cl) Л ^ р )

m it den oben angeführten Eigenw erten.

5 Acta Technica XL/3 — 4.
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A uf Grund von  (10) erhalten wir:

d(g, t) =
2 \  f ( o)  g J 0(vpg) do

^  9 = 0

P  =  1
1  +  4 J  'o ( Vp)

Jo(vpQ)e R *  y c

Ш 0 )  -  c0]
1 Jo(vpQ) е “ 4 т 4

J dJ(r)
dr

2 у
1 p- i  (vp +  4)  J 0(vp)

vi к
2 V? Jp{VpQ) e R i  yc

1 W  +  cl)Jo(Vp)

(t-z)

+

dr  =

2 j fie) в Jo(vpQ) dQ
=  y

p=]
e = o

1 +  4 Jo(»V)
J 0(vpQ) e i?2 ;c +  —  $ta(*) °' _

-  2 [ У 0 )  -  c0] V  J M ---------e  R *  y c

P= 1 (Vp +  c?) J 0(vp)

M ( v 2p +  cl ) J 0ivp) J  <*r
J o  Ы _ _ Г dAix) - ~ 4 4 - ((- t) dT

( 11)

W enn wir au f die praktisch erwünschte G enauigkeit n icht verzichten  
w ollen , können wir an S telle  der Funktion g (#p) im Bereiche des unter
su ch ten  A bschnittes n ich t eine Gerade setzen; wir sind gezw ungen, um den  
F eh ler  au f das M inim um  herabzusetzen, m ehrere —  wom öglich aber w enige —- 
G eraden aneinander anschließen zu lassen. So ergibt sich:

№ f )

C1 &  F  +  Co

4  + +  4

(0

(f/l ^  ^  Gä)

сЦ-'Чр  +  c<i-« ( G 's - 1  +  *  +  G 's

In  unserem F all haben  wir die Geraden derart angenom m en, daß für 
d en  gegebenen F u nktionsabsch n itt das Integral des Quadrats der F unktions
differenzen ein M inim um  sei; m it anderen W orten, wir stellen die Bedingung  
a u f, daß für den j -ten  A bschn itt ( # 4  0  <T ff F <C ff Ф) die Funktion:

0<J)
J  Ы 4 )  -  4 " 1) 4  -  4 " 0]2 <*4 =  ßicO-D, c( j - D)
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ein M inimum erreichen soll. D ie derart bestim m ten  Geraden sch ließen sich  
einander an (Abb. 1).

W ollen wir die Funktion fîka (t) annäherungsw eise durch an einander  
anschließende Parabeln darstellen , so ergibt sich die allgem eine Form el für 
den i-ten  A bschnitt («;_х <Ç t <  «,•):

^ А а ( 0  *** а 2, 1—1 ~Т  а 1, /—I  t  +  « о , /'—1

Abb. 1

Abb. 2

Um  bessere R esultate zu erzielen , ist es ratsam , die Parabel —  a n sta tt des 
GAiTssschen Ausgleichs —  abschn ittsw eise durch gewisse exakte P u n k te der 
Funktion $ ka (t) zu führen. Auch diese Parabel schließen sich einander an 
(Abb. 2).

Die Lösung ist nun durch zweierlei A nschlußbedingungen gekennzeich
net: es wird verlangt, daß sich die Geraden, die ausgleichsweise die Funktion

5*
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g(ftp)  ersetzen , einander anschließen, und daß sich  auch die zur A nnäherung  
der F u nktion  (t) an gelegten  Parabeln g leich fa lls aneinander anschließen.
D ie R eihenfolge ist natürlich  von  der Natur des gegebenen Vorganges abhängig.

D ie T em peraturverteilung im Körper kann für den A nfangszeitpunkt 
des A nheizens als k on stan t angenom m en w erden:

°) = / ( e )  =  #a- 

Durch V erw endung der Eigenw ertgleichung

J A vn) =  —  J o ( v n)
Vyn

ergibt sich für den ersten  A bschnitt die fo lgende Lösung:

# (0)M =  -  b \ a(t) -  C0] -  2 [* U 0 )  -  C0 -  2c, § a] X 
«1

x  ÿ  J o M  - ё т с ‘ _
П= 1 ( v n +  f l) J o ( vn)

- 2  у  - _ UVnQ)_ _  Г -  {T± e  - Ä  i  (,- r) dr
„ = 1 (v% +  cf) J 0(vn) J d t

t = 0

( 12)

Im  S inne des vorangehenden haben wir:

ha( t )

a 2 i2 +  а , ( +  a0

« 2 1  t2 a l l  f  +  « 0 1

. «2, i— 1 *2 +  «1, i - l  1 +  «0,1—1

(0 <  t ^  t(1) 

(*/! <  1 <  *i.)

^  ^  *,>)

D urch E insetzen in  d ie  Gleichung (12) ergibt sich die Lösung für den  
ersten  A bschnitt: (0 <! t <1 i,)

»2 к .
i?(o) (£M) =  - [ ^ ( 0 - c o] - 2  [ ^ a( 0 ) - c 0- 2 Cl^ ]  £ e R* re —

'1 = 1  (Vn +  cf) J 0(vn)

2 R°-yC- у
к —  v2(v2n - f  cf) J 0(vn)

2a2 t A P 1 — e R1 vc

A (p  =  a , — 2a2
R 2 yc

WO
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Es zeigt sich auch h ier, daß das V orzeichen des dritten G liedes dem  
von A(t) entgegengesetzt is t , daß also dieses Glied sozusagen den W iderstand  
des M aterials gegen die Ä nderung der T em peratur #д.а (t) darstellt.

Im  nächsten  A b sch n itt kann m it guter Annäherung der zw eiten
Parabel g leichgesetzt w erden. Es muß hier also eine neue Lösung gefunden  
werden, w obei die »A nfangs«-T em peraturverteilung im  Körper g leich geste llt  
werden soll m it der bis zum  Zeitpunkt en tstandenen  Tem peraturverteilung:

f i ( e )  =  #(0) (e* *i)-
Durch E insetzen  in die G leichung (11) und u nter E inbeziehung der E igen w ert
gleichung und durch H eranziehen der O rthogonal-R elationen der B e s s e l - 
schen Funktionen erhalten wir die Lösung für den zw eiten A b sch n itt
(«i <  i ^  t2):

,.2 к

-  » )  -  со]-2 [Л а (0 )-С о -2 С1 âa] 2  7 Т -Г Т Т Г -.
н =  1 (vn +  c l )  J o ( vn)

R2 yc '

— 2R2 —  >' JuU’nQ)
к n^ivl(v\\  +  c f ) J 0(vn)

?.. к , -, v\ к 
ЁГГ TV h ll - - 5 ï - r « - < .)

2a2tl +  A ^ ) l - e e ‘ +

-r 2a21(t -  h ) +  4 4 )1 -  e 

A  ̂  =  2a21 ij +  a

vn к

„ R 2 yc .
11 -  2«21 —  — ISt.

vi к

Im  nächsten A bschn itt ändert sich die ausgleichende Gerade der F unk
tion g (# F):

g(&p) *** ci^ &F +  coL̂ (h  ^  ^  *з)
Wir m üssen also auf die ursprüngliche Lösung (11) zurückgreifen. In unserem  
Verfahren betrachten wir den H eizvorgang m it dem  A nfangszeitpunkt t2 und 
nehm en die bisher en tstan d en e Tem peraturverteilung als A nfangszustand an:

Ш )  =  # (1) ( в » h)

Daher ergibt sich die L ösung für den dritten  A bschn itt (i2 <  t < ’ t3):

„ 2 \U e ) Q J i Á vpL>)dL> к ,

- 2 S ^ ~  д а .  _ U v )+  7 5 7  №.<>) -  <#>1
P  =  1 1 +  - i J o i vp)

c «

-  -  Ф ]  2  V -,
M vi#)

I ■£ к

— 2 V

p = 1 Kvp

Л  ( v )

(v2p +  c[W )J0(vp)

P = 1  ( v 2p +  c i 1 ) s )  J o ( v p)  j  d T

” Tc ^
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D ie  F u nktion  g(t?p) erhält in dem eben behandelten  A bschnitt eine neue 
lineare Form , und daher n im m t die E igenw ertsgleichung folgende Form  an:

vp J i( !’p) — cî Jo O’p)’
w oraus m an für {rp} eine neue E igenw ertserie erhält. So kann m an die 
O rthogonalitäts-R elationen  für das Integral

l

I QJo(vnö)Jo(vp°)d9 =  —- - - 2[vnJo(vn ) J Ä vn ) — vpJo(vn)Ji(vp)\ =
J K ~ v P

o =  0

r  —  C(1>

n ich t m ehr gelten lassen , und nur die E igenw ertsgleichung kann ausgenützt  
w erden . So erhalten wir für das Integral im  ersten Glied der Lösung (11):

t
Г  2 cd)

2 / 2(e) e J o ( vpe) d(j  =  -  [®kÁh) — co] - ~ J o { vp) -
.) C1 VPo = 0

-  m j O )  - c 0 -  2 c ,  0 a ]  ( c ,  -  cd)) V  — Jo(vp) R -  y c
-  ( v Z - i f i W  +  el)Jo(vp)—  4R 2 (c, -  cd>) V  -

* ’  é x v \ { y \ - v \ )  (rS +  cf)

D urch E insetzen  in  (11):

ö(2)(p,0 =  j -  [ö ta(0  -  cd)] +
4

+  2
c d )

-  1 & k a i12) —  C0 +  C0 *
. C! C 1

J M  - w i e « - * *
P =  1 ( v 2P  +  c [ W ) J 0 ( V p )

- 2 V Jo(vp9)
к P -, t - | ( r |+ c d ) 2) J 0(pp) 

4[^Aa(0) C0 —

-  —  (<-íd
2«2i(í -  t2) +  Л р(1 -  e R- *  )

03 oo

-  2c1^ű] ( c 1- c d ) )  У  У Jo(vp9) e

v2 к 
R -  ~ y c

1 +
1)2

p - l n - l ( v 2 + C 2) („2 _  „2 )

VP

_  4 R . Æ  (c, _  . f l )  f  i  h  1 - -------------
к Р  =  1 П “ 1 1 л ^ П  +  Cl )  -----  v 2 )

л ы

1 + Д Ъ о Ы
VP I
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wo

ist.
p — 2^21 to ~}“ 2^21

R 1 yc^

Vp к

Der E influß der O fentem peratur a u f die T em peraturverteilung im  
Körper wird durch das erste, das dritte und das fünfte Glied der G leichung  
ausgedrückt. Das erste Glied enthält die m odifizierte Ofentem peratur

^ka (*) — ^ka(h) ""H (*2  ̂Sù *з)’

wogegen das dritte und das fünfte Glied sozusagen den gegen diese Ofen
tem peratur auftretenden K örperwiderstand darstellen . Die Ä nderung von  
h(&) wurde in die Lösung der D ifferentialgleichung teils mit Hilfe der K oeffi
zienten Cj, c,„ c ? \  ci«  teils durch die m odifizierte Ofentem peratur eingebaut.

Trotz des Anscheins ist die num erische Errechnung nicht kom pliziert; 
wir können näm lich bei den zw eifachen Sum m ationen die innere (die au f n 
bezogene) bereits in dem R esu ltat, das wir im  vorhergehenden A bschnitt 
gewonnen haben, als fertig vorfinden.

2. Anwendungen und Folgerungen

Es soll das A nheizen eines langen, geraden, kreiszylindrischen Stahl
körpers m it dem H albm esser von  10 cm und der gleichen Zusam m ensetzung  
wie die des in dem ersten A ufsatz behandelten Stahlstücks näher untersuchen, 
u. zw. unter B eibehaltung derselben V oraussetzungen wie dort, m it der Aus
nahm e, daß der W ärm eübergangskoeffizient der oben beschriebenen Änderun
gen unterliegt.

Die Grunddaten sind die folgenden:

/C 1 3 3 9 Min
s =- 0,87 R  — 0,1 [m]

к m 2

Cj =  0,0189 c0 =  0,1623

ci«  =  0,0477 c<‘ >= — 4,1518

a,  =  6,457; = — 53,434; a 0 =  211,201

a21 =  0,294; а 11 — — 7,548; a 01 =  126,262

К  =  20 [°C]; G = 4; h  -  6;

00p-4II«

D ie  W erte £,>(#/=•) in Tabelle I bedeuten die an Stelle der F unktion  g(&p) 
tretende Ausgleichsgerade.

In Tabelle II bedeutet die gem essene O fentem peratur, # Лат (t) ist die 
aus dem gem essenen W ert berechnete m odifizierte O fentem peratur, und



2 9 6 A. HOFFMANN

Tabelle I

V f 20 50 75 100 125 150

g & F )

s M f )

0,745672

0,540999

1,101254

1,109085

1,483865

1,582490

1,958452

2,055895

2,538691

2,529300

3,239209

3,002705

tip 175 200 225 250 275 300

g ( & F )

g Á » F )

4,075581
4,195121

5,064331

5,387537

6,222929

6,579953

7,569797

7,772368

9,124304

8,964784

10,906766

10,157200

Tabelle II

t 0 2 4 6 8 10

& l c m 929 792 726 694 686 666

» k a  m  <*) 211.2007

211.2007

130.1595

130.1595

100.7719

100.7719

88,4674

91,5515

85,5760

84,6809

78,6574

80,1603

< 12 14 16 18

à  k m 664 666 675 686

» k a M  

#ka(  0

77,9895

77,9894

78,6575

78,1684

81,7167

80,6972

85.5760

85.5761

$Ла(0 s te llt  die zur praktisch  annehm baren Annäherung der letzteren  berech
n ete  P arabel zweiten Grades dar.

In  Abb. 4 bedeutet die punktierte Linie die Tem peratur der O berfläche  
bzw . jen e  der inneren L inie; b ei konstanter O fentem peratur und unveränder
lich en  Param etern; die gestrichelte  Linie zeigt die T em peraturverteilung bei 
zeitabhängiger O fentem peratur und unveränderten therm ischen Param etern; 
die v o lle  Linie stellt die T em peraturverteilung bei veränderlicher Ofen
tem p eratu r und veränderlichem  W ärm eübergangskoeffizienten dar (w obei die 
übrigen  K oeffizienten als k on stan t angenom m en sind). Von der letzteren  kann  
fe s tg e ste llt  werden, daß sie zu  der em pirischen, aus M essungen erhaltenen  
K urve ihrem  Charakter nach  am nächsten verläu ft [10, 11]. (E in genauer 
V ergleich  ist hier nicht m öglich , da die M essungen an einem Zylinder m it dem  
H alb m esser von 4 cm durchgeführt worden sind.)

In  der Anfangsperiode des Anheizens in unserem  Beispiel zeigen die 
W erte der Tabelle III und d ie  K urven der Abb. 4 deutlich den E in flu ß  der
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«c
h с  к

Abb. 4
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Tabelle III

t
l/c — c o n s t . . h -- c o n s t . £/c =  £&(<), h =  c o n s t . 0 *  =  0 * 0 ) .  h = h(C)

0 ( 0 ,  <) o p .  о 0 ( 0 ,  . ) H C  0 0 ( 0 ,  . ) 0 ( 1 .  0

1 2 1 , 6 4 9 8 1 , 9 3 2 2 1 , 6 2 6 7 8 , 4 1 7 4 1 , 5 0 9 1 0 2 , 7 4 4
2 3 5 , 4 1 1 1 , 4 3 4 , 8 1 0 2 , 1 5 6 , 0 1 2 2 , 3
3 5 6 , 9 1 3 6 , 4 5 4 , 2 1 2 0 , 5 7 5 , 4 1 3 5 , 1
4 8 0 , 5 1 5 9 , 6 7 4 , 2 1 3 7 . 0 9 4 , 5 1 4 7 , 6
5 1 0 4 , 3 1 8 1 , 7 9 3 , 5 1 5 2 , 9 1 1 1 , 0 1 6 0 , 2
6 1 2 7 , 7 2 0 3 , 1 1 1 1 , 7 1 6 8 , 1 1 2 6 , 2 1 7 2 , 4
7 1 5 0 , 6 2 2 3 , 9 1 2 8 , 9 1 8 2 , 6 1 4 0 , 3 1 8 3 , 9
8 1 7 2 , 8 2 4 4 , 0 1 4 5 , 3 1 9 6 , 6 1 5 3 , 7 1 9 5 , 2

1 0 2 1 5 , 4 2 8 2 , 6 1 7 5 , 9 2 2 2 , 9 1 7 8 , 4 2 1 6 , 5
1 2 2 5 5 , 6 3 1 9 , 0 2 0 3 , 9 2 4 6 , 0 2 0 1 , 2 2 3 7 , 3
1 4 2 9 3 , 5 3 5 3 , 4 2 3 0 , 0 2 7 0 , 9 2 2 2 , 8 2 5 8 , 0
1 6 3 2 9 , 3 3 8 5 , 8 2 5 4 , 5 2 9 3 , 5 2 4 4 , 0 2 7 9 . 4
1 8 3 6 3 , 1 4 1 6 , 4 2 7 7 , 9 3 1 5 , 8 2 6 5 , 4 3 0 2 , 2

Ä n d eru n g  des W ärm eübergangskoeffizienten h a u f die Tem peraturverteilung  
im  K örper. Dasselbe g ilt aber auch für die M ehrzahl der praktisch vorkom m en
den F ä lle , da die H au p tan gab en , die den H eizvorgang bestim m en, w esentlich  
n ich t variieren. Es ist ein  V orteil unserer M ethode, daß die Linearität der 
D ifferentia lg leichung b e ib eh a lten  wurde, und daher auch die num erische 
E rrechnung verhältn ißm äßig einfach ist. W enn aber auch die anderen th er
m isch en  Parameter (k, yc)  als Funktion der T em peratur aufgefaßt werden  
so llten , so müßte man a u f d ie Linearität der D ifferentialgleichung verzichten, 
w o d u rch  nur eine kom pliziertere Lösung denkbar wäre.
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ZUSAM M ENFASSUNG

Der Verfasser g ib t in  diesem  A ufsatz die Lösung der D ifferentialgleichung der W ärm e
le itu n g  für den Fall eines zylindersym m etrischen K örpers auf Grund der dritten R andw ert
bedingung, w enn näm lich  die O fentem peratur eine F u n k tio n  der Zeit, und der W ärm eüber
gangskoeffizient eine F unk tion  der Tem peratur ist. D er W ärm eübergaDgskoeffizient wird 
aus dem Strahlungssatz errechnet und wird dies für die Mehrzahl der A nheizvorgänge als 
begründet erwiesen.

D ie Lösung ergibt sich m it H ilfe der richtigen W ahl der entsprechenden H ilfsfunktionen  
[ g  № f )> ( 0 ]  m ittels einer geeigneten Vereinfachung, u. wz. durch Anwendung der bereits
v o m  Verfasser früher ausgearbeiteten  M ethode. D er F all des als konstant angenom m enen  
W ärm eübergangs-K oeffizienten g ilt als Spezialfall der Differentialgleichung bzw. der R an d
w ertbedingung, wofür die im  ersten A ufsatz publizierte Lösung gegeben ist.

D ie am  Ende des A ufsatzes gezeigte konkrete V erw endung zeigt, daß die m itte ls  des 
neuen R echenganges errechnete T em peraturverteilung den  bisher empirisch festgeste llten  
D aten  näher kom m t als die in der technischen Praxis bisher angewandten M ethoden.

R E SE A R C H  ON T H E  H E A T IN G  OF A LONG C Y L IN D R IC  BO DY IN  AN  O V E N  W ITH  
CHANGING T E M P E R A T U R E  A N D  ON T H E  CONDITION OF A V A R IA B L E  

CO EFFICIEN T OF HEAT T R A N S F E R

A. HOFFMANN

SUM M ARY

A solution  is g iv en  o f the differential equation relating to heat conductance o f  a cy- 
lindric sym m etric body on the basis of the third cond ition  of marginal values i. e. w h en  the  
tem perature o f the furnace is considered as a function  o f  tim e and the coefficient o f heat trans
fer as a fun ction  of the tem perature. This coefficient is  calculated  on the basis o f the radiation  
theorem  th at is proved to  be applicable for m ost o f th e  cases occurring in  technical practice.

The solution  is found by m eans of w ell chosen auxiliary functions [g (/>), &ka (t)]  and 
b y  m aking a reasonable sim plification  by using a m ethod  previously developped b y  the author 
[15]. The assum ption o f a constant coefficient is the special case of the differential equation  
and the condition  of m arginal values, the solution o f w h ich  is presented in the authors for
mer paper are m entioned.

F in a lly , the practical application proves th a t th e  distribution values as calcu lated  by  
th e  present m ethod, represent a better approxim ation to  em pirically found results th a n  those  
obtained b y  other usual m ethods.
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E X A M E N  D U  PRO CESSUS D ’É C H A U FF E M E N T  D E  CORPS C Y L IN D R IQ U E S  
LONGS, À T E M P É R A T U R E  D E  F O U R  ET COEFFICIENT D E  

TRANSM ISSION V A R IA B L E S

A. HOFFMANN

RÉSUM É

A vec la troisièm e cond ition  de lim ite, l ’auteur résoud l ’équation différentielle  de lai 
co n d u ctio n  de chaleur en cas de sym étrie de révolu tion , quand la tem pérature du  four est 
fo n c tio n  du tem ps, et le co effic ien t de transm ission est fonction  de la tem pérature. L ’auteur 
ca lcu le  ce coefficient sur la base de la loi du rayonnem ent, ce qu’il justifie  pour la  m ajorité  
des processus d’échauffem ent.

L a solution s’obtient par le  choix et la sim plification  des fonctions auxiliaires appro
priées, à l ’aide d’une m éthode exposée par l ’auteur dans une étude précédente [15]. U n  cas 
sp écia l de l ’équation d ifférentielle et de la condition de lim ite  consiste à considérer le co effi
c ie n t de transm ission com m e constan t ; pour ce cas, c ’est la  solution donnée dans l ’étude  
p récéd en te  qui est valable.

L ’application pratique présentée à la  fin  de l ’étude perm et de constater que la  répar
t it io n  de la tem pérature, calculée à l ’aide de la nou velle  m éthode, est plus proche des données 
em piriqu es que les résultats ob tenu s par les m éthodes usuelles.

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА НАКАЛИВАНИЯ ДЛИННЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ.
ТЕЛ ПРИ ПЕРЕМЕННЫХ ТЕМПЕРАТУРЕ ПЕЧИ И КОЭФФИЦИЕНТЕ

ТЕПЛОПЕРЕДАЧИ
А. ХОФФМАНН

РЕЗЮМЕ

Автор решает в работе дифференциальное уравнение теплопроводности для цилинд
рической симметрии с помощью третьего предельного условия в том случае, когда тем
пература печи является функцией времени, а коэффициент теплопередачи — функцией 
температуры. Коэффициент теплопередачи выводится по закону лучеиспускания, и для 
значительного числа процессов накаливания обосновывается его применимость.

Расчет проводится выбором соответствующих вспомогательных функций [g(#/Q, 
&ka(t)]> их допустимым упрощением, а затем используется разработанный в предыдущей 
публикации [15] автора метод. Приводится частный случай дифференциального уравнения 
или предельного условия, когда коэффициент теплопередачи принимаем постоянным, 
тогда получается опубликованное в предыдущей работе решение.

Разработанное в конце статьи конкретное применение показывает, что рассчитан
ное по новому расчетному методу распределение температуры лучше приближает замерен
ные на опыте данные, чем примененные до сих пор в технической практике методы.



СИСТЕМА КРИВЫХ РЕГУЛИРОВАНИЯ РУСЛА РЕК
ЧАСТЬ 2. Г И П Е РТ А Н ГЕ Н Т О И Д

К. АПОР

[Поступило 13 апреля 1961 г.]

VII. Тангенсная кривая и гипертангентоид

Тангенсная кривая, а также гипертангентоид в их полной мере не 
:нашли применения в качестве кривых для регулирования рек, но тем более 
необходимо использование отдельных их частей в основном при проектиро
вании из-за условий рек.

Построенный на рис. 1 тангентоид, собственно говоря, представляет 
•собою такой эллипс, ось а и директриса которого также имеет бесконечную 
длину. Директриса в бесконечности сечет ось X  на расстоянии а — °о. 
Естественно, расстояние до оси X  является постоянным. Единица деления 
директрисы, размещающейся на расстоянии Ь, равна единице стациониро- 
вания разбивки тангентоидной кривой, то есть sd =  st =  0,50.

Эта параллельная директриса одновременно является также асимптот- 
ной касательной распространяющегося в бесконечность тангентоида, так как 
располагающиеся на нем точки деления при соединении с проекционной 
точкой дают косые прямые, и измеренная на них единица стационирования 
из-за равенства в бесконечности касается директрисы.

Фокус тангентоида пропорционально росту оси а все больше и больше 
приближается к вершине тангентоида, которая идентична инфлексионной 
точке, но в случае симметричного построения может быть принята также 
в качестве сурфлексионной точки, — и в  случае когда а=  °°, тогда /  =  О, 
так как находится в вершине.

Тангентоид с этой распространяющейся в бесконечность осью а й в  
бесконечности касающейся асимптоты называю гипертангентоидом, так как 
аналогично гиперболе имеет асимптоты, но с той лишь разницей, что и они 
в бесконечности секут друг друга как параллельные прямые.

Гипертангентоид одновременно представляет собою генетрису тан- 
генсной кривой. На рис. 1 изображена тангенсная кривая, построенная 
на основе гипертангентоида, это видно в правой части рис. 1. Естественно, 
директриса этой тангенсной кривой не может быть идентична директрисе 
гипертангентоида уже из-за косой касательной тангенсной кривой. Однако 
для построения тангентоида, имеющего общую касательную с тангенсной 
кривой, можно использовать директрису и построенный здесь же танген-
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тоид представляет собою координированный ктангенсной кривой тангентоид.
В левой нижней части рис. 1 построенный тангентоид имеет постоян

ную малую ось b =  4,00, а единица акционирования равна s, =  0,50.

V1H. Уравнение гипертангентоида

Уравнение гипертангентоида с расстоянием асимптоты Ь — 5,00, постро
енное в левой части рис. 2, можно трактовать так, как такой искаженный 
эллиптический тангентоид, большая ось которого, обозначенная буквой а, 
простирается в бесконечность, то есть а =  6 постоянная, поэтому

где у — ордината;
X — абсцисса;
t — постоянный коэффициент, характерный для гипертангентоида, 

вычисление которого будет рассматриваться позднее.
В крайнем случае, когда х =  0 имеем

у =  Ь ------------ =  Ь — b 0 .
1 +  О

А если же х =  тогда имеем

у, — Ь -------- ----- =  b — 0 =  Ь.
1 -}- 00

Промежуточные случаи

y t =  b -
1 +  X, • t

1 —
1 +  x , - t

уже известно, но с другой стороны

Ь =  У/п 
п ■ s, х1п

( 6)

(7)

где п — порядковый номер округленного числа точки стацнонирования;
Sf — округленная единица стационирования.
Последнее уравнение выражает тот факт, что постоянное расстояние 

b асимптоты (считая от оси X) относится к округленному многократному 
п единицы стационирования, как ордината yt точки п порядкового но
мера, находящегося на гипертангентоиде, к абсциссе Х(.

Из уравнения

п ■ s.
У±
X,
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имеем

У/ =
X, ■ Ь
П ■ Si

Так как вследствие приведенных выше

у< = ь 1 -  ■ , 1 -
1 +  X. ■ t

можно определить коэффциент t, так как

xt ■ Ь

п ■ S,

1

то есть
Xt

п ■ S,
1 —

X +  Xt -t  

1

п ■ s, =

1 +  X, ■ t

S t

1 —
1

п • Si п  ■ s.
; x t =  п ■ st —   -------- :—  ; п • st —  x t =  —

1 -(- Xf' t 1 -j— Xt • t
1 +  Xf ■ t

n ■ s ;( l  —  x t) —  x , ( l  +  x t ■ t) =  n ■ st

l + x l t -  +  = ^L . x r t _  *t +  x?-t . =  0;
n  • s* USf

xit
— +

X,

xf  +  X,

n ■ s.

x t t  =  0  ;

x , - t  =  0 ,

x2t +
ns, n sk n st n • st

x t =  0 ;

X-, t
* - - х Г 1 +  - ^ - =  0

n s, n s,

и решив no t получим

------ Xt \ -\------ —  =  0 ;
п ■ s,

Xf

t =
П • S, Tl ■ S '

r2x t
n ■ s,

X, Xt — X,

1

n ■ s t
~ZïX, n-  st —  x t

n ■ S,

( 8)

Демонстрируя на числовом примере, рис. 2 имеет расстояние асимп
тоты Ь =  5,00, то есть вычисления, относящиеся к некоторой произвольной

6  Acta Technica XL/3—4.
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по порядковому номеру п =  12 точки левостороннето гипертангентоида, 
сначала для п • st =  12 • 0,5 =  6,00, в то же время х =  4,26.

í = -------  1 — =  0,575,
6,00 -  4,26

но в качестве контроля для точки гг =  15, для которой п ■ st =  15 • 0,50 =  
=  7,5, в то же время х =  5,76.

1г = 1
=  0,575.

7,5 -  5,76 1,74

Это доказывает правильность вычислений и измерений. 

По измерению имеем у12 =  3,55, а по вычислению у  =  Ъ 1 —
1 -J- Х [  '  t

у  =  5,00 =  5,00 1 —
1 +  2,441 +  4 ,24-0 ,575  

=  5,00(1 — 0,291) =  5,00 • 0,709 =  3,54.

Также по измерению имеем у15 =  3,84, а по вычислению имеем

У п  =  5,00 

=  5,00|l

1 —
1

1 +  5 ,76-0 ,575
=  5,00

1

1 +  3,81

4,81
=  5,00(1 -  0,232) =  5,00 • 0,768 =  3,84.

Данные измерений и в этом случае совпадают с данными вычислений.

IX. Данные измерений и вычислений гипертангентоида

Данные измерений и вычислений гипертангентоидов сведены в при
веденной ниже таблице. Данные измерений приведены также в левой части 
рис. 2 на гипертангетоиде с расстоянием асимптоты Ь =  5,00.

tj — вычисляемое по формуле (8)

1
tx —

п • st х п

значение коэффициента точки 1.
В случае точки 1 как ytl, так и xtl можно вычислить каждый в отдель

ности на основе простой пропорциональности. Обозначим через gtl расстоя
ние от точки 0 до точки 1 асимптоты.

Qtl =  }Т>2 -)- sfx =  ]/52 -f- 0,52 -= 1^25,25 =  5,025
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На этом радиусе длиной gtl размещается дистанция s(l =  0,5, тогда имеем 
g*, =  r(l =  5,025 : 5, и поэтому имеем

у п = ----- stl =  ——  • 0,5 =  0,995 • 5 =  0,497.
о(1 5,025

]\4ожно отдельно определить также значение п по

: b = Чп ns ln ■>

таким образом получаем

хп —

Исходя из этих данных можно вычислить

1 1

0,5 — 0,05 0,45
= 2,22,

следовательно

Уп =  1> 1 —
1 +  Х ц - t

=  5 ( 1  —  1
I 1 + 0 , 1 1

- 5 • 0,0975 =  0,487 

Уп 0,487

1 —
1

1 —

1 +  0,05-2,22 

1

1,11
=  5(1 -  0,9025)

0,487 0,487
(ь -  Уп)* 1 (5 -  0,487). 2,22 ~  4,513 • 2,22 " 10

=  0,0487.

Урп
(1  +  хрп) 1 +  х

1 +  X рп

Рп
Х рп 1

действительно приближенно только в случае x rn>  1. Следовательно, в зна
менателе необходимо убрать отрицательный знак таким слагаемым, который 
с уменьшением х гп дает большое значение, так как в противном случае пре
рывается непрерывность уравнения и получаются мнимые значения, кото
рые практически непригодны. Чтобы избежать этого, уравнение необходимо 
преобразовать в уравнение вида

Угп -
1 ±Xjn  

Х г п  —  1  +
х гп

( П )

6 ‘
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После этого уточненное уравнение редукционной гиперболы гипертан- 
гентоида с упущением промежуточных обратных трансформаций можно выра
зить в следующем виде

—  +  —!— +  — —  
х гп У гп х гп ' Угп

( 12)

Коэффициент с можно принять в качестве постоянной и определить 
его на основе того случая, когда хгП имеет наименьшее значение, то есть

X гп — Хп  —- 5,

где s — единица стационирования.
Для устранения недоразумений необходимо повторить, что возрастает 

по хгп =  п • s, п — означает порядковый номер данной точки, то есть п =  1, 
2, 3, . . .

Из таблицы видно, что отклонение между расчетными и измеренными 
данными очень незначительно. Результаты измерений у, приняв в колонке 
7, значение ж в нескольких местах в колонке 8 необходимо было незначи
тельно поправить. Еще одна дополнительная проверка поправленных таким 
образом значений у  и х  состоит в том, что данное постоянное значение вели
чины Ь, то есть в данном случае разделяя на 5,00 на ординату уп точки пор
ядкового номера п округленного стационирования, получается то же частное 
или коэффициент, как и при разделении расстояния d n, измеренного на дирек
трисе, на абсциссу х„ точки порядкового номера п. Это, естественно, следует 
из того факта, что

Ь =  Уп

На рис. 2, например, при п =  16 имеем d n =  8 • 0,5 =  4,00; уп =  у8 =
5 4

=  2,92; =  х8 =  2,36; контролируя, п о л у ч а е м =  1,71 и — — =  1,70 —

отклонение погрешности измерения.

X. Редукционная гипербола гипертангентоида

Если длины dn таблицы трактовать в качестве значений абсциссы, 
разделенной на расстояния dn=  хгп, и для них в качестве угп записать част
ные

b =  Í L

Уп х п
Угп,
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Таблица

. 2 3 4 5 б 7 8 9 10 1 1 12 13

Длина Результаты Число- Данные _ Числовые значения
N N измерений вые измере- : с  поправкой частное по уравнениям

п. п. дирек- 1 ний

Ь У п Ь < Ь d„

п d n
У п х п

d n х п
У п х п У —У п у ‘- У г * ■ " * хп = ---

У г

1 0,5 0,50 0,06 10,00 8,62 0,50 0,05 10 10 10,05 0,497 0,0497

2 1,0 0,96 0,18 5,00 5,32 0,96 0,19 5,23 5,26 6,16 0,812 0,1628

3 1,5 1,43 0,45 3,33 3,18 1,43 0,43 3,50 3,49 3,49 1,435 0,43

4 2,0 1,85 0,75 2,50 2,46 1,85 0,74 2,70 2,71 2,58 1,94 0,775

5 2,5 2,14 1,10 2,00 1,98 2,14 1,10 2,34 2,28 2,15 2,33 1,16

6 3,0 2,50 1,44 1,67 1,68 2,50 1,49 2,00 2,01 1,90 2,63 1,58

7 3,5 2,73 1,92 1,43 1,42 2,73 1,92 1,84 1,82 1,74 2,87 2,01

8 4,0 2,92 2,36 1,25 1,24 2,92 2,34 1,71 1,70 1,63 3,07 2,45

9 4,5 3,14 2,82 1,11 1,11 3,14 2,82 1,59 1,59 1,54 3,25 2,92

10 5,0 3,36 3,36 1,00 1,00 3,36 3,36 1,49 1,49 1,48 3,38 3,38

11 5,5 3,44 3,78 0,91 0,91 3,44 3,78 1,45 1,45 1,42 3,52 3,87

12 6,0 3,55 4,25 0,83 0,835 3,55 4,24 1,41 1,41 1,38 3,62 4,35

13 6,5 3,65 4,77 0,77 0,780 3,65 4,77 1,38 1,36 1,35 3,70 4,82

14 7,0 3,77 5,28 0,715 0,714 3,77 5,28 1,33 1,33 1,32 3,80 5,30

15 7,5 3,84 5,76 0,667 0,666 3,84 5,76 1,30 1,30 1,30 3,84 5,76

16 8,0 3,90 6,26 0,625 0,624 3,90 6,26 1,28 1,28 1,28 3,91 6,25

17 8,5 3,98 6,74 0,589 0,589 3,98 6,74 1,26 1,26 1,26 3,97 6,75

18 9,0 4,04 7,26 0,556 0,556 4,04 7,26 1,24 1,24 1,25 4,по 7,20

19 9,5 4,09 7,80 0,526 0,524 4,09 7,80 1,22 1,22 1,23 4,07 7,72

20 10,0 4,12 8,26 0,500 0,499 4,12 8,26 1,21 1,21 1,22 4,10 8,20

21 10,5 4,16 8,75 0,475 0,475 4,16 8,75 1,20 1,20 1,20 4,17 8,76

22 11,0 4,20 9,25 0,454 0,453 4,20 9,25 1,19 1,19 1,19 4,20 9,25

23 11,5 4,24 9,75 0,425 0,425 4,24 9,75 1,18 1,18 1,18 4,24 9,75

24 12,0 4,27 10,27 0,416 0,416 4,27 10,27 1,17 1,17 1,17 4,26 10,25

25 12,5 4,30 10,80 0,400 0,398 4,30 10,74 1,16 1,16 1,16 4,31 10,75

26 13,0 4,32 11,29 0,384 0,383 4,32 11,29 1,155 1,153 1,155 4,325 11,27

27 13,5 4,34 11,77 0,370 0,369 4,34 11,70 1,151 1,148 1,15 4,34 11,75

28 14,0 4,40 12,30 0,357 0,357 4,40 12,30 1,135 1,138 1,145 4,36 12,35
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вычисленные в колонках 9 и 10 таблицы 3, в качестве ординат, и соединить 
конечные точки, (как это видно на верхней левой кривой рис. 2), тогда 
получим асимметрическую гиперболу, разделяя на ординаты угп которого 
расстояние асимптоты Ь, получаем ординаты уп точек п округленных стацио- 
нирований на самом гипертангентоиде, а если разделить измеренное на 
директрисе расстояние dn на угп, тогда вычисляется абсцисса хп.

Значение t =  0,575 двух вычислений, сообщенных в конце 8 главы, 
без изменений можно было использовать для вычисления у12 и у15, где гипер- 
тангентоид уплощается, но существенно другое положение имеет место в слу
чае у\ и т. д., когда ординаты и абсциссы точек сильно отличаются друг от 
друга. В таких случаях необходимо отдельно вычислить значение коэффици
ента t для каждой отдельной точки. Например, используя формулу (6), орди
ната точки порядкового номера п =  1 гипертангентоида получается

У п
1 ~Т х п ' h

где x(l — вычисляемая абсцисса точки (поскольку предполагается прове
рить результаты измерений);

Теперь сравним полученные результаты:

Данные Вычисление По коэффици
измерения пропорциональ

ности
енту t

У». 0,50 0,497 0,487

0,05 0,05 0,0487

Проще поступить, если ординатой угп редукционной гиперболы реду
цируем расстояние асимптоты b и получим ординату уи т. е.

и длину хгп

b
Уti —

У  rl

5,0
10

=  О,i>

хч =
У п

0,5
10

0,05.

используя данные измерений.
Вследствие того, что при отложении на левой верхней части рис. 2 

редукционной гиперболы, вычисленной на основе данных измерений, пока
зывает выраженную закономерность, то необходимо, используя закономер
ность, построить самостоятельное уравнение редукционной гиперболы.
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Асимптоты редукционной гиперболы гипертангентоида не параллельны, 
а секут друг друга под прямым углом, и поэтому основное уравнение в форме 

1 1 1
— - Ч-------- 1-  -------------- — 1 основы при вычислении по данным измерений
х гп Угп х гп Ч"~ У  гп
дает приближение только для небольших значений угп и больших значений 
х рп, повторяя, что на прямой асимптоты хгп, использованной в качестве оси 
абсциссы точки порядкового номера и обозначают длины абсциссы хгп, а угп 
ординаты абсциссы редукционной гиперболы. Следовательно, если известны 
хт и у т, тогда абсцисса xtn гипертангентоида может быть вычислена по 
формуле

*/п =  —  (9)
У г п

путем деления редукционной абсциссы хгп на редукционный коэффициент 
у гп (идентичен ординате редукционной гиперболы).

Ординаты ytn гипертангентоида получаются по формуле:

Уы =  —  • (Ю)
Угп

Вычисление точек гипертангентоида с использованием этого посред
ственного метода осуществляется проще, чем значения х, и у,, вычисленных 
по формуле гипертангентоида, в котором случае коэффициенты t необходимо 
вычислять от случая к случаю отдельно.

Решая основное приведенное выше уравнение редукционной гипер
боле по у, получаем

х гп I ' Угп х гп Ч- 1 =  О
т. е.

У т (1 — х гп) +  1 +  х гп =  0

во всех случаях — положительное целое число именно из-за округленного 
стационирования.

Следовательно уравнение

1

1 +  —  -

в случае xrn =  s может быть записано в виде

Угп
s +  1

С

S - 1  +

(13
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Однако угп, когда х имеет наименьшее значение, тогда принимает зна
чение xrn — s, по рис. 2 получается значение

Угп
f 6 2 + (14)

то есть

Угп
У ь 2 s +  l

s 1 -j — 
1 s

1 _|_ Hí ’ Ут s +  1
S

1
и упуская----- , получаем

s Yb2 +  s2

и поэтому

s{s +  1)
У b2 -f- s2

s + l ) . (15)

Так как единица стационирования s является более постоянным зна
чением (0,5; 1,0 и т. д.) чем Ь, которая величина может принять любое дан
ное значение, поэтому, приняв значение с в качестве переменной функции 
длины, b необходимо было записать в виде сь.

С использованием формул производим практическое вычисление для 
данного значения Ь, =  5,0 для всех точек. Вычисляются значения для каж 
дой точки по порядку п =  1 ; 2 и т. д.

Точка 1: п =  1; хп  =  s =  0,5 является наименьшим значением

+  1 =  1,5 ; УЬ2 +  s2 =  5,25; — * +  1 =  — 0,5 +  1 =  0,5

С5,0 — 0 +
0,5 1,5

5,25
+  0,5 = 0,5

0,75
5,25

+  0,5

=  0,5(0,149 +  0,5) =  0,5 • 0 ,649 =  0,3245.

Продолжая в точке 0 построение 1/i гипертангентоида с вертикальной 
осью b =  5,00, b будет размещаться под осью абсциссы, 2 b =  2 • 5,0 =  10,0, 
и с этим половина гипертангентоида принимается с размером b =  5,0 нор
мальной.

Принимая постоянной с5,0 =  0,3245, можно использовать редукцион
ную гиперболу для вычисления редукционных значений уг.
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Точка 7. п =  1; хг1 =  0,5; сЬг — съ =  0,3245;

Уп = * r l  +  1 0,5 +  1 1,5 1,5

1 - - * 0,5 -  1 +  
хп 0,5

3245 _  0,5 +  0,649 0,149

а по измерению имеем 10,00. 
Точка 2. п — 2; хг2 =  1,0;

У гг =
1 + 1

1 _  1 +  ° ’3245 0,3245 6,16 ’

=  10,05

а по измерению имеем 5,05.
Точка 3. п =  3; хг3 =  1,5;

УгЗ =
1,5 +  1 2.5______ ■ ________ __  _ ____ = ___ _ =  з  то

! 5 ! , 0,3245 ‘ 0,5 +  0,216 л '  ’ ’
’ 1,5

2,5
0,715

а по измерению имеем 3,50. 
Точка 4. п =  4; хг4 =  2;

У г 4
2 + 1

2 - 1  + 0,3245 1 +  0,16225 1,162
2,58,

а по измерению имеем 2,71.
Точка 5. п =  5; хг5 =  2,5;

v =  2,5 +  1 ___  3̂ 5____  3,5
УтЪ 2 5 -  1 +  0,3245 1,5 +  0,1295 1,63

2,5

а по измерению имеем 2,30.
Продолжая такую схему вычислений вплоть до точки 28 и занося полу

ченные данные в колонки 11, 12 и 13 таблицы 3 и далее сравнивая с данными 
измерений в колонках 7, 8, 9 и 10, до точки 14 наблюдаются отклонения. 
Наибольшее отклонение имеет место в точке 2. Если для точки 2 значение 
с вычислить отдельно, тогда имеем:

Точка 2:

sr2 =  1,0 /6* +  s2 =  К25 +  1 =  1/26 =  5,1
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х гп +  1

X

1 +  1 2У,г =  - - - - - - - = - -  =  5Д,
1 _  j +  0,392 0,392

.я по измерению имеем 5,05.
Если уГ2 =  5,1 и cb2 =  0,392, тогда

Ь 5
У л  =  =  "тд

Ур2 5,1
0,982.

а по измерению имеем 0,96;

У ti —
1

5.1
0,196,

а по измерению имеем 0,19.
Такое решение несомненно лучше приближается к данным измерений, 

чем значение 0,812 в 12 колонке таблицы.
Нельзя добиться точного совпадения результатов двух описанных 

методов, так как начало округленного стационирования не учитывает то, 
что в вершине длину дуги нельзя заменить длиной хорды. Построение тео
ретически является отличным. К первой длине дуги относится некоторая 
более длинная дуга. Формула же дает в качестве результата равные длины 
дуг, и соответствующие им хорды являются более короткими, чем округлен
ная единица стационирования. Отклонение в вершине не имеет практическое 
значение, так как это видно будет в дальнейшем, гипертангентоид исполь
зуется для быстрого изготовления планов, где вообще не фигурируют точки 
вблизи вершины.

Округленные стационирования гипертангентоида, вычисленные по фор
муле, не совпадают, но при проектировании они также не потребуются, так 
как проектированная линия будет построена по совершенно другому ста- 
ционированию. Для проектирования полностью достаточна линия гипер
тангентоида без стационирования. Проектировочное стационирование сле
дует русловому стационированию и на плане местности будет отмечено 
таким же образом.
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XI. Графические изображения гипертангентоида и редукционной гиперболы

Гипертангентоид и редукционная гипербола, изображенные ниже, 
даны только в */4 части, так как при проектировании только х/4 часть любой 
кривой может быть расположена между инфлексионной точкой русла и ее 
сурфлексионной точкой.

к
Р и с . 3

Эта длина участка русла является переменной на всех реках, и поэтому 
кривую регулирования необходимо построить соответственно этому измене
нию. Однако, гипертангентоид, как это видно на рис. 3, с удлинением про
екционных радиусов продолжается дальше точки 0, и продолжается округ
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ленное стационирование из первого сектора в третий сектор. Это является 
половиной гипертангентоида. Если же проекционные радиусы продолжать 
дальше вокруг точки 0, тогда зеркальные изображения получаем во втором 
и четвертом секторах, с которыми получается полная картина гипертанген
тоида. На рис. 3 изображение этого я упустил, с одной стороны, для луч
шей обозримости, а с другой стороны, потому что не имеет практической 
роли. Однако, необходимо было на рис. 3 изобразить линейную связь 
между ординатами редукционной гиперболы и точками асимптоты гипер
тангентоида, точками стационирования. Как известно, если определенные 
вычислением ординаты редукционной гиперболы отложить на оси гипертан
гентоида с длинами 0—1, 0—2, . . .  О—п и эти конечные точки соединить 
с точками идентичного обозначения 1,2,  . . .  я на асимптоте, тогда получим 
линии направления 1—1, 2—2, . . .  п—п, с которыми построив параллель
ные из точек 1 , 2 , . . .  п идентичного обозначения на гипертангентоиде, 
все они без исключения на оси секут друг друга в одной общей точке I. 
Построение является обратимым, так как если, в свою очередь, дана точка 
1, то, соединяя ее с любой точкойп гипертангентоида, параллельная,построен
ная из точки п асимптоты, сечет ось на расстоянии 0 — п =  угп■ Ни при 
каких условиях нельзя смешивать расстояние 0—I с фокусом F, ведь фокус 
на гипертангентоиде совпадает с точкой 0, которая кроме этого на полутан- 
гентоиде представляет собою инфлексионную точку, а на полной тангентоиде 
сурфлексионную точку, а ордината точки редукционной гиперболы, лежа
щей против вершины в бесконечности сектора дуги гипертангентоида, пред
ставляет собою длину 0—I.

Ординаты точек редукционной гиперболы 11, 18 на рис. наглядно' 
близко лежат к ординате редукционной гиперболы, относящейся к вершине 
в бесконечности. Для практических целей точка, лежащая за точкой 10, 
может быть использована в качестве инфлексионной точки, и вообще точка 
О не подходит для целей регулирования рек, ведь поворот на 180° или же в. 
противном направлении q =  л  здесь по существу никогда не фигурирует.

XII. Применение гипертангентоида для регулирования рек

На рис. 4 изображена серия гипертангентоида.
Характер гипертангентоида придается расстоянием Ь, далее расстоя

нием асимптоты от линии оси, таким же образом как радиус круга дает раз
меры круга. Чем больше расстояние асимптот гипертангентоида от линии 
оси, тем больше также радиус кривизны в вершине.

Однако, гипертангентоид обладает еще одним другим очень интерес
ным, более того, ценным свойством, и это свойство заключается в размеще
нии гипертангентоидов друг в друге.
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Изображенные на рис. 4 кривые характера 6 =  7; 6 =  6; Ь — 5; 
b =  4 и b =  3 отсчитав с левой верхней части рисунка и отложив на ниж
ней правой части того же рисунка, отклоняются друг от друга только в изоб
раженной пунктирной линией части. Отклонение имеет место в вершине, 
а разность в длине. Наибольшая разность, естественно, имеет место на длине 
между Ь =  7 и 6 =  3, и на рис. же это изображено пунктирной линией.

Р и с . 4

Я это называю разностью и не отклонением потому, что эта продолжен 
ная линия является нормальным продолжением гипертангентоида с асимпто
той Ь =  7,00.

После этого полностью соответствует действительности и практически 
выгоднее выражать кривизну в радианах, характеризованную через g между 
касательными инфлексионных точек.

На рис. 5 изображено два идентичных участка русла. Для характе
ристики извилин участка русла, изображенного в левой части рисунка, 
служат длины радиусов дуг, которые уже давно используются. Таким обра
зом от инфлексионной точки до сурфлексионной точки получаем корзиноч
ную кривую, преимущество которой заключается в том, что эта корзиночная 
кривая может быть использована в большей или меньшей мере в качестве 
опорной линии для создаваемых регулирующих сооружений.
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Ранее нельзя было обходиться без дуг кругов, так как для разбивки 
правильных кривых не имелось в распоряжении другого метода. Для раз
бивки кругов в нашем распоряжении имелись подсобные средства. Затруд
нение начиналось только там, где по экономическим причинам необходимо 
было иметь такие необычные по размерам дуги, которые нельзя было найти 
в справочниках.

Интерполяция данных, приведенных в справочниках, потребовала 
много времени.

Это меня заставило разработать упрощенный метод разбивки кругов 
без справочника (Acta Technica, т. 18, № 3—4 за 1957 г.). Этот метод значи
тельно облегчает разбивку на местности. Построение же коробочной кривой 
тормозилось, и она пока работа перешла в стадию исполнения стала уже не
пригодной из-за изменения русла.

Для регулирования горных рек лучше подходит синусоид, разбивку 
которого с полным упрощением я также разработал (Acta Technica, т. 25, 
№ 3—4, за 1959 г.). Это тоже относится к методу, который можно осуществить 
на местности.
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При проектировании же характеристика условий кривизны в полной 
мере соответствует углу q между инфлексионными касательными, как я об 
этом уже упоминал выше.

Для уравнивания осевой линии реки на бумаге необходимо было бы 
строить не дугу, а синусоид, но и им можно полностью пренебречь, так как: 
гипертангентоид, поскольку его длина превышает пятикратную длины орди
наты, измеренной на асимптоте, становится столь пологой, что может быть 
использован также для инфлексионной связи. Построение гипертангентоида 
является очень простым, как это было видно выше, но на бумаге не обяза
тельно строить от случая к случаю, и вполне удовлетворяет изготовление 
нескольких шаблонных линеек для масштабов гипертангентоида b =  7 и Ь =  
=  3 из картона и с этим осевая линия может быть преобразована в пра
вильную.

На гипертангентоиде в любом месте за исключением вершины и вблизи 
ее между хордой гипертангентоида и его касательными можно построить 
синусоид, который в обычном чертежном масштабе нельзя отличить от 
гипертангентоида (см. с левой стороны рис. 10, на Ь =  7,00 гипертангентоиде 
построение между точками 0—12).

Решительным преимуществом гипертангентоида является отсутствие 
фокуса. Гипертангентоид представляет собой растянутый в бесконечность 
эллипс, среди вершин которого одна его вершина на большой оси остается 
в конечной области и представляет собою единственную вершину гипертан
гентоида. Эта вершина на всех рисунках обозначена через 0. Вторая вершина 
аналогично гиперболе возвращается обратно из бесконечности. Как это в слу
чае гипертангентоида один фокус увеличивающегося эллипса удаляется в бес
конечность, то таким же образом второй фокус приближается к вершине 
и этот фокус образовавшегося гипертангентоида совпадает с вершиной гипер
тангентоида, и с фокусом, возвратившимся из бесконечности. Малая ось 
эллипса совместно с располагающимися на ней точками 0 остается на месте. 
Размер малой оси сохраняется размером Ь, обозначенный на рисунках пер
пендикулярно к большой оси в бесконечной области. С этим размером Ь быв
шие вершины аналогично гиперболе из положительной бесконечности пере
ходят в отрицательную бесконечность и наоборот. Вершины, переходящие: 
из положительной бесконечности в отрицательную бесконечность, из проти
воположного направления приближаются к вершине 0 в бесконечной области 
тангентоида, касаются ее и с продолжением построения отсюда удаляются 
в бесконечность, аналогично кривой тангенсной функции. Поэтому вершина 
тангентоида в конечности одновременно представляет собою также инфлек- 
сионную точку, так как здесь кривая переходит на противоположную сто
рону. Кратко подведя итог вышесказанным, трактовка тангентоида может 
исходить также из сравнения с лемнискатой, поскольку асимптоты, находя
щиеся на большой оси на расстоянии Ь, являются касательными четырех
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вершин. Гипертангентоид при приближении к асимптотам становится столь 
плоским, что аналогично синусоиду, так что уже десятая точка стациониро- 
вания его может быть использована в качестве инфлексионной точки регу
лирования рек. Это показывает также построение в верхней левой части 
рис. 4. В интересах ускорения проектирования можно полностью упустить 
уравнивание нейтрали русла по синусоидам, так как на длины стациониро- 
вания русла они не могут влиять значительно.

Проектированные технические сооружения могут быть начерчены при 
помощи шаблонной линейки, но при разбивке на местности по возможности 
необходимо произвести разбивку синусоида или заменяющего его тан- 
гентоида.

Гипертангентоид, во всяком случае, лучше соответствует целям регу
лирования рек, чем лемниската, единственная инфлексионная точка которой 
находится в ее центре, и сюда же из вершин кривая возвращается обратно 
вместо того, чтобы аналогично синусоиду и гипертангентоиду удаляться от 
центра.

Заключение

В данной моей работе я занимался глубоко с построенным мною тан- 
гентоидом потому, что он может быть лучше использован в качестве так 
называемой универсальной кривой для регулирования рек, чем лемниската. 
В работе я указал преимущества гипертангентоида, которые, кратко пов
торяя, будут следующими.

Построение гипертангентоида с помощью использованного мною впер
вые директрисного метода является очень простым. Директрисами гипер
тангентоида являются асимптоты параллели, параллельной простирающейся 
в бесконечность оси а на расстоянии малой оси Ь, на которых единица деле
ния равна единице стационирования самой кривой, следовательно пересчета 
не требуется из-за редукции. Гипертангентоид в зависимости от малой оси 
Ь может быть вмещен друг в друга. Отклонение может иметь место лишь 
вблизи точки 0, а удлинение наблюдается на концах. Точка 0, собственно 
говоря, представляет собою инфлексионную точку гипертангентоида, а 
четыре точки в бесконечности касаются асимптот. Для регулирования рек 
эти возможности являются незаменимыми. Точка 0 будет вершиной, хотя 
сама точка 0 упускается и вместо нее выбирается лежащая вблизи нее точка, 
которая берется в качестве вершины или же сурфлексионной точки. Роль 
инфлексионных точек на соответствующем расстоянии от точки 0 (находя
щейся на 10 единиц стационирования) перенимают точки на сплющившихся 
сторонах. Это во всяком случае дает большее множество точек, чем коли
чество точек, которое можно выбрать на лемнискате. Гипертангентоид 
можно вычислить также на основе уравнения. Вычисление существенно
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упрощается использованием редукционной гиперболы, так как по ее данным 
на основе простой пропорциональности можно вычислить ординаты и 
абсциссы гипертангентоида.

Преимуществом расчетных координат является то, что их можно 
связать с государственной координатной сетью.

Можно построить также его одну часть с помощью директрисы, разби
той на редуцированные единицы, но этот метод используется только в целях 
разбивки на местности, если разбивку предполагается произвести быстро.

Укорочение, наблюдающееся по длине расчетного и построенного 
гипертангентоида, невозможно уравнить, так как в случае гипертангентоида 
с расчетной координатой уравнение исходит из равных единиц длины. 
Им возле точки 0 соответствует более короткие хорды. Наоборот, при постро
ении длину дуги возле точки 0 берем равной хорде, ведь длина дуги значи
тельно превышает длину хорды. С точки зрения регулирования реки это 
не мешает, так как имеющиеся вблизи точки 0 точки не используются.

Поскольку гипертангентоид замещает синусную кривую, тогда его 
точка О будет вершиной, и приблизительно десятые точки стационирования, 
считая от точки О, перенимают роль инфлексионных точек.
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РЕЗЮМЕ

Построение гипертангентоида весьма просто. Асимптоты гипертангентоида располо
жены параллельно большой оси книзу и кверху на расстоянии малой оси b от нее, и одно
временно могут быть использованы в качестве директрис для применения оригинальных 
единиц стационирования кривой без пересчета. Точки гипертангентоида, однако, можно 
определить и численно. Вычисление значительно упрощается редукционной гиперболой 
используемой в качестве вспомогательной функции, что дает возможность вычислить точки 
гипертангентоида на основе простой пропорциональности. Проектирование упрощается 
и ускоряется использованием гипертангентоидной шаблонной линейки. Гипертангентоид 
можно сравнить с лемнискатной и тангенсной кривой. Путем замены роли его точек, 
гипертангентоидом можно заменить также кривую синуса. Гипертангентоид может 
успешно использоваться в качестве универсальной кривой регулирования рек, не исклю
чая и случаев часто встречающихся неблагоприятных природных условий.

7  Acta Technica XLy3—4.
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DAS SYSTEM  D E R  FL U SSB E T T R E G U L IE R U N G SK U R Y E N  
II. Die hypertangentoide  

K. APOR f

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie  K onstruktion derH ypertangentoide is t  sehr e infach . Ihre A sym ptoten sind p aralle l 
zur großen  A chse, sie verlaufen über und unter derselben in  einem  Abstand, gleich der k le in en  
A chse. D ie  A sym ptoten  können zugleich als L eitlin ien  b en ü tzt werden, unter B en ü tzu n g  
der ursprünglichen Stationierungseinheiten  der K urve ohne Umrechnung. D ie P unk te  der 
H yp ertan gen to id e können jedoch  auch numerisch berechn et werden. Die Berechnung wird  
w esen tlich  vereinfacht durch B enützung der R eduktionshyperhel als H ilfsfunktion, w od urch  
die P u n k te  der H ypertangentoide auf Grund einer e in fachen  Proportion berechnet w erden  
können. D ie  Projektierung wird durch B enützung des H ypertangentoiden-K urvenlineals  
erleichtert und  beschleunigt. D ie H ypertangentoide kann m it den K egelschnitten der L em nis- 
kate und der Tangenskurve verglichen werden. M ittels V ertauschung der Rolle ihrer P u n k te  
kann sie auch die Sinuskurve ersetzen. Als universelle Flußregulierungskurve kann sie  o f t  
auch un ter  von  der Natur gegebenen ungünstigen U m ständen  erfolgreich verw endet w erd en -

T H E  SYSTEM  OF R IV E R -B E D  R E G U L A T IO N  CURVES 
II. The hypertangentoid  

к .  APOR f

SUMMA R Y

T he construction of the hypertangentoid is very  sim ple. Its asym ptotes are paralle^ 
to th e  large axis, above and below  this latter at a d istance equal to the small axis. The a sy m p 
to tes can  also be used as directrixes w ithout recalculating the original stationing d istances  
of th e  curve. The points o f the hypertangentoid can also be calculated num erically. The ca l
cu la tion  is  essentially  sim plified b y  the use of the red uction  hyperbola as an auxiliary fu n c
tion , and  b y  this the points o f the hypertangentoid can be calculated on the base o f a sim ple  
proportion . The design is aided b y  the use of a hyp ertangento id  curve tem plate. The hvper- 
ta n g en to id  can be com pared to  the conic sections, the lem niscate and the tangent curve. 
B y  interchan gin g  its poin ts it  can also replace the sinusoid. A s an universal curve for river bed  
regu lations it  can also be used successfully under unfavourable conditions, frequently presented  
b y  nature.

L E  SYSTÈM E D E S CO URBES DE R É G U L A R ISA T IO N  DES LITS
DE R IV IÈ R E

II. L’hypertangentoïde  

K. APOR f

RÉSUM É

L ’hypertangentoïde est d ’une construction très sim ple. Ses asym ptotes, parallèles au 
grand a x e , se situent au-dessus et au-dessous de celu i-ci à une distance égale au p e tit axe. 
Ils p e u v e n t en m ême tem ps être utilisés comme directrices, sans nécessiter un nouveau  ca lcu l 
des u n ités  de stationnem ent originales de la courbe. M ais les points de l’hyp ertangentoïde  
p eu v en t être calculés aussi num ériquem ent. Le calcul e st bien simplifié par F utilisation  de 
F hyperbole  de réduction com m e fonction auxiliaire, ce qu i perm et de calculer les po in ts de 
l ’hyp ertangento ïde sur la base d ’une sim ple proportionnalité. L ’établissem ent des projets est  
fa c ilité  e t rendu plus rapide par l ’em ploi d ’un gabarit pour le tracé de l ’hypertangento ïdes- 
Celle-ci p eu t être com parée aux sections coniques, à la lem niscate et à la tangentoïde. Après 
in terversion  du rôle de ses poin ts, elle peut aussi rem placer la sinusoïde. Comme courbe u n i
verselle  de régularisation des rivières, elle peut être u tilisée avec succès dans des conditions, 
m êm e défavorables, se présentant fréquem m ent dans la  nature.
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Irregularities and serious unevenness in th e  current distribution (abbr.: 
c. d.) among th e  stubs of the self-baking anodes o f  alum inium  electrolytic  
cells are inconvenient phenom ena in the reduction plants, as they  m ay result 
in disturbing norm al operation, loss in electrical energy and production.

In general it  is conceded th a t this c. d. cannot he entirely uniform and 
scattered  data can be found in the corresponding literature telling o f  its  
existence and som etim es about som e forms o f its appearance [1— 4]. A com 
prehensive study o f  the relationships and changes o f  th is characteristic has, 
how ever, so far n o t been reported.

In a preceding paper [5] it  was indicated  th a t the relative standard  
deviation , or variation  coefficient (the standard deviation  divided by the  
average value) can he used to characterize the unevenness o f  c. d. and a short 
analysis o f the regular and irregular factors bringing about the actual c. d. 
was given. It w as concluded th a t the position o f  th e  stubs relative to  the  
baking zone, to  th e  face o f th e  anode and to  each other are the m ost 
im portant “regular”  factors. As the positions o f  all th e  stubs cannot be the  
sam e in these resp ects, this in ev itab ly  leads to  som e degree o f perm anent 
unevenness of the c. d.

Further stud ies o f c. d. based on several thousands o f voltage m easure
m ents made on th e  stubs or on th e  leads to the stubs on different typ es o f  
Söderberg anodes h ave considerably broadened th ese basic aspects and th ey  
have revealed som e im portant inter-relations.

The measure o f  the unevenness o f c. d.

The literature o f  m athem atical statistics offers several measures o f  
unevenness such as, e. g. range, average absolute difference, relative absolute  
difference, standard deviation and relative standard deviation  (variation  
coefficien t). As our objects included the com parison o f unevenness on cells

7*
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h a v in g  rather different am perage, as a fundam ental measure o f  the unevenness  
th e  average relative standard dev ia tion , designated ip was selected .

In  our terms the follow ing three different yi-values can be d istinguished  
in each  case, the m ost im portant being th e  first, ip\:

i= l

V i  =
1 ™ 1 V

2  V i  = —  
m  m  t=l

( 1 )

V i  I
1 "

> ’ Vi
n (=1 n T Í

У  ( h , t  -  ta v .i)2

Iav,i

( 2)

i= l ( 1 a v, i ^ a

V iii =
^  av

(3)

the num ber o f  stubs in a given cell (or in a selected  group 
of stubs),
the num ber o f com plete sets o f  c. d. m easurem ents over 
the full period o f a stub changing cycle,
I t i  =  th e  current load o f stub i at t tim e,
the com puted average load o f the stubs assum ing uniform
c. d. =  I  In.

Fig. 1. Three model distributions and the corresponding гр u,-values calculated from  equation (4)

Avhere n =

m =



ON T H E  u n e v e n n e s s  o f  c u r r e n t  d i s t r i b u t i o n 3 2 5

Iav i — th e  actual average load on stub i over a com plete stub  
changing cycle.

In order to  see the scale of num erical va lues to be exp ected , ten tative  
calculations can be m ade based on d istribution  models assum ing linear and 
continuous series o f  data . Sum m ation in equ. (1) and (2) can th en  be replaced 
b y  integration , and in order to sim plify the arithm etics m (or re) can arbitrarily

F ig. 2. E xam ple of an 7 f  ̂ -d istribu tion . =  0.81. T atabánya, 50 KA cell, 21et Apr. 1960

be set equal to one. For exam ple from equation (1), or (2) for xpt or resp. 
we get the follow ing expression:

/ I 1
\ [I(x) — I I(x)dx] 2 dx
о_________b__________ _

( I(x) dx
(4)

where if  x =  t, then  w  =  i ; and i f  x  =  i ,  then  w =  t.
The results o f th ese calculations for three m odel-distributions are indicated  

in Fig. 1, while som e actual distributions w ith  the corresponding y-values  
are presented on F igs. 2— 3.
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F ig . 3 . E x a m p les of I ( t )  d istr ib u tion s and the corresponding i/»(~values. Inota , 59 K.A cell

The -valu e as a characteristic

I t  w as referred to  ab ove th a t some degree o f unevenness o f c. d. d istinct 
from  zero is perm anently p resen t at the industrial electrolytic cells. A ssum ing  
n orm al p lant conditions th e  regular factors affectin g  th e  c. d. undergo a 
regu lar, continuous and period ic change. Continuous changes are brought 
a b o u t b y  the gradual b ak in g  o f  the anode, w hile abrupt, periodic changes 
resu lt from  the extraction o f  th e  stubs and the a tta in m en t of the conducting  
zo n e , w h ich  is according to  our m easurem ents about 2 0 — 30 cm below  th e  
b a k in g  zone.
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In the course o f  th e  continuous gradual baking o f the anode the degree 
■of unevenness decreases, which is in turn com pensated b y  the sudden increase 
caused  b y  the periodic extraction  o f the stubs as the n ew ly  inserted  ones in 
the beginning do not tak e their share in the c. d. as we shall see later, more 
detailed .

I f  the effect o f  th e  regular factors is decisive, then as th ey  all undergo 
a regular change, each anode construction jo in tly  w ith th e  stub  pulling system  
practised on it, can be characterized by an average degree o f  unevenness of 
c. d ., th at is a xpi (or у>ц) value.

The data presented in  Table 1 indicate th is to be true. The Upvalues 
belonging to the sam e ty p e  o f  anodes are in agreem ent w ith in  th e  error com 
puted on the basis o f  95%  probability  (using Student’s f-function and weighed 
averages).

Table 1

yif-values o f  electrolytic cells with the same type o f anode and stub changing system

Type of the cell

39 KA horizontal contact type 50 KA vertical contact type

Mark of the 
cell n n ' m Vi

Mark
of the cell n n ' m Vi

316 40 20 10 0.79 +  0.15 F -l 32 326 26 0 .82+ 0 .03

318 40 20 10 0.67 +  0.10 F-2 32 16c 14 0.81 +  0-03
319 40 20 10 0.69 +  0.12 E-20 32 16c 10 0 .78+ 0 .05

419 40 20 10 0.74 +  0.10 F-20 32 16c 19 0.80 +  0.03

F -l 32 16c 14 0 .81+ 0 .04

Average 40 20 10“ 0.72 +  0.09 Average 32 — — 0.81 +  0.02

Notes : n number of stu bs, r í  num ber of stubs extracted during the test period, m  number 
o f  com plete c. d. m easurem ent during the test period, a : com plete co n ta ct shifting cycle 
equal to one half of the stu b  changing cycle, b: com plete stub changing cycle, c: one sym m et
rical h a lf of the stub changing cycle. The variation o f m values for the extraction  of 16 stubs 
ind icates irregularities in  the stub changing system .

The change o f  the unevenness of c. d.

A ny change in th e  factors affecting c. d. is to be reflected  in  the alteration  
o f the degree o f unevenness, i. e. the ^-values. There are tw o aspects o f the 
change o f  the unevenness o f  c. d. o f alum inium  electrolytic cells. The first is 
the change of unevenness o f  c. d. [(of ipt in equ. (1)] in tim e on any type of 
electro lytic  cell and second ly  if  anodes w ith different construction , or the  
sam e construction but w ith  different stub changing system s are compared, 
then different average i. e. y>\ and хрц values can be expected .
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1. On every type o f  cell a variation of the xpt-values in time  results from  
th e  grad u al and periodic ch an ges o f  the factors affectin g  the c. d. I f  we con
sider th ese  one by one th en  w e get the following picture:

a )  T he position o f  the stu b  relative to the baked region in the anode  
m a y  ch an ge  abruptly if  it  is extracted  and the new  stub is set above th e

13-

1,2-

5. (1900) d

7,7-

Щ
5. 1 10. 15.

: extraction o f stubs

20 ' 25. 3 0 days

F ig . 4 . T h e  change of y>, in tim e on  cells w ith  vertical stubs. (In  brackets the w idth  of the, 
anode in m m . c and  d are the sam e as in T able 2.)

bak in g  zone. Afterwards, its  position  gradually and even ly  changes in th is  
revspect, th u s  lessening th e  re la tiv e  differences am ong the loads o f  the stubs.

b)  T he position o f th e  stu b s relative to the face o f  the anode changes 
ev e n ly  and continuously b etw een  tw o extractions. This in itse lf would gra
d u a lly  increase the relative d ifferences among the loads o f  the stubs. B ut 
th is  e ffec t is counteracted b y  th e  decreasing slope o f  the increase in the
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co n d u ctiv ity  o f  the anode from top to  the face and a possible increase in the 
electrolytic “ wear” o f the anode surface belonging to the resp ective  stub  
resulting there in a slightly  increased interpolar distance.

c) The position o f the stubs rela tive  to each other changes abruptly if 
any stub o f the anode under exam ination  is extracted . As the current in ten sity  
o f the cell line is the same and the current density  at the face o f  the anode 
tends to  be even (apart from sm all periodic variations referred to  in the 
preceding paragraph), the load o f th e  to  be extracted stubs is a t  m ost taken

0 2 4 6 8 lOdays

F ig . 5. The change o f y>, in  tim e on a cell w ith  horizontal stubs, yif „ is the y>f-value for the- 
upper row of stubs, w hile t is th a t for the lower row. A jka, 39 K A  cell

over abruptly  by their neighbours, as the m easurem ent data  h ave con
firm ed it.

A ccording to the above considerations assum ing norm al conditions a 
gradual decrease in the unevenness o f  c. d. m ay be expected in  th e  period 
betw een tw o extractions o f  stubs or sh ifting  o f contacts (for cells w ith  lateral 
contact stu b s), while the extraction  o f stubs or shifting o f  con tacts results 
in an increase in the unevenness o f  c. d.

T his change is bound to be m ore m arked on cells with horizonta l (lateral) 
con tact stubs where m any more stubs (16— 20) are extracted  a t the same 
tim e, w hile w ith the other type th is num ber is only 2— 4 out o f  32. Figures 
4— 5 represent som e exam ples o f  th e  change o f y>t w'ith tim e for cells having  
vertica l and horizontal contact stubs wrhere it can clearly be seen. The average 
increase o f  unevenness (Ay),)1 when extracting  the stubs on cells w ith  vertical

1 Atfif is th e  difference of the yjj-values characterizing the unevenness o f  c. d . ju st be
fore and after the extraction of stubs.



3 3 0 GY. PACZOLAY

co n ta ct stubs was 0 .06 (an average of 55 data) w hile for cells with horizontal 
co n ta ct stubs an average o f  0.45 was found w hich confirm  our expectations.

2. Changes in constructional variables and the stub changing system  (especi
a lly  th e  frequency and th e  difference in the h eigh ts o f  the to be extracted  
and th e  new ly inserted stubs) too, do affect the average unevenness o f  c. d., 
i. e. th e  yj-values.

F ig . 4 also show s th e  ^ -v a lu es  for anodes o f  different constructions. 
The fir st three curves refer to  anodes of the sam e arrangem ents of stubs and  
stub  changing system s b u t increasing anode w id th , where as expected (a 
d eta iled  explanation foliotes in the next chapter) a gradual decrease o f xp\ 
can be found. The cells belonging to curve four and f iv e  excel in an increased  
stub changing cycle corresponding to an increased d istan ce  between the heights  
o f  th e  to  be extracted and th e  new ly inserted stu b s, leading to an increase o f  
the ^ -v a lu e s .

Characteristic sets o f  stubs and the corresponding unevenness o f current
(rgu -values)

According to th e  present plant practice on all cells w ith vertical contact 
stu b s, th e  positions o f  th e  n ew ly  inserted stubs re la tiv e  to the face (or top) o f  
th e  anode is always th e  sam e irrespective to th e  lev e l o f  the baked region in  
th e  anode at th at place.

F ig . 6 shows a v iew  from  above with the p ositions of the stubs and the  
m easurem ent points for determ ining the height (or more exactly  the depth) 
o f th e  baked zone in th e  anode. Figs. 7 and 8 show  an example o f the trend

4550
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+  #  + #  + # +  щ  +
1 2 3 4

+ ^  Щ ^  +
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+  Measurement points of the baked zone depth in the anode 
% Stub
1 Serial number o f the stub

Fig. 6. P ositions of the stu bs and the m easurem ent poin ts o f  the baked zone depth in  the
anode. Inota, 59 K A cell
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A s id e

F ig . 7. Exam ple in  th e  trend o f the baked zone line on a 1700 mm wide anode. In ota , 59 KA
cell

A - s i d e

F ig. 8 . E xam ple in  the trend o f the baked zone line on a 2100 mm wide anode. In ota , 59 KA
cell

o f  the baked zone line relative to  the inner and outer rows o f stu b s for an 
anode o f 1700 and one o f 2100 m m  w idth  resp. where the positions o f  the stubs 
relative to each other have rem ained unchanged.

It can be seen th at there is an average difference in the level o f the  
baking zone betw een the inner and the outer rows o f stubs w hich  decreases
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as the w id th  o f the anode is increased, and in th e  sam e row the stubs at the  
ends o f  th e  rows (stubs num bers 1, 8, 9, 16, 17, 24, 25, 32 on F ig. 6) are in  
a different position, th e  baking zone being deeper there. These characteristic  
groups o f  stubs (end stubs and “ other” stubs in  th e  inner and outer rows, 
see F ig . 6) m ay be expected  to  differ in the degree o f an average unevenness 
of current (ifn). The resp ective y>n -values are sum m arized in Table 2, which

Table 2

Average unevenness o f  current o f  characteristic groups o f stubs

Type of the anode
Degree of unevenness of current

VII три O R E V l l ,  O R O ip u  I R E уц, I R O

2100 mm wide anode, Inota 0.57 0.90 0.32 1.86 0.27
1900 mm wide anode, Inota 0.67 1.06 0.65 1.21 0.37
1700 mm wide anode, Inota 0.76 1.23 0.86 1.13 0.38
1900 mm wide anode, Tatabánya' 0.83 1.25 0.83 0.99 0.62
1900 mm wide anode, Inotad 1.06 1.82 1.19 1.33 0.67

Notes : 
V l l >  O R E

V l l >  O R O  

V t l ’ I R E

V t P  I R O

c

d

=  1/ ) ц ,  relative to the stubs at the ends of the outer rows (stub numbers 1, 8, 25, 
32 on Fig. 6). In equation (2), n =  4.

=  yj||, relative to other stubs of the outer row. In equation (2), n =  12; for the last 
row (d), n =  16.

=  yj|], relative to the stubs at the ends of the inner row. In equation (2), n =  4. 
(Stub numbers 9, 16, 17, 24 in Fig. 6.)

=  Vhi relative to the other stubs of the inner row. In equation (2) n =  12 and for 
the last row (d), n =  16.
with an increased difference between the heights of the to be extracted  
and the newly inserted stubs.

=  the same as c but with 40 stubs instead of 32.

fu lly  ju stify  th is assum ption  and the decrease in  unevenness on increasing  
the w idth  o f  the anode can also be seen. In cid en ta lly  it is now to  be m entioned  
th a t each o f the stubs represented w ith  its current-tim e relation in F ig. 3 is, 
in a d ifferent characteristic position which is also reflected  by the correspond
ing values indicated on the graph.

The relation o f ipl w ith other characteristics o f  unevenness o f c. d.

The yq-value is a general characteristic o f  the unevenness o f c. d. and  
as such it  is affected b y  and em bodies all varia tion s, however big or sm all, 
covered b y  the m easurem ent data. B esides th is  general characteristic other 
particu lar  characteristics o f  unevenness can also be selected  which are related  
to one or another aspect o f  unevenness o f current-relationships. Such particular  
characteristics m ay be th e  percentage o f stubs carrying a too sm all or too
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h eavy  load, the rate o f  increase o f the load on the stubs, the average maximum  
current or the average current ju st before the extraction o f th e  stubs (this is 
nearly alw ays less than  the latter for vertical contact stu b s, too ).

These particular characteristics are not d irectly related  to  th e  yj-values 
b u t great variations in their values (also th ey  are averages) m ay  be expected  
to  correspond to a sh ift in the yj-values in the sam e sense and not to con
trad ict it.

These data relative to anodes w ith vertical contact stu b s are summed 
up in Table 3. It can be seen th a t there is no contradiction betw een  the trend 
o f the change o f the general characteristic (tpi) and the above referred particular 
characteristics which adds one more proof to  the reliab ility  o f  the upvalues.

Table 3

<Correlation o f the general characteristic o f  unevenness o f c. d. (V'] ) tcilh some particu lar characteristics
o f  the same

Characteristics of unevenness of c. d.

Type of the unode General Particular characteristics
character

istic Л'1 < 10% Л1 > 200% DI -  5“0 (d«y») ^max. *av.
V 0/

/О
0//0 a h

a v .

%
b . ,  e x t .

%

2100 mm wide anode, 
Inota ................................. 0.55 13.8 1.5 8.0 1.1 148 130

1900 mm wide anode, 
Inota ................................. 0.69 22.1 3.9 11.0 4.9 176 148

1700 mm wide anode, 
Inota ................................. 0.76 25.5 10.6 13.2 8.6 209 173

1900 mm wide anode, 
T atabánya“ ..................... 0.81 24.6 10.3 18.0 8.3 211 134

1900 mm wide anode, 
Inotad ............................... 1.01 38.2 20.2 20.0 15.1 240 189

Notes :

* The ^i-values correspond to a com plete stub changing cycle. (U n certa in ty: +  0.03)
ЛГ,<10% =  percentage of stubs w ith  a current load less than 10% o f the average (average =

1 In)
l^I>2oo% =  percentage of stubs w ith  a current load exceeding 200% o f  the average.
U l - 5 % =  tim e counted in  days till 5% of the above referred average load is attained.

a for stubs at the ends o f the outer row (stub numbers 1, 8, 25, 32 on Fig. 6). 
fc for other stubs in  the outer row.

I max. av. — the average of the m axim um  load of the stubs during a stu b  changing cycle 
(per cent o f the average load).

Jb exl =  the average of the load before the extraction of the stubs. (P er cen t o f  the ave
rage load.)

° =  w ith an increased difference betw een the heights o f the to  be extracted  and
the new ly inserted  stubs.

d =  the sam e as c but w ith  40 stubs instead o f 32.



3 3 4 GY. PACZOLAY

R E FE R E N C E S

1. S z a k á l ,  P . :  Unpublished report o f  16th Dec. 1950.
2. B o u c h a r d ,  J.: Bull. Soc. F ran c. É lec . 7/2, 101. (1952.)
3 . Дограмадж и, M. Ф. : Цветные металлы 31, № 5. 50. (1958).
4. Коробов, M. A .:  Цветные металлы 30, № I. 49. (1957).
5. P a c z o l a y ,  Gy .: A Fém ipari K u ta tó  In tézet K özlem ényei (C om m unications of the Research

In stitu te  for Non-Ferrous M eta ls) 4, 141. (1960.)

SUMMARY

T h e average relative stan dard  deviation (y>{) is an appropriate general characteristic 
of th e  u n evenn ess of anodic current distribution of alum inium  e lectro lytic  cells. E ach  anode 
c o n stru c tio n  jo intly  with the stu b  changin g  system  applied on it , can be characterized by a 
corresponding ^j-value. The ex tra c tio n  of 2— 4 stubs out o f 32 from  anodes w ith  vertical stubs 
resu lts in  an average increase o f un even n ess by 6— 8% w hile an increase of about 60% is 
o b served  i f  ha lf of the set o f stubs is  extracted  from anodes having horizontal stubs. Between  
tw o ex tra c tio n s  a corresponding decrease of can be observed. Constructional changes of the  
anode or o f  the stub changing sy s tem  resu lt in a corresponding change of yq. I f  the unevenness 
of cu rren t load on the separate stu b s (ipf) is investigated, characteristic  groups of stubs can be 
d istin g u ish ed  which differ in  their  p osition s relative to the conducting zone in  the anode. 
T he order o f different types o f a lum in ium  electrolytic cells according to the corresponding 
yq-values is in agreement w ith  th e  trend in the change of the particular characteristics of 
u n ev en n ess in  current d istribution .

UN G LEICH M Ä SSIG K EIT D E R  STR O M VER TEILU NG  IN  D E N  A N O D E N  MIT V E R T I
K A L E N  ST R O M Z U FÜ H R U N G S-B O L Z E N  DER A L U M IN IU M -E L E K T R O L Y SE Ö FE N

GY. PACZOLAY

ZUSAM M ENFASSUNG

In  einem  A lum in iu m elek tro lyseofen  wird die U n gleichm äßigkeit der Strom verteilung  
an der A n od e m it Hilfe des V ariation sfaktors (yq, relative Streuung) angegeben. E ine jede  
A n o d en b au art und ihr B olzenw echselsystem  werden durch einen zugehörigen yq-Wert 
g ek en n zeich n et. Werden aus einer A n ode m it 32 vertikalen  B olzen  2 bis 4 B olzen ausge
zogen , so w ächst die U n gle ich m äßigkeit durchschnittlich um  6 . . .  8% . Wird, aus einer 
A node m it  seitlichen B olzen die H ä lfte  der Bolzen gezogen, so ergibt sich eine 60% -ige 
E rh öh u n g  der Ungleichm äßigkeit. Im  Zeitraum zwischen zw ei B olzenw echseln  kann in  der 
U n gle ich m äß igk eit eine B esserung, entsprechend den obigen A ngaben, beobachtet wer
den. W erd en  K onstruktions-Ä nderungen durchgeführt, oder wird das System  des B olzen
w ech se ls geändert, so ändert sich  a u ch  yq. Wird die U ngleichm äßigkeit der Strom stärke in den 
e in ze ln en  Bolzen (yq) untersucht, so können  charakteristische G ruppen gebildet werden, die 
sich d u rch  ihrer Lage zu den strom führenden Zonen der A node unterscheiden. W ird eine 
R eih en fo lg e  der verschiedenen T y p e n  der A lum inium -E lektrolyseöfen auf Grund der W erte 
von yq festg e leg t, so wird sie m it derjenigen übereinstim m en, die auf Grund der Änderung 
der sp ez ia len  Kenngrößen der S trom verteilun g  festgelegt wurde.

L ’INÉG ALITÉ D E  L A  R É P A R T IT IO N  D U  C O U R A N T A U X  A N O D ES  
À  GOUJONS V E R T IC A U X  D E S  CUVES D ’ÉL E C T R O L Y SE  À ALUM INIUM

GY. PACZOLAY

RÉSUM É

L ’inégalité  de la répartition du  courant anodique des cuves d ’électrolyse à alum inium  
est caractér isée  par la dispersion re la tiv e  m oyenne ipj. Chaque construction  d’anode, avec son 
sy stèm e  d ’extraction des goujons, p e u t  être caractérisée par une valeur rpj correspondante. 
L ’in é g a lité  de la répartition du cou ra n t s ’augm ente en m oyenne de 6 à 8% , si 2 à 4 goujons 
sur 32 so n t  retirés sur des anodes à goujons verticaux, tand is q u ’une augm entation de 60%,
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se produit si la m oitié des goujons est ex tra ite  sur les anodes à goujons obliques. Entre deux  
replacem ents de goujons, on observe une dim inution de l ’inégalité  de la répartition du courant, 
qui correspond aux valeurs ci-dessus. Des m odifications de la construction, ou le changem ent 
du systèm e d’extraction  des goujons m odifien t aussi la  valeur de y>j. Si on étudie l ’inégalité  
de l ’in tensité du courant am ené par chaque goujon, on p eu t discerner des groupes de goujons 
caractéristiques différant par leur position relative à la  zone de conduction de l ’anode. L ’ordre 
de succession des d ifférents types de cuves d’électrolyse à alum inium , étab li à la base des 
valeurs de yq, concorde avec celui déterm iné su ivant la variation  des caractéristiques spéciales 
de la répartition du courant.

НЕРАВНОМЕРНОСТЬ АНОДНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ TOKA 
АЛЮМИНИЕВЫХ ЭЛЕКТРОЛИЗНЫХ ВАНН С ВЕРТИКАЛЬНЫМИ

ШТЫРЯМИ
Д .  П А Ц О Л А И

РЕЗЮМЕ

Средний вариационный коэффициент (относительная дисперсия) (yq) является со
ответствующим параметром неравномерности анодного распределения тока алюминиевых 
электролизных ванн. Каждая конструкция анода совместно с применяемой системой 
перестановки штырей характеризуется соответствующей величиной yq. Если из 32 штырей 
на анодах с верхним подводом вытянуть 2 —4 штыря, то неравномерность распреде
ления тока в среднем возрастает на 6—8%, в то же время наблюдается 65%-й рост, если 
в случае ванн боковыми штырями вытянуть половину штырей. В период между двумя 
перестановками штырей в неравномерности распределения тока наблюдается уменьше
ние, соответствующее указанной выше величине. Конструкционные изменения, или же 
изменение системы перестановки штырей связаны с изменением yq. Если неравномерность 
силы тока отдельных штырей исследовать с помощью yq, тогда можно отличить харак
терные группы штырей, которые отличаются по своему положению к проводящей 
зоне анода. Порядок различных по типу алюминиевых электролизных ванн, определенный 
на основе значения величины yq, совпадает с порядком, определенным на основе харак
тера изменения специальных характеристик распределения тока.





TORSIONAL BUCKLING OF THIN-WALLED CURVED 
BARS (SHELL-ARCHES)

L. K OLLÁR

PLA NN IN G  O FF IC E  FOR IN DU STRIA L AND AGRICU LTURA L BUILDINGS 

[M anuscript received on May 12, 1961]

1. Introduction

The aim of th is paper is the investigation  o f  a certain question on the 
s ta b ility  of thin-w alled bars having a curved axis and an open cross section, 
nam ed in the follow ing shell-arches. In the succeeding deduction those shell

ing. 1
arches w ill be dealt w ith  the longitudinal axis o f which is a circular arc, the  
cross section being con stan t along th e  whole length  o f  the axis, and having  
an axis o f  sym m etry ly in g  in the plane o f  the arch axis (F ig. 1). The m aterial 
o f the shell-arch is assum ed to be perfectly elastic.

8  A cta Technica X L/3 — 4.
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T he shell-arch should b e subjected to a uniform ly d istributed  load q, 
a ctin g  a t the centroids o f  th e  cross sections, and previously  to  buckling  
d irected  towards the centre o f  curvature o f the arch axis (F ig . 2). Thus, the  
arch is previous to buckling subjected  to a uniform  centric com pression. The 
load in g  forces are fixed  to th e  centroids o f  the cross sections, their directions 
rem ain  unchanged even after buckling.

Sim ilarly to all centrically  com pressed bars, the shell-arch in  question  
m igh t lose its stab ility  by th ree  different kinds o f buckling (disregarding the  
loca l buckling of the shell p la te ), nam ely, it m ight buckle in  its  own plane, 
perpendicularly to th is plane, and fin a lly , it m ight undergo a torsional buckling. 
T he buckling in the own plane o f the arch had already been d ealt w ith  b y  the  
author in a previous paper [3]; th is kind o f buckling is due to  th e  aforem en
tio n ed  sym m etry independent o f the tw o other buckling phenom ena. The 
b u ck lin g  perpendicular to th e  own plane o f the arch and the torsional buckling, 
on th e  other hand, are connected  to  each other, partly, because the axis of 
th e  arch is curved, and p artly , as the shear-centre T  o f th e  cross section  
d oes n o t coincide w ith  its centroid  S  (F ig. 1). In  the follow ing th e  com bined  
la tera l and torsional buckling w ill be dealt w ith, and the critical load in ten sity  
w h ich  is necessary to  cause th is phenom enon w ill be determ ined.

In  the investigation  th e  circum stance that the shell p late m ight undergo 
a loca l buckling is not tak en  into consideration. In addition , it  is assum ed  
th a t  during the lateral and torsional buckling o f the bar, th e  cross sections 
m ain ta in  their original form  and could warp only perpendicular to their 
ow n plane. (This last assum ption  cannot be applied to deform ations caused  
b y  bending m om ents and tak in g  place in the own plane o f  the arch ; th ese  
h ow ever, during the fo llow ing deductions are autom atica lly  elim inated, 
resp ective  details are to be found in [3]).

The problem referring to  the lateral and torsional buckling o f curved  
bars caused by a uniform ly d istributed  load had already been solved in 1923 
b y  T im o sh e n k o  [5]. His so lution  refers, how ever, to bars having  a rectan
gular cross section and cannot be directly  applied to th in-w alled  bars because  
h e did not take their peculiarities into consideration (see in the present paper 
eq u ation s (15) and (19) and the com m ents added.)

The torsional buckling o f thin-w alled , curved bars was dealt w ith by  
F e d e r h o f e r  [2]. He deduced th e  m agnitude o f the critical load intensity“ 
u sin g  the energy m ethod. H ow ever, for a straight bar axis his final result 
does not turn into the w ell known expression to be found in  [7].

2. Equations o f equilibrium  referring to a bar having a curved axis

The centre o f the sy stem  o f co-ordinates to be used in th e  follow ing  
in vestigation s should be p laced into  the centroid S of the cross section (see
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F ig . 2 ). Previous to b u ck ling  th e  axis of co-ordinates are marked b y  о indices; 
x 0 p o in ts  towards the cen tre o f curvature 0  o f th e  arch axis. The system  o f  
co -ord in ates is a “m ov in g” one, i.e ., the axis z0 touches the arch-axis running  
th rou gh  th e  centroids (called  in the following arch-axis) a t each cross section .

d
T herefore, derivations a long the arch-axis are denoted b y  ——.

ds
r T and rs denote th e  radii o f curvature o f  the circular arcs running  

th rou gh  the shear-centres and the centroids, resp ectively , these are alw ays  
p o sit iv e . The distance b etw een  shear-centre T  and centroid S  is m arked b y  e, 
th is  is positive in the case outlined  in Fig. 2, thus

r s =  r T +  e (1)

( I f  th e  shear-centre is s itu a ted  on the opposite side o f the centroid, i.e ., if  
rt >  rs, then e is n egative .)

T he displacem ent com ponents u, v, w  are parallel to the original direc
tio n s  o f  the axes o f co -ord in ates, their interpretation  is also show n in F ig . 2. 
D isp lacem en t com ponents w ith ou t indices alw ays denote displacem ents o f  
th e  shear-centre ; to  d istin gu ish  these from displacem ents o f  the centroid  
th e  la tter  are alw ays m arked b y  the index s.

The deduction is b ased  on the condition th a t the radius o f  curvature  
o f  the arch should be great  in  com parison to  the d istance betw een the centroid  
and th e  shear-centre, thus:

—  <=1 (2a)
r s

i.e .,
r T ^  rs =  r (2b)

Thus the radius o f  cu rvatu re r can be taken  as valid for each point o f  
th e  cross section. C onsequently , between the d isplacem ents o f shear-centre  
an d  th ose  o f centroid th e  follow ing relations hold:

(3a) 

(3b) 

(3c)

B y  reason of (2b) th e  in tern a l mom ents can be com puted sim ply from th e  
cu rvatu res and the tw is t  o f  the shear-centre ax is.

A fter buckling th e  axes o f co-ordinates also shift together w ith  th e  
cen tro id  and rotate to g eth er  w ith  the investigated  cross section . The new  
d irec tio n s  of the axes o f  co-ordinates are m arked sim ply b y  x, y ,  z  w ithout

us =  и

vs =  v —  e • ß  

u' s я« w .
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any indices. The equations expressing the equilibrium  o f m om ents referring 
to  the already sp atia lly  curved bar, arc set up according to Love [4] as follows:

d M x
ds

d M y
ds

d M , 
ds

-f- M z • xsyl — T y +  mx — 0,

— M z ■ y.xl +  M x • T x my — 0,

"-----M x ■ xsyl +  M y ■ xsxl - f  m,  — 0 .

(4)

(5)

( 6 )

The letter sym bols figuring in the above equations as well as in F ig. 2 denote:

1 X

M X•> My,
Tx, Ту internal shear forces acting in the x, у  d irections,

M z internal m om ents (two bending, one torsional) turning  
around the x, y ,  z axes,

i z specific m om ent com ponents o f the external load,
curvatures and tw ist o f the arch-axis after buckling (therefore 
the index  j),

ß  tw ist o f  the cross section around the z 0 axis,
, %Syu, '6s curvatures and tw ist o f the arch-axis in the undeformed state  

(therefore the index  0).
In the exam ined case:

I  f t  у  у t i l

Xs -0 s.vl’ W1

4 o «  =  0 (7a)

and

(76)

The rem oval o f th e  shear-centre from the centroid d isplaces only the  
axis o f reference o f th e  torsional m om ent from the centroid, therefore, the  
torsional m om ent alw ays denotes a m om ent turning around an axis going  
through the shear-centre and parallel to the z direction; the axes o f  reference 
o f the tw o bending m om ents, on th e  other hand, are alw ays the centroidal 
axes x, y .  The line o f  action  o f the normal force coincides w ith the centroidal 
axis, while the tw o shear forces act at the shear-centre, parallel to  the x, у  
directions.

Equations (4)— (6) should be written precisely in such a w ay, that 
Mj and mz are m om ents turning around the centroidal axis z. So M z w ould not 
be identical with the internal tw istin g  m om ent (19), but w ould differ from it 
b y  e. Ту. B y so doing and taking (2) into consideration the very  equations  
(23)— (24) are arrived at.
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3. Expression o f strains and forces by displacem ent com ponents

A ccording to Love [4 ], in  the exam ined case deform ations can be 
ex p ressed  with the aid o f  th e  displacem ent com ponents b y  th e  following  
eq u ation s:

ß d 2vs ß d2 V
+  e

d 2ß
%xl — -- ------

r ds2 r ds2 d s2 ’

1 d 2u 1 dw 1 d2u и
4 i  = d— : --- d— “ — 1— -

г ds2 r ds Г ds- rz

( 8)

(9)

b eca u se  the condition for th e  inextensional deform ation o f th e  arch-axis is:

dw и

d 7  “  7 ’
( 10)

and
dß  1 d t  dß  I dv e dß#í -, —— d----------- =  —  d--------------------—
ds r ds ds r ds r ds ( И )

H ere , in  respect to  con d ition  (2) the last term  can be om itted  in comparison 
to  th e  first one.

T he internal shear force com ponents are (com pare w ith  [5]):

rji , du
T x — ~r 4 ■ г • —— 

ds

T y =  +  q r - dvs
ds

qr
dv dß
--------- e ------
ds ds

T he specific  moment com ponents o f the external load are:

mx =  my =  0 ,

d2 V
mz =  +  q ■ e ■ ß  +  q ■ r ■ e — -  -  qrp

as- as-
, dß3 „ i*

qeß — qrß.T-
H ere

p i  =  e 2 _|_ l x  +  h  = e 2 + i 2 +  i t

( 12)

(13)

(14)

(15)

(16)

In  th e  above expression:
Jx, J y  are the m om ents o f  inertia  o f the cross section  referring to  centroidal 

axes X , y ,  and
F  is the area o f  th e  cross section.

T h e first term on th e  right-hand side o f  equation (15) expresses the  
fa c t  th a t  the load does n o t a ct at th e  shear-centre. The last four term s denote
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the following effect. The bar is a thin-w alled one, consequently, if  the cross 
section  undergoes a rotation , then the arch-directed com pressive stresses also 
rotate because th ey  m u st remain parallel to  the thin w all. Owing to  the tw ist 
the lines o f action o f these stresses becom e curved. Thus, the com pressive 
stresses will have a resu ltant perpendicular to  the shear-centre ax is, and this 
resultant will exert a torsional m om ent. A detailed discussion referring to  this 
la tter  effect is the following:

The displacem ents o f the elem entary fibers P  expressed by the displace
m ents o f the shear-centre are the following:

Up = и — у ■ P;

Vp = V —  (e - * ) ß  ■

changes in curv ature of th e elem entar) r  fibers are [cf. (8)

: d2vp =  ß _ _ d 2v
+  (e —

Ffi
X) ------ ;

r ds1 r dà1 ds1

*£ =
d 2Up , “p d 2u

— y~
£ P _  +

ds? r d s 2 ds2 o ^ 2r Г

(a)

(b)

( c )

( d )

The torque of the com pressive stresses a acting in one elem entary fiber 
P ,  referring to the shear-centre ax is is:

------  • (a dF ) Xy • y  —  ------ (о d F) xx • (e —  x) . (e)
r r

S ubstitu ting  (c) and (d) into (e) and integrating over the wrhole cross section, 
the last four mem bers o f (15) are obtained.

The internal moment components have to  be calculated from curvatures 
xx , Xy and tw ist d 1 o f  the shear-centre axis:

M x  ---- -® x ‘ * X 1
T -  —

ds2

M y =  B y • / • ( * £ - 4 , )  =  V / -

(function f  is to be found in [3] in detail), and

M ,  =  C - & 7  -  C j  • =  c l
г  d s 2 1

Here:

d 2u

ds2

[dß_ 1 dv
-  Ci

&ß_ J _ d 3v

\ d s r ds dss r ds3

(17)

(18)

(19)

B x =  E J X

B y =  EJy
C =  GJ,

is th e  bending stiffness o f the arch’s cross section  referring 
to  the X axis,

is th e  sam e, but referring to  the у  axis,
is the torsional stiffness o f the bar; J t is th e  torsional
m om ent o f inertia ,
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Сг =  Е Г  =  E J m is the w arping rigidity o f th e  bar; Г  =  J w is the w arping  
constant o f  th e  cross section [!]•

I f  th e  radius o f curvature r o f the arch is sm all, th en  quantities J x,. 
J y, J t and J m should be com puted  using a correction [8], but in respect to  
con d ition  (2) this correction can be disregarded.

4 . Solution o f the equations for a “fork-like”  support (see Fig. 3)

Substituting relations (8)— (15) into equations o f  equilibrium  (4)— (6) 
the fo llow ing equations are arrived at:

dM x
-  V/

dß 1 dv /1  f сГи и
“Г 4 Vf z \------H —

ds ds r ds 1 r ds2 r-

q r -
dv

ds
dß  nq r  ■ e ----=  0,
ds

Ш у  M t drv , d 2ß------------ g — +  M X
dß 1 dv

ds r ds2 ds2 ds r ds
+  q - r

du
ds

'Ш ' -  M x
ds

d 2u 

ds2

и
9Г“

+  Mv
ß_ _  d'-v d 2ß

r ds2 ds2
+

+  q r - e
d2v 

ds2
- d"ß % я aq r p - -  - - q - r  —  ß =  o .

as- T“

( 20 )

0 , (21)

(22)

T he equation system  (20)— (22) contains in addition  to  displacem ent 
expressions of the first order, also those of the second order —• compare to  
form ulae (17)— (19). In  d iscussions on buckling th e  investigations refer to  
disp lacem ents of an in fin itesim al m agnitude. T hus, term s o f  th e  second order 
are b y  one range o f m agnitude sm aller than those o f th e  first order, therefore, 
th ese  term s have to  be om itted  [4, 5]. B y so doing the above system  o f equa
tion s disintegrates, partly, in to  equation (21) contain ing only the displacem ent 
com ponent u, and partly, in to  equations (20) and (22) in w hich displacem ent 
com p on en ts v and ß  appear on ly. B y  su b stitu tin g  expressions (17)— (19) 
in to  th e  latter two equations these obtain the follow ing form:

(1  dß d3 v
B v|------------------;—

ds ds3

r

\ г
d*ß

d l +  1
ds r

dv

ds

ds3

1 d 3v] 

r ds3
dv dß

q ■ r —  +  q ■ T ■ e — - =  0, 
ds ds

ds2 r
d 2v r d*ß 1 d4v B x i ß  d 2v
ds2 ^1

ds4 ' r ds4 r 1 r ds2
+

q - r  ■ e
d 2 v 

f c 2
, d2ß

q r p - d 7

(23)

(24)
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The characteristic functions and characteristic values of the ab ove h om o
geneous, linear, sim ultaneous differential equations with constant coefficien ts  
have to be determ ined. The succeeding discussion refers to th e  follow ing  
particular case: the shell-arch w ith the centric angle 2 a <  n  is “ fork-like” 
supported (see Fig. 3), i.e ., at its both  ends ß  =  0,  v =  0  and M x =  0 ,  but

ij Hinged in the plane o f the arch

b) Clamped in the plane c f the arch
A  *

F ig .  3. „F ork-like” supports

the arch axis m ight rotate in the y z  plane. For these boundary conditions the  
tw o  unknown displacem ent functions can be set up in the fo llow ing form:

and
ß  =  • sin (A • s) , (25)

Here
v =  A^ • sin (A • s) . (26)

2a • r
(27)
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an d  s should be m easured from the outerm ost cross section of the arch. 
Su b stitu tin g  these expressions into equations (23) and (24), furtherm ore, 
se tt in g  the determ inant belonging to the sim ultaneous equations for A v  A 2 
eq u a l to  zero; for th e  cr itica l compressive force (q • r)cr =  N cr the following  
eq u ation  of the second order is arrived at:

a ■ N 2cr+ b ■ N cr+ c =  0 (28)

B etw een  the two roots the smaller one gives the critical load. Constants a, 
6, c are determined b y  th e  following form ulae:

« =  +  (P2 -  e2) ' К  — “7  » (29)

В . -  +  A2
r2

+  P 4 *

— (C +  c x A2 A2 1 + J _  Ü
r2 r-

C  = -. B Y I A2 - ■(C +  Cj A2).

(30)

(31)

5 . E valuation of the obtained result

I f  r =  o o ,  then  u sin g  the notation 2 a  • r =  /, equation (28) goes over 
in to  th e  formula o f  th e  com pressive force w hich causes th e  torsional buckling  
o f  a thin-w alled, stra igh t bar having a sym m etric  open cross section; this  
form ula can be found in  [7 ]. Another p ossib ility  for controlling is given by  
th e  formida for the cr itica l compressive force causing the lateral buckling  
o f  a curved bar o f  a narrow  rectangular cross section; see [5] or [6]. Thus, 
i f  e =  0, i 2/r2 =  9 and C ± — 0, then equation (28) should turn into th e  well- 
know n formida

B x (я2 — 4a2)2

r2 4a2 л 2 +  4a2 j?* .
C

(32)

T h is however, would on ly  occur if  in addition to  the above conditions p  were 
also equal to zero ( i 2 =  0), and this is not p lausib le for a rectangular cross 
sec tio n . On the other h an d , it is well know n from  the previous discussions 
th a t  term s containing p  represent the torsional effect o f the com pressive  
stresses, which is due to  th eir  tw isting together w ith  the thin wall o f the bar. 
F or bars of thin rectangular cross section th is effect also exists. The deduction  
o f  form ula (32), to  b e found  in [5], neglects th is  effect. Thus, the usual
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defin ition  that form ula (32) is valid for “ bars o f  narrow rectangular cross 
section ” is not su ffic ien tly  precíze. More ex a c tly  speaking form ula (32) is 
valid  for those bars th e  cross section o f w hich is not so thin th at th e  tw istin g  
of the com pressive forces should have to  be taken into consideration . In 
other cases the critical com pressive force has to  be determ ined from  equa
tion  (28).

6. Practical applications

The introduced calculation m ight exp ed ien tly  be applied when in v estig 
ating th e  stab ility  o f  shell-arches used for th e  roofing o f halls. A lthough  
the longitudinal axis o f  these shell-arches is for the m ost part not a circular 
arc, and their cross section  m ight also va ry , furthermore, the load  acting  
on the arch is not a radial but a vertical one; the critical com pressive force 
m ight in  sp ite o f th ese circum stances be estim ated  on the base o f  th e  described  
m ethod in  the follow ing w ay, assum ing th e  actu al support is a lso“ fork-like” .

1. A  critical force N 1 o f the arch is to  be determ ined on the base o f  the 
real form o f the arch, th e  m ode of its support and the load acting on it  according  
to  the usual theory o f  arches (disregarding th a t the structure is th in-w alled  
and th a t the shear-centre does not coincide w ith  the centroid).

2. On the basis o f  a characteristic cross section and radius o f  curva
ture o f th e  arch, another critical com pressive force N 2 is to be determ ined  
using formula (32); as i f  the axis o f  the arch w ere a circular arc and its  cross 
section  were constant.

3. Taking into consideration the sam e data as in 2, a third critical 
com pressive force N 3 is to  be determ ined from  equation (28), i.e ., now  taking  
into consideration conditions which were disregarded in points 1 and 2.

4. A ssum ing th a t the thin-w alled structure o f the arch, togeth er  w ith  
th e  fact th a t the shear-centre and the centroid  do not coincide w ith  each 
other, w ill change N 1 to  the real critical force iV4 in the same relation  as these  
circum stances change N 2 to  1V3, the fo llow ing relation is arrived at:

N i =  N l - - ^ - . (33)
iV2

For sa fety  it m igh t be expedient to  perform the calculation  on the  
base o f several cross sections and radii o f  curvature.

I f  th e  shell-arch is not supported fork-like, then the follow ing m ethod  
should be used:

A good approxim ation o f the critical force valid  for an ordinary curved  
bar can be obtained according to T im oshenko  [5] —  provided th e  central

angle o f the bar is 2 a  < ------- in such a
s 2

w ay as in formula (32) w hich refers
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to  a “ fork-like” supported bar 2 a is replaced b y  a, because the arch buckles 
ap p ro x im a te ly  according to  a whole wave in stead  o f a half. In other w ords, 
a c lam ped  arch the central angle o f  which is 2a  can be replaced by a “fork-like” ' 
su pported  arch with the cen tral angle a. In th e  case o f a “ fork-like” support 
th e  b u ck led  shape o f the investigated  shell-arch coincides w ith th a t o f  an 
o rd in ary  curved bar. T hus, it  m ight be assum ed  th at the aforem entioned  
co in c id en ce  also holds for a shell-arch clam ped a t both ends. C onsequently , 
th e  cr itica l load valid for a shell-arch clamped at both ends, the central angle

o f  w h ich  is 2a <C —  can be obtained
2

kith good approxim ation, i f  in  the

form u la  (27) o f A, 2a is replaced by a .
I f  th e  stiffness o f  th e  support ranges betw een  those of a “ fork-like” 

su p p o rt and o f a full e n d -fix ity , then 2a should  be replaced by an in ter
m ed ia te  value falling betw een  2a and a .

T he radius of curvature pertaining to shell-arches used in hall roofing  
is , in  general, so great th a t  condition (2) h olds. In addition, the bending  
s tiffn e ss  B x is m ostly very  great. Thus, d iv ing  equation (28) by B x and tak ing  
ap p ro x im a te ly  Bx ^  oo , coeffic ien ts (29)— (31) becom e sim plified as follow s:

a

b

B x

c
B v

a* =  0,

b* = +  Щ 2 -  ~

■ (C - f  C x ■ À2) .

(34)

(35)

(36)

T h u s, th e  critical force can be com puted from  th e following sim ple form ula:

N „ =  - (37)

T he p h ysica l sense o f th is sim plification  is th a t the shell-arch does not becom e  
cu rved  in  the lateral d irection . I f  the axis o f  th e  arch is straight, th is  m eans 
th a t  th e  shear-centre axis does not shift la tera lly , thus the cross sections  
perform  a pure torsion around the shear-centres. For a straight bar (r =  сю) 
form ula (37) turns indeed in to  formula

P ^ - i C + C . - V ) ,  (38)
P

to  b e found in [7], which g ives the critical force pertaining to pure torsional 
b u ck lin g .
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Form ula (37) is valid  if  the neglected  term s are sm all. T his can be 
proved b y  the follow ing inequalities:

(C +  C .P ) ;.2 1 + 4
j _  л

T- r2 r2
Bv

<§ — b* ; (39)

'H P 1 -  e2)
N *  <! -  b* . (40)

To make practical calculations easier F ig 4 presents the shear-centres 
and warping constants o f three kinds o f  cross sections, which w ere not dealt 
w ith  in the literature so far. These quantities were com puted assum ing fla t  
cross sections, i.e ., th a t the in fin itesim al arch elem ents o f the cross sections 
could be replaced b y  their horizontal projections.

7. Numerical example

The critical radial load causing the torsional buckling of the shell-arch sh ow n  in Fig. 5 
should be determ ined. The longitudinal section  o f the arch is a circular arc, it s  cross section  
is  constan t, and the arch is supported “fork-l ike” at both ends (Fig. 3).

a)  First N 3 has to  be determ ined, tak ing  th e  thinness of the wall and th e  actual posi
tio n  o f the shear-centre in to  consideration; thereafter

b) N 2 has to he determ ined, disregarding th e  above mentioned tw o circum stances. 
W hen determ ining the characteristics o f  the cross section, it  is regarded as being flat.

On the base of Fig. 4a:
e =  21.3 cm, is in  the present case positive.

—  =  0.0151 1, thu s condition (2) is satisfied ,
r
B v =  3.24 • 109 tcm 2,
C =  9.60 • 105 tcm 2,
C, =  3.96 • 101» trend,

(16): p2 =  8105 cm2,
(27): A2 =  2.00 • 1 0 - 6 cm “ 2,
(3 5 ) : b* =  — 5.85 • lO '7,
(3 6 ) : c* =  23.35 • 1 0 - 7,
(3 7 ) : N * =  N* =  3.99 t.
The accurate equation (28), on the other hand is the following:

0.01155 • N 2— 1900 • N  +  7560 =  0,

and herefrom

N cr =  N 3 =  3.98 t,

i .e ., in the present exam ple the approxim ate va lue approaches the precíze one w ith in  the 
accuracy of the slide-rule com putation.

On the other hand, from equation (32) the value

N.. =  4.32 t

is  obtained.

T h u s, in  the present case the facts that the bar is thin-w alled and the shear-centre does not 
coincide w ith the centroid, cause a lessening of th e  critical force the am ount o f which is 
a b ou t 8% .
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a) Parabola o f th e  seco n d  order 0x—0/6667h.b3
3y=0,1778.hd2b.

e=f5 d .

------------------------------ f
- i d — у

—i

--------------------------------- И 1------------------------------------------

.— £ — i — b- — ^

\X

" ’ r j  U  \

d

b) Cosine-Hne
Jx = 0/6667.h.b3
Jy=0,250.hd2b

c) Wing form ( com posed of two parabo/as o f th e  second order)
0,6667. h.b3

Fig. 4
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I f  the shell-arch is clamped at both ends , th en  replacing in formula (27) 2a b y  a, the 
follow ing results are obtained:

From  form ula (32):

^ 2  clam ped == Ю 7 .1  t .

From  form ula (37), on the other hand:

N *  „lamped =  5 8 . 1  t ,

thu s, in  this case the thin-w alled structure and th e  rem oval of the shear-centre from  the cen
troid reduces the magnitude o f  the critical force to approximately  a half.

/1

A - A

h- Лет

E =  3 6 0  t / c m 2  

G ~  1 5 0  t / c m 2

Fig.  5
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SUMMARY

E lastic , thin-w alled, curved bars of open cross section  (shell-arches) subjected to  com 
pression m ight buckle la tera lly  (torsional buckling). T he paper deals w ith the in vestiga tion  
o f a shell-arch the axis o f w h ich  is  a circular arc. The cross section  of the shell-arch is one-fold  
sym m etric  and constant; th e  arch is supported “fork-like” at both  ends. It is subjected  to 
centric com pression caused b y  radially directed un iform ly distributed forces acting at the  
centroids o f  the cross sections. T he aim  of the in vestigation  is  the determ ination o f the critical 
load  in ten sity  which causes la tera l torsional buckling. In  th e  deduction the facts are taken  
in to  consideration that the arch is thin-walled and the shear-centres do not coincide w ith  the  
centroids. The final result is com pared with formulae, w h ich  are well known from  the litera 
ture and refer to similar cases. T he reasons for the apparent deviations are also po in ted  out. 
T he application  of the obta ined  resu lts to shell-arches th e  longitud inal axis of w hich is n o t a 
circular arc, having varying cross sections, loaded b y  vertica l forces and which are o p ti
on a lly  supported, is also show n. F in ally , a numerical exam p le  is given.

D IE  D R IL L K N IC K U N G  VON SC H A L E N B Ö G E N

L. KOLLÁR

ZUSAM M ENFASSUNG

E lastische, dünnw andige S täb e m it offenem Q uerschnitte (Schalenbögen) können, w enn  
auf D ruck  beansprucht, se itlich  ausknicken (D rillknickung). D er Aufsatz befaßt sich m it der 
U ntersu ch ung von Schalenbögen , deren Längsachse ein  K reisbogen ist, die an beiden E nden  
gabelartig  gestützt sind, e in en  einfach-sym m etrischen k on stan ten  Querschnitt haben und  
durch eine radial gerichtete, gleichförm ig verteilte, in  den  Q uerschnitts-Schw erpunkten an
greifende L ast auf m ittigen  D ruck beansprucht sind. E s w urde die kritische L astin ten sitä t, 
die eine seitliche Drillknickung verursacht, bestim m t. In  der A bleitung wurde berücksichtigt, 
daß der Q uerschnitt dünnw andig is t , und daß der Schu bm ittelpu nk t m it dem Schw erpunkt 
n ich t zusam m enfällt. D as E ndergebnis wurde m it den für ähnliche Fälle, in  der L iteratur  
a b g e leiteten  Form eln verglichen und auf die Gründe der Abweichungen hingewiesen. D ie  
A n w endu ng der Ergebnisse a u f Schalenbögen deren L ängsachse kein Kreisbogen ist, die ver
ä n d erlich en  Querschnitt haben , durch vertikale K räfte b e la ste t und beliebig g estü tz t sind, 
is t  ebenfalls beschrieben. D ie  praktische Anwendung is t  durch ein Zahlenbeispiel erläutert.

FL A M B A G E  À  TORSION DES V O IL E S E N  ARC

L. KOLLÁR

RÉSUM É

D es barres courbes é lastiq ues de section ouverte  e t  à parois minces (voiles en arc) 
p eu v en t flam ber norm alem ent au plan de l ’arc en su b issan t une déformation torsionnelle, 
à la su ite  d ’une com pression sim ple. L’auteur étudie des v o ile s en arc de section constan te  
sim p lem en t sym étrique avec appuis en fourche aux d eux  ex trém ités, dont l ’axe longitud inal 
présente une forme en arc de cercle. U ne charge radiale un iform e agissant au centre de gravité
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des sections provoque une com pression sim ple, dont on déterm ine l ’in tensité  critiuue. Au cours 
de la déduction, l ’auteur tien t com pte de ce que la paroi de l ’arc est m ince, et que le centre 
de cisaillem ent ne coïncide pas avec le centre de gravité. Le résultat ob tenu  é ta n t comparé 
avec les formules valables pour les cas raprochés connus de la littérature, l ’auteur démontre 
les causes de leurs différences. Il indique aussi les possibilités d ’application des résu ltats à des 
voiles en arc de section  variable, à appuis quelconques, chargés par des forces verticales et 
a y a n t une axe longitudinal non circulaire. Un exem ple numérique term ine l ’étude.

СКРУЧИВАЮЩИЙ ПРОГИБ ОБОЛОЧЕЧНЫХ АРОК
Л. КОЛЛАР

РЕЗЮМЕ

Упругие, тонкостенные, кривые стержни открытого оболочечного сечения (оболо
чечные арки) вследствие давления могут прогибаться, отклоняясь от плоскости арки. 
Работа исследует оболочечную арку однократно симметричного неизменного сечения, 
опирающуюся вилкообразно, подверженную концентрированному давлению, создавае
мому радиально действующей равномерной нагрузкой, приложенной в точках центра 
тяжести сечений, и определяется критическая интенсивность нагрузки. При выводе учиты
вается, что сечение является тонкостенным и что центр среза не совпадает с центром 
тяжести. Конечный результат сравнивается с известными из литературы и действитель
ными для подобных случаев формулами и делается указание на причины отклонений. 
Демонстрируется применение результатов для оболочечных арок произвольного опирания, 
нагруженных вертикально действующими силами. Наконец, приводятся числовые 
примеры.

О A cta Technica X L/3 — 4.





TROCKNUNGSFORSCHUNG 
DES TSCHECHOSLOWAKISCHEN STAATLICHEN 

FORSCHUNGSINSTITUTES FÜR WÄRMETECHNIK*

L. STRACH, M. K O R G E R  und M. CHOC

STAATLICHES FO RSCH U N G SIN STITU T F Ü R  W ÄRM ETECHNIK, PRA H A

1. E inleitung

In der Tschechoslow akischen Republik führt das Staatliche Forschungs
in stitu t für W ärm etechnik (SVUTT, Praha) au f dem Gebiete der T rocknungs
forschung eine leitende Rolle. Das In stitu t b ildet eines der w issenschaftlichen  
F orschungsinstitute des M inisterium s für die Schwerindustrie. In  seinen  A uf
gabenkreis gehören alle w ichtigeren Forschungsthem en der W ärm etechnik  
und der Energieübertragung, die m it den Erzeugnissen der M aschinenfabriken  
verbunden sind.

D ie m it der Trocknung verbundenen Forschungsarbeiten begannen im  
SVUTT im Jahre 1952, als unter dem dringenden Druck der F ertigungsunter
nehm en das In stitu t gezwungen war, einige einschlägige F orschungsthem en in 
seinen Arbeitsplan aufzunehm en. Der ständige Zuwachs der A rbeiten  dieser 
Art sow ie die w irtschaftliche B edeutung der Trocknungstechnik h a tten  zur 
Folge daß seit 1954 für das Forschungsgebiet »W ärm eübertragung und S toff
austausch« ein Trocknungslaboratorium  als Spezialabteilung für die Grund
lagenforschungen des Trocknungsprozesses errichtet wurde.

Ursprünglich h atten  die A rbeiten des Trocknungslaboratorium s den 
Charakter der angew andten Forschung, indem  sie das Ziel verfo lg ten , die 
bereits ausgeführten Trocknungsanlagen zu vervollkom m en und w eiterzu
entw ickeln , ferner die fehlenden Betriebsvorschriften auszuarbeiten. D ie A us
gangsdaten für diese Arbeiten wurden durch Messungen an den bereits im  
B etriebe befindlichen Trockenanlagen gewonnen.

Der Schwerpunkt der gegenw ärtigen Arbeiten im T rocknungslaborato
rium des SVUTT liegt in der G rundlagenforschung des T rocknungsprozesses. 
D ie rapide E ntw icklung der Trocknungstechnik macht eine E rw eiterung der 
Grundlagenforschungen erforderlich. Nur a u f diese W eise können wir K en tn isse  
über die E igenschaften der einzelnen Stoffe im  Laufe des T rocknungsprozesses 
erwerben und nur a u f diese W eise können wir die optim alen T rocknungs
technologien  entw ickeln, abgesehen davon, daß die G rundlagenforschungen  
auch für die weiteren D etailforschungen unerläßlich sind.

* Vortrag, gehalten auf der Trocknungskonferenz der Ungarischen A k adem ie der 
W issenschaften  am 23. Novem ber 1960.

9*
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A u f diese W eise w urde im  SVUTT eine unentbehrliche experim entelle  
B asis ausgebaut und d ie A rbeitsm ethoden der w issenschaftlichen Forschung  
der Trocknungs-technik en tw ick elt. Gegenüber dem  halbbetrieblichen E xperi
m en tieren  —  denn zu B eg in n  machte sich auch diese Tendenz geltend —  
erw iesen  sich die V ersuche in  speziellen Z ielanlagen als vorteilhafter. A uf 
d iese  W eise können v ie l genauere Ergebnisse erzielt werden, wobei auch die 
Forscbungskosten h era b g esetzt werden können.

D ie bisher au sgearb eiteten  Forschungsthem en können in die n ach 
steh en d en  drei Gruppen eingereiht werden:

1. Theoretische und  experim entelle K lärung der Grundfragen des 
Trocknungsprozesses.

2. G rundlagenforschung in Zusam m enhang m it der W irtschaftlichkeit 
der Trocknungsprozesse der einzelnen Industriezw eige.

3. Theoretische und  experim entelle U ntersuchung spezieller Trock
nungsm ethoden.

Unser Aufsatz v er fo lg t das Ziel, über die bedeutenderen Ergebnisse der 
le tz te n  Jahre zu berich ten .

2 . Trocknungsversuche und Forschung a u f Grund der Düsenstrahlung

(Milan K o r g e r , wissenschaftlicher Mitarbeiter)

[L 1]

2 .1 . Bedeutung und A nw endung  der Düsenbelüftung

D ie gegenwärtige E ntw ick lung der K onvektionslufttrockner wird durch 
d ie  Tendenz nach höheren spezifischen L eistungen und Parametern des Trok- 
k en m itte ls  gekennzeichnet. Im  Falle der in der T extilindustrie verw endeten  
L ufttrockner beeinflußt d ie Steigerung der Param eter des trocknenden Mediums 
d ie  W irtschaftlichkeit u n gü n stig  und es ergeben sich  Betriebsschw ierigkeiten. 
A u s diesem  Grunde su ch t m an nach neuen W egen  um  die Trockenleistung  
zu  erhöhen.

Unter den in Frage kom m enden Verfahren k om m t die größte B edeutung  
d er Düsentrocknung zu , w o das Trockenm ittel aus einem  D üsensystem  m it 
h oh er  Geschwindigkeit (10— 30 m/s) senkrecht a u f die Oberfläche des Trocken
g u te s  geblasen wird.

D ie Einführung der D üsen-Trockenanlagen in  der Textilindustrie ergab 
im  Vergleiche zu den b ish er angewendeten T ypen  eine w esentliche Erhöhung  
d er spezifischen L eistung. In  der bezüglichen F ach literatur wird über 3— 4fache 
sp ez ifisch e  V erdam pfungen berichtet. Aus d iesem  Grunde hat sich die D üsen
trock n u n g  bei allen T rocknertypen  der T extilin d u strie  rapid verbreitet (Spann- 
u n d  Trocknungsrahm en, Schlichttrockner, Trom m eltrockner, Druckm ansar
d e n , Hängetrockner und Trockner für loses G ut, usw .).
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Die rapide Verbreitung des System s ist auch in anderen Industriezw eigen  
zu erwarten, wo es sich um die Trocknung von Gütern ähnlichen Charakters 
handelt, wie z. B. in der H olzindustrie bei der Trocknung von Furnieren, in 
den Blechwalzwerken bei der K ühlung von Blechen, in der chem ischen In 
dustrie bei der Erzeugung von Film en und Folien, in der Papierindustrie  
bei der Erzeugung von K artonpappen, und sogar in der keram ischen Industrie  
b ei der Fabrikation von K eram ik und Porzellan.

Obschon sich die von den nam haften ausländischen Firm en erzeugten  
Dlisen-Trockenanlagen in der T extilindustrie weit verbreiteten , und über die 
V orteile dieser Anlagen eine reiche Literatur vorliegt, doch fehlen in der Lite
ratur die grundlegenden Beziehungen und Angaben, die den physikalischen  
V organg der D üsentrocknung beschreiben. Aus diesem Grunde hat sich unser 
In stitu t die Aufgabe gestellt, den Stoffübergang bei der D üsentrocknung als 
ein Them a der G rundlagenforschung zu behandeln.

2.2. Experimentelle Forschung des Stoffüberganges bei der Düsenstrahlung des
Mediums

W egen der Schw ierigkeiten, die sich bei der genauen B estim m ung der 
D iffusionserscheinungen ergeben, wurde zur Lösung der gestellten  A ufgabe die 
experim entelle M ethode angew endet. Für die Praxis sowie zur B estim m ung  
der optim alen K onstruktionsdaten der Düsen-Trockenanlagen genügt die 
K enntnis des m ittleren Stoffübertragungskoeffizienten unter den verschiede
nen Bedingungen (Ström ungsgeschw indigkeit, D iisenabstand von  der zu 
trocknenden Oberfläche, usw.) bei w eitem  nicht, vielm ehr m üssen auch die 
lokalen W erte des Stoffüberganges bestim m t werden. Mit R ücksicht au f den 
Charakter der D üsentrocknung —  unm ittelbar unter den D üsenöffnungen  
tr itt näm lich eine äußerst in tensive Verdam pfung sta tt —  wurde, entsprechend  
den Ä hnlichkeitsgesetzen die F lüssigkeitsverdam pfung bei den Versuchen  
durch N aphthalin-Sublim ation ersetzt. D ieses Verfahren wurde bereits auch 
von  zahlreichen anderen Forschern angew endet, da die therm ophysikalischen  
E igenschaften  des N aphthalins zu diesem  Zwecke mehrmals und m it großer 
G enauigkeit bestim m t wurden. Durch den Gebrauch einer aus dünnen Prism en  
zusam m engestellten  N aphthalinplatte wird eine genaue M essung der lokalen  
W erte der Stoffübergangszahl erm öglicht.

Den eigentlichen Versuchen über die Düsenstrahlung des T rockenm ittels  
gingen Kontrollproben voraus, die den N achw eis der E ignung der gew ählten  
V ersuchsm ethode bezw eckten. G leichzeitig wurden auch die M odellversuche  
ausgew ertet. Zur K ontrolle wurden die nachfolgenden Versuche durchgeführt:

1. Verdam pfung von der O berfläche der einer parallelen Ström ung aus
gesetzten  N aphthalin-Probeplatte,
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2. Bestim m ung der lok alen  Stoffübergangszahlen an der Oberfläche der 
ein er parallelen Ström ung ausgesetzten  geteilten  N aphthalin-Probeplatte.

D ie obigen Fälle w urden  bereits früher von  m ehreren Forschern auf
gea rb e ite t, und so b estand  d ie Möglichkeit, die Versuchsergebnisse m it den 
in  der Literatur m itgete ilten  zahlreichen A ngaben und Beziehungen zu ver
g le ich en .

D ie  bei der parallelen Luftström ung angew endete N aphthalin-Probe
p la tte  wurde in einer Stahlform  ausgegossen. B reite und Dicke der P latten

Abb. 1. Stirnkante der Y ersuchsplatte

w aren  bei allen Versuchen identisch  und betrugen 100 bzw . 5 mm. Die Länge 
der P la tten  variierte zw isch en  50 und 300 m m . D ie Vorderkante der Probe
p la tte  wurde strom linienartig ausgebildet (siehe A bb. 1) und in der V ersuchs
a n lage  einer parallelen Luftström ung bei G eschw indigkeiten  von 1— 11 m/s 
a u sg ese tz t.

D ie Intensität der Sublim ation wurde aus dem  G ewichtsverlust der 
P rob ep latte  bestim m t. Zur Vergleichbarkeit der einzelnen Versuchsergebnisse 
w u rd en  die dim ensionslosen K ennzahlen b estim m t, die m it den in der F ach 
litera tu r  m itgeteilten A n gaben  und Beziehungen verglichen werden können.

D ie Versuchsergebnisse wurden m it den bedeutenderen W erten der 
L itera tu r in Abb. 2 verglich en .

W ie aus dieser A bb. ersichtlich, stim m en die Versuchsergebnisse, die 
im  SVUTT in Bezug a u f die W ärme- und Stoffübergangszahl der der parallelen  
Ström u n g ausgesetzten P la tte  erhalten wurden, m it den Angaben der ange
fü h rten  Autoren gut üb erein . Im  Bereiche für Re <  2 ■ 104 stim m en sie m it 
d en  Angaben von E . E ck ert [L 2], 0 .  K rischer [L 3] und H. Gröber— S. 
E rk  [L  4 ], während im  B ereiche für Re >  2 • 104 m it den Ergebnissen von  
E . E ckert [L 2], T. H . C hilton— A. P. Coburn [L 5] und S. S. K utateladze—
V . M. Borisansky [L 6] überein.

Im  Besitze der zufriedenstellenden Ergebnisse, die bei den Verdam pfungs
versu ch en  von der O berfläche der der parallelen Ström ung ausgesetzten  
N ap h th a lin p la tte  erhalten  worden sind, führten wir eine neue Versuchsserie 
d u rch , um  die G estaltung der lokalen W erte des Stoffüberganges untersuchen  
zu können . Bei diesem  V ersuch  wurde die der parallelen Ström ung ausgesetzte  
N ap h th alin p latte  aus 5— 7 mm breiten Prism en zusam m engestellt, die in
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■einen in der R ichtung der Ström ung 40 mm breiten, m it einer strom linien
förmig ausgebildeten Plexlt-Stirnfläche versehenen und m it einem  480 mm  
langen geraden A bschn itt ausgebildeten P lexit-R ahm en eingesetzt wurden. 
D ie für die m ittleren  Stoffübergangszahlen erhaltenen Ergebnisse stim m ten  
m it den Yersuchsergebnissen der nicht unterteilten  N aphthalinplatte überein.

B ei dem V ergleich m it den ausländischen Angaben m ußte der Um stand  
berücksichtigt w erden, daß bei der gegebenen Anordnung der Stirnteil aus

Abb. 2. D ie V ersuchsergebnisse der N aphthalinsublim ation und Vergleich m it den Angaben  
der Literatur bei einer P la tte , die einer Ström ung in der Längsrichtung ausgesetzt worden ist

P lex it an dem Stoffübergang nicht beteiligt war, und so setzte die Ausbildung  
der D iffusionsgrenzschicht erst oberhalb des ersten N aphthalinprism as ein.

Der W ert des K onzentrationsgradienten über dem ersten Prism a lag 
som it höher, als er der D icke der hydrodynam ischen Grenzschicht entsprochen  
h ätte .

Aus diesem  Grunde konnten die erhaltenen Ergebnisse lediglich mit 
E ällen  verglichen w erden, bei denen der E ffekt der an dem Stoffübergang  
unbeteiligten Stirnfläche in Betracht gezogen wurde. Derartige Beziehungen  
wurden von D . S. M aisei und T. K. Sherwood [L7] erm ittelt, au f Grund der 
m it befeuchteten  keram ischen Blöcken durchgeführten Verdam pfungsver- 
suche, die in einer parallelen Luftström ung vorgenom m en wurden. D ie Form  
■des V erdam pfungsgesetzes lautet:

Sh =  0,0415 • R e0 8 1 — l i
X +  l i

0,8 - 0,11
. Sc1/3,

( 1 )

wo Zjl die in der Ström ungsrichtung gem essene Länge der an dem  W ärme
übergang unbeteiligten  Stirnfläche bedeutet. W egen der leichteren Hand-
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h a b u n g  wurde Gl. (1) in eine Form  um geschrieben, die m it den dim ensions 
lo sen  Faktoren  der F euchtigkeitskonvektion  ausgedrückt ist:

j ß  =
Sh

Re • Sc1/3
=  0 ,0 4 1 5 -R e -° .; 1 ------- h 0,8  - 0,11

X  +  1 1
(2)

Abb. 3. V ergleich der W erte der durch die Versuche aufgenom m enen lokalen Stoffübergangs
zahlen  m it der Beziehung [L 7]

L (  cm)

Abb. 4.  D ie  Gestaltung der lokalen  W erte des Stoffübertragungskoeffizienten bei 60 mm 
A bstand der D üsenm ündung von der P latte

D ie Versuchsergebnisse w urden mit Gl. (2) in Abb. 3 verglichen. W ie aus 
der A b b . ersichtlich, stim m en die Ergebnisse gut überein.

N ach  den vergleichenden Proben wurden die Versuche zur B estim m ung  
der lok a len  Werte der Stoffübergangszahl an den unterteilten  N aphthalin-
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Abb. 5. D ie G estaltung der lokalen Werte der Stoffübergangszahl bei 200 m m  A bstand
der Düsenm ündung von  der P latte

Abb. 6. D ie G estaltung der lokalen W erte der Stoffübergangszahl bei verschiedenen A bständen  
der D üsenm ündung von  der P latte , bei einer Ausblasegeschw indigkeit von 30 m /s, gem essen

in der D üsenöffnung
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P rob cp la tten  unter einer 10 m m  breiten D üse durchgeführt. Die A bm essungen  
der N aphthalinp latte betrugen 200 X l l O  m m . D ie Messungen w urden bei 
A usblasegeschw indigkeiten  von  10— 40 m /s durchgeführt. Der A bstand der 
D ü senm ündu ng von der Oberfläche der P robep latte  variierte sich zw ischen  
20 und  200 mm.

N ach  der A usw ertung der M essungen wurden die W erte der lokalen  
Stoffübergangszahl in verschiedenen A bständen  von der Achse des L u ft
strom es erm ittelt.

In  den Abb. 4 und 5 wurden die lokalen  W erte von ßx bei k on stan tem  
A b stan d e der D üsenm ündung in A bhängigkeit von  der Ausblasegeschwindig-

Abb.  7. Resultierende Sh-W erte bei der D üsenstrahlung des Mediums

k e it  angeführt. Die W irkung des D üsenabstandes auf die lokalen W erte der 
S to ff  übergangszahl wurden bei einer k on stanten  A usblasegeschw indigkeit 
vo n  30 m /s in Abb. 6 dargestellt.

D ie Zahl Sh, die die m ittlere Stoffübergangszahl ßL bestim m t, wurde 
für d ie Zonenbreiten von L =  0,05, 0,1 und 0 ,15 m in A bhängigkeit vo n  der 
R e-Z ahl im  Diagram m  7 dargestellt.

D ie Gleichung der durch die Punkte gelegten  Geraden lautet:

Sh =  0,0956 ■ Re0,786 • Sc1'3. (3)
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D ie Re-Zahl wurde m it dem quadratischem  M ittelwert der in der Zone 
von  der Breite L gem essenen G eschw indigkeiten gebildet [L 9]. D ie Streuung  
der erhaltenen P unkte von der durch Gl. (3) bestim m ten Geraden ist größer, 
als sie bei den Yorversuchen war, woraus gefolgert werden kann, daß der V er
such auch durch Faktoren beeinflußt w urde, deren W irkung bei der Aus
wertung nicht genügend berücksichtigt w urde.

Zum V ergleiche wurde in Abb. 7 auch die Gleichung von A. V. Lykov  
[L 8] dargestellt (Linie 2), der bei seinen V erdam pfungsversuchen m it feuch
ten  E m ulsionsschichten die nachstehende G leichung erhielt:

Sh =  0,0892 • Re0’806 • Sc0'33. (4)

W erden die Gl. (3) und (4) m iteinander verglichen, so geht es hervor, daß 
die über der Oberfläche gem essenen quadratischen M ittelwerte der G eschw in
digkeiten in beiden Beziehungen m it nahe identischen Exponenten berück
sich tigt werden, und daß sich eine w esentlichere Abweichung nur in den K on
stanten  der beiden Gleichungen ergibt.

Der Grund für die Abweichung der beiden  Beziehungen muß in den ver
schiedenen Faktoren gesucht werden, die in den Gleichungen (3) und (4) 
unberücksichtigt blieben. Darunter sind der Grad der Turbulenz in dem  L uft
strom e, die W irkung der in der Querrichtung stattfindenden  Stoffström ung  
au f d ie  G renzschichtverhältnisse zu erw ähnen, usw. Eine w eitere, in  Vor
bereitung befindliche Versuchsserie bezw eckt die Aufklärung dieser E ffekte. 
Bei diesen Versuchen sollen die Ausw irkungen der weiteren Param eter, so 
z. B. die der D üsenbreite, des Turbulenzgrades, der veränderlichen partialen  
D ruckunterschiede, des T em peraturgradienten, usw ., untersucht werden.

3. Versuche und Forschungen über die Vibrationstrocknung granulierter Stoffe

(M iroslav Choc, w issenschaftlicher Mitarbeiter)
[L 10] und [L 11]

3.1. Bedeutung und Anwendung der Vibrationstrocknung

Eine h äufig  vorkom m ende Form des zu trocknenden G utes ist das 
Schüttgut. Es wird in der chem ischen Industrie , in der pharm azeutischen  
Industrie, L ebensm ittelindustrie und a u f zahlreichen anderen G ebieten vor
gefunden. Bei der A usbildung der Schüttguttrockner wird eine je  größere 
V erdam pfungsfläche angestrebt, d. h., es werden die M öglichkeiten gesucht, 
daß die O berfläche des Granulats m it dem  Trocknungsm ittel je  besser in 
Berührung kom m e. D ies wird am häufigsten  durch U m schütten des Granulats, 
durch eine in ten sive Ström ung des T rockenm ittels durch die Schüttgutsch icht 
und durch die F luidisation  der Körner in einem  intensiven Luftstrom  erreicht.
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D iesen  Zwecke dient auch die A uflockerung der Schüttgutschichten durch  
V ib ration .

D ie  V ibrationstrocknung bildet eine der n euesten  E ntw icklungsrichtun
gen der T rocknungstechnik. D ie Vibration b ezw eckt nicht allein die Sicherung  
des Stofftransportes, v ielm ehr bezw eckt sie darüber hinaus auch eine günstige  
B eein flu ssu n g  des T rockenprozesses. W egen ihrer Vorteile im Betrieb zählen  
die V ibrationstrockenanlagen endgültig  zu den anerkannten T rocknertypen.

B is  zur Zeit befaßten sich  nur äußerst w enige w issenschaftliche A rbeiten  
m it der A ufklärung der bei der V ibrationstrocknung stattfindenden  p h ysik a 
lischen  V orgänge. Aus diesem  Grunde wurde die Forschung auch dieser T rock
n u n gsm eth od e in den Forschungsplan des SVUTT aufgenom m en.

3.2. Vergleichende Versuche m it Vibrationstrocknung granulierter Stoffe.
[L 10] und [L 11]

A ls erster Schritt zur L ösung der gestellten  Aufgabe wurden vergleichende  
V ersuche durchgeführt, die die B estim m ung der spezifischen K ennzahlen  
b ezw eck ten , auf deren Grund der Vibrationstrockenprozeß m it der Trocknung  
der im  R uhezustand befindlichen  Schichten verglichen werden kann. D ie  
vergleich en d en  Versuche w urden in einer speziellen Laboratorium sanlage  
d u rchgeführt, dessen H auptelem ent aus einer m it einem  m echanischen Schw in
gungserreger zusam m engebauten V ibrationsförderschnecke bestand.

D urch  die Änderung der U m drehungszahl des Schw ingungerreger- 
E lek trom otors sowie durch die E instellung der Größe und Lage eines ex z e n t
risch angebrachten G ew ichtes konnte die Frequenz der V ibrationsbew egung  
au f m a x . 905/m in und die m ittlere A m plitude a u f 3 mm eingestellt w erden. 
G leich zeitig  konnte auch das V erhältnis der Translationskom ponente zur 
T orsionskom ponente der Schw ingung e in gestellt werden. Die V ibrationsvor
rich tu n g  wurde in einem  V ersuchstrockner angebracht, wo die G eschw indig
k eit der L uft auf m ax. 9 m /s und die Tem peratur au f m ax. 90° €  e in g este llt  
w erden konnte.

In  der obigen V orrichtung wurden die vergleichenden Versuche sow ohl 
m it V ib ration  wie auch in ruhender Schicht, bei gleichen Param etern des 
T rockenm edium s, durchgeführt. Zu den V ersuchen wurde präzipitiertes P o ly 
v in y lch lor id  mit einem A nfangsfeuchtigkeitsgehalt von 160% und einem  
S ch ü ttg ew ich t von 540 kg/m 3 verw endet. Außerdem  wurden V ersuchem it einem  
gran u lierten  Trägerstoff für Arzneien durchgeführt. Die Zusam m ensetzung  
d ieses G ranulats war: 70,5%  M ilchzucker, 26,3%  Talk und 3,2%  Stärke. 
Der A nfangsfeuchtigkeitsgehalt des Granulats betrug 40% , sein Schüttgew icht 
622 k g /m 3. D ie bei d iesen Versuchen erm itte lten  T rocknungsgeschw indig
k e itsk u rven  wurden in den A bb. 8 und 9 dargestellt.

D urch  einen Vergleich der Trocknungskurven, einer der V ibration au sge
se tz te n  und  einer ruhenden S chüttgutsch icht, die in Ruhe B efindliche K orn
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wurden die nachstehenden E ffekte als F olge der V ibrationsbew egung fest
gestellt:

1. D ie T rocknungsgeschw indigkeit n im m t im A bschnitt konstanter  
G eschw indigkeit der Trocknung zu.

0  iO  8 0  1 2 0  WO

u ( % ) ________

Abb. 8. Vergleich der Trocknungsgeschw indigkeit eines PVC-Koagulats in ruhender Schicht

und bei V ibration (f< = 6 0 °  C. L  — 0,1 ; h =  10 m m ; А  — 2,2 m m ,/  =  820 — . ). 1 — Durchm in
Vibration aufgerührte Sch icht V^ =  1,6 m/s. 2 — Durch Vibration aufgerührte Schicht 
V L =  1,0 m /s. 3 — In R uhe befindliche Schicht V^ =  1,6 m/s. 4 — In R uhe befind liche Schicht

0  W  2 0  3 0  Í 0  S O  6 0

u(%)----------_

Abb. 9. W irkung der Frequenz auf die Trocknungsgeschw indigkeit des Schü ttgutes (i2 =  60 °C; 
V, =  0,1; V i  =  1,5 m /s; h =  20 mm; А  =  2,2 m m ). 1 — In Ruhe befind liche Schicht. 
2 — Durch Vibration aufgerührte Schicht /  =  740 1/min. 3 — Durch V ibration aufgerührte 

Schicht /  =  820 1/min. 4 — Durch V ibration aufgerührte Schicht /  =  905 1/min

2. Der A bschnitt konstanter T rocknungsgeschw indigkeit verlängert 
sich, und der kritische Punkt wird gegen die niedrigeren Feuchtig
keitsgehalte verschoben.

3. Im A bschnitt abnehm ender T rocknungsgeschw indigkeit nim m t die 
G eschw indigkeitskurve eine konvexe Form an.
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D er resultierende E ffek t der oben angeführten Erscheinungen b esteh t  
darin , daß die m ittlere T rocknungsleistung im  V ergleiche zu der der in Ruhe  
b efin d lich en  Schicht a u f das Zwei- bis Dreifache erhöht wird.

D ieser hochgradig gü n stige Einfluß der V ibration  auf den Trocknungs
prozeß kann allein au f die abw eichende O rientierung der Kornschicht zurück
gefü h rt werden. Infolge der V ibrationsbew egung n im m t nämlich die Porosität 
der K ornschicht zu, w odurch auch der K ontakt zw ischen dem Korn und dem  
Trocknungsm edium  verb essert wird. Da die P orositä t der K ornschicht m it der 
F requenz zunim m t, w urde d ie Beziehung zw ischen der Trocknungsgeschw in
d igk eit und der Schw ingungsfrequenz untersucht. Durch die ständige W irbel
b ew egu n g  der Teilchen im  Inneren der K ornschicht wird der W ert der S to ff
übergangszahl ebenfalls erhöht. In der O berflächenschicht stehen näm lich  
die T eilchen  im Vergleich zu den in Ruhe befind lichen  inneren Schichten unter  
der W irkung von erhöhtem  W ärm e- und Stoffübergang, wobei ein A usgleich  
des F euchtigkeits- und W ärm egradienten s ta ttfin d en  kann.

3 .3 . Experimentelle Forschung über den Konvektions-Stoffübergang der Granulate  
unter der Wirkung der Vibration [L 11]

D en  erwähnten vergleichenden Versuchen fo lg te  eine Versuchsserie,, 
die das Ziel verfolgte, die W irkung der V ibration a u f den K onvektionsstoff
übergang bei gekörnten S toffen  näher aufzuklären. A ls Versuchm aterial wurde 
w iederum  N aphthalin  v erw en d et, das zu diesem  Zwecke in Körner von  2— 4 
m m  Durchm esser zerlegt w urde. D ie verw endete Versuchsanordnung war der 
b ei den  vergleichenden V ersuchen verw endeten V orrichtung ähnlich, nur e in 
zelne T eile der Vorrichtung w urden m odifiziert, um  sie den Versuchen besser  
an zupassen . So wurde der m echanische Erreger a u f A m plituden von 0— 1 mm  
und Frequenzen von 1300— 3000/m in um gestellt, und bei dem lufttechnischen  
T eil w urde die K onstanz der Param eter des ström enden Mediums gesichert. 
D ie In ten sitä t der Su b lim ation  wurde aus der Gewichtsdifferenz der ein- 
und austretenden K örner erm itte lt.

D en  eigentlichen V ersuchen gingen vergleichende Versuche voraus, die 
die A usprobierung und d ie E ichung der V ersuchsm ethode zum Ziele h atten . 
D iese  V ersuche wurden m it ruhender Kornschicht durchgeführt, und die E rgeb
n isse  w urden m it den a u f d ie N aphthalinplatte bzw . au f die ruhende K orn
sch ich t bezüglichen D aten  der Literatur verglichen [L 11].

N ach den beruhigenden E ichungsergebnissen wurde m it den eigentlichen  
V ersuchen  begonnen. D iese Versuche verfolgten das Ziel, die W irkung der 
V ibrationsbew egung a u f die Stoffübergangszahl in  den K ornschichten zu b estim 
m en. D ie  Ergebnisse w urden in  Abb. 10 dargestellt.

B e i dieser D arstellung w urden die Stoffübergangszahlen in einfachster  
F orm , in  linearen K oordinaten , in Abhängigkeit vo n  der Frequenz der Vibra-
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tion  bei verschiedenen Ström ungsgeschw indigkeiten und hei den A m plituden  
von  0,4 bzw. 0,8 mm aufgetragen. B ei den Versuchen Avurde m it Schichtdicken  
von  25 bzw. 50 mm gearbeitet, w obei jedoch  die Auswirkung der untersch ied
lichen Schichtdicken nicht nachgew iesen werden konnte, da die einzelnen  
P unkte des Diagram m s keine A bw eichung voneinander aufw iesen.

0  1000 2000  3000

f  ( I /  m in )----

Abb. 10. W irkung der V ibration auf die Stoffübergangszahl (1 — V^ =  1 m /s; 2 — V i  — 2
m /s; 3 — V =  3 m /s)

W erden die aufgenom m enen K urven nach der Frequenz der V ibrations
bew egung ausgew ertet, so geht es deutlich  hervor, daß in den K urven  drei 
A bschnitte scharf unterschieden werden können, in denen sich d ie W irkung 
der Vibration au f den Stoffübergang in unterschiedlicher W eise offenbart:

a )  In dem ersten A bschnitt ist die Stoffübergangszahl von der Frequenz 
der Schwingung unabhängig.

b)  Der zw eite A bschnitt wird durch die rapide Zunahm e des Stoff
überganges gekennzeichnet.

c)  In dem dritten A bschnitt nim m t die Stoffübergangszahl m it E rhö
hung der Frequenz nur in äußerst geringem Maße zu und bleibt 
praktisch konstant.

Zusam m enfassend kann es beh au p tet werden, daß die Frequenzabhän
gigkeit der Stoffübergangszahl durch zw ei kritische Punkte charakterisiert 
wird. Um  die gleichzeitige W irkung der F r e q u e n z /u n d  der A m plitude unter
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su c h e n  zu können, w urde d ie  Stoffübergangszahl ß c in Abhängigkeit von  der 
B esch leun igung

а =  A {2 n fY
d a rg este llt  (siehe Abb. 11).

In  diesem  Falle tr it t  der erste kritische P u n k t, eindeutig in Erscheinung  
der der Beschleunigung der Schw ingung von а =  10 m /s2 entspricht. Der zw'eite

0  2 0  UO 6 0  80

a ( m / s - )  ------------>

A bb .  11. Abhängigkeit der Stoffübergangszahl von  der Beschleunigung der V ibration.
1 — V L =  1 m /s, А  =  0,4 m m , 2’— =  2 m/s, А  =  0,8 m m : Г  — VL =  1 m/s, А  =  0,8 mm :
3 — V L =  3 m /s, А  =  0,4 m m ; 2 — V L =  2m /s, А =  0 ,4 m m ; V — V L =  3 m/s, А =  0,8 mm

k ritisch e  Punkt ist n icht m ehr so ausgeprägt und liegt zwischen den B eschleu
nigungsgrenzen von etw a 17— 36 m/s2.

D ie  obigen kritischen P unkte sind im E inklang m it den Erscheinungen, 
die im  Verhalten der ein zeln en  Körner während der Schwingungsbewegung  
b eo b a ch te t werden k on n ten . Auch hier war es zw ischen  der Existenz der drei 
A b sch n itte  scharf zu unterscheiden . W ährend die Frequenz der Schwingung  
v o m  W erte 0  graduell erhöht wurde, konnte zu B eginn  eine Auflockerung
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der O berflächenschicht n ich t beobachtet werden. Die einzelnen K örner grup
pieren sich in einer W eise, um die d ichteste Packung zu erreichen. Von einer 
Frequenz an, die einer B eschleunigung von 10 m /s2 entsprach, begann die 
A uflockerung (Tanzbewegung) der O berflächenschicht, die sich m it zuneh
m ender Frequenz verstärkte, bis schließlich eine intensive W irbelung der 
Körner einsetzte. Bei den höchsten  Frequenzen (2 500— 2 900 1/min) konnte  
eine rhythm ische Beruhigung bzw . kräftige Tanzbewegung der O berflächen
sch ich t beobachtet werden.

D ie E xistenz der beiden  kritischen P unkte kann auch durch d ie theore
tische Analyse der Schw ingungseffekte erklärt werden [L 12]. Mit steigender  
Frequenz richten sich die T eilchen so aus, daß dadurch die d ich teste  Packung  
erreich t werde. Hierdurch n im m t die Porosität der Schicht ab. Für ideale  
T eilchen  kann es nachgew iesen werden, daß eine qualitative Ä nderung in  der 
A nordnung der Teilchen nur erfolgt, wenii die R esultante der G ravitations
kraft und der aus der Schw ingungsbew egung stam m enden T rägheitskraft 
der G raviation entgegengerichtet sein  wird. H ieraus folgt aber, daß der kritische  
P un k t dann in Erscheinung tr itt , wenn die Beschleunigung der Schw ingungs
bew egung den W ert der G ravitationsbeschleunigung, g  =  9,81 m /s2, erreicht 
hat. Von hier an verursacht die E rhöhung der Beschleunigung der Schw ingungs
bew egung eine A usdehnung der Schichten, das h eiß t, die Porosität der Schich
ten  n im m t zu. Die schnelle B ew egung der Körner an der O berfläche se tz t  ein, 
die im m er mehr der O berfläche einer siedenden Flüssigkeit ähnlich wird. 
M it w eiterer Erhöhung der B eschleunigung der Schw ingungsbew egung nim m t 
die Berührungszeit zw ischen den Schichten und der B odenplatte stän d ig  ab. 
Der n ächste kritische Z ustand der Schicht tr itt dann ein, wenn die Körner 
beim  Aufprallen au f die schw ingende P latte  von ihr unm ittelbar zurück
gestoßen  werden. Nach den G esetzen der harm onischen Schw ingung tr itt  
diese Erscheinung bei idealen  Teilchen bei einer Beschleunigung a =  18,3 
m /s2 ein.

D ie angeführten Folgerungen aus der theoretischen A nalyse stim m en  
m it den Versuchsergebnissen gut überein. Es existieren nach den letzteren  
zw ei kritische Punkte, w obei der erste bei der Beschleunigung vo n  a =  10 
m /s2, der andere bei der B eschleunigung von a — 17— 36 m/s2 liegt.

Um  die W irkung der Schw ingungsbew egung auf die Zunahme der S toff
übergangszahl im V ergleich zu der ruhenden Schicht auswerten zu können
wurde der K oeffizient x der relativen Zunahm e der Stoffübergangszahl einge
führt. X ste llt som it den Q uotienten der bei der V ibrationsbew egung auftre
tenden  Stoffübergangszahl ß cv und der Stoffübergangszahl ß c 0  der ruhenden  
Schicht dar.

D ie G estaltung der relativen  Stoffübergangszahl x =  ßcvlßco wurde in 
A bhängigkeit von der Frequenz, bei verschiedenen L uftgeschw indigkeiten, 
in A bb. 12 dargestellt.

10 Acta Technics XL/3—4.
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1 0 1 2 3 4 5  В 7  3  Ю2

а  (  m / s 2) ------------
Abb. 12.  D ie  Zunahme der re la tiv en  Stoffübergangszahl x  in  Abhängigkeit von  der B esch leu 
n igung der Schw ingungsbew egung (1 — Vl  =  1 m /s; 2 — Vi_ =  2 m /s; 3 — V L =  3 m /s)

10~2 2  3 4 5  6 7 8 9 10 2

Abb. 13. W erte der relativen Stoffübergangszahl

In  Abb. 13 wurden die W erte der relativen  Stoffübergangszahl y. in  einem  
logarithm ischen K oordinatensystem  in A bhängigkeit von dem dim ensionslosen  
F ak tor Я„ =  VvIVL d argeste llt, wobei Vv — 2 nfA  die G eschwindigkeit der 
Schw ingungsbew egung und V L die Ström ungsgeschw indigkeit der Luft bedeu
te t .

D ie experim entell aufgenom m enen K urven  schm iegen sich an d ie  
G erade m it der G leichung

=  A l  =  14,0 • Я«'65
ßcO

gut an.
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Die obige B eziehung, die nur in dem B ereich  zw ischen den beiden k r i
tischen  Punkten g ilt, kann als das Endergebnis der Laboratorium sversuche  
betrachtet werden. N äherungsw eise drückt sie aus, daß sich die relative S to ff
übergangszahl bei der Vibration proportional der Quadratwurzel aus dem  
Kriterium  /7„ ändert.

4. Die Bestim m ung der Trocknungsprozesse durch Berechnungsm ethoden bei
einigen Trocknertypen

4.1 . Trocknungsprozesse von inbetriebgehaltenen Trocknern bei veränderlichen
äußeren Parametern  [L 13]

Einige A rbeiten im  SVUTT befassen sich m it den Berechnungsm ethoden  
der Trocknungsprozesse von inbetriebgehaltenen Trockenanlagen bei verän
derlichen äußeren Param etern. Infolge der W echselw irkung zwischen dem  zu  
trocknenden Gut und dem  Trocknungsm edium  ändern sich die äußeren P ara
m eter in den inbetriebgehaltenen Trocknern von  Ort zu Ort. Die Param eter  
werden durch die aus dem Gut verdam pfende F euchtigkeit beeinflußt.

Die Theorie des Trocknungsprozesses bei konstanten  Param etern ist  
bereits entw ickelt w orden, die Erscheinungen können gut verfolgt werden, und  
der Mechanismus des Trocknungsprozesses ist geklärt. Mit dem Studium  des 
Trocknungsprozesses der inbetriebgehaltenen Trockner befassen sich nur w enige  
Arbeiten [L 14, L 15], wobei die äußeren Param eter sich von Stelle zu Stelle  
ändern, obschon in der Praxis der letztere Fall öfters vorkom m t als die T rock
nung bei konstanten  äußeren Param etern.

Der Projektingenieur und der K onstrukteur m uß die zur V erdam pfung  
des erwünschten Feuchtigkeitsgehaltes erforderliche Trocknungszeit s te ts  
bestim m en, undzwar m it solchen T rocknungsparam etern, die in der A nlage  
bei Inbetriebhaltung auftreten.

In der F olge w ollen wir zwei M ethoden zur B estim m ung der T rock
nungsprozesse in den inbetriebgehaltenen A nlagen m itteilen , die im  SVUTT  
ausgearbeitet w urden.

4 .2 . Graphische Bestimmungsmethode des Trocknungsprozesses in den Tunnel
trocknern [L 13]

Durch die erste M ethode kann der Trocknungsprozeß in den T unnel
trocknern bestim m t werden. Als A usgangspunkt w ollen wir die durch Labora
torium sversuche aufgenom m enen T rocknungsgeschw indigkeitskurven bei k o n 
stan ten  äußeren Param etern betrachten.

Diese K urven stellen das Produkt N . h (T rocknungsgeschw indigkeit x  
Trockengutdicke) in Abhängigkeit von dem jew eiligen  F euchtigkeitsgehalt 
dar. In eine solche K urvenschar können die den veränderlichen äußeren

10*
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P aram etern  der Tunneltrockner entsprechenden G eschw indigkeitskurven  
näherungsw eise graphisch eingezeichnet w erden, aus denen dann die gesuchten  
T rocknungszeiten  bestim m t und die H auptabm essungen der A nlage berechnet 
w erd en  können.

D en  Rechengang w ollen  wir in V erbindung m it einem  G egenstrom 
trock n er einm al für einen isotherm en, zum  anderen für einen adiabatischen  
T rocknungsprozeß vorführen.

4 .2 1 . Gegenstromtrockner mit isothermen Trocknungsprozeß

U n ter der Leistung M Ms der Anlage verstehen  wir das absolute Trocken
g ew ich t des in den Trockner eintretenden G utes, dessen ursprünglicher Feuch
tig k e itsg eh a lt itj, austretender F eu ch tigk eitsgeh alt u2 beträgt. Der L uft
d u rch sa tz  der Anlage beträgt M Ls, der A nfangsfeuchtigkeitsgehalt der Luft 
X j , der Feuchtigkeitsgehalt der Luft beim  A ustritt X 2, der au f Grund des 
G esetzes der Erhaltung der M aterie b estim m t werden kann. B ei einem  isother
m en  V organg kann der rela tive  F eu ch tigk eitsgeh alt der Luft, rp2, le ich t erm ittelt 
w erd en , und so können wir au f der entsprechenden T rocknungsgeschw indig
k e itsk u rv e  Punkt 1 einzeichnen, der die A nfangstrocknungsgeschw indigkeit 
des in  den Trockner eintretenden  Gutes bestim m t.

B ei Gegenstrom trocknern werden die w eiteren Punkte der Trocknungs- 
geschw indigkeitskurve in  der W eise b estim m t, daß wir für einen beliebigen  
T rocknungsabschnitt »a« das G esetzt der Erhaltung der Materie anschreiben  
(s ieh e  A bb. 15b):

2
MLS 
M m s

( X ' - X J .un — и ( 6 )

Abb. 14. T rocknungsgeschw indigkeitskurve des Tunneltrockners
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Aus G leichung (6) kann der F euchtigkeitsgehalt X a des Trocknungs- 
m edium s zu jedem  Feuchtigkeitsgehalt ua des T rockengutes bestim m t werden. 
Dem  W ert X a entspricht w ieder ein relativer Feuchtigkeitsgehalt qpa, der den 
Punkt »a« in A bb. 15a bestim m t.

geschw indigkeitskurve der freien F euchtigkeit erhalten , die im  Falle der kon-

Abb. 15. Trocknungsgeschw indigkeitskurve eines m it isotherm em  Trocknungsprozess arbei
tenden G egenstrom trockners

stanten  äußeren Param eter dem Bereiche der konstanten Trocknungsge
schw indigkeit entspricht. D iese Kurve endet im  P unkte »6«, der als der S ch n itt
punkt der K urve К  und der entsprechenden T rocknungsgeschw indigkeits
kurve erhalten wird. D ie K urve К  ste llt den veränderlichen äußeren Para
m etern entsprechenden kritischen F euchtigkeitsgehalt des Gutes dar.

In ähnlicher W eise verfahren wir auch in  dem  nächsten A bschnitt der 
Trocknung, in dem  die Feuchtigkeit vorw iegend aus dem Inneren des G utes 
verdam pft und in Dam pfform  au f die O berfläche wandert. Aus Gleichung (6) 
bestim m en wir die zu den F euchtigkeitsgehalten  uc. . . u3 des Gutes gehörigen  
L uftfeuchtigkeitsgehalte X c. . . X 2 bzw. relativen  L uftfeuchtigkeiten (pc. . . <p2, 
au f Grund deren die Punkte c. . . 2 in die Abb. 15a eingezeichnet werden können. 
Die durch die P unkte l-a-b-c-2  bestim m te K urve gibt die zu den veränder
lichen äußeren Param etern gehörigen Trocknungsgeschw indigkeiten und dem  
entsprechend auch die zu erwartende G estaltung des Trocknungsprozesses an.

Die T rocknungszeit wird durch die In teg ra 1 ion der inversen K urve der 
T rocknungsgeschw indigkeitskurve erhalten.

Durch die V erbindung mehrerer solcher P u n k te wird die Verdam pfungs-

u
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4 .2 2 . Gegenstromtrockner mit adiabatischen Trocknungsprozess

Zur K onstruktion der Trocknungsgeschw indigkeitskurven der m it adia
b a tisch em  Prozeß arbeitenden G egenstrom trockner muß wiederum  zunächst 
die b e i konstanten äußeren Param etern aufgenom m ene G eschw indigkeits
ku rven sch ar bei verschiedenen Tem peraturen t des Trockenm edium s und  bei 
versch ied en en  relativen F euchtigkeitsgehalten  cp bekannt sein. B ei gegebener  
L eistu n g  des Trockners ( M MS, uv  u2) sow ie bei bekanntem  F euchtigkeits-

u

"ls X, *
tu, i  j 'г i Mms, tm

* М2 U2

Abb. 16.  T rocknungsgeschw indigkeitskurve eines m it adiabatischem  Trocknungsprozeß arbei
ten d en  G egenstrom trockners

g eh a lt X j  der eintretenden L uft können der erforderliche Luftdurchsatz bzw. 
d ie T em peratur 1ц  der e in tretenden  Luft aus der Stoff- und W ärm ebilanz  
b estim m t werden, w obei die letzteren  für die W erte der austretenden  LufL 
(f12, X 2) sowie die geschätzte Tem peratur tM2 der den Trockner verlassenden  
L u ft angeschrieben werden.

Zu Beginn des T rocknungsprozesses, im  Bereiche der freien F eu ch tig 
k e it , treffen  das T rockenm ittel m it Tem peratur tL2, absolutem  F eu ch tigk eits
g eh a lt X 2 und relativem  F euch tigk eitsgeh a lt <p2 und das zu trocknende Gut 
m it d em  Feuchtigkeitsgehalt u l zusam m en. Hieraus kann der erste P unkt der 
T rocknungsgeschw indigkeitskurve bestim m t werden (Abb. 16a).

W eitere Punkte der Trocknungsgeschw indigkeitskurve der in b etrieb 
g eh a lten en  Anlage können aus der für einen beliebigen A bschnitt »a« des
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Trockners angeschriebenen Stoff- und W ärm ebilanz erhalten werden (Abb.

Aus G leichung (7) können wir den Feuchtigkeitsgehalt X a des Trocken
m ittels bestim m en, der zu dem beliebigen F euchtigkeitsgehalt ua des zu trock
nenden G utes gehört. Die Tem peratur tLa der Luft wird durch Schätzung der 
D ifferenzen der Tem peraturen t ^ u n d  tML des zu trocknenden G utes aus Gl. 
(8) erm ittelt. Erforderlichenfalls können wir die G enauigkeit der Berechnung  
dadurch erhöhen, daß wir kontrollieren, ob die Punkte t i a und X a in der Tat 
au f der zu der feuchten Tem peratur tMa gehörigen Adiabate liegen.

Nach erfolgter B estim m ung von t^a is t der Zustand des T rockenm ittels, 
der zu dem  Feuchtigkeitsgehalt ua des zu trocknenden Gutes gehört, vo ll
kom m en bekannt (t^a, X a, (pa), und dam it können wir den nächstfolgenden  
P unkt »a« in das Diagram m  einzeichnen.

D ie B estim m ung des kritischen Feuchtigkeitsgehaltes uk =  uc gesta ltet  
sich bei einem  adiabatischen Prozeß nicht so einfach wie bei einem  isotherm en  
Prozeß. D ie w eiteren Punkte »/>« nähern sich im m er mehr dem kritischen F euch
tigkeitsgehalt der Trocknungsgeschw indigkeitskurven. Der gesuchte kritische  
P unkt »c« ergibt sich dadurch, daß der gezeichnete Punkt m it dem  kritischen  
Punkt der Trocknungsgeschw indigkeitskurve zusam m enfällt.

Nach dem  kritischen Zustand nähert sich die Temperatur des zu trock
nenden Gutes der Tem peratur des T rockenm ittels. Der nächstfolgende Punkt 
»d«w ird  in der gleichen W eise w ie der P unkt »o« bestim m t, nach w elchem  die 
Tem peratur tMit des Gutes durch Schätzung angenom m en wird, w obei auch 
der Charakter des Gutes und die G estaltung des Trocknungsprozesses selbst 
zu berücksichtigen sind. Sollte ein genaueres Verfahren erwünscht sein , so 
m uß im zw eiten  Trocknungsabschnitt die A bhängigkeit der T em peratur des 
Gutes von dem jew eiligen  F euchtigkeitsgehalte  berücksichtigt w erden, was 
durch den Vergleich des i —x  D iagram m s m it den G leichgewichtsisotherm en  
des Gutes erreicht wird [L 18].

Durch die K urve l-a-b-c-d-2  wird im  gegebenen Fall der T rocknungs
prozeß bei veränderlichen äußeren Param etern bestim m en.

4 .23 . Die Anwendung der Methode in sonstigen Fällen

Die m itgeteilte  graphische B erechnungsm ethode kann auch in anderen  
Fällen angew endet werden, wenn der Gegenstrom prozeß keinen ausgeprägten  
adiabatischen oder isotherm en Charakter b esitzt.

16b).

(7)
' *2 +  M MS(CS -j- ua) tMa — M Ls  [Ci s  ' l L a  +  -^a(ro +  Cp tLa)] - f

+  M MS( C S +  Ux)  t M l . ( 8 )
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B e i den adiabatischen und isotherm en Prozessen der G leichstrom trock
ner s in d  d ie Abweichungen vo n  dem  im vorangehenden beschriebenen Fall 
nur form ell.

D er theoretische isoth erm e Prozeß wird am engsten durch die T unnel
trock n er angenähert, die je  Zone m it Z w ischenheizung versehen sind. Sollte  
der ta tsä ch lich e  Prozeß bei d iesen  Trocknern von dem isotherm en Prozeß  
ab w eich en , so wird sich die Tem peratur beim  Ü bergang von einer Zone zu der 
anderen  ändern. In diesem  F all werden die T rocknungsgeschw indigkeitskurven
—  en tsp rech en d  den betreffenden  Zonenparam etern und auf Grund der Ge
schw indigkeitskurvenscharen  der betreffenden konstanten  äußeren Param eter
—  für jed e  Zone gesondert b estim m t.

D er adiabatische T rocknungsprozeß wird am engsten von den T unnel
trock n ern  angenähert, die m it einm al vorgeheizter Luft arbeiten. B ei d iesen  
T rocknern  wird eine geringe A bw eichung von dem  theoretischen adiabatischen  
Prozeß  nur durch die T ransm issionsw ärm everluste bedingt. D iese A bw ei
chung k an n  jedoch durch die B erücksichtigung des entsprechenden Gliedes, 
der W ärm ebilanz korrigiert w erden.

4 .3 . D ie  Bedeutung des Dehydratationskoeffizienten im Trocknungsabschnitt 
abnehmender Geschwindigkeit

B e i veränderlichen äußeren Param etern, in dem  A bschnitt abnehm ender  
G eschw ind igkeit der T rocknung, kann in einigen Fällen der D eh yd ratation s
k o e ffiz ie n t, der bei der V erdam pfung der gebundenen Feuchtigkeit für das zu 
tro ck n en d e  Gut charakteristisch ist, m it V orteil angew endet werden.

E s is t  bekannt, daß bei dem  Großteil der Güter, in dem A bschnitt abneh
m ender G eschw indigkeit, u n ter  gewissen vereinfachenden B edingungen, die 
D eh yd ratation sk u rve durch eine exponentielle K urve ersetzt werden kann,, 
die fo lg en d e  Gleichung hat (A bb. 17):

Mi — UR _  Kr
u2 — uR

wo u 1 und  u2 den Anfangs- b zw . E ndfeuchtigkeitsgehalt des Gutes in dem  A b
sc h n itt  abnehm ender G eschw indigkeit, uR den G leichgew ichtsfeuchtigkeits
geh a lt des G utes, т die Zeit und К  den D ehydratationskoeffizienten  b edeuten . 
D er D ehydratationsfaktor kann leicht bestim m t werden, wenn die experi
m en te ll aufgenom m enen D ehydratationskurven  in einem halblogarithm ischen  
K oord in aten system  dargestellt werden. D er D ehydratationskoeffizient К  
ersch ein t in  dieser D arstellung als die R ichtungstangente von Geraden (Abb. 18) 
oder form elm äßig ausgedrückt:

ul 1*2
u 2 — U R

X
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Der D ehydratationskoeffizient stellt eine F unktion  der äußeren Para
m eter dar, und diese A bhängigkeit kann bei veränderlichen äußeren Para
m etern zu B estim m ung des Trocknungsprozeßes verw endet werden.

Das im SYUTT entw ickelte Verfahren soll am  B eispiel eines Mehrzonen- 
H opfentrockners vorgeführt werden. Durch die A usw ertung der einzelnen

Abb. 17. D ehydratationskurve im  Trocknungsabschnitt abnehm ender Trocknungsgeschwin
digkeit

Abb. 18. D ehydratationskurve in halblo- Abb. 19. D ehydratationskoeffizient in Ab-
garithm ischem  K oordinatensystem  hängigkeit von  der Trocknungsgeschwin-

digkeit

D ehydratationskurven wurden die D ehydratationskoeffiziente К  erm ittelt. 
Diese wurden in Abb. 19 in Abhängigkeit von der T rocknungsgeschw indigkeit 
N . I  des A bschnittes konstanter G eschw indigkeit aufgetragen. Der A nfangs
feuchtigkeitsgehalt des im Versuch verw endeten Probestückes betrug u 0 =  
=  455% . Zu der gegebenen Aufgabe beabsichtigten  wir einen Mehrband- 
Schichtendurchlüftungstrockner zu entwerfen, der durch vertikale Scheide
w ände in gleiche Zonen eingeteilt wurde (Abb. 20).
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In  unserem B eispiel betrug die A nzahl der Zonen 15. Für die einzelnen  
Zonen wurden die elem entaren Berechnungen au f Grund der Stoff- und W ärm e
b ilan z durchgeführt. Als äußere Param eter wurden die M ittelw erte der ein
zelnen  Zonen eingesetzt. D ie Abnahm e des F euchtigkeitsgehaltes des Gutes 
w urde aus der G leichung (9) erm ittelt, während die entsprechenden X -W erte  
aus dem  Diagram m  der Abb. 19 e in gesetzt wurden.

ut ~ u5f. - XSl = xtl+ *X u 52 XS 2  = Xi 2 + А X 53 * 5 3  ’ X ^ + A x

Хц = x3t + Ax 4/ *U2~ X32+A  X
—
иЬ2

—---------- -*JuU
*43* X3 3 +A X

31 V
X.11 = x2, +Ax

h~ = = =
32 X3 2  = Х2?+ДХ

—I---
u33

*21= Хц+Ax i 21 x2 2 ~
4 —

u 2 2

----- ---- -
x23*xfs+Ax

------ -— ——̂
Xu- Xu +Ax. £гг Xj2  = xLt+Ax £'13 Х га^Х ц+Д х и2  ш

h t  > lL1 ! XL1

l L l

Abb. 20. Schem a eines M ehrbandtrockners m it Schichtendurchlüftung

w (m/s) ______ _
Abb. 21. D er Faktor A  in  A bhängigkeit v o n  der Tem peratur und der L uftgeschw indigkeit

B ei den Berechnungen m ußten die Änderungen der verschiedenen Stellen  
der A nlage herrschenden Partialdam pfdrücke sowie die W irkung der U n ter
sch iede der Partialdam pfdrücke an der O berfläche des Gutes bzw . im  Trocken
m itte l a u f die T rocknungsgeschw indigkeit berücksichtigt werden. D ies wurde 
durch die Einführung einer H ilfsgleichung erreicht.

А  =
N l

Pp r Ppi
( 11)
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wo PpV den Partialdam pfdurck an der O berfläche des G utes und P p0 den 
Partialdam pfdruck im  T rockenm ittel b edeutet.

W enn wir die G rundgleichung der Trocknung für ein einziges H opfen
kätzchen anschreiben (gs =  G ewicht des H opfenkätzchens, f  =  G esam tfläche  
der Verdampfung):

ga w = f . - ^ ( p : v - Pp0), (i2)

so geht daraus hervor, daß der W ert von A  dem Ausdruck — ^  proportional ist.

In  Gleichung (12) stellt ßc die a u f ein K onzentrationsunterschied bezogene 
Stoffübergangszahl R  die G askonstante und T  die m ittlere absolute Tem peratur 
dar.

Durch die A ufarbeitung der Versuchsergebnisse wurde für den Faktor 
A  in Abhängigkeit von  der Tem peratur und der L uftgeschw indigkeit die in 
Abb. 21 dargestellte K urve erhalten.

Mit Hilfe der beiden  Diagram m e (Abb. 19 und 21) konnte nun der Wert 
des zu den gegebenen äußeren Param etern gehörigen D ehydratationsfaktors  
К  für die einzelnen Zonen bestim m t w erden. Für die gegebene L uftgeschw in
d igkeit wurde aus A bb. 21 der W ert von  A  bestim m t, und durch E insetzung

T  ( m i n ) ------- .

Abb. 22.  D ehydratationskurve der Trocknungsanlage

dieses W ertes in Form el (11) wurde die entsprechende Trocknungsgeschw indig
k eit IV1 berechnet. In  Form el (11) wurden die zu den durchschnittlichen Schicht
höhen der einzelnen Zonen gehörigen m ittleren partialen D am pdruckdifferen- 
zen eingesetzt.

Zu der berechneten T rocknungsgeschw indigkeit iV1 wurde aus Diagramm  
19 der D ehydratationskoeffizient К  erm ittelt, der dann in Gl. (9) eingesetzt 
wurde.
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M it Hilfe dieses V erfahrens kann von Schritt zu Schritt die D ehydrata
tio n sk u rv e  der einzelnen Z onen  bestim m t w erden, (siehe Abb. 22) und dam it 
auch  d ie zu erwartende T rocknungszeit, die die H auptabm essungen der A nlage  
b ed in g t.
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ZUSAMMENFASSUNG

Im  obgenannten In stitu t w erden  seit dem Jahre 1952 system atische Untersuchungen  
und V ersuche durchgeführt, die d ie theoretischen G rundfragen des Trockenprozesses, die 
T rocknungsproblem e der ein zelnen  Industriezweige sowie die neueren speziellen Trocknungs
m eth o d en  betreffen.

E s wurde —  insbesondere b e i den Trocknern der T extilindu strie  —  ein bedeutendes 
p ra k tisch es Ergebnis erzielt durch d ie  Einführung der D üsentrocknung, bei welcher das Trock
nungsm edium , senkrecht zu dem  zu  trocknenden M aterial, aus einer Düse aufgeblasen wird. 
D ie V erdam pfung der F lü ssig k eit wurde unter B erücksichtigung der Ähnlichkeitsgesetze  
durch die Sublim ation des N a p h th a lin s ersetzt. D ie erhaltenen Ergebnisse werden sowohl 
in  D iagram m en wie auch in a n a ly tisch er  Form m itgeteilt und m it den Angaben der Literatur  
verglich en .

Bezüglich der V ibrationstrocknung von körnigem M aterial zeigten dabei die Versuche, 
daß die In ten sität der T rocknung durch die Vibration auf das Zwei- bis Dreifache erhöht wer
den k an n . Es kann ferner n achgew iesen  werden, daß durch die Frequenz der V ibration der 
Stoffübergangsfaktor in  hohem  M aße beeinflußt wird. Sobald die der Frequenz entsprechende  
B eschleu nigun g die Schw erebeschleunigung erreicht, oder gar üb ersteigt, wird die aufgeschütte
te  S ch ich t aufgelockert, w obei der Stoffübergangsfaktor rapid zunim m t.

Zum  Schluß wird eine graphische Berechnungsm ethode m itgete ilt, deren Anwendung  
an der Dim ensionierung einer K anal-Trocknungsanlage vorgefü hrt wird.
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T H E  INVESTIGATIONS ON D R Y IN G  OF T H E  CZECHOSLOVAK R E SE A R C H
IN ST IT U T E  OF H EAT

L. STRACH, M. KORGER and M. CHOC

SUMMARY

In the In stitu te  m entioned above , since 1952 system atic research and developm ent is 
carried out on the fundam ental theoretic questions of drying, on drying problem s in  the various 
branches of industry and on new, special m ethods of drying.

The introduction  of the new im p act flow , where the drying m edium  is b low n from  noz
zles at high ve loc ity  at right angles tow ard the dried m aterial, has lead to im portant practical 
results chiefly in  tex tile  dryers. The evaporation of liquid was replaced, tak ing  in to  account 
the m odel laws, by the sublim ation o f  naphtalene. The results are presented in  the form of 
diagram s as well as in analytical form  and are com pared w ith  other sources.

As far as the vibration drying o f  granular m aterial is concerned, th e  experim ents 
show ed that the in ten sity  of drying can  be increased from 2 to 3 fold by vibration . I t  can also 
h e  shown that the frequency of v ibration  has a considerable influence on the coefficient of 
m aterial exchange. As soon as the acceleration  corresponding to the frequency atta ins or ex
ceeds the acceleration of gravity, the layer is loosened and in consequence the coefficient of 
m aterial exchange rises rapidly.

Finally a graphical m ethod of calculation  is described, the application o f w hich is show n 
in  the dim ensioning of a channel-type drying installation .

R EC H ER C H ES SU R  LE SÉ C H A G E  À L ’INSTITUT DE LA C H A L E U R  
TCH ÉCO SLOVAQ UE

L. STRACH, M. KORGER et M. CHOC

RÉSUMÉ

Depuis 1952, l ’institut poursuit systém atiquem ent des recherches et essais concernant 
les questions théoriques fondam entales du séchage, les problèmes du séchage dans les diffé
rentes branches d ’industrie, et l ’app lication  de m éthodes de séchage spéciales.

L’écoulem ent par choc, où le m ilieu  séchant est soufflé à grande v itesse , norm alem ent 
au m atériau à sécher, a conduit à des résultats pratiques très im portants, surtout chez les 
sécheuses utilisées dans l ’industrie te x tile . L ’évaporation du liquide a été rem placée par subli
m ation de naphtaline, com pte tenu des lois de sim ilitude. Les résultats obtenu s, com m uniqués 
en diagram m es et sous forme d’analyse, sont com parés aux données puisées dans la littérature.

Des essais com paratifs de séchage par vibration des m atières granuleuses ont montré, 
que l ’intensité du séchage peut être augm entée de 2 à 3 fois par vibration. Il a été dém ontré, 
en outre, que la fréquence de la v ibration  influence considérablem ent le tau x  d’échange de la 
m atière. Dès que l ’accélération correspondant à la fréquence attein t ou dépasse l ’accélération  
de la pesanteur, la couche de matière est désentassée et le taux d’échange de la m atière aug
m ente rapidem ent.

Les auteurs présentent fina lem ent une m éthode graphique, q u ’ils appliquent au calcul 
d’une installation  de séchage à canaux.

ИССЛЕДОВАНИЯ ЧЕХОСЛОВАЦКОГО ТЕПЛОТЕХНИЧЕСКОГО 
ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОГО ИНСТИТУТА В ОБЛАСТИ ТЕОРИИ СУШКИ

Л. СТРАХ, М. КОРГЕР и М. ХОЦ

РЕЗЮМЕ

В упомянутом выше институте начиная с 1962 года производятся систематические 
исследования по основным вопросам теории сушки, по проблемам сушки в отдельных 
отраслях промышленности, а также по новым специальным методам сушки.
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Очень важные с практической точки зрения результаты получены при введении 
.метода сталкивающейся циркуляции сушильного агента (в основном для сушилок текс
тильной промышленности), при котором сушильный агент с высокой скоростью подается 
на высушиваемый материал. Испарение жидкости с учетом закона подобия замещено 
сублимацией нафталина. Полученные результаты сообщаются как в виде диаграмм, так 
и в аналитической форме и дается сравнение этих данных с прочими литературными 
данными.

В отношении вибрационной сушки зернистых материалов опыты показали, что 
интенсивность сушки при вибрации возрастает в 2—3 раза. Далее можно показать, что 
частота вибрации значительно влияет на коэффициент обмена материалов. Как только 
ускорение, соответствуюцее частоте, достигает или начинает превышать ускорение силы 
тяжести, нанесенный слой разрыхляется и вместе с тем круто возрастает коэффициент 
обмена материала.

Наконец, излагается графический метод вычисления, применение которого иллю
стрируется на расчете сушильного устройства.



INFLUENCE DE LA DISTANCE ENTRE L’OBJET 
ESSAYÉ ET LE GÉNÉRATEUR DANS LES ESSAIS

AU CHOC

G. A. N A G Y

TRUST DES CENTRALES ÉLECTRIQUES, BUDAPEST 

[Manuscrit présenté 13 Juin , 1961]

Avant-propos

Lors des mesures effectuées en laboratoire à haute tension , il arrive 
souvent que le générateur de chocs se trouve relié aux bornes de l ’objet en 
essai non pas directem ent, m ais par un conducteur de 5, 10 ou 15 m ètres de 
long. Dans les essais au choc effectués sur place au m oyen de voitures de 
m esures, cette  d istance peut atteindre plusieurs dizaines de m ètres, surtous 
si le sol accidenté rend l ’accès trop difficile. Dans ces cas, l ’exactitu d e det 
m esures est fortem ent influencée par les reflexions qui se produisent sur le front 
d’onde. Dans ce qui suit, nous présentons une m éthode pour le calcul et la 
construction graphique des tensions de réflexion , ainsi que pour le choix des 
procédés de mesure à suivre dans de tels cas.

A. Introduction

Quand une onde m obile transitoire est répercutée entre deux im pédances 
éloignées l’une de l’autre à une distance L  m, avec une v itesse v m //zs, il se 
produit des oscillations.

La durée du parcours d’une oscillation  1 

La période d’une oscillation: T  =  4/Jt =  

La fréquence d’une oscillation: f — —  =

L
t =  --- /1 s . (U

V

. L4 —  /L IS  . (2)
V

—  M Hz. 
4L

(3)

Or, la connaissance soit graphique, soit analytique de la fonction  de 
tem ps d’une im pulsion de tension, appliquée dans l ’un des points de réflexion, 
perm et de construire ou de calculer la fonction de tem ps de la tension  aux  
bornes de l’objet essayé. L’article B  ci-dessous offre la solution générale de 
ce problème.



3 8 4 G. A. NAGY

B. Solution générale

D ans le schém a exam iné (Figure 1), le générateur de chocs ayant une  
im pédance intérieure Z A est relié à l’objet en essai d’une im pédance Z B, par 
un conducteur d’im pédance Z  de longueur L m . Les facteurs de réflexion en  
direction  du conducteur seront, dans les points A  e t  B:

и A
Z  A - Z
z A +  z  ’

Z  в Z

Z  в  +  Z
(4)

Fig. 1

P our résoudre le problèm e, on peut utiliser la m éthode de B ew ley [1], 
avec sa variante ci-dessous. La courbe de tension  de sortie du générateur doit 
être d iv isée en intervalles At  définis par la relation  (1), de la manière indiquée 
sur la  figure 2. Le point 0 de l ’échelle des tem ps (t =  0) soit l ’instant où le  
p oin t de départ de la tension  de sortie apparaît au point A .  E xam inons le  
phénom ène à l’in stan t de la K 'eme réflexion, quand la valeur de la tension
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d’entrée est U K au point A. A cet instant, au point B,  sera réfléchie 
une valeur de tension  antérieure d’un instant At, au point A  Ui<̂24 une valeur  
de tension antérieure d ’un instant 2 At,  et a insi de suite. D ’après la figure 1, 
la tension aux poin ts A  e t  B  sera donc, au m om ent de la K ieme réflexion:

U  AK  = U K +  a B u k - 2 +  a A a BU K - 2 +  aAa%U K- 4 +  a%a% U  +  a2Aa3BU  KI ^ +

+  a A a B U K ~ 6- • •

U  AK ~  U K  +  (1 +  « a ) a B [ U  K - 2  +  a A a B ^ K ~  4 +  a A a B ^ K ~  6 +

+  • • • a A a B ^ K - (  2x+2) +  • • • ]

où 2x +  2 K

U B K  =  U  K - 1 +  a B ^ K - 1  +  a Aa B ^ K - 3 +  a Aa B U  K - 3 +  a A a B ^ K - 5  +

+  a2Aa%UK_r +  a%a%UK_7

U BK =  ( !  +  а в )  № К - 1  +  a A a b U k - S  +  a A a B U K - à  +  a A a B U K - 7 +

H ! ----- f  a A a B ^ K - ( 2x + l )  +  • • • ]  ( 6 )

où 2x +  1 <  K .  J

Le fait d’avoir négligé l ’am ortissem ent du conducteur L,  déterm inable  
d’ailleurs par des m esures quand il s’agit de cas concrets, est à l’avantage de 
la sécurité.

De m êm e, la sécurité se trouve augm entée du fait qu’on a négligé la 
résistance intérieure du générateur, ce qui est adm issible avec l ’im pédance  
de quelques centaines d ’Ohms du conducteur de liaison. Si par contre Z A =  0, 
alors suivant (4), aA =  —  1, et d’après la relation  (5)

и  AK  =  U K- ( 7 )

conform ém ent à la lo i générale, en vertu de laquelle la tension aux bornes 
d ’une source de tension  se rapproche d’autant plus de la tension à v ide, que 
son im pédance intérieure est plus petite.

11 Acta Technica XL/3—4.
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L ’im pédance de l’objet en essai peut être considérée com m e in fin ie  
p en d an t la  courte durée du front d’onde. (La capacité rem plaçant le  tran s
form ateu r sera exam inée par la  su ite.) A insi, Z B =  oo et aB =  -(-1.

A v ec  les omissions ci-dessus, la tension  approxim ative —  légèrem ent 
supérieure à la tension réelle de l ’objet essayé —  sera:

U b k  =  2  [ U  к - 1  -  U K - 3  +  U  к - 5  “  U  к - ,  +  U K _ ,  .  .  • ]  ( 8 )

L a série alternante sim ple constitue la solution générale de notre pro
b lèm e. S i les conditions d’im pédance sont différentes de celles ci-dessus, il faut 
reven ir à la relation (6) servant de point de départ.

C. Fronts d'ondes à exam iner

La tension aux bornes de l ’objet essayé est exam inée pour des front 
d ’ondes linéaires, exponentiels et cosinusoïdaux. Les formules des trois fronts 
d ’ondes sont:

Linéaire: 

E xp on en tie l :

Cosinusoïdal :

17 un = C t •

1 t t

^ex " /
V

e — e 7̂2

U c os  =
1
2

(1— cos w t )  .

(9)

E n  vu e de la com paraison, on choisit les trois courbes de sorte que leur 
am p litu d e  soit unitaire (c’est-à-dire 100% ), et que leur tem ps de front con
stru it su iv a n t la norme [2] so it égal à 1 /us. Les équations des fronts répondant 
à ces conditions sont:

h .  *  t , ( 10)

et com m e

donc, enfin

1

0,975

t o =  1 3 2 ,8 ° /ts“ 1 = — - -  us—1,
1,356

tm =  1,356 fis

( H )

( 12)

U ,
1
2

cos
1,356

(13)

L équation (10) apparaît com m e évidente sur la base de la figure 3, les 
co n sta n tes  de l’équation (11) sont données dans la littérature [3], en fin  les
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constantes de la relation  (13) peuvent se calculer aisément sur la base des 
défin ition s de la norm e déjà citée.

Les fronts d’ondes dessinés d’après les équation» sont v isib les sur la 
figure 4. La courbe 1 représente le front linéaire, la courbe 2 le front exponentiel, 
et la courbe 3 le front cosinusoïdal. La courbe 4 correspond au front d’onde

du générateur de chocs utilisé pour les m esures, c’est le dessin agrandi de 
l ’oscillogram m e No 1. La courbe 2’ en traits discontinus représente la fonction  
exp on en tie lle

t
U  ex =  1 — e~ T “ . (14)
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On v o it  qu’elle diffère à peine de la courbe exp on en tielle  de la form ule (11). 
E lle s ’en  sépare à 0,1 /.ts, et après 1 //s elle présente, à nouveau, pratiquem ent 
la m êm e allure jusqu’au som m et. Du point de vu e du front d’onde, la courbe  
14 rem place pratiquem ent la  courbe 11, c ’est donc elle que nous considére
rons par la  suite.

A vec les constantes répondant à la norm e, la courbe 14 prend la form e:

t
U e =  l - e - o^65.  (15)

L e tem ps de front con stru it est pratiquem ent 1 ,ws pour chacune des 
cinq ondes représentées.

D . Tension du l'objet essayé en cas de différents fronts d’ondes

A .  Front linéaire. La form ule (10) du front e st ici légèrement m odifiée. 
A vec l ’introduction du num éro d’ordre K  de la réflex ion , on obtient, d ’après 
la re la tion  (1):

A insi

In trodu isons la notation

alors

t =  K A t II |t
4

(16)

V

V

L L  „
(17)U AKL =  - ■ K --------- —  K

H V H

a L
(18a)

2 “ H

U AKL = —  K  
2

(18)

La ten sion  de l’objet en essa i sera, d’après la relation  (8):

k  BKL —  2  [ f  гк - 1 U K _ 3 +  U K _ 5 —  . . . ]  =

=  a[(K  -  1) -  ( K  -  3) +  (K  -  5) -  . .  .]  .

Pour effectuer la som m ation  de la série a ltern ative ainsi produite, il faudrait 
séparer les cas de K  pair e t K  impair, autrem ent n i la valeur (0 ou 1), n i le 
signe du dernier term e de la série ne seraient connus, et la som m ation ne p ou r
rait pas être effectuée. Ce procédé nous donnerait plusieurs solutions p arti
culières, au lieu de la so lu tion  générale. Pour arriver à cette dernière, il fau t
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supprimer le caractère a ltern atif de la série et la com pléter. Pour ce faire, la 
série

sin
Я  ,

=  1; sin
л  '

—; 0; sin
л  )

—  1 —  2 —  3
2 2 2

( л  '
— 0; sin

л  _ \
— 4 — 5

1 2 . 2 j
— 1; sin

est la appropriée. A vec elle, la série prendra la nouvelle forme:

U BKL ( K  — !)•  sin 1 -f- (K  — 2) • sin —  2 +  . . .  +

-f- ( К  — X ) sin
Я
--- X +  • . -j- ( К  — К )  sin
2 2

Я  Я  ^
Le signe alternant est contenu dans sin —  K .  Les term es pairs de sin - K  étant

Z Zi

égaux à zéro, notre série a été  com plétée, en défin itive, par une série de valeur 
égale à zéro, c ’est-à-dire sa valeur n ’a pas changé. Après arrangem ent, on 
obtient:

U а
х - К

К  sin
я

• X
х=К

— "V X  • sin
Я
----- X

Х=0 2 х̂ О 2
BKL

En substituant les deux som m es par les relations (40), resp. (46) de l ’annexe, 
on a

U B K L  —  a

К  +  К  sin —  К
2

— К  sin
т ' к  +  1>

2

(К  +  1 ) • sin \— К
2

— К  sin

2

et après sim plification:

TT —  
u  BKL —

а
К  — sin ( ü l d

2 2
(19)

B . Front exponentiel. D ans la suite, le front exponentiel sera exprimé 
à l ’aide de la relation (14). Introduisons, ici encore, le num éro d’ordre K  de la 
réflexion à la place du tem ps considéré com m e variable indépendante [voir 
relation (16)], alors:

U

Si l’on introduit la notation

A K  exp

a

2

1 — e »T

L
ЁГ ‘

( 2 0 )
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alors le  front exponentiel sera décrit par la relation

'  A K e x p 1 - É
K

( 2 1 )

où l ’in d ice  A  désigne le p o in t d ’alim entation, l ’ind ice K  m ontre que la variable  
in d ép en d an te  est le num éro d ’ordre de la réflex ion , tandis que l’indice exp. 
sig n ifie  le front exp onentiel.

71
A vec l ’utilisation de l ’équation (8), l ’in troduction  de la série sin —  K

2
p erm et aussi d’obtenir d eu x  som m es qui , sur la base des relations (40) et (45) 
de l ’an n exe, donnent la  relation  ci-dessous exprim ant la tension de l ’objet 
essavé:

J T  —  1
B K  exp —  x

ea — 1 . 71 TA il T2| 2e ‘ 2 -  - K л  rjr
8111 K  — cos K \ e 2 — cos h

e" +  1 2 ) 2 ) ea +  1 2
( 22)

C. Front cosinusoïdal. Fm transform ant la form ule (9) du front com m e 
nou s l ’avons fait pour les courbes linéaire et exponentielle , la nouvelle fonction  
prendra la forme

A K  cos 1 — cos —  K \
2 I

(23)

a (oL
2   V

(24)

D ’après (8), la tension de l ’objet essayé sera, après substitu tion  de l’équa
tion  (23):

^ B K  cos — c o s A K -  1) ! 1 — cos - ( K -  3)
2

cos (K  -  5) —
2

Ic i, la série doit être com p létée par cos —- X

Après transform ations, la tension de l’objet pourra s’écrire sous la forme 
su iv a n te :

U B K  cos
x=K —1

y  cos
X =  0

П
--- X
2

2 x = K  — 1 I x=K — 1
V  cos ( ^±x  +  b) ------ ^  cos ( A 2 X — b).

2  x=o 2  X—о
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A l’aide des form ules (43), resp. (41) de l ’annexe, la relation ci-dessus 
prendra, après des transform ations trigonom étriques assez longues, la form e 
plus simple:

cos ■ ~ K

' B l <  COS cos |—  K (25)

On se proposait de comparer la tension  de l’objet en cas de fronts 
d ’ondes différents. A van t de donner la solution  générale de ce problèm e, 
illustrons les différences par un exem ple num érique.

Exemple numérique. So it L  =  27 m, alors d ’après les relations (18a), (20) et (24):

front lin.: -  =  yl =  =  0 ,0033-L  =  0 ,0033-27  =  0,09
2. r i oOO

front exp.: — TjQÔ'.Qljgï- — 0,00915 L  =  0,00915-27 =  0,247

. a coL
iron t cos.: —  = -----2 V

E t les fonctions à représenter:

( 26)

UßKcxp —  1
e 0 ,494  __  I

£>0,494 I I

л -L
- —  /  -

O*Tcc<MO11e-Nt; 13e  "1,356-300 = 408

и  BK l in =  °»09 1 K  —  sin H ]

(l> K ) ~ cos 1
*  K ) _

2 . «0,247 Г
__________ 1 £>-0,247 • K — pA Í—  k \ I

2  K j e».4M + 1  [ e C° U  A ] |

U, 1
B  K  c o s  îT

(f4 k ) — cos(n ’9° x )
cos 11,9°

La tension de l ’objet en fonction  du tem ps est représentée, pour les différents fronts 
d ’ondes, sur la  figure 5. La courbe 1 m ontre la tension de l ’objet en cas de front linéaire, la 
courbe 2 en cas de front exponentie l, et la courbe 3 en cas de front cosinusoïdal. La courbe 4, 
construite d ’après la tension de sortie du générateur de chocs, se rapporte égalem ent à 27 ni. 
Cette dernière courbe a été construite à l ’aide de la form ule générale (8). Comme point de dé
part, on utilise la courbe 4 de la  figure 4, agrandie d’après l ’oscillogram m e 1. La figure 6 m ontre  
la marche de la construction , dont nous reparlerons p lus loin.

D ’après la relation (3), la fréquence de l ’oscillation  e st, dans chaque cas:

e t  la durée d ’un parcours:

/ =  — -  J 4L 4
300

27
2,78 MHz

,,= =  4 =  4 / ~  4 • 2 .TH ~  O.09//S.

Les valeurs m axim a des am plitud es d’oscillations son t données par le tableau I ci-dessous:
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Fig. 6
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Tableau I

Onde Erreur max
h %

lin. 9,0

exp. 25,6

cos. 2.0

réelle 9,0

Il ressort déjà de ce tab leau  que le front réel lie saurait être rem placé par la courbe' 
exponentielle , car celle-ci conduirait à une surestim ation considérable de l ’erreur. La construc
tion  des courbes fait égalem ent voir qu’à l ’exception  du front cosinusoïdal, l ’erreur m axim um  
se produit généralem ent à la prem ière crête de l ’oscillation . D ’autres conclusions pourront 
être tirées après la construction de courbes d’erreur com plètes.

Q uant à la courbe construite d ’après la tension aux bornes du générateur (figure 5,. 
courbe 4), nous ne l ’avons représentée sur la figure 5 que pour être plus com plet. L a marche 
de la  construction a été la su ivante. La tension aux bornes du générateur a é té  agrandie sur 
la figure 6, su ivant l ’oscillogram m e 1. Sur la  base de Al =  0,09 fis, nous avons inscrit les 
ordonnées K  • Zli, qui sont, successivem ent, Ua, U x, { / „ . . .  Uц.

E n m esurant les ordonnées, on aura la tension correspondant par ex. à la  va leu r d ’ab
scisse de K  =  7, d ’après la form ule (8):

l / ß ,  =  2 [ i / 6 -  U 4 +  IL, -  U„\ =  2 [ 6 7  -  4 4  +  1 1 ]  =  6 8 .

De m êm e, en calculant pour chaque valeur de K ,  la valeur correspondante de U  
on ob tien t l ’oscillogram m e de la figure 6.

Confrontons-le à présent avec les résultats (oscillogram m es 1, 2 et 3 ) des mesures 
effectuées de la m ême distance (27 m). On v o it que la courbe construite et l ’oscillogram ine  
m ontrent une concordance absolue, ce qui ju stifie  entièrem ent le procédé de calcu l et de 
construction  graphique utilisé pour la figure 6. Le point de départ de la construction  (oscillo- 
gram m e 1) éta it la courbe du générateur chargé du conducteur. On vo it donc que l ’erreur 
produite par l’om ission de l ’im pédance intérieure du générateur (Z j 0) p eu t être élim inée, 
si l ’on part de la courbe du générateur ayant une charge m oyenne.

E. D éterm ination de la lim ite d’erreur

La différence entre la tension  du générateur et celle de l’ob jet en essai, 
c’est-à-dire l ’erreur due aux réflexions, nous est fournie par la relation  ci- 
dessous:

h% U A K  —  U  BK

U ЛКтах
100%  .

É tant donné que l’am plitude de la tension —  UAKmax —  a é té , jusqu'à  
présent, considérée com m e unitaire, la form ule d’erreur sera:

A% =  { U AK — U BK) 100 . ( 2 7 )
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E n cas de front lin éa ire, d’après les relations (18) et (19):

Ku

Min =  y  s in

a rjr. a . 2 Л  ' « . 71
—  K - — K  — sm —  K =  -—  s m ■— K
2 2 2 2 2

100
( 2 8 )

E n  cas de front ex p o n en tie l et cosinusoïdal, la form ule d’erreur sera, d’apré’ 
le s  relations (21) et (22), resp . (23) et (25):

, _ ! 1 • / л  v*̂ exp * Sin .ív
\ e a + l  I 2 +

1 — 2 ' I -J- e® 71 -  a K

e" +  1
C O S

2 k
—  e  2

]
! 100 (29)

"co s
2 ( a  ] 71 \

a

2

cos K 
2

—  c o s K
2

100% (30)

Sous lim ite d’erreur, en  entend la valeur à laquelle l ’erreur donnée par 
les form ules (28), (29) et (30) reste inférieure, ou qu ’elle atteint tou t au plus.

Pour le front lin éa ire, l ’erreur m axim um  est évidem m ent fournie par 
la lim ite  d’erreur

H K U;  =  • îoo  (3i)

corresp on d an t aux réflex io n s en nombre pair
'л

K  =  2 n; sin — К =  ± 1
2

C’e s t  l ’erreur m axim um  sur le  front. Cependant, une erreur plus grande peut 
se  produire sur la queue d ’on d e. Lors de la con stru ction  de la courbe de correc
tio n  —  dont nous reparlerons bientôt, -— il d ev ien t visible que l ’erreur sur la 
q u eu e peut être le doub le de celle exprim ée par la relation (31). La lim ite  
d ’erreur du front linéaire sera, par conséquent:

H K ün =  «• 100%  . (32)

Ce phénomène s’ex p liq u e  par le fait, que le  front est décrit par la courbe 
U  =  c- t, et la queue par la  courbe U  =  K , de sorte qu’au point T h la courbe 
p résen te  une brisure. A  cau se  de celle-ci, l ’erreur sur le front peut doubler 
su r la  queue de l ’onde.

Pour le front ex p o n en tie l, l ’erreur est décrite  par la relation (29). Ici, 
l’éq u ation  (29) devra être d istinguée selon que K  est pair ou impair, de la 

fa ç o n  suivante.:
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1.

(NIIs* 11 / 1 = 2 m K  = 0, 4, CO to

2.

(MII П + 1 n =  2 m K  = 1, 5, 9, 1 3 . . .

3. K  =  2 Tl /1 =  2 m + 1 K  = 91 6, 10, 14 . .  .

4. K  — 2 n +  1 n =  2 m + 1 K  = 3, 7, 11, 15 . . .

(33)

Les form ules d ’erreur, décom posées en v ertu  de ce qui précède, sont 
•contenues dans le  Tableau II ci-dessous:

Taltlruii II

No
d’ordre

î

K n ^exp

2 n

2 m

l - 2 Í  +  e % ,

e» +  ï  l 1 * )

2 2 / 1  +  1 e"  —  1 1 —  2  e Í  +  ea  -  % K 
' e 2

ea +  1 ea +  1

3 2 n

2 m + 1

a

l - 2 / Ч е “ / ,  , - ° « )
>  +  l  [ l + e -  )

4 2 n  +  1 ea —  l  1 —  2 e 2 +  e" - “ K

<Si +  1 ~  _  _ c ' * + ' 1

Pour les valeurs p ositives de a, les coefficien ts des formules sont des 
nom bres réels p ositifs. Si l’on e n  tien t com pte, il est facile de dém ontrer que 
l ’erreur m axim um , c ’est-à-dire la  lim ite d’erreur est donnée par la relation (4). 
Comme dans ce cas, la plus p e tite  valeur de K =  3, 5, 7 . . .  est K  =  3, après 
sa substitution on obtient la lim ite  d’erreur:

H K exp =  ( l - 2 « - “ +  e 2a ) 100%. (34)

En décom posant de m êm e la formule (30) du front cosinusoïdal d’après 
les relations (33), on reçoit les formules d’erreur résumées au Tableau III.

Suivant ce tableau, la form ule 2 donnera évidem m ent la valeur d’erreur 
m axim um . De là , après substitution  de K  =  0 , la lim ite d’erreur sera:

H K cot I  —

1 — cos

cos -
100%. (35a)
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T ableau  I I I

No.
d’ordre

K
K П j  Лс„8

î

2 n

2 m
i a1 — cos —  r

2 « H U * )  ' 12 cos y

2 2 m +  1

, a1 — cos —-  r

a  h ( y X ) +  1]
2 COS y

3 2 / 1 + 1
2 m,

2 m -j- 1

. «l — cos - -
2 ( a  î A  --------------- cos I — K \

O “  U  )2 COS y

La lim ite d’erreur ainsi déduite su it bien, jusqu’à la valeur a /2  =

les va leu rs d’erreur réelles. A  partir de là , la formule

n
H K cos a 2 sin —- — 1

2
• 100 ° / (35b)

d éd u ite  em piriquem ent, peut servir de lim ite  d’erreur. Au point a /2 =  —  »

ce lle -c i jo in t tangentiellem ent la courbe H K C0Si, et au point тг/2, elle possède  
—  q u and  l’am plitude est unitaire —  une tangente horizontale.

a л
Com m e distance, la va leur —  =  —  sign ifie , d’après la relation  (2 6) :

a 408

2 71

л  408

4 71
102 m.

L es lim ites d’erreurs sont valables pour la longueur de front entière. A vec  
un tem p s de 1 fis pour le front linéaire, de 1,356 fis pour le front cosinusoïdal, 
et de 2 ,04  jus pour le front exponentiel (aprèz la figure 4), la longueur du  
front sera, d’après la form ule H  =  T h • v, dans les trois cas:

H  =  1 -300 =  300 m; t f cos =  1,356 • 300 =  408 m;

H  xp =  2 , 04- 300  =  612 m

A près substitution  des valeurs de a/2 des relations (26), on ob tien t les 
valeurs numériques des lim ites d’erreurs, synthétisées dans le T a b lea u  IV .



IN FL U E N C E D E LA  D ISTAN CE EN TR E L ’O B JE T  ESSAYÉ E T  LE  G ÉN ÉRA TEU R 397

Tableau IV

Forme du front HK% Remarques

Linéaire L
1,5

exponentielle 100—200 e~°’omL  +  100  e-0 ’02745É

co sinusoid a le

1 ^  cos (  408 L )
- y ~  y  100 %cos ЫН

L <  102 m

L  ^  102 m

Contrôlons les données de notre exem ple num érique, avec les lim ites 
d ’erreurs ci-dessus. D an s l’exem ple, L  =  27 m , ainsi

н к х |n = ------ =
1,5

27

T J
=  18%,

H K txp =  1 0 0 - 2 0 0  e - ° ’w  +  100 • e"074 =  1 0 0 - 1 2 2  +  47,8 =  25.8% ,

H K r
1 — cos 0,208  

cos 0 .208
100 =  2,2°/

E n confrontant ces résu lta ts avec les données du Tableau I, on v o it que les 
erreurs sont, dans chaque cas, inférieures à la lim ite.

Les courbes des lim ites d’erreurs selon le Tableau IV, sont représentées 
sur la figure 7. La courbe 1 montre la lim ite d’erreur du front linéaire, la courbe 
2 celle du front exp on en tiel, et la courbe 3 celle du front cosinusoïdal. A dis
tance égale, on reçoit la plus grande erreur pour le front exponentiel. Avec 
le front linéaire, l ’erreur devient moindre, et se m ontre la plus p etite pour le 
front cosinusoïdal. Par ex ., à L =  50 m , H K  xp =  45% , H K \\n =  32,5%  
et H K cos =  7,5% . La courbe 4 de la figure est celle de la lim ite d’erreur du 
générateur de chocs. Pour construire la courbe nous avons calculé, pour les 
différentes distances L , la fonction de tension-tem ps du point B  (de la manière 
décrite à propos de l ’exem ple numérique du point D , où le calcul a été effectué 
pour L =  27 m ), et représenté sur la figure 7 l’am plitude m axim um  sur la 
queue en fonction de la distance. La lim ite d’erreur du générateur de chocs 
se place, com m e on v o it , entre les courbes des fronts linéaire et cosinusoïdal. 
T ou t comme le front d ’onde lui-m êm e, la courbe d ’erreur suit d’abord la courbe
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d ’erreur cosinusoïdale, pour se rapprocher, aux plus grandes d istances, de la 
courbe d ’erreur exponentielle .

E n  comparaison, à L  =  50 m, la lim ite d’erreur réelle donne une erreur 
de 27% .

L e front d’onde ex p on en tie l présente donc une tension d ’oscillation  
su p erp osée excessive, m êm e si l ’onde m obile est d’ailleurs produite par un

gén érateu r fournissant 
t t

U L = U  «

théoriquem ent une onde exponentielle de form e  

Cela s ’explique si l ’on considère, que l ’in d u ctiv ité  de

la résistan ce  de décharge et de la résistance d’am ortissem ent du générateur —  
com m e on  le sait d’ailleurs de la  littérature [4] —  dim inue fortem ent la raideur 
in itia le  de l ’onde de choc et a jou te  à la courbe exponentielle, concave par en  
dessous, une courte section  con vexe de faible raideur.

L a courbe d’erreur du générateur réel su it d’au tan t plus fidèlem ent celle  
du fron t d ’onde cosinusoïdal, que la partie in itia le de la courbe de tension  de 
sortie e st moins raide. La courbe 5 de la figure 7 représente la fréquence des 
ondes d e tension de réflexion en  M Hz, en fonction  de la distance L, sur la base  
de la relation  (3).

F. Courbes de correction

L es lim ites d’erreurs exp onentielles, linéaires et cosinusoïdales que nous 
avons obtenues, sont contrôlées par les courbes de correction, tandis que la 
courbe d ’erreur du front du générateur est contrôlée par des m esures. Sous
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courbes de correction, on entend les erreurs se produisant effectivem en t en 
fonction  de la d istance, et atteignant tout au plus la lim ite d’erreur.

Les formules (28), (29) et (30) donnent les erreurs sur le fron t, tandis  
que les lim ites d’erreurs qui en sont déduites (Tableau IV) sont les enveloppes  
des erreurs m axim a sur le front. Mais ce sont les erreurs maxima sur la queue 
d’onde qui nous intéressent. Celles-ci diffèrent des erreurs sur le fron t, parce 
que nous rem plaçons la queue d’onde par la droite U — 1, de sorte  qu au

u%
i

point de jonçtion  du front et de la queue, l ’équation  de la courbe p résente une  
discontinuité m athém atique. A ussi, l ’erreur se produisant sur la queue ne  
saurait-elle être décrite par les équations dédu ites pour le front. P our calculer  
l ’erreur m axim um  sur la queue, nous reviendrons donc à l’équation  fon d a
m entale (8), valable pour une form e d’onde quelconque. Sur la queue d ’onde, 
on rem place les ordonnées par une valeur 1, on calcule l’erreur m axim um  sur 
la queue pour plusieurs valeurs de L, et on la représente, de m êm e, en fonction  
de L.  Les courbes de correction ainsi calculées sont visibles sur les figures 8 
et 9. La courbe de correction (figure 8, courbe 2’) de la courbe exp on en tielle  
s’écarte à peine de la lim ite d’erreur (courbe 2). La différence entre les deux  
courbes tient à ce que la lim ite d ’erreur a été  construite d’après l ’onde

_ 1  1 
JJ =  1 — e T et la courbe de correction d ’après l ’onde U  =  —

П'
La courbe de correction du front linéaire (F igure 8, courbe 1’) varie entre la 
lim ite  d ’erreur (ligne 1) et la valeur zéro. Si le nom bre des réflexions con ten u es  
dans le front (300 m) est de 2, 6, 10, 14 . . . (c’est-à-dire L =  150, 50, 30,.
21,4 . . . m), l ’erreur sur la queue est égale à la  valeur fournie par la  lim ite  
d ’erreur. Si le nom bre des réflexions contenues dans le front est de 4 , 8, 12,. 
16 . . . (c’est-à-dire L =  75, 37,5, 25, 18,75 . . . m ), alors la valeur de l ’erreur 
est zéro, c’est-à-dire l’oscillation ne se transm et pas à la queue d’onde.
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L a courbe de correction  du front cosin u so ïd a l est représentée sur la 
figu re 9 (courbe 3’). C elle-ci varie encore entre la  lim ite d’erreur et l ’axe des 
ab sc isses. E lle rejoint la  lim ite  d’erreur (courbe 3) aux réflexions 4, 8, 12, 16 . . , 
(rapporté à la longueur de front de 408 m , L  — 102, 51, 34,4, 25,5 . . . m), 
et l ’a x e  des abscisses au x  réflexions 6, 10, 14, 18 . . . (L =  68, 408, 29 ,1 , 
22,6 . . . m).

L es lim ites d’erreurs so n t, en réalité, les enveloppes des courbes de cor- 
je c t io n  des fronts linéaire et cosinusoïdal. L ’alternance des courbes de correc

tion  entre la lim ite et l ’axe des abscisses v ien t —  comme nous l ’avons déjà  
d it —  de la discontinuité m athém atique de l ’équation  analytique de l ’onde et 
de la  queue. Mais dans la réalité, une telle  d iscontinuité m athém atique est 
im possib le , à cause des param ètres du circuit (in ductiv ité , capacité). Le carac
tère a lternant des courbes ne vient que de l ’insuffisance de l ’étude m ath é
m atiq u e , de sorte que chez les fronts de caractè re exponentiel, linéaire et 
cosin u so ïd a l, les courbes de lim ite (Figure 7) donnent même les erreurs ré
elles avec  une très b on n e approxim ation, quand l’am ortissem ent du 
con d u cteu r est négligeable. Si l ’am ortissem ent n ’est pas négligeable, les 
lim ites  d ’erreurs n’offrent une exactitude su ffisa n te  que pour les erreurs sur 
le fron t. Dans ce cas —  si le facteur d’am ortissem ent est connu ou estim able  
—  la déterm ination su ffisam m ent exacte des erreurs sur la queue nécessite  
une transform ation des lim ites  d’erreur, de la m anière décrite à l ’article G 
.ci-dessous.
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G. Interprétation des résultats de mesures

Le générateur de chocs utilisé était un générateur produisant des ondes 
d’une am plitude de 600 Y , répétées à la fréquence de 50 ondes par seconde. 
La mesure des réflexions a été effectué à l ’extrém ité d’un fil de 3 m m  de dia
m ètre, disposé à 1 m de hauteur au-dessus du sol, et à 27, 45, 63,5 e t 75 m  
de distance du générateur de chocs. L’im pédance d’onde du conducteur, 
obtenue par m esure et par calcul, avait une valeur allant de 400 à 500 Ohm s.

Les résu ltats des mesures sont fix és  par les tables d’oscillogram m es I  
et II. Les oscillogram m es se succèdent, pour tou tes les distances, dans l ’ordre 
su ivant : ten sion  de sortie du générateur, tension  de réflexion à l ’ex trém ité  
du conducteur (tension de l ’objet en essai), et courbe superposée des deux  
tensions précédentes.

La courbe ayant servi de départ pour la construction de la  courbe  
d’erreur du générateur est l ’onde de tension  —  obtenue avec un conducteur  
long de 27 m  —  visible sur l ’oscillogram m e 1. Le m ode d’in terprétation  des 
oscillogram m es est illustré par la construction  de l’oscillogramme 9.

Les résu ltats des mesures sont résum és par le Tableau Y.

Tableau V

Lm
Erreur max 

sur le front
imum, h %

sur la queue
Facteur d’amur- 

tissement

27 9 3,5 0,39

45 23,2 11,3 0,485

63,5 32,5 16,0 0,49

75 39 18,6 0,475

La prem ière colonne du tableau donne la longueur du conducteur, la 
seconde renseigne sur l’erreur m axim um  sur le front, la troisièm e donne l ’erreur 
m axim um  sur la queue. L’erreur m ax. sur le front est donnée chaque fois par 
la première crête de l’oscillation. La dernière colonne fournit enfin  le  rapport 
des erreurs sur la queue et sur le front, c ’est-à-dire l’am ortissem ent du con
ducteur. Le facteur d’am ortissem ent dépend peu de la longueur du conducteur, 
parce qu’en cas de conducteurs courts, l ’onde parcourt plusieurs fo is la ligne 
avan t d’arriver à la crête, tandis que chez des conducteurs p lus longs, le 
nombre des parcours est m oindre, de sorte que le trajet effectué par l ’onde 
(longueur du conducteur x nom bre des réflexions) sera, à peu de différences 
près, id entique. Le facteur d’am ortissem ent contient égalem ent l ’am ortisse
m ent du générateur de chocs. Le facteur d’am ortissem ent m oyen  ß  =  0,46.

12 A cta T echnica X L /3 —4.
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Oscillogram mes I

1. T ension  de so rtie . L =  27 m 2. T en s io n  de l ’o b je t essayé, L =  27 m

5. T en s io n  de l’o b je t e ssayé, L 45 m 6. T en sio n  de  l ’ob je t essayé su p erp o sée  à  
la  ten s io n  de sortie , L =  45 m

4. T ension  de so rtie , L =  45 m3. T en s io n  de l’ob jet essayé superposée à 
la  ten s io n  de so rtie , L =  27 m
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Oscillogrammes II

7. Tension de sortie, L 63,5j[m 8. Tension de l’objet essayé, L =  63,5 m

9. Tension de l ’objet essayé superposée 10. T ension de sortie, L =  75 m
à la tension de sortie, L =  63,5 m

11. Tension de sortie , L =  75 m 12. Tension de l’objet essayé superposée 
à la tension  de sortie, L — 75 m

12*
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La lim ite d’erreur du générateur, construite sur la base de l ’oscillo- 
gram m e 1 (Figures 7 et 9, courbe 4) ne tien t pas com pte de l ’am ortissem ent 
du conducteur, il faut donc la comparer à l’erreur sur le front déterm inée  
par nos mesures. En m arquant, le long de la lim ite d’erreur, les quatre endroits 
de m esures (désignés par des points noirs sur les figures), on con state  une 
concordance satisfaisante. Si on m ultiplie les ordonnées de la lim ite  d’erreur 
par le facteur d’am ortissem ent ß , on obtient la courbe de correction de l ’unité  
générateur-conducteur (Figure 9, courbe 4 ’), p leinem ent vérifiée par les erreurs 
m axim a sur la queue (données par le tableau У), m arquées par des points noirs 
sur la  figure 9.

E n  défin itive, dans un cas concret donné, le procédé à suivre est le su i
v a n t. E n chargeant le générateur utilisé pour les mesures d’un conducteur de 
lia ison  à l ’extrém ité ouverte (fil, câble nu, câble ou tube m étallique flexib le), 
on relève la courbe de tension  de sortie du générateur. Sur la base de l ’oscillo- 
gram m e on construit, à l’aide de la relation (8), la lim ite d’erreur du générateur  
en fon ction  de la distance. E n déterm inant de quelques mesures de réflexions  
le facteur d ’am ortissem ent, la lim ite d ’erreur m ultipliée par ce dernier donne 
la  courbe de correction, qui fournit déjà, avec une exactitude suffisante, 
l ’erreur en fonction de la d istance entre l ’objet et le générateur de chocs, 
c ’est-à-dire l’am plitude de l ’oscillation superposée — produite par les ré
f lex io n s —  sur les bornes de l ’objet essayé.

Si le facteur d’am ortissem ent est connu, alors en le m ultipliant par les 
lim ites représentées sur la figure 7, on obtient des courbes fournissant l’erreur 
avec une exactitude su ffisan te  m êm e pour des fronts linéaires, exponentiels  
et cosinusoïdaux, quand à défaut d ’autres données, le front d’onde doit être  
rem placé par l ’un des fronts m entionnés.

U ne autre série de m esures se proposait d’exam iner l ’influence des objets 
en essa i sur l’am plitude des réflexions à l’extrém ité du conducteur. En appli
q u an t, à l ’extrém ité d ’un conducteur de 27 m , un sectionneur, un transform a
teur de courant et un parafoudre, les réflexions n ’ont pas changé par rapport 
à l ’ex trém ité  ouverte. Le prem ier objet ayant m odifié la réflexion, originale
m en t de 4% , était un transform ateur de tension de 10/0,4 kV et 80 kVA. 
Sous son influence, l ’am plitude de la réflexion a augm enté à 5,2% ; la fréquence 
n ’a p as changé.

É ta n t donné que, pen d an t la durée de front, les objets essayés (m êm e 
le transform ateur) peuvent être rem placés par une seule capacité, nous avons 
par la su ite  relié à l’ex trém ité du conducteur une boîte de capacités en décade, 
et exam in é les réflexions avec réglage continu de la capacité. Les résultats 
de nos m esures sont contenus dans le T ableau Y I.
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T ableau  VI

C
pF

Erreur, h  %  
sur la queue

/
MHz

0 4,00 2 ,68

100 5,55 2,68

200 6,60 2,60

500 8,60 2,40

700 9,40 2,20

1000 10,00 1,90

2000 11,00 1,20

5000 4,00 1,20

10000 3,30 1,20

20000 0 0

50000 0 0

100000 0 0

Selon le tém oignage de ce tableau, la charge capacitive augm ente d’abord 
la  tension de réflexion (ce qui concorde avec les données connues de la littéra
ture [5]). En cas de conducteurs d’une im pédance d’onde Z  =  400— 500 Ohms, 
la charge capacitive est négligeable jusqu’à lOOpF en v ., et augm ente l’erreur 
ju sq u ’à 2000 p F  —  où elle triple l’am plitude de l’oscillation superposée. 
A partir de 5000 pF , la charge capacitive com m ence déjà à dim inuer l’am 
plitude de l’oscillation superposée, pour absorber com plètem ent l’oscillation  
due à la réflexion au-dessus de 20 000 pF . Fa fréquence de l ’oscillation  
est dim inuée progressivem ent par la capacité.

Les m esures perm ettent de constater qu’à l’exception des transform ateurs 
(y com pris aussi les transform ateurs de tension), la capacité des objets essayés 
est négligeable, et que l’on peut ne pas tenir com pte de la contrainte supplé
m entaire qui en résulte. D ’après W ellauer [6], la capacité rem plaçant le trans
form ateur est, pendant la durée de front des ondes mobiles transitoires:

C H =  I fC K

où K  est la capacité en série, et C la capacité en dérivation du transform ateur. 
La valeur de C « pouvant être considérée du point de vue du front d ’onde, 
varie, toujours selon les données de W ellauer, de 50 à 200 pF, entre les lim ites 
de tension  15— 220 kV et de puissance 5— 50 MVA. Ces données m ontrent que 
les transform ateurs eux-m êm es peuvent bien être considérés com m e des im pé
dances infin ies, parce que même 200 pF  augm entent peu la contrainte.
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H. Conclusion

En cas de fronts d ’ondes linéaires, exp on en tie l et cosinusoïdal, le procédé 
présenté par l’auteur perm et de déterm iner l ’am plitude et la fréquence de 
l ’oscillation  de tension  —  due à la réflexion —  qui se produit sur les bornes 
de l ’objet d’insta llation . L ’am plitude et la fréquence sont déterm inées en 
fon ction  de la distance entre la source de ten sion  et l’objet essayé. Le procédé 
p eu t s ’appliquer indifférem m ent aux ondes de tension  produites par un géné
rateur de chocs ou par un coup de foudre. Le rem placem ent du front par une 
courbe exponentielle donne des contraintes excessives par rapport à la réalité, 
de sorte que pour des coups de foudre proches, c ’est le front linéaire, et pour 
des coups de foudre élo ignés —  en cas d’ondes m obiles transitoires arrivant 
par la ligne —  c’est le front cosinusoïdal qui fourn it des résultats plus proches 
de la réalité. (Le choix  jud icieux  du facteur de réflexion aA rend égalem ent 
applicable le procédé à la solution  d’autres problèm es. Par exem ple, le choix  
(iA =  0 nous m et en présence du cas d’ondes m obiles transitoires arrivant 
de loin .)

A  distance égale, l ’oscillation  est d ’une am plitude d’autant plus faible  
que le raideur in itiale de l ’onde est plus petite .

Si la forme de l ’onde m obile transitoire est connue, on peut partir du 
front réel au lieu des fronts linéaire ou exp on en tie l approchés, déterm iner avec  
exactitu d e  les oscillations, e t construire la courbe de la lim ite d’erreur de l ’in 
sta lla tio n .

Si on connaît l ’am ortissem ent du conducteur, on peut, en m ultipliant 
la lim ite  d’erreur des fronts linéaire, exp on en tiel, cosinusoïdal et réel par le 
facteur d’am ortissem ent (équivalant essentiellem ent à l’am ortissem ent sur la 
longueur de ligne correspondant au front d’on d e), obtenir pour chaque front 
une courbe de correction , d ’exactitude su ffisan te .

La capacité des ob jets essayés peut être négligée dans la plupart des cas, 
quant à leur effet produit sur l’oscillation.

L ’im pédance d ’onde des fils en alum inium  utilisés ordinairem ent com m e 
conducteurs de lia ison , varie  entre 350 et 500 O hm s, et ne diffère donc pas 
sensib lem ent de celle des câbles aériens. Mais é tan t donné leur plus grande 
résistance (leur section  p lus petite), leur am ortissem ent est bien plus grand 
que celu i des câbles aériens.

A N N E X E

Pour résoudre le problèm e, il est nécessaire de connaître la som m e de 
q u elq u es séries trigonom étriques. A l’aide du théorèm e d’Euler, ces séries 
p eu v en t être transform ées en séries géom étriques, et alors la som m ation se fait 

au m oyen  des séries géom étriques bien connues:



i

INFLUENCE d e  LA DISTANCE ENTRE L’OBJET e s s a y e  e t  l e  g é n é r a t e u r

Procédons d ’abord à l’addition de la série

com pte tenu de l’équation
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É ta n t  donné que sin les séries à cosinus peuvent s’écrire

d irectem en t, par su b stitu tio n
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Si a =  —  ; 6 =  —  . c = ---- — K  , alors
2 2 ’  2

-?<«-*) • I л>  e 2 sin

s in ----- j- ea 2 4K+1) gin I l  K — ea 2K sin - ^ (K  +  l )
2 2 2 - f ( K - l )  

e 2
1 — 2 ea 2 ■ cos

- “(*-!> +  8in Î - ^ — ea 2 • sin Ë < *  +  i )2 2
1 +  e"

7 1

E nfin, formons encore la som m e (le la série à term es x • sin — ж

к
' S  X  • sin

л 1 *  ( i?x - * i  1 Г *  Í *  (
- —- S  \x  - e 2 — xe 2 J — —г S, x \e 2 J — 1  x \e

2i  n 2i  n n

D ’après la relation (37):

1

2 i

e' l _ ( K  +  i ) , ' ï  <K + U  +

e t, com m e

+  l)<T l â<K+1>+  K e~l5<'!+”

( l  — e'2) =  1—2 • e 2 +  е‘л =  — 2e * 2 com m e e"1 =  — 1, ainsi

1 — 2 + 2 { K + l ) e ^ K —  2 K e ï (K+1) +  2 - 2 ( K  +  l )e~‘*K +  2 K  ■ e~ '

2 i 4

Donc:

^ x - s i n l ÿ * !  =

( K  +  l ) s in  —  K  — K  sin
2

f ( K  +  l ) l

(45).

|(K + 1>

(46)
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RÉSUM É

On sait que lors des essais au choc, il se produit des réflexions sur le conducteur reliant 
le générateur de chocs à l ’o b je t essayé. L ’auteur présente une m éthode perm ettant de suivre 
par le  ca lcu l, et par construction  graphique, les oscilla tions dues aux réflexions pour les fronts 
d ’on d es habituels (linéaire, ex p on en tie l et cosinusoïdal). La m éthode graphique peut être 
généra lisée  pour n’im porte q u el front d’onde, donc aussi pour le front de l ’onde produite par 
un générateur de chocs. L ’a u teu r  étudie aussi les erreurs de m esure produites par la partie 
é tu d iée  du conducteur en fo n c tio n  de la longueur de celu i-ci, e t  fa it connaître le m ode d’éta 
b lissem en t des corrections nécessaires. La m éthode généralisée perm et égalem ent la solution  
d ’au tres problèmes.

BER Ü C K SIC H TIG U N G  D E S  EINFLUSSES D E R  E N T F E R N U N G  ZW ISCHEN  
P R Ü FL IN G  U N D  G ENERATOR B E I STO SSVERSUCHEN

G. A. NAGY

ZUSAM M ENFASSUNG

E s ist bekannt, daß bei Stoßprüfungen im  L eitu ngsab schn itt zwischen dem Stoßw ellen
gen erator  und dem P rü fling  R eflex ionen  auftreten. D er Verfasser hat ein Verfahren ausge
a rb e ite t , m it dessen H ilfe  die zufolge der R eflexionen  auftretenden Schwingungen für die 
ü b lich en  W ellenstirnform en (linear, exponentiell und cosinus-Form ) rechnerisch und zeich
n er isch  verfo lgt werden k ö n n en . D ie grafische M ethode kann für beliebige W ellenstirnform  
—  daher für irgendeine v o n  e in em  Stoß W ellengenerator ausgesendete W ellenstirn —  verall
gem ein ert werden. D ie A rb eit untersucht auch, w ie groß die durch den L eitungsabschnitt 
veru rsach ten  Meßfehler in  A b hän gigk eit von der L eitungslänge sind und te ilt das Verfahren 
für d ie B estim m ung der n o tw en d ig en  Korrekturen m it.

Schließlich wird d arauf hingew iesen, daß m itte ls  Verallgem einerung der M ethode auch 
andere Problem e gelöst w erden können.
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C O NSIDER ATIO N OF TH E DISTANCE B E T W E E N  TH E TEST O B JE C T  
AN D  T H E  SHOCK G E N E R A T O R  IN  SH O CK  WAVE TESTS

G. A. NAGY

SUM M ARY

It is known th a t in  shock w ave m easurem ents, reflexions occur in  the line section  be
tween the shock generator and the test object. The author has worked out a m ethod  b y  which  
the oscillation  arising w ith  the usual w ave  fronts (linear, exponential and cosine fronts) in 
consequence of the reflexions can be traced b y  com putation  and also graphically. T he graphical 
m ethod can be generalized for any arbitrary form  of w ave front, thus for the w ave fron t em itted  
by any shock generator. The paper also deals w ith  the question  of the m easuring errors, as a 
fun ction  o f line length , caused by the lin e  section , and ind icates the m ethod for determ ining  
the necessary corrections.

F inally  the author points out th a t w ith  this m ethod other problems can be so lved  too.

УЧЕТ ВЛИЯНИЯ РАССТОЯНИЯ МЕЖДУ ИСПЫТУЕМЫМ ПРЕДМЕТОМ 
И ГЕНЕРАТОРОМ ИМПУЛЬСНОГО НАПРЯЖЕНИЯ ПРИ ИСПЫТАНИЯХ 

ИМПУЛЬСНЫМ НАПРЯЖЕНИЕМ
Г. А. НАДЬ

РЕЗЮМЕ

Известно, что при измерениях импульсным напряжением на участке между гене
ратором импульсных напряжений и испытуемым предметом возникают рефлексы. Ав
тором разработан метод, при котором для обычной восходящей части волны (линейные, 
экспоненциальные и косинусные восходящие части) колебания, возникающие вследствие 
рефлекса, можно проследить математически или же графически. Графический метод 
может быть обобщен для любой восходящей части, следовательно и для восходящей части 
волны от некоторого генератора импульсного напряжения. В работе рассматривается 
также величина ошибок измерения от участка проводки в функции длины проводки, 
далее описывается метод определения необходимых коррекций.

Наконец, говорится о том, что обобщив метод, можно применять его также и для 
решения других проблем.
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H ereunder will be discussed the derivation  from the rule o f  m axim um  
theoretical w ater level rise occuring in capillary tubes o f variable sections.

On basis o f the analogy, however, the conclusions drawn could also be 
extended to  superim posed substances o f d ifferent capillary ab sorb tiv ity  and 
could be applied to soils o f  m ixed stratification  as well.

The em ploym ent o f  the physical rule is particularly useful in th e  case 
o f  the la tter, for when frost testing pavem ents and on the application  of 
reclaim ing layers, or, for instance, in case o f  foundations o f em bankm ents on 
groundwater terrain, it is one o f  the m ost im portant tasks o f the designer to  
determ ine the exten t o f th e  full rise from the open water surface in th e  case 
o f  m ulti-layer soils.

W ithout the physica l rule, this task cannot be solved econom ically  or 
w ith the required certitu d e. Nor could a uniform  practice in th is  line be 
established: th e  designers had made their decisions on basis o f  practical 
experience or had em p loyed  functions, p lo tted  from experim ental results. 
Th ese, how ever, were va lid  w ithin certain lim its only.

Thus, for instance, th e  following relation  was used for determ ining the  
rise in 1000 hours:

H  =  a ■ tb

where H  is the rise, a and b are the constants, depending from th e substance  
and representing a v a lu e  lower than the u n it, and f standing for th e  tim e of 
th e  rise. Theoretically, th is  formula is incorrect, because on basis o f  sam e, during 
an  in fin ite  tim e the rise m ust also be in fin ite .

The aim  o f the present study is not to  investigate either th e  essence 
o f  capillary action or th e  tim e process o f  the rise, nor does it in tend  studying  
all the factors in flu en cin g  them : it deals so lely  w ith the difference prevailing  
betw een the p lay  o f  forces in capillary tubes o f  constant and variable sections. 
For the sake o f  s im p lic ity , only forces w orking in the closed capillary zone, 
are going to  be discussed.

B y  w ay  o f an in troduction , let a brief account be given on som e o f the  
know n characteristics o f  the capillary phenom enon.
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T he main factors o f  capillary rise are th e  follow ing: the substance o f  the 
liq u id , th e  behaviour o f  the gases absorbed in it  depending on tem perature  
and pressure, the size o f  th e  capillary tube, its m aterial, rate o f im purity , etc.

T he ultim ate reason o f  the capillary rise is unknown. Only one thing  
can  be taken  for granted, n am ely  that the rise is called forth by the tw o-w ay  
stress acting on that surface o f  the liquids which is in contact w ith the air. 
T he surface o f the liquid acts as if  it were an elastic  film ; its thickness is very  
s lig h t, in  the case o f  w ater, for instance, it  is b u t 10~7 cm . The stress acts  
perpendicularly upon th e  sectional area o f th e  film .

T he rising surface o f  th e  liquid in the cap illary  tube takes on a m eniscus 
shape w hich inclines tow ards the Avail o f the tu b e at an angle o f a. (The value  
o f  th e  angle depends on th e  m aterial, resp ectively , substance o f  th e  tube  
w all and  o f the liquid, as w ell as on the rate o f  im purity in the tu b e.)

T he upward perpendicular resultant o f  th e  tw o-w ay stresses “ re”  w ork
ing on th e  surface o f th e  m eniscus, is:

V  =  2 • r • n • n • cos a.

Contrary to th is force, actuating upward, works the weight o f th e  w ater 
co lu m n  which is suspended onto the m eniscus actin g  as an elastic film , and 
there is evenly d istributed . I ts  value is:

P  =  r • ti • y  • h.

T he capillary rise lasts un til the lifting force “ F ” is counterbalanced  
b y  th e  force of gravity  “ P ” . The state o f  equilibrium  is achieved at “ A”  
height :

V  =  2 • r • ti • n • cos a =  P  =  r2 ■ л • y ■ h.

Fig.  1
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From this equality the value of “A” rise can be easily  com puted: h — 2 • n •
. cos a/r.

It is to be pointed out, how ever, th a t the above refers to  theoretical 
conditions only.

The equilibrium o f the forces working in a capillary tube o f  variable section

^  hat is the sta te  o f  equilibrium  in the case o f  a tube com posed o f pipe 
lengths o f different sections like, where the w eight o f  the w ater colum n changes 
in each pipe length?

According to F ig. 2 the forces acting upon the cross section o f identical 
“ F”’ area o f the tw o different vessels, are o f  the sam e m agnitude: P  — p  ■ F  =

P -  F. h . j

F ig .2

=  h ■ F  ■ y,  because, as it is generally known from the basic rule o f  hydraulics, 
the force “ p” acting on the surface unit is a function  of the h eigh t and not 
that o f the full w ater w eight.

If, according to  F ig. 2 the tension is subjected  to in vestigation  instead  
of the com pressive force, the sam e result w ill be arrived at: th e  fu ll tension  
acting downward upon the plunger is: P  =  p  ■ F  =  A • F  ■ y.  A t rest, th is  
force is counterbalanced by the upward force V  — P.  Force “ jP” shows no 
change whatsoever b y  a tube having  two different lower p ipe-length .

If, in the steps to  follow , the plunger and the “ F ” force actin g  on same,, 
are substituted  by the elastic film  and b y  the “ F ” upward perpendicular 
resultant of the tw o-w ay stresses prevailing on it , an exp lanation  for the  
equilibrium  of those forces will be got, w hich are also present in  a capillary  
tube o f in term itten tly  variable sections.
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In  view  of the fa c t th a t  the force P  =  F  • h ■ y  having com e into  
e x is ta n c e  through the w ater  colum n of “A” h eigh t at rest, does not change 
even  i f  the tube cross sec tio n  changes regularly or irregularly below  the  
sec tio n  o f  “ 2r” diam eter, th e  state of equilibrium  P  =  V  w ill not change 
e ith er , so that there is no reason why “A” heigh t should he changed.

n I/ n /  У V

The m axim um  capillary rise in stratified soils

I t  is a known fact, th a t  th e  capillary ducts o f  granular soils are created  
b y  th e  gaps of the grains w h ich  are in contact w ith  each other through punctual 
su rfa ces . In  this case, cap illary  tube diameters are substitu ted  b y  the distances 
b e tw e e n  the adjacent co n ta c t points. Their d im ensions form a sta tistica l set 
w ith  v a ry in g  lim its, accord in g  to  the type o f  th e  soil.

F rom  among the gap s izes , it is obvious th a t the group o f the largest 
ones w h ich  form a proper coh eren t chain w ould determ ine the capillary rise. 
T he sizes o f this gap group are determ ined b y  th e  following factors:

1. T he grain sizes o f  th o se  sm allest fractions o f  the soil which are present 
in a q u a n tity  great enough to  form a con sisten t structure. In the case of 
c lo se ly  graded soils, the cap illary  structure is estab lished  b y  several fractions; 
w ith  so ils  o f uneven grain size distribution, as for instance, in  the case of 
q u ick san d , it is developed b y  one or two groups only.

A n extrem ely d istorted  exam ple m ay give an idea on the developm ent 
o f  th e  consistent structure:

In  th e  loosest set o f  regu lar  spheres o f 1 m m  diam eter, i.e. b y  spheres 
arranged  in  rows o f 90° o r ien ta tion , the d istance o f the contact points, at 
th e  sa m e  tim e representing  th e  maximum standard group o f gaps, has a
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characteristic size o f 1 mm. In the case o f the m ost com pact set o f  spheres, 
arranged in rows o f 60° setting, th is size is 0.5 mm.

This situation  rem ains unchanged from the capillary point o f  v iew  even  
in th a t case when, for instance, 1 piece 10 mm 0 and 10 pieces 0.1 mm  0 
spheres are going to be embedded betw een each tenthousand spheres o f  1 m 
diam eter, nor w ill there he any change if  the 1 mm  spheres providing a con
sisten t structure are within  the set o f  the 10 mm spheres.

In fact, the num ber o f grain arrangem ent com binations are in fin ite , but 
the gap sizes determ ining the height o f the capillary rise develop according  
to  sta tistica l averages, in accordance w ith the rule o f the large num bers and 
observing the rule o f  central lim it d istribution . This is, am ong others, proved  
b y  th e  deviations to  be seen in capillary rise tests .

2. The second factor in the developm ent o f the standard group o f  gaps 
is the same substance degree of com pactness. On the effect o f  com paction  
it is not only the average o f the gaps which is reduced; the num ber o f the  
con tact points w ill also be increased.

3. The third factor responsible for developing the gap average is the  
specific shape factor o f  the grains:

г =  FIV,

i.e. the grain surface for the unit o f  the grain volum e. B y the sphere this is 
the sm allest. The higher is the “ r” factor, the lower is the gap size average. 
(The grain volum e and gap factor o f  the com pared substances are identical.)

Sum m ing up the aforem entioned: the size range o f  the grain gaps 
determ ining the ex ten t o f the capillary rise is the function o f the grain dia
m eters, o f  the com pactness and o f th e  specific shape factor.

d m = A ( d )  ■ f 2 («) • / , ( * ) .

E very  hom ogenous type soil has a characteristic “ dm” gap size group 
o f  its own, which —  taking all the other factors into consideration influencing  
capillarity  w ith “ tj” collective factor —  determ ines the to ta l “ ft” capillary  
rise:

h = f { r )  • d m).

For each soil typ e we can find  an “ id ea l” capillary tube o f  “ « « ” dia
m eter and having a constant cross section, which results in the sam e “ ft” rise:

^m ~  Ф ( V d m).

The “ ftm” size o f the su b stitu ting  capillary tube varies according to soil 
ty p es , and thus the theoretical, sim plified m odel o f  stratified  soils can be 
assum ed as a capillary tube com posed o f pipe length o f  variable sections. 
S ince, in principle on basis of th e  prevailing analogy, the conclusions o f  the

13 Acta Technica XL/3 —4.
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/ /. /// I V  V.

Fig.  5

form er chapter on capillary tu b es o f variable sections apply to  th is case too, 
th e  fin a l conclusion can be sim ply and easily  drawn:

I f  layers o f different capillary qualities are inserted into a hom ogenous 
la y er , th e  original m axim um  capillary water leve l rem ains unchanged, provided, 
o f  course, that the own “ Л,” m axim um  capillary rise of all the lower layers 
reach es the layer above it , i.e . the rise is not d iscontinued in any of the layers. 

In  other words:
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In the case o f soils o f  variable stratification , the theoretical m axim um  
capillary rise is identical w ith  the m axim um  capillary rise in th e  topm ost 
layer, provided the m axim um  (own) capillary rise o f  all the low er layers  
reaches the layer above it.

T o dem onstrate the above conclusions, laboratory experim ents were  
carried out w ith desilted sand and w ith fine sand. Apart from som e u n avoid 
able dev ia tion s, the tests have proved the above conclusions as being correct.

In  the tube num bered I filled  with sand only, the rise w as 29 cm . 
In tube N o. II, filled w ith fin e  sand, the rise was 122 cm. In the upper fin e  
sand layer o f tube III, the rise am ounted to  123 cm, i. e. it w as identica l 
w ith th e  rise o f  the pure fine sand. In tube IV , the water level stop p ed  at 
31 cm . in  the upper sand layer, i.e. at th e  sam e height as in tube I. In  tu b e  V, 
which w as filled  with fine sand up to  40 cm . and had sand placed above it, 
the w ater level stopped at the border-line o f the tw o substances w ith  a sharp 
edge and though the selected 40 cm lim it hardly exceeding the m axim um  
(30— 36 cm .) absorbing power o f the sand, not the slightest w ettin g  could  
be seen am ong the low est grains o f the sand layer. (The figure illu strates such  
values as correspond to a 1000 hour rise.)
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SUM M ARY

On frost tests made on pavem ents as well as on the foundation works of em bankm ents  
or build ings, it  is o f param ount im portance that the m axim um  theoretical w ater lev e l rise in 
m ulti-layer soils should be precisely determ ined.

W hen investigating the physical rule, the first stage is, from the point o f  v iew  of ca
pillary rise, that the soil o f different stratification  can be substituted by a capillary tu b e  con
sisting o f  pipe length of variable sections. The sections have the same raising pow er as the  
substance o f the layer substituted .

Comparing the state o f equilibrium  of the capillary forces which is present in  a capillary 
tube o f variable section w ith  the p lays o f forces tak ing place in a tube of con stan t section  it  
becom es obvious that the position of the upward resultant o f the tw o-w ay stresses appearing 
on the surface of the liquid and the position  of the equilibrium  of the w eight o f  th e  liquid  
—  obta ined  by the achievem ent o f the m axim um  rise —- w ill by  no m eans be in fluenced  b y  the  
fact th a t the lower section o f the tube of constant section is widened or narrowed.

A pplying this conclusion, w hich is based on the fundam ental rules o f hydrau lics to 
m ulti-layer soils, it  is apparent th a t in  superim posed strata the final height o f  th e  capillary  
rise is determ ined by the capillary characteristics o f th a t topm ost stratum  w hich still has a 
capillary  tension.

T he above conclusions have also been confirm ed b y  tests.

13*
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D E R  G RENZW ER T D E R  K A PIL L A R A SZ E N SIO N  IN  K A P IL L A R R Ö H R E N  VON  
V E R SC H IE D E N E M  Q U E R SC H N IT T

F. BROZÂK

ZUSAM M ENFASSUNG

B ei der U ntersuchung der Frostgefährdung v o n  Straßendecken, oft auch bei der Grün
d u n g  v o n  Dämmen oder B auw erken  ist die B estim m ung der theoretisch größtm öglichen ka
pillaren W asserstandserhöhung in  m ehrschichtigen B öd en  v o n  entscheidender B edeutung.

B ei der U ntersuchung des physikalischen G esetzes kann — als erster Schritt — vom  
G esichtspunkt der K apillaraszension aus, der aus versch iedenen M aterialen geschichtete  
B o d en  durch eine K apillare ersetzt werden, die aus A b sch n itten  von  verschiedenem  Quer
sc h n itt  besteht, welche e inzelnen  A bschnitte das gleiche H ubverm ögen haben w ie das M ate
rial der durch sie ersetzten  Sch ich t.

W enn die G leichgew ichtslage der K apillarkräfte in  einer Kapillare m it wechselndem  
Q uersch nitt m it den K räftesp iel in  einer Kapillare v o n  konstanten Q uerschnitt verglichen  
w ird, so stellt sich heraus, daß bei Gleichgewicht zw ischen der nach oben gerichteten R esul
tieren den  der auf der F lüssigkeitsoberfläche in zw ei R ich tu n gen  auftretenden Zugkräfte und 
d em  Flüssigkeitsgew icht —• das bei Erreichung der m axim alen  Steighöhe eintritt —  sich nichts 
ä n d ert, wenn sich der un tere  A b schn itt der Röhre m it kon stan tem  Querschnitt verengt oder 
erw eitert.

W enn diese auf den E lem entargesetzen der H ydraulik  beruhende F eststellun g  auf 
m ehrschichtige Böden angew end et wird, so folgt, daß das endgültige Ausmaß der kapillaren  
S te igh öh e in übereinandergelagerten Schichten von  den kapillaren E igenschaften der ober
s te n  Schicht bestim m t w ird, die noch  kapillare H ubkraft hat.

D as abgeleitete G esetz w urde auch durch V ersuche bestätig t.

LA V A L E U R  LIM ITE D E  L’ASCENSION C A PIL L A IR E  DANS LES 
T U B E S  CA PIL L A IR E S DE SEC TIO N  V A R IA B L E

F . BROZÂK

RÉSUM É

A  l ’exam en du risque de gel des revêtem ents de la route , et souvent aussi à la  fondation  
des ouvrages et rem blais, la  déterm ination de la m ontée capillaire théorique m axim um  du 
n iv ea u  d ’eau dans les sols stra tifié s  présente une im portance primordiale.

A l ’analyse de la loi ph ysiq u e, le sol stratifié com posé de m atériaux divers peut être 
rem p lacé, en première app roxim ation  et du point de vue de l ’ascension capillaire, par un 
tu b e  capillaire formé de p arties de sections différentes, lesquelles ont le m ême pouvoir d ’élé
v a tio n  que le matériau de la  couche remplacée.

L a position d’équilibre des forces capillaires dans le tu b e  de section variable est com parée 
a u  sy stèm e de forces dans u n  tu b e  capillaire de section con stan te . Il apparaît alors que la posi
tio n  d ’équilibre de la résu ltan te , dirigée vers le haut, des forces de traction à deux sens qui se 
produ isen t à la surface du liq u id e , e t la position d’équilibre du poids du liquide, correspondant 
à l ’ascension m axim um  de ce dernier, ne changent aucun em ent quand la partie inférieure du 
tu b e  de section constante e s t  rétrécie ou élargie.

Cette constatation repose sur les lois élém entaires de l ’hydraulique. De son application  
a u x  sols stratifiés il découle, que la  hauteur extrêm e a tte in te  par l ’ascension capillaire dans les 
cou ch es superposées, sera déterm inée par les caractéristiques capillaires de celle des couches, 
s itu ée  le plus en haut, qui possède encore des forces de traction  capillaire.

La lo i déduite a é té  aussi confirm ée par les essais fa its  par l ’auteur.



T H E  LIM IT H E IG H T  OF CA PILLA RY  RISE 421

ПРЕДЕЛЬНОЕ ЗНАЧЕНИЕ ПОВЫШЕНИЯ УРОВНЯ В КАПИЛЛЯРНЫХ 
ТРУБКАХ ПЕРЕМЕННОГО ПРОФИЛЯ

Ф. БРОЗАК

РЕЗЮМЕ

При испытании подверженных действиям заморозков дорожных покрытий, далее 
часто при фундаментровке насыпей или сооружений решающую роль играет опреде
ление теоретически наибольшего капиллярного подъема уровня воды, имеющего место 
в многослойных грунтах.

При исследовании физического закона сначала грунт, напластованный из раз
личных материалов, с точки зрения капиллярного повышения уровня можно заменить 
капиллярной трубкой, состоящей из участков с различным сечением, отдельные участки 
которой обладают такой ж е подъемной способностью, как и материал замещенного слоя.

Сравнивая равновесное положение капиллярных сил, возникающих в капиллярной 
трубке переменного сечения, с работой сил, имеющей место в капиллярной тр> бке неиз
менного сечения, выясняется, что направленная вверх результирующая двухсторонних 
тяговых усилий, возникающих на поверхности жидкости, и вес жидкости на равновесном 
положении (что имеет место при достижении максимального повышения) не изменяется, 
если нижний участок капиллярной трубки неизменного сечения расширяется или же 
сужается.

Относя определение, основывающееся на элементарных законах гидравлики, к мно
гослойным грунтам, следует, что конечная высота капиллярного повышения в располага
ющихся друг над другом слоях определяется капиллярными свойствами того располо
женного на самом верху слоя, который еще располагает капиллярным тяговым усилием.

Выведенный закон подтверждается также проведенными опытами.





О ВЫБОРЕ ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ МОЩНОСТИ 
ГОРНЫХ ПРЕДПРИЯТИЙ

я . ЗАМБО
Ч Л . KOPP. АН. ВЕНГРИИ, Д -Р  Т Е Х . НАУК

[Поступило 29-го августа J961 года]

При выборе производственной мощности горных предприятий можно 
использовать методы математического анализа. Исходим из принципа, что 
производственная мощность оптимальна, если связанные с ней удельные 
расходы минимальны. Конечно обязательным требованием является то, 
чтобы формирование этих расходов можно было математически изобразить 
в функции производственной мощности.

Исходим из предположения, что количество выдаваемых на гора иско
паемых (Q) уже определено заранее одним из способов оценки размеров 
залежи полезных ископаемых. Таким образом, границы разработки залежи 
также запроектированы заранее.

Заводские производственные расходы можно разбить на две части. Одна 
часть изменяется пропорционально производственной мощности, а другая 
часть является относительно постоянной. Первая не влияет на производ
ственную мощность, а удельное значение второй части расходов изменяется 
по гиперболе в функции производственной мощности.

Капитальные расходы в соответствие с возрастанием мощности также 
показывают тенденцию возрастания. Поскольку количество выдаваемых на 
гора ископаемых (Q) задано, удельное значение капитальных расходов также 
вообще возрастает совместно с мощностью.

На рис. 1 показано, что вследствие двух противоположных воздействий 
непременно существует такая производственная мощность, при которой 
расходы получаются минимальными.

Обозначим производственную мощность в тоннах/сутки через q, удель
ное значение расходов текущего характера в форинтах на тонну через ки 
а удельное значение капитальных расходов в форинтах/тонну через /с2.

Пусть текущие расходы на одни сутки будут Кь а капитальные рас
ходы пропорционально производственной мощности изменяются по зависи
мости

К2 =  a q +  b .

Таким образом, связанные с производственной мощностью удельные расходы 
можно просто выразить следующим образом:
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Я V

Удельные расходы к имеют минимум при

Величина а математически означает тангенс угла, и выражает ту 
сумму капиталовложений, которая необходима для обеспечения мощности 
производства, равной одной тонне в сутки (форинт/тонна, сутки).

Для данного месторождения или залежи (Q) теоретическая зависимость 
кажется весьма простой. Однако, практические конкретные и подробные 
исследования выявляют ряд проблем. К ним следует отнести следующие:

1. Текущие расходы только в определенных границах производствен
ной мощности могут рассматриваться как постоянные.

2. Прямая, определяющая капитальные расходы только в том случае 
придерживается реальности, если применяется ломанная прямая. Это озна
чает, что величины а и b постоянны лишь в определенных границах произ
водственной мощности.

3. Для расходов, объединенных в одну зависимость, характерно, что 
рассмотренные в отдельности они проявляются не равномерно, отнесенные 
же друг к другу возникают не в одно и то же время или период.

Рис. 2 уже показывает границы периодов. По периодам меняется пара
метр гиперболы расходов постоянного характера, а также тангенс угла пря
мой капитальных расходов и чистый член уравнения прямой. Для каждого

к

Рис 1

участка может быть вычислена мощность
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Подставив эти мощности в уравнение к, получаем различные удельные зна
чения. Мощность, соответствующая наименьшему удельномузначению, одно
временно будет и оптимальной мощностью. Естественно, реально могут быть 
приняты во внимание только те значения qx, которые помещаются на соб
ственном отрезке. Практическое решение может быть и графическим. Это 
допускается желательной точностью, с другой же стороны, графическое 
изображение дает быстрое и наглядное решение.

Уравнение капитальных вложений может быть выведено, опираясь на 
уже имеющиеся данные. Естественно, всегда следует искать и применять 
такое уравнение, которое получено по данным предприятий геологически 
сходных.

На основание сообщений Дудника и Звягина нами составлена таблица, 
содержащая некоторые данные Донецкого бассейна. Здесь q — суточная произ
водственная мощность, R — сумма капитальных затрат в рублях.

Порядк. № 1 2 3 4 5

q тонн/день 1000 2000 3000 4000 6000
R 10е Руб 78,9 146,4 204,3 264,0 318,6

Порядк. № 6 7 8 9 10 11

q тонн/день 1000 2000 3000 4000 5000 6000
R 10е Руб 80,7 151,2 201,6 249,6 295,5 338,4

Данные нами отложены также и на прямоугольной системе координат 
(рис. 3), найдена уравнительная прямая и, соответственно, ее уравнение
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Уравнение уравнительной прямой приводится нами с учетом того, чТо 
сумма квадратов перпендикуляров, опущеных из точек на уравнительные 
прямые (е), была бы наименьшей. Самым простым способом достижения цели 
является применение нормального вида прямой по Гессе.

_

А

3
- >

V------<3;

РГ9

5
ч

---
--

\
 \ \ 

\

1000 2000 3000 4000 5000 6000 q

Рис. 3

Таким образом, можно записать:
П  П

Л? е2 =  2 ^  (# cos +  -R sin У — Р )2 •
1 1

п
Запишем частные дифференциальные производные для ^  в2 сначала по пара-

1
.метру ср, а затем по параметру Р и приравняем их к нулю:

Э У  е2
1
д<р - =  sin 2cp R 2 — У  q2 -)- 2 cos 2<р qR -j-

+  2 P sin (p y  q — cos ср У  R I =  в
T  1

Э У  е ’
1 — cos <р У  q +  sin ср У  R  — пР =  в 

ЭР ^  1
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После чего решение уже найдено:

JV q JV  R -  n J P  qR
О О 1 1  1

t g  2?  =  2  й------ й--------------п ~ ----------- й------- й—
_V  q JV q — n^X' q2 — R  V  R n _V R-

1

P  =

n n
cos <P y  q +  sin cp У  R

1 “TT

Первоначально параметры cp и P  определены нами на основе данных 
1—11. Исходя из этих параметров, можно записать уравнение прямой К 2 ■'

Ко =  50 000 q  +  46 • 10е .

Рассмотрим теперь данные точек 1, б, 2, 7, 8, .3, как принадлежащие 
одному участку. Попрежнему получаем результат:

K 2 i =  62 000 q  +  19 • 10« .

Если ко второму участку принадлежат данные точек 8, 3, 9, 4, 5, 10, 
11, то

К 2и  =  43 000 q  +  80 • 10« .

Следует отметить, что коэффициент q  также как и чистый член уравне
ния даны нами округленно.

При практических решениях от этого строгого способа можно отсту
пить. При построении уравнительной прямой следует иметь лишь ввиду, что 
с обеих сторон прямой должно быть, по мере возможности, по равному 
числу точек.

Значительная доля капитальных затрат падает на предпусковой период, 
некоторая же доля — на эксплуатационный период. Расходы постоянного 
характера проявляются более или менее равномерно во все время эксплуата
ции предприятия. Расходы, падающие на один и тот же период, могут быть 
выявлены при помощи исчисления сложных процентов, либо применив расчет 
доходности. Таким образом, целесообразно выбрать начальный период экс
плуатации. Относительное значение ежесуточных расходов постоянного 
характера, таким образом, может быть выражено следующим образом

К -------- ^ - = r NpK l ,
Р -  1

где р — процентная ставка;
N  — время эксплуатации, в годах.
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Поскольку N  функция суточной производственной мощности, речь идет 
о функции от функции. Поэтому наиболее целесообразно и просто решать 
задачу посредством принципа постепенного приближения. Первым шагом 
явится выбор значения Nlf к которому принадлежим некоторая мощность 
qx. При помощи q1 уже можно вычислить более точное Ns, к которому будет 
принадлежать q2. Следуя постепенно шаг за шагом, в конце концов достигаем 
практически достаточной точности. Этот метод целесообразен потому, что 
практически допустимая точность достигается обычно уже на третей ступени 
вычислений.

Рис. 4. показывает изменение редуцирующего коэффициента rNp в 
функции N, в случае процентных коэффициентов р =  1,05 и р =  1,07.

Рис. 4

Естественно, что и капитальные затраты не полностью выявляются 
в начале эксплуатационного периода. Выявляющуюся до пуска сумму капи
тальных затрат увеличиваем по зависимости

К 2хг К 2х q х.

Выявляющуюся позже сумму, наоборот, редуцируем соответственно зависи
мости

к  _ к  А
J V 2 y  г у  f  ’qy

tx и ty, выражены в годах.
Приведенные выше выкладки включают в себе часть комплекса проблем, 

хотя бы уже вследствие того, что залежь и максимально вырабатываемое 
количество ископаемых приняты нами за известные исходные данные. Если 
возможно свободно выбрать залежь, при неправильных расположениях, 
необходимо прибегать к графическим методам. При предварительной съемке
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нескольких величин залежей, для каждого случая определяется оптимальная 
производственная мощность и принадлежащие к ней удельные производ
ственные затраты. Эти последние изображаются в системе координат, и таким 
образом выявляется наивыгоднейшее решение. В случае правильных или 
рассматриваемых в качестве правильных расположений, оптимальная произ
водственная мощность выразима в математической форме и тогда, если 
залежь имеет свободу распространения. Совместно с оптимальной мощностью, 
естественно, может быть выражена и оптимальная величина размера.
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РЕЗЮМЕ

Оптимальную производственную мощность горных предприятий можно просто 
выразить в функции затрат постоянного характера и капитальных затрат. Однако прак
тика предъявляет сложные теоретические проблемы: затраты постоянного характера 
постоянны лишь периодически, формирование капитальных затрат может быть описано 
только приближенными прямыми, а появляющиеся в различное время затраты следует 
■отнести к одному и тому же времени. Автор рассматривает решение этих проблем.

W A H L  D E R  PR O D U K TIO N SK A PA ZITÄ T Y O N  B E R G B A U B E T R IE B E N

J. ZAMBÓ

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie optim ale K apazität von  Bergbaubetrieben kann in einfacher W eise als F unktion  
der ständigen K osten und der In vestitionskosten  ausgedrückt werden. D ie Praxis w irft jedoch  
schw erwiegende theoretische Problem e auf: die K osten m it konstantem  Charakter sind nur 
abschnittsw eise konstant, die E ntw icklung der In vestitionskosten  kann nur durch Schm iege
geraden beschrieben werden, die zu verschiedenen Z eiten  auftretenden K osten m üssen auf  
•dieselbe Zeit bezogen werden. Der Verfasser behandelt die Lösung dieser Problem e.
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SELECTIO N OF T H E  PR O DUC TIO N CAPACITY OF M INING PL A N T S

J. ZAMBÓ

SUM M ARY

I t  is  simple to express th e  optim um  production capacity  of m ining p lants as a function  
o f  th e  co sts  o f constant character and of the in v estm en t costs. B ut in  practical life , d ifficult 
th e o r etica l problems arise: th e  constan t costs are there only constant by sections, the devel
o p m e n t o f the investm ent costs can be described on ly  b y  osculatory straight lin es and th e  
c o sts  arising at different tim es m u st be related to  th e  sam e tim e. The author deals w ith  th e  
so lu tio n  o f  these problems.

LE CHOIX D E  L A  CAPACITÉ D E  PRO DUC TIO N D E S M INES

J. ZAMBÓ

RÉSUM É

L a capacité de production  optim um  des m ines p eu t être exprim ée sans d ifficu lté  en  
fo n c tio n  des frais de caractère perm anent et des frais d ’investissem ent. Mais la pratique sou
lèv e  d es questions de principe essentiels: les frais de caractère perm anent ne son t constants 
que par période, le développem ent des frais d’in vestissem en t ne peut être décrit que par des  
d ro ites  osculatrices, et les frais apparaissant à des tem ps différents doivent être rapportés 
a u  m êm e  mom ent. L ’auteur étu d ie  la solution de ces problèm es.
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The working m aterial in  the M .H.D. generator is ionised gas o f  tem 
peratures betw een 2— 3000° K . The phenom ena of ionised gas plasm a are 
governed by very involved  relations used by atom  physicists. In stead  o f in 
vestigatin g  the theoretical form ulae it is more convenient to  express the  
behaviour o f the m icro-structure, i.e. that o f  the electrons and p o sitiv e  ions. 
The working process in the M .H .D . generator is induced by a m agnetic field  
perpendicular to the plasm a stream . The segregation of particles is produced

b y  th is m agnetic field . This m ethod of calculation was used b y  th e  inventors  
o f the first M .H.D. m achine, B . K arlo v itz  and D. H alász (p aten t from  
year 1937). The trials carried out w ith this m achine by W estinghouse E l. Co. 
were interrupted in W orld W ar II . A few  years ago, a new developm ent o f  this 
m achine began along the line o f  a sim pler construction. Instead o f  a radial 
field  in a cylindrical construction  and instead using a separate m agnetic core, 
it seem s to  be more convenient to take a sim ple channel as show n in F ig. 1.
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T h e  electrodes are parallel plates to which th e  electrons are directed by a 
m agn etic  field.

For sake of s im p lic ity  the formulae can he expressed in a two-dim ensional 
sp a ce . The electric fie ld  stren gth , further the v e loc ities o f electron, ion and gas 
are directed quantities. Therefore the in troduction  o f vector quantities w ill 
g iv e  a more convenient re la tio n . In this case th e  com plex number m ay replace 
th e  vector quantities. T he relations will be v ery  sim ple w ith this m ethod, and 
th e y  m ight show new  w a y s for a further d evelop m en t of the M .H.D. generator.

It is necessary to  in trod u ce the follow ing assum ptions.
a )  The m agnetic f ie ld  is constant and th e  influence of the plasma 

cu rren t on it is n eg lected .
b)  The effect o f  am bipolar diffusion is neglected .
c)  The plasma does n o t contain resu ltan t space charges. P ositive and 

n e g a tiv e  space charges are equal. N aturally, th e  residual space charge m ay  
b e considered, but in th is  case the expressions w ill be more involved.

d )  The in teraction  betw een  positive ions and negative electrons is 
n eg lected . The m otion o f  e lectric particles affects on ly  the neutral gas particles 
th rou gh  friction. F riction  forces can be expressed  b y  Languevin’s equation. 
T h e friction forces are, th u s , proportional w ith  th e  particle velocities in weak 
f ie ld s  only.

e)  Forces acceleratin g  the particles are neglected , so that the equi
lib riu m  of forces can b e w ritten  in a static  form  (plasm a oscillations are d is
regarded).

f )  The therm o-ion ization  state of the p lasm a is not further in vestigated .
g )  The co-ordinate system  is so chosen th a t  the gas velocity  has only  

on e real (direct) com p on en t.
h)  The m agnetic fie ld  H  is perpendicular to  the co-ordinate plane.
i )  The number o f n egative ions can be neglected  because o f high tem 

perature.
j )  One electrode em its  the electrons, th e  other receives them . The emit- 

t iv i t y  is not lim ited.
In the co-ordinate sy stem  (d , q), th e  equilibrium  o f forces acting on an 

e lectr ic  particle m ay be w ritten  in the follow ing form , using the un its of the  
c .g .s . system  (Fig. 2.):

H v „
+  E d -f- =  0

I I v d
c

w h ere and Eg =  electric  f ie ld  strength in d irections d and q, respectively (in el. sta t. 
u n it =  300 V/cm.);

tfg =  gas v e lo c ity  (in cra./sec);
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vd and Vq =  velocity of electric particles in the gas in directions d and q, respectively 
(in cm./sec);

c — velocity of light;
b =  mobility of an electric particle in gas (in cm.2/secXel. stat. potential)

This equation is valid  for both the electron and the positive ion. Only the values 
o f m obility  b are different. I t  is well known that the ion m obility  is approxi
m ately  10-3  tim es less than the electron m obility. The sign o f value b is positive

for the positively charged particles. On the other hand, the n egatively  charged  
particle has a negative sign for value 6. This expression m ay be rew ritten w ith  
com plex numbers in the follow ing form:

E d + j E q +  ^ -  = (vd + 7 ' V  =  0 -

Introducing the following notations

E  = E d + j E q , v =  vd + j v q ,

K  =  l + j
. ь н

where К  is the conjugate value o f K ,  the equation can be written as follows:

b E  +  vg =  K v . (1)

W e denote the positive ion particles with index 1, the electrons w ith index 2. 

In practice, the coefficient K x for ion particles is equal w ith value 1 because

1 4  A cta Technica X L/3 — 4.
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6, H
1-----<€ 1. From E q. (1) w e can establish the follow ing form for tw o electric
c

particles:
/>,E +  v g  =  v 1 

— b J i r ^ E  -F K 2 X v g =  v 2 .

( 2 . 1 )

On th e  basis of assum ption c, the positive charge d en sity  and negative  
charge density q2 are equal, so gj =  Q2 — {?• The resu ltan t current density  
can be evaluated from  the individual particle velocities:

i =  q(V} — v2). ( 2 .2)

From  Eq. (2.1) and (2.2)

E = - ( b 1+ b 2k ; Y 1 [ ( l - K j 1)® (2.3)

T he term s of the above equation can be obtained in the following w ay. In 
practice, the condition

* ■ *  < .

к .

can  be satisfied , hence

(bi +  b2k 2 1)~1

Substitu tin g  the value o f K 2

(bl +  b2k ; ' ) - ' ( l - K i ) = j  —
c

b , H
w here the term -------  can be neglected.

c
F urther

Ьг
К ,

1 (2.4)

(Ьг+Ь2К 2- ' ) -1  =
1

1 — м +  h ± L  +  jÆ _  i _ 2h (2.5)

S ubstitu ting  Eq. (2.4) and (2.5) in Eq. (2.3), the electric field  strength  can be 
expressed by the basic equation o f the M .H .D . generator:

E  =  E 0 +  S  i, where

j H
E  0 = -

s  =  Sd +  j S  =
1

pi»2
l - ±

1 - A
b o

b , H 2 . H
-1--------Г - + J -----

p e r  o c

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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In th is basic equation, the directed quantity E 0 is the electric field strength  

i f  the current d en sity  is zero (no-load condition); the com plex num ber S  
denotes the d isplacem ent coefficien t o f the current density . The basic relation  

is represented in F ig . 3. The quantity  E 0 is perpendicular to gas ve lo c ity  vg.

Example. Let us take the following values:
H  — 20 000 Gauss, Vg — 1500 m./sec 

=  700 cm .2/sec X el. stat. potential 
b2 — 7 • 105 cm .2/sec X el. stat. potential

£

3 0  V /c m 3  V/cm

The therm al ionization will give 1014 positive and negative particles per  
cu. cm .

Substituting these va lu es, we obtain the electric field  strength:

F v o l t / c m  =  —  у  30 - ) -  (27 - ) -  j  12.6) t A  c m 2 .

I f  the arrangem ent o f the electrodes is similar to  th a t shown in Fig. 1, th e  e lec 
tric field  strength has on ly  a q com ponent. Therefore, the current d en sity  i 
m ust have a d  com ponent too , as shown in F ig. 4 (i =  0.1 am p/cm .2).

For a wide zone around th e  above m entioned values, the electric fie ld  
strength can be expressed b y  the following sim plified  formula:

rr • H  -  ,
E  =  -  J —  ve +  c

^ + i H- (4 .1)

O bviously the specific useful power is obtained as the internal product o f  

vector E  and i, so in com plex form

p =  - y ( i E  +  i.Ê ). (4 .2)

14*
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S u b stitu tin g  Eq. (3.1) and conveniently  introducing the polar co-ordinates 
(see in Fig. 3)

p  =  E 0 i sin $  — S i 2 cos a, (4-3)

_  H
w h ere —  from Eq. (4.1) — E 0 =  — vg ,

tg(7 =
H b 2

further
c

i  and #  =  th e  absolute value and th e  displacem ent angle o f  current 
d e n s ity  vector, respectively  (displacem ent is  referred to direction o f gas veloc
ity ) .

T he specific power loss is determ ined b y  the friction betw een th e  electric 
p artic les and gas atom s (or m olecules). In th e  formula (4.1), the ion  m obility  
w as neglected, and so the specific power loss is

p ,  =  Si2 cos a  = -----. (4.4)
K e

T h e specific power extracted  from the gas, referred to as specific extracted  
pow er, in this:

. j-т • . Q HVaSindP e =  p  +  Pi =  E ni s m ű  =  - ------- . (4.э)
c

In  the discussion on “ M agnetohydrodynam ic Generation o f E lectr ic ity” 
(v . Proceedings o f th e  IE E , Dec., 1961, p . 491) the ratio o f  the ex tern a l and 
in tern a l resistance o f  the generator is represented as

R _  1 — к 

г к

from  which it follows for a hom ogenous fie ld  that

(4.6)

k =  P'J~.
P +  Pi

T h e value к can be defined  as a loss factor. 
S u b stitu tin g  Eq. (4.3) and (4.4),

Si  cos a
к = ------ ------ .

E q sin  $
(4.7)
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This expression is valid also for inhom ogeneous fields. From this loss factor 
we can  derive a new formula for th e  specific useful power:

P  =
k( 1 — к ) E l  sin2 & 

S  cos a
further

P =
k( 1 — k) g b 2 H'1 Vg sin2 &

c~ cos a
(H b 2

/ 1  + C

(4.8)

In th e  cross electric field generator, shown in the above exam ple (Figs. 1 and 4),

so th a t the loss factor w ill be

к — —-  and the specific useful power
Eo

fc(l — k) q b2 H 1 vj
p  = H b 2

2

C2 1 +
C

(5)

O f course, neither the m agnitude nor the direction o f the gas ve lo c ity  
can b e regarded as constant, and the charge density  g is also a variable depend
ing on gas tem perature. The electric field  can be determ ined b y  the form  
of th e  electrodes. Eq. (4.5) gives the specific extracted power which can be 
tak en  from  the kinetic energy o f th e  gas. Eq. (4.1) is su itable for in vestigatin g  
the current density which m ust sa tisfy  the condition o f  con tin u ity . Therefore, 
a close co-ordination m ust be ensured betw een variables E, i , vg in  the  
w hole operating range o f the m achine, or else the sm ooth  operation w ill be 
spoiled b y  the occurring resultant space charges, etc.

will be

H ence

A P P E N D IX

In stead  of the sim plification applied in Eq. (2.1), the general expression of field  strength

£  =  - ( / > !  K ï 1 +  />2 К] Г1) '1 [(^Г1

E  =  — j  E0 +  Si,

biiêr1 +  K*-?
î

Vg =  —  j  E0 ei‘

S  =
eiiqKr1 +  W 1)

where



4 3 8 CH. s z e n d y

T he specific  extracted power is g iven  by

Pe =  E o * s i n  ( #  +  e )  ,

further  the specific pow er loss b y  Eq. (4.4) and the usefu l power by

P =  Pe —  Pi ■

SUM M ARY

A  formula, contain ing com plex  quantities o f the electric and m agnetic field  strength, 
th e  current density and th e  gas v e loc ity , has been introduced. I f  the resultant space charges 
and th e  ion  slip to gas stream  can  be neglected, the electric fie ld  strength  is

Ë  _  — 1  m ,  i . — +  ( A  +  i  h  i o - )

w here E  =  electric f ie ld  stren gth  in V/cm.  (com plex qu antity ),
H  =  m agnetic fie ld  strength  in Gauss,
Vg =  gas v e lo c ity  in  cm ./sec (com plex qu antity ),
62 =  m obility  o f  n eg a tiv e ly  charged particles in  cm .2/V .sec,
I — current den sity  in  А / cm .2 (com plex qu antity ), 
n =  number o f ionized particles in cm .3.

T he expression can be used for th e  determ ination of pow er outp ut and losses.

G R U N D G L E IC H U N G  DES M .H .D . G ENERA TO R S

K. SZENDY

ZUSAM M ENFASSUNG

E ine Formel wurde en tw ickelt, in  welcher die kom plexen Größen der elektrischen und 
m agnetischen  Feldstärke, der Strom dichte und der G asgeschw indigkeit erscheinen. A nge
nom m en, daß die resultierende Raum ladung und der Ionenslip  zum  Gasstrom  vernachlässigt 
w erden können, ergibt sich  die elektrische Feldstärke zu

* — i m ‘ 10"  +  10" )  c s . . í r * ; •
w obei

E  =  elektrische F eldstärke, V/cm  (kom plexe Größe),
H  =  m agnetische F eldstärke, Gauß,
Vg =  G asgeschw indigkeit, cm /sec (kom plexe Größe), 
b2 =  B ew eglichkeit der negativ  geladenen R aum teilchen , cm2/V .s, 
i — Strom dichte, А /c m 2 (kom plexe Größe), 
n =  Anzahl der ion isierten  Teilchen je  cm 3.

D ie Gleichung kann sow ohl zur Erm ittlung der L eistung als auch der Verluste dienen.

É Q U A T IO N S D E  BASE D U  G É N É R A T E U R  M .H .D .

CH. SZENDY

RÉSUM É

L ’auteur introduit une relation  contenant les grandeurs com plexes de l ’intensité du 
cham p électrique et du cham p m agnétique, de la densité de courant et de la vitesse du gaz. 
Si la  charge spatiale résultante e t  l’ionisation par rapport au courant de gaz peuvent être 
n égligés, l ’intensité du cham p électrique sera

É _  - I  H5 . 1 » -  +  ( A  + 1  H 10-.) j - â p A p _  ,
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E est l’in tensité du cham p électrique en V /cm  (grandeur com plexe)
H  l ’in tensité  du cham p m agnétique en Gauss
Vg la v itesse du gaz en cm /s (grandeur com plexe)
b2 la  m obilité des particules à charge n égative  en cm2/V  • s
i la  densité du courant en А /cm* (grandeur com plexe)
n le nom bre des particules ionisées par cm 3.
L ’expression peut s’utiliser pour déterm iner la puissance débitée et les pertes.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ГЕНЕРАТОРА MHD

К. СЕНДИ

РЕЗЮМЕ

Автор вводит зависимость, содержащую комплексные количества, она содер
жит напряженность магнитного поля, напряженность электрического поля, плотность 
тока и скорость движения газов. Если результирующей напряженностью поля и иони
зацией по отношению к движению газов можно пренебречь, тогда электрическая напря
женность поля будет:

Ï  -  - ,  нг,ю -  +  ( А  +,н io - )  1 И .

где Ё  — электрическая напряженность поля ( в/см, комплексное количество);
Н — магнитная напряженность поля (Гаусс); 
vg — скорость газа ( см/сас, комплексное количество);
Ь2 — подвижность отрицательных частиц (смг/в. сас); 
i — плотность тока ( а/см2, комплексное количество); 
п — число ионизированных частиц для объема 1 см3.

Данное выражение может быть использовано для определения отдаваемой мощ
ности и потерь.





THEOREMS ON THE OSCILLATIONS OF SYSTEMS 
WITH FINITE DEGREES OF FREEDOM
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1. Introduction

In  this paper, theorem s on the oscillations o f  system s w ith  fin ite  degrees- 
o f freedom  will be form ulated and proved. The proofs w ill be carried out 
in  a theoretical w ay. Several o f  the theorem s can be im m ediately  applied  
for practical purposes. N um erical exam ples w ill be elaborated in Sections 
7 and 10. The practicing engineer who is not in terested  in the theory, m ay  
restrict h im self to  reading Sections 7 and 10.

Assumptions.  I t  w ill be assum ed in th is  paper th a t the differential 
equations o f the oscillation have the form

mn  9i +  • ■ ■ +  m in 4n =  — fen 9i — ■ • • Kn 4n ’ j 
/ ( D

"*„i +  • • • +  m- in in =  — km <h — • • • ^nn 4n 1

w here qv  . . . , qn are the generalized coordinates, 9i =  d 2ql/dt2, . qn =
=  d2g„/dt2, mij =  mjj, ky  =  kji- Further, in th is  paper it w ill be assum ed  
th a t both  the param eters

..............  <2>
m nl • • • m nn I

and th e  parameters

k n  . . ■ K  n

kn\ ■• • ^nn
(3)

are constant and form positive definite m atrices.
It is well known [1], th a t for small oscillations i f  the system  is conser

v a tiv e  and stable, and qv  . . . , qn are chosen in such a w ay that for the sta te  
o f  rest, qx =  . . . =  qn =  0, then  all the above assum ptions hold.

Formulas and denominations  which we borrow from the literature [1], 
are th e  following. The solution  o f differential equations (1), i. e. the functions, 
w hich describe the oscillation, can be w ritten in the form
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(4)

(5)

0J](m u A ij  +  ■ ■ ■ +  m in Anj) — fen A y  +  . . .  +  kln A nJ, j 

1°j(mm A y  +  . . • +  m nn A nj) =  knl A y  +  • • • +  knn A nj- j 
for 7  =  1, 2, . . .  , re, and th e  the orthogonality condition

( 6 )

2  2  m ij A ir A js  =  0 
' 17 = 1

(")

w h ere r s . E very set

A \j ,  A y , . . . , A nj, ( j  =  1, 2, . . .  „ re)

co n ta in s  an undeterm ined m ultip licative factor yj. Thus, if  A 1j, A y ,  . . . , A nj 
are am plitudes belonging to  ctq, then also

Yj A y ,  y j A y ,  . . . , Yj Anj ( 8 )

ca lled  frequency equation. W e assum e w ithout the loss o f generality  that 
cu1, . . . , con are positive. Let the labiés 1, 2, . . . , n be chosen so, th at ctq 
^  ft>2 <  • • • <  con. The oscillations described by the functions

w ill be called “ principal oscilla tions” . In these formulas, A y ,  A 2j ,. . . , A nj 
are con stan ts and contain  an undeterm ined m ultip licative factor, (see formula 
(8) b e low ). For sim plicity’s sake, in these formulas as well as in form ulas (4), 
w e h a v e  denoted the coeffic ien ts b y  A 's. oq, . . . , con which m ean the circular 
freq u en cies of the principal oscillations, and w ill be often called natural fre
q u en cies. The principal oscillation  belonging to oq, is the slow est principal 
oscilla tio n . The principal oscillation  belonging to  con, is the quickest principal 
oscilla tio n , oq is called the first natural frequency, a>2 the second natural 
freq u en cy , ctq the third natural frequency and so on.^4u , A 12, ■ . • , A nn satisfy
noth thf h n m n i r p n p n n «  ИПРЯГ p m i q t i n n c
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are am plitudes belonging  to coj. Those term s o f equations (1) which contain  
the parameters

,nij' (i j )  1

are called dynam ic coupling term s. Those term s o f equations (1) which contain  
the parameters

(* j )  ■>

are called static coup ling  term s.* I f  there is no dynam ic coupling term , then 
differential equations (1) becom e

m n  9i — 9i • • • k in qn , J
...................................  (9)

m nn 4n knl 9l ~~ ■ ■ * П̂Л 9/Í I

and equations (6) becom e

m n  w ) A ii  =  k n  A ij +  ■ • - +  k m A nji I
• • ...............................................................  <10>
m nn co'jAnj — knlA lj - ) - . . . +  knn A nj |

for / =  1, 2, . . . , n. E . g., differential equations (68) contain no dynam ic  
coupling term. I f  th ere  is no static coupling term , then differential equations 
(1) becom e

m n 9i +  • • • +  m m %  — — k n  9i ’ I

m nl 9l +  * • • “T III/J/I 4n knn4n ^

and equations (6) becom e

wKm n  A y +  . . .  +  rnln A nj) =  kn  A ij ■> \

Mj ( m m A ij  “b • • • ^nn A nj) knn A nj I

(И )

( 12)

for j  — 1, 2, . . . , n . In  section 7, e. g., differential equations (a) contain  
no static coupling term .

W e em phasize th a t throughout this paper, the differential equations 
o f the oscillation h a v e  the form (1) or (9) or (11), and if  not, then we shall 
endeavour to throw  them  into form (1) or (9) or (11).

A  remark on the solution of the differential equations (1) is the following. 
W e stated  that th e  solution  of differential equations (1) can be expressed 
b y  formula (4). Form ula (4) is very often em ployed in the literature, but

* In this paper, th e  words “ dynam ic coupling term ” and “ static  coupling term ” are only  
denom inations, and do n o t alw ays cover their physical significance (see e.g. the differential 
equations (68) in Section 9).
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it  seem s th a t its ju stification  is not su ffic ien tly  pointed  out in the te x t-b o o k s. 
W e w ill supply this lack as fo llow s. Since p ositive  defin ite m atrix

7̂ 11 • • • Win

™m . . . mnn

is assu m ed , equations (1) can alw ays he solved for qx, q2, . . . , qn and so we 
ob ta in  differential equations o f  form

m n  4i — -  fcu9i —  • ■-KnVm
m nn 4n — -  Ki 4i - • ■ ~ k nn qn•

(13-1)

(13.n)

A fter elim inating q2, . . . , qn from  these d ifferentia l equations, a single d if
feren tia l equation rem ains for qv  I t has the form

iK n q\2n) +  ■ ■ • +  K 2 gf4) +  K xqx +  K 0 qx =  0 (14)

w here K 0, K v  K 2, . . . , K n are constants. The equation

K n w-n +  . . . +  K 2 w4 +  K x to2 +  K 0 =  0 (15)

is th e  characteristic equation belonging to differential equation (14), and the  
freq u en cy  equation of the g iven  oscillation problem  too. D ifferential equation  
(14) arised  from (13.1), . . . , (13 .n) by elim ination . O f course, the v ery  sam e 
d ifferen tia l equation also arises in the case when instead  o f applying elim ina
tio n , th e  determ inant stan d in g  in the well-know n equation (5), w ill be expan
ded . E q u ation  (5) is a so-ca lled  secular equation , and algebra sta tes  that 
its ro o t со2 is always p ositive . From  this, we already see that assum ption (4) 
is correct, provided that equation  (5) does not have a m ultiple root or zero 
root. T h u s, we still have to  in vestiga te  the cases in  which equation (5) has 
m u ltip le  root or zero root.

L et us assume th a t eq u ation  (15) possesses an /-fo ld  root cov  Then, 
accord in g  to  the theory o f  hom ogeneous linear d ifferential equations, the  
so lu tio n  o f (14) presents it s e lf  in the form

(h  =  (Л ц  +  Лю  t +  . . . +  A 1F t ^ 1) sin (wj t +  xpx) +  . . . (16)

(H ere, on ly  that term  is described in detail, which is due to  aq.) As to  the  
g iven  oscillation  problem, w e see th a t qx(t) can h ave , at m ost, the form  (16). 
A fter inserting (16) in (13.1), w e find  th at A 12, . . . , A m ust vanish . H ence, 
w e h a v e  qx =  A n  sin (oqt ^q) An analogous reasoning is va lid  also
for q2, . . . , qn.
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As to  the zero root, лее shall рголге th a t equations (5) can not possess 
zero root. For th is  purpose, л\ге insert to =  0 in (5). This leads to

fell . ■ • k ln

^fll • • • ^nn !

0 . (17)

S ince expression (2) is a positive defin ite quadratic form, лее have

> 0 .
f c j l . • •

K x  ■ .• ■ ^nn

This inequality  is in contradiction леН1г equation (17). Thus, equation (5) 
cannot possess zero root.

It should be em phasized th at in all the above expositions, sym m etrical 
(m y =  rriji, kjj =  kji) and positive d efin ite  matrices

mn . • mln

mn 1  • m„n

kn  . • n

k f i i  • ■Kn

and

лееге stipulated . I f  th is stipulation is not fu lfilled , then the above sta tem en ts  
are not a ^ a y s  true. E . g ., in the d ifferential equations

3<h —  2 q, — — 12 q l + 8  q.,,

9i +  2 g2 =  — 12 q x + 8  q 2

the param eters
—12 8

— 12 8

d o  not form a positive defin ite m atrix, and a solution o f these d ifferential 
•equations is

q l =  10 +  8 t +  10 sin 2 t ,

?2 =  15 +  12 t +  5 sin 2 t 

леЫсЬ has not the form (4).

2. Initial-value theorem s

T hat \ ra lu e  леЫсЬ a function assum es at tim e t =  0, луШ be called  
in it ia l value. A condition  луЫсЬ is sa tisfied  at tim e t =  0, will be called  initial 
con d ition . In th is Section, луе лу{вЬ to  treat the fo l^ v in g  three theorem s:
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F irst theorem : “ The in itia l condition q1 =  . . . = q n =  0 i s  sa tisfied  i f  
and o n ly  i f  the functions qx (f), . . . , qn (t) are pure sine functions i. e.

q 1 =  A 1X sin (o1 t -f- . . . -f- A in sin cont ,

qn =  A ni sin cox t +  . . .  +  A nn sin mnt

w here A  n , A 12, . . . , A nn are constants.”
Second theorem : “ The initial condition q x =  . . . =  qn =  0 is satisfied  

i f  and on ly  if  the functions q x (t), . . . , qn (t) are pure cosine functions i. e.

q l =  A  u  cos (ol t +  . . . '-f- A  i„ cos œn t ,

4n  =  cos со, t +  . . . +  A nn cos con t

w here A xl, A 12, . . . , A nn are constants.”
Third theorem : “ I f  the functions q* (t) , . . . , q* (t) describing an

o scilla tion  o f  the system , sa tisfy  the in itia l condition q* =  . . . =  q* =  0 , 
and th e  functions qf*  (t) , . . . , q** (t) describing another oscillation o f  th e  
sam e sy stem , satisfy  th e  in itia l condition q** = = . . .  =  q** =  0, and further  
the in itia l condition

is sa tis fied , then the relation

• *
l 1-  = _ _ Ü f

* *
9i q*n*

i L  =
qV q*n

rem ains valid  for all va lues o f  tim e t, and th e  value of these quotients is  
co n sta n t, i. e. does not depend on tim e t .”

The proo f  o f  the f i r s t  theorem can be carried out in the follow ing m anner. 
It m a y  be assumed w ith ou t loss o f the gen erality  that

0 <  tp1 <  n, . . . , 0 <  ipn <  n  . (18)

U sing expressions (4), the in itia l condition q± =  . . . = =  qn =  0 m ay be w ritten  
in th e  form

A n  sin xp1 +  . . . - f  A xn sin y n =  0 , (19.1)

A ni sin Vi +  • • • +  Ann sin 4>n =  0 . (19.n )
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n n
Let us m ultip ly equation (19.1) b y  ^ n t u  A  n , equation (19.2) by m2/ A jr ,

7-1 ‘ P i  .П
equation (19.3) by m j A j i  and so on. After that, let us add up equations-

7=1
(19.1), . . . , (19.n) . In this m anner, w ith regard to  (7), we obtain th e  relation

t n n  \
2  2 ;  m ‘j A >\ A ji  sin v»i =  0 •
( = i 7 = t  i

The expression standing in parentheses, is positive defin ite. From th is, with 
regard to  (18), we get y>1 =  0 . In  an analogous manner, tp2 =  . . . =  y)n — 0 
m ay be obtained. W ith th is, th e  first theorem  is proved.

The p ro o f  o f  the second theorem  m ay be carried out in the very  same 
w ay as that o f  the first theorem , because orthogonality condition  (7) holds 
ob viou sly  also in this case.

The p ro o f  o f  the third theorem can be founded upon the first and second  
theorem s. Thus we write

a n d

ç* =  Aj! sin  o)x t . . .  4" A*n sin con t,

4n =  A*nl sin rol t +  . . .  +  A*n sin co„ t

q{* == A** cos ft)x t . . .  -f- A\n cos шп t ,

4n* =  A ni cos ft)j t +  . . . +  A** cos <on t.

In th e sense O f  ( 8 ) ,

In, • 4 **• * 9 П — Уп A 1 n 1 I
............. U >

I*П1 9 * A **• • 9 ^nn =  У п А пп !

( 20 )

( 21>

(22)

where y 1, . . . , yn are constants. Inserting values (22) in (21), the equations

9Î* =  7i A n  cos ft)! t +  . . .  +  yn A \n cos o)„ t, \
...........................................................................  (23)
4n* =  Vi A ni COS ft)! t +  . . .  + y n A*nn cos ft)„ t I 

arise. By differentiating (20), we obtain

q* =  coj cos ft)jt -j- . . .  +  co„ A*n cos ft)n t , I
..........................................................................................  (24)
q* =  A*nl cos ftij t 4- . . .  +  m„ A*n cos w n t .  \

Let us consider the quotients
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and let us im agine th a t th eir  values depend on t . Their initial values are, 
according to our assu m p tion , equal and m ay be denoted b y  C . Thus, at 
tim e t =  0 , the equations

9Î — C gî* =  0, . . .  , j* — C ç** =  0 (25)
ho d. C does not depend on t . Introducing (23) and (24) into (25), we get 
to  equations

^ i i ( Mi — C jq) +  • ■ • +  A*n(ojn — C y n) =  0, (26.1)

^ i K  -  C Yl) +  . . .  +  A U c o n — C yn) =  0. (26 .re)
П

N ow , let us m ultip ly  equations (26.1) b y  ~V ret, ,■ A *, , equation (26.2) bv
1n n

m 2jA J 1 , equation (26.3) b y  ^  and so on. After that, let us add
j = i  j =1
up equations (26.1), . . . , (26 .n). In this m anner w ith  regard to  (7), we obtain  
th e  relation

n n 
V  V

< = 1 H
т и А * х А*п (® i - C y x) =  o .

T he expression stand ing  in parentheses, is p ositive  defin ite. From this, we 
conclude that oq =  C y v  Sim ilarly, we find  a>2 =  Cy2, . . . , can =  Cyn. Intro
ducing  these values in to  expressions (24), the equations

q 1 =  C (y1A l 1 cosa>1t +  . . .  +  y n A*n cos w nt) , )
; ..............................................................................  (27)
Чп =  C(y  1 А cos to, t +  . . . +  y„ cos co„i) j

present them selves. B y  com paring (27) w ith  (23), the va lid ity  o f the third  
theorem  appears.

Applications.  The fir st and second theorem s were used for proving the  
th ird  theorem . A practical application o f th e  third theorem  w ill be presented  
in  a future paper.

3. Statically coupled system w ith positive parameters

L et us consider a s ta t ic a lly  coupled system .*  
th a t th e  parameters

m u  fcjj . ■ ■ n

m nn h i  ■

W e assum e in this Section

* In  th is  p aper, a  sy s te m  is sa id  to  be s ta tic a l ly  co u p led , if  th e  d iffe re n tia l eq u atio n s
h a v e  fo rm  (9).
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are all positive. The slow est principal oscillation has the equations

4i =  A i\  sin (oqt - f  Vl), . . . , qn =  A ni sin (ftq t +  ipx) .

T hus A u , . . . , A nl are the am plitudes o f  the slow est principal oscillation. 
T h e quickest principal oscillation has the equations

9i =  A m sin  1 +  Wn) , . • . , qn =  A nn sin(o>n t +  ipn).

T hus A ln, . . . , A nn are the am plitudes o f  the quickest principal oscillation. 
In  th is Section, we wish to  treat the follow ing tw o theorems:

Fourth theorem : “ I f  there is no dynam ic coupling term  and all the
param eters m n , m22, . . . , m nn, k l v  k12, • • • , knn are positive, then  the am pli
tu d es A l v  . . . , A nl o f  the slow est principal oscillation are o f  m iscellaneous 
s ig n .”

Fifth theorem : “ I f  there is no dynam ic coupling term  and all the para
m eters m n , m22, . . . , m nn, k u , k 12, . . . , knn are p ositive, then the am plitudes 
A ln, . . . , A nn o f the quickest principal oscillation are o f uniform  sign .”

The proo f  o f  the fourth theorem can be carried out as follow s. P u ttin g  
j  =  1 in (10), we have

+II

(M
ih

3 . +  к 1пА п м,

A n  . • • +  K n A n l
(28)

w here all the param eters m l v  m22, . . . , m nn, k n , k 12, . . . knn are positive. 
N ow , first o f all, we shall carry out the proof only for n =  2 . In th is particular 
case, equations (5) and (28) become

ind

2
&12 1

=  0 (2 9)
k2 j k22 — TM22 OJ“

m n  co2 A u  == ku ■A 11 “Ь 1̂2 A 2l 1 (30.1)

™22 ^21 == k21 ^11 +  2̂2 A 2l- (30.2)

expanding the determ inant, we see th at equation (29) is an algebraic
equation  of second degree for со2. Solving it , we find its roots co\ and col. The 
sm aller o f them  is

jf - к  22 / А п ^22 k \ 2

2 т ц 2  m 22 2 m u 2  m 22 m , t m 2 2

(31)
m ,. A ,,  m9 A „

D iv id in g  (30.1) by - ,  and dividing (30.2) bv an<i  af ter that,
2 2

15 Acta Technica XL/3 —4.



4 5 0 J .  BARTA

ad d in g  up (30.1) and (30 .2 ), we obtain

k lt 1 1̂2 ^21 «il
(32.1 >

2шц 2mn A n 2 ’

2̂1 A n  + cof (32.2)
2тп22 AЛ  21 2m22 2

A d d in g  up equations (31), (32.1) and (32.2), we find

к j 2 A21 , k2i An / hK11 к 22 I ^12 2̂1
2 m11 Atl 2 m22 A% j 2 mn 2 тп̂о 171 \ i rn22

It is ea sy  to  see that eq u ation  (33) can be sa tisfied  only i f  A n  and A 21 are of 
m iscellaneous sign. W ith  th is , the fourth theorem  is proved for n — 2 .

In order to prove th a t th e  fourth theorem  holds also for rCs which are 
greater than  2, we shall em p loy  a course of reasoning w hat is called “ induction” . 
T h u s, it  is sufficient to  show  th at i f  the fourth theorem  is true for n —  1, 
th en  it  is true also for n. To do th is, we assum e th a t A n , A 12, . . . , A nn are o f  
uniform  sign, let us say p o sitiv e  (th ey  can not be p ositive and zero, because in 
th is  case one of the equations (28) is not sa tisfied ). I f  the system  will be su b 
jec ted  to  the constraint qn =  0 , then  a system  S '  arises. Let the am plitudes 
and th e  circular frequency o f the slow est oscillation  of S'  he denoted by  
А 'щ  A 2 i, . . . ,  and b y  coj, respectively. For these quantities, in the
sense o f  (10), the equations

m l l w l 2^ l 1 =  ^ 1 1 ^ 1 1  ~Ь • • • “Ь  ^ l ( n - l )  -̂(n-l)l ’ )
.......................; • ; • • •  - .................; ............................................. / • • (34)

m ( n - 1) ( n - 1) WT  A ( n - ! ) 1  —  1 )1  А ц  ■)“ . . ■ +  1) ( n - 1 )  А ( п -  1 )1  )

hold , and as the theory [2] sta tes, the inequality

<  ojj2 (35)

h olds. I f  the fourth theorem  is true for n —  1, then there are both p ositive  
and n egative terms on th e  right-hand sides o f equations (34). D ropping the  
n on -p ositive  terms, we obtain  from (34) certain inequalities w hich m ay be 
w ritten  in the form

Ki An + .■■+KgA'gl >m11m'l2A'll, |
ĝi A'n + -■ • A- kgg Agl > nigg Wj2 Agl ) (36)
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where g  <  n

e.

— 1. From  (35) and (36), the inequalities

4~ • • • 4~ ^ i g  - ^ g i  5* m n  0 J l  •>

kgi A  xi  +  . . .  +  kgg A gl >  rngg cof A gl

(fcu — m n  cof) A n  4- fc, 2 A n  +  . • • 4* k ]g A gl >  0 , 

k2l ^11 4“ (^22 — m22 roi) ^21 4" 4" k2a A gl >̂ 0 ,

kgi -̂ li 4" ĝ2 ^ 2i 4- • ■ • 4- (kgg — mgg со4 > 0 (37)

follow . In such a m anner as the well-known Cramer’s formula xa D  =  baDaß
a =  1

can be derived from g  linear algebraic equations, the formula

— m n  cof k l2 k lg

ko ] 22 — m22 cof . . h
K 2 g > 0 (38)

kg l kgz ■ • kgg m gg w \

m ay be derived from the linear inequalities (37). On the other hand, i f  certain  
term s will be dropped on the right-hand sides o f equations (28), then the  
inequalities

^ii -^ii 4- 4- k]g A gl m n  cof A n  ,

^gi 4“ • ■ • 4~ kgg A gl i mgg ы\ A gl

i. e.
(kn  — mu  cof) A n  4- k l2 A 2l +  . . .  4" к lg A n ^  0, 

2̂1 A n  4" (k-22 — m 22 w i) ^21 4- • • • 4- k2g A gl <1 0, 

кgi 4~ kg2 A2i 4- • • • 4- (kgg ~ mgg (,Ji) Ag 1 ; a 0
arise. From these,

m ll co\ k12 kig
2̂1 Â22 ^22 ^1 • k 2g (39)

■gi kg2 ■ ■ kgg m gg w i

follow s. As we see (39) is in  contradiction w ith (38). Therefore, our assum ption  
th at А г1, A 12, . .  .  - A nn are not o f  m iscellaneous sign and not all zero, cannot 
h o ld . The course o f  reasoning em ployed to the group A \ j, A 2i, • • • ■> ^ g i t  can 
also be applied to any one group formed from the elem ents A'n , A'z l , . .  .  ,  A'nl. 
W ith  th is the fourth theorem  is proved.

15*
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The proof o f  the f i f th  theorem can be carried out as fo llow s. E quations 
(10 ) y ie ld  for this case,

mn co 2 A ln к ц  A in + • +  n A r

m n n w n ^ n n =  K l A l n +  + k
A

nn  ПЛ

(40)

w h ere all the parameters m u , m22, . . . , m nn, k n , k 12, . . . , knn are positive. 
T h e course o f reasoning w h ich  we have follow ed from  formula (28) to  form ula  
(33), rem ains valid also now', provided that instead  o f a>1

C02 ,

an d  in stead  of —  f

+ K
w ill b e  w ritten. W ith th is, th e  fifth  theorem  is proved for n  =  2 .

T h at the fifth  theorem  also holds for re’s w hich are greater than  2, w ill 
be p roved  by induction. T h u s, it  is sufficient to  show  th a t if  the fifth  theorem  
is tru e  for 2, 3, . . . , n —  1, th en  it is true also for n. To do th is, we assum e 
th a t  A in, A 2n, . . . , A hn are positive, and A (h+1)n, A (h+2)n, . . . , A nn are non
p o s it iv e  and not all zero, ( l < J f t < [ n — 1). I f  the system  will be subjected  
to  th e  constraint qh+x =  дл+2 • = . . .  =  qr, =  0, th en  a system  S'  arises. Let 
th e  am plitudes and the circular frequency o f th e  quickest o sc illa tion  of S' 
be d en oted  by A lfl, A'2h, . . . , A'hh and by o f ,  resp ectively . For these quantities, 
in  sen se  o f (10), the equations

mn  w h-d[h =  kn  A [h +  . . . +  hlh A'hh, I 

mhh0)'h1 A'hh =  khlA'f  -f- . . . +  khhA'hh Í

h o ld , and as the theory [2] sta tes, the in eq u ality

(»h k

(41)

(42)

h o ld s . I f  the fifth  theorem  is true for 2, 3, . . . , n  —  1, then A f ,  A  2/,, • • • , A ktl 
are p o sitiv e . Thus, from  (41) w ith  regard to  (42), лее obtain the inequalities

к ц  A'lh +  . . .  +  klh A ’hh <  m 12 w~ A'lh,

к hi A'ih -j- . . . +  khh A hh <  m hh a>n A hh

i. e.

(kn  — m n  w l )  A ’lh +  k l2 A!lh +  . . . — klhA'hh<L0,

^ 2 1  A'y, +  {k22 — m22 o>n) A'.lh +  • ■ • +  k2h A'hh <  0,

к hi Ay,  +  k h 2 A 2I, +  . . . +  (khh — m hh a>%) A'hh 0

♦
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w hence

—  " H i  w 'n fc12 k lh

2̂1 2̂2 — m 22 eo '- ,  . ^ 0 . (43)

h i kh2 ■ ^ h h  —  m h h w n

On th e other hand, b y  dropping the n on -p ositive  terms on the right-hand  
sides o f  equations (40), we obtain the in eq u a lities

i. e.

( k \ i  i i t n  ® n )  ^ i n  ~ b

^ 2 1  h  n

K i  A ln

h l  A In +  • ■ • +  ky, A hn >  m n Mn A  in ,

kh 1 Л in +  • ■ • -f- kfrh >  "*лл A Jn

+ k i2 A 2n + .  ■• + 1̂ h A/Jn > 0 .

+  (k22 — Ш-22 U>r) d 2n + . . . + 2̂h Л hn > 0 , -. (44)

+ kh2 h n + . . • +  {khh ~  mhh w \ ) A n > °J
above manner , the in eq u a lity

11 m ll Mn k 12 k\h
k2l 2̂2 ^22 * k2h > o (45)

kn kh 2 ■ khh '-  m hhw n

ssu es. Since (45) is in contradiction w ith  (43), our assum ption th a t  A ln, 
Л 2п, . . . , A hn are p o sitiv e , and A (h+1)n, A (/l+2)n, . . • , A nn are n on -p ositive  
and not all zero, cannot hold. Also an assu m p tion  that A ln, A 2n, . . . , A hn 
are p ositive, and A(/,+1)n , A (h+2)n, • • • ■> A nn are all zero, cannot h o ld , because  
it does not sa tisfy  th e  (h -f- l)-th  equation o f  (40). The course o f  reasoning  
w hich we have ju st  applied to the group A ln, A 2n, . . . , A hn, can also be applied  
to  an y  one group form ed from elem ents A Xn, d 2m • • • , A nn. W ith  th is  the  
fifth  theorem  is proved.

4. D ynam ically  coupled system  w ith  positive parameters

Let us consider a dynam ically coupled  system *. We assu m e in  this 
Section that the param eters

mn  •

mn 1 •

к  it

mnn h n

* In this paper, a system  is said ta be d y n a m ica lly  coupled, if  th e  d ifferen tia l 
equations have th e  form  (11).



4 5 4 J . BARTA

are a il positive. The slow est principal oscillation  lias the equations

Ч\ =  A n  sin (® i( +  Wi)’ • • • » 4n =  A m  sin (oqt +  f x).

T h u s, A n , . . . , A nl are th e  am plitudes o f  th e  slow est principal oscilla tion . 
T h e quickest principal oscillation  has the equations

4i =  A ln sin (cont -f- y>n)i • • • , 4n =  A nn sin (cont -f- rpf).

T h u s, A in, . . . , A nn are th e  am plitudes o f  th e  quickest principal osc illa tion . 
In th is  Section, we w ant to  treat the follow ing tw o  theorems:

Six th  theorem : “ I f  th ere  is no static coup ling term  and all the param eters 
m iv> m i2i ■ ■ ■ » mnrv> Лц, fe‘22’ • • • , knn are p o sitiv e , then the am plitudes o f  
th e  s low est principal oscilla tion  are of uniform  sign .”

Seventh theorem : “ I f  there is no static coupling term and all th e  para
m eters m n , m12, . . . , mnn, k xl, fc22, . . . , knn are positive, then the am plitudes  
o f  th e  quickest principal oscillation are of m iscellaneous sign.”

The proof  of  the sixth theorem can be carried ou t by using equations (12) 
w h ich  w ill now be w ritten  in  the form

m u A n ■ ■ +  m m A n 1 — fen  — A u ,

A n mnnAni — k nn -  A nl

(46)

w h ere  a ll the parameters rnu , m 12, . . . , m nn, feu , fe22, . . . , k nn are p ositive . 
E q u a tio n s (46) are b u ilt up in  the very sam e m anner as equations (28), on ly  
l / to l  is  w ritten  instead o f cox. From  this, it can be seen that the sixth  theorem  
can b e proved in the v ery  sam e manner as th e  fourth  theorem.

The proof of the seventh theorem can be carried out by using the equations

m l l  ^ l n  +  • • • + m l n A n n  =  f e l l  — Л тw Ln

mm A l n +  . . .  +  mnn A nn =  k nn —  A nn
К

(47)

B y  com paring this equations w ith equations (40), we see that the sev en th  
th eorem  can be proved in th e  very same m anner as the fifth theorem .
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5. Enclosure theorems

A trend o f m odern analysis is the follow ing: if  the exact result o f  a com 
puting problem is not accessible or its evaluation  would be very  labo
rious, then one endeavours to  obtain lower and upper bounds for the exact 
resu lt, and m eanw hile, the exact result rem ains unknown. Theorem s which  
express such bounds, are called enclosure theorem s (by some writers “ inclusion  
theorem s” , in German literature “ E inschließungssätze”). In th is paper, the 
eighth , ninth, tw elfth  and thirteenth  theorem s are enclosure theorem s.

Eighth theorem : “ I f  there is no dynam ic coupling term , and all the  
param eters m n , m22, . . . , mnn, k l v  k12, . . . , k nn are positive, and A ln, A 2n, 
. . . , A nn are arbitrarily-chosen positive va lues, and the quantities cô ,1)2, 
. . . , соГ> are reckoned b y  means o f the formulas

(№ _  ^ 1 1  Л 1п +  . . .  + k ln A nn
w n

m u A ln

n ~b • • • hnn A nnШ n
™ n n  n n

then the inequality

K ' )2]m in  < ;  <’>n <  [ ( ' 4 ' )2]n

(48)

(49)

holds where u>n is th e  circular frequency o f the quickest principal oscillation, 
[co„9 ] min is the least o f quantities (48), ]max is the greatest o f  quantities
(48).”

Ninth theorem : “ I f  there is no sta tic  coupling term , and all the para
m eters mu , m 12, . . . , mnm k n , k22, . . . , knn are positive, and A n , A 21, . . . , A nl 
are arbitrarily-chosen positive values, and the quantities l/co{1)2, . . . , I /o //1'" 
are reckoned by m eans o f  the formulas

1 _ " n  A u  -f- . . . -f- mnj A n
coi1!1 • kji A n

1 _ m rllÄ n +  . . .  + m nnÄ nl
eo<">2

then the inequality

CO? j('VJ1 Jmax

(50)

(51)

holds where cOj is the circular frequency o f the slow est principal oscillation ,



4 5 6 J . BARTA

[ l M ' )2]min is the least o f  quantities (50), [1/cOi^]max is the greatest o f quanti
ties  (5 0 ).”

The application o f  the eighth theorem m ay have the follow ing course. 
W e use the values

m ll kn kn  . • кщ

m2Z k2i k22 ■ ■ ^ 2  n (52)

m nn K i kn2 • • кnn

stan d in g  in  differential equations (9), i. e. in  th at differential equations which  
do n o t possess dynam ic coupling term s. Values (52) are, according to our 
assu m p tion , positive. WTe tak e  arbitrarily-chosen positive values

l̂fi 5 -^2n ’ ■ ■ ■ ’ ^nn (53)1

and reckon the quantities t o ^ \  co^ , . . . , co„n '̂ b y  means of form ulas (48). 
T hen b y  virtue of the eighth theorem , [co^ jmin is a lower bound, [co^)3] max 
is an upper bound for co„.

The application o f  the ninth theorem m ay have the follow ing course. 
W e use the values

m u m 1 2  .  . • m l n к  i l

m 21 m 2  2 . . ■ m 2 n ^22

m n l m n 2  . ■ ■ m n n
h
n ' n n

(54)

stan d in g  in differential equations (11), i. e. in th at differential equations which  
do n o t possess static coupling term s. Values (54) are, according to our assum p
tion , p ositive . We take arbitrarily-chosen positive values

4 4л 21, " • " » Л Л1 (55)

and reckon the quantities 1/cOj1̂  . . . , 1 /co^2 b y  m eans of form ulas (50).
T hen , b y  virtue of the n in th  theorem , [l/co^"]min is a lower bound, and 
[l/a>x!)“]min is an upper bound for 1/et^. This course o f reasoning w ill be fo l
low ed  in the numerical exam ple o f Section 7.

R em ark on the positive values  (53) and  (55). A lthough the p ositive values  
(53) and (55) m ay be arbitrarily chosen, y et it  is convenient to borrow  the  
va lu es (53) and (55) from an approxim ate com puting, e. g., from iteration , 
as is  show n in Section 7.

The proo f  of  the eighth theorem can be carried out as follows. From  (10), 
we ob ta in  the relation
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coj =

+

^ 1 1  A ij +  • • • +  kln A nj __ k n  A 1j f -  kln A nJ

mn A ij mn Ä u
^ n ( A ij A ij A 1j Ä lj) -f- k ln( A nj Äyj Aij Ä nj)

mU A l j A lj

ш2 _  Ayj +  ■ ■. +  knn Anj _  ^ n i  Aij ~ f  ~b n̂n Anj
mnnAnj ™nnAnj

(56)

+
*̂ni (A ij A nj A nj A ij) ~b • • • ~b k nn( A nj A nj A njA nj)

m nn A n j  A n j

These relations hold for j  =  1, 2, . . . , re, but for proving th e  eighth  
theorem , only the case j  =  n should be regarded. Let us consider th e  last 
fractions on the right-hand sides of identities (56). For the proof o f th e  eighth  
theorem , it  is sufficient to  dem onstrate th a t am ong these fractions th ere  are 
both  non-positive and non-negative ones. This demonstration can  be per
form ed in the follow ing manner: Each denom inator is positive. A m ong the  
num erators, both  non-positvie and non-negative occur, because th e  sum  o f  
all the num erators is, as can easily be seen, zero.

The proo f  o f  the ninth theorem is sim ilar to  th a t of the eighth theorem .

6. Supplements to the fifth  and sixth theorems

As supplem ents to the fifth  and six th  theorem s, the following tw o  th e o 
rem s w ill be m entioned:

Tenth theorem : “ I f  there is no dynam ic coupling term and all th e  para
m eters mu , m22, . . . , mnn, k n , k12, . . . , k nn are positive, then am ong the  
principal oscillations, on ly  the quickest principal oscillation is such th a t its 
am plitudes are o f uniform  sign .”

Eleventh theorem : “ I f  there is no sta tic  coupling term and all th e  para
m eters reiu , m12, . . . , mnn, k n , k22, . . . , knn are positive, then am on g the  
principal oscillations, on ly  the slowest principal oscillation is such th a t its  
am plitudes are o f uniform  sign .”

The proo f  o f  the tenth theorem will be carried out by means o f  the fifth  
theorem . Since there is no dynam ic coupling term , formula (7) has th e  form , 
for s =  re,

n

У  m ii A , r  A i n  —  ° -  
1 =  1

T his equation and the fifth  theorem can hold on ly  i f  the tenth theorem  is va lid .
The proo f  o f  the eleventh theorem is sim ilar to th at of the ten th  th eorem .
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7. First numerical exam ple

T he weightless beam  (F ig . 1) on two h inged  supports, carries f iv e  m asses 
Wj, m2, m:s, m}, m3. The w eights of the m asses are W x =  W2 =  2,6  t , W 3 =  
If7, =  JF3 =  1,5 t. Y oung’s modulus is E  =  2150 t /c m l The m om ent of 
inertia  o f  the cross-section is I  =  41520 cm 4. C alculate the circular frequency  
o f th e  slow est principal oscillation.

T he elasticity  o f  the beam  can be described by the influence num bers. 
The d efin ition  of an in flu en ce number is “ the deflection  of mass m; caused  
b y  a u n it force at the location  o f mass my” . The in fluence numbers can easily  
be ca lcu lated  by using th e  well-known princip les o f strength o f m aterials. 
The calcu lation  yields for Ьц the following va lu es:

\  j
i

1 2 13 4 5

1 0 , 0 5 2 5 0 , 0 7 9 8 0 , 0 8 1 9 0 , 0 6 5 1 0 , 0 3 5 7
2 0 , 0 7 9 8 0 , 1 3 4 4 0 , 1 4 4 9 0 , 1 1 7 6 0 , 0 6 5 1
3 0 , 0 8 1 9 0 , 1 4 4 9 0 , 1 7 0 1 0 , 1 4 4 9 0 , 0 8 1 9
4 0 , 0 6 5 1 0 , 1 1 7 6 0 , 1 4 4 9 0 , 1 3 4 4 0 , 0 7 9 8
5 0 , 0 3 5 7 0 , 0 6 5 1 0 , 0 8 1 9 0 , 0 7 9 8 0 , 0 5 2 5

T hese values are to be understood in cm /t. T he m asses are

2 6
m , =  m„ — —’— =  0,00265 t  cm -1  sec2,

981

m, =  m, =  m. =  -  — =  0 ,00153  t  cm “ 1 sec2.
3 4 5 981

Let us denote the d isplacem ents by y , ,  y 2, y 3, y 4, y 5. Then the accelerations are 
i i .  Ун Уз-> У & J ó- Since —  n i,ÿ i, — m .ÿ,,  — m 3ÿ 3, —  — m5ÿ 5 are th e  inertia
forces, b y  virtue o f D ’A lem bert’s principle, we w rite

—  m l J l < 5 l l —  • ■ • -  " I 5 j 5 á 1 5 = J l -

—  m l  J l  Ô51 -  ■ - • -  m b J ó  d 55 =  J o -
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These are th e  d ifferentia l equations o f  m otion . W e endeavour to  throw  
the differential equations o f  m otion into form  (1) or (9) or (11). For th is pur
pose, we introduce th e  generalized coordinates qx =  . . . , qb =  m5y 5. In
th is manner, we obtain

1̂1 ?1 +  • ■ • +  1̂5 9á — ~  -  9l Î
m 1

5̂1 9l +  • • • +  5̂5 9s — - - - - 95
T il

th a t  is

0 ,0525  qx -f- . . .  -f- 0,0357 q5 =  —
1

0,00265 9i ■

0,0357 qx +  . . .  +  0,0525 q5
1

0,00153 9s-
(«)

These d ifferential equations have the sam e form , as was stipulated  in  
Section  1. As we see , there is no static coupling term  and all the param eters 
are positive. Therefore, according to the six th  and eleventh theorem s, the  
am plitudes o f  the slow est principal oscillation (and only the am plitudes o f  
the slow est principal oscillation) are of uniform  sign , and according to  the n in th  
theorem , the unknow n quantity  l/co^ can be estim ated  b y  formulas (50) and  
(51). Thus, we can proceed as follows.

We take values for À n , À 2l, Ä 3l, A u , Ä 51. As first step , let us take para- 
bolically  varying values:

A n  =  1 • 5 =  5, A 2l =  2 - 4 = 8 ,  A 3l =  3 • 3 =  9,  Ä 4l =  4 • 2 =  8,  Ä sl =  5 • 1 =  5.

W ith  these, we com pute quantities (50):

0,0525 ■ 5 +  0,0798 • 8 +  0,0819 • 9 +  0,0651 • 8 - f  0,0357 • 5 
5/0,00265

0,0798 • 5 +  0 ,1344  • 8 +  0,1449 • 9 +  0,1176 • 8 +  0,0651 • 5

: 0,00124,

8/0,00265

0,0819 • 5 +  0,1449 • 8 +  0,1701 ■ 9 +  0,1449 • 8 +  0,0819 • 5 
9/0,00153

0,0651 • 5 +  0,1176 • 8 +  0,1449 • 9 +  0 ,1 3 4 4 .8  +  0,0798 • 5 
8/0,00153

0,0357 • 5 +  0,0651 • 8 +  0,0819 • 9 +  0 ,0 7 9 8 .8  - f  0,0525 • 5
5/0,00153

=  0,00101, 

=  0,000794, 

=  0,000583, 

=  0,000715.

As it  is seen, the first step  results in

0,000583 ^  —r- ^  0,00124.
cot
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A s second step , for A n , A 2l, A 3l, A lu A 3l, le t  us take their previous va lu es m ultip lied  
b y  th e  qu antities com puted in  th e  first step  (for convenience’ sake, we take th ou san d fo ld  
va lu es). T hus, in the second step , we start w ith

A n =  5 - 1 , 2 4  =  6,2, A 2l =  8 • 1,01 =  8,03, A v  =  9 • 0,794 =  7,146, A a =  8 • 0,583 =

=  4 ,664, 4  =  5 • 0,715 =  3,575 .

U sin g  th ese  values, we com pute, as before, qu an tities (50):

0,0525 • 6,2 0,0798 • 8 ,08 +  . . .
6,2/0,00625

=  0,000851,

=  0,001023,

=  0,000828,

=  0,001082,

.........................................................................  =  0,000810.

So, th e  second step r e su lts ,in

0,000810 <  Д г  <  0,001082.
"i —

W e proceed in  the v ery  sam e m anner also in  the third and further steps. T hus, in  th& 
th ird  step , we start w ith

A u  =  6,2 • 0,851 =  5,27, A 3l =  8,08 • 1,023 =  8,28, A 3l =  7,146 • 0,828 =  5,92, 

Я п  =  4 ,664 • 1,082 =  5,05, A n =  3,575 • 0.000310 =  2,89 .

Q uan tities (50) becom e:

0 ,0 5 2 5 -5 ,2 7 +  0 ,0798 - 8,28 + _ .  . .
5 ,27/0,00625 0,000 3 ’

.................................. ......................................  =  0,001015,

.........................................................................  =  0,000933,

.........................................................................  =  0,000928,

.........................................................................  =  0,000931

w hen ce

0,000928 <  —  <  0,001015.wf

A s fourth step, the starting va lues are

A n  =  5,27 • 0,932 =  4,91, A ,_, =  8,28 • 1,015 =  8,42, A 3l =  5,92 • 0,933 =  5,5T  

A~n  =  5,05 • 0,928 =  4,68, A 5l =  2,89 • 0,931 =  2,69 .

W ith  th ese , quantities (50) becom e

0 ,0525- 4 ,91 +  0,0798 • 8,42 +  . . .
4,91/0,00265

.........................................................................  =  0,000966,

.........................................................................  =  0,000960,

.........................................................................  =  0,000963,

.........................................................................  =  0,000958 .
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T h u s, we have

H en ce , we obtain

0,000954 ^  Л -  ^  0,000966 . cof

32,1 < w  1 <  32,5 .

This inequ ality  expresses the result o f the calculation. W e conclude from this inequ a lity  that
32 1 _U 32 5

the m ean v a lu e --- -— ----- -—  =  32,3 differs from the exact value of a>1 by less than  1 per cent.

Of course, the accuracy of the result can be augm ented by applying more steps. The result 
32,3 m eans 32,3 radians per second or 32 ,3 /2я  =  5,14 cycles per second.

A glance back at the numerical example. In  order to apply the ninth theorem , we needed  
convenien t positive values A u , A sl, . . . , A nl. W e procured them  b y  an iteration  m ethod  
w hich is no other th a n  a m odification of the usual iteration  m ethod described, e .g ., on pp. 
197— 198 and 313— 317 o f the book of T h . 0. K á rm á n  and M. A. B iot [1].

8. Cross-matrices

We introduce the denom ination “ cross-m atrix” . A m atrix w ill he called 
cross-m atrix, if  it has the form

« 1)1 1 « 1 2 « 1 2 0 0 0

—  « 1 2 « 1 2  ~f" « 2 ) «23 0 0

0 «23 «23 “f" Ö3 1 « 3 4  • • 0

0 0 « 3 4 4 +  « 4 5  • • 0

0 0 0 0 « (n - l)n  +  «

w h e r e « 0 1 ’ «12’ «23’ . . . , Яп(П+1) a r e p o s i t i v e  v a l u e s . E.g.

■ 5 - 3

1ОО

—  3 9 1 O
n

О

0 - 6 6 , 5  - 0 , 5

0 0 1

TP1Л
 

О1

is a cross-m atrix.
The cross-m atrices have a practical significance (see the expositions o f  

Section  9) and belong to a wider class o f  m atrices called continuant m atrices.
The denom ination “ group” will be used in the following sense: A set of 

real quantities alw ays forms groups w hich consist a lternatively o f  non-posi
t iv e  and non-negative elem ents. E .g., the set

3, 2/7, 4, — 2,

form s six  groups, nam ely

- 3 / 4 ,  0, 0, 1/2, 0, 1/2, — 3, 9, - 5, 0
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3, 2/7, 4
-2, — 3/4

0, 0, 1/2, 0, 1/2
— 3

— 5, 0

The se t 8, — 0,6 forms two groups, nam ely 8 and — 0,6. The set 

— 0,3, — 1, — 1, 0, — 1, 0, 0

form s one group only. Zero elem ent alw ays belongs to such a group th a t  
already contains non-zero elem ents. Set w hich consists only o f zero e lem en ts , 
will b e excluded from our expositions.

A s we m entioned, the labels 1, 2, . . . , n are used so that a>i <1 cot <7 
. . . <  со* . According to our notation , A l p , A  nj denote the am p li
tudes o f  th e  principal oscillations belonging to  a>j. In this Section, we w ish to  
treat th e  follow ing four theorem s:

Twelfth theorem : “ I f  there is no dynam ic coupling term , and the para
m eters m n , m22, . . . , mnn are positive, and the param eters k n , k 12, . . . , knn 
form a cross-m atrix, and the values A Xj, A 2j, . . . , A nj- form as m any groups 
as th e  am plitudes A y ,  A y ,  . . . , A nj  do, and th e  quantities coj1)2, . . . , coj"’12 
are reckoned  by m eans o f the formulas

then th e  inequality

r ,(i)2_&11 Ayj  +  . . . 1 k ln A y
j  — - -

mn  A y

, j  ^ щ А у +  ■ ■ ■ -\-knnA r
OJ(fl)2 — -------------------------------

mnn A nj

ico(')2l . <  cu? <  fct)W2l[ U J j  Jmin UJj  [ U J j  Jr

(58)

(59)

holds w here [coj 0?] min is the least of quantities (58), and [coj1̂ ]^ *  is th e  
greatest o f  quantities (58).”

Thirteenth theorem : “ I f  there is no sta tic  coupling term, and the para
m eters m n , m12, . . . , mnn form  a cross-m atrix, and the parameters k n , k22,
. . . , k nn are positive, and the values A y ,  A y ,  . . . , A nj form as m any groups 
as th e  am plitudes A y ,  A y ,  . . . , A nj- do, and the quantities 1/coj1̂ 2 . . . , 
l / c o f 2) are reckoned by means o f the formulas

,(1)2

«>Yyi

m n A y  +  , , , +  m ln A nj 

A  у

m m A y  +  ■ ■ ■ +  rnnn Ä nj 
k 4rt,nn ^n j

(60)
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th en  the inequality

holds where
со)')*

со)')*

is the least o f  quantities (60), and
min

1
cojÔ*

( 61)

is the

greatest o f quantities (60).”
Fourteenth theorem : “ I f  there is no dynam ic coupling term  and the

param eters m u , m22, . . . , m nn are positive, and the parameters fcu , k i2, . . . , 
k nn form  a cross-m atrix, th en  the set

) ij, A 2j, • • •  î A nj
form s j  groups.”

Fifteenth theorem : “ I f  there is no sta tic  coupling term , and the para
m eters m u , m 12, . . . , m nn form a cross-m atrix, and the param eters fcu , k22, 
. . . , knn are positive, then  the set

4  . 4  4*̂1J’ л 2 P • • • 1 sin]
form s n—j - f-l groups.”

The proof  of  the twelfth theorem w ill be carried out as fo llow s. W e start 
from form ulas (56) which hold for 7  =  1 ,2 ,  . . . , n. (For the sake o f  sim plicity , 
th e  label j  xvill not be w ritten  down during the proof of the tw elfth  theorem .) 
Inserting

k n = <*01 **12 1^12 — — a12 , k] 2 =  0 .

ОIIc

fc2i = а 12 » k2 2  = ~~l~ a 23 ’k23 = - a 23 1 • • •> ^ 2 n —
^"31 = 0, ^32 = a 23 9 ^33 — a 23 + a 34 > •• • ’ ̂ 3n ~

îii = 0 , r̂i2 = 0 , k n3 = • • ’ hnn =  <*(n—l)n  + <»n(n+1)

in form ulas (56), we have

(«oi +  a12) A 1 — a 12 A 2
+

'1 2

(0~ =

m n A 1 m 11A 1 A 1

a 12 Ä ]  +  (<*12 +  а 2з) Ä 2 — <»23 Ä 3 — Q12 +  Q23
m22 A 2

+
m22 A 2 A 2

2 — <*23 A 2 +  (a23 +  <*34) A 3 — <*34 A t  — Q23 Q3i
со =  —-

m 33 A 3 тзз A 3A 3

ы2 __ a (n—l)n A n—i -f- (<»(n —l)n ( <*n(n + l)) A n Q(n —

where the notation

^  n

l)n
™nn A n A n

Q e f —  aef{AeAj  A jA e)

(62)

(63)
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is em ployed. For the tim e being, we assume th a t all the values A x, . . . 
A n, A x, . . . , A n are d ifferen t from zero (assum ption  S x).

L et us consider th e  la s t  fractions on the right-hand sides o f equations 
(62). For proving the tw e lfth  theorem, it is su ffic ien t to dem onstrate that 
am on g  these fractions th ere  are both n on -p ositive and non-negative ones. 
F or th is  purpose, we assu m e th e  contrary, i.e. w e assum e that the fractions 
are o f  uniform sign (assu m p tion  S2).

L et us consider th e  denom inators

"»n A x A  x, "»22  ^2 • • • ? ШппАп A n. (6^)

T h is se t  consists of n e lem en ts . We denote b y  g  th e  num ber of groups formed  
b y  se t  (64). It is easy to  see  th a t g  is odd. Say, th e  first group ranges from  1 
to  a , th e  second from a +  1 to  ß, the third from ß  -f- 1 to y, and so on. These 
groups are visualized in F ig . 2. The lim iting zones are denoted by La, Lß, L.„ . . .

A* Af
1 1 1 1 1  1

+  -F -F F H— I-------- ------ F +  +  4---------- 1-------- — F +  +  -i-
-1 2  3 « <*■+) (3 (Ж X yH n

F ig . 2

I t  follows from th e d efin ition  of the groups and from assum ption S2 
th a t  th e  numerators

Q 12 5 Q 12 +  Q 23 5 — • @23 +  V  34»  • » —  Q (n -l)n  ( 6 5 )

ch an ge their signs from  group to group (consequence C). The sum o f the n u 
m erators is, in the first group:

@ a ( a + l)

in th e  second group:

O a(a+  1) +  Q ß ( ß - l )

in  th e  third group:

and  so on. Let us scrutin ize th e  values

@ a ( a + l ) ’ Qß(l3 +  1)’ @ 7 ( 7  +  1 ) . . . ( 6 6 )

T h e se t  (66) consists o f  g — 1 elem ents.
I f  tw o consecutive e lem en ts of set (66), say  Qß(ß+1) and @j,(y+i) are o f  

th e  sam e sign, then A  ch a n g es its sign in Lß, and A  changes its sign in L y, 
or e lse , A  changes its sign in  Lß, and A  changes its sign in  L y; i f  two consecutive  
e lem en ts  of set (66), say Qß(ß+i) and Q.,^ + 1y  are o f  th e  opposite sign, then A
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changes its sign both in Lß and in L y, or else, A  changes its sign both  in Lß 
and in L y, (rule R).  This rule im m ediately  follows from inspecting formula 
(63).

A lim iting zone, say  the lim iting zone L., will be called positive (negative) 
i f  @y(v+1) is positive (negative). N ow , instead o f sym bols La, Lß, L.,, . . .  let 
the sym bols L v  L2, L 3, . . .  be used, (Fig. 3).

Z1 z> Z3
I J I l i  I

+  +  + +  +  + -----------+  +  4- + -------- H--------------- +  +  +  +
1 2  3 я  я + 1  n  0 + 1  #  /+< n

F ig .  3

I f  L i + l , L i+2, . . . , L i+e are positive (negative), and L„ L i+e + l  are neg
a tiv e  (positive), then e is odd, because for even e, the sum of the num erators 
becom es positive (negative) in the i 1-th group, and negative (positive) 
in the i -)- e -f- 1-th group, which would be in contradiction to consequence C. 
This means, in other words, th at the set (66) forms parts* each o f which  
consists o f an odd num ber o f elem ents. E .g ., i f  g =  13, i.e., the num ber of 
the lim iting zones is 12, then  the elem ents o f set (66) m ay have th e  follow ing  
signs

+  +  + --------------------- + --------------

or ------|------------------H +  +  +  H-------- h

or +  +  +  +  +  +  H-------- 1---------------etc.

In the lim iting zones belonging to the sam e part, the values A  and A  change 
their signs alternatively  (th is follows from rule R). Thus, in the first and last 
lim iting  zones of each part, the sam e value A  or A  changes its sign , and the  
sam e value changes its sign also in first and last lim iting zones o f  the n eigh
bouring part. E .g.,

+  +  4------------------------- 1--------------
Ä  A  Ä  Ä  A  A A À  À  Ä  A  À

In th is manner, tw o cases m ay be im agined. In the one case, one o f  the values 
A  and A  changes its sign more tim es than the other. This case is im possible, 
because it is in contradiction with the premise o f the tw elfth  theorem . In the  
other case the value A  changes its sign ju st as m any tim es as the va lue A.

* H ere, the word “ part” is used, because we do not w ant to use again the word “ group”

16 Acta Technica XL/3—4.
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T h is case is also im possib le, because in th is case, the set (66) forms a single  
part on ly , e.g.,

+ + + + + + + + + + + +
Ä A Ä A Ä A Ä A Ä A Ä A

and so , the first and last num erators are of opposite signs. W ith th is the tw elfth  
theorem  is proved for th e  case in which the assum ption  S x is fulfilled. N ow , we 
can  om it assum ption S x, because b y  m aking, e .g ., A s —> 0 ,  the relation (59) 
rem ains valid obviously.

The proof of  the thirteenth theorem can be carried out in the very same 
m anner, as the proof o f  th e  tw elfth  theorem .

The proof o f  the fourteenth theorem w ill be carried out by means o f the  
tw e lfth  theorem. Let tw o  elem ents of the set co15 co2, . . . , co„ be denoted by  
(Oj and  <xtj. Let us assum e th a t  the set A y ,  A y ,  . . . , A ni forms as m any groups 
as th e  set A y ,  A y ,  . . . , A y .  Introducing

A i j  A i ; , A y  A 2i , , A nj A y

in to  (59), we obtain th e  relation  со? <  OJj <[ со?, th a t is cof =  со?. This means 
th e  follow ing: If со,- differs from  coj, then the num ber o f groups formed b y  the 
am plitudes belonging to  со,-, differs from the num ber o f groups formed b y  the 
am p litu d es belonging to  coj, (corollary 1).

Since there are n e lem ents, it is easy to  see the following: The num ber  
o f  th e  groups m ay be 1, 2, . . . , n, and each o f these numbers belongs to a 
certa in  coy, (corollary 2).

L et two elem ents o f  th e  set co15 co2, . . . , co„ be denoted b y  coy and cop. 
L et us assum e that the set A y ,  A y ,  . . . , A y  belonging to coj forms g  groups, 
and th e  set A lp, A 2p, . . . , A np belonging to  cop form s g  1 groups. From  
(10), w e obtain the expressions

(« 0 1  +  a 1 2 > ^ l p  —  « 1 2 ^ 2 p

a !2^ lp  ( « 12 4~ «2з) - 2̂p «23^3p
m22A 2p

« 2 3  4~ ( « 2 3  4~ « 34) Л зр — a3i A ip

т 3 3 ^3  p

T he zig-zag line in F ig . 4 visualizes th e  va lues A lp, A 2p . . ., A np. T his 
set form s g  1 groups. L et us straighten out th e  la st group of this set, (the  
stra igh ten in g  out is v isu a lized  by a dotted  line in  Fig. 4). In  th is m anner, 
a lin e  arises forming g  groups only. The values visualized  b y  this line w ill be
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chosen for Ayj, A 2j, ■. ., A nj.  B y inserting the so defined values A l j,  A 2j, . . ., 
A nj into (59), we obtain  the relation

(Oj < | (Op .

This means the follow ing: The numbers g v  g2, . . ., gn o f  groups belonging to  
(Oj, co2, . . (on sa tisfy  the inequalities g t ;<  g2 • . ■ < , gn, (corollary 3).

From corollaries 1, 2, 3, the va lid ity  o f the fourteenth  theorem  follow s 
im m ediately.

The proo f  o f  the fifteenth theorem is sim ilar to that o f  the fourteenth  
theorem .

9. Torsional oscillations o f  shafts

A short theory o f  the torsional oscillations o f  shafts, and a bibliography  
o f th is subject can be found in Sections 38 and 39 o f  S. T i m o s h e n k o ’s book [3]. 
A report on the m ost recent literature on the sam e subject can be found in 
paper of G. S c o t t o  L a v i n a  [4].

I)

1 U  2 4

Fig. 5

The equations o f  the problem. The m assless shaft carries n disks (Fig. 5). 
The m om ents o f  inertia  o f  the disks are denoted b y  J01, I 12, . . In(n+ip  
the torsional rig id ities o f  the shaft betw een th e  disks by C2, . . ., Cn, the  
angular d isplacem ents o f  the disks b y  cp01, tp12, . . ., rpn n̂+ 1)- The d ifferential 
equations o f  the m otion are

I o \ÿ n i  —  Cj( <fox 4* T \i) i

1 1 2  T i 2  =  —  C i i -  T o i  +  9 1 2 ) +  C 2( —  f l 2  +  9923)i

1 23 Ф2 3  —  —  C 2( —  <f i2  +  9  2 3 ) +  T'3( 9n23 +  9 .3 4 ) 1

•^n(n+l) 9n(n  + l) =  Cn( 9)(n—In) “I-  9 n ( n + l ) ) ‘

(67)

16'
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T hese d ifferential equations have not the form (1) or (9) or (11) w hich we 
s tip u la ted  in Section 1. B ecause o f  th is, we endeavour to throw  them  into  
form  (9). For this purpose, w e introduce th e  generalized coordinates

9i =  C x( —  Voi  +  972)» =  C 2( —  972 +  97з) » • • • » Чп —  C —  <f(n-i)n  +  Фп(п+1))-

In  th is  m anner, we get from  the n — 1 differential equations (67) to  the n 
d ifferen tia l equations

1 ..

ёГь -

92

9з

91 —
L12

92
[ 23

1 1 1
------ b — 9i + T 92 1
Л г I 12 ll2

1 1 1
7 ---- 92 + ~ 9з »

1̂2 2̂3 123
1 1 1

— 9з + 7  9i »
2̂3 3̂4 3̂4

C„ % I
1n-l ~

( n - l ) n
+

(n—l)n ln(n + l)
4n-

( 68 )

T h ese d ifferential equations already have a form required in Section 1, nam ely  
th e  form  (9). Consequently, equations (10) have now the form

1

A
1

C,

1

ы- A 2/ -  — A , +

w ~ Ay =  —

1 12

1

V
'2/

1  2 Í7 Г  w A nj =

T + -
1

01 ^ 12]

1 1
— +  -
l l 2 ^ 23

1 1

I 23 I 34,

1—1)п ~"Ь
r

/ ( n

1̂2
1

Л 2j ’

Ay Ay ’
1 23

Л _  1 Л л зу . y l ty ’
13i

+
( n - l ) n C n(/7-rl)/

жлг

(69)

U sin g  th e  parameters standing in (69), let us write down equations (58). So, for 
th e  torsion a l oscillation o f shaft, equations (58) becom e

A

o r  —

c, A  _ c L
—  +
h i I 12 ^ 1 2

Co c 2 , Co c 2
+ —  +

1 1 2 ^2 1 1 2 Ai /  23

Ç 3 ^2 + A  _ Ç3

1 2 3 ^3 1 23 I 34 3̂4

A
A
a '

( 7 0 )

Cl)“ =  — Ai —1
I  (n — l)n

+
[ f l(+l)
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or, w hat is the sam e,

i2 = 1̂2 + 1 - 1̂2
CO2 A l t

*01 " Ci ■

13 =  - 2̂3
A i + *23 + 1 -

_ 123 CO2 A - ,
112 *12 C2

d4 =  -
_ 3̂4 a 2 + *31 + 1 = 3̂4

C O 2 A  3 ,

2̂3 *23 " C3

(71)

w here, for the sake of sim plicity, the labels j ,  (1), . . ., (n) and th e  bars are 
not w ritten  down.

As we see, the coefficients on the right-hand sides of differential equations  
(68) form  a cross-m atrix. Therefore, for the treatm ent of the problem  expressed  
b y  differential equations (68), the tw elfth  and fourteenth theorem s can be 
used (see the numerical exam ple elaborated in Section 10).

Remark on the solution o f  differential equations (67). Let it be assum ed  
th a t w e have found the solution q^t), q f f ) ,  ■ • -, 5^(0 o f th e  d ifferential 
equations (68). Then, the solution (p0l(t), qP12(i), . . ., (pn(n+i){0  ° f  th e  differ
entia l equations (67) can easily be com puted, because e.g., th e  fir st  o f  the  
differential equations (67) becom es J01 qe>01 =  q x, that is

Ioi <Poi =  A n  sin (wi* +  Wi) +  • • • +  A nl sin(wnt +  y>n)

w hence

A A
qr„i =  ct d ------ sinicojt +  ¥>!)— . . . ------------- -----  sin(«„t +  xpn) .

W 1 -*01 0J n '  01

In a sim ilar m anner, we obtain (pl2 =  ct -)- d  —  . . ., (p22 =  ct -f- d  —  . . .  and 
so on. This is in accordance with our remark made at the end o f  Section  1. 
The term s ct -f- d  means a uniform  rotation . Thus, the harm onic torsional 
vibration  is superposed on a uniform rotation .

10. Second num erical example

The system  is shown in Fig. 6 . The non-dim ensional data are the fo llow ing

c ,  =  C2 =  C3 =  C4 =  Cj =  C, =  1, C. =  0,02,

I ol — 11г =  / 23 =  I3j =  I 45 =  l 5e =  0 ,256, / в 7  =  7,5, f 7g =  2 ,4  .

(W e borrow these non-dim ensional data from  Section  41 of the book of J . P . D e n  H artog 
[5 ].) F in d  the circular frequencies of the principal torsional oscillations.
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In  order to accom plish th is  task , we shall apply equations (71) and (70), nam ely f iv e  
eq u ation s according to (71) and tw o  equations according to  (70). Thus, using the non-dim en
sional d a ta , we have the fo llow in g  seven equations:

A 2 =  (2 —  0,256 со2) A 1 ,

A 3 =  — A x +  (2 — 0,256 со2) A 2 ,

A t =  — А г +  (2 — 0,256 со2) A 3 ,

A 5 =  — A 3 -J- (2 — 0,256 со2) A t ,
(72)

A 6 =  — A 4 +  (2 —  0,256 со2) A 5 ,

A  4
со2 =  — 3,90625 +  4,039583333 — 0.133333333 ,

A  1 A

со2 =  —  0,002666666 A  _|_ o,011.A
T he course of calculation is the fo llow ing. The seven q u an tities A 2, A 3, A t , A-, A e, oj", со2 w ill 
he co m p u ted  by means of form ulas (72). A i and A 7 w ill be arbitrarily  chosen. Also co2-s w hich

П п г
U r, сг

2
U f3 L

<
J e j

1
J
w 1■-n 

1--
w.

oT>

Fig. 6

7a

stan d  o n  the right-hand sides o f equations (72), will he arbitrarily  chosen. E .g., let us choose  
со2 =  5 and  --Í t =  1. (W e notice  th a t  it  is very convenient to  start w ith  со2 =  0 and Í t — 1, 
or w ith  o j -  =  +  00 and A t =  1, b u t in  this illustrative ex a m p le , we w ill not avail ourselves 
o f  th is  possib ility .) U sing these  starting values, we find

A 2 =  (2— 0,256  • 5) • 1 =  0,720 ,
A 3 =  — 1 - f  (2— 0,256  • 5) • 0,720 =  — 0,482 ,
A t  =  — 0,720 +  (2— 0,256 • 5) • (— 0,482) =  — 1,067 ,
A & =  0,482 +  (2— 0,256 • 5) ■ (— 1,067) =  — 0,286 ,
A 6 =  1,067 +  (2— 0,256 • 5) ■ (— 0,286) =  0,861 .

N o w , a value m ust be chosen  for A 7. Let it  be + 0 .  So w e obtain

m2 =  — 3,90625 ~  „°ô5f6 +  4,039583333 —  0,133333333 ■ =  5,33,
O.ool 0,o6I

со2 =  -  0,002666666 —  8^ 1 _j_ o,011 =  -  oo .

Colum n I contains these q u an tities. As it  is seen, the q u an tities  A t , A,,, . . . , A 7 form  three  
groups. From  this, the in eq u a lity  —-00 S í co§ <  5,33 fo llow s. (This ascertainm ent is based on  
the tw e lfth  and fourteenth theorem s, because this com putation  m eans that the quantities (58) 
are n ow  th e  following: 5, 5, 5, 5, 5 , 5,33, — =«.) We choose for A 7 the value — 0 in  colum n  
II , and th e  value — 0,861/1000 in  colum n III. In colum n IV , w e choose for starting the va lue  
со2 =  5,1 . This choice is suggested  b y  quantities obtained in  colum ns II and III.

T o avoid repetitions in  w ritin g , we have not w ritten  dow n the term s, w hich are id en 
tica l w ith  th e  corresponding term s o f  the previous colum n.The sym b ol + 0  denotes a very sm all 
p o sitiv e  qu antity . The sym bol — 0 denotes a negative q u a n tity , the absolute value of w hich  
is  v ery  sm all. For convenience’s sake we choose for A 7 th e  va lues -}-0, —-0, + / l (i, — A 6,
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I и III IV

ÍU2 5 5,1

A +  1 • + 1

+  0,720 +  0.694

Л3 —  0,482 —  0,517

A —  1,067 —  1,053

A —  0,286 —  0,214

A +  0,861 +  0,905

A +  o —  0 — 0,861/1000 —  0,905

CO2 5,33 5,33 5,33 5,096

a)2 ---  oo _J_ OO 2,67 0,0136

— 00 ^  col <  5,33 5 ^  «1  <  +  °° 2,67 <  a>l <; 5,33 0,0136 < ; cuf < ; 5,1

V VI VII VIII

O J2 10
*

9

A + 1 +  1

Л 2 —  0,560 —  0,304

A —  0,686 —  0,908

A +  0,944 +  0,577

A +  0,158 +  0,773

A —  1,032 —  0,812

A +  o +  1,032 +  o —  0

CO2 4,63 4,76 7,56 7,56
CO2 -j- OO 0,0136 -L- oo ---  OO

4,63 a > \ +  ° ° 0 , 0 1 3 6  < ; io 7 , 5 6 < Ш̂  +  °° —  00 ^  « Î  ^  9

IX X XI XII

CO2 8,8 12

A +  1 +  1

■A-2 —  0,252 —  1,072

A —  0,936 +  0,149

A +  0,488 +  0,912

A s +  0,813 —  1,127

—  0,693 +  0.296

A +  0,812 +  0 +  0,693 —  0

CO2 7,693 8,62 8,75 18,8

CO2 0,0136 +  ° ° 0,0136 +  00

0,0136 ^  9 8,62 ^  cu§ < ,  +  oo 0,0136 < , w \  < ,  8,8 1 2 ^ ^ ^  +  °°
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XIII XIV XV XVI

OJ2 12,5 12,3 15

A t +  1 +  1 + 1
A „ —  1,200 —  1,149 —  1,840

A 3 +  0,440 +  0,320 +  2,392

A , -  0,672 +  0,781 —  2,553

A  5 — 1,247 —  1,217 +  2,312

A  e +  0,825 +  0,616 —  1,693

A - , - 0 —  0,616 +  0 +  1,693
OJ2 9,94 11,8 9,8 9,9
CO2 _j_ OO 0,0136 _|_ OO 0,0136

9,94 <  cuf < ; +  00 0,0136 ^  tuf ^  12,3 9 ,8  < ; o j2 < ; +  00 0,0136 ^  tu? ^  15

XVII XVIII XIX XX

OJ2 14,6 2 1,9 1

A  г -  1 + 1 + 1 +  1
A  2 —  1,738 +  1,488 +  1,514 +  1,744

A 3 +  2,019 +  1.214 +  1,291 4- 2,042

A , —  1,771 +  0,318 +  0,440 +  1,816
A  5 +  1,058 —  0,740 —  0,624 +  1,131

A 6 — 0,067 —  1,420 —  1,385 +  0,154

A  7 +  0,067/10000 +  1,420/10 +  0 +  0

CO2 65 2,02 2,28 +  23,3
OJ2 26,7 0,037 +  00 ---  OO

14,6 <  со2 <  65 0,037 <  tuf <; 2,02 1 ,9  < ; <m§ s i  +  °° — 00 ^  " 1  ^  1

XXI
1

XXII XXIII XXIV

CO2 0,3 0,26 0,27

A t + 1 +  1 +  1
Ao +  1,928 +  1,933 +  1,931

A 3 +  2,718 +  2,738 +  2,728

A 4 +  3,314 +  3,361 +  3,331

A  5 +  3,672 +  3,759 +  3,715

A q +  3,766 +  3,908 +  3,837

a 7 —  0,154 —  3,766/10 —  0 —  3,837/100

O J2 —  23,3 0,19 0,282 0,258

CO2 0,0136 0,037 OO 0,278

—  23,2 ^  tu? <  1 0,037 < ; tu | < ,  0,3 0,26 < t u |  <  +  °° 0,258 <  tuf < ,  0 ,278
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XXV XXVI XXVII XXVIII

c u 2 0,1

A + 1
A  2 +  1,974

A +  2,892

A +  3,761

A +  4,505

A +  5,141

A +  o —  0 +  5,141 —  5,141/10

to2 0,62 0,62 0,583 0,633

Ш2 ---  CO +  00 0,0083 0,0376

—  00 < > ?  < ;o ,6 2 0 , 1 ; ^ ? ^  +  °° 0,0083 < , o 4 < , 0,0376 ^  £o| <

• < ,  0,583 < ; 0,633

XXIX XXX XXXI XXXII

OJ2 0,01 0,0104

A + 1 r  1

^ 2 +  1,997 1,997

^ 3 +  2,990 b 2,989

A +  3,974 - -  3,973

A +  4,949 - 4,947

A +  5,911 -  5,907

A +  30 +  40 H- 30 +  34

CO2 0,087 —  0,13 0,096 —  0,002

CO2 0,01048 0,01071 0,01048 0,01054

0,01 0,087 — 0,13 ^ c u f  ^ 0,0104 <  со2 < — 0,002

<  0,01071 < ; 0,096 <; 0 ,01054

A g/ 1000, etc. In this m anner, th e  com putation  becam e extrem ely sim ple, n o t on ly  for ojf, 
but also for &>|, . . . .  cof . Scrutinizing the results o f the colum ns, we find

0,0104 < , œ l  < , 0,01054

0,26 £  o ) \  < , 0,278 ,

1,9 ^  o i l  < , 2,02 ,

5 < . oj\ < ,  5,1 ,

8,62 ^  0)1 < , 8,8 ,

12 < , o > l ^  12,3 ,

14,6 ^  ^  15 .
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H en ce , w e obtain

0,1019 <  о»! iS 0,1027 , 

0 ,509 < ш 2 ^  0 ,5 2 8 , 

1,378 ^ c u 3 ^  1,422 , 

2 ,23  <! <u4 Sá 2,26 ,

2 ,93  < > 5 ^ 2 , 9 7 ,

3 ,46  <  coe <; 3,51 ,

3,82 cu7 <  3,88 .

( 73)

n eq u a lities  (73) express th e  resu lt o f the calculation. T his resu lt shows, e.g., th a t the m ean  
3,46 +  3,51

v a lu e  — -------— -—  =  3,485 d iffers from the exact va lu e  o f a>e b y  less than 1 per cent. Of course,

th e  accuracy of the result can  ea s ily  be augmented b y  app ly in g  more columns.
A  glance back at the presented  method. In th is num erical exam ple, we have presented a 

m eth o d  for calculating th e  frequencies of the principal oscillations of the rotating shaft. 
T h is m ethod seems to be m ore advantageous than th e  variou s m ethods found in the literature  
[3 , 4 , 5]. Its advantages are th e  following: The com p u tation  can be carried out very  easily. 
T h e com putation consists o f  co lu m n s, and the result o f  each  colum n expresses an inequality , 
th a t  is , an error estim ation. T h u s, the result is not an ordinary approxim ation w ith  unknown  
accu racy , but a rigorous error estim ation . An incidental num erical m istake has no effect on 
th e  resu lt o f a following co lu m n  th a t begins w ith a newer starting value of со2. The m ethod  
y ie ld s  values not only for cuj b u t  also for u>\, . . .  , cop-

11. Related topics, system s with distributed physical constants, future
developments

A ll th e  theorem s trea ted  above, concern system s which have fin ite  
num bers of degrees o f  freedom . It is an obvious thought to extend  these  
theorem s to system  w ith  distributed physical con stan ts, (string, beam , m em 
b ran e, plate). Such a sy s te m  has an in fin ite  num ber o f degrees o f freedom . 
In  th is  domain, a ttem p ts w ere made in earlier papers [6] and [7] of the author. 
T he basic idea of the tw e lfth  theorem already occurred in a previous paper [8]. 
T h e form ulation and p ro o f o f  the sixth and sev en th  theorem s for fin ite  number 
o f  degrees of freedom  w ere also published in  a previous paper [9] b y  the  
au th or.

R ecently, a v a st  litera tu re  due to d ifferent authors, is concerned with  
th e se  topics. From am ong th em , we m ention a few  only: L. Collatz  [10], 
[11], J . B. D iaz [12], R . J . D u ffin  [13], J . H e r sc h  [14], [15], L. E. 
P a y n e  [16], [17], L. E . P a y n e  and H. F . W e i n b e r g e r  [18], G. Szegő 
[1 9 ], [20], H. F. W e i n b e r g e r  [21], [22], [23], H . W ie l a n d t  [24], [25]. 
In  th ese  works, further references can be found.

Section 9 of Chapter V  o f the book o f T h . v . K á rm án  and M. A. B io t  
[1] as w ell as pp. 289— 291 o f  the book of L. Co l l a t z  [10] and the Section В 
o f  Chapter 3 of the b ook  o f  K ing  N. T ong  [26] refer just to the narrower
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topic o f  the present paper, that is, to th e  oscillations o f system s w ith  fin ite  
degrees o f  freedom . Several theorem s concerning th is dom ain are due to
G . F r o b e n i US (see the hook [10]).

The application o f the fourth, fifth , s ix th , seventh , eighth, n in th , ten th  
and e leven th  theorem s involves an in terestin g  question that we shall now  
shortly outline. In  the sixth  theorem , e .g ., th e  reservation is m ade th a t the  
param eters m n , m12, . . ., mnn are positive. Consequently, when w e w ill apply  
the s ix th  theorem , we have, first o f all, to  decide whether the param eters 
irtjj, m12, . . ., mnn are positive. Such a question  arises also in the case o f  system s  
w ith d istributed  physical constants, because the sixth  theorem can obviously  
be extended  to  system s with distributed physical constants. T he question  
is th en  equivalent to the following question : is Green’s function o f th e  system  
positive? In other words: are the influence coefficien ts of the system  positive?  
In som e cases, it  is already shown that th e  in fluence coefficients are positive, 
e .g ., the in fluence coefficients o f the d eflections o f

sim ple beam  w ith hinged support, 
sim ple beam  w ith  clamped support, 
cantilever beam , 
m em brane w ith fixed  boundary, 
plate w ith  N avier’s boundary condition , 
circular plate w ith clamped boundary.

I f  the p late  w ith clam ped boundary, has other form as a circle, then the 
coefficien ts in question are not alw ays p ositive . This interesting fact is pointed  
out in the papers o f  R. J. D u f f in  [27], [2 8 ], P. R. Ga r a b e d ia n  [29], C. 
Lo e w n e r  and G. Szegő [30], G. Szegő [31].

As was seen in Section 9 o f the present paper, the twelfth and fourteenth  
theorem s are very  useful for practical com puting of the frequencies o f  principal 
oscillations. Rut th ey  refer only to  a particular system  that is characterized  
b y  cross-m atrix. Thus, it  is desirable to  d evise  sim ilar theorems referring also 
to  other typ es o f system s, that is, to system s which are characterized b y  other 
sorts o f  m atrices. The establishing o f  th ese  theorem s m ay be th e  purpose 
o f  future researches.
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SUM M ARY

T he oscillations to w hich th e  paper refers, are characterized  by the assum ption th a t the  
generalized  coordinates (as fu n ction s o f tim e) satisfy  certain hom ogeneous linear d ifferentia l 
eq u a tio n s w ith  constant coeffic ien ts. Starting from  w ell-know n formulas, author derives  
th eorem s, a few  of which can im m ed ia te ly  be applied for p ractica l purposes. In th is m anner a 
new  m eth o d  presents itse lf  b y  m eans of which the frequencies o f  the torsional principal osc illa 
tio n s can  easily  be calculated . T his calculation yields n ot o n ly  the frequency o f the slow est  
princip al oscillation, but also th e  frequencies of all principal oscillations.
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SÄTZE Ü B E R  D IE  SC H W IN G U N G EN  D E R  SYSTEM E VON E N D L IC H E N
F R E IH E IT SG R A D E N

J. BARTA

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie Schw ingungen, auf die der Aufsatz sich b ezieh t, sind dadurch charakterisiert, daß 
die  verallgem einerten K oordinaten (als Funktionen der Zeit) gewissen linearen D ifferentia l
gleichungen m it konstanten K oeffizienten genügen. Ausgehend von bekannten Form eln, 
le ite t der Verfasser Sätze ab, von denen einige für praktische Zwecke unm ittelbar geeignet 
sind . In dieser W eise ergibt sich ein neues Verfahren zur Berechnung der F requenzen der 
H auptdrehschw ingungen einer W elle. Dieses Verfahren läß t sich überaus leicht anw enden  
und liefert die Frequenzen nicht nur für die langsam sten  H auptdrehschwingungen, sondern  
auch  für alle H auptdrehschwingungen.

T H ÉO R ÈM ES SU R  LES V IB R A T IO N S D ’U N  SYSTÈM E  
D E  D E G R É  D E  L IB E R T É  FIN I

J. BARTA

RÉSUM É

Les vibrations exam inées par la présente étude son t caractérisées par cette  supposition  
que les coordonnées généralisées (com m e fonctions du tem ps) satisfont à certaines équations  
différentielles hom ogènes et linéaires à coefficients constan ts. A partir de form ules bien con
nues, l ’auteur déduit des théorèm es, dont quelques-uns peuvent trouver des applications  
pratiques im m édiates. On obtient ainsi un nouveau procédé perm ettant de calculer très a isé
m ent les fréquences des vibrations principales de rotation  d’un arbre, calcul qui fournit les 
fréquences non seulem ent de la vibration principale la plus lente, mais aussi de tou tes les 
vibrations principales.

К КОЛЕБАНИЯМ СИСТЕМ С КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ
Й. БАРТА

РЕЗЮМЕ

Колебания, рассматриваемые в данной работе, характеризуются тем, что обобщен
ные координаты (как функции времени) удовлетворяют определенные однородные линей
ные дифференциальные уравнения с постоянным коэффициентом. Исходя из известных 
формул, автор выводит математические зависимости, часть которых может быть непосред
ственно использована для практических целей. Таким образом, получается новый метод, 
с помощью которого можно очень просто вычислить частоты основных торсионных коле
баний осей и валов. Данный метод является не только методом для определения частоты 
наиболее медленного основного колебания, но, кроме того, дает частоты всех основных 
колебаний.
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