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DIE ANALYSE DER EINFACHEN FALLKLAPPEN
REGULIERUNG

В. SZ Ő K E

[E ingegangen  am  20. F e b ru a r  1958]

I n  zah lre ich en  Zweigen d e r  B e a rb e itu n g s in d u s tr ie , so vor a llem  in  d er 
M ü h len in d u strie , g eb rau ch t m an  z u r S icherung  des v o n  einer Gosse g esp e is ten  
g le ichm äßigen  M ah lgu tausflußes d ie  a lte  S p e isek lap p en reg u lie rv o rrich tu n g  m it 
G ew icht- oder F ed erb e lastu n g . D a  diese A rt des W alzenstuh l-S pe isens den 
e rh ö h ten  A n fo rderungen  n ich t genüge le is ten  k o n n te , e n ts ta n d e n  d ie  a u f  dem  
P rin z ip  d er R ü ck sch a ltu n g  w irk en d e , s in n re ich e  ab e r w esen tlich  k o m p liz ie r te  
h y d ro m ech an isch e  R e g u lie ru n g sk o n stru k tio n en , die au ß e r der g le ich m äß ig en  
Speisung  au ch  n och  andere A rb e itsv o rg än g e  v e rr ic h te n , wie z. B . die E in s c h a l
tu n g  d er lo sgek u p p elten  W alzen beim  B eg inn  des P ro d u k ten lau fes , A b g ab e  
v o n  S ignalen  e tc . [2].

D ie e in fache  S pe isek lappenregu lierung  is t  in  d er M üh len in d u strie , so wie 
in  zah lre ichen  G eb ie ten  an d erer In d u s tr ie m a sc h in e n , auch  h eu te  n o ch  u n e n t
b eh rlich  u n d  d a h e r  is t es der M ühe w ert, d ie sich  h ie r absp ie lenden  R eg u lie 
rung sv o rg än g e  g en au er zu e rö r te rn , um  die g le ichm äß igste  S peisung d e r  V o r
r ic h tu n g  verw irk lich en  zu kö n n en .

B ei der S p eisek lap p en regu lieru n g  is t  es zu  b ea ch ten , daß der D ru ck  des 
M ah lgu tes a u f  d ie  K lap p e, als F u n k tio n  der M ah lgu th öh e, derart ch a ra k ter is iert  
i s t ,  w ie ihn  d ie  jANSSENsche G leich u n gen  b estim m en , d . h . eine s te t ig  f la ch er  
w erd en d e K u rve , d ie am B od en  m it

an  den  S e iten w än d en  m it p , =  0 ,7p  O b e rfläch en d ru ck  au sg ed rü ck t w erd en  
k a n n , w obei x  d e r H öhe d er G e tre id esäu le  u n d  s d e r  Seiten länge des Q u a d r a t 
d u rc h sc h n itte s  d er Zelle e n tsp r ic h t [3].

Zweck der Regulierung ist zu  sichern, d a ß  die gleiche M ahlgutm enge durch  
den Speisespalt der Speisewalze ström e, die in  die Gosse zugeführt w ird.

A u f G ru n d  des 1. B ildes is t :
F  d e r Q u e rsc h n itt  d er Gosse (u n v e rän d e rlich )
Vj die G eschw ind igkeit des in  d ie  Gosse e in fa llen d en  M ahlgutes (v e rä n d e r 

lich)

1*



4 В. SZŐKE

h  d ie  L änge d e r S peisew alze (u n v erän d erlich ) 
e d ie  B re ite  d er S p e isesp a lte  an der S peisew alze  (veränderlich) 

v2 d ie  G eschw ind igkeit des durch  den  S p e ise sp a lt d u rch lau fen d en  M ahl
g u te s  (die be i d en  m e is ten  K o n s tru k tio n e n  u n d  bei gew issen M ah lp ro 
d u k ta r te n  k o n s ta n t ,  b e i einigen A u sfü h ru n g e n  v erän d erlich  is t)

B ild  1. E in fa c h e  S p e isek lap p en reg u lie ru n g  m it F ed erb e las tu n g

P  G esam tk ra ft des M ahlgu tes au f die S p e isek lap p e  (verän d erlich  n a c h  der 
H ö h e  des M ahlgu tes)

К  H ebelarm  d er K ra f t  P  bezüglich des D re h p u n k te s  der S peisek lappe (v e r
än d erlich  n a c h  d e r  A r t  der K o n stru k tio n slö su n g )

R  F e d e rk ra f t (v e rä n d e rlich  als F u n k tio n  d es  Federw eges) 
к  H eb e la rm  d er K ra f t  R  ebenfalls in  b ezu g  a u f  den  D re h p u n k t d e r S peise

k lap p e  (v e rän d e rlich  d en  K o n stru k tio n slö su n g en  gem äß) 
c F e d e rk o n s ta n te , d . h . die K ra ft, d ie  b e i d e r F ed er eine D eh n u n g  von 

1 m m  h e rb e ifü h rt
x x D as bei d e r R eg u lie ru n g  verw endete  u n te r e  M ahlgu tn iveau  
x 2 D as bei d e r R eg u lie ru n g  v erw endete  o b e re  M ahlgu tn iveau
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X H öhe des M ah lg u tn iv eau s, v o n  dem  u n te re n  N iv eau  des R egu lierungs*  
ab standes g e rech n e t

y± A usdehnung  d e r v o rg esp an n ten  F ed e r bei gesch lossener S peisespalte  
y 2 A usdehnung  d e r F ed er bei g rö ß te r  S pe isespa lte  
y  A usdehnung  d e r  F ed er, vom S ta n d  der V orspannung  gemessen

X y
n  P ro zen tzah l fü r  den  A u sd ru ck  v o n  ----------o d e r-------- — , die im  P ro z e n t

*2 x i У 2 Ух
des R eg u lie ru n g sab stan d es d as  S te igen  des P ro d u k te s  in  der Gosse (bzw . 
die A usdeh n u n g  d er F ed er b in n e n  der D is ta n z  y x — y 2) an g ib t.

W enn  die G eschw ind igkeit v1 sich  aus irgendeinem  G ru n d e  v e rä n d e rt, m u ß  d ie  
R eg u lie ru n g sv o rrich tu n g  d e ra rt w irk en , d aß  w ed er d ie  überflüssige  A uffü llung  
d e r Gosse, noch d ie  überflüssige E n tle h ru n g  e rm ö g lich t w ird . Bei lau fe n d e r 
Speisung  m uß d as  in  d e r Z e ite in h e it in  die Gosse s trö m en d e  M ah lgu tv o lu m en  
dem  V olum en gleich  sein , das d ie  Speisew alze v e r lä ß t ,  das h e iß t,

F v1 =  hv2e , (1)
also ist

V2 e =  -Ç -  ^ . (2)
h

D er Z u sam m en h an g  (2) so ll b ed eu ten , d a ß  b e i e iner V erän d eru n g  v o n  
v1 m u ß  die S peisespalte  e, oder d ie  U m fangsgesch w in d ig k e it d er Speisew alze v2, 
o d e r m üßen  alle b e id e  gleichzeitig  g e ä n d e rt w erden . D ie U m fangsgeschw ind ig 
k e it  k an n  auch  a u f  zw eierlei W eise g eän d e rt w e rd e n ; d u rch  V erän d eru n g  des 
D urchm essers (W echselw alze) u n d  d u rch  V erän d e ru n g  d e r U m d reh u n g szah l.

I s t  die U m d reh u n g szah l d e r  Speisew alze u n d  d a m it ih re  U m fangsge
schw ind igkeit v2 b e i einem  M ah lgu t k o n s ta n t, so e rfo lg t die R egu lierung  b loß  
d u rc h  die E in s te llu n g  d er S peisespalte  e und

e =  v i ’ (3 )
hv2

das h e iß t, die S pe isespa lte  is t im g e rad en  V erh ä ltn is  zu  d er Z u fü h ru n g sg esch w in 
d ig k e it V}. Die d iesem  Z u sam m en h an g  en tsp rech en d e  G erade

e =  f i ( vi)
s te ll t  das Bild 2 d a r .

Aus der in  d em  B ilde 1 b esch rieb en en , e in fa c h s te n  und  b e k a n n te n  K o n 
stru k tio n slö su n g  g e h t hervor, d a ß  je d e r  G röße d e r  S peisespalte  e irgen d e in e  
F ed erau sd eh n u n g  у  en tsp ric h t, d ie  aus den  A bm essu n g en  en tw ed er d u rc h  
B erechnung  oder d u rc h  K o n s tru k tio n  festg este llt w erden  k an n . Die K u rv e  des 
Federw eges

У =  Á (e) >
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d ie  v o n  d en  E ig e n tü m lic h k e ite n  d e r K o n s tru k tio n  a b h ä n g t, w urde  im  B ilde 2 
d e r a r t  d a rg e s te llt , d a ß  d e r V erlän g eru n g  d e r  v o rg esp an n ten  F e d e r  O0O =  j x 
e in e  S p errs te ilu n g  e =  0 en tsp rech e .

D a  d e r F ederw eg n u r  aus d e r S p e rrs te llu n g  d er S pe isesp a lte  b ez ieh u n g s
w eise  aus dem  V orspannungsw eg  y x b e re c h n e t w erden  soll, d a h e r w ird  die e n t 
s te h e n d e  F ed e rk ra ft

R  =  c( j i  +  У) (4)

d u rc h  d ie  du rch  den  P u n k t  O0 lau fen d e  G erade  d a rg este llt.
D ie S kala  des Federw eges у  h a t  eine g leichm äßige E in te ilu n g . W ird  d er 

b e i d e r  R egu lierung  zu r Verfügung stehende Federw eg OA  in  100 gleiche Teile 
e in g e te i l t ,  so k an n  a n  d e r A b b ild u n g , be i dem  E rre ich en  irg en d e in es  p ro zen 
tu e l le n  W ertes des F ederw eges, die a u f tre te n d e  F e d e rk ra f t R  abgelesen  
w e rd e n .

D er  D ruck des M ah lp rod u k tes, w ie  aus der jANSSENschen T heorie  
b e k a n n t ,  is t  der M ah lp rod u k th öh e x  n ic h t  p rop ortion a l, k a n n  ab er durch  
e in e  m it  der H ö h en zu n a h m e sich  im m er m ehr v erfla ch en d en  K u rv e

P = f (*)

d a rg e s te l l t  w erden. W enn  d ie  K u rv e  P  a ls F u n k tio n  d e r bei d e r  R egu lierung



D IE  A NA LY SE DER EIN FA CH EN  F A L L K L A PP E N R E G U L IE R U N G 7

z u r  V erfügung s te h e n d e n , au f die M ah lg u th ö h e  bezogenen p ro zen tu e llen  
H ö henzunahm e d a rg e s te llt  w erden soll, so b eze ich n e t d ie K urve

d ie  D ru ck än d eru n g .
P = M « )

B ekann terw eise  b e ru h t die R eg u lie ru n g  a u f  d e r  B ed ingung , d aß  das 
M om ent, das der M ah lp ro d u k td ru c k  a u f  den  D re h p u n k t d e r  F a llk lap p e  a u sü b t, 
m it dem  M om ent d e r  F e d e rk ra ft in  G leichgew ich t b le ibe .

A us dem  d as G leichgew icht d e r  M om ente  b e s tim m en d en  Z u sam m en 
h an g

P K  =  R k  (5)

fo lg t, d aß  im F a lle  e ines G leichgew ichtes

P  =  R  = f t ( n )  is t , ( 6)

d as h e iß t, das M ahlgu tdruck  ist dem veränderten Federdruck gleich. A uch  diese 
K u rv e  k an n  in  die A b b ild u n g  g ezeichnet w erden . E s soll b e m e rk t w erden , d aß  
b in n e n  d er G renzen, in  denen  das V e rh ä ltn is  d e r H eb e la rm e  k /K  als k o n s ta n t 
b e tra c h te t  w erden k a n n , die F u n k tio n  / 4(n) d u rc h  eine  G erade d a rg e s te llt 
w erd en  kann .

A us dem  en tw o rfen en  R egu lie rungsb ilde  k ö n n e n  die zusam m engehörigen  
W erte  d er k o n tin u ie rlich en  Speisung fe s tg e s te llt w erd en , u n d  zw ar g eh ö rt zu

OL Z u füh rungsgeschw ind igke it 
L M  S pe isesp a lte  
O J  F ederw eg  (a u f  der S kala  y )

J V  v e rä n d e r te r  F ederd ruck .

D em n ach  kann  schon  au s d er A b b ildung  fe s tg e s te llt  w erd en , bei w elcher M ahl
gu t-S äu lenhöhe diese L age bei der R eg u lie ru n g  z u s ta n d e  k o m m t. D enn  n ach  
d e r  G leichung

f s ( n ) =  Á ( n)

sc h n e id e t die d u rch  d en  P u n k t  V  lau fen d e  H o riz o n ta le  aus d er K u rv e  P  =  f 3(n) 
d e n  P u n k t  U h e rau s , d e r  an  der S ka la  n  das %  O H  b e s tim m t, u n d  d u rc h  w el
ch e n  die S tellung des M ah lg u tn iv eau s an  d e r z u r  V erfü g u n g  s teh en d en  R eg u lie 
ru n g sh ö h e  a n g ed eu te t w ird .

A us dem  B ild  k ö n n e n  einige w ich tige  S ch lüsse  gezogen w erden :

Ui =
e =  

У =

RJT
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1. In  dem  B ilde 2 k a n n  an  d en  S eiten  BC  u n d  D E  des K u rv en g an g es  
B C E D  zw ecks R egu lie rung  n u r  d e r A b sc h n itt in  B e tra c h t k o m m en , d e r in  die 
d u rc h  d ie  H o rizo n ta len  B F  u n d  G E  b eg ren z te  Zone fä llt. N u r in  d ieser Zone 
lieg en  d ie jen igen  h o rizo n ta len  G erad en , die die S eiten  B C  u n d  D E  in  d en  U  
bzw . V  P u n k te n  schneiden , d ie  den  e n tsp rech en d en  p ro zen tu e llen  W ert n 
b in n e n  d e r Skala  OA  angeben .

2 . W enn  die A n fa n g sp u n k te  В  u n d  D  d e r K u rv e  des M ah lg u td ru ck es

/ k  p  = f 3(n) u n d  der K u rv e  des v e rä n d e r te n  F ed erd ru ck es R  —  = / 4(n) u n d  deren
К

E n d p u n k te  C u n d  E  gem ein  s in d , is t d er volle  Federw eg u n d  die vo lle  R eg u 
lie ru n g sh ö h e  au sg en ü tz t (B ild  3.).

B ild  3. Z usam m enfa llen  de r A nfangs- u n d  B ild  4. Die zwei K u rv e n  d ecken  sich
E n d p u n k te

3. D ecken  sich  die zw ei K u rv en , so s tim m t w äh ren d  d er R eg u lie ru n g  
d ie  p ro zen tu e lle  Ä n d eru n g  des Federw eges m it d er p ro zen tu e llen  Ä n d eru n g  
d e r M a h lp ro d u k th ö h e  ü b ere in  (B ild  4). B erü h ren  sich die zw ei K u rv e n , so t r i t t  
d ie  Ü b e re in s tim m u n g  in  d er G egend des B e rü h ru n g sp u n k te s  au f, u n d  schneiden  
sich  d ie  e rw äh n ten  K u rv e n  in  zw ei P u n k te n , so w erden  die p ro zen tu e llen  W erte  
in  d e n  zw ei S c h n ittp u n k te n  e in a n d e r  gleich.

4 . I s t  kein  gem einsam er h o rizo n ta le r  S tra h l v o rh an d en , so is t  die F ed er 
zu  s ta r k  (B ild 5) u n d  ö ffnet n ic h t, o d e r is t sie zu schw ach (B ild 6) u n d  sch ließ t 
n ic h t.

5. I s t  der v e rä n d e rte  F e d e rd ru c k  h o riz o n ta l und  sch n e id e t die K u rv e  
d e r  K ra f t  P ,  so g ib t es n u r  e inen  einzigen R eg u lie ru n g sstan d  (B ild  7), w obei 
eine se h r  un ruh ige  R eg u lie ru n g  e n ts te h t, da  sie im m er d a h in  t r a c h te t ,  die 
einzige stabile Lage s ich ern d e  M ah lg u th ö h e  einzustellen. V e rg rö ß e rt sich  die 
G eschw ind igkeit vv  so ö ffnet d er M ah lg u td ru ck  P  eine zu große S p e isesp a lte  
e, w o d u rc h  sich das M ah lg u tn iv eau  zu  seh r se n k t, und  d er F e d e rd ru c k  v o ll
k o m m e n  sch ließ t. M it d er H ö h en zu n ah m e  des M ah lg u tn iv eau s w ied e rh o lt 
s ich  d as  Spiel in  jed em  so lchem  F a ll, in  w elchem  von dem  W e rt abw eich t, 
d e r  s ich  a u f  G rund  d e r K o n s tru k tio n  des B ildes 2 fü r  den  P u n k t  J =  H  
e rg ib t.
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D as E rw ä h n te  b ez ieh t sich a u f  den  idealen  F a ll, in  dem  die R eg u lie ru n g s
v o rr ic h tu n g  vo llkom m en  em p fin d lich  is t. D ie F a llk la p p e  ö ffn e t ab e r be i d e r 
V ergrößerung  d er M ah lp ro d u k tg esch w in d ig k e it i \  n ic h t so fo rt, so n d e rn  e rs t 
d a n n , w enn das M ah lg u t die H öhe e rre ic h t, bei d er sein  Ü b e rd ru c k  z u r Ü b e r
w in dung  des R e ib u n g sw id ers tan d es  d er R eg u lie ru n g sv o rrich tu n g  genügend

B ild  5. D ie Feder is t  zu  s ta rk , öffnet n ic h t  B ild  6. Die F ed er is t  zu schw ach , sch ließ t n ich t

groß  is t . Es sei angenom m en, d a ß  im  R üde 8 ein w id e rs tan d slo se r , id ea le r 
A p p a ra t von  dem  en tsp rech en d en  S ta n d  d e r A nzeigelin ie d e r zu sam m en g eh ö ri
gen P u n k te  U0 u n d  V0 m it der Z unahm e der Zuführungsgeschw indigkeit sich 
in  d en  e n tsp rech en d en  S tan d  d er A nzeigelin ie  U  —  V  e in s te llt. D ie U n e m p fin d 
lich k e it des R eg u lie ru n g sap p a ra te s  b e n ö tig t jed o ch  einen  K ra f tü b e rsc h u ß  
A P  — U2 H 2 —  U0 H 0 zum  In g an g se tzen  des G anges, w o n ach  d e r R eg u lie ru n g s
a p p a ra t ,  en tsp rech en d  dem  P u n k te  V2, in  d er im ' B ild  2 b e sp ro ch en en  
W eise, eine größere S pa lte  ö ffn e t als gew ünsch t, d ie z u r T ie fsen k u n g  des 
M ah lgu tn iv eau s fü h r t .  D a der A p p a ra t  im  B ew egungszustand  e m p fin d lic h e r 
is t , w ird  das G leichgew icht n ach  e in igen  A usschw ingungen , e n tsp re c h e n d  d er 
A nzeigelinie U V , w ieder h e rg es te llt.

B ei V erm inderung  d er Z u fü h ru n g sg esch w in d ig k e it b e g in n t d e r  R eg u lie 
ru n g sv o rg an g  in  d e r  L age, die d e r  A nzeigelin ie [7j Vx e n tsp r ic h t.

In  dem  B ild  8 w urde  au ch  eine einer g rößeren  E in fa llg esch w in d ig k e it 
en tsp rech en d e  A nzeigelinie U'oV'q d a rg e s te llt. D a h ie r die D ru ck k u rv e  f la c h e r
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v e r lä u f t ,  w ird ein g rö ß e re r  M ah lg u tn iv eau -U n te rsch ied  b e n ö tig t, um  das 
g eh ö rig e  A P  zu e rre ich en , d as  h e iß t

О Я ' -  О Я ' >  O H 2 -  O H 0.

D ie  D ru ck ku rve n äh ert s ic h , n ach  der jANSSENschen T h eorie , um  so m ehr  
d e r  G eraden, je  k le in er d er R eib u n g sk o effiz ien t zw isch en  d em  M ahlgut und  
d er  G ossenw and w ird .

D ie bei den W a lz e n s tü h le n  v e rw en d e ten  G laszu fü h ru n g sro h re  erm ögli
c h e n  n ic h t n u r die B e o b a c h tu n g , sie g e s ta lten  au ch  die R eg u lie ru n g  gleich

m ä ß ig e r , da die U n e m p fin d lic h k e it bei v ersch ied en en  M ah lg u tn iv eau -H ö h en  
n u r  im  Falle g le ichm äß iger D ru ck zu n ah m e g le ichb le ibend  sein  k an n .

A us dem  v o rs te h e n d e n  g eh t herv o r, d aß  im  In te resse  e in er g u ten  R eg u 
l ie ru n g  die rich tige  G e s ta ltu n g  des v e rä n d e rte n  F ed erd ru ck es

_  к , , fc
ß  —  =  c( j i  + y ) ~ K  (7)

e in e  besondere B e a c h tu n g  v e rd ie n t, die m it d e r F e d e rk o n s ta n te  c u n d  d er 
e n tsp re c h e n d e n  W ah l des V erh ä ltn isses  des V orspannungsw eges y 1 u n d  der 
H e b e la rm e  k /K  e rre ic h t w e rd en  kann .

N ötigenfalls k a n n  d ie  F e d e rk o n s ta n te  c, d u rc h  G ru p p ie ru n g  von  F ed ern  
m i t  versch iedener S tä rk e , d as  V erhältn is  d e r  H eb e la rm e , d u rc h  die rich tig e  
W a h l d e r R ich tu n g  d e r  F e d e rk ra f t  R  u n d  des N eigungsw inkels des A rm es 
k ,  a u c h  als F u n k tio n  des F ederw egs у  v e rä n d e rlich  g e s ta lte t  w erden .
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In  d e r P rax is  h ab en  w ir fa s t  im m er m it dem  F a ll  zu  tu n , d aß  die F e d e r
k o n s ta n te  c u n d  der A rm  К  e in e r b e s tim m ten  F e d e r  u n v e rä n d e rlich  s ind  [4], 
so m it k ö n n en  lediglich d e r A rm  r u n d  W inkel cp des H ebels (B ild  9) so g ew äh lt 
w erden , d aß  fü r  den W e rt d e r  G leichung (7)

f(<P) =  ( j i  +  У) & (8 )

eine  günstige  K u rv e  e rh a lte n  w ird .

B ild  9. G eom etrischer Z u sam m en h an g  zw ischen der F e d e rau sd e h n u n g  u n d  d em  H eb ela rm

In  dem  Bild 9 is t  0  d e r  D re h p u n k t des H eb e ls , S  d e r P o l d er F e d e r 
r  die L änge des H eb e la rm es, к  d e r augenblick liche M o m en tarm . Die E n tf e r 
n u n g  l des E in b in d ep u n k te s  A  vom  Pol S  e n th ä lt  d ie  fre ie  L änge l0 d e r ev e n 
tu e llen  E in b in d u n g ste ile , d ie  in  die G erade l der F e d e r fa llen , u n d  die F e d e r
au sd eh n u n g  -f- y .  D as h e iß t,

Л 5  =  / =  /0 +  Г1 + у .  (9)

A us dem  B ild  9 is t  k la r  zu  erkennen , d aß  zu  je d e r  Lage des W inkels 
cp zwei H ebellagen , z. B . A  u n d  A '  gehören, be i d en en  d e r H ebel к  derse lbe
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i s t ,  u n d  die F u ß p u n k te  T , d ie  aus der V erän d eru n g  des W inkels <p d e r  H ebelarm e 
к  e n ts te h e n , sich an  d em  ГЛя/es-K reis m it dem  D u rch m esser

O S  =  p
re ih e n .

D er Z u sam m en h an g  (8) k a n n  aus den  K o n s tru k tio n sa n g a b e n  a u f  folgende 
W eise  b es tim m t w erd en :
M it d en  B ezeichnungen  des B ildes 9 is t

A S  — l =  Ур2 +  r2 — 2p r  cos <p , (10)
w e ite rh in

r sin  a>
sin w = -------- —

l
u n d

. p r  s in  <p
к =  p  sin y> =  ----- -— (11)

D ie  Z usam m enhänge (8) u n d  (9) in  B e tra c h t gezogen e rh a lte n  w ir

f i  \ n  l \ P TSln(Pf m  =  ( i —  «o)"5— —  =  sm  99 1 -  °-
/

d a s  h e iß t,

f ( < P )  =  ( У 1 + У ) к = -  P r  s i n  99 1  —
Уp 2 +  r2 — 2p r  cos 99

( 8a)

(8b)

D em nach  k a n n  d ie  K u rv e  f(cp) a u f  G ru n d  d er K o n s tru k tio n sa n g a b e n  
n a c h  (8a) aus d er Z e ich n u n g , n ach  (8b) d u rc h  B erechnung  le ic h t b es tim m t 
u n d  d ie  en tsp rech en d e  Z one ausgew ählt w erden .

D ie  K urve P  =  f 3(n) h a t den C harakter der a u f d ie L ä n g en ein h eit  des 
B o d en d ru ck es b ezo g en en  jANSSENschen K u rv e  (B ild  10), deren  G leichung

i s t ,  u n d  wo X  die S äu len h ö h e , s die S eiten länge des Q u a d ra tq u e rsc h n itte s  der 
Z elle  b ed e u te t u n d  d e r O b e rfläch en d ru ck  am  B oden

P  =  sZ ;

d e r  O b erfläch en d ru ck  a n  d e r  S eitenw and

b e tr ä g t .
p z =  0,7 s Z
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x/s
B ild  10. jANSSENsche K u rv e  zu r B erechnung  des B oden- u n d  S e iten d ru ck es fü r  W eizen  zw i
sch en  H o lzw än d en  m it Q u a d ra tq u e rsc h n itt, x  =  M ah lg u th ö h e , s =  Seiten länge  des Q u a

d ra te s , p  =  s Z  (F läch en d ru ck  am  B oden), P  =  s3Z  (B o d endruck)

Es k a n n  n u r  d er C h a ra k te r  d ieser K u rv e  in  B e tra c h t gezogen w erden , 
u n d  bei d e r A ufzeichnung  d er f 3(n )  is t  es em pfeh lensw ert, ein  oder zwei 
P u n k te  d u rc h  M essung zu  bestim m en .

Die M itte ilu n g en  d ien en  n ich t n u r  be im  E n tw u rf  d e r e in fach en  F a ll
k lap p en reg u lie ru n g  als S tü tz p u n k te , sie k ö n n en  au ch  bei den  b e o b a c h tb a ren  
u n d  m an ch m al se ltsam en  E rsch e in u n g en  als E r lä u te ru n g  d ienen .

SC H R IFT T U M

1. G an z-D an u b iu s W erke: D ie E n tw ick lu n g  des W alzen stu h les  m it e inem  k u rzen  R ü ck b lick
au f d ie  G esch ich te  de r M ülierei. B u d ap es t, 1927.

2. Д ем и до в: А . P .: Мельничные балцевые станки. W alzen stü h le  de r M ü h len in d u s trie ,
V erso rg u n g sm in iste riu m , B uch  u n d  Z eitsch rift V erlag, B u d a p es t, 1951.

3. J a n s s e n , H . A .: V ersuche ü b e r  G e tre id ed ru ck  in  S ilozellen. Z e itsch rift d . V . D . J .  1895.
S. 1045.

4. S z ő k e , В .: Ja n ssen s  T heorie  ü b e r  den  G e tre id ed ru ck  d e r Silozellen u n d  die F a llk la p p e n 
reg u lie ru n g . »M alom ipar«  B u d ap es t, 1956. Szept.

ZU SA M M EN FA SSU N G

In  z ah lre ich en  B e trieb en  de r B earb e itu n g sin d u s tr ie  t r a c h te t  m an  die G le ichm äß igkeit 
d e r  Speisung m it de r e in fachen  S peisek lap p en reg u lic ru n g  zu  e rre ich en , die als eine d e r ä lte s ten  
A r t der S peisung  beze ich n e t w erden  k an n . D as m an ch m al beso n d ere  V e rh a lten  d ieser V o rrich 
tu n g  w ird  a u ch  v o n  v ielen  F a c h le u te n  fü r u n v e rs tän d lich  g eh a lten . Vom  A u to r w ird  das G ra 
p h ik o n  d e r Z u sam m en h än g e  de r e in fachen  S peisek lap p en reg u lie ru n g  v o rg e fü h rt, das  zah l
re iche  in  d e r P ra x is  v o rk o m m en d e  E rsch ein u n g en  e r lä u te r t  u n d  beim  E n tw u rf  als S tü tz p u n k t 
d ien en  k a n n .
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AN ALYSIS O N  T H E  S IM P L E  C O N T R O L  O F  A H IN G E D  F L A P

B. SZŐKE

SU M M A RY

I n  num erous b ra n ch e s  o f  th e  p rocessing  in d u s try ,  a tte m p ts  hav e  b een  m ad e  to  o b ta in  
u n ifo rm ity  o f feed co n tro lled  b y  a  sim ple  f lap , w hich  a r ra n g e m e n t m ig h t be  co n sid ered  as one 
o f  th e  m o s t ancien t m e th o d s o f feed . N everth e less , i ts  b e h av io u r is o ften  v e ry  p a r tic u la r , a n d  
h e n c e , m a n y  engineers ev en  co n sid e r i t  to  he in co m p reh en sib le , th e  a u th o r  p re sen ts  a  d iag ram  
o f  th e  re la tio n s  governing th e  re g u la tio n  b y  a  sim ple , sp rin g -lo ad ed  f la p ; th is  d iag ra m  ex p la in s 
m a n y  p h en o m en a  occurring  in  p ra c t ic e  a n d  can  also be  u sed  as a  base  fo r design.

A N A LY SE D E  L A  R É G U L A T IO N  P A R  S IM P L E  C L A P E T

В. SZŐKE

R É SU M É

D a n s  les ind u strie s  de  t ra n s fo rm a tio n , on essaie d ’a ssu re r l ’u n ifo rm ité  de l ’a lim e n ta tio n  
à  l ’a id e  d ’u n  sim ple c lap e t. Ce sy s tè m e  p e u t ê tre  considéré  com m e u n e  des p lu s anciennes 
m é th o d e s  d ’a lim en ta tio n , m ais  son  co m p o rtem en t p a rfo is  s ingu lie r est in co m p réh en sib le  p o u r 
p lu s  d ’u n  spécialistes. L ’a u te u r  p ré se n te  le g rap h iq u e  des re la tio n s  g o u v e rn a n t la  ré g u la tio n  
s im p le  p a r  c lapet à re sso rt; ce d iag ra m m e  ex p lique  de n o m b reu x  p h énom ènes se p ré se n ta n t  
d a n s  la  p ra tiq u e , e t p e u t a u ssi s e rv ir  de base  p o u r les calcu ls.

А Н А Л И З П Р О С Т О Г О  З О Л О Т Н И К О В О Г О  Р Е Г У Л И Р О В А Н И Я

Б . С Ё К Е

Р Е ЗЮ М Е

В ряде областей обрабатывающей промышленности стремятся добиться равно
мерности питания с помощью простого золотникового регулирования, что можно наз
вать старейшим методом питания, но его иногда странное поведение многие спе
циалисты считают непонятным. Автор иллюстрирует график зависимостей простого 
пружинного золотникового регулирования, который объясняет ряд встречающихся на 
практике явлений и может служить исходной точкой при проектировании.
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1. E in le itung

U n te r  den  m an n ig fach en  A n w en d ungsm ög lichke iten  des H e iß le ite rs  
[4, 6 , 7, 9, 10] v e rd ien en  d ie jen igen  besonders b e a c h te t  zu w erden, b e i d en e n  
es sich  u m  die M essung physik a lisch er G rößen  h a n d e lt , deren V e rä n d e ru n g  
eine V erän d e ru n g  d e r W ärm eü b erg an g szah l h e rb e ifü h rt. W ird der H e iß le ite r , 
seh r o f t  au ch  Therm istor  g e n a n n t, d u rch  d en  e lek trisch en  S trom , d e r  d iesen  
d u rc h flie ß t, a u f  eine ü b e r derjen igen  d er U m g eb u n g  liegende T e m p e ra tu r  
e rh itz t, w enn  es sich  also m it anderen  W o rten  au sg ed rü ck t, um  e in en  direkt 
geheizten  H e iß le ite r h a n d e lt, is t d er W id e rs tan d  desse lben  —  wie im  A b s c h n it t  
2 in  K ü rze  d arg e leg t w erden  soll —  au ß e r d e r  zu g efü h rten  e lek trisch en  L e i
s tu n g , d en  s to ffb ed in g ten  u n d  geom etrischen  E ig en sch aften  des H e iß le ite rs  
u n d  d e r  U m g e b u n g s te m p e ra tu r  auch von d e r W ärm eü b erg an g szah l a b h ä n g ig . 
Die Ä n d eru n g  d er le tz te re n , wie sie e tw a d u rc h  d ie  Ä nderung  der S trö m u n g s 
geschw ind igkeit o d e r die des D ruckes in  d er U m g eb u n g  des H eiß le iters  h e rb e i
g e fü h rt w ird , w ird  sich  a u f  die e lek trischen  E ig e n sc h a fte n  desselben a u sw ir
ken. A u f diese W eise lä ß t  sich  —  m it H ilfe  g ee ig n e te r S cha ltungen  —  d ie  
M essung d ieser u n d  a n d e re r  Z ustan d sg rö ß en  a u f  d ie M essung e le k tr isc h e r  
G rößen  zu rü ck zu fü h ren . D a ab e r d er H e iß le ite r  au ch  u n te r dem  E in f lu ß  
der U m g e b u n g s te m p e ra tu r  s te h t, is t eine T e m p e ra tu rk o m p en sa tio n  v o rz u 
sehen, d a m it die e rh a lten en  E rgebnisse  n u r  d ie  V erän d eru n g  der zu  m e sse n 
den  Z u stan d sg rö ß en  erfassen .

D ie in  vorliegender A b h an d lu n g  eingehend  g ep rü fte  S chaltung  is t  eine 
ein fache W h ea ts to n e -B rü ck en sch a ltu n g , in  w elch er fü r  die T e m p e ra tu r 
k o m p e n sa tio n  ebenfalls e in  zw eiter, u n m itte lb a r  b eh e iz te r H eiß le ite r v o rg e se 
hen  is t.

D ie u n m itte lb a r  geheiz ten  H eiß le ite r s in d  n ich tlin ea re  E le m e n te , w as 
zu  F o lge h a t ,  d aß  sich  d ie  U n te rsu ch u n g  des P ro b lem s verw ickelter g e s ta l te t ,  
in sbesondere  nachdem  m it d e r e lek trischen  Z u s ta n d sä n d e ru n g  des e inen  H e iß 
le ite rs  e ine  solche des an d eren  e inhergeh t. D ie U n te rsu ch u n g  des Z u sa m m e n 
hangs zw ischen  den  am  S tro m -S p an n u n g sd iag ram m  d e r bei den H e iß le ite r  d e f i
n ie rten  e lek trisch en  Z u s tan d sv ek to ren  x5 bzw . x2 fü h r t  —  wie im  A b s c h n it t  d 
nachgew iesen  w ird  — zu e in er inhom ogenen , lin e a re n  M atrix -G le ichung  v o n
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d e r  F o rm
X1 =  Ax2 -T Ь,

d e re n  M a tr ix  A und  V e k to r b durch  die l in e a re n  E lem en te  d e r S c h a ltu n g  e in 
d e u tig  b e s tim m t sin d . D u rch  die E in fü h ru n g  eines ak tiv en , in h om ogenen  
V ie rp o ls  w ird  die B e n u tz u n g  der E le m e n te  d e r  V ierpoltheorie  [1] u n d  eine 
g ew isse  V era llgem einerung  des P rob lem s m ö g lich .

Im  A b sch n itt 4 so llen  die E ig en sch a ften  des M atrix -Z u sam m en h an g es, 
im  A b sc h n itt  5, als e ine  A nw endung  d er M e th o d e , die F rage d er T e m p e ra tu r 
k o m p e n s a tio n  b e h a n d e lt  w erden .

O bzw ar d u rch  d ie  A nw endung  d er M a tr ix -A rith m e tik  d ie  Ü b e rs ic h tlic h 
k e i t  d e r  E rgebn isse  d u rc h a u s  gew ährle iste t w ird , soll der A n sch au lich k e it h a l
b e r  d ie  g raph ische B ehand lungsw eise  ü b e ra ll  m it herangezogenen  w erden .

D ie  vorliegende A rb e it w urde im  R a h m e n  des F o rsch u n g sp ro g ram m s 
ü b e r  S tröm ungsgesch w in d ig k e itm essu n g en  a m  L eh rstu h l fü r  S trö m u n g sleh re  
d e r  T ech n isch en  U n iv e rs itä t  zu  B u d ap est d u rc h g e fü h rt. Es sei an  d ie se r S telle  
H e r rn  U n iv e rs itä tsp ro fe sso r D r. J .  Gr u b e r , d e m  H errn  D ozenten  Z. H e n n y e y  
(L e h rs tu h l fü r  N a c h rich ten tech n ik ) u n d  d e m  H errn  A d ju n k ten  P . B a jc sa y  
(L e h rs tu h l  fü r  M a th e m a tik  N r. 5.) fü r  ih re  w e rtv o lle n  R atsch läge  m e in  D an k  
au sg esp ro ch en .

B eze ichnungen

A
A n  A 12, a 21, a 22
A

ah  a u 
В  |° K ]  
b
b/,
C  [ °K /W ] 
E [ V ]  
e,; e u 
F  [ m 'l  
i
i [A]
4  [A]
** [A]

*g [A]
P  [W]
R [ß ]
я .,  R,, «3 [ß]
Rg [ß]
R 0 [ß]
Л . [ß l 
u m  
U i [V I 
D 2 [V]
Ug [V]
U li  [VJ

M a tr ix  d e r B rü ck en sch a ltu n g  (19)
E le m en te  d e r  M atrix  A (21)
D e te rm in a n te  der M a trix  A 
V e k to r  d e r in v ersen  A b b ild u n g  (50)
K o m p o n e n te n  des V ek to rs a  (58)
E n e rg ie k o n s ta n te  des H e iß le ite rs  
V e k to r  d e r B rü ck en sch a ltu n g  (19)
K o m p o n e n te n  von b (22), (43), (44) 
L eis tu n g se m p fin d lich k e itsk o e ffiz ien t des H eißleiters 
E le k tro m o to risch e  K ra f t  
O rth o g o n a le  E in h e itsv ek to ren  (A b b . 3b)
F lä ch e  des H eiß le ite rs 
D ie E in h e its -M a trix  
S tro m s tä rk e
D er S tro m , de r den M eß -H e iß le ite r  d u rch fließ t
D er S tro m , de r den H e iß le ite r  fü r  d ie  T em p era tu rk o m p e n sa tio n  d u rch 
f lie ß t
G a lv an o m ete rs tro m  
E le k tr isch e  L eistung  
E le k tr is c h e r  W iderstan d
K o n s ta n te  W id erstän d e  de r B rü c k en sch a ltu n g  (A bb. 3a)
W id e rs ta n d  des G a lv an o m ete rzw eig es 
V e rk ü rz te  B ezeichnung (14)
C h a rak te ris tisc h e r W id e rs ta n d  des H eiß le ite rs (1)
E le k tr isch e  S pannung  
K lem m e n sp an n u n g  des M e ß -H e iß le ite rs
K le m m en sp an n u n g  des H e iß le ite rs  fü r  die T em p era tu rk o m p e n sa tio n  
G a lv an o m ete rsp a n n u n g
P r im ä re  L ee rlau fsp an n u n g  des in h o m ogenen  V ierpols
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V „  [V]
w
^ 11’ ^ 12 ’ ^ 21' ^11 
*1 
*2

a  [W /m 2 °K ]
<5
<hi
0 [°K]
0 r  [°K1

S ek u n d ä re  L ee rlau fsp an n u n g  des in h o m ogenen  V ierpols 
W id e rs ta n d sm a tr ix  des V ierpols 
E lem en te  de r M atrix  W
E le k tr isch e r  Z u stan d sv ek to r des M eß-H eiß le ite rs
E le k trisch e r Z u stan d sv ek lo r des H e iß le ite rs  fü r  die T e m p e ra tu rk o m 
p en sa tio n
W ärm eü b erg an g szah l des H e iß le ite rs
W inkel an  de r i, [/-E b en e  des H e iß le ite rs , in te rp re tie r t  n a c h  (2)
W in k e l in  de r E b en e  de r V e k to ren  e,-? e„, in te rp re tie r t  n ach  B ild  5 
T e m p e ra tu r  d e r U m gebung des H e iß le ite rs  
T e m p e ra tu r  des H eiß le ite rs

2. C h arak te ristische  E ig en sch aften  der H eißleiter

D ie g rund legende  E ig en sch aft d er H e iß le ite r  b e s te h t d a rin , d a ß  b e i ih n en  
d er Z u sam m en h an g  zw ischen dem  W id e rs tan d  R  u n d  der T e m p e ra tu r  0 r  [°K ] 
d u rch  die F o rm el

в
R  =  R ~ e°T, (1)

in  w elcher В  d u rch  d as  M ateria l u n d  au ß e rd em  noch d u rc h  d ie  geo
m e trisch en  A bm essu n g en  b ed in g te  W erte  d a rs te llen , m it a u sre ic h e n d e r 
G en au ig k e it g ek en n ze ich n e t w erden k a n n  [2, 4 ].

I s t  d er S tro m  i d e r den  H eiß le ite r d u rc h f lie ß t gering, so b e s te h t zw ischen  
d er T e m p e ra tu r  desselben  u n d  d er d er U m g eb u n g  kein  n en n en sw erte r U n te r 
schied. B ei zu n eh m en d er S tro m stä rk e  w ird  d u rc h  die U m w andlung  d e r  zuge- 
fü h r te n  e lek trisch en  E nerg ie  in  W ärm e die D iffe ren z  0 r  —  0  b e trä c h tl ic h , was 
auch  eine b each tlich e  Ä n d eru n g  im  W ert v o n  R  n a c h  sich z ieh t. D e r a u f  diese 
W eise u n m itte lb a r  beh e iz te  H eiß le iter, d essen  W iderstand  also v o n  der 
S tro m s tä rk e  a b h ä n g t, is t ein  n ich tlin ea res  E le m e n t, da sich sein  W id e rs ta n d  
n ich t n ach  dem  O hm schen  G esetz v e rh ä lt. Z u r  C harak te ris ie ru n g  se in e r  e lek 
tr isc h e n  E ig en sch aften  sollen d ah er die im  S tro m -S p an n u n g sd iag ram m  a u f
g e trag en en  K en n lin ien  herangezogen  w erd en . In  A bb. 1 is t zu m  B eisp iel

2 Acta Technica XXXVIII/1 — 2.
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d ie  a n  den  K lem m en des H eiß le iters bei e in em  gewissen, u n v e rä n d e r te n  
p h y s ik a lisc h e n  Z u s ta n d  d e r  U m gebung d esse lb en  zu  m essende S p a n n u n g  U  
a ls F u n k t io n  des den  H e iß le ite r  d u rch fließ en d en , zeitlich  k o n s ta n te n  S tro m es 
i, d ie  c h a ra k te ris tisch  g e fo rm te  statische K e n n lin ie  darg este llt. W ird  v o n  i r 
g e n d e in e m  P u n k te  d e rse lb en  zum  A n fa n g sp u n k t des K o o rd in a ten sy s tem s  eine 
G e ra d e  gezogen, so sc h lie ß t diese m it der A chse  i den  W inkel

ô =  arc =  a rc  t g  R  (2)
i

e in , w o ra u s  nach  (1) e rs ic h tlic h  is t, daß  b e i zu n eh m en d er S tro m s tä rk e  eine 
E rh ö h u n g  der T e m p e ra tu r  0 T des H e iß le ite rs  e in tr i t t .

D ie  s ta tisch e  K en n lin ie  lä ß t sich in  a n a ly tis c h e r  F orm  m it g u te r  A n 
n ä h e ru n g  angeben, u n te r  d e r  V orausse tzung , d a ß  sich  der H e iß le ite r im  th e r 
m isc h e n  G leichgew icht b e f in d e t, das h e iß t, d a ß  die zugeführte  e le k tr isc h e  
L e is tu n g

P  =  U i (3)

d e r  W ärm e le is tu n g , d ie  a n  d ie  U m gebung ab g eg eb en  w ird , gleich is t .  E s  sei 
f e rn e r  v o rau sg ese tz t, d a ß  S tra h lu n g  und  W ä rm e le itu n g  v e rn ach lässig t w erd en  
k ö n n e n , u n d  daß  die T e m p e ra tu r  im  H e iß le ite r  ü b era ll gleich is t. N u n  lä ß t  
s ich  d a s  therm ische  G le ichgew ich t durch E in fü h ru n g  des w eiter u n te n  noch  
e in g e h e n d e r  zu b e h a n d e ln d e n  L e is tu n g sem p fin d lich k e itsk o effiz ien ten  n ach  
B j ö r k  u n d  D a v id so n  [3] d u rc h  die G le ichung

(4)

a u sd rü c k e n .
W ird  dann  O r  au s (4) in  (1) s u b s ti tu ie r t ,  so e rh ä lt m an den  A u sd ru c k

R  =  R „ . e ^

d e r  in  den  b ek an n ten  F o rm e ln

i =  f P jR  

U =  f P R

(5)

(6 )

e in g e se tz t , zur G leichung d e r  s ta tisch en  K e n n lin ie

i = rP /R .
gC P + e  u = s P  ■ R - e CP+e

m it  d e m  P a ram e te r  P  f ü h r t  [3].

(7)
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D ie F o rm  d e r s ta tisc h e n  K enn lin ie  h ä n g t n ach  (7) v o n  d en  G rö ß en  
C u n d  0  ab . D er L e is tu n g sem p fin d lich k e itsk o e ffiz ien t is t , w enn  G leichung 
(4) in  e iner, be i d e r D iskussion  von  W ä rm eü b e rtrag u n g se rsch e in u n g en  ge
b räu ch lich e ren  F o rm , als

P  =  a F  ( 0 r  — 0 ) ,

au fgeschrieben  w ird , gem äß  d er F o rm el

C =  l /а  F

v o n  d er W ärm eübergangszahl abhäng ig , die h ie r m it d e r D im ension [W /m 2 °K ] 
an w en d b ar is t. F [m 2] s te ll t  d ie bezüglich  d er W ä rm e ü b e rtra g u n g  in  B e tra c h t 
k om m ende  F läch e  des H eiß le ite rs  d a r. a is t  v o n  den  geom etrischen  K e n n 
zah len  desselben , fo lg lich  v o n  seiner F o rm  u n d  se inen  A bm essungen , fe rn e r  
von  den  Z u s ta n d sg rö ß e n  des um gebenden  M edium s (T em p era tu r, G eschw ind ig 
k e it, D ruck  usw .) ab h än g ig ; eben aus d iesem  G ru n d  lä ß t  sich  ein  H e iß le ite r  
zu r M essung d iese r Z u stan d sg rö ß en  an w en d en . D ie Z u sam m en h än g e , die 
zw ischen d er W ärm eü b erg an g szah l u n d  den Z u stan d sg rö ß en  d e r U m g eb u n g  
b esteh en , w erden  in  den  L eh rb ü ch ern , die sich  m it F rag en  d e r W ä rm e ü b e r
tra g u n g  au se in an d erse tzen , a u f  G rund  seh r a llgem ein g ü ltig er Ä h n lich k e its - 
k rite r ie n , in  d im ensionsloser F o rm  b e h a n d e lt (z. B . [5]). F ü r  u n sere  Zw ecke 
d ü rf te  es genügen , fe s tzu s te llen , daß  a  n ic h t n u r  von  d er T e m p e ra tu r  d er 
U m gebung , so n d ern  au ch  von  От abh än g ig  is t ,  d a  sich  um  den  T h e rm is to r  
eine d ü n n e , th e rm isc h e  G renzsch ich t au sb ild e t, in  d e r die T e m p e ra tu r  von  
0  a llm äh lich  a u f  0 r  an s te ig t. D ie V ernach lässigung  dieses U m stan d es  —  w o r
aus sich auch  d ie  v e rh ä ltn ism ä ß ig  einfache F o rm  d er G leichung (7) e rk lä r t
—  is t  in  den  m e is ten  F ä llen  zulässig. D ie V ersuche v o n  B jö r k  u n d  D a v id s o n

—  in  e in er aus ru h e n d e r , a tm o sp h ä risch e r L u ft b esteh en d en  U m g eb u n g  —  
h ab e n  fü r  die R ic h tig k e it d ieser A nnahm e Bew eis g e fü h rt [3]. D ie A n n ah m e, 
d aß  C =  konst, is t ,  ist also entlang einer gegebenen K enn lin ie  im  allgem einen  
zulässig.

U n te r B each tu n g  u n se re r  Z ielsetzung  k a n n  ein  H e iß le ite r fo lg en d erm aß en  
gekennzeichnet w erden . B ei einem  gewissen A u sg an g szu stan d  der U m gebung  
des H eiß le iters  k a n n  d ie s ta tisc h e  K enn lin ie  i —  U  e rm itte lt  w erden . Im  
S inne d er O bengesag ten  u n d  d er G leichung (7) l ä ß t  sich  h ierzu  ein  0 -  u n d  
ein C -W ert zu o rd n en . Es sei nun  der Z u stan d  d e r U m gebung  g e ä n d e rt, je d o c h  
in  d er W eise, d a ß  sich  n u r  0  ändere , w äh ren d  die ü b rigen  Z u s ta n d sg rö ß e n  
u n v e rä n d e rt b le iben . Im  n eu en  Z u stan d  k a n n  d ie  s ta tisc h e  K en n lin ie  u n te r  
Z u o rd n u n g  eines v e rä n d e r te n  0 -W e rte s  w ieder b e s tim m t w erden . W ird  das 
V orgehen  m eh rm als  w ied erh o lt, so e rh ä lt m an  eine S char von  K en n lin ien  
en tsp rech en d  den  v ersch ied en en  W erten  d e r U m g e b u n g s te m p e ra tu r , w obei 
fü r  jed e  d ieser K en n lin ien  d ie  V orausse tzung  0  =  konst, g ü ltig  is t. D ie G röße

2*
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v o n  C k a n n  en tlan g  d e r e inzelnen  K en n lin ien  als g leichb le ibend  angesehen  
w e rd e n , obzw ar sich  d iese  von  K en n lin ie  zu K en n lin ie  än d ern  k a n n , ab er 
—  u n d  d a ra u f k o m m t es an  —  n u r d u rc h  d ie  V erän d eru n g  d e r T e m 
p e r a tu r .  Jeden fa lls  g eh ö ren  zu  K en n lin ien  m it n ic h t a llzu  u n te rsch ied lich en  
© -W erten  an n äh e rn d  g le iche  W erte  v o n  C. D ie a u f diese W eise d e fin ie rte n  
K e n n lin ie n  können  Q -K en n lin ien  g e n a n n t w erden . D iese b ild en  —  d a  d er 
A u sg a n g sz u s ta n d  d u rc h  versch ied en e  C -W erte  c h a ra k te ris ie r t  sein  k a n n  —  
e in e  zw eifach  unend liche  M ann ig fa ltig k e it.

U n te r  Z ugrun d e leg u n g  des oben  a n g e fü h rte n  A usg an g szu stan d es k a n n  
a u c h  e ine  andere K e n n lin ie n sc h a r d e f in ie r t w erd en , b esteh en d  aus In d iv id u e n , 
d ie  in  d e r W eise e rm it te l t  w u rd en , d aß  d ie  T e m p e ra tu r  d u rch g eh en d  in  d e r 
H ö h e  des A usgangsw ertes g eh a lten  w ird , w ä h re n d  von  den  ü b rig en  Z u s ta n d s 
g rö ß e n  jew eils die e ine  o d e r an d ere  in  d e r  W eise v a r iie r t w ird , d a ß  sich  C 
u m  e in en  gewissen W e rt ä n d e r t . Z ur s ta tis c h e n  K en n lin ie , w ie sie im  n eu en  
Z u s ta n d  e rm itte lt w u rd e , k a n n  d e r neue  C -W ert zugeo rdne t w erd en . N ach  
m e h rm a lig e r  W ied erh o lu n g  d ieser P ro z e d u r e rh ä lt  m an  eine S ch ar von  C- 
K e n n lin ie n  fü r deren  In d iv id u e n  C — konst, fü r  deren  G esam th e it 0  =  konst. 
is t .

I n  A bb. 2 sin d  je  3 ty p isc h e  C- u n d  © -K en n lin ien  zu  sehen , deren  
K e n n w e rte  v o n  den  fü r  d e n  A u sg an g szu stan d  m aßg eb lich en  C- u n d  © -W erten  
u m  i  dC  bzw . ± d ©  abw eichen .
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D er w esen tliche  U n tersch ied  zw ischen den  beiden  K en n lin ien sch aren  
b e s te h t d a rin , d a ß  die zu  den 0 -K e n n lin ie n  gehörenden  W erte  von  C  —  a u ß e r  
dem  A u sg an g szu stan d  —  n u r  d u rch  d ie  T e m p e ra tu r  d e te rm in ie rt w erd en , 
w ä h re n d  die C-W erte  d er C -K ennlinen  die ü b rig en  Z ustandsg rößen  b e s tim m e n .

D ie K en n lin ien  können , falls В  u n d  R °o  b e k a n n t sind , m it H ilfe  d e r 
G leichung  (7) au ch  rechnerisch  e rm itte lt  w erden . In  den m eisten  F ä lle n  w ird  
ab e r ih re  experim en te lle  B estim m ung  e rfo rderlich  sein. Die B es tim m u n g  
lä ß t  sich , falls die V erw irk lichung des U m gebungszustandes a u f  k e in e rle i 
S chw ierigke iten  s tö ß t, schnell u n d  v e rh ä ltn ism ä ß ig  einfach  d u rc h fü h re n  [2, 3, 
8 ]. A u f die gleiche W eise können  au ch  d ie K ennw erte  В  u n d  R °o  e rm it te l t  
w erd en . D aß  die K enn lin ien  auch  in  d im ensionsloser F orm  a u sg e d rü c k t w er
d en  k ö n n en  [12] soll h ie r eben n u r  e rw ä h n t w erden.

D ie G leichung (7) h a t u n te r  an d eren , h ie r n ich t dargeleg ten  V o rte ilen  
au c h  den  V orzug, d aß  m it H ilfe derselben  die p a rtie llen  A b le itu n g en

9 0  , 9 0
-------u n d -------- ,
9 V  di

a u f  G rund  w elcher im  A b sch n itt 5 d er g rad  0 -V ek to r de fin ie rt w e rd en  soll, 
le ic h t b e rech n e t w erden  können .

W ird  n äm lich  die sich aus (7) ergebende G leichung

U i = P R a . eCP+&

lo g a rith m isc h  d iffe ren z iert, so e rh ä lt m a n  d en  A usdruck

0 d U _ _ d P _  CdP  +  dO
U ~  P  (С P  -j- 0 )2

B erü ck sich tig en d , d aß
d P  =  U d i  +  i d U ,

k o m m t m an  u n te r  d er V orausse tzung  i — konst, also d  i =  0, n a c h  U m 
fo rm u n g en  zu r G leichung

(dU)is
B U

konst-
(C P  +  0 )2 +  B C P

d e ,

w elche sich m it H ilfe  von  (3) in d e r F o rm

. ( (C P  +  0 )2
B P

c
9 0

du — I (8)
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a n sc h rc ib e n  lä ß t. D ieser A u sd ru ck  s tim m t dem  W esen n ach  m it der a u f  e inen  
a n d e re n  W eg e rh a lten en  F o rm el (50) von B jö rk  u n d  D avidson  [3] ü b ere in . 

A u f  eine analoge  W eise e rh ä lt m an , v o m  A u sdruck

R „ cp+e

a u sg e h e n d , w enn U  =  konst, u n d  d U =  О is t , d ie  G leichung

o e _  =  v  (c p  +  e f  _  c  
di b p

(9)

E s  sei n ebenbe i b e m e rk t, d aß  nach  d em  O bengesag ten  a u c h  die p a rtie lle n  
A b le itu n g e n

ЭС 1 ( ( C P  +  <9)2 c

bzw .
d U

dC

di

1 ( CP  +  <9)2

и B P

1

i
( CP  +  6>)2 

B P ~
- C

( 10)

( 11)

e rm it te l t  w erden können .
H ie rm it h ab en  w ir d ie  von  unserem  S ta n d p u n k t aus w ich tig sten  E ig e n 

sc h a f te n  d e r H e iß le ite r  zusam m en g efaß t. D ie  e ingehend  e rö rte rte n  C- u n d  
0 -K e n n lin ie n  c h a ra k te ris ie re n  die bei e iner b e s tim m te n  U m gebung m öglichen  
e le k tr isc h e n  Z u stän d e  des H e iß le ite rs . D e r fa k tisc h e  elek trische Z u s ta n d , 
der A rb e itsp u n k t  des H e iß le ite rs  w ird von  d en  G egebenheiten  d er S ch a ltu n g  
b e s t im m t, in  die derse lbe  e in g eb au t w urde.

3. M atr ix -Z u sam m en h an g  zw isch en  den e lek tr isch en  Z ustandsvektoren  von
zw ei H eiß leitern

а )  Zusam m enhänge der einfachen B rückenschaltung

E s soll n u n  d ie  in  A b b . 3a d a rg e s te llte  B rü ck en sch a ltu n g  m it zwei 
d ire k t  g eh e iz ten  H e iß le ite rn  u n te rsu c h t w erd en . D ie W iederstände R v  R , 
R 3 u n d  R g s ind  k o n s ta n t. Sie sollen h ier als gegeben  gelten . In  R x is t au ch  d er 
in n e re  W id e rs ta n d  des S p an n u n g sg en era to rs  m it  d e r  e lek trom oto rischen  K ra f t  
E  m it  e in g erech n et. D er W ert von  R g soll d e r  A llgem einheit h a lb e r als en d lich  
a n g eseh en  w erden , aus d iesem  G runde m u ß  a u c h  d e r G a lv an o m ete rs tro m  
b e rü c k s ic h tig t w erden . D er H e iß le ite r  T x w ird  im  w eiteren  als F ü h le re lem en t 
fu n g ie re n , das d er W irk u n g  d e r zu m essenden  p h y sik a lisch en  Z u stan d sg rö ß e
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a u sg ese tz t is t , w äh ren d  dem  H eiß le iter T2 d ie  R o lle  der T e m p e ra tu rk o m p e n sa 
tio n  z u fä llt . M an k a n n  ih n en  aber auch eine  an d e re , beliebige R olle  beilegen .

U m  die E rsch e in u n g en , die an  d en  beiden  H eiß le itern  v o r  sich 
gehen , in  an sch au lich er W eise darste llen  zu  kö n n en , w ird das in  A b b . 3b

C. d
A bb. 3

g ezeig te , e igen tlich  d o p p e lte  K o o rd in a ten sy stem  verw endet. In  d e r  E bene  
L , Ut la ssen  sich  die K enn lin ien  von Tv  in  d e r  E bene i2, U2 d ie v o n  T 2 d a r 
s te llen . D ie U n te rsch ied lich k e it in  den p o s itiv e n  R ich tungen  v o n  u n d  i2 
k ö n n te  ab e r zu  M iß v erständn issen  fü h ren , es so ll d ah e r im  w e ite ren  fü r  beide 
E b e n e n  d ie  po sitiv e  R ic h tu n g  von i2 als p o s it iv  angesehen w erden , w as zu r 
F o lge  h a t ,  d aß  in  d en  w e ite r u n ten  fo lgenden  B erechnungen  n u r  den  n eg a tiv en  

W e rte n  eine reelle , physikalische  B ed eu tu n g  beigelegt w ird.
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So k a n n  der e lek trisch e  Z u s ta n d  d er H e iß le ite r  m it H ilfe d er E in h e its 
v e k to re n  e,- und  e„, wie sie n a c h  A bb. 3b d e f in ie r t s ind , durch  die e lek trisch en  
Z u s ta n d sv e k to re n

— H ei +  U x e u (12)

— 2̂ 4“ ^2 (13)
c h a ra k te r is ie r t  w erden.

x x u n d  x2 sind o ffe n b a r  n ich t v o n e in a n d e r  unabhäng ige  W e rte . Die 
D e p e n d e n z  zw ischen d e n se lb e n  lä ß t  sich u n m it te lb a r  a u f G rund d e r in  A b b il
d u n g  3 b  d argeste llten  K o n s tru k tio n  e rm itte ln , wo eine allgem eine P o s itio n  
zu  s e h e n  is t. Die G run d lag e  d e r K o n s tru k tio n  b ild e t der Z u sam m en h an g  (2) 
z w isc h e n  d en  W erten  d e r  e in ze ln en  W id e rs tä n d e  u n d  den  W inkeln , w elchen  
d ie  K o n s tru k tio n s -H ilfs lin ie n  m it der G erad en  U  =  konst, e in sch ließen . Die 
P u n k te  К  u n d  L  m üssen  a u f  e in e r V ertika len , d e r  P u n k t M  m uß  au f d e r G e rad en  
E  —  ko n st, liegen. D em  B ild  k a n n  auch  d ie  G a lv a n o m e te rs tro m stä rk e  ig 
sow ie  d ie  G a lv an o m e te rsp an n u n g  Ug e n tn o m m e n  w erden. W ie es zu  seh en  
is t ,  l ä ß t  sich  die K o n s tru k tio n  in  e rste r L in ie  im  F all le ich t d u rc h fü h re n , 
w e n n  m a n  von au fg en o m m en en  V ek to ren  хг u n d  x2 ausgeh t, sie le is te t  also 
e h e r  b e i  d e r  W ahl von  E  u n d  d e r W id ers tän d e  H ilfe . D a die Lage d e r H o riz o n 
ta le n ,  d ie  du rch  den P u n k t  »K« geh t, u n b e s tim m t is t, lä ß t sich die K o n s tru k 
t io n  v o n  x2 zum  gegebenen xx e rs t nach  m eh rm a lig em  P rob ieren  d u rc h fü h re n . 
W ir en tsch e id en  uns d a h e r  f ü r  die a lgeb ra ische  A usdrucksw eise.

M it H ilfe der aus A b b . 3b zu e n tn e h m e n d e n  geom etrischen  Z u sa m 
m e n h ä n g e  e rhält m an , a lle rd in g s erst n ach  e in e r langw ierigen B e rech n u n g , 
u n t e r  H eran z ieh u n g  d er aus D im en sio n sg rü n d en  v e rk ü rz te n  fo lgenden B eze ich 
n u n g

Д5 =  R\(R%  ~t~ R 3 +  E g) +  f?2 R 3 (14)
d ie  G le ichungen

H — ~ r  [(Rg R z  +  R I) H  +  (R 2 +  R 3 +  Rg) u2 -  (R 2 +  r 3 +  R  ) E ]  (15)

U г =  - j -  [Rg(R \ R z +  i?! R 3 +  R 2 R 3) h  +  (R ? R 2 +  Щ) U2 - R g R 2 E],  (16)
Ro

d ie  m a n  kurz
* i  =  A n  i2 - f -  A 12 U2 - ( -  bj 

и г =  A 21 i2 - f -  A 22 U2 +  bu

o d e r  n o c h  kürzer in  d e r F o rm

(17)

(18)

Xj =  A x2 -j- b (19)
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ansch re ib en  k an n  a u f  G rund  d er D efin ition

b =  b, e, +  bu eu (2 0 )

bzw . d er D efin itionen  (12) u n d  (13).
D ie E lem en te  d e r a u f  d ieser W eise e in g e fü h rten  M atrix  A w erd en  d u rc h  

d ie  F o rm el

A n  =  

^21 =

R g R 3 + R l
R2

Rg (Ri Ro "h R\ Rs H- ^2 Ä8)
*o2

“ -------------- 4 —

< _Rg R 3 Щ-ГХ oo ----------
Щ

(21 )

die K o m p o n en ten  des V ek to rs  b du rch

b, — — E R 2± R 3 +  R e bu =  — E  J h l b .
Щ

( 22)

angegeben .
Zw ischen den  Z u stan d sv ek to ren  der b e id en  H eiß le ite r b e s te h t also e in  

inhom ogener, lin ea re r fu n k tio n e lle r Z u sam m en h an g , wie ihn  (19) d a rs te l l t ,  
dessen  K en n w erte  A  und  b d u rch  die fixen  u n d  lin e a re n  E lem en te  d e r  S c h a l
tu n g , also von jRx, R 2, R 3, R g und  E  e in d eu tig  b e s tim m t w erden. D ie d iese r 
E rk e n n tn is  en tsp rin g en d en  F o lgerungen  w erd en  d u rch  die w e ite r  u n te n  
gegebene E rö rte ru n g sw eise  ü b ersich tlich  d a rg e leg t, wobei auch  eine M öglich
k e it  z u r  V era llgem einerung  gegeben w ird.

b) A nw endung der Elem ente der Vierpoltheorie

D ie in  A bb. 3a vo rgefüh rte  B rü ck en sch a ltu n g  w ird d u rc h  d as  
B ild in  A bbildung  3c e rse tz t. D arin  w erden  d ie  beiden  H e iß le ite r u n te r 
e in an d e r d u rch  einen  inhomogenen oder aktiven , das h e iß t, einen S p a n n u n g s-  
generator enthaltenden V ierpol zw ischen den  K lem m en  1 ', 1 " , 2 ' u n d  2 "  v e r 
b u n d e n . Da die E lem en te  des V ierpols lin e a r  sind , k an n  das P rin z ip  d e r  
Ü b e rlag e ru n g  zu r A nw endung  kom m en, es g e lten  also fü r  Ul u n d  U2 d ie  
Z u sam m enhänge

ü t =  Uol -)- W v  -f- W l2 i2 (23)

U2 — U02 -f- W21 i l -j- W 22 i2. (24)

D ie G leichungen (23) u n d  (24) können  fo lg en d erm aß en  au fg eb au t w erd en . 
Uol s te ll t  die zw ischen den  K lem m en 1 ', 1 "  m eß b a re  S pannung , U ^ ,  d ie 
jen ig e  zw ischen den  K lem m en  2 ', 2 "  d a r, w enn  i2 =  =  0 is t, das h e iß t ,

U x =  U o i \ i
Ü2 = u021 1=  i2 =  0 . (25, 26)
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des homogenen Vierpols n a c h  A b b . 3d u n d  d ie  la u t F orm el (32) an g eo rd 
n e te  M a tr ix  W  W iderstandsm atrix  des V ierpols gen an n t.

V o n  den G leichungen (28) b is (31) au sg eh en d  e rh ä lt m an  fü r  d en  v o n  uns 
u n te r s u c h te n  V ierpol n a c h  k u rz e m  R ech n en  die E rgebnisse

W ird  ix aus (24) a u sg e d rü c k t u n d  in  (23) e in g ese tz t, so g e lan g t m a n  zu 
d e n  F o rm e ln

Im  vorliegenden F a ll is t  als Folge d e r  A nordnung  der S ch a ltu n g

In d e m  m an (26) äh n lich e  A usd rücke an sch re ib t:

u n d

k ö n n e n  —  da E  =  0 is t —  b e re its  die E rg eb n isse  der Theorie d e r hom ogenen  
V ie rp o le  b e n ü tz t w erden  [1]. D en  d a rin  a n g ew an d ten  A u sd rü ck en  e n tsp re 
c h e n d  w erd en  die d u rch  d ie  Z u sam m en h än g e  (28) bis (31) d e fin ie rten

W id e rs tä n d e  
P rim ä rle e rla u fw id e rs ta n d  
P r im ä rk e rn  w iderstand

S ek u n d erk ern w id erstan d
S ek u n d erlee rlau fw id erstan d
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aus w elchen n a c h  Vergleich m it (17) u n d  (18) die Z usam m enhänge

re su ltie re n ; u n te r  V erw endung v o n  (33) bis (36) e rh ä lt m an  m it den G le ichun
gen (22) u n d  (23) ü b e re in s tim m en d e  E rgebnisse.

D ie G leichungen  (39) bis (42) besch re iben  die Z u sam m en h än g e  zw ischen 
d e n  E le m e n te n  d er M atrizen A u n d  W . Die U m rechnung  k a n n  d u rc h  A usd rü k - 
ken  d e r E le m e n te  von W  als F u n k tio n  d e r E lem en te  v o n  A v o lls tä n d ig e r 
g e m a c h t w erd en . Dies lä ß t  sich ohne Schw ierigkeiten  bew erk ste llig en  und  
fü h r t  zu  d en  Form eln

A u f eine äh n lich e  W eise k an n  m a n  au ch  (43) u n d  (44) u m rech n en ; u n te r  V er
w e n d u n g  v o n  (27), (45) u n d  (47) e rh ä lt  m an  die au fsch lu ß re ich en  F o rm eln

bi =  -  E A 12; b„ =  -  E {A 22 -  1 ) . (49)

D a  es V orkom m en k an n , d a ß  bei den  V erw endungen  au ch  eine In v ersio n  
d e r G le ichungen  vorgenom m en zu  w erden  b ra u c h t, sollen die E lem en te  der 
m it den  G leichungen

A ~ 1 Xj =  x2 +  A -1 b , (50)

x2 =  A -1  xx —- A ~x b , 

x2 =  А -1  хг +  a

d e fin ie r te n , rez ip roken  M atrix  A -1  u n d  die K om p o n en ten  des V ek to rs  a eb e n 
fa lls  a n g e fü h rt w erden. F ü r  d ie  rez ip roke M atrix  e rg ib t sich d ie b e k a n n te

sow ie die G leichungen



2 8 E. LITVAI

F  o rm el

in  d e r

d ie  D e te rm in an te  d e r  M a tr ix  A is t, die m it H ilfe  d e r G leichungen (39) b is 
(42) in  der F o rm

A E n (53)

angeschrieben  w erden  k a n n . D er aus (34) und  (35) e rk e n n b a re , ty p isch e  Z usam 
m e n h an g

1412 = — ff 21 (54)

erm ö g lich t es, m it d em  W e rt

A  =  1 (55)

zu  rech n en , w o durch  s ic h  d ie  B erechnung  d er rez ip ro k en  M atrixe lem en te  seh r 
e in fach  du rchführen  lä ß t .  D a sich fü r die K o m p o n e n te n  von  a n ach  kurzem  
R ech n en  die G le ichungen

u 0
w.21

w  wTT П  22 __  TT П  12

01 ü  "  02 ^
(56)

e rg eb en , können m it d en  W erten  von (33) b is (36) u n d  u n te r  B erücksich tigung  
v o n  (27) die E rgebn isse

e rh a lte n  w erden. D ie  T ran sfo rm a tio n en  (19) bzw . (50) w erden  also du rch  
d ie  E lem en te  der M a tr ix  A u n d  die e lek tro m o to risch e  K ra f t E  voll b es tim m t.
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c) Verallgemeinerung des Problems

A uf G ru n d  des v o rs teh en d en  is t es le ich t e inzusehen , d aß  m it H ilfe 
d e r  gesch ilderten  M ethode au c h  kom plexere S ch a ltu n g en  als d ie  d arg e leg te  
b e re c h n e t w erden  können . D as gesch ilderte  V erfahren  lä ß t  sich g le icherm aßen  
an w en d en , w en n  m it den H e iß le ite rn  Tj u n d  T2 p ara lle l oder in  Serie W id e r
s tä n d e  g esch a lte t w erden —  w as zw ecks A bän d eru n g  d e r K en n lin ien  v o rte il
h a f t  sein m ag  -—, aber auch , w enn  m an  andere  Ä nderungen  v o rn im m t. D er 
Z u sam m en h an g  zw ischen den i, U  E benen  der beiden  H e iß le ite r b le ib t auch

Abb. i

w eite rh in  d er M atrix -Z u sam m en h an g  la u t  G leichung (19), n u r  w erden  die 
E lem en te  von  A bzw. W , fe rn e r d ie  K o m p o n en ten  von  b andere  W erte  a n 
n eh m en .

W enn m an  die linearen  E lem en te  d er a llgem einen  S ch a ltu n g  in  einem  
inhom ogenen  V ierpol n ach  A b b . 4 zu sam m en faß t, lassen  sich  unsere  
E rgebn isse  w ie fo lg t darlegen . E in  aus lin earen  E lem en ten  b es teh en d e r, in 
hom ogener (das h e iß t, e inen  S p an n u n g sg en era to r e n th a lte n d e r)  V ierpol 
b r in g t  zw ischen den in  d er i, U  E b en e  d e r an  den Polen  desselben angeleg ten  
E lem en te  d efin ie rten

x 1 =  i l e i +  и г е и 9

Xo — 2̂ ®i H“ ^2

e lek trisch en  Z u s tan d sv ek to ren  einen  inhom ogenen  lin ea ren  M atrix -Z u sam m en 
h a n g  von  d e r Form

xt — Ax„ +  b

zu stan d e .
D ieser U m stan d  e rle ic h te rt im  hohen  M aße die U n te rsu ch u n g  d e r E r 

sch e inungen , insbesondere, w enn  die dem  V ierpol angeschlossenen E lem en te  
n ic h t lin ea r  sin d . Um dies zu  illu strie ren , sollen im  fo lgenden  die E ig en sch aft- 
te n  des m it A bb . 3a d e fin ie rten  V ierpols eingehend u n te rsu c h t w erden .
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4. E ig en sch a ften  des M a trix -Z u sam m en h an g es

a) Darstellung der Transform ation in  der i, U  Ebene

D er durch  A bb . 3a sow ie die G leichungen  (21) u n d  (22) defin ie rte  
Z u sam m en h an g , T ra n s fo rm a tio n , h a t  au fsch luß re iche  E ig enschaften .

E s sei die T ra n s fo rm a tio n  nach  (19) a u f  d en  V ek to r

x2 =  E e a

an g ew en d et. Die sich  n a c h  k u rzem  R echnen  u n te r  B erü ck sich tig u n g  der 
Z u sam m en h än g e  (40), (42) u n d  (50) ergebende G leichung

A E e „ + b = .E e u (59)

ze ig t, d a ß  der m it d em  Z u s ta n d sv e k to r E e u gekennzeichnete  P u n k t der 
E b e n e  der E in h e itsv e k to re n  e,- und  e„ einen o rts fe s ten  P u n k t d er T ran sfo rm a
tio n  d a rs te llt. D as b e sa g t, daß  die T ra n sfo rm a tio n  h in sich tlich  der nach  
A r t  X —  £ e „  g eb ild e ten  V ek to ren  hom ogen sein  w ird  —  wie das aus d er 
E rw e ite ru n g

x x — E e u =  Ax2 ,+ h  — E e a

u n d  aus dem  von d e rse lb en  u n te r  V erw endung  von  (59) re su ltie ren d en  Z u 
sam m en h an g

Xj — E e u —  A x2 +  b — (A E e u +  b) =  A(x2 — E e u) (60)

h e rv o rg e h t. Die T ra n s fo rm a tio n  w ird also d u rch  die K o o rd in a te n v e r
sch ieb u n g  m it E  eu h o m o g en is ie rt, w ährend  A u n b e rü h r t  b le ib t.

E s k an n  n u n  le ic h t d e r  Beweis g e fü h rt w erden , d aß  d ie  T ran sfo rm a tio n  
d en  A n fan g sp u n k t des u rsp rü n g lich en  K o o rd in a ten sy stem s (den V ek to r 
—  E  e„ des versch o b en en  K oord in a ten sy stem s) in  einem  P u n k t m it dem  
Z u s ta n d sv e k to r

xi E e a — A  ( E ) e u — E / í 12e ; E A 22e u ,

o d e r w ie  es daraus fo lg t, in  einem  m it dem  Z u s ta n d sv e k to r

x i =  E A i2  ®i E (A  22 -1) e u (61)

ü b e rfü h r t ,  w odurch  te ils  e ine geom etrische E rö r te ru n g  d er E lem en te  der 
M a tr ix  A nach A bb. 5 m ög lich  w ird , zum  a n d e ren  das tra n s fo rm ie r te  B ild 
d e r A chse U2 (die G erade  b, B, E)  ebenfalls angegeben  w ird . D er Z usam m en
h a n g  (45) b estim m t d en  T angens des W inkels óu ; d u rch  V ergleich von (61)
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m it dem  Z usam m enhang  xx =  Ao b w erden  die Z usam m enhänge  (49) aufs 
neue b e leg t. D urch  eine ähn liche , h ie r n ic h t d e ta illie r te  B erechnung  la ssen  sich 
von  d er U n te rsu ch u n g  d e r rez ip roken  T ra n sfo rm a tio n  (50) au sg eh en d  auch 
die M atrix -E lem en te  A n  u n d  IP22 a u f  die im  A bb . 5 vo rg efü h rte  W eise e rö r te rn , 
au ß erd em  k an n  au ch  das B ild  d er A chse Ux (die G erade E K a ) d a rg e s te llt  
w erden . A u f G rund von  (47) k a n n  die im  B ild  v o rg e fü h rte  I n te rp re ta t io n  von 
W 2X u n d  W n  u n te r  Beweis geste llt w erden . Es lä ß t  sich ebenfalls nach w eisen , 
d aß  d e r V ek to r

d u rch  d ie  T ran sfo rm a tio n  in  den  V ek to r

ü b e rg e fü h rt w ird  und  u m g ek eh rt. D a die d u rch  die beiden  V ek to ren  d e fin ie r
te n  P u n k te  ( J  bzw . D) in  die A chse i fa llen , kön n en  m it ih re r H ilfe  au c h  die 
tra n s fo rm ie r te n  B ilder d e r Achse i gezeichnet w erden.

D ie G eraden  EO  u n d  O K ,  das h e iß t, das A chsensystem  i2, t /2 gehen  also 
in  die G eraden  Eb  und  bG, d ie G eraden  E a  und  a H  h ingegen in  d ie  G eraden 
E O  u n d  O B,  in  das A chsensystem  ix Ul ü b e r u n d  u m g ek eh rt. E  s te ll t  einen 
P u n k t, d e r sich selbst e n tsp r ic h t, d a r, w ährend  fü r  Ob, fü r  H B ,  fü r  J D ,  
fü r  K G  und  fü r  а 0  d ie  en tsp rech en d en  P u n k te  sind , u n d  u m g e k e h rt.
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A us den tra n s fo rm ie r te n  B ildern  der A chsen  lä ß t  sich d er w ich tige Sch luß  
z ie h e n , d a ß  der Z u stan d sv ek t.o r des H eiß le iters T y n u r  in n e rh a lb  des V iereckes 
E B D G E  befindliche, d e r  Z u s ta n d sv e k to r  des H e iß le ite rs  T 2 n u r  in n e rh a lb  des 
V ie reck es  E K J H E  lieg en d e  W e rte  haben  k a n n , d a  —  als Folge des Z u sam m en 
h a n g e s  zwischen den  Z u s ta n d sv e k to re n  d e r b e id en  H e iß le ite r —  n u r  den  
Z u s tä n d e n , die in n e rh a lb  des g en an n ten  B ereiches o b w alten , eine p h y sika lische  
B e d e u tu n g  beigelegt w e rd e n  k an n . Die durch den Vierpol bedingte Schaltung  
setzt den  möglichen Zustandsänderungen  bei H eiß le itern  Schranken.

D a die T ra n sfo rm a tio n  lin e a r  is t, v e rsch ieb en  sich  die e inzelnen  P u n k te  
d e r  A chse  U den G erad en  Ob bzw . Oa p a ra lle l, so is t  zum  B eispiel die G erade

B H  zu  bO und G K  zu  Oa paralle l. D a ra u f  b e ru h t  auch  die in  A bb . 6 
g e z e ig te  K o n stru k tio n , m it te ls  welcher die zu sam m en g eh ö ren d en  V ek to ren  
Xj u n d  x 2 k o n stru ie rt w e rd e n  k ö n n en . D er E n d p u n k t  des V ek to rs  x2 w ird  vom  
S c h n i t tp u n k t  der G erad en  OL  u n d  a N  b e s tim m t. D a la u t  dem  v o rs te h e n d e n  
L  M  u n d  N  P  en tsp ric h t, e rg ib t der S c h n ittp u n k t d er G eraden  O P  u n d  b M  
d e n  E n d p u n k t  von xr  D ie  K o n s tru k tio n  lä ß t  s ich  übrigens m it G eraden  b e 
l ie b ig e r  Lage d u rch fü h ren , z u r  K o n stru k tio n  w erd en  die S c h n ittp u n k te  d ieser 
u n d  d e r  G eraden Eb, E O  u n d  B a  bzw. die d iesen  S c h n ittp u n k te n  e n tsp re c h e n 
d e n  P u n k te  herangezogen.

D u rc h  eine von P u n k t  zu  P u n k t d u rc h g e fü h rte  K o n s tru k tio n  kön n en  
a u c h  d ie  tran sfo rm ie rten  B ild e r  der in der E b e n e  des einen H eiß le ite rs  in te r 
p r e t ie r te n  K ennlin ien  b e s t im m t w erden, o b zw ar m an  auch  in  d e r W eise 
vc-rgehen  kann , daß d ie  e in a n d e r  en tsp rech en d en  P u n k te  m it H ilfe  des t r a n s 
fo rm ie r te n  Bildes des in  d e r  e inen , zum  B eisp ie l in  d er i2, U2 E bene  aufge
n o m m e n e n , durch  die rech tw in k e lig en  E in h e itsv e k to re n  e,-, e u d e te rm in ie rten
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L in ien n e tzes  au fgesuch t w erden  (A bb. 7). D as E lem en t des in  d e r  E bene 
iv  Ut sich  ergebenden sch iefw inkeligen  L in iennetzes w ird  d u rch  d ie  V ek to ren

Ae, =  A n  e, +  A ZIe u u n d  Ae„ =  A lsse, +  A ^ e a

b e s tim m t.

b) Berechnung der Galvanometerspannung

D ie S pannung  an  d en  K lem m en des in  die M eßbrücke e in g esch a lte te*  
G erä tes, k an n  la u t A bb ild u n g  8 du rch  die D ifferenz d er ska la ren  P ro d u k te n

U g =  X* e u -  X* e„ =  e* (x t -  x2) (62)

angegeben  w erden. A us dem  Z usam m enhang  (19) is t jedoch

U g — e*(Ax2 +  b — x2) =  e*(Ax2 — Ix 2 +  b) =  e* [(A — I) x2 +  b ], (63)

w orin  I  die E in h e itsm a trix  is t. M it der B ezeichnung

A -  I  =  U

e rh ä lt  m an  schließlich d ie  G leichung

Ug =  e*(Ux2 +  b), (64)

* Im  allgem einen b e d e u te t  a* die T ran sp o n ie rte  des S äu len v ek to rs a. W en n  z. B.

a is t ,  d an n  ist a* K - ««]•

3  A d a  Techniea X X X V III /I -2 .
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d ie  b e sa g t, daß  — bei e in e r  gegebenen S ch a ltu n g  —  die Galvanometerspannung  
d urch  den einen Zustandsvek tor  eindeutig bestim m t wird.

D ie anschauliche E rö rte ru n g sw eise  sc h e in t auch  h ier a n g e b ra c h t zu 
se in , d ie  h ier d ad u rch  v e rw irk lic h t w ird, d a ß  w ir die geom etrischen  S te llen  
d e r je n ig e n  V ektoren  x2 su c h e n , fü r die

is t .  D a
Ug =  konst.

1 A 12

^22 IJ
( 66)

i s t ,  e r h ä l t  m an du rch  E n tw ic k lu n g  von (64) m it  (49) die G leichung

Ug =  A 21 i2 +  {A 22 — 1) U2 —  E ( A 22 —  1) (67)

o d e r  d u rc h  A usdrücken  v o n  U2 die G leichung

и , - - - ^ н  + Е  + - А к - (68)

e in e r  pa ra lle len  G e ra d e n sc h a r m it dem  P a ra m e te r  Ug. Es is t le ich t e inzusehen , 
d a ß  d e m  F all, wo Ug =  0 i s t ,  das he iß t, d em  d e r  abgeglichenen Brücke  eine 
G e ra d e  m it der G leichung

U* = *2 +  E

e n ts p r ic h t ,  dieselbe lä u f t  d u rc h  die in  A bb . 5 d efin ie rten  P u n k te  E  u n d  J  
(A b b . 9). Die P ro zed u r l ä ß t  sich  in  der W eise w iederholen , d aß  aus (62) d er 
A u s d ru c k

Us =  e* (xx — A “ 1 Xl -  a) =  e* [(I — A “ 1) x t — a]
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geb ild e t w ird. In d em  m an  diesen im  S inne des vo rsteh en d en  e n tw ic k e lt, e rh ä lt 
m a n  die G leichung

Ur +  E - (69)

also die au f d ie  E bene  iv  tra n s fo rm ie r te  G leichung der G e rad en sch ar (68).
D ie G erade fü r  den F a ll Ug=  0 ,  geh t erw artungsgem äß  d u rc h  die 

P u n k te  E  u n d  D.

D ie S c h n ittp u n k te  der e n tsp re c h e n d en  In d iv id u en  der b e id en  G erad en 
sch a ren  —  wie dies bereits n a c h  D u rc h fü h ru n g  d e r S u b s titu tio n en  i 1 — i2 — i 
u n d  =  U2 =  U  d u rch  die L ösung  des G leichungssystem s b e s te h e n d  aus 
d en  G leichungen  (68) und  (69) nachgew iesen  w erden  k an n  —  fa lle n  a u f  die 
w aagerech te  L inie U  =  E  (A bb. 9), w äh ren d  die Abszisse i der S c h n ittp u n k te  
m it H ilfe  der F orm el

b e re c h n e t w erden  kan n .
D a  in  d en  e in an d er e n tsp re c h e n d en  B ild ern  der G eraden  Ug =  konst. 

sich  e in an d e r en tsp rechende  P u n k te  b e fin d en , k ö n n en  diese zu r K o n s tru k tio n  
d e r zu sam m en h än g en d en  P u n k te n p a a re  herangezogen  w erden , d a  d as  Bild 
d e r d u rc h  den E n d p u n k t des V ek to rs x2 lau fen d en  also E J  p a ra lle len  G eraden  
Ug =  konst,  u n d  das nach  d er A b b ild u n g  6 k o n s tru ie rte  B ild d e r  be lieb igen , 
d u rch  d en  E n d p u n k t von x2 lau fen d en  a n d e ren  G eraden  sich im  E n d p u n k t 
des V ek to rs x t schneiden .

3*
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D ie geom etrische  A uslegung  d er m a trix -a lg e b ra isc h e n  E rö rte ru n g sw eise  
s te l l t  —  w ie m an  s ieh t — in  ansch au lich er W eise d ie  E ig en sch aften  des zw ischen  
d en  i, U  E b en en  d e r H e iß le ite r  bestehenden  Z u sam m en h an g es k la r  d a r . A u f 
G ru n d  des G esagten  k ö n n e n  z u r B em essung v o n  M eßbrücken  m it H e iß le ite rn  
d en  D u rch b lick  e rle ic h te rn d e  g raphische V e rfa h ren  m it herangezogen  w erden .

5. T heore tische  G rund lagen  der T em p era tu rk o m p en sa tio n

aj  Zustandsänderungen in  den i, U Ebenen

E s is t le ich t e in zu seh en , d aß  zw ischen d e n  V eränderungen  d x t bzw . 
px 2 d e r  e lek trischen  Z u s ta n d sv e k to re n  der H e iß le ite r , die m ite in a n d e r in  e iner,

d u rc h  d ie  G leichung (19) besch riebenen  B ez ieh u n g  stehen , ein l in e a re r  h o m o 
g en er M a trix -Z u sam m en h an g  von  der F orm

d x 1 — A d x .2 (70)

b e s te h t, d er übrigens a u c h  fü r  endliche Ä n d eru n g en  G ültigkeit h a t.  D ie V e r
ä n d e ru n g  d er Z u s ta n d sv e k to re n  k an n  hei e in e r  gegebenen S ch a ltu n g  a u f  
p h y s ik a lisch e  Z u s tan d sän d e ru n g en , die sich in  d e r  U m gebung d er H e iß le ite r  
ab sp ie len , zu rü ck g e fü h rt w erden . W ird  zu m  B eisp ie l der H e iß le ite r T2 bei 
k o n s ta n te r  T e m p e ra tu r  @2 g eh a lten , w ährend  d e r  H e iß le ite r  T x u n te r  U m stä n d e  
g e b ra c h t w ird , die e ine  Ä n d eru n g  des L e is tu n g sem p fin d lich k e itsk o effiz ien ten  
C u m  d en  W ert dC b e w irk e n , so h a t  die R ic h tu n g  des V ektors dx 2 (A bb. 10) 
in  d ie  d e r  S ekan te  d e r  0 2-K enn lin ie  zu fa llen .

B ei d e r g rap h isch en  B ehand lung  des P ro b lem s is t also in  d e r W eise 
v o rz u g e h e n , d aß  d ie K e n n lin ie n  C u n d  C +  dC  m it  d e r im  vorigen  A b sc h n itt
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darg e leg ten  K o n s tru k tio n  au f die E b en e  i2, U2 tra n sfo rm ie rt w e rd en . D er 
P u n k t xp, in  dem  sich  d as  tran sfo rm ie rte  B ild  v o n  C -f- dC u n d  d ie  K e n n lin ie  
0 2 schne iden , b e s tim m t bere its  e in d eu tig  dx2 u n d  so e rg ib t sich  a u f  G ru n d  
von  (70) auch  dxr  W erd en  d an n  au ch  d ie G eraden  Ug =  konsl.  g eze ich n e t, 
lä ß t  s ich  auch  d ie Ä n d e ru n g  der G a lv an o m e te rsp an n u n g  wie sie die Z u s ta n d s 
än d e ru n g  b ew irk t, le ic h t u n d  schnell b e s tim m e n .

D urch  Transform ation  der entsprechenden K enn lin ien  k a n n  m a n  die 
Zustandsänderungen auch in  der i, U Ebene, des einen Heißleiters voll erfassen.

E in e  ähn lich e  A rt d e r Lösung is t  au c h  im  F a ll gegeben, d a ß  s ich  die 
U m g e b u n g s te m p e ra tu ren  fü r  beide W id e rs tä n d e  um  den  gleichen W e rt d 0

v e rän d e rn . Die 0 -K e n n lin ie n  w erden a u f  d ie  E bene  i2, U2 t ra n s fo rm ie r t . D ie 
Z u s ta n d sä n d e ru n g  d x 2 w ird  d u rch  den  S c h n it tp u n k t der K en n lin ien  fü r  die 
T e m p e ra tu ren  u n d  0 2 vor d er T e m p e ra tu rän d e ru n g , sow ie d u rc h  den  
S c h n ittp u n k t der K en n lin ien  0 X d 0  u n d  0 2 -)- d 0  b e s tim m t (A b b . 11).

O ffenbar k a n n  die T e m p e ra tu rk o m p en sa tio n  n u r  d a n n  als rea lis ie rt 
angesehen  w erden , w enn  der Z u s ta n d sä n d e ru n g sv e k to r  dx2 d en  G erad en  
Ug =  konst,  p a ra lle l is t . In  diesem  F a ll is t  n ä m lic h  die G a lv a n o m e te rsp an n u n g  
von den  T e m p e ra tu rä n d e ru n g e n  in  d e r  U m g eb u n g  u n ab h än g ig , u n d  h ä n g t 
n u r  v o n  den  zu m essen d en  physikalischen  Z u stan d sg rö ß en  ab.

b) Bedingungsgleichung der Tem peraturkompensation

U nsere a u f geo m etrisch er G rund lage  b e ru h en d en  Ü berlegungen  sollen 
n u n  eine m a th e m a tisc h e  F o rm ulie rung  e rh a lte n . Zu diesem  Z w ecke is t  es
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zw eck d ien lich  in  den  E b en en  d er einzelnen H e iß le ite r  T e m p e ra tu rg ra d ie n te n  
v o n  d e r  F o rm

g rad  9 X
0©!

dil

Э 9 1

~dU1<
(71)

bzw .
, „  Э©2 , Э6>2

®raí®! =  l i r ' ,+  i í í (72)

zu  in te rp re tie re n . D ie einzelnen  K o m p o n en ten  k ö n n e n  a u f  die im  A b sc h n itt 2 
e rö r te r te  W eise a u f G ru n d  d e r  G leichungen (8) u n d  (9) oder m it H ilfe  eines 
g ra p h isc h e n  V erfahrens e rm it te l t  w erden . So b e s te h e n  zw ischen d e r e le k tr i
sch en  Z u s ta n d sä n d e ru n g  u n d  d e r T e m p e ra tu rä n d e ru n g  die fo lgenden  Z u sa m 
m e n h ä n g e :

d 0 1 =  (grad  0 j)* xd  d x l (73)

u n d
d 0 2 — (grad  0 2)* d x2. (74)

S p ie lt sich d ah er 
r a tu r ä n d e ru n g  ab , das

in  d e r U m gebung  b e id e r H e iß le ite r die gleiche T em pe- 
h e iß t d 0 1 ~ d 0 2 is t ,  so e rh ä lt  m an  die G leichung

o d e r  n a c h  (70)
(g rad  0 j)* dx j == (grad  0 2)* d x 2 

(g rad  0 j)*  A dx 2 =  (g rad  0 2)* dx 2

(75)

(76)

die s ich  m it  H ilfe d er tra n sp o n ie r te n  M atrix

in  d e r  F o rm

__ -^11 ^21
À Àл 12 л 22

(77)

bzw .
dx.J A* g rad  0 Х =  d x | g ra d  0 2 (78)

d x * (A* g rad  0 j  — g rad  0 2) =  0 (79)

a n sc h re ib e n  lä ß t.
A u s (78) g eh t u n m itte lb a r  hervor, d aß  d e r V ek to r A* grad  0 X e in  G ra 

d ie n t d es  a u f  die E bene  i2, U2 tra n s fo rm ie r te n  T em p era tu rfe ld es  0 X d a rs te ll t ,  
w ä h re n d  (79) b e sag t, d a ß  d ie  Ä nderung  des Z u s ta n d sv e k to rs  x2 zum  V e k to r 
A* g ra d  0 L —  grad  0 2 sen k rech t v o r sich g e h t. D ie M öglichkeit n äm lich , d aß  
A* g ra d  0 X—  grad  0 2 =  0  is t , b e d e u te t, d a ß  in  d iesem  F a ll dx 2 u n b e s tim m t, 
d ie M eß b rü ck e  in s ta b il w ird , also sich in  e inem  Z u s ta n d  b efin d e t, d e r zu  v e r 
m e id en  is t.
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N ach  dem  v o rs teh en d en  b e s te h t  die B ed in g u n g  fü r  die T e m p e ra tu rk o m 
p e n sa tio n  d a rin , d aß  dx2 den  G eraden  Ug =  konst, p a ra lle l sein  m u ß . W ird 
also  in  (79) dx2 d u rch  einen zu  d en  G eraden Ug =  konst,  p a ra lle le n  V ek to r

(80)

e rse tz t (die P a ra lle li tä t  geh t au s  (68) hervo r), e rh ä lt  m an  als B e d in g u n g  fü r 
d ie  T em p era tu rk o m p en sa tio n  d ie  G leichung

u*(A* g ra d  0 Y — g rad  0 2) =  0» (81)

W ird  diese a u f  G rund  von  (71), (72), (77) u n d  (80) en tw ick e lt, so e rg ib t sich

И и - 1)
9 0 !

~0i7

0 0 t _  002 

d U 1 0 U  g
+ (Aa—l)̂ r-0io

(82)

W erden  in  le tz te re  aus (21) d ie E lem en te  von  A eingesetz t, k o m m t m a n  zu 
d em  ä u ß e rs t au fsch lußre ichen  E rg eb n is

l i ^  +  i R . R ,
Öl.

R 1 R 3 + R 2 R 3)
(001

QU ̂
Э 02
QU,

+  R a =  0 ,
di9

(83)

aus dem  h e rv o rg eh t, d aß  sich  d ie  T e m p e ra tu rk o m p en sa tio n  d e r u n te rsu c h te n  
B rü ck en sch a ltu n g  d u rch  eine geeignete , d er G leichung (83) en tsp re c h e n d e  W ahl 
d e r d re i W id ers tän d e  R v  R 2 u n d  R 3 v e rw irk lichen  lä ß t.

D a sich die V ek to ren  g rad  0 X u n d  grad  0 2 —• wie es aus d en  G le ichungen  
(8) u n d  (9) h erv o rg eh t —  in  d en  E b en en  iv  Ux u n d  i2, U2 im  a llg em ein en  von 
P u n k t zu P u n k t än d ern , w ird  d ie  R ich tu n g  des V ek to rs A* g rad  0 г —  g rad  0 2 
in  Z u stän d en  m it jew eils v ersch ied en en  V ek to ren  x2 in  d er R egel u n te rsc h ie d 
lich  sein.

D as b e d e u te t aber, d aß  d ie  T em p era tu rk o m p en sa tio n , die a u f  G ru n d  der 
G leichungen (82) u n d  (83) m it d e n  G rad ien ten  g rad  0 X und  g ra d  0 2, d ie zu 
gew issen W erten  d e r V ek to ren  xx u n d  x2 gehören , e rm itte lt  w urde , im  a llgem ei
n en  n u r  in  e iner k le inen  U m g eb u n g  von  xx u n d  x2 v e rw irk lich t w e rd e n  k an n . 
D ie T e m p era tu rk o m p en sa tio n  is t  also in  d er R egel n ich t v o lls tä n d ig  bzw. 
se lb s ttä tig . Es b e s te h t ab er d ie  M öglichkeit, d en  M eßfehler, d e r a ls F o lge  der 
unzu re ich en d en  K o m p en sa tio n  a u f tr i t t ,  a u f  e inem  geringen W e rt zu  h a lten . 
A u f  die E rö rte ru n g  d er M eth o d en , die d a ra u f  abzielen  —  o b zw ar d iese  au f 
G ru n d  des G esag ten  h e ra u sg e a rb e ite t w erden k ö n n en  — , sei h ie r  v e rz ich te t.
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c) Z ahlenbeispiel

E s  sei n u n  die im  v o ra n g e h e n d e n  dargelegte B eh an d lu n g sw eise  an h an d  eines e in fachen  
Z ah len b e isp ie ls  illu strie rt.

E in fach h e itsh a lb e r so ll a n g en o m m en  w erden, d a ß  d ie  in  d e r  S chaltung  n a ch  B ild  3a ein
g e s e tz te n  H eiß le ite r 1\ u n d  T 2 v o llk o m m en  gleich s in d . Ih re  K o n s ta n te n , d ie zu m  B eispiel 
d ie  W e rte

В  =  2814° К  und =  2,512 ü

a u fw e ise n , sind  ebenfalls fü r  b e id e  H eiß le ite r gleich. N a c h  h ie r  n ich t e rö rte r te n  M essungen 
so llen  d ie  L eistun g sem p fin d lich k e itsk o effiz ien ten  bei u n b ew eg lich e r a tm o sp h ä risch e r L u f t  m it 
d e r  T e m p e ra tu r  & =  292,6° К  e b en fa lls  als gleich u n d  m it  dem  W erte  C =  12235° K /W  
a n g e s e tz t  w erden.

E in ig e  D a ten  der S c h a ltu n g  w erden  w illkürlich  g e w äh lt. So w urd en  als d em  Z u stan d  
Ug —  0 en tsp rech en d en  K e n n lin ie n -P u n k te , die sich au s  d e n  G leichungen  (7) bzw . den oben 
a n g e fü h r te n  U m ständen  m it d e n  P a ra m e te r-W e rt P =  12,92 m W  ergebenden  P u n k te  m it  den 
K o o rd in a te n

ijC - — 2,916  mA; U  ic  = 4,215 V

i2C =  2 ,916  mA; u sC = 4,215 V

g e w ä h l t  (A b b . 12). Ferner sei E  =  13,5 V, der P u n k t К  in  A b b . 3b in  dem  F a ll Ug =  0 —  m it 
d e n  K o o rd in a te n  (0 m A, 12 У ) an g eg eb en .

A u s  diesen e rh ä lt m a n  d ie  W id e rstan d sw erte  К г =  257,20 Q  u n d  K2 =  B 3 =  2669,8 ü .  
D e r W id e rs ta n d  des G a lv an o m ete rzw eig es w ird w illk ü rlich  zu  R g =  10 000 Í3 an g ese tz t.
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N u n  k ö n n en  aus den G leichungen (14), (21) u n d  (49) d ie E lem en te  de r M a trix  d e r S ch a l
tu n g  A u n d  die K o m p o n en ten  des V ek to rs  b b e rec h n e t w erden :

Г 3,4110 0 ,0 0 1 3 8 5 3 /ß
к _

— 18,702 m A

1 7676,97 П 3,4110
=

. — 32,549 V

D as im  B ild  5 gezeigte Schem a is t  h ie r —  w egen de r G leichheit von  R 2 m it  R 3 —  in 
b ezug  a u f  d ie  A chse U  sy m m etrisch . D ie A ufzeichnung  desselben w ird  d a d u rc h  b e q u em er, 
d aß  de r A b s ta n d

OB E _  EAn
^11 ^22

13,5 • 1,385 
3,411

IO“ 3 =  5,482 mA

e rm itte lt  w ird . D an ach  w ird d e r P u n k t К  m it  den  K o o rd in a ten  (5,482 m A , О V ) n a c h  (18) 
m it dem  R e su lta t

A 2lilK  +  A 22U2K +  bu =  7676,97 • 5,482 • IO“ 3 —  32,549 =  9,537 V =  UlK  =  Ul0  =  U lH

in  d ie  P u n k te  G bzw . H  tran s fo rm ie rt. So k ö n n en  zu sam m en  m it dem  sich  n ach  B ild  5 e rge
b e n d en  E rg eb n is

ÖD  =  E  A lI  ~  1 =  13,5 =  4,239 mA
A n  7676,97

die  B ereiche EBDGFJ und  E K J H E , d ie  d ie m öglichen e lek trisch en  Z u stan d sän d e ru n g en  
um fassen , k o n s tru ie r t  w erden (B ild  12).

A us u n se ren  an h an d  des u n te rsu c h te n  Falles g em ach ten  A n n ah m en  g eh t k la r  h e rv o r, 
d a ß  als Fo lge de r v o lls tänd igen  I d e n t i tä t  in  den  Z u stän d en  der zwei H e iß le ite r d ie  V ek to ren  
g rad  e  a u ch  e in an d er gleich sind . N ach  u n se re r  D efin ition  bezüglich  der V orzeichens de r W erte  
i b e s te h t ab er h ier, bei der E rö rte ru n g  de r T em p era tu rk o m p e n sa tio n  der Z u sam m en h an g

de de
dix d i2

So is t  a u f  G ru n d  von  (82) —  u n te r  B erü ck sich tig u n g  de r G le ichheit von A n  u n d  A 22 —  ohne  
w eite res  e in zu seh en , daß  die T em p era tu rk o m p e n sa tio n  im  u n te rsu c h te n  F a ll gegeben  is t.

l n  A b b ild u n g  12 ist die K enn lin ie  des H e iß le ite rs 1 \  zu sehen , die u n te r  Z u g ru n d eleg u n g  
des L eistu n g sem p fin d lich k e itsk o effiz ien ten  C ' =  6566° K /W  u n d  ebenfalls m it de r T e m p e ra tu r  
292,6° К  b e rec h n e t w urde. W enn  m an  a n n im m t, d aß  die U m stä n d e  de r W ä rm e ü b e rtra g u n g  
bei dem  H e iß le ite r  T 2 u n v e rän d e rt b le iben , so is t der neue e lek trische  Z u stan d  d u rc h  d ie in 
d ie  A b b ild u n g  ebenfalls e ingeze ichneten  P u n k te  oĉq , u n d  x2q, c h a ra k te r is ie r t. E s w u rd e n  d ah er 
e in ige  P u n k te  de r K ennlin ie  des H e iß le ite rs  T 2 d u rch  E in se tzu n g  in  die G leichungen  (17) u n d  
(18) a u f  d ie E b en e  des H e iß le ite rs T x tra n s fo rm ie r t  (g estrich elte  L inie). N ach  d em  E rg eb n is  
d e r g rap h isch en  In te rp o la tio n  is t  de r Z u s tan d  des H e iß le ite rs m it den  K o o rd in a te n  iXQ, =  
=  -—1,082 m A , Uxq' =  8,249 V c h a ra k te r is ie r t . Die K o o rd in a te n  i2ç , u n d  V 2q, e rh ä l t  m an 
d u rc h  T ran s fo rm a tio n  nach  G leichung (50). M it den  Z ah lenw erten  de r rez ip ro k en  M a trix  bzw . 
m it d en jen ig en  des V ektors a

3,4110 — 0,0 0 1 3 8 5 3 /й 18,702 m A

— 7676,97 ü 3,4110 — 32,549 V

g e la n g t m an  zu den R e su lta ten

i2C, =  — 3,411 • 1,082 • IO "3 —  1,3853 • 8 ,2 4 9 "3 +  18,702 • 10~3 =  3,587 m A 

U2C' =  7676,97 • 1,082 • 10~3 +  3,411 • 8,249 —  32,549 =  3,895 V.

D ie G a lv an o m ete rsp an n u n g  b e trä g t

UgC' =  Ujc' — U2q =  8,249— 3,895 =  4,354 V.



42 E . LITVAI

D enselben  W e rt k a n n  m an  e rh a lte n  m it de r v o n  d e r  A u sfü h ru n g  abhän g ig en  G enau ig 
k e it  d u rc h  d ie in  A bb. 9 v o rg e fü h rte  K o n s tru k tio n .

A u f G rund  de r G le ich u n g en  (8) u n d  (9) lassen  sich  a u ch  d ie zu  den  Z u stän d en  x^q, u n d  
x.LC' geh ö ren d en  T e m p e ra tu rg ra d ie n te n  be rech n en . D a

PlC’ =  UlC'i lC' =  8,249 • 1,082 • 1 0 - 3 =  8,925 • 10~3 W  

PiC' =  U2C' ■ i£C'  =  3,895 • 3,586 • 1 0 - 3 =  13,97 • IO-3  W ,

30 
9 U1C'

(C 'P lC' +  O Y  
B P ic '

c') =  8,249 [
(6566 • 8,925 • IO“ 3 +  292,6)2 

2814 • 8,925 • 10~3
-6566 =) -

=  8,249 (4910— 6566) =  — 13655° К /A  u n d

. , g c 'p lC'+  Q)2
lC l  B P lC'

C'j =  -  1,082 • 10_3(4910 +  6566) =  -12,415 °K/V

bzw . in d em  m an  m it  d e m  W e rt C =  12235 °K /W  in  äh n lic h e r W eise re ch n e t

=  — 26380° K /A , (Щ,- - - 63-48’ K'v-
U n te r  w ied erh o lte r B erü ck s ich tig u n g  des V orzeichenw echsels b e trä g t  de r S u b s titu tio n sw ert 
d e r  G leichung  (82)

-) +  ( Л 2—  1) =  (3 ,411— 1) • 13 655
2/ Ö

7676,97 • (— 12,42 +  63,48) —  (3,411— 1) • 26 380 =  361 110° K /A ,

700 30 'j
U u 9 uj +

in  d iesem  Z u stan d  is t  also  d ie T em p era tu rk o m p e n sa tio n  n ic h t v e rw irk lich t.
D er F eh ler, der d e n  E rg eb n issen  des Z ah lenbeisp ie ls, de r infolge de r A nw endung  des 

g rap h isch en  V erfah ren s u n d  de r v o rgenom m enen  V erk ü rzu n g en  a n h a f te t ,  d ü rfte  e tw a  ± 1 %  
b e tra g en .

d )  Schlußfolgerungen

In  den  v o ran g eh en d en  A b sch n itten  w urde  die  m a trix -a lg eb ra isch e  B e h a n d 
lu n g  v o n  M eßbrücken  m it  zw ei d ire k t b eh e iz ten  H e iß le ite rn  dargeleg t. D ie a u f 
gezeig ten  a n a ly tisc h e n  u n d  g raph ischen  M ethoden  e rle ich te rn  durch  ih re  Ü b er
s ic h tlic h k e it die B em essu n g  dieser M eßbrücken . I n  v o rliegender A rb e it k o n n te  
n u r  a u f  die G ru n d p rin z ip ien  eingegangen w erden  u n d  die sich ergebenden 
P ro b lem e  w urden  be i w eitem  n ich t voll e rsch ö p ft.

So d ü rf te n  z. B ., u m  die T e m p e ra tu rk o m p e n sa tio n  fü r  d re i P u n k te , die 
sich in  den  M eßbere ichen  C und  0  b e fin d en  v e rw irk lich en  zu  kö n n en , noch  
w eite re  th eo re tisch e  U n te rsu ch u n g en  d u rc h z u fü h re n  sein. H ierzu  b e d a rf  es im  
a llgem einen  d er A n w en d u n g  den  H e iß le ite rn  p a ra lle l g esch a lte te r W id erstän d e , 
s in d  d och  die e in ze ln en  H e iß le ite r be im  d erze itig en  S ta n d  d er P ro d u k tio n s 
tech n o lo g ie  n ic h t ganz  g leich , was zu r Folge h a t ,  d aß  die V orausse tzung  fü r  die 
im  Z ah lenbe isp ie l vo rg en o m m en e  V ere in fach u n g  im  a llgem einen  n ic h t gege
b en  is t.
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E in  neues P ro b lem  e n ts te h t im  F a lle , d aß  sich  d ie  u rsp rü n g lich en  und  
tra n s fo rm ie r te n  K en n lin ien  der E ig e n a rt d e r S c h a ltu n g  zufolge in  m eh re ren  
(in  e in e r im m er u n g e ra d e n  Zahl von) P u n k te n  sch n e id en . Von den  e lek trisch en  
Z u s tä n d e n , die sich  h ie rb e i ergeben , sind  die fa k tis c h  e in tre te n d e n  a u f  G rund  
v o n  Ü berlegungen  d e r  S ta b ilitä tsv e rh ä ltn is se  au szu w äh len .

D ie E rö rte ru n g  d ieser P ro b lem e w ürde  ab e r ü b e r  den  R ah m en  d e r  v o r
lieg en d en  A rbeit h in a u sfü h re n .
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Z U SA M M EN FA SSU N G

Im  A ufsatz  w e rd en  d ie P rob lem e der u n ab g eg lich en en  M eßbrücken  m it zw ei d irek t 
g eh e iz ten  H e iß le ite rn  b e h a n d e lt; h ierbei k o m m t dem  einen  H e iß le ite r  die F u n k tio n  zu, die zu 
m essende physika lische  G röße a u f  G rund  d e r Ä n d eru n g en  d e r W ärm eü b e rg an g szah l zu  füh len , 
w ä h ren d  der and ere  d em  Zw eck der T e m p e ra tu rk o m p e n sa tio n  d ien t. E s w ird  zw ischen dem  
S tro m -S p an n u n g sd iag ram m  der beiden H e iß le ite r  ein  in h o m o g en  lin ea re r M a trix -Z u sam m en 
h an g  au fg este llt, dessen  E ig en sch aften  d u rc h  E in fü h ru n g  eines inhom ogenen  (a k tiv e n )  V ier
pols u n te r  Z uhilfenahm e der E lem en te  d e r  V ierpo ltheo rie  e rö r te r t  w erden. D ie E ig en sch aften  
des M atrix -Z u sam m en h an g es w erden a u f  G ru n d  e iner a n a ly tis c h e n  und  g rap h isch en  U n te r 
su ch u n g  e rm itte lt. Als e ine  A nw endung d e r  M ethode w ird  d ie  F ra g e  de r T e m p era to rk o m p e n 
sa tio n  e iner P rü fu n g  un terzo g en .

M A T R IX -A L G E B R A IC  DISCUSSION ON M E A S U R IN G  B R ID G E S  O P E R A T IN G  
W IT H  TW O  D IR E C T L Y  H E A T E D  T H E R M IS T O R S

E. LITVAI

SU M M A RY

T he p rob lem s o f u n b a lan ced  m easu rin g  b ridges o p e ra tin g  w ith  tw o d irec tly  h e a ted  
th e rm is to rs  are d iscussed ; one o f th e  th e rm is to rs  is designed  to  reg is te r th e  p h y sic a l q u a n ti ty  
to  b e  m easu red  v ia  v a r ia tio n  in  th e  h e a t tra n s fe r  co effic ien t, w hile  th e  o th e r one is fu n c tio n in g
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as a  te m p e ra tu re  co m p en sa to r. B e tw een  th e  c u rre n t-v o lta g e  p lo ts  o f th e  tw o  th e rm is to rs  a 
l in e a r ,  inhom ogeneous m a tr ix - re la t io n  is e s tab lish ed . T he p ro p e rtie s  o f th e  re la tio n  in v o lv ed  
a re  d iscu ssed  by  th e  in tro d u c tio n  o f a n  inhom ogeneous (a c tiv e ) q u ad rip o le , m ak in g  use  o f  th e  
e le m e n ts  o f  th e  qu ad rip o le  th e o ry .  T he p ro p e rtie s  o f  th e  m a tr ix -re la tio n  a re  e s tab lish e d  by  
m e a n s  o f  an a ly tic a l an d  g ra p h ic a l m e th o d s. As a n  a p p lic a tio n  o f th e  m eth o d  show n , th e  p ro b 
lem s as em ers in g  w ith  te m p e ra tu re  co m p en sa tio n  are  d iscussed .

T R A IT E M E N T  E N  A L G E B R E  M A T R IC IE L L E  D ’U N  PO N T  D E  M E S U R E  
C O N TEN A N T D E U X  T H E R M IS T O R S  A C H A U F F A G E  D IR E C T

E. LITVAI

R É S U M É

L ’é tu d e  tra ite  le p ro b lèm e  des p o n ts  de m esu re  n o n  équilib rés c o n te n a n t  d eu x  th e r 
m is to rs  à  chauffage d irec t, d o n t l ’u n  se rt à  d é te c te r  la  q u a n ti té  ph y siq u e  m esu rée , su r la 
b a se  des v a ria tio n s  du  co effic ien t d e  tran sm iss io n , e t  l ’a u tre  se r t  à  la co m p en sa tio n  de la  tem p é 
ra tu r e .  E n tr e  les d iag ram m es c o u ra n t- te n s io n  des deu x  th e rm is to rs , une re la tio n  m atricielle  
in h o m o g è n e  e t linéaire e s t é ta b lie , d o n t les c a ra c té ris tiq u es  so n t d iscu tés à l ’aid e  de la  th éo rie  
des q u ad rip o les , en in tro d u isa n t  u n  q u ad rip o le  inhom ogène  (ac tif) . Les c a ra c té ris tiq u e s  de  la 
re la tio n  m atric ie lle  so n t d é te rm in é es  p a r  ex am en  a n a ly tiq u e  e t g rap h iq u e . L a  q u e s tio n  de la  
c o m p e n sa tio n  de te m p é ra tu re  e s t ex am in ée  com m e une  des ap p lica tio n s de la  m éth o d e .

МАТРИЧНО-АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ТРАКТОВКА ИЗМЕРИТЕЛЬНОГО МОСТИКА, 
РАБОТАЮЩЕГО С ДВУМЯ ТЕРМИСТОРАМИ ПРЯМОГО НАКАЛА

Э. Л И Т В А И

РЕЗЮМЕ

Статья занимается проблемой несбалансированных измерительных мостиков, 
работающих на двух термисторах прямого накала, у которых один термистор служит 
в качестве чувствительного органа, измеряющего физическое количество —  на основе 
изменения коэффициента теплопередачи, а другой термистор служит для компенсации 
температуры. Между диаграммами силы тока и напряжения этих двух термисторов автор 
определяет неоднородную линеарную матричную связь, свойства которой рассматри
ваются с помощью элементов теории четырехполюсников, введя один неоднородный (ак
тивный) четырехполюсных. Свойства матричной связи определяются при помощи анали
тического и графического анализа. В качестве приложения данного метода исследуется 
вопрос компенсации температуры.
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Einleitung

Im  L ich tbugenofen  liefert d ie  s trah len d e  W ärm e  des L ich tbogens den 
ü berw iegenden  T eil d e r zum  S chm elzen  u n d  zum  H e iß h a lte n  erfo rderlichen  
W ärm e. D ie vom  L ich tb o g en  e rzeu g te  H eiz le istung  k a n n  in  F o rm  d e r N u tz 
le is tu n g

Pn =  I* R

angeschricben  w erden , wo I  der S tro m , R  der O hm sche W id erstan d  des L ic h t
bogens ist.

D ie W ärm e, die vom  d u rch fließ en d en  S trom  im  W id e rs tan d  des M etall
b a d e s  erzeugt w ird , k a n n  p ra k tisc h  v e rnach lässig t w erd en , da  der W id erstan d  
des M etallbades um  m eh rere  G rößenordnungen  k le in er als d er W id erstan d  des 
L ich tbogens ist.

A bb. l a  zeig t d en  S tro m k re is  eines von  d e r S p a n n u n g  U  gespeisten  e in 
phasigen  L ich tbogenofens. D er O hm sche W id ers tan d  d e r Z u le itu n g en  is t r, ih r 
in d u k tiv e r  W id e rs tan d  is t  x, d e r W id e rs tan d  des L ich tb o g en s is t R.  A bb . lb  
ze ig t das E rsa tz sc h a ltb ild .

Abb. I
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B ei K urzschluß  is t R  =  0, d er K u rzsch lu ß stro m  is t

h
U

z

vobei
=  V t 2 +  X 2 (2 )

( 1)

i s t .  B ei K urzschluß  w ird  ke in e  n u tz b a re  W ärm e en tw ickelt.
B ei L eerlauf is t die E le k tro d e  so w eit vom  B ad e n tfe rn t,  d a ß  d er L ic h t

b o g e n  erlisch t. In  diesem  F a lle  is t der N u tzw id e rs tan d  u n en d lich  groß , die 
S tro m s tä rk e  ist N ull; d a h e r  is t  die n u tz b a re  W ärm e au ch  in  d iesem  F alle  
g le ich  N u ll.

Im  B e trieb szu stan d  z iehen  w ir einen L ich tbogen  von  e in er so lchen Länge 
/, d a ß  d ie  N u tz le istung  m a x im a l w ird.

D ie Im pedanz des S tro m k re ises  is t

se in e  S tro m stä rk e  ist
Z = Y ( r  +  R ) 2 +

u

d ie  N u tz le is tu n g  ist

u n d  d e r  L e is tungsfak to r w ird

J  =
Z

Pn =  I 2 R ,

cos <p
R

(3)

(4)

( 5 )

(6)

Kreisdiagram m

D ie B e trieb sv erh ä ltn isse  kön n en  an  dem  A rb e itsd iag ram m  a u f  G rund 
v o n  e in fach en  geom etrischen  Z u sam m en h än g en  abgelesen w erden . D as D ia
g ra m m  e n th ä lt die E n d p u n k te  d e r den versch iedenen  L ich tb o g en w id erstän - 
den  en tsp rech en d en  S tro m v e k to re n .

D ie kom plexe S tro m s tä rk e  is t

(7)

S e tz e n  w ir voraus, d aß  in dem  in  A bb. lb  sk izzierten  S tro m k re is  sich  der W ider
s ta n d  (R)  des L ich tbogens ä n d e r t .  D ie senk rech t angenom m ene reelle  A chse sei
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zugleich  auch  die R ic h tu n g  des S p an n u n g sv ek to rs . Bei d ieser A nnahm e b e f in d e t  
sich  d e r Im p e d a n z v e k to r  links vom  S p an n u n g sv ek to r (A bb. 2).

W enn sich d e r W ert von R  ä n d e r t, bew egt sich  d er E n d p u n k t v o n  Z  
e n tla n g  der G eraden e.

D er Im p e d a n z v e k to r  k an n  in  d e r  F o rm  von

Z =  Ze>’’
angeschrieben  w erden , wo

Z  =  У(г +  R f ^ T 2

is t . D ah er is t die S tro m stä rk e

I
U

ZeJv
(8 )

D er P h asenw inke l des S trom es I  is t d a h e r gleich dem  P h asen w in k e l des 
V ek to rs Z , ab e r von  en tgegengese tztem  V orzeichen, was m it an d eren  W o rten  
b e d e u te t, d aß  d er S tro m v ek to r I  in  die R ic h tu n g  des a u f  die re c h te  S e ite  
gespiegelten  Im p ed an zv ek to rs  w eist. In  A bb. 2 h a b e n  w ir auch ein  d e ra r tig e s  
Spiegelb ild  des Im p ed an zv ek to rs  e ingezeichnet. D ie th eo re tisch e  K u rz sc h lu ß 
s tro m s tä rk e  k an n  in  einem  solchen S trom kreis  Z ustandekom m en, d e r  ke inen  
O hm schen  W id erstan d  h a t, d. h. r -j- R  =  0. G röße und  R ich tu n g  des S tro m e s  
e rgeben  sich aus d e r G leichung

(9)

in  derem  Sinn die S tro m stä rk e  w aag rech t n a c h  re c h ts  w eist; ih r  a b s o lu te r  
W e rt is t

Iiftl ( 10)
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D a  im  F alle  eines b e lieb ig en  L ich tb o g en w id e rs tan d es  der A b so lu tw ert d er 
S tro m s tä rk e

U
I I  =

i s t ,  k a n n  m an a n sc h re ib e n :

I X

z .  ( 11)

F ä l le n  w ir vom  E n d p u n k t  des V ektors 1,^ e ine  S enkrech te  a u f  das Spiegelbild  
d e s  Im p ed an zv ek to rs . D as so erhaltene A  OCD  is t  ähnlich  dem  /1 О A B ,  da  
zw e i ih re r  W inkel g le ich  s in d . D eshalb is t

ÖDi__ OA^

OC O B

bis i s t  jedoch  O d  —— *r, O B  ~~ 2  und  OC — ii, u n d  so is t un  S inne v o n  Gl. (11)

ÖD — I .

D e r  V ek to r OD is t d a h e r  gerad e  der S tro m v e k to r  I , da  sein B e trag  I  is t und  
e r  in  R ich tu n g  des g esp ieg e lten  Im p e d a n z v e k to rs  w eist. W enn  sich  d er W ert 
v o n  R  än d e rt, so b ew eg t s ich  der E n d p u n k t des gespiegelten  V ek to rs Z längs 
d e r  G erad en  e. D er W in k e l be im  P u n k t D  i s t  90°, d a h e r bew egt sich  d er E n d 
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p u n k t des S tro m v ek to rs  a u f e in em  T h a iesk re is , dessen D urchm esser eb en  der 
ideale K u rzsch lu ß stro m  is t. D as A rb e itsd ia g ra m m  des von  e in er k o n s ta n te n  
S p a n n u n g  gespeisten  L ich tbogenofens is t also ein  K re is .

A u f G rund  des obigen k o n s tru ie re n  w ir das K re isd iag ram m  w ie fo lg t, 
w enn w ir den  O hm schen u n d  d e n  in d u k tiv e n  W id ers tan d  d e r A n sch lu ß le i
tu n g e n  k en n en : A u f die w a a g re c h te  A chse des rech tw in k lig en  K o o rd in a te n 
system s tra g e n  w ir im  W id e rs ta n d sm a ß s ta b  d en  A b stan d  x  =  O A  au f, d a ra n  
sch ließen  w ir in  R ich tu n g  d er v e r tik a le n  A chse den  A b s tan d  A B 1 =  r an . 
D ie S trecke  0 B l =  ]Ar2 x 2 =  z  e rg ib t die K u rzsch lu ß im p ed an z. D en  A b s ta n d

—  =  h k  =  OC tra g e n  w ir im  S tro m m a ß s ta b  a u f  die w aag rech te  A chse auf, 
x

u n d  d a m it h ab en  w ir den D u rch m esse r des K reises e rh a lte n . M it d em  H a lb 
m esser OC ziehen w ir den K reis (A b b . 3).

D ie G erade 0 B 1 schneidet d e n  K reis im  P u n k t  K k . Ö K k — I k is t  der 
w irk liche  K u rzsch lu ß stro m . D er zu m  K u rzsch lu ß s tro m  gehörige P h a se n w in k e l 
is t  (pk . Zu einer beliebigen S tro m s tä rk e  I  g e h ö rt d e r  K re isp u n k t K .  D ie  V er
lä n g e ru n g  des V ek to rs I  sch n e id e t d ie  G erade  e ' im  P u n k t B 2- D e r A b s ta n d  
B 1 B 2 e rg ib t den  L ich tb o g en w id e rs tan d  (R),  d e r P h asenw inke l is t  cp. M it R ü c k 
s ic h t d a ra u f, d aß  d er V erlust in  d e n  Z u le itu n g en  P v =  P r  is t ,  u n d  d ie  N u tz 
le is tu n g  P n =  P R  is t, is t D E  im  L e is tu n g sm a ß s ta b  d er V erlu st, d e r  A b s ta n d  
D K  d ie au fgenom m ene L e is tu n g . D ie g rö ß te  N u tz le is tu n g  e rh a lte n  w ir bei 
e in er S tro m stä rk e , bei der der A b sc h n itt  E K  am  län g sten  is t. D a h e r bek o m m en  
w ir die g rö ß te  N u tz le is tu n g  bei e in em  solchen aufgenom m enen  S tro m , d e r  dem  
B e rü h ru n g sp u n k t d er zum  V e k to r 1г para lle len  T an g en te  e n ts p r ic h t  (A bb. 3).

Die e lek trischen  K en n g rö ß en  des L ichtbogenofens

1. S chein leistung  is t die sch iefe  G erade

=  U I,  (12)

d e ren  R ich tu n g stan g en te  —  be i be lieb ig  gew äh ltem  M aßstab  —  d u rc h  die 
ang ew en d ete  S p an n u n g  b e s tim m t w ird  (A bb. 4).

2. B lin d le is tu n g
PB =  x P  (13)

is t eine P a rab e l.
B ei d er S tro m stä rk e  I  =  Ijk is t  im  S tro m k re is  n u r  ein  in d u k t iv e r  W id e r

s ta n d , desw egen schneiden  die K u rv e n  d e r S tro m stä rk e  und  d e r S ch e in le is tu n g  
e in a n d e r  hei d ieser S tro m stä rk e  (A bb . 4).

3. L eistu n g sfak to r.

COS <p =  У 1 — sin2 (p .

4 A cta Technica X X X V III /1 -2 .
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A u f  G rund  von A bb. 2 is t  jed o ch

u n d  d a h e r wird

I
sin qp =  —

hu

I.ik
COS (p =

2
(14)
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D ie K u rv e  cos < p( I )  is t d ah e r eine E llip se , d e re n  eine H a u p ta c h se  gleich  2 / ^  
is t, u n d  deren  an d ere  H a u p tach se  zwei  E in h e ite n  b e trä g t (A bb. 6).

4. W irk le is tu n g .
P  =  U I  cos cp .

U n te r  B en ü tzu n g  von  Gl. (14) w ird

P  — U I

bzw .

Л I

hu

p = ^ L  y i % - i »
* i k

(15)

D ie L e is tu n g sk u rv e  P ( I )  is t an  den  S te llen  I  — 0 und  I  =  7lk N u ll u n d  h a t
i кeinen  S ch e ite lp u n k t an der Stelle I  =  A n A bb. 7 kann  abgelesen  w erden ,

d a ß  im F alle  e iner S tro m stä rk e  I  — -y ^ -d ie  L eistung  P (I)  =  Р в ( I )  w ird . Bei

d iesem  S trom  schneiden  sich d a h e r  die K u rv e n  (A bb. 4). D er m a x im a le  W ert 
d er L e is tu n g  w ird

U I ikp    ^  л ik

maX“ / iÄf 2 ik -  2

UI,
( 17)

4*
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5. V erlu ste .
P v =  rí*. (17)

D a  be i K u rzsch lu ß  k eine  N u tz le is tu n g  ab g eg eb en  w ird, h a b e n  das 
D ia g ra m m  der V erlu ste  u n d  das D iag ram m  d e r L e istungen  I k e inen g em ein 
sa m e n  P u n k t  a u f  d e r O rd in a te  (A bb. 4).

6 . N u tz le is tu n g  (A bb. 4).

Pn =  P - P c =  "  \ г ц ~ р - r P .  (18)
* ik

A n  d e m  А  OKC,  A bb . 8, k a n n  abgelesen w erd en , d aß  die m ax im a le  N u tz 
le is tu n g  b e i der S tro m s tä rk e

I  =  I ik s i n ^  (19)

a u f t r i t t .  D ie  D iagonale  des R h o m b u s O F K D  is t  d ie  S tro m stä rk e  I, u n d  d esh a lb  
h a lb ie r t  d e r S tro m v ek to r d en  W inkel m . D a  die S chenke l der W inkel zu e in an -

'  к
d e r  s e n k re c h t sind , is t d er W inke l bei C eben fa lls  - .  D ie D iagonale F O '  des

D e lto id s  O F K O '  is t  n o rm a l zu  I , h a lb ie rt d iesen  V ek to r und  geht d u rc h  d en

P u n k t  D.  Bei 0 '  e rg ib t sich  d e r W inkel •

O F  =  D K  =  Inmax is t  die W irk k o m p o n en te  des zu r m ax im a len  L e is tu n g  
g e h ö rig en  S trom es. D ah er is t  die m ax im ale  N u tz le is tu n g

P  =  U In max ^  n max* •
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A u s dem  A 0 0 '  F  is t  fernerh in

O P  — I n max =  ~ ~  tg  .

So ist schließlich

Pnma, - ^ 4 ^  • (20)

7. W irk u n g sg rad .

U n te r  B e a c h tu n g  d er G leichungen (15) und  (18) is t , n ach  U m stellung:

n =  1 — : u //?*-/« (21)

Aus d e r  Gl. (21) k a n n  m an  n ich t in  e in fach e r W eise a u f  die F o rm  d e r 
F u n k tio n sk u rv e  sch ließen , es geh t d arau s b lo ß  h e rv o r, daß  im  F a lle  eines 
S trom es 1 = 0  d e r W irk u n g sg rad  eins (100% ) is t . A us dem  K re isd iag ram m  
k an n  jed o ch  d ie  W irk u n g sg rad k u rv e  in  e in fach e r W eise k o n s tru ie rt w erd en , 
wie dies A bb . 9 ze ig t. In  dem  in  beliebigem  M a ß s ta b  als E in h e it an g en o m m en en  
A b stan d  z iehen  w ir eine P ara lle le  zu r G eraden  OC. W enn  w ir den S tro m v e k to r  
I  v erlän g ern , so sch n e id e t diese V erlängerung  die oben erw ähn te  G erad e  im  
P u n k t K ' .  A u f  G ru n d  d e r Ä hnlichkeit d er D reiecke  k an n  m an an sch re ib en :

K É  W W

k ï ï ~  W W  ‘
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E s  i s t  je d o c h

K E  =  Pn, K D  =  P  und  K ' D '  =  1 ; d ah er is t I C W  =  rj .

D ie  K o n s tru k tio n  d e r W irk u n g sg rad k u rv e  ze ig t A bb. 10. Aus Z w eck m äß ig 
k e its g rü n d e n  h ab en  w ir das K re isd iag ram m  spiegelbildlich zum  D u rch m esse r 
OC  e in g eze ich n e t. D er G ang  d e r  K o n s tru k tio n  k a n n  an  der Z eichnung abgelesen 
w e rd e n .

8 . L ich tb o g en sp an n u n g .

U L =  R I .

W e n n  w ir  zu r rech ten  S eite  d e r G leichung r l  add ie ren  und  au ch  d a v o n  s u b 
tr a h ie r e n ,  so w ird

U L =  I ( R  +  r) -  r l .

Abb. 10
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A u f G ru n d  von  A bb. 5 ist

U L =  U  cos (p — r l .

U n te r  B ea c h tu n g  von  Gl. (14) w ird

U L = U ~ r l . ( 22)

4 k

D as e rs te  G lied a u f  d er rech ten  Seite  is t eine E llipse. Die eine H a u p ta c h se  
d ieser E llip se  is t 21,*, die andere  H a u p ta c h se  is t 2 U. Das zw eite  G lied  der 
re c h te n  S eite  is t eine G erade durch  den  U rsp ru n g  des K o o rd in a te n sy s te m s . 
M it e in ig er G eschicklichkeit können  die M aß stäb e  /г/ und  к ц  so g ew äh lt w erden , 
d aß  k u U  [cm ] =  k /f,*  [cm ]. In  d iesem  F a ll  g eh t die E llipse in  e inen  K reis 
ü ber, u n d  von  diesem  K reis k a n n  die G erade  r l  su b tra h ie rt w erd en  (A bb . 6).

Der Einfluß der Größe der Spannung auf den Betrieb des Ofens

F ü r  die Z eit des N iederschm elzens w ird  eine größere S p a n n u n g  an  den 
Ofen g e leg t, da  so ein längerer L ich tb o g en  gezogen w erden k a n n , u n d  d ah e r 
d ie  L e is tu n g  g rößer w ird . D ie größere L e is tu n g  is t nötig , u m  die Z e itd a u e r  des 
N iederschm elzens m öglichst zu  v e rrin g ern .

E s sei U  die k le in ste  S pannung , die fo lgende S pann u n g sstu fe  sei 2(7, die 
d r i t te  S tu fe  sei 3(7. D ie za  den v e rsch ied en en  S pannungen  gehörigen  B e trieb s
v e rh ä ltn isse  kön n en  an  dem  K re isd iag ram m  abgelesen w erden (A bb . 11).

W ie b e k a n n t, b estim m en  den  th e o re tisc h e n  K urzschluß s trö m  d e r in d u k 
tiv e  W id e rs ta n d  des S trom kreises u n d  die ange leg te  S pannung, d a h e r  s in d  die 
zu d en  S p an n u n g en  (7, 2(7 u n d  3(7 gehörigen  theo re tisch en  K u rzsch lu ß strö m e  
d e r R e ih e  n a c h  /,* , 2 I ik u n d  31,7,. So s ind  d ie  H albm esser d e r d re i K re isd ia 
g ram m e  d e r R eihe n ach

I ik » , 31,*.

Im  H in b lic k  d a rau f, d aß  der O hm sche W id e rs ta n d  (r) und  der in d u k tiv e  W ider
s ta n d  (ж) d e r Z u le itung  von d er S p an n u n g  u n ab h än g ig  sind , liegen  d ie  K u rz 
sc h lu ß p u n k te  K kv K k2 und  K kg a u f  e in er G eraden , m it anderen  W o rte n , der 
K u rzsch lu ß p h asen w in k e l (99*) h ä n g t n ic h t von  d er Spannung  ab . D a ra u s  folgt 
u n m itte lb a r , d aß  die zu r m ax im alen  L e is tu n g  gehörigen K re isp u n k te  K v  K z 
u n d  K 3 ebenfa lls a u f  einer G eraden  liegen (A bb. 11).
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D iejen ige  S tro m s tä rk e , die die beste  A u sn ü tz u n g  des Ofens s ic h e rt, is t 
im  S in n e  von  (19)

T r • <Pk U . œkI  =  I ik s in -----= ------ s i n ------.
,k 2 X  2

D as b e d e u te t ,  d aß  be i U n te rsu c h u n g  eines gegebenen  Ofens fü r sich a lle in  die 
S tro m s tä rk e , die die m a x im a le  S pannung  e rg ib t, a lle in  von der angew en d eten  
S p a n n u n g  a b h ä n g t, u n d  d e re n  lineare  F u n k tio n  is t .

A b b . 11

Ä lte re  O fen tran sfo rm a to ren  w urden m it v ie r-fü n f  S p an nungsstu fen  an g e 
f e r t ig t .  D ie vielen S tu fen  s in d  theo re tisch  r ic h tig , weil so die A n sp rü ch e  d er 
T ech n o lo g ie  restlos b e fried ig t w erden  können . D ie P rax is  h a t jedoch  g eze ig t, 
d a ß  b e i E inzw ecköfen au ch  d re i S tufen  h in re ich en d  sind , so daß  d er k o m p li
z ie r te  u n d  stö ranfä llige  S p an n u n g su m sch a lte r w e g fä llt; anstelle  dessen w ird  d ie  
P r im ä rs e ite  des O fen tran sfo rm a to rs  in  D reieck , S te rn -D re ieck  und  sch ließ lich  
in  S te rn  geschalte t.

Der Einfluß des Ofentransformators auf den Betrieb des Liehtbogenofens

D ie W irkung  des O fen tran sfo rm a to rs  k a n n  ebenfalls am e in fach sten  a u f  
G ru n d  des K re isd iag ram m s u n te rsu c h t w erd en . A bb . 12 zeigt die E r s a tz 
s c h a l tu n g  des m it dem  T ra n s fo rm a to r  zu sam m en g esch a lte ten  Ofens.
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D ie in  A bb. 12 eingezeichneten  W id e rs tä n d e  sind der R eihe n a c h :

r„  der Widerstand der Primärwindung des Transformators, 
die Streureaktanz der Primärspule des Transformators,

R0, der die Eisenverluste darstellende Widerstand,
X0, diejenige fiktive Reaktanz, welche die Blindkomponente des Erregerstromes bestimmt, 
r2 - -  a2r2, der auf die Primärseite bezogene Widerstand der Sekundärspule,

X 2 —  a2X2, die Streureaktanz der Sekundärspule, auf die Primärseite bezogen, 
r '  =  a2r, der auf die Primärseitc bezogene Widerstand der Zuleitungen vom Transfor

mator bis zu den Elektroden,
X ' =  a2X, die auf die Primärseite bezogene Reaktanz der Leitungen zwischen Transfor

mator und Elektrode,

A b b . 12

H ’l  — u2R l * der Widerstand des Lichtbogens, auf die Primärseite bezogen, 
l/j, die primäre Klemmenspannung des Transformators,
TJe, die induzierte Spannung des Transformators,
U 2 =  atf2, die auf die Primärseite bezogene Sekundärspannung des Transformators, 
U'l  =  a U L , die auf die Primärseite bezogene Lichtbogenspannung,

/ j, Primärstrom,
f 2 = ---- , der auf die Primärseite bezogene Sekundärstrom,

L, =

I r =
«o

_Ue
Xn

, die Wirkkomponente des Erregerstromes, 

die Blindkomponente des Erregerstromes.

Im  H in b lick  d a rau f, d aß  im  T ra n s fo rm a to r  die induz ie rte  S p a n n u n g  m it 
g u te r  A n n äh e ru n g  d e r K lem m en sp an n u n g  gleichgesetzt w erden k a n n  ( U e я* Uj), 
k a n n  d e r E rreg e rs tro m  gleich dem  L eerlau fstro m  (J0) angenom m en  w erden ,

i e =  J0 + 7 1 ,

u n d  d ah e r k a n n  im  In te resse  der V ere in fachung  d er w eiteren  R e ch n u n g en  die 
E rsa tz sc h a ltu n g  n a c h  A bb. 12 im  S inne von  A bb . 13 ab g eän d ert w erd en .

Z u r A ufzeichnung  des K re isd iag ram m s m u ß  m an  die c h a ra k te ris tisch e n  
D a te n  des O fen tran sfo rm ato rs  k en n en , d . h ., den  W in d u ngsverlu st ( P w), d ie  
p ro zen tu e lle  K u rzsch lu ß sp an n u n g  (e°/0), den  L eerlau fstrom  (/„) u n d  d en  E ise n 
v e r lu s t  (P e). W en n  diese A ngaben n ic h t zu r V erfügung s tehen , so k ö n n e n  sie 
m it  d en  b e k a n n te n  Leerlauf- und  K urzsch lu ß v ersu ch en  in  e in fa c h e r W eise 
b e s tim m t w erden .
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A us dem  W in d u n g sv erlu s t berechnen  w ir den  a u f  die P rim ärse ite  des 
T ran sfo rm a to rs  bezogenen  G esam tw id erstan d :

R T =  +  r2 =  , (23)
4 n

wo I ln der P r im ä rn e n n s tro m  ist.
Die au f die P rim ä rse ite  des T ra n s fo rm a to rs  bezogene S tre u re a k ta n z  

b e s tim m e n  w ir a u f  d ie  fo lgende W eise:

Abb. 13

Die K u rzsch lu ß sp an n u n g  ist

und  d arau s e rh ä lt m an

wo 12n der a u f d ie P rim ä rse ite  bezogene se k u n d ä re  N ennstrom  ist.
E s erg ib t s ich  d a h e r

A ndererse its  is t 

u n d  schließlich w ird

X T =
f
1 2 n

R  2r  .

D ie gesam te  R e a k ta n z  des S trom kreises is t

X  =  X T +  X ' ,
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u n d  so ist d er th eo re tisch e  K u rzsch lu ß stro m

Г  - I L L  
lk2~  X  •

In  A n b e tra c h t d er T a tsa c h e , d aß  d er theoretische K u rzsch lu ß stro m  den  D u rch 
m esser des K reises e rg ib t, k a n n  das K re isd iag ram m  aufgezeichnet w erden  
(A bb. 14).

D er P rim ä rs tro m  is t
I l  =  I „ + l 2.

D ah e r e rh a lte n  w ir d en  A n fan g sp u n k t des P rim ä rs tro m e s , w enn w ir zum  
A n fan g sp u n k t von  I d e n  L eerlau fs tro m v ek to r I0 rich tu n g s- u n d  m a ß s ta b 
g e rech t h inzufügen . D ie G röße des L eerlau fstro m v ek to rs  kennen  w ir, zu r A u f
zeichnung  benö tigen  w ir n och  den  L eerlau f-P hasenw inkel.

cos (p0

к

c o s 9,o =  7 7 -7 - • (24)

D er G ang d e r K o n s tru k tio n  k an n  an A bb. 14 abgelesen  w erden.
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W egen des in d u k tiv e n  W id erstan d s des T ran sfo rm a to rs  is t  d e r D u rch 
m e sse r  des K reises k le in e r  gew orden, desw egen u n d  w egen des O hm schen 
W id e rs ta n d s  des T ra n s fo rm a to rs  versch ieben  w ir den  K u rzsch lu ß -M itte lp u n k t 
( K k) n a c h  «?*).

I n  d as K re isd iag ram m  h ab en  w ir den  zu r m ax im alen  O fen le istung  gehö
r ig e n  Ij p rim ären  u n d  I 2 se k u n d ä re n  S tro m v ek to r eingezeichnet. In  d iesem  F all 
i s t  d ie  gesam te atifgenom m ene L eistung , im  L e is tu n g sm aß stab  gem essen, die 
S tre c k e  Q A, die N u tz le is tu n g  ist hingegen d u rch  die S trecke QD  gegeben. Die

V e r lu s te  können  ebenfalls abgelesen  w erden, es is t näm lich  die S treck e  A B  der 
L e e rla u fv e r lu s t des T ra n s fo rm a to rs , die S trecke  B C  d e r V erlu s t im  W id e r
s ta n d  d e r L eitung, d ie  S treck e  CD  d e r W in d u n g sv erlu st des T ran sfo rm a to rs .

O ben  haben  w ir b e re its  gesehen (Gl. 14), w ie sich cos cp des O fen stro m 
k re ise s  in  A bhäng igkeit v o m  O fenstrom  ä n d e rt. W enn w ir die G leichung in 
A b h ä n g ig k e it von dem  a u f  die P rim ärse ite  red u z ie rten  O fenstrom  ansch re iben , 
so i s t

S eh r in te ressan t u n d  w ich tig  is t es zu w issen, wie sich  d e r  L e is tu n g s
f a k to r  des P rim ärs tro m k re ises  in  A bhäng igke it vom  O fen stro m  än d e rt, 
cos cp2( I 2) kann  in der ü b lich en  W eise sehr le ich t k o n s tru ie rt w erden . In  A bb. 15 
ze ig en  w ir die Schaulin ien  d e r  F u n k tio n en  cos (p2{Ji.) und  cos cp^I^). Im  einzelnen 
is t  d ie  K o n stru k tio n  fü r  d en  zu r g röß ten  N u tz le is tu n g  des O fens gehörigen 
W e r t  v o n  cos <pj(Ii) d u rc h g e fü h rt w orden. D er G ang der K o n s tru k tio n  k an n  an 
d e r  A b b ild u n g  abgelesen  w erden . E benso k a n n  es abgelesen w erd en , d aß  der
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S ch e ite lp u n k t d er cos |р1( / 2,)-К и гуе d o rt lieg t, wo d er zum  S tro m v e k to r  I 2 
gehörige  S tro m v e k to r I j  den  K reis eben b e rü h rt.

U n te r  d e r W irk u n g  des O fen tran sfo rm a to rs  ä n d e r t  sich die W irk u n g s
g rad k u rv e ; d er W irk u n g sg rad  k an n  auch je tz t  m it  H ilfe  des K re isd iag ram m s 
k o n s tru ie r t w erd en  (A bb. 16).

D ie S trecke Q0Qk (Q0Qk — Ц 2) verlängern  w ir in  be iden  R ich tu n g en  d e r
a r t ,  d aß  sie e inerse its  die d u rch  den  P u n k t 0  gezogene W aagrech te  sch n e id e t 
(P u n k t S), an d ere rse its  die in  dem  A b stan d  S S '  —  1 gezogene W aag rech te

(P u n k t Ql). D ie V erb in d u n g slin ie  d er P u n k te  S  u n d  Q schneidet die G erade 
S 'Q 'k in  Q'. A u f G ru n d  d e r Ä hnlichkeit d e r D reiecke  ist

Q E  Q 'E '
QD Q 'D '’

E s is t jedoch
Q E  =  Pn , QD  =  P  u n d  Q' D ' =  1 ,

d a h e r  is t
Q ’E ' =  r j .

A n d e r  F ig u r k a n n  abgelesen  w erden , d aß  Q Qk =  t? tg  a.
W enn w ir vom  P u n k t  S  eine T an g en te  an  den  K reis ziehen  —  diese 

T an g en te  b e rü h r t  d en  K reis im  P u n k t @г u n d  sch n e id e t die G erade  S ’Q 1 im  
P u n k t Ql — , so e rk en n en  w ir, d aß  QIQI — t?max tg  a  u n d  d ah er is t QIE{ =  r]max.

W enn  w ir d a h e r  O fen u n d  T ra n sfo rm a to r zusam m en  als eine E in h e it 
u n te rsu ch en , so h a t  die W irk u n g sg rad k u rv e  e in  M axim um . Im  L e e rla u f und  
im  K u rzsch luß  is t  d e r W irk u n g sg rad  se lb s tv e rs tän d lich  N ull. Im  H inb lick
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d a ra u f ,  daß  OQ =  1г u n d  Q0Q =  I L is t, k a n n  die W irk u n g sg rad k u rv e  als F u n k 
t io n  des S trom es Jy o d e r des S trom es 1L au fgeze ichne t w erden. A bb . 17 zeig t 
d ie  S chaulin ie  der F u n k tio n  rj(I'o). Aus d er Z eichnung  ist der zu e iner belieb igen  
S tro m s tä rk e  =  Q0Q gehörige  W irk u n g sg rad p u n k t, des w eiteren  die K o n 
s tru k t io n  von tjmax e rs ich tlich . A uf G rund  d e r A bb ildung  k an n  d e r G ang d e r 
K o n s tru k tio n  auch o hne  E rk lä ru n g  verfo lg t w erden .

Dreiphasenöfen

D ie A n sch luß le itungen , die S tröm e von  d e r G rößenordnung  von  104 
A m p è re  führen, liegen v e rh ä ltn ism ä ß ig  n ah e  zu e in an d er. D esw egen sind  die 
e in ze ln en  Phasen m ite in a n d e r  m agnetisch  v e rk o p p e lt, das h e iß t, d aß  die 
e in ze ln en  Phasen g eg en se itig  e inander E n erg ie  abgeben  u n d  v o n e in a n d e r 
E n e rg ie  aufnehm en. D as R e s u lta t  dieses E n e rg ieau stau sch s  ist, d a ß  d ie  Im p e 
d a n z  d e r einzelnen P h a se n  sch e in b ar an w äch st oder ab n im m t [2]. Im  E n d e r
g eb n is  belasten  d ah e r d ie  D re ip h asen -L ich tb o g en ö fen  das N etz  im m e r asy m 
m e tr is c h . Die B e tr ie b sp a ra m e te r  dieser Öfen m üssen  fü r  jed e  P h ase  g eso n d ert 
b e s t im m t w erden, u n d  d ie  se lb s ttä tig e  R eg u lie re in rich tu n g  m uß  so e ingeste llt 
w e rd e n , d aß  jede P h ase  m it d e r  op tim alen  N u tz le is tu n g  a rb e ite t.
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Z U SA M M EN FA SSU N G

D er S tro m k re is  de r L ieh tbogenöfen  e n th ä l t  a u ß e r  der k o n stan ten  Im p e d a n z  de r 
A n sch lu ß le itu n g en  au ch  den sich m it der L ich tb o g en län g e  än d ern d en  L ic h tb o g en w id e rs tan d . 
Da im  S tro m k re is  des L ich tbogenofens sich n u r  d e r L ich tb o g en w id e rstan d  — der e in  O h m sch er 
W id e rs tan d  is t —  ä n d e r t ,  is t das A rb e itsd iag ram m  des Ofens ein Kreis. In  de r v o rlieg en d en  
A rb e it w erden d ie B e trieb sk en n g rö ß en  des L ich tb o g en o fen s —  abw eichend von  d e r ü b lich en  
an a ly tisch en  A b le itu n g  —  aus dem  K re isd iag ram m  m it H ilfe  von einfachen g e o m e trisch en  
Z u sam m en h än g en  ab g e le ite t. Im  w eiteren  w erd en  fü r  d ie K o n s tru k tio n  der L e is tu n g s fa k to r-  
u n d  de r W irk u n g sg rad k u rv e , ebenfalls a u f  G ru n d  des K re isd iag rarn ins, e in fache  g ra p h isch e  
V erfah ren  m itg e te ilt .

IN V E S T IG A T IO N  ON  T H E  O P E R A T IN G  C H A R A C T E R IS T IC S  OF ARC F U R N A C E S  
W IT H  T H E  A ID  O F T H E  C IR C L E  DIA GRAM

V. URAY

SU M M A R Y

T he c irc u it o f an  arc  fu rn ace  co n ta in s th e  c o n s ta n t  im pedance  of th e  c o n n ec tio n  lines 
an d  th e  arc  re s is tan c e , w hich la t te r  varies w ith  th e  len g th  o f th e  arc. Since, in th is  c irc u it  only 
th e  a rc  resis tan ce  —  w hich is pu re ly  ohm ic —  is th e  v a ria b le , th e  w orking d iag ram  o f th e  c irc u it 
is a circle . T he a u th o r  o f th e  p resen t p a p e r d educes th e  o p e ra tin g  ch ara c te ris tic s  o f th e  arc 
fu rnace  from  th e  c irc le  d iag ra m , using  sim ple g eo m etrica l considera tions, as o p p o sed  to  th e  
usual a n a ly tic  d e d u c tio n s . F o r trac in g  pow er fa c to r  an d  effic iency d iagram s, a s im p le  m eth o d  
o f  co n stru c tio n  is show n , w hich  is also based  on th e  circle d iag ram .

É T U D E  D E S C A R A C T É R IST IQ U E S D E  LA  M A R C H E  D ’UN FO U R  A A R C , 
B A S É E  SU R  L E  D IA G R A M M E  DU C E R C L E

V. URAY

R É S U M É

E n  p lus de  l ’im p éd an ce  co n stan te  des conn ex io n s, le c ircu it des fours à a rc  c o n tie n t  la 
ré sis tan ce  de l ’arc  v a r ia n t  avec sa longueur. É ta n t  d onné  que  dans le c ircu it du  fo u r à a rc , la 
seule v a riab le  e s t la ré sis tan ce  p u rem en t o hm ique  de l ’arc , le d iag ram m e de la m arc h e  d u  fo u r 
est un  cercle. C o n tra irem e n t au  procédé a n a ly tiq u e  usuel, les p a ram ètre s  c a ra c té r is a n t  la 
m arche  du fo u r so n t d é d u its  d u  d iag ram m e du  cercle  à l ’aide  de sim ples co n sid é ra tio n s  géo
m étriq u es . L ’a u te u r  p ré sen te , en o u tre , une m é th o d e  g rap h iq u e  sim ple p e rm e tta n t  de tra c e r ,  
su r la base du  d iag ra m m e  d u  cercle, les courbes du  fa c teu r  de puissance e t d u  re n d e m e n t.
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АНАЛИЗ РАБОЧИХ ХАРАКТЕРИСТИК ДУГОВЫХ ПЕЧЕЙ НА ОСНОВЕ
КРУГОВОЙ ДИАГРАММЫ

В. У РА И

РЕЗЮМЕ

Электрическая цепь дуговых печей кроме постоянного импеданса соединяющих 
проводников содержит также изменяющееся с длиной дуги сопротивление дуги. Учиты
вая то обстоятельство, что в цепи дуговой печи переменной является лишь сопротивле
ние дуги (которая представляет собою омическое сопротивление), рабочая диаграмма 
цепи представляет собою круг. В данной работе рабочие характеристики дуговой печи 
(в отклонение от обычных аналитических выводов) выводят из круговой диаграммы с 
помощью простых геометрических зависимостей. Далее для построения кривых коэф
фициента мощности и коэффициента полезного действия, демонстрируется простой графи
ческий метод, исходящий также из круговой диаграммы.



OBSERVATIONS SUR LA DISTRIBUTION DES EFFORTS 
DANS LES VOILES MINCES PRISMATIQUES ET 

CYLINDRIQUES

M IR C EA  SO A R E  e t  D A N -D R A G O S N IC U L E SC U

BUCAREST

[M a n u sc rit p ré sen té  le 9. I I I .  1960]

1. In tro d u c tio n . H ypothèses fondam enta les

L a d é te rm in a tio n  de l ’é ta t  de co n tra in te  dan s les voiles m inces p r is m a 
tiq u es e t  cy lindriques a fa it, e t f a i t  encore l ’o b je t de nom breuses é tu d e s  d a n s  
la  l i t té r a tu r e ,  à cause de l ’a p p lic a tio n  p ra tiq u e  des voiles d ans des d o m ain es 
trè s  v a rié s .

N ous tra ite ro n s  spéc ia lem en t des voiles p rism a tiq u es  e t cy lin d riq u es  
o u v e rts , u tilisés comme to itu re s  de halles industrie lles, de salles de sp o r t  e t 
d ’ex p o sitio n s, e tc . . .

L ’é tu d e  an a ly tiq u e  des voiles m inces cy lind riques p résen te  de g ra n d e s  
d ifficu lté s  de calcul. Les é q u a tio n s  d ’équilibre e t les re la tio n s e ffo rts -d é fo r
m a tio n s  p e u v e n t ê tre  réd u ite s  à  u n e  seule éq u a tio n  a u x  dérivées p a rtie lle s  d u  
8 -èm e o rd re , linéaire , inhom ogène e t à coefficients v a riab les . Le seu l cas h e u 
re u x  de réso lu tio n  est c o n stitu é  p a r  les voiles cy lin d riq u es c ircu la ires , où le 
ra y o n  de courbure  é ta n t c o n s ta n t, les coefficients des éq u a tio n s  a u x  dérivées 
p a rtie lle s  le son t aussi, de so rte  q u ’il es t possible d ’u tilise r des séries trig o n o - 
m é triq u e s  (ou, en général, des séries de fonctions fo n d am en ta les  ren co n trées  
à l ’é tu d e  de la  v ib ra tio n  des p o u tre s , lo rsqu ’on t ie n t  com pte  de la  m asse 
p ro p re ).

P a rm i les études a n a ly tiq u e s  p ré se n ta n t un  in té rê t  p ra tiq u e , d u  fa i t  
q u ’elles a b o u tissen t à des d iag ram m es, abaques e t ta b le a u x , on do it m e n tio n n e r 
les o u v rag es de R üdiger e t U r ban  [19], Rabich [18], Ma n u el  A. S. C. E . [26], 
D e h o u sse  [7], J akobsen  [16], V lassov  [23].

P o u r  d ’au tres  d irec trices , il ex iste  une so lu tio n  a sy m p to tiq u e  de 
J a k o b s e n  [15], e t une so lu tio n  a p p ro x im a tiv e  de H r u b a n  p o u r la  p a ra b o le  
[14]; m ais aucune des deux  ne  sa u ra it  ê tre  considérée com m e une réso lu tio n  
co m p lè te  du  problèm e.

L a su rface cy lindrique a p p a ra ît  com m e la  lim ite  d ’une surface p r is m a ti
que , lo rsq u e  le nom bre des cô tés c ro ît in d é fin im en t e t le polygone d ire c te u r  
te n d  v e rs  la  courbe d irectrice.

Q u a n t au  calcul n u m ériq u e , la  théorie  des voiles p rism a tiq u e s  p e u t ê tre  
a p p liq u é e  aussi au  calcul a p p ro x im a tif  des voiles cy lin d riq u es q u e lconques, si 
l ’on rem p lace  la  courbe d irec trice  p a r  un  polygone in sc rit. 5

5 Acta Teehnica XX X V IIJ/l—2.
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1.1 Hypothèses de calcul

A p a r t  les h y p o th è se s  fo n d am en ta les  de la  théo rie  des coques, les h y p o 
th è se s  de calcul c i-dessus, spécifiques p o u r les coques cy lin d riq u es e t p rism a ti
q u es , seron t ex am in ées d an s  no tre  é tu d e :

a) la  courbe d irec tice  est rem placée p a r  un  polygone d ’u n  nom bre  défin i 
de cô tés, les fa c e tte s  rec tan g u la ire s  co rresp o n d an tes  é ta n t  rig id em en t jo in tées 
e n tre  elles, sur to u te  la  lo n g eu r de la  g én é ra trice  (plus le n o m b re  des côtés est 
g ra n d , plus les r é s u lta n ts  so n t exac ts; p a r  co n tre  les calculs so n t p lus labo rieux . 
P o u r  les calculs c o u ra n ts , 7 côtés p e rm e tte n t  d ’o b ten ir des ré su lta ts  sa tis 
fa isa n ts ) ;

b) chaque fa c e tte  e s t soum ise à la  f lex io n  dans son p lan , e t les défo rm a
tio n s  co rresp o n d an tes  se p ro d u isen t co n fo rm ém en t à l’h y p o th èse  des sections 
p la n e s . I l en ré su lte , q u e  les co n tra in tes  ax e t les efforts n o rm a u x  N x on t une 
d is tr ib u tio n  linéa ire  su r  la  la rg eu r des fac e tte s  (à ce tte  fin  il e st nécessaire que 
le  r a p p o r t  bjl<C 1/6 , où  b es t la  la rg eu r de la  fa c e tte , e t l la  longeur de la  
g én é ra tr ice ; en p ra t iq u e , ce tte  cond ition  est to u jo u rs  sa tis fa ite  p a r  le choix 
d ’au  m oins cinq fa c e tte s ) ;

c) to u te s  les fa c e tte s  incapab les de ré s is te r  à la  flex ion  e t à la tension  le 
lo n g  de la g én éra trice , p e u v e n t ê tre  soum ises à la  flex ion  n o rm ale  à leu r p lan , 
d a n s  le sens de le u r d im en sio n  m in im um  (la la rg eu r);

d) l’influence des défo rm ations su r la  la rg eu r de chaque face tte  est 
nég ligée  (hypo thèse  an a lo g u e  à celle fa isan t nég liger, dans les cadres, les défor
m a tio n s  des b a rres  sous l ’ac tio n  des forces ax ia les e t de c isa illem en t p a r  ra p p o rt 
à celles p rodu ites p a r  les m om ents fléch issan ts).

Les h y p o th èses  des po in ts  b , c, d so n t é tro ite m e n t liées en tre  elles, e t 
c a ra c té rise n t les p o ssib ilité s  de calcul d ’u n  voile p rism a tiq u e  à l ’aide des 
m oy en s élém enta ires de la  s ta tiq u e  des co n stru c tio n s .

I l existe p lu s ieu rs  é tu d es sur le calcu l rig o u reu x  des coques cy lindriques, 
d a n s  lesquelles on considère  chaque fa c e tte  com m e u n  d iap h rag m e po u r le 
tr a v a i l  dans son p la n  p ro p re , et com m e une p laq u e  p lane  p o u r  les charges 
tran sv ersa les .

W erfel [25] é ta b l i t  des éq u a tio n s  canon iques p a r  la  m éthode des 
e ffo rts , Goldenberg  e t  Leve  p a r la  m é th o d e  des défo rm atio n s [12]. Les études 
su r  la  stab ilité  des vo iles m inces p rism a tiq u e s  son t dues à Giangreco [10].

A border ce p ro b lèm e  en s’a p p u y a n t su r la  théo rie  de l ’é la s tic ité  rep résen te  
u n e  tâch e  très com plexe  q u an d  il s’a g it d ’u n  g ran d  n o m b re  de face ttes , de 
so rte  q u ’il est p ra t iq u e m e n t im possible d ’u tilise r ce procédé p o u r des fins p ra 
tiq u e s . P a r  su rc ro ît, il e s t connu  que les d ifférences son t p e tite s  en com paraison  
des ré su lta ts  fo u rn is  p a r  l ’hypo thèse  des sec tions p lanes, lo rsque  la  h a u te u r  
des face ttes est fa ib le  p a r  ra p p o r t à la p o rtée . A ussi l ’em ploi de ce tte  dernière 
h y p o th èse  sera-t-il co m p lè tem en t justifié .
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L ’h y p o th èse  (c) caractérise les coq u es p rism atiqu es et cy lin d riq u es de 
longueur m oyenne, d o n t les m om ents de to rsio n  e t  de flex ion  lo n g itu d in a le  e t  les  
efforts tran ch an ts corresp ond ants son t te lle m e n t p etits , qu’ils p e u v e n t  être  
n ég ligés dès le com m en cem en t.

Le rapport en tre  la  lon gueur l de la  génératrice e t  la  p ortée  d  de la  
v o û te , qui caractérise ce tte  p ossib ilité , p résen te  une variation  en tre  les lim ite s  
ap p rox im atives :

1 <  —  <  3 •
d

On trou ve u n e in téressan te  d iscu ssion  de ce problèm e dans l ’o u v ra g e  de 
Cic m ig iu  [4].

1.2 P rin c ip e  de la  méthode

D an s le cas des vo iles p r ism atiq u es , la  d éterm in ation  des in co n n u es  
rev ien t à l ’in tég ra tio n  d ’un sy stèm e d’éq u a tio n s  d ifféren tielles. S u p p o sa n t que  
la  so lu tio n  générale es t  connue, les co n sta n tes  ne d o iv en t être précisées q ue par  
des con d ition s a u x  ty m p a n s; les con d ition s le  lo n g  des génératrices m arg in a les  
son t considérées im p lic ite m e n t, lorsqu ’on t ie n t  com p te du co m p o rtem en t de 
ch aq u e fa cette .

E n  ten a n t co m p te  des caractér istiq u es de l ’appui sur les ty m p a n s , et  
en u tilisa n t la m éth o d e  de la séparation  des variab les, on p eu t ram en er la  
réso lu tion  du sy s tè m e  d’éq u ation s d ifféren tie lles  à la résolu tion  d ’un sy stè m e  
algébriqu e d ’éq u a tio n s  linéaires. Pour la  s im p lic ité  de l ’exp osé , le cas des v o ile s  
p rism atiq u es à a p p u i sim ple sur les d eu x  ty m p a n s  sera d ’abord tra ité  en  d éta il, 
le  cas général é ta n t  in d iq u é en su ite  avec les ap p lica tion s particu lières p ossib les.

D ans ce q u i su it , on exposera le m od e d ’étab lissem en t des éq u a tio n s  
can on iq u es par la  v o ie  s ta tiq u e . Pour le  sy stè m e  de base, on a ch o isi u ne su r
face p rism atiq u e co n stitu ée  par une série de fa ce tte s  articu lées en tre  e lles (dan s  
le  sens tran sversa l) e t  a y a n t, d ’après les d irection s des d ép lacem en ts rech er
ch ées, des lia ison s rig id es d istrib uées d ’u ne m anière con tinu e le  lo n g  des arêtes  
in term éd ia ires.

La littér a tu re  d istingu e deu x m éth o d es principales, su iv a n t les co n 
d itio n s qui d o iv en t être im p osées à ce sy stè m e  de base pour q u ’il so it éq u iv a le n t  
au sy stèm e réel.

a) D ’après la  m éth od e de Y l a sso v , on  exp rim e qu’en chaque p o in t d ’une 
arête , les angles réciproqu es de ro ta tion  de d eu x  facettes vo is in es so n t ég a u x  
(la con tin u ité  d es d éform ation s angulaires) e t  que les efforts de c isa illem en t le 
lo n g  de chaque a rête  son t en équilibre.

b) U ne d eu x ièm e  m éthod e exp osée par G ir k m a n n  [11], im p ose  au  sy s 
tèm e de base l ’é g a lité  des élon gation s sp éc ifiq u es ex et des an gles de ro ta tio n s  
réciproques le lo n g  de chaque arête.

5*
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P o u r  o b ten ir  les ré s u lta ts  p résen tés  p lu s  lo in , on a u tilisé  la m é th o d e  de 
V l a s s o v  p e rm e tta n t  d ’écrire  p lus s im p lem en t le systèm e d ’éq ua tions.

Q uelques é lém en ts nécessa ires à l ’a p p lic a tio n  de la  m éthode de V l a sso v  
so n t in d iq u é s  dan s le c h a p itre  su iv a n t.

2. L’application de la méthode de Vlassov

C haque  fa c e tte  d ’un voile m ince p r ism a tiq u e  p e u t ê tre  considérée com m e 
u n e  p o u tre  de p o rtée  /. Les cond itions a u x  a p p u is  im posen t d ’av o ir M  —  0 
a u x  e x tré m ité s  (x  — 0 , x  — l), e t p a r  su ite  ax =  0 , e t v =  0 p o u r les flè ch es  
d a n s  le  p la n  des face tte s . Les effo rts de c isa illem en t e t les d ép lacem en ts  и  
c o rre sp o n d a n ts  le long  des gén éra trices  a t te in d ro n t  leu r v a leu r m ax im u m  a u x  
e x tré m ité s  e t  une v a leu r nu lle  dan s les sec tions de m o m en t m ax im u m .

T o u te s  ces cond itions a u x  lim ites se ro n t sa tis fa ite s  si l ’on a d m e t p o u r  les 
in c o n n u e s  qu i in te rv ie n n e n t, une v a r ia tio n  s in u so ïd a le  et cosinuso ïdale  le long  
des g én é ra trice s .

F ix a n t  l ’origine des x  à l ’une des e x tré m ité s  des face tte s , l ’ex p ressio n  des 
ch a rg es  ex té rieu res  sous fo rm e de série tr ig o n o m é tr iq u e  sera:

p(x) =  £  Pn ■ sin  n n  - y  ; (n =  1 ,2 ,3 . ( 1 )

P o u r  sim plifier, on p e u t poser:

п л ( 2)

la  lo n g u e u r  ré d u ite  de la  g én éra trice  (co rre sp o n d a n t a u  te rm e  d ’o rd re  n  de la  
série  tr ig o n o m é tr iq u e ) . D ans ce cas, le te rm e  g énéra l de l’expression  (1) d e v ie n t:

Pn (*) =  P n sin (3)

L o rs  d u  d év e lo p p em en t de l ’exp ression  des charges en série tr ig o n o m é 
tr iq u e , les in connues se ro n t choisies de la  m êm e fo rm e, e t en nous b a s a n t  su r 
le p rin c ip e  de la  su p e rp o sitio n  des effets, n o u s p o u rro n s  é tu d ie r  sé p a ré m e n t 
l ’e ffe t de  ch aq u e  te rm e . Ce p rocédé p ré sen te  l ’a v a n ta g e  q u ’il p e rm e t la  ré d u c 
tio n  a u  p rob lèm e p lan .

Les éq u a tio n s  canon iques p e u v en t ê tre  é tab lie s  en u tilisa n t q u e lq u es  
sch ém as é lém en ta ires  de ch a rg em en t d ’une  fa c e tte , p a r  analogie à l ’é q u a tio n  
des tro is  m o m en ts  de Cl a p e y r o n .
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V lassov a dém ontré [23] que le nombre des inconnues de chaque équa
tion  est minim um  et égal à h u it, si l’on adopte la m éthode m ix te  avec  
et u com m e inconnues.

E n  co n sidéran t:

(*) =  M n ■sin  X— ; u{x) =  У  Un cos ~  (4)
П L  n h

et en se lim itant à la n-ièm e harm onique, le systèm e d’équations canoniques 
peut être écrit sous forme concentrée:

=k+ 1 i=k-f 2
v  r4— 1 k , i U t  + 2 '

r M  
r k , i  ’ M i +

OII (5)
=k- 1 i= k—2
=k+2 i=k+1
2 1 U . + 2 0 # ■ M + « S  =  0 (6)

—k—2 i=k— 1

Les équa tions du  ty p e  (5) o n t une sign ifica tion  s ta tiq u e , ca r elles ex p ri
m en t que  les efforts de c isa illem en t d ’une a rê te  so n t en éq u ilib re . Les é q u a tio n s  
d u  ty p e  (6) on t une s ig n ifica tio n  géom étrique e t e x p rim e n t la  c o n tin u ité  des 
d é fo rm a tio n s  angulaires tra n sv e rsa le s .

Les q u an tité s  r “, r , 0 “, 0 M rep ré sen ten t les coeffic ien ts d ’in fluence  
q u ’on p e u t  d é te rm in er à l ’a id e  des schém as é lém en ta ires de ch a rg e m e n t d ’une 
fa c e tte . Voici ces d iffé ren ts sch ém as:

—  rk i rep résen te  l ’e ffo rt de cisaillem ent dan s l’a rê te  k , lo rsq u e  l ’a rê te  i 
su p p o rte  des défo rm ations lo n g itu d in a le s-u n ité  ({/,• =  1);

—  rk i rep résen te  l ’e ffo rt de cisaillem ent d an s l’a rê te  k , lo rsq u e  des 
m o m en ts  un ité  ag issen t le lo n g  de l ’a rê te  i ( =  1);

—  0 k j rep résen te  la  ro ta t io n  p ro d u ite  dan s l ’a rê te  k , lo rsq u e  l ’a rê te  i 
su p p o rte  des défo rm ations lo n g itu d in a les  un ité  ({7,- =  1);

—  rep résen te  la  ro ta t io n  dans l’arê te  k, lo rsque  des m o m en ts  u n ité  
ag issen t le long de l’a rê te  i (M i =  1).

E n fin , les te rm es lib res  o n t les sign ifications su iv an te s :
—  rpk es t l ’effort de c isa illem en t dans l’a rê te  k , lo rsq u e  le vo ile  p r is m a ti

que  es t soum is à des charges ex té rieu res .
—  0 k est la ro ta tio n  de la  face tte  dans la  sec tion  k , p ro d u ite  p a r  les 

charges ex térieu res .
*  *  *

U ne sim plifica tion  des é q u a tio n s  (5) e t (6) p e u t ê tre  o b ten u e  p a r  le choix  
d ’a u tre s  inconnues. É ta n t  d o n n é  q u ’en tre  la c o n tra in te  n o rm ale  lo n g itu d in a le  
ax e t le d ép lacem en t lo n g itu d in a l U  subsiste la  re la tio n  sim ple

° xk  —
E U k

L
( 7 )
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il e s t  p lu s  convenable de  ch o is ir  oxk com m e n o u v e lle  in co n n u e . C onform ém ent 
à  l ’é q u a tio n  (7), po u r u n  d ép lacem en t U  >  0, on  a u ra  ax f> 0 (tension).

P a r  cette  s u b s ti tu tio n , les sign ifications p h y siq u es  des é q u a tio n s  re s te n t 
les m êm es.

E n  rem p laçan t l’in d e x  su p é rieu r и p a r a, e t  en  m u ltip lia n t chaque éq u a 
t io n  s ta t iq u e  p ar 6L , e t  c h a q u e  équa tion  g éo m é triq u e  p a r 6E , on o b tie n t les 
n o u v e a u x  coefficients d ’in flu e n c e  du  ta b le a u  1 ; p o u r  sim plifier, on a posé 
R k =  6 L r l.

A insi le systèm e (5), (6 ) d ev ien t:

i=k+l i=k+2
È  rh  •<*,■+ 2  ru ■ +  6L . r? =  0

i=k— 1 i=k- 2
i = k + 2

2
i —k —2

2  " e h  • ° i +  ' 2 1 &Z  • M i + 6 E
i = k —l

0 .

( 8 )

(9)

C om m e exem ple de  l ’é tab lissem en t des é q u a tio n s  can o n iq u es, le ta b le a u  2 
d o n n e  la  m atrice du  sy s tè m e  d ’équations p o u r le cas d ’un voile p rism a tiq u e  à 
n e u f  fac e tte s . Q uand il y  a d e u x  valeurs, la v a le u r  supérieu re  co rrespond  à la 
c h a rg e  sym étrique , e t  celle in férieure  à la ch arg e  a n tisy m é tr iq u e  p a r  ra p p o rt 
à  l ’ax e .

L es équations s ta t iq u e s  so n t écrites p o u r to u te s  les fac e tte s  (0, 1, 2 . . .  9) 
e t  le s  éq u a tio n s g éo m é triq u es  p o u r  les arê tes in te rm é d ia ire s  (1 ,2  . . .  8). I l  fa u t 
r e m a r q u e r  que dans c e t te  h y p o th èse , les a rê te s  m arg in a les  so n t considérées 
c o m m e  articulées, les d é p la c e m en ts  la té ra u x  é ta n t  em pêchés.

Si l ’on considère q u e  les facettes m arg in a les  o n t leu rs a rê te s  ex trêm es 
l ib re s  de  to u te  liaison, ces fa c e tte s  ne p ré sen ten t p lu s  au cu n e  r ig id ité  à la  ro ta 
t io n  e t ,  p a r  conséquen t, les  m om ents de flex io n  tra n sv e rsa u x  М г e t M n_x 
d o iv e n t  ê tre  considérés n u is . D an s le cas des voiles m inces p rism a tiq u es  à n e u f 
f a c e t te s ,  on supprim e la  co lonne  M x e t la  ligne 0 \ .

P o u r  les deux  cas, les coeffic ien ts d ’in flu en ce  so n t donnés dan s le T ab leau
N o 1.

* * *

Contrôle des coefficients et des résultats. C om m e le calcu l des coefficients 
e s t  assez  laborieux , le u r  v é rif ic a tio n  s’im pose a v a n t  de p asser à la  réso lu tion  
d u  sy s tè m e  d ’éq u a tio n s.

E n  se b a san t su r  le  th é o rè m e  de la  réc ip ro c ité  des d ép lacem en ts  (M ax
w e ll— B e tti) , on p e u t d é m o n tre r  que les coeffic ien ts  so n t liés p a r  les re la tio n s:

' i . k

rM
r i , k

=  r k . i

r M  ____  r M
r  i  b  —  '  k , i

—  (fia 
u i k  —  u k , i

r M  ___  (fia
r  i , k  —  —  ' J k , i

0%

Гк?к - — e% к

(1 0 )
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T ab leau  1
Coefficients d 'influence

yd
rk - i ,k
r° к, к

r fc+i, к

=  A„
— 2 ( A k +  A k+1)
=  A k+i

k - 2,k
rM _  _  6 V  
rk , X - > -  b

TM _  rM —  
rk - i ,k  —

w
^k sin 4>k-x

k' k ~ l bk - i  bk s in f k - ,
6 t 2 Í  co t (Pk^ +  co t q>k

b k  ' b lr

,M -  _  
rk,k

6L 2 (  co t <pk_x -f- co t <pk

6L 2 Г 1
+ l U *  sir

- V - l -f l  ;
cot % -f cot

.— 1 )
6k+,sinw

t^k+i \ 
1 '

.M — rM 6L 2 (
Л+1, к rk, k +1 ük+ , 1 b(

.M rM 6L 2
k+2, к r k, k+a

bk+ i

sin <pk ' bk+
_1_____ co t <pk +  co t q>k+1
sin  <pk

6L 2
°k+ 1

1

bk + 2 bk+1s i n ?’k+,

bk+isin %+,

Str

C2 «
§ £•S V
« “? SS
er. 2

6LrP =

IA N P  A N P . i

“ ■■( c  -  > r H ‘

C harges v e rtica les

_ R Î 2 f P k-, 8 in Vk-r p k s in v k + i

l  bk 8in П -1  bA sin?)*

p k sin Vk . Pk + i sin Vk+2
ьк+, sin,Pk bk+1 Sln fk + i

Poids p ro p re Neige

P l = g l  f  + Y « 2  f Pi =  Y pbi sinV2

P k = - y ( g k 'bk + g k + i - 6k + i)  p f c = 4 '( 6*s in V’k + 4k + isinV»k+,)

■t»"C

0 7  =  &Ÿ . =I ,k к, I k,i i, k>
Qa —  _  rM 

k,k rk ,k

(AM — (AM —  bk 
k - i ,k  ~  k ,k -1

y *+t )
<aM _  iq m  =
^ k + b  к — w k, k+> r, ,*+l

«O —
i l
-T3 c  ï

s s .S
JS .« я
-  « о X -a u
S X gS a 4â
SS .s  4  
w «t» S
J  °**-J '4>

6œ f = 6 ( ^

«Е в » , з , [ Ш

Ф г  Q  I ^ k + i ■ dk+ 1
bk + i ’ ^k+i

6E0,

Poids p ropre

V - s i n V - k + f ^ ) 3

Neige

íJülV
U * +1J

—  • S in 2 • t f k  +

hk+l • sinv k+

« n  -V *+1

■]

JVoie : — L orsque les a rê tes  extrêm es (o e t n) so n t articulées, e t  les voisines (1 e t n  — 1) son t rigides, dans les form ules p récédentes on
au ra: к  =  1, 2, 3, . . .  (n  — 1).
— Lorsque les arê tes ex trêm es son t libres, les form ules p récédentes so n t valab les pour к  =  2, 3, 4, . . .  ((n — 2).
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T ab leau  2
M atrice du système d 'équations canoniques

V Coutraintes Moments
Termes

1 <*o ax ^3 a . M i M 2 M , M ,
libres

0
a

r 0>0
a

»0.1
A i

r 0.1
A i

r 0>2 Ko

1
a

r l»0
CT

»T,i
CT

»1,2
A i

г ы
Ai

r l»2
M

r l>3 R t

2
CT

Г 2.1
CT

»■2 ,2
CT

»2,3
M

Г 2,1
A i

Г 2,2
M

r 2»3
A i

^2,4 R ,

3 CT CT Ai M Ai
A i _i_ A i 

Г3,4 r 3>5
R s»■3 ,2 Г 3.3 r 3»4 r 3 , l »3 ,2 r 3,3 A i _  M  

r 3,4 Г3»5

4
CT CT fj 

»4,4 » »4,5 A i
M  1 A i 

r 4,3 r ô,3
A i 1 A i 

Г4,4 Г4,5 R 4

»4,3 CT _ CT
»4,4 »4,5

r 4,2 M  _  A i 
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A i _  A i 
r 4,4 r 4,5 « 4
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© 3 ,4  +  @3,5
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C onform ém ent à ces re la tio n s , chacun  des q u a tre  q u a d ra n ts  de la  m a trice  
(vo ir T ab leau  2) a d m e t sa p ro p re  diagonale p rin c ip a le  com m e axe de sy m é trie .

De m êm e, en é tu d ia n t  l ’équ ilib re  d ’un dem i-p rism e , on tro u v e  q u ’il f a u t  
sa tisfa ire  les con d itio n s:

/С =  I - f  2 к = i+2
V  r M  __ __ У  ГЛ°Z ri,k Zi Ok,ik~i—2 k=i—2

2>? = о
o. ( H )

( 12)

F ig. 1. L ’équilib re  d ’un e  sec tio n  tran sv ersa le : a) les ré su lta n te s  en com pression  e t ten s io n ; 
b ) d é te rm in a tio n  du  m om ent des e ffo rts  in té rieu rs

A près av o ir d é te rm in é  les racines, il e st reco m m an d é  de les vé rifie r. 
A c e tte  fin , on p e u t écrire d eu x  conditions d ’éq u ilib re  global:

2 a « 
A = 1

°A-1 +  °k 
2

=  0

y  A , ( ° k - i  +  а к )У к - 1 ('a cos y>k (ак_ г +  2ak) m x=o.

(13)

(14)

(A k =  bkhk —  aire  de la  section  tran sv e rsa le  de la  fac e tte  k.)
L ’in te rp ré ta tio n  de la  re la tio n  (13) est s im p le . F aisons une coupe t r a n s 

versa le  au  p o in t 1/2 e t ex p rim o n s l’équilibre de la  sec tion  (fig. la ) .  Les seuls 
e ffo rts  qui in te rv ie n n e n t so n t d ûs au x  c o n tra in te s  ox . La re la tio n  (13) e s t 
o b ten u e  p a r p ro jec tio n s su r  l’axe O x en te n a n t  co m p te  de ce que les e ffo rts  
p ré se n te n t une v a r ia tio n  linéa ire  en tre  deux  a rê te s .

D ’une m an ière  ana lo g u e , la  re la tion  (14) ex p rim e que la  som m e d u  
m o m en t e x té rie u r m x (éva lué  com m e pour une p o u tre  s im p lem en t ap p u y ée  de  
p o rtée  /) e t des m o m en ts  des effo rts in té rieu rs  e s t nu lle . Les ordonnées y  so n t 
m esurées p a r r a p p o r t  au  p lan  des arê tes ex trêm es 0 e t n  (fig. lb ) .
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D a n s  le cas de charges ve rtica les  un ifo rm ém en t ré p a rtie s  le long  des 
g é n é ra tr ic e s , la charge p a r  u n ité  de lo n g u e u r s’écrit:

n—1
g =  У  P  к

k = 1
=  ; < » = i , 3 , 5 . . . )

71 n L
(15)

L e m o m en t de flex ion  e x té rie u r p ro d u it p a r  l’harm o n iq u e  n  e s t:

4g L 2 . *
m„ =  —------- • sm  — .

п л  L
(16)

F ig . 2 . L a  déduction  des e ffo rts  de  c isa illem en t p o u r  la p rem ière  fa c e tte  e t  la  fa c e tte  к

D a n s  le cas de charges h o rizo n ta les  an tisy m é triq u es , l ’é q u a tio n  des p ro 
je c t io n s  e s t id en tiq u em en t sa tis fa ite  e t  l ’éq u a tio n  des m o m en ts  in té rieu rs  
d e v ie n t:

yr.o* x k ( A k +  A k+1) +  — (A  • bk ■sin Vk —  A+i ■ bk+1 • sin y>k+1) +mx=o. (i7)

* * *

Théorie sans m om ents. Le systèm e d ’éq u a tio n s est sim plifié  d a n s  l ’h y p o 
th è s e  s u iv a n t  laquelle on p e u t  nég liger l ’in fluence  m u tu e lle  des m o m en ts  de 
f le x io n  tra n sv e rsa u x  e t des effo rts  de c isa illem en t lo n g itu d in a u x . A insi les 
c o m p o rte m e n ts  lo n g itu d in a l e t tra n sv e rsa l d u  voile p rism a tiq u e  so n t consi
d é ré s  sép arém en t.

U n  p rem ier groupe de re la tio n s  p e u t  ê tre  o b ten u , si l ’on considère  le p re 
m ie r  q u a d ra n t  seul e t les te rm es  lib res co rre sp o n d an ts ; cela re p ré se n te  la  solu
t io n  sa n s  m om ents d ’E H L E R S  [ 8 ] .
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U n deuxièm e groupe de re la tio n s e s t o b te n u , si on ne considère  q u e  le 4 F 
q u a d ra n t e t les te rm es lib res co rre sp o n d a n ts ; ceci rep résen te  la so lu tio n  de 
C lapeyron  p o u r la po u tre  con tinue .

*  *  *

D éterm ination des efforts N X(p =  N vX =  S. Les valeurs des in c o n n u e s  ax 
e t  M y  une  fois ob tenues p a r  la réso lu tio n  d u  systèm e d ’équations d u  ta b le a u  2 , 
il re s te  encore à d é te rm in er les v a leu rs  des effo rts  de cisaillem ent.

L  l
De l ’équilib re  d ’un é lém ent de p laq u e  de longueur —  = -------  (fig . 2),

2 2 п л
il ré su lte :

5 0 =  0 (bord  libre)

5 1 =  (ao +  ai) ~ -

S ,  =  S x +  (a, +  a2) A - (18)

+  ( a k - 1 +  a k )  1
A _
2L  '

Les au tre s  va leu rs s ta tiq u es  ré su lte n t des considérations s im p les re la tiv e s  
a u x  p o u tre s .

*  *  *

E n  m arge de ce b re f  rap p e l th éo riq u e  de no tions bien  connues, on  p eu t 
é tu d ie r  des cas ex trêm em en t variés e t d ’u n  in té rê t  p ra tiq u e  to u t  p a r tic u lie r . 
D ans le cadre de la  p résen te  é tu d e , les a u te u rs  se son t ju s te m e n t proposés 
d ’éc la irc ir une série d ’aspects qu i, à leu r connaissance, n ’o n t p as  en co re  été 
élucidés p a r  la  li t té ra tu re .

Le cas ab so lum en t général é ta n t  p ra tiq u e m e n t im possib le à é tu d ie r , 
l ’é tu d e  à é té  condu ite  su r la  base des exem ples num ériques.

Les ré su lta ts  num ériques so n t dé ta illé s  au  3e ch ap itre ; le 4 e d o n n e  les 
conclusions e t quelques possib ilités d ’ex ten s io n  des app lications.

3. P roblèm es étudiés

3.1 In fluence  de fa ilu re  des courbes directrices

E n  v u e  d ’ap p réc ie r l ’in fluence  de l’a llu re  des courbes d irec trices  su r  l ’é ta t  
de c o n tra in te  dan s les coques p rism a tiq u e s  ou  cy lindriques, l ’é tu d e  co m p ren d  
l ’an a ly se  co m p ara tiv e  de tro is  ty p e s  de coques p rism atiques à 7 fa c e tte s  et
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p o u tre s  de re tom bée , q u i tra v a ille n t dans des co n d itio n s s ta tiq u es  s im ila ires 
(m êm es charges e t m êm es d im ensions g éo m é triq u es  principales), m ais o n t  
des co u rb e s  d irec trices d iffé ren tes , f réq u em m en t u tilisées dans la  p ra t iq u e :

—  direc trice  c ircu la ire ,
— d irectrice  c h a în e tte ,
—  direc trice  p a ra b o liq u e .

L es é lém ents com m uns a u x  tro is  ty p es de coques é tu d ié s  son t:
a )  L es é lém ents d im en sio n n e ls  (fig. 3)
—  lon g u eu r de la  g é n é ra tr ic e  l =  24 m
—  p o rtée  de la v o û te  d =  10,50 m
—  flèche  de la  d irec trice  /  =  2,00 m
—  h a u te u r  de la  p o u tre  de re to m b ée  =  1,00 m
—  épaisseu r de la  p o u tre  de  re to m b ée  /q =  0,20 m
—  ép aisseu r du  voile  h2 =  h3 =  . . .  h5 =  0,08 m
b )  les conditions du  t r a v a il  s ta tiq u e
—  sim ple  ap p u i su r les ty m p a n s
—  lia isons a rticu lées le long  des a rê tes  voisines a u x  a rê te s  extrêm es (en tre  les p o u tre s  

de  re to m b ée  e t la  coque).
c) C onditions de c h a rg e m e n t:
—  po ids p ropre , en c o n s id é ra n t le poids sp éc ifiq u e  d u  b é to n  arm é: y  =  2400 k g /m 3 
L es  é lém en ts g éo m étriq u es d é p e n d a n ts  de l ’a llu re  de  la  courbe d irectrice  so n t in d iq u é s

d a n s  le  ta b le a u  3 e t la fig . 3 (p o u r le voile  à d irec trice  c irc u la ire  vo ir aussi fig . 4).

E x e m p l e  n u m é r i q u e  d e  c a l c u l .  A fin  de  fac ilite r le dévelo p p em en t des 
ca lcu ls  à  e ffec tu e r, on p ré sen te  l ’ex em p le  num érique  s u iv a n t  p o u r  le cas de la coque cy lin d riq u e  
p a ra b o liq u e .

a )  C alcul des coeffic ien ts d ’in flu en ce  des é q u a tio n s  can o n iques.
I er Quadrant.  Soit à  calcu le r la  v a leu r du te rm e  rk k. C o n fo rm ém en t au  ta b le a u  1: rk \i =  

=  +  Л к +1) où: A k —  est l ’a ire  des sections tra n s v e rsa le s  des face tte s: A k =  bkhk . E n
p o s a n t :  к  — 2, e t p re n a n t  les v a le u rs  num ériques c o rre sp o n d a n te s  du  tab leau  3, il v ie n t:  
r £ a =  2 ( A 2 +  A 3) =  2(h2b2 +  h3b3) =  2(8 X 159,80 +  8 X 164,80) =  5193,60 cm 2 (vo ir 
ta b le a u  6).

I I e Quadrant.  C o n fo rm ém en t a u  tab leau  1, l ’ex p ress io n  de ^ est:

rM _  6 L2 ( cot V k- i  +  c o t ffft _|________ 1 î  _  6 L 2 (  1 cot *Pk +  co t <Pk+1
k,k К  V h  bk + 1 -sin<pk )  bk+1 { b k -sin<pk ^ bk+1

Fig .  3. Les é lém en ts g éo m é triq u es e t d im ensionnels de la  section  tran sv ersa le
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T ab leau  3

Éléments géométriques

Directrice

circulaire chaînette

5,2500

3,9205 0,9572 0,9064

2,4220 1,6822 I 1,5890

0,8191

-0 ,8 1 9 1

1,9574 1,9534

1,9574 I 1,9534

55°42'56"

63°30'35"

77°11 'ЗГ

90°

ЗЗ'Чг'Зб"

9°47'39"

11°40'56"

12°1Г31"

1,0000

1.6091

1,6466

1,6438

1,6382

0,2000

0,1287

0,1317

0,1315

0,1311

0,8847

1,5743

1,9513

1,9513

parabolique

56°19'49"

65°18'02"

76°45'56"

90°

56°19'49"

8°58'13"

11°27 '54 '

13°14'04"

1,0000

1,5980

0,2000

0,1270

1,6480 0,1318

1,6460 0,1317

1,6382 0,1311
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A  l’aide des va leu rs  n u m é riq u e s  du  tab le au  3 (to u jo u rs  p o u r к  =  2), on o b tie n t:

rM
2-2

-6 L 2 f  co t ç?! +  co t (p2 1  ̂ Í___ 1
3 • sin <p2 I b3 V b2 sin  (p2 +

co t <p2 +  co t <p3

) -
4121,27450,

o ù  d ’ap rè s  l ’expression (2), L  v a u t:

L = ------- =  7,6394 m .П 71 (n =  1)

I I I e Quadrant. Les co effic ien ts  d u  I I I e q u a d ra n t  o n t la m êm e v a le u r que ceux du  I I e 
q u a d r a n t ,  m ais avec des signes co n tra ire s .

I V e Quadrant. P o u r les co effic ien ts du  IVe q u a d ra n t , le m o m e n t d ’in ertie  de ch aq u e  
f a c e t te  e s t calculé p o u r 1 cm  de la rg e u r  de la  v o û te , e t p a r  co n séq u en t: I k =  h \ j\2 .

V u que, pour to u te s  les fa c e tte s  de la  coque, =  8 cm , il v ien t:

h  = h  =  • • • h  =  y y  =  42>6667 cn‘4-

T o u jo u rs  pour к 
le c o effic ien t

la  v a le u r :

2, e t  t e n a n t  co m p te  des va leu rs  des ta b le a u x  1 e t 3, on o b tie n t p o u r

е й p
i ii

~'k _j_ I*k+1
h +x

0 2 2  =  2
b3 Л 0 (  159,80 +  164,80 
/  , I 2 { 42,6667

15,2150 c m - 2.

Term es libres «RÂ». P j  e t P k re p ré se n te n t les forces ré su lta n te s  des charges qu i p ro v ien 
n e n t  d u  poids p ropre  des fa c e tte s , à  l ’in te rsec tio n  de celles-ci.

L e  poids p ropre  des fa c e tte s  e s t d é te rm in é  à l ’aide des expressions su iv an te s :

—  pour la p o u tre  de re to m b é e : gx
4 • 2400 ■ 0,20 

3,14
611,4650 k g /m 2

—  pour les fa ce tte s  de la  co q u e: gk = ----y  hk; p o u r к  =  2, 3, 4 . . . on o b tie n t:

Sa =  gs =  «4
4 • 2400 • 0,08 

~  3,14
244,5860 k g /m 2.

D ’après les expressions d u  ta b le a u  1, les v a leu rs  des ré su lta n te s  P x e t Р к so n t:

p i = « A  611,4650 • 1,00 + y  • 244,5860 ■ 1,5980 806,8892 kg/m

pk =  y  (êk bk +  ëk+1 ' bk+i\ P our k  =  2, 3 . . . il ré su lte :

P 2 =  y  244,5860 (1,5980 +  1,6480) =  396,9630 kg /m

P 3 =  y  244,5860 (1,6480 +  1,6460) =  402,8331 kg /m  .



D ISTRIBU TIO N  DES EFFO R TS DANS LES V O IL ES MINCES PRISMATIQUES 79

A l’aide de ces v a leu rs , on p e u t d é te rm in e r m a in te n a n t  les efforts de c is a il le m e n t r j ,  
d o n t  l ’expression  e st, c o n fo rm ém en t au tab leau  1:

'1 = L {

P o u r fc = 2 on o b tie n t:

ГР2

P k - 1 sin  tpk -1 P k s in  y>k + .

bk sin  <pk -1 b k sin  <pk

P k sin y>k p k i i

bk+1 sin <pk b k + 1

P 1 sin  yjj P 2 sin 4>з

<>2 sin  9?! b 2 sin 9>2

sm  y>k 
sin <Pk 7 ) '

sin Щ |_ Px
Sin Ç?2 Ьд

91П y)A
sin (p3 ,

11 725,3617 kg/m.

Du te rm e  lib re  R 2 6 L  il ré su lte  alors 
R 2 =  6 L  rP2 = 6 X 7,6394 X 11 725,3617 537 448,3700 kg (vo ir tab leau  6)

Term es libres «6E  ©J». D an s l ’expression g én éra le :

ck I +1 ’ dk +1

% bk + 1 ' J*+i6Æ 02 =  6 6, / ,

les d iv ers  te rm es o n t la  sig n ifica tio n  su iv an te :
a ire  du  d iag ram m e des m o m en ts  p ro d u its  sur les fa c e tte s  bk p a r  les com posan tes n o rm a le s  
des charges:
g k =  cos &k, p o u r l ’h y p o th èse  de l ’ap p u i sim ple.

4
A vec gk =  ■— y  hk, il v ien t:

,,  2 I 1
Qk =  Y  ' H gk' cosek ■ bk = Y 71

hk cos &k ■ bk.

P o u r к  — 2, on o b tie n t:

O, - — • h , • cos 0 ,  • 6-*
3

2400
3,14

0,08 • 0 ,83225 • 1,5 9 803 =  69,1889 k g m .

D ’u n e  m an ière  ana lo g u e , on  o b tie n t  p o u r ü k f l :

Ц) =  y  • Y  ' *s COB ®3 6 3  =  Y Y J Y  ■ 0,08 • 0 ,90851 • 1,6480s =  82,8394 k g m .

ck e t dk d istan ces e n tre  le c en tre  de g rav ité  de l’aire  des m o m en ts  de la face tte  к  e t  le n o eu d  к  
(à gauche), re sp ec tiv e m en t le noeud к +  1 (à d ro ite ) ;  p a rticu liè rem en t, d a n s  le cas de  
charge  considéré:

c* =  dk =  ~ 2 ‘

P o u r к =  2, il en ré su lte  a lors:

c2 d2 =  0,7990 in ,

rf3 =  - ~ -  3 2 0,8240 m ,

12 • h Í  =  42,6667 cm4 (v o ir IV e q u a d ra n t) .



80 M. SOARE e t D. D. N ICU LESCU

L e te rm e  libre ( to u jo u rs  p o u r  к  =  2) donne:

6 EGPZ
b2 I 2

ß 3 • d3 f  6918,89 • 79,90 
63 / 3 ~ °  (  159,80 • 42,6667

8283,94 • 82,40 ^
164,80 - 42,6667 J=  1067,3246 kg/cm 2 (voir ta b le a u  6).

F ig . 4. D irec trice  c ircu la ire . D iag ram m es des m o m e n ts  fléch issan ts e t des c o n tra in te s  pour
le po ids p ro p re

a )  D iag ram m e des m o m en ts  fléch issan ts  e t  des co n tra in te s  ax
b )  D iag ram m e des c o n tra in te s  e t des e ffo rts  de c isa illem en t

L es coefficients d ’in flu en ce , é tab lis  c o n fo rm é m e n t a u x  exem ples basés su r  le calcul 
e x a c t  s u iv a n t  la th éo rie  de la  flex io n , son t vérifiés à l ’a id e  des expressions (11) e t  (12 ), les d iffé
re n ce s  o b te n u e s  é ta n t nég ligeab les. A insi, à la  v é r if ic a tio n  des coefficients du  I I e q u a d r a n t  p a r 
e x e m p le  ( ta b le a u  6), les d ifférences son t

r№ +  '% 1 +  r ii  +  ГЙ +  r ÿ  =  0,00000 

r ÿ  +  r ÿ  +  +  r% +  r2 i =  0,00001
+ rM +  =  0,00000.
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Les coefficients o n t é té  in sc rits  d a n s  les m atrice s  des systèm es de 8 é q u a tio n s  à  8 in co n 
n ues, p ré sen té es  dans les ta b le a u x  4 à 6, re sp ec tiv e m en t p o u r les coques p r ism a tiq u e s  à  d irec 
tr ic e s  c ircu la ire , ch a în e tte  e t  p a rab o liq u e .

A l 'a v a n t-d e rn iè re  ligne de  ces m êm es ta b le a u x  o n t  é té  in sc rite s les ra c in es  Ox e t  Л/ ^ 
o b ten u e s  p a r  la  ré so lu tio n  des sy s tèm es d 'é q u a tio n s . E lles sa tis fo n t au x  c o n d itio n s  de con trô le  
de l ’éq u ilib re  g lobal, vérifiées p a r  p ro jec tio n  à  l ’aide  de l ’expression  (13), a in s i q u ’a u x  co n d i
tio n s  d ’éq u ilib re  du  m o m en t e x té r ie u r  e t  d u  m o m en t ré s is ta n t in té r ie u r , c o n fo rm é m e n t à 
l ’ex p ress io n  (14).

F ig . 5. D irec trice  ch a în e tte . D iag ram m es des m o m en ts  fléch issan ts  e t des c o n tra in te s  p o u r le
po ids p ro p re

a) D iag ram m e des m o m en ts  f léc h issa n ts  e t des co n tra in te s  ox
b) D iag ram m e des c o n tra in te s  e t des e ffo rts  de c isaillem ent

A la  v é rifica tio n  pa r p ro jec tio n  ( to u jo u rs  d an s le cas de la  coque p r ism a tiq u e  p a rab o li
q u e ) , on  a o b ten u :

n
N/ A

k-1 к * 2+  ° -  =  A i(<'o +  «M +  A À °i +  fh )  +  А Л°г +  з̂) + Л4(а3 +  ° î )  +  

+  A 5 a t  =  —  1,5521 ~  0,00.

6  A rt a Technica X X X V III/1  — 2.
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D e m êm e, la  v é r if ic a tio n  b a sé e  sur l ’équ ilib re  des m o m e n ts  donne: 
—  le m om ent e x té r ie u r :

m X
4 gL» 

л
4 yD  A h P  

л 3
=  234 • 635,4885 kgm

la)

§

(b)
F ig . 6. D irectrice p a ra b o liq u e . D iag ram m e  des m o m e n ts  f lé c h is sa n ts  e t  des c o n tra in te s

p o u r le poids p ro p re
a ) D iagram m e des m o m e n ts  fléch issan ts  M ^ e t des c o n tra in te s  ax
b ) D iagram m e des c o n tr a in te s  e t des e fforts de c isa ille m e n t

—  le m om ent r é s is ta n t  in té r ie u r :

- y  A k [ К - i  +  ° k )  У к—î +  Y  bk cos ^k(a k - 1 +  2 o'*)) =  234 • 695,7322 kgm .

L a  différence de l ’o rd re  d e  0 ,0 2 %  est é v id em m en t n ég lig eab le , de sorte  que l ’on  p e u t  
c o n s id é re r  les ré su lta ts  o b te n u s  co m m e corrects.

D a n s  les figures 4 à  6 o n  a  re p ré se n té  la  v a r ia tio n , d a n s  la  sec tion  tran sv e rsa le , des con
t r a in te s  e t  m om ents o b te n u s  re sp e c tiv e m e n t p o u r le voile  p r ism a tiq u e  à d irec trices  c ircu la ire , 
c h a în e t te  e t parabolique.



Tableau 4

Directrice circulaire —  Matrice du système canonique pour le poids propre
en*

s C o n t r a i n t e s Mo me n t s Terme
◄ °o <*1 <*» °A AT, M, libre

0 4000 2000 ' - 2 6 3 ,3 8 - 2 8 4  123,17

1 2000 6621,20 1310,60 1607,47 -6 3 1 ,8 8 - 9 5  086,44

2 1310,60 5242,40 1310,60 -3 2 1 2 ,5 1 2500,31 -6 3 1 ,8 8 310 022,18

3 1310,60 5242,40 1310,60 2500,31 -3 7 3 6 ,8 5 1868,42 33 832,14

4 1310,60 6553,00 — 631,88 1868,42 -1 2 3 6 ,5 3 35 354,02

2 -2 6 3 ,3 8 1607,47 -3 2 1 2 ,5 1 2500,31 -6 3 1 ,8 8 - 1 5 ,3 6 - 3 ,8 4 - 1  087,15

3 -6 3 1 ,8 8 2500,31 -3 7 3 6 ,8 5 1868,42 - 3 ,8 4 - 1 5 ,3 6 - 3 ,8 4 - 1  191,62

4 -6 3 1 ,8 8 1868,42 -1 2 3 6 ,5 3 — 3,84 - 1 9 ,2 0 - 1  245,95

* 72,58 - 1 0 ,7 1 - 2 1 ,1 3 - 1 4 ,4 6 - 6 ,2 7 - 5 7 ,7 8 -2 2 3 ,7 7 -3 2 8 ,5 5

** 67,80 6,47 - 6 3 ,6 0 11,36 - 7 ,6 7 - 5 8 ,4 9 - 4 9 ,2 0 - 5 5 ,0 6

* R acines dans la  théorie  de la  flexion.
** R acines dans la  théorie  sans m om ents. g.

D
IST

R
IB

U
T

IO
N

 D
E

S
 E

F
F

O
R

T
S

 D
A

N
S L

E
S V

O
IL

E
S

 M
IN

C
E

S PR
ISM

A
T

IQ
U

E
S



ТаЫ еа 5

Directrice chaînette —  Matrice du système canonique pour le poids propre
A

rê
te C o n t r a i n t e s M o m e n t s Termes

libres
<r0 CT, ^2 0-3 a t M , M , M .

0 4 0 0 0 2 0 0 0 - 2 6 3 , 3 7 - 2 8 2  9 1 2 ,7 7

î 2 0 0 0 6 5 7 4 ,5 6 1 2 8 7 ,2 8 1 9 1 6 ,0 0 - 7 7 6 , 9 5 - 1 8 0  2 9 4 ,0 0

2 1 2 8 7 ,2 8 5 2 0 9 ,1 2 1 3 1 7 ,2 8 - 3 8 0 2 , 4 0 2 7 8 8 ,7 0 - 6 3 8 , 9 3 4 6 2  3 3 8 ,2 6

3 1 3 1 7 ,2 8 5 2 6 4 ,6 4 1 3 1 5 ,0 4 2 7 8 8 ,7 0 - 3 8 4 7 , 4 3 1 8 3 5 ,6 9 3 4 2 ,9 1

4 1 3 1 5 ,0 4 6 5 6 1 ,7 6 - 6 3 8 , 2 6 1 8 3 5 ,6 9 - 1 1 9 6 , 7 6 5 2 2 ,6 4

2 2 6 3 ,3 7 - 1 9 1 6 , 0 0 3 8 0 2 ,4 0 - 2 7 8 8 , 7 0 6 3 8 ,9 3 1 5 ,2 6 3 ,8 6 1 0 7 5 ,0 3

3 7 7 6 ,9 5 - 2 7 8 8 , 7 0 3 8 4 7 ,4 3 - 1 8 3 5 , 7 6 3 ,8 6 1 5 ,4 2 3 ,8 5 1 2 0 2 ,3 4

4 6 3 8 ,9 3 - 1 8 3 5 , 6 9 1 1 9 6 ,7 6 3 ,8 5 1 9 ,2 2 1 2 5 0 ,1 4

* 7 6 ,2 0 - 1 2 , 9 1 - 2 1 , 7 2 - 1 4 , 8 1 - 5 , 4 8 - 1 4 , 8 4 - 2 1 7 , 7 2 - 3 7 1 . 9 5

** 5 5 ,3 3 3 0 ,8 0 - 1 0 3 , 2 3 2 7 ,1 4 - 5 , 5 2

*  R acines dans la  théorie  de la flexion.
** R acines dans la  théorie sans m om ents.
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Tableau 6

Directrice parabolique —  Matrice du système canonique pour le poids propre

V C o n t r a i n t e s Mo me n t s Termes
libres<

a ‘ (T» o-4 M, M, Ai.

0 4000 2000 - 2 6 3 ,3 0 - 2 8 2  325,22

1 2000 6556,80 1278,40 2077,44 -8 5 3 ,1 2 - 2 2 4  320.94

2 1278,40 5193,60 1318,40 -4 1 2 1 ,2 7 2957,18 -6 5 0 ,0 5 537 448,37

3 1318,40 5270,40 1316,80 2957,18 -3 9 4 1 ,5 3 1837,46 — 11 974,20

4 1316,80 6565.10 -6 5 0 ,0 5 1837,46 -1 1 8 7 ,4 1 — 18 828,08

2 263,30 -2 0 7 7 ,4 4 4121,27 -2 9 5 7 ,1 8 650,05 15,21 3,86 1 067,32

3 853,12 -2 9 5 7 ,1 8 3941,53 -1 8 3 7 ,4 6 3,86 15,44 3,86 1 202,43

4 650,05 — 1837,46 1187,41 3.86 19,39 1 250,88

* 77.68 - 1 3 ,7 4 - 2 2 ,0 2 - 1 5 ,0 3 - 5 ,1 4 1,9606 -2 1 4 ,2 1 -3 9 3 ,5 3

** 47,52 43,31 -1 2 2 ,8 5 33,91 - 3 ,9 6

* R acines dans la théorie  de la  flexion.
** R acines dans la  théorie  sans m om ents. 0?
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L ’ex am en  des r é s u lta ts  ob ten u s p e rm e t d ’é ta b lir  quelques conclusions:
1°. D ans l’ensem ble, le co m p o rtem en t des voiles m inces p r ism a tiq u e s  est 

s im ila ire  à celu i d ’une p o u tre -c lo iso n  ap p u y ée  a u x  ty m p a n s ; la  d is tr ib u tio n  des 
c o n tra in te s  ax su r la  h a u te u r  de la  sec tion  e s t  sem blable à la  d is tr ib u tio n  des 
c o n tra in te s  dans les pou tres-c lo ison .

2°. A vec tro is  p o in ts  obligés (les n a issan ces  e t  la  clef), la  p a ra b o le  a des 
o rd o n n é e s  in férieures à celles de la  c h a în e tte , e t celle-ci se tro u v e  au-dessous 
d u  ce rc le . I l  en résu lte  que le  m odule de ré s is ta n c e  de la sec tion  c ircu la ire  est 
le  p lu s  g ra n d  (c’es t-à -d ire  q u e  les c o n tra in te s  ax son t les p lus p e tite s ) , e t le 
m o d u le  de résistance  de la  sec tion  p a ra b o liq u e  e s t le plus p e tit  (les c o n tra in te s  
ax s o n t  p a r  conséquen t les p lu s  grandes).

3°. Les m om ents de flex io n  tra n s v e rs a u x  m axim a se ro n t d ’a u t a n t  plus 
p e t i t s  q u e  la  fib re  m éd ian e  sera  p lus su rh au ssée  (condition  qui, d a n s  le  cas 
é tu d ié , e s t réalisée p a r  la  d irec trice  c ircu la ire).

I l  e s t donc à conclure que  l’u tilisa tio n  des coques cy lind riques circu la ires 
a  a u s s i , en  dehors de la  ju s tif ic a tio n  de c a lc u l an a ly tiq u e  possib le, u n e  ju s t i 
f ic a t io n  s ta tiq u e .

*  *  *

P o u r  pouvo ir év a lu e r l ’e x ac titu d e  des ré su lta ts , les o p é ra tio n s  o n t été 
r é p é té e s  p o u r  des coques à 5 e t 7 face tte s . S ans exposer les calcu ls effectués, 
o n  a  rep ré se n té , figu re  7, les d iag ram m es de v a r ia tio n  de ax e t N Xlp o b te n u s  p a r

F ig .  7 . L ’in flu en ce  du  n o m b re  de  fa ce tte s : a) les c o n tra in te s ,  b ) les e fforts de c isa ille m e n t N xlf
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le calcu l, su r  base de la théo rie  de la  f lex io n  (à gauche) e t de la  th é o rie  sans 
m o m en ts  (à d ro ite).

Ces d iag ram m es m o n tre n t q u ’on p e u t o b ten ir  des ré su lta ts  su ffisam m en t 
e x ac ts  p a r  la  th éo rie  de la  flex io n , si la  courbe d irectrice  e s t d iv isée  en  7 
face tte s .

3.2 L 'in flu en ce  des harm oniques successives

D a n s  les exem ples p récéd en ts , nous avons considéré la  ch a rg e :

4 g . X
gj =  ------  Sin Tl ----- .

я  l

A vec le développem en t en  série tr ig o n o m étriq u e  de la  ch a rg e  u n ifo r
m ém en t d is trib u ée :

я
X .sin  Я ------h
l

1 . о X .
----- S i n  0 Л ---------- h  . . . .
3 l

n o u s  som m es co n d u its  à é tu d ie r  aussi l ’effe t de la  charge su p p lém en ta ire :

£з =
4 g . X------sin  —
З я  L

où : L  =
Зя

P a r  ra p p o r t à la  p rem ière  h a rm o n iq u e , la  longueur d ev ien t 3 fois plus 
p e tite . Le coeffic ien t rM en d e v ie n t 9 fois p lus g ran d  e t les te rm e s  lib res 27 
fois p lu s  p e ti ts .

L ’o rd re  de g ran d eu r des in connues p e u t ê tre  im m éd ia tem en t apprécié , 
si d an s  les éq u a tio n s  de ro ta tio n  on néglige les m om ents e t les te rm e s  libres, 
p a r  r a p p o r t  a u x  co n tra in te s . D es consid éra tio n s de p ro p o rtio n n a lité  fo n t ad 
m e ttre  q u e  les inconnues se ro n t 27 fois p lus p e tite s , ce qui ne re p ré se n te  que 
3 ,7 %  d e  l ’in fluence  de la  p rem ière  h arm o n iq u e . D ans les lim ites  des calculs 
p ra t iq u e s  de l ’ingénieur, une p lus g ran d e  ex a c titu d e  ne p résen te  p a s  d ’in té rê t 
p a rticu lie r.

3.3 L 'in flu en ce  de la rigidité de la poutre de retombée

P o u r  é ta b lir  l ’in fluence que la  lia ison  rig ide en tre  la p o u tre  de re tom bée  
e t  la  coque p rism a tiq u e  exerce su r l ’é ta t  g énéra l de co n tra in te , en  com para ison  
av ec  la  s itu a tio n  p récéden te  (3-1 —  3-2) (a rê tes  articu lées), le  ca lcu l a été 
e ffe c tu é  su r  la  coque p rism atiq u e  à d irec trice  p arab o liq u e , to u t  en  co n sid é ran t 
q u e  les ré su lta ts  en son t va lab les aussi p o u r les d eux  au tre s  ty p e s  de coques 
p r ism a tiq u e s , à d irectrices c ircu laire  e t c h a în e tte .



T ab leau  7

Directrice parabolique —  Matrice du système canonique en cas de liaison
rigide entre la poutre et le voile

A
rê

te

C o n t r a i n t e s M o m e n t s
Termes
libres

a- о <J 1 M, M, M3 M.

0 4000 2000 496,56 — 263,30 - 2 8 2  325,22

1 2000 6556,80 1278,40 -1 7 2 0 ,8 8 2077,44 -8 5 3 ,1 2 - 2 2 4  320,94

2 1278,40 5193,60 1318,40 2077,44 -4 1 2 1 ,2 7 2957,18 - 6 5 0 ,0 5 537 448,37

3 1318,40 5270,40 1316,80 -8 5 3 ,1 2 2957,18 -3 9 4 1 ,5 3 1837,46 — 11 974,20

4 1316,80 6565,10 — 650,05 1837,46 -1 1 8 7 ,4 1 — 18 828,08

1 - 4 9 6 ,5 6 1720,88 -2 0 7 7 ,4 4 853,12 7,79 3,74 485,15

2 263,30 -2 0 7 7 ,4 4 4121,27 -2 9 5 7 ,1 8 650,05 3,74 15,21 3,86 1 067,32

3 853,12 -2 9 5 7 ,1 8 3941,53 -1 8 3 7 ,4 6 3,86 15,44 3,86 1 202,43

4 650,05 — 1837,46 1187,41 3,86 19,39 1 250,88

* 47,78 5,68 - 1 1 ,7 5 - 1 7 ,1 0 - 1 5 ,1 4 326,45 316,01 - 1 3 ,7 5 -3 1 3 ,4 9

** 47,52 43,31 -1 2 2 ,8 6 33,99 - 3 ,9 6

g

Ä

* R acines dans la théorie de la flexion.
** R acines dans la théorie  sans m om ents.
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E n  vue d ’o b ten ir des ré su lta ts  com parab les à ceux des cas p ré c é d e n ts , 
au cu n e  m odifica tion  ne fu t fa ite  au x  é lém ents géom étriques, non p lu s  q u ’a u x  
co n d itions de chargem en t.

Le ra id issem en t des lia isons le long des a rê tes  1 e t 8 a p o u r co n séq u en ce  
l ’a p p a ritio n  d ’une nouvelle in co n n u e : M v  e t p a r  su ite , d ’un n o u v e a u  sy s tè m e  
d ’éq u a tio n s  à 9 inconnues, d o n t la m atrice  e s t rep résen tée  dans le ta b le a u  7.

E n  ce qui concerne le calcu l des coeffic ien ts d ’influence, p lu s ieu rs  r e m a r
qu es so n t à fa ire :

—  les coefficients des c o n tra in te s  a0 . . . a 4 du  I er q u a d ra n t re s te n t  les 
m êm es que ceux a n té rie u rem e n t é tab lis , p arce  que dans leu rs ex p ressio n s 
( ta b le a u  1) n ’in te rv ie n n e n t que les d im ensions des facettes;

—  les coefficients des m o m en ts  M 2 —  M 3 —  M 4 du  I I e e t IV e q u a d ra n t ,  
a insi que ceux des c o n tra in te s  su r les a rê tes  2— 3— 4 du  I I I e e t IV e q u a d ra n t ,  
re s te n t les m êm es que ceux  p récéd em m en t é tab lis  (tab leau  6), m ais  il s’y  
a jo u te  de n ouveaux  coeffic ien ts  liés à la  nouvelle  inconnue M , ( I I e e t  IV e 
q u a d ra n t)  e t à l ’arê te  I ( I I e e t IV e q u a d ra n t) ;

—  q u a n t au x  te rm es lib res, ils re s te n t de m êm e inchangés, m ais  p o u r 
l ’a rê te  1, le nouveau  te rm e  6E  &x est à a jo u te r . Les racines ax e t M v d u  sy s tèm e  
à 9 éq u a tio n s  son t in scrites à l ’a v an t-d e rn iè re  ligne du  ta b le a u  7, e t  le u r  v a r ia 
tio n  est rep résen tée  p a r  la  fig . 8 .

E n  co m p aran t les d iag ram m es ax e t M ^  d an s  les fig. 6 e t 8 , on  p e u t  con
s ta te r  que le ra id issem en t des lia isons e n tre  la  p o u tre  de re to m b ée  e t  la  coque 
p ro v o q u e  une m od ifica tion  su b stan tie lle  e t  fav o rab le  de l ’é ta t  de c o n tra in te  
dan s la  coque:

—  ainsi, dans la  coque a u x  lia isons rig ides, la  v a leu r des c o n tra in te s  de 
ten s io n  est réd u ite  à 62%  p a r  com paraison  à la  v a leu r des c o n tra in te s  de la  
coque à liaisons a rticu lées, d u  fa it que la  sec tion  de la  po u tre  de re to m b é e  est 
e n tiè re m e n t soum ise à des c o n tra in te s  de ten sio n ;

—  com m e le vo lum e des c o n tra in te s  de com pression <jx e s t p lu s  g ran d , 
les v a leu rs  m ax im a so n t in férieu res à celles reçues dans le cas des lia iso n s  a r t i 
cu lées, ce qui dém o n tre  une m eilleure  d is tr ib u tio n  des c o n tra in te s , e t  suppose  
u n  m eilleur co m p o rtem en t s ta tiq u e  de l ’ensem ble;

—  les m om ents tra n sv e rsa u x  M v p ré se n te n t de m êm e une a llu re  m od i
fiée , causée p a r  l’a p p a ritio n  des m om ents d ’e n cas trem en t;

—  les co n tra in tes  de cisaillem ent N Xlp =  N vX S, é tab lies à l ’a id e  des 
expressions (18), p ré se n te n t une  réd u c tio n  de p lus de 16% ;

—  to u t  com m e d an s  l ’an a ly se  p récéd en te  (3,2), on c o n s ta te  que  les 
c o n tra in te s  ax e t N X(p é tab lie s  selon l’hy p o th èse  de la  théo rie  sa n s  m o m en ts , 
d iffè ren t essen tie llem ent de celles dé te rm inées p a r  le calcul e x a c t  d an s  la  
théorie  de la flexion.

E n  défin itive , on p e u t conclure que le ra id issem en t des lia iso n s  de la  
p o u tre  avec la  coque a p o u r conséquence une d is trib u tio n  p lus éq u ilib rée  des



90 M. SOARE e t D. D. N ICU LESCU

c o n tra in te s , e t confère d o n c  à  l’ensem ble u n  m e illeu r co m p o rtem en t s ta tiq u e . 
C om m e de pareilles lia iso n s  se réa lisen t to u jo u rs  p o u r des ra isons d ’o rd re  
c o n s tru c tif , il est ju s t if ié  d ’en  te n ir  com pte d an s n os calculs et de d im ensionner 
la  co q u e  en conséquence.

- i [ Kg/ c m 2]  Nx V [ Kg/ m/
(b)

F ig . 8. D irectrice  p a ra b o liq u e . D iag ram m es des m o m e n ts  flé c h is sa n ts  e t des c o n tra in te s  en 
cas de  lia iso n  rigide en tre  la  p o u tre  e t  le voile

a )  D iag ram m e des m o m e n ts  fléch issan ts M e t  des c o n tra in te s  a x
b )  D iag ram m e des c o n tra in te s  e t des efforts de c isa ille m e n t

3.4 L ’action des forces horizontales

D e m êm e que d a n s  les cas p récéden ts, la  coque  p a rabo lique  a é té  choisie 
co m m e exem ple p o u r le ca lcu l de l ’é ta t  de c o n tra in te , dû  au x  charges h o rizon 
ta le s . Les élém ents g éo m é triq u es  sont les m êm es, la  coque é ta n t à b o rds libres.



Tableau 8

Directrice parabolique — M atrice du système canonique aux charges horizontales

6» C o n t r a i n t e s M o m e n t s Terme

< °* Mt M, M. libre

0 4000 2000 - 2 6 3 ,3 0 - 9  247,38

1 2000 6556,80 1278,40 2077,44 - 8 5 3 ,1 2 8 022,57

2 1278,40 5193,60 1318,40 -4 1 2 1 ,2 7 2957,18 — 650,05 11 270,01

3 1318,40 5270,40 1316,80 2957,18 -3 9 4 1 ,5 2 2966,58 -9 8 2 ,3 7

4 1316,80 3944,10 -6 5 0 ,0 5 2966,58 -5 6 4 3 ,9 1 - 9  062,83

2 263,30 -2 0 7 7 ,4 4 4121,27 -2 9 5 7 ,1 8 650,05 15,21 3,86 29,59

3 853,12 -2 9 5 7 ,1 8 3941,52 -2 9 6 6 ,5 8 3,86 15,44 3,86 20,63

4 650,05 -2 9 6 6 ,5 8 5643,91 3,86 11,56 7,23

* 2,32 - 1 ,0 3 — 1,12 - 0 ,7 2 - 0 ,2 2 - 7 ,7 4 - 1 3 ,6 6 — 8,26

** 3,25 - 1 ,8 8 - 1 ,7 2 0,04 2,28

*  R acines dans la théorie  de la flexion.
** R acines dans la théorie sans m om ents.
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D a n s  l’exem ple n u m é riq u e , la  valeur des fo rces h o rizo n ta les  e s t égale à

Í 15 %  d u  po ids propre d an s  le r a p p o r t  a  = ---- .

Q u a n t au calcul des co effic ien ts  d ’influence  e t  des te rm es lib res, il fa u t  
p ré c ise r :

-—- I  r q u ad ran t: les coeffic ien ts  d ’influence d u  I  r q u a d ra n t re s te n t les 
m êm es , excepté  le coeffic ien t de la  co n tra in te  <r4; d a n s  le cas de charges a n t i 
s y m é tr iq u e s , la va leur de ce coefficient résu lte , d ’ap rès  le ta b le a u  2, de la  
d iffé re n c e : r4 4 — r4 5 =  3994 ,10  cm 2 inscrite  d an s  le  ta b le a u  8 .

—  I I  q u ad ran t: d ’u n e  m an iè re  analogue, des m od ifica tions des coeffi
c ie n ts  d ’influence du m o m e n t M 3 e t du m om ent M i  ap p a ra isse n t nécessa ires 
p a r  r a p p o r t  aux  coefficients d u  ta b le a u  6 (voir ta b le a u  2). L eurs v a leu rs  ré su l
t e n t  d e  la  différence des coeffic ien ts : r^ 3 —  r ^ e; r^ 4 —  r™h e t r ^ 4 —  r ^ 5, 
é ta b lis  sous 3.1.

—  I I I e q u ad ran t: les coeffic ien ts sont é g au x , m ais de signe co n tra ire , 
p a r  r a p p o r t  aux  coeffic ien ts d u  I I  q u ad ran t.

—  IV e q u ad ran t: e x c e p té  le coefficient d u  m o m e n t M 4, qu i ré su lte  de la 
d iffé re n c e : 0 4 4 — 11, 5560 ( ta b le a u  8), les a u tre s  re s te n t les m êm es que 
ceu x  d u  ta b le a u  6.

—  Term es libres R k: la  v a le u r  des forces ex té rieu res  in te rv e n a n t d ire c te 
m e n t d a n s  l ’expression de ces te rm es, il a é té  nécessa ire  de les reca lcu le r à 
l’a id e  d e  l ’expression d u  ta b le a u  2 :

R i< =  6L  rPk 6 L 2 I-M'

h k

A N » +1

'/.+1

L ’ex p re ss io n  générale des fo rces  ex térieu res e st:

# ,  = • y  ■ K  (K  +  bk+i)

Par exemple, pour le noeud K  —  2, il vient:

я*  =  - i -  ■ O • - A  - y  h 2(b2 +  b3) =  - L  • A  . - A — . 2400 • 0,08(1,5980 +

+  1,6480) =  19,8513 kg/m.

Les composantes N /i}k+1\ . . . qui agissent dans les plans des facettes le; к  -f- 1;
. . . résultent d’un triangle des efforts (fig. 9), leur expression étant:

F ig . 9. Le schéma de la décomposition des forces extérieures horizontales
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—  p o u r la  force du  n oeud  к ag issan t d an s le p la n  de  la  face tte  k:

Nklk =
Hk • cos y k+l 

sin  <pk

—  p o u r la force  du  n oeud  к ag issan t dans le p la n  de  la  face tte  к +  1:

N k,k i

Hk ■ cos y*
sm  <fk

p o u r la force du  n oeud  к  -f- 1 ag issan t d a n s  le p la n  de la face tte  к  -f- 1:

Hk+i ■ cos y>k+3
Nk+1к i l,A: sm  ipk+1

P a r  exem ple  p o u r  le n oeud  к =  2, on o b tie n t:

P a r  ra p p o rt à  l ’axe  lo n g itu d in a l du  voile, les fo rces N k j son t égales, m ais de  s igne  con
tra ire :

W..i =  - w , . .

^ 2.3 =  ^ 7.6

ÍV3 2 ~  ^ 6 .7 »

on o b tie n t, p a r  exem ple  p o u r la  face tte  2— 3 (fc =  2):

Le calcu l p e u t  ê tre  a isém en t sy s tém atisé , e t  le  c a lcu l des term es lib res  R k n e  p ré sen te  
aucune  d ifficu lté . L a  v é rif ica tio n , en p o san t la  c o n d itio n  £  R k =  0, est to u jo u rs  nécessa ire .

—  T erm es lib re s  «6 E& k >>: l ’expression  p o u r  le  ca lcu l des term es lib res 6 E  &k e s t celle 
que  nous av ons u tilisée  d an s  les calculs p récéd en ts  (3 — 1).

L ’expression  des charges horizon tales u n ifo rm é m e n t rép artie s  é ta n t

L ’expression  des forces Л N k qu i so llic iten t les fa ce tte s  de la coque en  f le x io n  dans 
leu r p lan , e st:
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F ig . 10. D irec trice  p a rab o liq u e . D iag ram m es des m o m e n ts  f léch issan ts  e t des c o n tra in te s  en
cas de charges h o riz o n ta le s

a )  D iag ram m e des m o m e n ts  fléch issan ts
b )  D iag ram m e des c o n tra in te s  a x

T o u t  com m e sous 3.1: ck =  dk =  ~  e t p a r  c o n sé q u e n t pour к  =  2, le te rm e  lib re

A  l ’a ide  de l’expression  co n n u e:
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L a  m atrice  du  systèm e à 8 éq u a tio n s  lin éa ires  a u x  racines a x e t M ^  e s t in sc r ite  d an s 
le ta b le a u  No 8; la  v a r ia tio n  des m o m en ts  M f  e t  des c o n tra in te s  o x e t  re p ré se n té e  su r la 
f ig u re  10.

L a  v é rif ica tio n  des ré su lta ts  o b ten u s  (ax) n ’a é té  effec tuée  que p a r  la co n d itio n  d ’ég alité  
des m o m en ts  ex té rieu rs  e t  in té r ie u rs  (les é q u a tio n s  de p ro jec tio n  é ta n t id e n tiq u e m e n t s a tis 
fa ite s ).

L e m o m en t ex té rie u r p e u t ê tre  é ta b li à l ’aid e  de l ’expression :

4 • eL 2 4 ■ a ■ Z  A i, ■ 1г
ЭЛ* =  a - -g  =  - =  11731,7744 kgm .

x 71 Л 3

L e m o m en t in té rieu r calcu lé  à l ’aide  de l ’ex p ress io n  (17) p résen te  u n e  d iffé ren ce  de 
m oins de  43 kgm  considérée com m e négligeable.

E n  su p e rp o san t les d iag ram m es a x  des fig . 6 e t 10, on  p e u t c o n s ta te r  q u e  g râce  aux  
v a le u rs  ré d u ite s  des co n tra in te s  a x dues à  l ’ac tio n  des forces horizon tales, le d ia g ra m m e  ax 
é ta b li  p o u r  les charges v e rtica les d u  po ids p ro p re  re s te  p ra tiq u e m e n t le m êm e, ce q u i in d iq u e  
le  c o m p o rte m e n t fav o rab le  des voiles p r ism a tiq u e s  a u x  so llic ita tions h o rizo n ta le s  dues à 
l ’a c tio n  sé ism ique.

3.5 L a  différence entre la théorie de la f le x io n  et la théorie sans moments

P o u r é ta b lir  en quelle m esure la  th éo rie  san s m om ents p e rm e t la  d é te r 
m in a tio n  de l ’é ta t  de c o n tra in te  dan s les coques p rism atiq u es, les c o n tra in te s  
ax de to u s  les cas é tud iés p récéd em m en t o n t é té  recalculées à l ’a ide de la  th éo rie  
sans m o m en ts  d ’E hlers.

Les cond itions d u  tra v a il  s ta tiq u e  e t  de ch arg em en t re s te n t les m êm es 
d a n s  to u s  les cas; les groupes de re la tio n s  o b ten u es  pour le calcul de ax so n t 
co n stitu é s  p a r  les coefficients d u  I ir c a d ra n  e t les term es libres R k c o rre sp o n 
d a n ts .

Les va leu rs ax é tab lies p a r  la  ré so lu tio n  de 5 systèm es à 3 é q u a tio n s  po u r 
les tro is  cas é tud iés, son t in scrites à la  d ern iè re  ligne des ta b le a u x  4 . . .  8, 
e t rep résen tées  su r les figures 4 à 6 p o u r le p rem ie r, su r la fig. 8 p o u r  le d e u x iè 
m e e t  su r la  fig . 10 po u r le tro isièm e cas.

Les rac ines ob tenues sa tis fo n t a u x  co n d itio n s d ’équilibre g loba l des p ro 
je c tio n s , conform ém ent a u x  expressions (13) e t (14) e t au x  co n d itio n s d ’égalité  
des m o m en ts  in té rieu rs  e t ex té rieu rs , ces d e rn ie rs  é ta n t  é tab lis d an s  l ’h y p o th è se  
de la  p o u tre  à l’aide de l ’expression  (16).

E n  e x a m in a n t la  v a ria tio n  des c o n tra in te s  ax établies p a r  la  th é o rie  sans 
m o m en ts , en  com paraison  avec  celles d é te rm in ées p a r  la théo rie  de la  flex io n , 
on c o n s ta te  des d ifférences ap p réc iab les a u ta n t  sous l’aspect des v a le u rs  que 
s u r to u t  sous l ’aspect de la  n a tu re  des c o n tra in te s , l ’allu re  des d iag ram m es é ta n t  
p ro fo n d ém en t différente.

Ce q u ’il im p o rte  encore de rem a rq u e r, c’es t que les valeurs des c o n tra in te s  
ax é tab lie s  p a r  la  théo rie  sans m om en ts  p o u r  le cas des charges v e rtic a le s  son t 
id e n tiq u e s , q u ’il s’agisse de liaisons articu lées  le long  de l’a rê te  1, ou  de lia isons 
rig ides (vo ir les ta b le a u x  6 e t  7 e t les fig . 6 à 8); ceci illustre  l ’in su ffisan ce  de 
la  th éo rie  sans m om ents, en  ra ison  de son in cap ac ité  de saisir l ’in flu e n c e  du 
c a ra c tè re  des liaisons en tre  les face tte s  des p laq u es p rism atiques.
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Les m êm es c o n s ta ta tio n s  sont fournies p a r  les c o n tra in te s  de c isa illem en t 
N Xv =  N yx =  S  d é te rm in ées , à l ’aide de l’e x p re ss io n  (18), p a r la  th éo rie  de la  
flex io n  e t la théorie  des m em branes e t rep ré sen tées  su r les figures 4 à 8 , p o u r 
to u s  les cas étudiés.

Ces conclusions so n t va lab les  pour les ch a rg es  verticales aussi b ien  que 
p o u r  celles h o rizon ta les (charges séism iques, d u  v e n t  etc.).

O n p eu t donc conc lu re  que l ’u tilisa tio n  de la  m éthode de calcu l basée 
su r  la  théorie  sans m o m en ts  donne une im age in e x a c te  de l ’é ta t  de c o n tra in te  
d an s  les coques p r ism a tiq u e s  e t cy lind riques, e t  q u ’il fau t p a r  co n séq u en t 
a d o p te r  le calcul r ig o u re u x  de la  théorie  de la  f lex io n .

Le calcul é ta n t  re la tiv e m e n t com m ode e t  facile  à sy s tém atise r m êm e 
d a n s  la  théo rie  de la  f lex io n , on considère que d an s  l’é ta t  de d év e lo p p em en t 
a c tu e l des m éthodes de ca lcu l e t de p ro jec tion , la  sim ple u tilisa tion  de la  th éo rie  
san s  m o m en ts  nous c o n d u it à des ré su lta ts  fa u x  p o u r  les coques cy lin d riq u es  
e t  p rism a tiq u e s  (voir p a r  exem ple l’artic le  de R . Ca r e l l i [3]).

4. Conclusions

4.1 Conclusions relatives aux cas étudiés

Les considéra tions th éo riq u es  e t les q u e lq u es  aspects  étudiés p r é s e n ta n t  
un in té rê t  p ra tiq u e , n o u s m èn en t au x  conclusions su iv an tes :

1° —  Le p rocédé de calcul app liqué, fo n d é  su r la  théorie  rig o u reu se  de 
la  f lex io n , est re la tiv e m e n t sim ple e t com m ode e t  c o n d u it à des ré s u lta ts  c o r
re c ts  q u i e x p rim en t av ec  fid é lité  l ’é ta t  des c o n tra in te s  dans les coques c y lin d ri
ques e t  p rism atiq u es. G râce à  la  sy s tém atisa tio n  in d iq u ée  pour la d é te rm in a tio n  
des coeffic ien ts d ’in flu en ce  e t  l ’é tab lissem ent de la  m a trice  du  systèm e d ’é q u a 
tio n s , on  considère q u ’il p e u t  ê tre  utilisé avec succès dans les calculs p ra tiq u e s  
des p ro je ts .

U n im p o rta n t a v a n ta g e  q u ’on doit m e n tio n n e r , est offert p a r  la  p ossi
b ilité  de contrô le  p e rm a n e n t e t p ar é tapes des coeffic ien ts aussi b ien  que des 
ré s u l ta ts  f in a u x , ce qu i p e rm e t d ’év iter les e rre u rs  éven tuelles co n sta tées , d ’une  
m an iè re  b ien  fâcheuse, à la  f in  du  calcul.

2° —  E n  ce qu i concerne  les cas p ra tiq u e s  é tu d ié s , p lusieurs rem arq u es  
s ’im p o sen t:

—  le co m p o rtem en t s ta tiq u e  le p lus fa v o ra b le  correspond a u x  coques 
c y lin d riq u e s  à d irec trice  c ircu la ire , parce que  c e tte  d irectrice  p résen te  le p lus 
g ra n d  m o m en t d ’in e rtie  (la f ib re  m oyenne é ta n t  la  p lu s  surhaussée);

—  p o u r o b ten ir  des ré s id ta ts  su ffisam m en t ex ac ts , com pris e n tre  les 
l im ite s  des ap p ro x im a tio n s  co u ram m en t adm ises d a n s  les calculs p ra tiq u e s  des 
in g én ieu rs , il est to u t  à  fa it su ffisan t de co n sid érer 7 face tte s  de la coque;
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—  de m êm e, il e s t su ff isa n t de ne considérer, dans les ca lcu ls , que  la  
p rem ière  harm o n iq u e  d u  d év e lo p p em en t en  série tr ig o n o m é triq u e  des charges 
u n ifo rm ém en t d is trib u ées, les r é s u lta ts  o b ten u s  s’in sc riv an t d an s les lim ites  
d ’e x a c titu d e  dem andées a u x  calculs p ra tiq u e s ;

—  les liaisons rig ides e n tre  la  p o u tre  de re to m b ée  et la  co q u e  p r is m a tiq u e  
c o n tr ib u e n t à la  d is tr ib u tio n  p lus équ ilib rée  des co n tra in te s  en  se c tio n  t r a n s 
v ersa le , e t  confèren t à l ’ensem ble un  co m p o rtem en t s ta tiq u e  fa v o ra b le ;

—  les co n tra in tes , re la tiv e m e n t réd u ite s , d an s le cas des forces h o riz o n 
ta le s , ne p ro v o q u en t p a s  une m od ifica tio n  sensib le de l ’é ta t  des c o n tra in te s  
p ro d u ite s  p a r  la  charge p ro p re , ce qu i illu stre  le co m p o rtem en t fa v o ra b le  des 
voiles cy lind riques e t p rism a tiq u es  sous l’ac tio n  des forces h o rizo n ta le s .

3° —  D ’après ce q u ’on a illu s tré  c o m p a ra tiv e m en t d an s to u s  les cas 
é tu d ié s , l ’é ta t  des c o n tra in te s  calcu lé  su iv a n t la  th éo rie  des m e m b ra n e s  ne 
p e u t  p as  ê tre  considéré com m e sa tis fa isa n t p o u r  le cas des vo iles c y lin d ri
qu es e t  p rism atiq u es.

E n  ce qui concerne la  courbe  d irec trice , on tro u v e  le fa it in v ra ise m b la b le  
q u e  de p e tite s  v a ria tio n s  de la  d irec trice  co n d u isen t à de g ran d es v a r ia tio n s  
e t m êm e au  changem en t to ta l  de l ’é ta t  des co n tra in te s .

E n  second lieu, l ’allu re  m êm e du  d iag ram m e ne se m a in tie n t en  général, 
lo rsque  le nom bre des face tte s  est m odifié .

E n fin , la théo rie  des m em branes e s t in cap ab le  de te n ir  co m p te  des lia isons 
d u  voile le long des g énéra trices m arg inales.

4.2 Extensions possibles de la théorie

L a théo rie  des voiles p rism a tiq u es  p e u t ê tre  co n sid é rab lem en t é ten d u e .
Les ré su lta ts  th éo riq u es p récéd en ts  p e u v e n t ê tre  a isém en t é te n d u s  à 

d ’a u tre s  cas d ’appu is su r les ty m p a n s . Les séries tr ig o n o m étriq u es c o rre sp o n 
d a n t  au  sim ple appu i re p ré se n te n t u n  cas p a rtic u lie r  des séries de fo n c tio n s  
fo n d am en ta les , so lu tions de l ’éq u a tio n  d ifféren tie lle

dx* D

ren co n trée  à l’é tu d e  de la  v ib ra tio n  des p o u tre s  soum ises à la f lex io n , co m p te  
te n u  de le u r m asse p rop re . an rep ré sen te  les v a leu rs  propres, d é d u ite s  des co n 
d itio n s a u x  lim ites.

E n  posan t

p o u r  la  longueur tran sfo rm ée  de la  gén éra trice , le systèm e des é q u a tio n s  c a n o 
n iq u es e t des coefficients d ’influence  sera écrit de la  m êm e m an ière  q u e  d an s

7 A cta T echnics X X X V III /1 -2 .
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le  ta b le a u  1, si p ou r ct„ on  p re n d  la  va leur in d iq u é e  p récéd em m en t, co rre sp o n 
d a n t  a u  cas d ’ap p u i [2 1 ].

Les études de Y lasso v  com prennen t aussi le  cas où le voile cy lin d riq u e  
s ’a p p u ie , le long des g é n é ra tr ice s , sur d eu x  ran g ées  de p o teau x  é q u id is ta n ts . 
P o u r  cela, il considère c h a q u e  rangée de p o te a u x  com m e une fa c e tte  f ic tiv e  
de  sec tio n  nulle e t d ’u n e  r ig id ité  à la  flex io n  égale  à la  som m e des r ig id ité s  
des p o te a u x .

C ette  idée p e u t ê tre  é te n d u e  im m é d ia te m e n t a u x  voiles cy lin d riq u es et 
p r ism a tiq u e s  a y a n t des la n te rn a u x  en ta b a tiè re . E n  d iv isan t en fa c e tte s  f ic 
t iv e s ,  la  face tte  qu i c o m p re n d  des ta b a tiè re s  a u ra  des p rop rié tés id e n tiq u e s  à 
la  ra n g é e  de p o teau x  d u  cas  p récéden t.

E n fin , une a p p lic a tio n  d ’un  in té rê t to u t  p a r tic u lie r  est rep résen tée  p a r  la  
p ré c o n tra in te  des co q u es cy lin d riq u es e t p r ism a tiq u e s . Q uoique ce p ro b lèm e 
a i t  f a i t  l ’o b je t de q u e lq u es  é tu d e s  in té ressan tes , n o u s  pensons qu ’il re s te  en co re , 
d a n s  ce dom aine, des p o ss ib ilité s  de nouvelles ex ten s io n s  e t de s im p lif ic a tio n s  
d u  p ro céd é  de calcul.

R É SU M É

L es au teu rs  p ré se n t u n e  sé rie  de ré su lta ts  e t  o b se rv a tio n s  c o n ce rn an t les vo iles m inces 
p r ism a tiq u e s  e t cy lin d riq u es , p e r m e t ta n t  une  m eilleu re  co n n aissan ce  du  tra v a il  s ta tiq u e . L a  
m é th o d e  u tilisée  de У. Z. V l a s s o v  e s t rem arq u ab le  p a r  la  sy s té m a tisa tio n  de l ’é ta b lis se m e n t 
des é q u a tio n s  canoniques e t  la  d é te rm in a tio n  des e ffo rts  e t  des m om ents.

A près u n  court exposé  d es p rin c ip es  de la  m é th o d e , to u te s  les re la tio n s nécessa ires é ta n t  
d o n n é es  sous form e de ta b le a u x ,  o n  exam ine  une série  d ’a p p lic a tio n s  u tiles p o u r la  p ra tiq u e :

—  in fluence de la  c o u rb e  d irec trice  (cercle, c h a în e tte  e t  p a rab o le),
—  in fluence des h a rm o n iq u e s  successives (lo rs de  l ’u t il is a tio n  des séries tr ig o n o m é tr i-

q u e s ) ,
—  in fluence  de la  r ig id i té  à  la  ro ta tio n  de la  p o u tre  de  re to m b ée ,
—  c o m p o rtem en t d u  v o ile  sous l’action  des ch arg es h o rizo n ta le s ,
—  com paraison  e n tre  la  th é o rie  générale de  la  f le x io n  e t  la  th éo rie  de m em b ran e ,
—  in fluence  du  n o m b re  d ’a rê te s  su r l ’e x a c titu d e  d es ré su lta ts .
L ’é tu d e  se te rm in e  p a r  u n  ra p p e l des ex tensions p o ss ib les  de la  théorie.

E IN IG E  E R G E B N IS S E  U N D  B E O B A C H T U N G E N  
Ü B E R  D E N  SP A N N U N G SZ U S T A N D  IN  Z Y L IN D E R S C H A L E N  

U N D  F A L T W E R K E N

M. S O A R E  und  D. D. NICULESCU, B U C U R E Ç TI

Z U SA M M EN FA SSU N G

D ie  V erfasser b e r ic h te n  ü b e r  einige E rgebnisse  u n d  B e o b ac h tu n g e n  ü b e r d en  S p a n n u n g s
z u s ta n d  in  Z ylinderschalen  u n d  F a ltw e rk e n , die zu  e inem  b esse ren  V erstän d n is  ih res  s ta tisc h e n  
V e rh a lte n s  be itragen . D ie a n g e w a n d te  M ethode von  W l a s s o w  ze ich n e t sich d a d u rch  a u s, d a ß  die 
k a n o n isc h e n  G leichungen s y s te m a tis c h  an geschrieben  u n d  d a ra u s  d ie in n eren  K rä f te  u n d  M o
m e n te  b e s tim m t w erden.

N a c h  einer k u rzen  E r ö r te ru n g  der G ru n d sä tze  d e r M e th o d e , w obei d ie b e n ö tig te n  B ezie
h u n g e n  tab e lla risch  a n g e fü h r t  w e rd en , w ird  eine R e ih e  v o n  A n w en d u n g en  u n te rs u c h t, d ie  fü r  
d ie  P ra x is  vom  In teresse  se in  d ü rf te n . Es h a n d e lt  sich  d a b e i u m  folgende A n w en d u n g en :

1. D er E in flu ß  de r L e i tk u rv e n  (K reis, K e tte n lin ie , P a ra b e l) .
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2. D er E in flu ß  d e r au fe in an d erfo lg en d en  H a rm o n isch en  (bei A n w en d u n g  von  trig o n o 
m etrisch en  R eihen).

3. D er E in flu ß  d e r B ieg u n g sste ifig k e it des R a n d trä g e rs .
4. D as V erh a lten  u n te r  d e r W irkung  e in e r w aag e rech ten  B e la s tu n g .
5. V ergleich de r B ieg e th eo rie  zu r M em b ran th eo rie .
6. D er E in flu ß  d e r K a n te n a n z a h l a u f  die G e n au ig k e it de r E rg eb n isse .
Zum  Schluß des A u fsa tze s w erden  einige m ögliche E rw eite ru n g en  d e r T h eo rie  e rw äh n t.

SOM E R E S U L T S  A N D  O B SER V A T IO N S ON  T H E  ST R E SS-ST A T E  
IN  C Y L IN D R IC A L  A N D  F O L D E D  S H E L L -R O O F S

M. SOARE and D. D. NICULESCU

SU M M A RY

A u th o rs  p re sen t som e re su lts  an d  o b se rv a tio n s  on  th e  s tre ss -s ta te  in  c y lin d rica l and  
fo lded  shell-roofs, for a  b e t te r  know ledge of th e ir  s ta tic a l  w ork. T he u tilize d  m e th o d  o f V. Z. 
V l a s s o v  is rem ark ab le  fo r th e  sy s te m a tiza tio n  o f th e  m e th o d  of w ritin g  th e  can o n ic  equ atio n s 
an d  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  in n e r  forces an d  m o m en ts .

A fte r a sh o rt p re se n ta tio n  o f th e  m eth o d ’s p rin c ip les , all e lem en ts  a re  g iv en  in  a  tab u la r  
fo rm , one m ay  ex am ine  a  series o f ap p lica tio n s , in te re s tin g  from  th e  v iew p o in t o f  p ractice :

—  in fluence o f th e  d irec tr ix -fo rm  (circle, c a te n a ry  an d  p a rab o la ) ,
—  influence of th e  successive ha rm o n ics (as u sin g  tr ig o n o m e tric  series),
—  influence of th e  to rs io n a l r ig id ity  o f th e  edge b eam ,
—  th e  s ta tic a l w o rk  o f th e  shell u n d e r th e  a c tio n  o f h o rizo n ta l fo rces,
—  com parison  b e tw een  th e  b end ing  and  th e  m em b ran e  th eo ry ,
—  in fluence of th e  n u m b e r o f jo in ts  on th e  p reciseness o f th e  re su lts .
A t th e  end of th e  s tu d y , a series o f possib le ex ten sio n s to  th e  th e o ry  are  m en tioned .

НЕКОТОРЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ЗАМЕЧАНИЯ ПО СОСТОЯНИЮ НАПРЯЖЕННЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ И ПРИЗМАТИЧЕСКИХ 

ОБОЛОЧЕК
М . С О А Р Е  И  Д . Н И К У Л Е С К У

РЕЗЮМЕ

Авторы излагают ряд результатов и замечаний по вопросу тонкостенных приз
матических и цилиндрических оболочек, представляющих интерес для ознакомления с 
их статическим поведением. Метод В. 3. Власова, примененный авторами, характерен 
тем, что систематизирует способ записи канонических уравнений и определение усилий и 
моментов.

После краткого изложения основных положений метода, в котором все данные 
даются в таблицах, авторы переходят к ряду полезных для практики приложений:

— влияние формы кривых директрис (круговой, цепочкой и параболической);
—  влияние последовательных гармоник (при применении тригонометрических 

рядов);
— влияние жесткости на вращение бортовой балки;
— поведение под воздействием горизонтальных нагрузок;
—  сравнение теории изгиба с безмоментной;
—  влияние числа кромок на точность результатов.
В заключение исследования, указывается ряд возможных обобщений теорий.
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»GANZ-MAVAG« LOKOM OTIV-, WAGGON- UND M A SC H IN E N FA B R IK , BU DA PEST 

[E ingegangen  am  20. A p ril I960]

1. E in le itung

D as S in g u la ritä ten v e rfah ren  lie fe rt zu r B erech n u n g  rad ia le r S ch au fe l
g i t te r  zw ei M öglichkeiten . E s k a n n  e inerse its d ie  S trö m u n g  um  die S ch au fe ln  
des ra d ia le n  S ch au fe lg itte rs  verm öge d er KÖNlGschen A b b ild u n g sfu n k tio n  a u f 
die S trö m u n g  um  die Schaufeln  eines g e rad en  S ch au fe lg itte rs  a b g e b ild e t w er
den . D as gerade S ch au fe lg itte r  w ird  d an n  d en  gegebenen B ed in g u n g en  e n t 
sp rechend  b e s tim m t [1, 2, 3]. E s k an n  ab e r an d ere rse its  dem  B erech n u n g s
v e rfah ren  auch d ie  d ire k te  E rm ittlu n g  d er S trö m u n g  um  die S ch au fe ln  des 
ra d ia le n  G itters  zu g rundege leg t w erden . In  un serem  nachfolgend d a rg e leg ten  
V e rfah ren  w erden  w ir den  zw eiten  — d ire k te n  —  W eg einschlagen.

V on den  z itie r te n  A rbeiten  b e faß t sich  [1] u n d  [2] m it d er B e rech n u n g  
d e r  »unendlich d ünnen«  u n d  von  der lo g a rith m isch en  Spirale n u r  w en ig  a b 
w eich en d en  S chaufeln  von L au fräd ern  (K o n s tru k tio n s -  oder d irek te  A ufgabe), 
bzw . es b e faß t sich  [2] auch  m it d er B estim m u n g  d er G eschw indigkeits- u n d  
D ru c k v e rte ilu n g  um  die Schaufeln  (K o n tro ll- bzw . in d irek te  A u fg ab e). D ie 
A rb e ite n  [3] und  [4] b eh an d e ln  die B estim m u n g  d e r S tröm ungs- u n d  D ru c k 
v e rh ä ltn isse  um  d ie  S chau fe ln  rad ia le r L a u frä d e r  m it v o rgesch riebenen  P ro f i
len , u n d  zw ar b ez ieh t sich [3] a u f  S chau fe lp ro file , deren  S k e le ttlin ie  v o n  der 
lo g a rith m isch en  S p ira le  n u r  w enig ab w eich t, [4] b e faß t sich d agegen  auch 
m it S chau fe lp ro filen , deren  S kele ttlin ie  belieb ig  gew ölb t ist.

In  d ieser A rb e it  w erden w ir ein B e rech n u n g sv erfah ren  fü r  d ie  L ösung  
des E n tw u rfe s  ra d ia le r  S ch au fe lg itte r an g eb en  (also die Lösung d e r  d ire k te n  
A ufgabe fü r  L a u frä d e r  oder feste  L e iträd e r), w obei die Schaufe ln  v o n  der 
lo g a rith m isch en  S p ira le  belieb ig  abw eichen (S chaufe ln  m it beliebig  gew ö lb ten  
S k e le ttlin ien ). Zu d en  gegebenen E in- u n d  A u s tr ittsv e rh ä ltn isse n  d e r S trö m u n g  
bezüg lich  des S ch au fe lg itte rs  und  der gegebenen Schaufe lzah l b e s tim m e n  w ir 
rech n erisch  das ra d ia le  P ro filg itte r , das d ie  vorgeschriebenen  B ed in g u n g en  
e rfü llt. D ieses V erfah ren  sch ließ t sich eng  an  u n se r B e rech n u n g sv erfah ren  
fü r  gerade  F lü g e lg itte r  m it s ta rk  gew ölb ten  P ro filsch au fe ln  an [5].

D ie S in g u la ritä te n v e rte ilu n g en , w elche d ie  S chaufelprofile  e rse tzen , w er
den  w ir auch  je tz t  län g s  einer in  der N ähe d e r  S kele ttlin ie  liegenden  T rä g e r
k u r v e  lokalisieren . D iese T räg erk u rv e  k a n n  von  d er logarith m isch en  S pirale
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b e lie b ig  abw eichen . D ie in d u z ie r te n  G eschw ind igkeiten  k ö n n en  m it H ilfe  der 
ta b e lla r is c h e n  A n o rd n u n g , d ie  w ir auch  in  u n se re r  A rb e it [5] an g ew en d e t 
h a b e n , b e re c h n e t w erden . D ie ex ak te  S k e le ttlin ie  b estim m en  w ir a u c h  in 
d ie se m  F a lle  du rch  I te ra tio n . D ie  I te ra tio n  is t  d u rc h fü h rb a r , da  au ch  im  F alle  
b e lie b ig e r  T räg erk u rv en  d e r S in g u la ritä ten  d ie  en tsp rech en d en  in d u z ie rte n  
G esch w in d ig k e iten  zah le n m ä ß ig  e rm itte lt w e rd en  können . Im  W esen tlich en  
s te l l t  a lso  das h ier zu  e rö rte rn d e  B erech n u n g sv erfah ren  eine E rw e ite ru n g  
u n se re s  V erfah ren s fü r  g e rad e  S ch au fe lg itte r [5] a u f  die ra d ia le n  S c h au fe l
g i t te r  d a r .

Z u r  Lösung des E n tw u rfsp ro b lem s ra d ia le r  G itte r  m it beliebig  gew ö lb 
te n  S ch au fe lp ro filen  k a n n  [5] n a c h  Z w ischen sch a ltu n g  der e rw äh n ten  K ö n ig - 
sch en  k o n fo rm e n  A b b ildung  o hne  w eiteres a n g e w a n d t w erden . W ir w ollen  
a b e r  d ie se  E n tw u rfsau fg ab e  u n m itte lb a r  a n  d em  rad ia len  G itte r  —  ohne 
V e rw e n d u n g  des in d irek ten  S ch ritte s  der KÖNIGschen A bb ildung  —  lösen.

B e k a n n tlic h  ist die S trö m u n g , die sich  u m  die  endlich  vielen  Schaufe ln  
eines m i t  d e r  W inkelgeschw ind igkeit со sich d re h e n d e n  L aufrades b ild e t, von 
e in em  fe s te n  K o o rd in a ten sy s tem  aus b e tra c h te t  in s ta tio n ä r  u n d  w irb e lfre i, 
—  b e tr a c h te n  v á r jed o ch  d ie S trö m u n g  in  b ezu g  a u f ein m it den  S chau fe ln  
fe s t v e rb u n d e n e s  (relatives) K o o rd in a te n sy s te m , so is t die S trö m u n g  s ta t io 
n ä r  u n d  w irb e lb eh afte t. W en n  sich  das L a u fra d  im  U hrzeigersinne d re h t , so 
g ilt f ü r  d ie  re la tiv e  G eschw indigkeit

ro t w =  2 со к . (1.1)

D ie  M o m en tau fn ah m en  d e r S trom lin ien  d e r ab so lu ten  S trö m u n g  um  die 
S c h a u fe ln  des sich m it  d e r W in k e lg eschw ind igke it со — k o n st, d reh en d en  
L a u f r a d e s  sind  in  v e rsch ied en en  Z e itp u n k te n  m ite in a n d e r k o n g ru e n t u n d  
z u e in a n d e r  n u r  re la tiv  g e d re h t. D em nach  k a n n  d ie  U n tersu ch u n g  d er in s ta t io 
n ä r e n  a b s o lu te n  S trö m u n g  a u f  die U n te rsu c h u n g  der S trö m u n g sv e rh ä ltn isse  
e in e r  e in z ig en  M o m en tau fn ah m e  z u rü ck g e fü h rt w erd en ; dies is t ab e r —  zufolge 
d e r W irb e lf re ih e it  der a b so lu te n  S tröm ung  —  m it  p o te n tia lth e o re tisc h en  M eth o 
d en  m ö g lic h . A us d er —  a u f  d iesem  W eg -— b e s tim m te n  ab so lu ten  G eschw in
d ig k e it  k a n n  die längs des S chaufe lp ro fils a u f tre te n d e  re la tiv e  G eschw indig
k e it  Wk  b e rech n e t w erden . N ach  der b e k a n n te n  F o rm el

P =  Po —  - y  [™fc -  (rK w)2] (!-2)

is t  d a n n  au c h  die D ru c k v e r te ilu n g  längs des S chau fe lp ro fils  b e s tim m t.
Z u r  B estim m u n g  d e r G eschw indigkeiten  d e r s ta tio n ä re n  w irbelfreien  

S trö m u n g  um  die S chau fe ln  d e s  L eitrades b zw . ih re r  Schaufelprofile  k ö n n en
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d ie  F o rm e ln , die w ir fü r  die des L au frades h e rg e le ite t h ab en , m it d em  speziellen  
W e rt o) =  0 v erw en d et w erden . E s e rü b rig t sich also im  fo lgenden  d ie  geson
d e r te  B eh an d lu n g  des L e itrad p ro b lem s.

В  ezeichnungen :

гй гг
А ; А

N
г, <р 
х , у  
Z =  X  -
S , ô
S
S
SK
àK

‘У

W
с
ÍО
U  =  

W

g
Я* У

Q* г  

я

R
г,<р

Я<У 
n , t 
S  
К

E in - bzw . A u s tr i t ts ra d ie n  des S ch aufelrades 
Z irk u la tio n  de r ein- bzw . a u s tre te n d e n  F lü ss ig k eit
D ie der ein- bzw . a u s tre te n d e n  F lüss ig k eitsm en g e  c h a ra k te r is tis c h e  Q uell

s tä rke
A nzahl der S ch au feln  des R ades 
P o la rk o o rd in a ten  
rech tw ink lige  K o o rd in a te n  
kom plexe K o o rd in a te n
rech tw ink lige , k ru m m lin ig e  K o o rd in a te n  längs de r Skele ttlin ie  
B ogenlänge de r s in g u la r itä te n tra g e n d e n  K u rv e  
B ogenlänge de r S k e le ttlin ie  des Schaufelp ro fils  
B ogenlänge de r K o n tu rlin ie  des Schaufelp ro fils
K o o rd in a te  der P ro f ilk o n tu r  (im  K o o rd in a te n sy s te m  S, ö längs d e r  P a ra m e te r 

linie S =  k o n s t.)
N eigungsw inkel zw ischen der T an g e n te  u n d  dem  R a d iu sv e k to r  im  po laren  

System
D as kom plexe P o te n tia l  des ab so lu ten  G eschw indigkeitsfeldes 
D er k o n ju g ie rt k o m p lex e  W ert de r ab so lu te n  G eschw indigkeit 
W in k elgeschw ind igkeit (p o sitiv  im  Sinne des U hrzeigers)
D er ab so lu te  B e tra g  de r U m lau fgeschw ind igkeit 
D er ab so lu te  B e tra g  de r re la tiv e n  G eschw indigkeit 
K om plexe S in g u la r itä ten v e rte ilu n g
Die Schaufel h y d ro d y n a m isc h  erse tzen d e  Q uell-Senken- u n d  Z irk u la tio n s

v erte ilu n g
In teg ra l de r V e rte ilu n g en  q4 у  längs de r Schaufel 
R eeller bzw . im a g in ä re r  Teil kom p lex er F u n k tio n en  
die so g en an n te  E in f lu ß fu n k tio n  
Indices :
fü r  die in d u z ie rte n  D u rch sch n ittsg esch w in d ig k e iten
fü r G eschw in d ig k eitsk o m p o n en te , die m it  den  en tsp rech en d en  R ic h tu n g e n  der 

P o la rk o o rd in a ten  ü b e re in stim m en
fü r  die d u rch  d ie q- bzw . y -V erte ilungen  in d u z ie rte n  G esch w in d ig k eiten  
fü r  die n o rm alen  bzw . tan g e n tie lle n  G esch w in d ig k eitsk o m p o n en ten  
fü r  die W erte  län g s der Skele ttlin ie  
fü r die W erte  län g s de r K o n tu rlin ie

2. G eschw indigkeitsfeJd des rad ia len  Schaufelg itters

N ach  dem  k lassischen  M odell d er S trö m u n g  d u rch  das ra d ia le  S ch au fe l
g it te r  (A bb. 1) se tz t m a n  an  S telle  d e r S chaufe l des S ch au fe lg itte rs  in  d en  am 
U m fan g  des K reises m it dem  H alb m esser R  in  gleichen A b s tä n d e n  v e rte ilte n  
P u n k te n  —  deren  A n zah l N  m it d er Schaufe lzah l ü b e re in s tim m t —  k o n zen 
tr ie r te  W irb e l, deren  S tä rk e  Г  d e r S ch au fe lz irk u la tio n  gleich is t. F e rn e r  b e fin 
d e t s ich  im  M itte lp u n k t des K reises eine Q uelle (Qt > 0 )  —  au s  w elcher 
d ie  d u rc h  das S chau fe lrad  s trö m en d e  F lüssigkeitsm enge e n ts p r in g t —  und 
ein W irb e l r v  gleich d e r Z irk u la tio n  d e r in  das S chau fe lrad  e in tre te n d e n  
F lü ssigke it.
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Dieses M odell e n ts p r ic h t  einem S ch au fe lrad  m it zen trifuga lem  D u rc h 
f lu ß .  Im  Falle eines z e n tr ip e ta l  d u rch strö m ten  S chau fe lrades is t eine Senke 
Qi <  0) im  M itte lp u n k t angeordnet.

W enn  m an in  d e r  k o m p le x e n  Ebene z W irb e ln  von  der S tä rk e  Г  in N  
e q u id is ta n te n  P u n k te n  e n tla n g  des U m fanges eines K reises m it dem  H a lb 

m e sse r  I z '  I =  R  s e tz t , so i s t  in  einem b e lieb igen  P u n k t z das in d u z ie rte  
P o te n t ia l  [6]

W r = i -  l n ( z N — z 'N) .  (2 . 1)
2 7t

E in e  w esen tlich  bessere N ä h e ru n g  wird von einem  M odell geliefert, in  w elchem  
d ie  S chau fe ln  durch  d ie  k o m p lex en  S in g u la ritä ten v e rte ilu n g en  g(z) (fl. h. 
Q uell-S enken- und  W irb e lv e rte ilu n g en ) längs je  e in e r  T rägerku rve  (s) e rse tz t 
w e rd e n  (A bb. 2).



BERECH N U N G SV ERFA H REN  ZUM E N T W U R F  RA D IA LER  SCHA U FELG ITTER 105

E s sollen die P u n k te  d er s in g u la r itä te n tra g e n d e n  K u rv e  (s) m it  z ' , 
u n d  ein beliebiger P u n k t  der k o m p le x e n  E b e n e  m it z b eze ich n e t w erd en . 
D a ra u s  e rg ib t sich das du rch  die k o m p lex en  S in g u la ritä ten v ert.e ilu n g en  g(z) 
—  d ie  die N  S chaufeln  des S chau fe lrades h y d ro d y n am isch  erse tzen  —  in d u 
z ie rte , kom plexe  P o te n tia l:

Щ =  - 4 g(z')  ln  (zf(S) * -  z 'N) dz ' . (2 .2 )

(*)

N ach  H in zu ad d ieren  des k o m p lex en  P o te n tia ls , das von  d en  in  den  
M itte lp u n k t lo k a lis ie rten  S in g u la ritä te n  Q1 u n d  T y in d u z ie rt w ird , e rh ä lt 
m a n  das kom plexe P o te n tia l d er S trö m u n g  d u rch  das rad ia le  S ch au fe lrad :*

W(z)
Q. +  i r ,  , 1 Г ,

- -  ---- ln 2 H-------I ,s(z2я + *J «WM*-*">*■.
( s )

(2.3)

H ie ra u s  erg ib t sich d u rch  D iffe ren tia tio n  n a c h  г die in d u z ie rte  k o m p lex e  
G eschw ind igkeit

c(z) =
Qy + i r x 1 1 (• N z N

2л 2 л
g(*') ZN _  , 'N

dz'.

(S)

E s sei

C1(Z) : <?! +  H \  1
2 л  z

(2.4)

(2.5a)

u n d

■ «  -  __

(si
N zN - 1 
N  -  t ' n

— dz'. (2.5b)

A us d e r Gl. (2.5b) is t e rsich tlich , d a ß  sich die G eschw indigkeiten  b e im  Ü b e r
sch re iten  der T rä g e rk u rv e  (s) s p ru n g h a f t  än d e rn  (weil h ier z ' =  z).

N ach  A bb. 3 w ird  d e r P u n k t P  (z ' =  z) d u rch  einen K reis m it dem  H a lb 
m esser X ausgeschlossen ( r  is t k le in ). Im  F a lle  des s ta rk  (bzw. g estrich e lt)  
gezeichneten  In teg ra tio n sw eg es g e h ö rt der P u n k t  P  —- aus dem  P u n k t  0 b e 
t r a c h te t  —  in den  B ereich  an  d e r lin k en  (bzw . rech ten) S eite ; d e m g e m ä ß  
e rg ib t sich die in d u z ie rte  G eschw ind igkeit, an  d er linken (bzw . rech ten ) 
S eite  von  (s). D er W ert des In te g ra ls  e n tla n g  des s ta rk  g ezeichneten  K re is 
bogens sei J i ,  en tlan g  des g estrich e lten  K reisbogens J r. Folglich g ilt:

* F ü r  den F a ll e ines ro tie ren d en  S ch au fe lrad es  (L au fra d ) b ed eu te t d ie G le ich u n g  (2 .3) 
das kom p lex e  P o te n tia l des m om entanen S tröm ungsbildes.
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w o b e i z1 den  E in tr i t t s p u n k t ,  z2 den A u s tr i t ts p u n k t  d e r S in g u la r itä te n trä g e r
k u rv e  (s) b e d e u te t (| £г | =  r j und  \ z2 \ =  r2), u n d  fe rn e r is t £ =  T e &- N u n  
b e re c h n e n  w ir den W e rt v o n  J*:

z'=z+C

E s  g ilt  en tlan g  des K re isb o g en s m it dem  H a lb m e sse r r:

A nalogerw eise  k a n n  m a n  fü r  den In te g ra lw e rt J r an sch re iben :

J r =

* D as Zeichen ( ( r 2)) b e z ie h t sich  au f die Sum m e, d e re n  G lieder h in sich tlich  т  m in d esten s 
z w e ite r  O rd n u n g  sind.

D e m n a c h  w ird
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F olg lich  g ilt fü r  die in  einem  P u n k t  z  d e r S in g u la r itä te n trä g e rk u rv e  (s) 
in d u z ie rte  G eschw indigkeit cg:

cg(s ) =  T i
g(z)
2

2' - 2,

N z N - l
ZN _  Z'N

dz' (2 .6)

D a s  n e g a tiv e  (bzw . positive) V orzeichen  b ez ieh t sich  au f die linksse itige  (bzw . 
rech tsse itig e ) G eschw indigkeit. D en  d u rc h  das zw eite Glied des A u sd ru ck es 
(2 .6) b e s tim m te n  G eschw indigkeitsw ert k a n n  m a n  als die en tlan g  d e r T rä g e r
k u rv e  (s) in d u z ie rte  D urchschn ittsg esch w in d ig k e it*  benennen .

N u n  soll — in  A bhäng igke it v o n  d e r Z irk u la tio n s-so w ie  Q uell-V erte ilung , 
w elche längs d er S in g u la r itä te n trä g e rk u rv e  an g e o rd n e t sind —  die  F o rm e l d er 
k o m p lex en  S in g u la ritä te n v e rte ilu n g  g(z) b e s t im m t w erden. Zu d iesem  Zw ecke 
n e h m e n  w ir einen B ereich , b e g re n z t d u rc h  d en  K reis m it dem  H a lb m esse r 
/•3 (r3 > r2). M an k an n  diesen m eh rfa c h  zu sam m en h än g en d en  B e re ich  d u rch  
d ie in  A bb. 4 sk izz ierten  A u fsch n itten  e in fach  zu sam m enhängend  m ach en ,

* H ie m it befolgen w ir die T erm ino log ie  v o n  P rof. G r u b e r .
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d er v o n  d e r einzigen geschlossenen Linie (C) b e ra n d e t  ist. In  dem  so gew on
n en en  B ereich  (T ) is t  d ie  ab so lu te  S trö m u n g  quell- und  w irbelfrei; fo lg lich  
e rg ib t s ich  nach  dem  STOKESschen S atz :

Gc =  §  Ф ')  dz ' =  Г 2 +  iQ2 — Г 1 — iQ1 +  i N  f g(z') dz' — 0 . (2 .7\
(c) Z '= 2

H ie r b e d e u te t Q2 d ie F lüssigke itsm enge , w elche en tlan g  des K reises m i t  
dem  H alb m esse r r3 aus dem  von der K u rv e  (C) b eg ren z ten  B ereich (T )  a u s -  
t r i t t ,  u n d  ( ) j is t  die F lü ssigke itsm enge , w elche e n tla n g  des K reises m it dem  H a lb 
m esser r„ in  den B ere ich  ( T ) e in tr itt . D a in n e rh a lb  dieses B ereichs sich  k e in e  
Q uellen  befinden , so m u ß

Q i =  Q i

gelten . D eshalb  e rh a lte n  w ir aus der G leichung (2.7) fü r  die, en tlang  d e r S in g u 
la r itä te n trä g e rk u rv e  (s) an g eo rd n e te  k o m p lex e  S in g u la ritä te n v e rte ilu n g  g(z) 
d ie F o rm e l:

Гц — Г 1 =  — i N  f  g(z') dz'.
Z ' =  Z1

D arau s  e rg ib t sich d ie  S ch au fe lz irk u la tio n :

22

r  = j e(z')dz - (2-8)
Z'=*i

E s sei

g(z) =  [R(g) +  i l(g )]  e~ ‘*

d a n n  g ilt:

Г  =  i J  [R(g) +  i l(g )]  [d r ' +  i r ’ dip'] =
Z '= Z i

=  f [ I ( g )  dr '  +  R(g) r' dip'] -  i f [ R ( g )  dr ' -  1(g) r' dip']* .
Z ' =  Z \ z '  =  Zi

* D ie m it »oben S trich «  beze ichneten  W erte  sin d  k e in e  A b le itungen , sie b eziehen  sich  
v ie lm eh r a u f  den lau fen d en  P u n k t  der In teg ra tio n . D ie  e rs te  A b le itung  is t fo lgenderw eise  
b eze ich n e t:

dr
d(p
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D ieser A usd ruck  s te llt das L in ie n in te g ra l der G eschw ind igkeit d a r, 
w obei das reelle G lied die Z irk u la tio n , u n d  d as  im ag inäre  Glied d en  D u rch flu ß  
b e d e u te t [7]. D eshalb  sollen die B eze ich n u n g en

und

V d  s
H g )  +  R ( g )  — = у  ~ r  (2-9a)r  dr

H ( g ) - H g ) ~ = q dy  (2.9b)
r dr

e in g e fü h rt w erden , in  w elchen у  u n d  q d ie  Z irku lations- bzw. d ie  Q uell-V er
te ilu n g  en tlan g  d e r S in g u la r itä te n trä g e rk u rv e  (s) bedeu ten . D em zu fo lg e  ist

Г  =  I yds  — i ( qds.
(s) (s)

D arau s  folgen die B edingungen  fü r  d ie  Z irk u la tio n sv erte ilu n g  у  län g s  der 
T räg e rk u rv e  (s)

Г =  J" y d s  (2.10)
<*)

bzw . fü r  die Q uell-Senken-V erteilung  q län g s  (s)

|  q d s  =  0 .  (2 .11)
(s)

A u f G rund d er B eziehungen:

r dw ds 1
—  =  r - j ~  u n d  —  =  -
r dr dr  cos X

( 2. 12)

u n d  d e r  G in. (2.9) e rh a lten  wir

R (g) =  (? + V 4 x )  1 cos2 X — 9 cos Z у  sin X 
cos X

H g )  =  (y — q tg  x ) ----------cos2 z  =  — 7 sin z +  у cos ^ .
cos x

E s g ilt  fü r  die zu sä tz lich e  G eschw ind igkeitskom ponen te  

S in g u la r itä te n trä g e rk u rv e  (s):

T  i SH) =  rc - J L ± 2 !  «-«*+*> =  +
2 2 2

e n tla n g  der

e-<(r+z), (2.13)
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d ie s  a b e r  is t die K o n ju g ie rte  fo lgender k o m p le x e n  G röße:

± Y +  4  e i(v+ x)

M it a n d e re n  W orten  s ind  d ie  zusätzlichen  G esch w in d ig k e itsk o m p o n en ten  
e n tla n g  d e r S in g u la r itä te n trä g e rk u rv e :

an  der lin k en  Seite , ta n g en tia l: y /2  no rm al: qj2

an  der rech ten  S e ite , tan g en tia l: — y /2  no rm al: — qj2.

A u f G rund  obiger B eziehungen  g ilt:

g(z) dz =  (q +  iy)e~dP+x) (Jr _|_ i r d(p)eiip =

= (q +  i y )
dr
ds

(dr  -f- ir  dq>) =  (q -(- iy) ds.

D e m n a c h  e rh a lten  w ir aus d e r G l. (2.6) die in d u z ie r te  kom plexe G eschw in d ig k e it 
e n t la n g  d e r  S in g u la ritä te n trä g e rk u rv e  (s):

cg(z) =  ±  1 — 1±  e- ‘(v+x) +  1 C(q +  iy) ^ d s ,  (2.14)
2 2 л  J zN— z'N

(S)

w o b e i d a s  obere V orzeichen fü r  den W ert an  d e r  lin k en , das un te re  V orzeichen  
fü r  d e n  W e r t  an  d er re c h te n  S eite  der K u rv e  g il t .

D ie  Gl. (2.14) d ien t u n s  z u r spä te ren  d ire k te n  B erechnung der am  ra d ia le n  
S c h a u fe lg it te r  a u f t r e te n d e n  in d u z ie rten  G eschw ind igkeiten . V o rers t a b e r  
w o llen  w ir  die B eziehung zw ischen den in d u z ie r te n  G eschw indigkeitsfeldern  
des ra d ia le n  und  des v o n  dem selben  d u rch  k o n fo rm e  A bbildung  gew onnenen  
g e ra d e n  G itte rs  b e s tim m e n . E s soll f  =  |  -f- i  r\ d ie  E bene des geraden  G it
te rs  b e d e u te n , au f die d ie  E b en e  des ra d ia le n  G itte rs  z =  x  -)- iy  m it te ls  
d e r KÖNiGschen T ra n s fo rm a tio n  abgebildet w ird . D a n n  gelten die G le ichungen

(2 .15)

1

>K_r1

dz ds
N i

2n

1

r
(2.16)

qds  =  q£ dS( yds  =  y i dsç^, (2.17)
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w obei t d ie S chau fe lte ilung , q £, S in g u la ritä ten v e rte ilu n g en  u n d  dsj d as  
B ogenelem en t d er T rä g e rk u rv e  im  geraden  G itte r  b ed eu ten . M it H ilfe  d e r 
B eziehung

1

2

und  der Gl. (2.15) e rh ä lt m a n :

ZN~1

~ZN _  Z'N :)

e-iV

2 r
c th  — ( Г - 0 - 1

t
(2.18)

A u f G rund  d er G in. (2.16— 2.18) e rg ib t sich aus Gl. (2.14) die in d u z ie rte  k o m 
plexe G eschw indigkeit

cg(z) =  e-
N t  

2 л  r
, П  -  l 9i

2
R"'* +  ~  j  cth ~ (C -  П  +  1 d s ,

B ek an n tlich  k a n n  m an  d ie  d u rc h  das gerade G itte r  in d u z ie rten  G eschw ind ig 
k e iten  c(C) in  einem  K o o rd in a te n sy s te m  m it A chsen  sen k rech t bzw . p a ra lle l 
zum  G itte r  (siehe [5]) n a c h  d e r  G leichung

c(C) =  ±  Ус iq‘ e iö; +  Г (qL +  i y t) c th  —  (f — £') dsc
^ jit j  t

<sf>

errechnen , in  w elcher ûç d en  N eigungsw inkel d e r  T an g en te  der S in g u la r i tä te n 
trä g e rk u rv e  (s; ) zu r A chse |  b e d e u te t, w obei d ie se r  W inkel infolge d e r  k o n 
form en A b b ild u n g  dem  W in k e l y gleich is t. A u f  G ru n d  d er le tz ten  zw ei G lei
chungen  k a n n  m an  zw ischen  den  G eschw ind igkeiten  des rad ia len  G itte rs

cg —  (c g r i°gcp)e "F

u n d  d en en  des geraden G itte rs

c =  cé — icv

die fo lgende B eziehung fe s ts te llen :*

gr lcg<p = N L
2 л г cf (2.19>

•P ro f . G r u b e r  n e n n t d ie h ie r  e rscheinende  K o m p o n e n te  —  »kom pensierende G esch w in 

digkeit«  [1].
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D arau s  is t e rs ich tlich , d aß  die in d u z ie rte n  G eschw indigkeiten  des r a d ia 
le n  G itte rs  auch  a u f G ru n d  d e r  in d u z ie rten  G eschw indigkeiten  des en tsp re c h e n 
d e n  g e rad en  G itters b e s tim m t w erden k ö n n e n . In  diesem  F a ll w erden  e rstens 
d ie  G eschw ind igkeiten  des geraden  G itte rs  (z. B . m it H ilfe d er in  [5] b e k a n n t
g eg eb en en  tab e lla risch en  M ethode) b e re c h n e t u n d  n ach h er w erden  d ie  des 
ra d ia le n  G itte rs  a u f  G ru n d  d e r Gl. (2.19) b e s tim m t.

3. B erech n u n g  der in d u z ie rten  G eschw indigkeiten

D as In te g ra l in  d er Gl. (2.14) liefert d en  W e rt der sogenann ten  in d u z ie rte n  
D u rch sc h n ittsg e sc h w in d ig k e it en tlan g  d er S in g u la ritä te n trä g e rk u rv e  (s). N ach  
E in fü h ru n g  der B ezeichnungen :

ds
y ~ ' ~ Ydr

d s  r *q - ' qdr
(3.1)

e r h ä l t  m a n  die in d u z ie rte  kom plexe  D urch sch n ittsg esch w in d ig k e it

1
cr (z ) —  (c Rr  iCR<p)e "P — ^  j

N z N~ x
(q* +  iy*)  —  - dr’.

ZN __ Z ' N

E s  sei

N z « - l

Z N  _  Z' N ,

r = r ,

. iVr^ - 1 eiN* (r — r') 
e - ‘< p _______________i

N  p ' N v  __  r ’N  piNip'

(3.2)

r 'v e
e~i,f H(r, r ' ; N )

w o b e i H  die sogenann te  E in flu ß fu n k tio n :

H(r, r ' ; N )  =  R (H )  +  i l (H )  =  e=  e iN,f
N r N_1 (r -  r )

(3.3)

b e d e u te t .  Aus den G leichungen (3.2) und  (3.3) e rh a lten  w ir fü r die in d u z ie rte  
D u rch sch n ittsg esch w in d ig k e it

Гг
e-i<P f  dr'

Cr =  (cRr -  icR )e -‘* =  - (g* +  iy*) [R(H) +  H ( H ) ] --------- . (3.4)
2 л  J r — r

r '= r .

D ie  E in flu ß fu n k tio n  H(r,  r ' ;  N )  is t en tla n g  d e r K urve  (s) übera ll beg ren z t;*

* N a c h  d e r  B e r n o u l l i— L ’H o sp iT A L sc h en  R e g e l  i s t

— N rN ~ ' e i N P
l i m  H ( r ,  r ' ;  N )  =  r ^ r ------------------------------------------------------------ ~Änf~
r ' - r  _ N r ' N - i  e iN r  _  i N l ' N  e i N v '

d r ' 1 +  i —r
1 +  i  t g  7
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dem zufolge k ann  m a n  das bei dem  geraden  G itte r  e in g efü h rte  R echen  ve rfah ren  
[5] zu r B erechnung d e r  G eschw ind igkeit cK v e rw en d en , d e ren  K o m p o n en ten  
—  im  P o la rk o o rd in a ten sy stem  —  d ie  fo lgenden s in d :

r'—r,

H ie rn a c h  ist die in d u z ie rte  D u rch sch n ittsg esch w in d ig k e it cR e n tla n g  der 
K u rv e  (s):

CR  =  [ c R qr +  CRyr  -  * ( % ,  +  CRy<p) e ~ ( 3 - 9 )

U m  die G esch w ind igke itskom ponen ten  ta b e lla r isc h  berechnen  zu  können , 
fü h re n  w ir die T ran sfo rm a tio n

r  =  r i +  rg------- cos в  ( 0 < в < ,  л )  (ЗЛО)
2 2

e in . Ä hnlich , wie beim  geraden  G itte r , e rw eitern  w ir n u n  den  G ü ltigke itsbere ich  
d e r  S in g u la ritä ten  q* u n d  y*  bzw . d er E in f lu ß fu n k tio n e n  R ( H ) u n d  1(H)  
au c h  a u f  den B ereich  л  <1 Q <L 2 л .  D abei m üssen  die S in g u la r itä te n  q*, y* 
h in sich tlich  0  =  n  z e n tra lsy m m e trisc h  (ungerade) u n d  die E in flu ß fu n k tio n en  
ach sen sy m m etrisch  (gerade) fo rtg e se tz t w erden.

N ach  diesen U m fo rm u n g en  e rh a lte n  w ir die fo lgenden  In te g ra le  fü r  die 
K o m p o n en ten  der in d u z ie rte n  D u rch sch n ittsg esch w in d ig k c it [5]

2.1

c Rqr = - - ~  j 9* ЩЩ C t g  d& '  (3.11)
ö' = 0 

2 .T

Cr4,  =  j 4* 1(H) ctg d(-r (3.12)

©' = 0

8  A cta Technica X X X V III /1 -2 .
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2 л

- 1-  \ y* 1(H)  c tg  (3.13)
4 n  J 2

G '= 0

2 T

—  I y * R ( H )  c tg  9  ~  в  d & .  (3.14)
4 л  J 2

®-=o

D ie  G in . (3.11— 3.14) s in d , in  ih rem  fo rm alen  A u fb a u , den  Gin. d er in d u z ie rten  
G e sc h w in d ig k e itsk o m p o n e n te n  d er E inzelschaufel beim  geraden  G itte r  [5] 
ä h n lic h ;  dem zufolge k a n n  m a n  die d o rt a u sg e a rb e ite te  tab e lla risc h e  M ethode 
u n v e r ä n d e r t  auch h ie r a n w e n d e n . D eshalb w ollen  w ir —  ohne a u f  E in ze lh e iten  
e in z u g e h e n  — die n u m e risc h e  B erechnung  d er in d u z ie rten  G eschw ind igkeiten  
k u rz  zusam m enfassen .

E s  sollen vo r a llem  d ie  F u n k tio n en  R (H )  u n d  1(H)  e rre c h n e t w erden. 
Z u  d ie sem  Zwecke fü h ren  w ir  die B ezeichnungen

cos 0
ÇN =  rN cos N v rjN =  rN sin  N ,  X  = ------- ----

CR y r  —

c Ry<p —

b z w .

M c =  m N ( X  -  X ' )  M s =  N Vn  ra ~ ri-  (X  -  X ' )
T T

e in , d a n n  erhalten  w ir z u r nu m erisch en  B erech n u n g  d er F u n k tio n e n  R (H )  
u n d  1 (H )  aus der Gl. (3.3) fo lg en d e  Form el:

R (H )  = M C(ÇN ~~ £n) +  M s(r]N — r]N) 

(£n  — £n)2 +  (vn  — v 'nY
(3.15)

1(H) = M S(ÇN — I n) — M c(rjN — tj'N) 

(£n  — £n)2 +  (.ViV — ^n)2
(3.16)

B ei der num erischen  B erechnung  d e r in d u z ie rten  G eschw indigkeiten  
t r i t t  d ie  typ ische S ch w ie rig k e it w ieder auf, d a ß  d e r W e rt von  q* am  N asen
p u n k t  des Profils u n en d lich  groß* is t u n d  d a ra u s  sind die ü b e ra ll endlichen 
W e r te  d e r  durch  q* in d u z ie r te n  D urchschn ittsg escb w in d ig k e it zu  berechnen . 
D ie  F o rm e ln  (3.11— 3.14) w e rd en  ähnlicherw eise wie beim  geraden  G itte r  [5]

* Im  Falle  einer a b g e ru n d e te n  P ro filnase  g ilt am  N a se n p u n k t g* -*■ °°, ä h n lic h  wie die 
F u n k t io n  l/]/x wenn x -*■ 0. (V gl. b e im  g eraden  G itte r .)
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u m g efo rm t, u n d  so können  sie z u r  n u m erisch en  B erechnung  v e rw e n d e t 
w erd en .

2 t
& — 0

LR q r ~  j V  m m  -  щ н ) 0] « g d & -

Q

4>Л

6K =  0 

2л

- I
0' = O

q* c tg  &  2 d e '

Í71

=  ~  j  c tg
Ö ' - Ö

d 0 ’

6e=o

, Д Д )0
4л

,  в ’ — вg* c t g -------------dO
2

в' = 0
2 т

cI?7r —
4л

у* [ / ( Я )  -  J ( f f )0] c tg  ^  dO' +
&

6K = 0

J(H )o  (
4тг j

* &  -  0  J zvy* c t g ----- -------dO

в ' = 0

2t

CRw =  J [Й (Я ) ~  й(Я )о] Ctg dO' +

, Д ( Д ) В
4zt J7 *  C t g  °  2 в  d 0 '  .

& '= 0

D a fü h ren  w ir —  wie beim  geraden  G itte r  —  die fo lgenden  B ezeichnungen  e in :

2л

Ctg 9  d 0 ’ (3.17)LEqr irJ’*
*) Gleich d em  bei dem  gerad en  G itte r  an g ew en d e ten  V erfah ren  w ird cpar n a c h  d e r 

F o rm e l
2л

в ' = 0
ß» dg

0 '
c tg

b erech n et.

8*
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C Ey<p

ACRqr —

A c Rq<p —

AcRyr =

A c R yp —

&' = 0

l f  q* [ Щ Щ  -  Л (Я )0] c tg  ° '  °  d &
4л: J  - 2

©'=0

1
4л

1
4л

-  Г q* [1(H) -  1 ( H ) , ] c tg
'71 J 

0'=O

2л

J '  y* [1(H) -  I ( H ) 0] Ctg

в ' - O
d e ’

в '  - в
d e '

0 '  =  O

2 .1

~  f  y* [R(H) -  R ( H ) 0] c tg  -r  °  d e '  
4 л  J  2

& '  =  0

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

( 3 .22)

D iese  G eschw ind igkeitskom ponen ten  w erden  m it dem  beim  g erad en  G itte r 
v e rw e n d e te n  V erfah ren  [5] berechnet. D ie T ab e llen  sind ebenso a u fg e b a u t, 
w ie  d ie  zu r B erech n u n g  d e r  K o m p o n en ten  u E u n d  v E. A uf G ru n d  o b ig e r A us
fü h ru n g e n  w erden d ie  in d u z ie rte n  D u rch sch n ittsg esch w in d ig k e its-K o m p o n en - 
t e n  e n tla n g  der s in g u la r itä te n tra g e n d e n  K u rv e  (s) m it H ilfe fo lg en d er F o rm eln  
b e re c h n e t:

CRqr — R(H)o CEqr — ^ cRqr (3.23)

cRqq> =  ЦН)о CEqr H“ ^ cRqy (3.24)

CRyr — I(H)o CEy(p +  ^ CRyr (3.25)

CR ycp  R - ( H ) o c E ycp  ~ ^ ~ ^ CR y cp ' (3.26)

V o lls tä n d ig k e itsh a lb e r so llen  auch die F o rm e ln  fü r  die K o m p o n e n te n  der 
v o n  d e r  im  M itte lp u n k t angeo rdne ten  S in g u la r itä t  Q1 -f- i Г г h e rv o rg eru fen en  
G esch w in d ig k e it c , n o t ie r t  w erden:

. Q i  1 А  l
Clr "2л  r Clr 2n  r '

B e m e rk u n g : D er v o rlieg en d e  G edankengang b ez ieh t sich a u f  die S ch au fe lräd er 
m i t  zen trifu g a le r D u rc h s trö m u n g , doch g e lte n  d ie  B eziehungen o hne  A b än d e
ru n g e n  auch  fü r  S c h a u fe lrä d e r m it z e n tr ip e ta le r  D u rch strö m u n g , tren n  m an  
d ie  B ezeichnungen  b e ib e h ä lt ,  näm lich  rx fü r  d en  E in t r i t t  u n d  r2 fü r  den  A us
t r i t t  (rt  >  r2). In  d iesem  F a ll  m uß m an  d ie  T rä g e rk u rv e  (s) d e ra r t  g esta lten , 
d a ß  d ie  W erte  r m it  zu n eh m en d en  9; ab n e h m e n .
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4. Transformation der Gesehwindigkeitsverteilung

V or der B eh an d lu n g  d er B estim m u n g  d e r Skele ttlin ien  w ollen w ir die 
(h y d rodynam isch  gleichw ertige) T ra n sfo rm a tio n  d er in d u z ie rten  G esch w in d ig 
k e iten  längs b e ider e in a n d e r von P u n k t zu P u n k t en tsp rechenden  s in g u la r i tä 
te n tra g e n d e n  K u rv en  dars te llen . F ü r  die T ran sfo rm atio n  der n o rm a le n  u n d  
d e r ta n g e n tia le n  G eschw in d ig k e itsk o m p o n en ten  en tlan g  der T rä g e rk u rv e  (s) 
a u f  d ie  T räg erk u rv e  (S ) g e lten  die G le ichungen

c„ ds =  c*(S) d S  ct ds =  cf*(S) dS  (4-1)

m it g u te r  A n n äh eru n g , fa lls (s) u n d  (S ) zu e in an d er genügend n a h e  liegen . 
D iese A n n äh eru n g  w ird  durch  I te ra tio n  fü r  die B estim m ung  der s in g u la r i tä te n 
trag en d en  S k e le ttlin ie , die im  folgenden b e h a n d e lt w ird, a u to m a tisc h  k o rrig ie rt.

W ir haben  die en tsp rech en d en  P u n k te  d e r K urven  (s) u n d  (S) b e i dem  
g erad en  G itte r [5] in  einem  o rth o g o n alen  K o o rd in a ten sy stem  m it A chsen  
n o rm a l bzw . p a ra lle l zu r Sehne einer als A usgang  gew ählten* K u rv e  (s0) 
d e ra r t  u n te rsu c h t, d aß  die A bszissen b e id e r e in an d er zu g eo rd n e ten  P u n k te  
g leich  w aren . In  analoger W eise w ollen w ir d u rch  die zwei E n d p u n k te  d er 
K u rv e  (s0) eine lo g arith m isch e  S p ira le  legen , u n d  eine o rthogonale  T ra je k to r ie n -  
s e h a r  zu d ieser Sp ira le  (ebenfalls lo g a rith m isch en  Spiralen) a n n e h m e n . W ir 
w o llen  in diesem  o rth o g o n a len  k ru m m lin ig en  K o o rd in a ten sy stem  d ie  e in a n d e r 
e n tsp re c h e n d en  P u n k te  d e r K u rv e n  (s) u n d  (S)  d e ra r t  zu o rdnen , d a ß  jed es  
P u n k tp a a r  an derse lben  T ra je k to rie  zu liegen k o m m t. D as P rin z ip  d ieser 
T ra n s fo rm a tio n  is t  aus A bb . 5 e rs ich tlich . D em  P u n k te  A  ' (bzw . jB') d e r  K u rv e

* Die R ich tu n g  de r T an g en ten  de r K u rv e  (s0) am  E in tr i tts -  und am  A u s tr i t ts p u n k t  ist 
g leich  m it der R ich tu n g  der e n tsp rech en d en  G eschw indigkeiten .
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(s) e n tsp r ic h t d er P u n k t  A  (bzw . B)  an  d er K u rv e  (S), d . h. dem  B ogenelem en t 
ds =  А '  В ' der K u rv e  (s) en tsp rich t nach  d e r T ra n sfo rm a tio n  das B ogenele
m e n t d S  =  A B  d e r  K u rv e  (S). D ie lo g a rith m isc h e n  S piralen  1 u n d  2 h ab en  
d en se lb en  S te ig u n g sw in k e l und  ihre T ra je k to r ie n  sind  die lo g arith m isch en  
S p ira len  I  u n d  I I ,  a n  d en e n  die e inander e n tsp re c h e n d en  P u n k te  А ,  A '  u n d  
В ,  B '  liegen.

A u f G rund d e r A b b . 5 sind die G le ich u n g en  d e r logarith m isch en  S p ira len  
im  P o la rk o o rd in a ten :

r,  =  K e ~ te/-°'p rn  =  ( K  +  d K )  e-tgZo,:. (4 .2a,b)

D a ra u s  erg ib t sich

A 'D  =  r,,((p) — t / (ç?) =  d K  e~tSyo'r.

I n  dem  e lem en ta ren  D re ieck  A 'B ' D  g ilt

A 'B '  _____ cos Xo____

A 'D  cos (x — Xo)
u n d  d ah e r

ds  =  A ' B '  = ------d K  e- tg*o*.
cos (x — Xo)

D esg le ichen  g ilt es fü r  d en  D reieck A B C :

d S  =  A B  =  ------^ ^ 5 ------ d K  e - tg™*
c°s (Xs — Xo)

D a h e r  is t das V e rh ä ltn is  d e r  e inander e n tsp re c h e n d e n  B ogenelem ente

=  cos (Xs -  Xo) e-tg* ( ,-* )  =  cos (Xs -  Xo) J _ .  (4>3)
d S  cos (x — Xo) cos (X — Xo) rs ’

dieses V erhältn is is t  z u r  D urch fü h ru n g  d e r T ra n sfo rm a tio n  d er en tlan g  der 
S in g u la r itä te n trä g e rk u rv e  (s) e rm itte lten  in d u z ie r te n  G eschw indigkeiten  a u f 
d ie  K u rv e  (S ) nö tig .

5. Skelettlinie der Schaufe l

D as vorliegende V erfah ren  zur B erech n u n g  d e r in d uz ie rten  G eschw indig- 
k  e ite n  g ilt g leicherw eise fü r  stehende u n d  fü r  ro tie ren d e  S chaufe lräder. In  
den  folgenden A u sfü h ru n g en , in denen w ir d as  S chaufelprofil bestim m en
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w ollen, besprechen  w ir d en  F a ll d er ro tie ren d en  S ch au fe ln ; die gew onnenen  
B eziehungen  w erd en  n u n  d u rch  die S u b s titu tio n  u> =  0 auch  fü r d ie  s te h e n 
den  S ch au fe lräd er (L e iträd e r) an w en d b ar sein ; fa lls  ft) =■• 0 is t, fä llt  d ie  A bso 
lu ts trö m u n g  m it d e r R e la tiv s trö m u n g  zusam m en  (w  =  c).

Die S ke le ttlin ie  des Schaufelprofils soll a ls eine S trom lin ie  d e r re la tiv e n  
S trö m u n g  au fg e faß t w erd en , die die S in g u la ritä ten v e rte ilu n g en  q u n d  y  t r ä g t .  
D ie S ke le ttlin ie  w ird  a u f  G ru n d  d e r S trom lin ien b ed in g u n g  im  re la tiv e n  S ystem  
b e re c h n e t: e n tla n g  d e r re la tiv e n  S trom lin ie sind  d ie  N o rm alk o m p o n en ten  d er 
a b so lu ten  G eschw ind igkeit u n d  d er U m lau fgeschw ind igkeit (reo) ü b e re in 
s tim m e n d . H iezu is t es no tw en d ig , die en tlan g  d e r S kele ttlin ie  a u f tre te n d e n  
in d u z ie rten  G eschw ind igkeiten  zu kennen , die a b e r u n m itte lb a r  n ich t b e s tim m t 
w erden  kö n n en , da  die B estim m u n g  der G eschw ind igkeiten  —  wie es b e h a n d e lt 
w urde  —  die K e n n tn is  d e r s in g u la ritä te n tra g en d e n  K u rv e  (in d iesem  F a ll 
d e r S kele ttlin ie) v o ra u sse tz t. D eshalb  soll h ie r —  genau  wie b e im  geraden  
G itte r  —  die S k e le ttlin ie  d u rch  I te ra tio n  b e s tim m t w erden . Die B estim m u n g  
d e r  S k e le ttlin ie  d u rc h  I te ra t io n  w ird  m öglich, w eil d as  d u rch  die S in g u la r itä te n 
v e rte ilu n g en  in d u z ie r te  G eschw indigkeitsfeld b e re c h n e t w erden  k a n n , u n a b 
h än g ig  von  d e r F o rm  d e r T räg erk u rv e .

D er R ech n u n g sg an g  d e r S kelettlin ie: L ängs einer s in g u la r itä te n tra g en 
d e n  K u rv e  (sj)* w erden  die induz ie rten  G eschw ind igkeiten  b e s tim m t, und  
a u f  G rund  der S tro m lin ien b ed in g u n g  w ird die S tro m lin ie  (S jj, als e rs te  N äh e 
ru n g  d er S k e le ttlin ie , b e re c h n e t. D ann  w erden die S in g u la ritä ten v e rte ilu n g en  
q, y  a u f  die K u rv e  (Sj) =  (s2) tra n sfo rm ie rt, d ie  in d u z ie rten  G eschw indig
k e ite n  w erden  län g s (s2) b e s tim m t und die neue S tro m lin ie  (S2) w ird  als zw eite 
N äh eru n g  d er S k e le ttlin ie  b erech n e t. D iese I te ra tio n s sc h r it te  w erden  sow eit 
fo rtg e se tz t, b is d ie K u rv e n  (s,) u n d  (S,) des i- te n  I te ra tio n ssc h ritte s  p ra k tis c h  
ü b e re in s tim m en . D em zufolge g ilt die G leichung lim  (s,) =  lim  (S,) =  (S) fü r 
d ie  S k e le tts tro m lin ie  d er Schaufel. E s soll h ier b e m e rk t w erden , d aß  e rfa h ru n g s 
gem äß  d u rch  A n n ah m e  e iner en tsp rech en d en  A usgangskurve  (sj) im  F alle  
eines S chaufe lp ro fils m it e iner von  der lo g arith m isch en  Spirale wenig ab w eich en 
d en  S kele ttlin ie  b e re its  d e r e rs te , im  Falle e iner großen  A b lenkung  m eistens 
d e r  zw eite I te ra t io n s s c h r i t t  schon p rak tisch  g en au e  E rgebn isse  lie fe rt.

In  den fo lgenden  A u sfüh rungen  w ollen w ir an  S telle  von (sj), (s2) . . . (s,) 
bzw . (Sj), (S2) . ■ . (S i)  die s in g u la ritä te n tra g en d e  K u rv e  m it (s), u n d  die 
S k e le ttlin ie  m it (S) bezeichnen .

In  A bb. 6 sind  die e n tla n g  der S ke le ttlin ie  a u f tre te n d en  G eschw ind ig 
k e iten  d a rg es te llt. D ie g estrich e lte  Linie is t d ie  K u rv e  (s), u n d  die s te tig e  
L in ie  is t die K u rv e  (S).  D ie P o la rk o o rd in a ten  d e r P u n k te  d er K u rv e  (s) bzw . 
(S ) w erden  m it r, q> bzw . rs, q)s bezeichnet.

Die K u rv e  (sj)  is t  ke ine  S trom lin ie .
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D ie N o rm a lk o m p o n en te  d er ab so lu ten  G eschw indigkeit e n tla n g  der 
K u rv e  (S) b e s teh t au s  fo lgenden  G liedern:

a) N o rm a lk o m p o n en te  der von  d er im  M itte lp u n k t an g eo rd n e ten  
S in g u la r i tä t  Q1 -J- i Г 1 h e rv o rg eru fen en  G eschw ind igkeit cx

__Q i  jin Xs___ r i  c o s Xs

2я  rs 2 л  rs

b) N o rm alk o m p o n en te  d e r in d u z ie rten  G eschw indigkeit, tra n s fo rm ie r t  
v o n  d e r  K u rv e  (s) a u f  die K u rv e  (S ):

( — cRr sin  I  +  cR cos x)  •
ab

c) E s  g ib t noch  —  e n tla n g  der s in g u la r itä te n tra g e n d e n  K u rv e  (s) 
(d . h . n a c h  der T ra n sfo rm a tio n  auch  längs d e r  S k e le ttlin ie  (S)) —  eine andere  
N o rm a lk o m p o n e n te  (siehe d ie  A usfüh rungen  im  Z u sam m en h än g e  m it d e r Gl. 
2 .13). D ie  is t g/2 v o n  en tg eg en g ese tz te r R ic h tu n g  an den  zw ei S e iten  d er 
K u rv e . D iese K o m p o n en te  k a n n  dem nach  keine  D u rch strö m u n g  an  d e r K urve  
v e ru rs a c h e n ; du rch  sie w ird  ab e r die s in g u la r itä te n tra g en d e  S tro m lin ie  eine 
so g e n a n n te  Y erzw eigungstrom lin ie . D em zufolge k o m m t diese K o m p o n en te  
in  d e r  G leichung d er S tro m lin ien b ed in g u n g  n ic h t in  B e trach t.
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Also lä ß t  sich die S trom lin ienbed ingung  fü r  das re la tiv e  S ystem  folgend 
fo rm ulie ren :

Qi sin Xs A  cosxs
2.T 2 Jl

+  (cRf cos* sin ■/) S os (y.s -  Xo) 
cos (x -  Xo)

r, O) COS Xs ■

M it d cn B ezeichnungen

Q i K  _iY r --- J S k (5.1)
2 л 2 71

A(r) = CRr tg X -  c R f r (5.2)
cos Xo +  sin x0 tg  X

e rh ä lt  m an  d ie  oben fo rm u lie rte  S trom lin ien b ed in g u n g  in der F orm

rf(o — A(r)  cos Xo — K r
tg  Xs =

K Q +  A (r) sin  Xo
(5.3)

Im  fo lgenden  b e s tim m e n  w ir das W erte sy s tem  rs =  rs(r), <ps =  <ps(r) fü r  
die S k e le ttlin ie  (S) als F u n k tio n  des P a ra m e te rs  r —  m it d er B ed ingung , d a ß  
d ie  Gl. (5.3) in  den  P u n k te n  der S kelettlin ie  (S ) e rfü llt w erden m uß .

N ach unseren  V orausse tzungen  liegen die e in an d er en tsp rech en d en  
P u n k te  d e r K u rv en  (S) u n d  (s) an  derselben lo g a rith m isc h e n  Spirale . D em zu 
folge ist d e r W ert К  fü r  beide e in an d er zu g eo rd n e ten  P u n k te  A  und  A '  (A bb . 6) 
derselbe (siehe die Gl. 4 .2a); ebenfalls b le ib t d e r W e rt d K  fü r  beide g e n a n n te n  
P u n k te  g leich , da  die E n d p u n k te  В  u n d  B ' d e r e in an d er e n tsp re c h e n d en  
B ogenelem ente  ebenfa lls an  derselben  lo g a rith m isch en  S pirale  liegen , deren  
G leichung die K o n s ta n te  К  -j- d K  e n th ä lt (Gl. 4 .2b). D ah er b le ib t d e r W ert 
d K j K  fü r  die P u n k te  A  u n d  A '  infolge der be i d e r  T ran sfo rm a tio n  d e r K u rv e  
(s) a u f  die K u rv e  (S) au fg este llten  Z u o rd n u n g  u n v e rä n d e rt.

К  =  r gtg/oV — etg/tü9>*

d K  =--- [dr +  r tg  Xo d</ ]exgWP =  [drs +  rs tg  *0# s]e W ‘-
(5.4)

D a ra u s  e rh a lte n  w ir zu r B estim m u n g  der F u n k tio n  rs =  rs(r) die D iffe re n tia l
g leichung

dr [1 + t g / 0tg z ]  =  -d,M l  + t g Zot g z J .  (5.5)
r rs

Setzen  w ir

[1 +  tg ХоЧх] = f ( r ) (5.6)
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u n d  fo rm e n  w ir den K la m m e ra u sd ru c k  an  d e r  rech ten  Seite d e r Gl. (5.5) m it 
H ilfe  d e r  B edingung (5.3) u m :

1 +  4 / o 4 X s  =
K 0 +  r\ (O tg  Xo 

K o +  A (r) sin Xo
(5.7)

w o b e i
K 0 — K q К r  tg  / 0 .

A u f  G ru n d  der Gl. (5 .5— 5.7) e rh a lten  w ir die D ifferen tia lg leichung

iK Q +  A (r) sin  x 0] f ( r ) d r  = rs m 4 X o dr

N a c h  In te g ra tio n  e rg ib t sich  die (h insich tlich  rs im plizite) G leichung

^ o l n  — +  (rf — rf) f'J- t g ^ 0 =  f [K Q +  A(r)  sin *0] / ( r )  d r  (5.8) 
t"i 2 J

r = r !

z u r  B estim m u n g  des W e rte sy s te m s  rs(r) fü r  die S k e le ttlin ie  (S). N a c h  D u rc h 
f ü h ru n g  d e r In te g ra tio n  an  d e r rech ten  S eite  d e r Gl. (5.8) k a n n  m a n  die 
W e r te  rs als F u n k tio n  des P a ra m e te rs  r a u f  g rap h isch em  W ege b e s tim m e n . Z ur 
B e s tim m u n g  des W erte sy s tem s <ps(r) fü r  d ie  S ke le ttlin ie  e rg ib t s ich  aus der 
G l. (5 .4)

<Ps(r) = ---- 1 - ln  — Tt ■ +  <p{r), (5.9)
tg  Xo r a(r)

tv o b e i d ie  F u n k tio n  q (r) d ie G leichung der T rä g e rk u rv e  (s) im  P o la rk o o rd in a te n - 
s y s te m  d a rs te llt. Bei d e r n u m erisch en  B erech n u n g  k an n  die e rm itte lte  S k e le tt
l in ie  (S ) d u rch  I te ra t io n  —  wie es f rü h e r a u sg e fü h rt w urde  —- v e rb esse rt 
w e rd e n . D ie I te ra tio n  k a n n  d u rc h  die W ied erho lung  des b isherigen  Teiles des 
V e rfa h re n s  fü r  neue s in g u la r itä te n tra g en d e  K u rv e  d u rch g efü h rt w erd en . N ach 
d e r  B e s tim m u n g  d er en tsp rech en d  genauen  S kele ttlin ie  m u ß  die län g s der 
S k e le t t l in ie  au ftre ten d e  G esch w in d ig k e itsv erte ilu n g  b e rech n e t w erd en , d a  diese 
z u r  B erech n u n g  der g eo m etrisch en  D a te n  d e r P ro filk o n tu r n o tw en d ig  ist.

E n tla n g  der S k e le ttlin ie  (S ) h ab en  w ir  die fo lgenden abso lu ten  G eschw in
d ig k e itsk o m p o n e n te n  in  d e r R ich tu n g  der T an g en ten :

a) D ie T an g en tia lk o m p o n en te  der v o n  d er im  M itte lp u n k t an g eo rd n e ten  
S in g u la r i tä t  Qi i Г г h e rv o rg eru fen en  G eschw indigkeit cx:

Ql  COS Xs s in  Zs 
2 л  r s 2 л r
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b) D ie T an g en tia lk o m p o n en te  d er in d u z ie r te n  G eschw indigkeit Cr :

l>/?r cos X +  Crv sin  x]
ds
d S  '

c) D a die S k e le ttlin ie  (S ) zugleich a u c h  d ie  S in g u la ritä te n v e rte ilu n g en  
q, y  t r ä g t ,  t r i t t  n o ch  eine T a n g e n tia lk o m p o n en te  an  ih ren  beiden  S e ite n  a u f  
(s. die Gl. 2.13)

y  ds  
2 d S  '

D em zufolge is t e n tla n g  d e r S kelettlin ie  (S)  d ie  tan g en tia le  G eschw ind igkeits- 
kom ponen te*

Lst
Qi cos x s л  sinzs

+ £Rr  C O S *  + % s i n ^ ±
ds

1 s
. (5.10)

A u f G rund  d e r G in. (4.3), (5.1) und (3.1) e rh ä l t  m an

csi —_
K Q c°s Xs — sin Xs

c Rr  +  c R<pXg X  ±
V *

w obei

£(r, r,) =
cos Xs +  tg  Xo sin  Xs r

1 + t g Z o t g Z  Ts

e (r ,rs), (5.11)

(5.12)

D ie T a n g e n tia lk o m p o n e n te  der en tlan g  d e r S k e le ttlin ie  a u ftre te n d en  re la tiv e n  
G eschw ind igkeit is t  (A bb. 7)

wst =  c st +  rs co s in  / s

u n d  m it H ilfe d e r  Gl. (5.11)

Wst =  —  (K o cos Xs — K r  sin  Xs)  +  rs W sin Xs

+ CRr  +  CR f  tg Z  dz e(r, rs) .

(5.13)

F e rn e r  t r i t t  n och  an  beid en  Seiten d er S k e le ttlin ie  die von qs h e rv o rg eru fen e  
re la tiv e  N o rm alg eschw ind igke it, die —  w ie bere its  e rw ähn t w u rd e  —  den

* I n  den G in. (5 .10 ) u n d  (5.11) g ilt vor y * j2 d as  o b e re  V orzeichen an  der lin k e n , d a s  u n te re  
V orzeichen a n  d e r re c h te n  Seite  de r Skele ttiin ie .
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S tro m lin ie n c h a ra k te r  d e r S ke le ttlin ie  n ich t b e e in trä c h tig t, da die G rößen  d ie se r 
G esch w in d ig k e iten  an  b e id en  Seiten gleich s in d , a b e r  m it e n tg eg en g ese tz ten  
V o rze ich en :

w Sn =  ±
q
2

(5.14)

6 . K o n tu rlin ie  des S chaufe lp ro fils

I n  K en n tn is  der re la tiv e n  G eschw ind igkeitsverte ilung  en tlang  d er S k e le t t 
lin ie  k a n n  die K o n tu rlin ie  des Schaufelp ro fils b e s tim m t w erden. D iese L in ie  
is t  je n e  V erzw eigungsstrom lin ie  der re la tiv en  S trö m u n g , welche die S tro m lin ie n

(StdSjöf

Äb = öK

BC = tK+ ^ d S

d e r  d u rc h  das S ch au fe lrad  d u rc h s trö m e n d e n  F lüssigkeitsm enge u n d  d ie  
S tro m lin ie n , welche von  d e r Q uell-S enken-V erteilung  q hervorgerufen  w e rd e n , 
v o n  e in a n d e r  scheidet.

I n  A bb . 7 is t ein P ro fila b sc h n itt zu sehen , in  dem  die S kelettlin ie  m it  (S)  
u n d  d ie  K o n tu rlin ie  m it (К ) bezeichnet is t. D en  P u n k te n  A  und  В  a n  d e r  
S k e le tt l in ie  in  einer E n tfe rn u n g  d S  v o n e in a n d e r en tsp rechen  die P u n k te  D  
u n d  C  a n  der K o n tu rlin ie . E s sei die P ro fild ick e  an  dem  P u n k t A  m it  6ц  
b e z e ic h n e t, so e rh a lten  w ir am  P u n k t В  fü r  d ie  P rofild icke (u n te r V e rn a c h 
lä ss ig u n g  d e r G lieder zw eite r O rdnung)

dK +  ô'K d S  =  ôK +  - Ö-  d S .
K K K d S

D ie w eiteren  U n te rsu ch u n g en  w erden im  rech tw ink ligen  k ru m m lin ig en  
K o o rd in a te n sy s te m  S, ô d u rch g e fü h rt, w obei d ie  positive R ich tu n g  v o n  S  
v o n  d e m  N ase n p u n k t des P ro fils  gegen die A u s tr i t ts k a n te  zeigt.

D ie  re la tiv e  S trö m u n g  is t  in dem  d u rc h  d ie  geschlossene (g e s tr ic h e lte )  
L in ie  A  B C D  A  beg ren z ten  B ere ich  quellenfrei, a b e r  b e h a fte t m it der R o ta t io n
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2co. D em zufolge is t  fü r  die geschlossene K u rv e  A B C D A  d e r D u rc h flu ß  d er 
re la tiv e n  S trö m u n g  N ull:

ôjc àg+ô&ds

j w Sl(S, Ô) dd +  w Sn(S ,  0 )  d S  — J  
6=0 6=0

D arau s  e rg ib t sieh
6K

wSn(S’Q) u>s,(S, dK) - Ä  -  f  dd =  0. (6.1)
rfo J  oo

0 = 0

mr
« s , ( S , à ) +  J  ( S , ö ) d S

oo
dd =  0 .

(B e m e rk t sei h ier, d a ß  diese G leichung m it d er en tsp rech en d en , be i d e r  B e
h a n d lu n g  des B e rech n u n g sv erfah ren  des geraden  G itte rs  [5] e rh a lte n e n  G lei
ch u n g  ü b ere in stim m t.)

M it A usnahm e d er P u n k te  d er S k e le ttlin ie , is t die G esch w in d ig k e itsv e r
te ilu n g  der so g en an n ten  in n eren  S trö m u n g  in n e rh a lb  d er K o n tu rlin ie  des 
Schaufelp ro fils ü b e ra ll s te tig  u n d  d iffe ren z ierb ar. D er D iffe re n tia lq u o tien t 
d ieser inneren  S trö m u n g  h a t  —  m it A u sn ah m e des N asen p u n k te s  —  einen 
an  d en  beiden  S e iten  d er S ke le ttlin ie  versch ied en en  end lichen  W e rt. I n  dem  
N a se n p u n k t aber is t d er W ert von  q* u n en d lich  groß, falls das P ro fil im  N a se n 
p u n k t ab g eru n d e t is t. D eshalb  ge lten  fü r  alle in n eren  P u n k te  an  d en  b e id en  
S e iten  d er S ke le ttlin ie  —  m it A u sn ah m e des N asen p u n k tes  —  die G le ichungen

dws, _  _  dwSn 

dS  <)d

d “[Sn

dS
dws/

dd
+ 2co .

(6 .2a)

(6.2b)

N ach  E inse tzen  d e r Gl. (6.2a) in die Gl. (6.1) und  nach  In te g ra tio n  e rh a lte n  w ir

w Sn(s > ök ) ws ,(S, ÖK)
ab

0 . (6.3)

A u f G ru n d  dieser G leichung w ollen w ir die P ro fild ick en v erte ilu n g  d^ m it 
d e r  R e ihenen tw ick lung  v o n  Wst(S, Ôк)  u n d  Wsn(S,  <5k) berechnen .

die
” s,(S, *K) =  wÄ (S, 0) +  ( S ,0)dK

00
d h vSl 

dd2 2 !

™Sn(S > ö l<) -  ™Sn(S ’ ° ) i b L ( S , e ) 6 ,  +  i ü ü - 3 L + . - . .
dd dd2 2 !

H ilfe

(6.4a)

(6.4h)
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D u rc h  w eite re  D iffe re n tia tio n  e rhalten  w ir die F o rm eln :

S e tzen  w ir diese A u sd rü ck e  in  die Gl. (6.3) ein , u n d  in teg rie ren  w ir n a c h  S ,  so 
e rh a lte n  w ir die G leichung

zu r B estim m u n g  d er P ro fild ick en v erte ilu n g  In d e m  w ir n u r  die G lieder 
e rs te r  O rd n u n g  gelten  la ssen , so e rh a lten  w ir a ls e rs te  N äh eru n g
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L assen  w ir in  Gl. (6.6) au c h  die G lieder zw eiter O rd n u n g  g e lten , d a n n  e rg ib t 
sich als L ösung  die N ä h e ru n g  zw eiter O rdnung

1
—  ie S(( S ,  0 )  ^

2  d S

w st(S-> 0 )  +
1 d*s------2,o

s

j
2 dS J

s=o

(6.7b)

)\ s d S  .

Î-0

7. Die G eschw indigkeitsverte ilung  e n tla n g  der K o n tu r

Im  S inn e des STOKESschen S atzes g ilt für d ie  Z irk u lation  des re la tiven  
G esch w in d igk eitsfe ld es lä n g s  der gesch lossenen  K u rv e  A B C D A  nach  der 
A bb. 7.:

D arau s e rh ä lt  m an  m it H ilfe  d er Gl. (6.2b)

u n d  so e rg ib t sich fü r

(7.2)

1 + döK
dS

d S
d s Z

àK) . (7.3)

In  dem  rech tw in k lig en  k ru m m lin ig en  K o o rd in a te n sy s te m  S, ô e n tla n g  d e r 
S k e le ttlin ie  gilt

d S K =  fd S 2 +  d d \

u n d  infolgedessen ist

w K  = (  d ö K  2

\ dS

*)
ws/(s ^ k ) • (7.4)

*) D ie Gl. (7.4) —  wie a u c h  die Form eln  (6 .2a) u n d  (6 .2b) —  w ird  n u r  in  e inem  e in 
zigen P u n k t,  näm lich  im  N a se n p u n k t ungültig .
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B ei der num erischen  B erech n u n g  k a n n  m a n  die längs d e r K o n tu rlin ie  
a u f t r e te n d e  re la tive  G esch w in d ig k e it n ach  Gl. (7.4) m it g u te r  A n n äh eru n g  
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b e re e b n e t  Averden.
A u s der so gew onnenen  V erte ilung  der K o n tu rg esch w in d ig k e it lä ß t sich 

d ie  D ru ek v erte ilim g  e n tla n g  des Schaufelprofils a u f  G rund  d er Gl. (1.15) b e 
s t im m e n .
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Z U SA M M EN FA SSU N G

D a s  dargelegte B e rec h n u n g sv e rfah re n  d ien t zum  E n tw u rf  ra d ia le r  L auf- u n d  L e iträd e r 
z w isc h en  paralle len  W änden , fa lls  d ie S tröm ungsw inkel b e im  E in - u n d  A u s tr i t t ,  sowie die 
S c h a u fe lz a h l  vorgegeben sind . In  d e r  V o raussetzung  einer in k o m p ress ib len  u n d  re ibungsfre ien  
F lü s s ig k e it  k a n n  m an die K o n tu r lin ie  der p ro filie rten  S chaufel de r L auf- u n d  L e iträ d e r  u n d  die 
in  d e r  U m gebung  der S chaufel a u f tre te n d e n  S tröm ungs- u n d  D ru c k v e rh ä ltn isse  b estim m en . 
D e m  B erech n u n g sv erfah ren  is t  d ie  k o m p lex e  M ethode de r h y d ro d y n a m isc h en  S in g u la ritä ten  
(d e r Q uell-S enken- und  Z irk u la tio n sv e rte ilu n g e n ) zu g ru n d e  gelegt. D ie S in g u la r itä te n v e rte i
lu n g e n  w e rd en  entlang der T rä g e rk u rv e n  lokalisiert, die d u rc h  I te ra tio n  d ie S k e le ttlin ie  a n n ä 
h e rn . D a d u rc h  ergibt sich m it H ilfe  dieses V erfahrens eine A n n ä h eru n g  zw eite r O rd n u n g  fü r 
d ie  L ö su n g  de r E n tw u rfsau fg ab e  a u c h  fü r  Fälle , wo die S k e le ttlin ie  seh r s ta rk  v o n  de r loga- 
r i t l im is c h e n  Spirale abw eich t. B ei k le in e n  A blenkungen  g e n ü g t n u r  e inen , bei g rö ß eren  h in 
g eg en  zw ei I te ra tio n ssch ritte  a u sz u fü h re n .
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M E T H O D  F O R  D IM E N SIO N IN G  R A D IA L  R L A D E  CASCADES

T. CZIBERE

SU M M A RY

A com puting  m e th o d  is developed  for d im ension ing  guide w heels an d  ru n n e rs  (im pelle rs) 
w ith  c o n s ta n t b lade w id th , on  th e  basis o f  know n  flow  c o n d itio n s on  th e  e n try  a n d  e x it  c ircle , 
a n d  o f g iven  geom etric  e le m en ts  an d  a  g iven  n u m b er o f  b lad es. A ssum ing a fric tio n le ss  an d  
incom pressib le  f lu id , th e  p ro file  c o n to u r o f ru n n ers  (im p e lle rs) an d  gu ide w heels can  he  e la b 
o ra te d , a n d  fu r th e r , f lo w  a n d  p ressu re  cond itions a long  th e  p ro file  can  be  e s tab lish ed . T he 
b asic  id ea  of th e  c o m p u tin g  p ro ced u re  is th e  m eth o d  o f h y d ro d y n a m ic  s in g u laritie s  expressed  
as a  co m plex  fu n c tio n . T h e  s in g u laritie s  are  lo ca ted  a long  cu rv es d e te rm in ed  b y  a n  i te ra tiv e  
m e th o d  as a p p ro x im a tio n  to  th e  cam b er line . In  th is  w a y , a second grade  a p p ro x im a tio n  is 
o b ta in e d  in  solving th e  p ro b lem  se t u p  in  th e  in tro d u c tio n . T h is m eth o d  p ro v e d  sa tis fac to ry , 
ev en  w hen  th e  cam b er lin e  d iffe red  from  th e  lo g arith m ic  sp ira l. In  th e  case o f a  m in u te  d e v ia 
tio n , one step  of i te r a t io n  su fficed ; fo r m a jo r d e v ia tio n s , tw o  i te ra tiv e  step s w ere  needed .

M É T H O D E  P O U R  C A L C U L E R  
L E S  D IM E N SIO N S D ES A U B ES E N  G R IL L E  R A D IA L E

T. CZIBERE

R É SU M É

Le procédé p e rm e t de  calcu ler les d im ensions des ro u es m otrices e t co n d u ctrices  à  la rg eu r 
d ’au b e  c o n stan te , q u a n d  les co n d itio n s d ’écou lem en t à  l ’e n tré e  e t à la  sortie , les données géo
m é triq u es  e t le n o m b re  d ’au b es so n t connus. E n  su p p o sa n t u n  flu id e  incom p ressib le  e t  sans 
f ro t te m e n t,  on p a rv ie n t  à  c o n s tru ire  le c o n to u r du  p ro f il d ’au b e  des roues m o trices  e t  c o n d u c 
tr ic e s , e t  à  défin ir les c o n d itio n s  d ’écoulem ent e t de p ressio n  a u to u r  des aubes. L e p ro céd é  de 
ca lcu l u tilise  la m é th o d e  des s in g u larités  h y d ro d y n a m iq u es  (rép a rtitio n s  de sou rce  e t  de  c ir
c u la tio n ) exprim ées co m m e fo n c tio n s com plexes. Les ré p a r tit io n s  des singu larités  so n t disposées 
le long  des courbes d év elo p p ées p a r  des calculs i té ra t if s ,  com m e ap p ro x im a tio n  de la  ligne 
sq u e le tte . Le procédé d e  ca lcu l offre donc une so lu tio n  d ’ap p ro x im a tio n  de second  degré  du  
p ro b lèm e, m êm e si la  lig n e  sq u e le tte  diffère fo r tem en t de  la  sp ira le  lo g arith m iq u e . E n  cas de 
d é v ia tio n s  plus fa ib les , u n  seu l ca lcu l i té r a t i f  est sa tis fa isa n t;  p o u r des d év ia tio n s p lu s  g ran d es, 
d eu x  calcu ls ité ra tifs  su ffisen t.

МЕТОДИКА РАСЧЕТА ПРИ ПРОЕКТИРОВАНИИ РАДИАЛЬНЫХ ЛОПАСТНЫХ
РЕШЕТОК
Т . Ц И Б Е Р Е

РЕЗЮМЕ

Сообщаемая расчетная методика позволяет проектировать радиальное рабочее 
колесо и неподвижный направляющий аппарат, ограниченные параллельными стенками, 
если аэродинамический и геометрический режим на выходе и входе лопастного колеса, 
а также число лопаток заданы. Предполагая жидкость несжимаемой и свободной от тре
ния, можно определить контурные линии профильных вращающихся колес или непод
вижных лопастей, а также аэродинамический режим и режим давления, образующиеся 
вокруг лопастей. При расчете используется комплексный функциональный метод гидро
динамических сингулярностей (распределения кипения и циркуляции). Сингулярные 
распределения размещаются соответствующим образом на кривых, определяющих линию 
контура итеративным приближением, и эти кривые вследствие итерации стремятся к 
контурной линии. Вследствие этого расчетная методика дает решение изложенной выше 
задачи проектирования во втором приближении; даже в случае лопастей с контурной 
линией, сильно отклоняющейся от логарифмической спирали. В случае небольших от
клонений необходимо иметь одну, а в случае больших отклонений две итерационных 
ступени.

9 A cta Technica X X X V II I /1 -2 .





CONTROLLED NON-LINEAR RESISTORS

L. GÁ DOR

RESEA RCH  IN ST IT U T E  OF T H E  ELECTRICA L IN D U STR Y , BUDAPEST

[M an u scrip t received M ay 2, 1960]

1. In troduc tion

One of th e  u tiliz a tio n  m ethods of n o n -lin e a rity  is based on th e  fa c t  th a t  
i t  renders a p o ssib ility  to  in fluence  an d  to  c o n tro l th e  ch arac teris tics  o f  th e  
c ircu it e lem ents in  o p e ra tio n . C ontrolling ex p lo its  th e  fa c t th a t  e lec tro m ag n e tic  
ch a rac te ris tic s  depend  on th e  o p era tio n a l s ta te , o p e ra tin g  p o in t and  th e  o p e r a t 
ing  range, w hich  can  be changed  w ith o u t an y  m e c h a n ic a lm o v em e n ta n d  w ith o u t 
an y  s tru c tu ra l  in te rfe ren ce .

T he ta s k  o f th e  p re sen t re p o rt is to  in v e s tig a te  th e  contro l o f n o n -lin e a r  
resistances. T h u s  an  o p p o r tu n ity  is offered to  c o n s tru c t such c ircu it e le m e n ts , 
th e  resis tan ce  o f w hich  can  be changed w ith o u t m ovab le  parts .

In  th e  c ircu it d iag ram s non-linear re s is tan ce  is d istinguished  fro m  th e  
linear one b y  a crossing.

2. The way of con tro llin g

T he c o m p e te n t ch a rac te ris tic s  o f th e  n o n -lin e a r elem ent d ep en d  on th e  
o p era tin g  p o in t. T he p o sition  o f th e  o p e ra tin g  p o in t is de te rm in ed  b y  th e  
loading  o f th e  e lem en t th o u g h  i t  can  be d e te rm in e d  b y  an  ex te rn a l lo ad in g  
too , w hich  is in d e p e n d e n t o f th e  m ain  load ing .

M a in  loading  is th e  u tiliza tio n  of th e  n o n -lin e a r elem ent d e riv in g  fro m  a 
c ircu it c o n ta in in g  th e  w ork ing  load . F o r in s ta n c e : m ain  cu rren t, m a in  v o lta g e , 
m ain flux .

Controlling effect is th e  ex te rn a l effect b y  w hich  th e  o p era tin g  p o in t o f 
th e  non -lin ear e lem en t an d  th u s  its  co m p e ten t ch a rac te ris tic s  are in flu e n c e d . 
F o r in s tan ce : co n tro llin g  c u rre n t, con tro lling  v o ltag e  and  co n tro llin g  f lu x .

T he m ain  load ing  de te rm ines th e  o p e ra tin g  p o in t, respective ly  th e  ran g e  
o f th e  c h a ra c te ris tic  cu rve  of th e  non-linear e lem en t th a t  we are  w o rk in g  a t .

T he con tro llin g  effect a lte rs  th e  c h a ra c te r is tic  cu rve  itself.
As a ru le , b o th  effects are  p resen t s im u ltan eo u sly : we are w ork ing  d e p e n d 

ing on th e  m ain  lo ad ing , a t  an o p era tin g  p o in t, resp ec tiv e ly  a t a ra n g e  o f  th e  
c h a ra c te ris tic  cu rv e , w hich  is in  tu rn  d e te rm in e d  b y  th e  con tro llin g  effec t.

‘J*
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A s an  exam ple , le t  us consider a s a tu ra te d  reacto r, th e  c h a ra c te r is tic  
c u rv e  o f  w hich  is th e  a cu rve  of F ig . 1. A s a re su lt of a d ire c t c u r re n t  p re 
m a g n e tiz a tio n  th e  c h a ra c te ris tic  cu rve  passes  in to  curve b). T h a t  o n  w hich  
se c tio n  o f  th e  one o r  th e  o th e r  c h a ra c te r is tic  curve, we are  o p e ra tin g  a t ,  
d e p e n d s  en tire ly  on th e  am p litu d e  o f th e  c u rre n t, and  a lte rn a tin g  v o ltag e , 
re sp e c tiv e ly  rep resen tin g  th e  m ain  load ing .

A s a ru le , th e  n o n -lin ea r ch a rac te ris tic  cu rv e  is o f a s a tu ra te d  c h a ra c te r . 
B y  a n  in side  con tro l, a s a tu ra te d  c h a ra c te r is tic  curve can he u tiliz e d  in  tw o 
w a y s . C onsidering  th e  ex am p le  of F ig . 1 a g a in , th e  fac t th a t  w hile th e  c u rre n t 
v a r ie s  w ith in  w ide lim its , in  th e  v o ltag e  o n ly  a sligh t change ta k e s  p lace ,

c a n  b e  u tiliz ed  as a s tab iliz e r. On th e  o th e r  h a n d , we can  ex p lo it th e  q u a lity  
a c c o rd in g  to  w hich th e  c u r re n t changes in te n s iv e ly  on th e  effect o f  a  c o m p a r
a t iv e ly  s lig h t change in  th e  vo ltage.

S im ila r  cases an d  exam ples can be  fo u n d  am ong resisto rs: th e  b a r r e t te r ,  
w h ich  stab ilizes c u rre n t, th e  Z ener-d iode, w h ich  stabilizes v o ltag e  a n d  th e  
l ig h tn in g  a rre s te r  com posed o f non -lin ear re s is tan ces  w hich, on  th e  c o n tra ry , 
re a c ts  to  a co m p ara tiv e ly  sm all increase in  v o ltag e  b y  a su d d en  in crease  o f 
th e  c u r re n t .

T h e  ch a rac te ris tic  cu rv e  o f b o th  in d u c ta n c e s  an d  of n o n -lin ea r re s is tan ces  
c a n  b e  a lte re d  b y  co n tro l.

T h e  con tro lling  o f  in d u c tan ces  is one o f  th e  m ost im p o r ta n t c h a p te rs  in  
u p  to  d a te  co n tro l eng ineering ; p re m a g n e tiz ed  choke-coils a n d  th e  m a g n e tic  
a m p lif ie r  developed  from  i t ,  have  fo u n d  a w ide ap p lica tion  in  a u to m a tic  
c o n tro ll in g  an d  re g u la tin g  eq u ip m en ts . I t s  deve lopm en t is fa r  fro m  b e in g  
c o m p le te d  b u t  th e  l i te ra tu re  o f its  th e o ry  a n d  its  p rac tica l use cou ld  easily  
m a k e  u p  a lib ra ry .

T h is  is w hy  in  th e  fo liow ing m ag n e tic  a m p lifie rs  are going to  be  considered  
fro m  th e  p o in t o f  v iew  o f general c o n n ec tio n s  and  th e  v a lid ity  o f  general 
s ta te m e n ts  on ly . O ur a t te n tio n  is going to  be  co n cen tra ted  on  re s is tan ces  in  
th e  f i r s t  p lace.
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3. N o n -lin ea r resisto r

O h m ’s law  s ta te s  th e  p ro p o r tio n a lity  o f cu rren t and  v o lta g e . T h is is 
th e  reaso n  w hy  u n d e r th e  househo ld  ex p ressio n  “ ohm ic re s is ta n c e ”  som etim es 
a re s is tan ce  o f c o n s ta n t v a lu e  is m e a n t w hich  is in  acco rdance  w ith  O hm ’s 
law , so m etim es, on th e  o th e r  h a n d , res is tan ces  w hich are  n e ith e r  in d u c tiv e  
n o r cap ac itiv e .

In  o rd e r to  ensure u n a m b ig u ity  in  app ly ing  these ex p re ss io n s , in  the  
fo llow ing w e sh a ll use th e  exp ression  resistance fo r any  re s is tan ce , b e  i t  lin ea r 
or n o n -lin ea r, w hich is n e ith e r  in d u c tiv e  n o r  capacitive, a t  w h ich  v o ltag e  is 
used  fo r  d e fea tin g  th e  d rag  h in d e rin g  th e  m ovem en t of th e  ch a rg e  carriers 
an d  w here  th e  p ro d u c t o f th e  in s ta n ta n e o u s  values of vo ltage  it to  b e  m easu red  
a t  its  te rm in a ls  and  of c u rre n t i flow ing  th ro u g h  it, has a c o n s ta n t  sign  and  
is eq u a l to  th e  pow er being  tra n sfo rm e d  in to  Jo u lean  h ea t.

In  th e  course o f th e  ex p e rim en ts  we h ad  been  using p o ly c ry s ta llin e  blocks 
o f  silicon ca rb id e  base as n o n -lin ea r re s is to rs . T he blocks h a d  b e e n  o f  th e  sam e 
m a te r ia l th a t  a re  used fo r lig h tn in g  a rre s te rs  an d  for o th e r n o n -lin e a r re s is to rs . 
In  o rd e r to  be able to  ap p ly  th e m  fo r su ch  purposes we h a v e  d ev e lo p ed  th e ir  
hom e p ro d u c tio n  a t  th e  R esearch  In s t i tu e  o f th e  E lec trical I n d u s t r y  too .

In  fa c t, these  p o ly c ry sta llin e  m a te ria ls  are SiC gra ins p re ssed  in to  a 
solid b lock  b y  m eans o f su itab le  b in d e rs . T he inside re s is tiv ity  o f  th e  grains 
is in  th e  1 ohm  cm . o rder o f m a g n itu d e  an d  is therefo re  neglig ib le  as com pared  
w ith  th e  re s is tan ce  of th e  su rface  la y e r  o f th e  grains and  w ith  th e  in te rg ra n u la r  
c o n ta c t re s is tan ce . T he in te rg ra n u la r  c o n ta c t resistance d ep en d s  o n  v o lta g e  
an d  on  te m p e ra tu re . I ts  dependence  o n  v o ltag e  is m ore m a rk e d .

T he re la tio n sh ip  betw een  c u rre n t an d  vo ltage , w hen ap p lied  to  p rac tica l 
pu rp o ses  can  be expressed  w ith  good a p p ro x im a tio n  in  th e  fo llow ing  form :

и - A i “ , i — Bu'>; (1)

w herefrom  it  is obvious th a t

A ß В  =  A B “ =  1 an d  a ß =  1 . (2)

A ,  В ,  a  a n d  ß  here  included  can  be  considered  as co n stan t fo r  c e r ta in  sections 
o f  th e  cu rv e .

A t h ig h er vo ltages, th e  co n d u c tio n  o f  th e  b in d er can  no lo n g e r  be  n eg 
le c te d  besides th e  c u rren t flow ing  th ro u g h  th e  co n tac tin g  a re a s  o f  th e  grains, 
so w ith in  w ide lim its  th e  c o n s ta n t va lu es  can  n o t be re g a rd e d  as ac tu a lly  
c o n s ta n t ones.

I n  o u r  te s ts  we h av e  app lied  th e  n o n -lin ea r re s is to r for c o n tin u o u s  ru n n in g  
w h ich  h as  re su lted  in  o u r being  com pelled  to  re s tr ic t th e  o p e ra tin g  ran g e  to  
a c o m p a ra tiv e ly  b rie f s ta r tin g  sec tio n  o f  th e  ch a rac te ris tic  c u rv e . W ith in  th is  
ra n g e , how ever, th e  c o n s ta n ts  a re  a c tu a lly  c o n s ta n ts  w ith  good a p p ro x im a tio n .
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I f  specific v a lu es , i. e. fie ld  in ten s ity  in s te a d  o f  vo ltage  and  c u rre n t 
d e n s ity  in stead  o f c u rre n t a re  chosen to  be co n sid e red  fo r th e  in v estig a ted  
sa m p le s , A  w ill be in  th e  d ec im al order, b e tw een  30— 50, w hereas ex p o n en t 
a  w ill b e  som ew here a ro u n d  0.3.

4. T he qualities  o f n o n -lin ea r bridges

As it is going to  be  seen  from  fo rthcom ing  e x p la n a tio n s , the  sim p lest 
w ay  fo r  effecting th e  c o n tro l o f  non-linear re s is ta n c e s  is to  app ly  bridge cir
c u its . W e shall, th e re fo re , h a v e  a closer look a t  th e  q u a litie s  and b eh av io u r

o f b rid g es b u ilt of n o n -lin ea r e lem en ts. We w ill in v e s tig a te  above all w hich are 
th e  re la tio n s  equally  valid  fo r  ev e ry  bridge c ircu it in d e p e n d e n tly  of the  c h a ra c 
t e r  o f  th e  e lem ents an d  w ill look  up  those law s o f  lin e a r  bridges w hich can  
n o t  b e  tran sp o sed  to  n o n - lin e a r  bridges.

I f  th e  bridge c ircu it i llu s tra te d  by  Fig. 2 is co m posed  of linear e lem en ts , 
th e  b a la n c e d  bridge w ill re m a in  balanced  in  a n y  o p e ra tio n a l s ta te . T ho u g h  
th e  c u rre n ts  flow ing in  th e  b rid g e  elem ents w ill u n d e rg o  a change up o n  th e  
e ffec t o f  th e  con tro lling  c u r re n t , iv will no t in flu en ce  if.  Q uite  d ifferen t is th e  
case w ith  bridges b u ilt  o f  n o n -lin e a r elem ents. T h e  c u rre n ts  flow ing in  th e  ele
m e n ts  w ill a lte r  th e  re s is ta n c e  o f  th e  elem ents a n d  th u s  also th e  re s id ta n t 
re s is ta n c e  o f th e  b rid g e  in  th e  m ain  circuit.

F o r  a linear b rid g e :

U1 =  h h  =  gl M1
— T% *2 h  =  á>2 U2

u3 =  r3 i3 h  =  ё з  u 3

«4 =  Г4 i t 4  =  gi  «4

(3)
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In  a n o n -lin ea r b ridge  resis tan ces , resp ec tiv e ly  co n d u c tan ces a re  n o t  co n 
s ta n t ;  som e k in d  o f u n p ro p o rtio n a l fu n c tio n a lity  prevails be tw een  и  a n d  i

«1 = / i (»1) h  =  ttK )
u 2 =  / 2(Н) '2 =  «^(«з)
М3 =  /з(«з) »3 =  <Р з(и  3)
M4 ~  /4(^4) »4 =

(4)

w here /  an d  <p are inverse fu n c tio n s.
N ode an d  loop law s are  in v a ria b ly  valid  fo r n o n -lin ea r b ridges as w ell:

M1 +  «2 +  « 3 +  «4 =  °  (5)
h  —  »2 +  *3 —  »4 =  0  ( 6 )

i f  —  i t  i4 =  i2 i3 (7)
i v — i i  "Ь i 2 —  Í3 Í4 (8 )

Uf =  Ul  +  U2 =  ------« 3  —  U4 ( 9 )

U„ =  -----U i  -------  UA  =  U 2 +  M 3 (10)

i f  +  i v =  i 2 --- »4 Í 1 1 )

i f  —  I« =  »1 —  % ( 1 2 )
М /  +  =  M 2 —  U 4 (13)
м/ —  и„ =  Ul —  u3 . (14)

E q s . (5) to  (14) a re  a b o u t vo ltag es  an d  cu rren ts  on ly ; re s is tan ces  a re  
n o t in c lu d ed  in  th em . T herefo re  i t  is n o t m o tiv a te d  th a t  th e y  sh o u ld  h a v e  a 
d iffe re n t sh ap e  in  a n o n -lin ea r b ridge  as co m p ared  to  a lin ea r one.

T h e  schem e o f th e  lin ea l b rid g e  as p e r F ig . 3a can  be  s u b s ti tu te d  b y  
th e  schem e o f F ig . 3b, w here R v  R 2 an d  R k can  he co m p u ted  from  th e  b ra n c h  
re s is tan ces  rv  r2, r3 an d  r4. F ro m  here th e  inversion  form ula*  is o b v io u s:

mb __ Uf

■ V /t,=0 . i v .

T h e  p rov in g  of th e  inversion  fo rm u la  m akes use o f th e  fa c t t h a t  re s is t
ances a re  co n s tan t. T hus th e  in v ersio n  fo rm u la  c an n o t be d e d u c te d  fo r  a 
n o n -lin ea r four-pole and  is co n seq u en tly  n o t va lid  for th a t .

* T h e  in v ers io n  fo rm u la  was in tro d u c ed  by  K ir c h h o f f  and  used la te r  b y  W il b e r f ORCE 
to o  (1903). A ccording to  th is :
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F ig .  3

5. The balancing of non-linear bridges

I f  in  th e  non -lin ear b rid g e  of Fig. 2

“ l = f i ( h )  > h  =  <Pi(u i )
u2 = M h )  > ог г'., =  (p2(u2) (15)
us =  / з ( 1'з) » Ь  =  <РзЫ,

th e n  th e re  is alw ays to  be fo u n d  a u4 =  / 4(t4) o r i4 =  (p4(u4) fu n c tio n  b a la n c in g  
th e  b rid g e  in  th e  d ire c tio n  f  o r a u su a lly  d iv e rg e n t fu n c tio n  u4 =  / 4(i4) 
or i4 == ç>4(u4) w hich  b a lan ces  th e  bridge in  th e  d irec tio n  v.

I f  th e  bridge  is b a la n c e d  in th e  d irec tio n  f ,  th e n

in  case iv — 0, u„ =  0 .

O n basis  o f (8)
ij — t2 and  2̂ — t4 . (16)

F ro m  (10):
ill =  — M4 a n |l m2 — —  u3 (17)

i. e.

f i ( h )  =  — f i ( h )  > (18)

f z ih )  ~  M h )  ■ (19)

E q s . (18) an d  (19) d e fin e  th e  u 4 =  / 4(i4) fu n c tio n  —  considering  re la tio n  (16) —- 
u n iv o ca lly . N am ely , i f  fro m  (19) *

*2 — % [ Ш ]  —' ' h  ] — h i
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th e  v a lu e  o f i4 is su b s ti tu te d  in  (18),

/ 4 ( ч ) = Л Ы / 3( ч Ш . (20)

O w ing to  th e  sy m m etry  o f th e  fu n c tio n s , th e  negative  sign o ccu rrin g  tw ice  
can  he o m itted .

T h e  fu n c tio n  / 4(i4) b a lan c in g  th e  b rid g e  in  th e  d irec tio n  v c an  he 
d e te rm in e d  in  th e  sam e w ay . I f  th e  b rid g e  is ba lanced  in  th e  d ire c tio n  v, 
th e n , in  case

O n basis o f (7): 

F ro m  (9): 

t h a t  is

if  =  0 , iif =  0 . 

i4 =  i4 an d  i2 — i3. 

u4 =  — u2 an d  it3 =

f l i h )  =  f i i h )  ’

/з('з) =  f i i h )  •

-m4 ,

(21)

(22)

(23)

(24)

T ak in g  eq. (21) in to  co n sid e ra tio n , re la tio n s  (23) and (24) d efine  th e  u 4 =  
=  / 4(14) fu n c tio n  univocally  because  the  v a lu e  o f th e  fu n c tio n  b e lo n g in g  to  
th e  a rb itra ry  value of th e  in d e p e n d e n t v a ria b le  i4 is — like (20) —

Ш  (25)

F u n c tio n s  / 4(i4), resp . f i ( i 4) can  be de te rm in ed  w ith  c o m p u ta tio n  if  
th e  fu n c tio n s of th e  o th e r  th re e  b rid g e  b ran ch es a re  an a litica lly  g iven  a n d  a re  
to  be defined  b y  p lo ttin g  if  th e  above fu n c tio n s are  g raph ica lly  g iven .

B e for instance

In  th is  case

=  0,5 i1
Ucy --  ] ly»

О .0 5
U o =  5 1  з ’ .

4 ?0»5
«4(^4) =  0,5 A r r  =  i(l ^

1,5

<(i*)  =  3
0,5 i4
1,5

0,5
=  1,73 i»’5.
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T h e p lo ttin g  o f  th e  p o in ts  o f м4, resp . n 4 fu n c tio n s  w hich belong to  th e  
sam e  i4 value , is i l lu s tra te d  b y  Fig. 4.

T h e  non-linear b rid g e  is balanced b o th  in  th e  d irec tion  /  and  v, if

11 i — f Â ' ù  - -  ,/r(( t) ’

t h a t  is
М М М М ^ А Ы М ч ) ] } -  (26)

In  th is  case fu n c tio n s  f 4 and f l  coincide a n d  th e  balancing  of th e  b rid g e  
in  b o th  d irections ta k e s  p lace  s im u ltaneously . T h e  p rob lem  is w hat are  th e  

c o n d itio n s  for e q u a tio n  (26) being p reva len t.
E q u a tio n  (26) w ill p re v a il in  th e  case o f  a t  le a s t tw o of th e  th ree  g iven  

ju n c tio n s  being id en tica l.

B e  fi(i)  = / з ( » )  = / ( ' ) •
T hus equa tion  (26) w ill be transfo rm ed  in to  an  id e n tity  and  th e  fu n c tio n  

o f  th e  fo u rth  bridge b ra n c h  is

(27)

F ig . 5. illu s tra te s  th e  p lo ttin g  of fu n c tio n  / 4(i4) m eeting  re la tio n  (27).
T he req u irem en ts  o f  eq u a tio n  (26) a re  m e t in  th e  case too , if

M i )  =  U 1)’ resP- if  g i(« ) =  M u)-

Since in  this case

fi[<PÁi)] =  Mf Á i ) ]  =  i .
c o n se q u e n tly

M h)  =  Â iM M M }}  =  f:n?2Ífi(ii)\í =~МЙ)’ (28)
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in  o th e r w ords th e  bridge is b a lan ced  in  b o th  d irec tions if th e  fu n c tio n s  o f 
p a irs  o f a d ja c e n t b ranches are  id en tica l.

O f course, a qu ite  sim ilar re su lt can  be o b ta in e d  if

/ 2(0 =  /з(*)> reflP- &(«*) =  &>(«) > 

b u t  in this case the fu n c tio n s /4( i4) an d  (r4) m u s t be iden tical.

I t  is obv ious th a t  the  afo resa id  p o s tu la te  —  th e  id e n tity  o f a t  le a s t tw o 
fu n c tio n s o f b ran ch es —  is im plied  in  th e  case too  w hen  th ree  b ra n c h -fu n c tio n s  
a re  iden tica l:

m  = / 2(o  = /,(» •) = / ( * ) •

Thus th e  fo u rth  fu n c tio n  o f  th e  b ran ch

Ш = Я ч > и Ш = № >  (29)

i .  e. th e  fo u rth  b ra n c h  of th e  b rid g e  is id en tica l w ith  th e  o th e r  th re e .
E q u a tio n  (26) is m et in  th e  case too , th e  th ree  g iven fu n c tio n s  o f  th e  

b ridge  b ran ch  are  p ro p o rtio n a l fu n c tio n s:

**i =  a i/(*i)>  h =  <P

"2 ~  a 2^(,2)> *2 =  9’
u2

"3 =  «з/(*'з)> *з =  9’
«3
« 3



140 L. GÁDOR

T hus
f Â n )  = / i {(Рг [ / 3 (^4 )]}

«з f ( h )
a2

/ ; w = / s f e  ш ч т

\<p ai f (h )  1
1 Cl 2 J

a ' a: i f i u ) .

T hus / 4(i4) =  / i ( i 4) =  /(À,), w here a 4 *1“3
a.,

co n seq u en tly  th e

fo u r th  bridge b ra n c h  d e fin e d  in  th is  w ay  m ak es th e  bridge ba lan ced  in  b o th  
d irec tio n s .

Sum m ing up , i t  c a n  b e  s ta te d  th a t  th e  n o n -lin ea r b ridge  is b a lan ced  in  
b o th  d irections if  th e  re la tio n s  describ ing th e  b eh av io u r o f th e  fo u r  b r id g e  
b ra n c h e s  are p ro p o rtio n a l func tions:

ui — a i./( l i) 5

u2 — U2f b z )  , 

«3 =  a J ( h )  >
«4 =  >

a n d  s im ila rly  to  th e  re s is ta n c e s  of th e  p ro p o r tio n a l b a lan ced  b ridge , th e re  
a re  th e  following re la tio n s  betw een  th e  fa c to rs  o f  p ro p o rtio n a lity

al al a2 /о л\—  =  —-  , ---- = — , resp . a 1 a 3 =  a2 a4 . (30)
<X2 d 4

In  a ba lanced  n o n -lin e a r  bridge th e  in v ers io n  fo rm ula  is m e t in  a self- 
e x p la n a to ry  w ay, in so fa r  as

U L
U j '

b !i 0 b

I t  is to  be n o te d , h o w ev er, th a t  th e  in v e rs io n  fo rm u la  is no longer valid  
fo r  su ch  ty p es of n o n -lin e a r bridges either, w h ich  a re  com posed o f p ro p o rtio n a l 
fu n c tio n s  of th e  k in d  d esc rib ed  here above, b u t  w here  ax ал =j= a2 a ..
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In  an  u n b a la n c e d  bridge (uK),c = 0 =  Ff(if) and  {uf)i.=о =  F v(iv) a re  fu n c
tio n s , th e  fo rm a tio n  o f w hich can  be  easily  d e te rm ined  from  th e  e lem en ts 
o f  th e  bridge. T hese  functions m igh t h a v e  zero -po in ts , co n seq u en tly  in  a ce rta in  
o p e ra tio n a l s ta te  th e  bridge too, m ig h t be  balanced .*

6. The О-p o in t p ostu late

As a rule th e  b lo ck  diagram  o f  th e  co n tro lled  non-linear u n it  is th e  sam e 
as th e  one il lu s tra te d  on Fig. 6. T h e  v a riab le s  o f th e  m ain  c irc u it w h ich  are 
co u p led  by  th e  n o n -lin ea r fu nc tion  a re  Xj an d y y , th e  v ariab les o f  th e  con tro l-

) Уу

F ig .  6

lin g  c ircu it are x v a n d y „ . In  the  case o f  a p rem ag n e tized  choke-coil, fo r  in s ta n c e , 
Xf s ta n d s  for th e  a lte rn a tin g  v o ltag e , y j  fo r th e  a lte rn a tin g  c u rre n t, x v is th e  
p rem ag n e tiz in g  ex c ita tio n , w hereas y v re p re se n ts  th e  f lu x  re su lte d  b y  it.

As i t  has a lre a d y  been p o in te d  o u t, th e  con tro lling  a lte rs  th e  c h a ra c 
te r is t ic  curve o f th e  contro lled  u n it  as re g a rd e d  from  th e  m ain  c irc u it.

G enerally  w e ex p ec t the  c h a ra c te r is tic  cu rve  to  co n ta in  th e  origo , even 
w h en  we change i t  b y  controlling.

I n  th e  fo llow ing  th is re q u ire m e n t is going to  be called  th e  0 -point 
postulate.

F o r a co n tro lled  system  th e  О-p o in t p o s tu la te  can th e n  be reg a rd ed  as 
sa tis f ied  if

У/ =  0 , if  Xf =  0 ,
w h a te v e r  values

* v d x v dXr
at at

sh o u ld  have  a t  th e  sam e tim e.
T h e  reversed  fo rm  of th is  is likew ise  d esirab le , i. e. we req u ire  th e  c h a ra c 

te r is tic  curve o f th e  con tro lling  c irc u it to  in c lu d e  th e  origo too . W ere n o t  th is  th e

* L . Gá d o r : T h e  L oading  C apacity  o f  N o n -lin ea r B ridges, A cta T echn ica , T o m . X X V III . 
F asc . 3— 4. B u d ap es t, 1960.

(31)



142 L. GÁDOR

case th e  reac tio n  o f th e  m ain  circu it on th e  con tro llin g  circu it w ould  lo a d  
th e  l a t t e r  in  th e  case to o , w hen  th e re  is no co n tro llin g  effect p resen t.

T h e  b lock d iag ram  o f F ig . 6 is, in  fa c t,  a fou r-po le  and  in a d d itio n  a  
n o n -lin e a r one. In  th e  case o f  a lin ea r fou r-po le , if  th e  О-point p o s tu la te  is 
sa tis fied  fo r th e  m ain  c ircu it accord ing  to  (31), th is  necessarily  s tan d s  fo r th e  
c o n tro llin g  c ircu it to o  as it is to  be d educed  fro m  th e  inversion fo rm u la . 
W ith  a n o n -lin ea r fou r-po le  th e  case is no t th e  sam e . T he О-point p o s tu la te  fo r  
th e  co n tro llin g  c ircu it m u s t be  separa te ly  ex p re ssed :

w h a te v e r  values
yv — o , if  xv =  0 ,

XP  Ур
dxj
dt

m ig h t h a v e  a t  th e  sam e tim e .

(32)

aJ b)
Fig.  7

CJ

I n  tw o coupled  c ircu its  th e  О-po in t re q u ire m e n t can  be m et in  sev e ra l
w ays.

A ccord ing  to  F ig . 7a th e  m ain  c ircu it a n d  th e  contro lling  c ircu it a re  
coup led  to  each o th e r  a t  tw o equ ip o ten tia l p o in ts . F ig . lb  illu s tra te s  a t r a n s 
d u ce r c ircu it in  series w here  th e  fu n d a m e n ta l harm on ics of th e  v o lta g e s  
co u p led  opposite  each  o th e r  on  th e  tw o cores co m p en sa te  each o ther. F ig . 7c 
se p a ra te s  th e  m ain  c ircu it a n d  the  con tro lling  c irc u it b y  filte ring  acco rd in g  
to  c u rre n t ty p es an d  ensures th e  sa tis fac tio n  o f  th e  О-poin t p o s tu la te  in  
th is  w ay .

In  a ba lanced  b rid g e  th e  О-po in t re q u irem en t is m et. I f  a bridge com posed  
of lin e a r  elem ents is b a lan ced  in  one d irec tion , i t  is necessarily  ba lanced  in  th e  
o th e r  one too . W ith  a n o n -lin ea r bridge, th e  О-p o in t p o s tu la te  m ay be sa tis f ie d  
in o n ly  one of th e  tw o  d irec tio n s or in th e  o th e r . In  th e  preceding p a ra g ra p h  
we h a v e  d iscussed th e  co n d itions a t w hich th e  b rid g e  is ba lanced  in b o th  d ire c 
tio n s  o r —  w h a t a m o u n ts  to  th e  sam e — th e  О-p o in t p o s tu la te  is m e t in  b o th  
d irec tio n s .
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7. The computation of non-linear bridges

F o r th e  d e te rm in a tio n  of th e  o p e ra tio n a l s ta te  o f th e  b ridge, th e  fu n c tio n s  
of re s is tan ce  of b rid g e  branches as well as Uf an d  «„ are usually  g iv en ; le t us 
look fo r th e  b ran ch  cu rren ts iv  i2, i3, i4 an d  fo r th e  values of th e  r e s u l ta n t  
cu rren ts  if, iv. In  o u r co m p u ta tio n  we can s ta r t  from  equa tions (9) a n d  (10) 
w here th e  values o f  и can  be s u b s titu te d  b y  th e  func tions of re s is tan ce .

I f  th e  fu n c tio n s of resistance  o f  th e  b rid g e  b ranches are th o se  o f  (4), th e n

If, in  a d d itio n , we consider the  re la tio n  o f b ra n c h  cu rren ts  as u n d e r  (6), we are  
offered a possib ility  to  com pute b ra n c h  c u rre n ts  as p lo tted  ag a in st th e  g iven  
te rm in a l vo ltages. T he o b ta ined  eq u a tio n s  in c lude  th e  b ran ch  c u rre n ts  in  an 
im p lic it form . I f  th e  given fu n c tio n s of re s is tan ce  are  no t too  co m p lex , th e  
eq u a tio n s can  be solved algebra ically  b u t  if  c o m p u ta tio n  p resen ts u n fo reseen  
d ifficu lties, som e so r t o f ap p ro x im a tiv e  c o m p u ta tio n  or a g rap h ica l so lu tio n  
is deem ed necessary .

L et us co m p u te , for in stan ce , th e  im p lic it e q u a tio n  co n ta in in g  b ra n c h  
c u rre n t ij. F rom  e q u a tio n  (6):

uf  — f A h )  ~"b / 2(^2) — J A h )  f A h ) (33)

«0 = f i ( i  2) +  /з(*з) =  — f i ( h )  — f A h ) - (34)

1*2 — 11 “F i3 I

S u b s titu tin g  in  (33)
иf =  f A h )  +  f A h  + *3 —  *4) •

S u b s trac tin g  (33) from  (34)

uf +  u„ = — f A h )  +  f A h )
w herefrom

f 3(h) =  —  и +  щ  +  fA h )
and

h  =  Ы — «/ +  + / i (» i ) ]
from  (34)

f A h )  — u v f A h )  >
w herefrom

*4 —  9^4 [  Mi) JAh)]

su b s titu tin g  th e  va lu es  o f i3 and  i4 in  expression  Uf

uf  =  f A h )  + f A h  + 9>з[—и/ + f A h ) ]  +  Ы“» + J A h ) ] }
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w h ere  o n  th e  rig h t side o f  th e  eq u a tio n  on ly  i4 is to  be seen. In  th e  sam e w ay , 
th e  im p lic it  equ a tio n s can  b e  expressed fo r  a ll th e  o th e r b ra n c h  c u rre n ts :

uf  =  M h )  +  M h  +  9>з[— 1uf  +  +  M h ) ]  +  74 К  +  M h ) ] } (35)

uf  =  M h )  +  M h  +  CPÁ— Uf  —  Щ’ +  f á k ) ]  “b (b [ — uv +  f á h ) ) }  (36)

uf  =  /•i('.i) +  f i {  h  +  <Pi[— uf +  щ — / 3(i3)]  +  9>aK — /з ( 1‘з)]} (37)

uf  =  M h )  +  / з { — *4 +  9 Ä ~ US —  Uv — fÁh)]  +  <Pi[— Uv -  M h)}}  (38)

itv =  M h )  +  M ~ h  +  <Pa К  — — M h )]  +  <p2[us —  Mh)]}  (39)

UV =  M h )  +  M h  +  ‘Lit м/  — uv +  / 2(12)] +  <Pi [— 11 f  +  ./2(^2) ]} (40)

UV =  M h )  +  /г{»з +  f/ i  [" / —  м» + /з (% )] +  P i K +  / » ( « ] }  (44)

И» = / 4 (1 4 ) + / i { — » 4  +  y 2 [— i« / —  «» —  / 4 ( 4 )]  +  9°з[— jUf— M h)]} -  (42)

T h e  f i r s t  fou r eq u a tio n s  so lv ed  for Uf an d  th e  second four eq u a tio n s  solved 
fo r  u v inc lude  in  tu r n  th e  values of th e  b ra n c h  cu rren ts i15 i2, i.A, i4 in  an  
im p lic it  fo rm . In  possession o f  th e  know ledge th e  b ran ch  cu rren ts , b rid g e  c u r
r e n ts  if  a n d  i„ can  be  c o m p u te d  on basis o f  (7) a n d  (8).

A t a p rac tica l c o m p u ta tio n  it  is su ffic ien t to  solve only one e q u a tio n  and  
to  c a lc u la te  only  one b ra n c h  cu rren t. If, su p p o sin g , h ad  a lread y  b een  com 
p u te d ,  Uj =  M h )  w ould  o rd e r  b ran ch  v o ltag e  to  i t  and  in possession o f th e  
te rm in a l  vo ltage  v a lu es , a ll th e  o th e r b ra n c h  v o ltag es  can be o b ta in e d , from  
th e m  b ra n c h  cu rren ts  an d  f in a lly  re su lta n t c u rre n ts  can  be co m p u ted .

8. Sym m etric n o n -lin e a r  bridge

L e t us c o n s tru c t th e  bridge from  fo u r  id en tica lly  reac tin g  non -lin ear 
b ra n c h e s  sy m m etrica lly  in  b o th  directions. I n  th is  case

“ j = f(h )>  h  =  <P(u i)>

u2 =  f(h)> i2 =  <p(u 2), (43)

«3 =  f(h)> h  =  7(«з)>

“ 4 = / ( * « ) >  h = 4 > ( u  4 ) .
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T hus eq u a tio n s  (35— 42) will ta k e  th e  fo llow ing  sh ap e  d iffering  fro m  th e  
p rev ious ones o n ly  in  th a t  aspect t h a t  a ll th e  /  re sp ec tiv e ly  <p fu n c tio n s  are
id en tica l in them .

u f  = f ( h )  + f { h  +  <P[— Uf  +  +  / ( / ) ]  +  9>[m b + f ( i  i ) ] }  ( 4 4 )

«/ =  f ( h )  +  / { i 2 +  4>[— uf  — u„ +  f ( i 2)] +  (p[— uv +  f ( i 2)]} (45)

и/ =  —f ( i 3) + f { — i3 +  <p[— uj +  uv — Л ‘з)] +  <P[uv — /(»s)]} (46)

« /  =  — / ( i 4) +  / { — i 4 +  <P[— Uf  —  u v — / ( i 4) ]  +  9s [ — «»  — / ( i 4) ]>  ( 4 7 )

щ  =  —f ( h )  +  / { — /  +  <p[uf  —  u v — / ( / ) ]  +  <p[uf  —  /(*/)]} (48)

«» =  m  + / { i 2 +  ?>[— « /  —  M„ + / ( i 2) ]  +  9>[— М/ + / ( i , ) ] }  ( 4 9 )

Mi- =  m  +  / { i 3 +  <p[uf —  u „ +  f ( i 3)] +  <p[uj +  f ( i 3)]} (50)

MB =  — f ( h )  + / { — i 4 +  <p[— U f  —  «  / ( i 4) ]  +  ?>[— U/ —  / ( i 4) ] } .  ( 5 1 )

B y com paring  (44) an d  (46), re sp ec tiv e ly  (48) a n d  (50) i t  will be a p p a re n t 
th a t  in stead  of /  ev ery w h ere  i3 is f ig u rin g . H ence

/  =  — i3, i. e. ix +  i3 =  0 . (52)

S im ilarly , i f  (45) an d  (47), re sp ec tiv e ly  (49) a n d  (51) are com pared

i2 =  — i4, i. e. i2 +  i4 =  0 . (53)

I t  can  be conc luded  from  th e  sy m m e try  o f  th e  bridge th a t  in v e r tin g  
th e  sign of щ  i t  w ill be  b ra n c h  N o. 2 in  w h ich  as m u c h  c u rre n t will be f lo w in g  
as h a d  been p rev io u sly  flow ing in  b ra n c h  N o. 1, a n d  rec ip rocally , a n d  i t  w ill 
be b ra n c h  No. 4 in  w h ich  as m uch  c u rre n t w ill be  passing  as h ad  been  p ass in g  
fo rm erly  in  b ran ch  N o. 3 and  reciprocally .

As fa r  as th e  eq u a tio n s  are concerned , th is  ab o v e  m en tio n ed  fe a tu re  is 
expressed  in  a w ay  th a t  equa tions (44) and  (45) fo r  d e te rm in in g  i1 a n d  i2 a n d  
eq u a tio n s  (46) an d  (47) including  th e  b ra n c h  c u rre n ts  i3 an d  i4 differ f ro m  one 
a n o th e r  in  th e  sign o f  uv only.

A sim ilar s ta te m e n t can  be m ad e  in  re sp e c t o f  th e  m ain  c ircu it as w ell: 
b y  in v ertin g  th e  sign  o f uf  i t  w ill be  th e  c u rre n ts  iv  i4 an d  i2, i3 re sp ec 
tiv e ly  w hich will exch an g e  roles. T h is is to  be  re a d  from  th e  co rrespond ing  
eq u a tio n s too.

10  A cta Technica X X X V III/1  —2.
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W ith  co nsidera tion  to  (52) an d  (53), th e  re la tions (11) an d  (12) can  be 
ex p ressed

iy — 2 t2 —

i f  i y — 2 / j —— 2 / ■ j

_  lf

_  4if +  iy

(54)

(55)

S ince, how ever, expressions (52) an d  (53) can  be w ritten  fo r v o ltag es  as well

/ ( h )  + f ( h )  =  0 (56)

/ ( h )  + / ( h )  =  0 .  (57)

F ro m  (13) and  (14)

“ i (58)

u 2 “
Ц /+  Uy

2
(59)

F o r  a  sy m m etrica l b ridge , b ra n c h  c u rre n ts  an d  re su lta n t c u rre n ts , expressed  
b y  th e  in p u t vo ltag e , are th e re fo re :

h  =  <P

*2 =  V 

i f= 4 >  

4 = < P

uf  +  Up 

2

' Ц / +  Uy

l  uf  +  u v

(60)

(61)

+  <p
uf  -  u v (62)

2

— (f
U f - U y

(63)
2



CONTROLLED N O N -LIN EA R RESISTO RS 147

9. Symmetrical non-linear bridge as controlled resistor

L et us c o n s tru c t th e  sy m m etrica l n o n -lin ea r b rid g e  o f  th e  non -lin ear e le 
m e n ts  ch arac terized  b y  relations (1). T h u s th e  fu n c tio n s  o f  th e  b ridge  w ill 
ta k e  th e  following sh ap e :

Uj =  A i i

líiy — Ai I3 

«3 =  Ai%

u4 =  A i t

ij =  B u t  

i2 =  B u i  

»* =  В и з

i4 =  B u t .

(64)

T he b ran ch  c u rre n ts

T h e  re su lta n t c u rre n ts

В ц/ +  Ц,
2

i2 = B \ Ul -

ij =  В

L  =  В

' (  uf  +  “ • U j  -  It„ /!

Г  2 2

Uf +  u v ß

2 "  2

(65)

(66)

(67)

( 68 )

T h e se t of curves o n  Fig. 8 illu s tra te s  th e  m ain  c u rre n t o f th e  sy m m etrica l 
n o n -lin ea r bridge as p lo tted  ag a in s t th e  con tro lling  v o ltag e  w ith  th e  m a in  
v o ltag e  as p a ra m e te r . T he curve p re se n ts  th e  co m p u ted  values b u t  th e  f ig u re  
show s th e  m easu red  p o in ts  as well. F o r  one b ra n c h  res is tan ce

и  =  230i0’33,

10*
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re sp e c tiv e ly
i =  82 • 10~9u3,

w h ere  и  is to  be m easu red  in  v o lts , w hereas i in  m illiam pères, t h a t  is 

A  =  230, В  =  82 • IO "9, and

b e tw e e n  A  and  B ,  re sp ec tiv e ly  a an d  ß  re la tio n s (2) are  p revailing .
W h en  perfo rm ing  th e  c o m p u ta tio n , th e  pow ers o f th e  n eg a tiv e  n u m b ers  

m u s t  also be in te rp re te d . T he e x p o n en t o f th e  la t te r  is a w hole o r a fra c tio n  
d e te rm in e d  for th e  ap p lied  ty p e  o f m a te r ia l b y  m easu rem en t.

A t a res is tan ce  w here th e re  is no in n e r  vo ltage  p re sen t, th e  d ire c tio n  of 
c u r re n t  an d  vo ltage  is in v a ria b ly  id en tica l. T his is th e  reaso n  w hy  a n y  form  
o f fu n c tio n  is to  be in te rp re te d  in  th e  fo llow ing w ay:

I “I = f ( \ i \ )

a n d

/ ( - * )  =  - / ( * ) ■

T h e  re m a n e n t effects, re sp ec tiv e ly  hyste resis  are  going to  be ex c lu d ed  
on  th e  resistance  an d  i t  is to  be su p p o sed  th a t  no rec tify in g  ac tio n  w ould  
a p p e a r  e ith er, i .e .  th e  ch a ra c te ris tic  cu rve  o f v o ltag e -cu rren t is sy m m etrica l to  
th e  ax is .

T h e  set o f cu rves p roves th a t  w ith in  an  o p e ra tin g  ran g e  w here h e a tin g  
s ti l l  p e rm its  a con tin u o u s ru n n in g , th e  s ta tic a l res is tan ce  o f th e  n o n -lin e a r  
re s is to r  co n stru c ted  as a sy m m etrica l b rid g e  can  be increased  to  its  fo u r  or 
s ix fo ld  b y  m eans o f th e  n o n -lin ea r e lem en ts  o f a given c h a ra c te r  an d  w ith  th e  
h e lp  o f  th e  a lte ra tio n  o f th e  co n tro llin g  v o ltag e  w ith o u t th e  n eed  o f a p p ly in g  
a n y  m echan ica l in fluence  o r m ovab le  p a r t .

T h e  d raw b ack  o f th is  con tro llin g  m e th o d  is, how ever, t h a t  i t  offers no 
p o w e r am p lifica tio n , since th e  con tro llin g  pow er is of th e  sam e m a g n itu d e  as 
th e  co n tro lled  one. F o r  th e  sam e reaso n  i t  can  be considered  w ith  low  pow er 
c irc u its  on ly  if  a re s is tan ce  v a r ia b le  w ith o u t m ovab le  p a r ts  is in te n d e d  to  
be  ap p lied .

I f  uv — 0, th e n

В + 21_/} Bui}

uf =  2 i~aAiJ. (6 9 )
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T h e ch a rac te ris tic  cu rve  of th e  u n co n tro lled  bridge  co rrespond ing  to  
eq. (69) can  be easily  p lo tte d  from  th e  c h a ra c te r is tic  curves o f th e  e lem en ts 
co n s tru c tin g  th e  b rid g e  (F ig . 9). The p o in ts  o f th e  ch a rac te ris tic  cu rv e  o f th e  
bridge  are  to  be o b ta in e d  b y  ex ten d in g  th e  ra d iu s  v ec to r  d raw n  on  th e  p lan e  
i — M to  its  double from  th e  origo. E sse n tia lly  th e  b rid g e  co n ta in s tw o  b ran ch es, 
each o f  th em  being b u il t  of two series o f re s is tan ces . F ro m  th e  c h a ra c te r 

istic  cu rv e  of one b rid g e  b ranch  th e  b ridge  b ra n c h  com posed o f  tw o  series 
resis tan ces  is to  he o b ta in e d  in  such a w ay  th a t  w e p erfo rm  a dou b lin g  in  th e  
d irec tio n  o f  th e  o rd in a te . I n  order to  g e t th e  r e s u lta n t  ch a ra c te ris tic  cu rve  of 
th e  w hole bridge th e se  tw o  parallel b ran ch es  h a v e  to  be doub led  ag a in  in  th e  
d irec tio n  o f the  abscissa.

F ig . 10 illu s tra te s  th e  sh ift o f th e  c h a ra c te ris tic  curve o f th e  m a in  c ircu it 
a t  d iffe re n t con tro lling  vo ltages.

T h e  ex ten t o f c o n tro l is ch a rac terized  b y  th e  w ay  th e  s ta tic a l an d  d y n am ic  
resis tan ce  o f th e  m ain  c irc u it changes as p lo tte d  a g a in s t th e  con tro lling  vo ltage . 
(C om pare: th e  s ta tic  tra n sc o n d u c ta n ce  o f v a c u u m  tubes.)

F ro m  (67)

— = -S- [(“/ + -  tou„ z
Иг)*-1]. (70)

9 i-  I f
I f  щ  — 0, t h e n -----=  0, th e  cu rves o f  F ig . 8 s ta r t  p a ra lle lly  w ith  th e

9mv

o rd in a te ; sm aller c o n tro llin g  voltages in flu en ce  th e  m ain  c u rre n t to  a sligh t
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e x te n t  o n ly . The e x te n t o f  c o n tro l is increasing  i f  th e  co n tro l v o lta g e  is in 
c re a s in g . I f  we w an t to  ach iev e  an  effect w ith  sm alle r con tro lling  signals , we 
h a v e  to  ap p ly  bias v o ltag e  in  th e  con tro l-c ircu it.

I n  case a b ias v o ltag e  is  ap p lied , th e  co n tro l grow s sensitive  to  d ire c tio n : 
th e  c o n tro llin g  signal h a v in g  th e  sam e d irec tio n  as th e  b ias v o ltage  w ill increase  
m a in  c u rre n t, w hereas a c o n tro llin g  signal o f a n  opposite  d ire c tio n  w ould 
d e c re a se  i t .

W ith in  a c o m p a ra tiv e ly  sm all range o f  th e  o p e ra tin g  p o in t th e  e ffec t can  
b e  co n sid e red  linear; th e  e x te n t  o f con tro l is ch a rac te rized  b y  th e  v a lu e  of

w here u0 s ta n d s  fo r  th e  value o f  th e  b ias vo ltage  ap p lied  in  th e  

c o n tro llin g  circuit.
L e t  us com pute now  th e  degree of co n tro l on basis o f th e  concre te  

e x a m p le  described above.

3 if Я2 . 10-9  • 4/  =  » z m ------[(uf+Uvy _ (u f_ UbY] =  U 3  • 10 - ' u fuv.

d if  j

T h u s  th e  m easure o f  c o n tro l  is p ro p o rtio n a l to  th e  co n tro llin g  vo ltage . I f  acco rd ing  to  
F ig . 11, u 0 b ias  voltage is go ing  to  be  app lied , th e  co n tro llin g  vo ltage  A uv w ill r e su lt  in  a  p ro 
p o r t io n a l  zl if  change in  th e  m a in  c u rre n t, th e  d irec tio n  o f th e  change being  d e p en d e n t on  th e  
s ig n  o f  A u v.

I n  o u r  exam ple

zl i j  =  1,23 • 10-7 UjU0 A u v.

L e t  us choose th e  o p e ra tin g  p o in t on  curve uj  — 300 V  a t  th e  p o in t u 0 =  350 V :
T h u s

A ij  =  123 • 10 9 • 300 • 350 • Zl u„ =  0,013 zl u„.

S in c e  th e  va lue  of th e  m ain  c u r re n t  in  th e  o p era tin g  p o in t a m o u n ts  to  2,8 m A , a  10%  f lu c tu a 
t io n  o f  th e  controlling v o ltag e  re su lts  in  a  16%  change in  th e  va lue  o f th e  m a in  c u rre n t.
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10. O ther balanced bridge types

In  C h ap te r 5 we h a v e  discussed th e  co n d itio n s fo r b a lanc ing  th e  b ridge. 
L e t us b rie fly  su rv e y  th e  d iffe ren t ty p e s  of a n o n -lin ea r bridge  b a la n c e d  in  
b o th  d irections.

Fig. 12a illu s tra te s  a com plete ly  sy m m etrica l b ridge . T he b r id g e  show n 
b y  F ig . 126 is com posed  o f  b ran ch es reac tin g  like  fu n c tio n s of id e n tic a l ty p es . 
T he cha rac teris tic  cu rves o f  th e  b ranches differ b u t  in  scale: b e tw een  th e  p ro 
p o rtio n a lity  fac to rs  d e te rm in in g  th e  scale a s im ila r re la tio n sh ip  can  b e  e s ta b 
lished  th a t  ex ists b e tw een  th e  resistances o f th e  b a lan ced  lin ea r b rid g e . T h e  tw o 
o p p o site  bridge  b ra n c h e s  o f F ig . 12c are  id e n tic a l; in  acco rdance  w ith  th e

Fig. 12

e q u a t io n /4(i4) = /{?> 2[/(*4)]} th e  non-iden tica l b ran ch es  are  rec ip rocals  o f  one  
a n o th e r  in re sp ec t to th e  id en tica l b ranches. F ig . 12d illu s tra te s  a v a r ia t io n  of 
th e  la t te r  ty p e  w hen  th e  id en tica l b ridge b ra n c h e s  are  ohm ic re s is tan ces . 
F in a lly  Fig. 12e show s a n o n -lin ea r ba lanced  b rid g e  ty p e  w here th e  tw o  a d ja 
c e n t b ranches a re  id en tica l.

The sy m m etrica l b rid g e  ty p e  has been d iscussed  in  d e ta ils  in  C h a p te r  8. 
I t s  p rac tica l ap p lica tio n  h as  been  d em o n stra ted  in  C h ap te r 9.

T he po in ts  d iscussed  th e re  should  be co m p le ted  b y  th e  s ta te m e n t  th a t  
as a m a tte r  o f course, th e  sy m m etrica l b rid g e  p resen ts  sy m m e try  in  every  
resp ec t, co n seq u en tly  th e  e x te n t of con tro l is in d e p e n d e n t o f th e  d ire c tio n  o f 
th e  contro lling  v o ltag e  a n d  th e  beh av io u r o f th e  b rid g e  undergoes n o  ch an g e  
p rov ided  th e  m ain  te rm in a ls  an d  contro lling  te rm in a ls  are  ex ch an g ed .

In  a sy m m etric  b rid g e  th e  con tro lling  c u rre n t dim inishes th e  re s is tan ce  
o f  th e  m ain  c irc u it a n d  increases th e  m ain  c u rre n t —  supposing  u / is con
s ta n t  —  p ro v id ed  th e  ch a ra c te ris tic  curve o f th e  resistances o f  th e  bridge  
b ran ch es —  as seen from  th e  i axis —  is concave. (Fig. 13a an d  136, C urve 
N o. 1.) In  a b rid g e  c o n s tru c te d  o f linear re s is tan ces , th e re  is, o f  co u rse , no 
con tro l. (C urve N o. 2.) I f  th e  ch a rac te ris tic  cu rve  o f  th e  b rid g e  b ra n c h  is 
convex  —  as reg a rd ed  from  th e  i axis —  th e  resis tan ce  o f th e  m a in  c ircu it 
increases or in case th e  te rm in a l vo ltage is c o n s ta n t, th e  c u rren t is d im in ish in g . 
(C urve No. 3.)
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I n  th e  bridge c o n s tru c te d  of resistances o f  id en tica l ty p es —  as seen in  
F ig . 126 —  sym m etry  g e ts  u p s e t .  The degree o f c o n tro l is no lo n g er in d e p e n d 
e n t  o f  th e  sign of th e  c o n tro llin g  voltage. N o r is th e  role of th e  te rm in a ls

sy m m e tr ic  any  longer: i f  w ith  id en tica l uj an d  uv th e  te rm in a ls  are  ex ch an g ed , 
i f  a n d  i v w ill no t rem ain  u n c h a n g e d . In  its  c h a ra c te r , th e  tre n d  o f th e  re s is tan ce  
o f  th e  m a in  circuit d ep e n d s  on  th e  ch a rac te ris tic  cu rv e  of th e  b ra n c h  in  th e  
sa m e  w a y  as before. T h is  is  to  be seen from  F ig . 14 to o .

T h e  ty p e  illu s tra te d  b y  F ig . 12c has been in v e s tig a te d  in tw o a lte rn a tiv e s , 
u s in g  th e  b ranch  re s is tan ces  show n  by  F ig . 15. F o r  th e  sake o f co m p ariso n .
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w e h av e  s ta r te d  from  th e  fu lly  sy m m etrica l b rid g e  ag a in . Fig. 16 p re sen ts  
th e  no-load c h a ra c te r is tic  cu rves o f th e  th re e  d iffe ren t non -linear bridges^ 
w hereas Fig. 17 illu s tra te s  th e  th re e  contro l cu rves fo r th e  case Uf =  co n 
s ta n t  =  5 V . As i t  is to  be recognized  from  th e  fig u re , th e  b rid g e’s b e h a v i
o u r  is depend ing  on  th e  d irec to n  o f th e  con tro llin g  c u rre n t. In  th e  case o f  a 
po sitiv e  uv d irec tio n  th e  b rid g e  o f F ig . 156 an d  15c is p rac tica lly  in d e p e n d e n t 
o f  th e  con tro l, th u s  th e  con tro llin g  c u rre n t does n o t a ffec t th e  re sis tan ce  o f

F ig .  17

d irec tio n  / ,  w hile uv o f th e  n eg a tiv e  d irec tion  ex e rts  a considerab le  c o n tro llin g  
in fluence . The b e h a v io u r o f  a non -lin ear bridge o f th is  ty p e  is therefo re  in te n 
sively  asy m m etrica l as fa r  as th e  d irec tio n  of th e  con tro llin g  effect is concerned .

T he exchange o f te rm in a ls , how ever, does n o t a ffec t th e  sy m m e try  
o f  th e  bridge; if  d irec tio n s  /  an d  v are changed , th e  b e h a v io u r of th e  b rid g e  
rem ain s unch an g ed .

F ig . 12d  re flec ts  a special case o f th e  la t te r .  I t  is ch a rac te rized  b y  th e  
fa c t th a t  th e  id en tica l b rid g e  b ran ch es  1 and  3 a re  com m on ohm ic resis tan ces .

In  w h a tev er w ay  we are  going to  choose th e  o th e r  tw o b ranches —  s t ic k 
ing , o f  course, to  th e  cond itio n  o f b a lan c in g  / 4(i4) =  г <p2{rh )  —  th e  b ridge  w ill 
b e h av e  as a com m on b a lan ced  lin ea r one. C onsequen tly  its  no-load  c h a ra c te r 
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is tic  c u rv e  is a s tra ig h t line passing  th e  origo , an d  th e  tra n sv e rse  c u rre n t has 
no  co n tro llin g  effect on i t .  T h e  b ridge  is sy m m e tric  for d irec tions f  a n d  v too .

T h e  case is re m a rk a b le  since i t  i l lu s tra te s  th e  w ay  b y  w h ich  a lin ea r 
fo u r-p o le  could be c o n s tru c te d  of n o n -lin ea r elem ents. T he b e h av io u r of th e  
fo u r-p o le  p resen ts no clue as to  th e  fa c t t h a t  th e re  are n o n -lin ea r e lem ents 
in v o lv e d .

F ig . 12e shows a b rid g e  ty p e  in  w h ich  tw o  a d jacen t b ra n c h e s  are o f th e  
sa m e  ty p e . T his, again , has been  in v e s tig a te d  in  th ree  a lte rn a tiv e s , com paring  
i t  w ith  a sy m m etrica l b rid g e  again , in  th e  schem es show n b y  F ig . 18.

F ro m  th e  co n stru c tio n  o f th e  b ridge  i t  is a p p a re n t th a t  its  b e h av io u r w ill 
b e  in d e p e n d e n t of th e  signs o f uj, re sp ec tiv e ly  o f uv and  th a t  te rm in a ls  /  and 
v  c a n n o t be changed.

F ig . 19 p resen ts  th e  no -load  ch a ra c te ris tic s  for b o th  d irec tions, in  every  
sc h e m e . F ig . 20 illu s tra te s  th e  co n tro l cu rves.
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T h e bridge o f F ig . 18c show s a c h a ra c te ris tic  curve in ten siv e ly  n o n -lin ea r 
in  th e  d irec tio n  v, b u t  in  sp ite  o f th is  i t  is con tro llab le  to  a c o m p a ra tiv e ly  
slig h t e x te n t only.

B ridge  o f F ig . 18d  has been  c o n stru c ted  in  such  a w ay th a t  in  th e  d irec
tio n  f i t  shou ld  re a c t as an  ohm ic resis tan ce . I n  sp ite  of th is  i t  is co n tro llab le .

I f  щ  ф  0, th e  c h a ra c te ris tic  cu rve  o f d irec tio n  / stops to  be p ro p o rtio n a l. 
T h u s a n  o p p o rtu n  ty  is offered  fo r tra n s fo rm in g  an  ohm ic re s is tan ce  in to  a 
n o n -lin ea r one b y  m eans o f con tro l.

S um m ing  u p , we can  s ta te  th a t  w ith  b a lan ced  non-linear b rid g es  of 
d iffe re n t co n stru c tio n  q u ite  d iffe ren t cases o f  c o n tro l can  be rea lised : re s is tan ce  
can  be increased , re s is tan ce  can  be decreased , w e can  even c rea te  a co n d itio n  
a t  w h ich  th e  re sis tan ce  decreases in  one ran g e  an d  increases w ith in  th e  o th e r  
(F ig . 20, curve df); we can  es tab lish  an  a sy m m e tric a l contro l w hich  is sensitive  
to  d irec tio n  as fa r  as th e  con tro lling  c u rre n t is concerned; we can  tra n s fo rm  a 
lin ea r  c h a ra c te ris tic  cu rve  in to  a n o n -lin ea r one b y  m eans of co n tro l a n d  are 
cap ab le  of reversing  th e  p ro ced u re  too , i f  so req u ired . All o f th e m  a re  th e o re 
tic a l possib ilities o n ly : p ra c tic a lly  th e y  c a n n o t b e  realised unless th e  e lem en ts 
o f  th e  req u ired  p ro p ertie s  are  availab le .

M ost effective co n tro l is o b ta in ed  w ith  an  en tire ly  sy m m etrica l n o n -lin ea r 
b r id g e . T h is schem e is, b y  th e  w ay , th e  sim p lest one w hich can be  p u t  in  p ra c 
tice . In  th is  re sp ec t we h av e  m easu ring  re su lts  to o  an d  th ey  agree w ith  co m p u 
ta t io n  well.

11. Characteristic curve and controllability

T h e co n tro llab ility  o f th e  non -linear re s is to r  is due to  its  n o n -lin ea r c h a r 
a c te r is tic  curve. T h e  re la tio n  o f th e  course o f th e  charac teris tic  c u rv e  a n d  th e  
m e th o d  an d  e x te n t o f co n tro l can  be m o st e ffec tiv e ly  s tud ied  on a sy m m e tric a l 
b ridge . H ere  we h a v e  to  dea l w ith  one c h a ra c te r is tic  curve only , co n seq u en tly  
th e  re la tio n  is to  be  p erce ived  d irec tly . In  o th e r  ty p es  of bridges, th e  d iffe ren t 
c h a ra c te ris tic  cu rves of th e  bridge  b ran ch es e ith e r  s tren g th en  th e ir  e ffec ts  in  
a w ay  n o t  v e ry  easy  to  su rv ey  or, on th e  c o n tra ry , th e y  ac t ag a in st one  a n o th e r  
an d  re su lt in  a re s u lta n t  c h a ra c te r  w ith o u t c o n tro llab ility  as if  th e y  w ere  lin ear 
b ridges.

A ccording to  re la tio n  (62) fo r a sy m m e tric a l non-linear b rid g e

V =  <p u f uv +  <P

T h e degree of co n tro llab ility  is th e  d iffe ren tia l q u o tie n t of if w ith  re sp e c t to  u„. 
dir

In  a l in e a r  b r id g e — — — 0; th e  m ain  c u rre n t is in d ep en d en t of th e  co n tro llin g
3u„



156 L. GÄDOR

v o lta g e . F o r a sy m m e tric a l non -linear b ridge:

duv

=  9>'(uf  +  uv) — <p'(uf  — u v) .

T h e  d ependence  of th e  m a in  cu rren t on th e  c o n tro llin g  voltage is th e re fo re  th e  
d iffe ren ce  of th e  d iffe re n tia l quo tien ts  fo rm ed  a t  th e  function  p o in ts  b e in g  
a t  a n  uv d istance u p w a rd  a n d  dow nw ard fro m  th e  o p era tin g  p o in t (F ig . 21).

S ince i t  is ab o u t th e  d iffe re n tia tin g  of a fu n c tio n , in  th e  fo rthcom ing  figures th e  
o rd in a te  w ill be th e  i ax is  a n d  th e  abscissa xvill be  th e  и axis — in co m p lian ce  
w ith  th e  tra d itio n a l a sp e c t.

T h e  resu lt a lread y  m en tio n ed  in C h ap te r 9, n am e ly  th a t  th e  co n tro llin g

cu rv es  i f(uv) s ta r t  p e rp e n d ic u la rly  to  th e  ab sc issa :
dij

8u„
0 a t  th e  u„ =  0

p o in t , becom es a p p a re n t fro m  th e  above re la tio n s  as well.
T h e  difference o f  th e  f i r s t  d ifferen tia l q u o tie n ts  can  be expressed  as th e  

d e f in ite  in teg ra l of th e  seco n d  d ifferen tial q u o tie n t, i .  e.

Ul+Uv

Uf—uv

I f  on one sec tion  o f  th e  charac teris tic  cu rv e  th e  second d iffe ren tia l 
q u o tie n t  is zero ev e ry w h ere , i t  m eans th a t  on t h a t  sec tion  there  is no c o n tro l
la b il i ty . I t  follows from  th is  t h a t  it is no t on ly  th e  b rid g e  constructed  o f lin e a r
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resistances in  th e  s tr ic te s t m ean in g  o f th e  w ord  w h ich  is u n su ited  fo r co n tro l, 
b u t  on th e  s tra ig h t sec tions o f th e ir  ch a rac  te r is tic  curves n o n -lin ea r 
e lem en ts a re  u n su ited  to o . W hile th e  b est p a r t  o f  n o n -lin ea r p rob lem s can  be 
p ro p erly  discussed and  solved b y  lin eariza tion , th e  co n d itio n  fo r th e  c o n tro l
la b ility  o f non -lin ear re sistances lies in  th e  ex istence  o f c u rv a tu re  o n  th e  
c h a ra c te r is tic  cu rv e , an d  in  th e  second d iffe ren tia l q u o tie n t’s b e ing  d iffe ren t 
from  zero.

As a ru le  ev e ry  c h a ra c te r is tic  curve can  be  reg a rd ed  as s tra ig h t  w ith in  
a  su ita b ly  narro w  ran g e . I n  o u r case i t  is ju s t  th is  close en v iro n m en t o f th e  
o p e ra tin g  p o in t, th e  e n v iro n m e n t of uv —  0, w here  —  as we h av e  a lread y

p o in ted  o u t
8 i7 -
8lt„

— 0, an d  w here th e re  is in  fa c t no co n tro llab ility . The

con tro llin g  curve  s ta r tin g  p erp en d icu la rly  to  th e  abscissa  illu s tra te s  t h a t  sec
tio n  o f th e  cu rve  w hich  is lin e a r  w ith in  a n a rro w  ran g e .

T h e  above in te g ra l v a lu e  d isappears n o t o n ly  a t  th e  s tra ig h t sec tio n  of 
th e  c h a rac te ris tic  cu rve  b u t  in  th e  neighbourhood  o f th e  p o in t of in flex io n  too , 
p ro v id ed  th e  course of th e  cu rv e  is sy m m etrica l on  e ith e r  side of i t  (F ig . 22).
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T h ere  is co n tro lla b ility  p re sen t in th e  case to o , if  th e  c h a ra c te ris tic  cu rve  
is co m posed  of s tra ig h t sec tio n s b u t  has a b e n d  w hich  is to  be  fo u n d  w ith in  
th e  o p e ra tin g  range. I f  th e  o p e ra tin g  p o in t coincides w ith  th e  b e n d  of th e

01f
c h a ra c te r is tic  (Fig. 23a), th e n  ----- =  c o n s ta n t (F ig . 236), th e  d irec tio n a l ta n -

9»„
g e n t o f  th e  con tro l cu rv e  is equal to  th e  d ifference  b e tw een  th e  d irec tio n a l 
ta n g e n ts  of th e  tw o s tr a ig h t  sections.

I f  th e  o p era tin g  p o in t is n o t iden tica l w ith  th e  b end  o f th e  ch a rac te ris tic , 
e.g .  i t  is below sam e, th e re  w ill ap p ear no con tro llin g  effect u n til  Uf -f- u„

0 if
re a c h e s  th e  bend ; from  th e re  on th e  con tro l cu rv e  trav e ls  w ith  a '7  _

du„

s t a n t  increase. T he d ire c tio n a l ta n g e n t o f th e  c o n tro l cu rve  w ill be re p e a te d ly  
e q u a l  to  th e  difference b e tw een  th e  d irec tio n a l ta n g e n ts  o f th e  tw o s tra ig h t 
sec tio n s .

12. Conclusion

T h e opera tio n a l ch a ra c te ris tic s  of n o n -lin e a r c ircu it e lem ents are  d ep e n d 
in g  o n  th e  given o p e ra tio n a l s ta te . This c ircu m stan ce  is u tilized  fo r th e  c o n tro l
lin g  o f  non-linear e lem en ts  in  such  a w ay th a t  th e  o p e ra tio n a l s ta te  is changed  
b y  m ean s  of an  e x te rn a l c o n tro l effect, w h ich  is com pletely  in d e p e n d e n t of 
th e  m a in  effect. In  th is  w ay  is sa tu ra te d , fo r in s tan ce , th e  iro n  core o f a m ag 
n e tic  am plifier or o f a p rem ag n e tized  choke coil. F o r th e  s a tu ra tio n  e x te rn a l 
e x c ita t io n  is applied .

In  th e  p resen t re p o r t  we have  stud ied  th e  b e h a v io u r o f  b ridges c o n s tru c te d  
o f  n o n -lin e a r resisto rs. I n  a b rid g e  circu it we a re  capab le  of c rea tin g  a n  a d d i
t io n a l  c u rre n t load  in  th e  n o n -lin ea r e lem ents o f  th e  b ran ch es an d  are  th u s  in 
a p o s itio n  to  change th e  o p e ra tio n a l s ta te  o f th e  e lem ents. A co n tro lled  n o n 
l in e a r  bridge is, in  fa c t,  a re s is to r, w hich c a n  be a lte red  w ith o u t a m ovab le  
p a r t ,  m ere ly  by  e lec tric  in fluence .
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In  o rd e r to  ensure u n a m b ig u ity  in  th e  course of th e  d iscussion , som e o f 
th e  no tio n s h ad  to  be p rec ise ly  defined . N o n -lin ea r res is tan ce  is c h a ra c te r 
ized b y  th e  fa c t th a t  its  c h a ra c te r is tic  cu rve  has an  ac tu a l c u rv a tu re  o r  a b en d . 
W e h av e  in tro d u ced  th e  d e n o ta tio n s  of m ain  effect and  con tro l e ffect.

M ost of th e  s ta te m e n ts  are  generally  va lid . C oncrete  c o m p u ta tio n s  and 
m easu rem en ts  h av e  been  perfo rm ed  in  th e  R esearch  In s t i tu te  o f  th e  E lec tric  
In d u s try  w ith  SiC base  p o ly c ry s ta llin e  m a te ria ls  developed  fo r lig h tn in g  a r 
reste rs  an d  o th e r n o n -lin ea r e lem en ts. T he cu rren t-v o ltag e  re la tio n  o f th e se  can 
be expressed  w ith  good a p p ro x im a tio n  w ith in  th e  range  o f lo ad in g  c a p a c ity  
su ited  fo r con tinuous ru n n in g , b y  th e  fo rm ulae  и =  A i a an d  i =  B u 11.

T he ta s k  of th e  c o n tro l c ircu it is to  con tro l th e  m ain  c ircu it an d  in  th e  
m ean tim e  th e  m a in  c ircu it re a c ts  to  th e  co n tro l c ircu it. As to  th e  in v es tig a ted  
c ircu its , w e h av e  p o s tu la te d  t h a t  should  an y  o f th e  circu its be id le  ru n n in g , 
th e re  m u s t  n o t be an y  in te ra c tio n  p resen t. In  o th e r  w ords, th e re  shou ld  ap p ea r 
no v o ltag e  from  th e  m ain  c ircu it in  th e  open co n tro l c ircu it and  th e  reverse . 
T his p o s tu la te  has been  called  th e  О-po in t p o s tu la te , since in  th e  case th is  is 
m e t, th e  con tro lling  c ircu it w ould  a lte r  th e  ch a rac te ris tic  cu rve  o f th e  m ain  
c ircu it w ith o u t sh ifting  its  0 -po in t.

In  a non-linear bridge th e  p o stu la te  o f th e  О-p o in t is th e n  sa tis fied  i f  th e  
bridge  is ba lan ced  in  b o th  d irec tions in  a n y  o p e ra tio n a l s ta te . T h e  d iffe ren t 
balanced  ty p es of th e  b ridge  can  be p lo tted  from  th e  cond itions o f ba lan c in g . 
F ro m  th e  p o in t o f v iew  o f co n tro l th e y  show  d iffe ren t b eh av io u r; m o reo v er we 
can c o n s tru c t a ba lanced  b ridge  o f non-linear e lem ents w hich  is n o t co n tro llab le  
a t  all, on  th e  co n tra ry , i t  beh av es like a lin ea r bridge.

T he m ost fav o u rab le  co n tro l can  be ach ieved  w ith  an  en tire ly  sy m m etrica l 
n o n -lin ea r b ridge. T he e x te n t o f co n tro l is d e te rm in ed  b y  th e  c u rv a tu re  o f th e  
c h a ra c te ris tic  cu rv e : a sh a rp  c u rv a tu re  or a sh a rp  b end  w ith  a d e fin ite  change 
o f d ire c tio n  offers good co n tro llab ility . This proves th a t  th e  p rob lem  o f con
tro llin g  n o n -lin ea r re sistances can  n o t be tack led  w ith  lin ea riza tio n .

W h a t has been said  here  in  connection  w ith  th e  con tro l o f non -lin ear 
bridges is fa r  from  exp lo ring  com pletely  this top ic . In v es tig a tio n s  are  being 
carried  o u t fo r d e te rm in in g  th e  m ethod  b y  w hich  non-linear re s is tan ces  could 
be con tro lled  b y  m eans o f a tran sv e rse  con tro l. A n o th e r ta sk , a m o n g  o thers, 
is to  in v es tig a te  c ircu its o f a lte rn a tin g  cu rren t, involv ing  also th e  p rob lem  of 
tim e  de lay  in  th e  con tro l an d  th e  frequency  lim it o f a. c. con tro l.

A n a lte rn a tin g  c u rre n t con tro l n o t on ly  ren d ers  a possib ility  fo r chang ing  
th e  re sis tan ce  o f th e  c ircu it b u t  in  ad d itio n  i t  p e rm its  m o d u la tio n , too .

L a s t b u t  n o t le a s t, m en tio n  should  be m ade o f th e  schem es b y  w hich 
th e  con tro lling  of th e  resis tan ces  w ith o u t a m ovab le  p a r t  m ig h t f in d  p ra c tic a l 
ap p lica tio n  an d  could be fru itfu lly  u tilized . In  th is  connec tion  v o ltag e  d iv iders, 
reg u la tin g  p o ten tio m e te rs , p h ase  sh ifte r b ridges, rem o te -co n tro lled  RC-cir- 
cu its , e tc . h av e  to  be ta k e n  in to  considera tion .



1 6 0 L. GÁDOR

SUM M ARY

T h e  operational c h a ra c te r is tic s  o f non-linear c irc u it  e lem en ts  dep en d  on th e  p rev ailin g  
w o rk in g  s ta te .  The o p e ra tio n a l s t a te  can  be a lte red  b y  a n  e x te rn a l in fluence , w hich  is in d ep e n d 
e n t  f ro m  th e  m ain effect. T h u s  a n  o p p o rtu n ity  is g iv en  to  co n tro l no n -lin ear e lem en ts. T he 
re s is ta n c e  o f a bridge com posed  o f n o n -lin ea r resisto rs can  be  co n tro lled  b y  tra n sv e rsa l c u rren ts  
a s  a  r e s u l t  o f which a re s is tan c e  is  o b ta in ed  v a riab le  b y  p u re ly  e lectric  in te rfe ren ce  w ith o u t 
th e  n e e d  o f applying m o vab le  p a r ts .  T h e  ex te n t o f c o n tro lla b ili ty  depends on  th e  c u rv a tu re  o f 
th e  c h a ra c te ris tic  curve o f th e  n o n -lin e a r  elem ents, hen ce  th e  a foresaid  phen o m en o n  c an n o t 
b e  d e a l t  w ith  on basis o f  th e  l in e a riz a tio n  m ethod.

S T E U E R U N G  Y O N  N IC H T L IN E A R E N  B R Ü C K E N

L. GÁDOR

ZU SA M M EN FA SSU N G

D ie  B etriebskennziffern  d e r  n ich tlin earen  S tro m k re ise lem en te  sind  von  dem  jew eils 
v o rh a n d e n e n  B e trieb szu stan d  a b h ä n g ig . D er B e trie b szu s tan d  k a n n  d u rc h  eine äuß ere  von  der 
H a u p tin a n sp ru c h n a h m e  u n a b h ä n g ig e  E inw irkung  v e rä n d e r t  w erden , w o durch  eine M öglich
k e i t  z u r  S teuerung  der n ic h tl in e a re n  E lem en te  g e w äh rle is te t w ird . D er W id e rs tan d  e iner aus 
n ic h t l in e a re n  R esisto ren  zu sa m m en g e se tz ten  B rücke  k a n n  d u rch  K reu zs tro m  g esteu e rt 
w e rd e n , w as einen e in fach  d u rc h  e lek trische  E in w irk u n g  v e rän d e rb a re n  W id e rs tan d  ohne 
b e w eg lich e  B estand te ile  zu r Fo lge  h a t .  D as Maß der S te u e rfä h ig k e it h ä n g t von de r K rü m m u n g  
d e r  C h a ra k te r is tik  der n ic h tlin e a re n  E lem en te  ab, so d a ß  d ie E rsch ein u n g  m it der M ethode der 
L in e a r is ie ru n g  n ich t b e h an d e lt w e rd en  kann .

P O N T S  N O N -L IN É A IR E S  C O N TR Ô LÉ S

L. GÁDOR

R ÉSU M É

L es carac té ris tiq u es de fo n c tio n n em e n t des é lém en ts  non-linéaires des c ircu its  so n t 
fo n c tio n s  de T étâ t in s ta n ta n é . L ’é ta t  de fon c tio n n em en t p e u t  ê tre  m od ifié  aussi p a r  une  in te r 
v e n tio n  in d ép e n d an te  de la  c h a rg e  p rin cip ale , ce q u i p e rm e t de co n trô ler les é lém en ts non- 
l in é a ire s . U n  p o n t com posé de ré s is tan c es  non-linéaires p e u t  ê tre  con trô lé  p a r  u n  c o u ran t 
t r a n s v e r s a l ,  don t le ré s u l ta t  e s t  u n e  résistance sans p ièces m obiles, v a riab le  seu lem en t 
à  l ’a id e  d ’un e  in te rv en tio n  é le c tr iq u e . L ’étendue  du  co n trô le  possib le  d épend  de la  co u rb u re  de 
la  c a ra c té r is tiq u e  des é lém en ts  n o n -lin éa ires , c’est p o u rq u o i le p hénom ène ne p e u t p a s  ê tre  
t r a i t é  p a r  la  m éthode de la  lin é a ris a tio n .

УПРАВЛЯЕМЫЕ НЕЛИНЕАРНЫЕ МОСТЫ
Л . ГА Д О Р

РЕЗЮМЕ

Функциями рабочих параметров элементов нелинеарных цепей являются рабочие 
режимы в каждый данный момент. Рабочий режим независимо от главной нагрузки 
может быть изменен также при внешнем вмешательстве, что дает возможность управлять 
нелинеарными элементами. Сопротивлением моста, собранного из нелинеарных рези
сторов, можно управлять поперечным по направлению током, в результате чего полу
чается сопротивление, которое можно изменять просто электрическим вмешательством 
без движущейся детали. Степень управляемости зависит от кривизны характеристики 
нелинеарных элементов, вследствие этого явление нельзя рассматривать методом линеа
ризации.
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В работе рассматривается такого вида динамическая нагрузка рабо
тающих на чистое растяжение (сжатие) призматических стержней, при 
котором стержень полностью находится в пластичном состоянии.

По этому вопросу в технической литературе дается следующая картина.
Нагрузка, приложенная к призматическому стержню, всюду, во всем 

стержне изменяет первоначальное напряженное состояние и деформацию. 
Однако, это изменение наступает немедленно, т. е. в момент приложения  
нагрузки, только в точке приложения этой нагрузки. В некоторой другой  
точке стержня (соответственно в непосредственной близости к этой точке) 
изменение наблюдается тем позднее, чем дальше находится исследуемое 
место от точки приложения нагрузки. Следовательно, действие нагрузки  
распространяется в стержне как волна с конечной скоростью, т. е. в 
качестве т. н. волны нагрузки. Волна нагрузки может создавать в стержне 
упругое, упруго-пластичное или пластичное состояние.

Вопросы упругой волны уж е давно уточнены теорией упругости  
[4, б].

Теорию упруго-пластичной волны независимо друг от друга разра
ботали Р ахм ат улин  (1945), Тейлор  (1946) и К а р м а н  (1950) [4]. Эта теория 
описывает динамическое сжатие (растяжение) призматического стержня  
при нижеследующих условиях [3]:

а) сечения, перпендикулярные к оси стержня, после деформации 
остаются плоскими;

б) деформация имеет небольшую величину, и таким образом измене
ниями размеров стержня можно пренебречь;

в) перемещение в направлении, перпендикулярном к оси стержня, 
не учитывается;

г) влиянием скорости деформации на связь между аксиальным на
пряжением и удлинением можно пренебречь.

* Выдержка из диссертации автора на соискание ученой степени кандидата 
технических наук.

11 A cta Technics X X X V III/1 - 2 .
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Условия а), б) и в) приняты и в случае испытаний другого вида. Усло
вие г) означает, что м еж ду напряжением (сг) и деформацией (е) при дина
мической нагрузке также имеет место зависимость а  =  о ( е ) ,  установленная

путем  статического испытания на растяжение. Кривая, отображающая 
такую  связь а а ( е ) ,  изображ ена, например, на рис. 1.

Если при статическом испытании на растяжение нагрузка увеличи
вается только до точки R  кривой о- =  а ( е )  (рис. 1), а затем стержень разгру
ж ается , тогда диаграмма будет продолжаться по прямой R P , которая парал
лельна прямой, изображающей первоначальный упругий участок. Следо
вательно, разность м еж ду максимальным напряжением ая , достигнутым при
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нагрузке (рис. 1), и напряжением а ,  возникающим в процессе разгрузки, 
линейно связана с разностью соответствующих удлинений er и  е ,  т. е.:

a R  —  a  =  E ( e r  — s ) ,

где Е — модуль упругости материала.
8|<т|

Подведя итог, можно сказать, что при нагрузке (когда — —- и
Э/ '

в случае условия г) а  =  а(е) условия являются существенно иными, чем
Э|ег|

при разгрузке, когда ——  < 0  и a R — а =  E (eR — е), т. е. действителен закон  
0/

Гука.
Работа занимается лишь явлениями, происходящими при нагрузке, 

т. е. занимается лишь волной нагрузки.
И сходя из сказанного, система уравнений с частными производными, 

описывающая динамическое растяжение (сжатие) призматического стерж ня, 
имеет вид:

d v  д а

d t  Эх ( 1)

Э» Эе 

Эх ~~ Э t (2)

а =  о(е) (3)

где V —  скорость некоторого сечения стержня. Ось х координат параллельна 
оси стерж ня и ее исходная точка совпадает с тем концом стержня, к кото
рому прикладывается нагрузка в момент времени /  =  О

К системе уравнений (1) —  (3) относятся еще граничные и начальные 
условия, выражающие условия опыта.

Детальное изложение теории упруго-пластичной волны, а такж е ме
тоды опытных исследований и их результаты кроме перечисленных выше 
работ приведены в следующих трудах: [1, 2, 8, 10, 11, 12, 14, 16, 17, 18].

Условие г), применяемое в теории упругопластической волны, не сов
падает с практикой. Поэтому вместо уравнения (3) обычно используется

. . .  . Э е
зависимость а =  а ( е ,  е), исходящая из данных результатов опытов, е =  - ^

является т. н. скоростью деформации. Введение и использование закона 
материи а  =  а ( е ,  è) см. в трудах [2, 8, 12, 13, 15, 18].

1) Определение задачи

В перечисленных трудах видно, что для вычисления упруго-пластичной  
волны в обязательном порядке необходимо исходить из закона, правильно 
выражающего механическое поведение материала. Выполненные расчеты

и*
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используют законы материи, полученные на основе различных наблюдений 
и экспериментов, а в большинстве случаев кривую о — о(е), полученную  
при опытах статического растяжения (сж атия). В качестве закона материи 
используется диаграмма а =  а(е), расчитанная на основе распределения 
остаточного удлинения, или ж е полученная из измерений на двух концах 
короткого образца. В последнем случае на основе наблюдений скорость 
деформации необходимо ввести в качестве новой переменной. Однако, эти 
способы определения закона материи не удовлетворяют во всех отношениях 
волновой природе явлений.

При определении закона материи на основе остаточной деформации  
необходимо исходить из предположения, что в случае, когда скорость дефор
мации является постоянной, тогда кривая в ~ е  является схож ей со стати
ческой кривой а ~  е и скорость распространения сильной волны [3, 9]

м ож ет быть вычислена такж е с помощью формулы I/ —  —— .Опытом ни одно
I Q de

из этих предположений не доказано. О недочете метода говорили уж е К ар
ман, Давс, Кларк и Мелверн [8]. При измерениях с помощью короткого 
образца, выбранные переменные, собственно говоря, представляют из себя 
интегральные средние, действительные для всего образца, а не значения, 
возникающие в некотором данном сечении (или точке) и соответственно в 
его окружении. Не обеспечено также постоянство скорости деформации [8].

При наблюдениях и в особенности при выводе закона материи выбор 
переменных (a ,e ,â ,è ) по существу является самопроизвольным. Ко нтроль 
ж е  функциональной связи м еж ду переменными, т .е . контроль закона материи 
производится таким образом не сопоставлением удовлетворяющего опыт
ным условиям решения системы уравнений (1), (2), дополненной законом  
материи, и измеренного решения, а сравнением распределения расчетных 
и измеренных остаточных деформаций. Следовательно, необходимо исхо
дить из того, что закон материи является неизвестным и правильное наблю
дение явления возможно лишь измерением одного решения, а именно, удо
влетворяющего существующим (начальным, граничным) условиям, системы 
уравнений с частными производными, образованной из уравнений (1), (2) и 
недостающего закона материи. Исходя из измеренного решения, необходимо 
исследовать неизвестный закон материи. Явление имеет волновую природу, 
таким образом рассматриваемая система уравнений с частными производ
ными относится к гиперболическому типу. Мы видели, что в стержне может 
образоваться сильная или слабая волна [3, 9]. Кривая, соответствующая на 
плоскости X, t  фронту слабой волны, может быть легко определена, однако, 
в случае сильной волны это наталкивается на большие затруднения. Мы

d x
видели такж е, что кривая x (í) дает скорость распространения . Следо

вательно, скорость распространения является производной кривой,соответ
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ствующей в плоскости х , t  фронту волны. Кривая ж е связана с законом ма
терии. Вычисление легче производить в том случае, когда в стерж не возни
кают слабые волны и когда стержень можно принять в качестве полубес- 
конечного стержня.

Следовательно, задача, заключается в следующем:
А) Разработать такой опыт, при котором 
а в стержне возникает слабая волна; 
ß имеется возможность измерить фронт слабой волны; 
у  возможно измерить скорость как функцию х  и t  (так как на основе 

уравнений (1), (2) исходя из функции v(t, х ) скорости, удлинение и напря
ж ение определяются относительно просто).

Б) На основе измерений исследовать возможности и способ вывода 
закона материи.

2) Экспериментальный метод исследования пластичной волны

Проведенные до сих пор исследования показали, что упругая волна 
распространяется с большей скоростью, чем пластичная. На статической 
диаграмме напряжения большинства материалов кроме этого над пределом  
упругости можно наблюдать одну или несколько точек перелома. И сходя  
из требования сокращения затруднений при опытах и вычислениях, было 
желательно, чтобы исследование распространилось только на пластичную  
волну. Возникновение пластичной волны можно было обеспечить лишь при 
условии предварительного напряжения образца. Предварительное напря
ж ение было такого размера, что на образце всюду образовались напряжение 
и удлинение, соответствующие точкам диаграммы напряжений, лежащим  
за упомянутыми выше точками перелома (см. А) рис. 1).

Данные лентообразного образца:
материал 99,86%  Си, остальное примеси, 
плотность {? =  9,095%  10_3 г сек2/см4 
толщина: 0,1 м м , ширина 10 м м  
мерная длина: 950 м м

Статическая диаграмма напряжения материала ленты показана на 
рис. 1. При испытании на разрыв скорость растяжения была постоянной и 
составляла 0,055 м/сек.

При испытании один конец ленты (рис. 2) посредством приспособления 
В  соединяется с неподвижной станиной С, а другой конец с помощью диска 

D  нагружается броневым магнитом Е . Целью опыта является эксперимен

тальное определение функции v =  v(t, х). В интересах сказанного во время 
действия нагрузки необходимо замерять скорость нагруженного конца и 
других сечений ленты (на расстоянии 10, 30 и 50 см  от конца).
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Изображение скорости отдельных сечений как функции времени (от
дельно каждую, но в один и тот ж е момент времени) получено с помощью 
катодного осциллоскопа и зафиксировано на фотоснимке.

а) Н агрузка

Подвижной частью броневого магнита Е  является диск D , а непод
виж ной —  цилиндер F  (рис. 2), диаметр которого равен диаметру диска.

Д и ск  перемещается под воздействием магнитного поля, создаваемого обмот
кой возбуждения G. В начале опыта движение диска тормозится цапфой Н , 
входящ ей один концом в отверстие I  (рис. 3) в боковой поверхности диска, 
далее алюминиевой шайбой, прижатой винтом J  и другим, размещающимся 
симметрично (рис. 4).

Приложение нагрузки осуществляется таким образом, что на обмотку 
возбуж дения G подается напряжение постоянного тока, после чего пусковой 
механизм  К  (рис. 2) вытягивает цапфу Н  из отверстия диска. Освободив
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шийся таким образом диск совершает ускоряющееся движение до соуда
рения с неподвижной частью F ,  и при этом производит приложение на
грузки, вызывающей динамическое растяжение ленты.

3

Рис. 4

Этот способ приложения нагрузки, как показывает опыт, возбуждает  
в ленте слабую волну.

Данные броневого магнита:

диаметр диска ....................................................................  42 мм
его высота .............................................................................  15 мм
вес диска ..............................................................................  153,2 г
число витков обмотки возбуждения.......................... 250
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сопротивление обмотки возбуждения........................ 0,374 ом
напряжение постоянного тока; подаваемое на

обмотку возбуждения .................................................  150 в
в исходном положении магнитное тяговое усилие,

действующее на диск ................................................. 8,14 кГ
воздушный зазор в исходном положении (рас

стояние между подвижной и неподвижной 
частями) ___ “..................................................................  5,72 мм

б) Измерение скорости

Измерение скорости производится электрически, используя закон Ней
мана. Согласно закону в движущемся проводнике L  возбуждается напря
ж ен и е

U  =  f ( v x B ) . d l ,
L

где V —  скорость дугового элемента проводника, м /сек ;
77 VSВ  —  магнитная и н д у к ц и я ,------;

ш2
d l —  направленный (векторный) дуговой элемент проводника, м. 

Если в однородном магнитном поле перпендикулярно силовым линиям  
дви ж ется  прямой проводник длиной I с постоянной скоростью V так, что 
вектор скорости перпендикулярен к проводнику, то в этом случае имеем:

U =  B l v .

Следовательно, принципиально кусок проводника, например, длиной 
10 м м ,  размещенный перпендикулярно к оси ленты и укрепленный на ленте 
(т. е. размещающийся в плоскости одного из сечений ленты), также пригоден  
для определения скорости некоторого сечения стержня.

Конечно, необходимо позаботиться, чтобы кусок провода, служащ ий  
для отвода, не мешал бы измерению. Использование одного единственного 
к уска провода дает удовлетворительное решение только в том случае, 
когда скорость и величина магнитной индукции являются столь высокими, 
что м ож но надежно мерить индуцированное напряжение. Индуцированное 
напряж ение можно увеличить также увеличением длины проводника, не
смотря на это вместо увеличения длины проводника за пределами ширины 
ленты выгоднее использовать многовитковую обмотку сечением в виде пря
моугольника (рис. 5) Более короткая сторона прямоугольника является 
меркой. Эта часть приклеивается перпендикулярно к оси ленты в точке 
измерения. Отвод производится с противоположной стороны. Эта сторона 
во время измерения не долж на входить даж е в поле магнитного рассеяния. 
Правильным выбором размера длинной стороны этого легко добиться.

Однородное магнитное поле создается постоянным магнитом. Этот 
укрепленный на алюминиевом стержне измерительный магнит Т  (рис. 6)
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укреплен на стержне U , жестко соединенном со станиной С. Этот способ 
крепления позволяет правильно отрегулировать магнит.

Индукцированное в измерительной обмотке напряжение попадает на 
четырехканальный предварительный усилитель V. Отсюда усиленные сиг-

Р и с .  5

Рис. б

налы через два электронных выключателя W  поступают на двухлучевой ка
тодный осциллоскоп Z  (рис. 6). В катодном осциллоскопе после дополни
тельного усиления сигналы поступают на вертикальную пару отклоняю
щих пластинок катодной трубки. Генератор, подключенный к горизонталь
ным отклоняющим пластинкам катодной трубки, по сигналу пускового при
способления, принуждает катодные лучи один раз совместно пробежать по 

экрану с требуемой скоростью.
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Электронные выключатели позволяют произвести одновременное иссле
дование четырех явлений на двухлучевом осциллоскопе, пригодном для  
одновременного исследования двух явлений. Кривая, изображающая явле
ние, в таком случае будет не сплошной, а появится ввиде пунктира.

К ривая скорость —  время отдельных сечений фиксируется с помощью  
фотоаппарата X , смонтированного на осциллоскопе указанным на рис. 6 
способом. Направление осей времени обозначается на катодной лампе с 
помощью натянутой проволоки. И зображение ее (на фотоснимке) предста
вляется черной линией (рис. 7).

Д л я  определения масштаба времени и скорости и, соответственно, на
пряж ения электрического тока служит генератор низкой частоты Y. Д ля  
калибровки соответственно диапазону измерений на место отдельных изме
рительных обмоток (беря их попарно) генератор необходимо питать сину
соидально переменным напряжением определенной амплитуды и частоты. 
Определение масштаба напряжения производится напряжением частотой 
1000 гц  и в  большинстве случаев с амплитудой 2 ]А 2 мв, а определение мас
штаба времени (при отключении электронного выключателя) напряжением  
с частотой 10 000 гц. В последнем случае амплитуда не играет роли.

Скорость сечений на расстоянии 10, 30 и 50 см, считая от нагруженного  
конца ленты, можно непосредственно измерить наклейкой измерительной 
стороны обмотки на ленту. Однако, измерение скорости конца ленты может  
производится только косвенно, с помощью алюминиевой пластинки, соеди
ненной с усеченным конусом L ,  так как, с одной стороны, правильной работе

Рис. 7а
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Рис. 7в



172 д. Б Э Д А

Рис. 7 г

Рис. 7д
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измерительной обмотки, размещенной на конце ленты, мешало бы поле рас
сеяния броневого магнита, а с другой стороны, размещение измерительного 
магнита в этом месте сталкивалось бы с серьезными затруднениями. На алю
миниевой пластинке, соединенной с усеченным конусом, на расстоянии 10сл( 
от усеченного конуса измерительная обмотка была наклеена с таким рас
четом, чтобы измерительная обмотка двигалась в магнитном поле измери
тельного магнита, являющегося общим с измерительной обмоткой на ленте.

Фотоснимки такого опыта, проведенного описанным выше методом, 
видны на рис. 7. На рис. 7 рисунок а) изображает кривые скорость —  время 
в местах с уж е известной координатой (снизу вверх). Рисунки б) и в) служат  
для определения электрического напряжения, а рисунки г) и е) —  для 
определения масштаба времени.

Описанный метод удовлетворяет требованиям А) пункта 1).

3) Результаты опыта

Если известны масштаб времени и направление оси времени, можно 
для каждого места измерения построить кривые скорость —  время, изоб
раженные на рис. 7/а.

При пуске катодного луча, на экране вырисовывается и небольшой 
участок оси времени. Этот участок и после перестройки появляется в виде 
отрезка прямой, а именно, в качестве отрезка оси времени. Точка оси времени 
с координатой является исходной точкой кривой, если при t  /, v =  О, 
а при t  >  t i  v = t=0.

Исходная точка кривой скорости с координатой соответствующая 
месту измерения с координатой х,, на плоскости х, t изображается точкой Р„  
с координатой х,, Эта точка является точкой кривой, изображающ ей  
фронт слабой волны. (Начало координат оси времени представляет собой 
исходную точку кривой скорости, полученной в точке с координатой х = 0 .)  
Фронт слабой волны изображен на рис. 8 на основе арифметического сред
него значений, измеренных в точках измерения. Цифры, проставленные на 
рисунках возле точек измерения, обозначают порядковое число замера, а 
штриховая линия обозначает экстраполированный участок кривой.

Кривые скорость —  время v(t, 0), v(t, 10), v(t, 10), v(t, 30), v (i, 50), полу
ченные по ходу экспериментов, изображены на рис. 9; приведенные на рис. 
различные точки обозначают точки кривых скорость — время, полученных 
из отдельных экспериментов. В дальнейшем мы будем рассматривать кри
вые, изображенные сплошной линией. С помощью этих кривых построена 
функция v(t, х), параметрические кривые которой изображены на рис. 10/а 
и Ю/б. (Рисунки не дают числовых значений скорости, а пропорциональное
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Рис. 9.1
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Рис. 9в
~-к  ( ь

х=50ст

р
А-=S А Н ГиГ< __1__ sec.

------------ ------------ ------ ------ ------ ------ ------—tCCrSkri---- IV— I_________ ________________ I____I______|
0 1 2 3 4 5 6  7 8  9 10 t

Рис. 9г

им безразмерное число Ъ. v /uv, где (л — 0 ,864 см/сек.) Штриховые линии 
соединяют экстраполированные точки.

Функция время —  место напряжения и деформации соответственно

пропорциональные им<т =  -  И Е определяется, если известно значение
ц  ц

величины V,  используя уравнения (1), (2) и исходные и граничные условия. 
Исходные и граничные условия являются следующими:
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О 10 20 30 АО 50 ВО 70 80
Р и с .  1 0 6

Лента подвержена предварительному напряжению, таким ооразом  
в момент времени t  — 0:

V =  0 (4)

а =  а0 =  6,68 — ----- (5)
м м 2

£ =  £„ -  1 , 8 9 5 % (б)
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Один конец ленты двигается совместно с диском, следовательно в точке
X  =  0 :

т  — =z F  -\- m g —  A a (t, 0 ) ,  (7)

где m  —  масса диска;
F  —  магнитное тяговое усилие (функция воздушного зазора); 
g —  ускорение силы тяжести  
А  —  площадь сечения ленты.

Д ругой конец ленты неподвижен, следовательно в точке

имеем х  =  1

V =  О
(8)

Кривые параметра функции à =  ä (t, х )  изображены на рис. 11/а, б) 
а значения функции ё =  è(t, х )  —  на рис. 12/а, б). И здесь штриховые линии 
обозначают экстраполированные величины.

Подводя итог полученным результатам, можно сделать следующ ие 
выводы:

А) в диапазоне измерений наибольшие значения скорости, напряжения и удли
нения получаются в точках х =  0 и t — 10. Ю-4 сек. А именно:

гамаке =  /1г(Ю. Ю"4,0) =  70,4 см/сек 

о макс =  /<0(10. 10_*,0) =  6,98 кг/мм- 
гмакс =  /<ё(10. 10-4,0) =  2,0025 %

1 2  A cta Teclmica X X X V III /1 -2 .
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Рис. 126

емакс по диаграмме напряжений (рис. 1) соответствует напряжение ст'макс =  
=  6,82 кг/мм2 <ст макс;

Б) при измерении получено

е0 =  1,895 % <  с <  2,0025 % =  емакс :

Участок статической диаграммы напряжений в этом интервале (участок АБ на рис. 1) 
с весьма хорошим приближением может быть замещен прямой. Из теории упруго-плас
тичной волны (при условии, описанном во введении под пунктом г.) следует, что скорость 
распространения слабого фронта волны at является постоянной, а именно:

"х =
da
de

392 м/сек ; =  1,398 • Ю8 кг/.ч2|  .

Измерения же показывают, что скорость слабого фронта волны является переменной, 
а именно:

t \0~*сек 0 1 2 3 4 5

a м/сек 1630 1388 1140 927 790,5 707

1 2 *
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Между űj и а имеет место значительное отклонение по величине и характеру;
В) при динамической нагрузке ленты максимальная скорость деформации была:

макс-  — =  ,иё,( 10. 10"*,0) =  4,29
1

сек '

а наименьшая скорость деформации:

мин 9 е

ЭГ 1щ(0,0) =  0,0405 1
сек

так что
0,0405 1

сек- <  £ ,< 4 ,2 9 _1__
сек

с другой стороны (точка А)):

О — -  <  V <  0,704 сек сек

Хотя значения скорости и скорости деформации по сравнению со значениями, 
имеющими место при динамических нагрузках другого вида, являются небольшими, 
можно тем не менее установить, что поведение материала отличается от его поведения 
при статической нагрузке.

Г) На основе оценки проведенных экспериментов можно сделать заключение, 
что условия динамической нагрузки ленты можно принять идентичными в случае шести 
проведенных измерений.

4.) Метод определения закона материи

Динамическая деформация ленты (как это было видно выше), пренеб
регая собственным весом ленты, описывается совместно с соответствующими 
начальными и граничными условиями посредством уравнений:

Qvt =  ах 0 )
vx =  e, (2)

Ф =  0 (9)

В случае проведенного эксперимента последние выражены уравнениями 
(4), (5), (6) и (7).

По отношению к временно еще неизвестному закону материи Ф =  О 
(на основе общедействительного опыта) у ж е  вперед можно поставить опреде
ленные требования. Так, например:

а) функция Ф не зависит от координат t, х;
ß) система уравнений (1), (2) и (9) при любых возможных граничных и 

начальных условиях на всей своем протяжении является гиперболической 
(точка 1);

у )  фронт сильной или слабой волн, достигнув другой (зажатый) 
конец ленты, оттуда отражается. Следовательно, существуют прямая и от
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раженная волны и каждая из них имеет конечную отличную от нуля ско
рость.

Кроме сказанных выше с полным правом можно предполагать, что 
однозначная функция Ф является почти всюду (за исключением множества 
размером 0) сплошной и дифференцируемой.

Условие а) означает, что в материальной функции Ф =  0 величины  
t u x  эксплицитно не фигурируют, следовательно Ф является функцией  
только величин v, а, е, а также их производных, а в простейшем случае 
только производных первого порядка

да да Эе Эе
a t = ----- , а  - ----- , е, = ------ие = ----- ,

dt дх dt Эх

т. е. закон материи будет иметь вид

Ф{о, а, в, о „  ах, е „ ех)  =  О

и является почти всюду сплошным и дифференцируемым.
Из условия ß) следует, что в такой области плоскости /, х, где Ф можно 

дифференцировать, каждую  точку секут хотя бы две характеристических 
кривых [5]. Если любая из них имеет вид <p{t, х )  =  0, или х =  x(s), t  =  /(s), 
тогда [10] (р удовлетворяет дифференциальное уравнение

дФо, (р3 +  оФах (pf <рх +  Фе, (pl +  Ф,.х <р1 =  о, (10)

которое на основе зависимости

dx
d x  _  ds _  у , 
d t dt <px

ds

можно записать также в следующем виде:

-  Q&0,
i j x ] 3
1 dt

■ Г (>Ф''Х
I dx  2 

I dt
Ф>,

d x
d t +  Ф«х —  0  • (Ю-а)

Уравнение (Ю-а) согласно условию ß) при любых начальных и гранич
ных условиях в любой точке плоскости /, X долж но дать три вещественных 
корня (три элемента линий).

Условие у), наконец предписывает, чтобы среди трех вещественных 
корней хотя бы один был положительным и хотя бы один отрицательным.
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Н а основе этих соображений можно легко показать, например, что 
зак он  материи не может иметь вид

Ф{°1е, et)> (П )

несм отря на то, что в технической литературе в большинстве случаев пред
л агается  ввести закон материи такого вида [2, 3, 8, 12, 14, 18].

В случае выражения (11) имеем

Фах =  Фа/ =  Ф ех =  0 ,

следовательно дифференциальное уравнение характеристических кривых 
будет иметь вид:

ф ч <Pt 9>х =  0 •
Здесь

поэтом у имеем 

или

Фч ф  О 

<РХ = 0  

<Pt =  0 ,

т. е. характеристические кривые представляют собою координатные линии.
Следовательно, условие у )  не удовлетворено, так как начальные и 

граничные условия можно надежно выбрать с таким расчетом, чтобы в об
ласти исследований функция Ф была бы всюду дифференцируема и во вто
ром  производном неизвестной функции был бы разрыв. Место этого разрыва 
м ож ет  быть лишь характеристическая кривая. Этот разрыв одновременно 
вы раж ает также физическое состояние, скорость распространения которого, 
таким образом, равна или нолю, или бесконечности.

Аналогичным образом можно показать, что ни одна из функций вида

Ф(г, а, а,) =  0, Ф (о, е, а )  =  0, Ф(г>, в, а,) =  О,

ф(®> о, °х ) =  0, Ф(ч, В, ах) =  0, ф(>’, е, ах)  =  О,

Ф(г, а, £/) =  0, Ф (а, е, et) =  0, Ф(у, а, е,) =  О,

Ф(а, е, ех) =  0 и Ф(г, д, ех) =  О

не м ож ет быть законом материи.
Следуя сказанным, можно показать еще и по приведенным ниж е функ

циям, что ни один из них не мож ет быть законом материи

Ф(А ах, ех) =  0, Ф (а, ах, £/) =  о. Ф (Е, ах, £i) =  О,

Ф(г, а „  а,) =  0, Ф(е, ах, а,) =  0, Ф(г, ех, е,) =  О,

ф(а, ех, £/) =  0 .
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Рассмотрим, например, функцию Ф{г, ахе,, е , , )=  0 . В той области, в которой 
можно дифференцировать функцию Ф, дифференциальным уравнением ха
рактеристических кривых (10) будет уравнение:

<Рх ЧРАеФ'х <Pt +  ф'х<Рх) =  0 .

Характеристики представляют собою координатные линии, соответственно 
третья, так как Ф является однозначной функцией, является некоторой 
кривой. Следовательно, требование у) не удовлетворено.

Функции v(t, х), a(t, X) и e(t, х), определенные изложенным уж е ранее 
способом, удовлетворяют уравнениям (1), (2), (9), (4), (5), (6) и (7).

М ежду функциями v(t, х), a(t, х), e(t, х ) и любой из трех их производных 
можно вывести такую функциональную связь (исключив переменные t, х), 
независимую от переменных t, х, которая м ож ет заполнить роль функции 
Ф в случае начальных и граничных условий, осуществленных в процессе 
экспериментов. Однако, из числа полученных таким образом функций сох
раняются только те, которые удовлетворяют требованиям а), ß) и у ).

Если теперь опыты проводить при иных начальных и граничных усло
виях и вновь определить функции с тремя переменными сохраненного вида, 
тогда те, которые не идентичны с полученными на основе предыдущего 
опыта, не могут быть законами материи. Таким образом, на основе проведен
ных при достаточно большом количестве различных условий опытов можно 
получить закон материи.

Если опыт построить так, чтобы наряду с переменными, посредством  
введения независимой от последних третьей переменной &, производить 
измерение скорости v(t, х, #), тогда можно получить Ф ввиде функции с 
четырьмя переменными. Если в этом случае (при условии такого измерения) 
можно найти такой Ф, который является функцией не четырех, а только 
трех переменных и эту ж е функцию Ф можно найти при предыдущих изме
рениях, тогда с правом можно предполагать, что закон материи имеет три 
переменных и именно эта функция представляет собою закон материи.

Отыскание закона материи таким способом требует большой затраты  
времени и энергии и большого числа опытов, проведенных при отличных 
друг от друга условиях. Определение функций Ф является также затру
днительным. Из-за дифференцирования, необходимого при определении 
а  и е, сравнение отдельных функций Ф идентичного типа, полученных при 
различных опытах, может стать неопределенным. Однако, на основе имею
щегося в распоряжении опыта (при выполнении относительно небольшого 
числа вычислений) можно сделать дальнейшие выводы в отношение закона 
материи, если сверх требований а), ß) и у )  будет удовлетворено требование 
ó), что функция Ф во всем диапазоне исследований дифференцируема.
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Это требование, как известно, позволяет производить расчет фронта 
волны, соответствующего данным начальным и граничным условиям, а 
так ж е сопоставление волновых фронтов, полученных при расчете и опыт
ным путем.

В качестве более простого случая можно предположить, что уравнение 
Ф —  0  является уравнением первой степени, т. е. по а) является лишь функ
цией

8сг да

де дее. = -------или £„ = -------- .
dt дх

В таком случае измеренная волна, естественно, является слабой волной.
И сследуя еще возможные комбинации перечисленных переменных, 

таким образом на основе данных проведенных опытов установлено, что
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законом материи может быть только функция вида

ф(а1, et, 0  =  0 -

Эта функция параметральными линиями изображена на рис. 13/а и 13/6.
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РЕ ЗЮ М Е

В работе рассматривается такого вида динамическая нагрузка медной ленты, 
работающей на чистое растяжение, при которой лента полностью находится в пластич
ном состоянии. Возникающая в процессе нагрузки пластичная волна во время нагрузки 
с использованием индукционного закона Неймана может быть прослежена электриче
ским путем. При этом исследовании скорость становится известной, как функция места 
и времени.

Вычисление распространения волны невозможно производить без уравнения, 
описывающего механическое поведение материала, т. е. без закона материи. Исходя из 
результатов опыта, в работе приводится метод определения закона материи. Приведен
ный в работе метод независимо от опытов — математическим путем позволяет определить 
для определенной группы функций то, что выбранная функция не может быть законом 
материи. В эту группу функций входит, например, обычное выражение а =  <т (е, £,).

A M E T H O D  F O R  IN V E S T IG A T IN G  T H E  PLA STIC  W AVE

GY. BÉDA

SU M M A RY

T h e  p a p e r  deals w ith  su ch  a  d y n am ic  load  of a  co p p er r ib b o n  su b jec ted  to  p u re  ten s io n  
d u rin g  w h ic h  th e  rib b o n  is w ho lly  in  th e  p las tic  s ta te . T h e  p la s tic  w ave arising  a t  lo ad in g  can  
be  fo llo w ed  e lectrica lly , u sing  th e  in d u c tio n  law  o f N e u m a n n . D u rin g  th is  in v es tig a tio n  th e  
v e lo c ity  becom es know n as a  fu n c tio n  o f p lace  and  tim e .

I t  is  n o t  possible to  c a lc u la te  th e  p ro p ag a tio n  o f th e  w av e  w ith o u t know ing  th e  law  
d e sc rib in g  th e  m echan ical b e h a v io u r  o f th e  m ate ria l. T h e  a u th o r  p roposes a  m eth o d  fo r  d e te r 
m in in g  th e  law  o f th e  m a te ria l,  w h ic h  is based  on -the  re su lts  o f  ex p erim en ts . In d e p e n d e n tly  o f 
th e  e x p e r im e n ts , th e  p ro p o sed  m e th o d  p e rm its  to  m a th e m a tic a l ly  p ro v e  fo r a  c e r ta in  g ro u p  
o f fu n c tio n s  t h a t  a  choosen fu n c tio n  c an n o t be a  law  d esc rib in g  a m ate ria l. To th is  g ro u p  of 
fu n c tio n s  belongs e. g. th e  u su a l a  =  a(e, et).

E I N E  M E T H O D E  Z U R  U N T E R S U C H U N G  V O N  PL A S T IS C H E N  W E L L E N

GY. BÉDA

Z U SA M M EN FA SSU N G

D ie  A rb e it b e faß t sich  m it  so lchen  d y n am isch en  B e la s tu n g e n  eines a u f  re in en  Zug 
b e a n s p ru c h te n  K u p fe rb an d e s , b e i w elcher sich das B a n d  z u r  G änze im  p las tisch en  Z u s tan d  
b e f in d e t.  D ie  d u rch  die B e la s tu n g  h e rv o rgeru fene  p la s tisc h e  W elle  k a n n  w äh ren d  de r Z eit der 
B e la s tu n g  u n te r  Z u h ilfenahm e des N eu m an n sch en  In d u k tio n sg ese tze s  a u f  e lek trischem  W ege 
v e rfo lg t w e rd en . B ei d ieser U n te rsu c h u n g  w ird  die G esch w in d ig k eit als F u n k tio n  de r Z eit u n d  
des O r te s  b e s tim m t.
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D ie B erechnung  d e r F o rtp f la n z u n g  de r W elle is t  ohne  K e n n tn is  d e r G le ich u n g , welche 
d as  m echan ische  V erh a lten  des M ateria ls b e sch re ib t, d . h . des M ateria lgese tzes, n ic h t  m öglich. 
A u f  V ersuchsergebnisse  g e s tü tz t ,  b e sch re ib t d ie A rb e it eine M ethode zu r B e s tim m u n g  des 
M ateria lgese tzes. D as V erfah ren  erm ö g lich t es, u n a b h än g ig  von  V ersuch , fü r  e in e  gewisse 
G ru p p e  v o n  F u n k tio n en  a u f  m a th e m a tisc h e m  W ege fe s tzu s te llen , d aß  die g e w ä h lte  F u n k tio n  
k e in  M aterialgese tz  sein k a n n . Z u d ieser G ruppe  de r F u n k tio n e n  g eh ö rt z. B . d ie  ü b lic h e  F u n k 
t io n  a  =  a(e, et).

U N E  M É T H O D E  P O U K  L ’E X A M E N  D E  L ’O N D E  P L A S T IQ U E

GY. BÉD A

R É SU M É

L ’a u te u r  é tu d ie  la  ch arg e  d y n am iq u e  d ’un  ru b a n  de cu iv re  soum is à  u n e  t r a c t io n  pure  
te lle , que  le ru b a n  e n tie r  so it e n  é ta t  p las tiq u e . L ’on d e  p la s tiq u e  engendrée  p a r  l ’a p p lica tio n  
de la  ch arg e  p e u t ê tre  su iv ie  é le c tr iq u em e n t p e n d a n t le te m p s  d ’a p p lica tio n , si o n  u tilise  la  loi 
d ’in d u c tio n  de N eu m an n . P a r  c e t ex am en , la  v itesse  e st d é te rm in ée  en  fo n c tio n  d e  l ’endro it 
e t  d u  tem p s.

L e calcu l de la  p ro p a g a tio n  de  l ’onde e st im p o ssib le  sans la  co nnaissance  d e  l ’éq u atio n  
d é c r iv a n t le c o m p o rtem en t m écan iq u e  du  m a té ria u , c’est-à -d ire  de la  loi de p la s tic ité .  E n  se 
b a s a n t  su r le ré su lta t  des essais, l ’a u te u r  p ré sen te  u n e  m éth o d e  de d é te rm in a tio n  de  la  loi du 
m a té ria u . In d é p en d a m m e n t des essais, c e tte  m éth o d e  p e rm e t d ’é ta b lir  p a r  le c a lc u l, q u e  les 
fo n c tio n s  a p p a r te n a n t  à  u n  c e r ta in  g roupe de fo n c tio n s n e  p e u v e n t pas re p ré se n te r  la  lo i d ’un 
m a té ria u . C’est à  ce g roupe  de  fo n c tio n s q u ’a p p a r t ie n t  p a r  exem ple la  lo i u su e lle  a  — a(e,  e().
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In  th e  years 1957 an d  1960, th ree  p a p e rs  dealing  w ith  th e  p ro b le m s  o f 
level d r if t  location  w ere published in  th e  M ining  Jo u rn a l o f H u n g a ry  [1], 
[2], [3]. R ecen tly  th e re  has been pub lished  a v e ry  good tex tb o o k  w h ich  to o , 
tre a te d  th e  above p ro b lem  [4]. Mii .l e r -H a u e n f e l s , professor o f th e  L eoben  
M ining A cadem y, w ho w as fa r  ahead  of h is  tim e  in  specialized k n o w led g e , 
pub lished  a book on m ine  surveying  in  1868 [5] an d  though  am ong  th e  m a n y  
problem s discussed th e re in  th e  problem  o f “ lev e l d rif ts” is no t e x p re ss ly  m e n 
tio n ed , it  p o in ts  o u t, how  th e  s tra ig h t line b e s t f i t t  ing  a set of po in ts  c h a r a c te r 
ized b y  a ce rta in  “ s c a t te r ”  is to  be d e te rm in e d . “ Es liegt uns so m it d ie  A u f
gabe vo r, zu einem  S y stem  von  P u n k ten , w elche  b loß  annähernd  e in e r  G e rad en  
angehören , die von  jen en  P u n k te n  am  w en ig s ten  abw eichende G erad e  n ach  
d er M ethode d er k le in sten  Q uad ra te  zu f in d e n .”  T hereby , the e x a c t so lu tio n  is 
based  upon  th e  m e th o d  o f least squares. T h e  s ta te m e n ts  of th e  a u th o rs  q u o te d  
above will be re fe rred  to  a t  th e  p roper p laces la te r  on.

*  *  *

T he o p tim u m  lo ca tio n  of fron t en tries  is o f  a g reat p rac tica l s ig n ifican ce  
in  m in ing , b o th  te c h n ic a llv  and  econom ically . T h a t  is w hy it is o f  im p o r ta n c e  
th a t  th e  princip les p e rm ittin g  to find  th e  m o s t favourab le  so lu tio n  be  d e te r 
m ined.

As i t  is to  be p o in ted  o u t below, th e  p ro b le m  itself as well as th e  w ay  of 
its  so lu tion  is in  a close connection  w ith  c e r ta in  notions used in  m ech an ics  
and  in  o th e r  b ran ch es  o f  science. I t  seem s to  b e  in d ica ted , th ere fo re , t h a t  th is  
p rob lem  be in v es tig a ted  a t  a closer range.

Definition of level drift. The problem of its location. Basic principles

As it is well k n o w n , a level d rift in m in in g  represen ts an  a d it  d r iv e n  in  a 
s tra ig h t line w ith  th e  p rim a ry  aim  of tr a n s p o r ta t io n  and  v en tila tio n . T h e  fac t 
th a t  th e  d rif t is to  be  s tra ig h t is an  ev id en t a d v a n ta g e , as it perm its  a n  in c rease
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in  t r a n s p o r t in g  cap ac ity  a n d  reduces a ir re s is ta n c e . I t  has how ever th e  d ra w 
b a c k  t h a t ,  as a ru le, th e  d r if t  c a n n o t be lo ca ted  in  su ch  a w ay as to  p ass  th ro u g h 
o u t  in  th e  lay er or fo rm a tio n  fav o u rab le  fo r  d r iv in g . This is due to  tw o  reaso n s . 
F i r s t ,  th e  seam  or s tra tu m  is nev er p lane in  th e  geom etric sense o f  th e  w o rd ; 
se c o n d , i ts  position  in  space  is  u su a lly  k n o w n  a p p ro x im a te ly  oidy, as a ru le  b y  
so m e b o r in g  d a ta . In  sp ite  o f  th is , i t  is o u r a im  to  m ak e  th e  fro n t e n t r y  f i t  th e  
b e d  o r  th e  favourab le  s t r a tu m  as closely as possib le .

I n  th e  general case, o u r  ta sk  is tw ofo ld , n a m e ly  to  determ ine:
1. one p o in t o f th e  ax is  o f  th e  level d r if t ,  p ro v id ed  th ere  is no s u c h  f ix e d  

in  a d v a n c e ,
2 . th e  az im u th  of th e  lev e l d rift, i. e. th e  ang le  su b tended  by  a g iv e n  base  

d ire c t io n  (to  be chosen in  th e  follow ing as th e  ab sc issa  axis) w ith  th e  o p tim u m  
ax is  o f  th e  en try .

T h e  s ittin g  of th e  lev e l d rif t “ b est f i t t in g ”  th e  selected lay e r —  m o re  
p re c ise ly , th e  fulfilling o f  co n d itions 1 a n d  2 m u s t, o f course, be b a se d  on 
so m e p re -se lec ted  p rincip le , s ta te d  in  m a th e m a tic a l form .

I n  th e  f irs t phase  o f  o u r  in v es tig a tio n s , w e w ish  to  oppose tw o  d iffe re n t 
p r in c ip le s  o f  location . O ne p rin c ip le  u tilizes th e  f ic titio u s  residuals o f th e  d e f in 
in g  p o in ts  from  the  level d r if t  w hich is re g a rd e d  as an  “ ad ju sted  s t r a ig h t  l in e ” , 
w h e re a s  th e  second p rin c ip le  is based  u p o n  th e  perpend icu la r d is ta n c e s  d  of 
th e  s a m e  defin ing  po in ts  f ro m  th e  level d r if t  re g a rd e d  as th e  “ p rin c ip a l a x is ”  
o f  th e  m o m en ts  of in e rtia . I n  th e  f irs t case, w e h a v e  to  find  th e  m in im u m  of 
a q u a d r a t ic  sum  [ç АД], w h ereas  in  th e  second , t h a t  of a q u ad ra tic  su m  [pdrf].

The level reduction of the defining points

W e w ill s ta r t  from  th a t  case of level d r if t  lo c a tio n  in  w hich sev era l p o in ts  
P j,  P., . . .  P n of the  s trik e  o f  th e  bed  (s itu a te d  a t  th e  required  a ltitu d e ) c a n  be 
d e te rm in e d  by  m eans o f b o rin g s. Since, h o w ev e r, th e  bore holes th e m se lv e s  
h i t  t h e  b e d  or s tra tu m  a t  p o in ts  BL, B ,  . .  . />„ o f  d iffe ren t a ltitu d es гг, z2 . . . z„, 
th e y  h a v e  to  be reduced  f i r s t  to  th e  h o rizo n ta l p la n e  o f the  selected z0 a l t i tu d e . 
A c c o rd in g  to  [4], pages 270— 271 th is  re d u c tio n  c a n  be perform ed in  tw o  d iffe r
e n t  w a y s . L et us consider o n e  m eth o d  an d  le t us assum e th a t  th e  d r illin g  B, 
re a c h e d  th e  selected s tr a tu m  a t  a sealevel a l t i tu d e  z,-, th e  tru e  d ip  o f  th e  
s t r a tu m  in  th e  dip line o f В , being  ß. In  th is  case, th e  defining p o in t Pi  o f  z0 
a l t i tu d e ,  w hich  corresponds to  5,-, is a t a h o r iz o n ta l d istance  t,- from  B,-, w h ich  
c a n  b e  o b ta in e d  from  th e  re la tio n

cot ß  = -----------.
г0 ~ z i

T h u s  w e a re  in a position  to  tran sfo rm  th e  d rillin g  poin ts B v  B 2 . . .  B n of 
d if fe re n t  a ltitu d e s  zv  z2 . . .  zn in to  th e  d efin in g  p o in ts  Pv  P 2 . . . P n (o f  un i-
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fo rm  a lti tu d e  s0) of th e  a rtif ic ia l s tr ik e  line b y  m eans o f  th e  h o rizon ta l 
d is tan ces:

h  =  (го —  zi) co t ß i h  =  («о —  zi) co t ß i =  о —  zn) c o t ß .

I f  tw o bo re  holes can be coup led , th e  p o in t o f  a ltitu d e  z0 —- as sh o w n  b y  th e  
o th e r  m e th o d  in  [4] —  can  he o b ta in e d  b y  m eans of in te rp o la tio n  to o .

T h e  h o rizo n ta l p lane  o f z0 a lt i tu d e  in te rsec ts  th e  seam  o r s t r a tu m  in  an 
irre g u la r  cu rve, in the “ n a tu ra l  s tr ik e  lin e” , w hereas th e  d e fin in g  po in ts 
P j,  P 2 . . .  P n w ill lie along an  “ a rtif ic ia l s tr ik e  line”  o f z0 a lt i tu d e .

In  th e  follow ing i t  is assum ed  th a t  th e  o rth o g o n al c o o rd in a te s  Æjjq; 
хтУчг> • • ■ х пУп o f th e  po in ts  Pv  P 2, . . .  P n in th e  p lane o f re ference  o f  z0 a ltitu d e , 
a re  know n.

C oncerning th e  level d rif t to  be s ited , th e re  is on ly  one p re -req u is ite , 
n am ely  th a t  i t  should  f i t  th e  above-defined  system  o f p o in ts  P V P 2 . . . P n  
as closely as possible. T h is is th e  f i r s t  a lte rn a tiv e  to  be d iscussed.

The problem of closest fitting. The straight line adjusted to a set of observa
tions. The least square sum of fictitious residuals

B efore a tta c k in g  o u r p rob lem  p ro p er, we w ish to  illu m in a te  b r ie f ly  th e  
p o in t as to  w h a t is, a c tu a lly , a “ b e s t f i t t in g ”  s tra ig h t line?

I  h a d  a lread y  p o in ted  o u t p rev io u sly  [6], [7] th a t  even  in  th e  l i te ra tu re  
o f a d ju s tm e n t th e re  ex ist som e differences o f opinion in  th is  co n n ec tio n . I  had  
tr ie d  to  ex p o u n d  th e  reasons fo r an d  th e  w ays of e lim in a tin g  th e se  d ifferences. 
T h o u g h  w e are  in  no positio n  to  d iscuss th is  p o in t here  in  fu ll, i t  seem s to  be 
d esirab le  to  s ta te  the  follow ing.

L e t us assum e for th e  m o m en t th a t  th e  dev ia tions o f th e  d e fin in g  po in ts 
P j ,  P 2 . . . P n from  a s tra ig h t line a re  u n av o id ab le  consequences o f  o b se rv a tio n  
e rro rs, a ffec ting  th e  coo rd inates x xy x; % y2; • • • x ny n o f th e  p o in ts , re g a rd ed  as 
o b se rv a tio n  resu lts . B y  th e  p rin c ip le  o f least-squares a d ju s tm e n t, th e  best 
f i t t in g  s tra ig h t line Сд —  A  in  F ig . 1 is th a t ,  fo r w hich the  sq u a re  su m

Z q V = [ q U  1 (1)

o f th e  residuals Aj A2 . . . ?in —  as ta k e n  in  th e  d irec tion  o f th e  o rd in a te s  —  is 
m in im u m . This is w h a t is u su a lly  called  an  “ ad ju s ted  s tra ig h t lin e ” ; i t  passes 
th ro u g h  th e  cen tre  of g ra v ity  Сд o f th e  se t o f  po in ts  in  an y  case. T h e  coord i
n a te s  X c and  Yc of th e  cen tre  o f  g ra v ity  are  com pu ted  by

X f  =  - M -  an d  Y f  =  Ш
Ы [q] (2)
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T h e v a lu e s  qv  q2 . . . qn o c c u rrin g  here  are called th e  f ic titio u s  w eights o f th e  s e t  
o f  p o in ts . T hey  are co m p u te d  b y

—-— = ---------- b ta n 2 a0 — -— . (3)
q I Pyi Pxi

I n  (3) p Xi rep resen ts  th e  w eights of th e  abscissae  Xi, w hereas s ta n d s  
fo r th e  w eigh ts of th e  o rd in a te s  y,-, as regarded  o b se rv a tio n  resu lts . T he accu racy  
o f ab sc issae  and  o rd in a tes  w ill n am ely  be d iffe ren t in  th e  genera l case.

T h e  az im u th a l ang le  o f  th e  ad ju sted  s tra ig h t  line  Сд —  A  ag a in s t th e  
ab sc issa  ax is is d en o ted  а д ,  its  slope is c o n seq u en tly  t a n  а д .  In  th e  w eigh t 
r e la t io n  (3), the  closely a p p ro x im a te  value ta n  a 0 o f th e  la t te r  will be m ade 
use of. T h e  calcu lation  o f th e  f in a l slope, i. e. th e  d e te rm in a tio n  o f th e  d irec tio n  
o f th e  a d ju s te d  s tra ig h t line  can  be considerab ly  sim p lified  b y  tran sfo rm in g  
th e  co o rd in a te s  x,y,- o f th e  g iv en  po in ts Р,- in to  a new  sy s tem  | ,  rj o f co o rd i
n a te s  w h ich , on th e  one h a n d , is paralle l to  th e  o rig in a l co o rd in a te  sy stem  a n d  
p asses , on  th e  o th e r h a n d , th ro u g h  th e  cen tre  o f g ra v ity  Сд of th e  se t o f d e f in 
in g  p o in ts . T he new  co o rd in a te s  o f  th e  set w ill th u s  be th e  follow ing:

P ^  ------ x ,  ____  X  ^  • P ^  ------ X  ____ X  ̂  * P ^  -------X  ______ X  ̂s i  л  1 -A'c •> s 2 л ,2 л с •> • • • Ç n ' л п  л с
(4)

}?iA = = j i  — у? ; = у2- jcA ; • • • Пп—Уп-Уп-

S u b se q u e n tly  th e  fo llow ing su m s of p roduc ts are  fo rm ed :

s a  =  [i H ] a  =■-■■■ (9i £î + ?2 £!+••• + Чп H ) a

H A =  [q r)r j\A =  (q1VÎ +  q2 i1Î +  ■■■ +  qn Vn)A (5)

ф а  =  [ q i v \  a  =  (?i i i  Vi  +  q ° Í 2 V2 +  ... + qn i n пп) а -

I f  a  s t r a ig h t  line passing  th ro u g h  th e  cen tre  o f  g ra v ity  Сд, i .  e. a “ m e d ia n ”  
is r o ta te d  in  a full circle, its  a z im u th a l angle w ill s te a d ily  change from  а  =  0° 
to  а  =  360°. In  consequence th e  d istances Xa o f th e  p o in ts  Pi as re la te d  to  th e  
r o ta t in g  s tra ig h t line w ill also  change. This ch an g e , as expressed  b v  (7), w ill 
be  g o v e rn ed  by  th e  re la tio n

[qK K ]  =  s a  tan2a — 2 ф а  t a n  a +  h a  ■ (6)

T h u s  th e  w eighted  sum  o f sq u a re s  [q / аЛа] of th e  v a lu e s  7a w ill assum e values 
b e tw e e n  a fin ite  m in im u m  a n d  th e  positive in f in ite . T h e  la t te r  is th e  case if  

n  3
« =  —  a n d  а  =  —  jjr, since  th e  X are para lle l to  th e  o rd in a te  axis an d  n o t p e r

p e n d ic u la r  to  th e  s tra ig h t lin e . T he described p rocess is illu s tra te d  b y  F ig . 2.
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T he az im u th a l ang le  а д  o f th e  a d ju s te d  s tra ig h t line will be  th e  o n e  for 
w hich  th e  sum  o f sq u ares  (6) will be m in im u m . A pply ing  now  th e  sh o rte r  
n o ta tio n  of (5), th e  co rrec t slope will be

ta n  a A = _ [qtrj]A 

Lч Щ л '
( ? )

T h e dev ia tions X be lo n g in g  to  th e  az im u th a l angle ад  of th e  a d ju s te d  s tra ig h t 
line are  called “ f ic titio u s  re sid u a ls” . The sum  o f th e ir  w eighted  sq u a re s  can  be 
o b ta in ed  from  (6):

к Щ a  =  h a -  ф А ta n  «a = k m ]  a  — \4^ } A • (8)
Ш ] а

T h e v alue  [q XX] is a m easu re  of accuracy  o f  th e  o bserva tions, fo r in  th e  ideal 
case w hen  all th e  o b se rv a tio n s  w ere w ith o u t e rro r, all of th e  d e fin in g  p o in ts  
w ould  fa ll along one s tra ig h t  line an d  [q XX]a  w ould  equal 0.

R ela tions (7) an d  (8) rep resen t, co n seq u en tly , th e  so lu tio n , assum ing  
th a t  th e  coord inates ж,у,-, ch arac teriz in g  th e  p o in ts  P ,, are th e  re su lts  o f  o b se r
v a tio n s  affected  b y  u n av o id ab le  random  erro rs. T he problem  is to  f in d  the  
c lo sest-fittin g  s tra ig h t line  to  th is  p lane se t o f  po in ts  on th e  basis o f  th e  p r in 
ciple of leas t squares.

The minimum principle of the sum of squares of perpendicular deviations

T he problem  o f a s e t  o f  po in ts  P v  P 2, . . . P n, o f ran d o m  s c a tte r  in  a given 
p lan e , is som ew hat d iffe ren t from  th e  one d iscussed  above. In  th is  case  th e  set 
o f p o in ts  does n o t n ecessarily  rep resen t o b serv ed  values w ith  ra n d o m  erro rs. 
T h e  d iffe ren t im p o rtan ce  o f accu racy  of th e  po in ts  P v  P 2, . . . P n is to  be 
expressed  b y  w eights p v  p 2, ■ ■ ■ p n-

O ur ta sk  is to  f in d  th a t  s tra ig h t line, со -p lan a r w ith  th e  s e t  o f  p o in ts , 
fo r w hich th e  w eighted  sum  o f squares of th e  p e rp en d icu la r  d istan ces  dj, d2, . . .dn 
o f th e  po in ts  Pi o f th e  w eigh ts p ,• (Fig. 1) is sm allest, i. e

U p d 2 — [pdd] =  m in im u m . (9)

T h is is th e  ax is C —  I I ,  fo r w'hich th e  m o m en tu m  o f in e r tia  o f  th e  set 
o f po in ts  as defined  b y  (9), is m inim um .

T he sam e is th e  case if  th e  m ain  in e r tia  ax is  has to  be d e te rm in e d  w ith  
re sp ec t to  th e  cen tre  o f  a n y  p lane  figure in s te a d  o f a sc a tte re d  s e t  o f  p o in ts .

1 3  Acta Technics X X X V III /1 -2 .
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T h u s we have a r r iv e d  a t  th e  problem  o f  a n  o p tim u m  level d r if t  w h ich  is 
n o t  re q u ire d  to  pass th ro u g h  a given origo ([4 ], p ag e  273) b u t  has to  m e e t th e  
re q u ire m e n t (9) of th e  m in im u m  m om entum  o f in e r tia . A level d r if t  o f  th is  
ty p e  is going to  be ca lled  a n o -co n stra in t, o r  b r ie f ly  “ free”  one.

Alternative A) s the determination of the “free” level drift

T his tim e, to o , i t  is b e s t to  calcu late  th e  coo rd inates o f th e  c e n tre  of 
g r a v i ty  C of th e  p o in t se t defin ing  the  fro n t e n try ,  b y

[P-*]

[P]
and Ус

[ p - y ]

[p]
(10)
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I f  all th e  w eights p , a re  considered  equal, it  is o b v io u s th a t  th e  c o o rd in a te s  of 
th e  cen tre  sim plify  to :

P Í í L =  w  „„,1 y t „ Ä L  =  J z L .
p  ■ n  n p  ■ n  n

In  th e  follow ing, th e  w ell-know n p rin c ip les  to  be listed  below  w ill be 
observed .

1. L et us d raw  a s tra ig h t  line C —- E  o f  a rb i t r a ry  d irection  th ro u g h  th e  
cen tre  o f g rav ity  o b ta in e d  above. L et us d e n o te  th e  d istances o f o u r  p o in ts  
P j, P 2, . . . P n from  th a t  line  b y  dv  d2 . . .  dn (F ig . 3).

In  th is  case

p 1d l + p 2d2 + ..........+ P n d n =  M l  = ° .  (11)

T h e  “ d ” -s, positioned  on  oppo site  sides of th e  s tra ig h t line o b ta in  o p p o s ite  
signs. I n  o th e r w ords, th e  so called “ p rim a ry ”  o r  “ s ta tic  m o m en t”  o f  a p o in t 
se t w ith  respect to  an y  o f  its  m edians is zero. T h is  s ta te m e n t is t ru e  ev en  in  
case th e  “d ” values w ere m easu red  in  a d irec tio n  id en tica l for all th e  p o in ts , 
b u t  n o t p e rp en d icu la r to  th e  m ed ian , as for in s ta n c e  along th e  v ertica l in  F ig . 3.

H ow ever, in  th e  fo llow ing, we will a lw ays consider d d is tan ces , n o rm a l 
to  th e  s tra ig h t line.

T he conclusion th e re fo re  is th a t  th e  “ fre e ”  level d rift, on w h ich  we h a d  
im posed  b u t th e  co n d itio n  th a t  the  algebraic  su m  of th e  d istan ces  d  o f  th e  
defin ing  p o in t set be zero , is n o t defined u n eq u iv o ca lly  ([4], page 274). T h ere  
ex is t an  in fin ite  n u m b e r o f  axes, fulfilling th e  a b o v e  condition  (11), b ecau se  
a n y  se t o f po in ts possess an  in fin ite  n um ber o f  m ed ian s.

2. I f  we ro ta te  in  th o u g h t an a rb itra r ily  selec ted  m edian  a ro u n d  th e  
cen tre  C, th e  len g th s  an d  d irec tions of the d is ta n c e s  “ d ”  of th e  p o in ts , from  th e

13*
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r o ta t in g  s tra ig h t line w ill ch an g e  stead ily , w h e reas  th e  condition  [pd]  =  0 will 
b e  v a lid  all the  tim e. W h ile  th e  az im u th a l ang le  o f th e  s tra ig h t line  increases 
f ro m  0° th ro u g h  360°, th e  w eigh ted  sum  o f sq u ares

(P i d l +  P 2dl +  ■■■ + P n  dn) =  [Pdd] (12)

f lu c tu a te s  periodically  b e tw e e n  a fin ite  m in im u m  and  m axim um  a t  a p e rio d  
o f  180°, as shown b y  th e  sinuso id  co n tin u o u s cu rve  of Fig. 4. C o n se q u e n tly , 
[p d d ]  assum es b o th  its  m in im u m  and  its  m a x im u m  tw ice in th e  course  o f  a fu ll 
r o ta t io n .

3. T he sum  of sq u a re s  [pdd] as d efin ed  b y  (12) is called th e  m o m e n tu m  
o f  in e r t ia  o f the  p lane se t o f  po in ts w ith  re sp e c t to  th e  axis in q u e s tio n . I t  is

in v a r ia b ly  positive an d  is a fu nc tion  of th e  az im u th a l angle of th e  m e d ia n . 
B e tw e e n  th e  m om enta o f  in e r t ia  referring  to  th e  ax is passing th ro u g h  th e  c e n tre  
C  a n d  to  th e  parallel ax is  T  —  T  (see F ig . 3) b y  passing th e  cen tre  C  a t  th e  
d is ta n c e  I), there  ex is ts  a v e ry  im p o r ta n t re la tio n sh ip  know n as S te in e r’s 
th e o re m :

[pit] =  [pdd] +  [p] D* (13)

o r  a p p ly in g  shorter sy m b o ls:

0 T =  Oc +  [P] D~ (13a)

w h e re  tv  t2 . . . tn s ta n d  fo r  th e  d istances o f th e  given points P v  P.2 . . .  P n 
f ro m  th e  axis T  — T ,  a n d  [p ]  =  (p i +  p 2 +  • • • +  Pn) rep resen ts th e  su m  of 
t h e i r  w eigh ts. In  o rd e r to  av o id  confusion in  F ig . 3, we refra ined  fro m  re p re 
s e n tin g  th e  d istances t,. I n  th e  case of p o in ts  o f u n it  w eight, [p] is re p la c e d  by 
(1 +  1 +  . . . +  1) =  n , a n d  th e  re la tio n  becom es

[tt] =  [dd] +  n  ■ L P .  (13b)

T h u s  the  sum  o f sq u a re s  [pdd] is a lw ays sm aller w ith  re sp e c t to  any 
m e d ia n  th a n  w ith re sp ec t to  th e  axes p a ra lle l to  th e  m edian in q u e s tio n .
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The tangent fo rm u la  o f  the double az im utha l  angle o f  the “fr e e "  drif t

I f  we in tend  to  perform  th e  siting  o f a n o n fix ed  d rift on th e  b as is  o f  th e  
p rinc ip le

I pdd] =  m in im u m

as a lread y  in d ica ted  u n d e r (9), we have  to  ex c lu d e  from  our in v e s tig a tio n  th a t  
tw ofold  in fin ite  set o f  co p lan ar s tra ig h t lines w h ich  do no t pass th e  c e n tre  (10) 
o f th e  defin ing  p o in t se t as given by  (10). T h e  o p tim u m  d rift ax is  w ill b y  a ll 
m eans be one o f th e  m edians o f th e  p o in t se t.

Since on th e  basis o f (10) th e  co o rd in a tes  o f  th e  centre C a re  k n o w n , i t  
is d esirab le  an d  p rac tica l to  in tro d u ce  he re , to o , th e  new c o o rd in a te  sy s te m  
Í , t] p a ra lle l to  th e  o rig inal system  x, y .  O f cou rse , C is chosen as th e  o rig in  of 
th is  new  system  too . T he coord inates o f o u r p o in ts  P  in th e  new  sy s te m  are  
fo rm ed  like in  (4):

-  ‘  X f  X c ,  £ 2  —  X c ,  . . .  X n X c

Vi — У1 y c 'i Ъ ^ У г - У с ' ,  ■ ■ - П п ^ У п  — Ус-

(14)

In  the  follow ing, o u r ta sk  is re s tr ic ted  to  th e  f in d in g  of the  a z im u th a l ang le  of 
th a t  m a in  axis o f in e r tia  w hich passes th ro u g h  C, an d  for w hich th e  m o m e n 
tu m  o f in e r tia  S  =  [pdd]  is m in im um . T h e  re la tio n  defin ing th e  c o rre c t az i
m u th a l angle is g iven below . Fig. 5 i l lu s tra te s  b u t  one defin ing  p o in t  P  in 
th e  co o rd in a te  system  f , r).

L e t th e  az im u th a l angle o f som e a rb i t r a ry  assum ed  m edian  b e  a . W e h av e  
to  know  th e  p e rp en d icu la r d is tan ce  d o f th e  p o in t P  from  th is  m e d ia n . I t  can  
be c o m p u ted  from  th e  |  and  r] coord inates o f  th e  p o in t. This is in  fa c t  b u t  a
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c o o rd in a te  tra n s fo rm a tio n , w hich  is illu s tra te d  b y  tw o  hachured  re c ta n g u la r  
tr ia n g le s  in  Fig. 4. S ince:

P Q  =  P R  —  Q R =  P R  —  M N

its  sq u a re :
d  =  7] cos a  — I  sin  a (15)

d 2 =  r f  cos2 a  — 2 £»7 sin a  cos a  -f- Í 2 sin2 a . (16)

T h u s  th e  m om en tum  o f in e r tia  of the  w hole s e t  o f  p o in ts  w ith  re sp ec t to  th e  
m e d ia n  o f  th e  a z im u th a l ang le  a,  will on a p p ly in g  (12), become

@ce — [ р щ ]  cos2a  — [pf??] s in  2a  +  [p££] sin2a . (17)

W e m u s t  fin d  now  th a t  a z im u th a l angle a fo r w h ich  Oc £ will be e x tre m e . C on
s e q u e n tly , we shall p u t  th e  f irs t  d ifferen tia l q u o tie n t  of (17) w ith  re sp e c t to  a 
e q u a l to  0:

d@ÇE
da

=  — 2 [ р щ ]  sin  a  cos a  — 2 \pt;rf\ cos 2a +  2 [ p f l ]  sin a cos a  =  0 . (18)

H en ce ,
— [PW]  s i "  2a —  2 \p£rj\ cos 2a -(- [ p f f ]  sin  2a =  0. 

D iv id in g  b y  cos 2 a  a n d  a f te r  reduction , we h a v e  f in a lly

ta n  2a  = 2 [p tv]
[р Щ  -  [рг)Г]]

(19)

( 20 )

T h is  im p o r ta n t  re la tio n  y ie ld s th e  o p tim u m  a z im u th a l angle o f th e  “ free”  
lev e l d r i f t  in  the  cen tre  sy s te m  o f coord inates £, r) w hose  origin coincides w ith  C. 
S ince

ta n  2a =  ta n  (2a +  180°) =  ta n  2 (a  +  90°) (21)

fo r  a n y  angle a  i t  is a p p a re n t  th a t  fo rm ula  (20) gives in  fac t, tw o  m u tu a lly  
p e rp e n d ic u la r  m ed ian s; th e  one C — I ,  is th e  ax is  o f  m ax im um  m o m e n tu m  of 
in e r t ia ,  w hereas th e  o th e r , С  —  I I ,  rep resen ts th e  ax is  of m inim um  m o m e n tu m  
o f in e r t ia  o f th e  p o in t se t. T h e y  form  th e  p r in c ip a l axes of the “ c e n tra l ellipse 
o f  in e r t ia ”  of the p o in t se t. T h ey  are also called  c e n tra l  m ain axes.

I n  th e  follow ing, th e  te rm s  occurring in  (20) w ill be su b s titu ted  b y  sh o r te r  
sy m b o ls , as per ana logy  w ith  (5):

[ p m  = [pm] = H [P m  =  фс , ( 22)
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w here  th e  suffix  C refers to  th e  cen tre  of g ra v ity , w hich is th e  o rig in  o f th e  
co o rd in a te  system  £, rj.

T hus instead  o f (20) we have

2 Ф
ta n  2a = --------—----- . (20a)

— c H e

A ccording to  th e  S te in e r’s theorem , th e  th ree  sum s of p ro d u c ts  req u ired  
fo r  (20) can be form ed im m ed ia te ly  on the  basis o f  th e  original x, y  co o rd in a tes  
o f  th e  p o in t set too :

S c =  [ р Щ  =  [px x \ — !>] x c

h c =  [pm\  =  [pyy] — [p] yl  {Щ

Фс =  [pfy] =  [pxy] — [p] хсУс ■

In  m echanics, th e  sum s o f p ro d u c ts  E c an d  H c are called  th e  m o m en ta  
o f  in e r tia  referring  to  th e  £, rj sy stem , w hereas Фс is referred  to  as th e  c e n tr i
fu g a l o r d ev ia tion  m o m en tu m . S u b s titu tin g  th ese  in to  (20), th e  la t t e r  becom es 
id e n tic a l w ith  th e  fo rm u la  g iven in  [4], page 274:

ta n  2a  = _____[РХУ] -  [p] х сУс
[px x ] -  [pyy]  -  [p] (XC — Ус)

(24)

The extreme values o f  the sum o f  squares o f  deviations

T he values o f th e  m ax im u m  and  m in im u m  sum s of squares [p d d ] w ith  
re sp ec t to  the  m ain  ax is, o f w hich th e  m in im um  is o f g rea t s ig n ifican ce  from  
o u r p o in t of view , can  now  be o b ta in ed , if  th e  fo rm u la  (20) is co nsidered  in  (17). 
T h e  la t te r ,  how ever, is tran sfo rm ed  by th e  re la tio n s

1 -|- cos 2a
and  s in 2 a  =

1 — cos 2a
(25)

in th e  following w ay : 

1 1 „
>сЕ =  —  H (  1 +  cos 2a) -|------ E  (1 — cos 2a) — Ф sin  2a (26)

2 2

w herefrom

II l iT f f  _ H
0 cF = -------- l_— I------------ cos 2a — Ф sin 2a

2 2
(2 7 )
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f u r th e r ,  w ith  the  su b s titu tio n s

cos 2a =
у т

@cE —

-  t a n 2 2a

H + S
2

and i 2a  =
ta n  2a

]/ 1 la n -  2a

(H  — E ) — 2Ф • ta n  2a 

2 ]/l -f- t a n 2 2a

(28)

(29)

T h e  only ta sk  le ft is to  su b s titu te  th e  v a lu e  o f ta n  2a o b ta in e d  in  (20), 
w h ic h  su b s titu tio n  re su lts  in  th e  tw o ex trem e su m s o f p ro d u c ts , i. e. th e  m a x i
m u m  a n d  the  m in im um  m o m e n ta  of in e rtia , ch a rac te riz in g  th e  m a in  axis 
s y s te m  o f th e  cen tre  o f  g r a v ity ,  of th e  a z im u th a l angles a an d  (a -|- 90°), 
re sp e c tiv e ly

0 C ■ '-'min ©it =  [pdd]c, (30)

в C ___max +  Ф2 = 0 \  =  [pdd] Cmax* (31)

T h e re  ex is ts  betw een th e se  ex trem e  values th e  w ell-know n re la tio n sh ip  also 
s u ita b le  fo r  checking th e  re su lts :

0 i  +  0 ц  == “  +  H  •

In  ac c o rd a n ce  w ith  th is  re la t io n , th e  sum  o f th e  tw o  0  va lues re fe rrin g  to  an y  
tw o  m u tu a lly  p e rp en d icu la r  s tra ig h t  lines p assin g  th ro u g h  th e  com m on p o in t 
is c o n s ta n t .

The three tangent formulae for  the s im p le  entry azimuth

I n  sp ite  of its  s im p lic ity , th e  relation  (20), d e te rm in in g  th e  o p tim a l ax is  
d ire c tio n , has th e  d is a d v a n ta g e  th a t  it  co n ta in s  th e  double o f th e  req u ired  
a z im u th a l  angle in s tead  o f  d ire c tly  giving th e  a z im u th . T he la t te r  can  be 
o b ta in e d  from  the  w ell-know n re la tion

w h en ce

„ 2 ta n  a
t a n  l a  — -

1 — t a n 2 a

ta n  a =  —
1

ta n  2 a
1

t a n 2 2a +  1 =

(32)

(33)
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T he sq u are  ro o t, h av in g  o f course tw o values, we sha ll g e t, th is  tim e , too , the 
d irec tio n a l ta n g e n ts  o f tw o  m u tu a lly  p e rp en d icu la r  s tr a ig h t  lines. T he roo t 
fo rm ula  o b ta in ed  in  th is  w ay  is , how ever, m uch  m ore cum bersom e th a n  the  
one u n d e r  (20). T h a t  is w h y  we will develop  tw o a d d itio n a l fo rm u lae  fo r th e  
d ire c tio n a l ta n g e n ts  o f th e  m a in  axes.

As a s ta r tin g  p o in t, le t us ap p ly  th e  genera l expression  in tro d u c e d  u n d e r  
(17) fo r th e  m o m en t o f in e r tia  w ith  re sp ec t to  a m ed ian  o f th e  a z im u th a l angle.

S u b s titu tin g , we have

е  =  — — (Н е - 2 Ф е а +  Е еа*).
1 cr

(35)

L e t us fin d  th e  ex trem e  v a lu e  o f 0  w ith  re sp ec t to  th e  d irec tio n a l ta n g e n t a, 
as th e  in d ep en d en t v a riab le :

d&_
da

D iv id ing  by

(1 +  a2) ( -  2Фс +  2S c a) — (H c — 2Фса  -f- S c a 2)2a 

(1 +  a 2)2
=  0 . (36)

1 +  a 2 

E -  a -  Ф„ H c 2ФС a 4- E c d~
1 +  a 2

a =  0 . (37)

The d irec tio n a l ta n g e n t to  be  ca lcu la ted  herefrom  d e te rm in es th e  tw o m ain  
axes o f  in e rtia . T he fra c tio n  in  (37) gives —- in  acco rdance  w ith  (35) —  the 
ex trem e  in e rtia  values 0 \  — 0 max an d  0\\ — ch a rac te riz in g  th e  m en tioned
cen tra l m ain  in e r tia  axes. H ence, accord ing  to  (35) an d  (37) i t  fo llow s:

5 с а  —  ф с  —  &í n  • a =  0 ,

w herefore, th e  d irec tio n a l ta n g e n t o f th e  m ain  axes is:

Фс [p iv \

(38)

a =  t a n  a =
h _ fùcU \M [ р Щ  -  [Pdd ll.I!

(39)
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A n o th e r  form  of th e  d ire c tio n a l tan g en ts  of th e  m a in  axes o f in e r tia  m ay  be 
d e r iv e d  also from  (17):

0  — H c cos2 a — 2Фс sin a cos a -j~ S c s in 2 a ,

I n tro d u c in g  the com plem ent у  o f a, i. e.

у  =  90° — a, (40)

g iv in g  rise  to the  su b s titu tio n s  cos a — sin у  and  sin a =  cos y,  th is expression  
c a n  a lso  be w ritten  in  th e  fo llow ing  form :

0  =  H c s in  2 у  —■ 2 Фс sin y  cos у  -f- S c cos2 y  . (41)

I n  o th e r  w ords, th is m ean s, t h a t  th e  p e rp en d icu la r d is tan ces  given u n d e r (15) 
n o w  assu m e  the  form

d =  r j  sin  y  —  I  cos y . (42)

L e t  u s  in troduce  th e  fo llow ing  ab b rev ia tio n :

ta n  y — i .

T h u s  sin  y  =  7 7 = = =  an d  cos y  — тг-------== .
]/ 1 +  i2 ]/ 1 +  i2

S u b s t i tu t in g  these in to  (41), we have:

0 =  1- - ( H c i * - 2 0 c i + S c).
1 4-

(43)

(44)

T h is  t im e  we have to  fin d  likew ise  th e  ex trem e v a lu e  o f 0  w ith  resp ec t to  i :

d 0  (1 +  g )  (2H c i -  2Фс) -  (H c i2 -  2ФС i +  S c) 2 i 

di  (1 +  i2)2
(45)

A f te r  d iv id ing  by  {2 : (1 -f- i2)} we o b ta in

H r Ф , -
H c i2 — 2 Фс i г S '

1 4- i2
i =  0 . (46)

T h e  d irec tio n a l ta n g e n t i — ta n  у  to  be ca lcu la ted  from  (46) ch arac terizes  th a t  
p o s it io n  o f th e  p rincipal ax is  o f  in e rtia  a t w hich th e  m o m e n tu m  of in e rtia  g iv en
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b y  (44) assum es th e  ex trem e  values @\ =  0 maxa n d  0 ц  — 0 mitl. U sing th e  la t te r ,  
re la tio n  (46) w ill o b ta in  th e  following fo rm :

Or

Н сг - Ф с - в \ и -г =  0 . (47)

г(Нс - е \ , и ) - Ф с =  0 .

Hence, considering  (40) an d  (43):

Фс
H r -  &\

=  ta n  к =  ta n (9 0 °  — a) =
.и ta n  d

(48)

T hus, th e  d irec tio n a l ta n g e n t of th e  p rin c ip a l ax is  o f in e rtia  can be ex p ressed  
also in  th e  follow ing fo rm :

ta n  a - H c —  ©Í,
Ф,

(49)

A ltho u g h  th e  exp ressions (39) aud  (40) seem  to  be  m ore d irec t th a n  ex p ressio n  
(20), th e y  are no b e t te r  th a n  th a t ,  since th e y  y ie ld  a concre te  n u m erica l v a lu e  
fo r th e  d irec tio n a l ta n g e n t o f th e  o p tim u m  ax is only  th ro u g h  th e  d e to u r  o f  
f irs t ca lcu la tin g  ©min o u t o f (30), w hich is c o n ta in e d  b y  b o th  fo rm u lae .

Parallelism between the adjusted straight l ine  and  the optim um  axis

Beside th e  p o ss ib ility  of checking, h o w ev er, expressions (39) a n d  (49) are 
nevertheless o f som e use enabling  us to  co m p are  th e  m in im um  p r in c ip a l axis 
w ith  th e  a d ju s te d  s tra ig h t line defined b y  (7). M ore precisely: th e y  a ffo rd  a 
possib ility  to  e s tab lish  an a ly tica lly  th e  co n d itio n s o f coincidence o f th e  s tra ig h t  
lines C — I I  an d  Сд — A  in Fig. 1. A ccord ing  to  Fig. 1, the d isc re p a n c y  is 
due  to  tw o reaso n s: th e  d ifferen t in te rp re ta tio n  o f b o th  the  cen tre  o f  g ra v ity  
an d  th e  d irec tio n a l ta n g e n t.

W h a t is th e  co n d itio n  for (2) and  (10) g iv ing  id en tica l co o rd in a tes  o f  th e  
cen tre  o f g ra v ity  C? I t  is th a t  in  th e  exp ressio n  (3) o f th e  f ic titio u s  w e ig h ts

I ' x  1 —  P y  1 —  P l ' i  P x 2 —  P y 2 —  P i .  • ■ ■ P x n  —  P y n  —  P n

i .  e. if  th e  tw o co o rd in a tes  w hich define a p o in t, are  equally  re lia b le . T h is, 
how ever, is n o t a t  a ll u n like ly  in  p rac tice , e ith e r . In  th is  case

4i =  Pi(l  +  t a n 2  «о)? % — PÁ1 +  ta n 2  «о) • • • Чп=  F n ( l  +  ta n 2  a o) • ( 5 0 )
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T h u s  th e  cen tre  co o rd in a tes  o f (2) becom e

=
1 -(- ta n 2 a0 
1 -f- ta n 2 a0

[px]

[p ]
an d  y f

1 f  ta n 2 «Q [py ]
1 -j- ta n 2 a0 [p]

(5 1 )

a n d  th e y  define th e  sam e  cen tre  of g ra v ity  as g iven  u n d er (10).
T h u s  i t  can  occur t h a t  th e  po in t C of th e  tw o  axes in  question  is id e n tic a l. 

As re g a rd s , how ever, th e  id e n ti ty  o f th e  d ire c tio n a l tan g en ts  of (7) a n d  (39),

th is  w ill n o t  arise ex cep t in  tw o  special cases. O ne o f th em  is, if  th e  c en tr ifu g a l-  
m o m e n tu m  [p  | t j ]  =  0C, i .  e. th e  n u m e ra to r  o f  (39) and  co n seq u en tly  th e  
a z im u th a l  angle too  w ere to  equal zero, in  w h ich  case th e  abscissa ax is  w ould  
be  a t  th e  sam e tim e  sy m m e try  axis o f th e  se t o f  p o in ts . In  th is  case b o th  ty p e s  
o f c lo se s t f i t t in g  s tra ig h t  lines w ould coincide w ith  th e  |  axis. T he co n d itio n  
fo r th e  o th e r  case req u ires  [pdd] =  0 in  th e  d e n o m in a to r  of (39), i. e. a ll th e  
d e f in in g  po in ts  P , m u s t lie  a long  one s tra ig h t lin e . I n  such a case, th e  lo c a tio n  
o f  th e  o p tim u m  level d r if t  w ou ld , o f course, re q u ire  no discussion.

W e h av e  a rriv ed  a t  th e  conclusion th a t  th e  sum  of squares of th e  d e v ia 
tio n s  Я in  th e  o rd in a te  d irec tio n  is su b jec t to  a  re la tio n  d ifferen t fro m  th e  one 
g o v e rn in g  th e  sum s o f sq u a re s  of th e  p e rp e n d ic u la r  d ev ia tions d. T h is is illu s 
t r a te d  b y  expressions (6) an d  (17) and  b y  F ig s . 2 and  4, c o n stru c ted  a cco rd 
in g ly .
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T he circle d iag ram  show n a t  Fig. 6 serves th e  graph ica l co m p a riso n  of 
th e  a d ju s te d  s tra ig h t line defined  b y  (7), w ith  th e  p rinc ipa l axis as d e f in e d  by- 
expressions (20), (33), (39) and  (49) as w ell as th e  com parison  o f th e  sum s of 
sq u ares  o f th e  co rrespond ing  d ev ia tio n . A ccord ing  to  these  re la tio n s , th e  posi
t io n  o f b o th  s tra ig h t lines is u n eq u iv o ca lly  d e te rm in ed  w ith  re sp e c t to  th e  
c o o rd in a te  sy stem  chosen as basis, in  th e  case  th e  sum s of p ro d u c ts  3 ,  H ,  Ф, 
en u m e ra te d  u n d e r (5) an d  (23), are  know n. T hese  sum s of p ro d u c ts  re fe r  to  th e  
chosen  o rth o g o n a l coo rd in a te  sy stem . T h e  d iag ram  is co n stru c ted  b y  p lo tt in g  
^ Ф  ag a in s t S  an d  H ,  respective ly  a t  a c o n v e n ie n t scale. ± Ф  m u s t  th e re b y  
b e  p lo tte d  w ith  th e  co rrec t signs, i. e. p a ra lle l e ith e r  to  th e  p o sitiv e  o r  to  th e  
n e g a tiv e  h a lf  o f th e  abscissa axis. A t p re se n t, th e  £r) system  w ith  th e  c e n tre  C. 
as th e  orig in  w ill be considered. A ccord ingly , in  Fig. 6

СД =  H  =  [p r,ry]; 1,2 =  3  =  [p  « ] ;  Ü  =  ± ф  =  ±  [p  f ry ] .

In  th e  fo llow ing, a circle is d raw n  over th e  d ia m e te r  C,2 =  (H  -f- 3 ) ,  w ith  
th e  cen tre  in  M .

T he c o n stru c tio n  of re la tio n  (20) b y  m eans of th is  circle w ill p ro ceed  as 
follow s: T he rad iu s  defined  by  po in ts  M  a n d  3 w ill in tersec t th e  c irc le  a t  p o in t
4. N ow  th e  req u ired  d r if t axis is rep resen ted  b y  th e  s tra ig h t line d ra w n  th ro u g h  
p o in ts  C an d  4. P ro o f: in  th e  trian g le  (3, M ,  1) o f Fig. 6

ta n  2a
1-3

1 ,2 -  C.\
2

2 Ф

3  — H

in  ex ac t ag reem en t w ith  re la tio n  (20).
R e la tio n  (7) can  be c o n s tru c te d  in  th e  sam e  sim ple w ay. L e t u s  d ra w  the 

s tra ig h t  line connec ting  po in ts 2 and  3. T h is  w ill in te rsec t th e  circle a t  p o in t 6. 
T h e  d irec tio n a l angle ад  of th e  s tra ig h t lin e  C  —  6 is o b ta in ed  a t  o n ce  ju s t  as 
exp ression  (7) s tip u la te d  by . P roof: th e  s t r a ig h t  lines C —  6 a n d  2— 6 are 
m u tu a lly  p e rp en d icu la r so th a t  in th e  tr ia n g le  (3, 2, I)

ta n  aA
1.3 Ф

1,2 3

T he m in im um  o f th e  sum s o f squares o f  th e  perpend icu la r d e v ia tio n s  “ d" 
i. e. \p d d \min is rep resen ted  by  th e  sec tion  3,4 o f th e  radius.

T hus

[Pdd] min =  3 ’4 '
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T h is  v a lu e  can be c o m p ared  w ith in  the scope o f  th e  p resen t d iag ram  w ith  th e  
su m s o f  squares o f A f ic ti t io u s  residuals [q AAJmin only , if  all th e  v a lu es  я,у,- 
c a n  b e  reg a rd ed  o f equal accu racy , i. e. if  q̂  =  q2 =  . . .  qn. In  th is  case, w h ich  
is g e n e ra l ly  realized in  p ra c tic e , th e  value in  q u e s tio n  is rep resen ted  b y  th e  
d is ta n c e  6,7. Thus

q[AA] =  6 ,7 .

T h e  p ro o f  fo r th e  c o n s tru c tio n  of th e  tw o su m s o f squares has a lread y  b e e n  
d e a l t  w ith  in  d e ta il in  [6]; consequen tly , th e re  is n o  need to  go in to  th a t  ag a in .

T h e  figure also p e rm its  th e  read ing  of th e  d ire c tio n a l ta n g e n t o f th e  f ro n t  
e n t r y  ax is , as expressed  b y  (39) since in  th e  tr ia n g le  (8, 2, 9)

8 ^  R3 Ф
ta n  a —  -  = --------- : -  =  ---- .

2,9 1,2 -  3,8 S  — 0 min

R e la t io n  (49) is also re p re se n te d , since in  th e  tr ia n g le  (11, C, 10):

_  10,11 11,3 H -  0  n
ta n  a — ------------ = --------- ------------- =  --------  .

C ,10  1,3 Ф

T h u s , th e  d iagram  o f F ig . 6 seems to  p re se n t th e  parallelism  b e tw een  th e  
free  le v e l d rifts  as d e fin ed  b y  th e  aforesaid  tw o  princip les an d  b e tw een  th e  
su m s o f  squares th e re fro m  derived  m ore lu c id ly , th a n  th e  co rresp o n d in g  
a n a lit ic a l  re la tion .

S ince th e  sum s o f  sq u a re s  are in v a ria b ly  p o sitiv e , it  is obvious o n  th e  
b as is  o f  th e  com parison  o f  (7) an d  (39), an d  s till  m ore  so on basis o f F ig . 6, 
t h a t  in  p rac tice  th e  a b so lu te  va lue  of (39) w ill b e  g rea te r th ro u g h o u t; o r, in  
o th e r  w o rd s, th e  a d ju s te d  s tra ig h t line w ill lie  w ith in  th e  acu te  angle s u b 
te n d e d  b y  th e  abscissa ax is  on th e  one h a n d  a n d  b y  th e  axis o f th e  e n try , as 
th e  p r in c ip a l axis o f in e r t ia , on  the o ther.

I n  th e  course o f d e riv in g  relations (10) to  (51) we have e x p o u n d ed  all 
th e  p o in ts  connected  w ith  “ free”  level d rifts . T h u s  th e  discussion of A lte rn a tiv e  
A. is considered  as co m p le ted .

A lternative B )  : D eterm ination  o f  th e  fixed  level drift

I n  th e  case n am ed  in th e  title  the  f ro n t e n t r y  to  be set along th e  s tr ik e , 
is f ix e d  b y  a given orig in . F o r  b re v ity ’s sake  w e sh a ll speak  o f a “ fix e d ”  f r o n t  
en try  o n ly . Beside th e  c o n s tra in t rep resen ted  b y  th e  given origin, th e re  p re 
v a ils  u n ch an g ed  th e  re q u ire m e n t, th a t  th e  level d r if t  should f i t  a given seam  
as c lo se ly  as possible.
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T his tim e , we shall also assum e th a t  a t  th e  a lt i tu d e  z0 o f th e  fix e d  p o in t F,  
we know  a n u m b er n  o f p o in ts  o f th e  seam , to  be d en o ted  P v  P 2 . . . P n, g iven  
b y  th e ir  p lane coord inates x 2y2; ■ ■ ■ xn y n. In  th e ir  e n tity , th e se  p o in ts
d e te rm in e  an  artific ia l s trik e .

F irs t  of all, i t  is p ra c tic a l to  tra n s la te  th e  c o o rd in a te  system  x , y  in  su ch  
a w ay  th a t  th e  origin o f th e  new  system  x ' , y '  lie a t  th e  fixed  p o in t F  o f  th e  
level d rif t. The coord inates o f  o u r defin ing  p o in ts  Р,- w ill be d en o ted  in  th e  new  
sy s tem : x[ y\.

Since one of th e  p o in ts  o f th e  level d r if t  F,  h a d  a lread y  b een  f ix e d , o u r 
ta s k  is reduced  to  th e  d e te rm in in g  of th e  m ost fav o u ra b le  a z im u th a l ang le  a 
o f th e  d rif t axis.

Fig.  7

T here  s tan d s n o th in g  in  th e  w ay  of ap p ly in g  th e  fo rm er p rincip le , a c c o rd 
ing to  w hich  th e  sum  o f sq u ares  of th e  p e rp en d icu la r  d ev ia tio n s “d ” o f  th e  
defin ing  p o in ts  as re la te d  to  th e  o p tim u m  axis th ro u g h  F,  m u st be  m in im u m . 
In  o th e r  w ords, i t  is n o t th e  ax is passing th ro u g h  th e  cen tre  o f g ra v ity  o f  th e  
se t o f po in ts  we are in te re s te d  in , b u t th e  p rin c ip a l axis of m in im u m  in e r tia  
w h ich  passes th ro u g h  th e  o rig in  F.  H ow ever, to  illu m in a te  th is  p ro b le m  from  
sev era l sides, we shall re -s ta te  o u r s ta r tin g  p rinc ip le  in  a d iffe ren t w a y , b u t  
nonetheless in  a form  len d in g  itse lf  for m echan ica l in te rp re ta tio n . A cco rd in g  
to  F ig . 7, th e  position  o f o u r  g iven  p o in ts  P r, P2 . . . P n on th e  re q u ire d  o p t i 
m um  s tra ig h t line F  —  E  can  be de te rm ined  as re la te d  to  th e  o rig in  F  b y  
m eans o f th e  o rthogonal co o rd ina tes rv  dx; r2 d2, . . .  rn, dn, w hich  —  as h ad  
been  a lready  show n in  F ig . 5 —  depend on th e  a z im u th a l angle a  o f  th e  level 
d r if t  axis in  th e  follow ing w ay :

dj =  y'j cos a — x'j sin  a (52)

r j =  x'j cos a y \  sin  a . (53)
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L e t  us follow now  th e  fo llow ing  line of th o u g h t:  th e  forces

Pi^i’ • • ■ P n d n  ,

p ro p o r tio n a l to  the d e v ia tio n s  exert — a t  th e  positions Pj P2 . . .  P n to rques 
o f  th e  lever arm s

rV r2’ " ’ ‘ rn

a ro u n d  th e  fixed  p o in t F.  O n opposite sides o f th e  F  —■ E  ax is, th e  d irec tio n  
o f  th e  forces is o p p o site . B y  p v  p 2, . . . p n th e re  are  deno ted  c o n s ta n t w eight 
p a ra m e te rs , w hich, h o w e v e r are n o t ch a rac te rized  m ore closely fo r th e  tim e  
b e in g .

T ak ing  in to  c o n s id e ra tio n  expressions (52) an d  (53), th e  s ta tic  m o m en tu m  
o f  a n y  force w ith  re sp e c t to  th e  fu lcrum  F  can  be expressed in th e  follow ing 
w a y :

T h e  az im u th a l ang le  o f  th e  o p tim u m  F —  E  ax is , fixed  by  p o in t F,  will now  
b e  de te rm in ed  bv th e  c o n d itio n  th a t  th e  m o m e n ta  o f th e  n forces ac tin g  be in 
eq u ilib riu m , i. e.

M  =  [pd ■ r ] ï  =  0 . (55)

A cco rd in g ly  perfo rm ing  th e  sum m ation  we h av e

[ p x 'y ' ]  cos 2a
1

2 —  \РУ'У']) s *n  2 a  = 0 . (56)

H e n c e  th e  expression o f  th e  op tim al az im u th a l angle , in acco rd an ce  w ith 
p a g e  272:

ta n  2 a 2[px'_yj
[px ' x'] -  [p y ' y ']

2 ФР

‘—‘F —  t i l

[4],

(57)

w h e re , analogously to  th e  expressions (23), we h av e  in tro d u ced  th e  follow ing 
s h o r te r  sym bols:

E f =  [ p x ’x'],  H F =  [py'y' ] ,  Фр =  [px'y' ] . (58)
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T h u s, on th e  basis o f  th e  m o m en tu m  th eo rem , we h av e  o b ta in ed  a re la tio n  
fo r  th e  az im u th a l angle o f  th e  f i x e d  level d r if t  w h ich  is o f th e  sam e s tru c tu re  
as th e  re la tio n  ch a rac te riz in g  th e  p rinc ipa l ax is o f  in e r tia  o f th e  d e fin in g  p o in t 
s e t  w ith  respect to  p o in t F.  In  th is  case, how ever, th e  co o rd ina tes o f  th e  p o in ts  
are  to  be m easured  from  th e  fixed  p o in t F,  in s te a d  o f th e  cen tre  C o f  th e  system  
as in d ica ted  by  th e  su ffixes o f the  sym bols used  in  (58).

*

T he m o m en tu m  th eo rem  given as fo rm u la  (55) could h a v e  been  used 
fo r de te rm in in g  th e  ax is o f th e  free level d r if t  as well. In  th is  case, how ever, 
we should have ad d ed  th e  o th e r tw o fu n d a m e n ta l eq u a tio n s o f s ta tic s :

[pd  cos a] =  [p d ] cos a  =  0 and  [pd  sin  a ] =  [pd] sin  a  =  0. (59)

T h a t m eans th a t  th e  ac tin g  forces p d  m u s t be resolved each  in to  tw o p e r
p en d icu la r com ponen ts. T h e  algebraic sum  o f th e  force com ponen ts o f  id en tica l 
d irec tio n  m u st eq u a l zero if  th e  force system  is to  be in  eq u ilib riu m . F ro m  (59) 
i t  is obvious th a t  [pd ] =  0, i. e. th e  forces a c tin g  m u s t th em selves fo rm  a 
sy stem  in eq u ilib rium . In  o th e r w ords, acco rd in g  to  (59) th e  req u ired  d r if t 
ax is  m u st be one o f  th e  m ed ians o f th e  d efin in g  p o in t se t, i. e. th e  d r if t ax is 
m u s t pass th ro u g h  its  c e n tre  o f g rav ity . I t  is th e re fo re  ex p ed ien t to  w rite  up 
th e  m om en tum  th eo rem  (55) for th is  c en tre  C. T his leads to  re la tio n  (56) 
aga in , w ith , how ever th e  d ifference th a t  th e  £, 7] coo rd inates o f  th e  cen tra l 
sy stem  w ould occur in s te a d  o f x ' y i .  e.:

[p£rj\ cos 2 a -------  |[p££] — [р щ ]  J sin  2a =  0 . (56c)

I t  is ap p a re n t, th e re fo re , th a t  from  th is  exp ression  we w ould o b ta in  in v a ria b ly  
th e  re su lt (20).

*

T hus th e  d irec tio n  o f  th e  o p tim u m  axis o f  th e  given p o in t se t, i f  th e  axis 
has to  pass th ro u g h  th e  fix e d  p o in t F,  is d e te rm in e d  b y  re la tio n  (57). A lso, th e  
m o m en tu m  of in e r tia  o f  th e  se t of po in ts is le a s t  w ith  resp ec t to  th is  ax is, of 
all th e  axes passing  th ro u g h  F.  I t  is ap p a re n t t h a t  th e  axis o f  m ax im u m  m om en
tu m  w ill be p e rp en d icu la r to  th is  one. T he m in im u m  axis, being  th e  su b jec t o f 
o u r in te re s t, can  be ca lcu la ted  as p er analogy  to  (30), i. e .:

0 £ tn =
“ F "T H F H p — 5 p

— — — -  + ф > (60)

14  A cta Technica X X X V III /1 -2 .
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T h is , h o w ever, is no lo n g e r a n  ab so lu te  m in im u m , on ly  a re la tiv e  one , since 
—  o w in g  to  th e  c o n s tra in t o f  passin g  th ro u g h  F  —  th e  F  —  I  I p  ax is  w ill n o t 
co in c id e  w ith  th e  ce n tra l p r in c ip a l axis C —  I I ; i t  need  n o t he  ev en  p a ra lle l 
to  i t .  I n  o th e r  w ords: th e  e n t r y  axis F — I I  does n o t  as a ru le , in c lu d e  th e  
c e n tre  o f  g rav ity  C o f th e  d e fin in g  p o in t se t, as seen  on  F ig . 8. T h u s  th e  in 
e q u a li ty

(6i)

p re v a ils , m eaning th a t  th e  f i t t in g  o f a fix ed  level d r if t  to  th e  d e fin in g  se t of 
p o in ts  is less accu ra te  th a n  t h a t  o f a free d rift.

T h e  expressions (33), (39) an d  (49) o f th e  d irec tio n a l ta n g e n ts  can  be

a p p lie d  to  our s tra ig h t lin e  F  —- I I ,  too , using  o f course , th e  a p p ro p r ia te  sum s 
o f  p ro d u c ts :  S F, H F, Фр,  i. e. :

ta n  a F =

ta n  a F —

+ 1 (62)

(63)

N o tw ith s ta n d in g , an  a rra n g e m e n t o f th e  d e fin in g  p o in t se t P XP2 ■ ■ • Pn> for 
w h ic h  th e  cen tra l m ain  ax is  C  —  I I  h ap p en s  to  pass  th ro u g h  th e  fix e d  p o in t F,  
i .  e. th e  m ain  axes F  —  I I F a n d  C —  I I C o f F ig . 8 co incide, is b y  n o  m eans 
im p o ss ib le  in  princip le.
I n  th e  exceptional case, th e  eq u a lity

6>fi — 0 f i (64)

h o ld s , an d  consequen tly ,
tan a F =  tan  dc (65)
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an d  hence, accord ing  to  (39), (49) and  (63),

ФР __ Фс 
S p - в Г г  S e -  в сп

and  also
H F - 0 f i  _  Н с - в си

Фр ~  Фс

L et us now  in v e s tig a te  th e  re la tio n  (66) a f te r  h a v in g  su b s titu te d  в ц  =  Ocn — 
=  &n; in  acco rd an ce  w ith  Steiner's  th e o re m , g iv en  u n d er (13), th e  re la tio n  
(66) can  be expressed  in  th e  follow ing w ay , to o :

( 66)

(67)

Ф С +  [ f l  *сУс =  Ф с
S C +  [p ] x c2 -  0 II S c —  Q I,

(68)

R em oving  th e  frac tio n s :

S c ФС +  [P ] S c х сУс -  ФС -  [r ] 0 II x'cy'c =  2 с ф с +  [P ] Фс х с2 — Фс & 11

A fte r ab b rev ia tio n s  an d  red u c tio n s:

(S c -  ® \ \ ) y ’c =  ФсХ'с-

O r in th e  form  o f a p ro p o rtio n

Фг Ус

(69')

(69)

T he conclusion is: th e  m a th e m a tic a l co n d itio n  o f  th e  f - a x is ’ passing  also  C 
cen tre  is th e  rea lisa tio n  o f p ropo rtio n  (69) o b ta in e d  above. A ccord ing  to  (67) 
th is  can  also be expressed  in the  following fo rm :

H c -  <9f, y ’e

Фс x 'c

P ro p o rtio n s  (69) an d  (70) can be read  w ith o u t an y  deductions fro m  F ig . 8.
I n  th is  connec tion , le t us p o in t o u t t h a t  in  [2] th e  follow ing c o m m e n t 

is read  w ith  re g a rd  to  re la tio n  (2) o f th a t  p a p e r :  “ We are how ever, o f  th e  
op in ion , th a t  (in stead  o f E  dd  =  m in im um ) i t  w ou ld  be m uch  m ore  p ra c tic a l 
to  express th e  o p tim a l s ite  o f th e  level d r if t  b y  th e  cond ition  E  d  =  0 .”  T h u s , 
in  th e  op in ion  o f  th e  a u th o r  of [2] th e  axis o f  th e  level d rif t is d e te rm in e d  a t  
once b y  th e  fix ed  p o in t F  an d  b y  th e  cen tre  C  o f  th e  defin ing p o in t se t. I n  th e

(70)

14*
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l ig h t  o f  ou r re la tions (60)— (70) and  of th e  e x p la n a tio n s  connected  th e re w ith , 
th is  v iew  is no t s tr ic tly  e x a c t. P rac tica lly , how ever, th e  siting  o f  th e  d rif t 
s t a r t in g  from  F,  acco rd in g  to

t

t a n a Fc ^ — (71)
X'c

m a y  re su lt in an  e n tire ly  sa tis fa c to ry  a p p ro x im a tio n  [4], page 273.

* * *

I t  is to  he n o ted  h e re , th a t  th e  d ire c tio n a l ta n g e n t o f the  s tr a ig h t  line 
c o n n e c tin g  po in ts F  a n d  C is no t a lte red  i f  th e  fix ed  p o in t F  is also in v o lv ed  
—  to g e th e r  w ith  th e  p o in t s e t  P v  P 2 . . . P n —  in to  th e  fo rm ation  o f th e  cen tres  
c o o rd in a te s  x'c an d  y'c acco rd in g  to  (10). T h u s  th e  follow ing re la tio n  is v a lid :

t a n  a _  p y ]
F C ----------- r -------- ----

[px  ]

Р У ' ]  - I -  y F

[px ']  +  XF
(72)

T h e  c e n tre  of th e  se t in c lu d in g  F  would o n ly  be  sh ifted  from  C to w ard s F  a long 
th e  co n n ec tin g  s tra ig h t lin e , th e  ra tio  o f th e  tw o  d istances being: (p p  : [p ]).

Analogies in the other fields of natural science

W e m ay  come across th e  re la tio n  (57) o f  th e  ta n g e n t o f th e  d o u b le  az i
m u th a l  angle  in  severa l f ie ld s  o f science. F o r  in s ta n c e , in  m a th e m a tic s  in  co n 
n e c tio n  w ith  th e  an a ly sis  o f  th e  general q u a d ra tic , in  a d ju s tm e n t c a lc u la tio n  
in  co n n ec tio n  w ith  th e  m a in  axes of th e  e r ro r  e llipse; in  h igher geo d esy  in 
c o n n e c tio n  w ith  th e  a z im u th s  of th e  m a in  ra d ii  o f  cu rv a tu re  p re v a ilin g  a t  a 
c e r ta in  p o in t o f th e  lev e l su rface , an d  in  s ta tic s  we m eet i t  no t o n ly  in  co n 
n e c tio n  w ith  the  d e te rm in a tio n  of th e  m a in  axes o f in e rtia , b u t  also  w hen 
d e f in in g  th e  d irections o f  th e  p rincipal s tre sses . A  fo rm ula  of th e  sam e  s t ru c 
tu r e  is found  in  §. 108 o f  th e  book  [5].

The taking into consideration of local deviations of the strike

So fa r, we h av e  ta c i t ly  assum ed th a t  in  ev e ry  po in t P , o f th e  d e fin in g  
p o in t  se t th e re  p revails  a s tr ik e  iden tica l w ith  th e  genera l s trik e  to  be  o b ta in e d  
in  th e  discussed w ay. T h is  id e a l case is i l lu s tra te d  b y  th e  th in  lines Р га, P 2b, P 3c 
o f  F ig .  9. A ll of th em  a re  p a ra lle l to  th e  m a in  s tr ik e  d irec tion , o f th e  a z im u th  a. 
S in c e , how ever, in  a g re e m e n t w ith  one o f  o u r  above  s ta te m e n ts , th e  seam  or 
b e d  does n o t rep resen t a geom etric  p lane , i t  is o b v ious th a t  th e  c o n s ta n t s tr ik e
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d irec tio n  is a som ew hat idealized  im age o f rea lity . I t  w ill be m uch  c lo se r to  
v a lid ity  if  we assum e r ig h t a t  th e  beg inn ing  th a t  a t  th e  d iffe ren t p o in ts  
P v  P 2, P 3 . . . Pn, th e re  occur local s trike  d irec tions o f d iffe ren t a z im u th a l 
angles Wj, a>2 . . . con. T hese angles can be d e te rm in ed  e. g. in  th e  case, w h en  
in  th e  neighbourhood th e re  a lread y  ex ists a n o th e r d r if t, to  th e  s tr ik e  we h av e  
an  explo ited  area, by  m eans o f w hich  th e  a c tu a l s trik e  d irec tio n  can  be d e te r 
m ined  from  p o in t to  p o in t. H ow ever, in th is  case th e re  arises th e  ju s t if ie d  
req u irem en t th a t  w hen fix in g  th e  axis of th e  e n trv , n o t onlv  th e  d e v ia tio n s

/
/

Fig.  9

dlt d2 . ■ ■ dn of th e  defin ing  p o in ts , b u t  also th e  local s trik e  d irec tions co1co2 . • ■con 
be  ta k e n  in to  p roper co n sid e ra tio n . In  Fig. 9 th e  local d irec tions a re  in d ic a te d  
b y  th ic k e r  arrow s. T he supposed  ac tu a l s trik e  is sym bolized  b y  a d a sh e d  cu rve .

T he influence o f th e  local s trik e  d irec tions on th e  d irec tio n  o f  th e  d r if t 
ax is can  be ta k e n  in to  co n sid e ra tio n  b y  m eans o f th e  w eights p t , p 2 . . . p n of 
th e  defin ing  po in ts . U p to  now , th ese  have  n o t y e t  been defined . T h e  p o in t a t  
w hich  th e  az im u th a l angle o f th e  local s trike  со,- is id en tica l w ith  th e  a z im u th a l 
angle a  to  be de te rm in ed , is a t tr ib u te d  op tim u m  w eigh t. T he g re a te r  th e  d e v ia 
t io n  o f a local az im u th a l ang le  со,- from  a, th e  less th e  sign ificance a t t r ib u ta b le  
to  th e  p o in t position  in  q u estio n . F in a lly , со =  (a ±  90°), i. e. w here  th e  local 
s tr ik e  is p e rp en d icu la r to  th e  genera l s trik e  d irec tio n , th e  w eigh t o f  th e  p o in t 
is considered  to  be 0, an d  th e  p o in t itse lf  is considered  as n o n -e x is te n t.

T his aspect, how ever, m ean s th a t  th e  w eights p ,  can  no longer be  t r e a te d  
as c o n s ta n t fac to rs, b u t  as fu n c tio n s  o f th e  d rif ts  a z im u th a l angle a  w h ich  is
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to  b e  determ ined . L e t us d en o te  th e  d ev ia tio n  o f  th e  lo ea l s tr ik e  from  th e  
g e n e ra l one b y  xxx2 • . . Xn. T h u s aeco rd in g  to  F ig . 9

h  —  cl c o ^ ,  —  cl CO2 ;  • .  :—  cl -  c tífj I  í 3 )

w h ere  n o t the  sign, b u t  th e  abso lu te  value o f  r  is co m p e ten t. T hen , th e  w eight 
o f  a n y  defin ing p o in t c an  be  expressed in  th e  fo llow ing w ay :

Pi =  F (n )  =  F (a  —  M j). (74)

I n  consequence, th e  v a lu e  o f  th e  w eight fu n c tio n  fo r tw o p e rp en d icu la r d irec 
tio n s  o f th e  local s tr ik e  is know n. I f  the  d e v ia tio n  o f d irec tion , x =  0, the 
re la tiv e  w eight of th e  d e fin in g  p o in t is accep ted  to  be p  =  1. W ith  increasing  
a b so lu te  values of th e  ang le  d ev ia tio n , th e  w eigh t o f  th e  p o in t will con tin u o u sly  
d ec rea se , u n til  a t r  =  90° th e  weight p  will be 0. T h o u g h  we do know n  n o th in g  
else a b o u t th e  req u ired  w e ig h t re la tion , it  seem s to  be p rac tica l to  assum e a 
tr ig o n o m e tric  fu n c tio n . T h e  sim plest p o ssib ility  w ould  be a cosinus fu n c tio n , 
since

p  =  cos r  (75)

a n d  a ll its  positive pow ers

p  =  cos2 x, p  =  cos3 r ,  . . . (76)

sa tis fy  th e  two e s tab lish ed  ex trem e values.
B u t the sam e is t ru e  also  of th e  w eighting

p  =  (1 — sin  r) (77)

(see [5] §. 109) and  o f  its  pow ers:

p  =  (1 —  s in  t)2, . . .  p  =  (1 —  sin  x)m . 

T h e  aforesaid  cond itions a re  also m et b y  re la tio n s

p  =  cot 45°

a n d

p  =  c o t2 45° +  — , . . . p  =  c o tn 45° +  T-
2 2

(78)

(79)

(80)

T h e  en u m era ted  w e ig h t re la tio n s , how ever, a re  o f  v e ry  d iffe ren t se n s itiv ity , 
fo r  a g iven  value o f  r .  T h is  is show n on F ig . 10. T he figu re  w as co n stru c ted



THE THEORETICAL PROBLEMS OF LEVEL DRIFT LOCATION 215

in  th e  following w ay : from  0° to  90° we p lo tte d  th e  a p p ro p ria te  p -fu n c tio n  
values against th e  d iffe ren t x =  a — to angles. As i t  can  be seen from  th e  
fig u re , th e  w eigh ting  accord ing  to  cos r  o r even  to  cos2 т is in sen sitiv e  to  th e  
co m p ara tiv e ly  sm alle r d irec tio n  d ev ia tio n s o f a b o u t 10— 20° fro m  th e  m ain

strik e  d irection . T h e  w eigh t functions (1 — sin r) an d  co t 45° -j- — I reduce

m ore considerab ly  w hereas th e  w eigh ting  accord ing  to  co t2

especially  accord ing  to  (1 — sin r )2 reduce ra d ic a lly  th e  in fluence  of th e  cor
respond ing  d ev ia tio n s “ d ”  upon  th e  fin a l d irec tion  of th e  d rif t, even  a t  s ligh te r 
dev ia tio n s of d irec tio n  r .  T he w eight fu n c tio n  (1 — sin  t)2 fo r in s tan ce , has 
on  F ig . 10 a v a lu e  o f p  =  0,69 a t  t =  10°, th u s  )i p  —  0,83, i .  e.  a t  a s trik e  
d irec tion  d ev ia tio n  o f  10° p revailing  a t  th e  p o in t P , in  q u estio n , i t  p e rm its  
83%  of the  d is tan ce  “ d ”  to  ac t ([pdd] =  [|I p  -d •)Гр •£?]).

A t г =  50°, p  — 0,05, /> =  0,22, w hereas a t  x =  60°, p  =  0,02,
J[ p  =  0,14, i. e. a t  T =  50° only  2 2 % , a t  60° on ly  14%  o f th e  local dev iations 
d  is considered, so th a t  f in a lly , th is  w eigh t fu n c tio n  excludes such  po in ts  from  
th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  e n try  d ire c tio n  a t  w h ich  th e  local s trik e  d irection  
diverges from  th e  genera l s trik e  d ire c tio n  a  b y  an  angle T =  70° o r m ore.

In  case we accep ted  th e  w eigh t fo rm u la  cos2 т ,• =  cos2 (a  — to,) w hich 
seem s to  be m u ch  m ore sim ple, th e  a z im u th a l angle o f  th e  fix ed  d r if t axis 
h a d  to  be o b ta in ed  from  th e  m in im um  o f th e  re la tio n

[pdd] =  [ cos2 (a —  to,) (y! cos a —  x\ sin a )2] . (81)
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T h e sa m e  developed  p o in t to  p o in t:

[pdd] — cos2 (a —  C0 j) (y'\ cos a  —  x]  s in  a)2 
+  cos2 (a  —  co2) (y'> cos a  —  x 2 sin  a)2
+ ..........................................................
+ ..........................................................
+  cos2 (a —- con) (y^  cos a  —  x'n s in  a)2 . (8 2 )

I f  th e  f irs t  d iffe ren tia l q u o tie n t accord ing  to  th e  a z im u th a l angle a 
o f th is  fu n c tio n  of a single v a r ia b le  is form ed, we can  ca lcu la te  th e  az im u th a l 
an g le  a  b y  se ttin g  i t  eq u a l to  0 ; th is  w ould how ever, n ecessita te  th e  so lu tion  
o f  a  q u a r t ic ,  w hich is to o  co m p lica ted  to  be d e m o n s tra te d  here.

T h e  so lu tion  w ould  b ecom e even  m ore cum bersom e if  —  in tro d u c in g  
th e  w e ig h tin g  (1 —  sin r)  o r (1 —  sin t)2 —  we w ould  s ta r t  from  one o f the  
re la tio n s

[pdd] =  [{1 —  sin (a  —  со)} (у ' cos a  —  x '  sin  a)] (83)
or

fpdd]  =  [{1 —  sin (a — со)}2 (у '  cos a  —  x '  sin  a ) ] . (84)

W ith  th e s e  i t  would n o t even b e  possib le to  express som e fu n c tio n  o f  a .
F u r th e r ,  as we h ad  seen , th e  fix in g  of th e  w eigh t fu n c tio n s in  an y  fo rm , 

is b a s e d  o n  no m ore th a n  th e  fix e d  va lu es  o f tw o ex trem e  values.

T a k in g  all th is  in to  co n sid e ra tio n , th e  follow ing w ay  o f considering  local 
s tr ik e  d irec tio n s is to  be  reco m m en d ed .

T h e  az im u th a l angle to  be  o b ta in ed  from  expressions (20), (39), (49) 
an d  (57) resp ec tiv e ly  can be accep ted  as an  a p p ro x im a tio n  in  th e  case o f  d e v ia t
in g  lo c a l s tr ik e  angles, to o ; le t  us d en o te  th is  a p p ro x im a te  a z im u th a l angle 
b y  a 0. T h e  divergences г  of th e  local s trik e  d irec tions со from  a0 can  th u s  be 
d ire c tly  fo rm ed:

r , =  an To — an cOo *n =  an con (85)

In  th is  case, th e  p -w eig h ts  c a n  be given im m ed ia te ly  as c o n s ta n t fac to rs . 
I f  w e a c c e p t th e  f irs t fo rm u la  o f  (80), th e  w eights o f th e  d e fin ing  p o in ts  w ould 
b eco m e:

Pi c o t 2 (4 5 ° +  - S - ; p 9 — c o t 2 45° +  - T-2- •> • • • • P n =  cot2

b?|+0LO

l 2 2 2
( 86)

w h ereas , in  case of (78) th e y  a re

P i  =  (1 — sin T j ) 2 ; p 2 —  (1  — sin  r 2)2 ;. Pn =  (l  — sin  TJ 2 • (87)
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In  possession o f th e  w eights, the  a z im u th a l angle a is going to  be  g iven  by  
expression (20) in  th e  case of a free leve l d r if t ,  also in  th e  case o f  loca l s tr ik e  
d ev ia tio n s , w hereas in  th e  case o f a f ix e d  level d rift th e  angle  is in v a ria b ly  
supplied  b y  re la tio n  (57).

*

In  a d d itio n  to  w h a t has been d iscu ssed  u n d er (74)—-(87) w e sh o u ld  like 
to  p o in t o u t th e  fo llow ing: The w eig h tin g  o f  th e  values o f th e  d e fin in g  p o in ts  
accord ing  to  th e  d iffe ren t local s trik e  d ire c tio n s  gives th e  p o ss ib ility  o f  ta k in g  
in to  co n sid e ra tio n  a ll p o in ts  P  o f k n o w n  co o rd ina tes of th e  a r t if ic ia l  s trik e . 
I t  enab les us to  con sid er even po in ts a t  w h ic h  th e  local s trike  d ire c tio n  d iverges 
v e ry  in ten s iv e ly  from  th e  average s tr ik e , d u e  to  s tru c tu ra l g rab en s , o r  h o rsts . 
T h ere  is no need  th ere fo re  e ither to  n eg lec t som e defin ing p o in ts  fro m  o u r 
ca lcu la tio n s u p o n  in d iv id u a l ju d g em en t o r  to  a ttr ib u te  to  th em  an  ex ag g e ra ted  
in fluence.

R E F E R E N C E S

1. Zambó, J . :  A z irá n y v á g a to k  telep ítése. (The L o c a tio n  o f Level D rifts .) B á n y á s z a ti  L ap o k ,
No. 6., 1957.

2. SÜTTI, J . :  Az i rá n y v á g a to k  k itűzési szögének  m eg h a tá ro zása . (The D e te rm in a tio n  of th e
A z im u th  of L evel D rifts .)  B án y ásza ti L ap o k , N o . 3., 1960.

3. R ic h t e r , R .: M egjegyzések S ü tti  J . :  “ Az irá n y v á g a to k  k itűzési szögének m e g h a tá ro z á s a ”
c. c ikkéhez. (C om m ents on J .  S ü tt i’s S tu d y :  “ T h e  D e term in a tio n  o f th e  A z im u th  of 
L evel D r if ts” . B á n y á sz a ti  Lapok, No. 3. 1960.

4. Zambó , J . :  B á n y á sz a ti  te lep ítések  a n a litik á ja . (A n a ly tic s  o f th e  S iting  of M in ing  W ork s.)
M űszaki K ö n y v k ia d ó , B u d ap est, 1960.

5. V on M il l e r -H a u e n f e l s , A.: H öhere M a rk sc h e id e k u n st. V erlag, T ender & Co. W ien , 1868.
6. M ila sov szk y , В .: Ü b e r d ie ex ak te  B e stim m u n g  d e r  ausgleichenden G erad en . M űszak i és

G a zd a sá g tu d o m á n y i E g yetem , B án y a- és K o h ó m érn ö k i O sztály  K ö z lem én y e i, Sopron . 
Vol. X V . 1943. p . 2 8 4 -3 2 2 .

7. M ila so v szk y , B .: A P a ra lle l betw een  th e  A d ju s te d  S tra ig h t L ine and  th e  M ain  In e r t ia  A xis
o f a  P la n e  P o in t  Se t. R e p rin t from  P u b lic a t io n s  o f th e  F acu lties o f M in ing  a n d  Geo
tech n ics , X X . V olum e, 1959, T echnical U n iv e rs ity  F acu lties , Sopron , H u n g a ry .

SU M M A R Y

In  m in ing , b y  leve l d r if t we m ean a s tra ig h t  a d it  th e  p rim ary  aim  of w hich  is th e  rem o v a l 
o f th e  m in eral a n d  th e  a ir  su p p ly . The m ost fa v o u ra b le  loca tion  of th e  h ead  a n d  d irec tio n  of 
th e  leve l d r if t is o f  g re a t significance b o th  te c h n ic a lly  a n d  econom ically.

Since beds do n o t, as a ru le , rep resen t a  re g u la r  p la n e  in th e  geom etric  sense o f  th e  w ord , 
th e  positions o f p o in ts  d e te rm in in g  th e  s trik e  o f  th e  b e d , as given by  bo rings, h a v e  to  be  con
sidered  as f ix ed  fo r te c h n ica l re su lts  u n d e r th e  g iv e n  u n a lte ra b le  n a tu ra l c ircu m stan ces .

W h atev e r d isp e rsio n  th e  defin ing  p o in ts  m ig h t  h a v e , i t  will a lw ays be ju s t if ie d  to  e s ta b 
lish  th e  axis o f th e  d r if t  on  th e  basis o f th e  [p d d j-m in im u m  condition  ap p ly in g  to  th e  p e rp e n d 
icu la r d d ev ia tio n s . T he d r if t  ax is th u s  d e fin e d  is a t  th e  sam e tim e th e  a x is  o f  m in im u m  
m o m en tu m  o f in e r t ia  o f  th e  defin ing  p o in t se t.

T he p rin c ip le  o f  e q u ilib riu m  o f th e  to rq u e s  o f  p lan e  forces likew ise y ie ld s th e  \pdd]-  
m in im u m  prin c ip le .

A m a th e m a tic a lly  e x ac t co nsidera tion  o f th e  lo ca l dev ia tions o f th e  s tr ik e  d ire c tio n  w hen  
d e te rm in in g  th e  d irec tio n  of th e  d rif t, re su lts  in  cu m b e rso m e  and h ighly im p ra c tic a l re la tio n s . 
T herefore  i t  is reco m m en d ed  to  tak e  these  in to  c o n s id e ra tio n  as per re la tio n s (85) —  (87).
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T H E O R E T IS C H E  F R A G E N  D E R  A U S L E G U N G  V O N  R IC H T ST O L L E N

B. M ILASOVSZKY

Z U SA M M E N FA SSU N G

U n te r  R ich ts to lle n  v e rs te h t  m a n  im  R erg b au  eine in  g e ra d e r  L inie v o rg e triebene  S tre c k e , 
d e re n  A u fg ab e  in  e rs te r  L in ie  d e r A b tra n sp o r t  des M in era ls  sow ie d ie R ew ette ru n g  i s t .  D ie  
o p tim a le  B estim m u n g  der L age u n d  d e r R ich tu n g  des R ic h ts to lle n s  is t  sow ohl vom  te c h n isc h e n  
a ls a u c h  v o m  w irtsc h aftlic h en  S ta n d p u n k t  von  g ro ß er W ic h tig k e it .

D a  d ie L a g e rs tä tte n  im  a llg em ein en  n ich t reg e lm äß ig e  E b en e n  im  Sinne der G eo m etrie  
s in d , m ü sse n  im  a llgem einen  jen e  T ie fb o h ru n g en , w elche d a s  S tre ich en  der L a g e rs tä tte n  b e s t im 
m e n , a ls  te c h n isch e  G egeb en h e iten  u n te r  u n a b än d e rlic h en  n a tü r lic h e n  B edingungen b e h a n d e lt  
w e rd en .

W ie  groß  im m er a u ch  die S tre u u n g  der fe s tg e leg ten  P u n k te  sei, w ird es im m er a n g ez e ig t 
se in , d ie  A chse des S to llens a u f  G ru n d  des P rin z ip s des M in im u m s [pdd] der lo tre c h te n  A b w e i
c h u n g e n  d  festzu legen . D ie so d e f in ie r te  S to llenachse  is t  zu g le ich  d ie Achse des m in im a le n  
T rä g h e itsm o m e n ts  des P u n k tsy s te m s .

D as  P rin z ip  des G le ichgew ich ts der D re h m o m e n te  d e r ebenen  K rä fte  fü h r t  eb en fa lls  
a u f  d a s  j p d d  ] -P rin z ip . D ie B erü ck s ich tig u n g  der lo k a len  A b w eich u n g en  des S tre ichens in  m a th e 
m a t is c h  k o rre k te r  F o rm  f ü h r t  a u f  schw erfällige u n d  u n p ra k tis c h e  B eziehungen fü r d ie B e s t im 
m u n g  d e r  S to llen rich tu n g . D esh a lb  w ird  em p foh len , d iese  A bw eichungen  gem äß  d e n  Gl. 
(85) —  (87) zu  b e rü cksich tigen .

Q U E S T IO N S  T H É O R IQ U E S  D U  P E R C E M E N T  D E S  G A L E R IE S  D E  D IR E C T IO N

B. M ILASOVSZKY

R É SU M É

D a n s  les m ines, on e n te n d  p a r  «galerie de d irec tio n »  des galeries d ro ites s e rv a n t e n  p r e 
m ie r  l ie u  a u  tra n s p o r t  du  m in e ra i e t  à la  v e n tila tio n . L ’em p la ce m e n t e t la  d irec tion  o p tim u m  
d e  la  g a le rie  de d irec tio n  so n t d ’u n e  im p o rta n ce  p r im o rd ia le , d u  p o in t de vue tec h n iq u e  a u ss i 
b ie n  q u e  d u  p o in t de vue  éco n o m iq u e .

É ta n t  donné que les g îte s  n e  c o n s titu e n t pas, en  g é n é ra l,  des p lans réguliers d a n s  le  sens 
d e  le  g éo m é trie , il f a u t  t r a i te r  en  g é n é ra l les sondages d é te rm in a n t  le chassage du  p la n  d u g î te i ,  
c o m m e  les ré su lta ts  de données te c h n iq u es  de co n d itio n s  n a tu re lle s  inchangeables.

Q uelle  que so it la  d isp e rsio n  des p o in ts  d é te rm in é s , i l  se ra  to u jo u rs  ju s tif ié  d e  f ix e r  
l ’a x e  d e  la  galerie  su iv a n t le p r in c ip e  d u  m in im um  p d d  des é c a r ts  n o rm au x  d. L ’axe de la  g a le rie  
a in s i  d é f in i e st en  m êm e te m p s  l ’ax e  d u  m o m en t d ’in e r t ie  m in im u m  du systèm e des p o in ts . 
L e  p r in c ip e  de l ’équ ilib re  des coup les p lan s c o n d u it a u ssi a u  p rin c ip e  des pdd.

L a  co n sid éra tio n  des d é v ia tio n s  locales d u  ch assag e  sous fo rm e m a th é m a tiq u e  e x a c te  
c o n d u it  à  des re la tio n s  com p liq u ées e t  peu  p ra tiq u es . P o u r  c e t te  ra ison , il est reco m m a n d é  de  
c o n s id é re r  ces éca rts  selon les re la tio n s  (85) —  (87).

ПРИНЦИПИАЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ЗАЛОЖЕНИЯ ГЛАВНЫХ ШТРЕКОВ
Б .  М И Л А Ш О В С К И

РЕЗЮМЕ

В горном деле под главными штреками подразумеваются такие корридоры, перво
степенной целью которых является откатка добытой руды, а также вентиляция. Большое 
значение имеет, как в техническом, так и в экономическом отношении, оптимальное зало
жение места и направления главного штрека.
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Так как залегающие пласты не представляют собою в геометрическом смысле 
правильную плоскость, то разведочные бурения, которые определяют простирание пло
скости пласта, должны рассматриваться как позиции точек, вообще как результаты тех
нических привязок при неизменимых природных условиях.

Независимо от разброса определенных точек, во всех случаях будет обоснованным 
фиксировать ось главного штрека на основе принципа минимума отклонений. Таким 
образом, определенная ось штрека является одновременно и осью минимального инер
ционного момента системы точек.

Принцип равновесия вращательных моментов плоскостных сил приводит также 
к принципу [pdd].

Математически строгий учет локального отклонения простирания при определении 
направления штрека является затруднительным и приводит к непрактическим зависи
мостям. Поэтому последние рекомендуется учитывать на основе зависимостей (85) — (87).
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[M an u scrip t received O c to b er 14, 1960]

T he so lu tion  in  closed form  of th e  p rob lem  on  to rsion  o f an  e la s tic  p r ism a 
tic  b a r  is only know n  fo r som e p a r tic u la rly  sim ple cross sec tio n s . Som e of 
th e se  cross sections h a v in g  fin ite  d im ensions are  th e  follow ing (F ig . 1): the

F i g .  1

circle  and  th e  an n u lu s , as well as th e ir  a ffin ed  tra n sfo rm a tiv e s ; th e  figures 
b o rd e red  b y  confocal ellipses or hyperbo lae , re sp ec tiv e ly ; th e  c irc u la r  cross sec
tio n  w eakened b y  a c ircu la r arc-like form ed n o tc h , and  fina lly , th e  eq u ila te ra l 
tr ian g le .

In  th e  follow ing sev era l form s of cross sec tions h av in g  f in ite  d im ensions, 
b o rd e red  b y  one h y p e rb o lic  arc  and  one o r tw o s tra ig h t lines, o r b y  m ore  th a n  
one hyperbo lic  arc  w ill b e  show n; in  all th ese  cases th e  so lu tio n  o f  th e  to rs io n a l 
p ro b lem  can also be p ro d u ced  in  a closed fo rm . T he le tte r  sy m b o ls  figuring  
in  th e  fo rm ulae  to  he p re sen ted  have  th e  fo llow ing  m ean ing : M  is th e  to rq u e  
m o m e n t, G is th e  m o d u lu s o f e las tic ity  in  sh ea r, & is th e  angle o f tw is t  p e r u n it 
le n g th , F  =  F (x , y )  is th e  stress fu n c tio n  o f  to rs io n , r2X an d  r zy a re  th e  x  
a n d  y  d ire c te d  co m p o n en ts  o f th e  shearing  stress arising  on th e  cross section . 
B e tw e e n  th ese  stress co m p o n en ts  and  th e  s tre ss  fu n c tio n  th e  fo liow ing  re la tions 
h o ld :
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T г х

d F
- г у

d F
д х

1. Cross section bordered by one hyperbolic arc and one straight line

T h e  asym pto tes o f  th e  h yperbo lic  arc in te rs e c t  th e  rea l axis a t  a n  ang le  
o f  3 0 ° . T h e  bordering  s t r a ig h t  line is para lle l to  th e  im ag in a ry  ax is o f  th e

F i g .  2

T h e  equation  o f th e  h y p erb o lic  arc is

X 2 —  3y 2 — a2 =  0,

w h ile  t h a t  of the  b o rd e rin g  s tra ig h t  line is

X  —  6 =  0 ,  6 >  a  .

T h e  stress fu n c tio n  o f  th e  to rsion  has th e  fo rm :

F  =  —  ~  ( x 2 -  3y 2 -  a 2) ( x  —  b ) .

I f  a  =  0 , th e  cross sec tio n  in  q u es tio n  is tran sfo rm ed  in to  an  eq u ila te ra l tr ia n g le .
R em a rk  : A lth o u g h  th e  so lu tion  of th e  ab o v e  p ro b lem  is know n from  th e  

l i t e r a tu r e  [8], it  seem ed to  b e  expedien t to  m e n tio n  th is  ta sk  also he re , fo r  
th e  sa k e  o f com pleteness.
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2. Cross sec tion  bordered by tw o hyperbolic arcs

T he tw o h y p erb o lae  h a v e  a com m on c e n tre  an d  a com m on rea l ax is . 
T h e  angles be tw een  th e  a sy m p to te s  and  th e  re a l ax is  o f th e  f ir s t  h y p e rb o la , 
as w ell as th a t  be tw een  th e  a sy m p to tes  an d  th e  im a g in a ry  axis o f th e  second 
h y p erb o la  are equ a lly  22.5° (F ig . 3).

T he equa tions o f th e  tw o hyperbolic  arcs are

an d

— a2 =  0,

A 2 =  0,
1/ 2 + 1

resp ec tiv e ly , w hile th e  s tre ss  fu nc tion  o f th e  to rs io n  tak es  th e  fo rm

GÛF  =

2 К ['-lutri- X2 _  ____У____

1 / 2 + 1
- A 2

K =  - г  +
А 2

/ 2 +  1 1/2 — 1

w here
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3. Cross section bordered by one hyperbolic arc and two straight lines

T h e  cross section  to  be d e a lt w ith  is a p a r tic u la r  case o f th e  cross sec tio n  
d isc u sse d  in  p a ra g ra p h  2. T h is p a r tic u la r  case com es in to  b e ing  i f  a =  0.

T h e  tw o s tra ig h t lines b o rd erin g  th e  cross sec tion  in te rse c t each  o th e r  
a t  th e  cen tre  of th e  h y p e rb o la , th e  angle b e tw een  th em  and  th e  re a l ax is o f 
th e  h y p e rb o la  is 22 .5°. T h e  a sy m p to tes  o f  th e  h y p erb o la  an d  its  im a g in a ry  
a x is  in te rse c t each o th e r  a t  an  angle o f 22.5° (F ig . 4).

T h e  equation  of th e  h yperbo lic  arc is

X“
1/2 +  1

-  A* =  0,

th e  p a ir  o f s tra ig h t lines b o rd e rin g  th e  cross sec tio n , on th e  o th e r  h a n d , is 
d e te rm in e d  by the  e q u a tio n

У
P

=  0 .

In  th is  case th e  s tre ss  fu n c tio n  of the  to rs io n  has th e  form

F i g .  4
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F

w here

G&
X 2 { -r

2
X2 У  * 4 ,

2  К 1 / 2  —  1 1 | / 2  +  1 1

A 2

У2  -  1 '

4. Cross section bordered by fo u r hyperbolic arcs

T h e  fo u r hyperbo lic  arcs are form ed b y  th e  tw o branches o f tw o  h y p e r 
b o lae . T h e  axes of sy m m etry  o f th e  tw o h y p e rb o lae  are com m on, th e i r  rea l 
axes are  n o rm al to  each o th e r. T he a sy m p to te s  in te rsec t the  rea l, as w ell as 
th e  im ag in a ry  axes a t  an  angle o f 22.5° (F ig . 5).

T h e  eq u a tio n s o f  th e  tw o hyperbo lae  are

2 -  A 2 =  0,

and
X

. W + ~  1
— y 2 + B 2 =  0,

1 5  A ita  Technica X X X V III/1  2.



226 P. CSONKA

re sp e c tiv e ly . In  th e  p re se n t case the  s tress fu n c tio n  of the  to rs io n  b eco m es

w h e re

( y  | 2
\ n  + iJ

x  2
. 1 / 2  +  1

- у 2 +  В 2

A 2 - f  В 2

V2 +  1
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SUMMARY

The solution of the torsional problem of an elastic prismatic bar in a closed form is 
known only for some simple cross sections. The writer presents in addition to the ones already 
known some cross sections for which the solution of the torsional problem can also be produced 
in a closed form. The bordering lines of these cross sections are:

1. one hyperbolic arc and one straight line,
2. two hyperbolic arcs,
3. one hyperbolic arc and two straight lines,
4. four hyperbolic arcs.

In the cases dealt with the stress function of the problem is a rational unbroken function of 
the th ird  or the fourth degree, respectively.

The published formulae can be used expediently for the solution of analogous problems 
of hydrodynamics and other tasks.

EINIGE LÖSUNGEN DES TORSIONSPROBLEMS IN GESCHLOSSENER FORM
P. CSONKA L

ZUSAMMENFASSUNG

Die Lösung des Torsionsproblems eines elastischen prismatischen Stabes ist in geschlossen- 
ner Form nur für einige einfache Querschnitte bekannt. Der Verfasser gibt — außer den schon 
bekannten — weitere Querschnitte an, für die die Lösung des Torsionsproblems in geschlossener 
Form dargestellt werden kann. Die Umgrenzungslinie dieser Querschnitte bilden:



SOME SOLUTIONS IN CLOSED FORM OF PROBLEMS ON TORSION 227

1. e inen  H y p erbelbogen  u n d  eine G e rad e ,
2. zwei H yperbelbögen ,
3. e inen  H y p erbelbogen  u n d  zwei G erad en ,
4. v ie r H yperbelbögen .
ln  den b e h an d e lte n  F ä llen  is t die S p a n n u n g sfu n k tio n  des P rob lèm es e ine  ra tio n e lle  

ganze  F u n k tio n  d r i t te n  bzw. v ie r ten  G rades. • i
D ie m itg e te ilten  F o rm eln  können  a u ch  zu r L ösung analoger S trö m u n g s- u n d  a n d ere r 

A u fg ab en  zw eckm äßig  v e rw en d e t w erden.

Q U E L Q U E S  SO LU TIO N S F IN IE S  D U  P R O B L È M E  D E  T O R S IO N

P . CSONKA

R É S U M É

L a so lu tion  fin ie  du  prob lèm e de to rs io n  de la  b a rre  p r ism atiq u e  é la s tiq u e  n ’e s t connue 
que  p o u r quelques sec tions sim ples . L ’a u te u r  p ré sen te  quelques au tre s  sec tions p o u r  lesquelles 
la  so lu tio n  fin ie  du  p rob lèm e de to rsio n  p e u t  ê tre  o b ten u e . Les co n to u rs des sec tio n s so n t les 
su iv a n ts :

1) u n  arc  d ’hyp erb o le  e t  une  d ro ite ,
2) deu x  arcs d ’hyperbo le ,
3) u n  arc  d ’hyperb o le  e t deu x  d ro ite s,
4) q u a tre  arcs d ’hyperbo le .
D ans les cas exam inés, la  fonction  de ten s io n  du  prob lèm e est un  po ly n ô m e d u  tro is ièm e, 

resp . du  q u a trièm e  degré.
Les fo rm ules p résen tées p e u v en t ég a lem en t s’u tilise r  p o u r la  so lu tio n  de  prob lèm es 

an alo g u es h y d ro d y n am iq u es  e t  au tres .

НЕКОТОРЫЕ ЗАМКНУТЫЕ ПО ФОРМЕ РЕШЕНИЯ ПРОБЛЕМЫ КРУЧЕНИЯ
П . Ч О Н К А

РЕЗЮМЕ

Замкнутое по форме решение проблемы кручения упругого призматического стер
жня известно всего лишь в случае нескольких простых сечений. Автор (кроме извест
ных уже сечений) иллюстрирует ряд дальнейших таких сечений, в случае которых можно 
решить проблему сечения в закрытой форме. Пределом этих профильных сечений явля
ются:

1. Гиперболическая дуга и прямая
2. Две гиперболические дуги
3. Гиперболическая дуга и две прямые
4. Четыре гиперболические дуги
В рассмотренных случаях функция напряжения проблемы представляет собою 

рациональную полную функцию третьего и соответственно четвертого порядка.
Приведенные формулы целесообразно использовать также для решения анало

гичных задач движения потока и прочих.

15*
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A METHOD FOR CALCULATING THE CONTOUR OF A 
CIRCULAR FORM TOOL BY THE LAW OF SECANTS

B. SZ Ő K E

[M an u scrip t received  N ovem ber 23, 1960]

F o r a c ircu lar form  tool n o t only  th e  re lie f angle a, b u t  also th e  rake 
angle y  is chosen to  be g re a te r  th a n  zero, as requ ired  b y  th e  m a te r ia l o f the  
w orkpiece. I t  resu lts  from  th is  th a t  th e  co n to u r of th e  cross sec tio n  o f th e  
c ircu la r too l (Fig. 1) is d iffe ren t from  th e  co n to u r o f th e  w orkp iece  also in 
th e  case th e ir  axes are  paralle l.

I f
m  =  rad ia l h e ig h t o f th e  co n to u r of the  w orkpiece, 
f  =  clearance req u ired  for th e  chips, 
d — bore of th e  to o l,

F ig . 1. Design of a c irc u la r  form  tool w ith  re lief angle а  Ф 0 and  ra k e  ang le  у ф  0
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th e  m a x im u m  rad ius o f  th e  to o l will be, w ith  th e  n o ta tio n s  o f Fig. 1,

Я д  =
cos a

+  f + V  + (1 )

T h is  re la tio n  follows fro m  th e  re la tive  positions o f  th e  w orkpiece an d  th e  
to o l. I t  is desirable to  g e t a re lie f  angle a a t  p o in t A  o f  th e  too l, ly ing  in  th e  
h o r iz o n ta l  p lane, also w h e n  tu rn in g  th e  m in im u m  ra d iu s  rA of th e  piece. 
T h e  ta n g e n t  to  the  circle o f  ra d iu s  R A d raw n in  A  an d  th e  v e rtica l include th e  
sa m e  an g le  a as th e  ra d iu s  A 0 2 d raw n in  A  a n d  th e  ho rizo n ta l, hence eq. 
(1) co u ld  be w ritten  d ow n  d ire c tly .

T h e  m ethod  for c o n s tru c tin g  the  co n tou r o f  th e  c ircu la r too l w hich  has 
i ts  a x is  p a ra lle l to  th a t  o f  th e  p iece, is obvious fro m  F ig . 1. B u t in  m a n y  cases, 
d e te rm in a tio n  of th e  to o l r a d i i  belonging to  th e  ra d ii  of th e  w orkp iece is 
re q u ire d  h av in g  an accu racy  o f  1/1000 m m . The m e th o d s  p u b lish ed  in  th e  l i te r a 
tu r e  a re  v e ry  com plicated , e sp ec ia lly  for curved  co n to u rs . I n  re a lity , th e  m e th o d  
o f c a lc u la tio n  canno t be  less com plica te , even in  th e  case o f a c o n to u r co n sis t
in g  o f  s tra ig h t  sections, b e c a u se  only  in  case o f th e  ra k e  angle у  =  0, do th e  
s t r a ig h t  sections on th e  w o rk p iece  correspond also to  th e  s tra ig h t sec tions on 
th e  to o l. I f  th e  position  o f  th e  to o l corresponds to  t h a t  show n in F ig . 1, its  
f r o n t  p la n e  A B  does n o t  p a ss  th ro u g h  th e  ax is 0 1 o f  th e  w orkpiece, b u t  is 
p a ra l le l  w ith  it, and , th e re fo re , even in  th e  f ro n t  cross sec tion  o f th e  to o l 
h y p e rb o la  sections a p p e a r i f  th e  w orkpiece consists  o f t ru n c a te d  cone sec tions.

T herefo re , in d e p e n d e n tly  o f th e  fac t as to  w h e th e r  th e  given  co n to u r 
o f  t h e  p iece is form ed b y  s t r a ig h t  sections or n o t, in  th e  in te re s t  o f accu racy  
o f  th e  ca lcu la tions i t  is n e c e ssa ry  to  carry  o u t th e  c a lcu la tio n s  fo r th e  necessary 
n u m b er  o f  circular sec tions. F o r  calcu lating , a t  a n  a rb i t r a ry  lo ca tio n  у  on  th e  
p iece , th e  circular to o l r a d iu s  R x corresponding to  th e  sec tion  o f ra d iu s  rx, 
G. I .  Granovski, D. E n g . S c., recom m ends th e  fo llow ing  m e th o d  [2]:

U sin g  the  sym bols o f  F ig . 2, th e  ca lcu la tions can  be ca rried  o u t b y  th e  
fo llo w in g  steps:

1. Лх =  r .4 sin у

2. Т гА  =  ra cos у

о ■ К3. s in  у х=  -
г х

4. T jX  =  rx cos ух

5. А Х  - T jX  — Т гА  --- rx cos у х — rA cos у .
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F ig . 2. G eom etrical re la tio n s  in  th e  usua l m e th o d  o f c a lcu la tin g  th e  too l ra d iu s  R x 
w h ich  belongs to  a profile  o f g iv en  ra d iu s  rx

A ccording to  (1), R a  is k n o w n  an d  thu s

6. h2 =  R a sin (« +  y)  =  R a  sin e

7. A  T2 — R a cos e

8 .  X T 2 =  A T2 —  A X  --- R a  c o s  e —

9.

10.

t g £x =

R x =

h 2

X T .,

К
sin ex

—  (rx cos y x — rA cos y)

U sing th is  m e th o d , rep ea ted  search ing  o u t  o f th e  values o f th e  trig o n o 
m etric  functions an d  o f th e ir  a rgum en ts is needed .

A sim pler m e th o d  is ob ta in ed  if  we in tro d u c e  th e  follow ing sym bo ls: 
A ccording to  F ig . 2,

l =  гд cos у  +  R a  cos (a  +  y) (2)

w hich  v alue  rem ain s c o n s ta n t during  th e  ca lcu la tio n s. T he d is tan ce  Т г 0 2 
(F ig . 3), also rem ain s c o n s ta n t because from  th e  r ig h t  triang le  T1T20 2

! =  p  +  AI . (3)
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F ig . 3. D e term in a tio n  o f tool rad iu s  R x w hen  using  th e  th eo rem  of th e
section  of secan ts

T o a given rad iu s  rx in  th e  fro n t p lan e  o f th e  c ircu la r too l be longs a
v a lu e

* =  T tX

tv h ich  is, from  the  rig h t tr ia n g le  Т хОхХ ,

x  =  F rx — *1 =  1/ rl — r \  sin2y . (4)

D raw ing  a ta n g e n t Tx E  from  th e  p o in t T r to  th e  circle o f ra d iu s  R x 
(F ig . 3 ), we m ay  w rite , acco rd in g  to  th e  law  o f secan ts,

T x X  ■ T XZ  =  Т ЛЕ  .

F ro m  th e  rig h t tr ia n g le  T xE 0 2

7 p T  =  t2 —  R l

an d  fro m  th e  sy m m etry  a b o u t th e  a^is 0 2 T2

T, Z  =  21 —  *
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the  th e o re m  of th e  sections of th e  secan t can  b e  w ritte n  as follows:

x(2l —  x) =  t2 —  R x
viz.,

R l  =  «2 _  x (21 —  x ) . (5)

A fte r ca lcu la tin g  th e  values t and / w h ich  are  co n stan t for a g iv en  c irc u la r  
too l, th e  v alue  R x belong ing  to  a cross sec tion  o f  rad iu s  rx could be  c a lc u la ted  
in  tw o  s tep s: f ir s t , x  is ca lcu la ted  accord ing  to  (4), th en  from  th e  fo rm u la

R x =  ]ft2 - X ( 2 l -  x ) (5a)

R x is o b ta in e d . T he ca lcu la tions, including  e x tra c tio n  of th e  sq u a re  ro o t ,  are 
easily  ca rried  o u t w ith  th e  aid of a tab le  o f  sq u ares  or a sim ple m u ltip ly in g  
m achine.
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SUM M ARY

F o r m an u fac tu rin g  a  c ircu la r fo rm  tool i t  is o f ten  necessary  to c a lcu la te  th e  ex ac t 
c o n to u r w ith  an  accu racy  of 1/1000 m m . T he know n m e th o d s  of calcu la tion  a re  le n g th y , even 
i f  th e  axes o f th e  c u tte r  a n d  o f th e  w orkpiece are p a ra lle l .  T h e  calcu la tions a re  no  less com pli
c a ted  i f  th e  p ro file  o f  th e  w orkpiece is com posed of s t r a ig h t  sections.

O n th e  base  o f g eo m etrica l considerations th e  a u th o r  show s, th a t  by  using  th e  th eo rem  
o f th e  sections o f secan ts, a  v e ry  m uch  sim pler m e th o d  lead s to  th e  resu lts  th a n  w o u ld  be  th e  
case w hen  using  a ch a in  o f  trig o n o m e trica l fo rm ulae .

B E R E C H N U N G  D E S P R O F IL S  E IN E S  R U N D E N  FO R M M EISSE LS 
M IT H IL F E  D E S SATZES Ü B E R  D IE  K R E IS S E K A N T E N

B. SZŐKE

ZU SA M M EN FA SSU N G

Bei A nfertigung  eines ru n d en  Form m eißels is t  es o f t n ö tig , sein genaues P ro f i l  m it  e in e r 
G en au ig k e it von T au sen d s te l M illim eter zu berechnen . D as b e k an n te  B e rec h n u n g sv e rfah re n  ist 
auch  d a n n  langw ierig , w enn d ie  A chsen des M eißels u n d  des W erkstückes p a ra l le l  s in d . Die 
B erechung  is t  n ich t w eniger k o m p liz ie rt, w enn das P ro f il des W erkstücks aus e in z e ln e n  g e raden  
A b sch n itte n  b esteh t.

A u f G rund  von g eo m etrischen  Ü berlegungen  z e ig t de r V erfasser, daß  d u rc h  A n w en d u n g  
des S a tzes ü b e r das P ro d u k t de r K re isse k an te n ab sch n itte  ein  w esentlich e in fach e res B e rech 
n u n g sv e rfah ren  zum  Ziel fü h r t ,  als w enn m an  eine K e t te  v o n  trig o n o m etrisch en  F o rm e ln  ve r
w endet.
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М Е Т О Д И К А  РА С ЧЕТА  П Р О Ф И Л Я  Ф И Г У Р Н Ы Х  К Р У Г Л Ы Х  Р Е З Ц О В  С П О М О Щ ЬЮ
Т Е О Р Е М Ы  С Е К У Щ И Х

Б . С Ё К Е  

РЕ ЗЮ М Е

При изготовлении фигурных круглых резцов часто необходимо вычислить точный 
профиль с точностью до тысячных долей миллиметра. Известная методика расчета тре
бует много времени даже в том случае, если ось резца и заготовки параллельны между 
собой. Вычисление не упрощается даже в том случае, если профиль заготовки слагается 
из прямых участков.

Автор на основе геометрических соображений показывает, что с использованием 
теоремы произведения сечения секущих получается результат при использовании зна
чительно более простого метода вычисления, чем при использовании тригонометриче
ских методов.

CALCUL D U  P R O F IL  D ’UN OU TIL D E  F O R M E  C IR C U L A IR E ,
À L ’A ID E  D U  T H É O R È M E  D E  L A  SÉC A N TE

B. SZŐKE

R ÉSU M É

P o u r  produ ire  u n  o u til  de fo rm e  circulaire, il e s t  so u v e n t nécessaire de calcu le r le p ro fil 
a v e c  u n e  précision  au  m illièm e d e  m illim ètre . L a m é th o d e  c o u ran te  de calcul re s te  fa s tid ie u se , 
m êm e  q u a n d  l ’axe de l’o u til e t  de  la  pièce son t p a ra llè les , e t  n ’est pas m oins co m p liq u ée  q u a n d  
le  p ro f i l  de  l ’ou til est com posé de  sections de d ro ite .

S u r  la  base de c o n sid é ra tio n s  géom étriques, l ’a u te u r  d ém o n tre  que p a r  l ’a p p lic a tio n  du  
th é o rè m e  re la tif  aux p ro d u its  des sec tions d ’une sécan te  d u  cercle, on a une m éth o d e  de  calcul 
b ie n  p lu s  sim ple  qu ’en a p p liq u a n t  u n e  chaîne de th é o rè m e s  trigonom étriques.
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[E ingegangen  am  17. F e b ru a r  1961]

1. E in le itu n g

D ie K ordbeanspruchung im  Reifen

Info lge d er e rh ö h ten  K raftw ag en g esch w in d ig k e it h a t die d y n am isch e  
B ean sp ru ch u n g  der P n eu m a tik k o rd e in lag en  sow ohl in  H in s ic h t a u f  die 
F re q u e n z  als auch  a u f  die A m plitude  s ta rk  zugenom m en.

D ie B ean sp ru ch u n g sv erh ä ltn isse  des R eifens w erden  d u rc h  d ie S tu d ien  
von  Loughborough , D a v ie s , N onfore [1] u n d  in  der le tz te re n  Z e it von  
W . K e r n  [2, 3] im m er m ehr b e k a n n t. D ie R eifendefo rm ation  a n  P ersonen- 
resp . L as tk ra ftw ag en  w urde von K e r n  m it H ilfe speziell a u sg e s ta lte te r  u n d  
an  versch iedenen  S tellen  des Reifens an g e k le b te r  D eh n u n g sm eß stre ifen  fe s t
geste llt. A u f diese W eise w urde  die W irk u n g  des A brollens, des L u ftd ru c k e s , 
der B e las tu n g  u n d  d er Z en tr ifu g a lk ra ftä n d e ru n g  b es tim m t. D ie M essungen 
h ab e n  bew iesen, d aß  die d u rch  den L u ftd ru c k  v e ru rsach ten  u n d  in  d e r K o rd 
r ic h tu n g  gem essenen D ehnungen  zw ischen 0,3 u n d  1,6%  v a riie re n . E r  s te llte  
fe s t, d aß  vom  S ta n d p u n k t der E rm ü d u n g  die in n e rs te  Lage d er S e iten w an d  
d ie  m eis t gefäh rd e te  is t . G egenüber d e r d u rc h  den  in n eren  L u f td ru c k  v e r
u rsa c h te n  stän d ig en  D ehn u n g  t r i t t  h ie r im  B ereich  des A ufliegens a u f  der 
F a h rb a h n  w egen der W irk u n g  des B ah n d ru ck es  eine bed eu ten d e  S ta u c h u n g  auf. 
D ieser B ean sp ru ch u n g  geh t eine kleine D eh n u n g  vo ran  u n d  w ird  von  einer 
e tw as größeren  gefolgt. Bei V iskosekorden  schw anken  die G ren zw erte  der 
D e fo rm a tio n  in  der K o rd rich tu n g  zw ischen -)- 2 und  — 4 % . G elegen tlich  ist 
au ch  die K o m p o n en te  d er R eifen d efo rm atio n  senk rech t z u r  K o rd r ic h tu n g  
von  g roßer B ed eu tu n g  [3].

D ie soeben beschriebene W echseldefo rm ation  h ö rt n a tü r lic h  n a c h  dem  
V erlassen  der F a h rb a h n  in  dem  b e tre ffen d en  R eifen  n ich t so fo rt a u f, sondern  
w eis t e inen  g ed äm p ften  V erlau f au f. K er n  ste llte  fest, d aß  d ie W echsel
b ea n sp ru c h u n g  a u f  e inen  B ru ch te il des U m lau fes e n tfä llt. W ä h re n d  eines 
U m lau fes können , von  den  G eschw ind igke itsverhä ltn issen  a b h ä n g e n d , zwei 
re sp . d re i B eansp ruchungszyk len  von  b e d e u te n d e r  A m plitude  b e o b a c h te t 
w erd en . B ei W agen m it e iner G eschw ind igkeit von  100 k m  p ro  S tu n d e  ist 
d ie U m lau ffreq u en z  15 H z, die B ean sp ru ch u n g sfreq u en z  lieg t je d o c h  zw ischen 
60— 120 H z [3].
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A u s  den D a ten  K e r n s  k an n  man a u f  die n um erischen  W erte  d e r  in  
den  e in ze ln en  A b sc h n itte n  d er K ordein lage  a u ftre te n d e n  D efo rm atio n en  
sc h lie ß e n , denn  zufolge d er H a ftb in d u n g  fo lg t d er K o rd zw irn  der D e fo rm atio n  
des ih m  um gebenden  G u m m is. Die B estim m u n g  des A bso lu tw ertes d e r a u f  
d ie  K o rd z w irn e  w irkenden  B e la s tu n g  s tö ß t jed o ch , w egen des s ta rk  ab w eich en 
d en  E la s tiz itä tsm o d u ls  des T ex tilm a te ria ls  u n d  des G um m is, sowie au ch  w egen 
des z u sa m m en g ese tz ten , m echan isch  u n b e s tim m te n  D efo rm atio n sm ech an is
m u s des K ord -G u m m i-S y stem s, a u f  S chw ierigkeiten .

W ie die von K e r n  a n g e fü h rten  M essungen  [3] bew iesen, k a n n  die 
B e a n sp ru c h u n g  eines K o rd e lem en te s  u n d  des um g eb en d en  G um m is — als 
T e x til-G u m m i-S y s tem  —  im  L aufe des A bro llens, von  der gegenüber d er 
L a u fb a h n  eingenom m enen L age abh än g en d , w ä h re n d  eines U m laufes v o n  seh r 
v e rsc h ie d e n e r  R ich tu n g , B e d e u tu n g  und G röße sein . D ie w ich tigsten  V a r ia tio 
n en  d es  m o m en tanen  S p an n u n g szu stan d es sind  d ie  fo lgenden:

1. Z ugspannung  in  d e r K o rd rich tu n g , D ru c k sp a n n u n g  in d er a n d e ren  
zu m  K o rd  senk rech ten  H a u p tsp a n n u n g s r ic h tu n g .

2 . Z u g sp an n u n g  in  d e r  K o rd rich tu n g  u n d  in  d er anderen  zum  K o rd  
se n k re c h te n  H a u p tsp a n n u n g sric h tu n g .

3. D ru ck sp an n u n g  in  d e r K o rd ric h tu n g , Z u g sp an n u n g  in  d er a n d e ren  
zum  K o rd  senk rech ten  H a u p tsp a n n u n g s r ic h tu n g .

4 . D ru ck sp an n u n g  in d e r K o rd rich tu n g  u n d  in  d er anderen  zum  K ord  
s e n k re c h te n  H a u p tsp a n n u n g sric h tu n g .

Z ufo lge der u n b e rech en b aren  d ynam ischen  B ean sp ru ch u n g en  is t g ru n d 
s ä tz lic h  au ch  ein k u rz  a n d a u e rn d e r  und a u f  eine k le ine  S trecke b e sc h rä n k te r , 
d re ia c h s ig e r , re iner Zug- o d e r D ru ck sp a n n u n g sz u s ta n d , resp . ein aus d e ren  
K o m b in a tio n  b esteh en d er, zu sam m en g ese tz te r S p an n u n g szu stan d  v o rs te llb a r . 
Im  n ach fo lg en d en  befassen  w ir uns m it den F ä llen  1— 4, jed o ch  ohne d e ta illie r te  
fe s tig k e its th e o re tisc h e  A n aly se , die hier n ic h t unsere  A ufgabe b ild e t.

Im  1. Fall d e h n t sich das T ex til-G u m m i-S y stem  in die K o rd ric h tu n g  
aus u n d  v e rk ü rz t sich in  d e r d a ra u f  sen k rech ten  E b en e  in beiden R ich tu n g en . 
In fo lg e  des um  m eh reren  O rdnungsgrößen  h ö h e ren  E la s tiz itä tsm o d u ls  w ird  
das M aß  d er D ehnung  in  e rs te r  R eihe d u rch  die K o rd d efo rm atio n  b e s tim m t. 
D ie K o n tra k tio n  ist besonders in  der R ich tu n g  d er D ru ck sp an n u n g  b e d e u te n d .

Im  2. F a ll w ird die D eh n u n g  in d er K o rd ric h tu n g  du rch  die in  d er 
e rw ä h n te n  anderen  H a u p tsp a n n u n g s r ic h tu n g  w irk en d e  Z ugspannung  in  b e 
d e u te n d e m  Maße b e e in flu ß t. In  der d ritten  R ic h tu n g  is t die K o n tra k tio n  seh r 
g ro ß . I n  d iesem  B ean sp ru ch u n g szu stan d  k ö n n en  zw ischen G um m i u n d  Z w irn 
k ö rp e r  b ed eu ten d e  S p an n u n g en  au ftre ten .

U n te r  der W irk u n g  d e r  D ru ck k ra ft in  d er K o rd ric h tu n g  v e rk ü rz t sich 
im  3. F a ll  die K o rd z w irn s tru k tu r  sam t dem  G um m i und  d eh n t sich in  d er 
se n k re c h te n  Ebene aus, b esonders in  die R ic h tu n g  d er Z ugspannung . In fo lge  
d ie se r  D efo rm atio n , die in  e rs te r  Reihe d u rc h  die E igenschaften  des G um m is
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b e s tim m t w ird , w erden die Spira len  des V orzw irnes wie auch  d ie  d es  K o rd 
zw irnes zusam m en g estau ch t u n d  —  falls die seitlichen A u sd e h n u n g e n  in 
den  R ich tu n g en  der zum  K ord  sen k rech ten  zwei H a u p tsp a n n u n g e n  sehr 
abw eichen  —  v erflach t sich der K o rd zw irn . D ie F o rm än d eru n g  des K o rd z w ir
nes is t also g röß ten te ils  eine s tru k tu re lle  D efo rm atio n . Die In a n sp ru c h n a h m e  
d e r F ilam en te  b e s teh t aus dem  B iegen a u f  e inen  kleinen K rü m m u n g sra d iu s . 
W enn  zw ischen den einzelnen F ilam en ten  die H aftb in d u n g  n ic h t g ro ß  genug 
is t, d e ren  k leinstes V erschieben von e in a n d e r v erh in d ern  zu k ö n n en , so k o m m t 
d e r B ieg eb ean sp ru ch u n g  der F ilam en te  n o ch  die zwischen den  F a se rn  a u f
tre te n d e  S cheu erb ean sp ru ch u n g  h in zu . D ie le tz te re  ist jedoch  v e rm u tlic h  von 
u n te rg e o rd n e te r  B ed eu tu n g , solange die e tw aige  V erbindung zw ischen  dem  
Z w irn k ö rp er und  dem  E in b e ttu n g sm a te r ia l, resp . die zw ischen d en  F ila m e n 
te n  u n v e rse h rt ist.

Z u  gleicher Zeit m it der A u sd eh n u n g  in  seitliche R ich tu n g  t r i t t  zw ischen 
d em  G um m i und  dem  Z w irnkörper eine b ed eu ten d e  S pannung  a u f, b esonders 
an  je n e n  S tellen , wo die D efo rm ation  des R eifens in  senkrech ter E b e n e  zu  dem  
K o rd  g roß  is t. Die zw ischen dem  G um m i u n d  dem  Z w irnkörper e n ts te h e n d e n  
S p an n u n g en  (siehe auch  die an d eren  F älle) t ra c h te n  einerseits den  K o rd zw irn  
se lb st vom  G um m i abzulösen , an d erse its  d ie d u rch  das Im p re g n ie ru n g sm a te ria l 
zw ischen den F ilam en ten  z u s tan d eg eb rach ten  schw ächeren V e rb in d u n g ss te lle n  
au fzu lockern . S p a lten  sich  diese V e rb in d u n g en  an irgendw elchem  P u n k t  des 
R eifens, so versch ieben  sich u n te r  W irk u n g  d er w eiteren  In a n sp ru c h n a h m e  
das G um m i u n d  das T e x tilm a te ria l, d. h . die b isher g ebundenen  F ilam en te  
bew egen sich v o n e in an d er fo rt. D ie zw ischen  den  F ilam en ten  re sp . zw ischen 
dem  G um m i und dem  T e x tilm a te ria l a u f tre te n d e  S ch eu e rb ean sp ru ch u n g  
b esch leu n ig t in  diesem  F alle  sehr den  E rm ü d u n g sb ru ch  des K o rd e s . Bei 
g u ten  H a ftb in d u n g en  fangen  —  zufolge der E rm ü d u n g  — zu erst d ie  e inzelnen  
F ila m e n te  des K ordzw irnes zu re ißen  an , u n d  n u r  nachfo lgend  m a c h t sich 
eine b e trä c h tlic h e  S ch eu erb ean sp ru ch u n g  b em erk b ar. Vom S ta n d p u n k t  der 
In a n sp ru c h n a h m e  des T ex til-G um m i-S ystem s is t also die H a f tb in d u n g  zw ischen 
den  zwei K o m p o n en ten  von en tsch e id en d er B edeu tung .

U n te r  W irkung  d er D ru ck sp an n u n g  in  zwei R ich tungen  v e rk ü rz t  sich 
im  4. F a ll das T ex til-G um m i-S ystem  in d e r E bene des D ruckes —  in  K o rd 
r ic h tu n g  und  sen k rech t dazu  —  und  d e h n t sich  in der d r itte n  R ic h tu n g  aus. 
D as V erkü rzen  in der K o rd ric h tu n g  w ird  von  der anderen  D ru c k sp a n n u n g  
b e e in f lu ß t. In  diesem  S p a n n u n g szu stan d  ist die D eform ation d er Z w irn s tru k tu r  
dem  3. F alle  ähn lich , o bzw ar h ier das V erflach en  des Zwirnes in  Q u e rric h tu n g  
n ich t die Folge der Z u g sp annung , sondern  d er D ru ck sp an n u n g  is t. Zufolge 
d e r e rw äh n ten  einachsigen A usdehnung  t r i t t  auch zwischen dem  G u m m i und 
dem  Z w irn k ö rp er eine b ed eu ten d e  S c h u b sp an n u n g  auf.

D ie im  Z usam m enhang  m it F ä llen  1— 4 erw ähn ten  W irk u n g e n  sind 
besonders an jen en  P u n k te n  des R eifens (zum  Beispiel an der in n e ren  Seiten-
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■wand) gefährlich , w o abw echselnd  Zug- u n d  D ru c k sp an n u n g szu s tän d e  in  
K o rd r ic h tu n g  a u f tre te n , u n d  die re la tiven  V ersch iebungen  groß s in d . H ie r  
k a n n  das T e x tilm a te ria l w äh ren d  einer U m la u fp e rio d e  von der D e h n u n g s
b e a n sp ru c h u n g  m eh rm a ls  g an z  en tla s te t w erd en . D ie W irkung  der D ru c k k ra f t  
in  d e r  K o rd ric h tu n g  v e ru rs a c h t  das A usbiegen  d e r  E lem en ta rfilam en te . D ie 
d e m  D ru ck  fo lgende Z ugb ean sp ru ch u n g  b e la s te t  das T ex tilm a te ria l n ic h t 
p e rio d isch , sondern  s to ß w eise  und  v e ru rsa c h t zw ischen  dem  G um m i u n d  
d em  T e x tilm a te ria l eine stoßw eise S ch u b sp an n u n g . D ie w ährend  d ieser P e rio 
d e n  a u ftre te n d e n  B iegebeansp ruchungen  w erd en  v o n  den au f den  K o rd  in  
se n k re c h te r  E bene w irk e n d e n  S pannungen, v o n  d e r Z w irn k o n stru k tio n  u n d  
d e r  D reh u n g  b ed eu ten d  b e e in flu ß t.

E s is t k la r, d aß  a n  je n e r  Stelle des R e ifen s (z. B . äußere S e iten w an d ), 
w o die In a n sp ru c h n a h m e  n u r  in  dem D eh n u n g sg eb ie t variie rt, die L age der 
K o rd z w irn e  n ich t so u n g ü n s tig  ist. H ier is t d ie  B iegebeanspruchung  d er 
F ila m e n te  von u n te rg e o rd n e te r  B edeutung , d e r  K ordzw irn  w ird n ich t ganz 
e n t la s te t ,  und  seine In a n sp ru c h n a h m e  ste llt e h e r  eine periodische als eine 
s to ß w eise  Z u g b ean sp ru ch u n g  dar. Da das G u m m i —  wegen seiner g roßen  
D efo rm a tio n sfäh ig k e it —  d e r  F o rm än d eru n g  des K ordes folgt, k a n n  die 
A u flo ck eru n g  der G u m m ib in d u n g  in der P ra x is  n u r  du rch  die a u f  den  K o rd  
in  sen k rech te r  R ic h tu n g  w irkenden  S p a n n u n g e n  v e ru rsach t w erden , was 
e in e n  v iel langsam eren  V o rg an g  ergibt als d ie  w echselnde Zug- u n d  D ruck - 
b e a n sp ru ch u n g . S om it k a n n  die S ch eu erb ean sp ru ch u n g  n u r in geringerem  
M aße au ftre ten .

D ie große B e d e u tu n g  der H aftb in d u n g  zw ischen  dem  T e x tilm a te ria l 
u n d  d em  G um m i w ird  a u c h  du rch  die F e s ts te llu n g e n  von M. W. W ilson  [4] 
u n te r s tü tz t ,  der die b e i d e r  D ru ck b ean sp ru ch u n g  des T ex til-G um m i-S ystem s 
a u f tr e te n d e n  E rsch e in u n g en  a u f  P ho to g rap h ien  v o rfü h rte . Seiner E rfa h ru n g  
n a c h  lö s t sich der Z w irn k ö rp e r von dem E in b e ttu n g sm a te r ia l  u n te r  W irk u n g  
d e r  w iederho lten  D ru ck b ean sp ru ch u n g  zu e rs t e n tla n g  der Spirallin ie d er 
V o rzw irn e .

D er E in flu ß  d e r D re h u n g  wird von H . M ü ller  [5] gu t v e ran sch au lich t. 
E r  b e t te te  zwei K o rd zw irn e  m it sehr ab w eich en d er D rehung in G um m i ein 
u n d  b eo b ach te te  deren  F o rm än d e ru n g  bei 1 0 % ig e r S tauchung  des G u m m i
k ö rp e rs . E r  ste llte  fe s t, d a ß  beim  K ord m it u n ric h tig e r  D ra h tk o n s tru k tio n  
in fo lg e  der S tau ch w irk u n g  einige W indungen a u sg e k rü m m t w urden. A n diesen  
S te llen  w ächst die R e ib u n g , was seiner M einung  n a c h  zur Z erm ürbung  fü h r t . 
Seine V erm u tu n g en  w erd en  du rch  die a u f  d em  P rü fs ta n d  und der G oodrich  
D au erp rü fm asch in e  d u rc h g e fü h rte n  U n te rsu ch u n g en  b es tä tig t.

D ie L ebensdauer u n d  d ie  physikalischen E ig en sch a ften  des in dem  R eifen  
b e fin d lich en  T e x tilm a te ria ls  w erden auch v o n  d e r  T em p era tu r  b e trä c h tlic h  
b e e in f lu ss t. Jede  D e fo rm a tio n  des Reifens w ird  von  W ärm een tw ick lung  b e 
g le ite t . Diese v e ru rsa c h t in fo lge der kleinen W ärm e le itfäh ig k e it des G um m is
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einen  T e m p e ra tu ran s tie g , w elcher der D äm p fu n g  d er K ord - re sp . F ila m e n t
defo rm atio n  w ie au ch  d e r U m lau fzah l p ro  M inu te  p ro p o rtio n a l, u n d  d er 
W ärm ele itfäh ig k e it v e rk e h r t  p ro p o rtio n a l is t [6, 7]. H ierzu  k o m m t noch  der 
T em p e ra tu ran s tie g , d er d u rch  die zw ischen d e r F a h rb a h n  u n d  d er L au ffläch e  
a u ftre te n d e  R e ib u n g  v e ru rsa c h t w ird.

D ie abso lu te  u n d  re la tiv e  G röße der in  dem  v o ran g eh en d en  g esch ild e rten  
w echselnden  B e an sp ru ch u n g sk o m p o n en ten  h ä n g t v o n  den  m echan ischen  
K ennzeichen  der F ila m e n te , von  dem  A u fb au  des K o rd es, von  d er K o n s tru k 
tio n  des Reifens, von  dem  in n eren  L u ftd ru c k , sow ie au c h  von d en  äu ß eren  
F a k to re n , wie W agen g ew ich t, G eschw indigkeits- u n d  B a h n v e rh ä ltn isse n , ab .

2. K orderm iidungsm ethoden

N ach den in  der E in le itu n g  G eschilderten  is t es k a u m  d e n k b a r, d aß  die 
in d er P rax is  v o rk o m m en d en  kom plexen  B ean sp ru ch u n g sv e rh ä ltn isse  m it 
e inem  einzigen A p p a ra t verläß lich  n ach g eah m t w erden  können . D iese A ufgabe 
w ird  noch  d ad u rch  e rsch w ert, daß  im  In te re sse  d er B esch leun igung  der 
L a b o ra to riu m sp rü fu n g en  die B eansp ruchungen  v e rs tä rk t  w erden  m üssen . 
E s  is t k lar, d aß  der »G ebrauchsw ert« des K ordzw irnes —  gem äß dem  bei den 
an d e ren  P ro d u k te n  d e r T ex tilin d u strie  befo lg ten  W ege —  n ic h t m it e iner 
einzigen, in  H in s ich t a u f  die K o m p o n en ten  U ndefin ierten  k o m plexen  B e
an sp ru ch u n g , sondern  a u f  G ru n d  der P rü fu n g sre su lta te  bezüg lich  d e r w ich tig 
s te n  G ebrauchseigenschaften  festgeste llt w ird . D iese K ennze ichen  sind  die 
s ta tisch en  und  dy n am isch en  Festigkeits-, E la s tiz itä ts - , R e lax a tio n s-, F ließ - 
und  E rm ü d u n g se ig en sch aften , h au p tsäch lich  bei G e b ra u c h s te m p era tu r . Von 
diesen sind die K en n w erte  d er W id erstan d sfäh ig k e it gegen die D a u e rs ta n d -  
sowie d ynam ischen  u n d  stoßw eisen  B ean sp ru ch u n g en  besonders w ich tig , weil 
sie m it der L eb en sd au er der R eifenkorde in  engstem  Z u sam m enhänge  s te h e n . 
Diese E igenschaften  k ö n n en  n u r  am  R ohkord  in  e x a k te r  W eise g ep rü ft w erden .

Die E rm ü d u n g sv ersu ch e  am  R o hkord  sind  au ch  deshalb  zw eckm äßig , 
weil bei der P rü fu n g  des T ex til-G um m i-S ystem s die B ean sp ru ch u n g en  des 
K o rd es oft n ich t g u t de fin ie rt sind , und  die R e su lta te  wegen d e r großen 
S treu u n g en  s ta tis tisc h  w eniger verläß lich  sind . B ei d er Q ualifiz ierung  d e r 
K o rd e  a u f  G rund d er P rü fu n g  des T ex til-G um m i-S ystem s w ird  ein K ennzeichen  
zug runde genom m en w elches den kom plexen  E in flu ß  der abw eichenden  M ate
ria le igenschaften  u n d  d er speziellen zu sam m en g ese tz ten  B ean sp ru ch u n g  
gem einsam  b e rü ck s ich tig t. O hne eingehendes K en n en  d er e inzelnen  E ig en 
sch aften  g ib t es keine M öglichkeit, die Q u a litä t des K ordzw irnes sy s te m a tisc h  
zu verbessern . M an d a r f  au ch  n ich t au ß er a c h t lassen , d aß  an  d em  D a u e r
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p r ü f a p p a r a t  fü r R o h k o rd  d ie E rm ü d u n g sv ersu ch e  bei b e k a n n te r  höherer 
T e m p e ra tu r ,  resp. auch  in  im p reg n ie rtem  Z u s ta n d  d u rch g e fü h rt w erden  k ö n 
n e n , w as  die B eu rte ilu n g  d e r K o rd q u a litä t w eiteren  w ertv o llen  G esich ts
p u n k te n  bere ichern  k an n .

A u f  G rund der au ssch ließ lich  an  R o h k o rd en  a u sg e fü h rten  P rü fu n g en  
k a n n  m a n  n a tü rlich  die B ra u c h b a rk e it des T ex til-G u m m i-S y stem s n ic h t e n t
s c h e id e n , besonders w enn m a n  die W irk u n g  d e r A b än d eru n g  der Zw irn- 
re s p . R e ife n k o n s tru k tio n , o d e r des v e rw en d e ten  Im p reg n ie ru n g sm a teria ls , 
re s p . d e r  G um m im ischung  s tu d ie re n  will. B ei d e r  D ru ck b e a n sp ru ch u n g  des 
T ex til-G u m m i-S y stem s k ö n n e n  sich näm lich  solche P h än o m en e  abspielen  
(A u sk rü m m u n g en  von Y orzw irnW indungen, S p a ltu n g  d er H a ftb in d u n g  usw .), 
d ie  d ie  B rau ch b a rk e it der re sp ek tiv en  K o n s tru k tio n  von  v o rn h e re in  au s
sc h lie ß e n . In  solchen F ä llen  w ird  ohne Zweifel die gem einsam e P rü fu n g  des 
T ex til-G u m m i-S y stem s ü b e r die B rau ch b a rk e it des K ordzw irnes en tsch e id en .

E rm ü d u n g sv e rsu ch e  an  R ohkorden  sind  be i gleicher K o rd k o n s tru k tio n  
z u r  K o n tro lle  der F ila m e n tq u a li tä t ,  wie auch  d e r Technologie des V or- und  
K o rd z w irn e n s  geeignet, v o ra u sg e se tz t, daß  die V ersuche a u f  G ru n d  der p ra k 
t is c h  in te re ssa n te n  B ean sp ru ch u n g en  d u rch g e fü h rt w erden.

A u f  G rund der von p ra k tisc h e m  S ta n d p u n k t aus w ich tig sten  C h arak 
te r i s t ik e n  k an n  die B ra u c h b a rk e it  der K ord zw irn e  in  dem  F alle  festgeste llt 
w e rd e n , w enn die fe s tg e se tz ten  M inim alw erte d er C h a rak te ris tik en  e rre ich t 
w e rd e n . Diese M ethode w u rd e  von  dem  G um m i L ab o ra to riu m , L ev erk u sen  
bei d re i auserw äh lten  P rü fu n g e n  angew endet.

D ie  E rm ü d u n g sv ersu ch e  der R ohkorde w erden  aus den im  1. A bsatz  
d a rg e le g te n  G ründen h a u p tsä c h lic h  m it W echse lzugbeansp ruchungen  [8— 21], 
re sp . m it  a u f  eine s ta tisc h e  Z u g b ean sp ru ch u n g  ü b e rlag e rten , w iederho lten  
B ie g eb ean sp ru ch u n g en  [22— 25] d u rch g efü h rt. D ie ers te re  B ean sp ru ch u n g  
w ird  d u rc h  die aus der L i te ra tu r  w o h lb ek an n ten  A p p a ra te  von  A m sler  
u n d  Z w ic k  [19], R o el ig  [9], w eiter Me sk a t , R o se n b e r g  u n d  H o fm a n n  
[19, 20 , 21]; sowie die le tz te re n  du rch  den  D unlop  A p p a ra t, sowie die A p p a 

ra te  v o n  B u d d  [22], Gr a n t , Co u t u r ie r , R h o d e s  [23], F r o m a n d i [24] und  
D is c iik a  und  H a jm á sy  [25] z u s tan d eg eb rach t. E inige von  den  le tz te ren  
[22— 24] en tla s ten  —  info lge des Schw ingens des B elastungsgew ich tes — 
a u f  k u rz e  Zeit den K o rd zw irn  von  der s ta tisch en  Z ug b ean sp ru ch u n g , sodann  
t r i t t  e in e  stoß artig e  Z u g b ean sp ru ch u n g  au f. B ei dem  A p p a ra t von  D isch k a  
u n d  H a jm á sy  u n te rb le ib t d as  Schw ingen des B elastungsgew ich tes. M it dem  
E in s c h a lte n  eines sep a ra ten  H ilfsm echan ism us k a n n  eine zyklische E n tla s tu n g  
v o n  d e r  Z ugbelastung  und  die darauffo lgende s to ß a rtig e  B ean sp ru ch u n g  v e r
w irk lic h t w erden.

B ei der D au e rp rü fu n g  der K ordzw irne w ird  in der S ow jetun ion  ein 
A p p a ra t  angew endet, in w elchem  a u f den  unend lichen  K ordzw irn  au ß er 
e in e r  s tän d ig en  Z u g b e las tu n g  noch  zeitw eilig  eine W echseldehnung  w irk t.
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2.1. Beschreibung des angewendeten A pparates

A u f dem  K o rd z w irn e rm ü d u n g sa p p a ra t von  D isc h k a  u n d  H a jm Ásy  
sind  die m it w echselbaren  G ew ichten  b e la s te te n  10 K o rd zw irn e  a u f  fü n f  
R ollen  m it gleichem  D urchm esser ü b erw o rfen  (A bb. la ) .  D iese R o llen  sind

7  Ô

in  einem  alte rn ie ren d e  B ew egung v o llfü h ren d en  W agen ge lag ert. U n te r  W ir
k u n g  d er Wragenbew egung w erden  die G arne d u rch  die e in ze ln en  R ollen 
en tg eg en g ese tz t g ek rü m m t. Die B iegero llen  sind  d e ra rt an g e tr ie b e n , d aß  sie 
an  den g ep rü ften  K o rd en , ohne d ieselben  zu  scheuern , ab ro llen . Scheuerw ir- 
k u n g  e n ts te h t  zw ischen den  F ila m e n te n  n u r  infolge der B iegung.

D as eine E nde d er zu  g leicher Z eit e rm ü d e ten  zehn  K o rd zw irn e  w ird  
zw ischen den  K lem m backen  1 e in g esp an n t, das an d ere  E n d e  w ird  ü b e r die 
in  dem  W agen  2  ge lagerten  R ollen  3 gew orfen u n d  h in te r  der e n tsp re c h e n d en  
F ü h ru n g ssch e ib e  4 m it G ew ichten  5 b e la s te t . D ie s ta tisch e  Z u g b ean sp ru ch u n g  
k a n n  m it versch iedenen  G ew ich ten  v o n  200 bis 1000 g v o rg en o m m en  w erden .

16  Acta Technics X X X V III/1—2.
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D e r W agen m it B iegerollen  2  w ird von  e in em  M otor m it H ilfe e ines 
K u rb e lm e c h a n ism u s  6 b e tr ieb en . Die H u b län g e  b e trä g t 90 m m , u n d  die 
Z y k le n z a h l 60/M inute.

Z u m  m öglichen E lim in ie ren  der R eibung  zw ischen  den B iegero llen  u n d  
den  g e p rü f te n  K o rdzw irnen  ro llen  die a u f  die A chse d er R ollen gekeilte  Z a h n 
rä d e r  7  a n  d er s teh en d en  Z ah n stan g e  8 ab  u n d  tre ib e n  die B iegerollen  m it 
e in e r  U m fan g sg esch w in d ig k e it, be i der die R o llen  an  den s teh en d en  K o rd 
z w irn e n  p ra k tis c h  ohne G le itung  abro llen  (A bb. lb ) .

D ie  w äh ren d  d er P rü fu n g  a u ftre ten d e  D e h n u n g  der K o rd zw irn e  is t  
an  d e r  a m  A p p a ra t an g eb rach ten  Skala 9 abzu lesen .

D e r  E in sp a n n k o p f 1 sow ie au ch  der W agen  2  u n d  auch  die a u f  B iegen  
in  A n s p ru c h  genom m enen K ordzw irn te ile  s in d  in  einem  w ärm eiso lie rten  
S c h ra n k  10, in  w elchem  eine höhere  T e m p e ra tu r  als die des Z im m ers d u rc h  
die e in s trö m e n d e  w arm e L u ft gesichert w ird . Z u m  Z irku lieren  der w a rm en  
L u f t  d ie n t  ein  T h e rm o v en tila to r  12. Die in  dem  S ch ran k  herrschende  T e m p e ra 
tu r  w ird  m it  einem  T h erm o m ete r 11 k o n tro llie rt. D ie e ingestellte  T e m p e ra tu r  
w ird  m i t  H ilfe des W ärm ereg lers 13 k o n s ta n t g eh a lten .

2 .2 . D ie Inanspruchnahm e der K ordzw irne  a u f  dem A pp a ra t

In fo lg e  des oben besch riebenen  A n tre ib en s d e r R ollen is t die Z u g b e
a n s p ru c h u n g  w äh ren d  der P rü fu n g  en tlan g  des K o rd es  resp . in  der Z eit p r a k 
tis c h  k o n s ta n t .  D ie a u f  einen  K o rd a b sc h n itt w irk en d e  B ieg eb ean sp ru ch u n g  
is t  ze itw e ilig  a lte rn ie ren d , rech tsg än g ig , N ull, re sp . linksgäng ig .

D ie  d u rc h  eine B iegerolle h ervo rgeru fene  D efo rm a tio n  —  w enn m an  die 
V e rz e rru n g  des G a rn q u e rsch n itte s  als k o n s ta n t b e tra c h te t  —  w echselt w ä h 
re n d  e in es  Zyklus zw ischen zw ei k o n s ta n te n  E x tre m w e rte n . D ie H ä u fig k e it 
d er B ie g u n g  ä n d e rt sich  ab schn ittsw eise  en tla n g  des K ordes u n d  h ä n g t d av o n  
ab , w ie  v ie le  R ollen a u f  die be tre ffende  K o rd s tre c k e  w äh ren d  eines Z y k lus 
b ie g e n d e  W irk u n g  au sü b en . D ie aus der L änge d e r a u f  den  B iegerollen  lieg en 
den  K o rd s tre c k e n  u n d  von  d er D u rch sch n ittsg esch w in d ig k e it des W agens 
b e re c h n e te  B ean sp ru ch u n g sfreq u en z  ist 12 H z im  F alle  eines R o llen d u rch 
m essers v o n  9,5 m m  u n d  u n g e fä h r 23 H z im  F a lle  eines R o llendurchm essers 
v o n  5 m m , also b ed eu ten d , obw ohl sie u n te r  d en  v o n  K ehn  [3] an g eg eb en en  
W e rte n  b le ib t.

U m  a u f  die dom in ie rende  B ean sp ru ch u n g  d e r an  dem  A p p a ra t ge
p rü f te n  K o rd zw irn e  fo lgern  zu  kö n n en , w u rd en  F ila m e n te  von  e rm ü d e tem  
V isk o sek o rd  aus der U m g eb u n g  d er B ru ch ste lle  genom m en u n d  u n te r  dem  
M ik ro sk o p  g ep rü ft. D ie m eist c h a rak te ris tisch en  B ru ch b ild e r w erden  in  d en  
A b b ild u n g e n  2, 3 und  4 v e ran sch au lich t. D ie B ild e r der b esch äd ig ten  F i la 
m e n te  k ö n n e n  gew öhnlich in  d re i G ruppen  e in g e re ih t w erden.
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Abb. 2a. Q u rsch n ittsb ru ch  bei der D au erp rü fu n g  des V iskosekordes 1650/2, 480/480. (Z ug
belastung : 1000 g, B iegcro llendurchm esser: 9,5 m m , T em p era tu r : 80° C)

A bb.2b. B ruch  in  zwei Q u e rsc h n itten  bei d e r D a u e rp rü fu n g  des V iskosekordes 1650/2, (Z ug
belastung: 1000 g, B iegero llendurchm esser: 9,5 m m , T em p era tu r: 80° C)

16*
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A b b . За. S p a lten  der F ilam en te  in  zw ei F ib rille n b ü n d e l bei der D a u e rp rü fu n g  des V iskose
k o rd e s , 1650/2, 480/480. (Z u g b elas tu n g : 1000 g, B iegero llendurchm esser: 9,5 m m , T em p era tu r :

80° C)

A bb. 3b. S p a lten  der F ilam en te  in  F ib r ille n b ü n d e l bei der D au erp rü fu n g  des V iskosekordes 
1650/2 , 480/480. (Z ugbelastung : 1000 g, B iegero llendurchm esser: 9,5 m m , T e m p e ra tu r :  80° C)
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Abb. 4. F ib rillen b ild u n g  an  dem  rech tse itig en , V erschleiß  a n  dem  linkseitigen  F ila m e n t bei der 
D au erp rü fu n g  des V iskosekordes 1650/2, 480/480. (Z u g b e las tu n g : 1000 g, B ieg ero llen d u rch 

m esser: 9,5 m m , T em p era tu r : 80° C)

E in  Teil d e r F ilam en te  w eist bei der R e iß festig k e itsp rü fu n g  resp . bei 
d e r w iederho lten  Z u g b ean sp ru ch u n g  F ase ren d en  m it Q u e rsch n ittsb ru ch  auf. 
D er C h arak te r d er R eiß fläche  is t b ru c h a rtig  (A bb. 2a). In  einigen F ä llen  erfo lg t 
d ieser B ruch  n ic h t in  einem  Q u ersch n itt, so n d ern  das F ilam en t te i l t  sich 
in zw'ei F ib rillen b ü n d e l, u n d  diese reißen  e inzeln  u n d  in versch iedenen  Q uer
sc h n itte n  (Abb. 2b).

A bb ildungen  3a und  b zeigen F ilam en te , bei denen der V o rgang  der 
so g en an n ten  F ib rillen b ild u n g  b e o b a c h te t w erden  k a n n . In  d iesem  F alle  
sp a lten  sich tlie zw ischenm oleku laren  B in d u n g en  infolge der w ied erh o lten  
B iegebeansp ruchung  (A bb. 3a), u n d  die F ib rillen  re ißen  jede  fü r sich (A bb . 3b).

V on der O berfläche  des F ad en s  in  A bb . 4 . h ab en  sich k leine Teilchen 
abgelöst, die d a n n  ze rm alm ten . D ieses Z erm alm en  is t ein o ffensich tliches 
Zeichen der zw ischen den  F ilam en ten  a u f tre te n d e n  S ch eu erb ean sp ru ch u n g .

A n dem  D is c h k a — HAJMÁSYschen A p p a ra t m ach t sich die B esch äd i
gung  der F ila m e n te  u n te r  W irk u n g  der a u f tre te n d e n  zusam m en g ese tz ten  
B ean sp ru ch u n g  in  d e r  F orm  von  B ruch , F ib rillen b ild u n g  und  S ch eu ern  be- 
m erk lich . In  d er R egel v e ru rsach t die gem einsam e W irkung  d ieser S chäden  
den  B ruch  des K ord zw irn es . Die an g e fü h rten  F o rm en  der B eschäd igung  w eisen 
d a r a u f  h in , daß  in  den  K e tten m o lek ü lb ü n d e ln  des M ateria ls eine ach se lrech te  
Z u g sp an n u n g , und  zw ischen den M olekü lbündeln  eine senkrech te  B ean sp ru -
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c h u n g  resp . G le itsp an n u n g  a u f tr i t t .  D ie le tz te re n  tra c h te n , die Z w ischen
m o lek ü lb in d u n g en  zu sp a lte n . Schließlich t r i t t  im  Laufe der In a n sp ru c h n a h m e  
a u c h  die S ch eu erb ean sp ru ch u n g  zw ischen d en  F ilam en ten  au f. U nseren  
B e o b a c h tu n g e n  n ach  g ing  im  F alle  der B iegero llen  m it 9,5 m m  D u rch m esser 
u n g e fä h r  ein D ritte l d er F ilam en te  infolge Q u ersch n ittsb ru ch es zu g ru n d e , 
u n d  im  Falle der B iegero llen  m it 5 m m  D urchm esser v e ru rsach te  der E rm ü d u n g s
v o rg a n g  überw iegend B ru c h  m it F ib rillen b ild u n g .

W enn  m an die in  dem  A p p a ra t a u f die F ilam en te  w irkende zu sam m en 
g e se tz te  B ean sp ru ch u n g  m it  denen im  R eifen  au ftre ten d en  v e rg le ich t, so 
k a n n  m an  festste llen , d a ß  d ie e rstere  säm tliche  K o m p o n en ten  der a u f  die F ila 
m e n te  des K ordzw irnes im  R eifen w irkenden  p rak tisch en  B ean sp ru ch u n g en  
e n th ä l t .  Es kann  je d o c h  zw eifelsohne fes tg e s te llt w erden, d aß  bezüg lich  der 
R ic h tig k e it  der P ro p o rtio n e n  zur Zeit n u r w enige D a ten  zur V erfügung  stehen . 
D ies k a n n  nur d u rch  den V ergleich der P rü fu n g sre su lta te  der E rm ü d u n g s 
v e rsu c h e  m it den p ra k tis c h e n  E rfah ru n g en  en tsch ieden  w erden . A b sch n itt 
4 e n th ä l t  einige d iesbezüg liche  D aten .

3. P rü fu n g sresu lta te

3.1 Verteilung, S treuung  und Zuverlässigkeit der Prüfungsresultate

Z u r F ests te llu n g  der V erte ilung  und  d er q u ad ra tisch en  S tre u u n g  d er bis 
z u m  B ru ch  au sg efü h rten  Z yk lenzah len , der Z uverlässigke it d er M itte lw erte  
u n d  d e r Zahl der n ö tig e n  M essungen w u rd en  zah lreiche P rü fu n g en  an  zwei 
K o rd e n  m it A nw endung  v o n  einer B iegero llenreihe m it 9,5 m m  D urchm esser, 
bei 80° € , m it 1000 g s ta tisc h e r  B elastung  d u rch g e fü h rt. Z ur V erk ü rzu n g  der 
P rü fu n g sz e it w urden  die P rü fu n g en  zu gleicher Z eit a u f  m ehreren  M aschinen 
v o rg en o m m en . L au t u n se re n  E rfah ru n g en  resp . den  M essungen v o n  B. B u d d  
[22] w äch st die S tre u u n g  m it der B e lastung , so m it kön n en  die e rh a lten en  
S tre u u n g sw e rte  infolge d er angew endeten  m ax im alen  1000 g B e la s tu n g  als 
H ö ch stg ren ze  b e tra c h te t  w erden .

A u f G rund d er bezüg lich  des K ordes »A« an  17 M aschinen e rh a lten en  
in sg e sa m t N  — 750, und  bezüg lich  des K ordes »B« an 10 M aschinen  d u rc h 
g e fü h r te n  N  =  600 E inzelm essungen , sowie a u f  G rund der in  d er L ite ra tu r  
b ezü g lich  ähnlicher P rü fu n g e n  gem achten  E rfa h ru n g e n  [22], w urde  festg este llt, 
d a ß  die Zyklcnzahl b is  zum  B ruch  eine G auß-V erte ilung  au fw eist (A bb. 5). 
D ie y f  P rü fung  ergab  fü r  d ie  »yd« V erteilung  —• gegenüber dem  zu ge lassenen  
11,0 —  den W ert y f  =  3 ,9 , u n d  fü r die »B« V erte ilung  — g eg en ü b er dem  
zuge lassenen  9,5 —  d en  W e rt %2 =  5,2. D er U n tersch ied  zw ischen d en  O rdi- 
n a te n  d er theo re tischen  u n d  d er b eo b ach te ten  V erte ilung  ist also zu fä llig . D ies 
is t  d esha lb  b each ten sw ert, d a  die R esu lta te  aus an  versch iedenen  M asch inen  
a u sg e fü h rten  P rü fu n g en  s tam m en .
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A ußer der G esam tstreu u n g  w urde  au ch  die S treuung  zw ischen  den  M aschi
nen  sowie auch die in n e rh a lb  einer M aschine berechnet. T abe lle  1 ze ig t die 
e rh a lte n e n  R esu lta te . D ie S treuung  zw ischen  den M aschinen b e t r ä g t  10— 12% , 
und  die innerhalb  e iner M aschine 20— 2 5 % , som it das zw eifache d e r  e rs te ren . 
W enn  m an  25%  als die S treuung  d e r  an  derselben M aschine g e p rü f te n  K o rd 
p a rtie  b e tra c h te t  u n d  eine 95% ige s ta tis tisc h e  S icherheit a n n im m t, k a n n  m an

Abb. .5. V erte ilung  der Z y k lenzah l bis zum  B ru c h  bei V iskosekord. (Z u g b e la s tu n g : 1000 g, 
B iegero llendurchm esser: 9,5 m m , T em p era tu r: 80° C)

die Z ah l der nö tigen  M essungen fe s ts te lle n , w enn die gew ünsch te  G en au ig k e it 
des D u rch sch n ittsw erte s  gegeben is t. S o m it sind für D u rc h sc h n ittsw e rt

nö tig .

m it ± 5 %  G en au ig k e it 100 M esssungen, 
m it ± 7 %  „  50 „
m it ± 1 0 %  „  30 „

T ab e lle  1

Durchschnittswerte und Slreuungsdaten der geprüften Verteilungen

Zeichen
des

Musters
nB

[Zyklenzahl]
S,

[%]
S

l°/oJ
S,

[%]

A 3776 23,0 11,8 19,8

В 1774 26,2 10,9 23,9

n B = D urchschn ittszyk lenza hl,
S , = die G esam tstreu u n g ,

S t = die S treu u n g  zwischen den  M aschinen,
S2 =  S treuung  in n erh a lb  einer M aschine.
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D ie bisherigen E rfa h ru n g e n  der A utoren  ze igen , d a ß  zum  a n n e h m b a re n  
C h a ra k te r is ie ren  einer K o rd p a r t ie  30 M essungen n ö tig  sind . Dies e n ts p r ic h t  
in  d e m  besprochenen  F a ll  d re i Serien , da der A p p a ra t  g leichzeitig  10 P rü fu n g e n  
a u s f ü h r t .

B eim  V erringern des B iegero llendurchm essers w ird  auch  die S tre u u n g  
in n e rh a lb  der M aschine re d u z ie r t .  Zum  Beispiel b e i 5 re sp . 9,5 m m  R o llen d u rch 
m e s s e r  is t  das V erhä ltn is  d e r  q u ad ra tischen  S tre u u n g e n  d u rch sch n ittlich  0,8. 
Z u m  V ergleich w ird e rw ä h n t, d a ß  bei den P rü fu n g e n  v o n  B . B u d d  [22] die 
S tr e u u n g  der au f derse lben  M aschine bis zum  B ru c h  d u rch g e fü h rten  Z y k len 
z a h le n  27%  w ar, som it e tw a s  h ö h e r als der v o n  d en  A u to re n  e rlang te  H ö c h s t
g re n z w e r t.

3.2  E in flu ß  der Größe der Beanspruchung a u f  die Prüfungsresultate

D ie einzelnen K o m p o n e n te n  der d u rch  d ie K o rd erm ü d u n g sm asch in e  
z u s ta n d e g e b rac h te n , zu sam m en g ese tz ten  B ean sp ru c h u n g : die Z ugbelastung , die 
B ieg e - u n d  S ch eu erb ean sp ru ch u n g  sowie die T e m p e ra tu r  des P rü fra u m e s , 
k ö n n e n  an  dem  A p p a ra t g e ä n d e r t  w erden. D iese F a k to re n  beeinflussen e n t 
sc h e id e n d  die P rü fu n g s re su lta te .

3.21 E in flu ß  der Zugbelastung

Z u r  F estste llung  d e r  W irk u n g  der Z u g b e la s tu n g  w urden  E rm ü d u n g s
v e r s u c h e  an  zwei V isk o sek o rd en  von versch iedener S tru k tu r  und  D ra h t a u f  
B ie g e ro lle n  m it 9,5 m m  u n d  5 m m  D urchm esser, b e i e iner T em p era tu r  von

A b b . 6 . W irk u n g  der D a u e rs ta n d s-  u n d  W echse lb iegebeansp ruchung  au i die E rm ü d u n g  des 
V iskosekordes 1110/2, 550/550. (T e m p e ra tu r :  80° C)
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A bb. 7. W irk u n g  de r D a u ers ta n d s- u n d  W echse lb iegebeansp ruchung  a u f  die E rm ü d u n g  des 
V iskosekordes 1650/2, 480/480. (T em p era tu r: 80° C)

80° C, m it A nw endung v o n  versch iedenen  Z ugbelastungen  bis zum  B ru ch  au s
g e fü h rt. Zw ischen der B e la s tu n g  und  der d u rch sch n ittlich en  Z y k len zah l w u rd e  
im  In te rv a ll  von 600— 1000 g ein an n äh e rn d  lo g arith m isch er Z u sam m en h an g  
festg este llt (A bb. 6 u n d  7), d er in vollem  Z usam m enk lang  m it dem  d u rch  
W . J .  L y o n s  [26] au f G ru n d  re in  th eo re tisch e r E rw ägungen  ab g e le ite ten  
Z u sam m enhänge  s teh t u n d  zw ar is t:

ln  rig =  A  —  B P st.

A  und  В  sind  K o n s ta n te n  d er G leichung, Ps, =  Z ugbe lastung , ng  =  B ean- 
sp ruchungszyk lenzah l b is zum  B ru ch  hei k o n s ta n te r  T e m p e ra tu r  u n d  F re 
quenz.

Gleiche Z usam m enhänge  w u rd en  von  Gr a n t , Co u t u r ie r , R h o d e s  [23] 
u n d  B u d d  [22] fe s tg este llt, obzw ar bei den  le tz te ren  V ersuchen  e in  g leicher, 
au sg ep räg t lo g a rith m isch er C h arak te r n u r  bezüglich  eines k le in e re n  I n te r 
valles nachgew iesen w erd en  k o n n te .

E s is t zu bem erken , d aß  hei den g ep rü ften  zwei V iskosekorden  die bei 
500 g B e lastu n g  e rh a lten en  Z yk lenzah len  regelm äßig  auch  h ie r h ö h e r s in d  als 
die a u f  G rund  des obigen logarith m isch en  Z usam m enhanges e rw a r te te n  W erte  
(A bb. 6 u n d  7).

3.22 E in flu ß  der Biegebeanspruchung

Die B iegebcansp ruchung  w ird  in  dem  A p p a ra t von den  in  dem  W agen 
g e lag erten  fü n f  an g e trieb en en  R ollen au sg efü h rt. Die d u rch  eine R olle v er
u rsach te  D efo rm ation  is t n ic h t a llzusehr groß.
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D ie W irkung  d e r B ieg eb ean sp ru ch u n g  a u f  d ie E rm ü d u n g  k a n n  g ru n d 
s ä tz l ic h  en tw eder d u rc h  Ä n d e ru n g  der G röße d e r B iegedefo rm ation  o d er d er 
H ä u f ig k e it  der B ieg eb ean sp ru ch u n g  g eän d ert w erd en . E rs te re  k a n n  d u rch  die 
Ä n d e ru n g  des B iegero llendurchm essers, die le tz te re  d u rch  Ä nderung  d er Zahl 
d e r  w irksam en  B iegero llen  e rre ich t w erden.

T abelle 2 e n th ä lt  die R e su lta te  der m it V iskosekord  m it 5 resp . 3 Rollen 
v o n  9,5 m m  D urchm esser d u rch g e fü h rten  P rü fu n g e n . B ei A nw endung  von  3

Tabelle 2

E in flu ß  der Biegerollenzahl a u f  die E rm üdungszyklenzahl der Kordzwirne

R o llen  w uchs um  u n g e fä h r 3 0 %  die Z yk lenzahl b is zum  B ruch . Es is t b e m e r
k e n sw e rt, daß  die R e s u lta te  ganz iden tisch  w aren , ob die v o rd eren  oder die 
h in te re n  2 Rollen a u ß e r B e tr ie b  gesetzt w urden .

E in e  E rhöhung  d e r d u rc h  Biegen v e ru rsa c h te n  D efo rm atio n  k a n n  d u rch  
d as  R eduz ie ren  der R o llen d u rch m esse r erfo lgen . D ie W irk u n g  dieses V e rfah 
ren s  is t  b ed eu ten d . W enn  m a n  a n s ta t t  der R ollen  m it 9,5 m m  R ollen m it 5 m m  
D u rch m esse r v e rw en d et, s in k t um  m ehr als eine G rö ß en o rd n u n g  die Z yk len 
z ah l b is zum  B ruch  (A bb. 6 u n d  7). Die bei 4 V iskosekorden  von  versch iedener 
H e rk u n f t  und v ersch ied en er K o n s tru k tio n  m it B iegero llen  von 5, resp . 9,5 m m  
D u rc h m e sse r a u sg e fü h rten  P rü fu n g en  ergaben  d en  W ert von  0,08 als V er
h ä ltn is z a h l der Zyklen b is z u m  B ruch.

3.23  E in flu ß  der zw ischen den F ilam enten auftretenden Scheuerbean
spruchung

D ie zw ischen den  F ila m e n te n  au ftre te n d e  S ch eu erb ean sp ru ch u n g  is t 
n ic h t  n u r  die F u n k tio n  d e r Z u g b ean sp ru ch u n g , so n d ern  au ch  die d er H ä u fig 
k e i t  d e r  B ieg eb ean sp ru ch u n g . D ie Größe d er S cheuerung  k a n n  jed o ch  m it v e r
sch ied en a rtig em  E inziehen  des gep rü ften  K o rdzw irnes w eite r geste igert w erden .

In fo rm a tio n sp rü fu n g en  w u rd en  bei K o rd zw irn  von  1650 den 2, 480/480 
D re h u n g e n  pro M eter, m it  d en  a u f der T abelle 3 v e ran sch au lich ten  d re ierle i 
E in z ieh en , bei einer T e m p e ra tu r  von 80° C, m it B iegero llen  von  9,5 m m  D u rc h 
m e sse r  u n d  versch iedenen  Z u g b elastungen  a u sg e fü h rt. D ie R esu lta te , d er m it 
d e r  n o rm a len  M ethode u n d  m it  ab g eän d ertem  E in z ieh en  v o llfü h rten  P rü fu n g en  
k ö n n e n  -— wegen der au s  p rü fu n g stech n isch en  G rü n d en  abw eichenden  Z ug
b e la s tu n g e n  —  u n m itte lb a r  n ic h t verglichen w erden .
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T a b e l le  3

W irkung der Steigerung der Scheuerbeanspruchung zwischen den F ilam enten

B ei der n o rm alen  M ethode konn te  d ie  400 g Z ugbelastung  w egen der 
ü b e r tr ie b e n e n  E rh ö h u n g  d er P rü fungszeit n ic h t  angew endet w erden . D ie a u f  
G ru n d  d er bei B e la s tu n g en  von 600, 800 und  1000 g erhaltenen  Z y k lenzah len  
zu  400 g e rrechnete  Z y k len zah l ist u n g efäh r 232 000, som it u n g efäh r das fü n f
fache d er m it der zw eiten  M ethode e rh a lte n e n  46 584. Im  Falle d e r d r it te n  
M ethode  ist die W irk u n g  der S ch eu erb ean sp ru ch u n g  noch b e d e u te n d e r . D er 
V iskosekord  is t also au ß ero rd en tlich  e m p fin d lic h  gegenüber d er m it dem  
g leichen  K o rdzw irn  v o llfü h rten  S ch eu erb ean sp ru ch u n g .

3.24 E in flu ß  der Tem peratur

D er im  A p p a ra t d e r B iegebeansp ruchung  au sg ese tz te r K o rd zw irn te il is t 
in  einem  w ärm eiso lie rten  Schrank  u n te rg e b ra c h t, dessen T e m p e ra tu r  von  der 
Z im m e rte m p e ra tu r  (22° C) bis 80° C a u f  e in en  beliebigen W ert e in g es te llt 
w erden  k an n . In  d iesem  In te rv a ll ist es also m ög lich , den E in flu ß  d e r T e m p e ra 
t u r  zu  stud ie ren .

A uf G rund  th e o re tisc h e r E rw ägungen  h a t  W . J .  Lyons [26] —  b ei A n w en 
d u n g  k o n s ta n te r  S p an n u n g sam p litu d e , F re q u e n z  u n d  k o n s ta n te r  s ta tisc h e r  
Z u g b e lastu n g  —  zw ischen  der abso lu ten  T e m p e ra tu r  (T) u n d  d e r b is zum  
B ru ch  ve rs trich en en  Z eit (tß ) den nach fo lgenden  allgem einen Z u sam m en h an g  
a b g e le ite t:

IntB =  —  +  B r

wo A  u n d  В  K o n s ta n te n  sind . B usse , Le ssig , Loughborough u n d  Larrick 
[27] w ie auch  W aller  u n d  R oseveare [28] h a b e n  den obigen Z u sam m en h an g  
m it be i versch iedenen  T em p era tu ren  au sg e fü h rte n  D au erp rü fungen  b e s tä tig t .

A bb . 8 zeigt die R e su lta te  der m it d re i V iskosekorden  von v e rsch ied en er 
H e rk u n f t bei 30, 55 u n d  80° C d u rch g e fü h rten  M essungen. A uf die A bszissen
achse  des K o o rd in a ten sy stem s w urde der n a tü r lic h e  L ogarithm us d er Z y k len 
zah l bis zum  B ru ch , u n d  a u f  die O rd in a ten ach se  der K ehrw ert d er ab so lu ten
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T e m p e r a tu r  aufgetragen . D ie  M eßpunk te liegen en tlang  der G erad en  als 
B ew eis  d a fü r ,  daß der obige Z u sam m en h an g  in n e rh a lb  der G renzen T  =  302° C 
u n d  3 5 2 °  C auch  in d iesem  F a lle  gü ltig  is t.

A bb . 8. Z u sam m en h an g  zw ischen d e n  K eh rw erten  d e r  im  P rü fra u m  h errsch en d en  A b so lu t
te m p e r a tu r e n  u n d  den L o g a rith m e n  d e r  Z yklenzah len  b is zu m  B ruch  bei Y iskosekord . (Z ug

belastung : 1000 g , B ieg ero llen d u rch m esse r: 9,5 m m )

A bb. 9 . W irk u n g  der T em p era tu r a u f  die E rm ü d u n g  v o n  v ie r  V iskosekorden v e rsch ie d en e r 
H e rk u n ft. (Z u g b e las tu n g : 1000 g, B ieg ero llendurchm esser: 9,5 m m )

A b b . 9 en th ä lt die P rü fu n g s re su lta te  v o n  4 Y iskosekorden v e rsch ied en er 
H e r k u n f t ,  be i 22° und  80° C in  einem  dem  v o ran g eh en d en  ähn lichen  K o o rd i
n a te n s y s te m . Die T e m p e ra tu r  ü b te  a u f  die e in ze ln en  F ab rik a te  v e rsch ied en en  
E in f lu ß  a u s . Die A bw eichung zw ischen den m it 3 u n d  4 b ezeichneten  K o rd 
z w irn e n  is t  besonders b e a c h te n sw e rt.
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4. Vergleich zwischen den Resultaten der Ermiidungsversuche der Rohkorde 
bzw. der eingebetteten Korde und der Reifenlaufversuche auf dem Prüfstand

Im  L aufe d er v e rg an g en en  Ja h re  h ab en  versch ied en e  L a b o ra to rie n  in te r 
n a tio n a le  V erg le ichsprüfungsserien  au sg e fü h rt, in n e rh a lb  deren  K ord zw irn e  
g leicher K o n s tru k tio n , jed o ch  versch iedener H e rk u n ft m it versch ied en en  
P rü fu n g sm e th o d e n  g ep rü ft w urden ; fe rn er w u rd en  die d u rch  V erw endung  
d ie se r K ordzw irne  e rzeu g ten  Reifen a u f  dem  P rü fs ta n d  L aufversuchen  u n te r 
zogen. D a das F o rsc h u n g s in s titu t fü r die T e x tilin d u s tr ie  in  B u d a p e s t, m it 
H ilfe  der in  d iesem  A rtik e l beschriebenen  M ethode diese K orde g leichfalls 
p rü f te , b e s teh t die M öglichkeit zum  V ergleich d e r  R e su lta te  der m it e in g e b e tte 
te n  u n d  n ich t e in g e b e tte te n  K ordzw irnen  a u sg e fü h rte n  D a u e rp rü fu n g en  sowie 
d er a u f  dem  P rü fs ta n d  e rlan g ten  L au fv ersu ch e. D ie in  Tabelle 4 zu sam m en 
g e fa ß te n  D a te n  s in d  in  d er Tabelle des in  N o . 7, Ja h rg a n g  1960, d er Z e it
sch rift Plaste und  K a u tsc h u k  e rsch ienenen  A rtik e ls  [29] zu f in d e n ,m it A us
n a h m e  der le tz te n  R eihe , die die R e su lta te  des F o rsc h u n g s in s titu ts  fü r  die 
T ex tilin d u str ie , B u d a p e s t, e n th ä lt.

(Bei den  in  d er T abelle  4 au fgezäh lten  P rü fu n g sm e th o d en  d ien ten  die 
nachfo lgenden  D a te n  als B asis der B ew ertu n g :

Bei dem  v o n  dem  I n s t i tu t  fü r  T ex tiltech n o lo g ie  d er C hem iefasern  d u rc h 
g e fü h rten  D e-M attia -T es t: die G leichung P r =  P ne~<pt, wo P r =  R estfe s tig 
k e it, P 0 =  F e s tig k e it d er b ean sp ru ch ten  P ro b e , cp — ch a rak te ris tisch e  K o n 
s ta n te ,  t =  B ean sp ru ch u n g sze it [30].

Bei dem  v o n  dem  »Sächsisches K unstse id en w erk «  P irn a  d u rch g e fü h rten  
D e-M attia -T est: Z Br =  Z yklen  bis B ruch  [31].

Bei dem  v o n  dem  F o rsc h u n g s in s titu t fü r  G um m i- und  P lasttech n o lo g ie , 
G o ttw aldow , CSR d u reh g e fü h rten  G oodrich-T est: die Z ahl der zerrissenen  K orde  
n a c h  2 M illionen Z yk len  im  %  der G esam tk o rd en zah l in  dem  P ro b ek ö rp er.

Bei dem  v o n  d er L eipziger B au m w o llsp in n ere i au sg efü h rten  G oodrich  
T es t: die m it d e r G leichung  y  =  a —  m  log ( au sg ed rü ck te  G erade, w o: У — 
=  S tau ch u n g  u n d  D eh n u n g  (in %  d er E in sp an n län g e ), t =  Z eit bis zum  
B ru ch , m  =  S te ig u n g sfa k to r der G eraden , u n d  d e r N u lld u rch g an g  d e r G erade 
m it d er A bszisse: log  t0 =  a/m  [5].

B ei dem  v o n  dem  F o rsch u n g sin s titu t fü r  G um m iin d u strie , B u d a p e s t, 
a u sg e fü h rten  B a rth a -T e s t: die aus der G leichung  (e -f- /и) log n — D /P 0 P  -)- D  
gew onnenen  K o n s ta n te n  D  u n d  P 0 [32].

Bei dem  v o n  dem  I n s t i tu t  fü r  T ex tiltech n o lo g ie  der C hem iefasern d u rc h 
g e fü h rten  V ib ra to r  T est: die n ach  einer b e s tim m te n  L aufzeit gew onnene und  
in  %  d er u rsp rü n g lich en  R e iß k ra ft au sg ed rü ck te  P r =  R estfestig k e it [33].

Bei den  v o n  dem  F o rsch u n g s in s titu t fü r  die T ex tilin d u str ie , B u d ap est, 
d u re h g e fü h rte n  P rü fu n g e n : n B =  Z yklenzah l b is  zum  B ruch .

Bei den  a u f  dem  P rü fs ta n d  au sg efü h rten  P rü fu n g en : der n ach  9000 km  
L au fstreck e  am  K o rd  festg este llte , p rozen tuelle  F estigke itsab fa ll.)
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Tabelle 4

Vergleich der Resultate der m it verschiedenen M ethoden ausgeführten D auerprüfungen, teils au  
Grund des A rtike ls  in  ))Plaste und  K autschuk«  [29]

P rüfungsm ethode K ennw erte

Bezeichnung des Kordes Rang- 
korrel a- 

tion
zwischen

dem
A ppar a t 

und 
dem 
P rüf
stand

I. II. III. IV .

D e -M a ttia -T e s t
IT C

p « (kp)
<p (m in  10- 4 )

10,7
8

9,73 9,6 
15 25

8,0
22

l

R eihenfolge 1 2 3 4

D e -M a ttia -T e s t
SK.W

Z Br (Z ) 38 000 44 000 16 300 17 100

0,6
R eihenfolge 2 1 4 3

G o o d rich -T est
CSR

B ruchzahl in  °/ö 
nach 2 M ill. Zykl. 16,5 8 16,5 66

0,65

R eihenfolge 2 - 3 1 2 - 3 4

G o o d rich -T  est 
L B

N u lld u rch g an g  
log t0
T angens m

3,93
4,27

5.18
2,45

3,42
4,62

3.03 
5 05

0.8

R eihenfolge 2 1 3 4

B a r th a -T e s t
F IG

D
Po

2,84
5,6

2.55
6,74

2.33
6,26

2.25
5,72

1

R eihenfolge 1 2 3 4

V ib ra to r-T e s t
(F rie d em an n )

Pr (% ) 80 64 58 89
— 0.2

R eihenfolge 2 3 4 1

P rü fs ta n d

Pr nach 9000 km  
(% )

7,4 7,5 12.6 21,3

-
R eihenfolge 1 2 3 4

F IT -T es t
(D isc h k a  — H ajm ásy)

n B (Z ) 12 000 8 650 7 030 1 940

1

R eihenfolge 1 2 3 4
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O hne a u f  die einzelnen  P rüflings- u n d  A u sw ertu n g sm eth o d en  n ä h e r  e in 
zugehen  —  fü r  w eite re  M itte ilungen  siehe d en  o b en e rw äh n ten  A rtik e l [29] — 
ist zu e rw ähnen , d a ß  die R e su lta te  d er F IT  bei 1000 g Z ugbelastung  m it 9,5 m m  
R o llen d u reh m esse r und bei einer T e m p e ra tu r  von  80° C, a u f  G ru n d  v o n  je  
30 E in ze lp rü fu n g en  fe s tg es te llt w urden . T abelle  4 g ib t die Z yk lenzah l (n B) 
b is zum  B ruch  und  die R eihenfolge der L eb en sd au e r der K orde.

A us diesen R e su lta te n  geht es hervor, d a ß  die von dem  ITC a u f  d em  D e- 
M a ttia  A p p a ra t, und  von  dem  B u d ap este r F IG  a u f  dem  B a rth a  A p p a ra t,  und 
von dem  B u d ap es te r  F IT  au f dem  D ischka— H a jm á sy  A p p a ra t d u rch g e fü h rten  
E rm ü d u n g sp rü fu n g e n  m it den  a u f  dem  P rü fs ta n d  d u rch g e fü h rten  L a u f
v e rsuchen  ü b e re in s tim m en d e  R angfolge e rg ab en . D ie m it R o h k o rd  d u rc h 
g e fü h rten  E rm ü d u n g sp rü fu n g e n  hab en  sogar auch  die zw ischen den m it I I I .  
u n d  IV . beze ich n eten  K o rd en  den bei den L au fv ersu ch en  a u f  dem  P rü fs ta n d  
e rh a lten en  g roßen  U n tersch iede  em p fin d lich  angezeig t. D ies is t im  E in k la n g  
m it den  oben darg e leg ten  th e o re tisc h e n  V orste llungen  der A uto ren  ü b e r  die 
B ean sp ru ch u n g  d e r in  den K orden  b e fin d lich en  F ilam en te  und  deren Z u g ru n 
degehen  in  den g ed eh n ten , g ezerrten  u n d  g e s ta u c h te n  Teilen des R eifen s.
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ZU SA M M E N FA SSU N G

Y o n  den Forschungen  ü b e r  d ie u n te r  p ra k tisc h e n  U m stän d en  a u ftre te n d e n  D efo rm a
tio n e n  d es R eifens ausgehend  w u rd e n  die B e an sp ru ch u n g en , d ie das Z ugrundegehen  de r K o rd - 
z w irn e , re sp . F ilam en te  v e ru rsac h e n , analy siert.

A u f  dieser G rundlage w u rd e  ein  E rm ü d u n g s a p p a ra t k o n s tru ie r t, in  dem  a u f  d ie  R o h 
k o rd e  e in e  D au ers tan d s- u n d  e ine  W ech se lb ieg eb ean sp ru ch u n g  w irk t, die die sä m tlich e n  m a ß 
g e b e n d e n  K o m p o n en ten  der p ra k tisc h e n  K o m p lex -B ean sp ru ch u n g en  der in  den R eifen  b e f in d 
lic h e n  K o rd filam en te  e n th ä lt.

A u s den  aus zah lreichen  D a te n  b esteh en d en  zw ei P rü fu n g sse rien  w urde fe s tg e s te ll t , daß  
d ie  V ersu chsergebn isse  eine G auss-Y erte ilung  befolgen u n d  ih re  q u ad ra tisch e  S tre u u n g  v e r
h ä ltn is m ä ß ig  gering ist. Z w ischen der Z ugb elas tu n g , de r T em p era tu r  u n d  der die L eb en s
d a u e r  d e r  g e p rü ften  K ordzw irne  au sd rü ck en d en  B ru ch zy k len zah l sind die du rch  W . J .  L yons 
th e o re tis c h  ab g ele ite ten  lo g arith m isch en  Z u sam m en h än g e  au ch  bezüglich der besch rieb en en  
E rm ü d u n g sm e th o d e  gü ltig .

N a c h  den m it K ordzw irnen  au s versch iedenem  G ru n d s to ff, fü r  in  G um m i e in g e b e tte te n  
Z u s ta n d , in  verschiedenen L ab o ra to rie n  a u sg e fü h rten  in te rn a tio n a le n  V erg le ich sp rü fu n g en  
e rg ab  d ie  D e -Mattia  und  die B a r t h a  M ethode e ine  m it dem  L aufversuchen  a u f  dem  P rü f 
s ta n d  ü b e re in s tim m en d e  R angfo lge. H ie rm it s t im m t d ie  R eihenfolge der von den A u to re n  m it 
d e n se lb e n  K o rd en  ausg efü h rten  E rm ü d u n g sp rü fu n g en  am  D ischka— H aJMÁSY A p p a ra t vo ll
k o m m e n  ü b ere in . Aus d iesen E rfah ru n g e n  ste llen  d ie A u to re n  die erfolgreiche A n w en d b a rk e it 
ih re r  M e th o d e  beim  V ergleich v e rsch ied en e r K orde m it gleichen K o rd k o n s tru k tio n en  fest.

L ’É P R E U V E  D E  F A T IG U E  D E S  F IL S  D E  C O R D E

GY. DISCHKA et T. HAJM ÁSY

R É SU M É

E n  p a r ta n t  des recherches re la tifs  au x  d é fo rm a tio n s  p e n d an t l ’usage des p n e u m a ti 
q u es, les a u te u rs  on t analysé  les ten s io n s  qu i p ro v o q u e n t la  d é té rio ra tio n  des fils  de co rde, 
c ’e s t-à -d ire  des filam en ts.

S u r  la  base des ré su lta ts , les a u te u rs  o n t c o n s tru it  un  ap p are il de fa tig u e  p o u r  des 
c o rd e , d a n s  lequel ceux-ci so n t soum is à des ch arg es d y n am iq u es de tra c tio n  e t de flex io n  
c o n te n a n t  to u s  les com posan ts essen tie ls de la ten s io n  com plexe des f ila m en ts  de corde dans 
les p n e u m a tiq u e s .

D e u x  séries d ’essais a y a n t  fo u rn i de no m b reu ses données, o n t perm is de c o n s ta te r  que 
les r é s u l ta t s  su iv en t la loi de G auss e t  que leu r d ispersion  e st re la tiv e m e n t faib le. Les re la tio n s  
lo g a r ith m iq u e s  déduites th éo riq u em e n t p a r  W . J . L y on s , qu i ex is ten t e n tre  l’e ffo rt de tra c tio n , 
la  te m p é ra tu r e  e t le nom bre des cycles de charges e x p rim a n t la durée  du  f il  de corde 
e x a m in é , so n t égalem ent va lab les  p o u r  les ré su lta ts  du  procédé de fa tig u e  p ré sen té  p a r  les 
a u te u rs .

D ’ap rès  des exam ens co m p ara tifs  in te rn a tio n a u x  effec tués dans d ivers lab o ra to ire s  su r 
des co rd e  de m atière  prem ière  d iffé ren te , les m é th o d es  de De M a ttia  e t de B a r th a  d o n 
n e n t  u n  c la ssem en t id en tiq u e  à celu i o b ten u  au  b an c  d ’essai. Le c lassem ent d ’ap rès les essais 
de f a tig u e  effectués sur les m êm es cordes p a r  les a u te u rs , d o n n en t encore des ré su lta ts  con
c o rd a n ts .  C e tte  co n sta ta tio n  p ro u v e  l ’u til i té  de la m é th o d e  em ployée p a r  les a u te u rs  p o u r  la 
c o m p a ra iso n  des cordes de c o n stru c tio n s  iden tiq u es .
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F A T IG U E  T E S T  O F  T Y R E  CORD S

GY. DISCHKA and T. HAJMÄSY

SU M M A R Y

S ta rtin g  o u t  from  researches re la tiv e  to  th e  d e fo rm a tio n  of p n eu m atics  u n d e r  p ra c tic a l 
co n d itio n s, th e  s tra in s  causing  th e  d e te r io ra tio n  o f  co rds an d  f ila m en ts  re sp e c tiv e ly  w ere 
exam in ed .

O n th is  basis such  an  en d u ran ce  te s tin g  a p p a ra tu s  was c o n stru c ted , on  w h ich  non- 
b ed d ed  cords w ere  su b jec ted  to  d y n am ic  ten s ile - a n d  b end ing  loads, w hich  c o n ta in  a ll th e  
s ta n d a rd  com p o n en ts  o f th e  p rac tica l co m plex  s tra in s  o f th e  f ilam en ts  o f  co rd s c o n ta in ed  
in  th e  p n eu m a tic .

F ro m  tw o  te s t  scries, consisting  o f a larg e  n u m b e r o f d a ta , i t  w as e s tab lish e d  th a t  th e  
re su lts  o f  th e  te s ts  follow  th e  G au ss ia n -d is tr ib u tio n , a n d  th e ir  s ta n d a rd  d e v ia tio n  is c o m p a r
a tiv e ly  low. B etw een  th e  tensile  load , th e  te m p e ra tu re  an d  th e  stress cy c le-n u m b er g iv in g  th e  
d u ra b ili ty  o f th e  exam in ed  cords, th e  lo g a rith m ic  re la tio n s  derived th e o re tic a lly  b y  W . J .  
L yons are  also v a lid  in  connection  w ith  th e  re su lts  o f  th e  above d esc rib ed  en d u ran ce  
m eth o d .

A ccord ing  to  in te rn a tio n a l co m p ara tiv e  te s ts  c a rried  o u t b y  va rio u s la b o ra to r ie s  w ith  
co rds o f  d iffe ren t basic  m a te ria l bedded  in  ru b b e r , th e  d e-M attia  and  th e  B a r th a  m eth o d s 
gave ra n k in g  agree ing  w ith  th e  re su lt o f ru n n in g -te s t .  T h ereb y , th e  ra n k in g  o n  b asis  o f th e  
fa tig u e  te s ts  c a rried  o u t on th e  sam e cords b y  th e  a u th o rs  on th e ir  a p p a ra tu s  e n tire ly  agree. 
F ro m  th is  experience  th e  a u th o rs  e s tab lish  th e  se rv ice ab ility  of th e ir  m e th o d s in  co m p ariso n  
o f id en tica l cord  co n structions.

ИСПЫТАНИЕ КОРДНЫХ НИТЕЙ НА УСТАЛОСТЬ
Д. ДИШКА и Т. ХАЙМАШИ

РЕЗЮМЕ

Исходя из исследований деформаций, возникающих на пневматиках при практи
ческих условиях, производился анализ нагрузок, вызывающих порчу кордных нитей.

На основе этого был создан такой аппарат для испытания на усталость кордной 
нити, в котором на непокрытые кордные нити действуют динамические растягивающие и 
изгибающие нагрузки, которые содержат все более или менее значительные слагаемые ком
плексных практических нагрузок кордных филаментов пневматиков.

На основе серий испытаний, состоящих из большого числа данных по двум пока
зателям, установлено, что результаты испытаний соответствуют распределению Гаусса 
и рассеяние их является относительно небольшим. Между числом циклов нагрузки, выра
жающим срок службы исследованной кордной нити, растягивающей нагрузкой и тем
пературой W . J .  L yons теоретическим путем вывел логарифмические зависимости, дей
ствительные также для результатов описанного метода испытания на усталость.

На основе сравнительных испытаний международного характера, проведенных 
на кордных нитях из различного сырья, покрытых резиной, методы de-Mattia и Bartha 
дали результаты, совпадающие с результатами испытаний на стенде. С этим совпадают 
данные, полученные при испытании тех же кордных нитей на усталость. Исходя из этого 
опыта, авторы определяют применимость своих методов для сравнения идентичных 
кордных конструкций.

17 Act. Tecbnica XXXVlII/l—2.
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MÉTHODE POUR CALCULER LA TEMPÉRATURE 
MOYENNE DE CORPS DE FORME QUELCONQUE

G Y . SA SV Á R I

CHAIRE D E TECHN O LO GIE C H IM IQ U E D E  L’U N IV ER SITÉ TECH N IQ U E D E B U D A PEST 

[M anuscrit p ré se n té  le 23 fév rie r 1960]

Notations

a  d iffusiv ité  m 2/sec
c chaleur sp éc ifique  du  solide k ca l/k g °C  
d  d iam ètre  d u  cy lin d re  ou de la  sp h è re  m  
e base  des lo g arith m es n a tu re ls  

F  surface de tran sm iss io n  de c h a le u r  m 2 
l longueur de cô té  d u  cube ou d u  p r ism e  m 

q  q u a n tité  de  c h a leu r transm ise  p a r  u n ité  de  tem p s e t  de surface  k c a l/m 2h 
q '  q u a n tité  de c h a leu r a y an t t r a v e rs é  l ’u n ité  de surface  en  u n  tem p s t k c a l/m 2 
Q q u a n tité  de c h a leu r a y an t t r a v e rsé  la  surface  F  en u n  tem p s t k cal 
s épaisseur de la  p laq u e  m 
t tem p s h

и  tem p é ra tu re  v a ria b le  dans le te m p s  e t  d an s  l ’espace °C 
ü  tem p é ra tu re  m oy en n e  du  corps, v a r ia b le  d an s le tem p s °C 

Uf tem p é ra tu re  de  la  surface, v a r ia b le  d an s  le tem p s °C 
u 0 tem p é ra tu re  in itia le  uniform e d u  co rp s  °C 
u '  tem p é ra tu re  c o n s tan te  du  m ilieu  e n v iro n n a n t °C 
V  volum e d u  co rp s m 3
X  abscisse v a r ia b le  du  corps, m esu rée  d an s  le sens d u  g ra d ie n t de te m p é ra tu re  m  
a  coefficient de transm ission  de c h a le u r  k ca l/m 2h°C 
y  poids spécifique (poids v o lu m é triq u e ) du  corps k g /m 3 
). coefficient de  conduction  th e rm iq u e  kcal/m h°C

— uo

F o  =
at

n o m b re  Fourier

N u  =  -

Q-o- =

A
F 2at

V 2
V a

n o m b re  N usselt

; n om bre  F o u rie r m o y en

Q U l =  ; n o m b re  N usselt m o y enFa

L a  li t té ra tu re  re la tiv e  à la  tra n sm is s io n  de la  chaleu r donne des m é th o d es  
d e  ca lcu l va lab les p o u r  les tra i te m e n ts  th e rm iq u e s  de longue d u rée . D an s  la  
p lu p a r t  des cas techno log iques, te ls  que séchage, t r a ite m e n t th e rm iq u e  d an s  
les fo u rs , e tc . . ., la  durée du t r a i te m e n t  est, de fa it , assez longue p a r  r a p p o r t  
a u x  dim ensions d u  corps, e t la  n o m b re  F o u r i e r  qu i ca rac té rise  le p rocessus 
e s t  d ’une  v a leu r re la tiv em en t é levée.

M ais il y  a au ssi des p rocessus techno log iques n écess itan t u n  t r a i te m e n t  
th e rm iq u e  de tr è s  courte  durée, com m e chez ce rta in s  éch an g eu rs  sp éc iau x  
(p eb b le  heater) ou  d an s le cas de m a té r ia u x  à gra ins tra ité s  à l’é ta t  f lo t ta n t  ou

1 A cta  Technica X X X V II I /3 -4
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f lu id isé . O r po u r ces p ro cessu s, la  l i t té ra tu re  n ’offre  guère  de m éthodes de calcul 
u tilisa b le s  dans la  p ra t iq u e . C’est ce tte  la cu n e  que  la  p résen te  é tu d e  essay era  
de com bler.

L a  réso lu tion  de l ’é q u a tio n  d ifféren tie lle  de F o u rie r  donne la  te m p é ra tu re  
d u  corps chauffé, en  n ’im p o r te  quel p o in t de ce co rps, ap rès u n  tem p s t donné . 
M ais d an s le cas de co rps f in is , ce tte  ré so lu tio n  ne  s a u ra it  ê tre  ram en ée  à une  
fo rm e  fin ie . La fo n c tio n  e x p rim a n t la  te m p é ra tu re , de m êm e que sa  p rem iè re  
d é riv ée  partie lle  selon la  d is tan ce , le g ra d ie n t de te m p é ra tu re , ren fe rm en t une  
série  in fin ie . On sa it c e p e n d a n t que, dans le cas de corps sem i-infin is (dem i- 
espace), la  p rem ière  d é riv ée  partie lle  selon la  d is ta n c e  p e u t s’ex p rim er sous 
u n e  fo rm e fin ie :1

du
dx

[°C/m] ( 1 )

O n sa it aussi q u ’a u  com m encem ent d u  ch au ffag e , ou en cas de corps de 
tr è s  g ran d es d im ensions, la  so lu tion  re la tiv e  a u  dem i-espace  p eu t s’ap p liq u e r 
ég a lem en t à des co rps de d im ensions fin ies, si Fo  <  0,2.

D ans ce cas, si la  te m p é ra tu re  de la  su rface  est c o n stan te , le g ra d ie n t de 
te m p é ra tu re  su r la  su rface  d u  corps sera, su iv a n t l ’éq u a tio n  (1):

du Uj — u0 

dx У л  at
[°C/m] (2)

e t la  q u a n tité  de c h a le u r  tra n sm ise  p a r  u n ité  de  te m p s  e t de surface:

[k ca l/m 2h] (3)

D e l’éq u a tio n  (3) on  o b tie n t, p a r in té g ra tio n  e n tre  les lim ites 0 e t t, la  
q u a n t i té  de chaleu r a y a n t  tra v e rsé  l ’u n ité  de su rface  en un  tem p s t:

q'= Mfl) - f t  [k ca l/m 2] (4)
\ na

E t  la  q u a n tité  de c h a le u r a y a n t tra v e rsé  la  su rface  F  en un  tem p s t sera:

Q =  - 2F A (“L __ _oL  j/7 [kcal] (5)
У na

S’il n ’est p as  e ssen tie l de conna ître  la  te m p é ra tu re  en fonction  d u  tem p s 
p o u r  to u s  les p o in ts  d u  co rp s, m ais il su ff it d ’av o ir la  température moyenne*  
d u  co rps après u n  te m p s  i, on p eu t p rocéder de la  faço n  su iv an te .

' L a  te m p é ra tu re  m o y en n e

V y c +  uo
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L a  q u a n tité  de ch a leu r ay an t tr a v e r s é  la  su rface  F  du  corps d ’u n  v o lu m e  
V  p e n d a n t un  te m p s  t, e s t égale à l ’é lé v a tio n  d u  c o n ten u  de ch a leu r d u  corps.

2FX(uf ~ u n) y t =  F y c(-  _  Uo) (6)
ула

De l ’éq u a tio n  (6), on exprim e l ’é lé v a tio n  de la  te m p é ra tu re  m o y en n e  en  
u n  te m p s  t :

u  — u0 =  {uf
Л

cy
[°C] ( ? )

Si le corps est im m ergé dans u n  m ilieu  de te m p é ra tu re  c o n s ta n te  e t la  
te m p é ra tu re  de la  su rfa c e  devient v a r ia b le  d a n s  le tem p s, alors la  q u a n t i té  de 
c h a le u r  tra v e rsa n t la  surface peu t au ss i s’ex p rim e r à l ’aide du  coeffic ien t de 
tra n sm iss io n  de c h a le u r:

q =  a (u '  —  Uj) [kcal/m 2h] (8)

Le coefficient de transm ission  co n v ec tiv e  n ’est uniform e su r to u te  la  
su rface  d u  corps q u ’en cas de corps rég u lie rs . Si l ’on v e u t ap p liq u er l ’é q u a tio n  
(8) à  des corps irrég u lie rs , il y  fau t s u b s t i tu e r  le  coeffic ien t de convec tion  m o y e u  
d é te rm in é  em p iriq u em en t.

Les côtés d ro its  des équations (3) e t (8) so n t égaux .

a(u' — и/) =  A Ц(г — -Ц° (9)
\n a t

De l ’éq u a tio n  (9), on peut e x p rim e r la  d ifférence en tre  la  te m p é ra tu re  
d u  m ilieu  e t celle de la  surface

u ' -  Uj - (uj -  u 0) -  Д -  [°C] (10)
ay na t

D ans la  fo rm ule  (10), Uj est d é jà  v a r ia b le , ta n d is  que u ' e t u0 so n t co n s
ta n ts .

D e l’équa tion  (10), on peut e x p r im e r  la  d ifférence en tre  la  te m p é ra tu re  
d u  m ilieu  e t la  te m p é ra tu re  in itia le  d u  corps, en  a u g m e n ta n t de (U f—  u 0) les 
d e u x  cô tés de l’é q u a tio n :

u' — u0 =  (u ' — uf ) +  ( U f - u 0) =  (uf — ы0) ( — L = -  +  l )  [°C] (11)
V a \n a t  J

E n  d iv isan t m a in te n a n t l ’é q u a tio n  (7) p a r  l ’éq u a tio n  (11), on  é lim ine  
l ’exp ression  (Uf —  u 0), e t  on o b tien t la  re la tio n

2 F /  at
й  — м0 V !  л
u ' — un *

-  +  1
а у л  at

(1 2 )

1*
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L ’é q u a tio n  (12) e s t la  re la tio n  cherchée  qu i, p a r  les d im ensions e t  les 
c o n s ta n te s  ph y siq u es d u  corps exp rim e, en  fo n c tio n  d u  tem p s, le r a p p o r t  de 
l ’é lé v a tio n  m oyenne de la  te m p é ra tu re  e t de la  d ifférence en tre  la  te m p é ra tu re  
d u  m ilie u  e t  la  te m p é ra tu re  in itia le  d u  corps. L ’expression (12) p e u t ê tre  
s im p lifiée  encore, p a r  d é fin itio n  de n o m b res Fo  e t N u  m odifiés (m oyens) de 
la  fa ç o n  su iv a n te :

Cfjs- —
F 2at 

V 2 ’
Glu

V a
FX

(13)

Ce m ode de d éfin itio n  des d eu x  n o m b res  se ra  ind iqué  p a r  l ’em plo i de 
c a ra c tè re s  d ’éc ritu re  dan s le u r  sym bole.

E n  a rra n g e a n t à p ré se n t le n u m é ra te u r  e t en  m u ltip lia n t le n u m é ra te u r  
e t  le d é n o m in a te u r  p a r  F /V ,  pu is p a r  |ín a t  d ’ap rès  les équa tions (12) e t  (13), 
o n  p o u r ra  écrire  l ’éq u a tio n  (12) sous la  fo rm e:

‘XCfjs-u  — Un

U —  Un

Glu
+ | / л  Cfjs-

(14)

L a  co n d itio n  F o < l  0,2 se ra p p o r te  to u jo u rs  au  nom bre Fo  p ro d u it  p a r  
la  m o itié  de la  d im ension  d u  corps m esu rée  d a n s  le sens d u  f lu x  de ch a leu r. 
D e la  so r te , la  lim ite  de v a lid ité  d u  n o m b re  F o u rie r  m oyen v a rie ra  su iv a n t la  
fo rm e d u  corps, p a r  exem ple:

D énom ination  lim ite  de v a lid ité

p l a q u e ..........................................................................  0,2
cube ............................................................................  0,6
cy lindre  in fin i ......................................................  0,4
cy lind re  (d  : h =  1 : 1 ) ........................................... 0,6
prism e in fin i à sec tion  carrée  ............................  0,4
s p h è r e ..........................................................................  0,6

P o u r  ê tre  co m p le t, considérons encore b r ièv em en t le cas Fo  >• 0 ,2 , b ien  
que  H e ilig e n s ta e d t l’e u t d é jà  é tu d ié  d ans son  o u v rag e  cité dans n o tre  b ib lio 
g ra p h ie . C et a u te u r  a d ém o n tré  que le re m p la c e m en t de la  d im ension  c a ra c té 
r is t iq u e  d u  corps p a r  le q u o tie n t du  vo lum e e t de la  surface, donne u n e  v a le u r 
ju s te  de  la  te m p é ra tu re  m oyenne  du  corps.

Si Fo  >  0,2, a lors le b ilan  th e rm iq u e  ex p rim é  p a r l’é lév a tio n  m oy en n e  
de la  te m p é ra tu re  d u  corps se ra :

F a (u ' — Uj) =  V yc  (15)
d t

Si Fo  >  0,2, a lo rs la  v a le u r d u  q u o tie n t т  =  (и ' —  и/) : (и ' —  и) est 
in d é p e n d a n t  du  n o m b re  Fo  ( in d é p e n d a n t d u  te m p s), e t n ’est fo n c tio n  que  du
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nom bre  N u . D e so rte  que l’éq u a tio n  (15) p o u r ra  aussi s’écrire:

F a r(u ' — ü) =  V y c - -  ■ (16)
dt

E n  in té g ra n t  l ’éq u a tio n  d iffé ren tie lle  (16) e n tre  les lim ites (и ' —  u 0) e t 
(u ’ —  u), on o b tie n t  la  so lu tio n :2

u ' — u 

u ' — u 0
=  e

Fart
Vyc (17)

L ’é tu d e  c itée  exprim e la  re la tio n  sous la  fo rm e de l ’éq u a tio n  (17), m ais 
celle-ci p eu t ê tre  sim plifiée encore. L ’ex p o san t f ig u ra n t  au  côté d ro it de l ’é q u a 
tio n  (17) p e u t aussi s’écrire de la  façon  s u iv a n te :

F  a r t  F  aart

V yc  ~  V I
(18)

Le côté d ro it  de l ’éq u a tio n  (18) p e u t ê tre  décom posé en deux  f a c te u r s  et,, 
en  o u tre , m u ltip lié  e t divisé p a r  le q u o tie n t d e  la  su rface e t du  v o lu m e :

F  F at

V
---------— Vjf-jy QUl r

F  A
(19)

E n  s u b s t i tu a n t  l ’éq u a tio n  (19) dan s l ’éq u a tio n  (17), on o b tien t la  re la tio n
sim ple

_  e— Q-Jt-Oiitr ( 20 )

De la  d é fin itio n  du  fac teu r r ,  il  s ’en su it q u e  la  te m p é ra tu re  de la  su rface  
p e u t se calcu ler de l ’éq u a tio n  ci-dessous:

u ' ~ uf  re- C f a
U' — Uq

(21)

E n fin , su iv a n t  la  défin ition  d u  fa c te u r  r ,  e t l ’éq u a tio n  (21), la  d iffé ren ce  
e n tre  la  te m p é ra tu re  de la  surface e t la  te m p é ra tu re  m oyenne p e u t ê tre  d é te r 
m inée de l ’exp ression

Ц /  U =  ( 1  —  r )  e  <7~-0 ^ LLT ( 2 2 )

— «o

Les v a leu rs  d u  fac teu r r  so n t données d a n s  l ’ouv rage  (2).
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R É S U M É

D a n s  les cas où  il su ff it  de co n n a ître  la  te m p é ra tu re  m oyenne du  corps c h au ffé , ap rès 
u n  te m p s  t, c e tte  te m p é ra tu re  p e u t  to u jo u rs  ê tre  ex p rim ée  sous une form e fin ie , p a r  une 
fo n c tio n  d o n t les v a ria b le s  in d ép e n d an te s  so n t les n o m b re s  F o u rie r e t N usse lt m o yens.

Si F o  <  0,2, a lo rs la  re la tio n  d o n n a n t la  te m p é ra tu re  m oyenne est u n e  f ra c tio n  sim ple; 
si F o  >  0 ,2 , elle e st u n e  fo rm u le  exponentielle .

A  l ’aide  de la  m é th o d e  d écrite , la  te m p é ra tu re  m o y en n e  du  corps c h au ffé  p e u t  ê tre  
d é te rm in é e  p a r  u n  calcu l u n iq u e , sans l ’aide  de ta b le a u x  o u  d iagram m es d an s le p re m ie r  cas, 
e t  a v ec  u til is a tio n  d ’u n  seul ta b le a u  dans le second.

E I N  V E R F A H R E N  Z U R  B E R E C H N U N G  D E R  D U R C H S C H N IT T S T E M P E R A T U R  
E IN E S  B E L IE B IG  G E F O R M T E N  K Ö R P E R S

GY. SASVÁRI

Z U SA M M E N FA SSU N G

W en n  die K e n n tn is  des M itte lw ertes de r n a c h  d e m  A b lau f der Zeit t e rre ic h te n  T em p e 
r a tu r  e ines sich e rw ärm en d en  K ö rp e rs  h in re ich en d  is t ,  k a n n  die D u rc h sc h n itts te m p e ra tu r  
je d e rz e i t  in  geschlossener F o rm  d u rc h  eine F u n k tio n  a u sg e d rü c k t w erden, d e ren  u n a b h än g ig e  
V e rä n d e rlic h e n  d u rch  d ie F o u rie r’schen u n d  N u sse lt’sc h e n  K rite rien  gegeben sind .

F a lls  F 0 <  0,2 is t ,  is t  de r d ie D u rc h sc h n it ts te m p e ra tu r  bestim m ende Z u sam m en h an g  
e in  e in fach e r B ru ch ; w ogegen im  Falle  F 0 >  0,2 d e rse lb e  durch  eine E x p o n en tia lfo rm e l 
g eg eb en  ist.

M it H ilfe des g e sch ild e rten  V erfah rens k a n n  d ie  D u rc h sc h n itts te m p e ra tu r  e ines sich 
e rw ä rm e n d e n  K ö rp ers  m itte ls  e in e r einzigen B e rec h n u n g  b es tim m t w erden . Im  e rs te n  F alle  
i s t  h ie z u  w eder eine T ab e lle  no ch  eine D iag ram m , im  z w eiten  Falle  dagegen d ie Z u h ilfen ah m e 
e in e r  e inz igen  T abelle  e rfo rderlich .

C A L C U L A T IO N  O F  T H E  A V E R A G E  T E M P E R A T U R E  
F O R  A N  O P T IO N A L L Y  F O R M E D  B O D Y

GY. SASVÁRI

SU M M A R Y

I f  th e  know ledge o f  th e  m ea n  te m p e ra tu re  o f  a  w a rm in g  body  a rriv ed  a t  a f te r  th e  tim e  
t is  su ffic ie n t, th e n  th e  av erag e  te m p e ra tu re  can  a lw ay s  b e  expressed, in  c losed fo rm , b y  a 
fu n c tio n  th e  in d ep e n d en t v a ria b le s  o f w h ich  are  g iv e n  b y  F o u rie r’s u n d  N u sse lt’s av erage  
c r ite r io n s .

F o r  F 0 <  0,2 th e  re la tio n  d e te rm in in g  th e  a v e ra g e  tem p e ra tu re  will be  a  sim ple  frac tio n , 
w h ile  fo r  F 0 >  0,2 th e  sam e is expressed  b y  a n  e x p o n e n tia l  form ula.

U sin g  th e  m eth o d  p re sen te d  in  th is p a p e r, th e  a v e ra g e  tem p e ra tu re  o f a b o d y  becom ing  
w a rm  c an  be co m p u ted  b y  one single calcu la tio n . I n  th e  f i r s t  case w ith o u t u sing  a n y  ta b le  or 
d ia g ra m , in  th e  second case, how ever, th e  u se  o f one  s ing le  tab le  only is req u ired .

МЕТОД ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СРЕДНЕЙ ТЕМПЕРАТУРЫ ТЕЛА ЛЮБОЙ ФОРМЫ
Г. Ш АШ ВАРИ

РЕЗЮМЕ

Если достаточно знать среднюю температуру греющегося тела по прошествии 
времени t, то средняя температура всегда может быть выражена в закрытой форме таким 
уравнением, независимыми переменными которого являются критерии Фурье и Нус- 
сельта.

Если F 0 <  0,2, то средняя температура выражается в виде простой дроби, если же 
F0 >  0,2 — то экспоненциальной формулы.

При помощи предлагаемого метода средняя температура греющегося тела может 
быть вычислена одной операцией, в первом случае без применения каких бы то ни было 
таблиц или диагцамм, во втором случае, применив единственную таблицу.
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1. E in le itung

U n te r  d en  v ie len  A nw endun g sm ö g lich k e iten  d e r T h e rm is to ren  [1, 4 , 6, 
8 , 10] verd ienen  d ie jen igen  B eac h tu n g , die m it d er M essung von  physikalischen  
G rößen  Z usam m enhängen , deren  V erän d e ru n g  die W ärm eü b erg an g szah l v e r
ä n d e r t .  W enn d e r  d u rch fließende  e lek trisch e  S tro m  den  T h e rm is to r  a u f eine 
h ö h e re  T e m p e ra tu r  als die U m g e b u n g s te m p e ra tu r  e rw ä rm t, das h e iß t, w enn 
d e r T h erm is to r d ire k t  geheizt is t ,  so h ä n g t d ie  T e m p e ra tu r  des T h erm isto rs  
a u ß e r  von der z u g e fü h rten  e lek trisch en  L e is tu n g  se inen  W erksto ffe igenschaften  
u n d  seinen A bm essungen  sowie d e r  U m g e b u n g s te m p e ra tu r , au ch  von  der 
W ärm eü b erg an g szah l ab. In  A b sc h n itt 2 fassen  w ir diese F ra g e n  k u rz  zu sam 
m en . A uf diese W eise k an n  die M essung d ieser p h y sik a lisch en  Z u stan d sg rö ß en , 
d ie  die W ärm eü b erg an g szah l bee in flu ssen  (S trö m ungsgeschw ind igke it, D ru ck  
u sw .), m it H ilfe e in e r geeigneten S ch a ltu n g  a u f  die M essung v o n  e lek trisch en  
G rößen  z u rü c k g e fü h rt w erden. D a  jed o ch  d e r  W id e rs ta n d  eines T h erm isto rs  
au c h  von  der U m g e b u n g s te m p e ra tu r  a b h ä n g t, m u ß  au ch  fü r  die T e m p e ra tu r
k o m p en sa tio n  g eso rg t w erden, d a m it  die M eßergebnisse w irk lich  n u r  von  d er 
zu  m essenden  Z u stan d sg rö ß e  ab h än g en .

D a der d ire k t  geheizte T h e rm is to r  ein  n ich tlin ea re s  E le m e n t is t , sp ielen 
in  d e r  F o rsch u n g sa rb e it zur E n tw ic k lu n g  v o n  d e ra rtig e n  M eßein rich tungen  
se ine  S trom -S p an n u n g -K en n lin ie  u n d  seine L e is tu n g s-W id e rs tan d -K en n lin ie  
eine g rund legende  R olle  [12]. A b e r auch  die D im en sio n ie ru n g  u n d  die F a b r i
k a tio n  sind u n v o rs te llb a r  ohne e ingehende K e n n tn is  u n d  A u sn ü tzu n g  der 
K en n lin ien  u n d  d e re n  G esetzm äß igkeiten , da  sich  die E ig en sch a ften  d er T h e r
m is to r-In d iv id u e n  in  v e rh ä ltn ism äß ig  hohem  M aße v o n e in a n d e r u n te rsc h e i
d en  [7].

Zweck d e r vorliegenden  A rb e it  is t  es g erad e , die K en n lin ien  d er T h e r
m is to ren  in e inem  einheitlichen, übersichtlichen System  zu b eh an d e ln  u n d  so die 
B eh an d lu n g  d e rse lb en  zu e rle ich te rn . D er 2. A b sc h n itt f a ß t  die h au p tsäch lich en  
E ig en sch a ften  d e r T h erm isto ren  u n d  die ü b lich en  g rap h isch en  u n d  an a ly tisch en  
A usdrucksw eisen  d e r  K ennlin ien  k u rz  zu sam m en . Im  3. A b sc h n itt w ird  die a u f  
d ie  zum  m axim alen  S p a n n u n g sp u n k t der S tro m -S p a n n u n g -K en n lin ie  gehörenden  
W erte bezogene dim ensionslose oder relative K e n n lin ie  e in g e fü h rt, m it deren
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H ilfe  jed e  T herm istor-K enn lin ie  durch eine einzige —• ebenfalls v o n  einem  d im en 
s io n slo sen  P a ra m e te r  ab h än g ig e  —  K u rv e n sc h a r ab g eb ild e t w erden  k a n n . D ie 
A n w e n d u n g  von lo g a ritb m isch en  K o o rd in a te n  b r in g t w eitere  V orte ile  m it s ich : 
d ie  Z u sam m en h än g e  zw ischen  d en  versch iedenen  K en n lin ien  u n d  d en  re la tiv e n  
K e n n lin ie n  w erden le ich t ü b e rb lic k b a r . Im  4. A b sc h n itt w erden  v ie r A nw en
d u n g sm ö g lich k e iten , im  5. A b s c h n itt  einige M eßergebnisse b esp ro ch en . D ie 
lä n g e re n  A bleitungen  sind  als A n h an g  im  6. A b sc h n itt zu sam m en g efaß t.

D ie  vorliegende A rb e it is t  an  dem  L e h rs tu h l fü r  S trö m u n g sleh re  d e r  
T e c h n isc h e n  U n iv e rs itä t B u d a p e s t e n ts ta n d e n , im  R ah m en  eines F o rsch u n g s
p ro g ra m m s , das die M essung d e r S trö m u n gsgeschw ind igke it m it  T h e rm is to ren  
zu m  G eg en stan d  h a t. D er V erfasse r sp ric h t an  d ieser S telle  dem  L e ite r  des 
L e h rs tu h ls  H errn  P ro f. D r . J o s e f  G r u b e r , seinen  D an k  aus.

B ezeichnungen :

В  [ °K ]
6 =  Hyi, ß )
C  [ ° K /W ] 
E u  =  E u (ß )  
E ,  =  E ,( ß )  
E r  =  E R(ß)  
E P =  E P(ß)  
F
F T [m 2]
F '
F "
I  [A]
N u

P  [W ]
P r
R  [ ß ]
Roo [ß]
R e
U  [V]
V [m /s] 
a  [W /m 2°K ]
ß
© [°K ]
©r [°K]

E n erg iek o n s tan te  des T h e rm is to rs  
siehe (18)
L e is tu n g sem p fin d lich k e itsk o effiz ien t des T h erm isto rs
siehe (20)
siehe (21)
siehe (22)
siehe (23)
d ynam ischer F a k to r  (47)
O berfläche des T h e rm is to rs  
siehe (51) 
siehe (52)
S tro m stärk e
N ußelt-Z ah l
R ich tu n g stan g en s d e r  In f le x io n s ta n g e n te , siehe (42) 
e lektrische L e is tu n g  
P ran d tl-Z ah l 
e lek trischer W id e rs ta n d
ch arak te ris tisch e r W id e rs ta n d  des T h erm isto rs , siehe (1)
R eynolds-Z ahl
elektrische S p an n u n g
S trö m u n g sg esch w in d ig k e it
W  ärm eü b erg an g szah l
dim ensionsloser P a ra m e te r ,  siehe (15)
T em p era tu r d e r U m g e b u n g  des T h erm isto rs  
T em p era tu r des T h e rm is to rs

2. Die c h a ra k te ris tisch e n  E igenschaften  der T herm isto ren

E s is t  die g rund legende  E ig en sch a ft d er T h erm is to re , d aß  ih r  W id e rs tan d  
R  in  h o h em  Maß m it dem  A n stieg  ih re r T e m p e ra tu r  &p a b n im m t. U n te r  den  
N äh e ru n g sfo rm e ln , die den  Z u sam m en h an g  d a rs te llen , w äh len  w ir im  w eite ren

R  =  R«, • eBl&T (1)

zu m  A u sg an g sp u n k t [2]. H ie r  is t  В  eine vom  W erk sto ff  des T h erm isto rs  
a b h ä n g ig e , Roa eine au ß e rd e m  n och  von  d e r F o rm  des T h e rm is to rs  abhäng ige  
K o n s ta n te .
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W enn d er den  T h e rm is to r  d u rch fließ en d e  S tro m  I  k le in  is t ,  so u n te r 
sch e id e t sich  seine T e m p e ra tu r  n u r  w enig v o n  d e r T e m p e ra tu r  0  d e r  U m ge
h u n g . M it s te ig en d er S tro m s tä rk e  w ird  jed o ch , w egen d e r  U m w an d lu n g  d er 
zu g efü h rten  e lek trisch en  E n erg ie  in  W ärm eenerg ie , d e r U n te rsch ied  & t  — 0  
b e trä c h tlic h , w as b e d e u te t, d aß  sich  au ch  d e r W e rt von  R  in  b ed eu ten d em  
M aße än d e rt.

D er a u f  diese W eise d ire k t geheiz te  T h e rm is to r , dessen  W id e rs ta n d  d ah er 
v o n  d er S tro m stä rk e  a b h ä n g t, i s t  ke in  lin eares  E le m e n t. Z u r K en n ze ich n u n g  
se in er e lek trischen  E ig en sch a ften  b en ü tz e n  w ir am  h ä u fig s te n  seine im  S trom -

S p an n u n g sd iag ram m  d a rg es te llte  K enn lin ie . A bb . 1 zeig t z. B . d ie  an  den  
K lem m en des T h erm is to rs  bei e inem  b e s tim m te n , u n v e rä n d e rlich e n  p h y s ik a li
schen  Z u stan d  seiner U m gebung  m eß b a re  S p an n u n g  U  als F u n k tio n  d e r d u rch 
fließ en d en , zeitlich  k o n s ta n te n  S tro m s tä rk e  I : d ie statische K e n n lin ie  m it  ih re r 
c h a rak te ris tisch en  F o rm . Die in  A bb . 2 gezeigte W id e rs tan d -L e is tu n g -K en n - 
lin ie  is t ebenfalls zu r g raph ischen  C h arak te ris ie ru n g  des T h e rm is to rs  geeignet. 
H ie r  is t

P =  U  • I  (2)

die dem  T h e rm is to r zu g efü h rte  L e is tu n g .
Z ur A ngabe d e r s ta tisc h e n  K enn lin ie  in  a n a ly tisc h e r F o rm  is t  es üb lich  

[3, 4 ], folgendes an zu n eh m en :
1. D er T h e rm is to r  is t in  th e rm isch em  G leichgew icht, d . h . d ie  zu g efü h rte  

e lek trische  L e istung  is t gleich d er d e r  U m gebung  abgegebenen  W ärm ele is tu n g .
2. N eben  dem  W ärm eü b e rg an g  kön n en  die W ärm e le itu n g  u n d  die W är

m estrah lu n g  v e rn ach lä ss ig t w erden .
3. Im  T h e rm is to r is t  die T e m p e ra tu r  ü b e ra ll gleich.
4. D ie W ärm eü b erg an g szah l is t  e n tla n g  e in er gegebenen  K enn lin ie  

ü b era ll gleich (sie ä n d e r t  sich  n u r  v e rn ach lä ss ig b a r w enig  m it d e r T e m p e ra tu r  
des T herm isto rs).

U n te r  diesen V o rau sse tzu n g en  w ird  das th e rm isch e  G le ichgew ich t d u rch  
d ie  G leichung

p = 1 r ( 0 r _ 0 )
(3)
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a u s g e d rü c k t . H ier is t C ( °K /W ) d e r L eistungsem pfind lichkeitskoeffiz ien t, d e r 
m i t  d e r  W ärmeübergangszahl a  (W /m 2 °K) u n d  d e r  —  jed en fa lls  schw er m eß 
b a re n  —  O berfläche F t (m 2) des T herm isto rs n a c h  d e r G leichung

<4>
z u sa m m e n h ä n g t, und  d essen  W e rt deshalb a u ß e r  v o n  d e r G röße u n d  d er 
G e s ta l t  des T herm istors n o c h  v o n  den p h y sik a lisch en  Z u stan d sg rö ß en  d er 
U m g e b u n g  abhängig  is t [5, 11 ]. E b e n  desw egen k a n n  d e r T h e rm is to r  au c h  zu r 
M essu n g  d ieser le tz te ren  h e ra n g e z o g en  w erden.

A u f  G rund von (1) u n d  (3) is t
в

■ ecp+e (5)R  =  R 0

u n d  w e n n  m an  dies in  die b e k a n n te n  F orm eln

I  =  У Щ  ; U =  ]f P R  (6)

e in s e tz t ,  e rh ä lt m an die d u rc h  d en  P a ra m e te r  P  a u sg e d rü c k te n  G leichungen

Р/Ясо
в

cp+e

U P  ■ R eCP+@

(7)

( 8)

d e r  s ta t is c h e n  C h a ra k te ris tik  [3]. D ie Z u sam m enhänge  n a c h  (7) u n d  (8) kön n en  
fo lg e n d e rm a ß en  in te rp re t ie r t  w erd en :

B e i einem  gegebenen A u sg an g szu stan d  d e r  U m g eb u n g  des T h e rm is to rs  
b e s t im m e n  wir seine s ta t is c h e  U  —  /-K en n lin ie . H iezu  k ö n n en  w ir je  einen 
W e r t  v o n  0  und von C z u o rd n e n . Ä ndern  w ir j e t z t  d en  Z u s ta n d  d e r U m ge
b u n g , je d o c h  so, daß  sich  n u r  0  än d e rt, u n d  d ie  a n d e ren  Z u stan d sg rö ß en  
u n v e r ä n d e r t  bleiben. Im  n e u e n  Z u stan d  k a n n  w ied er die s ta tisc h e  C h a ra k te 
r i s t ik  b e s tim m t w erden , d e r  d e r  v e rän d e rte  W e rt v o n  0  zu g eo rd n e t w erden  
k a n n .  B e i W iederholung d es  V erfah ren s e rh a lte n  w ir eine S ch ar von  C h a ra k 
te r is t ik e n ,  die zu den v e rsc h ie d e n en  U m g e b u n g s te m p e ra tu ren  gehören , u n d  fü r  
je d e  e inzelne  K urve g ilt d ie  B ed ingung  0  =  const. D er W e rt von  C k a n n  
e n t la n g  d e r einzelnen C h a ra k te r is tik e n  als k o n s ta n t  an g en o m m en  w erden , 
o b w o h l er sich von C h a ra k te r is t ik  zu C h a ra k te r is tik  än d e rn  k a n n , jedoch  
—  u n d  d as  is t w esentlich  —  n u r  infolge der Ä n d e ru n g  d e r T e m p e ra tu r . A ller
d in g s  geh ö ren  zu C h a ra k te r is tik e n , deren  0 - W e rte  sich  n ic h t a llzu  s ta rk  u n te r 
sc h e id e n , näherungsw eise g le ich e  W erte  v o n  C. D ie so d e fin ie rten  K u rv en  
k ö n n e n  w ir 0 -K en n lin ien  n e n n e n . D a ih r A u sg an g szu stan d  d u rc h  versch iedene 
W e r te  v o n  C gek en n ze ich n e t is t ,  b ilden  sie eine zw eifach  unen d lich e  M annig
f a l t ig k e it .

W e n n  wir den v o rg e n a n n te n  A u sg an g szu stan d  zu  G ru n d e  legen , k ö nnen  
w ir  a u c h  eine zweite K en n lin ie n -S c h a r defin ie ren : fü r  jed e  K u rv e  d ieser S char
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h a lte n  w ir die T e m p e ra tu r  b is zu m  Sch luß  a u f d er u rsp rü n g lich en  H öhe, 
ä n d e rn  aber die ü b rig en  Z u stan d sg rö ß en  d er U m gebung  so, d a ß  C s ich  um  
e in en  b estim m ten  B e tra g  ä n d e rt. D e r im  neuen  Z u s ta n d  aufgenom m enen  
s ta tisc h e n  K enn lin ie  k ö n n en  w ir d e n  n eu en  W ert von  C zu o rd n en . D u rch  
W iederho lung  des V erfah rens e rh a lte n  w ir die S char d e r  C -K en n lin ien , fü r 
d e re n  In d iv id u en  die B ed ingungen  C =  const u n d  0  =  const ge lten .

A bb. 3 zeig t je  d re i c h a ra k te ris tisch e  C- u n d  © -K ennlin ien , d e ren  K e n n 
w e rte  von  den W erten  C  u n d 0 ,  die d en  A u sg an g szu stan d  d e fin ie ren , u m  d; dC, 
b zw . um  d 0  abw eichen .

Zwischen d en  b e id en  K en n lin ien -S ch aren  b e s te h t d er w esen tliche  U n te r 
sc h ie d , d aß  den zu  d en  0 -K e n n lin ie n  gehörigen  W ert C —  a u ß e r  dem  A usgangs
z u s ta n d  —- n u r die T e m p e ra tu r  b e s tim m t, w äh ren d  d er zu  den  C -K enn lin ien  
gehörige  C -W ert d u rc h  die üb rigen  Z u stan d sg rö ß en  b e s tim m t w ird .

O ffensichtlich  k ö n n en  w ir be im  h e u tig e n  S tan d  der T h e rm is to r-T ech n o 
log ie  [7] und  a u f G ru n d  u nserer d e rze itig en  K en n tn isse  ü b e r die W ä rm e ü b e r
g an g szah l die K en n lin ien  allein  d u rc h  B e rech n u n g  n ich t v o ra u sb e s tim m e n , die 
W e rte  von  B , u n d  C kön n en  n u r  d u rc h  M essung b e s tim m t w erd en . A lle r
d in g s  is t  es w ünsch en sw ert, die m it d e r  M essung v e rb u n d en e  A rb e it a u f  das 
M in im um  zu b esch rän k en . Die E in fü h ru n g  d e r d im ensionslosen  K en n lin ien  
b ie te t  die M öglichkeit h ie rfü r.
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3. Die dimensionslosen Kennlinien

B ezeichnen  w ir d ie  zu  d en  P u n k te n  m a x im a le r  S p an n u n g  der e inzelnen  
U —  I - K enn lin ien  gehörigen  S pannungs-, S tro m -, W id e rs tan d s-  u n d  L e is tu n g s
w e rte  m it U m , Im , R m  u n d  P m . B ilden  w ir d ie  Y e rh ä ltn iszah len

U

u m

I

R

R.„

(9)

( 10)

( 11)

( 12)

A u f diese W eise d e fin ie ren  w ir an  Stelle d e r  U  —  /-K e n n lin ie n  die r] —  y-, 
an  S telle  d er R  —  P -K e n n lin ie n  die r  —  y>-, d im ensionslosen oder relativen  
K e n n lin ie n , die w ir e in g eh en d er u n te rsu ch en  w ollen.

D ie zum  P u n k t  m ax im a le r  S p an n u n g  d er K enn lin ie  gehörigen W erte  
k ö n n e n  w ir aus d e r B ed in g u n g

d U = dUId ^  =  0
d l  d l/d P

b estim m en . N ach  E in se tz u n g  des E rgebnisses

(14)

d as sich  n ach  k u rz e r  R ech n u n g  ( A nh a n g ; a ) )  e rg ib t, in  die G leichungen (7) 
u n d  (8), e rh ä lt m a n  d ie A u sd rücke  fü r  Um u n d  Im- N ach  E in fü h ru n g  d e r V er
h ä ltn isz a h l

(15)

e rh ä lt  m an  die A u sd rü ck e  ( A nhang; b ) )

u n d

r] — Yy> ■ eb (16)

(17)
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in  w elchen

y>(l -  f l  -  4/3) +  2/3 1 -  f l  - 4 / 3
is t .

Ä hn lich  den G le ichungen  (7) u n d  (8), b es tim m en  diese G le ich u n g en  die 
G e s ta lt d e r re la tiv en  K en n lin ie  in  A b h än g ig k e it vom  P a ra m e te r  y>. E s  is t 
b em erk en sw ert, d aß  la u t  d e r G le ichungen  (16)— (18) die Gestalt der relativen  
K e n n lin ie  von den W erten C und  R a unabhängig ist, u n d  d a ß  die S to ffe ig en 
schaften von einem einzigen P aram eter, dem dim ensionslosen V erhältnis

repräsentiert werden. Daher können  die rj —  i-K e n n lin ie n  als einparam etrische  
K urvenschar m it dem Param eter a dargestellt werden (A bb. 4). Ä h n lich  is t  die 
L age bei den  r  —  y -K en n lin ien  (A bb . 5) a u f  G ru n d  der V erh ä ltn iszah l

r =  —- =  eb. (19)
X

D ie W e rte  von  rj, jj u n d  r, in n e rh a lb  d er p ra k tisc h  w ich tigen  G ren zen , g ib t 
a u ß e r  d en  A bb. 4 u n d  5 au c h  die Zahlen ta fel I  an .

Z u r p rak tisch en  A n w en d u n g  d e r re la tiv e n  K enn lin ien  m ü ssen  w ir den  
Z u sam m en h an g  zw ischen d en  zu m  P u n k t m ax im ale r S p an n u n g  g ehörigen  
W e rte n  u n d  den K o n s ta n te n  d e r Gl. (5) ken n en . D as im  A n h a n g ; c )  m i t 
g e te ilte  V erfah ren  fü h r t  zu  den  G le ichungen

u j
[ B R . 11i-H1i-H -  2/3)

2
. ei-VT=Tß =  E u (20)

2 C

I j 1 .  B 1SQ.1r-41i-H - 2 ß )

2
e 1- ^  =  E I (21)

7 2

=  e

2
1-Уь5/§ T?

— E r (22)

aus (14) s tam m en d en  G leichung

tP m E  = ( 1  y j
В  v

4/3 — 2/3) =  E p . (23)

E y ,  E i ,  E r u n d  E p  sind  n u r  F u n k tio n e n  von  ß. Ih re  im  p ra k tisc h  w ich tig en  
B ere ich  v o n  ß  angenom m enen  W e rte  k ö nnen  d e r Zahlentafel I I  o d e r d e r  
A bb. 6 en tn o m m en  w erden.
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Abb. 5
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Er
/  er 

/  3

> .
f  IUU.IU

\ /  3/  чтп

E\  \
Er / E p Er

0,09 0,71 0,73 ß
A b b . 6

Ep

0,05

0,03

0,07

A us den  obigen  Z usam m en h än g en  is t zu  ersehen , d aß  die zu r g leichen  
U m g e b u n g s te m p e ra tu r  gehörigen zw ei C p u n d  C2-K enn lin ien  eines T h e rm is to rs  
a u f  G rund  d er B ez iehungen

u n d

(24)

(25)

sowie d e r g leichen F o rm  v o n  rj —  jj-K ennlin ie  —  d a  ß  k o n s ta n t is t —  zu e in a n 
der in  a ffiner B eziehung  stehen; d e r A n fa n g sp u n k t des K oordinatensystem s ist 
das Z en trum  der A f f in i tä t .  E n tla n g  d e r e inze lnen  S trah len  is t näm lich  R  =  U /I  
k o n s ta n t (A bb. 7), u n d  d a h e r  fo lg t aus (12)

R 2 — r 2 R m2 — rx R ml — R x

beziehungsw eise aus (22)
rl •

A u f G ru n d  von  (19) u n d  (18) is t jed o ch

bx =  b2 u n d  =  y>2.
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H ie rm it ,  fe rn e r au f G ru n d  v o n  (6), (11) u n d  (23) w ird

u .
и .

I Ü ̂ 2 l i>2  P ïm Г 1r P i R i V l Üm 1 C 2
( 26 )

u n d  a u f  G rund  von  ä h n lic h e n  Ü berlegungen  e rh a lte n  w ir das E rg eb n is

D ie Z usam m enhänge  zw ischen den  © -K en n lin ien  sind  k o m p liz ie rte r, da 
m i t  d e r  Ä nderung  v o n  0  s ich  auch  ß  ä n d e r t .  D ie K o o rd in a ten  des P u n k te s

d e r  m ax im a len  S p an n u n g  Um u n d  I m liegen  a u f  d er d u rch  den  P a ra m e te r  ß  
u n d  d ie  G leichungen (20) u n d  (21) b e s tim m te n  K u rv e , außerdem  ä n d e r t  sich 
a u c h  d ie  G esta lt d er rj —  ^-K ennlin ie .

W eite re  V orteile b ie te t  die D a rs te llu n g  d e r  K enn lin ien  im  logarithm ischen  
M a ß s ta b . A u f G rund  d e r aus (16) u n d  (17) ab g e le ite ten  B eziehungen

1 nr] =  H  ln  y> -j-
2

(28)

ln  z  =  ~ ~ ln  y> — H b
2

(29)

s in d  d ie  fü r  einige ß-W erte  b e rech n e ten  K o o rd in a te n  der log rj — log % K e n n 
lin ie n  in  Z ah len ta fe l I  e n th a lte n  u n d  in  A b b . 8 d a rg es te llt.

E n tsp re c h e n d  d en  b e k a n n te n  E ig e n sc h ä fte n  des lo g arith m isch en  K o o r
d in a te n s y s te m s  (z. B . [4]) ergeben  die log  rj —  log %-Kennlinien g le ichzeitig
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au c h  d ie  log r  —  log ^ -K en n lin ien . In  d e r  T a t ,  a u f  die in  A bb. 9. a )  d a rg e s te llte  
W eise g ib t eine gegebene re la tiv e  lo g » ; —  log ^-K ennlin ie  (z. B . m it dem  
P a ra m e te r  ßx), in  dem  um  45° v e rd re h te n  K o o rd in a ten sy stem  die d em  gleichen  
ß 1 en tsp rech en d e  log  r  —  log y -K en n lin ie .

A us (28) u n d  (29) fo lg t, u n te r  B ea c h tu n g  von  (9) und  (10),

ln  U  =  —  íny)  +  - 1 b +  ln  U m =  ln?? +  ln  U m (30)
2 2

l n I  =  y l n v »  — y 6  +  l n / m =  ln x  +  l n / m (31)

u n d  diese B eziehungen  zeigen, d aß  die d u rc h  das gleiche ß g ek en n ze ich n e ten  
ln  U  —  ln /-K e n n lin ie n  —  abgesehen  v o n  e iner V ersch iebung u m  ln  U m bzw . 
u m  ln  I m —  vollkom m en kongruent s in d  m it den zum  gleichen ß  gehörigen  
ln  r) —  ln  logarithm ischen, relativen K e n n lin ie n . Z. B . is t d er A b s ta n d  zw i
sch en  zwei e in a n d e r en tsp rech en d en  P u n k te n  m it gleichem  ß  =  ß t zw eier 
C -K enn lin ien , d ie d u rc h  Cj bzw . C2 g ek en n ze ich n e t sind , m it d en  K o o rd in a te n

ln Uci -  ln  Ucl =  y  (ln  Q  -  ln  C2)

bzw . (32)

ln I c2 — ln I cl =  i -  (ln C l -  ln C 2)

gegeben , die aus (26) u n d  (27) fo lgen. So is t

A xÄ t  =  K(ln U  ~ -  ln  U clf +  (In -  ln  I clj2 =  ln C l -  ln  C 2. (33)

D ie V ersch iebung  d e r zu e in an d e r gehörigen  P u n k te  erfo lg t en tlan g  d e r  G erad en  
ln  R  — const. B ei gleichem  C =  C1 =  C2 u n te rsch e id en  sich die S c h e ite lp u n k te

2 Acta Technics X X X V III/3 -4
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ï ° w / /

(одх̂

\  / 1
/  / ' N. / л \  

-1 \

7 \  ) 2 \  /  

* У з \

/ / N. Л  

-2  \

\Х  У

a j

v o n  zw ei, d u rch  ßx bzw . /32 c h a ra k te ris ie r te n  0 - K en n lin ien , d u rch  die aus (20) 
u n d  (21) ab g e le ite te  V ersch iebung

ln  U mß2 -  ln  Umßi =  ln  E v {ß%) -  ln  E v  (ß ß  (34)
bzw .

l n  I m ß Z  —  l n  I m ß  1 =  ln  E l ( ß z )  —  ln  E l ( ß l )  ( 3 5 >

sow ie d u rc h  eine G e s ta ltä n d e ru n g , die in  d e r  ln  rj —  ln  %-Ebene ab gelesen  
w erden  k a n n .

D as V ersch iebungsgese tz  fü r  die S c h e ite lp u n k te  d er © -K ennlin ien  is t  in  
Z a h le n ta fe l I I  u n d  in  A bb . 10 festgeleg t, w obei ß  =  0,1 als A u sg a n g sp u n k t
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genom m en w ird, u n d  d ie  B ezeichnungen

^log Ump =  log Um ß log [7m j3=0>i (36)
A  I mß  =  I mß ~ l ° g  Im, ß=0, l  (3 7 )

e in g e fü h rt w erden.
D en  Z u sam m en h an g  zw ischen  den  re la tiv e n  u n d  d en  lo g a rith m isch en  

K en n lin ien  können  w ir n o ch  v o n  einer an d eren  Seite  b e leu ch ten . D u rc h  E in 

se tzen  in  die G leichungen  (22) u n d  (23) k ö n n en  w ir u ns d av o n  üb erzeu g en , 
d aß  die Z ahlenw erte

c  =  e p ~  (38)b R l

a u f  G ru n d  des E rgebn isses

Pm = 1 ; Rm =  1
die im  log U  —  log I-K oord ina tensystem  dargestellten relativen K e n n lin ien  
ergeben.

D u rch  eine e n tsp rech en d e  A nw endung  v o n  (20) u n d  (21) sow ie m it H ilfe 
v o n  (38) u n d  log Umo =  log  I mo =  0 e rh a lte n  w ir

log U ml =  - i-  [log R „ i  +  log E R]

l ° g l / n i = —  у  [ ! o g ^ » i  +  l o g £ / ? ]
(39)

bzw .

log Uml =  l° g !m l —  l o g C j  , (40)

2*
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w o b e i w ir die re la tiv en  K en n lin ie n  m it dem  In d e x  0, die lo g a rith m isch en  K en n 
lin ie n  m it dem  In d ex  1 b eze ich n en .

B e i Ä nderung  v o n  R M v ersch ieb t sich  d a h e r  die re la tiv e  K enn lin ie  vom  
A n fa n g s p u n k t des log U  —- lo g  /-K o o rd in a te n sy s te m s  p a ra lle l m it d en  G era
d e n  P  =  const, im  F a lle  d e r  Ä nderung  von  C v e rsc h ie b t sie sich p a ra lle l m it 
d e n  G erad en  R  — const (A b b . 9b). D ah er können  säm tliche K e n n lin ien  der 
log U  —  log I  Ebene durch d ie  aufeinanderfolgende A n w en d u n g  der zw ei A rten  
von  Verschiebungen a u f  die relativen K en n lin ien  zurückgeführt werden.

E s  is t  e rsich tlich , d a ß  d u rc h  die E in fü h ru n g  d e r d im ensionslosen  K en n 
lin ie n  d as  System  d e r T h e rm is to re n -K e n n lin ien  au ß e ro rd e n tlich  ü b ersich tlich  
w ird , u n d  auch, daß  zu g le ich  seine A nw endung  v e rh ä ltn ism ä ß ig  e in fach  w ird.

I m  folgenden w erd en  in  d er vorliegenden  A rb e it einige A nw endungs
m ö g lic h k e ite n  besprochen .

4. A nw endungen

I m  Z usam m enhang  m i t  den  K enn lin ien  ta u c h e n  zw ei grund legende 
P ro b le m e  auf. D as eine is t  d ie  K onstruktion  e in er d u rc h  0  u n d  C c h a ra k te r i
s ie r te n  K en n lin ie  bei g eg eb en em  В  und  Roo. D ie  zw eite  A ufgabe is t die A us
w e r tu n g  d e r gem essenen K en n lin ie , d. h. die B estim m u n g  d e r W erte  von В  
u n d  Roo, die den T h e rm is to r  ch a rak te ris ie ren , sowie die B estim m u n g  des 
W e r te s  v o n  C, der den U m s tä n d e n  der M essung e n tsp r ic h t.

a) K o n s tru k tio n  einer K e n n lin ie

W a s im  Z u sam m en h an g  m it d ieser A u fg ab e  zu  tu n  is t , is t e igen tlich  
s c h o n  im  vorigen  A b sc h n itt d a rg e le g t w orden , h ie r  is t  n u r  eine ku rze  Z usam 
m e n fa ssu n g  notw endig.

B e i gegebenem  В  u n d  Roo w ird  eine zu einem  belieb igen  W e rte p a a r  0  
u n d  C  gehörige K enn lin ie  so b e s tim m t, d aß  n a c h  B erech n u n g  des P a ra m e te rs

' - Ï
(15)

d ie  K o o rd in a te n

u m =

u n d

B R ,
1 2 C

г

■Er

В

2R i e
■e i

aus d e n  d e r  Z ah len ta fe l I I  o d e r  d e r A bb. 6 en tn o m m e n e n  W erten  Е и  u n d  E / 
b e re c h n e t  w erden. Die w e ite re n  P u n k te  d er K en n lin ie  w erden  im  F a ll der
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B en ü tzu n g  des U  —  I  K o o rd in a te n sy s te m s  m it den  aus Z a h le n ta fe l I  oder 
aus A bb. 4 en tn o m m en en  W erten  r) u n d  x m it  H ilfe der F o rm eln

U =  Um ■ rj ; I = I m. X

d u rc h  ein fache M u ltip lik a tio n  e rh a lten . B e i V erw endung  des log  U  —  log I -  
K o o rd in a ten sy stem s e rh a lte n  w ir diese P u n k te  en tw ed er aus d en  e n tsp re c h e n 
d e n  A ngaben  von  T afe l I  oder a u f  G ru n d  v o n  A bb . 8 d u rch  A d d itio n  gem äß  
d en  Form eln

log U =  log Um ±  log r\ 

log I  =  log I m ±  log X ■

Die R  —  P -K e n n lin ie n  k ö n n en , n a c h  B erechnung  von  R m =  R „  ■ E r , 
au s den  en tsp rech en d en  A n g ab en  d e r Z a h le n ta fe l I I  oder A bb . 6, m it  H ilfe 
d e r  W erte  r, y) aus T afe l I ,  oder aus A bb . 5 m it H ilfe der F o rm e ln

R  =  Rm ■ r ; P  =  P m ■ f
b e rech n e t w erden .

W ie au s dem  v o ran g eh en d en  A b sc h n itt  ersich tlich  i s t ,  k a n n  die 
log  R  —- log P -K en n lin ie  d u rc h  die B estim m u n g  d er log U  —  log  /-K e n n lin ie  
e rm itte lt  w erden .

W enn gleichzeitig  m eh rere  K en n lin ien  b e s tim m t w erden m ü ssen , is t die 
V erw endung  des log U  —  lo g /-K o o rd in a te n s y s te m s  besonders v o r te ilh a f t. 
B eim  Ü berg an g  von  C, zu  C2 m u ß  e in fach  die K ennlin ie  Cx a u f  G ru n d  der 
G leichung (33) in  R ic h tu n g  d er P -A chse  u m  den  W ert (log C1 —  log  C2) v e r 
schoben  w erd en . B eim  Ü berg an g  von  0 X zu 0 2 m uß  d er S c h e ite lp u n k t der 
K enn lin ie  u m  den  A b s ta n d  zw ischen dem  P u n k t  m it dem  P a ra m e te r  ß 1 der 
A bb . 10 u n d  dem  P u n k t  m it dem  P a ra m e te r  ß 2 verschoben  w erd en , u n d  gleich
ze itig  m uß  m an  zu r r) —  y-K enn lin ie  m it dem  P a ra m e te r  ß2 ü b e rg eh en . M it 
H ilfe  von  d u rch sich tig em  P a p ie r  k ö n n en  diese O pera tionen  se h r  schnell, 
bequem  u n d  m it h in re ich en d e r G en au ig k e it au sg efü h rt w erden .

b) Ausw ertung  einer gemessenen K en n lin ie

Beim  h eu tig en  S ta n d e  der T ech n ik  s tre u e n  die W erte  В  d e r  re ih en g e fe r
tig te n  T h erm is to ren  ± 1 0 % , die W erte  Roo ± 2 5 %  [7]. F e rn e r sind  u n se re  K e n n t
nisse ü b e r die Z u sam m en h än g e  zw ischen  d e r W ärm e ü b e rtra g u n g sz a h l und 
d a h e r  dem  W ert C, u n d  den  p h y sik a lisch en  Z ustan d sg rö ß en  d e r  U m gebung  
noch  n ich t au sre ich en d  (siehe [5], [11]). B ei F o rsch u n g sa rb e iten  ü b e r  A p p a 
ra te  m it T h erm is to ren  is t d a h e r M essung d e r  W erte  B , Roo u n d  C  d e r  einzelnen 
T h erm is to ren  u n b e d in g t n o tw en d ig , am  zw eckm äß igsten  d u rch  A u fn ah m e  von 
K enn lin ien .
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D ie A ufnahm e d e r  K en n lin ien  k an n  d u rc h  M essung des den  T h e rm is to r  
d u rc h flie ß e n d en  S tro m es u n d  der K lem m en sp an n u n g  erfolgen, wie dies im  2. 
A b s c h n it t  e rw äh n t w u rd e . D ie  versch iedenen  P u n k te  d er K enn lin ie  w erd en  
d u rc h  Ä nderung  eines m it  d e m  T herm isto r in  R e ih e  g esch a lte ten  W id e rs tan d es  
e in g e s te llt . V aricak  [8] e m p fie h lt eine in te re ssa n te  oszillographische M ethode. 
W ä h re n d  der A ufnahm e d e r  K enn lin ie  m üssen  d ie U m g e b u n g s te m p e ra tu r  u n d  
d ie  so n stig en  Z u s ta n d sg rö ß e n , die die W ä rm eü b e rtrag u n g sv e rh ä ltn isse  b e s tim 
m e n , k o n s ta n t g eh a lten  w erd en .

N eben  der b e k a n n te n  [1], [4] M ethode z u r  B estim m u n g  v o n  В  u n d  
Roo —  die au f d er M essung  des so g en an n ten  K a ltw id e rs ta n d e s  ( P  «=< 0) be i 
v e rsch ied en en  U m g eb u n g s tem p era tu ren  b e ru h t  —  k ö n n en  zur b es tim m u n g  
v o n  B ,  Reo und  C aus d en  gem essenen  K en n lin ien  zw ei V erfahren  v o n  B jö r k

u n d  D a v i d s o n  [3] e m p fo h len  w erden . Die eine M eth o d e  b e s te h t aus d er A n w en 
d u n g  v o n  Gl. (5) a u f  d re i gem essene P u n k te , u n d  d e r  L ösung des G le ichungs
sy s te m s  m it drei U n b e k a n n te n . Die zw eite, g rap h isch e  M ethode b e ru h t a u f  d e r 
M essung  des K a ltw id e rs ta n d e s  des T h erm isto rs  b e i d e r  gleichen T e m p e ra tu r  
w ie d ie  A ufnahm e d er K e n n lin ie .

Im  w eiteren  w ird  eine g rap h isch e  M ethode m itg e te il t , die auch  darin  an g e 
w e n d e t w erden  k a n n , w e n n  w eg en  geringer G en au ig k e it d er v erfü g b aren  M eß
g e rä te  o d e r wegen so n s tig e r  U m stä n d e  d er M essung (z. B . Schw ankung  v o n  
0  u n d  C ) die zur A n w en d u n g  d e r oben au fg e z ä h lten  V erfah ren  erfo rderliche  
G e n a u ig k e it n ich t e rre ic h t w e rd en  k an n . D iese M eth o d e  b ie te t zugleich  eine 
M ö g lich k e it zum  A usg leich  d e r  gem essenen P u n k te .

D ie  G eraden  log ip =  const  u n d  log r =  const  (A bb . 11), die sich in  e inem  
P u n k t  A  des log rj —  log ^ -K o o rd in a ten sy stem s sch n e id en , bestim m en  im  
S in n e  d e r  G leichungen (19) u n d  (18) e indeu tig  d en  zu  d iesem  P u n k t gehörigen  
W e r t  ßД. In  der T a t, w e n n  w ir  ß  als F u n k tio n  v o n  log  r  m it dem  P a ra m e te r  
ip a b b ild e n , so k an n  ß  n a c h  A u sfü h ru n g  der in  A b b . 11 d a rg es te llten  K o n s tru k 
tio n  an  d iesem  H ilfsd iag ram m  abgelesen w erden . W e n n  w ir die K o n s tru k tio n
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v o n  den  P u n k te n  e iner zu m  gleichen  ß  gehörigen  rj —  %-K enn lin ie  ausgehend  
w iederho len , so gelangen  w ir  o ffensich tlich  zu  dem selben  ß  (A bb. 12).

W enn  w ir d ah e r d ie  gem essenen  P u n k te  d er K enn lin ie  im  log U  —  log I  
K o o rd in a ten sy stem  ab b ild e n , ausg le ichen  u n d  d a n n  so v e rsch ieb en , d a ß  d er 
S c h e ite lp u n k t der K en n lin ie  m it dem  A n fa n g sp u n k t des K o o rd in a te n sy s te m s  
zu sam m en fä llt, so m ü ssen  w ir m it H ilfe d er eben b esch rieb en en  K o n s tru k tio n  
fü r  versch iedene P u n k te  id e n tisc h e  W erte  von  ß  e rh a lte n . (Im  S inne des im  
Z u sam m en h an g  m it d en  Gl. (28)— (31) G esag ten  is t  die A b b ild u n g  im  log U  —  
—  log /-K o o rd in a te n sy s te m , abgesehen  von  d e r d o r t  e rw ä h n te n  V ersch iebung , 
g leichw ertig  m it der A b b ild u n g  im  log rj —  log % K o o rd in a te n sy s te m .)  Dieses 
E rg eb n is  s te ll t  sich a b e r im  allgem einen  n ic h t ein , v ie lm eh r zeigen d ie  re su ltie 
re n d e n  /З-W erte  in  A b h ä n g ig k e it von  log r  s te igende oder fa llen d e  T endenz.

D ie  U rsache  h iervon  is t , d a ß  die gem essene K enn lin ie  f la c h e n  V erlau f ze ig t und  
d a ß  d a h e r  ih r  S c h e ite lp u n k t, in sbesondere  dessen  A bszisse log  I m, e rheb lich  
u n s ic h e r u n d  au ß erd em  a u c h  m it M eßfehlern  b e la s te t  is t. D esw egen versch ieben  
w ir die gem essene K en n lin ie  ein  w enig u n d  w iederho len  die K o n s tru k tio n . 
N ach  ein igen  V ersuchen  k a n n  e rre ic h t w erden , d aß  die E rg eb n isse  sich  n u r 
w en ig  v o n e in an d e r u n te rsc h e id e n . D en  D u rc h sc h n itt d e r be im  le tz te n  S c h ritt 
e rh a lte n e n  W erte  von  ß  k a n n  m a n  als E n d erg eb n is  an seh en , aus ih re r  S treu u n g  
k a n n  a u f  die G en au igke it d e r  A u sw ertu n g  geschlossen w erd en . D ie K o n s tru k 
tio n  k a n n  d u rch  V erw endung  v o n  du rch sich tig em  P a p ie r  b e sch leu n ig t w erden .

S e lb s tv e rs tän d lich  w äh len  w ir fü r  die K o n s tru k tio n  d ie jen ig en  v o n  den 
v e rfü g b a re n  G eraden  y> =  const, fü r  die die ß  (log r)-K u rv e n  zu r V erfügung  
s te h e n . D ie K o o rd in a te n  d e r  H ilfsk u rv en  k ö n n en  aus T afe l I  en tn o m m en  
w erden .

D er le tz te  S c h ritt  d e r  K o n s tru k tio n  e rg ib t zug leich  au ch  die v e rb esse rten  
W erte  v o n  Um u n d  I m, sow ie v o n  P m u n d  R m. M it d en se lb en  k a n n  aus (27) 
Koo, u n d  aus (23) k a n n  C b e re c h n e t w erden.

t
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D as A u sw ertu n g sv e rfah ren  h a t  einen ausg le ichenden , näheru n g sw eisen  
C h a ra k te r . D ieser C h a ra k te r  k a n n  a llgem einer g em ach t w erd en , w enn  es m ög
lic h  is t ,  m ehrere bei v e rsc h ie d e n en  C -W erten , a b e r  bei gleichem  0  au fgenom 
m e n e  K enn lin ien  des T h e rm is to rs  au szuw erten , zum  B eispiel d e ra r t ,  d aß  w ir 
d e n  T h e rm is to r  zu e rs t in  ru h e n d e  L u ft u n d  d a n n  in  e inen  L u fts tro m  von  
k o n s ta n te r  G eschw ind igkeit b rin g e n  u n d  zwei K en n lin ien  au fn eh m en . Die a u f  
d u rc h s ic h tig e m  P a p ie r  im  log U  —  log /-K o o rd in a te n sy s te m  au fg e trag en en  
K e n n lin ie n  versuchen  w ir  m itte ls  V ersch iebung  p a ra lle l zu  den  G eraden  
log R  =  const m ite in a n d e r z u r  D eckung zu  b rin g en , u n d  gleichen  sie so aus. 
D ie  K o n s tru k tio n  k a n n  d a n n  m it d ieser ausgeg lichenen , v e re in ig ten  K enn lin ie  
d u rc h g e fü h r t  w erden.

D ie G enauigkeit des V e rfah ren s  —  wie w ir dies im  fo lgenden  A b sch n itt 
a u f  G ru n d  der M essungen d es  V erfassers sehen  w erd en  —  k a n n  1%  erreichen . 
S e in e  A nw endung is t in  se in e r  v e rh ä ltn ism äß ig en  S chnelligkeit u n d  in  se iner 
A n sp ru ch slo sig k e it in  B ezu g  a u f  die A p p a ra tu r  b e g rü n d e t.

c) A nnähernde  analytische Darstellung der K en n l in ie

Zweifellos is t es e in  N a c h te il der b ish er b e h a n d e lte n  D arste llungsw eise  
d e r  K en n lin ien , d aß  m it ih re r  H ilfe  die U  —  /-K e n n lin ie  n u r  d u rc h  einen  P a ra 
m e te r  au sg ed rü ck t w erd en  k a n n . E ben  desw egen sind  d ie jen igen  N äh eru n g s
a u s d rü c k e  sehr n ü tz lic h , d ie  einzelne, k ü rze re  o d er län g ere  A b sch n itte  d e r  
U  —— /-K en n lin ie  explizit ,  in  d e r  F o rm  von

U = f ( I )
d a rs te lle n .

Im  folgenden b esp re c h e n  w ir zwei N äh e ru n g sv e rfah ren  von  B jö rk  und  
D a v i d s o n  [3], die au f e in e r  P o te n z fu n k tio n  bzw . a u f  e iner R e ih en en tw ick lu n g  
b e ru h e n . W ir v e ra llg em ein ern  sie a u f  G rund  d er re la tiv e n  K en n lin ien .

E in  Blick au f A bb . 8 ü b e rz e u g t uns, d aß  in  d e r log r) —  log %-Ebene ein 
b e trä c h tl ic h e r  A b sch n itt d e r  K en n lin ien  d u rch  die T a n g e n te  im  W en d ep u n k t 
a n g e n ä h e r t  w erden k a n n . D u rc h  eine E x tre m w e rtb e re c h n u n g  (A n h a n g ;  d ) )  
e rh a l te n  w ir fü r den P a ra m e te r  des W en d ep u n k ts

W i  =
2ß

u n d  f ü r  d en  R ic h tu n g s ta n g e n s  d e r  W e n d e p u n k tta n g en te

d ln  r j 4/3
d l n x ) v=fi 4/3 + 1

M it d ie sen  n im m t die G le ich u n g  d e r T an g en te  d ie  G esta lt

ln  rj — ln  Гр =  n (In /  — ln  / ,)

(41)

(42)

(43)
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an , bzw . die a n n äh e rn d e  P o ten z fu n k tio n  n im m t in  d e r r), y E bene  d ie  F o rm

V =  Vi J -^ -J  (44)

an , w en n  w ir die W erte  fü r  den  W e n d e p u n k t m it dem  In d ex  i b eze ich n en , 
ln  rji u n d  ln  K,h sow ie rji u n d  Xi k ö n n en  aus (28) u n d  (29) b e re c h n e t w erden

(Zah len ta fe l  I I I ) ,  rji u n d  yj sowie die W e rte  v o n  n  können  auch  aus A b b . 13 
abgelesen  w erden . A uf G ru n d  von  A bb. 14 k a n n  au ch  die G en au ig k e it der 
A n n äh e ru n g  grob ab g e sc h ä tz t w erden : d er F e h le r  is t  in n erh a lb  1%  in  dem  
a n n ä h e rn d  + 0 ,1 8  b re iten  B ereich  von log y)j. D a rau s  k an n  am  zw eck m äß ig 
sten  g rap h isch  —  derjen ige  B ereich  Xa í í  X Xf b e s tim m t w erden , in n e rh a lb  
dessen  die N äh eru n g  angew en d et w erden  k a n n . D ie W erte  von  ya u n d  yy sind 
eben fa lls  in T afe l I I I  e n th a lte n .

E s k an n  le ich t b ew iesen  w erden, d aß  d ie  von  B jö rk  u n d  D a v i d s o n  

v er ö ffe n tlic h ten  A usd rü ck e

p, =  &r (45)
c

4 в — В=  ----------- (46)
4 0 +  В

im  w esen tlich en  m it den F o rm eln  (41) u n d  (42) übere in stim m en , u n d  zw ar, 
d u rc h  D iv ision  von  (45) d u rc h  P m bzw . d u rc h  D ivision an  der re c h te n  Seite 
von  (46) d u rc h  В  u n d  d u rc h  A nw endung  v o n  (23) bzw . d u rch  E in fü h ru n g  
von  ß.  E in  V erg leich  d er be iden  E rgebn isse  ze ig t zugleich den  G rad  d e r  V era ll
gem ein eru n g  u n d  d ie V orte ile  d er A n w endung  d e r  re la tiv e n  K en n lin ie n .
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E s m uß erwähnt w erden, daß der von E k elö f  und K ihlberg  [2] e inge
fü h r te , und von B jörk  und D avidson  durchgehend gebrauchte dynam ische  
F a k to r  F ,  der durch

F  d R /R
d P /P

d e f in ie r t  is t, au f G rund  d e r U m form ung

d R / R  drjr d  ln  r
d P / P  dip/ip  d l n f

(47)

(48)

—• ab g e se h e n  vom  V orzeichen  —  m it der A b le itu n g  der log r  — log y -K e n n - 
lin ie n  ü b e re in s tim m t. D ie in  d e r  an g efü h rten  Q uelle  m itg e te ilte , fü r  die B e rech 
n u n g  g ee ig n e te  F orm el,

F  =
B C P

(CP  +  & y
(49)

k a n n  n a c h  U m form ung  in  d im ensionslose G e s ta lt  le ic h t in  der F o rm

F =  2 ' E p-y>
(E p V + 2 ß f

(50)
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gesch rieben  w erd en . In  äh n lich er W eise k ö n n en  au ch  die A usdrücke

p ,  _  _  dFI Z _  -  C P -  0
dP jP  C P  +  0

und
p„  =  _  d F ' I F ' =  _  2С Р 0

dP /P  (CP)2 -  0 2

(51)

(52)

a u f  die F orm
p ,  =  E p  • y> — 2ß

E p - y > + 2 ß
(53)

bzw .

F .  =  _  _ ЬЕр-ß-V 
Щхр2 — 4ß2

(54)

g e b ra c h t w erd en . A u f G ru n d  d ieser b e id en  le tz te re n  A usdrücke e rh a lte n  w ir 
fü r  die R e ih en en tw ick lu n g  d e r rj ■—- %-K e n n l in ie n  in  der Umgebung des P unktes  
r) =  1, % =  1, d. h. des Scheitelpunktes, d ie  d ie  e rw äh n ten  A u to ren  im  w e se n t

lichen  in  der F o rm  von

V =  1 +  (X -  l ) 2 +  - ^ - ( E '  -  2F "  -  6)(X -  l ) 3 (55)
4 24

an g eb en , n ach  d e r S u b s titu tio n  ip =  1 u n d  e in igen  U m form ungen  das E rg eb n is

> 1 = 1  +
1 E p -  2ß

( * - l ) 2 +
1 4ß E p -  5E 2 +  Sß2

4 E p  +  2ß  24 (E p  +  2ß)2

D ie K o effiz ien ten  d e r P o ten zre ih e  sind  also n u r  von  ß  abhäng ig .

( X - 1 ) 3- (56)

d) M essung der Wärmeübergangszahl

E in e  w ich tig e  P h ase  d er F o rsc h u n g sa rb e it ü b e r M eß ein rich tu n g en  m it 
T h e rm is to ren  is t  die U n te rsu ch u n g  des Z u sam m en h an g es zw ischen d e r  zu 
m essenden  p h y sik a lisch en  Z u stan d sg rö ß e  u n d  dem  L e is tu n g sem p fin d lich k e its 
koeffiz ien ten . D ieses P ro b lem  geh ö rt im  S in n e  von  Gl. (4) zum  G eb ie t der 
W ä rm eü b e rtrag u n g s leh re , m it d er sich  ein au sg ed eh n tes  S c h rif ttu m  b e sc h ä ftig t 
(z. B . [5], [11]) u n d  w elche diesen Z u sam m en h an g  a u f  G rund  von  seh r a llge
m ein  gü ltigen  Ä h n lich k e itsk rite rien  h a u p tsä c h lic h  aus V ersuchsergebn issen  
b e s tim m t. W egen  d e r  k le inen  A bm essungen  des T herm isto rs  u n d  se in er m ehr 
oder w eniger u n reg e lm äß ig en  G esta lt k ö n n e n  diese jed o ch  n u r  n äherungsw eise  
angew endet w erd en . D esw egen sind , u n te r  B erü ck sich tig u n g  d e r G ru n d p rin 
zip ien  d er W ä rm eü b e rtrag u n g s leh re  d u rc h g e fü h rte , w eitere  V ersuche nö tig  
(siehe z. B. [6]).



2 8 6 E. LITVAI

D e r  V ersuch  b e s te h t au s  d e r  V erän d e ru n g  d e r frag lichen  Z u s ta n d sg rö ß e n  
in n e rh a lb  en tsp rech en d er G ren zen , ih re r M essung u n d  d er w ied erh o lten  B e s tim 
m u n g  v o n  C. Diese le tz te re  w ird  im  allgem einen  m itte ls  w ied erh o lte r A u fn ah m e  
d e r  K e n n lin ie  d u rch g efü h rt. W e n n  jed o ch  die U m g e b u n g s te m p e ra tu r  w äh ren d

A bb. 15

des V e rsu c h s  k o n s ta n t oder a n n ä h e rn d  k o n s ta n t  g eh a lten  w erden  k a n n , so 
k a n n  d a s  V erfah ren  etw as v e re in fa c h t w erden . D ie K enn lin ien  k ö nnen  m itte ls  
d e r  S c h a l tu n g  nach  A bb. 15 au fg en o m m en  w erd en . E s sei z. B . die S tröm ungs
geschw ind igke it  V (m/s) der Umgebung die untersuchte Zustandsgröße.  W egen  d e r 
V e rsc h ie d e n h e it der T h e rm is to re n  is t  au f je d e n  F a ll die A ufn ah m e v o n  m in 
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d esten s  e in er v o lls tän d ig en  K enn lin ie  n o tw e n d ig . Dies w ird be i K o n s ta n th a l
tu n g  von  V u n d  V erän d eru n g  des W id e rs ta n d e s  R m d u rch g e fü h rt: w ir m essen  
d en  S tro m  ( / )  d e r  den  T h erm is to r T  d u rc h f lie ß t, u n d  den  S p an n u n g sa b fa ll 
zw ischen seinen  K lem m en ([ /) . D an n  v e rä n d e rn  w ir u n te r  K o n s ta n th a ltu n g  
v o n  R m  den  W e rt von  v in n e rh a lb  d e r g ew ü n sch ten  bzw . m öglichen  G renzen  
u n d  m essen  U  u n d  I .

A uf diese W eise haben  w ir led ig lich  je  e inen  P u n k t je  e iner C -K en n lin ie  
b e s tim m t. A bb. 15. b)  zeig t den  V organg  in  d e r  U— /-E b e n e . B e k a n n t s in d  die 
m it vx =  const, b eze ichnete  K enn lin ie  sow ie die P u n k te  v2, v3, . . .  vk d e r  G era 
d en  R m  =  co n st. A bb. 15. c) s te llt  d asse lb e  im  log U—- log /  K o o rd in a te n 
sy s tem  d a r.

D ie g raph ische  A usw ertung  b e g in n t m it  dem  u n te r  b) b esch rieb en en  V er
fa h re n  u n d  so m it d er B estim m ung  v o n  D ie B estim m ung  v o n  C2, C3 . . .  Ck 
m it H ilfe  d er P u n k te  M 2, M 3 . ■ . M k, d ie s ich  aus der in  A bb. 15. b^gezeig ten  
K o n s tru k tio n  e rgeben , k an n  m itte ls  d e r G leichung

(die aus (26) bzw . aus (27) fo lg t), oder e in fach er au f G rund  von  A b b . 15. c) 
m it H ilfe d e r G leichung

vkM k =  log Ck —  log Ci (58)

(d ie sich  aus (33) erg ib t) erfolgen.
Des w e ite ren  k a n n  der Z u sam m en h an g  zw ischen v u n d  C d ir e k t  o d e r in  

d im ensionsloser F o rm  ab geb ilde t w erd en , w ie sie in  der W ä rm e ü b e rtra g u n g s 
leh re  ü b lich  is t.

D ie A u sw ertu n g  k an n  n a tü r lic h  a u c h  n u m erisch  erfolgen, z. B . b e i K e n n t
n is  d er K o n s ta n te n  В  u n d  Roo aus Gl. (7) o d er (8).

5. Meßergebnisse

Die im  A b sc h n itt 4 u n te r  b) u n d  d) m itg e te ilten  M ethoden w e rd e n  d u rch  
die nach fo lg en d en  M eßergebnisse b e s tä t ig t .

D ie u n te rsu c h te n  zwei T u n g sram -T em p era tu rm eß -T h e rm is to ren , T ype  
3 T H  25 w u rd en  n ach  B eseitigung  ih re r  G lashü lle  in  einen W in d k a n a l S ystem
N . P . L . g e b ra c h t. D ie zwei K en n lin ien  des e inen  T herm isto rs w u rd e n  b e i den  
S trö m u n g sg esch w in d ig k e iten  v =  0 u n d  v  =  8,7 i  0,05 m /s, b e i d e r  T em p e
r a tu r  (-) — 19,8 +  0,2°  C, m it H ilfe d e r  S ch a ltu n g  nach  A bb. 15. a) gem essen . 
D ie A u sw ertu n g  erfo lg te  gem äß b), A b s c h n itt  4, m it H ilfe d er ß  (log  r) K u rv en  
m it den  P a ra m e te rn  y> =  2 ,4, 8 u n d  10 (siehe A bb. 12). D ie E in h e it  w urde  
a u f  d er log U  A chse zu 200 m m , a u f  d e r  log I  Achse zu 100 m m  gew äh lt.
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N ach  ein igem  P ro b ie re n  erg ab  sich  d e r W e rt v o n  ß  =  0,107 i  0 ,0005. D ie  
gem essenen  K en n lin ien  —  m it in  den  U rsp ru n g  des K o o rd in a ten sy stem s v e r 
sch o b en em  S c h e ite lp u n k te n  —  zeig t A bb . 16. D e r  V ergleich m it der eb en fa lls  
e in g eze ich n e ten  % —  Tj-Kennlinie fü r  ß  =  0,107 ze ig t, d aß  die G esam tg en au ig 
k e it  d e r  A u fn ah m e d e r K enn lin ie  und  d e r A u sw e rtu n g  im  abste ig en d en  A b 
s c h n i t t  (^  >  1) in n e rh a lb  v o n  3%  lieg t. Im  A b s c h n itt  links vom  S c h e ite lp u n k t 
—  d e r  fü r  u ns w en iger w ich tig  is t —- k a n n  d e r  F e h le r  w esentlich  g rö ß er se in .

F ü r  d ie  K o n s ta n te n  des T h erm isto rs  e rg eb en  s ich  übrigens au f G ru n d  v o n  
ob igem  die Z ah len w erte  В  =  2736 °K  u n d  Roa =  0,896 Q.

D ie beid en  K en n lin ien  des zw eiten  T h e rm is to rs  w urden  u n te r  d en  g le i
chen  B ed in g u n g en  au fg en o m m en  wie die des e rs te n , u n d  d an n  w urde im  S in n e  
v o n  d ) ,  A b sc h n itt 4 , be i e inem  b e s tim m te n , k o n s ta n te n  W ert des in  A b b . 
15. a )  d e fin ie rte n  W id e rs tan d es  R m  die S trö m u n g sg esch w in d ig k e it d e r  L u f t  
s tu fen w eise  g e ä n d e rt. S äm tlich e  gem essenen P u n k te  zeig t A bb. 17. D ie k o n 
tin u ie r lic h e n  K u rv e n  w u rd en  a u f  G rund  des o ben  besch riebenen  A u sw ertu n g s
v e rfa h re n s  e ingeze ichne t, d as  zum  E rg eb n is  ß  =  0,104 i  0,0008 fü h r t .  F ü r  
d en  W e r t  v o n  R m e rh ie lten  w ir —  wie an  d e r A b b ild u n g  abgelesen w e rd e n  
k a n n  —  d en  W ert 12 020 Q.

D en  Z u sam m en h an g  zw ischen dem  L e is tu n g sem p fin d lich k e its-K o effi-  
z ie n te n  u n d  d er S trö m u n g sg esch w in d ig k e it, d ie w ir m it dem  in A bb. 15. c )  
sk iz z ie rte n  V erfah ren  e rh ie lten , zeig t A bb. 18.

D ie  W ä rm e ü b e rtra g u n g s le h re  v e ra llg e m e in e rt den  Z usam m enhang  z w i
sch en  d e r S trö m u n g sg esch w in d ig k e it u n d  d e r  W ärm eübergangszah l in  d e r  
F o rm  v o n

N u  = / (Re, P r ) .  (59)

W en n  w ir au ch  a u f  G ru n d  d e r  an  einem  e inzigen  T h erm is to r, innerh a lb  v o n
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v e rh ä ltn ism ä ß ig  engen  G eschw indigkeits- u n d  sonstigen  Z u stan d sg rö ß en -G ren - 
zen e rh a lte n e n  E rg eb n isse  diese V era llg em ein eru n g  n ich t u n te rn e h m e n  k ö n 
n en , so is t d och  d ie  D a rs te llu n g  des Z u sam m en h an g s

a F T =  f ( v )  (60)

A b b . 18
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d e r  zu fo lge  der U m stä n d e  d e r M essung (s. [6]) im  w esen tlichen  d er G le ich u n g  
(59) e n ts p r ic h t, seh r leh rre ich . A uf G rund  v o n  (4) zeig t dies im  K o o rd in a te n 
s y s te m  m it den  A chsen  log  a  F  — — log C u n d  log  v die A bb. 19. M an s ie h t, 
d a ß  s ich  die M eß p u n k te  o b erh a lb  der G esch w in d ig k e it v =  0,5 m /s (log v  =  
=  — 0,3010) sich m it e inem  F eh le r von  ± 3 ,5 %  an  die G erade

log C — — 0,4 • log  v  +  3,945 (61)

sch m ieg en . D ah er k a n n  im  B ereich  der M essung d e r Z usam m enhang  zw ischen

d em  L e is tu n g sem p fin d lich k e its-K o effiz ien ten  u n d  d er S tröm ungsgeschw ind ig 
k e it  d u rc h  die F orm el

a n g e n ä h e r t  w erden.
C =  8810 • v ~ 0,i (62)

6. A nhang

N a c h s te h e n d  sk izzieren  w ir d en  G edankengang  d e r  in  d e n  frü heren  A b sch n itten  e rw ä h n 
te n  lä n g e re n  A b leitungen .

a) B estim m ung  der zu m  P u n k t m axim aler S p a n n u n g  der U  —  I-K e n n lin ie  gehörigen  
L e is tu n g .

D a s  M axim um  is t  d o r t  m öglich , wo die B ed in g u n g

dU  d U /d P  _  
d l  ~~ ~ dT/dP

(1 3 )

e r fü l l t  is t .  A u f  G rund  v o n  (8) is t  jed o ch

d U
dP

R
_В
СР+в

e
2 U

B C P  \
(CP + 0)2 J’
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d a h e r  m ü ssen  w ir die G leichung

lösen , w as zu m  E rgebn is

f  ü h r t .  E s k a n n  bew iesen w erd en , d a ß  d e r W u rze lau sd ru ck  n eg a tiv en  V orzeichens e in  M ax i
m u m  g ib t, u n d  so is t  die zum  P u n k t  m ax im ale r  S p a n n u n g  gehörige L eistung

b) B erechnung der dim ensionslosen K oordinaten.
A u f d e r U  —  /-K e n n lin ie  k a n n  d ie de r Gl. (14) e n tsp rech en d e  m ax im ale  L e is tu n g  aus 

(8) b e re c h n e t w erden :

D a h e r is t

wo der E x p o n e n t  b a u f  die F o rm

g e b ra c h t w e rd en  k a n n . W enn  P m au s  (14) in  (8c) e in g ese tz t w ird , u n d  w ir die B eze ich n u n g en

v e rw en d en , so e rh a lte n  w ir n a ch  U n fo rm u n g  die A u sd rü ck e

u n d

w elch  le tz te re r  A u sdruck  m it (18) ü b e re in s tim m t. D a h e r e rh a lte n  w ir au s (8b):

A u f  v o llkom m en  äh n liche  W eise e rh a lte n  w ir n a c h  A nschreiben  v o n  I m u n d  d e r  B ildung  
d e r  V e rh ä ltn isza h l / / / ,„  das E rg eb n is

c) B erechnung der zum  P u n k t m axim aler S p a n n u n g  gehörigen A usdrücke.
D e r zum  P u n k t m it m ax im a le r  S p an n u n g  gehörige  W id e rs tan d  is t  a u f  G ru n d  v o n  (5)

3 A cta T echnica X X X V III /3 -4 .
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w o ra u s , w ie aus den  G le ich u n g en  (8c) u n d  (18a) des v o rig en  A b sch n itte s  abgelesen  w erden  
k a n n , sow ie u n te r  B e a c h tu n g  des rech tsseitig en , in  A b zu g  z u  b rin g en d en  G liedes

Rn R r
1—У1—40

( 22)

fo lg t. D u rc h  D ivision v o n  (14) d u rc h  В , u n d  n ach  E in fü h ru n g  v o n  ß  u n d  U m ste llu n g  erg ib t 
sich  so fo rt der A usdruck

2Pf  =  1 - П  -  4 /1 -2 /? . (23)

So kom m en  w ir aus d e r  Gl. (8a) des A b sch n itts  b )  u n te r  V erw endung  von  (23) u n d  (5a) 
z u  d e m  A u sdruck

D u rc h  eine v o llk o m m en  ä h n lich e  M ethode e rh a lte n  w ir a u ch  die Form el 

В
2 6 7 + (1 - F l  -  i ß  — 2ß) ■ e

l —f 1—40

( 20)

( 21)

d )  D er  Wendepunkt der log r/ —  log / - Kennlin ie  und  die Wendepunkttangente.
N a ch  dem  im  Z u sa m m e n h a n g  m it Abb. 9. a) in  A bschn . 3 G esag ten  k ö n n en  w ir den 

W e n d e p u n k t der lo g ? ; —  lo g /-K e n n l in ie  auch  d u rc h  A u fsu ch en  des W en d e p u n k te s  de r 
log  r  —  log  tp-K ennlin ie  e rh a lte n . So e rh a lten  w ir au s d e m  A u sd ru ck

E p V  +  2/? I  — |/ i  — 4 //

d e r  a u s  (19) sowie aus (18) n a c h  V erg leich  m it (23) fo lg t, d ie A b le itu n g

d l n r  d l n r  d b  2 E ptp

d l n t p  У  dtp  ^  dtp  ( E p t p  +  2/?)2

bzw . fü r  den  W en d ep u n k t d ie G le ichung

(19a)

(63)

d2\n r  J 2b _  _ 2 _  (E„tp +  2ß)2 - 2 E ptp (E ptp +  2ß)
(d lny>)2 dtp2 p ( E p tp +  2/S)2

w o ra u s  sich  n ach  ku rzer R e c h n u n g  a ls P a ram e te r des W en d e p u n k te s

e rg ib t.

(41)

N a c h  E insetzen  v o n  (41) in  (63) e rh a lten  w ir fü r  d en  R ich tu n g sta n g en s  d e r W en d e 
p u n k t ta n g e n te  im  log r —  log ^ -K o o rd in a te n sy s te m  d en  A u sd ru ck

(64)

D a  sich das log r —- log  ^ -K o o rd in a te n sy s te m  a u s  dem  lo g ?; —  lo g /- K o o r d in a te n 
sy s te m  d u rc h  D rehung  u m  45° e rg ib t ,  kom m en w ir d u rc h  A n w en d u n g  des b e k a n n te n  tr ig o n o 
m e tr isc h e n  Z usam m enhangs z u m  E rg eb n is

1 iü'FL')
( d in t]  \  _   ( d ln tp  lv - r i  _  4ß  — 1
V < * ln / ( d l n r  ! ~ ~  ~  4/3 +  1

‘r U l n VJv=vi

(65)

d as  m it  (42) ü b e re in s tim m t.
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Z ah len ta fe l I

ß r 0 0,2 0,5 0,8 1,5 2 3

log rj —0,1637 —0,03758 —0,00425 —0,0162 —0,0518 —0,1392
log Z —0,5353 —0,2634 —0,09265 0,1923 0,3528 0,6163
log r 0,471 0,3716 0,22584 0,08840 —0,2084 —0,4046 —0,7554

0,07 V 0,686 0,917 0,9902 0,9633 0,8875 0,7258
X 0,2914 0,5580 0,8080 1,557 2,252 4,1325
r 2,353 1,6815 1,2257 0,6185 0,3941 0,1756

log T] —0,1623 —0,03683 —0,00415 —0,0157 —0,0493 —0,13125
log Z —0,5362 —0,6242 —0,0928 0,1918 0,3503 0,6084
log r 0,477 0,3733 0,2273 0,0886 —0,2076 —0,3995 —0,7396

0,08 V 0,6872 0,9189 0,9905 0,9643 0,8927 0,7390
X 0,2908 0,5442 0,8078 1,5550 2,2400 4,0580
r 2,3620 1,6880 1,2260 0,6200 0,3984 0,1821

log )] —0,1611 —0,0363 —0,0040 —0,0153 —0,0468 —0,1236
log Z —0,5379 —0,2647 —0,0929 0,1914 0,3478 0,6007
log r 0,483 0,3768 0,2284 0,0889 —0,2067 —0,3946 —0,7243

0,09 i l
X

0,6900 0,9200 0,9908 0,9650 0,8980 0,7524
0,2898 0,5437 0,8075 1,5540 2,2265 3,9870

r 2,3810 1,6920 1,2265 0,6209 0,4032 0,1887
log Г) —0,1589 —0,03568 —0,0039 —0,0149 —0,0445 —0,1159
log Z —0,5401 —0,2653 —0,0930 0,1909 0,3455 0,5930
log r 0,489 0,3812 0,2296 0,0891 —0,2058 —0,3899 —0,7088

0,10 V 0,6937 0,9212 0,9910 0,9663 0,9027 0,7660
X 0,2884 0,5428 0,8073 1,5520 2,2150 3,9160
r 2,4050 1,6965 1,2272 0,6224 0,4074 0,1956

log rj —0,1563 —0,0350 —0,0037 —0,0144 —0,0412 —0,1080
!og z —0,5428 —0,2660 —0,0932 0,1905 0,3422 0,5851
log r 0,497 0,3865 0,2310 0,0895 —0,2049 —0,3834 —0,6931

0,11 V 0,6980 0,9226 0,9913 0,9671 0,9093 0,7800
X 0,2866 0,5420 0,8070 1,5500 2,1985 3,8465
r 2,4345 1,7020 1,2282 0,6240 0,4136 0,2028

log Г) —0,1540 —0,0341 —0,0036 —0,0138 —0,0397 —0,1009
log Z —0,5450 —0,2669 —0,0933 0,1899 0,3407 0,5781
logr 0,505 0,3910 0,2328 0,0897 —0,2037 —0,3804 —0,6790

0,12 V 0,7014 0,9244 0,9916 0,9688 0,9127 0,7927
X 0,2850 0,5410 0,8068 1,5480 2,1910 3,7850
r 2,4600 1,7090 1,2290 0,6257 0,4165 0,2094

log Г) —0,1511 —0,0333 —0,0035 —0,0129 —0,0373 —0,0936
log Z —0,5480 —0,2677 —0,0934 0,1890 0,3383 0,5707
log r 0,513 0,3969 0,2345 0,0899 —0,2019 —0,3756 —0,6643

0,13 V 0,7061 0,9262 0,9919 0,9709 0,9176 0,8061
X 0,2832 0,5398 0,8065 1,5454 2,1790 3,7210
r 2,4940 1,7127 1,2298 0,6281 0,4211 0.2166

log 9 —0,1485 —0,0324 —0,0033 —0,0121 —0,0351 —0,0865
log Z —0,5505 —0,2686 —0,0936 0,1882 0,3361 0,5636
log r 0,522 0,4021 0,2362 0,0904 —0,2002 —0,3712 —0,6501

0,14 V 0,7100 0,9280 0,9921 0,9725 0,9222 0,8193
X 0,2815 0,5389 0,8063 1,5420 2,1675 3,6600
r 2,5240 1,7225 1,2302 0,6307 0,4255 0,2239

log «j —0,1459 —0,0315 —0,0032 —0,0113 —0,0331 —0,0794
log Z —0,5531 —0,2695 —0,0937 0,1874 0,3341 0,5565
log r 0,532 0,4072 0,2379 0,0905 —0,1986 —0,3672 —0,6358

0,15 V 0,7148 0,9300 0,9924 0,9743 0,9265 0,8330
X 0,2798 ,0,5377 0,8060 1,5390 2,1575 3,6010
r 2,5540 1,7298 1,2310 0,6330 0,4294 0,2313

3*
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Z ah len tafe l I  (F o rtse tzu n g )

ß y
4 5 6 8 10 15 20

log Tj — 0,2323 — 0,3181 — 0,3993 — 0,5432 — 0,6632 — 0,8879 — 1,0415
log X 0,8344 1,0171 1,1775 1,4464 1,6632 2,0641 2,3425
log r — 1,0666 — 1,3352 — 1,5768 — 1,9896 — 2,3264 — 2,9520 — 3,3840

0,07 V 0,5857 0,4806 0,3987 0,2863 0,2171 0,1294 0,0909
X 6,8290 10,403 15,05 27,951 46,05 115,9 220,0
T 0,0858 0,0462 0,0265 0,0102 0,0047 0,0011 0,0004

log 7] — 0,2149 — 0,2938 — 0,3657 — 0,4904 — 0,5921 — 0,7759 — 0,8965
log X 0,8171 0,9928 1,1439 1,3936 1,5921 1,9521 2,1975
log r — 1,0320 — 1,2866 — 1,5096 — 1,8840 — 2,1842 — 2,7280 — 3,0940

0,08 V 0,6096 0,5085 0,4308 0,3093 0,2558 0,1676 0,1269
X 6,562 9,832 13,93 24,75 39,10 89,57 157,6
r 0,0929 0,0517 0,0309 0,0131 0,0654 0,0019 0,0008

log tj — 0,2004 — 0,2709 — 0,3353 — 0,4424 — 0,5284 — 0,6785 — 0,7717
log X 0,8025 0,9699 1,1136 1,3456 1,5284 1,8546 2,0727
log r — 1,0028 — 1,2408 — 1,4490 — 1,7880 — 2,0568 — 2,5330 — 2,8444

0,09 V 0,6304 0,5360 0,4620 0,3611 0,2962 0,2096 0,1692
X 6,3460 9,328 12,987 22,162 33,76 71,53 118,2
r 0,0994 0,0575 0,0356 0,0163 0,0088 0,0029 0,0014

log 11 — 0,1859 — 0,2488 — 0,3072 — 0,3980 — 0,4700 — 0,5904 — 0,6620
log X 0,7881 0,9478 1,0854 1,3012 1,4700 1,7665 1,9630
log r — 0,9740 — 1,1966 — 1,3926 — 1,6992 — 1,9400 — 2,3568 — 2,6250

0,10 V 0,6520 0,5640 0,4928 0,3999 0,3388 0,2569 0,2177
X 6,140 8,867 12,172 20,008 29,51 58,40 91,82
r 0,1062 0,0636 0,0405 0,0199 0,0115 0,0044 0,0024

log rj — 0,1719 — 0,2282 — 0,2759 — 0,3570 — 0,4170 — 0,5127 — 0,5665
log X 0,7741 0,9272 1,0541 1,2602 1,4170 1,6888 1,8675
log r — 0,9460 — 1,1554 — 1,3300 — 1,6172 — 1,8340 — 2,2014 — 2,4340

0,11 V 0,6731 0,5912 0,5254 0,4396 0,3828 0,3072 0,2714
X 5,9450 8,462 11,333 18,205 26,12 48,83 73,70
r 0,1132 0,0699 0,0464 0,0241 0,0147 0,0063 0,0037

log 1} — 0,1582 — 0,2080 — 0,2499 — 0,3177 — 0,3668 — 0,4417 — 0,4797
log X 0,7603 0,9070 1,0281 1,2209 1,3668 1,6178 1,7807
log r — 0,9184 — 1,1150 — 1,2780 — 1,5386 — 1,7336 — 2,0594 — 2,2604

0,12 V 0,6948 0,6194 0,5624 0,4812 0,4298 0,3618 0,3315
X 5,757 8,071 10,665 16,63 23,26 41,48 60,33
r 0,1207 0,0768 0,0527 0,0289 0,0185 0,0087 0,0055

log rj — 0,1447 — 0,1887 — 0,2252 — 0,2812 — 0,3206 — 0,3775 — 0,4020
log X 0,7468 0,8877 1,0034 1,1844 1,3206 1,5536 1,7030
log r — 0,8914 — 1,0764 — 1,2286 — 1,4656 — 1,6412 — 1,9310 — 2,1050

0,13 V 0,7168 0,6475 0,5952 0,5234 0,4780 0,4194 0,3963
X 5,580 7,720 10,080 15,290 20,91 35,77 50,46
T 0,1284 0,0839 0,0590 0,0342 0,0229 0,0117 0,0079

log Г] — 0,1315 — 0,1697 — 0,2009 — 0,2464 — 0,2772 — 0,3194 — 0,3325
log X 0,7336 0,8687 0,9791 1,1496 1,2772 1,4955 1,6335
log r — 0,8650 — 1,0384 — 1,1800 — 1,3960 — 1,5544 — 1,8148 — 1,9660

0,14 V 0,7389 0,6767 0,6297 0,5670 0,5281 0,4793 0,4650
X 5,414 7,390 9,53 14,113 18,93 31,30 43,00
r 0,1365 0,0916 0,0661 0,0402 0,0279 0,0153 0,0108

log Tj — 0,1191 — 0,1515 — 0,1774 — 0,2136 — 0,2370 — 0,2635 — 0,2688
log X 0,7212 0,8505 0,9556 1,1168 1,2370 1,4396 1,5698
log r — 0,8402 — 1,0020 — 1,1330 — 1,3304 — 1,4740 — 1,4030 — 1,8386

0,15 V 0,7601 0,7055 0,6645 0,6115 0,5795 0,5451 0,5385
X 5,262 7,088 9,027 13,086 17,26 27,52 37,14
r 0,1444 0,0996 0,0736 0,0467 0,0336 0,0198 0,0145
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Z ah len ta fc l I I

ß Eu E l E r E p Л log U„g Л log Imß

0,07 78,680 0,000146 538000 0,0115 0,7672 - 1 ,1 1 1 4

0,08 37,100 0,000415 89330 0,0154 0,4406 — 0,6580

0,09 20,960 0,000954 21960 0,0200 0,1928 — 0,2968

0,10 13,445 0,001889 7120 0,0254 0 0

0,11 9,462 0,003350 2825 0,0317 — 0,1527 0,2497

0,12 7,103 0,005475 1297 0,0389 — 0,2772 0,4622

0,13 5,630 0,008383 671,5 0,0472 — 0,3782 0,6472

0,14 4,638 0,01222 379,4 0,0567 — 0,4624 0,8110

0,15 3,946 0,01710 230,8 0,0675 — 0,5326 0,9568

Z ah len ta fe l I I I

ß Vi l°g 7]i l°g Y.i n V Xi Xa XI

0,07 12,17 — 0,7717 1,8571 — 0,5624 0,1692 71,96 28,3 182

0,08 10,39 — 0,6096 1,6264 — 0,5150 0,2457 42,30 18,3 97,6

0,09 9,000 — 0,4879 1,4421 — 0,4705 0,3252 27,67 12,8 60,0

0,10 7,875 — 0,3937 1,2899 — 0,4285 0,4040 19,48 9,6 39,8

0,11 6,940 — 0,3173 1,1587 — 0,3886 0,4818 14,40 7,4 28,2

0,12 6,170 — 0,2579 1,0471 — 0,3513 0,5529 11,16 5,9 21,1

0,13 5,507 — 0,2080 0,9489 — 0,3157 0,6198 8,885 4,9 16,2

0,14 4,939 — 0,1674 0,8610 — 0,2820 0,6800 7,265 4,1 12,9

0,15 4,445 — 0,1343 0,7822 — 0,2500 0,7341 6,055 3,5 10,5

S C H R IF T T U M

1. T u n g sra m  T h e rm is to ren -K a ta lo g , B u d a p e s t,  1957.
2. E k e l ö f , S., K ih l b e r g , G.: T h eo ry  of th e  T h e rm is to r  as an  E lectric  C ircu it E le m e n t. A cta

P o ly tec h n ica , E lec trica l E ng in eerin g  Series , V ol. 5. N o. 11. G öteborg , 1954.
3. B j ö r k , N ., D a v id s o n , R .: Sm all S ignal B e h av io u r o f  D irectly  H eated  T h e rm is to rs . A c ta

P o ly tech n ica , E le c tr ica l E n g ineering  Series. V ol. 6. No. 12. G ö teborg , 1955.
4. K a n t e r , H .: T e m p era tu rab h ä n g ig e  W id e rs tä n d e . I . —I L —III . ATM. Z — 119 — 3, —4,

— 5. 1955.
5. Gr ö b e r , E r k , Gr ig u l l : Die G rundgese tze  d e r  W ärm eü b e rtrag u n g . S p rin g er, 1955.
6. B r o e r , L. J .  F ., H o o g en d o o rn , C. J . ,  K o r t l e v e n , A .: Some In v estig a tio n s  on  L ow -Speed-

A n em o m etry . A pp l. Sei. R es. Sec. A. V ol. 7. 1 — 13. 1957.



296 E. LITVAI

7. Z o m b o r y , E .: T erm isz to ro k  m eg v á lasz tása  (A u sw ah l v o n  T herm isto ren ). T ech n ik a , I I .  4,
A p ril 1958. p . 5. B u d a p e s t.

8. V a r iç a k , M.: O scillographic  M easurem en t o f som e T h erm isto r-C h arac teris tics . G lasn ik
M at. F iz. I  A str. T om . 12. N o. 3. 223 — 228. Z ag reb , 1957.

9. A l m á ss y , Gy .: A te rm isz to r  je llegzetes tu la jd o n sá g a i (D ie c h a rak te ris tisch en  E ig e n sc h a f
te n  des T h erm is to rs). M érés és A u to m a tik a , IV . 1956. p . 193 — 200. B u d a p es t.

10. A l m á ss y , Gy .: A te rm isz to r  (D er T h erm isto r). M ag y ar T u d . A kadém ia V I. O szt. K öziem .
20. 1 — 2. 1956. p . 8 1 —91. B u d ap es t.

11. M ih e j e v , M. A.: A h ő á ta d á s  g y a k o rla ti s z á m ítá sán a k  a la p ja i (G rundlagen  de r p ra k tisc h e n
B erech n u n g  der W ä rm eü b e rtrag u n g ). T a n k ö n y v k ia d ó , B u d ap es t, 1956.

12. L it v a i , E .: M a trix a lg eb ra isch e  B ehand lung  v o n  M eß b rü ck en  m it zwei d ire k t g eheiz ten
T h e rm is to ren . A c ta  T ec h n ic a  A cad. Sei H u n g a rica e  Vol. X V I I I .  Fase. 1 — 2.

Z U SA M M EN FA SSU N G

D ie  A rb e it h a t  d as K en n lin ien -S y stem  von  d ire k t  geh eiz ten  T herm isto ren  zum  G eg en 
s ta n d  u n d  zeig t, daß  d u rc h  E in fü h ru n g  v o n  re la tiv e n  K e n n lin ie n , die du rch  zum  P u n k t  m it  
m a x im a le r  S p an n u n g  d e r  S tro m -S p an n u n g s-K en n lin ie  gehörigen  W erte  d im ensionslos h e r 
g e s te l l t  s in d , das K en n lin ien -S y stem  der T h erm is to ren  in  e in h e itlich e r, ü b ersich tlich er W eise 
b e h a n d e lt  w erden  k a n n . F e rn e r  w erd en  A nw en d u n g sm ö g lich k e iten  u n d  M eßergebnisse m i t 
g e te ilt .

D IM E N S IO N S L E S S  C H A R A C T E R IS T IC S  O F  T H E R M IS T O R S  A N D  T H E IR  A P P L IC A T IO N

E. LITVAI

SU M M A RY

T h e  p a p e r  deals w ith  th e  sy s tem  o f c h a ra c te ris tic s  o f  d irec tly  h ea ted  th e rm is to rs  a n d  
show s t h a t  b y  in tro d u c in g  th e  d im ension less (re la tiv e ) c h a ra c te ris tic s , re la ted  to  q u a n tit ie s  
b e lo n g in g  to  th e  p o in t o f  m ax im u m  vo ltag e  of th e  c u rre n t-v o lta g e  ch arac te ris tic , th e  sy s te m  
o f  c h a ra c te r is tic s  o f th e  th e rm is to r  can  be tre a te d  in  a n  u n ifie d  an d  persp icuous w ay . P o ss ib i
litie s  o f  a p p lic a tio n  an d  som e re su lts  o f m easu rem en t a re  also d e a lt  w ith .

L E S  C A R A C T É R IS T IQ U E S  SANS D IM E N SIO N S D E S T H E R M IST O R S 
E T  L E U R  A P P L IC A T IO N

E. LITVAI

R É SU M É

L ’a u te u r  t ra i te  d u  sy s tèm e  des c a ra c té ris tiq u es  des th e rm is to rs  à chauffage  d ire c t.  
I l  d é m o n tre  que, p a r  l ’in tro d u c tio n  de  ca ra c té ris tiq u es  san s d im ensions (re la tiv es), ra p p o rté e s  
a u x  v a le u rs  d u  p o in t à  te n s io n  m ax im u m  de la c a ra c té ris tiq u e  co u ran t-ten sio n , le sy s tèm e  des 
c a ra c té r is tiq u e s  des th e rm is to rs  p e u t  ê tre  t r a i té  d ’une  fa ç o n  c la ire  e t  uniform e. L ’a u te u r  expose  
au ssi les poss ib ilité s  d ’ap p lic a tio n  e t  les ré su lta ts  des m esu res effectuées.

БЕЗРАЗМЕРНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ТЕРМИСТОРОВ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ
Е. ЛИТВАИ

РЕЗЮМЕ

Статья занимается системой характеристик непосредственно подогреваемых тер
мисторов и показывает, что с введением безразмерных или относительных характеристик, 
отнесенных к значениям, принадлежащим точке максимального напряжения, характе
ристики напряжения тока, систему характеристик термисторов можно рассматривать 
единым и наглядным способом. Сообщаются также возможности применения и резуль
таты измерений.
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1. In troduction

N o n -d es tru c tiv e  te s tin g  o f  stee l p la te s  can  b e  carried  ou t, as i t  is well- 
k now n , on ly  b y  one o f  th e  u ltra so n ic  m ethods, as th e  th ick n ess  o f  n o n -m e ta llic  
inclusions is genera lly  sm alle r th a n  one p er c e n t o f  th e  th ickness o f th e  p la te . 
T h e  g eom etrica l fo rm  o f th e  p la te  lim ited  b y  tw o  p a ra lle l surfaces, as w ell as 
th e  fa c t th a t  th e  ex p ec ted  p o sitio n  of flaw s in  th e  m a te r ia l  is know n, a re  h ig h ly  
fav o u rab le  from  th e  v iew p o in t o f  u ltraso n ic  te s t in g . N evertheless, u ltra so n ic  
te s tin g  o f  p la te s  is o n ly  v e ry  slow ly gain ing g ro u n d , even  in  h igh ly  in d u s t r i 
a lized  co u n trie s . One o f  th e  m u ch  discussed rea so n s  fo r th is  is th e  fre q u e n tly  
en co u n te red  d ifficu lty  o f  fin d in g  an  econom ical so lu tio n  for th e  te s ts . I n  o rd e r 
to  avo id  th e  h an d lin g  o f  m a te r ia l, th e  u su a l re q u ire m e n t is th a t  te s tin g  shou ld  
be in se rte d  in to  th e  ro lling  o p e ra tio n  and  th a t  in d ic a tio n  (or ev en tu a l re g is t r a 
tion ) o f  flaw s shou ld  be  a u to m a tic , which m ak es th e  in s ta lla tio n  o f  a re la t iv e 
ly  com p lica ted  e q u ip m e n t necessary , especia lly  i f  th e  p la te s  h av e  a  ro u g h  
su rface . The o th e r  less o ften  a d m itte d  reason  fo r th e  delayed  in tro d u c tio n  of 
th e  u ltra so n ic  m e th o d  fo r th e  te s tin g  o f  p la te s , is th e  fa c t th a t  th e  ro llin g  m ills 
do n o t consider th is  m e th o d  su ffic ien tly  re liab le  a n d  tak e  i t  to  be in  m ost 
cases to o  severe, so m etim es, o f  course n o t so o f te n , to o  loose.

One o f  th e  a u th o rs  in  a prev ious p u b lic a tio n  described  [1] an  u ltra so n ic  
im m ersion  tran sm iss io n  te s tin g  m eth o d . B y  th is  f i r s t  signal method, w h ich  
can  be in se rted  in to  th e  ro llin g  process, in d ic a tio n  (an d  ev en tu a l re g is tra tio n ) 
o f  flaw s can  be done w ith  com p era tiv e  ease. T h is  ea rlie r p ap er, h o w ever, d id  
n o t deal w ith  th e  p ro b lem  o f  how  severe or ho w  loose th is  m ethod  o f  te s tin g  
could  be for p ra c tic a l p u rp o ses ; a so lu tion  o f  th is  p ro b lem  shall be g iven  on  th e  
basis o f  th e  ex p erim en ts  to  be described below .

T he resu lts  o f  a n y  n o n -d es tru c tiv e  m e th o d  o f te s tin g  m ay  o b v io u sly  
be verified  b y  a d e s tru c tiv e  te s t  w hich m akes th e  flaw s found  by  th e  n o n -d e s tru c 
tiv e  m e th o d  o bservab le  b y  v isu a l or m icroscop ica l ex am in a tio n . W ith  th e  
e x c e p tio n  o f th e  la rg es t inc lusions, i t  is n o t a lw ay s possible to  fin d  each  ind i-
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v id u a l inclusion  in d ica ted  b y  th e  u ltra so n ic  te s t ,  w h e th e r th e  m a te r ia l is b ro k en , 
w h e th e r  m eta llog raph ic  sec tions are  being  p re p a re d  for ex am in a tio n . G i l l e m o t  

su g g e s te d  to  d e te rm in e  th e  c o n tra c tio n  w o rk  o f  th e  sam ples in  o rd e r to  check  
th e  r e s u lts  ob ta in ed  b y  u ltra so n ic  te s ts . A cco rd ing  to  G i l l e m o t ’s a n d  S i n a y ’s 

in v e s tig a tio n s  [2] c o n tra c tio n  w ork , a c o n s ta n t ch a rac te ris tic  o f  th e  m a te r ia l, 
d ec re a ses  in  th e  presence  o f  inclusions a n d  i t  m ay  be p re su m e d  t h a t  th e  
v a lu e  o f  th e  decrease d e p e n d s  on  th e  q u a n t i ty  o f  inclusions in  th e  c o n tra c tin g  
c ro ss -se c tio n .

F o r  th e  d e te rm in a tio n  o f  c o n trac tio n  w o rk  th e  te s t  pieces a re  to  h e  ru p 
tu r e d ,  w h ereb y  i t  becom es possib le  to  q u a lify  th e  sam ples even  b y  a v isual 
e x a m in a tio n  of th e  f r a c tu re . T h u s, tw o o b jec tiv e  m ethods o f  te s t in g  have  
b e e n  co m p ared  d u rin g  th e  e x am in a tio n s  a n d  a possib ility  w as g iv en  to  find  
a  c o rre la tio n  betw een  th e  re su lts  o f  a n o n -d e s tru c tiv e  (u ltrason ic ) a n d  a de
s t ru c t iv e  (d e te rm in a tio n  o f  c o n tra c tio n  w ork) m e th o d  o f te s tin g  a n d  a t  th e  sam e 
t im e  so m e in fo rm atio n  w as rece iv ed  on th e  re a l  v a lue  of th e  su b je c tiv e  ex am i
n a t io n  o f  th e  frac tu re  as co m p ared  to  th e  o b jec tiv e  m ethods o f  te s t in g .

2. D escrip tion  o f the  u ltra so n ic  test

T h e  u ltraso n ic  te s t  w as ca rried  o u t b y  th e  f i r s t  signal method. T h e  sche
m a tic  a rra n g e m en t o f  th e  e q u ip m e n t is show n  in  Fig. 1. The pu lse  m o d u la te d  
e le c tr ic  oscillations g e n e ra te d  b y  th e  t r a n s m it te r  are  tra n sfo rm e d  in to  sonic

Imp.mod.
transmitter

Receiver crystal

water Direction of л

£ ti t \  / J_ L _
' / / / / / / / / / / / / / r r

1 \  \  Plate

VJ ide-band 
receiver

Transmitter-crystal Peak tube v m. and
registration equipment

Fig. 1. B lock  d ia g ra m  o f th e  f ir s t  s igna l u ltra so n ic  te s t  m e th o d

v ib ra t io n s  b y  th e  tra n sd u c e r  c ry s ta l . The sonic  w aves reach  th e  re c e iv e r c ry s ta l  
th r o u g h  th e  w ate r lay e rs  a b o v e  an d  below  th e  im m ersed  p la te  a n d  th ro u g h  
th e  p la te  itse lf, and  a re  tra n s fo rm e d  b y  th e  rece iv e r c ry s ta l in to  e lec tric  oscil
la t io n s .  T h e  la t te r  a re  am p lified  b y  th e  rece iv e r se t, and  a v a lv e  v o ltm e te r  
a t  th e  o u tp u t  o f  th e  s e t  in d ic a te s  th e  p eak  v a lu e  o f  th e  v o ltag e  in  p ro p o rtio n  
to  th e  p re ssu re  o f th e  u ltra so n ic  o scilla tions a rriv in g  to  th e  rece iv in g  c ry s ta l, 
th u s  th e  v a lv e  v o ltm e te r  d en o te s  a v o ltage  in  p ro p o rtio n  to  th e  m a x im u m  sig n a l 
re c e iv e d  b y  th e  c ry s ta l. In  a n  earlie r p u b lic a tio n  [1] th e re  w as a d iscussion : 
f ro m  a m o n g  th e  o scilla tions w h ich  follow  th e  im p u lse  o f th e  t r a n s m it te r  c ry s ta l 
th e  p e a k -v o ltm e te r  in d ica te s  o n ly  th e  im pulses w hich  reach  th e  rece iv e r c ry s ta l



DETECTION OP INCLUSIONS IN STEEL PLATES 299

d ire c tly  a n d  w ith o u t re p e a te d  re flec tio n s as th e se  f ir s t  a rriv in g  s igna ls  a re  th e  
s tro n g e s t. As m ay  be seen from  F ig . 1 th e  d irec tio n  in  w hich th e  son ic  w aves 
p ro p a g a te  is p e rp en d icu la r to  th e  p lan e  o f  th e  p la te , an d  th e  p la te  passes 
co n tin u o u sly  betw een  th e  c ry s ta ls  in  a d irec tio n  p e rp en d icu la r to  th e  p lan e  o f  
th e  fig u re .

W e do n o t  w ish to  e n te r  in to  a d e ta ile d  d esc rip tio n  o f  th e  m e th o d , b u t  
a re  re fe rrin g  to  th e  earlier p a p e r  [1] w here  th o se  u n ce rta in tie s  o f  th e  m e a su re 
m en ts  w hich  m u st be ta k e n  in to  ac c o u n t w ere d e a lt w ith . B o th  e x p e rim e n ts  
a n d  ca lcu la tio n s q u o ted  in  th e  above m en tio n ed  p a p e r have p ro v e d  t h a t  th e  
u n c e r ta in tie s  o f  th e  f i r s t  signal method  a re  co n sid e rab ly  sm aller th a n  th o se  o f  
th e  on ly  tran sm iss io n  m e th o d  w hich  m a y  be used  for th e  sam e  p u rp o se : 
n a m e ly  th e  o th e r  im m ersion  m eth o d , u sin g  freq u en cy  m o d u la ted  o sc illa tio n s . 
As w as d iscussed  in  th e  sam e p ap e r, th e  m a in  reaso n  fo r th e  above o b se rv a tio n  
m ay  be fo u n d  in  th a t ,  th a t  th e  f i r s t  s ignal method  is n o t a t  all s en s itiv e  to  th e  
v a r ia tio n s  o f  th e  p la te  th ick n ess  a n d  is o n ly  s lig h tly  sensitive to  m in o r  chan g es 
n  t h e  re la tiv e  position  o f th e  p lan e  o f  th e  p la te  an d  th e  sonic b e a m , w h ich  
changes a re  p rac tica lly  u n av o id ab le  in  im m ersio n  te s ts . The m e th o d  is fu r th e r  
su ita b le  fo r in se rtio n  in to  th e  ro lling  p rocess, c an  be easily  a u to m a tiz e d , in d i
c a tio n  b y  th e  v o ltm e te r  offers a p o ss ib ility  o f  con tinuous r e g is tr a t io n  o f  
ire su lts  a n d  as w a te r  coupling  excludes c o n ta c t be tw een  p la te  a n d  c ry s ta ls  
th e re  is no  d an g er o f b reak in g  th e  c ry s ta ls  ev en  in  cases w hen  th e  te s te d , 
p la te s  h a v e  a ro u g h  su rface .

I f  th e re  are  inclusions in  th e  p la te  te s te d , no oscillations w ill a rr iv e  to  th e  
rece iv e r c ry s ta l o r only  a sm alle r a rea  o f  th e  la t te r  will get o sc illa tio n s , as 
sonic  w aves a re  a lm ost com ple te ly  re fle c ted  b y  th e  flaw s. A ccord ing  to  ea rlie r  
e x p e rim e n ts , inclusions in  th e  p la te  can  be  d e te c te d  if

Fmin> F beam- b ( ! )

w here  -Fmin overall a rea  o f  inc lusions in  th e  p lane  p e rp e n d ic u la r  to  th e  
sonic beam ,

beam cross-section  o f  th e  sonic b eam  used  for te s tin g , 
b re la tiv e  u n c e r ta in ty  o f  m easu rem en t.

In  th e  prev ious te s ts  th e  m a x im u m  re la tiv e  u n c e r ta in ty  in  th e  
m easu rem en ts  carried  o u t w ith  th e  f i r s t  signal method w as Ьтак —  0 ,3 . 
N ow , assu m in g  a s ta tis t ic a l  d is tr ib u tio n  o f  th e  erro rs, th e  b s ta n d e rd  
re la tiv e  u n c e r ta in ty , t h a t  is c h a ra c te r is tic  o f  th e  m ethod , m a y  b e  ta k e n  as 
bmax /3 =  0 ,3 /3  =  0,1. C orre la tion  b e tw een  th e  tw o  m ethods fo r th o se  cases 
w h en  th e  lim it o f  re jec tio n  in  th e  u ltra so n ic  te s ts  was ta k e n  as 10, 15 a n d  
30 p e r  c en t, resp ec tiv e ly , is d iscussed  in  th e  p a ra g ra p h  d ea lin g  w ith  th e  
e v a lu a tio n  o f  ex p e rim en ta l d a ta  (A p p en d ix  1). I n  th e  e x p e rim e n ts  th e  cross
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se c tio n  o f th e  sonic b e a m  w as ab o u t 100 m m 2, so th e  above lim its  o f  re je c tio n , 
p ro v id e d  th e re  w ere no  u n c e rta in tie s  in  th e  m easu rem en ts , w ould co rrespond  
to  flaw s o f  10, 15 a n d  30 m m 2 surface, re sp e c tiv e ly , w here th e  su rface  o f  th e  
f la w  m eans th e  o v e ra ll a re a  of flaw s w ith in  th e  cross-section  o f  th e  sonic 
b e a m  m easured  in  th e  p la n e  p e rp en d icu la r to  th e  p ro p ag a tio n  d irec tio n  o f  th e  
b e a m . T he area o f  th e  flaw s is ac tu a lly  sm a lle r, fo r u n ce rta in tie s  o f  m e a su re 
m e n t ge t ad d ed  to  th e  sig n a ls , th e ir  effect b e in g  th e  m ost conspicuous a t  10%  
a n d  15%  lim its  o f  re je c tio n . This p a r tly  e x p la in s  th e  fac t th a t  a c o m p a ra 
t iv e ly  la rg e r p e rc e n ta g e  o f  th e  m a te ria l w as fo u n d  defective on th e  basis o f  
th e  low er u ltra so n ic  re je c tio n  lim it in  co m p ariso n  to  m echanical te s ts , s im p ly  
b ecau se  in  these  cases th e  flaw s were to o  sm a ll to  in fluence th e  v a lu e  o f  
c o n tra c tio n  w ork . T h e  p ro b a b ility  o f th e  occu rren ce  o f erroneous b a d  a n d  
good  q u a lifica tio n s, re sp e c tiv e ly , in  th e  case o f  d iffe ren t re jec tio n  lim its  is 
d iscussed  in  A p p en d ix  1.

E q u a tio n  (1) is o n ly  valid  if  th e  sonic  tra n sm iss iv ity  o f  inclusions 
is ~  0. T ran sm iss iv ity  can  be expressed  as th e  ra t io  o f  th e  p ressu re  a m p li
tu d e s  o f  th e  t r a n s m it te d  a n d  inc iden t sonic w aves a n d  m ay  be ca lcu la ted  as 
follow s [3] :

P, К----- ----------
Px m d2 л

w here  P 1 pressure a m p litu d e  of in c id en t son ic  w aves p ro p ag a tin g  in  th e  
m a te ria l o f  th e  p la te  (F ig . 2),

P t p ressu re  a m p litu d e  of tra n s m itte d  son ic  w aves in  th e  m a te r ia l  o f 
th e  p la te

% w av e len g th  o f  so u n d  in  th e  m a te r ia l  o f  th e  inclusion,
m  (h . c j  p2 . c2, w h ere  px is th e  d e n s ity  o f  th e  m a te ria l o f  th e  p la te , 

p2 th e  d e n s ity  o f  th e  m a te ria l in  th e  f la w  (inclusion); cx a n d  c2 are  
th e  p ro p a g a tio n  velocities o f so und  in  th e  p la te  an d  inclusion , re 
spective ly ,

d2 th ickness o f  f la w  (inclusion).
E q u a tio n  (2) show s t h a t  tra n sm iss iv ity  decreases w ith  th e  increase  o f  

th e  d2l?i2 ra tio  an d  o f  to. T h e  ra tio  of aco u stic  im p ed an ces  (to) is g rea t, i f  th e  
f la w  consists no t on ly  o f  non -m eta llic  in c lu sio n s, b u t  also con ta in s a th in

Meta/ plate  
(9 v c i>

4 -rf

Inclusion 
!  (S2'CB'*2>

Fig. 2. P re s su re  am p litu d e  va lues in  a  p la te  w ith  flaw
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lay e r o f  gas. For in s ta n c e , if  th e  te s t  freq u en cy  is 3 Mc/s (A2 =  0,1 m m ), a 
gas la y e r  o f 3 - 1 0 - 5  m m  th ickness is su ffic ien t to  red u ce  th e  p ressu re  o f th e  
t r a n s m itte d  waves to  1 % , while inc lusions e n tire ly  free o f  gas lay e rs , co n sis t
ing  o n ly  o f solid m a tte r ,  m u s t be o f sev e ra l o rders th ic k e r  to  effect a p ressu re- 
decrease o f  100 to  1.

I t  should  be n o te d  th a t  a decrease  in  A2, w hich  w ould , acco rd in g  to  
eq u a tio n  (2), help to  im p ro v e  the  se n s it iv ity  o f th e  te s t ,  w ould  a t  th e  sam e 
tim e  — in  th e  case o f  th e  rough  su rfaced  p la tes  te s te d  —  increase th e  u n c e r
t a in ty  o f th e  m e a su re m e n t [1] an d  is, th e re fo re , u n effec tiv e .

3. C on trac tion  w ork

B y  co n trac tion  w o rk , th e  q u a n ti ty  o f  w ork  necessary  to  b rin g  a b o u t to ta l  
d e fo rm a tio n  resu ltin g  in  th e  ru p tu re  o f  a  u n it  vo lum e o f m a te ria l is u n d e rs to o d . 
C o n trac tio n  w ork is a ch a rac te ris tic  v a lu e , w hich  expresses in  th e  fo rm  o f a 
single, physica lly  c o rre c t q u a n tity  th e  tensile  a n d  p la s tic  p ro p e rtie s  o f  th e  
m a te ria l. T he con cep tio n  itself, th e  e q u a tio n  on w hich  ca lcu la tio n s a re  b ased , 
as w ell as th e  rules e v id e n t  in  c o n tra c tio n  w ork  h av e  been  d e a lt w ith  in  d e ta il 
in  a n o th e r  p u b lica tio n  [2]. In  ev a lu a tin g  co n tra c tio n  w ork  d a ta ,  i t  h a s  been 
sh o w n , th a t  a m a te r ia l  h av in g  g re a te r  c o n tra c tio n  w ork  g ives, u n d e r  id e n 
tic a l cond itions of s tre s s , increased  s e c u r ity  a g a in s t f ra c tu re . P ro b ab le  accu racy  
o f  th e  m easured  q u a n t i ty  for a g iven  case is d iscussed  in  A p p en d ix  2.

C on trac tion  w ork  can  be d e te rm in ed  b y  th e  fo rm ula

A c — ~  (oF +  2 aB) +  4 ,6  aB (1 -+- ôe) lg —7- 7—7 — b

+  °в (1  +  <У2
1

1 +  dc

d eriv ed  from  the g en e ra l in teg ra l:

1 +  <5e

(• P d L Г P  d L  C

J ~  J f 0 - l 0 J

1 +

m kg/cm 3

a d ô .

Lo

( 3 )

T he following sy m b o ls  have b een  used in  th e  fo rm ulae :

P  : force
L 0 : original le n g th
L c : s tra ined  le n g th
V 0 : original v o lu m e
jP q : original c ross-sec tio n
a  : stress re la te d  to  th e  original c ross-section
о  в  : u ltim ate  ten s ile  s tre n g th
a p  : y ield  s tre n g th
Ôe : uniform  e lo n g a tio n
ôc : co n trac tio n  e lo n g a tio n , i. e. loca l specific  e lo n g a tio n  n ear to  th e  f ra c tu re d  cross-

section.
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Y ie ld  s tre n g th  a n d  te n s ile  s tre n g th  a re  exp ressed  in  k g /m m 2, u n ifo rm  
a n d  c o n tra c tio n  e lo n g a tio n s a re  su b s titu te d  as d im ension less q u a n titie s .

S u b s titu tio n  o f th e  d iffe re n t q u a n titie s  a n d  e x a m in a tio n  o f  th e ir  e ffect 
o n  c o n tra c tio n  w ork  sh ow s t h a t  tensile  s tre n g th  ap p ears  su b s ta n tia lly  as a 
s im p le  m u ltip ly in g  fa c to r  a n d  th e  effect o f  y ie ld  s tre ss  is neg lig ib le. F ro m  am o n g  
th e  d e fo rm a tio n  c h a ra c te r is tic s  un iform  e lo n g a tio n  —  supposed  as h av in g  i ts  
u s u a l  v a lu e s — changes c o n tra c tio n  w ork from  0 %  to  a b o u t 20%  d ep en d in g  on  
th e  v a lu e  o f  reduc tion  o f  a re a . R educ tion  o f a rea  a n d  th e  ca lcu la ted  c o n tra c tio n  
e lo n g a tio n  <5C, re sp ec tiv e ly , a re  th e  decisive fa c to rs . V a ria tio n  o f  th e  d iffe ren t 
q u a n t i t ie s  appears as a r e s u l ta n t  effect in  c o n tra c tio n  w ork ; i f  sev e ra l q u a n tit ie s  
u n d e rg o  id en tica l changes th e i r  re su lta n t e ffec t w ill be g re a te r , w hile i f  th e  
c h a n g e s  are  opposite , c o n tra c tio n  w ork w ill h a rd ly  change or m ig h t even  
re m a in  unchanged .

4. T est m a te ria l and testin g  m ethods

H o t-ro lled  p la te s  o f  14 m m  th ickness a n d  A 00,21 q u a lity  w ere u sed  
fo r  th e  te s ts . T heir ch em ica l com position  w as n o t checked .

F o r  th e  u ltra so n ic  t e s t  th e  p la tes w ere c u t  in to  150 X 200 m m  sam ples. 
A f te r  th e  u ltrason ic  te s t  th e  p la te s  —  th e  d ire c tio n  o f th e  lo n g itu d in a l ax is 
o f  th e  pieces co rresp o n d in g  w ith  th e  d irec tio n  o f  ro lling  —  w ere w orked  in to  
f la t - e n d  specim ens w ith  a le n g th  of 100 m m  a n d  a w id th  o f 15 m m  (See F ig . 
3 ). T h e  n u m b er o f  sam p les  w as 184.

F ig . 3. P ro je c t  fo r c u tt in g  th e  te s t  pieces fro m  p la te s  u sed  fo r u ltra so n ic  te s tin g
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As m en tio n ed  above th e  150 X  200 m m  specim ens w ere te s te d  b y  th e  
f i r s t  s ignal  u ltra so n ic  m e th o d . M easuring  was ca rried  o u t a t  3 M c/s u ltra so n ic  
f req u en cy  w ith  a beam  o f  a b o u t 100 m m 2 cross-section . T he re su lts  o f  th e  
u ltra so n ic  te s t  for a flaw less p la te  a re  p resen ted  d ia g ra m m a tic a lly  in  F ig . 4 
a n d  fo r a p la te  w ith  flaw s in  F ig . 5. ( Uh  =  u ltra so n ic  in d ica tio n  in  scale d iv i
s ions, L  =  d istance  from  th e  en d  o f  th e  te s t  piece.)

F ig . 4. U ltrason ic  in d ic a tio n  v e rsu s len g th  of te s t  p iece from  a  flaw less p la te
( A c =  52,7 m kg/cm 3)

F ig . 5. U ltrason ic  in d ic a tio n  v e rsu s  len g th  o f te s t  piece from  p la te  w ith  flaw s
(A c — 42,5 m kg/cm 3)

U ltraso n ic  te s ts  w ere ca rr ied  o u t in  th e  C en tra l M easu rem en t R esearch  
L a b o ra to ry  ; th e  tensile  te s ts  w ere carried  o u t in  th e  C en tra l M a te ria l T e s t
ing  L a b o ra to ry  of th e  Csepel I ro n  an d  M etal W orks an d  in  th e  M a te ria l T e s t
ing  L a b o ra to ry  of th e  Csepel M eta l W orks, re sp ec tiv e ly , on ten s ile  te s t  m a 
chines o f  m echanical sy s tem  a t  15 ton s load ing  s tag e .

Y ield  s tre n g th  an d  ten sile  s tre n g th  were d e te rm in ed  in  th e  u su a l w ay . 
U n ifo rm  elongation  was c a lc u la ted , from  th e  cross-section  o f  th a t  p a r t  o f  th e
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r u p tu r e d  te s t piece w h ic h  suffered  un ifo rm  d e fo rm a tio n , b y  th e  following 
fo rm u la  :

I n  th e  case of q u a d ra n g u la r  cross-sections, re d u c tio n  o f  a rea  w as dete rm in ed  
in  th e  u su a l w ay fro m  th e  d a ta  ob ta in ed  w ith  th e  slide gauge.

I n  connection  w ith  th e  m echanical te s ts  th e  f ra c tu re  w as su b jec ted  to  
v is u a l  ex am in a tio n .

5. F law s in  the plates an d  th e ir  effect

F ro m  am ong th e  t e s t  pieces found  defec tiv e  b y  th e  ten sile  te s ts  several 
sa m p le s  were ta k e n  a n d  e x a m in e d  for inclusions b y  th e  M a te ria l T estin g  L a
b o ra to ry  o f the  Csepel I ro n  a n d  M etal W orks .A nalysis show ed th a t  th e  inclusions 
m o s tly  consisted o f  s ilic a te s , oxides and  m an g an ese  su lph ide  w ere p resen t in  
sm a lle r  q u an titie s . T h e  th ic k n e ss  of these  inc lusions u su a lly  v a ried  betw een  
0 ,001 a n d  0,2 m m , th e i r  w id th  betw een  0,01 a n d  4 m m , w hile th e ir  len g th  
v a r ie d  from  qu ite  sm a ll v a lu e s  up to  ab o u t 100 m m . In  sev era l cases inclusions 
w ere  so extensive t h a t  th e  ru p tu re d  te s t piece opened  up  in  lay ers . A n o th er 
ty p e  o f  flaw , also q u ite  f re q u e n tly  e n co u n te red , w as o bserved  n e a r to  th e  
su rfa c e  an d  was due to  o v erlap p in g .

Inclusions an d  flaw s a p p e a re d  in  an e lo n g a te d  form  —  due to  th e  rolling 
o p e ra t io n  —  p ara lle l to  th e  d irec tion  o f ro lling .

T h e  effect o f th e  in c lu s io n s  —- depend ing  on  th e  c h a ra c te r  an d  m ag n itu d e  
o f  th e  flaw  —- m an ife s ts  i ts e lf  in  th e  a lte re d  u ltra so n ic  tra n sm iss iv ity  and  
th e  m echan ical p ro p e rtie s  o f  th e  m ateria l.

T h e  effect o f in c lu s io n s  on th e  m echan ical p ro p e rtie s  is due to  a changed 
s tre s s  d is tr ib u tio n  c a u se d  b y  th e  n o tch  e ffec t re su ltin g  in  loca l stress peaks 
a n d  in  th ree  d im ensiona l s tre s s  d is tr ib u tio n . A ll th is  in fluences v e ry  stro n g ly  
th e  process an d  fo rm a tio n  o f  th e  frac tu re  [4]. O n th e  effect o f flaw s, in  our 
ca se , a 10 to  15%  in c re a se  in  yield s tre n g th  a n d  ten sile  s tre n g th  show ed, a 
m o d e ra te  decrease o f  u n ifo rm  elongation  w as o b se rv ed , w hile co n trac tio n , 
w h ic h  is h ighly  sen s itiv e  to  changes in  o v era ll s tre ss  co n d itio n s, decreased 
co n sid e rab ly .

T h is m ajo r d ec rease  in  co n trac tio n , acco rd in g  to  P a r . 3, c an n o t be o u tb a 
la n c e d  b y  m inor in c re a se s  in  th e  tensile  c h a ra c te r is tic s , a n d  th e  co n trac tio n  
w o rk  w ill, therefo re , d e c re a se  in  those  te s t  p ieces, in  w ich, on acco u n t of 
in c lu s io n s , th e  c o n tra c tio n  h a s  failed to  a t ta in  th e  av e rag e  level.

D efo rm ation  o f  t e s t  p ieces m ade of p la te s  co n ta in in g  co h eren t inclusions 
(w h ich  we shall call la m in a r  p la tes) can n o t be ex p ressed  b y  n u m erica l v a lu es .
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T his p la te s  do n o t f ra c tu re  along a s ing le  cross-section , b u t  th e  w e a k e s t cross- 
sec tio n  o f  each lay e r b reak s  se p a ra te ly , th u s  m ak ing  th e  m easu ring  o f  re d u c tio n  
o f  a re a  im possib le . N e ith e r  is i t  possib le  to  d e te rm in e  th e  u n ifo rm  e lo n g a tio n  
o f  su ch  p la te s , as a f te r  frac tu re  th e  la y e rs  open  up  usu a lly  re su ltin g  in  a g re a te r  
th ic k n e ss  th a n  th e  in it ia l  value.

Surface flaw s, u su a lly  o r ig in a tin g  in  a surface lay e r n o t m ore th a n  a few 
te n th s  o f  m m  th ic k  —  affecting th u s  a red u ced  area  n ea r th e  flaw  o n ly  an d  
n o t  th e  fu ll cross sec tio n  of th e  t e s t  p iece —  h av e  no sign ifican t in flu en ce  on 
m ech an ica l p ro p e rtie s .

Changes in  m echan ical p ro p e rtie s  due to  inclusions are  acco m p an ied  
b y  a  change in  th e  tran sm iss iv ity  fo r  u ltra so n ic  w aves. E xperience  g a in ed  d u r
in g  te s tin g  show ed t h a t  th e  decrease o f  th e  tr a n s m itte d  u ltra so n ic  en e rg y  on ly  
v e ry  seldom  reach ed  100% , even fo r  co m p le te ly  opened up  te s t  p ieces, b u t  
m ore  o ften  v a ried  b e tw een  50 an d  9 0 % . T h is phenom enon  m ig h t b e  ex p la in ed  
in  tw o  w ays. A t th e  given te s t f re q u e n c y  tho se  inclusions m ay  cau se  a 100 
to  1 p ressu re  re d u c tio n  in  w hich in  a d d it io n  to  th e  solid inc lusion  th e re  is a 
gas la y e r  a t le a s t 10— 5 mm th ic k  o r  th o se  w hich  in  th e  d irec tio n  o f  th e  b eam  
a re  u n u su a lly  th ic k . A nother a sp e c t o f  th e  sam e prob lem  is th e  fo llow ing: 
th e  phenom enon  observed  in d ica tes  t h a t  long  inclusions w hich are  co m p le te ly  
sp lit  u p  a fte r  ru p tu re  m ay be lo c a lly  b ro k en  in  th e  ro lled  s ta te  a llow ing  for 
d ire c t m etallic  c o n ta c ts  in these p la c e s . T h is m ay  be a t tr ib u te d  to  th e  b reak in g  
u p  o f  th e  inclusions in  the  ingo t d u r in g  th e  ho t-ro lling  process a n d  to  a re 
seam in g  o f th e  s e p a ra te d  b u t n o t  o x id ized  surfaces o f th e  flaw s. T ensile  te s t  
in v o lv es  ex tensive  co ld -defo rm ation , a n d  due to  th e  above m e n tio n e d  stress 
d is tr ib u tio n s  th ese  local seam s s p l i t  u p , an d  a fte r  frac tu re  th e  te s t  piece 
tu rn s  o u t as an  e n tire ly  lam inar s t ru c tu re .

A s, in  acco rd an ce  w ith  th e  a fo re sa id , inclusions change on  th e  one h a n d  
th e  m echan ical p ro p e rtie s  and  th e  c o n tra c tio n  w ork  o f  th e  m a te r ia l ,  (w hich 
m a y  be  derived  fro m  th e  m ech an ica l p ro p ertie s), an d  on th e  o th e r  h a n d  th e  
p re ssu re  o f th e  tra n s m itte d  u ltra so n ic  w aves, i t  seem ed obvious t h a t  th e  co rre 
la tio n  betw een  th e se  tw o changes sh o u ld  be in v es tig a ted .

6. E x p e rim e n ta l results

O u t o f th e  184 te s t  pieces in v e s tig a te d  in  ou r ex p erim en ts , 46 p ro v ed  to  
b e  o f  lam in a r s tru c tu re . The u ltra s o n ic  te s t  d e tec ted  th e  p resen ce  o f  th e  
la m in a r  s tru c tu re  b y  a very  p ro n o u n c e d  red u c tio n  o f in d ica tio n , w hile  fo r th e  
rea so n s  given ab o v e , th e  d e fo rm a tio n  q u a n titie s  o f  these  te s t  p ieces could  n o t 
b e  m easu red . E s tim a tin g  the  im a g in a ry  “ re su lta n t red u c tio n  o f  a re a ”  o f  the  
v a rio u s  cross-sections, i t  m ay be  s ta te d  th a t  th e  c o n trac tio n  w o rk  o f  these  
t e s t  pieces has a sm all value. W e sh a ll  n o t deal in  th e  follow ing w ith  te s t  p ieces
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c o n ta in in g  flaw s o f  th is  ty p e , as such  h ig h ly  la m in a r  s tru c tu re s  do n o t  u su a lly  
o c c u r  in  p la te s  o f  b e t te r  th a n  A 00,21 q u a lity , u se d  for s tru c tu ra l p u rp o ses . 
H o w ev er, i t  could  be  s ta te d  w ith  reg ard  to  la m in a r  p la te s  th a t  s ig n ifican t 
in d ic a tio n -re d u c tio n  w as accom pan ied  b y  sm a ll c o n tra c tio n  w ork .

F o r  th e  re m a in in g  138 te s t  pieces w h ich  co u ld  be qualified  b y  b o th  te s ts  
w e ca lc u la ted , i. e. n o m o g rap h ica lly  d e te rm in e d  th e  co n trac tio n  w ork  a n d

F ig . 6. U ltraso n ic  in d ica tio n -d ec rea se  versus c o n tra c tio n  w o rk  (excluded  p la te s  w ith  
su rface  flaw s). N u m b er o f te s t  p ieces m easu red : 128

e s ta b lish e d  its  c o rre la tio n  w ith  th e  u ltra so n ic  te s t .  I t  w as found  th a t  w ith  th e  
e x c e p tio n  o f  te s t  pieces w ith  su rface  flaw s th e re  is a  defin ite  re la tio n  b e tw een  
th e  re s u lt  o f  th e  tw o  te s ts .

O u t o f  th e  te n  sam p les  w ith  surface flaw s fo u n d  am ong  th e  to ta l  n u m b er 
in v e s tig a te d , th e  u ltra so n ic  te s t  in d ica ted  th e  p resen ce  o f flaw s b y  a 10 to  30%  
in d ic a tio n -re d u c tio n  in  fiv e , w hile none show ed a decrease  in  co n trac tio n  w ork . 
T h e  re a so n  for th is  p h en o m en o n  has a lread y  b e e n  m en tio n ed  above in  th e  
d iscu ssio n  o f  th e  effect o f  flaw s on th e  c o n tra c tio n  w o rk . T est pieces w ith  th is  
p a r t ic u la r  ty p e  o f flaw s sha ll be d ea lt w ith  s e p a ra te ly .

U ltra so n ic  in d ic a tio n -re d u c tio n  an d  th e  v a lu e  o f  co n trac tio n  w ork  fo r 
th e  re m a in in g  128 te s t  p ieces are  show n in  F ig . 6 (A U h %  =  u ltra so n ic  in d ic a 
tio n -re d u c tio n  in  p er ce n t) . As m ay  be seen fro m  F ig . 6, w ith  th e  excep tion  
o f  6 e x tre m e ly  d ev ia tin g  v a lu es , th e  resu lts  a re  w ith in  a b an d  o f  d ev ia tio n  
w h ich  n a rro w s dow n in  th e  d irec tio n  to w ard s g re a te r  c o n trac tio n  w ork  v a lu es . 
G e n e ra lly  th e  o u ts ta n d in g  va lu es  re fe r to  te s t  p ieces passed  b y  th e  c o n tra c 
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t io n  w ork  te s t  b u t  re je c te d  b y  th e  u ltra so n ic  te s t ,  w ith  th e  ex cep tio n  o f  one 
te s t  piece show ing th e  opposite  re la tio n . R e fe rr in g  th e  n u m b er o f  te s t  p ieces, 
fo r w hich  th e  m easu red  values are w ith in  th e  d e v ia tio n  b a n d , to  th e  to ta l  
n u m b e r  o f  te s t  pieces, we fin d  a 95%  a g reem en t be tw een  th e  tw o  q u a lify in g  
te s ts  an d  a 91%  ag reem en t if  th e  te s t  p ieces w ith  surface flaw s a re  also 
ta k e n  in to  acco u n t.

As was m en tio n ed  th e  fra c tu re d  c ross-sec tion  o f th e  fra c tu re d  te s t  pieces 
w ere fu r th e r  qua lified  b y  v isual e x a m in a tio n . T h e  resu lt o f  th is  su b jec tiv e  
te s t  was su b s ta n tia lly  in  good ag reem en t w ith  th e  resu lts  o f th e  m ech an ica l 
a n d  u ltra so n ic  te s ts . One does no t w ish to  o ffer n u m erica l com parisons in  th is

F ig . 7. U ltraso n ic  ind ica tio n -d ecrease  v ersus c o n tra c tio n  w ork  in  th e  case o f  te s t  pieces 
w ith  surface  flaw s. N u m b er o f  te s t  p ieces m easured : 10

re sp e c t, as th is  ty p e  o f  qualifica tio n  is n o t su ffic ien tly  o b jec tiv e . W e are  o f  th e  
o p in io n  th a t  n o t on ly  th o se  p la tes shou ld  be considered  defective w h ich  co n ta in  
flaw s clearly  v isib le  b u t  also those w ith  less th a n  average m ech an ica l p ro p e r
tie s  an d  red u ced  u ltra so n ic  tra n sm iss iv ity .

C orre la tion  b e tw een  reduced  u ltra so n ic  tra n sm iss iv ity  a n d  c o n trac tio n  
w o rk  for te s t  pieces w ith  surface flaw s a re  show n in F ig . 7. T his fig u re  also 
inc ludes th e  d ev ia tio n -b a n d  o f F ig . 6. C om parison  of th e  tw o  fig u res  shows 
th a t  th e  m easu red  values o f te s t pieces w ith  su rface  flaw s are in  th e  ra n g e  o f  good 
q u a lity  from  th e  v iew p o in t of c o n tra c tio n  w ork , an d  th a t  th e se  v a lu es  are 
s i tu a te d  w ith in  th e  b a n d  n ea r to  th e  u p p e r  lim it.

On th e  basis o f  ea rlie r ex p erim en ts , as also those m easu rem en ts  carried  
o u t  a t  th e  I n s t i tu te  fo r M echanical T ech n o lo g y  o f th e  T ech n ica l U n iv e rs ity  
B u d a p e s t, th e  o p in ion  was form ed th a t  fo r steels in  ca teg o ry  “ A ”  (i . e . for 
w hich  on ly  tensile  p ro p ertie s  b u t n o t th e  chem ica l com position  a re  g u aren teed ) 
i f  th e  te s ts  are  ca rried  o u t on u n m ach ined  te s t  p ieces those  shou ld  be  considered  as 
com ply ing  w ith  spec ifica tions for w hich c o n tra c tio n  w ork  is a t  le a s t 50 m kg/cm 3. 
E x c e p t th e  te s t  pieces w ith  su rface flaw s th is  req u irem en t w as m e t b y  81

4 Acta Technica X X X V II I /3 -4 .
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o f  t h e  t o ta l  in v es tig a ted  q u a n t i ty .  O nly fo r one te s t  piece does th e  v a lu e  lie 
o u ts id e  th e  dev ia tion  b a n d  sh o w n  in F ig . 6. T h e  occurrence freq u en cy  o f  th e  
c o r r e la te d  values for 81 t e s t  p ieces w ith in  th e  d ev ia tio n  b a n d  is i l lu s tra te d  
in  t h e  fu n c tio n  o f c o n tra c tio n  w ork  an d  u ltra so n ic  in d ica tio n -d ecrease  b y  a 
th re e -d im e n s io n a l d iag ram  in  F ig . 8. T his show s th a t  th e  m ost f re q u e n tly

30%

F ig . 8 . O ccu rren ce  frequency  o f c o rre la te d  values v e rsu s c o n tra c tio n  w ork  an d  u ltra so n ic  
in d ica tio n -d ecrease . N u m b e r o f  te s t  pieces m easu red : 81 (A c [> 50 m kg/cm 3)

Table 1

Length of inclusion in  mm

No. 1
ot test piece Lx L2 AUh%by  u ltrasonics j by slide gauge

1 98 91 60

2 70 61 75

6 65 57 59

7 120 105 62

11 34 26 59
16 48 47 58

17 76 68 49

20 53 45 64

21 75 69 54

28 112 102 96
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o b ta in e d  values —  in  th e  case o f  flaw less te s t  pieces —  w ere less th a n  10%  
u ltra so n ic  in d ica tio n -red u c tio n  a n d  54,1 to  58,0 m kg/cm 3 c o n tra c tio n  w ork .

T ab le  1 for som e la m in a r p la te s  show s th e  L l len g th  o f  th e  flaw  in d ica ted  
b y  th e  u ltraso n ic  te s t  a n d  th e  L0 le n g th  i .e .  th e  len g th  o f  th e  f la w  v isib le  a fte r  
th e  ru p tu re  o f the  te s t  pieces. In  a d d itio n  T ab le  1 show s th e  u ltra so n ic  in d ica 
tio n -re d u c tio n  m easu red  a t  th e  flaw  w hich  is ch a ra c te ris tic  b o th  fo r th e  ex ten t 
an d  m a te r ia l of th e  inc lusion .

T he fac t th a t  th e  u ltra so n ic  te s t  in d ica te s  a len g th  fo r th e  flaw  being 
a lw ays g rea te r  th a n  th e  len g th  to  w hich  th e  te s t  piece sp lits  up  a f te r  fra c 
tu re , an d  w hich m ay  be  observed  v isu a lly , p o in ts  to  th e  n o t e n tire ly  ob jec tive  
n a tu re  o f  qua lifica tions based  on v isu a l in sp ec tio n , th o u g h  th is  m e th o d  m ay 
ind eed  be used qu ite  successfully  in  a n u m b e r o f  cases.

7. E va lu ation  o f  exp erim en ta l resu lts

F ro m  the  ex p e rim en ts  described  so fa r  we w ished to  f in d  answ ers  to  th e  
fo llow ing th ree  q u estio n s:

a )  W h a t is th e  co rre la tio n  b e tw een  th e  re su lts  o f  th e  n o n -d e s tru c tiv e  
u ltra so n ic  te s t an d  th e  d e s tru c tiv e  m e asu rem en t o f c o n tra c tio n  w o rk ?

b)  H ow  are th e  u ltra so n ic  te s ts  to  be used  for th e  q u a lif ic a tio n  o f  p la tes?
c)  Is  i t  to  be a d m itte d  th a t  th e  u ltra so n ic  te s t  is too  sev ere  fo r th e  q u a li

f ic a tio n  o f  p la tes?
a )  As far as th e  f irs t  questio n  is concerned  i t  has a lre a d y  b e e n  m en tioned  

in  P a r .  6 th a t  th e  v a lu es  w hich lie w ith in  th e  d ev ia tio n  b a n d  show n in 
F ig . 6 a m o u n t to  95%  o f all th e  d a ta  w hich  could  be e v a lu a te d  a n d  to  91%  if  
th e  te s t  pieces w ith  su rface  flaw s a re  also ta k e n  in to  c o n s id e ra tio n . W ith  
re g a rd  to  th e  fac t t h a t  th e  sm all c o n tra c tio n  w ork , e s tim a te d  fo r lam in arly  
f ra c tu re d  te s t  pieces, is also asso c ia ted  w ith  an  u ltra so n ic  in d ic a tio n -re d u c tio n  
o f 50 to  90 and  even  100% , i t  is q u ite  reaso n ab le  to  s ta te  t h a t  fo r  th e  p la te  
m a te r ia l te s ted  an  u n eq u iv o ca l c o rre la tio n  ex is ts  be tw een  th e  re su lts  o f the  
tw o  te s ts , an d  th a t  th e  d a ta  o b ta in e d  b y  m easu rem en ts  fo rm  a con tin u o u s 
d e v ia tio n  band .

b)  W ith  re sp ec t to  q u a lifica tio n s b y  th e  u ltra so n ic  t e s t  i t  h a s  a lready  
b een  m en tioned  in  P a r .  2 th a t  th e  s ta n d a rd  re la tiv e  u n c e r ta in ty  o f  th e  m easu re
m e n t m a y  be ta k e n  fo r 10% . In  o rd e r  to  red u ce  th e  p o ss ib ility  o f  erroneous 
d e te rm in a tio n  of flaw s, fo r less sev ere  cases a 15%  decrease o f  th e  in d ica tio n  
m a y  be  accep ted  as th e  low er leve l fo r flaw  d e tec tio n  (see A p p e n d ix  1).

In  th e  a fo rem en tio n ed  P a r .  6 a va lu e  g rea te r th a n  50 m kg /cm 3 was 
ta k e n  as th e  c rité r iu m  o f  good q u a lity , based  on th e  e v a lu a tio n  o f  co n trac tio n  
w ork  fo r th e  given case . In  less sev ere  cases 45 m kg/cm 3 m a y  b e  accep ted  as 
th e  low est lim it. T h e  p ro b a b ility  o f  occu rrence  o f  erro n eo u s good an d  bad  
q u a lifica tio n s re sp ec tiv e ly , for b o th  cases is d iscussed  in  A p p e n d ix  2.

4*
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T h e  above pairs o f v a lu e s  determ ine tw o q u a lif ic a tio n  fields, th e  lim its  
o f  t h e  one  being 10%  d e c re a se  in  u ltrason ic  in d ic a tio n  an d  50 m kg/cm 3 con
t r a c t i o n  w ork, and o f th e  o th e r  15% u ltra so n ic  in d ic a tio n -re d u c tio n  an d  
45 m k g /c m 3 con trac tion  w o rk . T o  illu s tra te  th e  p re v a ilin g  cond itions F ig . 9 
sh o w s th e  deviation  b a n d  o f  F ig . 6 to g e th er w ith  th o se  fields (I an d  II )  w hich 
a re  d e te rm in e d  by  th e  a b o v e  p a irs  o f values.

E x a m in a tio n  of th e  m o re  rigorous field I  show s t h a t  (w ith o u t th e  sam ples 
w ith  su rfa c e  flaws) 80%  o f  th e  values o b ta in e d  w ith  te s t  pieces h av in g  a 
c o n tr a c t io n  work g rea te r  t h a n  50 m kg/cm 3 are  w ith in  fie ld  I, an d  if  th e  te s t  
p iece s  w ith  surface flaw s a re  in c lu d ed  th e n  we f in d  72 %  o f all d a ta  w ith in  
th is  f ie ld .  This m eans t h a t  i f  w e accept in  th e  u ltra so n ic  te s tin g  o f p la te s  a 
1 0 %  in d ica tio n -red u c tio n  a s  th e  low est lim it, 20 a n d  28%  resp ec tiv e ly , o f 
t e s t  p iece s  w hich passed  th e  c o n tra c tio n  w ork te s t  w o u ld  be re jec ted .

L o o k in g  a t a n o th e r a s p e c t  o f the  p rob lem  a n d  exam in in g  te s t  pieces 
w ith  a  less th a n  10%  in d ic a tio n -re d u c tio n  we f in d  t h a t  in  93%  o f th e  te s t  
p iece s  w h ich  passed th e  u l tr a s o n ic  te s t th e  c o n tra c tio n  w ork  was fo u n d  to  be 
g r e a te r  th a n  50 m kg/cm 3, o r  in  o th e r  words th e  m e c h a n ic a l te s t  re jec ted  7%  
o f  t h e  p la te s  passed b y  th e  u ltra so n ic  te s t.

A n a ly sin g  the  re su lts  fo r  th e  less rigorous f ie ld  I I  we fin d  th a t  84%  o f th e  
v a lu e s  o f  te s t  pieces w ith  a  c o n tra c tio n  w ork g re a te r  th a n  45 m kg/cm 3 (and  
79 p e r c e n t  if  sam ples w ith  su rfa c e  flaws are  also  considered) lie in  f ie ld  I I ,  
w h ile  a c cep tin g  a 15%  in d ic a tio n -re d u c tio n  as th e  b as is  o f  q u a lifica tio n  92%  
o f  t h e  v a lu e s  are above 45 m k g /c m 3.

I f  th e  rejection  lim it is  low ered  to  40 m k g /cm 3 c o n trac tio n  w ork  an d  
3 0 %  in d ic a tio n -re d u c tio n  (F ig . 9, fie ld  III)  and  e v a lu a tio n  is carried  o u t acco rd 
in g  to  th e  above p rincip les, th e r e  is a 95 to  97%  a g re e m e n t be tw een  th e  tw o 
ty p e s  o f  qualifications.

T h e  above d a ta  are  t a b u la te d  as an a p p en d ix  to  F ig . 9. In  th is  ta b le  th e  
f i r s t  f ig u re  (column one) in d ic a t in g  the  ag reem en t e v a lu a te d  on th e  basis  of 
c o n tr a c t io n  work, refers to  ca lcu la tio n s  w ith o u t th e  te s t  pieces w ith  su rface  
f la w s . T h e  second figure re fe rs  to  calcu lations in  w h ich  te s t  pieces w ith  surface 
f law s  a re  included .

T h u s , th e  ag reem ent b e tw e e n  th e  tw o ty p e s  o f  good  q u a lifica tio n s, c h a r
a c te r is t ic  o f  the  re liab ility  o f  th e  qualifica tion , is 7 2 %  in  th e  m o st severe 
case w h e n  th e  te s t pieces w ith  su rface  flaw s are  also  in c lu d ed  (w ith o u t th em  
i t  is 8 0 % )  an d  in  less sev e re  cases, w ith in  th e  looser lim its  o f th e  ex p ec ted  
a c c u ra c y  o f  w orks’ m e a su re m e n ts , th is  ag reem en t in c rea se s  to  79 an d  84 p e r
c e n t, re sp ec tiv e ly .

W h ic h  of the q u a lif ic a tio n  fie ld  in question  is to  be  accep ted , t h a t  is to  
say  w h ic h  in d ica tio n -red u c tio n  sh o u ld  be considered  as re jec tio n  lim it in  th e  
c o n tin u o u s  n o n-destruc tive  u l tr a s o n ic  testin g  o f p la te s  — t h a t  should  be decided  
on  th e  b a s is  o f the ap p lic a tio n  to  w hich  the  p la te s  w ill be  p u t .  So, for in s tan ce
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p la te s  su b jec ted  to  g re a t s tre ss  shou ld  be passed  a t  a 10 p e r cen t, p la te s  used 
fo r genera l engineering  p u rp o ses  a t  a 15% , w hile p la te s  fin d in g  less im p o r ta n t 
a p p lica tio n s  a t  an  a b o u t 30 %  in d ic a tio n -re d u c tio n . B y  d ecreasing  th e  re jec tio n  
lim it th e  re liab ility  o f  th e  q u a lif ic a tio n  increases, w hile th e re  will be a g rea te r 
d e v ia tio n  in  th e  m ech an ica l p ro p ertie s  o f th e  m a te ria l passed  as good; th e  
m a te r ia l will be less u n ifo rm .

Fig. 9. D e v ia tio n  b a n d  of F ig . 6 w ith  th e  q u a lif ic a tio n  fields.
(F ie ld  I :  A c >  50 m k g /cm 3, A Uh <  10% ; F ie ld  I I :  A c ^> 45 m kg /cm 3, A U h  <  1 5% ;

F ie ld  III: A c >  40 m kg/cm 3, A U h  <  30% )

No general v a lid ity  sh o u ld  be, o f  course, a t t r ib u te d  to  th ese  lim its , th e y  
a re  o n ly  va lid  for th e  ty p e  o f  m a te ria l te s te d  d u rin g  ex p erim en ts  a n d  w ith  
re g a rd  to  th e  consid era tio n s m en tio n ed  in  connec tion  w ith  th e  te s ts .

In  th e  case o f a g iv en  ty p e  o f  p la te  a n d  k n o w ing  th e  use to  w hich  th e  
p la te  w ill be p u t ,  th e  m a n u fa c tu re r  an d  th e  cu sto m er h av e  to  d raw  u p  b y  
com m on ag reem en t th e  q u a lif ic a tio n  fields a n d  th e  lim its  o f  re jec tio n .

c) On th e  basis o f  th e  above d a ta  i t  w ill be ea sy  to  an sw er th e  q ues
tio n  as to  w h e th e r u ltra so n ic  te s tin g  o f p la te s  shou ld  be  considered  a to o  severe 
or a too  loose te s t  m e th o d . U su a lly  th o se  te s ts  are  considered  to o  severe w hich 
re je c t good te s t  p ieces. As m ay  be seen from  th e  d a ta  in  P a r . 7b . th is  d an g er 
is 5 to  28% , depend ing  o n  th e  r ig o ro u sity  o f  th e  lim ita tio n  o f  th e  accep tan ce  
fie ld  an d  on th e  decision  as to  w h e th e r pieces w ith  su rface  flaw s sh o u ld  be 
considered  good or b a d . I t  is to  be em phasized , how ever, th a t  in tro d u c tio n  
o f  u ltra so n ic  te s tin g  offers a possib ility  fo r th e  q u a lif ic a tio n  o f  th e  p la te s  in to  
sev e ra l q u a lity  ca tego ries [5] a n d , th e re fo re , pieces on ly  h av in g  th e  low est
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q u a l i ty  will be q u a lified  as “ re je c ts” . This reduces th e  d an g er o f erroneous 
rejection , according to  ex p erien ce , to  less th a n  5 % , accep tab le  in  p rac tice . The 
d a n g e r  o f erroneous qualification on the good side is, acco rd ing  to  the  
e x p e rim e n ts  carried  o u t so fa r, less th a n  10%  even  w ith  rigorous lim its  o f  
q u a lif ic a tio n . This, fro m  th e  p o in t o f view  o f th e  fa irly  g rea t sev e rity  o f th e  
te s ts ,  m a y  also be re a ssu rin g .

A P P E N D IX

Calculation of the accuracy of the measurements

1. A ccu ra cy  o f the ultrasonic method fo r  the determ ination o f  fla w s

A ccord ing  to  th e  e a rlie r  e x p e rim e n ts  th e  f i r s t  s igna l method  u sed  fo r u ltra so n ic  te s ts  
in v o lv e s , in  th e  n eg ative  sense , a  m ax im u m  m easuring  u n c e r ta in ty  o f A U h  =  30%  (1). T he 
one  th i r d  o f th is  value , 10%  is co n sid ered  th e  s ta n d a rd  m easu rin g  u n c e r ta in ty .

T h e  follow ing m ay  be  s ta te d  w ith  resp ec t to  u n c e r ta in tie s  from  th e  v iew p o in t o f th e  
m e a su rin g  tech n iq u e  in v o lv e d  in  th e  te s t:

T h e  p ro b a b ility , t h a t  som e te s t  pieces are q u a lif ied  e rro n eo u sly  fo r b a d , decreases w ith  
in c re a s in g  th e  A U h  l im it o f re je c ts :  a t  A U h  <Ç 10%  th e  p ro b a b ili ty  w ill be  3 2 % , a t  15%  i t  
a m o u n ts  to  18% , and  a t  30%  i t  w ill be below  1% , su p p o sin g  a g re a t n u m b er of tes ts .

T h e  p ro b a b ility  t h a t  te s t  p ieces are e rro n eo u sly  q u a lif ied  as good in  consequence  of 
th e  m easu rin g  m ethod , c a n n o t be  d e te rm in ed  m a th e m a tic a lly  fo r th e  follow ing reasons. 
E a r l ie r  e x p erim en ts  have  p ro v e d  t h a t  u n c e rta in tie s  in flu en cin g  in d ic a tio n  in  po sitiv e  sense 
(su ch  as change  of a m p lif ica tio n , e rro n eo u s read in g  e tc .)  m ay  cause  a m ax im u m  5%  in d ic a tio n  
in c re ase . A positive  erro r o f su ch  e x te n t  will on ly  q u a lify  th o se  b a d  te s t  pieces as good ones, 
th e  f law s  of w hich cause a  10— 1 5 % , 15— 20%  and  30— 35%  (th e  last in  th e  case of a  re jec tio n  
l im it  o f  3 0 % ) in d ica tio n  re d u c tio n  re sp ec tiv e ly  and  th e  q u a n ti ty  of these  c an n o t obviously  be 
c a lc u la te d . As a m a tte r  o f fa c t  th e ir  n u m b er could n o t h av e  been  s ig n ifican t, p a r t ly  because 
th e  p ro b a b il i ty  of co m p en sa tin g  m easu rin g  e r ro rs—  cau sin g  an  indication-reduction  m ore th a n  
5 % — w as considerab ly  g re a te r , p a r t ly  because th e  reg u la r  m ea su re m e n t re p e tit io n  red u ced  th e  
p ro b a b il i ty  of m easuring  u n c e r ta in t ie s  w hich  could  re su lt  in  an  increase o f  ind ica tion , as th e re  
w as a  s ta tis t ic a l  f lu c tu a tio n  o f th e se  u n c e rta in tie s  in  th e  fu n c tio n  of tim e. I t  can  be s ta te d  t h a t  
on  th e  o th e r  h an d  th e  m ain  re a so n s  of m easu ring  u n c e rta in tie s  w hich  a p p e a r  as a  reduction  
o f  in d ica tio n  (a no t p e rfe c tly  p lan e  p la te , ro u g h  surface) do n o t change  in  th e  fu n c tio n  of 
tim e , th u s  c an n o t be re d u ce d  b y  th e  re p e titio n  of th e  m easu rem en t.

2. A ccu ra cy  o f  the determ ination  o f  contraction work

G illem o t  suggested  th e  fo llow ing  fo rm ula  fo r th e  d e te rm in a tio n  of c o n tra c tio n  w o rk :

A c — - -  {aF +  2crß) +  4 .6 a в  (1 +  ôe) log -y -q j-g  b °в  (1 +  àc)2 | 1________ I__1.
1 ~b àc 1 +  &e\

T h e  v a r ia n c e  of th e  c o n tra c tio n  w o rk  m easu rem en t is th e re fo re

a . , ) ■  +  ( ■ £  a ..)■  -  ( - f t -  -  a,}- +  ( 4 £  a 4

C a rry in g  ou t p a r tia l  d iffe re n tia tio n :

<5
(dA  c)2 =  dOf/ j  +  ( u d a B) 2 +  (vdôe)2 +  (wdôc)2
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w here

T he re la tiv e  v a lu e  o f th e  va rian ce  is th erefo re:

(d A c)I  
A \

T h e  ca lcu la tio n s for a  te s t  p iece  w hich w as q u a lified  as good b y  th e  te s ts  w as c a rr ie d  ou t:

T ensile  te s ts  were ca rried  o u t  a t  th e  C en tra l M ateria l T es tin g  L ab o ra to ry  o f th e  C sepel Iro n  
a n d  M etal W orks. T he te s tin g  m achine m easu red  th e  P g  a n d  P p  forces w ith  a n  accu racy  
o f ± 1 % .

T he ca lcu la tio n  o f — , '* n e ce ss ita te d  th e  c a lc u la tio n  of th e  re la tiv e  v a lu e s  of th e
t A c

v a rian ces o f ( J ß ,  о p , 0C a n d  ôe.
a)  C alcu lation  of th e  re la tiv e  v a lu e  of th e  v a r ia n ce  of o p  and  a  pi

C arry ing  o u t p a r tia l  d iffe ren tia tio n

F ro m  these d a ta
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T h e  m a x im u m  re la tive  e rro r  in  th e  m easu rem en t o f th e  q u a n tit ie s  w ith in  th e  b ra c k e ts  are

d p B
0 01

P b

da0 0 004
“ o

db0 =  0.005
bp

T h u s
(doBY

a В

b)  C alculation of th e  v a r ia n c e

(m easu red  b y  th e  slide gauge) 

(m easu red  b y  th e  slide gauge) 

(m easured  b y  th e  slide gauge) 

(m easured  b y  th e  slide gauge)

C alculation  of th e  v a r ia n c e  c

(m easu red  b y  th e  te n s ile  te s t  m achine) 

(m easu red  b y  th e  slid e  gauge) 

(m easured  b y  th e  slide  gauge) .
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a n d

th u s

daо
— ’- =  0.015 

ae

db,
d,
da,
«o
db

— =  0.015

°- =  0.005

5- =  0.005

(dôe)2
ôî

(m easu red  b y  th e  slide gauge)

(m easu red  b y  th e  slide gauge)

(m easu red  b y  th e  slide gauge)

(m easu red  b y  th e  slide gauge)

=  118 ■ 10“ 4 .

U sing  th ese  d a ta  th e  re la tiv e  v a lu e  of th e  v a rian ce  o f A c is:

=  23.7 . 1 0 - 4

a n d  th e  re la tiv e  s ta n d a rd  d e v ia tio n

or expressed  in  p e rcen tag e
s =  ± 4 .9 % .

T herefore, th e  s ta n d a rd  d e v ia tio n  in  th e  m easu rin g  of c o n tra c tio n  w o rk  in  th e  case 
o f th e  above m ax im u m  e rro rs  fo r th e  force a n d  le n g th  m easu rem en ts  is 4 .9 % — 5 % . As it 
is k n o w n  th is  m eans an  e rro r g re a te r  th a n  th e  s ta n d a rd  d e v ia tio n  in  32%  o f th e  m easu re 
m en ts , assum ing  a g re a t n u m b e r o f te s ts .

In  o u r case, b o th  fo r “ goo d ”  a n d  “ b a d ” q u a lif ica tio n s  m easu ring  u n c e r ta in t ie s  invo lve 
b u t  in  one d irec tio n  erro n eo u s q u a lifica tio n s. I f  fo r in s tan ce  A c =  50 m k g /c m 3 is  ta k e n  as 
th e  low est lim it a n d  we ta k e  th e  n u m b er of m easu ring  d a ta  in to  co n sid era tio n  w h ic h  lie  betw een  
50 a n d  50 +  5%  =  52.5 m k g /cm 3 (see F ig . 6) a n d  th e  p ro b a b ili ty  o f th e  c o rre c t q u a lif ica tio n s  
b a sed  on th e  values in  th is  ra n g e  of m ea su re m e n t is ta k e n  as 0.6, we f in d  t h a t  th e  p ro b a b ility  
o f e rroneous “ good”  q u a lif ic a tio n  is less th a n  10% . C arry ing  o u t th e  c a lcu la tio n s  b y  sim ilar 
p rin c ip les  fo r 45 an d  40 m k g /cm 3 re jec tio n  lim its , th e  v a lu e  o b ta in ed  is less th a n  5 % , th u s  
th e  re liab ility  o f “ good” q u a lif ic a tio n s  is 90— 9 5 % , w h ich  is q u ite  sa tis fa c to ry .

C alcu lating  th e  p ro b a b ili ty  of erroneous “ b a d ”  q u a lifica tio n s th e  n u m b e r  o f  m easu ring  
d a ta  in  th e  50 and  50— 5%  =  47.5 m kg /cm 3 ra n g e , a n d  a n  average  p ro b a b il i ty  o f 0 .6  fo r the  
re lia b ility  o f q u a lifica tio n s b a sed  on m easu rem en ts  in  th is  ran g e  m u s t b e  ta k e n  in to  con
s id e ra tio n .

I f  ca lcu la tio n s a re  c a rr ied  o u t on  th is  basis th e  p ro b a b ili ty  of e rro n eo u s “ b a d ”  q u a lifica 
tio n s  is a b o u t 10% b e tw een  th e  50 a n d  45 m k g /cm 3 lim its  a n d  a b o u t 15%  in  th e  case  of th e  
40 m kg /cm 3 lim it.
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SU M M A RY

W ith  respect to  th e  in d u s tr ia l  in tro d u c tio n  of th e  co n tin u o u s an d  n o n -d e s tru c tiv e  
u l tr a s o n ic  testing  of s tee l p la te s ,  o n e  of th e  m ost im p o r ta n t  p ro b lem s is to  d e te rm in e  th e  re li
a b i l i ty  o f qualifica tion  on  th e  b a s is  of th is te s t. T h e  a u th o rs  u sed  th e  d e te rm in a tio n  o f c o n t
r a c t io n  w ork  for checking th e  r e s u l ts  of tes ts  carried  o u t  b y  th e  earlie r described  f i r s t  signal 
u l tra s o n ic  m ethod  for te s t in g  p la te s .

Sam ples tak e n  fro m  A  00.21 q u a lity , 14 m m  th ic k  h o t-ro lle d  p la te s  w ere u sed  fo r th e  
e x p e rim e n ts .

T h e  resu lts hav e  sh o w n  t h a t  —  w ith  th e  e x ce p tio n  o f te s t  pieces w ith  su rface  flaw s 
o n ly  — if  u ltrason ic  in d ic a tio n  is rep resen ted  as a  fu n c tio n  o f c o n tra c tio n  w ork , 95%  of th e  
e x p e r im e n ta l  d a ta  can  a c tu a l ly  b e  m ark ed  w ith in  a  d e v ia t io n  b a n d  w hich  n arrow s dow n  to 
w a rd s  th e  values c h a ra c te ris tic  o f  flaw less m ate ria ls . T h is  p ro v es th e  ex is tence o f an  u n 
e q u iv o c a l  correlation b e tw e e n  th e  re su lts  of th e  tw o  te s ts  fo r  th e  m a te ria l in v es tig a te d .

T here  is a fu r th e r  g o o d  ag reem en t be tw een  th e  m a jo r i ty  of th e  v isual (su b jec tiv e ) 
in s p e c tio n s  of th e  fra c tu re  o f  th e  t e s t  pieces and th e  re su lts  o f q u a lifica tio n s b y  th e  u ltra so n ic  
a n d  m echan ical m ethod .

M echanical te s ts  c o n f irm  th e  “ good” q u a lif ica tio n s  o f  th e  u ltra so n ic  te s t  dep en d in g  
o n  th e  sev erity  of re je c tio n  l im its  to  80— 97% , show ing  t h a t  th e  u ltra so n ic  te s t  c a n n o t be 
c o n s id e re d  as being too  sev ere .

“ B a d ” q u a lifica tio n s b a se d  on th e  u ltra so n ic  m e th o d  show  a 90%  ag reem en t w ith  
th e  q u a lifica tio n s of th e  m e c h a n ic a l te s t  even in  th e  case o f severe  q u a lity  lim ita tio n s , th ere fo re  
th e  m e th o d  canno t be c o n s id e re d  as being too  loose.

T h e  above resu lts  sh o w  t h a t  th e  u ltrason ic  f i r s t  s ig n a l method  is su itab le  in  th e  case of 
t h e  p la te  m ate ria l te s te d  fo r  th e  con tin u o u s n o n -d e s tru c t iv e  te s tin g  of steel p la te s , w hile 
th e  d e te rm in a tio n  of c o n tra c t io n  w o rk  m ay  serve as a  sa m p lin g  a n d  d es tru c tiv e  co n tro l m e th o d  
o f  th e  f irs t .

U N T E R S U C H U N G  D E R  S C H L A C K E N E IN S C H L Ü S S E  V O N  S T A H L B L E C H E N  
M IT  U L T R A SC H A L L  U N D  D U R C H  B E ST IM M U N G  D E R  B R U C H A R B E IT

I .  E G R I, G. SINAY und M. SZEM ES

Z U SA M M EN FA SSU N G

I m  Z usam m enhang  m it  d e r  in d u strie llen  E in fü h ru n g  d e r k o n tin u ie rlich en  u n d  zer
s tö ru n g s fre ie n  P rüfung  v o n  S ta h lb le c h e n  is t  eine der w ic h tig s te n  F rag en  die K lä ru n g  der 
V e r lä ß lic h k e it  der auf G ru n d  d e r  P rü fu n g  vorg en o m m en en  B ew ertu n g . Die V erfasser h ab en  
d ie  E rg eb n isse  der fü r Z w ecke d e r  B lechprü fung  sch o n  f rü h e r  a u sg earb e ite ten  » E rs ts ig n a l-  
M e th o d e «  du rch  B estim m u n g  d e r  B ru ch arb e it ü b e rp rü ft .

D ie  V ersuche w u rd en  a n  P ro b e k ö rp e rn  d u rc h g e fü h rt, d ie  14 m m  s ta rk en , w a rm  gew alz
t e n  B lec h en  A 00.21 e n tn o m m e n  w o rd en  w aren.

D ie  E rgebnisse h a b e n  g e ze ig t, d aß  —  abgesehen v o n  d e n  n u r  a n  der O berfläche feh le r
h a f te n  P ro b ek ö rp ern  —  b e i A u fze ich n u n g  der U ltrasch a ll-E rg eb n isse  in  A b h än g ig k eit v o n  der 
B ru c h a rb e it ,  95%  der M e ß p u n k te  in n erh a lb  des re a l d a rs te llb a re n  (u n d  in  R ich tu n g  
d e r  W e r te  fü r  die feh lerfre ien  W erk s to ffe  sich veren g en d en ) S treu b ere ich s  liegen. D ies bew eist, 
d a ß  im  F a ll  des u n te rs u c h te n  B lech m ate ria ls  zw ischen d en  E rg eb n issen  der be iden  U n te r 
s u c h u n g e n  eine eindeutige  B e z ie h u n g  besteh t.

D ie  (sub jek tive) B e w e rtu n g  d u rch  B e tra ch tu n g  d e r B ru c h flä ch e n  der P ro b e k ö rp e r 
n a c h  e in e m  Z erreißversuch s t im m t  g ro ß en te ils  ebenfalls m it  d e n  E rgeb n issen  der U ltra sch a ll
u n d  d e r  m echanischen B e w e rtu n g  ü b ere in .

D ie  B ew ertung » g u t«  a u f  G ru n d  der U ltra sc h a llp rü fu n g  w ird  d u rch  die m echan ische  
P rü f u n g ,  je  nach  S trenge d e r A u ssch u ß g ren ze , zu 80— 97%  b e s tä t ig t ,  was bew eist, d aß  die 
U ltra sc h a llp rü fu n g  n ich t zu s t re n g  is t .
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Die B ew ertu n g  » sch lech t«  au f G ru n d  de r U ltra sc h a llp rü fu n g  s tim m t se lbst be i s tre n g e n  
Q u a litä tsg ren z en  zu 90%  m it der B ew ertu n g  a u f  G ru n d  de r m echanischen  P rü fu n g  ü b e re in , 
d ie M ethode is t  d ah er n ic h t zu  nachsich tig .

Die an g e fü h rten  E rgebn isse  zeigen, d a ß  d ie » E rs ts ig n a l« -U ltra sc h a llm e th o d e  —  fü r  
d en  F a ll des u n te rs u c h te n  B lech m ateria ls  —  fü r  die k o n tin u ie rlich e  u n d  z e rs tö ru n g sfre ie  
P rü fu n g  v o n  S tah lb lech en , u n d  die B estim m u n g  d e r B ru c h a rb e it  fü r die s tich p ro b en w e ise  
v o rg enom m ene zerstö ru n g sfre ie  K o n tro lle  d e r  E rg eb n isse  geeignet is t.

E X A M E N  D E S IN C L U S IO N S NON M É T A L L IQ U E S  D A N S L E S  TÔLES D ’A C IE R  P A R  L E S  
U LTR A SO N S E T  P A R  D É T E R M IN A T IO N  D U  T R A V A IL  D E  C O N T R A C T IO N

I .  EG RI, G. SIN A Y  e t M. SZEM ES

R É S U M É

L ’une  des q u estio n s les plus im p o r ta n te s  que  pose  l ’ap p lic a tio n  in d u strie lle  d u  c o n trô le  
c o n tin u  e t n o n  d e s tru c tif  des tô les d ’acier p a r  u ltra so n s , e st celle de la sûreté  des q u a lif ic a tio n s  
basées su r des exam ens. P a r  la  d é te rm in a tio n  d u  t r a v a il  de c o n trac tio n , les a u te u rs  o n t  vérifié  
les ré su lta ts  d ’exam ens fa its  avec la m é th o d e  d u  « p rem ier signal», d é jà  élaborée p o u r  le c o n trô le  
des tôles.

Les essais o n t é té  fa its  sur des é ch a n tillo n s  p ré levés des tôles A 00.21 lam in ée s  à 
c h au d , de 14 m m  d ’épaisseur.

Les ré su lta ts  o n t  m o n tré  qu ’en  t r a ç a n t  u n  g ra p h iq u e  des in d ica tio n s u l tra so n o re s  en 
fo n c tio n  du  tra v a il  de c o n tra c tio n  —  les p ièces n ’a y a n t  que  des d é fau ts  superficiels é ta n t  m ises 
à  p a r t  —  9 5 %  des p o in ts  m esurés se t r o u v e n t  d an s  la  zone de d ispersion  (qu i se r é t r é c i t  vers 
les v a leu rs  c a ra c té ris a n t ces m até ria u x  sa n s  d é fau t) . Ceci p ro u v e  que, p o u r la  tô le  e x am in ée , 
il ex is te  u n e  co rre la tio n  u n iv o q u e  en tre  les r é su lta ts  des d eu x  exam ens.

L a q u a lifica tio n  (sub jective) à v u e  de la  su rface  de ru p tu re  des é ch a n tillo n s  co ïncide 
aussi, d an s une  g ran d e  m esu re , avec les r é su lta ts  des q u a lif ica tio n s  u ltrasonores e t  m écan iq u es.

Les q u a lifica tio n s «bonnes», basées su r l ’ex am en  u ltra so n o re  so n t co n firm ées  p a r 
l ’ex am en  m écan iq u e , su iv a n t la  rig u eu r des lim ite s  de  re je t,  p o u r 80 à 9 7 % , ce q u i p ro u v e  
q u e  l ’ex am en  u ltra so n o re  n ’est pas t ro p  r ig o u reu x .

Les q u a lif ica tio n s  «m auvaises»  b asées su r l ’ex am en  u ltraso n o re  son t, m êm e en  cas de 
lim ites  de q u a lité  sévères, confirm ées p o u r  9 0 % , p a r  la  qu a lifica tio n  su iv a n t le s  ex am en s 
m écan iq u es, donc la  m é th o d e  u ltra so n o re  n ’est p a s  n o n  p lu s tro p  indulgen te.

Ces ré su lta ts  m o n tre n t  que la m é th o d e  u ltra so n o re  d u  «prem ier signal » c o n v ie n t —  dans 
le cas des tô les ex am in ées —  pour l ’ex a m e n  c o n tin u  e t n o n  d estru c tif, la  d é te rm in a tio n  du  
tr a v a il  de c o n tra c tio n  é ta n t  utilisée p o u r  la  v é r if ic a tio n  d estru c tiv e  de c e t e x a m e n .

ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАШЛАКОВАННОСТИ ЛИСТОВОЙ СТАЛИ УЛЬТРАЗВУКОВЫМ 
МЕТОДОМ И ПОСРЕДСТВОМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ РАБОТЫ 

КОНТРАКЦИИ
И. ЭГРИ, Г. ШИНАИ и М. СЕМЕШ

РЕЗЮМЕ

В связи с введением в промышленность непрерывного испытания листовой стали 
ультразвуком без разрушения материала, одним из важнейших вопросов является 
выяснение надежности квалификации на основание испытаний. Авторы с помощью 
определения работы контракции проверили результаты испытаний, проведенных с 
помощью ультразвукового метода «первого сигнала», разработанного ранее для испы
таний листовых материалов.

Испытания проводились на образцах горячекатанной листовой стали толщиной 
14 мм сорта А 00.21.

Результаты показывают, что за исключением проб с только поверхностным дефек
том, отображая ультразвуковые индикации в функции работы контракции, 95% точек 
замера размещается внутри реально изобразимой полосы разброса (сужающейся в сто
рону характеристик материалов, не имеющих порока). Это доказывает, что в случае иссле
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дованной листовой стали, между результатами двух испытаний существует однозначная 
связь.

Результат осмотра поверхности разрыва проб (субъективная оценка) в преобладаю
щей части совпадает с результатами оценка с помощью ултразвука и механических 
методов.

«Годность», установленная на основе испытания ультразвуком, в зависимости от 
строгости пределов брака при механическом испытании подтверждается до 80— 97%, 
что в свою очередь доказывает, что ультразвуковые испытания не являются слишком 
строгими.

«Негодность», установленная на основе ультразвуковых испытаний, даже в случае 
строгих пределов качества, на 90% совпадают с данными, установленными механиче
ским путем, следовательно испытания достаточно жестки.

Описанные выше результаты показывают, что ультразвуковой метод «первого 
сигнала» (в случае испытанного листового материала) подходит для непрерывного испы
тания листовой стали без ее разрушения, а определение работы контракции подходит для 
контроля испытаний на выбор с разрушением образца.



UNTERSUCHUNG DES LEISTUNGSBEDARFS 
VON RÜHRERN IN ABHÄNGIGKEIT 

VON IHREN GEOMETRISCHEN 
GRÖSSENVERHÄLTNISSEN

A. L IE N E R T H

LE H R STU H L F Ü R  CHEM ISCHES M ASCHINENW ESEN U N D  LA N DW IRTSCHA FTLICH E IN D U S T R IE N , 
TECHNISCHE UNIV ERSITÄ T, B U D A PEST

[E ingegangen  am  12. J u l i  1960]

E in e  d e r be i den  absatzw eisen  V o rgängen  d er chem ischen  T echno log ie  
am  h äu fig s ten  v e rw en d e ten  V o rrich tu n g en  is t  d e r zy lindrische R ü h ra p p a ra t  
(A bb .3 ). D er E n e rg iev e rb rau ch  des R ü h re rs , d e r den  M ischvorgang h e rv o rru f t , 
is t eine w ichtige K en n zah l dieses A p p a ra te s . D as d u rch  die R ü h rw irk u n g  h e r
v o rgeru fene  S trö m u n g sb ild  is t ä u ß e rs t k o m p liz ie rt, w eshalb  die die S trö m u n g  
in k o m p ressib le r, z ä h e r F lüssigke iten  ch a ra k te ris ie re n d e n  D iffe ren tia lg le ich u n 
gen u n m itte lb a r , a u f  an a ly tisch em  W ege n ic h t gelöst w erden  k ö n n en . U n te r  
A nw endung  d er T heorem e der Ä hn lich k e its leh re  k o n n te  dieses P ro b lem  je d o c h  
gelöst w erden  [1]. A n H an d  von  V ersuchen  w u rd e  bew iesen, d aß  d ie  h y d ro 
d y n am isch en  Ä h n lich k e itsk rite rien  —  n ä m lic h  d ie  R eynolds- u n d  die F ro u d e - 
zah l —  au ch  fü r  R ü h re r  gü ltig  sind . F e rn e r  w u rd e  nachgew iesen , d a ß  es eine 
d im ensionslose K en n zah l —  den  so g en an n ten  W id erstan d s- oder L e is tu n g s
koeffiz ien ten  —  g ib t, die eine F u n k tio n  d e r Re-  u n d  F r-Z ah l d a rs te l l t  und  
deren  W ert be i g eom etrisch  ähn lichen  A p p a ra te n  fü r  gleiche Re-  u n d  F r- 
Z ah len  k o n s ta n t  is t. E rs t  diese E rk e n n tn is  erm ö g lich te  es, den  zu r R erech n u n g  
des L e is tu n g sb ed arfs  b e n ö tig ten  W id erstan d sk o effiz ien ten  m it H ilfe von  M odell
v e rsuchen  zu  b es tim m en  u n d  a u f G ru n d  des n u n  b e k a n n te n  W id e rs ta n d s 
k o effiz ien ten  d en  L e is tu n g sb ed a rf eines g e p la n te n  A p p a ra te s  m it g en ü g en d er 
G en au igke it zu  e rm itte ln .

D er L e is tu n g sb ed a rf  k a n n  aus den B eziehungen

N  =  £ • d5 ■ n3 • Q [m kg/s] (1)
und

I  =  f(Re, Fr) (2)

e rrech n e t w erden  [1, 2, 3, 4, 5], in  denen
N  den  —  bei k o n s ta n te r  D reh zah l n  m eß b a ren  —  L e is tu n g sb e d a rf  des 

R ü h re rs  [m kg/s],
d d en  ch a ra k te ris tisch e n  R ü h re rd u rch m esse r [m ], 
n d ie R ü h re rd re h z ah l [U /s],
Q die D ic h te  des g e rü h rten  M edium s [kgs2/m 4] und  
I  den  W id erstan d sk o effiz ien ten  b e d e u te n .
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h u n g

b zw .

D ie R eyno ldszah l [3] bzw . die F ro u d ezah l [3] lä ß t sich d u rch  die B ezie

h e  =

F r =

dr -n  ■ Q

F

n 2-d

g

(3>

(4)

a u sd rü c k e n , w orin
(j, d ie dynam ische  V isk o s itä t der g e rü h r te n  F lüssigkeit [kgs/m 2] u n d  
g  d ie  E rd b esch leu n ig u n g  [m/s2] b ed eu ten .
D e r  Ä h n lich k e its th eo rie  zufolge s te llt G le ichung  (2) die K rite ria lg le ic h u n g  

des R ü h rv o rg an g es  d a r , w obei |  sowie d ie  Re-  u n d  F r-Z ah len  als Ä h n lic h 

k e its k r i te r ie n  b e tra c h te t  w erd en  können . D e r fu n k tio n e lle  Z u sam m en h an g  
zw isch en  d en  K rite rien  is t  v o n  der G röße des A p p a ra te s  u n ab h än g ig , die 
F u n k t io n  k a n n  daher, w enn  n ö tig , auch  an  H a n d  von  M essungen an  einem  
k le in en  M o d e llap p ara t a u fg e s te llt w erden.

H a t  m an  die den sä m tlic h e n  m öglichen Re-  u n d  F r-Z ah len  zugehörigen  
£-W e r te  b e s tim m t, is t also die F u n k tio n  f  =  f(R e, F r)  b e k a n n t, und  sind  fe r 
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n e r auch  alle geom etrischen  Ä h n lich k e itsb ed in g u n g en  e rfü llt, so k a n n  au c h  d er 
L e is tu n g sb ed a rf eines größeren R ü h ra p p a ra te s  rechnerisch  e rm itte l t  w erd en .

D er einzige N ach te il d ieser B erech n u n g sm eth o d e  b e s te h t d a r in , d a ß  die 
B erechnung  se lb st u n g en au , ja  a llen fa lls  u n v e rläß lich  w ird , w enn  d ie  g e o m e tri
schen  G rößen v erh ä ltn isse  des g e p la n te n  A p p a ra te s  m it den in d e r F a c h li te ra 
tu r  m itg e te ilten  G rö ß en v e rh ä ltn issen  n ich t ü b ere in stim m en .

Die in  A bb. 1 beispielsw eise d a rg es te llte  W id e rs tan d sk o e ffiz ien ten k u rv e  
[6] eines T u rb o rü h re rs  m it zw eise itiger B eschaufe lung  is t n u r  d a n n  g ü ltig , 
w en n  m an  sich ebenso  streng  an  d ie  in  d er A b b ild u n g  d a rg es te llte  A n o rd n u n g  
sow ie an  die in d e r  Z ah len tafel an g eg eb en en  G rö ß en v erh ä ltn isse  (des M odell
a p p a ra te s )  h ä lt.

E s ta u c h t n u n  die Frage au f, w ie in jen em  F a lle  g erechnet w erd en  m u ß , 
w enn  die angegebenen  G rö ß en v erh ä ltn isse  — z. B . infolge m a sc h in e n b a u te c h n i
sch er G egebenheiten  —- nicht e in g eh a lten  w erden  können , oder w enn  d ie  sp e 
ziellen  B ed ingungen  einer b e s tim m te n  chem ischen  Technologie die W ah l a n d e 
re r  W erte  erfo rdern .

Em pirische Z u sam m en h än g e

M it der B estim m u n g  der F u n k tio n  |  =  f(Re, Fr) fü r versch iedene  R ü h re r  
h a b e n  sich viele A u to re n  b efaß t. G . G. B rown [3] allein  g ib t d iese F u n k tio n  
fü r  14 versch iedene R ü h re r  b e k a n n t. W enig is t  dagegen  ü b er die F u n k tio n

-------------- =  f  (Re, F r ,  a, ß  . . . usw .) (5)
d 5 ■ n3 • Q

d . h  d a rü b e r  b e k a n n t, wie das K rite r iu m  |  v o n  den geom etrischen  K e n n 
zah len  a, ß  . . .  usw . des R ü h ra p p a te s  a b h ä n g t.

Ü ber einen d e r  e rs ten  V ersuche b e rich ten  W hite und  Sum erford  [7], 
d ie  m it  einfachen Schaufe l- (od. F in g er-) R ü h re rn  ex p e rim en tie rten .

F ü r  je  eine V ersuchsfolge b lieb  d e r W ert v o n  d  k o n s ta n t, w ä h re n d  die 
W e rte  von  D, H  u n d  w  geändert w u rd e n . Die g e n a n n te n  A u to ren  b e n ü tz te n  
also  be i ih ren  M essungen  R ü h rsch au fe ln  m it k o n s ta n te m  D u rch m esse r in  
B e h ä lte rn  v ersch ied en er D urchm esser, be i u n te rsch ied lich en  F lü ssig k e itsh ö h en  
u n d  m it  versch iedenen  S ch au fe lb re iten .

Ih re n  M essungen gem äß gilt

N
d* • n 3 ■ Q ■ D 11 • W*>6 . iv° 3

w obei
d  den  R ü h re rd u rch m esse r, 
n  d ie R ü h re rd re h z ah l,
Q d ie F lüssig k e itsd ich te ,

D  den  B eh ä lte rd u rch m esser,

C x =  f(Äe), (5)
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H  d ie H öhe des F lüssigkeitssp iegels,
w  d ie S ch au fe lb re ite ,

Cx eine d im ensionslose K ennzah l, die F u n k tio n  d er R e-Z ahl b ed eu ten .

D ie G ü ltig k e itsg ren zen  ih re r F o rm el g eb en  die A u to ren  fo lg en d er
m a ß e n  an :

D  d
d  > ------; w  < [ ------ u n d  D  <  H  <C 1,5 D.

3 6

D ie G leichung (6) d rü c k t  die ganz e ig e n a rtig e  G ese tzm äß igke it aus, d aß  
N —- im  F alle  eines b e s tim m te n , k o n s ta n te n  rf-W ertes u n d  bei g le ichb le ibender 
D re h z a h l n — d er 1 ,1 -ten  P o te n z  des B eh ä lte rd u rch m esse rs , der 0 ,6 ten  P o ten z  
d e r  F lü ssig k e itsh ö h e  u n d  d e r  0 ,3-ten  P o te n z  d e r  S ch au fe lb re ite  en tsp rech en d  
zu- bzw . ab n im m t. (W ird  e in  R ü h rer eines b e s tim m te n  D urchm essers z. B . in 
e in e n  größeren  B e h ä lte r  v e rse tz t, dann  w ä c h s t d e r  L e is tu n g sb ed a rf p ro p o rtio 
n a l z u r  P o tenz  (D j/D )1’1, w obei D  den D u rch m esse r des u rsp rü n g lich en  B ehä l
te r s  u n d  D j den jen ig en  des größeren  B eh ä lte rs  b e d e u te t.)

A us den n u n  e rk a n n te n  G ese tzm äß igke iten  la ssen  sich ab er au c h  w eitere 
S ch lüsse  ziehen. D ie Ä n d e ru n g  der W erte  D , H  u n d  w  k a n n  n äm lich  auch  als 
E rh ö h u n g  bzw . V e rm in d e ru n g  der V e rh ä ltn isz a h len  D/d, H jd  u n d  iv/d au f
g e fa ß t w erden.

W h ite  rie f d ie  Ä n d e ru n g  dieser V e rh ä ltn isz a h len  a u f  e in se itige  W eise 
h e rv o r , indem  er b loß  d ie  W erte  D , H  u n d  w  ä n d e r te , d  dagegen k o n s ta n t  h ie lt. 
D a b e i is t ein Z u sa m m e n h a n g , der die B ez ieh u n g  zw ischen Ä h n lic h k e itsk rite 
r ie n  u n d  geo m etrisch en  G rö ß en v erh ä ltn issen  au sd rü ck en  soll, o ffen b ar ganz 
u n a b h ä n g ig  d av o n , ob d ie  Ä nderung  d e r G rö ß en v erh ä ltn isse  e in se itig  d u rch  
d ie  V erg rößerung  o d e r V erm in d eru n g  d e r e in en  oder der an d ern  A bm essung 
h e rv o rg e ru fen  w ird . S te h e n  z. B. alle zu sam m en g eh ö rig en  W erte  des fu n k 
tio n e lle n  Z u sam m en h an g es

N /{d5 ■ n3 ■ g) =  f(R e, D/d)

z u r  V erfügung, so h a t  m a n  die M öglichkeit d iesen  au fzuste llen , w obei seine 
m a th e m a tisc h e  G e s ta lt u n ab h än g ig  d av o n  b le ib t,  ob bei den  M essungen n u r  
d  o d e r allenfalls b lo ß  D  e rh ö h t bzw. v e rm in d e r t  w urde .

B egnügt m an  s ich  also  m it W h it e s  V e rsu c h sd a te n , g e s ta lte t m a n  jedoch  
d ie  von  ihm  a u fg e s te llte  G leichung (6) u m , in d em  m an  D, H  u n d  iv als das 
P ro d u k t aus e iner u n b e k a n n te n  Z ahl u n d  d  a u sd rü c k t u n d

D  — a • d, H  — ß  • d, w — y  • d

s e tz t ,  d an n  e rh ä lt m a n  m it  diesen P ro d u k te n  au s G leichung (6) n a c h  den  n ö ti-
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gen V erein fachungen  die B ez iehung

N = C X • (a)1-1 • (ß)0’6 • (y)0’3 • d b ■ riA • Q [m kg/s], ( ? )

in  der
a =  D id, ß  =  H/d, y  =  w/d.

A u f diese W eise gelang t m a n  zu  einem  allgem eineren als zu  dem  von 
W h ite  au fg es te llten  Z u sam m en h an g , d e r  d ie  B eziehung zw ischen N  u n d  den 
G rö ß en v e rh ä ltn issen  au sd rü ck t.

A u f G ru n d  von  G leichung (6) k a n n  n u n  b e rech n e t w erden , w ie sich  N  m it 
v e rän d e rlich em  ü  bzw . H  o d e r w, fe rn e r  w ie sich N  in  A b h ä n g ig k e it von  d  
ä n d e r t , w enn  d a b e i die W erte  v o n  D, H  u n d  w  k o n s ta n t bleiben. D iese G leichung 
b ie te t  je d o c h  k eine  H an d h ab e  zu r E n tsc h e id u n g  d er F rage , w ie sich  N  in 
A b h än g ig k e it von  d  än d e rt, w en n  so n st a lle  ü b rigen  G rö ß en v erh ä ltn isse  —  m it 
A usnahm e von  D/d  —  k o n s ta n t b le ib en . S ind  n äm lich  D, H  u n d  w  k o n s ta n t, 
u n d  w ird  n u r  d  g eän d e rt, so ä n d e r t  sich  m it  D /d  g leichzeitig  au ch  H /d  u n d  iv/d. 
E b e n  diesen  F a ll b rin g t die F o rm e l (6) zu m  A usdruck , w obei sie je d o c h  die 
e igen tlich  g este llte  F rage  offen lä ß t .  D ieser le tz te re  F a ll kom m t z iem lich  häu fig  
v o r, da gew öhnlich  n u r  D/d  g e ä n d e rt w e rd en  m u ß , w ährend  alle ü b rig e n  G rö
ß e n v e rh ä ltn isse  k o n s ta n t g eh a lten  w erden  können .

Bei k o n s ta n t  gehaltenem  ß  u n d  y  sow ie n, ц  u n d  q än d e rn  w ir  n u n  a, 
in d em  w ir die M essungen bei u n v e rä n d e r te m  D -W ert —  also s te ts  in  d em 
selben  B e h ä lte r  —  m it R ü h re rn  v e rsch ied en er D urchm esser d  d u rc h fü h re n . 
D er fü r  d  gem essene L e is tu n g sb ed a rf  soll h ie rb e i m it N ,  de rjen ige  fü r  d1 m it 

b eze ich n et w erden . (In  G leichung  (7) s in d  also ß  u n d  у  k o n s ta n t ,  а  =  D /d  
bzw . ax =  D jdv ) D am it e rh ä lt m a n

N , Cxi ( d  \bl.1 d j \5 cxl ( d,
N Cx 1 d l ) l d ) c x 1 d

(8)

w obei

CX1 =  eine d e r  an  H and  v o n  d1 e rre c h n e te n  Rej-Zalil z u g eo rd n e te  d im e n 
sionslose K ennzah l u n d

Cx =  eine d e r an  H and  v o n  d  e rre c h n e te n  R e-Z ahl zu g eo rd n e te  d im e n 
sionslose K ennzah l is t .

G leichung (8) b rin g t d e u tlic h  die em p irisch  gesicherte T a tsa c h e  zum  
A u sdruck , d aß  d ie L e is tu n g sau fn ah m e d u rc h  die E rh ö h u n g  des d-W ertes  
w eitgehend  b ee in flu ß t w ird.

Im  zw eiten  F a ll seien a u n d  у  sow ie d, n , q u n d  ц  k o n s ta n t u n d  ß ,  d . h. 
H  v e rän d erlich . M it den  obigen B eze ich n u n g en  g ilt d an n

H q oe

h  !
(9)

5 Acta Technica X X X V III /3 -4 .
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Ä hn lich e  Z u sam m en h än g e  fin d en  w ir in  K assatkins  M itte ilungen  [1] 
a u f  G ru n d  d e r M essungen v o n  K afarow . L a u t K a ssa t k in  gilt:

und

_  N ___
d5 -n 3 ■ Q

e - i 0'

D  / H

3 d ) I  3d J
4w  l 0,3

~ d ~ )

io  =  W  •

( 10)

( И )

( 12)

w obei | 0 d en  W id ers tan d sk o effiz ien ten  b e d e u te t.
F ü r  ergeben sich  —  in  A bhäng igkeit v o n  d e r R e-Zahl —  fü r v e rsch ie 

dene R ü h re r  jew eils a u c h  un te rsch ied lich e  K u rv e n . D ie versch iedenen  F u n k 
t io n s k u rv e n  | 0 =  f (Re) e rh ie lt K afarow a n  H a n d  von  M essungen m it  
b e s tim m te n  V erh ä ltn iszah len  D /d, H/d, w/d.

F ü r  S ch au fe lrü h re r sch re ib en  sich diese V erh ä ltn iszah len  zu

a 0 =  D /d  = 3 ;  ß 0 =  H jd  =  3 u n d  y 0 =  ivjd =  1/4.

E rs e tz t  m an  die Z ah len  in  G leichung (11) d u rc h  die die V e rh ä ltn iszah len  
k en n ze ich n en d en  A u sd rü ck e , so e rh ä lt m an  fü r  G leichung  (10) die F o rm

N  =  i 0 ■ d 5 • n 3 • cp • Í  D  Г - Í H
0 6 Í w

l  a o ' d j l  ß o 'd \ y 0 -d
[m k g /s]. (13)

W erd en  die v o rg esch rieb en en  V e rh ä ltn iszah len  eingehalten , d. h . w ird  
D /d  =  a 0, H /d  =  ß 0 u n d  iv/d =  y 0, dann  k ö n n e n  d ie  K lam m erau sd rü ck e  o ffen 
b a r  d e r  E in h e it g le ich g ese tz t w erden , som it g ilt  also

N  =  £0 • d5 • n 3 ■ Q. (13a)

W ill m an nun  d ie Ä n d eru n g  von N  —  la u t  F o rm el (13) —  bei k o n s ta n 
te m  D , n, Q und  /л fe rn e r  fü r  H jd  =  ß 0 u n d  w/d  =  y 0 ab er bei v e rän d erlich em  
d  u n te rsu c h e n , d a n n  h a t  m a n  m it den frü h e r e in g e fü h rte n  B ezeichnungen

N i . foi df
i d

1.1 t  \ _ £01 ( d4 3'9
N io d5 U i ) fo ' d )

w obei
| 01 =  ein d er an  H a n d  von  dx e rrech n e ten  R e ^ Z a h l zugeo rdne te r W id e r

s tan d sk o effiz ien t und
| 0 =  ein d e r an  H a n d  von  d  e rrech n e ten  R e-Z ahl zugeo rdne te r W id e r

s ta n d sk o e ffiz ie n t is t.
D as E rgebn is s t im m t m it der F orm el v o n  W hite überein . Ä hnlich  fü h r t  

d ie  Ä n d eru n g  von  H  zu  d en  gleichen E rg eb n issen . B edauerlicherw eise  w ird  
a b e r  a u f  die U n g en au ig k e it d ieser B e rech n u n g sm e th o d e  von  ke in em  d e r  
A u to re n  hingew iesen.
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Z usam m enfassend  lä ß t s ich  fe s ts te llen , d a ß  aus den Q uellenw erken  der 
F a c h lite ra tu r  w ed er die Größe d iese r U n g en au ig k e it h e rv o rg eh t, n och  u n m itte l
b a re  M eßergebnisse zu r V erfügung  steh en  u n d  d aß  es schließlich  ganz d a h in 
g este llt b le ib t, ob die m itg e te ilten  Z u sam m en h än g e  auch  fü r  R ü h re r  an d e re r 
B a u a r t  gü ltig  s in d  oder n ich t.

V ersuche m it S ch au fe lrü h rern

U nsere V ersuche w urden  an  zwei v e rsch ied en  großen  A p p a ra te n  (in 
e inem  k le ineren  u n d  in einem  g rößeren ) d u rc h g e fü h rt. — D ie G rö ß e n v e rh ä lt
nisse des k le in e ren  m it »0« b eze ich n e ten  —  A p p ara tes  w aren :

Djd =  2 ,96 u n d  t f /d  =  3 ,54 .

Die G rö ß en v erh ä ltn isse  des g rößeren  —  m it »1« beze ich n eten  —  A p p a 
ra te s  dagegen

Djd =  1,93 u n d  Я /d  =  2 ,725 .

D er R ü h re r  is t in  Abb. 2 d a rg e s te llt . D ie fü r  den R ü h re r  c h a ra k te r is t i
schen  G rö ß en v erh ä ltn isse  w/d  u n d  h/d, sowie d ie  G rö ß en v erh ä ltn isse  des B eh ä l
te rs  (die B e h ä lte rg e s ta lt)  w aren  in  beid en  F ä lle n  dieselben.

5*
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U n se re  M essungen e rs tre c k te n  sich a u f  d ie B estim m u n g  des L e is tu n g s
b e d a rfs  u n d  d er D rehzah l des R ü h re rs , sowie a u f  die E rm ittlu n g  d er V isk o s itä t 
u n d  d e r  D ic h te  der F lü ss ig k e it. D ie M eßm ethode se lb s t w urde schon in  e iner 
f rü h e r  v e rö ffen tlich ten  A rb e it [8] au sfü h rlich  besch rieb en . F ü r den  m it  »0« 
bzw . m it  »1« bezeichneten  A p p a ra t  w urde die F u n k tio n sk u rv e

N
d 5 - n 3 ■g

=  f  {Re) (15)

a u f  G ru n d  d er gew onnenen M eßw erte  rech n erisch  e rm itte lt . D ie M eßergeb 
n isse  s in d  in  der Z ah len ta fe l I  zu sam m en g efaß t, w äh ren d  die M eß p u n k te  in  
A b b . 2 g rap h isch  d a rg e s te llt  s in d . Die S tre u u n g  d e r M eßpunk te  w a r  sehr 
g erin g .

D ie  M eßpunk te  w u rd en  jew eils au f G ru n d  v o n  v ie r  gem essenen G rößen  
a u fg e tra g e n , w obei es —  la u t  u n se ren  M eß erfah ru n g en  —  genüg te , b lo ß  eine 
d e r  v ie r  G rößen  falsch  zu  m essen , u m  den  au fg e tra g en e n  M eß p u n k t —  w eit 
ü b e r  o d e r  u n te r  die so n st k o n tin u ie r lic h  v e rla u fe n d en  K u rv e  — zu v e rlag e rn . 
In  v ie le n  F ä llen  w urde m it V isk o sitä ts- u n d  D reh zah len w erten  g e a rb e ite t, die 
d ie se lb e  R e-Z ahl ergaben . D e r  T heorie gem äß  s ind  derse lben  R e-Z ah l auch  
g le iche  W e rte  von N/(d° • n 3 • q) zu g eo rd n e t. [Siehe G leichung (15).] D ieser 
S a tz  w u rd e  d u rch  die M eßergebn isse  in  vo llem  U m fan g  b e s tä tig t.

D ie  A usw ertung  d e r  M essungen  geschah  n a c h  fo lgender M ethode. Es 
w u rd e  d ie  B eziehung

V =
N i

N 0
(16)

e in g e fü h r t .
N 0 s te llt  den L e is tu n g sb e d a rf  eines R ü h re rs  in  einem  B eh ä lte r m it dem  

D u rc h m e sse r  D  d a r, w en n  a  =  a 0, ß  =  ß 0, y  — y 0 . . .  usw . ist.
N x s te llt  den L e is tu n g sb e d a rf  eines R ü h re rs  in  einem  B eh ä lte r v o n  gleich 

g ro ß e m  D urchm esser D  d a r , w enn  a ={= a 0, ß  =f= ß 0 ■ ■ . usw . is t.
D ie  R ü h re rd reh zah l, d ie  D ich te  u n d  V isk o s itä t d er g e rü h rte n  F lü ss ig 

k e i t ,  d ie  R ü h rerfo rm  (der R ü h re r ty p )  sind  in  b e id en  F ä llen  n a tü r lic h  gleich.

D e r  B eh ä lte rd u rch m esse r D  sei 770 m m , a — a 0 =  2,96 u n d  ß — ß 0 =  3,54. D e r  D u rc h 
m e sse r  des dem  vorgesch riebenen  G rö ß en  V erhältn is e n tsp rec h en d e n  R ü h re rs  sei d =  0 ,7 7 0 /2 ,9 6 =  
=  0 ,2 6  m , die H öhe des v o rg esch rieb en en  F lüssigkeitssp iege ls H  =  920 m m . D er D u rch m esse r 
d e s  w illk ü rlich  gew ählten  R ü h re rs  sei dt — 0,4 m  (A bb . 3: A p p a ra t »b«); a 0 Ф <Xj =  0 ,770/0 ,4  =  
=  1 ,93 . D ie  H öhe des g e w äh lten  F lü ss igkeitssp iege ls sei H x =  1 090 m m ; ß 0 ф  ßx =  1,09/0,4 =  
=  2 ,725 .

F ü r  d ie B estim m ung  v o n  JV0 (fü r D  =  770 m m , а =  a 0, ß  =  ß 0 u n d  у  =  y 0) g ilt  d ie 
B e z ie h u n g

1V0 =  f 0 • db • n 3 • Q ,
in  d e r

i 0 =  ein der m it e inem  d  =  0,26 m  e rre c h n e ten  R e-Z ah l zu g eo rd n e te r W id e rs tan d sk o e f
f iz ie n t  is t .  ( | 0 kan n  v o n  d e r m it  »0« beze ich n e ten  K u rv e  abgelesen  w erden , siehe A b b . 2.)

N u n  soll N x b e s tim m t w erd en . N x s te llt  den  L e is tu n g sb e d a rf  des R ü h re rs  in  e in em  B eh äl
t e r  m i t  d em  D urchm esser D  =  770 m m  d a r, w en n  а =  ax =  1,93 und  ß  =  ß x — 2 ,725, d ie 
ü b r ig e n  G rößen v erh ä ltn isse  d ag eg en  d en  v o rg esch rieb en en  W erten  gleich sind.
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n
[U /ra in ]

202
254

145

252 

201 
256

255

255

256

256

146

253 

255 

204

257

203

149 

198 

244

147 

202 
250 

151

204 

255

150 

204 

160 

204 

255

lung (13) g ilt

Vi =  foi • d \

Z ah len tafe l I

Re N
[mkg/e] *

16,75 0,5 fo =  3,68
21,6 0,87 3,25

64,5 0,09 1,83
106 0,38 1,47
213 0,15 1,16
440 0,25 0,94

486 0,23 0,89
680 0,21 0,82

833 0,2 0,78
1 460 0,18 0,71
2 065 0,032 0,664
3 480 0,14 0,59
4 800 0,13 0,534

29 800 0,069 0,43
37 400 0,12 0,386
57 300 0,054 0,373

27,9 21,68 l r  =  1,42
38,6 43,8 1,23
46,6 75,5 1,125

231 10,12 0,7
304 24,65 0,66
392 42,9 0,6

1 500 7,19 0,462

1 880 16,1 0,418

2 530 30,4 0,409
4 620 5,76 0,383

6 100 14,28 0,376

9 900 4,97 0,332

13 550 12,3 0,32

16 850 24,2 0,329

( о,/d, уд . I НЛ  Yl 2,96) J l 3,54, J (17)

;r a n  H a n d  von d, 
izient.

0 ,4  m  e rre c h n e ten  R e-Zahl zu g eo rd n e te r  W id e rs tan d s-
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Wo _ Wi 
d0 df
Abb. 3

(£ 01 k a n n  von der m it »0« b e ze ic h n e te n  K urve  abgelesen  w erden , siehe A bb. 2.) 
S ch ließ lich  sch reib t sich d e r  Q u o tie n t aus Nj_ u n d  N 0 zu

xp = Ni_
N n ío

. íJ ly . с gi V’1 . f ft i°'6
1 d ) [ 2,96 J ^ 3,54 J '

(18)

IV-j u n d  N 0 w urden an  H a n d  v o n  M essungen b e s tim m t. A us JVj u n d  N 0 w urde de r F a k to r  
xp e r m i t te l t ;  die Z ahlen tafel I I  e n th ä l t  m ith in  gem essene xp-W erte .

D ie  M eßw erte von xp in  A b h ä n g ig k e it  von R e0 sind  in  A bb. 4 au fg e trag en .

Abb. 4
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Die gem essenen u n d  e rre c h n e te n  yi-W erte so llen  n u n  m ite in a n d e r v e rg lich en  w erden. 
D ie  gem essenen y -W erte  k ö n n e n  au s  A bh. 4 abgelesen  w erd en , w äh ren d  sich  d ie e rrech n eten  
W erte  m it H ilfe der G le ichung  (18) e rm itte ln  lassen .

L a u t  G leichung (18) g i l t  n ä m lich

W erte :
y> w urde  fü r R e0

F ü r  R e0 =  1000 g ilt:

f  0,4 у f  1,93 d.x / 2,725 '\0,6 t  \ Soi
{ 0,26 J { 2,96 1 { 3,54 ,) Io

200; 1 000 u n d  10 000 e rm itte lt . F ü r  R e0 =5

£oi =  0,94

Io =  1,2

lo i/l« =  0,783

V =  3,585.

lo i/ lo =  0,838 u n d

(19)

F ü r  Re„ =  10 000 g ilt sch ließ lich :

V =

y> =  3,84.

0,886 • 4,58 =  4 ,0 6 .

Z ahlen tafel I I

n
[U/min]

l1
[cP] Re0 iVj

[mkg/s]
No

[mkg/s] ■€ II

200 3200 66,7 27,5 7,6 3,62

200 725 294 19,35 4,2 4,6

200 200 1040 14,8 3,1 4,77

250 60 3960 23,1 4,64 4,98

400 43 9600 84,5 15,9 5,31

B ei n iedrigen  R ey n o ld szah len  is t der U n te rsch ied  zw ischen d en  gem esse
n en  u n d  den  e rrech n eten  W e rte n  sehr gering. M it s te ig en d er R e-Z ah l w ächst 
au c h  d e r U n tersch ied  zw ischen  den  beid en  W e rte n  u n d  b e tr ä g t  z. B . bei 
R e 0 =  10 000 ru n d  2 5 % .

V ersuche m it T urbo riih re rn

E s w urden  auch  V ersu ch e  m it T u rb o riih re rn  m it zw eiseitiger B esch au fe 
lu n g  (geschw eifte S chaufeln ) d u rc h g e fü h rt (siehe A bb . 5).

D ie V ersuche w u rd en  in  e inem  zy linderfö rm igen  B eh ä lte r  m it gew ölb tem  
B oden  u n d  m it einem  D u rch m esse r D  =  400 m m  d u rch g e fü h rt. A ls V ersu ch s
m ed ien  w urden  D am p fzy lin d erö l, Z uckerlösung  u n d  W asser v e rw e n d e t. D er 
R ü h re rd u rch m esse r D  b e tru g  127 m m , die R ü h re rd re h z ah l n =  674 U /m in . 
D ie EV-Zahl w ar w ährend  d e r  V ersuche k o n s ta n t, u n d  zw ar F r — 1 ,62. D ie M es
su n g en  erfo lg ten  bei d re i v e rsch ied en en  F lü ss ig k e itsh ö h en v e rh ä ltn issen

ß =  2 ,3 6 ;  4 ,3 2 ;  5 , 2 .
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D ie M eßergebnisse s in d  in  den  Z ah len ta fe ln  I I I .  a— c) zu sam m en g efaß t, 
d ie  M eß p u n k te  in  A bb . 6 g ra p h isc h  d a rg es te llt.

I n  A bb. 6 sind  d ie d e n  l-W e rte n  en tsp re c h e n d en  P u n k te  e in g e trag en , 
a u c h  f in d e t  sich d o rt d ie f ü r  d en  W ert ß  =  3,15 e rm itte lte  |- K u rv e  [6].

D ie K u rv en äste  g eh en  v o n  einem  gem ein sam en  P u n k t  aus u n d  en tfe rn en  
s ich  a llm äh lich  v o n e in a n d e r , sind  aber v o n  a n n ä h e rn d  gleicher F o rm . Ih re  
e ig e n a rtig e  O rdnung  l ä ß t  d a ra u f  sch ließen , d a ß  es m öglich sein m u ß , die 
K u rv e n sc h a r  d u rch  eine  en tsp rech en d e  m a th e m a tisc h e  F o rm el au szu d rü ck en .

D ie zw ischen d en  e in ze ln en  K u rv en  b e s te h e n d e  m a th e m a tisc h e  Bezie
h u n g  w urde  sch rittw e ise  a b g e le ite t, u n d  zw ar w u rd e  zu e rst d er F a k to r  ip in  
A b h ä n g ig k e it von d e r K e-Z ah l fü r  versch iedene ß -W erte  e rm itte lt:

W =
N i
N n

w obei
N x =  • d 5 • n3 • g u n d  N 0 =  | 0 • d5 • n3 • q .
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A bb. 6

Z ahlen tafel l i l a

H  =  300 mm h =  127 mm cf — 127 mm n =  674 U/min

в N

Re 1 kg» 1 1 m k g l £
Messungs-

[cP ] num m er
1 m 1 L 8 1

1 1 8 ,7 1 4 2 0 9 5 ,1 8 ,9 6 2 ,0 1 9 0

3 0 9 ,0 5 4 0 9 4 ,0 8 7 ,4 0 1 ,6 8 9 2

7 2 0 ,0 2 3 0 9 3 ,3 7 5 ,5 9 1 ,2 8 9 4

1 8 4 2 ,0 8 9 9 2 ,4 5 3 ,6 3 0 ,8 4 9 6

3  3 8 6 ,0 4 8 9 1 ,6 4 2 ,5 3 0 ,5 9 9 8

5 6 5 8 ,0 2 8 ,5 9 0 ,9 2 1 ,9 5 0 ,4 5 1 0 0

9  8 1 5 ,0 1 6 ,3 9 0 ,2 1 1 ,7 4 0 ,4 1 1 0 2

1 4  8 3 0 ,0 1 0 ,7 8 9 ,5 1 ,5 9 0 ,3 8 1 0 4

17  7 3 0 ,0 8 ,9 8 8 ,9 9 1 ,4 5 0 ,3 5 1 0 6

5 7  6 1 0 ,0 3 ,6 1 1 6 ,2 1 ,0 4 0 ,1 8 1 6 8

1 8 3  7 0 0 ,0 0 ,9 8 1 0 1 ,7 0 ,7 3 0 ,1 5 1 8 0
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Z ah len ta fe l Ш /Ь

H  =  550 mm h =  127  I d =  127 г n =  674 U/min

Re [cP]
l é ] l é ]

Messungs
nummer

132,7 1270 94,90 10,67 2,39 125

344,6 485 93,98 7,83 1,76 127

853,3 194 93,17 6,16 1,40 129

1 855,0 89 92,45 4,51 1,02 131

3 259,0 50 91,64 3,49 0,78 133

5 600,0 29 90,92 2,87 0,66 135

10 750,0 15 90,11 2,51 0,58 137

15 951,1 10 89,29 2,34 0,55 139

28 900,0 7,2 116,8 2,38 0,42 158

83 180,0 2,48 115,5 2,01 0,36 170

421 600,0 0,42 99,84 1,33 0,28 182

Z ah len ta fe l I I I / c

H  =  660mm h =  127 г d =  127 mm n =  674 U /m in

Re ß
[cP]

l é l

N
| mkg j S

Messungs
nummer

284,4 900 94,39 8,64 1,94 142

616,7 270 93,47 7,10 1,60 144

1 330,0 124 92,76 5,42 1,24 146

2 336,0 70 92,04 4,27 0,98 148

4 172,0 39 91,33 3,50 0,80 150

7 188,0 22,5 90,62 3,06 0,70 152

11 460,0 14 89,90 2,79 0,65 154

17 980,0 8,8 88,99 2,53 0,60 156

60 700,0 3,4 116 2,37 0,43 163

183 700,0 0,98 101,7 1,69 0,35 175

{ N x b e d e u te t den dem  G rö ß en v e rh ä ltn is  ß v  N 0 den  dem  G rö ß en v e rh ä ltn is  ß 0 
z u g e o rd n e te n  L e is tu n g sb ed arf.)  D a h in s ic h tlic h  ih res L e is tu n g sb ed arfes  in 
g le ich en  M edien a rb e ite n d e  R ü h re r  m it g leichem  D urchm esser u n d  gleicher 
D re h z a h l verglichen w erd en , is t das P ro d u k t  aus (d5 • n3 • q) in  b e id en  F ällen
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gleich , u n d  es w ird

D ie W erte  von u n d  | 0 k ö n n en  aus den  F u n k tio n sk u rv e n  in  A bb . 6 abgelesen  
w erden .

D ie F u n k tio n sk u rv e n

V =  W o ,  Re)
w u rd e n  —  im  h a lb lo g a rith m isch en  K o o rd in a ten sy s tem  — in A bb . 7 g rap h isch

d a rg e s te llt . Die i/i-W erte liegen  p ra k tis c h  a u f  G eraden , die sich  in  einem  
b e s tim m te n  P u n k t schneiden .

D ie m a th em a tisch e  F o rm el d e r F u n k tio n e n  la u te t

fü r  R e  —  300 gilt
y; =  А  В  • log Re  ; 

ip  =  1 also А  =  1 В  ■ 2A l l  ,

( 20 )

w oraus
y> =  1 +  B(log Re —  2,477) (21)

w ird .
D e r  W ert des F a k to rs  В  w urde  fallw eise e rm itte lt  u n d  die F u n k tio n  

В  =  f(ßlßo) in d as h a lb lo g a rith m isch e  K o o rd in a ten sy stem  e ingeze ichne t (siehe 
A bb. 8). D ie au fg e trag en en  P u n k te  liegen a u f e iner G eraden . D ie G erade
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ß /ß 0 =  1 geht d u rch  d e n  P u n k t  В  =  0, so m it l a u te t  die G leichung d ieser 
F u n k tio n

B  =  A X- l o g - £ - ,  (22)
Po

w obei
A x =  1 ,08.

D ie G leichung (22) in  d en  A usdruck  (21) e in g e se tz t e rg ib t:

V» =  1 +  1,08 • log • (log R e  — 2,477). (23)
ßo

N a c h  unseren  V ersu ch en  is t die G leichung (23) n u r  d an n  gü ltig , w enn 
b lo ß  d e r  W ert von  ß  g e ä n d e r t ,  sonst der a lle r geo m etrisch en  G rö ß e n v e rh ä lt
n isse u n v e rä n d e rt ge lassen  w erden .

D er F a k to r  y> is t  e in  Q u o tien t, der aus d en  —  dem  w illkürlich  gew äh lten

P/Po
Abb. 8

W e rt ß =f= ß 0 u n d  d em  W e rt ß 0 =  3,15 zug eh ö rig en  —  W id erstan d sk o effiz ien 
te n  geb ild e t w ird.

U m  die G le ichung  (23) aufste llen  zu k ö n n e n , g en ü g t es, zwei K o n s ta n te n  
d u rc h  M essungen zu  e rm itte ln , doch k an n  ohne w eite re  V ersuche n ic h t b e h a u p 
t e t  w erd en , d aß  d iese v e rh ä ltn ism ä ß ig  ein fache  m a th e m a tisc h e  F o rm  au ch  fü r  
a n d e re  R ü h re r g ü ltig  is t.

D ie K o n s ta n te n  d e r  G leichung (23) w u rd e n  fü r  den W ert F r — 1,62 
e rm itte l t .  M utm aß lich  b e e in f lu ß t die F r-Z a h l w ed er die F orm  d ieser G leichung 
n o c h  deren  Z a h le n k o n s ta n te n  in  erheb lichem  M aße.
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ZU SA M M EN FA SSU N G

I n  d ieser A rb e it w ird  die B erechnung  des L e is tu n g sb e d arfs  v o n  R ü h re rn , o d e r g en au e r 
d ie  W irk u n g  d e r g eo m etrisch en  G rö ß en v erh ä ltn isse  a u f  ih ren  L e is tu n g sb e d a rf  b e h an d e lt.

L a u t  d e r M eßergebnisse  k a n n  die fü r  S c h a u fe lrü h re r a n g efü h rte  B erech n u n g sm eth o d e  
bei n ied rig en  R e-Z ahlen  a k z e p tie r t  w erden , w ogegen sich  bei h öheren  R e-Z ah len  schon  eine 
g rö ß ere  U n g e n au ig k e it b e m e rk b a r  m ach t.

A u f G ru n d  de r m it T u rb o rü h re rn  d u rc h g e fü h rte n  M essungen lä ß t  sich  fe sts te llen , 
d a ß  sich  d ie  in  d e r F a c h li te ra tu r  m itg e te ilten  e in fach en , au s  P ro d u k te n  v o n  P o te n ze n  b es te 
h en d en  Z u sam m en h än g e  [G leichungen  (6) u n d  (11)] z u r  C h a rak teris ie ru n g  d e r W irk u n g  de r 
G rö ß en v erh ä ltn isse  n ic h t in  jed e m  Falle  eignen. M it d em  T u rb o rü h re r  w urde  d ie  W irk u n g  der 
V e rh ä ltn isza h l H /d  (ein geo m etrisch es S im plex) u n te r s u c h t .  D ie W irkung  d e r V e rh ä ltn isza h l 
H /d  k a n n  d u rc h  d ie in  d ieser A rb e it m itg e te ilte  B eziehung  d e f in ie r t w erden.

B eide  U n te rsu ch u n g sfä lle  h a b en  gezeig t, d aß  d ie  W irk u n g  de r G rö ß en v erh ä ltn isse  w e it
gehend  v o n  de r R e-Zahl a b h ä n g t u n d  m it s te ig en d er R e-Z ah l w äch st. Die in  d e r  F a c h li te ra tu r  
m itg e te ilten  Z u sam m en h än g e  b e rü ck sich tig en  zw ar d ie  R e-Z ah l, doch w ird  d ie  A b h än g ig k eit 
von  d ieser in  d en  e rw äh n te n  V erfah ren  ziem lich  u n g e n au  b esch rieben  (A bb. 4).

D ie V ersch ied en h eit d e r  R ü h re rfo rm en  u n d  d e r U m s ta n d , d aß  der U n te rsch ie d  sow ohl 
in der R ü h re rfo rm  als a u ch  in  d e r v e ru rsac h ten  S trö m u n g  seh r groß sein k a n n , e rsch w ert die 
A ufs te llu n g  eines a llgem ein  g ü ltig en  Z usam m enhanges in  e rh eb lich em  M aße. U n sere r M einung 
n ach  lä ß t  sich ein m a th e m a tisc h e r  Z u sam m enhang  fü r  d ie  W irk u n g  der G rö ß en v erh ä ltn isse  
—  in  v e rläß lich er W eise —  n u r  fallw eise, d. h. jew eils n u r  fü r  e inen  R ü h re r ty p  e rm itte ln .

A N A L Y SIS O F  T H E  P O W E R  C O N SU M PT IO N  O F  A G ITA TO R S 
D E P E N D IN G  O N  T H E IR  G E O M E T R IC  D IM E N SIO N -R A T IO S

A. L IE N E R T H

SU M M A RY

T he c o m p u ta tio n  o f th e  pow er co n sum ption  o f  a g ita to rs , m ore ex ac tly , th e  e ffec t o f 
geo m etric  d im en sio n -ra tio s  w as exam ined  in  th is  p re se n t p a p e r .

O n th e  basis o f m easu rem en ts  i t  was s ta te d  t h a t  th e  c o m p u ta tio n  m eth o d  ap p lied  for 
pad d le  a g ita to rs  m ig h t be a cc ep tab le  i f  R eyno lds n u m b ers  a re  sm all, while in  th e  case o f  h igher 
R eyno lds n u m b ers  a g re a te r  in ac cu ra c y  could be n o ticed .

T ak in g  o u r m easu rem en ts  carried  o u t w ith  tu rb in e  a g ita to rs , i t  w as found  th a t  th e  sim ple 
co rre la tio n s ta k e n  from  re fe rrin g  l ite ra tu re , w hich  m ere ly  c o n sis t o f p ro d u c ts  o f  p ow er n u m b ers  
[E q u a tio n s  (6) an d  (11)] a re  n o t  a d eq u a te  w hen  th e  e ffec t o f  d im ension -ra tio s m u s t be  d e te r 
m ined. T he e ffec t o f th e  ra tio  H /d , a  geom etric  sim plex  h as  b een  estab lished  b y  th e  co rre la tio n  
d e m o n s tra ted  in th is  p ap er.

In  b o th  exam in ed  cases i t  w as show n, t h a t  th e  e ffec t o f  d im en sio n -ra tio s  la rg e ly  
depends on  th e  R eyno lds n u m b e r  an d  increases w hen th e  R e y n o ld s  n u m b er increases. A lth o u g h  
b y  all c o rre la tio n s  c ited  in  l i te ra tu re  th e  R eyno lds n u m b e r  w as ta k e n  in to  c o n sid e ra tio n , th e  
dependence  o f  th e  R ey n o ld s n u m b e r is n o t ex ac tly  desc rib ed  in  those  p rocedures (see F ig . 4).

I t  is r a th e r  d iff ic u lt to  give a n y  generally  v a lid  co rre la tio n  because of th e  v a r ie ty  o f  
ag ita to r-sh a p e s , an d  fu r th e r  becau se  th e  d ifference in sh ap e  as well as in  th e  f lo w p a tte rn  caused  
b y  m ix ing  can  be g re a t enough . O u r opin ion is, th a t  a re liab le  m a th e m a tic a l c o rre la tio n  fo r th e  
effect o f  d im en sio n -ra tio s  can  on ly  be a tta in e d  if  d e te rm in ed  fo r each  a g ita to r  ty p e  sep a ra te ly .
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E X A M E N  D E LA  C O N SO M M A TIO N  D ’É N E R G IE  D E S  A G IT A T E U R S 
E N  FO N C TIO N  D E S  R A P P O R T S  D IM E N S IO N N E L S  G É O M É T R IQ U E S

A. L IE N E R T H

R É S U M É

L ’a rtic le  é tudie le calcu l de  la  consom m ation  d ’énergie  des a g ita teu rs , ou  p lu s e x a c te 
m e n t l ’e f fe t  de  leurs ra p p o rts  d im en sio n n e ls  géom étriques.

L es m esures effectuées p e rm e tte n t  de co n sta te r , que  le p rocédé  de calcul g é n éra le m en t 
d o n n é  p o u r  les ag ita teu rs  à b ra s  (p ad d le -m ix e r) est ad m iss ib le  p o u r les n o m b res R e  de  fa ib le  
v a le u r , t a n d is  que pour les n o m b re s  R e  p lus g ran d s, l ’in e x a c titu d e  est aussi p lu s g ra n d e , e t 
c o n tin u e  à  c ro ître  p ro g ressiv em en t a v ec  l ’au g m e n ta tio n  d u  n o m b re  Re.

D ’ap rè s  les ré su lta ts  de  nos m esu res fa ites su r des tu rb o -a g ita te u rs , on  p e u t é ta b lir  que 
les r e la tio n s  sim ples form ées p a r  le p ro d u it  des pu issances [éq u a tio n s  (6) e t (11)] n e  c o n v ie n n en t 
p a s  to u jo u r s  p o u r la desc rip tio n  de l ’e ffe t des ra p p o rts  d im ensionnels . A vec le tu rb o -a g ita te u r ,  
n o u s  a v o n s  exam iné l ’effe t d u  r a p p o r t  H /d  ( ra p p o r t d im ensionnel géom étrique). L ’effe t du  
r a p p o r t  HJd  p e u t ê tre  calculé p a r  la  re la tio n  donnée d a n s  l ’é tu d e .

D a n s  les deux cas e x am in és , n o u s av ons tro u v é  que  l ’effe t du  ra p p o rt H /d  d ép en d  du 
n o m b re  R e ,  e t  augm ente  fo r te m e n t en ra ison  de l ’acc ro issem en t de ce dern ier. L es re la tio n s  
d o n n é es  p a r  la  l it té ra tu re  t ie n n e n t  co m p te  d u  n o m bre  R e, m ais  les p rocédés qu i y  so n t p ré sen té s  
d é c r iv e n t  d ’une  façon in ex a c te  la  d ép en d an ce  d u  ra p p o r t  H /d  de  ce n om bre  (figu re  4).

L ’é tab lissem en t d ’un e  re la tio n  de v a lid ité  générale  e s t re n d u  p a r ticu liè re m en t difficile  
d u  f a i t  q u e  les ag ita teu rs  so n t d e  fo rm es variées , de  so rte  q u ’il p e u t y  av o ir des d ifférences 
c o n s id é ra b le s  dans l ’éco u lem en t p ro d u it.

D ’ap rès  l ’au teu r, la  re la tio n  m a th é m a tiq u e  d é c r iv a n t l ’e ffe t exam iné ne  s a u ra i t  ê tre  
é ta b lie  d ’un e  façon  sûre que  p o u r  d e s  cas concre ts , c’es t-à -d ire  p o u r  un  ty p e  d ’a g ita te u r  donné.

И С С Л Е Д О В А Н И Е  П О Т Р Е Б Л Я Е М О Й  М О Щ Н О С ТИ  М Е Ш А Л О К  В ЗА В И С И М О С Т И  
ОТ С О О Т Н О Ш Е Н И Й  Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Х  РА ЗМ Е Р О В

А . Л И Н Е Р Т

Р Е З Ю М Е

В работе дается расчет потребляемой мощности мешалок или точнее влияния 
соотношений геометрических размеров.

На основание измерений можно утверждать, что сообщенный метод расчета ры
чажных мешалок приемлим при малых значениях Re, а при возрастающих значениях 
Re неточность больше и возрастает соответственно с увеличением числа Re.

Основываясь на измерениях, проведенных на турбомешалках, можно сделать 
вывод, что сообщенные в литературе зависимости, состоящие из просто перемножаемых 
степеней [уравнения (6) и (11)], не всегда пригодны для описания влияния соотношения 
размеров. С турбомешалкой было исследовано геометрическое симплекс/влияние соот
ношения уровня жидкости с числом пропорциональности H /d . Влияние соотношения 
H /d  может быть описано с помощью зависимости, сообщенной в работе.

В двух исследованных случаях сделан вывод, что влияние соотношений размеров 
в значительной мере зависит от числа Re и сильно возрастает с увеличением числа Re. 
Приведенные в литературе зависимости учитывают число Re, но сообщенные методы 
неточно описывают зависимость от числа Re (рис. 4).

Разработка зависимости, справедливой для всех случаев, необычайно затруднена 
тем обстоятельством, что мешалки имеют различную форму и что возможна большая 
разница между созданным движением потока.

По мнению автора математическая зависимость, описывающая влияние, навер
няка может быть определена лишь от случая к случаю, т. е. относительно того или иного 
типа мешалок.
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E x am in a tio n  o f  th e  in fluence o f cen trifu g a l fields on 
the h e a t-s ta te  o f gases in  th e ir  m ic ro -s ta te s

A m ong th e  v a rio u s  fie ld s  g rav ia tio n  in fluences th e  h e a t-s ta te s  o f gases 
(an d  vapours) only  in  m eteoro log ica l d im ensions an d  re la tio n s. W ith  th e  
d im ensions occurring  in  th e rm o d y n am ica l p rac tice , g ra v ita tio n  m a y  genera lly  
be neg lected . The in flu en ce  o f fields becom es, h ow ever, in te re s tin g  also fo r 
te ch n ica l p rac tice  if  th e y  a m o u n t to  th e  m u ltip le  o f g rav ia tio n . A m an ifo ld  
o f g ra v ita tio n a l acce le ra tio n  can  be easily  a tta in e d , fo r in s tan ce , b y  ro ta tio n . 
As reg a rd s h e a t-s ta te , we a re  p rim arily  in te re s te d  in  th e  te m p e ra tu re  —  or 
r a th e r  th e  te m p e ra tu re -g ra d ie n t —  arising  in  fie ld s. L e t us, th e re fo re , exam ine 
how  th e  te m p e ra tu re -g ra d ie n t o f a system  changes as a fu n c tio n  of field- 
acce lera tion .

N o ta tio n s

a a c c e le r a t io n .................
V v e lo c ity  ........................
s d i s t a n c e ........................
t tim e  ................................

со a n g u la r  v e lo c ity  . . . . 
T  a b so lu te  tem p e ra tu re  
R  gas c o n s ta n t  ..............

U n its  o f m easu re  
in th e  M K SA  system
.................  m /s2
.................  m /s
.................  m
.................  s
..............  i/e
.................  °K
...............  J/kg°K

T h e s ta r tin g  p o in t of o u r co m p u ta tio n s  for th e  d e te rm in a tio n  of th e  te m p e ra 
tu re -g ra d ie n t in a cen trifu g a l fie ld  will be th e  sim plified  m echan ical th e o ry  of 
h e a t. A ccording to  th is , h e a t is a m ixed so rt o f en erg y  com posed o f th e  h e a t-  
m o tions of m olecules (o r r a th e r  of th e  k in e tic  energ ies of these  m o tions.) 
N ow  we are  going to  ex am in e  o n ly  th e  tra n s la tio n a l h ea t-m o tio n  of th e  m ole
cules an d  th e  influences o f cen trifu g a l fields on th is  m o tio n . R esu lts  so o b ta in ed  
w ill th e n  be applied  b y  m ean s of p roportio n in g  to  th e  te m p e ra tu re  o f th e  
com plete  system .

L e t us consider a m olecule  in  a cen trifuga l fie ld . I t  perform s its  t ra n s la 
tio n a l h ea t-m o tio n  in  th e  d irec tio n  of th e  p e rp e n d ic u la r  of th e  fie ld , i. e. 
—  geom etrica lly  —  in  a ra d ia l d irec tion . I f  th e re  w ere no field  p re sen t th e  
v e lo c ity  o f th e  h e a t-m o tio n  o f th e  m olecule w ould  re m a in  c o n s ta n t. F o r  a
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g iv en  te m p e ra tu re  T  a n d  in  acco rd an ce  w ith  th e  m echan ical th e o ry  of h e a t, 
th is  c o n s ta n t  ve locity  w ou ld  be  [1]

v = y M T .  ( 1 )

T h e  exam ined  m olecu le  is, how ever, (like a ll o th e r m olecules) exposed 
to  th e  acce lera tio n  a of th e  f ie ld  w hich  affects its  v e lo c ity . L e t us now  exam ine 
th e  in flu e n c e  of th e  a c c e le ra tio n  a of th e  f ie ld  on th e  m o tio n  o f th e  m olecule. 
I t s  v e lo c ity  increases in  th e  d ire c tio n  of th e  acce le ra tio n  an d  decreases in  th e  
o p p o s ite  d irec tion . P ro v id e d  no  o th e r in fluences are  a t  p lay , th e  effect o f th e  
f ie ld  o n  th e  m olecule w ill th e re fo re  be an  increase  of its  “ te m p e ra tu re ”  as 
m e a su re d  b y  its tra n s la t io n a l  v e lo c ity  if  th e  m olecule advances in  th e  d irec tio n  
o f  ac c e le ra tio n  and  a d ec rease  if  i t  m oves in  th e  opposite  d irec tio n .

C om puting  th is  ch an g e  in  te m p e ra tu re , le t  us s ta r t  from  th e  eq u a tio n  
o f  m o lecu la r v e locity , ex p ressed  in  te rm s  of acce lera tion . A cco rd in g  to  th is , 
f o r  a m o tio n  in  th e  d ire c tio n  of th e  acce lera tion

V 1

\ dv =  a \ dt
v„ o

w h en ce
V —  v 0 =  at 

o r
V =  v 0 -)- at.  (2)

I f  th e  m olecule ad v an ces in  th e  d irec tio n  opp o site  to  th a t  of acce le ra tio n , th e  
e q u a tio n  will assum e th e  fo llow ing fo rm :

V =  v 0 — - at.

A n o th te r  s ta rtin g  e q u a tio n  w ill be t h a t  o f th e  d is tan ce . A ccord ing  to  it,

ds  =  V • dt.

In te g ra t in g  and s u b s ti tu t in g  th e  fo rm er e q u a tio n , we o b ta in

s t
I d s  =  I" (v0 -f- a t )  d t  

ó o'
i .  e .

h e n ce

— v0 ± Ы +  2ast — ------------------------:-----  •
a

C o m p arin g  eq u a tio n s 2 an d  3 we o b ta in

V2 —  v*0 =  2 as.

(3)
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S u b s titu tin g  th e  a fo rem en tio n ed  exp ression  (1) of velocity  j; =  К 3 R T  we 
o b ta in

3 R T —  3 R T 0 =  2 as
hence

s —-

A p p ly in g  th is  e q u a tio n  to  T

3
2a

T 0 =  Г

s =

R ( T - T 0).

we o b ta in
ЗЛ
2a

T h is is th e  no rm al d is ta n c e  w hich , in  a f ie ld  w ith  accelera tion  a , is n ecessary  
to  p ro d u ce  a change in  th e  v e lo c ity  of th e  m olecule  equal to  t h a t  co m p u ted  
on th e  basis  of fo rm u la  (1) fo r a te m p e ra tu re  d ifference of 1°. T he re c ip ro c a l of 
th is  expression  is th e  tra n s la tio n a l te m p e ra tu re -g ra d ie n t:

g rad  T lr — • (4 )

L e t us see now  a n u m erica l exam ple . C en trifuga l fie ld  is to  b e  c rea ted  
b y  a d m ittin g  a ir  ta n g e n tia lly  th ro u g h  a nozzle  w ith  sonic speed in to  a tu b e ,

as show n in  F ig . 1. A ir, th u s  a d m itte d , w ill pe rfo rm  ro ta tin g  m o tio n  so th a t  
its  m olecules w ill be exposed  to  cen trifu g a l acce lera tion .

In i t ia l  te m p e ra tu re  of th e  in flow ing  a ir  b efo re  expansion  is a ssu m ed  to  be

T  =  293,16 °K ,
i ts  o th e r  c h a rac te ris tic s  be ing :

R  =  287 J /k g ° K
an d

x  =  1,4.

W ith  th e  above d a ta  th e  sonic v e lo c ity  (acco rd in g  to  ou r a ssu m p tio n  th e  ve lo 
c ity  o f th e  inflow ) w ill be  [2]

V = 2 — ----- R T
X  1

6  A cta Technica X X X V lII/3 —4.
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a n d  so , fo r  th e  cen trifu g a l acce le ra tio n  ac tin g  u p o n  th e  a ir m olecules in  th e  
tu b e  (w h ich  —  accord ing  to  F ig . 1 —- has a r a d iu s  o f  r  =  12,7 m m ) we o b ta in

a =  —  =  7,68 • 106m /s2 (5)
r

i .e .  a v a lu e  a lm ost a m illion  tim es  h igher th a n  th e  g ra v ita tio n a l a cce le ra tio n  g .
I f ,  fo r  th e  p u rp o se  of ro u g h  a p p ro x im a tio n , th is  accelera tion  is re g a rd e d  

as c o n s ta n t  along a s h o r te r  sec tio n  of th e  ra d iu s  a n d  is su b s titu te d  in to  fo r
m u la  (4), th e  tra n s la tio n a l te m p e ra tu re  g ra d ie n t am o u n ts  to

g ra d  T .r =  —  —  =  —  7 ,6 8 ' 106 - =  178 50 °/m =  17,850°/m m . (6)
6 1 3 R  3 287

T h e  re su lt o b ta in ed  re p re se n ts  th e  change in  a ir- te m p e ra tu re  p e r m m  o f  
ra d iu s  in  a ro ta tin g  space  if  on ly  the  k in e tic  en e rg y  in h e ren t in  th e  t r a n s la 
t io n a l  m o tio n  of m olecules is ta k e n  in to  a c c o u n t. We are, how ever, d e a lin g  
w ith  a ir , i. e. a d ia to m ic  gas an d  a te m p e ra tu re  o f  such m ag n itu d e  th a t  th e  
m o lecu les  perform  also a ro ta t in g  m otion . T h e  ab o v e  te m p e ra tu re  d iffe ren ce  
m u s t  th e re fo re  be red u ced  accord ing  to  th e  r a t io  be tw een  th e  tr a n s la tio n a l 
d eg rees  o f freedom  an d  th e  to ta l  num ber of d eg rees of freedom .* T h is means- 
a re d u c tio n  a t  th e  r a te  o f 3 /7, so th a t  th e  te m p e ra tu re -g ra d ie n t w ill be

g rad  T  — —  g rad  T tr =  17,85 =  7,6°/m m  [3] .

T h e  te m p e ra tu re  of a ir  ro ta tin g  in  th e  tu b e  w ill, th ere fo re , rise  in  o u r  
e x a m p le  b y  7,6° p e r m m  of th e  rad ius from  th e  cen tre  tow ards th e  w all.

I t  can  be seen fro m  th e  exam ple th a t ,  in  a cen trifugal fie ld , th e  effect 
d isc u sse d  above can  p ro d u ce  tem p e ra tu re  d iffe rences am oun ting  to  th e  o rd e r  
o f  10° p e r  m m  of th e  ra d iu s . M ounting  a d iv e rg in g  p a r t  (a diffuser) on th e  in le t 
o rif ic e  an d  th e re b y  in c rea s in g  th e  velocity  o f in flo w  above sonic v e lo c ity , th e  
te m p e ra tu re  g rad ien t can  be  ra ised  still fu r th e r .

S uch  phenom enon  h as  a lread y  been o b se rv ed  in  th e  so-called R a n q u e  o r  
H ilsc h -v o rte x  tu b e . [4], [5].

* T he n u m b er o f t r a n s la t io n a l  degrees o f  f ree d o m  is 3, th a t  o f  th e  degrees o f  freed o m  
d u e  to  ro ta t io n  is 2. To th e se  5 w e hav e  to  add  th e  e n e rg y  co rresponding  to  th e  m em b e r p  dv  
o f  e n th a lp y  too . T his m ean s th e  a d d itio n  of 2 degrees o f  freed o m  since we are  n o t  d ea lin g  w ith  
a  c lo sed  m ed ium  h u t  one s tre a m in g  a t  a  s tead y  flow . T o g e th e r  w ith  th e  2 v ir tu a l  degrees o f  
f re e d o m  correspond ing  to  th e  m em b e r p  dv, th e  t o ta l  n u m b e r  o f  th e  degrees o f freed o m  w ill 
th u s  a m o u n t to  7.



INFLUENCE OF CENTRIFUCAL FIELDS ON THE HEAT-STATE OF GASES 341

Description of the Ranque phenomenon
T his phenom enon , described  b y  th e  F ren ch  engineer R a n q u e  (1933) 

consists  o f th e  follow ing:
If , th ro u g h  a nozzle, gas is a d m itte d  ta n g e n tia lly  in to  a tu b e  an d  if  a 

th ro ttle -d ia p h ra g m  is m o u n ted  in  th e  tu b e  n e a r  th e  nozzle as sh o w n  in  F ig . 2, 
th a t  p a r t  o f th e  gas w hich  passes th ro u g h  th e  orifice of th e  d ia p h ra g m  will 
be co n sid e rab ly  cooler, w hile th a t  c a rried  o ff a t  th e  opposite  e n d  o f th e  tu b e  
w ill be  con sid erab ly  w arm er th a n  th e  in tro d u c e d  gas. T he sole a im  o f th e  
th ro ttle -d ia p h ra g m  is to  sep a ra te  t h a t  p a r t  o f th e  ro ta tin g  gas w h ich  is s tre a m 
ing  along  th e  geom etrica l axis o f th e  tu b e , from  th a t  p a r t  w hich  is s tre a m in g  
a t  th e  p e rip h e ry . T h e  p h enom enon  described  b y  R anqUE can  th e re fo re  be 
fo rm u la te d  as follow s: gas ro ta tin g  in  a R a n q u e  tu b e  is cooler n e a r  i ts  geom e
tr ic a l ax is  an d  w arm er along its  w all th a n  a t  th e  p o in t o f ad m issio n  [4], [5].

nozzle nozzle

A p a rt from  R a n q UE, th is  p h enom enon  h as  been in v es tig a ted  a n d  describ ed  
b y  m an y  o th e r  au th o rs  (e.g. H il sc h ) an d  is th ere fo re  know n u n d e r  severa l 
nam es. T he p h enom enon  aroused  g re a t in te re s t  a t  th a t  tim e : b ecau se  o f th e  
sim p lic ity  o f th e  eq u ip m en t, severa l a t te m p ts  w ere m ade to  use i t  fo r  cooling 
p u rposes. S uch  ex p erim en ts  w ere also ca rried  o u t a t  th e  T echn ical U n iv e rs ity  
o f B u d a p e s t. W h a t is o f in te re s t fo r ou r p re se n t purposes is th e  f a c t  th a t ,  
accord ing  to  th e  re su lts , te m p e ra tu re  d ifferences of 30—90° C w ere  p ro d u c e d  
in  tu b es  o f 1/4— 1 "  d ia m e te r  in  w hich  th e  in tro d u c e d  a ir was d iv id ed  in to  tw o  
eq u a l p a r ts . Such differences are  in  good ag reem en t w ith  th e  te m p e ra tu re -  
g ra d ie n t of 7,6 °/mm as o b ta in ed  w ith  rough  ap p ro x im atio n  in  o u r  p reced in g  
exam ple . T ru e , th e  ex p an sio n  of gas c o n tr ib u te s  to  cooling, w hile f r ic tio n  along 
th e  tu b e  w all to  w arm ing , b u t  these  p h en o m en a  do n o t exp la in  th e  o b serv ed  
w ide te m p e ra tu re  d ifferences. On th e  o th e r  h a n d , th e  aforesaid  e ffec t, a rising  
in  a cen trifu g a l fie ld , can  —  in itse lf  —  p ro d u ce  th e  w ide d ifferences in  q u es tio n  
a n d  m ay , th e re fo re , exp la in  th e  R a n q u e  phenom enon .

T he above  considera tions ju s tify  a d e ta iled  in v es tig a tio n  w ith  th e  m o le
cu la r m echan ica l m e th o d  in to  th e  p h en o m en o n  w hich  occurs in  th e  R a n q u e  
tu b e . L e t m e now  discuss in  d e ta il th e  ta n g e n tia l  inflow  to  th e  R a n q u e  tu b e , 
its  v e lo c ity  a n d  acce lera tio n  in  th e  tu b e , an d  o th e r  fac to rs  in flu en c in g  g ra d  T-

6
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Investigation of velocity and acceleration in the Ranque tube

A ccord ing  to  fo rm u la  (4), th e  te m p e ra tu re -g ra d ie n t is d irec tly  p ro p o r
t io n a l  to  th e  cen trifugal a c c e le ra tio n  a

g ra d  T I = -----------,
ë lr 3 R

w h ile  cen trifu g a l a c c e le ra tio n  is , according to  fo rm u la  (5), p ro p o rtio n a l to  th e  
s q u a re  o f inflow  v e lo c ity  v 2

_  V2

r

I f ,  therefo re , th e  te m p e ra tu re  g rad ien t is to  b e  increased , gas h a s  to  
s t r e a m  in to  th e  tu b e  a t  th e  h ig h es t possible v e lo c ity . In  our exam ple we com-

Lava! cross-section

p u te d  th e  te m p e ra tu re  g ra d ie n t  w ith  a ro u g h  a p p ro x im a tio n  and  neg lec ted  
c e r ta in  fac to rs. F o r th e  v e lo c ity  of ta n g e n tia lly  in flow ing  gas we o b ta in ed  
so n ic  v e loc ity  referred  to  th e  inflow  surface. H o w ev er, inflow  velocities above 
so n ic  speed  can be a t ta in e d  b y  provid ing  a d iffu se r  to  th e  in le t orifice. L e t us 
n o w  exam ine th is  p ro b le m .

I f  we fix  a d iffu se r  to  th e  inflow  nozzle , th e  velocity  a t th e  end of th e  
d if fu se r  will be o b ta in e d  fro m  th e  following fo rm u la  [6]:

tq  =  2 R T , (? )

w h e re  p 0 m eans th e  in i t ia l  p ressu re  of gas b e fo re  th e  nozzle an d  p 1 is th e  p re s 
su re  in  th e  space b e h in d  th e  diffuser (F ig . 3).

As can be seen, th e  v e lo c ity  a fte r  th e  d iffu se r  depends, am ong o th e rs , 
o n  th e  pressure ra tio  P i / p 0> while it  is in d e p e n d e n t of th e  ab so lu te  va lues of 
th e  p ressures. T he te m p e ra tu re  g rad ien t d e p e n d s , as has been n o te d , on th e  
v e lo c ity  of inflow , w h ile  th e  la t te r  depends on  th e  p ressu re  ra tio  P i /p 0 as ap p a-
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re n t  from  fo rm ula  (7). If , th e re fo re , th e  te m p e ra tu re  g ra d ie n t is to  he increased , 
i t  is ex p ed ien t to  reduce  th e  p ressu re  ra tio  P i lp 0 as m u ch  as possib le.

R ed u c tio n  of th e  p re ssu re  ra tio  p xlp 0 inv o lv es , how ever, in c rease  in  th e  
ou tflow  cross-section  o f th e  d iffuser. This m a y  cause ce rta in  co n stru c tio n a l 
d ifficu ltie s , because of th e  sm all d im ensions em ployed  in  th e  ex p erim en ts , 
an d  th u s  c o n stitu te s  an  in d ire c t lim it fo r th e  re d u c tio n  o f th e  p ressu re  ra tio  p j p 0.

L e t us now  ex am in e  co n d itions of acce le ra tio n  in  th e  R a n q u e  tu b e . 
In v e s tig a to rs , hav in g  so fa r  fa iled  to  a sce rta in  th e  changes o f v e lo c ity  along 
th e  ra d iu s , h ad  to  re so rt to  a ssum ptions. In  m y  in v es tig a tio n s  I  s ta r t  from

F ig . 4

th e  a ssu m p tio n  th a t  gas, s tre a m in g  in  ta n g e n tia lly  w ith  a v e lo c ity  o f vx, 
re ta in s  its  orig inal a n g u la r  v e lo c ity  while sp ira lling  to w ard s  th e  g eom etrica l 
ax is o f th e  tu b e . In  genera l, in v e s tig a to rs  w orked  w ith  th is  a ssu m p tio n  (F ig . 4). 
I  shall re tu rn  to  th is  q u es tio n  la te r .

I f  tq m eans th e  inflow  v e lo c ity  of gas and  rx th e  rad iu s  of th e  tu b e , th e  
a n g u la r  v e lo c ity  of th e  gas ro ta t in g  in  th e  tu b e  w ill be

со =
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w h ic h , accord ing  to  th e  a fo re sa id , is co n stan t a ll a long  th e  sp ira l line  (F ig . 5). 
A t a n y  p o in t of the  ra d iu s , th e n

V — CO r

S u b s t i tu t in g  the  expression  o f  to in to  this fo rm u la , we o b ta in

viV =  w r  =  ------ r .
r l

T h e  g e n e ra l expression o f c e n tr ifu g a l accelera tion  is, th u s ,

S u b s t i tu t in g  th is in to  fo rm u la  (4) th e  te m p e ra tu re  g ra d ie n t can  be  d erived , 
a n d  b y  in teg ra tin g  i t  w e o b ta in  th e  tem p era tu re -d iffe ren ce  along th e  rad iu s:

A T tr

2 t>f r 2 r

3R о(N

' A Ttr =  —  . 
3 R

(8 )

A s ind icated  b y  th e  in d e x  “ ír” , the  above te m p e ra tu re  d ifference  applies 
o n ly  to  th e  so-called tr a n s la t io n a l  te m p e ra tu re  of th e  m olecules. I f  we w an t 
to  f in d  th e  grad ien t in  th e  te m p e ra tu re  of th e  co m p le te  sy stem , in  o u r case in 
th e  th e rm o d y n am ic  te m p e ra tu re  a fte r to ta l  e q u a liza tio n , we h av e  according 
to  th e  la w  of the  e q u ip a r t i t io n  of energy, to  m u ltip ly  th e  above va lu es  by

/ + 2
(9)

w h e re  th e  figure 3 is th e  n u m b e r  of the  tra n s la t io n a l  degrees of freedom , f  
m e a n s  th e  num ber of a ll deg rees of freedom , an d  th e  fig u re  2 rep resen ts  th e  
tw o  v i r tu a l  degrees o f f re e d o m  corresponding  to  th e  m em b er p  dv, since we 
a re  d ea lin g  w ith  a gas s tre a m in g  a t  a s tead y  flow . T h e  above f ra c tio n  reflects 
t h e  f a c t  th a t  th e  e n th a lp y  difference a rising  a t  3 tra n s la tio n a l degrees of 
f re e d o m  is divided am o n g  /  -j- 2 degrees of freed o m  a f te r  eq u a liza tio n .

T em p era tu re  d iffe ren ce  induced  by  c e n tr ifu g a l acce lera tio n  w ill th e re 
fo re  b e

A T  =
/ + 2

- A T lr =
f +  2 3 R

( 10)
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S u b s titu tin g  fo rm ula  (7) fo r v1 in to  th is  e q u a tio n , we ob ta in

x - l

A T  3 - 1 2* R T h  (P i
X

/ +  2 3R x - l  ' IPo

A T  =

x - l

2 X ГТЛ 1 - I P i  \  x

f + 2 X - l  0 l  P °  )

S u b s titu tin g  f  =
2

X  —  1
in to  th is  form ula an d  reg ro u p in g  it  we o b ta in

A T

T0

X - l

( 11)

T he te m p e ra tu re  d ifference  A T  a t ta in a b le  in  th e  R an q u e  tu b e  is, as 
can  be seen, d irec tly  p ro p o r tio n a l to  T 0, i. e. th e  ab so lu te  te m p e ra tu re  o f gas 
before  th e  nozzle. In  th e  ab o v e  form ula T 0 is tra n s fe r re d  to  th e  d e n o m in a to r  
so th a t  th e  r ig h t side o f  th e  eq u a tio n  yields th e  ra tio  A T / T 0 w h ich , in te r e s t
ing ly , d ep en d s only on th e  p ressu re  ra tio  p±jp0 a n d  on th e  fac to r  x.

C om puting  ra tio  A  T / T 0 fo r various va lu es  o f x  an d  P i/p0, we o b ta in  th e  
fo llow ing ta b le  and  d ia g ra m  respective ly :

Table show ing ratio
A T

г Г
fo r  various values o f  P i/p 0 and x

Pl/Po 0 , 1 0 ,2 0 ,3 0 ,4 0 ,5

1,05 0,1039 0,0739 0,0558 0,0425 0,0324

1,4 0,482 0,3686 0,291 0,2304 0,1897

1,66 0,5997 0,4727 0,3804 0,3053 0,2409

T he v a lu e  1,05 fo r x  re fe rs  to  b u tan e , th e  m olecules of w hich  a re  co m 
posed  of 14 atom s.

F rom  th is  d iag ram  w e can  d raw  th e  fo llow ing conclusions:
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Results of investigation

T h e  dim ensions o f  th e  R anq ue  tu b e  do  n o t  ap p ear in  fo rm u la  (11), so 
t h a t  th e  te m p e ra tu re  d iffe rence  arising in  th e  tu b e  is in d e p e n d e n t o f th e  
d ia m e te r .

T h e  te m p e ra tu re  d ifference  A T  is p ro p o rtio n a l to  T 0, th e  ab so lu te  
te m p e ra tu re  of gas a t  th e  in flow . This m ean s t h a t  th e  te m p e ra tu re  difference 
w ill b e  g rea te r in  th e  case  o f  gases w ith  a h ig h e r, an d  sm aller in  t h a t  of gases 
w ith  a low er inflow  te m p e ra tu re . This m ak es i t  d ifficu lt to  p ro d u ce  v e ry  low 
te m p e ra tu re s  in  a R a n q u e  tu b e .

T h e  te m p e ra tu re  d ifference  is in d e p e n d e n t of th e  ab so lu te  p ressu res  of 
g as  a n d  depends o n ly  on  th e  ra tio  of p re ssu re s  before an d  a f te r  th e  tu b e . 
T h e  low ering of th is  r a t io ,  how ever d e s irab le , is lim ited  b y  co n stru c tio n a l 
d iff icu ltie s  arising esp ec ia lly  in  th e  case of sm a ll tu b e  d im ensions.

T he te m p e ra tu re  d ifference changes in v e rse ly  to  th e  a to m ic  n u m b er 
( th e  n u m b er of a to m s com posing  a m olecule) o f th e  gas app lied . F o r  ach iev ing  
g re a te r  te m p e ra tu re  d iffe ren ces i t  is th e re fo re  ex p ed ien t to  use o n e -a to m  gases.

In  the  foregoing w e h av e  discussed th e  te m p e ra tu re -g ra d ie n t or ra th e r  
th e  tem p e ra tu re  d iffe ren ce  arising  in a R a n q u e  tu b e .T h is  te m p e ra tu re  d iffer
en ce  occurs b e tw een  th e  w all and th e  g eo m e trica l axis of th e  tu b e  and  is 
p ro p o rtio n a lly  d is tr ib u te d  along th e  rad iu s . G as, carried  off from  th e  R an q u e
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tu b e , was d iv id ed  in to  tw o  stream s and th e  tw o  s tream s were m easu red  b y  
th e  in v es tig a to rs . C on seq u en tly , i t  was n o t th e  m ax im u m  te m p e ra tu re  a long  
th e  geom etrica l ax is , b u t  th e  average  te m p e ra tu re  of th e  ou tflow ing  m ix tu re s  
th a t  was m easu red . In  fa c t th e y  m easu red  th e  av e rag e  te m p e ra tu re  o f a m ix 
tu re  o f gas-layers w ith  d iffe ren t te m p e ra tu re s  b o th  in  th e  gas-stream  ro ta t in g  
n e a r  th e  axis an d  in  th e  one n ea r th e  p e rip h e ry . T h e  difference in  te m p e ra tu re  
b e tw een  th e  m ix tu re s  is obv iously  less th a n  th e  a c tu a l to ta l  te m p e ra tu re  
d ifference a ris in g  in  th e  tu b e . In  a th e o re tic a l case, an d  i f  gas is d iv id ed  in to  
tw o  equal p a r ts ,  th e  d ifference betw een  th e  av e rag e  te m p e ra tu re  of th e  gas 
ca rried  off a t  th e  p e r ip h e ry  an d  th a t  ca rried  o ff a t  th e  geom etrical ax is  w ill

o n ly  be 0,5 A T ,  i. e. h a lf  th e  te m p e ra tu re  d ifference  arising  betw een  th e  tu b e  
w all an d  th e  tu b e  ax is (F ig . 7).

In  Fig. 6 th e  cu rves show ing th e  values o f  A  T/T0 a tta in a b le  fo r v a ry in g  
p ressu re  ra tio s  a re  e x tra p o la te d  up  to  th e  p o in t o f th e  ra tio  p j p g  — 0. I f  P i /p 0 
is assum ed  to  be  zero , a ll th ese  curves converge to  th e  p o in t A T/T0 =  1 an d  
a re  in d ep en d en t o f fa c to r  x.  T he em p lo y m en t o f  a d iffu ser w ith  an  o u tflo w  
cross-section  en ab lin g  P i /p 0 to  becom e less th a n  0,1 is d ifficu lt and  m a y  becom e 
ev en  im possib le . I t  is fo r th is  reason  th a t  th is  sec tio n  o f th e  curves is re p re se n te d  
b y  b ro k en  lines.

A lthough  th e  p ressu re  ra tio  P ilp 0 — 0 a n d  th e  correspond ing  A T j T 0 — 1 
a re  o f th e o re tic a l in te re s t  on ly , i t  is s till w o rth  ex am in in g  th em  in  d e ta il. T he  
p o in t o f in te re s t in  th is  case is th a t  if  one succeeded  in  co n stru c tin g  a d iffu se r 
(th ro u g h  w hich gas is flow ing  in to  th e  R a n q u e  tu b e )  th a t  w ould en ab le  th e  
rea liza tio n  of p re ssu re  ra tio  p j p g  =  0 (which is im possib le), th e  te m p e ra tu re  
along th e  g eom etrica l ax is  of th e  R an q u e  tu b e  w o u ld  be 0° К  in d e p e n d e n t o f 
th e  p a ram e te rs  o f  gas.

I t  should  be  n o te d  th a t  fric tio n  losses h av e  been  overlooked  in  o u r in v e s ti
g a tio n s . I t  has b een  assu m ed  th a t  th e  phase a n d  th e  n u m b er of th e  degrees
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of f re e d o m  o f the  gas rem ain  u n ch an g ed . T he la t te r  is of special im p o rta n c e  
since , a t  lo w er te m p e ra tu re s , th e  degrees of freed o m  of gases “ freeze”  success

iv e ly , c a u s in g  th e  fac to r to  increase in  v a lu e . T his, on th e  o th e r  h a n d ,J + 2
le a d s  —  a t  low er te m p e ra tu re s  —  to  an  in c rea se  in  th e  te m p e ra tu re  g ra d ie n t 
w h ich  a r ise s  in  th e  cen trifu g a l f ie ld . T h is is o f  considerab le  in te re s t  b ecau se  i t  
m e a n s  t h a t ,  in s tead  of th e  re s tra in in g  an d  lim itin g  effect f re q u e n tly  p ro d u ced

b y  n a tu r e ,  we are dealing  h e re  w ith  an  e ffec t w hich, th ro u g h  th e  “ freez in g ”  
o f th e  degrees of freedom , p ro m o tes  a fu r th e r  red u c tio n  of te m p e ra tu re .

W e h av e  en u m era ted  th e  w ays of in c reasin g  th e  te m p e ra tu re  d ifference  
a t ta in a b le  in  th e  R an q u e  tu b e . T here  ex is ts  one m ore fa c to r  w hich , accord ing  
to  ex p e rien ces , increases th e  ab o v e -ca lcu la ted  te m p e ra tu re  d iffe rence  s till 
f u r th e r .

I t  w as assum ed in  th e  fo regoing  t h a t  th e  an g u la r v e lo c ity  (o, a ris in g  a t 
th e  in f lo w , rem ained  c o n s ta n t a long  th e  ra d iu s . I t  has, how ever, been  observed  
t h a t  th e  p e rip h era l v e lo c ity  m a y  be c o n s ta n t along th e  cross-sec tion  o f the  
n o z z le  (F ig . 8). I f  th is  is so, th e  a n g u la r  v e lo c ity  of gas ro ta tin g  in  th e  tu b e  
w o u ld  f i r s t  increase so th a t  th e  cen trifu g a l acce lera tio n  w ould be h ig h e r  th a n  
h i th e r to  assum ed.

I f ,  in  a R an q u e  tu b e  w ith  rad iu s  rx, th e  ra d ia l d im ension  o f th e  in le t 
o r if ic e  a m o u n ts  to  0,1 rx —  w hich  m eans t h a t  th e  p erip h era l v e lo c ity  rx rem ains 
c o n s ta n t  a long  one te n th  of th e  rad iu s  —  th e  curves of F ig . 6 change in to  those 
o f  F ig . 9, re su ltin g  in  s till h ig h e r va lues fo r  A T / T 0. W hen d raw in g  th e  curves 
o f F ig . 9 fric tio n  losses w ere again  n eg lec ted .

A s a lread y  m en tio n ed , a t te m p ts  to  a sc e rta in  th e  cond itions o f acce lera 
t io n  in  th e  R anque  tu b e , i. e. to  d e te rm in e  changes in  velocity  a long  th e  rad ius, 
h a v e  to  o u r know ledge rem a in ed  unseccessfu l because of th e  sm all d im ensions 
o f th e  tu b e s  used b y  in v e s tig a to rs . In  th e  above  co m p u ta tio n s  we h a v e , th e re 
f o r e ,  s ta r te d  from  th e  assu m p tio n  (g en era lly  m ade b y  au th o rs) t h a t  th e  gas
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s tre a m in g  in  ta n g e n tia lly  an d  sp ira lling  to w ard s  th e  geom etrica l ax is  of the  
tu b e  re ta in s  its  o rig inal an g u la r ve lo c ity . C o n tra ry  to  th is  a ssu m p tio n , ce rta in  
th e o re tic a l considera tions lead  to  th e  conclusion  th a t  angu la r v e lo c ity  increases

to w a rd s  th e  g eo m etrica l axis o f th e  tu b e  w h ich  possib ly  involves a f u r th e r  
in crease  in th e  te m p e ra tu re  g rad ien t p ro d u ced  b y  th e  effect d escribed . I  shall 
r e tu rn  to  th is  p ro b lem  in  a la te r  s tu d y  w h ich  w ill, am ong o th e rs , p re se n t a 
com p ariso n  of kn o w n  ex p erim en ta l re su lts  w ith  values com puted  on th e  basis 
o f  th e  effect described . As will be seen, ex p e rim en ts  an d  co m p u ta tio n s  p ro d u ce  
e q u a l re su lts .
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SUMMARY

The heat state of gases in a centrifugal field has been examined. As shown by the cal
culations, an acceleration rate of 10’ g can be achieved in such a field. Such accelerations lead 
to temperature gradients above 10°/mm. This effect can be used to explain the phenomenon
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occurring in Ranque’s tube. Ways and means are investigated to achieve higher temperature 
differences in the Ranque tube. The temperature difference is independent of the measures 
of the tube and the pressure of the gas at the inlet, but depends on factor x ,  on the ratio of 
gas-pressure before and after the tube, as well as on the absolute temperature of the gas at 
the inlet.

WIRKUNG DES ZENTRIFUGALKRAFTFELDES 
AUF DEN WÄRMEZUSTAND DER GASE.

ERKLÄRUNG DER RANQUE ERSCHEINUNG
I . ERD ÉLY I

ZUSAMMENFASSUNG

Verfasser unterscheidet den Wärmezustand der Gase im Zentrifugalkraftfeld. Wie die 
Rerechnungen zeigen, können in solchem Kraftfeld sogar Beschleunigungswerte von 107 g 
erreicht werden. So große Beschleunigungen verursachen Temperaturgradienten von über 
10°/mm. Dieser Effekt ist geeignet, die bei der Ranqueschen Röhre auftretende Erscheinung 
zu erklären. Danach wird unter Verwendung des beschriebenen Effektes der Weg und die 
Möglichkeit gesucht, je größere Temperaturdifferenzen in der Ranqueschen Röhre zu ver
wirklichen. Es wird festgestellt, daß die erreichbare Temperaturdifferenz von den Abmessun
gen der Röhre und vom Druck des einströmenden Gases unabhängig ist, dagegen vom Faktor x ,  
ferner vom Verhältnis des Gasdruckes vor und nach der Röhre und von der absoluten Tempe
ratur des Gases beim Eintritt beeinflußt wird.

INFLUENCE DE L’INTENSITÉ DU CHAMP CENTRIFUGE 
SUR L’ÉTAT DE TEMPÉRATURE DES GAZ.

EXPLICATION DU PHÉNOMÈNE DE RANQUE
I. ER D ÉL Y I

RÉSUMÉ

L’auteur étudie l’état de température des gaz dans un champ de forces centrifuges. 
Il ressort des calculs, que dans un tel champ, on peut obtenir jusqu’à des valeurs d’accélération 
de 107 g, qui produisent des gradients de température supérieurs à 10°/mm. Cet effet peut servir 
d’explication au phénomène observé dans les tubes Ranque. Par utilisation de l’effet décrit, 
l’auteur recherche les modes et possibilités de produire la plus grande différence de température 
dans les tubes Ranque. Il constate que cet écart de température est indépendant des dimensions 
du tube et de la pression du gaz à l’entrée, mais dépend du facteur, du rapport de la pression 
de gaz avant l’entrée et après sa sortie du tube, ainsi que de la température absolue du gaz 
avant son admission.

ВЛИЯНИЕ ПОЛЯ ЦЕНТРОБЕЖНОЙ СИЛЫ НА ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ ГАЗОВ.
ОБЪЯСНЕНИЕ ЯВЛЕНИЯ РАНКИ

И . Э Р Д Е Л И

РЕЗЮМЕ

Автор исследует теплопроводность газов в поле центробежной силы. Расчеты 
указывают на возможность получения в таких полях ускорения порядка 107 г. При таких 
ускорениях температурные градиенты превышают величину Ю°1мм. Этот эффект приго
ден для объяснения явления, наблюдаемого в трубе Ранки. Затем с помощью упомянутого 
здесь эффекта изыскиваются способы и возможности получения наиболее высоких тем
пературных градиентов в трубе Ранки. Установлено, что достижимая разность темпера
тур независима от размеров трубы и от давления поступающего газа; зависима в то же 
время от коэффициента и от соотношения давлений газа до и после трубы, а также от 
абсолютной температуры газа до его поступления в трубу.
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As i t  is w ell k now n , th e  ad its  d riv en  in  a s tra ig h t line in  su b su rfa c e  m ine 
w ork ing , are called  leve l d rif ts . T h e ir p rim a ry  p u rpose  is to  p ro v id e  fo r  m ass 
tra n s p o r ta t io n  an d  fo r v e n tila tio n . T h e ir lo ca tio n  is decisively in flu e n c e d  b y  
th e  re q u irem en t th a t  specific  p ro d u c tio n  costs  m u st be as low  as possib le . 
W h en  siting  th e se  d r if ts , due  a tte n tio n  is p a id  to  geological co n d itio n s  as w ell 
as to  th e  p h ysica l an d  m ech an ica l p ro p e rtie s  o f th e  rocks.

T hus th e  p ra c tic a l s ign ificance of f ro n t en trie s  is indeed  v e ry  g re a t an d  
th is  is w hy th e  p ro b lem  of th e ir  o p tim u m  se ttin g  has becom e th e  o b je c t of 
m a n y  an a ly tica l in v es tig a tio n s  in  th e  p a s t few  y ea rs  ([1, 2, 3, 4, 5 ]).

Since th e  s tr ik e , d ip  an d  th ick n ess  of th e  beds an d  seam s a re  g en e ra lly  
v a r ia b le , th e  level d r if t  n ecessarily  s tra ig h t, can  b y  no m eans pass th ro u g h o u t 
in  a g iven layer. In  th e  case o f a d r if t  to  th e  s tr ik e , i t  is ou r aim  t h a t  th e  ax is 
o f th e  e n try  be f i t t in g  th e  n a tu ra l  s trik e  of th e  b ed  or seam  as close as p o ssib le , 
in  th e  requ ired  sea level a lt i tu d e  z0. H ow ever, th e  n a tu ra l s tr ik e  lin e  is fa r  
from  being  know n in i ts  fu ll ex ten sio n  co n seq u en tly , i t  is to  be a ssu m ed  here  
th a t  th e  position  o f th e  seam  in q u estio n  is to  be defined  b y  m eans o f  a n u m b e r  
n  o f  boreholes. T hese holes h av e  to  be in  th e  im m ed ia te  n e ig h b o u rh o o d  o f th e  
a d it  to  be d riven . T he o rth o g o n a l co -o rd inates o f th e  in te rcep ts  of th e  in v e s t i
g a te d  seam  w ith  th e  p e rp en d icu la r  boreholes a re  know n. T hese b o reh o les  
B v  B 2, . . . B n h a v e , how ever, h i t  th e  seam  in  q u estio n  a t  d iffe ren t a l t i tu d e s  
zv  z2, . . .  zn. C onsequen tly , th e  co -o rd inates of th e  in te rcep ts  h av e  to  b e  f i r s t  
red u ced  to  th e  leve l z0 of th e  d r if t to  be lo ca ted . F o r th is  red u c tio n  th e re  a re  
in d ic a te d  tw o w ays on page 271. of [4]. As a re su lt  o f th e  red u c tio n , w e o b ta in  
p o in ts  P v  P 2, . . .  P n in  th e  h o riz o n ta l p lane  o f z 0 a ltitu d e , th e  co -o rd in a te s  of 
w h ich  are : x xy v  x ^ y 2 ,  . . . x ny n . In  th e  follow ing, th ese  po in ts  are to  b e  ca lled  
“ defin ing  p o in ts” . T h ey  d efine  an  a rtif ic ia l s tr ik e , w hich  is to  be a p p ro x im a te d  
b y  th e  leve l d rif t to  be s ited  as close as possib le.
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T h e principles of lo ca tio n

T h ere  are severa l p rin c ip le s  by  of w h ich  th e  req u irem en t of f i t t in g  can  
b e  ex p ressed  in  m a th e m a tic a l form . In  a fo rm er s tu d y  [5] on th e  sam e p ro b lem , 
w e h a d  in v estig a ted  th e  p rin c ip le : [q AA] =  m in im u m  of a d ju s tm e n t in  its  
a p p lic a tio n  to  th e  leve l d r i f t  as an  ad ju s ted  s t r a ig h t  line. The positions of th e  
p o in ts  Pi,  how ever, w h ich  d e fin e  th e  a rtif ic ia l s tr ik e  an d  are ch a rac te rized  by  
th e  co -o rd in a tes  Я/у,-, a re  s u b je c t  to  errors o f m e a su re m e n ts  o t a slig h te r e x te n t  
o n ly . T hese p o in t p o s itio n s  m o stly  re flec t n a tu r a l  (geological) and  tech n ica l 
c o n s tra in ts .

A s a resu lt o f th is , w e have discussed [pdd]  =  m in im um  as a second 
p r in c ip le . I t  was b y  o f th e  l a t t e r  th a t  we re a c h e d  th e  conclusion th a t  th e  o p ti
m u m  d r if t  axis, in  f a c t ,  th e  one for w hich th e  m o m e n tu m  of in e rtia  of th e  p lo t 
P j P 2 . . . P„ is m in im u m  v a lu e . W h atev er d isp e rs io n  th e  defin ing p lo t m ay  
h a v e , th e  op tim um  d ire c tio n  of the  level d r if t  is a lw ays u n am b iguously  d e te r 
m in e d  b y  th e  [p d d j-m in im u m  principle.

I n  add ition , we h a v e  s ta te d  th a t  th e  p r in c ip le  [p rd ] =  0, expressing  th e  
eq u ilib r iu m  of th e  m o m e n ta  o f th e  p lan a r fo rces p lf p 2, . . . p n, y ields th e  sam e 
v a lu e  fo r the  d ire c tio n a l ta n g e n t of th e  f ro n t  e n try , as did th e  p rin c ip le  
[pdd] =  m inim um .

I t  is a well k n o w n  fa c t  th a t  th e  co n d itio n  [pd] =  0 is fu lfilled  b y  an y  
m e d ia n  of th e  p la n a r  p o in t  set. I t  expresses th e  equ ilib rium  of th e  s ta tic  
m o m e n ta  of p lan a r fo rces. T h u s , in  case o f a free  leve l d rift th is  p rin c ip le  m ay  
s u p p ly  innum erab le  so lu tio n s . I t  has been s ta te d , on th e  o th e r h a n d , th a t  in  
case  o f  a “ fixed”  e n try , w h ich  m ust pass th ro u g h  th e  p o in t F,  fixed  in  ad v an ce , 
th e  m ed ian  defined b y  th e  princip le [pd] =  0 a n d  passing  th ro u g h  th e  fix ed  
p o in t  F,  is no t th e  o p tim u m  en try  axis.

T h e  m in im um  p rincip le  o f  th e  absolute sum s o f th e  perpendicular deviations d

A fte r the p rin c ip les  in v estig a ted  in  [5] we in te n d  to  discuss in  d e ta il th e  
m in im u m  princip le  o f  th e  abso lu te  sum s o f th e  p e rp en d icu la r d ev ia tio n s  from  
th e  f ro n t en try , i. e.

[Ipdj] =  m in im u m  (1)

likew ise  w ith  re sp ec t o f  i ts  app lica tion  to  th e  loca tio n  of level d rif ts .

1. Fixed level drifts

U nlike th e  o rd e r  fo llow ed in [5], th e  case o f th e  level d rift f ix e d  by  th e  
p o in t  F  is to  be d iscu ssed  f irs t, since th is  seem s to  be th e  m ore in fo rm a tiv e  
c a se  here.
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L e t us assum e th a t  th e  co -o rd inates o f th e  d e fin in g  p o in ts  Р г, P 2 . . . P n 
h a v e  been  reduced  to  th e  ax is system  x ' , y '  w hich  passes th ro u g h  th e  p o in t F  

p a ra lle l to  th e  o rig in a l sy s tem  x ,  y .  A ccording to  F ig . 1 th e  p e rp e n d ic u la r

F i g .  1

d e v ia tio n  d  o f th e  p o in t P  from  an  a rb itra ry  s tra ig h t line passing  th ro u g h  th e  
origin F  and  hav in g  an  az im u th a l angle a, is

d  =  y '  cos a  —  x '  sin a . (2)

T he positions of th e  d e fin in g  p o in ts  m igh t be o f d iffe ren t re lia b ility , o r im p o r t
ance. T h is c ircu m stan ce  is going to  be considered  b y  m ean s of th e  w eigh ts 
p v  p 2, ■ • • p n of th e  p o in ts . In  accordance w ith  (2), th e  ab so lu te  sum  [ |p d |]  
dep en d s on th e  a z im u th a l ang le  a  of th e  fro n t e n try , i. e.:

[[prf|] =  Pxdyi cos a  —  x[  sin a |)  +
+  P Á \y 'i cos a —  *2 sin a|) -\-

+ ................................................... (3)

+  P n { \ y 'n  cos a  —  x „  sin a |)

H ere  we h av e  to  dea l w ith  a sum  of fu n c tio n s o f th e  ab so lu te  v a lu es . 
T h is m akes th e  d e te rm in a tio n  o f th e  az im u th a l angle o f th e  m in im um  line 
p ro b lem a tic , since th e  d iffe ren tia l calculus w ill n o t a lw ays y ie ld  th e  expec ted  
re su lt. T h e  reason  is th a t  th e  cu rv e  illu s tra tin g  th e  a b so lu te  sum  [|prf|] as a 
fu n c tio n  of az im u th a l angles a  w ill posses c h a ra c te r is tic  b re a k -p o in ts . These 
b reak -p o in ts  w ill be co nnec ted  w ith  th e  az im u th a l angles fo r w hich  th e  s tra ig h t 
line w ill ju s t  pass one o f th e  g iven  defin ing  p o in ts , i .  e .  w hen  one o f th e  “ d ” 
values w ill becom e 0. F o r su ch  az im u th a l angles a  th e  ab so lu te -v a lu e  fu n c tio n  
expressed  u n d e r (3) is in d iffe ren tiab le .

In  o rd e r to  p rove  th e  ab o v e  s ta te m e n ts  le t us d e riv e  now  th e  ab so lu te - 
su m  fu n c tio n  o b ta in ed  from  (2)

rp =  Iy '  cos a  —  x '  sin a | (4)
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F o r th e  a z im u th a l angle a =  a x, o f  p o in t Р г o f th e  co -o rd in a tes  x'i an d  y'i, w here

t a n  a. J i SinOj = J l ; cos ax = (5)
K 2 +  J i 2 ’ R 2 +  J i 2

T h e  w e ig h ts  p  of (3) can  be n e g lec ted  he re , as c o n s ta n t fac to rs . L e t us m u ltip ly

an d  d iv id e  th e  rig h t side of (4) a t  p o in t P t b y  Sj =  У x'-f -)- j i 2

9
_______ /■ v ' x ’ \

]!x'^  4- y{2 I , —  c o s a ------  — s in a lJ  l  Z*í2 +  y'i K 2 +  y í2 J

Д  « a = a Д а Да Д а

(6)

(7)

( 8)

(9)

( 10)

w h ere  th e  neg a tiv e  sign on th e  r ig h t side has been  o m itte d , since th is  is an 
a b so lu te  v a lu e  function . D e p e n d in g  on w h e th e r Zla is m ad e  to  a p p ro ach  zero 
fro m  th e  p o sitiv e  or n eg a tiv e  s id e , th e re  ex is t tw o  p o ssib ilities .

T h e  f ir s t  case arises i f  zla >  0: th e n , on th e  r ig h t side o f (10),

im  s in A a

Д а  - >  0 Д а
+ 1

th u s

lim A<p
Д а  —> 0  Д а  

In  th e  second case, if  Д а <  0, th e n

lim  sin  Д  a

=  + « ! = +  f ^ l 2 +  У\ •

th u s

Д  а  =  0 Д а

lim  Д  (p

Д  а - >  0 Д а

=  — 1

=  — s, ■ K 2 +  r í 2

( п )

( 12)

(13)

(14)

s j  sin Д а  I
C o n se q u e n tly , we have  fo r th e  q u o t ie n t----- —--------on th e  basis  o f (12) and  (14)

L e t u s  fo rm  now  th e  q u o tie n t o f  d ifferences of fu n c tio n

o r in  ac c o rd a n ce  w itf
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t h a t  if  we ap p ro ach  0 fro m  th e  positive  side, th e  d e riv a tiv e  w ill be  + s 1; w hereas 
in  case 0 is being  ap p ro a c h e d  from  th e  n e g a tiv e  side th e  d e riv a tiv e  w ill am o u n t 
to :  — s1. The sign  o f th e  q u o tien t depends on th e  sign of th e  d en o m in a to r, 
since th e  n u m e ra to r  b e in g  an  ab so lu te  v a lu e , is alw ays positive . T h e  tw o  d eri
v a tiv e s  of (12) an d  (14) are  n o t id en tica l a t  th e  p o in t x 1, y 1 w h ereb y  i t  h as  been 
p ro v ed  th a t  th e  ab so lu te -v a lu e  fu n c tio n  of (3) w ill h av e  as m a n y  b re a k -p o in ts  
as th e re  are  d e fin in g  p o in ts . In  th e  b re a k -p o in ts , th e  fu n c tio n  (3) is indif- 
fe re n tia ted .

O f course, th e re  ex is ts  alw ays th e  p o ss ib ility  of co m p u tin g  th e  fu n c tio n  
values [ |p d |]  belong ing  to  an y  az im u th a l ang le  an d  p lo ttin g  th e m  in  an  o r th o 

gonal co -o rd inate  sy s tem  ag a in s t th e  a z im u th a l angles. T he sm alle st o rd in a te  
of th e  b ro k en  cu rv e , o b ta in e d  in  th is  w ay , w ill y ie ld  th e  az im u th a l ang le  of 
th e  o p tim u m  axis. T h is az im u th a l angle w ill be  id en tica l w ith  th a t  o f  one of 
th e  d e fin ing  p o in ts . I t  w ill be th is  p o in t, w h ich  w ill h av e  to  be p assed  b y  th e  
axis o f th e  d rift fix ed  to  F .  T h u s th e  m in im um  ax is fix ed  to  a p o in t o f c o n s tra in t 
w ill pass n o t on ly  p o in t F ,  b u t one of th e  d e fin in g  po in ts  P  as w ell. In  o rd er 
to  d e te rm in e  th e  o p tim u m  e n try  d irec tion , i t  is n ecessary  in  p rin c ip le  to  in v e s
tig a te  a ll th e  possib le s tra ig h t lines F  —  Р г, F  —  P 2, . . .  F  —  P n in  tu rn .  
In  p ra c tic e , how ever, i t  w ill n o t be necessary  to  ex am in e  all th e  possib le  a l te r 
n a tiv e s , since th e  in sp ec tio n  o f th e  figure  i tse lf  w ill in d ica te  th e  s tr a ig h t  lines 
fo r w hich  th e  ab so lu te  sum  [jjp</| ] is ev id en tly  h ig h . T hese w ill th e n  be  ex c lu d ed  
from  fu r th e r  in v es tig a tio n .

L e t us in v es tig a te  now  num erica lly  —  as an  exam ple  —  th e  sim p le  case 
o f F ig . 2. T his figu re  show s on ly  3 defin ing  p o in ts  P v  P 2 and  P 3 beside  th e

7 Acta Technica X X X V III /3 -4 .
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Table I

P articu lars fo r  the plot o f  F ig . 2 
F o rm a tio n  o f  th e  sum s of p ro d u c t S ,  H  a n d  Ф

Serial N um ber
From Point F

y ' y ' x'y'
From  Centre C

U 7)7) Î7)
x ' У ' f V

+ + + +

1 4 2 16 4 8 — 3 — 3 +  9 +  9 +  9
2 6 7 36 49 42 — l + 2 +  1 +  4 —  2

3 11 6 121 36 66 + 4 + 1 +  16 +  1 +  4

21 15 173 89 116 0 0 + 2 6 + 1 4 + 1 1

C en tre  o f  
g ra v ity 7 5 e f H F Ф pr “  c H c Ф

c x c Ус

f ix e d  p o in t  F.  For th e  sak e  o f  illu s tra tio n , th e y  p re se n t an  in ten siv e  “ d isp e r
s io n ” , h ig h ly  im probab le  in  p rac tice .

I n  o u r tab le  I  we h a v e  in d ic a te d  th e  c o -o rd in a te s  x\, y \  of th e  th re e  p o in ts  
in  th e  o rth o g o n al sy stem  th ro u g h  F  and  h a v e  also  show n th e ir  co -o rd in a tes  

rji in  th e  system  w hose o rig in  coincides w ith  c e n tre  of g ra v ity  C an d  w hose 
ax es  a re  para lle l to  th e  fo rm e r  one. The sum s o f th e  co -o rd inates, as w ell as 
th e  su m s of p ro d u c ts  x '2, y ' 2, x 'y '  | 2, r f  a n d  Çt], serv ing  a com parison  to  be 
p e rfo rm e d  la te r  on, h av e  a lso  been  lis ted . A ll th e  th re e  po in ts h av e  been  a t 
t r ib u te d  u n it  w eights so t h a t  th e  co -o rd inates o f th e ir  cen tre  of g ra v ity  C in  th e  
x ’y '  sy s te m  are x c =  + 7 ,0 0 ,  y c =  + 5 ,0 0 .

W ith  th e  increase o f  th e  az im u th a l ang le  a  o u r ro ta tin g  s tr a ig h t  line  
f ix e d  to  p o in t F  w ill pass  p o in t  1, th e n  p o in t 2, i t  w ill th e n  pass th e  cen tre  
o f  g r a v i ty  C and f in a lly  p o in t  3. A t po in ts  1., 2. a n d  3., th e  fu n c tio n  cu rv e  has 
b re a k -p o in ts , b u t  th e re  a re  no  b reaks in  th is  case a t  th e  cen tre  of g ra v ity  C 
sin ce  i t  is n o t a d efin ing  p o in t ,  b u t  a fic titio u s  one.

O u r T able I I  in c lu d es  th e  d irec tiona l ta n g e n ts , az im u th a l ang les, sinus 
a n d  cosinus values of th e  s tr a ig h t  line a t  th e se  c h a ra c te ris tic  p o in ts .

I t  is by  these  an d  b y  th e  co -o rd inates o f T ab le  I  th a t  th e  p e rp e n d ic u la r  
d is ta n c e s  of these p o in ts  c a n  be ca lcu la ted  to  th e  ch a rac te ris tic  p o sitio n s of 
th e  s tra ig h t  line.

d1 =  y i  cos аг —  x í  sin  аг
d2 =  j2  cos a2 —  *2 sin  «2 (15)
d3 =  y'3 cos a3 —  х'з s in  ctg.

T h is  is show n in T ab le  I I I .
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Table I I

Particulars fo r  the fo u r  investigated straight lines o f  the f ix e d  entry o f  F ig . 2

Axis
direction tan a a cos a sin a

F-> 1 2 : 4 26°33'54" 0,894 43 0,447 21
F - y  3 6 : 11 28°36'38'' 0,877 89 0,478 86
F - у  C 5 : 7 35°32T6" 0,813 72 0,581 25
F - y  2 7 : 6 49°23'56'' 0,650 77 0,759 27

Table I I I

Formations o f  the absolute sum s o f  d  o f  the fo u r  investigated straight lines

Axis
Direction

Serial 
N um ber 

of the Point
y '  cos a  — x '  sin a  = d tIAIl

l 1,788 85— 1,788 85 0,000 00
F - ±  1 2 6,261 01—2,683 26 +3,577 75 4,025 02

3 5,366 58—4,919 31 +0,447 27

1 1,755 78— 1,915 44 —0,159 66
F  -у  3 2 6,145 23— 2,873 16 +3,272 07 3,431 73

3 5,267 40—5,267 40 0,000 00

1 1,627 46—2,324 96 —0,697 50
F a  C 2 5,696 11—3,487 44 +2,208 67 4,417 43

3 4,882 38—6,393 64 — 1,511 26

1 1,301 54—3,073 08 — 1,735 54
F a  2 2 4,555 50—4,555 50 0,000 00 6,182 89

3 3,904 62—8,35197 —4,447 35

T he d  values in d ica ted  in  T ab le  I I I  h a v e  been ca lcu la ted  b y  (15) w ith  
re sp e c t o f th e  axes F - >  1, F —*■ 3, F —у С an d  JF1—>-2 o f o u r ex a m p le . The 
a b so lu te  sum s [|d |] o f th e  d is tan ces  w ere lis te d  in  th e  a p p ro p r ia te ly  h ead ed  
co lu m n  on  th e  ex trem e  rig h t fo r  each  d irec tio n . F rom  T ab le  I I I  i t  is to  be  seen 
th a t  th is  ab so lu te  sum  (3,431 73)-is m in im um  fo r th a t  axis w hich  passes th ro u g h  
th e  origo F  an d  th ro u g h  p o in t 3. In  an y  o th e r  d irec tion , th is  a b so lu te  su m  is 
h ig h e r. T h u s accord ing  to  th e  ta b le :

d irec tion m a
F - y  1 4,025 02 26°3 3 '5 4 '
F  - y  C 4,417 43 35 32 16
F - y  2 6,182 89 49 23 56.

7 *
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A ll th e s e  num erica l va lu es  [ |d |]  as well as th e  v a lu e s  o f  th e  ab so lu te  sum  fu n c 
tio n  a t  d iffe ren t angles a,  as w ell as th e ir  ch an g es, a re  i l lu s tra te d  in  F ig . 3.

S ince  th e  s tra ig h t lin e  F  —*■ C passes th ro u g h  th e  cen tre  of g ra v ity  of 
th e  d e fin in g  p lo t 1, 2, 3, . . i t  is obvious th a t  w ith  re sp e c t to  th is  “ m e d ia n ”

as w ell as to  any  o th e r  one  —  th e  algebraic su m  o f th e  dev ia tions d  w ill th e o re 
t ic a l ly  equal zero. P ra c tic a l ly ,  i t  will equal in  d ep en d en ce  on th e  accu racy  o f 
th e  ca lcu la tio n :

— 0,69750 +  2,20867 — 1,51126 =  — 0,00009 (16)

i .  e. th e  devia tion  is q u ite  s lig h t.
C urve [|dj] h as  b re a k s  a t  th e  az im u th a l ang les o f p o in ts  1, 2, 3, b u t  a t 

th e  az im u th a l angle o f th e  c e n tre  of g rav ity  C, as w ell as in  th e  sections b e tw een  
th e s e  th re e  po in ts, i t  is free  o f  b reak . F o r th e  a z im u th a l angles above 4 9 ° 2 3 '5 6 '' 
o r  b e lo w  2 6 °3 3 '5 4 '', a c c o rd in g  to  Table I I .  th e  d is tan ces  “ d ” of all th e  th ree  
p o in ts  will be of id e n tic a l s ign , th u s , a p a r t  fro m  th e  sign, th e ir  ab so lu te  sum  
w ill eq u a l th e ir  a lg eb ra ic  su m ; consequen tly , th e  fu n c tio n  can be d iffe ren tia ted  
ev e ry w h ere  except th e  b ro k e n  secto r m en tio n ed . A s a re su lt th e  sum  [|jt>d|] can
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T a b le  IV

The m a x im u m  o f  the absolute su m  [ d |] and its straight line

0  =  125°32 '16" cos a  =  — 0,581 24 Bina — + 0 ,813  73

Serial N um ber 
of the P o in t y 'cos a  —  x 'sin  a  =  d [|4|]

1

2 

3

— 1,162 48— 3,254 92 

— 4,068 68— 4,882 38 

— 3,487 44— 8,95103

-  4,417 40 

=  —  8,951 06 

=  — 12,438 47

25,806 93

1 ,2 ,3

Гу'] c o s  a —  [X ' ]  sin a
id]

=  15 • cos a  —  21 • sin a

— 25,806 93=  — 8,718 60— 17,088 33 =

be ca lcu la ted  w ith  th e  ex cep tio n  of th e  b re a k  zone in  a m ore  d ire c t w ay  too. 
W ith  th is  re s tr ic tio n  i t  ho lds th a t :

[\pd\] =  [pd]

[p,(|y , cos a  —  x'i sin  a |) ]  =  [p,yí] cos a — \f>ix'i\ sin  a  (17)

fu rth e rm o re

P i(y i cos a  —  x'i sin  a) -f- p 2 (x2 cos a  —  x'2 sin a) -f- 

+  РзЬ 'з cos a  —  х з sin  a) =  (p tf 'i  +  Р 2У2 +  РзУ'з) cos a  —
— {pix'i +  p 2x 2 +  P 3X3) sin a . (17a)

T he m in im um  o f th e  ab so lu te -su m  fu n c tio n  [|p d |] is in  th e  b ro k e n  zone; 
its  m ax im u m , how ever, w ill be found  o u ts id e  th is  zone. T h u s  th e  az im u th a l 
angle o f th e  m ax im u m  can  be o b ta in ed  b y  d iffe ren tia tin g  th e  su m  fu n c tio n

[pd] =  [ p y 'j  cos a  —  [/>*'] sin a (18)

w ith  resp ec t to  th e  a z im u th a l angle  a as th e  in d ep en d en t v a ria b le , le t  th e  f irs t 
d iffe re n tia l q u o tie n t eq u a l zero ; i. e.

— ^   ̂ - =  — [ p j r] sin a — \_PX’\ cos a =  0 (19)
da

w herefrom  th e  d irec tio n a l ta n g e n t of th e  s tra ig h t line co rresp o n d in g  to  th e  
m a x im u m  is

— ta n  d  =  tan (180° — <*) =  —LE î L  # (20)
[py']

In  o rd e r  to  check th e  n a tu re  o f  th e  ex trem e  le t  us form  th e  second  d e r iv a tiv e
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I t s  v a lu e  being sm aller th a n  0 proves th a t  th e  m a x im u m  o f th e  sum  fu n c tio n  
is in  f a c t  s itu a ted  a t  th e  a z im u th a l  angle y ie ld ed  b y  (20).

U sin g  th e  d a ta  o f o u r  p r e s e n t  exam ple o f u n it  w e ig h ts , re la tio n  (20) w ill y ield  th e  fo l
lo w in g  re su lt:

t a n  (180° — h )  =  - f ^ L  =  _ | L  — +  1,400000 (23)
[ y  I 15

h e n c e
(180° —  a) =  54°27 '44" (24)

th u s  th e  azim u th a l angle o f th e  s t r a ig h t  line belonging to  th e  m ax im u m  is

a =  125°32 '16". (25)

I n  o rd e r  to  calculate th e  v a lu e  o f  th e  m axim um  p ro p e r, i t  is e x p ed ien t to  express th e  sum  
fu n c t io n  o f (18):

i n  t h e  follow ing form :

S u b s t i tu t in g  the  d irec tio n a l ta n g e n t  (20) o b ta in e d  from  th e  f irs t  d iffe ren tia l 
q u o t ie n t ,  i. e.

A fte r  fa c to rin g  ou t, s u b s ti tu tin g

F in a lly ,  th e  requ ired  second  d iffe ren tia l q u o tie n t:
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a s  th e  d irec tio n a l ta n g e n t  o f  th e  m ax im u m  ax is , a n d  reducing  th e  re q u ire d  m a x im u m  becom es:

[pd]m^  =  V [ p x 'V  +  [p y 'V  • (27)

I n  o u r  ex am ple  o f  u n i t  w e ig h ts we h a v e :

[* ']  =  + 2 1 ;  [* ']»  =  441 (28)

l y ']  =  + 1 5 ;  [ y '] ‘ =  225.
T h u s

[d ]max =  У441 +  225 =  \ Ш Г  =  ±  25,807 00 (29)

F o r  th e  sake o f  check ing  le t  us ca lcu la te  now  th e  v a lu e  o f th e  m ax im u m  o f  th e  su m  fu n c tio n  
[pd] in  tab le  IV , acco rd in g  to  b o th  a lte rn a tiv e s  o f  th e  re la tio n  (17). T h e  a z im u th a l  angle cor
re sp o n d in g  to  th e  m a x im u m  will be w ith  re g a rd  to  (25):

a =  1 2 5 ° 3 2 T 6 '.

A ccording to  th e  th ird  lin e  o f  o u r T ab le  I I ,  th e  a z im u th a l angle o f th e  s t r a ig h t  line  F  -> C, 
w h ich  passes th ro u g h  th e  c en tre  o f g ra v ity , is a =  35°32T 6". In  ex p ress io n  (2 5 ) w e h av e  ju s t  
seen  th a t  th e  m ax im u m  o f  [pd] ap p ea rs  a t  a =  125°32 '16", i. e. th is  is th e  s t r a ig h t  line  w hich 
passes th ro u g h  p o in t  F  a n d  is ex ac tly  p e rp en d icu la r  to  th e  m ed ian  F  -*■ C. T h is  is no m ere 
■coincidence, h u t  a  n ecessity .

T he d irec tio n a l ta n g e n t o f th e  m e d ia n  F  —> C passing  th ro u g h  th e  origin 
is , n am ely :

ta n  aFC — Ус _  [ / ]
*c [* '] *

(30)

O n  th e  o th e r h a n d , th e  d irec tio n a l ta n g e n t o f  th e  m ax im u m  o f  th e  fu n c tio n  is 
acco rd in g  to (20):

ta n  a =  — —-——
[ / ]

o r , in  o th e r w ords

ta n  a = --------—  =  ta n  (a FC -)- 90°). (31)
t g  a F C

T his la t te r  eq u a tio n  expresses a w ell k n o w n  trig o n o m etric  th e o re m . I t  is th e re 
fo re  to  be considered  p ro v en , th a t  th e  ax is  o f th e  m ax im u m  o f th e  abso lu te  
su m  fu n c tio n , w h ich  passes th ro u g h  th e  o rig in , is p e rp en d icu la r to  th e  m edian
F  —  C.

T he m in im u m  o f th e  [|pd]] fu n c tio n , on th e  o th e r  h a n d , is no t 
necessarily  s itu a te d  a t  th e  az im u th a l angle o f th e  m ed ian  passin g  th ro u g h  th e  
orig in  —  as we h a v e  ju s t  seen —  b u t  a t  th e  0-v alue  of som e of th e  d is tan ces  d.

C o n sequen tly , th e  axes of th e  m in im u m  and  m ax im u m  o f  th e  [|pd |] 
ab so lu te  sum  fu n c tio n  a re , as a ru le , n o t p erp en d icu la r. I n  th e  case  o f our 
ex am p le , w hich h as  chosen  so as to  show  a s tr ik in g  d ispersion , th e  d ev ia tio n  
o f th e  difference o f th e  az im u th a l angles o f  th e  tw o axes from  a r ig h t  angle 
am o u n ts  —  as i t  is going to  be show n —  to  2 9 '2 3 " ,  i. e. to  n ea rly  h a l f  a degree. 
T he m ain  axes y ie ld ed  b y  th e  [pdd]  p rin c ip le , on th e  o th e r h a n d , —  as i t  has 
been  s ta te d  u n d e r  (20) o f [5] —  are in v a ria b ly  p e rp en d icu la r to  e a c h  o ther.
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I n  th e  case of o u r p re s e n t  exam ple, th e  m in im u m  of fu n c tio n  [ |p d |]  
occurs a t  th e  az im u th a l an g le  o f  th e  s tra ig h t lin e  F  —  3, (a =  2 8 °3 6 '3 8 '')  
i .  e. ta k in g  in to  co n sid e ra tio n  (25) th e  axis d irec tio n s o f  th e  tw o  ex trem e v a lu e s  
s u b te n d  a n  angle of

1 2 5 °3 2 '1 6 "  —  2 8 °3 6 '3 8 '' =  9 6 ° 5 5 '3 8 ''.  (32)

T h is is sh o w n  on Fig. 2. to o .
T h e  va lu e  of th e  sum  fu n c tio n  for any  a z im u th a l angle can  be o b ta in e d  

in  th e  d iffe ren tiab le  in te rv a ls  accord ing  to

[pd] =  [p y ']  cos a — [р я ']  s in  a. (33)

T h e  c a lc u la tio n  of th e  fu n c tio n  values prevailing  a t  th e  b re a k  po in ts  has been  
d e m o n s tra te d  in  tab le  I I I .  A cco rd in g ly  th e  fu n c tio n  cu rve  [Jpd|] of th e  f ic t i 
t io u s  ex am p le  of Fig. 2. is i l lu s tra te d  b y  Fig. 3. T h e  th re e  b reak -p o in ts  of th e  
cu rv e  a re  m ark ed  1, 2 a n d  3, re fe rr in g  to  po in ts  1, 2 a n d  3 of Fig. 2. T he m in i
m u m  o f th e  function  is p re se n te d  by  the  o rd in a te  o f P o in t 3: i t  am o u n ts  to  
3,431 73 , correspond ing  to  a n  abscissa  value o f a =  2 8 °3 6 '3 8 " . T he o rd in a te  
re fe r r in g  to  th e  cen tre  o f g r a v i ty  w ith  a =  3 5 °3 2 '1 6 "  is how ever a lread y  h ig h e r: 
4 ,417 4 3 . T he fu n c tio n  a t ta in s  its  m ax im um  a t  a  =  (3 5 °3 2 '1 6 '' -f- 90°) =  
=  1 2 5 °3 2 '1 6 " , w here i t  a m o u n ts  to  25,807 00. T h ese  a c cu ra te  d a ta  a re  ta k e n  
from  o u r  tab les ; th e  cu rv e  o f  F ig . 3. obviously  p re se n ts  ap p ro x im a te  v a lu e s  
o n ly .

F o r  th e  sake of co m p a riso n  i t  seems to  b e  in d ic a te d  to  ap p ly  also th e  
[p d d ]-m in im u m  p rincip le  m e n tio n e d  under (9) of [5] to  o u r num erica l ex am p le . 
I n  o th e r  w ords, we h a v e  to  f in d  th e  az im u th a l an g les  of th e  m ain  in e r tia  axes 
o f th e  se t of a lto g e th e r th re e  p o in ts  passing th ro u g h  F  an d  th ro u g h  th e  c e n tre  
o f g r a v i ty  C.

T h e  sum s of p ro d u c ts  o f  th e  co-ord inates in  b o th  o f o u r para lle l c o -o rd in a te  
sy s te m s , passing th ro u g h  F  on  th e  one h an d  a n d  th ro u g h  C on th e  o th e r , w ill 
be  d e n o te d  by  th e  b r ie f  sy m b o ls  a lready  used  in  [5]. T h u s:

[ p x ' x ' ]  =  3 F ; [p y 'y ']  =  H F ; l px'y'] =  Фр
[p  I I ]  =  Ec ; [p  У y] — Hc ; [p I 17] =  Фс (34)

[pdd] min =  0 2 [pdd] max

сьII

A cco rd in g  to  th e  re la tio n  (57) in  [5] as w ell as to  th e  d a ta  of T ab le  I . ,  th e  
a z im u th a l  angles a  a n d  (a  -f* 90°) of th e  m a in  in e r t ia  axes in  th e  o rig in  F ,  
c a n  b e  o b ta ined  in th e  fo llow ing  w ay:

tan 2_a = = tI S t = 2Л61904- <35>
C o n se q u e n tly , th e  a z im u th a l a n g le  o f  th e  F  —  I I  ax is  o f  th e  re la tiv e  [pdd] m in im u m  is:

a =  35°02 '53" (36>

w h e re a s  th e  F  —  I  a x is  o f  th e  m a x im u m  will be  o b v io u sly  p e rp en d icu la r  to  th is  one.
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T he re la tiv e  e x tre m e  v a lu es o f th e  sum  o f sq u a res  [pdd] fo r th ese  axes will h a v e  to  be  
c a lcu la te d  —  as i t  is k n o w n  —  b y

(OF _  S F +  H P zn
n 2 +  ч>\

H ence

T h e ir  sum  is:

® f, -  ©Sin =  +  7,631 and  © f  -  © £ ax =  +  254,369.

© ft +  © F =  S F +  H F =  +  262,000.

T h e  a z im u th a l angle o f  th e  F —  C m ed ian , on  th e  o th e r  h a n d , is acco rd ing  to  T ab le  I I I . :

a FC =  3 5 °3 2 '1 6 '.

W e hav e  a lre ad y  s ta te d  in  c o n n ec tio n  w ith  (15) a n d  T ab le  I I I .  t h a t  th e  m in im u m  ax is  F  —  I I  
does n o t h av e  to  p a ss  th ro u g h  th e  cen tre  o f g ra v ity  C o f th e  d e fin in g  p o in t se t, n e ith e r  does i t  
h a v e  to  coincide w ith  th e  m ed ia n  F  -*■ C. A ccord ing  to  (40) a n d  (36) th e  d e v ia tio n  o f th e  s tra ig h t  
lines F —  C  and  F  —  I I  is

(37)

(38)

(39)

(40)

3 5 °3 2 '1 6 "—  35°02 '53" =  0 °29 '23". (41)

T h is c o m p ara tiv e ly  g re a t d e v ia tio n , am o u n tin g  to  a lm o st h a lf  a  degree , is th e  re su lt  o f th e  
g re a t  s c a tte r  o f th e  p o in t se t assu m ed  in  o u r exam ple.

L e t u s  form  now  —  fo r  th e  sake of com p ariso n  —  also th e  a z im u th a l ang le  o f  th e  “ cen 
t r a l ”  m ain  axis sy s tem  p ass in g  th ro u g h  th e  c en tre  o f g ra v ity .

H ence

2 Ф,
t a n  2 a £ =  -= ----- — -

' “ £ "  C
2-11

26 14
=  1,833333. (42)

aL =  3 0 ° 4 1 '4 Г . (43)

T h is  axis, h av in g  an  a z im u th a l ang le  a , re p re se n t th e  a b so lu te  m in im u m  of th e  in e r tia  value» 
th e  c en tra l m ain  ax is  o f th e  m ax im u m  is p e rp en d icu la r  to  th e  fo rm er one.

T he co rrespond ing  e x tre m e  v a lu es a re , by

& C  —  E ç + H ç
UII,I 2 + + Ф1

© f, =  +  7,470 an d  0 J  =  +  32,530.

T h e ir  sum  is:
© II +  © f =  S t  +  H c =  40,000.

T h e  d ifference b e tw een  th e  tw o  m in im a  is no m ore th a n :

®Fl — ® fi =  7-631 — 7’470 =  0.161.

T h e  d irec tio n  d ev ia tio n  o f th e  tw o  co rrespond ing  m ain  axes is likew ise  b u t  h a lf  a d eg ree , as i t  
h a s  been s ta te d  in  (41).

T he w eigh ted  sum  o f sq u a re s  [pdd] fo r s tra ig h t  lines o f a n y  a z im u th a l ang le  a , p assin g  
th ro u g h  th e  orig in  is to  b e  d e te rm in e d  acco rd ing  to  fo rm u la  (17) o f [5]:

(44)

(45)

(46)

(47)

& pgs=  [pdd] =  [p x 'x ']  sin2 a —  [p x 'y ']  sin 2a -f- [ p y 'y '] cos2 a . (48)

Fig. 3. also show s th is  fu n c tio n . I t  w as c o n s tru c ted  fo r th e  sak e  o f co m p ariso n  w ith  th e  
a b so lu te  sum  fu n c tio n  (49):

[ |p d | ] =  [p ( |y '  cos a  —  * ' sin  a |] . (4 9 )

T h e  sq u are-su m  fu n c tio n  ex p ressed  in  (48) can  be d iffe re n tia te d  e v ery w h ere , because  i t  h a s  no  
b re ak s . I t s  m ax im u m  o rd in a te  a m o u n ts  to  254,369, i. e. i t  is te n  tim e s  th e  m ax im u m  (25,807) 
o f  th e  ab so lu te  sum . T h is  is th e  reaso n  w hy [pdd] has been  p lo tte d  to  o n e -te n th  scale on  th e  
f ig u re .
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T h e  d iag ra m  show s lu c id ly  t h a t  th e re  is a n  im p o r ta n t  d ifference as to  th e  m in im u m  
p o s itio n s  o f  th e  tw o ty p es  o f fu n c tio n . N am ely  in  acco rd an ce  w ith  o u r a b o v e  c a lcu la tio n s

a —  a3 =  35°02 '53" —  28°36 '38" =  + 6 ° 2 6 T 5 " . (50)

T o  w it,  t h e  m in im u m  s tra ig h t lin e  o f th e  a b so lu te  v a lu e  fu n c tio n  is  —  as i t  cou ld  b e  seen —  th e  
s t r a ig h t  l in e  m ark e d  F  —  + -, th e  a z im u th a l ang le  o f w h ich  is a3 =  28°36 ,38". I n  o u r p re se n t 
e x a m p le  th is  s tra ig h t line  co n n ec ts  th e  o rig in  w ith  p o in t 3. In  F ig . 2. i t  h a s  b een  d ra w n  w ith  
a  fu ll l in e . T ab le  I I I .  show s t h a t  for th is  s tra ig h t  lin e , th e  ab so lu te -su m  m in im u m

[ |p d |]min =  3,431 73 ( a t  a =  28°36 '38"). (51)

F o r  th e  sa m e  s tra ig h t line , h o w ev er, th e  sq u a re  su m  o f [p d d ]mjn w ill a cco rd in g  to  (48) be:

0 F3 =  173 • 0,478 862 —  2 • 116 • 0 ,877 89 • 0,478 86 +  89 • 0,877 892 =  + 1 0 ,7 3 2  058 (52)

T h is  is , h o w e v e r  p e rcep tib ly  m ore  th a n

© f, =  ©Sin =  +  1.631

o b ta in e d  u n d e r  (38) for th e  m ain  ax is  o f  in e r t ia  th ro u g h  th e  origin.
O n  th e  inspection  o f F ig . 2 ., th is  m in im u m  ax is  F  —  3 o f th e  ab so lu te  su m  ap p ea rs  

r a th e r  s t ra n g e , since i t  h a rd ly  f i ts  o u r  id eas co n cern ing  th e  “ m o st p lau s ib le ”  s tra ig h t  line . 
T h e  s t r a ig h t  line  F  —  U p  o f th e  [pdd] —  m in im u m  p rin c ip le , how ever, is th o ro u g h ly  p lausib le . 
A c co rd in g  to  o u r calcu la tio n s th e  absolute su m  o f th e  d is tan c es  d for th e  s tra ig h t  lin e  [p d d ]mjn is:

[ |p d |]  =  4,349 67 ( a t  ä  =  35°02 '53"). (5 3 )

T h is  is  m o re  th a n  th e  v a lu e  3,431 73, o ccu rrin g  ab o v e . T he p o sitio n  o f th e  m ax im u m  o f th e  
tw o  g ra p h s  o f  F ig. 3. d iffers on  th e  o th e r  h a n d , o n ly

1 2 5 °3 2 T 6 " —  125°02 '53" =  0°29 '23" (54)

a t  p r e s e n t .  A ccording to  o u r  a n a ly s is , th is  d iv erg en ce  is e x ac tly  th e  sam e as t h a t  o f th e  o rig in- 
m e d ia n  fro m  th e  m in im um  ax is  th ro u g h  th e  o rig in . B o th  m ain  in e r tia  ax es a re  a p p a re n tly  
p e rp e n d ic u la r  to  each o th e r, w hereas in  (31) we h a v e  p ro v e d  th a t  th e  ax is  o f  th e  m ax im u m  o f 
[p d ] is  p e rp en d icu la r  to  th e  m ed ian  F  —  C r a th e r  th a n  to  th e  m in im u m  a x is  F —  3 o f th e  
o r ig in  (F ig . 2).

2. The case o f th e  free  level d rift

H e re  n o t only th e  d ire c tio n  o f th e  d r if t  ax is, b u t  also one of its  p o in ts , 
h a s  t o  b e  fixed . U nlike th e  case o f th e  fix e d  d r if t re cen tly  d iscussed , th e re  are 
tw o  u n k n o w n  d a ta  h ere  —  in s te a d  of th e  single one of th e  fo rm e r case —  to  be 
d e te rm in e d . I f  the e q u a tio n  o f th e  ax is in  q u es tio n  is exp ressed  in  th e  form

y  =  m x  +  b (55)

th e  d ire c tio n a l ta n g e n t m  a n d  th e  v a lu e  b w ill h av e  to  be d e te rm in e d  as in te r 
c e p ts  on  th e  o rd in a te  ax is ; th e  d e te rm in a tio n  is to  be done b y  th e  p rincip le  
d isc u sse d  here, n am e ly  t h a t  th e  w e ig h ted  d is tan ces  of th e  d e fin in g  po in ts  
f ro m  th e  s tra ig h t line m u s t y ie ld  th e  m in im u m  ab so lu te  sum .

I f  we keep on d e n o tin g  th e  o rth o g o n a l p lan e  co -o rd in a tes  o f a n y  defin ing  
p o in t  P  b y  X  and  y ,  th e n  th e  d is ta n c e  d  o f th is  p o in t from  th e  s tr a ig h t  line can  
b e  ex p ressed  in  th e  fo llow ing fo rm :

, y  — m x  — b
d  =  J , ------

y i  +  m 3
( 5 6 )
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In  th e  case of n  such  p o in ts , th e  ab so lu te  su m  o f th e  w eighted  d is ta n c e s  w ill be:

IIMl = 1 ГГТ -■==- (Pi\yi -  тх1 — b\ + P 2W2 ~  -  b| +
(57)

+  • • • +  Pn\yn -  m*n -  b\)-

T his is th e  tw o -v a riab le  fu n c tio n , o f th e  v a riab le s  m  and  b, th e  m in im u m  of 
w hich  has to  be d e te rm in ed . Since, h ow ever, th is  is a func tion  of a b so lu te  v a lues, 
th is  c a n n o t be  done b y  d iffe re n tia tio n , as discussed in  o u r a n a ly s is  from  
(3)— (14).

Y e t, th e  p rob lem  is considerab ly  s im p lified  b y  th e  v e ry  fa c t e s tab lish ed  
in  con n ec tio n  w ith  th e  s tra ig h t line fix ed  to  a p o in t of co n s tra in t. I t  is n am ely  
in v a ria b ly  tru e  th a t  th e  m in im um  of [ |p d |]  w ill ap p ea r a t  t h a t  d irec tio n a l 
ta n g e n t, w h ich  is defined  b y  tw o g iven  p o in ts . As a ru le , we p re su m e  n  such  
p o in ts . T h u s  th e  ab so lu te  v a lue  of [|jt>d|] h a s  to  be in v es tig a ted  fo r  a  n u m b e r

n(n  — 1)

1 • 2
(58)

o f s tra ig h t lines.
T h eo re tica lly , th e  eq u a tio n  of th e  s tr a ig h t  line passing  th ro u g h  th e  tw o 

p o in ts  shou ld  be expressed  in  th e  u su a l fo rm  fo r each  of th e  (2) cases:

У -  У1 =  - -  - - Vl (* -  *i)- (59)
х 2 - х г

Since th is  is d eriv ed  from  (55), th e  ab so lu te  su m  of th e  dev ia tions “ d ”  fro m  th e  
s tra ig h t line in  q u estio n  w ill h av e  to  be fo rm ed  by  using (57). I n  th is  w ay ,

”  ab so lu te  sum s are  o b ta in ed . T he sm a lle s t o f th em  will be th e  o n e  w hich

—  in  acco rdance  w ith  ou r p rinc ip le  —  c h a rac te rize s  th e  m ost fa v o u ra b le  axis 
d irec tio n .

In  re a lity , how ever, th e re  is no need  to  fo rm  all v a ria tio n s , s ince  th e  
a rra n g e m en t of th e  defin ing  po in ts  Pit • • ■ Pn  w ill show  rig h t a t  th e  b e g in 
n ing  th e  s tra ig h t lines fo r w hich th e  o p tim u m  is likely .

L e t us h a v e  now  a n o th e r look  a t  F ig . 2 . L e t us now  assum e p o in t  F  as 
th e  fo u r th  d e fin in g  p o in t of th e  “ free”  d r if t . T hese  fou r po in ts  w ill d e fin e

1-2

d ire c tio n a l ta n g e n ts  i. e. th e re  are  a lto g e th e r  six  possible a lte rn a tiv e s  w hich  
we sh a ll  h av e  to  in v e s tig a te  b y  using  re la tio n s  (59), (55) and  (57). S ince  th e

(60)
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ca lc u la tio n s  are of e le m e n ta ry  ch a rac te r, no d e ta ils  w ill be, in d ica ted , W e h a v e  
re s tr ic te d  ourselves to  p re se n t th e  resu lts on ly :

D irection tan  a =  tn [Idl]

F  -» P j +  1 : 2 4,02

F-*- P 2 + 7  : 6 6,18

F -у  P 3 + 6  : 11 3,43

Рг~> P 2 + 5  : 2 7,98

P i -  Ps + 4  : 7 3,60

> *>3 — 1 : 5 13,33

H en ce , th e  sm a lle s t ab so lu te  sum  is 3 ,43. T h is  belongs to  s tra ig h t line 
F  —  P 3. In  co n fo rm ity  w ith  o u r princip le , th e  o p tim u m  axis w ill pass th ro u g h  
p o in ts  F  a n d  P 3 also in  th e  case of th e  free leve l d r if t  assum ed in  ou r ex am p le , 
ju s t  as i t  d id  in  th e  case o f th e  e n try  fixed  b y  F .

I t  is a p p a re n t fro m  th e  fig u re  th a t  th e re  w as no need to  in v e s tig a te  th e  
d ire c tio n s  P 4—  P a a n d  P 2— P 3. These d irec tio n s ca n  b y  no m eans be o f in te r 
e s t, s ince  th e  co nnec ted  d ev ia tio n s  d are e v id e n tly  h igh.

As we have  seen , fo r th e  least sq u are -su m  p rin c ip le  of [5], th e  o p tim u m  
ax is o f  th e  level d r if t  m u s t pass th ro u g h  th e  c e n tre  of g rav ity  o f th e  g iv en  se t 
o f p o in ts  P ,. In  th e  case o f th e  ab so lu te -su m -m in im u m  princip le , h ow ever, th e  
s i tu a t io n  is qu ite  d iffe re n t; in  th e  p resen t case , th e  m edians h av e  lo s t th e ir  
m in im u m  p ro p e rty . F o r  th e  sake of i llu s tra tio n , le t  us exam ine now  th e  p o si
tio n  o f  th e  F  —  C m e d ia n  w hich  seems to  be  th e  m o st favourab le  one. L e t us 
s t a r t  fro m  Fig. 2.

A ccord ing  to  th e  fig u re , th e  co -o rd in a tes  o f  th e  cen tre  of g ra v ity  C  o f 
th e  sy s te m  consisting  o f P 4, P 2, and  P 3 o f e q u a l w eigh t are x c — + 7 ,0 0 ,  a n d  
y c =  + 5 ,0 0 .  T he co -o rd in a tes  of th e  cen tre  o f  g ra v ity  C4 of th e  fo u r-p o in t 
sy s te m , com pleted  b y  F  as th e  fourth  free p o in t ,  w ill be:

x ci =  + 5 ,2 5  and  y Ci =  + 3 ,7 5 .  (62)

As c o m p ared  to  C, th e  new  cen tre  of g ra v ity  C4 h as  sh ifted  along th e  m e d ia n  
C —*■ F  in  th e  d irec tio n  of F .  T he d irec tio n a l ta n g e n t  of the  s tra ig h t F  —  C is 
a cc o rd in g  to  th e  f ig u re

ta n a FC =  -|— . (63)

T h a t  o f th e  s tra ig h t line  F  —> C4 is likew ise acco rd in g  to  (62)

yc4 3 ,75  5 i c w
t a n a F_ C4 = -------=  — ■ =  H— — • (64)

xci 5 ,25 7
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C onsequen tly  th e  tw o  m ed ians coincide; th e ir  e q u a tio n  in  th e  x ' y '  sy s tem  is

y '  =  m x '  +  b = —  +  0 .
7

(65)

T h e  m in im um  of th e  ab so lu te  sum  w ith  re sp e c t to  th is  m ed ian  w ill th u s  be:

1
m  =  ^

У1 + m ‘ (\УР 1 m x■pi — °l +  |yp2 -  m x P 2 -  01 +  |yp3 — m x pg -  0|) =

1 + T Í

2 ------—  4
7

+ 7 -  — 6 
7

+ 6 ------------- —  11
7

1

1,23
([0,86) +  12Д 2| +  |l,86 j) =  |4,42 ( 66)

T h is  is ev id en tly  m ore  th a n  []d|] =  3,43 e stab lish ed  fo r th e  s tr a ig h t  line 
F  —  P 3 w hich we fo u n d  to  be th e  o p tim u m  one. In  o th e r w ords, th is  m ed ian  
F  —  C can  b y  no m eans re p re se n t th e  o p tim u m  axis. T he sam e ap p lie s , how 
ev e r, to  an y  o th e r m ed ian  of our d e m o n s tra tio n . As a n o th e r m e d ia n , le t  us 
in v e s tig a te  now  th e  m a in  in e r tia  axis of th e  fo u r-p o in t sy s tem . T h is ax is  is 
o f  a m in im um  c h a ra c te r . I t s  a z im u th a l angle  can  be o b ta in ed  fro m  expression  
(20) of [5]. T he co rresp o n d in g  sum s of p ro d u c ts  [ I I ] ,  [yy]  a n d  [it? ] m u st 
re fe r to  th e  p e rp en d icu la r  ax is sy stem  | ,  rj passing  th ro u g h  th e  c e n tre  of 
g ra v ity  C4

ta n  2a = Ч £ у ] а

[ f f ] c 4 ~  [m]ci
2 ■ 37,25___

62,75 -  32,75
=  +  2,483 333 (67)

hence

T hus,
2 ä  =  6 8 °0 3 '5 8 "  

ä =  3 4 °0 1 '5 9 "
a n d  th e  d irec tio n a l ta n g e n t is:

m  =  ta n  a — + 0 ,6 7 5  348.

T h e  m ain  in e rtia  axis h av in g  a d irec tio n a l ta n g e n t m  passes th ro u g h  th e  cen tre  
o f  g ra v ity  Cv  co n seq u en tly  its  eq u a tio n  in  th e  x ' y '  sy stem  is

У' Ус 4 =  — *ct)
y '  —  3,75 =  0 ,6 7 5 (+  —  5,25)

y '  =  0,675 • * ' +  0,206.

T h u s  th e  in te rc e p t o f th e  s tra ig h t line on th e  y '  ax is is:

b =  +  0,206.
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B y  m eans of these  d a ta ,  th e  abso lu te  su m  o f th e  dev ia tio n s d  re la tiv e  to  
th e  fo u r -p o in t sy stem ’s ow n m in im u m  m ain  in e r tia  ax is can  be ca lc u la ted
b y  (57 ):

[\d\] =  14 ,5 5 1.

T h e  v a lu e s  m easured  d ire c tly  on  Fig. 2. w ould  y ie ld  14,54 j. This can  be co n 
s id e re d  as a control.

T h u s , from  th e  p o in t o f  v iew  of th e  a b so lu te  sum  of th e  d ev ia tio n s  d, 
th e  a x is  o f th e  m in im um  m o m e n tu m  of in e r tia  does n o t rep resen t th e  m o st 
fa v o u ra b le  s tra ig h t line . In  th e  p resen t case, i t  is in v a r ia b ly  th e  s tra ig h t line 
F  —  P 3 w h ich  has to  be  co n sid e red  as th e  o p tim u m  ax is o f th e  ab so lu te -su m  
p r in c ip le .
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SU M M A RY

1. U nlike  th e  le a s t sq u a re -su m  princip le d iscussed  in  [5], th e  p rincip le  o f  th e  lea s t 
a b s o lu te  su m  o f p e rp en d icu la r  d e v ia tio n s  does n o t y ie ld  an  e x a c t  re la tio n sh ip  fo r d e te rm in in g  
e i th e r  th e  num erica l v a lu e  o f  th e  ab so lu te  m in im um  or th e  o p tim u m  az im u th a l ang le  o f  th e  
le v e l d r if t .

2. T he axis o f th e  d r if t  f ix e d  b y  p o in t F  passes th ro u g h  one o f th e  defin ing  p o in ts  P,-. 
T h e  a x is  o f  th e  free d r if t is, in  f a c t ,  a  s tra ig h t line co n n ec tin g  tw o  defin ing  p o in ts . I n  th e  case 
o f  a  f re e  e n try , (£) possib le  a x es  h a v e  to  be in v es tig a te d  th e o re tic a lly  for given n  n u m b e r  of 
p o in ts .  T h is  is perform ed b y  c o m p a rin g  th e  resp ec tiv e  a b so lu te  sum s.

3. I n  th e  case o f th e  a b so lu te -su m  princip le, th e  c e n tre  o f g ra v ity  o f th e  g iv en  p o in t 
s e t  a n d  i ts  m edians p lay  no  ro le  w h a tso ev er.

4 . A ccording to  (3) th e  m a in  axis o f th e  m in im u m  in e r t ia  m o m en tu m  o f th e  p o in t se t 
d o e s  n o t  rep re sen t th e  o p tim u m  a x is  e ither.

5. T he s tra ig h t line  o f  th e  abso lu te-sum  m in im u m  seem s to  be an  econom ically  m ore 
fa v o u ra b le  solution th a n  th e  m a in  ax is  o f in ertia .

D IE  A U SST E C K U N G  D E R  R IC H T U N G S S T R E C K E N  A U F  G R U N D  
D ES P R IN Z IP S  D E S A B SO L U T B ET R A G -M IN IM U M S

B. MILASOVSZKY

ZU SA M M EN FA SSU N G

1. D as M in im um prinzip  d e s  A bso lu tb e trag es de r o r th o g o n a len  A bw eichungen  d e rg ib t 
—  im  G egensatz  zu dem  im  A u fs a tz  [5] b e h an d e lten  M in im u m p rin z ip  de r Q u a d ra tsu m m en  —  
k e i n e  eindeutige u n d  gesch lo ssen e  B eziehung sow ohl fü r  d en  o p tim alen  R ich tu n g sw in k e l 
d e r  S treck en ach se , noch  fü r  d e n  ab so lu te n  M in im um sw ert v o n  [ |p d |]  selbst.
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2. D ie d u rc h  e inen  vo rgegebenen  P u n k t  F  b e d in g te  S treck en ach se  w ird  a u ch  irg en d 
e in en  d e r  B estim m u n g sp u n k te  Р,- e n th a lte n . D ie A chse d e r »freien« S treck e  a b e r w ird  z w e i  
d e r B e s tim m u n g sp u n k te  m ite in a n d e r  v e rb in d en . Im  F a lle  de r freien  S treck e  sind  also  bei n  
B e s tim m u n g sp u n k ten  Pt th eo re tisch  (” ) m ögliche A chsen  d u rc h  V erg leichung  d e r en tsp rec h en 
d en  A b so lu tsu m m en  zu  d isk u tie ren .

3. B eim  P rin z ip  [ |p d |]  =  M inim um  d e r A b so lu tw e rte  spielen Schw erlin ien  u n d  S chw er
p u n k t  d e r  gegebenen P u n k tg ru p p e  ü b e rh a u p t keine  R olle .

4. Im  S inne des vo rig en  P u n k te s  3. b ra u c h t  a u ch  d ie o p tim ale  S treck en ach se  von 
I M |  Imin m it de r T räg h e itsh a u p tac h se  von  ( p d d  ]n;;n n ic h t  zusam m enfa llen .

5. V on den  b e id en  S treck en ach sen  des v o rig en  P u n k te s  4. sch e in t jen e  des A b so lu t
b e tra g e s  [ |p d |]min d ie w irtsc h aftlic h e re  zu sein.

T R A C É  D E S  G A L E R IE S  D E  D IR E C T IO N  S E L O N  L E  P R IN C IP E  D E  M IN IM U M  D E  LA
SOM M E A B S O L U E

B. MIJLASOVSZKY

R É S U M É

1. C o n tra irem en t a u  p rin c ip e  de m in im um  de la  som m e carrée  (5), le p rin c ip e  de  m in i
m u m  de la  som m e abso lue  des d év ia tio n s  p e rp en d icu la ire s  en  fo u rn it u n e  re la tio n  d é te rm in ée  
u n iv o q u e  n i p o u r le ca lcu l de l ’angle de d irec tio n  o p tim u m  de T axe de la  vo ie, n i p o u r  la  d é te r 
m in a tio n  de  la  v a le u r  n u m ériq u e  d u  m in im um  abso lu .

2. L ’axe de la  vo ie, c o n te n a n t com m e é lém en t f ix e  le p o in t F , tra v e rse  u n  p o in t d é te r 
m in a n t  Pj. L ’axe d ’u n e  vo ie  lib re  n ’é ta n t  q u ’une  d ro ite  re lia n t deu x  p o in ts  d é te rm in a n ts , en 
cas de vo ie  lib re  à n  p o in ts  d o nnés, il fa u t ex am in er les cas de (” ) axes possib les en  p rin c ip e , 
en  c o m p a ra n t e n tre  elles les som m es absolues c o rre sp o n d an tes .

3. L e c en tre  de g ra v ité  e t  les lignes de g ra v ité  d u  groupe de p o in ts  don n ée  ne  jo u e n t 
au cu n  rô le , en  ce qu i concerne le p rincipe  de la  som m e absolue.

4. E n  v e r tu  de  3., l ’axe  p rin c ip a l du  m o m en t d ’in e rtie  m in im um  du  g roupe  de p o in ts  
ne re p ré se n te  p a s , n o n  p lu s , l ’axe o p tim u m .

5. L a  d ro ite  d u  m in im u m  de la  som m e abso lue sem ble  o ffrir une so lu tio n  p lu s  fav o rab le , 
du  p o in t de  vue  économ ique, p a r  ra p p o rt  à l ’axe p r in c ip a l d ’inertie .

ВЫБОР ГЛАВНЫХ ШТРЕКОВ ПО ПРИНЦИПУ АБСОЛЮТНОГО МИНИМУМА
СУММ

Б. МИЛАШОВСКИ

РЕЗЮМЕ

1. Принцип минимума абсолютных сумм перпендикулярных расхождений, в от
личие от принципа минимума сумм квадратов, рассматриваемого в [5], не дает однознач
ной замкнутой зависимости ни для определения оптимального угла направления оси 
штрека, ни для определения числового значения абсолютного минимума.

2. Привязанная к точке F  ось штрека проходит через некоторую определяющую 
точку Р,-. Ось свободного штрека — ничто иное, как прямая, связывающая некоторые 
две определяющие точки. Таким образом, в случае свободного штрека при п заданных 
точек теоретически имеем (") возможных осей, которые должны быть исследованы путем 
сравнения соответствующих абсолютных сумм.

3. Центр тяжести и ось тяжести заданной группы точек в случае принципа абсо
лютных сумм никакой роли не играют.

4. По смыслу 3. главная ось минимального момента инерции группы точек не 
обозначает оптимальной оси.

5. Прямая минимума абсолютных сумм в хозяйственном отношении кажется 
более выгодным решением, чем главная ось инерции.
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In tro d u c tio n

M ost fe rro m ag n e tic  m a te ria ls  show  a co n siderab le  se n s itiv ity  to w a rd s  
ch an g es in  te m p e ra tu re . In  an y  given o b je c t consisting  of a u n ifo rm  fe r ro 
m ag n e tic  su b stan ce , m ag n e tic  p ro p erties , in c lu d in g  perm eab ility , f lu x  d e n s ity , 
t ra c t iv e  force e tc ., d e p e n d  on th e rm ic  c o n d itio n s , p rov ided  all o th e r  fa c to rs , 
su c h  as m ag n e tic  f ie ld  s tre n g th , m ech an ica l s tre ss  e tc . are u n ch an g ed . T h is 
c o rre la tio n  m ay  be w ide ly  an d  successfully  u tiliz e d  fo r th e  so lu tion  of p rob lem s 
p re se n te d  b y  m o d e rn  engineering  p rac tice , p a r tic u la r ly  w here th e  re liab le  
o p e ra tio n , th e  o p en ing  a n d  closing of e lec tric  c ircu its  are req u ired  o r c u rre n t 
a n d  vo ltag e  h av e  to  be  con tro lled .

In  m ost fe rro m ag n e tic  m a te ria ls  re a c tio n s  p ro d u ced  by  th e rm o m a g n e tic  
p rocesses are , to  a v e ry  la rg e  e x te n t r a th e r  re liab le  and  s tab le , th u s  m ak in g  
th e m  p a rtic u la r ly  su ite d  fo r p rac tica l a p p lic a tio n  in  a u to m a tica lly  o p e ra te d  
dev ices. E v en  a f te r  a v e ry  large n u m b er o f re p e titio n s  of th e  sam e th e rm o 
m ag n e tic  p ro ced u re , th e  sam e re su lta n t p h e n o m e n a  w ill be observed  a lm o st 
e n tire ly  in d e p e n d e n tly  o f th e  leng th  of tim e  b e tw een  th e  rep e titio n s.

In  th e  follow ing som e of th e  th e o re tic a l a sp e c ts  and  ex p erim en ta l re su lts  
a n d  th e  possib le p ra c tic a l ap p lica tio n  of th e rm o m a g n e tic  reac tio n s w ill be 
d iscussed .

I. Theory

I t  is a w ell kn o w n  fa c t th a t  c o m p a ra tiv e ly  sm all v a ria tio n s in  te m p e r 
a tu re  m ay  p ro d u ce  r a th e r  su b s ta n tia l chan g es in  perm eab ilities  a n d , co n 
se q u e n tly , in  f lu x  d en sitie s  or m agnetic  in d u c tio n s  of objects co n sisting  o f 
fe rro m ag n e tic  m a te ria ls . T h is is p a rtic u la r ly  v a lid  in  th e  v ic in ity  of th e  C urie 
te m p e ra tu re  w here th e  response  of p e rm e a b ility  to  te m p e ra tu re  is u su a lly  fh e  
la rg e s t. A te m p e ra tu re  d ifference of a few  c e n tig ra d e s  only m ay  in  th is  ran g e  
re su lt  in  a decrease o f th e  m agnetic  f lu x  d e n s ity  reducing  i t  to  an  e x trem e ly  
sm a ll frac tio n  of its  o rig in a l v a lue . A s im ila r in c rease  in  m agnetic  f lu x  d e n s ity  
c a n  be  observed  w ith  n e g a tiv e  te m p e ra tu re  d iffe ren ces. P resen ted  d iag ram m a- 
t ic a l ly , th e  te m p e ra tu re  vs. m agnetic  f lu x  d e n s ity , or m agnetic  in d u c tio n  
c u rv e  u su a lly  show s a v e ry  sharp  decline in  th e  v ic in ity  of th e  C urie p o in t,

8  A cta Technica X X X V III/3—4.
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w h ich  c a n  be  re traced  w hen  th e  te m p e ra tu re  is low ered . T he slope o f th e  cu rv e  
d e p e n d s  o n  th e  m a te ria l a p p lied .

J u s t  below , a t  a n d  ab o v e  th e  C urie te m p e ra tu re  p e rm eab ility  is  v e ry  
n e a r ly  e q u a l to  u n ity , i. e. m ag n e tic  f lu x  d e n s ity  В  closely a p p ro ach es  th e  
v a lu e  o f  th e  m agnetic  f ie ld  s tre n g th , H .T h u s  i t  m a y  be s ta te d  t h a t  in  th e se  
reg io n s o f  te m p e ra tu re  В  ~  H .  As th e  m a g n e tic  tra c tiv e  force is a fu n c tio n  
o f  th e  sq u a re  of f lu x  d e n s ity , i .  e. P M =  / ( B 2) , th is  w ill undergo  a  v e ry  su b 

s ta n t ia l  decrease a t  su ch  te m p e ra tu re s , b ecau se  in  th is  region th e  o rig in a lly  
fe rro m a g n e tic  m a te ria l w ill a d o p t p a ra m a g n e tic  p roperties.

T h e  co rre la tion  b e tw een  te m p e ra tu re  an d  f lu x  d en sity  is d iffe re n t a n d  
c h a ra c te r is tic  fo r each  fe rro m ag n e tic  m a te r ia l  an d  alloy. T he sam e m a y  be 
s ta te d  a b o u t th e  Curie te m p e ra tu re s  to o ; g en era lly  th e  Curie te m p e ra tu re  w ill 
be  d e te rm in e d  b y  th e  chem ical com position  o f th e  alloy . The range  o f th e  C urie 
p o in ts  o f  th e  various fe rro m ag n e tic  m a te r ia ls  covers an y  te m p e ra tu re  fro m  
v e ry  lo w  (— 20° C) te m p e ra tu re s  u p  to  + 1 1 2 0 °  C. A ny te m p e ra tu re  v a lu e  fo r  
in s ta n c e , be tw een  — 20° C a n d  900° C co rresp o n d s to  th e  Curie p o in t  o f one 
o r  se v e ra l iro n —nickel—ch ro m iu m  alloys, d ep en d in g  on th e  p ro p o r tio n  o f th e  
c o m p o n en ts .

G enera lly  d ev ia tio n s from  th e  f lu x  d e n s ity  a t  low  te m p e ra tu re  in c re a se  
w ith  in c reasin g  te m p e ra tu re  b u t  th e re  a re  n u m ero u s exceptions. T h e  curves 
d e sc rib ed  b y  th e  te m p e ra tu re  vs. p e rm e a b ility  func tions are n o t in d e p e n d e n t 
o f th e  m ag n e tic  fie ld  s tre n g th  app lied . I n  th e  case of iron  (1), fo r in s ta n c e , th e  
v a r io u s  fie ld  s tre n g th  m a y  ro u g h ly  be  g ro u p ed  in to  th ree  d iffe ren t ca teg o rie s  
(see F ig . 1). 1. H  <  20 o ers ted s .
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W hen  su b je c te d  to  such  co m p ara tiv e ly  w eak  fields, in d u c tio n  w ill f irs t 
increase w ith  in c reas in g  te m p e ra tu re  an d  a f te r  passing  th ro u g h  a m ax im u m , 
w ill d rop  to  a low  v a lu e  a t  th e  Curie p o in t. T h e  slope of th is  in c rease , how ever, 
v aries w ith  th e  fie ld  s ren g tb  app lied .

2. H  =  20 o ers ted s .
U p to  n e a rly  500° C th e  te m p e ra tu re - in d u c tio n  ra tio  m ay  be considered  

—  w ith  som e sm all neg lec tio n  —  fa irly  c o n s ta n t. A t h igher te m p e ra tu re s  i t  
beg ins to  decline a n d  th e  d ro p  becom es m o st a b ru p t  above 700° C.

3. H  >  20 o e rs ted s .
Curves in  th is  ran g e  are  m onotonous a n d  ch arac te rized  by  an  acce lera ted  

decrease in  in d u c tio n  fo llow ed b y  an  even m ore  a b ru p t d rop  in  th e  im m ediate: 
v ic in ity  of th e  C urie te m p e ra tu re .

In  all th re e  cases, how ever, i t  is o n ly  th e  slope of th e  cu rve  a n d  n o t th e  
C urie te m p e ra tu re  its e lf  th a t  depends on th e  v a lu e  o f th e  fie ld  s tre n g th . T he

■ • I

; I !
: i !
cross sectional area

F ig . 2

C urie p o in t itse lf  is in d e p e n d e n t of th e  fie ld  s tre n g th , e. g. t b a t  o f iron  is a lw avs 
a t  770° C.

A fte r h av in g  re a c h e d  or passed  th e  C urie te m p e ra tu re  th ese  sam e curves 
can  be re tra c ed  b y  m ere ly  low ering th e  te m p e ra tu re .

Changes in  p e rm e a b ility  an d , co n seq u en tly , in  m ag n etic  in d u c tio n  and  
tra c tiv e  force p ro d u ced  b y  th e  conduction  o r a b d u c tio n  o f h e a t can  b e  u tilized  
in  th e  design of devices su ita b le  to  p ro te c t, o p e ra te  or co n tro l e lec tric  c ircu its .

In  o rd er to  f in d  th e  re la tio n s  betw een  th e  h e a t  co n d u c ted  an d  th e  re s u lt
ing  changes in  m ag n e tic  p ro p e rtie s , le t us co n sid e r a fe rro m ag n etic  c y lin d e r  of 
in f in ite  len g th  an d  o f a ra d iu s  rc (see F ig . 2 .). L e t us assum e th a t  h e a t  is con
d u c ted  to  every  p o in t o f its  su rface  u n ifo rm ally  a n d  sim u ltan eo u sly . T o  s im p lify  
these  considera tions i t  m a y  be assum ed th a t  th e  le n g th  o f th e  c y lin d e r is in fi-

8*
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n ite , th u s  h e a t  ab d u c tio n  across th e  to p  and  th e  b ase  surfaces m ay  be  n eg lec ted . 
As, h o w e v e r , h e a t is u su a lly  v e ry  rap id ly  ab so rb e d  b y  fe rro m ag n e tic  s u b 
s ta n c e s  a n d  th e  c ross-sec tional a rea  of th e  cy lin d e r is supposed  to  be  sm all, 
n e g le c tio n  o f h ea t ab d u c tio n  across th e  c ross-sec tional surfaces does n o t  in v o lv e  
a n y  m a jo r  inaccu racy .

I t  is also assum ed t h a t  h e a t  flow s to  th e  cy lin d e r con tin u o u sly  a n d  uni- 
fo rm a lly  a n d  th a t  th e  h e a t  so u rce  keeps th e  flo w  u p  u n til  each p o in t of th e  
c y lin d e r  reaches th e  te m p e ra tu re  of th e  h e a t so u rce , w hen  a s ta te  of e q u ilib 
r iu m  se ts  in  betw een  th e  h e a t  sou rce , th e  cy lin d er an d  its  en v iro n m en t.

I f  th e  te m p e ra tu re  o f a n  a rb ita ry  p o in t w ith in  th e  cy linder is t c e n ti
g rad es  a n d  th e  te m p e ra tu re  is  a t  all po in ts  o f  th e  cy linder ts a f te r  th e  h e a t 
flo w  h a s  ceased , i. e. a s ta te  o f  equ ilib rium  h a s  b een  reach ed , th e  d ifference 
b e tw e e n  th e se  te m p e ra tu re s  is  & =  f —  ts. D is tr ib u tio n  o f th e  te m p e ra tu re  
w ith in  th e  cy linder d u rin g  th e  h e a t flow  can  be  expressed  as a fu n c tio n  of 
th e  d is ta n c e  from  th e  axis o f th e  cy linder and  o f th e  tim e  elapsed  b y  th e  fo llow 
ing  p a r t ia l  d ifferen tia l e q u a tio n :

d& _  I Q20 1 Э& \

3t  *  \ 3 r 2 г 3 r  j
( 1 )

w h ere  r is th e  d istance  of th e  p o in t from  th e  ax is  o f th e  cy linder, x th e  tim e  
a n d  a  a c o n s ta n t, w hich is a fu n c tio n  of th e  th e rm ic  p ro p erties  (h ea t c o n d u c t
iv i ty ,  e tc .)  o f th e  m a te ria l.

B o u n d a ry  cond itions in  o u r  case are  as fo llow s:
1. p rio r  to  th e  tim e  т =  0, th a t  is, p r io r  to  th e  co m m encem en t o f th e  

h e a t  f lo w  a ll po in ts o f th e  c y lin d e r  are a t  th e  sam e  low  in itia l te m p e ra tu re , i,-;
2 . t,- ts, w here ts is th e  te m p e ra tu re  o f th e  h e a t source;
3. a t  th e  end of th e  h e a t  flow , i. e. th e o re tic a lly  a t  r  =  ° ° , a ll p o in ts  

o f th e  c y lin d e r are a t  th e  sam e  te m p e ra tu re .
T h e  so lu tion  of th is  p a r t ia l  d iffe ren tia l e q u a tio n  (1) w ill be a fu n c tio n  of 

tw o  v a r ia b le s : nam elv  o f th e  d is tan ce  an d  o f th e  tim e : t?(r, r ) . T his fu n c tio n , 
m a y  be  assum ed as th e  p ro d u c t of tw o in d e p e n d e n t fu n c tio n s one of th e  

d is ta n c e , or of th e  v a ria b le  r o n ly , R(r),  an d  a n o th e r  a fu n c tio n  of th e  tim e , T, 
o n ly , T ( r ) ,  w hen

Ц г ,  r ) =  « • R(r) ■ T (r ) .  (2)

E q u . (2) th u s  rep resen ts  th e  g enera l so lu tion  o f E q u . (1).
S u b s titu tin g  th e se  fu n c tio n s , E qu . (1) can  be  w ritte n  as

Л '( г ) .Г ( т )  +  -  • R'(r) ■ T(x)  . ( 3 )T '(t) • R(r)  =  a •
r
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B y d iv id ing  b o th  sides o f E q u a tio n  (3) b y  R(r) • T (r ) ,  we h av e

T '(r )  a  R"(r)  1 R '(r)  -
T ( t ) R(r) r R(r)

(3a)

I f  T is v a ried  in E q u . (3a), th e  r ig h t side o f th e  e q u a tio n  w ill be u n a lte red , 
an d  if  r is v a ried , th e  le f t side of th e  eq u a tio n  w ill rem ain  u n ch an g ed . H ence i t  
follow s th a t  b o th  sides o f th e  eq u a tio n  h av e  to  be eq u a l to  th e  sam e co n stan t.

L e t th is  c o n s ta n t be — A2, th e n  th e  so lu tio n  of E q u . (1) w ill be 

&(r,r) =  c a-  I 0(A,r) • е_д' г

w here I 0 is a Bessel fu n c tio n  o f 0 o rd e r an d  c an  in te g ra tio n  c o n s ta n t. 
T he va lu e  o f c as ded u ced  from  b o u n d a ry  co n d itio n s is

c — -  tÿ

an d  th u s  a f te r  hav in g  s u b s ti tu te d  c in E q u a tio n  (4) we o b ta in  

â(r,t)  =  a ■ (t, — tf ) ■ J C(A • r) • e~**r.

(4)

(5)
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T h e  te m p e ra tu re  o f a n y  p o in t  o f th e  cy lin d er a t  a n y  g iven  tim e  d u rin g  
th e  h e a t  f lo w  can be d e te rm in e d  from  E qu . (5) b y  d e te rm in in g  ft, since ts is 
c o n s ta n t .  T h u s  th e  te m p e ra tu re  d is tr ib u tio n  in  th e  c y lin d e r can  be derived  fo r  
a ll v a lu e s  o f  r .  The v a r ia tio n  o f  th e  te m p e ra tu re  d is tr ib u tio n  in  th e  cy lin d er 
w ith  t im e  as ev a lu a ted  from  E q u . (5) is show n in  F ig . 3.1

T h e  m ag n etic  f lu x  fo r e a c h  p o in t o f know n  te m p e ra tu re  m ay  be d e te r 
m in ed  f ro m  th e  te m p e ra tu re  v s . f lu x  d en sity  cu rv e , w ith  th e  p ro p e r  m ag n e tic  
f ie ld -s tre n g th  as p a ra m e te r. F o r  th is  purpose  th e  cu rves o f F ig . 1. shou ld  be 
a p p lie d  in  th e  case of iron . T h u s  th e  re su lta n t f lu x  d e n s ity  B ,  c an  be co m p u ted  
for th e  w ho le  cross-sectional a re a  o f th e  cy linder. T h is m akes i t  possib le to  
c a lc u la te  i f  necessary  th e  m a g n e tic  tra c tiv e  force too .

F o r  ob jec ts  of o th e r  n o n -c y lin d ric a l shapes th e  sam e co n sid era tio n s h a v e  
to  b e  a p p lie d  w hen co m p u tin g  m ag n e tic  in d u c tio n . In  su ch  cases, how ever, 
E q u . 1 h a s  to  be rep laced  b y  th e  m ore  general fo rm  of

aft ( a2ft , 82ft , a2ft \
8r ^ dx2 8y 2 dz2 J

T h e  s o lu tio n  o f th is  p a r t ia l  d iffe re n tia l e q u a tio n  fo r th e  co n d itio n s se t o f th e  
case u n d e r  considera tion  m a k e s  possib le th e  d e te rm in a tio n  a n d  averag in g  o f 
th e  te m p e ra tu re  d is tr ib u tio n  a t  a ll po in ts  o f th e  o b jec t. F ro m  th is  again  th e  
f lu x  d e n s itie s  and , if  so n eed ed , th e  tra c tiv e  forces can  be d e te rm in ed  as seen 
a b o v e  in  th e  case of a cy lin d er.

I I .  E x p e rim en ts  and  resu lts

A  n u m b e r of ex p e rim e n ts  w ere carried  o u t in  o rd e r to  se lec t th e  m a te ria ls  
w h ich  m ig h t be successfully  a p p lie d  in  p rac tice . F o r th e  m a te r ia l  to  be su ita b le  
fo r a p p lic a tio n  the  fo llow ing fu n d a m e n ta l co n d itions m u s t be fu lfilled :

1. S ta b ility  b o th  of C urie  p o in t and  of th e  slope of th e  te m p e ra tu re  vs.  
p e rm e a b il i ty  re la tio n  below  i t .

2 . A d eq u a te  shape  o f th e  te m p e ra tu re  vs. p e rm e a b ility  d iag ram  an d  th e  
re q u ire d  a b ru p t decrease o f p e rm e a b ility  in  th e  v ic in ity  o f th e  Curie te m p e 
r a tu r e .

3. S uffic ien tly  large  m a g n e tic  tra c tiv e  force.
E x p e rim e n ts  h av e  sh o w n  th a t  ce rta in  fe rro m ag n e tic  a lloys a re  u n f i t  fo r 

su c h  p u rp o se s . The reaso n  fo r  th is  w as th e ir  fa ilu re  to  fu lfill th e  f ir s t  cond itio n , 
n a m e ly  s ta b ili ty  of th e  C urie te m p e ra tu re . Cooled an d  su ffic ien t tim e  allow ed 
fo r a t  le a s t  p a r tia l re c ry s ta ll iz a tio n  a fte r  h av in g  f i r s t  reach ed  th e  Curie p o in t, 
r e h e a t in g  has show n th e  C urie  p o in t no longer a t  i ts  p rev io u s v a lu e . R ep e titio n  
o f  th is  p ro ced u re  gave C urie p o in ts  h igher of in c reasin g ly  h ig h e r va lues. I t  w as 
a lso  fo u n d , how ever, th a t  i f  n o t  enough  tim e  fo r re c ry s ta lliz a tio n  w as allow ed, 
no  n o tic e a b le  d ifference co u ld  be  observed  in  th e  Curie te m p e ra tu re ; b u t  i f  
h o u rs  o r  days elapsed  b e tw e e n  th e  hea tin g s, th e  rise  h as  b een  considerab le  a t
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« ach  rep ea ted  h e a tin g . I t  w as also found , th a t  th e  C urie p o in t of a lloys of h ig h er 
p e rm eab ility  increased  m o re  a t  each re h e a tin g  th a n  th a t  o f a lloys w ith  low er 
p erm eab ility .

As th e  pu rpose  o f o u r ex perim en ts w as to  se lec t su itab le  m a te ria ls  for 
p ra c tic a l ap p lica tio n , co n seq u en tly  a t  le a s t fo r  th e  p re sen t these  alloys h a d  tQ 
h e  ru led  o u t. A lloys b e h a v in g  in  th a t  w ay  a re  th e  v a rio u s  k inds o f P e rm allo y ,

Pn and Pg— magnetic north and south 
poles, resp.

w=ferromagnetic wire, ors/ab 
vS4 = spring 
i — current 

Fig. 4

In v a r  an d , in  genera l th e  h e a t- tre a te d  iron -n ick e l a lloys. No p ro p e r e x p lan a tio n  
is as y e t know n fo r th is  phen o m en o n , w hich  is no w  u n d e r  in v es tig a tio n .

E x p erim en ts , dev ised  w ith  th e  in te n tio n  to  f in d  su itab le  m a te ria ls  w ere 
ca rried  o u t along tw o  d iffe re n t lines: 1. th e  in flu en ce  of te m p e ra tu re  up o n  th e  
m ag n e tic  tra c tiv e  force a n d  2. th e  in fluence  o f te m p e ra tu re  up o n  in d u c tiv ity . 
T h e  h e a t- tra n sd u c to r  is b a sed  on th is  second p rin c ip le .

I n  th e  f irs t  case th e  ex p e rim en ta l device w as an  elec tric  c irc u it, a sec tion  
o f  w hich  consisted  o f a fe rro m ag n e tic  w ire, w h ich  w as k e p t in  its  p lace  b y  th e  
tra c tiv e  force of an  o u ts id e  m ag n etic  field  on ly  (see F ig . 4.). In  th e  f ir s t  ex p e ri
m en ts  th e  sam ple in v e s tig a te d  was a slab  o f 1,3 X 0,3 m m  cross-sec tional 
a rea , c u t from  a te lep h o n e  receiver m em b ran e ; th e  h e a tin g  p o w er w as an  
a lte rn a tin g  c u rren t o f 50 c-ps, ta k e n  from  th e  p ow er su p p ly  n e tw o rk , b u t  th is  
tim e  th e  te m p e ra tu re  o f  th e  slab  was n o t y e t m easu red . W hen  th e  slab  becam e 
w h ite  h o t a t a c u rren t o f 7,25 A, it. was re leased  a n d  b ro k e  th e  c ircu it b y  fa lling  
dow n.

A P erm alloy  slab  o f  0,18 m m 2 cross-sec tional a rea , w hen s im ila rly  te s te d  
d u e  to  its  re la tiv e ly  low  C urie te m p e ra tu re  w as re leased  w ith o u t chang ing  its  
co lour. H ere th e  e ffec t m en tio n ed  above, a n d  la te r  genera lly  o b serv ed  on
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a n n e a le d  alloys ap p eared , b ecau se  a t  f ir s t  th is  slab  was released  a t  2,1 A , b u t  
w h e n  th e  te s t  was re p e a te d  sev era l tim es, th e  re leasin g  c u rre n t g ra d u a lly  
in c re a se d  to  2,5 A. H ow ever, as th e  te m p e ra tu re  w as n o t te s te d  a t  t h a t  tim e , 
th e  sig n ifican ce  of th is  occu rren ce  w as n o t y e t  recognized .

I n  o rd e r to  be ab le  to  r e a d  th e  te m p e ra tu re  a new  e x p e rim e n ta l a r ra n g e 
m e n t w as designed. T he s lab  u n d e r  in v es tig a tio n  w as p ro v id ed  w ith  a coil o f 
c o p p e r  w ire  and  a n o th e r so m e w h a t sh o rte r  slab  w as closely a t ta c h e d  to  i t .

A  h e a tin g  coil w as w o u n d  a ro u n d  th e  tw o slabs an d  th e  h e a tin g  c u rre n t 
w as a g a in  supp lied  from  th e  pow er n e tw o rk . T he p u rp o se  of th e  th in  copper 
w ire  co il w as to  in d ica te  th e  te m p e ra tu re  ca lcu la ted  from  th e  d ifference be tw een  
th e  re s is ta n c e  of th e  coil a t  lo w  a m b ie n t te m p e ra tu re  an d  a t  h ig h e r te m p e r
a tu re s . T h u s  is was found  t h a t  th e  Curie te m p e ra tu re  of th e  d iffe ren t k in d s  of 
P e rm a llo y s  m easured  fo r th e  f i r s t  tim e  v a ried  b e tw een  270 an d  310° C. R e p e a t
in g  th e  ex p erim en t w ith  th e  sam e slab , th e  C urie p o in t o f tb e  P e rm a llo y  o ri
g in a lly  a t  270° C rose to  552° C a f te r  a period  su ffic ien tly  long fo r  a t  le a s t 
p a r t ia l  rec ry s ta lliz a tio n . B y  re p e a te d  reh ea tin g  an d  re c ry s ta lliz a tio n  th e  te m 
p e r a tu r e  fin a lly  reached  a p o in t  o f well over 700° C, w hich, h o w ev er, could  
n o t  be  re a d  off, as h e a t h a d  d e s tro y e d  th e  in su la tio n  of th e  read in g  coil. T he 
sam e  p h en o m en a  occu rred  w h en  o th e r  ty p es  of P erm allo y s w ith  d iffe ren t 
C urie  p o in ts  were te s te d  in  a s im ila r w ay.

T h e  Curie te m p e ra tu re  o f  n ickels slabs w as 360° C an d  th is  w as found  
to  b e  p e rfe c tly  stab le  reg a rd less  o f th e  n u m b e r of rep e a te d  h ea tin g s .

I n v a r  slabs beh av ed  in  th e  sam e w ay  as th e  P e rm allo y  slabs. T he f irs t  
C urie  te m p e ra tu re  w as 278° C, num ero u s re p e a te d  h ea tin g s w ith  am p le  tim e  
fo r  re c ry s ta lliz a tio n  in  b e tw e e n  ra ised  th e  Curie p o in t to  356° C; n o  fu r th e r  
rise  a f te r  th is  was observed .

A n  annealed  iro n -n ick e l a lloy  was also fo u n d  to  h av e  an  u n s ta b le  Curie 
te m p e ra tu re  w hich in  th is  case  to o  increased  a f te r  each  re c ry s ta lliz a tio n  period .

E x p e rim e n ts  ca rried  o u t  w ith  iron -n icke l-ch rom ium  alloys o f  v a rio u s 
co m p o sitio n s  have  show n p e rfe c t ag reem en t w ith  d a ta  know n  fro m  th e  l i te 
r a tu r e  [1] i. e., th e  p e rc e n ta g e  of th e  re sp ec tiv e  com p o n en ts  h a d  d e te rm in ed  
th e  v a lu e  of th e  Curie te m p e ra tu re  of th ese  alloys. T h ree  such  d iffe re n t com po
s itio n s  w ere ac tu a lly  tr ie d  p ro d u c in g  Curie te m p e ra tu re s  of 160, 85 a n d  25° C 
re sp e c tiv e ly , as was to  be e x p e c te d  from  th e ir  com positions.

N e x t experim en ts w ere ca rr ied  ou t to  d e te rm in e  th e  in flu en ce  o f te m p e r
a tu r e  on  in d u c tiv ity . F e rro m a g n e tic  cores w ere h e a te d  an d  th e  re su ltin g  
c h a n g e s  in  th e  e lec tro m ag n etic  p erfo rm ance  of th e  coils w ere observed .

In  th e  experim en ts w ith  h e a t tra n sd u c to rs  th e  a rra n g e m en t w as p ro v id ed  
w ith  fe r r ite  cores. T he sam p les  w ere fe rr ite  co re -tran sfo rm ers , a ro u n d  w hich 
tw o  coils were w ound . A lth o u g h  th e  cores chosen  w ere c o m p a ra tiv e ly  sm all, 
th e  coils w ere a rran g ed  in  su ch  a w ay  as to  e lim in a te  as m u ch  as possib le  th e  
c lo sin g  o f th e  in d u c tio n  lines th ro u g h  a ir, an d  allow ing only fo r closing th ro u g h
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th e  m ag n e tic  core. T he n u m b er an d  size o f th e  w indings on th e  coils w ere id en 
tic a l. T he im p ed an ce  a t  a freq u en cy  o f  one kilocycle was m e a su re d  d u rin g  the  
h e a tin g  period . R esu lts  are  show n in  F ig . 5. I t  is n o tew o rth y  th a t  w hile  in d u c t
iv i ty  p ra c tic a lly  d isap p ears  in  th e  v ic in ity  of th e  Curie te m p e ra tu re ,  th e  
e ffec tive  a. c. re s is tan ce , th o u g h  d ec reas in g , is s till n o t qu ite  n eg lig ib le  in  th is

-► temperature °C 
F i g .  5

reg ion  an d  begins to  rise again  w ith  a fu r th e r  increase in  te m p e ra tu re . The 
change in  im pedance  lags how ever, so m e w h a t beh ind  th e  te m p e ra tu re  read ings 
(n o t v isib le  on th e  d iag ram ). T his lag  is d u e  to  th e  fac t th a t  d u rin g  th e  h ea tin g  
period  o n ly  th e  te m p e ra tu re  of th e  oil b a th  in  w hich th e  tra n s fo rm e r  was 
h e a te d  w as te s te d  an d  n o t th a t  o f th e  core  itse lf. In  su p p o rt o f th is  a ssu m p tio n  
i t  w as f i r s t  observed  th a t  w hereas w a te r  b u b b les  from  th e  in su la tio n  of the  
coil shou ld  h av e  ap p eared  a t  110— 115° C, th e y  becam e v isib le  in  th e  glass 
c o n ta in e r  on ly  w hen  th e  te m p e ra tu re  re a d  off r-ose to  135° C.

L a te r  i t  h as  been  ex p e rim en ta lly  p ro v e d  th a t  th is lag  is d u e  to  a d if
ference o f te m p e ra tu re  betw een  th e  oil b a th  an d  th e  fe rrite  core.

T he im p ed an ce  of th e  sam e tra n s fo rm e r  was te s ted  again  b u t  th is  tim e  
w ith  an  a lte rn a tin g  c u rre n t of 110 cps. T h is  tim e  th e  curves u n d e rw e n t some 
changes b u t  th e ir  m ain  ch a rac te ris tic s  re m a in e d  (see F ig . 6.). A re p e a te d  series 
o f  m easu rem en ts  co rro b o ra ted  th ese  re su lts .

A  fe rr ite  core tran sfo rm er w as te s te d , w ith  th e  aim  o f d e te rm in in g  th e  
re la tio n  b e tw een  seco n d ary  c u rre n t a n d  te m p e ra tu re  w hilst th e  p r im a ry  cu r
r e n t  w as k e p t c o n s ta n t. R esu lts  are  show n  in  Fig. 7. A Curie te m p e ra tu re  of 
140° C w as o b ta in ed  fo r th e  fe rr ite  core.
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curve 2 -effective a.c.resistance
F ig . > F ig . T

------► temperature°C
Curve 1. i1=20mA, secondary load 20 fi 
Curve2:i1=50 mA,secondary load 50 Q 
Curve3.- i]~50 mA,secondary load 100 fi 
Curve A:- /,= 700 mApecondary load 50 Q 
Curve 5r /;= 100mAjSecondaryload 100 fi

Fig. 8

T h e  influence o f d iffe re n t loads in  th e  se c o n d a ry  c ircu it a t  c o n s ta n t 
p r im a ry  c u rre n t v a lu es  w as also  in v es tig a ted . I t  w as p ro v ed  th a t  in  th e  v ic in 
i t y  o f  th e  Curie te m p e ra tu re  th e  sm aller th e  lo a d  th e  m ore a b ru p t is th e
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Tireakdow n in th e  seco n d ary  c u rre n t. H ig h er loads re su lt in  a m o n o to n o u s 
dec line  in  th e  te m p e ra tu re  vs. seco n d ary  c u rre n t curve (see F ig . 8 .).

A n o th e r tran sfo rm er o f fe rr ite  core w as te s te d  and  th e  C urie te m p e ra tu re  
o f  th e  core was fo u n d  to  be a t  102° C. T h is tra n sfo rm e r to o  w as p la c e d  in to  an  
•oil b a th . A  c o n s ta n t p rim a ry  c u rre n t o f  50 cps. was supp lied  b y  th e  pow er- 
n e tw o rk ; th e  secondary  c u rre n t w as re c tif ie d  an d  i t  o p e ra ted , i. e. o p en ed  and  
■closed, re lay s  a t  p e rd e te rm in ed  c u rre n t v a lu es . O ver a period  o f  m o re  th a n  a 
y e a r  th e  se t w as o p era ted  in te rm it te n t ly ,  an d  th o u g h  o ccasiona lly  th e  in te rv a l

b e tw e e n  tw o  such  op era tio n s h av e  exceeded  a m o n th  or m ore, no ch an g es  h av e  
■occured in  th e  Curie p o in t o f  th e  core, n o r  in  th e  o p era tio n  o f th e  re la y s . The 
te m p e ra tu re  vs. secondary  c u rre n t d iag ram s (see F ig . 9-) w ere fo u n d  to  be 
id e n tic a l each  tim e.

T h e re  is a v isib le  difference o f n ea rly  17° C betw een  th e  d escen d in g  and  
th e  a scen d in g  b ran ch es of th e  cu rve . I t  is kn o w n  th a t  m e ta llu rg ica l changes, 
su c h  as change in  phase or in  th e  o rd e r o f a to m s, or a change in  th e  solid 
so lu b ility  o f  som e co m ponen t m a y  cause a te m p e ra tu re  lag , i. e. th e  te m p e r 
a tu re  a t  w h ich  m ag n e tiza tio n  d isap p ears  on h e a tin g  is n o t th e  sam e as th e  one 
a t  w h ich  i t  re a p p e a rs  on cooling. T hese tw o  b ra n c h e s  u n ite  again  a t  th e  te m p e r-
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a tu re  t h a t  has p ro d u ced  th e  above changes in  th e  m e ta llu rg ica l s ta te . I n  th e  
e x p e rim e n ta lly  o b ta in e d  cu rv es, how ever, th e  descend ing  and  ascend ing  
b ra n c h e s  n ev er m ee t, th u s  p ro v in g  th a t  th e  la g  o b se rv ed  is due to  som e o th e r  
cause  a n d  n o t to  m e ta llu rg ic a l changes.

A n o th e r  p roo f fo r th e  la g  h av in g  been cau sed  b y  th e  d ifference in  te m p e r 
a tu re  b e tw e e n  th e  oil b a th  a n d  th e  core o n ly , is t h a t  w hile th e  Curie te m p e r 
a tu re  fo r  th is  p a r tic u la r  ty p e  of fe rrite  is g iv en  a t  102° C in  th e  l i te ra tu re ,  
a C urie  p o in t of 107° C w as re a d  off th e  d ia g ra m .

I n  o rd e r to  p ro v e  t h a t  w h en  th e  te m p e ra tu re  is m easu red  d ire c tly  on  th e  
core th e  cu rve  show s no  se p e ra te  ascending a n d  descen d in g  b ran ch es, an  expe-

F ig . 10

r im e n t w as carried  o u t w ith  th e  te m p e ra tu re  b e in g  a c tu a lly  m easu red  on th e  
co re . T h e  po in ts  th u s  o b ta in e d  (see Fig. 10.) show  no difference b e tw een  th e  
d escen d in g  an d  a scen d in g  b ra n c h . E ach  te m p e ra tu re  corresponds to  on ly  one 
sing le  v a lu e  of th e  seco n d ary  c u rren t, regard less o f  th e  d irec tion  of th e  ap p ro ach . 
T h is  p ro o f  th u s  e s ta b lish e d  h as  been  c o rro b o ra te d  b y  num erous s im ila r ex p e 
r im e n ts .

T h e  m ain  re su lts  d e riv ed  from  these  e x p e rim e n ts  are:
1. th e  Curie te m p e ra tu re  of fe rrites  a n d  o f m ost o th e r fe rro m ag n e tic  

m a te r ia ls  is c o n s ta n t a n d  s tab le , no v a r ia tio n  can  be observed  e ith e r  d u rin g  
c o n tin o u s  or in te rm it te n t  te s ts ;

2. som e h e a t- t r e a te d  or annealed  alloys, in c lu d in g  P erm allo y  an d  In v a r , 
sh o w , how ever, a te n d e n c y  to  change th e ir  C urie p o in ts , i. e. a t  each  h e a tin g
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a n  increase  m ay  be o b serv ed  in  th e  case o f in te rm itte n t  o p e ra tio n , p ro v id ed  
th e  tim e  betw een  th e  h ea tin g s  is long  enough  for re c ry s ta lliz a tio n  to  tak e  
p lace ;

3. no h ysteresis  of th e  p e rm e a b ility  or m ag n e tic  in d u c tio n  vs.  te m p e r
a tu re  can  be observed  in  th e  case o f fe rr ite  cores of h e a t tra n sd u c to rs  or in  m ost 
o th e r  fe rro m ag n etic  m a te r ia ls  or a lloys, th a t  is, th e  sam e te m p e ra tu re s  co rres
p o n d  to  th e  sam e values of f lu x  d en s ity ;

4 . th e  m ag n itu d e  o f th e  lo ad  in  th e  seco n d ary  c ircu it o f a h e a t  tra n s -  
d u c to r  exercises a v e ry  consid erab le  in fluence  u p o n  th e  shape  o f th e  te m p e r
a tu re  vs. m ag n etic  in d u c tio n  cu rv e , b u t  n o t on th e  Curie p o in t itse lf .

I I I .  Some design aspects and possible practical applications

R ela tio n s upon  w h ich  th e  design  of se ts  o p e ra ted  b y  th e rm o m a g n e tism  
ca n  be b ased  are  g iven ab o v e . F o r  design  pu rposes i t  is n ecessary  to  k n o w  th e  
C urie te m p e ra tu re  of th e  fe rro m ag n e tic  m a te r ia l app lied  an d  th e  te m p e ra tu re  
vs.  p e rm e a b ility  re la tio n  w ith in  th e  te m p e ra tu re  lim its  co n cern ed , as w ell as 
th e  in flu en ce  of th e  m ag n e tic  fie ld  s tre n g th  on th is  re la tio n . In  possession  of 
th e se  d a ta  th e  d is tr ib u tio n  of te m p e ra tu re  w ith in  th e  fe rro m ag n e tic  o b je c t and  
th e  co n seq u en t v a ria tio n s  in  f lu x  d e n s ity  an d  in  tra c tiv e  force o r, —  as in  
case o f th e  h e a t- tra n sd u c to r  —  in  in d u c ta n c e  m ay  be derived .

O pen ing  and  closing, or p ro te c tio n  of e lec tric  c ircu its  can  be  p e rfo rm ed  
w ith  th e  a rran g em en t show n in  F ig . 4. M ag n e tiza tio n  of a c ircu it P n —  W  —  P s 
closes th e  elec tric  c ircu it, w hereas d e m ag n e tiza tio n  opens i t .  T he  a p p lic a tio n  
o f  a sp rin g  S  a lte rs  th e  n u m erica l v a lu es , because  in  th is  case th e  c irc u it  can  
b e  closed on ly  if  th e  m a g n e tic  t r a c t iv e  force, P m > overcom es th e  opposing  
p u llin g  force of th e  sp rin g , P s, o r: P m  >  P s•

T h e m agnetic  tra c t iv e  fo rce  depends on th e  sq u are  of th e  f lu x  d e n s ity , 
B 2 a n d  th is  again  varies w ith  te m p e ra tu re . T e m p e ra tu re  d is tr ib u tio n  w ith in  
th e  o b je c t —  in  case of a c y lin d e r —  can  be c o m p u ted  from  E q u . (5) a n d  b y  
a n  e ssen tia lly  sim ilar m e th o d  fo r bodies of n o n -cy lin d rica l sh ap e . F o r  an y  
k n o w n  va lu es  of te m p e ra tu re  th e  re la te d  f lu x  densities can  be re a d  o ff from  
th e  cu rv es, s im ilar to  th o se  in  F ig . 1. T hus an  av erag e  v alue  fo r  th e  m a g n e tic  
in d u c tio n  over th e  to ta l  c ross-sec tiona l a rea , B ave, can  be d e te rm in e d .

T he tra c tiv e  force w ill th e n  be :

5м = / ( Я 2) =
P&ve 

5 • 103 ■A - ( -
Pqve 

5 - 103

T he low er lim it o f th e  tra c t iv e  force is d e te rm in ed  b y  th e  re la tio n  
P m  >  Ps- Tc can  be exp ressed  from  th e  above eq u a tio n  as

r„ =
5 • 103 M

n
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S u ch  a set can  also  b e  designed so th a t  th e  sp rin g  force P s sha ll close 
th e  e le c tr ic  c ircu it a n d  th e  m ag n e tic  tra c tiv e  fo rce , P m  sh a ll b re a k  i t .  W hen  
d u e  to  th e  increase o f te m p e ra tu re  m a g n e tiz a tio n  d isap p ears  P s  w ill again  
p re d o m in a te  and  close th e  c irc u it.

T h e  tw o opposite  t r a c t iv e  forces, P m  a n d  P s  re sp . m ay  also be chosen in  
su c h  a  w ay  th a t  no t a ll th e  p o in ts  of the  w hole c ross-sec tiona l area w ill necessa
r ily  re a c h  th e  Curie te m p e ra tu re .  T em p era tu re  in c rea se  w eakens m ag n e tiza tio n  
a n d  t ra c t iv e  force; th is  w eak en in g  m ay , u n d e r  c e r ta in  c ircu m stan ces , be  
su ff ic ie n t for th e  o p e ra tio n  req u ired . Thus i t  is n o t  a lw ays necessary  th a t  all, 
o r e v e n  an y  of th e  p o in ts  in  th e  cross-sectional a rea  shall reach  Curie te m p e r
a tu r e .  T h is is p a r tic u la r ly  u se fu l when h ig h er te m p e ra tu re s  m ig h t en d an g er 
p a r t s  o f  th e  electrical e q u ip m e n t (in su la tion , e tc .) , or w hen  explosive gases 
a re  p re se n t, etc. A n o th e r  possib le  so lu tion  is o ffe red  b y  th e  choice o f som e 
fe rro m a g n e tic  su b stan ce  w ith  low Curie te m p e ra tu re ;  in  th is  case , how ever, 
c a re  m u s t  be ta k e n  th a t  th e  in fluence  of h e a t so u rces  n o t invo lved  in  th e  o p e ra 
t io n  sh a ll he avoided .

T h e  above c o n s id e ra tio n s  m ay  of course be  ap p lied  to  th e  design  o f h e a t 
t r a n s d u c to r s  w ith th e  sin g le  difference t h a t  in  th is  case th e  re la tio n  b e tw een  
B ave a n d  th e  m u tu a l in d u c ta n c e  betw een th e  tw o  coils, M ,  has to  be ta k e n  in to  
c o n s id e ra tio n . I t  is e s se n tia l th a t  coupling th ro u g h  a ir  be tw een  th e  tw o  coils 
s h a ll  be  very  sm all, p re fe ra b ly  shall a p p ro ach  zero . Besides th e  geom etrica l 
d im en sio n s  th is  co n d itio n  to o  helps to  d e te rm in e  th e  freq u en cy  to  be a llo tte d . 
T h e  in fluence  of th e  lo a d  in  th e  secondary  c irc u it u p o n  th e  te m p e ra tu re  vs. 
f lu x  d e n s ity  re la tio n  sh o u ld  n e ith e r  be neg lec ted  in  th e  design.

Tw o m ain form s o f  ap p lica tio n  of th e  p rin c ip le  o f ferro m ag n etism  are  
u ti l iz e d , as a lready  m e n tio n e d : 1. influence o f th e  te m p e ra tu re  on th e  tr a c t iv  
fo rc e  an d  2. in fluence  o f  th e  tem p e ra tu re  on  in d u c tiv ity . B o th  of th ese  can  
f in d  w ide  fields of a p p lic a tio n , some of w h ich  sh a ll be m en tio n ed  in  th e  fo l
lo w in g .

In  n o n -d es tru c tiv e  m a te r ia l  testin g  th e  p rin c ip le  can be app lied  for th e  
d e te rm in a tio n  of th e  C urie  te m p e ra tu re  o f v a r io u s  fe rro m ag n e tic  m e ta ls  an d  
a llo y s . Such an  a p p a ra tu s  is a lready  in  o p e ra tio n  in  th e  la b o ra to ry  o f an  iro n  
a n d  s tee l mill and  w o rk s acco rd in g  to  e x p e c ta tio n s .

Im  m easuring te c h n ic s  th e  m ost im p o r ta n t  fie ld s  of ap p lica tio n  a p p ea r to  
b e  a t  p resen t th e  s ta b il iz a t io n  of cu rren ts  a n d  v o ltag es  in  m easu ring  in s tru 
m e n ts  o r te m p e ra tu re  co m p en sa tio n  and  also , i f  p ro p e rly  designed, fo r p ro tec 
t io n  ag a in st b reak d o w n s caused  by h igh  v o lta g e  or c u rre n t, re sp ec tiv e ly .

I n  th e  electric  p o w e r-su p p ly  in d u s try  th e  p ro te c tio n  of m ach in e ry , such  
as g en era to rs , t ra n s fo rm e rs , e tc ., in  h y d rau lic  p o w er p la n ts  p ro te c tio n  a g a in s t 
sh o rt-c irc u its  or o v e r-lo ad , as well as th e  te le m e te r in g  o f m otors an d  g en era to rs  
a ll m a y  benefit fro m  th e  reliab le  u n c o m p lic a te d  so lu tions offered b y  th is  
p rin c ip le .
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In  o th e r fie lds o f  in d u s try  an d  t ra n s p o r ta t io n , th e  te lem e te rin g  an d  p ro 
te c t io n  o f e lec tric  m o to rs  o f m ach ine  too ls, o f  tra m w a y  (s tree tca r)  m o to rs , o f  
e lec tric  ra ilw ay  engines, c a n  be well ca rried  o u t b y  th e  a p p lic a tio n  of th is  
p rocedure .

B im eta llic  u n its  o f in su ffic ien t c a p ac ity  m a y  to o  be rep laced  b y  th e rm o - 
m ag n e tic  devices.

T he w idest fie ld  o f ap p lica tio n  is offered in  a u to m a tio n : su ch  as 1. te m 
p e ra tu re  co n tro l an d  re g u la tio n  in  general, in c lu d in g  n u c lea r p o w er processes 
2 . th e  co n tro l of te le h e a tin g  system s in  th e  case o f  Curie te m p e ra tu re s  be tw een  
15 an d  25° C; 3. te m p e ra tu re  s tab iliz a tio n  o f  gases fo r g as-an a ly se rs  if  th e  
design allow s a n  acc u ra cy  o f ± 1 °  C; 4. c o n tro l o f bo ile r w a te r  te m p e ra tu re s , 
e. g. in  s team sh ip s; 5. c o n tro l of v a p o u r te m p e ra tu re  in  bo ile rs; 6. in  th e  ope
ra tio n  o f m u ltic irc u it- ty p e  a la rm  signalling  e q u ip m e n ts ; 7. in  a u to m a tic  tim e- 
m em b ers; 8. in  te le m e te r in g  th e  te m p e ra tu re s  in  th e  bearin g s o f rev o lv in g  
engines an d  m ach ines; 9 . in  te lem ete rin g  te m p e ra tu re s  in  g en era l, in c lud ing  
cooling w a te r  in  pow er p la n ts , in  au to ca rs , b o ile rs , e tc .; 10. in  th e  cen tra lized  
co n tro l system s o f i l lu m in a tio n  an d  in  a n u m b e r  of o th e r im p o r ta n t  co n tro l 
sy s tem s.

Conclusions

A p rincip le  has b een  w o rk ed  ou t an d  d iscussed  w hich is su ita b le  fo r p ra c 
tic a l ap p lica tio n  w here th e  a u to m a tic  con tro l o f e lec tric  c u rre n ts  a n d  vo ltag es  
b y  h e a t  is req u ired . I t s  re lia b ili ty  an d  s ta b ili ty  w ere in v es tig a ted  a n d  th e  basic 
aspec ts  fo r th e  design o f su ch  a p p a ra tu s  e s tab lish ed . Tw o possib le  a lte rn a tiv e s  
fo r p ra c tic a l ap p lica tio n s  w ere  tre a te d : o f th e  te m p e ra tu re - in f lu e n c e d  t r a c t iv e  
force an d  of in d u c tiv ity .
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SU M M A RY

C erta in  te m p e ra tu re  d e p e n d e n t p ro p erties  o f fe rro m a g n e tic  m ate ria ls , esp ec ia lly  th o se  
obse rv ed  in  th e  v ic in ity  o f  th e  C urie p o in t,  are rev iew ed . T e m p e ra tu re  d is tr ib u tio n  in  a  cy lin 
d rica l solid b o d y  h e a ted  b y  i ts  e n v iro n m en t u n ifo rm ally  a n d  sim u ltan eo u s ly  a t  e v e ry  p o in t o f  
i ts  su rface , is d iscussed . T h is se rv es as a s ta r tin g  p o in t fo r th e  s tu d y  o f th e  re la tio n sh ip  be tw een  
h e a tin g  a n d  f lu x  d e n s ity  a n d  th u s  o f  th e  co rre la tio n  w ith  changes in  m ag n e tic  s tre ss . E x p e ri
m en ts  a im ing  a t  th e  choice o f  m a te ria ls  su ited  fo r p ra c tic a l ap p lic a tio n  a re  d e sc rib ed  a n d  con
clusions a re  d raw n  fo r th e  v a r io u s  fe rro m ag n etic  m a te ria ls  a n d  alloys. T h e  p o ss ib ility  o f th e  
p ra c tic a l a p p lica tio n  a n d  th e  b a s ic  design  o f sa fe ty  a n d  co n tro l (h e a t tra n s d u c to r )  dev ices a re  
tre a te d .  T he a u th o r  m en tio n s th o se  fie lds in  in d u s try  in  w h ich  th e  successful use  o f  su ch  dev ices 
m ig h t  he ex pected .
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T. F. ALKÉR

Z U SA M M E N FA SSU N G

D e r  V erfasser b esch re ib t je n e  E ig en sch aften  de r fe rro m a g n e tisc h en  S u b s ta n z en  w elche 
v o n  d e r  T e m p e ra tu r  abh än g ig  s in d  u n d  welche sich b eso n d e rs  in  d e r N ähe  des Curie P u n k te s  
ä n d e rn .  E r  b eh an d e lt die V e rte ilu n g  d e r T em p era tu r in  e in em  zy lin d risch en  fe s ten  K ö rp e r 
w e lch e r  d u rc h  seine U m gebung  a n  je d e m  P u n k te  se iner O b e rfläch e  a u f  e inm al u n d  g leich
m ä ß ig  e rw ä rm t w ird. Von d iesem  B e isp ie l ausgehend u n te r s u c h t  er den  Z u sam m en h an g  zw i
sc h e n  E rw ä rm u n g  u n d  F lu x u sd ic h te  u n d  dem zufolge m it  d e n  Ä n d eru n g en  de r m ag n e tisch en  
Z ie h k ra f t ,  u n d  besch re ib t V ersu ch e  w elche die A usw ahl v o n  S to ffen  fü r  p ra k tisc h e  A n w endung  
z ie l te n ,  sow oh l als auch  die d a ra u s  gezogenen S ch lußfo lgerungen  b e tre ffen d  die versch ied en en  
fe rro m a g n e tisc h e n  S u b stan zen  u n d  L egierungen . E r  b e fa ß t  sich  am  E n d e  m it den  M öglich
k e ite n  d e r  p ra k tisc h en  A n w en d u n g  v o n  S icherheits- u n d  K o n tro lle in r ic h tu n g e n  (W ärm e tra n s-  
d u k to r e )  u n d  m it den  G ru n d p rin z ip ien  des E n tw u rfes  so lcher E in ric h tu n g e n . E s  w e rd en  zum  
S c h lü sse  je n e  G ebiete der In d u s tr ie  e rw äh n t, in  w elchen  solche V o rrich tu n g en  e rw artu n g s- 
g e m ä ss  e rfo lg re ich  angew endet w e rd e n  kö n n ten .

U T IL IS A T IO N  D ES P R O P R IÉ T É S  F E R R O M A G N É T IQ U E S  D E S M A T IÈ R E S  
P O U R  LA  COM M ANDE E T  L A  PR O T E C T IO N  D E S  C IR C U IT S É L E C T R IQ U E S

T. F. ALKÉR

R É SU M É

E n  in tro d u c tio n , l ’a u te u r  f a i t  co n n a ître  certa in es p ro p rié té s  des m atiè re s  fe rro m ag n é 
t iq u e s  v a r ia n t  avec la te m p é ra tu re ,  v a r ia tio n  qui s’ob se rv e  s u r to u t  au  vo isinage de la  tem p é 
r a tu r e  de  Curie. Il exam ine e n su ite  la  ré p a r tit io n  de la  te m p é ra tu re  d an s u n  corps cy lin d riq u e  
p le in , q u e  l ’am biance réch au ffe  s im u lta n é m e n t d ’une  fa ç o n  c o n tin u e  e t u n ifo rm e  su r to u s  les 
p o in ts  d e  la  surface. Il é tu d ie  e n su ite  les ra p p o rts  qu i e x is te n t  e n tre  les v a r ia tio n s  d u  ré ch a u ffe 
m e n t  e t  d e  la densité  de f lu x , e t  d o n c  de la force de t r a c tio n  m ag n é tiq u e , re n d  c o m p te  des 
re c h e rc h e s  fa ites  en vue d u  ch o ix  d e  m atières ap p ro p riées p o u r  l ’u tilisa tio n  p ra tiq u e , e t  en 
e x p o se  le s  ré su lta ts  c o n ce rn an t les d iffé ren ts  m atières e t  a lliages fe rro m ag n étiq u es . L ’au te u r  
e x a m in e  en fin  les possib ilités d ’ap p lic a tio n  des d isp o sitifs  de p ro tec tio n , resp . de réglage 
( t r a n s d u c te u r s  therm iques), a in s i q u e  les p rincipes fo n d a m e n ta u x  à o b server d an s le u r  calcul. 
P o u r  te rm in e r ,  l ’au te u r passe  en  re v u e  les divers dom ain es de l ’in d u str ie  ou  de te ls  d ispositifs  
p o u r r a ie n t  ê tre  utilisés avec a v a n ta g e .

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕРМОМАГНИТНЫХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛОВ 
ДЛЯ УПРАВЛЕНИЯ ИЛИ ЗАЩИТЫ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

Р. Ф. А Л ЬК ЕР

РЕЗЮМЕ

Введение знакомит с термозависимой природой свойств ферромагнитных мате
риалов, наблюдающейся главным образом в районе температуры Кюри. Рассматривается 
распределение температур в сплошном цилиндрическом теле, все точки поверхности кото
рого непрерывно и равномерного обогреваются окружающей средой. Исходя из этого, 
исследуются зависимости, существующие между нагревом и плотностью потока и тем 
самым изменением силой магнитного притяжения; статья знакомит с опытами, прове
денными в целях отыскания материалов, пригодных для практического применения, 
с заключениями, сделаными на основание опытов с различными ферромагнитными 
материалами и сплавами. Рассматриваются основные принципы проектирования и прак
тические возможности, применения предохранителей и регуляторов (тепловых дроссе
лей). Упоминается о тех областях промышленности, где такие устройства могли бы при
меняться с ожидаемым успехом.



CURRENT DISTRIBUTION ON A STRIP LINE*
E . G A Á L

CAND. TECH N . SCI.

[M anuscrip t received D ecem b er 1, 1960]

1. Introduction

M any p rob lem s in  m icrow ave tech n iq u e  can  be a d v a n ta g e o u s ly  solved 
b y  using  s trip  lines [1, 2, 3]. T he use of s tr ip  lines re su lts  in  co n sid e rab ly  reduced  
c ircu it d im ensions a n d  sim plified  m a n u fa c tu rin g  processes.

A sim plified  th e o ry  o f m icrostrip  tran sm iss io n  lines w as g iven b y
F . Assadourian an d  E . R imai [4]. T he rigo rous d e te rm in a tio n  o f s trip -lin e  
ch a rac te ris tic s  w as g iven  b y  E . G. Black an d  T . J .  H iggins [5].

In  th is  p a p e r  th e  d e te rm in a tio n  o f c u rre n t d is tr ib u tio n  on s tr ip  lines is 
d iscussed . A so lu tio n , based  on th e  M axw ell eq u a tio n s , is fo u n d . F ro m  th e  
c u rre n t d is tr ib u tio n  ch a ra c te ris tic  im p ed an ce  o f th e  s tr ip  line can  be ca l
cu la ted .

2. Current distribution on the strip

A sim plified a rra n g e m en t shown in  F ig . 1 w ill be exam ined  fo r a s tr ip  
o f  f in ite  w id th  b an d  neglig ib le th ickness. T he d is tan ce  b e tw een  th e  s tr ip  and  
g ro u n d  p lane is h an d  th e  g round  p lane  is supposed  to  be o f in fin ite  w id th .

Strip

-tHo h Oround Plane

'̂ 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 /.

F ig . 1. Cross section  o f a  s tr ip  line

T he space is filled  w ith  a hom ogenous d ie lec tric , hav in g  a d ie lec tric  c o n s ta n t 
e an d  p e rm eab ility  f i0. T he  s tr ip  line is considered  as be ing  in f in ite ly  long.

In  th e  tra n sv e rse  e lec tro m ag n etic  (ТЕМ ) m ode, c u rre n t flow s in  th e  line 
on ly  in  th e  d irec tio n  o f p ro p ag a tio n . T h u s, th e  to ta l  c u rre n t can  be  b u ilt  up

* T his p a p e r  w as w r it te n  b y  T . B e r c e l i, com piled  fro m  th e  early  deceased  E . Ga á l’s 
d isse rta tio n  [7].

9  A cta Tech nie a X X X V III /3 -4 .
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b y  p la c in g  cu rren t lines w ith  d iffe re n t am p litu d es  side b y  side. C u rren t d is tr i
b u t io n  is d e te rm ined  b y  a ssu m in g  th a t  th e  e lec tric  fie ld  in te n s ity  c rea ted  b y  
th e se  c u r re n t  lines is p e rp e n d ic u la r  to  th e  co n d u c to r.

F i r s t ,  th e  im age of th e  s tr ip  w ith  re sp ec t to  th e  g ro u n d  p lane  is consi
d e re d . B ecause of sy m m e try , a m p litu d e  d is tr ib u tio n  of th e  c u rre n t lines on  
th e  im a g e  will be th e  sam e as th a t  on th e  s tr ip  w ith  th e  on ly  d ifference t h a t  
th e y  h a v e  opposite  d irec tio n s . F u r th e r  on, analy sis  is m ade fo r th e  case o f a

Fig. 2. S y m m etrica l line  and  c o -o rd in a te  system

sy m m e tr ic  line o b ta in ed  b y  th is  im age m e th o d . C u rren t d is tr ib u tio n  on  th is  
line  is d e te rm in ed  b y  th e  use  o f  th e  M axw ell e q u a tio n s  an d  assum ing  Т Е М  
m o d e  o f  p ro p ag a tio n . A s in g u la r  in teg ra l e q u a tio n  is o b ta in ed , w hich , fo r a 
g iv en  case , can  be solved b y  usin g  e. g. an  i te ra t io n  m e th o d .

F ig . 2 shows a c o o rd in a te  system  w ith  th e  sy m m etric  line, w hich  is 
lik ew ise  considered as being  in fin ite ly  long. T h e  u n it  len g th  on th e  co -o rd in 
a te  a k e s  w ill be ta k e n  as e q u a l to  th e  h a lf  o f  th e  s tr ip  w id th . T he d is tan ce  
b e tw e e n  th e  s trip  an d  its  im ag e  is m ark ed  b y  Ô. F ro m  F igs. 1 a n d  2 ô can  
be  e x p re ssed  in  te rm s o f  th e  w id th  o f th e  s tr ip  an d  its  d is tan ce  to  th e  
g ro u n d  p lan e  as

4 h
0 =  ■— — . 

b

H e re b y , th e  values of d is ta n c e s  w ill be o b ta in ed  as d im ensionless q u a n tit ie s .
A s a tim e  fu n c tio n  th e  c u r re n t has a s in u so id a l form . C o nsequen tly , th e  

w a v e  e q u a tio n  for th e  H e rtz  v e c to r  is

J
coe

V 2 Z e-jf>z +  ß2 Ze-il>z = ie-№
( 2)
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■where Z  is th e  H e rtz  v ec to r, i is th e  c u rre n t-d e n s ity  vec to r, ß  is th e  phase 
c o n s ta n t an d  со is th e  an g u la r frequency .

C u rren t lines a re  assum ed  to  be on ly  in  th e  d irec tion  of th e  ax is  z. T h e re 
fo re ,

i =  i(x, y )  n z (3)

w here  пг is th e  u n i t  v e c to r  in  d irec tio n  z.
T h e d iffe ren tia l o p e ra to r  V2 can  be  re w ritte n  in th e  form

V2 =  Ъ 1 У +  - ^  =  V l y - ß 2. (4)
OZ*

B y su b s titu tin g  (4) in to  (2) one o b ta in s

v b z  =  — in*- (5)WE

T h e  H e rtz  v ec to r is likew ise in  th e  d irec tio n  z, th u s

Z =  Z (x ,  y )  n . . (6)

E q . (5) is th e n  red u ced  to  a sca la r eq u a tio n

VI , y Z : ---- i — i .  (7)
COE

A ccording to  p o te n tia l  th e o ry  th e  so lu tio n  of th is  eq u a tio n  is

г (х ’У) = ----------—  f i  In r  d F  (8)2 moe J
F

w here

r = K ( x - f ) 2 +  ( y - J?)2. (9)

H ence r  is th e  d is ta n c e  of th e  exam ined  p o in t  to  th e  cu rren t lin e  w h en  x, y  
an d  f , Tj a re  th e  co -o rd in a tes  of th is  p o in t a n d  th o se  of th e  c u rre n t lin e , re sp e c t
ive ly . F  is th e  reg ion  o f in te g ra tio n , w h ich , in  th is  case, is th e  e n tire  cross 
sec tio n  o f th e  line. T h e  d iffe ren tia l d F  can  be  expressed  in  te rm s o f th e  co -o rd i
n a te  d iffe ren tia ls  as

d F  =  d |  d r? . (10)

Since th e  H e rtz  v ec to r  is know n , e lec tric  fie ld  in ten s ity  is g iv en  b y

E  =  V ( V Z )  +  /J2 Z  =  - j ß S 7 x,y Z .  (11)

B y s u b s titu tin g  E q . (8) in to  E q . (11) one o b ta in s

F

9*
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Н еге

V x . y l n r  =  -
Г

Э г , 8 г
■ п х -J- llv

дх 8у
(13)

w h ere  nx an d  пу are  th e  u n it  v ec to rs  in d irec tio n s  x  a n d  y .
A s s tr ip  th ickness is co nsidered  as be ing  in f in ite ly  sm all, c u rren t d e n s ity  

can  b e  exp ressed  in  th e  fo rm

*(l> v) =  »(I) [Д(п) — A(V +  <̂)] 
w h ere  i ( i )  =  0 w hen  III >  1. (14)

I n  E q .  (14) A(rj) is th e  D irac  d e lta  function .
F ro m  E qs. (12), (13) a n d  (14) the  e lec tric  f ie ld  in te n s ity  is o b ta in e d  in  

th e  fo rm

l
1

Г 2
d£

(15)

w h ere  a n d  r2 are th e  d is ta n c e s  betw een  th e  e x a m in e d  p o in t and  th e  c u r re n t

F ig . 3. T o  th e  d e te rm in a tio n  of th e  d istances b e tw een  th e  ex am in ed  p o in t and  c u r re n t  l in e s

lin e s  o f  c o n d u c to r 1 an d  2, re sp ec tiv e ly . (See F ig . 3.) T he d istances are  ex p ressed  
in  te rm s  o f th e  co o rd ina tes as

r1 =  [ ( * - | ) 2 + y 4 i /2 I
r2 = [ ( * - f )2 +  ( y + d ) T /2 I

F o r  th e  electric  fie ld  co m p o n en t in  d ire c tio n  x  we o b ta in

r * - f  * “ f l d f .
1

2 л
Mo X —  I

(16)

(17)
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T he ta n g e n tia l  fie ld  c o m p o n en t on th e  co n d u c to r surface is zero , i. e.

E x =  0 w hen  |*| <  1 and  y  =  0 or y  =  — <5. (18)

T aking  in to  acco u n t E q . (18), fo r th e  c u rre n t d is tr ib u tio n  fro m  (16) an d  
(17) one o b ta in s  a sing u la r in te g ra l eq u a tio n  in  th e  form  of 

+i
1 ж — I

i ( f ) . x  — i  (* — f )2 4- Ó2
d |  =  0 (19)

in  th e  region \x\ <  1.

3. The so lu tio n  o f  the  in teg ra l eq u a tio n

T he in te g ra l eq u a tio n  is so lved  b y  using  ite ra tio n  m eth o d . E q . (19) is  
w r it te n  in th e  fo rm

+ i  + i

(' i(£ ) -  — df =  f i(£) X ~ S ---d|.J  x  —  £  J  *  -  f ) *  +  d * ( 20)

N ow  ^(1) is in te rp re te d  as being

+i

J  ж —
d f  =  0. (21)

P h y sica lly  th is  rep resen ts  th e  c u rre n t d is tr ib u tio n  fo r th e  case w hen  th e  d is 
ta n c e  betw een  th e  tw o co n d u c to rs  is in fin ite  (Ő =  °°).

Now le t Gn(x) be

x  — I

(* -  £)2 +  à*
d f . ( 22)

P h y sica lly  G„(a:) is p ro p o rtio n a l to  th e  elec tric  fie ld  w hich is p a ra lle l w ith  th e  
c o n d u c to r su rfaces and  is c re a te d  on th e  su rface  of th e  f irs t  co n d u c to r b y  th e  
second  one w hen  th e  c u rre n t d is tr ib u tio n  in  th e  second co n d u c to r is in(£)- 

T hen  in+1 (£) is o b ta in e d  from

+i

( i n + i W — ^ — d t ^ G ^ x ) .  (23)J ж — I
-1

P h y sica lly  i„ + i ( | )  rep resen ts  a c u rre n t d is tr ib u tio n  w hich  w ould  be  o b ta in e d  
in  th e  co n d u c to r i f  in  th e  oppo site  co n d u c to r th e  c u rre n t d is tr ib u tio n  w ere  i n(£)-
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C u rre n t-d is tr ib u tio n  fu n c tio n s i„ ( |)  a re  ev e r m ore  ap p ro ach in g  th e  desired  
fu n c tio n  i ( |) .  The p ro o f  o f  th e  convergence w ill be  o m itted  here.

In  th e  follow ing th e  ite ra tio n  will be p e rfo rm e d  in  only tw o step s , because 
a lre a d y  th is  yields a s a tis fa c to ry  resu lt.

T he solution o f  E q . (21) is [6]

h (Í)  =
I

3T ]/l — f 2
(24)

w h ere  I  is the  to ta l  c u r r e n t  in  th e  strip .
B y su b s titu tin g  (24) in to  (22) one o b ta in s

Gi(*)

+i

- l
f a

__X — i _____
(x -  t y  +  d2

d f. (25)

B y  su b s titu tin g  I  =  cos <p one has

g , m  _  - L  f  — =
л  J  (* — cos Q?)2 -f- d2

I f  x  — COS <p
I n  J  (x  — cos <p)2 -f- d2 ^

о

(26)

To calculate th is  fu n c tio n  the  in te g ra tio n  w ill be ex ten d ed  over the  closed 
c u rv e  show n b y  a d a sh e d  lin e  in  Fig. 4. T h e  v a lu e  of th e  line in teg ra l on the

Imp
I \ r -

I

P Plane

Reip
2 T

Fig . 4. Line of integration

u p p e r  side of th e  re c ta n g le  becom es zero w hen  th is  side ten d s  to  in fin ity . T he 
in te g ra ls  on the  r ig h t a n d  le f t  sides of th e  re c ta n g le  h av e  eq u a l abso lu te  v a lu es ,
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b u t  th e ir  signs a re  o p p o site . T hus, th e  v a lu e  o f  th e  in te g ra l o v e r th e  en tire  
•curve is equal to  th e  lin e  in te g ra l on th e  low er side of th e  re c ta n g le .

T he f irs t-o rd e r  po les o f th e  in te g ra n d  are

Ср-L =  arc cos (X -\- j  Ö) 
cp2 =  arc cos (x  — j Ô) .

T h e  poles arc p laced  a t  p o in ts  w here

(27)

Im  çq ,>  0, 0 <  R e çq <  2 л  i 

Im  q>2 >  0, 0 <C R e 9?2 <[ 2л  |
( 28)

I f  ô ф  0, th e n  no  pole is on th e  line of in te g ra tio n . B y  th e  use of the  
re sid u u m  theorem  th e  re su lt of in teg ra tio n  is

Gi(x ) =  ! j — -----+  - T 1—sin 9?! sin cp2
=  — I  Im

1/1 -  (X - j d f
(29)

F o r n u m erica l e v a lu a tio n s  an  ap p ro x im a te  fo rm ula  is g iv en  fo r Gx(x). 
A ccord ing  to  E q . (29), Gx(x) is a lim ited , odd  fu n c tio n  in  th e  \x\ <  1 region. 
T h ere fo re , G^x)  is a p p ro x im a te d  b y  a th ird -o rd e r  odd po lynom e

Gj(*) û* I  {A x 3 +  B x ). (30)

T h e  co n stan ts  A  a n d  В  shou ld  be so chosen  t h a t  th e  a p p ro x im a tio n  yields 
e x a c t va lues a t  [ж| =  0 .6  an d  |лс| =  1.

W ith  Gj^x) a lre a d y  d e te rm in ed , i2( l)  is o b ta in e d  from  (23) in  th e  form

+i

f - ^ г ^  =  е д .
J X — i  
-1

T h e  so lu tion  of th is  e q u a tio n  is [6 ]

« » - - ^ Ьт г  J - f ^ 1̂

(31)

dx. (32)

T ak in g  in to  a c c o u n t th e  ap p ro x im a tio n  (30) fo r Gx(x), th e  so lu tio n  of the  
in te g ra l in  E q . (32) can  be  o b ta in ed  as 

+ i  + i

Г J'iM- yi _  *2 d x ^ I  [  А х 3  +  B x  У l - x * d x  =  J  ( - X  J  i - x
(33)

A£* + В ----- -—  112
{ i *  f=  I n



(34)

H e n c e , th e  cu rren t d is t r ib u t io n  on th e  s tr ip  is

n U  — f 2
a p  + B \ i 2 +  ~  +  ^ +  1 

8 2

A cco rd in g  to  th e  fo rm u la  o b ta in ed , w hen c u r re n t  in te n s ity  on  th e  edge 
o f th e  s tr ip  is becom ing in f in i te  th e  in teg ra l o f i ts  sq u a re  will be u n lim ited . 
T h e  e x p la n a tio n  of th is  r e s u l t  is g iven b y  th e  fa c t  t h a t  th e  th ick n ess  of th e  
s tr ip  h a s  been  neglected.

4. Current d istr ib u tion  on the grou n d  p lan e

C u rre n t d is trib u tio n  on  th e  g round  p lane can  be d e te rm in ed  from  th e  
c u r r e n t  d is tr ib u tio n  on th e  s t r ip .  The electric f ie ld  on th e  g ro u n d  p lan e  is 
o r ie n te d  in  th e  d irec tion  o f th e  y  ax is, and  its  v a lu e  is, accord ing  to  E q . (15)

------  +i

E y =
2 л

d f

( * - £ ) 2
Ő2

(35)

M a g n e tic  fie ld  s tren g th , as a fu n c tio n  of th e  e lec tric  fie ld , is g iven b y

Я ,
I

H e n c e , th e  cu rren t d is tr ib u tio n  on  th e  g ro u n d -p lan e  su rface  is

+i

ia(x) =  (H x)y=_ i/a =  0
2 л Ji({)( * - £ ) 2 +

<52

(36)

(37)

5 . C haracteristic im pedan ce

F ro m  cu rren t d is tr ib u tio n , ch a rac te ris tic  im p ed an ce  of a s tr ip  line can  
be  d e te rm in e d  as follows. F i r s t ,  th e  ch a rac te ris tic  im p ed an ce  of th e  sy m m etric  
lin e  is  d e te rm in ed  as th e  r a t io  o f  line voltage to  line  c u rre n t. To d erive  a s tr ip  
lin e  f ro m  th e  sym m etric  lin e , a co n duc ting  su rface , i. e. th e  g ro u n d  p lan e  is  
p la c e d  in  th e  m edian p lan e  o f  th e  sym m etric  line. As th is  p lan e  is an  eq u ip o ten - 
t ia l  su rfa c e , field d is tr ib u tio n  rem a in s  u n d is tu rb e d . T h erefo re , c h a ra c te r is tic  
im p e d a n c e  of the  strip  line  is  e q u a l to  the  h a lf  o f th e  c h a ra c te r is tic  im p ed an ce  
of th e  sy m m etric  line, as lin e  v o lta g e  is ha lved  a n d  line  c u rre n t rem a in s  u n 
c h a n g e d . A ccording to  E q . (15), ch a rac te ris tic  im p ed an ce  of th e  s tr ip  line is
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th e n  o b ta in e d  as

K  =  T T
— Ô

1

4 л
-1

(38)

6. E xam ple

T h e  a p p ro x im a te  expression  of Gi(x) for th e  case w h en  b/h — 3, accord ing  to  E q s .  (29) 
a n d  (30), is

G x ) ^  / ( — 0 ,0 3 a:3 +  0 , 2 9 3 a: ) .

F ro m  E q . (34) th e  c u rre n t  d is tr ib u tio n  on th e  s tr ip  can  be expressed  as

i2(£) =  1 -  (0,03 £* -  0,308 f 2 +  1,143).
л \  1 — I 2

T he c u r re n t  d is tr ib u tio n  is show n in  F ig . 5. T h is  f ig u re  also shows th e  c u r re n t  d is tr i
b u tio n  fo r 0 = o o  a n d  th e  leve l o f a  u n ifo rm  d is tr ib u tio n  fo r th e  sam e to ta l  c u rre n t. T h e  u n i

form  d is tr ib u tio n  is re p re se n ted  a t  a u n i t  h e ig h t an d  th e  d iffe re n t c u rre n t va lues a re  ex p ressed  
in  th is  u n it.

T he c u r re n t  d is tr ib u tio n  on  th e  g ro u n d  p lane is o b ta in e d  from  th a t  on th e  s tr ip . B y  using  
E q . (37) one o b ta in s

+ 1
. . . 2 г 0,03 f 4 -  0,308 f 2 +  1,143'о(X) = Т л г  1 J ------------------ _  di

(* - ! )*  +  ~
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F ig . 6 show s th is  d is tr ib u tio n . I t  also shows th e  c u rre n t-d e n s ity  level o b ta in ed  fo r th e  case 
w h e n  th e  sam e to ta l  c u r re n t  is un ifo rm ly  d is tr ib u te d  o v e r a n  area  correspond ing  to  th e  s tr ip

w id th .  T h e  level o f th e  u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  c u rre n t  is  ta k e n  as a u n ity  an d  c u r re n t  levels 
o n  th e  g ro u n d  p lane  are  p lo tte d  accord ing ly .

C h a rac te ris tic  im p ed an ce  o f th e  s trip  line  can  b e  c a lcu la te d  know ing th e  c u r re n t  d is tr i
b u t io n  o n  th e  s trip . B y  a n u m erica l in te g ra tio n  o f E q . (38) one ob ta in s

К  =  70 ohm s.

W h e n  th e  v a lu e  th u s  o b ta in e d  is co m pared  to  t h a t  fo r  a n  im ag in ed  s tr ip  line w ith  a  un ifo rm  
c u r r e n t  d is tr ib u tio n , one o b ta in s

К
К '

7 0
=  0,555.

T h e  v a lu e  o f th e  c h a ra c te ris tic  im p ed an ce  as o b ta in e d  fro m  th e  c u rre n t d is tr ib u tio n , agrees 
w i th  th e  e x a c t va lue  g iven  b y  confo rm al tra n s fo rm a tio n .
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SU M M A R Y

D e te rm in a tio n  o f th e  c u rre n t d is tr ib u tio n  on  m icrow ave str ip  lines is d iscu ssed . T he 
ca lcu la tio n s b a sed  on th e  M axwell eq u atio n s y ield  a sin g u lar in te g ra l eq u atio n  w h ich  is so lved 
b y  using  i te ra tio n . F ro m  c u rre n t d is tr ib u tio n , c h a ra c te ris tic  im pedance  of th e  s tr ip  lin e  can 
also be  c a lcu la ted .

S T R O M V E R T E IL U N G  AN E IN E M  M IK R O  W E L L E N -B A N D W E L L E N L E IT E R

E. GAÄL

Z U SA M M EN FA SSU N G

Im  A u fsa tz  w ird  d ie an  einem  M ikrow ellen -B andw ellen le iter en ts teh en d e  S tro m v e r te i
lung  b e h an d e lt. A u sgehend  von  den  MAXWELLschen G leichungen , e rh ä lt m an  a ls R e s u lta t  
d e r  B e rech n u n g  e ine  singu läre  In teg ra lg le ich u n g , d e ren  L ösung  d u rc h  I te ra tio n  g e fu n d en  w ird . 
I n  K e n n tn is  d e r  S tro m v erte ilu n g  k a n n  a u ch  d e r W ellen w id erstan d  des B an d w e llen le ite rs  
e rre c h n e t w erden .

R É P A R T IT IO N  D U  C O U R A N T S U R  L E S  L IG N E S  À R U B A N  À M IC R O O N D E S

E . GAÄL

R É S U M É

L ’a rtic le  t r a i te  de la  d é te rm in a tio n  de la ré p a r t i t io n  d u  c o u ran t su r les lignes à  ru b a n  à 
m icroondes. L e ca lcu l p a r ta n t  des é q u a tio n s  de M axw ell d onne  com m e ré su lta t  u n e  é q u a tio n  
in tég ra le  s ingu liè re , d o n t la  so lu tion  s’o b tie n t p a r  i té ra tio n . E n  connaissance de la  r é p a r t i t io n  
du  c o u ran t, l ’im p é d a n ce  cara c té ris tiq u e  de la  ligne à  ru b a n  p e u t  ê tre  ég a lem en t calcu lée.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТОКА НА МИКРОВОЛНОВОМ ЛЕНТОЧНОМ ФИДЕРЕ
Э. Г А А Л

РЕЗЮМЕ

Статья занимается определением образующегося на микроволновых ленточных 
фидерах распределения тока. В результате расчета, исходящего из уравнений Максвелла, 
предлагается сингулярное интегральное уравнение, решение которого происходит с 
помощью итерации. При известном распределении тока может быть вычислено и вол
новое сопротивление ленточного фидера.
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ДЕФОРМАЦИЯ КОНТУРА КРУГОВОГО 
ВЫРЕЗА В УПРУГОЙ ПЛОСКОСТИ ОТ ДЕЙСТВИЯ 

РАДИАЛЬНОЙ НАГРУЗКИ

канд. техн. наук Л. РОЖА и Г. КОВАЧ
Б Ю Р О  П О  П Р О Е К Т И Р О В А Н И Ю  Ш О С С Е Й Н Ы Х  И  Ж Е Л Е З Н Ы Х  Д О Р О Г , Б У Д А П Е Ш Т

(Поступило 13-го декабря 1960 года)

1. Введение

Обделка тоннеля, строящ егося под уровнем грунтовых вод часто 
выбирается по круговому сечению. Обделки тоннелей городских метропо
литенов глубокого заложения имеют почти исключительно такое сечение. 
И сследования по статической работе обделки тоннеля показали, что порода, 
окруж аю щ ая обделку, является не только средой, передающей нагрузку на

Г"1 ТТТТТГПТТТП
м о г р и з к а111 и /7 111111

обделку, но также и опорой на определенном участке окружности. Обделка 
круглого сечения с этой точки зрения может быть разделена на две части: 
на участок отлипания, где обделка тоннеля от действия породы, деформи
руясь, перемещается во внутрь и на нагружающую зону, где обделка тон
неля опирается на окружающие ее породы (фиг. 1).

От действия деформации участок обделки в зоне отлипания прижима
ется к породе, окружающей тоннель, и там возбуждает силы реакции. Ко
нечно, для образования этой работы сил необходимо тщательное нагнета
ние вокруг тоннельной обделки, то есть заполнение зазоров, образующ ихся  
в ходе проходки. При строительстве тоннелей с целью уменьшения горного 
давления, приходится увеличивать такж е грузоподъемность тоннельных 
■обделок.
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Обделка тоннеля долж на быть рассчитана по современным методам 
как кольцо в упругой среде. Такие методы расчета разработаны авторами 
Гореликом , Бодровым  и М ат т ери, Зурабовым, Бугаевой  и т. д. [1, 2, 3]. 
По этим методам расчета упругие свойства грунта характеризовались на 
основе гипотезы Винклера коэффициентом постели, то есть предполага
лось, что имеет место зависимость

Р =  СУ ,
где р  —  нагрузка;

с —  коэффициент постели ; 
у  —  перемещение от действия нагрузки.

Но коэффициент постели не является физической характеристикой 
грунта; зависит, например, и от нагрузки, и от величины, и от формы нагру
жающ его тела, поэтому применение его зависит от ряда субъективных фак-

Фиг. 2

торов. Во избежание применения методов расчета с коэффициентом постели 
и для учета упругого основания на основе физических характеристик 
грунта (модуль упругости Е и р  коэффициент Пуассона) С. А . Орлов [5] 
разработал новый метод расчета. Суть нового метода заключается в том, 
что он вместо гипотезы Винклера с помощью теории упрогости анализирует 
условия деформации вокруг кругового выреза с радиусом г в бесконечном 
пространстве, то есть он исходит из предположений, что

а) порода, окруж аю щ ая обделку тоннеля, однородна, изотропна и 
совершенно эластична,

б) тоннель находится на такой глубине, что порода, окружающая его, 
м ож ет рассматриваться в любом направлении бесконечной,

в) в плоскости, перпендикулярной поперечному сечению кругового 
выреза, деформация невозможна, следовательно задача сводится к плоской 
деформации.
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С. А. Орлов дал решение в форме ряда Фурье. Практическое приме
нение данного решения затрудняется из-за медленной сходимости ряда 
Фурье. Авторы настоящей работы разработали метод расчета, предостав
ляющий решение в конечной форме. Метод расчета заключается в том, что 
напряжения и деформации, возникающие в окружности кольца, произво
дятся в конечной форме и вместо ряда Ф урье дается конечная формула. 
Нагрузка от постели, передающаяся от тоннеля на породу м ож ет быть 
приближена постепенно, путем накладывания равномерно-распределенных 
нагрузок, то есть с помощью ступенчатой схемы (фиг. 2.).

2. Основные зависимости

Зададим любую радиальную нагрузку, симметричную вертикальной оси 
вдоль кругового выреза радиусом г в бесконечном пространстве (фиг. 3.). 
Это можно решить с помощью следующего ряда Фурье:

# ) = 2 “ " c o s ' 1 0 - (!) 
п= о

Рассмотрим в точках плоскости напряж ения и перемещения от дей
ствия нагрузки q(&). Как известно из литературы [4], [5] функция напря

жения в таких случаях может быть найдена по следующей формуле:

ф , в )  =  Ь0 г2 In +  Ьг г Q 0  sin  в  +  Ь[ г Q In cos О  +  dx г3 Q 1 cos в

+  J g  (Ьп тп Q п+2 +  dn гп 2 Q~n) cos п & , ( 2)
п =  2

где Ь0 Ьг b[ dj bn dn — постоянные.
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Если известна функция <р(д, 0 ) , ае, ав , т м ож но определить с помощью [3, 
4 ,5 ]  следующ их основных зависимостей:

1 Q(p
+

1 Э2 <р
°е

q  д д е 2

<М©CD

0 е  =
8 2 <р

Э е2 ’

8 1 д (р )

8 É? в 8 0 ) '

(3 )

(4)

(5)

Вышеуказанные компоненты должны удовлетворить уравнению совмест
ности

_82

0е2

1 э2
е 2 Э02 (ffe +  ав) =  О ( 6)

и нижеследующим граничньш условиям:
1) если Q =  г, радиальное напряжение равняется нагрузке,

если Q =  °о , радиальное напряжение равняется нулю, то есть

сте (г, 6>) =  — 9(6>), (7)

°'е ( о о > 0 ) =  0  »

2) если е =  ° ° ,  касательное напряжение равняется нулю, следова
тельно:

3) на местах q =  г и д =  
и, таким образом

<тв (сх>,0) =  О (8)

°° передвигающие напряжения не образуются

Т(г, 0 )  =  О, 

т ( о о ,  0 )  =  0 .
(9)

С помощью физических уравнений теории упругости мы можем опре
делить зависимость м еж ду напряжениями и перемещениями. Для этой цели 
будем  пользоваться обобщенным законом Гука:

es =

Еа =

ев

1 +  /И

Е

1 +  /К

1 /л 
Е

К  —  м (° е  +  ffe ) L

- К  — М°е + °e)L

-  [2т],

( 10)
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где Е  модуль упругости и f i  коэффициент Пуассона. Перемещения точек 
плоскости, а также и радиальные и v  касательные компоненты перемещения 
могут быть получены путем решения системы дифференциальных уравне
ний Коши:

8ы

е«е =

dQ

1

в
8t>

до

до
-------- h и
д в

V —
8 и  

д в

( 11)

( 12)

(13)

Зная и и v  может быть определено перемещение от усилий, передающ ихся  
через обделку тоннелей.

3. Решение задачи в конечной форме при ступенчатой равномерно- 
распределенной нагрузке

Рассматриваем случай, когда радиальная постоянная нагрузка, сим
метрична относительно вертикальной оси, приложена вдоль участка кру
гового выреза радиусом г. (фиг. 4.)

Фиг. 4

Граничные условия, описанные в (7), (8), (9), вэтом случае изменяются:

„ М ) Щ - Г .  « л и в е / ! ,  1 (14)
I 0, если в > ß, I 

ас(оо 0 )  =  0; т(г, <9) =  0 ;
сгв(оо в )  -- 0; т(оо, в )  =  О

(15)

10 Acta Technica X X X V III /3 -4 .
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С применением результатов С. А. Орлова постоянные в (2) приобре
тают следующие значения:

ч'
ß ;

sin  ß  ;

b ' — 4 ' ! - 2 a
Л

ч '

U1

fl

Л

q '

Sill p  •
2 ( 1 - / « )

! - 2A „ ._ e.
л

а 1 —
Л

Sill p  •
4(1 -  f i )

ч ' s in  п ß
d n =

ч' sin  n ß
Л п(п  — 1) ’ Л n(n +  1)

Подставив эти величины, функция напряж ения ч>(е, О) можно зап и 
сать в следующей форме:

Таким образом, функция напряжения образуется как сумма выражений в 
закрытой форме бесконечного ряда.

Т ак как мы ищем функцию <p ( q , & )  в конечной форме, то долж на быть 
определена сумма бесконечного ряда, фигурирующ его в функции. С этой  
целью рассматриваем нижеследующие специальные ряды Фурье: (17)
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Утверждаем и доказываем, что сумма бесконечных рядов с помощью 
нижеследующ их суммирующих формул может быть произведена в конеч
ной форме: (6)

C i(z )=  j y  R n cos n s  =  —

« „(* )=  2  Rn
cos nz

5l(*) =  ^  R n sin  nz
n = 1

* „ м = 2 ; д »
n  =  1

а  в случае R  =  1

/1=1

sin  nz

л=1 n

1 — Л2
J , если \R\ <  1

1 — 2 R  cos z -f- R 2

fin 1 _________ , если
0 <[ z <  2 л

L Kl — 2 R cosz+ K 2 R ^ l

[ R  sin z
, если R \ < 1

1 1 — 2 R  cos z +  R 2 J

Г R  sin z “I
, е с л и .

0 < г <  2 л
1 -  R  cos z к 2 < ; 1

> ( 18)

c„ (* )=
CO

2
/2 =  1

cos z 1
ln 9  o î «

n 2

Z  —  71

T

CO
X*

/1=1

sin  nz 2

n Z 4- Л

2

2 Ï2 
2

-, если — л : <  z <  0

(18а)

Первым шагом доказательства можно легко убедиться в том, что

1 _  1 1

(п — 1) и п  — 1 п
и

1 _  1 1

п(п  + 1 )  п п  +  1

Формулы в двух последних рядах (17) могут быть выражены преды
дущими следующим образом:

^ ( n - l ) r c  — C n- 1 - C H и ^ ( n — i ) n  ^ n — 1 ^ n  ’

С ц ( п + 1) = C n  ^ n + 1 и ^ л ( п + 1 )  =  ~  S n + 1 .
(19)

Таким образом, в дальнейшем мы должны заниматься только выражениями 
в первых четырех рядах (17)

10*
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П рименяя элементарные формулы,

sin  n ß  cos п 0  =  —  [sin ( 0  +  ß) — sin  n ( 0  — /9)] 
2

sin  nß  sin  П 0  =  —  [cos ( 0  — ß) — COS n ( 0  -f- /?)] 
2

а так ж е, вводя обозначения:

( 0  +  ß) =  у  ; ( 0  — ß) =  X

получим зависимости

sin  n ß  COS П 0 =  —  [sin п у  — sin  п х \ , 
2

sin  nß  s in  П 0 — —  [cos п х  — cos пу]. 
2

(20)

Подставив (20) в (17), станет ясным, что рассматриваемые выраже
ния, несмотря на переменные х  и у  могут быть разложены на суммы 
одинаковой формы. Обозначим переменные х  и у  с целью упрощения 
письменной работы, знаком z. В дальнейшем будет достаточно рассматривать 
нижеследующ ие суммы (21)

cx(z) - -  ^  R n cos n z  ;
Л = 2

„ , ” cos nz
cn - i i z) — ^  R  у  5 

ГГг n  — 1

c„(*)=  У  R n
cos nz

n = 2 n

cos nz

sx(z) =  R n sin nz  ;
n= 2

sin nz
1(* )=  2 Rn — T ;„ = 2 n  — 1

«„(* )=  2 R n
sin  nz

n =  2 n

sin  nz
e„+i(*)= 2  Rn - “ TT ; sn+i(*)= . 2  Д " — TI ’"  П +  1 л=2 П +  1

( 21)

С использованием (18) станет очевидным, что произведение c1(z), cn(z), 
а так ж е s t(z) и s„(z) в конечной форме можно решить следующим образом:

сх(г) =  cx(z) — R  cos z ; s1(z) =  s(z) — R  sin z ;

C„(z) =  c„(z) — R  COS z ; s„(z) =  s„(z) — R  sin  z .
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Далее:

COS n z  ^  * í n + l C 0 S ( M “b  1 ) г  

n

=  R  2 ^  R n

n - l

c o s  n z
COS 2

1(*)=  2 Ä " — r  =  2 R
r  =  2 n  —  1 71—1

sin n z  . "I
--------------sin  z ,

n  J

п - l  c o s ( r a  —  1 )  г  =  

n

,  g .  ■ » * ( » -  О » . _ | д + д .

W * )  =  ^ K "  i '  я
n = 2  П +  1  n  =  3

=  l y Ä „ c o s ( r e  1 ) г  =  _1_ 

Й Й  n  R

1 “
= -----у  Rn

r  á i

n

c o s  n z

у
n =  l

c o s  г

s i n  n z  .
c o s  z  - f - ------------- s i n  z

n  n
СОГ Z +  1

Следовательно,

C(1- l ( Z) =  Й К ( 2 ) C0S 2  —  * n ( s i n )  2 ] ,

c n + j ( 2 )  =  —  [ с п ( г )  c o s  2  +  s n ( z )  s i n  2 ] 
К

R
COS 2 + 1 (23)

Наконец,

,м (») =  £  я "  =  2  « " ■  sin (,, +  1 )* _
n=2 П — 1 n = i

R ^  Rn
П= 1

n

s i n  n z  , c o s  n z  .
—  COS Z H----------------- s i n  z

n  n

или

■„„(,) = 2  Я" — - =  j j  Я - -  ai°(" - 1|al
n^2 n --- 1 „ .1П = 2 n  — -l n_3 П

1  ” ,  p „  sin(n -  i) 2 _  J.
ß

=  —  V f f  
R  ~ з

j g  R n  s i n ( r a  -  1 )  г  _  R 2  s i n  ;

n = 1

s i n  n z
_________ nnc

c o s  n z  . R  . I________ Cl n у 1ЬОо

n n
B i l l  á> 1 

. 2  1
=  —  у  Rn

r  á i

Следовательно,

s „ _ i ( 2 )  =  R  [ s ( 2 ) c o s  2  +  c n ( z )  s i n  2 ]

s n + i ( 2 )  =  —  ( s „ ( 2 )  c ° s  2  -  с „ ( г )  s i n  2 ] 
К

R
- sin 2 . (24 )
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После этого сумма рядов Фурье, записанных в (17) на основе (21), 
(22), (23) и (24) будет следующ ая:

C i =  —  [Sl(y) -  Sl(*)] =  —  [sx(y) -  s ^ x )  — R ( s i n y  — s i n * ) ] ,

1 jR
C„ -1  =  —  [sn_i(y) — sn- i( * ) ]  =  —  [(s„(j ) c o s y  — sn(x) c o s  x )  +

+  (?n(y)  s i n  у  —  cn(x)  s i n  x)],

C n = ~ Y  [*n(y) -  snW ] =  P n M  -  s(x) — R ( s i n y —  s in « ) ] ,

C n+l =  —  [«л+ lM  — Srt + l(* )] =  “  [(s(y) c o sy  — sn(x) cos x )  —

Л
— (уЛ у)  s i n  У —  cn(x) s i n  * ) ] ---------—  [ s i n  y  —  s i n  x] ,

4

1 R
Sy =  —  [cx(*) — Cl(y)] =  —  [cj(z) -  Cj(y) — R (cos «  — c o s y ) ] ,

S n- 1 =  y  [Cn-l(*) — c n - i ( y ) ] ------Y  [(с„(ж) COS « — cn(y)  c o s  y )  —

—  ( s „ ( * )  s i n  «  —  sn(y) s in  y ) ] ,

s n =  ~  lcr.(x) -  cn(y)] =  ~ Y  í(*n(*) — cn(y) — -R(cos « — cosy)] ,

s n + i  =  ~ Y  [ cn + i ( * )  -  c „ + 1 ( y ) ]  =  [ ( c „ ( * )  COS «  —  cn(y)  c o s  ( y )  +

+  ( s „ ( * )  s i n  X —  Sn(y) s i n y ) ] --------------[ c o s  X —  c o s y ] .

(25)

Т еперь с учетом вышеизложенных не представляет трудности напи
сать функцию <p ( q , 6 )  в (16) в конечной форме. Ибо, если в дальнейшем введем 

г
обозначение R  =  — , то имеем

<p(g, 0 )  = j -  r2 ß ln ( -? - +
! y r

+
1 - 2 / л _

2(1 — и)
TQ In COS 0

—  Г Q 0  sin  0

1 — 2  P  T

4(1 —  f l )  Q
cos 0  sin ß (26)

Q2 Cn(n~î) -  r2 Cn ( n + l K
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Таким образом, с помощью использованных выше зависимостей удалось  
выразить функцию напряжения в конечной форме.

С помощью функции напряжения мы можем определить конечную  
формулу aL„  ав и т. После выполнения всех действий получим значения  
напряжений:

- R ß  +
1 — jR2 _ !___ ______2 sin  ß  cos 0

2

-  [(1 -  R2) C i  +  2С„]

л
R R ß  +

1 +  R 2
2 ~

1 -  2 fi

1 — И .
sin  ß  cns 0 +

(27)

+  [ ( 1 - Д 2) С 1 - 2 С л] , (28)

т 4 (1 -  Д 2) i R

1rH

\~ 2 1 — j«
sin ß  cos 0

А  также

ае +  °е R sin  ß  cos 0  

/г — 1

(29)

(30)

Функции (Уду ав и т удовлетворяют (14), (15) условиям окружности. 
О выполнении условий окружности в (14) с использованием (18а) и (25) 
можем легко убедиться, так как в этом случае q =  г или / ? =  1, следова
тельно:

° в (г-> в )

— ß  — 2 sin  ß  cos 0  —

X —  л
2

— (sin у  — sin  x) , если x  >  О,

— ß  — 2 sin ß  cos 0  —

X +  л  
2

(sin  у  — sin  x) , если x  <  0.

где
( 0 + ß ) = y ;  ( 0 - ß ) = x .
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После выполнения действий

<7е(»-, О)

Л
I — ß  — 2 sin ß  cos 0  +  ß  +  [sin(/3 — 0 )

+  sin(ß  +  0 ) ]  =  0, если ß  <  0 ,

—— I — ß —  2 sin ß cos 0  — л  +  ß  +  [sin(/? — 0 )  -J-
Л

+  sin(/5 +  0 ) ]  =  — q ' , если ß  >  0 .

Выполнение заданных по (15) условий станет очевидным, если учтем,
что

в случае g — °°  R  — 0  следовательно Сг =  Сп =  S 1 — О 
в случае о =  г R  — 1 следовательно (1 —  R 2) =  О

Характеристики деформации точек плоскости ев ] ее@ получаем, 
подставив функции (27), (28), (29), (30) в (10)

ес =
С1 +  и )  д'

Е л
I R R ß

2(1 -  р) (3 -  V )

(31)

+  (1 -  2и ) R*| sin  ß cos 0  J -[- (1 — R 2) Сг +  2(1 -  2fi) Cn j ,

1(!  +  r ) q' \ R
Е л  I

Rß +
2(1 — Л)

+  (1 -  2/л) R 2 sin  ß  cos 0 +  (1 -  R 2) Cx -  2(1 -  2 u) Cn ,

ee ( l  ( 1  —  R 2 )
.Ел: I I 1 — fi

j R  í----------— ! s in  ß  s in  0  — 2 s J

(32)

(33)

Зная функции перемещения (31), (32), (33) точек плоскости u u v ,  (11), (12) 
получаются как результат решения системы дифференциальных уравнений 
Коши.

и  = J  ee rfe +  F i ( 0 )  =
(1 + t* ) q '

Е л
R ß

2(1 -  ^

1 — 2ц
R 2 -  (3 — 4/i) ln  g sin  ß  cos 0

(3 -  V )  eCn_ 1 -  2(1 -  2(i) gCn -  rRCn+1 +  F x{0), (34)
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v =  J  {вЕв  — м) <*0 +  ^2  te)

+  (3 — 4//) In g - f  1 sin  ß s in  0

(1 + /*) 4' 1 г Г 1 1 -  2/i
Ел 1 L 2 (1 — /г) 2

R 2 +

-  (3 -  4/í) eS„_!

4(1 -  /i) eS n -  r R S n+1 J -  J > !  (0 )  d0 +  F 2 (e), (35)

где F x(0 )  и F 2(p) являются функциями интегрирования. 
Д алее на основе (13)

JltTZ

------^ - F s i n t f s i n © - 2S.
1 - М

J ' ^ ( 0 )  dO  +  F ( ( 0 ) |  +  FUß) -  F>(e),

(36)

С целью определения функции интегрирования r \{& )  и F 2(g), фигурирующ их  
в функциях и и  V ,  сравним формы еев, заданные в (33) и (36). И з сравне
ния следует, что

—  ( ( > , ( 0 )  d&  +  F í ( 0 )  I +  f ;  ( e ) -  -  f 2 (o) =  0. (37)
в \J ) в

Если уравнение (37) умножим на q  и  продифференцируем сначала по 
0  а потом по е, тогда получим дифференциальные уравнения:

F í(0 ) + F 1(0) =  O, (38)

е*"*(е) =  о, (39)

решение (38) и (39) дает функции интегрирования:

F i  (0 )  =  К г cos 0  +  К 2 sin  0 ,

^ z(q) — К 3 6 +

Если определенные величины F ß O )  и F 2( q) впишем в (34) и (35), тогда и и v

1

2(1 -  м) I 2
« =  - ( 1 ± Ж . 1 г

Е л
R ß - -------? £ . R2 -

— (3 — 4/л) In р s in  ß cos 0 +  (3 — 4/í) pC„_ 1 —

— 2(1 — 2/г) q — C n rR C n+1 J +  F j  cos 0  +  F 2 sin  0 ,
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(1 +  м ) ч '  i г 1 1 — 2/1
Еж ) 1 2 ( 1 - / ! ) 2

-{- (3 —■ 4 /l) In  Q +  1 sin ß  s in  0

R 2

(3 — 4/х) gSn_ 1 +

4(1 — /х) @Sn — rR S n+1( — .R ésiné? +  R a c o s 0  +  K 3Q-\-Ki

так как функцию нагрузки q(0)  принимаем симметричной вертикальной оси, 
то необходимо, чтобы

ди

~80

и на месте 0  =  0
v ( q ,  0 )  =  О

было удовлетворено, но это может иметь место только при

•Следовательно,

R 2 =  0, 

R 3Í? +  K 4 =  0.

и =  <1 + ^  r ß R +
Еж Еж 2(1 И)

1 — 2/х
R 2 —

(3 — 4/х) ln  q + С [ sin ß  cos 0  4- (3 — 4/х) q Сп_ г-

V  =

— 2(1 — 2[x)qCn — rRC„+1j ,

(1 +  ^ ) 9 ' r [ ( l  ~  2/î) R 2 +  1]
Еж 2(1 л)

— s in  n ß  • sin  0

( !  + [ j ) q '
Еж j 2(1 — /х)

1 - 2 / 1
R 2

— (3 — 4/i) ln  ß +  C[ sin ß  sin  0  — (3 —• 4/i) QSn_ 1

+  4(1 -  /i) eS n -  rR S n+1\ .

Е сли рассмотрим перемещения вдоль любых кругов постоянного ра
диуса q =  const, то увидим, что каждая точка контура перемещается и как 
ж есткое тело г и как и 0 v0 относительное перемещение, получаемое вслед-
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ствие деформации. Следовательно, центр круга перемещается в направлении  
результирующей нагрузки на величину

= _  ( !  + p ) q '  I
Е л  I 2(1 — ц)

1 — 2 fi
R 2 -  (3 -  4ц) ln  Q +  с ; sin ß  '

А относительно круга постоянного радиуса q =  const, принятого в нена- 
груженном состоянии, делает нижеследующ ие относительные перемещения:

_  (1 +  ц ) д '
Е л

\rR ß  +  (3 — 4ц) qC п_ х

2(1 — 2ц) дСп — rR C n + A ,

(1 +  ц ) , '  \ r l ( l - 2 , ) R ‘ + l l a i n ß s .n e
(40)

Е л  \ 2(1 — ц)

- (3 — 4ц) +  4(1 — ц) qS  п -  rSn+1j .

Перемещение, как жесткое тело, не имеет никакой связи с работой 
конструкции и поэтому им можно пренебречь и заниматься только относи
тельными перемещениями.

4. Линии влияния перемещений

Рассмотрим вкратце специальный случай относительных перемещений, 
когда вдоль кругового отверстия действует сосредоточенная сила Р ,  то есть 
с  использованием зависимостей

Р  , где /?—»-0
2 rß

а величины и0 и v0 будут следующие:

(1 + ! л ) Р
/5->о 2ЕВ.л

и0 =  lim R 2 + {  з _ 4 ц ) Сп-1

2(1 — 2ц) Рп-  — R 2 - Сп+1-
ß ß

v0 — lim
/3-*0

(1 + ц ) Р  í R [ ( l  -  2ju)1 R 2 +  1
2 Е Е л

-  (3 -  4ц) +  4(1 _

2 ( 1 - ц )
sin  0  —

-  R 2 Sn-l
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Известно, что
sin в  , sin  п ß

hm  ---------- =  1 es hm  ------------  =  n ,
ß -* 0  ß /5-0 ß

Таким образом, с использованием (22), (23) и (24)

С п_ , „  s in  nß cos п в
hm  ■—  - hm  >  R --------------------

ß ß-*0 ^ 2  /3 («— 1)

n= 2 n  ---- A

COS П0 =  Cj(0) -j- cn_ x(0 ) .

Таким ж е образом

lim
ß->0

c n =  Ci(Ö),
ß

lim
ß->0

Cn+1
■ =  <3(0) -  c„+1(0 ) ,

ß

lim
/S -> 0

S„-i
sl(0 ) + s n - 1 (0 h

ß

lim S n =
ß ^ O ß

lim
J - 0

Sn+1
*l(0 ) sn+ l(0 )'

ß
Следовательно,

=  (1„ t £ ) P  { R 2 +  (! -  R2) ci ( 0 )  +  (3 -  4^) cn -i (Ö) +

+  * 2<Wi(6>)},

V0 =  (1+ )̂p I m r W R*+AL S in 0 + ( 1
2 E R n  j 2(1 — //)

- ( 3 - 4 / * ) * я_ 1 ( 0 )  +  Л»«я + 1( 0 ) | .

Ä*) Sl( 0 )  —

Д л я  инженерной практики в первую очередь имеют значения вели
чины относительных перемещений вдоль окружности кругового выреза. 
Следовательно, нас интересуют в первую очередь величины функций ц0; v0 
в м естах q =  г то есть R  =  1. Они могут быть записаны с использованием  
(18а) и (25) в следующей конечной форме по дуге 2 rß  в случае равномерно
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распределенной нагрузки 

( l + / i ) q ' r
«о1е=г =

+

Е л

( !  — /•)!

5 — 8д

ß + ( l - 2 p ) (у  — л )  sin2 —---- I

(sin у ) ln I 2 sin — (s in * )  ln

[s in у  — sin * ]) ,

.  . * 2
2 sin —

3

(41)

vole=r = Е л
In

* l2
2 s in —  —

2
( 1 +'■>’ > l»in/) , i „ 0 _ 2 ( l - r t l ( . m - |

f  ç sin X — ( y  — л) sin y  J —sin2 —  
2

7 — 8д

ln 2 sin —
1 — 2д 

2

[cos * — c o s y ] ) , (42)

где

1 =
(* — л )  если *  >  0 ,

(* +  л)  если *  <  0 ,  

у  =  (© +  /*); x =  { 0 - ß ) .

Далее с применением (18а), (23) и (24) в случае сосредоточенной нагрузки

и о’ е=г

V0\e-r =

( 1 + /*)Р
2 Е л

(1 Ч~ /*) Р
2 Е л

2(1 -  ц) ln („ . 0 I2 1
2 sin — +  —

2 2
cos 0  -f-

(43)

+  (1 +  2д) (л  — 0 )  sin 6>|.

sin 0  -j-2(1 =  f i )  ln L  . &  Y  12 s in ---- -----------
2 j 2 (44)

-f- (1 — 2/и) (л — 0)  cos 0 \

Д ля того, чтобы перемещения могли быть записаны по линиям влия
ния, рассмотрим, по дуге 2rß перемещения от равномерно распределенной

1
нагрузки с единичной результирующей, то есть от Ч =  —— . П одставляя в

2 rß
выражения (41), (42), получим, что
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V и  1 - ( 1 + ^ ! i + 1
° е“ г 2 Е л  1 +  ß

(1 — 2fi) |( у  — л )  sin У t  . ,  x  —----- t  sin^----
2 2

— (1 — и ) (s in  У) 1п 2 sin — 1 
2

2
— (sin  л:) ln L  . *2sm  —  

2

2
+

, 5 — 8ц  .Н------- ----- - (sin у  — sin л;)

С =  V0\ =

4

(1 +  И)

(45)

2 Е л
s i n e - 1

ß  ß
2(1 - И ) ln  2

где

и

-- sm ‘ У

+

2 , 

7 — 8,«

ln  2 sin У +
1 -  2 y«

( I  s in  л; — (у — 7 i)s in y ) -f-

(cos * — cos y) (46)

(x — л)  h a  X  y> 0 

(x -j- л)  h a  X  < [  0

у  =  (0  +  /Î) ; x = ( 9  =  ß ) .
Н и ж е рассчитаем величины г] при ß =  11°30’ и f i  =  0,3 на точках круговой  
кривой, изображенны х на фиг. 6.

Д л я  сравнения ординат линий влияния публикуем величины, расчи- 
танные по С. А. О рлову с помощью бесконечного ряда, и точные величины  
на основе конечного выражения, определенного нами.

Схемы перемещения, определенные из вышеизложенных формул 
(фиг. 5 ), можем рассматривать, как частные линии влияния, относящ иеся  
к лю бой точке кругового выреза.

Фиг. 4 Фиг. 5



Таблица I.

в 0° 22° 30' 45“ 67“ 30' 90° 112“ 30' 135“ 157“ 30' 180“
Vi V i »,* Vs Vs V s V, Vi Г.Ш V*

приближенные значения г] 

при учете т» членов

ряда

точные величины г]

п =  8 +  1,31 +  0,39 — 0,08 — 0,22 — 0,11 +  0,04 +  0,30 +  0,42 +  0,52

п  =  16 +  1,43 +  0,34 — 0,09 — 0,21 — 0,13 +  0,06 +  0,28 +  0,44 +  0,50

л =  32 +  1,37 +  0,36 — 0,09 — 0,20 — 0,12 +  0,06 +  0,28 +  0,44 +  0,50

п  =  64 +  1,38 +  0,35 — 0,09 — 0,20 — 0,12 +  0,06 +  0,28 +  0,44 +  0,50

+  1,3873 +  0,3517 — 0,0892 — 0,2052 — 0,1117 +  0,0636 +  0,2766 +  0,4389 +  0,5000
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И з таблицы видно, что д аж е нри учете 64 членов Фурье имеются значитель
ные отклонения от точных величин.

5. Практическое применение расчета для тоннельных обделок

Таблица (1) пригодна такж е при расчете круговых обделок приближ ен
ных к 16-ти угольному многоугольнику в упругой окружающей среде на 
основе физических характеристик (Е, /и) породы, окружающей тоннель. 
Основную систему в этом случае можем принять за трехшарнирную арку, 
опирающ уюся на ш арнирную цепь, подпертую упругими стержнями (фиг. 7).

;

Фиг. б

Система канонических уравнений на основе метода сил:

° и  - ^ î  +  « 1 3 М 3 +  а 14 М 4 +  . .  . +  а 19 М 9 +  « 10 =  О 

а31М л + «33 м 3 +  «31 ^4 +  • • • +  «39 ^9 +  «30 — О

«91 +  а93 М3 а94 М4 +  . . . +  а99 М9 +  в90 =  О

Коэффициенты системы уравнений в случае (Е J )  =  constans

Ы  = \ j M i м к ds  +  JF  2 N : N K +  E J 2  — n ' -

Надо обратить особое внимание на последний член, выражающий 
р аботу основания. Подпирающие силы вдоль окружности обозначены R, 
а соответствующие перемещения —  и.
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Величины Ui могут быть определены, если известны ординаты переме
щений единичных: сил, приведенные в табл. №  1.

и, =  2  R i Vi •

В случае шестнадцатиугольника, величины помогут быть определены  
из следующего:

из =  (^í +  Vs) R s +  (Vz +  Ve) R i  +  • • • +  (Ve +  Vs) R s +  Vi ‘ R 9 

M4 =  (Vz +  V6) R a +  {Vi +  Vi) R i  +  ■ ■ ■ +  (Vs +  Vi) R s +  Ve ’ R s 

Ы5 =  (Vs +  Vl) R 3 +  (Vz +  Vs) R i  +  • • • +  (Vi +  Ve) R s +  Vs ■ R 9 

u e =  (Vi +  n 8) R 3 +  (Vs +  Vb) R í  +  ■ ■ • +  (Va +  Vs) R s +  V i '  R s 

u i  =  (Vs +  Vs) R 3 +  (Vi +  Vs) R 4 +  • • • +  (Vz +  Vi) R s +  Vs' R s 

us =  (Ve +  Vs) R 3 +  (Vs +  Vi) R i  +  ■ • • +  (Vi +  Vs) R s +  Vz' R s 

u9 =  (Vi +  Vi) R s +  (Ve +  Ve) R i  +  ■ ■ ■ +  (Vz +  Vz) R s +  V i '  R s

Вышерассмотренные зависимости могут быть выражены в матричной 
форме:

и  =  Н - г ,
где

u 3 R 3
u i R i
us R s
u e и r  = R e
u 7 R i
u 8 R s

_ U9_ _ « 9_

и г  —  матрица-столбец перемещений и подпирающих сил; Я  —  квадратич
ная матрица

(V i  +  Vs) (Vz +  %) • • •  (Ve +  Va) Vi ~
(Vz +  Ve) (Vi +  Vi) • • • (Vs +  Vi) Ve

(Ve +  Vs) (Vs +  Vi) ■■■ (Vi +  Vs)Vz 
(Vi +  Vi) (Vs +  %) • • •  (Vz +  Vz) Vi _

В случае /г =  0 ,3  определим величину матрицы II, которая получится

I l  Acta Technica X X X V H I/3 —4.
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в следующем виде

1,2756 0,4153 0,1874 0,2337 0,3883 0,5025 0,2766

0,4153 1,6639 0,7906 0,4108 0,2337 0,1649 0,0636

0,1874 0,7906 1,8873 0,7906 0,1874 -0 ,1416 -0 ,1117

0,2337 0,4108 0,7906 1,6639 0,4153 -0 ,2 0 0 9 -0 ,2 0 5 2

0,3883 0,2337 0,1874 0,4153 1,2756 0,1465 -0 ,0 8 9 2

0,5025 0,1649 -0 ,1416 -0 ,2 0 0 9 0,1465 1,2981 0,3517

0,5532 0,1272 -0 ,2234 -0 ,4 1 0 4 -0 ,1 7 8 4 0,7034 2,7746

И м ея в виду, что матрица-столбец и,  выражающ ая перемещение, должна 
быть определена из подпираю щ их сил, возникающих от единичных моментов, 
действую щ их в узлах основной системы и от внешней нагрузки, целесооб
разно обозначить ее индексом . Индексы «г» и «о» обозначают, от каких 
нагр узок  возникают —  от единичных или внешних, и в какой точке они 
действуют.

Таким оброзом, предыдущ ее выражение примет вид

и
м, =  Н ■ Vj 

и 0 =  11 г  о

Выражение в матричной форме имеет следующ ий вид

2* и, Rk =  и-г к
или

2j и 0 ̂ 0  = Mo »‘о

Следовательно, член в системе канонических уравнений коэффициентов, 
выражающий работу постели грунта, можем определить, если строчную  
м атрицу (транспонированную матрицу-столбец) умножим на колонную мат
р и ц у  сил г, приложенных в точке «к» от действия единичной пары моментов 
или наружной нагрузки.

В заключении авторы выражают благодарность математику Ласло 
К ольм ану за ценную помощ ь в контроле выводов и проведении числовых 
расчетов.
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Р Е З Ю М Е

Обделка тоннелей, построенных под уровнем грунтовой воды часто выбирается с 
круговым сечением. По современному методу она рассчитывается как кольцо в упругой 
среде. Упругое основание учитывается коэффициентом постели. Но коэффициент постели 
не является физической характеристикой грунта, он зависит от формы и размера нагру
жающего тела, от нагрузки и. т. д.

Обделка тоннеля от действия нагрузки деформируется; с этой точки зрения мы 
можем различать две зоны: зону отлипания, где обделка перемещается во внутрь и на
гружающую зону, где тоннель опирается на окружающий грунт.

Метод С. А. Орлова, разработанный на основе теории упругости определяет напря
жения и деформации от действия радиальных нагрузок вдоль кругового отверстия с 
помощью рядов Фурье.

Но из-за медленной сходимости рядов Фурье точные величины не могут быть по
лучены даже при учете 64 членов. Работа авторов устраняет огромное количество расчетов 
и предоставляет новое решение, выводя конечные выражения для определения напря
жений и деформаций. Таким образом, деформационная работа обделки удобнее может 
быть рассчитана с учетом физических характеристик грунта (коэффициент Пуассона /t 
и модуль упругости Е).

В статье даются схемы перемещения кольца, приближенного к 16-ти угольнику а 
также его величины в табличной форме, сравнивая точные величины с приближенными, 
полученными с помощью рядов Фурье.

D E F O R M A T IO N  E I N E R  K R E IS A U S S C H N IT T K O N T U R  IN  E L A S T IS C H E R  E B E N E  
IN F O L G E  R A D IA L E R  B E L A S T U N G

L.  RÓZSA und G. KOVÁCS

ZU SA M M EN FA SSU N G

D ie A usk le idung  v o n  u n te r  dem  G rundw asse rsp iege l g eb au ten  T u n n eln  w ird  o ft m it  
K re isq u e rsch n itt g e w äh lt. D ie  T u n n elm au e ru n g  is t  n a c h  ze itg em äß e r M ethode als e in  in  e la s ti
sches M edium  g e b e tte te r  R in g  zu  bem essen. D ie B e ttu n g sz iffe r  is t  ab er keine b o d en p h y s ik a li
sche K en n zah l; sie h ä n g t  v o n  F o rm  u n d  Größe des zu b e la s te n d e n  K ö rpers, v o n  de r B e la s tu n g , 
usw . ab .

D u rch  die W irk u n g  d e r B e lastu n g  defo rm iert sich  d ie  T u n n elm au eru n g . In  d iesem  Z u 
s ta n d e  k ö n n en  w ir zw ei Z onen  u n terscheiden : d ie v o n  A b so n d eru n g , wo sich die M aueru n g  
n a ch  in n e n  bew egt u n d  d ie  »belastende« Zone, wo sich  d ie M aueru n g  a u f  das u m liegende  G este in  
s tü tz t .  D ie  a u f  G ru n d  d e r  E la s tiz itä ts th eo rie  a u sg e a rb e ite te  O rlow ’sche M ethode n ä h e r t  d ie  
d u rc h  ra d ia le  B e la stu n g  e n ts ta n d e n e n  S pannungen  u n d  D efo rm a tio n en  m it H ilfe  v o n  F o u rie r-  
R e ih en  an.

Info lge  der la n g sa m e n  K onvergenz  de r F o u rie r-R e ih en  können  genaue W erte  a u ch  m it 
B erü ck sich tig u n g  v o n  64 G lied ern  n ich t erzielt w erd en .

D ie  A rb e it d e r  V e rfasse r  v e rrin g e rt den  R e ch e n au fw an d  in  b ed eu ten d em  M aße u n d  
b ie te t  e ine  neue L ö su n g , d ie  end liche W erte  fü r  S p a n n u n g e n  sowie D efo rm atio n en  lie fe r t. 
D a d u rch  k a n n  die D e fo rm a tio n sa rb e it  de r T u n n e lau sm au e ru n g  d u rch  B erü ck sich tig u n g  v o n  
p h y sik a lisch en  K e n n za h len  (P o isson’scher K o effiz ien t »/(«, E la s tiz itä tsm o d u l »E«) des u m g e
b e n d en  G esteines e in fa ch e r b e rec h n e t w erden.

D er A ufsatz  g ib t  d ie  B ew egungsd iag ram m e des m it  d em  16-seitigen V ieleck a n g en ä h e r
te n  R in g es an  u n d  v e rg le ic h t d ie  W erte  desjenigen im  F a lle  b e id e r L ösungen: d ie eine m i t  
e n d lic h en , u n d  die a n d e re  m it  d en  an n äh ern d en  W e rte n  (F ou rie r-R eih en ).

11*
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D E F O R M A T IO N  O F  C IR C U L A R  O P E N IN G  O U T L IN E  
IN  E L A ST IC  P L A N E  B Y  R A D IA L  LOAD

L. RÓZSA and G. KOVÁCS

SU M M A R Y

T u n n e l  lin ings u n d e r g ro u n d w a te r  u su a lly  h a v e  a c ircu la r cross-section. A cco rd in g  to  
u p - to -d a te  c a lcu la tio n  m eth o d s th e y  m ig h t be considered  as r in g , b edded  in to  an  e la s tic  m ed ia . 
E la s tic  b e d d in g  is ta k e n  in to  co n sid era tio n  b y  a b ed d in g  coefficien t. B u t b ed d in g  co effic ien t 
is n o t  a  so il physics ch ara c te ris tic ; i t  d epends on th e  sh ap e  an d  size o f load ing  b o d y , o n  lo ad , 
a n d  so on.

U n d e r  load  th e  tu n n e l lin in g  becom es d e fo rm ed ; in  th is  s ta te  we m ay  d is tin g u ish  tw o 
sec tio n s on  th e  lin ing : th a t  o f p a r tin g , w here th e  lin in g  is d isp laced  in w ard  b y  a n d  t h a t  o f 
lo a d in g , w h ere  th e  tu n n e l b ears up  ag a in s t th e  su rro u n d in g  m edia .

T h e  O rlo v  m eth o d , e la b o ra te d  on  th e  basis o f th e  th e o ry  of e la s tic ity  d e te rm in e s  s tra in  
a n d  d e fo rm a tio n  from  ra d ia l lo ad  a long  th e  c ircu la r o p en in g  o u tlin e  w h ith  th e  help  o f F o u r ie r ’s 
series. B u t ,  due  to  th e  slow  convergence  of F o u r ie r ’s series e x ac t va lues can  n o t be  o b ta in e d , 
ev en  i f  we ta k e  64 m em bers o f  th e m  in to  co n sid era tio n . T he a u th o rs ’ p roposa l e lim in a te s  com 
p u ta t io n  w o rk  of im m ense  vo lu m e a n d  affords a new  so lu tio n  d e riv a tin g  f in ite  v a lu e s  fo r  th e  
d e te rm in a tio n  of th e  stress an d  d e fo rm a tio n . B y th is  m e th o d  th e  s tra in  w ork  of tu n n e l  lin ing  
m a y  b e  c a lc u la te d  by  tak in g  th e  p h y sic a l c h a ra c te ris tic s  o f  su rro u n d in g  m edia  in to  co n s id e ra 
tio n  (P o isso n ’s ra tio  »fl«, Y o u n g ’ m o d u lu s E).

T h e  p a p e r  expounds d isp lac em e n t d iag ram s of r in g , a p p ro ach ed  by 16-angled  p o ly g o n s, 
a n d  a  t a b u la te d  c h a r t  to  m ak e  a co m p ariso n  b e tw een  i ts  v a lu es o b ta in ed  by  th e  tw o  m e th o d s  
( th a t  o f w ith  f in ite  expressions an d  t h a t  o f a p p ro x im a tin g  ones by  th e  F o u rie r’s series).

D É F O R M A T IO N  D ES C O N TO U R S D ’O U V E R T U R E S  C IR C U L A IR E S S IT U É E S  DA NS 
U N  P L A N , SOUS L ’E F F E T  D E  C H A R G E S  R A D IA L E S

L . RÓZSA e t G. KOVÁCS

R É S U M É

L e p a re m e n t des tu n n e ls  c o n s tru its  sous une  n ap p e  aq u ifè re  est so uven t choisi de sec tion  
c irc u la ire . A c tu e llem en t, p o u r é ta b lir  les d im ensions d u  p a re m e n t, on l ’assim ile à  u n  an n ea u  
in sé ré  d a n s  u n  m ilieu  é lastiq u e . Le ra d ie r  é lastiq u e  e st d é te rm in é  au  m oyen du  co effic ien t de 
ra d ie r . M ais ce d e rn ie r n ’e st pas u n e  c a ra c té ris tiq u e  de  la  p h y siq u e  du  sol, e t d é p e n d  de la  
fo rm e  e t  de  la  g ra n d eu r de la  m asse  de ch arg em en t, de l ’in te n s ité  de la charge, e tc . . .

L e p a re m e n t du  tu n n e l se dé fo rm e  sous l ’a c tio n  de la  charge. De ce p o in t de  v u e , on 
p e u t  d is tin g u e r  deu x  sec teurs d u  p a re m e n t:  le se c te u r de d é tach em en t, oû le p a re m e n t se 
d ép lace  v e rs  l ’in té rieu r, e t le sec teu r de charge oû  le lu n n e l s’ap p u ie  su r les roches e n v iro n n a n te s . 
L e p ro c éd é  d ’O rlov, basé su r la  th é o rie  de l ’é la s tic ité , p rocède  p a r  ap p ro x im atio n  a u  m oyen  
d ’u n e  série  F o u rie r , p o u r d é te rm in e r l ’effo rt e t les d é fo rm a tio n s  p ro v en an t des ch arg es rad ia le s  
q u i a g is se n t le long des o u v e rtu re s  de  form e c ircu la ire .

M êm e en  co n sid éran t 64 m em b res , on  ne p e u t o b te n ir  de v a leu rs exac tes, à cau se  de la 
le n te  co n v erg en ce  des séries F o u rie r . L ’é tu d e  é lim ine le t r a v a il  considérable de calcu l, e t  donne 
u n  n o u v e a u  m ode de so lu tio n  p e rm e tta n t  d ’o b te n ir  des v a leu rs  fin ies pour les e ffo rts  aussi 
b ien  q u e  p o u r  les défo rm atio n s. De c e tte  m an iè re , le t r a v a il  de d é fo rm atio n  d u  p a re m e n t du  
tu n n e l  p e u t  ê tre  calculé p lu s ra p id e m e n t, co m p te  te n u  des carac té ris tiq u es p h y s iq u e s  de la 
ro ch e  e n v iro n n a n te  (coefficien t de Po isson , m o d u le  d ’é la s tic ité  E).

L ’é tu d e  fa it  co n n aître  le d iag ram m e  de d é p la ce m en t de l ’an n eau  assim ilé à u n  po lygone  
de 16 c ité s , e t  com pare  les v a leu rs  calculées avec les séries in fin ies connues de la  l i t t é r a tu r e ,  
e t  ce lles d e  la  fo n c tio n  de fo rm e fin ie , élaborée p a r  les a u te u rs .
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CONNECTED PARALLEL ON TWO OPERATING

VOLTAGES

CH. S Z E N D Y
D. ENG. SC.

PO W ER  STATIONS EN G IN EERIN G  IN ST IT U T E , BUDAPEST 

[M an u scrip t received D ecem b er 16, 1960]

S uperim posed  tran sm iss io n  lines m ay  b e  connected  para lle l to  th e  n e t 
w ork  o p e ra tin g  on a low er vo ltage  level. T h e  im p ed an ce  angles in  n e tw o rk s  
and  in  th e  tran sfo rm ers  connecting  th em  a re  u su a lly  d ifferen t. T h e re fo re , th e  
c u rre n t d is tr ib u tio n  c a n n o t p roduce  m in im u m  loss in  th e  w hole s y s te m  co n 
ta in in g  th e  o rig inal an d  superim posed  n e tw o rk s . H ow ever, th e  line-losses can  
be red u ced  b y  m eans of reg u la tin g  tra n sfo rm e rs  in sta lled  a t d iffe re n t p o in ts  
of th e  n e tw o rk  connections. T he follow ing m e th o d  enables us to  d e te rm in e

th e  v o lta g e  of th e  re g u la tin g  tran sfo rm ers . T h e  overa ll econom y o f th e  t r a n s 
m ission  system  can  be ach ived  by  these re g u la tin g  voltages.

I n  F ig . 1 th e  o rig inal and th e  su p erim p o sed  netw orks are c o n n e c te d  by  
tra n sfo rm e rs  1, 2, к  w hich  con ta in  th e  re g u la tin g  un its . T he re g u la tin g  
tra n sfo rm e rs  can  be su b s titu te d  by se rie s-v o ltag e  genera to rs w h ich  ta k e  
energy  from  th e  n e tw o rk  like a sh u n t load . T h is  sh u n t load can b e  n eg lec ted
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w ith  re sp e c t to  th e  o rd in a ry  n e tw o rk  lo ad s co n n ec ted  to  the  in d iv id u a l node 
p o in ts . I f , on th e  c o n tra ry , th e  sh u n t lo ad  o f  th e  reg u la ting  tra n s fo rm e rs  has 
su ff ic ie n tly  high v a lu es , i t  m u s t be ta k e n  in to  ac c o u n t b y  m eans of i te ra tio n s .

T h e  ta sk  is to  e v a lu a te  th e  se rie s-v o ltag es  rises u s1; и$2> • • . ,u s k  o f  th e  
re g u la t in g  tran sfo rm ers  1, 2 , . . ., к a t  th e  jo in in g  po in ts  of th e  tw o  n e tw o rk s . 
(T h is  is an  a rb itra ry  a lte rn a tiv e  because th e  re g u la tin g  tran sfo rm ers  m a y  be 
in s ta l le d  anyw here in  th e  netw ork .) N o t o n ly  th e  m agn itudes of th e  series 
v o lta g e s  b u t  also th e ir  ang les are im p o r ta n t to  ach iev e  a m in im um  o f lin e  losses, 
so t h a t  th e  use of co m p lex  v o ltages is n ecessa ry  fo r  th is  purpose. T h e  in d iv id u a l 
c o m p o n e n ts  can be e x p re ssed  in  a m a tr ix  fo rm . I n  th e  whole sy s te m , sources 
a n d  lo a d  are  c o n c e n tra ted  on ly  in  th e  n ode  p o in ts . The source c u rre n ts  h av e  
p o s it iv e , th e  load c u rre n ts  neg a tiv e  signs (i15 i2, The n ode  v o ltag es
(u j, u 2, . . . , u m), re la te d  to  a com m on, w ell-chosen  reference p o in t, c an  be 
e x p re sse d  from  th e  n ode  c u rre n ts  b y  m eans o f  th e  netw ork  im p ed an ces . S u p 
p le m e n tin g  th e  ab o v e -m en tio n ed r e la tion  b e tw e e n  node voltages a n d  c u rre n ts  
w ith  th e  im pressed series vo ltag es  and  c u rre n ts , w e can  determ ine  th e  re la tio n s  
o f  th e  w hole system . T h e  n ode  values are d is tin g u ish e d  by  in d ex  N ,  th e  series 
v a lu e s  b y  index  S.  T h e  m a tr ix  eq u a tio n  is:

U N  =  ^ n n Í n  +  Z w s  i s

u s  =  Í n  +  Z s s  i s .

is th e  m a tr ix  o f  th e  cu rren ts  th ro u g h  th e  reg u la tin g  tra n s fo rm e r, w here 
sign is po sitiv e  i f  c u rre n t flow s fro m  th e  low er vo ltage  n e tw o rk  to  
th e  h igher v o ltag e  n e tw ork ,

Z n n  is th e  m a tr ix  o f se lf im pedance  b e tw een  th e  node voltages an d  c u rre n ts ,

Z s s  is th e  m a tr ix  o f se lf im pedance b e tw e e n  th e  series v o lta g e s  and  
cu rren ts ,

Z n s  is th e  m a tr ix  o f m u tu a l  im pedances b e tw een  the  node v o ltag es  and  
series cu rren ts ,

Z s n  th e  m a trix  o f m u tu a l  im pedance b e tw e e n  th e  series vo ltages a n d  node 
cu rren ts .

T h e  fo llow ing  re la tio n s m a y  be w ritten  fo r th e se  im pedance m a trice s :

_ »7 * 7  _ rj _ rj%NN —  ^NNi  a SN —  ^NSi  a 5 S  —  ^SS

(S ign * m eans th e  tra n sp o se d  m atrix .)
A rran g in g  E q . (1), we o b ta in  th e  fo llow ing  fo rm :

un  =  Z Ín +  K  u s

is  =  — K* Ín +  Y u s ,
(2 )
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w here

z — z NN — Z NS zss 1Z SN

К  — ZNS zss 1
Y =  Z s s - 1.

(3)

T h e  vo ltag es  a re  re la te d  to  a reference p o in t ,  so th a t  th e  line lo sses can  be 
ex p ressed  in  th e  fo llow ing form  :

S l  —  P l  +  Í Q l  =  UN  +  i *  U S •

T h e  d ash  above th e  le tte rs  m eans c o n ju g a te  values.)
&L> P l a n d  Ql are  th e  com plex, a c tiv e , a n d  reac tiv e  pow er lo sses  re sp ec 

t iv e ly . S u b s titu tin g  E q . (2) in to  th e  loss fo rm u la , we o b ta in

S L — ifc Z i^  -j- K u s — ij$ K u s  +  u* Y* u s (4)

w h ere  m a trice s  Z , K , Y can  be d iv id ed  in to  tw o  p a r ts . One c o n ta in s  th e  real, 
th e  o th e r  th e  im a g in a ry  com ponen ts. So

Z =  R  +  j X  

K =  F  +  j H  

Y =  G + ; B .

(5)

In  th e  a rb itra ry  co -o rd in a te  sy stem , th e  re a l p a r ts  o f voltages U/v, U j, a n d  c u r
re n ts  iN, i s  a re  d en o ted  b y  u^d, u sd) an d  i r̂d> isd> th e  im ag inary  p a r t s  b y  u Nq, 
u Sq, an d  i^ j ,  i s?, th ere fo re

“ N =  u Nd  +  j  u Nq 

U S ~  u Sd +  j  u Sq 

=  i-Nd +  J  tNq 

>S — *Sd +  J  •

(6)

H en ce , th e  ac tiv e  pow er loss m ay  be  w r it te n  in  th e  following fo rm , consid erin g  
th e  sy m m e try  o f m a trices  R , X, G, an d  B .

P l  — *Nd R  * N d  +  * N <7 R  +  2 u* d H * iNq — 2 u*ç H* iNd +

+  « S d G u Sd +  u S<JG u
(7)

Sq-

T h e co n d itio n  o f loss m in im um  b e lo n g in g  to  series v o lta g e s  (u$ =  
=  u sd -j- j u Sa) m a y  be  fo rm u la ted  as
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g ra d  P L =

u Sd

g ra d  P L =

u s ?

(8 )

=  0

O n th e  basis of th is  c o n d itio n  we can derive fro m  loss equation  (7) th e  fo llow ing  
fo rm , assum ing  th a t  th e  n o d e  cu rren t v e c to r  is  in d ependen t of th e  series 
v o lta g e  v ec to r и$:

H*

H*

* N q ~\- G n Sd — 0

0.»W +  G u Sq

T h ese  eq u a tio n s m ay  be  re d u c e d  on basis of E q . (6), an d  — afte r a r ra n g e m e n t —  
th e  m in im u m  loss condition  m ay  be fo rm u la te d  as

u S  =  G - V H M n . (9)

I n  E q . (9) th e  c o m p o n e n ts  of m atrices G an d  H  can be o b ta ined  b y  m ean s 
o f a n e tw o rk  an a ly se r as show n in Fig. 2. F o r  in s ta n c e , the  co m p o n en t i i S2,3 
ca n  b e  de term ined  b y  u s in g  th e  circuit show n in  th e  figure. In  th is  c irc u it th e  
re g u la t in g  tran sfo rm er is rep resen ted  by  e. m . f. u S2 connected in  series to  th e

Fig. 2
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n etw o rk . A t th e  sam e tim e , th e  e. m . f. or th e  o th e r reg u la tin g  tra n s fo rm e r  is 
zero. T he m easu rem en t o f th e  p o te n tia l d ifference betw een  node p o in t 3 and  
th e  reference p o in t gives th e  c o n s ta n t H s w  So

и  _  u3 sin  V’s.saI1S2,i-----------------------
US2

w here ,s2 is th e  p h ase  angle  b e tw een  th e  v e c to r  uS2 and  u3 (See F ig . 3).

Fig.  4

Sim ilarly  th e  co m p o n en t Gs3,S2 is o b ta in e d  by  su p p ly in g  v o lta g e  u s2 
in  p lace of S2 and  m easu rin g  th e  c u rre n t i Sa in  th e  reg u la ting  tra n s fo rm e r  S3. 

H ence

r ■ _ *S3 cos WS3,S2
^53,82 —

US2

w here  y»s3>S2 is th e  p h ase  angle b e tw een  th e  v e c to r  u S2, iSa.

E xam ple  :

In  a sim ple case, rep re se n ted  in  F ig . 4. th e re  a re  tw o  b ranches. T h e  im p e d a n ce s  Zi  
a n d  Z 2 are  in th e  tw o b ran ch es . So th e  c o n s ta n t H  c an  be  de te rm in ed  as before , i. e. b y  in se rtin g  
th e  e. m . f. in to  one o f th e  b ra n ch e s  (F ig . 4.).
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T h ere fo re , in  th e  im p e d a n c e  d iagram m , as sh o w n  in  F ig . 5, th e  c o n s tan t H  c an  be  
e x p re sse d  as a  q u o tie n t o f  d is ta n c e s  D  and  Z :

T h e  c o n d u c tiv ity  o f th e  c irc u it ,  co n sis tin g  o f th e  b ra n c h e s  1 a n d  2,

F ro m  E q . (9) th e  re g u la tin g  v o lta g e  is obviously :

w h e re  X  is th e  reac tan ce  o f  th e  m esh  1— 2
A 1 a n d  A  are th e  a re a s  o f  tr ia n g le  OMQ  a n d  O M N , re p re se n ted  in  F ig . 5. 

I  is th e  supp ly  c u rre n t .

F u r th e r ,  fro m  Fig. 5 th e  r e g u la tin g  vo ltage can  be  d e te rm in e d :

U S
___W - V i
( r i  +  г г ) (* 1  +  *2>

(*i +  xi)jl-

T h e  p h a se  angle be tw een  th e  re g u la tin g  vo ltage us a n d  th e  su p p ly  c u rre n t I  is 90° (F ig . 6). 
T h e re fo re , th e  p rob lem  can  h e  so lv ed  on ly  w ith  re g u la tin g  tran sfo rm e rs  w hich  c o n tro ll th e

p h a s e  an g le  also. I f  th e  p h a se  a n g le  betw een  th e  re g u la tin g  v o lta g e  an d  th e  te rm in a l v o ltag e  
is  6 0 °, th e  reg u la tin g  v o lta g e  is th e  p ro jec tio n  o f v o lta g e  u s w h ich  is equal to  v o lta g e  u s (see 
F ig . 6).
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SU M M A R Y

T h e  line  losses o f n e tw o rk s  connected  p a ralle l c a n  b e  red u ced  by  th e  su itab le  a p p lic a tio n  
o f  re g u la tin g  tran s fo rm e rs . T h e  c rite rio n  of m in im u m  loss m ay  be  fo rm u la ted  b y  m ea n s  o f 
re sis tiv e  v o lta g e  m a tr ix  u s. T h is  can  be  de te rm in ed  b y  n e tw o rk  m atrices G an d  H as  m ea su re d  
b y  a n e tw o rk  an a ly se r.

W IR T S C H A F T L IC H E  A R B E IT S W E IS E  V O N  Z W E I M IT E IN A N D E R  
P A R A L L E L G E S C H A L T E T E N , A U F  Z W E I V E R S C H IE D E N E N  

S P A N N U N G SN IV E A U S A R B E IT E N D E N  N E T Z W E R K E N

K . SZENDY

ZU SA M M E N FA SSU N G

E s is t  m öglich  d ie L e itu n g sv e rlu s te  von  p a ra lle lg e sch a lte te n  N etzw erken d u rc h  d ie  A u f
ste llung  v o n  en tsp rec h en d e n  R e g e ltran sfo rm a to ren  h e ra b z u se tz e n . D as V e rlu s tm in im u m  k a n n  
m itte ls  e in e r re s is tiv e n  S p a n n u n g sm a tr ix  U5 erfass t w e rd en . D ieser W ert k a n n  m it  H ilfe  v o n  
M atrix en  G u n d  H die a n  N e tzm odellen  m eß b ar s in d , e rre c h n e t w erden.

L ’E X P L O IT A T IO N  É C O N O M IQ U E  D E  R É S E A U X  C O N N E C TÉ S E N  P A R A L L È L E , 
FO N C T IO N N A N T  À D E U X  N IV E A U X  D E  T EN SIO N

Ch. SZENDY

R É SU M É

L a p e r te  en  ligne des ré seau x  connectés en p a ra llè le  p e u t  ê tre  réd u ite  p a r  l ’a p p lic a tio n  
a p p ro p riée  de  tra n s fo rm a te u rs  de réglage. L a  plus p e t i te  p e r te  p e u t  ê tre  définie p a r  la  m a tr ic e  
d e  ten s io n  ré s is tiv e  us . C ette  v a le u r  p e u t ê tre  d é te rm in ée  à  l ’aid e  de m atrices G e t H m esu rab le s  
p a r  u n  a n a ly se u r  de réseau .

РЕНТАБЕЛЬНАЯ ЭКСПЛОАТАЦИЯ ДВУХ ПАРАЛЛЕЛЬНО СОЕДИНЕННЫХ 
СЕТЕЙ, ДЕЙСТВУЮЩИХ НА ДВУ Х  УРОВНЯХ 

НАПРЯЖЕНИЯ
К. СЕНДИ

РЕЗЮМЕ

Потери в проводах параллельно соединенных сетей могут быть снижены путем 
соответствующего применения регулирующих трансформаторов. Наименьшие потери 
us определимы посредством резистивной матрицы напряжения. Это значение может быть 
определено с помощью матриц G и Н, замеримых сетевой моделью.





DIE ARCHITEKTUR DER EMPFANGSGEBÄUDE 
BEI DEN EUROPÄISCHEN EISENBAHNEN

(G E S C H IC H T L IC H E R  Ü B E R B L IC K )

M. K U B IN S Z K Y

H OCH SCHU LE F Ü R  FO RSTIN G EN IEU RE, L E H R S T U H L  FÜ R BAUW ESEN, SO PR O N  

[E ingegangen  am  16. F e b ru a r  1961]

D er A u fsa tz  w ü n sch t m it d er B e h a n d lu n g  der E m p fan g sg eb äu d e  einen  
T eil d e r G esch ich te  eu ropäischer A rc h ite k tu r  zu  beleuch ten . D as v ie l u m s tr i t 
ten e  19. J a h rh u n d e r t  w urde wegen d e r U n se lb stän d ig k e it se in e r B au stile  
von  d er K u n s tg esch ich te  bis zur jü n g s te n  Z e it kaum  gew ürd ig t, o b w o h l w ir 
h eu te  schon  fe s ts te llen  m üssen, daß  d er A u sg a n g sp u n k t v ieler w e rtv o lle r  M erk
m ale u n se re r  e igenen  E poche gerade in  d iesem , von  vielen noch  im m e r  u n te r 
sc h ä tz te m  Z e ita lte r  zu  fin d en  is t. Es h e rrsc h te  au ch  allgem ein die A u ffassu n g , 
d aß  im  19. J a h rh u n d e r t  n u r  einzelne, m it  besonderen  F ä h ig k e iten  b e g a b te , 
a llgem ein  b e k a n n te  B au m eiste r w ahre K u n s tw e rk e  schufen. P e v s n e r  dagegen  
s te llt in  se inem  B u ch  »Europäische A rc h ite k tu r«  fest: »wo das 19. J a h r 
h u n d e rt zu w irk lich  b rau ch b a ren  L ösungen  g e lan g te , h an d e lt es sich  n ic h t  um  
L e is tu n g en  b e s tim m te r  n a m h a fte r  A rc h ite k te n , sondern  um  e inen  zu m  m in 
d esten  dem  A nschein  n ach  anonym en  E n tw ick lungsp rozeß« . D ie G esch ich te  
gew isser H o c h b a u te n  der E isen b ah n en  w ill nachfo lgend  eben d iesen  E n tw ic k 
lu n gsp rozeß  am  Beispiel eines je n e r  Z w e c k b a u te n  e rläu te rn , w elche fü r  die 
G esam ten tw ick lu n g  im  19. u n d  auch  im  f rü h e n  20. J a h rh u n d e r t  c h a ra k te r is tis c h  
w aren .

D as T h em a m u ß  m it der B e rü ck sich tig u n g  der W echse lbeziehungen  
zw ischen F u n k tio n , K o n s tru k tio n  u n d  B a u fo rm  b eh an d e lt w erden . D ie  F u n k 
tio n  w u rd e  v o n  A nfang  an  auch  bei den  E ise n b a h n h o c h b a u ten  v o n  d e n  p ra k 
tisch en  B ed ü rfn issen  b es tim m t. Zw ischen d e n  v ielen  neuen B a u a u fg a b e n  des 
19. J a h rh u n d e r ts  k ö n n en  w ir ab er k a u m  n o c h  eine finden , wo sich  d ie  F u n k 
tio n , d e r ra p id e n  E n tw ick lu n g  der a llg em ein en  T echn ik  folgend, eb en so  schnell 
u n d  so p re g n a n t en tw ick e lte . A ber auch  d ie  E n tw ick lu n g  der B a u k o n s tru k tio n  
sp ie lt —  beso n d ers  bei den  großen B ah n h o fsh a llen  —• eine w ichtige R o lle  und  
fü h r t  au ß e rd e m  zu  e iner völlig n euen  a rch itek to n isch en  B e h a n d lu n g  des 
u m b a u te n  R au m es. N eben der der F u n k tio n  en tsp rech en d en  G ru n d riß b ild u n g  
u n d  d e r n eu en  R au m g e s ta ltu n g  m uß  m an  a b e r  auch  die a llgem einen  F o rm e n 
strö m u n g en  in  B e tra c h t ziehen, weil je n e , o f t  fa s t  ausschließlich b e o b a c h te t, 
und  d a d u rc h  zu  einem  falschen  U rte il fü h re n d , doch  au f die ganze E n tw ic k lu n g  
d er A rc h ite k tu r  c h a rak te ris tisch  w aren .
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D ie  w irtsch aftlich e , p o litisch e  und  gese llsch aftlich e  E n tw ick lung , b e so n 
d ers  a b e r  m it diesen eng  v e rb u n d e n  jene der T e c h n ik , —  in  engerem  S inne die 
E is e n b a h n te c h n ik —-b e e in f lu ß te  s ta rk  die ra sch e  V erän d e ru n g  der B ed ü rfn isse , 
w e sh a lb  w ir  auch  die f lü c h tig e  B ehand lung  d iese r U m stä n d e  an  einigen T e ilen  
n ic h t  e n tb e h re n  können . I n  d e r  F u n k tio n , d er K o n s tru k tio n  und  der F o rm  d e r 
E m p fa n g sg e b ä u d e  ab e r b e s te h e n  u n te r  an d erem  a u c h  angesich ts ih re r G rö ß en 
o rd n u n g  b e träch tlich e  U n te rsch ied e . Die v o llk o m m en e  Ü bersich t v e rla n g t d ie  
g em e in sam e  B eh an d lu n g  d e r  G ro ß s tad tb ah n h ö fe , d e r  m itte lg roßen  S ta tio n e n  
u n d  a u c h  jen e  der k le in en  A n lagen , w enn n ic h t g a r  H alte s te llen . Bis die k le i
n e re n  B ah n h o fsg eb äu d e  o f t in  größeren M engen , m anchm al auch m itte ls  
T y p e n p lä n e n  geb au t w u rd e n , s ind  sie n ich t so v ie lfä lt ig  wie die größeren A n la 
gen . B e i d en  ganz g ro ß en  W erk en  können  w ir o f t  eine sich den jew e ilig en  
U m s tä n d e n  anpassende u n d  d a h e r  einm alige, fü r  d a s  ganze dennoch c h a ra k te 
r is t is c h e  L ösung fin d en . D ies is t  der G rund d a fü r , n ic h t  ih re Größe a lle in , d a ß  
die B e d e u tu n g  der G ro ß s ta d tb a h n h ö fe  an g esich ts  u n se re r  bau g esch ich tlich en  
B e tra c h tu n g e n  e rh ö h t is t . W egen  der besseren  Ü b e rs ic h t w urde die E in te ilu n g  
d e r  e in ze ln en  K ap ite l so g ew äh lt, daß  sie jew e ils  e inen  Z e itrau m  u m fassen , 
d e r  w om öglich  n ich t n u r  in  d e r  K unst- u n d  A rch ite k tu rg e sc h ich te , so n d e rn  
a u c h  te c h n isc h , po litisch  u n d  w irtschaftlich  b e t r a c h te t  eine m öglichst se lb 
s tä n d ig e  E in h e it b ild e t.

I. D er A nfang

1830— 1850

D ie  E isen b ah n  g e la n g t n ach  einer ja h rh u n d e r te la n g e n , anonym en  E n t 
w ic k lu n g  am  A nfang des 19. J a h rh u n d e r ts  in  d e n  M itte lp u n k t des In te re sse s . 
D ie p lö tz lich e  E n tw ick lu n g  d e r In d u str ie  am  A n fan g  des K ap ita lism us b e sc h le u 
n ig te  d a s  Suchen n ach  d e r T ra k tio n  du rch  eine K ra ftm asch in e . N achdem  u m  
1820 in  E n g lan d  die e rs te n  schon  b rau ch b a ren  D am p flo k o m o tiv en  e rsch e in en , 
k o m m t d e r E ise n b a h n b a u  in  A ufschw ung. D ie sch n e ll aufkom m ende E ise n 
p ro d u k tio n  v ersch afft d ie  G egebenheiten  fü r  d ie  Schienen- und M asch in en 
fa b r ik a t io n . A m  K o n tin e n t  b a u t  m an zu e rs t n u r  noch  einzelne L in ien , in  
E n g la n d  e n ts te h t in d essen  schon  der A nfang  e in es  ganzen  E isen b ah n n e tzes . 
D ie schne lle  und  s ta rk e  tech n isch e  E n tw ick lu n g  ze ig t sich n ich t n u r  in  d e r 
z u n e h m e n d e n  B a u tä tig k e it , sondern  bald  au c h  in  d e r V ervollkom m nung d e r 
b e re i ts  b esteh en d en  A n lag en . D ie L okom otiven  w e rd e n  durch  s tä rk ere  e rs e tz t ,  
d ie  W ag g o n s, welche am  A n fan g  der D iligence g lich en , w erden den E rfo rd e r 
n isse n  des schnelleren V erk eh rs  angepaß t. M it d e r  L e is tu n g  der L o k o m o tiv en  
w ä c h s t  die L änge d er Z üge u n d  d am it auch  je n e  d e r  B ahnhöfe. Die B ah n h ö fe  
je n e r  e rs te n  Epoche k ö n n e n  m it dem  s tän d ig en  Z uw achsen , der öfteren  E rw e i
te r u n g ,  m it einem  fa s t  d y n am isch en  Z u stan d  c h a ra k te r is ie r t  w erden. A u ch  die 
E in r ic h tu n g e n  der e rs te n  B ah n h ö fe  sind v ie lfä ltig , die versch iedenen  A n lag en
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zeigen die U n s ich erh e it d e r A nfangsperiode. W eichen  w erden  häu fig  m it  D re h 
scheiben  u n d  S ch ieb eb ü h n en  e rse tz t, w elche je d o c h  einen  F ließ v e rk eh r au ch  
in n e rh a lb  des B ahnhofes noch  n ich t e rla u b e n . Die e rs te n  20 J a h re , d ie  als 
A nfang  b e tra c h te t  w erden  können , bew eisen a b e r  e in d eu tig  die U n e n tb e h rlic h 
k e it d er E isen b ah n , u n d  fü h ren  in  te c h n isc h e r H in s ich t aus der E p o ch e  d er 
V ersuche h e rau s . I . J .  1850 v erfü g t E u ro p a  b e re its  ü b e r e tw a  20 000 k m  E ise n 
b ah n lin ien , w ovon fa s t die H ä lfte  a u f  E n g la n d  e n tfä llt . Zu dieser L än g e  gehö
ren  e tw a  700 B ahnhöfe , w elche dem  großen  A ufschw ung  des E ise n b a h n b a u e s  
in  d e r n ä c h s te n  E poche als G rundlage d ien ten .

D er allgem eine B au stil am  A nfang  des 19. J a h rh u n d e r ts  w ar d e r  K la ss i
zism us. In  E n g la n d  sind  zu r gleichen Z eit a u c h  G ebäude e n ts ta n d e n , w elche 
den  E in d ru c k  d er R ena issance  w eck ten . D as W ied erau fleb en  der m i t te la l te r 
lichen  F o rm en w e lt, —  w as sp ä te r  allgem ein  z u r  R o m a n tik  fü h rt, —  is t  e b e n 
falls zu  v e rze ich n en . I ta lie n  h a t  die F ü h re rsc h a ft in  der B au k u n st an  E n g la n d  
a b tre te n  m üssen , wo sich  je tz t  die a llgem eine eu ropäische  E n tw ick lu n g  e n t 
fa lte t. D ie E in h e it d er B aufo rm en  w ird  ab e r s tä rk e r  als je  von  n a tio n a le n  
S trö m u n g en  b e fä rb t, in  F ran k re ich  is t d er S til »François I«, in  D e u tsc h la n d  
d er » R u n d b o g en stil«  usw . b e k a n n t.

D er B a h n h o f  is t  d e r N achfolger d er P o stk u tsch en -H erb e rg e . D ie B a h n 
höfe w erden  an fangs ebenfalls in  b e s tim m te n  E n tfe rn u n g e n  g eb au t, w en n  sie 
au ch  e tw as g rö ß er sind , als es an  der L a n d s tra ß e  üb lich  w ar. D er B a h n h o f  
v e rd ien te  w ahrlich  se inen  N am en , die e rs te n  A nlagen  w aren  u m z a u n t u n d  o ft 
au ch  u m b a u t. D ie G esam tan lage  spiegelte  am  A nfang  m eistens die e igene A u f
fassung  des E rb a u e rs , e rs t a llm äh lich  e n tw ick e lten  sich die besten  u n d  b ra u c h 
b a rs te n  L ösungen .

Die A n o rd n u n g  des E m pfan g sg eb äu d es schm ieg t sich d er des B a h n 
hofes an . So f in d e n  w ir schon  am  A nfang  die g ru n d sä tz lich en  A n lag en , die 
sp ä te r  w e ite ren tw ick e lt w orden  sind . Als es n och  kein  zu sam m en h än g en d es 
E ise n b a h n n e tz  g ab , w ar n a tü r lic h  die A nzah l d e r K opfbahnhöfe  re la t iv  h ö h er, 
ein  Teil d av o n  b lieb  au ch  beim  W eite rb au  in  d ieser F o rm  e rh a lte n . A u ß er 
den  E n d p u n k te n  d e r L in ien  h au te  m an  bei S tä d te n  m it V orliebe K o p fb ah n h ö fe , 
die b e trieb lich en  N ach te ile  e rk a n n te  m an  d am a ls  noch  n ich t.

A m  A n fan g  b a u te  m an  ab er auch  im  F a lle  eines K o p fb ah n h o fes  das 
E m p fan g sg eb äu d e  h äu fig  abseits d er G leise (A bb. 1), da  m an  d en  g roßen  
V orte il, d e r sich  aus der K opfan lage bei d er m öglichen  sch ienenfreien  F ü h ru n g  
der P assag ie re  e rg ib t, dam als  noch  n ic h t b e n ö tig te . B ald  m u ß te  a b e r  eine 
T ren n u n g  d er an k o m m en d en  und  a b fah ren d en  R eisenden  in  B e tra c h t gezogen 
w erden , u n d  das E m p fan g sg eb äu d e  w urde d em n ach  in  zwei Teile g e so n d e rt, 
neben  d en  G leisen des K opfbahnhofes an g e leg t. D ie T ren n u n g  der R e isen d en  
w ar d a m it ge löst, au ch  w aren  d a m it schon zw ei Gleise in  u n m itte lb a re r  V er
b in d u n g  m it dem  se itlich en  B ahnste ig . D ie sy m m etrisch e  T eilung der G eb äu d e , 
die m e istens au ch  schon w egen a rc h ite k to n isc h e r  G ründe gefo rdert w u rd e ,
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e rg a b  a b e r  a u f  der A n k u n ftsse ite  m eistens ü b erflü ss ig  u m b a u te n  R a u m . Die 
T e ilu n g  w a r auch dem  B e trieb  u n g ü n stig . D ie n ä c h s te  S tufe d e r E n tw ick lu n g  
b r a c h te  d a ru m  den  K o p fb ah n ste ig , d er die b e id e n  Teile zu sam m en faß te . D iese 
G ru n d riß lö su n g  b a u te  m an  m ehrere  J a h rz e h n te  lan g , sie is t  h eu te  n o ch  bei 
m e h re re n  großen  K o p fb ah n h ö fen  eu ro p ä isch er G ro ß s täd te  an zu tre ffen . W o der 
B a h n h o f  v o n  der S tirn se ite  h e r  zugäng lich  w ar, se tz te  sich a llm äh lich  die 
e ig e n tlic h e  Lösung des K o p fb ah n h o fsg eb äu d e-G ru n d risses  d u rch : m a n  v e r 
s e tz te  d a s  E m p fan g sg eb äu d e  q u e r vor die G leisan lage. Gewiß k o n n te  diese 
L ö su n g  e r s t  n ach  e iner b e s tim m te n  G rö ß en o rd n u n g  v e rw irk lich t w erd en , als 
die G le isan lag e  se lb st schon  d ie  nö tige  B re ite  b e sa ß , welche d er L änge des V o r
b a u e s  e n tsp ra c h . Schon 1847 w äh lte  L e o n c e  R a y n a u d  beim  e rs ten  P a rise r  
G are  d u  N ord  jen e  L ösung . S p ä te r, als die A nsprüche gegenüber dem  
E m p fa n g sg e b ä u d e  an s tieg en , b a u te  m an  a u c h  noch  seitliche, n eb en  den 
G le isen  liegende F lügel, so d a ß  sich eine U -fö rm ige  A nlage b ild e te . O bw ohl 
sch o n  F r ie d r ic h  B ü r k l e in  u n d  d er e rw ä h n te  R e y n a u d  jen e  A n lag en  v o r 
1850 v e rw irk lic h te n , k am en  sie e rs t in  d er sp ä te re n  E n tw ick lu n g  zu r vo llen  
G e ltu n g . D ie oben g roßzüg ig  gesch ilderten  A n lag en  w eisen in  E in ze lh e iten  
a b e r  s ta rk e  A bw eichungen  v o n e in an d er au f, je  nach  dem , wie sie sich  den  
je w e ilig e n  G egebenschaften  an p assen . Die v o llkom m ene  L ösung: das Z u n g en 
b a h n s te ig -S y s te m  w urde in  d e r  A nfangszeit n o ch  n ich t erre ich t.

B e i den  D u rch g an g sb ah n h ö fen  w eisen je n e  m it m ehrstöck iger A nlage, 
d a s  h e iß t  U n ter- oder Ü b e rfü h ru n g  des R e isen d en v erk eh res  an  den  G leisen, 
g ro ß e  V o rte ile  auf. D iese M öglichkeit w urde a b e r  e rs t sp ä te r  e rk a n n t u n d  e rs t 
v o r  d e r  Ja h rh u n d e r tw e n d e  a llm äh lich  v e rb re i te t  (A bb. 2). D ie D u rch g an g s
b a h n h ö fe  w eisen d a h e r m e istens ganz e in fach  se itlich  gelegene E m p fa n g s 
g e b ä u d e  au f, bloß be i G eländ eg eg eb en h e iten  zog m an  andere  L ösungen  v o r, 
d ie  a b e r  n ic h t als ty p isc h  angesehen  w erden  k ö n n en .

D a s  funk tionelle  P ro b lem  k a n n  an  e in ig en  frühen  B eispielen  v e rfo lg t 
w e rd e n . A m  E n d p u n k t d e r b e rü h m te n  M an ch este r— L iverpool B a h n , am  
B a h n h o f  Liverpool Crown Street (1830) b a u te  m a n  n ach  den Id een  von  G eorge 
S t e p h e n s o n  das se itw ärts lieg en d e  E m p fan g sg eb äu d e , m it d e r zu r G le isrich 
tu n g  p a ra lle le n  E in g an g srich tu n g . Die A nlage h a t  in  ih re r P r im it iv i tä t  doch 
e tw a s  N a tü rlich es  an  sich. H ingegen  w u rd en  a u c h  noch  sp ä te r  n a ive  F o rm a 
t io n e n  erw ogen , so z. B . in  M ünchen , wo B a u m e is te r  H im b se l  die G leisanlage 
d e r  sy m m etrisch en , k lassiz is tisch en  A rc h ite k tu r  anpassen  w ollte . F a s t  zu r 
g le ic h e n  Z eit fin d en  w ir ab e r in  E n g lan d  schon  g roß  angelegte E in ric h tu n g e n , 
so z. B . je n e  der G. W . R . v o m  b e rü h m te n  E isen b ah n in g en ieu r I. K . B r u n e l  
e r b a u t .  A uch  die B eziehung  des E m p fan g sg eb äu d es  zu r H alle is t seh r in te re s 
s a n t .  I n  Derby T r i ju n d -S ta t io n  (1839) s ta n d  eine 137 M eter lange, s e lb s tä n 
d ig e  H a lle , para lle l zum  E m p fan g sg eb äu d e , in  B irm ingham  sowie in  B r ü n n  
h in g e g e n  b a u te  m an  das E m p fan g sg eb äu d e  z u r  S tirn se ite  d e r H alle . I n  Ver
sailles  (1837) und  Zürich  (1847) b a u te  m an  zw ei H a llen  n eb en e in an d er u n d  ver-
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b a n d  sie m it e iner Schaufassade . In  G loggn itz  sehen  w ir au f den A b b ild u n g e n  
e in en  k u rz e n  v e rb in d en d en  S teg  zw ischen b e id en . E ine a rc h ite k to n isc h  au f
fa llen d  vo llkom m ene L ösung sch u f d er W iener  Gloggnitzer B a h n h o f  (1 8 4 1 ), in 
d em  e r die H alle  m it dem  zw eigeschossigen V orgebäude  u n te r  ein  g em e in sam es 
D ach  b ra c h te .

7

?

3

Pest 1848/Budapest Keleti 1884/ Paris Montparnasse /852

4

5

Paris, Gare du Nord 1847
Wien-Gloggnitzer Bhf. 1841

Berlin Potsdamer Bhf 1872

Wien-Südbhf 1875

London, Paddington 1854

Abb. 1. D ie  E n tw ic k lu n g  d e s  K o p fb ah n h o fes (E r s te  R eihe: Schem atische D a rs te llu n g . 
Z w e ite  R e ih e : E ingeschossige  A nordnungen . D r i t te  R e ih e : M ehrgeschossige A n o rd n u n g e n )

12 Acta Technica X X X V III /3 -4 .
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Abb. 2. D iç E n tw ick lu n g  des E m p fan g sg eb äu d es an  D urch g an g sb ah n h ö fen
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Die A nfänge im  E isen b ah n b au  fa llen  ze itlich  m it den n e u e n  E isen 
k o n s tru k tio n e n  im  B augew erbe  zusam m en . B esonders bei den H a llen  k o n n te n  
jen e  n ic h t n u r  an g ew en d e t, sondern  au ch  w e ite ren tw ick e lt w erden . Im  A n fan g  
v erw en d e te  m a n  zu  d en  H a lle n k o n s tru k tio n e n  o f t noch Holz (L iverpool Crown  
Street, London N in e  E lm s ,  1835, Nürnberg,  1835). Am  Sächsischen B a h n h o f  zu  
Leipzig  (1837) s c h u f  m an  eine T o n n en h a lle  m it se ltsam er R a u m g e s ta ltu n g , 
was u m so  b e a c h te n s w e r te r  is t, als die f rü h e re n  A nlagen  eher als o ffene  D ach-

Abb. 3. B irm in g h am  C urzon S tre e t S ta tio n  (1838). F rü h e s  B eispiel der eisernen D a c h k o n s tru k 
tio n , m it  eng lischen  B indern . K o n s tru k tio n  v o n  R o b e rt S tephenson

Stühle zu  beze ich n en  sind . Die d reisch iffige H a lle  zu K assel is t e in  sch ö n e r 
Z w eckbau , w elcher bei den ungarischen  B a h n e n  nachgeahm t w u rd e . E ine  
k ü n stle risch e  L ösung  ze ig t zum  e rs ten m al d ie v o n  B runei geschaffene H alle  
zu  B risto l ( B a h n h o f  Temple Meads, 1841 ) .  D ie  w esentlichste  E rru n g e n sc h a f t 
a u f  d iesem  G eb ie te  w ar a b e r die 1847 e rb a u te  B ahnhofshalle  B ü r k x e in s  
am  neuen  M ünchener Bahnhof,  m it e iner l ic h te n  W eite von 28 M e te rn . A u f 
e iner L änge v o n  110 M eter sind 24 H a u p tb in d e r  System  E m y  a n g e o rd n e t.

In  E n g la n d  h a t  m an  schon frü h  E ise n k o n s tru k tio n e n  zum  H a lle n b a u  
v e rw en d e t (A bb. 3), w elche dem  K o n s tru k tio n sp rin z ip  e n tsp re c h e n d  zum  
T eil aus G uß- u n d  zu m  T eil aus S chm iedeeisen  a n g e fe rtig t w urden , d a  es F lu ß 
s ta h l e rs t in  d e r zw eiten  H ä lfte  des J a h rh u n d e r ts  in  größeren M engen  gab . 
P o l o n c e a u , d e r E rf in d e r  d e r n ach  ih m  b e n a n n te n  B inderform  w a n d te  jen e  
b e i den  B a u te n  d e r V ersa ille r B ahn  an  m e h re re n  G ebäuden  an.

12*
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Abb.  4. L ondon E u s to n  (1838). K lassiz is tischer P o r t ik u s  von  Philip  H a rd w ick

D ie F o rm g esta ltu n g  dagegen is t das M erk m al des E m p fan g sg eb äu d es 
g e b lie b e n .

A m  A nfang der » E isen b ah n -A rch itek tu r«  s te h t  der P o rtik u s v o n  London  
E u s to n  (1838) (A bb. 4). H ie r  w urde der G e d a n k e  des neuen S ta d tto re s  in  
S te in  g e h a u t. D erselbe A rc h ite k t, P h il ip  H a r d w ic k , der sehr b e z e ic h n en d e r
w eise  b e i der B ah n g ese llsch a ft angeste llt w a r, s c h u f  auch andere G eb äu d e  fü r  
d ie  G esellschaft, so au c h  d en  w ürfe la rtigen  B lock  zu Birm ingham .  F r a n c is
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T h o m pso n  b e h a n d e lt die k lassiz is tisch en  F o rm en  freizügiger ( Chester, 1848), 
e r e n tw a rf  die frü h e n  V eran d en  am  B ah n ste ig  k le inere r M itte ls ta tio n e n  ( B a n 
g ó r, Abergele, H olyw ell). Z um  eng lischen  R egency-S til zäh lt se in  n ied liches 
G eb äu d e  von  W ingfie ld . D agegen  sc h u f D a v id  M occata , —  d er ebenso  wie 
T h o m p s o n  ein S chü ler S o a n e s  w ar, in  B rig h to n  (1840— 41) ein K o p fb a h n h o f
geb äu d e  g rößeren  A usm aßes.

In  W ien w ird  der K lassiz ism us n eb en  den  Gleisen am  s ta t t l ic h e m  e rs ten  
N ordbahnho f (1839) vom  A rch itek ten  J ü n g l in g  v e rtre te n . E in  an sch au lich es

A bb. 5. P e s t (1846). F o rtsc h ritt l ic h e s  B ah n h o fsg eb äu d e  von  M a tth ia s  Z it te r b a r th  d. J .

B eisp ie l fü r den  S y m m etried ran g  des K lassiz ism us sehen w ir bei d en  Glogg- 
n itzer  und  Raaber B ahnhö fen , die als e in an d e r gegenüberliegende E n d p u n k te  
zw eier L inien  zu  e iner g ro ß an g e leg ten  B eb au u n g  verschm olzen  w u rd e n . Die 
k lassiz is tisch en  F o rm en  sin d  in  M ailand  u n d  B rü n n  auch  in  d en  H a lle n  zu 
e rk e n n e n  gew esen. H ier sind  au ch  noch  die G ebäude von  Prag (1844) u n d  vom  
zw eiten  Braunschweiger B a h n h o f  (1846, Carl T heo d o r Ot t m e r ) zu erw äh n en . 
D er e rs te  Pester B a h n h o f (1846) (A bb. 5), e in  W erk  des jü n g e ren  M a tth ia s  
Zit t e r b a r t h , g a lt zu r Z e it als eine d e r v o rzü g lich sten  A nlagen .

V on E n g la n d  her v e rb re ite te n  sich  schon  zu  d ieser Z eit die ro m a n tisc h e n  
B au fo rm en , w elche m it d e r an fän g lich en  E ise n b a h n te c h n ik  e ig en tlich  —  w enig
s te n s  k u rz fris tig  —  in  g u tem  E in k lan g  w aren . B eim  schon e rw ä h n te n  B a h n h o f
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Bristo l  sowie bei a n d e re n  englischen  E m p fan g sg eb äu d en  gelang ten  die m it te l
a lte r lic h e n  T eilform en zu  v o lle r G eltung  und  w u rd e n  au ch  am  K o n tin e n t schnell 
v e rb re i te t  (  Braunschweigs erster Bahnhof, N ürnberg  B a h n h o f  am Frauenthor, 
1850). I n  Leipzig b a u te n  versch iedene G ese llsch aften  ih re  B ahnhöfe  n eb e n 
e in a n d e r , w elche eine m alerisch e  a rch itek to n isch e  G esam tw irk u n g  e rz ie lten .

*4 тшт « Bern»

A b b . 6. M ünchen (1847). F r ie d r ic h  B ürk leins E m p fa n g sg e b äu d e  im  »Rundbogenstil«>

A b er au c h  in  d ieser H in s ic h t m üssen  w ir a n  e r s te r  Stelle a u f  den  M ünchner  
B au  B ü r k l e in s  h in w eisen , w elcher m it se in em  so g en an n ten  K u n d b o g en stil 
e ig en tlich  eine d eu tsch e  A b a r t  des R o m an tiz ism u s w a r (A bb. 6). Seine M assen
p ro p o rtio n e n  sind  d em  P a r is e r  G are de l ’E s t  äh n lic h , w elcher zu r se lben  Z eit 
in  B a u  genom m en w u rd e .

W en n  auch  diese A nfangsperiode  noch  n ic h t  zum  A usbau  d er großen  
A n lag en  ange lang t i s t ,  s c h u f  sie dennoch  die w esen tlich s ten  M erkm ale zu r 
A rc h ite k tu r  der E ise n b a h n e n  u n d  schu f d a m it z u m  A ufschw ung, der b a ld  ein- 
se tzen  so llte , die te c h n isc h e n  G rundlagen .

II . Die E n tw ick lu n g

1850— 1914

I n  d er zw eiten  H ä lf te  des 19. J a h rh u n d e r ts  g e lan g t die E isen b ah n  zu r 
v o llen  E n tw ick lu n g . E s  sch ließ t sich das eu ro p ä isch e  E ise n b a h n n e tz : die 
G eb irge  w erden  d u rc h s to c h e n  u n d  d u rc h q u e rt, d e r eiserne S ch ien en stran g  
f in d e t  ü b e ra llh in  se in en  W eg. Die E isen b ah n  h a t  im  V erk eh r eine m onopole
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L age . Z u r Ja h rh u n d e r tw e n d e  zäh lt die G esam tlän g e  d e r eu ro p ä isch en  B ahnen  
u m  800 000 km . D em  M aß des V erkehrs gem äß  e n tw ick e lt sich  au c h  die E isen 
b a h n te c h n ik . D ie D am p flo k o m o tiv e  e rre ich t ih re n  tech n isch en  H ö h e p u n k t 
u n d  am  E n d e  d er P e rio d e  s te h e n  bere its  die e rs te n  L in ien  m it e lek tr isch e r Zug
fö rd e ru n g  im  D ienst. A u ch  die T riebw agen  m it V e rb ren n u n g sm o to ren  w erden 
schon  e rp ro b t. D ie G eschw ind igkeit u n d  K a p a z itä t  d er Züge w ä c h s t rasch . 
N eben  den  großen  P e rso n en b ah n h ö fen  tr e te n  d ie  R ang ier- u n d  F ra c h tb a h n 
höfe in  d en  V o rd e rg ru n d . A lles w ird  s tä n d ig  v e rg rö ß e rt u n d  au sg e b re ite t. 
E s w erden  S ich eru n g san lag en  geschaffen. D ie e rs te n  in te rn a tio n a le n  E x p re ß 
züge d u rch q u e ren  d en  K o n tin e n t.

D iese E n tw ick lu n g  d e r  E ise n b a h n te c h n ik  rü c k te  auch  an  d ie  G ebäude 
m it e rh ö h te n  F o rd e ru n g e n  h e ran . E s m u ß te  e in  B au p ro g ram m  v o n  b isher 
n ic h t g eah n ten  M aßen  b e w ä ltig t w erden . N u r das W o h n u n g sb au p ro b lem , 
w elches ab e r zu r G änze d e r  B au sp ek u la tio n  ü b e rla ssen  w urde, k a n n  m it dem  
d e r  E isen b ah n en  v e rg lich en  w erden : E in e  F ü lle  v o n  B a u te n  m it  gleicher 
B estim m u n g . Die U n s ic h e rh e it in  d er G ru n d riß g e s ta ltu n g  d er A n fan g sze it is t 
ü b e rw u n d en , es g ib t im m e r m ehr gu te  B eisp iele , w elche S chu le  m achen . 
E s w erd en  die b e tr ie b lic h e n  N ach te ile  des K o p fb ah n h o fes  e rk a n n t  u n d  es 
w erden  au ch  bei g rö ß eren  A nlagen  D u rch g an g sb ah n h ö fe  a n g e s tre b t. D ie A nla
gen  m it g e tre n n te n  S tra ß e n -  u n d  G leis-N iveaus beziehungsw eise je n e  m it 
U n te r-  oder Ü b e rfü h ru n g  des P assag ie rv erk eh rs  zu  den  B a h n s te ig e n  w erden 
v o n  den  siebziger J a h re n  an  v e rb re ite t. Z ugleich  m it d ieser E rru n g e n sc h a ft 
tre ffe n  w ir den  In se lb a h n s te ig  an , w elcher d u rch  P assag ie rtu n n e ls  u n d  von  hier 
au fw ä rts fü h ren d e n  T re p p e n  e rre ich t w ird . B ei K o p fb a h n h o fa n la g en  w erden  
zu n g en h a fte  M itte lb ah n ste ig e  g eb au t, w elche es erm öglichen , d a ß  —  m itte ls  
d en  sie v e rb in d en d en  K opf- oder Q u erb ah n ste ig en  —  jedes G leis u n m itte lb a r  
e rre ic h t w erden  k an n .

E s m u ß  auch  n och  d e r D ran g  der G ro ß s tä d te  n a c h  einem  Z e n tra lb a h n h o f  
e rw ä h n t w erden , weil d ie  Z erstü ck e lu n g  in  T e ilan lag en  b e re its  b e im  U m steige- 
bzw . U m lad ev erk eh r S chw ierigkeiten  u n d  U n zu län g lich k e iten  b e re i te t .  Mei
s ten s  s ind  ab e r die A n lag en  schon  d e rm aß en  au sg e b a u t, d aß  die g rö ß te n  der 
S tä d te  den  k ostsp ie ligen  U m b a u  n ich t m eh r erm öglichen , die S tä d te  zw eiter 
G rö ß en o rd n u n g  je d o c h  k ö n n en  noch m it z en tra llieg en d en  H a u p tb a h n h ö fe n  
v e rso rg t w erden . (S tu t tg a r t ,  L eipzig, M ilano usw .)

*

A m  m eisten  w ird  d ie  B a u tä tig k e it d er E ise n b a h n e n  in  d ieser Z e it du rch  
d ie  T y p e n b a u te n  c h a ra k te r is ie r t . Es w u rd en  im  a llgem einen  4— 5 G rößen
o rd n u n g en  d er E m p fan g sg eb äu d e  en tw icke lt. D ie G rundrisse  u n d  die B au m aß e , 
sowie das v erw en d ete  M a te ria l w urde s te ts  den  ö rtlich en  G eg eb en h e iten  ange
p a ß t ,  doch  is t  eben  w egen des gem einsam en Zw ecks eine Ä h n lich k e it fe s ts te ll
b a r . D a die k le ineren  S ta tio n sg e b ä u d e  m eist au ch  W o h n u n g en  fü r  d a s  P erso n a l
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a u f b ie te n  m uß ten , k an n  m a n  d ie  B auaufgabe fa s t  im m er in  d re i F u n k tio n e n  
t r e n n e n :  die L o k a litä ten  d e r  R e isen d en ; jen e  des B e trieb es  u n d  die a b g e tre n n t 
a n g e le g te n  W o h n räu m lich k e iten . D er erste  T eil b e s ta n d  bei d en  k le inen  
A n la g e n  w enigstens aus d e m  V orzim m er, W a rte ra u m  m it S ch a lte r, zu m  zw ei
te n  g e h ö r te n  die A m tsz im m er des V orstandes, d e r  F a h rd ie n s tra u m  m it T e le 
g ra p h e n  u n d  F a h rk a rte n a u s fe r tig u n g , o ft ab e r se lb s t d er a n g e b a u te  G ü te r
s c h u p p e n  bzw. andere B e tr ie b s lo k a litä te n . D ie W o h n u n g en  w u rd en  m eistens 
im  z w e ite n  Geschoß u n te rg e b ra c h t  (zwar w u rd en  in  ein igen L ä n d e rn , so in 
U n g a rn , ebenerdige T y p e n g e b ä u d e  bevorzug t).

D ie  Teilung der E ise n b a h n h o c h b a u ten  in  G rö ß en o rd n u n g en  u n d  die 
S e rien b au w e ise  re ich ten  in  d ie  M itte  des le tz ten  J a h rh u n d e r te s  zu rü ck . F a s t  alle 
E ise n b a h n u n te rn e h m u n g e n  h a b e n  sich dieser b e d ie n t. Es seien h ie r  als Beispiel 
e in ig e  ungarische  B ahnen  e rw ä h n t. A n den L in ien  d e r T h e iß b ah n  w u rd en  eb en 
e rd ig e  G ebäude fü r den  k le in s te n  B ed arf in  d en  B a u p ro p o rtio n e n  des u n g a ri
sc h e n  L an d h au ses  g e b a u t (F eg yvern ek ), w äh ren d  d ie  n ä ch s ten  d re i G rößenord  
n u n g e n  verschiedene zw eigeschossige E n tw ü rfe  in  A n sp ru ch  n a h m e n  (K aba , 
(A b b . 7), Mezó'berény, K a rc a g ) . S ta tio n en  d er G röße von  P üspökladány  e rh ie l
te n  e in  ganz sta ttlich es  G e b ä u d e . Selbst die G eb äu d e  d er S ta d tb a h n h ö fe  ( M is 
kolc, Debrecen usw.) w u rd e n  m itte ls  v e re in h e itlic h te r  P läne  gelöst. Es m u ß  
h e rv o rg e h o b e n  w erden, d a ß  säm tlich e  B a u te n  d ieser G rö ß en o rd n u n g en  au ch  
re ic h  m i t  den Form en d e r  m itte leu ro p ä isch en  R o m a n tik  v e rz ie rt w orden  sind  
u n d  z u m  großen Teil n o ch  h e u te  bestehen . D ie T h e iß b ah n  b a u te  se lb st die 
h ö lz e rn e n  freistehenden  H a lle n  serienm äßig  (A bb. 8). D ie S ü d b a h n  e n t 
w ic k e lte  ihre T ypensk izzen  fü r  ih re  ungarischen  L in ien  g esondert von  jen en , 
w e lch e  sie au f den ö s te rre ich isch en  bzw. n o rd ita lien isch en  L inien  e rb au en  ließ . 
B ei d e r  S ü dbahn  sind d ie  G eb äu d e  in  drei K la ssen  e in g eo rd n e t w orden . Diese 
z e ig e n  a b e r  keinerlei Z ie rd en  au f, sind lediglich  als re ine  Z w eck b au ten  b e h a n 
d e lt .  D ie  ungarischen S ta a ts b a h n e n  en tw ick e lten  ebenfalls k u rz  n a c h  ih rem  
E n ts te h e n  ihre K lassen-S erie , w elche auch  v o n  a n d e re n  u n g arisch en  P r iv a t 
b a h n e n  übernom m en w u rd e . D ie G ru n d riß lösungen  b lieben  lange g ü ltig , w u r
d e n  a b e r  betreffs d e r F a ssad en au sb ild u n g  ö fte rs  den  sich  v e rä n d e rte n  
A n fo rd e ru n g e n  an g ep aß t.

D ie  B au typen  e r la u b te n  so in  U ngarn  wie in  fa s t  allen  L ä n d e rn  E u ro p as 
in  d e n  J a h re n  des großen  E isen b ah n b au es  eine eno rm e B au au fg ab e  zu  lösen , 
w e lch e  m angels e n tsp re c h e n d e r  F ach k rä fte  ohne  diese M aß n ah m en  k au m  
b e fr ie d ig e n d  h ä tte  gelöst w e rd e n  können . M it d iesem  E rfo lg  a b e r b a h n te  sie 
e in e  E n tw ick lu n g  in  d er B au g esch ich te  an , w elche e rs t im  20. J a h rh u n d e r t  zu 
a llg e m e in e r  und voller G e ltu n g  gelangen k o n n te .

*

D ie  B ahnhofshalle b i ld e te , wie w ir es schon  in  d er vo rherigen  Z eitperiode  
g e se h e n  haben , s te ts  d en  K e rn  der P e rso n en v erk eh rsan lag e . In fo lge  des Auf-
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Abb. 7. T y p is ie rte s  E m p fan g sg eb äu d e  de r u n g arisch en  T h e iß b ah n  (T iszav id ék i V asú t)  1858

Abb. 8. H ö lzerne  H alle  der u n g arisch en  T h e iß b ah n  (1858)
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S chw unges der S ta h lin d u s tr ie  k o n n te  in  der zw eiten  H ä lfte  des 19. J a h rh u n d e r ts  
u n d  a m  A nfang des 20. J a h r h u n d e r ts  eine E n tw ic k lu n g  en ts te h e n , die n ic h t 
b lo ß  in  k o n s tru k tiv e r  H in s ic h t  neuere L ösungen  m it  sich  b ra c h te , so n d ern  
a u c h  e in e  g rundsätz lich  a n d e re  R au m g esta ltu n g  g e b a r  u n d  d a m it zum  K eim  
e in e r  n e u e n  A rch itek tu r w u rd e . D a w ir die G esch ich te  der E ise n b a u te n  h in 
s ic h tl ic h  d er a rc h ite k to n isc h en  E n tw ick lu n g  b e tra c h te n , m üssen  w ir d en  B a h n 
h o fsh a lle n  und  ih re r E n tw ic k lu n g  in  dieser Z e itp e rio d e  besondere A u fm erk 
s a m k e i t  w idm en.

M it H olzb indern  b a u te  n o c h  1851— 52 L e w i s  Cu b b i t  sein M eisterw erk , 
L o n d o n  K in g 's  Cross. D ie H a u p tb in d e r  der zw eisch iffig  A ngeleg ten , to n n e n 
a r t ig e n  H allen  sind m it d e m  S y stem  d e  L ’Orm e  k o n s tru ie r t  w orden . Cu b b i t

A b b . 9. P a ris , Gare du  N o rd  (1 8 6 1 — 69). A rch itek t: J .  I .  H i t to r f ,  In g en ieu r: R ey m o n d

i s t  a n g e b lic h  bei der M o sk au e r R eitschu le , e in er d e r  g rö ß ten  H o lzhallen  d er 
W e lt ,  z u  seinem  W erk  in s p ir ie r t  w orden. E ine  e in m alig  in te re ssa n te  A nlage 
b e d e u te te  der Stuttgarter N e u e  B ah n h o f (1863— 1868), dessen zwei H allen  
m it  H olzfachw erk  d u rc h  e in e n  ausragenden  F lü g e l des E m pfangsgebäudes 
g e s p a l te t  w aren. N och 1912 b a u te  m an  den  B a h n h o f  v o n  K o p en h ag en  m it 
e in e m  S tep h an s-D ach , w e lch es ab e r, obgleich es so n s t b e lieb t w ar, sich  bei 
d e n  E ise n b a h n b a u te n  n ic h t  d u rch se tzen  k o n n te . B e i k le ineren  B ah n h ö fen , 
w o m a n  frü h er häufig  s e lb s ts te h e n d e  kleinere H o lzh a llen  an leg te , sch ü tz te  
m a n  n u n m e h r  die R e isen d en  b lo ß  m it einer V e ra n d a , w elche ü b e r dem  B a h n 
s te ig  v o r  dem  E m p fan g sg eb äu d e  allgem ein an g e leg t w u rd e . Solche E in r ic h tu n 
g en , w e lch e  billiger w aren  als d ie  —  w enn au ch  p r im itiv e n  —  H olzhallen , s ind  
b is  h e u te  allgem ein v e rb re i te t .

U n te r  den E ise n d ä c h e rn  u n d  den  sich ra sch  v e rb re ite n d e n  S ta h lk o n s tru k 
t io n e n  w aren  am  A nfang  d ie  P o lonceau -B inder a m  h äu fig s ten . Bei den  zwei
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H allen  von  K öln  (1859) v e rw en d e te  m an  eine v e rs tä rk te  A b a rt, w ozu  noch 
•die in te re ssan te  A n o rd n u n g  k a m , d aß  die B in d e r n ic h t  a u f  ein  M auerw erk , 
•sondern a u f  gußeiserne S tü tz e n  v e rla g e rt w aren , eine A n o rd n u n g , aus d er sich 
lan g sam  die R a h m e n k o n s tru k tio n e n  en tw ick e lt h ab e n . D ie D a c h k o n s tru k tio n  
d e r B ahnhöfe  P aris A u sterlitz  u n d  Orléans w u rd en  v o n  P o l o n c e a u  se lb s t e n t
w orfen , beim  le tz te re n  ü b e rb rü c k te  er die lic h te  W eite  v o n  53 M etern  m it 
e in e r  D o p p e lb in d er-A n o rd n u n g . A uch  beim  m ittle re n  S ch iff des zw eiten  Pariser  
Gare du N ord  (1861— 69) (A bb. 9) v erw en d e te  d er In g e n ie u r  R e y m o n d  d as
selbe S ystem . D er b e rü h m te  In g en ieu r F lachat  b ed ie n te  sich  ähn lichen  
P rin z ip es  beim  P ariser Gare M ontparnasse  (1850— 52). A ber au ch  in  Ö ste rre ich  
w u rd en  ähnliche A n o rd n u n g en  d u rch  W il h e l m  F l at tich  beim  S ü d b a h n h o f 
ange leg t. D en B udapester N yu g a ti p u .  (1874— 77) h a t  d e r b e k a n n te  fra n z ö 
sische K o n s tru k te u r  G u s t a v  E i f f e l  en tw orfen . P o ligona le , s ichelartige  B inder 
m it au fg esp an n tem  Z u g b a n d  w u rd en  in  E n g la n d  b e im  B a h n h o f B irm in g h a m  
N ew  Street S ta tion  (1854) bei e in er S pannw eite  von  64 M etern  u n d  v o m  In g e 
n ie u r J o h n  H a w k s h a w  fü r  die L ondoner B ahnhöfe  C haring Cross (1862— 64) 
u n d  Cannon Street (1863— 66) v erw en d e t. I n  B erlin  fü r  die H alle des e rs ten  
Schlesischen Bahnhofes  (1869— 71), in  M ünchen  fü r  die E rw e ite ru n g  dés H a u p t
b ah n h o fes  (1876— 84) m it e in e r vo rgeleg ten  v ie rsch iffig en  H alle  u n d  in  Ö s te r
re ich  beim  W iener N ordw estbahnhof (1870— 73), sch ließ lich  in  Triest (1883) v e r
w en d e te  m an  ebenfalls s ich e la rtig e  D ach b in d er.

E ine seltsam e L ösung  b ie te t  d er Londoner P addington  B a h n h o f  (1852— 54), 
d e r e rs te  in  der R eihe d e r g ro ß en , m it S tah l k o n s tru ie r te n  englischen  B ah n h o fs 
ha llen . D ie dreischiffige D ach an lag e  ru h t  a u f  g e k rü m m te n  V o llw an d träg ern . 
D ie R eihe der B in d er w u rd e , u m  die e inheitliche  R a u m g e s ta ltu n g  zu  ver- 
frisch en , m it k reu zg ew ö lb eartig en  U n te rb rech u n g en  in  d re i A b sch n itte  g e te ilt. 
I n  E n g lan d  tr if f t  m a n  h ä u fig  m ehrsch iffige S ta h ld ä c h e r  ü b e r in  K rü m m u n g  
liegenden  G leisan lagen . D ie so räu m lich  g e k rü m m te n  D äch er ergeben , d a n k  
dem  L ich te ffek t d er v ie lv e rg la s te n  D a c h h a u t, eine ganz so n d erb a re  u n d  eigen
a rtig e  R au m w irk u n g  (B rig h to n , Y o rk , N ew  Castle Central A bb . 10) .

D er näch ste  S c h r it t  in  d e r E n tw ick lu n g  d er S ta h lk o n s tru k tio n e n  fü h rte  
zum  R ah m en w erk . D as Z u g b an d , w elches die in n ere  R a u m w irk u n g  d och  n a c h 
te ilig  bee in flu ß te , k o n n te  d u rch  an d ersa rtig e  F ix ie ru n g  des R aum es e n tb e h r t  
oder ab e r auch  u n s ic h tb a r  v e rse n k t w erden . D a  sich  a b e r  die R a h m e n b in d e r 
o ft schon  k u rz  ü b e r d em  B o d en n iv eau  se itw ä rts  sch w angen , w urde  eine noch  
se ltsam ere  R au m w irk u n g  e rz ie lt. 1868 h ie lt b e re its  d e r Londoner S t. Paneras  
B a h n h o f  den  R ek o rd  d e r  S p an n w eite  fü r  S ta h lk o n s tru k tio n e n , m it 73,1 M etern  
d en  e r e rs t 20 J a h re  s p ä te r  a n  die M aschinenhalle d e r P a r ise r  W e ltau ss te llu n g  
a b tre te n  m u ß te . D er sp itz b o g e n a rtig  endende R a h m e n  is t  e in  s ta tisc h  u n b e 
s tim m te r  Z w eigelenkbogen, m it U n te rflu r-Z u g b an d . B a ld  b ra c h te  ab e r die 
E n tw ic k lu n g  eher die s ta tis c h  b e s tim m te n  D reigelenkbogen  in  den  V o rd e r
g ru n d , w elche sich  h a u p tsä c h lic h  in  D eu tsch lan d  g ro ß er B e lieb th e it e rfreu en
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k o n n te n . M an b au te  v o r d em  e rs te n  W eltk rieg  d o r t  eine ganze  R eihe d ieser 
A n la g e n . In  Berlin w u rd en  bei den  großen  H allen  des A n h a lte r  Bahnhofes 
(1872— 80), des Stettiner B ahnho fes  (1876) u n d  den  H a llen  d e r Stadtbahn  
(1880— 85), sowie bei d er zw e iten  H alle  des Schlesischen Bahnhofes D re igelenk 
b o g e n  angew endet. A u ch  d ie  B ahnhöfe  in  Saarburg , Dresden H aup tb a h n h o f 
(1897), F rankfurt ( M a in )  (1885— 87), der H am burger H a u p tb a h n h o f (1904— 06), 
sow ie zah lre iche  an d ere  A n lag en  w u rd en  m it ähn lichem  P rin z ip , w enn  au ch  m it 
te ilw e ise n  A b änderungen  g e lö st. B esonders in  D resden  u n d  H a m b u rg  gelangte  
m a n  in fo lge  zw eigeschossiger A n o rd n u n g en  zu  se ltsam en , a b e r großzügigen 
L ö su n g e n . N atü rlich  w u rd en  au ch  au ß er D e u tsch lan d  R ah m en w erk e  fü r  E isen 
b a h n h a lle n  in D re ige lenkbauw eise  h e rg este llt, so beim  B a h n h o f  zu Prag , 
Lem berg , usw.

S chon vor der J a h rh u n d e r tw e n d e  w urden  s t a t t  d er kostsp ie lig en  großen 
e in sch iffig en  H a llen an o rd n u n g en  jen e  m it m eh re ren  an e in an d erg eg lied e rten  
k le in e re n  H allen b e v o rz u g t. A u ß e r ein igen schon  e rw äh n ten  sei n o ch  die g röß te  
A n la g e  E uropas, der L eip zig er  H a up tbahnho f b e a c h te t  (1906— 1915), wo sechs, 
u n d  d e r  ih m  kaum  n a c h s te h e n d e  M ailänder B a h n h o f  (1913— 1930), bei w elchem  
fü n f  H allenschiffe  n e b e n e in a n d e r  g ere ih t w u rd en .

W as die E n tw ic k lu n g  in  k a u m  60— 80 J a h re n , die zw ischen  der k leinen  
L iv e rp o o le r  H olzhalle u n d  d iesen  G ro ß s tad tb ah n h ö fen  liegen , h e rv o rg e b ra ch t 
h a t ,  k a n n  m an v e ra n sc h a u lich e n , w enn m an  w eiß , d aß  g egenüber den  etw a 
400 m 2 von  L iverpool die A nlage  in  Leipzig 60 000 m 3 b ed eck t.

*

D as A ufblühen des rom antischen Stiles  bei den  m itte leu ro p ä isch en  E isen 
b a h n e n  fä llt in  die fü n fz ig e r u n d  sechziger J a h re .  A uch ganz große A nlagen 
b e d ie n te n  sich der F o rm e n w e lt des M itte la lte rs , um  jen e  zu m  S chm uck  jen e r 
B a u te n  zu  ben ü tzen , w elche d er m o d ern sten  T ech n ik  d ie n te n : e in  d u rch au s 
b eze ic h n en d e r Zug in  d e r A rc h ite k tu r  des 19. J a h rh u n d e r ts . E in ige  J a h re  
s p ä te r  schon fü h rte  d iese A u ffassu n g  zu n eu e ren  F o rm en  d er ä lte re n  B austile , 
z u r  R ena issance  usw . E s k a m  zu  einer R eihenfo lge v e rsch ied en er M oden, bis 
z u le tz t  A rch itek ten  u n d  P u b lik u m  nach  e tw as ganz N euem  d rä n g te n .

U n te r  den d eu tsch en  rom antischen B au ten  m üssen  w ir E m den  (1856— 63) 
u n d  B reslau  (W roclaw ) e rw ä h n e n . Bei E m d en  t r ä g t  die F assad e  noch  d eu tliche  
Z e ic h e n  des R u n d b o g en stils , die B au p ro p o rtio n en  m achen  ab e r den  E in d ru c k  
e in e r  vö llig  ruh igen  A rc h ite k tu r . B reslau  dagegen  is t in  se iner W irk u n g  d y n a 
m isch . E in er der g rö ß te n  ro m a n tisc h e n  B ahnhöfe  is t  d e r e rs te  Schlesische 
B a h n h o f  zu Berlin, m it se in en  zwei stäm m ig en  E c k tü rm e n . E ine  sp ä te  B lü te  
d e r  ro m a n tisc h e n  F o rm e n a u ffa ssu n g  w ar d er Stettiner B a h n h o f  (1876) zu  B er
lin , v o n  T heodor  S t e i n , m it dem  ein z ig artig en , g ek rü m m ten  G esim s. In  Ö ste r
re ic h  b a u te  Moritz L ö h r  fü r  die K a ise rin -E lisa b e th -B ah n  d en  W iener West
b a h n h o f  (1858) u n d  a n d e re  S ta tio n sg eb äu d e  a u f  der S treck e . G anz ü b e rz ie rt,
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ab e r in  der G ru n d lag e  säm tliche  F eh ler des frü h e re n  B ahnhofes w ied erh o len d  
w urde von  T h e o d o r  H o f f m a n n  der zw eite  W iener N ordbahnhof (1858— 1865) 
g eb au t. D as G ebäude  ä h n e lt eher e in er so n d erlich en  R itte rb u rg  als einem

Abb. 10. N ew  C astle  C en tra l S ta tio n  (1850). D ie g e k rü m m te n  H allenschiffe u n d  d as  o b en  
e in flu ten d e  L ic h t geb en  eine fü r das 19. J a h r h u n d e r t  ch arak te ris tisch e  R a u m w irk u n g

Abb. 11. L en in g rad  (P e tersb u rg ), F in n lä n d isc h e r  B ahnhof, u m  1870

Z w eckbau . D ie G eb äu d e  von  Stanislaw , K o lo m yja , Snya tin , Tschernow tzy  usw . 
s ind  au ch  a u f diese J a h re  z u rü ck zu fü h ren . E in  in te re ssan te r  B a u  is t  der 
F in n län d isch e  B a h n h o f  in  Leningrad  (A b b . 11). Zwischen den  s to c k h o h e n  
E ckpav illo n s z ieh t sich  d er ebenerdige M it te l t r a k t ,  in  der H a u p ta c h se  s te h t  d er 
go tische E in g an g . D ies B au stil w ar bei e in igen  ru ssischen  E isen b ah n en  heim isch .
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I n  E n g la n d  d u rc h fü h r t  m a n  in  den fün fz iger-sechz iger Ja h re n  v ie le ro r ts 
sc h o n  d e n  zw eiten  U m b au . V o m  englischen B eisp ie l w ird  je tz t  h a u p tsä c h lic h  
A m e rik a  e rfa ß t, der eu ro p ä isch e  K o n tin e n t g e h t schon  seine eigenen W eg e . 
A u c h  d e r  m a rk a n te s te  Z ug d e r  neueren  eng lischen  B ahnhöfe  fin d e t in  E u ro p a  
k e in e n  N ach k lan g . Im  In se lre ic h  w erden  n ä m lic h  m it den  neuen  s ta h lk o n s tru 
ie r te n  H a lle n  im  a llgem einen  große H otels g e b a u t, die v o r die H alle gesetzt.,, 
je n e  v ö llig  verdecken . D as 19. J a h rh u n d e r t  v e rs te c k te  h ier seinen w a h re n  
W e r t  h in te r  S chau fassaden  u n d  b eh in d erte  d a m it  au ch  die E n tfa l tu n g  d e r 
r ic h tig e n  F u n k tio n  fü r  d en  G ro ß s ta d tb a h n h o f . D ie A bfertigung  der R e ise n d e n  
e r fo lg t v ie le ro rts  noch  im m e r se itw ärts  d er G le isan lagen , was bei den  g ro ß e n  
L ä n g e n  schon  sehr v e rw irre n d  w irk t. Bei d en  G leisan lagen  aber s p a r te  m an  
n ic h t:  K in g ’s Cross fe rtig te  tä g lic h  n u r 13 Z üge ab  u n d  besaß dazu  8 G le is
p a a re  ! M an w ar also a u f  d en  k om m enden  A u fsch w u n g  gefaß t und  v o rb e re ite t , 
m a n  b a u te  endgültige A n lag en . Paddington  (1852) u n d  St. Paneras (1868 ; 
B a rlo w  u n d  O rdish) w aren  d ie g rö ß ten  u n d  b e d e u te n d s te n  u n te r den  v ie le n , 
zu  d ie se r  Z e it e rb a u te n  L o n d o n e r B ahnhöfen . I n  F ra n k re ic h  dagegen v e rd e c k t  
d as  E m p fan g sg eb äu d e  n ic h t d ie  H alle , es w ill sie e rg än zen . Schon beim  P a r is e r  
Gare de Г E st zeig t die in  d e r  F assad e  ersch e in en d e  S tirn w an d  der H a lle  d iese  
T e n d e n z , u n d  dies zeig t sich  a u c h  beim  Gare M ontparnasse  (1850— 52, V ic t o r  
L e n o i r , E u g è n e  F lach at) u n d  h a u p tsäch lich  b e im  Gare du Nord  (1861— 63), 
w e lc h e r  n a c h  den  P lä n e n  d es  n a m h a fte n  A rc h ite k te n  J .  I. H ittorf  e rb a u t  
w u rd e . S eh r bezeichnend  s in d  fü r  die sechziger-siebziger Ja h re  die a u ß e r  d e r  
S ta d t  e r r ic h te te n  E m p fan g sg eb äu d e , w elche m it  ih re r  m ark an ten  D a c h fo rm  
die A rc h ite k tu r  des I I .  Im p e riu m s  c h a ra k te ris ie re n  (N izza  usw .). A u ch  in  
a n d e re n  L ä n d e rn  zeigte sich  d e r  französische E in f lu ß  ( Genf-Cornavin, B u d a p est  
N y u g a ti  p u .  (A bb. 12),). D ie offene Loggia des Baseler Zentralbahnhofes (1860), 
die F a s s a d e  des Stuttgarter N eu en  Bahnhofes (1863— 68) (Abb. 13) u n d  d e r 
v o n  W a n e r  erb au te  Z üricher H a up tbahnho f (1865— 71) zeigen eben fa lls  d ie  
a llg e m e in  gew ordene R en a issan ce . In  W ürzburg  e n ts ta n d e n  in  K ü rze  zw ei 
c h a ra k te r is tis c h e  B au ten , d e r  e rs te  1854, d e r  zw eite  zehn J a h re  s p ä te r .  
In  B e r l in  b a u te n  W e is e  u n d  S c h m ie d t  1868— 72 d en  n eu en  Potsdamer B a h n h o f. 
D a  d ie  G leise aus s tä d te b a u lic h e n  G ründen  ü b e r  dem  N iveau  der S tra ß e n  
la g e n , f ü h r te  eine p ru n k h a f te  S tiege zu den  B a h n s te ig e n . A uch andere B e rlin e r  
B a h n h o fs b a u te n  w urden  in  A n g riff  genom m en, n ac h d e m  der A briß  d e r  a lte n  
S ta d tm a u e rn  neue M ög lichkeiten  zu r E rw e ite ru n g  schuf. E ine der m o d e rn 
s te n  A n la g e n  in  seiner Z e it w a r  d e r A n h a lte r B a h n h o f  (1872— 80), seine R ä u m 
lic h k e ite n  um zingelten  die G leisan lagen . A uch  d ie  A bm essungen  g a lte n  la n g e  
als e in  R e k o rd  in  D e u tsc h la n d , die v erg laste  H a lle  w a r 62,5 m b re it u n d  34,3 m  
h o ch  u n d  m it den n e u e s te n  E rru n g e n sc h a ften  (h y d rau lisch er G ep äck au fzu g  
usw .) e in g e ric h te t. Bei d en  D u rc h g a n g sb a h n h ö fen  w a r es der H annoverische  
H a u p tb a h n h o f  (1875— 81., H . S t i e r ), w elcher z u e rs t  u n te r  den g roßen  B a h n 
h ö fen  d ie  funk tio n e llen  V o rte ile  e iner zw eigeschossigen A nlage voll a u s n ü tz te .
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Aus d er z e n tra l gelegenen V orhalle  fü h rte n  3 P ersonen - u n d  2 G ep äck tu n n e ls  
u n te r  die Gleise, v o n  ih n e n  w ieder k o n n ten  die P assag ie re  m itte ls  T re p p e n  a u f  
die noch  m it e iner H alle  ü b e rd e c k te n  B ah n ste ig e  gelangen . N ach  k a u m  fünfzig  
J a h re n  d er E n tw ick lu n g  e rre ich te  h ie r eine A nlage den  G rad , w elcher den  
h eu tig en  A n fo rd e ru n g en  n a c h  noch  im m er als vo llw ertige  L ösung g e lten  k a n n .

Abb. 12. B u d a p e s t N y u g a ti p á ly a u d v a r  (1874—-77). D er B a u  zeig t die F o rm en  der zeitg en ö ss i
sch en  französischen  A rc h ite k tu r

A uch in  W ien  b lü h te  die neue  R enaissance . D ie n a m h a fte n  A rc h ite k te n  d er 
S ü d b ah n , W il h e l m  F l at tich  u n d  F ranz  W i l h e l m  schu fen  d en  schönen  
Südbahnho f (1869— 74), w obei e igen tlich  die G ru n d lö su n g  des a lte n  G logg n itzer 
B ahnhofes b e ib e h a lte n  w u rd e . A uch  die F ranz-Josephsbahn  u n d  die N ordw est
bahn  v e rw en d e ten  d iesen  S til. In  Prag  b a u te  S chlimp  (1872) n eu e rd in g s  e in  
S iegestor als F a ssad en sch m u ck  zum  N o rd w estb ah n h o f. A ußer d em  a lte n  
L ondon  E u s to n  s ta n d  ein  solches be re its  in  B ruxelles  v o r dem  Gare d u  M id i.  
In  I ta lie n  is t  d e r schöne B au  des B ahnhofes Porta N u o va  zu T u r in  zu  e rw ä h n e n , 
die F assad e  w urde au ch  n a c h  d e r M odern isierung  1954 b e ib e h a lte n . Genova 
u n d  R om a  b lieben  ab e r d ü s te re  E x em p la re  d ieser B auepoche. C h a ra k te ris tisc h  
dagegen  is t  d er L en in g rad e r B a h n h o f in  M oskau.

In  B u d a p e s t b a u te n  die u ngarischen  S ta a tsb a h n e n  ih ren  Z e n tra lb a h n h o f  
(B u dapest K eleti p u .,  1881—84), n ach  den P lä n e n  von  Gy . R ochlitz  im  R e n a is 
sance-S til. D ie H alle  s c h u f  d e r n am h a fte  In g e n ie u r  F e k e t e h a z y . D ie im  
A ufschw ung s teh en d e  H a u p ts ta d t  U ngarns sa h  im  B au  ein  n a tio n a le s  E r 
eignis.
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I n  den  le tz ten  J a h rz e h n te n  des 19. J a h rh u n d e r ts  w endete  m an  sich , als 
e in e m  le tz te n  V ersuch, d e r v e rm isc h te n  A n w en d u n g  der a lte n  B au fo rm en  zu, 
m a n  h o ff te  vielleicht d a m it d e n  b isher vergebens g esu ch ten  E in k lan g  zw ischen 
K o n s tru k tio n -F u n k tio n  u n d  F o rm  w ieder h e rs te ile n  zu  können .

I n  diese Periode fa lle n  d ie großen d e u tsc h e n  B ahnhöfe  des w ir ts c h a f t
lic h e n  A ufschw ungs v o r  d e m  e rs te n  W eltk rieg . I n  F ra n k fu rt a. M a in  b a u te n  
E g g e r t  u n d  F aust  (1879— 88) den  H a u p tb a h n h o f  m it 18 G leisen. D ie R aum -

A b b . 13. S tu t tg a r t ,  N euer B a h n h o f  (1863— 68). H ier b e d ie n t sich  de r H isto rism u s d e r F o rm en
d e r R enaissance

W irk u n g  d er Halle m it d em  s tä h le rn e n  F ach w erk  d e r dre i riesigen  H allenschiffe 
i s t  b ezau b e rn d . N ach  d e m  Ä u ß eren  is t ab e r d e r  B a h n h o f in  K ö ln  n och  viel 
b eze ic h n en d e r. H ier w u rd e  l a u t  der P län e  v o n  F rentzen (1891—94) in  
u n m it te lb a re r  N ähe des D o m es ein fü r die E p o ch e  re c h t b eze ich n en d er B au 
g e fe r t ig t .  Die a sy m m etrisch e  A nlage h a tte  zw ei B ogen  an  d er F assad e , m it 
v e r z ie r te n  K uppeln  g e k rö n t. D er T urm  m it se in en  44 M etern  t ru g  a u c h  seine 
v o lle  D ek o ra tio n  und  k o n k u rr ie r te  m it den b e n a c h b a r te n  T ü rm en  des D om es. 
I n  D re sd e n  (1892—98, Gie se  und  Weidner) k a m  es zu einer ha lb en  K o p fan 
la g e , m it  versch iedenen  in n e re n  G leishöhen, also  zu  einer w a h rh a ft fu n k 
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tio n e llen  A nlage. E in en  fu n k tio n e llen  F o r ts c h r i t t  b o t im m erh in  au ch  der 
H am burger H a u p tb a h n h o f (1903— 06, S ü s s e n g u t h  u n d  Me d l i n g ). D ie L o k ali
tä te n  des E m p fan g sg eb äu d es w urden  vor d er H alle  b rü ck en m äß ig  ü b e r die 
G leise g elagert. D er E in g a n g  zu  diesem  Ü bergang  erfo lg te  be i d er zw eigeschossi
gen  A nlage in  S tra ß e n n iv e a u , es h a n d e lt sich  h ie r  also u m  e inen  gesen k ten  
B a h n h o f. D ie A nlage le g t Z eugnis von  einer w ah rlich  großen  K o n zep tio n  d a r  
u n d  g a lt als M uster fü r  m o d e rn s te  B ah n h o fsan lag en  un se re r Z eit.

I n  A m sterdam  b a u te  d er b e rü h m te  A rc h ite k t P . J .  H . Cu y p e r s  seine 
Centraal S ta tion  (1881— 89), eine m it k ü n stle risch e r B egabung  a u sg ea rb e ite te  
L e is tu n g  in  einer w ü sten  E poche . Die S p ä tze it des H isto rism u s tru g  ab e r auch  
an d ersw o  ih re  F rü c h te . In  L uzern  u n d  Basel (S B B -B ah n h o f), in  R u m än ien  zu 
Ploesti u n d  Bukarest, in  B ö h m en  am  B ah n h o f zu  P ilsen  u n d  in  M o ska u  beim  
K u rsker  B a h n h o f  s ie h t m a n  die b ew äh rten  A n lag en , a rc h ite k to n isc h  nach  
M ode geschm ück t.

In  U n g arn  is t au ch  zu  d ieser Zeit ein A ufschw ung  in  der B a u tä tig k e it  der 
S ta a tsb a h n e n  zu  v e rze ich n en . H ie r is t  es F e r e n c  P f a f f , der m it se inen  M it
a rb e ite rn  ein D u tzen d  d e r m itte lg ro ß en  B a u te n  schu f. D ie m e isten  v o n  ihnen  
geben  au ch  h eu te  n och  d en  allgem einen  C h a ra k te r  d er un g arisch en  B ah n h o fs
geb äu d e . In  Győr e rw e ite rte  e r das a lte  ro m a n tisc h e  E m p fan g sg eb äu d e , in  
F üzesabony, Cegléd, Debrecen, M iskolc, Szeged u n d  Pécs sch u f er N e u b a u te n . 
Seine g rö ß te  A nlage s te h t  in  Zagreb ( je tz t Ju g o slaw ien ). B einahe im m er k am  
P f a f f  a u f  die gleiche G liederung  d er B aum assen  zu rü ck , in  der M itte  u n d  an  
d en  E ck en  w uch tigere  B au m assen , m it n ied rigeren , ab e r längeren  v e rb u n d e n . 
Im m e rh in  gelang es ih m , d en  C h a rak te r des E m p fan g sg eb äu d es zu  p rägen .

A m  E nde  des J a h rh u n d e r ts  is t  bere its  ein  D ran g  nach  einer n eu en  A rch i
te k tu r  zu  verzeichnen . D ie B em ühungen  ergeben  in  form eller H in s ich t m eistens 
so n d e rb a re , o ft g ro tesk e  R e su lta te , in  k o n s tru k tiv e r  wie fu n k tio n e lle r  H in 
sich t ab e r is t  eine u n a u fh a ltsa m e  E n tw ick lu n g  zu  verzeichnen . J e t z t  zum  
e rs te n  M al k an n  m an  b e i d e r so g en an n ten  Schule v o n  Chicago au c h  v o n  einer 
R ü ck w irk u n g  d er am erik an isch en  A rc h ite k tu r  a u f  E u ro p a  sp rechen . N a tü r 
lich  b a u t  m an  oft noch  im m er m it den  tra d itio n e lle n  F o rm en  des H isto rism u s, 
d enn  je d e r  E rru n g e n sc h a ft fo lg te  auch  ein R ü ck sch lag .

In  Tours (1895— 98) u n d  am  Quai d 'O rsay  in  P a ris  (1897— 1900) (A bb. 
14), b a u t  V ictor  L a l o u x  seine B ahnhöfe. D ie S tirn a n s ic h t des e rs te re n  m it 
seinen  g roßen  h a lb k re isa rtig e n  S tirn fen s te rn  is t  w a h rh a ftig  »modern« zu je n e r  
Z eit, w äh ren d  d er a n d e re  in  se iner G esta ltu n g  als eine zw eigeschossige H alle 
e rw äh n en sw ert is t. E in es  d er au ffa llen d sten  W erk en  d er Z eit is t  die D e ta il
re iche F assad e  des B ah n h o fes  zu  A ntw erpen  (1898— 1905), von  L o u is  d e  

la  Ce n s e r i e . Sie lä ß t  b e re its  die R ev o lu tio n  d e r Ja h rh u n d e r tw e n d e  e r
kennen .

Z u  den  w ich tig sten  B eisp ielen  der W iener Sezession zäh lt m a n  h e u te  die 
S ladt& o/m -Stationsgebäude v o n  Otto W a g n e r  (1896). W a g n e r  sc h u f alle

1 3  Acta Technica X X X V III /3 -4 .
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A b b . 14. Paris, G are d u  Q u a i d ’O rsay  (1897—-1900). D er A rc h ite k t V ic to r L a lo u x  
schm ieg te  seinen B au  m it  sp ä tek lek tisch en  F o rm e n  in  das P a rise r  S ta d tb l id

A b b . 15. Helsinki (1908— 1922). E lie l S aarinen  sch u f m it  seinem  B ah n h o fsg eb äu d e  
e in  M u ste rb ild  der Sezession
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B a u te n  d er S ta d tb a h n , e insch ließ lich  der S tü tz m a u e rn  u n d  V iad u k te . Die B a u 
g es ta ltu n g  zeig t e inen  P u rita n ism u s , die B au m assen  eine B escheidenheit u n d  
Z w eckm äßigkeit. B ei e in igen  k leineren  B a u te n  w ird  W a g n e r  k ü h n : seine 
K a rlsp la tz -H a lte s te lle  s te h t  n ic h t den P ariser S tadtbahn-G ebäuden  von  
G u im a r d  nach .

D ie W iener Sezession sp iegelt sich auch  in  d en  B ahnhöfen  v o n  K lagen
fu r t ,  im  Prager H a u p tb a h n h o f (1901—1909, F a n t a  u n d  G regor). D er w ich-

A bb . 16. S tu t tg a r t  (1911—-1927). D er H a u p tb a h n h o f  v o n  S ch eeler u n d  B o n a tz  w ar ja h rz e h n te 
lan g  rich tungw eisend . B ild  m it dem  bezeichnenden  se itlich e n  V o rp la tz  zur B ew ältig u n g  des 

S tra ß en v e rk eh re s  nach  dem  zw eiten  W eltk rieg

tig s te  B au  der Z eit is t  ab e r je n e r  von  H elsink i (1908—1922, A bb. 15), e n t
w orfen  v o n  E liel  S a a r i n e n . Die g u t ausgeg lichenen  B aum assen  s in d  ebenso 
b each ten sw ert, wie die in n ere  R au m g es ta ltu n g . Z u r »sach lichen«  A rch i
te k tu r ,  w elche dem  d eu tsch en  Ju g e n d s til fo lg te , re c h n e t m an  den  K arlsruher  
B a h n h o f (1908—13) (A. S tü rzenacker) und  d en  Basler Badischen B a h n h o f 
(1910—13, K arl  Mo s e r ). Diese B au ten  h ab en  au c h  die G rundriß lösungen  den  
m odernen  A nfo rderungen  an g e p a ß t, sowohl bezüg lich  der Größe d er R ä u m 
lich k e iten  als auch  ih re r  zw eckm äßigen  A n e in an d erre ih u n g . E s is t  e in  s tä n 
diges A bnehm en  d er G ru n d fläch e  d er W artesä le  zu g u n sten  der V orhallen  zu  
verze ichnen , w as a u f  e inen  im m er fließenderen  P assag ie rv e rk eh r d e u te t.

A m  Ende der Epoche stehen die Hauptbahnhöfe von Leipzig  (1902— 16, 
L o sso w  und K ü h n e ) und Stuttgart (1911—17,ScHOELERund B onatz) (Abb. 16).

13*
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L e ip z ig  is t  der g röß te  se in e r  A rt in  E u ro p a . D as vo r d er sechssch iffigen  
H a lle  ste llen d e  H a u p tg e b ä u d e  is t  m ehrgeschossig , d er P assa g ie rv e rk e h r benö
t ig t  se lb e r  zwei davon. A u ch  w aren  zwei V orhallen  n ö tig  —  die n ach  d en  dam als 
n o c h  a b g e tre n n te n  säch sisch en  u n d  p reu ß isch en  B ah n en  g e te ilt w aren . I n  S tu t t 
g a r t  d ag eg en  sind die E in g ä n g e  n ach  dem  N ah- u n d  F e rn v e rk e h r  g e tre n n t 
w o rd e n , u n d  dies is t a u c h  d u rc h  die G röße ih re r  B aum asse  v e rs in n lic h t. Die 
B a u fo rm e n  von Leipzig ze igen  die Ü berg an g sze it, S tu t tg a r t  m uß  zu  d e r h e u ti
gen  A rc h ite k tu r  g erechne t w erd en .

III. Die Ergänzung
1914— 1945

D ie  klassische Z eit des E isen b ah n b au es  is t  vo rbe i. N ach d em  das eu ro 
p ä isc h e  E isen b ah n n e tz  vo ll a u sg e b a u t w urde , r ic h te t  sich n u n  die V erk eh rs
p o l i t ik  a u f  eine R a tio n a lis ie ru n g  des B etrieb es , w elche auch  d u rc h  die den 
K rie g  fo lgende W irtsch a fts lag e  e rfo rd e rt w ird . E s w erden  M ateria l- u n d  P e r
so n en b esch rän k u n g en  a n g e s tre b t. B eide ü b en  ih re  W irkung  au c h  a u f  die 
B a u tä t ig k e i t  und  A rc h ite k tu r  aus.

D ie  arch itek to n isch e  E n tw ic k lu n g , w elche k u rz  vo r dem  e rs te n  W elt
k r ie g  sch o n  den D u rc h b ru c h  zu d e r vo llkom m en m odernen  B a u g e s ta ltu n g  
e rz ie le n  k o n n te , g e lang t e in ig e  J a h re  ins S tocken . D er E x p ressio n ism u s und  
d e r  w iederau fleb en d e  H is to rism u s  verzögern  das V erb re iten  d e r m odernen  
B a u fo rm e n . Doch is t d e r  F o r ts c h r i t t  d er n eu en  A rc h ite k tu r  u n a u fh a ltsa m . 
D ies k a n n  bei den E is e n b a h n b a u te n  zw ischen den  zwei W eltk rieg en  gu t 
b e o b a c h te t  w erden.

D ie  Z eit des H a lle n b a u e s  bei den  B ah n h ö fen  is t  ebenfalls v o rb e i. E s w er
d e n  n u r  noch B ahnste ige  m it  D äch ern  en tw ick e lt, w elche sich d en  M öglich
k e i te n  des S tah lb e to n b au es  fügen . D ie A u fm erk sam k e it w ird  bei N e u b a u te n  
v o ll a u f  das F u n k tio n ie ren  g e r ic h te t. Die F a h rg ä s te  m üssen  k u rz  u n d  s to ck u n g s
f re i g e fü h r t  w erden. D ie G eb äu d e  d ieser E poche  en tw ick e lten  den  T y p u s  des 
m o d e rn e n , w irtsch a ftlich en  u n d  schönen  E m p fangsgebäudes.

D  e r B ahnhof B arcelona Term ine  (1922), (A bb. 17) sowie v iele  B au ten  
d e r  ita lien isch en  E ise n b a h n e n  —  u n te r  ih n en  au ch  der b e k a n n te  M ailänder  
H a u p tb a h n h o f  (1913— 1930, U . St a c c h in i) —  bew eisen  den R ü ck sch lag  des 
H is to r ism u s  nach  dem  e rs te n  W eltk rieg . D er H isto rism u s e rfre u t sich  des 
N e u b a ro c k s , selbst R ö t t c h e r , der n a m h a fte  A rc h ite k t der E m p fan g sg eb äu d e , 
d e r  in  T heorie  und P ra x is  die G ru n d riß lö su n g  des m odernen  E m p fan g sg eb äu d es 
w e itg e h e n d s t gefö rdert h a t ,  b e d ie n t sich d ieser F o rm en  (K ö ln -D eu tz , 1912—  
1924). I n  D eu tsch land  g e la n g t auch  der so g en an n te  H e im a ts til b eso n d ers  bei 
k le in e re n  G ebäuden zu r G e ltu n g .

B a ld  dringen ab e r die n eu en  B au fo rm en  d u rch . In  E n g lan d  b a u t  Ch arles  
H o l d e n  fü r  die L o ndoner S ta d tb a h n  die B ahnhöfe  A rnos Grove (1932) und
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Abb. 17. B arce lona-T erm ino  (1923). D as N a ch k lin g en  des H isto rism u s

Uxbridge (1939), sie s ind  eine M anifesta tion  des n eu en  Stils. In  D eu tsch lan d  
is t M eissen  (1928, M i r u s  u n d  K r e i s ) fü r die F rü h z e it  ch a ra k te ris tisch . D er 
B ah n h o f Friedrichshafen  (1930— 32) b e d e u te t d ie  L ösung  einer S pezia lau fgabe, 
D üsseldorf (A bb. 18), Oberhausen und  Beuthen  v e r tr e te n  die g rö ß ten  d eu tsch en  
B ahnhofsgebäude d ieser Z eit und gehen den  v o n  S tu t tg a r t  an g e d e u te ten  W eg 
w eiter. D er U m b au  des G enfer B ahnhofes C ornavin  (1927— 33, F l e g e n h e i m e r  
und  N a g e r ) b e d e u te t eine w eitere S tufe in  d e r E n tw ick lu n g . B esonders die 
B ah n ste ig d äch er v e rsch ied en er F o rm en , m it gesch w eiß te r K o n s tru k tio n  sind  
nen n en sw ert. D ie schw eizer B ahnen  en tw ick e ln  B ah n ste ig d äch er in  H olz, 
S tah l u n d  sp ä te r  au ch  in  S ta h lb e to n k o n s tru k tio n . D as kleine G ebäude  in  
F lüelen  zeig t eine gelungene u n d  c h a ra k te ris tisch e  A nlage in  den  J a h re n  des 
zw eiten  W eltkrieges.

B eim  U m b au  des B ukarester Nordbahnhofes w u rd en  die B ah n ste ig e  m it 
S tah ld äch e rn  ü b e rd a c h t, dem  B ah n h o f sch ließ t s ich  das m oderne V erw a ltu n g s
gebäude an. In  F ra n k re ic h  b a u t m an  den  Gare de l ’E st um . D er fu n k tio n e lle  
G ru n d riß  w ird  —  wie au ch  beim  G enfer U m b a u  —  schon m it dem  V erk eh r 
des B ah n h o fv o rp la tzes  in  E in k lan g  g eb rach t, ein  ü b e ra u s  ty p isch e r W esenszug  
in  e iner Z eit, wo die E ise n b a h n  schon den zu n eh m en d en  m o to ris ie rten  S tra ß e n 
v e rk e h r  b erü ck sich tig en  m u ß . Die Lösung des B ah n hofsgebäudes Versailles 
Chantiers (1931—33, A. Ventre) v erw irk lich t d en  T y p  d er A nlagen  m it h rü k -



Abb. 18. D üsse ldo rf (1933). C h a rak te ris tisch er G ro ß s ta d tb ah n h o f  de r »Ergänzungszeit«  zw ischen den be id en  W eltk riegen
(Von A rc h ite k te n  K ru g e r u n d  B ehnes)
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L en a rtig em  Q u erb ah n ste ig . E s is t n e n n e n sw e rt, d aß  h ier zum  e rs te n m a l auch  
d e r  S te llw erk srau m  in  die a rc h ite k to n isc h e  G csam tau sb ild u n g  einbezogen  
w u rd e . Caen (1936, P ácon), Brest u n d  Le H avre  (Y. Cassen) sind  n en n en sw erte  
E m p fan g sg eb äu d e  d er französischen  E ise n b a h n e n . In te re ssa n t, d a ß  in  F ra n k 
re ich  zu  d ieser Z eit noch  zwei H a llen  aus S ta h lb e to n  e rr ic h te t w o rd en  sind : 
je n e  v o n  Le H avre-M aritim e  u n d  die in  R eim s  (1930— 34, M. Lemarec). Z w ar

A b b . 19. Firenze, Stazione Sta Maria Novella (1936). Die Architekten (Micheluzzi und seine 
Mitarbeiter) schufen den »modernen Bahnhof«

k o m m en  ih re  A bm essungen  denen  des 19. J a h rh u n d e r ts  n ich t n a c h , den n o ch  
b e d e u te n  sie im  Z e ita lte r  des B ah n ste ig d ach es  eine ab g eso n d erte  L ösung. 
B esondere  A u fm erk sam k e it ve rd ien en  die B a u te n  in  I ta lien . Angiolo Mazzoni 
s c h a ff t  d re i m oderne  E m p fan g sg eb äu d e : Reggio E m ilia  (1936), S ien a  (1936) 
u n d  Trento  (1937). D er G ru n d riß  is t beso n d ers  bei Siena b e a c h te n sw e rt. U n te r  
«einem zu sam m en fassen d en  D ach  s teh en  g e tre n n t die G ebäudeteile , d ie  F u n k tio n  
is t  voll en tw ick e lt. D ie g röß te  B ed eu tu n g  a b e r k o m m t in  I ta lie n  d e rz e it dem  
S ta tio n sg e b ä u d e  F irenze  (1936, Micheluzzi u n d  M itarbeiter) zu  (A bb . 19). 
D e r F o r ts c h r i t t  b ez ieh t sich h ie r h a u p tsä c h lic h  a u f  die m oderne  F o rm  u n d  
K o n s tru k tio n .

D en  K o n s tru k tiv ism u s  d er v ie rz iger J a h re  spiegeln die A m ste rd a m e r 
E m p fan g sg eb äu d e  Schellings: A m ste l (1939) u n d  M uidenpoort (1940). W ä h 
re n d  le tz te re s  eine L ösung a u f  e inem  speziellen  G ru n d stü ck  v e rw irk lic h t, is t
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b e im  G ebäude  A m ste l e ine  funk tionelle  Z u sam m en fassu n g  des E m p fa n g s
g eb äu d es  m it dem  B ah n h o fsv o rp la tz  und  d e n  B a h n s te ig e n  e rre ich t w o rd en . 
D ies d e u te t  bere its  a u f  die E ise n b a h n -A rc h itek tu r  d e r  Z eit n ach  1945. D ie fa s t  
zu r G änze  v erg laste  S ch a lte rh a lle  zeig t re in  u n d  d eu tlich  die K o n s tru k tio n .

B each ten sw erte  L e is tu n g e n  dieser E p o ch e  s in d  in  fa s t allen  L ä n d e rn  
E u ro p a s  noch  an z u tre ffen . V ielle ich t m uß n o ch  d e r e rs te  B au  des S ch w arz 
m e e rb a d e o rte s  Sotschi, d e r s tre n g  s te reom etrische  B a u  des finn ischen  E m p fa n g s
g eb äu d es  Tam pere  (1933— 38, E . Seppälä), Van de Veldes Blankenberg  
S ta t io n  in  B elgien (1936) u n d  der U m bau  des d ä n isc h e n  B ahnhofes F rideric ia  
(1936), b e i w elchen die Ü b e rb rü ck u n g  d er G leise m it einem  sch eu n en a rtig en  
S a tte ld a c h  gelöst w u rd e , e rw ä h n t w erden.

E s m uß  in  d ieser E p o ch e  zu le tz t noch  a u f  d ie  v ielen  G ebäude in  ganz  
E u ro p a  h ingew iesen w erd en , w elche als H a lte s te lle n  u n d  kleine E m p fa n g s
g e b äu d e  den  S til d er L a n d h ä u se r  n ach g eah m t h a b e n . D ie B au ten  d er n eu g e 
b a u te n  Tölz-Langgries L in ie  u n d  der u m g e b a u te n  M üglitzthalbahnstrecken  
(1940, Spröggel) zeigen diese B a u a rt am  A n fan g  u n d  am  E nde  d ieser B a u e p o 
che. A u ch  in  U n g arn  w u rd e  d er eigene H e im a ts ti l  ge fö rd e rt, so an  der L in ie  
sü d lich  vom  B a la to n  u n d  a n  ein igen N e u b au ten  in  S iebenbürgen , w äh ren d  d es  
zw e iten  W eltkrieges.

D er W iederau fbau

1945—

D ie Z erstö ru n g en  des zw eiten  W eltkrieges fü g te n  den  E isen b ah n en  e in en  
g ro ß en  S chaden  zu . A u f d en  vom  K rieg g e tro ffe n e n  G ebieten  is t  d er g rö ß te  
Teil des G eb äu d eb estan d es  ze rs tö rt oder b e sc h ä d ig t w orden. D er W ied e r
a u fb a u , der bis in  u n se re  T age re ich t, v e r la n g t e ine B a u tä tig k e it, w elche d ie  
M aße d e r B a u k o n ju n k tu r  im  19. J a h rh u n d e r t ,  d e r g roßen  Z eit des E ise n b a h n 
b a u e s , te ilw eise  v ie lle ich t n o ch  ü b e rtr iff t. D er W ie d e ra u fb a u  bezieh t sich  n ä m 
lich  in  e rs te r  L inie a u f  große A nlagen , die im  K rieg e  besonders zu le iden  h a t te n .  
Im  L au fe  d ieser T ä tig k e it  w ird  allen  jen en  E rru n g e n sc h a fte n  R echnung  g e tr a 
gen, die in  den  le tz te n  J a h rz e h n te n  sich be i d en  einzelnen  B au ten  b e w ä h r t 
h a t te n . E s w ird  h e u te  w irtsch a ftlich e r g e b a u t als frü h er. Die allgem eine  
R e k o n s tru k tio n  d e r B a h n e n  v e rlan g t eine V erb esse ru n g  auch  je n e r  A n lag en , 
d ie  d e n  V erw ü stu n g en  des K rieges en tg ingen . D as  ebenfalls d ringende G ro ß 
s ta d tp ro b le m  is t schw er zu  lösen, m an s t r e b t  w en ig sten s eine K o o rd in ie ru n g  
d e r  v e rsch ied en en  V erk eh rs te iln eh m er an.

E s  k a n n  n ic h t u n se re  A ufgabe sein, h ie r  e ine  Z usam m enfassung  ü b e r d en  
h e u tig e n  S ta n d  d er A rc h ite k tu r  und  ihre a k tu e lle n  P ro b lem e zu geben, die Z e it 
se it d em  zw eiten  W e ltk rie g  w ird  n u r  der G e sa m tü b e rs ic h t h a lber k u rz  b e sp ro 
ch en . E s m uß  h ie r a b e r  den n o ch  e rw äh n t w e rd e n , d aß  in  der le tz te n  Z e it 
au c h  in  d er m o d ern en  A rc h ite k tu r  sich b e s tim m te  D ifferenzierungen  b e m e rk b a r
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m ach en . E s g ib t eine T en d en z , d ie  d em  organ ischen  B au en  n a c h s tre b t  u n d  eine, 
d ie  an  d en  s tren g eren  s te re o m e trisc h en  F o rm en  fe s th ä lt . D a n e b e n  is t  d e r 
n o ch  im m er n achk lingende  H is to rism u s n ich t zu ü b e rseh en . In  k o n s tru k tiv e r  
H in s ic h t tra g e n  die M öglichkeiten , w elche d u rch  die n eu e  B a u te c h n ik  gew äh r
le is te t  w u rd en , —  das V o rfab riz ie ren , der S p an n b e to n , die K u n s ts to ffe , die 
s ta r k  m ech an is ie rten  B a u m e th o d e n  usw . —  zu einem  F o r ts c h r i t t  bei.

B eim  B au  d er n eu en  E m p fan g sg eb äu d e  m uß  a u f  enige b eso n d ere  M erk
m ale  h ingew iesen  w erden . Als Folge des angew achsenen  S tra ß e n v e rk e h rs  w ird  
d e r  B ah n h o fsv o rp la tz  n u n  fa s t  zum  S ch w erp u n k t d e r G esam tan lag e . D er 
B ah n ste ig  is t  in  fu n k tio n e lle r H in s ic h t bere its  frü h e r e in  gelöstes P ro b lem , h ier 
w ird  je tz t  k o n stru k tio n e ll v e rb e sse rt. M an n ü tz t  die M öglichkeiten  d er neuen  
T echn ik  ab e r se lb st am  G eb äu d e  au s, u n d  B a u t z. B . V o rh a llen  m it großen  
v e rg la s te n  F lächen , die L ic h t in  d en  in n eren  R a u m  w erfen .

Speziell, ab er fü r  die E n tw ic k lu n g  dennoch  c h a ra k te ris tisc h  s ind  die 
B ah n h ö fe  M acon  in  F ra n k re ic h , wo die E isen b ah n  u n d  d er A u to b u sv e rk e h r 
e in  gem einsam es E m p fan g sg eb äu d e  besitzen , fe rner die H a lte s te lle  Gatwick 
A irp o rt be i L ondon, wo die F lu g p assag ie re  d irek t v o m  E m p fan g sg eb äu d e  des 
F lughafens zu den  B ah n ste ig en  gelangen . E s sind  au ch  P län e  a n g e fe rtig t w or
den , be i denen  ein d ire k te r  K o n ta k t  zw ischen den  P assag ie ren  des in d iv id u e llen  
S traß en v e rk eh rs  u n d  den  B a h n s te ig e n  b e s te h t. D iese T en d en z  w ird  au ch  m it 
dem  P K W -V ersan d  ge fö rd e rt.

A bgesehen von  d iesen , in  d ie Z u k u n ft zeigenden  L ösu n g en  m üssen  d ie  
v ie lfä ltig en  A nlagen  d er »konventionellen«  E m p fan g sg eb äu d e  k u rz  ü b e rb lic k t 
w erden . I n  der S ow je tun ion  b a u te  m an  n ach  dem  zw eiten  W eltk rieg  in  k u rz e r  
F o lge eine große M enge n e u e r  B ahnhöfe . In  Odessa (1952, L. M. Tschuprin 
u n d  V. V. Beresnitzicij) w u rd e  m it dem  k le ineren  n eu e n  G ebäude  die K a p a 
z i tä t  des ä lte ren  um  65%  ü b e rtro ffe n . D as G ebäude b e d ie n t m it e inem  L -för
m igen  G ru n d riß  einen  K o p fb a h n h o f , bei w elchem  der F e rn - o d er d e r  N a h v e r
k e h r zu r G änze g e tre n n t s in d . In  d e r S ow jetun ion  m üssen  bei d en  zu  b e fah ren 
den  großen  D istanzen  fü r  die F e rn re isen d en  besondere  R äu m lic h k e ite n  ange
b ra c h t  w erden . So k a n n  m a n  ü bera ll an  größeren  B ah n h ö fen  W a rte rä u m e  fü r 
K in d e r u n d  M ü tte r, fe rn e r Schlaf- u n d  R u h eräu m e an tre ffe n . Charkov (1952,
G. I .  W olosinoff) w u rd e  n a c h  m eh re ren  W e ttb ew erb en  w ied e rau fg eb au t. 
D ie besonders so rg fä ltig  a u s g e s ta t te te n  In n en räu m e  m üssen  be i K u rsk  (1952, 
I .  G. J awein) e rw ä h n t w erd en . D as E m p fan g sg eb äu d e  von  S ta lingrad  (1954, 
A. V . K urowski), (A bb. 20) ze ig t die T rad itio n  des ru ssisch en  K lassiz ism us. 
D em  angew achsenen  V erk eh r am  Schw arzen  M eer p assen  sich  die n eu en  E m p 
fangsgebäude der B ad eo rte  a n  (Sotschi, Sim feropol, S u h u m i  u sw .). I n  d er 
S ow je tu n io n  tr iff t m an  au ch  h ä u fig  In se lb ah n h ö fe  an , be i w elchen  die E m p fan g s
g ebäude  in  m ittle re r  L age d u rc h  P assag ie rtu n n e ls  e rre ic h t w erd en  können  
(O rel, Sm olensk, L osow a ja ). W egen  ih re r  a llgem ein  b e k a n n te n , so rg fä ltigen  
u n d  p räch tig en  a rc h ite k to n isc h en  A u ss ta ttu n g  m üssen  die H a lte s te lle n  d e r
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A b b . 21. R o m a, Term ini (1950). D a s  G ebäude  von M on tu o ri, C alini u n d  ih ren  M ita rb e ite rn  is t  
e in e s  d e r  an erk an n te s ten  a rc h ite k to n is c h e n  L e istu n g en  n a ch  dem  zw eiten  W eltk rieg

A b b . 20. S ta ling rad  (1954). D e r  W ied erau fb au  des B ah n h o fes im  S inne des russischen
K lassizism us
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M oskauer U ntergrundbahn  e rw ä h n t w erden , zw ar zäh len  sie n ic h t u n m itte lb a r  
zu  den  von  u ns b e h a n d e lte n  E m p fan g sg eb äu d en . D as g röß te  A ufsehen  in 
a rch itek to n isch er H in s ic h t e rreg te  zw ischen d en  B ah n h o fsb a u te n  d e r N ach 
kriegszeit der neue  B a h n h o f  T erm in i zu  R o m  (1950, Montuori, Calini und 
M ita rb e ite r, A bh . 21). D en  S chw erpunk t b ild e t d e r q u erstch en d e  h ohe  H a u p t
block, aus dem  die v e rg la s te  V orhalle u n d  das k le inere  R e s ta u ra n t  h e ra u s
ragen . D ie G leisan lagen  w erden  —  wie be i g ro ß en  A nlagen  m it v ie len  B ü ro 
rä u m e n  be re its  a llgem ein  —- U -förm ig u m z in g e lt. W ie in  R om , w u rd e  auch  
d er P la n  zum  n eu en  Venediger B ah n h o f m it H ilfe von  W e ttb ew erb en  e n t
w ickelt. Foggia, Verona, Padova  sind  ebenfalls n en n en sw erte  ita lien isch e  N eu
b a u te n . In  der D e u tsc h e n  D em o k ra tisch en  R e p u b lik  w urde der s ta rk  b esch ä
d ig te  Leipziger H a u p tb a h n h o f  m o d ern is ie rt w ied e rau fg eb au t. A u ß e rd em  k am  
es zu r R e k o n s tru k tio n  m eh re re r E m p fan g sg eb äu d e  (D essau, M agdeburg  usw .). 
In  d er B u n d esrep u b lik  w u rd e  in  Heidelberg (1955, Conradi) ein N e u b a u  geschaf
fen , bei w elchem  b eso n d ers  die B a h n s te ig ü b e rd ach u n g  u n d  d er b rü c k e n a rtig e  
Q uerb ah n ste ig  zu  b e a c h te n  sind . Die A rc h ite k tu r  der w ied erh e rg es te llten  
B ahnhöfe  in  K ö ln , M ünchen  (A bb. 22), B ochum  usw . sind  ebenfa lls n en n en s
w ert. In  F ra n k re ic h  w urde  u n lä n g s t das E m p fan g sg eb äu d e  A m ie n s  (1946— 56, 
A . P erret) b e e n d e t. I n  den  ze rs tö rte n  A tla n tik -H ä fe n  w u rd en  schön  au s
g e s ta tte te  neue E m p fan g sg eb äu d e  e rr ic h te t. V on  den  neueren  B a u te n  sind  
a u ß e rd em  A ngers S t. L o u d  u n d  Poitiers (1958, P eirani) zu e rw äh n en . I n  den 
N iederlanden  b a u te  Schelling zwei neuere G eb äu d e : Enschede u n d  Hengelo 
(1951). B e ach ten sw erte r  is t  die A nlage des n eu en  G ebäudes zu  E indhoven  
(1958, van der Gaast). Die F assade  is t  ganz v e rg la s t, h in te r  ih r  sind  die 
R äu m lich k e iten  in  zwei G eschoßen an g eo rd n e t. D ie T schechoslow akei b a u te  in  
Pardubice  e inen  m o d ern en  N eubau , m it e in er lan g g es treck ten  S cha lte rh a lle . 
In  U n g arn  s ind  n eb en  m eh reren  k leineren  E m p fan g sg eb äu d en , w elche allge
m ein  eine ra tio n e lle  G ru n d riß lö su n g  aufw eisen, N yíregyháza  (1949, Gilyén— 
Zahradniczky), Székesfehérvár (1951, K elemen), H atvan  (1956, Nagy— 
F élix ) und  Győr (É hn—Vass—Dianóczky) zu erw äh n en . J e d e r  d ieser v ie r 
g rößeren  B a u te n  b e fo lg t eigene W ege, um  zu  e in e r g u ten  L ösung d e r  B au ten  
an  m itte lg ro ß en  B a h n h ö fen  zu gelangen.

D en ä s th e tisc h e n  u n d  techn ischen  F o r ts c h r i t t  d er N ach k rieg sze it k an n  
m an  am  b esten  be i d en  B ah n ste ig d äch e rn  b e o b a c h te n , wo eine sp ru n g h a fte  
E n tw ick lu n g  zu  v e rze ich n en  is t. D ie A nzah l d e r re in en  S ta h lk o n s tru k tio n e n  
b le ib t w eiter h in te r  d en en  m it S tah lb e to n . A m  Pariser A u ster litz -B ah n h o f 
w urde eine a u f  S ta h ls tü tz e n  ruh en d e  Ü b e rd ach u n g  m it a u fg e h ä n g te r  A lum i- 
n iu m v erk le id u n g  geschaffen . A n der H a lte s te lle  des G atw ick-A ir port b a u te  
m an  zw eistü tz ig , ab e r sch lan k  m it S tah l. D ie D ach fläch en  s in d  v o llv e r
g last u n d  d ah er is t  d er ganze  B ahnste ig  m it L ich t d u rch d ru n g en . In  W interthur- 
Grüze (A bb. 23) w urde  w äh ren d  der A u fre c h te rh a ltu n g  des V erkeh res eine der 
so n d e rh a fte s ten  B a h n ste ig ü b e rd ach u n g en  geschaffen . M an w äh lte  als T ragele-
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A b b . 2 2 . München Hbf. (1953). Die in ihrer Einfachheit ansprechende Schalterhalle

A b b . 2 3 . Winterthur-Grüze (1954). Vorfabrizierte Bahnsteigüberdachung mit weitgespanntem 
Mitteltragwerk zur Erlangung von möglichst freien Bahnsteigflächen. Die Konstruktion von 

Ing. Hilfiker konnte während des Betriebs erbaut werden
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m en t eine S ta h lro h re  m it einem  D urchm esser v o n  1,25 m , um  auch  die T re p p e n  
a m  B ah n ste ig  b e i d e r e in stü tz ig en  A n o rd n u n g  ü b e rb rü ck en  zu  k ö n n en . So h a t  
d a s  D ach  m it 90 m  G esam tlänge n u r  dre i S tü tzp fe ile r . Die D ach fläch en  sind  
a u f  das T ra g ro h r  au fg este llte  bzw . au fg e h ä n g te  S ta h lb e to n -F e rtig e le m e n te . 
E b en fa lls  fo r ts c h r it t l ic h  sin d  die B ah n ste ig ü b e rd ach u n g en  in  Heidelberg  u n d  
R otterdam  Centraal S ta tion , wo m an  m it S p a n n b e to n  eine frü h er u n e rre ic h b a r  
geschw ungene F o rm  erzielen  k o n n te . Die n e u e s te n  techn ischen  E rru n g e n sc h a f
te n  ab e r, w elche die Ü b ersp an n u n g  g roßer W e ite n  w ieder w irtsch a ftlich  m ach en , 
rü c k e n  die M ög lichkeit e iner F o rtse tz u n g  des H allenbaues n eu e rd in g s  ins 
B lickfeld . D ies h a t  s ich  beim  W e ttb e w e rb sp lan  N erv is zum  N eapeler B a h n h o f  
gezeigt.

Die H o c h b a u te n  d er E isen b ah n en  u n d  u n te r  ihn en  die E m p fan g sg eb äu d e  
zeigen  bei ih re r  E n tw ic k lu n g  in  fu n k tio n e lle r H in s ic h t eigene P ro b lem e , w elche 
w ir k u rz  g e sch ild e rt h ab en . In  k o n s tru k tiv e r  H in s ic h t dagegen g ing d as  P ro 
b lem  b ere its  ü b e r  die B egrenzungen  des E isen b ah n h o ch b au es  h in a u s ; es w ar 
f ü r  die H a lle n b a u te n  u n d  viele Z w eck b au ten  des 19.— 20. J a h rh u n d e r ts  a llge
m ein  c h a ra k te ris tis c h . D ie E n tw ick lu n g  d e r  E isen -, S tah l- u n d  S ta h lb e to n 
k o n s tru k tio n e n  is t  e in  W esenszug der gan zen  A rc h ite k tu r  der le tz te n  150 J a h re . 
W as ab e r den  B a u s til  an b e lan g t, b ez ieh t s ich  d ieser n ich t m ehr a u f  e in en  K reis  
b e s tim m te r  B a u te n , so n d ern  a u f  die ganze A rc h ite k tu r . U nd diese is t  b eso n d ers  
z u r  Z eit d er b e sp ro ch en en  E isen b ah n g eb äu d e  bezeichnend , weil sie s ich  in  
je n e r  E poche v o m  K lassizism us ü b er zah lre ich e  S trö m u n g en  bis zu d e r n e u e s te n  
B a u k u n s t e n tw ic k e lt h a t.

SCHRIFTTUM»

U m fassende W erke :

Carroll L. Y. M e e k s : The railway station. An architectural history. (London, The Architec
tural Press 1957.)

Edmund H e u s in g e r  von Waldegg: Atlas zu dem Handbuch für spezielle Eisenbahn-Technik.
Erster Band. Der Eisenbahnbau (Leipzig, Verlag von Wilhelm Engelmann 1871).

Paul von R o l l : Enzyclopädie des Eisenbahnwesens. (Berlin 1912 —13) Band 4: »Empfangs
gebäude«, Band 6.: »Hallen«.

R . CAMPANiNi:Edifici dei tr a s p o r ti  (D ocum enli de a r c h i te t tu r a  com posizione e tec n ica m o d e rn a ) . 
E d ito ré  V a lla rd i M ilano, 1945).

Vincenzo L e n a : L e grandi stazioni per viaggiatori. (Urbanistica ed architettura ferroviaria) 
(Mitteilungen in Fortsetzungen in den Nummern der Zeitschrift Ingegneria ferroviaria 
1953. 10., 1953. 11., 1954. 2. und 1954 3.).

F odor Jenő: Vasúti épületek (Felvételi épületek). (A mérnöki továbbképző Intézet kiadványai, 
E. 37. sz., 1949.), sowie die umgearbeitete Neu-Auflage: F odor  Jenő —Ma n g e l  János. 
Vasúti felvételi és áruforgalmi épületek (Közlekedési Kiadó, 1953). *

* Das Schrifttum zu der geschichtlichen Behandlung der Eisenbahnbauten muß haupt
sächlich aus einzelnen kurzen Abhandlungen und Angaben gesammelt werden, welche sich 
eher in eisenbahntechnischen Zeitschriften, seltener in jenen für die Architektur finden lassen. 
Umfassenden Überblick gewährleisten bisher nur einzelne Arbeiten, bei denen aber im all
gemeinen der Akzent auf der Behandlung der Bauten ihres eigenen Landes liegt.
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W ichtigere  Teilarbeiten :

(D e u tsch la n d )  H. R ö t t c h e b : Empfangsgebäude der Personenbahnhöfe (Berlin, 1933).
Berlin und seine Eisenbahnen I —II. (Verlag von Julius Springer, Berlin, 1896). 
R ic h a r d  Spr ö g g e l : Hochbauten der Eisenbahn (Springer Verlag, 1954.) 

(G ro ß b r ita n n ie n )  Ch r ist ia n  B a r m a n : An introduction to railway architecture (London: 
Art and Technics: 1950).

( Ö sterreich )  H erm a n n  St r a c h : Geschichte der Eisenbahnen der Österreichisch-Ungarischen 
Monarchie. I —IV. Band. (Wien—Teschen—Leipzig. 1898.)
(Besonders im II. Band: E r n s t  R e it l e r : Bahnhofsanlagen, und H a r tw ig  F is c h e l : 
Hochbau).

(S c h w e iz )  Ein Jahrhundert Schweizer Bahnen 1847 —1947. (Verlag Hubert et Co. Ag, Frauen
feld). Zweiter Band. III. Hochbauten.

( S o w ie tu n io n )  G. P . Za po r o sh tz ev—Sz. I. J a k u s in : Nowje shelesnodaroshnje woksali (Trans- 
sheldorisdat).* **

(U n g a r n )  Das Eisenbahnwesen in Ungarn seit 1867. D. J u l iu s  P e r n e r : Hochbau. (H e r m a n n  
S t r a c h : Geschichte der Eisenbahnen der Österreichisch-Ungarischen Monarchie. 
III. Band).
Vasúti felvételi épületek tervbemutatója. Uvaterv, 1956. Manuskript.

Z e itsch r iften  :

Архитектура СССР 
Architectural Review 
Eisenbahntechnische Rundschau 
Ingegnieria ferroviaria 
Közlekedéstudományi Szemle 
Magyar Mérnök és Építész Egylet Közlönye 
Organ für die Fortschritte im Eisenbahnwesen 
Railway Gazette
Revue Generale des chemins de fer 
Zeitschrift für Bauwesen
Zentralblatt der Bauverwaltung, usw., usw.

F o to -N a ch w e is

DB: 13, 16, 22.
F. S. Italia: 19, 21.
NS: 25.
RENFE: 17.
SNCF : 9, 14.
Die anderen Bilder stammen aus der Sammlung des Autors.

ZUSAMMENFASSUNG

Die seit der Mitte des 19. Jahrhunderts eingesetzte große architektonische Entwicklung 
— die über die Stilbestrebungen des Eklektizismus und der Sezession hindurch in der ersten 
Hälfte des 20. Jahrhunderts an den zeitgemäßen Schöpfungen unseres Zeitalters anlangte — 
kann an den Zweckbauten und Gebäuden, die die technische Entwicklung des Zeitalters 
begleiteten, anschaulich verfolgt werden. Aus diesem Grunde soll der vorliegende Aufsatz, der 
die Darlegung der historischen Entwicklung der Bahnhofsgebäude zum Gegenstand hat, einen 
noch unaufgearbeiteten Teil der von 1830 bis in unsere Tage reichenden architektonischen 
Entwicklung durch eine Analyse der Funktion, der Konstruktion und der Formgestaltung 
beleuchten.

Die Entwicklung der Kopfbahnhofsgebäude nach der Funktion und gleichzeitig nach 
der Größenordnung wird sowohl für die Eingeschoß- wie auch Zweigeschoßanlagen in Abb. 1

* Г. П. Запорожцев, С. И. Якушин: Новые железнодорожные вокзалы (Транс-
желдориздат).
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veranschaulicht. Die Entwicklung der Empfangsgebäude der Durchgangsbahnhöfe ist aus 
Abb. 2 ersichtlich.

Die Entwicklung der Baukonstruktionen des 19. und 20. Jahrhunderts wird in den 
Bahnhofshallen treu widerspiegelt. Zu Beginn bedeuteten die Holzhallen die allgemeine Lösung. 
Die Verbreitung des Streckstahles spiegelt sich in den Schöpfungen der zweiten Hälfte des 
vergangenen Jahrhunderts wider, während das 20. Jahrhundert im Zeichen der Eisenbeton
konstruktionen steht. Die Konstruktion übte auch auf die Formgestaltung eine Rückwirkung 
aus, wobei die Hallenkonstruktionen nach der Jahrhundertswende durch die verschiedenen 
Dachkonstruktionen abgelöst wurden.

Die Formentwicklung spiegelt bei den Bahnhofshallen und den Bahnsteig-Dachkonstruk
tionen die konstruktive Zweckmäßigkeit wider, während der übrige Teil des Empfangs
gebäudes im 19. Jahrhundert im Zeichen der Stilbestrebungen des Klassizismus, der Romantik 
und des Eklektizismus stand. Die funktionalistisch-konstruktivistische Architektur unseres 
Zeitalters schuf bereits während des ersten Weltkrieges und in der nachfolgenden Zeit nam
hafte Bahnhöfe. Während der 15 Jahre, die dem zweiten Weltkrieg folgten, wurden im Rahmen 
des großzügigen Wiederaufbaus mehrere Bahnhofsgebäde geschaffen, die vortreffliche Beispiele 
der Architektur unseres Zeitalters vertreten.

THE ARCHITECTURE OF EUROPEAN RAILWAY STATION-BUILDINGS
(Historical raview)

M. KUBINSZKY

SUMMARY

The extensive architectural development which had its beginning in the middle of the 
19th century, after going through such styles as the eclecticism and secession, reached to the 
so-called “ modern” works in the first half of the 20th century. The sequence of this develop
ment visibly appears in buildings and edifices, serving purposes which arose parallel with the 
technical development taking place during this period. The historical review of railway station- 
buildings — being the subject of this paper — aims to elucidate a so far not elaborated section 
of the architectural development, which took place from 1830 up to our present days, by ana
lysing the functional, structural and formal development of the buildings in question.

The fu n c t io n a l  and at the same time dimensional development of terminus-station buil
dings is illustrated in F ig . 1 for the one and two-level arrangements. The development of 
transit station buildings is to be seen in F ig . 2.

The d eve lopm en t o f  b u ild in g  s tru c tu re s , which took place in the 19th and 20th centuries, 
is truly reflected by station-halls. In the beginning, halls built of timber were a general solution. 
The spread of section-steel appears in works set up in the second half of the past century, 
while the 20tli century is characterized by reinforced concrete structures. The structural 
development also reacted on the formal one; after the turn of the century hall structures were 
replaced by different kinds of roofing.

In the 19th century the formal development of train station-halls reflects the strive 
after structural expediency, while the other parts of station-buildings still wore upon them
selves the marks of classic, romantic and eclectic styles. The architecture of the 20th century, 
led by functional and structural ideas, has already created remarkable railway stations during 
World War I and subsequently to it. During the 15 years since World War II, within the scope 
of the large-scale reconstruction, several station-buildings have been created which might be 
considered as being eminent examples of modern architectural work.

L’ARCHITECTURE DES BÂTIMENTS DE VOYAGEURS DE CHEMIN DE FER
EN EUROPE

(Aperçu historique)
M. KUBINSZKY

RÉSUMÉ

Au cours de son développement intense depuis la moitié du siècle dernier, l’architecture 
a passé d’abord par les recherches de style éclectiques et sécessionnaires pour aboutir, dans la 
première moitié du XXe siècle, aux créations dites «modernes» de notre temps. Ce développe
ment peut être suivi à la trace sur les bâtiments et constructions utilitaires reflétant les progrès



466 M. KUBINSZKY

techniques de l’époque. C’est dans ce sens que l’étude, offrant un aperçu historique de l’archi
tecture des bâtiments de voyageurs de chemin de fer, espère faire oeuvre utile en analysant 
l ’évolution de la fonction, de la structure et de la forme de ces bâtiments depuis 1830 jusqu’à 
nos jours.

L’évolution fo n c tio n n e lle , en même temps que les changements de dimensions des gares 
de tête de ligne, sont illustrés sur la figure 1, pour les dispositions à un et à deux niveaux de 
ces bâtiments. Les phases du développement des bâtiments de voyageurs des gares de passage 
sont visibles sur la figure 2.

Le développement de la s tru c tu re  aux XIXe et XXe siècles est bien reflété par les halles 
de gares. Au début, les halles en bois représentaient la solution générale. L’utilisation étendue 
de l’acier laminé se traduit par les constructions de la seconde moité du siècle dernier, tandis 
que le X X e siècle est marqué par la généralisation des constructions en béton armé. La struc
ture de la construction réagit à son tour à la forme: depuis le tournant du siècle, les construc
tions de halls ont été remplacées par les différentes toitures.

Quant à’iévolution fo r m e l le , celle-ci reflète l’utilité de la construction dans le cas des 
halles de gares et des toitures de quais. Au XIXe siècle, les autres parties des bâtiments de 
voyageurs portent l’empreinte des styles classique, romantique et éclectique. L’architecture 
fonctionnaliste-constructiviste de notre époque a déjà créé des gares fort remarquables à l’épo
que de la première guerre mondiale, ainsi que dans la période suivante. Les reconstructions de 
grande envergure qui ont eu lieu au cours des 15 années écoulées depuis la seconde guerre mon
diale, ont enfin donné naissance à plusieurs bâtiments de voyageurs constituant de beaux 
exemples de l’architecture de notre époque.

АРХИТЕКТУРА ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНЫХ ПРИЕМНЫХ ЗДАНИЙ В ЕВРОПЕ
(Исторический обзор) 

м. К У Б И Н С К И  

РЕЗЮМЕ

Начавшийся в середине 19-го века расцвет архитектуры (который, пройдя иска
ния стилей эклектики и сецессии, в первой половине 20-го века достиг решений, назван
ных современностью стилем «модерн») наглядно проследим на примере тех целесообраз
ных сооружений и зданий, которые сопровождали техническое развитие века. Поэтому 
автор в данной работе, на примере ознакомления с историей развития железнодорожных 
приемных зданий, желает осветить необработанный до сих пор период развития архи
тектуры от 1830-го года до наших дней, путем анализа развития назначения, конст
рукции и формы.

Функциональное и одновременно размерное развитие зданий головных вокзалов 
одноэтажного, а также двухэтажного решения показано на рис. 1. Формирование прием
ных зданий проходных вокзалов видно на рис. 2.

Развитие строительных конструкций за 19 и 20 вв. нашло верное отражение в 
залах приема поездов. Вначале деревянные конструкции означали общеприемлемое 
решение. Распространение прокатной стали во второй половине прошлого века отражается 
в решениях того времени, тогда как 20 век характерен железобетоном. Конструкции 
оказали влияние и на форму и с началом нового века ангарные конструкции уступают 
место различным крышам.

Развитие формы в случаях залов приема поездов и перронных крыш отражает 
конструктивную целесообразность, в остальных же частях приемные здания в 19 веке 
стояли под знаком стремления стилей классицизма, романтики и эклектики. Современная 
(функционально-конструктивная) архитектура уже во время первой мировой войны 
и в последующий период создала знаменитые вокзалы. За прошедшие после второй миро
вой войны 15 лет, в рамках восстановления, проведенного в больших масштабах, осу
ществлено несколько таких станционных зданий, которые представляют собою отличные 
примеры архитектуры нашего века.
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B la s t fu rn ace  w alls are  cooled, b ecau se  th e  resistance  of th e  av a ilab le  
w all m a te r ia l a t  te m p e ra tu re s  h igh en o u g h  fo r  econom ical o p e ra tio n  is n o t 
su ffic ien t to  w ith s ta n d  th e  w ear caused b y  th e  descending co lum n a n d  o th e r  
fac to rs . Cooling is u su a lly  perfo rm ed  b y  w a te r  being sp rayed  on  th e  o u te r  
surface or b y  c ircu la tio n  or ev ap o ra tio n  o f w a te r  in  b u ilt-in  cooling e lem en ts .

In  th e  fo llow ing we sh a ll in v es tig a te  th e  effects of cooling an d  th e  fa c to rs  
in fluencing  econom y.

T he su rface  te m p e ra tu re  of th e  re f ra c to ry  lin ing  ad jacen t to  th e  in te r io r  
of th e  fu rn ace  is a p p ro x im a te ly  equal to  th e  te m p e ra tu re  of th e  a d ja c e n t in n e r 
space. D ue to  th e  rem o v a l o f h e a t, th e  te m p e ra tu re  in  th e  w all d ro p s  to w ard s  
th e  ex te rio r . T he m ore h e a t is rem oved , th e  s teep e r th e  te m p e ra tu re  d ro p ; 
and  th e  s te e p e r th e  te m p e ra tu re  d rop , th e  n e a re r  to  th e  in te rio r is t h a t  la y e r  
of th e  lin in g  th e  te m p e ra tu re  of w hich th e  m a te r ia l  is able to  re s is t p ra c tic 
a lly  fo r lo ng . T h is m ean s th a t  by  in c rea s in g  th e  q u a n tity  of rem o v ed  h e a t, 
a red u c tio n  in  th e  th ick n ess  of th e  la y e r  w ith  a  tem p e ra tu re  h ig h e r th a n  th e  
resis tan ce  lim it  of th e  lin ing  is ach ieved , h en ce  th e  th ickness of th e  lin in g  w orn  
off d u rin g  u n i t  tim e  also decreases. I f  m o re  h e a t is rem oved th e  life  o f th e  
re fra c to ry  lin in g  increases.

T he h e a t  rem o v ed  m u st be rep laced  th u s  causing  a rise in  th e  coke con
su m p tio n  o f  th e  b la s t  fu rn ace . Cooling o f  th e  w all w ill be econom ic i f  th e  sum  
o f th e  cost of w all ab ras io n  an d  of th e  co st o f  coke consum ption  is a  m in im u m .

F ig . 1 show s th e  cross section  of a fu rn a c e  w all elem ent in v e s tig a te d  an d  
serves to  i l lu s tra te  th e  above said . Cooling is p ro v id ed  e ith er a t  th e  o u te r  s u r 
face of th e  w all of th ick n ess  bk, or w ith in  th e  w all a t  a d is tan ce  bv f ro m  th e  
in n e r su rface . T he in n e r  surface te m p e ra tu re  o f th e  w all in  th e  zone ex am in ed  
is Tb. T h e  re fra c to ry  lin ing  is considered  as be ing , up  to  a te m p e ra tu re  T a 
p ra c tic a lly  p e rm a n e n tly  re s is ta n t to  m ech an ica l an d  chem ical a t ta c k .  This 
te m p e ra tu re  is low er b y  Л T  =  Ть —  T a t h a n  th e  te m p e ra tu re  o f th e  in n e r 
su rface  a t  th e  p o in t in v es tig a ted .

L e t us suppose  th a t  H 2 is th e  q u a n t i ty  o f h e a t th e  rem o v a l o f w hich 
ensu res th e  g re a te s t econom y. This q u a n t i ty  o f  h e a t can  be rem o v ed  e ith e r  a t

14 Acta Technics XXXVIII/3 — 4.
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a te m p e ra tu re  Т кг from  th e  o u te r  surface o r a t  a te m p e ra tu re  T v2 b y  th e  coo ling  
e le m e n t lo ca ted  fu r th e r  in w ard s.

W h e n  th is  q u a n ti ty  o f  h e a t is rem o v ed  te m p e ra tu re  of th e  r e f ra c to ry  
l in in g  reach es  th e  va lu e  T a a t  a d is tan ce  s2 fro m  th e  in n er surface. T h u s  s2 is  
th e  th ic k n e s s  of th e  n o t su ffic ien tly  re s is ta n t la y e r.

I f  w e w ish to  econom ize on a d d itio n a l coke consum ption  o f th e  fu rn a c e  
a n d  re m o v e  less h e a t:  H z, th u s  if  we m a in ta in  a te m p e ra tu re  T k3 a t  th e  o u te r  
fu rn a c e  su rface  or Tv'i a t  th e  in te rn a l cooling  e lem en t, th e  th ick n ess  o f th e

lin in g  la y e r  su b jec ted  to  ab ra s io n  S 3 w ill be  g re a te r  th a n  before, th u s  a b ra s io n  
o f th e  w a ll w ill p rogress m ore  rap id ly . On th e  o th e r  h a n d , if  w all ab ra s io n  p e r  
u n i t  t im e  is reduced  to  sx, th e  q u a n tity  o f rem o v ed  h e a t increases to  Hy* 
c o rre sp o n d in g  to  th e  cooling te m p e ra tu re  T v !•

T h e  q u a n ti ty  of h e a t rem o v ed  across th e  w a ll is p ro p o rtio n a l to  th e  te m 
p e ra tu re  d ifference an d  in v e rse ly  p ro p o rtio n a l to  th e  th ickness of th e  w a ll 
la y e r  b e tw e e n  th e  tw o  p laces h av in g  d iffe ren t te m p e ra tu re s .

H  =  K  л L_
К

w h ere  К  is a p ro p o rtio n a lity  fa c to r  dep en d in g  on  th e  dim ensions an d  on  th e  
c h a ra c te r is tic s  of th e  lin in g  m a te r ia l. К  is ta k e n  as a co n stan t, n eg lec tin g  th e  
v a r ia t io n  o f  th e  h e a t c o n d u c tio n  coefficien t w ith  te m p e ra tu re . T he e ffec t o f  
th is  n e g le c tio n  d im in ishes w ith  th e  w all th ic k n e ss .

(1)
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T h e th ick n ess  of th e  lay e r less r e s is ta n t  to  abrasion  is a cco rd in g  to  F ig . 1

( 2)s =  ab Т ь----- T H-
Tb ~ T v

w here  a  is a p ro p o rtio n a lity  fac to r. 
F ro m  th e  above

s =  a K  Th T °
H

(3)

I f  A s  is th e  cost re la ted  to  a b ra s io n  p e r  u n it tim e, an d  B H  th e  cost 
re la te d  to  h e a t con su m p tio n  p er u n it t im e , th e  to ta l  cost w ill b e :

F =  A s  +  B H .

H ere  th e  m in im u m  of th is  v a lue  is o f  in te re s t.

F  =  a K  Т ь ~ Т ° A  4- H B  .
H

H e a t co n su m p tio n  H  fo r w hich th e  to ta l  cost F  is m in im u m , is g iven  by

d F
d H

=  0
T  _ T

A a K - ^ ---- t i .  =  В
H 2

hence

H 0pt
В

o K ( T b - T a) (4)

T h e m in im um  to ta l cost is

min A a K T b ~ T a

В
a K (T b - T a)

В
В

u K (T b - T a)
1

T  =

=  [A B a K ( T b -  T a)] 2 +  [ A B a K (T b -  Т а)] 2

F min =  2 [А В а К (Т „  -  Т а)) (5)

T h e to ta l  cost is m in im um  w hen  th e  tw o  ty p es of costs a re  e q u a l.
T he in v es tig a tio n s  carried  o u t so f a r  show  th a t  under o p tim u m  cond itions 

th e  to ta l  cost re la te d  to  w all ab rasio n  a n d  to  cooling is in f lu e n c e d  b y  the  
sq u a re  ro o t o f th e  te m p e ra tu re  d ifference, i. e. b y  (T b— T a)'l2 =  A T T h ere 
fo re , i f  a m ore expensive  re frac to ry  m a te r ia l  b u t  re s is tan t to  a h ig h e r  te m p e r
a tu re  T a[ is av a ilab le , i t  is ju s tif ie d  to  p a y  fo r  i t  such p a r t  o f th e  to ta l  cost

o f cooling  an d  lin ing , as can  be saved  in  th e  p ro p o rtio n  of Tb Tal \ 2

T b - T a

14*
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T h e  m o st econom ic co n d itions c a n n o t b e  m a in ta in ed  p e rm a n e n tly , 
b ecau se  d u rin g  th e  p ro g re ss io n  of w all ab ras io n  b o th  th e  wall th ick n ess  a n d  
th e  re m o v e d  h e a t ch an g e  w ith in  such  wide lim its , t h a t  i t  is p rac tica lly  im p o s 
sib le to  m a in ta in  o p tim u m  co n d itions for a p ro lo n g e d  tim e.

C om pression  s tre n g th , a n d  —  accord ing  to  H arders [1] f irs t o f a l l  th e  
m o d u lu s  o f e la s tic ity  a t  th e  tem p e ra tu re  u n d e r  co nsidera tion  will p ro v id e  
in fo rm a tio n  a b o u t th e  te m p e ra tu re  T a c h a ra c te r is tic  of th e  w e a r-re s is ta n t 
—  m a in ly  of th e  a b ra s io n -re s is ta n t —  p ro p e r ty  o f  th e  re frac to ry  m a te r ia l .

F ig . 2 shows th e  com pressive  s tre n g th  o f  sev e ra l possible re f ra c to ry  
lin in g  m a te r ia ls  as a fu n c tio n  of te m p e ra tu re , a cco rd in g  to  OgneUpori [2].

F ig . 3 shows th e  m o d u lu s  of e las tic ity  of a r e f ra c to ry  m ateria l as a fu n c 
t io n  of te m p e ra tu re , a cco rd in g  to  th e  pap er b y  H a rd ers . This shows t h a t  w h en  
ex ceed in g  1000° C, th e  com pressive  s tre n g th  o f  th e  lin ing m ate ria ls  u se d  
to -d a y  ra p id ly  drops to  n e a r ly  zero and  th a t  th e  m o d u lu s  of e lastic ity  is e. g.,  
a t  1200° on ly  one f i f th  of th e  value found  a t  800° C.

A s long  as th e re  a re  no  m ore reliable d a ta  on  th e  varia tion  of a b ra s io n  
re s is ta n c e  an d  of w ear w ith  te m p e ra tu re , fo r  p re lim in a ry  e stim a tio n s, th e  
v a lu e  o f  T a can  be p u t  a t  1000— 1100° C.

I n  th e  in te rio r  o f a b la s t  fu rnace th e  w all su rface  tem p era tu re  in  th e  
h o t te s t  zone is u sua lly  b e tw e e n  1200 and  1400° C, th u s  ( T b —  Ta)^2 is b e tw e e n  
10 a n d  20.

T h e  c o n s ta n ts  n eed ed  fo r  th e  calcu la tions c a n  b e  determ ined  fo r a g iv en  
b la s t  fu rn a c e , if  d u rin g  o p e ra tio n , th e  red u c tio n  o f  w all th ickness is m e a su re d  
in  d rille d  holes an d  i f  fo r  th e  fu rn ace , o p e ra tin g  a lw a y s  u n d er alm ost id e n tic a l 
c o n d itio n s , th e  values o f coke consum ption  a re  re c o rd e d . I t  will be u se fu l to  
reco rd  th e  values fo r zones o f  d iffe ren t te m p e ra tu re s  a n d  to  carry  ou t th e  c a l
c u la tio n s  b y  zones.

F ro m  (1) and  (4) a t  o p tim u m  conditions

F ro m  th is

T a)

1
~2

T b A

В

l

I t  w o u ld  be  desirab le  to  ch an g e  th e  cooling te m p e ra tu re  T v, fo llow ing th e
T b — T

d ecrease  o f th e  wall th ic k n e ss  b, so t h a t ------------- sh o u ld  rem ain  a p p ro x im a te ly
b

c o n s ta n t . T h is can  n o t be  ach iev ed , because i f  we co n sid e r even g en e ra tio n  o f 
s a tu r a te d  s team  up  to  5 a t .  abs. p ressu re, th e  te m p e ra tu re  of th e  coo ling  
m e d iu m  in  th e  cooling e le m e n t can be varied  o n ly  b e tw een  approx. 30° C a n d
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F ig . 2

150° C, w hich  allow s fo r a re la tive  re g u la tio n , w ith  an inner w all te m p e ra tu re  
1300 — 150

o f 1300° C, of 0,90 w hilst th e  w all th ickness m ight d ro p  to  20%
1300 -  30

o f  its  o rig inal v a lu e . T he rep ea ted  d isp la c e m e n t o f th e  cooling e lem en ts  d u rin g

0 200 400 600 800 7000 12001300 °C

F ig . 3

o p e ra tio n  is d ifficu lt to  solve and  th e  fa c t m u s t  be tak en  in to  a c c o u n t th a t  
th e  w all th ick n ess  decreases and  th e  q u a n t i ty  o f  rem oved h ea t in c reases , w h ich  
h as  to  be rep laced  b y  coke consum ption .

A ccord ing  to  th e  above s is th e  th ic k n e ss  o f th a t  re frac to ry  lin in g  la y e r  
w hich is n o t  su ffic ien tly  re s is tan t. T he th ic k n e s s  s is p ro p o rtio n a l to  th e  w all
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a b ra s io n  d u rin g  u n it tim e , hence  w ith  th e  v a r ia t io n  of wall th ick n ess  b, v iz , 

s =  w here  t is th e  tim e  of o p era tio n  in  h o u rs .

T
s =  ab — — be a n d

c =  a
T b - T v

=  co n st.

i f  sm a ll  v a ria tio n s  in  th e  cooling  m edium  a n d  in  th e  average h ea t c o n d u c tio n  
co e ffic ien t are  le ft ou t o f co n sid era tio n .

F ro m  th is ,
d b

=  cdt

In b b , _ — ct
h _

-f- co n st

I ^2I n ------ =  — ct 4- co n st
h

-f- c o n s t.

I f  t —  0 ; b2 =  bv  th u s  co n st =  0 and

(6)

H e re  is th e  in itia l w all th ickness a n d  b2 th e  reduced w all th ic k n e s s  
a f te r  t im e  t.

U sin g  th e  above re la tio n s  and  c a lc u la tin g  p rev io u sly  w ith  a r b i t r a r i ly  
c h o sen  c o n s ta n ts , th e  c h an g ed  conditions d u r in g  o p era tio n  can be i l lu s tr a te d  
b y  a n  ex am p le  (Fig. 4).

I t  c a n  be seen, t h a t  in  accordance  w ith  th e  exponen tia l law , th e  w all 
th ic k n e s s  decreases f ir s t  r a p id ly  and  th e n  m o re  a n d  m ore slowly, an d  t h a t  th e  
h e a t  co n su m p tio n  —  b e in g  in v e rse ly  p ro p o r tio n a l to  th e  wall th ic k n e ss  —  
g ra d u a l ly  rises a t  an  in c rea s in g  ra te .

K n o w in g  th e  b asic  re la tio n s , we m ay  e x a m in e  th e  to ta l cost in v o lv e d  in  
co o lin g  th e  w all of a b la s t  fu rn a c e  d u rin g  th e  w o rk ing  period b e tw e e n  tw o  
re b u ild in g s  of th e  w all. T h e  re su lts  of th is  e x a m in a tio n  will supply  in fo rm a tio n  
a b o u t  th e  tim e  of o p e ra tio n  a f te r  w hich i t  m a y  be  ju s tif ie d  to  re c o n s tru c t th e  
fu rn a c e  w all.

I t  is ju s tif ie d  to  s to p  fu rn a c e  o p era tio n  fo r  th e  reco n stru c tio n  o f  th e  w all 
w h e n  th e  t o ta l  cost is m in im u m . The costs to  b e  co m p ared  are th e  su m  o f  F lt
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co st o f increased  coke co n su m p tio n  due to  cooling  and  o th e r cooling  costs, 
an d  o f F 2 cost of re lin in g  an d  the  tim e  loss co n n ec ted  w ith  it , i. e. th e  to ta l  
costs F t F 2, p e r u n it  o p e ra tin g  tim e . I f  th e  d u ra tio n  of one w o rk in g  period  
is  t ho u rs , th e n

t t

BHdt =  в к

from  (6) b„ =

о

К

F l =  B K = ^ .  (>  
К )

T  _ T
d t =  B K  b

Ьг 0
-f- C onst.

F x =  B K
bxc

[ecl —  1] +  Const.

i f  1 =  0 , F l =  0, hence  C onst. =  0. 
T he average  cost p e r h o u r  is

F  1_+ F 2 

t

T  —  T
B K  6 " [ecl - l )  +  F 2

( 7 )

F o r th e  ca lcu la tio n  an d  checking of th e  tim e  t w hich will give th e  ex tre m e  
v a lu e  of th e  to ta l  cost, th e  eq u a tio n  d educed  from

m a y  be used:

B K

d
F ‘ +  F = = 0

di t

T b - T v tcect — ect - \- 1 F 2
bxc i2 F

t =

\ t c  -  1) +  1 =

FAC

F 2 Ьг c

B K ( T b -  T v)

B K ( T „  -  T v)

1
ect ( c

(8)

F o r th e  above re la tio n s  the  values of th e  c o n s ta n ts  m ust be d e te rm in e d .
T he m ost im p o r ta n t  item  of th e  cost c o n n e c te d  w ith  th e  cooling  o f  th e  

w all is th e  p rice  of th e  a d d itio n a l coke n e e d e d  to  cover th e  h e a t rem o v ed . 
A t th e  h igh  te m p e ra tu re  p reva iling  in  th e  fu rn a c e  th e  coke b u rn s  to  CO an d  
th e  b la s t  fu rn ace  gas le av in g  th e  fu rnace  m a y  b e  u tilized . 1/3 of th e  h e a tin g  
v a lu e  of th e  coke is u tiliz e d  inside th e  b la s t  fu rn a c e  an d  2/3 of i t  o u ts id e  b y  
m ean s  of th e  b la s t fu rn ace  gas. The h e a tin g  v a lu e  u n it o f th e  fu rn ace  gas h as
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a  lo w e r  m oney  value th a n  th a t  o f  th e  co k e , because  i t  can  p ro d u c e  on ly  
lo w e r te m p e ra tu re s , b u t  on  th e  o th e r h a n d  b la s t  fu rn ace  gas has som e v a lu 
a b le  p ro p e r tie s , f irs t o f a ll o f  be ing  p ra c tic a lly  su lp h u r-free . C onsidering  th e se  
f a c ts ,  th e  m oney  v alue  o f th e  b la s t fu rn ace  gas is now  stab ilized  a t  a b o u t  10 
f illé rs /1 0 0 0  kcal. The p rice  o f  b la s t fu rn ace  coke is 105 fillérs/kg  fo r  a  ca lo 
rif ic  v a lu e  of 7200 k ca l/k g , o f  w hich ap p ro x . 4800 k ca l à 10 fillérs/1000  k ca l, 
th u s  48  fille rs , is th e  p a r t  o f  th e  gas. F o r  th e  2400 kca l o f 1 kg o f coke  used  
in  t h e  fu rn a c e  57 fillé rs /k g  re m a in . T he p rice  o f  th e  h e a t used in  th e  fu rn a c e  

57
is t h u s ------- - =  23,6 fille rs / 1000 kcal; 57 fillé rs /k g  is 54,4%  of 105 fillé re  p rice

2,4
o f t h e  coke.

T h e  q u a n tity  of h e a t  rem o v ed  from  th e  b la s t  fu rnace  has to  be  v a lu e d  
a t  th is  p rice , if  m eans fo r  th e  conven ien t u t i l iz a t io n  of th e  b la s t fu rn a c e  gas 
h a v e  b e e n  prov ided  fo r. T o  th is  m u st be a d d e d  th e  various o th e r  ex p en ses , 
s u c h  as p rocuring  of w a te r , i ts  t re a tm e n t, p u m p in g , opera tion  of th e  cooling  
e le m e n ts  an d  th e ir  m a in te n a n c e .

I n  th e  exam ple ex am in ed , th e  price o f th e  h e a t  rem o v ed  from  a  new  b la s t  fu rn ac e  
b y  th e  cooling  w a ter w as m e a su re d  and  ca lcu la ted  b y  th e

above m eth o d  as b e i n g .............................................................  378,—F t/h
and  th e  cost o f  p u m p in g  e tc ..................................................  70 ,—F t/h

F ro m  (1 ) a n d  (6)
T o ta l cost 448,—F t/h

B H  =  B K (9)

a t  th e  t im e  ( =  0

B H  =  B K T b
b 1

=  378,

F ro m  (7 )

í ’i
(

B K  T b - T v cl
t bxc « 1] +  70

F t _  378 ecl -  1
t t c

+  70.

I n  th e  exam ple in v e s tig a te d , th e  w all th ic k n e ss  
to  1/5 o f  i ts  original, hence

1 1
5  e 20000 <■

decreased a f te r  20 000 h o u rs

20000 c =
log e

c =  0,0000805

378
t

80,5 80,5

«Ï®* ‘ _  1 e1^  ‘ -  1
-о1 Г с -  +  70 =  4,76 • 1 0 « ----------------  +  70 .
oU)J t
io«
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T he expenses F 2 re la te d  to  re-lin ing  a re  p ra c tic a lly  in d ep en d en t o f th e  tim e  the  
lin in g  h a d  b een  in  o p era tio n . T hese expenses c o n sis t, on  th e  one hand , o f th e  d ire c t  co st 
o f lin in g  reco n stru c tio n : m a te ria l,  lab o u r, o v e rh ea d  costs. In  th e  in v es tig a te d  case  th e y  
a m o u n t to  a b o u t 3-10® F t .  F u rth e rm o re , w all re co n s tru c tio n  should be c h a rg e d  b y  th e  
econom ical e ffec ts  o f  a  45 d ay s  sh u t dow n. T h e  v a lu e  o f these  can  he e s tim a te d  b y  consi
d e rin g  t h a t  th e  in v e s tm e n t costs o f such  a  w hole b la s t  fu rn ace  p lan t a m o u n t to  a b o u t 
800-10* F t  a n d  m u s t be w r itte n  off, e. g. d u rin g  200 000 op eratin g  hours, th u s  4000 F t  
pe r h o u r  o f n o t u tilize d  a m o rtiza tio n  also ch arg es  th e  reco n stru c tio n  tim e of

45 • 24 =  1080 h o u rs , th u s  4,32 • 10* F t  

ad d in g  th e  above 3,00-10® F t

hence F 2 =  7,32 • 10® F t

is th e  to ta l  cost in  th e  case o f  our ex am p le , w h ich  ch arg es one relining
W ith  th e  ab o v e  c o n s tan ts , w hen  p ro d u c in g  e. g . 10 t/h  g ray  pig iron  a n d  s to p p in g  th e  

w o rk in g  o f  th e  fu rn ac e  a f te r  t ho u rs  o f o p e ra tio n , th e  av erag e  to ta l  charges o f  w a ll coo ling  and  
lin in g  re c o n s tru c tio n  p e r  1 t  o f  p ig  iro n  are  acco rd in g  to  (7)

1  F i  +  F «

10 t ■]+  0 ,7321+  7

T h is is  i llu s tra te d  b y  F ig . 5, w hich  show s t h a t  w ith  increasing  tim e t b e tw e e n  tw o  re lin 
ings th e  cooling a n d  w all w ear costs p e r u n i t  q u a n t i ty  o f  p roduced  pig iro n  d e c re a se  f ir s t  
ra p id ly  th e n  re m a in  in  th e  v ic in ity  o f th e  v a lu e  fo r  th e  m o st econom ic o p e ra tio n  a n d  f in a lly  
rise  s teep ly .

T h is m ean s t h a t  com p ared  to  th e  o p e ra tio n  re su ltin g  in  m in im um  cost p e r  h o u r  p ro lo n 
g a tio n  o f th e  o p e ra tin g  tim e  lead s to  su rp lu s ex p en ses w ith o u t  surplus p ro d u c tio n , i. e. b la s t  
fu rn ace  coke is w asted  du rin g  th e  ad d itio n a l t im e . S a v in g  th is  we save im p o rted  b la s t  fu rn ace  
coke. A ccord ing  to  p u b lish ed  d a te  th e  costs o f  w a ll cooling  a n d  wall ab rasio n  are. 4— 1 3 %  of 
th e  co st o f p ig  iro n  p ro d u c tio n . F ig . 5 exp la ins w h y  th e re  a re  such  large d isc rep an cie s  be tw een  
th e  d a ta  fo u n d  in  l i te ra tu re :  th e y  are  a  consequence  o f  th e  d ifference b e tw een  th e  tim eso n e  
lin in g  w as used .

In  th e  ex am p le  q u o ted  a ll costs considered  a re  m in im u m  if  th e  b las t fu rn a c e  is  s to p p ed  
fo r re lin in g , a f te r  15 000 h ours. B u t if  e. g., i t  is in s te a d  s to p p ed  a fte r  40 000 h o u rs , th e  av erag e  
co st p e r  to n  o f  pig iro n  is 2,6 tim es  la rger th a n  in  th e  fo rm er case; w ith  o th e r w o rd s , 1,6 tim es 
th e  in e v ita b le  co st is n o t  u tilized . T he p a r t  o f th e  b la s t  fu rn ace  coke of th e  t o t a l  c o s ts  is  in 
creased  to  4 ,6  tim es i ts  o p tim u m  v a lue , co n seq u en tly  th e  w a s te d  coke is 3,6 tim es  th e  in e v ita b le  
q u a n ti ty .  T h is show s also t h a t  i f  b la s t fu rn ace  g as co n su m p tio n  has been p lan n e d  fo r  econom ic 
o p e ra tio n , such  a su rp lu s q u a n ti ty  o f gas is p ro d u c e d , w h ich  can  be used on ly  fo r  b o ile r  firin g , 
w here  i ts  v a lu e  is a lre a d y  less th a n  10 fillérs/1000 k ca l.

In  th e  ex am p le , in  th e  m o st fav o u rab le  case  o f  15 000 o p erating  h o u rs , th e  to ta l  cost 
re la te d  to  w all cooling an d  re lin ing  is 4 ,3 5 %  o f th e  e s tim a te d  price , 2700 F t / t ,  o f  th e  g ra y  pig 
iro n , w hile  i t  w ill b e  11 ,4%  fo r an  o p e ra tin g  p e rio d  o f  40 000 hours.

T h e  c o st o f  coke co n su m p tio n  re la te d  to  p ig  iro n , if  th e  b las t fu rnace  g a s  is  p e rfe c tly  
u tilize d , rises fro m  th e  o p tim u m  60,—  F t / t  to  282,—  F t / t ,  th u s  th e  su p e rflu o u s  a d d itio n a l 
c o n su m p tio n  w ill b e  222,—  F t / t  o f p ig  iron . B u t  i f  fo r  a  p a r t  o f  th is  ad d itio n a l co n su m p tio n  
w e c a n n o t u tilize  th e  b la s t  fu rn ace  gas, th e n  acco rd in g  to  th e  above, th e  coke c o n su m p tio n

c o st o f  th is  p a r t  m u s t  be  in creased  b y  =  1,84 tim es.

As fo r th e  q u a n ti ty  o f  pig iron , th e  tim e  u sed  fo r  p ro d u c tio n  is ^  =  0,934 p a r t
l o  UoU

o f  th e  tim e  i f  th e re  is an  in te rru p tio n  o f  1080 h o u rs  a f te r  15 000 hours o f ru n n in g , w h ile  in  th e  
case  o f  s to p p in g  th e  fu rn ace  a f te r  40 000 h o u rs , th e re  is p ro d u c tio n  during

40 000
41 080

= 0 ,9 7 4  p a r to f  th e  tim e .

T he d ifference  is 0,974— 0,934, i. e. th e  a n n u a l  p ig  iro n  p ro d u c tio n  d ro p s  b y  4 % . T his 
has b een  ta k e n  in to  acc o u n t a lread y  in  th e  c a lc u la tio n  o f  th e  cap ita l cost o f  th e  b la s t  fu r 
n ace  p la n t.
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A ll these resu lts  a re  so su rp ris in g  th a t  a f te r  checking th e  in i t ia l  d a ta  and  
th e  ca lcu la tio n , one shou ld  sea rch  fo r a change in  th e  co n d itio n s , in  o rd e r to  
a t t a in  m ore fav o u rab le  re su lts  w ith  th e  w ork ing  m e th o d  in  use  to d a y . W e 
m u s t  consider th a t  th e  cooling  w a te r  or th e  s team  is w arm er w h en  rem o v in g  
a n  in c reased  q u a n tity  o f h e a t ,  w h ich  fa c t w ould  red u ce  th e  rem o v ed  q u a n ti ty  
o f  h e a t. This question  h a s  b een  in v es tig a ted  above an d  we h a v e  fo u n d  th e  
d ifference  to  be 10%  in  th e  m o s t ex trem e  case, th u s  i t  m ig h t cause  a  d ev ia tio n  
o f  ± 5 %  a t  m ost.

W e m u st also con sid er th e  possib ility  o f th e  deposits on  th e  fu rn ace  
w a ll reduc ing  th e  rem oved  q u a n t i ty  of h e a t. B u t th is  w ould  n e ith e r  to  be  of 
dec isive  in fluence.

In  o rder to  deal econom ica lly  w ith  th e  h e a t  to  be rem o v ed , th e  id ea  of 
u tiliz in g  th e  h ea t has a risen . F ro m  th e  p o in t of v iew  of u ti l iz a tio n  th e  h e a t 
c a n  be  rem oved in  th e  m o s t econom ic m a n n e r b y  p ro d u c in g  low -pressure  
s te a m , e. g. h e a t m ig h t be  rem o v ed  p ro duc ing  s a tu ra te d  s te a m  o f 5 a t .  abs 
a t  a te m p e ra tu re  of 150° C. N a tu ra lly , rem oval o f h e a t from  th e  fu rn a c e  w all 
a n d  th e  u tiliz a tio n  of th e  h e a t  o u ts id e  th e  b la s t fu rn ace  can  n e v e r  b e  as econo
m ic  as leav ing  th e  h e a t in  th e  fu rn ace .

T he question  of th e  econom y of steam  p ro d u c tio n  can  be  s e t t le d  b y  ca l
c u la tin g  w heth er th e  to ta l  cost o f th e  in s ta lla tio n  needed  fo r  p e rfe c t s a fe ty  of 
w a ll cooling and  its  o p e ra tio n  is low er th a n  th e  cost of s im ila r low -p ressu re  
s te a m  p roduced  from  h ig h -p ressu re  steam  w ith  th e  aid of a c o u n te r-p re ssu re  
o r  o f a n  ex trac tio n  tu rb in e  w hen  th e  h igh  p ressu re  s team  is g e n e ra te d  in  a 
n e a r-b y  m odern  pow er p la n t  b u rn in g  cheap fuel.

I t  follows from  th e  p re se n t re p o rt th a t  from  th e  p o in t o f v iew  o f fu rn ace  
w a ll co n stru c tio n , i t  is ju s t if ie d  to  b rin g  w ith  a new  lin ing  th e  p lace  o f h e a t 
Tem oval n ea re r to  th e  h o t  in n e r  space. This w ould  reduce  th e  w a ll th ick n ess  
in  th e  calcu la tions because  th e  w all ab rasion  p e r u n it  tim e  is p ro p o r tio n a l to  
th e  w all th ickness if  in it ia lly  th e  w all is too  th ic k , i t  w ill be  a n y h o w  red u ced  
in  a sh o r t  tim e  accord ing  to  F ig . 4 , an d  will h a v e  l i t t le  in flu en ce  on  th e  to ta l  
eco n o m ica l tim e of o p e ra tio n . L arge  co n su m p tio n  o f h e a t a p p e a rs  o n ly  a fte r  
a n  in creased  th in n in g  o f th e  w all.
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SUMMARY

T h e  m o st im p o rta n t ite m s in  th e  p ro d u c tio n  cost o f  p ig  iron  are  th e  p rice  o f  th e  consum ed 
h e a t ,  p ro d u ced  b y  b u rn in g  b la s t  fu rn ac e  coke, an d  th e  re co n stru c tio n  co sts o f  th e  re fra c to ry  
lin in g  o f  th e  fu rnace  wall. In  o rd e r to  in crease  th e  f ire -resis tan ce  o f th e  lin in g  m a te r ia l ,  th e  w all 
is  cooled . T he h e a t rem oved  b y  cooling  is rep laced  b y  b u rn in g  b la s t  fu rn ace  coke. B e tw een  th e  
fu e l co n su m p tio n  d a ta  av a ilab le  in  l i te ra tu re  th e re  a re  d iscrepancies a m o u n tin g  to  10%  of 
t h e  to ta l  coke consum ption  fo r p ig  iro n  p ro d u c tio n . T he p a p e r  p o in ts  o u t  th e  cau ses fo r th ese
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d isc re p a n c ie s  and  by th is  i t  show s p o ss ib ilities o f p re v en tin g  th e  a d d itio n a l co n su m p tio n  w hich 
m ig h t  a d d  u p  to  10% . S to p p in g  th e  o p e ra tio n  of th e  fu rn ac e  fo r  re lin in g  w hen  th e  q u a n ti ty  o f 
h e a t  re m o v e d  th ro u g h  th e  w a ll g ra d u a lly  th in n ed  b y  a b ra s io n , exceeds th e  econom ic lim it, 
m ig h t  ach iev e  th is purpose . A m e th o d  is show n for c a lcu la tin g  th e  m o st econom ical lim it  va lue .

D E R  E IN F L U S S  D E R  K Ü H L U N G  V O N  H O C H O F E N W Ä N D E N  
A U F  D E N  P R E IS  D E S R O H E IS E N S

A. FONÓ

ZU SA M M EN FA SSU N G

D e n  größ ten  A n te il a n  d e n  G estehungskosten  des R o h e isen s  h a b en  die K o s te n  d e r v e r
b r a u c h te n ,  du rch  V erfeuerung  v o n  H ochofenkoks e rze u g te n  W ärm e  u n d  die K o s te n  fü r  die 
E r n e u e ru n g  der feuerfesten  A u sk le id u n g  des H ochofens. Z u r E rh ö h u n g  der F eu e rfe s tig k e it des 
A u sk le id u n g sm ate ria ls  w ird  d ie  W a n d  des H ochofens g e k ü h lt .  D ie d u rc h  die K ü h lu n g  en tzo 
g en e  W ä rm e  wird du rch  d ie  V e rfeu e ru n g  von H och o fen k o k s e rse tz t.  D ie im  S c h rif ttu m  au f
f in d b a r e n  A ngaben ü b er d en  H e izm a te r ia lv e rb ra u ch  im  Z u sa m m e n h an g  m it de r W an d k ü h lu n g  
d es  H o c h o fen s  weichen v o n e in a n d e r  u m  bis zu 10%  des g e sa m te n  K o k sv erb rau ch es  fü r  die 
R o h e isen e rzeu g u n g  ab. D ie v o rlie g en d e  A rbeit w eist a u f  d ie U rsa c h e n  d ieser A bw eichungen  h in  
u n d  z e ig t M öglichkeiten au f, d ie sem  bis zu 10%  b e tra g e n d e n  M eh rv erb rau ch  v o rzubeugen : 
es i s t  ang eze ig t, den H och o fen  zw eck s N eu au sm au eru n g  a b zu s te lle n , w enn  die W ärm em enge, 
w e lc h e  d u rc h  die infolge d e r  A b n ü tz u n g  fo rtsch re iten d  d ü n n e r  w erd en d en  W än d e  h in au s
s t r ö m t ,  d e n  w irtschaftlichen  G re n z w e rt ü b e rsch re ite t. E in  V e rfah re n  fü r  die B erech n u n g  des 
w ir tsc h a f tlic h s te n  G renzw erts w ird  m itg e te ilt.

L ’IN F L U E N C E  D U  R E F R O ID IS S E M E N T  D E S  P A R O IS  D U  H A U T  
F O U R N E A U  S U R  L E  P R IX  D E  L A  F O N T E  B R U T E

A. FONÓ

R É SU M É

L a  m ajeu re  p a rtie  d u  p r ix  d e  re v ie n t de la  fo n te  b ru te  e s t co n stitu ée  p a r  le p r ix  de la 
c h a le u r  u tilisée , p ro d u ite  p a r  la  co m b u s tio n  de coke, a in s i q u e  p a r  le co û t d u  ren o u v ellem en t 
d u  r e v ê te m e n t ré frac ta ire  d u  h a u t  fou rneau . P o u r a u g m e n te r  la  ré sis tan ce  à la  ch a leu r du  
m a té r ia u  de rev ê tem en t, on  re f ro id i t  les parois, la  c h a leu r en lev ée  p a r  le re fro id issem en t é ta n t  
re m p la c é e  p a r  com bustion  de  c o k e . E n tre  les données c o m m u n iq u ées  d an s la  l i t té ra tu re ,  con
c e r n a n t  la  consom m ation  de  c o m b u s tib le s  en vue d u  re fro id issem en t des paro is , on  tro u v e  des 
é c a r ts  a l la n t  ju sq u ’à 10%  de la  co n so m m atio n  to ta le  de  coke. L ’a u te u r  t ra i te  des causes de ces 
é c a r ts ,  e t  ind ique les m o y en s d ’é v ite r  l ’excès de c o n so m m a tio n  a lla n t ju sq u ’à  10% . Si la 
q u a n t i t é  de chaleur en levée à  t r a v e r s  la  paro i, am incie  p ro g re ss iv em e n t p a r  l ’u su re , dépasse 
la  v a le u r  lim ite  économ ique, o n  a r rê te  le h a u t fo u rn ea u  p o u r  en  ren o u v eler le rev ê tem en t. 
P o u r  te rm in e r , l ’a u te u r  d o n n e  u n e  m éth o d e  de calcu l de la  v a le u r  lim ite  la  p lu s économ ique.

ВЛИЯНИЕ ОХЛАЖДЕНИЕ СТЕН ДОМЕННЫХ ПЕЧЕЙ НА ЦЕНУ ЧУГУНА
А . Ф О Н О

РЕЗЮМЕ

Наиболее значительными составляющими расходов по производству чугуна явля
ются стоимость расходуемого тепла, полученного путем сжигания кокса, и расходы по 
обновлению огнеупорного материала футеровки стен доменных печей. Для повышения 
жаропрочности материала футеровки стены охлаждают. Тепло, унесенное охлаждением, 
возмещают путем сжигания доменного кокса. По литературным данным расход топлива, 
связанный с охлаждением стен доменных печей, составляет до 10% общего расхода кокса 
на производство чугуна. Настоящее исследование указывает на причины расхождения 
и тем самым на возможности предотвращения 10-ти %-ного перерасхода, и указывает так
ж е на то, что домну следует останавливать для перекладки стен, если уходящее по утон
чившимся вследствие износа стенам тепло количественно превысит границу рентабель
ности. Метод для расчета границы рентабельности.
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