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LOGICAL MACHINE FOR AUTOMATICALLY SETTING UP 
AN EQUIVALENT RELAY NETWORK

B. M A D A R Á SZ

RESEARCH INSTITUTE FOR THE INSTRUMENTS INDUSTRY, BUDAPEST 

[M an u sc rip t received F e b r u a ry  28, 1958]

I, Introduction

L ogical m achines in  the narrower sense are understood to  be m achines  
which are able to carry ou t logical operations presented in the form o f  form ulas, 
through th e  application o f m athem atical log ic .

G iven a logical function  y  = f ( x 1, х г, . . . ,  xn) where both th e  variab les  
x lt x 2, . ■ . ,  xn and the value of the fu n ction  у  itse lf  are restricted to  one o f  
the tw o  sym bols 1 and 0 , the following qu estion s m ay be posed:

1. I f  given values o f  x v  x 2, . . . ,  x n are substituted , w hat v a lu e  m ay у  
assum e?

2. For the case o f  w hat system  o f  v a lu es x v  x v  . .  xn w ill у  assum e a 
prescribed  value? (Synthesis.)

3. L et the fu n ction  у  be produced b y  the physical input (e. g.  b y  a 
relay network) o f a circuit diagram.

4 . L et the fu n ction  у  be sim plified .
In  th e  course o f  th e  past tw en ty  years the problems th a t h a v e  been  

enum erated have been satisfactorily so lv ed  w ith  machines using relays and  
partly  also w ith electronic machines.

A m ong the solutions produced it  m a y  suffice to  m ention F e r r a n t i’s 
m achine, which m ay b y  now be regarded as classical, the L ogical M achine 
of Szeged, Sh a n n o n ’s relay circuit analyser and the m achine M ark LR R 1  
constructed  at the Polytechnical U n iv ersity  in Vienna under the gu idance o f  
professor Z e m a n e k .

The present paper is the description o f  a logical machine w hich is capable  
of au tom atically  se ttin g  up the eq u iva len t o f  any unknown circu it netw ork  
contained  in a closed box. II.

II. The object

A ssum e the fo llow ing problem in  relay  technique: Given a “ b o x ” such  
as th a t shown in F ig . 1, o f  whose in terior w e know  only th at it  con ta in s relays 
w ith  one pair o f con tacts (make or break) each . H ow ever com plex th e  netw ork, 
the contacts o f the relays represent a tw o-term inal network b etw een  the “ in ”

1*
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an d  “ o u t” points. Bridge networks are also perm itted . The input term inals  
m ark ed  x u x 2, . . . , x n are connected to  th e  operating coils o f the re lays. 
S ev era l relays m ay be connected  to one in p u t term inal. Each o f the term inals  
Xj, x 2, . . . ,  xn m ay be in  either a grounded or energised state. The energised  
s ta te  is  sym bolised b y  1, th e  grounded b y  0. F or every binary variation  on  th e
term in a ls  x lt x 2..........xn there w ill be a corresponding value, 0 or 1, at th e
o u tp u t . The output va lue m ay  be represented in  general terms b y  a fu n ction

4 \ y D
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w ith  n variables, such th a t f ( x v  x 2, . .  . ,  xn) =  jj. This is the general form  
o f  an  elem entary logical fu n ction  (of the calculus o f  decisions), with n variab les.

Object : Let a m achine be constructed, w hich w ill autom atically reproduce  
th e  c ircu it inside the b ox  D  (F ig. 1), or more precisely , which w ill prepare  
th e  eq u iva len t D ' o f D,  w hose outward effect is identical. (The eq u iva len t  
m ay also  be simpler according to  some in com p lete  conjunctive normal form ,
i.e. th e  m achine m ay also carry out sim plifications on the circuit in th is sense.)

III. The structure and operation o f  the machine

F ig . 2 shows the circuit diagram of the m achine. The principle on w hich
it is b ased  rests upon the fo llow ing logical theorem :

E v e ry  fo i mule o f  the calculus of decisions m ay  be written in the f u l l y
conjunctive normal form , as the conjunction o f  disjunctions.  Translated in to  th e
lan gu age o f  the analysis o f relay  circuits th is w ell-know n theorem says:

A ll tw o-term inal relay networks are eq u iva len t to  a circuit con sistin g
of p a ra lle l blocks connected  in  series, where each  relay is represented b y  
one p a ir  o f  contacts in each o f  th e  blocks. Thus
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is a logical function  with four variables, and th e  circuit belonging to  it . N eg a ­
tion has as usual been sym bolized by a bar ab ove, conjunction by the ordinary  
sign for addition , disjunction by the ordinary sign  for m ultiplication. In  the  
instrum entation o f the formula xi corresponds to  a made and to a broken  
contact.

The object th a t has been set m ay now be so lved  with the help o f  v a r ia ­
tional elem ents and a com parative elem ent, i f  w e consider that the tw o system s

F ig . 2

are equivalent if  and only if  both system s produce identical logical va lu es (0 
or 1) at the ou tput for all control variations (w hich involve the perform ance o f  
all possible substitutions for the independent variables of the functions).

The relay circuit to be copied (or possib ly  sim plified) is represented by  
the box D,  w hile the setting  up of its equ ivalent takes place in D +. The control
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v a r ia tio n s (substitutions) are provided b y  th e  variator I , w hile th e  actual 
se tt in g  up is done b y  th e  three-position  sw itch in g  relays marked р ц ,  located  
in  th e  cells o f  D + .  H ere th e  index i has successive values from  1 to  n  - f -1, 
w h ile  th e  in d e x / m ay assum e any value b etw een  1 and 2". The constructional 
u n its  are the relay con tacts marked y* (k =  1, 2 , . . n). The fu n ction  o f  the  
th ree-p osition  sw itching relays is to  connect th e  contacts y/£ in  series w ith  
th e m  to  one o f the b locks either as break, or as make contacts, or n o t at all, 
i f  th e y  remain in their central position. O bviously , the coils o f th e  sw itch ing

Уп У? У, B lock 1. Block 2.

re la y s  m ust have p ositive  or negative p o ten tia ls  or ground connected  to  them  
to  produce one o f  the three conditions described. F ig. 3 shows tw o  b locks o f  
D + in  deta il.

W hen searching for an equivalent c ircu it, th e  full norm al form  is  a va il­
a b le , w h ich  in the case o f  n  variables contains 2n blocks. The m ethod b y  w hich  
th e  variator o f the m achine operates is fir st to  take the first, th en  th e  first 
tw o  b locks (constructional un its), while all th e  other cells are short-circuited . 
T h e relays p y  o f th ese  tw o  blocks are th en  energised according to  a ll the  
p o ssib le  variations, e tc . T hus any contact y /£ o f  every block m ay be connected
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•or not, according to  the required schem e as a m ake or a break contact. M oreover, 
each block bas a relay marked P n + i , j  w hich  can short-circuit the whole 
block.

The operation o f the entire m ach in e, show n in  F ig. 2, takes p lace as 
follow s :

1. The variator II  receives a com m and to  start from the control u n it Y  
(w hich is a m otor driven sequence contactor contain ing a simple program ).

2. Variator I I  establishes the first variation  in  w hich one o f the p o ten tia l 
values 1, — 1 and 0 is applied to  each o f the term inals pij.  (In the case belonging  
to the index i  +  1 on ly  one o f  the va lues 1 or 0.) A  period o f tim e At  is  needed  
to  do this.

3. After At had elapsed, i.e. when th e  variation  has been set up , variator  
I sends a series o f  investigating  potentia ls consisting  o f signals for 0 and 1 
to  the coils o f th e  relays y  ̂ o f  both D  and D  +.

4 . The condition  o f  the output o f  D  and D  + is com pared by an equivalence  
u n it marked and the result is sent to  th e  register in  the shape o f  a p o ten tia l 
0 or 1.

5. I f  the register has received a signal 1, it  forwards a signal to th e  control 
u n its, which issues a com m and to  variator II  to  set up the next variation  w hich  
fo llow s. This process continues un til the register receives the signal 0. In  
th is  case II  proceeds to  the next position  in  th e  sequence and variator I starts  
again at the beginning.

U ltim ately , as a result o f system atic  tr ia l, th e  equivalent o f th e  system  
D  is reproduced in th e  cells o f D + .

The fact th a t th e  connections o f  th e  relay  contacts y v  y 2, . . . ,  y n w hich  
bring about the circuit th a t is sought did not actu a lly  have to  be “ soldered”  
in  the appropriate place as the system  o f relays р ц  w as used for th is  sy stem , 
in vo lves only an apparent sim plification . T heoretica lly , the tw o cases are 
identical, for th e  relays yit did not, before th e  settin g  up was com m enced , 
belong to  any circuit and the on ly  sim plification  perm itted was th a t th e y  
w ere first placed in  a system  o f com partm ents.

I t  m ay easily  be shown th a t th e  eq u iva len t circuit m ay com e about 
not only in  the fu ll conjunctive norm al form , b u t also in , say , an incom plete  
conjunctive norm al form  containing th e  m inim um  number o f relay con tacts, 
such as the follow ing function

Я * ! »  *2> x 3> x 4’ X Ù  =  X 1 X 2 X3 x i  x 5 +  X 3 X4 X B +  X 1 x 2 +  x y

T he machine th u s produces all the parallel-series equivalents. I t  stops after  
each successful a ttem p t to  enable th e  schem e o f  connections estab lished  in  
b o x  D + to  be recorded, through the positions o f  relays рц ,  which operate three  
different coloured ligh ts per relay on th e  fron t o f  th e  box D  +.
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IV. Practical exam ple

T h e  p rac tica l u se fu ln ess  o f  th e  m ach ine  is  i l lu s tra te d  by  th e  follow ing e x am p le : le t  
a  r e la y  p ro b lem  be se t in  w h ich  a tw o -te rm in a l n e tw o rk  (w hich  could be th e  s ig n a llin g  c irc u it 
o f  a  tra n s fo rm e r s ta tio n  o r  th e  c irc u it o f a ra ilw a y  in te r lo c k  schem e) m u st o b ey  th e  follow ing 
c o n d itio n s : A ccordingly , as th e  re lay s R 3, R 3, R 3, R } a re  sw itched  on (1) o r o ff (0) a la m p  shou ld  
l ig h t  u p  on ly  i f  th e  v a rio u s  re lay s  a re  s im u lta n eo u s ly  energ ised  or no t en erg ised , re sp e c tiv e ly , 
a c c o rd in g  to  th e  fo llow ing tab le :

Ri R2 R3 R,

1 1 1 0  
0 1 0  1

1 1 0  0 
0 1 0  0

1 0  0 0

1 0  1 0

F ig. 4

F o r  a ll  o th e r  v a ria tio n s  th e  lam p  m u st n o t lig h t. O n th e  b asis  o f th e  tab le  th e  fu ll c o n ju n c tiv e  
n o rm a l fo rm  m ay  im m e d ia te ly  be  w ritten :

r i r 2 r 3 rt  +  ri  r 2 r 3 ü  +  r i r2 r3 ri  +  r1 r 2 f 3 r 4 +  r L r2 r3 r4 +  г, гг т3 г4 +  г, ?2 г3 г4 +

+  Ö  Г2 г3 г4 +  ?! г2 г3 г4 +  ?! г2 г3 г4

A  c irc u it th a t  sa tis f ie s  th is  logical fu n c tio n  w ill ob v io u sly  com ply w ith  th e  co n d itio n s  
r e q u ire d ,  b u t  i t  w ill c o n ta in  v e ry  m an y  su p e rflu o u s  c o n ta c ts . T he re d u c tio n  o f th e  c irc u it 
m a y  b e  done accord ing  to  th e  ru les  o f sw itch in g  a lg e b ra , b u t  th is  w ould ta k e  co n sid erab le  
t im e  e v e n  in  th e  case o f a  p ra c tic e d  designer. T h e  tire so m e  w ork of c o m p u tin g  a n d  te s tin g  
is  d o n e  au to m a tica lly  b y  th e  m ach ine  w hich , in  a  m a t te r  o f m in u tes , “ p ro v id es”  th e  s im p li­
f ie d  c irc u it  according th e  F ig . 4.

I t  shou ld  be p o in te d  o u t  t h a t  i f  a so-called  m ix e d  c ircu it is used , one m o re  c o n ta c t 
m a y  b e  saved . The m ach in e , h o w ev er, is n o t b u i l t  to  ach iev e  th is , an y  m ore th a n  i t  c an  se t 
u p  b rid g es . A t an y  r a te ,  th e  in i t ia l  40 co n ta c ts  h a v e  b een  successfully  red u ced  to  6.

A n o th e r v e ry  im p o r ta n t  fe a tu re  o f th e  a p p a ra tu s  is th a t  th e  m ach in e , in  th e  course 
o f  re p ro d u c tio n , estab lish es lo g ica l c o n ta c t am ong  e lem en ts  (relays) w h ich  fo rm e rly  h a d  
no  c o n ta c t  w ith  active  c irc u its , an d  p a r ts  th a t  a re  a lre ad y  function ing . In  th is  re sp e c t th e  
m a c h in e  m a y  be reg ard ed  as a  m o d est s tep  to w a rd s  th e  c o n stru c tio n  of a u to m a tic  cy b ern e- 
t ic a l  dev ices w hich are  ab le  to  b u ild  an d  organ ize  th em se lv es , w ith o u t o u ts id e  in te rfe re n c e .

SU M M A R Y

T h e  a u th o r  describes a n  a u to m a tic  device w h ich  w ill se t up  th e  c irc u it o f a  s im p lif ied  
n e tw o rk  D+ to  be th e  e q u iv a le n t o f a re la y  n e tw o rk  D , whose c ircu it d iag ra m  is u n k n o w n . 
T h e  o p e ra t io n  of th e  m ach in e  is based  on  th e  c o n n ec tio n  o f re lay  ne tw orks in  c irc u its  w h ich  
r e p re s e n t  th e  co n ju n c tiv e  n o rm a l fo rm , m o reover o n  th e  fa c t th a t  tw o such  re la y  n e tw o rk s  
a re  e q u iv a le n t  if  th e y  re sp o n d  to  id en tica l in p u t  s ig n a ls  b y  id en tica l o u tp u ts .

T h e  o p e ra tio n  o f th e  dev ice  req u ires  a co m p ariso n  u n it  an d  tw o v a r ia tio n  u n i ts ,  one 
o f  w h ic h  se ts u p  th e  c irc u it  schem e co rresp o n d in g  to  th e  con ju n c tiv e  n o rm a l fo rm  (seeks
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a c irc u it  s tru c tu re ) , w h ile  th e  o th er v a r ia to r  p roduces in  a fix ed  o rd er th e  s ignal v a r ia tio n s  
n ecessa ry  for com p ariso n . T he con tro l u n i t ,  w hich  is n o t  described  in d e ta il, on ly  con tro ls 
th e  s ta r tin g  and  s to p p in g  o f th e  v a r ia tio n  u n its , a cco rd in g  to  th e  re su lt o f th e  com parison .

A p a rt from  i ts  p ra c tic a l sign ificance, th e  a p p a ra tu s  is a sim ple  ex am ple  o f  an  a u to m a tic  
c y b e rn e tic a l device in  w h ich  th e  p rin c ip le  o f feed b ack  is ap p lied  to  th e  reo rg an iza tio n  of 
c irc u it  s tru c tu re s , th ro u g h  th e  in se rtio n  a n d  rem o v a l o f  e le m en ta ry  sw itch ing  u n its .

LO G ISC H E  M A SC H IN E  F Ü R  D IE  H E R S T E L L U N G  E IN E S  E Q U IV A L E N T E N
SY STEM S VON R E L A IS

B. MADARÁSZ

Z U SA M M E N FA SSU N G

V erfasser m ac h t e ine  au to m atisch e  E in r ic h tu n g  b e k a n n t, w elche fäh ig  is t ,  d ie S ch a l­
tu n g  eines v e re in fach ten , m it D + b eze ich n e ten  S y s tem s, w elches einem  an d eren  S ystem  
von  R ela is von u n b e k a n n te r  Z u sam m en ste llu n g  e q u iv a le n t is t ,  herzu ste llen . D ie W irk u n g  
de r M aschine b e ru h t a u f  e in e r S chaltung  d e r  R e la issy s tem e, die d ie k o n ju n k tiv e  N orm alfo rm  
re a lis ie r t ,  sowie d a ra u f , d a ß  zwei solche R e la issy s tem e  e q u iv a le n t sind , w enn sie id en tisch e  
e in g eh en d e  Zeichen m it  id en tisch en  au sg eh en d en  Z eichen  b ean tw o rten .

Z u r W irkung d e r M aschine ist ein  V erg le ich u n g se lem en t n ö tig , w eiters zwei V a ria tio n s­
e in h e ite n , von w elchen d ie  eine das der k o n ju n k tiv e n  N o rm a lfo rm  en tsp rech en d e  S c h a ltu n g s­
b ild  en tw ick e lt (die S c h a lts tru k tu r  su c h t) , w äh ren d  d e r zw eite  V a ria to r  d ie Z eich en v aria - 
tio n e n  in  einer fe s tg e se tz te n  R eihenfolge, w elche zu r V erg le ichung  nö tig  is t ,  h e rs te llt. Die 
in  ih re n  E inzelhe iten  n ic h t  e rö rte rte  R eg le re in h e it s te u e r t  n u r  die A nlassung u n d  A bste llu n g  
de r V a ria tio n se in h e iten  n a c h  den R e su lta te n  der V erg leichung .

D iese K o n s tru k tio n , abgesehen v o n  ih re r  p ra k tisc h e n  B ed eu tu n g , l ie fe rt a u ch  ein 
e in fach es Beispiel v o n  e in em  k ib ern e tisch en  A u to m a t, w elches das R ü c k fü h ru n g sp rin z ip  
fü r  d ie R eo rg an isa tio n  v o n  S c h a lts tru k tu re n  v e rw en d e t, wo bei e lem en tare  S c h a lte lem en te  
ein- u n d  ausgerück t w erd en .

U N E  M A C H IN E D E  L O G IQ U E  P O U R  LA P R O D U C T IO N  A U T O M A T IQ U E  
D ’U N  R É SE A U  D E  R E L A IS  É Q U IV A L E N T

B. MADARÁSZ

R É S U M É

L ’a u te u r  d écrit u n e  in s ta lla tio n  a u to m a tiq u e  p o u r  la  p ro d u c tio n  d ’u n  ré sea u  s im p li­
fié  désigné  pa r D + , q u i e s t  équ iv a len t à u n  réseau  de re la is  de schèm e in co n n u  désigné p a r  
D. Le p rin c ip le  de fo n c tio n n em e n t de la m ach in e  se base  su r une connex ion  des ré sea u x  de 
re la is ré a lis a n t un  schèm e n o rm al co n jo n c tif , a insi que su r l ’équ iva lence  de d eu x  ré seau x  de 
re la is ré p o n d a n t à  des s ig n a u x  d ’en trée  id en tiq u es  p a r  des s ig n au x  de so rtie  id en tiq u es .

Le fo n c tio n n em en t nécessite  u n  é lé m en t de c o m p ara iso n , a insi que d eu x  u n ité s  de 
v a r ia tio n , d o n t l ’une p ro d u it  le schèm e de co nnex ion  co rre sp o n d a n t a u  schèm e n o rm a l co n ­
jo n c t i f  (recherche la  s t ru c tu re  de connexion), l ’a u tre  u n ité  de v a r ia tio n  p ro d u isa n t, selon  un  
o rd re  f ix e , les v a ria tio n s  de signaux  nécessa ires p o u r u n e  co m parison . L ’u n ité  de c o m m ad e , 
n ’é ta n t  pas décrite  en d é ta i l ,  com m ande se u lem en t le d é m a rrag e  e t  l ’a r rê t  des u n ité s  de v a r ia ­
tio n , se lon  les ré su lta ts  de  la com paraison .

L ’a u te u r  p résen te  l ’im p p o rtan ce  p ra tiq u e  de la c o n s tru c tio n , qui fo u rn it aussi l ’exem ple  
de l ’a p p lic a tio n  d ’un sy s tè m e  d ’a u to m a te  c y b e rn é tiq u e , o ù  le p rin c ip e  de la co n d u c tio n  in v erse  
e st a p p liq u é  à la réo rg a n isa tio n  du schèm e de co n n ex ion , p a r  l ’in te rca la tio n  e t l ’in te r ru p tio n  
des é lé m en ts  de con n ex io n  é lém entaires.
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ЛОГИЧЕСКАЯ МАШИНА, АВТОМАТИЧЕСКИ СОЗДАЮЩАЯ ЭКВИВАЛЕНТНУЮ
РЕЛЕЙНУЮ СЕТЬ

Б .  МАД АРАС

Р Е З Ю М Е

Автор дает описание такого автоматического устройства, которое разрабатывает 
схему упрощенной сети, обозначенной через D , эквивалентную релейной сети неизвест­
ного плана, обозначенной через D. Работа машины основывается на схеме релейной сети, 
реализирующей конъюктивную нормальную форму, далее на том, что две такие релейные 
сети являются эквивалентными, если на идентичные сигналы входа отвечают иденич- 
ными сигналами выхода.

Для работы необходимо иметь один сравнительный элемент, далее две вариацион­
ные единици, среди которых один вариатор создает схему соединений, соответствующую 
конъюктивным нормальным формам (ищет структуру схемы соединения), а другой вариа­
тор создает вариации знаков по фиксированному порядку, необходимые для сравнения. 
Блок управления, не описанный детально, управляет лишь пуском и остановом вариа­
ционной единицы в соответствии с результатом сравнения.

Конструкция кроме практического значения дает простой пример такого кибер­
нетического автомата, у которого принцип сведения применен для реорганизации струк­
тур схем соединений на основе введения и выведения элементарных элементов схемы 
соединения.
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1. Introduction

1.1. The subject o f  the paper

The aim of th is  paper is the in vestigation  o f th e  stab ility  o f  centrally- 
com pressed thin elastic bars w ith curved axis (in the follow ing called  shell- 
arches) in  their own p lane. Central com pression m eans th a t th e  funicular 
polygon o f external forces coincides w ith  the axis o f  th e  arch. From  th e  v iew ­
point o f  practical use i t  w ould be desirable, if  we could solve th is  problem  for 
arches w ith  optionally  sym m etrical or variable cross-section, furtherm ore,

Elevation of the Arch

F ig . 1

for arches th e  axis o f  w hich is an op tion al curve, fin a lly , for arches supported  
at d iscretion. We do n ot w ant to  deal w ith  th e  problem  in  th is generalized  
form . W e w ill prove, how ever, th a t th e  determ ination o f the critical load o f  
such a general shell-arch w ould becom e possible, i f  we were able to  solve the  
follow ing sim ple problem .

L et us investigate th e  shell-arch shown in  F ig . 1, the cross-section o f  
which is optionally sym m etrical and its  longitudinal axis is a circular arc.
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T h e cross-section and th e  th ickness of th is arch are constant everywhere. 
T he structure is only affected  at both ends b y  tw o couples o f  opposite sign, 
th is  m eans that such an arch does not need any support. W e w ant to  determ ine 
th e  relation  between the b en d in g  mom ent affecting the arch and the change 
in  i t s  curvature. Thus, fir st o f  all th is problem shall be dealt w ith .

1.2. Description o f  the arch's behaviour

Sbell-arches are u sed  for roofing structures in  engineering practice 
(F ig . 2). Their shape resem bles the form o f shells curved in  tw o directions, 
b u t th ere are no edge-beam s along their longitudinal edges. I t  is the very

reason  w hy when affected  b y  an optional loading th ey  cannot be in  the m em ­
brane sta te , but transversal m om ents are arising in  them .

The difference b etw een  the behaviour o f  a shell-arch and a normal bar 
(w ith  solid cross-section) is  the following: i f  a normal bar is affected by bend­
in g , th en  between the ch an ge (x) in curvature and the bending m om ent (M ) 
th e  follow ing relation is va lid :

M  =  E  • J  • % , (1)

w h ere E  is the m odulus o f  e la stic ity  of the bar’s m aterial, and J  is the m om ent 
o f  in ertia  of the bar’s cross-section .

The product E  • J  is also called the bar’s bending stiffness. In  the follow ­
in g  under the expression bending stiffness, generally the relation betw een  
th e  bending mom ent and the change in curvature should be understood.

W e will prove th a t i f  a shell-arch is b en t, then  betw een the bending  
m om en t and the change in  curvature the follow ing relation holds (F ig. 3):

M  =  A (R) ■ г  -  B(R) ■ X2 , (2)

w h ere A (R)  and B(R) are expressions depending on the radius R  o f longitudinal 
cu rvatu re.
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From Fig. 3 the fo llow ing im portant results can be read:
a )  The shell-arch loses its stability  in the case o f pure bending at a 

certain m om ent M cr[t.
b) From relation M  =  E  • J 0 • %, ca lcu lated  on the base o f the elem en­

tary m om ent o f inertia  J 0 o f the shell’s cross-section, we obtain a m uch steeper  
straight line, than  th e  tan gen t pertaining to  th e  zero-point of the real curve 
M(%). This means th a t the bending stiffness o f  such a shell-arch is much  
sm aller than that to  be expected  according to  the elem entary theory.

The formula o f  the tan gen t belonging to the zero-point o f the curve  
M(x) can be w ritten in the form:

M = E  y 1 J 0 x = E  J 1 - x -

This m eans that instead o f  the elem entary m om ent o f  inertia J 0 o f the arch’s 
cross-section, a dim inished “ effective” m om ent o f  inertia J 1 should be used  
for w riting relation M  — E  • J t • %. The m agnitude of J x is determ ined by  
the equation

J l =  Yl ' J 0’ (7 i ^  1) •

In the present paper we w ill determine the in itia l tangent o f  th e  curve  
M (x)  or the quantity  y ,, respectively . The know ledge o f  the latter enables  
us to  determ ine the critical compressive force causing buckling in the arch’s
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ow n  p lane of a centrally-compressed shell-arch. T h at is to  say, for the determ ina­
t io n  o f  the stab ility  in  th e  case of central com pression, we have alw ays to  
ex a m in e  that form o f equilibrium , which is in fin ite ly  near to  the m om entless 
form . T his means th a t th e  curveM (^) could be replaced by the in itia l tangent  
b elo n g in g  to the m om ent M  =  0, because an in fin ite ly  near deform ed shape 
in c lu d es  an in fin itely  sm all change in curvature. I t  follows from  th e  above  
th a t  a shell-arch could b e exam ined for central com pression as i f  it  were a 
n orm al arch, the on ly  d ifference being that in stead  o f the elem entary m om ent 
o f  in ertia  J 0 the d im in ished  effective m om ent o f  inertia у г ■ J 0 should  be

Elevation o f th e  arch 

dy

d a \
-Resultant force o f  
tensionol stresses

dot.
Resultant force o f ' 
compressive stresses

Forces bending the arch in transverse direction

Resultant force o f  
tensionai stresses

Cross-section before deformation

б  у -diagram

Resultant force  o f  
compressive stresses

Fig. 4

rep laced  into the form ula o f  the arch’s critica l com pressive force. In  another 
p ap er  we wish to determ in e the entire curve M(%),  and th is w ill enable us to 
in v e stig a te  the arch in  th e  case o f bending.

The very reason w h y  shell-arches are less stiff  to bending as could be  
ex p ected  according to  elem entary  calculation, can be realized b y  observation  
w ith o u t any calcu lation . F or this purpose, le t  us exam ine the in fin itesim al 
p a rt d y  between tw o ad jacen t cross-sections o f  th e  longitudinally  curved shell- 
arch  shown in F ig. 4 , ly in g  at any place o f  th is  arch. L ongitudinal tensionai 
and  compressive forces g ive , due to the longitudinal curvature, resultant 
forces normal to th e  ax is  o f  the arch. In  th e  case shown in F ig . 4 the 
m en tion ed  resultant forces try  to straighten  th e  cross-section. The shell 
res ists  this straightening effort as a tran sversely  bent p la te , b u t because 
o f  its  small bending stiffn ess  at the sacrifice o f  considerable deform ations,
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on ly . I f  the cross-section w ould not have any bending stiffness in trans­
verse direction, th en  th e  arch itse lf  would n ot have any bending stiff­
ness either, because in such a case the cross-section  o f th e  arch would  
already becom e deform ed ow ing to  the action  o f the sm allest longitudinal 
stresses: it would becom e entirely fla t (or bulged , respectively), and so it  
w ould not be able to  resist any m om ent. The transversal bending stiffness  
o f a shell-plate is in  rea lity  not equal to zero, but it  is certain ly  a sm all value, 
th u s, the cross-section — due to  the action o f forces resulting from  longitudinal 
stresses — becom es deform ed, and this is the very  reason w h y  the arch’s 
bending stiffness shall be considerably sm aller than  th a t, w hich could be  
calculated  on the b asis o f  the elem entary theory.

A ll this indicates th a t the longitudinal bending stiffness o f  a shell-arch 
cannot be calculated according to the elem entary Theory on Strength o f  
M aterials on the base o f  the cross-section’s original shape (pertaining to  the 
unloaded state), m oreover, not even on the basis o f  the cross-section’s deformed 
shape. In  contradiction to  observation, the bending stiffness does not increase, 
even i f  the load w ould cause a bulging of the cross-section (i.e., i f  the m om ent 
o f inertia would increase in accordance w ith th e  elem entary theory), but the  
bending stiffness equally  dim inishes owing to  th e  cross-section’s fla tten in g  or 
bulging, respectively.

The flatten ing or bulging o f the cross-section o f an arch requires th a t  
longitudinal stresses should cause resultant forces norm al to th e  axis o f  the  
arch, and th is, how ever, dem ands a longitudinal curvature o f the arch.

B y  th is, it can easily  be understood that bars w ith  shell-like cross-section  
and straight axis at first behave according to the elem entary th eory  and only  
begin to  deviate from  it  and becom e less resistant to bending, after th ey  had 
already becom e curved.

I t  also follows from  the above that a shell-arch the cross-section o f which  
is impeded in transversal deformation, shall behave according to th e  elem entary  
Theory on Strength o f  M aterials: its bending stiffness shall be E  • J 0 and no 
bending instability  shall occur. E.g.  if  several shell-arches are built side b y  
side, th en  they  m u tually  hinder each other in  deform ation. Thus, shell-arches 
built in such a w ay shall considerably be stiffer than  single ones. H ence, our 
discussion only refers to  such  single shell-arches, th e  transversal deform ation  
of w hich is not im peded.

A shell-arch m ay also lose its stab ility  in another w ay as above described  
(by buckling in the arch’s own plane caused b y  centric com pression or due to  
vertical bending); am ong others, in  the case o f  centric com pression the arch 
m ay also fail due to  buckling in a horizontal p lan e  or torsional buckling, as 
w ell as owing to a local buckling o f  the shell-plate. These phenom ena w ill not 
be dealt w ith in this paper, but in the course o f actual design these exigencies 
should also he taken in to  consideration.
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1.3 . Literary survey

T he bending theory and questions concerning the stab ility  o f  thin- 
w alled  pipes were discussed b y  several authors. A m ong these, first o f all 
K á r m á n  [5] should be m entioned . He was the first, w ho, when investigating  
th e  b end ing  stiffness o f  curved  pipes, drew attention  to  deviations versus the  
elem en tary  bending theory . The problem o f the stab ility  o f bent pipes with  
stra ig h t axis, i.e., the determ ination  of the critical bending m om ent was first 
d iscu ssed  by B r a z ie r  [2]. For the problem dealt w ith by him , a more accurate 
so lu tion  was later presented b y  Ch w a l l a  [3].

A m ong others treatin g  o f  sim ilar subjects B e l l u z z i [1] and F u n k  [4] 
sh ou ld  also be m entioned. T h ey  determ ined the critical bending m om ent of  
bars w ith  straight axis, the cross-section  o f which are circular, arc- and K-formed, 
b y  th e  energy m ethod. W e i n e l ’s paper [6] dealing w ith  the bending o f hyper­
bolic shells with circular-arc formed cross-section, the longitudinal axis of 
w hich is also a circular arc, is closely  connected w ith the subject. H is in vestiga­
tio n s  referred to shell-arches w ith  a fla t cross-section. He did n o t neglect 
P o is s o n ’s ratio, therefore, h is results are exceedingly com plicated and cannot 
b e generalized for shell-arches w ith  other cross-sections.

2. D eterm ination o f the M-(x)  curve

2 .1 . Assumptions o f  deductions

The material o f  th e  shell-arch is hom ogeneous, isotropic and follows 
H o o k e ’s law.

The radius of curvature R  o f the arch’s longitudinal axis is great in 
com parison  to the depth d  o f  the cross-section (R §> d).

The thickness h o f the shell-arch is sm all in com parison to its other 
dim ensions. B y th is, the center o f  gravity , the m om ent o f  inertia etc . o f  the 
cross-section  could be ca lcu lated  in the same w ay as if  the cross-section were 
a lin e ’s part.

The cross-section is f l a t ,  i. e., the infinitesim al part ds o f the curve z 0(x) 
in d ica tin g  the center-line o f  th e  cross-sections, can be replaced b y  its projec­
tion  dx.

P o is s o n ’s r a t io  w ill b e  n e g le c te d  ( r  = 0 ) .
A s we only w ant to  determ ine the behaviour o f  the arch during bending, 

in  our discussions the dead-load  o f the shell-arch w ill not be taken into  
accou n t.

W e suppose th at extern al forces (couples) acting at both ends o f the  
shell-arch  are in com pliance w ith  the distribution o f internal forces. In  reality, 
how ever, this condition is generally  not fulfilled; e.g., if  the roofing structure
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show n in  F ig. 2 is a tie-arch, then the tw o ties do not exert uniform ly-d istri­
buted, b u t concentrated forces on the shell-arch’s ends. B y th is , th e  end- 
zones o f  such an arch should be dim ensioned like a girder w ith great depth , 
and th e  correction, necessary because o f  th e  shell’s curvature, should  also be 
taken in to  consideration. Q uestions concerning th is problem, how ever, w ill 
not be dealt w ith.

The influence o f deform ations due to shear, on the critica l load  
causing buckling in the vertical plane, shall not be taken into account. This is 
ju stified  b y  the fact th at the shearing stiffness o f  shell-arches is equal to  th a t  
of norm al bars (with solid cross-section), their bending stiffness, h ow ever, is 
considerably smaller. B y  th is, the influence o f  deform ations caused b y  shear 
on the critical com pressive force o f shell-arches is still smaller than on th e  critical 
com pressive force o f bars w ith  solid cross-section.

2 .2 . Deformation o f  an optional cross-section

The axis o f the shell-arch shown in F ig. 1, i.e., the line connecting centers 
of g rav ity  o f  the cross-sections, is a circular arc the radius o f  w hich is R 0. 
The shell-arch’s cross-section is an optional, but sym m etric curve г0(лг) (F ig . 5),

constant along its length . The zero-point o f  the system  o f co-ordinates (z , x) 
should be placed into the cross-section’s center o f  gravity  S. The arch should  
be affected  at both ends b y  tw o couples M ,  which are o f  the same m agnitude  
but o f  opposite sign. Due to th is , all cross-sections shall be in the sam e sta te , 
and th is is  the very reason w hy we can assum e, th at the cross-sections being 
originally plane, shall also remain plane  after deform ation.

The external m om ent and the radius o f  longitudinal curvature are to  be 
taken as being positive according to  explanation  given in F igs. 1 and 5.

D eform ations o f shell-elem ents shall be expressed by the for th e  tim e  
being unknow n deformed shape o f  the cross-section; substituting th ese  in to  
equations o f  equilibrium , we w ill obtain a differential equation for th e  deter­
m ination o f z(x).

2 Acta Technica XXXII/1—2.
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For writing equations o f  equilibrium , le t us cut out from the arch, a t 
an op tion al place th e  shell-elem ent dx ■ d y  (F ig . 6 , y  is the co-ordinate along  
th e  a x is of the arch). Internal forces acting on th e  shell-elem ent are show n in 
F ig s. 6 /a —b split in to  tw o groups. R  denotes the longitudinal radius o f  curva­
ture after deform ation.

Projection on the яс-axis:

n'x — 0 . (За)

(In  th e  following d ifferentiations according to  x  w ill be marked b y  com m as 
or R om an sym bols, respectively .)

A s along the sh ell’s edge (x  =  ^ 6 )  nn =  0; thus, nx is equal to  zero 
everyw here. In equation  (3a) nxy does n ot appear, because the cross-sections 
rem ain  plane, and b y  th is , nyx equals zero everyw here.

Projection on axis z:

- - 5 - - i i =  0 .  (3b)
к

Moment referring to  axis y :

— m'x +  qx =  0 . (3c)

Moment referring to  axis x :

m'y =  0 ,  (3d)

i .  e., my is constant.
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Due to  sym m etry and pure bending the other equations o f  equilibrium  
fall ou t, because the rem aining internal forces are equal to  zero.

E lim inating qx from equations (3b) and (3c):

m"x +  ^ r =  0 .  (4)
К

E m ploying H o o k e ’s law , ny and tnx can be expressed by specific deform ations 
(ey is the longitudinal strain and %x the transversal change in curvature)

E  ■ h • e.,

E  ■ h3

(5)

(6)

Sy and %x can be expressed by the deform ed shape z o f the cross-section:

(? )

As to equation (7), the following should be considered:
According to  all th a t had previously been said, originally p lane cross- 

sections rem ain plane, therefore, the longitudinal strain is directly proportional 
to the d istance s betw een the point in  question  and the center o f  g rav ity  o f  
the cross-section, but inversely proportional to  the radius o f the longitud inal 

г
curvature

R
. The strain, however, is on ly  given by the deviation  o f the

deformed sta te  from  the original one and because o f  th is ,——-- 
R o

must

be subtracted from
R

Finally, w ith respect to relation R  d, th e  radius

of longitudinal curvature can be regarded as being the same at all points o f  
the cross-section (i .e . R  z  R).

%x can also be expressed by z:

Xx =  *" -  z" . (8)

S u bsti tu tin g  (7) and (8) into (5) and (6):

nv — E - h  ■
Z Z q

(9)У

R  R o

F. ■ Л.»
m  = Z -----------------

л  I O ■ (*" -  4 ) (10)

2 *
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R eplacing (9) and (10) in to  (4), for z we  ob ta in  the following differential 
eq u ation :

E  ■ h2 3
12

• ( z IV 4 V) +
E  ■ h 

R

z

R R„
=  0 , (И)

W e will introduce the follow ing abbreviations: 

deform ation w  o f the cross-section (vertical displacem ent)

w  =  z — z 0 ; (12)

(w  is  p o sitiv e , if  its direction coincides w ith  direction  -j- 2)

furtherm ore, the param eter ß  being characteristic for the shell’s geom e­
tr ica l shape

j  3 1,316
p i  R ~  ]fh ■ R  ’

fin a lly , the change in the arch’s longitudinal curvature

1 1

Z “  R R o ’

( i f  R  is  positive , then  % is p ositive  i f  R  <C R 0, i . e . ,  for a dim inishing R).  E m p loy­
in g  th e  above abbreviations, equation (11) can be w ritten in the more sim ple  
form :

w iv +  4 • /?4 • tv =  —4 • ß* ■ R  ■ X • z0(x) . (15)

D eform ation  w  o f the cross-section  has to be determ ined from this differential 
eq u a tio n . All quantities figuring in this equation are — except w  — constant, 
th u s , th e  equation in  question is a linear inhom ogeneous differential equation , 
th e  coeffic ien ts o f  which are constant.

Boundary conditions for w  are the follow ing:
1. Owing to  sym m etry, th e  medial ta n g en t o f the cross-section rem ains 

h orizon ta l, i. e.
w'(0) =  0 . (16)

2 . D ue to sym m etry, the shearing force in th e  middle o f the cross-section  
is eq u a l to zero, i. e.

w"'{0) =  0 . (17)

(14)

3 . The transversely directed  m om ent van ish es at the edge o f th e  cross-
sec tio n , i .  e.

w " ( ± b )  =  0  . ( 1 8 )
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4. The shearing force on the edge o f  th e  cross-section equals zero, i. e.

tv" '(± b )  =  0 . (19)

Our equation (15) coincides w ith the well-known differential equation  
of a beam  on an elastic foundation, the len gth  o f which is 2 • b:

ie'v+
E J

P (x)
E J

(20)

where: E  • J  is the beam ’s bending stiffness; c is the modulus o f  fou n d ation , 
i .  e., the sole-reaction referring to  the un it-length  o f the beam arising at the 
beam ’s unit-deflection  to =  1; p(x)  is the external load acting on th e  beam . 
The elastic foundation is characterized b y  connection p  =  c • w.

On th e  an a lo g y  o f th e  beam  on e lastic  fo u n d a tio n , th e  theo rem  —  w hich  sh o u ld  la te r  
be em p lo y ed  —  t h a t  th e  cen ter o f  g ra v ity  does n o t d isp lace du rin g  d e fo rm a tio n , c an  
easily  be  p ro v ed . N a m ely , th e  load  on  th e  c ro ss-sec tion , regard ing  th e  la t te r  as b e in g  a  b eam  
on e la stic  fo u n d a tio n , is accord ing  to  (15) p ro p o rtio n a l to  z0. As th e  c en te r  o f  th e  sy s te m  o f 
co -o rd in a tes  w as p laced  in to  th e  c en te r  o f g ra v ity  o f  z0, we have:

+ ft
( z0 ■ dx  =£ 0

-'ft
T his m eans t h a t  th e  lo ad  on th e  cross-section , re g a rd in g  th e  la t te r  as being  a b e a m , is  a  sy s­
tem  o f  forces in  eq u ilib riu m . B y th is , e lastic  re ac tio n  forces p  also co n stitu te  a sy s te m  o f forces 
in  eq u ilib riu m . T h u s , in  consequence o f p  =  c • n?, w e can  w rite:

+ ft + ft
\ p  • dx  — c • j id • d x  — 0 (20a)

-ft - ‘ft
T he c e n te r  o f  g ra v ity  o f th e  b eam ’s d isp lac em e n t curve  iv (£. e. o f  th e  c ro ss-sec tio n ) 

rem ain s in  th e  sam e p lace  w  =  0, w here i t  w as b e fo re  th e  d isp lacem en t o ccu rred . B y  th is , 
th e  c e n te r  o f g ra v ity  o f th e  deform ed cross-sec tion  z (x ) coincides w ith  th e  o r ig in a l c e n te r  
o f g ra v ity .

The solution  tv o f differential equation (15) m ust — as is w ell-know n — 
be put together from two parts: from the solution w 0 o f the hom ogeneous  
differential equation , and from a particular solution  itq of the inhom ogeneous  
differential equation , i. e .:

tv =  tv0 tv . (21)

The solution  o f the homogeneous part is for each form o f cross-section  
identical:

tv0 =  A  • eh ßx ■ cos ßx  +  В  ■ sh ßx • sin ßx +  

-)- С ■ eh ßx • sin ßx  -(- D  • sh ßx • cos ßx .
( 22)

Here Л , В, С, D  are constants of in tegration  which should be determ ined  from  
boundary conditions (16) — (19).
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2.3 . Curve M (x) and its initial tangent

In  our discussions so far, the change % in  longitudinal curvature w as  
assum ed  as being know n, and displacem ent w  w as determ ined on th is basis. 
N ow , w e wish to determ ine th e  connection ex istin g  betw een % and the external 
b ending m om ent M  a ffecting  the arch. K now ing w,  the moment M  born b y  
th e  cross-section can be calculated  as the sum  o f  m om ents of internal forces 
ny in  th e  following w ay  (em ploying sim plifying p ossib ilities given by the cross- 
sec tio n ’s flatness):

+  b +  b
M  =  J ny • z ■ dx -f- f rtty ■ dx . (23)

- b  - b

A ccording to  our previous discussions, the shell w as assum ed to be thin. T here­
fore, th e  second m em ber o f equation (23) expressing the m om ent m y =  

E - h s
= = -----— X caused b y  th e  flexure of the shell-p late, can — for the sake o f sim pli-

12
c ity  — be om itted . (In  th a t exceptional case, i f  th e  bending stiffness o f  the
sh e ll’s cross-section w ere so sm all, that it  w ould  considerably be increased
b y  allow ing for th e  m om ent born by the sh ell-p la te , we must sim ply add to
th e  m om ent o f inertia o f  th e  shell’s cross-section, given  by the first m em ber o f

4 . . .  j  2 - b h s
eq u ation  (23), the m om ent of inertia of th e  sh ell-p late , i. e. J  slab ~

12
see num erical exam ple.)

Thus, in the fo llow ing we only deal w ith  th e  expression

M  =  f ny • z  • dx
- b

On th e  base o f (9), (12) and (14) we have:

M  =  E

(24)

+

+ 6 + b

h  • Í z 2 z * z o • dx = E  ■ h
J R R 0

- b - b

E  • h 

R

+ b

I z o ■ w  ■ dx - f -  E  • h  ■ X

+b

J « 0 -
- b

J
- b

E  ■ h 

R

4 -b

J ' ” !
dx

- b

z(5 • dx

• dx + (25)

E quation (25) g ives th e  exact connection betw een  the external m om ent 
M  and  the change in  longitudinal curvature x  (F ig- 3). In the first tw o m em bers
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o f  (25) X is o f  the first power, in the second tw o m em bers, however, o f the second  
power. The very reason for th is is th at according to  (15) w  is proportional 
t o i l  - X ■ In  addition, R  is to  be found in  each m em ber by itse lf and also hidden  
in ß  to  be m et w ith in w x and w 0. Thus, equation (25) is really the sam e form  
as (2): A ( R ) • x denotes the first tw o mem bers o f (25), — B(R) ■ %2, how ever, 
the th ird  and the fourth m em bers.

In  th is  paper we only  w ant to  determ ine the initial tangent o f  curve 
M(x)'i therefore, let us differentiate equation (2) according to x :

d M

à-X

dA(R)

dx
• X +  A(R)

dB(R)

dx
• X2 — B(R) -2  • X. (26)

A t poin t X — 0 the angle o f  slope o f the tan gen t shall be A(R), i. e. th e  first 
two m em bers of (25) divided b y  x • On the other hand, as can be seen from  
F ig. 3, the tangent of the angle of slope is E  • у г ■ J 0 =  E  • J v  A ccording to  
th is, the effective m om ent o f inertia o f the shell-arch is:

+ft +b

=  A (R ) =  h • ( z%-dx ------ Л—  . ( *0 ■ w ■ d x .  (27)
E  J R  ■ x J

-b  -b

The first member on the right-hand side in (27) gives the cross-section’s 
elementary moment o f inertia:

J 0 =  h ■ f  z \ -  d x .  (28)
- f t

S u b stitu tin g  (28) into (27):

+ft

j \  =  J 0 +  — - • I 20 • w ■ dx . (29)
в  ■ X J

- f t

A s we are investigating the initial  tangent o f  the curve M (x),  the effec­
t iv e  m om ent o f  inertia J г o f  the shell-arch has to  be calculated from th e original 
geometrical dimensions (z0, R 0) pertaining to  the undeform ed shape o f  the  
shell. T hus, in the follow ing ß  and R  (being hidden in ß) always denote ß 0 
and R 0, respectively , i. e. dim ensions before deform ation.

For the sake o f an easier com parison o f the decrease in bending stiffness 
o f  different cross-sections we shall determ ine relations

( 3 0 )

(Y i ^  1) •
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2 .4 . Determination o f  the effective moment o f  inertia of  several cross-sections

T he four types o f  cross-section to be d ealt w ith were chosen in  such a 
w ay th a t the designer w ould  he able, as far as possible, to  classify cross- 
section s to  be m et w ith in  practice according to  one o f these typ es, or to  range 
th em  betw een tw o o f the typ es discussed, respectively . Therefore the de­
signer w ill have the p ossib ility  o f finding the solution  by interpolation betw een  
so lu tion s o f cases to  be g iven  below.

2.41 . Circular arc form ed  cross-section (F ig .  1)

W e assumed the cross-section as being f la t ,  therefore, the circular arc 
can be replaced b y  a parabola ; on the other hand, the center o f grav ity  can

be ta k en  as being placed in  the third o f  the depth. So, the equation o f such a 
cross-section  is the follow ing:

20 — d (31)

S u b stitu tin g  this expression in to  equation (15), the particular solution o f  the  
differentia l equation shall be as follows:

w i =  -  R  ■ X ■ *o • (32}

C onstants figuring in  the solution  o f the hom ogeneous part o f (22) shall be 
determ ined  from equations (16) — (19) o f boundary conditions and by taking  
in to  consideration equation  (21). The final result o f this calculation is:

A  = d ’ R  ' 1 '
1

Ш

B  =  d  ■ R  ■ % •

sh ßb ■ cos ßb — ch ßb • sin ßb ' ^ R  Z
ch ßb • sh ßb -J- cos ßb • sin ßb

(33)

sh ßb ■ cos ßb ch ßb • sin  ßb 

ch ßb ■ sh ßb 4- cos ßb ■ sin ßb
( 3 4 )
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if  denoting dim ensionless quantities w ithin brackets by ZA and Z B, resp ectively .

C = D  = 0  . (35)

N um erical values o f constants belonging to  d ifferent values of ßb are com piled  
in T able I.

Table I
C ontants A  — U o f  d ifferen t cross-sections

The elementary moment o f  inertia o f  the sh ell’s cross-section is according  
to  (28) and em ploying (31):

As th e  first member o f the integral is equal to  — J 0, therefore, em ploying  (22). 
(31), (33) and (34), the effective m om ent o f  inertia can be w ritten  in the  
follow ing more sim ple form:

+  (>

- b

■ dx =
h ■ d

R  • 1
• w 0 • dx  . (37b)
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A s according to (20a) we have:

therefore
+b

Í
- b

- b

w 0 ■ dx =  0 .

U sing th is we obtain:

(38a)

(38b)

(38c)

Ç oĉ
J x =  h ■ d2 ■ ----- • (Z A. ch ßx • cos ßx  +  Z B ■ sh ßx • sin ßx) • dx  =J b2

- b

Table II

N um erica l values o f  effective moments o f  in er tia  o f  different cross-sections

Form of 
«ross-section ßb = 0 1 2 3 4 6 10

Vi — 1 0,895 0,333 0,093 0,033 0,0073 0,00101

V i= I 0,890 0,347 0,1391 0,0468

4 / Yi — 1 0,891 0,351 0,111 0,0467

Yi = 1 0,897 0,4075 0,1493 0,070

Approximate Y i= 1 0,893 0,342 0,0931 0,0315 0,0064 0,000833

in d icatin g  the cross-section’s effective m om ent o f  inertia, were com piled  in 
T able II  for different va lu es of ßb (see also F ig . 11).

For the sake of an easier practical calculus, expression  (39) had been calcu lated  
for different values o f  ßb. On the base o f the la tter  values of ratio у г =  J  ß J  $

and in accordance w ith
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2 .42 . Cosine-line like formed cross-section (F ig .  8 )

The equation o f the cross-section referring to  the system  o f co-ordinates 
to  be seen in Fig. 8 is:

d n
2n = -------- • cos • X . (40)

2  b

In com pliance with particular solution o f  differential equation (15) we have:

w,  =  —

1 + ТГ

m 4

R  ■ г (41)

From  equations (16)—(19) o f boundary conditions we obtain th at constants  
belonging to  cosine-line like cross-sections can be calculated from constants  
pertain ing to circular arc formed cross-sections, by m ultiplying th e  latter  
ones w ith  the factor (see Table I):

4 +
л*

w

(42)

The cross-section’s elementary moment o f  inertia  is, according to  (28):

+b

J  o  =

h • d2 ' J
—b

Л
cos2-----X ■ dx  =  0,250 • h • d2 ■ b .

b
(43)

The effective moment o f  inertia, on the other hand, is according to  (29):

+b

J 1 =  J  о
/I j

R ■ X ' J 1

1 +
Л* R ■ X ■ *0+ w 0 dx =

4 (ßb)*
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N um erical values resu ltin g  from formula (44), as well as values o f  ratio  
y 1 = : J i l J 0, referring to  different values o f  ßb are to be found in Table II 
(see F ig . 11, too).

2 .42. V-formed cross-section (F ig . 9 )

In the m iddle o f  th e  cross-section there is  a break, therefore, we will 
m ake all calculations for th e  right-hand side o f  the cross-section only. The

jo in in g  o f the two deform ed half cross-sections is given by boundary conditions  
(16) and (17).

The equation o f  th e  cross-section’s right-hand side is:

z 0 =  d ■

T h u s, particular so lu tion  o f (15) is:

» 1  =  — R  ■ г  • *o • ( 4 6 )
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From boundary conditions

Sym bols Ф 1 and Ф2 figuring in the above tw o equations are defined b y  the  
follow ing expressions:

(see Table I).
The e le m e n ta r y  m o m e n t o f  in e r t ia  o f  th e  cross-section is:

The cross-section’s e ffe c tiv e  m o m e n t o f  i n e i t i a  is in accordance w ith

A s form ulae (38a)— (38c) are also va lid  for a Y-formed cross-section, 
form ula (53a) can be w ritten in the follow ing more simple form:
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N u m erica l values o f ratio y x =  J j /J 0 belonging to  different values o f  ßb 
are g iv en  in Table II  (see F ig . 11, too).

2.44 . Wing-formed cross-section (F ig .  10)

T his cross-section is p u t together from tw o  fourth o f a sine-line. B ecause  
o f  th e  break in the m iddle o f  the cross-section, calculations shall on ly  be 
done for the right-hand side o f  the cross-section; the joining o f the tw o  h a lf  
cross-sections is assured b y  boundary conditions (16) and (17).

The equation o f the h a lf cross-section on the right-hand side is (the  
d ista n ce  betw een the center o f  gravity and th e  lower edge is 2 • d/л):

z 0 = d
л  2

s m -------- X —
2 ■ b л

So th e  particular solution o f  (15) is:

w 1 =  R  ■ % ' d
1

1 +

л  2
. Sin --------  X -f-----

2 ■ b л
64 • (ßb)4

F rom  equations o f  boundary conditions we have:

1
Zc =

71

i  +
64 • ( ß b f

1

4 • ßb
1 —

8 •<[ßbf

1 + f f f ____  4 • ßb
1 +  -

8 • (ß b f

(54)

(55)

(56)

(57)

64 • (ß b f
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The elementary moment o f  inertia  o f the cross-section according to

The effective moment o f  inertia, of the cross-section according to

U sing (38a) we obtain the follow ing final result:
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T he q u otien t of (61b) and (60), i. e. ratios y 1 =  J ^ /J 0 pertaining to  different 
v a lu es o f  ßb are num erically g iven  in Table II  and in  Fig. 11.
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2.5. Comparison o f  effective moments o f  inertia belonging to different 
cross-sections

From  Fig. 11 it can be observed th at yj-curves pertaining to  different 
sorts o f  cross-sections hardly deviate from each other. A ll curves start w ith  a 
horizontal tangent; values o f y l rapidly decrease w ith the increase o f  ßb, and 
at the value ßb >- 4 the value o f y x is already sm aller than 0.05; i. e., th e  effec-

Рз.ь

tiv e  m om ent o f inertia J  x is less than 5 per cents o f  the elem entary m om ent o f  
inertia J Q (except for the wing-formed cross-section). This is the very  reason  
w hy Table II  was only calculated for values ßb =  1, 2, 3, 4, because th is is 
the range characteristic for yj-curves. The yj-curve belonging to  circular arc 
form ed cross-section, however, was calculated  up to the value ßb =  10.

W ith regards to all these, it seem s to  be expedient to establish  an a p ­
proxim ate y x-curve, which should supply th e  effective m oment o f inertia  for 
all sorts o f  cross-sections, and should be fa irly  sim ple to be applied b y  design­
ing engineers.

According to our investigations the curve

У1 ,appr-
0,120 • (ßb) 4 ь*

1 +  0,360 • -
h2 R 2

(62)

approaches accurate yj-curves belonging to  discussed cross-sections w ithin  
the lim it o f several per cents, and generally, but especially for great va lues o f  
ßb dev iates from the accurate curves to the advant age o f safety (see T able II 
and F ig. 11). 3

3 Acta Technics XXXII/]—2.
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3. Generalizations. Investigation o f stability  for centrical com pression  

3.1. Inverse cross-sections

Cross-sections d ealt w ith in 1/a—d  can be inverted (Fig. 1/e) and th e  so 
far deduced results are also valid  for th e  inverse cross-sections. N am ely , by  
in vertin g  the cross-section , the sign o f  z 0 changes, this however, is follow ed  
b y  th e  inversion o f  th e  sign  o f w (e. g., see (32), (41) etc.). T hus J  г does not 
change either (29).

3 2. Steeper cross-sections

According to  th e  results o f m odel te sts , for steeper cross-sections the  
calcu lation  m ust be corrected. We w ant to  dea l w ith this in a later paper.

3.3. Stability o f  centrally-compressed shell-arches in their own plane

In  our discussions m ade up till now , w e assum ed that the radius R  o f  
longitud inal curvature o f  the shell-arch is con stan t, and its cross-section is 
th e  sam e everyw here. This supposition does n o t alw ays com ply w ith reality; 
th e  radius o f longitud inal curvature generally changes along the arch, and the 
cross-section is freq u en tly  varying, too . In  such  a case we have to  app ly  the  
fo llow ing mode o f calcu lation: we determ ine th e  value o f the effective m om ent 
o f  inertia  o f several cross-sections, o f course, in  com pliance w ith radii o f  lon g i­
tu d in a l curvature as being valid  for the cross-sections in question; subsequently, 
th e  arch can be treated  like a normal arch o f  variable cross-section. Thus, 
critica l horizontal force H  o f such an arch can  be determ ined by the usual 
m eth od  o f statics in com pliance with the m ode o f supporting (see num erical 
exam p le).

O f course, th e  above-m entioned m ethod o f  calculation w ill be approxi­
m a te , its reliability w ill be in an inverse proportion  to  the suddenness o f  the  
change o f  the radius o f  longitudinal curvature and o f the cross-section. B ut, 
hith erto  made m odel te s ts  showed the good applicability  of th is approxim ate  
m eth od  for calculations to  be m et w ith in  practice. 4

4. Numerical exam ple

L et us choose for an exam ple an erected shell: th e  roofing members o f the Glue F actory  
in  Ú jp est, H ungary (designed b y  M. Gn ädig  in  1953, constructed  in  1954).

T he lo n g itu d in a l se c tio n , as w ell as th e  c ro ss-sec tio n  o f th e  a rch  are p a rab o la s  o f  th e  
se c o n d  degree (F ig . 12). T h e  cross-sec tion ’s d e p th  d, a d v a n c in g  from  th e  a rch ’s crow n to w a rd s  
th e  sp rin g ers  also v a rie s  acco rd in g  to  a p a rab o la . T h e  s teepness o f th e  c ross-sections w ill 
n o t  b e  ta k e n  in to  a cc o u n t.
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T h e  m ain  d im ensions o f th is  a rch  are:

h = 3,5 cm

b : 154,0 cm

L = 19,0 m

f — 3,18 m

T he she ll i ts e lf  is  a  re in fo rced  concre te  slab  w ith  in se r tio n s  o f hollow tiles. T h e  d im en sio n s 
o f  th e  ap p lie d , so-called  cab le-tile s a re  3 ,5 x 2 1 x 4 0  cm  w ith  3 cm  spac ing  b e tw ee n  th em . 
T h e  av erag e  m o d u lu s o f  e la s tic ity  o f th e  shell-slab  is : Eav. = . 86,6 t /c m 2.

L 0 =  0,586 • 19,00 =  11,13 m

T h e  m o m en t o f  in e r tia  o f  th e  a rc h ’s c ro ss-sec tion  sha ll be  c a lcu la ted  a t  th e  c row n , 

a t  th e  fo u r th  p a r t  o f  th e  sp an , i. e. a t  —— a n d  a t  th e  springer.

A t  the crown :

T he a rch  i ts e l f  is a  tw o -h in g ed  a rch , th e re fo re , i ts  reduced  len g th  is:
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T he final results o f  the o m itted  detailed calcu lation  are the following:

R  —  16,60 m

ß b  =  2,66 

V j =  0,142

J l i 4 =  5,01 • 104 cm 4.

A t  th e  s p r in g e r  :
d  =  15 c m .

T he final results are:
R  =  24,6 rn 

ß b  =  2,18 

y  I =  0,270

Jspr. =  0,690 • 104 cm 4.

On th e  base of these three m om ents o f inertia  the average m om ent o f inertia  o f  the  
h a lf  arch  can approxim ately be determ ined by the usual m ethods (e. g . ,  on the basis o f  the 
d eflec tion -eq u a lity ).

B y  so doing we obtain:

Javer *** 4,67 • 104 cm 4.

T he critical value o f force H  is:

H a it —
я 2 • E a  ■ J a я 2 • 86,6 • 4 ,67 • 104 

11132 32,2 t .

E ffectiv e ly  arising force H  (caused by total load  180 k g /m 2) is:

H eff. =  3,06 • 180
192

8 • 3,18
7,82 t .

T h u s, the safety against buck ling  is 32,2/7,82 - 4 ,12-fold . The thickening o f the arch’s
edges (see  F ig. 12), which in  th ese  calculations was n ot taken  into consideration, in  rea lity  
s t i l l  increases the above-estab lished  safety.

In  their final position th ese  shell-arches are p laced  closely  side by side. This circum ­
sta n ce  im pedes their transversal deform ation, and th is g iv es an additional increase o f  safety .
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SUM M ARY

The paper deals w ith  investigations on the bend ing stiffness o f thin shell-arches non- 
stiffen ed  along the edges, on the basis o f the usual assum ptions o f the Theory o f  E la stic ity . 
The cross-section o f  these arches, i f  affected b y  ben d in g , fla tten s or bulges, r esp ectiv ely , 
therefore, the bending stiffness o f  such arches is in  general considerably sm aller th en  th a t, 
which could be calcu lated  according to the elem entary theory. The paper contains th e  th e o ­
retical determ ination o f  the relation  between the bend ing  m om ent and the change in  curva­
ture for an optional sym m etric  cross-section, furtherm ore, th e  num erical values o f  the so-ca lled  
effective moment o f  inertia  for four types o f cross-section  the m ost frequently m et w ith  in  
practice, fin a lly  a sim ple approxim ate formula for th e  sp eedy  determ ination o f the e ffec tiv e  
m om ent of inertia belonging to different kinds o f  cross-sections. The investiga tion  o f  the  
stab ility  o f  a shell-arch  in  its  own plane, affected b y  cen trica l compression, requires to  take  
into  consideration the e ffective  m om ent o f inertia ca lcu la ted  in this way. F inally , th e  practical 
use o f the obtained results is dem onstrated on hand o f  a num erical exam ple.

D IE  STABILITÄT A U F  M ITTIGEN D R UCK  B E A N SP R U C H T E R  SC H A L E N B Ö G E N

L. KOLLÁR

ZUSAM M ENFASSUNG

Der A ufsatz befaßt sich m it der U ntersuchung der B iegesteifigkeit am R ande unver- 
steifter Schalenbögen a u f Grund der gebräuchlichen V oraussetzungen der E lastiz itä tsth eorie . 
Die Biegebeanspruchung verursacht die Verflachung (oder die Ausbuchtung) der Q uerschnitte  
dieser Schalenbögen, daher is t  ihre B iegesteifigkeit beträch tlich  geringer als die, die a u f  Grund 
der elem entaren Theorie berechnet werden kann. Der A u fsa tz  enthält die theoretische B estim ­
m ung des Zusam m enhanges zwischen dem B iegem om ent und der K rüm m ungsänderung für 
den F all eines beliebigen sym m etrischen Bogenquerschnittes, ferner wird darin der zahlenm äßige  
W ert des sogenannten w irksa m en  Trägheitsmomentes für die in  der Praxis am h ä u fig sten  vor­
kom m enden vier Q uerschnittsarten , wie auch eine annähernde Formel zur schnellen  B estim ­
m ung des wirksam en Trägheitsm om entes verschiedener Querschnitte angegeben. B ei der 
U ntersuchung der S ta b ilitä t in  der Bogenebene des a u f m ittig en  Druck beanspruchten Schalen ­
bogens muß das a u f diese W eise berechnete wirksam e T rägheitsm om ent berücksichtigt werden. 
Schließlich wird die praktische Anwendung der abgeleiteten  Ergebnisse an H and eines Z ahlen­
beispieles gezeigt.

STA BILITÉ D E S VO IL E S E N  ARC SOUM IS À  U N E  COM PRESSION SIM P L E

L. KOLLAR

RÉSUM É

L’étude traite de la rigid ité à la flexion de v o iles m inces en arc (voûtes é tro ites  en 
forme de ruban) non raidis à leur bord, en adm ettant les hypothèses courantes de la théorie  
de l ’élasticité. La section  transversale de ces voiles en arc s ’aplatit (ou se bom be) sous l ’effect  
du m om ent de flex ion , de sorte que la rigidité à la flex io n  du voile est, en général, sensib lem ent  
plus faible que celle calculable selon la théorie élém entaire. L ’auteur détermine théoriq uem en t 
la relation entre le m om ent de flexion et les variations de courbure pour n ’im porte  quelle 
section de voile sym étrique, donne la valeur num érique du mom ent d’inertie e ffica ce  pour 
les quatre sortes de sections de voile en arc se rencontrant le plus couramment dans la  prati­
que, et offre aussi une form ule d’approxim ation sim ple , perm ettant une déterm ination rapide 
du m om ent d’inertie efficace de ces différentes section s. Lors de l ’exam en, dans le plan  
de l ’arc, de la stab ilité  du voile  en arc soumis à une com pression sim ple, il faut calculer avec  
le m om ent d’inertie efficace déterm iné par cette m éthode. L ’application pratique des résu ltats  
obtenus est dém ontrée par un exem ple numérique.
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СТАБИЛЬНОСТЬ ЦЕНТРАЛЬНО СЖАТЫХ АРОЧНЫХ ОБОЛОЧЕК
Л. КОЛЛАР

Р Е З Ю М Е

В работе исследуется жесткость изгиба тонких не укрепленных на краях арочных 
оболочек, исходя из обычных предположений теории упругости. Под воздействием изги­
бающей нагрузки сечение арочных оболочек уплощается (или же выпучивается), и поэ­
тому жесткость арки по отношению к изгибу вообще значительно меньше той жесткости, 
которая получается при вычислении на основе элементарной теории. Теоретическим 
путем определяется зависимость между изгибающим моментом и изменением кривизны 
для случая любых симметричных сечений арок, далее дается числовое значение т. н. эффек­
тивного момента инерции для наиболее часто встречающихся на практике четырех различ­
ных сечений арки, дается также простая приближенная формула для быстрого опреде­
ления эффективного момента инерции различных сечений. Для анализа стабильности 
центрально сжагых арочных оболочек в плоскости арки необходимо учитывать вычислен­
ный таким образом эффективный момент инерции. Наконец, числовым примером демон­
стрируется практическое применение полученных результатов.
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1. Introduction

The following deals w ith  the calculation o f  apse-like form ed shells, 
resem bling a sem i-cupola, the m iddle surface o f  which is a paraboloid of 
revolution  w ith  a vertical ax is. These shells are open on one side, their  ground- 
plan is a sem i-circle or a segm ent (F ig. 1). This sort o f shell can be used for

F ig .  1. Apse-like shells

sm aller structures, m usic-pavilions, exhibition-halls, or as elem ents o f  com ­
pound shells [1 — 2]. 2

2 . Assum ptions, notations

Our discussions refer to  shells supported b y  a horizontal basis-ring. 
On the lower boundary o f the shell the horizontal force-com ponents are balanced  
b y  th is basis-ring, the vertica l force-com ponents, how ever, are equipoised  
b y  the reaction-force o f  th e  ground. The shell’s open boundary is en tirely  free, 
there, for dim inishing the danger o f  buckling, an edge-arch could at m ust be 
applied.

Our exam inations are based on the. usual assum ptions o f th e  m em brane 
theory. D isturbing effects arising due to constraints o f deform ation and 
appearing along the basis-ring, as well as along the occasional edge-arch  
bordering the shell’s free edge, are not taken in to  consideration.

During our d iscussions we use the system s o f coordinates 0(x ,  y ,  z) or 
0 (r ,  <p, z), shown in F ig. 2. The equation o f the shell’s m iddle surface in  the
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Í г

F ig . 2 . S ystem s o f  coordinates 0  (x , y ,  z )  and 0  (r , tp, z )

above-m entioned system s o f  coordinates is

* =  - ^ ( * 2 +  У2Ь  ( 1)
Z /С 

or

w here

For loads only d istrib u ted  forces, nam ely, on ly  distributed forces falling  
in  th e  m eridian-planes, are tak en  into account. Loading forces are characterized  
b y  th e ir  specific value related  to  the plan projection area o f the m iddle surface. 
T he x , y ,  z  directed com ponents of these forces are marked by letters X ,  Y ,  Z,

■ =  —  r2 , 
2 к

2 h

( 2)

(3 )
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their r, z directed com ponents, on the other hand, are denoted b y  letters  
R, Z. Betw een the force-com ponents in question  the following relations exist:

X  =  R  cos (p , Y  =  R  sin <p . (4)

For the characterization o f the shell’s stress-state, we use th e  so-called  
projectional internal forces. For marking their x, y  directed com ponents, we 
introduce the notations

n x ’ n x y ’ n y x ’ n y  •

Owing to equilibrium there is

-xy УХ ( 5 )

The X  co-ordinate o f the shell’s open edge is marked b y  th e  letter c. 
To write more sim ply, we agree to use the notation

I =  x  — c . ( 6)

3. Basic relations

We want to  determ ine the internal forces as usual in the m em brane 
theory, i.e., aided by a stress-function. The differential eq u ation  o f the 
latter in the orthogonal system  o f co-ordinates 0 (x, y ,  z) has the form

zxx F y y  —  2 zxy F xy +  z y y  F xx =  Q .  ( 7 )

where Q is defined by the equation

Q = 4 - w x d x ) + ~ ( ‘y S Y d y ) - z -дх дy

In the case on hand we have

and sxy =  0 ,

( 8)

and therefore, instead o f differential equation (7), we can write the follow ing  
equation:

F xx  +  F y y  =  4 -  (9 )

The value o f the load- function q q (x ,y ) ,  appearing in the above form ula is 

q =  j X  dx +  j Y d y  +  X x +  Y y  -  Z k .  (10)
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Knowing the stress-function , the values o f  th e  internal forces can be 
ca lcu la ted  in a very sim ple w ay , i. e.:

nx =  Fyy - J X  dx ,

n xy  —  n yx ~  F Xy  , 

n y  =  F xx -  d y  .

( 11)

For the sim plification  o f  i.he following ca lcu lations, we choose for the  
low er lim it of integrals according to x and y ,  th e  values x  =  c and y  =  0 , 
w hile neglecting the op tion a l integrating fu n ction s. B y  this agreem ent, the  
form ula o f the load -fu n ction , figuring in d ifferentia l equation (9), w ill be

q =  f X d x  +  \  Y d y  +  X x  +  Y y  — Zk , (12)
с о

th e  form ulae of in ternal forces, however, w ill obtain the following form :

X

nx — Fyy — J X  dx  ,
C

n x y  =  n yx —  F xy  ’

n y  =  F x x  — J  Y d y  . 
0

(13)

For the determ ination  o f  internal forces, d ifferential equation (9) should  
be so lved  by taking in to  consideration the boundary conditions o f the problem . 
In th e  case on hand, boundary conditions on ly  ex ist  on the shell’s open edge, 
and th ese can be form ularized in the follow ing w ay:

[Fyy L=c =  0 ,  [F xy]x=c =  0 .  (14)

4. Value of the load-function  in certain im portant cases of practice

a) Dead-load. — I f  th e  specific value o f  th e  w eight o f the shell’s slab , 
re la tin g  to the surface-unit o f  the middle surface, is

g  =  c o n s t .,

th e  va lue of the load -fu n ction  will be :
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b) Snow-load. — I f  the specific value o f  the snow-load, relating to  the  
surface-unit o f the plan projection area is

p  =  const.,

then  the load-function can be expressed as follow s:

q — p  == const. (16)

c) Uniformly-distributed wind-load. — I f  a w ind, blowing in direction  
X, exerts a uniform ly-distributed force-system  w 0 normal to the shell, we 

have according to  F ig . 3

Z  =  w  q =  const.,

X  =

»0 tg  0  =
w 0 
, * >
к

- ÜS- * . Y  - м о
к к У

U nder such circum stances, the value o f  the load-function , com puted according  
to  form ula (12), w ill be:

« = т г ( 3 * * - * * - * * ) ■  (17)Z /С

d) W ind in direction -\-x. — I f  an in vestiga tion  would be necessary, the  
accuracy o f  w hich should exceed the accuracy o f  the solution given  in c),  
it  w ould he exped ient — in lack o f  som eth ing  better — to  assum e as to  the  
w ind-load the fo llow ing law o f distribution:

w =  w 1 X (a 2 — y 2) , m)j =  const.
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A nd so , the load-function calculated  in accordance w ith formula (12), w ill be:

? =
w 1
к

(a2 — У2)
, 2 ( k x ---------

5  4  , 3
—  xy i  +  -

4 2
a2 x y (18)

( a2 —  a:2 )  x y  ,

Y = (a2 —  X2) y 2 .

Th us th e  load-function, calcu lated  according to  formula (12), w ill be:

5. The solution of the problem

For the determ ination o f the stress-fu n ction .it is expedient to approach  
th e  load-function q appearing in differential equation (19) by power-series. 
For th is  purpose, three k inds o f expanding in series can generally be used.

e) Wind in direction - \ - y .  — As the law  on the distribution o f th e  w ind- 
pressure is unknown, it is advisable to take in to  account the value o f  the  
n orm al wind-load according to  the formula

B y  so doing, we obtain th e  following form ulae:

in  th is  case:
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could be calculated in the following way:

Expressions F,*„, (n = 0 , 1 , 2 ,  . . . )  have the m eaning as explained in (20).

Thus the stress-function corresponding to the ind ividual load-m em bers

depending on the even  or odd nature of n.
During calculation form ulae compiled in Table 1 could easily  be used. 

From the latter, the stress-function , valid for different sim ple sorts o f loading, 
can readily be obtained.

b) Expanding in  series according to the pow ers o f  x  and y .  — N ow  the 
load-function will be approached bv the series

B y so doing, the stress-function  F mn, corresponding to the individual load- 
members

a) Expanding in  seiies according to the pow ers o f  |  and y .  — In th is case 
the approxim ate load-function  q* is produced in the form
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S2y

Table 1

Form ulae o f  the stress-function  l''um fo r  certain sim p le  cases o f  loading

I4 У 
12

J f y _
20

I6 У 
30

For the sim plification  o f the calculations, stress-functions valid  for 
certa in  simple cases o f loading are given in Table 2.

c) Expanding in  series according to powers o f  r2. — This sort o f  expanding  
in  series can only be used for circular-sym m etrical loadings. In th is  case, the  
series, replacing the load function , has the follow ing form:

Stress-functions F*m corresponding to the individual load-m em bers
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Table 2

Form ulae o f  the stress-function  F m n f or certain sim p le  cases o f  loading

Чтп Fmn

P
2

Ü .
2

P

+
p_
6
p

- +  2c 4 -  +

t 2  t3

c3T - +3c  -6- +  3c
P  t3

e4 —  -f 4cs -^- +  6e2

t 2  S3
e5 —---- (- 5 c4 — blO e3

р
12

I 4
12

4-
20

I 4 „ Р Р
12 +  4 с  20

-4- -----
30

, Í 4 ,  Р г Р , р
12 +  1 0 c2 -2Ö +  5 c l ö +  42

У

*У

*2У

x 3y

P y
2

st 2 y _

2

P y
2

+

+  2 c

i 3y
6

P y
6 +

^ _ + 3 c 2- ^ - + 3 c
2

l 2y +  4 c 3

6

£3y

J i  у
12

i 4 у
12 +

у
+  6 е 2 - ^ -  + 4 e

Í5 У 
20

I 5 У 
20

?У
30

X у ‘

| 2 уЗ

2 12

f 2y 2 I 4
)  +  1

( Р у 2 Í 6
2 12 1 6 60 J

|2 у 2 Р ) + 2‘(
|3 у 2 I 3 ) 4 1' Р у 2 Р  ■

2 12 6 60 J + 1, 12 180

f 2y 2 £4
) + 3 . ‘ (

• | З у 2 р )  +  З с |Г £4у г Р
2 12 6 60 1 12 180

+  1
I 15У2 Р
1 20 420

1 +
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Table 2 (continued)

can be produced after the substitution

r2 =  X2 4 - y 2

according to the explanations to be found in  b ) .
For the sim plification  o f the ca lcu la tio n  Table 3 contents the  

form ulae valid  for several sim ple cases o f loading.

Table 3

Form ulae o f  the stress-function  /')); fo r  certain sim p le  cases o f  loading

(c2 + y 2)2 I 2

"" 2
| 2  £3

(<-2 + y 2) ^  +  e - 3-

£ 3  £4 £5  £6
2c(c3+ y 3 ) A _ +  ( ' ! - ï !) y  +  2 c ^ +  -yg-

6. Example of application

L e t us d em o n stra te  th e  a p p lic a tio n  of the  p ro c ed u re  o u tlin e d  in  th e  p reced ing  fo r  th e  
sh e ll sh o w n  in  F ig 4. T he e q u a tio n  o f th e  m iddle su rface  o f  th is  shell is



APSE-UKE FORMED PARABOLOID SHELLS OF REVOLUTION 49

th e  ch ara c te ris tic  m easu rin g  d a ta  for i t ,  on th e  o th e r  h a n d , a re  th e  fo llow ing: 

a 5,0 m , c =  1,4 m , h =  5 ,0  m , к  =  2,5 m .

a) Dead-load. —  I f  th e  specific w eight o f th e  sh e ll, re la tin g  to  th e  su rfa c e -u n it  o f  th e  
m idd le  surface , is

g — 200 k g /m 2 ,

th e n  th e  accu ra te  lo ad  fu n c tio n  h as —  according to  fo rm u la  (15) —  th e  follow ing fo rm :

« = -  500 (1 + х И 1-

F ig . 4. E x am p le  o f  a p p lic a tio n

W e rep lace  th is  lo ad -fu n c tio n  along th e  section  r  =  1,4 5,0 m  w ith  th e  ex p ress io n

q* =  A +  B r 2 ,

th e  accu racy  o f w hich  is su ffic ie n t fo r p rac tica l p u rp o se s . T he values o f coeffic ien ts  A  a n d  
В  f ig u rin g  herein  are :

A  =  —  554 k g /m 2,

В  =  —  24 kg/m «.

S u b seq u en tly , th e  a p p ro x im ate  stre ss-fu n c tio n  o f  th e  p roblem  can  —  a id ed  b y  fo rm u lae  
to  be fo u n d  in  th e  f i r s t  tw o  lin es o f Table 4 —  im m e d ia te ly  be set u p , i. e.:

F *  =  —  554 -  24 I (1,96 +  y 2) -Ç -  +  1,4 - y - j .

4 Act» Technic» XXXII/1—2.
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F o r  th e  i llu s tra tio n  o f  th e  deg ree  o f accu racy  o f  th e  a p p lie d  a p p ro x im atio n , w e p re s e n t  
in  T a b le  4 th e  accu ra te  a n d  th e  a p p ro x im a te  va lues o f  th e  lo ad  function .

Table 4

The accurate value q  and  the approxim ate value  q* o f  the load fu n c tio n

r 1,4 2,0 2,6 3,2 3,8 4,4 5,0

9 — 572 — 640 — 715 — 812 — 910 — 1012 — 1118

9* — 592 — 640 — 708 — 790 — 890 — 1005 — 1140

b )  Snow-load. —  I f  th e  sp ec if ic  value  of th e  
o f  t h e  p la n  p ro jec tio n  a rea  is

p  =  80 k g /m 2

sn o w -lo ad  re la tin g  to  th e  su rfa c e -u n it

t h e n ,  acco rd in g  to  fo rm u la  (16), th e  accu rate  lo a d -fu n c tio n  is

5 =  —  200 k g /m 2,

th e  s tre s s -fu n c tio n , on th e  o th e r  h a n d , using  th e  fo rm u la  to  be found  in  th e  f i r s t  l in e  o f 
T a b le  3 , is

£2F  =  —  200 .

c) U niform ly-distributed  w ind-load. —  I f  th e  sp e c if ic  v a lu e  of th e  w in d -lo ad  re la tin g  
to  t h e  su rfa ce  u n it  o f th e  m id d le  su rface  is

w 0 =  120 k g /m 2 ,

t h e n ,  a cc o rd in g  to  fo rm ula  (17), th e  acc u ra te  v a lue  o f  t h e  lo ad -fu n c tio n  tr ill  o b ta in  th e  fo llo w ­
in g  fo rm :

120
q =  2  -  (3 r 2 —  1,42 —  2 ,5 2) = 7 2 r 2 —  197,04.

T h e  p re c ise  stress-fu n c tio n , c o m p ly in g  w ith  th is  lo a d -fu n c tio n , using  form ulae  to  b e  fo u n d  
in  t h e  f i r s t  an d  in  th e  second lin e s  o f  T ab le  3, w ill be:

f  £ 2  £ 3 - 1  £ 2
F  =  72 [ (1 ,4 2 +  y 2) +  1,4 j  -  197,04 .
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SU M M A R Y

T he p re sen t p a p e r  deals w ith  th e  c a lcu la tio n  o f apse-like shells, fo rm ed  acco rd in g  
to  a  p a rab o lo id  o f re v o lu tio n . T he g ro u n d -p lan  o f th e  ex am in ed  shell is a  sem i-c irc le  o r a 
seg m en t. T he shell is su p p o rte d  a t  i ts  low er e n d  b y  a  h o rizo n ta l basis-ring . I t s  o p en  edge is 
e n tire ly  free , b u t  fo r in creas in g  its  stiffness a g a in s t b u ck lin g , i t  is a t  m o st re in fo rc ed  b y  an  
ed g e-a rch .

T he trea tise  ex am in es th e  d is tr ib u tio n  o f fo rces o f  apse-like shells w ith in  th e  ra n g e  
o f th e  u su a l a ssu m p tio n s o f th e  m em b ran e -th eo ry . D is tu rb in g  effects aris ing  a lo n g  th e  edges, 
due  to  c o n s tra in ts  o f  d e fo rm a tio n s, are  n o t  ta k e n  in to  considera tion . S im ila rly , th e  effec t 
o f th e  s tiffen ing  a rch  —  occasionally  a p p lied  a long  th e  open edge —  on th e  d is t r ib u t io n  of 
forces, is  also neg lected .

T he d e te rm in a tio n  of th e  she ll’s in te rn a l  fo rces is c a rried  o u t by  using  a  s tre ss -fu n c tio n . 
T h e  lo ad -fu n c tio n , fig u rin g  in  th e  d iffe ren tia l e q u a tio n  o f th e  stress-fu n c tio n , is  a p p ro ac h ed  
b y  a f in ite  pow er-series a n d  th e  f in a l so lu tio n  is a ssem b led  from  d e ta il so lu tions c o rre sp o n d in g  
to  th e  in d iv id u a l m em bers o f  th is  series.

F o r th e  sim p lifica tio n  o f  th e  ca lcu la tio n , th e  fo rm u lae  belonging to  c e r ta in  im p o r ta n t  
cases o f  load ing , a re  com piled  in tab le s . T h e  know ledge  o f these  gives th e  p o ss ib il ity  for 
a  co m p a ra tiv e ly  sim ple  ca lcu la tio n  o f in te rn a l  fo rces, arising  from  th e  a fo re -m en tio n ed  
lo ad in g s im p o r ta n t  from  th e  v iew -p o in t o f  p ra c tic e .

R O T A T IO N S P A R A B O L O ID F Ö R M IG E  SC I1A L E N N ISC H E N

P. CSONKA

Z U SA M M E N FA SSU N G

D er A u fsatz  b e h an d e lt d ie B e rech n u n g  von  ro ta tio n sp a ra b o lo id fö rm ig en , e in e r  H a lb - 
k u p p e l (A pside) äh n lich en  N ischenschalen . D er G ru n d riß  de r Schale is t  ein  H a lb k re is  o d e r 
e in  K re isab sch n itt. Die Schale s tü tz t  sich  a u f  einen h o rizo n ta len  F u ß rin g . Ih r  o ffen e r R a n d  
is t  v o llkom m en  fre i, d o rt w ird  zu r E rh ö h u n g  d e r K n ick ste if ig k e it höch sten s n u r  e in  R a n d ­
b ogen  an g eb rach t.

Im  A u fsatz  w ird  K rä fte v e rte ilu n g  d e r S cha len n isch en  im  R ah m en  der g e b räu c h lic h en  
V o rau sse tzu n g en  d e r M em b ran th eo rie  u n te rs u c h t. D ie infolge des V erfo rm u n g szw an g es 
a u f tre te n d e n  R a n d stö ru n g en  w erden  a u ß e r a c h t  ge lassen . D er E in flu ß  des am  o ffen e n  S ch a len ­
ra n d  ge legen tlich  an g eb ra ch te n  R an d b o g en s a u f  d ie  K rä fte v e rte ilu n g  d e r Schale  w ird  e b en ­
fa lls  n ic h t  in  B e tra c h t genom m en.

In  der A b h an d lu n g  w erden die S c h n ittk rä f te  de r Schale m it H ilfe  e in e r S p a n n u n g s­
fu n k tio n  b e s tim m t. D ie in  de r D ifferen tia lg le ich u n g  d e r S p an n u n g sfu n k tio n  v o rk o m m e n d e  
B e la stu n g sfu n k tio n  w ird  m itte ls  e iner e n d lich en  P o ten zen re ih e  an g en ä h ert u n d  d ie L ösung  
w ird  au s den den e inzelnen  G liedern  e n tsp rec h en d e n  T eillösungen  zu sam m en g ese tz t.

Z ur V erein fachung  de r B erech n u n g en  sin d  d ie  fü r  die w ich tig sten  B e la s tu n g sfä lle  
b e n ö tig te n  F o rm eln  in  T abellen  zu sam m en g e faß t. M it H ilfe  dieser k an n  d ie B e rec h n u n g  der 
S c h n ittk rä f te  in  den  p ra k tisc h  w ich tigen  B e la stu n g sfä llen  au f v e rh ä ltn ism ä ß ig  e in fache  
W eise d u rc h g e fü h rt w erden.

A B S ID E S E N  P A R A B O L O ÏD E  D E  R É V O L U T IO N

P. CSONKA

R É S U M É

L ’étu d e  t ra i te  d u  calcu l des absides en  p a rab o lo ïd e  de rév o lu tio n . Le p la n  d u  voile 
e x am in é  e s t un  dem i-cercle  ou  u n  seg m en t de cercle , e t le voile s’a p p u y e , e n  b a s , su r  une 
c e in tu re  de p lan  h o rizo n ta l. Sa riv e  o u v e rte  e s t e n tiè re m en t lib re , un  arc  de r iv e  é ta n t  to u t  
a u  p lu s ap p liq u é  p o u r au g m e n te r la r ig id ité  a u  f lam b em e n t.

Le je u  de forces des absides est é tu d ié  d a n s  le cad re  des hy p o th èses c o u ra n te s  de la 
th éo rie  des m em branes. S u r les rives du  vo ile , les e ffe ts  dûs au x  co n tra in te s  c irco n féren tie lle s  
so n t négligés p a r l ’a u te u r. L ’effe t que  des ra id isseu rs  éven tu e llem en t a p p liq u é s  su r la  rive 
o u v e rte  d u  voile p e u v en t av o ir su r le je u  de forces n ’a p a s  é té  non p lus co n sidéré .

4 *



5 2 P. CSONKA

L es forces in té r ie u re s  d u  voile  so n t d é te rm in ées  à  l ’aid e  d ’une fo n c tio n  de  ten s io n . 
L a  fo n c tio n  de charge f ig u r a n t  d an s  l ’éq uation  d iffé re n tie lle  de  la  fonction  de te n s io n  e s t  
a p p ro c h é e  p a r une série  d e  p u is sa n c e s  fin ie , e t la  ré so lu tio n  com posée de réso lu tio n s p a r tie lle s  
c o rre sp o n d a n t  au x  d if fé re n ts  m em b res  de la  série .

P o u r  sim plifier le  c a lc u l, le s  form ules re la tiv e s  a u x  cas de charges les p lus im p o r ta n ts  
o n t  é té  concentrées d a n s  d es ta b le a u x . A l ’aide de  c eu x -c i, le c alcu l des forces in té r ie u re s  
d e v ie n t  re la tiv e m e n t a isé  d a n s  to u s  les cas de ch arg es se re n c o n tra n t  dans la  p ra tiq u e .

ПОЛУКРУГЛЫЕ ОБОЛОЧКИ, ОФОРМЛЕННЫЕ ПО ПАРАБОЛОИДУ ВРАЩЕНИЯ
П. Ч О Н К А

Р Е З Ю М Е

Данная работа занимается расчетом полукруглых оболочек, оформленных по пара­
болоиду вращения. План исследованной оболочки представляет собою полукруг или 
сегмент круга. Внизу оболочка опирается на кольцо горизонтальной плоскости. Откры­
тый край является совершенно свободным, и там в крайнем случае только для повыше­
ния жесткости на прогиб изготовляется краевая дуга.

Работа анализирует работу полукруглой оболочки в рамках обычных предположе­
ний мембранной теории. Мешающие воздействия на краю оболочки, вызванные перимет­
рическими принуждениями, упускаются. Не учитывается также воздействие, оказы­
ваемое на работу дуги жесткости, возможно применяемой на открытом краю оболочки.

В работе внутренние силы оболочки определяются с помощью функции напря­
жений. Функция нагрузки, фигурирующую в дифференциальном уравнении функции 
напряжения, приближается конечным степенным рядом, и решение складывается из 
соответствующих частных решений отдельных членов ряда.

В интересах упрощения вычислений в работе формулы важнейших случаев на­
грузки сводятся в таблицы. Эти таблицы позволяют относительно просто осуществить 
вычисление внутренних усилий случаев нагрузки, которые могут притти в расчет с прак­
тической точки зрения.



DIE THERMISCHE DIMENSIONSÄNDERUNG 
DER VAKUUMTECHNISCHEN 

STROMDURCHLEITUNGSDRÄHTE 
AUS Fe-Ni-LEGIERUNG MIT KUPFERÜBERZUG

E . G. FU C H S

EISENFORSCHUNGSINSTITUT, BUDAPEST 

[E ingegangen  am  16. N o v em b er 1959]

1. Einleitung

In die Glaskolben der Elektronenröhren, Glühlam pen und anderer 
vakuum technischer Erzeugnisse werden M etallfäden eingeschm olzen, um  den 
Strom  durchzuleiten. D ie Kolben m üssen bei allen Tem peraturen im Bereich  
zw ischen der Einschm elzung und der niedrigsten Lagerungstem peratur lu ft­
d icht schließen. Das kann nur dann erzielt werden, wenn die therm ische D im en­
sionsänderung der M etallfäden bei jeder Tem peratur der des Glases entspricht
[U 2].

D ie Durchleitungsdrähte werden schon seit langem  aus einer Fe-N i- 
Legierung m it etw a 42%  N ickelgehalt hergestellt, auf die ein etw a 2 0 —30%  
des G esam tquerschnittes ausm achender Kupferüberzug  gelötet w ird, dam it 
die therm ische D im ensionsänderung des D rahtes der des Glases angenähert 
werde (D u m et) .

Vor kurzem ausgeführte eingehende U ntersuchungen erw iesen, daß  
man auch m it strengen Vorschriften für die chem ische Zusam m ensetzung keine  
Fe-N i-Legierungen erhalten kann, deren A usdehnungseigenschaften v o ll­
kom m en gleich sind. D am it also die therm ische A usdehnung der D urcbleitungs- 
drähte m öglichst gut der des Glases entspreche, benötigt man zu ihrer H er­
stellung ein Verfahren, m it dem  m an für jede Charge die D icke des notw endigen  
K upferüberzuges der im übrigen qualitätsmäßig entsprechenden F e-N i- 
Legierung feststellen kann [3].

2. Z ielsetzung

E s ist bekannt, daß in A bhängigkeit von der Tem peratur w eder die 
therm ische Dim ensionsänderung des Glases, noch die der Fe-N i-L egierung, 
noch die des Kupfers gleichm äßig ist, und daß sie auch voneinander versch ie­
den sind. Außerdem ist die longitudinale und die radiale D im ensionsänderung  
der m it einem Kupferüberzug versehenen Fe-N i-Legierung, des sog.
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D um ets,  sehr verschieden. Man kann also die A usdehnungsverhältn isse nur 
b ed in g t in  Ü bereinstim m ung bringen.

D ie Länge der strom leitenden, im  Glas ein geb etteten  D rähte ist ein V iel­
faches ihres D urchm essers. Dennoch zeigte die Erfahrung von  mehreren 
Jahrzehnten , daß die radiale  D im ensionsänderung die entscheidendere W ir­
kung h at, diese m uß also m it der therm ischen Ausdehnung des Glases im  
besseren  Einklang stehen . D ie  radiale A usdehnung der gebräuchlichen Drähte 
kann m it den üblichen Geräten überhaupt n ich t, die longitudinale Ausdehnung  
auch nur unsicher gem essen  werden. Unsere zu entwickelnden Überlegungen  
h a tten  daher das Ziel, aus den gemessenen longitudinalen Dimensionsänderungen  
der Fe-Ni-Legierung und des Kupfers die resultierende longitudinale und radiale 
D ilatation der fertigen Dui chleitungsdrähte w enigstens angenähert zu berechnen. 
Ferner war unser Ziel die Ausarbeitung eines rechnerischen Verfahrens, m it 
dem  aus der gemessenen thermischen longitudinalen Dimensionsänderung der 
Fe- JSi-Legierungen die ungefähre Dicke des Kupferüberzuges des Leitungsdrah­
tes m it der gewünschten radialen Ausdehnung bestimmt werden kann.

3. D ie longitudinale Dim ensionsänderung der Durehleitungsdrähte

D ie resultierende D ila ta tion  der D urehleitungsdrähte kann aus den 
gem essenen therm ischen D im ensionsänderungen der Fe-N i-Legierungen und

B i l d  1 . D ie  longitudinale D ila ta tio n  der m it Kupfer überzogenen strom durchleitenden Drähte
aus E isennickel (D um et)

des K upfers exakt nur sehr um ständlich berechnet werden. Es sind dazu auch 
ein ige schwer bestim m bare K onstanten nötig , so besonders die Poissonschen  
Z ahlen, noch dazu auch bei sehr kleinen Form änderungen und bei verschiede­
nen Tem peraturen. D eshalb  wurde folgende vereinfachte Berechnung an­
gew andt.

B ild  1 zeigt den L ängsschnitt eines bei Z im m ertem peratur L 0 langen  
Leitungsdrahtes. W enn m an die M öglichkeit einer freien Dim ensionsänderung  
vorau ssetzt, würde sich als W irkung einer Tem peraturerhöhung von  .dt der



DIE THERMISCHE DIMENSIONSÄNDERUNG 55

F e-N i-K ern um

^■^FeNi — b 0 • aFeNi At — L 0 Alpepji, (1)

der K upferüberzug hingegen um

A L Cu =  L 0 • aCu • At =  Z/Q • AlCu , (2)

verlängern, a ist der lineare A usdehnungskoeffizient. Es ist zw eckm äßig, die 
W erte a • At in die Form Al zusam m enzuziehen, da man aus den gem essenen  
A usdehnungskurven d i e s e  W erte unm ittelbar bestim m en kann, und die 
Berechnung so einfacher wird. D ie W erte a sind übrigens auch n icht ganz 
ein d eu tig , weil sie sich m it der T em peratur ändern.

D a der E isen-N ickel-K ern und der K upferüberzug zusam m engelötet 
sind , kann sta tt der unter (1) und (2) beschriebenen Dim ensionsänderungen  
nur die Resultierende ALd beobachtet werden. D as Maß der Verlängerung  
A L d w ird dadurch bestim m t, daß die K räfte, die infolge der V erschiedenheit 
der therm ischen D im ensionsänderungen zw ischen dem Fe-N i-K ern und dem  
Kupferüberzug auftreten, im  G leichgew icht sein m üssen.

W erden die auf die elastische Form änderung bezüglichen Z usam m en­
hänge P  =  a ■ q und a =  A ■ E  m it in B etracht gezogen — wo P  die B ela ­
stu n g , er die Spannung, q der Q uerschnitt, A die D ehnung und E  der E la stiz itä ts­
m odul ist — so kann man schreiben

P  — ^FeNi ' ^ F eN i ’ ?FeNi — ^Cu ' ^ C u  ' ?Cu • (^)

D araus folgt, wenn m an voraussetzt, daß als W irkung der D im ensionsände­
rung, die infolge der Tem peraturzunahm e At e in tritt, zwischen dem  F e-N i- 
Kern und dem Kupferüberzug ein K räftegleichgew icht vorhanden is t ,

— zlLFeNi) • -EFeNi • <?FeNi =  ( ^ c u  — ÄLd) • E Cu • qCu . (4)

A L d kann ausgedrückt werden und so kann m an die resultierende Verlängerung  
des Leitungsdrahtes aus dem folgenden Zusam m enhang berechnen:

zlZ,FeNi к A l
E.Cu

Cu
AL,,

E,FeNi

1 +  к E,Cu

E,FeNi

(5 )

In der Formel (5) ist к =  , also der Q uotient der Querschnitte des Kupfer-
ÎFeNI

Überzuges, und des Fe-N i-K ernes.
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Zur praktischen V erwendung der Form el (5) ist es notw endig, den E la ­
stiz itä tsm od u l der Fe-N i-L egierung und des K upfers zu kennen, und zw ar  
b ei Zim m ertem peratur und auch bei höheren Tem peraturen. D iese W erte 
sind  so gut wie unbekannt. Deshalb wurden m it einem  Mohr & Federhaffschen  
D auerstandprüfgerät und m it einem M artensschen Spiegeldehnungsm esser  
die W erte des E lastizitätsm oduls einer der industriellen Erzeugung en tstam ­
m enden Fe-N i-Probe m it der Bezeichnung 42 , sowie des E lektrolytkupfers  
als F unktion  der Tem peratur bestim m t. (D ie chem ische Zusam m ensetzung  
der Fe-N i-L egierung war die folgende: C = 0 ,0 3 % , Si =  0,18% , Mn =  0 ,88% ,

s t f

0,75 

0,65 

0,55 

Q45

0  100 200  300  4 0 0  C° 500

B ild  2 . D ie  Ä nderung  des E la s tiz itä tsm o d u ls  des K u p fe rs  u n d  des E isennickels a ls F u n k t io n
der T em p era tu r

S = 0 ,0 0 5 % , P = 0 ,0 1 1 % , Cu = 0 ,0 2 % , N i = 4 1 ,8 % , Cr = 0 ,0 6 % .)  Die so  
gem essenen  W erte wurden in  B ild 2 zusam m engefaßt. In das B ild  w urden

auch die zur Berechnung notw endigen W erte
E,Cu

E,
eingezeichnet.

FeNi
U m  die G ültigkeit des Zusam m enhanges (5) zu kontrollieren, wurde 

fo lgendes Experim ent durchgeführt:
E s wurde aus der Fabrikation der betriebsüblichen D um etdrähte ein  

H albfabrikat von  etw a 3,8 m m  Durchm esser herausgehoben. Sein Kern b e­
stand  aus Fe-N i m it der Bezeichnung 42, und der Überzug aus reinem K upfer, 
also aus Stoffen, deren E lastizitätsm odule bestim m t worden waren. D ie au f  
die L ängeneinheit bezogene Verlängerung der Fe-N i-Legierung, die des 
K upfers und die des H albfabrikates wurde als Funktion der T em peratur  
gem essen  und im  B ild 3 dargestellt. Darnach wurde das Q uerschnittverhältnis
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K upfer/E isennickel gem essen — es betrug к  =  0,41 — und nun wurde aus 
der Beziehung (5) auch die therm ische D im ensionsänderung des D urch leitungs­
drahtes berechnet. D ie so erhaltenen Ergebnisse wurden ebenfalls in  B ild  3 
eingetragen; die gute Übereinstim m ung is t  augenfällig. D ie dennoch vorhan­
dene A bw eichung kann teilw eise dem U m stand  zugeschrieben w erden, daß  
das K upfer während der mehrstündigen dilatom etrischen Prüfung unter dem  
E influß der Spannungen kriecht. So können auch bleibende Form änderungen  
entstehen , die die Spannungen selbstverständlich  verringern. Man kann voraus-

B ild  3. Gem essene bzw . b e rec h n e te  D im en sionsänderungen
1 K u p fe r, gem essen 4 G las, gem essen
2 F e -N i, gem essen  5 D u m e t, b e rech n et ( lo n g itu d in a l)
3 D u m e t, gem essen  (long itu d in a l) 6 D u m e t, berech n et (rad ia l)

setzen , daß die Abweichung bei den tatsäch lichen  E inschm elzungen wegen  
der bedeutend größeren A bkühlungsgeschw indigkeit kleiner als die hier 
gefundene ist.

4. Die radiale D im ensionsänderung der Durchleitungsdrähte

D ie kubischen Metalle und Legierungen, zu denen auch die F e-N i- 
Legierungen und auch das Kupfer gehören, sind vom  G esichtspunkt der th erm i­
schen D im ensionsänderung als isotrop zu betrachten , sofern ihr Gefüge keine 
Textur aufw eist. Ihre therm ische D im ensionsänderung ist daher in  jeder  
R ichtung gleich groß. Som it kann von  den B eziehungen (1) und (2) abgeleitet 
werden, daß der R aum inhalt V 0 eines M etallkörpers unter dem E influß  einer 
Tem peraturerhöhung At um den W ert

AV  =  V0 •  3 •  a •  At  =  V0 • 3 ■ A l , ( 6 )
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zun im m t. In der Form el is t  Al die lineare D im ensionsänderung, um  die sich 
die Längeneinheit des M etallkörpers hei E inw irkung der Tem peraturzunahm e 
A t  vergrößert.

Annähernd g ilt auch, daß die Zunahme des Volum ens auch dann nach 
(6) zustandekom m t, w enn die Ausdehnung des M etallkörpers in  irgendeiner 
R ich tu n g  behindert ist. D ie  D im ensionszunahm e wird daher in den anderen  
R ichtungen  sinngem äß größer sein, als wenn die Verhinderung nicht vorhanden  
w äre. D ie  therm ische Dim ensionsänderung der Längeneinheit der E isennickel­
oder K upferstäbe ist also longitudinal und radial die gleiche, solange keine  
ätißere Einw irkung sie hindert; in  den Strom leitungsdrähten treten aber der

B ild  4. T herm ische V o lu m en än d eru n g  des m it K u p fe r  überzo g en en  stro m d u rch le iten d e n
F e -N i-D rah te s

Z w angsverhältnisse wegen bedeutende A bw eichungen auf. Da die longitudinale  
D im ensionsänderung m it den üblichen D ilatom etern  bestim m t werden kann, 
die M essung der radialen D ila ta tion  hingegen a u f m eßtechnische Schw ierig­
k eiten  stöß t, wurden folgende Ü berlegungen an gestellt, um die therm ische  
radiale D im ensionsänderung der L eitungsdrähte w enigstens angenähert zu 
bestim m en.

R ild 4 zeigt die A bm essungen eines L eitungsdrahtes bei Z im m ertem pera­
tur und nach einer Tem peraturzunahm e von  At. Für die Änderung des V o lu ­
m ens kann man schreiben

A V d =  Vd -  V0 =  (D„ +  ADdf  ■ % • (L 0 +  A L d) -  D* ■ J L  ■ L 0 . (7)
4 4

\  orausgesetzt, daß D 0, d. h . der ursprüngliche Durchm esser des L eitungs­
drahtes 1 ist, fo lgt daraus, daß die Veränderung des Durchmessers

ADd 4 ■ A V d — я  • A L d
2 * tt * /  y Q

( 8 )
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beträgt. Aus der G leichung (6) folgt

AVd —  V0, FeNl ' 3 ' ^I^FeNi +  ^0» Cu ‘ ^  ' ^ C u  • (9)

W enn m an nun diesen Ausdruck sowie (5), der zlLd bestim m t, in (8) e in setz t,

wenn man ferner bedenkt, daß к =  ——— ist, und
?FeNi

I D l  л  % .
ÏFeN i “Ь ÎCu — ----- :  —  “  1SG  (1® )

4 4

so beträgt die radiale, au f die Einheit des Durchm essers des L eitungsdrahtes  
bezogene D im ensionsänderung des D um ets unter der W irkung der T em peratur­
zunahm e von  At

д р  __ ^ F e N I  ^  ‘ ^ C u

" 2 fc +  1

Um  die G ültigkeit zu kontrollieren, wurden die radialen D im en sion s­
änderungen des auch in Punkt 3 verw endeten  Probem aterials m itte ls  (11) 
berechnet und die Ergebnisse in B ild 3 eingezeichnet. Ebenso w urde die 
therm ische Ausdehnungskurve der G lasart gem essen und eingezeichnet, in 
welche die Einschm olzungen vorgenom m en werden. A uf dem so ergänzten  
Bild 3 fä llt der ziem lich große U nterschied zw ischen der longitudinalen  und  
der radialen D ilatation  auf. Man siebt auch die bekannte größere A usdehnung  
über dem  E rw eichungspunkt des Glases g u t. (Erweichungspunkt wird k on ven ­
tionell der Schnittpunkt der beiden Zw eige der Ausdehnungskurve genannt, 
in unserem  Falle etwa 420°C.)

D ie Leitungsdrähte, die aus derselben Fabrikation stam m ten w ie das 
vorliegende Probem aterial, wurden zur A nfertigung von vakuum technischen  
Erzeugnissen m it gutem  Erfolg verw endet. Ihre Ausdehnung entsprach daher 
der des Glases, was auch durch den U m stan d  bezeugt wird, daß das Glas 
einigerm aßen auf den D raht schrum pft, w enn  das Glas von seinem  E rw ei­
chungspunkt an m it dem  Leitungsdraht zusam m en gekühlt wird (B ild  3). 
Es ist bekannt, daß das die unbedingte V oraussetzung für eine gute V erbindung  
des Leitungsdrahtes m it dem  Glas ist. D ie beschriebene K ontrolluntersuchung  
lieferte so gleichzeitig auch den m ittelbaren Bew eis, daß die angew andte  
Näherungsm ethode im wesentlichen die V erhältnisse richtig beschreibt. 
Man m uß bem erken, daß der Zusam m enhang (5), wie schon erw ähnt, etw as  
größere longitudinale therm ische Dim ensionsänderungen voraussagt, als sie

1

2

^FeNt +  k - A l , JCu
Cu

E,FeNi

1 +  1fe • — -Cu-
■̂ FeNi

( П )
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ta tsä ch lich  beobachtet w erden, weil hauptsächlich  das Kupfer bei höheren  
Tem peraturen nicht mehr als elastischer S to ff betrachtet werden kann. D a  
in  der G leichung (11) auch die Gleichung (5) verw endet wurde, sind die daraus 
sich  ergebenden W erte A D d etw as kleiner als die wirklichen.

5 . Die Bestim m ung der notwendigen D icke des K upferüberzuges

W ie schon in der E in leitu n g davon die R ede war, wird die F e-N i-L eg ie-  
rung b e i der H erstellung von  vakuum technischen strom durchleitenden D u m et-  
drähten  m it einem  K upferüberzug versehen, d am it sie den A usdehnungseigen­
sch aften  des verw endeten Glases ähnlicher w erden. D ie E igenschaften  des  
verw en d eten  Glases und K upfers sind als K onstanten  zu betrachten,"das kann  
m an aber auf Grund der vieljährigen Erfahrung und der eigenen M eßergebnisse 
[3] auch von  den qualitätsm äßig übrigens entsprechenden Fe-N i-L egierungen  
n ich t behaupten. Yom  G esichtspunkt der H erstellung der D u rch leitungs­
drähte wäre es deshalb w ich tig , wenn man ohne Versuchsproduklion, nur a u f  
G rund der m it den üblichen U ntersuchungseinrichtungen leicht zu b ew erk ­
ste lligen d en  M essung der therm ischen D im ensionsänderung, jenes V erhältn is  
C u/F eN i bestim m en könnte, das den E igenschaften  des Glases am b esten  
entsprechenden  D urchleitungsdraht ergibt.

A uch wurde es erw ähnt, daß besonders die radiale D im ensionsänderung  
des D urchleitungsdrahtes sieb der therm ischen D im ensionsänderung des 
G lases annähern m uß. W enn man die in P u n k t 3 und 4 beschriebenen Z u­
sam m enhänge für richtig annim m t, muß m an deshalb das Q uerschnittver­
h ä ltn is  K upfer/E isennickel aus der G leichung (11) bestim m en. Die R echnung  
füh rt zu der folgenden recht um fänglichen, aber für konkrete B erechnungen  
n ich t unbequem en Form:

к =
b -j- Yb2 — 4ac 

2а
( 12)

WO

■'Cu

E,
(Alcu — ADd) ’

FeNl

A lFeNi
E,Cu1-------1
-'FeNi

Al,Cu
JCu

E
-  3

c =  2(ZI/FFeNi

FeNi

AD*)

2 A D , ■'Cu

E,
+  1

FeNi

is t .
Mit der G leichung (12) kann das Q uerschnittverbältnis K up fer/E isen ­

n ick el für D urchleitungsdrähte berechnet w erden: Bild 3 enthält die dazu
E r

n ötigen  W erte AIqU; B ihl 2 die W erte JCu
E,

D ie thermische lon gitu d in ale
FeNi

D im ensionsänderung der Fe-N i-L egierung kann m it jedem  belieb igen  ge-

\
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bräuchlichen D ilatom eter gem essen werden. Außer diesen muß man nur noch  
die gew ünschte resultierende D im ensionsänderung ADd des D urch leitungs­
drahtes kennen.

D ie Gleichung (12) is t  das Ergebnis einer n icht ganz exakten R echnung. 
Dazu kom m t, daß in  der therm ischen D im ensionsänderung der F e-N i- 
Legierungen um den Curie-Punkt ein erheblicher Knick vorhanden ist (s. 
B ild  3). An der Stelle, w o das Glas und der durchstoßende D urchleitungsdraht

. W~ B

B ild  5. D as no tw end ige  Q u e rsc h n ittv e rh ä ltn is  C u/FeN i a ls F u n k tio n  de r spez ifischen  th e rm i­
sch en  lo n g itu d in a le n  D im en sio n sän d eru n g , in n erh a lb  d e r in  den Fe-N i-L eg ierungen  v o rk o m -

m enden  G renzen

sich berühren, treten ebenfalls gewisse, D im ensionsänderungen verursachende  
Spannungen auf, die zw ar kleiner sein können als die, die zwischen K upfer  
und E isennickel auftreten , die man aber dennoch nicht völlig vernachlässigen  
darf. D iese U m stände können innerhalb gew isser Grenzen durch die en tsp re­
chende W ahl von ADd in  B etracht gezogen werden.

D a für eine solche B estim m ung des gew ünschten W ertes A D d keine  
andere M öglichkeit zur V erfügung stand, wurden die W erte des einzigen zur 
V erfügung stehenden und im  vorangehenden wiederholt erwähnten P robe­
m aterials benützt. D em gem äß ist ADd =  3,4 • 1(V 3 mm/mm.

Zur besseren Ü bersicht wurde die G leichung (12) bei V erw endung der 
obigen Zahlenwerte auch graphisch innerhalb der vorkom m enden Grenzen 
zlZpeNi des D um ets dargestellt. Zur Orientierung wurde auch je eine K urve  
к —f ( A l FeNi) m it einem größeren und einem  kleineren W ert ADd e ingetragen.

A n d ieser S te lle  d an k e  ich  H e rrn  D ipl. P h y s ik e r Sz. S z e n t p é t e r y  fü r seine M itw irk u n g . 
D an k  g e b ü h rt a u ch  den w issen sch aftlich en  M ita rb e ite rn  H e rrn  Á . S z o m b a t f a l v y  u n d  L . 
R o z s n o k i  fü r  die B estim m u n g  d e r E la s tiz itä tsm o d u le .
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ZU SA M M EN FA SSU N G

I n  der V ak u u m te ch n ik  w erd en  zum  D u rc h le ite n  des e lek trisch en  S trom es d u rc h  G las 
o f t  E isen -N ick el D rä h te  v e rw e n d e t, die m it e inem  K u p fe rü b e rz u g  versehen  sin d . D ie  th e r ­
m isch e  D im en sio n sän d eru n g  d ieser sogenann ten  D u m e t-D rä h te  m uß der des G lases e n t ­
sp re c h e n . V or ku rzem  w u rd e  nachgew iesen , d aß  d ie  D ila ta tio n  der E isen -N ickel C hargen  
m it  sc h e in b a r  g leicher ch em isch er Z u sam m ensetzung  v e rsch ieden  sein kann . D esh a lb  m uß  
z u r  A n n ä h e ru n g  der E ig e n sc h a fte n  des Glases fü r  je d e  C harge das n ö tige  C u /F eN i Q uer­
s c h n i ttv e rh ä l tn is  g e so n d e rt fe s tg e s te llt  w erden. E s  w u rd e n  v e rein fach te  Z u sam m en h än g e  
a b g e le i te t ,  m it denen  d ie th e rm isc h e n  lo n g itu d in a le n  u n d  rad ia len  D im en sio n sän d eru n g en  
d e r  D u m e t D u rc h le itu n g sd räh te  au s  der gem essenen lo n g itu d in a le n  D ila ta tio n  des K u p fe rs  
u n d  d es E isennickels b e re c h n e t w erden  können . A u s d em  le tz te ren  Z u sam m en h an g  k an n  
d a s  к  C u /F eN i V erh ältn is  a u sg e d rü c k t w erden. Z ur le ic h te re n  B estim m ung  dieses V erh ältn isses  
w ird  d ie  F u n k tio n  к =  f  (zl/FeNj), die  m h  Hilfe g em essen er u n d  aufgenom m ener W erte  b e rec h ­
n e t  w u rd e , auch  als D iag ram m  d arg este llt.
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H E A T -C A U S E D  D IL A T A T IO N  O F C O P P E R -C L A D  IR O N -N IC K E L  C U R R E N T - 
C A R R Y IN G  W IR E S  F O R  V A C U U M  E N G IN E E R IN G

E. G. FUCHS

SU M M A R Y

V acu u m  eng in eerin g  em p lo y s copper-c lad  iro n -n ic k e l w ires for co n d u c tio n  c u rre n t 
th r o u g h  glass. T h e ir  tra n sv e rse  h e a t  d ila ta tio n  e sp ec ia lly  m u st correspond  fo r t h a t  o f glass. 
R e c e n tly  i t  was fo u n d  [3] t h a t  d i la ta tio n  o f va rio u s F e N i charges o f seem ingly id e n tic a l chem ical 
c o m p o s itio n  m ay  be d iffe re n t. T h u s , to  ap p ro ach  a c tu a l  glass ch arac te ris tics , i t  has  to  be 
s t a te d  b y  charges th e  re q u ire d  cross-section  ra tio  o f c o p p e r resp . FeN i. To m ak e  th is  easie r, 
s im p lif ie d  re la tio n s w ere e s tab lish e d  for ca lcu la tin g  th e  h ea t-cau sed  len g th - a n d  cross-w ise 
d i la ta t io n  o f copper-c lad  F eN i cu rre n t-ca rry in g  w ires , fro m  lengthw ise  m easu red  d ila ta tio n s  
o f  c o p p e r  an d  FeN i. F ro m  th e  la t t e r  re la tions th e  c o p p e r  can  be derived  (F eN i c ro ss-sec tional 
r e la t io n  k, fo r th e  easie r d e te rm in a tio n  of w hich , th e  fu n c tio n  к  = / ( A l p ejsji), c a lc u la te d  by  
u s in g  th e  m easu red  resp . a ssu m ed  co n stan ts , is sh o w n  in  a d iag ram .

D IL A T A T IO N  D E S F IL S  C O N D U C T E U R S D E  C O U R A N T  E N  F eN i À R E V Ê T E M E N T  
D E  C U IV R E , U T IL IS É S  DANS LA T E C H N IQ U E  DU V ID E  PO U SS É

E. G. FUCHS

R É S U M É

D an s la te c h n iq u e  d u  v id e  poussé, les fils en  F e N i à rev ê tem e n t de cu ivre  é ta n t  u tilisés  
p o u r  la  con d u ctio n  d u  c o u ra n t à  trav e rs  le v e rre , le c h an g em en t de d im ension , tra n sv e rsa l 
s u r to u t ,  des fils  en q u e stio n , d o it  correspondre  à la  d i la ta t io n  du  verre . D ans u n  p assé  to u t
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ré ce n t on  a  c o n s ta té  [3], que la d i la ta t io n  des charges d ’une  com position  ch im iq u e  sim ila ire  
p e u t v a r ie r , de sorte  que l ’a p p ro x im a tio n  des p ro p rié té s  d u  ve rre  nécessite  la d é te rm in a tio n  
de la  p ro p o rtio n  cu iv re /F eN i de la  sec tio n  tran sv e rsa le  p o u r chaque charge. P o u r  fa c ilite r  
c e tte  d é te rm in a tio n , on a d é d u it des co rré la tio n s s im p lifiées p o u r le calcu l d u  c h a n g e m e n t de 
d im ension  lo n g itu d in a l e t tra n s v e rsa l  des fils en F eN i re v ê tu s  de cu iv re , à  p a r t i r  de  la  d i la ta ­
tio n  lo n g itu d in a le  m esurée  du c u iv re  e t  du FeN i. De ces co rré la tions, la  p ro p o r t io n  к  de la 
sec tion  tran sv e rsa le  cu iv re /F eN i p e u t  ê tre  dégagée. P o u r  fa c ilite r  la d é te rm in a tio n  de ce tte  
p ro p o rtio n , la fo n c tio n  к  /(ZUpeNi), o b ten u e  p a r  u til is a tio n  des co n stan tes  m esu rées o u  calcu ­
lées, e st re p ré sen tée  p a r  u n  d iag ram m e .

ТЕПЛОВОЕ ИЗМЕНЕНИЕ РАЗМЕРОВ ПОКРЫТЫХ МЕДНОЙ ОБОЛОЧКОЙ 
ЖЕЛЕЗО-НИКЕЛЬНЫХ ТОКОВЕДУЩИХ ПРОВОЛОК, ПРИМЕНЯЕМЫХ В

ВАКУУМНОЙ ТЕХНИКЕ
Э. Г. ФУКС

Р Е З Ю М Е

Покрытые медью железо-никельные проволоки используются в вакуумной технике 
для токоведущего провода через стекло; дилатации стекла в основном должны соответ­
ствовать поперечные тепловые изменения размеров проволоки. В недавнем прошлом 
установлено [3], что тепловые изменения размеров ферроникельных сплавов кажущегося 
идентичного химического состава могут отклоняться друг от друга, и, таким образом, 
чтобы максимально приблизиться к свойствам стекла для каждой отдельной плавки 
необходимо определить отношение сечений медь/ферроникель. Для облегчения опре­
деления этого отношения выведены упрощенные зависимости вычисления продольных 
и поперечных тепловых изменений размеров покрытых медью железо-никельных прово­
лок, используемых в качестве токоведущих проводов через стекло, на основе измеренной 
продольной дилатации меди и ферроникеля. Последние зависимости позволяют выразить 
отношение сечений меди/ферроникеля, и для более легкого определения этого отношения 
с использованием измеренных и, соответственно, принятых постоянных расчетная 
функция к — /(/J7 FeNi) изображается диаграммой.
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THE CHARACTERIZATION OF LATTICE DISTORTION 
SPECTRA WITH DEFORMATION INDICES*

I. S. SZÁN TÓ

DEPARTMENT FOR MECHANICAL TECHNOLOGY, BUDAPEST,
TECHNICAL UNIVERSITY

[M anuscrip t rece ived  N o v em b er 18, 1959]

1. Introduction, aim s

From a subm icroscopic standpoint la ttice  distortions are understood to  
m ean the changes in  the array o f atom s to  be found in a solid b od y , i .  e. o f  
th ese bonds established at a very m inim um  energy level. The phenom ena o f  
th ese changes are dealt w ith  by the physics o f  crystalline bodies. W ith in  this 
fram ework the elastic properties o f  atom ic bonds and the residual d isplace­
m ents (in a macroscopic sense the p lastic deform ations) which occur am ong the  
atom s, or groups o f atom s in a body are effected  by a m echanical sta te  of 
stress.

There is no well developed hom ogeneous theory as y e t availab le, taking  
in to  account the strains o f  the m icrostructure. According to K o n o b e y e v s k y [1] 
there are contrary view s on the m ost fundam ental concepts too . This is the  
reason w hy some disputable view s m ay lead to  techniques o f m easurem ent 
based on false theoretical prem ises. Thus, for instance, Sa c h s ’ and W e e r t s ’ [2] 
first publication has led also used b y  G l o c k e r  [3] and B a r r e t t  [4] up to  
S c h w a ig e r e r  [5] in  the adaption o f the m isleading m ethod o f illustration  
(F ig. l /а), according to which the distance d0 betw een atom ic p lanes, m eas­
ured nearly perpendicularly to  the surface in a stress-free m etal b od y , de­
creases to  d, in consequence o f  the tensile strength  cr, because a contraction  
betw een  la ttice  planes is to  be supposed as a necessary occurrence, which  
corresponds to  the decrease in th ickness, observed on the m acroscopic scale.

I t  should be pointed out, th at we do not consider the dim ensions o f  the  
unit cells characteristic o f the degree o f  la ttice  deform ation, but th e  distance  
dhkl betw een  the planes o f  a lattice plane-group m arked w ith  the indices \hk ll ,  
such as can always be found and defined in a la ttice  structure. This in  itse lf  
can serve to  define any lattice  distortion, and since it  on ly  differs from  cell 
dim ensions in  one constant, which is a characteristic o f  the crystalline structure, 
it  m ay also be regarded as a la ttice  param eter. L ikewise the reason for th is  
procedure is, th at the .X-ray diffraction m ethod used gives q u antitative infor­
m ation on values o f  d  the m ost easily.

* P a r t  o f th e  a u th o r ’s th eses for a  sc ien tific  degree . (C an d id a te  o f T ech n ica l Sciences)

5  Acta Technics XXXII/1—2.
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W hen we presum e even  in the rarest case, th at the stress distribution  in 
th e  m etal body being investigated  is hom ogeneous, the standpoint th a t has 
already been cited, fa ils to  take into consideration the following circum stances:

1 . The m etal body does not consist o f  a single crystal, but o f a num ber 
o f crystallites random ly oriented.

2. These crysta llites w ill, even in the case o f  a hom ogeneous stress d istri­
b u tion , yield differing values of dhkl, m ainly due to  their random orientation  
and m echanical an isotropy.

3. The crysta llites are in forced connection  to each other at their grain  
boundary surfaces. The strain  of crystallites o f  identical orientation bias in 
different degrees, even  i f  subjected to the sam e load, as the presence of the 
neighbouring crysta llites im pedes the deform ation o f each quite d ifferently.

Therefore, th ese are the reasons for the d ifferent values o f d to be obtained  
for the crystallites even  in  case of the sam e stress applied to a larger volum e. 
From  this it follows th a t internal stresses or residual stresses of the first kind, 
according to the defin ition  in the nom enclature proposed by D a v i d e n k o v  [6 ]  

m igh t be possible, but that a primary la ttice  deform ation ( i . e. one that is 
hom ogeneous w ithin a volum e of the order o f  m agnitude o f ccm) cannot occur 
on their effect, at least not in a polycrystalline m aterial. As far as m ono­
crysta ls are concerned, a primary lattice deform ation is possible, but also 
here only as an approxim ation; because due to  the deviation of the com ponent 
subgrains in m onocrystals, a slight inhom ogeneity  is likewise probable o f the 
la ttice  distortion.

These find ings m ake quite clear the reason why the cited  erroneous 
concepts of the classical German X -ray  in vestigators should be subjected  to  
a revision. These one-sided conceptions have for nearly tw en ty  years im pressed  
them selves on the research work done in th is  fie ld . And this period was charac­
terised  by the efforts m ade to elim inate th e  experim ental shortcom ings o f  
th is procedure, believ in g  th e  difficulties of d eta il were those, which prevented  
th ese  m ethods from  spreading in practice. N ob od y  thought — at least there 
is no sign of th is in  the literature — th a t there m ight have been possible 
errors in the theoretical principles of m easurem ents or o f their evaluation , 
causing a stagnancy in  further developm ent.

According to  the author’s point of v iew  the fundam ental arrangem ent 
o f the X -ray diffractom etric in vestigation  o f a polycrystalline aggregate  
should  not correspond to  th a t of F ig. la ,  b u t rather to F ig. lb.  C onsequently  
th e  primary beam  o f rays Ps issuing from  th e X -ray  tube passes through a 
diaphragm  and irradiates on an area o f about 1 sq. mm on the surface o f the  
te s t  piece; penetrating in to  the layers close to  the surface. In a plane perpendic­
ular to P s, the deform ing load a which is to  be m easured, acts on and w ithin  
th e  specim en. W ith in  th e  random disoriented aggregate o f crysta llites, one 
crystallite , which is ju st in the position to  be able to  reflect and w hose orienta-



THE CHARACTERIZATION OF LATTICE DISTORTION SPECTRA 67

tioii is defined b y  th e  norm al N  and the inclination  angle r), was shown in a 
preferred representation. The secondary radiation Ss is reflected from a su it­
ably oriented lattice  plane series characterised by the distance d± , at an angle 
o f 2 r\. It is only th ese changes, in the given situ ation , o f the distances d which  
can be measured b y  X -rays. The rem aining crystallites do not at all reflect

6=0 ff>0

a)

i i  I

d0> d

Fig. 1. T h e  illu s tra tio n  o f th e  surfaces o f  ten s ile  te s t  specim ens 
a)  in  th e  classical w ay , in  a s tress-free  (i) and  in  a ten s ile  stre ssed  (ii) co n d ition , b) in  a  schem e, 
com ple te  w ith  th e  a r ra n g e m e n t o f  th e  b ack -reflex ion  X -ra y  m eth o d , c) show ing th e  a c tu a l 

s i tu a t io n , w ith  th e  in d ic a to r  c ry s ta llite s

in the illustrated part o f  the irradiated range. The true position is even  more 
correctly illustrated in  F ig. lc , where the fin ite  ex ten t of beam  P s, com pared  
to the dimensions o f  the crystallites can be observed even better. From  this 
figure it can be estab lish ed  th at a number o f the individual mem bers o f  the  
irradiated crystallite aggregates — preferably illustrated — are o f  the sam e 
orientation. The N  norm als to these enclose ju st the angle rj w ith the beam  
Ps, which complies to  the condition for reflection  ability . These correspond  
to  the crystallites w ith  identical angles к, described in connection w ith  the  
tex ts  o f Fig. 6 . Such hom ogeneous lattice ranges, taking part in reflection , 
are the so-called indicator crystallites, from w hich scattered parts o f the in ten ­
sity  o f the back-reflected radiation form a single spot. This constitu tes one arc 
section  o f the length Ah o f  the interference ring concerned, in the reflectogram .

5*
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G eneralizing the p lane-conditions for three-dim ensions, it can be seen, that 
n ot o n ly  the atom ic planes )hkl[ w ith the positions shown in the figure have  
norm als at an angle rj w ith  th e  direction Ps, bu t th at a once in fin ite m ultitude  
o f  reflectin g  planes in  the b od y  w ith  the sam e angle rj m ay also belong to  
th is  incident beam. The rays reflected b y  these, altogether form a conical 
surface w ith  a sem i-vertex o f  2 97, whose apex is the investigated  point on the  
sp ecim en , while its in tersection  with the recording plane is the circle, form ed of 
th e  sum m ation of the arc sections Ah. The change in diam eter o f the circle, 
or its  deform ation into an ellipse, serves to  determ ine the exten t o f the la ttice  
d eform ation  that has taken  place.

I t  follows from the ab ove, that the sta te  o f  stress o f a m etal body under 
load , i f  using X -ray d iffraction  m ethods, ju st as in the case o f  any other 
procedure known to date, can only be m easured in two successive steps.

a )  The determ ination o f  the strain or changes in deform ation caused
b y  th e  stresses.

b)  The calculation o f th e  equivalent stress from the m easured changes.
In  contrast to other m ethods o f stress m easurem ent, based m ain ly  on

ten som etric  principles w here relative strain is m easured over a m acroscopic  
d ista n ce , the recording o f strain  in the case o f  X -ray  m ethods takes place over 
a basic-d istance o f the order o f  m agnitude o f  an A ngstrom  unit. T hus, it  is 
also possib le to observe la ttice  deform ations due to  local changes o f  stress, 
w ith  steep  gradients. This is  a considerable advantage, if  we bear in  m ind, 
th a t as a last resort, the load  which som e engineering part can support, 
dep en d s on the innerm ost m icrostructural processes o f the m aterial. This high 
degree o f  sensitiv ity  in  m easurem ent is at the sam e tim e also a d isadvantage  
o f  th e  process, which should not be neglected , for it carries num erous sources 
o f  error w ith it. Thus, th e  evalu ation  o f the X -ra y  pattern, w ithout th e  know ­
led ge  o f  the conditions o f  precise m easurem ent and the careful consideration  
o f  th e  circum stances o f  th e  te s t  it can more easily  lead to incorrect resu lts than  
an oth er  less sensitive m acroscipic procedure.

A ll these statem ents refer to the first step th a t has already been m entioned  
o f  the m ethods of stress m easurem ent, viz.  the m easurem ent o f  deform ation. 
T h is m ay essentially be regarded as a fairly critical recording procedure, the 
d eta ils  o f  which have already been discussed in previous publications [7, 8 ].

The second phase o f  th e  m easurem ent is a com pletely separate set o f  
problem s: it is a process o f  calcidation , taking certain facts in regard. Num erous 
sources o f  possible error, to  be detailed below , ju stify  the perform ance o f  stress 
m easurem ents in these tw o separated steps, instead  o f using working form ulae 
d esigned  for autom atic su b stitu tion , w hich w ould contain both phases o f  
m easurem ents concentrated in  one form ula, thus prom oting the danger i. e. 
th e  physica l sense, the theoretica l principles o f  the m easurem ent being ob liter­
a ted . The literature m ain ly  contains form ulae o f  th is type [9, 10, 11, 12].
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T hey have an a ttractive, but at the sam e tim e only  an apparent ad van tage  
th a t th ey  provide stress values d irectly , after a simple su b stitu tion  o f  the  
X -ra y  data, whereas the va lid ity  o f the relations which are regarded as universal, 
can only  be m aintained in certain special cases.

The X -ray  diffraction technique th a t was m entioned m akes it  possible  
to  obtain  inform ation on volum es o f m eta l o f the order o f m agnitude o f the  
X -ra y s’ w avelength , w ith regard to  the size and distortion effects o f  the  
stresses prevailing there. Therefore som e problem s necessarily arose, the  
solution  o f which has led to the need o f p u ttin g  the procedure, for evaluating  
the X -ray  patterns, on a new base in principle.

Indeed is it  allowable to  ta lk  o f  stress, in  the case o f deform ations on  
an atom ic scale? Logically it  is d ifficu lt to  accept i f  — to  say  an extrem e  
case — it  were desirable to  com pute th e  m agnitude o f the stress betw een  tw o  
neighbouring atom s. Here the lattice forces are independent o f  the dim ensions 
o f the plane unit im agined as being inserted  betw een the two atom s, whereas 
a stress would be inversely proportional to  an arbitrarily chosen cross-sectional 
area. A m acroscopic approach m ay thus lead to incorrect conclusions. This 
definition has a m eaning only if  the area u n it concerned includes a large num ber 
o f im m ediately  neighbouring atom s. I t  m ay , therefore, be seen th a t in  the case 
o f the in vestigation  o f volum es o f m icroscopic or subm icroscopic range (X -ray  
m easurem ents are ju st o f th is type) it w as necessary to  revise th e  concept o f  
the stresses prevalent in  the la ttice  structure, as the accustom ed v iew  o f stress 
here, lacks actual physical reason.

It is, m oreover, questionable, w hether the m easurem ent resu lts deter­
m ined in  kp/sq. mm according to th e  classical expressions, could  be here 
taken as a true value. The essential feature o f the m ethods used h itherto  w as, 
that, the specific la ttice  dim ension changes, o f the order o f  m agnitude of 
A ngstrom  units obtained by X -rays, were m ultiplied by a certain m acroscopi- 
cally  determ ined value E  (Young-m odulus) [3, 9, 10, 11]. Thus th e  stress 
dim ension which had becom e custom ary from  the macroscopic p o in t o f  v iew , 
was constrained onto the description o f th e  subm icroscopic phenom enon. T his, 
how ever, led to  a loss o f the quite special advantage o f X -ray  recording, i. e. 
th at here, contrary to all other m ethods o f  strain m easurem ent, direct inform a­
tion  m ay be obtained on the m icrodistortions in the atom ic volum es which are 
to  be found.

The use o f  the traditional figure, w hich represents an average stress is, 
therefore, also disadvantageous because it  does not draw a tten tion  to  those  
local inhom ogeneities, lattice deform ations from which — according to the  
la test concepts in the m etal physics — micro-cracks m ight start out, and  
b y  propagation lead to  fracture.

After the above m entioned considerations o f all these factors the idea  
was arrived at, th at instead o f the conventional results o f m easurem ent so far
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used, o f  introducing a new  procedure for stress ind ication , based on actual 
p h ysica l know ledge, th a t w ould make suitable use o f  the special possibilities 
m ade a \a ila b le  by X -ra y  techniques.

In  order to achieve th is  aim the follow ing problem s had to be solved:
I. The form ing o f a sta tistica l m odel on the basis o f which the so-called  

deform ation spectrum  — w hich is unequivocally  characteristic o f the state  
o f stress o f  metals and alloys — could be conceptually  deduced.

I I . The elaboration o f an X -ray  evaluation m ethod  which is free of failure 
o f stress determ ination m ade by a m acroscopic approach and able at the  
sam e tim e to provide qu an tita tive inform ation on the degree o f atom ic  
deform ation  of the la ttice  volum e being in vestiga ted  (irradiated b y  X -rays).

The elucidation o f problem  I was the precondition  for the ab ility  for 
w orking out problem II on the basis of well defined physical phenom ena or 
changes.

2. The statistical model of the m echanism  o f strain

The process o f strain in  polycrystalline aggregates is really a mass phenom ­
enon, com posed o f sm aller or larger m ovem ents o f  a fin ite, but very large 
num ber o f atom ic groups. The changes in the ex ten t o f the indicating la ttice  
param eter d o f a single subgrain, in  the course o f  th e  phenom enon, m ay on ly  
be fo llow ed theoretically . The experim ental equipm ent at present available  
on ly  enables the recording of mass m ovem ent o f  atom ic groups, o f their  
average sta tistica l strain . In th is treatm ent d  w ill, therefore, figure as a 
p robab ility  variable.

The elem entary, coherent la ttice ranges o f  the polycrystalline m aterial 
in their stress-free sta te  possess approxim ately identical lattice param eters 
d0. W ith increasing stress the values of d  becom e alw ays more d ifferentiated, 
and there are ever greater differences in the deform ations occurring in neigh­
bouring crystallites, or betw een the exten t o f th e  stress which accum ulated  
along the grain boundaries.

In  order to m ake num erical findings o f the sta te  o f deform ation on the  
la ttice  structure, it  is necessary to  know the fu ll probability  distribution o f the  
variable d. D ivid ing th is up into part-problem s, th is m eans, that we m ust 
know

A )  the full stock  o f values o f the probability  variable d, i. e. all its  
possible va lues,

B )  the probabilities o f all these possib le va lues.
In  order to m ake the discussion quite clear, le t us exam ine a p o lycrysta l­

lin e  m ass o f  m etal. L et the orientation o f  the ind iv id u al crystallites com posing  
th e  aggregate be characterized b y  the norm al, to  a preferred atom ic plane.
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b ig . 2. T he d is tr ib u tio n  o f  c ry s ta llite s  o f  a chosen 
o rien ta tio n

Fig. 4. The frequency  g rap h  o f a to m ic  p lane  norm als 
as a fu n c tio n  o f th e  a n g u la r po sitio n  along one o f 

th e  m erid ian  p lanes o f F ig . 2

Fig. 3. A s tru c tu re  w ith  c ry s ta llite s  o f  p referred  
o r ien ta tio n

Fig. 5. T he freq u en cy  g ra p h  o f a to m ic  p lane  n o rm als 
as a  fu n c tio n  o f th e  an g u la r po sitio n  along one o f  th e  

m erid ian  p lanes o f  F ig . 3
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L et th is  be (111}  to th e  g lide planes along w hich the atom ic m ovem ent tak es  
p lace  th e  most easily in  certa in  m etal o f h igh ly  sym m etrical crystal structure. 
I f  th e  m etal consists o f  m a n y  disordered crystallites then the selected  norm als 
o f  th ese  crystallites are d istributed more or less evenly  in all d irections o f  
sp ace . Shifting the norm als parallel to  them selves to  a com m on centre, the  
p o in ts  o f  intersection o f  th is  group o f lines w ith  a spherical surface im agined  
rou n d  th e  centre, w ould cover the sphere nearly uniform ly. F ig. 2. show s an 
o c ta n t o f  the sphere. In  th e  case o f structures w ith  preferred orientation  the  
p o in ts  o f  intersection on th e  octant surface w ould show a distribution where 
th ere w as a density in som e regions and a scarcity  in  others (Fig. 3). To illu strate  
th ese  relations in a plane is n o t given in the usual w ay, i. e. in a polar diagram ,

tt=90"

4><

F ig . 6. T h e  d is trib u tio n  o f  v a lu e s  o f  d e ffected  b y  th e  ten s ile  stress 5  as a fu n c tio n  o f  th e  
ang le  X  (sh o w n  in  a  p o lar co o rd in a te  system )

b u t in  anticipation o f our further considerations, the octant’s one-one plane 
sec tio n  corresponding to  th e  previous tw o figures, is presented. F igs. 4 and 5 
are noth ing  more th an  frequency diagrams o f th e  normals as functions o f  the  
angu lar position along a m eridian plane. In  the case o f  a sta tistica lly  random  
orien ted  crystallite d istrib u tion , this approach shows that the choice o f  a 
particu lar meridian p lane in  the sphere is com pletely  indifferent, as far as 
th e  resu lts are concerned. Further considerations w ill, for the sake o f  sim p li­
c ity , be carried out on such  a crystal aggregate w ith random oriented  dis­
tr ib u tio n .

In  the selected p lane section  in the in itia l stress-free state identica l values  
o f  d 0 ex ist in the direction  o f  the norm als. T hese are shown in  a d  — x polar 
coord inate system  in F ig . 6 . The angle x is th a t subtended by the norm al n 
w h ich  is characteristic o f  th e  crystallite, and the direction o f the load a.

In  the case o f a m on o-ax ia l stress condition  the following relation is valid , 
w ith  respect to changes in  d  and a also the angle x, characterizing th e  orien ta­
tio n  o f  the crystallites:

a • (cos2 X  — V ■ sin2 x) =  C • Ad (1)
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where v is the Poisson ratio number characteristic o f  the contraction o f the  
m etal, C is a proportionality factor.

In  respect to v it  could be stated  that in  practice it  is not a function  o f a.
W ith increasing values o f  a, the Ad  strain-changes (intercepts) take place 

as functions o f  the orientation  as shown on F ig . 7.
In the direction o f the load a, where x  =  0°,

a =  C • Ad  hence (Zld)max =  C t • a . (2)

In the direction perpendicular to the load a, where x  =  90°,

— v ■ a =  C • Ad  hence ( — Ad)'maK =  C 1 • v • а . (3)

B etw een the tw o extrem e values Ad  the sign should be changed. A t a
certain angular value x 0 no lattice  deform ation takes place, how ever large the  
increase in a  is, so th at Ad =  0 .

This case com es about when cos2 x 0 — v sin2 x 0 =  0 , whence

cotan2 x 0 =  V, i. e. x 0 — cotan -1  v i. (4)

According to the term inology o f the calculus o f probabilities the in ter­
cepts d  belonging to  various values o f a on F ig. 7 are, in fact, places o f  the  
m ost probable values dv. To each o f these, there can necessarily be attached  
a corresponding i. e. the m ean square deviation  o f the probability variables, 
the m ean dispersion o f the true values o f d  around the g iven  value dv, which  
is also a characteristic o f the stress state and the la ttice  structure under in ves­
tigation .

The distortions o f  the various lattice ranges (in the term s o f the calculus 
o f probabilities: the sta tistica l events) are influenced b y  numerous environ­
m ental effects. The strain in the individual grains o f  the crystalline aggregate 
w ill differ in  size according to

a )  the place,
b)  the tim e,
c)  the orientation,
d )  the degree o f  m echanical and
e)  therm al anisotropy,
f )  the state o f  the neighbouring grains, depending on the hardening  

effect o f the boundary surfaces; the differing toughness o f the grain 
boundaries.

A s a result o f  increasing stress the influence o f  the factors m entioned  
w ill exert itse lf  in an alw ays increasing ex ten t. There will be ever greater 
differences in the deform ations taking place in  neighbouring crystallites. 
These w ill expand the distribution o f d, which show's relatively  slight scatter
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for sm all values of a  and th e  average value o f  |  w ill rise increasingly . To 
dem onstrate this process, F ig . 7, which has already been discussed, is again 
presen ted , but now show ing the |  scatter ranges belonging to  the various 
cu rves o f  dv(a) (Fig. 8 ). The qualitative figure gives a clear v iew  o f th e  charac­
ter istic  trend of the sta tis t ica l process which has been described.

x=90°

F ig. 7. T he values o f  d as a fu n c tio n  o f th e  o r ie n ta t io n  effected  b y  th e  in creas in g  ten s io n s
a as p a ram e te rs

Adv
F ig . 8. Changes in th e  v a lu e s  o f  do a n d  Ado a n d  th e  increase  in  th e  s c a tte r  f  fo r increasing  

v a lu e s  o f a. (The d is t r ib u t io n  o f  c ry s ta llite s  w ith  x  =  45° o r ien ta tio n s  is p re fe rred )

Let us for the purposes o f num erical investigation , choose crystallites 
possessing normals b elonging  to  a particular angle %. Let them , for instance, 
be th e  grains belonging to  к = 4 5 ° .  N ow  let us turn the intercepts along the 
stra igh t line drawn in F ig . 8 w ith  the curves dv(a) and the corresponding 
sca tter  zone f , down, in  order, along the increasing values o f  a. This provides 
th e  fu ll stock of values o f  d  for the given stress a, asa  function of their frequency. 
W e, thus, have s ta tis tica l distribution patterns, each o f which describes a
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probability-density fu n ction  p(d).  We m ay also call these the spectra o f  lattice 
distortions characteristic o f  th is state of deform ation.

The factors causing the distribution are for the greater part probability  
variables that are independent o f each other. E ach separately exerts on ly  a 
negligib ly slight in fluence. The scatter o f the probability  variable d  occurs as 
the sum  effect o f  th ese  factors. But w h atever be the distribution o f the  
com ponent probability  variables in th em selves, th e  resultant distribution  
w ill, w ith in  reasonable lim its, always be norm al, i. e. sta tistica l m odels o f

th e  strain in p o lycrysta lline m etals (their la ttice  deform ation spectra) are 
subject to th e  central lim it value theorem  o f  the calculus o f  probabilities.

The an a ly tica l expression for the norm al d-distribution represented  
graphically by a continuous (so-called bell-)curve is in this case

p(d) exp (d  -  dvf

2 s“
(5 )

where dv is the m ost frequently  occuring, m ost probable lattice param eter 
value for the grains o f  the aggregate concerned, and is the m ean square 
value o f  the scatter o f  the la ttice  param eters (w ith in  the investigated  volum e).

In its graphical interpretation  £„ is sim ply th e  half-value o f  the so-called  
in flexion width to  be m easured at the level o f  the point o f  inflexion  o f  the  
probability-density function  curve p(d),  while dv is the abscissa value o f  the  
peak on the same curve.

The conditions arising with an increase in the stresses acting on the la ttice  
structure are represented in Fig. 9, which show s som e o f the distribution  
curves />(£) drawn below  each other as functions o f  the param eter cr,-.
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T he number o f ind iv id u al hom ogeneous particles, w hich are charac­
ter ized  b y  a single d -d istribution , is fin ite  w ith in  th e  specim en tested . A  short, 
in fo rm a tiv e  calculation w ill, how ever, serve to  convince the reader th a t this 
f in ite  num ber can generally  be taken  to  be several m illions.

T h e  average c y lin d rica l v o lu m e  ir ra d ia te d  b y  X -ra y s  is a  circle o f  1 m m  d ia .,  m u l­
t ip l ie d  b y  a d ep th  o f 0,035 m m  (in  th e  case o f C o— K„  ra d ia tio n , w ith  F e -a llo y ). T h is  
is e q u iv a le n t  to

12. а
f  • 0,035 sá  0,028 m m 3.

T h e  d ia m e te r  o f a hom ogeneous la t t ic e  b lock , re g a rd e d  as a p p ro x im a te ly  sp h e rica l, is on  
th e  a v e ra g e  o f  th e  o rd er o f  2 -1 0 - 3  m m , so th a t  its  v o lu m e is 4 ,1 8 -10~9 m m 3. T h e  n u m b e r  o f  
b lo ck s w ill in  th is  case be a b o u t

_  0.028
A ^ l i F 9 =* 7- 10« .

A s the number o f possib le values o f d  is very large, the use o f  a continuous  
d istr ib u tion  to approxim ate the p robab ility—density  curve p (d ) ,  appears 
to  be justified .

3. The specific index o f  lattice deformation

B y  applying the above m entioned constants o f the distribution function  
d escrib ing  the lattice d istortion  spectra, a new  index  o f condition w as deduced: 
th e  specific  index o f  la ttice  deform ation (briefly: the deform ation index).

The indication o f the m om entary state  o f deform ation o f th e  specim en  
b e in g  exam ined, takes p lace on th e  basis o f  a single X -ray pattern . B oth  the 
q u a n titie s  dv, measured from  th e shift o f the interference line peak, and 
o b ta in ed  from an evaluation  o f the line profile distortion on the pattern , are 
u sed . The index correspondingly consists o f tw o connected partial factors, 
sin ce  these together define the state  o f the specim en under load , and not 
sep arate ly .

The first partial factor, the so-called prim ary deform ation com ponent, 
g iv es  th e  average shift o f  th e  atom ic planes set in the m ain direction  o f the  
lo a d  w ith in  the irradiated la ttice  volum e, expressed per m ille. In  th e  given  
term in o logy: specific m ain deformation and is given the sym bol A'.  T his m ay  
be calcu lated  from the relative shift in the line peak, from the relation  o f the 
v a lu es  dv and d0 to each other. A lgebraically:

(d — d )* Ad*
A’ =  0> • 103 =  —  • 1 0 3 =  e* • 103 • [°/00] . (6)

d 0 d 0

The calculation o f Ad* and e* from the value ex obtained on the basis o f  
th e  indicator dv is discussed later.
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The second partial factor, the so-called  secondary deform ation com ponent, 
gives the m ean scatter value of the atom ic planes differing from  th e  average 
main shift and com paring the expected  m ost probable value o f the in itia l basic  
lattice param eter spectrum  also per m ille. In  our term inology it  is  th e  local 
inhomogeneity in deformation and is given  the sym bol A". This m ay be calculated  
by determ ining th e  m ean square d eviation  o f  the local la ttice  param eters 

about the m ost probable expected  la ttice  param eter w ith regard to  th e  shape 
factor £', w hich m ay be established from the profile o f the in v estig a ted  inter­
ference line on the rcflectogram , and d ivid ing it  by the value dvQ pertaining  
to the un-deform ed (stress-free) state .

A lgebraically

A "  =  ~ - 103 [°/oo] • (7)
v̂O

The sym bolic representation o f the deform ation index is thus

A  =  A ' / A "  [»/„„/»loo]

where A '  and A " are corresponding partial factors.
The in d ex  w hich has been thus defined is no conventional figu re, but a 

physically  in terpreted  rational index o f  condition . I t  more fu lly  exp lo its the  
possib ilities in vo lved  in  X -ray  m ethod than  a figure expressed in  th e  dim ensions 
o f stress, as it  does not on ly  show the average strain in the la ttice  structure  
num erically, but also indicates the ex ten t o f  the local d istortions o f  this 
state .

4. The basic problem o f evaluation

The param eter values which give th e  basis o f the determ ination  o f  the  
deform ation in d ex , cannot be d irectly m easured from  the X -ray  p attern . For 
the p (d )  spectra characteristic o f the la ttice  deform ation can on ly  be found  
in im plicit form  on it . In  the case o f the so-called back-reflexion X -ra y  technique  
which w ill be described later, the in ten sity -d en sity  of the reflected  rays is 
recorded on the reflectogram  as a function  o f space along the recording plane 
or cylindrical surface. The m easurable a(rp) in tensity-density  d istribution  
thus obtained , includes not only the required p{d)  statistics, but also the spectral 
energy-distribution o f the X -rays used in the investigation  and the deform ations 
arising from  th e geom etry o f  the arrangem ent. These effects m ay be sum m arized  
in the functional sym bol A(A). The resu ltan t distribution a(<p), m oreover, 
includes other disturbing effects, which arise m ainly from the character o f  
the indirect recording m ethod (photography). These m ay, how ever, for the  
greater part be elim inated b y  introducing som e corrections.
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The basic problem  lo indicate the lattice deform ations caused b y  m echa­
n ica l stress, consists therefore, o f determ ining th e  in ten sity -d en sity  distribution  
which m ight be measured from  the X -ray pattern and from this o f  com puting  
the functional constants characteristic of the sta tistica l distribution p(d).  
T he solution  of this problem  involves the follow ing:

The so-called instrum ental distortions arising from the geom etry o f the  
arrangem ent and the spectral ones, due to spectral inhom ogeneity o f the typ e  
o f X -r a y s  used for the in vestiga tion , are considered in the form o f a disturbance  
fu n ctio n  A(À). The effects included in this fu nction  m ay well be defined on 
th e  basis of data found in  the literature and o f  stress-free standard specim en  
experim ents.

Since the curve a(cp) recorded on the X -ra y  pattern is derived from a 
superposition  of the d istributions p(d)  and A(X), the unknown probability  
spectrum  p(d)  m ust be determ ined from th is resultant distribution b y  d is­
severin g  the known fu n ctional com ponent A(?.). It m ay be shown from the  
approxim ate formula for the in tensity  — d en sity  distribution a(q>), which  
w ill be derived in a m anner to  be discussed below , that the constants o f this 
fu n ctio n  are in fact the va lu es dv and that unequ ivocally  define the required  
distribution  p(d).  Their derivation  by deductive m athem atical m ethods is, 
th erefore, universally va lid .

5. The deduction o f the intensity— density distribution function

L et us consider the interconnections betw een  the quantities and factors 
occurring in X -ray strain determ ination. For th e  sake o f simpler treatm ent our 
in v estig a tio n  wil' deal w ith  the elastic range o f  loads. The anom aly occurring  
near th e  flow lim it w ill be discussed in another publication.

The basic statem ent is th at a stress a acts on the distribution o f the  
d-values characterising th e  la ttice  structure o f  th e  specim en. The m ain effect 
is tw ofo ld .

An increase in
I . shifts the position  o f  the interference line-peak  either in the +  or the  

— direction (the value o f  dv increases or decreases);
II . it extends the d-distribution o f the crysta llites of the volum e in v esti­

ga ted , in  the region o f th e  m ost probable exp ected  average lattice param eter  
dv (th e scatter |  =  I d — dv increases in b o th  cases).

Main effect I is influenced  by the fo llow ing factors:

1. The w avelength  o f  the radiation used; . . . X l

2. The angle ip1 at w hich the primary beam  irradiates the surface to  be
in v estig a ted  of the specim en: ■ • -Vi
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3. The angle which includes the deviation  betw een the norm als o f the
indicator atom ic plane set o f the reflecting grains and the direction o f the  
main stress a in working, . . . x

I t  d ep en d s on  th e  choice o f y> a n d  A, w h ich ev e r va lue  of x  should  be in d ic a te d  fo r th e  
c ry s ta ll ite s  su itab ly  p o sitioned . W ith  y> a n d  x  v iz. th e  su p p le m e n ta ry  re flex io n  a n g le  17 is d e ­
f in ed  w h ich , fo r th e  p a r tic u la r  Aj used , m akes i t  possib le  to  calcu la te  th e  v a lue  o f  th e  d  w hich  
is so u g h t fo r. I t  is fa m ilia r  from  th e  X -ray  p h y sic s , t h a t  th e  a c tu a l p r im a ry  b e am  c an n o t 
be re g a rd e d  as s tr ic t ly  m on o ch ro m atic  ra d ia tio n  c h a ra c te riz ed  by  a single A1# T h e  w ave  g roup  
show s som e k in d  o f  a d is tr ib u tio n  A(À), w here as a re su lt o f th e  sp ec tra l in h o m o g e n e ity , 
v a rio u s in te n s itie s  belong  to  each  w av elen g th  A a ro u n d  th e  m ost in ten se  Aj. T h is  is a p p ro x ­
im a te ly  a  n o rm al ( G aussian)  d is tr ib u tio n .

4. Since the values o f the indicator d (or dv) depend on the values o f A,
the influence o f the distribution A(A) will also have an effect on the configura­
tion  o f  the indicator d-value-range. . . . A( X)

From  the physical point o f view  and in accordance w ith  the casu- 
a lity  the inverse statem ent would really be the more correct form ulation. 
The m agnitude and distribution o f th e  values o f d  is nam ely  a given  
m aterial characteristic, determ ined by th e  deformed state o f  th e  la ttice . 
It depends on the values o f  d, which sort o f  X -rays w ith its ow n w ave­
length , w ill be able to  take part in reflex ion . We m ust concede to  the fact, 
how ever, th at the interference-ring o f  on ly  those values o f  d  are to be 
observed on the reflectogram , whose corresponding A values occur in the  
prim ary X -ray  beam .

5. The fin ite  in ten sity  distribution due to geom etrical causes is generally  
effective through the disposition function  D(cp). D((p) m ay, w ith in  the  
angular range concerned, be regarded as practically constant, and v ery  small 
in com parison to  the spectral w idth. The reasons for this are:

a )  The geom etrical line broadening is negligible, if  the supplem entary  
reflexion angle is in the neighbourhood o f Г) =  10° or less. This is nearly alw ays 
the case in  the back-reflexion technique. W ithin  this range, on the other hand, 
the spectral w idth will be increasingly dom inant [13].

b)  The ratio o f the w idth o f  the beam , to the distance o f th e  ob ject­
recording plane is o f the order o f m agnitude o f  1 to 50. The cross-section o f the  
beam  o f  rays m ay, therefore, w ithin a fair approxim ation, be regarded as a 
pinhole.

N o great error w ill, therefore, be com m itted  in this treatm ent if  in a 
first approach — though adm itted ly  not fu lly  ju stified  by the physical model 
the geom etrical broadening is also involved  in the A(A) d istribution. The tw o  
effects are considered together in the effective basic form  factor.

Main effect II  is influenced by the follow ing factors:
1. The dependence on direction o f the Y oung-m odulus (the ex ten t o f the

change is determ ined by the angle x) . . . E hM(x)
2. The therm al anisotropy (also dependent on the angle x) . . .  д ш (х)
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3. The elastic hysteresis effect . . . t
4 . The to ta l im peding effect o f the neighbouring grains w ith differing  

o rien ta tion s and one o f  the boundary layers o f  ind icator crystallites . . • £ F h
T hese functions m ay be sym bolically  represented as

dv =f [A(X);x( f , r ] ) ;a]  |

£ =  f i E hki (*); Qhki (*); * ; ° ]  ■ I

I t  may further be sta ted  that

.4(A) =  Cj • exp
(A -  Aj)2

( 8 )

(9 )

Fig. 10. S im p lified  m odel o f  b a ck -re fle x io n  reco rd in g  a rran g em en t, 
w ith  a  c a lo tte -sh a p e d  screen

w here a  is the shape factor o f  the sum m arized basic technical d istribution , 
and

« +  r ] . (10)

In  order to facilita te  the consideration o f the circum stances, le t the  
te s t in g  arrangem ent used first be connected w ith  a system  o f spherical coordi­
n a tes  o f  suitable dim ensions. L et the poin t on th e  surface o f the specim en to  
be in vestiga ted , which is irradiated by a beam  Ps,  be the centre o f  a u n it radius 
sphere on the inner surface o f w hich the calotte-shaped  screen for recording the  
X -r a y s  is fitted  (F ig . 10). Let the directions P s and a  be selected  as th e  m ain  
a x is o f  the system  o f coordinates. The cones o f  rays around the axis P s m ay  
b e characterised b y  th e  sem i-apex angles rp. T he cones intersect the surface o f  
th e  sphere along circular “ rings” . The current coordinate (p m ay thus be used
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unequivocally to  determ ine any point on th e  surface of the sphere, i f  it  is 
borne in mind that

1 . to each angle cp belongs one com plete ring surface section  o f the  
calotte-shaped recording screen,

2 . the com plete hem ispherical surface can be built up from  such  rings 
betw een <p = 0 °  and <p =  90°,

3. along any particular ring (according to the perpendicular irradiation  
o f the sim plified m odel) the in ten sity -d en sity  is constant, so th at th e  d istribu­
tion  o f in ten sity  m ay be reduced to  an in vestigation  o f a planar change of 
density  (taken along the arc of a circle).

General statem ents on the place and profile o f the interference lines of 
reflectogram s m ust, therefore, start out from  the question of how the in ten sity -  
d en sity  “ a” changes along a meridian o f th e  spherical surface o f the recording  
screen, as a function o f the polar coordinate cp. The other determ inant factor, 
the basic distance Ta between the surface o f  the object and th e  recording  
surface has, for the tim e being, been tak en  as a unit.

The m athem atical formula thus obta ined  will make it possible to  deduce 
the theoretical connection between the stress a  and the values o f  th e  para­
m eters dv and as the main con stitu en t figure o f the deform ation index.

The follow ing should also be sta ted  at the outset: I t  is a universally  
valid  fact that rays o f  various suitable w avelengths A are reflected  from  a 
certain atom ic plane series of dim ension d  and summed up at the g iven  ring, 
characterized by <p. Hence we m ay write

d = --------------- - . ( l lo )
2 C O S - * -

2

I f  the angle o f  incidence is fixed  (y) =  xp ĵ, then only rays o f  a certain  
preferred w avelength  A* and their environm ent ^zlA  will be able to  be reflected  
from a particular indicator plane-set J h k l } o f  orientation x to  produce a full 
d-distribution showing a value of dv and th e  scatter belonging to  it .

d„ =
2 cos (xpг — x) 2 COS 7]

( 116)

where the condition for reflection is defined b y  the preferred angular position

V = V i ~ ( 12)

6  A cta Technica X X X II/1 — 2.
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I t  follows, m oreover, from  what has already been m entioned, th at if  
th e  d-distribution is regarded as approxim ately norm al, then substituting the  
rela tion s (H a) and ( l ib )  in (5),

Since all the w ave-groups o f the beam , to a greater or lesser extent con tri­
b u te  to  the in tensity-density  along the rings characterized by angles <p, m oreover, 
considering the m utual effect o f the d- and the A-distribution, let us perform  
th e  in tegration  over the fu ll range of the possib le w avelengths A. Then in ten ­
sity -d en sity  as a function o f  (p will be

w here th e  auxiliary variable ß  has been introduced to simplify the operation , 
th is  being defined as
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O m itting the operations in its particulars, we obtain

(19)

Returning to the integrand expression (15) and substiting (16) into it
CO

,,w - jp m  '.Í [- <*'+i)] 'dl 7 v ? r  [-41 •
( 20)

• ( exp [ ~ # 2] dti =  --------—  • exp [ -Ô ]
J r  ■ ■ \ 2 л

since ( exp [—# 2] dft =  C • 2 л  is a known resu lt.
— ••

R e-substituting the values o f  ß, Ô and у  we have

The m axim um  o f the in tensity-density  a(<p) is , where =  A*, i .  e. where 
the exponentia l member assum es the value e° =  1. In  all other cases the value  
o f the exponent is larger than  zero, so that due to  its  negative sign th e  exponen  
tial term  will be less than  one. This result show s good agreem ent w ith  those  
obtained experim entally.

Our theoretical investigation  o f the place and profile o f the interference 
line w ill now be extended  to  the m ost frequent case o f the back-reflexion  
X -ray m ethod, where the recording screen is n ot a spherical, but a plane 
surface (Fig. 11). The in ten sity -d en sity  d istribution  function a(cp) is  then

<p
m odified to some function a*(l). The base o f th is m odification  is th at the cos —

in expression (21), or rather its square, m ust h ave another function o f (p sub­
stitu ted  for it , which m ay be expressed by the new  current coordinate l. Thus 

l
if  tan <p = —- ,  then

2 2 ' 2
P

F*(l) ■ (22)

6*
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The general m athem atica l formula o f  the in tensity-density  distribution  
a lon g  a meridian o f the recording plane obtained  by the reflectogram , may  
th u s be written:

(9 cs ' a  ' F (l) _
K«* +  8 |*  • Р Щ

• exp - и  • m n
«2 +  8|2 • F2 (Z) j

(23)

Fig . 11. D e riv a tio n  o f  a  p lane  record ing  su rface  from  th e  spherical sy s te m

This relation m akes it  possible, after substitu ting  the data defin ing the 
concrete circum stances o f  th e  experim ent, to  determ ine the figures dv and | n 
characteristic of the sta te  o f  stress concerned, from the m easured values of 
«*(/) .

5. Determ ination of partial factors

The distribution function  deduced above provides a basic form ula from 
w h ich  a start can be m ade in  com puting both  the partial factors A' and A” .

The first m u ltip lic ity  factor o f the function  hardly changes its  value  
b etw een  fairly wide lim its . The correctness o f th is statem ent will be confirm ed  
in  th e  next chapter. This term  has, m oreover, no effect either on th e  shift in 
th e  peak-lines or on th e  relative shape o f the line profile, m odified merely 
in  th e  vertical dim ension values o f the ordinates a((p).

The power index  o f th e  exponential term  on the other hand, is im portant 
from  the point o f view  o f th e  place and shape o f  the in ten sity -d en sity  distribu­
t io n , due to the values dv in  the num erator and in the denom inator. Both  
q u an tities depend on ó and m ay thus be regarded as functional constants in 
th e  course of the eva lu ation  o f a single reflectogram .

The distribution th u s obtained, as the concrete exam ple w ill show , re­
m inds one of the G aussian (normal) distribution, though the tw o descending  
branches are not sym m etrica l to each other. This we shall, therefore, call a 
quasi-normal  d istribution.



THE CHARACTERIZATION OF LATTICE DISTORTION SPECTRA 85

I f  the quasi-norm al distribution is, analogously  to (5), described b y  the  
expression

p(d) =
1

& ■ P n

( d  -  dv 2

le; • n  )
(24)

whose shape factor is then the distribution obtained by densitom etry from  
the reflectogram , w hich obeys expression (21 ), m ay be linked to th is , i. e. 
the exponentia l term  o f the equation (24) contain ing the belonging to  the  
quasi-norm al distribution, should be equal to  th e  exponential m em ber in 
formula (2 1 ).

(d -  dvf

2 W

w 2
A1 — 2dv ■ cos —

a2 -f- 8 | 2 • cos2 -  —
2

(25)

Taking into account the expression, inverse o f  the disposition function

D* ((p) ea 1/2 • cos J ? -  (26)
2

which provides for the effects o f geom etrical arrangem ent o f tests , th e  fin a l 
formula, su itab le for com putation is

S„ =  y  W  -  (27)

where
i'n . . .  is the shape factor of the quasi-norm al resultant curve  
t n0 • • • is the sam e, under stress-free conditions

. . .  is the “ intrinsic” or “ stress-characteristic” mean square scatter  
denoting the local inhom ogeneity  in distortion, w hich exerts  
a decisive influence on the num erical value of the partia l fa c­
tor A” .

The va lu e m ay, therefore, be obtained by deductive m ethods on the  
basis o f th e  theoretical relations developed, w hile dv is obtained b y  direct 
m easurem ent from the X -ray pattern.

6. Comparison o f calculated and experimental values

The fo llow ing is a com parative exam ination performed using an exam ple  
taken from a series o f author’s experim ents. The aim  is to determine how  the  
results com puted on the basis o f the relation for a*(l), which was deduced from  
theoretical considerations, correspond to the figures obtained em pirically .
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A  steel specim en irradiated by Co — K a radiation will be investigated  
in  d eta il by back-reflection  m ethod. The X -ra y  pattern was tak en  w ith an 
in cid en t primary beam  perpendicular to th e  specim en, in the fifth  stage of  
its  step -by-step  loading, was under a stress o f  a sd  38,5 kp/sq. m m  in the  
outer layer, set w ith a calibrated bending apparatus. The data characteristic  
o f  th e  experim ent were:

W a v e le n g th ....................................................................................................................  Aj =  =  1,78890 Â
I n d ic a to r  a to m ic  p lan e  series ........................................................................... (hkl) =  (310)
A n g le  o f  incidence  ...................................................................................................  y) =  90°
D is ta n c e  be tw een  th e  o b je c t  a n d  th e  f ilm  ..............................................  l a  89,0 m m
B asic  la t t ic e  p a ra m e te r ............................................................................................  d0 =  0 ,905566 Â

S u p p le m e n ta ry  re flex io n  ang le  ........................................................................  9max =  =  8 ° 48 ’ 30"

E ffe c tiv e  b asic  fo rm  f a c t o r ..................................................................................  fno =  91,8 • 10—4 Â
I n te g r a t io n  c o n s ta n t ............................................................................................... Ce =  1,0
T h e  m o st p ro b ab le  ex p ec te d  d is tan ce  of th e  d e fo rm ed  a to m ic

p la n e  series (c o m p u ted  v a lu e )  ......................................................................  dv =  0 ,905124 Â
S h a p e  fa c to r  o f  th e  q u a s in o rm a l curve of th e  K ai co m p o n e n t /

d is tr ib u tio n  .............................................................................................................  in  =  118,4 • 10 - 4  Â

The given data m ay now be su b stitu ted  in to  the m athem atical expres­
sion  for the a*(Z) d istribution  function, to  be seen in (23). For th e  sake o f  
sim plify ing , let the fo llow ing notation be adopted:

Let the m ultiplier before the exponentia l term  be

K (l)  = ce • «  • F (0
K «2 +  81« • F 2 (l)

(28)

Let the num erator o f  the expression in the exponential term  be

E 1 (/) =  [A, -  2dv ■ F (l)Y (29)

and the denom inator in the same be

E 2 (l) =  a2 +  8 | 2 • F 2(l) (30)

A ll the term s are dependent on the m agnitude of the current coordinates 
along the meridian o f the recording plane film  l, through the functions F(Z) 
and F 2(l) defined b y  (22). It follows from geom etrical considerations th a t the  
in ten sity -d en sity  d istribution  function is o n ly  to be exam ined in the zone 
betw een  l =  2 3 ,0—33,0 m m , as the peak o f the density  curve is to be expected  
about the middle o f  the range.

The details o f  the substitution  are contained in Tables I , 2 and 3. 
T able 1 provides perm anently valid data for th e  value of Ta — 89 mm used  
in  th ese experim ents, in  respect to the corresponding values o f  l and F(l), 
also displaying the details o f the course o f  the com putation.
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Table 1

Corresponding values o f  1 and  F (l) fo r  
Ta =  89 m m

(W ith  th e  process o f  co m p u ta tio n )

t ;  +  o log(TJ + П - f l *  T’a -  
-  log (TJ +  <•)]

F>(() 4 -  log F‘(l) m

23,0 529 8450 3,926857 0 ,985962-1 0,984096 0,9965185-1 0,992015

2 1 , 0 576 8497 3,929266 0 ,984757-1 0,98276 0,996224-1 0,991343

25,0 625 8546 3,931763 0 ,983509-1 0,98137 0 ,9959165-1 0,990641

26,0 676 8597 3,934347 0,982217-1 0,97994 0,995599-1 0,98992

27,0 729 8650 3,937016 0 ,980882-1 0,978467 0 ,995273-1 0,989175

27,5 756 8677 3,938370 0 ,980205-1 0,977721 0,9951075-1 0,988798

28,0 784 8705 3,939769 0,979506“ 1 0,976953 0 ,9949365-1 0,98841

28,25 798 8719 3,940467 0 ,9791565-1 0,97657 0,994851-1 0,98822

28,5 812 8733 3,941164 0,978808-1 0,976187 0 .9947665-1 0,988022

29,0 841 8762 3,942603 0 ,978089-1 0,97540 0,9945915-1 0,987624

50,0 900 8821 3,945567 0 ,976607-1 0,97378 0,9942305“ 1 0,986801

31,0 961 8882 3,948511 0 ,975135-1 0,972177 0 ,993872-1 0,98599

32,0 1024 8945 3,951580 0,973600-1 0,970511 0 ,993500-1 0,985144

33,0 1089 9010 3,954725 0 ,972028-1 0,968811 0,9931195-1 0,984282

Table 2

Changes in  value o f  the exponential term o f  the a*(l) distribution w ith actual values

/ 1,81025 • F(l) [З Д 1* • 10e 4,57 • F‘(l) E% • 10e
£ < '> - - § r

23,0 1,795795 — 0,00689 47,5 4,49732 11,07732 4,288 0,01356

2 1 , 0 1,794579 — 0,00568 32,3 4,49121 11,07121 2,917 . 0,05393

25,0 1,793308 — 0,00441 19,5 4,48486 11,06486 1,762 0,1718

26,0 1,792003 — 0,00310 9,61 4,47832 11,05832 0,869 0,4188

27,0 1,790654 — 0,00175 3,06 4,47159 11,05159 0,2769 0,7601

27,5 1,789972 — 0,00107 1,14 4,46818 11,04818 0,1032 0,9010

23,0 1,789269 — 0,00037 0,137 4,46468 11,04468 0,0124 0,9892

23,25 1,788925 — 0,00003 0,0009 4,46292 11,04292 0,00008 1 , 0 0 0

28,5 1,788567 0,00033 0,109 4,46117 11,04117 0,00987 0,9978

29,0 1,787846 0,00105 1 , 1 0 2 4,45758 11,03758 0,0998 0,9042

30,0 1,786357 0,00254 6,45 4,45017 11,03017 0,5847 0,5576

31,0 1,784888 0,00401 16,08 4,44285 11,02285 1,4587 0,2332

32,0 1,783357 0,00554 30,7 4,43524 11,01524 2,787 0,0615

33,0 1,781796 0,00710 50,4 4,42746 11,00746 4,578 0 , 0 1 1 0
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Table 3

The values o f  the expression K (l) in  an  actual case and the corresponding fig u res o f  the theoretically 
derived intensity-density  distribution

1 2,56 • F(l) log(E, • №) -b lo g fE , • 10«) Ve , „  2,56- 10-*F(Qл  = --------------
Me ,

<1* (1) =  К• e-®«>

23,0 2,539558 1,0444357 0,5222174 3,32826 0,763028 0,01034666
24,0 2,537838 1,04415590 0,5220779 3,32719 0,762757 0,04113548
250 2,536041 1,04394591 0,5219730 3,32639 0,762400 0,1309803
26,0 2,534195 1,04368918 0,5218446 3,32540 0,762072 0,31915575
27,0 2,532288 1,04342469 0,5217124 3,32439 0,761730 0,57899097
27,5 2,531323 1,04329077 0,5216454 3,32388 0,761556 0,68616195
28,0 2,530329 1,04315312 0,5215766 3,32336 0,761376 0,75315314
28,25 2,529843 1,04308001 0,5215400 3,32307 0,761297 0,761297

28,5 2,529336 1,04301508 0,5215075 3,32283 0,761199 0,75952436

29,0 2,528317 1,04287385 0,5214369 3,32229 0,761016 0,68811066

30,0 2,526211 1,04258220 0,5212911 3,32117 0,760639 0,42413231

31,0 2,524134 1,04229389 0,5211469 3,32007 0,760265 0,17729380

32,0 2,521969 1,04200183 0,5210009 3,31895 0,759870 0,04673201

33,0 2,519762 1,04168712 0,5208436 3,31775 0,759479 0,00835427

Table 2 shows the effective m ethod o f com putation  o f the exponentia l 
m em ber o f formula (23), using the sim plifying notation  technique adopted  
in  (29) and (30).

F inally  Table 3 conta ins the series of figures obtained by substituting  
th e  expression for K (l) .  From  this, it m ay be seen w hy the function defined  
in (28) m ay, in practice, be tak en  to be constant, for betw een the tw o lim iting  
va lu es o f  the /-range the m agnitude of К  m onotonously  decreases. The d if­
ference arising from th e change in value turned ou t to be 0,003549 at the  
m ost, w hich was some 0,45%  o f the basic value. The va lu e o f К  m ay, therefore, 
in  constructing the d istribution  curves be regarded as constant, to w ith in  a 
very  fair approxim ation. The linear transform ation o f  the ordinate intercepts 
o f the empirical curves is , therefore, perm issible and does not m odify the value  
o f th e  shape factor o f  the p (d )  distribution.

The last column o f T able 3 moreover, contains the figures on the basis 
o f w hich the theoretically  deduced a*(l) in ten sity -d en sity  distribution was 
ob ta in ed , by substituting th e  characteristic data described above. The graph 
constructed  from the corresponding pairs of va lues is shown in F ig. 12/a, 
w hile th e  aQl(/) distribution obtained from the actu al m icrophotogram  (density  
distribution  o f an X -ray  p attern  made w ith a densitom eter) may be seen in 
F ig . 12/6, as the form er’s em pirical equivalent.
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F ig . 12. a )  T h eore tical in te n s ity -d e n s ity  d is tr ib u tio n  a*(i), com puted  from  th e  a c tu a l  d a ta  o f  
a n  ex p erim en ta l m ic ro p h o to g ram , b) A n  em pirica lly  estab lished  a c tu a l a a l (1) d is t r ib u t io n

o b ta in e d  by  d e n s ito m e try

Fig. 13. To illu s tra te  th e  d iscrepancies be tw een  th e  g rap h  o f  Figs. 12a a n d  12b

7. D iscussion on the results

The curves o f the com puted and m easured values have also been show n  
in an identical scale, drawn on top o f each other, in Fig. 13. The curves are, 
to  w ithin a fair approxim ation, in  agreem ent. The deviation in m easurem ent 
is hardly greater than the error band th at is unavoidable in exp erim en ts. 
On the other hand there is a greater discrepancy betw een the other branches  
o f  the curves, descending towards the larger angles rj, since the d istributions  
are known to  be asym m etrical. The discrepancy is also increased by th e  effects
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w h ich  are to be discussed in  a later paper. It is , how ever, unnecessary to  dratv 
th is  branch in order to  ca lcu la te  the parameters dv and | n, since, for the purposes 
o f  determ ining the deform ation  index, the eva lu ation  procedure, even thus, 
y ie ld s  an unequivocal resu lt. The plotting o f  th e  descending branches after 
th e  line peaks was thus em itted .

I should  like to  ex p ress  th a n k s  to  Dr. T . F rey , C a n d id a te  o f M ath em atica l Sciences, who 
h e lp e d  m y  w ork w ith  v a lu a b le  a d v ice  on the  d e d u c tio n  o f  th e  in te n sity -d en s ity  d is tr ib u tio n  
f u n c tio n .
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SUM M ARY

X -ra y  m ethods fo r m e a su rin g  residual (self) s tre sse s  o f  f i r s t  k ind , genera lly  agree  in 
t h a t  th e ir  results are  o b ta in e d  b y  th e  m u ltip lica tio n  o f  sp ec ific  la ttic e  s tra in  changes in  th e  
o rd e r  o f  m agn itude  o f A n g s tro m  u n its , m easured  b y  m e a n s  of X -ray s, w ith  som e m acro- 
sc o p ica lly  de term ined  m o d u lu s  o f  e lastic ity  E . As a  r e s u l t  th e  subm icroscopic  p h en o m en a  are  
e x p re ss e d  in the  d im ensions o f  k p /sq . m m , usual in  th e  m acro sco p ic  (ten so m etric ) m eth o d s. 
T h is  is  less su itab le  to  t r u ly  c h a ra c te riz e  th e  a c tu a l  c o n d itio n s  and , there fo re , is o n ly  to  be 
c o n s id e re d  as a c o n v e n tio n a l expression .

T he au th o r, in  his p a p e r ,  p re sen ts  a new, ra tio n a l  m e th o d  for ev a lu a tio n  w h ich  a d e q u a ­
te ly  u ses th e  special fa c ilitie s  p ro v id e d  by X -ray  te c h n iq u e  to  in d ica te  th e  co n d itio n  o f stre ss  
e x is tin g  in  th e  la ttic e  s t r u c tu r e  o f  m etals and a llo y s. T h e  d e fo rm atio n  ind ices h ere  d e fin ed  
c h a ra c te r iz e  the  degree o f  a to m ic  d is to rtio n  of th e  in v e s tig a te d  la tt ic e  vo lum e, th u s  e x p re ss­
in g  b o th  th e  observed a v e ra g e  s t r a in  and  the  local s c a t te r  in  th e  la ttic e  p a ram ete rs  co n cern ed . 
T h e  in d ic a tio n  m ay  be m ad e  o n  th e  basis of a single X - r a y  p a tte rn ,  using  on  th e  one h a n d  
th e  sh if t  o f th e  m easu red  in te r fe re n c e  line peaks a n d  o n  th e  o th e r, th e  e x te n t o f th e  change  
in  l in e  profile . The basis fo r  e v a lu a tio n  is a s ta tis t ic a l  m o d e l m ak in g  possible th e  d e riv a tio n  
o f  a  so-called  la ttic e  d is to r tio n  sp e c tru m , which is c h a ra c te r is tic  o f th e  stress c o n d itio n  in  th e  
sp e c im e n  in vestiga ted . In  th e  course  of th e  s ta t is t ic a l  t r e a tm e n t  th e  la ttic e  p a ra m e te r  d 
f ig u re s  as being a p ro b a b il i ty  v a ria b le . The freq u e n c y  d is tr ib u tio n  p (d )  d iscussed , m a y  be 
t r e a te d  as a p ro b a b ili ty -d e n s ity  function . D e fo rm a tio n  in d ex in g  can be carried  o u t on  th e  
b a s is  o f  i ts  co n stan ts .

T he p ap er concludes w ith  a com parison of c o m p u te d  a n d  ex p erim en ta l d a ta  su p p o rtin g  
th e  th e o re tic a l t r e a tm e n t  a n d  w ith  a discussion of th e  m e th o d  used.
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B E S C H R E IB U N G  VON G IT T E R V E R Z E R R U N G S S P E K T R E N  
M IT T E L S D E F O R M A T IO N S IN D E X E N

I. S. SZÁNTÓ

ZU SA M M EN FA SSU N G

Die R ö n tg en m eß m eth o d en , welche die E ig e n sp a n n u n g  erste r A rt m essen, s t im m e n  im 
a llgem einen  bis d a h in  ü b ere in , d aß  ihre R e su lta te  als P ro d u k te  von rö n tg en o g ra p h isch  
b e s tim m te n  spezifischen G itte rm aß v e rän d e ru n g en  in  Á G rößenordnung  u n d  e in e m  m ak ro ­
sk o p isch  b estim m ten  E la s tiz itä tsm o d u l E  sich ergeben . D ad u rch  w ird eine su b m ik ro sk o p isch e  
E rsch ein u n g  in  der ü b lich en  D im ension  k p /m m 2 de r m akroskop ischen  A n sch a u u n g  ausge­
d rü c k t,  was zur B eschreibung  d e r w irk lichen  Z u stän d e  n u r  wenig geeignet is t  u n d  n u r  als 
k o n v en tio n e lle  M eßgröße b e tra c h te t  w erden  k an n .

V erfasser e rö r te r t  in se iner A b h an d lu n g  eine neue  ra tionelle  A u sw e rtu n g sm e th o d e , 
w elche zum  In d iz ieren  de r S p an n u n g sz u stä n d e , die in  de r G itte rs tru k tu r  v o n  m e ta llisch en  
S to ffen  b estehen , d ie  spezielle M öglichkeiten  de r R ö n tg en te ch n ik  zw eckm äßig  v e rw en d e t. 
Die d a d u rc h  d e fin ie rte n  D efo rm a tio n sin d ex e  c h arak te ris ie ren  den G rad  d e r a to m a re n  
V erze rru n g  des u n te rsu c h te n  G itte rra u m in h a lte s  u n d  sie d rücken  sow ohl d ie m o m e n tan  
b e o b ac h te ten  d u rc h sch n ittlich e n  D efo rm atio n en  als a u ch  die lokalen S c h w a n k u n g en  der 
G itte rp a ra m e te r  aus. D as In d iz ie ren  k an n  a u f  G ru n d  e in e r einzelnen R ö n tg en a u fn ah m e  d u rc h ­
g e fü h rt  w erden , b e n ü tz en d  e in e rse its  die V ersch iebung  des M ax im um punk tes d e r gem essenen  
In te rfe ren z lin ie , an d ere rse its  d ie G röße der P ro filv e rz e rru n g  der L inie. Als G ru n d  fü r  die 
A u sw ertu n g  d ien t e in  s ta tis tisc h es  M odell, w elches d ie D eriy ierung  des fü r d en  S p a n n u n g s­
z u s ta n d  des u n te rsu c h te n  V ersuchskörpers c h a ra k te r is tis c h e n , sogenann ten  D e fo rm a tio n s ­
sp e k tru m s e rm ö g lich t. Im  L aufe  der E rw äg u n g en  f ig u r ie r t  der G it te rp a ra n ie te r  d  a ls eine 
W ah rsch e in lich k e itsv a riab le . D ie e rö rte r te  H ä u fig k e itsv e rte ilu n g  p(d) kan n  a ls W ah rsch e in - 
l ic h k e itsd ich te fu n k tio n  b e h an d e lt w erden . A u f G ru n d  de ren  K o n s ta n ten  k an n  m an  d a s  D e fo rm a ­
tio n s in d iz ie ren  d u rch fü h ren .

Zwecks B eg rü n d u n g  der th eo re tisch en  E rö r te ru n g e n  is t die A rbeit m it e in em  V ergleich  
de r B erechnungs- u n d  V ersu ch sd a ten  sowie m it e in e r D iskussion  über die M eth o d e  e rg ä n z t.

D E S C R IP T IO N  D E S S P E C T R E S  D E  D IS T O R SIO N  D E  R É S E A U  
P A R  D E S IN D IC E S  D E  D É FO R M A T IO N  

I. s. s z An t ó

R É S U M É

Les m éthodes ra d io g rap h iq u es  de m esure  des ten s io n s p ropres de p re m iè re  sorte  
s ’acc o rd en t g én éra lem en t en ce que les ré su lta ts  so n t o b ten u s  p a r m u ltip lica tio n  des ch an g e ­
m en ts  spéc ifiques de la d im ension  de réseau , d é te rm in é s  p a r  rad iog raph ie  en  u n i té  Â , pa r 
le m odu le  d ’é lastic ité  E ,  d é te rm in é  p a r  une m é th o d e  m acroscopique. Les p h én o m èn es  su b ­
m icroscop iques s’ex p rim e n t a insi dans la  d im en sio n  u suelle  k p /m m 2 de la m é th o d e  m acro ­
sco p iq u e , qu i ne p e rm e t guère la  d e sc rip tio n  des co n d itio n s réelles, e t ne p e u t  ê tre  con­
sidérée  que com m e u n  n om bre  de m esure co n v en tio n n el.

L ’a u te u r  expose une  nouvelle  m éthode  d ’é v a lu a tio n  ra tio n elle , qui u tilise  les a v a n ta g e s  
o ffe rts  p a r  la ra d io g ra p h ie , p o u r in d iq u e r les c o n d itio n s de  tension  dans la s tru c tu re  de réseau  
des m a té ria u x  m éta lliq u es. Les iud ices de d é fo rm a tio n  défin is p a r l’a u te u r  c a ra c té ris e n t 
l’é ta t  de  d isto rsion  a to m iq u e  du  réseau  ex am in é , e x p r im a n t ta n t  la d é fo rm a tio n  m oyenne 
m o m en tan ée  que les v a r ia tio n s  locale d u  p a ra m è tre  du  réseau . On p eu t e ffec tu e r l ’in d ic a tio n  
p a r  u n e  seule ra d io g rap h ie , u til is a n t d ’une p a r t  le déca lage  du  lieu de m ax im u m  de la ligne 
d ’in te rfé ren ce  m esurée , e t d ’au tre  p a r t  le degré de d is to rs io n  du  pro fil de la ligne d ’in te rfé re n c e . 
L a base  de l ’év a lu a tio n  e s t c o n stitu ée  p a r  un  m odèle s ta tis t iq u e  re n d an t possib le  la  d é riv a tio n  
du  sp e c tre  d it  de d é fo rm a tio n , qu i carac té rise  l ’é ta t  de ten s io n  du corps ex am in é . D an s ces 
c o n sid é ra tio n s , le p a ra m è tre  de réseau  d figure  com m e v a riab le  de p ro b ab ilité . L a  d is tr ib u ­
tio n  de  fréquence p(d) p e u t ê tre  considérée com m e une fonction  de la densité  de  p ro b a b ili té . 
S u r la base  des c o n s tan te s  de c e tte  fo n c tio n , on p e u t e ffec tu e r l ’indexage de  d é fo rm a i ion.

P o u r ap p u y er les con sid éra tio n s th éo riq u es , l ’é tu d e  com plète  celles-si p a r  la co m p ara iso n  
des d onnées calculées e t ex p érim en ta le s , a insi que p a r  la discussion de la m é th o d e  an alysée  
p a r  l ’au te u r .
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ОПИСАНИЕ СПЕКТРОВ ИСКАЖЕНИЯ РЕШЕТКИ ПРИ ПОМОЩИ ИНДЕКСОВ
ДЕФОРМАЦИИ

И. Ш. САНТО

Р Е З Ю М Е

Рентгеновские методы, измеряющие собственные напряжения первого рода, в 
общем согласуются в том, что их результаты получаются на основе умножения измене­
ний удельных размеров решетки в Â, полученных рентгеновским методом, и некоторого 
модуля упругости Е, полученного макроскопическим методом. Таким путем, субмикро­
скопическое явление находит выражение в обычной размерности кп/мм2 макроскопи­
ческого взгляда, что мало подходит для описания действительного состояния и может 
считаться лишь в качестве конвенционального параметра.

Автор в своей работе излагает новый рациональный метод оценки, который целе­
сообразно использует для индикации напряженного состояния, господствующего в решет­
ке металлических материалов; специальные особенности, предоставляемые рентгеновской 
техникой. Определенные автором индексы деформации характеризуют степень атомиче­
ского искажения исследованного объема решетки, выражая при этом как среднюю дефор­
мацию, наблюдающуюся в данный момент, так и местные колебания параметра решетки. 
Индикация может производиться на основе одного единственного рентгеновского снимка, 
используя при этом, с одной стороны, сдвиг места максимума линии измеренной интерфе­
ренции, а с другой стороны, величину искажения профиля линии. Основой оценки служит 
такая статистическая модель, которая позволяет вывести т. н. деформационный спектр, 
характерный для напряженного состояния исследованного образца. При решении пара­
метр решетки d фигурирует в качестве переменного вероятности. Приведенное распреде­
ление частоты p(d) можно принять в качестве функции плотности вероятности. На основе 
постоянных последней можно назначить деформационные индексы.

Для подтверждения теоретических выкладок дается сравнение расчетных и опыт­
ных данных. В завершение обсуждается предлагаемый метод.



DIE VERMINDERUNG DER SCHWEISSRISSIGKEIT 
EINIGER ALUMINIUMLEGIERUNGEN MIT GEWISSEN 

ZUSATZELEMENTEN

Z. B U R A Y

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN, 
FORSCHUNGSINSTITUT FÜR NE-METALLE BUDAPEST

[E ingegangen  am  2. D ezem ber 1959]

Einleitung

Das A lum inium  und seine Legierungen nehm en immer mehr den ihnen  
gebührenden P latz in der modernen Industrie und dem  alltäglichen Leben ein. 
Das Alum inium  wird an mehreren Stellen anstelle der Stähle verw endet. A uf 
diesen Gebieten wird sehr oft die Frage der V erbindungsarten und die mindere 
Schweißbarkeit der Alum inium legierungen den K onstruktionsstählen  gegen­
über aufgeworfen.

Einige Problem e des Schweißens der Alum inium legierungen können auf 
ihre gegenüber den K ohlenstoffstählen  m it kleinem  C-Gehalt unterschiedlichen  
physikalisch-chem ischen und m etallurgischen E igenschaften  zurückgeführt 
werden. D ie W irkung dieser E igenschaften liegt natürlich nicht voneinander  
unabhängig vor, und ein ige Schweißfehler können durch verschiedene Ursachen  
hervorgerufen werden; die üblichsten Fehlerquellen des Schweißens können  
jedoch im folgenden kurz zusam m engefaßt werden.

Eine w ichtige Ursache der m angelnden D urchschw eißung wird wohl 
unter den physikalischen E igenschaften des W erkstoffes A lum inium  zu suchen  
sein, und zwar in der rund zweifachen spezifischen W ärme und der rund drei­
fachen W ärm eleitfähigkeit dieses M etalles, verglichen m it den Stählen , trotz  
dem verhältnism äßig niedrigen Schm elzpunkte des L eichtm etalles. Diese  
E igenschaften können w egen der rund doppelten W ärm eausdehnung bzw. 
Schwindung, Spannungen, Verwerfungen, R isse verursachen.

U nter den chem ischen E igenschaften wird die große A ffin itä t zum  
Sauerstoff, außer der O xydschiebt an der O berfläche, die die Schw eißverbin­
dung erschwert, zu O xydeinschlüssen und zum A bbrand einiger Legierungs­
elem ente führen. D ie N eigung des Metalls zur W asserstoffaufnahm e kann  
zur Ausbildung von G asporosität führen, die unter dem  E influß der Schrum pf­
spannungen zur B ildung von Rissen in der Nähe der Schweißraupe beiträgt.

Von den m etallurgischen Eigenschaften kann die verhältn ism äßig breite 
Tem peraturspanne zw ischen der Solidus- und der Liquiduslinie einiger L egie­
rungen eine w ichtige Ursache der N ahtrisse darstellen , die im  Laufe der
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E rstarrung oberhalb der Solidustem peratur en tstehen . Bei einigen Legierun­
gen  können Nahtrisse in folge von spröden P hasenbestandteilen , die an der 
K orngrenze ausscheiden, unterhalb der Solidustem peratur en tstehen , während  
in der W ärm eeinflußzone auch Risse neben der Schweißraupe entstehen  k ön­
n en . Sow ohl die aushärtbaren wie die k a ltverfestigten  Legierungen werden  
in fo lge  des Schweißens einen Teil ihrer F estigkeit in der W ärm eeinflußzone 
abgeben  m üssen. A uch  der K orrosionswiderstand der Legierungen wird in 
der W ärm eeinflußzone verm indert.

V on  diesen Fehlerm öglichkeiten können die Einbrandfehler, die Oxvd- 
und andere Einschlüsse durch Verwendung einer entsprechenden Technologie  
und eines entsprechenden Verfahrens des Schweißens im allgem einen ver­
m ied en  werden. Das Problem  der G aseinschlüsse ist eine viel um strittene und 
auch  h eu te  noch nicht gelöste  Frage. D ie R ißem pfindlichkeit für N ahtrisse  
oberhalb  und unterhalb der Solidustem peratur sowie für R isse neben der 
Schw eißraupe, ist auch ein Problem kreis, der seit längerer Zeit untersucht 
w ird , und obzwar ihr Vorkom m en durch entsprechende K onstruktion der 
V erbindung und eine entsprechende Schw eißtechnologie verm indert werden 
k a n n , die Lösung ihrer vollkom m enen Verm eidung könnte wirksam  nur durch 
so lch e Zusatzdrähte angenähert werden, deren Zusam m ensetzung auf die 
ein ze ln en  L egierungstypen abgestim m t wird. Am zw eckm äßigsten erscheint 
jed o ch  die E ntw icklung einer solchen schweißbaren Legierung, bei welcher, 
innerhalb  des gegebenen L egierungstyps, die R ißneigung des G rundwerkstoffes 
se lb st durch entsprechende A uflegierung bzw . durch Zusätze w eitgehend ver­
m in d ert wurde. B ei unseren Versuchen haben wir diese beiden W ege der V er­
m inderung der R ißem pfindlichkeit beschritten.*

Versuchsmethodik

D ie  Untersuchungen erstreckten sich in  beiden Fällen auf eingespannte  
Schw eißproben und F estigkeitsprüfungen, bei der Entw icklung der schw eiß­
baren Legierung außerdem  au f R inggußproben und B estim m ung der Korn­
größe.

B ei den eingespannten Schweißproben wurde eine w assergekühlte E in ­
spannvorrichtung verw endet, deren E inspannlänge veränderlich ist. D ie Ver­
su ch e haben wir m it dieser Vorrichtung und zwei verschiedenen E inspann­
län gen  durchgeführt. D ie kürzere, strengere Länge war 50 m m , die längere 
126 m m . Erstere wurde bei der L ichtbogenschw eißung mit W olfram elektrode 
u n ter  Argongasschutz verw endet, die längere beim  G asschm elzschweißen.

* U nsere  V ersuche zu r A u sw ah l de r Z u sa tz d rä h te , die zum  Schw eißen d e r g en o rm ten  
A lu m in iu m leg ieru n g en  g ee ig n et s in d , w u rd en  im  J a h re  1953 d u rc h g efü h rt [1, 2].

D ie  V ersuche zu r E n tw ic k lu n g  der g u t S ch w eiß b aren  A lu m in iu m leg ieru n g  m itt le re r  
F e s t ig k e i t  w urden  in  den  J a h r e n  1957 bis 1959 d u rc h g e fü h rt  [3, 4, 5, 6 ]. D iese A rb e it s te ll t  
e in e  k u rz e  Z usam m enfassung  d e r  be id en  V ersuchsre ihen  dar.

94
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D ie G esichtspunkte der A usbildung der E inspannvorrichtung, die 
nähere Beschreibung der V ersuchsum stände und ihre Begründung wurden in 
unseren früheren V eröffentlichungen behandelt [1, 2].

D ie U ntersuchung der Ringgußproben erfolgte nach der M ethode, die 
die Forschungsgruppe an der U niversität von Birm ingham  entw ickelt hatte [7].

Zur Untersuchung der G ußstruktur wurde die Korngröße an kleinen 
Gußblöcken bestim m t.

D ie Legierungen wurden rowohl bei der Ringgußprobe, w ie bei der 
Strukturuntersuchung von R einstalum inium  von 99,99%  R einheit einheitlich  
bei einer Tem peratur vergossen, d :e um 100° C höher lag als die Liquidus- 
tem peratur. B ei den Zweistoff- und Dreistofflegierungen bezog sich dieselbe 
auf die tatsächliche L iquidustem peratur, bei M ehrstofflegierungen auf die 
Liquidustem peratur der ternären Basislegierung. Beim  Guß wurde eine 
besondere Sorgfalt der Ü bereinstim m ung der übrigen G ießum stände (Tem pera­
tur der K okille, A bkühlungsgeschw indigkeit, E ntnahm e aus der Kokille 
usw.) gew idm et [4, 8].

Jede der eingespannten Schweißprobe unterworfenen Legierungen, jede  
Schweiße m it verschiedenen Zusatzdrähten und jede m it der R inggußprobe  
untersuchte Legierung wurde auch einer Zei reißprobe bzw . einer N ahtzer- 
reißprobe unterworfen.

V ersuchsergebnisse

a) Schweißdrahtwrkstoffe

Im Laufe unserer U ntersuchungen haben wir die R ißneigung von ge­
norm ten AlMgSi, AlMg 3, AlMg 5 und AlCuM g-Legierungen untersucht, die 
m it verschiedenartig legierten Zusatzdrähten verschw eißt wurden. D ie nom i­
nelle Zusam m ensetzung der Schweißdrähte war in jedem  Falle R einalam inium  
von 99,5%  R einheit (Tafel 1).

D ie U ntersuchungen wurden m it den K orngrößenuntersuchungen von 
D o m o n y—Va ssel  [8] verglichen (Tafel 2). D iese Autoren untersuchten im 
Falle der Zweistoff- und Dreistofflegierungen des A lum inium s, von R einst­
alum inium  von 99,99%  R einheit ausgehend, die W irkung des T itans und der 
m eist üblichen Legierungselem ente auf die Guß-Struktur. D ie W irkung der 
verschiedenartig legierten Zusatzdrähte auf die F estigkeit der Verbindung  
wurde mit Zerreißproben bestim m t.

D ie ausgehärtete, genorm te A l M g S i - L e g i e r u n g  wurde bei unseren 
U ntersuchungen m it den Basislegierungen AlMg 5, AlMg 3 und AlMg 1 der 
Tafel 1 verschw eißt. D ie R ißneigung war beim  A rgon-Schutzgas-Schweißen  
bedeutend niedriger als beim  G asschm elzschweißen. D ie relative R ißnei­
gung der Verbindungen in % ist in Bild 1 zusam m engestfllt. Es ist
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Tafel 1
D ie  Z u s a m m e n s e t z u n g  der u n te r s u c h te n  Z u s a tz d r a h tw e r k s to f fe

Gruppe Typ
Zusammensetzung %

Cu Mg Si Fe Ti

A l-M g-Si Al-Mg 1 1 1,5
1 2
1 2,5

Al-Mg 3 3 1,5
3 2
3 2,5

Al-Mg 5 5 1,5
5 2
5 2,5

A l-M g-Si-Fe Al-Mg 1 1 1,5 i
1 2 i
1 2,5 1

Al-Mg 3 3 2 l
3 2,5 i
3 3,5 i

Al-Mg 5 5 1,5 l
5 2 l
5 2,5 l
5 5 l
5 7 l

A l-M g-Si-T i Al-M g 3 3 1,5 0 ,1
3 1,5 0 , 2
3 1,5 0,3
3 2 0 ,1
3 2 0 ,2
3 2 0,3
3 2,5 0 ,1
3 2,5 0 , 2

3 2,5 0,3
3 3,5 0 , 2

A l-C u-M g Al-Cu 4 0,25
4 0,5
4 1
4 1,5
4 2
4 3,5
4 5
4 7,5

A l-C u-S i Al-Cu 4 0,5
4 1
4 1,5
4 2
4 2,5
4 3
4 5
4 7

A l-C u-M g-Si Al-Cu 4 2 2,5
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Tafel 2

D ie  V e rä n d e r u n g  der K o r n g r ö ß e  v o n  R e in s ta lu m in iu m  u n te r  E in w i r k u n g  vo n  e in z e ln e n  L e g ie r u n g se le m e n te n  u n d  Z u g a b e n , a u f  G r u n d
der U n te r s u c h u n g e n  vo n  D o m o n y  u n d  V a sse i [5]
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10 mm2 1 mm2 0,5 mm2 0,1 mm2 0,05 mm2 0,05 mm2
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99 ,99%  AI

0— 1%  Si, Fe 0 ,1%  T i +  (Si, Fe) — 0,5%  T i +  (Si, Fe)

0— 2%  Zn — 0 ,1%  Ti +  Zn 0 ,5%  T i +  Zn

— 0— 4%  Mg +  
+  (Si, Fe) 0 ,1%  T i — Mg +  (Si, Fe) 0 ,5%  T i +  Mg +  (Si, Fe)

— 0— 2%  Mn +  
+  (Si, Fe)

0 ,1%  T i +  
+  Mn (Si, Fe) — 0,5%  T i +  M n +  (Si, Fe)

— — 0— 6 %  Cu 0 ,1%  T i -\- Cu 0 ,5%  T i +  Cu

— — 2— 13%  Si ±  
±  0 ,1%  T i 0 ,5%  T i +  2— 13%  Si

— — — 99,99%  Al +  0 ,1%  Ti 99,99%  Al +  0 ,5%  T i

— — — Cu-Mg (Fe -f- Si) ±  0 ,1%  T i 0 ,5%  T i +  Cu-Mg +  (Fe, Si)

- Cu -j- Si %  (Fe) 0 ,1%  T i - f  Cu— Si +  (Fe) 0 ,5%  T i -)- Cu— Si %  (Fe)

— Mg2Si 4- Si Mg2Si +  Si +  (Fe) 0 ,1%  T i +  Mg2Si +  Si +  (Fe) 0 ,5%  T i +  Mg2Si +  Si +  (Fe)

— — Mg2Si ±  (Fe) 0 , 1 %  T i +  Mg2Si +  (Fe) 0 ,5%  T i +  Mg2Si ±  (Fe)

Mg2Si +  Mg Mg2Si +  Mg +  (Fe) 0,1 (T i +  Mg2Si +  Mg +  (Fe) 0 ,5%  T i +  Mg2Si +  Mg— (Fe)
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Q Autogenschweißung

Bild 1. D ie Schw eißrissigkeit der A lM gSi-Legierungen, die m it versch iedenen  Z u sa tzd rah tw erk sto ffen  geschw eiß t w urd en
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wohl ersichtlich, daß die Schweißung am m eisten  rißem pfindlich is t , w enn  
Zusatzdrähte aus Legierung AlMg 1 verw endet wurden, und daß bei E rhöhung  
des M g-Gehaltes die R ißneigung stark abfällt.

Auch ein höherer Si-G chalt war nach B ild  2 vom  Standpunkte der 
R ißneigung m äßig vorteilhaft. D as kornverfeinernde Ti hat bei unseren U n ter­
suchungen bei den AlM gSi-Legierungen n icht zur Verbesserung der S chw eiß ­
eigenschaften geführt. H ingegen hat das Fe bis zu einem Gehalt von  1% bei 
allen Zusatzdrähten m it verschiedenen M g-G ehalten eindeutig zur V erringe­
rung der Rißneigung geführt.

B ild  2. D ie V erän d eru n g  de r S ch w eiß riß em p fin d lic lik e it d e r  A lM gSi-Legierungen, d ie  m it 
Z u sa tz d rä h te n  vom  T y p  AlM gSiFe geschw eiß t w u rd en , in  A bhäng igkeit v o n  d em  Si- u n d

M g-G ehalte  des Z u sa tz d ra h te s

B ei der R issigkeitskenngröße haben wir nur die Nahtrisse oberhalb der 
Solidustem peratur berücksichtigt. Beim  Schw eißen der AlM gSi-Legierungen  
wurden bei den m eisten Zusatzdrähten auch in der Übergangszone neben  der 
Schweißraupe Risse beobachtet. Risse wurden nur dann nicht gefunden , wenn  
der Si-G ehalt größer war als der M g-Gehalt.

D om ony  und Va sse l  fanden bei ihren Untersuchungen über die 
A l-M g2Si-Legierungen bei einem  M g-Überschuß die geringste kornverfei­
nernde W irkung, ein Si-Überschuß verm inderte die Korngröße um  eine halbe  
Größenordnung, eine Zugabe von Fe sogar um  eine ganze G rößenordnung. 
D ie Zugabe von 0,1%  Ti w eist eine dem E isen  kaum  überlegene kornverfei­
nernde W irkung auf.

D ie F estigkeit und die D ehnung der Schweißverbindungen w aren die 
größten (cTß =  22 kg/m m 2, ô =  6%) bei der Verschweißung m it einem  Z u satz­
draht m it einem  M g-Gehalt von 1% und einem  Si-Gehalt von  2 — 2 ,5% . 
D ie Erhöhung des M g-Gehaltes übt eine nach teilh afte  Wirkung au f die F estig-

7*
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k eit und die D ehnung aus, die des T i-G ehaltes ist jedoch für die D ehnung  
v orte ilh a ft. D ie Festigkeitseigenschaften  der Schweißverbindung werden  
jed och  — ohne eine nachträgliche W ärm ebehandlung — nicht sow eit verringert 
w ie die R ißneigung.

Zum Schw eißen der AlM gSi-Legierungen können wir also einen Z usatz­
draht m it folgender Zusam m ensetzung em pfehlen  — besonders in  dem Falle, 
w enn  auch eine nachträgliche W ärm ebehandlung durchgeführt werden kann: 
Mg = 3 % ,  Si = 3 — 3,5% , Fc = 0 , 6 — 1,0% , A l =  Rest. Wird die Legierung  
m it diesem  Z usatzdrahtw erkstoff verschw eißt, so wird die R ißem pfindlich­
k eit für Nahtrisse oberhalb der Solidustem peratur im Falle des G asschm elz- 
scbw eißens äußerst gering, im Falle des Argonarc-Schutzgas-Schwcißens

a>
%
I  20
sg.
I 10
n

0LLn Пг, ПM Л

Al- Mg3

пБл

Д  Autogenschweißung 
keine Risse

Л n  D Г"! п  п П
1,5 M 25 I5 2l0 2/5 5 ß w  1,5 2fi 2ß 2,02153,5 1,5 1,5 1,5 2,02,02,0 252,5 2,5 3,5 % Si

__ t  0,3 0 ,2  0,1 Oß 0 ,20 ,1  0,3 0 2  0,1 _ 0 ,2  % T i

7 i g 3 f s /  'lïg3 :̂ R el'M g3Î'S ili5 ÎT iMg3fSi2,CMlHg3kSj2ßtTi Mg3tSi3fr-TiMg5 MgStSi M g5+Sh-Fel

B ild  3. D ie S chw eiß rissigkeit d e r  AlMg 3 L eg ieru n g en , d ie  m it verschiedenen Z u sa tz d ra h t­
w erk sto ffen  g asgeschw eiß t w u rd e n

praktisch  abwesend und die M öglichkeit der R ißbildung neben der Schw eiß­
raupe wird auch zu N ull.

D ie L e g i e r u n g e n  der G attung A lM g  3 und A lM g  5 wurden bei 
unseren Schw eißversuchen m it den Z usatzdrähten vom  Typ AlMg 3 und AlMg 
5 lau t Tafel 1 verschw eiß t bzw. nur mit D räh ten  vom  Typ AlMg 5. R isse en t­
stan d en  im  Falle der v o n  uns verwendeten Z usatzdrahtzusam m ensetzungen nur 
beim  Schweißen m it dem  G asschm elzverfahren. A u f Grund der U ntersuchun­
gen (B ild  3 und 4) kann  eine nachteilhafte W irkung der Fe-Zugabe festgeste llt  
w erden. H ingegen verm inderte die Zugabe des kornverfeinernden T itans  
die R ißem pfindlichkeit der AlM g-Legierungen in  hohem Maße.

D ie Erhöhung des M g-Gehaltes der Z usatzdrähte übte im Falle der AlM g 3 
L egierung eine m erkbare verbessernde W irkung aus. Der Si-G ehalt scheint 
au f Grund unserer V ersuche im  Falle der AlM g 3 Legierung in kleinerer Menge 
(bis zu 1,5% ) eine verm indernde W irkung a u f die R ißem pfindlichkeit auszu­
üben , in  größerer M enge jedoch  (bis zu 2,5% ) sch ein t er dieselbe zu vergrößern.

D ie R ißneigung eines Grundwerkstoffes vom  Typ AlMg 5 is t  schon in 
dem  Falle m inim al, w enn die Schweißung m it einem  Zusatzdrahte gleicher 
Z usam m ensetzung durchgeführt wird. D iese R ißneigung wird durch Zugabe
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Mg 5 Mg5-tSi M g ö tS i + F e l

B ild  4. D ie Schw eißrissigkeit de r AlMg 5 L eg ieru n g en , d ie  m it verschiedenen Z u s a tz d ra h t­
w erksto ffen  g asg esch w eiß t w u rd e n

B ild  5. D ie V erän d e ru n g  de r S ch w e iß riß em p fin d lich k e it de r A lM g-L egierungen, d ie  m it 
Z u sa tz d rä h te n  vom  T y p  AlM gSi geschw eiß t w u rd en , v e rg lich e n  m it der R iß em p fin d lic h k e it 

d e r  R in g g u ß p ro b en  d e r A lM g-L eg ierungen

von Si im A nfang vergrößert, später jedoch verm indert. Die R issigkeitskurve  
der Ringgußproben der AlM g-Legierungen w urde m it den Schw eißproben  
verglichen, indem  wir in einem D iagram m  (B ild  5) diejenigen P unkte e in zeich ­
neten , wo die einzelnen Legierungen m it arteigenen  Zusatzdrähten verschw eiß t  
wurden. Aus den K urven ist es ersichtlich , daß die Rißneigung der AlM g-
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L egierungen durch den M g-G ehalt viel stärker beeinflußt wird als durch den 
Si-G eh alt.

B ei den V ersuchen w urden auch Z usatzdrähte vom  Typ AlSi 5 und  AlMg 
5 verw endet. Die A lSi 5 D rähte brachten n ich t den erwünschten E rfolg , h in­
g eg en  führten die AlM g 5 D rähte heim G rundw erkstoff AlMg 3 zu den gleichen  
R esu lta ten  wie die A lM g 3 Si 1,5 Z usatzdrähte, und beim G rundw erkstoff 
A lM g 5 zu ungefähr den gleichen  R esultaten  wie die AlMg 5 Si 2 Z usatzdrähte.

Entsprechend den K orngrößenuntersuchungen von D om ony und V assei 
h a t eine Zugabe von  Si im  Falle der A lM g-Lcgierungen eine K orngröße zur 
F o lg e , die um eine G rößenordnung größer als im  Falle der Zugabe v o n  Ti ist.

D ie Erhöhung des Fe-G ehaltes verm indert gewisserm aßen die F estigk eit  
u n d  die Dehnung der Schw eißverbindungen der AlM g-Legierungen.

D as Silizium übt k au m  eine W irkung au f die Festigkeitsw erte der AlM g 3 
L egierung aus, h ingegen w urde durch E rhöhung des Si-Gelialts die F estigk eit 
der AlM g 5 Legierung m erklich  erhöht. D ie vorteilhafte W irkung des Titans 
a u f die Festigkeit und D eh n u n g  war beträchtlich . So war z. B. die F estigk eit  
ein er AlMg 3 Legierung, die m it einem Z usatzdraht AlMg 3 Si verschw eißt 
w u rd e, ungefähr 19 k g /m m 2, die D ehnung rund 5% , beim Schw eißen m it 
e in em  Zusatzdraht A lM g3SiT i jedoch 22 kg/m m 2 bzw. 15%. D ie F estigk eit  
der Schw eißverbindungen v o n  Legierungen, die m it den Zusatzdrähten AlM g 5 
versch w eiß t wurden, w ar im  allgem einen größer als die der V erbindungen, 
d ie m it AlMgSi D rähten verbunden wurden. A u f Grund dieser E rfahrungen  
u n d  da das Si, das in  die Schw eißnaht gelangt, die Festigkeits- und p lastischen  
E igen sch aften  der L egierungen nicht vorte ilh a ft beeinflußt, obzw ar die 
rißverm indernde W irkung des Siliziums b ew iesen  werden konnte, haben wir 
u n ter  Berücksichtigung der in  Ungarn herrschenden Verhältnisse für die AlMg 3 
u n d  AlM g 5 Legierungen einen  Zusatzdrahtw erkstoff folgender Z usam m enset­
zu n g  empfohlen: Mg =  5% , Fe 0,3% , Si 0,3% , Al =  R est. E s wird 
em pfoh len  zu diesem  D rah t eine Zugabe des kornverfeinernden T itan s von  
0 ,2%  hinzufügen.

B ei der U ntersuchung d e r  L e g i e r u n g s g a t t u n g  A l C u M g  
h a b en  wir bei unseren V ersuchen bei einer Zusam m ensetzung entsprechend  
T a fe l 1 Zusatzdrähte vo m  T yp  AlCuMg und AlCuSi verwendet. D ie R ißneigung  
der Verbindungen, die m it den verschiedenen Zusatzdrähten, m it G asschm elz­
sch w eiß en  und A rgonarc-Schutzgas-Scbw eißen hergestellt wurden, w urde in  
B ild  6 dargestellt.

Aus dem D iagram m  des Bildes 7, das au f Grund der M essungen k on­
stru ier t wurde, konnten  w ir feststellen, daß b ei der Verwendung von AlCuMg 
Z usatzdrähten  das M axim um  der Rißneigung sow ohl im Falle des G asschm elz­
sch w eiß en s wie auch im  F alle  des A rgonarc-Schutzgas-Schweißens b e i einem  
M g-G ehalt von 1% lieg t n eb en  einem Cu-Gehalt von  4% . W enn wir in  dieses 
D iagram m  die Ergebnisse der Ringgußproben v o n  P u m p h r e y  und M o o r e  [9]
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B ild  6. D ie Schw eißrissigkeit d e r  A lC uM g-L egierungen, d ie m it versch ied en en  Z u sa tz d ra h t
W erkstoffen geschw eißt wurden

Zoll

B ild  7. D ie V eränderung  d e r  S ch w eiß riß em p fin d lich k e it d e r  A lC uM g-L egierungen, die m it 
Z u sa tz d rä h te n  vom  T y p  A lCu4M g geschw eißt w urden , verg lich en  m it den  R in g g u ß p ro b en

v o n  P u m p h re y  u n d  M oore
1. R inggußprobe
2. A utogenschw eißung
3. A rgonarcschw eißung

e inzeichnen, so können wir feststellen , daß der Charakter der K urve der unserer 
S chw eißrissigkeitsuntersuchungen ähnlich ist. D ie K urve der R issigkeit steigt 
im Falle des G asschm elzschw eißens oberhalb eines M g-Gehaltes von  3,5%  
wieder an. D ieselbe E rscheinung wurde auch von  den englischen Forschern
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B ild  8. D ie  R iß em p fin d lich k e it v o n  R in g g n ß p ro b en  d e r AlCuM gSil L eg ierung  n a c h  den 
V e rsu c h se rg eb n issen  der eng lischen  F o rsch e r

la!

B ild  9. D ie  V eränderung  d e r S ch w e iß riß em p fin d lich k e it d e r  A lC uM g-L egierungen, d ie  m it 
Z u s a tz d rä h te n  vom  T y p  A lC u4Si geschw eiß t w urden , v e rg lich en  m it den  R in g g u ß p ro b en

v o n  J e n n in g s  u n d  M ita rb e ite rn
1. R inggußprobe
2. A utogenschw eißung
3. A rgonarcschw eißung

b eo b a ch te t — siehe B ild  8 — w obei das Cu/Mg V erhältnis gleich 1 gesetzt  
und  a u f der Abszisse ihre Sum m e eingezeichnet wurde. Der p lötzliche A nstieg  
der R ißem pfindlichkeit w urde von  den englischen Forschern auf die R ißem p­
fin d lich k e it des W erkstoffes für N ahtrisse unterhalb der Solidustem peratur  
zurückgeführt und m it der sehr geringen D ehnung des erstarrten M aterials 
b egrü n d et.



DIE VERMINDERUNG DER SCHWEISSRISSICKEIT EINIGER ALUMINIUMLEGIERUNGEN 105

D ie Rißneigung der AlCuM g-Legierungen, die mit A lCuSi-Zusatzdrähten  
verschw eißt wurden, ist in Bild 9 dargestellt; Hierin haben wir auch die Er­
gebnisse der Ringgußproben von J e n n i n g s  und Mitarbeitern [ 1 0 ]  m it ein­
gezeichnet. Die K urven zeigen einen ähnlichen Verlauf. Durch Vergleich  
von B ild  7 und 9 kann festgestellt w erden, daß die Erhöhung des Si-G ehaltes 
die R ißneigung in stärkerem  Maße verringert als die Erhöhung des M g-G ehaltes, 
w ährend oberhalb eines Si-Gehalts vo n  2 — 2,5%  die Nahtrisse unterhalb  der 
Solidustem peratur auch hier auftreten.

B ei ihren K orngrößenm essungen fanden D o m o n y  und V A S S E L  im  Falle 
der AlCu-Legierung, daß das Mg um eine halbe Größenordnung feinere K orn­
größen erwirkt als das Si. D as Ti übte b is zu einem  Gehalt von 0,1%  hingegen  
keine kornverfeinernde W irkung aus.

D ie Festigkeit einer Verbindung, die m it einem  Zusatzdraht vo m  Typ  
AlCuMg hergestellt wurde, betrug 32 kg/m m 2, die Dehnung war größer als 
5% , im  Falle eines Zusatzdrahtes vom  T yp AlCuSi war die D ehnung nur 2 bis 
3% . bei einer F estigkeit von 27—A0 kg/m m 2. D a das M agnesium m ehr vom  
Standpunkte der F estigk eit, das Silizium  jedoch mehr vom  Stand p u n k te der 
Verringerung der R ißneigung aus vorteilh after ist, haben wir für die weiteren  
U ntersuchungen auch Zusatzdrähte m it einer AlCu4Mg2Si2,5 Z usam m enset­
zung hergestellt. Mit diesen Drähten k onnte die R ißneigung bedeutend  verrin­
gert werden, während die Festigkeit der Schweißverbindung beim  G asschm elz­
schw eißen 32 kg/m m 2, beim  A rgonarc-Schutzgas-Schw ißen 34 kg/m m 2 erreichte, 
bei einer D ehnung von  5% . Im Falle dieses Zusatzdrahtw erkstoffes is t  m it 
einer nachträglichen W ärm ebehandlung auch die M öglichkeit einer bedeutenden  
Erhöhung der V erbindungsfestigkeit gegeben . Aufgrund der V ersuche können  
Z usatzdrähte m it der folgenden Z usam m ensetzung für das Schw eißen der 
AlCuM g-Legierungen em pfohlen w erden: Cu = 4 % , Mg = 2 % , Si = 2 ,5 % ,  
Fe ^  0,3°/0, Al =  R est. Mit diesem  Z usatzdrahtw erkstoff kann die R ißnei­
gung der N aht für R isse oberhalb und unterhalb der Solidustem peratur bedeu­
tend  verringert werden. D ie F estigkeitseigenschaften  der V erbindung sind 
nach dem  Schweißen genügend gut, außerdem  besteht die erfolgsversprechende  
M öglichkeit für eine nachträgliche W ärm ebehandlung der V erbindung,

b)  Schweißbare Legierung

B ei den U ntersuchungen über d ie AlZnM g-Legierungen erstreckten sich 
die Versuche auf die B estim m ung der W irkung einzelner L egierungselem ente  
und K ornverfeiner au f die R ißneigung der Ringgußproben, a u f die K orn­
größe sowie die Festigkeitseigenschaften . D ie U ntersuchungen w urden für die 
Zusam m ensetzungen entsprechend der T afel 3 durchgeführt. A uf G rund dieser 
V ersuche wurden eingespannte Schw eißproben und Festigkeitsuntersuchungen  
m it den Legierungen m it Z usam m ensetzungen nach Tafel 4 ausgeführt»
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Tafel 3

D ie  Zusammensetzung der Legierungen, die durch R inggußproben untersucht wurden

Zusammensetzung der 
Legierung

Veränderlicher Legierungsgehalt %

Mg Zn Fe Si Cu Ti В

Al-M g 0,5— 7
A l-Z n 1— 15
A l-Si 0,5— 12
A l-C u 2— 6
Al-M g-Zn 0,5— 5 1— 8

A l-M g-Z n-Fe 1— 3 4— 8 0,5— 1
AI-M g-Zn-Si 1— 3 4— 8 0,5— 3
A l-M g-Z n-C u 1— 3 4— 8 0,5— 3
A l-M g-Z n-T i 1— 3 4— 8 0,1— 0,5
A l-M g-Zn-B 1— 3 4— 8 0 ,0 1 — 0 , 1

A l-M g-Zn-Fe-Si 1— 3 2— 8 0,1— 0,4 0,1— 0,4
A l-M g-Zn-Ti-B 1— 3 2— 8 0,2 0 ,1

Tafel 4

D ie  Zusam m ensetzung der A lM gZn-Legierungen, die durch eingespannte Schweißprobe untersuch t
wurden

Bezeichnung
der

Legierung

Zusammensetzung %

Mg % Zn % Ti % Rest.
Bemerkung

1 4 99,5 Al U nida l und  Al-Zn-Mgl
1,5 3 — 99,5 Al Superalum ag T35

Ö
N 1,5 4 — 99,5 A lbß 2 2 — 99,5 Al

< 2 3 — 99,5 Al
2 4 — 99,5 Al
3 3 — 99,5 A l

1 4 0,2 99,5 Al
1,5 3 0,2 99,5 Al

H 1,5 4 0,2 99,5 Al
Й

N 2 2 0,2 99,5 Al
fc£

2 3 0,2 99,5 Al
< 2 4 0,2 99,5 Al

3 3 0,2 99,5 Al
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Im  Laufe unserer Versuche haben wir in  der Alum inium ecke der AlM gZn- 
Legierungen m it H ilfe von Ringgußproben die K urven der gleichen R iß em p ­
findlichkeitsstufen  bestim m t (B ild  10). A u f Grund derselben konnten  wir 
feststellen , daß die starke Rißneigung der Legierungen m it größerem Zn-G ehalt 
durch einen M g-Gehalt von  m indestens 2% bedeutend verringert werden kann. 
W ir haben außerdem  auch den E influß von Cu, F e, Si, Ti und В au f die R iß ­
neigung der Legierungen untersucht. D abei zeigte sich, daß das K upfer bis 
zu 0,5— 1,0%  zu größerer Rißneigung führt (B ild  11), daß Eisen und Silizium

41% 1 2  3 4 5 6 7 8 9 Zn%

B ild  10. D ie  V e rän d e ru n g  de r R iß em p fin d lie lik e it v o n  R in g g u ß p ro b en d e r A lZ nM g-L egierungen

bereits in  einer Menge von 0,5%  diese R ißneigung bedeutend verm indert, 
und im  Falle von  (Fe -}- Si) =  0,5%  ein Fe/Si Verhältnis größer als 1 bezüglich  
der Verringerung der R ißneigung vorteilhafter als ein Verhältnis kleiner als 
1 ist. D as Titan wird über 0,3%  (Bild 12), das Bor über 0,1% , sow ie Ti und  
В gem einsam  eine bedeutende Verringerung der Rißneigung verursachen.

B ei der U ntersuchung der W irkung v o n  einzelnen Legierungselem enten  
und Zugaben au f die Korngröße haben wir feststellen  können, daß das K upfer  
in diesem  Falle eine kornvergröbernde W irkung ausübt. E isen und Silizium  
bew irkt bis zu einer Menge von  0,5%  die Verm inderung der K orngröße um  
eine halbe Größenordnung, Ti über 0,3% , sow ie В über 0,1%  eine V erm inde­
rung um  zw ei Größenordnungen. Ein M g-Gehalt von mehr als 2%  ist korn­
verfeinernd, das Zn übt jedoch keine W irkung aus (Tafel 5).
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D ie F estigkeitseigenschaften  der AlM gZn-Legierungen auf R einstalu- 
m inium basis am T age der W ärm ebehandlung werden eher vom  Mg, d ieselben  
nach A uslagerung jedoch eher vom  Zn gü n stig  beeinflußt. D ie Zugabe von  
Cu, F e , Ti und В wirkt festigkeitserhöhend, dieselbe von Si jedoch n icht.

D ie U ntersuchung der Schw eißrissigkeit der ternären AlM gZn-Legierun- 
gen erfolgte m it Zusatzdrahtw erkstoffen arteigener Zusam m ensetzung sowie 
m it 0,2%  Ti legiert, und im  Falle der L egierungen m it bis zu 2% Mg Gehalt

B ild  11. D ie V e rän d e ru n g  der 
R iß e m p fin d lic h k e it  v o n  R in g ­
g u ß p ro b e n  d e r A lZ nM g-L egie- 

ru n g e n , in  A b h ä n g ig k e it 
v o n  dem  C u-G ehalte

B ild  12. D ie  V erän d eru n g  der R iß em p ­
fin d lic h k e it  v o n  R in g g u ß p ro b en  der 
A lZ nM g-L egierungen , in  A bhän g ig k eit 

v o n  dem  T i-G ehalte

m it D rähten , die m ehr M agnesium  enth ielten . D ie Ergebnisse dieser V ersuche 
(Bild 13) zeigen eine gute Ü bereinstim m ung m it denen der R inggußproben  
(B ild  12 und 14).

Im  Laufe der Schweißproben zeigten  die Legierungen auch eine R iß ­
neigung neben der Schweißraupe. D iese R ißem pfindlichkeit konnte m it höhe­
rem M g-G ehalt — au f K osten  des Zn-G ehaltes —  gewisserm aßen verrin geit  
w erden, und durch Zugabe von  T itan zum  Z usatzdrahtw erkstoff oder zum  
G rundw erkstoff vollkom m en aufgehoben w erden.

W enn wir die Zusam m ensetzungen der AlM gZn-Legierungen m ittlerer  
F estigk e it (Tafel 6), die in  einigen L iteraturstellen  [1 1 ,1 2 ,1 3 ] der letzten  Jahre  
m itg ete ilt  wurden, m it den Ergebnissen unserer R ißneigungsuntersuchungen



Tafel 5

Die Veränderung der Korngröße einiger A lM gZn-Legierungen unter der W irkung des vierten und fü n fte n  Zusatzelementes

Korngröße
mm*

Al -f Mg( 1 3)% +  : , Fe(Qr 10/\ 
+  Zn(4—8)% i +*e(0,o—I/o) -f Si(0,5—3)% +  Fe(0,l—0,4)% + 

+Si(0,1—0,4)% +  Cu(0,5—3)% +Ti(0,1—0,5)% +  B(0,01—0,1)% -f Ti 0,2 +  В 0,1

> 1

1— 0,75 0,5

0,75— 0,5 (1 +  4) 0,5 0,5 (0 , 1 + 0 ,4) 0,5 1 3 0 ,1

0,5 — 0,3 (1 + 6 ) ,  (3 + 4 ) , 
(3 + 6 ) ,  (3-1-8) 0,5 1 0,5 1 (0 , l- i-0 ,4) (0 ,4 + 0 ,1 ) 1 3 0 ,1 0 ,0 1

0,3 — 0,1 0,5 1 0,5 1 3 (0 ,14  0,4) (0 ,4 + 0 ,1 ) 1 0 ,1 0 , 0 1  0 ,1

0,1 — 0,05 1 (0 ,4 + 0 ,1 ) 0,3 0 ,0 1  0 ,1

< 0 ,0 5 (0 ,4 + 0 ,1 ) 0,3 0,5 0 ,1 (0 ,2 + 0 , 1 )

Tafel 6

Die Zusammensetzung und die Festigkeitseigenschaften der bekannten niedriglegierten A lM gZn-Legierungen

Bezeichnung Herstellerland
Zusammensetzung % Festigkeit

Mg Zn Mn Cr Cu Fe Si °о,г kg/mm* °B kg/mm2 à,o % HB kg/mm*

U nidal Schweiz 1 4,5 0,3 9 9 9 9 15 30 20 75

Superalum ag
T35

F ran k reich 1,5— 
1,75

2,75—
3,25

0 ,2—
0,4

0 , 1—
0,3

< 0 , 1 Z 0 ,5 25 35 16— 18 70— 75

AlZnMg 1 D eutsch land 0,5—  
1 ,2

3,5—  
4,8

< 1 , 0 <  0,3 < 0 , 1 < 0 ,7 < 0 ,7 18— 25 30— 40 19— 22
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durch Ringgußproben vergleichen , so können wir feststellen, daß diese L egie­
ru n gen  vom  Standpunkte der R ißem pfindlichkeit aus gesehen in  einem  un­
g ü n stig en  Bereich liegen. D ie  au f Grund der Ringgußproben durchgeführten  
Schw eißversuche sow ie die Festigkeitsuntersuchungen bekräftigen, daß die 
R ißem pfindlichkeit durch die Erhöhung des M g-Gehaltes sowie durch Zugabe

B ild  13. D ie V eränderung  d e r  R iß em p fin d lic h k e it v o n  gasschm elzgeschw eiß ten  AlZnM g- 
L e g ie ru n g e n  in  A b h än g ig k eit v o n  de r Z u sam m en setzu n g  des G ru n d w erk sto ffes  u n d  des 
Z u sa tz d ra h te s .  G eschw eißt w u rd e  e inm al m it Z u sa tz d rä h te n  dem  G ru n d w e rk s to ff  g leicher
Z u sa m m e n se tz u n g  (----------), a u ß e rd e m  a u f  dem  lin k en  B ilde m it D rä h ten  m it  e in e r  Z ugabe

v o n  0 ,2%  T i, a u f  d e r  re ch ten  Seite o h n e  T i-Z ugabe  (-------------------------)

B ild  14. Die V erän d eru n g  d e r  B iß em p fin d lic h k e it v o n  R in g g u ß p ro b en  d e r AlZnM g-
L eg ieru n g en

v o n  T i bedeutend verringert werden kann, ohne daß die Festigkeitseigenschaften  
der Legierung dadurch w esentlich  beein flußt wären. Auf Grund unserer Ver­
su ch e können wir die Zusam m ensetzung einer gut schweißbaren, rißungefähr­
d eten  AlZnM g-Legierung m ittlerer F estigkeit*  neben der E inschränkung von

* D ie Legierung is t  d u rc h  d as U ng. P a te n t  N r. 146.449 des F o rsc h u n g s in s ti tu ts  fü r  
N E -M e ta lle , B u d ap est, g e sc h ü tz t.
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(Mg +  Zn) =  6% im  folgenden festlegen: Mg = 2  — 3% , Zn = 4  — 3% ,
Ti = 0 ,2 % , Fe ^  0,3% , Si < //0 ,3% , Al =  R est. W urde diese Legierung m it 
einem  Zusatzdraht gleicher Zusam m ensetzung verschw eißt, so fanden wir 
bei den eingespannten Schweißproben im  Falle des Argonarc-Schutzgas- 
Schweißens gar keine R isse, im Falle des G asschm elzschw eißens nur eine ge­
ringe Rißneigung in  der Form  von N ahtrissen und gar keine Risse neben der 
Schweißraupe. D iese Legierung verfügt über fo lgende Festigkeitseigenschaften:

Z ugfestigkeit .............................................  3 4 —36 kg/m m 2
Streckgrenze .............................................  2 0 —22 kg/m m 2
R ru ch d eh n u n g ..........................................  18—22%
Brucheinschnürung ...............................  ungefähr 40% .

B ild  15. Die V erän d eru n g  d e r F e s tig k e it der S ch w e iß v erb in d u n g en  de r AlM g3Zn3 L eg ie ru n g , 
geschw eiß t m it dem  A rg o n arc-V erfah ren  (fe tt ausgezogene L in ien ) und  dein  G asschm elz­
v e rfa h re n  (d ü n n  ausgezogene L in ien ), in  A bh än g ig k eit v o n  d e r L ag erze it n ach  dem  Schw eißen

D ie Festigkeitseigenschaften  der Schw eißverbindung werden zwar durch das 
Schweißen verringert, die Auslagerung bei Zim m ertem peratur bewirkt jedoch , 
daß die Festigkeit der Verbindung nach 30 T agen  gleich der des Grundwerk­
stoffes nach einer Periode von 30 Tagen nach erfolgter W ärm ebehandlung  
wird, und die D ehnung 80 bis 100% der ursprünglichen D ehnung erreicht 
(Bild 15).

D ie Besprechung der Versuchsergebnisse

Es ist üblich, die R ißneigung der A lum inium legierungen in drei Gruppen  
einzuteilen: N ahtrisse oberhalb der Solidustem peratur, N ahtrisse unterhalb  
der Solidustem peratur sowie R isse neben der Schweißraupe, in der W ärm e­
einflußzone.
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D ie E ntstehung der N a h t r i s s e  o b e r h a l b  d e r  S o l i d u s ­
t e m p e r a t u r  wurde schon von  verschiedenen Forschern untersucht [7, 
14, 15, 16, 17]. B ezüglich  der Ursache dieser Risse stim m en die Annahm en  
insofern überein, daß nach der A nsicht dieser Autoren die Tem peraturspanne 
zw ischen  der Solidus- und der Liquidustem peratur — d. h. das T em peratur­
in terva ll, in dem sich das M etall in  einem  teigartigen Zustande b efin d et — 
eine m aßgebende R olle sp ielt. Oberhalb der Solidustem peratur üben auf die 
V erm inderung der R ißgefährdung die V erteilung und die Menge der in  dem  
erstarrendem  M etall zw ischen den erstarrten G efügebestandteilen noch vor­
handenen flüssigen Phase eine große W irkung aus. Ist der A nteil der flüssigen  
P h ase  im letzten  M om ent der Erstarrung genügend groß, so kann dieselbe

B ild  16. D ie V e rän d e ru n g  de r R iß n eig u n g  d e r  q u a s ib in ä ren  A M g 2Si L eg ierung , a u f  G rund  
d e r  R in g g u ß p ro b en  d e r eng lischen  F o rsch e rg ru p p e  a n  de r U n iv e rs itä t v o n  B irm in g h am

a u f der Grenzfläche der festen  Phase die während der Schwindung en tsteh en ­
den Hohlräum e ausfüllen. D iese flüssige P hase ist von eutektischer Zusam m en­
se tzu n g , deshalb m uß zur Verringerung der Rißgefährdung ein gew isser A nteil 
des E utektikum s vorhanden sein. D ie R ißgefährdung der Legierung ist am  
größten  bei einer Z usam m ensetzung, die der festen  Löslichkeitsgrenze en t­
spricht, diese Grenze verschiebt sich jedoch im  Falle einer raschen A bkühlung  
— gegenüber einer A bkühlung, die zum  G leichgew icht führt — w eiter nach  
lin k s. D iese V erschiebung nach links hat gleichzeitig zur Folge, daß in der 
L egierung der A nteil des E utektikum s zunim m t.

Man bezeichnet als Ursache der N a h t r i s s e  u n t e r h a l b  d e r  
S o l i d u s t e m p e r a t u r  die geringe W arm festigkeit der erstarrten , jedoch  
noch  nicht genügend abgekühlten N ah t. D iese geringe W arm festigkeit tr itt  
in  erster Linie bei den Legierungen der G attung AlMgSi, AlCuMg und AlZnMg 
auf, wo die spröden G efügebestandteile, die an den Korngrenzen ausscheiden, 
sow ie die unm ittelbar angrenzende, an L egierungselem enten verarm te Zone 
die K räfte, die infolge der Schwindung auftreten , nicht aufnehm en können [18].
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D ie R i s s e  i n  d e r  W ä r m e e i n f l u ß z o n e  n e b e n  d e r  
S c h w e i ß r a u p e ,  sind ihrem Charakter nach  Risse unterhalb der S olid u s­
tem peratur, m it der Remerkung, daß hier im  festen  Material die grobe A u s­
scheidung der spröden G efügebestandteile durch die W ärm eeinwirkung des 
Schweißens w eitgehend gefördert w ird.

D ie W irkung der einzelnen L egierungselem ente und Zusätze a u f die 
Verringerung der R ißem pfindlichkeit der verschiedenen Legierungsgattungen  
kann folgenderm aßen erklärt werden:

D ie am m eisten rissgefährdete A lM gSi-Legierung — entsprechend den 
Feststellungen  der Forschergruppe an der U niversität von R irm ingham  - 
hat eine Zusam m ensetzung, die der quasibinären Scheidelinie A l-M g2Si en t­
spricht (Rild 16). Der H öchstw ert der R ißem pfindlichkeit liegt b ei einem  
Mg2Si-G ehalt von 0,5 bis 1,5%, der sehr nahe der Zusam m ensetzung der 
genorm ten AlM gSi-Legierung liegt.

A u f Grund unserer U ntersuchungen bew irkt bei den A lM gSi-Legierungen  
ein Z usatzdrahtw erkstoff m it höherem  Mg- und Si-Gehalt die V erringerung  
der R ißneigung für N ahtrisse oberhalb der Solidustem peratur dadurch, daß  
die Zusam m ensetzung entlang der quasib inären Scheidelinie mehr nach  rechts 
von dem kritischen Rißbereich verschoben  w ird, wodurch sich der A n te il des 
E utektikum s vom  Standpunkte der »h eilen d en « W irkung aus gesehen günstiger  
gesta ltet. Das Vorhandensein eines M g2Si-G ehaltes ist ja schon vom  Stand p u n k te  
der R ißneigung für N ahtrisse unterhalb der Solidustem peratur und für R isse  
in der W ärm eeinflußzone aus gesehen w eniger vorteilhaft. Zur V erringerung  
dieser R ißneigung benötigt man einen  Si-Ü berschuß gegenüber dem  M g2Si- 
V erhältnis, was m it R ücksicht auf die V erdünnung der Schw eißnaht ein  Mg/Si 
V erhältnis ^  1 erfordert. Das freie Silizium  ü b t seine rissigkeitsverm indernde  
W irkung w ahrscheinlich durch sein e kornverfeinernde W irkung aus. D afür  
spricht auch die günstige W irkung des freien Si-G ehaltes, die bei den K orngrö­
ßenm essungen beobachtet wurde. D ie M äßig rissigkeitsverm indernde W irkung  
des E isens dürfte ebenfalls nur m it der kornverfeinernden W irkung, die b ei den  
K orngrößenm essungen beobachtet w urde, erklärt werden.

D as T itan übte keine günstige W irkung auf die R ißem pfindlichkeit 
der AlM gSi-Legierungen aus, was für die R ich tigk eit der Annahm e v o n  L i i i l , 

N a c h t i g a l l  und P i e s s l i n g e r  [ 1 9 ]  spricht, w onach das Ti in der G egenw art 
von freiem  Si eine T i2Si Verbindung b ild et, wodurch es an der kornverfeinernden  
W irkung behindert wird. Bei den K orngrößenm essungen hatte das T i in  der 
G egenwart von freiem  Si tatsächlich  eine m indere W irkung auf die K orngröße.

Im  Falle der AlMg 3 Legierungen schein t die rissigkeitsverm indernde  
W irkung einer kleineren Menge an Si m it den Ergebnissen von  E r d m a n n  — 

J e s n i t z e r  [20] im  Einklang zu stehen . D ie Verdünnung des l,5% igen  Si-G ehal­
tes des Zusatzdrahtes in  der N aht erreicht näm lich ungefähr die Z usam m en­
setzung der von ihm  em pfohlenen, w eniger rißgefährdeten AlMg3Si Legierung.

8  Acta Technica XXXII/1— 2.
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N a ch  Erdm ann-Jesnitzer verm indert die k leine Menge an Silizium die V er­
m in d eru n g der R ißneigung der AlMg 3 L egierung dadurch, daß hierbei ein  
A l-M g2Si E utektikum  en tsteh t. Der Schm elzpunkt dieses Al-M g2Si E u tek ti-  
k u m s steh t nämlich v ie l näher dem Soliduspunkt dieser Legierung, die in  einer 
w eiten  Temperatur spanne erstarrt, als das A l-A l3Mg2 E utektikum , das erst 
b ei 4 5 0 °  C entsteht. So kann dieses E u tek tik u m  in der letzten Phase der E r­
starru n g  als eine »heilende« flüssige Phase vorhanden sein. Die weitere E rhö­
h u n g  des Si-Gehaltes führt zur Bildung eines größeren A nteils der spröden  
Mg.2S i Phase, wodurch die Zusam m ensetzung der Legierung mehr an die 
quasib inäre Scheidelinie A l-M g2Si heranrückt und som it mehr rißem pfind­
lich er  als das G rundw erkstoff wird.

D ie Rißneigung der AlM g 5 Legierung is t  an und für sich schon so gering, 
daß sie  durch die M g2Si Verbindung, die als F o lge  des Si-Gehaltes des Z u satz­
d rah tes entsteht, nur verringert werden kann. D ie  Ergebnisse der K orngrößen­
m essu n gen  zeigten einen ähnlichen Charakter, w ie die rissigkeitsverm indernde 
W irkung von Si und T i, und bestätigen, daß das kornverfeinernde T itan m erk­
bar zur Verringerung der R ißem pfindlichkeit der Legierung beiträgt.

Im  Falle der AlCuMg Legierungen verringert der Zusatzdraht m it AlCuSi- 
G eh alt dadurch die R ißneigung der Legierung, daß das Si bei der V erm ischung  
m it dem  G rundwerkstoff den Mg-Gehalt in der Form von Mg2Si abbindet 
— da die Verbindung M g2Si die stabilste P hase im  V ierstoffsystem  AlCuM gSi 
d a rste llt  [21] — und som it die Rißneigung der Legierung m it ungefähr 1%  
M g-G ehalt unterbindet. E in  größerer S i-G ehalt wird wahrscheinlich in der 
F orm  einer K orngrenzensteigerung, als eine spröde Phase, die R ißneigung der 
L egieru n g  für N ahtrisse unterhalb der Solidustem peratur fördern. D ie rissig­
keitsverm indernde W irkung des M g-Gehaltes kann durch die Vergrößerung  
des A n te ils  des bei 500° C schm elzenden A l-C uA l2-Cu2Mg2Al- E utektikum s  
erk lärt werden, das eine gew isse »heilende« W irkung ausüben kann. D ie w eitere  
E rh öh u n g  des M g-Gehaltes kann aber a n sta tt der CuA12 Phase dieses d reiteili­
gen  E utektikum s zur E n tsteh u n g  der spröderen CuMg4Ah Phase führen, die 
w ied eru m  für N ahtrisse unterhalb der Solidustem peratur verantw ortlich g e ­
m a ch t werden kann.

Tm Falle der AlZnMg Legierungen wird die R ißneigung bei der Erhöhung  
des M g-G ehaltes w ahrscheinlich  dadurch verringert, daß nach der A usbildung  
der M gZ n2 Verbindung das zurückbleibende, freie Magnesium eine günstige  
W irkung ausübt. D as freie Mg bildet w ahrscheinlich das Al-Al-M g8 E u te k ti­
kum  [22], das an den K orngrenzen verteilt eine »heilende« W irkung ausübt. 
D ie rissigkeitsverm indernde W irkung des T itan s kann durch die E n tsteh u n g  
der äquiaxialen , feinen K örner erklärt w erden. D ie W irkung des Mg und des 
Ti k o n n te  auch bei den K orngrößenm essungen b eobachtet werden. D ie R iß n ei­
gu n g in  der W ärm eeinflußzone ist wegen der A usscheidung der spröden Ver­
b indun gsphase bei dieser Legierungsgattung charakteristisch. Diese N eigung
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wird unserer M einung nach bei der Erhöhung des M g-Gehaltes darum v er­
ringert, weil — unter der Einschränkung von (Mg -)- Zn) =  konstant — die  
Erhöhung des M g-Gehaltes gleichzeitig zur Verm inderung des Zn-G ehaltes 
führt und dam it auch der A nteil der spröden M gZn2 Verbindung kleiner  
wird. D iese Erscheinung kann auch bei der Veränderung der Zusam m ensetzung  
der zu schweißenden Legierung beobachtet werden. U nter der kornverfeinernde  
W irkung einer w eiteren Zugabe von Ti verschw indet die R ißneigung in  der 
W ärm eeinflußzone, wahrscheinlich darum, w eil im  Falle des feineren, v ie l­
fläch igen  Gefüges die Steigerung der K orngrenzenausscheidungen nicht in dem  
Maße eintreten kann als im Falle des grobkörnigen M aterials.

A u f Grund unserer U ntersuchungen können wir das Prinzip der rissigkeits­
verm indernden W irkung der einzelnen L egierungselem ente und Zugaben im  
folgenden festlegen.

D ie R ißneigung für N ahtrisse oberhalb der Solidustem peratur wird in  
erster Linie durch solche Zugaben verringert, die die Löslichkeitsgrenze der 
Legierung nach links verschieben und den A n teil der eutektischen Phase in  
der R ichtung eines günstigeren Verhältnisses vergrößern. Im  H inblick au f die 
Verringerung der R ißneigung für Nahtrisse oberhalb der Solidustem peratur  
is t diese vorhin erw ähnte W irkung der Zugaben w ichtiger als die eventuelle  
kornverfeinernde W irkung derselben, die nur eine untergeordnete R olle  
sp ie lt. D am it können die U nterschiede in der geringen kornverfeinernden W ir­
kung und in der rissigkeitsverm indernden W irkung einiger Zugaben erklärt 
werden.

Andererseits verringern jene Zugaben, die im  Falle der gegebenen L egie­
rung eine starke kornverfeinernde W irkung ausüben , immer die R ißem pfind­
lichkeit für Nahtrisse oberhalb der Solidustem peratur. Die flüssige P hase is t  
b ei dendritischen K ristallen an den Korngrenzen der großen Körner in  der 
Form  von  Zusam m enballungen verteilt, bzw. schließen die großen D endriten  
die flüssige Phase gewisserm aßen in  sich ein und verhindern dadurch die 
»heilende« W irkung derselben. D ie feine, äquiaxiale K ristallisation erm öglicht 
eben durch eine gleichm äßigere, film artige V erteilung der flüssigen P hase  
die Verringerung der R ißneigung.

D ie R ißneigung für N ahtrisse unterhalb der Solidustem peratur wird  
durch Zugaben m it starker kornverfeinernder W irkung immer verringert. 
D ie K ornverfeinerer verm indern die R ißneigung für N ahtrisse unterhalb der 
Solidustem peratur dadurch, daß die A usscheidungen im festen  Zustande an 
den Grenzen der kleineren, gleichm äßigeren K örner besser verteilt werden  
und die groben oder zusam m engeballten A usscheidungen, die die örtliche  
W arm festigkeit stark herabsetzen können, n icht auftreten.

D ie R ißem pfindlichkeit in der W ärm eeinflußzone kann nur wenig durch  
die Zusam m ensetzung des Zusatzdrahtes beein flußt werden. D ieselbe kann  
jed och  v ie l erfolgreicher durch die zw eckm äßige Auswahl der Zusam m en-

8
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Setzung des Grundwerkstoffes verringert werden. Eine Zugabe m it starker 
kornverfeinernder W irkung wird auch die R ißem pfindlichkeit für R isse in der 
W ärm eeinflußzone verringern; die U rsache dieser Verringerung is t  dieselbe 
w ie im  Falle der N ahtrisse unterhalb der Solidustem peratur.

Schlußfolgerungen

A u f G ru n d  der U n te rsu c h u n g e n  k a n n  fe s tg e s te ll t  w erden , daß  im  F a lle  d e r L eg ierungs­
g a t tu n g e n  AlMgSi, AlMg 3, A lM g 5, AlCuM g u n d  A lM gZn in  H in sich t der F es tig k e itse ig en ­
s c h a f te n  die b este  L ösung  d as  Schw eißen  m it  Z u sa tz d rä h te n  v o n  de r Z u sam m en setzu n g  
d e s  G ru n d w erk sto ffes  d a rs te l l t .

W egen  de r V e rrin g e ru n g  d e r R iß g efä h rd u n g  i s t  d ie E rh ö h u n g  der S chw eißgeschw indig­
k e i t  u n b e d in g t  v o rte ilh a f t, a lso  an ste lle  des G asschm elzschw eißes soll d ie  L ich tb o g en ­
sc h w e iß u n g  u n te r  A rg o n g assch u tz  v e rw en d e t w e rd en . W ird  m it diesem  V e rfah ren  geschw eiß t, 
so s in d  d ie  L eg ie ru n g sg a ttu n g en  AlMg sowie d ie  A lM gZ n-L egierungen m it t le re r  F es tig k e it 
r iß f re i .

D ie  R iß em p fin d lic h k e it des G ru n d w erk sto ffes  fü r  N ah trisse  o berhalb  d e r S o lid u stem p e­
r a t u r  k a n n  d u rch  einige Z u g ab en  zum  Z u sa tz d ra h te  in  b e d eu ten d e r W eise v e r r in g e r t  w erden.

Z u g ab en , die eine s ta rk e  k o rn v e rfe in e rn d e  W irk u n g  a u f  den G ru n d w erk s to ff  ausü b en , 
k ö n n e n  d u rc h  Zulegieren  z u m  Z u sa tz d rah tw e rk s to ffe  d ie R iß em p fin d lic h k e it des G ru n d ­
w e rk s to ffe s  fü r  N ah trisse  o b e rh a lb  u n d  u n te rh a lb  de r S o lid u stem p era tu r sow ie fü r  R isse 
in  d e r  W ärm ee in flu ß zo n e  g le ich fa lls  v e rrin g e rn .

A lle  d re i A rten  d e r R iß e m p fin d lic h k e it k ö n n e n  a m  w irk sam sten  d u rc h  Z u g ab en  zum  
G ru n d w erk s to ffe  v e rrin g e rt w erd en .
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ZU SA M M E N FA SSU N G

D er V erfasser h a t  die U n te rsu c h u n g  von R in g g u ß p ro b en , de r K o rn g rö ß e , d e r  F estig ­
ke itse ig en sch aften  und  von e in g e sp a n n te n  Schw eißproben  versch iedener A lum in iu in leg ie- 
ru n g en  d u rch g efü h rt. A u f G ru n d  d e rse lb en  w u rd en  d ie M öglichkeiten  d e r V erm in d e ru n g  
d e r R issigkeit e rö rte r t. E r  g ib t d ie  Z u sam m en setzu n g  v o n  Z u sa tz d räh te n  zum  S chw eißen  der 
gen o rm ten  A lum in ium leg ierungen  a n , die die R issigkeit v e rm in d ern  u n d  d ie g le ich ze itig  die 
A nsprüche  in  bezug au f F e s tig k e it m itb e rü ck s ich tig en . E r  s te ll t  fest, d a ß  d ie  en d g ü ltig e  
L ösung n u r d u rch  die E n tw ick lu n g  e in e r L egierung  e rz ie lt w erden k a n n , d ie a u f  G ru n d  der 
E rfo rd ern isse  de r S ch w eißbarke it z u sam m en g este llt w ird . D ie bei se inen V ersu ch en  herge­
s te llte  A lM gZnTi L egierung m it t le re r  F e s tig k e it  is t beim  Schw eißen gegen R iss ig k e it u n e m p ­
fin d lich , ih re  F estig k e it e rre ich t fa s t  d ie der K o n s tru k tio n ss tä h le  und  d ie  F e s tig k e it  der 
S chw eißverb indung  e rre ich t n a ch  A u slag eru n g  u n g e fäh r 90 bis 100%  d e r F e s tig k e it  des 
G ru n dw erksto ffes. E r g ib t eine th eo re tisch e  B eg rü n d u n g  der W irkung  von  k le in en  Z usä tzen  
a u f  die V erm inderung  der N eigung  zu  N ah trissen  o b e rh a lb  u n d  u n te rh a lb  d e r S o lid u stem p e­
r a tu r  sowie zu R issen  in  de r W ärm ee in flu ß zo n e  heb en  d e r S chw eißraupe an .

T H E  D E C R E A S E  O F W E L D  C R A C K IN G  T E N D E N C Y  O F  SOM E A L U M IN IU M  A LLO Y S 
H A V IN G  A D D IT IO N A L  E L E M E N T S

Z. BURAY

SU M M A RY

T he in v estig a tio n s on d iffe re n t a lu m in iu m  alloys fo r rin g  casting , g ra in  size, s tre n g th  
a n d  re s tra in ed  w elding w ere m ad e  b y  th e  A u th o r. T h e  decrease in  c rack in g  te n d e n c y  was 
e s tab lish ed  b y  these  m ethods. F o r  th e  w elding of C om m ercia l a lu m in iu m  a llo y s, w elding 
rods are g iven , w hich decrease  th e  c rack in g  ten d e n cy , ta k in g  th e  s tre n g th  o f th e  a llo y s in to  
acco u n t.

T he A u th o r estab lish ed  t h a t  fo r th e  so lu tion  o f th is  q u estio n , such  a n  a llo y  is given 
w hich  was m ade  for its  w e ld ab ility . A  m ed iu m  s tre n g th  a lloy  A l-M g-Zn-Ti co m p o n e n ts  was 
p ro d u ced  by  m anifo ld  researches. T h is  a llo y  is n o t sen sitiv e  to  weld c rack in g , i ts  s tre n g th  
a tta in in g  th e  s tre n g th  of soft s tee l, a n d  th e  s tre n g th  o f  th e  weld reach in g  90 to  100%  of 
th e  s tre n g th  o f th e  base m e ta l.

A th eo re tica l e x p lan a tio n  is g iv en  o f  th e  decrease  o f w eld crak ing  te n d e n c y  on  th e  w eld­
ings o f som e a lu m in iu m  alloys, ab o v e  a n d  below  th e  so lidus an d  beside th e  se a m , w hich  is 
in flu en ced  b y  som e a d d itio n a l e lem en ts .

D IM IN U T IO N  D E  LA T E N D A N C E  À LA F IS S U R A T IO N  D E  C E R T A IN S  A L L IA G E S 
(l’A L U M IN IU M  P A R  D IV E R S E S  A D D IT IO N S

Z. BURAY

R É SU M É

L ’a u te u r  a effectué  des essais p o r ta n t  su r le cou lage de bagues, la  s tru c tu re  g ran u la ire , 
la  résis tan ce  e t  soudage fix é  de d iffé re n ts  alliages d ’alu m in iu m . Sur la  base  des ré su lta ts  
o b ten u s , il d é te rm in e  les m éth o d es  p e rm e tta n t  de d im in u e r la  f is su ra tio n  d u  m é ta l.  Pour 
le soudage des alliages d ’a lu m in iu m  co m m erc iau x , il in d iq u e  des com positions de  b a g u e tte s  
de  soudage sa tis fa isa n t a u x  ex igences de résis tan ce , a insi q u ’à la  ré d u c tio n  de la  ten d a n ce  à 
la  fissu ra tio n . L ’a u te u r  co n sta te  q u e , p o u r  résoudre  le p ro b lèm e, il fa u t d év e lo p p er un  alliage 
sa tis fa isa n t a u x  exigences de la so u d a b ilité . L ’a lliage A l-M g-Zn-Ti de résis tan ce  m o y en n e , déve­
loppé  au  cours de ses essais, ré sis te  à la  f is su ra tio n , sa ré sis tan ce  e st voisine de celle des aciers 
de c o n stru c tio n , e t la ré sis tan ce  de  la  so u d u re  a t te in t  a u  repos 90 à 100%  de celle de  la  m atière  
de  base. L ’a u te u r  donne une e x p lic a tio n  th éo riq u e  de  l ’in flu en ce  de c e rta in e s  a d d itio n s  sur 
la  ten d an ce  à la f issu ra tio n  au -d essu s e t  au-dessous d u  so lidus e t le long des co rd o n s de soudure , 
ten d an ce  in te rv e n a n t  au  cours d u  soudage  des a lliages d ’alum in ium .
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УМЕНЬШЕНИЕ С ПОМОЩЬЮ ДОБАВОК СКЛОННОСТИ К ТРЕЩИНООБРАЗО- 
ВАНИЮ ПРИ СВАРКЕ ОТДЕЛЬНЫХ АЛЮМИНИЕВЫХ СПЛАВОВ

Э. БУРАН

Р Е З Ю М Е

Автором были проведены исследования кольцевой отливки, зернистой структуры, 
прочности и зажимной сварки алюминиевых сплавов. Им разработан метод для сокра­
щения трещинообразования и состав сварочного прутка, служащего для уменьшения 
трещинообразования при сварке алюминиевых сплавов торговых марок, с учетом требо­
ваний прочности. Решение данного вопроса дает сплав, отвечающий требованиям свари­
ваемости. В ходе исследований был получен сплав Al-Mg-Zn-Ti, который нечувствителен 
к  трещинам, достигает прочности конструкционной стали, а прочность сварочного соеди­
нения после вылеживания достигает 90—100% прочности основного материала. Автор 
дает теоретическое объяснение влияния отдельных добавок на снижение склонности к 
трещинообразованию под солидусом, над солидусом и вдоль шва при сварке алюминиевых 
сплавов.



EIGENSCHWINGUNGEN DER SCHRÄGSEILBRÜCKEN

B . GO SCHY

TIEFBAUPLANUNGS-UNTERNEHMEN, BUDAPEST

[E ingegangen  am  2. D ezem ber 1959]

1. Einleitung

Außer w eitgespannten Straßenbrücken können auch kleinere R ohr­
und Fußgängerbrücken w irtschaftlich  und ästhetisch  aus Schrägseilkonstruk­
tionen  in Harfenform (Abb. l /а) oder in Bündelform  (Abb. 1/6) ausgebildet 
werden. Da unsere technischen Büros neuerdings immer häufiger Harfen- 
und Bündelbrücken entwerfen, is t  es notw endig, die D ynam ik dieser neuarti­
gen Brückenkonstruktionen eingehend zu untersuchen und ein vereinfachtes  
R echnungsverfahren zur B estim m ung deren E igenfrequenzen zu entw ickeln .

Abb. 1. S ch rägse  lb rücken-S ystem e 
n)  H a rfen b rü c k e , b) B ünd e lb rü ck e
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Obwohl die Scbw ingungsproblem e der echten  H ängebrücken (K etten- 
und K abelbrücken) in der Fachliteratur hinreichend betrachtet sind, sind  
unsere K enntnisse über das dynam ische V erhalten  der unechten, harfenförm i­
gen  H ängebrücken lückenhaft.

In dieser A rbeit veröffentlichen wir eine N äherungsm ethode zur prak­
tisch en  Berechnung der Eigenfrequenzen von  H arfenbrücken, die den aero­
dynam ischen U ntersuchungen  und der B eurteilung des dynam ischen Beiw ertes 
dieser K onstruktionen zugrunde liegen.

B ei der E rm ittlung der Eigenfrequenzen von  Brücken kann m an w egen  
der verw ickelten E in flü sse auf übertriebene G enauigkeit verzichten.

Theoretisch kann die Schrägseilbrücke als ein  Stabsystem  m it verteilten  
M assen und dem entsprechend m it unendlich v ielen  Freiheitsgraden betrachtet 
w erden. Infolgedessen h at das System  unendlich v iele  E igenfrequenzen. Unsere 
A ufgabe ist die B estim m u n g der G rundschwingung, das heißt der E igen ­
schw ingung m it der n iedrigsten  Frequenz.

W ie bei H ängebrücken im allgem einen, werden wir auch die H arfen­
brücken auf Biege- und T orsionsschw ingungen untersuchen. Die Berechnung  
v o n  E igenschw ingungen gehört zu den E igenw ertproblem en der M athem atik: 
die Eigenfrequenzen sind E igenw erte, die Schw ingungslinicn E igenfunktionen.

Zur B estim m ung der Eigenfrequenzen greifen wir zur E nergiem ethode, 
die m it weniger R echenarbeit verbunden is t . D as W esen der E nergiem ethode  
lieg t darin, daß sich die k inetische Energie im  Laufe der Schwingung in  V er­
form ungsarbeit um w andelt.

A u f Grund des Prinzips der E nergieerhaltung wird die Summe der k ine­
tisch en  und potentiellen  E nergien oder die G esam tenergie eines konservativen  
Schw ingers immer k on stan t bleiben, das heißt:

W  U =  E  — const., (1)

wo IF die kinetische, U  die potentielle und E  die gesam te Energie bezeichnet.
D a bei der freien , ungedäm pften Schw ingung die m axim ale kinetische  

E nergie dann zustande kom m t, wenn die potentielle  Energie N ull is t  und  
um gekehrt, werden — nach der E rkenntnis von  R ayleigh — die M axim al­
beträge der Energien einander gleich:

^m ax= ^max =  E  • (2)

D as Grundprinzip der Energiem ethode is t  durch die Gl. (2) gegeben, 
die eigentlich einen V airiationssatz ausdrückt, aus dem man mehrere N ähe­
rungslösungen zur B estim m u n g der E igenschw ingungen ableiten kann. E ine  
der bekanntesten dieser N äherungslösungen ist das R itzschc Verfahren. Der 
theoretische Grund des R itzschen  Verfahrens lieg t in  der B estim m ung der



Abb. 2. G ru n d sy stem  e in e r Schrägseilb rücke  m it du rch lau fen d em  V erste ifu n g sträg er u n d  u n b ew egbaren
(fes t e in g esp an n ten ) P y lo n en
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E igenfunktion  (Schw ingungslin ie), die das k inetische Potential (Ф) eines schw in­
genden  System s

ф =  TJ — oß W  H lu max ш  rr max \ ° l

zu einem  M inimum w erden läßt, d. h.

ЯФ =  ц и тах -  со* JVmax) =  0 ,  (4)

w o ш die Kreisfrequenz der Schwingung b ed eu tet. Durch Gl. (4) haben  wir 
ausgedrückt, daß der schw ingende Körper von  allen möglichen Schw ingungs­
verform ungen diejenige ausw ählt, zu der die geringste Energiem enge nötig  ist.

D a wir zur Berechnung der Biege- und Torsionsschwingungen der Schräg­
seilbrücken die R itzsche N äherungsm ethode verw enden, bringen wir d em en t­
sprechend auch die R echenergebnisse in die dazu geeignete Form.

Im  Rahm en dieses A ufsatzes m achen wir ein Berechnungsverfahren  
b ek an n t, das sow ohl bei starr eingespannten  wie auch bei bew eglichen, 
pendelartigen Pylonen m it Yo, teil verw endbar ist.

2. B iege (vertikale) -Schwingungen

D ie Energieausdrücke der H arfenbrücken kann man wie fo lgt zu sam ­
m enstellen . Die k inetische Energie der schw ingenden Teilm asse des S ta b sy ­
stem s kann durch

V 2
d W  =  dm  (5)

2

ausgedrückt werden, wo:

dm
t sec2

die Masse des Stabelcm entes,

V
m

sec
die G eschw indigkeit bezeichnet.

V orausgesetzt, daß eine Brücke ein k on servatives schwingendes S tab system  
b ild e t, wird der Schw ingungsvorgang als harm onisch betrachtet. Mit dem  
A n satz

rj - r](x) sin cov T  (6)

is t  der Ausschlag einer ungedäm pften harm onischen Schwingung als F unktion  
des zeitlichen  M axim um s der Am plitude T](x) an der Stelle x. der vertikalen
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Kreisfrequenz co„ und der Dauer einer vo llen  Schwingung T ausgedrückt. 
D a in der Gl. (6) r](x) nur von x abhängt, kann der W ert der G eschw indigkeit 
aus

V  =  rj =  cov Г) (x) cos cov T  (7)

berechnet w erden. D en M aximalwert der G eschw indigkeit bekom m t m an m it

cos <ov T  — 1 ,

und die zu diesem  W ert entsprechende elem entare kinetische Energie kann  
durch

d W'- =
1
2

dm  со2 t f  (x) ( 8)

angegeben w erden.
Die k inetische Energie ist bei starr eingespannten P ylonenstielen  aus 

zwei A nteilen zusam m ensetzen:

dW> =  dW'{ +  d W \  . (9)
Darin sind:

d W x der k inetische E nergieanteil des V ersteifungsträgers, 
d W 2 der k inetische E nergieanteil der Schrägseilen (Kabel).

Das erste Glied kann in folgender Form  ausgedrückt werden :

wo:

dm col V2 ix ) —  cof, rf  (x) dx 
2 g

( 10)

jp[t/m] die gleichm äßig verteilte L ast des Versteifungsträgers ist; bei 
unbelasteter Brücke das E igengew icht, bei belasteter Brücke 
die Sum m e aus E igengew icht und verteilter N u tzlast, und  

g  = 9 ,8 1  [m /sec2] die Schw erebeschleunigung ist.

Das zw eite Glied hat m it den B ezeichnungen der A bbildung 3 die
Form

d W \  =  —  dm K col V2 (s) =  —— cof, s2 ds , (11)
2 2 g sl

wo:
p K [t/m ] das G ewicht des K abels, 
sk [m] die Länge des K abels,
rjk [m] der zeitlich-m axim ale Schw ingungsausschlag des V ersteifungs­

trägers an der Stelle der K abelverankerung ist.
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D ie kinetische Energie der Brücke wird durch Integration über die G esam t­
län ge (L) des V ersteifungsträgers und durch Sum m ierung über die A nzahl 
(m) der im  V ersteifungsträger verankerten K abel nach der Formel:

W '1 =
2

1

cof. P
sk

rf  (X) dx -f-  ̂ ,v I s 2 ds
*=i g

■cot —  f  V2 (*) d x
rn л

3  a= i g

( 12)

=  со? Г"

berechnet.

A b b .  3. K inetische  E n erg ie  des K ab els  aus de r D u rch b ieg u n g  des V e rste ifu n g sträg ers

D er E nergieanteil der K abel wird nur bei den Brücken m it leichtem  
V ersteifungsträger (Fußgängerbrücken, Kohrbrücken, usw.) nach der Gl. (12) 
b estim m t; bei großen B rücken wird das G ew icht der K abel auf die ganze 
L änge des Versteifungsträgers gleichm äßig verteilt.

D ie potentielle E nergie der Schrägseilbrücke kann aus

p  rj ( x )  d x

L

(13)

berech n et werden und ist gleich der Form änderungsarbeit (A ) des Tragwerkes:

U " =  A  =  A 2 + A 3 . (14)

D ie  Form änderungsarbeit b esteh t aus drei A nteilen:
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A x die Arbeit des Versteifungsträgers,
A  g die Arbeit der K abel,
A s die Arbeit der K abelkräfte aus den Form änderungen II. O rdnung. 
D a die Form änderungen der einzelnen B rückenelem ente gleichzeitig  m it 

der Schwingung des V ersteifungsträgers zustande kom m en, können die A rb eits­
gleichungen als F unktion  der Schw ingungsam plitude r](x) des V ersteifu n gs­
trägers ausgedrückt w erden. Mit der — aus der Festigkeitslehre — bek an n ten  
D ifferentialgleichung

M  =  - E J r , "  (x) (15)

wird der Ausdruck der Biegungsarbeit des Versteifungsträgers

=  J l f  M * d x  =  Г dx  (16)
2 J E J  2 .)

L  L

wo E J  die B iegesteifigkeit des V ersteifungsträgers bezeichnet.

Abb. 4. In n e re  A rb e it  des K ab els  aus der D u rch b ieg u n g  (??Ä) des V e rs te ifu n g sträg ers

D ie K abel fo lgen den vertikalen Schw ingungen des V ersteifungsträgers. 
Infolge der periodischen Verlängerung und V erkürzung der Kabel nehm en  die 
K abelkräfte periodisch ab und zu. Der zusätzliche A nteil der K abelkraft 
erreicht seinen zeitlichen  M aximalwert ( X k) b e i der Schw ingungsam plitude  
rj(x) und die durch diese Zusatzkräfte gele istete  innere Arbeit wird

w o r i n
л 2

1  y X \ s k '
2 Ä=1 E k F k

E k [kg/cm 2] den E lastizitätsm odul des K abels, 
F k [cm2] die Q uerschnittsfläche des K abels,
m  die A nzahl der Kabel

bedeuten.

(17)
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D ie zu dem zeitlich  m axim alen A ussch lag  ( r\k) gehörende D ehnung des 
K a b els  — abgesehen vo n  der Bewegung des P ylons — (Abb. 4) kann m it

A sk =  r)k sin ak

ausgedrückt werden, ferner wegen

Ask = J<ALÎL
K  F k

erh ä lt m an den W ert der K abelkraft des K ab els к

_  • Ek FkX k =  f]k sin ak -— — ,

(18)

(19)

( 20)

wo ak den A nschlußw inkel zwischen K abel und  Versteifungsträger bed eu tet. 
Sch ließ lich  wird die A rbeit der inneren K räfte  aus der Gleichung

Л  =
!  4L E k F k Y)l s in 2 ak

( 21)

b erech n et.
Infolge der Schw ingungen des Stabw erkes kom m en Form änderungen II . 

O rdnung zustande, welche die Kabelkräfte period isch  ändern.Nach den B ezeich­
n u n g en  der Abb. 5 kann die Zu- und A bnahm e der vertikalen K om ponente  
der K abelkraft in der Form

X kV =  X k sin (ak -f- da) —  X k sin ak 

angeschrieben  werden. D a im  Falle d a —>- 0

cos da =  1 und sin  da  =  da 

w ird , kann der W ert der gesuchten K raft nach

X kV =  X k cos a k da
ausgedrückt werden.

D ie  W inkeländerung des Kabels wird

da =
r] cos ak

(22)

(22a)

(23)

und d ie zusätzliche K abelkraft kann aus der Gleichung

cos2 a .
X,..kV x k ---------

Sb
V ( 2 4 )
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bestim m t werden, wo X k die K abelkraft aus E igengew icht oder aus E igen ­
gew icht und N utzlast bedeutet.

D ie Arbeit der inneren K räfte hat den Ausdruck

"ik 4k

A3 = y
k=  1

X kV dr] =
= 1

0

X,. i]drj, (25)

und nach der Integration bekom m en wir folgendes Ergebnis:

^3
1

2

m

2 X ><k =  1

cos2 a u 0
------------ m - (25a)

A b b .  5 . Potentielle Energie des K abels aus der Verformungen II. Ordnung

Durch G leichsetzen der zeitlichen M axima der Energien (Gl. 2) bestim m en  
wir die Eigenfrequenz der vertikalen  B iegeschw ingungen, im  F alle  einer 
Grundschwingung, nach dem R ayleighschen Q uotienten, d. h.

und die Schwingungszahl pro Sekunde ergibt sich zu

(26)

nv0
cov 
2  л

(27)

3. Torsionsschwingungen

D ie Hängebrücken sind insbesondere em pfindlich gegen T orsionsschw in­
gungen. D er Einsturz einiger großen H ängebrücken (z. B. T acom a— Narrow  
usw .) wurde durch die dynam ische In stab ilitä t der Torsionsschwingungen
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verursacht, infolgedessen is t  es notw endig, außer der Berechnung der B iege­
schw ingungen die U ntersuchung m it der A nalyse der Torsionsschwingungen  
zu ergänzen.

©

©
A bb. 6. D rillung des V e rs te ifu n g strä g e rs  : 

о)  V erdrehung  des Q u e rsch n itte s , w enn die Q u e rträ g e r  u n d  V erste ifu n g sträg er
s ta r r  v e rb u n d en  s in d  ;

b)  V erdrehung des Q u e rsch n itte s , w enn  die Q u e rträ g e r  u n d  V erste ifu n g sträg er 
gelenking v e rb u n d e n  s in d

Zwischen den T orsions- und B iegeverform ungen besteht nach Abb. 6

rj(x) =  bip(x) , (28)
die folgende Beziehung:

wo:
2 b der A bstand der Versteifungsträger,
y>(x) der zeitlich-m axim ale Drehw inkel des Brückenquerschnittes m it 

der Ordinate x  bedeutet.
D a bei freier T orsion  (Saint-V enantsche Torsion) die Verwindung (Dreh- 

w inkel je Längeneinheit) des Stab Werkes

dip (x ) M T

dx G J T
(29)
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(32)

(33)

für die potentielle Energie des V ersteifungsträgers, m it C T als W ölbwider­
stand, die eine Q uerschnittskonstante ist.

D ie potentielle Energie des Versteifungsträgers m it geschlossener Quer­
schnittsform  (H ohlkasten, Rohr usw.) kann aus der Gleichung

worin:
J P das polare Trägheitsm om ent des Versteifungsträgers und der

Fahrbahn bezogen au f den Schw enkpunkt des Brücken quer- 
schnittes 0 (A bb. 6),

F  die Q uerschnittsfläche der Brücke (Versteifungsträger und Fahr­
bahn),

TnE
G =  --------------  den Schubmodul,

2 ( m  +  1 )

G J T = —  ß G J £ v 3j h j  die Torsionssteifigkeit des offenen Q uerschnittes 
3

(der Saint-V enantsche Proportionalitätsfaktor), 
ß  den Form faktor,
m  die Poissonsche Zahl bedeutet.

W enn wir nun auch den W ölb widerstand in Betracht nehm en wollen,
rechnen wir mit der bekannten  Formel des T orsionsm om ents

ist. können die Energieausdrücke in folgender W eise um geform t werden [

ferner folgt aus der Gl.
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berech n et werden, m it der Bezeichnung:

die m it der A chse der einzelnen T eilelem ente begränzte Quer­
schnittsfläche des H ohlkastens (Abb. 7),
die U m laufintegrale des H ohlkastenquerschnittes m it der W and­
stärke V ,

die W ölb w iderstand des Q uerschnittes,

G J T =  G
4>F2

- die T orsionssteifigkeit des geschlossenen H ohlkastens.

г du _ 4-a 2b 2 b
f  ' V *г уз

F = 2 a  X 2b

Abb. 7. Q u e rsc h n itt  des geschlossenen K aste n trä g ers

S etzt man die M axim albeträge der potentiellen Energie und der k ineti­
sch en  Energie einander gleich

U v _W v =  0^  max "  max —  u  ,

so erhält man die Frequenz und schließlich die Torsionsschwingungszahl 
aus

(34)

E s ist zu bem erken, daß die Berechnung der Torsionsschwingungen  
w esen tlich  vereinfacht durchgeführt werden kann [4], wenn sich  die Quer­
träger der Brücke gelenkig zu den V ersteifungsträger schließen, w ie es in der 
A bb. 6/6 dargestellt ist. D a  in diesem  Falle die Form änderungsarbeit größer 
is t , w erden auch die E igenfrequenzen höher sein . W egen der vorausgesetzten  
V erform ung nach der A bb. 6/6, besteht zw ischen den potentiellen  Energien 
der Torsion und der B iegung die Beziehung

Uv = 62 Í7" , (35)
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und die kinetische Energie der Torsion kann aus

W* =
1
2

bestim m t werden, m it

V r2 со2 I V2 (x ) dx =  w^W 1
g J

r der den polaren T rägheitshalbm esser bezeichnet.

(36)

4. Einfluß der Pylonenverschiebung und der Durchbiegung des V ersteifungs­
trägers au f die Energiebeträge

In diesem  A bschn itt werden wir ein N äherungsverfahren für den Fall 
des bew eglichen, pendelartig ausgebildeten P y lon s vorführen.

Die Verbindung der Kabel und des P y lon s der in Abbildung 8 dargestell­
ten  Harfenbrücke is t  verschieden: das obere m it к bezeichnete K abel is t  fest 
(fester Sattel), das untere m it i bezeichnete K abel ist beweglich — durch 
V erm ittlung der Gleitlager (Sektorlagen) — m it dem Pylon verbunden.

Der Verankerungspunkt c des K abels к  verschiebt sich bei dem  m ax i­
m alen Ausschlag des Versteifungsträgers in den Punkt c'. Zu der A m plitude  
r]k — cc gehört eine Längenänderung des K abels, welche gleich

Vk sin ak

ist. Aus den geom etrischen B eziehungen können

s'k cos ß k
äs'k =  As"k

sk cos ak
(37)

t]k sin  ßk =  Ask - f  Ah' cos ß k =  Ask +  Ask, c o s ßk

=  A*"k 1 +
4  cos2 ßk
s'k cos2 ak

A k As;
(38)

Ah' = J L  c o 8 &  As'k =
cos a k 4  co s2 ak

-  А  b  siaftr sft ш -= в, %
A k sk cos2 ak

(39)

abgeleitet werden.



Abb. 8. G ru n d sy stem  e iner S chrägseilb rücke m it d u rch lau fen d em  V erste ifu n g sträg er u n d  bew egbaren  (gelenking gelagerten ) P y lo n en

132 
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Aus der horizontalen Verschiebung (!)  des K abelpaares к  erhält man für 
die elem entare kinetische Kabelenergie

Mit den H ilfswerten

berechnet werden.
Das mit i bezeichnete K abel stü tzt sich — der V oraussetzung nach — 

ohne Gleitwiderstand auf das Gleitlager des P ylons. Infolgedessen werden die 
K abelkräfte in den beiden K abelteilen einander gleich. D ie E ndpunkte a und 
b des Kabels verschieben sich lotrecht in a' und b' . Der E influß der V erschie­
bungen wirkt auf die reduzierte kinetische Energie des K abels i  aus, dessen  
Ausdruck nun in der Form

und wenn die Anzahl der m it dem Pylon fest verbundenen K abelpaare n ist, 
kann die gesam te k inetische Kabelenergie aus

ausgedrückt werden. D ie Integration der Gl. (41) führt zu dem gesuchten  
Ergebnis:

angeschrieben werden kann.
Im  Falle r g leilfäh iggestiitzter Kabel wird die gesam te kinetische K abel­

energie aus
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B ei den gelenkig (pendelartig) gelagerten Pylonen werden auch die 
k in etisch en  Energien der P y lon en  in Betracht genom m en.

D ie  waagerechte V erschiebung des Pylonengipfels bei der Verankerungs­
ste lle  des Kabels к beträgt lau t Gl. (39)

Ah' =  B k rjk .

M it den Bezeichnungen hP für die Länge, — dmP für die Masse pro E in h eits­
län ge , — p P für das verte ilte  G ewicht des P ylons, kann — aus der V erschie­
bung £ — die reduzierte k inetische Energie des P ylons durch

hP
wx 1 Tw% = -f- =  — d n i p
ft)? 2 J 0

i 2 dh (46)

ausgedrückt werden. W enn m an aus der G eom etrie der Bew egung

£ = (47)

anschreib t und in die Gl. (46) e in setzt, ergibt sich die ganze k inetische Energie 
der / Pylonen zu

'V f 1 у  P p .

2 i é i  g
B U I

h p

3
(48)

D ie  B ew egung des P ylons verm indert die Verform ungsarbeit der Kabel. 
D ie  A rbeit des K abelpaares к  is t gegeben durch

m it

1 4_ 1 X k2 s ’k 1 ,
2 E k F k

i
2 E k F , 2  ' k E kF k

A k =  1 + SK cos2 ß k

s k cos2 ak

(49)

W enn m an in Betracht z ieh t, daß

X k =  Vk sin ß k
E k F k

A , A  ’
(50)

w ird die potentielle E nergie der m it den P ylonen  fest verbundenen K abel

A L  =
1  E k F kr)\ sin2 ß k

2  k =  1 A k s"k
(51)
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A us den G leichungen (20) und (50) is t  le ich t zu ersehen, daß zw ischen den  
K abelkräften der starr eingespannten — und gelenking gelagerten P y lon en  
das V erhältnis

\r" X.kA/i — - (52)

besteht, infolgedessen kann die potentielle E nergie aus 
II. Ordnung der n K abelpaare aus

den Form änderungen

д  / _ 1 COS2 ß к Vk (53)
2 é i  k A k sk

berechnet werden, wo X"k die statische K abelkraft im  Kabelast s"k b ed eu tet.
D ie Längenänderung des mit i bezeichneten  Kabels, das durch das 

Gleitlager reibungslos durchgeht, kann als F unktion des A usschlages des 
Versteifungsträgers in der Form

Vi ßi =  (As'i +  As'() +  Vu s»11 ai 

angegeben werden. D a die Größe der K abelverlängerung

A s [ +  A s"  =  - X , ( 'S l +
E i F t

(54)

(55)

ist, kann für die Verform ungsarbeit der K abel die Gleichung

1 ' E, Fj(r), sin ßj — r)u sin q,)2

2 é i  s'i +  s';
(56)

abgeleitet werden.
Der A rbeitsbeitrag der K abelkräfte I I . Ordnung — wenn die lotrechte  

Schw ingung des Verankerungspunktes in B etrach t gezogen ist — kann  aus 
dem  Ausdruck

A П
3

Í =“ 1

COS2 ßi

s";
V u

sin a, I2
sin ßj

(57)

bestim m t werden.
Durch die Um änderung der E nergieausdrücke nach den Ü berlegungen  

des A bschnittes 3, kann man auch die Torsionsfrequenzen berechnen.
D ie Verwendung der Ritzschen M ethode erm öglicht, daß m it sym m etri­

schen und antim etrischen Schw ingungsform en, d. h. mit einer R eihe von  
geraden und ungeraden Zahlen von H albsinusw ellen  die wirkliche Schw ingungs­
linie am besten  angenähert wird.
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B ei der Auswahl der Schwingungsform en von  durchlaufenden V erste i­
fungsträgern  m üssen wir darauf achten, daß die Bedingung der K o n tin u itä t  
üb er dem  Auflager erfüllt wird.

5. Der E influß der Horizontalkomponenten der Kabelkräfte 
a u f die Eigenfrequenzen

D ie in den V ersteifungsträger verankerten Schrägseile übergeben dem ­
se lb en  Normalkräfte.

A us den statischen L asten  entstehende H orizontalkom ponenten des Seil­
zu ges können die Schw ingungen der Brückenkonstruktion verm indern oder 
vergrößern  je nach dem , ob der untersuchte A b sch n itt des V ersteifungsträgers  
a u f D ruck oder auf Zug beansprucht ist.

Berücksichtigt m an, daß
n G die Schw ingungszahl des Stabw erkes ohne Norm alkraft,
XkH  die H orizontalkom ponente der Seilkraft m it Vorzeichen (p ositiv  

beim Zug, n eg a tiv  beim Druck),
X kr die K nicklast des Versteifungsträgers 

b ed eu ten , wird die Schw ingungszahl des m it Norm alkraft b elasteten  S tab ­
w erk es bekanntlich aus der Gleichung

n =  n0
X X ,kH

X kr

(58)

b erech n et.
Zur Bestim m ung der K nicklast des V ersteifungsträgers verw enden wir 

eb en fa lls die Energiem ethode. Die bei der elastisch en  Verformung des System s  
— abgesehen  von den Verform ungen II. O rdnung — aufgespeicherte E nergie  
(innere Arbeit) kann durch

A ,  =  —  ( E J  (ж) dx +  —  j v  
2 J 2

E k Fk rfc sin2 ak
(59)

au sged rü ck t werden. D ie v o n  den am Stab angreifenden Lasten g e le istete  
A rb eit (äußere Arbeit) ist

Л  =  (60)
X k=  1

m it
h

A K  =  у J v'2 (*)dx (61)
0

als U ntersch ied  zwischen B ogen- und Sehnelänge au f dem untersuchten A b ­
sch n itt  ( lk) des V ersteifungsträgers.
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Da der W ert der N orm alkraft aus der K abelkraft X k

(63)

X k H  =  X k  c o s  a k

ist. folgt die Sum m e aller Norm alkräfte aus

(64)

N  X kH — X k cos a,. -\- Di_
D k

j__D„

D,
— cos a 2 + D m

D ,
cos a„ (65)

Durch G leichsetzen der äußeren und inneren Arbeiten erhält man:

Da das V erhältnis zw ischen den statischen  K abelkräften gem äß Gl. (65) 
bekannt ist, kann die K nicklast des V ersteifungsträgers aus der G leichung

bestim m t werden.
Die Gl. (67) ste llt eine Spezialform des R ayleigh-Q uotienten dar. Zur 

Verbesserung der Ergebnisse m ußte man auch hier die R itzsche M ethode 
verwenden.

wo:
D  die N ennerdeterm inante und
D k die Zäblerdeterm inante des E lastizitätsgleichungssystem s bedeuten . 
Die Sum m e der K abelkräfte kann auf Grund der Gl. (62) m it X k aus­

gedrückt werden:
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Z U SA M M E N FA SSU N G

I n  dem  vorliegenden  A u fsa tz  w urde  d ie  B e rech n u n g  der E igen freq u en zen  v o n  S ch räg ­
se ilb rü c k e n  dargelegt. D as en tw ic k e lte  R ech n u n g sv e rfa h ren  k a n n  bei allen A rte n  v o n  S ch räg ­
se ilh ä n g eb rü c k e n  sowie H a rfen - u n d  B ü n d e lb rü ck en  b e n ü tz t  w erden.

I m  R ah m en  der A rb e it w e rd en , wie bei H ä n g eb rü c k e n  ü b lich  is t, die B iege- u n d  T orsio n s­
sc h w in g u n g e n  des S tab w erk es u n te r s u c h t .  Die B erech n u n g sm eth o d e  u m fa ß t b au te ch n isc h  
v e rsc h ie d e n  ausgebildete  S c h räg se ilb rü ck en ; m an  h a t  d en  E in flu ß  des s ta r r  e in g esp an n ten  
u n d  p e n d e la r tig  g e lagerten  P y lo n s  sowie auch  die Q u e rsch n ittsfo rm  des V e rs te ifu n g sträg ers  
(o ffen  o d e r geschloßen) a u f  d ie  Schw ingungszah l in  B e tra c h t  gezogen.

U m  bei der B estim m u n g  d e r  E ig en freq u en zen  e in  g enaueres E rg eb n is  zu  h a b e n , w urde 
a u c h  d ie  N o rm a lk ra ft d e r  in  d e n  V ers te ifu n g strä g er v e ra n k e r te n  Seile in  R ech n u n g  g ese tz t.

G ru n d lag e  der B e rech n u n g  is t  die b e k an n te  R itz sc h e  N äh eru n g sm eth o d e .
O bw ohl das v e rö ffe n tlic h te  V erfah ren  e in en  e rh eb lich en  A ufw and  a n  R e ch e n a rb e it 

m it  s ic h  b r in g t, is t es w ich tig , d ie  E igen sch w in g u n g en  d e r Schrägseilb rücken  zu k e n n en , um  
d ie  u n g ew ü n sch ten  u n d  a u f  d ie  S ta b il i tä t  der K o n s tru k tio n  g e fäh rlichen  F re q u e n z e n  zu 
v e rh in d e rn .

F R E E  F R E Q U E N C Y  O F  B R ID G E S  S U S P E N D E D  ON S K E W  C A B L E S

B. GOSCHY

SU M M A RY

T h e  form er c o n tr ib u tio n  d eals w ith  a c a lcu la tio n  p rocedure  o f th e  free  freq u e n c y  
o f b r id g e s  suspended  o n  skew  cab les . T he m e th o d  developed  he reb y  is a g en era l one, in  
c o n se q u en c e , i t  can be u sed  fo r a ll k in d s  o f b rid g es su sp en d in g  on skew  cab les , i. e. for 
b r id g e s  h a v in g  a  h a rp - (h a rp -b rid g e s)  o r a b eam -sh ap e  (beam -bridges).

I n  th is  pap er we g ive  th e  d e ta ile d  analy sis  o f free  v e rtic a l an d  to rs io n a l v ib ra tio n s . 
T h e  a r tic le  gives resea rch es on  th e  in flu en ce  o f d iffe re n t s tru c tu ra l a rra n g e m e n ts  on 
n a tu r a l  freq u en cy , th e  s u p p o r t  o f  tow ers  ( re s tra in ed  o r h in g ed ) an d  th e  o pened  o r closed 
(b o x , tu b e )  c ross-sectional sh ap e  o f th e  stiffen in g  tru sse s .

T o  o b ta in  m ore e x a c t re su lts  we hav e  ta k e n  in to  acc o u n t th e  ax ia l co m p o n en ts  o f th e  
fo rce  o f  th e  skew suspension  cab les .

T h e  calcu la tio n  p ro c ed u re  is b a se d  on th e  R i tz ’s a p p ro x im a tio n  m eth o d .
I n  sp ite  o f ex te n d ed  c o m p u ta tio n s  i t  is n ecessa ry  to  know th e  law s o f  th e  free  v ib ra ­

t io n s  o f  suspension  b rid g es to  e lim in a te , o r to l im it ,  th e  n o t  desired  and  in c id e n ta l freq u en cy  
fro m  th e  s ta n d p o in t o f th e  s t a b i l i ty  o f th e  co n stru c tio n .
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F R É Q U E N C E S  P R O P R E S  D ES PO N T S S U S P E N D U S  P A R  D E S CÂBLES O B L IQ U E S

B. GOSCHY

R É S U M É

L ’a u te u r  p ré se n te  u n  procédé de ca lcu l des fréq u e n c es  p ropres des p o n ts  su sp en d u s  
p a r  des câbles o b liq u es. L a  m éthode  d év eloppée  e st u n e  m é th o d e  générale, e t p a r  co n sé q u en t 
ap p licab le  à  to u s  les gen res de p o n ts  su sp en d u s p a r  des câb les ob liques, c’est-à -d ire  de  p o n ts  
en  fo rm e de h a rp e  (p o n t-h a rp e )  ou de fa isceau  (p o n t-fa isceau ).

L ’a u te u r  d o n n e  u n e  analyse  dé ta illée  des v ib ra tio n s  p ro p res  de la  flexion e t  de  la  to rs io n , 
e t  t r a i te  l ’in flu en ce  des d ifféren tes d isp o sitio n s c o n s tru c tiv e s  sur le nom bre des a u to v ib r a ­
tio n s , du  m ode d ’a p p u i des pilons (en castrés  ou  a r tic u lé s ) , e t  de la  form e o u v e rte  o u  fe rm ée  
(caisson , tu y a u )  de la  p o u tre  de ra id issage.

P o u r o b te n ir  des ré su lta ts  p lus e x a c ts , on a te n u  c o m p te  des com posan ts a x ia u x  des 
e ffo rts  des câbles o b liq u es.

Le procédé de ca lcu l est basé su r la  m éth o d e  a p p ro ch ée  de R itz . M algré le t r a v a i l  
é te n d u  de calcu l, il e s t nécessaire  de c o n n a ître  les lois de la  v ib ra tio n  des p o n ts  su sp en d u s  
p o u r  é v ite r  ou  l im ite r  les fréquences in d ésirab les  e t d an g ere u se s  du  p o in t de vue de la  s ta b il i té  
d e  la  co n stru c tio n .

СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ АРФООБРАЗНЫХ МОСТОВ
Б. ГОШИ

Р Е З Ю М Е

В работе рассматривается частота собственных колебаний арфообразных мостов 
различной конструкции. При изложении дана оценка характерных свойств арфообраз­
ных мостов и учтены специальные воздействия, вытекающие из первых.

Определение частоты собственных колебаний представляет собою основу дина­
мического и аэродинамического анализа стабильности арфообразных мостов.

Несмотря на то, что вычисления требуют много времени, в случае крупнопролет­
ных мостов, далее легких трубных и пешеходных кабельных мостов анализ необходимо 
выполнить в обязательном порядке.





THE INFLUENCE OF HEAT TREATMENT ON THE 
STRAIN-AGEING OF ALUMINIUM-KILLED MILD STEEL

P . S Z É K I
CAND. OF ENG. SC.

GENERAL ENGINEERING DESIGN INSTITUTE, BUDAPEST 

[M anuscrip t rece iv ed  J a n u a ry  18, 1960]

In this review , th e  author has already published a paper on the influence  
o f heat treatm ent on the strain-ageing o f alum inium -killed mild steel.*  At 
th at tim e, we have sta ted  that quick cooling after austenizing and subsequent 
tem pering at a tem perature below  700° C reduces the tendency for strain ­
ageing o f the steel aw aiting cold working. B y  varying the tem pering tem pera­
ture, the tendency for strain-ageing o f one and the same steel destined for 
strain-ageing can be improved or deteriorated .

Since that tim e , we have carried out more experim ents on these lines, 
which provide a b ase for an inform ative m athem atical relation betw een the  
acid-soluble A l-content of the stee l, the tem pering tem perature and the  
transition  tem perature т corresponding to 5 m kg/cm 2 im pact resistance.

The new experim ents were carried out w ith  steels o f the follow ing  
com position:

ac id -so lub le
C Mn Si P S Cu Cr Al

1. 0.08 0.28 0.05 0.026 0.025 0.20 0.02 0.049
2. 0.07 0.25 0.04 0.024 0.030 0.18 0.05 0.042
3. 0.08 0.26 0.02 0.019 0.025 0.20 0.03 0.008

The steel specim ens were heat treated  as follow s:

Austenizing for 15 min at 930° C 

Cooling in 8%  N aO H  solution  

Tempering

a j  at 680° C for 3 hours, after th at cooling in air,
b)  at 650° C for 3 hours, after th at cooling in air,
c)  at 600° C for 3 hours, after th at cooling in air.

* T he In fluence  o f  H e a t  T rea tm e n t on  th e  S tra in -A g ein g  o f A lu m in ium -K illed  S teel. 
A cta  T ech n ica , 1958, T o m . X X . Fasc. 1— 2.
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A fter 10% stretch ing, notch-im pact test bars were m achined from  the  
s te e l specim ens which had b een  prepared in  th is  w ay. A 3 mm deep notch  was 
m ade b y  drilling a hole and saw ing, and the bottom  was rounded o ff w ith  a 
radius o f  1 mm. The fin ish ed  notch-im pact specim ens were artificially  aged at 
2 50° C for 1 hour.

The aged notch-im pact specim ens were broken at various tem peratures 
and from  the results, tem perature-im pact energy curves were drawn, as shown  
on F igs. 1, 2 and 3.

F ig . 1. T em p era tu re -im p ac t e n e rg y  d iag ram  o f s tee l co n ta in in g  0 .049%  A1 in  aged  and in  
n o n -ag ed  s ta te ,  tem p ered  a t  v a rio u s  tem p e ra tu re s

It appears from th ese  figures that from am ongst the three tem pering  
tem peratures used, the sm allest one, i. e. 600° C, had the m ost favourable  
e ffec t. The critical section  o f  the tem perature-im pact energy curve is shifted  
in  th e  direction o f the large tem peratures, i f  the tem pering tem perature is 
higher than this.

The transition tem peratures corresponding to 5 m kg/cm 2 are resum ed ;n 
th e  subsequent tab le , w hich  has been com pleted  by several results o f  our earlier 
experim ents. W ith th ese , m easurem ents were m ade only after tem pering at 
6 8 0 °  and at 650° C, therefore the data for 600° are lacking.
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'ig. 2. T em p era tu re -im p ac t en erg y  d iag ram  o f steel co n ta in in g  0 .042%  A1 in  aged and 
n o n -ag ed  s ta te ,  tem p ered  a t  v a rio u s  te m p e ra tu re s

'ig. 3. T em p era tu re -im p a c t e n erg y  d iag ram  o f  steel co n ta in in g  0 .008%  A1 in  ag ed  an d  n o n ­
aged  s ta te ,  tem p ered  a t  va rio u s te m p e ra tu re s
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Transition temperature after tempering at

Al-content % 68 0 c c 650° C 600° c

°C °K °C °K ° c °K

l . 0.049 — 35 238 — 52 2 2 1 — 78 195

2. 0.042 — 30 243 — 46 227 — 6 6 207

3. 0.008 — 2 2 251 — 35 238 — 55 218

4. 0.038 — 40 233 — 50 223

5. 0.038 — 35 238 — 48 225

6. 0 . 0 2 2 — 32 241 — 42 231

7. 0 . 0 1 0 — 27 246 — 39 224

8. traces — 1 2 261 — 28 245

The data contained in  th e  Table are shown in the diagram o f F ig. 4. The 
p o in ts  representing the experim ental results are w idely scattered, which fact 
ca n  b e ascribed to the sources o f  errors hidden in the m ethod o f A l-analysis 
and to  the dispersion due to  th e  nature ofim pact testin g . B ut by interpolation, 
hyperbolae can be traced from  the experim ental points. The hyperbolae are 
w ell approxim ated b y  th e  follow ing formula:

w here

X  —
100

14.9

1.52 (100 #)2+ l +
15.23 -

+  1116 

T

100

T =  the transition  tem perature corresponding to 5 m kg/cm 2, in  °K, 
X  =  the acid-soluble A l-content in %,
T  =  the tem pering tem perature in °K.

The equation furnishes inform ation about the transition tem perature 
o f  a n y  artificially aged stee l (heated for 1 hour at 250° C after 10% working), 
i f  th e  acid-soluble A l-con ten t o f the steel and th e  tem pering tem perature are 
k n ow n .

The curvature o f  the hyperbolae is related to the A l-content o f  the steel, 
th u s  th e  slope o f the curves signifies that the ageing action o f the N  gradually  
cea ses . The mutual d istan ces o f the hyperbolae point to  the ageing effect o f  
th e  C. In connection w ith  th is  we m ay observe in teresting effects on the hyper­
b o la e  o f  Fig. 4. I f  we com pare the ratio o f the difference betw een the transition  
tem peratures for the sam e A l-content o f  two hyperbolae, to  the ratio o f  the 
difference between the m axim um  quantities o f  C  soluble in the ferrite at the
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Fig. 4. In fo rm a tiv e  re la tio n  be tw een  th e  A l-c o n te n t o f  th e  steel, th e  tra n s it io n  te m p e ra tu re  
co rresp o n d in g  to  5 m k g /cm a a n d  th e  tem p erin g  te m p e ra tu re

tem pering tem perature (г), we obtain the follow ing values:

* 680____ *650

* 6 5 0  *600

15.71 • 1 0 - 3 —  13.32 • 10“ 3 2.39
13.32 • lO“ 8 —  98.57 • IO“ 3 ~X463

^ (A1 =  traces)
T 650 T 600

259.1526 —  244.975 
244.975 —  233.99“

(A1 =  0 .01% ) =
245.1589 —  231.693 
2 3 L 6 9 3 - 211.914

=  0.6756

=  0.6808

(A1 =  0 .0 2 % ) =
239.2323 —  226.06517 
226.06517 206.7977

0.6833

(A1 =  0 .03% )
237.53434 —  224.455 
224.455 —  205.3337

0.6840

(A1 =  0 .04% )
236.86966 —  223.82466 
22X 82466 —  204.76066

(A1 =  0 .05% ) =
236.548 —  223.5196 

223.5196 —  204.4833
0.6844

10 Acta Technica XXXII/1—2.
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The m axim um  q u a n tity  o f  C soluble in th e  ferrite of the steel (2) can  
be calcu lated  by th e  follow ing formula [1]:

log  n Cc =  0.936 -  — —  .5 R T

Accordingly,

at 680° C, m axim um  1.571 • 10-2  % o f C,
at 650° C, m axim um  1.332 ■ 10-2  % o f C,
at 600° C, m axim um  9.857 • 10“ 3 % o f C,

is d isso lved  in the ferrite.
From  these sim ple calculations it appears th a t the larger is the acid- 

so lu b le A l-content o f  the stee l, the better approaches the ratio of the differences 
b etw een  the transition  tem peratures X  for tw o tem pering tem peratures the  
ratio o f  the differences o f  the C quantities d isso lved  at the same tem pering  
tem peratures. The more th e  A l-content o f the stee l is reduced, the more diverge  
th e  corresponding ratios.

W e m ay conclude from  these observations th a t w ith the described heat 
trea tm en t, the ageing action  o f the N  gradually ceases w ith increasing A l-con­
te n t  o f  the steel. In  the steel containing 0.03%  or more Al, the N  practically  
does n o t cause ageing and one m ust consider on ly  the ageing action o f  th e  
C  so luble at the tem pering tem perature. I f  the steel contains less than 0.03%  
A l, to  the ageing action  o f the C d issolved  at tem pering, the action  
o f  a certain qu an tity  o f  N  is added, the more so th e  smaller is the A l-content 
o f  th e  steel.

N aturally , th ese conclusions are valid  on ly  for mild steels produced in  
Siem ens-M artin furnaces, the N  content o f  w hich  is generally about 0 .005% .

R E F E R E N C E

1 .  C o t t r e l l ,  A. H .— L e a k , G. M .: E ffe c t o f Q uench A geing  o n  S tra in  Ageing in  I ro n . J o u rn a l  
o f  th e  Iro n  a n d  S tee l I n s t . ,  1952. N ov., p . 301.

SUM M ARY

F ro m  th e  e x p e r im e n ta l re su lts , we have d ed u ced  a  re la tio n  be tw een  th e  te m p e rin g  
te m p e ra tu re  o f a lu m in iu m -k ille d  s tee l, quenched  fro m  930° C an d  aged  a f te r  w o rk in g , 
i ts  so lu b le  A l-co n ten t a n d  th e  t ra n s it io n  te m p e ra tu re  т  co rresp o n d in g  to  5 m k g /c m 2:

4  ( TRiY 1 -  1 4 9 24 (  , 1 ) +  Ш 61 1 0 0  ) 1 1 0 0

1.52 (100 * ) 2 +  1
15.23 — 1

i m j
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F ro m  th e  calcu la tio n s th e  conclusion  can be d raw n  th a t  th e  w ork-ageing o f  s te e l c o n ­
ta in in g  a t  le a s t  m ore th a n  0 .0 3 %  A1 is due ch iefly  to  th e  C soluble a t  th e  te m p e rin g  te m p e ra ­
tu re . T he s tra in -ag e in g  o f s te e l c o n ta in in g  less acid-so lub le  A1 th a n  th a t  can  be  a sc rib e d  to  
th e  N w hich  h as  rem ain ed  in  so lu tio n  an d  has n o t been  p re c ip ita te d  in to  AIN.

D E R  E IN F L U S S  D E R  W Ä R M E B E H A N D L U N G  A U F  D IE  R E C K A L T E R U N G  
VO N  M IT  A L U M IN IU M  B E R U H IG T E M  N IE D R IG G E K O H L T E M  S T A H L

P. SZÉKI

ZU SA M M EN FA SSU N G

A us d en  V ersuchsergebn issen  w urde  ein  Z u sam m en h an g  ab g ele ite t zw isch en  de r 
A n la ß te m p e ra tu r  von m it A l b e ru h ig tem , von 930° C ab geschreck tem  u n d  n a c h  V er­
fo rm ung  g e a lte rtem  n ied rig g ek o h ltem  S ta h l, seinem  säurelöslichen  A l-G ehalt u n d  d e r  Ü b e r­
g a n g s te m p e ra tu r  T w elche 5 m k g /c in 2 en tsp ric h t:

‘(-яг)- 14-9 24Ыг) + ш6
‘•S2,100' ,' + ‘ ^ - ( w )  '

A us den  B erechnungen  k a n n  gefo lgert w erden , d aß  die R eck a lte ru n g  v o n  m in d e s te n s  
m eh r als 0 ,0 3 %  Al e n th a lte n d em  S ta h l h a u p tsäc h lic h  von  dem  hei de r A n la ß te m p e ra tu r  
ge löstem  K o h le n sto ff  h e rv o rg eru fen  w ird . D ie R eck a lte ru n g  v o n  S tah l m it n ied rig e re m  sä u re ­
löslichem  A l-G eh alt k a n n  a u ß e r  d em  gelösten  K o h len sto ff  dem  in  L ösung v e rb lieb e n e n  u n d  
n ic h t  in  F o rm  v o n  A1N ausgesch iedenen  S tick s to ff  zugesch rieben  w erden.

IN F L U E N C E  D U  T R A IT E M E N T  T H E R M IQ U E  S U R  L E  V IE IL L IS S E M E N T  A P R E S  
L ’É C R O U IS SA G E  D E  L ’A C IE R  D O U X  C A LM É A L ’A L U M IN IU M

P. SZÉKI

R É SU M É

À p a r t i r  des ré su lta ts  des essais, l ’a u te u r  d é d u it une  re la tio n  en tre  la tem péra ture  de 
revenu de l'acier  doux  calm é à FA I, trem p é  à 930° C e t v ie illi après écrouissage, d ’u n e  p a r t ,  
e t  d ’au tre  p a r t  la  ten e u r en  Al so luble  à l ’acide  e t la  te m p é ra tu re  de tra n s it io n  r  c o rre sp o n ­
d a n t  à 5 m k g /c m 2:

‘ (-ht) -  149 , 24Ы г) + 1Ш
1 ,5 2 ( 1 » .) .+  ! +  ,5 ,2 3 -  ( - A , )  '

On p e u t  dédu ire  des calcu ls, que le v ie illissem en t à l ’écrouissage des aciers c o n te n a n t  
p lu s  de 0 ,03%  d ’Al est d û  s u r to u t  a u  C soluble  à la te m p é ra tu re  de revenu . Le v ie illis sem e n t 
à  l ’écrouissage d ’un acier c o n te n a n t m oins d ’Al so luble  à l ’acide  p eu t ê tre  a t t r ib u é ,  en  p lu s  
d u  C dissolu, a u  N non p réc ip ité  sous form e de AIN e t re s té  en  so lu tion .

Ю*
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ВЛИЯНИЕ ТЕРМООБРАБОТКИ НА СТАРЕНИЕ ОБРАБОТКИ НИЗКОУГЛЕРО­
ДИСТОЙ СТАЛИ, УСПОКОЕННОЙ АЛЮМИНИЕМ

П. СЕКИ

Р Е З Ю М Е

На основе опытных данных установлена зависимость между температурой от­
пуска низкоуглеродистой стали, — быстро охлажденной с температуры 930 °С, под­
вергнутой старению после обработки и успокоенной алюминием, — с процентом содер­
ж ания в стали алюминия, растворяющегося в кислоте, и переходной температурой 
т, соответствующей 5 кГм/см2, а именно:

На основе вычислений можно сделать вывод, что старение обработки стали, содер­
жащей алюминий хотя бы более 0,03%, вызывается в основном только С, имеющимся при 
температуре отпуска. Старение обработки стали, содержащем растворяющийся в кислоте 
алюминий в количестве менее указанного количества, может быть отнесено кроме рас- 
твореного С за счет азота A1N, оставшегося в растворе и непреципировавшегося.



UBER DIE REKRISTALLISATION DER LEGIERUNG
Cu-Ni 80/20

M. K Â L D O R
KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

u n d

M. SZ IK SZA I

MITTEILUNG NR. 16 DER ARBEITSGEMEINSCHAFT FÜR METALLURGIE 
DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

[E ingegangen  am  22. F e b ru a r  1960]

Die U ntersuchungen über die R ekristallisation gehen nach Ausweis 
der Literatur auf etw a 50 Jahre zurück. A u f Grund der in der L iteratu r vor­
liegenden A ufsätze können die diesbezüglichen Versuche im  allgem einen  in 
zw ei größere Gruppen eingeteilt werden.

Das H auptziel der in die erste Gruppe einzureihenden V ersuche besteht 
darin, die Korngröße oder die H ärte der T extur nach der der K altverform ung  
verschiedenen Maßes folgenden W ärm ebehandlung bei verschiedenen Tem pe­
raturen zu bestim m en. D iese älteren, im  W esen technologischen Versuche  
zielten  gar nicht darauf ab, im Laufe der Bestim m ung der K orngröße die 
in der Textur unter der W irkung der späteren Verformung entstandenen  
K ristallite von denen zu trennen, die sich bereits im Laufe der früheren  Ver­
form ungen ausgebildet hatten .

B ei einer Verform ung in größerem A usm aße von etwa 7 0 — 80%  bedarf 
cs in der Tat keiner solchen U nterscheidung. B ei einer solchen Verform ung  
werden näm lich die K ristallite  bereits in dem  Maße gedehnt und zerstört, daß 
im m ikroskopischen Bild des aus dem W erkstück hergestellten Schliffes die 
K ristallgrenzen gar n icht mehr zu erkennen sind. B ei der U ntersuchung nach 
der W ärm ebehandlung können — in A bhängigkeit von der T em peratur und 
Zeitdauer der W ärm ebehandlung — im  mikroskopischen B ild  entw eder  
keine Änderungen beobachtet werden — wenn sich nämlich die K ristallisation  
noch in der Inkubationsperiode befindet — oder aber — wenn die Rekri­
sta llisation  bereits e ingesetzt hat — sind in den einzelnen Teilen des Bildes 
w achsende, sich in E ntw icklung befindende K ristalle zu erkennen. Schließ­
lich können nach A bschluß der R ekristallisation  im vollen G esichtsfeld  
voneinander scharf abgegrenzte K ristalle beobachtet werden.

Durch eine Verform ung geringeren A usm aßes werden die K ristallite  
gedehnt, doch werden dabei die K ristallgrenzen nicht verschwom m en. In  diesem  
Falle läßt sich die A usgangstextur von der im  Laufe der R ekristallisation  ent­
standenen Textur lediglich  au f Grund der G edehntheit der K rista llite  unter­
scheiden, wobei diese U nterscheidung bei den K ristallen eines nur in  geringem
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M aße von  etwa 5— 10%  verform ten W erkstückes — wenn die ursprüngliche  
T e x tu r  feinkörnig war — a u f große Schw ierigkeiten  stößt, wenn nicht gar 
u n m öglich  wird. Es k an n  allerdings nicht m it S icherheit festgestellt werden, 
ob d as W erkstück ü b erh au p t einem R ekristallisationsprozeß unterlag.

D em entsprechend lie g e n  in der Literatur h ie  und da R ekristallisations­
d iagram m e vor, in denen  sich  bei der A bszisse , die einer Verformung von  
5 — 10%  entspricht, eine M ulde in die Länge z ieh t, da die durchschnittliche  
K orngröße im V ergleich zu  der unverform ten, in fo lge des Erscheinens der 
n e u e n  Kristallite, nach  e in er verhältnism äßig kurzen W ärm ebehandlung  
e tw a s  verringert wird.

D iese Diagramme k ö n n en  im Wesen n ich t m ehr als R ekristallisations­
diagram m e betrachtet w erd en , obwohl sie die durchschnittliche K orngröße, 
d ie sich  nach der V erform ung und der anschließenden  W ärm ebehandlung  
a u sb ild e t, angeben.

In  die ZMreite G ruppe der Versuche — und  die neueren U ntersuchungen  
w eisen  wohl diesen C harakter auf — gehören jen e  V ersuche, die den Verlauf, 
d ie  G eschwindigkeit der R ekristallisation verfo lgen  und die die R ekristalli­
sa t io n  kennzeichnenden M aßzahlen zu b estim m en suchen. Versuche m it der 
g le ich en  Zielsetzung w u rd en  neuerlich auch im  Laboratorium  des Lehrstuhles 
fü r  Metallographie durchgeführt.

Beschreibung der V ersuche

A ls U ntersuchungsm aterial wurde die L egierung Cu-Ni 80/20 gew ählt, 
e in m a l da sie eine L egierung darstellt, die ohne U m w andlung abgekühlt werden  
u n d  so die Wirkung der Verform ung von jeder anderen Erscheinung ausein ­
an d ergeh alten  werden k a n n , zum anderen, w eil die R ekristallisationsm eß­
z a h le n  dieser Legierung in  der Literatur noch  unbekannt sind.

U m  einen hom ogenen  A usgangsstoff vor uns zu  haben, wurde die L egie­
r u n g  vorangehend v erfo rm t und anschließend w eichgeglüht. D ie vorange­
h en d e  Verformung erfo lg te  durch Walzen, w ob ei die D icke von 10 m m  au f  
4  m m  herabgesetzt w urde. D ie  anschließende W eichglühung erfolgte bei einer 
T em peratur von 950° C u n d  dauerte 4 Stunden lan g . Nach dieser Verform ung 
u n d  W ärm ebehandlung b ild e t  sich eine recht grobe Korngröße von  etw a  
104 [i? aus, die benötigt w ird , um  die rekristallisierte Textur von der ursprüng­
lic h e n  — sogar bei e in er geringfügigen V erform ung — unterscheiden zu 
k ön n en .

D  as derart erh a lten e Material wurde für die Zwecke der eigentlichen  
V ersuche auf eine D icke v o n  80, 60, 40 bzw . 20%  der ursprünglichen D icke  
g ew a lz t, worauf ein W eichglühen  bei versch iedenen  Temperaturen und m it 
verschiedenen G lühdauern fo lg te . Die dem W eichglühen  unterzogenen Prüf-
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körper hatten  eine Grundfläche von 1 x 2  cm  und variierende D icken von  
0,8 m m  bis zu 4 m m .

Im  Interesse eines guten Tem peraturausgleiches wurde das W eich­
glühen in w ärm ebeständigen Stahlblöcken ausgeführt. B ei der Feststellung  
der Glühdauer m uß die Zeit der A ufheizung prinzipiell in A bzug gebracht 
w erden. Die B estim m ung der Aufheizdauer erfolgte m it H ilfe eines Therm o­
elem entes, das in  einer Bohrung des Prüfkörpers angebracht wurde. Der  
W ert der Aufheizdauer ist jedoch äußerst unsicher, da sich die W ärm eüber­
tragung immer mehr verlangsam t, sobald die Tem peratur des Prüfkörpers 
die des Blockes annähert. Hierzu kom m t noch der U m stand, daß bei höheren  
Tem peraturen, bei etw a 700 — 800° C, die R ekristallisation  — insbesondere  
nach einer stärkeren Verform ung — praktisch bereits im  Laufe der A ufheizung  
vor sich geht. A uf diesem  Grunde wurden die Versuche au f niedrigere T em pe­
raturen beschränkt, andererseits bem ühten wir uns, zur A usw ertung nach  
M öglichkeit diejenigen M eßwerte zu verw enden, bei denen der Zeitbedarf 
des Aufheizens im  Vergleich zu dem des Prozesses vernachlässigt werden  
kon n te. Wo es unverm eidlich war, wurde die A ufheizdauer durch mehrere 
M essungen bestim m t, und als Endpunkt des A ufheizens der M oment gew ählt, 
wo sich die D ifferenz zwischen den Tem peraturen des Prüfkörpers und des 
B lockes auf 20° C verm inderte. Diese Zeitdauer ändert sich bei den Prüf­
körpern mit den angeführten Dim ensionen in  A bhängigkeit von der Tem peratur, 
w obei als M axim alwert eine Zeitdauer von  etw a 70 Sekunden erhalten wurde.

Von den derart verform ten und w ärm ebehandelten Prüfstücken  
w urden sodann Schliffe verfertigt. In  diesen Schliffen konnte es deutlich  
unterschieden werden, inw iew eit die Teilprozesse der R ekristallisation: 

die K eim bildung, 
das W achstum  der K eim e, ferner 
das A nw achsen der Korngröße

im  jew eiligen Prüfkörper nach der Verformung, bei der gegebenen Tem peratur, 
während der verflossenen Zeit vorgeschritten sind.

Das W esentlichste is t  dabei, die Phase der K eim bildung von  beiden  
übrigen Phasen auseinanderhalten zu können.

Um diese Teilprozesse auseinanderhalten zu können, wurde zunächst 
je  eine Serie der verschiedenartig verform ten Prüfkörper bei Tem peraturen  
von  400, 500, 600 und 700° C geglüht, wobei die Anlaßdauern bei allen T em pe­
raturen zu 10, 100 und 1000 Minuten gew ählt wurden. D iese Versuchsserie 
w urde lediglich der O rientierung halber durchgeführt, w obei es geklärt 
wurde, ob der R ekristallisationsprozeß bei 600° C bereits so schnell verläuft, 
daß die A ufheizdauer ohne beträchtlichen Fehler nicht mehr vernachlässigt 
w erden kann. D ie w eiteren Versuche wurden aus diesem  Grunde bei nur 
550° C und bei noch niedrigeren Tem peraturen vorgenom m en. D ie bei den  
niedrigeren Tem peraturen durchgeführte Versuchsserie ergab au f Grund der
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Abb. 1. R e k r is ta l lis a t io n  der L eg ieru n g  C u-N i 80/20 
a, b, c,: G lühung w ährend  2, 3, 5 M in u ten  bei 500° C n a c h  e in e r  80% igen  V erform ung (V er­
g rö ß e ru n g :  400 X ) —  d, e, f  : G lü h u n g  w ährend 60, 90, 110 S tu n d e n  hei 400° C n a ch  e in e r 
6 0 % ig e n  V erform ung (V e rg rö ß e ru n g : 200 X ) —  g, h , i ; G lü h u n g  w ährend  20, 45, 55 M in u ten  

bei 500° C n a c h  e in e r  40% igen  V erfo rm ung  (V erg rö ß eru n g : 200 X )

S ch liffe  eine Orientierung darüber, ob die K eim bildung oder das W achstum  
der K eim e während der fraglichen  Zeit e in gesetzt oder sich gar beendet hatte.

Nach dieser O rientierung mußten bereits die W ärm ebehandlungen bei 
d en  den einzelnen V erform ungen entsprechenden Prüfkörpern gesondert, 
b e i bestim m ten T em peraturen vorgenom m en w erden, um  die Zeitdauern der 
K eim bildungs- und K eim w achstum sperioden zu bestim m en.

U nter diesen V ersuchen  wurden zahlreiche W ärm ebehandlungen durch­
gefü h rt, die anderthalb b is  zwei W ochen andauerten.

A bb. 1 führt e in ige charakteristische B ilder über die einzelnen Phasen  
der R ekristallisation vor.

V ersuchsergebnisse

a) Rekristallisation bei konstanter Temperatur, in Abhängigkeit von 
der Zeit

D ie Menge der rekristallisierren Textur nach den einzelnen Verformungen  
w ird  b ei konstanter T em peratur und in A bhängigkeit von der Zeit in Abb. 2 
d argeste llt.

N ach Ausweis der K u rven  weist der V organg vollkom m en den Charak­
te r  au f, wie er bei jed er m it K eim bildung und D iffusion vor sich gehenden
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Phasenum w andlung zu erkennen ist, das h eiß t, daß einige Zeit lang unter 
dem  Mikroskop keine Änderung in der T extur zu beobachten ist — in dieser 
Phase ist die R ekristallisation  offenbar noch subm ikroskopisch — nach  
V erlauf der Inkubationszeit wird jedoch die Menge der rekristallisierten  
Stoffes durch die für die Phasenum w andlungen charakteristischen S-förm igen  
K urven angezeigt.

4 0 %

Abb. 2. M enge des re k ris ta llis ie rte n  S toffes in  A b h än g ig k e it von der Z eit, bei k o n s ta n te r  
T e m p e ra tu r , n a c h  V erform ung v e rsch ied en en  M aßes

Zahlreiche Forscher bem ühten sich, den Charakter dieser K urven  in  
m athem atischer Form wiederzugeben. Einer der ältesten Ausdrücke dürfte  
wohl die von Cook  und R ic h a r d s  angegebene Formel sein, nach w elcher die 
G eschw indigkeit der U m w andlung der Menge der noch unum gew andelten  
Phase proportional ist, das heißt,

d:  = K ( i ~ x ) .
dt
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w o X  die Menge der b ereits um gcw andelten P hase, 
t die Zeit und
К  eine K onstante darstellt, die die übrigen Faktoren zusam m enfaßt.

N ach  Austin  und R ic k e t t  wird der U m w andlungsprozeß in  A bhän­
g ig k eit von der Zeit durch die folgende Form el beschrieben:

X  =  K(1  — я) • tp ,

wo p  eine K onstante d arstellt.
V on Mish im a , H a s ig u t i und K im ura  wurde zur Beschreibung des 

U m w andlungsprozesscs die folgende F o rn e l vorgeschlagen:

dx —  —
aX-  =  K x p - ( 1 - X) P 
dt

D ie meisten Forscher rechnen aber m it einer vereinfachten A bw andlung  
der A ustin  und R ick ettsch en  Relation, nach welcher

K(1 — x) • tp_1 ist. 
dt

Durch die entsprechende W ahl der K on stan ten  wird durch die m eisten  
dieser Formeln der U m w andlungsprozeß in  A bhängigkeit von der Zeit m it 
einem  größeren oder k leineren  Fehler zw eifelsohne beschrieben. D iese Form eln  
besagen  jedoch um n ich ts mehr als die D iagram m e, auf Grund deren die 
K on stan ten  bestim m t w urden, stellen sie doch keine Stoffkonstanten dar, 
sondern hängen sow ohl vo n  der Temperatur w ie auch dem Ausm aß der Ver­
form ung ab.

b) Die Rekristallisation als Funktion der Temperatur

B ei den m it K eim bildung und D iffusion vor sich gehenden Vorgängen  
drückt nach Be c k e r  die Beziehung zwischen Zeit und Temperatur folgende  
G leichung aus:

ln  t =  К

wo t die Zeit
T  die Temperatur,
Q die A ktivierungsenergie der D iffusion (A utodiffusion), 
A  die A ktivierungsenergie der K eim bildung und  
R  die universale G askonstante bedeutet.
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D ie W ärmemenge Q ste llt die Energie dar, die in der die Beziehung  
zw ischen dem D iffusionskoeffizienten  und der Tem peratur ausdrückenden  
Form el:

D  =  D 0 e
Q
RT

vorkom m t. Bei gleicher T em peratur ist dem gem äß die D iffusion bei dem  
M etallpaar intensiver, bei w elchem  Q, die zur A ktivierung der A tom e erforder­
liche Energie, geringer ist. N ach Ausweis der M essungen hängt der W ert 
vo n  Q von der Temperatur n icht ab. G leichzeitig w eist die Formel darauf hin, 
daß — insofern die U m w andlung bei niedrigerer Tem peratur au f dem  W ege 
der Diffusion stattfindet — die Aktivierungsenergie dieser D iffusion verhält­
n ism äßig groß ist.

D ie Aktivierungsenergie A  drückt in der obigen Gleichung die In ten sitä t  
der K eim bildung aus. Der W ert von A  steht m it dem W ert der O berflächen­
spannung im Zusam m enhang, und so steht zu seiner B estim m ung zur Zeit 
keine experim entelle M ethode zur Verfügung. W as aber den Charakter von  
A  b etrifft, so liegt es auf der H and, daß bei niedrigen Tem peraturen — wo 
das Maß der Unterkühlung bereits groß ist — der W ert der Energie A  gering 
is t , w obei er aber m it der T em peratur steil ansteigt.

Durch D ifferentiation der obigen Gleichung erhalten wir:

9 In t Q A  1 9 A
Г л  —  . .  +  —  -Г -т—  • — Т Г

9 [ i - R  R  R T  a 1
( T T

D as dritte Glied der rechten Seite der G leichung stellt einen negativen  
W ert dar, während das erste und zw eite Glied stets p ositiv  ist.

B ei niedrigeren Tem peraturen ist der W ert von  A  vernachlässigbar  
gering, und so kann der W ert des vorigen D ifferentialquotienten als praktisch  
k on stan t betrachtet werden:

d  ln t Q

B ei höheren Tem peraturen kann jedoch der W ert von A  im  V ergleich  
zu dem  von Q nicht mehr vernachlässigt werden, und so nim m t der W ert des 
D ifferentialquotienten

d  ln t

m it Erhöhung der Tem peratur ab, um über N ull allm ählich in die n egative  
W erte überzugehen.
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B tü h tem p era tu r , °О

АЬЪ. 3. W irkung d e r G lü h te m p e ra tu r  a u f  d en  Z e itb e d a rf  der R e k ris ta llisa tio n  
b e i V e rfo rm u n g en  v e rsch ied en en  M aßes

A b b .  4 .  E x t r a p o la t i o n  d e r  a u s  A b b . 3 b e s t im m te n  R ic h tu n g s ta n g e n te n
a u f  d ie  u n v e r fo rm te  L e g ie ru n g
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W ird dem entsprechend die U m w andlung in dem vollen T em peratur­
in tervall untersucht, so gelangen wir in dem K oordinatensystem  (t, 1 /Т )  — 
und ebenso in den K oordinatensystem en (í, T) und (ln t, T) — zu C-förmigen 
K urven.

W urde die R ekristallisation der Legierung Cu-Ni 80/20 zw ischen 400 
und 550° C untersucht, so wurde für Q/R noch ein konstanter W ert erhalten  
(siehe Abb. 3).

W erden die Q/R proportionalen R ichtungstangenten der G eraden en t­
sprechend der unverform ten Legierung extrapoliert (siehe Abb. 4), und kehrt 
m an zum  natürlichen Logarithm us über, so ergibt sich der W ert von  Q zu 
89,66 kcal, der nach dem vorangehenden die A ktivierungsenergie der S elb st­
d iffusion der Legierung Cu-Ni 80/20 darstellt.

Zum Schlüsse wollen wir noch erw ähnen, daß in Abb. 3 — außer den 
G eraden, die auf Grund der Z eitw erte der in engerem Sinne genom m enen  
R ekristallisation  konstruiert wurden — noch die Geraden (gestrichelt) ein ­
gezeichnet wurden, die bei den 60 und 80 % ig verform ten Proben dem  als 
selb ststän d ig  betrachteten Inkubationsprozeß entsprechen. D iese Geraden  
verlaufen  genau parallel m it den für die Rekristallisation gü ltigen  Geraden. 
D ies w eist darauf hin, daß die in engerem  Sinne genommene R ekristallisation  
und die Inkubation einen und denselben Vorgang darstellen, und die Grenze 
zw ischen den beiden Vorgängen wird allein  durch das A uflösungsverm ögen  
des M ikroskops bedingt.

S C H R IF T T U M

1 .  A u s t i n , C. R ., L u i n i ,  L. A., L i n d s a y , R . W .: A n n ealin g  S tud ies on C old -R o lled  I ro n  and
I ro n  B in a ry  A lloys. T ran s . A m . Soc. M et. X X X V . (1945) 446.

2 .  B e t c h e r m a n ,  I .:  R a te  processes in  p h y sic a l M e ta llu rg y . C halm ers, B . :  P ro g re ss  i n  M etal
P h y s ic s . P e rg an o m  Press. 1950.

3. W i e n e r ,  G .: G ra in  G ro w th  in  H ig h  P u r i ty  I ro n . T ran s . A m . Soc. M et. X L IV  (1952) 1169.
4. W e n s c h ,  G. W ., W a l k e r , H . L .: R e c ry s ta ll iz a tio n  a n d  G rain  G row th  o f N ick el. T ran s .

A m . Soc. M et. X L IV  (1952) 1186.
5. H a r d y ,  H . K ., H e a l ,  T. J . :  N u c léa tio n  a n d  g ro w th  processes in m eta ls  a n d  a llo y s. The

M echan ism  o f P h ase  T ran sfo rm a tio n s  in  M etals. Sym posium . The I n s t i tu te  o f  M etals. 
1958.

6. B o r c h e r s , H . ,  J o r d a n , H ., S c h w a r z w a l d e r , R .: Ü b e rb lick  ü b er den d e rz e itig e n  S ta n d
d e r  R ek ris ta llisa tio n sfo rsch u n g . M eta ll. 1959. 12.

7. B ö h m , H .: Die d isk o n tin u ie rlich e  A u ssch eid u n g . M eta ll. 1959. 929.

Z U SA M M E N FA SSU N G

I n  d em  vorliegenden  A ufsatz  w erden  d ie  R ek ris ta llisa tio n se rsch e in u n g en  d e r Legie­
ru n g  C u-N i 80/20 b eh an d e lt. N ach  e rfo lg te r V o rv erfo rm u n g  w urde das M a te ria l g ro b k ö rn ig  
g e m a c h t, um  n ach  de r sp ä te ren  V erfo rm u n g  u n d  W ärm eb eh an d lu n g  die R e k r is ta llis a tio n s ­
te x tu r  v o n  de r u rsp rü n g lich en  T e x tu r  u n te rsch e id e n  zu können . D er Z e itb e d a rf  d e r A uf­
h e izu n g  w u rd e  v o n  de r Z eitd au er der W ärm eb e h a n d lu n g  teilw eise in  A bzug g e b ra c h t,  teilw eise 
a b e r w u rd e n  W ärm eb eh an d lu n g en  von so lan g e r Z e itd au e r  angew endet, d aß  d ie  W irk u n g  der 
A u fh e izu n g sd a u e r v e rn ach lä ss ig t w erden  k o n n te .

1 1 Acta Technics XXX II/1—2.
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D ie Menge des re k r is ta ll is ie r te n  Stoffes w u rd e  be i k o n s ta n te r  T e m p e ra tu r  u n d  in  
A b h ä n g ig k e it  von  der Z eit in  D ia g ram m e n  d a rg este llt.

B ei d e r U n te rsu ch u n g  des V organges in  A b h än g ig k e it v o n  der T em p era tu r k o n n te  die 
A k tiv ie ru n g se n erg ie  de r R e k r is ta llis a tio n  fü r die L eg ieru n g  C u-N i 80/20 b e s tim m t w erden . 
D e r  W e r t  d ieser A k tiv ie ru n g se n erg ie  b e trä g t 89,66 k ca l.

R E C R Y S T A L L IZ A T IO N  O F C u-N i A L L O Y  №  80/20

M. KÁLDOR and M. SZIKSZAI

SU M M A RY

T h e  artic le  describes th e  p h en o m en a  of re c ry s ta ll iz a tio n  o f  th e  Cu-Ni A lloy N° 80/20. 
I n  o rd e r  to  d istingu ish  th e  re c ry s ta ll iz e d  s tru c tu re  fro m  th e  b as ic  one a fte r  la te r  d e fo rm a tio n  
a n d  h e a t  t re a tm e n t, th e  m a te r ia l  w as g ra in-coarsened  a f te r  a p re lim in a ry  d e fo rm atio n . T he 
t im e  re q u ire d  for h ea tin g  u p  w as p a r t ly  su b s tra c te d  fro m  th e  t im e  of h e a t t r e a tm e n t,  p a r t ly  
su c h  lo n g -la stin g  h e a t t r e a tm e n t  w as  em ployed by  w h ich  i t  w as possible to  neg lec t th e  e ffec t 
o f  th e  h e a tin g  up  tim e.

D iag ram s show th e  q u a n t i ty  o f  recry sta llized  m a te r ia l ,  a f te r  various degrees o f  d e fo r­
m a t io n , a t  a  co n stan t te m p e ra tu re ,  in  th e  fu n c tio n  o f  tim e .

In v e s tig a tin g  th e  p ro cess  as a  fu n c tio n  of te m p e ra tu re ,  th e  ac tiv a tio n  e n erg y  o f  r e ­
c ry s ta l l iz a t io n  w ith  th e  C u-N i a llo y  N ° 80/20 could  be  d e te rm in e d  an d  i t  cam e o u t  as be ing  
89 ,66  K ca l.

SU R  LA R E C R IS T A L L IS A T IO N  D E  L ’A L L IA G E  Cu-Ni 80/20

M. KÁLD0R et M. SZIKSZAI

R É SU M É

L es au teu rs  e x a m in e n t les phénom ènes de re c r is ta ll is a tio n  de l ’alliage C u-N i 80/20. 
L ’a lliag e  en  qu estio n  é ta i t  so u m is à  u n  tra ite m e n t p ré a la b le  p o u r  o b ten ir  une te x tu re  à  gros 
g ra in s , a f in  que la te x tu re  re c r is ta llis ée  puisse ê tre  d is tin g u é e  de la te x tu re  o rig ina le , ap rès  
la  d é fo rm a tio n  posté rieu re  e t  le t r a i te m e n t  th e rm iq u e . Le te m p s  nécessaire p o u r r é c h a u f fe ­
m e n t  a  é té , d ’une p a r t,  re tra n c h é  d e  la  durée du  tr a i te m e n t  th e rm iq u e , e t d ’au tre  p a r t  l’a lliage 
a  é té  so u m is à  des tra i te m e n ts  th e rm iq u e s  assez longs p o u r  q u e  l ’in fluence du  tem p s d ’échauffe- 
m e n t  so it négligeable.

L ’é ta t  de re c r is ta llis a tio n  de  la  te x tu re  en fo n c tio n  d u  tem p s  est rep ré sen té  d an s les 
d ia g ra m m e s  co n stru its  ap rès  d é fo rm a tio n  de l ’a lliage, à  u n e  te m p é ra tu re  co n stan te .

P o u r  exam iner le p ro cès e n  fo n c tio n  de la te m p é ra tu re ,  on  p e u t d é te rm in e r l ’énerg ie  
d ’a c t iv a t io n  de la  re c r is ta ll is a tio n , d o n t la v a leu r o b te n u e  é ta i t  de 89,66 kcal p o u r  l ’alliage
C u -N i 80/20.

О РЕКРИСТАЛЛИЗАЦИИ Cu-Ni СПЛАВА 80/20
M. КАЛЬДОР и M. СИКСАИ

Р Е З Ю М Е

В статье рассматривается явление рекристаллизации Cu-Ni сплава 80/20. Материал 
после предварительной обработки доведен до крупнокристаллического состояния, чтобы 
после последующих обработки и термообработки возможно было бы отличить исходную 
структуру от рекристаллизовавшейся. Время нагрева вычиталось из времени термооб­
работки, частично же применялось такое продолжительное время термообработки, что 
влиянием времени нагрева можно пренебречь.

На диаграммах отражено количество рекристаллизовавшейся структуры после 
обработки различной степени при константной температуре в функции времени.

Исследуя процесс в функции времени, можно было определить энергию активации 
рекристаллизации для Cu-Ni сплава 80/20; величина ее получилась равной 89,66 ккал.
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Введение

И сслед ован и е зако н о м ер н о стей  п р о ц ессо в  коррози и  и р а зр а б о т к а  н а  
этой  основе новы х  эф ф ективны х средств  защ и ты  м етал л о в  им еет б ольш ое 
н ар о д н о -х о зя й ств ен н о е  зн ач ен и е .

О сновны е п р а к ти ч е с к и е  зад ач и , сто ящ и е  перед  к о р р о зи о н и стам и :
1. С охран ен и е м етал л и ч еск о го  ф о н д а, н а х о д я щ е го с я  в тех н и ч еск о м  

об р ащ ен и и .
2. П овы ш ен ие ср о к о в  ж и зн и  м е т а л л и ч е с к и х  к о н стр у к ц и й .
3. С одействие п р о гр ессу  н а у к и  и т е х н и к и  путем  со зд ан и я  н о в ы х  м е т а л ­

л и ч еск и х  м атер и ал о в  и средств  защ иты , об есп ечиваю щ и х необходи м ую  к о р ­
розион ную  у стой чи вость  м етал л и ч еск и х  к о н с т р у к ц и й  новой  те х н и к и  (а в и а ­
ц и я , р е а к т и в н а я  т е х н и к а , ато м н ая  эн е р ге т и к а  и др . области).

В связи  с у с л о ж н я ю щ и м и с я  за п р о с а м и  соврем енной  т е х н и к и , у сп еш ­
ную  б о р ьб у  с ко р р о зи ей  у ж е  н евозм ож н о  п р о в о д и ть  на  основе ч исто  эк с п е ­
р и м е н та л ь н о го  под бора  н о вы х  устой чи вы х  м а те р и а л о в  и м етодов защ и ты . 
Т о л ь к о  путем  р а с к р ы т и я  основны х за к о н о м ер н о стей  ко р р о зи о н н о го  п р о ­
цесса и ш и р о к и х  н а у ч н ы х  обобщ ений м о ж н о  д а т ь  объясн ение м ногим  с л о ж ­
ным с л у ч а я м  ко р р о зи и , п р е д у га д а ть  к о р р о зи о н н о е  поведение м е т а л л и ч е ­
с к и х  систем  в р е а л ь н ы х  у с л о в и я х  э к с п л у а т а ц и и  и р а зр а б о т а т ь  н аи б о л е е  
эф ф ективны е м еры  борьбы  с коррозионн ы м  р а зр у ш ен и ем .

У ч ен и е  о ко р р о зи и  в н асто ящ ее  в р е м я  м о ж н о  р ассм атр и в ать , к а к  у ж е  
сам о сто ятель н о  оф орм и вш ую ся об ласть  н а у к и , я в л яю щ е й с я  разд ел о м  ф и зи ­
ческой  хим ии и р азб и р аю щ у ю  вопросы  р а зр у ш е н и я  с тр у к ту р ы  т в ер д о го  
т е л а , вследстви е  ф и зи к о-хи м и ч еского  в о зд е й с тв и я  о к р у ж аю щ ей  среды .

Н ев о зм о ж н о  в к р а т к о м  д о кл ад е  п ы т а т ь с я  осветить все стороны  со в р е ­
м енной  эл ек тр о х и м и ч еск о й  теории  к о р р о зи и  вследстви е  обш ирности  м а т е ­
р и а л а . Ч тобы  и зб егн у ть  д ли тел ьн о го  п о в т о р е н и я  основны х п о л о ж е н и й  со­
в р ем ен н о й  эл ек тр о х и м и ч еск о й  теори и  к о р р о зи и , что д етал ьн о  и зл о ж е н о  в

* Доклад на Конгрессе по коррозии в Будапеште в 1959 г.

11*
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Таблица 1

Приближенное суждение о термодинамической стабильности металлов по величине 
их стандартного электродного потенциала

Стандартный
потенциал

металла

Характеристика
термодинамической

стабильности

Вероятные
коррозионные

процессы
Металлы

1 2 3 4

Отрицательнее 
—0,414 в*

Металлы повышен­
ной термодинами­
ческой неустойчи­
вости (неблагород­
ные)

Могут корродировать 
в нейтральных вод­
ных средах, даже 
не содержащих ки­
слород

Литий, рубидий, ка­
лий, цезий, радий, 
барий, стронций, 
кальций, натрий, 
лантан, магний, плу­
тоний, торий, неп­
туний, бериллий, 
уран, гафний, алю­
миний, титан, цирко­
ний, ванадий, мар­
ганец, ниобий, хром, 
цинк, галлий, железо

Потенциал между 
-0 ,4 1 4  в + 0

Металлы термоди­
намически неустой­
чивые (неблагород­
ные)

Могут корродиро­
вать в нейтраль­
ных средах при 
наличии кислорода, 
В кислых средах 
могут корродиро­
вать и в отсутст­
вии кислорода

Кадмий, индий, тал­
лий, кобальт, ни­
кель, молибден, оло­
во, свинец

Между + 0  и 
+  0,815 в*

Металлы промежу­
точной термодина­
мической стабиль­
ности (полублаго- 
родные)

При отсутствии ки­
слорода устойчивы 
в кислых или ней­
тральных средах. 
При наличии ки­
слорода могут кор­
родировать в этих 
средах

Висмут, сурьма, мы­
шьяк, медь, родий, 
ртуть, серебро

Положительнее 
+  0,815 в

Металлы высокой 
термодинамической 
стабильности (бла­
городные)

Нс корродирует в 
нейтральных сре­
дах при наличии 
кислорода.

Могут корродиро­
вать при наличии 
окислителей или 
кислорода в кис­
лых средах или 
средах, содержа­
щих комплексо- 
образователи

Палладий, иридий, 
платина, золото

* Величины — 0,414 е й  — 0,815 в представляют значения потенциала водородного 
и, соответственно, киелородного электрода в нейтральной среде
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р я д е  ф у н д ам ен тал ьн ы х  и ссл ед о в ан и й  [1— 9], мы  л и ш ь  к р а т к о  о стан о в и м ся  
н а  п р и н ц и п и ал ь н о й  основе со врем ен н ой  теори и  к о ррози и  и и зл о ж и м  р я д  
н о вы х  д о сти ж ен и й  в и зуч ени и  проц ессов  эл ек тр о х и м и ч еск о й  к о р р о зи и  м е­
т а л л о в , б а зи р у я с ь  главны м  образом  н а  и ссл ед о в ан и ях , в ы п о л н ен н ы х  в О т­
д еле  к о ррози и  И Ф Х  А Н  СССР за  последние годы  [8, 9, 11— 18, 22— 29].

Термодинамика и кинетика коррозионных процессов

М еталли ч еское  состо ян и е  д л я  больш ин ства  те х н и ч е с к и х  м е т а л л о в  в 
у с л о в и я х  атм осф еры  (н ал и ч и е  в л а ги  и к и сло р о д а  во зд у х а ) я в л я е т с я  с точки  
зр е н и я  терм од и н ам и ки  неустой ч и вы м .

С уж д ен и е  о тер м од и н ам и ческ ой  возм ож н ости  п р о т е к а н и я  э л е к т р о х и ­
м ической  к о р р о зи и  м о ж е т  бы ть сд ел ан о  н а  основани и  с р а в н е н и я  п о тен ц и ал а  
анод н ого  п р оц есса  (V \)  и п о тен ц и ал а  к атод н ого  д еп о л яр и зу ю щ его  п р оц есса  
(М°к) в д ан н ы х  у с л о в и я х . П р и  более отри ц ательн ом  зн ач ен и и  V% отн оси ­
тел ьн о  V a  проц есс эл ек тр о х и м и ч еск о й  к о ррози и  тер м од и н ам и ческ и  возм о­
ж е н .

С уж д ен и е  о степени терм од и н ам и ческой  стаб и льн ости  р а зл и ч н ы х  м е­
т а л л о в  м о ж е т  бы ть п р и б л и ж е н н о  сд елан о  т а к ж е  неп осред ствен н о  по в ел и ­
чине с тан д ар тн о го  эл ек тр о д н о го  потен ц и ала  м е та л л а , к а к  это  с л ед у ет  из 
п р и л агаем о й  таб л и ц ы  1.

Т а  или  и н а я  степень тер м од и н ам и ческ ой  н естаби льн ости  еще. не  оп р е­
д ел я е т  о д н озн ач н о  у с т ан а в л и в а ю щ и х с я  р е а л ь н ы х  скоростей  к о р р о зи о н н о го  
п роц есса .У стан о в л ен и е  д ей ств и тел ь н ы х  скоростей , тер м о д и н ам и ч еск и  во з­
м о ж н о го  ко р р о зи о н н о го  п р о ц есса , о п р ед ел яется  степ енью  к и н ети ч еск о го  
т о р м о ж е н и я  ан од н ого  и к ато д н о го  процессов за  счет зам ед л ен н о сти  диф ф у­
зи о н н ы х  проц ессов  д о ставк и  р е а ге н та  и ли  отвода п р о д у к то в  р е а к ц и и  и 
у в е л и ч ен и я  п е р е н а п р я ж е н и я  эл ек тр о д н ы х  п роц ессов , а т а к ж е  в более 
р е д к и х  с л у ч а я х  за  счет ом и ч еского  со п р о ти вл ен и я .

Механизм коррозионного процесса

Б л а г о д а р я  б ольш ом у ч и сл у  вы п о л н ен н ы х  р аб о т  к а к  у  н а с  в Союзе, 
гл авн ы м  образом  в ш к о л а х  а к а д е м и к а  А. Н . Ф р у м к и н а , чл. к о р р . Г'. В. 
А ки м ова , а т а к ж е  рядом  и ссл ед о в ател ей  за  р у б еж о м , м ех ан и зм  к о р р о зи о н ­
ного  п роц есса на  сегодн я  я в л я е т с я  достаточн о  уточненны м .

Т ерм оди н ам и ч ески  в о зм о ж н ы й  процесс переход а  м е та л л а  в оки сн ое  
(ион ное) со сто ян и е  при взаи м од ей стви и  его с о к р у ж аю щ ей  средой , т . е. п р о ­
т е к а н и е  п р о ц есса  ко р р о зи и , м о ж е т  о с у щ е с т в л я ть с я  хим ическим  или  эл е к т р о ­
хим и чески м  путем . Х и м и чески й  и эл ектр о х и м и ч ески й  м ех ан и зм  н е  и с к л ю ­
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ч а ю т  д р у г  д р у га , и в о з м о ж н о  п ар ал л ел ь н о е  о д н оврем ен н ое п р о тек ан и е  п р о ­
ц е с с а  коррозии  тем  и д р у ги м  путем . О д н ако  м о ж н о  п о л а га ть , что в сл у ч ае  
эл ек тр о п р о в о д н о й  к о р р о зи о н н о й  среды (э л е к т р о л и т р )  эл ектр о х и м и ч ески й  
м е х а н и з м  я в л я е т с я , к а к  п р а в и л о , н асто л ьк о  п р ев ал и р у ю щ и м ,ч то  чисто хи м и ­
ч е с к и й  м еханизм  м о ж е т  н е  п р и н и м аться  в р а с ч е т .

О сновное о тли ч и е  эл е к тр о х и м и ч еск о го  м е х а н и зм а  к о р р о зи о н н о го  п р о ­
ц е с с а  от хим и ческого  с о с то и т , к а к  известно , в то м ,ч то  в п ервом  с л у ч а е  о б щ ая  
р е а к ц и я  в за и м о д е й с тв и я  м е т а л л а  с к о р р о зи о н н о й  средой  р а зд е л я е т с я  на  
д в а  н еп осред ствен н о  н е за в и с и м ы х  п роц есса : к а т о д н ы й  и ан од н ы й . Н ео б х о ­
д и м о  п од черк н уть , что  неп осред ствен н о  и з  это го  у т в е р ж д е н и я  ( к а к  простое 
с л е д с т в и е  этого д о п у щ е н и я )  вы текает н ео б х о д и м о сть  р а зд ел е н и я  ан од н ого  
и  к а т о д н о го  проц есса , т а к ж е  в п ространстве и л и  во  врем ен и  и, след о вательн о , 
п р и з н а н и я  н ео б х о д и м о сти  р ассм о тр ен и я  л ю б о го  эл ек тр о х и м и ч еск о го  п ро ­
ц е с с а  коррозии , к а к  р е з у л ь т а т а  работы  к о р р о зи о н н ы х  (л о к а л ь н ы х ) г а л ь в а ­
н и ч е с к и х  пар (при  и х  р асш и р ен н о й  т р а к т о в к е ) .

Таблица 2

Различные типы коррозионных гальванических пар

Типы коррозионных пар Примеры электрохи­
мической гетероген­
ности, вызывающих 

работу пары

Характер разрушения 
поверхностиТип пары Характеристика 

по размеру
Характеристика 
по постоянству 
местоположения

Коррозионные 
пары первого 
рода

Макропары 
Пары соизме­
римые с раз­
мерами кон­
струкции или 
детали, (раз­
меры более 
1 мм)

Пары постоян­
ного местопо­
ложения

Контакт разно­
родных метал­
лов. Дифферен­
циальная аэра­
ция

Местная корро­
зия отдельных 
участков конс­
трукции или де­
тали

Коррозионные 
пары второго 
рода

Микропары 
Пары, соизме­
римые с раз­
мерами кри­
сталлической 
структуры ме­
талла (разме­
ры от 1 мм 
до 0,1 р)

Пары с воз­
можным по­
степенным 
перемещени­
ем анодов и 
катодов

Различия в соста­
ве или ориента­
ции отдельных 
кристаллитов.

Наличие вклю­
чений, границ 
зерен и т. д.

Микро-неравно- 
мерное разруше­
ние. В макромас­
штабах иногда 
может быть рас­
смотрено как рав­
номерное

Коррозионные 
пары третьего 
рода

Субмикропары 
Пары, соизме­

римые с эле­
ментами кри­
сталлических 
решеток. 

(Размеры от 
1000 до 10 Â)

Пары с пос­
тоянно пере­
метающими­
ся по поверх­
ности анода­
ми и катода­
ми (флукту­
ирующие па- 
ры)

Наличие дефек­
тов (дислокаций 
атомов) кристал­
лической решет­
ки. Различные 
местоположения 
отдельных ато­
мов. Тепловые 
флуктуации

Внешне вполне 
равномерное раз­
рушение
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В зависи м ости  от х а р а к т е р а  эл ек тр о х и м и ч еск о й  гетерогенн ости  м е та л ­
л и ч еск о й  п оверхн ости  сл ед у ет  р а зл и ч а ть  ко р р о зи о н н ы е  пары  не  т о л ь к о  по 
р азм ер ам  к ато д н ы х  и ан о д н ы х  у ч астк о в  (м а к р о -, м и к р о - и су б м и к р о эл е ­
м енты ), но т а к ж е  и по степ ени  п остоян ства  р а с п р е д е л е н и я  като д н ы х  и ан о д ­
н ы х  у ч астк о в  по п о в ер х н о сти  (п остоян н о  д ей ствую щ и е п ары , постепенн о  
перем ещ аю щ и еся  и л и  д о статочн о  бы стро и зм ен яю щ и е свое м есто п о л о ж ен и е  
во врем ени), см. т а б л . II.

Р аб о та  м ак р о к о р р о зи о н н ы х  п ар , или  к о р р о зи о н н ы х  п ар  1-го р о д а , 
обы чно х а р а к т е р и зу е т с я  д остаточн ой  устойчи востью  р а с п р е д е л е н и я  к а т о д ­
н ы х  и ан од н ы х  у ч ас т к о в  по п оверхн ости  к о р р о д и р у ю щ его  м е та л л а  во в р е ­
м ени . Эти п ар ы , с л е д о в ател ь н о  б уд ут  п р и во д и ть  к  яв н о  в ы р а ж е н н о й  м ест­
н ой  ко р р о зи и  (гетер о ген н о -эл ек тр о х и м и ч еск и й  м ех ан и зм  к о р р о зи и ). П о­
сто ян ство  р а с п р е д ел е н и я  по к о р род и рую щ ей  п о вер х н о сти  м и к р о к а т о д о в  и 
м и к р о ан о д о в , т . е. м и к р о к о р р о зи о н н ы х  п ар , о гр ан и ч ен н ы х  м асш таб ам и  с т р у к ­
т у р н ы х  со ставл яю щ и х  с п л а в а  (п ар ы  2-го род а) обы чно м енее р езк о  в ы р а ж е н о  
во врем ени* . П ом им о это го  сл ед у ет  д опусти ть  сущ ество ван и е  су б м и к р о п а р , 
т . е. ко р р о зи о н н ы х  п а р , о п р ед ел яем ы х  эл ек тр о х и м и ч еск о й  н еоднородностью  в 
м асш таб ах  отдельн ы х  ато м о в  или  гр у п п  атом ов  (п ар ы  3-го род а). В общем 
сл у ч ае  су б м и кр о п ар ы  о т л и ч а ю тс я  к р ай н и м  н еп о сто ян ство м  р а с п р е д е л е н и я  
к ато д н ы х  и ан о д н ы х  у ч а с т к о в . П ри  работе т а к и х  ф л у к т у и р у ю щ и х  по к о р р о ­
д и рую щ ей  п о вер х н о сти  ко р р о зи о н н ы х  пар  м о ж н о  у сл о в н о  о тн оси ть  р а с п р е ­
д елен и е анод н ого  и к а т о д н о го  п роц есса на всю к о р р о д и р у ю щ у ю  п о в ер х н о сть  
м е та л л а  (го м о ген н о -эл ектр о х и м и ч ески й  м ех ан и зм  коррози и ).

Г етер о ген н о -эл ек тр о х и м и ч еск и й  и гом о ген н о -эл ектр о х и м и ч ески й  м е х а ­
низм  к о ррози и  обы чно н а к л а д ы в а ю т с я  один н а  д р у го й , р е а л и зу я с ь  одно­
врем ен н о . С оотнош ение ско р о стей  процессов, п р о тек аю щ и х  по одном у  и 
д р у го м у  м ех ан и зм у , в зави си м о сти  от к о н к р етн ы х  у сл о в и й  м о гу т  и зм е н я т ь с я  
в ш ироком  д и ап азо н е .

В тех  с л у ч а я х , к о гд а  х а р а к т е р  р а с п р е д ел е н и я  корр о зи о н н о го  п о р а ж е ­
н и я  по п о верхн ости  м о ж е т  н е  п р и н и м ать ся  во вн и м ан и е  и н ас  и н тер есу ет  
т о л ь к о  об щ ая  в ел и ч и н а  к о р р о зи и , то весь м а те р и а л ь н ы й  эф ф ект ко р р о зи и  
(если  н ет  зам етн ы х  о м и ч ески х  со п роти влен и й  в систем е) м о ж н о  у сл о вн о  
отн оси ть  за  счет п р о т е к а н и я  процесса по гом о ген н о -эл ектр о х и м и ч еско м у  
м ех ан и зм у . Это д оп ущ ен и е у п р о щ ает  расчет  и и ссл ед о ван и е  к о р р о зи о н н о го  
п роц есса . Н аоборот, если  в а ж н о  определение н е  т о л ь к о  вели ч и н ы  общ его 
к о ррози он н ого  эф ф екта, но  т а к ж е  ко н кретн ое  р асп р ед ел ен и е  ко р р о зи о н н о го  
п о р а ж е н и я  по п о в ер х н о сти , т . е. то п о гр аф и я  к о р р о зи о н н о го  р а зр у ш е н и я , 
то  еди нственно  п р ав и л ь н ы м  будет р ассм отрен и е корр о зи о н н о го  проц есса

* В отдельных случаях может наблюдаться также значительное постоянство и в 
местоположении анодов микропар, например при питтинговой или межкристаллитной 
коррозии, а также развитии коррозионной трещины напряженного растяжением металла, 
что обусловлено своеобразными особенностями этих видов коррозии.
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н а  о сн о в е  гетер о ген н о -эл ектр о х и м и ч еско го  м ех ан и зм а . Б о л ь ш и н ств о  п р а к ­
т и ч е с к и х  вопросов к о р р о з и и  п олуч аю т д о статочн о  п олное и сто л к о ван и е  
т о л ь к о  н а  основе гетер о ген н о -эл ек тр о х и м и ч еск о го  м ех ан и зм а  к о р р о зи и .

Контролирующий фактор элекрохимической коррозии

С к о р о сть  п р о т е к а н и я  эл ек тр о х и м и ч еск о й  ко р р о зи и , т . е. эф ф екти вн ость  
р а б о т ы  к о ррози он н ого  эл е м е н т а  стоит в п р я м о й  зависи м ости  от д в у х  вели ­
ч и н : степ ен и  тер м о д и н ам и ч еск о й  н еустой ч и вости  и величины  общ его к и н е­
т и ч е с к о г о  т о р м о ж ен и я  д а н н о й  ко р р о зи о н н о й  систем ы . П р и  за д а н н о й  вел и ­
ч и н е  степ ени  тер м о д и н ам и ч еск о й  неустой ч и вости , о п ред еляем ой  Э Д С  к о р ­
р о зи о н н о г о  элем ента и р а в н о г о Г к  —  \ \  с к о р о с т ь  ко р р о зи и , сл ед о ватель н о , 
б у д е т  однозначно  о п р е д е л я т ь с я  общим к и н ети ч еск и м  то р м о ж ен и ем  (общим 
с о п р о ти в л ен и ем ) к о р р о зи о н н о й  системы .

П р о ц есс  эл ек тр о х и м и ч еск о й  к о р р о зи и , т . е. ф у н к ц и о н и р о в ан и е  к о р ­
р о зи о н н о го  элем ента, п р е д с т а в л я е т  за м к н у ты й  ц и к л  и з о тд ел ьн ы х  более 
п р о с т ы х  п ослед овательно  (а  ч асти ч н о  т а к ж е  п а р а л л е л ь н о )  соеди ненн ы х сту ­
п е н е й . П оэтом у  у с т ан о в л ен и е  р еал ьн о й  ско р о сти  ко р р о зи о н н о го  процесса 
с т о и т  в  зависим ости  от с у м а р н о го  т о р м о ж ен и я *  проц есса  н а  к а ж д о й  из этих  
б о л ее  п р осты х  эл ем ен тар н ы х  ступеней .

Д о л я  т о р м о ж ен и я  п р о ц е сс а  ко р р о зи и  к а ж д о й  эл ем ен тар н о й  ступенью  
и л и  д о л я  п ад ен и я  п о т е н ц и а л а  н а  д ан н ой  ступ ен и  н а зы в а е т с я  степ енью  к о н т­
р о л я  п р о ц есса  коррозии  д а н н о й  ступенью . Т о л ь к о  в том сл у ч ае , если  степень 
к о н т р о л я  во м ного р а з  п р е в ы ш а е т  общ ее сум м арн ое то р м о ж е н и е  процесса 
н а  в с е х  остальн ы х  с т у п е н я х , м о ж н о  го в о р и ть  о полном  к о н тр о л е  процесса 
к о р р о з и и  д ан ной  ступ ен ью . В более общ ем с л у ч а е  все ступ ен и  в м е р у  в ел и ­
ч и н ы  и х  ки нетич еского  с о п р о т и в л е н и я , оп ред ел яем о го  п ад ен и ем  потен­
ц и а л а  н а  д ан ной  сту п ен и , п ри н и м аю т у ч ас т и е  в у стан о в л ен и и  общ ей ско ­
р о с т и  корр о зи о н н о го  п р о ц есса .

К оли ч ествен н о е  соо тн о ш ен и е  м е ж д у  основны м и к он троли рую щ и м и  
ф а к т о р а м и  эл ек тр о х и м и ч еск о й  к о ррози и  м о гу т  бы ть оп ред елен ы  н а  осно­
в а н и и  и зу ч ен и я  к и н е т и к и  эл ек тр о д н ы х  р е а к ц и й  (ан од н ы х  и к а то д н ы х ) в 
у с л о в и я х  п р о те к а н и я  к о р р о зи о н н о го  п р оц есса  и п о стр о ен и я  п о л я р и за ц и о н ­
н ы х  д и а гр а м м  ко р р о зи и , к а к  это  у к а за н о  н а  р и с . 1. З д есь  Б д Х  —  ан о д н ая , 
V°KX  —  к а т о д н а я  п о л я р и з а ц и о н н а я  к р и в а я , т . е. зави си м ость  эф ф ективного  
п о т е н ц и а л а  анода и , со о тветствен н о , к а т о д а  от величины  ко р р о зи о н н о го  
т о к а  J .

* Лучше говорить о торможении, т. е. о сопротивлении протекания каждой сту­
пени или о пропорциональной ей величине падения потенциала на каждой элементарной 
последовательно включенной элементарной ступени, а не о скоростях отдельных ступеней, 
т. к. скорости отдельных элементарных ступеней в условиях стационарного режима с 
необходимостью выравниваются со скоростью общего процесса.
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С оотнош ение к о н т р о л я  м е ж д у  основны м и ступ ен ям и  к о р р о зи о н н о го  
п ро ц есса , т. е. соотн ош ен и е м е ж д у  анодны м  то р м о ж ен и ем , к а то д н ы м  торм о­
ж ен и ем  и то р м о ж ен и ем  за  счет перем ещ ен и я за р я д о в  в цепи, б у д ет  соответ­
ствен н о  о п р е д е л я т ь с я  г а  д и аграм м е  вел и ч и н ам и  п ад ен и я  п о т е н ц и а л о в  на

ан о д н о й  и като д н о й  с т у п е н я х  (АУА и A V  к) и ом ическим  п ад ен и ем  потен ­
ц и а л а  (JR ).

В ы сота п р я м о у го л ь н и к а  УАВСУ°К, р а в н а я  У °к —  У°А или  Э Д С  к о р р о ­
зион н ого  эл ем ен та , б удет  х а р а к т е р и зо в а т ь  тер м о д и н ам и ч еск у ю  н е с т а б и л ь ­
н о сть  д ан н о й  к о р р о зи о н н о й  систем ы . Ш и ри н а этого  п р я м о у г о л ь н и к а  J  —  
вел и ч и н у  у с т ан а в л и в а ю щ е й с я  в д ан н ы х  у с л о в и я х  силы  то к а  п ар ы , т . е. вели-

общ ую  п о л яр и зу ем о сть  и л и  общ ее со п р о ти вл ен и е  ко р р о зи о н н о й  систем ы .
С о п р о ти вл ен и я  сту п ен ей  (и ли , что то ж е , ср ед н и е  анод н ы е и к ато д н ы е  

п о л яри зуем ости ), а  т а к ж е  ом ическое соп р о ти вл ен и е  о п р е д е л яю тс я  н а  д и а ­
грам м е н ак ло н ам и  д и а го н а л е й , соответственно, р а в н ы х  tg a , tgß  и tg y .

Рис. 1. Поляризационная диаграмма коррозии

у  А------ п р е д с та в л я е т
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В связи  с в ы с к а за н н ы м  нам и п р ед став л ен и ем , о том , что отдельны е 
з в е н ь я  коррози он н ого  эл е м е н т а  связаны  в об щ ую  цеп ь, ан а л о ги ч н о  соп ро­
т и в л е н и я м  обы чной эл е к т р и ч е с к о й  цепи, все ступ ен и  т о р м о ж е н и я  к о р р о ­
зи о н н о г о  процесса м о гу т  б ы ть  н агл я д н о  п р е д с та в л е н ы  на  д и агр ам м е  элем ен ­
т а р н ы х  ступеней эл е к т р о х и м и ч е с к о й  ко р р о зи и  (см . рис. 2). Д и а гр а м м а  п ред­
с т а в л я е т  зам кн у ту ю  ц е п ь  коррози он н ого  эл е м е н т а , р азр езан н у ю  по лин и и  
M N  и развер н у ту ю  в п л о с к и й  п р я м о у го л ь н и к . З д е с ь  ан ал о ги ч н о  п р ед ы д у ­
щ е й  д и агр ам м е , в е л и ч и н а  п а д е н и я  п о тен ц и ал а  н а  к а ж д о й  д ан н о й  последо-

' Направление движения частиц под влиянием дисрсрузии или конвекции 

------ Направление реакции

Рис. 2. Диаграмма элементарных ступеней электрохимической коррозии

в а т е л ь н о й  стадии х а р а к т е р и з у е т с я  п р о тя ж е н н о с ть ю  ее по оси п отен ц и ал о в . 
Н а о б о р о т , п р о т я ж е н н о с т ь  по  оси токов х а р а к т е р и з у е т  си лу  т о к а  н а  дан ной  
с т у п е н и . П ри н а л и ч и и  н е с к о л ь к и х  п а р а л л е л ь н ы х  ступеней  и х  сум м а пред­
с т а в л я е т  общую с и л у  к о р р о зи о н н о го  т о к а . Н а п р и м е р , сум м а т о к о в  процесса 
к и с л о р о д н о й  io 2 и в о д о р о д н о й  i H i д еп о л я р и за ц и и  р а в н а  общ ей си ле  то ка  
к а т о д н о г о  процесса и с и л е  т о к а  ко р р о зи о н н о го  элем ен та  J.

Н а  ди аграм м е м о ж н о  видеть о тдельн ы е стадии  ко р р о зи о н н о го  п ро ­
ц е с с а  и их  р о л ь  в  у с т а н о в л е н и и  общ его к о р р о зи о н н о го  т о к а . Н ап р и м ер , 
п р ед став л ен н ы й  на  д и а г р а м м е  рис. 2 к о р р о зи о н н ы й  процесс к о н тр о л и р у ет с я  
в основн ом  катодны м  п р о ц ессо м , причем к а т о д н а я  д е п о л я р и за ц и я  и д ет  д в у м я  
п а р а л л е л ь н ы м и  п р о ц ессам и  —  ионизацией к и с л о р о д а  и р азр яд о м  водорода,
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о д н а к о  первы й  п роц есс  и д ет  п ри м ерн о  втрое б олее  эф ф ективно, чем вто р о й . 
О сновны м  то р м о ж ен и ем  д ан н о го  ко р р о зи о н н о го  п роц есса я в л я е т с я  з а т р у д ­
н е н и е  диф ф узии к и с л о р о д а  в диф ф узионном  слое . О стальн ы е проц ессы  
им ею т м ен ьш ее зн а ч е н и е , но  тем  не м енее в м е р у  со п р о ти в л ен и я  к а ж д о г о  из 
н и х  (эти со п р о ти в л е н и я  м о гу т  быть оп ред елен ы  по та н ге н с у  н а к л о н а  д и а го ­
н а л и  п р я м о у го л ь н и к а  д л я  соответствую щ ей  с т ад и и ) о казы ваю т свое в л и я ­
н и е  н а  у стан о в л ен и е  к о р р о зи о н н о го  то к а .

Некоторые новые приложения электрохимической теории коррозии

П ом им о п р и н ц и п и а л ь н ы х  в о зм о ж н о стей  к о л и ч ествен н о го  р асч ета  с к о ­
р ости  ко р р о зи о н н о го  п р о ц есса , э л е к т р о х и м и ч е с к а я  т е о р и я  ко р р о зи и  п о зв о ­
л я е т  сд ел ать  р я д  обобщ аю щ их вы водов. Эти о б об щ ен и я  п озволяю т н е  т о л ь к о  
р а ц и о н а л ь н о  п о с та в и ть  н а п р а в л е н и е  и сс л е д о в а т е л ь с к и х  работ, но  т а к ж е  
з а р а н е е  п р е д у га д а т ь  р а зв и т и е  ко р р о зи о н н о го  п р о ц есса , о б ъ ясн и ть  п р а к т и ­
ч еск и е  с л у ч аи  к о р р о зи и  и сд ел ать  оп ред елен н ы е вы воды , им ею щ ие н е п о ­
ср ед ств ен н о е  п р а к ти ч е с к о е  зн ач ен и е  в д еле б о р ьб ы  с к оррози ей  м е т а л л а .

Н еко то р ы е  новы е р е зу л ь т а т ы  эк сп ер и м ен тал ь н о го  и ссл ед о в ан и я  р а з ­
л и ч н ы х  сл у ч а е в  эл е к тр о х и м и ч еск о й  к о р р о зи и , вы п о л н ен н ы х  под м оим р у к о ­
водством  в И Ф Х  А Н  СССР и м огущ и е и л л ю с т р и р о в а т ь  ко н кр етн ы е  с л у ч а и  
п р и м ен е н и я  эл ек тр о х и м и ч еск о й  теории  к о р р о зи и , д алее  к р а т к о  о б с у ж ­
д аю т с я .

7. Влияние катодных включений на скорость коррозии и пути создания
коррозионно-устойчивого металлического сплава [9, 13, 16]

Н а л и ч и е  в м е тал л и ч еск о м  сп л аве  к а т о д н ы х  вклю чен и й  не всегда  о д н о ­
зн а ч н о  д о л ж н о  вести  к  у ско р ен и ю  к о р р о зи о н н о го  п р оц есса , к а к  это  одно 
в р е м я  п р ед п о л агал о сь .

В зави си м ости  от у с л о в и й  коррози и  м о гу т  им еть м есто следую щ и е 
четы ре х а р а к т е р н ы х  с л у ч а я  в л и я н и я  к ато д н о го  в к л ю ч е н и я  (или  к а т о д н о го  
к о н т а к т а )  н а  ск о р о сть  ко р р о зи и  м етал л а  [9, 16].

1) У ск о р ен и е  к о р р о зи о н н о го  проц есса  в соответствии  с си л о й  т о к а , 
в о зн и к аю щ ей  м е ж д у  катод н ы м  вклю чени ем  и о стал ьн о й  ан од н ой  п о в е р х ­
ностью  (при м ер  —  р а ств о р ен и е  за гр я зн е н н о го  ц и н к а  в р азб авл ен н о й  к и сл о те ).

2) У ск о р ен и е  к о р р о зи о н н о го  проц есса  в б ольш ей  степ ени , чем это  
со о тв етств у ет  то к у , во зн и к аю щ ем у  в п ар е  с като д н ы м  к о н так то м . Это н а б л ю ­
д а е т с я  д л я  м етал л о в , им ею щ их о тр и ц ател ьн ы й  диф ф еренц  эф ф ект (п р и м ер  
—  м а гн и й  в раство р е  N aC l, алю м и н и й  в р а зб ав л е н н о й  со л ян о й  ки сло те , д у р -  
алю м и н  в м о р ск о й  воде, н е р ж а в е ю щ а я  с т ал ь  в аэр и р о в ан н ы х , п о д к и с л е н ­
н ы х  р а с тв о р а х  х л о р и д о в).
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3) М алое в л и я н и е  м и к р о к а т о д н ы х  вкл ю ч ен и й  в сп л аве  н а  с к о р о сть  
к о р р о з и и . Этот с л у ч ай  н а б л ю д а ет с я  п ри  к о р р о зи и , к о н тр о л и р у ем о й  диф ф у­
зи е й  д е п о л я р и за то р а  (к и с л о р о д а ) к  м и к р о к а т о д а м  ко р р о д и р у ю щ ей  п о в е р х ­
н о с т и  (п р и м ер  —  к о р р о з и я  ж е л е за , с тал и , ц и н к а  и н ек о то р ы х  д р у ги х  м е та л л о в  
в м о р с к о й  и п ресной  воде, а  т а к ж е  и д р у г и х  н е й тр а л ь н ы х  эл е к т р о л и т а х ).

4 ) У м ен ьш ени е ск о р о сти  к о р р о зи и  под  в л и я н и ем  о б р а з о в а н и я  или  
у в е л и ч е н и я  катод н ы х  вк л ю ч ен и й  н а б л ю д а ет с я  [13] в у с л о в и я х  в о зм о ж н о сти  
в о з н и к н о в е н и я  п асси вн о го  с о с то я н и я  (п р и м ер  —  н ер ж ав ею щ и е  с т а л и  в р а с ­
т в о р а х  серной  и н е к о то р ы х  д р у ги х  к и с л о т ).

г/мг час

Рис. 3. Скорость коррозии хромоникелевых нержавеющих сталей (18 Сг 8 Ni) дополни­
тельно легированных катодными присадками (Pt, Pd или Cu) в зависимости 

от концентрации. Время испытания —360 часов. Температура 20 °С

Н а  основе а н а л и за  со врем ен н ой  тео р и и  эл ек тр о х и м и ч еск о й  ко р р о зи и  
м о ж н о  у к а з а т ь  следую щ и е основны е п у ти  п о вы ш ен и я  к о р р о зи о н н о й  у сто й ­
ч и в о с ти  м етал л и ч еск и х  с п л а в о в  [13, 16].

1) С оздание с п л а в о в  с более соверш ен н ы м  эк р ан и р у ю щ и м  слоем  п р о ­
д у к т о в  к о ррози и .

2) У м ен ьш ени е к а т о д н о й  а к т и в н о с ти  с п л а в а . Это д о ст и га е т с я  у м е н ь ­
ш ен и е м  площ адей  м и к р о к а т о д о в  или  у вел и ч ен и ем  п е р е н а п р я ж е н и я  к а т о д ­
н о г о  проц есса  (обы чно п е р е н а п р я ж е н и е  вод ород а) н а  м и к р о к а т о д а х  с п л а в а .

3) У м ен ьш ени е ан о д н о й  а к т и в н о с ти  с п л а в а . Это м о ж е т  д о ст и га т ь с я : 
а )  ум ен ьш ен и ем  п л о щ ад и  ан о д н о й  ф азы ; б) введением  к о м п о н ен то в , п овы ­
ш а ю щ и х  терм од и н ам и ческ ую  у сто й ч и в о сть  ан о д н о й  ф азы ; в) введен ием
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ком п он ен тов , п о вы ш аю щ и х  п асси ви руем ость  ан о д н о й  ф азы ; г) введением  
а к т и в н ы х  катодов (в  у с л о в и я х  возм ож н ого  п а сси в и р о в ан и я ).

У велич ени е п а с с и в и р у е м  ости м е тал л и ч еск о го  сп лава  я в л я е т с я  одним 
и з в а ж н ы х  путей у м е н ь ш е н и я  анодной  а к т и в н о с ти  сп л ава  и, сл ед о в ател ь н о , 
п о вы ш ен и я  его общ ей  к о р р о зи о н н о й  у стой чи вости .

В озм ож н ость  п о в ы ш е н и я  общей п асси ви р у ем о сти  м етал л и ч еск о го  
с п л а в а  путем  в в е д е н и я  эф ф ективны х к а т о д н ы х  (эл ек тр о п о л о ж и тел ь н ы х ) 
к ом п он ен тов  в с п л а в , р а н е е  почти не у ч и т ы в а в ш а я с я , бы ла с тео р ети ч еск о й  
и эк сп ер и м ен тал ь н о й  сторон  обоснована в р я д е  н аш и х  и ссл ед о ван и й .

Н а  рис. 3 п р и в ед ен ы , по данны м  и ссл ед о в ан и й  Ч ерн овой , р езу л ь т ат ы  
с р ав н и тел ь н ы х  к о р р о зи о н н ы х  испы таний  обы чн ой  и к ато д н о -л еги р о в ан н ы х  
хро м о н и кел евы х  н е р ж а в е ю щ и х  сталей  в р а с т в о р а х  H 2SÜ4 р азл и ч н о й  ко н ц ен ­
т р а ц и и . О к азал о сь , ч то  все стал и , л е ги р о в ан н ы е  п р и сад к ам и  т а к и х  к а т о д н о ­
эф ф екти вн ы х  м е та л л о в , к а к  Си (1 ,2 % ), P t  (0 ,1 % ) и л и  P d  (0 ,1 %  и 0 ,9 % ), 
в сл ед стви е  больш ей устой чи вости  п асси вн ого  с о сто я н и я  о б лад аю т  зн а ч и ­
т е л ь н о  более вы сокой  к о р р о зи о н н о й  устой чи востью  в холодн ой  и го р яч ей  
сер н о й  ки слоте р а зл и ч н ы х  ко н ц ен тр ац и й  по ср авн ен и ю  с теми ж е  с т ал я м и , 
но д о п олн и тельн о  л еги р о в ан н ы м и  катодны м и п р и сад кам и .

К а к  п о к азали  д а л ь н е й ш и е  и ссл ед о в ан и я , подобное действие к ато д н ы х  
п р и с а д о к  н а б л ю д а етс я  т а к ж е  и по отнош ению  к  некоторы м  д р у ги м  л е гк о  
пассиви рую щ им  м е т а л л а м , к а к ,  н ап р и м ер , ти тан  и его сплавы .

2. Коррозия в условиях возможности возникновения пассивного состояния
[9, 12— 21]

1) С тепень п а с с и в н о с ти  м о ж е т  быть р асс м о тр е н а  к а к  в е л и ч и н а , э к в и ­
в а л е н т н а я  степени а н о д н о го  к о н т р о л я  в д ан н о м  коррозионн ом  п р оц ессе . Н а 
этом  основани и  м о ж е т  б ы ть  п ред л о ж ен  м етод  р асч ета  пасси вн ости  р а зл и ч ­
ны х м ета л л о в  [9, 12]. П р и б л и ж е н н ы й  расчет степ ен и  пассивности  в возд уш н о- 
аэр и р о в ан н о м  р а с тв о р е  0 ,5  N N aC l д ает  след ую щ и й  р я д  (по ум ен ьш ен и ю  сте­
пени п ассивн ости ): T i-A l-C r-B e-M o-M g-N i-C o-F e-M n-Z n-C d-S n-P h-C u .

2) И ссл ед о ван и е  у с л о в и й  п а с с и в и р о в а н и я  н ер ж ав ею щ и х  с т а л е й  по­
к а з а л о , что  в р яд е  к о р р о зи о н н ы х  сред  (н ап р и м ер , р а с тв о р а х  серн ой  ки слоты ) 
а н о д н а я  п о л я р и за ц и я  м о ж е т  бы ть п ри м ен ена  к а к  м етод  защ иты  от к о ррози и  
[15]. Д л я  п р о в ед ен и я  а н о д н о й  эл ек тр о х и м и ч еск о й  защ иты  н е р ж ав е ю щ е й  
х р о м о н и к ел ево й  с т а л и  в серн ой  ки слоте с л е д у е т  п о д д ер ж и в ать  ее п отен ­
ц и а л  при  зн а ч е н и я х  от +  0 ,3  до +  0 ,8  в (по  вод ородном у  эл е к т р о д у ). С ко­
р о сть  коррози и  н е р ж а в е ю щ е й  стали  (18Cr 8 N i) при  ее анодной  п о л я р и за ц и и  
п л о тн о стью  то ка  0 ,0 1 — 0,1 а/м2 бы ла в 50— 6 0 %  серн ой  ки слоте  при  те м п е р а ­
т у р е  50° С очень н е зн а ч и т е л ь н о й , в ты сячи р а з  н и ж е , чем в о тсутстви и  ан о д ­
ной  п о л я р и за ц и и  (р и с . 4 ). А н о д н а я  защ и та  м о ж е т  бы ть т а к ж е  осу щ ествл ен а  
и в отнош ен ии  д р у г и х  м е та л л о в  и д р у ги х  ср ед . Н ап р и м ер , к а к  это  бы ло
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п о к а з а н о  в наш ей  л а б о р а т о р и и  А льтовски м  и А р ак ел о вы м  в о тн ош ен и и  ти ­
т а н а  и  его  сплавов  в р а с т в о р а х  серной  к и сло ты  (см . рис. 5). Н еобходим ы м  
у с л о в и е м  возм ож н ости  о с у щ е с т в л е н и я  ан о д н о й  эл ек тр о х и м и ч еск о й  защ и ты  
м е т а л л а  будет я в л я т ь с я  в о зм о ж н о с ть  у с т а н о в л е н и я  устойчи вости  ан о д н о й

г/н г 50% И2 SO$

Рис. 4. Кривые коррозия — время для хромоникелевой стали (18—8): 1 — без анодной 
поляризации; 2 — защищенной анодным током (2,5 микроампера (см2). 

Раствор 50% Н2304. Температура 50 °С

к г/мг

Рис. 5. Влияние анодной защиты на коррозию титана в растворах 40% и 78% серной 
кислоты. Температура раствора 20 °С
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п асси в и р у ем о сти  и п о д д ер ж ан и е  п асси вн ого  с о с т о я н и я  при с р а в н и т е л ь н о  
м а л ы х  п л о тн о стях  ан о д н о го  т о к а  в д ан н ы х  у с л о в и я х .

3) Б ы л и  п ровед ены  и ссл ед о в ан и я  я в л е н и я  тр ан сп асси вн о сти  н е р ж а ­
вею щ и х  хром исты х  и х р о м о н и к ел ев ы х  стал ей  [14, 17— 21], т . е. и ссл ед о в ан и е  
при чи н  у м ен ьш ен и я  и х  ко р р о зи о н н о й  устой чи вости  в чрезм ерно о к и с л и ­
те л ь н ы х  ср ед ах  (н ап р и м ер , 6 0 %  H N 0 3 +  10 С2Сг20 7). П овы ш ение ск о р о сти  
р а с т в о р е н и я  м е та л л а  и з тр ан с п а с с и в н о го  с о с т о я н и я  о б ъ яс н яе тс я  о б р а зо ­
в ан и ем  р аств о р и м ы х  ш ести вал ен тн ы х  о ки слов  х р о м а  в том  с л у ч ае , если  
п о те н ц и а л  стал и  ст ан о в и т с я  более п о л о ж и тел ь н ы м , чем +  1,36 в.

Я в л ен и е  тр ан сп асси в н о сти  н а с т у п а е т  н езав и си м о  от того, д о ст и га е т с я  
л и  у к а за н н о е  зн ач ен и е  п о тен ц и ал а  анод ной  п о л я р и за ц и е й  или  у вел и ч ен и ем  
о к и с л и те л ь н о й  способности  среды . К а т о д н а я  п о л я р и з а ц и я  или в о с с та н о ­
в и тел и , см ещ ая  п о тен ц и ал  к  м енее п о л о ж и тел ь н ы м  зн ач ен и ям , способ н ы  
п еревести  н е р ж ав ею щ у ю  с т а л ь  из т р а н с п а с с и в н о го  с о сто ян и я  о б р ат н о  в 
п асси вн ое .

3. Подземная коррозия металлов [22, 23]

У стан о в л ен  эл ек тр о х и м и ч еск и й  м ех ан и зм  подзем ной  коррози и  м е т а л ­
л о в . Х а р а к т е р н ы е  особен ности  п р о т е к а н и я  а н о д н ы х  и катод н ы х  п р о ц ессо в  
в п о ч вен н ы х  у с л о в и я х  о п р е д е л яю тс я  ф орм ой с в я зи  в л а ги  с почвой, д и ф ф у ­
зион ны м и в о зм о ж н о стям и  д л я  п ереноса к и с л о р о д а  и п род у кто в  к о р р о зи и , 
гетер о ген н о стью  и м и к р о п о р и сто стью  с т р у к т у р ы  почвы  и почти п олн ы м  
отсутствием  м ех ан и ч еск о го  п ер ем еш и ван и я  и к о н в е к ц и и  твердой  основы  
почвы .

Эти особенности почвы , к а к  коррози он н ой  среды , б удут  в л и я ть  н а  х а р а к ­
тер  п р оц есса  эл ек тр о х и м и ч еск о й  к о р р о зи и , зн а ч и т е л ь н о  и зм ен яя  у с л о в и я  
работы  к ато д н о го  и ан о д н о го  проц есса  при п ер ех о д е  от ж и д к о стн о й  к  п о ч ­
в ен н о й  эл ек тр о х и м и ч еск о й  ко р р о зи и . О собенно х а р а к т е р н ы м  будет р а зл и ч и е  
в м ех ан и зм е  и скорости  п рон ицаем ости  к и сл о р о д а  п р и  р азл и ч н ы х  у с л о в и я х  
к о р р о зи и  в объем ж и д к о го  эл ек тр о л и та  (к о р р о з и я  м етал л о в  в р а с тв о р е ), 
ч ер ез т о н к у ю  п л е н к у  э л е к т р о л и т а  (атм о сф ер н ая  к о р р о з и я )  и в тверды й  м и к р о ­
п ори сты й  эл е к т р о л и т  (п о ч в е н н а я  к о р р о зи я ). Н а  сх ем е  рис . 6 дан ы  к и с л о ­
род н ы е прон и ц аем ости  в  р азл и ч н ы х  с л у ч а я х  к о р р о зи и : при  полном  п о г р у ­
ж е н и и  в р а ств о р , в у с л о в и я х  атм осф ерной  и п о ч вен н о й  к о ррози и . В р а с ­
тво р е  д оступ  к и сло р о д а  к  к о р род и рую щ ей  п о в ер х н о сти  м етал л а  о п р ед е ­
л я е т с я  гл авн ы м  образом  у сл о в и я м и  п ер ем еш и в ан и я , в атм осф ере —  т о л щ и ­
н о й  п л е н к и  в л а ги , в п о ч вен н ы х  у с л о в и я х , при  р а в н о й  толщ и н е с л о я  поч вы  —  
с т р у к т у р о й  и в л а ж н о с т ь ю  почвы . И з п р и веден н ой  н а  рис. 6 схемы , п о с т р о е н ­
н о й  н а  основани и  п о л у ч ен н ы х  эк сп ер и м ен тал ьн ы х  д ан н ы х , следует, что  в 
п о ч вен н ы х  у с л о в и я х  в отли чи е от д р у ги х  ви д ов  ко р р о зи и  возм ож н ы  р а з ­
л и ч и я  в ки сло р о д н о й  прон и ц аем ости  на 3— 4 и д а ж е  5 п о р яд к о в , т. е. в де-
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с я т к и  ты сяч  р аз , ч его  обы чно мы не н а б л ю д а ем  при  ко р р о зи и  в  р а с тв о р а х  
и л и  в  атм осф ере п о д  т о н к о й  п л ен к о й  в л а г и . П о этой п ри чи н е почвенны е 
у с л о в и я  особенно б л а го п р и я т н ы  д л я  с о зд а н и я  ак ти вн о -д ей ству ю щ и х  к о р р о -

Рис. 6. Характеристика кислородной проницаемости при различных случаях коррозии 
id — предельный диффузионный ток по кислороду

металл
Рис. 7. Механизм транспорта кислорода в почве к корродирующей поверхности металла. 

А — зона конвекционного переноса кислорода в воздушных порах почвы 
Б — зона диффузионного переноса кислорода в порах почвы 
В — зона диффузионного переноса кислорода в сплошной жидкой пленке (или 
продуктах коррозии)

з н о й н ы х  пар  н е р а в н о м е р н о й  аэр ац и и . М ехан и зм  подвода к и с л о р о д а  к  к о р ­
р о д и р у ю щ ей  п о в ер х н о сти  м о ж ет  бы ть п о я с н е н  схем ой н а  ри с . 7.

В п од авл яю щ ем  ч и сл е  почв к о р р о зи о н н ы й  процесс к о н т р о л и р у е т с я  
п р о ц ессо м  диф ф узии ки сло р о д а  (к а то д н о го  д еп о л яр и зато р а ). О д н ак о  в очень
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р ы х л ы х , с у х и х  и хорош о аэр и р у ем ы х  п о ч в а х  возм ож н о  п р е в а л и р о в а н и е  
ан о д н о го  к о н тр о л я  вследстви е  в о зн и к н о в ен и я  я в л ен и й  анод ной  п асси в н о сти  
и л и  н ед о статк а  вл аги  д л я  ан о д н о го  процесса ги д р а ти р о в а н и я  и он о в  м е т а л л а , 
п р и  д л и те л ь н ы х  п ро ц ессах  к о р р о зи и  т а к ж е  вследствие то р м о зящ его  дей с­
т в и я  п р о д у к то в  коррози и  н а  ан о д н ы й  проц есс.

П р оц есс  коррози и  с т а л ь н ы х  к о н с тр у к ц и й  в  почве есть  р е з у л ь т а т  р а ­
боты  м и к р о с тр у к ту р н ы х  п а р  и м а к р о п ар  н ер авн о м ер н о й  а эр а ц и и .

С у ж д ен и е  о ко р р о зи о н н о й  акти вн о сти  р азл и ч н ы х  почв, с о гл ас у ю щ е е с я  
с р еал ьн ы м и  п рак ти чески м и  дан н ы м и , во зм о ж н о  п олуч и ть  н а  о сн о ве  у с к о ­
р е н н ы х  эл ек тр о х и м и ч еск и х  и ссл ед о ван и й  при  усл о ви и  у ч ета  р о л и  м и к р о -и  
м а к р о к о р р о зи о н н ы х  п а р  в дан н ом  сл у ч ае  подзем ной  к о ррози и .

Б ы стр ы й  эл ек тр о х и м и ч еск и й  м етод  о ц ен ки  к оррози он н ой  у с т о й ч и в о ­
сти  м е та л л о в  в подзем ны х у с л о в и я х  (по ум ен ьш ен и ю  склон н ости  к  о б р азо ­
в ан и ю  п а р  н ер авн о м ер н о й  аэр а ц и и ) п ри во д и т  к  заклю чен и ю , что  т а к и е  
м е тал л ы  к а к  T i и Z r д о л ж н ы  о б лад ать  п р а к ти ч е с к и  полной  у сто й ч и во стью  
в подзем ны х у с л о в и я х .

4. Атмосферная коррозия

М еханизм  и с к о р о сть  атм осф ерной  ко р р о зи и , к а к  и зв естн о , си л ь н о  
з а в и с я т , в первую  очередь, от степени  у в л а ж н е н и я  к о р р о д и р у ю щ ей  п о в е р х ­
ности  м е та л л а  [24]. Х а р а к т е р  зависи м ости  скорости  атм осф ерной  к о р р о зи и  
от степ ени  у в л а ж н е н и я  п овер х н о сти  м е та л л а  м о ж е т  бы ть к а ч е с тв е н н о  п е р е ­
д ан  к р и в о й  на рис. 8. У ч а с т о к  I соответствует  весьм а м а л о й  в л а ж н о с т и  
в о зд у х а . В озни каю щ и е в эти х  у с л о в и я х  н а  п овер х н о сти  м е та л л а  а д с о р б и р о ­
в ан н ы е  м о л еку л ы  воды (м оно- или  н е с к о л ь к о  м о л е к у л я р н ы х  сл о е в ) ещ е не

Рис. 8. Характер зависимости скорости атмосферной коррозии от степени увлажнения
поверхности металла

12 Acta Technic« XXXII/1—2.
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м о г у т  р асс м атр и в а ть с я  достаточн о  сп лош н ы м и  обладаю щ им и свой ствам и  
эл е к т р о л и т а . Э тому у ч а с т к у  соответствую т м и н и м а л ь н ы е  скорости  к о р р о зи и , 
соответствую щ и е п р о ц е с с а м  хим ического о к и с л е н и я  м етал л о в  в с у х и х  атм о ­
с ф е р а х  при обы чны х т е м п е р а т у р а х  (с у х а я  а т м о с ф е р н а я  ко р р о зи я ).

У ч асто к  II н а с т у п а е т  при зн ач и тел ьн о м  повы ш ен и и  отн оси тельн ой  
в л а ж н о с т и  о к р у ж а ю щ е й  атм осф еры  и с о о т в ет с т в у е т  зн ач и тел ьн о м у  у т о л ­
щ е н и ю  сл о я  вл аги  н а  п о в е р х н о ст и  м ета л л а  по п р и ч и н а м  не т о л ь к о  я в л е н и й  
а д с о р б ц и и , но т а к ж е  и  вследствие х ем о со р б ц и и  (о б р а зо в а н и я  ги д р ато в ). 
Т о н к а я  в л а ж н а я  п л е н к а , ещ е в начале н е в и д и м а я , у ж е  н ач и н ает  в ы п о л н я т ь  
ф у н к ц и и  эл ек тр о л и та . П е р е х о д  м еханизм а к о р р о з и и  от хим и ческого  к  эл е к ­
т р о х и м и ч еск о м у  с о о т в е т с т в у е т  бы строму в о зр а с т ан и ю  скорости  к о р р о зи и  
н а  этом  этапе (о б л асть  влажной атмосферной коррозии). Д ал ь н ей ш ее  у т о л ­
щ е н и е  сл о я  вл аги  д о  в е л и ч и н  десяток и сотен  м и к р о н  (у ч асто к  I I I )  будет 
со о тв етств о в ать  а т м о с ф е р н о й  коррозии  под  в и д и м о й  п л ен к о й  в л а ги  (мокрая 
атмосферная коррозия). У толщ ен ие п л е н к и  в л а г и  н а  этом у ч ас т к е  у ж е  
м о ж е т  вы зы вать н е б о л ь ш о е  пон иж ен ие с к о р о с т и  к о р р о зи о н н о го  п р оц есса  
в с л е д с т в и е  н ек о то р о го  з а т р у д н е н и я  диф ф узи и  к и с л о р о д а  через у то л щ аю ­
щ и й с я  слой вл аги .

Е щ е более т о л сты е  с л о и  эл ектроли та  н а  у ч а с т к е  IV соответствую т кор­
розии при полном погруж ении в электролит у к а зы в а ю т  н а  в есьм а  м ал о е  
и зм е н ен и е  скорости  к о р р о з и и  с увеличен ием  то л щ и н ы  эл ек тр о л и та , вслед ­
с т в и е  у стан о вл ен и я  д о с т а т о ч н о  п остоянной  то л щ и н ы  д иф ф узионного  сл о я .

Р азраб отан н ы е в  н а с т о я щ е е  вр ем я  п р ец и зи о н н ы е  эл ек тр о х и м и ч еск и е  
м е т о д ы  и ссл ед о ван и я  п р о ц е сс о в  атм осф ерной  к о р р о з и и , к а к ,н а п р и м е р , с н я ­
т и е  п о л яр и зац и о н н ы х  к р и в ы х  не только  в у с л о в и я х  видим ы х п л е н о к  в л а ги , 
н о  т а к ж е  и под н е в и д и м ы м и  адсорбционны м и с л о я м и  вл аги  [25], а  т а к ж е  
м о д ел и р о в ан и е , р а б о т а ю щ и х  под тончайш им и ад сорб ц и он н ы м и  сл о ям и  в л а ги  
м и к р о к о р р о зи о н н ы х  п а р  [2 6 ], позволило в п о с л е д н е е  в р е м я  д ать  новы е д а н ­
н ы е  п о  устан овлен ию  зак о н о м ер н о стей  а тм о сф ер н о й  ко р р о зи и , в ч астн ости :

1) М оделирование к о р р о зи о н н ы х  п а р  в п е р в ы е  д ал о  п рям ое эк с п е р и ­
м е н т а л ь н о е  д о к а за т ел ь с т в о  эл ектр о х и м и ч еско го  м е х а н и зм а  атм осф ерной  к о р ­
р о з и и  н е  только  в у с л о в и я х  видим ы х слоев  в л а г и  (м о к р а я  атм о сф ер н ая  к о р ­
р о з и я ) ,  но  т а к ж е  и в  у с л о в и я х  не видим ы х а д с о р б ц и о н н ы х  слоев  в л а ги  при 
в л а ж н о с т и  менее 1 0 0 %  ( в л а ж н а я  атм о с ф е р н а я  к о р р о зи я ).

2 ) У становлено , ч то  п р и  м окрой  ат м о с ф е р н о й  коррози и  ещ е с о х р а ­
н я е т с я  катодны й к о н т р о л ь  [26, 27], при  в л а ж н о й  атм осф ерной  к о р р о зи и  
п р е в а л и р у е т  у ж е  а н о д н ы й  к о н тр о л ь  [25], к а к  эт о  сл ед у ет , нап ри м ер , и з  д ан ­
н ы х  т а б л . 3.

Т ак и м  образом , р а з д е л е н и е  атм осф ерной к о р р о з и и  н а  «мокрую» и « в л аж ­
н у ю »  помимо в н еш н и х  р а з л и ч и й  по степени у в л а ж н е н и я  поверхн ости  обос­
н о в ы в а е т с я  т а к ж е  и б о лее  гл у б о к и м  и зм ен ен и ем  в х а р а к т е р е  к о н т р о л я  эл е к ­
т р о х и м и ч еск о го  п р о ц е сс а .
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Таблица 3
Зависимость плотности коррозионного тока и долей анодного, катодного и омического конт­
роля пары медь- цинк корродирующей под адсорбционной пленкой влаги, при различных

значениях влажности воздуха

Плотность Отношение доли
коррозионного анодного контроля

тока пары к катодному
%% /.1 а  1 см3 Са -Ск

75 0 ,5 5 39
100 7 ,8 0 4

3 ) К атодн ы й  п роц есс  при  атм о сф ер н о й  к о р р о зи и  о б легч ается  п р и  у т о н ь -  
ш ен и и  с л о я  вл аги  н а  к о р р о д и р у ю щ ей  п о в ер х н о сти , в первую  о ч ер ед ь , в с л е д ­
стви е  у в е л и ч е н и я  ско р о сти  д и ф ф узи он н ого  п одвода ки сло р о д а  к  к о р р о д и ­
р у ю щ ей  поверхн ости  в более т о н к и х  с л о я х . П ом им о этого д о с т а в к а  к и с л о ­
ро д а  м о ж е т  т а к ж е  н е с к о л ь к о  у с к о р я т ь с я  (26) вследствие у в е л и ч е н и я  к о н ­
в е к ц и и  в слое в л а ги  при его и с п а р е н и и .

К а к  бы ло н е д а в н о  у стан о в л ен о  [25 ], при к р а й н е  б ольш и х  с т е п е н я х  н е ­
д о с т а т к а  вл аги  н а  п овер х н о сти  (п е р е х о д  от в л а ж н о й  к  су х о й  атм о сф ер н о й  
к о р р о зи и ), като д н ы й  процесс м о ж е т  н а ч а т ь  то р м о зи ться  всл ед ств и е  н е д о ­
с т а т к а  вл аги  д л я  проц есса  о б р а зо в а н и я  и он о в  ги д р о кси л а .

4) А нодны й п роц есс в у с л о в и я х  в л а ж н о й  атм осф ерной  к о р р о з и и  все 
б олее  то р м о зи тся  с п о н и ж ен и ем  т о л щ и н ы  с л о я  в л а ги  (н ап р и м ер , п р и  у м е н ь ­
ш ен и и  отн оси тельн ой  в л а ж н о с т и  атм о сф ер ы ) к а к  вследствие н а с т у п а ю щ е го  
я в л е н и я  ан од н ой  пасси вн ости  [24, 2 5 ], т а к  и при д альн ей ш ем  у т о н е н и и  
в л а ж н о й  адсорб ц и он н ой  п л ен к и , т а к ж е  всл ед стви е  н ед о статк а  в л а г и  д л я  
п р о ц е сс а  ги д р атац и и  иона м ета л л а  п р и  ан од н ом  раство р ен и и  м е т а л л а  [25].

5) П роцесс и он и зац и и  к и с л о р о д а  я в л я е т с я  н аи более обы чны м  и общ им  
ти п о м  к атод н ого  проц есса  при атм о сф ер н о й  к о р р о зи и . О д н ако  п о л н о сть ю  
не  м о г у т  быть и ск лю чен ы  в о тд ел ь н ы х  с л у ч а я х  н а л и ч и я  и д р у г и х  д е п о л я -  
р и зац и о н н ы х  п роц ессов . Т а к , н а п р и м е р , бы ло п о к азан о  [28], что  се р н и с ты й  
г а з  м о ж е т  вы сту п ать  при  атм о сф ер н о й  к о р р о зи и  ж ел е за  не т о л ь к о  к а к  а н о д ­
н ы й  а к т и в а т о р , но  т а к ж е  и к а к  к а т о д н ы й  д еп о л я р и за то р  п р о ц есса . О д н а к о , 
к а к  в д альн ей ш ем  бы ло уточн ен о  в н а ш е й  л а б о р ато р и и  р аб о там и  К л а р к  и 
М и х ай л о в ск о й , серн и сты й  газ, в ы с т у п а я  к а к  катодны й  д е п о л я р и за т о р  в 
у с л о в и я х  м окрой  ко р р о зи и  при  б олее  т о н к и х  ад сорб ц и он н ы х  с л о я х  в л а г и  
(в  у с л о в и я х  в л а ж н о й  атм осф ерной  к о р р о зи и ), я в л я е т с я , в основн ом , ан о д н ы м  
а к т и в а т о р о м .

6) К о р р о зи я  м а г н и я  и м а гн и е в ы х  с п л а в о в  под тонки м и  с л о я м и  в л а ги  
(а тм о с ф е р н а я  к о р р о з и я )  п р о т е к а е т  п р и  преи м ущ ествен н о  к и с л о р о д н о й  д е ­
п о л я р и за ц и и , а не  с водородной  д е п о л я р и за ц и е й , к а к  это им еет м есто  при  
п о л н о м  п о гр у ж ен и и  в р аствор  [11]. П р и  к о р р о зи и  ж ел еза  и с т а л е й  п о д  т о н ­
к и м и  ки слы м и  сл о я м и  эл ек тр о л и та  (у с л о в и я  и н д у стр и ал ь н ы х  с и л ь н о  з а г р я з -

12*
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н е н н ы х  атм осф ер) о сн о вн ы м  типом к а т о д н о й  д еп о л яр и за ц и и  я в л я е т с я  т а к ж е  
п р о ц е сс  ион изаци и  к и с л о р о д а .

7) К о р р о зи о н н а я  ак т и в н о с ть  п р и р о д н ы х  атм осф ер (не за гр я зн е н н ы х  
специ ф и чески м и  а к т и в н ы м и  при м есям и), к а к  это  п о к а за л и  провед ен н ы е в 
н а ш е й  л аб о р ато р и и  Г . К .  Б ер у к ш ти с  и с с л е д о в а н и я , м о ж ет  бы ть н аи б о л ее  
п о л н о  х а р а к т е р и зо в а н а  п р о д о л ж и тел ь н о сть ю  в р ем ен и  н а х о ж д е н и я  в л а ж н о й  
п л е н к и  на п о в ер х н о сти  м е та л л а  в д ан н ы х  у с л о в и я х  атмосф еры .

5. Коррозия металлов в расплавах солей [29, 30]

П од тверж д ен о  [29 ], к а к  это ран ьш е  б ы ло  у к а за н о  [30], что к о р р о з и я  
м е т а л л о в  в р а с п л а в а х  с о л е й  при п овы ш ен н ы х  т е м п е р а ту р а х  н о си т  э л е к т р о ­
х и м и ч еск и й  х а р а к т е р . У стан о в л ен о , к р о м е  то го  [29], что п ары  воды , у г л е ­
к и с л о т а , су льф ат-и он ы , к ар б о н ат-и о н ы , н и тр а т -и о н ы , нитри т-и оны , а  т а к ж е  
н е к о то р ы е  к ати о н ы  м е т а л л а  (напри м ер , С а++) я в л я ю т с я  ак ти вн ы м и  к а т о д ­
н ы м и  д еп о л яр и за то р а м и , ускоряю щ и м и п р о ц е сс  к о ррози и  ж е л е за  и стал и  в 
р а с п л а в л е н н ы х  с о л я х  (х л о р и д ы  р азл и ч н ы х  щ ел о ч н ы х  и щ елоч н озем ельн ы х  
м е т а л л о в )  при п о в ы ш е н н ы х  тем п ер ату р ах .

Р езк о е  у с к о р е н и е  проц ессов  в ы с о к о тем п ер ату р н о й  газовой  к о р р о зи и  
м е т а л л а  при о б р азо в ан и и  н а  п о верхн ости  л е г к о п л а в к и х  о ки слов , д о л ж н о , 
в  п е р в у ю  очередь, с в я з ы в а т ь с я  с эл е к тр о х и м и ч еск и м  х а р ак тер о м  о к и с л е н и я , 
у с т ан а в л и в а ю щ е го с я  в это м  случае.

------ о-------

В ряде  д р у г и х  с л у ч а е в  на основе п р и л о ж е н и я  эл ек тр о х и м и ч еск о й  
т е о р и и  коррози и , т а к ж е  у д ал о с ь  п о л у ч и ть  р я д  и н тересн ы х  и п р а к ти ч е с к и  
в а ж н ы х  дан ны х и н а у ч н ы х  обобщ ений. Э то, п р е ж д е  всего , о тн о си тся : 1) к  
т р а к т о в к е  д ей ств и я  и н ги б и то р о в  к о р р о зи и ; 2 ) прим енению  теори и  м н ого - 
э л е к т р о д н ы х  систем  к  р асч етам  эл е к тр о х и м и ч е с к о й  к оррози и ; 3) и ссл ед о ­
в а н и ю  коррозии  п р и  одноврем енном  во зд ей ств и и  м ехан и ч еского  ф а к т о р а ;
4 )  у стан овлен и ю  в л и я н и я  у н и п о л я р н о й  п р о в о д и м о сти  в о к и сл ах  (п р о д у к т а х  
к о р р о з и и )  и в сам ом  м е т а л л е  (п о л у п р о во д н и к о вы е  м етал л ы  —  Ge, Si) н а  п р о ­
ц е с с ы  эл ек тр о х и м и ч еск о й  коррози и ; 5) эл е к т р о х и м и ч е с к о й  т р а к т о в к е  к о р ­
р о зи и  в у зк и х  щ е л я х  и  з а з о р а х ; б) и ссл ед о ван и ю  м ех ан и зм а  к о р р о зи и  т е х ­
н и ч е с к и  новы х м е т а л л о в  (T i, Zr, N b, Т а  и д р .)  и  м ногим  други м  в о п р о сам .

В  заклю чен и е с в о е го  сообщ ения я  х о т е л  о стан о в и ться  н а  следую щ ем  
в о п р о с е .

6 . Рациональная классификация различных методов борьбы с коррозией 
на базе электрохимической теории

В се сущ ествую щ ие м етод ы  защ иты  м е т а л л о в  от к о ррози и , с то ч к и  зр е ­
н и я  эл ек тр о х и м и ч еск о й  те о р и и , м огут, в п е р в у ю  очередь, п о д р а зд е л я т ь с я
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по х а р а к т е р у  т о р м о ж ен и я , о к азы ваем о го  дан ны м  способом защ и ты  н а  т у  
или  и н ую  сту п ен ь  корр о зи о н н о го  п р о ц есса .

О к а зы в а е т с я  возм ож н ы м  д л я  к а ж д о г о  способа защ иты  у с т а н о в и т ь  
к о н к р е т н у ю  сту п ен ь  ко р р о зи о н н о го  п р о ц есса , к о т о р а я  в основном  т о р м о ­
зи т с я  п р и  осущ ествлении  д ан н о го  м етод а защ и ты , т. е. вы д ели ть  контроли­
рующий фактор данного метода защиты. Т а к и м  образом , и с х о д я  и з  т р е х  
о сн о вн ы х  ко н тр о л и р у ю щ и х  ф ак то р о в  к о р р о зи и , м о ж н о  вы д ели ть  сл е д у ю ­
щ ие гр у п п ы  м етодов защ иты  от к о р р о зи и : 1) м етоды , у в ел и ч и ваю щ и е ом и­
ческое  соп роти влен и е  (то р м о ж ен и е), 2) м етоды , увел и ч и ваю щ и е к ато д н о е  
то р м о ж е н и е  и 3) м етоды , у в ел и ч и ваю щ и е ан од н ое  тор м о ж ен и е  к о р р о зи о н ­
н о го  п р о ц есса . В нутри  к а ж д о й  и з эти х  гр у п п  сл едует  о тли ч ать  осу щ ес­
т в л я е т с я  ли  воздействие д ан н ого  м етод а  ч ерез изм енение в н у тр ен н его  ф а к ­
т о р а  (м е та л л а ), изм енение ф ак то р о в  п о вер х н о сти  и зд ел и я  или  изм ен ен и ем  
в н е ш н и х  ф ак то р о в  (вн еш н и х  у с л о в и й  ко р р о зи и  или  ко р р о зи о н н о й  среды ).

К а к  п р а в и л о , легче о с у щ е с т в л я ет с я  за щ и т а , когд а  к о н тр о л и р у ю щ и й  
ф а к т о р  д ан н о го  м етода защ иты  с о в п а д а е т  с основны м  ко н тр о л и р у ю щ и м  
ф ак то р о м  ко р р о зи и  в д ан н ы х  у с л о в и я х .

Р а зл и ч н ы е  м етоды  защ иты , им ею щ ие общ ий к о н тр о л и р у ю щ и й  ф а к т о р , 
к а к  п р а в и л о , взаим н о  у си л и ваю т  за щ и тн о е  дей стви е  д р у г  д р у га . П р и  р а з н о ­
и м ен н ы х  к о н тр о л и р у ю щ и х  ф а к т о р а х  д в у х  м етодов защ иты  и х  общ и й за щ и т ­
н ы й  эф ф ект м о ж е т  н е  т о л ь к о  не у с и л и в а т ь с я , но ин огда бы ть м ен ьш и м , чем 
к а ж д о г о  в отдельности .
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Р Е З Ю М Е

Автор детально останавливается на описании кинетики коррозионных процессов, 
далее подробно занимается термодинамическими вопросами этой проблемы. Указываются 
факторы, которые воздействуют на электрохимическую коррозию. Исследуется роль 
катодных включений в процессе коррозии сплавов, далее указывается практическое 
значение первого.

Изучаются процессы коррозии, протекающие в пассивном состоянии металла. 
Излагаются обстоятельства транспассивизации металлов.

Выводится электрохимический механизм грунтовой коррозии металлов. Указы­
ваются факторы, воздействующие на грунтовую коррозию. Описываются различные 
случаи атмосферной коррозии, которые также можно считать одним из видов электро­
химической коррозии. Наконец рассматриваются отдельные случаи коррозии металлов, 
происходящие в расплаве.

Автор излагает рациональную классификацию методов коррозионной защиты, 
основывающуюся на электрохимической теории.

Ü B E R  D IE  E N T W IC K L U N G  D E R  E L E K T R O C H E M IS C H E N  T H E O R IE  
D E R  M E T A L L K O R R O S IO N

N. D. TOMASCHOW

Z U SA M M EN FA SSU N G

I m  A ufsatz  w ird  d ie  K in e tik  der K o rro s io n sv o rg än g e  ausfü h rlich  b e h a n d e lt ,  fe rn e r 
w e rd e n  a u ch  die th e rm o d y n a m isc h e n  F rag en  d ieser K in e tik  e ingehend  e rö rte r t.  E s  w ird  a u f  
d ie  d ie  e lek trochem ische  K o rro s io n  b eein flussenden  F a k to re n  h ingew ieseu. E s w ird  die R olle  
d e r  K a th o d e in sch lü sse  in  d e m  K o rro s io n sv erlau f d e r  L eg ie ru n g en  e rö rte r t,  u n d  es w ird  a u f  
d ie  p ra k tisc h e  B e d eu tu n g  d iese r  E insch lüsse  hirigew iesen.

E s  w erden  d ie  im  p a ss iv e n  Z u stan d  des M eta lls  v e rlau fen d en  K o rros ionsvorgänge  
s tu d ie r t ,  u n d  d ie V e rh ä ltn is se  d e r  T ran sp ass iv ie ru n g  d e r M etalle  e rö rte rt.

E s  w ird  e in  e le k tro c h e m isc h e r M echanism us fü r  d ie  B odenkorrosion  de r M etalle  a u f­
g e s te ll t .  E s  w ird  a u f  d ie  d ie  B oden k o rro sio n  b e e in flu sse n d en  F a k to re n  h ingew iesen , fe rn e r 
w e rd e n  d ie  v e rsch ied en en  F ä lle  d e r a tm o sp h ä risch e n  K o rro s io n  besch rieben , d ie ebenfa lls  
a ls e in e  A r t  de r e le k tro c h e m isc h en  K orrosion  zu  b e tr a c h te n  is t .  Schließlich  w erd en  d ie e in ­
ze ln en  F ä lle  der in  de r S chm elze  s ta ttf in d e n d e n  M e ta llk o rro s io n d en  u n te rsu ch t.

E s  w ird  eine ra tio n e lle  K lassifiz ie ru n g  d e r a u f  d e r e lek trochem ischen  T heorie  b e ru ­
h e n d e n  K o rro s io n ssc h u tz v e rfa h ren  angegeben.
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D E V E L O P M E N T  O F T H E  E L E C T R O C H E M IC A L  T H E O R Y  O F M E T A L  C O R R O SIO N

N. D. TOMASCHOW

SU M M A RY

A u th o r  exp lains in  d e ta il  the  k inetics o f corrosion processes and  also g ives a  th o ro u g h  
s tu d y  o n  th e ir  th e rm o d y n am ica l problem s. H e  p o in ts o u t  th e  fac to rs  w hich  h a v e  in fluence  
on e lectrochem ica l co rrosion . H e in v estig a tes  th e  role o f c a th o d e  inclusions co n cern ing  co rro ­
sion p rocess in  alloys, a n d  a t  th e  sam e tim e  he em phasizes th e ir  p rac tica l im p o rta n ce .

H e exam ines th e  co rro s io n  processes ta k in g  p lace in  th e  m eta ls  passive  s ta te .  F u r th e r , 
he describes th e  c ircu m stan ces  o f  the  m eta ls  becom ing tran sp ass iv ized .

A u th o r  sets up  th e  e lectrochem ica l m echan ism  o f th e  soil corrosion  o f m e ta ls  an d  
p o in ts  o u t  th e  factors in flu e n c in g  soil corrosion . H e also describes va rio u s cases o f  a tm o sp h e ric  
corrosion , w hich can also be regarded  as a  so r t  o f e lec tro ch em ica l corrosion . F in a lly , he in v es­
tig a tes  ce rta in  cases o f co rro s io n  tak in g  p lace  in  m elted  m eta ls .

A u th o r also gives a ra tio n a l  c lass ifica tio n  of a n tico rro s iv e  m ethods based  on  th e  e lec tro ­
chem ica l theory .

L ’É V O L U T IO N  D E  L A  T H É O R IE  É L E C T R O C H IM IQ U E  D E  LA C O R R O SIO N  D U  M É T A L

N. D. TOMASCHOW

R É S U M É

L ’a u te u r  expose en  d é ta il la c in é tiq u e  des procès de corrosion , e t so u m et à  un  ex am en  
ap p ro fo n d i les p rob lèm es th e rm o d y n am iq u es  de celle-ci. I l  in d iq u e  les fa c teu rs  ex erçan t 
une in flu en ce  sur la co rro s io n  é lectro ch im iq u e, exam ine  le rô le des inclusions ca th o d iq u es 
d an s la corrosion des a lliag es  e t souligne l ’im p o rtan ce  p ra tiq u e  de la question .

L ’a u te u r  é tu d ie  e n su ite  le procès de la  corrosion d a n s  l ’é ta t  p assif d u  m é ta l,  e t expose 
les co n d itio n s de la tra n s p a s s iv ité  d u  m é ta l. L ’artic le  é ta b l i t  aussi le m écanism e é lec tro ch i­
m ique  de la corrosion d u  m é ta l p a r action  d u  sol, in d iq u e  les fa c teu rs  e n tra n t  e n je u ,  e t  analyse  
les d iv ers  cas de corrosion  a tm o sp h ériq u e , q u i p e u t ê tre  considérés com m e une  espèce de cor­
rosion é lectroch im ique. S u it  en fin  un  e x am en  de la corrosion  de la fon te  de m é ta l.

P o u r te rm in er, l ’a u te u r  p résen te  une  c lass ifica tio n  ra tio n e lle  des m éth o d es de p ro tec ­
tion  co n tre  la corrosion , basées sur la th éo rie  é lectro ch im iq u e.





РАСЧЕТ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ШАЙБ
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ПОЛИТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ СТРОИТЕЛЬНОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ И ТРАНСПОРТА, 

КАФЕДРА МАТЕМАТИКИ, БУДАПЕШТ

И

Я. САБО
КАНДИДАТ ТЕХНИЧЕСКИХ НАУК

НАУЧНО- ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ ИНСТИТУТ ПО СТРОИТЕЛЬСТВУ, БУДАПЕШ Т

[Поступило 21 марта 1960 г.]

Р а б о та  зан и м ается  р ас ч е т о м  со сто ян и я  п л о ско стн о го  н а п р я ж е н и я  д л я  
п р я м о у го л ь н ы х  ш айб п о с т о я н н о й  толщ ин ы , при чем  р а с с м а т р и в а е т с я  с л у ч а й  
л и ш ь  к р а е в ы х  н агр у зо к . М етод  д ает  п р и б л и ж ен н ы е  р е зу л ь таты , т а к  к а к  
д и ф ф ерен ц и альн ое  у р а в н е н и е  четвертого  п о р я д к а  в ч астн ы х  п р о и зво д н ы х , 
с пом ощ ью  которого  з а п и с ы в а е т с я  состоян и е н а п р я ж е н и я , м о ж е т  бы ть 
п р и б л и ж е н н о  зам енено у р а в н е н и я м и  кон ечн ы х  разн о стей , но  в сегд а  м о ж е т  
бы ть д о сти гн у та  т р е б у е м а я  то чн ость .

Р а б о та  п о к азы вает  д в а  м ето д а  р еш ен и я  за д ач и :
1. П р е д п о л а га я  н е п р ер ы в н о е  изм енение по одной  перем ен н ой  и з а д а в а я  

зн а ч е н и я  ф у н к ц и и  то ль к о  п р и  д и ск р етн ы х  з н а ч е н и я х  вто р о й  п ер ем ен н о й , 
первы й  м ето д  д ей стви тельн о  с о с та в л я е т  п рои зводн ы е по п ер во й  п ерем ен н ой , 
а  прои зводн ы е по второй  п ерем ен н ой  за м е н я е т  отнош ением  п р и р ащ ен и й . 
Р еш ен и е за д а ч и  своди тся  к  реш ен ию  обы чного л и н ей н о го  м атри чн о-ди ф ф е­
р е н ц и а л ь н о го  у р ав н ен и я .

2. В то р о й  метод з а д а е т  зн а ч е н и я  иском ой  ф у н к ц и и  т о л ь к о  п р и  дис­
кр етн ы х  зн а ч е н и я х  п ер ем ен н ы х  и частны е п рои зводн ы е по обеим п ер ем ен ­
ным за м е н я е т  отнош ением  п р и р а щ е н и й . Это своди т за д а ч у  к  реш ен ию  л и н е й ­
ного  м атр и ч н о го  у р а в н е н и я .

1.

С хем а п р я м о у го л ь н о й  ш ай бы  с к раевы м и  н а гр у зк а м и  п о к а з а н а  н а  
ч ер теж е  №  1.

С остоян и е п л о ск о стн о го  н а п р я ж е н и я  п р я м о у го л ь н о й  ш ай бы  м о ж е т  
бы ть за п и с а н о  у р авн ен и ем  т и п а  ф ун кц и и  Э ри:

A A F ( x ,  у )  =  0 . ( 1 )

С в я зь  м е ж д у  F(x, у) «ф ункц ией  н а п р я ж е н и я »  и ф у н к ц и я м и  ах, ауг тху 
за д ае т с я  известны м и1 ф о р м у л а м и :

1 см. [1] стр. 17—24.
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Э2 F
ах =  —

Эу2 02 Р
=  -  —  —  (2)

д2 F  дх ду
°У = -----Эя2

И сх о д я  из и зв е с т н о й  зависи м ости  м е ж д у  к р а е в о й  н а г р у зк о й  и к р а е ­
в ы м и  зн ач ен и ям и  ф у н к ц и и  н а п р я ж е н и я , м о ж н о  оп ред ел и ть  зн а ч е н и я  ф у н к ­
ц и и  F(x, у) на с т о р о н а х  п р я м о у го л ь н о й  ш ай б ы , поэтом у в д ал ьн ей ш ем  эти 
з н а ч е н и я  будем сч и тать  известны м и.

П у с т ь  F(x, у) н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  по х , и за д а н а  т о л ь к о  при  

У/ =  * ’ ь I

Í 6 =  - 1У- - ; i =  0, 1, 2, . . .  п +  1 I I (3)I п + 1 I I
д и с к р е т н ы х  зн а ч е н и я х  п ер ем ен н о й  у. (черт. 2 .) Т о гд а  F(x, y)  м о ж е т  бы ть 
з а д а н а  к а к  ф у н к ц и я  о д н о го  перем енного

{ F( x ,  у )}у=;-.„ =  F(x, ib) =  f , (х) \
(i =  0, 1 , 2,  . . .  п +  1) J

Р азо б ьем  у р а в н е н и е  (1 ) н а  следую щ ие д в а  у р а в н е н и я -

A G (x,y)  =  О 

A F (x ,y )  =  G(x, у )

(5 )

( 6)
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где
G(x, у )  =  ах (х, у )  +  ау (х, у )  . (7)

У р а в н е н и е  (5) м о ж е т  быть з а п и с а н о  в м атри чн ой  ф орм е следую щ им  
о б р азо м  :

1  ̂ d2
[AG{x, у ) ]  ~  -  -  С g  (*) +  -  g (l) (*) +  —  g (*) =  0 (8)

b2 b2 ах2

X

Черт. 2

где

g (* ) =

9(i) (*) =

Ä1 (*) (1 ?

Ä2 (*) (2

«rn (*)- ( n

go (*) (1
0 (2

b
g n+ A x ) (■n

G(x, ib)

С и стем ати зи р у я  уравн ен и е  (8)

d2 

dx2
g (*) a 2 g  (*) =  «(*) (9 )

где

a (*) == TT 9(i) (*)
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О бщ ее реш ение у р а в н е н и я  (9)

д(я;) == (chA  х ) с 4 +  (sh А  х) с 2 +  Ь(я) (10)
где

Ь(ж) =  — (ch А  х) А~* J (sh А  .г) а(ж) dx +  (sh А  х) А ~ г | (ch А  х) а(ж) dx  (11) 

П осто ян н ы е cl5 с а о п р ед ел яем  из к р а е в ы х  у сл о в и й :

д (0) =  д 0 ’ д (,) =  9/

c i =  д 0 — Ь(0)
с 2 =  (sh A  Z)-i {g , -  Ь(/) -  ch А  / [д 0 -  Ь(0)]}

И м е я  в р а с п о р я ж е н и и  реш ен ие у р а в н е н и я  (5 ), у р ав н ен и е  (6) м о ж н о  
з а п и с а т ь  а н ал о ги ч н о  у р а в н е н и ю  (8)

1 1 d 2
[ F M ]  ~  —  С f  (*) +  —  f(l) (X ) +  —  f(x) =  g (X) (14)

С и стем ати зи р у я  у р а в н е н и е  (14) 

d 2
f(*) _  A 2f(*) =  d(x)  (15)

a x l
где

d (*) =  g ( * ) - T r f ( i ) ( * )

О бщ ее реш ение у р а в н е н и я  (15) а н а л о ги ч н о  с реш ением  у р а в н е н и я  (9)

f(x) =  (ch А  х) с3 +  (sh А  X )  с4 +  И(ж) (16)
где

И(я:) =  — (ch А  я)-1  f (sh А  х) h (х ) dx +  (sh А  х) А -1  [  (ch А  х) d (л:) dx  (17)

Cs =  fo - h ( 0 )  (18)

с 4 =  (sh A  Z)-1 {f, -  h (l) -  ch A  l [f0 -  h(0)]} (19)

( 12)

(13)

2.

Н а  основании  р аб о ты  [2] вторы м  м етодом , у р а в н е н и е  (1) м о ж е т  бы ть 
п р и б л и ж е н н о  зап и сан о  следую щ и м  м атри чн ы м  у р а в н е н и е м :

C - W
а2 b2

C W C tT W C S =  , î r C W ® +  ,! r W ' » C +

a 2 b2
w (о) W ,(1) w ( l )

1

b2
w ( 2)+ 2 W (2) =  D  (20)

O*2
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где

w =  [F(ia,jb)]  ;
i =  1,2,... п

j  =  1 ,2 ,...и
д ал ь ш е

W (1),W (2) с о д е р ж а т  краевы е зн а ч е н и я  ф у н к ц и и  F(x у) по н а п р а в л е н и я м
У И X,

W (0) со д е р ж и т  зн а ч е н и я  F(x, у ) в у г л о в ы х  то ч к а х  и, н а к о н е ц , W a > , 
W ( 2 ), W ( 2 ), W (i)  со д е р ж а т  кр аевы е  зн а ч е н и я  п ер ем ен н ы х  ах и ау.

Р еш ен и е  у р а в н е н и я  (20) м о ж ет  б ы ть  за п и с ан о  следую щ ей ф о р м у л о й

W  — U { M x ( U D U ) } - U  (21)

где
1 '

я, я ,
2

- L- +а2 ъ*

L =  < Д Х, Д2,...ЯП>  

С  =  U L U

3.

П р и м ен ен и е д в у х  способов, у п о м я н у т ы х  вы ш е, п о к аж ем  н а  числовом  
п р и м ер е .

Т р е б у е т с я  опред елить  со сто ян и е  н а п р я ж е н и я  д л я  п р я м о у го л ь н о й  
ш ай бы , и зо б р а ж е н н о й  н а  ч ер теж е  3. К р а е в ы е  зн а ч е н и я  ф у н к ц и и  н а п р я ­
ж е н и я  п р ед став л ен ы  н а  ч ер теж е  4.

Черт. 3
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1°Х од р е ш е н и я , в соответствии  с п ер вы м  м етодом : 

d 2
д (х ) — А 2 д(х ) =  0

где

dx2

А 2 =  —  С  =  — U L U  ; A = U A U
b2 62

Н а  основани и  к р а е в ы х  у сл о в и й  (см . ч ер т . 3  и 4) 

9 i ( x ) =  0 ,  т. е. а (* )  =  О 

X =  0, д (0 )  =  0, т . е. Cj =  О

X — I, g  (Z) - — 5 4 е , где е

О бщ ее реш ен и е :

д ал ь ш е

т. е. с 2 =  — 54(sh А  1)~г е  

g (x )  =  — 54(sh А  х) (sh А  Z)-1  е

dx 2
f(*) — A 2f(* ) =  д (* )

f(* )  =  (ch A * )  c 3 +  (sh A  * )c 4 +  h(*;) 

Н а  основе к р а е в ы х  у сл о в и й :

c 3 =  0 ; c 4 =  (ch A  /)—x{f(Z) -  h(Z)},
где

f  (/) =  -  1 ,6875

54
h(x) =  — — 7 A _2(sh A  Z)-1 {2 A  *(ch  A  x) — sh A  -ï}e 

О бщ ее реш ен ие f(x).

f(x ) =  (sh A  Z)“ 1 (sh A x) {f(Z) -  h  (Z)} +  h(*)



РА С Ч Е Т П Р Я М О У Г О Л Ь Н Ы Х  Ш А Й Б 191

М атричн ую  ф ун кц ю  f(x) вы рази м  с пом ощ ью  к ан о н и ч еско й  ф орм ы  
м атри цы  А .

Цх) =  (sh A  / ^ { ( s h  А  X) щ
27

A -2 (sh А I) - 1 (2 /A  ch А  / — sh А  /) е

27
А  2(2 л- A  ch А  X — sh А г )  е }  =

=  U  (sh A  Í ) -1 sh А  X и е д +  27 2 , Л с Ь Л ' - '
2 А 2 sh AI

h А  /
U  е

27 2 х A c h  А х  — sЬ Л * U e l
2 А 2 (

где:

и  = 0,288 675 0,5 0,577 350 0,5 0,288 675
0,5 0,5 0 — 0,5 —0,5

0,577 350 0 — 0,577 350 0 0,577 350
0,5 — 0,5 0 0,5 -0,5

0,288 675 — 0,5 0,577 350 — 0,5 0,288 675

~ г А 2 =  <  0,267 949; 1; 2; 3; 3,732 051 >
16

Л =  <  2,070 552 * 5,656 854 * 7,727 407 > 2

З ап и ш ем  д и аго н ал ь н ы е  м атр и ц ы  Л * ,  s h A * , сЬЛ ж

0,25 А = < 0,517 636 * 1,414 216 * 1,931 852 >
0,5 Л = < 1,035 372 * 2,828 432 * 3,863 704 >
0,75 А - < 1,552 908 * 4,242 649 * 5,795 556 >
1,00 Л < 2,070 744 * 5,656 864 * 7,727 408 >
1,25 Л = < 2,588 180 * 7,071 080  * 9,659 260 >
1,50 А < 3,104 816 * 8,485 296 * 11,591 112 >

sh 0,25 А — < 0,54106 * 1,93411 * 3,37000 >
sh 0 ,50 Л = < 1,22915 * 8,42549 * 23,69110 >
sh 0,75 Л = < 2,25110 * 34,76951 * 163,17843 >
sh 1,00 А = < 3,88624 * 143,03954 * 1123,42720 >
sh 1,25 А = <  6,58262 * 588,22059 * 7734,88544 >
sh 1,50 А = <11,07501 * 2418,90647 * 53254,69975 >

2 На место обозначенное звездочкой (*) может быть записано любое значение, 
которое согласовано с характером векторов U • f(/) и U • е.
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ch 0,25 Л  =  
ch 0,50  Л  . 
ch 0,75 А  =г 
ch 1,00 Л  =  
ch 1,25 А  =  
ch 1,50 Л

<  1,13583
<  1,58022
<  2,45991
<  4 ,0 0 7 9 0
<  6 ,65498  
< 1 1 ,1 2 0 5 2

* 2 ,1 7 8 1 3  *
* 8 ,4 8 8 5 0
* 3 4 ,7 8 4 8 8  *
* 143,04351 *
* 5 88 ,22157  *
* 2 418 ,90647  *

3,51500 >  
23,71045 >  

163,18124 >  
1123,45366 >  
7734,88928 >  

53254,69975 >

Д а л ь ш е  запи ш ем  п од робн о  следую щ и е м атр и ц ы . 

2 / A  ch  Л  I — sh  А  / =

=  <  57 ,979  327  * 38631,368 319  * 1181307,680 016  >
А  2 =  <  0 ,2 3 3  253  * 0,031 2 5 0  * 0 ,016 747 >

( A 2 s h  А  1)~г =  <  0 ,021 0 6 0  * 0 ,0 0 0  0 1 3  * 0 ,00000032 >

(A 3 sh А  I ) -1 (21 ch Л I -  sh А  I) U e  =

27_ 2 ,0 0 8  340
2 0

0 ,0 7 2  097  
О

0 ,0 1 0  340

2,630 986 
О

0,289 950 
О

0,058 506

2 А 1 U  е 2,081 270  
О

0 ,2 0 4  124 
О

0 ,0 3 9  980

И м е я  в р а с п о р я ж е н и и  эти  дан ны е, м о ж н о  зап и сать  м а тр и ц у  f(* ) :

х) =  1 3 ,5 - I O " 6 134047sh2 ,070544x  —  54247х  • ch2 ,070544x +  9 0 sh 5 ,6 5 6 8 6 4 x — 
232177sh 2 ,0 7 0 5 4 4 x  —  93959х  • ch2,070544x —  
2 6 8 0 9 5 sh2 ,070544x  —  108494x  • ch2 ,070544x —  9 0 sh 5 ,6 5 6 8 6 4 x +  
2 3 2 1 7 7 sh2 ,070544x  —  9395 9 x  • c h 2 ,0 7 0 5 4 4 x —  
134047sh2 ,070544x  —  5 4 2 4 7 x  • ch2 ,070544x +  9 0 sh 5 ,6 5 6 8 6 4 x  -

-— 4 8 x  • ch 5 , 656864x +  0 ,3 sh 7 , 727408x —  0 ,3 x  • ch 7 ,7 2 7 4 0 8 x
—  0 ,5 sh 7 ,7 2 7 4 0 8 x  +  0 ,5 x  • ch 7 ,7 2 7 4 0 8 x  

+  48x  • ch 5 ,656864x  +  0 ,6 sh 7 ,7 2 7 4 0 8 x  —  0 ,3 x  • ch 7 ,7 2 7 4 0 8 x
—  0 ,5 sh 7 ,7 2 7 4 0 8 x  +  0 ,5 x  • ch 7 ,7 2 7 4 0 8 x  

-  48x  • ch5 ,656864x  +  0 ,3 sh 7 ,7 2 7 4 0 8 x  —  0 ,3 x  • ch 7 ,7 2 7 4 0 8 x
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Н а о сн о ван и и  м а тр и ц ы  f(*) в с е ч е н и я х  у  =  ib(i =  1, 2 , . . .)  м о ж н о  
оп р ед ел и ть  зн а ч е н и я  F{x, у) ф ункц ии  н а п р я ж е н и я  д л я  лю бого х. З н а ч е н и я  
ф ун кц и и  F(x, у) во  в н у т р е н н и х  то ч к ах , отм еч ен н ы х  н а  ч ер теж е  4 ., со б р ан ы  
в н и ж е п р и в ед е н н у ю  м а тр и ц у :

0,77317 1,33576 1,54038 1,33576 0,77317
1,65322 2,85036 3,28400 2,85036 1,65322
2,74814 4,71542 5,42005 4,71542 2,74814
4,17866 7,09718 8,11405 7,09718 4,17866
6,04781 10,09106 11,39156 10,09106 6,04781

2° Х о д  р е ш е н и я , в  соответствии со вторы м  м етодом. 
Н а  о сн ован и и  у р а в н е н и я  (20): 
а =  b =  0 ,25

С -W  +  2C W C  +  W C 2 =  C W (0 +  W (1)C -  a -  G (l) =  D

a2 G (l) =  1,6875 0 0 0 0 0 ; w(1, =  1,6875 ”  0 0 0 0 0 "
C 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 2 _ 5 8 9 8 5

D =  1,6875
-

0 0 0 0 0 “
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

- 5 — 8 - 9 — 8 — 5
14 20 22 20 14

С =  U L U
L =  <  0,267 949; 1; 2; 3; 3,732 051 >

M =

U D U

3,482 056 0,622

OO

0 ,194 417 0,093 637 0,062 500
0,622 009 0,250 000 0,111 111 0,062 500 0,044 658
0,194 417 0,111 n i 0,062 500 0,040 000 0,030 435
0,093 637 0,062 500 0,040 000 0,027 778 0,022 065
0,062 500 0,044 658 0,030 435 0,022 065 0,017 949

6,297 824 0 1,200 359 0 0,312 262
— 20,842 059 0 —2,435 695 0 —0,592 059

39,735 544 0 3,374 997 0 0,764 419
-4 7 ,9 8 1  953 0 - 3 ,4 0 9  973 0 — 0,731 953

33,437 718 0 2,174 637 0 0,452 105

13 Acta Technica XXXII/1—2.
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M x ( U D U )  =

21,92938 0 0 ,2 3 3 3 7 0 0 ,0 1 9 5 2
— 12,96395 0 — 0 ,2 7 0 6 3 0 0 ,0 2 6 4 4

7,72526 0 0 ,2 1 0 9 4 0 0 ,02326
—  4,49289 0 — 0 ,13640 0 — 0,01615

2,08986 0 0 ,0 6 6 1 8 0 0 ,00812

- { M x ( U D U ) } и  =

“  0 ,77224 1,33271 1,53628 1,33271 0 ,7 7 2 2 4
1,65057 2 ,84184 3 ,27260 2 ,8 4 1 8 4 1,65057
2,74592 4 ,70240 5 ,40323 4,70240 2 ,7 4 5 9 2
4,17642 7,07222 8 ,09180 7,07222 4 ,17642
6,05889 10,03982 11,40456 10,03982 6 ,05889

Э лем енты  м а тр и ц ы  W  хорош о  с о гл а с у ю т с я  с элем ентам и  м а тр и ц ы  F, 
п о л у ч ен н ы м и  первы м  способом .

О тм етим , что в о зм о ж н о с ть  п р о м е ж у т о ч н о й  п р о в ер к и  при  р еш ен и и  вто- 
н ы м  способом , о б есп еч и в ается  тем , что сл ед  м атр и ц ы  во  в р е м я  о р т о го н а л ь - 
р ы х  п р ео б р азо в ан и й  о с т ае т с я  неи зм ен н ы м . Н ап р и м ер :

S p (D )  =  S p ( U D U )  =  1,6875. (— 6,0000)
S p { M x ( U D U ) }  =  S P {W )  =  1,6875 -13,125

Э лементы  м атр и ц ы  W  даю т п р и б л и ж е н н ы е  зн а ч е н и я  ф у н к ц и и  f(x,  у) 
в  т о ч к а х  р азб и ен и я . З н а я  W  зн а ч е н и я  н а п р я ж е н н о с т е й , ах, ау м о ж н о  за п и ­
с а т ь  следую щ и м и ф о р м у л ам и :

ы  =  - ' W C  ;
а 2 ы  =  -  Ла-

C W  + 4 W u)
а

—  3,388 —  5,710 —  6 ,514 —  5,710 —  3 ,388
—  7,349 — 12,168 — 13,748 — 12,168 —  7 ,349
— 12,631 — 20,090 — 22,427 — 20,090 — 12,631
— 20,490 — 30,020 — 32,627 — 30,020 — 20,490
— 33,247 — 41,859 — 43,671 — 41,859 — 33,247

"  1,697 2,822 3 ,200 2,822 1,697
3,473 5,623 6 ,309 5,623 3 ,473
5,362 8,148 8,927 8,148 5 ,362
7,232 9,564 9 ,987 9,564 7 ,232
7,938 7,881 7 ,523 7,881 7 ,938
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П р и б л и ж ен н о е  зн ач ен и е  к а с а т е л ь н о г о  н а п р я ж е н и я  
н о го  ф орм улой

тх у
9 “ F (x ,y )  

дх д у

тху, в ы р а ж е н

м о ж н о  п о л у ч и ть  и з  элем ентов  м а тр и ц ы  W  с пом ощ ью  д в у х сто р о н н и х  к о н е ч ­
н ы х  разн остей .

11,367 6,488 0 —  6,488 — 11,367
13,479 7,573 0 —  7,573 — 13,479
16,921 9,173 0 —  9,173 — 16,921
21,350 10,753 0 — 10,753 — 21,350
25,711 11,338 0 — 11,338 — 25,711

Н а ч ер теж е  (5) п ред ставлен ы  к р и в ы е  в о зм о ж н о го  и зм ен ен и я  н а п р я ­
ж е н и й  с учетом  и звестн ы х  зн ач ен и й  н а п р я ж е н и я  в д и скретн ы х  т о ч к а х .

L
Черт. 5

ЛИТЕРАТУРА

1. К . G ik km a nn  : F läch e n tra g w e rk e  (S prin g er-V erlag , W ien , 1946).
2. I .  Sza b ó : E in  neu es V e rfah ren  zur u n m itte lb a re n  n u m erisc h en  L ösung der D irich le tsch e n

R a n d w e rta u fg ab e  (ZaM M , B and  38, H e f t  7/8, 1958).

Р Е З Ю М Е

Работа занимается расчетом состояния плоскостного напряжения для прямо­
угольных шайб постоянной толщины, причем рассматривается случай лишь краевых 
нагрузок. Для разрешения задачи авторы показывают два метода приближения, которые 
можно усилить до любой степени точности. Первый метод предполагает искомые функции

13'
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двух переменных лишь при дискретных значениях одного переменного, а задача записана 
в виде обычного линейного матрично-дифференциального уравнения. Другой метод пред­
полагает искомую функцию от напряжения исключительно в дискретных значениях, 
а задачу сводит к решению линейного матричного уравнения.

D IE  B E R E C H N U N G  W A N D A R T IG E R  T R Ä G E R

I. SÁNDOR und J. SZABÓ

Z U SA M M EN FA SSU N G

D ie  M itte ilung  b e fa ß t  s ic h  m it de r B e rech n u n g  des ebenen  S p an n u n g sz u sta n d es  v o n  
re c h tw in k lig e n , au ssch ließ lich  ra n d b e la s te te n  w a n d a r tig e n  T räg ern  m it k o n s ta n te r  S tä rk e . 
Z u r  L ö su n g  der A ufgabe w e rd en  zw ei, bis zu  e in e r b e lieb ig en  G enauigkeit s te ig e rb a re  N ä h e ­
ru n g s v e r fa h re n  v o rg e fü h rt. D ie  e in e  L ösung d e f in ie r t  die g esuch te  F u n k tio n  m it  zw ei V e rän ­
d e r lic h e n  b loß  bei den  d isk re te n  W erten  der e inen  V e rän d e rlich en  u n d  sch re ib t d ie  A ufgabe 
in  F o r m  e iner gew öhnlichen  l in e a re n  M atrix -D iffe ren tia lg le ich u n g  an. Die a n d e re  L ösung 
d e f in ie r t  die gesuchte S p a n n u n g s fu n k tio n  au ssch ließ lich  in  d isk re ten  P u n k te n  u n d  re d u z ie r t 
d ie  A u fg a b e  au f die L ösu n g  e in e r  lin ea ren  M a tr ix g le ich u n g .

A N A L Y SIS  O F D E E P  BEAM S

I. SÁNDOR and J. SZABÓ

SU M M A RY

T w o-dim ensional s tre ss  s t a te  o f un ifo rm ly  th ic k  re c tan g u la r  deep beam s a re  a n a ly sed  
a t  th e  edge loads only . A u th o rs  describe  tw o a p p ro x im a tio n  m eth o d s for th e  a c c u ra c y  to  be 
in c re a s e d  a rb itra rily . One o f  th e  m eth o d s  defines th e  s tu d ie d  fu n c tio n  of tw o v a r ia b le s  a t  th e  
d is c re te  v a lu es o f b u t  one o f  th e  v a ria b le s , and  se ts  u p  th e  p rob lem  in  th e  fo rm  o f  a n  o rd in a ry  
l in e a r  m a tr ix  d iffe ren tia l e q u a tio n . W ith  th e  o th e r  m e th o d  th e  stu d ied  stress  e q u a tio n  is 
d e f in e d  a t  d iscrete p o in ts  o n ly , a n d  th e  p rob lem  is re d u c e d  to  th e  so lu tion  of a  l in e a r  m a tr ix  
e q u a t io n .

C A L C U L  D ES PO U T R E S -C L O ISO N S

I. SÁNDOR et J. SZABÓ

R É SU M É

L es au teu rs  é tu d ie n t le c a lcu l de l ’é ta t  de te n s io n  p lan e  de poutres-c lo isons de fo rm e 
re c ta n g u la ire ,  d ’épaisseur c o n s ta n te ,  chargées u n iq u e m e n t au  bord . Ils p ré se n te n t  deu x  
p ro c é d é s  d ’ap p ro x im atio n  p o u v a n t  ê tre  am enés j u s q u ’à la  précision désirée. L ’u n e  des so lu ­
t io n s  n ’in te rp rè te  la fo n c tio n  à d e u x  v ariab les q u ’a u x  v a le u rs  d iscrètes de l ’une  des v a r ia b le s , 
e t  re p ré se n te  le p rob lèm e sous fo rm e d ’une é q u a tio n  d ifféren tie lle  d ’une m a tr ic e  lin éa ire  
o rd in a ir e .  L ’au tre  so lu tio n  in te rp rè te  la fonction  de  te n s io n  cherchée u n iq u e m e n t d an s  des 
p o in ts  d isc re ts, e t ré d u it  le p ro b lèm e  à la  so lu tio n  d ’u n e  éq u atio n  m atric ie lle  lin é a ire .
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1. Einleitung

W ie bekannt, werden bei Schleifringm otoren zur Verminderung der 
Anzahl der R egelkontakte im  Läuferkreis solche M etall-Anlaß bzw. R egel­
w iderstände angew andt, deren einzelne Phasenw iderstände in gew issen  
R egelungslagen verschieden sind. Im folgenden wird das Verhalten eines m it 
einem  solchen asym m etrischen Läuferwiderstand geregelten Motors untersucht.

B ei der Erörterung der im  Läufer asym m etrischen M aschinen (sowohl 
Synchron- als A synchronm aschinen) ist es zw eckm äßig, die Gleichungen der 
Maschine im  an den Läufer gebundenen K oordinatensystem  anzuschreiben  
und, falls m öglich, die (zweiphasige) Zerlegung in  R ichtungen d und q anzu­
wenden. Mit diesen zw ei m athem atischen M itteln kann die Behandlung der 
Form nach sehr einfach gestaltet werden. B ei Synchronm aschinen ergibt 
sich die Zerlegung in R ichtungen d und q w egen des Aufbaues des Läufers 
von selbst, da die Erregerspule im  allgem einen die ausgezeichnete R ichtung  
des Läufers der Synchronm aschine ist, so daß die R ichtung d  gewöhnlich in  
R ichtung der Erregerspule aufgenommen wird. D ie N otw endigkeit dieser 
Zerlegung geht besonders klar bei den Synchronm aschinen m it ausgeprägten  
Polen (Schenkelpolm aschinen) hervor, wo zw ei, aufeinander normale m agne­
tische Sym m etrieebenen vorhanden sind. B ei den Asynchronm aschinen gibt 
es wegen des gleichm äßigen Luftspaltes und der rundherum gleichm äßig aus­
gestanzten  N uten keine m agnetische A sym m etrie. E ine elektrische A sym m etrie  
wird durch das in den Läuferkreis der Schleifringm otoren eingeschaltete  
asym m etrische D reiphasen-W iderstandssystem  verursacht. Es sei erw ähnt, 
daß in  gewissen Fällen des asym m etrischen Läuferw iderstandssystem s die 
aufeinander norm alen Sym m etrieachsen d  und q sich unm ittelbar heraus­
bilden. In dem extrem en Fall, z. B ., wo im  Läuferkreis die eine Phase unter­
brochen wird, die beiden anderen Phasen jedoch  kurzgeschlossen bleiben  
(siehe Abb. l /а), kann die R ichtung d in A chsrichtung der offenen Phase a, 
und die R ichtung q in der resultierenden R ichtung der in Kurzschluß geblie­
benen Phasenspulen b und c aufgenom m en w erden. E ine ähnliche Lage ergibt
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sich, wenn in zwei P hasen  des Läuferkreises (z. B . in Phasen 6 und c) gleich  
große äußere W iderstände, in  die dritte Phase (P hase a) jedoch ein von  den  
W iderständen der Phasen b und c abweichender W iderstand geschaltet werden, 
(s. Abb. 1/b). Auch in diesem  Falle werden sich die aufeinander normalen Läufer­
richtungen d und q von se lb st ergeben, und zwar ist die Achse d  in  R ichtung  
der Phasenspule a, die A chse q aber dazu norm al in der resultierenden R ichtung  
der Phasenspulen b und c aufzunehm en. Im  allgem einen werden jedoch  die 
W erte aller drei Phasenw iderstände als verschieden angenom m en (s. A bb. 1/c), 
und es soll die M öglichkeit der Zerlegung in  R ichtungen d und q hierbei 
untersucht werden. N achdem  der Ständer der M aschine an ein sym m etrisches 
D reiphasen-Spannungssystem  gelegt wurde und  die Maschine selb st einen  
sym m etrischen D reiphasenaufbau zeigt, liegt die einzige Ursache des asym m et­
rischen B etriebes im  in den Läuferkreis e ingeschalteten  asym m etrischen  
W iderstandssystem . Im  nachfolgenden werden daher zunächst die Ström e  
und Spannungen des Läufers au f ihre K om ponenten in  Richtungen d  und q 
zerlegt.

2.1 Zerlegung der Läuferströme und Spannungen a u f  ihre Komponenten  
in Richtungen d und q

Es sei das in den Läuferkreis geschaltete asym m etrische W iderstands­
system  (s. Abb. 1/c):

R a =  k R r; R h =  lRr; R c =  niRr

wo R r den inneren Läuferw iderstand je Phase b ed eu tet. Die sym m etrischen  
K om ponenten des W iderstandssystem s R a, R b und R c (die R ealachse lieg t  
in R ichtung der P hasenspule a des Läufers) sind:

Rq +R»+ Rc _  R к + l + m _ R

s R a +  ä R h + ä * R c D
2i = -------- ——  —  =  Rr

к +  äl  -f- ä 2m
=  R t eiQ

- R a +  ä2 R b +  ä R c _  R  k +  ä 2 l +  äm  =  ^

( la )

( lb )

( l c )

Der in den G leichungen (1) vorkom m ende W iderstand R x ist

R 1 =  — r-  ’/ft2 +  Í2 +  m* -  (kl +  km  +  Im)
3

q — arc tg У З  I —  m

2 k _  JL (Z +  m )

und
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N u n  is t  die Spannungsgleichung des äußeren Stromkreises des Läufers m it 
den dreiphasigen sym m etrischen  K om ponenten der Ströme und Spannungen  
anzuschreiben , wonach

u ir =  hr  z0 +  hr  , (2a)

ü 2r =  h r  h  +  h r  20 • (2b)

D u rch  Substituierung der W erte g0, z\  und g2 aus Gleichungen (1) erhält man:

u^r ~  hr R o ~~i~ hr R i c J,"! ’ (3a)

ü 2r =  hr R i ek  +  hr R o • (3b)

Z w ischen  den dreiphasigen sym m etrischen K om ponenten und den zwei- 
p h asigen  sym m etrischen K om ponenten (d und q) bestehen die folgenden  
b ek an n ten  Beziehungen:

Udr =  üir +  й 2г , (4a)

ü qr =  —j ( ü lr — ü2r) , (4b)

гdr  =  *1 r +  h r  ’ ( ^ c )

igr =  j (h r  hr) • (4<1)

W erden  die W erte vo n  ü v  und ü 2 r  aus G leichungen (3) in die G leichungen  
(4a) und (4b) ein gesetzt, und auch die B eziehungen (4c) und (4d) b en u tzt, 
g e la n g t man zu fo lgenden  Gleichungen:

ü dr  =  h r  ( R 0  +  R 1 cos e ) —  t qr R x sin Q ,

Ü q r  =  — h r  R 1 sin e  +  V  (R 0  — R 1 cos Q) ■

A us diesen letzteren G leichungen geht klar hervor, daß die Spannungen  
ü d r  b zw . ü q r  zugleich v o n  i d r  und i q r  abhängig sind, so daß ein L äufer-K oordi­
n a ten system , dessen R ealachse in R ichtung der Phasenspule a des Läufers 
z e ig t , im  allgemeinen keine voneinander unabhängigen R ichtungen d  und q 
geb en  kann. Die Frage is t  nun, ob es n ich t m öglich wäre, am Läufer eine 
K oordinatentransform ation  anzuwenden, b ei w elcher die elektrischen Größen 
in  den Richtungen d  und q voneinander tatsäch lich  unabhängig w erden. Eine 
so lch e  K oordinatentransform ation ergibt sich durch die V erdrehung der 
in  den Spannungsgleichungen (3) vorkom m enden Spannungen und Ströme 
uni einen entsprechenden W inkel. Es sei dieser T ransform ationsw inkel £ 
und nun soll das G leichungssystem  (3) in transform ierter Form angeschrie-
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ben werden, wobei zu berücksichtigen ist, daß die Transform ation der 
m itlaufenden Größen die W erte

ü lr e>B und ijj. e-is

und jene der gegenlaufenden Größen die W erte

ü 2r e~is und l 2r e~ i£
liefert.

E s ist ersichtlich, daß die vorgeschlagene Transform ation im  an den Läufer 
gebundenen K oordinatensystem  bloß die Verdrehung um den W inkel e 
b ed eu tet.

D as G leichungssystem  (3) gesta ltet sich in transformierter Form  zu:

ü lr e>e =  i lr e’E R 0 +  l 2r e~H*+e) R x , (3a')

ü 2r e~]e -- i lr e'<B+»> +  i 2r e~J‘ R 0 . (3b')

W ird die Substitution e =  — q/2 durchgeführt, so nehmen die G leichungen  
(3') folgende Form  an:

Ü [ r  =  »ir R q +  12r R l  > ( ^ a )

ü2r =  Kr Ri +  Kr Ro (5Ь)
WO

- j l
_  J 2 . /  г J 2%r — u lr e ; Xy — Xy. e

.Q .Q
-  2 „  ,  “ A  . .M2r =  u 2re ; i2r =  i2r e ist.

Aus Gleichungen (5) gelangt m an bei A nw endung der B eziehungen (4) zu 
fo lgenden Ausdrücken:

üdr — ldr (R0 + Rl )  .  ( 6 a )

V  =  Kr (R o -  R  i) • (6b)

D ies bedeutet, daß tatsächlich  eine K oordinaten-Transform ation gefunden  
wurde, m it deren H ilfe es gelang, die Größen in  R ichtungen d und q voneinander  
unabhängig zu machen.

D ie Transform ation selbst besteht daher darin, daß die Läufer-Ström e  
und Spannungen im  Vergleich zum  ursprünglichen K oordinatensystem  
(dessen Realachse in R ichtung der Läuferspule a zeigt, s. A bb. 1/c) in  ein 
um  den W inkel

1 Уз—  arc tg  ' —
2 ё 2

1 — m

к — — (I -f- m)
2
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verdrehten  K oord inatensystem  um geschrieben w urden. (Die neue Achse d  
sch ließ t mit der P h asen sp u le a des Läufers den W inkel — q/2 ein.)

E s soll die im  vorsteh en d en  besprochene K oordinatentransform ation  
an H an d  eines praktischen B eispiels klargelegt w erden.

Seien die W erte der drei W iderstände im  Läuferkreis:

R a =  2 R r; R b = 5 R r; R c =  6 R r ,

das heiß t: к = 2 ;  l = 5 ;  u n d  m =  6.

L aut Gleichungen (2) und (3) ist

=  2 +  5 +  6 R  , 4 33 R
3

R i =  —  ]/4 +  2 5  +  36 — (10 +  12 +  30) =  R r ^ 13 =  1,2 R r,
3 3

о =  arctg — - . ■ =  a r c tg ----- =  arctg 0,286 =  16°
2 — 3 ~r~ ” 3,5

2

W en n  zufälligerweise R a =  kR r und R b =  R c — m R r =  lRr is t, dann sind  
zw ei zueinander norm ale Sym m etrieachsen zu verzeichnen, und es wird:

=  к_ +  2m  und R  =  ± _ Z L " L R  bzw.
3 3

R 0 +  R l =  ------Í ----R r und R 0 — R 1 =  mRr,
3

u n d  nachdem  / =  m, w ird  (3 =  0 sein.
W ie zu erwarten w ar, fallen diesmal die A chse d  und die Phasenachse  

a  w egen  der natürlichen Sym m etrieachsen des Läufers zusammen.

2.2 . Ständergleichungen

Nachdem  der Läufer im  allgemeinen m it dem  Schlupf s läuft, ist der 
v o n  den ruhenden und  drehenden K oordinatensystem en eingeschlossene  
W in k el in jedem A u gen b lick  x  =  (1 — s) a>j t +  x 0 (s. Abb. 1/c). Im  folgenden  
w ird  die Bedingung x 0 =  0 angewandt, da der Ausgangsw inkel (für t =  0) 
b eim  stationären B etrieb  ohne Bedeutung ist. W ird die sym m etrische drei­
p h a sig e  Ständerspannung in  Läufer-K oordinaten transform iert, so erhält man:

ü d =  ü sL —  ü s e ~ Jx =  TJS eim>t ■ e - I G - s W  =  X 7 S  ejsa,lt
b zw .

üq =  — j  üd =  — j  üse~i* =  — j  TJS e>sa,d  .
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D ie Ständerspannungsgleichung ergibt sich  im  drehenden L äufer-K oordi­
natensystem  zu

ü s L  =  K l  R s  +  +  Л 1  —  s) co i y is L  (7 )
dt

oder au f R ichtungen d  und q zerlegt bzw . die reellen und im aginären Teile 
abgesondert, erhält man:

“ d =  idR d +  d>l’J —  (1  —  S) « 1  Wq ( 8 a )
d t

wq =  iq R s +   ̂dy ~  + ( 1  —  S) « 1  fd ■ (8 Ь )
d t

Schließlich können die G leichungen (8), da die darin vorkommenden säm tlichen  
Größen sich  zeitlich nach einem  Sinusgesetz m it der Kreisfrequenz s co1 ändern, 
auch in folgender Form angeschrieben werden:

Üd =  id R s +  d^“ — (1 — s) ÍŰJ y>q (9a)
d t

- j ü d =  Iq Rs +  dxPq- +  (1 — S) co1 xpd . (9b)
dt

Aus dem  G leichungssystem  (9) erhält man durch die Anwendung zw eiphasiger  
sym m etrischen K om ponenten folgende Form en:

Zw ischen den im G leichungssystem  (10) vorkom m enden Ständerspannungen  
j  co1 y>d und yoq tpq und Ständerström en i d und i q geben die bei A syn ch ron ­
m otoren üblichen E rsatzschaltungen den Zusam m enhang. In A b b . 2 /a  ist 
das Ersatzschaltbild  für R ichtung d  d argestellt. Hieraus geht h ervor, daß

j^ iW d =  td Z d =  (11)
Y d

wo Z d d ie E ingangsim pedanz der dem ursprünglichen Motor gleichen M aschine 
(ohne Ständer-W irkw iderstand) bedeutet, in deren Läuferkreis la u t (6a)
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der äußere W iderstand R 0 — R r ( K 0 +  K \ )  eingeschaltet w urde. A u f
G rund der Abb. 2b ergibt sich  ähnlicherweise:

=  ( 12)
Y q

Im  Läuferkreis dieser le tz teren  Maschine ist la u t (6b) der äußere W iderstand  
R 0 — R x =  R r (K q — К г) eingeschaltet.

R0 + Rl _ Rr +K I
J * S 6  J x  r 6  Rr /s  S S °  ^

»------ ' Y ///À  i 1 • i  1—

М Щ ,  [:1 j*m lrd

Abb. 2/a

J*S6 J^rG Rr/s
Rо Ri Kr , »

A bb. 2/b

In  dieser W eise w urde eigentlich die im  Läufer asym m etrische D rei­
phasenm aschine in  zw ei gleiche Maschinen für die Richtungen d bzw . q zer­
le g t , deren gem einsam e W irkung mit jener der ursprünglichem M aschine 
sow ohl in  elektrischer H in sich t wie auch in  B ezu g  au f die M om entenverhält- 
nisse übereinstim m t.

Zur Vereinfachung der Berechnungen kann auch ein E rsatzsch a lt­
b ild  — w ie bekannt [1], [2] — gezeichnet w erden (siehe Abb. 3). A us dem  
Sch altb ild  ist klar ersich tlich , daß wenn Zd — Z q ist, d. h. in allen drei 
P h asen  des Läuferkreises der W iderstand gleich groß ist, dann w ird nur

1— V7777)r

USL

~ T — L _  

V\ V

1

d  zg l2L

A bb. 3
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das normale m itlaufende Ersatzschaltbild bzw . nur die M itm aschine wirksam  
sein. Der W ert des im  Läuferkoordinaten angegebenen gegenlaufenden  
Ständerstrom es í2l beträgt im ruhenden K oordinatensystem :

t 2 L  e ~ J X  =  / 2 »' =  / 2

und der M itstrom  i 1L is t im  ruhenden K oordinatensystem :

i 1L e>x =  / j  eJSmi‘ еЫ

Aus dem E rsatzschaltb ild  ist es ersichtlich, daß in der Nähe von  s — 0,5 der 
W ert R J(2s  — 1) sich ste il ändert und bei s =  0,5 unendlich wird. B ei genauer 
halber Synchrondrehzahl verschw inden im Ständer die G egenspannungen und 
G egenström e. In der N ähe der halben Drehzahl ändern sich n icht nur die 
Ström e in  höherem  M aße, sondern es tr itt auch im  Drehm om ent eine vom  
Maß der Läuferasym m etrie abhängige E in sattelu n g auf.

D ie weitere theoretische U ntersuchung der Strom- und M om enten- 
verhältn isse kann einfach gesta ltet werden, w enn wir den ganzen Schlupf­
bereich zwischen 1 — s —> 0 auf zwei Schlupfbereiche unterteilen, und die 
U ntersuchung auf beide Teile gesondert vornehm en. Wir unterscheiden  
Schlupfbereich s =  0,5 (d. h. ungefähr 0,4 —> s —>■ 0,6) und die übrigen Schlupf- 
werte zwischen 1 —> s —> 0,6 bzw. 0,4 —y s —у 0. Für diesen größeren Schlupf­
bereich kann man bei n icht ganz kleinen M aschinen m it sehr guter Näherung  
R s =  0 setzen; für den Schlupfbereich s =  0,5 m uß man naturgem äß den 
Ständerw irkw iderstand in Betracht ziehen.

In diesem  Sinne sollen die Strom- und M om entenverhältnisse zuerst 
unter V ernachlässigung des Ständerwirkwiderstandes untersucht w erden. W ie 
z. B . aus Abb. 3 ersichtlich , ist also in diesem  F all Rs/(2s — 1), und som it 
wurden die E rscheinungen in der Nähe von  s =  0,5 gänzlich außer acht 
gelassen. D iese V ereinfachung ist nicht nur aus den oben angeführten th eo ­
retischen Gründen zw eckm äßig, sondern auch praktisch dann angebracht, 
wenn Z d n icht w esentlich  von Z q abweicht, da in  diesem  Falle der Läufer 
der Maschine nahezu sym m etrisch und der W ert der die G egenström e her­
vorrufenden Spannung ohnedies gering ist. B ei den üblichen asym m etrischen  
Anlaß- und R egelw iderständen verursacht diese Vereinfachung keinen  
beachtensw erten Fehler.

3.1 Stromverhähnisse bei Rs =  0.

Der residtierende Ständerstrom  ist im drehenden L äufer-K oordinatensystem

l sL =  u . Y d +  Y q
2

gKsrntf + a) _|_
\ r * _ Л/"*
1 d J q f - J i s t o j t +a)

2
1 M it * sin d  d ie k o n ju g ie rt-k o m p lex e  W erte  b e ze ich n e t.

(13)i
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W ird  in  Ständer-K oordinaten übergegangen, wonach

K =  hL e'x =  i .z V <1- W

is t ,  so erhält man:

1 d i  1 q дЦю̂ +а) 1 1 d 1 q g—/r(2s-l)mit+n]
2 2 '

S ch ließ lich  ergibt sich , da us =  UseRmit+a) ist:

Y*  _

(15)

N ach Reduzierung durch eJmit auf beiden Seiten in (15) erhält m an die 
ü b lich en  Zeitzeiger:

A u s (16) geht folgendes hervor. Der Prim ärstrom  des Motors m it asym m etri­
sch em  W iderstand im  Läuferkreis (Ra ----- kRr, R b =  lRr, R c - m R r und bei 
R s =  0) besteht aus zw ei Teilen:

A) Aus dem bei e in em  gewissen Schlupf s konstanten Strom

B) aus dem in B ezu g au f Strom h i  sich m it Frequenz 2s co1, in  negativer

b e id en  Ströme ist sehr e in fach . Die E ndpunkte der A dm ittanz-Zeiger Y d und 
Yg  bew egen sich bei Ä nderung des Schlupfes, w ie dies auf Grund der Bilder 
2a  und 2b einleuchtend is t ,  auf dem selben K reis (am A dm ittanzdiagram m  
des in  Rede stehenden A synchronm otors), nur sind den gleichen W erten von 
s in fo lge  der verschiedenen Läuferkreis-W iderstände verschiedene Kreis­
p u n k te  zugeordnet. D ie V erhältnisse sind in  A bb. 4 dargestellt. K reis К  
s te llt  das K reisdiagram m  der Maschine dar. A u f diesem K reis wurde der 
zum  Schlupf s und zum  äußeren Läuferkreiswiderstand R r ( K 0 +  Kj) 
gehörende Kreispunkt m it Yd bezeichnet. E benfalls wurde au f dem  Kreis 
au ch  der dem äußeren W iderstand R r (K 0 — К г) zugeordnete K reispunkt bei 
dem selben  Schlupf m it Y q bezeichnet. In der üblichen D arstellung hat der
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Länge und einen k on stan ten  Phasenw inkel. U m  den E ndpunkt dieses Zeigers
y *  _  y *

dreht sich der A dm ittanzzeiger — -------- - m it der W inkelgeschw indigkeit
2

2s co1 in  negativer R ich tu n g . In der Maschine ändert sich der konstante M it­

strom U , Y d + Y q
m it der Kreisfrequenz a>t , wobei die Kreisfrequenz

des überlagerten k on stan ten  Gegenstromes V . Y*d- Y * q
in der M aschine

(2s — 1) ölj gleichkom m t. N achdem  die elektrische A sym m etrie im  Läufer­
kreis besteh t, werden h ier, im  G egensatz zu den Fällen m it sym m etrischem  
Läufer und asym m etrischem  Ständer, nicht im  Läufer, sondern im  Ständer 
die Mit- bzw. G egenström e m it im  allgem einen verschiedener Periodenzahl 
auftreten.

3.2 Momentenverhältnisse bei R s =  0

3 -
D as D rehm om ent der M aschine wird aus der Beziehung m — -— Im (ip* ts)

2
berechnet. Da der W irkw iderstand des Ständers vernachlässigt wurde, ist 
Us =  jcol Ws, und fo lg lich  das Drehm om ent:

m =  A  Im  (rp* rs) =  ~  Im I I
-j°>  1

ü . ( Ю .1 -p ^  y ?  
\ 2 2

(17)
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A us (17) ergibt sich

m = -------U^Re
2 co1

'Yd+Yq _j_ Y d—Y s ej2sa>l,

u n d  schließlich

2 со.
U . Re Id I Q I lg  ej2si>,/

D a s Drehm om ent b esteh t aus zw ei Teilen: 

A) Aus dem k on stanten  N utzm om ent

(18)

(19)

M  =  ■
2ftq

■U. i d +  Ia COS (p ( 20)

w o cp den von Us und eingeschlossen Phasenw inkel b edeutet. Das

Îd +  Tq
N u tzm om en l kann auch aus dem  in Abb. 4 dargestellten Strom zeigerdiagram m  

ah gelesen  werden, und zw ar als die W irkkom ponente des Strom es - 

(d ie Ständerverluste w urden vernachlässigt).

B) Aus dem m it K reisfrequenz 2s col pulsierenden M oment

m p =
2  со,

U. cos 2 sft)jt. (21)

N ach d em  die Frequenz des pulsierenden M om entes jeden W ert zwischen  
100 und 0 Hz aufnim m t, während sich die Drehzahl des M otors vom  S till­
s ta n d  bis zur Synchrondrehzahl ändert, kann in  diesem  Frequenzbereich, 
besonders bei größeren L äuferasym m etrien (Bruch in einer Läuferphase), 
die Resonanzgefahr in den elastischen B estandteilen  auftreten, w as im gege­
b en en  Fall zum unangenehm en Geräusch, in einzelnen kritischen Fällen ja 
sogar zum Bruch führen kann.

In  Abb. 5/a wurde a u f Grund eines konkreten Beispiels das Strom zeiger­
d iagram m  zwischen den G renzwerten s =  0 und s =  1 für die Bedingung  
R s =  0 aufgezeichnet.

D ie Daten des dargestellten  Motors sind in  relativen E inheiten: iz — 5; 
cos cpz = 0 ,3 ;  im = 0 ,3 ;  cos cpm = 0 ,1 5 .  Im  B eisp iel wurden im  Interesse der 
le ich teren  Darstellung die W erte f e = 0 ,  1 = 2 ,  m = 1  angenom m en, obzwar 
so lch e  extreme W iderstandsasym m etrien in der Praxis kaum  Vorkommen.



14 Acta Technica XXXII/1—2.
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D em entsprechend ist

K 0 =  ° - t  ̂  =  3 ; K í =  ~ -  f O + 4 + 4 9 — (Ö + 0 + 1 4 )
О О

Ко  +  к х =  5 ,08; К 0 -  К х =  0,92 .

=  2,08

D er T ransform ationsw inkel beträgt

g =  arctg — j1—-— - - =  arctg ]/3 =  arctg 0,962 =  44°.

In  diesem  Fall wird die Sym m etrieachse d  des Läufers auf die Achse der 
L äuferphase a bezogen  um  22° nacheilen.

In  Abb. 5b ist die Änderung des N utzm om entes in  Funktion des Schlupfes 
dargeste llt (Kurve »Ks =  0«).

Zum Vergleich wurde in  dieselbe A bbildung der Verlauf des M om entes 
für den Fall eingezeichnet, daß im  Läuferkreis der Maschine ein sym m et­
rischer D reiphasenw iderstand (im Beispiel der M ittelw ert 3R r pro Phase) 
eingesch a ltet ist. E s is t  ersichtlich, daß das bei sym m etrischem  Läufers auf­
treten d e  Moment bei Schlüpfen über s =  0,5 oberhalb des M omentes für 
asym m etrischen  Läufer, und unter s =  0,5 untergalb  desselben verläuft.

4. B erücksichtigung des Ständerwiderstandes

D er Ständerw iderstand hat, wie im A b sch n itt 2.2 gezeigt wurde, nur 
in  der Nähe des Schlupfw ertes s =  0,5 eine störende W irkung, und auch  
dies nur in  dem F alle, w enn  die A dm ittanzen in  R ichtung d und q voneinander  
stärker abweichen. Som it werden die U ntersuchungen nur auf den Bereich  
um  s =  0,5 beschränkt, w as hingegen erm öglicht, hier die Werte Уd und Y q 
als kon stan t zu b etrach ten .

4.1 Kreisdiagramm in  der Umgebung von s =  0,5 2

A ls A usgangspunkt kann angenom m en w erden, daß Z d  und Z q ihre 
W erte in  der U m gebung von  s = 0 ,5  nur sehr w enig ändern. W enn m an  
n äm lich  die Abb. 2a und 2b betrachtet, so ze ig t es sich sogleich, daß m it 
der Änderung des Schlupfes nur die W irkw iderstände der Rotorkreise sich  
ändern, welche Ä nderung — falls man sich nur a u f die Ungebung von  s =  0,5

2 F ü r  die B e stim m u n g  d es K re isd iag ram m s w ird  d ieselb e  M ethode wie be im  A u fla u f  
v o n  S y n ch ro n m o to ren  a n g e w a n d t [3].
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begrenzt — im W ert der gesam ten Im pedanz ta tsäch lich  nur einen kleinen F eh ler  
verursacht. D esw egen wird bei der U ntersuchung R r im Läuferkreis der 
Ersatzschaltbilder Zd bzw . Z q laut Abb. 2 durch den konstanten, dop p elten  
W ert ersetzt R r/s = R r/0,5 — 2R r. Mit dieser V oraussetzung wird die U n ter­
suchung der M aschine in  der Um gebung des Schlupfes s = 0 ,5  äußerst vere in ­
facht, indem  sich nur R s/2s — 1 ändert: der E ndpun kt des Ständerstrom es 
bew egt sich daher bei Änderung von s au f einem  K reis.

D as K re isd iag ra m m  w ird  d iesm al d u rc h  zw ei P u n k te  u n d  eine T an g en te  b e s t im m t.  
U m  dieses e in fach er ze ich n en  zu  kön n en , k a n n  das E rs a tz s c h a ltb ild  der A bb. 3 zu  e in e m  v o ll­
k om m en  sy m m etrisch en  V ierpo l u m gefo rm t w erd en , u n d  z w ar d ad u rch , daß  der W id e rs ta n d  
R s im  S trom kreis i l v e rn ac h lä ss ig t w ird  (A bb. 6 ). In  d iesem  F a ll  sei

Rs
2 s —  1

=  pRs, ( 22)

w orin

p is t.

Zq= konst. z q=konst.
— — --Ш Я  -3 _ 1~  ^ rj -  -  h t X
“d
'

‘lL j  2 4=konst.

I
Abb. 6

W ird  die G leichung des K re ises a u f  G ru n d  de r A bb . 6  au fg ezeichnet, so e rh ä lt  m a n : (in  
S tä n d e rk o o rd in a te n , m it  E ffek tiv w erte n )

h  =  Os

Zd +  Zq +  pRs

Zd Zq +  - ä- - 7 q - p R s

(23)

Z u n äch st w erden  zw ei le ic h t zu  b estim m en d e  P u n k te  (p  =  0 u n d  p  =  oo) des K re ise s  fe s t 
g e ste llt. Die W erte  sin d  u n te n s te h e n d  z u sam m en g este llt.

,. -, ,,,, Y d  +  YqP =  0, s =  oo / i  (0) =  U -------2 — ~

p  =  oo, s =  0,5 h  H  = 0 ,
__2__

Id +  Iq
Im  fo lgenden  w ird  d ie  S tro m d iffe ren z  J j  (0) —  1 1 (oo), d ie  d u rc h  den Zeiger d e r d ie  K re is ­
p u n k te  p  =  0 u n d  p  =  oo v e rb in d e n d en  Sehne d a rg e s te ll t  is t ,  fü r  die w eiteren  B e rec h n u n g en  
b e n ü tz t:

7, (0) — h  (oo) =  Os (Yd — Yq)* 
2 (Yd  +  Yq)

14*

(24)
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Z u r  A u fze ich n u n g  des K re ises  w ird  im  P u n k t p  =  oo d ie  T an g en te  b e s tim m t (w ir  sch re ib en  
f ü r  d e n  S tro m  / j  die e rs te  A b le itu n g  n ach  p  an  d ie se r  S te lle  an), wonach:

Í d I ±  )
O s (  Yd —  Y q  V

V d p  Jp  =  “ P 2Rs l  Y d  +  Y q  J ist. (25)

U n te r  B e n ü tzu n g  de r B e z ieh u n g e n  (24) u n d  (25) e rg ib t  sich fü r die R ich tu n g  d e r  T a n g e n te :

1 2
~Р*Ж  Yd +  Y q U l (0) h  (“ )]

Z u rü c k k e h re n d  von de r V e rän d e rlic h en  p  a u f  s i s t  es z u  beach ten , daß

(26)

dp  2

~ d i  =  ~  (2 s —  l ) 2 ’
(27a)

d. h.
(27b)

i s t .  A u f  G ru n d  der G le ich u n g en  (26) u n d  (27b) e rg ib t  sich

í A i
l  ds Js=0,5

d l 1 dp  2

1,5 d p  ds R s Y d  +  Y q  

o d e r  a b e r ,  u n te r  B e n ü tz u n g  v o n

U l  (0 ) — 7i (°°)]

Y d  +  Yq _  Г Y d + q Y
№ y ] e - J a

(s ie h e  a u c h  A bb. 7), e rh ä lt  m a n  

dît
Y d  +  Yq

e]a

(28)

(29)

( 30)

G le ic h u n g  (30) g ib t A nw eisung  z u r  A ufzeichnung  d e r  K re is ta n g e n te  im  P u n k t p  =  oo (s =  0,5). 
D ie se  i s t  näm lich  gegen d ie  R ic h tu n g  des D iffe re n z stro m e s I x ( 0 ) — / ,  ( )  ( in  A b b . 7 d ie
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G erade  A B ) u m  den W in k e l a v e rd re h t. D ie B estim m ung  des W in k e ls a  is t aus A bb. 7 ebenfa lls  
e rs ich tlich . In  K e n n tn is  de r P u n k te  I t (0) u n d  l x (oo) u n d  d e r R ic h tu n g  der im  P u n k t Jx (oo) 
gezogenen  T an g en te  w ird  n u n  d e r K re is geze ichnet. D ie K o n s tru k tio n  des P u n k te s  / ,  (0) 
is t a u ch  in  A b b . 7 gezeig t. D ie K o n s tru k tio n  von

h  (°°) =  Us
__2_

Zd +  Z q
is t le ic h t v o rzuste llen . E s  w erd en  n ä m lich  die W erte

Zd =  “ nd  Zq =  - ^ 7
l_

Ÿq
m itte ls  In v e rs io n  au fg ezeichnet. N ach  A ufzeichnung  v o n  Zd +  Zql2 w ird  d ieser Z eiger 
rü c k in v e n tie r t  in  d en  Zeiger

7l <oo) =  üs Щ
In  A b b . 7 w u rd en  d ie so e rh a lte n e n  Zeiger (0) u n d  I x (oo) au fg ezeich n et sowie d ie im  E n d " 
p u n k t v o n  I x gezogene u n d  gegen d ie R ich tu n g  von  Ï Y (0) —  I x (oo) u m  den W inkel a in  p o s i­
t iv e r  R ich tu n g  v e rd re h te  T an g en te  des K reises, u n d  z u le tz t  a u ch  der a u f  die U m g eb u n g  
von  s =  0,5 bezogene K reis. Z um  in  A bb. 7 g eze ich n e ten  K re is is t  noch die S ch lu p fsk a la  
zu  fin d en . D as e in fach ste  is t ,  die T an g en te  se lbst als S ch lu p fsk a la  zu  ben ü tzen . B e k a n n tlic h  
g ib t es a u ch  a u f  der T an g en te  eine g leichm äßige T eilung  d e r S ch lu p fsk a la , so d aß  a u f  G ru n d  
d e r d ie R ich tu n g  de r T an g en te  b e s tim m en d en  G leichung (34) a u ch  fü r e inen  beliebig  k le in en  
W e rt de r T eilung  g ü ltig  an g esch rieb en  w erden  k an n :

Td -f- Yq ela (31)

D iese B eziehung  is t  fü r  d ie E in te ilu n g  der Skala  au ch  in  d em  F a ll  r ich tig , w enn  d ie  W erte  
d / j  u n d  ds d u rc h  die en d lich en  W erte  A l x u n d  As  e rse tz t  w erd en , weil d ie S k a la  lin e a r  is t .  
W ill m an  z. B. den zu  s =  0,55 gehö ren d en  S k a len p u n k t a u f  de r T an g en te  e rm it te ln ,  so is t  
in  de r B eziehung  (31) de r W ert As  =  0,05 e inzusetzen . S o m it w ird  in  diesem  F a lle

0,1
Ж Ih (0) — /, (~ )] Y d  +  Yq

e]a (32)

O d er m it den  B ezeichnungen  de r A b b . 7:

Ah  =
A B
OB

(33)

W ird  beispielsw eise fü r  den  W ert 1/Rs das Z ehnfache v o n  Yd  ang en o m m en  (e tw a  2 %  S tä n d e r ­
w id e rs tan d ), so e rh ä lt  m an  bei s =  0,55: h  =  4,5 E in h e ite n . (Als E in h e it w urde  im  B ild  
e in  Z eh n te l des S trom es Y d  Os v o rau sg ese tz t.)

U m  d ie  S ch lupfska la  u n d  de ren  T eilung  b e n ü tz en  zu  k ö n n en , m uß  am  U m fan g  des 
K re ises der B ezu g sp u n k t gefu n d en  w erden . D a P u n k t В  d em  S ch lu p f s =  o o  e n ts p r ic h t, 
sch n e id e t d ie d u rch  den P u n k t  В  zu r T an g en te  p a ra lle l gezogene G erade den K re is im  B ezugs­
p u n k t S. E s w u rd en  a u f  dem  beispielsw eise a u ch  die d em  S ch lu p f s =  0,577 u n d  s =  0,47 
zu g eo rd n e ten  K re isp u n k te  beze ich n e t.

4.2 Das Moment in der Umgebung von s — 0,5

D as M oment kann im  Bereich von s =  0,5 von  Punkt zu P unkt gra­
phisch abgelesen werden, und zwar liefert die N utzkom ponente des Strom es 
7j das M itm om ent, nachdem  au f der E ingangsseite des E rsatzschaltb ildes  
in  Abb. 6 der W iderstand R s vernachlässigt wurde (siehe die M om entenab­
schn itte M x in  Abb. 7). D as Gegenmoment wird, w ie einfach nachweisbar,
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d u rch  die — mit der K reistangente in A  parallel verlaufenden —■ A bstände  
d er K reispunkte von  der Geraden A B  — N ullinie des G egenm om entes — 
gem essen  (siehe A bb. 7). H iebei hat im  F a lle s  ^>0,5 auch das G egenm om ent 
p o s it iv e s  Vorzeichen, d. h . es ist ein Triebm om ent, im  Falle von  s <C 0,5 aber 
e in  negatives V orzeichen, wodurch es zum  Brem sm om ent wird. D iese Er­
sch ein u n g  findet ihre physikalische Erklärung —  wie bekannt —  darin, daß das 
im  Läufer entstehende gegenlaufende Feld im  Falle von s 0,5 vom  Ständer  
aus gesehen sich en tgegen  dem m echanischen Drehsinn des Läufers dreht, so 
d a ß  in  der bei vom  Läufer gespeisten  A synchronm otoren üblichen W eise au f die 
W elle  ein positives M om ent wirkt. Ist s <C 0,5, dann dreht sich das gegenlaufende  
Läuferfeld vom Ständer aus gesehen in positiver R ichtung, so daß dieser 
W ellenm om ententeil das Vorzeichen w echselt und zum  Brem sm om ent wird.

In  Abb. 8a wurde au f Grund der Abb. 7, jedoch m it den D aten  des 
B eisp ie ls  im A bschnitt 3.2 das K reisdiagram m  für den Schlupfbereich s =  0,5  
au fzeich n et (Kreis K 0 5). In  Abb. 8/a ist zunächst das normale K reisdiagram m  
К  dargestellt. An d iesem  wurden für s =  0,5 die zum äußeren Läuferwider­
s ta n d  R 0 +  JRj =  5,08 R r bzw . zu R 0 — R x =  0,92 R s gehörigen A dm ittanz- 
p u n k te  Y d bzw. Y q b estim m t. In K enntnis dieser Punkte werden — indem  
der K reis К  g leichzeitig  auch als Inversionskreis gebraucht wird — die

Im pedanzen  Z d und Z*q, hieraus wieder die Im pedanz ——— Ä l  un(j in K enntnis

derselben  zuletzt die A d m ittan z —------—  bestim m t. Der E ndpunkt dieser
Zjd "j~~ Ytq

A d m ittan z  ist zum S ch lu p f s =  0,5 gehörende Punkt A  am Kreis K 0 5. Aus

den  A dm ittanzen Y d und  

E n d p u n k t der dem S ch lu p f s 

is t .  W ird der W inkel a  der A dm ittanz

Y q erhält m an die A dm ittanz ? ä  +  Y q , deren

°o entsprechende Punkt В  am Kreis K 0 5
у  _i_y
—------- - auf die Gerade A B  im  Punkt

A  aufgetragen, so erhält m an die K reistangente im  P un k t A .  Mit 
H ilfe  dieser Tangente sow ie der beiden K reispunkte A  und В  wurde der 
K reis К  у 5 für unseren F a ll gezeichnet. A uf die Tangente wurde auf Grund 
d es B ildes 7 die Schlupfskala aufgetragen (wobei R s =  0,03 angenom m en  
w urde): zuletzt wurde der Bezugspunkt S  konstruiert. Mit H ilfe desselben  
w u rd en  am Kreis K 0 6 die den Scblupfw erten s =  0,6, 0,55, 0,45 und 0,4 en t­
sprechenden  K reispunkte bestim m t. H iernach wurde das Strom zeigerdiagram m  
fü r  R s — 0 (siehe A bb . 5a) m it dem in A bb. 8/a konstruierten Kreis K 0 - verei­
n ig t  (Abb. 8/6). Mit H ilfe des so erhaltenen Strom zeigerdiagram m s wurde in 
A b b . 5/6 die Änderung des D rehm om entes im  Schlupfbereich s = 0 ,5  für 
R s =j= 0 auch eingetragen.

W ie aus der A bbildung ersichtlich, ändert sich das D rehm om ent im  
Schlupfbereich  s = 0 , 5  rasch und im  angenom m enen Beispiel wird sein V e r t
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Abb. 8/b
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b eim  Schlupf s =  0,47 gegenüber dem sonst (im  F alle  von R s =  0) bestehenden  
zw eifachen  Momente b loß  etw a das 0,4fache betragen. In diesem  etw as 
extrem en  Beispiel k ön n te  der Motor schon beim  A nlassen m it halbem  M om ent­
b ed a rf nicht über die h a lb e  Drehzahl besch leun igt werden.

5. B ruch in einer Läuferphase

E s sei die Phase a des Läufers unterbrochen, z. B . infolge eines B etriebs­
feh lers, wobei die beiden  anderen Läufephasen kurzgeschlossen sind. In diesem  
F alle  hat man, m it den  Bezeichnungen des A bschn ittes 2.1, к =  oo  und

2 k-\-m
m  =  0, somit R 0 -f- R 1 =  R r ------------  =  o o  und  R 0 R 1 =  niRr =  0. D ies

b ed eu te t, daß im E rsatzsch altb ild  für R ichtung d  der Läuferkreis offen ist,

j xss
°----- У ///Л

J*rG

Abb. 9  ja

J XS6 j x re Rr/s
-W Z2r t  ÍZZ2—I I-

Jx„

Abb. 9/b

in  jen em  für Richtung q aber die Läuferklemmen unm ittelbar kurzgeschlossen  
sin d . In  Abb. 9 sind die Schaltungen für R ichtungen  d  und q aufgezeichnet. 
E s is t  ersichtlich, daß die Adm ittanz in R ich tu n g  d  die Leerlaufadm ittanz  
der Maschine ist ( Y d =  Y m), deren Wert unabhängig  vom  Schlupf konstant 
b le ib t. Die A dm ittanz in R ichtung q ist beim  Schlupf s m it der E ingangs- 
ad m ittan z der ursprünglichen Maschine übereinstim m end. Das heißt, der 
E n d p u n k t von Y q b eschreib t bei Änderung des Schlupfes s das K reisdiagram m  
der M aschine, w ogegen der Endpunkt von  Y d =  Y m unbeweglich b leib t.

D er Zeiger
Y d+ Y q

b esch reib t daher ebenfalls einen Kreis, dessen D urch­

m esser die Hälfte jen es des Kreisdiagramms der ersprünglichen M aschine 
b eträ g t. Die Verhältnisse sin d  aus Abb. 10 ersich tlich . Da Y d =  Y m <§ Y q (0,5) 
is t ,  is t  in diesem Falle die Änderung der Ström e und Momente in der N ähe  
der halben Drehzahl besonders groß. D ie im  A bschnitt 4.1 beschriebene 
M ethode für die A u fzeichnung des K reisdiagram m es K 0 5 kann auch hier 
angew an d t werden. D er Durchm esser w eicht w en ig  von jenem  des Kreises 
für R s =  0 ab, so daß hier M om enten- und Strom anom alien (auch als Görges- 
sch es Phenomen bekannt) ganz besonders b each tet werden müssen.
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In A bb. 11 ist die Änderung des N utzm om entes in Funktion des Schlup­
fes für unser B eispiel dargestellt und in dieselbe Abbildung wurde auch die 
Änderung des auf Grund der Beziehung (21) berechneten pulsierenden M om entes 
eingezeichnet. D ie Änderung des N utzm om entes in  der Nähe von  s =  0.5 
zeigt, daß es den Anschein hat, als ob der Schleifringläuferasynchronm otor  
m it Bruch in einer Läuferphase als ein der doppelten Polzahl (halben Drehzahl)

entsprechender Motor verwendet werden könnte. D ies ist jedoch leider nicht 
der Fall, denn das auftretende pulsierende M om ent, die im Ständerstrom kreis 
auftretenden Störungsström e von niedriger Frequenz und schließlich, jedoch  
nicht in letzter R eihe, wie bekannt, die auftretende Sättigungserscheinungen  
es n ich t m öglich m achen, diese Schaltung zu Drehzahlregelungszwecken  
praktisch anzuwenden. W ie nämlich aus dem Kreisdiagramm in A bb. 10 
ersichtlich  ist , beträgt der M agnetisierungsstrom  bei s =  0,5 etw a das Zwei­
fache des zu s =  0 gehörenden M agnetisierungsstrom es. In der W irklichkeit
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w urde dies nur in dem  Falle zutreffen, w enn die Sättigung unverändert b liebe. 
D em gegenüber ist der zw eifache Leerlaufstrom  so zu verstehen, als ob die 
S ättigu n g  die doppelte w äre, und so könnte m an die normalen S ättigu n gs­
verh ä ltn isse  im  Falle einphasiger Läuferw icklung nur beim auf die halbe  
B etriebsspannung geschalteten  Motor erreichen. W enn aber die M aschine m it

voller  Spannung läu ft, dann ergibt sich n ich t der zweifache Leerlaufstrom , 
sondern ein der doppelten Sättigung entsprechender, unzulässig hoher M agne­
tisierungsstrom .

Schließlich sei es bem erkt, daß das Ständerstrom zeigerdiagram m  der 
M aschine m it asym m etrischen Läufer eigen tlich  ein zusam m enhängendes 
Strom zeigerdiagram m  höherer Ordnung (in der R egel eine bizirkulare Quartik) 
is t , dessen  exakte A ufzeichnung sich durch die v o n  uns angew andte, für die 
P raxis genügende G enauigkeit sichernde B estim m ungsm ethode (näm lich die 
V ereinigung des m ittleren Strom zeigerdiagram m s m it dem Kreis K o a) erübrigt.
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Z U SA M M E N FA SSU N G

Im  L äu fe rk re is  d e r D re ip h asen sch le ifrin g m o to ren  w erd en  oft a sy m m etrisch e  A n laß  - 
u n d  R eg elw id ers tän d e  an g ew an d t. Im  A ufsatz  w ird  z u r  U n te rsu ch u n g  des V e rh a lten s  v o n  den 
m it  a sy m m e trisch e m  W id e rs tan d  angelassenen  bzw . g e reg e lten  M otoren eine n e u e  M ethode 
en tw ic k e lt, d ie d a r in  b e s te h t, d aß  im  L äu fe rk re is  d ie  bei den  S y n ch ro n m asch in en  üb lich e  
Z erlegung  n a ch  d e n  R ich tu n g e n  d u n d  q a n g ew a n d t w ird . D iese Zerlegung e rm ö g lic h t es, die 
B e h an d lu n g  g le ich  dem  asy n ch ro n en  B e trieb  d e r  S ynch ro n m asch in en  v o rz u n eh m en . A u f 
G ru n d  d ieser M ethode  w erd en  im  A u fsa tz  die S tro m v ek to rd iag ra m m e  der m it a sy m m e tr is c h e n  
W id e rs ta n d  ge reg e lten  S ch leifringm oto ren  v o rg e fü h rt. E s w erd en  ferner M o m en ten b ez ieh u n - 
gen  ab g e le ite t.

S T A R T IN G  A N D  C O N T R O L  O F S L IP -R IN G  A SY N C H R O N O U S M O T O R S 
B Y  M EA N S O F A SY M M ETR IC  R O T O R  RESISTAN CES 

K. P. kovács

SU M M A R Y

I n  th e  ro to r  c irc u it o f th ree -p h ase  slip -ring  m o to rs  o f te n  asy m m etric  s ta r t in g  a n d  con­
tro l  re s is ta n c e s  a re  u sed . T he p a p e r se ts up  a new  m e th o d  to  in v estig a te  th e  o p e ra t io n  of 
m o to rs  s ta r te d ,  resp . co n tro lled  b y  m eans of an  a sy m m e tr ic  rh e o s ta t .  The p o in t o f  th is  m e th o d  
is  to  a p p ly  th e  reso lv in g  in to  d irec tio n s d an d  q o f  th e  ro to r  c ircu it as is u su a l w i th  sy n c h ro ­
nous m ach in es. T h is m eth o d  m akes possible a s im ila r  d iscussion  as used on a sy n c h ro n o u s  
ru n n in g  o f sy n ch ro n o u s m achines. U sing th is  m e th o d , th e  p a p e r  supplies th e  c u r re n tv e c to r  
d iag ra m  o f  s lip -rin g  m o to rs  co n tro lled  b y  m ean s o f  a sy m m etric  rh e o s ta ts , as w ell as 
d e d u c tin g  som e to rq u e  equ atio n s.

D É M A R R A G E  E T  R É G L A G E  D E S  M O T E U R S  SY N C H R O N E S 
A B A G U E S P A R  U N E  R É SIST A N C E  R O T O R IQ U E  A S Y M É T R IQ U E

к. p. kovács

R É S U M É

D an s le c irc u it d u  ro to r  des m oteu rs t r ip h a sé s  à  b ag u es , on ap p lique  so u v e n t une 
ré sis tan ce  a sy m é triq u e  de d ém arrag e  e t de réglage. L ’é tu d e  é ta b l i t  une nouvelle m é th o d e  p o u r 
ex am in e r le fo n c tio n n em e n t des m o teu rs  d ém arrés , re sp . rég lés p a r  une résistance  a sy m é tr iq u e . 
C ette  m é th o d e  consiste  à  en p lo y er, dans le c irc u it  d u  ro to r ,  la décom position  de d irec tio n  
d  e t q, h a b itu e lle  chez les m ach ines synchrones. C e tte  décom position  p e rm e t de  p ro c éd e r 
co m m e p o u r  l ’op é ra tio n  a sy n ch ro n e  des m ach in es sy n ch ro n es . L ’étude p ré sen te , p a r  c e tte  
m éth o d e , les d iag ram m es d u  v e c teu r de c o u ran t des m o te u rs  à bagues réglés p a r  ré s is tan c e  
a sy m é tr iq u e , e t  d é d u it  des re la tio n s c o n ce rn an t les couples.
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ПУСК И РЕГУЛИРОВАНИЕ АСИНХРОННЫХ ДВИГАТЕЛЕЙ С ФАЗОВЫМ РОТО­
РОМ С ПОМОЩЬЮ АСИММЕТРИЧНОГО РОТОРНОГО РЕОСТАТА

К. п .  К О В А Ч

Р Е З Ю М Е

В цепи ротора трехфазных асинхронных двигателей с фазовым ротором часто при­
меняют пусковые и регулирующие реостаты. В работе применяется новый метод для 
анализа работы двигателей, включенных и, соответственно, регулируемых при помощи 
асимметричного реостата. Предлагаемый метод состоит в том, что в цепи ротора приме­
няется разложение в направлении d и q, обычно применяемое в случае синхронных ма­
шин. Это разложение позволяет производить анализ аналогично анализу асинхронного 
режима синхронных машин. Работа этим методом показывает диаграмму вектора тока 
двигателей с фазовым ротором, регулируемых асимметричным реостатом; выводятся 
также зависимости момента.



WARMSTAUCHVERSUCHE MIT KUPFER REI KLEINEN 
FORMÄNDERUNGSGESCHWINDIGKEITEN

D r In g . E . B E L L A

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

BERICHT NR. 13. DER METALLURGISCHEN ARBEITSGEMEINSCHAFT 
DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

[E ingegangen  am  4. M ai 1960]

Mit W arm stauchversuchen an verschiedenen M etallen, darunter auch 
K upfer beschäftigte sich G . G ä r t n e r  [ 1 ] .  Seine Versuche galten  jedoch  
hauptsächlich  der A nw endung des K egelkaltstauchversuches b ei höheren  
T em peraturen, d. h. der K lärung der U m stände des sogenannten  K egel­
w arm stauchversuches. D ie nachstehend beschriebenen Versuche bezw eckten  
in Fortsetzung der früheren W arm walzversuche [2] die w eitere B eobachtung  
der bei der W arm verlurm ung von  K upfer auftretenden U m stände. B ei den 
W arm walz versuchen war die Verform ungsgeschw indigkeit (die U m fangs­
geschw indigkeit der W alzen) kon stan t, v =  470 m m /sec, und dem entsprechend

war die Form änderungsgeschw indigkeit wo Ah die D ickenab­

nahm e, H 0 die ursprüngliche D icke, t 

sich  der Einspannbogen (ld = z ] j r - A h )

=  —--- die Zeit bed eu tet, während der 
v

um die U m fangsgeschw indigkeit der

W alzen verdreht
?

von der unteren Versuchsgrenze, 2% Form änderung, bis

zur oberen Versuchsgrenze, 40%  Form änderung, zw ischen den Grenzen 
s =  300%  sec“ 1 bis 1350%  sec-1  veränderlich. Die W arm stauch versuche 
verliefen  m it einer durchschnittlichen V erform ungsgeschw indigkeit von  
v =  0,35 m m /sec — entsprechend einer durchschnittlichen Form änderungs­
geschw indigkeit von £ =  1% sec-1  — und richteten sich auf die B eobachtung  
der m it der W arm verform ung einhergeh enden V erfestigung, E ntfestigung  
und Gefügeänderungen.

Beschreibung der Versuche

D er W erkstoff für die V ersuche stam m te aus der gleichen Charge Elektro- 
ly tkupfer m it 99,95%  R einheit, m it der seinerzeit die W alzversuche [2] 
durchgeführt wurden. D ie Probestäbe m it 18 mm 0  w urden aus warm ­
gepreßtem  Material m it 30 m m  0  durch K altzug und E rhitzung auf 600° C
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w ährend 1 Stunde h ergeste llt. Der durch den D ruckversuch festgelegte m echa­
n isch e Ausgangswert die Q uetschgrenze betrug o0 2 D r  =  6,5 kg/m m 2. D ie  
G efügeuntersuchung w urde am  L ängsschnitt der D ruckstäbe 18 0  X 35 m m

A bb. 1. D ie V ersu ch se iu rich tu n g

durchgeführt, m it 10 W ertungen  je Schliff. D ie  durchschnittliche Korn­
größe des ursprünglichen W erkstoffes betrug 0,050 m m .

B ei der V orbereitung der Stauchversuche w urden die in Zwickau aus­
gefü h rten  Versuche [1] in B etrach t gezogen, die die Ü bertragung des K egel­
stauchversuches auf die W arm verform ung bezw eckten . Dem entsprechend
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wurden die untere und obere D ruckplatte der zylindrischen Probekörper zur 
Verm eidung der Verzerrung, d. h. der A usbauchung sowie zur E rreichung  
eines einachsigen Spannungszustandes m it einer konischen V ertiefung m it 
einem  N eigungsw inkel a =  3° versehen, die Druckwerkzeuge ähnlich gesta lte t  
und eine Schmierung m it G raphitem ulsion angew endet. B ei stärkeren S tau ­
chungen konnte auch bei diesen M aßnahm en eine Ausbauchung n ich t zur 
Gänze verm ieden werden.

D ie Stauchversuche wurden au f einer 35-t Amsler Zerreißm aschine m it 
Ö lhydraulik durchgeführt (Abb. 1), so daß die Probestäbe sich w ährend der 
Verform ung in  einem besonders für diesen Zweck hergestellten und m it der 
erwähnten konischen Form  versehenen, zw eiteiligen W erkzeug befanden  
(Abb. 2). Das W erkzeug Avar aus h itzebeständigem  Stahl und wurde in einem  
gesondert aufgestellten Ofen solange erwärm t, b is es die notw endige T em pe­
ratur tatsächlich  erreichte. Sonach m ußte die Probe vor der V erform ung  
nur während der notw endigen m inim alen Zeit erhitzt werden, wodurch eine über­
flüssige Kornvergröberung verm ieden werden konnte. Das W erkzeug sp ielte  
eigentlich  die Rolle eines W ärm espeichers und verhütete eine bedeutendere  
A bkühlung des Probestabes während der Stauchung. Dies wurde m it b eson d e­
ren Messungen nachgeprüft. D ie Zeitdauer von  der Entnahm e der Proben  
aus dem  Ofen bis zum  Beginn der Verform ungsoperation betrug etw a 4 sec.
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D ie Tem peratur der W arm stauchversuche betrug 500, 700 und 900° C, 
in  Ü bereinstim m ung m it den früheren W arm w alzversuchen. Zur Gewähr­
le is tu n g  dieser durchschnittlichen Tem peraturen während der Verform ungs­
dauer wurden die Proben  au f 520, 720 bzw . 920° C erhitzt. D ie B estim m ung  
der Glühzeit zur E rh itzu n g  der W erkzeuge für sich sowie zur E rhitzung der 
P robestäbe zusam m en m it den W erkzeugen wurde durch A ufnahm e von  
gesonderten  E rh itzungskurven  festgelegt. A u f Grund der aufgenom m enen  
K u rven  betrug die E rh itzungszeit für die W erkzeuge allein in einem  Ofen 
v o n  520° C: 50 M inuten , bei 720° C: 31 und bei 920° C Ofentem peratur: 
19 M inuten. Die Vorw ärm edauer der P rob estäb e im  erhitzten W erkzeug  
b etru g  bei 520° C O fentem peratur: 21 M inuten, bei 720° C: 16 und bei 920°  
C: 12 Minuten.

D ie Verform ungs- (Stauch-) geschw indigkeit, d. h. der in der Z eiteinheit 
zurückgelegte W erkzeugw eg v betrug 0 ,3 — 0,5 m m /sec, hauptsächlich aber 
0 ,3 5  mm /sec, was einer Form änderungsgeschw indigkeit è =  1% sec-1  ent- 

I A h v
sp rich t, £ =  -------— = -----, wo H 0 =  H öhe vor  der Verformung, Ah =  H öhen-

H 0 i H Q
differenz nach der V erform ung, i =  V erform ungsdauer, v =  V erform ungs­
geschw indigkeit.)

D ie geplante Form änderung während der Versuche betrug 2 , 5, 10, 20 
u n d  40% , ebenfalls in  Übereinstim m ung m it den W alzversuchen. D em ent­
sprechend waren die Verform ungsdauern au f 2 , 5, 10, 20 und 40 sec geplant, 
entsprechend der angegebenen  Form änderungsgeschw indigkeit.

Die experim entelle Beobachtung der V orgänge wurde in zw ei Perioden  
vorgenom m en:

I. Periode unmittelbar während der Verformung. W ährend dieser wurden  
d ie Änderungen der b ei der Verformung auftretenden  Spannungen, die Ver­
festig u n g  und E n tfestig u n g  beobachtet. D ie D auer entsprach der V erform ungs­
dauer, die sich je  nach  M aß und G eschw indigkeit der Verformung änderte.

II . Periode der Abkühlung nach der Verformung. W ährend dieser Periode 
w u rd en  je nach der A bkühlungsw eise der Proben zw ei verschiedene ZusLände 
hervorgebracht :

1. Zustand  » A «, unm ittelbar nach der Verformung; dieser Zustand  
w ird  durch A bschrecken in  W asser fix iert. D ie  hierzu nötige Operation dauert 
e tw a  2 — 3 sec nach der Verformung.

2. Zustand  » В «, nach  langsamer A bkühlu ng nach der Verform ung, der 
durch Abkühlung der Proben  an der W erk sta ttlu ft nach der Verform ung  
herbeigeführt wird. D ie  Erreichung dieses Z ustandes dauert etw a 2 4 —27 
M inuten von der B een d igu n g  der Verform ung.

In den beiden b eobachteten  Perioden war die angewandte M ethode 
verschieden. In der I . Periode konnte die Ä nderung der Spannungen durch
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die M assung der Verform ungskräfte unm ittelbar festgestellt werden. In  der 
II. Periode konnten die Zustände » A «  und » B «  durch Bestim m ung gew isser  
kennzeichnender m echanischer E igenschaften und des Gefüges sow ie durch  
ihren Vergleich m it den K ennzeichen des A usgangszustandes nachträglich  
untersucht werden (es soll bem erkt werden, daß — wie später geschildert — 
die I. und II. Periode nicht streng voneinander getrennt werden können , da 
über eine gew isse D eform ation hinaus die nach der Verformung gew onnenen  
G efügebilder auch für den Vorgang während der Verformung kennzeichnend  
sind).

Zur Untersuchung der angeführten Erscheinungen wurden etw a  
150 Proben gestaucht. Der H auptversuch wurde bei den angegebenen 3 
V erform ungstem peraturen m it 5 verschiedenen Verformungen und 1%  
sec-1 Form änderungsgeschw indigkeit, bei 500° C m it 2, bei 700° C und 900° C 
m it je 4 parallelen durchgeführt. D ie H älfte der Proben wurde nach der V er­
form ung in  W asser abgeschreckt, während die andere Hälfte in Luft abge­
kühlt wurde. Zur Ergänzung der B eobachtungen wurden auch bei 20° C S ta u ch ­
versuche durchgefübrt und ein Teil der Proben zur Kontrolle der G efüge­
änderungen bei 750° im  Salzbad behandelt. Außerdem  wurden zur F e st­
stellung der Änderung der U m stände auch V ersuche mit gerirgerer Ver- 
vorm ungsgeschw indigkeit (v = 0 , 1 —0,13 m m /sec, è = 0 , 3 —0,38%  sec- 1 ) 
durchgeführt. D abei m ußte wegen der dreifach verlängerten V erform ungs­
dauer während der Stauchzeit a iß e '  der A nw endung des vo^gt w ärm ten  
W erkzeuges auch eine besondere elektrische H eizung eingeschaltet werden  
(A bb. 1). Schließlich wurden auch Proben bei 900° C, 40% Verform ung und  
einer V erform ungsgeschw indigkeit von v =  0 ,1 , 0,35 und 1 m m /sec unter  
A nw endung einer besonderen H eizung gestau ch t, um festzustellen, ob die 
erhöhten Spannungen gegen Ende der Verform ungsperiode als F o lge  der 
verringerten Temperatur aufzufassen sind.

Bai allen Versuchen war die A bm essung der angewendeten P robe­
körper d Q =  18 0  und H 0 =  35 m m , w odurch bei Anwendung ein es V er­

hältn isses
H n

■ ad 2 eine Ausbiegung verm ieden wurde. Eine Skizze des

Probekörpers ist aus Abb. 3 ersichtlich. Zw ecks besserer V ergleichbaikcit  
wurde der sog. effektive A usgangszustand festgeleg t, indem nnhrcre P robe­
körper bei den einzelnen Verform ungstem peraturen in die W erkzeuge ein ­
gelegt und unter genau den gleichen B edingungen  wie die zu stauchenden  
Probekörper erhitzt, sodann ohne Stauchung in  W asser abgeschrekt w urden. 
D adurch wurde der Ausgangszustand unm ittelbar vor Beginn des S tau ch ­
vorganges fe s tg d  gt (»M «-Zustand). D ie verschiedenen »M «-Zustände wurden  
m echanischen und m etaliographischen U ntersuchungen unterzogen. D ie  durch  
den Druckversuch festgestellte  durchschnittliche 0,2-Grenze er0,2 Dr betrug  
6,2 kg/m m 2.

15 Acta Technica XXXII/1—2.
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A usw ertung der Versuche und Folgerungen

I . Beobachtungsperiode. Hier w urden die Spannungen unm ittelbar  
w ährend der Verform ung beobachtet. Zur Erreichung dieses Zweckes 
w urde die Änderung der Druckkräfte w ährend des Stauchvorganges ge­
m essen  und als F u n k tion  des W eges des Druckwerkzeuges graphisch dar­
g este llt . Daraus kann in  jeder beliebigen Phase die zu einer bestim m ten  
V erform ung (Ah) zugeordnete V erform ungskrafi (P) bestim m t w erden und  
m it H ilfe des zur Verform ung zugeordneten  geänderten Q uerschnittes 
( F)  die auftretende w ahre Spannung (o')  d. h . die Form änderungsfestig-

P
k e it ( к / )  durch die Form el cs' = k j  = ----berechnet werden. Die Berechnung

F
der jew eiligen geänderten Querschnitte w urde — mit R ücksicht au f die 
k on isch  vertieften Probekörper — m it der Siebel-Formel vorgenom m en  
[1 , 3 ]. Danach ist

F  =  F n
h0 +  2/3 tg  a ■ d 0

h0 — Ah -)- 2/3 tg a • d 0
h0 — Ah

wo F 0
H 0
К
A h
H i
К
d i

=  der u rsp rü n g lich e  Q u e rsch n itt der P ro b e  in  m m 2,
=  die u rsp rü n g lich e  H ö h e  der P robe  a n  d e r  K a n te  in  m m ,
=  H 0 —  d„ tg  a , d ie  u rsp rü n g lich e  H öhe d e r  P ro b e  in  ih rer A chse, in  m m , 
=  H 0 —  H 1 =  h 0 —  h I d e r  H ö h en u n te rsch ied  n a c h  der V erform ung,
=  H öhe n ach  d e r  V erfo rm u n g  a n  der K a n te
=  H 1 —  d1 t g a ,
=  g eän d e rte r D u rc h m esse r in  m m ,
=  N eigungsw inkel d e r D ru ck fläch en , als 3° an g en o m m en  (Abb. 3).

D as Maß der Form änderung wurde durch die Form els = • 100

(% ) festgeste llt. A bb. 4 ze ig t die K raft-W eg-D iagram m e bei drei versch iedenen  
V erform ungslem peraturen für die größte Stauchung; diese D iagram m e en t­
h a lten  auch die V orgänge bei den geringeren Verformungen und som it den 
gan zen  untersuchten Vorgang. Um  ein richtigeres D urchschnittsbild  der 
Spannungsverhältn isse wiederzugeben, w urden die wahren Spannungen einer­
se its  b ei säm tlichen Proben  im Endpunkt der Verformung berechnet, ander­
se its  b ei allen Verform ungstem peraturen aus m ehreren zur größten Stauchung  
(40% ) zugeordneten Diagram m en die zu den kleineren Verformungen gehö­
renden  Spannungen b estim m t. Die B estim m u n g der Spannungen und der 
zugeordneten  Verform ungsdauer wurde gleichm äßig  verteilt, bei jed em  mm  
W eg des Druckwerkzeuges durchgeführt. D ie  W erte der D ruckkraft, Form ­
änderung und wahren Spannung in den E n d p u n k ten  der H auptversuche bei 
den einzelnen V, rform ungstem peraturen und einer durchschnittlichen Form ­
änderungsgeschw indigkeit von  1% sec-1  sind  in  Zahlentafel 1 en thalten .
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Abb. 3. Skizze des P ro b e k ö rp e rs

A bb. 4. V erfo rm u n g sk raft-D iag ram m e in  A b h ä n g ig k e it von der F o rm ä n d e ru n g

Aus den am Ende des G esam tvorganges bestim m ten sowie, au f die 
Form änderungen während des Vorganges bezüglichen , berechneten Spannungs­
werten wurden je V erform ungstem peratur D urchschnittskurven gezeichnet, 
jedoch  nicht nur als Funktion der Form änderung, sondern auch in  A bhän­
gigkeit von der Zeit (Abb. 5, 6 und 7). D ie  Ausgangswerte der D iagram m e

15 *
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Z ahfentafel 1
Versuchswerte am Ende des Sbauchvorganges

Verformungs­
temperatur

°C

Effektive
Stauchung

e%

Kraft am Ende 
der

Verformung
P kg

Effektiver 
Querschnitt 
am Ende d. 
Verformung 
F min2

Wahre 
Spannung 
o' kg/nxm2

2,57 2 860 261 10,9

2,57 2 560 261 10,2

4,4 3 460 266 13

5,1 3 830 268 14,3

20 9,8 5 940 282 21

9,8 6 140 282 21,7

20,8 8 400 321 26,2

20,8 8 610 321 26,8

38 13 740 409 33,6

38 13 350 409 32,6

1,06 1 400 257 5,46

2,2 1 500 260 5,08

2,2 1 400 260 5,4

3,67 1 700 264 6,45

4,4 1 700 266 6,4

5,1 2 200 268 8,2

5,8 2 200 270 8,15

7,21 2 500 274 9,1
10,2 3 200 282 11,3

11,7 3 100 288 10,8

12,3 3 100 286 10,8
* 12,6 3 300 291 11,3
500 17,4 3 500 308 11,4

23 3 500 330 10,6

38 4 000 409 9,8

39,8 3 800 422 9

1,55 750 258 2,9

1,82 660 259 2,55

1,93 690 259 2,66

1,93 735 259 2,84
700 2,12 870 259,5 3,23

2,5 660 261 2,53

2,2 720 260 2,77

2,94 820 262 3,13

4,05 960 265 3,62
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Verformungs­
temperatur

°C

Effektive
Stauchung

«%

Kraft am Ende 
der

Verformung 
p kg

Effektiver 
Querschnitt 
am Ende d. 
Verformung 
F mm2

Wahre 
Spannung 
a' kg/mm 8

4,48 1 150 266 4,3

4,76 884 267 3,35

4,76 900 267 3,37

5,22 1 110 268 4,15

6,7 990 269 3,69

6,95 1 020 273 3,74

7,2 970 274 3,54

10,1 1 200 277 4,33

10,2 1 230 283 4,35.

11,7 1 170 288 4,06

11,7 1 200 288 4,17

13,5 1 260 294 4,2

14,5 1 380 297 3,84

700 14,7 1 200 298 4,02

19,3 1 380 315 4,38

19,8 1 200 317 3,8

20,1 1 300 318 4,09

20,5 1 300 319,8 4,06

20,6 1 300 320 4,06

21 1 360 322 4,22

23,2 1 200 331 3,61

34,6 1 600 388 4,13

34,7 1 500 389 3,86

39 1 600 416 3,85

39,4 1 700 418 4,06

40,1 1 800 425 4,25

40,5 2 100 427 4,9

40,8 2 200 429 5,14

1,93 300 259 1,16

1,93 360 259 1,39

2,2 300 260 1,15

900
2,2 330 260 1,27

2,3 330 260 1,27

2,56 320 261 1,23

2,9 360 262 1,37

3,46 360 260 1,38
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V erformungs- 
temperatur

°C

Effektive
Stauchung

«%

Kraft am Ende 
der Verformung 

p kg

Effektiver 
Querschnitt 
am Ende d. 
Verformung 
F mm2

Wahre 
Spannung 
a' kg/mm2

4.5 405 266 1,52

4,5 405 266 1,52

4,5 390 266 1,84

4,8 390 267 1,46

4,8 420 267 1,57

5,1 390 266 1,46

5,23 375 268 1,4

5,8 400 270 1,48

8,64 405 278 1,46

9,73 405 278 1,46

9,8 435 282 1,54

9,95 360 282 1,28

10,8 450 285 1,58

13,9 465 295,5 1,57
900 13,9 480 295,5 1,63

16,2 435 303,5 1,44

18,8 480 313 1,53

18,8 480 309 1,55

19 540 314 1,72

20,5 495 320 1,54

21 495 322 1,54

22,6 570 328 1,74

22,6 570 328 1,74

34 720 385 1,87

36 780 397 1,96

37,6 660 407 1,62

38,6 870 413 2,25

39 ,4 750 419 1,79

39,6 960 415 2,31

43,3 900 430 2,09

w aren  die aus den W arm stauchversuchen erm ittelten  durchschnittlichen  
0,2-Q uetschgrenzw erte (bei 500° C—3,9 kg/m m 2, bei 700° C—1,95 kg/m m 2 
und  b e i 900° C—0,73 k g /m m 2). Die den Form änderungen zugeordnete volle  
Z eitdauer wurde bei jed em  Versuch genau gem essen , und aus diesen ließ  sich 
die durchschnittliche V erform ungsgeschw indigkeit und daraus auch die 
D au er irgendeiner geringeren Formänderung bestim m en.



WARMSTAUCHVERSUCHE MIT KUPFER 231

Abb. 5. Ä nderung  de r w ah ren  S p an n u n g  in  A b h än g ig k eit v o n  d e r V erform ung bei e in e r W arm  
S tauchung  bei 500° C u n d  e in e r F o rm än d eru n g sg esch w in d ig k eit v o n  é =  1 %  sec- 1

Abb. 6. Ä nderung  d e r w ah ren  S p a n n u n g  in  A bhän g ig k eit v o n  de r V erform ung b e i e in e r W arm ­
sta u ch u n g  bei 700° C u n d  e in e r F o rm än d eru n g sg esch w in d ig k eit von £ =  1 ,1 %  sec- 1
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D ie Form der K urven  war von denen der bei 20° C Stauchtem peratur  
sow ie beim  W arm walzen aufgenom m enen K urven w esentlich verschieden. 
D ie  Stauchkurven bei a llen  drei Verform ungstem peraturen waren dadurch 
gekennzeichnet, daß zuerst ein gewisses Spannungsm axim um  auftritt, sodann 
die K urve absinkt und b ei steigender Stauchung wieder ansteigt. D ie Steigung  
d ieses K urvenabscbnittes is t  bei den höheren Verform ungstem peraturen  
verhältn ism äßig  stärker. D iese Spannungszunahm e m uß eine Folge der 
w ährend  des Stauchens doch  eintretenden Tem peraturabfalls sein , denn die

A bb . 7. Ä n d eru n g  der w ah ren  S p a n n u n g  in  A bhäng igkeit v o n  de r V erform ung be i e in e r W arm ­
s ta u c h u n g  bei 900° C u n d  e in e r  F orm än d eru n g sg esch w in d ig k eit v o n  è =  0 ,9 7 %  sec- 1

m it kleinerer (0,38% sec- 1 ) und  größerer (3% sec- 1 ) sowie m it zusätzlicher Er­
h itzu n g  während der V erform ung durchgeführten Versuche deuten au f diesen  
U m sta n d  hin. Bei Abb. 9 ste ig t nämlich die K urve der geringeren Ge­
sch w in d igk eit schärfer an als die bei 1% sec-1  Form änderungsgeschw indigkeit 
aufgenom m ene, während die b ei 3% sec-1  aufgenom m ene K urve darunter 
b le ib t und in die W aagrechte um biegt. D as b ei der Stauchung gebildete  
Spannungsm axim um  und das darauffolgende M im im um  sind sicherlich eine 
F olge  des bei geringer V erform ungsgeschw indigkeit durchgeführten kom ­
p liz ierten  W arm verform ungsvorganges. B ei geringeren G eschwindigkeiten zieht 
sich  näm lich  der Vorgang infolge der zur V erfügung stehenden längeren  
Zeit so in die Länge, daß die zu Beginn auftretende V erfestigung durch 
die E inw irkung der Tem peratur stetig  kom pensiert wird und dadurch
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Abb. 8. Ä nderung  d e r w ahren  S pan n u n g  in  A b h ä n g ig k e it von  der V erform ung b e i v e rsch ie ­
d en en  V erfo rm u n g s tem p era tu ren  u n d  e in e r F o rm än d eru n g sg esch w in d ig k eit v o n  è =  l° /0 sec-1

A bb. 9. V ergleich d e r w ahren  S p a n n u n g sk u rv e n  v e rsch ied en er S tau ch v e rsu ch e  be i 900° C 
u n d  geringen F o rm än d eru n g sg esch w in d ig k eiten . E in f lu ß  der e rh ö h ten  A b k ü h lu n g  durch

zu n eh m en d e  V erfo rm u n g sd au er
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n ich t weiter gesteigert, sondern sogar verringert wird und wahrscheinlich  
nach  dem  Minimum ein em  konstanten W ert zustrebt. Die entscheidende  
W irkung der Verform ungstem peratur b ezeig t sich  auch darin, daß m it 
steigender Tem peratur der Zahlenwert des M axim um s stark abfällt und  
die Stelle des M axim um s und Minimums sich  in  R ichtung der geringeren  
Stauchungen versch iebt (A bb. 8). Man s ieh t näm lich, daß während  
b ei 500°C das M axim um  bei etwa 13 — 15%  Verformung lieg t, es bei

A bb . 10. Ä nderung der w a h re n  S p an n u n g en  in  A b h ä n g ig k e it v o n  der V erform ung b e i g e r in ­
g e re n  (e =  0,38%  sec- 1 ) F o rm ä n d e ru n g sg esch w in d ig k e iten  u n d  versch iedenen  V erfo rm u n g s­
te m p e ra tu re n  sowie V erg le ich  m it  d e n  w ahren S p a n n u n g e n  d e r  V ersuche bei 1 %  sec- 1  F o rm ­

än d eru n g sg esch w in d ig k eit

700° C bei etwa 7 — 9%  und  bei 900° C b ei etw a 4 — 6% Form änderung  
zu liegen  kommt (es sch e in t, daß die M axim um - und M inim um stellen  
b ei verschiedenen T em peraturen auf je einer K urve liegen). D ies b ed eu tet  
natürlich  weiterhin, daß d iese Kennzeichen b ei steigender Tem peratur und  
gleichbleibender G eschw indigkeit in immer kürzerer Zeit auftreten.

D ie mit einigen P roben  bei geringerer G eschw indigkeit (v =  0,1 — 0,13 
m m /sec , e = 0 , 3 —0,38%  sec- 1 ) durchgeführten Stauchungen ergaben m it 
zunehm ender Tem peratur gleicherm aßen eine V erringerung des Zahlenwertes 
der M axim a sowie eine V erschiebung der M axim um - und M inim um stellen  
nach  den geringeren V erform ung (Abb. 10). Z ugleich  läßt sich aber auch en t­
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decken, daß sich die Verschiebung der M axim um - und M inim um stellen m it 
steigender Tem peratur bei geringeren G eschw indigkeiten noch stärker als 
bei den höheren auswirkt. Das bedeutet aber, daß bei der gleichen V erform ungs­
tem peratur die Verringerung der G eschw indigkeit die Entfestigung in  R ichtung  
der k leinen Stauchungen, die Vergrößerung in R ichtung der größeren  
Stauchungen verschiebt (es ist zu bem erken, daß in Abb. 10 bei geringeren  
G eschwindigkeiten die schon erwähnte A bkühlung die Erhöhung der Spannun­
gen noch stärker bew irkt). D ie Verringerung der Geschwindigkeit w irkt also 
im gleichen Sinne wie eine Tem peraturerhöhung. Dies ist auch se lb stverstän d ­
lich, da z. B . bei geringeren G eschw indigkeiten bis zur gleichen Form änderung  
mehr Z eit zur V erfügung steht und dem nach die mildernde W irkung der 
Tem peratur schon früher, bei geringerer Form änderung zur G eltung kom m t. 
Die verschieden verlaufenden K urven der um  eine Größenordnung höheren  
G eschw indigkeit durchgeführten W arm w alzversuche [2] bedeuten , daß in 
diesem  Geschwindigkeitsbereich w enigstens b ei gleichbleibender V erform ungs­
geschw indigkeit (die Form änderungsgeschw indigkeit war verschieden) nur 
V erfestigung eintritt, ohne daß auch nur eine geringfügige E n tfestigu n g  sich  
während der Verform ung m elden k ön n te , die W irkung der T em peratur  
jedoch das Maß der V erfestigung verringert. Es muß also vorau ssich tlich  
eine G eschwindigkeitsgrenze bestehen , oberhalb deren während des V organges 
keine E ntfestigung festgestellt w erden kann, unterhalb deren jedoch ein 
M axim um  und M inimum der V erfestigung b esteht. Man könnte sich sogar 
vorstellen , daß sich die Stelle des M axim um s und des Minimums bei genügend  
geringer G eschwindigkeit sogar ausgleicht und nach einer geringfügigen V er­
festigung ein konstanter Spannungswert erreicht wird. Eine derartige Tendenz 
kann in A bb. 10 wahrgenom m en w erden, indem  bei den geringeren G eschw in­
digkeiten  der U nterschied zw ischen den Zahlenwerten des M axim um s und 
M inim um s abnim m t.

D as oben dargestellte B ild  des W arm stauchvorganges wird durch die 
Versuche von  G . G ä r t n e r  in Zw ickau [1] bestätigt. Seine m it E lek tro ly t­
kupfer b is 550° C durchgeführten V ersuche zeigen ebenfalls die B ildung von 
V erfestigungsm axim a bei 450° C und 550° C (z. B . bei 15% Verform ung und 
550° C). D ie hinzugefügte Erklärung jed och , die diese Erscheinung m it einer 
gew issen Versprödung des Kupfers zw ischen 350—650° C erklären w ill, ist 
unserer A nsicht nach nicht zutreffend. N ach  obiger D eutung fo lg t diese 
Erscheinung näm lich aus der N atur der W armverformung und is t  eine Folge 
der E ntfestigungsw irkung der Tem peratur. W arm torsionsversuche von  C. 
R o s s a r d  und P . B l a in  [4] an verschiedenen Stählen ergaben im  w esent­
lichen analoge K urven wie die hier geschilderten.

D ie Änderung der wahren Spannungen in  A bhängigkeit v o n  der Ver­
form ungstem peratur bei verschiedenen Verform ungen zeigt die A bb. 11. Im  
allgem einen tritt die übliche K urvenform  auf, die Ü berschneidungen sind
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die F olgen  von Spannungsabfällen (E ntfestigungen) wegen der geringeren  
G eschw indigkeiten.

Schließlich m uß m an bem erken, daß die w ahren Spannungskurven der 
m it den W arm w alzversucben parallel als H ilfsm itte l durchgeführten W arm ­
zerreißversuche [2] au f Grund der W arm stauch versuche bei höheren T em pe­
raturen  einer K orrektion bedürfen. D ies b eein flu ß t jedoch die W erte der 
berechneten  Form änderungsfestigkeiten nur in sehr geringem Maße.*
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A bb . 11. Ä nderung  de r w a h ren  S p a n n u n g e n  in  A b h än g ig k e it v o n  de r V erfo rm u n g s tem p era tu r 
b e i v e rsch ied en e r V erfo rm ung  u n d  e in e r F o rm än d eru n g sg esch w in d ig k eit von « =  1 %  sec- 1

I I .  Beobachtungsperiode. H ier wurde die B eobachtung des in W asser  
abgeschreckten »M «-Zustandes und des an der L uft abgekühlten »B «-Z ustan- 
des vorgenom m en. D ie U ntersuchungen erstreckten sich auf die durch die 
V erfestigung am em pfindlichsten  beeinflußte m echanische E igenschaft, die 
0,2-Q uetschgrenze und auf das Gefüge. In A nbetracht dessen, daß die F e st­

* D ie  b eze ichneten  K u rv e n  de r W arm ze rre iß v e rsu ch e  (A c ta  T echnica  T om . X X V - 
F a se . 3— 4. p. 401, A bb. 2) zeigen  n ä m lich  au f G ru n d  w ie d e rh o lte r  V ersuche bei h ö h e ren  
T e m p e ra tu re n  (über 500° C), ä h n lic h  den  W arm stau c h v e rsu ch e n , keine  ständ ige  V erfes tig u n g , 
so n d e rn  e in  S p a n n u n g sm a x im u m  u n d  d a n n  eine V e rrin g e ru n g  d e r Spannung . W en n  m an  
je d o c h  d ie  F o rm ä n d e ru n g s fe s tig k e itsw e rte  der A bb . 3 d u rc h  d ie  w ahren  S p an n u n g sw erte  
d es W arm stau c h v e rsu ch e s  k o n tro ll ie r t ,  so b le ib t die F o rm  d e r  kf— K u rv en  u n v e rä n d e r t ,  
w o b e i in  d en  W erten  zw ar eine gew isse Ä nderung  e in t r i t t ,  je d o c h  d ieser U n te rsch ied  u n te r  
1 0 %  b le ib t .
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legung der A usgangszustände (»M «) gleichfalls m it m echanischen und m etal- 
lographischen M ethoden vorgenom m en wurde, w aren die Ergebnisse vergleich ­
bar. Für die U ntersuchungen wurden die gestauchten  Probekörper entlang  
der längeren A chse, jedoch 2,5 mm  von der A chse entfernt, aufgesch litzt. 
Dem nach konnte aus dem  einen Teil eine kleine Druckprobe 10 0  X 15 mm  
zur B estim m ung von cr0,2 Dr hergestellt w erden. Der andere L ängsschnitt 
ergab das M aterial für die G efügeuntersuchung. D ie W erte von cr0,2 Dr für 
verschiedene Verform ungstem peraturen und Verform ungen im  Zustand  
» A «  und »B «  sind in Zahlentafel 2 enthalten .

Z ah lcn ta fe l 2

(7q 2-W e r te  des Z u s ta n d e s  » A «  u n d  » В « b e i v e r s c h ie d e n e n  V e r fo r m u n g s te m p e r a tu r e n

V erfo rm u n g s te m p c ra tu r
500° C

V e rfo rm u n g s te m p e ra tu r  
700° C

V e rfo rm u n g s te m p e ra tu r 
900° C

I n  W asser 
ab g eseh reck t

»A«

A n  d e r  L u f t  
a b g e k ü h lt

»B «

In  W asser 
a b g esch reck t

»A«

A n d e r  L u f t  
a b g e k ü h lt  

»B «

In  W asser 
ab g esch reck t 

»A «

A n  d e r  L u f t  
a b g e k ü h lt  

» B «

e
%

<Va
kg/m m *

e
%

CT0'2
k g /m m  2

e
%

°0-2
k g /m m 2

E
%

a 0.2
k g /m m 2

e
%

r 0*2
k g /m m 2

e
%

а о*а
k g /m m 2

l 8,4 2,2 9,7 1,93 7,62 1,55 7,35 1,93 5,8 1,93 6,95

2,2 9,8 3,67 9,95 2,2 9,05 1,82 7,8 2,2 8,2 2,2 7,7

5,1 11,4 3,67 10,3 2,5 8,26 2,12 7,4 2,9 5,5 2,3 5,8

5,8 11,2 4,4 10 4,48 6,5 2,94 8,4 3,46 7,3 2,56 6,75

7,2 11,4 11,7 9,3 4,76 8,9 4,05 7,2 4,5 5,8 4,5 6,05

10,2 12,9 12,6 10,1 6,7 7,3 4,76 8,7 4,5 6,15 4,8 7,95

12,3 11,7 19 8,17 7,2 6,7 5,22 5,8 4,8 7,1 5,23 5,95

17,4 12 23 8,65 10,1 5,9 6,95 6,4 5,1 7,45 5,8 7,35

20,5 10 39,8 7,55 11,7 8,85 10,2 7,05 9,95 6,2 8,64 6,35

33,8 14,6 14,2 6,3 11,7 8,2 9,73 6,28 9,8 8

38 8,74 14,7 6,95 13,5 8,4 10,8 7,95 13,9 6,5

19,3 9 14,5 5,8 13,9 6,6 16,2 6,66

20,1 5,7 19,8 7,35 20,5 7,3 18,8 6,2

20,5 6,65 20,6 6,3 21 7,4 18,8 6,15

21 7,3 23,2 7,3 22,6 5,8 19 6,95

34,7 7,2 34,6 6,4 23,6 6,2 36 6,25

39,4 6,5 39 7,6 34 7,45 38,6 6,0

40,4 7,15 40,1 9,2 37,6 7,7 39,4 8,4

40,5 8,4 40,8 6,75 39,6 5,38 40,9 5,7

43,3 6,35

Die Änderung dieser W erte in  A bhängigkeit von der Verform ung ist 
aus A bb. 12 ersichtlich. Bei 500° C wie auch bei 700° C ist sowohl im Zustand
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»M « als auch im  Z ustand » В « ein ausgeprägtes M aximum zu beobachten  
u n d  zw ar bei 500° C im  Z ustand » A «  bei 11%  und im Zustand » B «  bei 4% ; 
b e i 700° C im Zustand »^4« und »B «  zw ischen 2 und 3% V erform ung. Die 
M axim a des Zustandes » B «  sind infolge der längeren A bkühlung kleiner als 
d ie des Zustandes » A « .  B ei 900° C erscheint im  Grunde genom m en keine 
V erfestigung, was m it den Erfahrungen des W armwalz Versuches überein­
s tim m t. Mit Erhöhung der Tem peratur is t  eine Verschiebung der M axim a in 
R ich tu n g  der kleineren Stauchungen ersichtlich , w as mit den A ussagen der o' —

J5
/Л

i / / \  _

— ............ ..................

Щ/ ^K. — — 1
’ ---

abgeschreckt
bgeküh/t ___
geschreckt
abgekühlt
geschreckt
abgekühlt

-------- ---------

bei 500 °C yer, 
bei 500 °C t/erf 
bei 700 °C verf 
bei 700°C /er ft 
bei 900 °C/erf 
bei 900°C i/erf

--------- ,--------

formtj ansch/iefi 
ormt, anschließe 
ormt anschließe 
ormt anschließe 
ormt anschließe 
ormt anschließt
_____ _______

end in Wasser 
nd an der Luft 
nd in Wasser ab 
nd an der Luft 
nd in Wasser at 
*ndander Luft

10 15 20 25 30 35
£%

40 45 50

Abb. 12. Ä nderung  de r d u rc h  D ru ck v ersu ch  b e s t im m te n  0 ,2-Q uetschgrenze in  A b h än g ig k e it 
v o n  d e r  F o rn  änderung , n a c h  V erfo rm u n g  bei v e rsch ied en en  T em p era tu ren  und  A bsch reck u n g  

in  W asser (Z u s ta n d  »A «) oder A b k ü h lu n g  a n  de r L u ft (Z u stan d  »B«)

e K u rven  übereinstim m t. Außerdem  versch iebt sich bei 500° C das M axim um  
des Z ustandes »B « in R ichtung der kleineren Stauchung, was sich durch die 
langsam ere Abkühlung erklären läßt. Selbstverständlich  sind die <T0,2 Dr~ 
W erte  m it den (/-W erten  n ich t vergleichbar, denn die B estim m ung der 0,2- 
G renze wurde bei 20° C vorgenom m en. Jed och  zeigt die Erfahrung, daß im 
Z u sta n d  » A «  die M axim a der 0,2-Grenze im  V ergleich zu den M axim a der 
w ah ren  Spannung in R ichtung der kleineren Form änderung verschoben sind. 
D ies is t  wahrscheinlich eine Folge der bis zum  Eintreten des Z ustandes » A «  
verstrichenen  Zeit.

D ie  Gefügeuntersuchungen ergaben folgende Tatsachen. D as A usgangs­
g e fü g e  des V ersuchsw erkstoffes ist aus A bb. 13 ersichtlich, die Korngröße
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Abb. 13. A usgangsgefüge  des V ersuchs- 
w erkstöffes ( 0  =  0,05 m m ) 75 X

A bb. 14. G efüge des bei 520° C 21/ lan g  
e rh itz te n  u n d  ohne V erform ung in  W asser 
a b g e sc h re c k te n  Z ustandes (M 5). 75 X

Abb. 15. G efüge d e r b e i 500° C um  
17%  g e s tau c h te n  P ro b e . M erkliche 

O rien tie ru n g . 7 5 X

A bb. 16. G efüge de r bei 500° C u m  2 0 %  
g e s ta u c h te n  P robe. Sehr geringe O rie n tie ­

ru n g , a u f  dem  B ild n ic h t m eh r 
zu  erkennen . 75 X

beträgt 0,05 m m . D er tatsächliche A usgangszustand der Verform ung bei 
500° C (auf 520° C erh itzt und ohne V erform ung in W assei abgcschreckt 
»M «) ist eigentlich  der gleiche (Abb. 14). Mit zunehm ender Verform ung zeigt 
sich eine Zeitlang keine Änderung. Bei etwa 17% Verform ung jedoch zeigt sich  
eineStreckung (A bb. 15), die bei 20% nur ein V erhältnis von 1 : 1,3 aufw eist 
(A bb. 16). B ei w eiterer Verformung (« =  38% ) erscheint jedoch ein geänder­
tes Gefügebild (A bb. 17) m it geringerer K orngröße (0,035 mm).



2 4 0 E. BELLA

D ie W ertung der Gefüge der bei 700° C und 900° C verform ten Proben  
w urde dadurch erschw ert, daß das Gefüge des sog. wirklichen A usgangszu­
stan d es (»M «) h insichtlich  der Groß • der K iista llite  heterogen war. Das 
G efügebild  der vor der Verform ung bei 700° C zweckm äßigerweise 16 M inuten  
lang  au f 720° C erhitzten und dann ohne Verform ung in W asser abgeschreckten  
Proben weist nämlich unterschiedliche, teils sehr feine, teils sehr grobe K ristallite  
a u f (Abb 18). Im G efügebild des bei 920° C hergestellten Zustandes M9 sind  
n ach  Abb. 24 zw eierlei, aber der Größe nach weniger abw eichende grobe

A bb. 17. Gefüge d i r  bei 500° C um  
3 8 %  g estau ch ten  P ro b e . R ek ris ta llG ie r- 

tes Gefüge. 75 X

A bb. 18. Gefüge des bei 720° C ló* 
lan g  e rh itz te n  u n d  ohne V erfo rm u n g  in  

W asser abgesch reck ten  Z u s ta n d e s  
(M7). 50 X

K örner zu sehen. D ie zur U ntersuchung dieser Tatsache zwischen 650° C und 
920° C durchgeführten G lühversuche bew iesen, daß die H eterogenität gerade 
bei der angiw endeten T em peratur von 720° C am größten ist, bei 650° C en t­
stan d  nur ein m inim ales, über 750° C ein gröberes Doppelgefüge, w obei jedoch  
die U nterschiede in den Korngrößen schon geringer waren. Mit R ücksicht 
darauf, daß wegen dieser H eterogenität die Änderung der Korngröße in  A b­
hän gigk eit von der Verform ung nicht verfo lgt werden konnte, m ußte das 
V erschw inden des D oppelgefüges bzw. die Erscheinung eines gew issen g leich ­
m äßigeren Gefüges hier als Gefügeänderung betrachtet werden.

Dem nach wurde die Verform ung bei 700° C durch die folgenden G efüge­
bilder fe s tg tb g t. Das Gefüge bei der 2% -Verform ung w eist (Abb. 19) keine  
w esentliche Änderung gegenüber dem A usgangszustand (Abb. 18) auf. Bei 
etw a 7% -Verformung zeig t sich eine geringe Zunahme der feinen sow ie eine 
stärkere Abnahm e der gröberen Korner (A bb. 20). Noch stärker ze ig t sich  
diese Tendenz bei der 14% -Verform ung (A bb. 21). Bei der 20% -Verform ung
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erscheint ein fa st ganz hom ogenes Gefüge (A bb. 22) und bei der 40% -V er- 
formung ist das Gefüge feiner und w eist eine fa st hom ogene K orngröße auf 
(Abb. 23).

Der Stauchvorgang bei 900° C wird durch folgende Gefügebilder gek en n ­
zeichnet. Das hauptsächlich aus zwei groben Korngrößen bestehende G efüge  
(Abb. 24) des A usgangszustandes (M9) beginnt sich bei 5% Verform ung zu 
ändern und es erscheint ein einheitlicheres, aus feineren Körnern bestehendes  
Gefüge (Abb. 25). Bei 11% -Verformung ist die Korngröße fast ein h eitlich

16 Acta Techuina XXXII/1—2.

A bb. 20. Gefüge de r bei 700° C u m  7 %  
g e s ta u c h te n  P robe . H e te ro g e n itä t d e r  

K o rn g rö ß e  v e rrin g ert. 50 X

Abb. 19. G efüge de r bei 700° C u m  2 %  
g e s ta u c h te n  Probe. 50 X

(Abb. 26), schließlich ist bei 40% -Verform tm g die E inheitlichkeit noch v o ll­
ständiger und das Gefüge wird feiner (Abb. 27).

Obwohl die wahren Spannungen und die W erte der 0,2-Q uetschgrenze  
keine m iteinander vergleichbaren W erte ergeben, kann man aus der T endenz  
ihrer Änderungen gewisse Schlüsse ziehen, die auch die D eutung der G efüge­
bilder erleichtern. So zeigen die 500° C-K urven der Abb. 8. und 12., daß die 
Änderung der wahren Spannung und der 0,2-G renze über eine gew isse V er­
formung hinaus ähnliche Tendenzen aufw eist. D ie wahre Spannung w eist 
ein M axim um  bei e =  13— 15%  auf, von hier an sinkt die V erfestigung durch  
den E influß der Temperatur und die K urve w eist durch den gem einsam en  
E influß der Verformung und der Tem peratur eine Tendenz zur E instellung  
eines G leichgew ichtszustandes auf. In Zustand » A «  zeigt die 0,2 Grenze bis 
etwa 11% eine Verfestigung und von da an deutet das Absinken der K urve  
auf eine E ntfestigung. Im Z ustand »B « tr itt dieser Fall bei noch geringeren  
Verform ungen ein. Die Verform ung bei 700° C ergibt ein unterschiedliches 
Verhalten beider Spannungen, also keine einheitliche V erfestigung, da das



2 4 2 E. BELLA

A b b . 23. Gefüge de r be i 700° C u m  40%  
g e s ta u c h te n  Probe. P ra k tis c h  v o lls tän d ig  
h o m o g en e  K ö rner; fe ineres G efüge. 50 X

A bb. 24. G efüge des bei 920° C 12( lan g  
e rh itz te n  u n d  ohne  V erfo rm ung  in  
W asse r abgesch reck ten  Z u stan d e s

(M9). 50 X

M axim um  der wahren Spannung hier b ei e = 7 —9% liegt, w ährend die 
0,2-G renze bei 2 — 3% ein M axim um  aufw eist. B ei 900° C verform t w eisen  
die Ä nderungen der 0,2-G renze weder im  Z ustand »A « ,  noch im  Z ustand  
» В « a u f eine V erfestigung h in . Dem nach g ib t es auch hier U nterschiede bis 
zum  M axim um  der wahren Spannung (e = 4 — 6%). Bei beiden Tem peraturen  
jed o ch  bezeichnet die 0,2-G renze über dem  entsprechenden M axim um  der 
w ah ren  Spannung schon einen  entfestigten  Z ustand.

A b b . 21. Gefüge de r be i 700° C u m  14%  
g e s ta u c h te n  Probe. H e te ro g e n itä t  der 

K o rn g rö ß e  w eiter v e r r in g e r t.  50 X

A bb. 22. Gefüge der bei 700° C u m  2 0 %  
g e s ta u c h te n  Probe. F a s t g le ichm äß ig  

große K örner. 50 X
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A bb. 25. Gefüge d e r bei 900° C u m  5%  
g e stau c h te n  P robe . Ä n d e ru n g  de r K o rn ­

größe bere its  s ic h tb a r . 50 X

Abb. 26. G efüge der bei 900° C u m  11%  
g e s ta u c h te n  P ro b e . F a s t  g le ichm äßiges 

K o rn . 50 X

Abb. 27. Gefüge de r bei 900° C u m  40%  
g e s tau c h te n  P ro b e . N o ch  g le ich ­

m äßigeres K o rn . 50 X

im  H inblick darauf, daß bei Stauchungen, die den M axim alw ert der w ah­
ren Spannung übersteigen , bei V erform ungstem peraturen von  700° C und 
900° C der V ersuchszustand » A « und » ß «  als en tfestig t bezeichnet werden  
kann, sowie auch b ei 500° C eine starke T endenz zur Erreichung des en t­
festigten  Zustandes b esteh t, ferner wenn m an überlegt, daß b e i allen drei 
V erform ungstem peraturen die Gefügebilder der Zustände » A «  und v>B« 
innerhalb derselben Tem peratur im großen und ganzen übereinstim m en, kann  
m an zu der F eststellungen  gelangen, daß die G efügebilder der nach der Stau-

1 6 *
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ch u n g  fixierten  V ersuchszustände (Zustand » A «  und » £ « )  auch für den 
V organ g  während der V erform ung charakteristisch sind. D em nach scheint 
es a lso , daß bei einer m it kleiner Form änderungsgeschw indigkeit durch­
g efü h rten  Stauchung sich das Gefüge schon im  Laufe der Verform ung ändert 
und zw ar während der P eriode der konstant b leibenden wahren Spannung. 
B ei steigender Verform ungstem peratur erfolgt die Gefügeänderung bei einer 
geringeren  Verformung. W ie jedoch  die Änderungen der 0,2-Grenze zeigen, 
erfo lg t eine E ntfestigung, d ie  den A usgangszustand erreicht oder ihm  nahe­
k o m m t, erst bei nach der V erform ung gebildeten Z uständen (»A « oder »jB«).

D ie  durchgeführten V ersuche und die daraus gezogenen Schlüsse beziehen  
sich  im  wesentlichen au f eine Verform ungsgeschwindigkeit v o n  v =  0,35 
m m /sec  und dem entsprechend au f eine Form änderungsgeschw indigkeit von  
é =  1%  sec- 1 . Eine U ntersuchung des E influßes der G eschw indigkeiten auf 
den W arm verform ungsvorgang ist derzeit im  Gange und die Ergebnisse sollen  
sp äter  m itgeteilt werden.
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Z U SA M M EN FA SSU N G

V o rlieg en d er A ufsatz  b e f a ß t  sich  m it  den V orgängen  d e r  W arm stau c h u n g  v o n  E le k tro - 
ly tk u p f e r  m it  geringer F o rm ä n d eru n g sg esc h w in d ig k e it (d u rc h sc h n ittl ic h  s =  1%  sec- 1 . 
D ie  V e rsu c h e  bezw eckten d ie  U n te rsu c h u n g  der V erfes tig u n g , E n tfe s tig u n g  u n d  G efüge­
ä n d e r u n g  b e i drei versch iedenen  V e rfo rm u n g s te m p era tu re n  (500, 700 u n d  900° C) in  A b h än g ig ­
k e i t  v o n  d e r  F orm än d eru n g . D e r Z u s ta n d  w äh ren d  der V erfo rm u n g  lä ß t  sich d u rc h  d ie aus 
d e r  g em essen en  D ru ck k ra ft u n d  d e m  jew eiligen  Q u e rsch n itt b e rech n ete  w ah re  S p an n u n g  
k e n n z e ic h n e n , der Z u stan d  n a c h  d e r  V erfo rm u n g  d u rch  den  n a c h trä g lic h  d u rch  D ru ck p ro b e  
b e s t im m te n  W ert der 0 ,2 -Q u etsch g ren ze . E s  e rg ib t sich, d a ß  d ie  w ah re  S p a n n u n g  w äh ren d  
d e r  W arm v erfo rm u n g  zu erst bis z u  e in e m  M axim alw ert a n s te ig t,  d a n n  n a ch  s tä n d ig e r  A b n ah m e 
e in e m  k o n s ta n te n  W ert z u s tre b t. D a s  M aß  dieser V erfes tig u n g  u n d  E n tfe s tig u n g  v e rrin g e rt 
s ic h  m i t  zu n eh m en  der V e rfo rm u n g s te m p e ra tu r. D ie F o rm ä n d e ru n g e n , die den  c h a ra k te r is ­
t is c h e n  V erfestigungs- u n d  E n tfe s tig u n g ss te lle n  der S p a n n u n g sk u rv e n  e n tsp rec h en , v e rsch ie ­
b e n  s ic h  m it  steigender V e rfo rm u n g s te m p e ra tu r  n ach  g e rin g e ren  W erten . D ie K u rv e n  der 
0 ,2 -Q u e tsc h g re n ze  zeigen e in  ä h n lic h e s  B ild  fü r die Z u stän d e  n a c h  de r V erfo rm u n g . A us den 
in  v e rsc h ie d e n e n  P hasen  des W a rm s ta u c h  Vorganges g ew onnenen  G efügebildern  is t  es e rs ic h t­
l ic h ,  d a ß  sch o n  w ährend  des V o rg a n g es  e in e  G efügeänderung  e in tr i t t .
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H O T  B U L B IN G  E X P E R IM E N T S  W IT H  C O P P E R  A T  LO W  FO R M IN G  R A T E S

E. BELLA

SU M M A RY

T he p a p e r  deals w ith  p h en o m en a  observed  d u rin g  h o t bu lb in g  of e le c tro ly tic  co p p er 
w ith  low  fo rm in g  ra te s  (in  th e  averages £ =  1 %  sec-  *). T he purpose  of th e  e x p e rim e n ts  
was to  o b serve  h a rd en in g , so ften in g  an d  s tru c tu ra l ch an g es a t  th re e  fo rm ing  te m p e ra tu re s  
(500, 700 a n d  900° C) as a fu n c tio n  o f s tra in . T he co n d itio n  u n d e r  fo rm ing  is c h a ra c te riz ed  
b y  th e  tru e  stress  as c a lcu la te d  from  th e  m easu red  com pressive  force and  th e  a c tu a l cross 
sec tion , w hile th e  c o n d itio n  a f te r  fo rm ing  by  th e  v a lu e  o f  th e  0 ,2 -lim it as d e te rm in e d  a f te r ­
w ards b y  th e  com pression  te s t .  I t  could  be e s tab lish ed  as to ,  how  durin g  h o t fo rm in g  th e  tru e  
stress is in creased  up  to  a m ax im u m  v alue , th e n  a f te r  g ra d u a l decrease, p o in ts  to  a  c o n s ta n t  
level. As th e  fo rm ing  te m p e ra tu re  is increased , so th e  m easu re  o f th is  h a rd en in g  a n d  so ften in g  
is low er. S tra in s  co rresp o n d in g  to  th e  s ig n ifican t h a rd e n in g — soften ing  p o in ts  o f th e  stress  
curves show  a tre n d  to  low er v a lu es w ith  increasing  fo rm in g  tem p e ra tu re s . T he cu rv es o f th e  
0 ,2 -lim its show  a s im ila r  tr e n d  fo r th e  cond itions a f te r  fo rm in g . F ro m  ph o to s o f  th e  s tru c tu re  
m ade  d u rin g  th e  d iffe re n t s tag es o f h o t bu lb ing  a s tru c tu ra l  change m ay  be seen  even  d u rin g  
th e  p rocess.

ESSAIS D E  D É F O R M A T IO N  P A R  C O M PR E SSIO N  D E  C U IV R E  É L E C T R O L Y T IQ U E , 
À  F A IB L E  V IT E SSE  D E  D É F O R M A T IO N

E. BELLA

R É SU M É

L e t r a v a il  t r a i te  des ph én o m èn es se p ro d u isa n t p e n d a n t  la  d é fo rm a tio n  p a r  co m ­
pression  à ch au d  d u  cu iv re  é le c tro ly tiq u e , e ffec tuée  a v ec  u n e  fa ib le  v itesse  de d é fo rm a tio n  
(e =  1 %  sec- 1  en m oyenne). Les essais ex am in en t le d u rc is se m e n t, l’ad o u cissem en t e t  les 
ch an g em en ts  de  la  s tru c tu re  en  fo n c tio n  de la  d é fo rm a tio n , à  tro is  te m p é ra tu re s  d ’essai 
(500, 700 e t  900° C). L a  co n d itio n  p e n d a n t la  d é fo rm a tio n  e s t caractérisée  p a r  la  ten s io n  
réelle , calculée  de la  fo rce  com pressive  m esurée  e t  de la  sec tion  donnée, ta n d is  que  la  
co n d itio n  ap rès  la  d é fo rm a tio n  e s t caractérisée  p a r  la  v a le u r  de la  lim ite  0 ,2 , d é te rm in ée  
u lté rieu re m e n t p a r  u n  essai de p ression . On p e u t c o n s ta te r  que p e n d an t la  d é fo rm a tio n  
à  c h au d , la  ten s io n  réelle  com m ence p a r  a u g m e n te r  ju s q u ’à une v a le u r  m a x im u m , 
après quoi elle baisse g ra d u e lle m en t e t s’approche  d ’u n  n iv ea u  co n stan t. Ce d u rc issem en t 
e t cet adoucissem en t d im in u e n t avec l ’au g m e n ta tio n  de  la  te m p é ra tu re  de d é fo rm a tio n . Les 
d é fo rm atio n s p a r  com p ress io n  co rre sp o n d an t a u x  e n d ro its  c a rac té ris tiq u es  de  d u rc issem en t- 
ad o u cissem en t des co u rb es de  ten s io n  se d ép lacen t, av ec  l ’au g m e n ta tio n  de  la  te m p é ra tu re ,  
v e rs les v a leu rs  p lus fa ib les . Q u a n t au x  cond itions ap rès  la  d é fo rm a tio n  p a r  co m pression , les 
courbes de la  lim ite  0,2 o ffren t une  a llu re  an alogue. D es im ag es re p ré se n ta n t les s tru c tu re s , 
fixées p e n d a n t  les d iverses  p h ases  de la d é fo rm atio n  p a r  com pression  à c h au d , i l  re sso r t que 
l ’a lté ra tio n  de  la  s tru c tu re  com m ence d é jà  au  cours d u  p rocès.

О П Ы Т Ы  П О  Г О Р Я Ч Е М У  О С А Ж И В А Н И Ю  М Е Д И  П Р И  Н Е Б О Л Ь Ш О Й  С К О РО С Т И
Д Е Ф О Р М А Ц И И

Э. БЭЛЛА 

Р Е З Ю М Е

Статья занимается явлениями горячего осаживания электролитической меди, 
производимого при небольшой скорости деформации (в среднем è =  1% сек~1). Во время 
опытов при трех различных температурах обработки (500, 700 и 900 °С) в функции дефор­
мации исследуются твердение, отпуск и изменение структуры. Характеристика состоя­
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ния при обработке производится действительным напряжением, вычисленным на основе 
измеренной величины усилия давления и сечения в каждый отдельный момент. Можно 
установить, что при горячей обработке действительное напряжение сначала возрастает 
до некоторого максимального значения, затем оно после постепенного уменьшения дости­
гает неизменного уровня. Степень этого твердения и отпуска с повышением температуры 
обработки падает. Те деформации, которые соответствуют характерным точкам твер­
дения — отпуска, с повышением температуры обработки сдвигаются в сторону меньших 
значений. Кривые предела 0,2 для состояний после обработки показывают аналогичную 
картину. По структуре, зафиксированной в различных периодах процесса горячего оса­
живания, видно, что уже во время процесса происходит изменение структуры.
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1. Einleitung
I

In  der Arbeit [1] wurden Änderungen des O berflächenm artensits im  
Laufe des fortschreitenden Nachpolierens studiert. D abei wurde beobachtet, 
daß die plastische D eform ation, die durch das E inritzen des Markicrungs- 
zeichens hervorgerufen wird, keine Bildung v on O berflächenm artensit verur­
sacht. Aus dieser T atsache wurde damals vorläufig  abgeleitet, daß der einfache 
D ruck allein keine Entstehungsursache des O berflächenm artensits wäre. 
In der vorliegenden Arbeit wird dann die Frage vom  Einfluß des bloßen Druckes 
näher untersucht.

W eiter wird hier der E influß der U nterkühlung bei —78° C und bei 
— 193° C, des G lühens bei verschiedenen Tem peraturen bis 1250° C und des 
m echanischen Schleifens bei der Schliffherstellung der Proben auf die A us­
b ildung des O berflächenm artensits und der E influß  des D ruckes und der 
Tem peratur auf den bereits bestehenden O berflächenm artensit verfolgt.

2. Der Einfluß des Druckes

Für die Versuche verw endete man Proben aus 2 mm starkem  warm- 
gew altztem  K ovar-B lech von  folgender Zusam m ensetzung: 18% Co, 27,8%  
Ni, 0,51%  Mn, 0,03%  C, R est E isen . D ie Zusam m ensetzung der Legierung  
stim m t praktisch m it der in [1] benutzten Legierung überein. D ie Proben  
wurden handgeschliffen auf Schm irgelpapier 4/0, 5/0 und 6/0, dann auf nassem  
W ege m it künstlichem  Korund (Körnung 600) vorpoliert und auf Sam tscheibe  
m it Suspension von  Spinellin in destilliertem  W asser poliert. A ls Ä tzm ittel 
wurde eine Lösung von  20 ccm  HCl, 10 ccm  H N 0 3 und 2g CuCl2 benutzt. 
D as Gefüge der Proben war austenitisch m it zeilenförm ig angeordnetem  Ober­
flächenm artensit. An den Schliffproben wurden Stellen m it einer Zeile des 
O berflächenm artensits gew ählt und m it gekreuzten R itzen m arkiert. D ie so 
bezeichnete Stelle wurde dann photographiert. U m  die Zufälligkeit der Ver­
suchsergebnisse auszuschließen, wurden 5 Blechproben genom m en, deren 
ausgesuchte und bezeichnete Stellen aufgenom m en wurden.
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B ild  1. G efügebild  de r u n v e rfo rm ten  S chliffp robe (Y ergr. 200 X )

B ild  2. Gefügebild de r m it H am m ersch lag  v e rfo rm ten  Schliffprobe (V ergr. 200 X )
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D avon wurden nachher 3 Proben au f der hydraulischen Preßm aschine  
von 2 mm A usgangshöhe auf 1 mm gepreßt, w as einer Stauchung von 50%  
entspricht. Die übrigen B lechplatten w urden einfach zerhäm m ert. B eim  
Pressen und Zerhäinm ern wurden die Proben zwischen Filtrierpapier gelegt, 
um  die B eschädigung des Schliffes zu verm eiden.

D ie Ergebnisse dieser Versuche sind aus B ild  1 bis 3 ersichtlich. B ild  1 
zeigt die bezeichnete Stelle m it O berflächenm artensit in  unverform tem  Zustand.

Bild 3. G efügebild  de r zu sam m en g ed rü ck ten  S ch liffp robe (Vergr. 3 0 0 X )

In  Abbildung 2 und 3 ist die gleiche Stelle nach  der Verformung abgebildet. 
Bild 2 entspricht der durch H am m erschlag verform ten, Bild 3 der durch 
einm aligen Druck verform ten Probe. W ie ersichtlich , verursacht der einfache  
Druck oder das Zerhäm m ern weder eine neue Ausbildung von O berflächen­
m artensit, noch ruft diese Verformung Ä nderung des bestehenden Ober­
flächenm artensits hervor, obzwar die austen itischen  Körner in hohem  Grade 
plastisch verform t sind, wie es die große A nzah l von Gleitlinien im  K orn in 
der M itte des B ild es 3 bew eist.

D ie R ichtigkeit der Folgerung, die in  [1] über die W irkung des Druckes 
auf das E ntstehen  des O berflächenm artensits aufgestellt wurde, w ird also 
hiem it völlig  b estä tig t.
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3. D er Einfluß der Temperatur

D ie  Versuche dieser Serie wurden an Proben der gleichen Legierung  
durchgeführt wie vorher. D ie  ausgesuchten Stellen  m it O berflächenm artensit 
w urden wiederum m it gekreutzten  R itzlin ien  markiert. Dazu w urden 6 
P ro b en  benützt; an 3 P roben  wurde der E in fluß  der Unterkühlung b ei niedrigen  
Tem peraturen verfolgt, an den 3 übrigen der E influß des G lühens. Eine 
größere Probenanzabl w urde wieder absichtlich  gew ählt, um zufällige E rgeb­
n isse  zu  verm eiden. D ie W ärm ehandlung aller 3 Proben wurde gem einsam  
durchgeführt.

a) Die Unterkühlung
D ie ausgesuchten Proben  wurden vorerst in  festen C 02 au f — 78° C 

a b gek ü h lt, und die Stellen  m it gekreuzten Erkennungszeichen aufgenom m en. 
D ie  w eitere Abkühlung erfolgte dann in flü ssiger  Luft bei —193° C und  von  
den  so bearbeiteten Proben wurden Aufnahm en gem acht. Die U nterkühlungs­
ze it w ar 25 Minuten. D ie erreichten V ersuchsergebnisse sehen wir in  A b b il­
d u n gen  4 bis 6, zusam m en m it den ursprünglichen unabgekühlten Z ustand. 
W ie aus Bildern 5 und 6 hervorgeht, erfolgte hier durch die U nterkühlung eine 
U m w andlung des A usten its in  normale M artensitkristalle. Es entstand jedoch  
k ein  neuer O berflächenm artensit, auch kam  es n icht zur Änderung des schon  
vorhandenen . W eitere A bkühlung auf —193° C h at nur weitere U m w andlung  
v o n  A u sten it in norm alen M artensit zur F o lge  (B ild  6).

B ild  4. A u sgangsgefüge  vor dem  A b k ü h le n  (Y ergr. 200 X )
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B ild  5. G efügebild  n ach  U n te rk ü h lu n g  bei — 73° C (V ergr. 2 0 0 X )

B ild  6. G efügebild  n ach  U n te rk ü h lu n g  bei — 193° C (Vergr. 2 0 0 X )
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D ie Tiefkühlung der Proben zu n iedrigen Temperaturen, ähnlich wie 
der b loße Druck, bew irkt also weder B ildung v o n  O berflächenm artensit, noch 
e in e  Veränderung desselben .

A us beiden B ildern 5 und 6 ist die bekannte Tatsache zu ersehen, 
daß b e i der T iefkühlung die entstandenen M artensitkristalle n icht w eiter­
w a ch sen , sondern daß sich  neue bilden. In  A bbildung 5 kann w eiter beobachtet 
w erd en , daß m artensitische K ristalle bei U nterkühlung anfänglich im  Gebiet

B ild  7. A usgangsgefüge v o r  d em  G lühen  (Vergr. 2O 0X ). E n ts p r ic h t  gleichzeitig  dem  G efüge­
b ild  n a c h  der E rw ärm u n g  b e i 850° C

der O berflächenm artensitzeile entstehen und erst bei weiterer Tem peratur­
h erab setzu n g  breitet sich  ihre Ausbildung seitw ärts aus. D ies ist in  völliger  
Ü bereinstim m ung m it dem  zw eiten Faktor der Arbeit [1], der der n ich t­
h om ogen en  (zeilenförm igen) K om ponentenverteilung in der Legierung eine 
d erhauptsäch lichen  E ntstehungsursachen des O berflächenm artensits zuspricht, 
w od u rch  der A nfangspunkt der m artensitischen Um wandlung (P unkt Ms) 
versch ob en  wird. D ie E n tsteh u n g  des norm alen und des O berflächenm ar­
te n s its  an gleichen stellen  bew eist die G ültigkeit dieses Faktors für beide  
M artensitarten .

b) Das Glühen

D rei für das S tudium  der W ärm ebehandlung bestim m te Proben wurden  
nach  der K ennzeichnung der Stellen m it O berflächenm artensit und m it
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geringerer Menge von  norm alem  M artensit nach dem  Photographieren (B ild  7) 
in  einen N ickeltiegel gelegt und im  Vakuum ofen bei folgenden Tem peraturen  
eine Stunde geglüht: 850° C, 1000° C, 1100° C und 1250° C. N ach jeder W ärm e­
behandlung der Proben wurden von  den gekennzeichneten Stellen m ikrosko­
pische A ufnahm en gem acht. D ie G efügeänderungen bei W ärm ebehandlung  
sind in Bildern 8 b is 10 zu ersehen.

1 Durch das G lühen bei 850° C ändert sich  das Gefügebild gegenüber  
der A usgangsstruktur (Bild 7) keineswegs.

B ild  8. G efügebild  d e r S ch liffp ro b e  n a ch  dem  G lühen 1 S tirn  le lan g  bei 1000° C G lü h te m p e ­
r a tu r  (V ergr. 2 0 0 X )

B ei der G lühtem peratur von  1000° C w erden die Grenzen der M artensit­
kristalle unscharf, die K ristalle sind oft gew ellt — es stellt sich die R ü ck ­
um wandlung ein. A uch die Partikeln des O berflächenm artensits werden im m er  
weniger deutlich , E cken  und scharfe K annten werden abgerundet (B ild  8).

B ei G lühtem peratur von  1100° €  sind bereits alle Kristalle des norm alen  
M artensits in A u sten it um gew andelt. D ie O berfläche der A ustenitkörner  
behält noch te ilw eise  R eliefreste nach den M artensitkristallen. G leichzeitig  
sind austenitische K orngrenzen quer über S tellen , wo ursprünglich m arten- 
sitische N adeln w aren, klar zu ersehen. D ie den aufgelösten O berflächen­
m artensitpartikeln entsprechenden Stellen sind grob vergrößert und ab ge­
rundet, wie im  B ild  9 zu sehen ist. E s is t  schwer anzunehm en, daß es 
sich wirklich noch  um  T eilchen  des O berflächenm artensits handeln könne,
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B ild  9. G efügebild  de r S ch liffp ro b e  nach  dem  G lü h en  1 S tu n d e  lang  bei 1100° C G lü h tem p e
ra tu r  (V ergr. 200 X )

B ild  10. G efügebild  der S ch liffp ro b e  nach  dem  G lü h en  1 S tu n d e  lang bei 1250° C G lü h tem ­
p e ra tu r  (V ergr. 200 X )
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es handelt sich wahrscheinlich vielm ehr um ihre Spuren. D ies kann folgender­
m aßen erklärt werden: durch die chem ische G efügeätzung wird der Ober- 
flächenm artensit stärker als A usten it angegriffen und bildet dadurch V er­
tiefu n gen . Nach dem Auflösen (U m w andlung) der Partikel b leib en  tiefere  
Spuren der O berflächenm artensitpartikcln, deren K anten und W ände bei 
höheren Tem peraturen abzuschm elzen beginnen, wodurch die Spuren breiter 
und abgerundeter werden. D ie Tem peratur von  1100° C kann daher für einen  
Grenzwert gehalten werden, in dem der O berflächenm artensit schon auf­
gelöst ist und die Tem peratur von  1000° C für den Beginn seiner A uflösung, 
da hier der Anfang der A brundung der O berflächenm artensitpartikeln und  
gleichzeitig  die Auflösung des norm alen M artensits festgestellt w urde.

N ach  dem Glühen bei 1250° C blieben noch Spuren — V ertiefungen  — 
nach den O berflächenm artensitpartikeln erhalten , ein Teil davon verschw and  
jedoch  (B ild  10).

D ie R esultate dieser Partie bew eisen  also, daß auch das G lühen bei 
hohen Tem peraturen keine A usbildung von  O berflächenm artensit hervorruft.

4 . Der direkte Beweis für die Ausbildung des Oberflächenmartensits durch das 
m echanische Schleifen bei Herstellung nietallographischen Schliffproben

D ie in der vorliegenden Arbeit bisher durchgeführten V ersuche bew eisen  
eindeutig , daß es weder der einfache D ruck ist, noch das G lühen oder die 
U nterkühlung, die den O berflächenm artensit entstehen lassen. In  A rbeit [1] 
w aren als einer der E ntstehungsfaktoren die das Schleifen bei H erstellung  
m etallographischer Schliffe begleitenden Vorgänge angegeben. (F aktor 3). 
Der dort durchgeführte Versuch m it dem  nacheinanderfolgenden A bpolieren  
gab jedoch noch keinen direkten B ew eis für das Schleifen als A usbildun gs­
ursache des O berflächenm artensits, obw ohl es als sehr wahrscheinlich erscheint. 
E in  w eiteres Experim ent hatte deshalb die K lärung der m echanischen Schleif­
w irkung auf die E ntstehung des O berflächenm artensits zum Ziel.

Für diesen Versuch wurden 3 Schliffproben m it beinahe 100% igem  
A n teil an O berflächenm artensit verw endet. D ie Proben wurden zuerst stark 
elektrolytisch  in einem  Gemisch von Chromsäure und O rthophosphorsäure  
abpoliert. D ie abpolierte Schicht betrug etw a 0,3 mm, sodaß die zerbrückelte  
O berflächenschicht dadurch vö llig  b eseitig t wurde, gem einsam  m it der p lasti­
schen D eform ation, die bei m echanischem  Schleifen entsteht. D as m etallo- 
graphisch bestim m te Gefüge der polierten Probe war nach dem  Ä tzen  rein 
austen itisch , wie aus Bild II  hervorgeht. D ie elektrolytisch abpolierten  Proben  
wurden dann mechanisch geschliffen und poliert auf genau d ieselbe W eise 
w ie in A rbeit [1] und wie im  vorhergehenden Teil dieser Arbeit beschrieben. 
Um  die B eobachtung der gleichen Stelle vor und nach dem Schleifen zu sichern,
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Bild 12. G efügebild de r g le ich en  P ro b e  nach  dem  e rn e u te n  m eta llo g rap h isch en  Schleifen
(V ergr. 200 X )

darf d ie Markierung n ich t durch Einritzen erfolgen w ie vorher, da das Zeichen  
unverm eid lich  durch das Schleifen verschw inden m üßte. Die Proben wurden  
aus d iesem  Grunde in  der ganzen Blechstärke 0,2 m m  durchbohrt, w as die 
E rh a ltu n g  der M arkierungszeichen auch nach dem  Schleifen sichern sollte.

Bild 11. A usgangsgefüge d e r  e lek tro ly tisch  a b p o lie rte n  Schliffprobe (V ergr. 2 0 0 X )
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Es wurden 2 Löcher durchbohrt und die beobachtete Stelle lag  auf der 
Verbindungsachse zw ischen ihnen. Wie aus dem Ergebnis nach  dem  
Schleifen im Bild 12 ersichtlich ist, entstand au f der ganzen vorhin  rein 
austenitischen Fläche O berflächenm artensit. Durch das w iederholte elektro­
ly tisch e Polieren wurde der entstandene O berflächenm artensit w ieder b eseitig t.

Durch diesen und durch die in der vorhergehenden Arbeit durchgeführten  
Versuche wird also direkt bew iesen, daß das m echanische Schleifen bei H er­
stellung m etallograpbischer Schliffproben für sich allein die A usbildungs­
ursache des O berflächenm artensits ist.

Schl u ßfolgerung

In der vorliegenden A bhandlung wurde klargelegt, daß die E n tsteh u n gs­
ursache des O berflächenm artensits das m echanische Schleifen bei der Schliff­
herstellung ist, und daß es weder der Druck noch das Glühen noch die U nter­
kühlung seien, die für sein  E ntstehen  oder für seine Änderungen verantw ort­
lich sind . Aus den R esu ltaten  der vorliegenden Arbeit geht noch eine für den 
Ausbildungsmech^inismus des O berflächenm artensits w ichtige T atsache her­
vor: In  Arbeit [2] wurden die Partikeln des O berflächenm artensits m it den 
Blöcken der bei m echanischem  Schleifen zerbröckelten K ristallite für identisch  
erklärt. Beim  Schleifen kom m t es selbstverständlich zum Zerbröckeln der 
K ristallite auf der ganzen Oberfläche der Probe, nicht nur in G ebieten des 
O berflächenm artensits. D ie Tatsache, daß neuer O berflächenm artensit weder 
durch das Zusam m enpressen, noch durch jegliche W ärm ebehandlung entstand, 
während normale M artensitp lättchen bei der U nterkühlung geb ildet wurden, 
zeugt davon, daß sich bei dieser Bearbeitung keine anderen K ristallblöckchen  
um gew andelt haben. Man kann daraus schließen, daß für die A usbildung  
des O berflächenm artensits die E xistenz der m artensitischen U m w andlung  
direkt beim  Schleifprozeß notw endig ist, und daß es sich hier n ich t um  eine 
bloße Um wandlung der K ristallblöckchen in M artensit handelt, da sie sich 
in diesem  Falle bei der Unterkühlung unw eigerlich um w andeln m üßten. 
E s ist nicht ausgeschloßen, daß einige von den Vorgängen beim  Schleifprozeß  
(Zwillingsbildung?) an der Um wandlung des K ristallblockes in  M artensit 
direkt m itbeteiligt sind.

Dieser Frage wird ein w eiteres Studium  gew idm et.

17 Acta Technica XXXII/1—2.
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ZU SA M M EN FA SSU N G

I n  der A rbeit w ird  d e r E in f lu ß  des e in fachen  D ru ck es , des G lühens b is zu  1250° C 
d e r  U n te rk ü h lu n g  bei — 78° u n d  — 193° C, u n d  des m ech an isch en  Schleifens be i m etallo - 
g ra p h is c h e r  Schliffherstellung a u f  die A usb ildung  des O b e rflä c h en m arte n sits  u n te rsu c h t.

E s  w ird  bew iesen, d aß  d e r  b loße  D ruck u n d  d ie  U n te rk ü h lu n g  oder d as G lühen  die 
E n ts te h u n g  des O b e rflä c h en m arte n sits  w eder h e rb e izu fü h ren  (bis zu 1000° C), n o ch  d en  bere its  
e n ts ta n d e n e n  zu än d ern  v e rm ö g e n . E s w ird bew iesen, d a ß  das m echanische Schleifen  bei 
H e rs te l lu n g  des m eta llo g rap h isc h e n  Schliffes d ie A u sb ild u n g  des O b e rflä c h en m arte n sits  
v e r u rs a c h t .

N F L U E N C E  O F P R E S S U R E , T E M P E R A T U R E  A N D  M E C H A N IC A L  G R IN D IN G , 
ON T H E  A P P E A R A N C E  O F S U R F A C E -M A R T E N S IT E

A. MASÍN and O. BAKALÍKOVÁ

SUM M ARY

I n  th e  p resen t w o rk  th e  in flu en ce  of p ressu re , an n ea lin g  te m p e ra tu re  t il l  1250° C , 
u n d e rc o o lin g  till  —78° C a n d  — 193° C a n d  m echanical g rin d in g  on  th e  a p p ea ran ce  o f surface- 
m a r te n s i te  is stud ied . I t  w as p ro v e d , t h a t  n e ith e r th e  p re ssu re  its e lf  n o r underco o lin g  or 
a n n e a lin g  cause th e  a p p ea ran c e  o f  su rface -m arten site  a n d  do n o t change (till 1000° C) th e  
m a r te n s i te  form ed earlier. A  d ire c t  p ro o f  is given th a t  th e  cau se  of th e  a p p ea ran ce  o f  su rface - 
m a r te n s i te  is m echanical g rin d in g .

I N F L U E N C E  D E  LA P R E S S IO N , D E  L A  T E M P É R A T U R E  E T  D E  LA  P R É P A R A T IO N  
M É C A N IQ U E  SU R  LA  F O R M A T IO N  D E  LA M A R T E N S IT E  S U P E R F IC IE L L E

A. MASIN et 0. BAKALÍKOVÁ

R É SU M É

L ’a rtic le  Étudie l ’in flu en ce  q u e  la  pression, la  te m p é ra tu re  de re cu it ju s q u ’à  1250° C, de 
su r fu s io n  à  —78° C e t —193° C, a in s i  que  l ’effet m écan iq u e  se m a n ife s ta n t lors de la  p ré p a ra ­
t io n  o n t  s u r  la  fo rm ation  de la  m a r te n s i te  superficielle. I l  a  é té  d ém o n tré  que n i la  p ressio n  en 
e lle -m ê m e , n i la  surfusion ou le r e c u i t  n e  p ro v o q u en t l ’a p p a r i tio n  de la  m arten s ite  superficielle , 
e t  n e  m o d if ie n t  pas non p lu s la  m a r te n s i te  déjà  form ée ( ju s q u ’à  1000° C). D ’ap rès la  d ém o n ­
s t r a t io n  d irec te , l’effet m écan iq u e  se m an ife s tan t lors de la  p ré p a ra tio n  e st la  cause  de la 
fo rm a t io n  de  la  m arten site  su p erfic ie lle .
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О В Л И Я Н И И  Д А В Л Е Н И Я , Т Е М П Е Р А Т У Р Ы  И М Е Х А Н И Ч Е С К О Й  Ш Л И Ф О В К И  
НА В О З Н И К Н О В Е Н И Е  П О В Е Р Х Н О С Т Н О Г О  М А РТ Е Н С И Т А  

А. М А Ш И Н  и  О. Б А К А Л И К О В А

Р Е ЗЮ М Е

В настоящей статье проверяется влияние давления, температуры отжига до 
1250° С и охлаждения до — 78 °С и — 193 °С, и механической шлифовки на образо­
вание поверхностного мартенсита. Приведено доказательство того, что ни простое дав­
ление, ни охлаждение или отжиг не вызывают возникновение поверхностного мартен­
сита и не меняют уже существующий мартенсит (до 1000 °С). Доказано, что причиной 
образования поверхностного мартенсита является механическая шлифовка.

17*
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[E in g eg an g en  am  30. N o v em b er 1959]

Einle itung

D ie Frage, ob die Partikel des O berflächenm artensits w inzige norm ale  
m artensitische P lättchen , beziehungsw eise ihre Zusam m enballungen, oder 
aber nur k leine kom pakte Ganze des M artensits sind, ist eine der w ich tigsten  
für die Lösung des Bildungsm echanism us des O berflächenm artensits. D ie 
bisher durchgeführten Versuche m it m agnetischem  Kolloid, m it optischem  
M ikroskop und m it R öntgenstrahlung [1 — 3] geben zunächst w eder eine 
A ntw ort auf diese Frage, noch befassen sie sich m it ihr. Die Verteilung v o n  ferro­
m agnetischem  E isenoxyd F e30 4 in K ollo id lösung, das auf den O berflächen­
m artensits aufgetragen wurde [1], läßt zwar die M öglichkeit zu, daß einzelne  
T eilchen des O berflächenm artensits w inzige m artensitische P lä tch en  sein 
könnten , die m agnetischen E igenschaften  des Stoffes sind jedoch durch die 
A tom anordnung seines K ristallgitters bestim m t (soll die Ursache schon  dem  
Ferrom agnetism us der L eitfähigkeitselektronen nach Ze n e r  oder der gegen­
se itigen  Interaktion der A tom e nach H e i s e n b e r g  und N e é l  zugesprochen  
werden) und nicht durch die äußere Form  der Partikeln . D ie K ollo idverteilung  
sch ließt daher auch die andere M öglichkeit, näm lich daß es sich  nur um  
kleine Partikeln des kom pakten M artensits h an d elt, nicht aus.

Ä hnlich gilt dies für das optische M ikroskop [2], dessen k leine A uflö­
sungsfähigkeit nicht eindeutig genug zu bestim m en erlaubt, um  w elche von  
den zw ei A lternativen es sich handelt.

A u f Grund der T atsache, daß der O berflächenm artensit durch T ief­
kühlung bei niedrigen Tem peraturen von  —78° C und —193° C n ich t en t­
steh t, obzwar sich normale P lättchen  des M artensits bilden, wie in  A rbeit [4] 
b eobachtet wurde, könnte angenom m en w erden, daß die Partikeln des Ober­
flächenm artensits eher kom pakte Ganze des M artensits als w inzige normale 
M artensitplättchen sind. D ie Frage wird aber dadurch wiederum n ich t direkt 
gelöst.

In der vorliegenden A rbeit wurde das W esen der O berflächenm artensit­
partikeln  m it H ilfe des E lektronenm ikroskops studiert, dessen große A uf­
lösungsfähigkeit D etails zu bestim m en verm ag, die die M öglichkeiten  der 
früher angeführten M ethoden übertreffen.
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Arbeitsvorgang und erreichte Ergebnisse

D ie V ersuchsarbeiten wurden an Proben aus Legierung von  28,28%  N i, 
0,50%  Mn, 0,028%  C, R est Eisen, durchgeführt, die schon in  der vorher­
gegangenen  Arbeit [2] b ei dem  m etallographischen Studium gebraucht wurden. 
D ie  Proben wurden a u f die übliche m etallographische W eise m echanisch auf 
Schm irgelpapier gesch liffen , poliert und m it einer Lösung aus 20 ccm  HCl, 
10 ccm  H N 0 3 und 2 g CuCl2 angeätzt. Nach dem  A tzen wurden sie vollkom m en  
im  Ä thylalkohol ab gesp ü lt. Die A nw esenheit des O berflächenm artensits 
w urde unter dem m etallographischen M ikroskop überprüft.

B ild  1. P a r tik e ln  des O b e rflä c h en m arte n sits B ild  2 . P a r t ik e ln  des O b e rflä c h en m arte n sits

V on der angeätzten  und abgespülten O berfläche wurden K ollo idab­
drücke abgezogen, die zw ecks K ontrasterhöhung m it Chrom schattiert worden 
sind . D ie  Versuche w urden  mit dem »Tesla«-M ikroskop m it 500facher 
Vergrößerung durchgeführt. Bilder 1 bis 5 stellen  die erreichten Ergebnisse dar.

A us allen Bildern geh t au f den ersten B lick  hervor, daß die O berflächen­
m artensitpartikeln  k om p ak te  Ganze des M artensits, nicht aber w inzige  
norm ale Plätchen des M artensits oder ihre Zusam m enballungen sind. W ie 
aus dem  Bild 1 und 2 ersichtlich , ist jedes T eilchen  ein selbständiges In d i­
v id u u m , das mit den benachbarten Partikeln zusam m enhängt. D ie Partikeln  
zeigen  an sich allein keine Orientierung, die für normale M artensitplättchen  
so charakteristisch ist; erst ihre Anordnung im  K om plex hat eine bestim m te  
B ichtungsanordnung, w ie das Bild 3 zeigt.

D ie  Partikelgröße schw ankt um den W ert 10” 4 — 10~5 cm.
B ild 4 zeigt ein D eta il des Gebietes, das a u f m etallographischen A uf­

n ahm en  als zusam m enhängendes Gebiet des O berflächenm artensits erscheint 
[2]. A us Bild 4 ist ersich tlich , daß diese G ebiete in  W irklichkeit aus w inzigen  
P artik eln  bestehen und daß es sich nicht um  eine kontinuierliche F läche des 
M artensits handelt.
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D ie Ätzgruben (»itch pits«), die N is h iy a m a  und Sh im iz u  [5] an einem  
M arteusitkristall beobachtet haben, wurden an O berflächenm artensitpartikeln  
nicht gefunden. Ebenfalls wurde an keiner Partikel eine »R ippe« b eob ach tet, 
die so typ isch  für normale m artensitische P lättchen  ist.

Im  A ustenit kommen zwischen O berflächenm artensitpartikeln' feine  
G leitlinien vor, wie aus Bildern 1 und 2 hervorgeht. Ihre A nw esenheit b ew eist

B ild  3. K o m p lex  der O b e rflä c h en m arte n e itp a rtik e ln

B ild  4. E ine  S ch ar der O b e rfläch en m arten - B ild  5. L ängliche O b e rf lä c h e n m a rte n s it-  
s i tp a r tik e ln , d ie m eta llog raph isch  als zusam - p a r tik é in  zw ischen zwei n o rm alen  M a r te n s it­
m en h än g en d es G eb iet des O b erfläch en m ar- p lä ttch e n

te n s its  e rschein t

die p lastische Verformung des A ustenits. D ies ist in  vollkom m ener Ü bereinstim ­
m ung m it der plastischen Deform ation von  O berflächenschichten der Sch liff­
proben, die das m etallograpbische Schleifen begleitet.

Erörterung der Ergebnisse

D ie Versuchsergebnisse m it dem Elektronenm ikroskop entscheiden  also 
die Frage über das W esen der O berflächenm artensitpartikeln eindeutig  
zugunsten der kom pakten Partikeln des M artensits.
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D ie Partikelgröße 10~4 —  10-5  cm ist  dabei der Größenordnung nach  
die gleiche wie die Größe der K ristallblöckchen, die durch Zerbröckelung der 
K rista llite  in der O berflächenschicht der Schliffproben beim Schleifen en t­
steh en . Da das Schleifen b ei m etallographischer Schliffherstellung die Ursache 
der O berflächenm artensitbildung ist (neben der chem ischen Z usam m enset­
zu n g  u. a. [2]), w ie in  A rbeit [4] bew iesen w urde, liegt die Schlußfolgerung  
n ah e,*  daß die O berflächenm artensitpartikcln im  Grunde bei diesem  Schleifen  
en tstan d en e, in M artensit um gewandelte K ristallblöckchen sind.

D er O berflächenm artensit erscheint dann als ein Schar von diesen  
um gew andelten  E inzelb löckchen.

W ir wollen ze igen , daß dieser Schlußfolgerung weder die Struktur der 
zerbröckelten  O berflächenschicht, noch die G esetzm äßigkeiten der m arten- 
sitisch en  U m w andlung widersprechen und daß im  G egenteil die typ ischen  
A usbildungsform en, die b e i m etallographischem  Studium  beobachtet worden  
sin d , daraus hervorgehen. Der Beweis der In d iv id u alität der einzelnen P ar­
tik e ln  wird dann in A rbeit [6] vorgelegt.

W ie aus dem A ussehen  der R öntgen- und E lektronenaufnahm en her­
v o rg eh t [7], sind die beim  Schleifen auf Schm irgelpapier entstandenen K rista ll­
b löck ch en  untereinander unabhängig und sind allgem ein räum lich versch ie­
d en  orientiert. In fo lgedessen  muß die K ohärenz von  K ristallgittern  der 
e in zeln en  Blöcke au f ihren Grenzen unterbrochen werden und jedes E in zel­
b löck ch en  erscheint als ein kristallographischcs Individuum .

W enn es also beim  Schleifen in en tstandenem  B lock zur m artensitischen  
U m w andlung kom m t, läu ft die U m w andlung nur bis zu seinen Grenzen ab, 
w o sie  infolge der K ohärenzstörung des K ristallg itters (die Koherenz is t  für 
den  Vorgang der m artensitischen  U m w andlung nötig , wie F r a n k  [ 8 ]  und  
K u r d j U M O v  [9] gezeigt haben) aufgehalten wird. Das K ristallblöckchen  
b ild e t so einen B lock  des kom pakten M artensits in  Ü bereinstim m ung m it dem  
V ersuchsergebnis vom  Elektronenm ikroskop, und wenn es in benachbarten  
K rista llb löcken  zu keiner m artensitischen U m w andlung kom m t, b leibt es 
v ere in sa m t, um geben v o n  nicht um gew andelten  A ustenitblöcken. D ies g ib t 
se lb sttä t ig  die Erklärung der verschiedenen typ isch en  A usbildungsform en  
des O berflächenm artensits, die in [2] gefunden worden sind. W enn in einem  
b estim m ten  Gebiet die U m w andlung einer großen Anzahl der Blöckchen  
c in se tz t , wird dieses G ebiet bei A nw endung eines optischen Mikroskops 
an sch ein en d  als eine kontinuierliche Fläche des O berflächenm artensits erschei­
n en  (im  E lektronenm ikroskop als eine d ichte Schar m artensitischer B löck ­
ch en  : B ild  3). Im  Falle einer m ittelm äßigen A nzahl um gewandelter Blöck-

* D ie d irek te  B ew e is fü h ru n g  der Id e n ti tä t  b e id e r  P a r tik e la r te n  is t  n ic h t e in fach  
d e n n  es g ib t keine b e k a n n te  M eth o d e , d ie es uns e rm ö g lich t, d ie Z erbröckelung  d e r K r is ta ll i te  
a n  d e r  O berfläche der v o llen  Sch liffp robe  s ic h tb a r  zu  m ach en . E in  V ersuch , d iesen  B ew eis 
z u  e rb r in g e n , w ird  m it H ilfe  des R ö n tg en m ik ro sk o p s d u rc h g e fü h rt ,  falls es g e lingen  so llte , 
O b e rf lä c h e n m a r te n s it  a n  e in e r schw achen  Folie zu  e rh a lte n .
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eben erscheint dann dieses Gebiet als O berflächenm artensit von m ittelm äßigen  
D ichte und im  Grenzfall der Ausbildung von  nur vereinzelten um gew andelten  
Blöcken wird der Oberflächenm artensit nur von  alleinstehenden Partikeln  
gebildet. Alle diese Anordnung sind in vollkom m ener Ü bereinstim m ung m it 
typ ischen  in [2] beobachteten A usbildungsform en des O berflächenm artensits.

Vom  Standpunkt des oben angeführten is t  das Bild 5 von  In teresse. 
H ier entstanden zwischen annähernd parallelen m artensitischen P lä ttch en  
lange, schm ale O berflächenm artensitpartikeln. D ie Erklärung lieg t auf 
Grund der angenommenen Id en titä t auf der H and: wie die V erfasser, G a y  

m it H i r s c h ,  J a c q u e t  und S a m u e l s  [10] bew iesen haben, kom m t es beim  
Schleifen zum  Zerbröckeln der K ristallite anhand der E ntstehung von  D efor­
m ationsbändern und durch den G leitprozcß, der m it der R otation  der K rista ll­
blöcke verbunden ist. W enn also zwischen den parallelen M artensitp lättchen  
die G leitlinien querlaufend entstehen , wird der A ustenit durch diese G leit­
lin ien  in längliche, schm ale B löcke der gleichen Ausbildungsform  der Ober­
flächenm artensitpartikeln wie au f B ild  5 zerteilt. Im  Falle, daß die Id en titä t  
der beiden Partikelarten au f W irklichkeit beruht, ist diese A usbildungsform  
des O berflächenm artensits selbstverständlich.
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Z U SA M M EN FA SSU N G

In  d e r A rb e it w ird m it H ilfe  des E le k tro n en m ik ro sk o p s  bew iesen, daß  die O b e rf lä c h e n ­
m a r te n s itp a r tik e ln  k o m p ak te  G anze des M a rten s its  s in d . A us de r Ü b e re in s tim m u n g  der 
P a r tik e lg rö ß e  m it den  B löcken de r ze rb rö ck elten  K r is ta ll i te , die an  der O b erfläche  d e r  Schliff­
p ro b e  e n ts te h e n , w ird  d e d u z ie rt, daß  d ie O b e rflä c h en m arte n s itp a rtik e ln  in  ih re m  W esen  in  
M a rten s it um g ew an d e lten  B löcke sind . Aus d ieser I d e n t i t ä t  gehen  dan n  s e lb s t tä t ig  d ie  ty p i ­
sch en  A usb ildungsfo rm en  des O b e rflä c h en m arte n sits  h e rv o r, d ie in de r v o rh e rg e h e n d en  
A rb e it [3] b e s tim m t w orden  sind .
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A B O U T  T H E  N A T U R E  O F  S U R F A C E -M A R T E N S IT E

A. MAS IN, J. JEÉEK, O. BAKALIKOVÁ

SU M M A RY

B y  m eans of a n  e lectron -m ic roscope  th e  q u e s tio n  w h e th e r  p a rtic les o f  su rfa ce -m arten - 
s ite  a re  n o rm al m a rten s itic  p la te s  o r co m p act p a r tic le s  o f  m arten s ite  was s tu d ie d . I t  was 
p ro v e d  t h a t  o n ly  co m p ac t m arten s ite -p a rtic le s  a re  fo rm ed . F u r th e r  th e  e x p la n a tio n  of th e  
ty p ic a l  a sp e c t o f su rface  m a r te n s i te  is given.

SU R  LA  N A T U R E  D E  LA M A R T E N S IT E  S U P E R F IC IE L L E

A. MASÍN, J. JE2EK, O. BAKALÍKOVÁ

R É SU M É

O n a  em ployé le m ic ro sco p e  é lectron ique p o u r  re ch e rch e r  si la m arten s ite  superficielle  
c o n sis te  en  lam elles m a rte n s itiq u e s , ou  en p a rtie s  co m p a c te s  de  m artensite . I l  a  é té  d é m o n tré  
q u ’il  s ’a g it  de ces dern iè res . L es aspects ty p iq u es  de  la  m a rte n s ite  superficielle  so n t  décrits  
d a n s  u n e  a u tre  é tude.

В Ч Е М  З А К Л Ю Ч А Е Т С Я  С У ТЬ П О В Е Р Х Н О С Т Н О Г О  М А РТ Е Н С И Т А

А. МАШ ИН, Й. ЕЖ ЕК  и О. БА К А ЛИ КО ВА

Р Е ЗЮ М Е

При помощи электронного микроскопа доказывается, что частицы поверхностного 
мартенсита существуют как нормальные пластинки или компактные частицы мартен­
сита. Приведено доказательство того, что частицы поверхностного мартенсита — ком­
пактные целые мартенсита.

Дальше объясняют типический вид поверхностного мартенсита.
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STABILITY OF BENT SHELL-ARCHES

L . K O L L Á R

CANDIDATE OF TECHNICAL SCIENCES

PLANNING OFFICE FOR INDUSTRIAL AND AGRICULTURAL BUILDING, BUDAPEST 

[M an u sc rip t rece iv ed  J u n e  1, 1959]

1. Introduction

In  th e  present paper we deal w ith  th in  elastic arches (shell-arches) w ith  
sym m etrical cross sections the edges o f  w hich are not stiffened (see F ig . 1). 
Our aim  is to  clear up the behaviour o f shell-arches affected by bending.

In  a previous paper the heading o f w hich was “ Stability  o f  C entrally  
Compressed Shell-arches” [2]* we deduced the relation between th e  bending  
m om ent M  affecting the arch and the change % in  its longitudinal curvature. 
This is va lid  for an arch w ith  an optional sym m etric cross section , b u t w ith  
the follow ing restrictions:

The cross section o f th e  arch is su ffic ien tly  f la t ,  so, that the arc-elem ent 
ds of th e  cross section could be replaced b y  its horizontal projection dx; further­
more, P o i s s o n ’ s  ratio is equal to  zero.

The above-m entioned deductions are, str ictly  speaking, on ly  va lid  for 
arches w ith  constant cross sections and a circular arc-formed axis (F ig . 1), 
i f  affected  b y  a constant bending moment ; the obtained results, how ever, are 
also valid  w ith  good approxim ation for arches affected by a varying  bending 
moment, th e  radius o f  longitudinal curvature  and th e  cross section o f  w hich also 
vary, i f  these variations are not too sudden.

In  paper [2] we determ ined the in itia l tan gen t of the curve M(%) and 
th is enabled us to determ ine the critical com pressive force o f a shell-arch affect­
ed by centrical com pression. N ow , we w ish to  determine the entire M(%)- 
curve, and the knowledge o f  this shall give us th e  possibility to fo llow  th e  b e­
haviour o f  such an arch up to  the very lim it, w hen the arch at a certain m om ent 
M crit loses its stab ility  and buckles, due to  pure bending. Subsequently w e shall 
deal w ith  the calculation o f other quantities necessary for practical d im ension­
ing (longitudinal stresses, transversal m om ents in  the slab etc .), f in a lly  we 
shall turn to  the investigation  o f that case, w hen the arch is sim u ltan eou sly  
affected  b y  compression and by bending (eccentric compression).

* In  th e  preseD t p a p e r w e sha ll o ften  re fe r  to  fo rm u lae  o r Tables, re sp ec tiv e ly , ded u ced  
in  o u r p rev io u s  p a p e r [2]. T hese  re ferences sha ll he  m a rk e d  in  th e  follow ing m a n n e r :  [2] 
(5) =  fo rm u la  (5) to  be fo u n d  in  p a p e r  [2].

1 Acta Technica XXXII/3—4
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Elevation o f th e  a rch

2. The curve M (^)

2.1. Basic equation

In  our previous paper we deduced ([2] (26)), th a t between th e  change % 
in  longitudinal curvature and the acting m om en t M  — for a shell-arch w ith  
con stan t (but otherw ise optional) cross section  and w ith a circular arc-formed
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longitudinal axis, affected at both ends b y  tw o equal couples o f  opposite  
sign, F ig. 1 — the follow ing relation holds:

+ b

—ft

• dx  +
4- b

zn • w ■ dx
R - x  J

—b

+ b

h • j z0 • tv • dx  +

—b

h

R X

+ь

f
-b

( 1 )

Here denote:

h  th ick n ess  o f  th e  shell,
b w id th  o f th e  h a lf  cross section  of th e  shell,
E  m o d u lu s o f  e la s tic ity  o f  th e  m a te r ia l  o f  th e  shell,
R 0 o rig in a l ra d iu s  o f  c u rv a tu re  o f th e  ax is  o f  th e  a rch ,
R  ra d iu s  o f  c u rv a tu re  o f th e  axis o f  th e  a rc h  a f te r  d e fo rm atio n ,

X =  —к -------,, change in  lo n g itu d in a l c u rv a tu re  o f  th e  ax is o f  th e  a rch , (2)K K Q
2 0(ж) orig ina l fo rm  o f th e  cross section  o f  th e  she ll in  th e  system  of co -o rd in a te s  show n  

in  F ig  1,
ui(x) d e fo rm a tio n  o f th e  cross section  o f  th e  shell (v e rtic a l d isp lacem en t), d e ta ils  to  be 

fo u n d  in  [2].

M , R , z are positive according to the exp lanation  given in  Fig. 1; w  is p ositive

if  its direction com plies w ith  the direction o f -\-z; -j- is the change in  curvature  
caused b y  a positive M.

R elation  (1) ex isting  between th e  m om ent and the change in  curvature  
shall be transform ed — using results deduced in  [2] valid for a circular arc- 
formed cross section — into the form o f (20), later, for the sake o f  an easier 
practical calculus connection (20) w ill be p lo tted  in  Figs. 2 /0 —4. Culm inating  
points o f  curves to be p lotted  give th e  critical m om ents.

2.2. Curve M  (y) belonging to the circular arc 
cross section

W e know  from [2] (formulae (31), (21), (32), (22), (35) and (13)) th a t the  
shape o f  the cross section  (Fig. la ) is defined  b y  the equation

( 3 )

where d  denotes the depth  o f the cross section; the deform ation, how ever, is 
defined b y  expressions:

1*
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H ere Z a  and Z B are con stan ts of integration according to  [2] (33) and [2] (34); 
on th e  other hand

1/3 1,316
\ h- R ~  1i h-R (7)

is a param eter characteristic for the geom etry o f  the shell. E m ploying relation
(4) and  (5), as well as the defin ition  of /  g iven in  (2), our basic equation  (1) 
v a lid  for the circular arc-like cross section can be w ritten in the fo llow ing more 
sim p le  form:

+ f> +b
h rz0- u>0- dx -1----------   \ w^- dx.

R ' X  J
— б — s

( 8 )

The f i r s t  member on the right-hand side o f  equation (8) — except for a coefficien t
n .

■---- - — coincides w ith  form ula [2] (37b), i. e. :R 0

is  th e  elem entary m om ent o f  inertia o f th e  cross section according to  [2] (36) 
and J  j is the effective m om ent o f inertia according to  [2] (39) and T able [2] (II).

'Л =  » see [2] (F ig. 11).
J q

Y l a p p r .
1

1 +  0,120 • (/?6)4 * ( и )

/
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U sing (6), the second member on the right hand side o f  equation (8) shall obtain  
the following form:

+ b + b

■ Wq- dx =  R  - % • h ■ d 2 • J  (Z A • ch ßx • cosßx  -)- Z
R -X  j—b -ft

R - x - h - d 2-b 1 sh2/36 • cos2/36 -f- ch2ßb • sin2ßb
4 -ßb r A 2

sin2 ßb  +  2 ßb

-)- sh2ßb

Z A ■ Z B- (ch2ßb ■ sin2ßb  — sh2ßb ■ cos2/?6) ( 12)

+  ■Zß
— sh2 ßb • cos2/3fc — ch2 ßb ■ sin2/Jft

+  sh2ßb +  sin2ßb -  2 ßb

R em oving R  • % • J 0 from  (12) and denoting the rem aining expressions, depend­
ing on ßb only, by y 2, (12) obtains the follow ing m ore sim ple form:

+ b

• Гм% d x  =  R - X - J 0 . y 2 . (13)
R - x  J— b

Num erical values o f  y 2 belonging to different va lues o f  ßb are given in Table I.

Table I

Coefficients y 2 belonging to different cross sections

Form of 
СГО88 section рь = 1 1,25 1,3 1,5 2 3 4 10

w Уг = 0,791 0,578 0,537 0,373 0,1131 0,0128 0,00274 1,64 • 10 »

\ / У г = 0,810 — — 0,1235 0,0277 0,01182 -

A p p ro x ­
im a te У г = 0,804 0,587 0,537 0,3605 0,112 0,01303 0,002584 1,169 • 10-»

From  the v iew -p o in t o f  subsequent calcu lations it  should be exp ed ien t  
to  set up for y2 a sim ple approximate formula,  so th a t the value o f y 2 belonging  
to any value o f ßb could easily  be calculated:

1
У 2  a p p r •

1 +  0,160 (£6)4 +  0,084(/№)
(14)
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V alues o f  y 2 appr are also to  be found in  T able I. A t greater values o f  ß b  the value  
o f  y 2 appr. perceptibly d eviates from  the accurate value, but th is circum stance  
does n o t practically influence the value o f  the critical m om ent; com pare with  
com m en t on formula (32b).

T hus, equation (8) expressing the relation  betw een the m om ent and the  
change in  curvature, can be w ritten  — em ploying (9) and (13) — in  the follow ­
in g  sim ple form:

M  _  R

E-Jo-X R0
•Vi +  R -X 'V z- (15)

In  (15) th e  change in  curvature is represented b y  three variables: R , % and ßb,  
th e  la tter  is hidden in y x and y 2. Instead  o f these the unique dim ensionless 
v a r ia b le ^  • R 0 will be introduced. Thus variables figuring in (15) w ill be ex ­
p ressed  b y  1 • R 0. W ith regards to  (2):

R  = R0
X •  Ro +  1

(16)

On th e  basis of (7) and (16) we have:

ßb
У з  b 
\ h • R,)

■]fX . R 0 + l = ß 0 . b ] f x - R 0 + l , (17)

i f  ß b  belonging to R 0 is denoted by ß 0b. So we obtain:

and

У\  appr-
1

1 +  0,1200V>)4- ( y  R 0 + T ) 2

У  2 appr-
1

Г +  0 , 1 6 0 (ß 0b ) * - ( x - R o +  i y ~ + 0 , 0 M ( ß ob ) * - ( x - R o + l ) *  ‘

(18)

(19)

T h u s, (15) can be w ritten in  the follow ing form  (if both sides o f th e  equation

are m ultip lied  with ■ -—  =  R 0 ■ (ß0b)2) :
h

M  ] f i - b 2 

E J 0 ' h
X-Ro-(ßob)2

I

x - R o + 1 У1 +
X - R p  

x . R 0 +  l
( 20)

E q u a tio n  (20) gives the relation betw een the m om ent M  affecting th e  arch and 
th e  ch an ge x iQ longitudinal curvature in  a more perspicuous form . Param eters



STABILITY OF BENT SHELL-ARCHES 273

in th is equation are the original radius o f curvature R 0 of the arch and the  
geom etrical parameter ß 0b referring to  the original shape of the arch. On the  
basis o f (7) these param eters can be calculated  from  each other b y  th e  form ula

1 /3 -b2

h-(ßob ) 2
(21)

A n additional advantage of equation (20) is the dim ensionless nature o f  its 
tw o  sides, furtherm ore, th a t it can also be explained for ß 0b =  0 (R 0 = o o ) .

As can be seen from (20), the equation o f the initial tangent o f  th e  curve 
M (x)  (i- e- the tangent belonging to  th e  point y =  0) is

M
J  r = X - Y x i  (22)

connection  M  (x) corresponding to  th e  elementary theory of  Strength o f  M ate­
ria ls , however, could be obtained i f  were equal to  one, i. e.:

M

E  J q
(23)

For an originally straight shell (i . e. for R 0 — со and ß 0b — 0, respectively)

we have X — — -  ; in addition, the fir st m em ber w ithin brackets on th e  right-

hand side o f equation (20) is equal to  zero, the second member, h ow ever, is 
equal to  y2. F inally, according to (21)

thus,

i V 0 W =
]/3 62 

h ’

M  1/3 b2 _  1 1/3-fc2

E J 0 h R  h
(24)

For the characterization o f th e  curvature it  is expedient to  introduce  
in stead  of

1
1
R

th e  dim ensionless variable ßb. On th e  basis o f (7) we obtain

M  У з - ь 2
=  ( W - y 2E J 0 h

(25)
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and so the mom ent is ob ta ined  as a function  o f the geom etrical param eter 
ßb, va lid  for the deform ed cross section.

Num erical values resu ltin g  from connection  (20) for values ß 0b =  0, 1, 2, 
3 and 4 are given in T ab les II/O—4 and in  F igs. 2/0 —2, 4 . In  these figures the  
in it ia l tangent (22) o f  th e  curve, as well as connection  M  (%) w hich can be 
ob ta in ed  in accordance w ith  the elementary theory  (23), are also p lotted . For 
th e  sake of descriptiveness, in  Tables I I / l —4 relations -R/R0 (16) belonging to  
differen t values % ■ R 0 are also shown. In Table II/O instead of the la tter — on 
th e  base o f (7) — relation

R

Í  КЗ ь2 j
h J

is g iven . Using this, th e  m agnitude of the curving o f  the arch, up to  the very  
lim it w hen the critical m om en t is arrived at, can also be determined.

K now ing ß 0b, th e  curvature of the arch can be characterized instead o f  
b y  z • R 0 also by (ßb)2 (17); therefore, values o f  (ßb)2 pertaining to  values of 
X • R 0 are also shown.

Tables II/O—4

Connections between the bending moment and  the change in  curvature

II/O

1

o- II о

T a n g e n t
(e le m e n ta ry

theory)

« 4  r -
0 1 , 0 1 ,2 1 1 ,4 4 1 ,6 9 1 ,9 6 1 ,0

II
N-oIC

O

0 0 ,7 9 1 0 ,8 6 1 0 ,9 0 3 0 ,9 1 0 0 ,8 8 6 1 ,0

H/i 1

(ßb)‘ = 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 2,7 3,0 T a n g e n t
E le m e n ­

ta r y
th e o ry

X ■ R  о = - 0 ,5 0 0,5 1,0 1,5 1,7 2,0 0,5 0,5

M  Уз- !»2 
E J 0 h

- 0 ,4 9 6 0 0,364 0,553 0,615 0,616 0,604 0,4465 0,5

R /R 0 = 2,0 1 , 0 0,667 0,50 0,40 0,370 0,333 — —
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I I / 2 ßob=  2

W ‘)’ = 2 ,0 4 ,0 4 ,8 5 ,6 6 ,0 6 ,4 6 ,8 7 ,2
1 E le m e n -  

. T a n g e n t  t a r y  
1 t h e o r y

X До = - 0 , 5 0 0,2 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,5 0,5

M У з  ь1
E J 0 h

- 1 ,8 3 5 0 0,1865 0,262 0,277 0 ,2 8 4 1 0,284 0,281 0,684 2

m „  = 2,0 1,0 0,833 0,714 0,667 0,625 0,588 0,555 — —

I I / 3 ß „ b  = 3

(ßb)‘ = 4 ,5 9 1 0 ,8 1 2 ,6 1 3 ,5 14 ,4 15 ,3 T a n g e n t
E l e m e n ­

t a r y
t h e o r y

X Ко = — 0,5 0 0,2 0,4 0,5 0,6 0,7 0,5 0,5

м  у з  ьг 
E J 0 h

- 2 ,2 5 0 0,1022 0,1346 0,1371 0,1374 0,1350 0,419 4,5

R /R 0 = 2,0 1,0 0,833 0,714 0,667 0,625 0,588 — —

П / 4  / 3 ,6  =  4

8 16 1 9 ,2 2 0 ,8 2 2 ,4 2 4 ,0 2 5 ,6 T a n g e n t
E l e m e n ­

t a r y
t h e o r y

Z « о  = - 0 , 5 0 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,5 0,5

м  У з  ь!
E J 0 h

— 1,98 0 0,0598 0,0715 0,0768 0,0786 0,0781 0,252 8

Я/Я» = 2,0 1,0 0,833 0,770 0,714 0,667 0,625 — —

I f  (in the case o f  a negative m om ent) i  • R 0 =  — 1, then ßb — 0, thus, 
the arch straightens. I f  an additional decrease o f  % • R 0 occurs, the arch shall 
be curved in the opposite direction and ßb becom es imaginary; th is phenom e­
non w ill again be dealt w ith in  section  2.42.
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ßob=0

/ß hl 2- 1  jfàb 
(Р У  -  R —JT

2

Fig. 211
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ß  0 t>=3

XR0

(ßb) 2

F ig . 2 /3
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2 . 3. Curve M (x)  perta ining to the V-formed cross section.
Other cross sections

2. 31. V-formed cross section

W e know from paper [2] (formulae (45) an d (46)) that the shape o f  a V- 
form ed  cross section (F ig. lc )  is given by th e  equation

zo — d
X

b
(26)

th e  deform ation o f the cross section, on th e  other hand, by the eq u ation s

w i  =  -  R  ■ X • z 0, (27)
and

w Q =  d • R ■ 1  • (Za  • ch ß X • cos ß X -f- Z B sh ß x • sin ß x  -f-

-f- Z q • ch ß x ■ sin ß x Z D • sh  ß  x • cos ß x). (28)

C on stan ts o f integration Z a —Z B were determ ined  by formulae [2] (47) — 
[2] (51). A s (27) coincides w ith  (5), basic con n ection  (1) between the m om ent 
and th e  change in curvature can  be sim plified in  th e  same way as for th e  circu­
lar arc-form ed cross section . This means: form ula (8) shall also be valid  for th e
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V-formed cross section, but z 0 and w 0 figuring in form ula (8) should be ca lcu la t­
ed according to  formulae (26) and (28). This should  be done in th e  fo llow ing  
w ay.

Connection (9) is also va lid  for the f i r s t  member on the right-hand side 
of equation (8), but w ith the difference, th at y t  should be calculated according  
to  the V-form ed cross section . In  addition, in  conform ity  with form ula [2] (52) 
we have:

J 0 =  0,1667 • h ■ d 2 ■ b. (29)

E m ploying form ula (28) the second member on the right-hand side o f  equation  
(8) shall ob tain  the follow ing form  (taking in to  consideration that Z q — Z D):

-f- sh2ßb  -f- sin2ßb — 2ßb +  2 -Z I  (sh2ßb  — sin2ßb) +

-j- (Z A • Z B Z'q) • (ch2/36 • sin2/S6 — sii2ßb • cos2ßb) +

-f- 2 • Z A ■ Z c (sh2ßb ■ sin2/Sb +  ch2/36 — cos2ßb)

-f- 2 • Z B • Z c (— ch2ßb ■ cos2ßb -(- ch2ßb -f- cos2/36 — 1) | =

=  R - X - J o ' Уа- r n

(From  the result o f the integration  — sim ilarly  to  the circular arc-form ed  
cross section  — R - x - J о w as rem oved and th e  rem aining members, depending  
on ßb only, were marked b y  y 2.)

Thus, our formula (8), as the sum o f (9) and (30), shall obtain the fo llow ­
ing form:

M  R

R •  Jo - X R0 ■7i +  R - X -Уа- (31)

The only difference betw een (31) and (15) is th a t y 1 and y2 cannot be calcu lated  
from the form ulae valid for th e  circular arc-form ed cross section, but from  the  
formulae referring to the V-form ed one. W e estab lished  in [2] that у г pertain-
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in g  to  th e  V-formed cross section  hardly d ev ia tes from y 1 belonging to  the  
circular arc-like cross section . W e also observed th a t y 1 pertaining to  all other 
cross sections is som ew hat greater than y  1 referring to the circular arc-form ed  
one. In  accordance w ith  th e  above, the use o f  y 1 belonging to the circular arc- 
form ed  cross section, or the use o £ y lappr (11), w hich is even som ew hat sm aller  
th a n  th e  previous one, m eans an approxim ation to  the advantage o f sa fety .

T h e value of y 2 belonging to the V -form ed cross section was calculated  
on th e  base of expression (30) for different va lu es o f  ßb (Table I). W e can ob­
serve , th a t  considerable deviations betw een th e  value of y 2 belonging to  the  
V -form ed  cross section and th e  value o f y 2 perta in ing  to the circular arc-form ed  
cross section  only appear at greater values o f  ßb ; but the form er va lu e is 
a lw a y s greater than the la tter  one. C onsequently, for practical calculations 
y 2 b e lon g in g  to the circular arc cross section can also be used — w ith an approx­
im a tio n  to  the benefit o f  sa fety  — for V -form ed cross sections, as w ell as 
y 2appr g iven  by formula (14) and Figs. 2 /0 —2/4  p lotted  on its base; th e  sam e also 
h old s for the moment М сгц obtained from form ula (32).

I t  should also be m entioned  that at greater values of  ßb the in flu en ce of 
th e  f ir s t  member (yj) on the right-hand side o f  equations (15) and (31), respec­
t iv e ly , is  far greater than  th a t due to  the second member (y2); see com m ent on 
form u la  (32b). Thus, at greater values o f  ßb  th e  value of the m om ent is insig­
n if ic a n tly  influenced only, i f  instead of the greater y 2 belonging to the V-form ed  
cross section  the considerably smaller y 2 pertain ing to the circular arc-form ed  
cross section  is used. The deviation  betw een th ese tw o sorts o f cross sections is 
essen tia lly  caused by the difference betw een th e  values of the respective factors 
y 1; see  [2]. However, at small values o f  ßb, w hen th e  influence o f y 2 is greater, 
y x an d  y 2 belonging to th e  V-form ed and to  th e  circular arc-formed cross sec­
tio n , respectively , hardly d ev ia te  from each other, thus, the error resu lting from  
th e  u se o f  y x and y 2 pertaining to  the circular arc-like cross section shall becom e  
in sig n ifica n t again. 2

2. 32. Other cross sections

T he connection betw een  the m om ent and the change in curvature is 
m ore com plicated for the cosine-line and wing-formed, cross sections (F igs. 
1/b and  l/d ) ,th a n  the relation  expressed b y  form ulae (15) and (31), resp ectiv e ly  
N a m ely , the simple proportionality  betw een w x and z 0 according to  (5) and 
(27) is  n o t  valid for these cross sections, see form ulae (43) and (48); therefore, 
sim p lifica tion s resulting from  the above-m entioned  proportionality w ill also 
fa ll o u t.

In  paper [2] we proved , however, th a t y x pertaining to all in vestiga ted  
cross section s is greater th an  y x referring to  th e  circular arc-like one. B u t, as 
w e h a v e  seen from the previous paragraph, y 2 belonging to the V -form ed cross
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section  is greater th an  y 2 pertaining to the circular arc-like one. A s y l and y 2 

m ust be calculated from  sim ilar integrals, w e can rightly conclude th at y 2 — or 
the corresponding m ore com plicated quantities, respectively  — pertaining to  
the cosine-line and V -form ed cross sections are also greater than  those referring 
to  the circular arc-like cross section. (According to  w hat has been said in con­
nection  w ith the V -form ed cross section, it  is ju st  the m agnitude o f  y l which is 
decisive from the v iew -p o in t o f the critical m om ent, the effect due to  y 2 is far 
sm aller than that o f  y x.) On the base o f all th a t has previously been deduced, 
it  can be stated, th a t connections valid for  the circular arc-formed cross section 
can safely be used fo r  the V-formed cross section, as well as for  the other kinds of  
cross sections.

2. 4. Evaluation o f  results

2. 41. — The m ost im portant result th at can be read from Figs. 
2 /0 —2/4  is the fact, th a t  in the case o f pure  bending such a critical moment M crit 
ex ists , at which the shell loses its stability. This m om ent is given by th e  culm inat­
ing point of curves M (x)  calculated from form ula (20).

Critical m om ents belonging to different values o f ß 0b are com piled in 
Table III  and are p lo tted  in  Fig. 3. For the sake o f  the sim plification  o f prac­
tical calculations we se t up sim ple approxim ate form ulae which d irectly  supply  
the value of the critical moment M crit pertaining to  a given value o f  ß 0b.

According to our investigations the form ula

_________ ш __________(32a)
E - J 0 h 1 +  0,488 (ß0b)2 +  0,0155 (ß0b)*

approaches the critical m om ents calculated from  form ula (20) w ith in  the lim its 
0 S  ß 0 b  ^  3 w ith su ffic ien t accuracy; see Table III.

Table I I I

M agnitude o f  the critical mom ent

ß .b  = 0 1 2 3 4

M c r it  У з  • V  
E J 0 h 0,910 0,616 0,284 0,1374 0,0786

0,910
1 +  0,488 ( ß 0 Ь)г +  0,0155 (ß 0 b )4 0,910 0,605 0,285 0,137 -

1,23

( M ) 2 “ — — - 0,137 0,077
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F o r 3 < ;ß0b the second m em ber w ithin brackets on the right-hand side 
o f form u la  (20) can be n eg lected  in  comparison w ith  the first m em ber (for 
th e  reason  o f y2 <§ yx and on account of the fact th a t for M  =  М сгц we have  
1  • R 0 <C 1). Thus, su b stitu tin g  expression (18) of y x in to  (20), М сгц can directly  
be o b ta in ed  by differentiation according to (% 'F0). D ifferentiating and em ploy­
in g  possib ilities of sim plification  given by the relation  (ß0 6)4 1, we obtain

th e  resu lt that the critical m om en t occurs for any ß 0b at % • R 0 =  0 ,5 , while 
its  m agn itu d e is

J Ü « L  . í t bl  „  (32Ы
E J „  h

In  accordance with the conclusions that can be drawn from Table III , this 
form u la , beginning from ß 0b =  3, gives a good approxim ation o f the  
accu rate  value of M crit; w ith  an additional increase o f ß 0b the accuracy of 
th is approxim ation is still m ore intensified . A t great values o f ß 0b som e inac­
cu racy  is caused by the fact, th a t  formula (18) of y x deviates from the accurate 
v a lu e  — see Table [2 ]  (II) — th is deviation, how ever, is not considerable and 
is a lw a y s to  the benefit o f sa fe ty .

T h u s, in the case of 0 S  ß 0b S  3 formula (32a), but for 3 ^  ß 0b formula 
(32b) m u st be used.

2 . 42 . — Shell-arches w ith  cross sections according to F igs, la  — lc  
b eh a v e  exactly  in the sam e w a y  as arches w ith cross sections show n in Fig.
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le ,  i. e., the cross section  o f shell-arches can be inverted. N am ely, the tw o  kinds 
o f  cross sections only differ from each other in  th e  sign of s0 and th is is follow ed  
b y  the change in the sign of w, consequently, there is no change in form ula (1), 
either.

I t  follows from the above, th at an originally straight shell (ß 0 b =  0) 
behaves in the same w ay  as i f  affected by a positive  or a negative moment , respec­
tiv e ly . Therefore, F ig. 2/0 is equally valid  for d: M .

Originally curved shells, on the other hand, behave in a different m anner 
i f  th ey  are affected by a positive or a n egative m om ent, respectively. I f  affected  
b y  a positive moment (F ig. 1) the original curvature o f  the shell increases and at 
th e  sam e tim e its bending stiffness decreases; and when the critical moment is 
reached the shell loses its stab ility . In contrast to  th is, if  the shell is a ffected  by  
a negative moment, its bending stiffness increases up to the very m om ent when  
th e  axis o f  the shell straightens. Therefore, u n til the shell straightens w e cannot 
speak about the critical m om ent.

The physical reason for the different behaviour o f an arch w hen affected  
b y  a positive or a n egative m om ent, respectively , is the following. The action  
o f  a positive moment causes the flattening  o f th e  cross section of the arch, conse­
q uently , the arm of internal forces gradually decreases. Contrary to  th is , if  
affected by a negative moment the cross section  o f th e  arch bulges, so th e  arm of 
internal forces stead ily  increases. Thus, the loss o f  stab ility  does not occur in 
th is case.

W hen the arch has already straightened, an additional increase o f  the  
negative m om ent will cause an oppositely d irected curvature. As has already  
been m entioned, in such a case ßb becom es im aginary. This phenom enon was 
not investigated  in detail. N evertheless, we are able to  follow the behaviour  
o f  the arch qualitatively  w ithout detailed calcu lations. Nam ely, from th e very  
m om ent when the arch straightened it  can subsequently be treated like an 
originally straight (but not stressless) shell. T hus, b y  an additional increase o f  
the m om ent a negative critical moment m ay be reached. This negative critical 
m om ent is (as to the absolute value) — for here not detailed reasons — greater 
than  the positive critical m om ent, therefore, it  is sufficient to determ ine the  
latter.

It should also be m entioned th at if  the cross section bulges, th en  the  
basic assum ption o f th is paper, i. e. the flatness  o f  th e  cross section is continually  
less realized. This is one o f  the reasons w hy the behaviour of a shell affected  
b y  a negative m om ent was not dealt w ith in greater detail.

The different behaviour for positive and negative m om ents, how ever, 
appears practically at greater m om ents, only. I f  the shell-arch is affected  b y  a 
small bending moment, th en  — owing to the fact, th a t the curve M(%) can be 
replaced b y  its in itial tan gen t — the bending stiffness of the arch shall be the 
same in both directions. Consequently, i f  we on ly  deal w ith small deform ations

2  Acta Technico XXXII/3—4.
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o f th e  shell-arch (e. g.,  the investigation  o f th e  stab ility  for centrical com pres­
sion , see [2]), then the d ifferent behaviour due to  m om ents of opposite signs 
m u st n o t be taken in to  consideration.

3. Calculation of longitudinal stresses

3. 1. Distribution of longitudinal stresses 
in an optional cross section

T he distribution o f longitudinal stresses oy arising in the cross section  
due to  th e  action o f a bending m om ent, is ow ing to  the deformation o f th e  cross 
se c tio n  n ot linear (F ig. 4).

A s we know from  form ula [2] (7) th e  longitud inal strain is th e  fo llow ing:

" «  к ,  • (33)

T h u s, em ploying (2) the longitudinal stress is:

oy =  E - e y E
z
R

stress is:

z — w — E  • / . X —1 E

R 0
* A» 1 ■ w . (34)

T he fir st  member ( E  • i  • z )  on the right-hand side of formula (34) gives a

lin ear stress-distribution according to the depth , the second member E
tv

Rn
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on the other hand, g ives a non-linear one (because wj is not proportional to  z ) .  
Therefore, the stress ay determ ined b y  the sum  o f these two m em bers does not 
vary  linearly according to  the depth z, either.

In the follow ing we will investigate th e  stress-distribution for several 
form s o f cross sections.

3. 2. Stress-distribution o f  the circular arc-like formed cross section
(F ig. la )

E m ploying (4), (5) and (6), formula (34) shall obtain th e  follow ing
form :

R R
z — ‘ z 0 1

«о R 0
d (Z A • chßx • cosßx Z B ■ shßx ■ sinßx)  . (35)

The accurate connection betw een the external m om ent and the stresses is — 
as we can see — fairly com plicated. P artly , because the relation b etw een  M  
and % is, according to  (20), not linear, and partly as in (35) R , z  and ß  vary  
depending on and hereby w ith  them  Z A and Z B, too. Thus, in stead  o f the 
accurate investigation  o f the stress-distribution we shall choose th e  follow ing  
approximate  m ethod.

Let us be confined to  small moments, i. e., let us take in stead  o f th e  real 
curve M(%) its in itial tangent. In th is case w e have according to  (22):

M

R ' Jo'Yi
(36)

This m eans that at the sam e tim e the follow ing approxim ations can be regarded  
as being valid:

гЛйг01 (37)

R ^ R 0 , (38)

ß ^  ßo ■ (39)

Taking all these into account, we have:

M i l  ) M
a y ^ ------- • d • I----- • [Z A • chß0x ■ coe/S0 x -f Z B • sh/S0 x • sinß0 *]) = ----- - • d ■ f ,

Л  I Yi )  Jo
(40)

. .  . . .  . M
if  the dim ensionless q u an tity  w ithin brackets is denoted by f . A s —— • d is

J о
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co n sta n t within the cross section , the change in  stress w ithin the cross section  
is  g iv en  b y  £ as a fu n ction  o f  x. For the sake o f  an easier practical calculus we 
com p u ted  the values o f  £ according to (40) for different points o f th e  cross 
sec tio n , for the values o f  ß 0b — 1, 2, 3 and 4 . R esu lts o f  these com putations 
w ere p lotted  in Fig. 5 (n ot as a function of x, b u t as a function of the d epth  z). 
F or th e  sake of a b etter  com parison we also p lo tted  the values o f  Ceiementary

A A ' O G X D  C D  ®

/з ob= (ЩЩ0
Fig. 5

corresponding to the stress-distribution according to  the elem entary theory, 
i .  e., linearly varying w ith  th e  depth:

I t  can be seen from  F ig . 5 that the stress distribution  deviates all the 
m ore from  that according to  th e  elementary th eory , th e  greater the param eter 
ß 0b is . I f  ß 0b — 0, th en  th e  stresses are distributed in  com pliance w ith  form ula  
(41). This is equally va lid  for the circular arc-form ed cross section, as w ell as 
for an y  other kind o f cross section .

The approxim ate expression  of the stress va lid  for the other kinds o f  cross 
sections  can be deduced from  (34) by a sim ilar m en ta l process, using expres­
sions (36) — (39). C onsequently , these will on ly  be d ea lt w ith shortly.
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3. 3. Stress-distribution o f  the cosine-line-like form ed cross section
(Fig. lb )

In accordance w ith  [2] (40), (41) and (42) w e have:

z„ =
d л

— —  • cos —  • X , 
2 b

u \  =  —
1 +

Я4 R- X- *0 *

(42)

(43)

w0 =  R -  % ■ d  • (Z A • chßx ■ cosßx  -f- Z B • sh ß x • s inßx) . (44)

w = ®

Fig. 6

U sing these we obtain:

M  , 1 1Cy -------  • d  /----
Jo ! Yi

1 1 n
------------ ------------------ ----  —  C O S   • X  +

1 +  Л ( £ о ' ' ) 4 2 b
71

+  Z д • chß 0 X • cosß0 X Z B • sbß0 X • sin /?0 x
M (45)

Values of £ are to  be found in Fig. 6 .
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3. 4. Stress-distribution o f  the V-formed cross section 
(F ig. lc )

On the base o f (26), (27) and (28) we have:

M

j \

I l I f
— • d  ;----  Z A • ch/?0 X  ■ c o s ß 0 X  4- Z g ■ s h ß 0 x  ■ s i n ß 0 x  -(-
о I Yi L

+  Z c • ch/S0 x  ■ s i n ß 0 x  - f  Z D ■ s h ß 0 x  ■ c o s ß 0 x
M

d- Ç. ( 4 6 )

V alues o f  'Q are to be seen in  F ig . 7.

3. 5. Stress-distribution o f  the wing-formed cross section
(F ig. Id)

According to [2] (54) and [2] (55) we have:

zo =  d -
П

s m  -—-  • X -------
2 b  n

2
(47)

w 1 =  R - x - d -
1 +

1
7Г4

64 • ( ß b f

71 2 1sin • X  - j ----------
2 b 71

(48)
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The form  of w 0 com plies w ith (28), but Z a —Z d should be calculated d ifferently, 
see [2]. E m ploying these, we obtain:

* L . d
Jo Yi

1 71

7Г4

s in -------  • X  -j-
2-6

+  Z д • ch/30 X • cos/S0 X +  Z B • sh/?0:t • sinß 0 x 

+  Z c ■ chß0 x ■ sinß0 x  -f- Z D ■ sbß0 x ■ cos/50 x

Values of C are g iven  in F ig. 8.

M

Л
d-C. (49)

©  ®  ©  Q )© = ß o b

Fig. 8

3. 6 . Evaluation o f  the obtained results

From Figs. 5 —8 it  can be seen th at the stress-distribution o f all cross 
sections — especially  for greater values o f  ß 0b — considerably d eviates from  
the linear distribution corresponding to  the elem entary theory. The stress- 
distributions pertaining to  the individual cross sections also differ more or less 
from each other. This deviation  is explained by the differences in curvature of 
the individual cross sections.
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F or practical calculations Figs. 5 — 8 give th e  possibility for an in terpola­
tio n  b etw een  them , according to  the form o f th e  cross section and the value of 
th e  param eter ß 0b belonging to  the shell to  be calculated.

4. Transversal moments

T he deform ation (w) o f  th e  cross section  o f the arch is followed b y  trans­
v ersa l bend ing m om ents mx arising in the slab. K now ing w, the m agnitude o f  
th ese  bend ing m om ents can easily  be calculated because we have (see form ula  
[2 ] ( 10)):

m =  •E ' fe3-  -w" (50)
12

(d ifferen tia tion  according to x  m arking by com m as).
A ccording to (4):

tv =  w 1 +  w0 ,

th u s, ta k in g  (28) into consideration, which is th e  general expression for w0, 
we o b ta in :

m ,  =
E  ■ h3 

12 -b2
[wj • b2 -f- 2 (ßb)2 -R  - X 'd  ■ ( — Z A ■ shßx  • sinßx -\-

E xpression  Mjj"'b2 figuring in the above equation, is for different cross 
section s g iven  as follows:

T h u s, for a given external m om ent — using Tables II/O—4 or Figs. 
2 /0 —4 , respectively  — first (ßb)2 should be determ ined, and from th is R  • %■
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The values o f constants Z д —Z D belonging to the different kinds of 
cross sections are to  be found in Table [2] (I).

The transversal m om ent generally reaches its m axim um  v a lu e  in the 
m iddle o f the cross section  (л; =  0):

Z  -h3
™ x(0) =  -7ТГТГ K(°) • 62 +  W 2 •R  X ■ d ■ Z B\ . (57)12 • 61

5. Investigation o f stability for eccentric compression

In  paper [2] we determ ined the critical com pressive force o f  a shell-arch for 
centrical compression, furtherm ore, in section  2 o f  th is paper the critica l bend­
ing  m om ent for pure bending. In  reality  the shell-arch is generally n o t affected  
b y  pure bending, but by bending com bined w ith  compression, i. e., b y  eccentric 
compression. Thus, the problem  should once more be solved for th is  com pound

Load Load

Deformation 
during buckling

a.) B ifurca tion

Critical
load

Deformation
during

buckling

bJSnapping through

Fig. 9

case. T his, on the other hand, w ould be far more com plicated than th e  previously  
d iscussed  problems. For th is very reason, we shall try to fin d a  w a y , w h ich — 
on the basis o f our tw o known solutions — w ould give the approxim ate solution  
o f the com pound case in question. For th is purpose, we shall em ploy th e  fo llow ­
ing  statem ents o f the Theory o f  S tab ility  (see e. g. [3]):

The tw o principal kinds o f loss o f  stab ility  are the phenom enon o f bi­
furcation  and the phenom enon o f  snapping through. The phenom enon o f  bifurca­
tion  is given, e. g.,  b y  the buckling o f a centrally compressed bar. From  our 
poin t o f  view , the phenom enon o f b ifurcation is characterized b y  th e  fact, 
th a t th e  structure before the critical load is arrived at, does not undergo any  
sort o f  deform ation as w ill occur after the stab ility  is lost. E. g . ,  a centrally  
com pressed bar affected by a smaller com pressive force than the critica l one, 
does not deflect in a lateral direction (F ig. 9a). This case refers to  our shell-
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arch investigated  for cen tral compression [2]. The snapping  through phenome* 
n on , on the other han d , is characterized — am ong others — by the fact, that 
th e  structure before th e  critica l load is arrived a t, undergoes the sam e kind o f  
deform ation as w ill occur after the stab ility  is lo st (F ig. 9b). Thus, the loss o f  
sta b ility  of a shell-arch affected  by pure bending is a snapping through pheno­
m enon.

The Theory of S ta b ility  gives, for the com b in ation  o f bifurcation-phenom ­
ena, several theorem s and m ethods [3], [4]. A m ong these D u n k e r l e y ’s  

m eth od  is the most sim ple. H e employs the theorem , th at if  two sorts o f  load­
in g  ( P x, P 2) are com bined , th en  the curve in d ica tin g  the accurate in ten sity  
o f th e  load com bination (F ig . 10) is always con cave, seen from the zero-point,

i .  e., th e  straight line con n ectin g  the points o f  intersection  of the curve w ith  
th e  tw o  axes of co-ordinates always gives a smaller  load-intensity than  the  
accurate one. C onsequently, th e  error resulting b y  using D u n k e r l e y ’ s  straight 
line is always to the ad v a n ta g e  of safety. The eq u ation  of this straight line is 
(F ig . 10):

P  P
— . (58)
P  Pr  1 crit 1 2 crit

T hus, the safety (n) aga in st buckling for g iven loads

p i,eff =  —  and P 2,e// =  Pa-  
n n

is th e  following:

1 . ^ 2  , e f f
n  P  ' Pr l cril r  2 crit

Our problem , how ever, does not refer to the com bination  of two bifurcation  
problem s, but to the com bination  of a bifurcation and a snapping through
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problem . As to the problem  in question, in the Theory of S tab ility  theorem s 
worked out in  detail are not to  be found. Therefore, we have to consider the 
follow ing: D u n k e r l e y ’ s  theorem  cannot be applied forthwith. The very  reason  
for th is is, that owing to  pure bending the curvature o f the shell increases. 
Thus, in  addition to the flexure caused by the bending m om ent arising from  
the external load, the originally  central com pressive force becom es — in con­
sequence o f the deform ation o f the axis of the arch — eccentric, and th is  
causes a further bending o f  the arch. So, D u n k e r l e y ’ s  theorem  could be applied  
w ith  sim ilar safety also for bifurcation problems, i f  to the bending m om ent the  
surplus m om ent arising from  the eccentricity o f the com pressive force were 
added. This, however, w ould  require the knowledge o f the deform ation caused  
b y  eccentric com pression, on the other hand, th is would only be possib le, if  
the accurate solution were know n.

W ith regards to  th e  above let us tackle the problem in the fo llow ing  
w ay. As D u n k e r l e y ’ s  theorem  alw ays deviates from the reality to  th e  ben efit  
o f sa fety , we can neglect th e  additional m om ent caused by the eccen tricity  
o f the com pressive force. So, th e  calculation becom es fairly sim ple, b u t accord­
ing to  the present state o f  the Theory o f Stability  it  cannot be proved th a t the  
error caused by such a calcu lation  w ill always be to  the advantage o f  sa fety . 
For th is very reason, it  is expedient to  use a greater coefficint o f sa fe ty  than  
is usually  required. In more delicate cases we can proceed in such a w ay , th a t  
we determ ine the eccentricity  o f  the com pressive force from the deform ation  
occurring owing to the bending m om ent (taking in to  consideration th e  decrease 
in stiffness), and by th is additional m om ent we increase the bending m om ent 
caused b y  the external load.

6. Num erical example

L e t u s  in v estig a te  th e  ro o fin g  s tru c tu re  (Fig. 11) d e a lt  w i th in  [2], for e c c e n tr ic  c o m p r e s ­
s i o n  (d ead  load  an d  u n ila te ra l  w in d -lo ad  a n d  snow -load). W e d o n ’t  tak e  in to  a c c o u n t th e  
s te e p n e s s  o f  th e  cross sections. In  a su b seq u en t p ap er, ho w ev er, w e w a n t to  d eal w ith  th is  
q u estio n .

F i g .  11
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to  [2 ]:
T h e  critical h o r iz o n ta l compressive force  o f  th e  a rc h  fo r  centrical compression  is according

H cril =  32,2 t .

T h e  critical m om ent d ec is iv e  for pure bending  w ill b e  d e te rm in e d  on th e  b ase  o f  th e  cross 
se c tio n  in  th e  fo u rth  o f  th e  sp a n , because  th is  is th e  p lac e , w here  ow ing to  th e  u n ila te ra l  snow- 
a n d  w ind-load  th e  m a x im u m  m o m e n t arises. H ere  w e h a v e  (see [2]):

d  = 60 cm

0o b = 2,66

Jo = 3,44 X 105 cm

* 0  = 16,60 m
E  = 86,6 t /c m 2
F  = 1080 c m 2

As ß 0b <  3, th e  c r it ic a l  m o m e n t should be  d e te rm in e d  fro m  fo rm ula  (32a), i. e

0,910
1  +  0 , 4 8 8  X 2 , 6 6 2  +  ( Щ 5 5  X 2 , 6 6 4

=  0,174,

M cril =  0,174 •
E  ■ J  о • h

f3  • b2
=  0,174

86,6 X 3 ,44 X 105 X 3,5 

УЗ X 1542
=  4,41 m t.

T h e  effec tive  h o rizo n ta l co m p ress iv e  force H ejj  a n d  th e  b e n d in g  m o m en t JVfejy aris ing  from  dea 
lo a d  a n d  th e  decisive u n i la te ra l  snow - and w in d -lo ad  a re :

H eff =  2,8 t ,

M ej j  =  1,90 m t.

T h e  sa fe ty  against buckling  is acco rd in g  to  D u n k e r l e y ’s fo rm u la  (59):

1
n

M -  I 1.90
3 2 , 2  +  4 , 4 1

0,517 ,

n  =  1,93.

T h u s ,  th e  sa fe ty  is l i t t le ,  th e re fo re  th e  shell shou ld  b e  b u i l t  side b y  side closely to  th e  a d ja ce n t 
she lls . T h is h inders th e  tra n s v e rs a l  deform ation  o f th e  cross sec tions o f th e  shell. D ue to  th is , 
th e  b e n d in g  stiffness o f  su c h  shells p rac tica lly  re ac h es  th e  v a lu e  E J 0 co rresp o n d in g  to  th e  
e le m e n ta ry  th eo ry , a n d  so , su c h  shells can n o t lose th e ir  s ta b il i ty  ow ing to  b en d in g .

Calculation o f  stresses

T he com pressive fo rce  n o rm a l to  th e  cross se c tio n  is:

N eff -  H eff '
f t

+ P
L

~2 ~

=  2,8
У 9,52 +  3,182

~ 9 ,5 ~
=  2,97 t

N e f /  — 2970 
a compr p  -  JÖ8Q- 2,75 k g /cm 2,

i. e., so sm all as to  b e  n eg lig ib le .
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T he stre ss  aris ing  fro m  b e n d in g  is accord ing  to  fo rm u la  (40):

190 000
**nd ~ Jt  4 ~  3,44 X I F

60 • Ç =  33,2 kg/cm 2 • £.

t  shou ld  be  d e te rm in ed  fro m  F ig . 5 b y  in te rp o la tio n  b e tw ee n  th e  values 2 ß 0b <  3. 4 and  
G bend p lo tte d  as fu n c tio n s o f  th e  d e p th  are  to  be seen in  F ig . 12.

$=+106 6őend~t 3 6,2 kg /cm  2

F ig. 12

Transversal bending o f  the slab

T he tra n sv e rsa l m o m e n t a ris in g  in  th e  m iddle  o f  th e  cross section  w ill be  ca lcu la ted  
acco rd ing  to  (57).

T he v a lu e  ßb be lo n g in g  to  th e  e x te rn a l m o m en t sh o u ld  be  d e te rm in ed  b y  in te rp o la tio n  
b e tw een  th e  va lues g iven  b y  cu rv es to  be fo u n d  in  F igs. 2/2 a n d  2/3, respec tive ly :

M  У з • ft2 _  190 УЗ • 1542
E J 0 h  86,6 X 3,44 X 10* 3,5

T he v a lu e  of (ßb)2 be long ing  to  th is  v a lu e  is o b ta in e d  as follow s: fro m  th e  cu rv e  ß 0b =  2 
(F ig . 2/2) (ßb)2 =  4 ,32; fro m  th e  cu rv e  ß 0b =  3 (F ig . 2/3) (ßb)2 =  10,3. T h u s, fo r ß„b =  2,66 
th e  re sp ec tiv e  va lue  is (ß  ft)2 =  8,28.

A ccording to  (56) we h a v e :

R • X — 2 ,662
8,28

0,144

In  com pliance w ith  (52) w e o b ta in :

w ' \  (0) • ft2 =  — 2 X 0,144 X 60 =  — 17,27 cm.

Z B shou ld  be  d e te rm in e d  b y  in te rp o la tio n  b e tw een  th e  v a lu es 2 <, ß  ft ^  3, to  be found  
in  T ab le  [2] (I) ; accord ing  to  ß  ft =  Ув,28 =  2,88 we o b ta in :

Z B =  -  0,00396.

T h u s, in  co n fo rm ity  w ith  (57) we have:

mx(°) =  —6i t  x  [ - 1 7 ,2 7  -  2 X 8,28 X 0,144 X 60 X 0,00396] =  — 234 m kg/m

(fo r a  po sitiv e  e x te rn a l m om en t).



296 L. KOLLÁR

T h e  stress arising in  th e  s la b  o f th e  shell in consequence  o f th e  tran sv e rsa l b e n d in g  is :

m x ■ 6 234 X 6 ,
CTx- bend =  ±  ----p -----  =  ±  -----3 P ----- =  ±  114 kg/cm 2.

A f te r  th e  shell-elem ents a re  f i t t e d  to g e th e r, th e  tra n sv e rsa l m o m en t p ra c tic a lly  v an ish es .
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SU M M A RY

T h in , along th e ir edges n o t  s tiffen ed , elastic  a rches (shell-arches) lose th e ir  s ta b il i ty  n o t 
o n ly  d u e  to  cen trica l com pression , b u t  also b y  p u re  b e n d in g  a t  a  c e rta in  c r itic a l v a lu e  of th e  
b e n d in g  m o m en t, in  consequence o f  th e  d e fo rm atio n  o f th e  cross-section . T he p a p e r  d eals w ith  
th e  e x a m in a tio n  of th e  c ritic a l m o m e n t o f shell-arches w ith  d ifferen t ty p es  o f  c ross-sections. 
F o r  p r a c t ic a l  calculations sim ple  a p p ro x im a te  fo rm ulae  w ere  se t u p , w hich su p p ly  th e  v a lu e  of 
th e  c r it ic a l  m om ent for th e  d isc u sse d  ty p es  o f cross-sections w ith  suffic ien t sa fe ty . T h e  d is tr i­
b u t io n  o f  long itu d in a l stresses a r is in g  in  th e  c ross-section  o f th e  shell-arch  due  to  b e n d in g  are 
d e a l t  w i th ,  in  deta il, as w ell as th e  tra n s v e rsa l m o m en t a ffec tin g  th e  shell-slab. T h e  in v e s tig a ­
t io n  o f  th e  stab ility  in  th e  case  o f  eccen tric  com pression  is also d iscussed . F in a lly , th e  
p r a c t ic a l  ap p licatio n  of th e  ab o v e-d iscu ssed  p rob lem s is d e m o n s tra ted  on  h a n d  o f a  n u m erica l 
e x a m p le .

Ü B E R  D IE  S T A B IL IT Ä T  A U F  B IE G U N G  B E A N S P R U C H T E R  
SC H A L E N B Ö G E N

L . K O L L Á R

ZU SA M M EN FA SSU N G

D ünnw and ige, an  d e n  R ä n d e rn  u n v e rs te if te , e lastisch e  B o g en trager (S chalenbögen) 
v e r lie re n  ih re  S tab ilitä t n ic h t n u r  in fo lge  m ittig e n  D ru ck es , so n d e rn  auch  infolge re in e r B iegung, 
w e n n  d a s  B iegem om ent e inen  b e s t im m te n  k ritisch en  W e rt e rre ich t, infolge de r F o rm ä n d e ru n g  
des Q u e rsc h n itte s . D er A u fsa tz  b e fa ß t  sich m it d e r B estim m u n g  des k ritisc h e n  M om entes 
f ü r  S ch a len b ö g en  verschiedenen Q u e rsc h n itte s . E s w ird  e ine  e in fache  an n äh e rn d e  F o rm el ab g e­
le i t e t ,  d ie  fü r  alle im  A u fsa tz  b e h a n d e lte n  Q u e rsch n itte  das k ritisch e  M om ent m it  S ich erh e it 
l ie fe r t .  D ie  im  Q u ersch n itt des S cha len b o g en s infolge B iegung  a u ftre te n d e  S p a n n u n g sv e rte i­
lu n g  w ird  ausführlich  e rö r te r t ,  w ie  a u ch  das d ie S c h a le n p la tte  b ean sp ru ch en d e  Q u e rm o m en t. 
D ie  U n te rsu ch u n g  der S ta b il i tä t  fü r  d en  F a ll au sm ittig e r D ru ck b ean sp ru ch u n g  w ird  ebenfalls 
b e h a n d e lt .  Schließlich w ird  d ie  p ra k tis c h e  A nw endung  d e r a b g ele ite ten  E rg eb n isse  a n  H a n d  
e in e s  Z ahlenbeispieles gezeig t.
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S T A B IL IT É  D E S V O IL E S  E N  AR C  FL É C H IS

L. K O L L A R

R É SU M É

P a r  su ite  de la  d é fo rm a tio n  de  leu r sec tion , les voiles en  arc  é la s tiq u es  m inces e t non 
ra id is  à leu r b o rd , p e rd e n t le u r  s ta b ilité  à une  v a le u r c ritiq u e  d u  m o m en t de  f le x io n  n o n  seule­
m e n t sous l ’action  de  forces com pressives, m ais aussi p a r  su ite  d ’une flex io n  sim ple . L ’étude 
ex am in e  le m o m en t c ritiq u e  d e  voiles en  arc  de  sec tions différentes. P o u r le ca lcu l p ra tiq u e , 
l ’a u te u r  é ta b lit  une fo rm ule  a p p ro x im a tiv e  sim ple d o n n a n t le m o m en t c r itiq u e  p o u r  les sections 
exam in ées. I l  t r a i te  en  d é ta il de  la  ré p a r tit io n  des ten s io n s lo n g itu d in ales q u i n a is se n t dans la 
sec tio n  d u  voile sous l ’e ffe t de  la  flex io n , a in s i que  d u  m o m en t tra n s v e rsa l  a g is sa n t sur le 
voile. L ’a u te u r  exam ine  aussi le p rob lèm e de la  s ta b ilité  en  cas de com pression  ex cen triq u e , et 
p ré se n te  u n  exem ple n u m ériq u e  i l lu s tra n t  l’a p p lic a tio n  p ra tiq u e  des ré su lta ts .

СТАБИЛЬНОСТЬ ИЗОГНУТЫХ АРОК В ВИДЕ ОБОЛОЧЕК
Л . КО ЛЛА Р

РЕЗЮМЕ

Вследствие деформации сечения тонких упругих арочных ферм (арочных оболо­
чек) не распертых на их краях, они теряют стабильность не только вследствие давления, 
но и чистого изгиба при некотором критическом значении изгибающего момента. В работе 
исследуются критические моменты арочных оболочек различных сечений. Для практи­
ческих расчетов выводится простая приближенная формула, которая для случая любых 
сечений надежно указывает критический момент. Детально рассматривается распреде­
ление продольных напряжений, возникающих под воздействием изгиба в сечении ароч­
ной оболочки, и поперечный момент, действующий на оболочку. Для указанных выше 
расчетов сообщаются также графики. Рассматривается также анализ стабильности и в 
случае эксцентричного давления. Для практического применения перечисленных выше 
приводится числовой пример.
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Zweck der Schlackenberechnung ist die Menge der zum Erz (bzw . zur 
Erzm ischung) beizugebenden Zuschläge so zu bestim m en, daß sich beim  
Verschm elzen eine günstige Schlacke bildet.

Die Berechnung wird au f Grund der Zusam m ensetzung des Erzes und 
der zur Verfügung stehenden Zuschläge durchgeführt.

Es ist zu beachten , daß die Bedingungen der guten Schlackenbildung  
durch Zugabe der m öglichst geringsten Zuschläge gesichert werden sollen , da 
sonst die Menge der abzusetzenden Schlacke unnütz vergrößert und dadurch  
der H eizm ittelverbrauch und der M etallverlust erhöht wird.

Laut Erfahrungen der Praxis ist das V erhältnis der drei H auptkom ponen­
ten  der N E -m etallurgischen Schlacken (FeO, S i0 2, CaO) in gew issen Grenzen  
frei abänderbar unter gleichzeitiger E inhaltung der gegenüber der guten  Schlak- 
ken gestellten Forderungen.

Gemeinsamer N achteil der bisher bekannten M ethoden der Schlacken­
berechnung ist, daß das V erhältnis der H auptkom ponenten der Schlacke im  
voraus anzunehm en ist. H ieraus folgt, daß durch die auf Grund der k lassischen  
M ethoden durchgeführten langw ierigen Berechnungen nur entschieden werden  
kann, w elcher von m ehreren im  vorhinein angenom m enen Schlackentypen  der 
bestentsprechende sein wird. Zur B estim m ung der dem absoluten M inim um  
der Schlackenm engen entsprechenden optim alen Schlackenzusam m ensetzung  
bestand  keine M öglichkeit.

D ie in dieser A rbeit bekanntgegebenen neuen M ethoden erm öglichen, 
die optim ale Schlackenzusam m ensetzung unter Berücksichtigung der Zusam ­
m ensetzung der A usgangsm aterialien unm ittelbar zu bestim m en. D ie Ü ber­
sichtlichkeit und G enauigkeit der Berechnung wird dabei gesteigert, der Z eit­
bedarf hingegen w esentlich herabgesetzt. Bei diesen M ethoden wird die Lösung  
der Problem e graphisch au f derart einfache Zusam m enhänge zurückgeführt, 
die die Berechnung m ittels Rechenschieber erm öglichen.

D er Zusam m ensetzung der über gute E igenschaften  verfügbaren Schlak- 
ken wurden die sich au f B etriebsdaten stützenden Bestim m ungen vo n  Sz é k i 
[1—2] und Sc h l ip p e n b a c h [7] zugrunde gelegt. Laut diesen Autoren m üssen

3 Acta Technica XXXII/3—4.
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die drei H auptbestandteile der Schlacke in einem  solchen Verhältnis stehen, 
daß das Eisen als S in gu losilik at (2 FeO • S i0 2), das K alzium  als B isilikat 
(CaO • S i0 2) oder aber als Sesquisilikat (4 CaO • 3 SiO,) gebunden wird, und 
a u f  jed em  G ewichtsteil F eO  0,35 — 0,8 G ew ichtsteile  CaO fallen. Der W ert 
des CaO/FeO V erhältnisses wird so angenom m en, daß er die untere Grenze 
an n äh ert, falls viel ZnO zu  verschlacken is t , und nahe der oberen Grenze 
l ie g t , w enn viel A120 3 versch lack t werden soll.

I s t  die Menge des ZnO und A120 3 unbedeutend, dann w ählt m an einen  
W ert des CaO/FeO V erhältn isses, bei dem die M enge der beizugebenden Zu­
sch lä g e  weniger wird. W enn  die gemeinsame M enge des ZnO und A120 3 in  der 
S ch lack e unter 20% b le ib t, so werden diese in  der Schlacke aufgelöst. K om m t 
im  E rz oder in irgendeinem  Zuschlag außer den bisher erwähnten Schlacken­
k om ponenten  auch BaO , MgO und MnO vor, so werden dieselben derart in 
B etra ch t gezogen, daß BaO  und MgO im V erhältn is der M olekulargewichte in 
CaO um gerechnet w erden, h ingegen MnO in FeO . B ei den weiteren Berechnun­
gen  arbeitet man m it den so erhöhten W erten des CaO und FeO.

CaO% =  (C aO % )wahr +  0,365 BaO %  +  1,4 MgO% (1)

FeO% =  (F eO % )wahr +  MnO% (2)

D ie  Sum m e des S i0 2, F eO , CaO, ZnO und A120 3 m acht ungefähr 95%  des 
G esam tgew ichtes der Sch lacke aus.

Auch die neuesten  Prüfungen hinsichtlich Schm elzpunkt und V iskosität 
b ew eisen  die Güte der den obigen Anforderungen entsprechenden Schlacken.

F. M. L o s k u t o w  h a t auf Grund der M essungen von W e i n a r t h  das 
Schm elzdiagram m  d e s S i0 2— FeO — CaO Ternärsystem s konstruiert, in welchem  
a u ch  die auf 1300 C° b ezogen e V iskositätskurven eingezeichnet sind. D ieses D ia­
gram m  wurde jetzt m it dem  Viereck ergänzt, b innen  w elchem  die die S z é k i —  

ScHLiPPENBACii’schen Schlackenzusam m ensetzung darstellenden P unkte liegen  
(A b b . 1). S z é k i  hat die a u f  die vier G renzschlackentypen bezüglichen V erhält­
n iszah len  der H auptkom ponenten  berechnet und tabellarisch zusam m enge­
fa ß t . Diese V erhältn iszahlen  sind in T abelle 1 enthalten.

Tabelle 1

Schlacken- 2 F eO S i0 2~  CaO SiOj 2 FeO SiO, ~  4 CaO-3 SiOa Schlacken-
typ FeO CaO Si02 FeO CaO SiO, typ

I . 1 ,0 0 0 ,3 5 0,79 1 ,0 0 0 ,3 5 0 ,7 0 III .

и . 1 ,0 0 0 ,8 0 1,27 1 ,0 0
1

0 ,8 0 1 ,0 6 IV .
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1. Schlackenberechnung mit Hilfe des Dreieckdiagram m es

D en Grund der B erechnung bildet die an den Ternärdiagram m en durch­
führbare graphische M ischungsberechnung.

D en  verschiedentlich proportionierten M ischungen der P, R  und S 
K om ponenten  entspricht im  Dreieckdiagram m  je ein P unkt. (In Abb. 2 A , B, 
C  und  E.)

W ird die Frage geste llt, welche Mengen der В  und C G rundm ischungen  
einer gegebenen Menge der A  Grundm ischung zuzusetzen sind, um  die m it 
P u n k t E  bezeichnete E ndm ischung herzustellen, so ist die Aufgabe folgender­
m aß en  zu lösen.

Der Punkt A  soll m it В  und C verbunden werden. D ie zwei Geraden wer­
d en  durch die Punkte В, E  und С, E  gelegten Geraden geschnitten . Die 
S ch n ittp u n k te  ( F  und G) te ilen  die A B  Strecke in x  und y ,  die A C  Strecke in 
и u n d  z Teile auf. U nter Berücksichtigung der in Abb. 2 gebrauchten B ezeich­
n u n gen  können die fo lgenden  Gleichungen angeschrieben werden:

» Xb =  a — (3)
У

и
(4)с =  а —  , 

z

w o a  die gegebene Menge der Grundm ischung A , b und c die nötigen Mengen 
der Grundmischungen В  und C  bedeuten. D ie Strecken x, у ,  и und z sind aus 
dem  Diagram m  abzum essen.

W erden die zu verm ischenden Mengen der drei Grundm ischungen (a, 
b und  c) theoretisch in die E ckpunkte des gew ichtslos betrachteten  Dreiecks 
A B C  konzentriert, so w ird der P unkt E  der Schw erpunkt des belasteten  D rei­
ecks sein.

D as Dreieckdiagram m  des S i0 2—FeO — CaO Ternärsystem s wird für 
die Schlackenberechnung durch das H ineinzeichnen des die charakteristischen  
P u n k te  der guten Schlacken um hüllenden Vierecks zw eckdienlich gem acht. 
D ie vier Eckpunkte des Trapezoids entsprechen den vier SzÉKi’schen Grenz­
sch lackentypen  (Abb. 3).

U m  die charakteristischen Punkte des Erzes und der Zuschläge in das 
D iagram m  einzeichnen zu können, m üssen vorher die auf die Sum m e der 
H auptsch lackenkom ponenten  bezogenen »reduzierten« prozentuellen W erte 
der drei H auptschlackenkom ponenten berechnet werden (S i0 2*, FeO *, CaO*).

SiOJ = ----------------- ------------------------- 100
SiOa% +  FeO%  +  CaO%

(5)
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FeO* =  ----------------- /0----------------100 (6)
S i0 2% +  FeO% +  CaO%

CaO* =  -  CaQ0//° 100 (7)
S i0 2% +  FeO%  +  CaO%

Zur B ezeichnung des Erzes und der verschiedenen Zuschläge werden im 
w eiteren die in T ab. 2 angeführten B uchstaben gebraucht. D ie Sum m e der

prozentuellen M engen der drei H auptschlackenbestandteile in den einzelnen 
M aterialien wird m it dem  entsprechenden fe tt gedruckten B uchstaben  be­
zeichnet.

Tabelle  2

Benennung Zeichen SiO,% +  FeO% +  CaO%

E rz (E rzm ischung) A А

E isenzuschlag V V

K alkzusch lag M M

S auerer Zuschlag К К

Die gew ünsch te  Schlacke E E
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W urden die charakteristischen Punkte des Erzes und der Zuschläge in  das 
D iagram m  eingetragen, dann is t  der Ort des Punktes E  au f den Seiten des das 
F eld  der guten Schlacken um fangenden  Trapezoids so auszuw ählen, daß die 
M enge der m it den Z uschlägen einzutragenden Schlackenbildner m inim al 
w erde.

U m  die Zusam m enhänge zu  klären, soll es vorerst angenom m en werden, 
daß der ganze Flächenraum  des Trapezoids innerhalb des Dreiecks V A M  
lieg t (A b b . 4).

SiO*

D er Punkt E  wird a u f derjenigen Seite des Trapezoids aufgenom m en, 
die g egen  Punkt A  liegt. D ie  über Punkt A  und E  gelegte Gerade schneidet 
die S e ite  V M  in Punkt D.

D a  die Gerade A D  d ie Schwerlinie des b elasteten  Dreiecks ist, b leibt 
das G leichgew icht auch dann erhalten , wenn die in den P unkten  V  und M  kon­
zen trierten  Materialmengen v ere in t in  Punkt D  konzentriert werden.

W ird die Strecke A E  m it a , die Strecke E D  m it <5 bezeichnet, dann gilt 
es a u f  100 kg Erz bezogen, entsprechend der W aageregel:

d  =  A “ ( 8 )
о

w o d d ie  Summe der Schlackenbildner in den zum  Erz beizum ischenden Zu­
sch lägen  bedeutet.
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Gibt man z. В. V kg Eisenzuschlag und m  kg K alkzuschlag zu 100 kg Erz, 
dann ist

M V
d =  m ——--- f- V — - — . (9)

100 100

Es fo lgt aus Gleichung (8), daß sich die Menge der m it den Zuschlägen  
eingetragenen Schlackenbildner — und zugleich auch die Menge der zu erwar­
tenden Schlacke — proportional dem  W ert des Bruches а/ő ändert.

E s is t  leicht einzusehen, daß der m inim ale W ert des Bruches а/ô  dann  
erreicht w ird, wenn der Punkt E  in dem vo n  der Geraden V M  en tferntest 
liegenden P unkte des Trapezoids aufgenom m en wird.

Aus der in  Abb. 4 bezeichneten Lage des Dreiecks V A M  folgt, daß m an  
im gegebenen Falle m it dem G renzschlackentyp II  (Tab. 1) zu arbeiten hätte .

F ällt nur ein Teil des Trapezoids in das G ebiet des durch die charakteri­
stischen P unkte des Erzes und der beiden Zuschläge bestim m ten D reiecks, 
dann können bloß diejenigen Punkte des Trapezoids in Betracht gezogen w er­
den, die innerhalb des fraglichen Dreiecks liegen.

In dem  in Abb. 5 angeführten Falle hat der Schnittpunkt der G eraden  
A M  und der Seite I —II des Trapezoids den größten Abstand von der gegen  
Ecke A  liegenden Seite sowohl im  Dreieck V A M  w ie auch in D reieck M A K .  
Der P unkt E  muß daher m it diesem  Schnittpunkt zusam m enfallen.
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S i02*

A b b .  7
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D ies bedeutet, daß der optim ale Schlackentyp zwischen den Grenzschlak- 
k entypen  I und II aufzufinden ist, und zu dessen Erzegung ausschließlich  
nur Kalkzuschlag  zum  Erz gegeben werden m uß.

A us der in A bb. 6 festgelegten  Lage der charakteristischen P u n k te der 
A usgangsm aterialien ist ersichtlich, daß es m it Zugabe von E isenzuschlag und 
K alkzuschlag auf G renzschlackentyp II gattiert werden muß.

Der Schnittpunkt der Gerade V A  und der Seite I —II des Trapezoids 
liegt im  Dreieck V A K  unter den in  B etracht kom m enden Punkten des Trape­
zoids am  entferntesten von der Seite V K .  D erselbe Punkt ist aber im  D reieck  
V A M  bezüglich E  n icht mehr in  der besten  Lage, da der Punkt II  v o n  der 
Seite V M  einen größeren A bstand hat.

N achdem  die Lage des Punktes E  festgelegt wurde, können die beiden  
Schwerlinien eingezeichnet werden. D ie Strecken x ,y ,  и und z werden aus dem  
D iagram m  abgem essen (Abb. 7).

x u
D ie V erhältn isse—-u n d  —  bestim m en n ich t unm ittelbar das V erhältnis

У _ *
der G ewichte der zu verm ischenden M aterialien, w eil diese sich nur au f die Ver­
hältn isse der im  Erz und in den Zuschlägen befindlichen schlackenbildenden  
K om ponenten beziehen.

W enn zu 100 kg Erz m  kg K alkzuschlag und v kg E isenzuschlag b eizu ge­
ben sind, um eine günstige Schlackenzusam m ensetzung zu erzielen, dann  
können die W erte m  und v au f Grund der folgenden Zusammenhänge

berechnet werden:

Mm -------
* 100
у  А (10)

Vv -------
и 100
s A (11)

. =  1 0 0 Ü . A
y  M

(12)

=  100-“
2 V

(13)

D ie A nw endung der M ethode wird auch durch ein Beispiel erläutert.
D ie prozentuellen M engen der H auptschlackenbildner des Erzes und der 

zur Verfügung stehenden Zuschläge sind in Tab. 3 angegeben.
E s ist festzustellen , welcher Schlackentyp zu wählen ist, um  die m in i­

m ale Schlackenm cnge sichern zu können. E s sollen berechnet werden die auf
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Tabelle 3

Benennung
der Möllerbestandteile Zeichen SiO,% FeO% CaO%

Si02% +  Fe0%-b
+  CaO%

E rz А 30,0 18,0 12,0 А  =  60

E isenzusch lag V 18,0 67,5 4,5 V  = 9 0

K alkzusch lag M 6,5 4,5 39,0 M  =  50

S au re r Zuschlag К 68,0 8,0 4,0 К  =  80

100 kg Erz bezogenen M engen der zwecks E rlangung der ausgewählten Schlak- 
kenzusam m ensetzung erforderlichen Zuschläge.

Als erster Schritt der Lösung m üssen die in  Tab. 3 angegebenen prozen­
tuellen  W erte den G leichungen (5) — (6) gem äß um gerechnet werden. D ie 
reduzierten prozentuellen W erte sind in T ab. 4 angeführt.

Tabelle 4

Benennung Zeichen Si02*
%

FeO*
%

CaO*
% Bemerkung

E rzm ischung А 50 30 20 А  =  60

E isenzusch lag V 20 75 5 V  =  90

K alkzusch lag M 13 9 78 M  =  50

S au re r Zuschlag К 85 10 5 К  =  80

A u f Grund der in Tab. 4 enthaltenen D aten  können die charakteristi­
schen P unkte der A usgangsstoffe in das Dreieckdiagram m  eingezeichnet 
w erden (Abb. 7).

Aus der Lage der P unkte kann sofort fe stgeste llt werden, daß die geringste  
Schlackenm enge bei A nw endung des G renzschlackentyps II zu erwarten ist.

I s t  die Seitenlänge des Dreieckdiagram m es 20 cm, dann können nach  
V ollendung der K onstruktion  folgende Strecken abgem essen werden:

X =  15,7 m m , y  =  86 mm, и  =  11 m m , z =  68,2 mm.

D ie M engen der zu 100 kg Erz erforderlichen Zuschläge werden also nach den  
G leichungen (12) und (13) die folgenden sein:

m =  100 ^ =  21.9 ^  22 kg Kalkzuschlag,
86 50

V =  100 ------  • -----=  10,75 ^  11 kg E isenzuschlag.
68,2 90
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U m  die Einfachheit und Schnelligkeit der dargelegten M ethode weiter zu 
steigern, wird das in A bb. 8 dargestellte Gerät em pfohlen, w elches m ittels 
der au f verschiebbaren Linealen aufgetragenen Skalen die A ufnahm e der ein­
zelnen Punkte in dem Feld  des Diagram m es erleichtert.

D ie Genauigkeit der M ethode wird durch die unverm eidlichen K onstruk­
tions- und Ablesefehler um  so weniger beeinflußt, je  größer das verw endete  
Diagram m  ist.

In  diesem Falle sichert eine Skalenlänge von  20 — 30 cm schon eine be­
friedigende Genauigkeit.

2. Schlackenberechnung mit der Pyramide-M ethode

D ie charakteristischen P unkte des Erzes und der Zuschläge werden bei 
dieser M ethode in einem  dreifach-rechtwinkligen K oordinatensystem  im  Raum  
aufgenom m en und in Orthogonalprojektion abgebildet.

A u f die drei A chsen werden die zur D arstellung der analytisch  erm ittel­
ten  prozentuellen M engen der S i0 2, FeO und CaO geeigneten Skalen aufge­
tragen.
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D ie  auf die als gu t qualifizierten Schlacken bezüglichen W erte des 
B ru ch es S i0 2/F e0  sind die R ichtungstangenten  der in der S i0 2—FeO Ebene  
lieg en d en , die Werte des B ruches CaO/FeO hingegen der in der FeO — CaO 
E b en e  liegenden Geraden. D ie  den zusam m engehörigen W erten der beiden

B rü ch e entsprechenden G eraden können als zw ei Projektionen der durch den 
M itte lp u n k t des K oordinatensystem s hindurchgehenden Raum geraden betrach­
te t  w erden . Jede beliebige Schlacke hat daher ihre charakteristische Gerade im  
R a u m .

D ie  Raum punkte des Erzes und zweier Zuschläge bestim m en eine Ebene.
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Um  die Menge der dem Erz beizum ischenden Zuschläge berechnen zu 
können, ist zunächst der P un k t zu bestim m en, in dem die charakteristische  
Gerade des ausgew ählten Schlackentypes die Erz-Zuschlag-Ebene durch­
stöß t.

F ällt der D urchstoßpunt außerhalb des Erz-Zuschlag-Dreiecks, dann kann  
die gew ünschte Schlacke aus den gegebenen A usgangsm aterialien n ich t erzeugt 
werden.

W enn hingegen der D urchstoßpunkt innerhalb des Dreiecks lieg t, dann  
wird das V erhältnis der zu verm ischenden M aterialien durch dessen  Lage 
bestim m t.

D ie Gewichte der zu verm ischenden A usgangsstoffe m üssen näm lich  
in solchem  V erhältnis zueinander stehen, daß der Schwerpunkt des belasteten  
D reiecks m it dem D urchstoßpunkt Zusam m enfalle, wenn die einzelnen S toff­
m engen theoretisch in den E ckpunkten des gew ichtslos betrachteten  D reiecks 
konzentriert werden.

D ie durch eine beliebige Ecke und durch den D urchstoßpunkt gelegte  
Gerade te ilt  die gegenüberliegende Seite des D reiecks in solche T eile , deren 
Größen zu den in den die Seite grenzenden E ckpunkten konzentrierten Ge­
w ichten im  um gekehrten Verhältnis stehen.

D as Verhältnis der Teilstrecken b le ib t hei der O rthogonalprojektion  
unverändert. Abb. 9 dient zur Erläuterung des zur Berechnung gebrauchten  
D iagram m s.

D ie drei senkrecht aufeinander stehenden A chsen bestim m en drei E benen, 
die sich im  N ullpunkt (0 ) schneiden. Zwei von  diesen Ebenen w erden bei der 
D arstellung der R aum punkte als B ildebenen verw endet, während die D ritte  
nur die Lage des N ullpunktes an der Achse t 12  festzulegen hat.

E s soll die E bene FeO — CaO für G rundrißebene (tIj), die E b en e FeO — 
S i0 2 für Aufrißebene (тг2) gew ählt werden. D ie E bene CaO — S i0 2 w ird in  Abb. 
9 für durchsichtig angenom m en und wird nur durch die beiden Schn ittlin ien  
veranschaulicht.

D ie durch den N ullpunkt gelegte R aum gerade g  durchstößt die m it 
R aum punkten V, A  und M  bestim m te E bene innerhalb des D reiecks V A M .

D a die R aum punkte A ,  V  und M  die Zusam m ensetzung des Erzes, 
Eisenzuschlages und K alkzuschlages charakterisieren, kann die a u f 100 kg 
Erz bezogene Menge der beiden beizum ischenden Zuschläge unter B erücksich ti­
gung der Bezeichnungen der Abb. 9 nach folgenden Zusam m enhängen be­
rechnet werden:

V =  100 —- =  100-^— =  100 “— kg Eisenzuschlag, (14)
z z' z"

X x' x ,f
m =  1 0 0 — ■ =  1 0 0 -----=  1 0 0 ------  kg K alkzusch lag .

V y '  y "
(15)
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D urch Eindrehung der Aufrißebene jr2 in die Grundrißebene n 1 gelangt m an zu 
der im  weiteren gebrauchten Form des D iagram m es.

D ie  zur D arstellung der W erte der Brüche S i0 2/F e 0  und CaO/FeO geeig­
n eten  Skalen werden a u f die Senkrechte aufgetragen, welche in dem dem  100%  
FeO  entsprechenden P u n k te  der Achse t j 2 errichtet wurde.

A b b .  1 0
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D ie Projektionen der auf die vier G renzschlackentypen bezüglichen  
Raum geraden konnten auf Grund der D aten  der Tab. 1 konstruiert werden 
(Abb. 10).

Es ist zu behaupten, daß die vier Geraden eine Pyram ide bestim m en, 
deren Spitze im  N ullpunkt des K oordinatensystem s liegt. Zwei Seitenflächen  
der Pyram ide stehen  senkrecht zur Grundrißebene n v

D iese Pyram ide soll m it einer zur E bene n x senkrecht stehenden  E bene IV 
geschnitten  werden. D er Grundriß der Schnittfigur fällt m it der Spurlinic n1 

zusam m en, der Aufriß ist ein Trapez.
Der Zusam m enhang zwischen den beiden Rissen der Sch n ittfigu r ermög­

lich t, daß die Projektionen auch solcher Geraden konstruiert w erden können, 
w elche die zwischen die G renztypen fallenden Schlacken charakterisieren. 
D ie zur D arstellung der W erte des Bruches SiOa/FeO dienende Skale wird 
daher im  weiteren n icht mehr benötigt.

Zur E instellung der günstigen Schlackenzusam m ensetzung w erden von  
den drei Zuschlagsorten jew eils höchstens zwei benötigt. Beim  V erschm elzen  
von  eisenreichen Erz wird kein E isenzuschlag zugem ischt. E n th ä lt das Erz 
v ie l Kieselsäure, dann ist kein saurer Zuschlag nötig. Ist das Erz an CaO reich, 
dann ist der K alkzuschlag entbehrlich.

D ie zum V erm ischen in B etracht kom m enden Zuschläge können  am 
einfachsten derart ausgew ählt werden, daß m an den Schn ittpunk t der durch 
den N ullpunkt des K oordinatensystem s und durch den charakteristischen  
P unkt des Erzes gelegten  Geraden m it der zu л 1 senkrecht stehenden  Ebene 
N  bestim m t, um  die Lage desselben im  Vergleich zu der Schnittfigur der Pyra­
m ide prüfen zu können. D ieser Schnittpunkt wird im  weiteren m it P  bezeichnet.

Fällt der Schnittpunk t innerhalb des Trapezes, dann wird keinerlei 
Zuschlag benötigt, da das Erz die Schlackenbildner in einem den gu ten  Schlak- 
ken entsprechenden Verhältnis enthält.

D ie durch Verlängerung der oberen Seite des Trapezes gew onnene Gerade 
und die aus der M itte der unteren Seite herausgehende senkrechte Gerade teilt 
die Ebene N  um den Trapez in drei Felder, die in der endgültigen  Form  des 
Diagram m es m it je  zwei eingekreisten B uchstaben bezeichnet w urden (Abb. 
11) .

D ie eingekreisten B uchstaben beziehen sich auf diejenigen zw ei Zuschlag­
arten, die bei der w eiteren K onstruktion in Betracht gezogen w erden m üssen, 
falls der Schnittpunkt P  in  das betreffende Feld gelangt.

D ie B estim m ung  d e r  F e ld g ren zen  e rfo lg te  u n te r  fo lgender Ü berlegung .
D ie E bene d e r o b e ren  S e iten fläch e  d e r P y ra m id e  soll m it F , d ie E b e n e  d e r  u n te re n  

S e iten fläch e  m it L , d ie E b en e  d e r dem  C aO /FeO  =  0,8 V erh ältn is  e n tsp rec h en d e n  sen k rech ten  
S e iten fläch e  m it В  u n d  d ie  dem  C aO /FeO  =  0.35 V erh ä ltn is  en tsp rech en d e  se n k re c h te  E bene 
m it  J  beze ichnet w erden .

D en  B ezeichnungen  de r A bb . 10 gem äß  w ird  d ie  E b en e  F  du rch  d ie sich  schn e id en d en  
G erad en  g l u n d  g2, d ie E b en e  L  d u rc h  d ie  G erad en  g3 u n d  g t , d ie  E bene В  d u rc h  d ie  G erad en  g2 
u n d  g4, d ie E bene J  d u rc h  d ie  G erad en  g t u n d  g3 b e s tim m t. D ie E bene  de r o b e ren  Seiten fläche
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d e r  P y ra m id e  (F )  e n th ä lt  d ie  c h a ra k te ris tisch e n  G erad en  d e rje n ig e n  Schlacken, w elche d as  
K a lz iu m  als B isilikat (CaO • S i0 2) e n th a lte n .

E n th ä l t  das E rz  m eh r K ie se lsäu re  als es zur B ild u n g  d e r  g u te n  Schlacke erfo rd erlich  
w ä re , d a n n  lieg t der c h a ra k te r is tis c h e  P u n k t des E rzes im  R a u m  o b erh a lb  der E bene  F . U n te r  
so lc h e n  U m stän d en  e rsch e in t d e r  A u fr iß  des P u n k tes  P  o b e rh a lb  des A ufrisses de r S ch n ittlin ie  
d e r  b e id e n  E benen  N  und F . I n  d ie se m  Falle  m üssen zu r V e rm in d e ru n g  d e r p rozen tuellen  M enge 
d es  S i 0 2 CaO- und  F eO -h a ltig e  Z u sch läg e  dem  E rz z u g em isch t w erden .

D ie  E benen  der b e id e n  se n k re c h te n  Seiten flächen  d e r  P y ra m id e  (B  u n d  J )  um fassen  
d ie  c h a ra k te ris tisch e n  G erad en  d e rje n ig e n  Schlacken, in  w e lch en  d as V erhältn is C aO /FeO  
d e n  g eg en ü b e r den gu ten  S c h lac k en  gestellten  A nfo rd eru n g en  e n tsp r ic h t. F ä llt de r A u friß  des 
P u n k te s  P  links von  d em  A u fr iß  d e r  Schnittlin ie  d e r b e id e n  E b e n e n  В  u n d  N ,  d a n n  is t  fü r  
M in d e ru n g  des W ertes v o n  C aO /F eO  E isenzuschlag e rfo rd e rlich . W en n  dagegen derselbe  v o n
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dem  A ufriß  d e r S c h n ittlin ie  d e r  be id en  E b en en  J  u n d  N  n a c h  rech ts fä llt, d a n n  is t  zu r 
E rh ö h u n g  des W ertes  v o n  C aO /FeO  K alkzusch lag  dem  E rz  be izugeben.

A u f G ru n d  äh n lic h e r Ü b erlegungen  k ö n n te  m an  d ie  E b en e  N  um  die S c h n ittf ig u r  d e r 
P y ram id e  h e ru m  d u rc h  V erlän g e ru n g  der S c h n ittlin ien  d e r  E b en e n  F , В  und  J  e ig en tlich  in  
6 F e ld er au fte ilen  (A bb. 12).

D ie m it d e r P ro je k tio n se b e n e  IV geb ilde ten  S c h n ittlin ie n  de r einzelnen E b e n e n  w erd en  
m it d en  e n tsp rech en d en  k le in en  B u ch stab en  ( / ,  b, j  u n d  l) b eze ich n e t. In  jed em  F e ld e  sin d  d ie 
F o rm eln  d e rjen igen  S ch lack en b ild n er an g efü h rt w o rd en , d ie  zum  E rz  beizugeben  w erden  
m üssen , falls P u n k t  P  in  d a s  en tsp rech en d e  F eld  ge lang t.

D ie zu r V erfü g u n g  s te h en d e n  Zuschläge sind  k e ine  re in e n  S toffe u n d  sie k ö n n e n  n e b s t 
d em  ü b erw iegenden  B e s ta n d te il  au ch  andere  S ch lack en b ild n er en th a lten . Bei d e r A u sw ah l 
des o p tim a len  S ch lack en ty p es is t  die Z usam m ensetzung  d e r  Z uschläge ebenfalls in  B e tra c h t  
zu  ziehen.

D a dies im  L au fe  d e r g ra p h isch e n  B erechnung  n u r  s p ä te r  a n  die R eihe k o m m t, m u ß  m a n  
sich im  e rsten  S c h r itt  d a ra u f  b esch rän k en , d a ß  m an  v o n  d e n  d re i Z usch lagsorten  d ie  einzige 
au sw äh lt, die ke inesw egs b e n ö tig t  w ird .

D em gem äß  m u ß  a u ch  d ie  A u fte ilu n g  de r E b en e  N  g e ä n d e r t  w erden. D ie d re i o b e rh a lb  
d e r S c h n itt l in ie /b e f in d lic h e n  F e ld e r  w erden  v e re in ig t, d ie T eile  des h a lb ie rten  Feldes 5 w e rd en  
dem  b e n a c h b a rte n  F e ld e  angeschlossen .

Nachdem  die in  B etracht kom m enden zw ei Zuschlagsarten ausgew ählt 
worden sind, werden die charakteristischen P unkte derselben in das D iagram m  
eingetragen. H ernach m üssen die Schnittpunkte der vier Seitenkanten der 
Pyram ide m it der durch die charakteristischen P unkte des Erzes und der 
beiden Zuschläge bestim m ten  Ebene konstruiert werden. Die K onstruktion  
kann sehr einfach durchgeführt werden, da zw ei Seitflächen der Pyram ide  
senkrecht zu der G rundrißebene 7tx stehen.

4  Acta Technics XXXII/3—4.
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D as Auswahlen des bezüglich der Schlackenm enge optim alen Schlacken- 
ty p e s  erfolgt derart, daß m an in jedem  der beiden Projektionen die S ch n itt­
fig u r  durch Verbindung der vier Schn ittpunk te konstruiert, und nachher den­
jen ig en  Punkt derselben aufsucht, dessen A bstand  von der durch die charak­
ter istisch en  Punkte der b eiden  Zuschläge gelegten  Geraden innerhalb des Erz- 
Zuschlag-D reiecks der größte ist.

D er gesuchte P u n k t ist entweder ein E ckpunkt der Schnittfigur oder ein 
S ch n ittp u n k t einer Seite  der Schnittfigur m it irgendeiner Seite des D reiecks.

L iegt der gesuchte P unkt auf einer Seite  des Dreiecks, dann ist zur 
H erstellung des optim alen  Schlackentyps nur ein einziger Zuschlag erforderlich. 
D er P u n k t teilt die entsprechende Seite des D reiecks in zwei Strecken, deren 
V erhältn is das V erhältn is der zu verm ischenden Mengen des Erzes und des 
Z uschlages bestim m t. (W aageregel!)

L iegt hingegen der gew ählte P unkt innerhalb der Seiten des D reiecks, 
dann  werden beide Zuschläge benötigt. In  diesem  Falle schneiden die durch 
die P unkte der beiden  Zuschläge gelegten  »Schwerlinien« zw ei Seiten  des 
D reiecks. Die Schn ittpunk te teilen die Seiten  in  Strecken auf, deren V erhält­
n is die Berechnung der M engen der zu verm ischenden M aterialien erm öglicht.

A bb. 13 zeigt die Lösung desselben B eispieles, das bereits durch die 
andere Methode gelöst wurde. (Siehe S. 308.)

Aus der Lage des P unktes P  folgt, daß bei der Berechnung E isenzuschlag  
und  K alkzuschlag in  B etracht gezogen werden müssen.

Zunächst werden die Schnittlinien der E bene V A M  m it den beiden zur 
Grundrißebene лу senkrecht stehenden E benen  В  und J,  dann die S chn itt­
p u n k te  der Pyram idenkanten, und schließlich  der Aufriß der Schnittfigur  
konstruiert.

E s kann festgeste llt werden, daß der Schnittpunkt der Pyram idenkante  
I I  derjenige Punkt ist, dessen  A bstand v o n  der Seite M V  innerhalb des Dreiecks 
V A M  der größte ist.

D as Einzeichnen der Schwerlinien und das Abmessen der durch A uftei­
lu n g  der Dreieckseiten entstandenen Strecken wird im allgem einen am  zweiten  
B ild  (Aufriß) vo llendet, w eil hierdurch die K onstruktion des ersten B ildes der 
S ch nittfigur vernachlässigt werden kann.

In  Abb. 13 wurde diese letzte K onstruktion  zur Besserung der Über­
sich tlich k eit jedoch a u f dem  ersten B ild vorgenom m en, nachdem  der Grundriß 
des Schnittpunktes der Pyram idenkante I I  bestim m t worden ist.

D ie Seite A ' V '  w ird durch die Schw erlinie in die Teile u und z, die Seite 
А ' M '  hingegen in die T eile x und у  aufgeteilt.

Is t die Skalenlänge des Diagram m es 25 cm, dann können nach der 
K onstruktion  folgende Strecken abgem essen werden:

x — 13,6 m m , y  — 61,8 m m , и — 12,2 mm, z  =  112,8 m m .
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D ie  zu  100 kg Erz beizum ischende Menge der Zuschläge ist nach den Glei­
ch u n g en  (14) und (15)

12 2
V — 1 0 0 ----- -—  =  10,8 ^ 1 1  kg Eisenzuschlag ,

112,8
1 q z

m — 1 0 0 ----- -— =  22 kg K alkzuschlag.
61 ,8

D as R esu lta t ist daher das gleiche wie es durch die andere M ethode erhalten  
w u rd e.

D er in der Schnelligkeit der graphischen Rechnung bestehende V orteil 
k a n n  h e i dieser Methode nur dann zur G eltung kom m en, wenn das lau t Abb. 
11 k onstru ierte G runddiagram m  in entsprechender Größe im  vorhinein vor­
b ere ite t  zur Verfügung steh t.
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ZU SA M M E N FA SSU N G

S ä m tlich e  b isher b e k a n n te n  M eth o d en  der S ch lack en b erech n u n g  h ab en  d e n  g em ein sa ­
m e n  N a c h te ü , daß  die Z u sam m en se tzu n g  de r zu e rzeu g en d en  Schlacke im  v o ra u s  festg e leg t 
w e rd e n  m u ß . D ie bezüglich d e r  S ch lackenm enge  g ü n s tig s te  S ch lack enzusam m ensetzung  k a n n  
n u r  d u r c h  zeitraubendes H e ru m p ro b ie re n  erzielt w erden .

D ie  bekann tgegebenen  g ra p h isch e n  M ethoden  erm öglichen , die o p tim ale  S ch lack en ­
z u sa m m e n se tz u n g  u n m itte lb a r  z u  b es tim m en . D ie S ch lack en b erech n u n g  w ird  d a h e r  e in fach er, 
ü b e rs ic h t l ic h e r  und  w esen tlich  ra sch e r .

B e i de r ersten  M ethode m ü sse n  die p ro zen tu e llen  W erte  de r A usg an g sm ateria lien  v o rh e r 
u m g e re c h n e t  w erden u m  d ie  c h a ra k te r is tis c h e n  P u n k te  in  d as D re ieckd iag ram m  ein zeich n en  
z u  k ö n n e n . D as V erhältn is d e r  n a c h  v o llen d e te r K o n s tru k tio n  abzum essenden  S tre ck e n  m uß  
w ie d e r  u m g erech n e t w erden . D ie  K o n s tru k tio n  se lb st w ird  sehr e infach  in  einem  B ilde  d u rc h ­
g e f ü h r t .

B e i d e r zw eiten M eth o d e  w e rd en  d ie w ah ren  p ro z en tu e llen  W erte  v e rw en d e t u n d  das 
V e r h ä l tn is  de r nach v o llen d e te r  K o n s tru k tio n  ab zu m essen d en  S trecken  is t  u n m it te lb a r  dem  
V e r h ä l tn is  de r zu verm isch en d en  M a te ria lien  gleich. D ie  K o n s tru k tio n  h ingegen  w ird  in  diesem  
F a lle  i n  zw ei B ildern (P ro je k tio n e n )  n a ch  A rt der d a rs te lle n d e n  G eom etrie  d u rc h g e fü h rt.
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N E W  M E T H O D S F O R  T H E  C O M PU T A T IO N  O F  SLAG IN  M E T A L L U R G Y

L. FEKETE

SU M M A R Y

A ll m eth o d s h ith e r to  kno w n  for th e  c o m p u ta tio n  o f slag have  th e  co m m o n  d is a d v a n ­
tag e  t h a t  th e  com position  o f th e  slag to  b e  p ro d u ced  m u st be assum ed a fo re h a n d . A s a  co n se ­
quence  th e  com position  w hich is th e  m o st a d v an tag e o u s  fo r th e  least q u a n ti ty  o f  slag  c an  o n ly  
be ap p ro ac h ed  b y  tr ia l  an d  erro r.

B y  th e  g rap h ic  m ethods d iscussed , w ith  th e  know ledge of th e  in it ia l  m a te r ia l ,  d irec t 
d e te rm in a tio n  o f th e  o p tim al slag com position  is m ad e  possible.

T he co m p u ta tio n  of th e  slag becom es m ore sim ple , lucid  and  ex ac t, an d  b ecom es co n sid ­
e rab ly  fa s te r  b y  th e  new  m ethods.

N O U V E L L E S  M É T H O D E S D E  C A C LU L D E  SC O R IE  DANS LA M É T A L L U R G IE
D E S M É T A U X

L. FEKETE

R É S U M É

L ’in co n v én ien t com m un à  to u te s  les m éth o d es  connues du  calcul de scorie  e s t  que  la  
co m position  de la  scorie à p rodu ire  d o it ê tre  supposée p o u r  le calcul. 11 s’en su it q u e  la  co m posi­
tio n  la  p lu s av an tag e u se , d o n n a n t une q u a n ti té  m in im u m  de scorie, ne  p e u t  ê tre  a p p ro ch ée  
que  p a r  e x p érim en ta tio n .

E n  connaissance de la  com position  des m atiè re s  de base , les m éthodes g ra p h iq u e s  d éc ri­
te s  p e rm e tte n t  de d é te rm in e r d irec te m en t le dosage o p tim u m  de la  scorie.

P a r  les nouvelles m éthodes, le calcul de  scorie  d e v ien t p lus sim ple, p lu s c la ir, p lu s  e x ac t 
e t  b ien  p lu s rap ide .

НОВЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА ШЛАКОВ В ЦВЕТНОЙ МЕТАЛЛУРГИИ
Л . Ф Е К Е Т Е

РЕЗЮМЕ

Общим недостатком известных до сих пор методов расчета шлаков состоит в том, 
что состав получаемого шлака необходимо определить заранее. Из этого следует, что 
наиболее удовлетворительный состав с точки зрения минимума количества шлака может 
быть установлен приближенно только производством ряда опытов.

Изложенные графические методы позволяют определить оптимальный состав 
шлака непосредственно по составу исходных материалов.

Расчет шлаков при помощи новых методов становится более простым, легко обозри­
мым, строгим и более быстрым.





SCHRANKEN FÜR DIE KNICKLAST DES EINSEITIG 
EINGESPANNTEN DÜNNEN STABES VON 

VERÄNDERLICHEM QUERSCHNITT

J .  B A R TA

DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

[E ingegangen  am  11. N o v em b er 1959]

E I  is t die B iegesteifigkeit des Stabes. Sie ist eine gegebene F unktion  von x. 
I ist die Stablänge. P k is t  die Knickkraft, d. h. der kritische W ert der L ast­
kraft (Abb. 1). Es wird vorausgesetzt, daß die A usbiegung in  der E bene xy  
erfolgt. In diesem  A ufsatz wird gezeigt, daß eine untere Schranke und eine 
obere Schranke für den W ert P k wie folgt erm ittelt werden können. Man 
ste llt sich vor, daß eine L astkraft H  auf das freie E nde des gegebenen Stabes 
in der R ichtung y  w irkt (Abb. 2). Die durch H  hervorgerufene N eigung bzw.

X X \ <p /

ш

Abb. 1 A bb . 2

Verschiebung des freien Endes des Stabes sei m it cp bzw. /  bezeichnet. (Unter 
Neigung soll man das analytische Maß, oder w as dasselbe ist, die trigonom e­
trische Tangente des kleinen Verdrehungswinkels verstehen.) Man erm ittle 
die Neigung <pt und die V ersch iebung/j, die das freie Ende des gegebenen Stabes 
unter der W irkung von  H  =  1 erleidet. D ann g ilt die Einschränkung

1

<Pi J 1
(1 )
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D er Beweis der Formel  (1). Man weiß, daß P k gleich dem k leinsten  E igen­
w ert Xx des Problems

E ly "  =  X[y(l)  — y ] ,  y(0) =  y ' (0) =  y"(l)  =  0

is t . Ferner weiß man, daß

J i  >  o , J i ( / )  ^  yjfl)  —  J i  ^  yi(l){l — *) / l , y " > . 0

g ese tz t  werden darf, w obei y x{x) die zu Xx gehörende E igenfunktion ist. Es 
g elten  auch die G leichungen

(4)

S ta tt  y x(l) — y x sei hier y x(l) geschrieben. Der W ert von (4) n im m t hiedurch  
n ich t zu , und sein Zähler w ird

i

(I — x) ———  dx
Ji(z)

la u ten . D er Wert dieses In tegrals ist 1, w ovon m an sich durch partielle Integra­
tio n  le ich t überzeugen kann. Der Nenner von  (4) ist, wie man le ich t erkennt, 
gleich  cpx. Aus (4) folgt also P k V<P V

A us (3) erhalten wir

I

S ta tt  y x(l) — y x sei hier y x(l) (l — x)/l geschrieben. Der W ert von  (5) nim m t 
hiedurch  nicht ab, und sein Zähler wird
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lauten . Der W ert dieses Integrals ist l, w ovon m an sich wieder durch partielle 
Integration überzeugen kann. Der Nenner von (5) ist, wie man sieht, gleich f v  
Aus (5) folgt m ithin P k S  l/fi-

Bemerkung.  Schreibt man l/(p1 =  H'  und l / fx =  H",  so n im m t (1) die 
G estalt

H'  s  sS H"  (6)

an. H'  und H"  lassen sich w ie folgt deuten: H'  is t jener W ert von  H,  welcher 
die N eigung cp =  1 des freien Stabendes hervorruft. H"  ist jener W ert von  H,  
welcher die V e r sc h ie b u n g / = 1  des freien Stabendes hervorruft. (H ' und H"  
sind natürlich nur R echnungsw erte, da so große Form änderungen praktisch  
gar nicht Vorkommen können.)

ZU SA M M EN FA SSU N G

E s w ird  bew iesen, d a ß  d ie  B eziehung  (1) g ilt. <px u n d  f i  sind  d ie d u rc h  d ie  L a s tk ra f t  
H  =  1 hervorgeru fene  N eigung  u n d  V ersch iebung  des fre ien  S tab en d es.

B O U N D S F O R  T H E  B U C K L IN G  LO A D  O F  A T H IN  COLUM N C L A M PED  
A T  O N E  E N D  A N D  H A V IN G  V A R Y IN G  CROSS SE C T IO N S

J. BARTA

SU M M A RY

I t  will be  p roved  th a t  th e  re la tio n  (1) holds. <px a n d / !  a re  th e  slopes a n d  th e  deflection  
o f th e  free en d  of th e  co lum n, p ro d u ced  b y  th e  load  H  =  1.

B O R N E S  P O U R  LA  V A L E U R  C R IT IQ U E  D E  LA  C H A R G E  C O M PR E SSIV E  
D ’U N E  B A R R E  M IN C E A U X  SE C T IO N S V A R IA B L E S , 

E N C A S T R É E  À U N E  E X T R É M IT É

J. BARTA

R É SU M É

On p ro u v e  que la  re la tio n  (1) e st va lab le  <px e t /  so n t la déclinaison  e t le d ép lacem en t 
de  l ’ex tré m ité  lib re  de la  b a rre , p ro d u its  p a r  la  charge H  =  1.

ПРЕДЕЛЫ КРИТИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ ТОНКОГО СТЕРЖНЯ ПЕРЕМЕННОГО 
СЕЧЕНИЯ, ЗАЖАТОГО НА ОДНОМ КОНЦЕ

И. БАРТА

РЕЗЮМЕ

В работе доказано, что действительна формула (1). <рх и /  обозначают кручение и, 
соответственно, изгиб от действия нагрузки H =  1.





UNTERSUCHUNGEN ÜBER DIE KORNGRÖSSEN­
VERTEILUNG FEINGEBROCHENER MATERIALHAUFEN

J .  LÁ ZÁ R

KONSTRUKTIONSBÜRO FÜR INDUSTRIE UND LANDWIRTSCHAFT (IPARTERV)
BUDAPEST

[E ingegangen  am  26. N o v em b er 1959]

Im Bande X V II/3  —4 dieser Zeitschrift [7] wurde vom  Verfasser darauf 
hingewiesen, daß sow ohl die — zur B estim m ung des Verlaufes der G ew ichts­
verteilung — früher allgem ein angewendete em pirische R osin—R am m lersche 
Form el wie das neuerdings, auf Grund der W ahrscheinlichkeitsrechnung erhal­
tene Ergebnis [6, 9 ], w onach die K orngrößenverteilung näherungsweise loga- 
rithm isch normal verläuft, nur auf dem G ebiete der Feinzerkleinerung gültig  
sind, während auf dem  G ebiete der Grobzerkleinerung andere G esetzm äßig­
keiten gelten .1

Unsere vorliegenden Betrachtungen sollen nur ein Teilgebiet der F e in ­
zerkleinerung untersuchen. W ir unterscheiden näm lich bei der Feinzerkleine­
rung zwischen dem M ahlvorgange — wo die K orngrößen der gem ahlenen  
H aufen im  ^-Bereiche liegen — und dem Feinbrechen (also Zerkleinerung durch 
Desintegratoren, D ism em bratoren, H am m erbrecher, Prallbrecher usw .), 
wo diese Korngrößen im  allgem einen im  m m -Bereiche liegen. Wir w ollen nur 
das Gebiet des Feinbrechens untersuchen, welches — im  Gegensatz zum  M ahl­
vorgang — noch w issenschaftlich  kaum behandelt wurde. D a wir aber au f b e i­
den T eilgebieten der Feinzerkleinerung m it der log. norm alen bzw. m it der 
R osin—R am m ler’schen V erteilung rechnen m üssen, wollen wir zunächst der 
V ollständigkeit halber zusam m enfassen, w ie sich nach dem heutigen Stande  
der Untersuchungen das Verhältnis dieser beiden Verteilungsform eln auf dem  
G ebiete des Mahlens gesta ltet. D ie B ennetsche G estalt der R osin—Ram m ler- 
schen Form el lautet:

wo R  das G ew ichtsperzent jenes M aterialanteiles angibt, welcher durch die 
entsprechende Sieböffnung nicht durchgefallen ist. (R ückstand.)

1 Die B esch rän k u n g  d e r G ü ltig k e it des S atzes von  K o l m o g o r o v —R é n y i  au f d a s  G eb ie t 
de r F e in zerk le in eru n g  b e z ie h t sich  n u r  au f die G e w ich tsv erte ilu n g sk u rv en  — m it d en en  w ir  
un s h ie r  besch äftig en  — u n d  die d en  P ro z e n ta n te il e ines d u rc h  eine b estim m te  S ieb ö ffn u n g  
d u rch fa llen d en  M ateria lan te ile s  an  dem  G esam tgew ich t an g eb en  (D u rch g an g sk u rv e). Sie 
b ez ieh t sich a b e r  n ich t a u f  d ie  A n zah lv erte ilu n g sk u rv en , d ie  d e n  P ro z e n ta n te il de r d u rc h  eine 
b estim m te  S ieböffnung  d u rch fa llen d en  K örner an  de r g e sam ten  K o rn zah l darstellen .

( 1 )
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W enn wir die Form el (1) zweim al logarithm ieren, so erhalten wir folgende 
G leichung:

=  n ( ln *  — lnS) (2)

W ird also eine K urve die dem Rosin — Ram m lerschen G esetze entspricht, in 
e in em  K oordinatensystem  dargestellt, au f dessen Abszissenachse die Logarith-

ln l n -----=  n ln
R

Abb. 1. E in e  R o sin — R am m lersch e  V erte ilung

m en der Korngrößen aufgetragen werden und auf dessen O rdinatenachse die 
d op p elten  Logarithm en der reziproken W erte der Siebrückstände in  G ew ichts­
perzen ten  stehen (R ennetsches K oordinatensystem ), so erhalten wir laut obi­
ger Gleichung eine Gerade (Abb. 1).

W ir werden in den folgenden Ausführungen nicht die R ückstandskurve, 
sondern  die Durchgangskurve verw enden. Für die Ordinaten dieser K urve 
g ilt:

D  =  (100 -  R ) % .  (3)

A us gew issen V oraussetzungen ausgehend kann m it Hilfe der M ethoden der 
W ahrscheinlichkeitsrechnung abgeleitet werden, daß die V erteilungskurve  
»logarithm isch norm al« verläuft. E ine V erteilung nennen wir »norm al«, wenn
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sie sich durch die Gaußsche Kurve darstellen läß t. Eine Kurve kann logarith- 
m isch normal genannt werden, wenn sie in  einem  K oordinatensystem , dessen  
A bszisseneinteilung logarithm isch ist, eine norm al verlaufende K urve ergibt 
(Abb. 2).

W ird eine K urve der normalen V erteilung in einem K oordinatensystem  
dargestellt, dessen A bszisseneinteilung linear is t  und dessen O rdinatenachse

Abb. 2. E in e  Io g aritm isch  n o rm a le  K urve

Korngrösse fJ

Abb. 3. E in e  Iogaritm isch  n o rm a le  V erteilung

eine besondere — sog. Gaußsche — E inteilung b esitzt, so ergibt sie eine Gerade. 
D em entsprechend ergibt eine logarithm isch norm ale Kurve, w enn w ir sie in 
einem  K oordinatensystem  darstellen, dessen  Ordinatenachse eine G auß­
sche E inteilung b esitzt und dessen A bszisseneinteilung logarithm isch  ist, 
(im  folgendem  kurz Gaußsches K oordinatensystem  genannt) ebenfalls eine 
Gerade (Abb. 3).
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D ie Gleichung der Differentialkurve der logarithm isch norm alen V ertei­
lu n g  lautet:

У =
1___

j l n  e x

(log  X— ту 
2  o ’

(4)

(H ier  bedeuten »m« den M ittelwert und »CT« die Streuung der V erteilung.) [9].
Zur Feststellung des Charakters beider K urvenform en übertragen wir 

die Geraden in Abb. 1 und 3 in lineare K oordinatensystem e. Abb. 4 ste llt  die

Abb. 4. E in e  R osin— R am m lersch e  V erte ilung

Korngrösse fj Korngrösse fj

Abb. 5. E ine  log. n o rm ale  V e rte ilu n g

R o s in — Ram m lersche K urve, die im B ennetschen  K oordinatensystem  (A bb. 1) 
eine Gerade ergab, in  einem  linearen K oordinatensystem  dar, und ebenso zeigt 
A b b . 5 die logarithm isch norm ale V erteilung v o n  Abb. 3 in einem  linearen  
K oordinatensystem .

A us Abb. 4 und 5 ist ersichtlich, daß die Scheitelpunkte beider D ifferen­
tia lk u rven  stark nach links, gegen die O rdinatenachse verschoben sind. In  
beid en  Fällen zeigen also die D ifferentialkurven eine linksschiefe G estaltung.
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Sow ohl die R osin—Ram m lersche als auch die log. normale K urve bestim m en  
also gleichartige Verteilungen.

Das rechtseitige E nde der tatsächlichen  Verteilungskurve m uß sowohl 
von  der log. normalen als auch von der R o sin — Ram m lerschen V erteilung  
abw eichen, denn diese V erteilungen erreichen den Durchgangswert D  =  100%  
erst im  U nendlichen, dagegen hat die m axim ale Korngröße einer tatsäch lichen  
Verteilungskurve einen endlichen W ert.

Rezüglich des G ebietes der feinsten K örnungen ist zu bem erken, daß 
nach der R osin—R am m lerschen Form el die G esam tanzahl der K örner unend­
lich  groß wird, wenn n =  3 ist (das heißt, praktisch  immer), und auch  die Ge­
sam toberfläche des H aufens einen unendlich großen Wert gibt, w enn  n S  1 
is t . A u f dem Gebiete der feinsten  K örnungen kann also die R osin — R am m ler­
sche Form el keine G ültigkeit mehr besitzen . U m  brauchbare E rgebnisse zu 
erhalten, is t  es üblich, die Um gebung von x =  0 bei den B erechnungen aus­
zuschließen, und die untere Grenze bei etw a x =  0,1 \i> anzunehm en. D iese  
Annahm e ist aber willkürlich, und ihre W ahl beeinflußt natürlich den W ert 
der m it H ilfe der Form el errechneten Größen.

Neuerdings haben sich besonders H . G e b e l e i n  [3] und W . F r i t z  [2] 
m it dem Vergleiche beider Verteilungsform el beschäftigt. Beide unterstreichen  
die T atsache, daß die R osin — Ram m lersche Form el nicht als ein  p h ysik a li­
sches Gesetz zu betrachten sei, und zitieren G. H e r d a n  [4] : »daßdas logarithm isch  
norm ale Verteilungsgesetz sich im m er mehr als eines der w ichtigsten  N atur­
gesetze erweist«, auch unterstreichen beide die oben angeführten m ath em ati­
schen Einw endungen, die bezüglich der R o sin — Ramm lerschen V erteilung  
gem acht werden können. F r i t z  hebt außerdem noch den U m stand hervor, daß, 
durch das zur D arstellung im B ennetschen K oordinatensystem  notw endige  
m ehrfache Logarithm ieren, auch Zusam m enhänge ganz andrer A rt als die 
durch die Rosin — R am m lersche Form el angegebene, in diesem  K oordina­
ten system , über größere Bereiche hinweg fast geradlinig verlaufen können.

Zusam m enfassend ste llt G e b e l e i n  fest: »D ie  logarithm ischen N orm alver­
teilungen  erweisen sich für die B ehandlung der anstehenden A ufgaben  den 
R R S (R osin —Ram m ler—Sperling) V erteilungen zum indest m ethodisch , ver­
m utlich  aber auch aus physikalischen Gründen als überlegen. E ine sehr plau- 
sibile Überlegung führt zu einer leichten A bänderung der log. N orm alvertei­
lu n g  und läßt es dann fast als selbstverständlich  erscheinen, daß v ie le  M ahl­
güter sich in einem w eiten  Meßbereich so gesta lten , wie dies gerade durch die 
R R S Form el angegeben wird. Gegen einen verständigen Gebrauch der RRS  
K örnungsgesetze in der Praxis ist daher n ichts einzuwenden.«

W. F r i t z  verw eist au f den schon erw ähnten Um stand, daß die RRS  
Form el bei den feinsten Korngrößen eine v ie l größere K ornanzahl und Ge­
sam toberfläche ergibt, als es tatsächlich  der F all ist, »hingegen haben  viele  
K ornanalysen von besonders feinen Pulvern eine vorzügliche U bereinstim -
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m ung m it dem schon erw ähnten Gesetz der logarithm ischen N orm alverteilung  
gezeigt; dieses paßt sich  im  Feinkornbereich sehr gut an die gem essenen W erte 
an, is t  also dort der R R S  Form el überlegen.«

D ies ist zwar in v ie len  Fällen zw eifellos richtig , doch ergeben sich auch 
abw eichende R esid tate, bei denen die ta tsäch lich e Yerteilungskurve — trotz  
der oben angeführten E inw ände, die gegen die R osin  — Rammlersche V erteilung  
erhoben werden können — sich doch dieser m ehr annähert als der log. N orm al­
verte ilu n g .2 Dies hat seinen  Grund w ahrscheinlich darin, daß die log. N orm al­
verteilu n g zwar au f exak ten  m athem atischen A bleitungen beruht, daß aber 
als A usgangspunkt d ieser Ableitungen notw endigerw eise vereinfachende  
A nnahm en bezüglich des Zerkleinerungsvorganges gem acht werden m üssen, 
die in  W irklichkeit n ich t im m er zutreffen, so daß sich die tatsächliche V ertei­
lu n g  in manchen Fällen  eher der rein em pirischen, aber auf Grund vo n  vielen  
V ersuchsergebnissen bestim m ten  R osin— R am m lerschen Verteilung nähern 
kann. Es wäre w ünschensw ert — und es sind auch  diesbezügliche Versuche im  
G ange — durch eine entsprechende A bänderung der log. N orm alverteilungs­
gleichung dieses V erteilungsgesetz noch enger den tatsächlichen V erhältnissen  
anzupassen.

Soviel über den S tan d  der U ntersuchungen au f dem Gebiete des M ahlens. 
W ie w ir aber schon e in leitend  bem erkten, w ollen  wir nur das Feinbrechen  
untersuchen. W ährend beim  Mahlvorgang das G ebiet der feinsten T eilchen eine 
ausschlaggebende R olle sp ielt, kom m t diesem  G ebiet beim Feinbrechen eine 
v ie l geringere B edeutung zu; dagegen wird hier die Gestaltung der V erteilung  
der größten Körner der feingebrochenen H aufen , also das rechtsseitige Ende  
der V erteilungskurven, v o n  Interesse sein.

Zunächst untersuchen  wir als Beispiel die G ewichtsverteilungskurven  
v o n  drei schnellaufenden Feinbrecherm aschinen.

A bb. 6 zeigt die V erteilungskurve eines Dismembrators (D is.) m it 
630 m m  0 und n =  2000 Umdr/Min. im  linearen K oordinatensystem .3

A bb. 7 stellt die K urven  eines 1000 m m  0  X 250 mm D esintegrators (d) 
im  linearen K oordinatensystem  dar.4 Es w urde dabei Kohle zerkleinert.

A bb. 8 zeigt die K urven  eines schnellaufenden  Ham m erbrechers (H ) 
m it n =  2200 U/M in. Zerkleinert wurde dabei K alkstein .5

A bb. 9 stellt d ieselben  Verteilungskurven im  Gauß’schen K oordinaten­
sy stem , und Abb. 10 im  B en n et’schen K oordinatensystem  dar. W ie die A bbil­
dungen zeigen, verläuft der untere Teil der V erteilungen  in beiden K oordinaten­
system en  geradlinig, dagegen  weicht das rechte E nde von der G eraden ab. 
D ie Abweichung schein t wegen der an gew endeten  besonderen M aßstäbe

2 So z. B. bei e in e r V ersu ch sre ih e  des Z en tra lfo rsc h u n g sin s titu te s  fü r B a u m a te ria lien  
(É p ítő a n y a g ip a r i  K ö z p o n ti K u t .  I n t .)  m it fe in z e rk le in e rte m  Z em entklinker.

3 D ie V ersuche w u rd e n  im  L ab o ra to riu m  d e r F irm a  Ganz d u rchgeführt.
4 V ersu ch slab o ra to riu m  d e r  F irm a  Ganz.
6 M essungen d e r F irm a  Ganz.
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bedeutend, tatsächlich is t  dies aber n icht der Fall. So z. B . b eg in n t im  Gauß­
schen K oordinatensystem  die Abweichung von  der Geraden bei den Verteilun­
gen »d« und »H « erst bei der Ordinate 9 5 —96% , bei der V erteilung »Dis.«  
sogar bei 98% . D as b edeutet, daß die Verteilung von 95%  bzw . 98% der 
H aufen der log. norm alen Verteilung entspricht.

Korngrössen mm
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Korngr össen mm

Abb. 6. Y e rte ilu n g sk u rv e  eines 
D ism em b ra to rs m it n  — 2000 U /M in.

Abb. 7. V e rte ilu n g sk u rv e  eines 
D e s in te g ra to rs

Abb. 8. V erte ilu n g sk u rv e  eines sch n e llau fenden  H a m m e rb rec h ers

Im  Bennetschen K oordinatensystem  beginnt die A bw eichung von der 
Geraden bei den V erteilungen »D is.«  und »d« etwa bei der O rdinate 80% , die 
der Verteilung »H « bei etw a 90% .

Aus Abbildungen 9 und 10 zeigt sich also, daß sich die V erteilung der 
durch schnellaufende Feinbrecher erzeugten H aufen viel genauer durch die log. 
norm ale Verteilung als durch die Rosin — Ramm lersche Form el ausdrücken  
läßt.

Ein ganz anderes B ild  ergibt sich aus Abb. 11, 12, 13 und  14, die die 
V erteilungskurven langsam laufender Feinbrecher darstellen. A bb . 11 zeigt 
die Verteilungskurve eines langsam laufenden Prallbrechers (Pr) [8] und Abb. 
12 die V erteilungskurve des Titanbrechers der Zemetfabrik im  L ábatlan (T)e

6 D ie Y erte ilu n g sk u rv e  w u rd e  im  V ersu ch slab o ra to riu m  des Z e n tra lfo rsc h u n g in s titu te s  
fü r  B a u m a te ria lien  au fgenom m en . 5

5  Acta Technics XXXII/3—4.
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im  lin earen  K oordinatensystem . (In Abb. 11 wurde auch  die D ifferentialkurve  
der V erteilung dargestellt, da  w ir sie später b en ötigen  werden.) W ährend die 
D reh za h l der schnellaufenden M aschinen etwa 2000 U/M in. betrug, und die 
d u rch  sie zerkleinerten H a u fen  m axim ale K orngrößen vo n  1,2 — 6 mm h atten , 
h a b en  die hier behandelten  langsam laufenden B rechm aschinen Drehzahlen  
v o n  2 8 0  — 300 U/Min. und erzeu gen  deshalb M aterialhaufen m it einer m axim alen  
K orn größ e von 40—50 m m .

A b b . 13 zeigt die V erteilungskurven der durch die obigen M aschinen  
erzeu g ten  Haufen im  G außschen  K oordinatensystem  und Abb. 14 im  B ennet-

A b b . 9 — 10. V erteilungskurven  e in e s  D ism em b ra to rs (D is), e in es D e sin teg ra to rs  (d) u n d  eines 
s c h n e lla u fe n d e n  H am m erbrechers (H )

seh en  K oordinatennetz. W ir seh en , daß die K urve T im  Gaußschen K oordina­
te n sy s te m  schon bei der O rd inate D  =  50% von  der Geraden abw eicht, und  
die K u rv e  Pr. sogar schon b e i ca. 40% , wogegen im  B ennetschen K oordina­
te n sy s te m  die Abweichung n u r bei D  =  80% b zw . D  — 70% eintritt. B ei 
M asch in en  mit kleiner D reh zah l nähert sich also die V erteilungskurve eher der 
R o s in — Rammlerschen als der log . normalen an V erteilung.

U m  dies zu dem onstrieren, betrachten wir die Verteilungskurven eines 
H am m erbrechers mit 800 m m  0 , die bei verschiedenen Drehzahlen aufgenom ­
m en  w urden .7 Abb. 15 zeigt d ie bei verschiedenen D rehzahlen  aufgenom m enen  
V erteilungskurven  der erzeu g ten  Haufen im linearen K oordinatensystem .

7 A ufgenom m en im  V e rsu c h s la b o ra to r iu m  der F irm a  G anz.
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Abb. 16 zeigt die V erteilungskurven, die zu der höchsten D rehzahl der 
Maschine (re =  1250 U/M in.) und zu ihrer niedrigsten Drehzahl (re =  315 U/M in.) 
gehören, im  Gaußschen K oordinatensystem , und Abb. 17 im  B ennetschen  
Diagram m . Der Vergleich dieser beiden Abbildungen zeigt, daß die tatsächliche

0/
/0

Korngrösse mm

Abb. 11. У  e rte ilu n g sk u rv e  eines lan g sam lau fen d en  P ra llb rech e rs  (P r)

Abb. 12. V e rte ilu n g sk u rv e  e ines lan g sam lau fen d en  H am m erb rech ers  (T )

Verteilungskurve bei der höheren Drehzahl erst über D  =  99,5%  v o n  der log. 
norm alen Verteilung ab w eicht und von der R osin — R am m lerschen bei etwa 
95% ; bei der niedrigeren Drehzahl weicht dagegen die tatsächliche Verteilung  
von der log. norm alen V erteilung schon bei D  =  80% ab, dagegen von  der 
Rosin — Ram m lerschen V erteilung nur bei etw a D  =  95% .

5*
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A b b . 13— 14. V erte ilu n g sk u rv en  e in e s  langsam laufenden  P ra llb re ch e rs  (P r) u n d  e ines lan g sam ­
la u fe n d e n  H am m erb rech ers  (T )

A b b . 15. V erte ilu n g sk u rv en  e in es H am m erbrechers b e i versch iedenen  D reh zah len
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Zur Begründung obiger Verhältnisse d ienen  zwei Um stände: 
a) W ir verw eisen auf den schon früher genannten A ufsatz [7], worin  

ausgeführt wurde, daß der Charakter der V erteilungskurve eine F u n k tion  der 
Anzahl der erlittenen Zerkleinerungseinwirkungen ist. Bei Grobzerkleinerungs­
m aschinen (z. B . Backenbrecher, K egelbrecher), wo die Anzahl der erteilten  
Zerkleinerungseinwirkungen viel kleiner als bei Feinzerkleinerungsm aschinen  
ist, läß t sich die V erteilungskurve annähernd durch die normale V erteilung  
ausdrücken, je größer aber die Anzahl der erlittenen  Zerkleinerungseinwirkun-

Abb. 16— 17. V e rte ilu n g sk u rv en  eines H a m m e rb rec h ers  b e i g roßer D rehzah l (/í j ) u n d  bei
n iedriger D reh zah l (ha)

gen wird, um so m ehr verschiebt sich der Scheitelpunkt der D ifferentialkurve  
nach links von der m ittleren Korngröße, und bei Erreichung einer sehr großen  
A nzahl von Zerkleinerungseinwirkungen (z. B . bei Feinzerkleinerungsm aschi- 
nen m it hoher Drehzahl) verläuft die V erteilungskurve fast schon entsprechend  
der log. norm alen Verteilung.

Die Ü bergangskurven von der norm alen zur log. normalen V erteilung  
können auch doppelw ellig verlaufen, w ie die Ergebnisse einer Versuchserie  
von H . H e y w o o d  zeigen [5], wo Kohle bei verschiedenen U m drehungszahlen  
zerkleinert wurde, und wo bei Verm inderung der Drehzahl eine zw eite , rechts 
von der ersten liegende W elle in der V erteilungskurve entstand, die sich  um  so 
stärker ausbildete, je  geringer die Drehzahl der Maschine war (Abb. 18).
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W enn eine Feinbrechm aschine m it großer Drehzahl läuft, entspricht also 
ihre V erteilungskurve m it starker Annäherung der log. normalen V erteilung. 
D ies zeigen z. B. die K urven »D is«, »d« und » H «  der mit großer U m drehungs­
zah l laufenden Feinbrecher, w o die A bw eichung der tatsächlichen V erteilungs­
k u rven  von  der log. norm alen Verteilung erst bei D  =  95% bezw. ü  =  98%  
b eg in n t, wo aber diese A bw eichung auch b e i D  =  100% der tatsäch lichen  
V erteilungskurve nur 0,5%  bezw . 1% und 2%  beträgt, wo sich also die beiden  
K u rv en  auch dort ganz eng aneinanderschm iegen, wo sie sich nicht m ehr v o ll­
k om m en  überdecken. In  den von  uns angeführten  Fällen bildet sich bei Ver-

A b b . 18. V ersuchsergebnisse  v o n  H . H ey w o o d . (D ie  A b b . s ta m m t aus dem  B uche  v o n  H .
H ey w o o d  [S ch rif ttu m  N r . 5])

m inderung der Drehzahl zwar keine zweite W elle, der rechte Teil der ta tsä ch ­
lich en  V erteilungskurve h eb t sich aber bereits ab und verläuft höher als die 
log . norm ale Verteilung.

D ies zeigt z. B. Abb. 11, die sowohl die Integralkurve als die D ifferen­
tia lk u rv e  des langsam laufenden Prallbrechers zeigt (Pr). Es wurde zum  
V ergleich  auch die ideale log . normale V erteilung gezeichnet (gestrichelt), 
die w ir in  der W eise erhalten, daß wir die G erade des G auß-Diagram m es, die 
den lin k en  Teil der V erteilungskurve »Pr« b ild et, nach rechts verlängern und  
diese — die ideale log. norm ale Verteilung anzeigende —• Gerade in das lineare  
K oord inatensystem  übertragen (gestrichelt). D ie  D ifferentialkurve kann  aus 
dieser Integralkurve m it graphischer D ifferentiation  konstruiert w erden. W ie 
A bb. 11 als Beispiel zeigt, steig t bei Feinbrechm aschinen m it niedrigeren  
D reh zah len  der rechte Teil der tatsächlichen Verteilungskurve höher als die 
log . norm ale Verteilung.

D ie  Abbildungen zeigen, daß wenn sich die m ittleren Teile einer R o sin — 
R am m lerschen und einer log. normalen K urve im  linearen K oordinatensystem
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ungefähr decken, der rechte Teil der R osin — Ram m lerschen K urve stärker 
ansteigt als die log. norm ale K urve. Abb. 19 zeigt dies als B eisp iel für die zu 
dem  schnellaufenden Dism em brator (D is) gehörenden K urven und  A bb. 20 
für die K urven des langsam  laufenden Prallbrechers (Pr.).

B ei schnellaufenden Feinbrechern entspricht der Verlauf der ta tsäch li­
chen V erteilungskurve fast genau der log. norm alen Verteilung, infolgedessen  
kann die rechte Seite der R osin— R am m lerschen Kurve nicht m it der ta tsäch ­
lichen Verteilung übereinstim m en — denn diese entspricht ja  der log . normalen  
V erteilung — sondern verläuft höher als diese (Abb. 19).

Abb. 19. V erte ilu n g sk u rv e  e ines sch n e llau fenden  D ism em b ra to rs , verg lichen  m it  d e r  R osin—  
R am m lersch en  u n d  der log . n o rm a len  V erteilung

W ird aber die Drehzahl verm indert, so ste ig t — wie oben erw ähnt w urde— 
die tatsächliche V erteilungskurve höher als die log. normale V erteilungskurve, 
nähert sich also der R osin— Ram m lerschen K urve. Abb. 20 zeigt die V ertei­
lungskurve des langsam  laufenden Prallbrechers (Pr) und hier ver läu ft die 
tatsächliche V erteilungskurve sogar über der R osin —R am m lerschen V ertei­
lung. D iese liegt je tz t zw ischen der log. norm alen und der ta tsäch lich en  Ver­
teilu n g, die also in diesem  Falle näher zur R osin —Ram m lerschen als zur log. 
norm alen Verteilung verläuft.

B etrachten wir Abb. 10, so sehen wir, daß die rechte, von der Geraden 
bereits abweichende Seite der tatsächlichen  Verteilungskurven schnellau­
fender Feinbrecher im  B ennet-D iagram m  eine merkwürdige, rechtsgerich tete  
Schleife beschreibt. Aus obigen A usführungen ergibt sich die E rklärung auch 
für diesen U m stand.
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Abb. 2 0 . V erte ilu n g sk u rv e  e ines langsam lau fen d en  P ra llb re c h e rs , verglichen m it d e r R o sin —  
R a m m le rsch e n  u n d  der log. n o rm a len  V erte ilu n g

Abb. 21. D e r rech te  T eil d e r  ta tsä ch lich e n  V erte ilu n g sk u rv e  (D is) im  B en n e tt-D iag ra m m

D er linke teil der Verteilungskurven deckt sich  m it der Rosin — R am m ler­
schen Verteilung, die in  diesem  K oordinatensystem  eine Gerade ergibt. Der 
rech tse itige  Teil der beiden K urven deckt sich  aber nicht mehr m it dieser 
K urve, denn nach unseren früheren Ausführungen verläuft die R osin— Ram m - 
lersche V erteilungskurve — also die im B en n etsch en  K oordinatensystem  ihr
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entsprechende Gerade — höher als die tatsächliche V erteilungskurve, die des­
halb, in  diesem  Diagram m , nach rechts abbiegen muß.

Die R osin—Ram m lersche K urve erreicht den Punkt D  =  100%  nur 
im  Unendlichen, dagegen gehört bei der tatsächlichen V erteilungskurve  
D  =  100% zu einem endlichen A bszissenw ert. Bevor also die ta tsäch liche  
V erteilungskurve den W ert D  =  100% erreicht, muß sie wieder zur R osin — 
Ram m lerschen Geraden zurückkehren und sie kreuzen. Bei den bezüglichen  
A bbildungen liegt dieser Schn ittpunk t zw ischen 99% und 100% , also außer­
halb unserer D iagram m e, die deshalb nur den unteren Teil der Schleife zeigen. 
Ihren vollen Verlauf, z. B . für die K urve »D is« , zeigt Abb. 21.

Bei langsam laufenden Feinbrechern verläuft die tatsäch liche V ertei­
lungskurve nicht mehr tiefer als die R osin — Ramm lersche V erteilung, sondern  
erhebt sich über dieselbe. H ier b iegt sie im  Bennetschen D iagram m  einfach  
nach oben von der Geraden ab und es en tsteh t keine Schleifenbildung. (Abb. 
14 und 15/h8.)

Zusam m enfassend läß t sich sagen, daß die Verteilung von  H au fen , die 
durch schnellaufende Feinbrecher zerkleinert wurden, durch die log . norm ale 
V erteilung ausgedrückt werden kann. Je mehr aber die D rehzahl — also die 
A nzahl der erteilten Zerkleinerungseinwirkungen — der Feinbrecher abnim m t, 
um so mehr nähert sich die V erteilungskurve der zerkleinerten H aufen  der 
R osin — Ram m lerschen Verteilung.
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Z U SA M M EN FA SSU N G

W ir h a b en  frü h e r nachgew iesen  [7], d a ß  a u f  d em  G ebiete de r F e in ze rk le in e ru n g  d ie  
G ew ich tsverte ilung  de r T eilchen  a n n ä h e rn d  d e r  log. N o rm a lv e rte ilu n g  e n ts p r ic h t ,  o d e r  e v en ­
tu e ll au ch  d u rch  d ie R o sin -R am m lersch e  F o rm e l au sg e d rü c k t w erd en  k a n n , w ä h re n d  a u f  
dem  G ebiete de r G ro b zerk le inerung  schon  a n d e re  G ese tzm äß ig k e iten  m aß g e b en d  s in d .



3 4 0 J . LÁZÁR

B ezüglich  der F e in z e rk le in e ru n g  u n tersch e id en  w ir  zw ei T eilgebiete : D as M ah len , 
w o b e i H a u fen  erzeugt w e rd en , d e re n  Teilchen eine G rö ß e n o rd n u n g  b esitzen , d ie in  /« au s­
g e d r ü c k t  w erden  kan n , u n d  d a s  F e in b rec h en  (z. B. m it H a m m e rb rec h e rn  usw .) w obei T eilchen  
m i t  e in e r  in  m m . a u sd rü c k b a re n  G rößenordnung  e n ts te h e n . B eim  M ahlen  spie len  die fe inen  
K ö rn u n g e n  eine en tsch e id en d e  R o lle  u n d  der derze itige  S ta n d  d e r U n te rsu ch u n g en  bezüg lich  
d e r  K o rn g rö ß en v erte ilu n g  g e m a h le n e r  H aufen  w ird e in le ite n d  zu sam m engefaß t.

D ie  angeste llten  U n te rsu c h u n g e n  befassen sich  a b e r  n ic h t  m it dem  M ahlvorgange , 
s o n d e rn  m it dem  F e in b rech en . H ie r  spielen die fe in s te n  K ö rn e r  eine v iel geringere R olle  als 
b e im  M ah len , dagegen is t  d ie  R o lle  d e r  groben K ö rn er — also  d e r  re ch ten  Seite de r V e rte ilu n g s­
k u r v e  — v o n  In teresse .

L a u t  den  E rgeb n issen  d e r  U n te rsu ch u n g en  e n ts p r ic h t  d ie  V erte ilu n g  de r d u rc h  F e in ­
b re c h m a sc h in e n  erzeug ten  H a u f e n  b e i großen D reh zah len  d e r  log . N o rm alv erte ilu n g . J e  m eh r 
s ic h  a b e r  die D rehzahl v e r m in d e r t ,  u m  so m ehr n ä h e r t  s ich  d ie  V erte ilung  d e r H a u fen  de r 
R o s in — R am m lerschen  F o rm e l. D ies  w ird  auch th e o re tis c h  b e g rü n d e t.

IN V E S T IG A T IO N S  O N  T H E  G R A N U L O M E T R IC  C O M PO SITIO N  O F 
D E S IN T E G R A T E D  A G G R E G A T IO N S  AS P R O D U C E D  B Y  CO M M IN U A TIN G  M A C H IN E S

J .  LÁ ZÁ R

SUM M ARY

I t  w as previously  sh o w n  (7 ) t h a t  in  th e  f in e  c o m m in u a tin g  tech n iq u e  a n e a r ly  log. 
n o r m a l  sizing  occurs o r one  p o s s ib ly  described by  th e  fo rm u la  o f  R o sin  and  R a m m ler, while 
in  t h e  coarse  c o m m in u a tin g  f ie ld  (e . g. w ith  jaw  c rusln  rs)  o th e r  law s govern.

I n  fin e  com m inuation  tw o  s e p a ra te  ranges e x is t: g rin d in g , p ro d u c in g  red u ced  ag g reg a­
t io n s  w i th  Ц =  sized g ra in s a n d  f in e  crushing (as a ffec ted  e. g. b y  sledge m ills) re su ltin g  g ra in  
sizes  o f  ,,m m ” -scale. In  g rin d in g , t h e  fin e  grain sizes, a re  o f  p a ra m o u n t im p o rtan ce , th e  p re sen t 
s t a te  o f  investiga tions co v erin g  th is  fie ld  are dea lt w ith  a t  th e  beg inn ing  of th is  p a p e r.

T h e  p resen t p ap er is c o n c e rn e d  essentially  w ith  f in e  c ru sh in g  o n ly ; here th e  f in e r  g ra in  
sizes  a re  o f  lesser im p o rtan ce  t h a n  is  th e  case of g rin d in g , w h e rea s  th e  d is tr ib u tio n  o f th e  h eav ie r  
g ra in s ,  th u s  th e  developm en t o f  t b e  r ig h t  hand  side o f th e  d is tr ib u tio n  curves shou ld  be ta k e n  
in to  co n sid era tio n .

A ccord ing  to  th e  re su lts  o f  in v es tig a tio n s  described , m ac h in es  to  effect fine c o m m in u a tio n  
p ro d u c e  reduced  aggregations w i th  g rad in g  lines a p p ro x im a te ly  conform  to  th e  log . n o rm a l 
d is t r ib u t io n .  H ow ever, w ith  th e  r o ta t io n  speed d im in ish in g  th e  d is tr ib u tio n  o f th e  red u ced  
a g g re g a tio n  becom es m ore a n d  m o re  sim ilar to  th e  one c h a ra c te riz e d  b y  th e  fo rm u la  o f R osin  
a n d  R a m m le r . This p h e n o m e n o n  is theo re tically  a cc o u n te d  fo r  in  th e  paper.

R E C H E R C H E S  S U R  L A  D IS T R IB U T IO N  D E S  G R A IN S DANS U N  
A G G L O M É R A T  CONCASSÉ PA R  D E S  C O N C A SSE U R S FIN S

E . LÁ ZÁ R

RÉSUM É

L ’a u te u r  av a it exposé  p ré c é d e m m e n t (7) que p o u r  le  b ro y ag e  fin , la  d is tr ib u tio n  
d ’a p rè s  les dim ensions des g ra in s  p e u t  ê tre  exprim ée a p p ro x im a tiv e m e n t p a r  la  fo rm u la  lo g a r ith ­
m iq u e  n o rm ale , ou é v e n tu e lle m e n t p a r  celle de R o sin —R a m m le r , d ’a u tre s  lois é ta n t  va lab les  
p o u r  le  g ros concassage.

Q u a n t au  broyage f in ,  o n  d is tin g u e  deux p ro céd és d iffé re n ts : la  m o u tu re , qu i p ro d u it 
d e s  a g g lo m é ra ts  co n te n an t des g ra in s  concassés de l ’o rd re  d es m icrons, e t  le concassage f in  
( p a r  e x . a u  m oyen d ’u n  co n ca sse u r à  m a rte a u )  p ro d u isa n t des p a r tic u le s  d ’u n  o rdre  de g ra n d eu r 
m ill im é tr iq u e .  D ans la  m o u tu re ,  le s  g ra in s fins on t u n e  im p o r ta n c e  décisive: l’é ta t  a c tu e l des 
re c h e rc h e s  su r la  d is tr ib u tio n  d es  ag g lo m éra ts  m oulus e s t ex p o sé  a u  d é b u t de l ’é tu d e .

L ’é tu d e  ne s’occupe e s se n tie lle m e n t que du concassage  f in , o ù  les grains p lus f in s  o n t 
u n e  im p o r ta n c e  beaucoup m o in d re  q u ’à la  m outure . P a r  c o n tre , la  d is tr ib u tio n  des g ra in s p lus 
g ro s , d o n c  la  form e du cô té  d ro i t  d e s  courbes de d is tr ib u tio n , p e u t  ici p résen te r de l ’in té rê t .
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D ’après les résu lta ts des expériences décrites, la courbe de distribution des agglom érats  
concassés par des concasseurs fins à grande vitesse, correspond sensiblement à la  d istribution  
logarithm ique norm ale. Plus la v itesse  du concasseur est fla ib le , plus la d istribution des agglo­
m érats concassés s’approche de la form ule de R osin—R am m ler. Les causes théoriques en sont 
exposées par l ’auteur.

ИССЛЕДОВАНИЯ ГРАНУЛОМЕТРИЧЕСКОЮ COCTAEA МНОЖЕСТВ, ИЗМЕЛЬ­
ЧЕННЫХ ТОНКОДРОЕЯ1ЬИМИ МАШИНАМИ

й .  ЛА ЗА Р 

РЕЗЮМЕ

Ранее (7) было показано, что в области тонкого измельчения распределение по 
крупности зерен является приближенно логарифмически нормальным или же может 
быть выражено формулой Розена и Рамлера, в то же время в области крупнозернистого 
измельчения действительны другие закономерности.

В случае тонкозернистого измельчения можно отличить две частные области, 
т. е. помол, который позволяет получать множества, содержащие измельченные множе­
ства зерен крупностью /г, и тонкозернистое дробление (например, молотковая дробилка 
и т. д.), с помощью которого можно получать зерна крупностью порядка «мм». При помоле 
получаются в преобладающем большинстве тонкие зерна; теперешнее положение иссле­
дований в области гранулометрического состава молотых множеств излагается в начале 
работы.

По существу, работа занимается лишь тонкозернистым дроблением, при котором 
тонкие зерна играют менее важную роль, чем в случае помола, в то же время распреде­
ление более крупных зерен играет основную роль, т. е. формирование правой стороны 
кривых распределения.

Согласно полученным результатам изложенных исследований кривая распреде­
ления множеств, измельченных до тонкости зернистого состава дробильными машинами 
при высоких оборотах, соответствует с удовлетворительной точностью логарифмическому 
нормальному распределению. Однако, чем сильнее падает число оборотов, тем сильнее 
приближается распределение измельченных множеств к формуле Розена и Рамлера. 
В работе дается теоретическое обоснование сказанных выше.





DIE BIEGETHEORIE DER LANGEN, FLACHEN, 
ELASTISCHEN KREISZYLINDERSCHALEN 

(TONNENSCHALEN)*

E . DU LÁ C SK A

PLANUNGSUNTERNEHMEN „BUVATI”, BUDAPEST 

[E ingegangen am  11. Januar 1960]

E inleitung

D ie auf B iegung beanspruchten K reiszylinderschalen (Tonnenschalen) 
eignen sich sowohl einzeln wie auch reihenw eise angeordnet zur (Jberdeckung  
größerer, rechteckiger Räum e. D ie Berechnung dieser Schalentragw erke ist 
eine schwere und zeitraubende A rbeit, die an den in der Praxis tä tig en  Inge­
nieur seine durchschnittlichen m athem atischen  K enntnisse b eträchtlich  über­
steigende Anforderungen stellt.

D ie M ehrheit dieser Schalentragwerke ist so gestaltet, daß der Schalen­
bogen eine flache K urve ist, und die in die R ichtung der Erzeugenden fallende 
A bm essung (die Länge) das m ehrfache der in der Bogenrichtung liegenden  
(der Breite) ist. W enn m an diese E igenschaften  berücksichtigt, ergeben sich 
für die Berechnung der K reiszylinderschale solche Vereinfachungen, daß die 
D ifferentialgleichung derSchale im  Falle einer in der R ichtung der Erzeugenden  
gleichm äßig verteilten  Belastung unm ittelbar integriert werden kann, und die 
Lösung in  der Form  eines Polynom s gegeben ist. A uf diese W eise kann die

r*-__<5

* Beim  Preisausschreiben der Ungarischen Akadem ie der W issenschaften für das Jahr 
1959 preisgekrönte Studie.
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A nw endung der langsam  konvergierenden Fourier’schen Reihe verm ieden  
w erden.

Im  weiteren wird vorausgesetzt:
a) Die Schale is t  so flach , daß für die B ogenlänge des Schalenbogens 

ihre Projektion e in gesetzt werden kann, daher is t  sin <p m  <p und cos cp 1 ;  

ferner, daß die B elastung p  konstant ist.
b) D ie Länge l is t ein  Mehrfaches der B reite b (siehe Abb. 1).

D ie G leichgew ichtsgleichungen

D ie G leichgew ichtsgleichungen sind — w enn  m it R ücksicht au f den  
fla ch en  Schalenbogen die Glieder cp • p  ■ R  und qv der G leichung (1) vernachläs­
sig t werden und vorau sgesetzt wird, daß m x =  m xy =  qx — 0 ist (bei langen  
Schalen) — die folgenden:

dn f  Э nxv 

дер d x
■R =  0 ,

<pxR  Qnx ! 9n'
Эя дер

=  0 ,

дер
+  n<p +  P  ' -R — .0 ,

( 1 )

(2 )

(3 )

3 m f
8 çp

- R q f  =  o . (4 )
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W enn die Schnittkräfte aus den G leichungen (1), (2), (3) und (4) als eine 
Funktion von mv ausgedrückt werden, ergeben sich folgende G leichungen:

dx

Q\nx 

dx2

1 dm f
R d(p

1 9Z m,,
R dtp*

1 93 mf
R- 3 cp3

1 Э4 m f

R 3 d<p*

(5 )

(6) 

(?) 

( 8)

Die Form änderungsgleicliungen

Im  weiteren werden m it R ücksicht auf den »langen« Charakter der Schale 
die Form änderungen nv und nxip vernachlässigt und es wird vorausgesetzt, 
daß der K oeffizient der Q uerkontraktion v gleich N ull ist.

D ie positiven W erte der Form änderungsverschiebungen w urden in 
Abb. 3 gezeigt.

Im  Laufe der Form änderung verschiebt sich der Punkt A  in den P un k t A '. 
Mit R ücksicht au f die oben erw ähnten Vernachlässigungen ergeben sich 

für die bekannten Grundbedingungen der Form änderung die fo lgenden  Glei­
chungen:

du 1
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9r
-----=  w ,
d tp

—  = R .
d tp

d v

d x
( 11)

(10)

H ier bedeutet E  den  E lastizitätsm odul des Schalenm ateriales und Ö die 
Schalendicke. Ferner b e ste h t die Gleichung

9 2 V  1  d n x

d x 2 REÔ 9 tp

D u rch  Benützung dieser G leichung erhält m an:

82 ív 1 9Z n x

d x 2 ~~ REÔ 8tp2

( 12)

(13)

A us der infolge der B iegu n g  der Schalenplatte auftretenden Form änderung  
fo lg t:

d 2 ív   12 R 2

dtp2 Eö3
(14)

Die D ifferentialgleichung der Schale

A us der Gleichung (14) folgt:

Eö3 82 ívm n = ---------  • -------- .
9 12 R 2 dtp2

(15)

Durch zweimalige A b le itu n g  der obigen Gl. nach x  erhält man:

82 m ?, Eö3 di w
dx 2 " 12 R 2 ' d tp 2 dx2

(16)

D urch zweimalige A b le itu n g  der Gl. (13) n ach  tp ergibt sich:

Э 4  w  1  8 4  n x

dx2 dtp2 REö  8934

W enn man die G leichung (17) in die G leichung (16) einsetzt, so erhält

Ó2 8 4  n x  

12 R3 ' d tp 4

m an:
Э2 m f  

d x 2
(18)
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Durch zw eim alige Ableitung nach x  erhält m an:

Э4 m f  _  Ő 2 Э6 nx 
8 я4 ~  12 R 3 д<р*дх2

Durch vierm alige Ableitung der Gl. (8) nach cp ergibt sich:

Э6 nx — 1 0 8
0Ç94 0ДС2 R 4 0Ç)8

(19)

(20)

W enn die G leichung (20) in die G leichung (19) eingesetzt w ird, gelangt 
m an zur Gleichung

Q4 m9 _  — Ő2 08 m f  

Э*4 ~  12 Я 6 ~ 0 ^ ’

und nach Ordnen der letzteren zu dem  Ergebnis

Э8 12 R e 34 wty _  0
Q<pH Ô2 Эх*

(21)

d. h. zur allgem einen D ifferentialgleichung der flachen , langen K reiszylinder  
schale.

W enn die v erte ilte  Belastung in der R ichtung x  konstant ist, und die an 
den Stellen x  =  ± 1 / 2  angebrachten Endbinderbögen der quergerichteten  
Formänderung der Schale folgen können, so kann  es versucht w erden m^ so 
anzunehm en, daß es von  x unabhängig sein soll.

Aus den w eiteren  Erörterungen wird ersichtlich , daß im  F alle eines in 
der Richtung x  als konstant angenom m enen m rf sowohl die G leichgewichts- 
w ie auch die Form änderungsgleichungen erfüllt werden, ferner, daß zu einem  
konstanten mf tatsäch lich  eine konstante B elastu n g  gehört, und endlich, daß 
am Rande x — ± 1 / 2  für die von cp abhängigen Form änderungen die M öglich­
keit der freien A usbildung gegeben sein m uß.

So nim m t die Gleichung (21) die folgende einfache Form an:

Q(pH
(2 2 )

6  A c t a  T e c h n i c a  X X X I I / 3 — 4.
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D ie allgem eine Lösung dieser D ifferentialgleichung ist:

=  Acp7 -)- Bcp6 +  Ccp3 +  Dcp4 +  Ecp3 +  Fcp2 +  Gcp +  H . (23)

W enn  sowohl die Schale w ie auch die B elastung in bezug au f die E bene  
(я, cp — 0) sym m etrisch sind , so fallen aus der Gleichung (23) die ungeraden  
G lieder heraus und es wird

m f =  B y 6 +  D<p* +  F<p2 +  H . (24)

In  der F olge werden wir uns nur m it diesem Falle befassen.

Die Schnittkräfte

D ie  notwendigen D ifferentia lquotienten  von  sind:

= - * -  =  6 B<p3 +  4 Dcp3 +  2 F<p, (25)
893

=  30 Bcp* +  12 Dcp2 +  2 F ,  (26)
Э932

=  120Bcp3 +  24 Dcp (27)
dcp3

=  36О B<p2 +  24 D  (28)
9 <pl

D urch Einsetzen der D ifferentialquotienten von m9 in die Form eln
(5), (6 ), (7) und (8) der S ch n ittkräfte  erhält man:

q9 =  4  (6 Bcp3 +  4D+» +  2 Fcp) ,
R

nr = ------— (ЗОВ934 +  12Dcp2 +  2 F ) — p .R .
R

■^ÏL. =  -  (1 2 0 Bcp3 +  24 Dcp) .
dx R 2

(29)

(30)

(31)

Durch Integration  dieser le tzteren  Gleichung nach x  folgt:

= +7 (12oB<P3 +  MDcp) +  C±(ç>). (32)
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Infolge der an der Stelle x =  0 bestehenden  örtlichen A ntim etrie ist C^qp) =  0 
und so ist

(33)

= -----— (360В<р2 +  24 D ) .  (34)
dx2 R 3

Durch zweim alige Integration der obigen Gleichung nach x  ergibt sich

nx = ------ —  (360B<p2 +  24D ) +  C^cp) x +  Ca(0>). (35)
2 R 3

W egen der an der Stelle x =  0 bestehenden  örtlichen Sym m etrie ist C^qp) =  0. 
Falls x — ± 1 /2  ist, so ist nx =  0.

Hieraus folgt:

С2 =  - ^ - ( 3 6 0 В с р 2 +  2 Щ .  (36)

Durch E insetzen des obigen W ertes von C2 in die Gleichung (35) und durch 
Ordnen der Gl. gelangt man zur Form el:

nx<f= ~ ( l 2 0 B < p 3 +  24Dqp).

I2

8 R 3
(360 B y 2 +  24D ) 1

4x2

~F~\ '
(37)

H iem it wurden die Form eln der Schnittkräfte bestim m t (Form eln (29), 
(30), (33) und (37)). D ie K onstanten B, D, F , H  können auf Grund der entlang  
des Randes <p — <p0 bestehenden R andbedingungen bestim m t werden.

Die Form änderungen

ist
Die in der R ichtung (p erfolgende W inkelverdrehung der Schalenplatte

X
9 w

Rdqp
(38)

6 *
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Durch E insetzen der W erte der Schnittkräfte in  die Ausdrücke für w 
u n d  V  (Ausdrücke (40) und (41)) wird es ersichtlich, daß ein Teil der Form än­
derungen von X ,  der andere Teil dagegen von  <p abhängig ist. Am Rande 
X  =  ± 1 / 2  bestim m en wir die Bedingungen der Form änderungen derart, daß 
die v o n  X  abhängige, in  der R ichtung der Spannw eite l genom m ene Durch­
b iegu n g  gleich N ull sein soll. D as bedeutet, daß am  Rande x =  ± 1 / 2

is t . D ie  von (p abhängige Form änderung wird von  dem M oment niç, verursacht, 
in  d ieser Beziehung stellen  wir keinerlei Bedingungen.

W erden die durch die Form eln (29), (30), (33) und (37) bestim m ten W erte 
der Schnittkräfte und die am  Rande x  =  ±  I/2  gültigen Grenzbedingungen  
der Form änderungen in  B etrach t gezogen, so ergeben sich die Form änderungs­
gleichungen  wie folgt:

D ie Form änderungen m it B erücksichtigung der Schnittkräfte ausdrü­
ckend , gelangt m an zu den folgenden Form eln:
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Nachfolgend wird die Schale au f solche W eise gelöst, daß m an für den  
R and <p —  (p0 die vier U nbekannten enthaltenden  Schnittkrafts- bzw. Form än­
derungsfunktionen darstellt. D ie vier A usgangsbedingungen, die vom  G esichts­
punkte der Statik  bzw. der Form änderungen für den Rand cp0 angeschrieben  
werden können, erm öglichen die B estim m ung der K onstanten.

Die Randbedingungen

Für die in der Praxis vorkom m enden verschiedenartig gestü tzten  Ränder 
gelten  die in  der Folge zu behandelnden Randbedingungen.

1. Freier Rand
An der Stelle cp —  <p0 ist der W ert der Schnittkräfte — von nx abgese­

hen — gleich Null, folglich ist:

=  =  0 .m !p =  q<p= n 4l= n Xtp (46)

2. Innenrand von Tonnenreihen ohne Randträger
W egen der Sym m etrie werden entlang des Randes (p0 keine vertikalen  

K räfte übertragen, eine horizontale V erschiebung ist nicht m öglich, es kann  
keine W inkelverdrehung auftreten, infolgedessen ist n,fX gleich N ull.

Dem entsprechend gelten die folgenden R andbedingungsgleichungen:

V • nf  +  %  =  0 »

« Tx =  °»
X —

(47)

(Aus der vierten G leichung fällt das nach x  veränderliche Glied heraus.)
3. Innenrand von Tonnenreihen mit Randträgern
W egen der Sym m etrie ist eine horizontale Verschiebung unm öglich , und  

es kann auch keine W inkelverdrehung Zustandekommen.
Die D ehnung und die D urchbiegung des Randträgers und des an diesen  

angschlossenen Schalenrandes sind identisch .
Die R andbedingungsgleichungen sind die folgenden:

X =  o
V —  cp- w  =  0

MSchale =  u Randträger

(p • V  - ( -  w  = f  (D urchbiegung des Randträgers)

(A us der zw eiten G leichung fällt das nach x  veränderliche Glied heraus.)

(48)
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4. Endtonnenrand m it Randträger
Mit R ücksicht a u f die H albsteifigkeit des Randträgers kann kein Seiten­

druck auftreten. In  E rm angelung eines D rillungsw iderstandes des dünnw andi­
gen  Randträgers kann am  Schalenrand kein B iegungsm om ent Zustandekom­
m en . Die D ehnung und  die Durchbiegung des R andträgers und des an diesen  
angeschlossenen Schalenrandes sind identisch .

Die Randbedingungsgleichungen sind die folgenden:

n9— <p-qv =  0

"*' =  °  (49)
^Schale —  MRandträger

cp ■ V -j- w — f  (Durchbiegung des Randträgers)

Die A npassung der Form änderungen der Schale 
an die des Randträgers

D ie von der Schale a u f den Randträger übertragenen K räfte, wie auch 
das Eigengew icht des R andträgers, sind in  der R ichtung x  gleichm äßig ver­
te ilt . Das übertragene nfX is t  in  der R ichtung * zwar linear veränderlich, doch 
liefert es für den R andträger eine ebensolche Form änderungsfunktion (für x 
eine vierten Grades) w ie die gleichmäßige B elastung. Diese Form änderungs­
fu n k tion  ist mit dem  nach  x veränderlichen Gliede der Form änderungs­
fu n k tion  der Schale id en tisch .

Die durch verursachte Form änderung ist im  Sinne unserer B edin­
gungen  am Rande entw eder gleich Null, oder sie entspricht der Verschiebung  
des sich mit der Schale zusam m en bew egenden Endbinderbogens und ist in der 
R ichtung x konstant.

Daher ist die A npassung der Form änderungen des Schalenrandes an die 
des Randträgers m öglich , nachdem  diese Form änderungen in  R ichtung x 
durch identische F u n k tion en  beschrieben werden.

An der Stelle x  =  ±  1/2 steht im  Falle einer steifen  Endbinderscheibe 
die M öglichkeit einer gem einsam en V erschiebung der Endbinderscheibe und 
der Schale m it der W irklichkeit im  W iderspruch. In  einem  solchen Falle können  
die hier auftretenden R andstörungen annähernd m it H ilfe der für die Rand­
störungen  der K reiszylinderbehälter gültigen Zusam m enhänge bestim m t 
w erden.

W enn wir den W ert der Belastung p  m it p  =  0 annehm en, so erhalten  
w ir die homogene L ösung der Schale, die m it einer jeden beliebigen, nach (p 
veränderlichen F u nktion  p(<p) gebildeten M em branlösung zusam m en, die 
T otallösung der Schale liefert.
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Z ahlenbeisp iel

W ir w ollen  d ie S c h n ittk rä f te  e in e r M itte lto n n e  de r in  A bb. 4 d a rg este llten , r a n d tr ä g e r ­
losen  T o n n en re ih e  bestim m en .

<p0,=  0,523 
<p% =  0,274 
<p% =  0,144 
<p*0 =  0,075 
<pl =  0,039 

=  0,021 
<p I  =  0,011 
<fl =  0,0052 
<pl =  0,0027

Die R an d b ed in g u n g en  fü r  den  R a n d  <p0 sind:

4> '  nf +  q<p =  0 ,

n <px =  0 .

x =  0.
V—<pw =  0.

N ach  E in se tzen  der F o rm e ln  de r S c h n ittk rä f te  ergeben sich folgende B ed ingungsg le i­
chu n g en :

0,93B +  1,15D  +  3,27 =  0,

17,28B +  12.56D =  0,

0,00157В +  0.0078D +  0 ,048F  +  0,523H  =  0,

0,00043В +  0,0031D  +  0 ,026F  +  0 ,480H  =  0,

D as obige, v ier U n b e k a n n te n  e n th a lte n d e  G leichungssystem  zerfä llt in  zwei G leichungs­
sy s tem e  m it je  zwei U n b e k an n te n , d a  die e rs ten  zwei G leichungen fü r  sich gelöst w e rd en  können . 

D ie L ösung  d ieser G leichungen  lie fe rt fü r  d ie  K o n s ta n te n  d ie fo lgenden  W erte :

В =  5,01, D =  -  6,88, F  =  1,24, H  =  0,027.

D ie  M axim alw erte  de r S c h n ittk rä f te  e rh ä lt  m an , in d em  die ob igen  W erte  in  d ie G lei­
ch u n g en  (29), (30), (33) u n d  (37) e in g ese tz t w erden .

i
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D ie V erän d e ru n g  de r S c h n ittk rä f te  w urde in  A bb. 5 v e ra n sc b a u b c h t.
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ZU SA M M E N FA SSU N G

D ie E ig en sch aften  d e r langen , f la c h e n  K re iszy lin d ersch a le  erm öglichen es, gewisse 
V erein fachungen  u n d  V ern ach lässig u n g en  in  die S ch a leng leichungen  e inzu führen . M it H ilfe 
d ieser e rh ä lt  m an  im  F a lle  e iner in  de r L än g s r ic h tu n g  d e r T o n n e  w irk en d en  g le ichm äß ig  v e r­
te i l te n  B elastung , fü r  d a s  in  der Q u e rric h tu n g  a u ftre te n d e  B ieg em o m en t d ie au ß e ro rd e n tlich  
e in fache  D ifferen tia lg le ichung

9<pe
- 0 .

D ie Lösung d iese r  D ifferen tia lg le ichung  is t  e in  P o ly n o m  sieb en ter O rd n u n g , dessen  
freie  K o n s ta n te n  au s  d e n  R a n d b ed in g u n g en  b e s tim m t w erd en  können . A b sch liß en d  w urde  
das V erfah ren  a n  H a n d  eines Z ahlenbeisp ieles v o rg e fü h rt.

T H E  B E N D IN G  T H E O R Y  O F  L O N G  O B L A T E  C IR C U L A R -C Y L IN D R IC A L
S H E L L S

E. d u lAcska

SU M M A R Y

T he p ro p erties  o f  long  ob late  c ircu la r-cy lin d rica l she lls  give th e  po ss ib ility  fo r th e  in tr o ­
d u c tio n  o f certa in  s im p lifica tio n s and  negligences in  th e ir  e q u a tio n s . U sing th ese , we o b ta in , 
in  th e  in stan ce  o f a  u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  lo ad  a c tin g  in  th e  d irec tio n  o f th e  she ll’s lo n g itu d i­
n a l ax is , th e  follow ing exceedingly  sim ple  d iffe ren tia l e q u a tio n  o f th e  c ro ss-d irec ted  b en d in g  
m o m en t:

d8 mv _  0
9<p*

T he so lu tion  o f  th is  d ifferen tia l e q u a tio n  is a  p o ly n o m e o f th e  sev en th  pow er, th e  free  
c o n s ta n ts  o f w hich co u ld  be  d e te rm in ed  fro m  b o u n d a ry  co n d itio n s. F in a lly , th e  p ro c ed u re  in  
q u e s tio n  was ex p la in ed  o n  h an d  of a  n u m erica l ex am p le .

T H É O R IE  D E  F L E X IO N  D E S  V O IL E S  C Y L IN D R IQ U E S  C IR C U L A IR E S  
LONGS, A P L A T IS  E T  É L A S T IQ U E S

E. DULÂCSKA

R É SU M É

D ans les é q u a tio n s  du  voile c y lin d riq u e  c ircu la ire  lo n g  e t  a p la ti  on  o b tie n t, à  l’aid e  des 
sim plifica tions in tro d u ite s  en  te n a n t  c o m p te  de ces p ro p rié té s , l ’é q u a tio n  d ifféren tie lle  e x trê ­
m em e n t simple

Э8 Ttlp
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e x p r im a n t  le m om ent t ra n s v e rsa l ,  en  cas de charges u n ifo rm ém en t ré p a r tie s  d a n s  le sens de 
l ’a x e  lo n g itu d in a l du  voile.

L a  so lu tion  de l ’é q u a tio n  d ifféren tie lle  e s t u n  po lynôm e du  sep tièm e d eg ré , d o n t les 
c o n s ta n te s  libres p e u v e n t ê tre  d é te rm in é es  des c o n d itio n s au  co n to u r. L e p ro céd é  e st illu stré  
p a r  u n  exem ple n u m érique.

ТЕОРИЯ ИЗГИБА ДЛИННЫХ, ПЛОСКИХ И ЭЛАСТИЧНЫХ КРУГЛОЦИЛИНД­
РИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

Э. ДУЛ A4 к  А 

РЕЗЮМЕ

Свойства длинных, плоских, круглоцилиндрических оболочек позволяет ввести 
определенные упрощения и пренебрежения в уравнения оболочек. При помощи упомя­
нутых выше в случае равномерно распределенной нагрузки, действующей в продольном 
направлении оболочки, представляется возможным получить исключительно простое 
дифференциальное уравнение для момента изгиба, возникающего в поперечном направ­
лении:

08 т Т =  о 
9 <р8

Решение приведенного выше дифференциального уравнения представляет собой 
полином седьмого порядка, свободные константы которого представляется возможным 
определить по краевым условиям. В заключение этот метод демонстрируется числовым 
примером.



SOME THEORETICAL QUESTIONS ON CLASSIFYING 
AND SEPARATING HYDROCYCLONES

P ro f. G. T A R JÁ N

CORRESPONDING MEMBER OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES,

INSTITUTE OF MINERAL DRESSING, TECHNICAL UNIVERSITY, MISKOLC 

[M an u scrip t rece iv ed  F e b ru a ry  3, 1960]

W hile advancing tow ards the under- and overflow located  on the axial 
line, the medium  entering the cyclone at a certain velocity  and pressure, revolves 
at a great ve locity  in  the hydrocyclone. The first drawing o f th e  upper row 
in  Fig. 1 tries to  give an idea of the radial and axial m edium  flow , the second 
one dem onstrates the corresponding flow  lines. A very great part o f  th e  medium  
leaving through the overflow  (vortex finder) is produced by th e  integration  of 
partial flow s torn from the downwards directed flow  along the w all o f  the cyc­
lone, while the sm aller part of the flow  (about 10—20% ) is produced b y  escape 
o f same along the outer wall o f the vortex finder and the cover o f  th e  cyclone. 
The relative ratio o f the m edium  parts leaving through the over- and underflow  
depends on the relative size o f the outlets.

A pproxim ately, the formula

Qo 1
0 l + i , l i-^-3

l »0

holds, where Q is the to ta l quantity  o f the m edium , Q0 the one leav in g  through 
th e  upper outflow , r0 and ra the radii o f the overflow  and th e  underflow , re­
spectively . In  the cylindrical section o f the cyclone, in the v ic in ity  o f  the vortex  
finder a double-closed vortex  appears, flow ing in its m iddle region upward 
and outward and on its both  sides downward. B y  connecting th ose  points of the 
flow  line on the second schem e of Fig. 1, where the tangent is horizontal, we 
receive the line va =  0 th at m eans the locus o f the axial flow  being zero (draw­
ing  3) and where the tangent is parallel to the cyclone axis vr =  0, th at means 
th a t here no radial flow  takes place (drawing 4). The arrows on drawings 3 
and 4 show the axial (va) and the radial (vr) flow  directions, their  magnitude 
also indicating the relative in ten sity  o f the flow s.

The lines vt =  const, (and at the same tim e p  =  const.) va =  const, and 
v r =  const, in the lower part o f Figure 1 dem onstrate the approxim ate shape 
o f  the iso-tangentia l, iso-axial and iso-radial velocity  com ponents o f the me-
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d= const.

Fig. 1

d iu m , w h ile  the sections besid e  th e  figures show the approxim ate shape o f the  
v e lo c ity  components vt, va and  vr them selves.

I t  m ust be stated, h o w ev er , that the proportions o f  the velocities are 
d ifferen t on each drawing. A t the junction of the cylindrical and conical sec­
tion s v rl/val Oil tg a, where a is  th e  h a lf apex angle o f  th e  cyclone. The relative  
m a g n itu d e  o f the velocity  com p on en ts vr and va appearing along the cone w all,
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is thus a function of the apex angle o f  th e  cyclone. The tangentia l ve loc ity  
com ponent along the cylindrical w all (ьц) is about one order o f  m agnitude  
greater, than  the vectorial sum  of the tw o  other velocity  com ponents:

v al +  V,
10

n

(The v a lu e  o f v tl is in practice betw een 3 and 12 m/sec.)
Proceeding from th e shell tow ards th e  axis line the tangentia l ve loc ity  

com ponent changes w ith  decrease in  th e  radius, in  accordance w ith  th e  rela­
tionship

va

where “ re” remains positive and con stan t for a relatively  long section  (falling  
m ost frequently  w ithin the range 0 ,5 — 0,9) afterwards reaching th e  va lu e of

F ig . 2

— 1 near the axis line. Thus, the v e lo c ity  com ponent vt gradually increases 
w ith  th e  dim inution in  radius, u n til it  reaches its m axim um , w hereafter it 
dim inishes proportionally to  the decrease o f  the radius. In Figure 2 th e  change 
of v t is p lotted  against r on a logarithm ic scale. A long the axial line — w ith  the  
hydrocyclone operating under norm al conditions — there is no flu id  to be 
found, the vacuum  form ed here sucks air in  only. The lines v t — con st, are 
parallel to  the axis o f  th e  cyclone, th a t is to  say, the loci o f iso tan gen tia l ve loci­
ties are coaxial cylindrical surfaces.

The axial velocity  com ponent d irected  downward along th e  w all dim in­
ishes a t the beginning w ith  the decrease o f  the distance (radius “ r” ) to  th e  axis 
and later, after having passed the locu s where va =  0, gradually increases in 
the opposite direction. A t the boundary o f the “ core o f air” its va lu e  m ight 
exceed  th at of v t l . In  th e  cylindrical section  o f the cyclone along th e  w all as
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w ell as along the v o rtex  finder the medium  flow s downward, in the rather broad  
in term ediate section, a sligh t — practically a lm ost negligible — flow  directed  
upw ard m ay be observed. The lines va =  const, are more or less curved beam s  
o f  rays, radiating from  a pole near the apex o f  th e  cyclone. The loci o f  iso- 
ax ia l velocities are therefore roughly speaking coaxial cone surfaces w ith  
com m on apexes.

The radial v e lo c ity  com ponent of the m edium  directed tow ards the axis 
in  th e  conical section  o f  th e  cyclone is gradually dim inishing w ith  the decrease  
o f  th e  radius, becom ing zero at locus vr =  0. In  th e  cylindrical section  o f  th e  
cyclon e o f the place o f  th e  double vortex a sligh t radial flow  directed tow ards 
th e  w all of the cyclone m ay be observed; under th e  cover the radial ve lo c ity  
com ponent directed inw ard is relatively strong. T his and the strong axial flow  
beside the vortex fin d er is th e  reason for a too  great quantity o f “ d efective”  
grains being discharged at the overflow o f th e  classifying cyclones. The lines  
v r =  const, in  the part o f  the cyclone im portant from  the point o f v iew  o f th e  
resu lt o f  cycloning are more or less parallel to  one another and include an angle 
w ith  th e  axis som ew hat greater than that o f  th e  cyclone cone generatrix. The  
loci o f  isoradial v e locities in  the essential section  o f the cyclone are thus about 
coax ia l cone surfaces w ith  identical apex angles.

The lines in the la st drawing in the lower row  in  Fig. 1 indicate the approx­
im ate  position of the grains of identical size (equal specific gravity) revolving  
in  “ equilibrium ” in th e  cyclone. These lines have a surprising analogy to those  
o f vr =  const.

The line va =  0 is also shown on the draw ings vr =  const, and d  =  con st, 
in  F ig . 1. This is the boundary separating th e  m edium s discharging at the  
overflow  and underflow , respectively. The grains revolving here in equilibrium  
give th e  lim it grain size o f the classification, w hile  the specific gravity  of the  
suspension developed here is the separating sp ecific  gravity o f h eavy  m edia  
cyclones.

On the elem ental part o f  the medium o f à A  cross sectional area, o f th ick ­
ness dr, and specific g ra v ity  y  revolving in th e  cyclone on radius r at ve loc ity  
v t, centrifugal force

ç  y d A  dr v2t

gr

is acting . I f  the sta tica l pressure in the m edium  a t loci r resp. r -f- dr is p  resp. 
p  -f- dj> on the elem entary part o f the m edium  w ith  thickness dr and cross 
section  d^4 towards th e  axis o f the cyclone is actin g  a pressure P  =  d A  • dp .  
In  case o f equilibrium P  — C, that means

Up =
d p  yv  f

gr
that is

dr gr
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Thus in the hydrocyclone the statica l pressure drop is in direct proportion to  
the centripetal acceleration of the m edium , th a t is on a given radius r so is 
proportional to the square of the tan gen tia l velocity .

B y  substitutions

=  H 5 and =  H
У 2  g

our differential equation may be brought to  the form

2 H  ■ dr  d H , 2 H

r dr r

where H s and H v are the statical and ve loc ity  pressure heads expressed in  
liquid  column.

It  results from the differential equation o f the pressure drop th a t the  
surfaces vt =  const, and p  =  const, w ill be coaxial, cylindrical surfaces as is 
show n in  the first drawing of the low er row in F ig. 1.

Let us im agine th at further ou t at a distance dr from the cylindrical sur­
face w ith  radius r, constant pressure p  and ve lo c ity  u(, there is another cylindri­
cal surface on one point o f which th e  pressure is different, for instance lower — 
and thus the pressure drop dp/dr  is lower too  — than it is at the rest o f  the  
surface. According to  the differential equation above the tangential com ponent 
o f the medium flow  ought to be lower at th is point too, than at the rem aining  
parts o f the cylindrical surface. T his, how ever, would contradict th e  fact, 
th a t flu id  flows from loci o f higher pressures tow ard those where th e  pressure 
is lower, that is to  say  that a greater qu an tity  o f  liquid gets here, th an  to  other  
parts o f the cylindrical surface, so th a t the ve lo c ity  o f the liquid and— according  
to  th e  formula — at the same tim e th e  pressure gradient and the pressure itse lf  
m ust also increase [1].

The coaxial cylindrical surfaces, thus inev itab ly  becom e surfaces of 
con stan t statical pressures and tangentia l velocities.

In the drawing v t =  const, (and p  =  const.) o f  Fig. 1 — in accordance  
w ith  th e  facts — th e slight decline o f the statica l pressure near the w all 
o f the cyclone and the decrease o f  the tangentia l com ponent o f th e  m edium  
flow  — both due to  friction occurring here — are indicated too . The con­
sequence o f this is th e  great axial v e lo c ity  o f the medium  along th e  cyclone  
shell, and along the vortex  finder, resp ectively  its high radial ve loc ity  along the  
cover. To these places o f reduced pressure a relatively  great q u an tity  o f m e­
dium  flow s to the detrim ent of those w ith  higher pressures. But w ith  the de­
crease o f  pressure also the tangential ve loc ity  o f th e  medium decreases here, so 
th a t the greater m edium  flow finds its  w ay along the lines of increased axial
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and radial velocities. A s a consequence o f  th e  foresaid, at places o f  greater 
w all friction the non -tan gen tia l (axial or radial) flow s w ill be greater. The in ten ­
s ity  and quantity o f  th e  non-tangential flo w  along the cover and the vortex  
fin d er  causing the d efective  grains at the overflow  m ay be successfully  d im in­
ish ed  b y  shaping th ese places so as to  be sm ooth  and to have low  friction. 
T he shape o f the curves va — f(r)  and vr =  f ( r )  thus the loci o f the lines va =  
con st, (and am ong th em  th e  one va =  0) vr =  const, and d =  const, probably  
also depends upon th e  surface roughness o f th e  cone wall (Fig. 3). I f  the upper 
section  o f the cone is rougher and its lower part sm oother the shape o f the line

d  =  const, m ight probably  be similar to the right side drawing o f F ig. 3, while 
in  a cone having a con stan t friction throughout, rather the shape o f  lines d  =  
con st, as shown in th e  left-side drawing in  the figure are to  be considered as 
usual. The wall friction can be different even  in  case of different m aterials of  
id en tica l sm oothness; hydrophilic ones having a higher, hydrophobic ones a 
low er friction.

yv  f dr
The integration o f th e  differential equation  dp> =  ----------leads to  a for-

gr
m ula expressing the sta tic  pressure p  as a function  of r. B y substitu ting  for

vti in  case o f  y  being constant, we get

P i p «?1 1 r \ 2n1 1
У У 2 gn r J  J
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or

1

whence, when n =  1, we get H sl  — H s =  H v — H vl th at is Bernoulli’s theorem  
valid  for frictionless flow : Hs -f- H v — H S1 -f- H vl =  const. I f  friction losses

m  „  . щ ,
occur, too , n <[ 1 and then the form ula H s -|------ — =  H sl -f- holds.

n

The value o f
1 2n

— 1 is a positive num ber at any positive or n ega­

tiv e  value o f n, thus advancing from  the cyclon e wall towards the axis line 
the static pressure decreases even w hen n is n egative , (n is generally a p ositive  
num ber, but e. g. according to a verbal in form ation  received from Mr. V. I.  
Klassen  for n also n egative values were being m easured in hydrocyclones b y  
the Ore Dressing Section o f the M ining In stitu te  o f the Soviet A cad em y of  
Sciences. In th is case not only the sta tic  pressure, but also the velocity  head, 
th at is the tangentia l velocity  of the m edium  flo w  also decreases when ad van c­
ing from the shell tow ards the axis line.)

On the boundary o f the air core along th e  axis there is a vacuum , thus  
there p  <  1 kg/cm 2, th a t is H s is less than  the height of the medium head o f 1 
atm osphere. To a som ew hat greater radius pertains p  =  1 ata and to  the m a x i­
m um  velocity  o f v t pertains a still greater radius and p  >  1, appearing, as a 
rule inside the vortex  finder with radius r0 at radii (0,7 — 0,8) r0. The pressure  
1 ata pertains to  radius (p r0 where the value o f  cp probably m ight be about 
0 ,6 —0,7. The m edium  head, according to the to ta l pressure dropj3x — 0 =  p x 
abs. atm . in the cyclone is thus given by the equation

I T  ____ H » I

П ( - ]

2 n
—  l

H ^ o

W ith the substitutions o f

the formula

and
r ia =

П о

1 _  a2” — 1

b2 _  n
is given.

From this know ledge of a and b the va lu e o f n m ay be com puted. The 
correlation o f a, b and n are given b y  the curves drawn w ith unbroken lin es in  
Figs. 4 and 5. Instead  o f the difficult com putation  w ith an exponential eq u a­
tion , the values o f n m ay be taken from these curves too. (It will be noticed

7 Acta Technica XXXII/3—4.
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th a t  the straight sections o f the curves in  rea lity  here replace som ew hat curved 
on es, but the deviation  betw een the straight and effective curved lines through­
o u t is less than 0,01 b).

In the formida

b = H y i  _  _____ v t i ____

H si V2gPi/ri
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Fig. 5

j)y is the sta tic  overpressure appearing on radius rx at the periphery o f the cyc­
lone. H S1 =  P i l y i  is the corresponding static head expressed in term s o f the  
medium  head o f specific gravity у х, vtl is the peripheral tangential m edium

vfx
velocity  (pertaining to radius rx) and H vl = ----- i s the corresponding ve loc ity

head. and v t l , th at is H S1 and H vl in the form ula are generally different 
from pressure jp,- and velocity  и,- to  be m easured in  the inlet pipe, and are also  
different from head values H si =  р,/у, and H vi =  v,2/2 g  corresponding to

7*
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th em . Overpressure p { is d irectly  indicated b y  th e  m anom eter fitted  onto  the
Q

in le t  p ipe, velocity  »,• m ay be com puted b y  th e  relationship f; == — - where Q
nrj  ’

is  th e  am ount of pulp entering the cyclone (or discharged from there at the  
tw o  outlets) during the tim e unit, r,- is the radius o f the inlet duct. T he rela­
tio n sh ip  H si +  H vi =  H S1 +  H vl Z  holds here too , where Z  is th e  loss in 
pressure head due to  a sudden change in  cross section, vortex, friction  etc. 
I f  th e  value of Z can be neglected , we com e to  Bernoulli’s equation

H s -\- H v — c o n s t .

(B y  providing a m anom eter also on th e  cylindrical wall o f the h ydrocyc­
lo n e  th e  pressure H S1 m ay be measured d irectly  and from the relationship

H si +  H vi^ H sl +  H,vl

con clu sion  can be drawn on the approxim ate va lu e o f H vl and vt l , respectively . 
D a ta  for H s, Hs +  H v and H s — H v appearing at the periphery o f  th e  cyclon  
or anyw here inside o f sam e or in the inlet duct m ay be obtained by P ito t  m eas­
urem en t too, from these data H s and H v can be calculated. The accuracy  
o f  th e  P ito t m easurem ents, however, is very  lim ited).

The value of e =  t>tjvi m a y b e  both  less or greater than 1. M ost research- 
w orkers found that e <C 1. E . g. for e, F o n t é i n  and D i j k s m a n  [1] g ive  values 
ly in g  betw een 0,15 and 0 ,79. The greater R e =  2vir1/v, the “ R eynold’s number 
o f  th e  cyclone” is, the greater e w ill be. ( v is th e  kinem atic v isco sity  o f the 
m edium ). According to D .  B r a d l e y [ 2 ] ,  for e K e l s a l l  obtained values lying  
b etw een  0 ,69—0,81 and found the relationship e =  к (Re)°>14. J o s h i o k a  and

Н о т т а  found th at«  =  3 ,7 -3 -  (E . g. in case r,- =  r j 7 e =  0,53). The va lu e of e
ri

dep en d s upon the m agnitude o f n too; w hen n =  0,8 e was found to be betw een  
0 ,3  and 0,9, for the “ norm al” cyclone (гг =  7 г,- =  5r0) n =  0,8 and e =  0,45. 
A ccording to L i l g e , F r e g r e n  and P u r d y [ 3 ]  how ever, in a cyclone w ith  r1 =  
=  3" =  2,3r(- =  2,3r0, a =  10°, e =  1,5 and n =  0,27. W . F. Ca r e y  [4] says 
th a t  for the cyclone o f  L i l g e  and collaborators b y  reason of “ theoretica l con­
sid era tio n s” for e 1,2 w as obtained.

From  equation
1 a2n — 1 

b2 n

th e  conclusion m ay be drawn — as is show n directly in Fig. 4 — that if  
a  =  const, n would decrease w ith b increasing, n m ay vary theoretica lly  be­
tw een  -[-I and —1, p ractica lly  between 0 and -j- l. Increasing the d iam eter of 
th e  in le t duct (2r,) and th e  apex angle o f  th e  cyclone (a) n increases and by
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increasing the length (hx) o f  the cylindrical section  of the cyclon e n decreases; 
by raising the inlet pressure (/>,■) or by enlarging one o f th e  outlets (r0, ra) n 
would alter but insign ificantly , or not at all. In Table 1 is  show n how the 
different data characterizing the operation o f the cyclone are altered by the 
relative growth of any elem ent of the cyclone. B y -f- th e  increase, b y  — the 
decrease is indicated, w hile 0 means th a t there is practically no change at all 
occurring. 4* and — in bracks give m inor changes, (+ 0 )  and  ( — 0) indicate the 
directions o f the practically  negligible alterations.

Table 1

+ n n 6 J n Q Q a % n a
A t  l o c u s  v a  = 0

V 1 d

r o — ( + ) + 0 + —  ' + ( + 0 ) + +

r i ( - ) - — + + ( - ) ( - ) ( - 0 ) ( - 0 ) ( 0 )

r a 0 0 0 0 ( + ) + - 0 — —

К — ( + ) + — ( + ) ( + ) - ( - 0 ) ( - ) —

a + ( - ) — + — ( - ) ~T ( - 0 ) + +

P i + + 0 0 + ( - ) ( + ) + ( + ) —

V i 0 0 0 0 0 0 + 0 0 +

Q is the to ta l amount o f  pulp, Qa°/0 the percentage fraction o f  sam e discharged  
at the underflow, oa the volum e ratio o f th e  solid matter a t th e  underflow and 
d  the grain size of the classification.

B y  increasing r0, th e  resistance o f th e  cyclone towards m edium  flow  will 
decrease, the medium has to pass a shorter w ay from the in le t to  th e  outlet and 
there is a lower static pressure needed on radius rv  But i f  th e  sta tic  pressure 
decreases, the velocity  pressure would autom atically  increase as th e  sum of 
these tw o values is id en tica l — not taken  in to  calculation pressure drop Z  — 
to the sum  Hsi -)- H vi appearing in the in le t duct. By th e  d im inution of the 
resistance o f the cyclone a direct decrease in  H S1 is brought about, as the in ­
crease in H vl is an indirect result, therefore th e  alteration o f  the la tter  is o f a 
relatively  lesser degree. The increase in  r0 involves an increase in  b and a 
decrease in  a, i. e. increase in  1 /a. As is show n in Fig. 4 to n =  const, the sim ul­
taneous increase in l /а  and b pertains. B y  increasing r0, n w ou ld  n o t change at 
all, or on ly  to a minor degree. W hether the va lu e of n keeps con stan t or whether 
it increases, depends upon the initial values o f  b and n resp ectively , and upon 
the ex ten t to which th e  change of a in vo lves an alteration in  th e  m agnitude  
of b.

B y  increasing r„ v t l , i. e. H vl would decrease directly; in  th e  sam e cyclone 
a low er static pressure drop is needed to  bring about a flow  o f  sm aller velocity
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th a n  is , also H sl is decreasing, b u t the change o f  H S1 is th e  relatively m inor  
in d irect effect, thus after a ll b decreases and n increases.

Increase in hx or decrease in  a enlarges th e  cylindrical surface coaxial 
to  th e  axis of the cyclone on  th e  upper and lower parts o f  which, (on the cone 
Avail and on the cover) the w all friction appears. U nder such  circum stances a 
r e la tiv e ly  smaller ratio o f  th e  to ta l medium am ount ro ta tin g  over the cy lindri­
cal surface w ith velocity  v t rubs against the cyclone w a ll w ith  its m ajor part 
f lo w in g  “ w ithout friction” . H erew ith  the resistance of th e  cyclone to m edium  
flow7 and thus H S1 and w ith  th em  the resistance o f the cyclon e towards friction  
also decreases. B ut th is causes — as a secondary effect — a relatively sm aller 
increase in flow  velocity  and thereby in Hvl too. Increase in  hx or decrease in  a 
th u s involves increase in  b and  decrease in n.

B y  increasing p t, H S1 and H vl will sim ultaneously and  nearly iden tica lly  
increase, thus b rem ains p ractica lly  unchanged (or decreases slightly) and n 
also rem ains unaltered (or increases to a sm all degree).

The increase o f y, and ra w ill practically have no e ffec t on the value o f  n. 
I f  ra ^> r 0 a oá и/гя, th a t is ra is going to take th e  p lace o f  r0. (According to  
B r a d l e y  [2], n decreases in  th a t case when r0 decreases or ra increases.) 

i  a 2n — 1
The e q u a tio n -----= -----------  was obtained b y  in tegrating the d ifferen-

b2 n
tia l equation

dp = У -  -^ -d r  
g

on condition  of y being con stan t. This condition holds in  a classifying cyclone  
op eratin g  with dilute pulp, b u t in  heavy m edia hydrocyclones the specific  
g r a v ity  o f the m edium  generally  changes w ith the radius.

E . g. if  it is assum ed, th a t  the specific gravity  o f th e  medium is d im inish­
ing  linearly  from y x to  y 0, in  th e  section betw een г г and r0 — introducing th e  
su b stitu tio n  к =  y j y о — th e  integration o f th e  d ifferential equation, the  
form ula

1 _  (a2n — 1) (a — k) 2(a2n — a) (,к — 1) 

b2 n(a  — 1) к (2n — 1) (a — 1) к

is reached. The broken curves in  Figs. 4 and 5 pertain  to  fc =  2 ,th e  dash and  
d o tted  ones to к =  3.

B y  the assum ption o f y 1 being constant from  rx to  r and linearly decreas­
in g  dow n to y 0 betw een ? and  r0 and by substituting for x  =  r j r ,  the form ula

1 _  x2n -  1 , (a°-n — x2n) (a -  kx) , 2 (a2" - 1 — x 2”- 1) ax (к — 1)
b2 n n(a  — x )k  (2n — 1) (a — x) к

is  obtained . (The deduction  o f  th e  equation will be neglected .)
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The lines o f Fig. 5 beside 1/a <  0,3 and a >  3 respectively are straight 
ones. Thus b =  60 -f- m/a. For the lines к =  1 is w ith good approxim ation  
m  =  1,1 and b0 =  0,36 — 0,5 n, if  n <  0,5 that is b0 =  0,22 — 0,22 n if  n >  0,5. 
Substitution  and rearrangem ent leads to the form ula

n — 0,72 -f- 2,2la — 2b if  n <  0,5 that is n =  1 +  5/a — 4,556

if  n ]> 0,5. E . g. in case a =  5 and b =  0,3, according to the first form ula
2,2

n =  0,72 +  --------- 2 • 0,3 =  0,56; but as n >  0,5, the right m agnitude is ob-
5

tained  by the other equation: n =  1 +  5/5 — 4,55 ■ 0,3 =  0,64.

T able  2

. W a t e r M a g n e ti te  su spension , spec, g r a v i ty  2,4
p . 1.

"n Н». Vi H„i n „ Г Hi »/t n г  Hi

8 0 1 3 ,7 3 9 ,5 8 9 ,1 5 4 ,2 6 5 6 ,2 5 6 0 ,5 1 8 ,3 0 3 ,5 2 5 ,5 4 1 ,5 7 2 3 ,4 0 2 4 ,9 7

4 0 9 ,1 6 4 ,2 8 6 ,1 1 1 ,9 1 2 8 ,1 2 3 0 ,0 3 5 ,6 0 1 ,6 0 3 ,7 3 0 ,7 1 1 1 ,7 0 1 2 ,4 1

2 0 6 ,3 6 2 ,0 7 4 ,2 5 0 ,9 2 1 4 ,0 6 1 4 ,9 8 3 ,7 6 0 ,7 2 2 ,5 1 0 ,3 2 5 ,8 5 6 ,1 7

1 0 4 ,6 1 0 ,8 6 2 ,7 4 0 ,3 8 7 ,0 3 7 ,4 1 2 ,5 4 0 ,3 3 1 ,6 9 0 ,1 5 2 ,9 3 3 ,0 8

T able  3

W a t e r M a g n e ti te  su sp en sio n , spec, g r a v i ty :  2 ,4

p . s. i. z%
S H '

b n L  # ! Hn b
к =  1 к =  2

8 0 2 0 4 8 ,5 0 3 8 ,9 2 0 ,4 9 6 0 ,0 6 2 0 ,0 1 6 ,4 8 0 ,4 6 1 0 ,1 3 0 ,3 1

1 0 5 4 ,5 0 4 4 ,9 2 0 ,4 6 1 0 ,1 3 2 4 ,5 2 0 ,9 8 0 ,4 0 6 0 ,2 8 0 ,4 2

0 6 0 ,5 1 5 0 ,9 3 0 ,4 3 4 0 ,1 8 2 5 ,0 2 1 ,4 8 0 ,3 9 5 0 ,2 6 0 ,4 5

4 0 2 0 2 4 ,0 1 9 ,7 2 0 ,4 6 6 0 ,1 2 9 ,9 8 ,3 0 0 ,4 3 9 0 ,1 7 0 ,3 7

10 2 7 ,0 4 2 2 ,7 6 0 ,4 5 5 0 ,1 4 1 1 ,1 8 9 ,5 8 0 ,4 0 8 0 ,2 3 0 ,4 3

0 3 0 ,0 3 2 5 ,7 5 0 ,4 0 7 0 ,2 3 1 2 ,4 1 1 0 ,8 1 0 ,3 8 5 0 ,2 8 0 ,4 7

2 0 2 0 1 2 ,0 9 ,9 4 0 ,4 5 7 0 ,1 3 4 ,9 4 4 ,2 2 0 ,4 1 3 0 ,2 2 0 ,4 1

10 1 3 ,5 1 1 ,4 4 0 ,4 2 5 0 ,2 0 5 ,5 6 4 ,8 4 0 ,3 8 6 0 ,2 8 0 ,4 7

0 1 4 ,9 8 1 2 ,9 2 0 ,4 0 0 0 ,2 5 6 ,1 7 5 ,4 5 0 ,3 6 4 0 ,3 2 0 ,5 2

1 0 2 0 5 ,9 4 5 ,0 8 0 ,4 1 1 0 ,2 3 2 ,4 6 2 ,1 3 0 ,3 9 3 0 ,2 5 0 ,4 6

10 6 ,6 7 5 ,8 1 0 ,3 8 5 0 ,2 8 2 ,7 7 2 ,4 4 0 ,3 6 7 0 ,3 1 0 ,5 2

0 7 ,4 1 6 ,5 5 0 ,3 6 2 0 ,3 2 3 ,0 7 2 ,7 5 0 ,3 4 6 0 ,3 6 0 ,5 6
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A ccording to experim ents carried out b y  L i l g e  and collaborators [3] (F ig. 10), 
in  a cyclone w ith  2 r x — 6" and 2r0 =  l 3/8" at different in let pressures (expres­
sed in  p.s.i.) w ith w ater, th a t is w ith a m agnetite suspension o f specific gravity  
2,4 th e  tangential v e loc ities (m/sec) listed  in  th e  colum n headed vtl  in  Table 2, 
appeared. Calculated w ith  values e =  1,5 in  th e  in let tube velocities v,- (m /sec) 
w ere obtained. The va lu es H vl and H vi (expressed in  term  o f m  pulp head) 
are calculated by th e  form ula H v =  v2/2g, w hile H si is the m pulp head corre­
sponding to  the listed  in le t pressures. (E . g. 80 p .s.i. =  5,625 at =  56,25 m w ater  
head, th a t is 56,25/2,4 =  23,40 m pulp head o f specific gravity 2,4.) The values  
o f  E  H s listed in  T able 3 were taken from  va lu es E  H t =  H si +  H vi in  Table 
2 b y  assum ing the losses Z  =  20% , 10% or 0% . D ata  in the other headings 
w ere calculated w ith  formulae H S1 =  E  H 1 — H vl, b =  p l vl/H sV

aá 0,72 +  2,2 / о —2b. In  the relation a =  —— com puting w ith  cp ш  0,65
Wo

6
a =  ---- —- -  =  6,71 and I/o  =  0,149 th a t is n — 1,048 — 2b in  case o f

0,65 • 1,376
к =  1. The values for n va lid  for m agnetite suspensions, to  be seen beside  
к =  2 were taken from  Figure 5, by m arking the values for b from Table 3 on  
the perpendicular I / o  =  0,149. Both for wrater and m agnetite suspension L i l g e  

found the value n — 0 ,268 . The values o f  n listed  in  Table 3 which differ from  
0,268 to  not more th an  10% , are cursiv and underlined by line, those falling  
w ith in  the lim its o f error between 10 and 20%  are cursiv not underlined.

B y  com puting w ith  L i l g e ’ s  experim ental data n =  0,268 and I / o  =  0,149  
w ith  th e  formula b =  0 ,36 -j- 1,1/a — 0,5 n va lid  in  case n <  0,5, we com e 
t o  b =  0,39. B y using th is value we obtain , in good agreem ent w ith  L i l g e ’ s  

experim ental data from  F ig . 5 for к =  1 n =  0,27 and for к =  2 n =  0,46. 
As com pared with b =  0 ,39  the data for b listed  in Table 3 have the follow ing  
percentile “ error” -d istributions :

number o f data  deviation in %
1 27
8 betw een 10 and 20
5 „ 5 „ 10

10 less than 5

The avarage d ev ia tio n  o f the 8 Ь-data pertaining to Z  — 20%  from 0,39
- f  106 . +  34 — 8

i s — - — • = +  13,2%  th a t  o f  the ones pertaining to  Z  = 1 0 % --------------- = +  3,25
8 8

,  , +  20 — 26 — 6
and th a t of the data pertain ing to Z =  0% i s ---------- -----  = -------=  — 0,75% .

8 8
P lo ttin g  these data, on th e  curve obtained th e  deviation  + 0 %  appears at
Z  =  3% .
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Or starting e. g. from  the data of the experim ental series b y  D . F. 
K e l s a l l  [5] (2rx =  3", 2r0 =  1/2", 2 г ;= 5 /8 " )  and by choosing for Z  16%  
of E  Hi, th a t is b y  com puting w ith  E  Н г =  0,84 E  Hi,

a =  = ------ 3-------=  9 ,2 3
<prQ 0,65 • 0,5

(1/a =  0,1083) from F ig . 5 or equation n =  1 -f- 5 /a —4,556 the values o f n 
enum erated in the last colum n o f Table 4 are obtained.

Table 4

Psi at i/p
4

m/sec
®«1
m /s e Hi „ H, 1 b n

4 0 2 ,8 1 2 5 9 ,8 2 5 ,0 6 3 ,6 7 0 ,7 2 5 2 8 ,1 2 1 ,1 5 2 9 ,2 7 2 4 ,6 0 0 ,6 9 2 3 ,9 1 0 ,1 7 0 0 ,7 7

3 0 2 1 ,0 9 5 2 ,3 1 4 ,4 2 3 ,2 0 0 ,7 2 4 2 1 ,0 9 1 ,0 0 2 2 ,0 9 1 8 ,5 7 0 ,5 2 1 8 ,0 5 0 ,1 7 0 0 ,7 7

2 0 1 ,4 0 6 4 3 ,2 7 3 ,6 6 2 ,7 0 0 ,7 3 7 1 4 ,0 6 0 ,6 8 1 4 ,7 4 1 2 ,3 8 0 ,3 7 1 2 ,0 1 0 ,1 7 6 0 ,7 4

10 0 ,7 0 3 3 1 ,5 1 2 ,6 6 1 ,8 8 0 ,7 0 6 7 ,0 3 0 ,6 0 7 ,6 3 6 ,4 1 0 ,1 8 6 ,2 3 0 ,1 7 0 0 ,7 7

According t o  direct m easurem ents as was carried out b y  K e l s a l l , in 
these experim ental series th e  value o f n was found to be 0,77. This agreem ent 
of calculated  and experim ental data at the sam e tim e proves th e  va lues cp — 
=  0,65 and Z  =  16% va lid  in “ norm al” cyclones.

The centrifugal power

Ç  =  d* л № — y ) v p 
6 g r

acting upon the grain o f  specific  gravity <5 and diam eter d  revolving in  equilib-
c y d 2  л

rium on radius r and the m edium  resistance P  =  •---------  v“ are equal. The value
2g • 4 4

of the m edium  resistance factor c is a function  o f the R eyn old s’ num ber 
_  dv. у
Re = ■ — ------. W ith Re <C 1 ( S t o k e s ) c =  24/R e, w ith  Re ly in g  betw een  30 and

Vg
300 ( A l l e n ) c  =  10/]/Re and w hen Re >  800 ( N e w t o n ) c =  0,43. B y  su b stitu t­
ing the adequate m agnitudes o f c the follow ing relations m ay be obtained: 
Re <  1 ( S t o k e s )

Re =  30 — 300 ( A l l e n )

18i?grtv

' ' (<5—Г)
15 Vgyrjrvf2 2/3

2 ( ô - y ) v 2
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R e >  800 (N e w t o n )
0,32 yrv*  

(0 - y )  vf

In  cyclones Re 800 p ractica lly  does not occur. A t any R eynolds’ number 
N e w to n ’s equation keeps v a lid , either in the form

3c yrv'f 

4(d — y) V?
or as vr

4(d— y) dvI 
3 cyr

p rov id ed  that the su itab le  m edium  resistance factor c corresponding to the  
R ey n o ld s’ number in v o lv ed  was substituted in  the form ula. In Table 5 the  
corresponding values o f  R e and c are listed.

Table 5

Re C Re C

0,1 241 10 4,15

0,2 126 20 2,62

0,3 64,8 30 2,045

0,6 44,2 40 1,735

0,8 33,8 50 1,540

1,0 27,6 60 1,398

2,0 14,9 70 1,295

4,0 8,32 80 1,213

6,0 6,05 90 1,148

8,0 4,89 100 1,092

S ta rtin g  from any fa u lty  va lu e  of c, by m eans o f iteration  the correct c, vr or d 
m a y  be reached. The com p u tation  is to be repeated w ith  c' pertaining to Re 
w h ich  latter corresponds to  vr (or d) calculated on the basis of a fau lty  c and 
th is  has to be done as lo n g  as the corresponding Re and c, as listed  in  the table, 
h a v e  been found.

etc.

I f  an incorrect d  w as com puted by S tok es’ form ula (for which Re >  1)
- cRe

proper grain size d ’ m ay  be reached by the relation  d =  d ------ , repeating the
24

com p u tation  as often as th e  corresponding c and Re are obtained. The value of
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the factor ——  w ith  which the grain size as com puted by Stokes’ form ula has

to be m ultip lied  in the interjacent section  betw een  the valid ity  range o f  Stokes’ 
and A llen’s form ula is as follows:

Re 1 2 4 6 8 10 20 30

cR e/24 1,15 1,24 1,39 1,51 1,63 1,73 2,18 2,56

E. g. in  case r =  1,5 cm , vr =  30 cm /sec, vt =  800 cm /sec i f  ô =  2,65  
g/cm 3, y  =  1 g /cm 3, rj =  10~5 gsec/cm 2, according to Stokes’ form ula

d  =
1 8 -9 8 1 -1 ,5 -3 0  

105 • 1,65 • 8002
=  0 ,00275 cm =  27,5 /1 .

mi T1 a v r U,UUZIO-OU
Lhen Re = -------=  ------ ——-------=  8,76, to  w hich the factor 1,67 pertains,

th a t is d =  1,67 • 27,5 =  46 g,  consequently Re =  8,76 • 46/27 — 14,7 and 
the factor is 1,95. T hat is d ~  1,95 • 27,5 =  54 g,  Re =  8,76 • 54/27,5  =  17,2 
where 2,05 is the factor, i. e. d  =  2,05 • 27,5 =  56,5 g. Here Re =  8 ,76  • 56,5/ 
27,5 =  18, where the factor is 2,09, th at is d =  2,09 • 27,5 =  57,5 g  being  
nearly identical to  the preceding d  value.

The effective grain size “rotating in equilibrium ” is 58 g, i. e. 2,1 tim es 
as m uch as the value calculated by Stokes’ form ula.

I f  a =  0,45 y  — 1,74 g/cm 3 and rj — 2 ■ 10“ 3 g sec/cm3 com p u ted  with  
Stokes’ form ula

d  =  27,5
105* 1,65 0 ,0 2 6 2 -3 0 -1 ,7 4

—  =  262 g  ; Re =  --------
Г» 1 A4 A I  1 А 1 /Л—Ч ЛП 12 • 103 • 0,91 2 • 10~3 •981

0,70

th a t is, in  a denser m edium  the va lid ity  o f S tok es’ formula also covers th e  range 
o f coarser grains. (In pure water in case th a t v r — 30 cm/sec S tokes’ form ula is

valid  on ly  for grains finer than  d  = -------= -------- ’ =  0,00033 cm  =  3,3 g .  )
vr 30

The m edium  parts leaving at the under and overflow are parted b y  a cone 
surface determ ined b y  the line va =  0 as generatrix. I f  the lim it grain size o f  
the classification  is to  be determ ined, the average values o f r, vn v t, у  and rj 
b y  th is line m ust be substituted  into one o f the d-equations. The correctness 
of the d-value reached (viz. the va lid ity  o f  the equation choosen) m ust be

dyv  dVp
alw ays controlled b y  the R eynolds’ num ber Re = ------ — =  •— — (v =  rj gjy

Tjg v
is the k inem atic v iscosity).



3 7 4 G. TARJÁN

For classifying hydrocyclones the specific  gravity and v iscosity  
o f pure water m ay generally  be substituted  for y  and rj. The apex o f  the  
cone surface of the zero axia l velocity  is, according to  B r a d l e y  [2], the apex  
o f  th e  cyclone cone, its  base being a circle w ith  radius 2,3r0 (or 0 ,3 8 ^ ), ly in g  in  
th e  h eigh t o f the bottom  o f th e  vortex finder (ter L i n d e n  found for gas cyclones  
th e  v a lu e  2 ,lr 0). The b o tto m  o f the vortex finder is, as a rule, at the juncture  
o f  th e  conical and cylindrical section. The cone surface area is about F — 2,3 л  r 0 L,  
w here L  is the distance betw een  the base circle and the cyclone apex. Through  
th is  cone surface passes — substracting the section  occupied by the lower part 
o f  th e  double vortex beside th e  vortex finder — 8 0 —90%  of the to ta l q u an tity  
o f  th e  overflow. (The residual 10—20% flow s tow ards the overflow along the  
outer w all of the vortex  finder.) The approxim ate m agnitude o f the average  
rad ia l m edium  ve loc ity  flow ing through the cone surface m ay also be obtained  
b y  com puting with Ç0 to ta l quantity o f overflow  and the whole cone surface 
vr Êà QolF. As average radius o f the cone surface 2/3 o f the radius o f th e  base 
circle, th a t is r =  l ,5 r 0 (or r csi гх/4) and the corresponding tangential v e lo c ity

(or v t csá 4” • evt) m ay be taken . (I m yself in  a previous
l ,5 r 0

pu b lication  [6] calcu lated  w ith  base circle radius r = r 1----------.)
r o + r a

A s is also indicated  b y  the drawing d  =  con st, in Fig. 1, in cyclones w ith  
a sm all apex angle the line va =  0 is nearly parallel to  one of the d  =  const, 
lin es, th is is favourable in  point o f view  o f a sharp grain size classification.

The Trom p-curve for classifying cyclones is approxim ately characterized  
b y  th e  following data:

d/d50 0,50 0,75 1 1,3 1,5 1,7 2,0

Tromp % 7 20 50 80 90 95 100

d5о pertaining to  T rom p-value 50% is th e  grain size revolving in  equ ilib ­
rium  along the line vr =  0. The grains coarser than  necessary get in to  the  
overflow , in consequence o f  the short-circuit flo w  appearing along th e  cover 
and th e  vortex finder, and o f  their being in vo lved  in  the strong axial flow  directed  
upw ards at the apex o f  the cyclone unless th e y  have not been centrifuged  
ou t b y  the strong axial and zero radial flow  before reaching the bottom  o f the 
v o r te x  finder. The centrifuging is to occur so m uch the surer, the higher is the  
f in a l settin g  velocity  (size and specific gravity) o f  th e  grains and the longer the  
w a y  to  be covered in  ax ia l direction, th a t is th e  longer the vortex  finder is 
(resp ectively , the cylindrical section of the cyclone approxim ately correspond­
in g  to  same) and the sm aller the apex angle o f  th e  cyclone, consequently the  
longer its  conical section .
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According to F o n t é in  and D ijk sm a n  [1, p. 241], the degree to  w hich the  
grains are being centrifuged out of the axial flow  does not depend upon their 
size, being a function o f the specific gravity  o f  th e  grains only, as in  a m edium  
w ith  zero radial ve lo c ity  only a very short radially directed displacem ent is 
needed for the grains to  leave the zone o f  ax ia l flow  of great v e lo c ity , and  
m eanw hile, their radial ve lo c ity  does not increase to  any extent, th a t a notable  
m edium  resistance w ould  appear; thus for the duration o f their presence in the  
zone o f  great axial v e lo c ity  a constant and for the grains of greater specific

gravity  a higher
ô  —  y

centrifugal acceleration is to be reckoned w ith .
ô r

According to  F o n t é in , th is is the assum ption b y  the reason o f which th e  effec­
tiveness o f  the washing cyclones operating w ith  instable suspensions (w ater -)- 
pulp) m ay  be interpreted.

The fine grains, how ever, w ith in  a very  short tim e approach very  close 
to  their term inal ve lo c ity  both  in the gravitational as well as in the centrifugal 
force fie ld , thus their path  o f dislocation should not be com puted b y  their  
constant acceleration, but rather b y  their constant final sinking v e lo c ity . In  
the gravitational force field  in  case o f the v a lid ity  o f Stokes’ form ula (R e <  1) 

vn , 1
in case o f the v a lid ity  o f  N ew ton’s formula (R e > 8 0 0 )^ o_ln

go 1 — 2
V 0  1 +  2

t =  ----- I n ---------- sec tim e is needed for the v e lo c ity  to becom e z tim es as high
2 g0 1 -  г

as the sinking velocity , where u0 is the fin a l sinking velocity , go — g
6 —y

the in itia l acceleration. In the centrifugal force field  instead o f v 0 as well

as o f gu, 

altered.
E . g

vt— tim es as high values present them selves, so th at t rem ains un-
gr

for 50 quartz grains (ô =  2,65) in  water (y =  1, rj =  10 5) 
d 2(ô—y)  0 ,0052- 1,65

Stokes form ula keeps valid ; va — -------------  =  ------------------ =  0,23 cm /sec,
F 18 r\ 1 8 - 1 0 - 5 1

g 0 =  611 cm /sec2 and t is at z =  0,5 0,00025 sec, at z — 0,95 0,0011 sec, at 
2 =  0,99 0,0017 sec; th a t is th at during 0,001 sec the final sinking v e lo c ity  is 
alm ost reached. For periods longer than th a t, the constant final ve locity  and not 
the in itia l acceleration in  depending o f the grain size, has to be reckoned w ith . 

In  the gravitational force field  the d istance travelled in tim e ( is  S =  
«0*1V2vo

go

g  0« 1 -  e and ----  tim es as long  as that in the centrifugal
rg

force fie ld . To 2 =  0 ,95 respectively 0,99 t =  0,0011 resp. t =  0,0017 and in  
the gravitational force fie ld  s =  1,87 • 10“ 7 respectively  5,2 • 10-7  cm pertains. 
I f  at th e  place of strong flow  along the axis, th e  centrifugal acceleration is e. g. 
10 000 tim es as high as the gravitational one, during this tim e the 50 quartz



3 7 6 G. TA RJÁ N

grain is travelling only a distance o f 1,87 • 10~ 3, respectively, 5,2 • 10"3 cm  
(19 resp. 52 /j) until it  reaches 95% resp. 99%  of its final velocity.

T he Trom p-curve o f the hydrocyclone passes the region of the very  low  
grain sizes not at the height of Tromp-%  0% , but at 100 QajQ, for som ew hat 
greater grains it dim inishes to  0% later increasing gradually w ith  the grain 
size. I .  e. the very fine pulp particles becom e parts of the medium and do not 
m ove o ff as com pared to th e  medium in the hydrocyclone. The m edium  resist­
ance is proportional to the surface, that is to the quadrate of the grain size, 
th e  centrifugal force to the volum e, th at is to  the cube of the grain size. The 
cube o f  sm all num bers dim inishes faster, th an  their quadrate does, so th a t the  
sm all slurry particles “ get stuck” in  the m edium  and are not able to  d islocate  
in  th e  direction according to  their state o f equilibrium . The fractions o f these  
grains leav in g  at the over- and underflow, are thus identical to the quantities  
o f m edium  leaving.

A dvancing along line v a =  0 towards the apex of the cyclone v e lo c ity  vt 
gradually  increases; i f  d rem ains nearly constant ve loc ity  vr m ust increase too. 
A  certain  d =  const, line rem ains on line va =  0 if, in case Re <  1 (Stokes) 
th e  corresponding quotient rvr/v t, in the case th a t Re lies between 30 and 300 
( A l l e n )  the quotient riy 2 / t %  in case R e > 8 0 0  ( N e w t o n )  the quotient rv2jv 2 — 
w ith  y  and Tj keeping constant — do not alter. I f  these quotients becam e sm aller 
on advancing downwards, the grain sizes in  sta te  of equilibrium along line 
va =  0 gradually decrease in  the direction o f the apex and vice versa.

A dvancing towards th e  axis line the volum e ratio of the solid grains (a) 
and at the sam e tim e the specific gravity and v iscosity  of the pulp (y and yj) 
u su ally  decrease. The alteration of y' w ith  a is a linear one: y ’ =  a(b — y)  -f- y ,  
in  th e  section  where a is sm all rj' too changes linearly w ith a; r( =  (1 +  2,5 a) r]. 
In the section  of great u-values, the growth o f the viscosity  is more rapid and 
is h igh  m ultiple of the growths on the specific gravity  of the pulp. T hat is

Ö —  у  7]'
y ' /y  =  1 1-----------and —  ]> 1 -|- 2,5 a. Thus w hen a is small the relativeУ rj
grow th ratio of the specific gravity  of the m edium  exceeds that of the v iscosity

ô — у
if, ---------2,5 th at is i f  ô >  3,5. (E. g. th is is the case for pyrite, m agnetite

У
etc .). On th e  other hand, i f  ő <7 3,5 (e. g. for coal, quartz etc.) the v iscosity  
increases more rapidly than  the specific grav ity  whether a is high or low.

In  th e  strict sense o f  the word the increase in  specific gravity  o f  the  
m edium  w ould occur, only i f  the solid grains are so fine, that they becom e con­
stitu en ts  to the m edium . The specific gravity  o f these fine suspensions as m eas­
ured b y  an areometer — and their v iscosity  too  — is different from the v iscos­
ity  and specific gravity o f pure water. Though in the mixture of coarser grains 
and w ater — at low  values of a — the areom eter indicates, as i f  pure w ater  
were present, the sinking velocity  of the grains is, all the same less than  it
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would be in  pure water. The grains are hindered in free m ovem ent b y  one an­
other; the approxim ate value o f their sinking velocity  is to be got by substituting  
in the formula for y  (specific gravity) and rj (v iscosity) o f the pure liquid the 
specific gravity y  =  a Ö (1 — a) y  and the v iscosity  r[ o f the m ixture. [In 
a denser m ixture also the decrease in the free transverse section  o f the medium  
has to be taken into account by using the factor (1 — cr).] In  a very dense 
m ixture e. g. in th at o f a jig  bed consisting o f  solid grains and w ater, th e  coarse 
grains behave, as if  th ey  were in a liquid o f  a specific gravity  corresponding to 
th at of the m ixture o f solid m aterial and w ater surrounding them , and if  the 
specific gravity o f the m ixture is higher than  th at o f the grain, the latter is 
driven out upwards, “ sw im m ing ou t” , o f the bed. 3

The grain size d  is proportional to j j   ̂^ - ^Stokes) respectively , VY
{ ô - y f

(Allen) and --------  (N ew ton) that increases w ith the growths o f  y  and rj.
ô —y

Thus, i f  by the decrease o f  the radius the specific gravity  and v iscosity  would be 
decreasing too, advancing along line va =  0 towards the apex, gradually lower 
grain sizes are being found as being in equilibrium  sta te  as in  the case y  and rj 
being constant. Thus the tangent of the lines d =  const, when approaching  
the apex, is to gradually include smaller angles to the axis line of the cyclone. 
A t a certain pair o f values o f  y  and rj, w hich are decreasing w ith the radius, 
the Stokes’ formula stops being valid; from this point onward the grains being 
in the state o f equilibrium  are gradually greater, than  those com puted by 
Stokes’ form ula, w hereby the previous effect is partly  com pensated.

I f  there are gradually higher grain sizes being in equilibrium  advancing 
towards the apex along line va =  0, a stable suspension o f great specific gravity  
is formed in the hydrocyclone.

The lines vt =  const, are parallel to  the axis line o f  the cyclone. Line 
va =  0 includes angle ß, the lines vr =  const, angle e and the one d  =  const, 
angle £ w ith  the axis line.

The direction o f grow ths for vt , v,, and d  is indicated  b y  arrows in Fig. 6. 
M oving o ff the apex o f the cyclone along any vt =  const.-line gradually  
sm aller values are found for vr and d (£ ]> 0 i f  e £> 0, vr being in th e  counter 
o f formulae d).

The grain being in  a sta te  of equilibrium  on line va — 0 stocks to its 
position and i f  any external force were to dislocate it  out o f its sta te  o f equi­
librium , it  autom atically  returns to its original trace, thus i f  £ £> ß  along line 
va =  0 a stable h eavy suspension is going to  be form ed. I f  e. g. the grain marked 
on line va =  0 in the left-side drawing in F ig. 7 were turned out to  right or left 
by another particle, im pacting w ith it the axial flow  directed up- and down­
wards on both sides o f  line va =  0 and the radial dislocation o f th e  particle 
towards its own d  =  const.-line causes sam e to  run round in a clockw ise direc­
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t io n  and  forwards it back to  its  original state o f equilibrium  in the intersection  
o f  va =  0 and d - const.

T he state of equilibrium  o f grain d  (its line d — const.) rem oved from the  
in tersectio n  and forwarded up  or down near line v a =  0 by the low  speed axial 
flo w  lies i. e. beyond line va — 0 in the section o f th e  axial counterflows.

Fig. 6

On the other hand th e  grain being in a sta te  o f  equilibrium on line va =  0 
(r igh t-sid e  drawing in  th e  figu re , £ <  ß) when dislocated  to  right or left w ill 
rem ain  in  the gradually increasing  axial flow  directed down- or upward, and is 
n ot ab le to  reach line va =  0 any more even if  the d islocated grain came back

Fig. 7

to  it s  ow n line d =  const. T hus along line va =  0 a stable h eavy suspension  
w ith  a density  considerably h igher than the one o f th e  feed, would not be formed.

T h e drawings in  F ig. 8 try  to  show approxim ately how y  and r] o f the 
coarse (a, b) and fine (c, d) grain  suspensions vary as a function  o f the distance 
from  th e  axis line (radius) w h en  £ <  ß  and £ ]> ß.
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In the drawings the locus of line va =  0 is indicated by radius ? (at the  
juncture o f  the cylindrical and conical sections); the specific gravity appearing  
here is the specific gravity  o f the separation tak in g  place in the w ashing cy c ­
lone, the p articlesw ith low ersp .gr. w ill leave at th e  overflow, those w ith  a higher  
one at the underflow. W hen the coarse grain suspension according to  drawing  
a) is used and C <C /3, the separating spec, gravity  is ju st a little higher than  th a t

o f the suspension fed; at the underflow the suspension of high specific grav ity  
com ing from the environm ent o f the radius rx, at the overflow th at w ith  low  
specific gravity, com ing from the environm ent o f  radius r0 is leaving.

According to  drawing b) when Í  >  ß  the separating sp.gr. is considerably  
higher than  th at o f the entering suspension. This suspension o f high specific  
grav ity  w ould really rem ain stable, i f  the entering suspension contains coarser 
grains in enough q u an tity  to form and keep up also between ? and rj at the  
loci o f higher axial velocities the higher sp.gr. o f th e  suspension appearing at r. 8

8  Acta Technica XXXII/3—4.
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O therw ise, nam ely, the centrifugal force w ould  cause the suspension fractions 
w ith  different sp.gr.-s to  be arranged according to  sp.gr.-s dim inishing w ith  
th e  radius and as the suspension layer w ith  high specific gravity form ed here 
is torn  off, every notv and th en , along line va — 0, the sp.gr. o f  the suspension  
f lu c tu a te s . This has o f  course a bad effect on th e  sharpness of separation  by  
sp .gr.

D rawing c) illu strates the behaviour o f  th e  fine grain suspension when  
£ <£ ß ,  th e  sp.gr. o f th e  suspension is throughout alm ost equal to the one enter­
in g  or is only slightly  d ifferent from th e sp.gr. o f the in- and ou tlet, unless

Fig. 9

one part of the grains is n o t fine enough, so th at the dislocation com pared to  
th e  m edium  is entirely elim inated.

In  drawing d) th e  behaviour of the fin e  grain suspension and th a t o f the  
pulp  is shown, when t  £> ß.  A t place r a suspension w ith a specific gravity  
considerably  higher th an  th a t of the pulp feed  w ill be formed, which is, how ever, 
rou gh ly  fluctuating in  consequence of m edium  fractions of great specific  grav­
ity  being torn off every now  and then, i f  the entering pulp does not contain  
grains in  a quantity su ffic ien t to produce a suspension of great specific gravity  
also  in  the section betw een r and rv

The sharpest separation  by specific grav ity  is guaranteed under circum ­
stan ces as shown in draw ing c) the separation according to state as show n in  
draw ing a) is a less sharp one, while th e  m inim um  sharpness o f separation  
occurs in a state as is set dow n in drawing d).

The separation b y  specific  gravity as happens, when the pulp is hydrocyc- 
loned  in  its “ own ly e ” w ith ou t a separate suspension being added, m ay be 
in terpreted  by the sta te  show n in drawing d).



SOME THEORETICAL QUESTIONS ON HYDROCYCLONES 381

Out of the previously-deducted equations describing th e  relationship

o f exponent n, b =  y H vl/H sl and a = -----for drawing c) th at w ith  condition
По

у  — const, is roughly valid; for drawing a), the linear change o f  у  betw een  r, 
and r0 holds good, w hile the relationship w hen у  is const, b etw een  rx and f  
and linear betw een r and r0 keeps roughly valid  for drawings b) and d).

The drawings in  Figure 8 also show the approxim ate varia tion  in  v iscos­
ity . The v iscosity  o f  the suspensions having  the same specific g ra v ity  as those 
fed , is to  be lower in  the cyclone than it  is in the entering duct and th e  viscosity  
o f  th e  suspension w ith  constant specific gravity  also diminishes w ith  th e  radius 
decreasing. This phenom enon is due to  th e  pseudo-plastic character o f  suspen­
sions the v iscosity  o f w hich decreases w ith  an increase in shear force or velocity  
gradient (Figure 9). The velocity  gradient is g iven by the derivative o f  th e  veloc-

dvt

dr
-  n v a  r'i

r l + n
i ty  by r. For the tangentia l velocity  com ponent th is is

. . .  dr,B y  decrease in radius v t increases and —— does so even more.
dr

W hether the grain size being in sta te  o f equilibrium w ere to  increase 
(£ >  ß) or not (£ <  ß) when advancing along line va =  0 tow ards th e  apex, 
i. e. w hether the cyclone is suitable for sp.gr. separation in “ ow n ly e ”  depends 
also on the apex angle o f  the cyclone. Lines d  =  const, in Figure 1 — taking  
in to  consideration their shape along the w hole length — are nearly  parallel to 
th e  cyclone shell. (A dvancing toward the apex o f the cyclone th e  angle they  
include w ith the axis being smaller, th at the one in the v icin ity  o f  th e  juncture  
to  the cylindrical section  being greater than  the angle of the apex o f  th e  cyclone.) 
T hus, it  m ay be w ritten  th at £ =  а  ±  Д  where Д  is a re latively  sm all angle. 
Thus it  can be roughly assum ed th a t £ — ß  has its m axim um  w here a — ß

^ ^  _ . ß
has its m axim um . B u t a —ß  has its peak value when tg  (a—/?) =  -------

1 +  tg a tg /S
has its m axim um . B y  substituting for

tg i3 =
tg a

X
where x  =  —— , 

r

tg (a  — ß) =

t g  a
1

x

1 + —  tg 2 a 
x

and b y  making the derivative of the la tter by tg  a equal to zero, we fin d  the 
m axim um  to be at tg  a =  ]/#, i- e. aopt — arc tg  ]jx •

In Table 6 the values for a at different values for a — ß  and l /ж, further­
m ore those for aopt and (a — ß)max f ° r g iven  values of l /ж are listed . In  Figure

8 *
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10 th e  alteration in (a — ß )  as a function of a i. e. o f  a opt and the shape o f  
(a — ß ) m a x  as a function o f 1 /x  are shown.

(« — ß ) m a x arc tg
У х  —  У  1 / x  

2

T he v a lu e  o f 1/x lies in practice , between 0,2 and 0 ,6 . According to B r a d l e y [2 ], 
is 1/x  =  0 ,38 , to this a opt — 5 8 ° 2 0 ' and (a — /J)max =  2 6 °3 5 ' pertain.

Table 6

a° lx =  0,2 0,4 0,6 0,8

20 15°5T 1 Г 4 4 ' 7°4 0 ' 3°45'

40 30°28' 21°25' 13°15 ' 6°05'

60 40°5T 2 5 T 8 ' 13°53 ' 5°47'

80 33°29' 14°55' 6°5 6 ' 2°40'

aopt 65°55' 57°40' 5 2°15 ' 4 8 T 2 '

(a /Omax 41°52' 25°25' 14°29 ' 6°28'

T he possibility o f a d en se stable heavy suspension  to be formed along  
lin e  v a =  0 is given first o f  a ll in  cyclones w ith  a b lu n t apex angle, the optim al 
lia lf-a p ex  angle lies b etw een  52° and 65°. In such  cyclones along cone surface 
v a =  0 from the pulp grains o f  the aqueous feed , w ith ou t an added h eavy  
su sp en sion , a “stagnant”  h e a v y  suspension m igh t be formed.

A s is also shown in  F igu re 10 in the environm ent of the optim al a  the  
a ltera tio n  in (a — ß )  is n o t to o  great. E. g. at 1/x =  0 ,4, where aopt is 57°40'
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and (a — ß) — 25°25' to  a =  35° for (a — ß) the value o f about 20° pertains. 
The decrease is altogether 20% . On the other hand in a cyclone w ith  a =  10° 
the va lue o f  (a — ß) decreases to  6°. In such slender cyclones the form ation  o f  
a stagnant h eavy  suspension is not to  he expected .

For cyclone-w ashing in “ own ly e ” , carried out w ithout an added  separ­
ate suspension the globe-cyclones proved to  be also suitable w ith  a lower 
part consisting of a sphere instead  o f a cone [7]. Here the non-tangentia l flow  
of th e  m edium  advancing tow ards the underflow  becom es increasingly radial, 
on account o f  the axial flow . The gradual increase o f ve locity  ty, how ever, 
causes th e  grain size d  being in the sta te  o f equilibrium  to increase to o , thus  
cyclones o f  th is type are very su itab le to  produce as advancing step  b y  step  
along line v 0 — 0 towards the underflow  becom ing gradually higher, i .  e. to  
bring about a stagnant h eavy suspension along line va =  0.
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SU M M A R Y

T h e  m e d iu m -p a rts  leav in g  a t  th e  u p p e r-  an d  u n d e rflo w  o f  th e  cyclone a re  se p a ra te d  
fro m  each  o th e r  b y  th e  cone surface  o f th e  zero  ax ia l v e lo c ity ; th e  g ra ins ro ta t in g  h e re  in  e q u i­
lib riu m  give th e  l im it  g ra in  size o f th e  c la ss ifica tio n  a n d  th e  specific  g ra v ity  o f  th e  h e a v y  su s ­
pen sio n  b e in g  fo rm ed  here is th e  specific  g ra v ity  o f se p a ra tio n  effected b y  th e  s e p a ra t in g  
cyclone in v o lv e d .

P re ssu re  a n d  v e lo c ity  as m easu red  in  th e  in le t  d u c t m ay  be d iffe ren t fro m  th e  p re ssu re  
a n d  v e lo c ity  a p p ea rin g  a t  th e  p e rip h e ry  (o n  ra d iu s  r , )  o f  th e  cyclone; u n d e r  n o rm a l o p e ra t in g  
co n d itio n s  th e  to ta l  p e rip h e ra l p ressu re  h e ad  Hoi  -j- H sl  is ab o u t 84%  of th e  o v e ra ll  p re ssu re  
h ead  H vj -f- Hsi as is to  be o b se rv ed  in  th e  in le t  d u c t.

H, P
V

Ho h ,  dp  =  -L -  .
2g

d r  ,

h e re  is vt rn — vtl r'l — const. T he specific  g ra v ity  o f  th e  m ed iu m  y  m ig h t be  c o n s ta n t  b e ­
tw een  г г a n d  r 0 (rad iu s  o f th e  o u tle t)  o r m ig h t a lte r  w ith  r  e .g . l . f r o m  r ,  to  r0 d ecrease  lin e a lr ly  
o r  m ig h t as w ell be  2. co n stan t b e tw een  a n d  r a n d  decrease  lin ea rly  from  f  to  r 0. B y  m ak in g
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th e  in te g ra tio n  j dp  a n d  th e  su b s titu tio n s
Pi

vn
s i  Y2gpjv  1 <P Го

1 02П— 1
(w h ere  (p Qá 0 ,6 — 0,7) x  =  r J r  к  =  y J y  n in  c a se y  =  c o n s t, w e ge t th e  re la tio n sh ip  — = ---------

bz n
w h ile  in  case 1. th e  e q u a tio n

1 _  (a2n -  1) (a -  k)  , 2 (a2n — a ) (A: -  1)
~b2 ~  n(a — W  1 (2n — l ) ( a  — ïÿ k

a n d  in  case 2. th e  e q u a tio n

1 _  *2n -  1 (a2n -  x2n) (a -  кх) , 2(а2П"1 -  x 2" - 1) a x ( k  -  1)
b2 n  n (a  — x ) k  ^  (2n  — 1) (a — x )  к

w ill b e  o b ta in ed . W h en  a  is  c o n s ta n t, n  decreases w ith  b increasing , n  m ay  lie th eo re tic a lly  
b e tw e e n  — 1 and  + 1 »  p ra c t ic a lly  i t  lies betw een  0 a n d  [-1. T h e  increase  in  th e  d iam e te r o f th e  
in le t  d u c t and  th e  in c re ase  in  th e  a p ex  angle o f th e  cy c lo n e  causes n  to  increase  and  b y  in c re a s­
in g  th e  len g th  of th e  c y lin d ric a l sec tio n  of th e  cyclone, n  d ecreases; b y  increasing  th e  en te rin g  
p re ssu re  o r by  en larg ing  one  o f  th e  o u tle ts , n does n o t  a lte r  a t  all or suffers on ly  a sligh t change. 
I f  у  =  const, n 0,72 -f- 2 ,2 /a  — 2b, if  n <  0,5 an d  n  ^  1 -j- 5/a — 4,55/b, if  n ^>  0,5.

G rain  sizes ro ta t in g  in  s ta te  o f equilibrium  are  d e sc rib e d  a t  d ifferen t R eyno lds’ n u m b ers  
b y  th e  follow ing eq u a tio n s:

Re <  1/St o k e s  R e  =  30 — 300 (A l l e n ) R e  <  800 (N ew t o n )

1/ 18 V g r  v r
I (Ő -  y) V

(  15Yg t j y r v * 1* V 13 
{ (д -  у )  V,2 )

0,32 у  r vr2
2(á-y) V  '

T he average v a lu e s  o f  r, vr, vt , у  and  ij v a lid  a t  th e  locus o f zero ax ia l v e lo c ity  h av e  to  
h e  s u b s ti tu te d  in to  th e  a b o v e  e q u a tio n s . The c o rrec tn ess  o f  th e  v a lu es received fo r d shou ld  be 
c o n tro lle d  b y  R ey n o ld s’ n u m b e r  R e  =  dvr y/r] g.

I n  th e  cyclone th e re  is  a  h e a v y  suspension fo rm in g  w h en  advan c in g  to w ard s th e  a p ex  
o f  th e  cyclone along th e  l in e  o f  zero  ax ia l velocity , g ra d u a lly  h ig h er g ra in  sizes are  in  s ta te  o f 
e q u ilib r iu m . T he p o ss ib il ity  fo r  th is  h ap pen ing  is g re a te r  in  o b tu se-ang le  cyclones, w here  th e  
a n g le  in c lu d ed  by  th e  g e n e ra tr ix  o f  th e  cyclone w ith  th e  zero  ax ia l v e loc ity  line  is g re a t, to o ' 
I n  su c h  cyclones on ly  fro m  th e  p u lp  grains o f th e  a q u eo u s  ch arg e  w ith o u t a h eav y  susp en sio n  
b e in g  fed , a s ta g n an t h e a v y  su sp en sio n  m igh t be fo rm ed .

E IN IG E  T H E O R E T IS C H E  F R A G E N  D E R  K L A SSIE R - 
U N D  W A S C H H Y D R O Z Y K L O N E

G. TARJÁN

ZU SA M M EN FA SSU N G

Im  Zyklon w erd en  Ü b e r-  u n d  U n te rla u f d u rc h  d ie  zy lind rische  F läch e  d e r ax ia len  
G esch w in d ig k eit =  0 v o n e in a n d e r  g e tre n n t; die h ier im  G le ich g ew ich tszu stan d  u m lau fen d en  
K ö rn e r  ergeben  die G re n zk ö rn g rö ß e  der K la ss if ik a tio n , u n d  die sich h ie r  h e rau sb ild en d e  
S ch w ertrü b en -D ich te  is t  d ie  T ren n u n g sw ich te  des W asch zy k lo n s .

D ie  G eschw indigkeits- u n d  D ruckw erte , w ie sie  im  E in la u fs tu tz e n  m eß b a r  sin d , 
k ö n n e n  v o n  den jen igen  a m  U n fa n g  des Zyklons (a u f  R a d iu s  r t ) a u ftre te n d e n  abw eichen ; u n te r
n o rm a le n  B edingungen  m a c h t  d ie  gesam te  peripherische  D ru ck h ö h e

E in tr i t ts tu tz e n  au s. f t ,  =  - -
У

d e r  G esam td ru ck h ö h e  H vj - \ -H si im Я„ =
H sl e tw a  84 v .H .

d p = f
vt‘

2g
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h ier is t  t>( rn =  vn  r” = k o n s t .  D ie W ich te  des M edium s k a n n  zw ischen r 1 u n d  r 0 (H a lb m esse r

d e r A uslau fö ffn u n g ) g leichb leibend  o d er m it  r  v e rän d e rlic h  sein, sie k a n n  z. B. 1. v o n  r x bis 
r 0 lin ea r a b n eh m en  oder 2. von  r x b is r g le ichb le ibend  se in  u n d  zw ischen r u n d  r 0 lin e a r  ab n eh -

o
m en. N a ch  D u rch fü h ru n g  des In te g ra ls  | d p  u n d  de r S u b s titu tio n e n

Pi

6
"ix

Vtgpilvi
a rJ _

<P ro

wo
1

<p =  0 ,6  — 0,7, X =  r j f ,  к — Ух/уо e rh a lte n  w ir, 
a2n — 1

=  --------------- im  F a ll 1. die G leichung
n

w en n  у  =  k o n st, is t ,  d ie  G leichung

1 (a2n -  1) (a -  k )  2 (а2П -  а) (к -  1)
1>2 ~  n(a  -  1) к  h (2тГ^— 1) (а  -  1) к

im  F a ll  2. d ie  G leichung

1 _  X™ — 1 (a2n -  X2”) (a  — kx)  2(a2n l -  х 2" ' 1) ах  (к  — 1)
62 n n(a  — x) к  (2n — 1) (а  — x)  к

B ei k o n s ta n te m  a w ird m it ste ig en d em  b n ab n eh m en . D er W ert von  n  lie g t in  d e r T heorie  
zw ischen  — 1 u n d  -(-1, p ra k tisc h  zw ischen  0 u n d  -j-1. W ird  de r H a lb m esser des E in la u fs tu t­
zens u n d  d e r Sp itzenw inkel d es Z yk lons g rö ß er, n im m t au ch  n  zu, w äh ren d  be i e in e r V er­
län g e ru n g  des zy lind rischen  T eils des Z yk lons n  a b n im m t; d u rch  S te igerung  des E in t r i t t s ­
d ru ck es o d e r V erg rößerung  e in e r d e r A u slau fsö ffn u n g en  w ird  sich n  ü b e rh a u p t  n ic h t  oder 
n u r  gering füg ig  än d ern . W en n  у  g le ich b le ib en d  u n d  n  < ’' 0,5 is t, w ird  n  ш  0,72 : 2,2/ а — 26 
u n d  w en n  n  >  0,5 is t ,  w ird  n a l  5/о  — 4,556.

D ie  fü r  d ie im  Z yklon  im  G le ich g ew ich tszu stan d  u m lau fen d en  K o rn g rö ß en  b e i v e rsch ie ­
d en en  R ey n o ld s-Z ah len  g ü ltig en  G le ichungen  sind  wie fo lg t:

R c  <  1 (Stokes) R e  =  30 — 300 (Allen) R e >  800 (Newton)

_  I/ 18 tjgTvr d _  I 15 ~|/g V y vr312 2/3 . 0 ,32 у  t v 2
l ( ö  — y)vt2 (  2(0 — у ) У  I (Ô — y )  vt2

In  d ie  G leichungen sind  d ie  a n  d e r  S te lle  d e r ax ia len  G eschw ind igkeit =  0 gü ltig en  
D u rc h sc h n ittsw e rte  v o n  r ,  vr v t, у  u n d  ?/ e in zu se tzen . D ie  R ich tig k e it de r e rm it te lte n  d -W erte  
soU d u rc h  d ie  R eyno ldszah l R e  =  dvr yji] g  ü b e rp rü f t  w erden .

Im  Z yklon  b ild e t sich eine „ s ta b ile ”  S ch w ertrü b e  aus, falls en tlan g  de r L in ie  d e r ax ia len  
O -G eschw indigkeit in  R ich tu n g  n a ch  d e r Z y k lo n sp itze  v o rw ä rts sc h re iten d  sich  a llm äh lich  
w ach sen d e  K o rn g rö ß en  im  G le ich g ew ich tszu stan d  b e fin d en . D ie M öglichkeit h ie rz u  is t  am  
eh es ten  in  s tu m pfw ink ligen  Z y k lonen  gegeben , wo a u ch  de r W inkel den  d ie M an te llin ie  der 
Z y k lo n sp itze  u n d  die ax ia le  O -G eschw indigkeitslin ie m ite in a n d e r e in sch ließ en , ebenfalls 
groß  is t .  I n  solchen Z yklonen  k a n n  sich  a lle in  aus K ö rn ch en  der w ässerigen  A u fg ab e , ohne 
H in z u fü g u n g  v o n  S ch w ertrü b e , eine s ta g n ie ren d e  schw ere Suspension au sb ild en .

Q U E L Q U E S  Q U ESTIO N S T H É O R IQ U E S  S U R  L E S  CY CLO N ES H Y D R A U L IQ U E S  
D E  T R IA G E  E T  D ’E N R IC H IS S E M E N T

G. TARJÁN

R É SU M É

L a  m atiè re  so r ta n t p a r  les d e u x  o u v e rtu re s  de so rtie  du  cyclone e st sép arée  p a r  la  su r­
face co n iq u e  de  la  v itesse  ax ia le  zéro ; les g ra in s y  c irc u la n t en équ ilib re, d é te rm in e n t les d im en ­
sions l im ite s  des g ra ins p o u r le tr ia g e , e t  c’e st la d en sité  de la  suspension lo u rd e  se p ro d u isa n t 
à  ce t e n d ro it ,  qu i est la  d en sité  de  sé p a ra tio n  des cyclones d ’enrich issem en t.
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L a  pression  e t  la  v ite sse  m esu rab les  dans le tu y a u  d ’en tré e  p e u v en t ê tre  d ifféren tes de  
la  p re ss io n  e t de la  v itesse  à  la  c irconférence  (rayon  г г) d u  cy clo n e; d an s des co n d itio n s norm ales 
la  h a u te u r  de pression  to ta le  c irconféren tie lle  H v l  -j- H S1 e s t  8 4 %  env . de la  h a u te u r  de p re s ­
s io n  to ta le  H vi -j- H sj à l ’in té r ie u r  d u  tu y a u  d ’en trée .

3 2
4

OÙ Vf rn Vtl r j n =  const.

L a  d e n s ité  y  de la  m a tiè re  e n tre  r x e t  r 0 (ray o n  de l ’o u v e r tu re  de  so rtie ) p e u t ê tre  c o n s tan te  
o u  p e u t  v a r ie r  avec r. P a r  e x .,  1° d e  rx à r 0 elle d im in u e  l in é a ire m e n t, ou  2° de rx à  f  elle e st

о
c o n s ta n te ,  de r à  r 0 elle d im in u e  lin éa irem en t. E n  in té g ra n t  l ’ex p ress io n  j d p , e t  in tro d u isa n t

1 • Pl les n o ta t io n s

6 =
«n , (où  99 öá 0,6 à  0,7),

x — r j r ,  k = y 1/ y 0

n o u s  a rriv o n s , dans le cas de  y  =  c o n s t., à  l ’é q u a tio n  -^2- = -------------  , d an s le cas 1° à  l ’équa-

1 (o2n -  1) (a -  к ) 2(q2n -  a)  (fc -  1)
62 n(q  — 1) к (2n  — 1) (q  — 1) к

d a n s  le  cas 2° à l ’éq u atio n

1 _  X 2” -  1 ( q 2 n  —  д;2 П ) _  fca;)  2(o2n~1 -  1) «  x(k  -  1)
b2 n 1 n (q  — x) к (2n  — 1) (q — x ) k

D a n s  le  cas de a =  c o n st., si b a u g m e n te , n  d im inue , n  p e u t  v a r ie r  th éo riq u em e n t e n tre  — 1 
e t  —)— 1, p ra tiq u e m e n t e n tre  0 e t  -(-1. A vec l’a u g m e n ta tio n  d u  d iam è tre  du  tu y a u  d ’en tré e  e t de 
l ’an g le  con ique  du  cyclone, n  a u g m e n te ; avec celle de la  lo n g u eu r de  la  p a rtie  cy lin d riq u e  du  
cy c lo n e , n  d im in u e ; en  a u g m e n ta n t  la  pression  d ’en tré e  ou  u n e  des o u v e rtu re s  de so rtie , n  ne  
v a r ie  p a s  ou  sa v a r ia tio n  e s t fa ib le . D ans le cas de  y  =  c o n s t., n  ^  0,72 -)- 2,2/a  — 2b, si 
n  <  0 ,5 ; e t  n и  1 +  5/а  — 4,556, si n  >  0 ,5.

L es  dim ensions des g ra in s  c irc u la n t  en  éq u ilib re  d a n s  le  cyclone so n t exprim ées p a r  les 
é q u a tio n s  su iv an te s  v a lab les  p o u r  d iffé re n ts  n o m bres de  R ey n o ld s :

R e  <  1 ( S t o k e s )  R e  =  30 — 300 ( A l l e n )  R e  >  800 ( N e w t o n )

_  l f  18 V grvr ( U  V g J V r  v * /2 V /3 0,32 y  rvr2
U ó - y ) v t2 L<* l  2(<5 -  y)  V  j  (<5 -  y W  •

L es va leu rs à su b s ti tu e r  d a n s  ces éq uations so n t les v a leu rs  m oyennes de  r, vr, v[9 y  
e t  7] v a la b le s  à  l’en d ro it de la  v ite sse  axia le  zéro. L ’e x a c ti tu d e  de  la  v a le u r ob ten u e  d o it ê tre  
c o n trô lé e  a v ec  le nom bre  de R e y n o ld s  R e =  dvr y/rj g.

D a n s  le cyclone, u n e  su sp en s io n  lou rde  “ sta b le ”  se fo rm e  si, en  a v a n ç a n t su r la  ligne de 
la  v ite s se  ax ia le  zéro v e rs le so m m et du  cyclone, les d im en sio n s de  g ra in s en  équ ilib re  d e v ien ­
n e n t  d e  p lu s  en  plus g ran d es. C’e s t  le cas su rto u t d an s  les cyclones d ’angle o b tu s , où  l’angle 
fo rm é  p a r  la  ligne g én éra trice  d u  cô n e  du  cyclone e t  p a r  la  ligne de la  vitesse ax ia le  zéro  est 
g ra n d . D a n s  de tels cyclones, u n e  suspension  lou rd e  “ s ta g n a n te ” , c o n stititu ée  de g ra in s du  
b o u e  d u  dosage aq u eu x , p e u t  a u ss i se fo rm er sans l ’in tro d u c tio n  d ’u n e  suspension lourde.
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НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ КЛАССИФИЦИРУЮЩИХ 
И ОБОГАТИТЕЛЬНЫХ ГИДРОЦИКЛОНОВ

Г .  Т А Р Ь Я Н

РЕЗЮМЕ

Среда, уходящая через два выходных отверстия циклона, разделяется друг от друга 
конической поверхностью при аксиальной скорости равной нолю; циркулирующие здесь 
в равновесии зерна определяют предельную крупность классифицируемых зерен, и удель­
ный вес формирующейся здесь тяжелой суспензии определяет сепарационный удельный 
вес обогатительных циклонов.

Давление и скорость, измеримые во внутренней трубе, могут отличаться от давле­
ния и скорости на периметре циклона (на радиусе г,); при нормальных условиях общая 
высота нагнетания на периметре H v, -)- Н я  составляет приблизительно 84% от наблю­
дающейся общей высоты нагнетания в трубе H vl -J- H si, т. е.

H s =  р ,  Я , V
2g

• dp У
g

vt
г dr,  здесь Vj г" =  VtI г конст.

Удельный вес среды у  может быть в пределах г, и г0 (радиус выходного отверстия) кон­
стантным, или изменяться с г, например, 1) падает линейно с тх до г0, или 2) остается конс-

о
тантным от г1 до г, а с г до г0 линейно падает, 

обозначения

Произведя интегрирование J  и введя
Pi

Ь F vtiH v l _
Hsl y^gPilïi

Г1 9
С Г о

(где с ù î 0,6 — 0,7), X =  r j r ,  к  =  Уг/Уо,

в случае у  =  конст. для уравнения

1 «2» — 1
Т2” -  п

в 1) случае получим уравнение

1 _  (о2» -  1) (g -  к ) 2(д2п -  а) (к  -  1)
Ь2 п(а — l)fc (2га -— 1) (о — 1) к ’

a в случае 2) уравнение

1 _  X 2 "  -  1 ( а 2"  -  X 2 " )  ( а  -  кх)  2(д2П~1 -  х 2" - 1) ах (к -  1)
Ь2 п п(а  — х)  к  (2га — 1) (д — х) к

в случае а =  конст., с ростом Ь падает п. Теоретически п  изменяется в пределах — 1 и T 1, 
а на практике изменяется в пределах от 0 до + 1 . С ростом диаметра входной трубы и 
угла конусности циклона п  возрастает, с увеличением длины цилиндрической части цик­
лона п падает, с увеличением давления на входе или увеличением диаметра одного из 
выходных отверстий п  или не изменяется совершенно или же только незначительно. 
В случае у  =  конст.

п  sa  0,72 +  2,2/а  — 2b если п  <  0,5 и

п  sa  1 -f- 5/ ű — 4,55ô, если b >  0,5.
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Уравнения, действительные для циркулирующих в циклоне в равновесии зерен 
различной крупности при различных значениях числа Рейнольдса (Re):

Re  <  1 (Стокс) Re  =  30—300 (Аллен) Re  >  800 (Ньютон)

1/18 у  gr  vr ( \ S ( [ g y  rvr312 | 3/2 , 0,32 y r v *
1 (<5 — y ) v t l  2(<5 — у)V? ) (ő -  y)v?

В уравнение необходимо подставить средние значения г, vr, vt, у, действительные для 
аксиальной скорости О. Правильность полученных значений величины d проверяется 
числом Рейнольдса

Re  =  dvr/g .

В циклоне образуется «стабильная» тяжелая суспензия, если на линии аксиальной 
скорости, 0, двигаясь в сторону к вершине циклона, в равновесии находятся зерна с 
постепенно все возрастающей крупностью. Такое положение может возникнуть сильнее 
всего в случае тупоугольных циклонов, у которых между образующей конуса циклона и 
линией аксиальной скорости О имеется большой угол. В таких циклонах без введения 
тяжелой суспензии может образоваться «неподвижная» тяжелая суспензия также из 
самих зерен пульпы водного раствора.



BESTIMMUNG DES RESTAUSTENITGEHALTES 
GEHÄRTETER STÄHLE MIT RÖNTGEN-FEINSTRUK­

TURANALYSE*

E . G. FU C H S

EISENFORSCHUNGSINSTITUT, BUDAPEST

BERICHT Nr. 14. DER METALLURGISCHEN ARBEITSGEMEINSCHAFT DER UNGARISCHEN AKADEMIE
DER WISSENSCHAFTEN

[E in g eg an g en  am  4. F e b ru a r  1960]

1. Einleitung

Das Härten der Stähle beruht auf der allotropén y  — a U m w andlung des 
E isens, bzw . darauf, daß diese M odifikationen verschiedene M engen des K oh len ­
stoffes lösen können. D as flächenzentrierte, kubische G itter des bei höherer 
Tem peratur stabilen y -E isen s, das man m etallographisch Austenit  nennt, kann  
K oh len stoff bis zu 1,7%  (nach den neuesten D aten  bis zu 2%) interstitional 
gelöst halten. D ie bei niedrigerer Temperatur stabile a-M odifikation, der 
kubisch  raum zentrierte Ferrit , verm ag im  G leichgew ichtszustand höchstens  
einige Tausendstel P rozente K ohlenstoff gelöst zu enthalten . — D ie y  — a 
allotropé Um wandlung fin d et auch dann sta tt, w enn der Stahl von einer höhe­
ren Temperatur abgeschreckt, also gehärtet wird. D ie im  A ustenit gelösten  
K ohlenstoffatom e sind aber dann wegen der Kürze der Zeit nicht im stande, 
aus den sich um w andelnden K ristalliten dem  G leichgew ichtszustand ent­
sprechend herauszudiffundieren und bleiben im  G itter. Das so entstandene  
a-E isen  ist also m it K oh len sto ff übersättigt: es en tsteh t Martensit. D as G itter 
des M artensits stim m t im  W esentlichen m it dem  des Ferrits überein; infolge  
des hineingepreßten großen K ohlenstoffgehalts wird aber das G itter einiger­
m aßen deformiert, was sich  in  der Vergrößerung des G itterparam eters zeigt. 
Im  Grenzfall kann das kubische Gitter le ich t tetragonal verzerrt werden. 
(Tetragonaler M artensit.)

Beim  Härten wird der A usten it m eistens n ich t vollkom m en zum M arten­
sit , sondern ein Teil desselben bleibt als sogenannter Restaustenit  zurück und  
verursacht unangenehm e Folgeerscheinungen. E inesteils verm indert er näm ­
lich  die Härte des gehärteten  Stahles, anderseits kann er m it der Zeit in  andere 
G efügebestandteile übergehen. D ie durch den R estau sten it verursachte m in­
dere H ärte kann z. B . Schneidw erkzeuge zum A usschuß m achen oder es kön­
nen infolge der späteren Zersetzung des A ustenits innere Spannungen, M aßän­
derungen, ja sogar Brüche auftreten. Wenn m an dabei in  Betracht zieh t, daß

* T eil der K a n d id a te n -D is se r ta tio n  des V erfassers.
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K ugellager oder K aliberlehren schon bei einer M aßänderung von  einigen Mi­
k ron  unbrauchbar w erden können, so ist es klar, daß diese Erscheinung auch 
v o m  wirtschaftlichen G esichtspunkte aus n ich t gleichgültig ist.

Die Menge, das A u ftreten  und der V erlauf der Zersetzung des R estauste­
n its  wurde ziemlich oft untersucht. — D ie ä lteste  und unm ittelbarste Methode 
zur Erm ittelung des R estausten itgehaltes is t  die metallmikroskopische Gefüge­
untersuchung. Sie hat den  großen Vorteil, daß m an dazu keine besondere 
Prüfeinrichtung braucht und  daß sie praktisch  in  jedem  m etallographischen  
L aboratorium  durchgeführt werden kann. Sie hat aber auch den N achteil, 
daß sie für die B estim m u n g eines A usten itgehaltes von  weniger als 10%, ja 
m an ch m al schon von  20%  an nicht anwendbar ist. Mit ihr kann der A usten it­
g eh a lt  unter 10% in einem  Feinkorngefüge m eistens überhaupt n ich t nach­
g ew iesen  werden.

D ie Prüfung m it dem  Dilatometer ist in  mehreren B eziehungen brauch­
barer. H iebei wird der A usten itgehalt des Probekörpers durch W ärmezufuhr 
in  stabilere G efügebestandteile um gew andelt. Aus der dam it zusam m enhän­
gen d en  Volum enänderung is t  es m öglich, auf die E inzelheitendes U m w andlungs­
prozesses und auf den ursprünglichen A usten itgehalt des Probekörpers zu 
sch ließ en . — Aus dem W esen  dieses Verfahrens folgt, daß m an nur einen zum  
D ila tom eter  passenden Probekörper prüfen kann, und daß sich das Gefüge der 
P rob e während der Prüfung verändert.

V iele wertvolle E rgebnisse wurden m it magnetischen M essungen erzielt. 
D em  A ustenit gegenüber is t  die a-M odifikation des Eisens ferrom agnetisch. 
M an m ißt also die M agnetisierbarkeit der aus M artensit und A u sten it beste­
h en d en  Proben und errechnet das V erhältnis der G efügebestandteile unter 
B en u tzu n g  der m agnetischen  D aten des M artensits und A usten its.

Aus dem V orhergehenden ist es ersichtlich, daß die verschiedenen M etho­
d en  zur Bestim m ung des R estausten itgehaltes nur in beschränktem  Maße 
anw endbar sind. Der R estausten itgehalt unter 10% kann m it ihnen kaum  
er m itte lt  werden, und es können  nur Proben vo n  gegebenen Maßen untersucht 
w erden . Bei der U ntersuchung m it dem D ilatom eter verändert sich außerdem  
au ch  das Gefüge des Probekörpers. Die Probe oder das Fabrikat wird daher 
für eine weitere Prüfung oder für die B enutzung m eistens unbrauchbar.

2. Zielsetzung

D ie Phasenanalyse mittels Röntgenstrahlbeugung wird von den in der 
E in le itu n g  besprochenen N achteilen  nicht belastet. D iese M ethode ist für 
gew isse  Untersuchungen schon  seit langem  gebräuchlich, für die Erm ittelung  
des R estaustenits ist sie aber bis jetzt kaum  angew endet worden. W ir waren 
d esh a lb  bestrebt, die V eröffentlichungen über die B estim m ung des R est­
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austen itgehaltes m ittels R öntgenstrahlbeugung zu überprüfen und die bekann­
ten  M ethoden weiterführend ein auch in  B etrieben anwendbares, schnelles, 
m öglichst einfaches und zerstörungsfreies Verfahren auszuarbeiten.

3. Die bisher gebräuchlichen Methoden der R öntgenstrahlbeugung  
zur Erm ittelung des A ustenitgehaltes

D ie ersten m ittels R öntgenstrahlbeugung gewonnenen Ergebnisse zur 
E rm ittelung des A usten itgehaltes in  gehärteten  unlegierten Stählen w urden  
1931 von  T a m a r u  und S e k i t o  veröffentlicht[l].TAM ARU und S e k i t o  b elich teten  
in  einer u m gestalteten  Debye-Scherrer-K am m er abwechselnd die Probe und  
einen als V ergleichsstoff benützten  G oldstreifen. A u f den A usten itgehalt fol-

B ild  1. A u fn ah m ean o rd m in g  zu r B estim m u n g  des A u s te n itg e h a lte s  de r S täh le  m itte ls  R ö n tg en  
F e in s tru k tu r-A n a ly se  n a ch  G a rd n er, Cohen u n d  A n tia  [2]

gerten sie aus den (220) K a-R eflexen  des A usten its und des Goldes, indem  sie 
die m it dem M ikrodensitom eter gem essenen H öchstw erte der Schw ärzungen  
m iteinander verglichen. A uf diese W eise wurden die sich bei der E ntw icklung  
der einzelnen F ilm e m öglicherweise ergebenden Unterschiede elim iniert. Als 
E ta lon  wurde eine an einer hoch m anganhältigen, aus reinem A u sten it b este ­
henden Stahlprobe angefertigte A ufnahm e verw endet.

D ie M ethode wurde im  Jahre 1943 von  G a r d n e r ,  C o h e n  und A n t i a  

w eiterentw ickelt [2]. Sie benützten  dabei eine Phragm én-K am m er nach Schem a  
des B ildes 1. D as leicht divergente Strahlenbündel einer Röntgenröhre m it 
Chrom-Anode wurde m it Spalten verengt. D ie Spalte 1, das Probestück und  
der F ilm  sind auf dem  U m fang eines K reises untergebracht. Die im  Sinne des 
S e e m a n n — BoHLiN’schen Fokussierprinzipes entstehenden R eflexe erscheinen  
au f dem  Film  als verhältnism äßig starke, scharfe Linien. Mit einer entsprechen­
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den  geom etrischen A nordnung erreichten sie, daß die verw endeten A u sten it­
lin ien , vor allem die (200) K a-Linie gut m eßbar waren. — In den W eg des 
prim ären R öntgenstrahls legten  sie eine A lum inium folie. D ie entsprechend  
angeordnete Folie lä ß t einen  großen Teil der R öntgenstrahlen durch und kann  
so m it dem Probestück zugleich belichtet w erden, ohne daß die E ntstehung der 
v o n  der Probe reflek tierten  R eflexe gestört w erde. D ie zum  Vergleich benützte  
A l (200) K a-R eflexion fä llt  auf eine Stelle des F ilm s, wohin andere R eflexionen  
n ich t auftreffen. D a nun die A lum inium folie im m er den gleichen B ruchteil 
der R öntgenstrahlen reflektiert, verändern sich die Ergebnisse n icht, wenn  
sich  d ie In tensität des untersuchenden R öntgenstrahles während der A ufnahm e  
ändert. D ie relative In ten sitä t der A usten it- und Alum inium reflexe hängt 
d esh alb  nur vom  A u sten itgeh a lt der Probe ab. — Beim  Verfahren wurden die 
m axim alen  In ten sitäten  der R eflexe verglichen; der A ustenitgehalt unter 10%  
k on n te  aber mehr nur abgeschätzt werden. D ie zahlenm äßigen W erte wurden  
a u f  G rund von E talons bestim m t, deren A u sten itgeh a lt vorher m ittels m etallo- 
graphischer G efügenuntersuchung festgeste llt wurde.

F l e t c h e r  und C o h e n  haben das Verfahren dadurch verbessert, daß sie 
die Probestücke vor der R öntgendiffraktions-U ntersuchung au f 150° C er­
w ärm ten  [3]. In diesem  F alle  wird das tetragonale G itter des M artensits kubisch, 
w odurch  sich die (HO) und (101) R eflexe verein igen. Infolgedessen ist es m ög­
lich , die (111) R eflex ion  des A ustenits genauer zu messen. D a nun die (111) 
R eflex io n  viel in tensiver als die (200) A u sten it-R eflex ion  ist, war es m öglich, 
m it der Benützung derselben auch die E m pfind lichkeit der M ethode zu ste i­
gern.

N e t s c h w o l o d o w  gesta ltete  sein 1936 veröffentlichtes Verfahren auf 
G rund einer anderen Ü berlegung: dasselbe kann als Methode der hom ologen  
L inienpaare betrachtet w erden [4]. Er erkannte, daß es nicht notw endig  ist, 
den A usten itgehalt a u f einen  fremden V ergleichsstoff zu beziehen und b e­
s tim m te  die prozentuale Z usam m ensetzung, bei der die A ustenit-, bzw . M arten­
sitre flex e  des Stahles die gleiche Schwärzung aufw eisen und stellte  die E rgeb­
n isse  in  einer Tabelle vo n  12 Linienpaaren zusam m en. A uf der R öntgenauf­
n ah m e sind nur die ungefähr die gleiche Schw ärzung aufweisenden y-, bzw . 
a -R e fle x e  auszuwählen und der A usten itgehalt des Probekörpers kann von der 
T ab elle  abgelesen w erden. Auch die D ensitom etrierung der Linien ist über­
flü ss ig : zu einer M essung v o n  ungefähr гЬЮ prozentigen G enauigkeit genügt 
eine A bschätzung m it dem  Auge. D ie E rm itte lu n g  eines A usten itgehaltes  
u n ter  10 — 15% stößt aber schon auf Schw ierigkeiten.

D ie  Methode wurde später von P a l a t n i k  und F u k s  w eiterentw ickelt [5],
[6]. S ie  faßten die relative In ten sitä t der K a und 1% Linien des A usten its, bzw . 
M artensits, sowie die dazugehörigen A usten itgeh a lte  in  einer Tabelle zusam ­
m en. B e i der Berechnung berücksichtigten sie die a u f  die R eflex ionsin tensität 
ein w irkenden, bekannten w ichtigeren Faktoren. A us der 34 hom ologe L inien­
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paare enthaltenden Tabelle ist es nach den Verfassern möglich, die A u sten it­
gehalte über 4%  m it einem  Fehler von ± 5 %  zu bestim m en. P a l a t n i k  und F u k s  

haben das Verfahren auch dadurch verbessert, daß sie außer der m axim alen  
R eflexionsin tensität auch die Breite der R eflexe in Betracht zogen . Für den 
wirklichen A ustenitgehalt Vy  le iteten  sie den Zusam m enhang

J .  Vy  — ________ °  у _
Y j - f ; + (loo- v:,) ■ 100° / ( 1 )

ab, in w elchem  V'v den aus der Tabelle sich ergebenden W ert, J  das B reiten - 
Verhältnis der verw endeten y  und a  L inien bedeutet.

W ie wir sahen, betrachtete m an bei den besprochenen M ethoden  die 
maximale Intensität  der R eflexe, also den Gipfelv/ert der m eistens m itte ls  Mikro­
densitom eters festgestellten  Schwärzungskurve als der Menge der einzelnen  
Phasen proportional. Auch bei der M ethode von  N e t s c h w o l o d o w  lieg t es ähn­
lich , da bei der subjektiven Beurteilung der Linienschwärzugen m eisten s die 
W irkung der schw ärzesten Teile zur G eltung kom m t. Es ist aber nur dann 
gerechtfertigt, die m axim ale In ten sitä t der R eflexe der Menge der versch iede­
nen Phasen als proportional zu betrachten, wenn die Gitter unverzerrt und 
ihre Param eter überall die gleichen sind. D iese Bedingung wird im  allgem einen  
von  dem ferritischen Gefüge des K ohlenstoff nicht oder nur wenig en th alten d en , 
geglühten, unlegierten Stahls erfüllt. D ie G itterabm essungen des im  gehärteten  
Stahl befindlichen A usten its, besonders aber des M artensits, ändern sich  hinge­
gen innerhalb beträchtlich breiter Grenzen und sind ziem lich stark  verzerrt. 
Auch die in der Fachliteratur veröffentlichten  Gitterparam eter sind nur D urch­
schnittsw erte.

Es wurde festgestellt, daß die kristallinen Stoffe mit verzerrten, ungleich­
m äßigen G ittern von  der In ten sitä t, bzw . Energie des untersuchenden R ön tgen ­
strahls praktisch einen gleich großen Teil in  die verschiedenen R ichtungen  
reflektieren wie die nichtverzerrten Stoffe. W ährend aber an den  letzteren  
scharfe, schm ale R eflexe Zustandekom m en, werden die R eflexe eines verzerrten  
G itters m ehr oder weniger diffus. — W enn m an die Kurve der In ten sitä ts­
verteilung eines unter den gleichen B edingungen entstandenen und  aufgefan­
genen R eflexes graphisch darstellt, ergeben sich also in dem einen F a lle  hohe 
und schm ale, im  anderen Falle flache und breite Kurven. D ie durch die Kurve 
begrenzte Fläche, die sogenannte integrierte Intensität kann aber für unsere 
Ü berlegungen als unverändert angenom m en werden. Dies alles w e ist darauf 
hin, daß es zweckdienlicher ist, s ta tt den H öchstw erten die in tegrierten  R eflex­
in tensitäten  zur U nterlage der B estim m ungen zu wählen.

A v e r b a c h  und C o h e n  veröffentlichten  in 1948 zum erstenm al die Beschrei­
bung einer M ethode, welche die Menge des R estaustenits auf G rund der inte­
grierten Intensität der R eflexe bestim m t [7]. — Dam it die G rundschwärzung
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d e r  F i lm e  m ö g l ic h s t  g e r i n g  se i, u n d  m a n  a u c h  k le in e  A u s te n i tg e h a l t e  v o n  
1 — 1 0 %  g e n a u  b e s t i m m e n  k ö n n e ,  w u rd e  d ie  a n g e w a n d te  C o — K a- S t r a h lu n g  
m i t  e in e m  S te i n s a l z k r i s t a l l  m o n o c h r o m a t is i e r t .  D ie  A u f n a h m e n  w u r d e n  in  
e i n e r  e v a k u ie r te n  D e b y e - S c h e r r e r - K a m m e r  h e r g e s t e l l t  u n d  z w a r  so , d a ß  d a s  
B r a g g  — BRENTANO’s c h e  F o k u s s ie r - P r in z ip  z u r  G e l tu n g  k o m m e .

Später wurde zur Verm inderung der B elich tu n gszeit ein gebogener und  
geschliffener (JoiiANNSOiv’scher) Steinsalz-M onochrom ator, und zur V erm inde­
ru n g  der Grundschwärzung F e  — Ka-Strahlung angew endet. Auch die E vak u ie­
ru n g  der Kammer w urde unterlassen. Die A nordnung ist aus Bild 2 ersichtlich  
[8 ]. A n den Proben w u rd en  m etallographische Schliffe hergestellt, welche  
g e ä tz t  untersucht w urden.

■ Krista/Imonochromator

Bild 2.  A u fn a h m ea n o rd n u n g  von A v e rb a c h  u n d  Cohen [8]

D en  A usten itgehalt bestim m te man im  W esen  auf Grund folgender  
Ü berlegungen:

E s ist bekannt, daß krista lline Stoffe, so auch  die M etalle, m onochrom a­
tisc h e  Röntgenstrahlen im  S in n e der BRAGG’schen  G leichung in bestim m te R ich­
tu n g e n  reflektieren. D ie L age dieser sogenannten Reflexe  hängt von der K ristall­
s tru k tu r  und den G itterparam etern des reflektierenden  Stoffes ab, während  
ihre re la tive  Intensität u n ter  gegebenen A ufnahm ebedingungen konstant bleibt. 
B ei einer Mischung m ehrerer kristalliner Stoffe en tw ick elt jeder B estandteil 
u n ab h än gig  von den an d eren  sein eigenes R eflex sy stem . Dabei b leibt die 
r e la tiv e  Intensität der e in ze ln en  Reflexsysteme — m it gewissen E inschränkun­
gen  — der Menge der P h asen  proportional.

D as Gefüge der zu untersuchenden Stahlarten  b esteh t — abgesehen von  
e tw a ig en  Karbiden — aus M artensit und A u sten it. D a auch der tetragonale  
M arten sit im Wesen ein a -G itter  aufweist und der R estausten it ein y-G itter  
ze ig t, erscheinen auf den m it R öntgenstrahlbeugung hergestellten A ufnahm en  
die d em  kubisch-raum zentrierten a-Eisen, bzw . dem  kubisch-flächenzentrier-
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ten  y -E isen  entsprechenden R eflexe. U nabhängig vom  etw aigen Vorkom m en  
einer anderen Phase, gilt für die In ten sitä t jedes entstehenden R eflex es unter 
gleichen Aufnahm ebedingungen, daß

ist, w obei

P a =  konst • R  • А (в )  • Va =

=  k o n s t . _ L  . F 2 - m . ( L . P ) .  e~2M ■ А (в) ■ Va
vl

(2)

P a d ie  In te n s itä t  des R eflex es d e r a -P h ase ,
R  e in  de r In te n s itä t  des R eflexes p ro p o rtio n a le r  K oeffiz ien t, 
va d as  V olum en d e r E le m en ta rz e lle  d e r a -P h ase ,
F  d e r  S tru k tu r fa k to r  d e r  E lem en tarze lle , 
m die  F lä ch en h äu fig k e itszah l,
L  d e r  L o re n tz -F a k to r ,
P  d e r  P o la risa tio n sfa k to r,

e -2 M  d e r  D eb y e—W aller’sche T em p era tu rk o effiz ien t,
А ( в )  d e r  A b so rp tio n sfak to r d e r P ro b e ,

0 d e r B ragg’sche R eflex w in k el, u n d
V  d a s  V olum en der a -P h a se  des v o n  de r S tra h lu n g  e rfaß ten  M ateria les

ist. B ei A ustenitreflexen steh t selbstverständlich  у an der Stelle der a-Indexe.
A v e r b a c h  und C o h e n  haben zur E rm ittelung des A u sten itgehaltes die 

(220) und (311) R eflexe des A ustenits, bzw. die (200), (211) und (220) R eflexe  
des M artensits benützt: bei der D ensitom etrierung der Film e bestim m ten  sie 
die integrierte In tensität P y bzw. P a dieser R eflexe. Für jeden R eflex  errechneten  
sie die W erte

~  =  A 0 ) - v  (3)
К

und da sie die A bhängigkeit der A  A bsorptionsfaktoren vom  W inkel 0 nicht 
für genügend bekannt voraussetzten , bestim m ten  sie die Menge des A ustenits 
aus den A ( 0 ) .  V  W erten m it H ilfe von  Interpolierung auf den Diagram m en  
A ( 0 )  • V  = f ( 0 )  graphisch. — D a die im  Zusam m enhang (2) vorkom m ende  
K onstante bei dem In-V erhältn is-steilen  ausfällt, wurde sie n ich t in Betracht 
gezogen.

D ie U ntersuchungen waren sehr langw ierig, die A usw ertung einer Auf­
nahm e nahm  auch m it Ü bung etw a anderthalb Stunden in  A nspruch. Die 
R -W erte ändern sich m it den G itterparam etern und den m it d iesen  zusam m en­
hängenden R eflexw inkeln. — Der K ohlenstoffgehalt wirkt n am entlich  auf die 
G itterparam eter ziem lich stark. Selbstverständlich können nur die sich im 
um w andelnden A ustenit gelösten C-Atom e, — nicht aber die z. B . in  der Form  
ungelösten  Karbids vorhandenen — eine R olle spielen. D eshalb m ußte man 
die M enge der in  der Probe vorhandenen K arbide m it einem  M etallm ikroskop  
bei jeder genauen U ntersuchung bestim m en und auf Grund dessen die Berech­
nungen m it H insicht au f einen korrigierten K ohlenstoffgehalt vornehm en.

9  Acta Technics X X X II/Î—4.
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B e u  vervollkom m nete das Verfahren im  Jahre 1952 [9]. Zur Verm inde­
ru n g  der Belichtungszeit w a n d te  er statt Steinsalz- einen Quarz-M onochroma­
to r  an . Außer den schon erw ähnten  fünf R eflexen  nahm  er auch den R eflex  
(222) des Austenits in  A nspruch . Er wies nach , daß das graphische In ter­
p o lieren  überflüssig is t , da bei gleichzeitiger Berücksichtigung mehrerer 
R e fle x e  die U ngenauigkeiten  der Absorptionsfaktoren keine Rolle spielen. Er 
v ere in fa ch te  das Verfahren auch  dadurch, daß er die Menge der K arbide ähn­
lic h  der des Austenits m it dem  Röntgenstrahlbeugungsverfahren erm ittelte. 
A u f d iese Weise nahm die Auswertung nur etw a  eine halbe Stunde in A n­
sp ru ch . — B e u  gab eine D arstellu n g von der B rauchbarkeit und den Vorteilen  
der m it  dem G e i g e r —MüLLER’schen Zählrohr durcbgeführten unm ittelbaren  
S trah len in tensitäts-M essungen[10], worauf auch A v e r b a c h  in einem  Artikel 
h in w ies  [11].

D as ursprüngliche A usw ertungsverfahren [ 7 ]  v o n  A v e r b a c h  und C o h e n  

v e r su c h te  neulich K h o l  in  einem  Aufsatz dadurch schneller zu gestalten, daß 
er zu  den  Berechnungen — in  Verbindung m it der Besprechung eines Quarz­
kristall-M onochrom ators — Nom ogram m e veröffen tlich te [12].

4. D ie Grundlagen des ausgearbeiteten  
U ntersuehungsverfahrens

A us dem Überblick der bisherigen R öntgenstrahlbeugungs-M ethoden  
zur E rm ittelung des A u sten itgeh a ltes ist es ersichtlich , daß die vorliegende  
F ach litera tu r  ziemlich spärlich  ist. Dazu kom m t, daß die m eisten besprochenen  
V erfah ren  den A usten itgchalt au f die In ten sität der an einem frem den Ver­
g le ic h ssto ff  zugleich erm itte lten  Reflexe beziehen. D adurch haben sie alle den 
N a c h te il, daß man sie irgen d w ie eichen muß, son st ergeben sie nur willkürliche  
V erhältn iszahlen . Auch die anderen Methoden zur E rm ittelung des A u sten it­
g e h a lte s , wie das m etallographische, das D ilatom eter- und das m agnetische  
V erfah ren , können gerade zur Herstellung solcher E talons nicht einwandfrei 
b e n ü tz t  werden. Eben deshalb  war es eine w ichtige E rkenntnis, daß der A us­
te n itg e h a lt , wie bei den m agnetischen  M ethoden, auch bei der Untersuchung  
m it R öntgenstrahlbeugung a u f  den Martensit als einen  inneren V ergleichsstoff 
b ezo g en  werden kann. D a d ie relative In tensität der einzelnen A ustenit- und  
M artensit-R eflexe auf G rund theoretischer Ü berlegungen m it einer ziem lich  
h o h en  Genauigkeit berechnet werden kann, wurde die äußere Eichung über­
f lü ss ig .

A u s der Fachliteratur geh t zugleich hervor, daß eine der Z ielsetzung  
entsprechende Methode nur a u f  die Energie (d. h. au f die integrierte Intensität) 
der R e fle x e  aufgebaut w erden  darf. Bei der A usarbeitung der eigenen M ethode 
k o n n te n  wir uns deshalb nur a u f die Vorarbeiten vo n  N e t s c h w o l o d o w ,  bzw.
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A v e r b a c h ,  C o h e n  und ihre Nachfolger stützen. D ie gründliche A n alyse der 
ersteren führte zum E rgebnis, daß die W eiterentw icklung derselben zw eier  
U m stände wegen nicht zw eckdienlich ist. E inesteils führt die A bschätzung der 
In ten sitäten  m it dem Auge auch m it der unter Zusam m enhang (1) angegebenen  
K orrektion eine ziem lich hohe Fehlerm öglichkeit m it sich. (Das M essen der 
Film e in ihrer ganzen Länge m it dem M ikrodensitom eter — was übrigens un ­
verm eidlich wäre, — würde bedeutende Arbeit und Zeit beanspruchen.) 
A nderseits — und das ist das W ichtigere, — ist es bei der B erechnung der 
hom ologen Linienpaare n ich t m öglich, die aus den verschiedenen Verzerrungen  
des Gitters der gehärteten Stähle entstehenden scheinbaren T em peraturkoeffi­
zienten  in B etracht zu ziehen; dieser U m stand verm ag aber die M essergebnisse  
zu beeinträchtigen. — Mit R ücksicht auf diese Überlegungen wurden bei der 
vo n  uns entw ickelten M ethode die Vorarbeiten von  A v e r b a c h ,  C o h e n  und ihrer 
Nachfolger zugrunde gelegt. Es wurde die G eltung des Zusam m enhanges (2) 
übernom m en, welche m it einer R eduktion nach B e u  auf die kürzere Form

P.  =  G.. ■ V

gebracht werden kann [9]. H ier ist also

(4)

Ga — — ■ F - ■ m ■ {L • P )  • e~2M • A(0)  . (5)
К

W enn wir im  Sinne unserer Ü berlegungen die für die Austenit- und M artensit­
reflexe gewonnenen G leichungen (4) jede für sich addieren und die Sum m en m it­
einander dividieren, so ergibt sich, daß

zp y =  rc7 vy
ZP„ Z G a ' Va

ist. Den Zusam m enhang

К  +  vy =  100%

(6)

( 7 )

in  B etracht gezogen erhält man für die B estim m ung des A u sten itgehaltes  
folgende neue, allgem eingültige Gleichung:

E P
У

г р „
E P у
ГР„

М у
ZG.,

100%. ( 8 )

Der Zusam m enhang (8) g ib t den A ustenitgehalt als Funktion der gem essenen  
In ten sität der zugrundegelegten R eflexe des A ustenits und M artensits P y

9*
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u n d  P a, bzw. der aus den  zu diesen R eflexen  errechenbaren K oeffizienten  G 
erhaltenen  Quotienten an.

Der Wert der im  Zusam m enhang (2) vorkom m enden K onstanten  ist 
u n ter  gegebenen U m stä n d en  für jeden R eflex  gleich, er ist unabhängig vom  
M aterial der Probe und fä llt  so bei der B ild u n g  der Q uotienten aus. Er wird 
deshalb  außer B etracht gelassen.

Wenn der Stahl b ei der Untersuchung außer M artensit und A usten it auch  
andere G efügebestandteile, z. B . Karbid en th ä lt, also sta tt des Zusam m en­
h an ges (7) die G leichung

Va +  Vy = 1 0 0  — K arbid% (9 )

g ilt , dann ist es zw eckdien lich , ihre Q u an titä ten  m etallographisch, m it der 
Rosiw al-M ethode zu b estim m en  und die A usten itgehalte  diesem  gemäß zu 
korrigieren. Kleinere M engen anderer P hasen  können zum eist vernachlässigt 
w erden.*

Die Gleichung ( 8 )  bildet die Grundgleichung des ausgearbeiteten Verfahrens.
E P

D er a u f der rechten S e ite  stehende Q uotient muß aus der integrierten

In te n s itä t  der R eflexe b estim m t werden. — D ie  letzteren können au f zweierlei 
W eise  gemessen w erden. D as eine, früher fa st ausschließlich angew andte  
V erfahren  ist das photographische. Dabei werden die R eflexe auf R öntgenfilm  
aufgefangen  und nach der E ntw icklung und F ix ierung mit einem M ikrodensito­
m eter  ausgemessen. —• E in  neuerdings oft angew endetes Verfahren m ißt die 
Strahlen intensität u n m itte lb ar mit dem Zählrohr von  Geiger und Müller. Bei 
b e id en  Verfahren muß die Strahlenintensität als Funktion der R eflexionsrich­
tu n g  aufgezeichnet w erden: dies geschieht bei den Registriervorrichtungen der 
m odernen  M ikrodensitom eter und D iffraktom eter autom atisch (vgl. z. B . 
B ild  5). Es müssen nun die zu  den Reflexen gehörigen, unter den glockenartigen  
K u rv en  befindlichen — sich  über die W erte der Grundschwärzung erheben­
den  — Gebiete m it einem  Planim eter b estim m t werden. Dadurch erhält man 
der integrierten R eflex ion sin ten sitä t proportionale Größen. Da aber im  Zusam ­
m en h an g  (8) nur die Q uotien ten  der integrierten  In tensitäten  Vorkommen, 
g en ü g en  zur B estim m ung des A ustenitgehaltes s ta tt  ihrer absoluten W erte 
au ch  die ihnen proportionalen  Flächen.

B ei der U ntersuchung der gleichfalls au f der rechten Seite des Zusam m en­
h an ges (8) vorkom m enden, zu  den benützten R eflex en  gehörigen G W erte kann 
fe s tg este llt  werden, daß ihre Größe bei einer gegebenen R eflexion und A uf­
nahm eanordnung nur vo n  der Änderung des Elem entarzellen-V olum ens v

* N ehm en  w ir an , d a ß  a u f  G ru n d  der G leichung  (8) d ie  U n te rsu ch u n g  m it R ö n tg en ­
s tra h lb e u g u n g  z. B . 10%  R e s ta u s te n i t  ausw eist. A uch  2 %  in  B e tra c h t gezogenes E isen k a rb id  
(Z e m e n t i t)  än d ert das E rg e b n is  n u r  a u f  9 ,8% .
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(also von  der der G itterparam eter), bzw. in kleinerem  Maße von der V erände­
rung des dam it zusam m enhängenden R eflexionsw inkels abhängt. — D a die 
Volum ina der Elcm entarzellen im  G W ert jeder A ustenit-, bzw . M artensit­
reflexion die gleichen sind — vgl. Gleichung (5), — können sie in den Q uotien­

ten
EG..

vor die E  Z eichen in der Form gesetzt werden.

Es ist bekannt, daß — w enn man die W irkung etwaiger L egierelem ente 
außer B etracht läßt, — die G itterdim ensionen sowohl des A usten its, w ie auch

3,64
чJe

3'60 I

456.

<u
I
!зIQj

C -G e h a lt, Gew. %

B ild  3.  G itte rab m essu n g en  des A u s te n its  u n d  M arten s its  als F u n k tio n  des K o h len sto ffg eh a lte s
(N ach  [14] u n d  [15])

des M artensits, bzw. die sich daraus ergebenden Volum en der E lem entarzellen  
entscheidend durch den Kohlenstoffgehalt bestim m t sind. D ie zahlenm äßigen  
W erte sind in Bild 3, bzw . 4 zusam m engefaßt. D ie Größe des erw ähnten Aus­

drucks ist aber, w ie es auch aus Bild 4 hervorgeht, vom  K ohlenstoffgehalt
vy )

praktisch unabhängig. — A u f Grund einer ähnlichen Ü berlegung kann der 
Q uotient auch von anderen Faktoren des G K oeffizienten , w elche sich  übrigens 
m it dem K ohlenstoffgehalt, bzw . den G itterabm essungen w esentlich  weniger 
verändern und sich nur m it einer gewissen Annäherung bestim m en lassen , für 
unabhängig betrachtet werden.
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A u s  d ie se n , f ü r  d a s  a u s g e a r b e i t e te  P r ü f v e r f a h r e n  w e s e n t l ic h e n  F e s t -  

S te l lu n g e n  e rg ib t  s ic h , d a ß  der in der Gleichung( 8  Jvorkommende Quotient - —
A G„

f ü r  jede  gegebene Aufnahmeanordnung und bezüglich der gegebenen Reflexe 
prak tisch  konstant und e in  f ü r  allemal berechenbar ist. Um  den A usten itgehalt

C-Geholtj Gew. %

B i l d  4.  D as V olum en der E le m e n ta rz e lle n  vom  A u s te n it-  u n d  M a rten s itg itte r  als F u n k tio n
d e r  K ohlensto ffgehaltes

m it H ilfe der Gleichung (8) erm itteln  zu können, m uß man also nur den Quo-
27P

t ie n tc n  ~ £ p ~ bestim m en. D adurch  wird die A usw ertung unvergleichlich ein­

fa ch er  und schneller als b isher. 5

5. B erechnung der G K oeffizienten

U m  den K oeffizienten in der G leichung (8) bestim m en zu können,

w ird  der im  Sinne des Zusam m enhanges (5) berechnete G W ert jeder, bei der 
U n tersu ch u n g  verw endeten R eflex ion  benötigt. W ie gezeigt wurde, sind die 
b ish erigen  Verfahren m itte ls  Feinstruktur-A nalyse au f verschiedene R eflex io ­
n en  gegründet gewesen. D esh a lb , und um eine bessere Ü bersicht zu bekom m en, 
ze ig t B ild  5 zwei A ufnahm en, welche m it einem  sow jetischen D iffraktom eter
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B ild  5. A u fn ah m e m it R ö n tg en s trah lb eu g u n g  v o n  e in e r a) g e h ä rte te n  u n d  h) g e h ä r te te n  u n d  
angelassenen  K u g e llag er-S tah lp ro b e ; aufgenom m en m it  F e -K a . ß S trah l im  G eb iet des R e flex ­
w inkels & «=< 10— 75°. D as Gefüge be ider P roben  b e s te h t  n u r  aus M artensit u n d  R e s ta u s te n it

Typ U RS — 50 I und m it F e —K a+iä Strahlung an einer von hoher Tem peratur  
gehärteten, bzw . an einer ähnlich gehärteten, aber dann angelassenen K ugel­
lager-Stahlprobe aufgenom m en wurden. D ie Aufnahm en um fassen die vom  
M artensit und A u sten it ungefähr zwischen dem W inkel 0 =  10—75° en tste ­
henden R eflexe. A u f dem Bild kann man klar erkennen, daß die R eflexe  des 
angelassenen (kubischen) M artensits verhältn ism äßig schmal und hoch  sind. 
Die R eflexe des einigerm aßen verzerrten, innerhalb breiterer Grenzen versch ie­
dene G itterabm essungen aufweisenden tetragonalen  M artensits sind hingegen
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m ehr oder weniger flach  und  breit. A uf die L inie (220) des M artensits kann z. B. 
nur aus der stärkeren Grundschwärzung gefolgert werden.

Zur B estim m ung des A usten itgehaltes zeigten  sich die auch vo n  B e u  

b en ü tz ten  sechs R eflexe , die K a R eflexe (200), (311), (222) des A usten its  
(y -E isen ) und die K a R eflexe (200), (211), (220) des M artensits (a-E isen) als 
die brauchbarsten. Ihre Grundschwärzung is t  nahezu die gleiche und die R e­
f le x e  können verhältn ism äßig gut voneinander getrennt werden. Man kann also 
die der integrierten In ten sitä t proportionalen F lächenteile leichter als die ande­
ren  m essen. Außerdem  g leich t sich infolge der ungefähr sym m etrischen Lage 
der A usten it- und M artensitreflexe auch die W irkung des aus der G itterver­
zerrung entstehenden und in der G leichung (5) nicht in B etracht ziehbaren, 
scheinbaren  Tem peraturkoeffizienten praktisch  aus. — Im  Folgenden wurden  
d ie G W erte dieser R eflexe berechnet. W ir w aren bestrebt, im m er die am  ver­
lä ß lich sten  erscheinenden D aten  bekannter H erkunft zu verwenden. Deshalb  
ü b erg in gen  wir m anchm al neuere oder vo n  anderen Verfassern für ähnliche  
Z w ecke schon gebrauchte D aten, obzwar sich  nennenswerte A bw eichungen

X  Gy
für den  W ert d er———-  Ausdrücke nicht ergaben.

Für die B estim m ung des R estausten its is t  die Co — K a und F e — K a 
S trah lu n g  am geeignetsten . Deshalb w urden auch die Berechnungen für die 
W ellen längen  Я Co-Ka =  1,787 kX  und Я F e-K a =  1,934 kX  [13] durchgeführt. 
D ie  Teilergebnisse, w elche sich für die in  B etrach t kom m enden A ufnahm e­
anordnungen  in der im  folgenden beschriebenen W eise ergeben, um faßt 
T ab elle  1.

5 .1 . Das Volumen der Elementarzellen ( v )  kann aus den G itterparam e­
tern  bestim m t werden: beim  unlegierten S tah l hängt es hauptsächlich vom  
K ohlenstoffgehalt ab (B ild  3 und 4). Da der K ohlenstoffgehalt au f den W ert

des Q uotienten praktisch  keine W irkung hat, — wie schon in P u n k t 4

d arau fh in gew iesen  wurde, — wurde den B erechnungen ein Stahl von m ittlerem , 
l% ig e n  K ohlenstoffgehalt zugrunde gelegt. D ie sich auf diese W eise ergeben­
den V olum en sind in  der 2. K olum ne der T abelle 1 zu finden.

5 .2 . Die Reflexionswinkel (0 ) .  Der A u sten it hat ein kubisch flä ch en ­
zen triertes Gitter. Sein G itterparam eter b eträgt bei 1% C-Gehalt aY — 3 ,598 k X . 
D as G itter  des M artensits ist m eistens leicht tetragon al und weicht vom  kubisch  
raum zentrierten  G itter des reinen Eisens kaum  etw as ab. A uf den R öntgen- 
Feinstruktur-A ufnahm en können som it die im  Prinzip sich auflösenden, z. B. 
(211), (121), (112) M artensitreflexe nicht voneinander getrennt w erden, es 
v erän d ert sich höchstens die Form ihrer Intensitätverteilungskurve. H ievon  
war schon  im  Zusam m enhang m it Bild 5 die R ede. D ie Fläche unter der K urve  
is t der aus dem Zusam m enhang (5) errechneten R eflexionsintensität propor­
tio n a l, unabhängig davon, ob sich etwa einzelne R eflexionen aufgelöst haben



Tabelle 1
G röße de r zu r B erechnung  d e r G W erte  n o tw en d ig en  F a k to re n  der au sg ew äh lten  sechs R eflexe n a ch  dem  Z usam m enhang  (5) —  fü r  die

A u fn ah m ean o rd n u n g en , d ie als am  le ich te s ten  zu  v e rw irk lich en  erscheinen

1. 2. 3. 4. 5. 6- 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. 14. 15. 16.

Co—Ka F e - Ka

Reflex V

kX* m е-гМ
0 F L. P

L. P 
mit

NaCl 1 SiO,
Kristall­

monochromator

А Щ 0° F L. P

L. P 
mit

NaCl 1 SiO, 
Kristall­

monochromator

A \e)

(220) 12 0,9525 44°37' 38,00 1,427 1,424 1,424 0,4523 49°29' 54,00 1,367 1,350 1,354 0,4512
—4>*•>
CB (311) 46,58 24 0,9352 55°27' 33,20 1,467 1,405 1,421 0,5329 63°3' 49,20 1,874 1,669 1,721 0,5314
<

(222) 8 0,9299 59°21' 31,60 1,634 1,519 1,549 0,5491 68°35' 47,60 2,439 2,075 2,167 0,5438

(200) 6 0,9623 38°13' 20,80 1,761 1,721 1,729 0,3675 42°1' 28,80 1,522 1,511 1,513 0,3693
cfiЙ0>
и

(211)
24,11

24 0,9448 49°15' 18,00 1,367 1,353 1,356 0,4944 55°2' 26,00 1,452 1,388 1,404 0,4941

й (220) 12 0,9278 61°1' 15,60 1,732 1,590 1,626 0,5539 71°12' 23,60 2,827 2,365 2,483 0,5463
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oder n ich t. Deshalb kann auch der tetragonale M artensit so behandelt3w erdem  
als зob er ein kubisches G itter m it einem  GitterpaTameter üa =  ]Ía 2 • c — 
— | /2 4 ,11 =  2,889 k X  besitzen  würde. (V gl. B ild  3.)

Zwischen dem R eflexionsw inkel 0, der W ellenlänge des zu untersuchenden  
R ön tgen strah ls A, dem  G itterparam eter a und  dem  Millerindex h, к und l 
der reflektierenden N etzebenen  kann für jede R eflex ion  der kubischen K ristalle  
der allgem ein  bekannte Zusam m enhang

Sin2 0 =  _ ü _  . (ft2 _|_ k 2 +  /2) (10)
4 • o2

angeschricben  werden. D ie m it diesem berechneten  R eflexionsw inkel sind in  
K o lu m n e 5, bzw. 11 der T abelle 1 zusam m engefaßt.

5 .3 . Die Strukturfaktoren ( F ).  Bei G ittern aus gleichen A tom en bestehen  
die Strukturfaktoren F  gem äß des Zusam m enhanges

F  =  S . f  (11)

aus zw ei Teilen. Der W ert S  wird ausschließlich durch die E igen tü m lich ­
k e iten  der G itterstruktur bestim m t. Im  Falle zustandekom m ender R eflexe  
is t b e i einem  flächenzentriert kubischen G itter S Y =  4, bei einem raum zentriert 
k u b isch en  Gitter Sa =  2. — D ie A tom streufaktoren f  können am le ich testen  
m it H ilfe  von  Tabellen b estim m t werden [16]. — D a die W ellenlänge der Co — 
K„ S trah lu n g  nahe bei der A bsorptionskante des Eisens liegt, muß hier auch  
eine K orrektion nach H ö n l  angew endet w erden. Der A tom faktor ergibt sich  
dann aus dem Zusam m enhang

f  =  f o - A f ,  (12)

w obei f 0 der aus einer T abelle [16] entnom m ene A tom faktor-W ert, A f  das 
ebenfa lls aus Tabellen [17], [18] zu errechnende K orrektionsglied ist. B e i der 
U n tersu ch u n g  des E isens m it Co — K 0 Strahlung ist der W ert des letzteren  
A f =  4.

D ie  im  obigen Sinne errechneten Strukturfaktoren F  wurden in  K olum ne  
6, b zw . 12 der Tabelle 1 zusam m engestellt.

5 .4 . D ie Flächenhäufigkeitszahlen ( m )  der benutzten  R eflexe wurden  
einem  H andbuch entnom m en [16] und sind in  K olum ne 3 der Tabelle 1 zu 
finden .

5 . 5 .  D ie  L o r e n t z - und Polarisationsfaktoren ( L . P ) .  Wenn wir bei der 
U n tersu ch u n g  mit R öntgenstrahlbeugung die aus der Röntgenröhre heraus­
treten d en  R öntgenstrahlen unm ittelbar, höchstens m it einem ^-Filter m ono-
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chrom atisiert, benützen , so können die L  L orentz-, bzw . P  Polarisationsfakto­
ren au f Grund des Zusam m enhanges

L P — — . — ( 13)
2 sin2 0  ■ cos 0

berechnet verden [19]. D ie konkreten B erechnungen werden durch eine T abelle  
vereinfacht [16]. D ie so bestim m ten W erte L .P  sind in Kolumne 7, bzw . 13 
der Tabelle 1 zu finden.

W enn der zur U ntersuchung verw endete R öntgenstrahl m it einem  K ri­
stallm onochrom ator m onochrom atisiert ist, m uß m an auch seine Polarisiert- 
heit in  B etracht ziehen. D ie Lorentz- und Polarisationsfaktoren können  in 
diesem  Falle nach W a r r e n  aus der Formel

L P .
1 +  cos2 20^ • cos2 20 

sin 0 • sin  20
(14)

berechnet werden [17]. 0m ist der R eflexw inkel des K ristallm onochrom atorsi 
0 der des vom  Probestück  stam m enden R eflexes.

Am  leichtesten  sind Siem sa/s-Einkristallm onochrom atore herzustellen; 
bei diesen gelangt die (200) R eflexion des N aC l als U ntersuchungsstrahl zur 
Benutzung. W enn m an den Gitterparam eter aNaC1 =  5,626 kX  zugrunde legt 
[19], entsprechen der Strahlung Co — K a, bzw . F e —K„ die R eflex ionsw inkel

NaCi =  18 31' (Co — K J  ;
bzw.

0mNac, =  2O°6' ( F e - K J .

Die m it ihrer B enützung auf Grund des Zusam m enhanges (14) berechne­
ten  L .P  W erte sind in  K olum ne 8, bzw. 14 der Tabelle 1 zusam m engefaßt.

Der andere verhältnism äßig leicht herstellbare K ristallm onochrom ator  
wird aus Quartz verfertigt; der zur U ntersuchung verwendete, m onochrom a­
tische R öntgenstrahl ist dann der (101) R eflex  des Quaríz-Einkristalls. W enn  
man den G itterparam eter азю , =  4,90 k X  des hexagonalen Q uarzes, bzw.

c
=  1,10 zugrunde legt [19], so gehören zur

a  SiO,
dessen A chsenverhältnis

Co — K„, bzw. Fe-K„ Strahlung die R eflexw inkel

0mSiOa =  15o 33' ( C o - K J ;
bzw.

0mSiO2= 1 6 ° 5 2 '  ( F e - K J .

Die m it ihrer B enützung aus dem Zusam m enhang (14) berechneten  L.P  
W erte sind in K olum ne 9, bzw. 11 der T abelle 1 zu finden.
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5 .6 . Die  
d em  m it e~2M

D e b y e - W A L L E R \ s c / t m  Temperatur-Koeffizienten (e  2,M) .  In  
ausgedrückten D ebye-W aller’schen  Tem peraturkoeffizienten ist

M  =  В ■
sin 2 9

Л2
(15 )

w o b e i 0 den R eflexionsw inkel, X die W ellenlänge des R öntgenstrahles bezeich ­
n e t, und

6 h2 \Ф(х) J.

m a •к • 0 j X  4
(16)

i s t .  D ie  M a s s e  d e r  d a s  G i t t e r  a u f b a u e n d e n  A to m e  i s t  h ie r  m i t  m a , d ie  PLA N C K ’sc h e  
K o n s t a n t e  m i t  h, d ie  BoLZM ANN’s c h e  K o n s t a n t e  m i t  к a n g e g e b e n .  D a r a u s  
e r g i b t  s i c h

X  = (1 7 )

w ob ei 0 die sogenannte charakteristische Tem peratur des Stoffes, T  d ie ab­
so lu te  Tem peratur bezeichnet. D ie Funktion

X

0

(18)

wird in  einer für B erechnungen bequem en Form  in einer Tabelle m itg ete ilt. 
E s w urde der Wert der charakteristischen T em peratur

0 =  453 K °
b e n u tz t [16].

D ie  so  b e r e c h n e te n  D EB Y E-W A L L ER ’s c h e n  T e m p e r a tu r k o e f f i z i e n te n ,  w e lc h e  
f ü r  d ie  U n te r s u c h u n g s s t r a h l e n  C o  — K a u n d  F e  — K a g le ic h e rw e is e  g i l t i g  s in d ,  
s in d  i n  K o lu m n e  4  d e r  T a b e l l e  1 z u s a m m e n g e s te l l t .

5 .7 . D ie  Absorptionsfaktoren ( А ( в ) ) .  Zur E rm ittelung des R estau sten its  
sind d ie jen igen  A ufnahm eanordnungen am gee ign etsten , bei welchen die ebene 
P rob efläch e m it dem Prim ärstrahl einen W inkel cp einschließt. Der A b sorp tion s­
faktor k a n n  dann mit dem  Zusam m enhang

=  -------- = ± . А Щ  (19)
p, sin  (20 — cp) +  sin  gо p

au sged rü ck t werden [21], [22], [10]. In der Form el bedeutet q  die Q u ersch n itts­
fläche d es R öntgenstrahlbündels, p  den durchschnittlichen A b sorp tion sk oeffi­
zienten  des Probem aterials, und 0 den R eflex ionsw inkel. Da nun q  u n d  p  
unter g egeb en en  A ufnahm ebedingungen k on stan t b leiben  und deshalb aus dem

der zur Bestim m ung des A u sten its d ienenden G leichung ausfallen, gen ü gt
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es bei den Berechnungen den Zusam m enhang

A'(Q)
sin (26 — <p) 

sin (20 — (p) -f- sin cp
( 20)

zu benützen .
B ei Film registrierung is t  es zw eckdienlich, entsprechend dem  m ittleren  

R eflexionsw inkel der sechs zugrunde gelegten R eflexe, bei der A nw endung der 
Co— K„ Strahlung cp =  50° und bei F e —K„ Strahlung cp =  56° einzustellen . 
D as B r a g g —BRENTANo’sche Fokussierprinzip wird näm lich au f d iese W eise 
für alle R eflexe verhältnism äßig am  besten  angenähert. — D ie nach dem  Dar­
gelegten  berechneten A'(0) A bsorptionsfaktoren findet man in K olum ne 10, 
bzw . 16 der Tabelle 1.

B ei der Messung der S trahlen intensität m it dem  G eiger—M üller’schen  
Zählrohr verdreht sich auf dem  G oniom eter der gebräuchlichen D iffraktom eter  
m it der Verschiebung des Zählrohres zugleich auch die Probe und zwar mit 
halber W inkelgeschw indigkeit. D aher gilt im m er cp — 6, und für den W ert

des Absorptionsfaktors — unabhängig vom  R eflexionsw inkel A (0)  =  —  .
2

3.8 . Zusammenfassung der Teilergebnisse. Als Ergebnis der bisherigen  
B erechnungen können die G K oeffizienten  der einzelnen R eflex ionen  aus dem  
Z usam m enhang (5) schon bestim m t werden. Für jene A ufnahm eanordnungen, 
die w ohl am leichtesten  zu verw irklichen sind, wurden die au f diese W eise 
berechneten W erte in Tabelle 2 zusam m engefaßt. 6

6. Bem erkungen für die Praxis

A us dem bisher D argelegten  geht hervor, daß m an zur E rm ittelung des 
R estau sten its  m it dem beschriebenen Verfahren nur die in tegrierte In tesität  
der benutzten  R eflexe m it irgendeiner A ufnahm eordnung zu m essen braucht. 
D ie älteren R öntgenapparate registrieren m eistens m it Film  und sind m it D e ­

b y e — S c h e r r e r - ,  bzw. R ückstrahl-K am m ern versehen. Zur B estim m ung des 
R estau sten its  sind jene geeigneter; m an braucht nur sta tt der ursprünglichen  
Präparathalter zur U nterbringung der zu untersuchenden Proben neue Probe­
halter anzufertigen (vgl. z. B . [24]). — Mit einem  D iffraktom eter kann man 
aber bequem er und schneller Ergebnisse erzielen, da dieses die In tesität- 
V erteilungskurven autom atisch  aufzeichnet. — Es ist zw eckdienlich , grob­
körnige Proben in ihrer untersuchten Ebene zu drehen, dam it die R eflex ions­
ringe gleichm äßiger werden. A u f diese W eise kann man zugleich die Probe auf 
einer größeren Fläche untersuchen. — Der K ristallm onochrom ator kann bei 
photographischer R egistrierung ebenso wie bei den D iffraktom etern angewandt 
werden.
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Tabelle 2

D ie G W erte  de r a u sg e w ä h lte n  R eflexe fü r  d ie  A u fn a h m ea n o rd n u n g en , d ie als am  
le ic h te s te n  zu  v e rw irk lichen  e rsch e in en

1 . 2- 3. 4. 5. 6 . 7.

Reflex
Co Fe

Ka Ka.NaCl Ka.SiOa Ka Ka,NaCl Ka,Si0 2

F ilm reg istrie ru n g

■5 ( 2 2 0 )  

3  (311) 
<  ( 2 2 2 )

4,907

8,913

3,072

4,899

8,536

2,856

4,899

8,633

2,912

9,474

24,938

10,303

9,356

2 2 , 2 1 0

8,765

9,384

22,902

9,154

I  ( 2 0 0 ) 2,781 2,718 2,731 4,630 4,597 4,603

1  ( 2 1 1 ) 8,541 8,454 8,473 18,919 18,085 18,293

S  ( 2 2 0 ) 4,472 4,105 4,198 16,473 13,780 14,468

Z äh lro h r-R eg istrie ru n g

•g (220)

3  (311) 
<  (222)

5,425

8,363

2,797

5,416

8,010
2,600

5,416

8,101
2,652

10,499

23,463

9,474

10,368

20,896

8,060

10,399

21,547

8,417

■« (200) 3,784 3,698 3,715 6,270 6,224 6,233

1 (211) 8,639 8,550 8,569 19,145 18,301 18,512

J  (220) 4.036 3,705 3,789 15,078 12,614 13,243

M it R öntgenstrahlbeugung kann nur die O berfläche der Proben unter­
su ch t werden. Die R öntgenstrahlen  der gebräuchlichen W ellenlängen dringen 
näm lich  nur ungefähr 0,01 m m  tie f  m it nennensw erter In ten sität in die Metalle 
ein. D ieser U m stand is t  m anchm al besonders vorteilh aft, so z. B. hei der 
U ntersuchung zem entierter Stäh le. Es ist sehr w ich tig , daß der A ustenitgehalt 
der untersuchten O berflächenteile für die Proben w irklich charakteristisch sei, 
son st kann es zu Fehlsch lüssen  kommen. Man m uß also die möglicherweise 
en tk oh lte  Schicht entfernen und die Oberfläche überhaupt mit großer U m sicht 
vorbereiten . Es ist b ekannt, daß auch bei dem  sorgfältigsten  Schleifen eine 
E rw ärm ung, bzw. V erform ung eintreten kann, w elche m öglicherweise die 
P h asen  verändert. E s is t  deshalb zweckdienlich, m it W asserkühlung zu schlei­
fen  und  die verformte oberste Schicht durch E lektrolyse zu entfernen. E s ist 
aber n ich t notwendig, daß die Oberfläche kratzerfrei als m etallographischer  
S ch liff poliert sei.

E in  besonderer V orteil des Verfahrens b esteh t darin, daß man m it ihm  
Stücke beliebiger Größe zu untersuchen im stande is t , und daß es deshalb als 
eine zerstörungsfreie Methode  angesehen werden kann. D ie zu untersuchenden
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A bm essungen sind som it höchstens durch die Gegebenheiten des R ön tgen ­
apparates, z. B . durch die Abm essungen der K am m er oder des G oniom eters 
begrenzt.

D ie Stähle, deren R estausten itgehalt zu bestim m en ist, können m eistens 
als unlegiert betrachtet werden. Auch die in  der Tabelle 2 berechneten G 
W erte sind für diesen Fall erm ittelt. D as Legieren m it Chrom verändert die 
Lage n icht, da der A tom radius des Chroms (1,28 kX ) mit dem des E isens  
(1,27 kX ) nahezu übereinstim m t [13], som it au f das Gitter des E isens keine 
w esentliche W irkung hat. D ie D aten der Tabelle 2 können mit guter N äherung  
auch bei m it anderen E lem enten mäßig legierten  Stählen angew endet w erden. 
D iese E lem ente ändern zwar mehr oder w eniger die G itterparam eter, ihre 
W irkung wird aber dadurch ausgeglichen, daß sich der A usten itgehalt als 
F unktion von Q uotienten ergibt, — ähnlich wie es auch in Verbindung m it der 
W irkung des K ohlenstoffgehaltes schon erörtert wurde.

Das beschriebene Verfahren kann der Zielsetzung entsprechend allge­
m ein angew endet werden. Die M ethode ist zerstörungsfrei, einfacher und  
schneller als die bisherigen. Besonders w enn m an den Zusam m enhang (8) in  
der im  folgenden zu beschreibenden graphischen D arstellung gebraucht, ergibt 
sich der A usten itgehalt m it dem neuen Verfahren innerhalb einiger M inuten. 
D abei führt die neue A usw ertungsm ethode trotz geringer Vernachlässigungen  
zu m indestens so genauen Ergebnissen w ie die früheren. Die bisher von  Fall 
zu Fall zu bestim m enden, D urchschnittsw erte bedeutenden G itterparam eter  
konnten näm lich ohnedies nur angenähert erm itte lt werden. Dazu kom m t, daß 
sich in jede langwierige und um ständliche Berechnung nur zu le ich t Fehler  
einschleichen und die Ergebnisse unbem erkt verfälschen. Bei dem neuen Ver­
fahren kann dies kaum  Vorkommen. 7

7. A usw ertu n g sd iag ram m e

W ir sahen, daß m an den R estau sten itgeh alt des gehärteten Stahles m it 
H ilfe des Zusam m enhanges (8) aus den gem essenen W erten der In ten sitä t der

2 7 \,
zu benutzenden A ustenit- bzw. M artensitreflexion

ZP„
und aus den zu den

R eflexionen gehörigen G W erten
Z G y

ZG,,
erm itteln  kann. Es wurde auch gezeigt,

daß die letzteren Q uotienten bei einer gegebenen A ufnahm eanordnung und  
gegebenen R eflexionen praktisch konstant sind. Es liegt deshalb au f der H and, 
daß m an die praktische Auswertung m it H ilfe von Diagram m en bequem er  
gestalten  kann, deren Abszissen die aus den M essungsergebnissen zu erm itteln- 

Z P
den Ausdrücke sind und deren O rdinate unm ittelbar die dazu gehörigen

a
A ustenitgehalte angeben.
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Für die U ntersuchungen wurden ursprünglich sechs R eflex ionen  aus­
gew ählt. Im  Laufe der Versuche konnte aber festgeste llt werden, daß es keinen  
Sinn h at, im m er alle sechs zu verw enden. M eistens wurden deshalb nur die 
(220) und (311) A usten it-, bzw . die (211) M artensitreflexionen herangezogen. 
D iese liegen  — wie das auch aus B ild 5 hervorgeht — ziemlich nahe beieinander  
und lösen  sich klar von  den anderen R eflex ionen  ab. (Die störenden /3-Linien 
zeigen  bei A nw endung eines /S-Filters keine merkbare Intensität.) W enn m an  
die U ntersuchungen auf die genannten drei R eflex ionen  gründet, m üssen die 
F ilm e nur etw a zur halben Länge densitom etricrt werden, bzw. m uß m an m it 
dem  D iffraktom eter nur ein  etwa halb so großes W inkelgebiet von R eflex ion en  
ausm essen , als wenn m an sechs R eflexionen  ausw ertet. Dadurch kann bedeu­
ten d e  Z eit gespart w erden. Beim  D iffraktom eter hat die Verm inderung der 
A ufnahm ezeit auch den V orteil, daß während der gleichen Zeit nahezu doppelt 
so v ie l U ntersuchungen durchgeführt werden können. — Zwischen den E rgeh , 
nissen  der m it drei und der m it sechs R eflex ionen  durchgeführten A usw ertung  
k on n ten  — bei A nordnungen ohne K ristallm onochrom ator — keine w esen t . 
liehen  G enauigkeitsunterschiede w ahrgenom m en werden. Dies darf m an z. T- 
d arau f zurückführen, daß — besonders bei Proben mit stärker tetragonalem  
M artensit, — die (220) M artensitreflexion diffus und die (222) A usten itreflexion  
schw ach ist. S ta tt drei, sechs R eflexionen zu benützen, lohnt es sich also nur 
dann, w enn es sich um  angelassenen, kubischen M artensit aufweisende Stähle  
und m it einem  M onochrom ator durchgeführte Präzisionsuntersuchungen h an ­
d elt, und  auf diese W eise die G enauigkeit der M essungen, — welche übrigens 
zu m eist von  den A ufnahm ebedingungen abhängt, — erhöht werden soll.

M it R ücksicht au f das Vorgetragene sind die Diagramme auf Grund der 
T abelle 2 für das A usw ertungsverfahren m it 3 und 6 Reflexionen konstruiert 
w orden. A nalytisch  ist der Zusam m enhang (8) die im plizite G leichung einer 
verschobenen  und um  45° verdrehten gleichschenkligen Hyperbel. D ie H yp er­

bel geh t durch den A nfangspunkt des K oordinatensystem s
E Py
Z P

Vy  h in ­

durch. D ie horizontale A sym ptote schneidet die Ordinate bei dem A u sten it­
w ert Vy =  100% , die vertikale A sym p tote  die Abszisse bei dem  W ert 
Z P  Z G
----- ---------------- --. D am it also das D iagram m  auch bei wenig a-Phasen en th a lten ­
er* Z G .
den, austen itischen  Legierungen anwendbar sei, is t es zweckdienlich, au f der 
A bszisse eine Logarithm enskala zu benützen.

Z P y
D ie au f diese W eise erm ittelten  K urven für Restaustenit =  sind

J e p „
in B ild  6 und 7 zusam m engefaßt. D ie A ufnahm eanordnung übt au f die A us­
w ertungsdiagram m e keine nennensw erte W irkung aus, da die Q uotienten
Z G y

w elche sich au f die gegebenen R eflexe , bzw . auf die W ellenlänge der



BESTIMMUNG DES RESTAUSTENITGEHALTES GEHÄRTETER STÄHLE 411

verw endeten untersuchenden Röntgenstrahls beziehen , nahezu die gleichen  
sind. D ie feststellbaren U nterschiede lohnt es sich nur dann in Betracht zu 
ziehen, wenn man den P rozentsatz des R estausten itgehaltes mit einer Genauig­
k eit von  Dezim albrüchen angeben will. In der P raxis ist dies im  allgem einen  
überflüssig. Es hat auch keinen Zweck, derart genaue Zahlenwerte anzustre­
ben, da auch die Planim etrierung nicht fehlerfrei ist, und auch die G W erte 
nicht exakt genau sind.

10 A c t a  T e c h n ic s  X X X I I / 3 — 4 .

(
U P  ^g j T )  A u sw ertu n g sk u rv en , b e rec h n e t a u f  G rund  des Z usam m en­

hanges (8), bzw . der Tabelle 2. Co— K a-S tra h lu n g
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f  12 Р УЛ
B ild  7. R e s tau s te n it = J I £Гр J  A u sw ertu n g sk u rv en , b e rec h n e t a u f  G ru n d  des Z u sam m en­

h an g es (8), bzw . de r T abelle  2. F e— K a S trah lu n g .
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ZU SA M M EN FA SSU N G

D e r R e s ta u s te n itg e h a lt g e h ä r te te r  S täh le  k a n n  m it  d en  ü b lichen  m eta llo g rap h isch en , 
D ila to m e te r-  u n d  m ag n e tisch en  M ethoden  n u r  u n te r  b e s tim m te n  B ed in g u n g en  e rm it te lt  
w erden . D abei is t das Z ersch n e id en  de r W erk stü ck e , bzw . d ie V erän d eru n g  ih res  G efüges 
m eisten s unverm eid lich .

F ü r  v ielseitige, z e rstö ru n g sfre ie  U n te rsu ch u n g en  ersch ien  d as R ö n tg en d iffrak tio n sv e r-  
fa h re n  geeignet. D eshalb  w u rd e n  die in  de r F a c h li te ra tu r  z e rs tre u te n  A b h a n d lu n g en  au fg e­
a rb e ite t ,  die die E rm itte lu n g  des A u s ten itg eh a lte s  m it H ilfe  v o n  R ö n tg en s tra h lb eu g u n g  b e ­
h a n d e ln . E s k o nn te  fü r  B e stim m u n g  des R e s tau s te n itg e h a lte s  e in  Z u sam m en h an g  a b g e le ite t 
w erden , d e r von der chem ischen  Z u sam m ensetzung  des S tah le s  im  w esen tlichen  u n a b h än g ig  
is t. D ie  G rundlage de r E rm ittlu n g  b e s te h t d a rin , d aß  d ie  in te g rie r te  In te n s i tä t  d e r  A u s te n it-  
u n d  M arten sitreflex e  de r M enge d ieser P h asen  p ro p o rtio n a l is t.

F ü r  die a u sfü h rb a r e rsch e in en d en  A u fn ah m ean o rd n u n g en  w u rd en  d ie  z u r  k o n k re te n  
A u sw ertu n g  no tw endigen  K o n s ta n te n  berech n et. Zu d em  a u f  d re i, bzw . sechs R eflex e  g eg rü n ­
d e te n  V erfah ren  w urden  A u sw ertu n g sk u rv en  b es tim m t. D a d u rc h  w urde  es m öglich , d a ß  gegen­
ü b e r  d e r  früheren , m in d esten s eine h a lb e  S tu n d e  b ean sp ru c h e n d en  A u sw ertu n g  d e r  A u s te n it­
g e h a lt des S tah les aus d en  in te g r ie r te n  R e fle x io n sin te n sitä ten  in n e rh a lb  v o n  1 — 2 M in u ten  m it 
zu fried en ste llen d er G en au ig k e it e rm it te lt  w erden  k an n .

D E T E R M IN A T IO N  O F  T H E  R E S ID U A L  A U S T E N IT E  C O N T E N T  
IN  H A R D E N E D  S T E E L S B Y  X -R A Y  D IF F R A C T IO N

E. G. FUCHS

SU M M A RY

T he d e te rm in a tio n  o f th e  re sid u al au s ten ite  c o n te n t  in  h a rd en ed  steels b y  th e  u su a l 
m e ta llo g rap h ic , d ila to m e tric  a n d  m ag n e tic  m eth o d s can  be d e te rm in ed  u n d e r  c e r ta in  c irc u m ­
s ta n ce s  only. T h u s ,c u ttin g  u p  o f th e  specim ens and  m o d ifica tio n  of th e ir  s tru c tu re  re sp ec tiv e ly  
becom es m ostly  u n av o id ab le .

F o r  versatile , n o n -d e s tru c tiv e  te s tin g  th e  X -ra y  m eth o d  seem ed to  b e  su itab le . T h ere ­
fo re , th e  n o t too n u m ero u s p a p e rs  sc a tte re d  th ro u g h o u t tech n ica l l i te ra tu re ,  w h ich  deal w ith  
th e  X -ra y  d iffrac tio n a l m e th o d  fo r th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  a u s te n ite  c o n te n t w ere  tre a te d .

F o r  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  residual a u s ten ite  c o n te n t a  re la tio n sh ip  e ssen tia lly  in d e ­
p e n d e n t  o f th e  steel co m p o sitio n  has been  deduced. T h e  d e te rm in a tio n  is based  u p o n  th e  fa c t,

10*
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t h a t  th e  in teg ra ted  re fle c tio n  o f  a u s ten ite  an d  m a r te n s ite  are  p ro p o rtio n a l to  th e  a m o u n t 
o f  th e s e  phases.

F o r  any  ro e n tg e n o g rap h ic a l a rran g em en t t h a t  seem ed reaso n ab le , c o n s ta n ts  needed 
f o r  th e  concrete  e v a lu a tio n  w e re  com puted . E v a lu a tio n  cu rves w ere p lo tte d  fo r th e  m ethod  
b a s e d  o n  3 and 6 re flec tio n s, re sp ec tiv e ly . T hus, f ro m  th e  in te g ra te d  in te n s i ty  o f  reflection  
d a t a  o f  sa tisfy ing  accu racy  fo r  th e  au sten ite  c o n te n t o f  th e  steel in v o lv ed  can  be  ob ta in ed  
w i th in  1 o r 2 m inu tes, w hile th e  e v a lu a tio n  used  u p  til l  now  req u ired  a t  le a s t h a lf  o f  a n  hour.

D É T E R M IN A T IO N  P A R  R A D IO D IF F R A C T IO N  D U  C O N T E N U  R É S ID U E L  
E N  A U S T É N IT E  D ES A C IE R S  T R E M P É S

E. G. FUCHS

R É S E M É

L e contenu  résiduel e n  a u s té n ite  des aciers tre m p é s  ne  p e u t ê tre  d é te rm in é  que sous 
c e r ta in e s  conditions p a r  les m é th o d e s  m étaU ographiques, d ila to m é triq u e s  e t  m ag n é tiq u es en 
u sa g e . L a  d estru ctio n , ou  la  m o d if ic a tio n  de la  s tru c tu re  de  la  m a tiè re  d ev ien t a in s i in év itab le  
d a n s  la  p lu p a r t  des cas.

L e procédé de ra d io d if f ra c tio n  sem blan t c o n v en ir  le m ieu x  p o u r les essais m u ltip les  
s a n s  d e s tru c tio n , l ’a u te u r  a u til is é  les quelques é tu d es p a ru e s  ju s q u ’à p ré sen t su r la  d é te rm in a ­
t io n  p a r  rad io d iffrac tio n  d u  c o n te n u  en  austén ite . I l  en  d é d u it  u n e  re la tio n  p o u r d é te rm in e r 
le  c o n te n u  résiduel en  a u s té n ite . C e tte  re la tio n  est, en  p rin c ip e , in d ép e n d an te  de la  com posi­
t io n  d e  l ’acier. Le d é te rm in a tio n  e s t  basée  sur le fa it  q u e  l ’in te n s ité  in tég rée  des ré flex ions de 
l ’a u s té n i te  e t de la  m a rte n s ite  e s t  p ro p o rtio n n e lle  à  ces phases.

P o u r  les d ispositions d ’e ssa is sem b lan t ê tre  réa lisab le s , l ’a u te u r  a  calculé les co n stan tes  
n é c e ssa ire s  en vue d ’une é v a lu a tio n  concrète . I l  a  é ta b li  des courbes c a ra c té ris tiq u es  p o u r les 
p ro c é d é s  basés su r 3 ou 6 ré fle x io n s . A insi, en p a r ta n t  des in te n s ité s  de ré flex io n  in tég rées, les 
r é s u l ta t s  p ra tiq u em e n t assez e x a c ts  d o n n en t le c o n te n u  en  a u s tén ite  de l ’acier, p e u v e n t ê tre  
o b te n u s  en  1 à 2 m in u te s , a lo rs  q u e  la  durée de l’év a lu a tio n  p a r  les an ciennes m éth o d es est 
a u  m o in s  d ’une dem i-heure.

РЕНТГЕНОДИФФРАКЦИОННОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ СОДЕРЖАНИЯ ОСТАТОЧ­
НОГО АУСТЕНИТА ЗАКАЛЕННЫХ СТАЛЕЙ

Э. Г. ФУКС

РЕЗЮМЕ

Содержание остаточного аустенита в случае закаленных сталей можно опреде­
лить с помощью применяемых металлографических, дилатометрических и магнитных 
методов только при определенных условиях. Таким образом, в большинстве случаев 
нельзя избежать измельчения и, соответственно, изменения структуры.

Для многосторонних исследований без разрушения оказался подходящим рентгено- 
диффракционный метод. Поэтому были обработаны данные, разбросанно встречающиеся 
в технической литературе, рассматривающей вопросы рентгенодиффракционного опре­
деления содержания аустенита. Для определения содержания остаточного аустенита 
выведена такая зависимость, которая, по существу, независима от состава стали. Основой 
определения является то, что интегрированная интенсивность рефлексий аустенита и 
мартенсита пропорциональна количеству этих фаз.

Д ля схем съемки, которые казались осуществимыми, были вычислены постоянные, 
необходимые для конкретной оценки. Для методов, — основывающихся на рефлексии 3 и, 
соответственно, 6, — были определены оценочные кривые. Таким образом, по интегриро­
ванным интенсивностям рефлексий в противоположность с ранее требовавшимся вре­
менем не менее 30 мин, теперь можно получить данные о  содержании аустенита в стали 
с практически удовлетворительной точностью за время в 1 —2 мин.



THE REGULATION OF THE RADIAL FLOW IMPELLER 
BY ADJUSTING THE IMPELLER BLADES

I. K U R U T Z

TECHNICAL UNIVERSITY, BUDAPEST, FLUID MECHANICS DEPARTMENT 

[M an u sc rip t received M a rch  24, 1960]

As a rule, the regulation of radial flow  fans in the case o f an operation  
w ith  constant revolution num bers takes p lace by adjusting the guide vanes  
placed in  front of the im peller and by altering the spin of the m edium  entering  
th e  im peller. One of the features of this regulation  m ethod is that i f  th e  rate of 
flow  is decreased, the to ta l pressure increase in  the working point o f th e  highest 
effic ien cy , which belong to  the different se ttin g  angles of the guide v a n es, w ill 
be alm ost constant. In such cases, therefore, w hen the loss of the sy stem  con­
n ected  w ith  the fan is quadratically proportional to the rate o f  f lo w , this 
regulation  m ethod cannot be considered as th e  m ost economical one.

The altering o f the setting  angles o f  im peller blades has b een  a well- 
introduced and econom ical regulation m ethod for a long tim e as far as the  
axia l flow  machines are concerned. I t  seem s to  be practical, therefore, that 
th is  m ethod should be investigated  also from  the point of view  as to  w hether  
i t  could be applied to the regulation of radial flow  machines as well. E xperim ents  
o f  th is sort have already been carried out and there are already such  hydraul­
ic  torque-converters in  use (Krupp) in w hich th e  blades of the pum p im peller  
can be adjusted during the operation by turning them  around an a x is parallel 
to the rotation axis.

Theoretical and practical investigations were made to clear up this 
problem . The dim ensions o f the im peller hav in g  been applied in  th e  course of 
our former tests and used in  the present investigation  as w ell, are g iven  on 
F ig . 1. The mean line o f  the 6 blades in their normal state — in  th e  position  
m arked a =  0° on the figure — is a logarithm ic spiral, on which a sym m etrical 
profile o f Göttingen 409 has been im posed. The selection of a profile  blade is 
m otivated  by the fact th a t, on the one hand, the adjustm ent can be performed 
in  a much easier w ay constructionally  than  w ith  a thin sheet b lade, and on the 
other hand, it is to  be expected  that w ith  a profile blade, the lead in g  edge of 
w hich had already been w ell rounded, a high efficiency can be ob ta in ed  within  
a wider range.

The blades have been turned approxim ately  around their centre o f  gravity  
so th at the centrifugal force exerts upon the blades a very low m om entum  only.
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In the theoretica l part of our in vestiga tion s we have determ ined the 
theoretica l characteristic curve of the im peller for th at case in which th e  blades 
are in  their norm al s ta te  (a =  0°), resp ectively  for the cases th ey  are turned  
o ff  at a =  10° th en  at a  =  20°.

The tota l pressure increase (A p t) and th e  rate  of flow  (Q) are b oth  in d i­
ca ted  w ith  the d im ensionless coefficients w hich  are in standard use in  the  
literatu re. Thus, the pressure coefficient w ill be:

the cap acity  coefficient is:

V =  -
Apt

<P =
Do 7zbuо

In  the above relations n2 means the peripheral speed of the im peller, 
q represents the density  o f  th e  flowing m edium ; as to  the other data the re­
quired inform ation are su p p lied  by Fig. 1.

The com putation o f th e  theoretical characteristic curve was m ade  
w ith  th e  help of H o f f m e i s t e r ’s method [ 1 ] .  The advantage of this m ethod — 
w hich  is the application o f S c h l i c i i t i n g ’s com p u tation  method for a  straight
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cascade o f airfoils [2] on a circular cascade o f airfoils — is the fact th a t the 
com putations can be m ade com paratively quickly and easily. Its  applicability  
is, how ever, lim ited to a certain exten t by the fact that the d istribution  o f the 
circulation formed in  the neighbourhood o f the blades and taking p lace along 
the m ean line are indicated  b y  a G l a u e r t  (m odified Fourier) series, on ly  the 
first three members o f w hich are taken into consideration. In our com p u ta­
tions, however, which refer to even  blade curves and to correspondingly sm ooth  
circulation distributions — free from any sudden changes — this neglection  
calls forth no im portant error at all.

H o f f m e i s t e r ’ s  m ethod can be applied to  the com putation o f im pellers 
w ith  in fin itely  th in  (sheet) blades. In his above-quoted work S c h l i c h t i n g  

pointed out that, in the case o f  a single blade the thickness affects on ly  the 
velocity  distribution around the blade and has no influence upon th e  circula­
tion  distribution. The latter depends on the shape o f the m ean line on ly . The 
influence o f the thickness — in  the case of a cascade arrangem ent o f  th e  blades 
— is increased when the so lid ity  o f the cascade is increased, i. e. th e  distance  
betw een  the blades form ing the cascade is decreased. Thus, we can reckon in 
advance the difference show n betw een the com putations and the m easure­
m ents performed w ith  im pellers o f the profile blade type.

It is a m atter of course th a t when the blades o f the im peller are turned, 
th e  diam eter of the circle determ ined by the trailing edge o f the b lades w ill be 
decreased too, so that the original external diam eter o f D 2 w ill d im inish to 
£>2 (see F ig. 1). In  the course o f  the com putations the pressure coeffic ien t and 
th e  capacity coefficient according to th is D '2 decreased diam eter is to be 
obtained. H owever, in  order to  m ake an easier com parison, it  seem s to  be more 
practical to  also refer the characteristics o f  the im peller w ith an adjusted  blade 
to  the original external diam eter. W ith th is aim in v iew , le t us express the  
to ta l pressure increase both  w ith  the pressure coefficient refeÄ ing to  th e  orig­
inal diam eter and w ith  the one referring to  the decreased diam eter:

6

2
Ъ ] 2

2 ,
со2 ip' .

Here y>' stands for the pressure coefficient obtained in the course o f  com puta­
tion . I t  refers to  the changed diam eter. The pressure coefficien t referring 
to  the original diam eter w ill be — on basis o f the above expression:

гр — гр' ° i y
D j  '

W ith the same train o f thought:

D 2 nb w(p*'.Do
2

ww* - D'„ nb ~ - 
V 2
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I f  th e  capacity coeffic ien t is also referring to  th e  original diameter:

cp* =  <p*' DL Y
D 2 '

T h e theoretical characteristic  curves thus obtained  are illustrated b y  diagram  
N o . 2. The point corresponding to  the optim al operating condition (w hen the 
sta g n a tio n  point is on th e  b lade tip) for each se ttin g  angle has been indicated  
b y  a double circle.

In  the course o f the m easurem ents, the im peller was exam ined in  such  
a w a y  th a t it was fitted  in to  a spiral casing the d im ensions of which are illu s­
tra ted  on Fig. 3. The ch aracteristic  curves m easured at the normal state and at 
tw o  turned-off blade p osition s — are indicated on diagram No. 4 together  
w ith  th e  dimensionless coeffic ien ts referring to th e  original diameter.

In  the computed characteristic  curves th e  ideal pressure coefficients 
(V’id) b ein g  valid in the case o f  the flow of an ideal m edium  (loss-free flow ) 
w as p lo tted  against ç>*.

In  the case of a separation-free flow, the m easured values yield a good  
approxim ation  of the ipid v a lu e  on hasis of the relation  hereunder:
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where rj represents the measured overall e ffic ien cy  o f the machine. The charac­
teristic curves obtained in th is w ay from th e  m easurem ent values, have also 
been plotted  on diagram  N o. 2.

I t  can be seen th a t, especially w ith  low  q>* values, the characteristic  
curves o f the m easurem ents are — as a rule — steeper than those obtained  
b y  com putation . Approaching the q)*opt va lu e obtained with com putation  and 
corresponding to the optim al operational cond ition , the measured curve will 
becom e parallel to  the com puted one, though passing below it. At low  <p* values, 
however, it  was the m easurem ent which y ie ld ed  higher %рм pressure coeffi­

cients. The explanation  for these differences can be found partly  in th e  fact 
that the tests  were performed w ith profile b lades, whereas the com putations  
refer to  in fin itely  th in  sheet blades. The in fluence of profiling — especially  
w ith  cascade arrangem ents of a greater so lid ity  which belong to  th e  larger a 
setting angles — cannot com pletely be neglected  any longer. In  th e  case of  
low  cp* v a lu es,th e  operational condition w ill be far from the cp*opt, so th a t separ­
ations o f a higher exten t are likely to tak e place. As a result o f  th is , efficiency

ip
will decrease a n d —  w ill increase considerably. Another reason for the difference

betw een the com puted characteristic curve and the measured one m ight be 
the fact th at due to  the flow  pattern w hich is formed in the im peller as a result 
o f the turning in  from  axial to radial d irection , and in consequence o f the 
boundary layer established along the front and the rear disc, no tw o-dim ensional
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f lo w  is  present, though it  w as the latter, w h ich  w e presumed at our com p u ta­
tio n s.

A part from the above facts it  can he sa fe ly  said that — especially  in  the  
range o f  the m axim al e ffic ien cy  —- both th e  m easured and the com puted char­
a cter istic  curves are in  good  accordance. T hus, the com putation m ethod

0 0,1 0,2 Vх

Fig. 4

applied can  be considered as v ery  practical for th e  determ ination of the opera­
tional characteristics of im pellers, the blades o f  w hich  are curved backward.

In  order to estim ate the efficiency and econom icality  of the regulation  
to be o b ta in ed  by altering th e  setting angles o f  the blades, a parabola w as  
drawn on  diagram  No. 4, startin g  from the origo across the highest effic ien cy  
point o f  th e  characteristic curve which corresponded to  the a =  0° blade s e t ­
ting  an g le . This parabola w hich, p lotted  against th e  rate o f flow, indicates th e
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to ta l pressure increase to  be established, in tersects the characteristic curves 
corresponding to  the a — 10° and a =  20° blade setting angles a lm ost equal 
at the point w hich has the highest efficiency. The m axim al value o f  th e  effi­
ciency — w hich had originally been rather low  at th is type of im peller— decreases 
b y  4%  at the setting  angle of a =  20°. This setting , however, resu lts in  an 
approxim ately 35%  fall in the flow ing m edium  volum e.

To com pare the regulation m ethod ind icated  here above and th e  regula­
tion w ith  adjustable guide vanes placed in  front o f the impeller, w ith  the so- 
called guide vane regulator, the results o f  H e r z o g ’ s  m easurem ents w ere used  
[3]. These m easurem ents had been perform ed w ith the im peller show n on 
Fig. 1. In  front o f  the in let o f the im peller there were guide vanes w hich  could

Ч/Ч

be turned around radial bolts. The m axim al efficiency to be obtained  in the 
norm al position o f the im peller blades, respectively  in that of the gu ide vanes 
was m arked w ith  rj0, whereas the corresponding capacity  coefficient w as m arked  
w ith  cp*. A ssum ing a quadratic relationship betw een the rate o f  f lo w  o f the 
im peller and the resistance to be overcom e, th e  Г)/г]0 values belonging to  the 
f*/(po values decreasing b y  regulation are ind icated  on diagram N o. 5. I t  is 
striking that b y  adjusting the impeller blades a considerably better efficiency  
can be obtained.

On basis o f  the above facts, it can be sta ted  that the regulation  o f the 
radial flow  im pellers by the turning of the b lades is both efficient and econom i­
cal. The fact, how ever, th a t under certain circum stances the sim ple and safe 
construction o f the device which is to turn the blades might present d ifficu l­
ties, m akes further considerations in this respect necessary.
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SU M M A RY

T h e  re g u la tio n  of ra d ia l  flo w  fa n s  an d  pu m p s can  b e  so lv ed  in  such a w ay  t h a t  th e  b lad e s  
o f  th e  im p e lle r  a re  tu rn e d  a ro u n d  a n  a x is  paralle l to  th e  ro ta t io n a l  one. On basis o f  th e  th e o r e ­
t ic a l a n d  p ra c tic a l e x am in a tio n s  p e rfo rm e d , th e  p re se n t s tu d y  illu s tra te s  th e  in flu en ce  o f  th is  
re g u la tio n  m eth o d  on th e  c h a ra c te r is tic  curves. The re su lts  p ro v e  th a t  u n d e r c e r ta in  c o n d itio n s  
th is  m e th o d  m ig h t be m ore a d v a n ta g e o u s  th a n  th e  sw irl re g u la tio n  m ade b y  m ean s o f  th e  
g u id e  v a n e s  p laced  in  f ro n t o f th e  im p e lle r.

L E IS T U N G S R E G U L IE R U N G  D E S  R A D IA L  D U R C H S T R Ö M T E N  L A U F R A D E S  
D U R C H  U M ST E L L U N G  D E R  L A U F S C H A U F E L N

I. KURUTZ

Z U SA M M EN FA SSU N G

D ie  R egulierung  v o n  G eb läsen  u n d  P u m p en  m it  ra d ia l  d u rch strö m ten  L a u frä d e rn  
lä ß t  s ic h  d u rc h  V erdrehung  d e r L au fsch au fe ln  um  e ine  A ch se  paralle l zur D reh ach se  lösen . 
A u f g ru n d  v o n  th eo re tisch en  u n d  ex p erim en te llen  U n te rsu ch u n g e n  w ird in  der A b h a n d lu n g  
d e r E in f lu ß  dieser R eg u lie ru n g sa rt a u f  den  V erlau f d e r K e n n lin ie n  e rö rte rt. D ie E rg eb n isse  
zeigen , d a ß  diese M ethode u n te r  U m stä n d e n  derjen igen  d e r  D ra llregu lierung  d u rc h  e in en  v o r  
d e m  L a u f ra d  an g eb rach ten  v e rs te llb a re n  U m len k sch au fe l-K ran z  überlegen sein  k a n n .

R É G L A G E  D U  D É B IT  D ’U N E  R O U E  C E N T R IF U G E  P A R  L E  D É P L A C E M E N T
A N G U L A IR E  D E S A U B E S

I. KURUTZ

R É SU M É

L e  rég lage des v e n tila te u rs  e t  pom pes cen trifu g es p e u t  ê tre  réalisé p a r  le p iv o te m e n t  
des a i le t te s  de  la  roue cen trifu g e  a u to u r  d ’u n  axe p a ra llè le  à  l ’a rb re  de la  ro u e . L ’a u te u r  se 
b a s a n t  s u r  les ré su lta ts  d ’essais th éo riq u es  e t p ra tiq u es , d é m o n tre  l’effet de c e tte  m é th o d e  de  
rég lag e  su r  la  fo rm e des courbes ca ra c té ris tiq u es . Les r é s u l ta t s  p ro u v e n t l ’a v a n ta g e  de c e t t e  
m é th o d e  d a n s  certa ins cas p a r tic u lie rs , p a r  ra p p o rt a u  rég lag e  à  im pulsion  ro ta to ire  (D ra ll-  
re g e lu n g ) réa lisé  p a r des au b es f ix e s  rég lab les, disposés d e v a n t  la  roue cen trifuge .

РЕГУЛИРОВАНИЕ МОЩНОСТИ РАБОЧИХ КОЛЕС РАДИАЛЬНОГО ПЕРЕЛИВА 
УСТАНОВКОЙ ЛОПАСТЕЙ РАБОЧИХ КОЛЕС 

Э .  К У Р У Ц

РЕЗЮМЕ

Регулирование вентиляторов и насосов радиального перелива может быть решено 
поворотом лопастей рабочих колес вокруг оси, параллельной оси вращения. Работа на 
основе данных теоретических и опытных исследований показывает воздействие этого 
метода регулирования на сход характеристик. Результаты показывают, что этот метод 
при определенных условиях является более выгодным, чем регулирование импульса 
вращения при помощи расположенного перед рабочим колесом регулируемого венца 
направляющих лопастей.



BUCKLING OF BARS ELASTICALLY BUILT-IN 
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[M an u scrip t rece iv ed  M arch  31. 1960]

The solution of different problem s on stab ility  is, in general, exceed ingly  
com plicated  and m ostly it  is im possible to  express the m agnitude o f  th e  critical 
force b y  a simple closed form ula. The task  to  be dealt with in  th e  follow ing, 
i .  e., the problem of a prism atic bar elastica lly  built-in along its w h ole  length  
(F ig . 1) should be regarded as an exceptional case, because the so lu tio n  o f this 
problem  is, for the usual modes o f supporting, extraordinarily sim ple.

F ig .l.  B u ck lin g  o f an  
e lastica lly  b u ilt- in  b a r

F ig . 2. B alancing of th e  
c u t-o f f  p a r t  o f th e  ba r

D ata  referring to  the bar to be in vestigated  should he denoted as follows: 
th e  length  of the bar b y  l, its m om ent o f inertia decisive from th e  v iew -poin t 
o f  buckling by J ,  the m odulus o f e la stic ity  o f  the material o f th e  bar at the  
very  m om ent of buckling by E, the “ coefficien t of em bedding” o f  th e  elastic  
building-in  defined according to Z i m m e r m a n n ,  i. e., the m om ent n ecessary  for
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u n it-rotation  of the cross section s by k, and th e  critica l value of the com pressive  
force P  acting on the bar b y  P cr.

For the determ ination  o f  the value P cr th e  m eth od  of equilibrium or the 
en ergy  m ethod can be used  expediently.

1. I f  using the method o f  equilibrium, for the c u t-o ff part of the bar im agi­
ned  as being cut in  tw o  (F ig .2) the moment eq u ation  expressing the condition  
o f  equilibrium  should be w ritten :

X

Pcr y  =  I m dx  — M  =  0 . 
о

In  th e  above formula M  m eans the bending m om en t and m the m om ent of 
ela stic  building-in, resp ectiv e ly ; their values are:

M  =  -  E J
d 2 y
h x ^ '

R eplacing these values in to  th e  above m om ent eq u ation  and carrying out the  
in d icated  integration, w e o b ta in  the equation

P cry ~ k y  +  E J - y-  =  0 .
dx 2

From  th is, after som e reductions we arrive to  th e  differential equation

d 2 y

d x 2
+

The above d ifferentia l equation is o f the sam e structure as the differen­
tia l equation of a bar w ith o u t building-in. The on ly  difference betw een the  
tw o  equations is th a t here , in contrast to  th e  m entioned more sim ple  
case, we have Pcr — к  in stea d  of Pcr. Thus, i f  for к =  0 the value of the criti­
cal force was P 0, then in  our case it is

i. e.,
p cr -  fe =  P 0 ,

Pcr= P a - \ -k .

A ccording to the above, th e  critical compressive force o f  a bar elastically built-in  
along its whole length is obtained by increasing the critical compressive force o f  a 
non built-in bar by the coefficient of the embedding o f  building-in.
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From  the above deduction we can  draw the interesting conclusion that 
in the case o f  an elastic building-in the deflection curve of  the bar is the same, as i f  
the bar were not built-in elastically.

2. The use o f the energy method is also fairly simple. In this case th e  exter­
nal work, i. e., th e  work of the loading forces is

L c =
P

2
d y

dx
d x ,

the work o f the internal forces, on the other hand is

' J * 2 - * *  +  ± f<<*= 2 J Щ ‘ ь .
dx

The first m em ber on the right-hand side o f  the latter equation expresses the  
work o f bending o f the axis of the bar, th e  second member, how ever, th e  work 
necessary for overcom ing the elastic build ing-in . The condition o f equilibrium  is

that

L e — L { — 0 ,

\ É L ? d x - Æ L Î d 2y ‘ d ,  - A  Г dy
2 .) d x )  2 J d x 2 2 J dx

dx =  0 .

From here we obtain

P - к  Г
Щ ‘ ё х  =  (

■ Id 2 у '

~ E J  J dx  ) 1 Гdx 2
dx

The la tter  equation evidently gives th e  m inim um  value for P  — th is  is the  
critical force P cr we sought for — w hen  th e  value of the expression  P  — к 
reaches its m inim um . I t  follows from th is th a t  for к =f= 0 the buckling deform a­
tion o f the bar is o f  the same form, as i t  w ould  occur i f  к were equal to  zero. 
The above equation at the same tim e in d icates that the previously  proved  
expression

P c r ~ k = P 0
is obviously  right.
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Applications

A ccording to  the above, the critical com pressive force of a bar elastica lly  
b u ilt-in  along its whole len gth  can be calculated b y  the following form ulae.

I f  one end o f the bar is entirely free and th e  other end is com pletely  
b u ilt-in

on th e  other hand, if  both  ends of the bar are h inged

P r  =
n2E J

l2
+  k .

C onversely, i f  one bar-end is com pletely built-in  and the other end is supported  
h in ge-lik e, the critical force is

P  . Д- .
■cr =  p  +  K ’

f in a lly , for a bar built-in  at both  ends the critica l force is

4л2 E J
l2

+  k .

SU M M A RY

T h e  p a p e r  deals w ith  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  c r it ic a l  force of cen tra lly  co m p ressed  
b a rs  e la s tic a lly  b u ilt- in  a long  th e ir  en tire  leng th . I t  is p ro v e d  th a t  th e  deflection  cu rv e  o f  a n  
e la s t ic a lly  b u ilt- in  b a r  is th e  sam e, as if  th e  b a r w ere  n o t  b u ilt - in  e lastically . T he c ritica l fo rce  
o f  th e  b a r s  d e a lt  w ith  is g re a te r  b y  th e  coefficient o f th e  e la s tic  em bedding  th a n  for e la s tic a lly  
n o t  b u i l t - in  bars.

D IE  K N IC K U N G  E IN E S  E N T L A N G  S E IN E R  G A N Z E N  LÄ N G E 
E L A S T IS C H  E IN G E S P A N N T E N  ST A B E S

P. CSONKA

ZU SA M M EN FA SSU N G

D e r A u fsa tz  b e sc h ä ftig t  sich  m it der B e stim m u n g  d e r  k ritisch en  D ru c k k ra ft des a u f  
m it t ig e n  D ru c k  b e a n sp ru c h ten , e n tla n g  seiner gan zen  L än g e  e lastisch  e ingespann ten  S ta b es . 
E s  w ird  nach g ew iesen , d a ß  d e r e la stisch  e in gespann te  S ta b  b e i de r K nickung  in  d e rse lb en  
W eise  gebogen  w ird , wie d e r n ic h t  e ingespannte  S ta b . D ie  k ritisch e  D ru ck k raft is t  u m  d en  
B e ttu n g s-K o e ffiz ie n te n  g rö ß er a ls d ie  eines e lastisch  n ic h t  e in g esp an n ten  Stabes.
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F L A M B A G E  D ’U N E  B A R R E  É L A S T IQ U E M E N T  E N C A S T R É E  
S U R  T O U T E  SA L O N G U E U R

P. CSONKA

R É S U M É

L ’a u te u r  d é te rm in e  la  fo rce  de com pression  c r it iq u e  d ’une ba rre  com prim ée  c o n ce n tr i­
q u e m e n t, e t en castrée  é la s tiq u em en t sur to u te  sa  lo n g u eu r. I l  dém ontre  que celle-ci p re n d  la 
m êm e co u rb u re , au  cours d u  flam b ag e , que la  b a r re  n o n  en castrée  é la s tiq u em en t. L a  fo rce  de 
com pression  c ritiq u e  s’au g m en te  du  coefficient d e  ra id e u r  de l’encastrem en t é la s tiq u e , p a r  
ra p p o r t  à celle su p p o rtée  p a r  les b a rres  non  e n ca strée s  é la s tiq u em en t sur to u te  le u r  lon g u eu r.

ПРОГИБ СТЕРЖНЯ, ЗАЖАТОГО ЭЛАСТИЧНО ПО ВСЕЙ ДЛИНЕ
П. ЧО Н К А

РЕЗЮМЕ

Работа рассматривает определение критического усилия давления стержня, зажа­
того эластично по всей длине и работающего на центральное давление. Показано, что 
эластично зажатый стержень при прогибе изгибается в такой же форме, как и эластично 
не зажатый стержень. Критическое усилие давления имеет большую величину в случае 
упругого зажатия, чем в случае неэластичного зажатия.

11 Acts Technics XXXII/3—4.





EINIGES ÜBER DIE EIGENSCHAFTEN DER 
CHARAKTERISTISCHEN GLEICHUNG BEI 

TORSIONSSCHWINGUNGEN

A. BALOGH

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

[Eingegangen am 5. Ju li I960]

Für ein System  von  5 Massen ist die charakteristische D eterm inante:

w oselbst c in kgcm  der Steifigkeitsw ert der W elle, I  das T rägheitsm om ent der 
Masse in kgcm sec2, w  die Kreisfrequenz bedeutet. Es sei:

( 2)

W ird die D eterm inante 1 entw ickelt und gleich 0 gesetzt, so erhält m an die 
charakteristische G leichung der Torsionsschwingung.

An der D eterm inante 1 sollen einige U m gestaltungen  vorgenom m en  
werden, und zwar:

1. die letzte  K olonne soll zu der vorletzten  addiert werden,
2. die vorletzte Zeile m it — 1 m ultipliziert soll zu der le tz ten  Zeile 

addiert werden.
H iem it übergeht die D eterm inante 1 in die Folgende:

D ie D eterm inante 3 soll nach der letzten  K olonne entw ickelt werden:

B s = ( w2- uu - u46)B i - ua

U 11 u n 0 0

12 M 12 M22 u 22 0

0 u 23 W2 — U2 3 - U 33 u 33

0 0 — “ 34 “ 34

(4)

11*
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D ie  le tz te  Kolonne der D eterm in an te in 4. so ll zu  der vorletzten  addiert werden, 
u n d  die so erhaltene D eterm in an te soll nach  der letzten  R eihe entw ickelt 
w erd en , wobei man erhält:

oder

-®5— (w2 U4l  W4o) Ui i U3i

w 2—u n U 11 0

u 12 w 2 U 12 U22 U22 (5)
0 U23 ™2 —  «23

— U4ö) И3 4  m4 4 B 3 (6)

A u s 6 ist zu ersehen, daß die charakteristische Gleichung für 5 M assen aus 
jen er  von 4 (B 4) und 3 (B 3) berechnet werden kann. D ie A uflösung einer en t­
sprechenden  D eterm inante fä llt  daher fort, was eine bedeutende Vereinfachung  
der Rechnung b edeutet.

D ie vorgeführte A b le itu n g  kann in gleicher W eise au f ein System  von  n 
M assen  ausgedehnt w erden , und dies erfordert n ich ts N eues. D as Ergebnis ist:

■®n =  (w 2 Un—l,n — 1 un-l,n) B n - 1  un -2 ,n - l  un-l,n—l  B n - 2 - (7 )

A ls B eisp iel soll für ein  S y stem  von 6 Massen die G leichung 7 angeschrieben  
w erden .

B6 =  (w2 ii55 u 56) ß 5 u 45 u 55 ß 4 (8 )

E s soll nun R6 aus B .  und  B 4 berechnet w erden, und die entsprechenden  
charakteristischen G leichungen  sind in Z ahlentafel 1 unter I (bzw. unter II) 
zu fin d en . Diese R echnungen  wurden in den Z ahlentafeln 3 — 7 zusam m en­
g e s te llt  und auch ta tsä ch lich  durchgeführt, und zwar für jede Potenz von w  
m ög lich st in einer gesonderten  Zahlentafel.

Zahlentafel 1
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Z a h l e n ta f e l  2

Für B b entnimmt man aus Zahlentafel 1 die folgenden Werte:

IC« IC4 IC2 IC°

C1 C1C2 C1C2C3

C2 ' 4

C3 C2C3

Die Zahl der Glieder:

Für _B4 entnimmt man aus Zahlentafel 1 die folgenden Werte:

Die Zahl der Glieder:
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A u s den bisherigen A usführungen  entnim m t m an die folgenden Ergeb­
nisse:

1. D ie  Beiwerte sind zusam m engestellt aus A usdrücken von folgender  
Form :

f ( c ,  I ) = C k Ci + 1 . . . c n Ik  +  h +1 + +  I r
Ik Ik + 1

J k , k + 1 —n ’ (9)
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D iese Bezeichnungen können verschiedenartig gew ählt werden. E ine sehr 
brauchbare Zusam m enstellung solcher B ezeichnungen findet m an unter 12, 
die zugleich für B e Anwendung fand.

Wenn, der Index aus mehr als 3 Zahlen b esteh t, so soll es folgenderweise ge­
kürzt werden: z. B . L 12345 =  L 12.5. Oder:

B etrachtet man die Ausdrücke in den K lam m ern, so sieht man sofort, daß  
einzelne A usdruckteile sich wiederholen, w ofür wieder B ezeichnungen einge­
führt werden können, wodurch die rechnerische Arbeit verm indert w ird.
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J12—6

jBg — W10 L  i2 _g M>8 -f- [F 123—6 “b ^12 -^34—5 "Ь ^23 ^15-6 5̂6.

'12.4-6 3̂45 —6 (1 3 )

л, Л34-6

[^12-4 - 6  4 “ ^  123 -^34—6 "Ь ^234 -^56 “f~ ^ 1 2  (-^345-6 “H ^34 ^56 ) H h ^23 ^ 45ül

П2..5— 6

123.5—6 ~"Ь ^  12.4 ^56 "i~ ^  123 -^345 “H -^12 ^ 3is] w 2

0
J 12.4-6

-'12..6

Setzt man die Bezeichnungen in die Gleichung ein, so erhält man:

- ® 6  =  Md° -^12—6 w S  ”b ^123-6 1 1 ,6  (^12*4—6 ^12 ^-345-6 ~Ь -^23 -^45б) ^  “Ь

~Ь ( 12..3 — 6  +  ^  123 ^456 -^12 ^З4.б) М '’ 2  ^12..6  =  0  (1 4 )

H iem it wurde mit Hilfe der charakteristischen Gleichungen der 4 (jB4) 
und 5 (B 5) Massensysteme jene für 6 Massen (J36) ermittelt. Die Beiwerte für 
die einzelne Potenzen sind die folgenden:

für IC10 und w 8 Formel IV in Zahlentafel 3
für ie6 VII „ 4
für i v i X „ 5
für w 2 X III „ 6
für tc° fl X IV „ 7

Diesen Beiwerten entnimmt man für die c  Werte folgende Zusammen-
Stellung:

IC10 IVs IV6 w x w2 IV0

c i C1 C 2 C1C2C3 C1C2C3C4 C1C2C3C4C5
C2 c3 " " r c4

C3 " * 4
" " c  

c5 C4 C5

C4 ' 4 C1C3C4 c3c4c5 (15)
C5 C2C3 C2 C3 C4 C5

n
C4 C1C4C5

" C5 CyCoĈ
C3 C4 " ' 4
" C5 C2C4C5

C4C5 C3C4C5
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D ie Zahl der Glieder:

1 +  5 +  1 0 +  10 +  5 +  1 = 3 2

(5) +  (5) +  (5) +  (5) +  (5) +  (5) =  32 =  2*
0 1 2 3 4 5

D ieser Vorgang kann w eiter fortgesetzt werden, und kann z. B . m itß s 
u n d ß e, ß 7 für ein System  von  7 Massen erm ittelt werden, u. s. w. Dies 
bringt aber nichts N eues!

Auf 2 Massen

Auf 3 Massen

Auf A Massen

Auf 5 Massen

Auf В Massen

Auf 7 Massen

Auf 8 Massen

Auf 9 Massen

—  1

W--------10-

-15------- 20 15-

1:-------- 7: - 21- 35-------35------- 21-

8 ------------- o b ------------ ч я ------------ o n -------------ч л ------------ n a

-jo - 0 4 ------------' U O ---------- ----------------- 0 4 ----------- J O -

A bb .  1

2 = 2

2 = 4

23 =  8

2i= 16

25=32

2°  =64

27=128

2e=256

2Я=512

2. In  dem hier vorgeführten Beispiel ist die auszuführende R echnung in 
III  angegeben, und man sieht sofort, daß der Faktor für B 5 (bei B 6) ausschlag­
gebend ist, und zwar:

tüz und —c , -------------
T I

und das zweite Glied in III  nur zur Ergänzung dient.
E s folgt daher, w enn man von  B 5 auf B 6 übergeht, daß sich  die Zahl 

der Glieder verdoppelt. D ie Gliederzahl bei B5 war 16, und ist bei B e 32. Dies 
gilt natürlich für B 7, B s . . . Bn.
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Aus der bisherigen Zusam m enstellung ist auch zu ersehen, daß die 
B eiw erte  bei den P oten zen  auch durch die K om binatorik  erm ittelt werden  
kön n en . Hiezu wurde Z ahlentafel 8 aufgestellt.

D ie in Zahlentafel 8 angegebene Zahlen w erden übersichtlich m it Hilfe 
des P ascal’schen D reieckes dargestellt, w ie dies aus A bb. 1 ersichtlich ist. 
Für ein System  vom  10 M assen erhält m an z. B . aus dieser Abbildung die 
G esam tzahl der Glieder: 572, und die Gliederzahlen für die einzelnen Potenzen  
sind:

1. ic18, — 6 ic16, +  36 ic14, — 84 ív12, +  126 w 10, — 126 ic8, -f- 

-f- 84 w e, — 36 w4, —9 ic2, 4- 1 tv°

D ies kann natürlich für w eitere Massenzahl erw eitert werden, was nichts 
N eu es erfordert (für die P oten z  12 ist z. B . die G liederzahl 84 und das Vor­
zeich en  negativ).

3. Die c W erte w urden  ebenfalls nach den P otenzen  von ic geordnet 
zusam m engestellt (15). D ie  hieraus entnehm ende G esetzm äßigkeit gestattet  
eine solche Z usam m enstellung für eine beliebige M assenzahl aufzustellen, die 
b ei der Aufstellung der L  W erte gute Hilfe le istet.

Zahlentafel 8

9m 8m 7m 6m 5m 4m

tc46 8 == 1
0

tc14 8 = 8 Í7 =  1
1 o

IC12 8 = 28 7 =  7 6 =  1
2 1 0

tc10 8 = 56 7 =  21 I 6 =  6 [5 =  1
3 2 ,1 0

JC8 8 = 70 7 =  35 6 =  15 5 =  5 [41 =  1
4 3 2 1 0

1CB 8 = 56 7 =  35 [6 =  20 51 =  10 4 =  4 3 =  1
5 4 3 2 1 0

IC4 8 = 28 7 =  21 6 =  15 5 =  10 4 =  8 [3 =  3
6 5 4 3 2 1

IC2 8 = 8 71 =  7 6 =  6 5 =  5 4 =  4 3 =  3
7 6 5 4 3 2

IC° 8 = 1 7 =  1 6 =  1 51 =  1 4 =  1 31 =  1
8 7 6 5 4 3

256 128 64 32 16 8
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Als Ergänzung soll noch die N otw endigkeit der Einführung der B ezeich ­
nungen an H and beiliegender Zusam m enstellung gezeigt werden.

n =  1 2 n =  2 n =  10 2" = 1 024

2 4 11 2 048
3 8 12 4 096
4 16 13 8 192
5 32 14 16 384
6 64 15 32 768
7 128 16 65 536
8 256 17 131 072
9 512 18 262 144

19 524 288

Hier findet man die W erte von 2", woraus zu ersehen ist, daß für ein System  
von  8 Massen m it n =  7 die Zahl säm tlicher G lieder 128 ist. N im m t m an aber die 
von  uns vorgeschlagene Bezeichnungen in A nspruch, so erhält man G leichung  
(16). Es soll bem erkt werden, daß in dieser G leichung ebenfalls W iederholungen  
Vorkommen, so daß fallw eise weitere Bezeichnungen angew endet werden  
können, besonders bei noch höheren M assenzahlen.

14)16 1-12—8 44)12 4  1*123—8 44)10 [1-123.4—8 4  1-12 3̂45 -8 4
4  ^23 4̂56 -8 4  1-34 -*567-8 4  1-45 ĜVs] 44,8 4
4  [* 12..5 —8 “b L 123 *456 —8 4  1-284 *567-8 "4" 1-345 1-678 4  
4  Í-42 (^34.6-8 4  1-34 5̂67—8 4  1-45 l-67g) 4”
4- Í-23 (445.7 -8 4- 1-45 L 67g) -f- L34 E567,8] U)6 (16)

[4-12..6-8 4- -1-12-8 4567 —8 4* 1-123 (445.8 4" 1-45 l-67s) 4  
4* 1-12 ( *34..7 -8 4“ 1-345 1-678 4” 1-34 Аббв) 4" 1-23.5 1-678 4  1-234 1-56 8 4  
4“ 1-23 1-456 —8] *** 4" [1-12..7—8 4“ 1-12..5 -  8 1-678 4“ 1-12.4 1-56.8 4" I'm 1-45..8 4  
4“ 1-12 1-34..8] w2 1-12..8 =  6

*(n) 4  (n) 4  (n) 4 ..................... 4  (n) — 2”
0 1 2  n

( n  4  1) 4  (n 4  1) 4  ( n  4  1) 4 ......................4  (n 4  1) =  2n
0 1 2 n +  1

Die hier benützten  Bezeichnungen fin d et m an in den Zahlentafeln der 
ungarischen A usgabe.
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ZU SA M M E N FA SSU N G

D ie  b isherigen K e n n tn is s e  ü b e r  d ie c h a ra k te r is tis c h e n  G leichungen de r T o rsio n ssch w in ­
g u n g e n  w u rd e n  erw eite rt, u n d  zu g le ich  eine G e se tzm äß ig k e it de r B eiw erte de r e in ze ln en  P o te n ­
z en  d e r  G leichungen e rm it te lt .

A ls E rg än zu n g  w ird  d u rc h  E in fü h ru n g  von  B e ze ich n u n g en  die A ufste llung  d e r  c h a ra k ­
te r is t is c h e n  G leichung v e re in fa c h t  u n d  d ie M öglichkeit g eze ig t, diese v e re in fach te  G leichung  
f ü r  e in e  beliebige M assenzah l so fo r t  ansch re iben  zu  k ö n n e n .

O N  SOM E F E A T U R E S  O F  T H E  C H A R A C T E R IS T IC  E Q U A T IO N S O F  
T O R SIO N  O SC IL L A T IO N S

A. BALOGH

SU M M A R Y

T h e  p re sen t know ledge o f  th e  ch ara c te ris tic  e q u a tio n  of th e  to rsion  v ib ra tio n s  is being  
e x te n d e d  a n d  th e  law s g o v e rn in g  th e  coefficients p e r ta in in g  to  th e  single pow ers o f  th e  e q u a ­
t io n  a re  estab lished .

I n  ad d itio n  to  th e  in tro d u c tio n  of th e  te rm s  th e  c h a ra c te ris tic  eq u atio n  m a y  b e  se t u p  
in  a  m o re  sim ple w ay a n d  s im u lta n eo u s ly  i t  is sh o w n , h ow  th is  reduced  e q u a tio n  c a n  im m ed i­
a te ly  b e  w r itte n  fo r a n y  a r b i t r a r y  m ass num ber.

Q U E L Q U E S P R O P R IÉ T É S  D E S É Q U A T IO N S  C A R A C T É R IST IQ U E S 
D E S  V IB R A T IO N S D E  T O R S IO N

A. BALOGH

R É SU M É

L ’a u te u r  se propose d ’a p p ro fo n d ir  les co n n aissan ces re la tiv e s à  l ’éq u a tio n  c a ra c té r is ti ­
q u e  d e  la  v ib ra tio n  de to rs io n , e t  é ta b lit  la  loi des co effic ien ts  a p p a r te n a n t a u x  p u issa n c es  de 
l ’é q u a tio n .

P o u r  com pléter l ’é tu d e , i l  d é m o n tre  qu ’en  in tro d u is a n t  certaines n o ta tio n s , l ’é tab lisse ­
m e n t  d e  l ’éq u atio n  c a ra c té ris tiq u e  p e u t ê tre  s im plifiée . I l  m o n tre  aussi co m m en t l ’éq u a tio n  
s im p lif iée  p e u t ê tre  im m é d ia te m e n t écrite  p o u r u n  n o m b re  de  m asses quelconque.

Н Е К О Т О Р Ы Е  С В О Й С ТВ А  Х А Р А К Т Е Р И С Т И Ч Е С К И Х  У Р А В Н Е Н И Й  Т О Р С И О Н ­
Н Ы Х  К О Л Е Б А Н И Й

А. БАЛО Г

Р Е ЗЮ М Е

Данные по характеристическим уравнениям торсионных колебаний расширяются 
и  определяются закономерности коэффициента, соответствующие отдельным степеням 
уравнения.

В дополнение, введением обозначений, упрощается вывод характеристических 
уравнений и одновременно показано, каким образом можно немедленно вывести это 
упрощенное уравнение для произвольного массового числа.



COLLOQUIUM ON MICROWAVE COMMUNICATIONS

A Colloquium on M icrowave Com m unications arranged by the H ungarian  
A cadem y o f Sciences (D ept, of Eng. Sciences) and the Society on T elecom m u n i­
cations was held in B udapest, on N ovem ber 1 0  — 1 3 , 1 9 5 9 .

Sixteen foreign and about one hundred H ungarian scientists and  experts  
representing various foreign and H ungarian scientific  and industria l bodies 
attended  the Colloquium. The guests included Austrian, C zecho-Slovak, 
E nglish , French, German, U .S.A . and U .S .S .R . scientists. The U .S .S .R . A cadem y  
o f Sciences and the P opov Society were represented by Professor V. I . S i f o r o v , 

Corr. Member, The In stitu te  o f Radio Engineers by Dr. D. B. S i n c l a i r , Vice 
P resident, and The In stitu tion  of E lectrical Engineers by Mr. L . L e w i n . 31  

papers were read on the following subjects:

1. System s analysis
2. M icrowave electronics
3 . Microwave circuits
4. Electronics
5. Propagation

The Colloquium offered an excellent opportunity for the ex ch an ge of 
ideas in the field  o f M icrowave C om m unications.

The following papers were presented to  the Colloquium:

N o v em b er, 10

G. B o g n ä r , M em ber o f  th e  H u n g a rian  A cad em y  o f Sciences
Opening address

L .  L e w i n , S ta n d a rd  T eleco m m u n ica tio n  L ab o ra to r ie s , H arlow , E n g la n d ,
D iversity  R eception and autom atic phase  correction
L ocation  o f a n te n n a s  in  a  space d iv e rs ity  sy s tem . M oving p ic tu re  d e m o n s tra t io n  
of signal leve l v ia  tw o an te n n as . A u to m a tic  signal com bining c irc u it .  D iv e rs ity  
gain  o f th e  system .

H . D o b e s c h , L ab o ra to rie s  fo r R ad io  a n d  T elev is io n , B erlin ,
Interpreta tion  o f  m om ents in  tim e and freq u en cy  dom ain
S urvey  o f m o m en ts . A d d itio n  law s o f cascad e  connected  n e tw o rk s . R e la tio n  
betw een  m o m en ts  a n d  tim e  fu n c tio n s  a n d  betw een  m om ents a n d  fre q u e n c y  
functions re sp ec tiv e ly .

S. C s i b i , T eleco m m u n ica tio n  R esearch  I n s t i tu te ,  B u d ap es t,
Radio  frequency  interference in  F M -sys tem s
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A nalysis o f  ra d io  frequency  in te rc h a n n e l in te rfe re n c e  in  freq u en cy  m o d u la te d  
m u lti-R F  c h a n n e l  rad io  re lay  system s, w i th  th e  ap p lica tio n  of r .m .s . no ise  c r ite ­
rion . In te r fe re n c e  caused  b y  R F  c h a n n e ls  o f  d iffe ren t carrier freq u en c ie s  a n d  
b y  a n te n n a  b a c k -ra d ia t io n  are t re a te d ,  p o in tin g  o u t c ritica l lo ad in g  co n d itio n s. 
F ad in g  e ffe c ts  a re  estim a ted .

P . R óna , T e lec o m m u n ic a tio n  R esearch I n s t i tu te ,  B u d a p es t,
On the a d d itio n  o f  wave-guide echo noises
Feeders h a v in g  sev e ra l reflection  so u rces . N o ise  d e te rm in a tio n  as a  fu n c tio n  of 
p a ram e te rs  w h ic h  can  be read ily  m e a su re d  o n  th e  w ave-guide assem bly .

H .  S u l a n k e , L a b o ra to r ie s  for Radio an d  T e lev is io n , B erlin ,
Special characteristics o f  tim e-functions in  the case o f  cascade-connected networks. 
V a ria tio n  o f  o v e rsh o o t and  rise tim e  in  th e  case  o f cascade connection  o f n  four- 
poles.

G. P r i b e l s z k y , T eleco m m u n ica tio n  R esearch  I n s t i tu te ,  B udapest,
W aveform  a n a ly s is  in  broad-band T V — F M  system s
C a rr ie r- to -b a se b a n d  d is to rtio n  tra n s fo rm a tio n s  assum ing  stead y  s ta te  con d itio n s, 

f in ite  in p u t  sp e c tru m , and sm all sy s te m s-n o n lin e a rity . A ccording to  c a lc u la ­
tio n s , th e  o u tp u t  FM -signal is a fu n c tio n  o f  th e  tim e  de riv a tiv es o f th e  in p u t  
signal.

T . H o f f m a n n , T eleco m m u n ica tio n  R esearch  I n s t i tu te ,  B udapest,
A p p lica tio n  o f  m olecular am plifiers in  rad io-relay  systems
Possible a p p lic a t io n  of m olecular a m p lif ie rs  in  rad io -re lay  system s, as low -noise 
p ream p lifie rs . A  n e w  ty p e  of g a s-tu b e  m ic ro w av e  am plifier th e  “ P h o to tro n ”  
is d escribed .

A. B u d i n c s e v i c s ,  A . D a l l o s ,  T. H o r v á t h ,  J .  N a g y ,  T elecom m unication  R esearch  
In s t i tu te ,  B u d a p e s t,
E xternal ca v ity  interdig ita l metal-ceramic m agnetron
Physica l a n d  ch em ica l problem s o f m e ta l-c e ra m ic  tubes. E x p erien ces ga in ed  
on m e ta l-c e ra m ic  in te rd ig ita l m ag n e tro n s .

J .  E r d é l y i , G. G e l l e n , T elecom m unication  R e se a rc h  In s t i tu te , B u d ap es t,
R eflex  k ly s tro n  developed fo r  the G T T 4 0 0 0 /6 0 0  radio relay system  
C om parison w i th  sim ila r foreign ty p e s . M a in  aspects of design. F o rm a tio n  of 
th e  e le c tro n -g u n  a n d  th e  reflector sp ace . C o n stru c tio n a l an d  techn ico log ica l 
p rob lem s. B r ie f  d e sc rip tio n  of the  tu b e  d e v e lo p ed .

N o v e m b e r, 11.
P . B e c k m a n n , C zecho-S lovak  A cadem y of S c iences, I n s t i tu te  for R adio  T ech n iq u es and  

E lec tro n ics , P ra g u e ,
On the m ech a n ism  o f  tropospheric scatter propaga tion
C om parison  o f  th e  sc a tte r  theo ry  a n d  th e  re fle c tio n  th eo ry . F lu c tu a tio n s  o f  the  
received s ig n a l is  e s tim a te d  by th e  re f le c tio n  th eo ry .

J .  C. S i m o n , C .S .F ., P a r is  (presen ted  b y  F . d u  C a ste l, P a ris)
M easurem ent o f  transm ission  coefficient in  the case o f  tropospheric scatter p ropaga­
tion
M easured r e s u l ts  o n  a  300 km  hop. A n a ly tic a l  ev a lu a tio n  of e x p e rim e n ta l d a ta . 
S ta tis tic a l in d e p e n d e n c e  of tim e a n d  fre q u e n c y  v a ria tions.

F . d u  C a s t e l , N a tio n a l  T elecom m unication  C e n te r , P a ris  (CNET)
The role o f  re flections in  tropospheric scatter propagation  

J .  E r d é l y i  a n d  G . G e l l é n , T elecom m unication  R e se a rc h  In s ti tu te , B u d ap es t, 
Travelling w ave tube developed fo r  the G T T 4 0 0 0 /6 0 0  radio relay system  
C om parison w i th  analogue  foreign ty p e s . M a in  aspects o f design. C o n stru c tio n a l 
and  tec h n o lo g ic a l p rob lem s. D escrip tion  o f  th e  trave lling -w ave  tu b e  developed . 

T . B e r c e l i , T e lec o m m u n ic a tio n  R esearch  I n s t i tu t e ,  B u d ap est,
M icrowave d esig n in g  problems o f travelling-w ave am plifiers
Design o f 4 kM c/s trave lling -w ave  a m p lif ie r  su ita b le  for t ru n k  n e tw o rk s. A M -PM  
conversion . N o ise  p rob lem s. D escrip tion  o f  a  trav e llin g -w av e  tu b e  a m p lif ie r  for 
m easu rem en t p u rp o se s . Some notes on  o p tim u m  design of helix  couplers.

T . H o r v á t h  a n d  J .  P i n t é r ,  T elecom m unication  R e se a rc h  In s t i tu te , B u d a p es t,
Silicon crysta l —  diodes developed fo r  the G T T 4 0 0 0 /6 0 0  radio relay system  
M ethods fo r  th e  m easu rin g  low-level a n d  h ig h -lev e l m ixer c ry sta ls. T ech n o lo ­
gical p ro b lem s. M easu red  ch arac te ris tics .

N o v e m b er, 12.
V. I. S i f o r o v , U .S .S .R ., A cadem y of Sciences, I n s t i tu te  of R adio  E n g in eerin g  and  

E lectron ics , M oscow ,
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R F -channels having stochastically varying param eters
C hannels o f  slow ly  a n d  q u ick ly  v a ry in g  p a ram e te rs . E v a lu a tio n  o f th e  loss in  
ch an n e l-cap ac ity  due  to  s to ch as tica l v a ria tio n s .

A. D . F o r t u s h e n k o , R ad io  R esearch  In s ti tu te , M oscow,
M a in  lines o f  developm ent o f  radio-relay system s in  the U .S .S .R .
A sh o rt h is to ry  o f  th e  rad io -re la y  links d ev elo p m en t in  th e  U .S .S .R . an d  the  
m ain  featu res o f  sy s tem  R 600 are  given.

E . Á cs, T elecom m unication  R esearch  In s t i tu te ,  B u d ap es t,
A  new microwave pow er standard
A new  m eth o d  av o id in g  th e  d ifficu lties en co u n tered  w ith  th e  know n m ethods 
for m easu ring  sm all a n d  m ed iu m  pow ers is described .

G. A l m á s s y , T eleco m m u n ica tio n  R esearch  In s t i tu te ,  B u d a p e s t,
M easuring low stand ing  wave ratios
C om parison o f d iffe re n t k in d s  o f m easu ring  p o ss ib ilities . A new  sy stem  for 
m easuring  sm all v o lta g e  s ta n d in g  w ave ra tio .

G y . E n z s ö l , C . G é h e r , T eleco m m u n icatio n  R esearch  I n s t i tu te ,  B u d ap es t,
R esonant ferrite  isolators developed fo r  the G T T 4000/600  radio relay system  
Choice o f  fe rrite  iso la to rs  w ith  su itab le  p ro p erties  fo r g iv en  reflec tio n  p a ram ete rs . 
A pp lica tion  fo r n a rro w  b a n d  an d  b ro ad  h a n d  fe rr ite  iso la to rs.

Sz. M a r k ó , T eleco m m u n ica tio n  R esearch  In s t i tu te ,  B u d a p es t,
F ield  displacem ent fe r r ite  isolators
T heo re tica l c o n sid e ra tio n s , c o n stru c tio n al p ro b lem s, m easu red  c h arac te ris tic s  
o f fie ld  d isp lacem en t iso la to rs  w orking in  th e  4 kM c/s b a n d .

L .  L e w i n , S ta n d a rd  T eleco m m u n ica tio n , L ab o ra to rie s , H arlo w ,
Long distance transm ission  by round wave-guides
D escrip tion  o f th e  e x p e rim e n ta l system  developed  b y  th e  S ta n d a rd  L ab o ra to ries . 
M oving p ic tu re  d e m o n s tra tio n  o f th e  e q u ip m en t a n d  a  T V -p ictu re  w hich  has 
been  tra n s m itte d  v ia  th e  system .

I .  S c h m i d e g , B .H .G . B u d a p e s t,
N oise considerations in  P P M -system s
T he c o n trib u tio n  o f v a rio u s  noise sources is an a ly sed , a d v an tag e s  o f using  n a rrow  
pulses is p o in te d  o u t. C onsiderations o f th e  second d e te c to r  c irc u it o f th e  PPM - 
rece iver.

I . N e d b Al , B .H .G . B u d a p es t,
D em odulation o f  P P M -sig n a ls
A nalysis o f a  rece iv e r-f ilte r  g iv ing  m ax im u m  sig nal-to -no ise  ra tio .

N . S z a b ó , T eleco m m u n ica tio n  R esearch  In s t i tu te ,  B u d a p es t,
Lineariza tion  o f  broad-band video am plifiers using  no negative feedback  
N on-linear p la te  o r ca th o d e  resistances. A new  ty p e  o f  c irc u it is described  using 
a tu b e  and  a  n -p -n  t ra n s is to r , hav ing  a  d is to rtio n  o f cca. 0,01 p e r cen t.

T . S A r k A n y , T eleco m m u n ica tio n  R esearch  In s t i tu te ,  B u d a p e s t 
A  new frequency  modulator c ircuit fo r  radio relay system s
A new  IF -m o d u Ia to r is described  using  th ree  d o u b le -tr io d es , each  s tage  hav in g  
a  phase  sh ift o f 120 degrees. T he m o d u la to r has in h e re n tly  low  a m p litu d e  m o d u la ­
tio n  an d  satisfies C C IR -recom m endations fo r te lev is io n  a n d  m u ltich a n n e l t r a n s ­
m ission u p  to  240 ch annels .

M. H e r p y , T eleco m m u n ica tio n  R esearch  In s t i tu te ,  B u d a p es t,
Remote control system  fo r  the G TT4000I600 radio relay system
The a u to m a tic  ch an g e  o v er a n d  rem ote  con tro l sy s te m  o f  u n d e r d ev elo p m en t is
described. Q uestions a ris in g  in  u n a tte n d e d  service a re  tre a te d .

N o v em b er, 13.
A. V. P r o s i n , U .S .S .R . A cad em y  o f Sciences, In s t i tu te  fo r R adio  E n g in eerin g  an d  

E lectron ics , M oscow,
General problems in  scatter propagation
A new  ty p e  o f genera lized  co rre la tio n  fu n c tio n  is in tro d u c e d . R esu lts  a re  app lied  
to  de term ine  a n te n n a  gain-loss an d  noise due to  se lec tive  fad ing .

G. R e i t e r , T eleco m m u n ica tio n  R esearch  In s t i tu te ,  B u d a p e s t,
A n a ly sis  o f  high-level m ixers fo r  radio relay lines
C h arac teristics o f  th e  h igh-level m ix er are  d e te rm in e d  tak in g  in to  acco u n t 
m easu red  d-c c ry s ta l  c h a rac te ris tic s . T he d ep en d en ce  o f conversion  loss is 
expressed  as a  fu n c tio n  o f te rm in a l im pedances.

12 Acta Technica XXXII/3—4.
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I .  F r i g y e s , B .H .G . B u d a p e s t,
M icrowave band-rejection  filte rs  w ith great attenuation
Im pedance  e le m e n ts  su itab le  for b a n d -re jec tio n  f ilte rs  a re  considered . A nalysis 
of m u lti-e lem e n t f i lte rs . T he effect o f sp u rio u s m odes. U se o f  f i lte r  in  b road  
frequency  b a n d . F i l te rs  w ith  m ore th a n  one re jec tio n  b a n d . R e su lts  o f  m easuring . 

S. T ó t h , T eleco m m u n ica tio n  R esearch  In s t i tu te ,  B u d ap es t,
D ispersion m easurem ents on slowing lines
The d isp ersio n  lin e s  fo rm  p a r t  o f th e  feedback-loop  o f a  tra v e llin g  w ave tu b e  
am plifier. T h e  w a v e le n g th  in  th e  slow ing lin e  is d e te rm in ed  fro m  th e  ph ase  sh ift 
arising in  th e  feed b ack -lo o p .

I .  T o r m a , T elec o m m u n ic a tio n  R esearch  I n s t i tu te ,  B u d ap es t,
Design problem s o f  cavity  resonators used fo r  k lystron oscillators 
A new  ty p e  o f  c ir c u it  cap ab le  o f e lim in a tin g  m o d e-in terfe ren ce  in  wide range 
m icrow ave o sc illa to rs .

G . B o g n á r , M em ber o f  th e  H u n g a ria n  A cadem y o f  Sciences,
Closing address

G. B ognár
M em ber o f th e  H u n g a r ia n  A cadem y 

o f  Sciences

SU M M A RY

A briel resum e o f  th e  p a p e rs  re a d  to  th e  C olloquium  on M icrow ave C om m unications 
a r ra n g e d  b y  th e  H u n g a ria n  A c ad e m y  of Sciences (D ep t, o f  E ng . Sciences) a n d  th e  Society  o f 
T eleco m m u n ica tio n  in  B u d a p e s t,  on  10 —13, N o vem ber, 1959.

K O L L O Q U IU M  F Ü R  R IC H T F U N K V E R B IN D U N G E N

G. b o g n á r

ZU SA M M EN FA SSU N G

B erich t über das K o llo q u iu m  fü r  R ic h tfu n k v e rb in d u n g e n , v e ra n s ta l te t  d u rc h  die 
U n g a r is c h e  A kadem ie d e r  W isse n sc h a ften  (K lasse fü r  T echn ische  W issen sch aften ) u n d  den 
W issen sch aftlich en  V ere in  fü r  N a ch ric h te n tec h n ik  v o m  10. bis 13. N o v em b er, 1959 in  
B u d a p e s t.

C O L L O Q U E  S U R  L E S  LIA ISO N S H E R T Z IE N N E S

G. BOGNÁR

R É SU M É

C om pte rendu  d u  C o lloque  su r les liaisons h e rtz ie n n e s , o rgan isé  p a r  l’A cadém ie des 
S c ien ces de  Hongrie (Section  d e s  Sciences T echn iques) e t  l ’A ssocia tion  S cien tifiq u e  H ongroise 
d e  la  T élécom m unication , d u  10 a u  13 novem bre  1959, à B u d ap es t.

КОЛЛОКВИУМ ПО МИКРОВОЛНОВОЙ СВЯЗИ
Г . Б О Г Н А Р

РЕЗЮМЕ

В статье сообщается о коллоквиуме по микроволновой связи, состоявшемся в 
период с 10 по 13 ноября 1959 г. в Будапеште и организованном Академией наук Венгрии 
(Отделением технических наук) и Научно-техническим обществом связи.



DIVERSITY RECEPTION AND AUTOMATIC PHASE
CORRECTION*

L. L E W IN  A .M .I.E .E .

STANDARD TELECOMMUNICATION LABORATORIES, LONDON ROAD, HARLOW, ESSEX, ENGLAND

In tro d u c tio n

There are three possible forms o f fading anticipated w ith  m icro-w ave  
propagation. 1. The form ation o f ducts w hich could lead the energy  away  
from  the intended path. 2. Change o f refractive in d ex  gradient, causing obstruc­
tion  o f the path. 3. Change o f interference pattern.

O f these three forms, the first, which is un likely  to  be overcom e b y  means 
of a height diversity system , is beyond the scope o f this paper. The second can 
occur over both land and sea. The third is largely confined to oversea paths, 
since the reflection coefficient over the m ajority o f land paths is n o t sufficient, 
ow ing to  surface roughness, to  produce a m inim um  of the interference pattern  
su ffic ien tly  deep to be troublesom e. The change of interference p attern  can 
com e either from tidal variations or from  changes in the refractive index  
gradient.

1. T he in te rfe ren ce  p a tte rn

1.1. Effective earth radius

A  uniform  gradient o f refractive in d ex  causes a bending o f  th e  rays 
either towards or aw ay from  the earth. The effect can be considered b y  the  
use o f  an effective earth radius, R e in  place o f  the geometric radius R 0, the 
propagation being taken as rectilinear. The ratio T?e/jR0 is denoted b y  K ,  and 
its usual value is about 4/3. W hen considering the propagation cond itions over 
a path , it  is usual to consider the earth’s radius thus increased, th o u g h  som e­
tim es calculations m ay be m ade w ith  the geom etric radius R 0.

H ow ever, К  does not sta y  constant w ith  varying m eteorological condi­
tion s. For exam ple, during a three w eeks’ run at 4000 Mc/s over th e  F irth of 
F orth , values varying from 0.7 through in fin ity  to  —10 were found . These 
figures certainly do not represent the lim its w hich can be attained. T he lower

* T he p ap er w as read  b y  th e  a u th o r  on  th e  C olloquium  of M icrow ave C o m m u n ica tio n  
in  B u d a p e s t,  on  N ovem ber 10, 1959.

12*
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lim it can be less than  0.4 and К  runs through in fin ity  (flat earth) to  a value of 
ab ou t — 1 (negative curvature). It is apparent th a t a path giving reasonable  
clearance for, say, К  =  4 /3  w ill give grazing cond itions for a som ew hat sm aller 
v a lu e , w hilst at the low er lim it the earth w ill obstruct any direct path. A lthough  
th e  sm aller values are rare — К  m ay be less th an  0.6 for about 1/2 to  4%  o f the 
tim e — fades m ust be exp ected  on such occasions, unless the aerials have been  
deliberately  located h igh  enough to overcom e th ese  extrem e conditions.

1.2 . The curvature constant C

The experim entally  determ ined range o f  К  — a small positive value  
increasing through in fin ity  to  a small negative va lu e  — makes it an unsuitable  
q u a n tity  for the description  o f the phenom ena it  represents, and, particularly, 
for th e  plotting of curves. A  more convenient q u a n tity  is 1 /К ,  and th is ranges 
from  about 2.5 through zero to —1.

I t  is desirable to  h ave a separate sym bol to  represent 1 /К ,  or, w hat is 
the sam e thing, the ratio  R 0/R e; and since th is is a m easure of the path curvature, 
th e  sym bol C seems appropriate, and will be used  throughout this paper.

1.3. The interference pa ttern

Under normal cond itions, two rays w ill reach  one antenna from  another 
— th e direct ray and a reflected  ray. These rays are of different len gth s, and 
the phase difference b etw een  them  is given approxim ately by: —

Ф
4 л  hx h2

ID
1 -

C D 2

4R 0 (hx +  h2)
( 1 )

w here D  — distance b etw een  antennas 

h i, h2 =  antenna heights
A =  free space w avelength  

R 0 — geom etric earth radius 
R e =  effective earth  radius

C =  R J R e.

This formula is approxim ate, but holds, w hen  the heights are o f  the same 
order, under all p ath  conditions, and holds w hen  the heights are som ew hat 
d ifferent under path cond itions not too near grazing. As an extrem e exam ple, 
i f  h x =  9 h2 and the p a th  is a near grazing one, th e  formula gives the factor of 
C D 2 about 20% too  low . Under most conditions the formula is accurate to  
w ith in  a percent or tw o.

The field at a receiv in g  antenna is g iven b y

E  =  2-E0 sin ( 2)
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where E 0 is the field  th at w ould have been produced in free space. E q u ation  (2) 
assum es perfect reflection at the earth’s surface. This holds approxim ately for 
a w ater path , and so a zero or very near zero w ill occur if  Ф is a m ultip le  o f  
2 л . I f  the reflection coefficient were r, then the m inim um  would be E 0 (1 — r), 
and w ith  a value of r for an overland path of the order o f 0.6 it is apparent th a t  
deep fades from this cause should not be exp ected  in  this case.

I t  w ould appear from equation (1) th a t a m inim um  could he avoided  b y  
choosing Ф =  (2 n + 1 )  u s e  as to  sit at a m axim um  of the vertical space p a t­
tern. H ow ever, the effect o f the term  in volv ing  C /R 0 in (1) is im portant and  
w ith  the range o f C from 2.5 to  — 1 it  is apparent that Ф can run through  
several cycles. Moreover, tides can alter the e ffective  heights of the antennas  
by raising or lowering the height o f the reflection  plane, and this alone m akes 
the choice o f a suitable height difficult. The variations are the less, o f  course, 
the low er the heights, but i f  low  values are chosen then  variations o f C  tow ards  
the upper end of its range w ill cause obstruction o f the path and a c u t-o ff o f  
direct radiation.

The obvious w ay to overcom e the d ifficu lty  is to  use two antennas su it­
ably spaced, so that the one is at a m axim um  o f the interference pattern  w hen  
the other is at a m inim um . In  th is w ay a non-zero signal at one or other o f  the  
antennas is ensured. This is the height-d iversity  system , and the spacing m ay  
be determ ined either experim entally , or from th e formula. In either case a 
value o f  C o f about 3/4 is involved . A drawback o f th is method is th at th e  sp ac­
ing o f the m axim a and m inim a is itse lf a function  o f C. I t is possible to  arrange 
heights such th at d iversity performance is adequate under normal cond itions, 
but th en  both  antennas can be located  at m inim a under extrem e cond itions. 
These occur for the larger n egative values o f  C, for which the factor o f  ЛХЛ2 
in equation (1) is largest, and the m axim um  to  m inim um  spacing accordingly  
sm allest. I t is only necessary for a factor o f tw o to  one to  be involved due to  the  
change o f C from 3/4 to  a sm aller or negative va lu e in  order th at a spacing  
that was originally a m axim um  to m inim um  becom e one of minim um  to  m in i­
m um . O f course, under the conditions v isualised , the tw o antennas m ight h ap ­
pen to  be both  at m axim a, and fading avoided, b u t this condition can n ot be 
relied on. In the first place tidal variations could turn both m axim a in to  m i­
nim a. A lternatively , the precise heights to  g ive ju st the required effect m ight 
be inconvenient or d ifficult to  determ ine. B ut there would appear to  be a more 
serious objection. It has been assum ed so far th a t th e  quantity C can be treated  
as a constant over the path . It  is more than  lik e ly  especially w hen extrem e  
values are involved, that it  varies som ew hat w ith  height, so th at th e  direct 
and reflected  rays suffer sligh tly  different curvatures. The effect w ill be to  
introduce a further phase change betw een the rays over and above th a t assum ed  
in equation (1). The effect o f such an additional term  is to make th e  precise  
placing o f the m axim a and m inim a of the height pattern indeterm inate, so
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th a t  it  becom es essentia l to  avoid a d iversity  spacing which could space the  
antennae by the w avelen gth  of the d iversity  pattern.

1 .4 . Recommendations

It is proposed in  th e  light of the present analysis that a d iversity  spacing  
b e used in which:

1. The top antenna is at such a height as to  give a clearance p ath  under 
th e  largest positive va lu e o f  C visualised.

2. The spacing betw een  the antennas be chosen such as to be appreciably  
less than  a h a lf w avelen gth  of the vertical interference pattern at th e  largest 
n egative  value o f C  anticipated .

Under these cond itions the upper an ten n a  can receive w hen conditions 
are near grazing, w hilst th e  lower antenna cannot. As C decreases to  negative  
va lu es, the interference pattern runs through  both  antennae w ith  a shorter 
and shorter pattern w avelength . Under the extrem e conditions of large negative  
C  th e  antenna spacing is still small enough to  ensure that one or the other can  
p ick  up a non-zero signal.

D enoting b y  Cj and C2 the extrem e va lu es of C involved, th e  design  
equations can be w ritten

^1 =  

0Ф2 =

4л: /ij h2

7.D [! — ri Y> Уi  =

4 л  • hx • ôh2

W ( 1  -  y 2 )> 7 z  =

Cj D 2

2K0 ( / y  +  V ) 2

C2P 2
41?o ( h i  +  h 2 )

(2a)

(3 )

(N o te  that the factor (1 — y 2) is not squared.)
H ere, C x and C2 are usu a lly  about 2.5 and — 1 respectively, w h ilst Ф1 and 
ЬФ2 are respectively th e  extrem e phase angle and the extreme d iversity  phase 
difference. They are related  to the received  fie ld s b y  E /E 0 =  2 sin  (1/2 Фх) 
and 2 sin (1/2 0Ф2) respectively . These q u an tities w ill usually be tak en  the  
sam e, so that, bearing in  m ind that Фх w ill be sm all, whilst ЬФ2 w ill correspond  
to  nearly a period, w e get

0 i  =  2л -  ЬФ2 ^  E minIE 0 (4)

-Emin is given b y  th e  fad ing requirem ents, e. g. U min/ £ 0 =  1/10 for a 20 db 
fade below free-space.

E quation (2a) is a design equation for th e  height of the top aerial at either 
end. U sually one o f  th ese  heights is prescribed by the perm issible heights 
a t  a term inal build ing, or the height o f th e  antenna of the previous hop. If, 
how ever, there is a choice, it  would seem  b est to  take hx =  h2 and avoid  unne­
cessarily  large heights.
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W ith h1 and h2 determ ined, equation (3) gives th e  height spacing below  
h l at which the diversity mirror is to  be set. It should be noticed  that i f  appreci­
able tides are present, th en  h l and h2 in equation (2a) should be taken above high  
tide, w hilst in equation (3) th ey  should be taken  above low  tide, in  order to  
allow for extrem e conditions.

1.5. Exam ple

W e shall take as an exam ple a 30 mile hop, w ith  equal heights at each end, 
the free space w avelength  being 7.6 cms. For we tak e, not the extrem e value  
2.5 but the smaller figure o f 1.6. Then, for a fading loss o f  20 db, equation (2a) 
gives a height o f 258'. E q uation  (3) then gives th e  d iversity  spacing as 45', 
and the com bination o f antennas is good to  a value C2 o f — 1.

The usual d iversity  form ula gives a spacing o f  70'. Two pairs o f curves 
are show n in F ig. 1, p lo tted  against C, corresponding to  A h =  45' and 70'. 
I t  is seen th at for A h =  70' there is a zero on b oth  antennae at the value  
C =  — 0.15, and that th is va lue is shifted to  past C — — 1 by the choice of 
th e  smaller height difference.

In  both cases there is a cu t-o ff at about Cx =  1.7. I f  th is is to  be avoided  
the antenna heights have to  be increased accordingly. In  general there w ill be 
a com prom ise betw een th e  large heights' necessary to  guarantee fade-free 
conditions and the value o f  C x chosen for design purposes. This latter m ust be 
found from suitable sta tistics for the region, and depends on the percentage  
tim e for which the service is perm itted to be out o f  action . The effect o f a 20' 
tide is shown in F ig. 2 for th e  case of A h =  45'. I t  is seen th a t at low  tide the  
double interference m inim um  has m oved in  to  C2 =  — 1, w hilst at high tide  
the cu t-off has shifted to  C x =  1.65. I f  this latter change is serious — its effect 
can only be found from a curve relating values of C to  the percentage tim e th ey  
occur — then the antenna heights m ust be designed w ith  the tides in  mind, as 
described in  the previous section . 2

2. Experim ental confirm ation

2.1. Site data

In  order to  check th e  basis on which the above analysis has been made, 
propagation tests were m ade over a 30 mile over w ater path  using 4' diam eter 
parabolic dishes at a w avelen gth  around 7 cm s. The transm itter height was 650' 
and the tw o diversity receivers were at 557' and 538'. These heights give p len ty  
of clearance to  both antennas under all propagation conditions, and an extrem e  
value for 6 Ф/2 л  o f 0.73 (1 — 0.24 C2). The transm ission should therefore give  
up to  a 12 db sim ultaneous fade on both antennas i f  C2 =  — 1.
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2 .2 . S w ept frequency method

T he transm itter was frequency swept from  4000 to  4600 Mc/s. A ccording  
to  eq u ation  (1), the effect should be approxim ately  the same as a correspond­
in g  change in  the receiver height, and as it  w as not practicable to  vary  the  
receiver  height rapidly, the frequency varying m eth od  was chosen instead .

2 .3 . D isp la y  method

In  order to sweep the transm itter frequency, a rectangular vane w as ro ­
ta te d  in  the transm itter resonator. This gave a frequency variation w hich was 
ap p rox im ately  sinusoidal w ith  vane angle. W ith  a sinusoidal instead o f a saw ­
to o th  w aveform  on an oscillograph sweep the horizontal display could therefore  
be m ad e proportional to  frequency, provided th e  sw eep voltage could be syn-

Fig. 3. S w ep t freq u e n c y  d isp lay  o f d iv e rs ity  recep tion

chronised  w ith the vane position . At the receiver end, with a local oscillator  
o f freq u en cy  f  and an I. F . am plifier 10 Mc/s w ide, centred at 60 Mc/s, tw o  
d isp lay  peaks therefore appear on the oscillograph trace, corresponding to  
frequencies /  i  60 Mc/s at th e  transm itter. I f  f  varies slowly over the band  
th e  tw o  display peaks cover th e  whole area, and a tim e exposure photograph  
w ill sh ow  an illum inated region whose edge is th e  envelope of the ind iv idual 
p eak s, and therefore represents the frequency response of the apparatus plus 
propagation  path loss. A schem atic representation  is shown in F ig. 3. The 
freq u en cy  variation o f the apparatus over the band  was not much in excess  
o f 2 db, so that, as the w hole process takes about 1 second with a 50 c/s sweep  
rate a t the transm itter, th e  photograph gives practically  an instantaneous  
representation  of the path  propagation conditions.

2.4. R esults

In  th is w ay, using a double beam oscilloscope, a sim ultaneous represen­
ta tio n  o f  th e  performance from  both diversity receiv in g  antennas was d isplayed. 
It w as found that, for m ost o f  the time, the m in im um  of the one pattern was 
w ell in terleaved  w ith  th a t o f  th e  other pattern, o ften  remaining stable for long
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periods, and m oving slow ly  across the display w ith  the tides. The photographs 
were taken at the rate o f  one fram e/m inute, w ith  about 1 second exposure so 
th a t changes occurring w ith in  the m inute would be lost, w hilst changes w ithin  
the second could cause a doubling of the picture (due to the pair o f  display  
peaks used.) O ccasionally film s were found w ith  profound changes from  m inute  
to  m inute, and one or tw o  fram es gave an ind ication  of doubling. B u t m ostly  
the traces were straightforw ard, slowly varying, and o f the expected  sinusoidal 
form.

On one rare occasion during hot still w eather the minima from  th e  two 
receiver patterns ceased to  interleave, and alm ost coincided. Soon  after-

A) S im ultaneous fa d es  due  to  choice o f excessive (34 ') d iv e rs ity  sp ac in g

ward the minima filled  in  and a nearly uniform  frequency response over the 
frequency band indicated  the absence of an interference pattern, possib ly  due 
to  ducting. The am plitude swelled by about 6 db above free space and then  
dropped to  6 db below , before becom ing norm al again. I f  the near coincident 
m inim a are to be interpreted on the basis o f the hypotheses leading to  equation  
(1) then  an extrem e va lu e o f C2 =  — 1.5 is ind icated .

A number o f photographs follow to  ind icate the range o f responses en­
countered. In each case th e  uppertrace represents th e  response from  th e  upper 
antenna and the lower from  the lower antenna. Zero response is show n b y  the 
base line separating the tw o, the lower antenna response being in verted  so as 
to  “ hang down” from th e base line.

Photograph A show s the response taken during an early m easurem ent 
w hen the antenna d iversity  spacing was 34'. This corresponds to  a com plete
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В ) Sim ultaneous fades due to  abnorm al propagation conditions. D iversity spacing equals 19'

C) N orm al well-interleaved response

period  under normal con d ition s, and it can be seen that the responses give 
co in cid en t minima. P hotograp h  B, on the other hand, was taken  during hot 
calm  w eather, w ith a sligh t seam ist, with the d iversity  spacing the design value  
o f  19'. The near-coincident m inim a are quite exceptional, and exh ib ited  this 
form  for only a few m in u tes. Photograph C show s w ell-interleaved m inim a.
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D ) Three consecutive fram es, showing partial filling in  o f the zero from the upper antenna only
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E ) S u b s ta n tia lly  c o n s ta n t fie ld  a t  b o th  a n te n n a s

This form  occurred by far the greater part o f the tim e, under both norm al and 
abnorm al propagation conditions.

P h otograp h  D shows th ree consecutive fram es, in which the response  
from  th e  low er antenna is norm al and substantia lly  unvarying, w hilst the  
upper a n ten n a  response show s, over a period o f three m inutes, a partial filling  
in o f  th e  zero. This effect m ust be associated w ith  ducting, since the reflection  
at th e  sea  could  hardly be com p lete  for one antenna and nearly absent for the

F ) M uch  r e d u c e d  fie ld  a t  low er a n te n n a
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other. Photograph E shows a later fram e, in which both an ten n as receive 
su b stantia lly  constant fields w ith a lm ost com plete absence o f  sea reflection  
effects.

Photograph F shows a norm al p attern  on the upper an ten n a , and the 
near absence o f response from the low er. The condition occurred during a 
period o f rapidly changing response, and on ly  lasted a few m inutes.

Several lengths o f film  have been jo ined  together, and can  be displayed  
as a m oving picture showing in  a dram atic w ay the extrem e stead in ess of the 
patterns for hours at a tim e, follow ed b y  very  rapid variations as conditions 
change.

3. The com bination  o f diversity  a n te n n a  signals — P re lim in a ry  resu lts

3.1. Autom atic phase combination

In order to  utilise the signals from  the tw o diversity antennas it  has been 
th e  practice to  com bine or to sw itch th e  separate I. F. ou tp u ts. This method  
has som e disadvantages. In addition to  th e  switching tim e w hich  m ay be in­
vo lved , the use of two separate I. F . receivers is uneconom ical. I f  th e  com bination  
can be done at R. F ., apparatus m ay be saved and im proved perform ance 
obtained.

3.2. M icrowave phasing junction

As part o f  the propagation tests  described above, an a u tom atic  phasing 
netw ork was exam ined. Shown schem atically  in  Fig. 4, its purpose is to  combine 
in  as best a w ay as possible, the ou tputs from  tw o receiver mirrors spaced in 
height d iversity  at such a spacing th a t , over a large period o f  tim e, at

Antenna 1 Antenna7

Control circuit 
from receiver

F ig .  4 . Schem atic representation o f m icrowave phasing ju n ctio n
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least one mirror receives a usable R. F. signal. T he particular arrangem ent 
show n has the property th a t, w ith  the phase changer correctly set, the ou tput 
is at lea st as great as the greater of the individual receiver outputs: depending  
on th eir  relative phases and am plitudes, up to th e  sum  o f the separate received  
powers can be com bined. I f  P x and E2 are the relative am plitudes of the separate  
received  signals, and Ф is their  relative phase, th e  com bined power output is 
proportional to

P  =  E i cos2 X -f- E \  sin2 X — E xE 2 sin Ф sin (2л;) (5)

where 2л; is the phase angle introduced by the phase changer.
T his function has turning points at values o f  x  g iven  by tan (2л;) =  2 E XE 2 

sin Ф/ [ Е2 —• PjJ. The m axim um  value of P , considered as a function o f Ф is

P0 =  1  [E \ +  E l  +  ][E\ + E l - 2 E l  E l  cos 2Ф] (6 )

W hen the phase betw een  the two signals is n o t determined, the least 
value o f  (6) is when Ф — 0 and is given by

Р0 = ±-[Щ + Ц + \ Щ - Щ

i. e. th e  greater of E p  or P 22.

I f  Ф =  90°, P 0 =  E l  -j- E \ ,  and the sum o f th e  pow ers is received. (In order 
alw ays to  get the sum o f the powers it would be necessary to control Ф, i. e. 
an add ition a l phase changer w ould  be required. T he gain resulting from such  
an ad d itional com plication has not been thought w orthw hile.)

I f  one aerial is in vo lved  in  a fade, one of th e  am plitudes, say E 15 is zero. 
From  (6) th e  output is seen to  be P  =  E22, i. e. the fu ll power from the the other  
aerial.

3.3. The phase-changer

T his consists of a hybrid-T  with two m ovable p istons in the side arms. 
The p iston s are ganged together but displaced b y  a quarter wavelength, so th a t  
a w ave entering the P -arm  leaves via the H -arm after undergoing a phase 
change g iven  by double the distance from the ju n ctio n  to the pistons. This 
phase-changer suffers from  th e  disadvantage th a t it  cannot change phase 
in d efin ite ly  in  one direction: th e  pistons are stopped  either at the junction  or 
at the end o f the side arm runs. In order to overcom e th is d ifficulty a pair o f  
relays are installed so th a t at th e  end of a run the p iston s are m oved forward
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au tom atica lly  a h a lf-w avelength , thus recovering th e  phase and perm itting  
further m ovem ent in th e  original direction. T hese “ blind runs” take the phase- 
changer through all phase angles, and the com bined output from the phasing  
ju n ctio n  runs rapidly through a minimum. This m inim um  will appear like a 
v e r y  rapid fade. Som e ty p ica l blind runs, as show n on the recording chart, are 
g iv en  in  F ig. 5. A lthough a shortcom ing of th is apparatus, these apparent fades 
g iv e  an indication o f th e  possible fading depth  a t th a t moment.

3 .4 . M ethod o f operation

As used on the te s ts , the phase-changer functioned both as a phase­
sen sin g  m echanism , and as a phase corrector. The p istons were driven con ti­
n u ou sly , and control circu its were arranged to operate in  such a w ay th a t w hen  
th e  output signal in to  th e  receiver had fallen from  its recent average value by  
a specified  am ount the d irection of travel was reversed. The pistons therefore 
hu n ted  continuously about the position of optim um  phase. As this optim um  
p osition  varied, so the p iston s followed it. The rate o f  travel of the p istons was 
ab ou t 2 cm in a second, and , under steady conditions, the total hunting am pli­
tu d e , corresponding to  a sen sitiv ity  level o f around 0.5 db, was about 1 cm . 
Jt varied , o f course, w ith  th e  signal in the phasing arm o f the phasing junction , 
and w hen this signal, due to  chance cancellation o f  the incoming signals, had  
dropped to a small enough level, relative to the signal in the other arm, the  
phase-changer becam e inoperative, the pistons running the whole length  o f the  
guide until reversed b y  the relay stops. These runs, o f  course, have no effect 
on th e  output, and as soon  as the signal in the phasing arm has risen sufficiently  
to  trigger the control apparatus, the pistons begin  hunting again about their 
optim um  position.

Thus, when the se ttin g  o f the phase-changer is unim portant, from the  
p oin t o f  view  of the com bined signal, the p istons run freely from one end o f  
th eir  traverse to the other. W hen the setting m atters, th ey  oscillate about the  
op tim u m  position. The tak e-over from one cond ition  to  the other depends on 
th e  sen sitiv ity  level at w hich  the control circuits operate. W ith the device  
se t up on the bench, it  w as, in  fact, extrem ely d ifficu lt to  find this region of 
free runs.

3.5 . Control circuits

The control circuits used on the trials are show n in Fig. 6. Very briefly, 
th e  operation is as follow s. T he instantaneous signal is compared to a reference 
sign al obtained from th e ou tp u t by integrating over a 20 sec period. The dif­
ference voltage is applied to  a flip-flop whose ou tp u t triggers a binary counter. 
T hus every tim e that th e  instantaneous signal passes the reference signal b y  a 
g iven  threshold level the b inary counter gives an ou tp u t. This output operates
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in turn each o f a pair o f m agnetic brakes. A continuously running synchronous 
m otor provides the m otion o f the piston-pair, the direction o f m ovem ent being  
determ ined by the m om entary condition of the m agnetic brakes, which control 
the drive m echanism  to  the p istons. In practice the gain required of the am pli­
fier in  the control circuits was such as to  bring the whole system  on the verge 
of instab ility , and the operation over a period could not be considered sa tis­
factory. H owever, a separation o f the phase-sensing and phase-correcting  
functions should lead to  a m uch better design o f control circuit, and th is work  
is desribed in  section 4.

Fig. 7 shows the behaviour o f the output during a period of control circuit 
in stab ility . It is seen th at th e  general level rem ains at its optim um , the effect 
of the instability  being to  introduce m om entary “ m ock fades” .

3.6. D uration o f the tests

The tests o f th e  m icrow ave phasing junction  occupied the period 13th  
A ugust to 4th  October 1953, a to ta l o f 1246 hours. O f th is period the control 
m otor was in a running condition for 303 hours and for 693 hours it was sw itched  
off. During the rem aining 250 hours, the apparatus w as not working for reasons 
w hich included failure o f  equipm ent, failure o f power supplies, etc. Most o f  
th is outage occurred at one tim e and was due to  dam age caused b y  gales. 
In preparing the fading data no account has been tak en  o f this equipm ent 
failure period, and it  has been om itted from the to ta ls , w hich therefore cover 
a period o f 996 hours.

3.7. A n alysis o f data with motor on

A typical recording is shown in F ig. 5. The general level is so constant over  
a period th at it was considered im practicable to  analyse the data in the usual 
w ay into fading ranges. Accordingly, the h ighest and low est signal in each  
hour o f record was noted , and from this the h istogram s in  F ig. 8 have been  
prepared. Fig. 8a shows the distribution o f hourly m axim a, relative to  the free 
space value of a single mirror. The sm ooth curve drawn is an assessm ent o f the  
lim iting shape th at w ould have been assum ed i f  a m uch longer recording had  
been available.

Theoretically, an extrem e value o f + 9  db over a single mirror in  free 
space is to  he expected  in  the case in which b oth  d iversity  mirrors sit at a 
m axim um  of the space pattern , and also receive in  quadrature. Such an occur­
rence should be very  rare, and in fact no points at -(-9 db were recorded. H ow ­
ever, for 0.3%  of th e  recordings -j-7.5 db was a tta ined , and the T-5 db hourly  
m axim um  was o f re latively  com m on occurrence. A  peak is reached at 0 db, 
and no m axim a were recorded below —2 db. B etw een  + 2  and -)-5 db there is 
a rather fla t plateau, and it  is not clear whether th is m ight not be “ ironed ou t”
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i f  more recordings were available. However, the d istribution  of hourly m inim a, 
shown in F ig . 86, has th is  plateau clearly rep laced  by a double hum p. The 
extrem es recorded for hourly minima lie in th e  range —5 db to -|-5 db w ith  
the tw o peaks at — 1 db and —2,5 db.

Fig. 8c shows the distribution of the hourly m axim um  to m inim um  range. 
There is a sharp peak at 1 db range, w ith a lon g  ta il reaching to 8 db. W hilst 
the very high m axim a are associated w ith  large ranges, there is a strong  
tendency for medium  to  high level m axim a to  b e associated with sm all ranges, 
and for the lower level m axim a to be associated w ith  relatively larger ranges.

The significance o f  these results in term s o f propagation conditions cannot 
be ascertained w ith ou t reference to other resu lts  taken during th e  trials. 
H ow ever, the rise in  range for the very large m axim a is probably due to  the  
production at the receivers o f  a vertical space pattern  in which th e  height 
recurrence period approaches the antenna spacing . Under such circum stances 
the two aerials can both  pick up large signals i f  th ey  sit near m axim a o f the  
pattern, but if  the pattern  shifts the signals w ill both drop appreciably, w ith  a 
correspondingly large m axim um  to m inim um  range.

Fig. 9 shows a fade-frequency curve abstracted  from the sm oothed  out 
assessm ents of the histogram s of Fig. 8. The h ou rly  m axima and m inim a data, 
which form extrem e lim its to  the fading curve, are shown and the (presum ed  
true) fading curve has been drawn m idw ay b etw een  these lim its. In  fact, the  
extrem es are so close th a t there is little  room for error in this approach. The 
+  5 db level is exceeded for 0.5%  of the tim e, and  the free space level for 50%  
o f the tim e. At the other lim it, a “ fade” o f —4 db or less occurs for on ly  0.2%  
o f the tim e, and no points at all below —5 db were noted during th e  period  
o f the tests.

This extraordinarily good record calls for com m ent, particularly in  rela­
tion  to  other fading data  taken  on the same overw ater path in previous years. 
Fig. 10 shows the fading record from a single d ish , taken during 1452 hours in  
the same period o f th e  previous year (1952). A lso  shown is the response o f  the  
better o f tw o dishes w ith  a diversity spacing o f  20 ft. The single d ish  record 
shows w ithout doubt th a t very deep fades occur on this route. The double dish 
record, however, ought not to  be appreciably worse (at most, by 3 db) than  
th e  1953 record, since autom atic com bination can , at best, add the powers of 
the tw o dishes. A  discrepancy in the lower p art o f  the curves o f about 5 db 
therefore needs to be accounted for. Some o f th is  m ay be genuine, due to  differ­
ent propagation conditions and to the effects o f  a slightly different d iversity  
spacing, 19', in the 1953 trials. However, th ere  is little doubt th a t th e  1952 
fading results, as here recorded, are too p essim istic . The recorder used  w as a 
double pen recorder, and the thickness o f lin e  o f  the ink trace corresponded  
w ith  about tw elve to  fifteen  seconds o f recording tim e. Brief fades w hich  m ight 
have lasted only a second or so — such rapid fades were indeed noticed  on the
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signal relative to  fr e e  space level— ► decibels 
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Fig. 9. Combined diversity recep tion  —  fading VS. tim e  response for autom atic  phasing
junction (1953)

site  — are abstracted as h a lf  m inute fades. This alone makes the record unreli­
ab le in  th e  region of less th a n  1% of the tim e. H ow ever, since sim ultaneous  
fad es are involved in th e  double dish m easurem ents, there arises, in  add ition , 
th e  n eed  to  read two recordings, and decide w hether or not they are sim u lta ­
n eou s. This again involves th e  thickness o f  th e  in k  line, and also th e  in itia l 
accu racy  o f the pen settin gs. I t  is apparent th a t, faced with this d iff icu lty  in 
in terp reta tion , an observer is likely  to err on th e  cautious side, and record a 
“ sim u ltan eou s fade” i f  th e  in k  lines of the recordings are merely rather near to  
each  o th er in  position. O nly an autom atic recorder w ith a su ffic ien tly  fine  
reso lv in g  tim e can be adequate to deal w ith  the double-dish arrangem ent.
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Fig. 10. Single antennas —  fading YS. tim e responses for single and sw itched dishes (1952)

Accordingly, the discrepancy w ith  previous results w ill be ignored, and 
th e  results presented in  F ig . 9 taken  as typ ica l o f  the performance o f  the appara­
tu s over the particular overw ater path  and period concerned. I t  should he 
stressed, o f course, th a t a good perform ance is bound up w ith  an adequate  
diversity  behaviour: the autom atic phasing junction  can only  com bine the 
signals which ex ist from m om ent to  m om ent at the two dishes, and a genuinely  
sim ultaneous fade would appear as such in  the records. In particular, th e  lim it­
ing  fade depth o f —5 db should not be taken  as an indication o f the fading  
depth likely  to  be encountered on other sites or during quite different propaga­
tion  conditions.
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4. The co m b in a tio n  o f  d iversity  a n te n n a  s igna ls  — Im proved version

4 .1 . M icrowave phasing ju nction

A  simpler system  is used  than that described in section 3. The tw o an ten ­
nas feed  into the side arms o f a hybrid-T, one o f  w hose remaining arms goes to  
th e  receiver, w hilst th e  fourth  is term inated in a dum m y load. In the arm from  
th e  low er antenna there is inserted the phase sh iftin g  apparatus. I t  is seen th a t  
th is  com bination can g ive  th e  same m axim um  ou tp u t as the previous m ethod, 
b u t th a t its properties are som ew hat different. In  particular, i f  one antenna  
receives a zero signal, th e  present network w ill deliver to  the receiver on ly  h a lf  
o f the power received b y  th e  other. The earlier netw ork could deliver all the 
pow er. On the other hand, i f  the signals arrive in  phase or antiphase and of 
equal am plitude the present network w ill give a 3 db im provem ent over the  
form er version. In a true d iversity  system , operating within an interference  
p attern , therefore, there is nothing to choose m ost o f the tim e. B ut in  the case 
in  w hich  the lower o f th e  tw o  antennas is cut o ff from  line of sight by the earth  
b ulge for an appreciable part o f the tim e, the earlier network can offer som e 
im provem ent. A sim ilar advantage also occurs in  th e  rare deep fades when  
b oth  antennas are near zeros o f  the interference pattern.

4 .2 . The phase changer

The shortcom ings o f  th e  previous phase changer were connected prim arily  
w ith  its  lim ited phase excursion: beyond a certain point it  was necessary to  
m ake a blind run o f h a lf  a w avelength in  order to  pick up a point at w hich  
th e  phase excursion could  continue. A rotary phase changer of w ell know n  
design  can overcom e th is lim itation  and is capable o f an indefin ite phase 
excursion  in either d irection . I t  therefore m eets all the requirem ents o f  the  
situ ation .

4 .3 . The phase modulator

In  the earlier experim ents the reference phase m odulation signal required  
to  actu ate  the control circuits w as obtained b y  reciprocating m ovem ents o f the  
phase changer itself, th e  repetition  rate being determ ined by the rate o f  travel 
o f th e  pistons, and o f the order of 1 c/s. This is a little  on the slow side; but more 
disturb ing  is the com bination  o f the two functions o f  phase sensing and phase 
correction  in the one dev ice . As m entioned previously , the control circuits 
som etim es initiated u n stab le operation, w ith  continual “ hunting” o f the  
pistons.

The tw o functions are separated in the im proved  version o f the apparatus, 
and a separate phase m odulator is introduced alongside the rotary phase 
changer. I t  consists o f  a ferrite block to one side o f  a section of rectangular
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F ig. 11. M icrowave p h asin g  ju n c tio n  a n d  ch an n e l in se rtio n  filte rs o f  m ic ro w a v e  link
re la y  s ta tio n
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Fig. 12. C lose-up  o f Fig. 11, show ing  fe rr i te  m o d u la to r

w avegu id e, and a so len o id  external to the w avegu id e is fed from a 35 c/s 
source. A  peak phase d ev ia tio n  of about 0.3 radians is produced w ith a spurious 
am p litu d e m odulation o f  less than 0.05 db peak . T he through loss is less than  
x/4 db and the vo ltage reflection  coefficient less th an  l° /0 in the 4000 Mc/s 
ban d . These figures are b elieved  adequate for operation  with a high quality  
radio link.

The com bination o f  tw o  vectors with a 35 c/s phase modulation gives rise 
at th is  frequency to a s lig h t amplitude m odulation  which goes through zero 
and changes sign w hen th e  tw o  vectors are in  p h ase. Therefore, a phase sensitive  
d etec to r  at 35 c/s can be u sed  to  extract in form ation  from the combined signal, 
and w hich  can then be u tilised  to  drive the rotary phase changer by the am ount 
n ecessary  to phase th e  sign a ls. The signal to  drive th e  control circuit can be 
tak en  from the main I. F . receiver.

4 .4 . M ulti-channel network

A t a radio link rep eater the same antenna m a y  be used for several adja­
cen t radio carriers. T hese are then separated in  a channel-dropping filter  net-
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F ig . 13. C om bined d iv e rs ity  recep tio n  —  e x tra c t  fro m  c h a r t  o f  c ab o t s tra its  lin k
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w ork for individual am plification . The phase m odulator discussed above is 
arranged to be com m on to  all these channels, though each has its  own phase 
sh ifter  and control circuit. In  Figs. 11 and 12, is shown an in sta lla tion  of the 
com p lete  apparatus, including the phase m odulator, and three channel inser­
tio n  feeders each w ith  its  ow n rotary phase changer and com bining hybrid-T. 
A lso  show n are the three channel insertion filters for the transm itter.

4 .5 . Test results

A  circuit at 4000 M c/s has been installed  across the Cabot S tra it at Cape 
N o rth , Canada. The d istance is 69 m iles, and the antenna heights above sea 
le v e l at the two ends are 1420 and 650 feet. The d iversity spacings are 30 feet 
and  15 feet respectively, th e  dishes being 14 feet in  diameter.

A  typical result is show n in F ig. 13 taken during a warm afternoon. The 
righ t hand part of the trace refers to the pick-up o f a single antenna only. It is 
seen  th a t fades of 30 db below  free space are quite com m on.

The left hand part represents the com bined signal from the tw o  antennas. 
I t  is seen  that there is a general rise in level at the m axim a, w h ilst the fading  
le v e l is reduced to about 15 db. An im m ediate recovery of about 10 db is seen  
at th e  m om ent of com bination . (The deep mark in the centre o f  th is  part of 
th e  chart is a calibration mark.)

I t  is apparent th a t b oth  the com bining system  and the d iversity  design 
are operating satisfactorily  during the period covered by th is chart. I t  should, 
perhaps, be m entioned th a t 69 miles is a much greater over-water path  than is 
u su a lly  used on m icrow ave links.

5. A ppendix 

R eceived pow er levels

5 .1 . T h e  hourly range and  m a x im u m

F ig . 14 shows a p lo t o f  th e  av erage  h o u rly  ran g e , fo r th e  com bined  d iv e rs ity  a n te n n as , 
v e rsu s  th e  hou rly  m ax im a  (d ec ib e ls  above a  single free space d ish). T he a sso c ia tio n  o f a large  
r a n g e  w ith  a large m ax im u m  is c lea r , an d  in  sec tion  3.7 a  possib le  e x p la n a tio n  w as given in  
t e rm s  o f  a  field  p a tte rn  w ith  s h o r t  h e ig h t p e rio d  m ov ing  across th e  tw o a n te n n a s . T h a t  th is  
e x p la n a t io n  m ay  well be  c o rre c t in  th e  region o f h igh  h o u rly  m ax im a  m ay  be seen  from  eq u a ­
t io n  (6) in  w hich th e  a p p ro p ria te  v a lu es Е г =  2 sin  0 ,  E 2 =  2 sin  xp a n d  Ф =  0  — xp are 
in s e r te d .  H ere , 0  and Ф r e p re se n t  th e  positions a t  w hich  th e  rece iver a n te n n as  s it  on  th e  v e r ti­
c a l sp a c e  p a tte rn . The e q u a tio n  c an  be  p u t  in  th e  form

P  =  2 [ 1 — cos ( 0  +  xp) cos ( 0  — yj) -f-

+  I sin ( 0  — xp) I \ \  +  cos2 ( 0  — xp) — 2 cos ( 0  -f- xp) cos ( 0  — xp) } (7)

F o r  a  f ix e d  difference 0  — xp th is  expression  has a m ax im u m  a t  0  +  xp =  180° a n d  a  m in im um  
a t  0  +  y> =  360°. I f  th e  v e r tic a l  space p a tte rn  is im ag in ed  to  “ slide”  p a s t  th e  tw o 
a n te n n a s  w ith o u t change  in  p a t t e rn  w av elen g th , th e n  th e  m ax im um  re a c h e d  will be
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Hourly maxima in d b  ----- * -

F ig. 14. C om bined d iv e rs ity  recep tio n  —  av erag e  h o u rly  range versus h o u r ly  m ax im u m

Ртах — +  ! sin  (®  — v ) I + |  cos ( 0  — y>) |]2 a n d  th e  corresponding m in im u m  will
be  P mjn =  [1 +  I sin  ( 0  — xp) — I cos ( 0  — y>) |]2 O n th e  ra th e r  na ive  a s su m p tio n  th a t ,  
over th e  course o f a n  h o u r, n o th in g  m ore in v o lv ed  th a n  th is  occurs, i t  is p o ss ib le , b y  v a ry ­
in g  0  — y>, to  m ak e  a p lo t o f P max ag a in s t ran g e , re su ltin g  in  th e  dashed cu rv e  o f  F ig . 14. T he 
a g ree m e n t (in  th e  h igh  m ax im u m  p a r t  o f th e  c u rv e) b e tw ee n  th e  ex p erim en ta l p o in ts  a n d  th e  
th e o re tic a l cu rv e  is n o t  v e ry  s trik in g , th o u g h  th e  s im ila r ity  is perhaps m ore th a n  a  co incidence. 
In  p a r tic u la r ,  th e  th eo ry  p red ic ts  a g re a te s t m ax im u m  o f  7.66 db , w hich w as n e a r ly  a tta in e d , 
b u t  n o t  exceeded , d u rin g  th e  te s t.  (9 db  w ould  be  po ss ib le  if  th e  phases o f th e  re ce iv e d  signals 
w ere co m p le te ly  u n c o rre la te d .)  H ow ever, th is  s im p le  th e o ry  can n o t accoun t fo r  th e  ex is tence  
o f  a n y  m ax im a  a t  a ll below  -j-6 db , an d  i t  is a p p a re n t  t h a t  a  m ore in v o lv ed  e x p la n a tio n  is 
re q u ire d , a t  le a s t in  th is  region.

5.2. S ing le  dish

R e la tiv e  to  th e  free  space level o f  a n  iso la te d  d ish , a  single a n te n n a  rece iv es a  pow er 
P  — 4 s in 2 0  w here 0  is th e  ang le  on th e  v e r tic a l sp ace  p a tte rn  a t  w hich th e  a n te n n a  is lo ca ted . 
A ssum ing  a ll v a lu es o f  0  are  eq u ally  like ly  to  be  c o v e re d  over a  period , th e  a v e ra g e  v a lu e  o f P  is

n
P  =  ( l / я )  [  4 s in 2 0  d  в  =  2 (8)

о

T h u s a single a n te n n a  shou ld  h av e  a n  av erage  p o w er 10 lo g 10 2 =  3 db  a b o v e  th e  free  space 
value .

T h is  re su lt is  based  on  tak in g  th e  lo g a rith m  o f  th e  level o f  th e  av erage  p o w er. A som e­
w h a t d iffe re n t re su lt  follow s by  in v e s tig a tin g  th e  av era g e  pow er level. (T he d iffe ren ce  is due 
to  th e  fa c t  t h a t  th e  lo g a rith m  of an  av erag e  is n o t ,  in  g enera l, equal to  th e  a v e ra g e  o f th e  loga­
r i th m .)  In  th e  p a r tic u la r  case o f a single a n te n n a  th is  la t te r  in v estiga tion  can  b e  d o n e  w ith o u t
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d if f ic u l ty ,  b u t  for m ore  co m p lica te d  system s th e  m a th e m a tic s  becom e v e ry  in v o lv e d . T he 
a v e ra g e  leve l in  decibels fo r th e  single an ten n a  is eas ily  seen  to  be  g iven  by

71

10(1/tt) j’ logjo (4 s in 2 0 )  d &  =
o

7tj 2
10 [2 lo g 10 2 +  (4/л) I log10 sin  0  d  0 ]  =  0 (9)

o'

n \2

on  u s in g  th e  re su lt j log sin  0  d  0  — — (я /2) log 2.
o'

H en ce  th ere  is a  d ifferen ce  o f  3 db  in  th e  tw o  cases. A s a  single d ish  is g iv en  to  severe 
fa d in g ,  w h ils t th e  v a rio u s d iv e rs ity  system s d iscussed  h e re  a re  n o t, i t  w ould a p p e a r  safe  to  
ig n o re  fo r  th e m  a n y  d ifference  in  th e  tw o m eth o d s o f av e ra g in g . T he num erical effec ts o f  such  
a  d iffe re n c e  should  o n ly  be  n o tic e ab le  w hen larg e  n e g a tiv e  decibels occur fo r a n  a p p rec ia b le  
f r a c t io n  o f th e  tim e, an d  in  th e  e x tre m e  case o f a single d ish  th is  on ly  am oun ts to  3 d b .

5.3. S w itch ed  d iversity dishes

T h e  average pow er leve l fro m  th e  b e tte r  o f  tw o  d ish es is

71 71

P  =  (1 / л ) 2 I I 2 [sin2 xp -j- sin2 0  I s in 2 xp — sin2 0  |] d xp d 0  (10)
Ô 6

H e re  0  a n d  xp a re  th e  angles on  th e  v e rtic a l space p a t t e r n  a t  w h ich  th e  a n ten n ae  a re  lo c a te d . 
O v e r  a  p e r io d  i t  is assum ed t h a t  a ll v a lu es of 0  and  xp a re  e q u a lly  likely . E q u a tio n  (10) re d u ce s  to

я /2  rp

P  =  2 +  (8 /л 2) \  (sin2 xp -  s in 2 0 )  d 0  +
0  Ô

я/2

I' (sin2 0  — sin2 xp) d Q }  d  xp =  2 +  8 /л 2 =  2.81 (11)
у

T h u s  th e  av erage  pow er o f  th e  sw itc h ed  d iv e rs ity  d ishes is  10 lo g 10 2.81 =  4.5 db  a b o v e  free  
sp ace  fo r  a  single dish.

I t  m ig h t be o b jec ted  th a t  th e  above fo rm ula  d o es n o t  su ffic ien tly  ta k e  in to  a cc o u n t th e  
n a tu r e  o f  th e  d iv ers ity  spac ing  o f th e  dishes. A n e s tim a te  o f  a n y  erro r invo lved  m a y  b e  m a d e  
b y  ta k in g  th e  ex trem e case  o f e x a c t d iv e rs ity  spacing th e  w h o le  o f th e  tim e, i. e. xp =  0  -)- л /2 . 
T h e  e x p re ss io n  for P  th e n  is

71

P  =  ( l /я )  J 2 [sin2 0  -f- co s2 0  -f- I sin2 0  — cos2 0  j ]  d  0  =  2 -f- 4 /я  =  3.27 
ô

T h is  c o rre sp o n d s  to  a  pow er lev e l o f  5.15 d b , w hich  is o n ly  0 .65 db g reater th a n  t h a t  g iv e n  in  
e q u a tio n  (11). I t  is concluded  t h a t  th e  value  g iv en  in  e q u a tio n  (11) can n o t be  a p p re c ia b ly  o u t.

5.4. A utom atica lly-com bined  d ive rs ity  dishes

T h e  fo rm ula  for th is  sy s te m  is  ta k e n  from  e q u a tio n  (7). In  th a t  eq u atio n  ta k e  [ 0  — 
xp I =  X  a n d  0  +  xp =  Y  a n d  a ssu m e  all values o f  X  a n d  Y  a re  eq u ally  likely  in  th e  ra n g e  0 
to  я  a n d  0 to  2 я  resp ec tive ly . O n  a cc o u n t of th e  fo rm  o f th e  in te g ra n d , th e  la t te r  ra n g e  c an  be 
re p la c e d  b y  0 to  л  an d  th e  ex p ress io n  doubled , th e  re su ltin g  e q u a tio n  for th e  av erag e  p o w er 
b e in g

71 71

P  —  ( l / л 2) J J  2 [1 — cos X  cos Y  +
Ô 0

+  s in  X  У  1 — 2 cos X  cos У  +  c o s2 X ]  d X  d  Y  (12 )
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T h e  f i r s t  tw o te rm s in te g ra te  to  2, an d  th e  th ird  is tran s fo rm e d  by p u ttin g  X  in  te rm s  o f Z  
th ro u g h  cos X  — cos У  =  sin  У  Sh Z.

T h e  Z  in te g ra tio n  is s tra ig h tfo rw a rd  an d  a new  v a riab le  у  =  У/2 ta k e n . A f te r  som e 
m an ip u la tio n  i t  is fo u n d  t h a t

Jl/2

P  =  2 (1 6 /я 2) [2/3 +  I sin2 у  cos2 у  S h -1 (cot y )  dy] (13)
A

in te g ra tio n  b y  p a r ts  y ields

P  =  2 -)- (2 /л 2) [5 +  I у  c o se cy  dy ] 
o'

(14)

T h e  la s t  in teg ra l is e q u a l to  tw ice  C a ta lan ’s c o n s ta n t  G =  .916 giving P  =  3.385.
T h u s th e  leve l o f th e  av erag e  pow er o f th e  a u to m a tic a lly  com bined d ish e s  is 10 lo g 10 

3.385 =  5.3 db  above free  space  fo r a  single d ish . T h e  effec t o f assum ing th e  e x tre m e  case of 
e x a c t d iv e rs ity  th e  w hole o f  th e  tim e  leads, from  e q u a tio n  (6) w ith  E 1 =  2 cos 0 ,  E 2 =  2 s in ö  
a n d  Ф  =  90°, to  th e  expression

n
P  =  ( l /я )  2[cos2 © +  sin 2 0  +  Уcos4 © sin 4 0  +  2 sin2 0  cos2 © ] d &  — 4 

0

T h e  p o w er level is th u s  6 db , w hich  is o n ly  0.7 d b  g re a te r  th a n  th a t  g iven  b y  e q u a t io n  (14).
I t  is concluded t h a t ,  as w ith  th e  case o f th e  sw itched  dishes, th e  a s su m p tio n s  o n  th e  

co rre la tio n  betw een  th e  v a r ia b le s  0  a n d  yj h av e  a d e q u a te ly  tak e n  in to  a cc o u n t th e  n a tu re  of 
th e  d iv e rs ity  spac ing  b e tw ee n  th e  d ishes, so fa r  as av erag e  pow er levels are  co n ce rn ed .

I n  co m paring  th e  a u to m a tic  w ith  th e  sw itch ed  d iv e rs ity , i t  should  b e  c o n firm ed  th a t  
th e  sam e  basis o f av erag in g  h as  been  u sed . In  e q u a tio n  (10), 0  and  tfi h av e  b e e n  assu m ed  u n i­
fo rm ly  d is tr ib u te d , w h ils t in e q u a tio n  (12) th e  v a r ia b le s  w ere X  and  У. H o w ev e r, X  an d  У 
c o u ld  a lso hav e  b e en  u sed  in  (10) an d  i t  can  be  ch eck ed  read ily  th a t  th e  sam e  re su lt  ob ta in s 
i f  th is  change is m ade . A cco rd in g ly , i t  can  be ta k e n  t h a t  th e  gain  o f th e  a u to m a tic a l ly  com bined 
o v er th e  sw itched  d ishes is 5.3 — 4.5 =  0.8 d b . (V ir tu a lly  th e  sam e re su lt is a r r iv e d  a t  also, if 
th e  ex tre m e  va lues 6 a n d  5.15 d b  are  used .)

A d irec t c o n firm a tio n  o f th is  re su lt can  be o b ta in e d  from  eq u atio n  (6). L e t  E x be  the 
g re a te r  o f  th e  tw o  signals. T h en  re la tiv e  to  Е г, w h ich  is th e  signal from  th e  sw itc h ed  dishes, 
th e  pow er level is

71 1

r  -  - Ï - W » )  J J  [1 +  у 2 +  У1 — 2 у 2 cos 2 Ф 4“ У4 ] d*  dy  (15)
6 о

Н еге у  =  E J E lt and  a ll v a lu es o f  у  from  0 to  1 h a v e  been  assum ed eq u ally  l ik e ly , as hav e  all 
v a lu es o f phase d ifference  fro m  0 to  n . C arry ing  o u t  th e  Ф in teg ra tio n  in  te rm s  o f  th e  com plete 
e llip tic  in teg ra l o f th e  second  k in d , E (k), o f m o d u lu s к , i t  is found th a t

1
P  =  2/3 +  ( l / я )  J’ (1 +  y 2) E  ( y ^ j )  dy (16)

b

T h e  in te g ra l does n o t  a p p e a r  cap ab le  o f ex p ress io n  in  closed term s, b u t  i t  is  e a s ily  ev aluated  
n u m erica lly  to  give

P  =  1.193.

T he level o f  th e  av erag e  pow er o f th e  a u to m a tic a l ly  com bined d ish es is  th ere fo re  10 
lo g 10 1.193 =  0.8 d b  above  t h a t  o f  th e  sw itched  d iv e rs ity  pa ir. The a g ree m e n t w i th  th e  value 
fo u n d  above b y  a n  in d e p e n d e n t m eth o d  is sa tis fy in g , an d  since a ra th e r  d if fe re n t  averaging 
p ro ced u re  has been u sed , th e  n u m erica l e q u a lity  o f  th e  tw o  resu lts show s t h a t  th e  m eth o d  is 
re la tiv e ly  in sen sitiv e  to  th e  basis o f th e  s ta tis t ic s .

As m en tio n ed  ab o v e , th e  re su lts  re fe r to  th e  level o f th e  average  p o w e r. T h e  average 
p ow er level m ay  d iffe r s lig h tly , up  to  3 db  fo r th e  single d ish , w here re la tiv e ly  f re q u e n t  severe 
fad es a re  effective in  red u c in g  th e  figu re . I t  is n o t  th o u g h t th a t  th e  n u m e ric a l e ffec t is m uch 
la rg e r  th a n  0.5 db  in  th e  o th e r  cases, how ever, on  acco u n t o f th e  h igher lev e l o f  th e  signal the  
b u lk  o f th e  tim e.

14 Acta Technica XXXII/3—4.
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5.5 . C om parison with exp erim en t

T h e  average levels fo r  th e  m a x im u m  and m in im u m  p e r  h o u r  o f th e  a u to m a tic a lly  c o m ' 
b in e d  d iv e rs ity  dishes, as o b ta in e d  fro m  th e  te s ts , a re  1.95 a n d  0.08 db  respec tive ly , g iv in g  an  
a v e ra g e  leve l o f th e  m ean  o f  1 .02 d b . T h e  level of th e  a v e ra g e  p o w e r can  also he  fo u n d  fro m  th e  
f ig u re s . I t  is 2.47 db fro m  th e  h o u r ly  m axim um  a n d  0.52 f ro m  th e  hourly  m in im u m . I f  th e se  
a re  a v e ra g e d  the  value 1.49 d b  is  fo u n d . If, how ever, th e  m a x im u m  a n d  m in im um  pow ers a re  
f i r s t  a v e ra g ed , and  th e n  th e  lo g a r i th m  tak en , th e  v a lu e  1.60 d b  is found . Thus th e  d ifferen ce  in  
th e  m e th o d s  of averaging is o f  th e  o rd e r  o f 0.5 db, an d  i f  th e  v a lu e  1.60 db is ta k e n  fo r c o m p a r­
iso n  w i th  th eo ry , a d isc rep an cy  o f  5.3 — 1.6 =  3.7 d b  a p p e a rs .

T h e  corresponding f ig u re s  fo r  th e  sw itched d iv e r s i ty  d ishes a re  n o t av a ilab le , b u t  in  
th e  im p o r ta n t  region fro m  2 0 %  o f  th e  tim e to  60%  o f th e  t im e  th e  difference b e tw ee n  th e  
s w itc h e d  a n d  th e  a u to m a tic  d iv e r s i ty  fad ing  curves is b e tw e e n  5 an d  0.5 db, a n  av erag e  d if­
fe re n c e  o f  ab o u t 1 db. T h is  c o n f irm s  th e  th eo re tical d iffe re n ce , b u t  also p u ts  th e  lev e l o f  th e  
s w itc h e d  d iv ers ity  curves o u t  b y  3.7 db.

T h e  figures for th e  s in g le  d ish  w ere ob tained  b y  m a k in g  a reasonable  e x tra p o la tio n  o f 
th e  c u rv e  from  th e  ex isting  f ig u re s  in to  th e  m issing reg io n  o f  th e  2 0 %  of th e  tim e  d u rin g  w h ich  
th e  a e r ia l  w as above free sp ace  le v e l. T h e  figures are: L ev e l o f  av era g e  power, 1.82 d b , av erag e  
p o w e r lev e l — 5.07 db. T h e  d if fe re n c e  betw een th ese , 3.25 d b ,  co m p ares well w ith  th e  th e o re ­
t ic a l  3 d b , b u t  th e  over-all le v e l is  som e 5 db too low.

T h ese  figures m ay  b e  t a k e n  to  confirm  the  th e o ry  so f a r  as th e  re la tive  levels a re  co n ­
c e rn e d , b u t  th e  absolu te  lev e ls  p re d ic te d  are all too h igh . M o reo v er, as po in ted  o u t  in  sec tio n  
3 .7 , th e  a ssu m p tio n s m ade  th e re  a re  unab le  to acco u n t fo r  th e  ex is tence  of h o u rly  m a x im a  
b e lo w  th e  -j- 6 db level. T h ree  p o ss ib le  exp lanations a re , (a ) f a u lt s  in  th e  ex p erim en ta l se t u p ,  
in c lu d in g  possible in s tru m e n ta l  a n d  calib ra tion  erro rs , (b )  in a d e q u a c y  of th e  v e ry  sim ple  
a v e ra g in g  procedures used , a n d  (c ) fa ilu re  of the sim ple tw o  r a y  th e o ry  on  w hich th e  fo rm u la e  
a re  b a se d .

C a lib ra tio n  and o th e r  e r ro rs  a re  estim ated  a t  +  2 d b :  i t  does n o t seem likely  t h a t  th e y  
a re  th e  m a in  cause. P a r t  o f  th e  o n u s  fo r  th e  d isagreem ent b e tw e e n  th eo ry  an d  ex p erim en t m u s t  
no  d o u b t  go to  the  second p o s s ib i l ity . I t  will not be possib le  to  im p ro v e  th e  averag ing  p ro c ed u re  
u n til  th e  analysis o f o th er d a ta  o b ta in e d  during  th e  tr ia ls  h a v e  in d ic a te d  ju s t  how th e  v e r tic a l  
sp ace  p a t t e r n  changes w ith  t im e . So fa r  as th e  th ird  cause  is  co n ce rn ed , occasional signa ls on  
th e  s in g le  d ish  a t  m ore th a n  th e  6 d b  level certa in ly  p o in t  to  o th e r  facto rs being  o p e ra tiv e  
a t  le a s t  p a r t  o f th e  tim e; a n d  i t  is  su s p e c te d  th a t  an  im p ro v e d  a c c o u n t o f th e  p ro p a g a tio n  p h e ­
n o m e n a  in v o lv ed  will m ake  i t  p o ss ib le  to  explain th e  re m a in in g  d ivergencies.
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SUMMARY

T h e  in terference  b e tw ee n  th e  d ire c t  ray  and a g ro u n d  re fle c te d  ra y  gives rise , a t  th e  
re c e iv e r  o f  a  com m unication  l in k , to  a  f ie ld  p a tte rn  in  th e  v e r tic a l  p lan e  consisting o f sin u so id a l 
n o d es  a n d  m ax im a. The p o sitio n  a n d  p a tte rn -w av e len g th  o f  th is  fie ld  depends on th e  rece iv e r 
a n d  t r a n s m i t te r  heights an d  sp a c in g , a n d  also on p ro p a g a tio n  c o n d itio n s  v ia  an  effective c u rv a ­
tu re  p a r a m e te r  C. This p a ra m e te r  v a r ie s  in  tim e, an d  is th e  c au se  o f m o st fad ing  a t  a  sing le  
a n te n n a .  I t s  range  de term ines th e  o p tim u m  spacing of a  p a ir  o f  d iv e rs ity  a n ten n as . E x p e r i ­
m e n ts  u s in g  a p a ir  of m irro rs , a  v a r y in g  tra n sm itte r  f re q u e n c y , a n d  pho to g rap h s o f  osc illo ­
scope  t r a c e s  in d ica te  an  e x tre m e  v a lu e  o f  C over w a ter o f  — 1.5. A  m ov in g  film  d isp lay  show s 
t h a t  c o n d it io n s  can  v a ry  ra p id ly  f ro m  m in u te  to  m in u te  a l th o u g h  a t  o th e r  tim es th e  d isp lay  
is  s te a d y  fo r  hours a t  a tim e.
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A n a u to m a tic  p h asin g  ju n c t io n  can  be in se rted  in  th e  feed  to  tw o d iv e rs ity  a n te n n a e . 
T he d rive  fo r th e  ph asin g  e le m e n t is tak e n  from  th e  re c e iv e r . A com bined signal, n o w here  
sm alle r th a n  th e  g re a te r  o f th e  rece ived  signals, is o b ta in e d  fro m  th e  com bining u n i t ,  a n d  w h en  
th e  d iv e rs ity  spacing is chosen  w ith  reg ard  to  th e  ex tre m e  v a lu e s  o f cu rv a tu re  o b ta in e d  on th e  
p a th ,  an  exce llen t over-a ll re sp o n se  is ensured .

D IV E R S IT Y -E M P F A N G  U N D  A U T O M A T ISC H E  P H A S E N K O R R E K T IO N

L. LEWIN

ZU SA M M EN FA SSU N G

D ie In te rfe ren z  zw ischen  d em  d irek ten  S tra h l u n d  d e m  v om  E rd b o d en  re f le k tie r te n  
S tra h l e rg ib t a n  d e r  E m p fa n g ss te lle  eine F e ld v erte ilu n g  in  d e r  v e rtik a len  E b en e , w elche s in u ­
so ïdale  K n o te n p u n k te  u n d  M ax im a  aufw eist. Die Lage u n d  d ie  Periode dieser V e rte ilu n g  sin d  
d u rc h  die H ö h en lag en  v o n  S en d e r u n d  E m p fän g er sow ie  d u rc h  ih re  E n tfe rn u n g  b e s t im m t, 
u n d  h än g en  ü b er den  e ffe k tiv e n  K rü m m u n g sp a ram ete r C  h in a u s  auch  v o n  den  V erh ä ltn issen  
d e r  W ellen fo rtp flan zu n g  ab . D e r P a ra m e te r  C ä n d e rt sich  m it  d e r Z eit u n d  v e ru rs a c h t g rö ß te n ­
te ils  den  E m p fan g ssch w u n d  a n  E in ze lan ten n en . Sein Ä n d eru n g sb ere ich  b e s tim m t d e n  o p t i ­
m alen  A b s ta n d  zw ischen d e n  b e id en  A n ten n en  eines D iv e rs ity -P aa re s . V ersuche, d ie ü b e r  
W asser m it e inem  S p ieg elp aar u n d  einem  Sender v e rä n d lic h e r  F requenz  a u sg e fü h rt w u rd e n , 
e rg ab en  a n  H a n d  v o n  O szillo sk o p au fn ah m en  fü r  den  P a ra m e te r  C einen e x tre m e n  W ert v o n  
—1,5. E in e  F ilm au fn ah m e  des zeitlich en  V erlaufes zeig t, d a ß  d ie  V erhältn isse  sich v o n  M in u te  
zu  M in u te  sehr schnell ä n d e rn  k ö n n en , daß  ab er m a n c h m a l das B ild  auch  m eh re re  S tu n d e n  
lan g  u n v e rä n d e rt  b le ib t.

In  d ie Z u le itungen  zu  d e n  be id en  D iv e rs ity -A n te n n en  k a n n  ein  du rch  d en  E m p fä n g e r  
g e reg e lte r au to m a tisc h er P h asen sch ieb e r e ingesch alte t w e rd en . D as k o m b in ie rte  S ignal, d a s  
in  e iner A d d ie rstu fe  zu sa m m en g e se tz t w ird , is t n iem als sch w äch er als de r s tä rk s te  d e r be id en  
em p fan g en en  Signale. F a lls  d e r D iv ersity -A b stan d  e n tsp re c h e n d  dem  e x tre m e n  W e rt  d e r 
S treck en k rü m m u n g  g ew äh lt w ird , k a n n  ein  g leichm äßig  g u te r  E m pfang  g esich e rt w e rd en .

[R É C E P T IO N  D IV E R S IT Y  E T  C O R R E C T IO N  D E  P H A S E  A U T O M A T IQ U E

L. LEWIN

R É SU M É

A l’en d ro it d u  ré c e p te u r  d ’une  lia ison  h e rtz ien n e , le  ch am p  varie  s in u so ïd a lem en t d a n s  
le p lan  v e rtica l, en  ra iso n  d e  l ’in te rféren ce  d u  ra y o n  d ire c t  avec  le ray o n  re flé té  p a r  le sol: 
des v a leu rs  m in im a e t m a x im a  s ’a lte rn e n t. Les lieu x  d es  m ax im a  e t les d is tan c es  e n tre  les 
p o in ts  a y a n t  la  m êm e p h a se  d é p en d e n t de  l’é c a r te m e n t e n tre  les an ten n es de tran sm iss io n  e t  
d e  récep tio n , de leu r h a u te u r  audessus du  sol, e t d u  p a ra m è tre  C d it  coefficient d e  c o u rb u re  
effec tif, qu i caractérise  les c o n d itio n s de p ro p a g a tio n . L e  p a ra m è tre  C v a rie  en  fo n c tio n  du  
tem p s; en  cas d ’une seule a n te n n e , c’est la  cause la  p lu s  f réq u e n te  de l’év an o u issem en t. L a  
g ra n d eu r de  la  v a r ia tio n  d é te rm in e  la  d is tan ce  o p tim a le  e n tre  les an ten n es d iv e rs ity . D es 
expériences fa ites avec d e u x  m iro irs  ré flecteu rs e t fréq u e n c e  de  tran sm iss io n  v a r ié e , a in s i que  
les p h o to g rap h ies  des tra c e s  d ’oscilloscope, m e tte n t  b ie n  en  évidence u n e  v a le u r  e x trêm e  
C — — 1,5 su r eau . U n e  b a n d e  d ’im ages m o n tre  q u e , t a n t ô t  les conditions d e  p ro p a g a tio n  
c h a n g e n t ra p id e m e n t, de m in u te  en  m in u te , e t  t a n tô t  e lles re s te n t inchangées p e n d a n t  p lu ­
sieu rs heures.

D an s le c ircu it d ’a lim e n ta tio n  des d eu x  a n te n n es  d iv e rs ity , on insère  u n  c o rre c te u r  de 
p h ase  au to m a tiq u e . Le c o rre c te u r  de phase  est co m m an d é  p a r  le signal du  ré c e p te u r . Le signal 
ré s u lta n t  o b ten u  d u  c irc u it d ’ad d itio n  n ’é ta n t  jam a is  su rp a ssé  p a r  le p lus g ra n d  des s ig n au x  
reçu s, si l ’on  cho isit la  d is ta n c e  d iv e rs ity  en  te n a n t  c o m p te  des va leurs ex trêm es de  C q u i se 
p ré se n te n t su r la  lia ison , des cond itions de  tran sm iss io n  excellen tes p e u v en t ê tre  o b ten u e s .

14*
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Д И В Е Р З И Т Н Ы Й  П Р И Е М  И  А В Т О М А Т И Ч Е С К А Я  К О Р Р Е К Ц И Я  Ф А З Ы

Л .  Л Е В И Н  ( Х а р л о ,  А н г л и я )

РЕЗЮМЕ

Вследствие интерференции прямого и отраженного от земной поверхности луча 
в пункте расположения приемника радиосвязи напряженность поля вертикальной плос­
кости изменяется синусоидально, чередуются точки максимумов и минимумов. Распо­
ложение максимумов и расстояние точек одинаковой фазы зависит от величины расстояния 
между антеннами передатчика и приемника, от высоты над земной поверхностью и от так 
называемого эффективного коэффициента кривизны С, характеризующего условия рас­
пространения радиоволн. Параметр С изменяется в функции времени и в случае одной 
единственной антенны это изменение является наиболее частой причиной фединга.

Изменение величины данного параметра определяет оптимальное расстояние 
между парой диверзитных антенн. По фотоснимкам осциллоскопических изображений 
результатов измерений с двумя антеннами и с изменившейся частотой передачи опреде­
лено экстремальное значение С =  — 1,5 над водной поверхностью.

Кадры кинофильма показывают, что условия распространения в одном случае 
меняются очень быстро, т. е. с минуты на минуту, а в другом остаются неизменными даже 
в течение нескольких часов.

В цепь испытания двух диверзитных антенн мы включили автоматический коррек­
тор фазы. Фазовый корректор регулируют сигналы приемника. Исходящий сигнал сумми­
рующего каскада не может быть меньше большего принятого сигнала, т. е. если дивер- 
зитное расстояние определяется по экстремальному значению С, для данного случая 
можно достигнуть хорошие условия передачи.

A k ia d á s é r t  fe le l  az A kadém iai K iad ó  ig a z g a tó ja  M űszaki szerk esz tő  F a r k a s  S án d o r
A kézirat n y o m d áb a  é r k e z e t t .  1960. X I  28 —  T erjede lem : 18,50 ( A/5) ív ,  98 á b ra

1961.52514 — A kadém iai N yom da. Budapest — Felelős vezető: Bernât György
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