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THE EXTENSION OF THE APPLICATION-RANGE 
OF MACAULAY’S METHOD

P. CSONKA
D. ENC. SC.

WORKING COMMUNITY FOR STRUCTURAL AND TRANSPORT ENGINEERING 
OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, BUDAPEST

[M anuscript received February 27, 1959]

1. Introduction

In  a previous paper Macaulay’s m ethod [1, 2] known from th e  theory  
o f beam s has been generalized b y  the author [3]. B y  means o f  th is generali
zation , the m ethod in question becam e suitable for the solution o f  linear  
differential equations the external member o f w hich is a sectionw ise vary in g  
polynom e. The generalization did not include th e  cases in which th e  external 
m em ber possessed a singularity, although such cases frequently occur in  tech 
nical practice. The present paper wishes to  rem edy this deficiency. I ts  aim  
is to  extend  the application-range o f Macaulay’s method in the aforem en
tioned instances, and at the sam e tim e, to draw a parallel between Macaulay’s 
m ethod and the m ethod based on LAPLACE-transformation.

2. The unit-functions

Let us introduce for the purpose o f our discussions the un it-fu n ction s  
known from the theory of LAPLACE-transformation. Let us denom inate as a 
unit-function  of the zero order (F ig. 1) the function  defined b y  th e  form ula

/  ч ( 0 ,  * <  a  ;
u o ( *  — <*) =

(1 , x > a ,

and as positive unit-functions o f the order-numbers j  =  1, 2, . . .  the fo llow ing  
functions (Fig. 2):

JO , * < o ;

J " “ У ,  * ; > « .

Furtherm ore, let us introduce as negative unit-functions o f the order-num bers 
j  =  — 1, — 2, . . .  the functions defined by th e  below m entioned form ula
(Fig. 3):

a, ( * - « )  =  l im o ) - u H l ( » - a - e )  '
c- о  e

1*
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Betw een the ab ove unit-functions th e  follow ing differential relations 
can he established:

d x
и, (X — a) — (x  — a) ,

му_ 1 (x — a) dx  =  uj  (x  — o) -|- C.

o0

U_p A

“ Ö*

и - г  Л

|f
'О£ - 0  t

0+ £ ------H

Fig. 3. U nit-functions u -j  (л: —  a) and u_2 (« —  a)

— I
>

3. Macaulay’s m ethod

The aim o f th e  follow ing is to disclose th e  possibility  of the application  
o f  Macaulay’s m ethod  on  differential equations th at are defined along the 
section  0 <1 x l, and th e  external mem ber o f  w hich p(x)  possesses a singular
ity  at a finite num ber o f  points, while, otherw ise, it is a sectionw ise varying  
polynom e. Let us agree, th at the initial- and th e  end-point o f th e  range of 
defin ition , furtherm ore, th e  singularity-points, and finally , the places where 
th e  structure o f the p olynom e expressing th e  external member changes, should
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be term ed section-limits. These lim it-poin ts are supplied with serial-num bers 
from  0 to m, their abscissas are marked by x 0, xv  . . . ,  xm. Am ong these  
a;0 =  0, and xm =  l.

For the application of Macaulay’s m ethod we have to express the  
external member p(x)  o f  the differential equation w ith help o f the previously  
introduced unit-functions by a form ula valid at each point o f the range o f  
defin ition . B y  so doing, function p(x)  will have the follow ing structure:

p  (x) =  Z  27 c,7 и j {x -  * ,_!) ,

w here i refers to the serial-number o f  the section-lim its, and j  relates to  th e  
order-number o f the unit-functions. The sum m arization m ust be extended  
over each section-lim it, that is to  say  from i — 0 to i — m, and over each  
unit-function  introduced at these p laces.

Expressing th e  external m em ber o f the differential equation in  accord
ance w ith  the above, the procedure disclosed in paper [3] could also be applied  
on differential equations the external member o f which possesses a singularity  
at a fin ite  number o f points.

The aforem entioned procedure, in  the instance o f pure differential eq u a
tion s o f  the re-th order and of the form

y W(x) =  p(x) (1)

becom es particularly sim ple. After an adequate transform ation o f th e  external 
m em ber these equations can be w ritten  in the follow ing form:

У  (x) =  27 A cu uj (x -  *,_!>. (2)

The solution o f th is differential equation is exceedingly  sim ple. T hat is, 
b y  an 7i-times repeated integration o f  both sides o f  this differential eq u ation  
w e already obtain its general solution:

у  (a ) =  2727 Cjj uj+n (x — A,_j) +  2  A k ~  . (3)
“ o Kl

C oefficients A  ̂ figuring in the above formula are integrating constants. Their  
values can be determ ined from the boundary conditions o f the problem .

W e have shown above the application o f Macaulay’s m ethod in th e  
case o f  pure differential equations o f  the n-th order. In a more general instance, 
th u s, when the left-hand side of the differential equation consists o f more th an  
a single member, the procedure becom es som ewhat more com plicated. In  
such cases the solution  o f the problem  needs the use o f the m ethod described  
in  paper [3].
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Example

L et us determ ine th e  deflection -function  o f th e  beam  shown in Fig. 4 w ithout the fore
g o in g  calculation of the bend ing  mom ent.

F irst o f all, let us p u t dow n the load-function o f  the beam . This can be expressed w ith  
th e  help o f the known u n it-fu n ction , by the follow ing form ula, valid  along the whole length  
o f  th e  beam:

p(x) =  R A U - ! ( X )  --- g U 0{ X  —  X j)  +  g  u 0( *  —  x 2) + M  u _ 2(x  —  *3).

T h u s, using the relation

E  J  y IV (ж) =  p

w e can put down for th e  deflection-function  o f th e  beam  the follow ing differential equation  
o f  th e  fourth order:

B oun dary  conditions are:

У о ( 0 ) = У о ( 0  =  У " ( 0 ) = / ' ( 0  =  0 .

In  th e  case on hand we o b ta in  the solution of the problem  b y  a four tim es repeated integration  
o f  th e  differential equation:

E  J  у (x) =  R a  u3(x ) —  g u4(x —  x,)  +  g u4(x —  x2) +  M  u2(x —  x 3) - f

X  X ^ X ®

+  ^ 0  +  ^ 1  TT F  ~2 T  ^  зТ '

In tegratin g  constants A 0, A t , A„ and A 3 can be determ ined from boundary conditions.

4 . The solution on the base o f Laplace’s 
transform ation

It is known from  th e literature [4, 6] th a t the improprious integral

F  ( s )  = J f ( x) exP ( — s x ) d x  (4)
b

is  usually  understood to  be the Laplace’s transform ed shape o f the fu n c tio n /^ ) ,  
d efin ed  for values x  0 o f  the real variable x  ; assum ing th a t this really

Fig. 4. B ent beam



THE EXTENSION OF THE APPLICATION-RANGE OF MACAULAY’S METHOD 7

ex ists . The aforem entioned transform ation establishes an unam biguous rela
tion  betw een the original function f (x)  and the transformed function  F(s).

It is com m on knowledge th a t Laplace’s transform ation can be su itab ly  
used  for the solution o f differential equations; among others, also in  th e  case 
o f  differential equations being th e  subject o f  our exam inations. The course 
o f  th e  procedure w ill be shown below  on hand o f the solution of the pure differen
tia l equation (1) o f  the re-tli order.

A s an introducing step of th e  calculation the external m em ber o f the  
differentia l equation in question should  be expressed with the help o f  unit- 
fu nctions in the sam e w ay as in paragraph 3. Consequently, differential equa
tion  (1) will be form ed as shown in form ula (2). Afterwards, Laplace’s trans
form ation should be carried out on both  sides o f  the differential equation , 
w hereby in the given case our differential equation will obtain th e  follow ing  
form :

sn Y  (s) - -  V  y (k)(0) s"“ *-1  =  27 Z  c,; —^— exp ( — xi_ 1 s) . (5)
~o sJ+1

The n ex t step o f our calculation is to  solve the transformed equation for Y(s),  
wherefrom  we obtain  the formula

У  (s) =  27 Z  c,j — - exp  ( — s) +  j g  y<k> (0) s"*“ 1 . (6)
s1 n ' 1 0

T h en  we invert Laplace’s transform ation on both sides o f form ula (6). B y  
these means we obtain  the relation

у  (*) =  Z Z  Cjj uj+n (x — *,._!) +  V  yW  (0) uk (x) . ( 7)
0

T aking into consideration the va lu e o f  uk(x), we finally  obtain the formula

y { x ) = Z Z  e,j uj+n (x  -  *,_!) +  V  yW (0) y -
0 л!

o n ly  form ally deviating from formula (3), that is, the integrating constants A k 
are here replaced b y  the values у <;<>(0).

In other cases, th at is, when th e  left-hand side o f the differential equa
tion  consists o f more than a single m em ber, Laplace’s transform ation w ill also 
be more com plicated than in the case o f  a pure differential equation o f  the n-th  
order. To illustrate the procedure to  be followed we will show the so lu tion  for 
th ose  tw o problems w ith the help o f  Laplace’s transform ation solved  in paper 
[3] using Macaulay’s method.
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First example

L et us determ ine th e  d eflection  y  o f the axis-line o f  the bar shown in Fig. 5, as a fun c
tio n  of the co-ordinate x  startin g  from the left-hand end-poin t o f  the bar’s axis-line.

In  the case on hand bend ing m om ents m o f the bar could be expressed using un it-func
tio n s in  the follow ing w ay:

Fig. 5. Compressed and b en t bar

U sin g  notations in troduced  in  paper [3], nam ely

t h e  l a t t e r  d i f fe re n tia l  e q u a t io n  c a n  b e  w r i t te n  in  t h e  fo llo w in g  fo rm :

агУ" +  У — cu “ i(*) +  c2i “ i(*  —  * 1) +  e3i “ i(*  —  * 2)- (* )

B o u n d a r y  c o n d it io n s  a r e :

y(0) =  0, y( l)  =  0.

T ra n s fo rm in g  e q u a t io n  (* )  a c c o rd in g  to  L a p l a c e ’s m e th o d  w e  o b ta in  th e  re la t io n :

a2 [s2 У  (s) — s y  (0 ) — y '  (0 )]  -b У (s) =  c n  ~  +  c 21 ex p  ( — aq s) +

1
+  c3 i“̂ 2"exP ( — * 2  s)-

T a k in g  in to  c o n s id e ra t io n  t h e  f i r s t  b o u n d a ry  c o n d i t io n ,  th i s  r e la t io n  c a n  b e  p u t  d o w n  i n  
t h i s  w a y :

In  com pliance w ith

the differential equation  to  be solved is:
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A fter carrying out the inverse transform ation we obtain the equation:

T he va lue  y'(0) figuring in the latter, can be determ ined from the follow ing relation , b ased  
on  the second boundary condition:

Second problem

L et us determ ine bending m om ents m  o f  the bar shown in Fig. 5, w ithou t prev iou sly  
estab lish ing  the bar’s deflection-function.

In  such a case th e  m om ent-function can be expressed w ith the help of un it-fu n ction s  
in  th is  way:

m(x) — P y  +  R a u x(x )  —  Q1 —  *!> —  Q^u^x —  x 2).

A fter a tw ice repeated differentiation we o b ta in  the following equation herefrom:

m" =  Py" +  R a u _ ^ x )  —  (> !«_!(*  —  Xj) —  <?2 “ _ i(*  —  *2).

U sing relation
E J  y"  =  —  m

and
P 1

E J  ~ ~ a ^ '

resp ectively , the la tter  equation  can be w r itten  in  the following form:

m" -\-------тп — R a u- i(*) — Ql u-i(x  — — Qi u-^x  — хг). (**>
a 2

B oun dary  conditions are:
m(0) =  0 , m(i) =  0.

The above differential equation (**) som ew h at differs from the equation figuring in  
paper [3]. The deviation  is caused by the fa c t, th a t the present equation is defined  a t each  
poin t o f  the beam ’s ax is-line, thus, at the p o in ts  x — хг and x — x 2 too; contrary to the differ
en tia l equation  in paper [3], not defined a t th e  m entioned points.

W ith  the help o f L a p l a c e ’s transform ation we can deduce from  equation(**) th e  rela-

s2 M (s)  — sm (0) — m '(0) -|------- M(s) — R a — Q\ exp ( — Xi s) — Q2 exp ( — x 2 s) ,
°2

tion
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an d  from  this one —  using the first boundary condition  —  we obtain the equation:

M (s )  =  R a —
*2 +  - s2 +

—  e x p ( -  s) —

s2 +•-
1— exp ( — х г s) +  m '(0)

s2 +

A fter  the execution  o f  the inverse transform ation, w e obtain  for the m om ent-function in de
m an d , the formula:

m(x)= [Яд +  m'(0)l ya2sin - ^  — Qi У«2 sin * J*1----Qz У« 2  sin —7?=^ •
1>a2 \ a 2 \ a 2

T he still unknown value m '(0) figuring in  th is form ula can be determ ined w ith  the help o f the  
secon d  boundary condition .

5. Comparison o f the tw o m ethods

Drawing a parallel betw een Ma c a u l a y ’s and L a p l a c e ’s m ethods we 
com e to  some in teresting  conclusions.

First o f all, w e can observe th at both  m ethods use the same key in the  
introduction  part o f  th e  calculation, that is, th ey  express the external member 
o f  th e  differential equation w ith the help o f  unit-functions by a formula o f  
id en tica l structure, va lid  at each point o f the range o f definition. Thus, th e  
procedure to be follow ed, is identical, in  th is respect, in the case o f both  
m ethods.

Referring to  pure differential equations o f  the re-th order, we can also 
arrive at an in teresting determ ination. There is no doubt, that in such a case 
M a c a u l a y ’s m ethod should be regarded as the more sim ple one, directly supply
ing  th e  final result w ith ou t interm ediate calculations whereas in L a p l a c e ’s 
m ethod  transform ation and inverse transform ation are b y  all means to  be 
m ade as interm ediate calculations. Since these in term ediate calculations are 
o m itted  when using M a c a u l a y ’s m ethod, it  seem s possible to conceive th is  
m ethod  as a sim plified  variation o f L a p l a c e ’s procedure.

In  the instance o f more generally form ed differential equations w ith  
con stan t coefficien ts, both  m ethods becom e more com plicated. H ow ever, 
— M a c a u l a y ’s m ethod  is also m uch sim pler under such circum stances at least 
in  cases similar to  th e  above illustrated exam ples.

An additional and determ ined advantage o f  M a c a u l a y ’s m ethod is given  
b y  th e  fact, that its  use does not need any assistance, contrary to  L a p l a c e ’s 
m ethod, the use o f  w hich is as a rule only sim ple, w hen we dispose o f adequate  
transform ation tabu lations.
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SU M M AR Y

A uthor has proved th a t Ma c a u l a y ’s m ethod [1, 2] known from the T heory o f  B eam s, 
can after som e generalization also be fa irly  w ell applied to  the solution of linear d ifferentia l 
equations, the external m em ber of which is  a sectionw ise  varying polynome.

In  his present paper author points o u t, th a t the m ethod in  question could be further  
generalized , that is to  sa y , it  could also be successfu lly  applied to the solution o f  d ifferen tia l 
equations, the external m em ber of which possesses a singularity at a fin ite num ber o f  poin ts. 
In  such cases the in troductory step of th e  calcu lation  should express the external m em ber  
o f  the differential equation . This is executed  b y  su itab ly  chosen unit-functions in  a un ified  
form , v a lid  over the w hole exten t o f the range o f defin ition . After this transform ation  the  
m ethod disclosed in  paper [3] could also be applied w ith o u t any change in the aforem entioned  
general case.

The introducing step  of the suggested procedure as being a com pletion o f M a c a u l a y ’s 
m ethod, com pletely agrees w ith  the introducing step o f  the procedure using L a p l a c e ’s trans
form ation . Therefore, author compares the tw o  m ethods to  each other. He estab lishes, th a t  
in the case o f pure d ifferential equations o f  the n-th  order, M a c a u l a y ’s m ethod is essen tia lly  
more sim ple than L a p l a c e ’s procedure. In other cases, the advantages o f Ma c a u l a y ’s m eth od  
are less conspicuous, th ou gh  its application in  such instan ces m ay also be favourable.

D IE  E R W E IT E R U N G  D E S A N W E N D U N G SG E B IE T S  
D E S M ACAULAY’SC H E N  V E R F A H R E N S

P. CSONKA

ZUSAM M EN FA SSU NG

D e r  V e rfa sse r  h a t  in  e in e m  f rü h e re n  A u f s a tz  n a c h g e w ie se n , d a ß  d as a u s  d e r  T r ä g e r le h r e  
b e k a n n te  MACAULAY’sc h e  V e r fa h re n  [1, 2] n a c h  e in ig e r  V e ra llg e m e in e ru n g  [3] a u c h  z u r  L ö su n g  
v o n  l in e a r e n  D if fe re n tia lg le ic h u n g e n  m i t  k o n s t a n te n  K o e f f iz ie n te n  z w e c k d ie n lic h  a n g e w e n -  
4 e t  w e rd e n  k a n n ,  d e re n  ä u ß e re s  G lied  e in  a b s c h n i t ts w e is e  v e rä n d e r l ic h e s  P o ly n o m  i s t .

In  seinem  vorliegenden Aufsatz w eist der Verfasser darauf hin, daß das vorher er
w ähnte Verfahren auch noch weiter verallgem einert werden kann; es ist näm lich  auch  zur 
L ösung solcher D ifferentialgleichungen erfolgreich brauchbar, deren äußeres G lied in  einer 
endlichen Anzahl von P unk ten  eine S ingularität aufw eist. In solchen Fällen besteh t der e in le i
tende Schritt des Rechnungsganges darin, daß m an das äußere Glied der D ifferentialgleichung  
m it H ilfe entsprechend definierter E inheitsfunktionen in einer für den gesam ten D eu tu n g s
bereich gültigen Form ausdrückt. Nach d ieser U m w andlung ist das im Aufsatz [3] erläuterte  
Verfahren auch im  erw ähnten allgem eineren Falle unverändert anwendbar.

D e r  e in le i te n d e  S c h r i t t  des als E rg ä n z u n g  d e r  MACAULAY’sc h e n  M e th o d e  v o r g e s c h la g e n e n  
V e r fa h re n s  g le ic h t g e n a u  d e m  e in le i te n d e n  S c h r i t t  d e r  UAPLACE’sc h en  M e th o d e . A u s  d ie s e m  
G ru n d e  v e rg le ic h t  d e r  V e r fa s s e r  d ie  b e id e n  M e th o d e n  m i te in a n d e r .  E r  s te ll t  f e s t ,  d a ß  im  F a lle
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r e in e r  D if fe r e n t ia lg le ic h u n g e n  n - te r  O rd n u n g  d a s  MACAULAY’sc h e  V e r fa h re n  e r h e b l ic h  e in 
f a c h e r  i s t  a ls  d a s  LAPLACE’sc h e . I n  a n d e re n  F ä l le n  s in d  d ie  V o rte ile  d es М л е л и  la  Y ’ s d i e n  
V e r f a h re n s  w e n ig e r  a u g e n fä l l ig ,  d o c h  k a n n  d ie  A n w e n d u n g  d e sse lb e n  a u c h  in  so lc h e n  F ä l l e n  
v o r t e i l h a f t  se in .

L ’E X T E N S IO N  D U  CHAMP D ’APPL IC A T IO N  
D U  PRO CÉDÉ D E  M A C A U L A Y

P. CSONKA

RÉSUM É

L ’auteur avait déjà  dém ontré qu’après une certa in e généralisation (3), le procédé de  
M acaulay [1, 2], connu de la  m écanique, pouvait aussi s’em ployer avec avantage dans le cas 
d’équations différentielles à coefficien t constant, d o n t le m em bre extérieur est un  polygone  
variab le  par périodes.

D ans la présente é tu d e , l ’auteur fait rem arquer qu’on  peut pousser plus lo in  la  générali
sa tion  du procédé en qu estion , notam m ent pour résoudre des équations d ifférentielles, dont le 
m em bre extérieur possède une singularité en des p o in ts  de nom bre fini. Dans ces cas, on doit 
exprim er to u t d’abord le nom bre extérieur sous u n e form e unitaire valable dans to u t le do
m aine d ’interprétation , par introduction  de fonctions d’un ité  convenablem ent défin ies. Cette 
transform ation  fa ite, le procédé exposé dans l’étude (3) p e u t être em ployée in v a riab lem en t, 
m êm e dans le cas plus généralisé en question.

La première étape du procédé, proposé com m e com plém ent du procédé de M acau lay, 
est id en tiq u e  à celle du procédé u tibsant la transform ation de Laplace. C’est pourquoi l ’au teur  
com pare les deux procédés. Il constate qu’en cas d ’une équation  différentielle d’ordre n, le  
procédé de M acaulay e st essentiellem ent plus sim ple que la  m éthode de Laplace. D ans le s  
autres cas, les avantages du  procédé de M acaulay so n t m oins évidents, m ais m êm e alors, son  
ap p lica tion  peut assurer certains avantages.

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ОБЛАСТИ ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДА МЭКОЛИ
П. ЧОНКА

РЕЗЮМЕ

Автор доказывает, что известный из учения о фермах метод Мэколи (1, 2) после 
некоторого обобщения (3) целесообразно применим и в случае таких дифференциальных 
уравнений с постоянным коэффициентом, внешний член которых — периодически перемен
ный полином.

Автор в данной статье указывает на то, что упомянутый выше метод может быть 
обобщен и дальше, а именно может быть с успехом применен для решения таких диффе
ренциальных уравнений, внешний член которых в конечной точке обладает сингуляр
ностью. В таких случаях, во-первых необходимо выразить внешний член дифференциаль
ного уравнения посредством ввода соответственно определенных единичных функций на 
всем протяжении области их существования. После этих преобразований описанный в 
статье (3) метод может неизменно применяться и в упомянутых более общих случаях.

Первые шаги предложенного в дополнение к методу Мэколи метода точно сов
падают с первыми шагами метода Лапласа, основанного на трансформации. Поэтому автор 
дает сравнение этих двух методов. Автор устанавливает, что в случае дифференциального 
уравнения чисто п-ного порядка метод Мэколи значительно проще метода Лапласа. 
В других случаях преимущества метода Мэколи не настолько очевидны, но и в этих 
случаях применение его может быть целесообразным.



ONE WAY TO CUT DOWN POWER REQUIREMENT FOR
FLOUR MILLING

B. SZŐKE

[M anuscript received March 17, 1959]

M ankind’s earliest intention was to  mill flour b y  means o f cheap labour, 
th a t o f servants [1] and prisoners [2] and cheap sources o f power. T he energy  
o f  w ind and w ater had certainly been used first and forem ost for driving m ills. 
W hen, in 1838, on Széchenyi’s in itia tive , the „P esti József H engerm alom  
T ársaság” (Joseph Roller Mill Co., B udapest) was founded, more th an  400  
„brat-m ills” had been grinding on the D anube and th at only in th e  neigh
bourhood o f  Budapest [3].

Seeking for cheaper power sources explains, w hy forehearths for firing  
w aste m aterials (e. g. corncob) have been ordered or wood-gas generators and  
internal com bustion engines were provided by m any mills.

N ow adays, one w ay to better econom y w ith power and space consists  
in  driving the whole roll line through one single gear box o f high efficiency and 
coupling th e  adjacent roll stands consisting o f roll pairs of equal gear ratio b y  
m obile clutches, thus om itting the individual belting o f each roll stand  and  
their separate gear drives operating under unfavourable conditions. A s the  
peripheral speed ratio between the breaking roll pairs is different from  th at  
o f  the grinding rolls, so is the connection in series possible only in the case o f  
roll stands o f  equal speed. N evertheless, in one o f his papers [4] author pointed  
out, th at b y  com bining rolls of different diam eter, not only certain tech n o log i
cal and econom ical advantages are to be expected , but, beyond the reduced  
space requirem ents and decreased to ta l num ber o f teeth , the tooth-pressure  
w ill be less and the contact of the teeth  to  each othei will be more favourable  
than in  the case o f  roll pairs consisting o f  rolls o f equal diameter.

Our present considerations should be lim ited  to the case of how  a roll 
pair o f  connected  rolls o f different diam eters makes possible the connecting  
in  series o f  tw o passages operating on different speed ratios (Fig. 1).

W ith one roll pair let it be

A  for the diam eter o f the fast running roll and n for its rotational speed;
A • к for the diam eter of the slow running roll and for its rota tion a l 

speed;
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—— =  ij for the desired ratio of the peripheral speeds o f the rolls;
v Ak

for th e  other roll pair le t it  be
В  for the diam eter o f  the fast running roll and n for its rotational speed; 
В • kx for the d iam eter o f the slow running roll and nl for its rotational 

speed;

F ig .  1. Connecting in  series o f break and reduction  roll pairs to a com m on gear drive

B— =  i., for the desired ratio of the peripheral speeds of the rolls w ill g ive
uBk\

A n n  A ■ k n n 1
60 60 к n.

and for the gear ratio

i - — - i k -  d 2 J — l^K
n1 a 1

( i )

(2)

w here is the p itch  diam eter of the p inion and d2 that o f the gear. 
In addition

В n n  В ■ к 1л  пг n
60 60 кг 2

and  th e  gear ratio has th e  same value as in  equation (2)

( la )

j =  -  =  =
d ,

(2a)
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so the equality  o f  (2) and (2a) expresses the structural requirement o f  equ i
d istant axes in  both roll pairs.

For practical purposes a further requirem ent is the use of on ly  tw o  d iam 
eters o f  rolls and not o f  four. The condition for th is can be written as

В • kx =  A (3)
and

to II tu R-

that is

к
(З а )

w hich results in

к - ±  
1 к

and thus
kkx - 1 (4)

The gear ratio is

j  =  i1k =  i i k1 =  ^ -  (5 )

from which

- 2-  =  k*  (6 >

Adhering to  speed ratios ix and i2 w hich are desired in breaking and  
grinding passages respectively, the roll diam eters A  and В  =  Ak  can be used  
in  an arrangement opposite each other only w hen th e  ratio к is chosen accord
ing to  the relation

For instance, take ix — 2.5; i 2 =  1.5; A  =  250 m m . In  this case

k = f i x  = У0-6 = °-775
В  =  250 X 0.775 =  194 m m  

F urther, take гд =  5.5 m /sec. Then

9 .5 5 x 5 .5  
~~ 0.125“

420 r.  p .  m.

and
j  =  ijfc =  2.5 X 0.775 =  1.94

420 
" 1 _  1.94

126 r. p .  m.
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F in a lly
0.097X420

V B =  9.55 -
4.26 m /sec ,

a n d  th e  p itch  diam eters o f the gears are as follow s:

dy =  ( A  +  В)  : (1 +  j )  =  444 : 2.94 =  151 mm
and

d 2 =  444 —  151 =  293 m m .

In  the Figure th e  m obile clutches are m arked by t.

R E F E R E N C E S
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3 . F u t ó , M. : A m agyar gyáripar története. (H istory o f  th e  H ungarian M anufacturing Industry .)

M agyar G azdaságkutató In tézet, B udapest, 1944.
4 . S z ő k e , В .: Járassunk-e eg y ü tt különböző átm érőjű  örlőhengereket. (Should Grinding

R olls o f D ifferent D iam eters be operated togeth er?) A cta Technica, B udapest, vo l. 24. 
fasc . 1— 2. 1959.

SUM M ARY

Since earliest tim es the dem and was to m ake flour m illing as cheap as possib le and using 
a s l i t t le  energy as possib le. N ow adays, one w ay to  cu t down power requirem ents for flour  
m illin g  is  the connection in  series o f roll pairs in  th e  equal passages, whereby, in stead  o f  several 
gear drives operating under unfavourable conditions a single gear of high effic ien cy  can be 
used .

In  th is paper it  w as proved, that the breaking and grinding rolls operating w ith  differ
e n t  peripheral-speedratios can also be driven b y  a single gearing only, even w hen  using only  
tw o  d ifferent roll diam eters.

E IN  W E G  Z U R  M IN D E R U N G  DES K R A F T B E D A R F E S  DES M AH DENS

B. SZŐKE

ZUSAM M ENFASSUNG

M ahlen m it m öglichst b illigem  und geringem  K raftverbrauch ist eine uralte Bestrebung. 
H eu te  b esteh t eine der M ethoden der M inderung des K raftbedarfes des M ahlens in  der R eihen
sch a ltu n g  der W alzen von  gleichen Gängen, w odurch a n sta tt mehrerer unter ungünstigen  
U m stä n d en  arbeitenden Zahnradgetrieben ein einziges Getriebe m it hohem  W irkungsgrad  
A n w en d u n g  finden kann.

Im  A ufsatz wird nachgew iesen, daß auch m it verschiedenen U m fangsgeschw indigkeits
verh ä ltn issen  laufende Schrot- und M ahlwalzen, bei zw ei verschiedenen W alzendurchm essern, 
m it e in em  einzigen gem einsam en Getriebe angetrieben werden können.
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U N  M OYEN D E  R É D U IR E  L ’É N E R G IE  N É C E SSA IR E  PO U R
LA M OUTURE

B. SZŐKE

RÉSUM É

Le m oyen d’effectuer la m outure des grains le m oins cher possible et avec un m inim um  
d ’énergies, consiste de nos jours dans la connexion en série des cylindres des m achines analo
gues, ce qui perm et de rem placer plusieurs engrenages fonctionnant à des conditions d éfavo
rables, par un seul engrenage trava illan t à bon rendem ent.

Dans son étude, l’auteur dém ontre qu’en cas d ’utilisation  de deux diam ètres différents, 
les cylindres de broyage et les cylindres de convertissage travaillant à différents rapports 
de vitesses périphériques, p eu v en t aussi être com m andés par un seul engrenage com m un.

ОДНА ИЗ ВОЗМОЖНОСТЕЙ ПОНИЖЕНИЯ ЭНЕРГОРАСХОДА ПОМОЛА
Б. СЕКЕ

РЕЗЮМЕ

Помол с расходом возможно наиболее дешевой и наименьшего количества энергии 
представляет давнишнюю проблему. В настоящее время один из методов понижения 
знергорасхода помола состоит в серийном включении вальцов по одинаковым ходам, за 
счет чего вместо некоторых зубчатых передач, работающих в неблагоприятных условиях, 
можно использовать толко один редуктор с высоким к. п. д.

В статье показано, что в случае применения двух различных диаметров валь
цов рушильные и мелющие вальцы, работающие на разных соотношениях в тангенциаль
ных скоростях, могут приводиться посредством одного общего приводного редуктора.

2  Acta Technica XXXI/1—2.





THE EFFECT OF AXIAL CONDUCTANCE IN THE CORONA 
ENVELOPE UPON THE INDUCTANCE OF THE 

CONDUCTOR IN THE PRESENCE OF A TRAVELLING
WAVE

P. O. GESZTI
D. ENG. SC.

INSTITUTE FOR POWER RESEARCH, BUDAPEST 

[M anuscript received A p ril 2, 1959]

W e know from travelling w ave theory th a t the travelling w ave p roceed 
ing on an overhead line (in a non-ferrom agnetic m edium ) and having L  in d u c t
ance and C capacity  respectively, travels at a speed

1
V —

у ь с

The m axim um  speed to  be obtained on a lossless line is the speed o f  ligh t. 
It is also known th at the shape o f the w ave is d istorted by the different losses  
during its course, thus, having covered a com paratively  short d istance on ly , 
the front o f  the originally steep-fronted w ave becom es flattened.

Fig. 1

The corona effect plays an im portant role in  this phenom enon. N o t  
much is known o f the losses connected w ith  th e  corona effect or else o f  their  
m echanism , for now it is the problem o f travellin g  w ave phenom ena w e are 
confronted w ith and the formulae we know refer to  the losses o f a ltern atin g  
currents o f com m ercial frequency. In most o f  th e  cases these form ulae have  
been the result o f not so much purely theoretical but o f  semiempirical reason
ing. A very interesting explanation is supplied in this connection b y  E . W. 
B o e h n e . (A IE E . Trans. Vol. 50, p. 558 Fig. 1.). In  his opinion if  the travellin g

2»
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w ave is divided into different layers — corresponding the different v o ltages — 
ev ery  voltage level is going to  have a proportionally  different corona envelope  
resu ltin g  in  a different Ck capacity as w ell. S ince the parts of bigger vo ltage  
possess also a bigger cap acity  — inductance L,  however, is constant for every  
v o lta g e  section the travelling  speed of each o f  the voltage levels w ill equal:

' к~ ! Щ
T hus th e  parts of bigger voltage are travelling at a lower speed; the speed being  
th e  h ighest at the toe o f  th e  w ave front where there is no increase in  th e  capac
ity  as a result o f the corona effect.

Fig. 2

Though the aforesaid train o f th ou gh t fails to consider the losses in 
energy , it  supplies an acceptable explanation for the flattening o f the front o f  
th e  travelling wave.

In  other words th is supposition m eans th a t  the corona envelope can but 
con d u ct radially and does not conduct ax ia lly .

In  our opinion, tw o  points should be stressed  in this connection.
The first one is th a t th e  corona envelope, like a concentric tube seem s to  

be travelling together w ith  the travelling w a v e . I f  we do not consider th e  tim e  
lag  required for the corona envelope to be estab lished , we m ay safely say  th at  
th e  diam eter of the corona envelope will be th e  largest at the spot w here the  
trave llin g  wave reaches its  crest. The charges appearing on the corona envelope  
are o f  th e  same kind as th ose  proceeding in  th e  conductor itself. A ctu a lly , this 
is th e  w ay the aforesaid increase of the ca p a c ity  is taking place. P ractically  
th is  m eans that outside the conductor th e  charge quantity m oves together  
w ith  th e  travelling w ave. This creates an e ffec t as if  the cross section  o f the 
conductor, respectively  th e  diameter o f th e  la tter  had increased resu lting in 
th e  decrease of the inner inductance, henceforth  o f the whole inductance as 
w ell.

The second point is the following one:
I f  we suppose th a t a positive charge — representing a cross sec tio n —is 

trave llin g  in the conductor — see Fig. 2(a) perpendicularly in — to  th e  area
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of the paper, the n egatively  charged electrons w ill f ly  at a certain speed radi
ally inward in the corona envelope as a result o f  field  in tensity  whereas the  
positively  charged ions w ill f ly  at a lower speed in an outward direction. S ince, 
however, the charges are not fixed  on the conductor, but are m oving, a m ag
netic field  is going to be formed around the conductor. (Their subordination  
takes place by th e  right-hand screw.) I f  the n egatively  charged electrons — 
which are travelling inward — are replaced b y  positive particles travellin g  
outward at the sam e speed and having a charge equivalent to that of the above  
ones, practically noth ing  had been done from the point o f view  of the m agnetic  
field  o f the current. The positive particle e travelling at a speed o f v in th e  
presence o f  В inductance is affected by a force

P = e [ v  ■ B]  (3)

The mark [] represents a vectorial product. I f  the speed is radial, th is force  
rem oves the p ositive particle in an axial d irection, i. e. outward the area o f  
the paper and in th is case the particles com e to  have not only a radial but also 
an axial speed com ponent. It appears as if  a part o f  the current in the corona  
envelope flew  backw ard. Applying a steady sta te  analogy, we arc confronted  
w ith  a phenom enon sim ilar to that o f the single conductor cable and o f the  
sheath current.

I f  the speed o f the particles in the corona envelope is no longer purely  
radial, the current is going to have an axial com ponent. I f  a part of the current 
flow s back right close to the conductor, th is w ould create an effect as if  th e  
resultant o f the loop  distance o f the return current had been decreased. T his 
would m ean a decrease in the induction as w ell. (Since the mass of the ions is 
by 3 —4 order o f  m agnitude larger than th at o f the electrons, their speed is 
sm all and thus their effect in this respect is negligible.) Since the peak o f th e  
voltage and also th a t o f the current takes place at the same tim e, the a x ia l 
force will reach its  m axim um  sim ultaneously. There is no doubt as to  th e  
qualitative ex istence o f  th is phenom enon though its quantitative sign ificance  
m ay only have there any bearing where the value o f  В is high. The value o f  B,  
however, is directly  proportional to the current flow ing in the conductor and  
is inversely proportional to the distance from  the axis o f the conductor. In  
case o f  com paratively  sm all cross sections — like the overhead ground wires — 
the radial distances from the axis of the conductor w ithin the corona envelope  
m ay be sm all. B ig currents on the other hand cause big inductions. (See A ppen
dix). Q uantitatively  the above m entioned phenom ena m ay have any im por
tance m ainly in case o f  sm all cross sections and o f travelling w aves o f big  
currents.

B oth of the effects m entioned result in th e  decrease of in d u ctiv ity , and  
m ay partly com pensate the effect o f increase in capacity. In our opinion, i f
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w e ta k e  the above effects in to  consideration we m ay better explain the phenom 
en a  tak ing place in  the corona envelope and m ay have a better com prehen
sion  o f the reasons for the change in the shape o f the wave. It should be added  
s till th a t as a result o f the corona effect th e  peak current meters working on 
th e  m agnetic principle m ight record in extrem e cases erroneous data insofar 
as th e y  record less current than th at actu a lly  flow ing in the conductor. This 
m igh t be a result o f  the return current flow ing in the corona envelope and 
decreasing the outer flu x .

Appendix

To illustrate the order of the forces affecting the electron in  th e  corona 
en velop e, we are giving hereunder a sum m ary o f the formulae relating to  these  
forces.

a) Radial attracting (resp. repelling) force

P r =z e E  (4)

w here P r is the radial force affecting the electron

W sec ,
----- , resp. dyn

cm

E  fie ld  in ten sity  [F /cm ], the charge o f th e  electron

e =  1.603 • 10~19 A sec.

I f  w e presum e that in  the corona envelope E  я» 30.000 Y/cm

Р л =  е £  =  1 .6 1 0 M O “ 19 4,8.10-
W sec 

cm

=  4 ,8  • 10~14 kg =  4 ,7  • 10~8 dyn

W sec
cm

T he order o f radial speed for ionizing electrons at 760 Torr, is approxim ately

Vr =  2 • 107 cm /sec.

(See for instance A. R oth: H ochspannungstechnik, Springer, W ien 1950.
p. 168.)

b) m agnetic deflecting force (alw ays perpendicular to the direction o f the 
speed  o f the electron, consequently if  th e  speed is radial, the force is going  
to  be an axial one.) To be obtained from equation 3.

В =  0 . 2 —  v o ltse c ^  10_g
X cm 2
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where I is the current establishing m agnetic induction [A] and x represents 
the radial distance from the axis o f the conductor [cm].

If, for instance, x — 1 [cm] and I  =  10.000 A  representing a conductor  
o f a com paratively larger cross section and a peak current of m edium  exten t

В 2 Д 0 - 5
voltsec

cm 2

A t the aforesaid radial speed:

P ax=  1,6 IO“ 19 - 2 - 1 0 - 5  2 - 107
W sec 

cm

=  0 • 064 • 1 0 - 14 [kg] =  0,064 ■ 10~8 dyn

=  0,64 lO “16
W sec

cm

I f  the current is larger, for instance 50.000 A,  but the cross section o f the con
ductor is smaller (35—50—70 mm2) and w h ere*  =  0,5 cm m ight be a possible

voltsec
value, then В — 2 • 10 4

cm-
and the deflecting m agnetic force is:

P ax =  1,6 • 1 0 - 1B • 2 • IO“ 4 • 2 - 107
W sec 

cm

0,64 • 10“ 14 [kg] =  0 • 64 ■ IO“ 8 [dyn]

=  6,4 • 1 0 -15
W sec

cm

In  th is case the axial force w ill no longer be negligible beside the rad ia lly  effec
t iv e  forces and it is to be supposed therefore th at the electrons proceeding in 
the corona envelope will have a resultant axial speed com ponent to o . This 
effect w ill be the more apparent the bigger w ill be the current and th e  sm aller 
ihe cross section o f the conductor, for in  th is case the small * va lu e  in the 
nduction-form ula will result in a bigger induction .

SUM M ARY

In the case of travelling w aves o f great current in tensity  and if  the d iam eter  of  
the conductor is sm all, the direction of conductance in  the corona envelope w ill n o t be purely  
radial, as a result o f the m agnetic influence o f the current in the conductor, but w ould  —  though  
to a sm all ex ten t —  contain an ax ia l com ponent as w ell. This m ay effect the resu ltan t in d u cti
v ity  and thus the speed of the travelling as w ell as the distortion of the wave and the m agnetic  
m easurem ents.
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D IE  W IR K U N G  D E R  A X IA L L E IT U N G  IN  D E R  K O R O N A H Ü L L E  A U F  D IE  
IN D U K T IV IT Ä T  DES LEIT ER S IN  D E R  A N W E SE N H E IT  

VON W A N D E R W E L L E N

P. O. GESZTI

ZUSAM M ENFASSUNG

B ei Stoßwellen von  großer Strom intensität, w enn der Durchmesser des Leiters klein  
ist, wird die Richtung der L eitung  in der Koronahülle zufolge der m agnetischen W irkung des 
Strom es im  Leiter n icht rein radial sein, sondern sie wird —  obw ohl zu einem geringen Maße —  
auch axiale K om ponente aufw eisen. Dieser U m stand kann die resultierende In d u k tiv itä t des 
L eiters, und dadurch auch die F ortschrittgeschw indigkeit, beziehungsweise die W ellenver- 
zerrung und die m agnetischen  M essungen beeinflußen.

E F F E T  DE LA C O N D U IT E  A X IA L E  SU R  L’IN D U C T IV IT É  DU C O N D U C T E U R ,
E N  PR É SE N C E  D ’U N E  O N D E  PRO G R ESSIVE D A N S L’E N V E L O PPE  CO RO NA

P. O. GESZTI

RÉSUM É

E n cas d’ondes de choc d’une intensité très é levée, si le diamètre du conducteur est  
fa ib le, la direction de la condu ite  dans l’enveloppe corona ne sera pas tou t à fa it radiale, par 
su ite  de l ’effet m agnétique du courant, mais com prendra aussi un com posant axia l (assez 
m inim e).

Ceci peut influer sur l ’ind u ctiv ité  résultante, et par là  sur la vitesse d’avance, ainsi que 
sur la  déform ation d’onde et les mesures m agnétiques.

В Л И Я Н И Е  АК СИ АЛ ЬН О Й  ПРОВОДИМОСТИ Н А И Н Д У К Т И В Н О С Т Ь П Р О В О Д 
Н И К А  В П РИ СУ ТС ТВИ И  БЕГУЩ ЕЙ В О Л Н Ы  В Ч Е Х Л Е  КОРОНЫ

П. О. ГЕСТИ

РЕЗЮ М Е

В случае ударных волн очень большой силы тока, если диаметр проводника мал, 
вследствие магнитного эффекта тока направление проводимости в чехле короны не будет 
чисто радиальным, а будет иметь — хотя и очень небольшую — аксиальную составляю
щую. Это может влиять на индуктивность и этим и на поступательную скорость, то есть 
на искажение волны, на магнитные измерения.



ANGENÄHERTE BERECHNUNG DER STARRHEIT 
GERADER KEGELRADZÄHNE

V. R O H O N Y I
CLUJ (RUMÄNIEN)

[E ingegangen am  15. A pril 1959]

Es ist aus der Fachliteratur bekannt, daß die elastischen Form änderungen  
der geraden und schrägen Stirnradzähne großen E influß auf die dynam ischen  
Zahnkräfte, Fußflankenabnützung und Zahnradgeräusch haben [1, 2 und 3].

Die diesbezüglichen theoretischen und experim entellen Forschungen b il
den heute die sicheren Grundlagen der Berechnung der Profilrücknahm e. D iese  
Operation ist äußerst w ichtig für die Sicherung eines stoß-, schw ingungs- und  
geräuschfreien Betriebes der hochtourigen Stirnradgetriebe.

D iese Forschungen sollen logisch auch au f die Frage der elastischen F orm 
änderungen der geraden K egelradzähne ausgebreitet werden, damit m an beur
teilen könne, ob die Schlußfolgerungen der au f die elastischen Form änderungen  
der Stirnradzähne sich beziehenden Forschungen auch an G eradzahnkegel- 
rädern anwendbar wären. Es ist näm lich zu berücksichtigen, daß die L in ien
last wahrscheinlich nicht gleichförm ig verte ilt ist.

D iese Arbeit untersucht das V erteilungsgesetz der Linienlast län gs der 
geraden K egelradzähne zwecks Beantw ortung der Frage, ob man eine K orrek
tion bei der Anwendung der Profilrücknahm eziffern der Stirnräder an Gerad- 
zahnkegelrädern berücksichtigen muß.

W as die Fertigungstechnik der Profilrücknahm e an G eradzahnkegel- 
rädern anbelangt, ist diese Frage bestim m t ähnlicherweise zu lösen , w ie die 
Profilrücknahm e der Stirnräder (nachträgliches Abwälzhobeln mit H o b e lstä h 
len vergrößerter Flankenwinkel, oder nachträgliches АЬл\ älzschleifen a u f k lei
neren Grundkreis).

Zur Berechnung des V erteilungsgesetzes der Linienlast müssen w ir zuerst 
die Starrheit der Kegelradzähne untersuchen.

Zwecks Vereinfachung der Berechnung werden wir das K ranzprofil des 
K egelrades als ein Trapez auffassen, dessen Seitenlinien zur F ußkegel-E rzeu
genden senkrecht stehen (nicht zur A bw älz- oder Teilkegel-Erzeugendcn). 
Diese Vereinfachung ist sicher zulässig, w eil der W inkel klein ist. A us den 
B ezeichnungen der Abb. 1 folgt:
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•oder
hi =  h2 -  b • tg  {k + / ) .  (2)

N achdem  die B ruchstelle ungefähr im A bstand 2 m von dem Zahnkopfkreis 
zu betrachten ist, kann man schreiben:

h2 2 m ' (3)

hl я« 2 m — b • tg  (fc + / ) •  (4)

E s ist bekannt, daß die Starrheit des Zahnes umgekehrt der dritten  
Potenz des Biegehebelarm es und direkt der Fußdickeverhältnis gleich  ist. 
D iese Fußdicke werden wir konventionell in 2 m Tiefe vom  K opfkreis anneh
men.

D ie Durchbiegung hat also folgenden Ausdruck:

,  P y - V  P y - P  p P

12
wo

f  die D urchbiegung in cm  
Py  die Biegungskraft in kg 
X der Biegehebelarm  in cm  
E  der E lastizitätsm odul in  kg/cm 2 
I  der Trägheitsm odul in cm 4 
b die Zahnlänge in cm
s die Zahndicke in 2 m Abstand vom  Kopfkreis in cm 
p  die L inienlast in kg/cm

ist.

( r>)
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Schneidet m an vom  Zahn, im  A bstand z von  der inneren Stirnfläche des 
K egelradzahnes, m it zw ei parallelen Ebenen eine planparallele, dz dicke P rofil
sch ich t aus, so wird an der K opfkante dieses elem entaren Körpers die K raft 
dPy =  p  ■ dz wirken. D ie Durchbiegung dieser Schicht ist, wenn m an nähe
rungsw eise nur den parabolischen Teil gleicher B iegefestigkeit berücksichtigt, 
(A b b . 2)

2_ dPy -)?z _  8 Щ 3 dPy
3 E d z -s \  E  \ s J  dz

12

f i

in w elchem  Ausdruck
Az den Biegehebelarm  im  Abstand z von  der inneren Stirnfläche in  cm , 

und sz die Zahndicke im  A bstand 2 m vom  K opfkreis bezeichnet.

W egen der K ürze des Zahnes ist die Vernachlässigung der Scherkräfte  
n ich t zulässig. W ir werden also auch den Form änderungsanteil der Scherkräfte  
berücksichtigen. D er bekannte Ausdruck dieser Formänderung ist [2]:

0 F

W O

G der G leitm odul in  kg/cm 2,
t xy die tangentiale Beanspruchung in  k g/cm 2,
d F  das O berflächenelem ent in cm2 ist.
Für rechteckige Q uerschnitte können wir den bekannten A usdruck [4] 

der Tangentialbeanspruchung aufschreiben (A bb. 3):

Txy 6dl>y (yi
dz (2 r i )3

y 2) (8)
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und

D am it wird

(9 )

( 10)

A u f Grund der Ersatzparabel des Zahnprofils kann y x in A bhängigkeit 
v o n  sz  ausgedrückt werden (Abb. 4). Setzt man in die allgemeine Form el der 
Parabel — y 2, =  2 px  — die W erte Sz und ein, dann bekom m t man:

D er W ert, laut Form el (11), von wird in den Ausdruck der F orm ände
rung eingesetzt und es wird nach x integriert
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Laut Gesetze der Superposition der Form änderungen wird die to ta le  
Form änderung gleich der Summe der Teilform änderungen und f 2 sein:

flot — f l  +  fz
8 ' h 3 d P y , 12 V
E [Sz dz  5 G «г

d p y
dz

(13)

Von diesem A usdruck  kann man die F unktion  Py =  f(z)  bestim m en, 
w enn man Jtot als k o n sta n t betrachtet. D iese Annahm e ist zulässig, weil der 
G egenzahn in der N äh e des Fußkegels b e la ste t ist. Nachdem  das D urchbie
gungsglied mit der d r itten  Potenz, das Scherglied m it der ersten Potenz der

Scheitelhöhe der Parabel abnim m t und der kritische (Bruch-) Q uerschnitt des 
Zahnes 2 m w eit v om  Kopfkreise festgelegt wurde, kann der Gegenzahn  
w ohl starr betrachtet w erden. (Abb. 5).

Aus der G leichung (13) ist der W ert von  dPy ableitbar und die Integra
tio n  kann längs des Z ahnes durchgeführt w erden.

Aus der G leichung (13) folgt:

d P y — ftot g 

о" E

dz

sz 1 5 G sz

(14)

Zuerst werden w ir ss und Az als F u nktionen  von z ausdrücken; laut 
A bb. 6:

m
sz — s +  2 z tg —— =  s +  cy z

2
(15)
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(16)

Setzen wir diese Ausdrücke in G leichung (14) ein, dann erhalten wir den  
Ausdruck:

als die totale Biegekraft des Zahnes.
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D ieses Integral wird durch Partialbruchzerlegung gelöst, man kann also schrei
ben:

Aus obiger Identität fo lgt, daß die Sum m e der Faktoren der U nbekannten  
erster, zweiter, dritter und vierter O rdnung nach der Reihe gleich N u ll, und 
das freie Glied gleich 1 sein muß. D iese Bedingungen geben 5 G leichungen für 
die B estim m ung der 5 unbekannten Zähler der Partialbrüche.

3  Acta Technics XXXI/1—2.

Di esc Zähler sind folgende:

D ie Zähler der Partialbrüche werden folgenderw eise bestim m t:



D am it kann m an den Ausdruck unter dem  Integralzeichen wie folgt 
schreiben:

D avon  berechnen w ir den Ausdruck von dz w ie folgt:

u n d  machen folgende Substitution:

Z w ecks V e re in fa c h u n g  d e r  R e c h n u n g  f ü h re n  w ir  fo lg en d e  K o n s ta n te n  e in :

Das Integral kann  weiter vereinfacht werden:

, d a n n  l a u t e t  d a s  I n te g r a l :S e tz t m an
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Nun werden die Teilintegrale nach bekannten Integrationsform eln.
gelöst:

N achdem  laut voriger Substitution

werden die Grenzen der Integrierung folgende W erte haben:

Setzen  wir diese G renzen in obige T eilintegrale ein, dann bekom m en wir:
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D as E ndresultat der Integrierung gibt die G esam tkraft des geraden K egel
radzahnes:

D ieser Ausdruck zeigt, daß das Y erteilungsgesetz der L inienlast längs 
des Zahnes nicht konstant ist: der Ausdruck enthält vier transzendente und  
ein hyperbolisches Glied.

P
N ennen wir den A usdruck—— die »reduzierte Starrheit« des Zahnes,

J  to t
dann zeigt folgende Funktion das Y erteilungsgesetz dieser Starrheit:
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Beispie l : E in K egelradgetriebe hat bei einem  A chsenw inkel á =  90° und einen E in 
griffsw inkel a =  20°, =  18 und z2 =  36 Zähne, die Ü b ersetzu ng ist i =  2. Modul m — 4,5 m m
und b — X z. Die R ech nu ng g ib t folgende R esu ltate:

X
Я-f c , : j !
» + ' i !  I

P
-  kg/cm 
/tot

V« 0,7467 148 956

V. 0,7744 299 087

3/4 0,7955 433 131
l 0,8159 582 405

D iese reduzierten Starrheitsziffern können  m it einer —— =  f ( z ) K urve
J tot

dargestellt werden, la u t Abb. 7. In die Figur sind die Abweichungen der Starr
heitsw erte von der Geraden (also von einer konstanten Starrheit) e in 
geschrieben.

A u f Grund dieser Ziffern kann man m it Sicherheit feststellen, daß diese  
A bw eichungen von einer gleichm äßigen Starrheit bei geraden Kegelradzähnen  
nicht berücksichtigt werden dürfen, weil unverm eidliche M ontagefehler und  
die Durchbiegung der K itzelw elle die G rößenordnung dieser Abweichungen  
überschreiten.
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Z U SA M M E N FA SSU N G

Bei der B eurteilung der Starrheit der geraden K egelradzähne wird der Schubspannungs
anteil der Form änderung wegen der Schw erfälligkeit der R echnung nicht berücksichtigt, aber 
es ist ein G egenstand ständiger D iskussionen, ob d iese Vernachlässigung auch  w irklich  
erlaubt ist.

In der A rbeit weist der Verfasser nach, daß der Schubspannungsanteil der Form ände
rung die gleichm äßige B iegestarrheit der Zähne nur in  vernachlässigbarem  Maße beein flu ßt
(3,1% ).

A P P R O X IM A T E  CALCULATION OF T H E  STR ESSES IN  STRAIG H T  
B E V E L  G EAR T E E T H

W. ROHONYI

SUM M ARY

W hen evaluating the strength  o f bevel gear tee th , the part o f the deform ation  due 
to shear stresses is not considered because of the d ifficu lties o f calculation. B ut it  is a subject 
o f constant d iscussions whether th is neglection is ju stified .

In the present paper the author proves that the part o f  the deformation corresponding  
to the shear stress has only a negligible influence (3 .1% ) on the uniform bending r ig id ity  of 
the teeth.

CALCUL A P P R O C H É  DE LA R IG ID IT É  D E S D E N T S  D E S ENG REN AG ES C O N IQ U E S
À D E N T U R E  D R O IT E

V. ROHONYI

RÉSUM É

Dans la déterm ination de la résistance de la denture droite d’engrenages co n iq u es, la  
partie de la  déform ation correspondant à la tension de cisaillem ent est négligée en  ra ison  de 
la com plexité des calculs, mais la question  de savoir si cette  approxim ation est p erm ise , fa it 
l ’objet de nom breuses discussions.

L’auteur dém ontre que la partie de la déform ation correspondant à la tension  de c isa il
lem ent n’in flue sur la rigidité à la flex io n  uniforme des den ts que d’une façon négligeable (3 ,1% ).
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ПРИБЛ ИЖЕННЫЙ РАСЧЕТ НАПРЯЖЕНИЯ ПРЯМЫХ ЗУБЬЕВ 
КОНИЧЕСКИХ ШЕСТЕРЕН

в. РОХОНИ 

РЕЗЮМЕ

При определении прочности прямых зубьев конических шестерен часть дефор
мации, падающая на напряжение сдвига, из-за сложности расчетов не принимается во 
внимание, но предметом постоянного диспута являтся вопрос : допустимо ли такого 
рода пренебрежение.

Автор в настоящей своей статье доказывает, что часть деформации, падающая 
на напряжение сдвига, воздействует на равномерную жесткость изгиба зубьев лишь 
в пренебрежимой мере (3,1 ?0).



A. C. IMPEDANCE OF LAMINATED 
CONDUCTORS*

GY. FODOR

TECHNICAL U N IV ER SITY , BUDAPEST, INSTITUTE FOR THEORETICAL ELECTRICAL ENGINEERING  

[M anuscript received M ay 14, 1959]

1. Preliminaries

The A . C. im pedance of lam inated conductors plays a part in m any  
fie ld s o f application . In the case o f conductors transm itting sinusoidal current 
it is the value of the resistance which is first o f all im portant because the arising 
losses are obtained from the A. C. resistance R  in the form  P  =  R  I 2. In  the  
field  o f m icrow ave engineering the losses, arising in the m etal armouring which  
encircles the space o f w ave guides, resp. cav ity  resonators, define the ratio of 
dam ping, resp. the quality  factor. As the ratio o f dam ping is directly propor
tional to the A. C. resistance R,  while the quality  factor o f the cav ity  resonator 
is  inversely proportional to  it [1 and 2] it is sufficient to  investigate the A. C. 
resistance R  o f  the m etal wall. As a third field  o f application radar engineering 
can be m entioned, or in  general, the reflection o f electrom agnetic waves from  
m etal surfaces. To calculate the reflection factor the values o f  A. C. resistance  
and reactance are equally needed.

I t  is know n th at the field  o f  A. C. is not uniform ly distributed in  the  
cross section o f th e  conductor but it is “ displaced” in the direction from where 
the energy penetrates in to  the conductor. This is called th e  “ outer” surface 
of the conductor. Owing to  th is, A. C. resistance R  which is decisive for the losses 
(dam ping) w ill be greater than D . C. resistance R d com puted in the elem entary  
w ay. The rate o f  current displacem ent, i. e. also the growth o f resistance is 
basically  characterized b y  the cross section dim ensions o f  the conductor on one 
hand and, on the other hand, by the so-called skin depth (a quantity  of length  
dim ension):

Г
 ̂ w f i y

1

I n f  n у
( 1.1)

In (1.1) (J. =  |U0 jUr where fi0 =  4 n • 10-7 V s/Am  is the perm eability o f  the  
conductor (/Jr — 1 for non-ferrom agnetic m edia), у  is its conductance measured

•A bridged  te x t  o f  the E ng. D . thesis presented at the D epartm ent o f E lectrica j En  
gineering o f the T echnical U n iversity , Budapest.
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in S /m  units {y — 58 • 106 S/m  for copper) and /  is the frequency in Hz. The 
form ula gives the value o f  <5 in  m etres. The skin depths o f  several im portant 
m aterials are given in Fig. 1 as functions of frequency.

Under certain conditions (but not in general) electrom agnetic field  
stren gth  in a Ô depth falls to  the e =  2,718th part of its surface value. The 
sm aller the skin depth the more powerful, under otherwise equal conditions,

Fig. 1. D ependence of skin depth on frequency  
Scale “A ” 10 H z < T " C  M6 H z; 0,1 mm <  ô <  100 mm  
Scale “ B ” 106 H z < / <  Ю10 H z; 1 /<m  <; ô <  1000 / л т

are th e  displacem ents of current and field  strengths and, therefore, at the sam e 
tim e , th e  greater is the A. C. resistance which determ ines the losses.

In  order to decrease th e  losses it  is usual to em ploy a layer o f a material 
o f  b e tter  conductance, e. g. o f  silver, on the surface o f the conductor. In  this 
w a y  th e  resistance will be m ore or less the sam e as that o f the whole conductor 
m ade o f a material of better conductance, though more expensive. A t first sight 
one m ight possibly be led to  th e  conclusion that the resistance w ill be smaller 
w h en  th e  layer of better conductance is thicker. But also another effect arises 
con sistin g  of the uneven dispersion o f the current, not only in its am plitude but 
also in its angle of phase. Therefore such a condition is not im possible that



Л. С. IMPEDANCE OF LAMINATED CONDUCTORS 4 1

we can get lower losses w ith the lam inated conductor than with one w h o lly  
m ade o f m aterial o f  higher conductance.

In the follow ing the very problem will be treated , whether such an o p t i
mum thickness o f  layer exists and w hat its value is. F irst o f all, the con d ition s  
in an infinite half-space which also refer to the case o f  the plate, will be d is
cussed, later it w ill be exam ined to  what exten t the resistance of a conductor  
o f circular section, resp. pipe-shape can be approached by the resistance o f  th e  
half-space, resp. th a t o f the plate.

2. Method of calculation

Under quasi-stationary conditions the d en sity  o f  the displacem ent cur
rent m ay be neglected  as compared to the d en sity  o f  the conduction current, 
i. e. у  ft) f . Inside the conductors this condition w ill be satisfied in case o f  
/  <  1018 H z, i. e. w ith  all frequencies occurring in practice, up to now.

Solving the M axwell equations valid under quasi-stationary co n d itio n s, 
w ith regard to  the bpundary conditions, we can calcu late the A. C. im pedance  
from the relation:

Z =  H +  jft)L =  - ^ - .  (2.1)

E 0 is the electrical field  strength existing on the outer surface of the con d u ctor , 
Î  is the peak value o f  the current, R,  respectively, L are the coefficients o f  th e  
A. C. resistance, resp. the inner self-inductance.

3. Laminated half-space

It is know n that the A. C. resistance o f a portion of the hom ogeneous  
half-space, of l length , h w idth and y v  /q  m aterial constants is given b y  th e  
formula [1, 3]:

R =  ш L = -----------=  (3.1)
y 1hô1

I f  the thickness of this layer is d and i f  another half-space o f  y 2, /л2 
material constants is located under it (Fig. 2) the form ula of the A. C. im p ed 
ance is

R  — j ft> L — (1 +  } ) Ri sh (1 +  j ) Ц +  a ch (1 +  j )u
ch (1 +  j) M +  a sh (1 +  j) u

(3 .2)
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w here

I n  c a s e d —>- i. e. и —*■ oo also R —y R ^  Separating real and im aginary parts,
a fter  elem entary rearrangem ent we get [4]:

I

F ig . 2. Arrangement of a lam in ated  half-space

I f  и 1, respectively  и l ,m u c h  sim pler approxim ate form ulae can be had.
I n  case o f u 1, neglecting  e -4 “, we get

I f  и 1 an expansion in series ean be m ade:
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A s a  R x =  R 2, this result m eans th at in  case d 0 R  =  со L  =  i?2, i. e. the  
resistance and the reactance are equal to the A. C. resistance o f th e  respective  
portion o f the medium o f the m aterial constant y 2, [ i2 and that o f course is 
p h ysica lly  right.

I f  the lower layer is an insulator, w ith  lim it values y 2 —>■ 0, a —> oo we 
ob tain  the impedance o f  a p late , having a thickness d  :

«

Fig. 3. Resistance and reactance of a lam inated half-space, a =  0,34 [3]

The approxim ate relations are:

----- = 1 + 2  e -2 u (cos 2 и  +  sin 2 u )  ,
R i

a §> 1

(3.13)

c o b
=  1 +  2 e~ 2 “ (cos 2 и — sin 2 u )  . (3.14)

The values o f  R / R v  respectively  со are shown in Figs. 3 — 5 as functions  
o f u ,  for the cases a  =  0,34; a  =  1,6 and a  =  5 [3]. In Fig. 6 the values are 
given  for the case o f a  =  oo, i. e . those related to  the plate. It  m ay be noticed  
th a t all the curves have several extrem e values.
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Fi J. 4. R esistance and reactance of a lam in ated  half-space, a =  1,6 [3]

Fig. 5. R esistance and reactance of a lam inated  half-space, a =  5 [3]

I t  is to be noted th a t, strictly speaking, in  case of insulators, on ly  the  
d en sity  of the conduction current will be zero, and so the density o f the dis
p lacem ent current cannot be neglected. R igorously, the substitution y2 —:> 
should be made and th en  w e obtain:

(3.15)
Ri j 0J eo

A s I a  I §> 1 and | á2 [ are very  large, their consideration in the formulae (3.11 —- 
12) should result only unim portant corrections. Therefore, they w ill not be 
ta k en  into consideration in th e  following either.

ж/V 2; a =
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Fig. 6. R esistance and reactance of a plate (a =  oo)

4. Extreme values o f  resistance as functions o f layer thickness

As R 1 is independent o f  the layer thickness and u =  d/ô1 is proportional 
to  th e  layer thickness, it is possible to  investigate R/Rv  respectively  со L/R j 
in  function o f и instead o f R  and со L in function o f d. The resistance has an 
extrem e value where

d 
d и

=  0 . (4.1)

A fter differentiation o f the form ula (3.5), the following equation is obtained  
to  calculate the point o f extrem e values:

[(a2 1) sh 2 M +  2 a ch 2 u] sin 2 и =  0.

A s the expression in brackets cannot be equal to 0, we have

71
sin 2 и =  0, и =  rn —  ; m =  1, 2, 3, . . . 

2
(4.2)

for the point o f extrem e values.
I t  is easy to  prove b y  m eans o f  a second differentiation th a t in  case o f  

a  >  1 we obtain the m inim um  values for m =  1 ,3 ,5 , . . .  and the m axim um  
va lu es for m — 0 ,2 ,4 ,6 , . . .  I f  a <C 1, the m axim um  and m inim um  values are
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exchanged. E v id en tly , in  case o f a >  1 th e  m ost im portant is the first m ini
m um , arising at

U0 =  — , d0 =  —  ô1. (4.3)

S ubstitu ting  it in form ula (3.5) we obtain the m inim um  resistance :

2

1 +

a -  1
--------- e
a +  1
a — 1

a - f  1
e

71

Л

a — 1
a +  1
a -  1

« T T

(4.4)

E xpanding it in series in  powers of e 71 =  0,043 and introducing the indication

- 1 < C ^  +  1

w e obtain the follow ing relations:

(4,5)

=  1 -  2 C e—  +  2 C2 e~2” =
Ri

=  1 + 8 ,6 4 -  Ю - Ч  +  3 ,7 - 1 0 - 3; 2. (4.6)

I t  follow s from the re la tion s (4.4) or (4.6) th a t in  case o f a >  1 (the upper layer  
is  a better conductor or th e  lower layer is a ferrom agnetic one) R/Rx has not 
o n ly  a local m inim um  h u t an absolute one at th e  point и =  л/2. This m eans 
th a t  under such con d ition s th e  resistance w ill be sm aller than w ith  the conduc
to r  fu lly  made of a m ateria l o f  higher con d u ctiv ity . N evertheless, the difference 
is n o t very high. I f  a =  1 (i. e. the m aterial o f  b oth  layers is the same) th en , 
o f  course, R/Rx =  R q/R x =  1. The highest difference occurs in  case o f a =  oo 
(i. e. i f  the lower layer is an insulator). The resistance o f  the p late having a 
th ick n ess of d0 =  л  d2/2 is:

A = i -------2 e~ * A +  e _ ) =  1 — 0,0832 =  0,9186. (4.7)
R± 1 +  е - л(2 + е - я)

T his means that the resistan ce  is lower by 8,32%  than in case of in fin ite th ick 
n ess. The problem is, therefore, interesting m erely  from the econom ical point 
o f  v iew : it is not w orth  applying a layer o f  th e  expensive m aterial thicker  
th a n  d0. Otherwise th e  resistance instead o f decreasing would sligh tly  increase.
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To illustrate th is fact, let us calculate the resistance for a layer w hose  
thickness is the double o f  the optim um , i. e. in case o f  м =  я. I f  a >  1 th en , 
according to  (4.2) there is a local m axim um . Substituting in to  (3.5) and m aking  
an elem entary rearrangem ent we obtain:

R

Ro

2 £ e~ 2n( l  — Ç e -2*)

1 — Çe~2n( 2 — Се~2л)
^  1 +  3,73 • 1 0 ~ 3 £, и — л .

This means that the resistance is roundly exceeded b y  0,09 £ • R x the v a lu e  
corresponding to the optim um  case. The m ost striking difference occurs in 
the case o f a plate. I f  the p late has a thickness w hich is the double o f  th e  
optim um  its resistance becom es roundly higher b y  10% .

As already m entioned in the Preliminaries, th e  reason for this external 
effect is to  be found in  the current distribution. I t  can be proved th a t the  
in ten sity  o f  the current conveyed through the low er layer differs, in  case o f  
и =  (2 V -)- 1) я/2 b y  90° from the tota l current, while in case o f  и  =  2 v n / 2  
it is in phase w ith it.

Considering th is phenom enon from the point o f  v iew  o f w ave theory , 
it m ust be observed th at the values of both the dam ping factor and the phase  
factor are equal to  1/Ô in the case o f m etals. Thus th e  w avelength  m easured  
in m etals is

Л =  2 л <5. (4.8)

Thus d0 =  л  ÔJ2 =  A J i  or speaking generally: th e  resistance o f  a lam inated  
conductor has an extrem e value i f  the layer thickness is an integral m ultip le  
of the quarter o f the w avelength  measured in the upper layer.

5. Extreme value o f  the resistance as a function  o f conductivity

As an interesting fact, it m ay he m entioned th a t the resistance o f th e  
lam inated half-space has an extrem e value in function  o f the conductiv ity  
y v  though it seems more evident that R  is sm aller when y 1 becom es higher. 
This is not dem onstrated b y  our former calculations, because R t and a th em 
selves are functions o f  y v

Let us introduce the follow ing notations:

f f h  A ,
f*t à /

b =

(5.1)

a — fh
/h

a  =  b X . (5.2)
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I f  n on e o f  the media is a ferrom agnetic one, then 6 = 1  and a =  d/ô2 where 
02 is sk in  depth in the low er m edium . The expression for the A. C. resistance 
is , on th e  base of (3.5):

I f  Vi  ->■ со , i. e. x —> ° ° ,  th en  ev id en tly  R  —>■ 0. R espectively , i f  y 1 —у 0, i. e. 
X —>■ 0, then , expanding in series in  powers o f x, we get

I f  th e  upper layer is an insulator (x =  0), then, of course, we have R — R2. 
I t  can  be seen from (5.4) th a t the A . C. resistance R  increases at first propor
tio n a lly  to  x2, i. e. to yr  Since if  y x —> o o , so R  —»- 0, it follow s th a t there is at 
lea st one m axim um . From the approxim ate formula (5.4) we obtain  for the 
p o in t o f  the extrem e value

F in a lly , we obtain a sim ple relationship not for the quotient у г/у2 but for 
th e  quotien t 'n function  o f a/6 =  u2d2:

-------- 1 ------- . (5.6)
ft  7 ,  2 2-ft- A  + l

(“2 Ô2

S u b stitu tin g  this into (5.4) th e  value o f  th e  m axim um  resistance w ill be
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I f  none o f  the layers is a ferrom agnetic one, then  b2 =  i =  1 and in such  
a case th e  m agnitude and the position o f the extrem e value are functions o f  
the param étré a =  d/02:

R
R 2

Ух 1 1 1
y 2 2 2 a +  1 2

1

2
3

a +  1

2 a -f- 1 1 +
3 <32

<51 2 —

+ 1

+ 1

(5.8)

(5.9)

Fig. 7. C onductivity y x belonging to  the m axim um  resistance, as function o f layer th ickness

W hile о <  1 also ax <[ 1, and thus, the expansions in series are leg itim ate. 
In F ig . 7 the quotient Ух1у2> w hich ensures the m axim um , is shown as a fu n c
tion o f  a — d/ö2. (In the general case the ordinates are ia2,y'i/iWiy2 and the abscis
sae are jttjd/fi2ô2). On the other hand, in Fig. 8 the values o f the m axim um  resist
ance are shown also as a function  o f d/02, resp. fi2b2.

Our result can be interpreted in the follow ing way. A pplying a layer o f  
fixed  thickness and lower conductiv ity , a hom ogeneous half-space (yt <[ y 2 or 
more generally yjfix <C yd th )’ we obtain the to ta l loss, i. e. the A. C. resistance  
R  is increased (R/R2 >  1). I f  Ух1у2 is very sm all, th is effect is not im portant, 
because the total current conveyed  by the upper conductor is very  sm all. 
As y j y 2 grows the “resistance o f  the upper layer” is ever decreasing and on 
the other hand, the current conveyed by it is ever growing. Betw een the tw o

4  Acta Technica XXXI/1—2.
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effects the latter is th e  predom inating one at the beginning, w hile the first 
one dom inates later, so th a t the loss and thus also R  have a m axim um .

The existence o f such  a m axim um  is shown also in  [6], how ever, only  
w ith in  the field o f a num erical exam ple related  to the lam inated cylindrical 
conductor. In the figure published there, th e  position  o f the very fla t m axim um  
can  scarcely be observed.

W e have not m ade more detailed calculations (e. g. for the case a >■ 1) 
because this extrem e va lu e  has no practical significance. Its existence, never-

Fig. 8. M axim um  resistance in  function  o f layer thickness

th e less, proves that the resistance of the lam inated  conductors depends on th e  
param étrés not so unam biguously as one m ight expect on the basis o f  a prelim
in a ry  investigation.

6 . Extrem e values o f  the reactance

From the practical p o in t of view , th e  extrem e values o f the reactance have  
no special significance, how ever, for the sake o f full discussion le t us in vesti
ga te  at which layer th ickness has the reactance a m axim um , resp. minimum  
va lu e . Relating to th e  p o in t of the extrem e va lu e the following relation can 
be found:

(a2 - f  1) ch 2 u cos 2 u -f- 2 a sh 2 u cos 2 и — (a2 — 1) =  0.

T his equation is o f the second degree in a  and thus it can be solved for it:

sh 2 и cos 2 и -f- sin  2 и
a =

1 — ch 2 и cos 2 и
(6.1)
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On this basis, the и values attached to the different a values are g iven in  F ig. 9. 
I f  a >  1, then  at th is point со LjR1 has a m inim um , if  a <  1, th en  there is 
a m axim um . The next root point is, as can be concluded from th e  roughly  
outlined figure o f (6.1) in the environm ent o f  2 и = З л / 2 .  P u ttin g  2 и —■ 
3 я/2 -(- e (e 1) and expanding in series in  powers of e we obtain th e  fo llow 
ing approxim ation for the point o f the next extrem e value

и =  2,365. (6.2)

Fig. 9. и =  d/ô, extrem e value points o f reactance in function of param étré a

This is independent, w ith  very  good approxim ation, o f the value o f  a. W ith  
the know ledge of u, which corresponds to the extrem e value, we can calcu late  
the layer thickness from the relation:

d =  u ô j .  (6.3)

Taking the calculation in § 5 as a pattern, the extrem e values o f со L  can also 
be obtained as functions o f  the conductiv ity , resp. the perm eability.

7. H alf-space with double lam ination

It  w as shown in § 5 th at, taking an adequate layer thickness, it  is pos
sible to  obtain a m inim um  resistance w hich is smaller than th a t o f  a h a lf
space w h olly  filled up w ith  m aterial o f  higher conductivity. As a developm ent 
of th is case let us unvestigate the conditions under which two layers o f  different 
m aterials and layer thicknesses are applied on an infinite half-space o f  y 3, fi3

4 *
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m aterial constants (F ig . 10). I f  y3—>■ 0 w e h ave th e  case of a plate w ith  tw o  
layers.

I t  can be exp ected , in  advance, th at no im portant change o f conditions  
w ill be caused by th e  th ird  layer. N evertheless, th e  problem is in teresting not 
o n ly  from the point o f  v iew  o f diminishing th e  losses. It is im possible, nam ely , 
for technological reasons, to  apply a silver layer im m ediately on a copper base 
b u t an interm ediate layer  (made generally o f  palladium ) is needed too  [2]. 
In  fact, the silver p la ted  copper surface is, therefore, a surface w ith  double

coatin g . An eventual anti-corrosion coating can be sim ilarly explained. A nother  
sphere o f problems w here double lam ination m ay  p la y  a part, is the realization  
o f  a prescribed reflection  coefficient [7].

U sing the general m ethod we have th e  follow ing expression for the  
im pedance:

X

z

Fig. 10. A rrangem ent of half-space w ith  double lamination

C ß  ch  (1 - f  j) (u — v) — c sh (I +  j) (u — v) +  

R + j c o L  =  +  ß  ch C1 +  j)(M +  v) +  s h (1 +  j) (ц +  v)
R x J C ß  sh (1 +  j) (u — v) — C ch (1 +  j) (u — r) +

+  ß  sh (1 +  j) (u +  v) +  ch (1 +  j) (u +  v)

T he m eaning of the abbreviations is similar to  th e  previous:

(7.2)
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A s R/R1 1, unless it is very sm all, it  is more suitable to  w rite th e  rela
tion  o f  resistance in  the follow ing w ay:

R
R,

Уз (ц . v )

ip (it, v)
(7.8)

w here xp is the function given in  (7.6) and

The following abbreviations were introduced:
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I f  и =  0 we return to  th e  expressions (3.5), resp. (3.6) w ith  the difference th a t  
w e have aß here instead  o f  a  there. On the other hand, if  и =  0 then we return  
again  to the expressions (3 .5), resp. (3.6) but the part o f a, a, resp. are taken  
up b y  ß, V, resp. R2.

In  case of a p la te  y 3  — * - 0, ß —>  o o  so th a t

<рг{и, v) =  s 2 [sh 2 (u — d) -f- sin 2 (u  — d)]  -f- 2 £ [ch 2 v sin 2 и -|- 

-f- sh 2 u cos 2 d] +  sh 2 (u +  v) +  sin 2 (и -|- v),

<p2(u v) =  £2 [sh 2 (n — d) — sin 2 (u  — d)]  — 2 £ [ch 2 d sin 2 m —

— sh 2 u cos 2 d ] +  sh 2 ( m d) — sin 2 (u +  v ) ,

<p3(u,  d) =  2 £ ch 2 v [sin 2 u  - f  cos 2 u] +  sin 2 (u  -j- d) +  cos 2 (u -f- d) -)~

-f- £2 [sin 2 ( m — d) +  cos 2 ( m — d)] — 2 £ cos 2 d e _ 2u —

— 2 (ы — V)   / " 2  _ - 2 ( u - v )С ъ c ?

ip (u, v) =  C2 [ch 2 (u — d) — cos 2 (u — d)]  — 2 f  [ch 2 d cos 2 m — (7-Ю)

— ch 2 u cos 2 d ] +  ch 2 (u -(- d) — cos 2 (и +  d).

I f  m =  0, resp. D =  0 w e return here also to  resistance, resp. reactance o f  
th e  sim ple plate.

8. Extreme va lu es o f  the resistance o f  a tw o-layer conductor

The extreme v a lu es o f  the resistance o f  a tw o-layer conductor can be 
calculated  from the stipu lations:

on th e  basis of our form er calculations b y  substitu tion .
An explicit w orking up o f the relations (8.1) m eans, on basis o f  (7.5) 

and (7.6) an elem entary b u t lengthy calculation. F inally , we have the following  
tw o  equations for the p o in ts u and v o f the extrem e values:

(8 . 1)

To determ ine the ex isten ce  and character o f the extrem e value we ought also 
to  calculate the second dérivâtes of the function . Since the function is very  
com plicated, we have om itted  to do it, because the problem  can be solved
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"Usually, to  solve the system  of transcendent equations (8.2) seem s to  be a 
quite hopeless task. Fortunately , we can observe th a t every term contains one 
of the follow ing m ultip lication  factors:

are w ithout doubt a pair o f solution at any integer value o f m and n. According  
to  the results obtained in  § 4, it can be supposed that in case o f a }> 1, w ith  
the choice o f m =  1, i. e. in  case of

the resistance has a m inim um . Let us now in vestigate the expressions o f  resist
ance for v =  0, v =  я/2, v =  7i and v =  oo. As m entioned before in case o f

From this it  can be concluded that
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V  =  0 th e  expression (3.5) is  obtained by th e  substitution  a —► oo. I f  further 
M =  тг/2, then from the approxim ate relationship (4.6)

R  (ß2 +  1) sh 2 ж +  2 ß ch 2 л  — 2 Ç (/S2 — 1) sh л  — 2 Ç2 ß
R ± (ß2 - \ - l ) c h 2 n - \ - 2 ß c h 2 n - \ - 4 < C  (ch л  ß  sh я) +  2 С2 — /52 +  1 ^

D evelop in g  a progression in  powers of е~л

Com paring (8.8) and (8.9), it  can be seen th at i f  v >  л  then the low er layer  
p la y s practically no part. On the other hand, comparing (8.5) and (8.9) it 
fo llow s th at if  a ß  ]> a, i. e. ß  }> 1 (the interm ediate layer is a better conductor  
th a n  th e  lowest one) th en  th e  interm ediate layer w ill only increase th e  resist
ance because the coeffic ien t o f e—n is, in  the case o f v =  0 a larger negative  
num ber than in case o f  v — o o .  I f  ß  1 then th e  situation is reversed. Observ
ing  th e  coefficients o f  е~ 2л, after comparison o f (8.7) w ith (8.8) it can be found  
th a t  in  case of

th ere  is a minimum at th e  point v =  jt/2 and a m axim um  in th e  contrary  
case. In  any case these effects are very sm all because of e~ ln =  1,87 • 10~3.

I f  Уз —>■ 0, ß  ->  o o ,  th en  we obtain the case o f  a tw o-layer p late. R estrict
in g  ourselves to the given  case o f и =  тг/2 we have the following connections:
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R = 1  —  2 e ~ n +  2 е ~ 2я,

—  =  1 — 2 С е"я - f  2 е“2л , 
" 1

Л =  1 — 2 С е ~ я +  2 f 2 е~ 2л
«1

n  n и  =  —  , w =  0  ; (8 .1 1 )
2

л  л  
U =  —  , V = ----, (8 .12)

2 2

л
U  =  --- - , V =  л  . (8 .1 3 )

2

Since С <С 1 so the resistance is the lowest in case o f  v =  0 (d2 — 0) and has  
a m axim um  at v — л/2. I f  £ <[ e—я, i. e. a <C 1,090, then , in  case o f  t> =  тг/2, 
R /R t m ay be even larger than  1, so that, the m inim um  ensured by и =  я /2  
“ vanishes” . Considering the antecedents in § 4 th is  is not surprising, as it  was 
shown there that, even in case of a plate of hom ogeneous material it is in ad e
quate to select a p late w hich is thicker than the optim um .

The distribution o f the current in this case also is a special one, suppos
ing и =  jt/2 and v =  Tt/2; I3 is ju st in the opposite phase against I  while h  + h  
is lagging behind I  b y  90°.

It m ust be stressed here that the pair o f so lutions и =  in тг/2, v =  n Jt/2 
do not mean in any w ay  th at w ith  a fixed  v, th e  ratio R/Rj as a function o f  и 
m ust have extrem e values exclusively  at the poin t и =  m/2. The solution  o f  
the first equation in  (8.2) according to u is also a hopeless task. H ow ever, th e  
m ost interesting is the investigation  of the case w hen и <[ 1. I f  и —у 0, then

— К  (ß2 — 1) sin  2 v , (8 .14)

where К  is a positive num ber (depending on v). I f  v =f= n я/2, then it differs 
from  zero. It is know n th a t in case o f a 1 R /R j has a minimum at p oin t 
и =  л/2 (or at least its environm ent). I f  on the other hand ß  <  1 and 2v <C тс 
then according to  (8.14) R /R x as a function of и at first increases, therefore the  
m axim um  is shifted from  point и =  0. Supposing u <  1 we get, after exp an d 
ing in series the first equation in (8.2) in powers o f  u, the following relation  
concerning the poin t o f  the first extrem e value:
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T he shifting o f  the extrem e value p oin t in the v ic in ity  o f  и — m Jt/2 
can  b e  sim ilarly calculated. This has, nevertheless, no special im portance. The 
fir st  extrem e value is in teresting, because it  shows that in case o f  applying  
a la y er  o f lower con d u ctiv ity  than  th a t o f  the base (index 3), th e  resistance 
w ill increase, instead o f decreasing, i f  th e  surface coating is too  sm all. This 
la y er  m u st, therefore, be p o sitive ly  thicker th an  the value o f и fix ed  b y  (8.15). 
T his increase o f resistance, as w ell as th e  m inim um  resistance are caused by  
th e  u n equal distribution o f the current.

9. Impedance o f  the lam inated cylindrical conductor

In  m ost practical cases instead  o f a p late  shaped arrangem ent, we find  
a  cy lindrica l one. The im pedance o f the lam inated  cylindrical conductor (Fig. 
11) is

H - f  j 

Ri

__ /  • _ j \  a J q21 (JqIO m  J ill H pio) Jl21 (Jon H qio Jpio H qii) (9 1)

Fig. 11. L am inated solid cylindrical conductor

J n(^) resp . H („X)(*) is the Bessel-function o f  th e  n-th order resp. th e  Hankel- 
fu n c tio n  o f  the first kind. Further

Joio — Jo etc.

W ith  th e  sam e m ethod the im pedance o f  a cylindrical hollow conductor can 
b e  ca lcu la ted  (Fig. 12). Such are e. g. th e  lam inated feedback o f  a coaxial
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cable or the coated wall o f  a w ave guide. W hile in the first case th e  coefficien t 
o f the H ankel-function in the range 0 <C r <  r m ust be taken as zero because 
it  convergates to  infinite when r —>- 0, on the other hand, in the present case the  
coeffic ien t o f  the Bessel-function m ust be taken as zero, because it  w ill becom e 
in fin ite  in case o f r —> o c .  Strictly  speaking th is solution is right on ly  in th at 
case i f  the outer radius is infin ite. If, on the other hand, (r2 — rj) ô2 then the

Fig. 12. Lam inated hollow  cylindrical conductor w ith internal feedback

result w ill not be influenced b y  the fact th at r2 is fin ite. F inally, in  th e  expres
sion o f  the im pedance the substitutions J 021 —v H 0 2 1 , J m  —► Н{2\  m ust be m ade 
so , th a t we have for the case show n in Fig. 12.

Ji +  j ft) L _

Ri
_  (1 n  q h & ( J 010H &  -  J 1U Hfc)) +  H & (J 011 H &  - J 010H & )

« H 021 (Jno H (iVi -  JmH<1>) +  H ' ä (J011HW -  J uo H<«)'

Though the functions occurring in (9.1) and (9.2) are available in tabular 
form , th is relation, nevertheless, dem ands too len gth y  calculations to  be service
able in practice (nam ely the functions J and H are them selves com plex). Our 
task  is to  transform this relation into a form more suitable for approxim ate  
calcu lations. First o f all the high frequency case is considered here when  
generally  r1/ô1 ^  1.
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The m ost obvious is to  state that the curvature has no great influence i f  
th e  skin depth is sm all com pared to the radius. I t  follow s from this th at a good  
approxim ation is ob ta in ed  by applying the relations (3 .5—3.10) as given in  
§ 3 for the lam inated half-space. The outer (resp. inner) circumference o f the  
conductor must be taken instead  o f the w idth  A so th a t A =  2 r0 n and thus

R , = 1

Vi 2  to  я  ô1
(9 .3)

A t th e  same tim e it  is ev id en t that a fin ite curvature requires some correction  
th e  la tter  being sm aller w hen the relation 0х/г0 is smaller. Such approxim ate  
relations are known. H andbook  [5] essentially  surveys the results as given in  
paper [6]. N evertheless, th ese  relations are still too  com plicated, because the  
separation  of the com plex  im pedance into real and im aginary term s m ust be 
m ade in  each case one b y  one. On this basis n o t even the character o f  the  
extrem e value can be in vestigated .

In  the following on ly  the correction concerning resistance w ill be ca l
cu lated  because reactance under such cond itions is otherwise very sm all 
and, therefore, has no essen tia l im portance.

1 0 . H igh-frequency resistance of the lam inated  cylindrical conductor

L et us investigate th e  resistance of the lam in ated  cylindrical conductor  
in th e  case when the radii o f  the conductor are m uch greater than  the skin  
depths. Then

ô2

U nder such conditions th e  cylindrical functions can be approxim ated b y  H an- 
k el’s sem iconvergent series for big argum ents. These have substantia lly  the  
form

K  e ± r l* a k

^rjb ~ u (r/d)k

N eglectin g  the term s o f th e  order (<5/r)2 and those o f  higher order, the expres
sion o f  the resistance can be divided into tw o parts. The first term  corresponds 
to  th e  resistance o f a lam in ated  half-space w hich has a d  layer thickness and  
an h — 2 r0 л w idth and th is  w ill be designated b y  R * . The second term  corre
sponds to  the correction required for the curvature. Om itting the len gth y  
ca lcu lations only the fin a l results are given here.
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A pproxim ate form s o f th is relation were already given in § 3. The corrections  
expressing the curvature are o f the order ô/r. W ith the notation in F igs. 11 
and 12 the correction term s for solid , resp. hollow  arrangements vary  o n ly  in  
sign:

where

/ \ (я2 +  l ) c h 2 u c f s 2 u - ) - 2 H s h 2 u  cos 2 и — я2 -j- 1
Wo \ и) =  --------- -------------------------------------------------------------------- »N  (и)

N(u) =  (я4 +  6я2 4- 1) ch 4 и +  4 я (я2 -(- 1) sh 4 и —

— 4 (я2 — 1) [(я2 +  1) ch 2 м -(- 2 я sh 2 it] cos 2 it -f- (1 0 .3 )

+  (я2 — l ) 2 (2 +  cos 4 u).

In  (10.2) the p ositive  sign corresponds w ith th e  solid conductor, the n eg a tiv e  
sign corresponds w ith  th e  hollow one. I t  can be seen from (10.3) th a t in  case 
o f  it 1 we get Wo(u) ^  1 and thus

F inally , we have concluded that the resistance o f  a solid conductor is som ew hat  
higher, that o f the hollow one som ew hat low er, than the resistance o f  an 
equivalent planar arrangement. This is fu lly  understandable, because in  th e  
first case the circum ference o f the conductor is alw ays smaller than  a t the  
outline (r =  r0) while in the second case it is a lw ays greater.

On the other hand, i f  и =  0, then y>0(it) =  0 ,25. Since in such a case, w e can

In first approxim ation, in case o f either solid or hollow conductors  
R/Rx =  R*/Rv  w here, according to  (3.5),
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11. Im pedance o f  a conductor w ith  annular cross section

In  case of a conductor w ith annular cross section  (tubular one) th e  second  
la y e r  is an insulator so th a t y2 =  0 and th u s a —>- 00 and l /ô 2 =  0. Then  
Jo2 i"“  ̂ ^i2 i ? J121—̂  H ^i—>• 00 and Hj(2i—>• oo. Concerning the im pedance o f an 
ex tern a lly  induced tu b e, from  (9.1) is ob ta in ed

S h ou ld  the im pedance o f  an internally ex c ita ted  tube be calculated th e  follow 
in g  lim it values are to  be taken into consideration

w here x ~  ]f y  . I t follow s from this th a t, for an internally excitated  tubular  
con d u ctor from (9.2) we have:

I t  can  be seen th at it  is sufficient only to m ake the transition a —>■ ° °  form ally  
in  b o th  cases. Considering the preceding, th e  following relation can be given  
concerning the resistance o f  a tubular conductor.

T h e  upper sign corresponds with the ex tern a lly  induced tube, the low er sign 
w ith  th e  internally ex c ita ted  one. I f  u >  1 th en  ?>1(u) <g 1. On the other hand, 
i f  и —>- 0 then it  can be proved by means o f  a lim it calculation th a t 9?x(u) =  
=  — 1/12. As in th is case г0/гх ^  1, the rela tion

I (11.6)
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can be used in both cases. The following som ew hat more exact relation is 
valid  if  и <  1

^ - =  4 ~ ± Tî- (1 + 2ub u < 1 - (1L7>щ  Щ Z r0

12. Extrem e values o f  the A. C. resistance o f  a lam inated cylindrical
conductor

According to  the results o f  the calculations as expressed in § 10 and 11, 
the high frequency resistance o f lam inated cylindrical conductors, resp. o f  a n 
nular cross section conductors differs only b y  a correction factor from the resist
ance o f lam inated cylindrical conductors, resp. p lates. This correction factor  
contains tw o parts. The part ő1/2r0 is independent o f  the layer thickness. A s 
the second part which is proportional to  >̂0(n), resP- Wi (u) is smaller than  the  
former, it  can be stated , w ith  a good approxim ation, th at the resistance has  
extrem e values in function o f the layer thickness at the points

d =  k —  ô1 (12.1)
2

just as in the case o f a lam inated half-space or o f  a plate. I f  a £> 1 then  th e  
first extrem e is a m inim um  here, also while it is a m axim um  if  a 1. The  
m inim um  resistance can be calculated on basis o f (4.6) or (4.7) taking in to  
consideration the corrections o f  § 10 and 11. In  case o f a coating having  
a thickness d0 =  л/2

=  1 -  8,64 • 1 0 - 4  +  3,7 • 10-3  £2 ±  A _ , (12 .2 )
Ri 2 r o

while in case of a tube having a thickness d0 =  тг/2

=  0,9168 ±  A _  . (1 2 .3 )
R i 2 ro

The upper sign is valid  for external and the lower one for internal excitation- 
Since according to  the results o f § 10 and 11 under the conditions  

ô/rо 1 w hich is generally the case w ith  high frequencies, the corrections
required for the curvature is insignificant, we have not made the calculation  
for the cylindrical conductor w ith  a double coating. As a first approxim ation  
we obtain, nam ely, the sam e resistance as in the arrangem ent o f a tw o-layered  
plate. As a second approxim ation the corrections deducted in § 10, resp. 11
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can  be applied, if, how ever, и =  d1/ô1 and v =  d2/<52 are not very  sm all, the  
in flu en ce  o f a third layer on the otherw ise already sm all correction factor is 
o b v io u sly  alm ost negligible.

13. Investigation  o f the silver-palladium -copper system

To give a num erical illustration  o f our calculations, le t us investigate  
th e  conditions existing on a silvered copper surface. As m entioned before, an 
in term ed ia te  palladium  layer is also needed for technological reasons. The value  
o f  th e  m aterial characteristics are [2]:

1. Silver y 1 =  62,75 Sm m 2/m
2. Palladium  y2 =  9,07 Sm m 2/m
3. Copper y3 =  58 Sm m 2/m

F ig. 13.
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As none o f  the media is ferrom agnetic, we can write for each o f them

/t =  о  =  4 л - 1 0 “
Vs

Am

Hence

a =  2,62; ß =  0 ,396; aß  =  1,041; £ =  0,447.

In Fig. 13 the varying R/Rг is given as a function of u, supposing v — 
= const. In case o f  a constant frequency the variable и =  d1jb1 is proportional

0,6 1,0 1,2 и  1.6 1,8 Z0̂ u 2,2

Fig. 14. Varying o f the resistance in th e  environm ent o f the minimum as function  o f the  
th ickness o f upper layer. The thickness o f  the second layer is constant at each sing le  curve

to  th e  layer thickness o f silver, w hile the paramétré v =  d2/<52 is proportional 
to  th a t of palladium . This case v =  0 means th at silver and copper are in 
im m ediate contact. If, on the other hand, v =  o c  then the th ickness o f  the  
palladium  layer is in fin ite. These tw o  curves can be plotted from (3.5) in  case 
o f  V =  0, by means o f the substitution  a — aß  while in case of v =  o o  b y  m eans 
o f  th e  substitution  a —y ß .  The other tw o curves (v =  0,8 and v =  1,6) were 
p lo tted  on the basis o f (7.8).

The environm ent of the p o in t и — л/2 is shown enlarged in  F ig. 14. 
I t  can actually be seen that the m inim um  resistance has a m inim um  in case 
o f  v =  Tt/2. (To sim plify  the calculation the curve belonging to v =  1,6 and not 
th a t belonging to  » =  jt/2 =  1,57 w as p lotted  here, however, the variations  
here are so slow th a t practically no difference exists.) The curve belonging to

5 Artu T (-chilien XXXI/1—2.
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V =  oo practically coincides above и =  0,4 w ith  the curve whose param étré  
va lu e is V =  тг/2 ^  1,6 (y e t theoretically according to  (8.7) the minim um  resist
ance in case of v =  nj2 is som ewhat lower th an  at v =  °°).

In  Fig. 13 the effect which was m entioned in connection w ith the rela
tion  (8.14) can be observed , i.e.  the fact th a t i f  0 <C v <C тг/2 then the resist
ance is at first grow ing in  case o f a thin silver coating. The point o f the first 
m axim um  calculated from  (8.15) is given b y  th e  curve in Fig. 15. In case o f  
v =  0,8 we obtain u =  0,077 in good accordance w ith  the value which can be  
read also in Fig. 13. M ost significant is th is effect, o f course, in case o f  v =тг/2. 
N am ely , in the case и =  0, i. e. there is on ly  one coating, the resistance has

Fig. 15. Point и =  dJÓ,  o f  th e  first m axim um  of the resistance as function of the param étré
v =  djô2

a m axim um  at v =  тг/2, because the upper layer (palladium ) is a worse con d u c
tor than  the lower one (copper).

According to  th e  establishm ents o f § 12, th ese  characteristics can also 
be essentia lly  found w ith  a conductor of circular cross section, if  the radius о f  
th e  conductor is m uch greater than the skin dep th . Skin depth as functions о f  
freq u en cy can be read on F ig. 1.
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SU M M AR Y

Starting out from  the w ell-known relations o f the lam inated half-space, w e h ave ca l
cu lated  the extrem e value of A. C. resistance and reactance as functions of layer thickness. 
I t  can be stated  th at, if  the m aterial o f the upper layer is a better conductor, the resistance has 
a m inim um  in case of a layer thickness (or p late thickness) o f d  =  őxqr/2 and th is m inim um  is 
lower th an  the resistance o f a half-space w holly  m ade o f th is m aterial of better co n d u ctiv ity . 
This difference is, however, not significant.

A n expression for the resistance and reactance of a half-space w ith  double lam in ation  
resp. o f  a tw o-layered plate was determ ined. I f  the upper layer is the best conductor and the  
interm ediate layer is the worst one, then  the resistance has a m inim um  at d1 — 0 ^ / 2  and  
t/2 =  дгл /2 .  Under such conditions the application  o f very th in  coatings w ill n o t d im in ish  but, 
on the contrary, w ill increase the resistance.

F in a lly , an approxim ate relation w as set up concerning the cylindrical lam in ated  con
ductors o f circular resp. annular cross sections. A s a first approxim ation the sam e relations  
were found as for an equivalent planar arrangem ent. As a second approxim ation correction  
term s were obtained which depend on the kind o f excita tion  (m ethod o f feedback). As the  
correction term s can be considered as independent o f  the layer thickness (w all th ickness), 
therefore, in a second approxim ation, we also find  valid  the sam e establishm ents concerning  
th e  extrem e values as w ith  the lam inated half-space. N eglecting further corrections th is was 
found right, i f  the skin depth is m uch sm aller than  the radius o f the conductor.

D IE  W ECH SELSTRO M IM PEDANZ VO N G ESCH ICH TETEN L E IT E R N

GY. FODOR

ZUSAM M ENFASSUNG

A u f Grund der bekannten Zusam m enhänge für den geschichteten H albraum  w urden  
die E xtrem w erte der W echselstrom w iderstand und der R eaktanz in  A bhängigkeit v o n  der 
Schichtdicke bestim m t. E s kann festgestellt werden, daß, w enn der Stoff der oberen Schicht  
besser le ite t , für eine Schichtdicke (oder B lechdicke) von dj =  ájjr/2 der W iderstand e in  M ini
m um  aufw eist, welches kleiner ist als w enn der ganze H albraum  aus diesem  S to ff  m it besserer 
L eitfäh igk eit bestehen würde, obgleich der U nterschied n icht bedeutend ist.

D ie  Ausdrücke für den W iderstand und die R eaktanz des m it doppelter Sch ichtung ver
sehenen H albraum s bzw. der zw eischichtigen P la tte  wurden bestim m t. W enn die obere Schicht  
der beste L eiter ist und die m ittlere der sch lech teste , so h at der W iderstand für d 1 =  ^ я /2  
und d 2 — <527i/2 ein M inimum. U nter solchen B edingungen verringert die Verw endung von  ganz 
schw achen Überzügen den W iderstand n icht, sondern vergrößert ihn.

Schließlich wurde ein annähernder Zusam m enhang für den zylindrischen gesch ich teten  
L eiter m it K reisquerschnitt und den zylindrischen Leiter m it K reisringquerschnitt bestim m t. 
In  erster Annäherung ergaben sich K orrektionsglieder, welche von  der Art der Erregung (der 
Leg der Strom rückführung) abhängen. D a die K orrektionsglieder als von der Sch ich td icke  
(W andstärke) unabhängig angesehen werden können, sind auch in  zweiter A nnäherung, was 
die E xtrem w erte anbetrifft, für die zylindrischen Leiter dieselben F eststellun gen  g ü ltig  w ie  
für den geschichteten  H albraum . D ie V ernachlässigung der weiteren K orrekturen is t  dann  
b erechtigt, wenn die Eindringtiefe wiel kleiner ist als der H albm esser des Leiters.

5*
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Gy. FODOR

RÉSU M É

Partant des relations connues relatives au dem i-espace stratifié , on a déterm iné les 
valeu rs extrêm es de la résistance et de la réactance à courant alternatif, en fonction  de l’épais
seur de la  couche. On p eu t établir  que si la m atière de la partie supérieure est m eilleure conduc
tr ice , alors en cas d ’une épaisseur de couche d =  <5]Я/2, la  résistance possède un m inim um  qui 
e st  p lus p etit que si le dem i-espace éta it entièrem ent com posé de cette m atière m eilleure  
conductrice; m ais la différence n ’est pas im portante.

On a établi l’expression  de la  résistance et de la  réactance de dem i-espace à double 
stra tifica tio n  et de la lam e à double couche. Si la couche supérieure est la m eilleure conductrice, 
e t celle du m ilieu la  m oins bonne, alors la résistance a un  m inim um  en cas de d1 =  0гл/2  et 
d 2 =  02л /2 .  Dans ces conditions particulières, l ’em ploi de revêtem ents très petits n ’augm ente  
p a s, m ais dim inue la résistance.

On a finalem ent déterm iné une équation approchée pour le conducteur cylindrique  
stra tifié  à section circulaire, et pour le conducteur cylindrique à section annulaire. Dans une 
prem ière approxim ation, on obtien t les m êm es relations que pour l ’arrangem ent des plans 
équ ivalen ts. Dans une deuxièm e approxim ation, on o b tien t des facteurs de correction dépen
d an t du mode d’ex cita tio n  (de la  position  du retour de courant). Les facteurs de correction  
p o u v a n t être considérés com m e indépendants de l ’épaisseur de couche (épaisseur de la paroi), 
au p o in t de vue des valeurs extrêm es, les conclusions va lab les pour les dem i-espaces stratifiés  
le  so n t aussi, m ême dans une deuxièm e approxim ation, pour les conducteurs cylindriques. 
L ’om ission  des autres corrections est justifiée lorsque la  profondeur de pénétration est beau
coup plus faible que le rayon  du conducteur.j

IM P É D A N C E  A  C O U R A N T  A L T E R N A T IF  D E S  C O N D U C T E U R S  S T R A T IF IE S

И М П Е Д А Н С  П Е РЕ М Е Н Н О ГО  ТО КА М НО ГО СЛО ЙН Ы Х П РО ВО ДН И К О В

Д . Ф О Д О Р

РЕЗЮ М Е

И сходя из познания взаимозависимостей многослойного полупространства, были 
установлены предельные значения сопротивления переменного тока и реактанса в зави
симости от толщины слоя. М ожно установить, что если материал верхнего слоя лучший 
проводник, то в случае толщины слоя (или пластины) d  =  <5, л/2  сопротивление имеет 
минимум, который меньше, чем если б все полупространство состояло из этого материала 
с лучш ей проводимостью, хотя разница незначительна.

Определено вы ражение сопротивления и реактанса полупространства с двойной  
слоистостью, т. е. двухслойной пластины. Если верхний слой наилучший проводник, а 
средний —  наихудший, то минимум сопротивления мы имеем в случае d t  =  ôt л /2  и d2 =  
=  ô2 л/2. При таких усл овиях применение совсем малых покрытий не уменьшает, а ув е
личивает сопротивление.

Наконец, приближ енно определена взаимозависимость для многослойного ци
линдрического проводника с круглым сечением, т. е. цилиндрического проводника с 
кольцевым сечением. В первом приближении получены те ж е зависимости, как для экви
валентного внутриплоскостного распределения. Во втором приближении появились 
коррекционные члены, зависящ ие от метода возбуж дения (от положения возврата тока). 
В ви ду того, что коррекционные члены можно рассматривать как независящие от толщины  
слоя (толщины стенок), то и по второму приближ ению  с точки зрения предельных значе
ний для цилиндрических проводников действительны те ж е  определения, что для много
слойного полупространства. П ренебрежение дальнейш ими коррекциями справедливо 
в том случае, если глубина проникновения намного меньше радиуса проводника.
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The prototype o f  w eft-knitted or looped fabrics is the so-called Ferrot 
fabric, which, according to  the principles o f interlacing, is o f the m ost sim ple  
texture. A considerable part o f the goods m anufactured b y  the H osiery Trade 
is produced b y  th is interlacing.

Concerning an article o f a certain ty p e , one o f  the most im portant 
dem ands im posed on the M anufacturing In d u stry  is always to produce an  
identical quality . To achieve this th e  technical data o f  the texture has to  be 
given in  an unam biguous manner.

For a Ferrot fabric type w eft-kn itted  base tex tu re the data are as fo l
lows:

Data of yarn :
1. quality  o f material,
2. yarn count,
3. tw ist,
4. breaking force.

Data of texture :
a)  density  o f the row o f loops,
b)  density  o f  wales,
c) length  o f yarn taken up b y  one loop,
d)  w eight per square m eter.

As the K nitting Room s receive already delivered yarn, there is o n ly  the  
possib ility  to alter the data of the tex tu re . W hichever alteration or the change  
o f any data would affect the rest o f th e  data.

Am ong the characteristics of th e  texture th e  specific weight (g/m 2) is 
the m ost im portant from the com m ercial point o f  view . The change o f  th is  
m ay take place in tw o w ays; i. e.

1. b y  altering the yarn count (w hen changing over to another article).
2. by altering the length o f yarn taken up b y  one loop (if the ex ten t  

o f crim ping of yarn is altered in the sam e article).
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T he exact setting o f th e  specific w eigh t o f  the texture can be done the  
q u ick est and the safest on basis of the yarn len gth  contained in  one loop.

One of the characteristics unam biguously determining the tex tu re  is the  
co v er  factor, which can be determ ined on basis o f the loop length:

l
a = -----.

Ô

The measuring o f the loop length can be done both practically and theo
re tica lly . The practical m ethod is based on developm ent. This is a quick and 
su ffic ien tly  exact procedure, and is en tirely suitable in working practice. The 
th eo re tica l m ethod determ ines the loop len gth  b y  calculation from th e geom etri
c a l arrangem ent o f the texture.

Calculation o f loop length in case o f  regular-close texture 
according to Dali do vie h and Doyle

The length  o f  the loop was calculated b y  the English D o y l e  and the  
S o v ie t  D a l i d o v i c h  from th e w eft of an idealized  texture visible on F ig. 1.

Fig. 1. Idealized loop-m eshing according to D oyle and Dalidovich

L im itations for carrying out the calculation:
1. the yarn m ust be w ithout d istortion , m ust be entirely even , and all 

its  cross sections m ust be circular,
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2. the projection o f the texture must con sist only o f circular arches and  
straight pieces, the ind ividual loop parts m ust contact each other on ly  as 
points.

In case o f texture o f  regular density the w ale space (P) is four tim es the  
yarn diam eter (F ig. 2)

P  =  4Ő.

The space o f  row o f loops (S) from th e A B C  triangle, since a — 60°

t g a - y r - ^

S = P ^  = 2 ô  ^3.
2

Fig. 2.  R elation of wale space and loop-row space

Thus the length  o f  the plane projection o f the loop:

/ =  —  я  +  2 ]/S2 +  ó2 
4

l =  Zón  + 2 ^ 1 3  ô2

l =  0 ( З л  + 2  ]/Ï3 ) =  16,64 Ô-

This formula is v ery  simple and easy to  handle. The necessary se ttiu g  
data  o f  the texture (density of wales, density  o f  row of loops, specific w eight 
o f  the texture) can be established from the yarn number.
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Besides the above advantages the form ula has the following d isad van 
tages:

1. it  refers to  plane projection of such an im aginary loop, which does not 
ex ist in  reality,

2. th e  length o f the loops of the regular-close texture, constructed w ith  
a specified  yarn diam eter, is not identical w ith  the length of the loops knitted  
from  the yarn in a distortionless manner,

3. the formula is not a general, but on ly  a specific solution, va lid  exclu 
s iv e ly  for the above-stated geom etrical relations.

Length of loop space-curve

I f  a more accurate value of the length  o f yarn forming the loop is to  be 
atta in ed , it has unconditionally to be tak en  into consideration th a t these  
should  describe a space-curve.

In  conform ity w ith reality , one m ay arrive nearest to the space curve of 
th e  loop  in  accordance w ith Fig. 3 : the first picture is conformable to  th e  plane

Fig. 3. Space-curve o f loop

projection , assumed in the approxim ate calculations, the third picture con
form s w ith  a cylinder jacket w ith  radius R,  th u s the second picture — resultant 
from  the other tw o — will be cycloid-like.

The loop consists o f four equally long parts: AC =  CE =  AG =  GI =  —  ■> 

therefore it  is sufficient to calculate the len gth  o f one section only (e. g. AC).
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The com plete loop can be produced as a cylinder surface H  w ith  hori
zontal axis and radius R,  and its perpendicular three cylinder surfaces F, F v  
and F2 w ith radius r, as well as the joining penetration  curve (Fig. 4) o f  the  
planes S  and Sq parallel to the creators of the la tter  cylinder surfaces. In  fact 
the above-quoted result in tw o  sym m etrical loop space-curves (E1 A y I x and
E г A,  I2).

Fig. 4. R epresentation of the loop space-curve b y  penetration  o f cylinder surfaces

Contem plating only the nearer branch ( А г Е г) o f the lower space-curve  
{E1 А г Ij), it  is revealed th at curve A 1 B1 arises from the penetration o f  cy lin 
der jackets H  and F, the curve B x D 1 from the penetration of surfaces H  and S, 
w hilst curve Z)x E1 from the penetration o f cylinder jackets H  and Fv  I t  has 
already been established, th a t A JC1 =  CvEx, therefore, only the len g th  o f  
the quarter-loop A 1B1C1, arising from surfaces H v  F,  and S has to  be d eter
mined, w hich is thus made up o f tw o parts:

A ĵ Bj =  s j penetration curve o f cylinder jackets H  and F  
B lC1 =  * 2  penetration curve o f surfaces H  and S.
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F ig .  5. Arrangement in  th e  co-ordinate system  of space o f the surface portions needed for 
creating the quarter-loop space-curve A 1B 1C1

Figure 5 shows th e  photograph o f th e  surface details required for the  
orig in ation  of the A 1B 1C1 quarter-loop space-curve, and o f the co-ordinate  
sy s te m  o f space.

E quation of space-curve portion sx

The equation o f th e  straight circular cylinder F, with basic radius r :

X2 -)- y 2 =  r2.

The base circle o f  th e  circular cylinder H,  w ith basic radius R  lies on 
th e  co-ordinate plane y z  and touches axis y .  I ts  equation is:

(y  -  a)2 + ( z -  R f  =  R 2

(y  — a)2 -)- 2 2 — 2 Rz — 0.

I f  w e chose as param eter th e  angular d isp lacem ent (p (Fig. 5), the co-ordinates 
o f  th e  projection on th e  p lane лгу of the space-curve A 1B1 :

X =  r • cos <p

у  — r • sin cp
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As the penetration curve solves the equation o f both cylinders, one m ay write

(r • sin (p — a)2 -f- z2 — 2 Rz =  0 

z12 — R  ^  У-К2 — (r • sin <p — a)2 _

The tw o cylinders result in tw o penetration curves. As the co-ordinates 
o f  the point ly ing on the curve nearest to co-ordinate plane xy  are required of 
the cover points, the sm aller radix is taken:

s =  R  — ]ÍR~ — (r • sin cp — a)2.

The param eter equation-system  o f the penetration curve A l B i is, 
therefore,

X =  r ■ cos <p 

y  =  r • sin (p

z — R — IÍR- — (r • sin cp —- a)2. (1)

Equation of space-curve portion s2

The B1C1 space-curve o f s2 arch length joins the foregoing, and is brought 
about by intersecting the plane surface S the straight circular cylinder, which 
has a basic radius R,  and is parallel to the co-ordinate axis x. P lane S intersects 
section  r from the co-ordinate axis x, and is parallel to  axis z. Calling b the dis
tance cut off from axis y ,  the equation o f the plane is

The equation-system  o f the sought space-curve B1C1 is analytica lly  given by  
the equation-system :

(y -  a)2 +  (* — R)2 =  R2

W ith the form o f the first equation solved z, one reckons w ith  a root 
w ith a negative sign, because the branch o f the space-curve nearest to the 
plane xy  is taken into consideration. The param eter form o f th e  equation-
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sy ste m , i f  the y  =  t value is chosen  as parameter:

F or the purpose o f  determ ining the quarter-loop length , the arch
len g th s  Sj and s2 ° f  the a lread y  known param eter equation-system  space- 
curve parts have to be ca lcu lated .

L en gth  of space-curve sx

Square amount of the d ifferencial quotients:

In  order to determ ine th e  arch-length s15 the differential quotient o f each  
eq u ation -system  (1) taken according to (p param eter is to be formed:



th e  binom ials below  the roots can be expanded in binom ial series, and these  
series are convergent. (For the sake o f expanding in series one does not inte-

and double the sum  is taken. This means a slight error, which, how ever, is 
technically  perm issible.)

The sought for arch-lenath is therefore:

EXAMINATION OF THE COVER-FACTOR

A s th e  second expression below the roots in interval o f  

lu te  value below 1

in abso-

H avin g  made the expansion in series:
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A fter having  carried out th e  m ultip lication  and neglected the higher rate  
term s, th e  following expression is gained as regards arch-length:
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я

For the purpose o f calculating the integrals, su b stitu te  u =  sin cp. In th is case

After carrying out th e  integral transform ation, th e  arch-length is:
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T he integration can be m ade after having resolved the fractional function in 
th e  la st  integral but one in to  portion fractions. The num erator o f  th e  fractional 
fu n ctio n  in the last in tegral is the differencial quotient o f the denom inator, 
th erefore its integral is th e  natural logarithm  o f the denom inator. Thus the 
arch-length  is

T h e arch-length of the space-curve portion in  question is, therefore,
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As the curve portion Sj is in the negative part o f  the co-ordinate-system  
(Fig. 5), negative value is obtained for sr

Since the arch-length, as scalar quantity , is needed, the absolute va lu e of 
the result obtained here is substituted when determ ining the num erical arch- 
length.

Length of space curve s2

For th e  calculation o f the length o f space-curve s2 the differencial- 
quotients o f  the param eter equation-system  (2) are formed according to  para
m eter t :

dx r
dt b

dt

dz t — a
dt ~  1/Д2 — ( t —

Square am ount o f the differencial quotients:

ds%
dx  2

dt I
dy
dt

+
dz \2 

dt ' b2
+  1 +

ds\  =
b2

b2
1 +

b2 (t — a)2
(r2 +  b2) [Я2-  (t -  o)2]

(t — a)2 
R 2 — (t — a)2

The arch-length o f the space-curve branch is therefore:

a
]/r2 +  b2 f 1 + b2 (t — a)2

(ir2 +  b2) [Л2 -  (t -  a)2]
dt

Since R  a, therefore the second term below  th e  root remains in  absolute  
value w ith in  interval 0 <J t a, always below  1, i. e.

_____ b * - ( t - a У
(i-2 +  b2) [Д2 -  (t -  o )2] ’

the root expression can be expanded in binom ial series, and the series being  
convergent, produces the arch-length o f the sought for space-curve. 6

6 Acta Technica XXXI/1—2.



R eso lv in g  the fractional function  of the la tter  integral into partial fractions;

R eta in in g  the first tw o term s o f the row

H aving carried out th e  expansion in  series:
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The arch-length is therefore

1

Full length of the loop-space curve

The fu ll loop-length: Z =  4 (sx -f- s2). Thus w ith  the substitution o f  values  
Sj and s2

6*

W ith regular-close texture the value l =  16,64 <5 is obtained, on ly  i f  
the plane projection is taken in to  consideration (page 70).

Taking into consideration the difference in  length between th e  plane  
projection and space-curve, the constant 16,64 can he revised, according to  
equation (5), i f  the data in equation (5) are expressed in  the function  o f  yarn  
diam eter.

D ata quoted in equation (5): r, a, b ,R .
Radius o f  loop head curve plane projection: r =  1,5 ô (F ig. 2). 
Comparing Figures 5 and 6:

Calculation of the loop-length o f  regular-close texture
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Fig. 7. T op-view  and side-view  o f regular-close wales
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Taking into consideration Figures 7 and 8, R  m ay also be calculated in the  
function  o f Ô. Only a very  slight error occurs, i f  D E  is considered equal to  the 
yarn diameter.

Fig. 8. D eterm ination  of axis ft on basis o f  the side-view  o f the loop

From  the triangle FEO :

substituting the values r, a, b, R  into the parts o f form ula (5)
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T hus

Г (R2 -  aa r~) ! 2 -  }r2

2 R 2 n 2 +  IIT

-  — I n —  =  0 ,08  <3 
R2 2

1,1103(3

____ 1
4 6 f r 2 +  b2

4 a r2 +  2 a&2 — fe2 R In
R  — a \ 

R  -f- a )
1,83 <3.

I =  4Ó (I — 1,471 -  1,1103 +  0 ,08 I +  I 1,83 |) =  4<5 • 4,3313  

/ =  17,33 Ô.

In stea d  of the 16,64 factor, a 17,33 factor w as obtained, which expresses the  
difference between th e  p lane-curve and th e  space-curve. The difference is 
4 ,14% .

The closest texture

The regular-close k n itted  texture (F ig . 1), which m eets the P  =  4 ô  
and S — 2 ]7з à tex tu re se ttin g  data, is generally considered the closest texture.

Fig. 9. Closest basis tex tu re

T ests  have shown, how ever, th at by increasing the density o f the loops, the  
h ead  o f  the loops becom es very  flat, and w ith  unaltered P  =  4 6 loop row 
sp ace , the half-circles o f  th e  loop heads and loop  feet becom e elliptical (F ig. 9).

Since, when ca lcu lating  th e  length o f th e  loop space curve, it w as assum ed, 
th a t  th e  loop head and loop  foot are brought about as the penetration  curve
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o f  tw o straight circular cylinders w ith  r, respectively  R  radius perpendicular 
to  each other, therefore with th e  closest basis tex tu re  the space-curve s le 
m ay originate as th e  penetration curve o f a circular cylinder with radius R e, 
and an elliptical straight cylinder perpendicular to  it (F igs. 10, 11). The s2  ̂
space-curve jo in ing the sle space-curve can, as in  th e  previous case, be obtained

Fig. 10. R epresentation o f the loop space-curve o f the closest texture by the penetration of
the circular and elliptical cylinders

as th e  penetration o f  the cylinder w ith radius R e perpendicular to the p lane  
S eIi, and the co-ordinate plane zy.  The d istance a v  i. e. half the large axis  
o f  the median o f  th e  loop head ellipse — since th e  P  — 4 Ô relation is s t ill  
valid  — is conform  to  the previous radius r, thus

аг =  1,50.
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F ig  11. Arrangem ent in  the co-ordinate o f space o f  the surface portions needed for creating  
the quarter loop space-curve o f  the closest texture

Fig. 12. Contacting outer ellipses o f  loop heads and loop feet
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According to  th e  evaluation o f the enlarged photographs, half the sm all 
axis o f  the median o f  the loop head ellipse

The dim ension is equal to h a lf the loop row space Se. The calculation  
of the loop row space S e requires, how ever, special consideration.

The loop row space, as illustrated b y  F ig. 9 , m ay be determ ined from  
the assumed contact o f  the outside ellipses o f  th e  loop heads and loop feet. 
The distance o f the large axes o f the contacting ellipses is just the loop row  
space.

From the contacting  of the ellipses and th eir  position to each other — 
taking into consideration Figs. 9 and 12 — it follow s:

From the interpretation  of the ellipse:

Therefore

After arrangement and reduction:

Expression of the required /  value in  the function  o f a2:
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W ith  substitution  o f these:

к =  У4 d2 — 1,96 d2 =  /2 ,0 4  Ô 

f  =  2 d — d j/2,04 =  0,57 d 

< ^  =  2 í ± 0 é 7_« =  

2 2

Fig. 13. P lane projection o f the loop of the closest texture

H a v in g  re-substituted  these in to  equation (6):

Sf =  (2 • 1,285 d)2 -  (2 d -  2 ■ 0,57 d)2 

S, =  d j/5,87 =  2,42 d

ac =  A  =  1,21 d.
2

K n o w in g  the loop-row space, the dim ension be m ay also be calculated , taking  
F ig . 13 into consideration.

on  the other hand

be =
4 ß

S e  • a l
d

2,42 d • 1,5 d
3,63 d.
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Sim ilarly the value R e can be expressed b y  taking into consideration  
and 14.

R 2e =

Щ =

Re =

T  + b' +  ( R c - à ) 2

(1,21 & +  0 ,9  ÔY +  Я? -  2 R , Ô +  <5* 

5,45 ó2

2b
=  2,725 b .

Figures 9

Fig. 14. D eterm ination  of the ax is F e on basis o f  the side-view  o f the loop  
of the closest texture

Therefore, the data required for th e  loop length in the function o f b:
al - 1,5 Ô 

hx =  0,9  b
ae =  1 , 2 1  b
be =  3 ,63 b 
Re =  2,725 b.

A fter having cleared up the dim ensions pertaining to  the elliptical loop-shape, 
the equations o f the space-curves s ie and s2e, and their lengths h ave to  be 
established.

Lengt of the space-curve

E quation o f the basis curve o f  th e  elliptical cylinder w ith axis z :
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Fig. 15.  G eneratrix of the ellip tical cylinder

(10)

in  w h ich  eq is half the large axis, and bx h a lf th e  sm all axis. E quation of th e  
b a se  circle in the straight circular cylinder w ith  axis R e standing on plane xy :

C hoosing as parameter th e  angular displacem ent

T h e y  values of the p en etra tion  curve satisfy  b oth  equations (8) and (9), 
th erefore,

A s th e  smaller root is required:

T h e param eter eq u ation -system  o f the space-curve portion sle is
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The derivatives according to parameter cp':

dx
dcp

dy
dcp’

— — — ax sin cp

-  =  b1 cos <p'

dz 6 X (6 X sin <p' — ae ) cos cp'
dcp' У R | —  (Ьг sin cp' — a,.)2

=
dx l2 , dy  I2 . I dz ^
dcp'

+

+

dcp'
+

dip'
=  af sin 2 cp' -(- b\ cos2 cp' +

b\ (Ьг • sin cp' — ae ) 2 cos2 cp'

ds Ъ =

dsle =

Щ — (6 , sin cp' — ae)2 

R 2 (af s in 2 cp' j  b\ cos2 cp') —- of sin 2 cp' (bl sin cp' — ae)2 
R 2 — (b1 sin cp' — ae)2

af sin 2 cp' [ if f  — (Ьг • sin cp' — af)2] +  R? b\ cos2 cp'

ds\e =  af sin 2 cp' ; 1  +

Rf.— (b1 • sin cp' — ae ) 2 

R 2 b\ cos2 cp'
af sin 2 cp' [R2 — (6 X sin  cp' — ac)2]

T he arch-length:

1C =  2  I ax • sin cp’ 1 + Rf 6 f cos2 cp'
af sin 2 cp' [R2 — (b1 sin cp' — ap)2]

dcp'.

71 я  \
4 H(For the sake o f expansion in  series by integration betw een

lim its, and by taking double the value).
Expanding in b inom ial series the function below  the square root, and 

retaining the first tw o term s:

О f  . / I 1 , R 2 b\ cos2 cp' f j  ,s,. =  2 a, sin cp 1 1 +  ------------  } dcp
J j 2  af sin 2 cp' [R2 — (6 X sin cp' — ae)2] j

( 1 1 )

■ u -« iK 2 ЧЯ? f
ax J

cos2 cp’
sin cp’ [R2 — (fcx sin cp' — ae)2]

dcp'.
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A p p ly in g  substitution  t =  tg  tp'j2 when calculating the rest o f  the integral:

. , 2 1 , 1  — t2 , , 2 dt
sin (p = -------- — ; cos <p — --------— ; d<p

i +  t2 1  - f t 2 1  +  t2

Substitu ted :

1, =
cos2 9o'

sin 9o' [Щ — (b, sin  9 /  — ae)2]

(1 — t2)2 dt

dip' =

l ~ t z
1  +  t2 .

z 2  <tt

1  + Í 2

2 1
1  +  i2

m -
2 t

1  + t 2

J t {f? 2 ( 1  -  i2 ) 2 -  [2b, t -  ae ( 1  +  t2)]2}  '

Transform ed:

( 1  - R f d t
DO „2•fig “  ctg I ^ +  — 2  bl * + l *2 _

-f- ae * +  1
Щ -  a!

[Ц

A fter  having introduced th e  undernoted signs w ith  the indefin ite integral 
In > an <l resolving th em  in to  detail fractions:

1 -  =  1 ,47,
Re — ae

k, =  - _ 2~ —  =  0,426
R c a

J ...Г
J t (t2 +  k, t +  1 ) (i2 — k2 t +  1 ) J t

D t +  E

j —  d t +  |~-v  B l + C  -d t -\-

j и  t
J t2 — kJ  -j- 1

t2 -j- k,t -|- 1

dt =  J ,  +  J 2 +  J 3- (1 2 )

V a lu es obtained for the constants:

4  _  lr2
.4 =  1 ; B =  0; C =  ~ ------A- ; £» =  0, E

k, +  fe2

- 4  +  fcj

+  ^ 2

T hus

'■-J
' Bt + c
t2 k, t 1

dt =  C
dt

t2 +  k, t +  1
=  C

dt
7 Ь \ 2  p - *
i + ^ l  + 1 -  1
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Again applying substitution:

u =  t -j- du =  dt

J 2

For bringing on to  basic integral:

2 4  — /cfu2 = ---------- z2 ; и =  z Í - Л ;  du
4 2

J2 =  c 1
4 — к2

dz 2
=  C —- ------- arc tg  z =

1(И + 1) К4-Ч

f . 2 .2 f -j- fej
j/4 -  Ä* 1/4 — Л?

Calculating in the same луау:

Jx ' Dt +  E
dt =  E j- dt

J t2 — k2tt2 — k2t +  1

R esubstitu ted  into formula (12)

A  , . . „  2 2 t +  kx

dt 2  2  t — k2
F  ,—  arc tg  -

+  1 1/4 -  /cf 1/4 — /cl

I I z z t - t - « ,  z 2 1 — /с
i n  =  —  at +  C — -  arc tg  - f  E  -  ■. _ arc tg  -■

J t J /4 -A 1  1/4 - Ä ?  j/4 — A| ё  |/4  —
_ 2 _

k*

Since

A  =  1

/ 4  — *}
=  1 ,4 3 ; F

]/4 — *1
=  2,06 ;

_ 2 t - J c ! _  2 1 — 1,47 2 t  — k2 _  2 t  — 0,426 

1 I — k? 1,36 ’ 1/4 — k* ' 1,954

In t 1,43 arc tg
2 t — 1,47 

1,36
-f- 2,06 arc tg

2 1 — 0,426  
1,954
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R esu b stitu tin g  into form ula ( 1 1 ) and tak ing  th e  lim its corresponding to 
va ria n t t

sle —  a l  У 2  +
b \R l 1

m -

2 í — 1,47
In t 1 ,43 arc t g ------------------- j-

1,36

-j- 2,06 are tg
2 1 — 0,426 *— * 4 (13)

1,954 Jf— tg-̂

Length of space-curve s2e

The length o f th e  space-curve s2e can be calculated on a similar basis 
as th a t  o f s2> because th e  penetration curve o f  cylinder and plane is similarly 
b eing  dealt with, but w h en  applying form ula (4), the changed dim ensions w ill 
h a v e  to  be taken in to  consideration. Thus

1

4 b j a f + b l
4 ae a\ +  2 ae — be R e In R-g ßg

Re -j- ae
(14)

Length o f  loop-curve with closest texture

W hole length o f  loop : le =  4 (sle - |- s 2e). S ubstitu ting  the previously ca l
cu la ted  values o f o 15 bv  ae, be and Re into equations (13) and (14)

sle =  2,12 (3 +  4 ,01 <53
1

5,962 Ő2
In t -f-1,43 arc tg

2 t — 1,47
1,36

+  2,06 arc tg
2  t — 0,426  

1,954

í= - tg ;

'- - tg ;
s„  =  2,1149 <5

s2e = -----1  -  (10 ,89  ô3 +  31,888 Ô3 +  34,273 d*\ =  1,3484 <5
57,035 Ô2 v

le =  4 ô (2 ,1149 +  1,3484) =  13,85 Ô .

T h e value of sie needs correction , because — for th e  sake of expansion in  series-

th e  integration was carried out between lim its <p' —  

th e  va lue obtained w as taken .

71 71 ’

4
, and double

n
Since with the ellipse <p' = 0 ------- , and th e  arch-lengths pertaining to

4
, Л  71

param eters <P = ------- —  are different (F ig. 16), the error will be corrected
4 2

in  relation  to the len g th  o f  the plane-projection and Sn-
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Arch-length o f  ellipse:

L =  ax I" ]/l — e2 cos2 9o' dcp' 
b

where

E xpanding in series th e  expression below  th e  root, and om itting th e  fourth
7t

expression, the arch-length belonging to  the angle between Ц>* =  0 ------- is
4

я/4

—  e2 cos2 q / ------- e4  cos4  w'
2 8

dcp' (15)

0

I • Tt/ JT .
the arch-length belonging to  the angle betw een  <P = ------------is :

4 2

« I I

я /2

“■ J M
я/4

e2 cos2 cp'------- e4  cos4  œ' dcp'.
2 8 I

(16)

7  A cta Technica X X X I/1— 2.
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In tegra ls under (15) and (16), i. e. relation o f th e  s t and sn arch-lengths

F ig .  17.  Variation of the sp ecific  w eight o f the basis tex tu re  in the function o f  yarn count,
w ith  varying cover-factor values

1 _  0,1405 -  0Д1928 

1 — 0,1405 +  0,0928

A s form ula (11) gives double the longer arch-length betw een lim its (p =
ТС 71

=  — - — •— , the corrected len gth  o f the loop head space-curve is:

I f  half the large axis o f  th e  ellipse is 1,50, and half the sm all axis is 0 ,90, 
th e n  e =  0,8, and thus A  =  0,179, В =  0 ,0928, consequently
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* i * = h r -  +  4-
« ? 1 1 4 Q

=  (1 +  ri) =  1,8928 — =  2,0007 Ô.
2 2

Taking this correction in to  consideration, the len gth  o f  the loop space-curve  
w ith  the closest texture is:

lek =  4 (slek - f  s2e) =  4 (2,0007 +  1,3484) ö =  13,3964 Ô ^  13,40 Ô.

SUM M ARY

The results o f  the experim ent m ay be sum m arized as follows:
The study  elucidates, on an analytical basis, the loop length  o f w eft-knitted  b asis  

textu re, which enables a m ore accurate analytical calculation  o f the m ost characteristic d a ta , 
viz:  cover-factor and specific  w eight o f texture. The first part deals w ith the calculation  o f  
the length  of the loop space-curve, and equation (5) g ives a form ula for its  determ ination in  
general cases. Starting from  the formula referring to general cases, it  was possible to  determ ine  
the cover factor o f  regular-close texture, characterized b y  the texture setting —  data P = 4 6 ,  
and S  =  2 Тз,5, for w hich D o y l e  and D a l i d o v i c h  gave  the approxim ate value a  =  16,64. 
The value calculated  on space-curve basis is a  =  17,33.

T est was carried o u t w ith  regard to texture w ith  close basis. I t  was established th a t ,  
by increasing the d ensity  o f the loops, the loop heads becom e fla t  and by retaining the w ale- 
space P  =  46, the space o f row o f loops becom es considerably smaller.

In the second part o f  the study the cover-factor o f the closest basis texture was ca lcu la t
ed, where the loop head space-curve was given as the penetration  o f elliptical and stra ight  
circular cylinders. A s cover-factor of texture w ith  m axim um  close basis, the value a max =  13,40  
was obt ained.

Numerical summary o f  the results

Wale
space

P

Space 
o f row 
o f loops 

S

Cover
factor

a

Specific 
weight 
G g /m '

Based on the plane projection o f the  
loop o f a regular-close-texture . 4 6 2 p 6 16,64 r  -  952 

' УМп

Based on the space curve of the loop 
o f  a regular-close-texture .......... 4 6 2^3 6 17,33 G „  = - ^ H -  

У Nm

Based on the plane projection of the 
loop o f  the closest texture . . . . 4 6 2,42 6 12,77 1052

G in  =  , -----
V N m

Based on the space-curve of the loop  
o f  the closest t e x t u r e ..................... 4 6 2,42 6 13,40

1067
G tv =

У Nm

The change o f the sp ecific  weight of the basis tex tu re  in  the function of yarn num ber  
(taking into consideration the yarn specific w eight o f y>j =  0,81) —  in the enum erated four  
instances —  is  shown on F ig . 17. As can be seen, the correct values o f the cover-factor essen 
tia lly  influence the specific  w eight o f the texture, w hich is one of its m ost im portant c h a r 
acteristics.

7'
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U N T E R SU C H U N G  D E S D IC H T H E IT -FA K T O R S U N D  DES SP E Z IFISC H E N  
G E W IC H T E S D E R  SCHUSSSYSTEM -STRICK - U N D  W IR K W A R E N  A U F  G R U N D  DES  

E X A K T E N  W E R T E S D E R  M ASCHENLÄNGE

A. V ÉK ÁSSY

ZUSAM M ENFASSUNG

D as Studium  erörtert au f analytischer R asis die M aschenlänge der Schußsytem -Strick- 
un d  W irkwaren, w odurch die pünktlichere analytische  K alkulation der kennzeichnendsten  
D a te n  der Ware: des D ichtheit-Faktors und des spezifischen G ewichtes, erm öglicht wird. 
D er erste Teil befaßt sich m it der K alkulation der M aschenraumkurve; und die G leichung (5) 
g ib t  eine Form el zum  D efinieren derselben in  a llgem einen  Fällen an. Von der sich au f allge
m ein e  F älle  beziehenden Form el ausgehend, ist es gelungen, den D ichtheit-Faktor der sogenann
te n  regulären und m it den W aren-E instelldaten  P  — 4á und S — 2 | 'Aö gekennzeichneten  
G rundw are zu definieren, betreffs dessen D o y l e  und D a l i d o v i c h  den approxim ativen  
W ert о  =  16,64 angaben. Der au f Grund der R aum kurve kalkulierte W ert is t  a  — 17,33.

U ntersuchungen wurden geführt m it B ezu g  auf m axim aldichte Grundware. E s wurde 
fe s tg e s te llt ,  daß durch das V erstärken der M aschendichtheit die M aschenköpfe p la tt werden; 
u n d  bei B eibehalten des M aschenstäbchen-A bstandes P  =  4*5 der M aschenreihe-Abstand sich 
w e se n tlich  verkleinert.

Im  zw eiten T eil des Studium s wurde der D ich theit-F ak tor der Grundware m it dichtester  
S tru k tu r  errechnet, bei w elchem  die M aschenkopf-Raum kurve sich als der D urchgriff eines 
e llip tisch en  und geraden kreisförm igen Zylinders ergab. Als D ichtheit-Faktor der m axim al
d ich ten  Grundware wurde der W ert OYnax =  13,44 berechnet.

Zusammenfassung der numerischen Resultate

M aschen
stäbchen-
A bstand

P

Maschen
reihe-

A bstand

s

D ichtheit-
F ak to r

а

Spezifisches 
G ewicht 
C g /m !

A u f Grund der E bene-Projektion der 
M asche der regulär-dichten W are 4 <5 2^3 <5 16,64 r  952

7 УШ ,

A u f Grund der M aschen-Raum kurve
4 <5 2|/3  <5 17,33 G n  -  991’5

P im

A u f Grund der Ebene-Projektion der 
M asche der m axim al-d ichten Ware 4 <5 2,42 Ô 12,77 1052

W/7 =  -----
УЖп

A u f Grund der M aschen-Raum kurve 
der m axim al-d ichten W a r e ............ 4 <5 2,42 Ô 13,40

1067
Gtv. =  „ -----

У Nm

D ie Änderung des spezifischen G rundwaren-G ewichtes in  der F unktion  der Garn
num erierung (m it B eachtung des spezifischen G arngewichtes yt =  0,81) veranschaulicht 
in  den  angeführten vier F ällen  —  Fig. Nr. 17.

D ie  korrekten W erte des D ich theit-F ak tors beeinflussen  —  wie ersichtlich —  das spezi
f isc h e  G ew icht, welches eines der w ichtigsten  charakteristischen K ennzeichen der W are ist,  
w esen tlich .
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A N A L Y SE  D U  F A C T E U R  D E  D E N SIT É  E T  D U  PO ID S DES TRICOTS D E  F O N D  
Â SY ST È M E  D E  TR A M E, SU R  BASE D E  LA V A L E U R  EX A C T E  DE LA L O N G U E U R

D E S M AILLES

A. v é k As s y

R É SU M É

L ’étude défin it, par la m éthode analytiqu e, la longueur de la m aille des tr ico ts de fond  
à systèm e de tram e, cette  donnée p erm ettant un calcu l analytique plus précis des principales  
caractéristiques des tricots (facteur de densité , poids).

La prem ière partie traite du calcul de la longueur de la courbe gauche des m a ille s , et 
l ’équation (5) présente une formule pour défin ir celle-c i dans le cas le plus général. E n  partant  
de la form ule se rapportant au cas général, i l  a é té  possib le de déterm iner le facteur de densité  
des tricots de fond d’une densité dite régulière, caractérisés par les données de réglage P  =  46 
et S =  2 y 36. Pour ce facteur, D o y l e  et D a l i d o v i c h  o n t indiqué la valeur app rox im ative  de 
a  =  16,64; la  valeur calculée sur base de la  courbe gauche est: a  — 17,33.

On a égalem ent procédé à l’exam en de tr icots de fond à densité m axim um . On a pu  
constater qu’en augm entant la densité des m ailles, les tê tes  de m ailles s’aplatissent, e t  en cas 
d’un espacem ent de colonnes de m ailles P  — 4, l’espacem ent des lignes de m ailles d im inuera  
sensib lem ent.

La seconde partie de l ’étude s’occupe du calcu l du facteur de densité d’un tr ico t de fond  
à densité m axim um , où la courbe gauche des tê tes de m ailles résulte de l’in terférence d ’un  
cylindre elliptique e t  d ’un cylindre droit. Le facteur de densité du tricot de fond de densité  
m axim um  éta it de (/max — 13,40.

Données numériques

Espacem ent 
des colonnes 

de mailles 
P

Espacem ent 
des lignes 
de m ailles

S

F acteur de 
densité

Poids 
G g /m 1

Tricot de fond à structure régulière, 
d’après la projection  plane de la 
m aille ..................................................... 4 6 2 / 3  6 16,64 r  _  9 5 2  

'  №

Tricot de fond à structure régulière, 
d’après la courbe gauche de la

4 <5 2 /3  6 17,33 G u  9 9 1 ’5-
/ l V m

Tricot de densité m axim um , d’après 
la projection plane de la m aille . . . 4 6 2,42 6 12,77 r  1052

G u i  =  ------ -
/ Î V m

Tricot de densité m axim um , d’après 
la courbe gauche de la m a i l l e .......... 4 6 2,42 6 13,40

„  1067
G I V  =  ■ .-------'

\ N m

La figure 17 illustre, dans les quatre cas m entionnés, les variations du poids du tricot 
de fond en fonction  du titre du fil (pour f ils  de poids spécifique: y t =  0,81). On v o it  que les 
valeurs correctes du facteur de densité in fluencen t essentie llem ent la valeur du poids, une des 
caractéristiques principales du tricot.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОКАЗАТЕЛЯ ПЛОТНОСТИ И УДЕЛЬНОГО ВЕСА ВЯЗАН
НОГО И ПЛЕТЕНОГО ОСНОВНОГО ПОЛОТНА УТОЧНОЙ СИСТЕМЫ, ИСХОДЯ 

ИЗ ТОЧНОГО ЗНАЧЕНИЯ ДЛИНЫ ПЕТЛИ
А. ВЕКАШИ

РЕЗЮМЕ

Результаты исследования можно обобщить в нижеследующем. В работе аналити
ческим путем рассматривается длина петли основного полотна уточной системы, и это 
дает возможность более точного аналитического вычисления самых характерных показа
телей полотна — показателя плотности и удельного веса. Первая часть статьи обсуждает 
вычисление длины кривой площади петли и для общего случая дает формулу (5) —  для 
ее определения. Исходя из формулы, для общего случая удалось определить так назы
ваемый показатель нормальной плотности основного полотна при данных значениях 
заправки полотна Р  =  4*3 и =  2 Узб, который по данным Дойле и Далидовича а =  16,64. 
Значение, вычисленное на основании кривой площади, будет в  =  17,33.

Проводилось исследование основного полотна с максимальной плотностью. Было 
установлено, что при увеличении плотности петел головки петел сплющиваются и при 
сохранении интервала петельных палочек Р =  4 интервал петельных рядов значительно 
сокращается.

Во второй части работы был вычислен показатель плотности самого густого основ
ного полотна, где кривая площади головки петли эллиптична. Для основного полотна 
максимальной плотности мы получили показатель <хтах =  13,40.

Числовое обобщение результатов

Интервал | Интервал 
петельных | петельных 

палочек j рядов 
Р \ S

Показатель
плотности

Ö
Удельный вес 

0  g/т г

Полотно нормальной 
плотности на основании 
проекции петли ............... 4 6 2 УЗ 6 16,64 г  952 

У Nm

Полотно нормальной 
плотности на основании 
кривой площади петли .. 46 2 ]/3 6 17,33 _ 991,5Gn =  -----

yiVm
Полотно наивысшей плот
ности на основании про
екции п етл и ....................... 46 2,42 6 12,77 „ 1052

G 4 1 =  , , ----
ÏNm

Полотно наивысшей плот
ности на основании кри
вой площади п ет л и ......... 46 2,42 6 13,40

r  1067
G ív  =  -,----

ÏNm

Изменение удельного веса основного полотна в зависимости от нумерации пряжи 
(учитывая удельный вес нити уу =  0,81) — для четырех перечисленных случаев —• по
казывает график 17. Как видно, правильные значения показателя плотности значительно 
влияют на удельный вес полотна, т. е. на один из самых важных характеристик полотна.
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[M anuscript received March 19. 1958]

I. The development trends o f  m achine tools

It is a w ell know n fact that in the sam e w a y  as the construction o f b a t
tle sh ip s is decisive ly  affected  by the developm ent o f the offensive artillery  
w eapons, the construction  o f machine tools is considerably influenced b y  th e  
appearance o f  too ls hav in g  a greater load ca p a city  and heat resistance.

W hile b y  th e  end o f the last century it  w as the cone lathe w hich was 
developed  for carbon stee l tools, the beginning o f  the 2 0 th century brought 
m achines to  be used for a lloy steel too ls. T hese m achines had a considerably  
larger capacity  and w ere characterized by a h igher speed range. The carbide  
too ls appearing in  th e  m id tw enties’ required a further im provem ent o f  th e  
adjustab ility , power and rig id ity  of the m achines — together with a correspond
ing increase o f  speed steps.

To the question  w hether the developm ent o f  m achine tools has m et th e  
requirem ents in every  respect, the answer m u st be a defin itely n egative one. 
Abiding b y  the exam ple o f  the lathe there w ill be m any who, having w orked  
in workshops in th e  fir st decades o f our century , w ill remember the operators 
having an actual d islike for gear lathes, particu larly in the case o f a fin ish in g  
job . The reason for their  dislike was the fact th a t  these machines have o ften  
been “ copying” because o f  the inaccurate gears m ounted at the central part o f  
the main spindle. This “ copying” was the nam e g iven  to the phenom enon th a t  
no accurate cylindrical surface could be obtained  as a result o f the periodical 
vibrations o f  the m ain spindle.

E xam ining th e  m ain drives from the p o in t o f  view  of power consum p
tio n , we com e across several w idely used so lu tion s which leave very m uch to  
be desired in respect o f  design.

It is a w ell-know n fact that the cutting edge geom etry applied in the to o l 
design, the degree o f  wear o f  the tool and the form ation  of a built-up edge, are 
factors considerably affecting power consum ption , though this is a question  
independent from  th e drive.

As com pared to  the m achines used in the la s t  century, power consum ption  
is now d efin itely  dim inished by the in troduction  o f  gear cutting and grinding  
m achines which are w orking accurately and b y  th e  application o f ex trem ely
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accurate roller bearings. It should be n o ted , how ever, that all these ach ieve
m en ts  are due not so m uch to  the in gen u ity  o f  the designers as to  th e  d evelop 
m en t o f  workshop technology . The fact th a t designing inventiveness m ay be 
in  ad van ce to  workshop technology  has a lready been stressed b y  th e  author  
elsew here [7 ] inasm uch as be has pointed  ou t the com plete id en tity  o f  J a m e s  
W a t t ’ s  rolling contact bearing to the one used  nowadays. The present paper 
w ill d iscuss m erely those points o f designing w hich, considering m achine ele
m en ts  o f  equal perfection, m ight result in  drives having a greater effic ien cy  than  
th o se  o f  m any m achine to o ls  in  use now.

N ow , in the m iddle o f  our century, production  uses the m ost up -to -d ate  
w orkshop  technology, y et it  is a com m on occurence that designing ta k es into  
consideration  only com pliance w ith  the technologica l requirem ents and  fails 
to  str iv e  for better effic iency  w ith respect to  power consum ption. In  th is  w ay  
o n ly  m ay  it  occur th at more than  a fourth, o ften  more than three fourth  o f  the  
in p u t energy is being absorbed by the in tern a l friction of the m achines.

II. E fficiency im pairing conditions

The designer o f m achine tools can o ften  trace the cause of excessive  power 
con su m p tion  o f the m achine to  conditions w hich m ight have been avo id ed  by  
carefu l construction. This is  the case, for instance, w ith splash lubrication  
w h ere — at high speed — frictional losses increase by the third pow er o f  
r. p . m . The idle m ultiple disc clutch, th e  gear-shift fork having an in ten sive  
fr ic tio n  or the bearings o f  high-speed shafts m ight be responsible too for energy  
lo sse s . A ll o f  them  can be helped.

A  considerable energy loss occurs w hen th e  m achine is started or stopped. 
A t startin g , work equivalent to the k in etic  energy of the rotating m asses is 
con v erted  in to  heat and at each stopping th e  k inetic energy of the m asses w ill 
b e con verted  into heat again .

B u t one o f the m ain reasons for th e  bad  m echanical e ffic ien cy  o f  the 
m ach in e tools is the im practicable w ay o f  d irecting the energy flow . From  this  
p o in t o f  v iew , let us consider the transm ission  system  o f some o f  th e  m ost 
w id e ly  used  lathes:

In  F ig. 1. shaft N o. I is driven b y  th e  m otor, whereas shaft N o . II  is 
d riven  b y  shaft N o. I through a gearing. T he cluster o f three gears slid in g  on 
th a t  k eyed  shaft provides three different speeds on shaft No. III. The tw in  gear 
slid in g  on shaft N o. IV  is thus capable o f producing six  different speeds. F ollow 
in g  now  the connection for the h ighest speed , we see that the left-sid e  wheel 
o f  sh a ft N o. Y I, having also internal te e th  serving as a claw clu tch , can be 
en gaged  directly  w ith  the right-side w heel o f  shaft No. IY , whereas th e  right- 
sid e  w heel o f  shaft N o. V I, i f  shifted to the r igh t, can be engaged w ith the sm aller  
gear o f  m ain spindle N o. I X .
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In  accordance w ith  the abovesaid, th e  driving and the driven w heels o f  
th e  fo llow in g  shafts are to be considered for com puting  the gear ratio:

M otor I II  I I I  V I

”T  ’ n ”  III IV IX

i. e. a ltogether fiv e  transm issions.
Follow ing the connecting schema o f the low est speed range, we shall h ave  

to d rive from shaft N o. IV  to  shaft No. V , from  sh aft N o. V to shaft N o. V I,

e -
1

— -
nrT |  | T J  Л  . .

—1 n L
1 ,

_ l J L l
1 ’  ж\

L  J L J
u  V -

П  Г М J Lj - - - - - - - - - - - 1 -------------------

L
7 \

-

Fig. 2.  The headstock o f  a cap stan  lathe

th en  to  shaft N o. V II, th en  to  shaft No. V III , and fin a lly  from shaft N o. V III  
to  th e  m ain gear o f  the spindle b y  means o f  the gear on the right end o f the  
sh aft.

The interm ediate drives included in  ca lcu lating  the gear ratio are:

Motor I II  III  IV  V V I V II V III

I I I  I I I  IV  V V I V II V H I IX

i. e. a ltogether nine transm issions.
In  the case o f a gear system  as shown b y  F ig . 2, both the 6  high speeds 

and th e  6  low  speeds are obtained with 6 transtnissions.
Likew ise 6  transm issions are required to  ob ta in  the 18 different num bers 

o f  revo lu tion  including b oth  high-speed and low -speed  ones w ith the arrange
m en t illustrated  b y  F ig . 3.
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Fig. 3.  The headstock o f a m edium -size lathe

This superfluous number o f transm issions how ever, absorbs a considerable  
energy  not only when idling but also and particularly under load.

The drive illustrated  by F ig. 4 represents a much better w ay o f  directing 
the energy flow. This system  preserves both ad vantages o f the old cone system  
insom uch as at high speed, the main spindle is working as early as in the second 
stage after the m otor, while the countershaft gears do not participate in ro ta tion  
at these high speeds and thus do not disturb th e  cleanness of the fin ish in g  cuts.

F ig .  4. A  headstock where at high speeds the energy flo w  avoids part o f the transm ission s
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From  Fig. 4 it  w ill be apparent that i f  gear p  o f  the relieving hollow  sh aft  
is con n ected  to  the m ain spindle, it w ill be th e  la tter  which w ill work in  th e  
secon d  stage, 9 different speeds being availab le . I f , however, the hollow  shaft 
is con n ected  to  the countershaft gear, the m ain  spindle w ill be w orking after  
four step s and at nine low  speeds.

T he follow ing equation  could be estab lish ed  between the cu tting  pow er

Fig.  4a.  Cross section o f  th e  sam e headstock

N f  delivered  by the m ain spindle and the m otor power N m supplied b y  th e  
m otor shaft:

N f  =  N m гцЪ Ъ VtV&'ile
w here

Vi ■ • • Пй

stan d  for the efficiencies o f  the 6  subsequent transm issions.
I f  the num ber o f drives is but tw o, a sm aller m otor is sufficient to  provide  

th e  sam e cutting pow er, i. e.

th is  m eans that

w here

Nf =  Nm0 г]р].г

N m =
N m 0 N_mO

V

V =  VsViVbVe

represents the im paired efficiency if  com paring th ese two drives.
T he efficiency o f  a carefully ground new  gear m ight even exceed  98% . 

W ith  an used gear and after some wear, in c lu d in g  also the losses b y  bearing  
and lubricant friction , th is  efficiency m ay drop to  values as low  as 0 .9 5 — 0.85, 
according to  tests [ 1 ].

W ith  m achine too ls the efficiency is further deteriorated b y  the fa c t th a t  
th e  gears are not fix ed  on to  the shafts but can be shifted in m ost o f th e  cases.
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Table I sum m arizes the results o f  the pow er and efficiency tests  carried  
o u t w ith  a new experim ental m achine o f  the In stitu te  for Machine Tool D e v e l
op m en t, the typ e E T —200 lathe [8 ]. The ta b le  includes also the effic ien cy  
calcu lated  from th e  above readings for one pair o f  gears. The speed diagram m  
o f  th e  same m achine is illustrated b y  F ig. 5. A t calculating the effic ien cy  
o f  th e  drive, the e ffic ien cy  of the electric m otor, w as taken  as 82% , as in d icated

Fig.  5. Speed schem e o f the E T — 200 lathe

b y  th e  Ganz W orks, whereas the efficiency o f  th e  b elt drive, com puted from  
th e  b elt slip, m ade o u t 96.5% .

The efficiency for one transm ission — in  th e  low-speed range — w as 
com puted  on the b asis  o f  the follow ing assum ption:

4 _
♦ ? ! = % = % =  Ч4  =  U n -

In  the h igh-speed range, the efficiency w as calculated on the basis o f  th e  
assum ption that

Vi =  % =  f a  •

A s compared to  reality , sligh tly  better va lu es are considered if  an average  
va lu e o f  0.975 is ta k en . In this case the effic ien cy  loss, when com paring the  
tw o  drives, will be:

V =  risViViVe =  0 .975 4  =  0.9

Thus a 10% drop in  the effic iency  o f  the drive can easily be avoided b y  
decreasing the num ber o f  transm ission stages. A n im proved efficiency has great
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s ig n ifica n ce  w ith m achine too ls and generally  w ith  energy-consum ing m achines, 
all th e  m ore so as ahead o f them  there are m an y  transfers of energy w here — in 
m o st o f  th e  cases — the loss o f  energy is considerable. Fig. 6  illu strates the fact

th a t an econom y o f 1 0 0 0  kcal at the to o l tip  results in an econom y o f  1 0  600 
kcal in  m ine coal.

III. The econom ic im portance o f  improved efficiency

L et us investigate now  w hat is the econom ic significance o f  sav in g  p°/0 
o f  th e  yearly  driving energy costs К  if  w e succeed in im proving th e  efficiency  
w h en  designing m achine too ls.
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I f  z new m achines are put into service yearly  and the life o f  a m achine  
is n years, the econom y w ill be

in  th e  first year: =  0.01 K p z

in  the second: k2 =  0.01 K p  2 z

in  the ntix year: kn =  0.01 K pnz

Thus in n years the econom y w ill be

JV kj =  0.01 K p z  ( 1 +  2 .  . . Ц-л) =  
! = 1

(1+ rc) n

200
K p z

The colum ns o f F ig . 7 illustrate the to ta l num ber o f m achines operated  
in subsequent years during 15 years, provided th e  life o f  a m achine, n, is 8  

years.
Since in the (n -f- l ) th year the first z m achines drop out, and in  every  

com ing year th is sam e drop-out has to  be taken in to  consideration, the num ber

<9 9 10 11 12 13 14 15

—► number of years
Fig.  7. The num ber o f  m achines operating in  subsequent years

o f the m achines still being operated until the end o f the year ( 2  rel— 1 ) w ill be  
from the year (n -f- 1 ) on

( » - l ) ï , ( n - 2 ) * . . . 2 ï , i .
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T h e sum  o f th is arithm etic progression consisting o f  (n — 1) m em bers is

re (re — 1 ) z
2

A ccord in g ly  the econom y in  driving power is

2 ^ 1 _  n z Kp ( n  — 1 )

I=n + 1

T h e to ta l saving w ill be

200

M  =  [(1 +  re) re +  (re — 1) re]
K p z
200

=  —  Kp z
100 ( 1 )

B y  th e  w ay, th is is proved sim ply i f  the econom ies are added as per the cross 
lin e s  o f  F ig . 7.

In  th e  case the m achine too l is designed in a spirit endeavouring to  attain  
b e tte r  efficiency, the operating cost o f the m achine — instead o f being К  — 
w ill  be:

Kg =  К  I 1 P
100

1 0 0  — p  
100

( 2)

In  re years the operating costs o f  the m achine w ill m ake out

re K 0 n K
1 0 0  — p  

100

in  other words the num ber o f m achines which can be operated w ith  the  
econ om ized  energy M  is:

M  re2 K p z  100

n K 0 100 n K  ( 100—p)
th a t  is

npz
X  =  --------- -------------

1 0 0  — p

In  a given case, i f  the num ber o f m achines put into service yearly  is 
z — 500 pieces, 

th e ir  life
re =  25 years, 

and th e  econom y

p  =  1 0 % the econom y obtained  w ith  th e  m achines put in to  service 
d u rin g  th e  corresponding period w ill be according to  ( 1 )

M  =  252 X 10 X 500 К  X 0,01 

M  =  31 250 К (la )
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The number o f m achines w hich could be operated from their in sta lla tion  
t i l l  their scrapping w ith  the energy thus saved is

25 X 1 0 x 5 0 0
90

=  1389 . (3a)

This means th at the econom y provides for all the power requirem ents o f  
th ese  1389 m achines for a period o f  25 years.

IV. The coal equivalent o f  the econom y

In  order to establish  the value o f K,  i. e. the energy requirem ent o f  a 
single m achine in one year, we w ill consider as an exam ple, a m achine to o l the  
average energy consum ption o f w hich is 5 kW  and which is w orking 16 hours 
d a ily  for 300 working days a year in  tw o shifts.

The yearly energy requirem ent w ill be:

5 X 16 X 300 =  24 000 kW h, i. e.

24 000 x  864 =  2 0 .7 3 6 X 1 0 6 kcal.

As illustrated b y  F ig. 6 , 1  kcal consum ption m easured at th e  cu tting  
edge o f  the m achine too l is equal to  about 1 0  kcal coal in the coalm ine, i. e.

10 X 20.736 X 10e =  207.36 X 10« kcal.

I f  th is quantity  is recalculated to  coal o f 4000 kcal/kg, the coal consum ption  
w ill am ount to

К  =  51.84 x 1 0 s kg, i . e .

52 tons in round figures.
According to  expression ( la )  the to ta l econom y o f coal is 

M  =  31 250 X 52 =  1 625 000 tons.

T aking now into consideration the known expression (2) ex istin g  betw een  p%  
and rj efficiency,

1 0 0  - p _  _  K 0
1 0 0  ~ ~ V ~  К

( 4 )

the above results could be obtained w ith an im provem ent by 1 0 %, as per

rj =  0.9  =  K °-.
К

8  A cta  Technica X X X I/1 —2.



1 1 4 В. SZŰKE

V. Illustration of the econom y

The formula (1) for th e  to ta l econom y M  could be expressed in the follow 
in g  w ay  too:

M  =  z n2 =  knz n 2
100

(1Ы

w here

k0 — K p
100

represents the econom y ob ta in ed  with a single m achine in one year. The second  
m em ber, z stands for th e  num ber of new m achines prit into operation yearly

H B
8.  R epresentation o f th e  econ om y M

and is to be considered b u t as a simple proportion factor. The third m em ber  
cou ld  be illustrated as th e  surface of a square w ith  the side n.

I f  we assume arbitrary values for the lifetim e n o f  the machine and the  
num ber z of m achines put in to  service yearly , the expression (lb ) w ill facilitate  
illu strating  the econom y M.

The small cube show n in  Fig. 8  ind icates th e  savings of one m achine in  
one year, whereas th e  v o lu m e o f the prism w ith  the edges n X  n and г repre
sen ts  the total saving M.
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VI. Some other points concerning the im provem ent of efficiency

W hile in th e  case o f  energy supplying  p lan ts and machines the creative  
hum an spirit has been figh tin g  for the im provem ent of efficiency, in  th e  case  
o f energy consuming m achines th is point o f v iew  — as proved by the exam ples  
quoted — is hardly considered, although the energy  used with these m achines  
appears in  a much m ore expensive, “ several tim es filtered ” form, i. e. the'energy  
has several tim es suffered losses, as expressed b y  the efficiency o f  each tran s
form ation.

Apart from  the fact that in the industria l countries about 15% o f  the  
to ta l power consum ption is absorbed b y  m achine tools and that the power  
requirem ent for the m achine tools is steadily  increasing, the results in d icated  
hereabove are far from  illustrating the com plete exten t of damages caused to  
the national econom y [6 ] . As a result o f the en ergy  consum ing m achines having  
a lower efficiency, larger electric motors, bigger transm ission lines and bigger  
power stations are needed. F r ig y e s  L omb has pointed  out that m od estly  ca l
culated , an econom y o f about 1 2  million forints in  electrical investm ents could  
be achieved in 8  years i f  we could consider 4 .5  kW  instead of 5 kW for 500 new  
m achine tools a year.

VII. Some suggestions for improving the m echanical efficiency o f  the drive

1. The “ bifurcating''’ of the operating chain

Practically th is  design principle m eans th a t a part of the b u ilt-in  gear 
drives, needed for form ing low speeds only, w ill be sim ply avoided in th e  high  
speed stages. I f  we com pare Figs. 1 — 3 w ith  F ig . 4, the advantage o f  th is  
principle w ill be obvious. From Figs. 4 and 4a it  w ill be apparent th a t in the  
headstock there are on ly  three shaft holes needed , since the centre-lines of 
shafts N o. I and IV  are brought into one stra igh t line. At one o f the author’s 
designs which has been m anufactured, the w orking shaft runs at tw elve  d iffe
rent speeds betw een n =  100 and n =  1250/m  at the second step  counted  
from  the first shaft o f  the drive. W ith low  speeds, i. e. between n =  6  and  
n =  80/m  it produces 1 2  different speeds at th e  fourth step. 2

2. Rationalized reversal by “switch-back" and the placing 
of the automatic brake

Fig. 9 shows th at ty p e  o f reversing device used at present, w hich contains  
a tw in  disc clutch and is capable o f provid ing as m any different speeds in  
reverse m otion as it  does in forward m otion. N o . 2 wheel of shaft N o . II  is 
driven by the electric m otor m through clutch  k, shaft I, clutch e (“ forw ard” ) 
and gear 1 .

8*
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The wheel 5 of shaft N o. II is driven through the interm ediate w heel 4 
o f  sh a ft N o. I l l  by the gear 3 of the clutch  h (backward).

W heels No. 6, 7, 8, 9 are keyed onto sh aft N o. II. Shaft N o. IV  can be 
op erated , in the second transmission stage counted from the firs t shaft, a t four

7 e /? 3

t F i

r i p j i . m r

П ю |p §  12 | | |
77 Щ.^13 I

Fig. 9. U sual design  of reversing dev ice  w ith  friction clutch

differen t speeds by the adjustm ent o f the slid ing gear clusters con sistin g  of 
gear pairs 10, 11 and 12, 13 to  be found on the shaft.

H ow ever, with, the design  illustrated in  F ig . 10, the author has succeeded, 
on a drive of 45 — 60 H P  w hich  now is operating at the Iron Industry R esearch

F ig .  10.  T he reversing device app lied  by the author and resulting in  saving one transm ission
in the forward m otion

In st itu te  in  Budapest, to  a tta in  the four d ifferent speeds on shaft I I  b y  one 
single step . B y having grouped the com ponents in  this w ay a considerable  
im p rovem en t in the m echanical efficiency has been obtained w ith ou t using  
m ore parts than w ith the traditional design o f F ig . 9.



Fig, 10a, The drawing o f  the reversing device com bined w ith  an autom atic brake
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There is a considerable difference in com parison to the usual design  
because in this case not only one gear is put on the hub o f  the “ forw ard” 
clutch but as m any (e . g. three or four) as there are transm issions required in 
the first step; the w heel o f  the “ reverse” clutch is not connected to  th e  next 
shaft, but it  is m eshing ivith the gear mounted on the hub of the “forw ard” clutch. 
The w heel 9 of the “ reverse” clutch drum  h (F ig . 10) is connected to  th e  w heel 
4 o f  the drum o f the forward clutch  e through the interm ediary w heel 10 of 
shaft IV  and through w heels 11 and 12 o f shaft III .

W ith the design show n in F ig . 9 the brake drum /  is put on th e  shaft II  
whereas in  Fig. 10 it  is on shaft I I I . There are several m achines includ ing  also 
som e enjoying a good reputation even  on the world m arket where th e  brake 
drum is placed on one o f  the rem oter shafts, though  th is w ay o f  construction  
is absolu tely  unsatisfactory and quick  wear o f fracture o f  the gears is  risked. 
The author has already stressed th is point elsewhere [9]. I f  in the central posi
tion  o f  the clutch sleeve it  is not the clutch drum or the shaft driven b y  its  
gear w hich is arrested b y  the brake, th e  sliding gears find  rotating gears beside  
them , since in the central position o f the sliding gear the clutch drum s and the  
shafts driven by their gears will be brought in to  rotation b y  the friction  o f  the  
internal and external clutch  discs and b y  the bearing friction o f  the clu tch  drums 
turning on the input shaft.

B y  applying the principle o f “ sw itch-back” , a transm ission can be saved  
in the forward m otion — as com pared to the conventional solution o f  F ig . 9 —  
whereas in reverse we have an additional transm ission. W ith som e o f  the  
m achines — as for instance w ith lath es and planers — the to ta l power is nearly  
alw ays transm itted  in  th e  forward m otion  and not in the idle return m otion . 
Thus the saving o f  one transm ission step results in saving “ waste energy” b y  
im proving the efficiency o f  the drive. This possib ility  is never th ou gh t of.

F ig . 10a shows th e  workshop drawing o f the reversing device com bined  
w ith an autom atic brake.

3. Considering of the statistical frequency distribution 
for establishing the series o f speeds!

E ven  a m achine working w ith a good effic ien cy  can b y  no m eans secure  
econom ical production, i f  the series o f  speeds is too  coarse and i f  in  conse
quence the m achine has to  work at a considerably lower cu ttin g  speed  than  
required. Therefore th e  problem arises w hether we m ay reckon w ith  a decrease  
of the working tim e, in  th e  case o f  a drive w ith  a given  number o f s tep s, i f  we 
change the geom etrical series of the speeds. I f  we require that the specific  work  
tim e o f the chips produced during th e  whole m achine life should be m inim um , 
we have to  consider also the sta tistica l frequency distributions o f  th e  d iam eter  
and o f the material o f  the work p u t on the la the. According to  In g . H . J.
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Fig. 11. Speed schem e fo r  18 steps, the com m on ratio  rising at the extrem ities

F ig .  12. Speed schem e w ith  24 steps, w ith tw o increased ratios up at each ex trem ity

B urmeister [10] a la th e  o f  sw ing D w ill m ost often  work on pieces which
1  2

h a v e  a diam eter o f — D t o —  D. Therefore th e  author’s idea [11] th at the geo-
O D

m etr ica l series of the sp eed s should be form ed w ith  a sm aller com m on ratio in
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the m iddle and w ith a higher one at the extrem ities, seem s to  be m otivated . 
The speed scheme o f 18 steps illu strated  by Fig. 11 can be applied to the design  
show n by Fig. 4, where th e  com m on ratio after the low est speed and before the  
highest one will be 2 <p. W ith a sim ilar shaft arrangem ent, F ig . 12, can be used  
which illustrates a speed scheme o f  24 steps w ith a ratio 2 cp a t the tw o first 
and the tw o last speeds. I f  <p =  1,26, th is  solution provides a 500-fold adjusta
b ility , which represents an extra advantage in som e o f th e  cases (e. g. the 
cu ttin g  o f steep threads, the turning o f light m etals). I f  we are content with  
a sm aller rate of adjustab ility , we w ill obtain in the central part o f  the series 
finer steps o f revolution numbers for the pieces the diam eters o f  w hich occur 
very often.

4. Considering the statistical frequency distribution for establishing the motor output 
Della and star con nection o f the motor

Pv
The curve of IV =  H P p itch ed  against the surface speed v and the

main cutting  force P  is an equilateral hyperbola. I f  the curve o f  the m ost 
econom ical cutting edge life T =  CPvn is traced by B r a u e r ’ s  m ethod for 
plottin g  polytropic curves [1 2 ], we w ill obtain the point o f in tersection  of the 
two curves defining th ose  sim ultaneous values o f  v and P  at w'hich both the 
m achine and the too l [15] are w ell u tilized  (F ig. 13).

It seem s to be on ly  reasonable therefore to  choose the ou tput o f  the 
driving m otor in such a w ay th at th e  values o f P  and v are calcu lated  on the 
basis o f  statistical frequency.

W ith a higher m otor output and  w ith carbide-tipped to o ls , delta connec
tion and w ith high-speed steel, star connection is to be applied. Thus a favour
able efficiency can be obtained even i f  th e  motor is working at a sm aller output-

5. Energy saving by decreasing the kinetic energy o f gears

In the case o f m achine tools it  is in the character o f  th e  work th ey  per
form th a t some or all o f  the shafts o f  the m achine are not alw ays in m otion, 
but w ill stop  then and now  and w ill start m oving again either in  a direction  
identical to the previous one or contrary to it. Braking the m asses in m otion  
and starting them again is accom panied by the known loss in energy. The author 
has pointed  out [13] already that the designer has an opportunity to reduce these 
losses to the “ lowest existing” minimum value by choosing the gear ratio properly.

■ n . .  nFrom a given revolution num ber n the revolution num ber v e a n  be
J n

obtained by arbitrarily selecting th e  gear ratio for the interm ediate speed —  

(F ig . 14). There will be, how ever, a single  x value which could be approxim ate
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Fig. 14a. D ouble transm ission

D=
bm

Fig. 13. A  com parison  betw een tool output and m achine output

Fig. 14. Speed schem e sh o w in g  —
X
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v e ly  determ ined by the equation

r iTyi±8j^
2

provided the number o f tee th  2 г (F ig. 14a) is chosen to  be the sm allest and p rov i
ded the tooth  w idth H  is dim ensioned according to th e  torque to be transferred.

In the paper m entioned above the author has proven by exam ples, th at 
at equal m odules, the transm ission  constructed w ith  the sm allest possib le  loss 
o f  kinetic energy is very advantageous, considering space requirem ent as well 
as the to ta l number o f tee th  and the to ta l w eight, and presents favourable  
features not only from th e point o f  v iew  o f energy consum ption b u t also in  
respect o f m anufacturing costs.

This solution has been further developed by dr. I. L ip k a  for tw o in ter 
m ediate transm issions, i. e. for three transm issions [14]. H aving checked  by  
his m ethod o f com putation a certain m achine too l, he found that the k in etic  
energy o f the rotating shafts was 11.74 m kg instead  o f  the 7.14 m kg it  w ould  
have been possible to  obta in . This m eans that the m achine works w ith  a loss 
o f  kinetic energy which was higher b y  65% than the loss at which it  w ould  
have been able to work had the designer thought o f  decreasing th is “ waste 
energy” as w ell.

In the case of planers, thread-cutting m achines etc. where reversion  is 
continuously repeated, th is  problem should also be duly considered.

Table I
Mechanical efficiency o f  one stage on a new experimental lathe

R .  p. m . Pow er, W Mechanical efficiency

nom inal measured inpu t brake m ain drive of one stage

n n n f w 6 w , V h * r*7i

5 0 5 0 , 5 5 6 7 0 3 4 7 0 7 7 , 8 9 1 , 2

6 3 6 4 7 1 0 0 4 7 0 0 8 3 , 5 9 5 , 6
8 0 8 1 9 1 0 0 6 2 3 0 8 6 , 8 9 6 , 0

1 0 0 1 0 0 1 1 1 5 0 8 1 6 0 9 2 , 0 9 8 , 0

1 2 5 1 2 5 , 5 1 3 7 5 0 9 9 8 0 9 1 , 7 9 7 , 8

1 6 0 1 5 8 1 4 7 0 0 1 0 2 8 0 8 8 , 6 9 7 , 0
2 0 0 1 9 8 1 4 8 0 0 1 0 3 5 0 8 8 , 6 9 7 , 0

2 5 0 2 4 9 , 5 1 4 7 0 0 1 0 2 8 0 8 8 , 6 9 7 , 0
3 1 5 3 1 4 1 4 8 0 0 1 0 1 1 0 8 6 , 5 9 6 , 4

4 0 0 3 9 7 1 4 8 0 0 1 0 1 7 0 8 7 , 3 9 3 , 4
5 0 0 5 0 0 1 4 4 9 0 9 5 0 0 8 3 , 5 9 1 , 4

6 3 0 6 3 1 1 4 8 5 0 9 9 0 0 8 4 , 5 9 1 , 9

8 0 0 7 9 0 1 4 6 0 0 9 7 3 0 8 4 , 5 9 1 , 9

1 0 0 0 9 9 5 1 4 8 5 0 9 9 0 0 8 4 , 4 9 1 , 8

1 2 5 0 1 2 5 0 1 5 0 0 0 1 0 4 0 0 8 7 , 8 9 3 , 7

1 6 0 0 1 5 9 5 1 4 8 0 0 9 1 8 0 7 8 , 6 8 8 , 6
2 0 0 0 1 9 9 5 1 4 7 5 0 8 5 4 0 7 3 , 4 8 5 , 6

2 5 0 0 2 5 0 3 1 4 5 0 0 7 7 6 0 6 7 , 8 8 2 , 3

* rjh deduced from the  to ta l  efficiency, w ith  82% efficiency of the  electrical m otor and 96.5%  efficiency 
o f  the  b e lt drive.
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SU M M AR Y

W hile at the design in g  o f  energy supplying m achines due care is taken  to  achieve a high  
effic ien cy , in  the case o f  th e  energy-consum ing m achines tools and other m achines, m ostly  
tech n o log ica l requirem ents are com plied w ith  and th e  efforts to  ensure a h igh efficiency are 
n eg lec ted . This shortcom ing is all the more so im p ortan t as the new m achining tools require 
a s tea d ily  increasing o u tp u t on  th e  part o f the m achine too ls. The energy used has suffered 
a lrea d y  several losses b y  transform ation  and thu s has a higher price.

H aving enum arated som e o f the circum stances w h ich  im pair e ffic iency , we calculate  
th e  econom y possible i f  th e  f lo w  o f  energy were d irected  in  a w ay different from  the frequently  
u sed  kinem atic chain.

W e prove th at i f  th e  effic ien cy  is im proved b y  p % ,  the  econom y to  be obtained w ill be

л, " 2 -KP*M  =  — =—

w h ere  z  stands for the num ber o f  m achines m arketed yearly , К  represents the yearly  cost o f  
en erg y  consum ption per m ach ine and n is the life o f  one m achine, expressed in  years.

W ith this saving a nu m ber of

X
npz

TOO — p

n e w  m achines could be op erated .
In  the follow ings th e  author presents som e o f  h is suggestions as to  the im provem ent 

o f  e ffic ien cy  and the decrease o f  the m ain working tim e. Som e of these suggestions already  
b e e n  realized in  practice as w ell.
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D IE  W IR TSCH AFTLICH E U N T E R SU C H U N G  DES W IR K U N G SG R A D E S  
D E R  W E R K Z E U G M A SC H IN E N

B. SZŐKE

ZUSAM MENFASSUNG

W ährend bei der K onstruktion der K raftm aschinen der gute W irkungsgrad eine w ich
t ig e  R o lle  sp ielt, werden bei den W erkzeugm aschinen und im  A llgem einen bei den A rbeits
m asch inen , die Energie verbrauchen, bloß die technologischen Anforderungen vor A uge gehal
te n ; das Streben um  einen besseren W irkungsgrad zu erzielen wird in diesen F ällen  in den H in
tergrund gedrückt. Dieser M angel is t  um  so schwerwiegender, als die neuen B earbeitungsw erk
zeuge eine im m er steigernde L eistung seitens der W erkzeugm aschinen erfordern. D ie in  diesen  
F ä llen  zum  Verbrauch gelangende Energie h a t schon m ehrmals W irkungsgrad-Verluste erlitten, 
so daß diese Energie bereits einen höheren E inheitspreis hat.

N ach  einigen den W irkungsgrad ungünstig beeinflußenden E igenschaften  der K onstruk
tio n  wird durch Berechnungen kontrolliert: w as für eine Ersparnis könnte erzielt w erden falls 
der E nergiefluß auf einer von  dem  oft vorkom m enden kinem atischen System  abw eichenden  
W eise ge le ite t wäre.

E s wird bewiesen daß im  Falle einer W irkungsgradverbeßerung von  p°/0 die erzielbare 
E rsparnis

M  =  -
n2 K p  

1 0 0

z

is t ,  wo z die Zahl der in  einem  Jahr in  U m lauf gebrachten M aschinen is t , К  s teh t für die 
j ährlichen Spesen des Energieverbrauches pro M aschine und n stellt die L ebensdauer der M aschi
nen  in  Jahren dar.

M it dieser Ersparnis können

npz
100 -  p

M aschinen im  Betrieb gehalten werden.
N ach den Obigen legt der A uthor ein ige m it der Verbesserung des W irkungsgrades und 

m it der H erabsetzung der A rbeitszeit zusam m enhängende Vorschläge vor, die schon auch im  
P ra x is  angew andt worden sind.

ASPECTS ÉCONOM IQUES D U  R E N D E M E N T  DES M ACH IN ES-O UTILS

В. SZŐKE

RÉSUM É

Tandis que, dans les projets de construction  des m achines m otrices, on prend grand soin 
d ’attein dre un rendem ent élevé, pour les m achines-outils consom m atrices d ’énergie, et en 
général pour toutes les m achines productrices de travail, on ne cherche qu’à rem plir les condi
tio n s im posées par la technologie, la recherche d’un bon rendem ent étant négligée. Cette insuf
fisa n ce  est d ’autant plus grave que les nouveaux outils exigent des m achines-outils des puis
san ces toujours plus élevées, et que l ’énergie utilisée ayant déjà passé par p lusieurs transfor
m a tio n s a subi des pertes, et son prix unitaire s ’en trouve accru.

Après le rappel de quelques particularités de construction ayant pour e ffe t de réduire 
le rendem ent, un calcul m ontre l ’économ ie pouvant être réalisée si l ’énergie su it un chem in  
d ifféren t de l ’enchaînem ent ciném atique très souvent utilisé.

L ’auteur dém ontre qu’en cas d ’une am élioration p% du rendem ent, l ’économ ie possible  
e st

YT "2 K P*
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o ù  z  signifie  le nombre an n u e l des machines mises en serv ice, K  les frais annuels de dépenses  
d ’énergies pour une m ach in e , e t  n la durée de v ie d ’une m ach ine en années.

A vec cette économ ie, o n  pourrait exploiter

npz
X =  1 0 0  —p

m a ch in es en plus.
L ’auteur fait e n fin  q u elq u es propositions en vu e  de l ’am élioration du rendem ent e t de 

la  réd uction  du tem ps d ’u sin a g e  actif, dont il a déjà u tilisé  quelques-unes dans la pratique.

ЭКОНОМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ К. П. Д. В СЛУЧАЕ МЕТАЛЛОРЕЖУЩИХ СТАНКОВ
В. СЁКЕ

РЕЗЮМЕ

При проектировании машин для выработки энергии повышенное внимание уде
ляется достижению высокого к. п. д., в случае же потребляющих энергию металлорежу
щих станков и вообще выполняющих работу машин обращают внимание лишь на удов
летворение технологических требований, а стремление достигнуть высокий к. п. д. отодви
гается на задний план. Этот недостаток становится все более веским, так как новые обра
батывающие инструменты требуют от металлорежущих станков приложения все боль
ших и больших мощностей и поступающая на использование энергия претерпела уже 
многократное падение к. п. д. и таким образом повышается ее единичная стоимость.

После указания нескольких конструкционных особенностей, ухудшающих к. п. д., 
расчетным методом производится проверка степени экономии, которую можно было бы 
достигнуть, если бы поток энергии подводился отличающимся от очень часто встречаю
щейся кинематической цепи образом.

Показано, что достижимая экономия при улучшении к. п. д. на р% составляет

М  =
n2 K p z

Ï0 Ô

где z — число вводимых ежегодно в строй машин;
К  — стоимость расхода энергии на машину в год; 
п — срок службы машин в годах.

Такая экономия позволила бы в год включить в сеть машины в количестве

npz
х =  100 - р  '

После этого автор сообщает несколько предложений по улучшению к. п. д. и основ
ного времени работы, из которых некоторые им были применены уже на практике.



DIE BEANSPRUCHUNG VON STÄBEN 
MIT VERÄNDERLICHEM QUERSCHNITT AUF BIEGUNG 

BEI GLEICHZEITIGEM DRUCK*

J. SZ ID A R O V SZ K Y

UVATERV ENTW URFSBÜRO FÜR STRASSEN U N D  EISENBAHNEN, BUDAPEST  

[Eingegangen am  29. A u gust 1958]

E inleitung

In  der Ingenieurpraxis kom m en oft Stäbe vor, die gleichzeitig  au f B ie
gung und Druck beansprucht werden. D as B iegem om ent kann nur in  den sel
ten sten  Fällen in  geschlossener Form dargestellt werden. Deshalb rechnet der 
praktische Ingenieur entw eder mit einem  kon stan t angesehenen Q uerschnitt 
oder aber er verwendet eine schrittw eise N äherung.

D as zuerst genannte Verfahren b efried ig t in  den meisten F ällen  die in  
den statisch en  Berechnungen erforderte G enauigkeit nicht; außerdem  kann die 
G rößenordnung des Fehlers nicht g esch ätzt werden. Bei dem zw eiten  V er
fahren w ird als erste N äherung die D ruckkraft außer acht gelassen und  nur die 
durch die Querlasten verursachten B iegem om en te bestim m t. N un  fo lg t die 
B estim m ung der A usbiegung der S tabachse und die des B iegem om entes, das 
durch die exzentrisch gewordene A xialkraft hervorgerufen wird. D ieses zu sätz
liche M om ent erhöht die Ausbiegung, w odurch wieder ein neues M om ent und  
eine w eitere A usbiegung en tsteht. A u f d iese W eise nehmen die M om entenw erte  
vo n  Schritt zu Schritt zu , ihr Zuwachs is t  aber, leider, zu langsam .

Im  folgenden soll nun ein neues — ebenfalls iteratives — N äh eru n gs
verfahren  vorgeführt werden, das eine v ie l bessere Konvergenz als das übliche  
Verfahren aufweist.

1. D ie theoretischen Grundlagen des iterativen Näherungsverfahrens

D ie  G leichgewichtsgleichung eines g leich zeitig  auf Biegung und Druck  
beanspruchten Stabes lau tet (Abb. 1):

Щ х )  +  P  rj(*) =  M(x)  . ( 1 , 1 )

N ach zw eim aligem  D ifferenzieren und E in setzen  des Zusam m enhanges

,  _  _ M(x)
E J ( x )

* Preisgekrönte Arbeit der Klasse für T echnische W issenschaften der U ngarischen  
A kadem ie der W issenschaften.
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gew in n t man die D ifferentialgleichung des g le ich zeitig  gebogenen und gedrück
ten  Stabes:

M"(X)  -  P- M(x)  =  м ;( х )  =  -  p,(x).  (1,1a)
EJ(x)

In  diesen Form eln bedeuten  M(x) das gesu ch te  B iegem om ent, r]{x) d ie  
D urchbiegung, M t(x) das B iegem om ent infolge der Querlast Pt(x) unter A ußer
ach tlassu n g der D ruckkraft, E  den E lastiz itä tsm od u l, P  die D ruckkraft, von  
der vorausgesetzt w ird, daß sie konstant is t , und J(x)  das Trägheitsm om ent des 
Stabquerschnittes (A bb. 1).

W ird der Ausdruck

eingeführt, dann ist

(1,2)

(1 ,3)

N u n  m öge dasselbe Störungsm om ent M t(x) den  m it der konstanten D ruck
kraft P 0 belasteten  Stab v o n  konstantem  T rägheitsm om ent J 0 belasten . D ieser  
Stab  soll Ersatzstab genannt werden. D ie D ifferentialgleichung dieses Stabes ist

( 1 , 5 )

und

und M*(x)  das auftretende Biegem om ent is t . G leichung (1,3a) wird von  ( 
subtrahiert:



DIE BEANSPRUCHUNG VON STÄBEN AUF BIECUNG 127

Der letztere W ert soll die erste Ergänzungsbelastung genannt w erden. D ie  
D ifferentialgleichung (1,4) hat genau die gleiche Form wie (1,3), nur is t  die 
B elastung eine andere.

W ürde der ursprüngliche Stab m it der ersten Ergänzungsbelastung Pi(x)  
b elaste t, und wären die in ihm hervorgerufenen Momente M x[x) b ek an n t, so 
wären die gesuchten Momente M(x) des tirsprünglichen Stabes:

M(x) -  M*(x) +  M^x).

Leider können wir aber М^дс) aus der D ifferentialgleichung (1,6) im  a llge
m einen nicht berechnen und so sind w ir gezw ungen , uns einer N äherungslösung  
zu bedienen. H iezu belasten wir den E rsatzstab  m it der ersten E rgän zu n gs
belastung Pi(x). D ie D ifferentialgleichung ist dann

M*i”(x) +  k„ Ml(x)  =  — рг(х).  (1,4a)

W ird (1,4a) von G leichung (1,4) subtrahiert

M'ó(x) +  ki(x) M 2(x) =  — p 2(x) ,
worin

M2(x) =  M ,(r ) - M l ( x )  , 

so ergibt sich als zweite Ersatzbelastung

P2(x) =  —M i ( x ) [kö — k2(x)].

Mit der W iederholung des obigen V organges ist die n-te D ifferentialgleichung  

M'n(x) +  kl(x) M n(x) =  -  Pn(x) , (1,7)

deren N äherungslösung M n[x) die D ifferentialgleichung

Mn"(x) +  k20 M'n(x) =  -  Pn(x) (1 ,7a)

liefert. D ie auf der rechten Seite vorkom m ende n-te E rsatzbelastung ist

Pn(x) =  -  Mn*_!(x) [kl -  Щх)]  , ( 1 ,8 )

und schließlich ist das gesuchte M om ent:

M(x) =  M ’(x) +  M\(x)  +  Ml(x)  +  . . . (1 ,9 )
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D ieses Verfahren is t  also ein iteratives Näherungsverfahren, b ei dessen  
A b leitu n g  keinerlei B edingungen bezüglich der W ahl von fc0 gestellt wurden, 
das dem zufolge th eoretisch  beliebig sein k an n . So würden wir also auch im  
F alle von fcö =  0 zu dem selben E ndresultat gelangen . Es ist jedoch zw eck
m äßig , diese Größe fĉ  so zu wählen, daß sie irgendeinem  D urchschnittsw ert von  
k2(x) entspricht.

2 , D er Z usam m enhang zwischen dem vorgeführten Verfahren und dem  
bekannten iterativen Näherungsverfahren

W ird fco =  0 angenom m en, so u n tersch eid et sich die neue M ethode im  
w esen tlich en  n icht vo n  der in  der »E in le itu n g«  erwähnten alten schrittw eisen  
N äherungsm ethode. D ies sei im folgenden bew iesen .

B ei dem in der E in leitung erw ähnten a lten  Verfahren wird als erster 
S ch ritt das M oment

M  =  — J j p t d x d x  (2,1)

b estim m t. D am it kann  die Durchbiegung

- Я
M

EJ{x)
d x d x

fe s tg este llt  werden.
B eim  zw eiten  Schritt ist das M om ent

M i  = P r j  =  —  P
M dx dx.

U EJ(X)

D ie  B elastung, die dieses Moment verursacht, hat die Größe

d2 _  P  —,
P i  =  — — M i = ----------------M .

dx2 EJ(x)
( 2 , 2 )

D urch eine W iederholung dieses V organges ergibt sich

A  =  (2’3)
und  so weiter.

D ieselbe A ufgabe wird im Falle fco =  0 beim  neuen Verfahren fo lgender
w eise gelöst. Man geh t von  der G leichung (1Д а) aus, die jetz t folgenderm aßen  
geschrieben  werden kann:

M*" = - Pt (x).



DIE BEANSPRUCHUNG VON STÄBEN AUF BIEGUNG 129

D as heißt,
M* =  — J I p t(x) dxdx ,

das nach (2,1) m it M übereinstim m t.
A ls zw eiter Schritt wird auf Grund der Formeln (1,6) die B elastung

PÁX) =  — M*(x)  [fco — fc2(*)]

bestim m t. Da fco =  0, und nach (1,2) k2(x) =  

G leichung in die folgende über:

so geht die vorige

P i =  ~
P

— M*,  
EJ(x)

w as m it (2,2) übereinstim m t. A uf ähnliche W eise ist

P z =  -
P

EJ(x) Щ ,

( 2 , 4 )

w as wieder m it (2,3) übereinstim m t.
D adurch sind beide Verfahren — und auch ihre Konvergenz — im  w esen t

lichen identisch , nur ist das vorgeführte Verfahren bequemer, denn w ährend  
beim  üblichen Verfahren beim  Träger m it veränderlichem  Trägheitsm om ent 
die Durchbiegung aus dem Moment  bestim m t werden muß, so ist beim  vorge
führtem  Verfahren das Moment aus einer verteilten Last  zu erm itteln .

Ist  auf dem Ersatzträger ко =ф=0, so sinkt der Wert von p  nach (1,8) 
stärker; m it anderen W orten: die K onvergenz is t  besser, da

fco — k2(x) <  k2(x) ist.

Ist dagegen J 0 der D urchschnittsw ert des Trägheitsm om ents J(x),  so 
ändert der K oeffizient

fc2( * ) - f c 2 =  p Ä _ A  
J Q J { x)

innerhalb der Länge l sein Vorzeichen. D eshalb hat die erste E rgänzungsbe
lastung ein wechselndes Vorzeichen, wodurch eine große Verringerung des 
M om entes erfolgt, und die K onvergenz des Verfahrens bedeutend zun im m t.

9  Acta Technica XXXI/1—2.
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3. Der an beiden Enden gelenkig gelagerte Druckstab

I s t  ein Stab an seinen  beiden Enden gelenk ig  gelagert, und ist ferner  
k0 =  0 , d. h., es tr itt keine Druckkraft auf, so kann  unm ittelbar eingesehen  
w erden, daß einige W erte von  M*(x),  d. h. M*(x2) . . . M*(xn) durch
die B elastu n g  der zu den verschiedenen A bszissen  x1 . . . xn gehörenden E in 
flu ß lin ien  bestim m t w erden können. Ebenso können  die Werte M 1(r1), M 1(x2), 
. . . Mx(xn) erm ittelt w erden, doch ist in diesem  F alle die äußere B elastung  
Pi( x i) — M*(x) [ko — k?(x)]. Dasselbe Verfahren kann auch dann angew endet 
w erden , wenn ko =f= 0 is t . Zu diesem Zweck w ird für den Fall ko =f= 0 die 
(G reen’sche) E influßfunktion  bestim m t, deren W erte die Ordinaten der E in 
flu ß lin ien  angeben.

D ie  allgemeine L ösung der (sich auf den E rsatzstab  beziehenden) h om o
gen en  Form  der D ifferentialgleichung ist unter B erücksichtigung der R and
b ed in gu n g [M0(0) = 0 ]  im  A nfangszustand

M*(x)  =  M t  sin kox.  (3,1)

M öge den Ersatzstab im  P unkte z eine äußere K raft Q =  1 1 belasten (A bb. 2). 
D ie Lösung der D ifferentialgleichung (1,3a) lau tet dann:

Im  P u n k t X  =  z sind beide Momente gleich groß:

(3,3)

A n derselben Stelle is t  in der Querkraft R(x) ein  Sprung von einer E in h eit, 
also
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Wird (3,2) eingesetzt, so entsteht

Mf*fc0  cos kz =  1  — M r k0 cos fc(/ — z).
Da

sin k 0 z cos k 0 (l — z) -)- cos k 0 z sin fc0  (l — z) =  sin k 0 l is t , 

sind aus den Gleichungen (3,3) und (3,4) die Größen der K onstanten:

(3,4)

M * =

m *

sin kQ (l — z) 

к sin k01

sin k0 z 
к sin fc0 1

W erden diese Größen in (3,2) eingesetzt, so liefern die Funktionen

=  M* (x) - 1 sin fco* • , ,, \-  . , , sin  fc0 (/ — 2 ) ; z ^ x
k ' sin fcfl /

=  M ' ( x )  = l sin  fc0 (l — x) sii) K z ;
z <[ x

kn sin fcQ /

die M om enteneinflußlinien des Punktes x. 
Aus der Formel (1,2a) ist

und daraus

worin

fc0 = f l * .
C

1 E J =  T 4

C  =  l  f c0  =  /

I 
I 

C
 ^ =  л I Ï l

Р е

P e =
7 i * E J

l2
ist.

W erden die Bezeichnungen

(3,5)

(3,6)

(3,7)

9 *
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ein gefü h rt, so sind die gesu ch ten  E influßfunktionen:

s in c ( l  — !) .
m(Ç) =  l — sin c Q ; z x

c sin c

. s i n e !
m(C) — / s in c ( l  — 4 ) ;  z ]> X

c sin c

(3,8)

I s t  c =  0, so kann e in fach  — entweder durch R eihenentw icklung oder durch 
unm ittelbare A bleitung — bew iesen werden, daß

m(C) =  ( 1  — !) C; z <  x 

m(C) =  1(1 — !)  ; z x
(3,8a)

I s t  P  eine Zugkraft, so tre ten  in den Form eln (3,8) die hyperbolischen Funk
tio n en  an die Stelle der K reisfunktionen, som it ist

l sh c (l — !)
m(C) =  •—  • —  - s h e - 4 ; z < ^ x

c sh c
in d

m ( C )
l sh c£

c sh c
sh c ( 1  — C) ; z^>x

(3,9)

B e i Druckstäben ist im  H inblick  auf die notw endige Sicherheit die Druck
k ra ft kleiner als die kritisch e Kraft, d. h., Pß =  nP.  B ei gedrückten und gebo
gen en  Stäben ist a llgem ein  n >̂ 1,5.

Deshalb ist
P  1-----< ---------

P P

c <
f l , 5

1,5

-  2,56 .

F ür den gedrückten S tab  wurden aus der Form el (3,8) die Funktionsw erte

s i n e !  . s i n c ( l  — !) .
— s m c ( l — 4)  und —-— s i n e ! ,

c sm  c c sm  c

für die Größen
!  = 0 ;  0,1; 0,9; 1,0

C = 0 ;  0,1; . . . ;  0,9; 1,0
und

c =  0; 1 ,4; 1,8; 2,0; 2,2; 2,3; 2,4; 2 ,45, 2,50, 2,55
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b estim m t. D iese werden in einer Tabelle zusam m engefaßt. Die ob igen  W erte 
für c sind so ausgewählt worden, daß m it seinen aufeinanderfolgenden W erten  
die Ordinatendifferenzen der E in fluß lin ie der Trägerm itte im großen und gan
zen 0,05 l seien.

4 . Der Stab m it konstantem  Querschnitt

Ist der Querschnitt des Stabes konstant, so können die in  A b sch n itt 3 
erläuterten , im  voraus verfertigten  E influßlin ien  für die praktische B erech
nung unm ittelbar — ohne die schrittw eise N äherung — verw endet w erden. 
N ach der B estim m ung des E ffektivw ertes von

werden die Ordinaten der M om enteneinflußlinie durch lineare In terp o la tion  
der zu den zw ei Nachbarwerten von  c gehörenden E influßlin ienordinaten  
berechnet. D ieses Verfahren befriedigt die G enauigkeitsansprüche der Praxis;, 
dadurch liefert die B elastung dieser E influßlin ie unm ittelbar das gesuchte  
M om ent.

D as vorgeführte Verfahren kann auch bei anderen A ufgaben, z. B . bei 
der B erechnung von H ängebrücken, angew andt werden.

5 . Zahlenbeispiel

G egeben ist ein Träger au f zwei S tü tzen , waagrecht gelagert, m it einer S tü tzw eite  l =  
=  800 cm , der m it einer lotrechten gleichm äßig verteilten  K raft q =  0,250 t/m  und einer w aag
recht gerichteten  zentrischen Druckkraft von  P  =  30 t belastet ist. D ie S teifigk eit des Trägers

301 л 301

^  300cm /7h

800cm

EJ-4,055 10 6tan2
EJ-8,632106ta n 2

Abb. 3

beträgt a u f dem  linksseitigen A bschnitt von  300 cm  Länge E J  =  4,055 • 10e tcm 2, a u f dem  
rechtsseitigen  von  500 cm  Länge F.J =  8,632 • 106 tcm 2 (Abb. 3.). Es ist das in  der M itte  auf
tretende M om ent festzustellen. D ieses Zahlenbeispiel war in  einer vorangegangenen U n ter
suchung [3] bereits eingehend gelöst worden.
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Nach den Form eln der z itierten  — [3,31] und [3 ,32] — Untersuchung sind die Biege- 
m om en te

M(x)  =  5,196 sin  2 ,72  • 1 0 ^ 3* +  3,38 cos 2,72 • 1 0 ~ 3x  — 3,38; 0 ^  ^  300 cm ,

un d

M (x)  =  1,600 sin 1 ,864  • 10“ 3(* -  300) +  9,922 cos 1,864 • 10“ 3(* -  300) -  7,20;

300 <[ X 800 c m .

In  der Trägermitte (x =  400  cm ) hat es die Größe

4I(4oo) =  2,85 tm .
Ferner ist

ki =  2,72 • 10 3 cm  1 0 x <, 300 cm
kf =  7 ,3984  • 10“ « cm“ 2
kr =  1 ,864 • 10- 3  cm - 1  300 x 800 cm
kf =  3 ,4745 • 1 0 -6 c m - 2

D ie  durchschnittliche S te if ig k e it  ist

E J  =
3 4 ,0 5 5  • 106 - f  5 • 8,632 • 106 

8
=  6,916 • 10e tcm 2

u n d  der zugeordnete W ert v o n  к ist nach (2,6)

‘ = F-55lfh-oг - - « « - ! » - .
N a ch  Formel (3,3) ist

e =  k0 l =  2,083 • 800 • 10“ 3 =  1 ,666 .

D ie  Berechnung wird a u f  d iese  W eise m it der B en ü tzu n g  der dem  nächsten c zugeordneten  
E influß lin ien  durchgeführt. A ls solche können z. B . d ie E influß lin ien  für c =  1,8 benü tzt wer
d en . D ie Ordinaten der E in flu ß lin ien  wurden T abelle I entnom m en und sind in A bbildung 4 
eingetragen.

C =  1,8
Tabelle I

Druckstab

A bszisse
Die O rdinaten  der M omenteneinflußlinie im Q uerschnitt £: m (£)

£ = 0,i оII4* £ =  0,3 «Tr
, II 
- 

© Í =  0,5

0 0,00000 0,00000 0.00000 0,00000 0,00000

0Д 0,10201 0,10126 0,09724 0,09008 0,08000
0,2 0,10126 0,19924 0,19133 0,17724 0,15742
0,3 0,09724 0,19133 0,27926 0,25869 0,22976
0,4 0,09008 0.17724 0,25869 0,33176 0,29466
0,5 0.08000 0,15742 0,22976 0,29466 0,35005
0,6 0,06734 0.13251 0,19340 0,24803 0,29466
0,7 0,05251 0.10332 0,15080 0,19340 0,22976
0,8 0,03598 0,07079 0,10332 0,13251 0,15742
0,9 0,01828 0.03598 0,05251 0,06734 0,08000

1.0 0.00000 0.00000 0,00000 0.00000 0.00000
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Die c zugeordneten K oeffizienten  sind:

2,3359 • IO- 2  m —2; 

1,5880 • 10- 2 m - 2 ;

D ie  Belastung beträgt: q =  0,25 t/m .

„ 0 0,1 0,2 0,3 0,4 06 0.6 0,7 0,8 0,9 1,0 ä

Ql-

02-

0,3-

0,4-

l*o — -----
1,8

=  2,25 • 10—3 cm - 1
800

fc2 =  5,0625 • IO“ » cm -2

k l  — к(х)г =  (5 ,0 6 2 5 -7 ,3 9 8 4 )  10“ ® cm “ 2 -  2,3359 • 10“ « c m ' 2 =
X <  300 cm

fc2 -  k(x)* =  (5 ,0 6 2 5 -3 ,4 7 4 5 )  10“ ® c m ' 2 =  1,5880 • 10“ « c m " 2 =
X  >  300 cm

Wir belasten die E influßlinie m it konzentrierten K räften im  Q uerschnitt der gerechne
ten  E influßlinienordinaten. Diese K räfte sind je 0,8 m:

Q =  (0 ,25  t/m ) 0,8 m =  0,2 t .

W ird dam it die zu c =  1,8 zugeordnete E influßlin ie m(z)  belastet, so ist das M om ent

M *(z)  =  E  Qm(z) l =  E  0,2 • m(z) • 8,0 =  1,6 27 m (z).

(D iese  Berechnung ist  ein wenig zu U n gu n sten  der Sicherheit, weil die B elastung der äußersten  
0 ,4  m langen Trägerabschnitte vernach lässigt werden.)

M *(0,8 m ) =  1,0315 tm ,

M *( 1,6 m ) =  1,8075 tm ,

M *(2,4  m ) =  2,4901 tm ,



A u s  d i e s e n  M o m e n t e n  k a n n  d i e  v e r t e i l t e  L a s t  p l t  d i e  i n  A b s c h n i t t e n  v o n  j e  0 , 8  m  d u r c h  e i n e  

k o n z e n t r i e r t e  K r a f t  Q x  e r s e t z t  w i r d ,  b e r e c h n e t  w e r d e n .

M i t  d i e s e m  K r ä f t e s y s t e m  w i r d  d i e  E i n f l u ß l i n i e  b e l a s t e t :

D i e  g e w o n n e n e n  M o m e n t e  s i n d :

A u s  d i e s e n  M o m e n t e n  s i n d  d i e  B e l a s t u n g e n ,  d i e  a u f  o b i g e  W e i s e  b e r e c h n e t  w u r d e n ,  ü b e r  

d e n  e i n z e l n e n  O r d i n a t e n  d e r  E i n f l u ß l i n i e :
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Wird die E influßlinie der T rägerm itte (x =  4,0 m ) m it den obigen B elastungen belastet,, 
so is t  das M om ent

M *(4 ,0  m ) =  0,00257 tm .

D adurch ist das M om ent im  m ittleren Q uerschnitt

M (4,0 m) ^  2,9980 — 0,2330 +  0,0257 =  2,7907 tm .

D ieses Zahlenbeispiel zeigt die starke K onvergenz des vorgeführten Verfahrens.
Infolge der unm ittelbaren B elastung der E influßlin ie (bei konstanter S te ifigk eit) is t  das 

M om ent M*  =  2.998 tm , und die A bw eichung + 5 ,2 % .
Infolge der zw eiten  L aststellung is t  M  =  2 ,9 9 8 —0,233 =  2,765 tm , und die A bw eichung  

- 2 ,9 8 % .
Infolge der dritten  Laststellung is t  M  — 2,7907 tm  m it einer Abweichung von  —2,08% . 
Die Abweichung 2,08%  rührt davon  her, daß die F läche der E influßlinie n ich t m it der 

ta tsäch lich en  (und fik tiv en ) verteilten B elastung b elastet worden war, sondern m it einer kon- 
zentrierten  E rsatzbelastung. Der Fehler w äre v iel kleiner gew esen, w enn m an m it R ücksich t  
a u f die verteilte  L ast die F lächenberechnung m it der Sim psonschen Regel durchgeführt h ä tte .
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ZUSAM M ENFASSUNG

D er vorliegende A ufsatz schlägt ein  g u t konvergierendes iteratives N äherungsverfahren  
zur Berechnung der Beanspruchung eines g leichzeitig  au f Druck und B iegung beanspruchten  
Stabes für den praktischen Ingenieur vor.

D ie  Anwendung dieser Methode w ird an einem  Zahlenbeispiel vorgeführt.

ST R E SS AN ALYSIS OF AN A X IA L L Y  COM PRESSED B A R  U N D E R  L A T E R A L
L O A D IN G

J .  SZIDAROVSZKY

SUM M ARY

This paper presents practical engineers a successive approxim ation of good convergence  
in  the use o f  analysing ax ia lly  compressed bars under lateral loading.

A pplication o f th is m ethod is dem onstrated  by a num erical exam ple.

E F FO R T S D A N S U N E  B A R R E  D E  SECTIO N V A R IA B L E ,
SOUMISE A  LA F L E X IO N  E T  COM PRESSION SIM U LTA N ÉE

J . SZID A RO V SZK Y

RÉSUM É

L ’auteur recom m ande aux ingénieurs praticiens une m éthode approchée de bonne con 
vergence pour le dim ensionnem ent des barres soum ises à la flex ion  et à la com pression sim ul
tanée. Pour faciliter les calculs, l ’auteur com m unique des tables.

U n  exem ple num érique sert à m ontrer l ’application  de la m éthode.
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НАГРУЗКА ИЗОГНУТЫХ И СЖАТЫХ СТЕРЖНЕЙ НЕПОСТОЯННОГО СЕЧЕНИЯ
Я. СИДАРОВСКИ

РЕЗЮМЕ

В работе для инженеров-практиков предлагается хорошо сходящийся постепенн 
приближенный метод расчета одновременно сжатых и изогнутых стержней. В интереса 
облегчения вычислительной работы приводятся также вспомогательные таблицы. 

Применение предлагаемого метода демонстрируется числовым примером.



ИЗМЕРЕНИЕ СИЛЫ АДХЕЗИИ МЕЖДУ 
ПОВЕРХНОСТЬЮ СТЕКЛА И СТЕКЛЯННЫМ ПОРОШКОМ

д-р хим. наук Г. КОРАНИ и М. A 4
ИССЛ. ИНСТ. ОСНОВН. ХИМИЧЕСКОЙ ПРОМ., ВЕСПРЕМ, ВЕНГРИЯ

(Поступило 1 сент. 1958 г.)

С целью исследования поверхностной структуры щелочно-известковых 
силикатных стекол стало необходимым измерить адхезию на поверхности. 
Такие измерения в атмосферных условиях ещё неизвестны. Бузаг (B uzágh) 
в зависимости от разных свойств электролитов, с помощью кварцевой пыли 
исследовал в электролитном растворе изменение условий адхезии стеклян
ных поверхностей. Порошковый адхезионный метод позволил очень чувс
твительно наблюдать характерные изменения поверхностных процессов. Эти 
исследования заставили нас изучить возможности применения порошкового 
адхезионного метода при атмосферных условиях и мы считали, что возни
кающая между идентичными в отношении материала стеклянным порош
ком и поверхностью листового стекла адхезия или изменение её на
верно дадут ценные сведения о структуре или состоянии стеклянной 
поверхности.

I. Теоретические рассуждения

Если твёрдое вещество различного гранулометрического состава на
нести на некоторую горизонтальную поверхность, а затем повернуть пло
скость этой поверхности на 180°, тогда некоторые зёрна скатятся с поверх
ности, а другие в силу адхезии прилипнут к  ней. Для наиболее крупных 
зёрен, прилипающих к  повернутой поверхности, действительно уравнение

t p  =  m g ,  (1)

где t — величина площади проекции данного зерна, предполагая перпен
дикулярную проекцию; 

р  — удельная адхезия поверхности; 
т — масса зерна; 
g — ускорение силы тяжести.

Если имеем геометрически правильные тела, то можно непосредс
твенно применить уравнение (1), потому что в случае самого тяжёлого зерна,
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прилипающего к  поверхности, данные измерения геометрических размеров 
и поверхности прилипания можно непосредственно подставить в уравнение. 
Однако в случае стеклянного порошка, получение геометрически правиль
ных тел можно представить лишь так, что стеклянное вещество подвер
гается термической обработке; это же существенно изменяет поверхностную 
структуру. Таким образом, уравнение (1) следует преобразовать так, чтобы 
его можно было применить и в случае зёрен неправильных форм.

С целью определения коэффициента формы можно выполнить следу
ющее вычисление. Функцию распределения площадей прилипания зёрен 
неправильных форм, лежащих на горизонтальной поверхности, отобра
зить такой гистограммой, на которой ордината отображает p v  р 2 - . .  р п —  
частоты, соответствующие отдельным размерам площадей, а абсцисса отоб
ражает tv  t2. .. tn — размер площадей прилипания. После переворачивания 
поверхности для характеристики прилипших, но висячих зёрен же под
ходит такая гистограмма, на которой на ординате отложены частоты n lt 
л 2. .. л к, а на абсциссе — размеры площадей tlt t2. .. tk. Применяя прибли
жённые интегральные суммы Лебека

(2) 

(3)

средний линейный размер т. н. «критических зёрен» будет

а  = ] / р < р и т  • ( 4 )

Для определения средней площади поверхности прилипания зёрен, 
можно вывести частное

y , h P t =  T i 
1 =  1

2 ^ i  =  T 2 
1 =  1

и введя выражение
^п—т =  * к р и т  •>

к
2 1‘л ‘ i=i

к
2 71 ‘
i=i

=  t, (5>

где ï — средняя площадь поверхности прилипания зёрен, по которой можно 
определить виртуальную длину ребер зёрен, применяя выражение

f  t  =  Ь. ( 6 )
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Ввиду того, что зёрна не являются кубикообразными и поверхность их 
прилегания также нельзя считать за ровную поверхность, отклонение от 
кубикообразной формы прилегания в плоскости можно выразить урав
нением

ab* =  lc, (7)

где к — средний объем зёрен;
а — коэффициент, учитывающий вышеуказанные отклонения.

Можно предположить, что форма зёрен разных средних размеров является 
идентичной, следовательно выражения (6) и (7) действительны также для 
зёрен критических размеров, то есть

а ■ а 3 =  к ;

2а к р и т  ?

( 8 )

(9)

где к  — объем зёрен критических размеров.

Если плотность материала зёрен будет q , т о  уравнение (1) можно за
писать в следующем измененном виде:

к̂рит ■ Р --  к ■ о ■ g .

Подставив уравнения (8) и (9) в уравнение (10), получим выражение

а 2 ■ р  =  а - о3 • Q ■ g  .

( 10)

( П )

Однако из уравнений (б) и (7) следует, что

к
3

ï 2~
( 12)

таким образом удельную силу адхезии можно выразить уравнением

Р =  - у -  • « £ • £ •
Ï 2

(13)

II. Применённый метод измерения

Из уравнений (12) и (13) следует, что для определения силы адхезии 
необходимо измерить степень отклонения формы зёрен от кубикообраз- 
ности и средний линейный размер т. н. критических зёрен.
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А) Метод измерения коэффициента формы зёрен

Пропуская 50 г молотого щелочно-известкового силикатного стекла 
через серию сит с отверстиями в 120, 150, 170, 200 и 240 меш, ситовые остатки 
на отдельных подситках переводились на предметное стекло, после чего 
производилась микроскопическая съёмка проб при прибл. 20-кратном уве
личении.

На позитивном изображении снимков, которое было сделано при трехк
ратном увеличении отдельных снимков, можно измерить площадь проекции 
зёрен, и, исходя из кратности увеличения, можно вычислить действительную 
площадь, то есть величину I. Для определения среднего объёма зёрен с по
мощью интегрирующего стола под микроскопом следует подсчитать неболь
шие образцы порошка известного веса (размером 15x15 мм), насыпанные 
на стеклянную пластинку, затем определить прирост веса пластинки. Если 
известны плотность стеклянной массы, число и общий вес зёрен, тогда можно 
вычислить средний объём одного зерна (к) .  Взвешивание около 10 000 шт 
зёрен для каждой фракции даст удовлетворительные данные 'средних зна
чений.

Б) Метод измерения средних линейных размеров критических зёрен

Пропуская размол щелочно-известкового силикатного стекла через 
серию сит с отверстиями в 80 и 240 меш, образцы, отобранные от ситового 
остатка, монократным слоем следует насыпать на стеклянную пластинку с 
очищенной поверхностью, изготовленную из идентичного материала. После 
этого, с помощью упомянутого в п. А метода делаются микроскопические 
снимки, а на снимках можно измерить площади проекции зёрен. Повернув 
стеклянную пластинку вниз, спадают те зёрна, размер которых больше 
критического, и с помощью фотоснимка вновь можно измерить проекции 
площадей прилипших зерен. Отмечая результаты измерений на гистограм
мах, с помощью уравнений (2—4) можно вычислить средние линейные 
размеры (а) критических зёрен.

При каждом измерении применялся порошок, изготовленный из не
шлифованного листового стекла, и пластинки, изготовленные из идентич
ного стекла. Синтез показал следующий состав стекла: Si02 71,5%; Na20 
15,3%; А120 3 1,9%; Fe20 3 0,2%; CaO 7,6%; MgO 3,5%.

III. Результаты измерений

Результаты измерений по коэффициенту формы зёрен в области сред
них линейных размеров зёрен 90—120 р  приведены в табл. 1.
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Таблица 1

ь( / 0 а

90 0,36
100 0,37
110 0,35
120 0,38

Измерения адхезии, излагаемые позднее, проводились вообще с по
мощью порошков, средний размер зёрен которых был равен 100 /л. Поэтому, 
при определении коэффициента формы в случае порошков с диаметром 
зёрен 100 ц полученный результат учитывался как средняя из 5 параллель
ных измерений. Расчётная погрешность измерения составляет 4°/0, следо-

Рис. 7

вательно можно установить, что в области исследованных размеров зёрен 
отклонение от кубикообразной формы практически независит от размера 
зёрен.

Для измерения удельной адхезии, прежде всего, необходимо опреде
лить гранулометрический состав используемого порошка. На рис. 1 а дана 
гистограмма порошка, нанесённого на стеклянную пластинку до поворота 
пластинки вниз, на основе измерения площадей 1000 ш/л зёрен.

При измерении адхезии в обязательном порядке следует тщательно 
очистить поверхность стеклянных пластинок. Поэтому при измерениях 
поверхность стеклянных пластинок промывалась холодной хромистой сер
ной кислотой, потом водопроводной водой, затем дистиллированной водой, 
спиртом, ацетоном и повторно промывалась ацетоном и сушилась на от-
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крытом воздухе. Во второй серии измерений, выполнив эти же приемы 
очистки, стеклянные пластинки после их сушки были проведены над пламе
нем и измерения производились непосредственно после этой операции. 
В третьей серии измерений пластинки после промывки дистиллированной 
водой сушились на открытом воздухе и после завершения их сушки изме
рения производились, пренебрегая дальнейшей селективной очисткой.

Рис. 2 Рис. 3

Распределение размеров зёрен по площади зёрен, сцепившихся и после 
поворота пластинки вниз, изображено для первой серии опытов на рис. 2, 
второй серии опытов — на рис. 3, а третьей серии опытов — на рис. 4. При 
каждой серии опытов из числа зёрен, прилипающих к  повернутой вниз 
стеклянной пластинке, измерялась изложенным в п. II методом площадь, 
занимаемая 600 шт зёрен.

Результаты измерений адхезии даны в табл. 2.

Таблица 2

Номер серии ^крит Р
измерений (Ш -'/см») (дин/см®)

1 2 ,3 7 14,0  ±  0 ,6

2 1,95 12,7 ±  0 ,8

3 2 ,9 6 15,6  ±  0 ,6
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На основе результатов измерений можно сделать вывод, что на проч
ность сцепления между поверхностью стекла и стеклянным порошком не 
влияют в значительной мере изменения изложенных выше методов обра
ботки поверхности.
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РЕЗЮМЕ

1. Форма зёрен размола стекла со средними линейными размерами в 90—120 ц 
независимо от размеров зёрен в одинаковой мере отклоняется от кубикообразной формы.

2. Идентичная форма разных зёрен размола стекла позволяет применить порошко- 
адхезионный метод для измерения удельной прочности сцепления между поверхностью 
стекла и стеклянным порошком.

3. Прочность сцепления между щелочно-известковым силикатным стеклянным 
порошком и поверхностью листового стекла идентичного состава находится в пределах 
1 2 -1 6  дин/см*.

10 Acta Technica XXXI/1—2.
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M E SSU N G  D E R  A D H Ä SIO N  ZW ISCHEN G L A SO B E R FL Ä C H E  U N D  G L A S P U L V E R

G. KORÁNYI und  M. ÁCS

Z U SA M M E N FA SSU N G

1. B ei einem G lasm ahlgut m it einer durchschnittlichen  linearen Korngröße v o n  90 bis 
120 ц  i s t  das Maß der A bw eichung der Kornform v o n  der W ürfelform unabhängig v o n  der 
K orn größ e.

2. D ie Form gleichheit der Körner von G lasm ahlgütern erm öglicht die A nw endung der 
P ulveradhäsionsm ethode zur M essung der spezifischen A d häsion  zwischen Glasoberfläche und  
G laspu lver.

3. D ie A dhäsionskraft zw ischen dem P ulver e in es K alkalkalisilikatglases un d  einer  
Flachglasoberfläche von gleicher Zusam m ensetzung b eträgt 12 bis 16 dyn/cm 2.

M E A SU R E M E N T  O F T H E  AD H ESIO N FO R C E  B E T W E E N  GLASS SU R F A C E
A N D  GLASS P O W D E R

G. KORÁNYI and  M. ÁCS

SUMMARY

1. In  the case o f  particles o f  powdered glass w ith  an  average linear diam eter o f  90 to  
120 ß  th e  degree o f dev iation  from  the cubic form is in d ep en d en t o f the diameter of th e  particle.

2. The identical form  o f  th e  particles o f pow dered g lass enables the use o f th e  pow der- 
a d h esio n  m ethod to m easure th e  specific adhesion b etw een  the glass surface and th e  g lass  
pow der.

3. The adhesion b etw een  th e  powder of a lim e alkali silicate  glass and a sheet g lass sur
face  o f  th e  same com position ranges from 12 to 16 d yn e/sq . cm.

M ESURE D E  LA FO R CE D ’A D H É SIO N  E N T R E  LA SURFACE  
D U  V E R R E  ET LA P O U D R E  D E  V E R R E

G. KORÁNYI—M. ÁCS

RÉSUMÉ

1. Les grains de la  poudre de verre, d’une d im ension  linéaire m oyenne de 90 à 120 
m icrons présentent, par rapport à la forme cubique, un  écart identique, indépendant de la  
g ra n u la tio n .

2. La forme identique des différents grains de la poudre de verre rends possible l ’applica
t io n  de la  m éthode d ’adhésion des poudres, pour m esurer la  force spécifique d’adhésion entre 
la  su rface du verre et la poudre de verre.

3. La force adhésive entre la poudre de verre de s ilica te  alcalin de calcium et la surface  
du verre p lat de la m ême com position  varie de 12 à 16 d y n e/cm 2.



METHODIK ZUR AUSARBEITUNG 
EINER MECHANISIERUNG DER BAUINDUSTRIE, 

DURCH DIE OPTIMALE LEISTUNGEN 
ERZIELT WERDEN

G. R É C Z E Y
K A N D ID A T D ER  TECH N ISCH EN  W ISSEN SCH A FTEN  

EN TW U RFSBU REA U  F Ü R  DAS V E R K E H R S- U N D  TRA N SPO RTW ESEN , BU DA PEST

[E ingegangen am 19. Septem ber 1958]

E inleitung

Info lge ihrer zahlreichen E igentüm lichkeiten  nim m t die B au industrie  
unter den Erzeugungsprozessen eine Sonderstellung ein. Diesen E igen tü m lich 
keiten liegen  folgende U m stände zu G runde, u . z w .:%

das äußerst heterogene Profil der B au industrie , das als solches in  zw eierlei 
B eziehungen aufzufassen ist: einerseits kom m en näm lich vielerlei A rten  von  
G ebäuden und Bauw erken*hinsichtlich ihrer Instandhaltung — und anderer
seits h insichtlich  ihrer Erneuerung, bzw . N euerstellung in Betracht;

der m it der unm ittelbaren D urchführung der Bauarbeiten betrau te  
B aubetrieb wird nicht als ortsgebundener B etrieb  organisiert, sondern ste ts  fa ll
w eise, je  nach den Anforderungen und G egebenheiten  des A rbeitsplatzes, w obei 
der Charakter** des B etriebs sowohl örtlichen als auch zeitlichen V eränderun
gen unterw orfen ist;

jed e Bauaufgabe kann nach v ielerlei, von  einander abweichenden K o n 
struktions- und D urchführungsm öglichkeiten gelöst werden, wobei die der B a u 
industrie zur Verfügung stehenden In vestition sgü ter  (M aschinen, G eräte  
u. s. w.) einzeln und für sich  allein bei den verschiedensten  Bauverfahren zum  
E insatz gebracht werden können.

W egen ihres heterogenen Profils steh t die Batiindustrie m it ta tsäch lich  
jedem  Z w eige der V olksw irtschaft in V erbindung — was sowohl für die p ro
duktive als auch für inproduktive Z w eige g ilt. D ie  Bauindustrie n im m t im  
Rahm en der erweiterten, sozialistischen R eproduktion stets an den In v e s t i
tionsarbeiten  teil. D ieser U m stand erklärt die äußerst stürmische E n tw ick lung  
die die ungarische B auindustrie im V erlaufe der le tzten  Jahre durchgem acht

* Straßen, E isenbahnen, Brücken, W ohngebäude, ö ffen tliche Bauten, lan d w irtsch a ft
liche G ebäude, Lagerhäuser, industrielle B auten , W asserbauten , Tunnellbauten u. s. w ., die  
auch h in sich tlich  ihrer Größenordnung verschiedene Charaktere aufw eisen, weswegen w iederum  
eine richtige M aßeinheit zur zahlenm äßigen E rfassung in  der Bauindustrie nur unter den  
größten Schw ierigkeiten zu erm itteln  ist.

** D eshalb  sind B austellen  weitaus e lastischer organisiert als ortsgebundene B etrieb e, 
auf eben diesen  Um stand ist die weitgehende organisatorische G egliedertheit der Bauindustrie, 
zum  G utteile  zurückzuführen.

10*
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h at.*  D iese E ntw icklung erfolgte nicht nur in  m engenm äßiger, sondern auch  
in gütem äßiger H insich t. Aus einer kleingew erblichen Bauindustrie von  hand
w erklichem  Charakter entw ickelte sich vor  unseren Augen eine B auindustrie, 
vo n  der ruhig beh au p tet werden kann, daß sie den Charakter einer Groß
in d u str ie  besitzt. D iesen  Charakter erhält sie  in  erster Linie dank der groß
zü g igen  E ntw ick lung, die ihre M echanisierung genom m en hat.

In  der G eschichte der Erzeugung m aterieller Güter eröffnet der E insatz  
v o n  M aschinen im  allgem einen ein neues K ap ite l. Jene E ntw icklung b eisp ie l
lo sen  A usm aßes, die die Steigerung der P rod u k tiv itä t als A usw irkung des 
tech n isch en  Fortschrittes im  Verlaufe der jüngstvergangenen zw ei Jahrhun
derte zu verzeichnen h a tte , kann eigentlich  als eine Folgeerscheinung der M echa
n isieru n g bew ertet w erden. Es steht h iebei außer Zweifel, daß die B auindustrie  
in  aller W elt unter säm tlichen  Produktionszw eigen  derjenige war, in  dem  der 
w eitgeh en d e E insatz v o n  Maschinen am sp ätesten s erfolgte. D iese T atsache is t  
te ilw e ise  aus den obenerw ähnten E igen tü m lich k eiten  zu erklären. W eiters 
kann  hieraus die Erklärung für den U m stan d  abgeleitet werden, la u t dem  in  
der oben  um schriebenen G esam theit der B auindustrie bei A u sgesta ltung des 
V olum ens der B auproduktion , dem E in sä tze  vo n  Maschinen noch  keine e n t
scheidende, richtungw eisende Rolle zukom m t.

In  der V ergangenheit war diese Rolle besonders klein, da von  einer M echa
n isierung des B auw esens in  Ungarn praktisch  erst ab 1950 gesprochen w erden  
k ann . Im  Verlaufe der seither verflossenen w en igen  Jahre, wurden jedoch  auch  
g le ich ze itig  die M öglichkeiten geschaffen, F ragen  die im Zusam m enhänge m it 
der M echanisierung der Bauindustrie auftau ch en , auch auf G rundlage w issen 
sch aftlich  unterm auerter M ethoden zu behandeln . Gleichzeitig** ergab sich auch  
die N otw en d igk eit eine K onzeption auszuarbeiten , durch die im  E rgebnisse  
einer zusam m engefaßten U ntersuchung säm tlicher technischen, w irtsch aftli
chen und  sozialen F aktoren , bei w eitgehendem  Einsätze m aschineller V orrich
tu n g en , eine Steigerung der L eistungsfähigkeit der Bauindustrie zu erzielen is t  
und  w eiters — innerhalb des gesam ten F ragenkom plexes — Ort und R olle der 
M echanisierung erm itte lt werden kann.

Zu diesem  Zwecke ist in erster L in ie eine Methode* auszuarbeiten , an  
H an d  w elcher eine derartige U ntersuchung vorgenom m en werden kann. E in e  
derartige Fundierung erw eist sich um so notw endiger, als gerade w egen des 
F eh len s einer solchen M ethode auf dem G ebiete der M echanisierung der B a u 
in d u str ie , sowohl in  w issenschaftlicher*** als auch in praktischer H in sich t noch

* W enn das B auvo lu m en  von 1949 m it 100 angenom m en wird, so b eträ g t der In d ex  
des P roduktionsvolum ens für das Jahr 1957 m ehr als 200 (wobei beispielsw eise für 1953 der 
J a h resin d ex  240 betrug). H iebei betrug der A b solu tw ert der Produktion mehr als 10 M illiarden  
F o rin t.

** D ies wird durch das Vorhandensein e ines M aschinenparks bestätig t, dessen  W ert eine  
M illiarde F orint üb ersteigt.

*** Das Ausm aß ihrer B edeutung wird auch  v o n  Seiten  der Praxis, näm lich  von  S eiten  
der V erfahrenstechnik , in  im m er größerem A usm aße anerkannt.
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recht v ie l Neuland der Bearbeitung harrt. D as Schrifttum , das sich  m it der 
M echanisierung der Bauindustrie befaßt, erschöpft sich im W esentlichen in der 
Beschreibung einzelner bautechnischer, m aschineller Einrichtungen, w eiters in 
der A ngabe technischer Kennziffern und der Verfahrenstechnik, die bei den in 
Frage kom m enden mechanisierten A rbeiten zur Anwendung zu kom m en hat. 
Zur Gänze fehlt eine technische A nalyse der M echanisierung selbst, ebenso wie 
dazugehörige um fassende w irtschaftliche A nalyse und schließlich feh lt auch  
eine A rbeit, die sich m it den V oraussetzungen der wirtschaftlichen W irksam 
keit eines E insatzes von Maschinen b efaß t. Aus diesem Grunde dürfte es also 
von Interesse sein eine M ethodik auszuarbeiten, au f deren Grundlage:

1. die W irtschaftlichkeit einer gegebenen Maschine beurteilt w erden kann, 
wobei selbstverständlich  die w ichtigsten  K ennziffern die zur B estim m u n g der 
W irtschaftlichkeit benötigt werden, als bekannt vorauszusetzen sind;

2. die tatsächliche Rolle die der M echanisierung zukom m t zu um reißen, 
w obei wiederum  der gesam te B auvorgang als organisches Ganzes aufzufassen  
ist;

3. in  der Praxis eine optim ale N u tzu n g  des vorhandenen M aschinenparks 
gew ährleistet werden kann, w obei natürlich  die gestellte Aufgabe als bekannt  
vorausgesetzt werden muß;

4. die R ichtlinien für eingehende U ntersuchungen ausgearbeitet werden  
können, die wieder im  D ienste der Forschung au f dem Gebiete der W eiterent 
w icklung der M echanisierung stehen.* Im  R ahm en der vorliegenden A rbeit war 
uns leider nicht die M öglichkeit geboten , zur B estätigung einer ta tsäch lich en  
B rauchbarkeit der M ethode, frisch aufgenom m enes statistisches M aterial 
heranzuziehen. D ie angeführten B eispiele en th alten  Zahlenwerte, die den N or
men der Bauindustrie sowie den A usgangsdaten  der bauw irtschaftlichen K alk u 
lation  entnom m en wurden. E ine laufende S ta tistik  der M echanisierung der 
B auindustrie hat ja  auch hei w eitem  keinen  solchen Umfang, der — auch bei 
allerbescheidensten Ansprüchen — im  Falle eines Einsatzes der M ethode n o t
w endig wäre. Es kann als sicher angenom m en werden, daß zur E rrechnung  
der diesbezüglichen E ffektivw erte nur die representative S tatistik  als zw eck 
m äßig herangezogen werden kann. E ine A ufnahm e derartigen Charakters kann  
jedoch  nur erst nach Festlegung einer endgültigen  A nalysenm ethode s ta t t 
finden, falls näm lich die Zweckm äßigkeit und N otw endigkeit derart erfaßbarer 
Inform ationen auch anderweitig bew iesen is t . Gerade dieser zu führender B ew eis  
ste llt Ziel und Zweck der vorliegenden A rbeit dar.

* H iebei ist eigentlich  von einer m ikroökonom ischen M ethode die Rede, d ie n ich t nur  
eine Anschauung über die M engenverhältnisse zu verm itteln  im  Stande ist, sondern auch  die  
M öglichkeit b ie tet, den zwischen den einzelnen w irtschaftlichen  Faktoren bestehenden Z usam 
m enhang zahlenm äßig zu erfassen.
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1. W irksam keit der M echanisierung in  w irtschaftlicher H insicht

D ie bautechnische M aschine im h eutigen  Sinne des W ortes ist als ein  
dem  W erkzeug versch iedenes Produktionsm ittel anzusehen, wobei sie (gem äß  
des A usgangspunktes der industriellen R evo lu tion  des X V III. Jahrhunderts) 
durch die Tatsache charakterisiert wird, daß sie — und das ist die technische  
Seite  der Sache — über einen  Antrieb verfügt, der von  irgend einer N aturkraft 
gesp eist wird und dadurch in  der Lage ist, im  G egensätze zur bisherigen H an d 
arbeit, einen einzelnen, m it seinem  W erkzeuge arbeitenden Handwerker durch  
eine Vorrichtung zu ersetzen , die eine w irksam e Verwendung der zur H erste l
lu n g der Maschine aufgew endeten Arbeit realisiert —- лгав letzteres w iederum  
die w irtschaftliche Seite  der Sache wäre. H ieb ei dreht es sich auch um  die 
F rage, ob die zur H erstellung der Maschine aufgew endete Arbeit zusam m en  
m it jener die zum B etrieb e der Maschine im  Laufe ihrer ganzen L ebenszeit n o t
w endig  ist , weniger ausm acht als jene A rbeitsm enge die dann aufgew endet 
w erden m üßte, falls die Maschine nicht h ergeste llt würde und die gesam te, 
v o n  der Maschine verrich tete  Arbeit m it der H an d  verrichtet werden m üßte. 
D er E insatz der M aschine in  der Bauinstrie h a t — falls die Maschine der oben  
d efin ierten  Forderung entspricht — zur F o lge, daß:

a) die Produktionsgeschw indigkeit des m echanisierten A rbeitsganges  
b edeutend  ansteigt;

b) der auf die E in h e it des Produkts en tfa llen d e Verbrauch von  m ensch
licher A rbeit, verringert wird;

c) die N ettop rod u k tiv itä t der m enschlichen Arbeit ansteigt. (Ü ber den  
Produktionsw ert der durch die Maschine verrich teten  Arbeit, näm lich den  
Q uotienten  aus »added va lu e«  und dem A rbeitsverbrauch, siehe w eiter u n ten  
u. zw . unter (4).);

d) die Selbstkosten  einer jew eiligen E in h e it des Bauvorhabens sinken.
D ie Produktionsgeschw indigkeit des A rbeitsganges kann durch die M enge

des in  der Zeiteinheit hergestellten  Produkts ausgedrückt werden, w obei natü r
lich  die technischen K ennziffern des Produkts sow ie das bei seiner H erstellung  
angew andte Verfahren konstant gehalten w erden müssen. A uf diese W eise  
ergibt sich auch im  F alle  zweier verschiedener Verfahren die zur H erstellung  
ein  und desselben P rodukts angewandt w erden der Ausdruck:

L =  - i -  ( 1 )
4k

näm lich  das L eistungsäquivalent, bei dem  q die Produktionsgeschw indigkeit 
des m echanisierten- und q  ̂ die Produktionsgeschw indigkeit des m it der H and  
verrichteten  A rbeitsganges darstellen. D as L eistungsäquivalent jeder M aschi
n en typ e  hängt von der A rt des m aschinell hergestellten  Produktes, sow ie vom  
H erstellungsverfahren ab. Es stellt also bei w eitem  keine einm alige, k onstante
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K ennziffer dar. D er W irkungsgrad der Maschine wird nicht nur von der M aschine 
se lb st, sondern auch von der Art und W eise ihrer Verwendung und H an d h a
bung bestim m t.

Werden die au f eine Einheit des Produktes entfallenden A nteile des V er
brauchs an m enschlicher Arbeit m iteinander verglichen, so besitzt der A u s
druck des A rbeitsäquivalents den gleichen Charakter wie der des L eistu n gs
äquivalents. Im  Ausdrucke

(2 )

ste llt den im  Falle von H andarbeit — und e den im Falle m aschinell durch
geführter A rbeit auftretenden spezifischen Verbrauch an m enschlicher A rbeit 
dar. In letzterem  Falle muß außer der unm ittelbar im  Laufe des P roduktions
verfahrens verbrauchten m enschlichen Arbeit noch unbedingt jener Verbrauch  
an m enschlicher Arbeit in B etracht gezogen w erden, der sich aus R eparatur  
und Instandhaltung der Maschine ergibt, w obei besagter A rbeitsbedarf au f  
jew eils eine Betriebsstunde der M aschine zu beziehen ist. Der W ert (e* — e) 
ste llt die spezifische Einsparung an m enschlicher A rbeit dar. In der u n ten  
angeführten T abelle werden die W erte L und Le für einige Maschinen der B au 
industrie angegeben:

L L .
1. 0,35 m3-iger Bagger ............................................... 50,1 20,6
2. 0,50 m 3-iger Bagger ............................................... 85,9 23,2
3. K ran auf LK W , A D A - 3  ........................  11,8 3,6
4. K ran  auf LK W , K - 5 2  .......................................  18,1 5,8
5. K ran auf LK W , K - 1 0 4  .....................................  42,8 12,6
6. Turm kran von  6 T o n n en m ete r n ......................  17,0 12,0
7. Turm kran von 12 T o n n en m ete r n ....................  47,9 32,5
8. Turm kran von  20 T o n n en m ete r n ....................  59,8 45,0
9. T rä g erk ra n .................................................................. 13,1 11,0

10. B etonm ischer von 100 L it. Inhalt .................. 7,3 6,2
11. M örtelm ischer ...................    11,3 8,9
12. M ö rte lp u m p e .............................................................  7,0 5,1
13. E rd b o h rer ....................................................................  6,0 2,6
14. M echanische S c h a u fe l............................................  9,6 4,0
15. M otorisierter J a p a n e r ............................................  4,1 2,7

B ei U ntersuchung der W irksam keit wird au f die folgenden zwei gleichzeitig  
gestellten  Fragen im  w eitesten Sinne ihres B egriffes eine A ntw ort gesucht. D ie  
Fragen lauten: w iev iel m enschliche und m echanische Arbeit braucht m an zur 
Durchführung irgend einer gestellten  A ufgabe und wie gestaltet sich im  Falle  
einer gew ählten Durchführungsart (V erfahrenstechnik) das Schicksal der noch  
nicht gelösten A ufgaben.

Ist nun für die E lem ente der m enschlichen A rbeit »e« (die Menge m ensch
licher Arbeit, die zur Durchführung besagter A ufgabe benötigt wird) und für 
jen e  der m echanischen Arbeit »A« (der W ert des im  Verlaufe der A rbeit ver-
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w en d eten  Materials sow ie der A m ortisation  der m aschinellen E inrichtung) eine 
gew isse M aßeinheit zu finden , die es erm öglicht beide W erte m essungstech
n isch  m iteinander zu vergleichen, so kann jen e Menge des Produkts die im  
V erlau fe des Erzeugungsvorganges hergestellt und der G esellschaft zur Ver
fü g u n g  gestellt wird, im  W erte von  »e« verrechnet werden.* H iebei w ird das 
Produktionsergebnis des E rzeugungsvorganges folgenderm aßen ausgedrückt:

F  =  h +  e . (3)

D ie  ausschlaggebende P roduktiv ität beträgt som it

V
(4)

und  is t  aus dem in A bb. 1. dargestellten W irksam keitsdiagram m  in ihrem  Ver
h ä ltn isse  zu den Selbstkosten  und zum Produktionsw ert gut ersichtlich.

Im  rechtwinkeligen K oordinatensystem  (vh)** bezeichnet der R adius
v ek to r  OF0 den Vorgang F 0 und der R adiusvektor O K 0 dessen Selbstkosten  K 0.

* Also eigentlich e =  v -f- m  sobald m an die Bezeichnungen von  Karl M arx verw endet.
* *  V und h in  gleichem  M aßstabe.

Abb. 1. W irksam keitsdiagiam m
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Die Vektorkoordinaten sind:

F 0[(do +  mo), M  (5)

■Fo[vo> ho] (6)
wobei

v 0 der G esam tverbrauch an m enschlicher A rbeit, 
h0 der G esam tverbrauch an m echanischer A rbeit — und  
m 0 die Produktm enge, die im  Verlaufe des Erzeugungsvorganges für die 

G esellschaft hergestellt wurde, sind.
Einer A usw eitung des Vorganges sind keine Grenzen gesetzt. Man kann  

sow ohl unm ittelbar einzelne M aschinen m iteinander vergleichen, sowie auch  
au f Grund des g leichen Prinzips die Zusam m enstellung ganzer B auvorgänge. 
D ie Ausdehnung eines solchen Vorganges ist dabei weder räumlich noch ze it
lich  begrenzt. Is t  nun der Inhalt der Aufgabe F  dem entsprechend gegeben, so 
kann auch in einer Sicht von mehreren Jahren beispielsw eise die Frage der E n t
w icklung der Vorfabrikation in volksw irtschaftlicher H insicht untersucht w er
den. Das Geschick der noch nicht gelösten A ufgaben wird gemäß der A lterna
tiv en  in einem überlappungsfreien, kom plem entären A ufgabenkom plexe F x 
zusam m engefaßt, wobei (F  -(- F x) einen geschlossenen U ntersuchungskreis 
bilden.

Abweichend von  der in der V ektorenalgebra üblichen Auswertung beträgt 
der Absolutwert von  OF(l

0 F U — v 0 -f- m 0 h0 — F  о (7 )
und gleichfalls

OK0 =  v 0 -)- h0 =  K 0. (8 )

Es kann le ich t bewiesen werden, daß die G leichung der Geraden (A B)

h =  - v  + F 0 (9)

lau tet, falls h und v fließende K oordinaten bezeichnen, weiters die G leichung  
der Geraden (DE)

h =  — i; -|— K 0

und die Gleichung der Geraden ( A C 0)

h =  — v Г о -(- F  о
is t , falls

( 10>

( 11)

T — J о —
v0  +  m0

=  tg а . ( 1 2 )
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Jen er Punkt der unter (9) angeführten Geraden, der in das erste E benen
v ier te l fä llt , stellt den geom etrischen Ort der Vorgänge gleichen P roduktions
w ertes dar. D ie unter (10) angeführte Gerade ist der geom etrische Ort der Vor
gän ge m it gleichen Selbstkosten  und die unter (11) angegebene Gerade is t  w ei
ters jen er  für Vorgänge m it gleicher N ettoproduktiv ität.

B eträgt nun der R adiusvektor O K x der die Selbstkosten irgend eines Vor
ganges X  bezeichnet und G ebrauchswerte liefert, die denen des G rundvorganges 
e ie ich  sind  — bzw. der R adiusvektor O F x der den Produktionswert bezeichnet, 
la u t (7):

OF~x =  v x  +  ™ x  +  К  =  F x  (13)
so is t

F x =  F 0 . (14)

D ie  V ektorenkoordinaten lauten:

OFx [ (vx + mx),hx]

O K x [vx9 /ix] •

E s k an n  bewiesen werden, daß

T  =  = 4 * , =  F‘ ~ K
t)y vx

und  die Gleichung der Geraden (A C )

h =  — v - T x +  F 0
au sm ach t.

(15)

(16)

(17)

(18)

J e  nachdem  nun der E ndpunkt des R adiusvektors O K x

in die Ebene и г =  O K 0D A oder 

in die Ebene U2 =  D K 0A A oder 
in die Ebene U3 =  OC0K 0 A oder 

in die Ebene Ut  =  K 0C0E А

oder w eiter in  die außerhalb der E benen ( U1 -j- U2 -f- U3 -(- t /4) fallenden  
E b en e  U5 fä llt, so können beim  Vergleiche des Grundvorganges m it dem  Vor
gän ge X  die in der nachfolgenden Tabelle zusam m engefaßten A ussagen gem acht 
w erden .
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Selbstkosten
N e tto 

p roduk tiv itä t
h
V

Ist der Punkt K x in  der Ebene

Ul kleiner größer größer

Ui größer größer größer

U3 kleiner größer kleiner

Ut kleiner kleiner kleiner

U& größer kleiner 9

D as Verhältnis* h : v, nämlich das, des spezifischen Verbrauches m echani
scher Arbeit gegenüber dem , m enschlicher A rbeit, dient eigentlich zur Charak
terisierung des Grades der M echanisierung. Darum  weisen die Punkte der 
E bene U3 und U4 im  allgem einen nicht in R ichtung einer Steigerung der Mecha
nisierung, da in diesen Punkten das V erhältn is h : v kleiner ist als beim  Grund
vorgang. Eine allgem eine Folge der M echanisierung ist ja  gerade, daß die 
Menge der in die M aschine investierten A rbeit anw ächst (und dam it die Am or
tisa tio n  der M aschine, also der W ert von  h) und dam it die unm ittelbar beim  
A rbeitsgange verbrauchte Arbeitsm enge geringer wird. Man kann jedoch  dam it 
rechnen, daß die befriedigende Lösung eben gerade in diesen Bereich fallen 
wird. In einem solchen Falle wäre es als erwiesen anzunehm en, daß es zu einer 
»Ü berm echanisierung« des Grundvorganges gekom m en ist. D ie Punkte der 
E bene U4 weisen au f die vorteilhafteste V ariante hin, da hier jed e charakte
ristische Kennziffer a u f bessere R esu lta te  weist als beim  Grundvorgange 
erzielt wurden.

D ie Ebene U2 charakterisiert h ingegen gerade jene V orgänge, deren 
Durchführung trotz ihrer steigenden K osten  auch zu einem  R esu ltat in volks
wirtschaftlicher H insich t führen, näm lich  zu einer Steigerung der N ettopro
d u k tiv itä t der m enschlichen Arbeit.

E s muß jedoch ausdrücklich darauf hingew iesen werden, daß diese rein 
w irtschaftlichen Ü berlegungen nicht die einzige Grundlage für einen zutreffen
den E ntscheid über die M echanisierung in  irgend einem  gegebenen Falle dar
stellen  dürfen. Eine Verbesserung der Q ualität des Erzeugnisses, die Befreiung  
des Menschen von schw erer und gesundheitsschädlicher A rbeit, u. s. w ., stellen  
auch dann einen ausreichenden Grund für die M echanisierung dar, wenn auch 
der für den Vorgang charakteristische P unkt K x in die Ebene [75 fä llt.

D as W irksam keitsdiagram m  b iete t die M öglichkeit die A ussichten für die 
W irksam keit irgendeiner geplanten M aschine abzuschätzen, bzw. die Grenzen 
der wirtschaftlichen und technischen Param eter der zu entw erfenden Maschine

E igentlich die »organische Zusam m ensetzung des K apitals«.



156 G. RËCZEY

zu um reißen . Man b etrachte auch den Vektor 23 in  Abb. 2, näm lich die cha
rakteristischen  K ennwerte der m echanischen A rbeit des V organges. An Stelle  
der ursprünglichen Menge v o n  H andarbeit 02, betrage w egen der M echanisie
rung der Arbeitsm enge P '2 ' d ie R estm enge von H andarbeit — als Verbrauch  
m ensch licher Arbeit OP'- S om it ist P  der A usgangspunkt des V ektors Gx der

Abb. 2. U ntere G renze der W irksam keit einer M aschine neuen Typs

resultierenden M echanisierung. E ine der K om ponenten des neuen V ektors  
s te llt  eine W iederholung des früheren Vorganges dar, w onach also PQ  g leich  
dem  V ektor 23 ist. D er E n d p u n k t des Vektors Gx der M echanisierung, die die 
m ensch liche Arbeit P'2'  erse tz t, hat im  Dreieck R3Q,  schlechtesten  Falls im  
D reieck  F3Q,  zu liegen. D ie erste Voraussetzung b ed eu tet eine Selbstkostensen
k u n g  — die zweite b ed eu tet nur eine Steigerung der P rod uktiv ität. D as D reieck  
R3Q  entspricht ohnehin dem  Felde 11г — und das D reieck F3Q dem  Felde U2.

D ie  Funktion m it drei Veränderlichen von (17) kann im  ersten R aum ach
te l in  irgendeinem  rechtw inkeligen  K oordinatensystem  (v , h, nt) dargestellt 
w erd en . Jeder beliebige P u n k t P  der in Abb. 3 dargestellten  Fläche gibt d ie  
N ettop rod u k tiv itä t Tx e ines Vorganges an, der m it den Selbstkosten  von  
(vx -)- hx) verbunden ist. D ie  Fläche schneidet die K oordinatenebene nt, v in  
dem  zum  Werte h =  0 gehörigen

T  = ~ °  (19)
V

-förm igen  Hyperbole.



METHODIK ZUR MECHANISIERUNG DER BAUINDUSTRIE 157

Nehm en wir nun einen beliebigen Punkt P  der Fläche, zu dem die Selbst
kosten  К  und die N ettop rod u k tiv itä t T p gehören. Legen wir w eiters im  Punkte  
К  eine zur Achse T  parallele Projektionsebene m it der Führungslinie z. D iese  
Projektionsebene schneidet aus der U m gebung des Punktes P  das B ogenseg
m ent (Pj) — (P 2) aus. W ird nun der W inkel der von  der Führungslinie der

E bene und der A chse v eingeschlossen wird m it •& bezeichnet, so lau tet der 
Gradient im  Punkte P

Г A  P l  d T z  a T  о I 9 Î 1 ■ q(у =  grad P  L =  — — =  ------  cos v  -\--------sin v .
dz 3v dh

(20)

Das M aximum des G radienten ergibt sich aus der Voraussetzung:

1® = 0  
d &

au f Grundlage von (17), u . zw.:

9 T  

d v

F * - h

V 2

1

( 21)

(22)

8 T
dh v

( 2 3 )

Abb. 3. D ie  O berfläche nt = f ( h v )
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also

cos & — -— sin &
V

( 2 4 )

und  nach  Lösung der sich aus Vorschrift (21) ergebenden G leichung:

F° ~ - h gin-fl — — co8fl =  0 (25)
V2 V

erg ib t sich:
V V

t g d  =  - " F ~ T  =  — 1 Г -  (26)JrQ —  h m  -j- V

D as h e iß t, die Führungslinie der Ebene z steh t in  К  zur Geraden (MC) senkrecht. 
Z urück nun zu Abb. 1.: w ird  der Vorgang К  in  R ichtung & w eiterentw ick elt, 
so is t  m it einem A nw achsen v o n  T  in  größerem Ausm aße zu rechnen.

A ls wirtschaftliches E rgebnis der M echanisierung ist allgem ein eine Ver
m inderung der auf die E in h e it entfallenden K osten  festzustellen . D ies wird auch 
v o n  der unten angeführten Tabelle b estä tig t, deren Zahlenwerte a u f Grund der 
g ep la n ten  Normen für m echanische Geräte vom  Jahre 1956 erm itte lt wurden.

Selbst
kosten  der 
H andarbeit

S elb st
k osten  der 

mech. A rbe it

N etto 
produk

tiv itä t

1. A usm ischen von 1 m3 B eton in  der B etonm isch
m aschine .............................................................................................. 23,79 11,79 2,71

2. Ausm ischen von 1 m3 Mörtel in  der Mörtelmischmaschine 21,42 12,03 2,36

3. Beförderung von 3.6 t M aterial in eine Höhe von 18 m  
m ittels Turmkran ............................................................................ 113,09 32,90 5,23

4. Beförderung von 1 m3 Schotter auf eine Höhe von 7 m  
m ittels Förderband ....................................................................... 15,81 11,09 2,07

5. Beförderung von 0,5 t M aterial auf eine Höhe von 10 m  
m ittels Trägerkran .......................................................................... 13,93 7,48 3,29

6. Beförderung von 1 m3 Mörtel auf eine Höhe von 6 m m it
te ls  M örtelpum pe.............................................................................. 33,24 8,21 5,68

7. A usheben und Aufschütten v o n  1 m3 Erdreich m ittels
Bagger ................................................................................................. 14,65 5,68 4,77

In  Folge des M aschinenverschleißes können jedoch die E inheitskosten  der 
P roduktion  an Hand einer zeitfunktioncll ansteigenden K urve dargestellt wer
d en . B ei gleichbleibendem  Preise des Erzeugnisses weisen som it die spezifi
sch en  Einsparungen eine rückläufige Tendenz auf, wie aus A bb. 4 — näm -
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Abb. 4. B estim m ung der oberen Grenze der A m ortisationszeit und der w irtsch. L ebensdauer

lieh der K urve ni(t)— zu ersehen ist. Ebenso sin k t die L eistung q(t) und 
schließlich die au f die Z eiteinheit x(t) entfallende E insparung, w obei

x(t) =  m(t) • q(t). (27)

Die G esam teinsparung im  Laufe der Zeit . /  beträgt

J J.
M(t) =  ) x(t) dt • j m(t) • q(t) dt (28)

ö ö

und ist selbst eine Funktion der Zeit.
Das Opfer, das bei Inbetriebsetzung einer M aschine gebracht wurde» 

kann zahlenm äßig durch den Investitionsw ert A  der Maschine ausgedrückt 
werden. W ird nun dieser W ert A  nicht zur besprochenen M echanisierung auf
gew endet, sondern in einem  anderen Zweige der V olksw irtschaft nutzbringend  
eingesetzt, so wurde gleichfalls eine Einsparung erzielt, die durch einen A us
druck von der Form

Mt) =  A l l  +  д„)г ( 2 9 )
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erfaß t werden kann, w ob ei ôn der normgemäße W ert des Strum ilinschen K oef
f iz ien ten  der relativen W irksam keit ist.

A(t) ist wiederum  eine Funktion der Zeit. Schneiden* sich nun die F unk
tio n en  M(t) und A(t) in irgend einem Punkte m it der Abszisse

to <  tg (30)

so is t  die W irksam keit der M aschineninvestition als gesichert anzusehen, i 0 ist 
h ieb e i die A m ortisationsspanne. Die von der M aschine zu ihren Lebzeiten  
g e le is te te  Einsparung b eträgt:

Mg =  M(tg) -  % )  =  M(tg) -  A( 1 +  ôn)1’ . (31)

Beträgt jedoch längs der Kurve

M(t) <  (t) (32)

so ze it ig t  die M echanisierung keinerlei vom  w irtschaftlichen Standpunkte aus 
nachw eisbares Ergebnis.**

D er Vorgang einer Verbesserung der W irtschaftlichkeit der Maschine 
k a n n  aus einer R eihe v o n  D iagram m en in A bb. 5 ersehen werden. D ie spezi
f isc h e  Einsparung beträgt

m(t) — a(t) — k(t) (33)

n äm lich  die Differenz zw ischen  Preis und K osten . A(t)  charakterisiert die Ver
änderung des Buchw ertes des Investitionsfondes. Nehm en wir nun in unserer 
ersten  Aufgabe an, daß d ie  Industrie eine neue M aschine hohen W irkungsgra
des allgem ein einführt, die den W ert von a{t) senkt. Für uns ste llt sich nun die 
F rage, ob es sich in unserem  Falle auszahlt die neue Maschine zu erwerben und 
sie  im  Zeitpunkte fx in B etrieb  zu nehmen, da w ir doch eine M aschine älteren 
T y p s besitzen. An H an d  der B ezeichnungen in  Abb. 6  ste llt sich  nun der 
G edankengang folgenderm aßen dar: falls die neue M aschine n icht aufgetaucht 
w äre, so hätten wir b is zum  Zeitpunkte tg das Ergebnis M 0 erzielt. Infolge  
d es Auftauchens der n eu en  Maschine is t  die Lebensdauer unserer Maschine 
i 2  tx und kann bis zum  Z eitpunkte i2 m it der a lten  Maschine ein Ergebnis von  
М г und mit der neuen  M aschine ein solches v o n  M 2 erzielt werden. B is zum  
Z eitpunkte ij m uß h in gegen  ein finanzielles Opfer in der Größe von  А  =

* W obei sich tg aus der B edingung m(lg) — 0 erg ibt, sobald also die m echanische  
A r b e it  keine E insparung m ehr darstellt.

** Aber auch son stige  P u n k te  können in einem  derartigen Falle eine M echanisierung  
b e g r ü n d et erscheinen lassen .
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=  А г -)- A 2 gebracht werden, w obei А г den Buchwert der alten M aschine im  
Z eitpunkte t1 — und A 2 den Einkaufsw ert der neuen Maschine darstellen . Im

Abb. 5 . D arstellung der m aßgebenden  
Faktoren

Abb. 6. Untersuchung der W irksam keit

Zeiträum e (f2 — tx) beträgt der W ert des besagten  finanziellen A usfalls:

Ф =  A(1  +  «n)*, ~ ‘i>. (34)
Ist nun

Ф >  M 2 -  M l (35)

so kann der Austausch der M aschinen nicht als w irtschaftlich b ezeich n et  
werden.

Als zw eite Aufgabe können wir auch die Frage aufwerfen, ob es sich  auch  
dafürsteht eine bessere Maschine einzusetzen als die bisherige, auch dann wenn  
diese bessere Maschine noch nicht überall eingeführt ist, oder aber das A us
laufen der Lebenszeit der bisher in  Gebrauch befindlichen M aschine abzuw ar
ten . D ie h iebei herrschenden U m ständen  werden in Abb. 7 gezeigt. A u f Grund

11 A cta Technica X X X I/1—2.
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des Obengesagten braucht nunm ehr bloß erm itte lt werden, welches Ausm aß  
das zu erwartende fin an zie lle  Opfer haben w ird, falls wir den A ustausch nicht 
im  Zeitpunkte tx durchführen. All diese A ngaben m üßen hinsichtlich des Z eit

pu n k tes t2 gem acht w erden, wobei (t2 —- fx) die Lebensdauer der neuen  
M aschine darstellt. E s lieg t auf der H and, daß

ф  =  [A(  1 +  a / ' - u  -  a 2] (1 +  (36)

da das erste Glied des Ausdruckes in der eck igen  Klammer jenes Ergebnis 
darstellt, das der fin an zie lle  Verlust, A b is zum  Z eitpunkte tg auch in einem  
anderen Zweige der V olksw irtschaft gezeitig t h ä tte . Jedenfalls m üßen hievon  
die K osten von A 2 ged eck t werden. Ein bereits im  Zeitpunkte erfolgender  
A ustausch der M aschine is t  nur dann begründet, falls

Ф <  M2 — Mj (37)

also der Einsatz der neuen  Maschine bessere E rgebnisse zeitigte.
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2. Optimalleistung des M aschinenparks der Unternehm ung

Die B edeutung der Bezeichnungen sei wie folgt:
V  das Volum en des Bauvorhabens in natürlichen E in h eiten ,
T  der W ert des B auvorhabens in Forint,

A, B, C die zum Einsatz gelangenden M aschinen, 
ад, ав, de  der Bedarf des Bauvorhabens an spezifischen M aschinenstunden, 
1>А, 1>b, bc die spezifische A rbeitsstundeneinsparung für jede B auvorhaben

einheit bei E insatz der Maschinen А, В, C,
K a , K b, K c der Fond von A rbeitsstunden , der im Laufe des Z eitraum s der 

U ntersuchung dem M aschinenpark der U nternehm ung zur Ver
fügung steht.

Nehm en wir nun an, die U nternehm ung erstelle m Arten von  B auvorha
ben und für jede derselben wurden die W erte von V, T, ад, Ьа erm ittelt. 
D ieselben wurden nun in folgender Tabelle zusam m engefaßt:

F i f 2 F m

A a  A i «Л 2 • (lAm K a

В а в \ « ß 2 авт K B

С «C l «Со aCm K c

N rt/Vi «Л/2 dNm K N

T i T 2 T m
v i V2 vm

y y y
V 'b  1 bmA A л

* i x 2 Xrn

wobei die E lem ente der letzten  R eihe die im Verlaufe des Zeitraum es der U nter
suchung, für jede Art von B auvorhaben herstellbaren Mengen sind. 

Besonders bem erkenswert sind die E lem ente der Matrix

а я . . . .  а ,, Л 1 лтА  =
« N i  • • • •  « N m !

Diese können und m üssen an H and eines eingehenden O rganisationsplanes 
erm ittelt werden. Diese M atrix charakterisiert in ihren Einzelheiten das N iveau

11*
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der V erfahrenstechnik. O ffensichtlich bestehen folgende U ngleichm äßigkeiten:
\

•*"1 ' a Al +  X2 ' a2 ”)“ • • •  xm ' aAm iSi ^ A

X 1 '  а В1  ” Ь  x 2 '  °B 2  • • • x m ' a B m  i i a  К в  ( 3 ß )

X1 ' вдп 4" X2 aN2 "Ь • • • x m m  ' a N m  ^

D as U ngleichm äßigkeitssystem  muß derart gelöst werden, daß die Funktionen  
die die O ptim albedingungen umschreiben

IIN T
'X1+ - у  X 2 +  • 

 ̂2

T
4- — —  ■ X  +  x m

r m
(39)

N
z 2

N

’ x i 2  X2 ■■ ■ +  2  b m x m (40)
A  A  N

ein  M axim um  aufw eisen. D iese Aufgabe ist m ittels des Algorithm us der linearen  
Program m ierung zu lösen  und ergibt eine exakte Lösung der Frage der M aschi
nenverteilung. D ie B estle istu n g  wird von den W erten x(xv  x2 . . .  xm) in  den 
F unktionen  Z 1 und Z 2 defin iert.

H iebei sind jene M öglichkeiten zu beachten , die uns dank der m athem a
tisch en  Erfassung der sogenannten  definierenden Voraussetzungen zur Verfü
gung stehen. A uf diese W eise kann jede G egebenheit die sich in der Praxis 
b ie te t , in  das G leichungssystem  eingebaut w erden und die gewonnenen R esul
ta te  umschreiben m it ausreichender G enauigkeit das, unter den gegebenen  
U m ständen  erreichbare O ptim um . An Stelle des betriebseigenen M aschinen
parks können wir h iebei auch von dem des ganzen Industriezw eiges ausgehen, 
w ob ei die Lösung die Profilierung des ganzen B auvolum ens vor Augen führt.

3 . Die Rolle der M echanisierung bei der Gestaltung des Um fanges
der Bauproduktion

Der Zusam m enhang zwischen dem Produktionsvolum en (T) und den  
Faktoren  (a, b, c, d, u. s. w .), die die G estaltung des jew eiligen Volum ens d efi
nieren, kann m athem atisch  in Form einer F unktion  wie

T  = f ( a , b , c , d ,  . . . )  (4.1)

niedergeschrieben w erden. D er partiale D ifferentia lquotient der Funktion der 
Produktion ist die d ifferentielle Produktivität des diesbezüglichen Produktions-
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faktors. W enn dies in irgend einer Proportion zur statistischen  P roduktivität 
steh t, also allgem ein ausgedrückt:

да a

ат _  т
~ о Г ~ р ~ь

0 T T=  y _  
oc c

(42)

so führt die Integrierung der G leichung zu einer Funktion m it der Form

T  =  A  ■ aa ■ bß ■ cv (43)

w obei A  die Integrationskonstante ist. Erwiese sich nun im  Falle zw eier F ak 
toren, daß

a +  ß =  1 (44)

wobei wir also unter E insetzung von

(45)

(46)

а =  к

ß  =  1  -  к

in (43) den m odifizierten Ausdruck

T  =  А ■ ak ■ b ° - k) (47)
erhalten.

S tellt nun »a« den durchschnittlichen A rbeiterstand der B auindustrie*  
(in 1000 Mann) im  V erlaufe eines Jahres — und »b« den investierten  W ert des 
M aschinenparkes in Forint (100 Mill.) dar, so brauchen nach U m ordnung des 
auf Grund der Angaben aus den Jahren 1951 — 56 gerechneten Ausdruckes

b \ 
a

bzw. nach dessen Logarithm ierung

(48)

T
lo g -----=  log A +

a
( 1  — к) log —  

a
( 4 9 )

Die Angaben der B etriebe des M inisteriums für Bauw esen.
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in  der so erhaltenen G leichung der Geraden, nur mehr die K onstanten  A  und 
( 1  — k) erm ittelt werden.

Nach Lösung der N orm algleichung erhalten wir den Zusam m enhang

T =  33380,7 • a 0 ’9 2 5  • 6 ° 075. (50)

D er K orrelationskoeffizient ergab sich m it 0,97435. D ie Streuung von (1 — k) 
b etru g  ±0 ,01211 — die v o n  »A «  Jl*99, und der durchschnittliche Fehler des 
K orrelationskoeffizienten  0 ,02066. All dies w eist au f einen engen Zusam m en
h a n g  hin.

Laut (50) steigt bei gleichzeitiger E rhöhung des A rbeiterstandes und des 
M aschinenparks um je 1% , das Volumen der Erzeugting um  1%: u. zw . zu 
92 ,5%  infolge der Steigerung des A rbeiterstandes und zu 8,5%  infolge der 
M echanisierung.

D ie F unktionskon stante »A«  stellt den M eßwert des Standes der Tech
n ik  dar. Sie gestaltete sich im  Verlaufe des untersuchten Zeitraum es folgender
m aß en :

1951 . . A =  1 0 0

1952 . . A = 98,5
1953 . . . A =  97,5
1954 . . A =  97,8
1955 . . A 98,5
1956 . . A =  1 0 0

D ie  Indexreihe w eist au f d ie N otw endigkeit h in , bezüglich der M echanisierung 
n eu e  W ege zu suchen, u. zw . solche W ege die nebst einer ständigen W eiterent
w ick lu n g  der V erfahrenstechnik im  Bauw esen, auch eine gesteigerte V erbesse
ru n g  der w irtschaftlichen E rfolge zu gew ährleisten in der Lage sind. Am darge
s te llte n  Modell wurde ausschließlich  die R olle der w esentlichsten  W irtschafts
fak toren  zahlenm ässig erfaßt. H iem it soll n icht gesagt sein, daß es keinerlei 
w eitere  wichtige W irtschaftsfaktoren gäbe, deren G estaltung in der Lage 
w äre, das P roduktionsvolum en zu beeinflussen. A uf eben einige der hierauf 
b ezü glich en  m ikroökonom ischen Zusam m enhänge wurde im  ersten Teile der 
A rb eit hingewiesen.

Anhang

( Praktische Berechnungen)

Jene W erte die die D a te n  der A rbeitskraftäquivalente zusam m enfassen, sind hinsicht
lic h  M aschinentype und W oche zusam m en m it den B erechnungen über die N ettoprodu ktiv ität  
der m enschlichen Arbeit in  T a b elle  1 enthalten. H iebei b ildet überall die H andarbeit die Ver
gleichsgrundlage. B ei E rm ittlu n g  der W erte in  F orint, wurde von  dem  im  N orm enheft von  
1956 in  konstanten Preisen ausgedrückten D aten ausgegangen. B eim  Turm kran nahm en wir 
1600 H ebungen — bei der Schotterbeförderung 2000 m 3 — bei der M örtelbeförderung 500 m3 — 
u n d  'chließlich beim Trägerkran 800 H ebungen als K alkulationsgrundlage an.
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Tabelle I
Berechnung des Arbeitskraftä'iivalents

а b C d e / S h

Ausmischen von 1 rn3 B eton im 3,10 23,10 0.69 23,79 0,72 24,51 А
Betonmischer 7,41 4,38 11,79 12,72 24,51 В

0.94 0,03 0,97 0,03 1,00 1,03 С

0,30 0,18 0,48 0,52 1,00 2,72 D

Ausmischen von 1 m3 Mörtel im 2.85 20,80 0,62 21,42 0,64 22,06 A
Mörtelmischer 7,25 4,78 12,03 10,03 22,06 B

0,94 0,03 0,97 0,03 1,00 1,03 C

0,33 0,22 0,55 0,45 1,00 2,36 D

Beförderung von 3,6 t  auf eine 4,87 108,75 4,34 113,09 3,39 116,48 A
Höhe von 18 m m it dem  Turm 
kran 20,18 12,72 32,90 83,58 116,48 B

0,94 0,03 0,97 0,03 1,00 1,03 C

0,17 0,11 0,28 0,72 1,00 5,23 D

Beförderung von 1 m:1 Schotter 3,00 13,54 2,27 15,81 0,47 16,28 A
auf eine Höhe von 6 m  m ittels  
Förderband 4,63 6,46 11,09 5,19 16,28 B

0,83 0,14 0,97 0,03 1,00 1,00 C

0,29 0,40 0,69 0,31 1,00 2,07 D

Beförderung von 0,5 t auf eine 4,85 13,49 0,44 13,93 0,41 14,34 A
Höhe von 10 m m ittels Träger
kran 3,06 4,42 7,48 6,86 14,34 B

0,94 0,03 0,97 0,03 1,00 1,03 C

0,21 0,31 0,52 0,48 1,00 3,29 D

Beförderung von 1 m3 Mörtel auf 5,80 30,57 2,67 33,24 1,00 34,24 A
eine Höhe von 6 m m ittels  
Mörtelpumpe 5,29 2,92 8,21 26,03 34,24 B

0,90 0,07 0,97 0,03 1,00 1,03 C

0,16 0,09 0,25 0,75 1,00 5,68 D

Ausheben von 1 m3 Erdreich und 5,12 14.25 0.40 14.65 0,40 15,10 A
seine Beförderung in eine E n t
fernung von 20 m m ittels 2,79 2,89 5,68 9,42 15,10 B

Bagger 0,94 0,03 0,97 0,03 1,00 1,03 C

0,17 0,19 0,36 0.64 1,00 4,77 D

Die Spalten  der Tabelle sind: be it ( T ),
a. Das A rbeitskraftäqu ivalent L0, h. D ie B edeutung der hier aufscheinenden
b. der W ert der m enschlichen A rbeit/Pro- B uchstaben:

d u k tiv itä t, A . . .  H andarbeit in F orint,
c. derübertrageneA rbeitsw ert/P roduktiv ität, В . . .  m echanische A rbeit in Forint,
d. die Selbstk osten /P rodu ktiv itä t, C . . .  H andarbeit m it den K onstruk-
e. A k ku m ulation /P roduk tiv ität (N u tzen), tionsk oeffiz ienten ,
f. P rod uktion sw ert/P rod uktiv ität, D . . .  m echanische A rbeit m it den
g. N ettop rod u k tiv itä t der m enschlichen Ar- K onstruktionskoeffizienten .
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Tabelle II

Berechnung der optimalen wirtschaftlichen Lebensdauer der A m ortisationszeit eines Baggers von
1 m3 Schaufelinhalt.

D ie Ausgangsdaten sind wie folgt:

Jahr a b C d e f g h j

l 2400 50 120 120 — 0,95 1,00 4,05 500

2 2400 50 120 130 — 0,95 1,08 3,97 480

3 2200 50 110 150 180 0,95 3,00 2,05 2,30

4 2200 50 110 150 — 0,95 1,36 3,69 400

5 2000 48 96 170 180 0,99 3,65 1,36 140

6 2000 48 96 170 • — 0,99 1,76 3,25 320

7 2000 48 96 170 200 1,01 3,86 1,13 110

8 1800 45 81 180 — 1,06 2,22 2,72 220

9 1800 45 81 200 200 1,06 5,18 - 0 ,2 4 - 2 0

10 1600 45 72 200 — 1,08 2,78 2,14 70

11 1500 40 60 220 260 1,22 8,00 - 3 ,2 2 - 1 9 3

12 1400 40 56 220 — 1,22 3,90 0,88 50

13 1300 35 45 250 — 1,51 5,47 - 0 ,9 8 - 4 5

14 1200 30 36 250 320 1,73 15,90 - 1 1 ,6 3 —420

15 1100 20 22 250 — 1,75 11,40 - 8 ,1 5 — 189

16 1000 20 20 300 320 1,85 31,00 — 27,85 - 5 5 0

D ie  S p a lten  der Tabelle b edeuten: 

a  . . .  B etriebsstunden/Jahr,
b . . .  m3/B etriebsstunde, jährl. durchschnittl. Stunden leistung, 
c . . .  Jahresproduktion in  1000 m 3, 
d  . . .  jährl. In stan dha ltun gsk osten , in 1000 Forint, 
e . . .  jährl. R eparaturkosten  in 1000 Forint,

f  . . . Material- und L oh n k o sten  auf lm 3 Erdreich berechnet F t/m 3, 
g . . .  E inheitskosten v o n  Reparaturen (d  - j -  e) : c in  F t/m 3, 
h  . . .  Einsparung, bezogen  a u f den Einheitspreis von  6 F t/m 3 in F t/m 3, 
j  . . .  Jährliche E insparung in  1000 Ft.

F ür einem Bagger m it 1 m 3 Schaufelinhalt berechneten wir die A m ortisationszeit, die  
W irtsch a fts -  und die optim ale L ebensdauer. Die A usgangsdaten sind in Tabelle II zusam m en
g e fa ß t.

D er Investitionsw ert b eträ g t: A =  750 000 Ft.
D ie  Kennziffer für die O ptim albedingung hat die allgem eine Form:
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Ilieraus ergaben sich folgende Werte: 

bei L ebensdauer der M aschine von 1 Jahr, beträgt der W ert

2
der K ennziffer 0,138 

0,240
3 0,262
4 0,310
5 0,304
6 0,326
7 0,315
8 0,236
9 0,306

10 0,310
11 0,284
12 0,284
13 0,276
14 0,250
15 0,242
16 0,220

D ie in  den Spalten «a», «b», «d» und «e» der T abelle  II enthaltenen D aten  erm itte lten  
wir durch Schätzung; im  D urchschnitte stim m en sie m it den Angaben des N orm en hefts von  
ÉTI (F orschungsinstitu t für Bauw esen) überein, die zeitlichen  Änderungen sch ätzten  w ir a u f  
Grund von  A ngaben aus der Praxis. Im  gegebenen F alle  is t  eine statistische U nterm auerung  
dieser D aten  nötig. Mit A bsicht setzten wir n icht für jed es Jahr eine G eneralreparatur fest  
und so en tstan d  ein gewisser F inklang zwischen der Z eit eines Arbeitszyklus und der A nzahl 
von  A rbeitsstunden.

A u f Grund obiger D aten  liegt die w irtschaftliche Lebensdauer zwischen 6 und 7 Jahren- 
D ie A m ortisationszeit wurde auf Grund von  A bb. 8 auf graphischem W ege erm itte lt. 

Die K urve von  M (l)  ergab sich aus den einzelnen, in  der Spalte «/» der Tabelle en th a lten en

Abb. 8. A m ortisationszeit eines Baggers m it 1 m 3 Schaufelinhalt

D aten, w ährend die Form  von (t) auf Grundlage e ines durchschnittlichen W irkungsfaktors  
von 0,1 errechnet wurde. Im  G egensätze zu den M (t)-W erten 0 — 500—980 — 1210 ergaben sich  
der Reihe nach die W erte m it 750 — 825—907—998. D er Schn ittpunkt lag zw ischen 2 und 3 
Jahren, die A m ortisation beträgt dem nach ungef. 2, 4 Jahre.

An H and von Abb. 9 erm ittelten  wir auch au f graphischem  W ege die optim ale  L ebens
dauer. W ir w ählten  hiezu die K urve, die sich den unteren W erten der Schwankungen a n sclim iegt, 
wobei zu sehen ist, daß auch die obersten W erte zu keiner w esentlich kürzeren Z eit geführt 
hätten . L aut unserer W ahl beträgt lg =  11,5 Jahre.
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Abb. 9. W irtschaftliche Lebensdauer eines B aggers m it 1 m 3 Schaufelinhalt

F ür die bezeichneten M aschinen und die gen an n ten  Verfahren betragen die optim ale  
K a p a z itä te n  wie folgt:

Leistung Tageskapazität J  ah reskapazität

B etonm ischer .................................................... 5 m3/h 24 m3/Tag 5700 m 3/Jahr

M ö rte lm isch er .................................................... 4 m3/h 19 m3/Tag 4700 m3/Jahr

T urm kran, beim Einbau von  größeren  
E lem enten  als 0,5 t  ............................... 10 t/h 80 t/Tag 15 000 t/Jahr

Förderband für Schotter m it Zubringung 
m it der Hand ............................................. 5 m3/h 40 m3/Tag 10 000 m3/Jahr

M ö rte lp u m p e...................................................... 4 m3.h 25 m3/Tag 6000 m 3/Jahr

Trägerkran, m it einer Förderung von  500 
kg au f eine Höhe von 25 m  ................... 5 t/h 35 t/Tag 6000 t/Jahr

B agger m it Zugseil, bei Erdreich der 
K lasse  I und II, unter Deponierung des 
E r d r e ic h s ........................................................ 70 m3/h 500 m3/Tag 90 000 m3/J ahr

D ie  Abhängigkeit der G esam tkosten von der Produktionsgeschwdndigkeit. zeigen wir an 
fo lg en d em  Beispiele. Es h an delt sich hiebei um  die m aschinelle H erstellung v o n  3000 m3 
M örtel. U ntersuchen wir nun vier Fälle: L eistungen v o n  10 — 19 — 22 — 33 m3/T ag. D ie  letzten  
drei Zahlenw erte entsprechen eben  den T ageskapazitäten  der Mörtelmischer 150 1 und 216 1. 
D ieser  für eine optim ale M aschinennutzung erste llte  W ert ergibt gleichfalls ein M inim um . 
F ä llt  d ie  tatsächlich  gew ünschte L eistung unter d iese Schnittpunktsw erte, so b ieten  sich zwei 
M öglichkeiten . Man muß näm lich  die M ehrkosten die aus einer geringeren N utzung der M aschine 
a u fla u fen  auf sich nehm en — näm lich  die L ohnkosten ungenutzter M aschinenstunden — oder
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näm lich  die M ehrkosten die aus einer teilw eisen H andarbeit erwachsen. In d iesem  einfachen  
Falle genügt der Vergleich der Rohkosten der m aschinellen  Arbeit. D em nach la u te t die 
gew ählte  Tabelle:

А В c D

L e is tu n g ............................ 10 m3/Tag 19 m3/T ag 22 m3/Tag 38 m3/Tag
Bezeichnung der Ma

schine ............................ Mörtelmischer M örtelmischer Mörtelmischer M örtelmischer
216 1 216 1 150 1 216 1

Anzahl der M aschinen. . 1 Stück 1 Stück 2 Stück 2 Stück
Gesamtmenge .............. 3000 m3 3000 m3 3000 m3 3000 m 3
Betriebsstunden .......... 856 856 750 428
K osten ............................ 48 729 Ft 42 492 F t 43 353 Ft 43 349 F t

D ie V erhältnisse werden in Abb. 10 veranschaulicht. In dieser Abbildung verbanden  
wir die dem  M örtelm ischer 216 1 zugehörigen Punkte A  — В  — D ,  wobei wir bem erk ten , daß 
die P unkte des D iagram m s nicht im  Sinne einer sachgem äßen Interpretation für die Z w ischen

geschw indigkeiten  gü ltig  sind: die tatsächlichen U nterschiede sind jedoch derartig gering, daß  
zu einer praktischen Orientierung die Punkte annehm bare W erte darstellen. D ies is t  aber nur 
solange gültig , bis wir keine H andarbeit zur G ew ährleistung von  L eistungsunterschieden ein 
schalten . Punkt C zeig t, daß sich die K osten  ändern, fa lls wir in den Grenzen von 19 — 22 m 3/Tag  
zwei S tück M örtelm ischer vom  Typ 150 1 einsetzen. D ie K ostenunterschiede sind sichtlich  
gering. D ie E insparung ist im  Verlaufe der D urchlaufszeit gleichwohl außerordentlich bedeu
tend , das Verhältnis von  A  zu D  entspricht näm lich einem  Verhältnis von 300 : 79. D ie  E rklä
rung hiefiir ist in der T atsache zu suchen, daß die Instandhaltungskosten  den ge le isteten  
A rbeitsstunden proportioneil sind, was technisch auch an sich vollkom m en begründet ist. 
D em zufolge sp ielt bei den K ostenw erten nur der U nterschied  der Aufm arschkosten eine R olle, 
was aber bei dieser kleinen M aschineneinheit keine ausschlaggebenden M ehrkosten darstellt.

Schließlich behandeln wir das U ntersuchungsverfahren im  Zusam m enhänge m it der 
E ntw icklung der M echanisierung, und zwar auf Grund der in Tabelle 1 angeführten Param eter  
des Betonm ischers, w obei wir die K onstruktionsfaktoren sowie das W irksam keitsdiagram m  
benützen . W ie ersichtlich , beträgt:

Abb. 10. K osteiikurve eines M örtelm ischers
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die m enscliliche A rbeit .................................................  7,41 F t/m 3 =  e
die verbrauchte übertragene Arbeit ....................... 4,38 F t/m 3 =  h
Selbstkosten .......................................................................  23,79 F t/m 3 =  к
G esa m tn u tzen ..................................................................... 12,72 F t/m 3 =  m

F ür die Selbstkosten erhalten wir nach A nalyse der K ostensätze bei Übergang a u f d ie  
K on struk tion sfak toren , folgendes Ergebnis:

1 2 3 4

Lohn des M aschinenarbeiters.............. 0,220 0,075 0,220 0,075

Lohn des Instandhalters ...................... 0,095 0,095 0,048 0,048

T r e ib s to f f ...................................................... 0,075 0,075 0,075 0,075

Reparaturm aterial und Am ortisation 0,110 0,110 0,055 0,055

N u t z e n ........................................................... 0,500 0,645 0,602 0,747

N ettop rod u k tiv itä t ............................... 2,72 5,20 3,50 7,63

D ie  Verhältnisse sind aus A bb. 11 ersichtlich. P u n k t 1 zeigt den untersuchten G rundfall, 
in  dem  d ie  N utzung der Schichtzeit 30%  des N orm enw ertes ausm acht. Punkt 2 en tsp rich t dem

h

W erte  e in er 100% -igen N u tzu ng der Schichtzeit. A u ffa llend  is t  der sprunghafte A n stieg  der 
N etto p ro d u k tiv itä t.

P u n k t 3 bezieht sich auf den Fall in  dem  es g e lin g t, die Instandhaltungskosten  und  
A bschreibungskosten  auf die H älfte  zu verm indern. D ie  M öglichkeit hiezu ergibt sich aus einer  
m o d ern en , leichten  K onstruktion , aus einer Steigerung der P roduktiv ität der M aschinenrepa
ra tu rarb eiten , oder aus der verhältn ism äßigen Steigerung der Leistungsfähigkeit der M aschine. 
A u ch  h ieb e i können Ergebnisse erzielt werden, w ie aus dem  Verhältnis der N ettop rod u k tiv i
tä te n  zu ersehen ist. Auffallend is t  hiebei jedenfalls, daß die relative Verbesserung verh ä ltn is
m äßig  geringer ist. Punkt 4 dem onstriert schließlich je n e n  F all, in  dem  beide der erw äh nten  
A b än d eru n gen  zur Durchführung gelangen.
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ZUSAM M ENFASSUNG

Zum Ausgangspunkte der gesam ten Abhandlung wird die Frage der w irtschaftlichen  
W irksam keit der M echanisierung genom m en. Wir halten  es für notw endig, daß n eb st Senkung  
der Selbstkosten , auch eine Steigerung der P roduktiv ität der m enschlichen A rbeit zur Geltung 
zu kom m en habe. Zur D arstellung einer derartig interpretierten  W irksam keit w ird ein  neues 
Verfahren vorgeführt. Nach entsprechender Fundierung kann die Erstellung eines optim alen  
Program m s für ein U nternehm en — ja  für den ganzen Industriezweig — dem  A lgorithm us 
der linearen Programmierung anvertraut werden. D ie R olle der M echanisierung wird m ittels  
einer linearen, homogenen Produktionsfunktion dargestellt. Eine Anwendung der vorgeführten  
m athem atischen Verfahren w ird durch Aufnahme representativer, sta tistischer  Angaben  
erm öglicht, wodurch man auf jede Frage in der W irtschaft, die m it der M echanisierung im  
Zusam m enhänge steht, A ntw ort erhält u. zw. angefangen von Problemen am  A rbeitsplätze  
se lb st bis zu den diesbezüglichen Problem en der B auindustrie — ja sogar der V olksw irtschaft  
se lb st.

D ie Arbeit stellt einen A uszug aus der D issertation  zur Kandidatur des A u tors dar.

M ETHO DS FOR D E V E L O P IN G  O PTIM U M -EFFICIENCY M EC H A N IZA TIO N  
IN  T H E  B U IL D IN G  IN D U S T R Y

G. RÉCZEY

SUMMARY

The econom ical efficiency o f m echanization is th e  starting point o f the w hole d iscussion  
B esides reduction o f costs, it  is thought that the net increase of the efficiency o f  liv e  labour  
m ust be asserted. A new m ethod is  shown for representing the efficiency defined in  th is  way. 
The preparation of the optim um  program  of an enterprise or — if  we wish so — o f  th e  whole  
branch o f industry can be tru sted , after providing the necessary bases, to the a lgorithm  of 
lin ear programming. The role o f m echanization is show n b y  means of a linear, hom ogeneous  
production  function. The m athem atical m ethods which are shown m ay be used after  represen
ta tiv e  sta tistica l collection o f data and thus we get an answer to every question o f  m echani
zation  related to econom ics, beginning from  the problem s on the work site  up to  th o se  con
cern ing  the whole branch o f ind ustry  and the whole national econom y.
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M É T H O D E S DE D É V E L O P P E M E N T  D ’U N E  M É C A N ISA T IO N  G ARA NTISSA NT  
LE R E N D E M E N T  O PTIM UM  DANS L ’IN D U S T R IE  DU BATIM ENT

G. RÉCZEY

RÉSUMÉ

L ’efficacité économ ique de la  m écanisation est le  p o in t de départ de tout le traitem ent*  
L ’au teu r  conclut qu’à part la réd u ction  du prix de rev ien t, on  doit considérer l ’augm entation  
de la  productivité nette du tr a v a il v iv a n t. Une m éthode n o u v elle  est montrée pour la représen
ta t io n  de l ’efficacité définie de c e tte  façon. Après avoir créé les bases nécessaires, la confection  
du program m e optim um  de l ’entreprise  —  si l ’on v eu t, de to u te  une branche de l ’industrie —  
p eu t être confié à l ’algorithm e de la  programmation lin éa ire. Le rôle de la m écan isation  est 
m ontré à travers une fo n ctio n  de production hom ogène lin éa ire. Après une relevé statistique  
rep résen ta tif des données, il y  a possib ilité  d ’appliquer les m éthodes m athém atiques exposées 
et a in si on  obtient la réponse sur to u te s  les questions économ iques concernant la m écanisation , 
à com m encer des problèm es concernant un chantier ju sq u ’à ceux relatifs à la branche de 
l ’in d u str ie  entière ou concernant to u te  l ’économie n a tio n a le .

МЕТОДИКА СОЗДАНИЯ В СТРОИТЕЛЬНОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ МЕХАНИ
ЗАЦИИ, ОБЕСПЕЧИВАЮЩЕЙ МАКСИМАЛЬНУЮ ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТЬ

Г. Р Е Ц Е И

РЕЗЮМЕ

Экономическая эффективность является исходной точкой всей работы. Наряду 
со снижением себестоимости следует добиваться также производительности нетто физичес
кого труда. Демонстрируется простой метод для изображения трактуемой таким образом 
эффективности. Составление программы предприятия (или же некоторой отрасли про
мышленности) после соответствующего обоснования можно осуществить при помощи 
линейного алгорифма. Роль ж е механизации иллюстрируется при помощи линейной 
гомогенной производственной функции. Применение упомянутых здесь математических 
.методов возможно осуществить после снятия выборочных статистических данных и, таким 
образом, можно получить ответ на все экономические по своему характеру вопросы 
механизации, начиная от проблем рабочих мест и включая проблемы отдельных отраслей 
промышленности и всего народного хозяйства.
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(Поступило 20 окт. 1958 г.)

Введение

Закономерность поворотов при регулировании рек установлена фран
цузским инженером Фаргом, который, исходя из функциональных сообра
жений, разложил кривую, соответствующую характеру реки в функциональ
ный ряд. Только синусоидальная часть кривой, названной им спиральной 
волютой, согласовывается с линией разбивки; части кривой, лежащие за 
максимальной и минимальной точками, которые изображают собственную 
спиральную волюту, при разбивке линии регулирования реки никакой 
роли не играют.

Разложенное в ряд уравнение синусоиды, даже бисинусоиды, исполь
зуемое в целях регулирования рек, делает необходимую при регулировании 
разбивку весьма обстоятельной. Расчёт разбивочных данных лемнискаты 
менее сложен и поэтому сам Фарг, исходя из технических причин разбивки, 
также применял разбивку на основе лемнискаты.

Регулирование горных рек определённо требует синусоидальную, а 
при больших уклонах дна бисинусоидальную наноску линии. Причём реки 
Альфёльда, имеющие небольшой уклон дна, более соответствуют линии 
лемнискаты. Тисса, например, на Альфёльде перед регулированием образо
вывала возвращающееся в себя русло, после регулировки течение оставило 
петлю и вода протекала прямо в нижнее русло, составляющее её продол
жение (т. е. петли). Конечно, применение лемнискаты в целях регулиро
вания рек полностью не целесообразно, так как целью не является воз
вращающееся в себя русло. Однако, отдельные части лемнискаты успешно 
используемы: в случае рек Альфёльда часть кривой вблизи верхней точки, 
которая немного отклоняется от дуги окружности, а в случае горных рек 
часть кривой вблизи инфлексионной точки, весьма хорошо приближающаяся 
к сйнусоидалькой кривой. Технику разбивки значительно упрощает исполь
зование открытой автором и описанной им в предыдущей работе прямо
линейной директрисы, математическая интерпретация которой дана там же. 
В данной работе дан только графический метод, также как и начертательная 
геометрия или графостатика, тоже ограничиваются черчением.
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1. Использование метода стационирования круглыми числами 
при разбивке лемнискаты

Лемниската — геометрическое место точек, произведение расстояния 
которых от точки фокуса пг и п2 является постоянной величиной: п1 х  п2 =  
—  а. Вектор радиуса лемнискаты: q =  a^cos2<p по полярному уравнению, 
где q — расстояние окружной точки от начальной точки 0; а —расстояние 
между двумя фокусами; <р —  угол наклона радиус вектора к  прямой, соеди
няющей две точки фокусов.

Если расстояние от максимальной точки до начальной точки 10 см,

то так как для максимальной точки w — 0, а — ~  =  - * =  7,07 явля-
]/2

ется расстоянием фокуса от точки 0.
Уравнение лемнискаты в прямоугольной системе координат выглядит 

следующим образом: (х2 +  у 2) =  а2(х2 — у 2).
Во времена Фарга, более пятидесяти лет тому назад, эти два урав

нения имелись в распоряжении при разбивке на местности. Графический 
метод был совершенно неизвестен.

Выведенные Фаргом интегральные уравнения

непригодны для разбивки, но на их основе автору удалось разработать по
строение синусоиды как на бумаге, так и графическим путём, при разбивке 
на местности геометрически точным способом прямолинейной директрисы и 
стационирования круглыми числами.

Уравнения лемнискаты можно использовать при расчёте разбивоч- 
ных точек. По этой причине Фарг перешёл к  разбивке лемнискаты.

Уравнение синусоиды полностью соответствует природным данным 
изгибов горных рек. Лемнискаты, в свою очередь, характеризуют изгибы 
рек, протекающих по низменности.

Простой метод разбивки синусоиды дан автором в работе «Упрощён
ная разбивка спиральной волюты Фарга».

Построение лемнискаты на бумаге производится на основе уравнения

n1 X п2— а где nl w п2 — расстояние точек лемнискаты от двух фокусов;

а — расстояние между фокусами. Для построения на бумаге полярное 
уравнение менее применимо из-за необходимости расчёта угловой функции. 
Оно применялось при разбивке на местности, но для его применения необ

Г 2s . п s
X  — cos с ----- sin ---------

2 S

. 2 S . л  s
sm  с — sin —

л 2 S
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ходим угломер, причём весьма выгодно, если прибор оснащен дальномером. 
Уравнение координат по У  и !  соответствовало бы, но в обоих случаях мы 
имеем дело с уравнением четвёртой степени, а это требует сложных расчё
тов. Разработанный автором метод стационирования директрисы круглыми 
числами даёт возможность быстрого построения лемнискаты на бумаге и 
разбивки на местности.

На рис. I дано построение правильной лемнискаты, у которой рас
стояние между максимальными точками 20 см; расстояние от максимальной 
точки до инфлексионной точки 10 см; расстояние между фокусами 10 х  
X  ]/2 — 14,14. От точки 0 фокусные точки находятся на расстоянии 7,07 см. 
Любую точку лемнискаты можно получить на основе уравнения произве
дения двух расстояний от фокусов nxn2 =  50. Значит, если точка лемнискаты 
находится на расстоянии 5 см от одного фокуса, то от другого фокуса она 
может быть отдалена только на 10 см, так как 5 х  10=50. Проведя прямую от 
фокусов окружности, радиусы которых соответствуют вышеуказанным 
расстояниям, и пересекая их между собой, получим четыре точки правиль
ной лемнискаты. Планирование четырёх следующих точек с любым произ
ведением м1-м2 =  2а2 =  50 продолжим с таким расчётом, чтобы точки 
лежали так близко друг к  другу, чтобы длина дуги практически могла быть 
заменена длиной хорды. Если необходимо найти инфлексионную точку,

Так максимальные точки друг от друга находятся на расстоянии 20 см, а от 
инфлексионной точки, т. е. от точки 0 на расстоянии 10 см, так их и надо 
расставлять.

При разбивке на местности, когда разбивается обычно не вся лемни
ската, а только часть её, настолько — насколько природа водотока этого 
требует, этот метод построения не может быть применён, так как не вероятно, 
что на местности вся площадь лемнискаты будет хорошо просматриваться. 
Но вышеописанное построение на бумаге является самым простым методом 
и в таком случае всю площадь лемнискаты можно рассмотреть. На бумаге 
можно построить лемнискату во всем ее объеме и при помощи уже вышеу
казанных стационирования круглыми числами и директрисы.

В общем, всю лемнискату определяет и одна четвёртая часть её, лежа
щая между максимальной и инфлексионной точками, так как остальные 
части являются только её симметричным отображением. Стациониро- 
вание одного см-а вышеуказанной части определяет 13 c j k - o b  дуги

1 0
тогда

2

=  50, а в случае максимальных точек

20 -  10f2 20 +  10f2
2 '  2

400 — 200 
4

l =  b] 2 f 2  =  fe]/8 ; 6 =  10 1 =  10^8=13.

12 Acta Technica XXXI/1—2.



Рас. I
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Вопрос: какая директриса принадлежит к нему, если нам необходимо 
из инфлексионной точки по окружным направлениям, определённым дирек
трисами, спланировать лемнискату методом стационирования круглыми 
числами.

Из рис. I ясно видно, что в случае правильной лемнискаты невозможно 
спланировать при помощи директрисы полную четверть дуги, а надо при
менить кривую синусоидального характера как директрису, длина дуги 
которой точно соответствует длине дуги, спланированной лемнискаты. А 
этот факт требует свободное место и свободный обзор, которые на мест
ности обычно не бывают в нашем распоряжении.

Редуцированная директриса на половинном расстоянии тоже не при
менима, потому что она зашла бы в русло водотока или даже за него. Но 
если при помощи касательных разделить лемнискату на две части, как это 
видно в левом нижнем углу рис. I, тогда части вблизи максимальной точки 
лежащей тангенсоиды и вблизи инфлексионной точки лежащей синусоидаль
ной кривой могут быть разбиты при помощи прямой директрисы. Для при
ближенного определения длины дуги служит очень простое уравнение 
2а Ь с
— — ------- =  1, где а — длина хорды; Ь — большая касательная; с — мень

шая касательная.

Уравнение
2а b с

=  I даёт длину не всей длины лемнискаты, а

только приблизительную длину одной её части. Её преимущество, что она 
может быть вычислена и в уме. При разбивке на местности малых длин на 
точную длину влияют и другие факторы (линия регулирования, берегоза
щитные устройства, земляные работы и т. д.), и только во втором туре опре
деляется точная длина дуги. В отношении частей дуги правильной лемни
скаты в треугольник, образованный касательными и хордой, в случае за
данной длины можно вписать только часть одного отрезка правильной лем
нискаты.

Завинсимость длины I от сторон треугольника.

На рис. I части дуги вписаны касательными и хордой, все данные 
уже готовы. На основе готовых данных надо определить, каким образом 
можно быстро и просто вычислить по данным касательной и хорды прибли
женную длину дуги, потому что на местности имеются не длина дуги, а 
только стороны треугольника.

I = f ( a , b , c ) .

Чем длиннее стороны треугольника, тем длиннее I. Рассчитанная по сторо-
а —|- b с

нам треугольника средняя д л и н а --------- представляет длину одной сто-

12*
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роны, причём длина части дуги лемнискаты немного длиннее её, т. е.

0  +  6 +  с < г ,
з

чтобы длины были равны, в числитель необходимо ввести ещё один фактор

ха  +  b с 1 
=  I ,

3
откуда

ха  -)- 6  -(- с =  3Z 

X  —  31 — Ь —  с 

3Z -  ( 6  +  с)
X  — ------------ 5--------------

а

Для определения х имеются в распоряжении следующие данные:

1 b С а

1 6,00 4,00 3,57 5,40
2 7,00 5,00 2,40 6,95
3 10,00 7,63 4,25 9,10
4 5,00 3,30 3,00 4,60
5 11,00 8,95 5,30 9,55

3 1 — (р +  с) 3 1— (6 + с) 3 1 —  (Ъ +  с) : а =-  X
1 18 — 7,57 = 10,43 10,43 5,40 == 1,93
2 21 — 7,40 = 13,60 13,60 6,95 == 1,96
3 30 — 11,88 = 18,15 18,15 9,10 == 1,99
4 15 — 6,30 = 8,70 8,70 4,60 == 1,89
5 33 — 14,25 =-- 18,75 18,75 9,55 == 1,96

Xi +  х2 +  х3 +  х4 +  х5 — 9,73

Среднее значение на основе приведенных данных будет

* 1  +  * 2  +  * 3  +  * 4  +  * 5  9 ’ 7 3  . -, п 4*ср_  -  9 4 .

Кроме вышеупомянутых 5-ти примеров можно, конечно, начертить 
любое количество примеров, но для расчёта в первом приближении доста
точно и значение х =  2. Обычно вблизи инфлексионной точки значение х  
ближе к  2, вблизи максимальной точки значение х меньше. Расстояние 
между конечной точкой директрисы от точки пересечения касательных в 
продолжении более короткой касательной может быть измерено только в

с2
случае кривой синусоидального характера, по формуле б = ----- -. В случае '

тангенсоидальных и смешанных кривых оказываются значительные от
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клонения, как это показывают длины ő15 нанесённые на рис. I. Вместо 
расчёта проще, если на местности в случае кривых тангенсоидального по
рядка направление директрисы возьмём перпендикулярным к  направлению, 
определённому направляющей точкой и лежащей в средней части стациони- 
рованной точки. В случае кривых смешанного порядка направление ото
двигается в сторону более короткой касательной настолько, насколько 
синусоидальность кривой возрастает. Практическое значение стациониро- 
ванной круглыми числами разбивки регулировочной линии состоит в том, 
что неповреждённый речной берег (цельность которого необходимо обеспе
чить относительно дешёвым, но хорошим берегозащитным устройством) 
стационируется по береговой линии, проводя касательную стационирования, 
находится нижняя точка на более длинной касательной линии и направляю
щей точке. Если она находится внутри пересечения касательных, то кривая 
тангенсоидального порядка, если она находится за точкой пересечения каса
тельных (смотри середину правой стороны рис. I и также внизу левой сто-

с2
роны часть, примыкающую к  инфлексионной точке), то уравнение à — -----

а
может быть применено и в случае правильной лемнискаты. Не так даже 
важно любой ценой строить кривую правильной лемнискаты, а важно 
наметить линию берега, приспособляясь к  природе реки, в правильную, 
плавную кривую лемнискатоидного характера.

2. Лемниската с прямой директрисой

Правильная лемниската на рис. II спроектирована таким образом, 
чтобы произведения расстояний любых точек лемнискаты от фокусных 
точек было постоянными, п, х  п2 =  50. Лемнискату, однако, можно спроек
тировать и методом, разработанным автором, то есть при помощи дирек
трисы, стационированием круглых чисел. Известно, что длина четверти дуги 
лемнискаты 13,0, так что длина директрисы тоже должна равняться 13,0. 
Из вышесказанного также известно, что наружная директриса выходит из 
максимальной точки лемнискаты и кончается у инфлексионной касательной. 
Радиусы, по которым проходит стационирование круглых чисел, в данном 
случае даны присутствием стационирования лемнискаты. Так что задача 
является обратной. Следует определить директрису, относящуюся к  ста- 
ционированной правильной лемнискате. В случае наружной директрисы, 
проходя по радиусам с первоначальной стационарной единицей, равной 1, 
получим кривую синусоидального порядка. Это проектирование наружной 
директрисы к правильной лемнискате на полурасстоянии, то есть на рас
стоянии 0,5 стационарных единиц показано на рис. II.
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Возникает вопрос: какая кривая получается в случае применения 
прямых директрис с той лишь разницей, что теперь дана длина директрисы, 
которая равна намечающейся длине дуги. Кроме того, намечающуюся дли

ну следует избрать таким образом, чтобы она была в геометрической пропор
ции с имеющимися данными, т. е. г должна изображать на рисунке среднюю 
геометрическую между расстоянием инфлексионной точки лемнискаты от
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ее максимальной точки и длиной четверти дуги круга, описанной этим рас-
.1  I . птстоянием — радиусом г, т. е. г : I =  I : -----

Из этого следует: i2 = Ят4 и l =  i
яг в данном случае г =  Юсль

(Изображение на рисунке ограничено V =  —  = 5  см.) Вычисление произ-
2

водится по наружной директрисе, так что внутренняя директриса изобра
жена на рисунке в полумасштабе, т. е. вместо 1 см измеряется 0,5 см.

Даны: l =  d =  r я
—  г =  b =  10, а  =  90° +  45° - 135°, следует опре

делить, какого размера должна быть отмеченная на инфлексионной каса
тельной сторона с на рис. III с =  ?

Это вычисление имеет важное значение в случае разбивки на местности, так как, 
описав на бумаге окружность длиною дуги в сечении касательной к инфлексионной точке, 
получим расстояние с, но на местности этого сделать нельзя, а вместо этого расстояние 
с следует вычислить от точки пересечения касательной к инфлексионной и предельной 
точке. По вышеупомянутым данным вычисляется угол ß:

sin ß  = b sin a 
a

10 sin 45°
a

1g 10 =  1,0000000 поэтому
lg y s  =  0,2485749 
lg sin /3= 9,7514251 

4074
1177 :208

I я

ß =  34° 21'40" 
6

ß =  34° 20'46"

У =  180— (а +  /3)

179° 59' 60"
-  169° 20' 46"

у  =  10° 39' 14"

а =  135° 00'00"  
ß =  34° 20'46" 

а +  ß =  169° 20' 46"

lg sin 10° 39' 14" =  9.2668352 
444

92668800

с d sin y 
sin а

12,5431
lg г =  1,0980589 

lg sin у  =  9,2668800 
10,3649389 

lg sin а =  9,8494850 
0,5154539

N lg

lg Уя =  0,2485749 
lg у2 =  0 ,1505160

lg l/дг = °.°980589
lg 10 =  1,0000000 
lg d 1,0980589 

550 
39

0,5154539 =  3,266177
c =  3,266177
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Проверочное вычисление:
b =  d sin /Î lg d  =1,0980589  

sin a  lg sin ß  =  9,7514251
b =  N  lg 0,9999990

10,8494840 
lg sin a  =  9,8494850 b =  10,0

lg 10 =  0,9999990
результате получены данные:

Z  =  d — r j / - ^ - =  12,5431 a  =  135° 00'00"
V ~  b — 10,0000 

c = 3 ,66177
ß =  34° 20'46" 
y  =  10° 39'14"

а +  ß +  у  =  180° 00' 00"
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Так как на рис, III применена внутренняя директриса, длина которой равна поло
вине длины наружной директрисы, поэтому:

IV =  - | - =  6,27155 

Ъ' =  Y  =  5,0000  

с’ =  Y  =  1,83089

Углы вследствие подобия треугольников остаются неизменными.
Стационарная единица внутренней директрисы:

S'd =  ~  =  0,50000.

А стационарная единица длины дуги:

Sd =  1,00000 также неизменна.

Такие вычисления проводятся в исключительных случаях в зависи
мости от важности задачи и условий местности. Редко требуется построение 
полной длины для лемнискатоида при помощи одной директрисы. Все это 
было необходимо демонстрировать для того, чтобы доказать, что правильная 
лемниската не — единственная кривая, пользование которой должно быть 
безусловным, хотя разработанный автором и им впервые применённый 
метод проектирования стационирования директрис округленными числами 
позволяет также и её проектирования. Кроме того, изгибы рек Альфёльда 
дают изображения самых различных кривых, равномерное переходное 
проектирование которых можно решить с помощью прямых директрис.

На рис. II обозначенный пунктиром лемнискатоид с прямой дирек
трисой, длина дуги которого короче правильной лемнискаты, является пара- 
лемнискатоидом, а обозначенный штрихпунктиром лемнискатоид, длина 
дуги которого больше длины дуги правильной лемнискаты, является гипер- 
лемнискатоидом.

При регулировании равнинных рек можно исходить из измерений 
длины берега и использовать это для проектирования директрисы. В таком 
случае I ^  1С, или же на рисунке:

^2 =  Iмр =  14 >  1Мр =  13 >  lM =  d M =  12,54,

где 1мр — длина правильной лемнискаты;
/2 — длина гиперлемнискатоида;
1м — длина паралемнискатоида.

Эти величины всегда равны длине относящихся длин директрис без 
редукции.
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Касательные к вершинам подобных лемнискатоидов смещены по отно
шению к  правильной лемнискате (лемниската Бернулли), касательные к 
инфлексионным точкам равнозначны, в противоположность искажённым 
лемнискатам, которые, исходя из проектирования, являются производ
ными правильных лемнискат, так как их точки совпадают, в инфлексионной 
точке изменяется угол между касательными, а касательные к  вершинам 
отклонены в сторону искажения.

3. Отношение прочих геометрических кривых к тангентоидной 
и синусоидной кривым

В верхней части с левой стороны рис. IV спроектирована обычным 
методом четверть эллипса, т. е. так, чтобы сумма расстояний её любой 
точки от фокусов равнялась большой оси. Приближённый к  эллипсу тан
генсоид совпадает только в касательных точках, между ними отклоняется 
внутрь и максимум отклонения достигается в половине длины четверти кри
вой. То же наблюдается между построенной из касательной параболы и 
тангенсоидой, которые находятся с правой стороны рис. IV. Если вместо 
прямой директрисы применить аналогично показанному на рис. I прием 
методом криволинейной директрисы, точки стационирования круглыми 
числами полностью следовали бы за линией геометрической кривой.

Спроектированная в левой нижней части рис. IV гипербола (раз
ность расстояний от фокусов равна расстоянию между вершинами) — харак
терная синусоида, вписанная в треугольник с тупым углом, отклонение 
которой в масштабах бумаги определить невозможно, т. е. практически 
две кривые совпадают.

4. Тангенсоид и тангентоид с общими касательными

Инфлексионная и находящаяся в бесконечности асимптотическая 
касательная точка тангенсоиды и тангентоида на рис. V совпадают. Суще
ственное характерное отличие заключается в том, что тангенсоид пересекает 
ось X ,  а тангентоид только касается её. С первого взгляда этот рисунок, 
приведённый в целях сравнения, кажется имеет чисто теоретический инте
рес, но если речь идёт о разрешении вопроса планировки дорог или канала 
с направлением линии, когда по оси Y  проходящая дорога косо пересекает 
канал, то правильную конвекцию русла даст планирование по тангентоиду.

5. Практические следствия

На рис. IV дано русло медленно текущего водотока, природное по
строение береговой линии которого принято, на высоком берегу необходимо
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зафиксировать линию берегового укрепления при помощи прямолинейной 
директрисы.

В виде подготовки линии регулирования на карте пунктиром чертится 
приближенная нивелированная линия. Около 4—5 м параллельно ей в 
русле проходит линия регулирования, которую из-за течения можно будет 
назначить с берега только во время стройки. На берегу примерно на рас
стоянии 4—5 м параллельно нивелированной линии через каждые 10 м на
метим колами приблизительное место кривой, которая на рисунке также 
обозначена пунктиром.

Разобьем касательные к  этим приближенным кривым так, чтобы каса
тельные ВА и А 'В ' совпали. Определим точки В и Bj —• точки пересечения 
касательных AB, ВС и касательных А 'В ' и В'С'. Смерим стороны треуголь
ников ABC: AB =  47,1 м ВС =  77,0 м АС =  117,5 м в которых лежит приб
лиженная кривая длиной 120 м и треугольник А'В'С: А'В' =  40,6, В'С' =  
=  36,0, А'С' =  68,0 м  с приближенной кривой длиной 70 м.

с2
Точка D  директрисы получается из расстояния DB  по BD  =  <5 =  —  =

а
47 2 40 62

= ----- -—  =  18.9 м, и по B'D' =  ô ' =  — -—  =  25,2 м. После пометки
117.5 68,0

колышками точек D  и D', необходимо смерить расстояния C D n C 'D ': d =  
=  64,6 м и d' =  30,0 м. Разделив расстояние d =  64,6 м и d' =  30,0 м. Раз
делив расстояние d =  64,6 м на 12, a d' =  30,0 м на 7 равных частей, ста
ционарная единица d  будет S0 =  5,35 м, а стационарная единица d' будет 
S0’ =  4,29 м.

Планируемая по директрисе кривая АС =  120 м длины передвинется 
в сторону воды, пройдёт более коротким путем и ее точка С переместится 
на 1,4 м  дальше. Из начальной приближённой линии только точка А , точка 
1 и точка 2 останутся на месте.

С другой стороны, у кривой А'С' переместится только точка 2. Значит 
приближенная линия АС  не вполне является синусоидой. Тангентоидный 
характер кривой А'С' более удачен, т. к. переместилась только ее точка 2. 
Характер кривых показывает также и углы между кривой и директрисой, 
т. к. а0 >  90 определяет синусоидный, а а0 ^  90 тангентоидный характер.

Практическое значение планировки регулирования, проведенного на 
берегу, заключается и в том, что поперечные сечения строящегося берего- 
защитного укрепления без исключения перпендикулярны к  оси укрепления.

Значит, не может иметь место случай, как при съемках с многоуголь
ной линией, когда поперечные сечения перпендикулярны только к  много
угольной линии, а ось укрепления, за исключением одного или двух случаев, 
пересекают под углом. Кроме этого, достаточно закрепить камнями вер
шины треугольников АВС  и А'В'С', т. к. по ним всегда можно рассчитать 
место D  и D'.
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Окончание

Функциональные отношения можно найти в предыдущей работе автора 
«Упрощенный метод разбивки спиральной волюты Фарга при регулиро
вании горных рек».

Вышеописанный графический метод в случае рек Альфёльда (у кото
рых динамическое влияние наводнения даже не приближается к  горным 
рекам) не требует строгого определения даже точки А — А !. С другой сто
роны, важно, чтобы и в последнем случае из инфлексионной точки до верх
ней точки соответственным переходом, характерным природе реки, достичь 
максимум кривизны, т. е. кривизну с наименьшим радиусом. Этим дости
гается обеспечение правильной планировки для строящегося берегового 
укрепления, достигается освобождение от кривой, затрудняющей проекти
рование, составленной из окружностей с разными радиусами, и на пра
вильной регулировочной линии можно построить прочное береговое укре
пление на долгие годы с наименьшими затратами.

РЕЗЮМЕ

Четверть лемнискаты от её инфлексионной точки до верхней точки переходит- 
плавно и поэтому весьма подходит для разбивки поворотов медленно текущих равнин
ных рек. Точка соприкосновения с касательной делит четверть лемнискаты на две части. 
Часть лемнискаты, лежащую между инфлексионной точкой и точкой соприкосновения, 
можно использовать в случае верхнего течения с большим углом наклона, но для этой 
цели более целесообразно пользоваться методом, разработанным автором и изложенным 
в связи с изгибами г орных рек, т. е. при помощи прямой директрисы разбить синусоидаль
ную кривую, которая позволит разбить и спиральную волюту Фарга. Лемниската, в 
свою очередь, лучше приспособлена к постоянным долинных рек. Прямая директриса и 
метод стационирования округленными числами лемнискатоиды несколько отличаются 
от проектирования и разбивки уже упомянутой синусоиды, т. к. в данном случае в пря
моугольном треугольнике гипотенуза и меньший катет являются касательными, а боль
шая касательная служит хордой. На местности, соблюдая правильную береговую линию 
реки, спланировав и сделав разбивку, можно обеспечить прочную линию для береговых 
укреплений.

Сообщение распространяется на сравнение с геометрическими кривыми, на срав
нения с тангенсоидой и подробно знакомит с графическим методом на местности.

D IE  RO LLE D E R  L E M N ISK A T E  B E I D E R  A B ST E C K U N G  
D E R  K R Ü M M U N G E N  F Ü R  F L U SSR E G U L IE R U N G E N

K. APOR

Z U SA M M E N FA SSU N G

D as Viertel der L em niskate zw ischen dem W endepunkt und dem  Sch eite l verläu ft als 
Ü bergangskurve, und daher ist es gu t geeignet für die Auslegung der Bögen v o n  langsam en  
Flachlandflüsseu. Der B erührungspunkt der zur Achse parallelen T angente te ilt  auch diesen  
V iertelbogen in zwei Teile. Den T eil der K urve vom  W endepunkt bis zu d iesem  B erührungs
punkt kann m an auch in den Oberläufen m it größerem Gefälle benützen, jed och  is t  es zw eck
m äßiger, hiefür die vom  Verfasser ausgearbeitete und für die Bögen von G ebirgsflüssen darge
leg te  M ethode zu benützen: m it H ilfe einer geraden Leitlinie wird eine Sinuslin ie abgesteck t,
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w elch e  auch die A bsteckung der Spiralvolute von Fargue erm öglicht. Dem gegenüber paßt  
s ic h  d ie  Lem niskate den C harakteristiken der Bögen im  F lach land  besser an. D ie erw ähnte  
M eth od e der geraden L eitlin ie u n d  der runden Anzahl v o n  Stationierungen bei der Lem nis- 
k a to id e  w eich t etwas von  der erw äh n ten  K onstruktion und A b steck ung der Sinusoïde ab, w eil 
h ier  im  rechtwinkligen D reieck  d ie  H ypothenuse und die kürzere K athete als T angenten  
b e n ü tz t  werden und die längere K a th e te  die Rolle des A rm es übernim m t. W enn m an dies im  
G elän d e unter Beibehaltung der gesun den  Uferlinie des F lu sses konstruiert und absteckt, kann  
fü r  d ie  Ufersicherung eine d a u erh a fte  Linie gesichert w erden.

D ie  Arbeit behandelt a u ch  den  Vergleich m it den geom etrisch en  K urven und der T an
g e n sk u r v e  und behandelt ausfü h rlich  das graphische V erfahren an Ort und Stelle.

T H E  ROLE OF T H E  LEM N ISC A T E  IN  L A Y IN G  O U T  B E N D S FOR R IV E R
REG ULATIO NS

К . APOR

[ SUMMARY

T he quarter of the lem n isca te  betw een the point o f  in flex io n  and the apex is a transition  
c u r v e  and  therefore it  is v ery  su ita b le  for laying out th e  b end s o f slow  rivers in  plains. The 
c o n ta c t  po in t o f the tangent w h ich  is  parallel to the ax is, again  d iv ides th is quarter o f th e  curve  
in to  tw o  parts. The part o f  th e  cu rv e  between the in flex io n  p o in t and this contact po in t can  
b e  u sed  also on the upper courses o f  rivers having larger fa lls , b u t th e  m ethod worked out b y  
th e  au th o r , and discussed in  co n n ectio n  w ith the bends o f  m ou n ta in  rivers, is more su itab le  
fo r  th is  purpose. This m ethod c o n s is ts  in  laying out a sinusoid  curve w ith  the aid o f a straight 
d ir ec tr ix , which permits also la y in g  out o f the Fargue spiral v o lu te . On the other hand, the  
le m n isc a te  better suits the co n sta n ts  o f bends in  p lains. T he m eth od  o f the straight d irectrix  
a n d  o f  a round number o f  s ta t io n s  for the lem niscate differs som ew hat from the above m en
t io n e d  construction and la y in g -o u t o f  the sinusoid, because here th e  hypotenuse and the sm aller 
s id e  o f  th e  right-angled tr ian gle  are used as tangents, w hile th e  larger side takes over th e  role 
o f  th e  arm . Constructing and la y in g  out this in  situ , reta in in g  the sound river bank lin e, a 
d u ra b le  lin e  can he secured for th e  bank protection works.

T he paper deals also w ith  th e  comparison w ith  geom etric  curves and the tangent curve  
a n d  d iscusses in  detail th e  g ra p h ica l m ethod in situ .

L E  RÔLE DE LA L E M N IS C A T E  DANS LE JA L O N N E M E N T  DES CO URBES  
D E  R É G U L A R ISA T IO N  D E S R IV IÈ R E S

K. APOR

RÉSUMÉ

L e quart de la lem n isca te  s ’étendant du point d ’in flex io n  au som m et, passe par une 
tr a n s it io n , et par conséquent se p rê te  bien au jalonnem ent des m éandres des rivières de plaine  
au  cours len t. Le point de c o n ta c te  de la tangente parallèle à son axe divise ce quart de courbe 
é g a le m en t en deux parties. Celle s itu ée  entre le point d ’in flex io n  et le point de contact, peut 
ê tre  a u ss i utilisée sur les section s de rivières à plus forte pen te , m ais dans ce cas, il est préférable 
d ’em p lo y er  la m éthode élaborée p ar  l ’auteur et exposée à propos de la régularisation des courbes 
d es r iv ières torrentielles, en tra ça n t, à l ’aide de la droite d irectrice, une courbe sinusoïde rendant 
a u ssi possib le le tracé de la v o lu te  en  spirale de Fargues. Par contre, la lem niscate se conforme  
m ie u x  a u x  constantes des m éan d res dans les plaines. La m éth ode de la droite directrice et des 
p o in ts  de stationnem ent à ch iffres ronds de la lem niscatoïde d iffère  quelque peu du tracé et du 
ja lo n n e m e n t de la sinusoïde, car ic i  on emploie l ’hyp otén use et le p etit côté de l ’angle droit 
d a n s le  triangle rectangle en gu ise  de tangentes, tand is que le  grand côté de l ’angle droit a pris 
le  rô le  du bras. En le traçant e t  en  le jalonnant, tou t en  m ain ten a n t la  partie saine du rivage, 
o n  p e u t assurer une ligne b ien  du rab le  pour l ’ouvrage de protection  du rivage.

L ’étude s’étend aussi à la  com paraison avec les courbes géom étriques et la courbe ta n 
g e n te ,  et fa it connaître en d éta il le  procédé graphique p o u van t être utilisé sur place.
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In one o f m y previous papers [1] it  was shown, that the exact solution  
o f  the differential equation o f heat conduction could be used to  com pute the  
tem perature rise o f  dry air in mine airways. I t  was shown, th at th e  qu an tity  
o f  heat flow ing from the rock to  the airw ay, excluding all other e ffects, is

g == Я • r • F(y>) ( 1 )

where Я is the coefficient o f  heat con d u ctiv ity  o f  the rock in kcal/m , h , °C, t  
is the difference in tem perature betw een virgin  rock and air in  deg. C, and 
F(xp) stands for the expression

F ( V )  =
8  Г e~vß‘

J Jlißr)  +  Yl{ßr)
О

dß

T ( 2)

where J 0 and Y 0 are B essel functions, ß  is the variable o f the in tegral and 
at

V =  — , a is the therm om ctric con d u ctiv ity  o f the rock in m 2/h, R  is th e  radius

o f  the airway in m, t is the tim e in  hours during which the air has flow n  through  
the airway. There is no need for the m ining engineer to com pute w ith  Bessel 
functions and integrals w ith  in fin ite lim its, as there are tab les from  which  
values o f F(f)  can easily  be obtained [3].

It has been shown [1] that the tem perature rise of the air p assing  through  
an airway of z meters length , can also be calculated , w ith the help o f  th e  follow 
ing  equations: For horizontal airways:

For vertical shafts:

r =  r0 exp
( Á-F(y>)-z

l v c p (3)

г - I t V C ’
1 A y

exp
y F ( y > ) - y  \

L 0 А-Е(уГ) gg Cp . v - C p  1
+

V  C p  ( 1 A y  I
U F ( y )  [g g  C p j

(4 )

13 A c ta  Technica X X X I/1—2.
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F or inclined shafts:

V  ■ Cp • sin e 1 A y
exp

' Я- F (ip) z
X.F(ip) gg c p V-Cp

V  Cp • sin £ 1 A y
Я • F (ip) . gg C p.

w here т is the tem perature difference betw een v irg in  rock and air at the end 
o f  th e  airway cross section  investigated  in °C, r 0  being the same at the beginn- 
in g , у  and z is the len g th  o f  the airway in  m, V  is th e  quantity  o f  air in  m 3 /h,

! R Л

To У / / / / / / / / / / / У / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / А  izo

j  refr 
о

F m3/m in
V77777777777777Z7777777777777777777\ r/0

------>
efr

r 0=TR ~T0 

rorerr* rR - T0r'rr

T = r R -Tzo

T
refr- r - гrefr'  r  ' z o

Fig. 1.

Cp is  the specific h eat o f  air in  kcal/m 3 ,°C, у  is  th e  specific w eight o f  air in  
k g /m 3, gg is the geotherm al gradient in m/°C, A  is th e  heat equivalent o f m echa
n ica l work in kcal/m kg, e is  the slope o f the inclined  airway in degrees. For 
sh a fts  sunk from the surface r 0 =  0 .

Exam ining the tem perature rise o f th e  refrigerated air in  horizontal 
airw ays (Fig. 1), b y  m eans o f  Equation (3), w e m u st keep in  m ind th at the  
tem perature of the air stream ing into the drift w ill drop b y  # 0 =  T 0 — Toeh 
under the effect o f  th e  refrigeration plant; T0refr denotes the tem perature o f  
th e  air at the m om ent o f  its  leaving the refrigeration  plant. The tem perature  
drop o f  the air stream ing a long a horizontal drift s m eters long, w ill he obtained  
b y  substraction tw o sets o f  th e  Equation (3) su b stitu tin g  values w ith and w ith 
o u t refrigeration

г  =  r0 exp

Trefr =  t e x p

?,.F(ip)z
v-c„

Я • F(rp) z
V C ,

TreF — г  =  [трг — т0] exp
Я • F  (ip) z

V-  c T
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and

T z« -  T $ r =  (T0 -  T rcfr) exp
Я • F(f )  z
v-cn

and using a simpler notation  with d  =  Tz «

?0 exp I —d  =  —  I —

Trefr 
гО

t
V C

(6 )

F ig . 2 illustrates the value of #  for tw o values o f  R and V for three va lu es  
o f # 0, according to E quation (6 ) in a sandstone drift where z =  5000 m , and

Fig. 2.  T he decrease o f air temperature after 104 hours, caused by refrigeration p la n t (rock  
conductiv ity  Я =  1,7 kcal/m , h, °C, therm al d iffu siv ity  a =  2,8 • 1 0 -3 m 2/h )

( =  10 000 hours. It can be seen that th e  effect o f  the initial cooling drops all 
along the length o f the drift so that a considerable portion of the cooling calories 
have no effect any more near the working places.

F ig . 3 is based on the data o f  F ig . 2, and shows with T f  = 4 0  °C 
virgin-rock tem perature, the actual tem perature o f  the air leav in g  a drift 
of z m eters. The greater the cooling o f  th e  air, the greater is the rise in  th e  air 
tem perature of the drift. A good method to decrease temperature near the working

1 3 *
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places in this case, is therefore not to aim at a greater degree of cooling to a rather 
low temperature, but to spend the cooling calories on a lesser cooling of a large 
quantity of air.

Since the cooling effect along the length o f  the airway decreases as an expo-

2
Fig. 3. T em perature o f  air flowing through drifts w ith  the same data as in  F ig . 1

nential function, it seems — at first glance — advisable to erect the refrige
ration plant near to the working places where the cooling is needed.

E xam ining cooling  in  a shaft by E q u a tio n  (4) when the refrigeration  
p lan t is located on th e  surface. In this case r 0 is  not zero; but t0  =  xr̂ r i. e. 
th e  tem perature drop o f th e  intake air caused  b y  refrigeration (F ig . 4). Then  
w ith  th e  notations

and l - [ 1___
v - c p \ gg c p

r refr = ?г ф ___'L
a

e-°y -1- A  
о
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A fter regrouping the E quation

z refr =  xr0efr е-°У -\------
a

1 — е-°У (7a)

The second part o f the E quation (7) - 

no refrigeration is taking place (cf. E quation  (4)). From this i t  becom es

1  — e ay\ gives the value o f  т w hen

yo 4°
Fig. 4

obvious th a t the cooling produced b y  the refrigeration plant, i. e. th e  value  
o f  0 , w ill be equal to the first part o f  the equation:

0 =  Trefr — г =  Tr0efr e-°y

since T0 =  0 when no refrigeration takes place. W ith the previous n o ta tion s

0  =  0 O е-°У (8)

E quations (6 ) and (8 ) are identical, a fact w hich suggests that in vertica l and  
in  inclined shafts the efficiency o f  a refrigeration plant located on the surface 
with reference to the uncooled state can be computed in the same way as in hori-



1 9 8 T. BOLDIZSÁR

zontal airways. A ccordingly  in  a shaft y  m eters lon g  and linked to  a drift o f  z 
m etres length , the drop o f  air tem perature at th e  end o f y  -J- z len gth  w ill be

■& =  l?0 e"<l(y+Z) (9)

w here $ 0 is the tem perature drop of the air in  th e  refrigeration p lant.
The efficiency o f  artifical cooling in a drift m ay be ascertained, since it 

can b e determ ined, how  m an y  refrigeration calories are needed for cooling the  
tem perature o f the incom ing air and, further on, how  much smaller the tem per
ature rise o f the air at th e  working place w ill b e , as against the uncooled sta te . 
T he form er gives the in tak e o f  refrigeration calories, the latter m ultip lied  by  
th e  sp ecific  heat o f the air g ives the value o f  th e  utilizable refrigeration calories, 
w h ile  th e  quotient o f  th e  useful and input calories w ill present the effic ien cy  
o f  artific ia l cooling o f  m ine air. Since the q u a n tity  of air and its specific  heat 
are th e  same all over th e  particular section  o f  th e  drift exam ined, the propor
tio n  betw een  the various va lues o f the cooling can be expressed by tem perature  
differences. According to  Equations (6 ) and (8 ) artificial cooling reduces air 
tem p eratu re at the w orking place by h w hen th e  tem perature o f the air entering  
th e  refrigeration p lant has been reduced b y  h 0. The efficiency defined b y  the  
a b o v e  considerations is

- ^  __ e -o(y+z)
0 «

exp • F(V>)
V. cp ( j  +  z) ( 10)

The expression o f m ine air cooling e ffic ien cy  takes a form th at seem s to 
be re la tiv e ly  sim ple, y e t  actu a lly  it contains s ix  independent variables such as A, 
a, t, R , z and V. In  add ition  to  geom etrical and therm al factors, the effic iency  
o f  coo lin g  depends on th e  length  of the a irw ay and on the volum e o f  air and 
th e  tim e o f ventila tion , b u t it is not affected by depth and virgin rock temperature.

F igs. 5 and 6  illu strate  cooling e ffic ien cy  in  term s of drift len g th  and 
t im e , in  tw o practical in stances. In F ig. 5 a rela tively  large volum e o f air is 
p a ssin g  through a shaft and a drift, both o f  considerable cross sections. Up to  
a le n g th  o f 3000 m eters o f  the drift ï]refr — 95 per cent, when th e  period o f  
v e n tila tio n  was 1000 hours. This means, th a t 95 per cent of the cooling effect 
o f  a refrigerating p lant se t up at the surface w ill be utilized at the b ottom  of 
th e  sh a ft, and even in  th e  m ain intake airw ay.

In  the second in stan ce the main air-current w ill be split in to  several 
b ran ch es in the m ine. F ig . 6  shows the e ffic ien cy  in the case o f an air-current 
o f  2 0 0  m 3/m in. stream ing through a circular drift o f  1  meter radius and 1 0 0 0  

m eters length. After 10000 hours, i. e. in about 13 m onths, the value o f  t]rejr =  
=  22 per cent, at the end o f the drift. T his practical exam ple shows th a t the 

cooling effect is slight in the branch currents o f  ventilation.
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As a further exam ple, in a m ine with a ven tila tion  installation located  
centrally  at the surface, the utilizable volum e o f  air am ounts to about 3400  
m3 /m in. out of a to ta l o f  5000 m3 /m in. supplied b y  the ventilator; the loss o f  
30 per cent is due to  short-circuiting. The m ain air current after passing the  
refrigeration plant and the dow ncast shaft o f  1500 m, the main intake airw ay  
o f  also 1500 m len gth  flow s to the workings. T he efficiency of refrigeration, 
as in the exam ple in  F ig. 5, is 95 per cent. The u tilizab le  volum e of air d iv ides

Fig. 5.  The effic iency  o f  m ine air refrigeration on sh afts and m ain airways (R  =  3 ,3  m  
V  - 5000 m 3/m in , A =  2,16 kca l/m , h , °C, a =  4,1 • 10-3 m 3/h)

in to  17 branches, each o f 1000 m eters length  and 200 m3/min. air, w ith  an  
efficiency o f 22 per cent (see Fig. 6 ). The to ta l effic iency  o f  cooling

tjrefr =  0,7 • 0,95 • 0,22 =  0,146

This numerical result under the above described circum stances has been con 
firm ed by practical experiences concerning the in effic ien cy  o f  central air cooling  
installations that are located  on the surface.

The introduction o f efficiency by Eq. (10) renders possible the prediction  
o f air tem perature and the design o f efficient m ine refrigeration plants b y  
establishing the proper relation betw een the quan tities which govern the p ro
cess o f  tem perature rise o f  mine air ow ing to rock heat. This concept m ay help  
to avoid m istakes ow ing to  undue generalization o f  som e practical observations 
concerning the e ffec tiv ity  of installed air cooling p lants by applying the results  
to  the design o f air refrigeration in other m ines. T hus, the results obtained in  
Figs. 2, 3, 5 and 6  o f  th is paper, cannot be generalized. Even the central 
refrigeration plant located  on the surface can be very  efficient if  certain prin 
ciples are observed. E ach  practical problem  has to  be solved with their ow n  
data and the help o f  the Equation (10).
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I t  m ust be borne in  m ind th a t the so lu tion  o f the problem g iven  in  th is  
p ap er is good only in  such cases where other heat effect than  o f  rock heat 
and  refrigeration are excluded , or the effect o f  other heat sources do n o t prac
t ic a lly  influence the tem perature d istribution  o f the mine air. The considera-

F ig .  6.  The efficiency o f  m ine air refrigeration in  a roadw ay o f 2 m  diam eter ( V  =  200 m 3/m in . 
Я =  2,16 kca l/m , h, °C, a =  4,1 ■ Ï 0 - 3 m2/h)

t io n  o f  other heat sources including the effect o f  vaporization o f m oisture w ill 
la ter  be investigated  in  another paper.
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SU M M A R Y

A n endeavour was m ade to  define the effic ien cy  o f mine air refrigeration. T his effic iency  
is  in d ep en d en t o f depth and virgin  rock tem perature and its value is the sam e for horizon ta l, 
v e r tica l and inclined airways. The use o f th is con cep t enables the calculation o f  th e  possible  
e ffec t o f m ine air refrigeration p lan t on the tem perature o f working places and helps to  choose  
th e  su itab le  location  of such plants.

B E R E C H N U N G  D E S W IR K U N G SG R A D E S D E R  K Ü N ST L IC H E N  K Ü H L U N G  
IN  T R O C K E N E N  E R Z B E R G W E R K E N

T. BO LD IZSÁR

ZUSAM M ENFASSUNG

N ach  D efin ition  des W irkungsgrades der künstlichen  Kühlung sowie A u fstellun g  des 
a n a ly tisch en  Ausdrucks hiefür kann festgeste llt w erden , daß der W irkungsgrad v o n  der T iefe  
des B ergw erks und von  der Tem peratur des unberührten Gesteins unabhängig is t .  Sein  W ert
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is t  derselbe für w aagrechte, senkrechte und schräge W ettersto llen . D ie B enützun g d ieses  
Begriffs erm öglicht d ie  Vorausberechnung der durch die K ühleinrichtung verw irklichbaren  
W irkung und die W ahl des P latzes für d iese E inrichtungen .

CALCUL D U  R E N D E M E N T  D E  LA R É F R IG É R A T IO N  DANS LES  
M INES D E  M IN ER A IS SECS

T . BOLDIZSÁR

RÉSUM É

D ’après la défin ition  et l ’expression analytique de la  réfrigération artificielle , on  peut 
étab lir  que celle-ci e st indépendante de la profondeur de la m ine et de la tem pérature de la  
roche ferme. Sa valeur reste la même pour les galeries de condu ite  d ’air horizontales, vertica les  
ou inclinées. L ’em ploi de la notion exacte perm et le calcul préalable du rendem ent que peu ven t  
donner les in sta llations de réfrigération, ainsi que le ch o ix  de leur em placem ent le p lus a v a n 
ta geu x .

РАСЧЕТ ЭФФЕКТИВНОСТИ ИСКУССТВЕННОГО ОХЛАЖДЕНИЯ НА СУХИХ
РУДНИЧНЫХ ШАХТАХ

Т. БОЛЬДИЖАР

РЕЗЮМЕ

После определения эффективности искусственного охлаждения и вывода его 
аналитического выражения можно установить, что эффективность является независимой 
от глубины шахты и температуры незатронутой породы. Величина ее идентична для 
горизонтальных, вертикальных и наклонных вентиляционных штолен. Использование 
этого понятия позволяет производить предварительный расчет эффекта, который может 
быть создан холодильными установками, далее выбрать место размещения холодильных 
установок.





ÜBER EINE MÖGLICHE ABLEITUNG DER FALKSCHEN
TRANSFORMATION

Á. BO SZN AY
K A N D ID A T  D ER  TECH N ISCH EN  W ISSEN SCH A FTEN

TECHNISCHE U N IV E R S IT Ä T , BUDAPEST, L E H R S T U H L  F Ü R  TECHN ISCHE M ECHANIK 
D E R  FAKULTÄT E L E K T R O IN G E N IE U R W E S E N

[E ingegangen am  21. Januar 1959]

E inleitung 1. Z ielsetzung vorliegender Arbeit

Zur Zurückführung eines däm pfungsfreien Schw ingungssystem s m it end
lich  v ielen  Freiheitsgraden auf eine sch lichte, nebenschlußfreie Schw ingerkette  
m it den gleichen Eigenfrequenzen wurde in 1955 von  S. F a l k  ein endliches 
Iterationsverfahren angegeben [1]. In  seinem  A ufsatz wurde die A bleitung der 
Grundformeln des V erfahrens nicht m itgete ilt, daher versuchte ich, dieselben  
abzu leiten  [6 ]. F a l k  erw ähnt in seiner A rbeit, daß sie einen abgekürzten A us
zug seiner D oktor-D issertation  [7] darstellt. Aus diesem  Grunde erschien es als 
m öglich , die in [1] feh lende Ableitung in der ursprünglichen D issertation  auf
zufinden; leider aber k onnte [7] in den B udapester B ibliotheken n icht aufge
funden  werden. A uf m ein  Ersuchen war jedoch  Herr F a l k  s o  liebensw ürdig, 
den T eil seiner ursprünglichen D issertation , der die A bleitung seiner Formeln 
en th ä lt, mir zukom m en zu lassen. A u f Grund der ursprünglichen Arbeit konnte 
ich m ich darüber überzeugen, daß sich m eine A bleitung von der ursprünglichen  
F alkschen  A bleitung unterscheidet. V orliegende A rbeit hat zum Ziele, diese 
eigene A bleitung vorzuführen.

2. Über die E igenschaften  der Matrizen von schlichten nebenschlußfreien  
kettenartigen Schw ingungssystem en

Zwei Varianten eines der einfachsten Schem ata eines solchen Schw in
gungssystem s — das w ir in der Folge als ein Schw ingungssystem  vom  Typ a) 
bezeichnen wollen — sind in Abb. 1 dargestellt. Es gilt folgendes Bew e-

Abb. 1



2 0 4 Â. BOSZNAY

gungsgleichungssystem  (vorausgesetzt, daß alle Federn kraftfrei sind, w enn  
sä m tlich e  xi =  0 sind, und daß die A usschläge genügend klein sind):

m1 *1 * 1  +
1

C12

lk лк — лк- 1 '
ck—l.k

1 , 1 Л , 1
— d------------ Xk H-----------

. ck-l,k ck,k+1 ck,k+1
v/i+ l

1 1
m n — x n—1 x n ■

G l—1.Л G l—l ,n

H ier is t  тпк >  0 und Cj  ̂ 0.

In  der oberen varian te der Abb. 1 i s t -----=  0.

E s ist beachtensw ert, daß es bis 1933 die A uffassung herrschte, daß bei 
der Beschreibung der Torsionsschw ingungen der K urbelw elle von  Verbren
nungsm otoren  dieses M odell bzw . dieses D ifferentialgleichungssystem  ange- 
w en d et werden muß. D ie ersten  zwei-drei E igenfrequenzen und die zugehörigen  
Schw ingungsform en w urden durch dieses Modell in  der Tat in gehöriger Ü ber
e in stim m u n g mit der E rfahrung geliefert. G r a m m e l  [2] w ies darauf hin, daß  
im  gegebenen Fall dieses M odell unbedingt falsche R esultate ergibt. Später  
w urde es gemeinsam  m it K l o t t e r  und Sa n d e n  [3] nachgew iesen, daß die 
F ed ern  eines einwandfreien M odells in der W eise angeordnet werden m üssen, 
daß zw ei beliebige M assen des Modells auch unm ittelbar m it Federn verbunden  
sin d . D ies wird teilw eise durch die Krüm m ung der K urbelw elle, teilw eise durch  
die sta tisch e U nbestim m theit der A ufgabe, teilw eise aber durch den U m stand  
b e d in g t, daß die K urbelw ellenzapfen nicht durch reine M om ente, sondern  
durch  Kräfte belastet w erden. Durch die um fangreichen vergleichenden  
B erechnungen  von K im m e l  [4] wurden die A ussagen von  [3] auch num erisch  
b e s tä tig t , wobei auch der U m stan d  bestä tig t wurde, daß die ersten zw ei-drei 
k le in sten  Eigenfrequenzen und die zugehörenden Schw ingungsbilder durch das 
M odell der Abb. 1 m it der erforderlichen Annäherung w iedergegeben werden, 
w en n  die fragliche Schw ingungsform  in der zu den hom ogenen Teilen der 
M aschine gehörenden Sektion  keinen K notenpunkt besitzt.
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Durch E inführung der folgenden Matrizen:

' * r m x

X  = x k ’ È a  — m k

* n - m n -
und

2 fc-1 к k + 1

_ 1 + i ~ 1 J —

C01 C12 c12 i

1 11 1 1
1

1

—
1
1 ck-l,k
i1

i

Ck-l,k ck,k+ 1 с к Л + 1  1

1 1

— 1 lcn-l,n cn—l,n—

1 )

k)

n )

kann unser B ew egungsgleichungssystem  in die folgende Form  gebracht werden:

( 1 )

w obei die M ultiplikation m it einer Matrix durch einen P un k t angedeutet wird. 
(In den obigen M atrizen bedeuten die leer gelassenen Stellen  N ullelem ente.)

A u f Grund eines Vergleiches m it der B ew egungsgleichung mx — — — x  eines
c

System s m it einem  Freiheitsgrad können wir E a als M assen-, Ua als Feder
m atrix  bezeichnen. D a die k inetische Energie des System s durch die quadra

tische Form — x* • E  • * (dabei 
2

wird die Operation der Transponierung durch

einen Stern angedeutet) und die potentielle Energie des System s durch die
1  _ _

quadratische Form  ' Ua • x dargcstellt wird, so erscheint die Benennung

von  E a als M atrix der kinetischen Energie, die von Ua als M atrix der poten 
tiellen  Energie ebenfalls als gerechtfertigt.

Aus der oben ausführlich angegebenen Form von  E a und Ua kann abge
lesen werden, daß E a eine lediglich positive E lem ente enthaltende, p ositiv  
defin ite diagonale M atrix darstellt; Üa ste llt eine sym m etrische kontinuante  
M atrix dar (ein Schw ingungssystem  m it solcher F ederm atrix wird als ein  
kettenartiges, nebenschlußfreies Schw ingungssystem  bezeichnet) m it lauter  
positiven  E lem enten in ihrer H auptdiagonalen, überdies aber m it lauter nega
tiven  E lem enten. E ine w eitere charakteristische E igenschaft von Ua besteht

darin, daß — m it Ausnahm e der ersten Reihe und K olonne, wenn ----  =j= 0
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is t  — bei der A ddition der E lem ente einer beliebigen Reihe oder K olonne N ull 
erhalten  wird. E in k etten artiges, nebenschlußfreies Schw ingungssystem  m it 
einer solchen Federm atrix wird als schlicht bezeichnet.

Aber auch das U m gekehrte der im  ersten A bsatz erörterten E rkenntnis 
g ilt  in  dem Sinne, daß die M atrix-D ifferentialgleichung E  • x  =  — U • x eines 
Schw ingungssystem s nur dann unmittelbar als ein D ifferentialgleichungssystem  
ein es Modells vom  T yp a) ged eu tet werden kann, wenn die entsprechenden  
E igenschaften  von É  bzw . U  m it den oben angeführten E igenschaften  von  E a 
b zw . Ua übereinstim m en. D ie  Zurückführung eines allgem einen Schw ingungs
sy stem s m it den M atrizen Ë  und U auf ein Schw ingungssystem  vom  Typ a) 
b ed eu te t som it soviel, daß w ir es versuchen, das gegebene Schw ingungssystem  
in  eine gegenseitige und eindeutige Beziehung zu bringen m it einem  Schwin- 
gungssystem  (m it der gleichen A nzahl an Freiheitsgraden), dessen Massen- 
bzw . Federm atrizen über die eben erkannten E igenschaften  von  E a bzw. Ua 
verfügen .

3. Zurückführung eines allgem einen Schwingungssystem s au f ein 
kettenartiges, nebenschlußfreies Schwingungssystem

D ie die Bew egung des zurückzuführenden Schw ingungssystem s beschrei
b en d e M atrix-D ifferentialgleichung sei von  der Form:

E  ■ x =  — U ■ x. (2)

E  — als M atrix der k inetischen Energie — ist p ositiv  defin it, besitzt 
reelle E lem ente und is t  sym m etrisch. B ei V oraussetzung von  »kleinen« Schwin
gungen  sind die E lem ente von  E  konstant, und wenn die rücklenkenden Kräfte 
v o n  einem  elastischen Körper (bzw. von elastischen Körpern) herrühren, und 
w enn die K oordinaten in  der geeigneten  R eihenfolge in der K olonnenm atrix  
x  angeordnet werden, so b esitzt auch U konstante reelle E lem ente und wird 
a u f Grund der M axw ellschen Sätze der E lastizitätslehre als eine sym m etrische 
M atrix erhalten, m it lauter positiven E lem enten in ihrer H auptdiagonalen. 
B ezüglich  des V orzeichens der übrigen E lem ente von JJ is t eine derartige 
G ebundenheit n icht vorhanden.

D ie folgende (aus zw ei A bsätzen bestehende) Ü berlegung läßt es verm u
te n , daß für die fragliche Zurückführung eine M öglichkeit besteh t.

E s ist bekannt, daß einer M atrix-D ifferentialgleichung vom  Typ В  • x =  
=  А  • x  auf dem W ege des A uffindens einer Lösung von der Form  x =  x 0 • e' 

ein e  sogenannte E igenw ertaufgabe А2 R • лс0  =  А  • x 0 zugeordnet werden 
kan n . Sind nun A und В  reelle sym m etrische Matrizen m it konstanten  E lem en
ten , und ist В p ositiv  defin it, so wird durch diese E igenw ertaufgabe — obschon  
n ich t unbedingt e indeutig  — ein orthonorm iertes E igenvektorsystem  bestim m t,
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das aus n voneinander linear unabhängigen V ektoren  besteht. Wir w ollen  diese  
V ektoren m it x 0l, . . . xcn bezeichnen. Es ist auch bekannt, daß wenn w ir m it 
H ilfe der »N orm alkoordinatenm atrix« (x 0l, . . . ,  x on) =  N  an Stelle von x  d ie  
»Norm alkoordinaten«

=  N -

einfiihren, so können wir die ursprüngliche D ifferentialgleichung in der Form : 
B n • n - Ä n • n anschreiben. Hier ist Bn =  N *  ■ В  • N  und A n =  N* • А  • N ,  
w obei beide diagonale M atrizen darstellen. A nschaulich  bedeutet dies sov ie l, 
daß das ursprüngliche, aus n Gleichungen bestehende skalare D ifferen tia l
gleichungssystem  in n voneinander unabhängige D ifferentialgleichungen zer
fä llt; die k-te G leichung hat die Form:

I2nk — "■к ’ nk‘

Xfc ste llt den dem k-ten E igenvektor zugehörenden Eigenwert, bzw . E ig e n - 
frequenzquadrat dar.

D ie in den D ifferentialgleichungen (1) und (2) vorkom m enden M atrizen  
E a und E  genügen den im  vorigen Absatz in Zusam m enhang m it В  gem achten  
A nnahm en, und Ua und Ü  genügen den in Zusam m enhang m it A  gem achten  
A nnahm en. Wir könnten som it sowohl bei (1) w ie auch bei (2) N orm alkoordi
naten  einführen; durch A nschreiben beider G leichungen in ihren eigenen N or
m alkoordinaten würden wir zw ei, in  einzelne G leichungen zerfallene D ifferen 
tia lg leichungssystem e der gleichen Form erhalten . L etzten Endes kann som it  
das in  die eigenen Norm alkoordinaten transform ierte D ifferentialgleichungs
system  des allgem einen Schw ingungssystem s auch in der Weise gedeutet werden, 
daß es in die eigenen Norm alkoordinaten transform ierte D ifferentialgleichungs
system  eines Modells vom  T yp a) darstellt. O bschon durch diese D eutung das 
allgem eine Schw ingungssystem  auf ein Schw ingungssystem  von Typ a) zurück
geführt werden kann, doch kann diese Zurückführung nur dann durchgeführt 
werden, wenn ein orthonorm iertes E igenvektorsystem  der Aufgabe (2 ) bekannt 
is t, w ozu aber die E igenw erte der Aufgabe bekannt sein müssen. Soll som it die 
Zurückführung die B estim m ung der E igenfrequenzen erleichtern, so b ie te t die 
obige Zurückführung keinen V orteil; sie kann n ich t einm al durchgeführt w er
den, da sie bereits die K enntnis der E igenfrequenzen voraussetzt. N ich ts
destow eniger wird es jedoch  durch die obige Überlegung wahrscheinlich  
gem acht, daß das allgem eine Schw ingungssystem  m it einem System  von  T yp  a) 
in  eine gegenseitige und eindeutige Beziehung gebracht werden kann.



208 A. BOSZNAY

D ie obige Ü berlegung trachtete das allgem eine Schw ingungssystem  mit 
•einem System  von T yp a) in der W eise in B eziehung zu bringen, daß die Diffe- 
T entialgleichungssystem e vo n  beiden S ystem en  in die eigenen N orm alkoordina
te n  transform iert wurden. A u f Grund dieses Gedankens erscheint es als wahr
sch e in lich , daß das D ifferentia lg leichungssystem  des allgem einen Schw ingungs
s y s te m s  allein in von den anschaulichen unterschiedlichen und von ih n en  hom o
gen  linear abhängenden K oordinaten angeschrieben werden kann, in  denen das 
D ifferen tia lg leich u n gssystem  als das D ifferentialgleichungssystem  eines Schw in
gu n g ssy stem  von T yp  a) gedeutet werden kann.

W ir wollen den gesuchten  »neuen« K oordinatenvektor m it

У1
У = bezeichnen .

N a c h  unserer Annahm e is t  у  =  T~l • x. Ü ber die einstweilen unbekann te T 
w o llen  wir voraussetzen, daß sie eine n ich t singuläre quadratische M atrix mit 
k o n sta n ten  E lem enten darstellt.

D ie potentielle E nergie von (2) beträgt in  den neuen K oordinaten:

U =  — x* U ■ x  =  —  (T  • у)* . V  ■ f  - y  =  —  y* f * ■ U . T  • у ,
2 2 2

u n d  die kinetische E nergie beträgt:

. E - *  =  —  (T -y )  *E - T  • у  =  — V* .T* • E  T  у  , 
2 2

das h e iß t, daß die m it U T zu bezeichnende neue Federm atrix U T — T *  • U  ' T, 
u n d  die m it E T zu bezeichnende neue M assenm atrix E T =  T* ■ E  • T  is t . Von 
d er bezüglich der K olonnenm atrizes als partitioniert genom m enen T =  
— [tj, . . . ,  tn] m üssen wir nach Punkt 2 unserer Arbeit fordern, daß für die 

E lem en te  h • U • tk — \  ' U ' h von UT und t,- • É  • i* =  t* ■ E  • t/ von  E T 
d ie  folgenden B eziehungen  bestehen:

t*  • U - t k =  0, | i  -  k\ >  1 
t i  • E  • tk — 0, i =/= к
X -u ■ и > o,

t* • U  • tfc <C 0, Ii — kl — 1

ti • E  ' ti 0,

[UT sei k on tin u an t] (3)
[ÊT sei d iagonal] (4)
[UT en thalte  in der H auptdiagonalen positive  

E lem ente] (5)
[Die n icht verschw indenden E lem ente von UT 

außerhalb der H auptdiagonalen seien nega
tiv ] (6 )

[D ie n icht verschwindenden E lem ente von E T 
seien p o sitiv ] (7)
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Die Befriedigung der auf die Reihensum m en bezüglichen B edingung  
behandelt unsere A rbeit nicht. V on F a l k  [1] wird es abgeleitet, daß durch die 
den übrigen Bedingungen genügenden M atrizes E T und U T, nach einer m it 
einer äußerst einfach zu bestim m enden diagonalen M atrix S =  <C . . . ,  s„ >  
vorgenom m enen K ongruenz-Transform ation, auch dieser letzteren B edingung  
genügt wird. D ie den gesam ten Vorschriften genügenden Massen- und F eder
m atrizes sind som it: S* • E T • S  und S* • UT ' S . D ie s,- — s können dabei eben  
aus der Bedingung b estim m t werden, daß die R eihensum m en von S* • U T ' S 
(v ielleicht m it A usnahm e der ersten oder letzten  R eihensum m e) verschw inden  
m üssen.

A uf Grund des vorangehenden ist die (bereits in  der E inleitung vorliegen
der Arbeit erwähnte) bezüglich der Brauchbarkeit der Transform ation b ed eu t
sam e Tatsache leicht einzusehen, daß die E igenfrequenzen des durch die T rans
form ation erhaltenen Schw ingungssystem s m it den Eigenfrequenzen des ur
sprünglichen Schw ingungssystem s übereinstim m en. D ie charakteristische G lei
chung des ursprünglichen Schw ingungssystem s la u te t näm lich:

A2£  —(— С/ J =  0  (durch die zwei vertikalen L inien wollen wir die B ildung  
einer D eterm inanten andeuten), während wir für das transform ierte System , 
unter Verwendung eines bekannten D eterm inantensatzes, die folgende charak
teristische Gleichung erhalten:

•

|A*S* • T*E ■ T  ■ S  + S *  ■ T* ■ V  • T ■ S\ =  \S* ■ T* ■ (№ Ë + U ) - T  S | =  

=  [s* • f *  I • |T • S\ • I +  U I = 0 ,

das heißt, sie unterscheidet sich von der vorigen nur in einem A nicht en th a l
tenden konstanten Faktor; sie besitzen som it die gleichen W urzeln.

B ei der Aufsuchung der den Bedingungen (3) — (7) genügenden M atrix T  
wollen wir uns an das von  LÁ n c z o s  konstruierte endliche Iterationsverfahren [5] 
anlehnen. E ine Z ielsetzung dieses Verfahrens kann auch folgenderm aßen for
m uliert werden: die quadratische Form Q =  g * • Q • Ç muß in  einer solchen  
neuen Veränderlichen r/ =  К ~ г ’ f  angeschrieben w erden, daß die M atrix der 
quadratischen Form in dieser neuen Veränderlichen kontinuant sei.

Wir wollen voraussetzen, daß liicht singulär ist. Der Ausdruck von  
Q m it rj lautet:

Q =  f* Q • f  =  (K-rj)*  • Q- K- r j  =  TfK* ■ Q • К  -rj =  rj* ■ R - ÿ ,

wobei R =  K*  ■ Q ■ К  ist. D ie M atrix von Q in der neuen Veränderlichen is t  
som it R.

D ie fragliche Z ielsetzung des Verfahrens von LÁ n c z o s  kann som it kürzer  
form uliert werden: es wird К  gesucht, so daß R  kontinuant sei.

14 Acta Technica XXXI/1—2.
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t* ■ E  • ti
( 1 0 )

U nter unseren B edingungen könnte durch dieses Verfahren nur der 
B ed in gu n g  (3) genügt werden (indem  an S telle  von  К  T  und an Stelle  von  Q U 
geschrieben werden würde). E s erscheint jedoch  als m öglich, dieses Verfahren  
in  dem  Maße zu verallgem einern, daß neben (3) auch (4) genügt w ird. A u f  
G rund von (8) w ollen wir einen Versuch m achen, die M ethode in der folgenden  
F orm  zu verallgem einern, indem  an Stelle von  lq i;, an Stelle von  Q U  geschrie
b en  wird: es sei tx auch je tz t  beliebig angenom m en, und es sei vorausgesetzt, 
daß i2 die folgende Struktur zukom m t:

Zur B estim m ung von  К  =  [Äj, . . . ,  gibt [5] (m it einer anderen  
B ezeichnung) das folgende endliche Iterationsverfahren (rekursive Form elfolge) 
an. k1 kann beliebig angenom m en w erden, w onach wie fo lgt berechnet wer
den  kann:

D ie Matrix D  und die Skalaren у,-, ег- sind unbekannt, und w ir w ollen es 
versuchen , sie im  nachstehenden derart zu bestim m en, daß durch d ieselben (3) 
u n d  (4) genügt werde.

Nach (4) m uß t2 • E  • fx =  0 sein. A u f Grund von (9) können wir es aus
fü hrlich  anschreiben:

u n d  ti habe die folgende Form:

u n d  da U* =  U is t, ergibt sich hieraus:
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D as erste Glied der rechten Seite m uß nach (3) verschwinden. D ies kann z. B . 
dadurch erreicht werden, daß die übrigen Glieder der Gleichung durch en t
sprechende W ahl der noch freien D  gleich N ull gesetzt werden. Es m uß gleich  
N ull gesetzt werden t3 • D"1 • t2 und (zweckm äßigerweise) auch t3 ■ D~x • tx. 
A u f Grund des vorangehenden kann dies am einfachsten durch die W ahl

w obei das erste und zweite Glied zusam m en N ull ergeben, und auch der F aktor  
v o n  ex is t  gleich Null.

W ird der auf Grund von  (9) und (10) angeschriebene Ausdruck v o n  t2 m it 
h  ■ D~x von  links m ultipliziert, so erhalten wir die folgende Gleichung:

wird.

D er durch t3 und i2 nach (4) zu befriedigenden Gleichung t3 • E  • t2 =  0 
wird durch die bisher bestim m ten  y x und y2 b ei jedem  W ert von  D  und £x 
genügt. E s gilt nämlich:

D as zw eite Glied der rechten Seite verschw indet wegen t2 • E  • (x =  0 , so daß

so lau tet die zu befriedigende G leichung l3 • E  • tx = 0  ausführlich angeschrie
ben:

R echnen wir in dem Ausdruck von l3 nach (9), nach der A nalogie von  (10), 
versuchsw eise m it dem W erte:
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D -1 =  i  Ë  erreicht w erden . Durch diese W ahl werden auch die Ausdrücke 
v o n  y v  y2 und £j glücklicherw eise vereinfacht. W ie wir es später sehen werden  
(sieh e  Formel (17)), b e steh t (6) nur hei W ahl v o n  D _1 =  — Ë,  w esw egen wir 
in  der Folge m it dieser W ahl rechnen werden.

Durch ij, t2 und t3 w ird von nun an den B edingungen (3) und (4) genügt. 
A u f Grund von (10), (11) und (12) läßt es sich  erfolgreich an, die übrigen e und 
y  in  der folgenden W eise zu bestimmen:

Hier wurde in B etrach t gezogen, daß an H and von D =  — E  1 und 
( Ë - 1)* = Ё ~ г D* = D  is t .

D ie in Z usam m enhang mit der transform ierenden Matrix T  erhaltenen  
Ergebnisse und der versuchsw eise A nsatz (13) werden wie folgt zusam m en
gefaßt:

l1 kann beliebig angenom m en werden,

Durch vo llstän d ige  Induktion kann es nachgew iesen werden, daß die den 
versuchsw eise A nsatz (13) enthaltenden Form eln  (14) den Bedingungen (3) 
u n d  (4) Genüge le isten . E s sei nämlich angenom m en, daß die ersten к V ektoren  
t a u f Grund von (14) b ereits bestim m t w orden sind , к <  n, und daß diese den 
B edingungen (3) und (4) Genüge leisten. D er к -(- 1-te Vektor t ergibt sich dann  
zu

ik 'U • h
tk'E  • G

bc +

_ *  ------  _
b e -1 • U ■ tfc

t k — i ' E  - f f c - i
b e - 1  ■be+1 =  — E  1 ■ С/ • t/e ~f~
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Wir wollen dies von links m it ïj ■ E  m ultiplizieren:

(15)

Die W erte der auf der rechten Seite von (15) vorkom m enden drei Glieder, 
die auf Grund der Grundannahm e unseres Induktionsverfahrens berechnet 
wurden, sind für die W e r te / =  1, 2, . . . ,  к — 2, к — 1, к in der nachstehenden  
T abelle zusam m engestellt:

A uf Grund der Tafel verschw indet tj • E  ■ t^+i nach (15) für /  = 1 , 2 ,  . . .  
. . . ,  k, das heißt, t*+i befriedigt (4). th+i  • E  • h+ i  =f= 0, da E  p ositiv  d efin it ist, 
und da E T aus E  durch K ongruenz-Transform ation abgeleitet w urde, muß  
auch E T positiv  definit sein, und sie könnte es nicht sein, wenn auch nur ein  
einziges ihrer E lem ente (in der H auptdiagonalen) verschwinden würde. Som it 
wurde das Bestehen von (7) bew iesen.

Zur Untersuchung der Erfüllung von (3) wollen wir tfc+i • E  • ij b ilden. 
A u f diese W eise erhalten wir:

lfc+i E -tj

( 1 6 )
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D ie nachstehende T abelle  enthält die W erte der linken Seite von  (16) 
u n d  die des zw eiten und  dritten  Gliedes der rechten  Seite, auf Grund der 
Grundannahm e unseres Induktionsverfahrens und der m it H ilfe der vorigen  
T ab elle  gewonnenen E rgeb n isse, für die W erte v o n j  — 1 =  1, 2, . . . ,  к — 1 , к.

L inke S eite
•Hechte Seite

2. Glied 3. Glied
i — 1

0 0 0 1

0 0 0 2

0 0 0
« ;

0 0 0 к - 1

t % + l  ■E ' t  k  + 1 0 0 к

A uf Grund der T afel ist nach (16) tk + 1 • JJ • tj_ i =  0 für j  — 1 =  
=  1, 2, . . . ,  к — 1. D urch  iit+i wird som it auch (3) genügt. D am it wurde es 
nachgew iesen, daß die Form eln (14) den B edingungen (3) und (4) Genüge 
le isten .

Nach der le tz ten  R eih e derselben Tafel und nach (16) erhalten wir:

G + i ' E  • tk+i =  — tfc+i • U  • h,  (17)

u n d  da hier die linke S e ite  nach dem in Zusam m enhang m it der U ntersuchung  
v o n  (15) Gesagten p o sitiv  is t ,  so besteht auch (6). (5) besteht hingegen nur dann 
für jeden i, wenn JJ p o s it iv  definit oder p ositiv  sem idefin it ist. (Tn der H aupt
diagonalen einer p o sitiv  sem idefiniten M atrix kann im  allgem einen auch ein 
N ull-E U m ent Vorkom m en, dann sind aber in der R eihe und K olonne des Null- 
E lem entes der H auptd iagonalen  alle übrigen E lem ente ebenfalls gleich Null. 
In  unserem Falle kann  dies wegen der sem idefin iten  B eschaffenheit von JJ 
n ich t Vorkommen, da w egen  (17) in jeder R eihe und K olonne von JJ m indestens 
zw ei nicht verschw indende Elem ente Vorkommen m üssen.)

Die abgeleiteten u n d  untersuchten Form eln (14) stim m en m it den in [1] 
m itgeteilten  Formeln (15a) überein, wodurch unser Ziel erreicht wurde.
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ZUSAMMENFASSUNG

In 1955 wurde von  S. F a l k  ein Iterationsverfahren angegeben, m it H ilfe dessen  ein  
gegebenes, däm pfungsfreies Schw ingungssystem  m it endlich  v ielen  Freiheitsgraden a u f ein  
schlichtes, kettenartiges, nebenschlußfreies Schw ingungssystem  m it den gleichen E igenfrequen
z e n  zurückgeführt werden kann [1 ]. In der Arbeit von  F a l k  wurde die Ableitung seiner F or
m eln nicht m itgeteilt. In  der vorliegenden Arbeit wird das v o n  C. L á n c z o s  entw ickelte — ein  
anderes Ziel verfolgende — endliche Itérât ions verfahren [5] in  der W eise verallgem einert, daß 
hierdurch die Grundformeln der Falkschen Zurückführung abgeleitet werden können.

A PO SSIBLE D E D U C T IO N  OF TH E F A L K  TRA NSFO RM ATIO N

Á. BOSZNAY

SUMMARY

I n  1955 , S. F a l k  p u b l is h e d  a  m e th o d  o f  f in i te  i t e r a t i o n  fo r  r e d u c in g  a n  u n d a m p e d  o sc il
l a t in g  sy s te m  h a v in g  a  f in i t e  n u m b e r  o f  d eg rees  o f  f re e d o m  to  a  s m o o th ,  c h a in - lik e , u n s h u n te d  
o s c illa t in g  s y s te m  h a v in g  th e  sa m e  e ig e n fre q u e n c ie s  [1 ]. H is  p a p e r  d id  n o t  c o n ta in  t h e  d e d u c 
t io n  o f  th e  b a s ic  fo rm u la e  o f  t h e  m e th o d .  T h e  p r e s e n t  p a p e r  g e n e ra liz e s  th e  f in i t e  i t e r a t io n  
m e th o d  o f  C. L á n c z o s  [5] — se rv in g  a n  o th e r  p u rp o se  — i n  s u c h  a  w a y  t h a t  i t  c a n  b e  u se d  
a ls o  fo r  d e d u c in g  th e  b a s ic  f o rm u la e  o f  th e  F a lk  r e d u c t io n .

U N E  D É D U C T IO N  PO SSIBLE D E S T R A N SFO R M A T IO N S DE FALK

Á. BOSZNAY

RÉSUMÉ

S. F a l k  a présenté, en 195 5 , un procédé à itération  à l ’aide duquel un systèm e osc illan t  
sans am ortissem ent et à degrés de liberté lim ités, peut être ram ené à un systèm e osc illan t  
sim ple du typ e  à chaîne sans shuntage, ayant la m ême fréquence naturelle [1]. L ’ouvrage de 
Falk n ’a pas donné la déduction des formules de base de ce procédé. Dans la présente étu d e , 
les procédés à itérations lim itées [5], développés par C. LÁ N C ZO S dans un but d ifférent, son t 
généralisés de façon te lle , qu’on en peut déduire les form ules de base auxquelles se ram ènent 
les équations de Falk.
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ОДИН ВОЗМОЖНЫЙ ВАРИАНТ ВЫВОДА ТРАНСФОРМАЦИИ ФАЛЬКА
А . Б О С Н А И

РЕЗЮМЕ

В 1955 г. Ш. Фальк сообщил конечный итерационный метод для сведения недемп- 
фируемой конечной колебательной системы со многими степенями свободы к простой цепеоб
разной колебательной системе без шунта, соответствующей первой и обладающей соб
ственными частотами (1). Однако, автор в своей работе не сообщил вывод основных фор
мул предложенного им метода. В данной работе дается такого рода обобщение построен
ного Ц. Ланцош конечного итерационного метода (5), — служащего для других целей, 
— что возможно на основе его вывести основные формулы сведения Фалька.



UBER DIE ANWENDUNG DER FALKSCHEN 
TRANSFORMATION AUF BIEGESCHWINGUNGEN 

AUSFÜHRENDE SCHWINGUNGSSYSTEME

Á. B O SZ N A Y
KAN D IDA T D E R  TECH N ISCH EN  W ISSENSCHAFTEN

TECH N ISCH E U N IV ERSITÄ T BUDAPEST, LE H R STU H L F Ü R  TECHN ISCHE M ECHANIK D E R  F A K U L T Ä T
E L E K T R O IN G E N IE U R W E S E N

[E ingegangen am 21. Januar 1959

1. Einleitung. Z ielsetzung vorliegender Arbeit

In  1955 wurde von  S. F a l k  [1] eine M ethode angegeben zur rechneri
schen B estim m ung eines schlichten, kettenartigen, nebenschlußfreien Schw in
gungssystem s, das m it einem gewissen allgem einen Bedingungen genügenden , 
däm pfungsfreien Schw ingungssystem  m it endlich vielen  Freiheitsgraden in eine 
gegenseitige und eindeutige Beziehung gebracht werden kann. D ie B ed eu tu n g  
seiner M ethode, die auch als Transform ation bezeichnet werden kann, lieg t 
darin, daß die Eigenfrequenzen des sch lichten , nebenschlußfreien ketten artigen  
Schw ingungssystem s und die A m plituden der erregten stationären S ch w in gu n 
gen v iel leichter als die der mehr kom plex aufgebauten Schw ingungssystem e  
berechnet werden können. Der U m stand, daß die Eigenfrequenzen h in sich tlich  
der Transform ation invariant sind, ist dabei als glücklich zu bezeichnen.

Vorliegende Arbeit verfolgt das Ziel, d ie Aufm erksam keit auf eine in  [1] 
ausgesprochen n icht erwähnte Anw endung der Transform ation zu len k en , die  
besondere V orteile verheißt.

2 . Grundformeln der Falksclien  Transformation

D ie B ew egungsm atrixgleichung des zu untersuchenden allgem einen  
Schw ingungssystem s m it n Freiheitsgraden sei von  der Form:

Ë  X = — U  X. (1)

E  ste llt die M atrix der k inetischen Energie dar; sie ist p ositiv  d efin it, 
en th ä lt konstante, reelle E lem ente und ist sym m etrisch. U  ist ebenfalls eine  
sym m etrische M atrix m it konstanten reellen E lem enten und m it lau ter p o si
tiv en  E lem enten in der H auptdiagonalen, x  ste llt eine aus den K oord inaten  
gebildete K olonnenm atrix dar. Das Zeichen . deutet eine M atrixm ultip lika
tion , das Zeichen * Transponierung an.
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M it H ilfe der Falkschen Form eln können  wir an Stelle von x, durch die 
T ransform ation л: =  T -S - z ,  eine neue K oordinatenm atrix einführen, wobei 
die T ransform ation am  zw eckm äßigsten in  zw ei Stufen vorgenom m en wird. 
T  und  S  sind quadratische M atrizen m it k on stan ten  Elem enten, S  ste llt eine  
diagonale M atrix dar. W erden beide Seiten  der Gleichung [1] von  links m it 
S* -T*  m ultip liziert, so erhält sie in  z die fo lgende Form:

S* T* E  T - S - Ï  =  — S* - T* - U  - T  ■ S - z.  (2)

S * T * E T S  = E a und S *  T *  U  T - S  = U a

ste llen  die M atrizen der k inetischen und p o ten tie llen  Energie des transform ier
te n  Schw ingungssystem s dar. W enn T  und S  in  der nachstehenden W eise

Abb. 1

b estim m t werden, und wenn die charakteristische Gleichung (X2E  - ) - [ / ) =  0 
v o n  (1) nur einfache W urzeln besitzt, so kann (2) als das B ew egungsgleichung
sy stem  des in  der Abb. 1 dargestellten sch lich ten , nebenschlußfreien, k e tten 
artigen  Schw ingungssystem s gedeutet w erden.

E a und Ua können m it den Param etern des in  Abb. 1. dargestellten  
Schw ingungssystem s wie folgt ausgedrückt w erden:

m.

Ü a =

L m n

2 к - 1

T 1

к k+1 n — 1 n

C12 t 

:  1 1  , 1

1

1  I
1
1 ck-l,k

Г
ck—l,k ck,k+l ck,k+1 1

I cn—l,n cn—l,n  —

(1

(k

(n.
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D ieses Schw ingungssystem  besitzt die gleichen Eigenfrequenzen wie das 
ursprüngliche, da sich die linke Seite der auf N ull reduzierten charakteristischen  
G leichung von (2) von der von (1) nur durch einen von  A unabhängigen F ak
tor unterscheidet. D ie Schwingungsform en sind hingegen nicht invariant; einem  
E igenvektor i(P des transform ierten System s entspricht im  ursprünglichen  
System  der E igenvektor =  T  • S • so).

Der erste Schritt b esteh t darin, daß die au f die K olonnenvektoren p arti
tion ierte Matrix T  =  (*i, . .  . ,  <n) bestim m t wird. N ach F a l k  

kann tj beliebig angenom m en werden,

— E U - h +
h - U - h  

ii • E ■ *i

h =  — E ' 1 • Ü • U
t;_l • U ■ t , - l  - fi-2  • U • h'-l

-1 H---- Ti-----------------fi-iH ----- r*----- = —::—
t i - i ' E ' t i - l  Ci-2 ' E  ' h —2

2i

I — 3, . .  *, n.

( 3 )

Außerdem  besteht noch die Gleichung:

G +i • Ë ■ tfc+i =  — ifc+i • U -tk- (4)

Im  zw eiten Schritt m üssen die E lem ente der M atrix

S =  s1
S 2

s n

in der W eise bestim m t w erden, daß die Summe der E lem ente in der re-ten, 
n —- 1-ten, . , . ,2 - t e n  R eihe von  Ua verschw indet. Das diese B edingung aus
drückende G leichungssystem  kann in den s,- stets au f eine hom ogene lineare 
Form gebracht werden, m it dem Rang n — 1, so daß z. B . sn beliebig angenom 
m en werden kann, und da das G leichungssystem  stufenw eise aufgebaut ist, 
können säm tliche U nbekannten , rückwärts fortschreitend, bestim m t werden. 
Z uletzt wird aus der zw eiten  R eihe des G leichungssystem s sx erhalten. D ie  
Sum m e der E lem ente der ersten Reihe von Ua is t som it nicht unbedingt 
gleich N ull, vielm ehr verschw indet diese Summe nur, wenn die charakteristi
sche Gleichung des untersuchten Schw ingungssystem s eine N ull-W urzel besitzt. 
In  dem von uns untersuchenden Fall ist Null keine W urzel der charakteristi
schen Gleichung, und so ist die Summe der E lem ente der ersten R eihe von  Ua 
von N ull unbedingt unterschiedlich.
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3. Transformation eines Biegeschwingungen ausführenden Schwingungssystems

In  [1] wird ausdrücklich  erwähnt, daß die Transform ation (außer den 
so n stig en  A nw endungsm öglichkeiten) an all den Schuingungssystemen durch
gefü h rt werden kann, deren Matrizen Ë  und U  sym m etrisch  sind, E  positiv  
d efin it und U positiv  d efin it oder sem idefinit is t . D ie B eispiele von  Falk  sind 
jed o ch  nicht derart allgem ein; sie schließen sich an Modelle an, die aus punkt
ar tig en , in  einer Geraden geführten  Massen und dazwischen geschalteten  m as
sen lo sen  Federn bestehen. So erstrecken sich die Beispiele von den am häufig
sten  vorkom m enden p raktischen  Fällen lediglich auf die Torsionsschwingungen  
der K urbelwellen. Aus d iesem  Grunde erscheint es als der Mühe w ert, die A uf
m erksam keit in einem  n ich t minder w ichtigen und ebenfalls häufig  vorkom 
m en d en  Fall auf die A nw endbarkeit der Transform ation zu lenken. E s handelt 
sich  um  die Bestim m ung der E igenfrequenzen und kritischen Um drehungs
zah len  der B iegeschw ingungen von Rotoren (z. B . Rotoren von  Turbogenera
to ren  oder Turbinen). D as in den natürlichen K oordinaten angeschriebene 
B ew egungsgleichungssystem  des hier üblichen M odells kann n icht in der W eise 
g e d e u te t werden, daß es das B ew egungsgleichungssystem  eines M odells dar
s te l lt ,  das aus punktartigen M assen und den dazwischen geschalteten  m assen
lo sen  Federn besteht. A uch  is t  im  allgem einen kein einziges E lem ent der Feder
m a tr ix  des Modells g leich  N ull. Sollen som it außer den durch eine andere 
M ethode [2] äußerst genau und in einfacher W eise zu bestim m enden höchsten  
und  niedrigsten E igenfrequenzen der B iegeschw ingungen oder den kritischen  
U m drehungszahlen m ehrere, gegebenenfalls säm tliche E igenfrequenzen oder 
U m drehungszahlen b estim m t werden, so erscheint es als zw eckdienlich, die 
vorh erige  (FALKsche) Transform ation des Schw ingungssystem s und anschlie
ß en d  die Bestim m ung der (m it den des ursprünglichen System s übereinstim 
m en d en ) Eigenfrequenzen des transform ierten System s durchzuführen. H ier
durch  werden w esentlich schneller und m it weniger Fehlerm öglichkeit R esul
ta te  erzielt als m it der das ursprüngliche System  unm ittelbar behandelnden  
M ethode, da sich die B estim m u n g der Eigenfrequenzen des sch lichten , ketten 
artig en , nebenschlußfreien System s im allgem einen w esentlich einfacher gestal
te t .  Besondere Vorteile verspricht diese M ethode, wenn die Eigenfrequenzen  
des transform ierten S ystem s nach einer von  mir erprobten M ethode [3] schneller 
als m it  Hilfe der bisher bek an n ten  Verfahren bestim m t werden.

Im  nachstehenden w ollen  wir diese M ethode an H and eines zahlenm äßi
gen  Beispiels zur B estim m u n g der Biegeschw ingungseigenfrequenzen eines 
D reischeibenrotors vorführen. Der E infachheit halber werden in unserem B ei
sp ie l die Scheiben als M assenpunkte m odelliert. W ie es aber aus dem  vorange
h en d en  hervorgeht, würde es keine Schw ierigkeiten bereiten, die durch die 
Sch iefstellung der Scheiben hervorgerufene W irkung m it in  B etracht zu ziehen. 
D a s B eispiel wurde aus [4] genom m en. In [4] werden die E igenfrequenzen
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durch A nschreiben und Lösung der charakteristischen Gleichung b estim m t. 
D as Modell des Beispiels wurde in Abb. 2 d argestellt. Die Matrizen der kine-

m7 »3

(AM-------------- fr-

J ' *  1 -------1/Л •ä . :
l/лM-------------- fr»

f LJ

</: .

Abb. 2

tisch en  und der potentiellen  Energien in natürlichen Koordinaten la u ten  
nach [4] :

; g — 981 cm sec 2
m1 0 0 1 kp " 10 0 0

E  = 0 m2 0 =  ---- 0 21 0
0 0 m3 g 0 0 10

1 23 — 22 9
V  =

A
- 2 2 32 - 2 2 i ß =  ---

" 28 ß 9 - 2 2 23 7<

P
768 E I

e in  kj

H offentlich wird es kein M ißverständnis verursachen, daß hier E  den 
E lastiz itätsm odul des Stabm aterials und I  das au f die Biegungsachse berech
nete T rägheitsm om ent des als konstant betrach teten  K reisquerschnittcs des 
Stabes darstellt.

D ie Berechnung wird zw eckdienlicherw eise m it den dim ensionslosen  
M atrizen

10 0 0 23 - 2 2 9
0 21 0 und U ° = - 2 2 32 - 2 2
0 0 10 9 — 22 23

durchgeführt. D ie zu diesen M atrizen gehörenden dim ensionslosen E igenkreis
frequenzen a, hängen m it den W erten a (- des ursprünglichen Modells in fo lgen 
der W eise zusam m en:

et, =

Als A usgangspunkt wollen wir ïl  — 

t \  - E ° — [1 0 0]

0

10 0 0 '

0 21 0
0 0 10

28 ß

w ählen und wir erhalten:

=  1 0 ,
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N un wird die erste Gleichung des zur B estim m ung der E lem en te  der 
M atrix

*1 0 0
s = 0 S2 0

0 0 *3-
dienenden G leichungssystem s durch die zw eite durch s2, usw. v erein fach t, 
und so erhalten wir:

23sj — 31,14s2 =  0,

— 31,14sj -|- 95 ,22s2 — 35,5s3 =  0,

— 35,5s2 -f-48,7s3 = 0 .

D ieses G leichungssystem  ist zw eiten  R anges, und so können wir v o n  den 
U nbekannten  eine im  voraus annehm en. W ird s3 =  1 angenom m en, so ergibt 
sich s2 =  1,375 und = 3 ,0 6 5 . D ie  endgültigen  Massen- und Federm atrizen  
gesta lten  sich som it folgenderm aßen:

und

S *  - T *  - E °  - T  - S  —

S * - T * - U ° - T - S  =

94,0 0 0
0 58,6 0
0 0 35,5

216 — 131 0
— 131 179,8 — 48,8 .

0 — 48,8 48,8

Durch einen Vergleich dieser M atrizen m it den Matrizen E a und U a unter  
P un k t 2 wurden die Maßzahlen der Federkonstanten und Massen des tran s
form ierten »dim ensionslosen« M odells bestim m t. D as gewonnene M odell und 
die entsprechenden Maßzahlen w urden in  Abb. 3 dargestellt. D ie  E igen-

A bb. 3

kreisfrequenzen wurden durch eine graphische Abwandlung der in  [3] vor
geschlagenen M ethode bestim m t und dabei gefunden, daß dieselben von  den 
in [4] angegebenen genauen W erten, w egen der U ngenauigkeiten der B erech
nung und der K onstruktion, in der R eihenfolge der zunehm enden K reisfre
quenzen nur um -f-0,8, —1,7 und — 0,62%  ab weichen.
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ZUSAM M ENFASSUNG

Vorliegende A rbeit len k t an Hand eines zah lenm äßigen  Beispieles die Aufm erksam keit 
a u f  die Anwendung der v o n  F alk  m itgeteilten T ransform ationsform eln [1], die bei der B estim 
m un g der Eigenfrequenzen un d  der kritischen U m drehungszahlen  eines B iegeschw ingungen  
ausführenden  Schw ingungssystem s besondere V orteile b ie te t . G leichzeitig wird es vorgesch la
g en , das vom  Autor bereits früher entwickelte V erfahren zur E rm ittlung der E igenfrequenzen  
[3 ], zur Lösung des P rob lem s, m it der Falkschen T ransform ation zu vereinigen.

APPLICA TIO N O F T H E  F A L K  T R A N SFO R M A T IO N  TO A N  OSCILLATING  
SYSTEM  C A R R Y IN G  OUT F L E X U R A L  OSCILLATION

Á. BOSZNAY

SUMMARY

W ith  the aid of a num erica l example, the paper a tt r a c ts  the a tten tion  to th e  advantages 
o f  using  th e  transform ation  form ulae published by F alk  [1] for computing th e  eigenfrequencies 
an d  th e  critical ro ta tional speeds ol an oscillating system  capable of flexural oscillations. A t the 
sam e tim e , the au thor proposes connecting w ith th e  F alk  transform ation, for solving the 
p ro b lem , a method elabora ted  b y  h im  earlier for de term in ing  the  eigenfrequencies [3].

L ’UTILISATIO N D E S  TRANSFO RM ATIO NS D E  F A L K  PO U R  LES SYSTÈM ES  
D ’OSCILLATIONS D U E S À DES V IB R A T IO N S DE FL E X IO N

Â. BOSZNAY

RÉSUMÉ

A l ’aide d’un exem p le num érique, l ’étude attire l ’a tten tio n  sur l ’avantage de l ’u tilisa tion  
d es form u les de transform ation de F alk [1], dans la déterm ination  de la fréquence naturelle et 
du n om b re de tours critique d ’un  systèm e d’oscillations dû à des vibrations de flex ion . Elle  
propose en  même tem ps que le procédé de déterm ination de la  fréquence naturelle élaborée par 
l ’au teur [3 ] soit com biné avec  la  transform ation de F a lk  en  vue de la solution du problèm e.
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ПРИМЕНЕНИЕ ТРАНСФОРМАЦИИ ФАЛЬКА К КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЕ, 
ВЫПОЛНЯЮЩЕЙ ИЗГИБАТЕЛЬНОЕ КОЛЕБАНИЕ 

А. БОСНАИ

РЕЗЮМЕ

В работе при помощи числового примера обращается внимание читателей на преи
мущества применения трансформационных формул [1], сообщенных Фальком, для опре
деления собственной частоты, соответственно, критического числа оборотов колеба
тельной системы, способной выполнять изгибательные колебания. Одновременно пред
лагается объединение трансформации Фалька и собственного метода автора [3], служа
щего для определения собственной частоты и разработанного им ранее.

15 Acta TVchnica XXXI/1—2.





ÉTAT ÉLASTIQUE DES RÉCIPIENTS CYLINDRIQUES 
A COUCHES MULTIPLES EMBATTUES A CHAUD

J. V A L E N T A
CAND. DES SCIENCES T E C H N .

IN S T IT U T  NATIONAL DES R EC H ER C H ES TH ER M O TEC H N IQ U ES, PRAGUE 

[M anuscrit présenté le 8 m ai 1959]

Introduction

La so lu tion  théorique des problèm es concernant l ’état de ten sio n  des 
récipients cylindriques à couches m ultip les em b attu es à chaud a été  étu d iée

par plusieurs auteurs ([1 ], [5], [8] e tc . . Le rapport optim um  dans
ro

equel rni+  et r0 sont le rayon extérieur, resp ectivem en t le rayon in térieu r du

soudure

récipient, est dérivé par ces auteurs de la  cond ition  de minimum soit de l ’aire 
de la section  du récipient à couches m ultip les [8], so it de la  tension de c isa ille 
m ent [5], respectivem ent de la tension circonférentielle [1] sur le rayon  in té 
rieur de chaque cylindre. Dans tous les ouvrages cités plus haut, le s  rayons

7*/{ + l
des couches em battues sont donnés par les rapports ' =  const, où r*+i et

rk
r/i sont le  rayon extérieur, respectivem ent le  rayon  intérieur de la  cou ch e k.

D ans le travail présenté, on résout quelques cas de l ’état de te n s io n  des 
récipients cylindriques à couches m ultip les, récip ients qui sont com posés de 
cylindres d ’épaisseur égale, excepté le cylindre intérieur. Au point de v u e  de la 
fabrication, ces récipients offrent le m axim um  d’avantages. Ainsi, on d éterm in e  
l ’état d’un récipient cylindrique idéalem ent précontraint, et on é ta b lit  la  
lim ite entre un cylindre précontraint et un cylindre à parois épaisses (fig . 1).

15:
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Récipient cylindrique soum is à une pression  intérieure et à une chute
de tem pérature

On suppose que le  récipient est capable d ’une dilatation therm ique libre, 
e t que la  tem pérature d ’un point quelconque dans la paroi du récip ient cy lindri
que n ’est qu’une fon ction  de son rayon. L ’in flu en ce de la différence entre le  
m atér ie l com posant le  cylindre intérieur e t celu i com posant les couches, est  
exprim ée par l ’in trod u ction  d’un module d ’é la stic ité  réduit Et, et à l ’aide d ’un  
coeffic ien t de d ila ta tion  therm ique ßt. La rép artition  réelle de la  tem pérature  
à travers la paroi du récip ien t à couches m u ltip les , répond alors à la répartition  
de la  tem pérature dans u n  cylindre à parois épaisses de m êm e d im ensions.

Dans ce cas, la  ten sion  circonférentielle radiale et axiale est donnée par 
la  relation  [4]

=  K >

1 \
an+1 ! +  —

1 ak )
Г  =  1

o® =  K t

=  K ,

a n + l(a k —  ! )

K + i  — !)« ?

^ « n + i  +  lga*

ïg a „ + i + l g « , f ,

1 - 2a" + i_

«n+l — 1
h a n + 1 +  2 1 g< TC ’

( 1 )

K, E t M o  *n+i) E t =
E lt • S,

2(1 — tA lga„+i rn+1 — r0

U n e relation sim ilaire e st valable aussi pour ß/.

1 + ti • s Æ/g 

si Е г

Par la su ite, on u tilise  les notation su iv a n tes:

n
S1
s

to, tn + 1
Eu,  E2t

P
lg

n o m b re  d e  c o u c h e s , 
é p a is s e u r  d u  c y l in d r e  in té r ie u r ,  
é p a is s e u r  d e  l a  c o u c h e ,
t e m p é r a tu r e  i n t é r ie u r e  e t  e x té r ie u re  d e  l a  p a ro i  d u  r é c ip ie n t ,
m o d u le s  d ’é l a s t ic i t é  d u  c y lin d re  i n t é r i e u r  e t  d es c o u c h e s , à  la  t e m p é r a tu r e
m o y e n n e  d e  la  p a r o i  d u  ré c ip ie n t  c y l in d r iq u e ,
v a le u r  r é c ip r o q u e  d u  co effic ie n t d e  P o i s s o n ,
lo g a r i th m e  n a t u r e l ,

On+i = Tn+l

r0
( f ig . 2).

Après l ’em battage des cylindres, les ten sio n s  circonférentielles de com pres
sio n  prennent naissance dans les couches in tér ieu res, par le refroid issem ent de 
ch acu n . La valeur de ce tte  tension produite par le  retrait des cylindres est
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déterm inée par l ’excéd en t, c’est-à-dire par la différence entre l ’a lésage du 
cylindre extérieur et le  rayon extérieur du cylindre intérieur. L’excéd en t doit 
être étab li de façon te lle , que l ’échauffem ent du cylindre extérieur av a n t l ’em 
battage ne provoque pas un changem ent des qualités m écaniques du m atériel 
com posant ce cylindre. On peut négliger les tensions axiales provoquées par le 
retrait des cylindres [4].

D ans ce qui su it, nous supposerons que les sections transversales su ffi
sam m ent distantes du bord du récipient resten t planes, même après la  défor-

Pnt]
F ig . 2

m ation. N ous déterm inerons ensuite les tensions circonférentielle et radiale  
naissant dans la paroi de la  couche k, qui ont é té  produites par la pression in té 
rieure, à l ’aide des relations indiquées par Lamé [4 ]

Jtk + n2 „2afc+l a к
(a kPk -  a l  + l P k  +  l )  +  ( P k — P k + l )

'rk
al +1 -  «г

(a kPk -  al + l Pk+i) -  (Pk -  Pk+1)

4 + i ak

2k + i ak 1
( 2 )

“Ä “ b . “ /(+1

où p k et p k + 1 signifient la  pression sur le  rayon  intérieur de la couche fc, respec
tivem en t (к -j- 1), provoquée par la pression intérieure et extérieure et par le  
retrait de n —  (fc —  1) cylindres.

On fa it l ’usage le  p lus avantageux de la m atière dans le cas, où la  plus 
grande tension  réduite dans chaque couche, c ’est-à-dire sur le rayon intérieur

, _ _ <j(p
de chaque couche est égale à la  valeur adm issib le d e -----. Si l ’on applique l ’hypo-

X
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th è s e  d es  tensions m ax im a de c isa illem en t (l’h y p o th è se  de Gu est), on a su r  le  
r a y o n  in té r ie u r  de la  couche к

a tk +  a<t!c ~  (ark +  arl*) ^ (3)

E n  substituant des équations (1) et (2) on obtiendra, après une transfor
m a tio n  sim ple, l ’équation

où Os'* représente la lim ite d ’étirage du m atériel à la  tem pérature d’ex p lo ita tion  
t0, e t  X le  coefficient de sécurité.

L a condition de la résistance d’une couche quelconque donnée du réci
p ien t cylindrique est, en réa lité , une équation différentielle linéaire inhom ogène  
du p rem ier ordre, aux coeffic ien ts constants. E n  écrivant le côté droit de c e tte  
é q u a tio n  différentielle sous la  forme

лп +  1 xk+ 1 4

on p e u t écrire la solution  générale:

P  к =  V
„ (0

—s -  K , I <p{u) Au +  K t al + i h an+i
*n + 1 — 1

(5>

ou

<p(u)
I

ro +  S1 +  U r0 “b S1 +  U

On peut déterm iner la  som m e ( cp(u) A и de la manière su ivante:
o'

É ta n t donnée la fon ction  rationnelle

9>(M) =
i=0

b,
( u + c ) i +1
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on peut exprim er sa som m e sous la form e [6]:

к

V(u) =
d lg T (u )

du

si la fonction  gamma est marquée par 1 (u).
E n établissant la  som m e (5) à l ’aide de l ’expression (7), et en ten a n t  

com pte de la  condition à la lim ite sur le  rayon  extérieur r,,+1 du réc ip ien t  
cylindrique précontraint ar =  p n+i, on obtiendra

La pression extérieure exercée sur le  récip ien t est désignée par p n+ i • La
QW

fonction digam m a lP(x ), respectivem ent la  fon ction  trigam m a------ = W '  son t
dx

données par nous sous forme d’un tab leau  [3]. Le graphique auxilia ire de la  
fig . 3 facilitera les calculs numériques.

Si le m atériau et l ’épaisseur du cylindre in térieur sont identiques à ceu x  
des couches extérieures, la différence adm issib le  des pressions extérieures e st  
exprim ée par l ’équation

P о Pn+i .
4 ° K, F(r0's) +  K t \gan+1. (9)

Au cas contraire (s =f= Sj)

Po Pn+ 1

5(0
-  K, +

ol() K, f M + K tle an+v
( 10 )

où «Р(ы) représente la  fonction dite d igam m a. La dernière est défin ie par la  
form ule
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~ s ) é ta n t la lim ite  d ’étirage du matériel com p osan t le cylindre intérieur à la  
tem pérature t0, —  étan t le coefficient de sécurité à l ’égard de la  lim ite
d ’étirage of* m entionnée plus haut.

Le premier term e du côté droit de l ’éq u ation  (10) nous indique l ’in flu en ce  
du cylindre intérieur, le  deuxièm e l’influence de la  précontrainte de n couches 
et le  troisièm e l ’in fluence des contraintes therm iques.

2 4 6 8 1 0 - 1 2  14 18 W 20

Fig. 3

On déterm inera les  excédents de la  différence entre les déform ations  
rad ia les du rayon intérieur du cylindre к et ce lles du rayon extérieur du cylindre  
(k —  1), c’est-à-dire

( H )Л к =  и к ~  u k - i >
en écrivant

1

Mi-1

E

E k- г

—  к *  +  — e (°zv -  p к)] >

( 12)

K ft—1) +  K ft-l) — -  Pft)] »

où  <7i(fc_i) signifie la tension  circonférentielle sur le rayon extérieur de la

cou ch e (к —  1), tan d is que l ’expression az Jtk +  a rk
2 “b azk indique la  ten 

sio n  axiale provoquée par la pression in térieure et par la chute de tem pérature.
En substituant le s  expressions correspondantes de l ’équation (1), resp ecti

v e m e n t de l ’équation (2), dans les relations (12), on obtiendra (Ek i  =  E h =
=  E 2t)

T(t)
K (13)
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Pour к =  1 on a

Л, 1 | [K> к E2t (y( 0s -K 1
ri E21 i i  * ' *1 aï

1 PPo — + po® -K t l i - ^ - 1
"41 + 1

+ (1 — P) Pi0 +

(14)

Pi° = K ' \ l 2«n + llg « n  + l <4° 1 « ï -  1
an+i 1 « 1 J 2a\ -  +  Po •

L ’expression (13) est intéressante du fa it que pour-K] < il résulte

T(0
des excédents positifs, tandis que pour K t >  —^ — , on obtiendra Ak <  0, ce qui 

indique que l ’on doit em battre les cylindres avec un certain jeu.
o<()

Dans le cas оù K t (échauffem ent intérieur), les excédents Ak sont

nuis [ne ten an t pas com pte de d'P =f= a j \  vo ir  l ’équation (14)]. Cela sig n ifie , 
en réalité, que l ’on peut remplacer le récip ient cylindrique à couches m ultip les  
par un récipient aux parois épaisses de m êm e dim ensions. A proprem ent parler,

le cas K t=  —̂ —indique la lim ite entre un récip ient précontraint et un récipient

com posé de cylindres em battus sans excédent de retrait.
Par la  su ite, il nous faut vérifier la précontrainte du cylindre in térieur, 

respectivem ent du cylindre extérieur. Si la  pression de service n ’agit pas, le 
cylindre intérieur est soum is à des précontraintes de pression extérieures, cau
sées par l ’em battage dé n cylindres. Selon l ’hypothèse des tensions de c isa ille 
m ent m axim a (hypothèse de Guest), on obtiendra dans ce cas sur le  rayon r0 
du cylindre intérieur, la condition su ivante:

j(0J s
2 (Po P n  + l)

,,2xn + 1

"41 +  1 - 1 + K '
1 — 2 « n + llg « n+ l

-*Л + 1 - 1

- ,  ( 1 5 )
— 1

où Ji2 est le  coefficient de sécurité du cylindre intérieur, par rapport à l ’excès 
de pression extérieur.

Sous l ’influence de réchauffem ent in térieur, les cylindres extérieurs sont 
soum is à une so llic itation  plus grande que les cylindres intérieurs. Cherchons 
à présent le  cas lim ite , dans lequel les fibres extérieures du cylindre n rem pli
ront encore la condition de résistance form ulée par Guest , c’est-à-dire

0 (O
a i(n + 1) +  fff(n +1) +  Р л + l  —  •

X
( 16)
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A près substitution de l ’équation (1) et (2), on obtiendra

2 !g «n+i
2 ( P n ~ P n + l ) 7 2

Jn +  l
+  K, 1 —

f  2xn + \
( 17)

A  l ’aide de l ’équation (4), on calcule pour к =  n et on le  substitue dans 
l ’éq u a tio n  (17); après une transform ation sim p le , il en résulte:

=  E t ß t(t0 — tn+1) _ <4° _ ( i s )

2 (1 — p ) l g an+i

S i la  chute de tem pérature est telle  que la  condition (18) est rem plie, les 
fib res  extérieures du cylindre n seront so llic itées toujours au-dessous de la  
l im ite  adm ise.

U n e  autre lim itation  de la  va lid ité  de la  condition (4) résu lte du fait 
su iv a n t:  on a supposé ju sq u ’à présent que la  différence des tensions ax ia les  
p ro v o q u ées par la chute de tem pérature et par la  pression de service, n ’excède  
p as la  valeur de la pression de service. A des chutes de tem pérature p lus é le 
v é e s  (i0 —  tn+i), il peut arriver que la  différence

r =  r0: 

où
p 0 — AaZ} <  0 ,

- V - o  =  I I -  f f " „ ,

(19)

e t où  cr'o représente la  con train te due à la pression intérieure.
M ais dans ce cas, l ’h yp oth èse  de Guest  n ’est plus valable sous la  form e 

m en tio n n ée  ci-dessus (4). P ar conséquent, en rem plaçant Acrlo dans l ’expression  
(1 9 ), on  obtient

P° K, ' 2 « n + ilg « n+ i 

. an + X -  1 2n + 1 -  1
-  > 0 ( 20 )

I l s ’ ensuit que

Po
K,

> 2 1 g « n+i  '
7 2Vi+1 — 1

ДП + 1
( 21)

S i l ’inégalité (21) ci-dessus n ’est pas rem plie, les fibres intérieures sont 
p lu s so llic itées que l ’on n ’a supposé auparavant. Parce que l ’hypothèse de la 
rés ista n ce  formulée par Gu e st  se trouve sur le côté  de la plus grande sécurité , 
on  p e u t tenir com pte, m êm e dans ce cas, de la  condition (4), et effectuer le
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contrôle  supplém entaire de la sollicitation exercée sur les fibres intérieures

( r  =  *o)

<У , о + < ) +  ^ ^  —  - (22)
* 1

Exemple

Il fau t établir le nom bre et l ’épaisseur des couches d ’un  récipient em battu à rayon  
intérieur r0 =  7,62 cm , soum is à une pression interne p 0 =  3800 kg/cm 2. Soit i0 =  350 °C la  
tem pérature intérieure dans le récipient. Le m atériau e t  l ’épaisseur du cylindre intérieur et 
des couches sont les m êm es, c ’est-à-dire si =  s, ff«' =  oi” =  5600 kg/cm 2; x 1 =  x  =  1 ,2 ,  
E u  =  1,77 • 10e kg/cm 2, ßt == 134 • 10-7 1/°C. Sous l ’in fluence  de la chute de tem pérature, le 
récipient sera déchargé en partie. Par conséquent, o n  posera, en première approxim ation, 
n =  2 et s — 6 cm . E n su ite , on  effectuera le contrôle du coefficien t de sécurité x  selon l ’éq u a 
tio n  (9).

A l ’aide du diagram m e (fig . 3), on déterm inera d ’abord F(r0< s):

f ( r n+1, s) =  3,33,

/ ( r 0, s) =  1,72,

/(r„ , s) =  / ( r n+1, s) — f ( r 0, s) =  1,61.

On déterm inera la tem pérature tn+i sur la surface extérieure du récip ient à l ’aide de l ’expression  
em pirique [9]

<o —  tn+i — 2(rn+i —  ro),
(rn ,-i, ro en m illim ètres),

si l ’on  ne peut pas dém ontrer que la chute de tem pérature e st m oins élévée.
E nsu ite, on  obtiendra

K, 1 ,7 7 -1 0 e - 134 • 10-7 • 36

2(1 — Z7) lg
25,62
~ L 62

=  503 kg/cm 2

Il ressort de l ’équation  (9) que

5600- 1,61
2[3800 -  503 (1,212 — 1,61)

=  1,22

(ce qui rem plit les conditions).

En effectu an t le contrôle à une sollicitation plus m odérée, on obtiendra (15)

On a donc

1,92
(ce qui rem plit les conditions). 

<7»> 5600
1,22

- =  4600 kg/cm 2 .

Donc la condition  (18) est rem plie, mais il fau t, en outre, remplir la condition (21). 
E n  substituant, on  peu t voir que cette  condition est rem plie à son tour. A la fin , on  calculera  
les excédents com m e su it (13):

Ai
13,62 Г 5600 

1 ,7 7 .1 0 «  I 1 ,2 2
=  0,022 c m ,



2 3 6 J. VALENTA

e t  p a r e i l le m e n t
A 2 =  0 ,0 2 4  cm .

L a  te m p é r a tu r e  d ’é c h a u f fe m e n t  d e s  c y l in d re s  in d iv id u e ls  se ra  la  s u iv a n te :

tk — tv
2 Д/c -|- y 
2 ßt-rk

t» =  20 °C, é t a n t  la  t e m p é r a tu r e  d u  c y l in d r e  in té r ie u r ,  e t 
V — (0 ,006— 0 ,0 1 2 ) l?Ô,2r/c le  je u  la is s é  p o u r  le  m o n ta g e . 
E n  s u b s t i t u a n t ,  o n  o b t ie n d r a

20
2 • 0 ,022 +  0,01 У0,2 • 13 ,62 

2 -  134 - 1 0 - ’ . 13 ,62
=  189° C ,

L e  p r o j e t  d u  r é c ip ie n t  c y l in d r iq u e  à  c o u c h e s  m u l t ip le s  p e u t  ê tre  é ta b l i  d e  la  m a n iè r e  s u iv a n te :  

r0 — 7 ,62  c m , s =  6 cm , n =  2, А г =  0 ,0 2 2  cm , А г =  0 ,0 2 4  cm .

/
Nombre in fin i de couches

E xécutons à présent la passage à la  lim ite  de l ’expression (9) pour s —*■ 0 . 
A  c e tte  fin , il faut d’abord rappeler quelques relations auxiliaires. E n  effet, on 
p eu t aussi écrire la  fonction  digam m a 4/(x) sous la forme [3]:

W{x) =  lgx y
i = o x +  ir - l g 1 + (23)

Pour la fon ction  trigam m a et les dérivées plus hautes de Ч*(х), on a le  
développem ent [3]

- 1  (24)

La lim ite  de l ’expression (24) est n u lle  pour * —*■ o o .  En app liquan t les 
relations auxiliaires m entionnées plus h a u t, on obtiendra l ’équation su ivan te:
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et ensuite

(y(0
=  * an + l•X

(26)

L’expression (26) nous indique la valeur m axim um  de la  so llic ita tion  
adm ise pour le récipient précontraint, qui est indépendante de la ch u te  de 
tem pérature; cependant, l ’évolution  des contraintes réduites s’approche de 
l ’idéale, c’est-à-dire chaque fibre est exploitée ju sq u ’à la lim ite extrêm e adm ise. 
Pour les  raisons citées, il faut adopter pour les param ètres plus é levés (p 0, r0) 
une construction précontrainte composée d’un nom bre plus grand de couches, 
com m e par exem ple la  construction enveloppée de bandes profilées [2], [7], 
[H ] , à couches m ultiples [12], e tc . . .

Pour X =  1, l ’expression (26) indique la  différence des pressions ex té 
rieures provoquant la p lastic ité  to ta le  du cylindre à parois épaisses, com posé  
d’une m atière idéalem ent p lastique, et ayant des dim ensions égales à ce lles du 
récipient envisagé.

D ans un récipient cylindrique em battu, l ’évolu tion  de la contrainte pro
voquée par la pression intérieure, ou éventuellem ent par la pression extérieure, 
correspond à l ’évolution  dans un cylindre à parois épaisses de m êm es d im en
sions. É tablissons la preuve m athém atique de cette  affirm ation.

D ans un systèm e de cylindres, prenons à présent deux couches k et 
(k -f- 1) soum ises à des pressions pk, Pk+i et pk+2 (fig . 2). La condition d ’après 
laquelle la  déform ation radiale résultante du rayon de contact de l ’un et de 
l ’autre cylindre doit être nulle, donne

lim  (Po — Pn+i) =  lim
s-*-0 s-*-0

JJ a(p  _

. 2 1 X
k , F(r0'S) +  K,  lg an+1

rl
r -rfc+l — rl

Pk
'k+ 1 ( ' U  2 - r l )

(r î+ 2 -  r2k + 1)(rl+1 -  rf)
Pk+1 +

'k+2
'* + 2 Гк+1

Pk+2 — 0 . (27)

L’équation (27) est une équation aux différences du deuxièm e ordre, aux  
coefficients variables du quatrièm e degré. Introduisons encore, par le rapport 

rkX =  une variable indépendante x et une n ou velle  fonction y(x) =  x2p(x). En  

les substituant dans l ’équation (27), on obtiendra

(2 * +  3) y(x) -  4 (* +  1) y(x  + 1 )  +  (2 x +  1) y(x +  2) =  0 . (28)

L’équation aux différences (28) a deux so lu tion s linéaires in d ép en d an tes. 
La première solution  est la constante arbitraire <p. A l ’aide de la transform ation  
Abelienne [3] et de la  solution  connue, on peut abaisser l ’ordre de l ’équation  
aux différences.



Z
On a, com m e il est connu, pour la fonction gam m a

I l  e s t  co n n u  de l ’a lg è b r e  qu e

S o it l ’équation aux différences de l ’ordre n aux coefficients variables

E n  introduisant une nouvelle variable indépendante sous la form e du 
p r o d u it  de la solution connue yi(x) et de la  fonction  cherchée, nous aurons

e t  à l ’a id e de la transform ation  (29), l ’équation  aux différences (30) prend la 
form e

Le dernier membre de l ’équation (31) con stitu e  la solution de l ’équation  
(3 0 ), e t  il  est nul.

D ans notre cas n =  2 , avec la n o ta tion  Л w[x) =  w^x),  nous avons

E n  rem plaçant yi(x)  e t  en prenant les logarithm es, on obtiendra
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E n utilisant les logarithm es, on obtiendra

1g Г(х  +  1) —  lg Г(х) =  A lg  Г(х) =  l g x

lg Г (х ) =  j lg и Ли
ô

f \ g  uAu

Г { х ) = е

E n comparant les équations (32) et (33), on obtient

3

4 * )  =
Г

x  +  

* +  ■

d e  sorte que
X

4 *0 = J » + — Au = X й ------

(33)

E n conséquence, la so lu tion  de l ’équation aux différences (27) sera

P(x) =  C i + (34)

L ’expression (34) est la so lution  de Lam é bien connue.
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RÉSUMÉ

L ’auteur résout quelques cas de l ’état de tension  des récip ien ts cylindriques à couches- 
m u ltip les  em battues à chaud , com posés de cylindres d ’épaisseurs égales. Les résultats o n t été  
o b ten u s à l ’aide d’une so lu tio n  de l ’équation aux différences du prem ier ordre et exprim ée par 
le s  fonction s digamma et tr ig a m m a . L ’auteur a cité aussi le cas d ’un récipient idéalem ent pré
con tra in t, et défini la lim ite  en tre  un récipient cylindrique précontraint et un cylindre aux. 
parois épaisses.

SP A N N U N G SZ U ST A N D  YON Z Y L IN D R IS C H E N , 
M EH R SCH IC H TIG EN, W ARM  ZU SA M M E N G E PR E SST E N  B E H Ä L T E R N

J . VALENTA

ZUSAM MENFASSUNG

D ie Arbeit bringt L ö su n gen  für einige Fälle des Spannungszustands von zylindrischen, 
m ehrschichtigen, warm zusam m engepressten  B ehältern, w elch e aus Zylindern m it gleicher 
W andstärke bestehen. D ie  L ö su n g en  wurden m ittels der D ifferenzengleichung erster Ordnung 
erh a lten  und durch D igam m a- u n d  T rigam m a-Funktionen ausgedrückt. Es wird auch der 
F a ll e ines ideal vorbeanspruchten Behälters besprochen u n d  die Grenze zwischen einem  vor
beanspruchten  zylindrischen G efäß  und einem dickw andigen Z ylinder definiert.

D IST R IB U T IO N  OF E L A ST IC  ST R E SSE S IN  C Y L IN D R IC A L , M ULTI-LA YER VESSELS  
A S SE M B L E D  AT H IG H ER T E M P E R A T U R E

J .  VALENTA

SUMMARY

T he author solves sev era l cases o f the stress d istr ib u tio n  in  m ulti-layer, cylindrical 
v esse ls  assem bled at higher tem p eratu re , which consist o f cy lin d ers w ith  equal wall th icknesses. 
T he resu lts are obtained b y  so lv in g  the difference equation  o f  th e  first order, and are expressed  
b y  d igam m a and trigam m a fu n ctio n s . The author cites also th e  case o f an ideally pre-stressed  
v esse l and defines the lim it b e tw e en  a pre-stressed cylindrical v e sse l and a thick-walled cylinder.

СОСТОЯНИЕ УПРУГИХ НАПРЯЖЕНИЙ СПРЕССОВАННЫХ В ГОРЯЧЕМ 
СОСТОЯНИИ МНОГОСЛОЙНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ СОСУДОВ

Й . В А Л Е Н Т А

РЕЗЮМЕ

Автор решает несколько случаев таких спрессованных в горячем состоянии много
слойных сосудов, которые состоят из слоев одинаковой толщины. Результаты выводятся 
автором путем решения дифференциального уравнения первой степени, и выражаются 
дигамма и тригамма функциями. Автор рассматривает также случай идеально предва
рительно напряженного сосуда и определяет границу между цилиндрическим сосудом 
с предварительным напряжением и толстостенным цилиндром.
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DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

[E ingegangen am 2. Februar 1960]

1 . Der Zweck des A ufsatzes

Der vorliegende A ufsatz bezieht sich auf däm pfungsfreie (reibungslose) 
elastische Gebilde. D ie Theorie der Stabilität der R uhestellung dieser G ebilde, 
die in  der Baustatik  zu m eist Theorie der K nickung genannt wird, w urde in 
den letzten  Jahren von schw eizerischen Autoren durch neue G edanken berei
chert [1, 2 ]. Ein prägnantes Beispiel, wo eben die neuen Gedanken zur r ich ti
gen Lösung führten, ist das Becksche Stabilitätsproblem . D.:r Zweck des vor
liegenden Aufsatzes ist die Lösung des Beckschen Stabilitätsproblem s und  
einiger verw andten Problem e darzulegen. Des besseren V erständnisses wegen 
wird vor allem die Theorie au f Grund der neuen G edanken, in einer knappen  
Lorm, zusam m engestellt. D ie  Lösung des Beckschen Stabilitätsproblcm s wird 
aus der Originalarbeit von  M. B eck [2] übernom m en.

2 . Kurzer Abriß der Theorie der Stabilität der Ruhestellung  
eines elastischen Gebildes

Das elastische Gebilde

Das elastische Gebilde sei ein idealisierter Körper (Stab, Scheibe, P la tte , 
B ogen, usw .), wie es in der B aasta tik  angenom m en wird. Lalls es n ich t anders 
gesagt wird, wird vorausgesetzt, daß das elastische Gebilde in der unbelasteten  
R uhestellung frei von Spannkräften ist, das heiß t, in ihm  keine E igen sp an n 
kräfte herrschen.

Die Ruhestellung

Über die R uhestellung des belasteten elastischen Gebildes, deren S tab i
litä t  untersucht werden soll, wollen wir folgendes voraussetzen: sie is t  aus der 
R uhestellung des unbelasteten  elastischen Gebildes durch ein proportionales, 
m onotones, unendlich langsam es Anwachsen der Lastkräfte entstanden.

16 Acta Technica XXXI/1—2.
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Die Definition der Stabilität der Ruhestellung eines elastischen Gebildes

D ie  Definition der S ta b ilitä t der R uhestellung eines elastischen Gebildes 
is t  m eh r oder minder w illkürlich . Im A bschn itt 5 wird gezeigt, daß es durch 
g ew isse  äußere Kraft b e la ste te  elastische G ebilde g ibt, deren R uhestellung nach 
einer D efinition stabil, nach  einer anderen aber instabil ist.

B e i der Definition der Stab ilität der R uhestellung eines elastischen  Gebil
des schließen wir uns der A uffassung von F . K l e i n  an: wir nennen eine Ruhe
s te llu n g  stabil, wenn die Störungen dauernd k lein  bleiben, falls m an die An
fan gsstöru n g  hinreichend k le in  wählt; in jed em  anderen Falle nennen wir die 
R u h este llu n g  instabil.

Zw ei Arten der A nfangsstörung werden in  Betracht genom m en: a) die 
A nfangsstörung des O rtes, d. h. dem elastischen Gebilde werden A nfangsstel
lu n g en  erteilt, die von seiner Ruhestellung verschieden sind, ß) die A nfangsstö
rung der G eschw indigkeit, d. h. dem elastischen  Gebilde werden Anfangs
geschw indigkeiten  erteilt, d ie von  Null verschieden sind.

Die Definition der Knicklast

Sind  alle L astkräfte g leich  Null, so ist die R uhestellung des elastischen  
G eb ild es offenbar stab il, den n  in diesem F alle  ruft eine hinreichend kleine 
A nfangsstörung, wie es in der Schwingungslehre gezeigt wird, nur eine kleine 
harm onische Schwingung des elastischen G ebildes hervor. Stellen wir uns nun 
ein  W ertsystem  der L astk räfte  vor, das durch ihr proportionales, m onotones, 
u n en d lich  langsames A nw achsen  die R uhestellung des unbelasteten  elastischen  
G eb ild es in die R u h estellu n g  des belasteten  elastischen Gebildes überführt. 
W ird durch dieses A nw achsen  ein solches W ertsystem  der L astkräfte das 
erstem a l erreicht, für w elch es die R uhestellung des elastischen G ebildes nicht 
m ehr stab il ist, so ist es d ie Grenze für die S tab ilität der R uhestellung des 
b e la ste ten  elastischen G ebildes. Dieses W ertsystem  der Lastkräfte wird kriti
sche L ast oder K nicklast genannt.

Die kinetisch-statische Methode

Di ese Methode wird im  Schrifttum [1, 2] zum eist k inetische M ethode 
g en a n n t. H. L. L a n g h a a r  [3] nennt sie dynam ische M ethode. W ir nennen sie 
aus u n ten  angeführtem G runde kinetisch-statische M ethode. W ir beschreiben  
sie  w ie  folgt.

M an stellt sich vor , daß  das belastete elastische Gebilde von  der Ruhe
s te llu n g , deren S tab ilitä t untersucht werden so ll, ausgelenkt ist. D ie Auslen
k u n g  sei durch die K oord inaten  qv q2, . . . ,  qn gekennzeichnet. U nter der B enüt
zu n g  dieser K oordinaten schreibt man die D ifferentialgleichungen für jene
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Auslenkung* des belasteten  elastischen G ebildes an, welche zufolge d er  
A nfangsstörungen a bzw. ß  e in tritt. Diese D ifferentialgleichungen sind linear  
im  Bezug auf qv  q2, . . . , q n, da die Kleinsche D efin ition  hinreichend kleine  
Störungen voraussetzt. Sie haben also die G estalt

m i4i — ( ^ 1 1  "■ s n ) 9i +  (i-12 — s 12) ?2 +  . • • +  (-̂ in — s in) qn,
m2.4i ~  {I'il ^2 l) 9l “Ь ( ^ 2 2  ^22) ? 2  “b • • • ~f" {l'in Sçn) qn,

iftnqn — {Lni Sni) q 1 {I'm Sn2) q2 Ч- • • • Ч- {Lnn Snn) qn.

q - freie Glieder kom m en in (1) nicht vor, w eil qx, q2, . .  . ,  qn so gew ählt sin d , 
daß in der belasteten  R uhestellung qx =  q2 =  . . . =  qn =  0 ist. Lhjqj sind di- 
von den Lastkräften herrührenden Glieder. —Shjqj sind die von den Spanne  
kräften herrührenden Glieder. Z. B . in der G leichung (8), Pq/l  ist das von  der 
Lastkraft herrührende Glied, — Cq/l2 ist das von  der Spannkraft herrührende 
Glied. D ie Funktionen

9i =  9 1 (0 » ? 2  =  9г(0» • • •> 4n =  qn{t), (2)'

die jene A uslenkung (B ew egung und ausgelenkte R uhestellung) des b elasteten  
elastischen Gebildes charakterisieren, welche in fo lge der A nfangsstörungen a 
und ß e in tritt, ergeben sich als die Lösung der D ifferentialgleichungen (1). 
Als eine K onsequenz der K leinschen D efin ition  h at man also den S a t z  1: 
»D ie R uhestellung des belasteten  elastischen G ebildes ist dann und nur dann  
stabil, wenn die F unktionen (2) bei jeden A nfangsw erten von qx, q2, . . .
. . . ,  qn, qv  q2, . . . ,  qn für t —» °°  endlich bleiben.« A u f diesem  Satz beruht die  ̂
kinetisch-statische M ethode.

Bemerkung IО

D iese Bem erkung bezieht sich auf eine Lösung (2) der Gleichungen (1), 
welche die Form

9t =  A x sin (со t +  f ) , q 2 — Л-2 sin («> * +  v0> • . 9n =  A„  sin (cot +q>) (3)

hat, wobei A x, A 2, . . . ,  A n K onstanten  und n icht alle gleich Null sind. S e tz t  
man (3) in (1) ein, so erhält m an n G leichungen, die hom ogen linear in  bezug  
auf A x, A 2, . . . ,  A n sind. D ie notw endige und hinreichende Bedingung dafür,

* U nd zwar sow ohl für die B ew egung, als auch für d ie ausgelenkte R uhestellung. Aus. 
diesem  Grunde nennen wir diese M ethode k inetisch-statische M ethode.

1 6 *
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d aß  d ie n hom ogenen linearen G leichungen n icht nur die Lösung =  A 2, — 
=  . . .  =  A n =  0 besitzen , ist

-- i ' l l  +  ^11 — m l 0,2 — i*12 “Ь ^12 • • • —i ' l П +  &1П
^ 2 1  +  ^ 2 1  i'iS ~Ь ^ 2 2  m.2(02 . . . —Lin +  S2n I _  Q ^

...............................................................................................................
L/ii -f- Sni Bn2 -f- • • • Ijnn 4" Snn тпп со2

E n tw ick elt man die in  (4) stehende D eterm inante, so sieht m an, daß die 
G leich u n g  (4) eine algebraische G leichung is t ,  die aus den gegebenen K onstan
te n , aus den Lastwerten und  aus den geraden Potenzen von со aufgebaut ist. 
D a m it  is t  die U ntersuchung des E ndlichbleibens der F unktionen (3) auf die 
U n tersu ch u n g  der W urzeln cov  co2, . . . , c o 2n der algebraischen G leichung (4) 
zurückgeführt. Da die D ifferentialgleichungen (1) homogen linear sind , bilden  
die m it  H ilfe der W urzeln co15 co2, . . .,co2n angeschriebenen Funktionen

qi =  A p  sin (соA -f- f i )  +  A i2> sin (co2t + y 2) +  A p  sin(co3t -f- f 3) +  . . .
q2 =  A i1* sin (со A +  f i )  +  А (2г> sin (co2t +  y>2) +  A P  sin (co3t +  f 3) +  . . .

qn =  A p  sin (cOjt +  f j )  +  A p  sin (co2t +  f 2) +  A n3)sin (соА +  fs ) +  ■ ■ ■

•ebenfalls eine Lösung der D ifferentialgleichungen (1).
N un  weiß man aus der A lgebra, daß die Wurzeln

со =  а -|- Ы, со =  а — Ы (5)

p aarw eise  auftreten. Setzt m an (5) in  (4) ein  und macht m an t —> со , so sieht 
m a n , daß alle qj dann und nur dann beschränkt bleiben, w enn alle W urzel
q u a d ra te  со2 n ichtnegativ reel sind. E s g ilt also der S a t z  2: »A lle Funktionen  
(3) b le ib en  für t -> oo dann und nur dann endlich, wenn alle W urzelquadrate 
со2 der G leichung (4) n ich tnegativ  reell s ind .«

Bemerkung I I

N ich t immer hat die Lösung (2) der D ifferentialgleichungen (1) die 
F orm  (3). Denn zum B eisp iel die D ifferentialgleichung q — — k2q h at wohl die 
L ösu n g  q =  A sin (kt +  f ) ,  aber die D ifferentialgleichung q =  0 hat die 
L ö su n g  q — a bt. Merkwürdig ist in diesem  Beispiel, daß die zw eite  D ifferen
tia lg le ich u n g  aus der ersten durch к —> 0 en steh t, doch ensteht n ich t die Lösung 
der zw eiten  aus der Lösung der ersten durch к —> 0. Die Lösungsm öglichkeiten  
d er D ifferentialgleichungen (1) sind also durch den A nsatz (3) n ich t immer 
-erschöpft.
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Bemerkung I I I

B ei der Beschreibung der k inetisch-statischen  Methode haben wir s till
schw eigend vorausgesetzt, daß die Masse des elastischen Gebildes aus P u n k t
m assen von endlicher A nzahl b esteh t, die durch massenlose V erbindungen  
zueinander und zum festen  U ntergrund geknüpft sind, wie es z. B . in der 
A bb. 3 und 4 der Fall ist. Is t die Masse des elastischen Gebildes kontinuierlich  
verte ilt, w ie z. B . in Abb. 6, so wird m an die beschriebene k in etisch -sta tisch e  
M ethode sinngem äß anwenden.

Bemerkung I V

W enn die Last aus m ehreren K räften besteh t, so wird das proportionale  
m onotone Anwachsen der L astkräfte, wie es üblich  ist, durch einen  gem ein
sam en positiven  Faktor A gekennzeichnet, welcher von N ull an m onoton  
zunim m t. D ie K nicklast wird dann durch den K nickw ert erklärt.

Die Last

D er A llgem einheit halber setzen  wir voraus, daß die auf das elastische  
G ebilde angreifende Last aus D ynam en b esteht. E ine solche D ynam e sei durch 
ihre K om ponenten Px, Py, P 2, Mx, M y, M z charakterisiert und ihr A ngriffs
punkt is t  ein Punkt des elastischen  Gebildes.

Die Definition der konservativen Last

E rleidet der Angriffspunkt der D ynam e eine Verschiebung von  den  K om 
ponenten  u, V , tv und eine V erdrehung von den K om ponenten (p, ip , so le istet  
die D ynam e die Arbeit

U, V, W, V, V, X,
I (Pxdu +  Pydv  +  P zdw M xd<p +  M ydip M zd%) . (6)

o, o, o, o, o, o,

E ine D ynam e heißt konservativ , wenn der W ert des Integrals (6) b e i festen  
oberen Grenzen vom Integrationsw ege unabhängig is t , das heißt, w enn  es eine 
F u n k tion  F(u, V , w, <p, y>, %) g ib t, woraus die K om ponenten der D y n a m e sich  
nach den Formeln

p x =
9 F  
du

M x =  -
dF
dtp

P y =
dF
dv Px =

, M v = ^ ,  M z =

dF  
dw 

9 F

d%dy) (7)
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b erechnen  lassen.* D ie  a u f  das elastische G ebilde angreifende Last heißt kon
se r v a tiv , wenn sie aus k on servativen  D ynam en b esteh t.

Die Definition der gebundenen Last

E ine auf das e la s tisc h e  Gebilde angreifende D ynam e heißt gebunden, 
w en n  ihr Angriffspunkt z u  einem  Punkte des elastisch en  Gebildes gebunden  
is t .  D ie  auf das elastisch e G ebilde angreifende L ast heißt gebunden, wenn sie 
aus gebundenen D yn am en  b esteh t.

Die statische Methode und die energetische Methode

Verm ittels des S a tzes  2 , der Gleichheit Sf,j =  Sjh und der bekannten Eigen- 
s c h a ft  einer Säkulargleichung kann man fo lgen d es beweisen: Ist die auf das 
e la stisch e  Gebilde an gre ifen d e  Last konservativ  und gebunden, und is t  das 
e la stisch e  Gebilde u n g ed ä m p ft (reibungslos), so kann die k inetisch-statische  
M ethode sowohl durch d ie  statische M ethode, als auch durch die energetische  
M eth od e ersetzt w erden.

Ist die auf das e la s t isc h e  Gebilde angreifende L ast n ichtkonservativ  oder 
nichtgebunden, so lie fern  im  allgemeinen w eder d ie statische noch die energe
t is c h e  Methode den r ic h tig e n  W ert der K nick last. D iese Entdeckung rührt von
H . Z i e g l e r  her [1]. In  unserem  illustrativen B eisp ie l im A bschnitt 5 führt die 
s ta t isc h e  Methode zu e in em  falschen R esu lta t und verliert die energetische 
M e th o d e  ihren Sinn, a lso  d arf dort ven  den drei M ethoden nur die k inetisch
s ta t isc h e  Methode a n g ew en d et werden.

D ie statische M eth od e unterscheidet sich  vo n  der k inetisch-statischen  
M eth od e darin, daß d ie in s  A uge gefaßten A uslenkungen  nicht mehr B ew egun
g e n  und R uhestellungen, sondern nur R uhestellungen  sind, d. h. m an nim m t 
sc h o n  von vornherein an , daß  die Glieder an den linken  Seiten der D ifferential
g le ich u n gen  (1) versch w in d en  und die R uhestellung wird dann instabil genannt, 
w e n n  es in ihrer n ä ch sten  Umgebung eine ausgelenkte R uhestellung gibt. 
D a m it  wurde aber gar n ic h t  gesagt, daß jed es b e la ste te  elastische Gebilde eine 
au sgelen k te  R uhestellung hab en  kann, denn z. B . in dem in der A bb. 6 darge
s te llte n  Fall existiert k e in e  ausgelenkte R u h este llu n g , wie es im  A bschnitt 6 
p la u sib e l gemacht w ird .

D ie energetische M eth od e besteht darin, daß  m an jene Arbeit L  der L ast
k r ä f te  bzw. jene Ä nderung A der D eform ationsenergie ins Auge faßt, welche 
g e le is te t  wird bzw. e n ts te h t , wenn das b e la ste te  elastische Gebilde aus der 
g eg eb en en  R uhestellung in  eine ausgelenkte S te llu n g  (Anfangsstörung a) h in

* In unseren E rö rteru n gen  (z. B. im A bschn itt 8) is t  diese D efinition so zu verstehen , 
d aß  u , V, w , (p, yi, X h in reich en d  k le in  sind.
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übergeführt wird. Ist für jede ausgelenkte Stellung L  — A <  0, so ist die gege
bene R uhestellung stab il. G ibt es eine solche ausgelenkte Stellung, für welche 
L  — A >  0 ist, so ist die gegebene R uhestellung instabil.

3. E in illustratives Beispiel, wo die Last konservativ und gebunden ist

D as ebene Gebilde (Abb. 1) besteht aus der Punktm asse m und aus dem  
m assenlosen starren Stab von  der Länge l, und wird durch das elastische  
Gelenk C an  den festen  U ntergrund geknüpft. D ie Federkonstante des Gelenkes 
sei ebenfalls m it C bezeichnet; dies bedeutet, daß das R ückstellm om ent bei 
einer m it dem W inkel q charakterisierten A uslenkung den W ert Cq hat. Ge
w ichte sollen außer acht gelassen werden. Die einzige äußere Kraft ist die Last 
P.  Man soll die K nicklast P^ berechnen.

A. D ie k inetisch-statische Methode wird w ie folgt angew endet. Das 
Beschleunigungsgesetz liefert die D ifferentialgleichung ml2q — Plq — Cq, wobei 
ml2 das T rägheitsm om ent, Plq  — Cq die M om entensum m e in bezug au f den 
D rehpunkt ist. Wir haben also die D ifferentialgleichung

( 8 )

Laut des Salzes 1 sollen alle m ögliche Bew egungen d. h. alle Lösungen q(t) der 
Differentialgleichung (8) untersucht werden, ob sie für t -*■ °°  endlich bleiben  
oder n icht. Zuerst sei jene q(t) untersucht, die von  der Form

q =  A  sin (ft) t +  V>) (9)

is t . Wird (9) in (8) ein gesetzt, so entsteht die G leichung

----- —— I------- — m oj2 =  0. (10)
l Z2

Laut des Satzes 2 b leibt die Funktion (9) für t —> ° °  dann und nur dann end
lich , wenn der aus (10) berechnete W ert ft)2 n ich tn egativ  reell ist, wenn also

P á T  (11)

is t. Laut der Bem erkung II sollen wir aber auch den Fall betrachten, wo die
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G leichung (8) eine solche L ösung q(t) b esitzt, w elche nicht von  der Form (9) 
is t .  D ieser Fall tr itt ein , w enn

Р - ~ Т  (12 ,

is t .  In  diesem Falle hat die D ifferentialgleichung (8) die G estalt q — 0 und ihre 
L ösu n g  ist

q =  a -f- bt. (13)

D ie se  Funktion kann für t — °o unendlich w erden, wenn die A nfangsstörung  
ß  vorhanden ist. Mit (9) u n d  (13) haben wir alle Lösungsm öglichkeiten der Glei-

A b b .  1  A b b .  2

ch u n g  (8) erschöpft. Im  F a lle  P  =  Cß kann (9) n icht unendlich w erden, aber 
(13) kann  es sein. W ir h ab en  also das R esultat P k =  Cß.

B. Die statische M ethode wird wie fo lgt angetvendet. Der W inkel q soll 
j e t z t  eine ausgelenkte R u h estellu n g charakterisieren. Für die ausgelenkte R uhe
s te llu n g  liefert das G leichgew ichtsgesetz die Gleichung

P klq — Cq =  0 ,

w orau s Pfc =  Cß sich erg ib t.
C. Die energetische M ethode wird w ie fo lg t angew endet. D er W inkel q 

so ll j e tz t  eine ausgelenkte Stellung charakterisieren. Dann ist L =  Pl(  1 — cos q) 
u n d  Л =  Cq2/2. Ist

Pl(  1 — cos q)
Cq2 

2
0 ,

stabil
so is t  die Ruhestellung des belasteten  Gebildes 7—  b'l ' ^ ese U ngleichung  

lä ß t  sich  mit 1 — cos q =  q2/2 in  der G estalt

Plq2 Cq2 ^  n

d. h . P  ^  Cß  schreiben. E s is t  also Pk — Cß.
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4. Die Herlcitung der Form el P k =  л2 a/l2

D iese w ohlbekannte Form el gibt die K nick last für den in der A bb. 2 
dargestellten Eulerschen Grundfall an. D ie Last is t  konservativ und gebunden. 
Zur H erleitung der Form el kann man daher sow ohl die k inetisch-statische, als 
auch die statische bzw. energetische Methode verw enden. Viele Lehrbücher [4] 
verw enden die statische M ethode. W .  M ü l l e r  verw endet in  seinem  neuen  
Buch [5] sowohl die energetische (S. 247), als auch die k inetisch-statische  
M ethode (S. 294). Er w eist (S. 294) auf die form ale V erw andtschaft der Schw in
gung m it der K nickung hin. Nach unserer ob igen Erörterung handelt es sich  
nicht nur um eine form ale V erw andtschaft, sondern auch um eine k in etisch 
statische D efin ition  der K nickkraft d. h. um einen Satz, der uns unter gew issen  
B edingungen die k inetisch-statische Methode durch die statische M ethode oder 
durch die energetische M ethode zu ersetzen erlaubt.

5 . Ein illustratives Beispiel, wo die Last weder konservativ noch gebunden ist

D as ebene G ebilde, das aus zwei gleichen Punktm assen und aus zw ei 
m assenlosen starren Stäben besteht, ist in  der A bb. 3 dargestellt. D ie  zw ei 
gelenken sind elastisch  und jedes ist durch die Federkonstante C charakteri

siert. D ie Gewichte sollen außer acht gelassen werden. D ie einzige äußere 
Kraft ist die Last P,  die auf den oberen Stab im m er senkrecht auf ihn angreift 
und auf den M ittelpunkt des unteren Stabes gerichtet ist. Eine ausgelenkte  
Stellung is t  in  der A bb. 4 veranschaulicht. Man soll für die in Abb. 3 darge
stellte  belastete B uhestellung die K nicklast P^ berechnen.

D a die Last n ichtkonservativ und nichtgebunden ist, ist die A nw en
dung der kinetisch-statischen  M ethode sta tth aft. Von der Anwendung der s ta t i
schen M ethode, die wir hier nur zum lehrreichen V ergleich anführen, kann m an  
in diesem Beispiel kein richtiges B esu ltat erwarten. D ie Anwendung der ener-
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g e tisch en  Methode ist hier n ich t m öglich, denn L  hängt jetz t nicht nur von  der 
S te llu n g , sondern auch vom  W eg ab.

A .  D ie k inetisch-statische M ethode wird wie folgt angew endet. Wir 
b e n ü tz e n  die Gleichungen, die sich auf Grund des B eschleunigungsgesetzes

für d ie  beiden Teile (Abb. 5) anschreiben lassen . Aus diesen G leichungen elim i
n ieren  wir H  und V. In dieser W eise erhalten wir die Gleichungen

2 ml2 qt =  ( P l -  2 C) qx +  {PI -  C)q2, 
PI

2  ml2 q2 =
2 <?i + p / - c ?2‘

A u f  d iese Gleichungen w enden wir den Satz 1 an. Der Ansatz

qx =  A x sin  {со t - 1-  cp), q2 =  A 2 sin {со t - j -  cp) 

fü h rt zu homogenen linearen G leichungen, aus welchen

- P I  +  2C  — 2mZ2w2

— —  +  c  
2

- P l  +  C

— —  +  C -  2 ml2 со2
2

=  0 .

(14)

(15)

das h e iß t

( 2  ml2 co2)2+ PI -  3 C
P1C

2 mPco2 --------—  +  C2 =  0 (16)

fo lg t . Laut des Satzes 2 b leiben die F unktionen (15) für t -> со dann und nur
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dann endlich, wenn der aus (16) berechnete W ert со2 n ich tnegativ  reel ist,*  
wenn also

—  PI -  3 C <  0 , 
2

P/C

2
+  C2 ^  0 ,

—  P l - 3  c  
, 2

— 4
PIC

2
+  C2 ^ 0

ist. Aus diesen Ungleichungen folgt

IOC

91
(17)

L aut der Bem erkung II sollen wir im  klaren darüber sein , ob die D ifferen tia l
gleichungen (14) auch eine solche Lösung haben, w elche nicht von  der Form  
(15) ist. Deshalb eliminieren wir q2 bzw. qx aus (14), wodurch eine D ifferentia l
gleichung vierter Ordnung für ql und eine für q2 entsteht. Wir fassen die dazu  
gehörigen charakteristischen Gleichungen ins Auge, und wir finden , daß die 
D ifferentialgleichungen vierter Ordnung mehrfache W urzeln dann und nur

dann besitzen , wenn P
IOC
91

oder F  =  -
2 C

ist. D ie D ifferentialgleichungen

(14) können also eine Lösung, w elche nicht von der Form (14) is t , höchstens
Ю C 2 C .

dann haben, wenn ”  — —̂ 7 — oder F  — —7 -  ist. Aus dieser F eststellung und aus
91 

IOC
l

(17) fo lg t, daß F k — — —— is t ,  w enn der Pfeilsinn der Last nach A bb. 3 und 4

ist, und die Ruhestellung für jeden  Lastwert P  stab il ist, wenn der Pfeilsinn  
entgegengesetzt ist.

B. D ie statische M ethode wird wie folgt angew endet. D ie W inkel q1 und  
q2 sollen je tz t eine ausgelenkte R uhestellung charakterisieren. Für die aus
gelenkte Ruhestellung liefert das G leichgew ichtsgesetz die folgenden G lei
chungen

p k ~ Y  +  f t )  “  C ? t  =  0  >

— Pk —  (h +  Ï 2 ) +  F(?i +  <h) =  0 ,
(18)

* H ier beziehen wir uns au f den  H ilfssatz: »D ie beiden W urzeln der G leichung x *  +  

+  bx  -f- c =  0 sind dann und nur dann n ich tnegativ  reell, w enn b ^  0, c ^  0 , b2 — 4c ^  0 ist.«
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d ie d ie M om entensum m e für den oberen Stab und für die beiden Stäbe aus- 
drücken . Diese G leichungen  folgen selbstverständlich  auch unm ittelbar aus 
(1 4 ), w enn dort =  K o n s t ., q2 =  K onst., P  =  P k gesetzt wird. D ie notw en
d ig e  und hinreichende B ed in gu n g  dafür, daß die G leichungen (18) nicht nur 
d ie Lösung ql =  q2 — 0 b esitzen , ist

P J I 2
I —P k4 2 4- C

jpy/2 -  C 
—-Fy/2 +  C

w oraus das falsche R esu lta t P k =  2 C// folgt.

6. D as Becksche Stabilitätsproblem

D as Becksche Stabilitätsproblem  ist das folgende: D as ebene elastische  
G ebilde ist ein an einem  E n d e eingespannter schlanker elastischer Stab von

Abb. 6

k on stan tem  Q uerschnitt. E r is t  durch eine am freien  Ende stets in  der R ich
tu n g  der Tangente angreifende Druckkraft P  b e lastet (Abb. 6). D as Gewicht 
so ll außer acht gelassen w erden . Man soll die K nick last P k berechnen.

D ie Last ist hier, w ie  m an sieht, gebunden aber nicht konservativ.
Da die Last n ich tk on servativ  ist, ist die A nw endung der k inetisch-stati

sch en  Methode sta tth a ft. D ie  Anwendung der statisch en  M ethode [7, 8] führt 
zu  P k — oo, weil eine ausgelenkte R uhestellung überhaupt nicht vorstellbar 
is t  (ein  B iegem om en t kann keine ^ “Vvee K rüm m ung hervorrufen).
D a s R esultat Pk =  °°  is t  aber offenbar fa lsch . D ie A nwendung der energeti
sch en  Methode ist hier n ich t möglich, denn L  h ängt je tz t nicht nur von der 
S te llu n g , sondern auch v o m  W eg ab. D ie richtige Lösung des Problem s, die 
also  au f der A nw endung der k inetisch-statischen M ethode beruht, rührt von  
M. B e c k  [2] her und w ird w ie folgt skizziert.
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J e tz t  ist die Masse kontinuierlich verteilt. D aher wird das Verfahren, das 
in  den A bsätzen 3 A und 5 A auf aus Punktm assen bestehende Gebilde ange
w endet war, sinngem äß verfolgt. D as B eschleunigungsgesetz (d. h. das G leich
gew ichtsgesetz der w irklichen K räfte und der Trägheitskräfte) und die bekannte  
D ifferentialgleichung der elastischen Linie (d. h . das E lastiz itätsgesetz  des 
Stabes) liefern die G leichung

«q" =  P[q(i,t) -  ï U O  (/ -  *) -  q] -  s'q(£,t) ( f  -  *) qF  d i , (19)
X

w obei a die B iegesteifigkeit, g die D ichte, F  die Q uerschnittsfläche is t . a, g, F  
sind also K onstanten . D ie  Lösungen q(x, t) der G leichung (19) m üssen die 
Randbedingungen

9(0, t) =  q'(0, t) =  q"(l, t) =  q'"(l, t) =  0 (20 )

erfüllen. Aus (19) fo lgt durch zweim alige D ifferentiation  nach x

« 9,v + P q "  +  e Fq = o .  (2 i)
Der A nsatz

q(x, t) =  Х(ж) sin (со t +  W) (22)

führt zur D ifferentialgleichung

a X lv + P X "  -  q Fa>2X  =  0 (23)

m it den Randbedingungen

X (0 ) = X ' ( 0 )  =  X"{1) = X ' " ( l )  = 0 .  (24)

D ie zu (23) gehörige charakteristische Gleichung is t  a r4 -f- Pr2 — g F  ft)2 =  0 ,  
woraus

ri +  V(Pl 2)2 + « « ) 2, r2 +  K(p/2)2 +  4M2 =  Í Г2

fo lg t, m it den Abkürzungen p  =  P /а, a =  Q F/а.  D ie allgem eine Lösung der 
D ifferentialgleichung (23) erscheint in der Form

X(x) =  A  cosh rxx  -)- В  sinh ггх  -f- C cos r2x  +  D  sin r2x.  (25)

Wird diese Funktion in (22) eingeführt, und wird dann (22) in (19) und (20) 
«ingesetzt, so erhält m an hom ogene lineare G leichungen für А, В, C, D.
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D ie  notw endige und hinreichende B edingung dafür, daß diese hom ogenen  
lin ea ren  Gleichungen n icht nur die Lösung A  =  В — С — D  =  0 b esitzen , ist

2offl2 - f p 2 -(-2oft)2 cosh rt l cos r2Z -f- j/a oA p  sinh rxZ sin r2Z =  0- (26)

W ir wollen im Sinne der Bemerkung II n ich t vergessen, zu kontrollieren, 
ob a lle  L ösungsm öglichkeiten der Gleichung (19) durch die A nsätze (22) und  
(25) erschöpft sind. E ine le ich te  Überlegung ze ig t, daß es noch einen  A nsatz  
g ib t , der der Gleichung (19) genügt. Er la u tet

q(x,t) А  -{- Bx  -)- C cos X -\-  D  sin * (1 +  E t ) .  (27)-

D ieser  A nsatz erfüllt die R andbedingungen (20) nur dann, w enn А  =  В =  
=  С =  D  = 0  ist. Daher fä llt  der Ansatz (27) w eg. E s bleibt also nur die Glei
ch u n g  (26), woraus Pk berechnet werden soll.

D ie  Gleichung (26) is t  transzendent. Sie ordnet jedem  W ert von  P  unend

lich  v ie le  Werte von со2 zu. D ie z u P  =  0 gehörigen W erte sind со2 =
1,8754

aP ’
4 ,6 9 4 4 7,8554

. . ,  also d ie E igenfrequenzquadrate des schw ingenden unbe-
a /4 aZ4

la s te te n  Stabes [6], die säm tlich  n ichtnegativ reell sind. N im m t P  vo n  N ull an 
zu , so is t  P k dann erreicht, w enn  со2 zum erstenm al vom  n ich tn egativen  reellen  
W ert in  einem negativen oder nichtreellen W ert übergeht. In dieser W eise führt 
die Berechnung zu dem R esu lta t Pk =  20,05 a/Z2, w enn die Last eine tangentia le  
D ru ck k raft ist (Abb. 6). Ferner ergibt sich, daß die R uhestellung für jeden  
L astw ert P  stabil ist, w enn die Last eine tan gen tia le  Zugkraft ist.

7. Das G egenstück zum Beckschen Stabilitätsproblem

D as Stabilitätsproblem , das das G egenstück zum B eckschen S ta b ilitä ts
p rob lem  darstellt, ist das folgende: Das ebene elastische Gebilde (Abb. 7) 
b e ste h t aus einem an einem  E nde eingespannten schlanken Stab von  kon stan 
tem  Q uerschnitt und aus einem  zu ihm  (rechtw inklig an seinem  freien Ende) 
b efe stig ten  massenlosen starren Stab. Die A chse der zw eiten is t  also ste ts  nor
m al zur elastischen Linie der ersten. D ie G ew ichte sollen außer acht gelassen  
w erd en . D ie einzige äußere K raft is t  die Last P , die auf den m assenlosen starren  
Stab  angreift, und ihre W irkungslinie stets in die аг-Achse fä llt. E ine aus
ge len k te  Ruhestellung is t  in Abb. 8 veranschaulicht. Man soll für die in  Abb. 7 
d argeste llte  Ruhestellung d ie K nicklast Рд berechnen.
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D ie Last ist hier, w ie man sieht, k on servativ  aber nicht geb u n d en . Aus 
diesem  Grunde betrachten wir dieses Stabilitätsproblem  als G egenstück  zum  
B eckschen Stabilitätsproblem .

W ir gehen von denselben Ü berlegungen aus, wie in A bschnitt 6. D ie  ent*

»r
I *

1
p
'

l

У/Л
Abb. 7

TX
i

Abb. 8

sprechenden Gleichungen wollen wir hier m it je  einem  Stern bezeichnen . S ta tt  
q(x, t) schreiben wir hier y(x,  t).

Wir deiin ieren  eine F u n k tion  Л( х)  v er m itte ls  der Funktion  U(x)  w ie  folgt:

H ieraus erhalten wir durch D ifferentiationen die weiteren Formeln
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D ie drei G leichungen (28), (30), (32) m ultip lizieren wir m it — g Fco2 bzw . P  
bzw . a, und dann addieren w ir diese drei G leichungen. In dieser W eise ensteht 
die D ifferentialgleichung

a X lv + P X "  -  о Fco2 X  =  0 . (33)

Ferner fo lgt aus (28), (29), (30), (31) mit R ü ck sich t auf (24*), daß die R and
b ed ingungen

X (0 ) =  X '(0) =  X"(l) =  X"'(l)  (34)

b esteh en . Wir gelangten zur E igenw ertaufgabe (33), (34). Diese ist aber dieselbe» 
w ie  die E igenw ertaufgabe (23), (24). Daher b en ü tzen  wir hier das vo n  M. 
B eck  [2] berechnete R esu lta t unseres A b sch n ittes 6. Für den in der A bb. 7 
dargestellten  Fall ist also P^ =  20,05 а/l2, und die Ruhestellung ist für jeden  
L astw ert P  stabil, w enn der Pfeil der Lastkraft engegengesetzt ist.

8. E in  Beispiel, wo die R uhestellung des gezogenen  Stabes instabil ist

D as ebene elastische Gebilde (Abb. 9) b esteh t aus einem an einem  Ende  
eingespannten  schlanken elastischen Stab v o n  konstantem  Q uerschnitt und

au s einem  zu ihm  (rechtw inklig, an seinem  freien  Ende) befestigten  m assen
losen  starren Stab. D ie  A chse der zweiten is t  also stets normal zur elastischen  
L inie der ersten. D ie G ew ichte sollen außer acht gelassen werden. D ie  einzige  
äußere K raft ist die L ast P , die auf den m assenlosen starren Stab  (im m er 
senkrecht auf ihn) angreift, und ihr angriffspunkt stets in  die x-A che fä llt. 
E in e  ausgelenkte R uhestellung ist in A bb. 10 veranschaulicht. M an so ll für 
die in  der Abb. 9 dargestellte  R uhestellung die K nicklast Pи berechnen.
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D ie gegebene Last P  (A bbildungen 9 und 10) ist offenbar sow ohl statisch  
als auch kinetisch der D ynam e P,  M  äquivalent (Abb. 11). D iese D yn am e hat 
die K om ponenten P x =  P,  P y =  P  %, M z =  Pv,  wobei durch u, v, % die Ver
schiebung und die Verdrehung des freien Endes des elastischen S tabes charak
terisiert sind. Man erkennt, daß F  =  Pu Pv  % eine solche F u n k tion  is t , aus 
welcher P x, Py, Mz sich gem äß der Form eln (7) berechnen lassen . D ie  Last ist 
also konservativ. Ferner is t  sie gebunden. Daher darf die sta tisch e  M ethode 
angew endet werden. D ies geschieht wie folgt.

D ie D ifferentialgleichung der elastischen Linie lautet

a q "  = P k[ q — x)]-  (35)

D ie Randbedingungen sind

g(0) =  9'(o) =  « q'V) -  Pkq(i) =  q"V) =  о . (36)

Aus (35) folgt durch zw eim alige D ifferentiation  nach x

aq'V - P kq " =  0 . (37)

D iese D ifferentialgleichung hat die allgem eine Lösung

q(x) — A  cosh x - В  sinh x -f- Cx -f- D  . (38)

W ird (38) in (35) und (36) eingeführt, so ergeben sich hom ogene lineare Glei
chungen  für А, В, C, D.  D ie notw endige und hinreichende B ed in gu n g dafür, 
daß diese Gleichungen nicht nur die Lösung А  =  В =  C =  D  =  0 besitzen, 
ist

(39)

H ieraus folgt Pk =  1,44 a //2. D ies ist also die K nicklast, w enn die Last eine 
Zugkraft nach A bbildungen 9 und 10 ist.

Is t in  diesem Stabilitätsproblem  die Last P  eine D ruckkraft (A bb. 12 
und 13), so gelangt man an sta tt der Gleichung (39) zur G leichung

1 =  0 ,  (40)-1 sin —  I +  cos

woraus Pk =  7,82 a //2 folgt.

17 Acta Technics XXXI/1—2.
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I

P

Abb. 12

9 .  K ritische Bemerkung über die Definition der Stabilität der R uhestellung
e in es  elastischen Gebildes

W ir haben schon erw ä h n t, daß die D efin ition  der Stabilität der R uhestel
lu n g  e in es elastischen G eb ildes mehr oder m inder w illkürlich  ist. Der k in etisch 
s ta t isc h e n  Methode wurde in  diesem  Aufsatze die Kleinsche Definition zugrun
d e g e le g t . Eine engere Defini tion  is t  die fo lgende: I s t  die R uhestellung eines 
e la stisc h e n  Gebildes eine so lch e , daß jede h inreichend kleine Störung nur zu 
e in er  Bew egung in der n ä c h ste n  Umgebung der R uhestellung führt, so h e iß t  
sie  s ta b il. Ist die R u h estellu n g eines elastischen G ebildes eine solche, daß nicht 
m eh r je d e  hinreichend k le in e  Störung nur zu einer B ew egung in der nächsten  
U m g eb u n g  der R uhestellung führt, so heißt sie in sta b il. (W enn also n ich t nur 
d ie gegebene R uhestellung, sondern in ihrer n äch sten  Um gebung auch eine  
a u sg e len k te  R uhestellung e x is t ie r t , so soll die gegebene R uhestellung instabil 
h e iß e n .)

U m  zu illustrieren, daß  d iese Definition zu  eng is t  und deshalb in gewissen  
F ä lle n  zu  einem falschen R esu lta t  führt, sei das fo lgende Beispiel erwähnt: 
Im  in  A b b . 1 dargestellten F a ll  soll eine R eibung zw ischen  der Punktm asse und  
der fe s ten  Ebene (Z eichenebene) herrschen und die Last sei P  <C C/l. D iese  
R u h este llu n g  ist laut der b lo ß en  Anschauung stab il, aber laut der engeren  
D e fin it io n  ist sie als in sta b il zu  bezeichnen.

Schließlich erwähnen w ir , daß in den in  unseren A bschnitten 3 bis 8 
b eh a n d e lten  Beispielen so w o h l die Kleinsche D efin itio n , als auch die engere 
D e fin it io n  zu demselben W ert P^ führt.
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ZUSAM M ENFASSUNG

M. B eck hat das Stab ilitätsproblem  gelöst, das darin besteht, daß der kritische W ert 
jener D rucklast berechnet werden soll, welche an das freie E nde des einseitig e in gespann ten  
Stabes ste ts  tangentia l angreift. D ie Lösung dieses P roblem s wird hier angeführt und die dazu  
notw endige M ethode wird erläutert. V erm ittels derselben M ethode werden einige verw an d te  
Problem e gelöst. E ines von  diesen  führt zu dem m erkw ürdigen Ergebnis, daß es gew isse  
Zuglast g ib t, wofür die R uhestellung des Stabes instab il se in  kann.

T H E  ST A B IL IT Y  PR O B L E M  OF BECK A N D  R E L A T E D  PRO BLEM S

J . BARTAI

SUMMARY

M. B e c k  has solved the buckling problem which con sists in  finding the critical lo a d , if  
th e  load acts on the free end o f a bar the other end o f w h ich  is bu ilt in. The solution  o f  th is  
problem  is recapitulated and the basic principles o f  th e  em ployed  m ethod are develop ped . 
B y m eans o f the sam e m ethod, several related problem s are solved. One of these illu stra tes  
th a t , under the action  o f certain tensional load, the equilibrium  o f the bar m ay be u n sta b le .

L E  PR O B L E M E  D E  ST A B IL IT É  D E  BE C K  E T  D ’A U T R E S PRO BLEM ES

J .  BARTA

RÉSUMÉ

M. B e c k  a calculé la valeur critique de la charge com pressive agissant tan gentie llem ent 
sur l ’extrém ité  libre d ’une barre, dont l ’autre extrém ité est encastrée. L’auteur présente la  
solution  de ce problèm e, et interprète la m éthode em ployée. Quelques autres problèm es de 
m ême genre sont résolus par la m êm e m éthode. L ’un de ceu x -c i abou tit au résultat, que l ’éq u i
libre de la  barre peut devenir instab le sous l ’action de certa in es charges de traction.

ПРОБЛЕМЫ СТАБИЛЬНОСТИ БЕКА И ПРОЧИЕ ПРОБЛЕМЫ
Й . Б А РТ А ,

РЕЗЮМЕ

М. Бек решил задачу стабильности балки, закрепленной на одном конце и на 
которую на другом конце действует тангенциальная нагрузка. Излагается решение этой 
задачи. Используя эти же принципы, решается еще несколько подобных задач. Одна из 
них дает интересный результат: в состоянии покоя балки под влиянием определенной 
нагрузки являются нестабильными.
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NATURAL VIBRATION OF A BAR 
UNDER AXIAL FORCE, TAKING THE EFFECT OF SHEAR

IN CONSIDERATION

J. SZIDAR O V SZK Y

“ UVA TERV ” H IG H W A Y  A N D  R A ILR O A D  PLA N N IN G  O FFIC E, BU DA PEST 

[M anuscript received August 29, 1958]

1 . Introduction

W hen the angular frequency o f a v ibrating elastic bar is determ ined, the 
effect o f  shear force is not taken  in to  account.

In  the follow ing the natural m odes o f lateral vibration o f an axially  
loaded tw o-hinged bar w ith a constant section  w ill be determ ined w ith  due 
regard to  the effect o f shear.

In  the present investigation  the shear force and the force o f  inertia  are 
to  be determ ined on the bar d eflected  by the bending m om ent and shearforce, 
th at is to  say the investigation  is performed on the shape o f the d eflected  bar.

The derived formula gives th e  relation betw een the natural frequency and 
th e  critical force.

The m ethod o f investigation  m ay be applied for other boundary con
d itions, too .

2. State o f  dynam ic equilibrium

The external forces acting on a particle dx along length  o f  th e  bar, are 
in  equilibrium  w ith the internal forces acting on the boundary o f th is  particle. 
This statem ent is valid  on ly  for statica l sta te , but if  the force o f  inertia  is 
taken  as an external force according to d’A lem bert’s principle, in  th is  case 
th e  statem ent, as above, is va lid  for the v ibrating sta te , too.

W hen in equilibrium  the sum  o f projection o f forces is zero. T his sta te 
m ent m ay be applied to a particle, and so the sum  o f the vertical projection  of 
external forces acting on th is particle, and o f  the alteration in shear force 
along the particle, is zero.

f.i is the mass o f  a unit length  o f  the bar, y  is the vertical deflection , so the  
force o f  inertia along length dx — according to  d ’Alem bert’s principle is

drn =  -  f * ~ y d x - (2Д)at*

1 A cta Technica X X X I/3—4.
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Another external force is the P  axial com pressive force resulting in ben
d in g  m om ent Py.  The sam e bending moment is produced by a d istributed force

02 P----------p y  >dx2

from  w hich the external force acting on th is particle  is

02
drc

Э*2
P y  dx. (2,2)

The alteration in  sh ear force along len gth  dx calculated from to ta l ben
d in g  m om ent M,  con ta in in g  th e  bending effect o f  ax ia l force P,  is

d r M  =  +

0 2

Qx2
M d x . ( 2 ,3 )

In  this calculation th e  effect of rotary inertia  is neglected.
The sum of these fo rces , as above, is zero. A fter d ividing it  w ith  dx, the

82
u -------y

8t2

02 0 2  „
M +  - z n : p y  = 0

dx2 dx2
( 2 ,4 )

p a r tia l differential eq u a tio n  is produced.
The deflection ow ing to  bending m om ent and shear force is

ЯM
EI

dx dx -1- J' E A
dx ( 2 ,5 )

in  w h ich  the tota l shear force is

T =  — M .
0*

(2,6)

In  th e se  E  is Young’s m o d u lu s, I  the gross secondary (inertia) m om ent and A  
th e  equivalent area. For so lid  beams

A =
GF

E q

w h ere  G is torsional m o d u lu s, F  is the sectional gross area and g is a factor o f  
sh a p e . For web-plate girders

w h ere Fw is the gross area o f  web-plate.
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3. Solution of the differential equation for constant section

/л, P,  I ,  E  and A  are con stan t along the whole span o f th e  bar. The d if
ferential equation (2,4) is so lved  b y  separating the variables. The param eter

— J j M d x d x  =  w(x) v(t) (3,1)

is applied, where w(x) is a fu n ction  o f x only and v(t) is that o f  t only.
U sing (2,5), (2,6) and (3 ,1 ), th e  differential equation (2, 4) turns into

from which the separated differential equation

is produced.
The left side of th is eq u a lity  is a function o f x on ly , the right side is th at 

o f t only, so the value o f  th is eq u ality  со2, is constant.
From (3,2)

The solution o f th is linear d ifferential equation o f the fourth order is

w  =  sh x  -f- B 2 ch x -f- B3 sin x  -(- B 4 cos x ,

in which

k1 =  У \  c* -f- k* — c2 ,

X2 =  \  |/c4 +  /с4 +  c2 ,
moreover,

P  ■ (Ш2 

2 c 2 _  P I  Е Лz c — p »
1 — —

E A

l*

k l =
[UO2

E l i  1 -
P

E A

(3,4)

(3,5)

(3,6)
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From equality (3,2)

t>n -)- со2 V =  0 .

The solution o f  th is  hom ogeneous linear differential equation o f the  
seco n d  order is

V =  D  sin (ft) t +  a ) . (3,7)

So со is the natural frequency.
From relations (3 ,1 ), (3 ,4) and (3,7) the bending m om ent

M(x,  t) =  — (Bx x\ sh y.x X - f  B2 xf ch x1 x —

— B3 %| sin  x2 x — Bi x\ cos x2 x) D  sin (cot +  «) (^>8)

is  ea sily  to be derived.
And from E qus. (2 ,4 ), (2,5), (3,1), (3,4) and (3,7) the deflection-line

is  produced.

4. N atural frequency of a two hinged bar

A t places x =  0 and x =  l o f a two h inged  bar the vertica l deflection  and 
th e  bending mom ent v a n ish  (F ig . 1). So the boundary conditions are

j (0 ,  t) =  0 , 

y(l,  0  =  0 ,

M(  o, 0 = 0, 
M(i,  0  =  0 .

(4,1)

r'

Fig. 1
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The sym bols

and

are used.
A fter having su b stitu ted  these in to  E qus. (3,8) and (3,9), th e  va lues  

obtained from boundary conditions at x =  0 are zero both for Uy and f /2, thus
в2= b 4 =  0 .

Values of these are zero at ж — l, too , thus

As Ху l =J= 0, By =  0, for the non-trivial solution

from which

Based on (3,5)

sin Ху l =  0

VTC

from w hich the eigenvalue o f r-th order for th e  differential equation (3,3) 
covering the boundary conditions as above, is

kt
,4,4i’\-r

2 о v2n2
c 2 ---------

l2

after substituting th is in to  Equ. (3,6)



2 6 6 J. SZIDAROVSZKY

I f  the com pressing force P cr is considered as a critical force, under the  
e ffec t  o f  which the bar is in  equilibrium  n ot on ly  in the original shape but also  
in  a certa in  natural one, though  som ew hat d ifferent from it, so the r-th E uler’s 
cr itica l force [2] — considering the effect o f  shear force — is

P crv  —
r%2 E l

I +
Г2Я2 I  
A P

P

th u s  th e  natural frequency o f r-th order is

V K , ~ ~ P -  ÍM)
4 P

T he investigation  o f natural v ibration  o f a tw o hinged bar, neglecting  
th e  e ffec t o f shear force, has produced a result o f  similar contents [1].

5. Exam ple

T he natural frequencies o f a steel joist I. 40. are to  be developed. This jo ist, is a tw o  
h in ged  bar under 40 t axial force, w ith  5,00 m span. V ibration in  plane y  —y is possible owing  
to  constructional reasons (Fig. 2).

a) b)
F ig. 2

D ata:
w eig h t q =  92.6 kg m  1

926 g cm - 1
/л =  ———- ----------- =  0.944 g cm  - sec 2

981 cm  sec 2

sp a n l =  500 cm
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inertia m om ent relating to axis x 

area of web

equivalen t area relating to  axis x 

Euler’s critical load

y x =  29210 cm 4 

F w =  57.6 m 2

A =  —  F w 22.1 m 2 
A

P crv

Furtherm ore

i2
v2n 2 E l

A i 1

2420'
V2

1 +  0.052 V2 '

3.14

500 f(K944
6.47-10 3 g 1 cm sec 2

so the natural frequencies are

l IV
VPcr— P  =  6.47-10-3v 2420

0,052 rs
-  42 .

W hen effect o f the shear is neglected

со? =  6.47-10"3 V2 [ 2420 =  318-10“3 r2.

The Table shows the first four natural frequencies calculated with form ulas as above, 
and w ith  the neglection o f  the effect o f shear force.

The com parison ju stifie s the fact that the neg lection  of the effect o f shear force — 
especia lly  for higher frequencies — is not always reasonable.

T a b l e

V «V <
Difference 

in percentage

1 307 316 3
2 1156 1271 10
3 2360 2861 21
4 3758 5088 35

R E F E R E N C E S

1. T i m o s h e n k o : V ibration Problem s in  E ngineering (3rd edition, 1955).
2. T i m o s h e n k o : Theory o f  E lastic  S tab ility  (1936).

SUM M ARY

In  th is study, the natural modes of transverse vibration of an a x ia lly  loaded two  
hinged bar w ith  constant section  will be determ ined w ith  due regard to the e ffec t o f shear. 

T he m ethod of investigation  m ay be applied for other boundary cond itions, too.
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E IG E N Q U E R SC H W IN G U N G E N  E IN E S AU F D R U C K  B E A N SP R U C H T E N  ST A B E S

J .  SZIDAROVSZKY

ZUSAM M ENFASSUNG

Vorliegende Arbeit b estim m t die E igenquerschw ingungen eines auf Druck b ea n 
sp ru ch ten  einfachen Stabes m it konstantem  Q uerschnitt m it Rücksicht auf den E in fluß  des 
Schubes. D as Verfahren ist auch für andere R andbed ingungen brauchbar.

D É T E R M IN A T IO N  D E  L ’OSCILLATION P R O P R E  D E  BAR RES COM PRIM ÉES  
A D E U X  A PPU IS, COM PTE T E N U  DE L ’E F F E T  D E S  FORCES DE CISAILLEM ENT

J . SZIDAROVSZKY

RÉSUM É

L ’étude détermine l ’oscilla tion  propre de barres à deux appuis de profil co n sta n t, 
com prim ées dans la direction de l ’a xe , en tenant com pte de l ’effet des forces de c isa illem ent. 

L e procédé peut aussi s ’appliquer en cas d ’autres conditions lim ités.

СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ДВУХОПОРНОГО СЖАТОГО БРУСА, УЧИТЫВАЯ 
ДЕЙСТВИЕ СРЕЗАЮЩЕГО УСИЛИЯ

Я . С И Д А Р О В С К И Й

РЕЗЮМЕ

В статье определяются собственные колебания двухопорного, сжатого по осевому 
направлению бруса постоянного сечения, учитывая действие срезающего усилия.

Этот способ может применяться и в случае других предельных условий.



ABSORPTION IN MEHRSCHICHTIGEN ISOLATIONEN

GY. V A JD A

K A N DID AT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN  

FORSCHUNGSINSTITUT FÜR ELEKTRISCHE ENERGIE, BUDAPEST

[Eingegangen am  16. Jun i 1959]

1. Zweischichtige Isolierung

Es ist ein allgem einer Gebrauch in  der Literatur, die U ntersuchung von  
inhom ogenen oder m ehrschichtigen Isolierungen au f die U ntersuchung von  zwei 
in  Serie geschalteten Schichten zurückzuführen. D ie Strom- und F eldverteilung  
im hom ogenen elektrischen Feld hat W agner  geklärt [1], seine M ethode ist

dj  f ;  h  E1 'l

^2 ^2 di E2
U

s

Abb. 1. Z weischichtige Isolierung

allgem ein anerkannt worden [2]. Bei der zw eischichtigen Isolierung nach  Abb. 1 
ist d die Schichtdicke, y  die L eitfähigkeit für Gleichstrom, e die absolute  
dielektrische K onstante (e =  e0sr) und E  die Feldstärke.

B ei der E inschaltung einer konstanten  Spannung ist die Spannung

Ei di +  E 2 d2 =  U  (1)

und nach den G leichungen, die die K on tin u itä t des Stromes ausdrücken

„  L dE1   „  , dE2
7 l  E l  +  «1 ,  —  У2 E 2 “b  E2 ,

dt dt
(2)

kann die D ifferentialgleichung für die Feldstärke in der ersten Sch icht

j— (el d2 +  e2 dl) +  E 1 (Yl d2 +  У2 d l) =  У2 U dt (3)



B e i E ntladung fallen die k on stan ten  Glieder fort, d ie variablen Glieder dagegen  
w ech se ln  das Vorzeichen in  den Gleichungen (4) u n d  (6).

Für W echselstrom  ergeben  sich ähnliche Zusam m enhänge m it dem  U n ter
sch ied , daß in den k o n sta n ten  Gliedern bzw . in  den Nennern der variablen  
G lieder statt der L eitfä h ig k eit für G leichstrom  die kom plexe L eitfäh igkeit

Yi =  Yi + У Ю£, (7)

e in zu setzen  ist, und n atü rlich  wird die G leichspannung U durch UmaxeJa> ersetzt.
Gleichung (6) kann auch  so aufgefaßt w erden , daß die erste K om ponente  

d es Strom es den A bsorptionsstrom  beschreibt, das zw eite Glied ist der K riech
stro m .

D ie  Größenordnung der Zeitkonstante T  (R elaxationszeit) h än gt in  
erster Linie von der L eitfä h ig k eit ab. Bei starken  und guten Isolierschichten  
k a n n  es Größenordnungen v o n  einigen Stunden  geben. Zum B eispiel: wenn

A  sec „ „ „ , „ , ,  A  sec
d x — d2 =  0,1 cm, ex =  1 • 8 ,8 6  • 10 14 —

V cm
e, =  10-8 ,86-10-14

V  cm

-y1 =  y2=  10~16---------, d an n  is t  T ~  5 • 103 Sek. a u f Grund der G leichung (5).
V  cm

D ie  R elaxationszeiten  k ö n n en  sich zwischen w eiten  Grenzen bew egen, w ie zum  
B eisp ie l im  Falle einer a u f dem  Isolierstoff haften d en  dünnen W asserschicht, wo

dx — 1 cm, d2 =  0 ,001  cm, ex =  4 • 8 ,86  • 10 44
A sec 

V  cm

80 • 8,86 • IO“ 14
А sec
V Yi 1 0 -1 4

y2 = 1 0 -4 А
V  cm

cm V  cm

und T ^  7 • 10-8  sec ist.

D ie  Feldstärke E 2 is t  sym m etrisch zu E 1} au f Grund der Gl. (2) ist die 
S trom d ich te

■wo die Zeitkonstante T :

angeschrieben werden, deren  Lösung die fo lgende ist
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2. M ehrschichtige Isolierung

Im  allgem einen gibt es m eistens nicht zw ei, sondern mehr Schichten , bzw. 
kann die Isolierung nur durch ein m ehrschichtiges M odell ersetzt werden. Die 
Berechnung von W agner  kann auch für diesen Fall verallgem einert werden. 
Is t  n -f- 1 die Zahl der Schichten, so können die G leichungen (1) und (2) für das 
hom ogene Feld in der Form

angeschrieben werden. B ei der E inschaltung einer konstanten Spannung U 
kann für die Feldstärke E t der Schicht i die folgende D ifferentialgleichung  
angeschrieben werden:

D ie K oeffizienten der G leichung sind:

wo Я =  0 wegen a0 Я°^=0, keine W urzel ist, es gibt keine p ositive W urzel, 
da die Vorzeichen in der G leichung nicht w echseln, kom plexe W urzeln gibt es

D ie charakteristische G leichung dieser D ifferentialgleichung ist
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eb en fa lls  nicht. Es kann n äm lich  bewiesen w erden, daß die resultierende ope
ra torisch e Impedanz des S ystem s

Z(P) =
Л+ 1
2 dt

Yi +  Pti

nur reelle  p  Wurzeln haben  k an n , wenn es in eine Spannungsquelle m it einem  
in n eren  W iderstand größer a ls 0 geschaltet wird.

D ie  charakteristische G leichung hat also im  allgem einen F all A15 A2> • • • A„ 
n e g a tiv e  Wurzeln, und die L ösung ist

Ei =  2  A J exP
;= i

+  В
ч

D ie Strom dichte ist

dE  n
G =  Yi Et +  =  UC0 + U  £  Ej exp

dt /= 1

(13)

(14)

D ie  K onstanten  der G leichungen  (13) und (14), d. h. ( A j , B, Tj, Cj, C0) sind aus 
den K om binationen der für die Isolierung charakteristischen K onstanten , d. h. 
dielek trischen  K onstanten, L eitfähigkeiten  und Schichtdicken gebildet. Nach  
G leich u n g  (14) ist der S trom  die Summe von  n exponentialen  Gliedern, und 
das S y stem  hat n R elaxation szeiten .

и ■i

l

и

-----------
t

A bb. 2. Spannungssprung

G leichung (14) b esch reib t die Änderung der Strom dichte in der Zeit 
w en n  d ie zeitliche Ä nderung der Spannung der F unktion  in Abb. 2 entspricht 

D ie  Zusammenhänge können  auch auf W echselspannungen erstreck  
w erd en . Nach dem Satz v o n  D uhamel ist die Strom dichte im  Z eitpunkt

G, =  C0 u(t) i - y f
7 = 1 J

du( t) 
dt

exp d T. (15)
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D a die Sum m ierung und das Integral voneinander unabhängig sind, so konnten  
in  der Formel die beiden Operationen vertauscht werden.

Im  Falle einer Sinusspannung ist

и =  Uq sin cot (16)

(17)

(18)

Abb. 3. Annäherung der W echselspannung durch eine Stufenkurve

kann partiell integriert werden. Nach Integration  und Subtitution wird

Der Strom  hat also m it der Spannung gleichphasige, ferner der Spannung um  
90° voreilende periodische, sowie exponentiell abnehmende K om ponenten . 

D ie Leistung im  untersuchten Isolierungsteil ist
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D er V erlust ist während einer beliebigen Periode

t2 — tx =  T

wx = jsNdt, ( 2 1 )

w o со tx =  (k — 1) 2 л, со t2 =  к 2 л, к >  0 und ganze Zahl ist, d. h. к bezeichnet 
die P eriode, von der E in sch a ltu n g  gerechnet, die untersucht wird.

N ach  Berechnung der Integrale wird

Mit den Bezeichnungen a> Tj =  X j  und
2 7Г

T  = ------ wird
CO

D iese  Gleichung gibt auch  über den V erlustfaktor B escheid, da der V erlust je  
Sekunde

TJ2
W  =  Uh, со C tg  ô =  — 5- • 2 n f  C tg  ö =  /  • (л  U2 C tg  ô) =  f  ■ ( Wx) beträgt.

In  G leichung (24) ist der K oeffizient in K lam m ern nichts anderes, als der V er
lu st  je  Sekunde Wv  C is t  selbstverständlich die K apazität je F lächeneinheit. 
A u f Grund der G leichung (24) wird

und  aus Gleichung
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Der Verlustfaktor b esteh t aus drei K om ponenten , wo die erste K o n sta n t ist , 
die zweite von  den Zeitkonstanten der A bsorptionsvorgänge, die d ritte  eb en 
falls von  den Z eitkonstanten der A bsorptionsvorgänge, jedoch m it der Zeit 
exponentiell abnehm end, abhängt. Diese dritte K om ponente kann nur dann  
vernachlässigt werden, wenn eine genügend lan ge Zeit seit der E in sch a ltu n g  
vergangen ist.

Der Verlust in der Zeiteinheit beträgt, angenom m en daß die Frequenz  
eine ganze Zahl ist und daß am Anfang des untersuchten  Abschnittes к =  
am Ende к =  k2 ist,

/Í2

W  =  у  w y
*1

+

Щ  2 c i
i = 1

x j
+

x )  +  1
1 n  r 3

T p  v c  J exp [ к  2 n \ — exp к  2 j r |
ш '  ( x j  +  l ) 2 X J Xj  I

(26)

Gemäß Gleichungen (25) und (26) wird der V erlustfaktor und der V erlust 
in  der Zeiteinheit nur nach einer gewissen, vo n  der Däm pfung der A b sorp tion s
vorgänge abhängigen Zeit konstant.

Abb. 4. A bhängigkeit des Verlustfaktors von der norm alisierten R elaxation szeit
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B ei Untersuchung der zur j -ten R elaxation szeit gehörenden K om ponen
ten  ze ig t Abb. 4 Ä nderung der einzelnen F ak toren  und des V erlustfaktors als 
F u n k tio n  der norm alisierten R elaxationszeit Xj =c o  Tj. Die Kurve ze ig t gleich
z e it ig  b e i einer konstanten  Frequenz den E in flu ß  der R elaxationszeit, und ge
m äß  der Kurve ist der V erlustfaktor über e in e  gewisse Zeit hinaus v o n  der 
R elaxation szeit praktisch unabhängig.

A bb . 5 zeigt als F u n k tion  der Frequenz d ie Änderung der einzelnen  K om 
p o n en ten  und des V erlustfaktors.

Abb. 5. A bhängigkeit des V erlustfaktors von  der Frequenz

a :  t g  öj1= С о 
coC

b :  t g  <5; 2 =
1 r  *J

coC Jx ) + 1

c :  t g  <5/3
1 3

c  - XJ
ncoC 1  ( * î +  1

-  ( A + 1 )  
e

2n

W enn die Orte für die H öchstwerte der einzelnen K om ponenten stark  
abw  eichen , so wird es in  der resultierenden K urve mehrere örtliche H öch st
w erte geben. Sowohl in  der Abb. 4 als auch  in  Abb. 5 verm indern sich  die 
a b so lu ten  W erte m it der Z eit und werden nur im  Zeitpunkt entsprechend dem  
F a ll tg  <5y3 ~  0 konstant.

E s muß betont w erden, daß diese E rörterungen nur für die Frequenz- bzw. 
Z eitbereiche gelten, wo die R elaxationszeit der wahren Polarisationsvorgänge  
vernachlässigbar klein  ist.

Für m ehrschichtige Isolierstoffe w urden die der Abb. 5 entsprechenden  
charakteristischen K urven auch experim entell erm ittelt, die Abb. 6 und  Abb. 7 
z e ig en  als Beispiel, nach A ngaben von H ip p e l  [3], die Frequenzabhängigkeit
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Abb. 6. Abhängigkeit des Verlustfaktors von der Frequenz für Isolierung  
aus Bakelit BT-48-306

Abb.  7. A bhängigkeit des Verlustfaktors von der Frequenz für Isolierung aus M icarta 254

2 A cta Technica X X X I/3—4.
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A bb. 8. Abhängigkeit des Verlustfaktors von der Z eit bei einem  Transformator

des Verlustfaktors für eine bakelisierte Pepierisolierung (Abb. 6) und für eine  
G lim m erisolierung (A bb. 7). Abb. 8 zeigt die Z eitabhängigkeit des V erlust
fak tors b ei der Isolierung eines Transformators.
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3. H i p p e l , A. R.: D ielectric m ateria ls and applications. Chapm an and H all. London. 1954.

ZUSAM M ENFASSUNG

D er Aufsatz zeigt eine M öglichkeit, wie die D iskussion der zweischichtigen Isolierungen  
auf m ehrschichtige Isolierungen ausgedehnt werden kann. A u f Grund der Zusam m enhänge  
w ird e in  Versuch gem acht, den  V erlustfaktor und den V erlust von  m ehrschichtigen Iso lie 
rungen zu  bestimmen. D ie A rbeit w eist darauf hin, daß der V erlustfaktor zwischen gew issen  
G renzen auch von der Zeit abhängig  sein kann, und zeigt die Abhängigkeit des V erlustfaktors 
v o n  der R elaxationszeit der Absorptionsvorgänge und der Frequenz. Das letztere wird auch  
m it E rgebnissen  von E xperim enten  verglichen.

ABSORPTIO N IN  M U L T IP L E -L A Y E R  IN SU L A T IN G  M ATERIALS

GY. VAJDA

SUMMARY

T he present paper show s a possib ility  to extend the theorem  of double-layer in su lators  
to  m ultip le-layer insulations. An attem p t is made to determ ine the coefficient o f losses and  
th e  lo sses o f m ultiple-layer in su lation s. The paper draws your atten tion  to the fact, th a t th e  
co effic ien t o f losses can be, w ith in  certain lim its, a fun ction  o f  tim e. It also show s, that the  
co effic ien t o f losses is a fun ction  o f  the relaxation tim e o f th e  absorbtion phenom ena and o f  
freq u en cy . The latter is also com pared w ith experim ental results.
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L ’A BSO R PTIO N D A N S L ’ISOLANT STR ATIFIÉ

GY. VAJDA

RÉSUM É

L ’auteur indique une possibilité d ’étendre l ’étude des isolants à deux  couches à celle  
des isolants à couches m ultiples. Sur la base des relations existantes, l ’auteur essa y e  de déter
m iner les pertes et le facteur de perte dans les iso lants stratifiés. Il attire l ’a tten tio n  sur le 
fa it que, dans certaines lim ites, le facteur de perte peut aussi dépendre du tem p s, e t  dém ontre 
dans quelles conditions le facteur de perte dépend de la fréquence et du tem ps de relaxation  
des phénom ènes d ’absorption. U ne confrontation avec des résultats d ’essais term in e  l ’étude.

АБСОРБЦИЯ В МНОГОСЛОЙНОМ ИЗОЛЯЦИОННОМ МАТЕРИАЛЕ
Д . В А Й Д А

РЕЗЮМЕ

В статье показана возможность развития метода трактовки двухслойных изоля
ционных материалов для случая многослойных изоляционных материалов. На основе 
зависимостей сделана попытка определения коэффициента потерь и потерь слоистых 
изоляций. Обращается внимание читателей на то, что коэффициент потерь в определен
ных пределах может зависеть также от времени, и показано, что каким образом зависит 
коэффициент потерь от времени релаксации абсорбционных процессов и от частоты. 
Последняя сравнивается также с опытными данными.

2*
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25 YEARS OF PHOTOELASTICITY IN HUNGARY

I .  H U S Z Á R

CAND. OF TECHN. SC.
DEPARTM ENT FOR MECHANICS, TECHNICAL U N IV E R SIT Y , MISKOLC (HUNGARY) 

[ M a n u s c r i p t  r e c e i v e d  J u l y  1 4 ,  1 9 5 9 ]

The p h otoelastic ity  is prom inent am ong the experim ental m ethods  
o f stress analysis. The fundam ental physical law s involved were d iscovered  at 
the beginning o f th e  n ineteenth  century by B rew ster . Their first ap p lica tion , 
however, which m ay also be regarded as th e  beginning, took place on ly  in 
1891.

The first trace in the h istory of p h o to e la stic ity  in Hungary th a t  should  
be m entioned, is th e  appearance in  1901 in B u d ap est o f  a paper [1] b y  M e s -  

N A G E R , in  w hich he describes photoelasticity  equipm ent, outlines th e  principles  
of the m ethod and em phasizes its im portance in  technical practice.

I t  w as, how ever, on ly  in the thirties th a t  work on p h otoe lastic ity  was 
begun. A t th is period Vásárhelyi was w orking in  the laboratories o f  the  
famous É cole N ationale des Ponts et Chaussées in  Paris. In his first p u b lica tion  
[2], which appeared in  French in 1934, he reports on his experim ents at the  
Ecole N ationale. H is investigations concerned th e  distributed load tran sm itted  
at the place o f  con tact to  bodies resting on  soils o f different q u a lities. H is  
paper [3] published in  1935 is the first in th e  Hungarian language on  th e  sub
ject. In  it  he describes the m ethod and shows som e examples o f its ap p lica tion . 
In another paper [4] he discusses the stress p attern s for various ty p e s  o f  seam  
and welded jo in ts. Procedure, using a bent com pensator, making i t  possib le  
to  obtain a continuous fringe order curve in  a single picture for a n y  cross- 
section, is described.

A paper [5] published at th is period b y  Szmodits, in which he proposes 
m easurem ents using  oblique illum ination and works out the necessary  in itia l 
relations, is also w orthy o f m ention.

Vásárhelyi reported on his research in  further papers [6]. In  h is disser
tation  [7] he describes a new  m ethod o f ev a lu atin g  photoelastic m easurem ents. 
This was published in H ungarian [8, 9], G erm an [10] and E nglish  [1 1 ]. The 
essence o f the procedure, w hich is based on th e  Lamé-M axwell eq u ation s, is to  
determ ine the various principal stresses b y  sum m ing up differences a lon g  the  
stress trajectories. In  contrast to F ilon’s m eth od , however, ca lcu la tion  takes  
place along a straight line, as in the case o f  F rocht. Starting from  a n y  poin t
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o f  th e  cross section concerned, he proceeds a long one of the stress trajectories, 
th e n  returns again to  th e  sam e section along another stress tra jectory , and so 
fo r th . T his saw -tooth line is the line of su m m ation . The procedure m a y  easily  
be carried  out in tabular form  and its exactn ess is  similar to that o f  o th er pro
ced u res. Straight lines m ay , moreover, be su b stitu ted  for curved portions for
m ed  from  the stress trajectories, thus speed ing  th e  calculations. A n ew  proce
dure is  also described here to  elim inate su b jective  error in drawing th e  stress 
tra jec to r ie s . Film s o f  th e  various isoc lin ics, taken at su ffic ien tly  
sm a ll in terva ls, are each separately p rojected  on the same p h oto-sen sitive  
p ap er, w ith  a rectangular netw ork parallel to  the principal stress direction  
p la ced  before the p icture. The image of th is  n etw ork  illum inated b y  th e  bright 
b a n d  corresponding to  th e  isoclin ics, i. e. a sec tio n  o f the tangents to  th e  tra 
je c to r ie s , w ill then appear on the picture. T he result is a so-called principal 
s tr e ss  pattern , w ith w hose aid the trajectories m ay easily be draw n. This 
m e th o d  is excellen tly  su ited  for the determ ination  of the saw -tooth edges in 
th e  procedure previously described.

M ention m ust here be m ade of the fact th a t  H etényi, the ed itor o f  the  
H a n d b ook  of E xperim ental Stress A nalysis, w ho has achieved m an y  results 

in  p h o toe lastic ity , was born in  Hungary.
A fter the Second W orld War no optical stress analysis was m ade in  H u n 

gary  for some tim e. The fir st  detailed, com prehensive work in H ungarian  
la n g u a g e  [12] was published in  1953, to be fo llow ed  by numerous in stru ctive  
n o tes  and papers [13, 17, 18, 19, 20, 21, 24, 27 , 28, 29, 30, 31, 33, 34].

W ork at Research In stitu tes  was also sta rted  [14], precisely in respect to  
th e  production  of the polarization filters th a t are the most im portant parts of 
th e  o p tica l equipm ent. On th e  other hand papers [16, 23, 25] te ll o f  several 
in d u str ia l applications.

S cien tific  papers [15, 22, 26, 32, 35, 36] have reported on th e  m ost 
sig n ifica n t results. One o f these [26] raises an interesting problem . I f  the  
o b sta c le  to  the analytical so lu tion  of a plane-problem  is that one o f the boundary  
co n d itio n s  is not know n, th is  condition m ay be determ ined by m easurem ents and 
th e  an a ly sis  m ay th en  be continued by com p u tin g , using the m easured value. 
M en tion  should also be m ade o f papers on th e  determination o f th e  stress 
con cen tra tion  factors o f  curved  bars with grooves [36] and one on th e  errors 
o f  o p tic a l benches [35].

F in a lly  it should be em phasized that th e  aim  o f this brief revie w is m erely  
to  p resen t some picture o f  th e  p h otoelastic ity  th a t  was started in H ungary  
ju s t  25 years ago. The bibliography will enab le more detailed in form ation  to  
be fou n d .
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R É S U M É

L ’é t u d e  d o n n e  u n e  d e s c r i p t i o n  d e s  r e c h e r c h e s  d e  p h o t o é l a s t i c i t é  q u i  f u r e n t  e x é c u t é s  

e n  H o n g r i e  e t  m e n t i o n n e  l e s  r e c h e r c h e s  e f f e c t u é e s  d a n s  c e  s e n s  p a r  l e s  a u t e u r s  h o n g r o i s .  
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WIRTSCHAFTLICHE, STATISCH UNBESTIMMTE 
KONSTRUKTIONEN

J .  P E R E D Y

ARBEITSGEMEINSCHAFT FÜ R  BAU- U N D  VERKEHRSW ESEN DER  UNGARISCHEN A KADEM IE DER  
WISSENSCHAFTEN, FORSCHUNGSGRUPPE FÜR FESTIGKEITSLEHRE, BU DA PEST

[ E i n g e g a n g e n  a m  3 1 .  A u g u s t  1 9 5 9 ]

Der Verfasser hat zum  E ntw urf w irtschaftlicher Trag werke in  einem  
früheren A ufsatz ein Verfahren vorgeschlagen [1] und die A nw endung dieser 
M ethode auf dem G ebiete der sta tisch  bestim m ten K onstruktionen untersucht.. 
D ie vorliegende Studie b ildet die organische F ortsetzung des früheren A uf
satzes und behandelt die A nw endung des im 1. und 2. K apitel des A ufsatzes [1] 
ausführlich erörterten W irtschaftlichkeitsverfahrens für den F all aus elasti
schem , bzw. plastischem  M aterial bestehender, statisch  unbestim m ter K onstruk
tionen . Das erste K apitel der vorliegenden Arbeit g ib t einen kurzen Ü berblick  
über die im  A ufsatz [1] ausführlich erörterten und auch hier vorkom m enden  
Begriffe und Bezeichnungen; das 2. und 3. K apitel befaßt sich m it aus elasti
schem , das 4. K apitel aber m it aus plastischem  M aterial bestehenden  statisch  
unbestim m ten K onstruktionen. D as 5. K apitel en thält ein praktisches B ei
spiel, dessen A usarbeitung genau dem Gedankengang des A ufsatzes fo lg t, so 
daß das Verständnis der K apitel 1 —4 erleichtert wird, wenn m an beim  D urch
lesen dieser K apitel auch das im  5. K apitel behandelte praktische B eisp ie l mit 
Aufm erksam keit verfolgt.

1. Grundbegriffe und Bezeichnungen

Zum V erständnis des vorliegenden A ufsatzes ist die K enntnis des 1. und
2. K apitels des im  Schrifttum  unter [1] angeführten A ufsatzes unerläßlich. In  
der Folge geben wir eine kurze Ü bersicht der dort vorkom m enden u n d  auch in 
diesem  A ufsatze verw endeten Grundbegriffe und B ezeichnungen.

T  — ist  die A chse bzw . die M ittelfläche der K onstruktion , ein  Bereich 
des geom etrischen Baum es.

P  — ist  ein P unkt des B ereiches T.
G — sind die D etailangaben  der K onstruktion (z. B . die Q uerschnittsab

m essungen, die P lattend icke, usw.)*

*  D i e  m i t  e i n e m  o b e r e n  S t r i c h  v e r s e h e n e n  B u c h s t a b a n z e i c h e n  ( z .  B .  G )  s i n d  i m  a l l"  

g e m e i n e n  d i e  z u s a m m e n g e f a ß t e n  S y m b o l e  m e h r e r e r  s k a l a r e r  A n g a b e n ,  d .  h .  s i e  b e d e u t e n  

V e k t o r e n ,  l n  d i e s e m  A u f s a t z  i s t  u n t e r  d e m  W o r t  V e k t o r  n i c h t  u n b e d i n g t  e i n  d r e i d i m e n s i o 

n a l e r  V e k t o r  z u  v e r s t e h e n ,  d i e  a n  d e n  d r e i d i m e n s i o n a l e n  R a u m  g e b u n d e n e n  O p e r a t i o n e n  

d e r  V e k t o r a n a l y s i s  g e l a n g e n  n i c h t  z u r  A n w e n d u n g .
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G =  G(P) — is t e ine Funktion die in jedem  einzelnen Punkte des B e
re ich es T  die D etailangaben liefert.

Y  — ist die In n en k raft.
Y  =  Y(P)  — ist  die Innenkraftverteilung, eine F unktion , die in jedem  

e in ze ln en  Punkte des B ereich es T  den W ert der Innenkraft liefert. Im  Falle 
e in er  statisch  un b estim m ten  K onstruktion existieren  mehrere solche Innen
kraftverteilungen , die d ie  gegebene B elastu n g im  G leichgew icht halten  
k ö n n en . Jede beliebige, sta tisch  mögliche Innenkraftverteilung Y(P)  kann 
in  der F orm

Y ( P )  =  7 0 (P) +  7 ,  (P)

angeschrieben werden, w o
Y 0(P) — eine b e lieb ig e  Innenkraftverteilung ist, die die gegebene B e

la s tu n g  im  G leichgewicht h a lten  kann (eine Partikularlösung der inhom ogenen  
G leichgew ichtsgleichungen) und

Y ,(P ) — eine entsprechende G rundverteilung, d. h. eine solche Innen
k raftverteilu n g ist, die im  unbelasteten  Zustand der K onstruktion das Gleich
g e w ic h t gewährleistet und  n ich t überall m it N ull identisch  ist (eine entsprechend  
g e w ä h lte  Lösung der h o m ogen en  G leichgew ichtsgleichungen).

A  — sind die sp ezifisch en  Kosten.
a  — ist die M eßzahl der W irtschaftlichkeit,

a =  j- A • d t .
T

G =  G(Y)  — ist eine F u n k tion , die jeder Innenkraft die w irtschaftlichsten  
u n d  gleichzeitig  die dem  T ragen  der gegebenen Innenkraft noch entsprechenden  
D eta ilan gab en  (z. B . Q uerschnittsabm essungen) zuordnet.

A  =  A(Y)  — ist  e in e  Funktion, die jed er Innenkraft die spezifischen  
K o ste n  der der gegebenen Innenkraft noch m it Sicherheit entsprechenden und  
g le ich ze itig  w irtschaftlichsten  D etailangaben zuordnet.

j A (Y )d T  =  M in  ! -— ist die W irtschaftlichkeitsm inim um bedingung.T
Y  =  Y a(P) — ist  d ie Lösung der W irtschaftlichkeitsm inim um bedingung, 

d. h . die w irtschaftlichste Innenkraftverteilung.
G =  Ga (P) — ist die d ie w irtschaftlichsten D etailangaben  liefernde Funk

t io n , die man in der W eise  erhält, daß man in  jed em  einzelnen P unkte P  der 
K o n stru k tio n  die zur F u n k tio n  Y A(P) gehörende Innenkraft bestim m t und auf
s u c h t , welche D eta ilan gab en  (z. B. Q uerschnittsabm essungen) die Funktion  
G =  G(Y) dieser In n en k raft zuordnet.
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2. Ein Satz der technischen Elastizitätslehre

Im  2. und 3. K apitel dieses A ufsatzes soll untersucht werden, ob die nach 
dem  im vorangehenden kurz zusam m engefaßten W irtschaftlichkeitsentw urfs
verfahren gesta ltete , aus elastischem  M aterial bestehende, statisch unbestim m te  
K onstruktion der Sicherheit entspricht. D ie  Untersuchung wird a u f Grund 
des au f die ergänzende Form änderungsarbeit bezüglichen, bek an n ten  Satzes 
der technischen E lastizitätslehre durchgeführt werden. Aus d iesem  Grunde 
Avird dieser Satz in der Folge erörtert, und es werden auch einige, im  H inblick  
au f die w eiteren w ichtige F eststellungen abgeleitet werden.

W enn auf einen elastischen Körper äußere Kräfte wirken, en tsteh en  in 
ihm  innere K räfte, die Form änderungen hervorrufen. Die Form änderungen  
können dadurch gekennzeichnet werden, daß man in jedem  P u n k te des B e
reiches T  die W erte der spezifischen Form änderungen angibt. D ie spezifische  
Form änderung kann in den einzelnen P un k ten  im  allgemeinen m it H ilfe  m ehre
rer skalarer Angaben (spezifische W inkelverdrehungen und spezifische Ver
schiebungen) angegeben werden, die in einen Vektor zusam m engefaßt werden  
können. Der V ektor der spezifischen Form änderung wird m it D  bezeichnet. 
D er in einem  P unkte P  des Bereiches T  auftretende spezifische Form änderungs
vek tor  ist durch die zu dem betreffenden P unkte gehörenden D eta ilangaben  
(z. B . die Q uerschnittsabm essungen) und die in diesem Punkt auftretende  
I nnenkraft Y  vollkom m en bestim m t:

D  =  D{G, Y ) ,

d. h ., daß D  eine F unktion von  G und Y  is t .
Im  Falle aus elastischem  M aterial bestehender K onstruktionen ist der 

Zusam m enhang zwischen der spezifischen Form änderung und der Innenkraft 
gegen seitig  eindeutig: zu jedem  Y  gehört ein  gewisses D  und zu jed em  D  ein 
gew isses У . Für eine aus elastischem  M aterial bestehende K onstruktion  ist 
noch  charakteristisch, daß jede beliebige Änderung der Innenkraft A Y  eine 
A ndeiung AD der spezifischen Form änderung zur Folge hat, bei der die Innen
kraftveränderung A Y  eine positive spezifische Arbeit leistet:

A Y  A D ^ O .  (1)

(In  der obigen Form el gilt das G leichheitszeichen nur für den F all A Y  =  0.)
D ie technische Festigkeitslehre verw endet zur Charakterisierung des 

Z ustandes der K onstruktionen auch den B egriff der spezifischen ergänzenden 
Formänderungsarbeit.  W enn in einem P u n k te P  des Bereiches T  eine Innen
k raft Y w irkt, dann versteht man unter der zu diesem  Punkte gehörenden spe
z ifisch en  ergänzenden Foim ändeiungsarbeit das Integral
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L =  J D(G, Y)  d Y  . 
ó

W en n  das Material elastisch  is t , dann hängt der W ert von L  von der A rt und  
W eise , w ie die Innenkraft v o n  N ull bis У  an w äch st, nicht ab, daher is t  L  nur 
v o n  d en  D etailangaben G und der Innenkraft Y  abhängig:

L  =  L(G, Ÿ ) .

D ie  sp ezifisch e ergänzende Form änderungsarbeit ist eine skalare Größe, die  
n ich t n eg a tiv  sein kann und den Wert N ull nur dann aufnehmen kann, w enn  
auch  d ie  Innenkraft Y  se lb st gleich Null ist.

E in  Tragwerk sei durch seinen Bereich T  (z. B . seine Achse) und seine  
D eta ilan gab en  G =  G(P) (z. B . seine Q uerschnittsabm essungen) gegeben. W enn  
in  d iesem  Tragwerk eine Innenkraftverteilung Y(P)  entsteht, dann kann in  
jed em  P unkte des Tragw erkes, in  K enntnis der zu dem gegebenen P unkt ge
h ören d en  D etailangaben G und  der Innenkraft Y , die spezifische ergänzende  
Form änderungsarbeit L berechnet werden. D as au f den Bereich T  bezügliche  
In teg ra l der zu den einzelnen Punkten des B ereiches gehörenden spezifischen  
ergän zen d en  Form änderungsarbeiten L  wird d ie ergänzende Formänderungs
arbeit  der K onstruktion gen an n t und m it l b ezeichnet:

I =  j 'L (T ) d T .
f

D ie  ergänzende Form änderungsarbeit l der K onstruktion ist eine skalare  
G röße, die als das In tegral n ich t negativer skalarer Größen nicht n egativ  sein , 
u n d  d en  Nullwert nur in  einzelnen trivialen F ä llen  annehmen kann (z. B . 
w en n  d ie  Innenkraft in allen Punkten gleich N u ll ist).

W ir wollen voraussetzen  — wie dies in  der technischen Festigkeitslehre  
in  w e ite m  Kreise üblich is t  — daß vom G esichtspunkte der U ntersuchung des 
G leichgew ichtes der K onstruktion  aus b etrach tet die Form änderungen der 
K o n stru k tio n  vernachlässigt werden können. In  diesem  Falle kann jede In n en 
k raftverte ilu n g , die die gegebene Belastung im  G leichgewicht zu halten  im  
S ta n d e  is t , in der Form

Y (P )  = Y 0 (P) +  Y , ( P )

angeschrieben  werden. W enn m an die V erträglichkeitsbedingungen n icht in  
B e tr a c h t zieht, dann kann jed e  statisch m öglich e Innenkraftverteilung Z u 

stan d ek om m en  und m an k an n  zu jedem  Y (P ) die dazugehörende ergänzende  
Form änderungsarbeit

l =  J L(Y)  d T
T
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berechnen. D ie V erträglichkeitsbedingungen wird aber von d iesen  nur jene 
Innenkrafverteilung erfüllen, zu der die k le in ste  ergänzende Form änderungs
arbeit gehört, d. h. d ie die Lösung der M inim um aufgabe

I =  f Ц У )  d T  =  Min!
T

(im  weiteren M inim um aufgabe der E lastizitätslehre) ist. Mit R ü ck sich t auf 
den U m stand, daß l n ich t negativ sein kan n , hat die M inim um aufgabe der 
E lastizitätslehre im m er eine Lösung.

Im  vorangehenden wurden einige b ekannte Sätze der tech n isch en  E lasti
zitätslehre zusam m engefaßt. Im  Z usam m enhang mit diesen k an n  eine vom  
G esichtspunkte der w eiteren Erörterungen aus w ichtige F eststellu n g  abgeleitet 
werden.

Wir wollen in erster Linie untersuchen, wie sich die Ä nderung der spezifi
schen ergänzenden Form änderungsarbeit L  im  Falle eines fix en  G und eines 
veränderlichen Y  g esta ltet:

Y, +  AY
AL =  L ( Y 0 +  AY) -  L (Y 0) =  f  Z>(Y) • d Y .

V.'

W ir wollen das au f der rechten Seite steh en d e Integral auf Grund des M ittel
w ertsatzes der Integralrechnung schätzen:

Yo +  AY
A L  =  j  Z>(Y) d Y  =  [D (Y 0 +  ftÁY)] A Y .

Fa

Der in  dieser Schätzung vorkom m ende W ert der Funktion D  =  D ( Y )  bezieht 
sich bekanntlich au f die zwischen Y 0 und Y 0 - f  d Y  liegende S te lle  Y 0 -f- iïAY,  
daher ist

°  < ,^  ^  1 .

Der Ausdruck [D (Y 0 +  #  • AY)] • A Y  kann  offensichtlich in der Form  der 
folgenden Summe angeschrieben werden

AL =  [ZÎ(Y0 +  V ■ AY)]  • A Y  =  [D ( Ÿ 0) +  A, D] A Y  =

=  V ( Y 0) A Y  +  A#!) • A Y .  (2)

Hier ist AqD der zum  Innenkraftzuw achs $  • A Y  gehörende F orm änderungs
zuw achs. Das Skalarprodukt dieser beiden kann nicht negativ sein  [siehe dies
bezüglich die Form el (1 )], daher ist

At D • (0 • A Y )  ^  0 ,
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oder, w enn  man auch n och  d as positive V orzeichen von #  in B etracht z ie h t ,

4 > ö  • A Y > ,  0 .

D er A usdruck A$D • AY  is t  jed och  nichts anderes, als das in der Form el (2) 
vorkom m ende letzte G lied. D a s  letzte Glied auf der rechten  Seite der G leichung  
(2) auslassend und berücksichtigend, daß dieses im  Sinne des vorangehenden  
größer als Null ist, erhält m a n  die Ungleichung

AL ^>D(T0) ■ A T . (3)

In  d ieser Formel kann der F a ll der Gleichheit — ähnlich wie bei der Form el 
(1) — nur dann eintreten, w en n  A Y  selbst auch g le ich  N ull ist.

D ie  soeben gew onnene U ngleichung kann zur U ntersuchung der V ariation  
der ergänzenden Form änderungsarbeit l verw endet werden. Es sei Y 0(P)  e in e  
s ta t isc h  mögliche Innenkraftverteilung und wir w ollen  eine andere sta tisch  
m öglich e  Innenkraftverteilung Y(P)  auf solche W eise  darstellen, daß w ir zu  
Y 0(P)  das Produkt aus einer beliebigen (aber fix ier ten ) Grundverteilung Y ,(P )  
und  aus einem nicht n eg a tiv e n  (im übrigen aber frei veränderbaren) P ara
m eter  y t hinzufügen:

Y ( P )  =  Y 0 ( P ) + y i - Y i ( P ) .

W en n  die Detailangaben G der Konstruktion (z. B . d ie Q uerschnittsabm essun
gen) gegeben sind, dann k a n n  in jedem belieb igen  Punkte P  sowohl der zu  
Y 0(P ) , w ie auch der zu Y ( P )  gehörende W ert der spezifischen ergänzenden  
Form änderungsarbeit L  b erech n et werden, und fü r  die Differenz dieser g ilt  
die U ngleichung (3). In  d iesem  Sinne und unter Berücksichtigung d esU m stan d s, 
daß d ie Änderung der In n en k ra ft in diesem Falle

A Y  =  y,  ■ Y,  (P)

is t ,  ge la n g t man zu dem  E rgebn is:

L ( Y )  -  L ( Y 0) =  AL y t D ( Y 0) ■ Ÿ , .

D ie se  Ungleichung b esteh t in  jedem  Punkte der K onstruktion , sie b esteh t da
her auch  nach Integrierung ihrer beiden Seiten:

f A L d T  >  y t ■ J D { T o) • T i  ■ d T .
T  T

W en n  m an ferner b erü ck sich tig t, daß das auf der lin k en  Seite stehende In tegra

f AL ■ dT =  J L ( Y )  d T  -  j  L (T 0) d T  =  l ( Y )  -  /(Y 0) =  Al
T T  T
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ist, das heißt, daß es eben die Änderung der ergänzenden Form änderungsarbeit 
der K onstruktion ausdrückt, so erhält man die U ngleichung

Al ^  У, • J ZJ( Y0) • Ÿ , • d T .  (4)
T

Nachdem  Y, n icht überall N ull sein kann, so kann gem äß der die Form el (3) 
betreffenden Bem erkung der F all der G leichheit nur dann eintreten, w enn y,- 
gleich N ull ist. D ie  soeben gew onnene U ngleichung wird in den U ntersuchungen  
des folgenden K apitels eine Rolle spielen.*

3. Der Zusam m enhang zw ischen dem W irtschaftlichkeitsprinzip und der
Elastizitätslehre

Im  vorigen K apitel haben wir ein bekanntes Verfahren der E la stiz itä ts
lehre zusam m engefaßt und einige Bem erkungen hinzugefügt. Wir w ollen nun  
dieses Verfahren zur U ntersuchung der Sicherheit irgendeiner, nach dem  W irt
schaftlichkeitsverfahren entw orfenen, m it den D etailangaben  G =  Ga (P)  g e 
kennzeichneten K onstruktion anwenden. D ie tatsäch liche Innenkraftverteilung  
dieser K onstruktion wird die Lösung der A ufgabe

|'Ь ( £ Л, Y ) d T =  Min!
T

sein, d. h. die Lösung der für die die w irtschaftlichsten D ctailangabenbesitzende  
K onstruktion angeschriebenen M inimumaufgabe der E lastizitätslehre. Wenn 
die Lösung dieser Minimumaufgabe der Elastizitätslehre gerade die wirtschaft
lichste Innenkraftverteilung Y  =  Y  а (P) liefert, die die Grundlage des Entwurfes  
der Detailangaben G =  Ga (P) bildete, dann gewährleistet die in Frage stehende 
Konstruktion offensichtlich auch die Sicherheit, nachdem  die D etailangaben  
G =  Ga {P) (z. B . die Q uerschnittsabm essungen) gerade so bestim m t w urden, 
daß die K onstruktion in  jedem  Punkte der Innenkraftverteilung Y a(P)  en t
sprechen soll. B ei der B estim m ung der w irtschaftlichsten  Innenkraftverteilung  
Y a(P) wurde jedoch  keine R ücksicht darauf genom m en, daß Y a(P) im  In ter
esse der Sicherheit der K onstruktion auch die M inim um aufgabe der E la stiz i
tätslehre zu befriedigen h at. Aus diesem Grunde m uß noch bewiesen w erden, 
daß die über die D etailangaben  (z. B. die Q uerschnittsabm essungen) Ga ( P ) 
verfügende w irtschaftliche K onstruktion die S icherheit auch wirklich gew ähr
le iste t. Diese B ew eisführung kann tatsächlich durchgeführt werden, w enn auch  
nicht ganz allgem ein, so doch im  Falle solcher B edingungen, die einen G roßteil

* W enn man bem erkt, daß das auf der rechten Seite  der Ungleichung (4) stehende  
Integral gerade der nach y i  genom m ene D ifferentialquotient von l ist, dann kann m an auch  
die E indeutigkeit der Lösung der M inimumaufgabe der E lastizitätslehre einsehen.
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der praktisch  w ichtigen F älle um fassen. B evor wir jedoch diese Bew eisführung  
in die W ege leiten , m üssen  wir noch einen w eiteren Um stand erw ähnen.

W enn man die im  2. K apitel erörterten G esetzm äßigkeiten der E lastiz i
tä ts leh re  im  Zusam m enhang m it einer nach  dem  W irtschaftlichkeitsverfahren  
entw orfenen  K onstruktion anzuwenden w ünscht, so muß m an in  Betracht 
zieh en , daß die D etailangaben  in diesem  F alle besonderer N atur sind . D ie  nach 
dem  W irtschaftlichkeitsverfahren entw orfene K onstruktion verfü gt nämlich  
in a llen  ihren P unkten über solche D etailangaben , die durch die Funktion  
G =  G(Y)  der infolge der Innenkraftverteilung Y  =  Y A(P) in dem  betreffenden  
P u n k te  entstehenden Innenkraft zugeordnet wurden. So ist

D =  0 Щ Т А), 7 ]
und

L  =  L [ V ( Y a), 7 ]  =  J  D [ G ( Y a), Y]  d Y  ,
о

das h e iß t, daß sow ohl D,  wie auch L  Funktionen  von zwrei Innenkräften  —  
näm lich  der nach der w irtschaftlichsten  Innenkraftverteilung Y A(P)  in  dem  
betreffenden  Punkte entstehenden Innenkraft Y A, und der nach einer beliebi
gen sta tisch  m öglichen Innenkraftverteilung Y(P)  im selben P u n k te  en tste
h en d en  Innenkraft Y  — sind. W enn nur von  dem Verlauf der F unktionen

D  =  D [ G ( Ÿ a), 7 ]  bzw . L  =  L[G(Ya), Y ]

die R ede ist, dann sp ielt es selbstverständlich  keine Rolle, welcher Innenkraft
verte ilu n g  Y A, bzw. Y  entstam m en; in einem  solchen Falle sind Y A, bzw\ Y  
e in fa ch  als zwei unabhängige Veränderliche von  einer Innenkraft-D im ension  
anzusehen . In den folgenden U ntersuchungen spielt jene sp ezifische Form 
änderung bzw. spezifische Form änderungsarbeit eine w ichtige R olle, die in 
der nach  dem W irtschaftlichkeitsverfahren entworfenen K onstruktion gerade 
in fo lge  der die Grundlage des Entw urfes bildenden Innenkraftverteilung  
Y  =  Y A(P) en tsteh t. D iese im  Falle Y  =  Y A entstehende spezifische Form 
änderung

D  =  D [ G ( Y a ), Y a ] ,

bzw . spezifische Form änderungsarbeit

L =  L [ G ( Y a), 7 a ]

w erden wir die charakteristische spezifische Formänderung,  bzw. die charakteri
stische spezifische Formänderungsarbeit  der w irtschaftlichen K onstruktion  nen
nen . M it Hilfe dieser Begriffe wird es m öglich, den folgenden, au f die Sicherheit
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der w irtschaftlichen K onstruktion bezüglichen Satz zu form ulieren und zu 
bew eisen.

I. Satz: »Eine nach dem W irtschaftlichkeitsverfahren entw orfene, aus 
elastischem  Material bestehende K onstruktion ist nicht nur w irtschaftlich, 
sondern sie gew ährleistet auch die S icherheit, vorausgesetzt, daß die zwei fol
genden Bedingungen erfüllt werden:

a)  D ie spezifische K ostenfunktion A =  A ( Y ) ist überall nach Y  differen
zierbar, oder es existiert w enigstens überall, nach jeder R ichtung, ein rechts- 
und ein linksseitiger D ifferentialquoticnt.

b)  D ie A bleitung der spezifischen K ostenfunktion A ist der spezifischen  
Form änderung proportional, d. h.

=  C • D\G(Ya) , Y a],
7 = ÿ a

wo c eine von Y  a unabhängige, im  übrigen aber beliebige p ositive K onstante  
ist« . (U nter der Sicherheit der K onstruktion verstehen wir im  Sinne der in der 
technischen E lastizitätslehre gebräuchlichen D eutung den U m stand , daß die 
D etailangaben der K onstruktion (z. B . die Q uerschnittsabm essungen) der A uf
nahm e der tatsächlichen, die V erträglichkeitsbedingungen erfüllenden Innen
kräfte überall entsprechen.)

Die Beweisführung.  — Zum B ew eis des Satzes ist es hinreichend nachzu
w eisen, daß die tatsächliche, die M inim um aufgabe der E lastizitätslehre be
friedigende Innenkraftverteilung der w irtschaftlichen K onstruktion gerade die 
die Grundlage des Entw urfes bildende Innenkraftverteilung Y  =  У д(Р ) ist; 
diesen Innenkräften entspricht näm lich die w irtschaftliche K onstruktion über
all, nachdem  sie so entwürfen wurde. D aß die Funktion У д(Р ) die M inim um 
aufgabe der E lastizitätslehre tatsächlich  befriedigt, kann m an au f Grund des 
folgenden G edankenganges einsehen.

Jede beliebige Innenkraftverteilung, die die gegebene B elastung im Gleich
gew icht zu halten im stande ist, kann in der Form

Y (P ) = Y a (P)  +  y,  • Ÿ, (P)

angeschrieben werden, wo У ,(Р) eine entsprechende G rundverteilung, y t aber 
eine n icht negative K onstante darstellt. Im  Sinne der D efinition des D ifferential
quotienten  erhält man nun im Falle eines entsprechenden kleinen y i und mit 
H ilfe der Bedingung unter а)  :

A ( Y ) d T -  A ( Y A) d T  =  y t -
d j i

A ( Y ) d T  = y ,
dA
d Y

Y,dT.

3 Acta Technica X X X I/3 —4.
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N achdem  Y  A(P) die Lösung der W irtschaftlichkeitsm inim um aufgabe

f A (Y )  dT  =  Min!T
is t , k a n n  die linke Seite der obigen Gleichung n ich t negativ  sein, daher ist

j  A ( Y )  d T  — J A ( Y a) d T ^ > 0 ,
T  T

und dasselbe gilt dann auch für die rechte Seite der Gleichung, d. h.:

T

D iese  U ngleichung gilt au f Grund der bisherigen A bleitung nur im  Falle eines 
en tsp rech en d  kleinen y,-, da jedoch  die Form el in  y t linear ist, kann die G ü ltig
k e it  der U ngleichung au f b elieb ige W erte von  у,- erstreckt werden. Wir w ollen  
n u n  in  die zur D iskussion stehende U ngleichung anstatt der spezifischen  
K osten fu n k tion , unter B erücksichtigung der B edingung unter b),  die charak
ter istisch e  spezifische Form änderung einsetzen und  erhalten dadurch:

Ji • c$D[G(Ta),Ta\ ' YidT> 0 .T
W ird der gemäß der B edingung b)  positive F aktor c ausgelassen, so n im m t die 
U n gleich u n g  die Form

y,  J D [ G ( Y a), Y a] • Y, d T  2 > 0
T

an. W en n  man diese soeben erhaltene U ngleichung m it der auf die vorliegende  
U n tersu ch u n g  bezugnehm enden Form der früher angeschriebenen U ngleichung  
(4), d . h . mit

Al  ^  J,- J  D [G (Y a), Y a] • Ÿ , d TT
v erg le ich t, so erhält man:

Al — J L(Ga , У ) d T  — j L(Ga , У л) ^  0;T T
wo gem äß  der im Zusam m enhang m it der auf die U ngleichung (4) b ezu gn eh 
m en d en  Bem erkung der F a ll der Gleichheit nur dann eintreten kann, w enn у,- 
g le ich  N u ll ist, daher w enn Ÿ (P )  =  Y a(P) ist. D iesen  U m stand berücksichti-
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gern! bedeutet die letztere U ngleichung, daß in einer über die D etailangaben  
C =  G(Y  A) verfügenden K onstruktion die k leinste ergänzende Form änderung  
zur Innenkraftverteilung Y A(P) gehört, dies aber bedeutet, daß die Lösung der 
auf die nach dem W irtschaftlichkeitsverfahren entworfene K onstruktion  be
zugnehm enden M inim um aufgabe der E lastizitätslehre

J\ Ц Ъ А, Y ) ( i T =  Min!
f

gerade die w irtschaftlichste Innenkraftverteilung Y A(P) ist. H iem it ist der 
Satz bew iesen.

* * *

D ie Erfüllung der im  Zusam m enhang m it dem I. Satz angeführten Be
dingungen ist zur G ültigkeit der im Satz enthaltenen B ehauptung n ich t immer 
notw endig. In gewissen Fällen kann die nach dem W irtschaftlichkeitsverfahren  
entw orfene K onstruktion die Sicherheit auch dann gew ährleisten, w enn diese 
Bedingungen nicht erfüllt werden. D ie B ehandlung dieses Fragenkom plexes 
würde überm äßig zu E inzelheiten  führen; anstatt dessen w ollen wir lieber 
einen der w ichtigsten Sonderfälle des I. Satzes erörtern.

II .  Satz : »W ir erhalten eine der Sicherheit entsprechende K onstruktion,
wenn:

a)  die in der W irtschaftlichkeitsm inim um aufgabe vorkom m ende spezifi
sche K ostenfunktion die Form

A  =  A (Y)  =  к, I У  I

hat (wo kl eine positive K onstante ist) und
b)  die D etailangaben der w irtschaftlichen K onstruktion so entworfen  

w erden, daß die Größe der charakteristischen spezifischen Form änderung kon
stant is t , und ihr Vorzeichen m it dem von Y  A übereinstim m t:

D [ G ( Y a), Y a ] = k 2 sign Y a ,

wo k2 eine positive K onstante bedeutet.«
Die Beweisführung. — U m  die R ichtigkeit der obigen, wegen ihrer W ich

tigkeit in  der Form eines Satzes form ulierten B ehauptung zu rechtfertigen, 
werden wir nachweisen, daß diese ein Sonderfall des schon bew iesenen I. Satzes 
ist. D ie  der Bedingung a)  des II . Satzes entsprechende spezifische K osten
funktion  А  =  кл Y  kann näm lich überall differenziert werden (wenigstens 
existiert überall ein von  rechts und links genom m ener D ifferentialquotient), 
es ist daher

dA
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u n d  d ies bedeutet die E rfü llu n g  der Bedingung a)  des I. Satzes. Im  Sinne der 
B ed in gu n g  b) des I. S atzes m uß aber die G leichung

г ■ ü [G(Ya), Y a]
dA
d Y

b esteh en , wo c eine b e lieb ig e , positive K onstante sein kann. W enn man in 
dieser Gleichung für с kxlk2 w äh lt, und in dieselbe die A bleitung von  A(  У), wie 
au ch  den  gemäß der B e d in g u n g II . b) festgesetzten  Ausdruck der charakteristi
sch en  spezifischen Form änderung einsetzt, so erhält m an die Gleichung

• k2 sign Y  =  fcj sign Y  ,

d ie tatsäch lich  eine Id e n titä t  ausdrückt und zeigt, daß in diesem Falle auch die 
B ed in gu n g  b) des I. Satzes erfü llt ist.

*  *  *

In  der ungarischen Fachliteratur wurde in  neuerer Zeit in  mehreren A uf
sä tz e n  ([2 ], [3], [4]) vorgesch lagen , daß als die G rundlage der Dim ensionierung  
unserer K onstruktionen d ie sich aus der M inim um bedingung

j |  У  j dT  =  Min!

ergeb en d e Innenkraftverteilung anzusehen sei. Aus dem II. Satz wird ersicht
lich , u nter welchen U m stä n d en  dieses Verfahren zum  Entw erfen aus e lasti
sch em  Material bestehender, sta tisch  unbestim m ter K onstruktionen angew en
d et w erden kann, ohne daß  dabei die auf die S icherheit bezüglichen Forderun
gen  gefährdet werden. D ies  i s t  vor allem in solchen Fällen m öglich, wo die spe
z ifisch e  K ostenfunktion u n d  die charakteristische spezifische Form änderungs
fu n k tio n  die Bedingungen des II . Satzes genau erfüllen. D ie vorher genannte, 
a u f d en  absoluten W ert der Innenkraft bezügliche M inim um bedingung kann  
aber auch dann angew endet werden, wenn die spezifische K ostenfunktion die 
B ed in gu n g  II. а)  nur annähernd erfüllt, d. h. wenn

A {Y )  ~  I Y |

is t . D ie  auf den absoluten  W ert bezügliche M inim um bedingung kann auch in 
d iesem  Falle angewendet w erden , vorausgesetzt, daß man die Q uerschnittsab
m essu n gen  der K onstruktion  — den auf Grund dieser Bedingung erhaltenen  
In nenkräften  entsprechend — derart entw irft, daß sie die Sicherheit quer
sch n ittsw eise  gew ährleisten, und daß nebenbei auch die Bedingung 2b erfüllt
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wird. D ie auf diese W eise entw orfene K onstruktion entspricht unbedingt der 
Sicherheit und ist vom  G esichtspunkte der Form änderungen aus betrachtet 
gleichm äßig beansprucht, w enn sie auch nicht gerade von  »gleicher F estigk eit«  
bzw. die w irtschaftlichste ist. W enn man in B etracht zieht, wie schw er es oft 
ist, z. B . die Q uerschnittsabm essungen eines statisch  unbestim m ten F ach
werkträgers oder eines R ahm ens m it veränderlichen Q uerschnitt so zu entw er
fen, daß diese mit der au f Grund der E lastiz ität berechneten K räfteverteilung  
w enigstens im großen und ganzen übereinstim m en sollen , dann wird m an dem  
von jedem  Probieren und E rraten freien A nnäherungsverfahren, das der II. 
Satz erm öglicht, gew iß den gebührenden W ert beim essen.

Im  Zusam m enhang m it dem II. Satz ist es lohnend, zu beobachten , daß 
sich die in  ihm enthaltenen  G ebundenheiten bloß auf die charakteristische  
spezifische Form änderung, nicht aber auf den V erlauf der ganzen spezifischen  
Form änderungsfunktion beziehen. D ies bedeutet so viel, daß wir in  K enntnis  
eines einzigen Form änderungskennw ertes des M aterials (z. B . der zur größten  
zulässigen spezifischen Form änderung gehörenden Beanspruchung) in der Lage 
sind, m it Hilfe der au f den absoluten  W ert der Innenkraft bezüglichen M inim um - 
bedingung eine solche K onstruktion  zu entwerfen, die der Sicherheit unter allen 
U m ständen und vom  E lastiz itätsgesetz  des M aterials unabhängig entspricht. 
D ies is t  besonders dann bedeutsam , wenn das E lastiz itätsgesetz  des M aterials 
unbekannt oder ungew iß ist.

4. K onstruktionen aus plastischem  Material

Die im 2. und 3. K apitel enthaltenen Erörterungen beziehen sich nur auf 
aus elastischem  M aterial bestehende K onstruktionen. E in Teil der für die 
K onstruktionen zur A nw endung gelangenden B austoffe b esitzt aber ausge
sprochen plastische E igenschaften , und es wird in  der Ingenieurpraxis im m er 
üblicher, gewisse K onstruktionen  auf der Grundlage der P lastizitätslehre zu 
berechnen. Im  Zusam m enhang m it diesem U m stand m uß von den vorhergehend  
erörterten Sätzen unabhängig  auch noch besonders untersucht werden, ob eine 
nach dem W irtschaftlichkeitsverfahren entw orfene K onstruktion vom  Ge
sichtspunkte der technischen  P lastizitätsichre aus betrachtet als der Sicherheit 
entsprechend anzusehen sei. D iese Frage kann au f der Grundlage des soge
nannten »statischen F undam entalsatzes« der P lastizitätslehre le ich t b ean t
w ortet werden.

Der statische Fundam entalsatz der P lastizitätslehre (siehe z. B . [5]) 
ste llt fest, daß w enn für eine gegebene K onstruktion und B elastung eine diese 
B elastung statisch im  G leichgew icht haltende solche Innenkraftverteilung ex i
stiert, deren Innenkräften die K onstruktion in allen P unkten entspricht, dann 
kann diese Belastung nicht größer als die B ruchlast sein, und dies b edeutet,
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daß d ie Konstruktion auch die Sicherheit gew ährleistet. Aus diesem  Funda
m en ta lsa tz  folgt u n m ittelbar, daß die nach dem Wirtschaftlichkeitsverfahren ent
worfene Konstruktion den Anforderungen der Sicherheit unbedingt entspricht. 
D ie  d ie  Grundlage des E ntw urfes der w irtschaftlichen K onstruktion bildende 
Innenkraftverteilung Y  =  Y  A(P) hält näm lich  einerseits die B elastung im  
G leichgew icht (sie wurde ja  aus der Schar derjenigen Innenkraftverteilungen  
au sgew äh lt, die die gegebenen  L asten im G leichgew icht haltenkönnen), anderer
se its  entspricht die K onstruktion  in allen Ihren Punkten den Innenkräften  
Y  =  Y a (P) (sie wurde ja  gerade dem entsprechend entworfen). Das W irtschaft
lichkeitsverfahren kann daher zum  E ntw urf aus plastischem  M aterial b este
h en d er w irtschaftlichster, sta tisch  unbestim m ter K onstruktionen in  allen F ä l
len  verw endet werden, für die die Grundsätze der technischen P la stiz itä ts
lehre (darunter auch der sta tisch e  Fundam entalsatz) anwendbar sind.

5 . Praktisches Beispiel

U nsere Aufgabe b ild et die D im ensionierung des in Abb. 1 dargestellten, 
an e in em  Ende ein gesp an n ten  Trägers auf zw ei Stützen . W ir w ünschen den 
T räger m it veränderlichem  Q uerschnitt zu entw erfen , und zwar so, daß säm t
lich e  Querschnitte R ech teck e sein sollen, m it einer konstanten B reite b und 
einer en tlang der T rägerachse stetig  veränderlichen H öhe h =  h(x). D ie F unk
tio n  h =  h(x) ist vorderhand unbekannt; wir w ollen diese so entw erfen , daß 
die K onstruktion den A nforderungen der Sicherheit entsprechen, aber den 
m ö g lich st kleinsten A ufw and an Material erfordern soll. Der A nschaulichkeit 
h alb er werden wir nur die aus den M omenten entstehenden  B eanspruchungen  
berücksichtigen; die Schubkräfte werden wir sow ohl vom  G esichtspunkte des 
M aterialverbrauches aus, wie auch bei der U ntersuchung der Form änderung  
vernachlässigen . Wir w erden die Aufgabe m it H ilfe  des W irtschaftlichkeitsver- 
fah ren s lösen, und im  Laufe ihrer Ausarbeitung genau dem in den K apiteln  1—4 
dargelegten  Gedankengang folgen.

In  diesem Falle b ed eu tet T  die Achse der K onstruktion und P  deren 
P u n k te . D ie Punkte P  sind  durch den in A bb. 1 angedeuteten  A b stan d  x ge
k en n zeich n et, daher en tspricht dem  Bereich T  der gerade A bschn itt 0 x  <C 1. 
U n ter  den  D etailangaben G sind  die Breite b der Q uerschnitte und deren Höhe 
h zu  verstehen. Die F u n k tion  G(P) liefert in  jedem  Punkt die Breite b und die 
H ö h e h, nachdem aber b eine von  vornherein festgesetzte  K on stan te ist, so 
en tsp r ich t der Funktion G =  G(P) die F unktion  h =  h(x).

D ie  Innenkraft Y  is t  in  diesem  Falle das B iegem om ent M,  während  
u n ter  der Innenkraftverteilung Y  =  Y (P ) die M om entenlinie M  =  M[x)  zu 
versteh en  ist. Die F u nktion  Y 0(P ) ist eine M om entenlin ie, die diegegebene B e
la s tu n g  im  Gleichgewicht h a lten  kann, im übrigen aber beliebig ist, w ie z. B.
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Abb. 3

die aus der Abb. 2 ersichtliche Moment enlinie M  =  M Q(x) =  —x2. D ie  Funktion  
Y i(P) ist eine solche M om entenlinie (eine sogenannte G rundm om entenlinie), die 
zu der äußeren B elastung N ull gehört; eine solche ist die in A bb. 3 gezeigte 
M omentenlinie M  =  M^x) = x ,  aber auch jed e andere M om entenlinie, die in der 
Form M  =  к ■ x  angeschrieben werden kann, welche K onstante auch к be
deuten möge. In  diesem  Falle sind in  der einparam etrischen K urvenschar  
M  =  к ■ x säm tliche »G rundm om entenlinien« inbegriffen, die A ufgabe is t  sta
tisch  einfach unbestim m t. Infolgedessen können säm tliche sta tisch  m ögliche 
M om entenverteilungen als die Sum m e der M om entenlinie M  =  —x2 und  irgen- 
einer G rundm om entenlinie M  =  к • x dargestellt werden, d. h.

M  =  — дс2 —(- к • x.

Im  Interesse der Ü bersichtlichkeit m essen wir die W irtschaftlichkeit der 
K onstruktion einfach m it dem M aterialverbrauch. Daher sind die spezifischen  
K osten A  der Q uerschnittsfläche proportional, der Proportionalitätsfaktor  
kann dagegen vernachlässigt werden, da er die Lösung der M inim um aufgabe 
nicht beeinflußt, daher ist

A  = b  ■ h.

Die Meßzahl der W irtschaftlichkeit a g leicht in  diesem Falle dem  R aum inhalt 
der K onstruktion, d. h.

l l
а =  ( А • dx =  b ■ ( h(x) dx.

о 0
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V om  Material der K onstruktion  wird vorläufig  angenom m en, daß es lin e
ar e la stisch  ist (mit dem F a lle  plastischen M aterials werden wir uns am  Ende  
d ieses K apitels noch separat befassen). Der R echteckquerschnitt eines e la sti
sch en  M aterials kann vom  G esichtspunkte einer M om entenbeanspruchung M  
aus d an n  als entsprechend angesehen werden, w enn er die Ungleichung

b ■ h2
a --------

6M \ <

b efr ied ig t. E inen zum Tragen eines gegebenen M om entes noch entsprechenden  
und  g leichzeitig  w irtschaftlichsten  Q uerschnitt erhalten wir offenbar dann, 
w enn  w ir in  der obigen Form el das G leichheitszeichen als gültig betrachten und  
die frei veränderbare A bm essung h aus derselben ausdrücken:

h =

D iese F u n k tion  h entspricht im  gegebenen Falle der Funktion G =  G(Y).  D ie  
F u n k tio n  A — A(Y)  erhalten  wir so, daß wir den oben erhaltenen A usdruck  
für h in  die Formel A  =  ft • h einsetzen:

1 =

In  K enntnis der F u nktion  A =  A(M)  können wir die W irtschaftlichkeits
m inim um bedingung anschreiben, die nach dem  A uslassen der keine R olle sp ie 
len d en  K onstanten  die fo lgen d e Form hat:

l
]' M  dx =  Min!

ö

M it H ilfe  dieser M inim um bedingung müssen wir nun aus der Schar der sta tisch  
m öglich en  Momentlinien die entsprechende ausw ählen. Wenn wir für M  die 
die s ta tisc h  möglichen M om entenlinien beschreibende Form el einsetzen, n im m t 
die W irtschaftlichkeitsm inim um bedingung die fo lgende Form an:

\  У\— x2 -j- к • x I • dx =  Min !
ó

Im  F a lle  der als Beispiel d ienenden, statisch  einfach unbestim m ten K o n 
stru k tion  m uß nur der eine P aram eter к der M inim um bedingung entsprechend  
g ew äh lt werden. Die Lösung dieser m athem atischen Aufgabe liefert den W ert

к =  0,655. . . ,
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d. h ., daß in  unserem Falle die w irtschaftlichste Innenkraftverteilung durch 
die M om entenlinie

M  =  M A ( x )  =  —X 2 +  0,655 ■ л;

gegeben ist. D ie w irtschaftlichsten D etailangaben G =  Сд(Р) erhalten wir so, 
daß wir in den schon früher bestim m ten Zusam m enhang h =  ft(M) die Form el 
für М д(*) einsetzen, d. h ., daß wir in jedem  Punkte die zum Tragen des der 
w irtschaftlichsten M om entenlinie entsprechenden M omentes notw endige k lein 
ste H öhe h berechnen:

h =  h(MA) г  6 ■ W a /  6
b • а x2 -)- 0,655 ■ x . (5)

H i em it ist die zum Ziel gesetzte Aufgabe, der E ntw urf der Q uerschnittshöhen, 
gelöst. W ir können als sicher annehm en, daß die auf den m inim alen M aterial
verbrauch bezügliche Forderung auch erfüllt ist, die Lösung Avurde ja  gerade 
aus dieser M inim um bedingung abgeleitet. E s ist dagegen nicht ebenso offenbar, 
ob die erhaltene K onstruktioif auch den Anforderungen der S icherheit en t
spricht oder nicht. D iese Frage kann m it H ilfe des bekannten V erfahrens der 
E lastizitätslehre entschieden werden. D ie hierzu notwendigen Begriffe werden  
wir in den folgenden Erörterungen zusam m enfassen.

D ie in der K onstruktion entstehenden spezifischen Form änderungen wer
den im  gegebenen Falle spezifische W inkelverdrehungen, d. h. K rüm m ungen  
sein. D ie Funktion D =  D(G, Y)  soll die K rüm m ungen als eine F u nktion  des 
M om entes M  und der Q uerschnittsabm essungen angeben, d. h.:

1 12 ■ M
~q ~  E ~  b h3

W ie ersichtlich , entspricht einem  jeden M om ent eine gewisse K rüm m ung und 
jeder K rüm m ung ein gewisses M oment, das heißt, daß der Z usam m enhang  
tatsächlich  gegenseitig  eindeutig ist; ferner wird die Ungleichung (1) ebenfalls  
erfüllt, die bloß den selbstverständlichen U m stand zum Ausdruck bringt, daß  
ein A nw achsen des M omentes ein A nw achsen, dessen Verm inderung dagegen  
eine Verm inderung der K rüm m ung nach sich zieht.

D ie spezifische ergänzende Form änderungsarbeit kann nach der Form el

M
r ( 12 ■ M  6 • M 2L =  (IM =

I E ■ b ■ h:> E  ■ b ■ h3
0
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berechnet werden. W enn für die K onstruktion eine statisch  m ögliche M omenten- 
v erte ilu n g  M  =  —x2 -j- к ■ x  gegeben ist, dann liefert das Integral

1 _  г 4 —■+ к ■ Jx
J E ■ b • h3
0

die ergänzende Form änderungsarbeit der K onstruktion . W enn b und h überall 
gegeben  sind, dann wird nach dem bekannten A rbeitsm inim um satz, bei den

gegebenen Q uerschnittsabm essungen, jene M om entenlinie die Verträglichkeits- 
bedingungen erfüllen, die die Lösung der M inim um bedingung

ist.

Г 6 (—x2-j- к ■ х)гJ E  - b ~  h 3
о

dx =  Min!

W enn wir der Form el

6 • M 2 

E  • b • h3

entsp rech en d L als eine F unktion von M  darstellen  (siehe Abb. 4), dann m eldet 
sich der Inhalt der im  2. K apitel des A ufsatzes vorkom m enden U ngleichung  
(3) in  höchst augenscheinlicher W eise. D iese U ngleichung hat in unserem  
Falle die Form

AL ^  -L  • A M .
в
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W enn wir hier in B etracht ziehen, daß

1 _  dL 
J  ~  d M

ist, dann gelangen wir zur U ngleichung

dL
d M

A M ,

die lediglich  den U m stand festste llt, daß die K urve der spezifischen ergänzen
den A rbeitsfunktion vom  positiven  Zweig der L-Achse aus gesehen konkav

ist. D enselben einfachen Sinn können wir bezüglich der ergänzenden Form 
änderungsarbeit der U ngleichung (4) beim essen (siehe Abb. 5).

Zur Untersuchung des der Sicherheit entsprechenden W esens einer w irt
schaftlichen K onstruktion h atten  wir noch die Begriffe der charakteristischen  
spezifischen Form änderung und Form änderungsarbeit eingeführt. D ie charak
teristische K rüm m ung können wir auf die W eise berechnen, daß wir in die

Form el für —  anstatt h die F unktion h =  И(Мд) einsetzen:

12 M 12 M

E  - 6 f ±
' b a

M ,2 E  ■ b\h(MA)]3 3
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und nachher M  und М А einander gleich setzen:

1

Q . c h a r
i l

3
1

m2
D ies is t  nichts anderes, als die in den nach dem  W irtschaftlichkeitsverfahren  
entw orfenen Q uerschnitten infolge des größten zulässigen M omentes auftre
tende K rüm m ung.

Im  Sinne des I. Satzes is t  der U m stand, daß eine nach dem W irtscbaft- 
lichkeitsverfahren entw orfene K onstruktion der Sicherheit entspricht, von  der 
E rfüllung zweier B edingungen abhängig. L aut der Bedingung a)  m uß die 
F unktion

A  =
I 6b

о
] / \M\

(zum  w enigsten von links und rechts) differenzierbar sein; diese Bedingung  
wird offenbar erfüllt. Gem äß der B edingung b)  dagegen muß die G leichung

dA
---- c

1

d M
---- U

M = M A e

bestehen , die nach entsprechender Substitution die Form

(6)

annim m t. Mit R ücksicht au f den U m stand, daß c eine beliebige positive K on
stan te  is t , wird auch die Bedingung b) erfü llt. So können wir als sicher an
nehm en, daß die nach der Form el (5) m it veränderlicher Q uerschnittshöhe en t
worfene K onstruktion g leichzeitig  auch der S icherheit entspricht.

D er Grundgedanke der auf den I. Satz bezüglichen Beweisführung ist 
grob form uliert einfach der folgende. N achdem  die Funktion

M  — M A(x) =  — X 2  - f -  0,655 • X  

die Lösung der W irtschaftlichkeitsm inim um aufgabe

j A (M )  dx =  \  —  X 2  -\- к ■ X  \ dx — Min !
о о
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ist, m uß die Gleichung

dk
A(M ) d x = Г dA  

I d M
X dx =  0

bestehen . In diesem Falle is t  aber im Sinne der Bedingung b)

1

e c h a r

X dx =  0 ,

und dies bedeutet, daß die Lösung der M inim um aufgabe der E lastizitätslehre  
dieselbe, wie die der W irtschaftlichkeitsm inim um aufgabe ist. In der K onstruk
tion en tsteh t daher tatsäch lich  die M om entenlinie

M  =  —X2 -f- 0,655 • x  ,

dieser aber entsprechen alle Querschnitte, nachdem  die Abm essung h gerade so 
bestim m t wurde.

Für die Zwecke der theoretischen U ntersuchungen schien unter den be
kannten Methoden der Festigkeitslehre die A rbeitsm inim um bedingung als die 
geeignetste  zu sein. W enn wir aber im gegebenen Falle die Sicherheit der K on
struktion  diesmal vom  I. Satz unabhängig zu kontrollieren w ünschen, dann ist 
es zw eckdienlich, den U m stand  zu untersuchen, ob im Falle der m it H ilfe der 
Form el (5) erhaltenen A bm essungen h die M om entenlinie

M  =  —X 2 -f- 0,655 • X

die Y erträglichkeitsbedingungen auch wirklich erfüllt, z. B . ob die S tü tze A 
tatsächlich  keine V erschiebung erleidet, d. h . ob das Integral

l

I X —  dx =  0
J e0

is t . D ie hauptsächlichen E tappen  der B erechnung sind — die keine R olle spie
lenden K onstanten fortlassend — die folgenden:

0,655
x(—x2 +  0 ,655  • x)

. . .  dx — fJ (1 - * 2 +  0,655 • *  !)3/2 J J . . .  dx =

0,655

=  —  0,655 -  (1/0,345 +  0,655 • A rth • ] / 0,345) =  0 .
2
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D ie  Sicherheit der K on stru k tion  kann daher auch  auf diese W eise n ach ge
w iesen  werden.

E s versteht sich v o n  se lb st, daß wenn d ie  A usarbeitung des B eisp ieles  
n ic h t  der Veranschaulichung des Gedankenganges dieses A ufsatzes ged ien t  
h ä t te ,  dann die Lösung a u f e in em  wesentlich kürzeren  W ege hätte erlangt w er
d en  können. Es wäre h in reich en d  gewesen, die B erechnung bis zur Form el (5), 
d. h . b is zur Bestim m ung der H öhenabm essungen h durchzuführen, und die 
S ich erh eit der K onstruktion  m itte lst der S u b stitu tio n  in die B edingung b)  des 
I . S a tz e s  [siehe Formel (6)] z u  kontrollieren. Ja  es is t  sogar nicht in jed em  ein
ze ln en  Falle notwendig, d iesen  letzten Schritt zu unternehm en, da ja  in  der 
F o rm el (6) die auf die A ch se und  die Belastung der K onstruktion bezüglichen  
A n g a b en  nicht Vorkommen. D aher kann man aus dem  Beispiel die Lehre ziehen, 
d aß  e in e  auf Biegung beanspruchte K onstruktion m it veränderlicher Quer
sch n ittsh ö h e , die auf der G rundlage des m in im alen  M aterialverbrauches en t
w orfen  wurde, immer eine der Sicherheit entsprechende K onstruktion ist.

D ie  im ersten A b satz  dieses Kapitels g e ste llte  Aufgabe wurde vorher
geh en d  für den Fall e la stisch en  Materials g e löst. D as im Falle p lastischen  
M ateria les zu verfolgende V erfahren weicht b is zur Berechnung der H öhenab
m essu n gen  h (Formel 5) nur w enig von dem vorhergehend erörterten ab. Die  
A b w eich u n g  verursacht nur der Umstand, daß die Tragfähigkeit des p lasti
sch en  Materiales in B ezug a u f  das Moment durch die Formel

I M \ < b- ^ a  =  M gr

au sged rü ck t ist, daher vo n  der elastischen T ragfäh igkeit nur in einem k on stan 
te n  F ak tor  abweicht. N a ch d em  ein konstanter F ak tor  die W irtschaftliehkeits- 
m inim um aufgabe nicht b ee in flu ß t, muß als G rundlage der Q uerschnittsbe
m essu n g  auch fernerhin d ie M omentenlinie

M  =  M A(x) =  - x 2+  0 ,655  • X

d ien en , daher wird die F u n k tio n  h(x) der Form el (5) sehr ähnlich sein , d. h.:

h — —Д=г- • ]/| — X2 -j- 0,655  • X I . 
jIba

V o n  den  auf diese W eise entw orfenen, aus p lastisch em  Material bestehenden  
K onstruktionen  wurde im  4 . K apitel nachgew iesen, daß diese der Sicherheit 
en tsp rech en . Die dortigen Erörterungen erfordern keine besondere E rläu te
ru n g . E s wdrd aber n icht uninteressant sein, die Sicherheit der K onstruktion  
d iesm a l von dem im  4. K a p ite l Gesagten unabhängig  zu kontrollieren.
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K onstruktionen aus plastischem  M aterial entsprechen der S icherheit, 
wenn ihre Bruchlast n icht kleiner als die tatsächliche B elastung is t .  Zur Be
stim m ung der Bruchlast nehm en wir den aus der Abb. 6 ersich tlichen , über 
zwei p lastische Gelenke verfügenden Bruchm echanism us an. D ie S te lle  des im  
Felde liegenden plastischen Gelenkes fixieren wir nicht, sondern kennzeichnen  
sie m it dem  Abstand £. D ie Arbeit der äußeren K räfte ist

la = P

Zur B estim m ung der inneren Arbeit m üssen die W inkelverdrehungen der p la

stischen Gelenke wie auch die in den plastischen Gelenken w irkenden M om ente 
bekannt sein. Die Ausdrücke für die relativen  W inkelverdrehungen lauten:

11 , о 1а =  ——------ und p — --------------  .
1 — 1 1(1 -  f)

D ie Bruchm om ente erhält m an, indem  in die Form el von Mgr d ie K onstruk
tionshöhe h nach der Form el (6) eingesetzt wird. So erhält man an der Stelle der 
Einspannung das M oment

M gr(x = 1 )  =  0,345 ,

und an der Stelle des im  Felde liegenden plastischen Gelenkes das Moment

M gr(x = | )  =  - | 2 + 0 ,6 5 5  f .

(D ieser letztere W ert ist deshalb von  f  abhängig, weil die Trägerhöhe veränder
lich ist.) Mit Hilfe der obigen W erte ergibt sich für die innere A rbeit
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(D er  W ert der inneren A rb eit ist daher von  |  unabhängig und so en tfä llt in 
d iesem  Falle die in der P lastizitätslehre übliche M inimalisierung. D ies w eist 
d a ra u f h in , daß das F ließ en  in  allen Q uerschnitten gleichzeitig beginnt.) Die 
B ru ch la st kann aus der G leichung la =  lj berechnet werden:

P
2

=  1

d. h . d a ß p  =  2 ist. D ie B ru ch la st stim m t daher m it der tatsächlichen B elastung  
ü b ere in , das heißt, daß d ie K onstruktion der S icherheit entspricht.
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ZUSAM M ENFASSUNG

D er  Aufsatz behandelt F ra g en , die m it den im  A u fsa tz  [1] erörterten Verfahren zum  
E n tw u r f  wirtschaftlicher K o n stru k tio n en  Zusammenhängen. E s wird darin nachgew iesen, 
daß  d as W irtschaftlichkeitsverfahren in dem überw iegenden Teil der praktisch w ichtigen  
F ä lle  v o m  Gesichtspunkt der E lastiz itä tsleh re  aus b etrach tet eine der Sicherheit entsprechende  
K o n str u k tio n  ergibt, obzw ar im  Laufe des E ntw erfens die Verträglichkeitsbedingungen  
zw eck s Vereinfachung der B erech n u n g  nicht ausdrücklich berücksichtigt wurden. E s wird 
fern er  nachgewiesen, daß die n a c h  dem  W irtschaftlichkeitsverfahren entworfene, sta tisch  
u n b e stim m te  Konstruktion in  gew issen  Fällen auch n och  eine w eitere vorteilhafte E igen
sc h a ft  b esitz t, sie ist näm lich, w as d en  Verlauf der K urve des E lastizitätsgesetzes des M aterials 
a n b e tr ifft ,  nicht em pfindlich, d ie  K onstruktion gew ährleistet die Sicherheit auch dann, wenn  
das E lastizitä tsgesetz  nicht lin ea r  is t .  Schließlich wird im  A u fsatz  festgestellt, daß eine aus 
p la stisc h e m  Material besteh en d e, n ach  dem W irtschaftlichkeitsverfahren entw orfene, sta 
t isc h  unbestim m te K onstruk tion  in  allen Fällen, wo die G rundsätze der technischen P la sti
z itä ts le h r e  anwendbar sind, u n b ed in g t der Sicherheit entsp richt.

ECONOMICAL STA TIC A LLY  R E D U N D A N T  STRUCTURES

J . PER ED Y

SUMMARY

T h e paper deals w ith  q u estio n s referring to  the m eth od  for designing econom ical 
stru c tu res  discussed in paper [1 ]. I t  was proved, th a t structures designed according to  the  
-econ om ical method are from  th e  v iew -poin t of the T heory o f  E lasticity  to he regarded as 
s a fe  i n  th e  m ajority of p ra ctica lly  im portant cases in  sp ite  o f  th e  fact that for a m ore sim ple
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calculation the requirem ents o f com patib ility  were not d istinctly  taken into accou nt during 
the designing of the structures. Furtherm ore, it  was show n, that a statically redundant structure  
designed in accordance w ith the econom ical m ethod possesses an additional advantageous  
property, i. e., such a structure is not sensitive to the run of the Law of E la stic ity , it  is also 
safe, if  the E lasticity-L aw  is not linear. F inally , it  was established, that sta tica lly  redundant 
structures consisting of plastic m aterial and designed in  com pliance w ith the econom ical 
m ethod, are absolutely safe in a ll cases for wich the principles o f the technical Theory of 
E lasticity  could be applied.

CONSTRUCTIONS HYPERSTATIQUES ÉCONOMIQUES
J . P E R ED Y

RÉSUM É

L ’étude exam ine des problèm es relatifs à l ’établissem ent de projets de constructions 
économ iques, dont la m éthode a été  décrite dans une étude précédente (1). L ’auteur dém ontre 
que, dans la grande m ajorité des cas pratiquem ent im portants, la m éthode d ’économ ie garantit 
une constructions sûre du point de vue de la théorie de l ’élasticité, malgré que pend ant l ’é ta 
b lissem ent de projets de construction  hyperstatique, les conditions de la co m p a tib ilité  ont 
été  négligées en vue de sim plifier le calcul. L ’auteur prouve aussi que les constructions 
réalisées su ivant la m éthode en question présentent, dans certains cas, un autre avantage: 
elles ne sont notam m ent pas sensib les à la forme de la loi d ’élasticité de la m atière; la cons
truction  restant sûre m ême quand la loi d ’élasticité  n ’est pas linéaire. L ’auteur co n sta te  enfin  
q u e  la  construction hyperstatique en m atériául plastique, réalisée suivant la m éth ode d ’éco
nom ie, reste absolum ent sûre dans tous les cas où peuvent être utilisés les principes de la 
plasticité .

ЭКОНОМИЧНЫЕ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ КОНСТРУКЦИИ
Й . П Е Р Е Д И

РЕЗЮМЕ

В статье разбираются описанные в работе (1) вопросы по методу проектирования 
экономичных конструкций. Доказывается, что экономичный метод в большинстве важных 
с точки зрения практики случаев, принимая во внимание учение теории упругости при
водит к результату надежной конструкции, несмотря на то, что в целях упрощения 
расчетов во время проектирования экономичных статически неопределенных конструк
ций специально не были приняты во внимание требования неразрывногти деформа
ций. Далее доказывается, что спроектированная по экономичному методу статически 
неопределенная конструкция в некоторых случаях имеет и в дальнейшем еще одно бла
гоприятное качество, а именно — нечувствительна к закону упругости материала, кон
струкция и тогда надежна, если закон упругости является нелинейным. Наконец, статья 
устанавливает, что спроектированная по методу экономичности статически неопре

деленная кон струкция из пластичного материала — во всех тех случаях, при которых 
применимы принципы технической пластичности — является неоспоримо надежной.

4 Act« Technical X X X I/3 -* .
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T. B E R C E L I

CAND. OF TE C H N . SC.
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[M anuscript received Septem ber 2, 1959]

1. Introduction

H elix  couplers are m ainly used for coupling energy to and ou t o f  a trav 
elling-w ave tube [I, 2, 3]. In a helix  coupled travelling-w ave tu b e th e  pro
pagation  o f m icrowave energy is slowed dow n b y  a helix transm ission  line 
surrounded on the outside by a glass tube w hich keeps the helix  in  position , 
and at the same tim e, provides a vacuum  tig h t envelope for the inner space 
(F ig. 1). Inside the helix  there is a beam  o f h igh velocity  electrons delivering  
energy to  am plify the w ave. The beam is launched by an electron gun repre
sented on the left side in F ig. 1 and collected  by a collector electrode repre
sented  on the right side o f Fig. 1. The electron gun, which consists o f  a cathode, 
a beam  form ing electrode and an accelerating electrode, produces a focused  
beam  o f electrons. The spreading of the beam  is prevented by th e  m agnetic  
field  H  o f an external perm anent m agnet or electrom agnet. The h e lix  couplers 
are on the outer side o f the glass envelope. The signal to be am plified  enters 
the tube through the one helix at the cathode end and the am plified  signal 
is coupled out o f the tube by the other h e lix  at the collector end. The helix  
couplers and the inner helix  inside the tu b e are coupled both electrica lly  and 
m agnetically , thus, the coupling helices and the inner helix togeth er, form a 
coupled transm ission line system .

The input and output couplers o f th e  travelling-w ave tube m u st sa tisfy  
several requirem ents. The couplers through w hich energy is fed in to  and out 
of the travelling-w ave tube m ust effic ien tly  operate over a frequency band as 
wide as possible, and the losses should be kept at a com parative low  level. 
The m ain advantage o f the helix couplers is ju st in their wide transm ission  
band exceeding one octave, and th is m akes it  possible to take fu ll advantage  
o f the large band w idth  o f travelling-w ave tubes. A helix-coupled travelling- 
w ave tube can be operated over a band w ider than one octave w ith o u t any  
re-adiustm ent. A further advantage is th a t a helix  coupler has sm all d im en
sions and makes the use o f a thin cable possib le. Thus, the energy transferring  
does not require much place at the input and output, which is particularly  
advantageous in the case when perm anent m agnets are used. H ow ever, there

4*



Fig. 1. Schem atic cross section o f a travelling-w ave tube
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is a disadvantage in using helix  couplers because their standing-w ave ratios 
and the losses in them  are rather high.

This paper is based on a work performed at the Section I o f the Institu te  
for Telecom m unication in B udapest.

2. Coupled transmission lines

B etw een tw o transm ission lines perm anently coupled along their axes 
there is a so-called spatial beating [4, 5]. The energy originally fed to  one of 
the lines w ill gradually transfer to  the other, then  it returns, and th e  returned  
energy is again transferred to the other line, the whole process being then  
repeated along the lines. The fraction of the energy taking part in th is  spatial

Fig. 2. Spatial beating between coupled transm ission lines

beating depends on the phase velocities along th e  tw o transm ission lines. If  
phase velocities in  the tw o uncoupled lines have the sam e values the to ta l energy 
surges to and fro. In th is paper identical phase velocities are to be supposed  
in the coupled lines.

The spatial beating w ith  tota l energy betw een  two coupled lines is illu s
trated in F ig. 2. A t the beginning the entire energy is in line 1, and th e  energy  
in line 2 is zero. A dvancing along direction г the energy decreases in  line 1 and 
increases in line 2 until th e  whole o f  it has been transferred to line 2, and line 
1 has zero energy now. This process is repeated periodically. The coupling  
w avelength Ac is defined as the length along w hich energy is transferred from  
line 1 to line 2 and then back again to line 1, so that the original conditions 
are re-established. This w avelength  depends on the am ount of coupling and is 
inversely proportional to  it.

W ith helix couplers a single com plete energy transfer is to  be accom 
plished. Consequently, the phase velocity  along the coupling helix  m ust be the  
sam e as th at along the inner helix.* Further requirem ents are th a t the two

Because o f the dispersion in the helices this requirem ent is slightly m odified [6].
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h e lice s  should be w ound in  an  opposite direction to  each other, and th e  coupling  
h e lix  m ust have a len gth  equal to the half coupling w avelength. The helices 
at th e  input and ou tp u t b e in g  identically designed are to be considered  
to g e th e r .

T he analysis w ill be con fin ed  to passive netw orks, hence no electron beam  
is  assu m ed  as being in th e  in n er helix. This is th e  case when the travelling-w ave  
tu b e  is  switched off, th a t  is , when its cathode is cold. The presence o f the  
b ea m  or the am plification  o f  the input w ave has very little  effect on the  
resu lts  [7].

3. Course of design

T he approximate d im ensions of the helix  couplers can be determ ined as 
fo llo w s. The dim ensions o f  th e  inner helix  in th e  travelling-w ave tube are 
g iv e n , hence the phase v e lo c ity  along th is h elix  can be calculated. Afterwards 
a d ia m eter  is assumed for th e  wire of which the coupling helix  w ill be wound, 
and th e  optimum diam eter o f  th e  coupling helix  is then  determ ined. The phase 
v e lo c ity  along the coup ling  helix  must be the sam e as that along the inner 
h e lix . H aving this con d ition  and taking in to  account the assum ed data the  
req u ired  pitch of the cou p lin g  helix can be calculated . Then the va lu e o f the 
co u p lin g  factor, and therefore, the required len gth  of the coupling helix  is to  
be determ ined.

T he energy is applied  to  the coupling helix  b y  a coaxial cable. In  order 
to  h a v e  a good m atching b etw een  the cable and th e  coupling helix  the latter  
sh o u ld  be shielded. The in n er diameter o f the shield  is chosen in such a w ay  
th a t  th e  characteristic im pedance of the coupling helix should be equal to  
th a t  o f  the coaxial cable.

T his method only  y ie ld s  approxim ate results as the calculations are based  
on sim p lified  assum ptions. The first sim plification  was made on th e  calcu
la t io n  o f  the phase v e lo c ity  along the inner helix  in the travelling-w ave tube. 
T h e rea l helix is regaided  as a cylindrical surface o f infin ite length  and zero 
th ic k n e ss , the conductance o f  which is in fin ite  in  the directions o f  the turns 
an d  zero perpendicular to  th em . The effect o f th e  glass envelope is neglected, 
th o u g h  it  obviously reduces th e  phase velocity . H ence, at the very  beginning  
th ere  is  only an approxim ate form ula at our d isposal which gives on ly  approxi
m a te  values. In ca lcu lating  th e  velocity  o f the w ave along the coupling helix  
th e  sam e approxim ations are m ade, and the effects o f the glass envelope and 
th e  insu lating  material su pporting  the helix  are neglected. B y such sim plifi
ca tio n s  it  is evident th a t o n ly  approxim ate results can be attained.

Therefore, in p ractica l cases a series o f experim ents are needed in  order 
to  determ ine the m ost favou rab le dim ensions. These experim ents are based on 
th e  calcu lated  values. H ow ever, the most favourable values o f  the p itch  and
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the length  of the coupling helix  as well as the shield  diam eter m ust be experi
m entally  determ ined.

Our experim ents were performed on tw o typ es o f helix couplers w ith  the  
cable positioned and connected  in different w ays. The cross sections o f  the  
helix couplers are represented in Fig. 3. Their m ain elem ent is the helix  em bed
ded in  insu lating m aterial and shielded. In case (a) the coaxial cable w as in  
an axial direction, and after having been placed in, its inner conductor was 
soldered to  the helix , the outer conductor being in  contact w ith the m etal 
case shielding the helix . In  case (b) the cable w as placed in a radial direction, 
and its bare inner conductor served to form the helix  turns. The outer conduc-

a

tor of the cable was fix ed  b y  a little  disk to the m etal house shielding the helix . 
The coaxial cables connected  to  the helices were short (10—20 cm) and ended  
in  N  type connectors. M easurem ents were m ade through these connectors.

4 . Approximate calculation

In the follow ing an approxim ate m ethod for calculating helix  couplers 
is given. The cross section  o f the inner helix w ith  the coupling helix  is shown  
in  Fig. 4 where the characteristic dim ensions are indicated. In designing cou
pling helices the dim ensions o f the inner helix  in  the travelling-w ave tu b e are 
known. These dim ensions cannot be altered for th ey  are determ ined b y  the  
required gain, power, efficiency, etc. of the tube. The available data are as 
follows:

al — mean radius o f  the inner helix , 
my =  p itch  o f  the inner helix,
dj =  d iam eter o f  the wire of which the inner helix is w ound, 

f m =  m ean frequency.

Fig. 3. Cross section o f h e lix  couplers
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F irst, the phase v e lo c ity  along the inner helix  is to be determ ined. Calcu
la tio n  is based on sim plified  assum ptions. The real helix is replaced b y  a heli
c a lly  conducting cylindrical tube o f radius Oj and of infin ite length  and zero 
th ick n ess . The effect o f th e  glass envelope on phase velocity  is neglected . 
In  th is  case the phase v e lo c ity  as a function o f helix  dimensions and frequency  
h as th e  values given in F ig . 5 [8]. Here, th e  free-space propagation constant

со 2 л  f
=  —  =  J  (1) c c

Shield

Dielectric Material 
Air
Glass
Vacuum

Inner Helix

Coupling Helix 

Shield

Fig. 1. Cross section  of a coupling h e lix  w ith  the inner helix

w here со is  the angular frequency, c is the v e lo c ity  of light in free space, and 
f  is  th e  frequency. In th is figu re, гр is the p itch  angle o f the given h elix . The 
ta n g e n t o f  this angle is

m
tan ip =  (2)

l a n

w here m  is the pitch and a th e  mean radius o f  the given helix. F in a lly , the  
p h ase  v e lo c ity  along the g iv en  helix  is represented b y  v in  Fig. 5.

H ereafter, the d im ensions o f  the coupling helix  m ust be determ ined. F irst, 
the w ire diameter and th e  m ean diam eter o f  th e  coupling helix  are chosen. 
T he m ean  diameter has to  be chosen in such a w ay that the inner diam eter  
o f  th e  coupling helix should  at least be a few  ten th  o f a m illim eter larger 
th a n  th e  outer diameter o f  th e  glass tube, so th a t the helix  coupler could  be 
p u t o n to  the glass tubing. T he phase ve lo c ity  along the coupling helix  m ust 
be eq u a l to  that along the inner helix. Taking these conditions in to  account 
th e  h e lix  pitch is calculated  w ith  the assum ed data and using F ig . 5. This
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pitch m ay be obtained by several trials. An essential point is. how ever, that 
the two helices be wound in opposite d irections.

Now let us determ ine the inner diam eter o f the shield around th e  coupling  
helix. H ere, too , sim plifications are m ade. Since the spacing betw een the cou
pling helix  and shield is very sm all, the calculations could be m ade for a plane 
arrangem ent neglecting the effect of the adjacent turns, which in any case is 
sm all. In  th is  case the coupling helix and its shield are replaced b y  a straight 
wire and a m etal plate parallel to it (F ig. 6). In F ig. 6, d2 is the wire d iam eter

ß 0 a c o t V
Fig. 5. Diagram  for determ ining phase ve loc ity  along helices

of the coupling helix , and h is the d istance o f  the wire’s centre to  th e  sh ield . 
Under these circum stances the characteristic im pedance is given b y

, 2 h
ar cosh ------ - (3)

d2

where er is th e  relative dielectric constant o f  the medium. In the electrom agn et
ic field  o f  the coupling helix  there are different dielectric m aterials. Taking  
into account on ly  the insulator that holds th e  turns, equation (3) g ives a good  
approxim ation. Thus, the distance h corresponding to the required character
istic im pedance is

Z qU
60 '

h =  cosh (4)
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H ence th e  inner radius o f  th e  shield is

a3 =  a2 -f- h (5)

w here a2 is the coupling-helix  m ean radius.
Further, in order to  determ ine the length o f  th e  coupling helix the coupling  

factor m u st be known. I f  th e  phase velocities a long the helices are equal, the  
factor o f  the coupling betw een th e  two helices is approxim ately [6] :

k12 =  (6)

w here кг 2 is the factor o f th e  coupling betw een  th e  tw o helices, and ß  is the  
com m on phase constant o f  th e  propagation along th e  helices. This phase con 
sta n t as a function o f the phase velocity  is expressed  by

ß =  —  • (?)
V

F i g .  6 .  T w o - d i m e n s i o n a l  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  e v a l u a t i n g  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  i m p e d a n c e  o f  a

c o u p l i n g  h e l i x

In  com puting the coupling factor, the effect o f shielding m ay also be 
ta k en  in to  account. Then, as an approxim ation th e  shield itse lf is regarded as 
a h e lica lly  conducting surface. In  th is w ay three coupling factors can be ca l
cu la ted . The resulting coupling factor is given  b y  the formula [7]:

к — k y2 1 -  4 . s
1 -  Щ.,

( 8)

w here k12 fe2 з and з are the coupling factors between the inner helix  
and coupling h elix , the coupling helix and sh ield , and the inner helix  and  
sh ie ld , respectively . These values are obtained from  equation (6) b y  using  
th e  corresponding subscripts.

T h e  coupling phase constant for synchronous helices is [6]:

ßc =  2 ß к . (9)
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H ence the coupling w avelength  is

2 л  л
К  =

ßc ß k
( 10)

In  order to  com pletely transfer the energy, the length o f th e  coupling  
helix m ust he equal to h a lf o f  the w avelength  Ac, th at is

2 f t

where L is the length o f  the coupling helix.

( П )

5. Optimum design

To arrive at an optim um  dim ensioning o f the helix  couplers, le t us ex 
am ine the relation between the coupling phase constant and the phase constant 
o f th e  propagation along the uncoupled helix . This will, at the sam e tim e, give 
the approxim ate frequency dependence o f  the coupling phase con stan t, too, 
as the phase constant o f the propagation along a helix  is proportional to  the  
frequency.

First o f  all, the expressions for the three coupling factors are written  
according to equation (6) :

k12 =  e- « a*-a>>,

fc1 3 =  e- « a3-a,) ;

k2 g =  e~p(a*~aó .

Substituting equation (5) into (12) gives

( 12)

fc12 =

kl 3 =  e -« a*-a‘+ft) , 

k2 ,a =  e~ph-

(13)

Thus an interesting relation is obtained betw een the three coupling factors:

ki,3 ~  kl,2 к2,з ■ (14)

According to equations (8) and (13) the resulting coupling factor has the 
expression

к =  e “^a«"a>)
1 _ е-20Л

1 _  e - 2  ft (at-at+h) ’ (15)
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T he relation betw een the coupling phase constant and the single-helix  
phase con stan t is obtained b y  substituting equation  (15) into equation (9) 
which g ives

ßc =  2 ß  e - « a^ a'>
■ f  1 -  e 
I I    e - 2 ß ( a 2 - a l + h j (16)

ß ° l

Fig.  7. Coupling phase constant as a function o f the single-helix  phase constant 
for different a2/« i values and Л/ах =  0.4

I t  is m ore to  the point to  have th is equation w ritten  in a dim ensionless form . 
To th is  end both sides o f the equation are m ultip lied  by a1 and the exponents  
transform ed with the result

ßc « 1  =  2 ß  «t e

-2 ß

—2ßa1Í“T  “ 1 + т г )

/ (17)



DESIGN OF IIE U X  COUPLERS 321

E quation (17) includes tw o parameters: a ja ,  =  the ratio o f  the mean  
radius o f the coupling helix  to th at o f the inner helix; Л/cq =  the ratio o f  the 
mean distance betw een the coupling helix  and its  shield to the inner-helix  
m ean radius. A ccordingly, equation (17) is represented by two diagram s.

In  F ig . 7 the variation  o f ß c al w ith ß  is show n for different values o f  
a.Jal , with h/uj — 0.4. I t  can be seen that each curve has a m axim um . W ith  
the increase o f a.Ja1 the m axim um  is shifted tow ards the higher values o f ß  a t . 

Furtherm ore, it can be show n, too , that w ith ß  al kept at a constant value and 
a ?j a v decreases, ß c a, increases, i. e. with an inner helix of given radius the

Fig. 8. Coupling phase constan t as a function o f the single-helix  phase constant 
for different h/al values, w ith  <ii /a l 2

com plete energy transfer requires a shorter coupling helix, i f  the latter is 
nearer to  the inner helix.

h
Fig. 8 shows the dependence o f ß c a1 on ß  a y for different —  values andClia2

= 2 .  The curve w ith hjal =  oc corresponds to the case when the coupling

helix is not shielded. The rem aining curves in d icate the effect o f shielding. It 
is to  be seen from th is figure th a t considering th e  effect o f the shield a lower 
value is obtained for ß c, thus equation (11) yields a longer coupling helix  as 
com pared to  th at obtained when the presence o f  the shield is neglected. Con
sequently , a better agreem ent w ith the experim ental results would be attained  
i f  the effect o f  the shield is taken into account.
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Furtherm ore, F ig . 8 show s th at when keeping ß  «q at a con stan t and 
decreasing  h/oq the va lu e o f  ßc «q is also decreased. Thus w ith  an inner helix  
o f an unaltered radius th e  len g th  of the coupling h e lix  increases as th e  spacing  
b etw een  the coupling h e lix  and shield decreases. F inally , it is w orth  m ention
in g  th a t  the m axim um  o f th e  curve ßc cq is sh ifted  to higher ß <q va lu es when 
Л/cq is  decreased.

In  the vicin ity  o f th e  m axim um  the coupling phase constant has a nearly  
co n sta n t value over a w ide band as seen in F igs. 7 and 8. Therefore, th e  m axi
m u m  o f  the curve ßc cq m ust be kept at the m ean frequency o f th e  operating  
b an d  w hen wide-band couplers are needed. In practical cases the m ean fre
q u en cy  and the dim ensions o f  the inner helix  are g iven, and the va lu e o f h is 
determ ined  by the characteristic im pedance o f the connecting cable. T hus, ß  cq 
and h/eq are known, and from  these values the ratio o f the tw o radii have to  
be determ ined in such a w a y  as to  give the m axim um  at the g iven  value  
o f  ß  cq.

In  order to determ ine th e  position  o f th e  m axim um , ßc m ust be differen
t ia te d  w ith  respect to  ß  and the differential quotient m ade equal to  zero. 
A nd so the equation

-  1
ß  «1

+ 1 +
h

- W _ £ - _ 1 + -A )e \ “i ax /

-2 м (—  -  1 + —)
1 — e 1 “* °l

h
я,

-2M  ■
(18)

=  0
2,-ÏOi -

is ob ta in ed . In the lim it case when hja1 =  o o ,  equation (18) has the sim pler form:

-  1 -------— - =  0 . (19)
«1 ßeq

T h is corresponds to the case when the distance o f the shield to  th e  coupling  
h e lix  is  infinite, that is w hen  the coupling helix  is not shielded. C onsequently, 
th e  effect of the shield is g iven  by the fourth and fifth  term s at the left side 
o f ( quation  (18).

Equation (18) cannot be solved for a2/eq. Therefore th is equation  has 
num erically  been solved for several values o f  ß  cq and Л/cq by successive approxi
m ation s. In Fig. 9, th e  optim um  values for the ratio of radii a2/cq obtained  
b y  so lv in g  equation (18) are given as a function  o f ß cq for d ifferent values o f  
Л/eq. I t  is apparent th a t tak ing  the effect o f shield ing into account a higher 
v a lu e  for the optim um  radius ratio is obtained than  w ithout th e  shield . More
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over, it is to  be seen th a t decreasing the spacing  between the coupling helix  
and the shield the optim um  ratio of the rad ii is increased.

The optim um  design o f a coupling helix  is obtained as follows. F ig . 9 gives 
the optim um  ratio at the given values o f  ß ox and h/at. K now ing this
ratio, the values o f  the coupling phase con stan t ßc in the m iddle o f  th e  band  
and at the tw o sides o f  it , are com puted from  equation (16). W ith th e  band

/За,
Fig. 9. Variation o f optim um  a.J a j ratio w ith  ß  n, for different h/al values

not too wide, the values o f  ßc at the two sides o f the band are nearly equal. 
In th is case the average value o f ßc in the m iddle o f the band and at th e  low  
frequency side o f it is com puted, and from  th is average value th e  required  
length o f the coupling helix  is determined b y  using equation (11). I f  the band  
w idth is large, the coupling phase constant ßc has substantially  d ifferent values 
at the tw o sides o f  the band, as can be seen in Figs. 7 and 8. Then b y  trial 
the ratio Oj/aj is increased until the values o f  ßc at the two edges o f  the band 
becom e equal.



3 2 4 T. BERCELI

6 .  E x a m p l e  i l l u s t r a t i n g  t h e  d i m e n s i o n i n g  o f  a  h e l ix  c o u p l e r

L e t us suppose th a t a h e lix  coupler for a band from  2000 to 4000 Mc/s is to be designed. 
T he in n er  helix  in the travelling-w ave tube has the dim ensions:

m ean radius a x =  1.68 mm,
wire d iam eter d x =  0.38 mm,
helix  p itch  m l =  0.68 mm,
winding direction  right-handed,
outer d iam eter of the glass tub in g  =  5.3 mm.

F ir st  o f all, the phase v e lo c ity  o f the propagation along the inner helix should be deter
m ined. T he calculations are m ade for the mean frequency fm  =  3000 Mc/s. The propagation  
c o n sta n t in  free space is, according to equation (1)

ßo =
2 71 f 2 л  3 • 109 

3 ■ 10»
=  62.8 m —1

T h e  ta n g e n t o f the pitch angle is , according to equation  (2),

H en ce ,

tan  tf>l
rn, 0.68

2ox n  2 • 1.68 n
0.0645

ßo ax co t y>!
62.8 • 1.68 • 10"3 

0.0645
=  1.63

T he corresponding value in F ig . 5 is

—------ sin yq =  0.0095
c

T h erefore, the ratio of the phase v e lo c ity  to the v e lo c ity  o f light has the value of

—  =  siny>, +  0.0095 ^ t a n v h  +  0.0095 =  0.0645 +  0.0095 =  0.074
c

N o w  the dimensions of th e  coupling helix has to be determ ined. First, the wire diam eter  
for th e  coupling helix is chosen. For transferring energy to  the helix coupler a coaxial cable, 
ty p e  R K  19/A, m anufactured in  H ungary, is used. The inner conductor in  this cable has a 
d ia m eter  of 0.7 mm. The turns o f  the coupling h elix  w ill be m ade of this conductor. H ence, 
the w ire diam eter for the coupling helix  will be 0.7 mm .

T he distance of the sh ield to  the coupling h elix  w ill now he determined. The ca lcu la
tio n s are m ade using equation (4) w ith  the condition  th a t the characteristic im pedance  
sh ou ld  b e  equal to that o f the coaxia l cable, which is 50 ohm s. To support the w ind ing a 
p o ly sty r e n e  material o f a d ie lectric  constant £/* — 2.54 w ill be used. According to  equation  
(4) th e  d istance of the shield to  th e  coupling helix is

h cosh z aUr
~ 60

0.7
2 cosh

50 I 2.54  
60 “

=  0.7 m m .

A s a next step, the op tim um  value of a2/ ai has to  be determ ined. To this end th e  single
h e lix  p h ase constant will be ca lcu lated  using equation (7) which gives

ß  =  - -  =  £ 0
V v / c

62.8
"оГоТ-Г 848 m~

T h e  param eters ß  and h/aL ha v e  the values:

ß  a x =  848 • 1.68 10 1.42,

h
a,

0.7
1.68

=  0 .42 .
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N o w , th e  optim um  radius ratio a j a 1 can readily be read from  Fig. 9. Its value is

opt
=  1.85 .

Therefore, the optim um  m ean radius for the coupling helix  is

(s )o p t  =  1.85 at  =  1.85 • 1.68 =  3.1 mm.

T he m ean diam eter for the coupling helix is equal to  tw ice this value, i. e. 2 a2 =  6.2 mm. 
H ence, the coupling helix  will have an inner diam eter o f 5.5 m m , th at is 0.2 m m  higher than  
th e  outer diam eter o f the glass tubing. This value is h igh enough for the helix  coupler to  be 
easily  placed onto the glass tube.

The inner diam eter o f the shield can now be calculated by using equation (5) according 
to  w hich

2 a 3 =  2 a 2 +  2 /i =  2 -  3.1 +  2 • 0.7 =  7.6 mm

The phase velocities along both  helices m ust have  the sam e value. From  th is  condition  
the p itch  o f the coupling helix  can be determ ined. The calculations are m ade b y  several trials. 
A value is chosen for tan  y>2 and the corresponding phase v e lo c ity  is calculated. I f  th is  ve loc ity  
differs from  that along the inner helix , another value is assum ed for tan  y>2, according to  the  
sign o f  the deviation , and the new  phase ve loc ity  is com pared w ith  that along th e  inner helix. 
T his process is continued until an appropriate value is obtained which in our case is

T hen,
tan y>2 =■ 0.0708.

ßo «2 cot V*2
62.8 • 3.1 • 10“ 3 

0T0708
2.75

to  w hich the value of

—------sin y>2 =  0.0032

is found from  Fig. 5. H ence, the phase velocity  is

—  =  sin  v 2 +  0.0032 e« tan  y>2 +  0.0032 =  0.0708 +  0.0032 =  0.074. 
c

T his is in  actual agreem ent w ith  the phase ve lo c ity  along the inner helix. T he h e lix  pitch  
from  equation  (2) is found to  be

m2 =  2a2 n  tan  y>2 — 2*3.1 n  0.0708 =  1.38 mm.

Since the inner helix  is wound in a right-hand direction , the coupling helix  m u st h ave left- 
handed turns.

To determ ine the length  of the coupling helix  th e  values o f ßc in the centre o f  th e  band, 
and at the lower end of it , are needed. In the centre o f  the band the value of ßc according to 
equation (16) is

ßc 2 ß  r № í - “i)
1 _  e -2ßh  
e~ 2 +

=  2 - 8 4 8  e-848(8,i-i,e8)io-»
Ы

__  g —2 .8 4 8 .0 ,  7 .1 0 —8

g —2 .8 4 8 (3 ,1 —1 ,6 8  Ю ,7 )1 0 -8
-  =  432 m -

The value o f ß c at the lower end of the frequency band is calculated as fo llow s. The 
phase velocities along the uncoupled inner helix  and along the uncoupled coupling helix  
m ust be determ ined. T he.phase velocities along the uncoupled helices at the low er end o f the  
band are slightly  different, therefore, the mean value is taken as an approxim ation to  calcu
la te  ß.  The latter having been obtained, equation (16) gives the value of ßc- A t th e  low er end 
o f  th e  band

ßc =  378 m “ 1.

5  A cta Tcchnica X X X I/3—4,
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g iv es
T he values o£ ßc obtained  at the centre and low er end of the band are averaged. It

a ßc +  ßc
ß c = ------ —

432 +  378
2 405 m  1 .

T he length  of the coupling helix  is obtained b y  su b stitu tin g  this value of ßc in to  equation  
(11). I t  is  found to  be

L  =  ~  =  7.75 • IO '3 m  =  7.75 m m .pc 405

F in a lly , the calculated dim ensions of the coupling h e lix  are rounded up and recapi 
tu la te d  :

inner d iam eter 5.5 mm,
m ean diam eter 6.2 mm,
diam eter o f the shield 7.6 mm,
helix  p itch  - 1.4 mm,
length  7.8 mm.

7. Principles of m easurem ents

I n  th e  preceding section  calculations w ere m ade in order to  determ ine  
th e  d im ensions o f the coupling helices. H ow ever, these calculations on ly  g ive  
rough approxim ate va lu es, and a series o f experim ents was begun to  obtain  
th e  correct dim ensions. The m easurem ents were m ade at frequencies from  2000  
to  4 0 0 0  Mc/s.

A  m icrowave absorbent m aterial gave m atched  loads term inating both  
ends o f  th e  inner helix . The coupling helix  w as placed onto the inner helix  
at approxim ate its centre. A  slotted  line w as connected  to the cable connec
tor o f  th e  coupling helix  through a conical taper, and the standing-w ave ratio  
w as m easured. As the inner h e lix  is term inated in  m atched loads, th e  stan d 
in g -w a v e  ratio, thus obtained , gives a measure o f  th e  efficiency o f the coupling.

T h e standing-w ave ratio o f  the helix  coupler was measured in  th e  band  
at sev era l frequencies. Since a wide-band transm ission  has to  be obtained , the  
v a r ia tio n  o f the stand ing-w ave ratio, m easured at a single frequency, w ith  the  
d im en sion s, has no sign ificance. Therefore, a new  notion was in troduced, 
n a m ely  th a t o f the m ean standing-w ave ratio , w hich is defined as follow s. 
T he standing-w ave ratio o f  th e  helix  coupler is m easured at equal d istances 
on th e  investigated  band, for exam ple at 100 M c/s distances, and the arith
m etica l m ean value o f the results thus obtained, is  regarded as the m ean stan d 
in g -w a v e  ratio. During th e  experim ents the dependence o f the m ean standing- 
w a v e ratio  on the d im ensions o f  the helix  couplers was studied. This m ethod  
p roved  to  be very useful in in vestigating  w ide-band elem ents.

I t  m ust be noted th a t th e  measured stand ing-w ave ratio does n o t on ly  
characterise the helix  coupler. There are reflection s at the connections o f  the  
cou p lin g  helix  and the coax ia l cable, in  the coax ia l cable itse lf  (ow ing to  inner
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irregularities), in the cable connector, and fin a lly , in  the conical taper a t the  
slotted  line. The m easured value is the resultant o f  these reflections.

In  addition, im pedance and attenuation m easurem ents were made in  order 
to  exam ine the possib ility  o f  an outer m atching, and to  determine the losses  
in the helix  couplers.

For experim ental purposes more than 200 h e lix  couplers were m ade, and  
nearly 20 000 m easurem ents were performed on th em . A short evalu ation  o f  
this enorm ous mass o f  data w ill be given in th e  follow ing sections.

8. Couplers with polystyrene insulation

The aim was to  determ ine experim entally th e  optim um  dim ensions o f  
the helix  couplers. A great variety  o f helix couplers w ith  different dim ensions  
were m ade, and b y  m easurem ents on them  th e  optim um  dim ensions w ere 
found. As a q u an tity  for characterising the effic ien cy  o f coupling th e  m ean  
standing-w ave ratio w as used.

The experim ents began w ith helix couplers corresponding to the d im en 
sions com puted in Section 6. Accordingly, the data  o f  the coupling helix  were 
at the beginning as follow s: wire diameter =  0.7 m m , inner diam eter =  5.5  
mm, shield diam eter =  7.6 m m , helix pitch =  1.4 m m , length =  7.8 m m . The  
coupler w as made in a form  shown in Fig. 3(b), i. e. the coaxial cable w as 
connected in a radial direction to the helix. A  H ungarian made m icrow ave  
coaxial cable typ e R K 19/A  w ith polythene in su la tion  and 50 ohms charac
teristic im pedance was used. The inner conductor o f  th is cable has a diam eter  
o f exactly  0.7 mm. Therefore, the turns of the coup ling helix were form ed o f  
the inner conductor o f  th is cable, the insulation o f  which had been rem oved. 
A polystyrene insulation  kept the turns in p osition . The coupling helices w ere 
wound left-handed, as a right-handed inner helix  w as used.

To obtain  the optim um  dimensions several series o f m easurem ents had  
to  be perform ed. D uring these m easurem ents th e  w ire diameter and th e  inner  
diam eter o f the coupling helix  were kept at a con stan t value and the len g th , 
pitch and shield altered. The three curves in  F ig . 10 show  the results.

F irst o f all, the length  was changed, the p itch  and shield diam eter b eing  
equal to  1.4 and 7.6 m m , respectively. The varia tion  o f the mean standing- 
wave ratio w ith  the length  o f  the coupling helix  is  shown in Fig. 10(a). A s is 
to  be seen, at a certain length , which is equal to  9 m m , a definite m inim um  
is obtained.

The experim ents continued w ith changes m ade in  the helix p itch . The  
length w as now made equal to  9 mm, that is to  th e  previously obtained o p ti
mum va lu e, w hile the shield diam eter rem ained a t 7.6  mm. The m ean s ta n d 
ing-w ave ratio varied w ith  the pitch o f the coup ling  helix  as shown in  F ig .

5*
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10(b ). H ere, too, a defin ite m inim um  can be seen at a point w here the pitch  
is  1.3  m m .

F in a lly , the shield d iam eter was changed . According to  th e  previously  
o b ta in e d  optim um  va lu es, th e  length and th e  pitch were chosen to  be equal 
to  9 m m  and 1.3 mm, resp ectively . The dependence of the m ean standing-w ave  
ra tio  on  the shield diam eter is shown in  F ig . 10(c). The m inim um  is at a di
a m eter  equal to 7.3 mm.

T he three sets o f  m easurem ents p rev iou sly  described were m ade in  order 
to  d eterm ine the optim um  dim ensions. A s could be seen, first th e  len gth  of

1I
.§*

!<<>
I

F ig .  10.  Mean standing-w ave ratio  as a function  o f  h e lix  dimensions for helices o f  0.7 
wire diam eter and p o lystyren e  insulation

th e  coupling helix had been  changed, and, after the optim um  len g th  had been 
d eterm in ed , the p itch  and th en  the shield  diam eter were altered. In  th is  way  
a f ir s t  approxim ation w as obtained for the optim um  dimensions o f  th e  coupling  
h e lix . Subsequently, further experim ents w ere performed w ith  th e  purpose of 
g e tt in g  a better approxim ation. The len g th , p itch  and shield d iam eter were 
a g a in  altered, but w ith ou t any essential im provem ent. The reason for th is is 
p erh a p s the fact th a t th e  difference b etw een  the calculated v a lu es and the  
exp erim en ta lly  obtained ones is sm all, on ly  10 to  20 per cent. A ccordingly , a 
fu r th er  im provem ent o f  th e  optim um  va lu es obtained b y  the f ir s t  approxi
m a tio n  was not a ttem p ted  a t the succeeding experim ents.

Therefore, the op tim u m  dim ensions o f  th e  helix coupler w ith  a 0.7 mm  
w ire diam eter are as follow s : length  =  9.0 m m , p itch  = 1 .3  mm, shield  diam eter =
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=  7.3 mm. The frequency dependence o f th e  standing-w ave ratio o f  th e  helix  
coupler having optim um  dim ensions is show n in  F ig. 11. The v a lu e  o f  the  
standing-w ave ratio is seen to  be below 1.4 over th e  whole w idth  o f  th e  band.

Further, m easurem ents were made to  determ ine the variation o f  th e  m ean  
standing-w ave ratio w ith  the thickness o f  th e  disk which fixes th e  cable. 
Changing the th ickness o f  the disk was found to  have practically no effect on 
th e  standing-w ave ratio. A dditional experim ents on coupling helices to  w hich  
the coaxial cables were tangentia lly  connected  instead of the radial arrange
m ent, yielded practically  the same result.

Subsequently, the effect o f the wire d iam eter on the mean stan d in g-w ave  
ratio was exam ined. For th is purpose experim ents were performed on  helix

16
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Fig. 11. Frequency dependence o f the standing-w ave ratio  for a helix coupler w ith  optim um  
dim ensions, m ade o f  a wire of 0.7 m m  diam eter and polystyrene insu lation

couplers with a 0.6 m m  wire diameter. As p reviou sly , their inner d iam eter was 
equal to  5.5 mm. The arrangem ent is shown in  F ig . 3(a). In this case, th e  coaxia l 
cable connected to  the helix  is in an axial d irection , its outer conductor being  
in contact w ith th e  shield , and its inner conductor is connected to  th e  coupling  
helix. The experim ents began w ith the op tim u m  values obtained from  the  
previous set o f m easurem ents. The results can  be read from Fig. 12.

A t the beginning o f  th is experim ent, th e  len g th  of the coupling h e lix  was 
altered. The p itch  w as 1.3 mm and the shield  diam eter 7.3 mm. The d istance  
betw een the inner conductor of the coaxial cable and the coupling h e lix  was 
8 mm. The variation  o f the mean stand ing-w ave ratio with the len g th  o f  the  
coupling helix is show n in F ig. 12(a). M inim um  was obtained at a len g th  o f
9.5 m m . F ig. 12(b) shows the effect o f  th e  shield-diam eter variation . In  th is  
case, the length  o f  the coupling helices is 9.5 m m , the pitch is 1.3 m m , the  
distance betw een the inner conductor o f  th e  coax ia l cable and th e  coupling  
helix is 8 mm. O ptim um  value was obta ined  when the diam eter equalled  
7.2 mm.

The effect o f  changes in  pitch is show n in  F ig. 12(c). The len g th  was
9.5 m m , the shield diam eter had a value o f  7.2 m m , and the cab le-h elix  d is
tance rem ained 8 m m . The optim um  pitch  h ad  th e  same value as in  th e  pre
vious experim ents. In addition , the influence o f  th e  distance betw een th e  inner
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con d u ctor o f the coaxial cable and the coupling helix  on the mean standing- 
w ave ratio  was in vestigated . This is shown in  F ig . 12(d). The optim um  value  
p roved  to  he 7 mm.

C

. 0

Cable-Helix d istance in mm 
d

Fig. 12. M ean standing-w ave ratio  as a function o f th e  h e lix  dimensions for helices o f  0.6 m m  
wire d iam eter and polystyrene insu lation

Fig. 13.  Frequency dependence o f  the standing-w ave ratio  for a helix coupler w ith  optim um  
dim ensions, made o f  a w ire of 0.6 mm diam eter and polystyrene insu lation

A ccordingly, the optim um  dimensions o f  a helix  coupler w ith a 0 .6  mm 
w ire d iam eter are: length  9.5 m m , pitch 1.3 m m , sh ield  diameter 7.2 m m , cable- 
h e lix  d istance 7 mm. The frequency dependence o f  the standing-w ave ratio  
o f  a h e lix  coupler having  optim um  dim ensions is  given in Fig. 13. T he value  
o f th e  standing-w ave ratio is below 1.4 over th e  whole width of th e  band.
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On m aking the follow ing set o f m easurem ents, coupling helices w ith  a
0.3 mm wire diam eter were used in the arrangem ent shown in  F ig . 3(a). 
As previously, the inner diam eter of the coupling helix  had a va lu e  o f  5.5 
m m . W e started w ith  th e  optim um  values obtained  from the previous set o f  
m easurem ents. The results are g iven b y  four curves in Fig. 14.

The shield diam eter was changed at the beginning. The va lu es were: 
helix  pitch =  1.3 m m , len gth  o f the coupling helix  =  9.5 mm, cable-helix  dis-

b

c  d

Fig. 14. Mean standing-w ave ratio as a function o f the h e lix  dim ensions for helices o f  0.3 mm  
wire diam eter and polystyrene insulation

tance =  7 m m . The dependence o f  the m ean standing-w ave ratio on shield  
diam eter is shown in F ig. 14(a). M inimum standing-w ave ratio is obtained  at 
a shield diam eter o f 7.8 m m .

Subsequently, the length  o f the coupling h elix  was altered. M easurem ents 
were m ade w ith  a p itch  o f  1.3 m m , and a shield diam eter equal to  th e  pre
v iou sly  determ ined 7.0 m m . The distance betw een  the cable and h e lix  was 
also 7 m m . The optim um  length  proved to  be 10 m m , as can be seen in Fig. 
14(b). F ig . 14(c) shows th e  dependence on the p itch . In  th is case th e  d im en
sions were: length  10 m m , shield diam eter 7.0 m m , distance betw een th e  cable 
and the helix  7 mm. The optim um  value o f  th e  p itch  is 1.25 mm. In  addition,
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th e  effect o f  the cable-helix  distance on the m ean standing-w ave ratio was 
exam in ed . The corresponding diagram is show n in F ig. 14(d). The optim um  
va lu e rem ained 7 mm.

C onsequently, a h e lix  coupler w ith a wire diam eter of 0.3 m m  has its  
op tim u m  dim ensions as follow s: length 10 m m , p itch  1.25 mm, shield diam eter  
7.0 m m , distance betw een  th e  inner conductor o f  th e  coaxial cable and the  
coupling helix  7 mm. The frequency dependence o f  the standing-w ave ratio  
o f a h e lix  coupler having optim um  dim ensions is g iven  in Fig. 15. A s is  to  be 
seen, th e  standing-w ave ratio  is below 1.6 over th e  whole w idth o f th e  band.

L et a comparison be m ade between the resu lts o f  the three sets o f  m eas
urem ents. The thicker wire seem s to  be the m ore advantageous. W ith  a wire 
d iam eter o f  0.3 mm such a low  standing-w ave ratio  could not be obta ined  as

1 Ь6
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% 2 0 0 0  3 0 0 0  4 0 0 0

Frequency in M c/s

Fig. 15.  Frequency dependence o f  the standing-w ave ratio for a helix  coupler w ith  optim um  
dim ensions, m ade o f a w ire o f 0.3 m m  diam eter and polystyrene insu lation

w ith  th e  0.6 or 0.7 m m  w ires. In addition, w hen altering the wire diam eter 
th e  op tim u m  values o f  p itch , length  and shield diam eter were changed, nam ely  
w ith  decreasing wire d iam eter the optim um  values o f  p itch  and shield diam eter  
decrease, and the optim um  length  increases.

9. Couplers with teflon  insulation

T he experim ents were continued on helix  couplers in  which the insu lating  
m ateria l supporting th e  turns was teflon . These h e lix  couplers were constructed  
of a w ire w ith  0.6 mm  diam eter in  an arrangem ent according to F ig. 3(a). The 
inner d iam eter was 5.5 m m , as previously. W e started  w ith the optim um  
dim ensions obtained on th e  polystyrene-insu lated  helix  couplers w ith  a wire 
diam eter o f  0.6 m m . The four curves o f F ig . 16 show  the results.

F irst o f all, the va lu e o f  shield diam eter w as altered (F ig. 16(a)). The  
chosen  values were as fo llow s: pitch = 1 . 3  m m , len gth  = 9 . 5  mm, cable-helix  
d istan ce = 7  mm. The optim um  shield diam eter w as found to be 7.2 mm. 
T hen , th e  helix  pitch w as altered (Fig. 16(b)). In  th is  case the shield diam eter
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was 7.2 m m , length was 9.5 mm and the cable-helix  distance 7 mm. An o p ti
mum pitch  o f 1.3 mm w as obtained.

Subsequently, th e  length  o f  the coupling h e lix  was altered, but in a d if
ferent w ay. The shield len gth  rem ained 10 m m , and the helix  screwed into  the  
threads o f the teflon  insu lation  was gradually shortened b y  a quarter o f  a 
turn. From  Fig. 16(c) it  can be seen that there is no definite m inim um , th e  
m ean standing-w ave ratio is nearly constant over a rather wide band. T he

5; D ia m e te r  o f  S h ie ld  in  m m  
a

.o

b

Fig. 16. Mean standing-w ave ratio as a function of the h e lix  dim ensions for helices o f  0.6 m m
wire diam eter and teflon  insu la tion

m ean standing-w ave ratio began to increase considerably  only when the h e lix  
had been shortened b y  more than  three turns. T he optim um  value was reached  
w ith  a helix  shortened b y  about a % turn, th a t is, w hen its length was 9.4 m m .

To obtain a further im provem ent in m ean standing-w ave ratio a m etal 
disk was placed on the end o f the helix coupler, a t which the first turn o f th e  
coupling helix  was connected  to the cable inner conductor. This m etal disk  
had a groove in which a piece o f  the coupling-helix  wire was placed and con 
nected to the inner conductor o f  the cable. T he groove had a w idth o f  3 mm  
and a variable depth. The effect o f the depth varia tion  on the m ean stand ing- 
w ave ratio is shown in F ig . 16(d). The optim um  va lu e corresponds to  1.9 m m  
groove depth.
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T o sum  up, the op tim u m  values are: length  =  9.4 mm, pitch = 1 . 3  mm, 
sh ie ld  diam eter =  7.2 m m , distance betw een  th e  cable inner conductor and 
th e  cou p lin g  helix =  7 m m , groove depth = 1 . 9  m m . Fig. 17 shows th e  varia
t io n  o f  th e  standing-w ave o f  a helix  coupler w ith  these optim um  dim ensions 
as a fu n ctio n  o f frequency. From  th is figure i t  m ay be seen that th e  standing- 
w a v e  ra tio  is below 1.5 over th e  entire frequency band.

Fig. 17.  Frequency dependence o f  th e  standing-w ave ratio for a helix coupler w ith  optim um  
dimensions, m ade o f  a w ire of 0.6 m m  diam eter and teflon insu lation

10 . Tw o-term inal couplers

There were other h e lix  couplers constructed  in such a w ay , th a t  both  
th e ir  ends were provided w ith  cable connections. The connecting cables had 
con n ectors at the ends, and  standing-w ave ratio was measured. For th is  pur
p o se  th e  helix  couplers w ere drawn onto th e  inner helix  and approxim ately  
p la ced  in  the middle o f  it . The inner helix  had m atched term inations at both 
en d s. One o f the cable connections o f th e  helix  couplers was connected  to  a 
s lo t te d  lin e  by means o f  a conical taper. Standing-w ave ratio w as measured  
in  tw o  cases: the cable connection  at the other end o f the helix  coupler was 
te rm in a ted  w itha m atched load  in the first case, and leftopen  in the second case.

Som e of the helix  couplers su b stan tia lly  gave the same results in  both  
ca ses . T his indicates th a t th ese  couplers transfer a large part o f  th e  energy  
to  th e  inner helix, and therefore the term inations have little  effect. W ith  other 
cou p lers considerably d ifferent results were obtained, in both cases indicating  
th a t  o n ly  a small part o f  th e  energy is transferred to the inner h e lix . When 
th e ir  ends were left open, a h igh value for th e  standing-w ave ratio w as obtained, 
w h ile  w ith  a m atched load  th e  standing-w ave ratio decreased substantia lly .

11. Impedance m easurem ents

T h e impedance o f  one o f  the helix  couplers was measured as a function  
o f  freq u en cy . This helix  coupler was m ade in  the form shown in F ig . 3(b) with  
th e  fo llow ing data: p itch  =  1.3 m m , length  = 9  mm, shield d iam eter = 7 . 3
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ram, wire diam eter == 0.7 m m , inner diam eter =  5.5 mm. The insu lating  
m aterial holding the turns w as polystyrene. To measure the im pedance the  
h elix  coupler was pulled over the inner helix and fixed  approxim ately  at a 
central position on it, the inner helix was term inated at botiig ends w ith

m atched  loads, and a slotted  line was connected through a con ica l taper  
to  th e  cable connectors o f the helix  coupler. The im pedance refers to  the 
end o f th e  cable connector.

The im pedances m easured at frequencies from 2000 to  4000 Mc/s are 
given in a Sm ith diagram show n in F ig. 18. The numbers at the p o in ts on the  
figure d en ote  the frequencies. The values o f the im pedance are inside a circle 
w hich corresponds to 1.4 standing-w ave ratio. As can be seen, the variation

Fig.  IS.  Frequency dependence of the im pedance for a helix  coupler
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o f  th e  im pedance over a narrow band is not to o  large, therefore, the helix  
coup ler can well be m atch ed  in  a narrow frequency band to  a w ave-guide by  
m eans o f  m atching elem en ts in  the latter.

12 . A ttenuation m easurem ents

T he attenuation o f  tw o  helix  couplers w ere m easured. The helix  
couplers had polystyrene in su lation  and were constructed  o f a 0.7 m m  dia
m eter wire as shown in  F ig . 3(b). Their dim ensions were as follows: p itch  =  1.3 
m m , len gth  =  9 m m , sh ield  diam eter =  7.3 m m , inner diam eter =  5.5 mm. 
The insu lating m aterial f ix in g  the turns w as p olystyren e. W hen m aking the

Fig. 19. A tten u ation  m easurem ent on h e lix  couplers

m easurem ents, the h e lix  couplers were drawn onto the inner helix  beside each 
oth er (F ig . 19). M icrowave pow er was applied through the cable connection  to  
one o f  th e  helix couplers, and  the power a t th e  cable connection o f the other  
h e lix  coupler was m easured . In  th is w ay, th e  energy  entering the cable con
n ectio n  travelled along th e  cable o f one o f  the h e lix  couplers, was transm itted  
th rou gh  the coupler to  th e  inner helix, and from  there it  reached the power 
m eter through the other h e lix  coupler and its  cable. Therefore, th e  sum  o f the  
atten u ation s in the tw o  cab les, in the tw o helix  couplers and in a part o f the  
inner helix  was m easured. The inner helix  w as term inated  at both  ends by  
its  characteristic im pedance to  avoid reflections w hich  m ight fa lsify  th e  results. 
T he h e lix  couplers w ere sh ifted  close to each other so th a t the section  o f the 
inner helix  through w hich  energy is transm itted  should  be as short as possible, 
causing  a possible low  ad d ition a l attenuation. T he attenuation  m easured in  this 
w a y  is  given by curve 1 in  F ig . 20. The a tten u ation  is rather high and increases 
w ith  frequency.
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One o f the helix couplers was then reversed in  order for the energy to  
pass to  th e  inner helix in th e  direction opposite to  the other helix  coupler. The 
attenuation  in  the tw o couplers betw een the cable connections was again m eas
ured (curve 2, F ig. 20) and found to  be m uch higher than  the previously  
obtained  value. This ind icates th at a helix  coupler acts as a directional coupler.

Fig. 20.  A ttenu ation  in  h elix  couplers as a function o f frequency. In  the case o f curve 1 energy  
is  transferred to the inner h e lix  from  one helix  coupler in  the direction o f the other helix  

coupler, while w ith  curve 2 the position o f  the h elix  coupler is reversed

13. M anufacturing o f helix  couplers

The first helix  couplers were made using th e  injection  m oulding tech 
nique in an arrangem ent show n in F ig. 3(b). A  m eta l core w ith a housing was 
m ade w ith  threads cut on the core. The end o f  th e  cable was bared and placed  
in to  the threads o f the core. The housing consisted  o f  the tw o parts clam ped  
to  each other, thus fix in g  the cable. P olystyrene was injected in to  th e  gap 
betw een the turns and th e  housing (Fig. 21), and then the core th a t held  the

Fig. 21. Cross section  of an injection-m oulded helix  coupler
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w in d in g  was unscrewed. T his technique had several disadvantages. The injected  
p o ly sty ren e  material sh ifted  the winding. Owing to the high pressure the  
cab le  was distorted and th e  polythene in su lation  in it was ejected . M uch effort 
w as m ade to keep th e  core and the housing in a concentric position  during 
th e  in jection  moulding. T he space betw een the turns and the housing being 
sm a ll th e  polystyrene often  fa iled  to run along and so did not fill up th e  space.

A nother m ethod was tried  next to realize the form shown in  F ig. 3(a). 
A  w ire w as wound on a m eta l rod and put in to  a hole, the inner space o f  which 
w as th e n  filled w ith in jected  polystyrene. T he outer surface o f  the polystyrene  
co a tin g  w as lathe-turned to  have the desired diam eter. B y  these m eans far

Fig. 23 .  Comb-like supporting plate

m ore precise helices could be produced, b u t d ifficulties were encountered with  
th e  in jection  m oulding during which the turns were shifted as in  th e  pre
v io u s  case.

A nother investigated  form  was the so-ca lled  comb coupler, the cross 
sec tio n  o f  which is show n in  F ig . 22. The turns were supported b y  three insu
la tin g  p lates which were countersunk into th e  shielding m etal case and placed  
at 120° to  each other. T he m etal case consisted  of two halves so th a t the  
grooves could be m illed. T he shape o f the p la tes supporting the turns is shown  
in  F ig . 23. It looks som eth in g  like a comb, and th a t is w hy th is ty p e  is called  
a com b-coupler. The rabbets were formed b y  m illing. The distance betw een  
th e  ad jacen t rabbets is equal to  the helix  p itch . The w idth  and d epth  o f the 
ra b b ets  are chosen in  such a w ay that the wire could be placed in to  it . The 
th ree  p la tes were placed in  th e  three grooves so th a t the rabbets in the adja-
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cent p lates should be axially  shifted to each other by one third o f  th e  p itch . 
The m anufacturing of th is typ e o f the helices could  quite easily be so lved .

A different m ethod w as also used to  produce comb-couplers. T he housing , 
in th is  case, was not divided into tw o parts, and slotting  was applied  to  m ake 
the grooves. The plates holding the turns were placed into the grooves, and 
the rabbets cut on a lathe. So a higher accuracy could be attained as com pared  
to th e  above-m entioned techniques. H ow ever, strong reflections caused  b y  the  
inhom ogeneous dielectric m aterial m ade th e  practical use of th ese  com b- 
couplers im possible.

F in a lly , all the helix  couplers were m anufactured by turning on  a la th e . 
A tolerance o f  ^ 0 .0 1  mm w as allowable. Calibrated tap drills were m ade to  
cut th e  threads. The hole in the shielding case h avin g  been made, th e  in su la t
ing m aterial was forced in to  it and the thread cu t, using the ca lib rated  tap  
drills. Then, the helix  w ound onto a rod was screw ed into the th read s o f  the  
insulating m aterial. This m ethod proved to  be usefu l in producing h e lix  cou 
plers show n in  F igs. 3(a) and 3(b). The above described results were obta ined  
w ith helix  couplers made b y  using th is la tter m ethod.

14. Conclusions

The design o f helix couplers is based on th e  calculation o f th e  cou p lin g  
betw een the tw o coupled helices. In order to  have an appropriate m atch in g  
to the coaxial cable the coupling helix  m ust be shielded. In ca lcu lating  th e  
coupling factor the effect o f  the shield, too , m ay  be taken into accou n t.

The coupling phase constant was determ ined, taking the effect o f  the  
coupling-helix  shield into account. The effect o f  the shield decreases the  
coupling phase constant. This decrease depends on th e  distance o f th e  coup ling  
helix to  th e  shield. B y  decreasing the distance th e  phase constant decreases.

The optim um  radius o f  the coupling helix  w as determined considering  
the effect o f  the shield. A ccordingly, the optim um  radius is slightly  h igher as 
com pared to  th e  value obtained when the shield effect is neglected. M oreover, 
it  has been found th at a higher value for the len gth  o f the coupling h e lix  is 
obtained w hen taking the effect o f the shield in to  account. C onsequently, the  
value obtained by using th is calculation m ethod is in  better agreem ent to  th e  
experim ental results.

Several experim ents were performed to  in vestiga te  the practical a p p lica 
b ility  o f  th is new  m ethod o f design. The experim entally  determined optim um  
dim ensions o f  the helix coupler differed from th e  calculated values b y  on ly  
10 per cent average.
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SUM M ARY

D esign problems o f  h e lix  couplers are d iscussed w ith  the aim of determ ining their  
o p tim u m  dim ensions. F irst o f  a ll, an approxim ate ca lcu lation  method of dim ensioning helix  
couplers is  given, then  a n ew  optim um  dim ensioning is described. The application o f the new  
m ethod is presented on a h e lix  coupler for the 2000 — 4000 M c/s frequency band.

In  order to in v estig a te  th e  applicability o f  th e  proposed m ethod, several experim ents  
were m ade. The optim um  dim ensions obtained b y  th ese  experim ents are near to th e  calculated  
v a lu es, the mean difference betw een  them  being 10% . T he dependence of the standing-w ave  
ratio on wire diam eter w as experim entally  investigated  w ith  the result that the use o f  a thicker  
w ire is more advantageous. T he frequency dependence o f  th e  im pedance, the coupling losses 
and th e  directivity o f  th e  coupling were m easured. F in a lly , m anufacturing technique of  
h e lix  couplers is described.

K O N ST R U K T IO N  VON H E L IX K O P P L E R N

T. BER C E LI

ZUSAM M ENFASSUNG

Der K opplungsfaktor zwischen den beiden gekopp elten  Helizen bestim m t die D im en
sionen  der H elixkoppler. U m  die Koppelhelix dem  k o a x ia len  K abel gut anpassen zu können, 
m uß sie geschirm t w erden. B e i Berechnung des K opplungsfaktors kann auch die W irkung 
der K oppelhelixabschirm ung beachtet werden.

Der Phasenfaktor der zwischen den K opp elhelizen  entstehenden E nergiefluktuation  
wurde unter Beachtung der W irkung der K oppelbelixabschirm ung bestim m t. D ieser P hasen
faktor wird infolge der A bschirm ung geringer. D ie  Größe der Verminderung h än gt von  der 
E ntfernung zwischen K op p elh elix  und Abschirm ung ab. M it der Abnahme der E ntfernung  
n im m t auch der P hasenfaktor der Energiefluktuation ab.

Es wurde der op tim ale  Radius der K opp elhelix  unter Beachtung der W irkung der 
A bschirm ung bestim m t. D em nach  ist der optim ale R ad iu s der K oppelhelix etw as größer 
als w enn die W irkung der Abschirm ung außer acht gelassen  wird. Es wurde w eiterhin  fest
g este llt , daß der L ängenw ert der K oppelhelix höher is t ,  w enn auch die W irkung der Abschir
m ung in  Betracht gezogen  w ird. Dieses D im ensionierungsverfahren ergibt also W erte, die 
den bekannten V ersuchsergebnissen näherstehen.

U m  die praktische Anwendbarkeit dieses neuen  D im ensionierungsverfahrens zu prüfen, 
w urden mehrere V ersuchsserien ausgeführt. Die experim en tell erhaltenen gün stigsten  D im en
sionen  der H elixkoppler zeig ten  im Durchschnitt b loß eine 10%-ige A bw eichung von  den m it 
dem  neuen D im ensionierungsverfahren bestim m ten  W erten.
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LE DIM E N SIO N N E M E N T  DES C O U PL E U R S H É L IC O ÏD E S

T. B E R C E L I

RÉSUM É

Les dim ensions des coupleurs hélicoïdes sont déterm inées par le facteur de couplage 
entre les deux hélices. I l  fa u t blinder l ’hélice couplante pour bien l ’ajuster au cable coaxial. 
E n  ca lcu lant le facteur de couplage, il fau t aussi tenir com pte de l ’effet du blindage de l ’hélice 
couplante.

Compte tenu de cet e ffet, l ’auteur a déterm iné le facteur de phase de la  fluctuation  
d ’énergie se produisant entre les hélices couplantes. Ce facteur de phase est réduit par l ’effet 
du blindage, la  mesure de cette  réduction dépendant de la  d istance entre l ’hélice couplante et 
le b lindage. En dim inuant cette  d istance, on réduit aussi le  facteur de phase de la fluctuation  
d ’énergie.

La valeur du rayon optim um  de l ’hélice couplante a été déterm inée en ten a n t com pte  
de l ’effet du blindage. Le rayon  optim um  de l ’hélice couplante est ainsi un  peu plus grand qu’il 
ne serait sans considération de ce dernier. On a égalem ent trouvé que la valeur de la longueur 
de l ’hélice couplante est plus grande si l ’on tien t com pte de l ’effet du blindage. Le procédé 
de dim ensionnem ent en question  fournit donc une valeur plus conform e aux résu ltats connus, 
obtenus par des expériences.

Plusieurs séries d ’essais ont été effectuées en vu e  de l ’exam en de l ’applicabilité practi- 
que de cette  nouvelle m éthode de dim ensionnem ent. Les dim ensions les plus favorables des 
conpleurs hélicoïdes, obtenues expérim entalem ent, ne présenten t, en m oyenne, q u ’une diffé
rence de 10% par rapport au x  valeurs déterm inées par le nouveau procédé.

КОНСТРУИРОВАНИЕ СОЕДИНИТЕЛЕЙ ГЕЛИКС
T . Б Е Р Ц Е Л И

РЕЗЮМЕ

Расчет соединителей геликс основывается на коэффициенте связи между двумя 
связанными геликсами. Соединительный геликс для удовлетворительного согласования 
с коаксиальным кабелем следует экранировать. При вычислении коэффициента связи 
следует учитывать также экранирующий эффект соединительного геликса.

Коэффициент фазы колебания энергии, возникающего между связанными гели
ксами, определен с учетом экранирующего эффекта соединительных геликсов. Коэффи
циент фазы колебания энергии уменьшается экранирующим эффектом. Степень умень
шения зависит от расстояния между соединительным геликсом и экранированием. Со 
снижением этого расстояния падает коэффициент связи колебания энергии.

Определена величина оптимального радиуса соединительного геликса с учетом 
экранирующего эффекта. Таким образом, оптимальный радиус соединительного геликса 
несколько больше, чем в случае, если не учитывается экранирующий эффект. Далее уста
новлено, что для длины соединительного геликса получается большая величина, если 
будет учитываться также экранирующий эффект. Следовательно, предлагаемая методика 
расчета дает результаты, которые стоят ближе к опытным данным.

Для исследования практической применимости новой расчетной методики выпол
нение ряд серий опытов. Наиболее удовлетворительные размеры соединителя геликс, 
полученные опытным путем, отклоняются от полученных при помощи новой расчетной 
методики в среднем только на 10%.

6 Al la Technics XXXI/3—4 .
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1. Introduction

The calculation o f paraboloid shells o f  revolution , centrically  placed  
over a base com prising a regular triangle or hexagon, respectively  (F ig . 1), 
can easily  be m ade b y  plain analytical m ethods in the m ost sim ple cases of 
loading only. Therefore, particular atten tion  should be paid to  num erical 
m ethods offering th e  possib ility  for a re la tively  plain calcu lation  o f the 
shells in question, even  for optionally  arranged vertical loadings. A m ong the  
m ethods, suitable for th is  purpose, the relaxation method [1 — 3] is th e  best 
know n and the m ost easy to  handle.

For shells over a regular triangle or h exagon  basis, respectively , it  is ex 
pedient to carry out the relaxation on an equilateral triangle-lattice (F ig. 2) 
placed upon the shell’s plan projection. B y so doing, the value o f  th e  stress- 
function at the p ivo ta l points can be calcu lated  in  a relatively  sim ple w ay, 
and the determ ination o f the internal forces belonging to the in ternal p ivotal

Fig. 1. Paraboloid shell o f  revolution on a base com prising a regular triangle or hexagon

6»
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1Л

Fig.  2.  Equilateral tr iangle-lattice

p o in ts  causes no trouble e ith er , whereas different d ifficulties appear at p ivota l 
p o in ts  situated on the boundary. The present paper introduces procedures su it
ab le  for the elim ination o f th ese difficulties.

Our calculations are based on the usual assum ptions of the m em brane  
th e o r y  o f  shells.

Concerning the edge-beam s, we suppose, th a t these can only resist forces 
a c tin g  in  their own p lane. O w ing to this condition , th e  shell cannot exert any  
la tera l pressure on th e  edge beam s.

Furthermore, w e suppose, that the deform ation o f the shell and o f  the  
ed ge beam s can proceed en tire ly  freely and in d ependently  o f each other.

The equation o f  th e  m iddle surface o f  paraboloid shells o f  revolu tion , 
sh ow n  in Fig. 1, and referring to  the system  o f coordinates 0 (x, y ,  z), is

w h ile  th e  differential eq u ation  o f the stress function  F — F(x, y ) o f  these  
sh e lls  is

2 . Assumptions

3 . D eterm ination of the stress function

Z  =  —  (x2 +  y*) 
R2 ' ( 1 )

(2)

H erein  Fxx and Fyy in d ica te  th e  second derivative o f  the stress function  accord
in g  to  x or y , resp ectiv e ly , w hile Z — Z(x, y) m eans the specific va lu e o f  the  
p rojectional load. The m ean ing o f the other n otation s is explained in  F ig. 1.
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Expressing the derivatives taken in  directions x, y  w ith derivatives  
m ade up in directions u, v, iv, shown in F ig . 3 , we obtain instead o f  differen
tia l equation (2) the follow ing one:

3  R 2
K u + F vv +  Fww+ - — Z =  0 . (3)

4 H

The solution  o f our problem dem ands th e  settin g  up o f a function F  corre
sponding to  the above differential equation, the va lu e o f  which is con stan t at

120° ж

v 120°̂

щ-
9 0 °  /

Fig. 3. D irections x, у  and u, v, to

all points o f th e  shell’s boundary. Choosing zero for the optional va lu e  o f  th is  
constant, the boundary condition to  be fu lfilled  is:

F boundary =  0  • ( ^ )

For setting up function F  we apply an approaching procedure. D uring  
th is course the shell’s m iddle surface gets replaced b y  the equilateral triangle  
la ttice  shown in F ig. 2. The horizontal projections o f  its braces are parallel to  
th e  sides o f  the triangle basis or of the hexagon basis, respectively. A t the  
sam e tim e, the derivatives figuring in differential equation (3) are approxi
m ately  expressed by central differences. B y  so doing, and using n o ta tion

K  =  ^ h- Z ,
4 H

(5)

we obtain  the difference equation

6 F  +  К  =  0 . ( 6)
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In  th e  above tw o form ulae F  or Z,  resp ectively , m ean the value o f  the stress 
fu n ction  or the load  function taken  at the exam ined p ivota l poin t, while 
notation s Fx, F 2, . . . , F 6 indicate the va lues o f  th e  stress functions belonging  
to  p iv o ta l points 1, 2, . . . , 6, being contiguous w ith  the exam ined p ivota l poin t. 
The num eration o f th e  p ivota l points in th e  v ic in ity  o f the exam ined one is ex 
p lained  in F ig. 4.

The stress function  has to m eet at th e  internal p ivotal points o f th e  la t
tice  d ifferential equation  (6), at p ivotal poin ts on the boundary, how ever, it  has 
to  fu lfil boundary condition  (4).

W e determ ine th e  value of th e  stress fu n ction  belonging to  th e  in ternal 
p iv o ta l points b y  relaxation . In the first step  o f  th e  calculation the value o f  the 
stress function , pertain ing to  the internal p iv o ta l points, can arbitrarily be 
chosen . In  the fo llow ing step, these optional va lu es become — aided b y  differ
ence equation (6) — gradually ju stified , u n til th e  residuum

6

F  = 2  F, -  6 F  +  F  (7)

becom es at all in ternal p ivotal points so sm all, as to be negligible. The calcu
la tion  — ch iefly , i f  the in itia l values F  w ere su itab ly  chosen and the well 
know n m aneuvers o f  relaxation were skilfu lly  utilized  — converges in  a rela
tiv e ly  short tim e.

4 . Calculation o f projectional internal forces at internal pivotal points

A fter the determ ination  of the stress fu n ction , for the calculation  o f  the  
projectional in ternal forces, relations

nx =  Fyy, nxy =  Fxy, Пу Fxx, (8)

w ell know n from th e theory  o f membrane shells, can  be used. In the case on hand, 
how ever, it  is exp ed ien t to  turn from  th e derivatives according to  x, у  to  the  
derivatives m ade up in  directions u ,v ,w .  I f  th e  ax is directions u ,v ,w  are arranged  
as is show n in F ig. 3, the m odification in qu estion  can be done using form ulae

FXX — (2 F uu 2 F m — Fww) ,

F xv =  у з  (F„„ -  F J , (9)
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B y  these replacem ents form ulae (8) w ill obtain the following form:

n =  Fn x •* W W ’

n xy =  ( F vv F uu) ’

ny =  - g -  (2 F uu +  2 Fm — Fww).

( 10)

The know ledge o f the above form ulae offers th e  possibility for a relatively  
plain calculation o f the internal forces at th e  internal p ivotal p o in ts. N am ely, 
at th ese points differential quotients figuring in  formulae (10), can b e expressed  
b y  th e  corresponding central differences [2] com paratively easily  and gener
ally  w ith  sufficient accuracy. So, e. g.

FUÛ ^ ( F 1- 2 F  +  F4) ,
h*

and sim ilar formulae are also valid  for Fvv and F ww. B y  su b stitu tin g  these  
in to  form ulae (10), we obtain for the calculation o f the internal forces th e  follow 
ing approxim ate formulae:

nx ^ - ± - ( F 2 +  Fb - 2 F ) ,
№

n xy с *  ( —  * 1  +  * 3  —  F i  +  F e) >

ny ^  ^7t (2 í i — F * +  2 F 3  +  2 F 4 — F 5 +  2F6 — 6 F ).
Ah*

The last o f  the above form ulae can also be w ritten  — w ith regards to  relation  
(6) and the first formula in (11) — in the follow ing form:

( И )

nу
2 К
3 К*

( 12)

I f  the shell’s centre is at th e  sam e tim e a p ivotal point, and th e  load  upon 
the shell is sym m etrical to  the shell’s sym m etry-planes, the va lu e  o f  internal 
forces arising at the centre o f  the shell can also be directly ca lcu la ted , i. e.: ■

Ah* n xy =  ° - (13)
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5 . Calculation of projectional internal forces at p ivotal points on the boundary

T he calculation o f  projectional internal forces at p ivotal points on the  
boundary is som ewhat m ore wearisome then  at in tern a l pivotal points, because  
th e  stress function is n o t defined  at pivotal p o in ts outside the boundary. In  
such cases the calculation can  be made by using tw o  different m ethods.

a)  First method. — D erivatives figuring in  form ulae (10) should not be 
approached by central, b u t b y  lateral differences [2 ]. To assure a sim ilar accu-

Fig. 4. Marking o f  p o in ts  contiguous w ith  th e  exam in ed  p ivotal point

Fig.  5. Marking o f  p o in ts  contiguous w ith  th e  exam in ed  pivotal point 
situ a ted  on  the side norm al to  th e  x-axis

racy as in  the foregoing, w e h ave to initiate in to  th e  calculation the value F  o f  
four in stead  o f three p iv o ta l p oin ts. E. g., at p iv o ta l points on the side norm al 
to  th e  лг-axis according to  th e  explanation given in  F ig . 5:

Fuu ^  - ~ ( 2 F - ^ , F 1 +  4 F±1 -  F21) ,
h1

F m e*  - L  ( 2 F  -  5 F 6 +  4 F 16 -  F 26) .
/1“
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B y this, internal forces belonging to the edge norm al to the де-axis, are given  by  
the following form ulae:

n x =  0  ,

n xy ~  4 F U +  4 F 16 Fn  — F,s) ,

ny c* ( -  10F1 -  10F e +  8 F U +  8 F 16 -  2 F 2t -  2 F M +  8 F). 
ó h 1

The above form ulae cannot be applied at th e  following poin ts o f  a shell 
over a triangle basis: corner points and th e  first and second p iv o ta l points 
on the boundary from  th e corner. Thus, i f  we w an t to determ ine th e  value of 
internal forces in  the v ic in ity  o f the corner poin ts o f  the triangle b ase , we have 
to  apply a lattice o f  an adequate closeness, or the lattice m ust adequately  
be confined, respectively .

b) Second method. — The essence o f  th is m ethod is the “ con tin u ation ” o f  
the stress function b eyon d  the boundary. This dem ands, o f course, th e  ex ten 
sion o f the lattice beyond th e  shell’s circum ference, furtherm ore, th a t th e  stress 
function should also be defined beyond the p iv o ta l points on th e  boundary. 
This operation, how ever, cannot always be done in  com pliance w ith boundary  
conditions. In  th is respect, there is a difference betw een  shells over a triangular  
or a hexagonal basis, respectively , and th is is th e  very  reason w h y  w e have to  
deal w ith  these tw o problem s separately.

a ) For shells over a triangular basis the continuation  of the stress function  
can always be realized in  compliance w ith  th e  boundary conditions. For 
drawing up the continuation , we have to  take in to  account th a t the edge- 
beam s cannot resist lateral pressure, and so th e  stress function m ust vanish  
at p ivota l points falling in to  the elongation o f the triangle-sides (points 
m arked with sm all circles in Fig. 6). A ccording to  th is, we know  from the  
very first the value o f  F  at 3 X 2 = 6  external p ivota l points. For th e  deter
m ination o f the rem aining values F , equations (6), set up for th e  p ivotal 
points on the boundary are just sufficient.

I t  is generally exped ient to  make the calcu lation  catenary-w ise. W e start 
out from an optional p ivo ta l point on the boundary. W riting eq u ation  (6) for 
th is poin t, two unknow n values F  w ill appear therein . B y treating one o f  these, 
as for the tim e being an indefin ite constant, th e  other can be expressed  as a 
function  o f the former in defin ite  value. After th is , going around in one d irection, 
we take one p ivotal poin t on the boundary after th e  other and w rite for each  
o f  them  equation (6) separately . So we obtain  in  turn the values F  pertaining
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F i g .  6 .  C o n t i n u a t i o n  o f  t h e  l a t t i c e  b e y o n d  t h e  p i v o t a l  p o i n t s  o n  t h e  b o u n d a r y

to  th e  individual external p iv o ta l points as a function  of the afore-m entioned  
in d e fin ite  value. This op eration  has to  he continued until the last p iv o ta l point 
on  th e  boundary is reached . N ow  writing relation  (6) also for th is  p o in t, we 
o b ta in  an equation in  w h ich  th e  value F, taken in  the beginning as in d efin ite , 
w ill appear as the on ly  unknow n . After the calculation  o f this unknow n, the 
v a lu e  F  finally becom es know n for all external p ivo ta l points, and so, the  
ap proxim ate values o f  th e  in ternal forces can already be com puted b y  using  
eq u a tio n s (11) and (12), resp ectively .

The recently ou tlin ed  operation becom es exceed ingly  sim ple, i f  th e  load  
u p on  th e  shell is sym m etrica lly  arranged to  th e  shell’s vertical sym m etry- 
p la n es . In  this particu larly  sim ple case, on ly  tw o  values F  d ev ia tin g  from  
zero appear, nam ely, in  eq u ation  (6) w ritten for th e  corner point, and these  
are, due to  the sym m etry , equal to  each other. In  such an instance, th e  afore
m en tion ed  value F  can im m ed iate ly  be expressed, i. e.:

T h u s, th e  value F  perta in in g  to  the other external p ivo ta l points can im m edi
a te ly  be determined in  a defin ite  way, too.

ß )  For shells over a hexagonal basis the con tin u ation  o f the stress function  
b ey o n d  the boundary and at th e  same tim e a precise observance o f  th e  boundary  
con d ition s are not a lw ays possible. Y et, i f  th e  load on the shell is sym
metrically arranged to  th e  norm al bisecting p lanes o f  the sides o f  th e  h exa
g o n a l basis, and at th e  sam e tim e the p ivota l points divide th e  hexagon’s 
sid es in to  an odd number o f  parts, the problem  can always be unam bi
g u o u sly  solved. Sim ilarly, a clean cut solution can also be obtained , i f  the  
arrangem ent of the load  on  th e  shell is antimetrical w ith  respect to  th e  norm al 
b isec tin g  planes o f th e  h ex a g o n ’s sides, but at th e  same tim e th e  p ivotal 
p o in ts  divide the sides o f  th e  hexagonal basis in to  an even number o f  parts.
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For the verification  of the above sta tem en t we have to know , th a t at the  
external p ivota l points falling into the continuation  o f the h exagon ’s sides 
the va lue o f F  m ust be equal to zero. This fact is a consequence o f  boundary  
condition  (4), as the edge beam s are free o f  lateral pressure. Therefore, i f  the  
pivota l points divide each hexagon-side in to  re parts, then am ong th e  values F  
pertaining to  the external p ivotal points on ly  (6re—6) values are unknow n. 
For the determ ination o f  these, on the other hand, equations (6), w hich  can be 
w ritten  for the p ivota l points on the boundary, establish 6re cond itions. Thus, 
the num ber of the availab le equations is greater b y  6 than the num ber o f  the  
unknow n values F. T hat is to say , the equations in  question are in  general 
contradictory to each other, and th is is th e  very  reason w hy the problem  can
not be solved for an optional loading.

I f  the load on th e  shell is symmetrical to  the normal b isectin g  plane 
of th e  sides of the b asis, the number o f the unknow n values F  is — due to  the  
sym m etry —  re/2 or (re +  l) /2 , respectively , according to the even  or odd 
nature o f  n, respectively . The number o f th e  available from  each other  
independent equations, how ever, is (re -)- 2)/2 or (n +  l) /2 , respectively . Accord
ing to  the above, i f  n is an even number, we have one more independent equa
tion  than  unknown values F, consequently, under such circum stances the  
equations are, in  general, contradictory to  each other. Conversely, i f  n is an 
odd number, the num ber o f equations com plies w ith  the number o f unknow ns, 
and b y  th is, advancing from pivotal point to  p ivota l point, the problem  can 
alw ays be solved.

I f  the load on th e  shell is w ith  respect to  th e  b isecting planes o f  th e  b asis’s 
sides antimetrically arranged, the num ber o f  th e  unknown va lu es F  is 
— due to  the antim etry  n /2  or (re — 1)/2, respectively , depending on th e  even  
or odd nature o f re. On the other hand, the num ber o f the availab le and 
from  each other independent equations is re/2 or (re +  l) /2 , respectively . This 
is explained by the fa c t th at owing to  the antim etry, at the external p ivo ta l 
points situated  on th e  bisecting line, F  is equal to zero, but at th e  b isecting  
p ivo ta l points on the boundary equation (6) is fulfilled from the v ery  first. 
According to the above, i f  re is an even number, the number o f  equations  
com plies w ith the num ber o f unknowns; conversely , i f  re is an odd number, we 
have one more equation independent of each other, than unknow n va lu es F. 
C onsequently, in  the case o f  an odd re, the equations are generally in contra
d iction  to  each other, but in the instance o f  an even re, the problem  can 
alw ays be solved in a clear cut manner.

In  a given case it  is expedient to  start ou t th e  calculation from  one o f  the  
corner points. W riting equation (6) for th is p o in t, on ly  one unknow n va lu e  F  
w ill appear therein, and th is value can directly  be determ ined from  the equation  
in question . A dvancing now  from th is corner p oin t towards the m iddle o f  the  
side, and writing in turn  equation (6) for th e  ind ividual p ivotal p o in ts, in  turn
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w e o b ta in  the values F  at th e  external p ivo ta l p o in ts. This operation m ust, o f  
cou rse , b e continued u n til w e arrive to  the p iv o ta l poin t on the boundary w hich  
is  co n tig u o u s with the b isectin g  point o f the side in  question, because b y  th is  
— o w in g  to  the sym m etry or antim etry, resp ectively  — all the necessary values  
F  are already at our d isposal. In  th is w ay, all th e  internal forces can already be 
ca lcu la ted  by formulae (11) an d  (12), resp ectively .

W e have to m ention , th a t  for shells over a triangular, as w ell as over a 
h ex a g o n a l basis, certain va lu es o f internal forces can directly be calcu lated , 
w ith o u t actually  producing th e  continuation  o f th e  stress function. So, it  is 
o b v io u s , th a t along the la tera l edge norm al to  th e  лг-axis

n x =  0  ,

an d  a t th e  same place, ow ing to  relation (12),

2 К
ЗЛ2 '

A t th e  corner points the v a lu e  o f  nxy can also be d irectly  calculated in  a sim ple  
w a y , i .  e.:

n xy —  ±
2 К  
p  h2 '

A m o n g  th e  two signs appearing in  the latter form ula, we have to choose — for 
a sh e ll over a triangular or a hexagonal basis, resp ectively  — th at sign , which  
g iv es  a value nxy d irected tow ards the m iddle o f  the side, or aw ay from  it, 
resp ec tiv e ly .

F in a lly , we rem ark, th a t  from the tw o m ethods dealt w ith in  a )  and b) ,  
th e  m eth od  in b) is generally  more accurate, th e  possib ility  o f its application , 
h o w ev er , is more restricted .

6. Numerical exam ple

L e t us apply the relaxation  m ethod of ca lcu lation  for the shell shown in  F ig . 7, and 
le t  u s  determ ine the internal forces caused by the dead-load, if  the unit-w eight o f  th e  shell 
in  q u es tio n  related to the surface-u nit o f the m iddle surface is

g =  180 k g /m 2.

T h e  calculation will be carried out using the la ttice  show n in Fig. 7. In the case on  hand  
— sin ce  th e  shell, as well as th e  load  on it  are sym m etrical w ith  respect to the v ertica l b isec
tr ix  p la n es — it would be su ffic ien t to work w ith  one s ix th  o f the lattice.

D uring the calculation, w e first o f  all determ ine, b y  using formula (5), the values K ,  
d ep en d in g  on the load and belonging  to the ind ividual p iv o ta l points (F ig. 8). This is follow ed  
b y  th e  calculation of values F  a t th e  internal privotal p o in ts , and finally , at external p ivotal 
p o in ts  contiguous w ith the p iv o ta l points on the boundary. As a result o f th is calculation  
w e o b ta in  the values w ritten  in  F ig . 9. H erew ith, w e have  all data at our disposal, necessary
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for the calculation o f the internal forces. This calculation itse lf can be carried o u t  by using  
form ulae (11) and (12), respectively.

The values o f internal forces acting along the centre-line A D  and the la tera l edge BC,  
respectively , obtained as the final result o f the afore-m entioned calculation, are shown by  
sm all circles in  F ig. 10 and F ig. 11. In  the sam e figures the diagrams drawn w ith  th ick  lines 
represent the values o f internal forces determ ined b y  the author in  a previous paper [4] by  
analytica l m ethods.
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Fig.  10. Values o f in tern al forces arising 
from  dead-load along cen tre-lin e  A D

From  Fig. 10 and F ig . 11, it  can clearly be estab lished , th at internal forces, calculated  
b y  usin g  the approaching m eth od  introduced in  th is paper, do n ot considerably dev iate  from  
th e  accurate values, or from  th e  approxim ate va lues ca lcu lated  in  paper [4]. This circum 
sta n ce  is therefore also n o tew o rth y , because the la ttice  used in  the present calculation  w as 
com paratively  loose; and b y  confin ing  the latter the accuracy o f  the calculation could easily  
be increased to the w anted degree.



Fig. 11. Values o f  internal forces arising from dead-load along lateral edge B C
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SUMMARY

The present paper deals w ith  the calculation o f paraboloid shells o f revo lu tion  on a 
base com prising a regular tr iangle  or hexagon, resp ectively , basing on the usual a ssu m p 
tions o f the membrane theory. T he edge beams o f these shells are assumed as be ing  resist
ant to  forces acting in  their ow n  plane only. The deform ations of the edge beam s and of 
the shell are taken as to be independent o f each other.

The paper determ ines the values o f the shell’s stress function  at the p iv o ta l points  
o f a su itab ly  chosen triangular la ttice , using the relaxation method. H ereupon, th e  approxi
m ate values o f internal forces actin g  on the internal p ivo ta l poin ts can now be ea sily  calcu
lated . D ifficu lties only appear during the determ ination o f th e  values o f internal forces along  
the boundary. For the elim ination  o f these d ifficu lties the paper introduces tw o  m ethods.

The first m ethod uses for the approxim ation o f d ifferential quotients figuring in  the  
form ulae o f internal forces, in stead  o f  central differences, lateral ones. The m ethod in question  
is less accurate because of this. A further disadvantage is g iven  b y  the fact, that in  th e  in stan ce  
o f  shells over a triangular basis th e  m ethod fails in  the v ic in ity  o f the concerns.

The second m ethod continues the stress function , in  com pliance w ith  the boundary  
conditions and the difference-equation o f the problem , beyond the points on the boundary. 
This offers the possibility for the approxim ation of the differential quotients appearing in  the  
form ulae o f internal forces b y  usin g  central differences also a t points on the boundary. So, th is 
m ethod is relatively very  precise. The only d isadvantage is, th a t for shells over a h exagon a l 
basis the m ethod can only be used , if  the triangular la ttice  divides the sides o f  th e  hexagon  
in to  an odd or an even num ber o f  parts, according to  the fa c t, th a t the load on  th e  shell is  
— w ith  respect to the sym m etry  planes o f  the shell — sym m etrical or antim etrical.

The paper is com pleted b y  a numerical exam ple. The results o f the la tter  are, in  sp ite  
o f th e  applied com paratively loose la ttice , in good agreem ent w ith  results obtained in  another  
w ay [4].
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D IE  B E R E C H N U N G  Y O N  R O TATIO N SPARA BO LO ID-SC H A LEN  
Ü B E R  EINEM R E G E L M Ä SSIG E N  D R E IE C K - B Z W . SEC H SECK G RUN DRISS  

MIT H IL F E  D E S R E L A X A T IO N SV E R F A H R E N S

P . CSONKA

ZUSAM M ENFASSUNG

D er  vorliegende A u fsa tz  b efa ß t sich m it der B erechnung von über einem  regelm äßigen  
D reieck -, bzw. Sechseckgrundriß aufgebauten Rotationsparaboloid-Schalen. D ie  Grundla
gen  der Berechnung bilden die gebräuchlichen V oraussetzungen der M em brantheorie. B ezüg
lich  der in  vertikalen E benen liegenden  Randträger w ird vorausgesetzt, daß diese nur den 
in  ihrer eigenen Ebene w irkenden K räften w iderstehen können, und daß deren Form ände
r u n g en  v o n  den Form änderungen der Schale unabhängig sind.

Im  Aufsatz wird der W ert der Spannungsfunktion der Schale in  den K notenpunkten  
e in e s  entsprechend angenom m enen Dreiecknetzes m it dem  Relaxationsverfahren bestim m t. 
N a ch h er  können die annähernden W erte der Schnittkraftprojektionen in den inneren K noten
p u n k ten  schon einfach b erechn et werden. Schw ierigkeiten treten nur bei der B estim m ung  
der R an dw erte  der Schnittkräfte auf. Bezüglich dieser sind im  Aufsatz zw ei Verfahren bekannt
g eg eb en .

D ie  erste M ethode b en ü tz t zur Annäherung der in  der Form el der Schnittkraftprojek- 
t io n e n  erscheinenden D ifferentialgleichungen anstatt der zentralen Differenzen die lateralen  
D ifferen zen . Aus diesem  G runde is t  das in Frage stehend e Verfahren weniger genau. Eine 
g ew isse  Schwierigkeit b edeutet auch  der Um stand, daß dieses Verfahren im  F alle  v o n  über 
e in e m  Dreieckgrundriß au fgebau ten  Schalen in  der N äh e der Eckpunkte versagt.

B e im  zweiten Verfahren w ird die Spannungsfunktion den R andbedingungen und der 
D ifferentia lg leichung des P rob lem s entsprechend über die Randpunkte h inaus fortgesetzt. 
H ied u rch  ergibt sich die M öglichkeit, die in den Form eln der Schnittkraftprojektionen erschei
n e n d en  D ifferentialquotienten auch  in  den R andpunkten m it Hilfe der zentralen Differenzen  
a n zu n äh ern . A uf diese W eise is t  das zur Diskussion stehend e Verfahren verhältn ism äßig sehr 
g e n a u . E in  Nachteil besteh t nur darin, daß das erw ähnte Verfahren im  Falle v o n  über einem  
Sechseckgrundriß  liegenden Schalen  nur dann angew endet werden kann, w enn das D reieck
n e tz  d ie  Seiten des Sechseckes in  eine ungerade A nzahl (bzw. in eine gerade A nzahl) von  
T e ile n  te ilt , je nachdem  die B e lastu n g  der Schale im  V erhältn is zu deren Sym m etrieebenen  
sy m m etr isch  (bzw. antim etrisch) verte ilt ist.

D er Aufsatz is t  durch e in  Zahlenbeispiel ergänzt, dessen Ergebnisse, trotz  des ver- 
h  ä ltn ism ä ß ig  schütteren D reieck netzes, m it den auf andere Art [4] gewonnenen Ergebnissen  
in  g u te m  Einklang stehen.

U N E  M ÉTHODE D E  CALCUI. P A R  R E L A X A T IO N  D E S COQUES P A R A B O L O ÏD E S  
DE R É V O L U T IO N  A PL A N  T R IA N G U L A IR E  ET H E X A G O N A L

P. CSONKA

RÉSUM É

L ’auteur étudie le ca lcu l de coques paraboloïdes de révolution, construites sur un plan 
en  tr ian g le  ou hexagone régulier, en adm ettant les hyp othèses habituelles de la théorie des 
m em b ran es. On suppose que les arcg de rives de plan vertica l de la coque ne résisten t qu’aux 
e ffo r ts  agissant dans leur propre p lan , et que leurs déform ations sont indépendantes de celles 
d e  la  coque.

L a  valeur de la fo n ction  de tension de la coque est déterm inée par relaxation  dans les 
n o eu d s d ’un réseau à m ailles triangulaires convenablem ent choisi, après quoi la  valeur appro
ch ée  des forces projectives de tension  dans les noeuds intérieurs se calculera sans d ifficulté. 
P o u r  la  déterm ination, m oins a isée, des valeurs de contour des forces de tension , l ’auteur fait 
co n n a ître  deux m éthodes.

Pour l’approxim ation des dérivées figurant dans la  formule des forces projectives de 
te n sio n , la  première m éthode u tilise  des différences latérales au lieu de celles centrales, ce qui 
ren d  le  procédé en question m oins exact. Son autre inconvén ien t est qu’en cas de coques à plan 
tr ia n g u la ire , le procédé se révèle  inutilisable à p roxim ité  des coins.
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Le second procédé continue la fonction de tension au delà des noeuds de bordure, con
form ém ent aux conditions au contour et à l ’équation aux différences du problèm e, de sorte 
que les dérivées figurant dans les form ules des forces de ten sion  peuvent être approchées, m ême 
dans les noeuds de bordure, à l ’aide des différences centrales. Le procédé en question en devient 
relativem ent très exact. Son seul inconvénient est qu’en cas de coques à plan hexagonal, il 
ne peut s’appliquer que si le réseau à m ailles triangulaire d iv ise  les côtés de l ’hexagone en des 
parties en nom bre im pair (ou pair), et si la charge de la coque est sym étrique (resp. antim étri
que) par rapport aux plans de sym étrie de la coque.

L ’étude est com plétée par un exem ple num érique, dont les résultats m ontrent une 
bonne concordance avec ceu x  obtenus par une voie différente [4], malgré le réseau à m ailles 
relativem ent espacé, u tilisé par l ’auteur.

РАСЧЕТ ПРИ ПОМОЩИ РЕЛАКСАПИИ ОБОЛОЧЕК С ПЛАНОМ ПРАВИЛЬНЫХ 
ТРЕХ- И ШЕСТИУГОЛЬНИКОВ, ИМЕЮЩИХ ВИД ПАРАБОЛОИДОВ

ВРАЩЕНИЯ
П . Ч О Н К А

РЕЗЮМЕ

Настоящая статья занимается расчетом оболочек, имеющих форму параболоидов 
вращения, построенных над планом правильного трех- и шестиугольника, на основе при
нятых предположений мембранной теории. Предполагается, что опорные грани верти
кальной плоскости сопротивляются только тем воздействиям сил, которые падают на их 
же собственные плоскости, и их деформации независят от деформаций оболочек.

Статья величину функции усилия определяет способом релаксации в удовлетво
рительно подобранных решетчатых точках трехугольной решетки фермы. После этого 
уже можно просто высчитать приблизительную величину проекционных напряженных 
усилий во внутренних точках решетки. Трудности наблюдаются только во время опре
деления периметрической величины усилий напряжения. В связи с этим статья приводит 
два способа.

Первый способ для приближения производных, встречающихся в формулах проек
ционных напряженных усилий, использует латеральные дифференции вместо централь
ных дифференций. Поэтому этот вышеуказанный способ менее точен. Недостаток этого 
способа еще проявляется и в том, что он абсолютно не применим вблизи углов при нали
чии оболочек с планом треухгольников.

Второй способ функцию усилия, соответственно с периметрическими условиями и, 
соответственно, с дифференциальным уравнением, продолжает и дальше за периметри
ческими точками. Благодаря этому предоставляется возможность, чтобы приблизить 
фигурирующие в формулах усилий напряжения производные и в периметрических точ
ках при помоши центральных дифференний. Таким образом, этот способ довольно точен. 
Недостатком его является лишь только то, что он применим в случае оболочек с шести
угольным планом только в том случае, если трехугольная решетка фермы делит грани 
шестиугольника на части с нечетным (или четным) числом, а нагрузка оболочки, — при
нимая во внимание симметричную плоскость оболочки, — является симметричной (или 
асимметричной).

Статья дополняется числовым примером. Результаты этого, несмотря на приме
ненную довольно редкую решетку фермы, вполне соответствуют результатам, достигну
тым другим путем [4].

7 A ct»  Technic» X X X I/3—4.





GEOMETRIE DER WÖLBUNG VON LAUFFLÄCHEN 
AN WÄLZLAGERRINGEN

I. LI PK  A

IN ST IT U T  F Ü R  DAS EN TW IC K ELN  VON W ERKZEU GM A SCH IN EN , 
H A LÁ SZTELEK  B E I BU D A PEST

[E ingegangen am 9. O ktober 1959]

Neuerdings werden die konischen Laufflächen in den A ußenringen der 
K egellager ballig  geschliffen (s. Fig. 1). D iese W ölbung ist gering; die P feil
höhe ô schw ankt zw ischen den Grenzen vo n  5 ~ 3 0  fi (s. F ig. la ) .

Der Zweck einer solchen G estaltung ist die m ögliche H ebung der Lebens
dauer dadurch, daß die L astverteilung entlang der Erzeugenden des Roll-

F i g .  l a

körpers (der Kegelrolle) m öglichst gleichm äßig wird. E s soll h ier gleich ein 
weiterer V orteil der balligen Lauffläche verm erkt werden: ein Lager dieser 
Bauart kann sich axial m it einem  Spiel von einstellen; hiedurch wer
den gewisse infolge einer W ellendurchbiegung auftretende Spannungen elim i
niert.

L u n d b e r g  tm tersuchte [1] die Spannungsverteilung, die au ftr itt, falls 
sich Zylinder und K egel endlicher Länge berühren; er konnte eine gesetzm äßige

7*
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G esta ltu n g  des Spiels zw ischen  den unbelasteten Erzeugenden feststellen , w o
durch unter Last eine gleichm äßige B elastungsverteilung erzielt wird.

Zur Erreichung einer balligen  Lauffläche m uß die Achse der Schleif
sp in d e l in  eine bestim m te R ich tu n g  um gestellt w erden. Zu diesem  Zweck wird 
das W erkstück (der Lagerring) relativ zur Schleifsp indel um zwei Achsen: um  
ein e  waagerechte und um  eine andere, zur ersten senkrecht stehende Achse e n t
sp rech en d  verstellt. In  der P raxis kom biniert m an einen um die waagerechte  
A ch se verstellbaren T isch  m it einer darauf m ontierten  und um  die senkrechte  
A ch se drehbaren R u n d p latte . D as W erkstück wird in  dieser R undplatte ein-

gespannr (s. Fig. 2). Vorerst stellen  wir uns die L auffläche in ihrer A nfangslage  
vor, in  welcher die E rzeugende der ursprünglichen K egelfläche m it der E rzeu
gen d en  des Schleifzylinders zusam m enfällt: in dieser Lage würde durch das 
Schleifw erkzeug in dem sich u m  die t-Achse drehenden R ing eine genaue K egel
flä ch e  ausgebildet werden. W enn m an aber den R ing aus dieser Anfangslage  
noch  u m  eine zu der K egelerzeugenden senkrechte a-Achse um den W inkel —  
K ip p w in k el —  tp verstellt, so en tsteh t durch die Schleifoperation eine neue au f 
die ursprüngliche K egelfläche durch A bwicklung superponierte W ölbungs
f lä c h e , deren Pfeilhöhe von  der Größe des K ippw inkels ip abhängt. B etrachten  
w ir d ie rela tiv  zum W erkstück entstandene B ew egung des Schleifzylinders, so 
k ön n en  wir feststellen, daß die resultierende U m drehungsfläche durch A b 
w ick lu n g  erzeugt wird und eine H üllfläche der durch die einzelnen Zylinder
erzeu gen d en  beschriebenen H yperboloide darstellt.
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In unserer A bhandlung wollen wir zuerst das G leichungssystem  zur B e 
stim m ung dieser U m drehungsfläche aufstellen. A nschließend bestim m en wir 
den axialen Schnitt, d. h. die Profilkurve der U m drehungsfläche, um  die P fe il
höhe d erm itteln zu können. Im  weiteren wird bew iesen, daß bei unverändertem  
K ippw inkel y  die P feilhöhe ô abnim m t, falls der Durchmesser des Sch leif
zylinders (z. B . durch A bnützung des Schleifsteins) kleiner wird. B etrachten  
wir nun den Grenzfall eines Schleifzylinders m it dem  Durchmesser N ull; in  
diesem  Falle ist es sofort einleuchtend, daß die U m drehungsfläche ein einscha- 
liges H yperboloid darstellt. Auch geht es aus unseren Gleichungen hervor, daß  
bei einem N ull-D urchm esser des Schleifzylinders die Profilkurve in  eine H yp er
bel übergeht.

Es soll hier gleich  au f eine frühere Theorie hingewiesen w erden, nach  
welcher ein Schleifzylinder m it endlichem  Durchm esser, unabhängig vom  je 
w eiligen Wert des D urchm essers, ein einschaliges H yperboloid erzeugen soll; 
nun ist es klar, daß m an m it einer Schleifspindeleinstellung, die au f Grund 
dieser früheren Theorie errechnet wurde, niem als die gew ünschte W ölbung  
erreichen konnte.

Zum Schluß w ollen wir ein Beispiel zur A nw endung unserer Theorie an
führen, indem  wir zu einem  gegebenen B ing die Pfeilhöhe Ô aus den gegebenen  
W erten des Schleifsteindurchm essers und des K ippw inkels ip errechnen.

1. Das G leichungssystem  zur Bestim m ung der abgewickelten Um dreliungsfläche

Wir nehm en ein räum liches, rechtw inkliges K oordinatensystem  (x , y ,  z) 
an, dessen 2 -Achse m it der Achse des R inges, und dessen Ebene (x, y )  m it der 
Sym m etrieebene (H albierungsebene) des R inges zusam m enfällt (s. F ig . 3).

An einem  Schleifzylinder m it dem H albm esser r stellen wir uns eine E r
zeugende vor, die m it einer in  der Ebene (x , 2 ) enthaltenen Erzeugenden der

Fig. 3
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K egelfläch e zusam m enfällt. In  dem in der H albierungsebene des R inges liegen
den P u n k t К  dieser Erzeugenden ziehen wir eine in der Ebene (x , z) liegende  
A ch se a, u . zw. in senkrechter R ichtung zu der Erzeugenden der K egelfläcbe. 
D er R in g  wird um diese a-Achse um  den W inkel ip verdreht, um  die gew ünschte  
B a llig k e it zu erzielen. D ie analytische B eschreibung verlangt zuerst eine B e
tra ch tu n g  der relativen B ew egungsverhältn isse. D ie Untersuchung wird ein
fach er, wenn wir den R ing als feststehend  annehm en und sta tt dessen die 
Scbleifsteinachse um die A chse a um  einen W inkel y> um stellen und dann m it 
dem  Schleifzylinder eine D rehbew egung um die Achse des feststehenden  R inges

ausführen  lassen. Da der Schleifzylinder um  eine zur Erzeugenden senkrechte  
a -A chse um  den W inkel y> gekippt wurde, sind die Schleifsteinachse und die 
K oordinatenachse z w indschiefe Geraden. D ie N orm altransversale 0 " T  zw i
sch en  Schleifsteinachse und z-Achse (F ig. 4) soll zugleich die A chse x eines 
n eu en  rechtwinkligen K oordinatensystem s (x у  , z') sein, 'wobei z' m it der 
A ch se z identisch ist.

W ir wollen den W inkel zw ischen Schleifsteinachse und s-A chse m it v, 
u n d  den  Abstand 0 " T  m it £ bezeichnen; so lau tet das G leichungssystem  der 
Schleifzylinderm antelfläche, in Param eterform , w7ie folgt:

x' =  £ -|- r cos а 
у '  =  a sin а •— t sin v
z' =  t cos v 

wo
r

a = -------- ,
CO S V
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und r als H albm esser des Schleifzylinders, a und t als Param eter gelten . Der 
Param eter t durchläuft alle W erte von — oo b is-f-00; daher kann m an sta tt t 
auch —t schreiben, da dies nur die D urchlaufrichtung ändert. E s g ilt also für 
den Zylinderm antel:

x' =  I  -f- r cos a 

y '  =  a sin a -f- t sin v 

z' =  —t cos V.
( 1 )

W ie bereits erw ähnt, w ollen wir in unseren Betrachtungen die re la tive  B ew e
gung eines um die Achse z — z des als feststehend  gedachten R inges eine dre
hende Bew egung ausführenden Schleifzylinders vor Augen halten . In  diesem  
S ystem  beschreibt jede einzelne Erzeugende des Zylinderm antels ein  einscha- 
liges H yperboloid. D ie H üllfläche dieser H yperboloidenschar ergibt die ballige 
durch den Schleifzylinder erzeugte Lauffläche. E s soll der D rehw inkel um  die 
z-A chse m it Я bezeichnet werden; dann läß t sich für die H yperboloidenschar  
das G leichungssystem  in Param eterform  au f Grund der M antelgleichungen (1) 
folgenderweise aufstellen:

x' =  ( I  - f -  r cos a) cos Я — ( a  sin а -(- t sin v) sin Я 

/  =  (£ -f- r cos a) sin Я +  (a sin а í sin v) cos Я 

z' =  —t cos v.

H ier sind a, t und Я die Param eter. B ei einem  festen  gegebenen W ert a stellt 
dieses G leichungssystem  ein einsehaliges H yperboloid dar. Um  das G leichungs
system  der H üllfläche zu finden, m üssen wir in  den obigen G leichungen einen 
der Param eter elim inieren. Zu diesem  Zweck muß die Jacobische F u n k tion al
determ inante des System s gebildet werden. (E infachheitshalber sollen die 
Striche fortgelassen werden). D iese lautet:

D

Э* 9>' Эг

За Эа Эа

Эя; Эу 9s

8t 8í dt

Эя; Эу dz
ЭЯ ЭЯ ЭЯ

D rücken wir aus der G leichung D =  0 einen der Parameter m it H ilfe der ande
ren beiden aus und setzen wir diesen A usdruck in die G leichungen der Hyper-
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boloidenschar ein, so ergibt sich das G leichungssystem  der Hüllfläche m it zw ei 
Param etern . (Über die M ethode des Verfassers zur Bestim m ung der H ü ll
fläche siehe den B eitrag [2]).

W ir errechnen die partiellen D ifferentialquotienten; sie lauten:

Эл;

Эа
r sin а • cos Я — a cos а • sin  Я;

——  =  — г sin  а • sin Я -)- а  cos а • cos Я; 
Эа

Эг

Эа
=  0 ;

----- =  — sin  V ■ sin Я;
d t

Эу . Эг
—1— =  sm  V • cos Я ; — =  ■—• cos v; 
dt dt

-----  =  — (I  4- r cos a) sin Я — (а • sin  a 4 - t  sin v) cos Я;
ЭЯ

Эу

ЭЯ
=  (I  -)- г cos а) cos Я — (а sin а  -j- t sin v) sin Я;

Эг
ЭЯ

=  0 .

Entw ickeln wir die D eterm inante D nach der dritten Spalte; da nun

Эг Эг

Эа ЭЯ
=  0 ,

so erhalten  wir die folgende einfache Formel:

Эл; Эу

Эа Эа

Эл: Эу

ЭЯ ЭЯ

( 2 )
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D iese D eterm inante (2) zw eiten  Grades läßt sich als die Sum m e aus folgenden  
vier D eterm inanten ausdrücken:

9a; 3 j
9a 9a

9a; 9y
9Я 9Я

+

— r sin a cos Я — о cos a sin Я — г sin a sin Я -j- a cos а • cos Я

— (£ +  г cos a) sin  Я (I  +  г cos a) cos Я

— г sin а cos Я — о cos а • sin Я — г sin a sin Я 4- a cos а cos Я
*

— (а sin а -f- ( ■ sin v) cos Я — (а sin а -J- t sin v) sin  Я

! — r sin a cos Я — r sin а sin Я !

— sin Я cos Я

— а cos а • sin  Я а cos а  cos Я |

— sin Я cos Я

1 — г sin а cos Я — г sin a sin Я

cos Я — sin Я

о cos а sin Я а cos а cos Я 

- cos Я — sin  Я

+

=  (s +  г cos а)

+  ( I  +  г cos а)
I

-f- (а sin а -)- t sin г) 

-f- (в sin а —J— í sin v)

+

+

D a die D eterm inanten im  zw eiten und dritten Glied gleich  N ull sind, so 
lau tet die D eterm inante (2) zw eiten Grades in vereinfachter Form :

Эл; Эу
9a Эд:

Эл; Эу

ЭЯ ЭЯ

=  — (I  +  r • cos a) r • sin a -\- (a • sin а +  * • sin v) а • cos а =

=  (а2 — r2) sin а • cos а — r • f  • sin а +  а • í • sin v • cos а .

W enn dieser Ausdruck verschw indet, d. h. wenn

r£ sin а — (а2 — r2) sin а • cos а
t =

a ■ cos а • sin v

is t, dann ist auch der W ert der D eterm inante D  gleich N ull (da cos v =j= 0 ist).
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W ie bereits festg este llt, ist

n =
cos V

und
T2 _  , 2

r tg  V sin V ,

daher wird D (nach der F orm el für t) verschwinden, falls:

t • sin V =  £ cos V • tg  a — r • tg  v • sin  v* • sin a 

u n d  w en n  zugleich

t • cos V =  f  • cos v • ctg v • tg  a —■ r • sin v • sin a

i s t .  W ir wollen diese A usdrücke in die G leichungen der Flächenschar ein- 
se tz e n , um  die Gleichungen der H üllfläche zu erhalten:

X =  ( I  -f- r cos a) cos X — (o sin a +  I cos v tg  a — r tg  v sin v sin a) sin X;

y  =  ( I  +  r cos a) sin X -f- (a sin a +  I cos v tg  a — r tg  v sin v sin a) cos X;

z =  r sin v sin a — I cos v c tg  r tg  a;

h ier sin d  a und X Param eter. D iese G leichungen können vereinfacht werden;

m it H ilfe  der Formel a =  -------  können näm lich die K oeffizienten  für sin X und
cos v

cos X d ie folgende einfachere Form  erhalten:

a sin  a +  I cos v tg  a  — r tg  v sin v sin a =  tg  a  cos v ( |  +  r cos a);

d ie  Gleichungen der H ü llflä ch e  nehm en ebenfalls die folgende Form an:

X =  (I +  r cos a) (cos X — tg  a cos v sin  Я) ,

y  =  (I +  r cos a ) (sin  X -f- tg  a cos v cos X) , (3)

z — r sin v sin  a  — I  cos v ctg v tg  a .

2 .  Gleichungssystem der Profilkurve der durch den Schleifzylinder
erzeugten L auffläche

Man erhält die g esu ch te  Profilkurve der L auffläche als A xialschnitt der 
m  vorigen  Kapitel ab g e le ite ten  H üllfläche. E in  solcher A xialschnitt kann ge-
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Wonnen werden, wenn y  = 0  gesetzt wird. Aus der unter (3) angeführten erstten  
und zweiten G leichung ergibt sich unm ittelbar:

x2 +  У2 =  ( f  +  r cos a)2 • (1 +  tg 2 a cos2 v) .

W enn also y  =  0 ist, so ist

X — ( I  -f- r cos a) ]/1 -f-tg 2 a cos2 v.

Durch Kopplung des Ausdruckes x m it dem von z aus (3) erhalten wir für die 
Profilkurve das folgende G leichungssystem  in Param eterform :

x =  (I  -f- r cos a) f l  -f- tg 2 a cos2 v

z =  r sin v sin a — £ cos v ctg  v tg  a , (3')

m it dem W inkel a als Param eter.
Diese Gleichungen können auch direkt abgeleitet werden. A u f Grund des 

G leichungssystem s (1) des Schleifzylinderm antels, und nach Fortlassung der 
Striche ergibt sich:

x =  £ -f- r cos a 

y  =  a sin a -\-1 sin  V 

z =  — t COS V.

B edeutet hier a einen festen  W ert, so entspricht dem G leichungssystem  eine 
einzige Gerade im  R aum , d. h. eine einzige Zylindererzeugende. Zur B estim 
m ung des Schnittpunktes irgendeiner Erzeugenden m it der E bene z =  K onstant 
erhalten wir folgende K oordinatenw erte:

x =  £ -f- r cos a (4)

y  =  a • sin a — z tg  г.

N un  ist z =  K onstant, und a ist veränderlich. A ls Schnittkurve der erzeugten  
Lauffläche m it der E bene z =  K onstant erhalten wir einen K reis. D ieser Kreis 
wird durch die Erzeugende der M antelfläche beschrieben, deren Schnittpunkt 
m it der Ebene z =  K on stan t am w eitesten von der 2 -Achse entfernt ist, d. h. 
für welche der W ert von  p2 =  ä:2 -j-J 2 m it den unter (4) ausgedrückten x und y  
das M aximum erreicht.

Der V ollständigkeithalber soll hier bem erkt werden, daß wir in der 
E bene z =  K onstant eigentlich  zwei K reise der H üllfläche erhalten, denn in 
der G esam theit der in dieser Ebene liegenden Schnittpunkte beschreibt auch
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der Schn ittpunk t der zur г-A chse am nächsten liegenden  Erzeugenden eben
fa lls e in en  in der H üllfläche enthaltenen Kreis (F ig . 4a). Im  folgenden aber 
w ollen  w ir nur den Kreis b etrach ten , der von dem  Schleifzylinder au f der Lauf
flä ch e  erzeugt wird. Gem äß (4) ergibt sich:

g2 =  X2 -f- у 2 — ( I  +  r cos a)2 +  (a • sin  a — z • tg  v)2 (4')

Fig. 4a

und für das Maximum vo n  д erhalten wir:

—— =  ( |  r • cos a) (—r ■ sin a) -)- (a sin а — z tg  v) a cos а =  
2 За

=  — | r  sin а — r2 sin а • cos a -f- a2 sin а ■ cos а —  z • а • cos a tg  v =  0 , 

daher ist:

г =
(а2 — г2) sin а • cos а — |  • r • sin a 

a • tg  v ■ cos а

W ie es schon festgestellt w urde:

а2 — r2 . . r
------------ =  r • tg  v • sin v , und а = ----------- ;

a cos v

also w ird durch U m w andlung des früher erhaltenen г-W ertes: 

z =  r • sin  v • sin а — I  cos v • ctg  v • tg  а ,
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und dieser W ert stim m t m it dem unter (37) gewonnenen Ausdruck überein. 
W ir w ollen  nun diesen W ert in die Form el (4/) für o2 einsetzen:

g2 =  (£ -f- r • cos a)2 +

-f-1 —-— sin a — r • sin V • tg  V • sin a -f- £ cos v • tg  a 
'cos v

=  (£ +  r cos a)2 +  cos2 v • tg 2 a (£ -|- r cos a)2 =

=  ( £ +  r cos a)2 {1 +  cos2 v • tg 2 a } .

D aher ist:
g =  (£ +  r • cos а) У1 +  tg 2 а • cos2 ■ v ,

der also m it dem unter (3') gewonnenen A usdruck für x übereinstim m t.
D a in  den G leichungen (3') der Profilkurve der Param eter a alle W erte 

von —л  b is n  durchläuft, kann sta tt a auch — a  geschrieben w erden, w eil h ie
durch nur die Durchlaufrichtung vertauscht wird. Daher gilt für die P rofil
kurve das folgende G lcichungssystem  in Param eterform :

x — g =  ( ^ - ) - r c o s a ) l / l + t g 2 a ' C o s 2 F

2  =  |  cos v ■ ctg v • tg  a — r • sin v • sin a. (3")

H ier b ed eu tet £ die Länge der N orm altransversalen zwischen der um  den W in
kel y  gekippten Schleifsteinachse und der z-Achse (R ingachse), und  v ist 
der W inkel zw ischen Schleifsteinachse und z-Achse; r ist der H albm esser des 
Schleifzylinders; der W inkel a ist der Param eter.

B etrachten  wir den besonderen F all, wo der H albm esser des Schleif
zylinders in V erhältnis zum  Ringdurchm esser vernachlässigt w erden kann, 
d. h. wenn r =  0 ist. Wie bereits erwähnt, erhalten  wir für diesen F a ll an Stelle  
einer H üllfläche ein einschaliges H yperboloid als die durch den Sch leifstein  er
zeugte L auffläche. W enn näm lich r =  0 ist, so vereinfachen sich die G leichun
gen (3") der Profilkurve wie folgt:

x  =  g =  | J / l  -)- t g 2 a ■ cos2 

у. cos2 v
z =  £ —;------  • tg  a.

sin V

S etzen  wir hier nach (7) den W ert

v

£
x2 sin \p cos (p 

sin v
X-у sin  y) • cos <p Xy sin y> 

cos (p sin  v sin v
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ein, so ergibt sich:

xL sin ip , r — — — 5-----------5—
= ---- ---------— |/1 - |- t g 2 a • cos2 V

sm  V
und

=  x 1 c tg “ V • sin ip • tg  a .

D rücken  wir aus der zw eiten  Gleichung den W ert vo n  tg  a aus, und setzen  wir 
ihn in  d ie erste G leichung ein , so erhalten wir für g und z die folgende G leichung  
zw eiten  Grades:

g2 =  * i SÍn^  +  ** t g 2 V : 
sin2 V

das is t  die Gleichung einer H yperbel, mit den reellen bzw. im aginären H alb 
achsen:

х л sin  W , X ,  sin  w
— -------— bzw.: — -------  .

sin  V sin V • tg  V

E s  soll noch der in  den Gleichungen (3”) der Profilkurve vorkom m ende  
W in k el V und die Länge I bestim m t werden; zu diesem  Zweck muß jener E in 
h e itsv ek to r  a  betrachtet w erden, der mit der in  der Ebene (x, z) liegenden E r
zeu gen d en  des stum pfen K egels der Lauffläche (laut Fig. 3) zusam m enfällt; 
selbstverständ lich  g ilt hiefür

а  =  {sin  q>; 0; cos cp} .

W ird n u n  der Vektor a  um  die zu ihm senkrechte o-Achse um den W inkel ip 
verd reh t, so gewinnt man den Einheitsvektor:

%  =  {xai У ai za}> w °bei x\  +  y \  +  Z2 =  1 ,

m it w elchem  für die um  den W inkel ip verdrehte Schleifsteinachse die R ich 
tungskosinus-W erte bestim m t sind.

D a  das vektorielle Produkt aus den V ektoren  a und av einen zu a senk
rech ten  und in der E bene (x , z) liegenden V ektor ergibt, erhalten wir für den 
b etreffenden  P roduktvektor aus Fig. 3 folgende K oordinaten:

sin ip • cos q>; 0; — sin  ip • sin  (p.

A lso is t

ЯХИ? =  {sin  ip ■ cos q>; 0; — sin  ip • sin .
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Daher gilt:

i j h
sin cp 0 cos cp - {sin cp cos cp; 0; — sin cp • sin <p}

xa Ja

und also

W eil nun

— У a ' cos 9  =  sin  cp • cos cp 
xa • cos <p — za sin cp =  0 .

x l  + У 2а +  г а =  1 ,
erhalten wir:

xa =  cos cp • sin cp; y a — — sin  cp; za — cos cp • cos cp.

Hier erhielten wir die R ichtungskosinus-W erte der um den W inkel cp ver
drehten Schleifzylinderachse im  K oordinatensystem  (x, y ,  z) (F ig . 3). Folglich  
gilt für den W inkel v zwischen Schleifsteinachse und г-Achse:

cos V =  cos cp • cos (p. (5)

Es soll noch die Länge der N orm altransversalen £ bestim m t w erden; zu
erst stellen  wir das G leichungssystem  der Schleifsteinachse für ein  räum liches 
K oordinatensystem  auf. Es soll der S ch n ittpunk t der a-Achse m it der 2 -Achse 
als L  bezeichnet werden, und es sei:

GL — ^2 *

und der H albm esser des in der H albierungsebene (x,y)  liegenden K reises:

OK - x l .

Aus F ig . 3 sind die K oordinaten des P unktes C :

x2 • cos cp , 0 , r • sin cp.

Im  räum lichen K oordinatensystem  (x , y ,  z) m it dem Ursprung 0  ergibt 
sich für die Scbleifzylinderachse das fo lgende G leichungssystem :

x  == x2 cos cp. -j- t cos cp • sin cp; 

у  =  — t sin cp;

z =  r • sin cp -(- t • cos cp • cos cp. (6 )
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Zur B estim m u n g der L änge der N orm altransversalen |  der zwei Geraden (der 
Schleifsteinachse und der 2 -A chse) bilden wir das gem ischte Produkt der R ich 
tu n gsvek toren  dieser zw ei Geraden und des verbindenden Vektors zw ischen je  
einem  P u n k te  dieser Geraden; wenn wir nun das gem ischte Produkt m it dem  
ab so lu ten  W ert des N orm alvektors der beiden R ichtungsvektoren dividieren, 
erhalten  wir den W ert vo n  Gemäß des oben für die Schleifzylinderachse ab
g e le ite ten  G leichungssystem s erhalten wir die zw ei R ichtungsvektoren:

{0; 0; 1 ;} und {cos гр • sin cp; — sin  гр; cos ip • cos 99} .

Für den  V erbindungsvektor zw ischen je einem  P u n k t der beiden A chsen ergibt 
sich:

{# 2 • cos cp; 0; r sin  cp}.

D er N orm alvektor (V ektorprodukt) der zwei R ichtungsvektoren ist nun:

{sin  гр; cos гр • sin cp; Oj

und daher:

£ =
У sin2 гр -f- cos2 гр • sin2 cp

0 0 1
cos гр • sin cp — sin  гр cos гр • cos cp 

x2 • cos cp 0 r • sin cp

x2 cos cp • sin гр 
У sin2 гр -f- cos2 гр • sin2 cp

D er A usdruck unter dem  W urzelzeichen läß t nach  (5) folgenderweise verein 
fachen:

s in 2 гр cos2 гр sin2 cp =  1 — cos2 гр -(- cos2 гр sin2 cp =  1 — cos2 гр cos2 cp =

=  1 — cos2 V =  sin2 V;

also g ilt  für die Länge der N orm altransversalen:

(7)

cp is t der halbe Ö ffnungsw inkel der vorbearbeiteten  kegeligen L auffläche, 
und гр bedeutet den K ippw inkel des R inges.

E s soll noch die Strecke 0"0  (Fig. 4), d. h . der K oordinatenwert 2  des 
F u ß p u n k tes 0" der N orm altransversalen im  K oordinatensystem  m it dem  Ur-

I  = x2 cos cp • sin  гр
sin V

w ob ei lau t Fig. 3

a;2 =  CL = — r ist;
cos cp
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sprung О bestim m t werden. D ie R ichtungskosinusw erte der N orm altransver
salen  im  System  m it dem Ursprung 0  sind die folgenden:

N un ist aber T  ein Punkt der Schleifsteinachse und deshalb können  wir laut 
(6) für einen bestim m ten W ert des Param eters t die Koordinate x  des Punktes 
T  dem  Ausdruck ( f  -cos x) g leichsetzen, d. h .:

Für die K oordinate x des Fußpunktes T  der Schleifsteinachse g ilt  (F ig. 4):

H iem it können wir laut (6) die K oordinate z des Fußpunktes 0" der Norm al
transversalen, die wir m it i  bezeichnen w ollen, folgenderweise bestim m en:
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U m  die Pfeilhöhe ô als Maß der B alligkeit zu  errechnen, m üssen wir den  
V erlau f der Profilkurve der durch das Schleifen erzeugten  Lauffläche kennen . 
Zu d iesem  Zwecke so ll der D ifferentialquotient der Profilkurve nach (3") er-

dg
rechnet werden. A ls erster H ilfsw ert soll der D ifferentialquotient —— d ienen:

da

3. B estim m ung des R ichtungstangenten der Profilkurve

Als zw eiter Hilfswert g ilt der D ifferentialquotient
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hieraus ist endlich der gesuchte D ifferentialquotient: 

dp  sin V
—  = 4 *  = -  • (8)
dz (/1 -f- tg 2 a  • cos2 V

4. Bestim m ung der Pfeilhöhe als Maß der Balligkeit

Zur B estim m ung des W ertes Ô wählen wir ein rechtwinkliges K oord in a
ten system , in  dem der F ußpunkt 0" der N orm altransversalen der S tein ach se

F i g .  5

und der z-A chse als Ursprung, und die Norm altransversale als x-A chse ange
nom m en wird. Wir hatten  in  dem selben K oordinatensystem  die G leichung  
(3") der Profilkurve abgeleitet. Betrachten wir (F ig. 5) die Strecke der P rofil
kurve zw ischen den Punkten A x und A 2 in  der Ebene (x, z), indem  w ir laut 
(3") Q =  x setzen.

D ie  D icke des R ingessei: В  =  (z2—Zj). D ie Gleichung der Sehne zw ischen  А г 
und A 2 läß t sich aus den K oordinaten dieser P unkte wie fo lgt anschreiben:

daher ist

wo

т г  +  ^ - г> &

m =  —?----- ist,

8*
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u n d  g19 g2 sind die H a lb m esser der G renzkreise. U m  die K oordinaten g (d .h .*) 
der Sehnenpunkte v o n  jen en  der Profilkurve voneinander unterscheiden zu 
k ön n en , wollen wir g als Sym bol für die K oordinaten  x der Profilkurve beibe
h a lte n , und g' soll die entsprechende K oordinate eines Sehnenpunktes bezeich
n en . So ergibt sich die fo lgende Gleichung für d ie Sehne:

D ie  K urvenkoordinate q is t  eine Funktion v o n  z, d. h.:

J e tz t  bestimmen wir den Maximalwert der D ifferenz:

t: /  ?

da das Maß ô der W ölbung durch diesen M axim alw ert bestim m t ist; in Formel 
ausgedrückt ist

u n d  lau t Fig. la  fo lg t die Gleichung:

N u n  sollen die N ullstellen  des D ifferentialquotienten

b estim m t werden. M ittels der Formel (8) und des für q' gewonnenen Ausdruckes 
erg ib t sich:

D ie s e r  D ifferentialquotient verschwindet bei dem  W ert a0, für den die folgende 
G leich u n g  gilt:

ein i»

u n d  daraus:
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N un lassen  sich die dem Param eterw ert a0 zugeordneten W erte p0 und  z0 fo l
genderw eise bestim m en: nach (3") ist:

Mit H ilfe der W erte von cos a0 und tg  a0 bzw . durch Einsetzen dieser W erte in 
den Ausdruck des W ertes vo n  p0 erhalten wir:

D ie K oordinaten des P unktes der Profilkurve, für welche [g '— g(z)] ein 
M axim um  ist, sind also die folgenden:

E s g ilt für das M aximum der A bw eichung zw ischen Sehne und K urve:

und m it H ilfe der oben erhaltenen W erte z0 und p0:
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verein fach t geschrieben:

smax =  — I Ctg Г |/ t g 2 V —  1112 —  Г ]/1 +  ТП2 +  —^
z2 Z1

w o la u t Formel (5)

cos V =  cos ip • cos (p ist;

u n d  nach (7) :

M it Berücksichtigung des W ertes von |  aus (7) kann für s max folgende Form el 
geschrieben  werden

F ern er können m it F lilfe v o n  (7) die W erte q und 2  [siehe (3")] folgenderm aßen  
au sged rü ck t werden:

Zx =  2

D ie s  is t  also der A b stan d  U"0 (s. Fig. 4), w ob ei B, w ie bereits erwähnt, die 
D ic k e  des Ringes ist .

A u f  Grund der Fig. 5 k ön n en  2 г und z2 in  (9) noch in der Form ausgedrückt 
w erden:

w o n ach  (7') die G leichung g ilt:
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5. Zusam m enhang zw ischen dem Maß der W ölbung und der Ä nderung des
Schleifsteindurchm essers

E s soll hier der B ew eis geführt werden, daß bei unverändertem  Stell
w inkel xp das Maß 5 der W ölbung verringert wird, wenn der D urchm esser des 
Schleifzylinders (infolge Steinabnutzung) abnim m t.

W ir betrachten erstens den Bruch in  der Form el (9):

(?1 Z2 z i  Q i

Unsere auf die W ölbungsverhältnisse bezüglichen und in  großem  Ausmaße 
durchgeführten num erischen Berechnungen ergaben das R esu lta t, daß die 
G leichstellung

m it großer Annäherung gelten  kann. (N B . U m  diese Annäherung zu  erfaßen, 
m uß darauf hingew iesen werden, daß die gj und g2 W erte in  der Gleichung

und w eil nach einer früheren Bezeichnung:
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in Q 2 Q1
В

den H alb m esser des oberen b zw . des unteren Grenzkreises der

abgew ickelten  Lauffläche bedeuten  und daß also der W ert m jedenfalls von  
dem  Tangentenw ert des h a lb en  Öffnungswinkels cp abweichen muß, die durch 
die ursprüngliche stum pfe K egelfläche bestim m t is t .)  Je tz t soll — gem äß obiger 
F orm el — in dem A usdruck  zwischen den gesch lungenen Klammern in  der 
ob en  abgeleiteten Form el fü r  smax an Stelle v o n  m  der W ert tg  cp e ingesetzt 
w erden  :

E s  kann also in der o b igen  Formel für smax der Ausdruck zwischen den  
gesch lu n gen en  Klammern vernachlässigt w erden. W enn wir nun die G leich
ste llu n g  vo n  m =  tg  cp auch in  den anderen Gliedern geltend  m achen, so erhalten  
wir d ie  Annäherungsform el:

N un is t  aber der W urzelausdruck in den eckigen K lam m ern:

und w e il

und so m it ergibt sich für d en  Ausdruck in den geschlungenen Klam m ern:
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so wird
„ cos2 V • sin2 œ cos2 xp • sin2 w

Ctg V • tg 2 cp =  — ---------- --- =  -  - f - --------
sin*“ V • cos^ cp s im  V

und der K lam m erwert:

Ctg2 V • tg 2 Cp +
sin xp

cos cp sin2 V

cos2 xp • sin2 cp sin2 ip

S ir  V sin* V

]/sin2 V cos2 cp — sin2 cp cos2 V =

cos2 xp sin2 cp sin2 xp 
sin 2 V

cos2 xp sin2 cp -f- 1 — cos2 xp 

sin2 V
1 — cos2 xp cos2 cp 

sin2 V
sin2 V 

sin2 V

Wir haben also für smax als gute Annäherung die fo lgende einfache Form el ge
wonnen:

Qi +  Qz — X,

H ier sind, wie bereits erw ähnt, und g2 die H albm esser des oberen bzw . des 
unteren Grenzkreises der in  den R ing durch A bw icklung eingeschliffenen L auf
fläche und xx ist der H albm esser des Kreises in der H albierungsebene des R inges.

Wir können m it H ilfe dieser Formel bew eisen , daß m it abnehm endem  
Schleifsteinhalbm esser r auch der Wert der P feilhöhe Ô abnehm en m uß, falls 
der W inkel y> unverändert b leib t.

Betrachten wir die E benen der Grenzkreise m it den H albm essern g1 und  
g2 und stellen wir fest, daß jede dieser Ebenen eine E llipse als Schnittkurve  
m it dem Schleifzylinderm antel enthält, w obei der H albm esser des Schleif- 
zvlinders m it r, und der K ippw inkel der Schleifzylinderachse m it xp bezeichnet 
sind. Es ist klar, daß bei der abwickelnden Schleifbearbeitung der Lauffläche  
der Grenzkreis durch den Punkt der Ellipse beschrieben wird, der von der 
R ingacbse am w eitesten  en tfernt ist, wenn wir näm lich  die relative B ew egung  
des Schleifkörpers vor A ugen halten , also den R in g  als unbeweglich und den  
Schleifzylinder als einen sich  um  die R ingachse drehenden Körper vorste llen .

W enn nun der H albm esser r des Schleifzylinders abnim m t, so en tsteh t in  
der Ebene des Grenzkreises eine E llipse als S chn ittkurve, die im Inneren der 
vorigen E llipse lieg t und dem gem äß kleiner als jen e  ist. Der von der R in g
achse am w eitesten  entfernt liegende Punkt der kleineren Ellipse lieg t zur 
R ingachse näher als der entsprechende Punkt der größeren E llipse. D aher is t  
es klar, daß jeder durch den schm äleren Schleifzylinder erzeugte Grenzkreis 
einen kleineren D urchm esser als jener Grenzkreis h a t, der durch den größeren  
Schleifzylinder erzeugt w urde. Im  Sinne der Annäherungsform el wird auch der 
W ert von smax kleiner.
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E s soll noch hier bem erkt werden, daß m an bei U nterlassung des R echen
verfahrens, nur m it H ilfe  von  E instellungsproben weder die gew ünschte W öl
b u n g  erzielen, noch die sym m etrische Lage des Gipfelpunktes sichern kann, 
u n d  dies sogar bei B eibehaltung der vorgeschriebenen W erte v o n  und g2 
(F ig . 5). Offenbar wird durch einem  derartiges H erstellungsverfahren die Qua
l itä t  n icht gefördert.

6. A nw endung der Theorie au f einen gegebenen Lagerring

A ls Ausgangspunkt w äh len  wir die L auffläche eines vorbearbeiteten stu m pfen  K egels 
{b ig -  6) m it folgenden D aten:

<p =  15°; d =  70 m m ; В  — 16 mm

Aus diesen D aten  erhalten  w ir den W ert x lt  d. h. den Halbmesser des K reises in  der 
H albierungsebene des R inges:

M it  H ilfe  der Werte:

e rh a lte n  wir:

un d

d В
=  T  +  1 Г  t g  95

cos <p =  0,9659258  

sin  <p =  0 ,2588190  

tg  <p =  0,2679492

—  tg tp — 2,14359

Xi =  37,14359.

D er  H albm esser r des Schleifzylinders soll als 0,8 —  =  28 mm angenom m en werden. Als 

W in k el >p wählen wir:
y> =  4° 45'

n a c h  (5) ist

cos y> =  0,9965655  

sin =  0,0828082  

cos V =  0,9626083
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un d  hieraus gew innt m an die W erte:

Ferner wird:

sin  V =  0,2708990  

ctg  V — 3,5533832  

cos2 V =  0,9266147  

s in 2 V =  0,0733862  

c tg 2 V =  12,6265322

——- =  ctg V cos V =  3,4205162  
sin  V

und der Bruch in  Form el (9):

cos <p-sin y> 
sin  V

0,2952635

N ach  der Formel x2 = 

*2

Ferner ergibt sich: 

und:

*i
cos <p

r ist:

37,14359
0,9659258

— 28 =  38,45388 — 28 =  10,45388 .

x 2 c tg 2 V  • tg  <p — 125,66676

r •

daher nach Form el (7 ): 

u n d  nach Form el (9” ):

— - =  28 • 3,5268075 =  98,75061
s in 2 V

I i  ! =  26,91615 

z2 =  18,916 

z2 =  34,916

D iese H ilfsw erte dienen zur Berechnung der Halbm esserwerte der generierten Grenz
kreise. H iezu verwenden wir die zw ei Gleichungen nach (9').

Zuerst muß m an den W ert des Param eters a nach der zw eiten G leichung v o n  (9”) 
errechnen, für d e n z =  z1 gilt; m it diesem  a-W ert erhalten wir nach der ersten G leichung von  
(9 ') den Halbm esser des unteren Grenzkreises in  der durch den Schleifzylinder erzeugten Lauf
fläch e. Aus den vorigen H ilfsw erten  ergeben sich:

cos <p • sin y>
s i n  V

0,2952635

und

deshalb ist:

D a nun

so wird m it dem  W ert 

die zw eite Gleichung von

x2 =  10,45388 

C° s2 V =  3,4205162;Sin V

cos <p ■ sin W C O S2 V
------f --------- --- ------=  10,55793

sin  v • sin v

r sin v =  7,58517 ist,

z =  zx =  18,916

10,55793 tg a  — 7,58517 sin a =  18,916.
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P rak tisch  erhalten wir den gesuchten a-W ert m it dem  Iterationsverfahren. Als A us
gan gsw ert nehm en wir für a e in en  W inkel an, für den sin  a  =  0,92 ist. M it diesem  W ert 
ergibt sich  nach obiger G leichung:

tg  a
18,916 +  6,97836  

10“,55793
=  2 ,45260 .

D ie  trigonom etrischen Tafeln liefern  uns zu diesem  T angentenw ert (annäherungsweise) den  
W inkel w ert:

a =  67° 49'
und w eiters:

tg  a  =  2,45246 

sin a  =  0,92598 

cos a =  0,37757

B ezeich n en  wir nun die linke Seite  unserer Gleichung m it / ( a ) ,  d. h.

/ ( a )  =  10,55793 tg a -  7,58517 sin  a ;  

so la u te t  d ie Gleichung für a in  der a u f 0 reduzierten F orm :

/ ( a )  — 18,916 =  0.

Für d en  W ert a0 =  67° 49' g ilt für / ( a 0):

/ ( a 0) =  18,86918 ,
und  daher is t

/ ( a 0) — 18,916 =  -  0 ,04682 ,

d. h. der angenommene A usgan gsw ert von  a0 =  67° 49' liefert uns n icht die gew ünschte  
G en auigkeit. Wir wollen die N ew ton sch e  Näherungsform el anw enden; derzufolge erhalten wir:

f(a 0) -  18,916

“ ~  a° / ' Ы
w ob ei f ' ( a )  den D ifferentia lquotien ten der F u n k tio n /(a )  nach  a  bezeichnet, d. h.

/'(«) =
1055793 

cos2 a
7,58517 cos a  .

Selbstverständ lich  ist der W ert v o n  a in Radian einzusetzen: als Tabellenw ert erhalten w ir  
hiefür:

Da:
a 0 =  1,18362412

_  10,55793  
f  {<Xo> ~  0,14256

2,86393 =  74,05955 — 2,86393 =  71,19562

is t , erh alten  wir nach der N ew ton sch en  Form el den  A nnäherungsw ert:

a  =  1,18362412 +  - ° ’°^ 682 - =  1,18362412 +  0,00065762 =  1,18428174.

D ieser  Radianw ert entspricht e in em  W ert in Grad: 67° 51' 16'' und die Tabellenwerte sind:

tg  a  =  2,4570967  

sin a  =  0,9262292  

cos a  =  0,3769609

M it d iesem  a  ergibt sich:

/ ( a )  =  25,94185 -  7,02561 =  18,9162.
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Der Zahlenwert bis zu einer G enauigkeit von Tausendsteln:

/ ( « )  =  18,916

kann also als hinreichend genau erachtet werden. Der H albm esser des unteren Grenzkreises 
Oj ergibt sich nach Form el (9'). Aus denW erten:

COS Ф * S ill T
Xo ------ --------------- =  10,45388 • 0,2952635 =  3,0866492,

S in  V

r • c o s a  =  10,5549052

Kl +  tg 2 a  • cos2 V =  Кб,5942737 =  2,5679318
erhalten wir:

Pl =  (3,0866492 +  10,5549052) • 2,56,79318 =  13,6415544 • 2,5679318 =  35,0306.

M it anderen W orten, an der unteren Stirnfläche des R inges en tsteh t ein abgew ickelter Grenz 
kreis m it dem  Halbm esser:

q1 =  35,0306.

Um  den H albm esser des oberen Grenzkreises zu erhalten, setzen w ir a u f der rechten  
Seite der Gleichung (9 2) den Zahlenwert: z2 =  34,916 und so erhalten wir

f ( a )  =  10,55793 t g a  -  7,58517 sin  a  =  34,916.

A ls erste Annahm e wählen w ir den W ert:

sin a  =  0,97 ,
und dam it ist

Für die Annahme: 

finden  wir:

tg  a  = =  4 ,00397.
34,916 +  7,35761 

10,55793

a 0 =  75° 58' 40" 

tg a 0 =  4,00416  

sin a„ =  0,97020  

cos a 0 =  0,24230 

cos2 a 0 =  0,05871 ,

und daher is t  für den gew ählten  a 0:

f ( a 0) =  42,27564 -  7,35913 =  34,91651 ,
d . h.

f ( a 0) -  34,916 =  0,00051.

D ieser a  W ert entspricht beinahe der gewünschten G enauigkeit. N un soll zur Erhöhung der 
G enauigkeit der A usgangsw ert etw as niedriger angesetzt werden:

a 0 =  75° 58' 39"
D ann ist

t g a  =  4,0040817 

sin a  =  0,9702006  

c o s a  =  0,2423029
und so erhalten wir für

/ ( a )  =  42,27481 -  7,35914 =  3 4 ,9 1 5 6 .. .  ~  34,916 , 

welcher W ert bereits als hinreichend genau betrachtet werden kann.
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D en  H albm esser o„ errechnen w ir aus folgenden W erten:

r • cos a  =  6,784 4812

Vl +  t g 2a  • c o s 2 V  =  У15,8561086 =  3,9819729.
und d an n  wird

g 2 =  (3,0866492 +  6 ,784412) • 3,9819729 =  9,8711304 • 3,981972 =  39,3066.

A lso erg ib t sich
g2 =  39,3066.

N u n  sin d  w ir in der Lage, den W ert der Pfeilhöhe als Maß der W ölbung zu errechnen; hiezu  
b estim m en  wir die Abweichung Smax nach der Form el (9).

Da:

is t ,  so fo lg t:

und w eiters

daher

und

z2 =  1223,12843 
—2i  Qi — —743,52365 

Oj z2 — z 1 p2 =  479,60478

Q l z 2 g i  Q2
Z2 Zj

479,60478
нГ~ =  29,97530

4,2760
16

=  0,26725 ,

| / l  +  m 2 =  У1,0714226 =  1,0350954 ,

r Vl +  m 2 =  28,98267. 

In  der Formel für Smax is t  der W urzelausdruck:

]'l -  m2 c tg 2 V =  Vl — 0,9018193 =  fO,0981807 =  0,31333799. 

M ultip liz ieren  wir den W urzelausdruck m it dem Faktor:

is t  das Produkt:

* 2 =  3 0866492 ,

cos <p sin  y> yi — m2 ctg 2 V =  0,96716

und für smax ergibt sich

smax =  -  0,96716 -  28 ,98267  +  29,97530 =  29,97530 — 29,94983 =  0,02547

Sch ieß lich  ergibt das Maß der W ölbung aus:

ô =  0,02547 cos <p =  0 ,0 2 4 6 .. .

A ls E ndergebnis haben wir für ip =  4° 45' und r =  28 eine W ölbungspfeilhöhe: ő =  0,025 mm.
W ir wollen an H and dieses B eispiels noch den Fall errechnen, wie w eit eine Abnahm e  

der P feilh öh e eintritt, falls w ir — b e i unverändertem  W inkel yi — m it einem  etw as abgenutz
ten  S te in , also m it einem Z ylinder arbeiten, dessen H albm esser kleiner geworden ist.

D ie  Abnutzung des Sch leifsteines soll einen H albm esser von  r =  16 m m  ergeben. Alle 
W erte , die in  der vorhin ab geleiteten  Berechnung als unabhängig von  dem  W ert r errechnet 
w orden  sind , können wir ohne w eiteres verwenden. Errechnen wir nun die von  r abhängigen  
W erte x 2 und z.

W ir haben:

— î -  =  38,45388 
cos (p

und m it r =  16:

-----ï------- r =  22 ,45388.
cos (p
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U nverändert haben wir 

und

ctg 2 V tg <p =  125,66675

sin <p
3,5268075,

Ы 1 1 "  V

daher aus (7')

\ z \  =  125,66675 — 16 • 3,5268075 =  125,66675 -  56,42892 =  69,23784 , 

und a u f Grund (9")

Ferner haben wir noch

z l  =  61,238  

.г2 =  77,238 . 

r sin V =  4,33438 ,

und die Gleichung ( 9 )  zur Lösung von  Q ! lau tet m it dem  W ert zl  =  61,238 w ie folgt: 

22,45388 • 0,2951635 • 3,4205162 tg а  — 4,33438 sin а  =  22,67738 tg а  — 4,33438 sin а  =

=  6 1 ,2 3 8 .

Für sin а  sei die erste A nnahm e: sin а  =  0,94 ; h iem it ist:

61,238 +  4 • 07432
tg  а 22,67738

=  2,88006.

N ehm en wir a 0 =  75° 51' 10” an, so sind:

tg  a 0 =  2,88015  

sin a 0 =  0,94468

und wir erhalten:

d. h.
Da nun

cos2 a 0=  0,10758

/ Ю  =  65,31426 -  4,09460 =  61,21966,

/ ( a 0) -  61,238 =  — 0,01834.

22 67738
f ' ( a 0) =  — ’r -— ------ 4,33438 • 0,32800 =  210,795 — 1,422 =  209,3730,10758

is t , und der W inkel a 0 =  70° 51' 10” in  Radian: a 0 =  1,23661426 ist, so gew innen  wir 
m it der New tonschen F orm el den N äherungsw ert:

a  =  1,23661426
0,01834
209,373“

=  1,23661426 +  0,00008759 =  1,23670185.

Im  Gradmaß ausgedrückt ist а  =  70° 51' 28” , 
und hiezu

tg  а  =  2,8809598  

sin а  =  0,9447075  

cos а  =  0,3279142
M it diesen W erten ergibt sich:

/ ( а )  =  65,33262 — 4,09472 =  61,23790 =  61,238 ,

d. h. der W ert von а  kann als hinreichend genau erachtet werden. N un lä ß t sich  der W ert 
von  p! errechnen. Da

r • cos а  =  5,246627 ,
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u n d  d ie  übrigen W erte sind:

Vl +  t g 2 a  cos 2 V =  V8,6908368 =  2,9480225;

so erh a lten  wir:

*2 C0S У 8m  У =  22,45388 • 0 ,2952635 =  6,62981;
S i n  V

8l =  (6,62981 +  5 ,2 4 6 6 3 ) • 2,94802 =  11,87644 • 2,94802 =  35,0120.

D er in der unteren S tirn flä ch e  durch Schleifen erzeugte Grenzkreis hat also den H alb
m esser:

?, =  35,0120.

Z u r  B estim m ung des H alb m essers ?2 muß man, da

z2 =  77,2 3 8

is t ,  erst die folgende G leichung lösen:

2 2 ,6 7 7 3 8  t g «  — 4,33438 sin  а  =  77,238.

D e r  genaue W inkelwert ist: а  =  74° 26' 6” und hiezu:

tg  а  =  3,5900630  

sin а  =  0,9633267  

cos а  =  0,2683314;

m it  d iesen  Zahlenwerten erg ib t sich:

f ( a )  =  8 1 ,41322  -  4,17542 =  77,2378 =  77,238

a ls  hinreichend genauer W ert. D a  nun

r cos а  =  4,2933024
un d

V l +  t g 2 «. • co s2 V =  У 12,9427223 =  3,597599

s in d , so erhalten wir für

?2 =  (6,62981 +  4 ,2 9 3 3 0 ) • 3,597599 =  10,92311 • 3,597599 =  39,2970. 

W ir können jetzt nach (9) d ie  m axim ale  Abweichung smax errechnen:

E s  erg ib t sich:

d a h er  is t

F er n e r  is t

u n d  daher  

a lso  g ilt

e 1Ï2 ?= 2704,25686  
— e 2 =  — 2406,46969

297,78717 ,

z2 — Zj g2 297,78717

в  2

16

?! 4,2850
16

=  18,61169.

0,26781

V l +  m 2 = ]  1,071722 =  1,035240 ,

r 11 +  m2 =  16,56384.

D e r  W urzelausdruck in der F o rm el für smax wird:

f l  -  m 2 c tg 2 V =  Vl -  0,9056027 =  У'0,0943973 =  0,3072414.
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M ultipliziert man den W urzelwert m it dem W ert:

cos <p sin t/i
=  6,62981

so wird:
cos <p sm  w , — —

r2 ------ ? -------— F l -  m 2 c tg 2 V =  6,62981 • 03072414 =  2,03690.

Es folgt m it H ilfe der vorigen W erte:

% a x  =  — 2,03695 — 16,56384 +  18,61169 18,61169 -  18,60079 =. 0 ,0109.

Schließlich erhalten wir die Pfeilhöhe:

<5 «max • cos <f =  0,0109 • 0,9659 =  0,0105 =  0.011 mm.

Es ist also das M inderungsverhältnis des Schleifzylinderdurchm essers 28:16 =  1,75, dagegen  
ist das Verhältnis der Abnahm e der Pfeilhöhe der W ölbung: 25 : 11 =  2,27.

SCHRIFTTUM

1. L u n d b e r g : E lastische Berührung zweier H albräum e. Forschung, Bd. 10. 1939. N r. 5.
2. L ipk a , I.: B em erkungen zur Arbeit von I. Drahos ju n ., L . H ornyik und M. H osszú: „M a

them atische Lösung eines Problems der W erkzeuggeom etrie.” M itteilungen des 
m athem . Forsch. In stitu ts  der Ung. Akad. der W issenschaften . Jahrg. III. H eft: 3— 4. 
1958 (ungarisch).

ZUSAM M ENFASSUNG

Neuerdings wird die L auffläche im  Außernring e ines Kegellagers als eine ballige K egel
fläche ausgebildet. H iedurch wird die Lebensdauer des Lagers erhöht, indem m an eine prak
tisch gleichm äßige B elastung entlang der Erzeugenden einer Rolle erzielt. E in entsprechend  
eingestellter Schleifzylinder erzeugt eine dem einschaligen H yperboloid ähnliche U m drehungs
fläche als H üllfläche einer H yperboloidenschar. In der A bhandlung wird die durch das Schleifen  
abgewickelte U m drehungsfläche analytisch behandelt und hiefür ein G leichungssystem  m it 
zwei Param etern abgeleitet. D er A xialschnitt dieser F läche  liefert die Profilkurve der L auf
fläche. Mit H ilfe dieser Profilkurve kann das Maß der B alligkeit berechnet werden. D iese  
W ölbung hängt von  folgenden fü n f Parametern ab: E instellw inkel des Schleifzylinders, D urch
messer des Grenzkreises der stum pfkegelförm igen A usgangsfläche, der Ö ffnungsw inkel dieses 
K egels, die D icke des R inges, Durchm esser des Schleifzylinders. Es wird der B ew eis geführt, 
daß eine Abnahm e des Schleifzylinderdurchm essers — bei unverändertem  Stellw inkel — auch  
die Abnahm e der Pfeilhöhe der W ölbung zur Folge hat. Abschließend wird ein B eispiel der 
numerischen Berechnung angeführt.

T H E  GEOM ETRICS O F CO NVEX RA CEW AY S OF ROLLER B E A R IN G S

I. LIPK A

SUMMARY

N ow adays, the tapered roller bearings are bu ilt w ith  a bombed raceway on  the outer 
ring, in order to reach a longer life , ensured by a m ore equal distribution of load along the  
length of a roller. This bom bed conical surface is an envelope-surface of a set o f  unparted  
hyperboloids generated by a cylindrical grinding tool th a t was adjusted in a geom etrically  
skew position to  the ring ax is. The paper deals w ith  the resulting surface by deducing a sys
tem  of equalities w ith  tw o param eters. The profile curve given as the axial section  o f the  
envelop ing surface represents the measure of co n v ex ity  o f  the raceway. This m easure is a 
function  of the follow i ng f iv e  parameters: the position  angle o f the grinding cylinder, the

9  A cta Technica X X X I/3 —4.
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diam eter  of the grinding cy lind er, the diameter of the base circle of the in itial conical surface, 
th e  ap ex  angle of this conical surface, the height o f the ring. I t  was proved th at th e  functional 
in terdependence according to  w hich the decrease o f th is diam eter involves the decrease o f  
th e  h e ig h t o f bombing, w hen th e  angle o f position rem ains the same only. F inally , an example, 
o f  com puting is given.

G ÉO M ÉTR IE DU B O M BA G E D E  LA SU R FA C E  D E  ROULEM ENT D E S B A G U E S  
D E  RO ULEM ENTS A G ALETS

I. LIPK A

RÉSUM É

La surface de roulem ent des bagues extérieures des roulements à galets coniques est. 
d epu is un  certain tem ps, légèrem ent bombée. On augm ente ainsi considérablem ent la durée 
de v ie  du roulement, grâce à une distribution plus égalisée  le long de la génératrice des galets. 
La surface finale de la bague e s t  l ’enveloppe d ’une fam ille  d ’hyperboloïdes de révolution  à 
u n e nap pe, engendrés par les génératrices d ’une m eule cylindrique ajustée à un certain  angle, 
en b iais par rapport à l ’axe de la  bague. U n systèm e d ’équations à deux param ètres a é té  déduit 
pour définir cette enveloppe. D on né, comme une courbe, dans la section axiale de la bague, 
le profil de l ’enveloppe sert à m esurer la convexité. C ette m esure dépend de cinq param ètres, 
qui son t: l ’angle de position  de l ’axe de la meule cylindrique, le diamètre de base de la  surface 
de roulem ent prim itive en cône tronqué, son angle d ’ouverture et sa hauteur (épaisseur de la 
bagu e). On peut dém ontrer q u ’avec la dim inution du diam ètre de la meule cylindrique, la 
valeur de la convexité de la  surface résultante d im inue à son tour.

U n  exemple num érique donné en fin de l ’étude illustre le mode d ’applicationde la théorie.

ГЕОМЕТРИЯ БЕГОВОЙ ДОРОЖКИ ПОДШИПНИКОВЫХ КОЛЕЦ
И . Л И П К А

РЕЗЮМЕ

В последнее время беговая дорожка в виде усеченного конуса внешнего кольца 
конусных роликоподшипников шлифуется несколько выпуклой. Цель этого заключается 
в том, чтобы распределение нагрузки вдоль образующей роликов было равномерным, 
это значительно повышает срок службы подшипников. Цилиндрический шлифовальный 
круг, настроенный в соответствующем положении, в беговой дорожке кольца подшипника 
изготовляет поверхность, которая похожа на гиперболоид вращения с одной рубашкой. 
Эта изготовленная шлифовальным кругом поверхность представляет собою огибающую 
поверхность семейства гиперболоидов вращения с одной рубашкой. В работе детально 
рассматривается поверхность вращения, изготовленная шлифовальным кругом, и выво
дится для этой поверхности система уравнений с двумя параметрами. Сечение оси этой 
поверхности дает кривую профиля беговой дорожки подшипникового кольца. При по
мощи профильной кривой можно определить степень выпуклость беговой дорожки. 
Степень выпуклости беговой дорожки зависит от пяти параметров, а именно: угла уста
новки шлифовального круга, диаметра основного круга исходной беговой поверхности 
в виде усеченного конуса, далее от его высоты (толщины кольца) и угла раскрытия и, 
наконец, от диаметра шлифовального круга. Можно доказать, что в случае уменьшения 
диаметра шлифовального круга уменьшается также степень выпуклости.

В завершение метод применения теории демонстрируется детально разработанным 
числовым примером.



ALLGEMEINE THEORIE DER GEKRÜMMTEN
SCHALEN

E. BÖLCSKEI

TECHN ISCHE U N IV ER SITÄ T FÜ R B A U IN D U S T R IE  U ND V E R K E H R  BUDAPEST, 
LE H R STU H L F Ü R  B R Ü C K E N B A U

[Eingegangen am 12. O ktober 1959]

1, Ziel der Abhandlung

Das Ziel der vorliegenden Abhandlung is t ,  die au f das räumliche A ch sen 
kreuz bezogenen allgem einen G leichgewichts- und Form änderungsgleichungen  
der Schalen (gekrüm m ten Platten) herzuleiten. E s wird eine beliebige B e la 
stung, allgem eine M ittelflächenform  und k on stan te  Stärke vorausgesetzt.

2. Berechnungsgrundlagen

B ei unseren Berechnungen setzen wir fo lgendes voraus:
a)  E ine geringe P lattenstärke im  V ergleich zu den anderen beiden A b 

m essungen.
b) D er auf der N orm alen der M ittelfläche befindliche Punkt fä llt nach  

der Form änderung in die Normale der deform ierten M ittelfläche.
c) Im  V erhältnis zur P lattenstärke eine geringe Formänderung.
d) H om ogener und isotroper Stoff, der das Hookesche Gesetz verfo lgt, 

d. h. es besteht ein linearer Zusam m enhang zw ischen den D ehnungen und 
Spannungen.

e) D ie zur M ittelfläche senkrechten Spannungen sind gering und werden  
vernachlässigt.

3. Geometrische Charakteristiken der Mittelfläche

Die G leichung der M ittelfläche der un b elasteten  gekrümmten Schale sei

2 —f(x> y) ■

Bezeichnen wir, w ie üblich, die ersten D ifferentialquotienten mit

P
Э2/

8*
und 4

9 /_
8y

9*
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die zw eiten  D ifferentialquotienten mit

r = .9У . s = ay
dx2 Эл; • dy

a2/
9y2

D er Ortsvektor eines Punktes Л der M ittelfläche (Bild 1) und der absolute  
W ert d ieses Vektors seien

tx b zw . t y sind die T angentenvektoren der den Ebenen zx bzw. zy  parallelen  
S ch n ittk u rven  der M ittelfläche. Ihre Projektionen und absolute W erte sind

■>*.1 II 1 4í II 0
0 l
p q

! ix j =  f i  +  p 2 I «у I =  f l  +  ?  ■ (*)

D er N orinalvektor der O berfläche ergibt sich  als ein Vektorprodukt der V ek
toren  tx und fv. Die Projektionen und der absolute Wert des N orm alvektors 
sin d  daher

n =  Iх ■ ty — i j к = - p
1 0 p q
0 1 q l

1 n  1 =  f l  + P2 +  q2 = T. ( 2 )
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In unserem weiteren B erechnungen werden wir den zu den V ektoren tx und n 
senkrechten V ektor nx und den zu den Vektoren ty und n senkrechten Vektor 
пУ brauchen. D iese V ektoren und ihre absoluten W erte lassen sich in  der Form

i j к " = - Р Ч ny — ' i i к = 1 + 9 2
- p - 9 1 j 1 + p 2 0 1 4 - P i

1 0 P 4 —P -q 1 P

nx I =  T ]/l +  p 2 \ п у ] =  T ] f l  +  q2 (3)

anschreiben. Das sich über dem rechteckigen E lem ent dx dy  der E bene befind
liche Elem ent der M ittelfläche ist ein Flächenelem ent allgem einer Form . Dieses 
Flächenelem ent kann als ein in  der T angentialebene der M ittelfläche befind
liches Parallelogramm m it den Seitenlängen dx ] / l  4 - p 2 bzw. dy  | / l  +  q- 
betrachtet werden. Seine zu den K oordinatenebenen | я zj bzw. j z  paral
lelen Seiten schließen den W inkel a ein. Für diesen W inkel lassen sich die 
Beziehungen

cos а — n
Pi

p 2 n  -! f l2 ]/l + p 2 l  1 +
(4 )

anschreiben. D ie Schale hat die Dicke v, in R ichtung der Flächennorm alen  
gem essen. Das Schalenelem ent, das zu dem soeben beschriebenen F lächenele
m ent gehört, ist nicht prism atisch , sondern stellt infolge der Z w eirichtungs
verkrüm m ung ein »schartenförm iges« E lem ent m it Ausbreitung in R ichtung  
der konvexen Seite dar. D er in R ichtung der Schalenstärke parallel der Tan
gentialebene genom m ene Q uerschnitt wird ebenfalls eine Parallelogram m en- 
form aufweisen, wo der durch die Seiten eingeschlossene W inkel dem  entspre
chenden W inkel der M ittelfläche gleich, die Seitenlänge aber ungleich  ist. Die 
Seitenlänge des über der M ittelfläche in Höhe v befindlichen Flächenelem ents 
is t näm lich durch die Form eln

dsx" =  |/T +  p 2
Rx +  v 

Rx

dsy1’ = l \ + q 2
Ry - f  v

Ry
(5 )

darstellbar, wo Rx bzw. R y K rüm m ungshalbm esser einer durch die T angenten
vektoren tx bzw . ty der M ittelfläche und durch den N orm alvektor n — d. i. in 
beiden Fällen eine N orm alebene — bestim m ten Ebene sind. D ie Krüm m ung  
der Norm alquerschnitte ist im  allgem einen durch die Form eln

1
R

ra2 2 sab 4" b2
T
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zu bestim m en, wo a, b, c R ichtungskosinus der Tangente des Norm alquei- 
sc h n itte s  bedeuten. D ie K rüm m ung des im tx bzw . ty liegenden Norm alquer
sc h n itts  ist daher

1 _  r
R x ~~ (1 -f p 2) T

-  —  = ---------------- • (6)
Ry (1 +  g2) T

G leichgewichtsgleichungen

Fassen wir das G leichgew icht des aus der M ittelfläche z f  (x y) heraus
gesch n itten en  E lem entes m it einem Grundriß dx dy ins Auge. Seien die auf

d ie Schalenoberfläche w irkenden  und in der T angentialebene der Oberfläche 
lieg en d en , den Ebenen xz  bzw . y z  parallelen wirklichen Spannungskräfte mit 
N x b zw . Ny bezeichnet. D ie  spezifischen W erte der in der Tangentialebene  
auftreten d en  Querkräfte g leicher Richtung seien durch N xy bzw. N yx ausge
d rü ck t. W eiters benötigen w ir noch die der O berflächennorm alen n parallelen 
Q uerkräfte Qx bzw. Qy (B ild  2). D ie wirklichen B iegungsm om ente (B ild  3) wer
den  a u f  analoge W eise erklärt und bezeichnet. Seien M x und M y wirkliche 
M om en te, welche die B iegu n g in der R ichtung x bzw. у hervorrufen, deren 
V ek to ren  senkrecht zu der entsprechenden B iegungsebene stehen. Mxy bzw. 
M yx s in d  die analoge W eise erklärten Torsionsm om ente.
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D as G leichgewicht der au f das je tz t beschriebene Schalenelem ent wir
kenden K räfte wird durch drei Projektions- und drei M om entengleichungen  
ausgedrückt. Um  das Schreiben zu erleichtern haben wir die au f das Schalen
elem ent w irkenden K räfte in der Tabelle I , die M omente in der Tabelle II  
zusam m engestellt, wobei Größen der K räfte bzw . M omente, sowie die Projek
tionen der R ichtungsvektoren angegeben sind.

T a b e l l e  I

Die Größe des 
К raft vektors

D er Richtungskosinus

* У z

des E inheitsvektors

TVA У 1 I
1

У м  p 2
0

p

y i + p 2

N * y  К Г + 9 2 0
l я

l/ 1 + 9  2 V 1 + 9 2

Q x  y i + 9 2
p
r

Я
T

1

T

N y  D + P 8 0
1 я

I ' 1 + 9 2 f l  w

1
0

p
N y x  | / 1 -f- p 'z

У М - р 2 y i + p 2

Q y  j / f - Г p -
p
r

Я
T

1

T

R i1,1 3
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T a b e l l e  I I .

Die Größe des 
Momentenvektors

D er Richtungskosinus

X У 2

des E inheitsvektors

—  M x y i+ 9  2 0
1 p

У 1 + ? V ï + ?

M * y  Vh v
1

f l + p 2
0 p

y i + p 2

N * y  T p 4 t
t T T

- V x1 lV: P'-fl+q2
РЧ 14-P2 p

T  y i + p 2 t  y ï + p 2 F f i+ P 2
l

0 P
M v y i + p *

V ï + p * уТ- f p 2

0
l 4

-  М У Х 1 1; p - h - i r Y l - i - q -

N y *  T p q 1
T T T

v q P
Q y  И + И 1 + 5 2 r y i + , 2 t  1 i . r T \ l  ■ q-

Es se i die in Richtung x, y  b zw . z gemessene In ten sitä t der auf die K oordinaten
eb en en  bezogenen B elastung der Schalenfläche durch die B elastungsfunktionen

X Q(x, y),  y 0(x,jyb Z0(x. y)

charakterisiert.
Zw ecks Vereinfachung unserer B erechnungen werden die G leichgew ichts- 

gle ieh u n gen  nicht für die w irklichen Kräfte bzw. M omente, sondern für die 
sog. reduzierten Kräfte b zw . M om ente aufgestellt. D ie reduzierten K räfte bzw. 
M om ente bedeuten die in der waagerechten E bene gem essene In ten sitä t der 
Proj ek tion en  in R ichtung x, y ,  z der wirklichen K räfte bzw. M om ente. Die 
reduzierten  Kräfte bzw. M om ente werden m it den entsprechenden kleinen  
B u ch stab en  und den gleichen Indexen bezeichnet.

D ie  redtizierten K räfte werden auf Grund des Bildes 2 aus den wirk
lichen  K räften mit H ilfe der nachstehenden Form eln berechnet;

n* =  АР V 1 +  g2 ny =  AT-v p ~
Vl + p2 1/1 .+ q2

n'x =  Ny*п*У =  N*y
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gv
1/1 + f

K1 +  p 2 +  q2
qy =  Qy П + Р *

П  + P 1 +  q2
(?)

Die reduzierten M om ente können auf Grund des B ildes 3 m it H ilfe der n ach 
stehenden Beziehungen aus den wirklichen M om enten berechnet werden.

mx =  M x m v =  My

mxy __ \ jxy  К i  4~ q2 in x =  M yx Ki +  p 2
K1 +  p 2 Kl +  я2

( 8 )

A uf Grund der Tabellen I bzw. II können wir die G leichgew ichtsgleichungen  
der Kräfte bzw. M om ente anschreiben. Zwecks der Abkürzung führen wir aber 
sofort die reduzierten K räfte bzw. Momente ein .

nx n,yX — (pqx)x -  (pqv)y +  X 0 =  0

nx' +  ny -  (qqx)x -  (qqy)y +  Y 0 =  0 (9)

(Pn*)x +  (qny)y +  (qnxy)x +  (/RiVJ()v +  qx +  qy +  Z0 =  0

rnxy +  т.У p(nxy — nyx) pqqx 4 “ ( 1  : q2) qv =  0

mx 4 - m>yX — q(nxy nyx) 4 - ( 1  4 " P 2) +  pqqv =  0  ( 1 0 )

— (Ят *)х +  ( P m *y )x  +  ( P m %  - (9m>A)v +  ( n *y — пУХ) —

-  qqx +  рЧУ =  0

Nach Durchführung der O perationen in den G leichungen, sodann nach A bzie
hen des p-fachen der ersten und des g-fachen der zw eiten Gleichung, ergeben 
sich folgende B eziehungen.

<  4- nyx (pqx)x — (P4v)v +  =  o
nxy 4~ n y — (qqx)x -  (qqy)y +  Y 0 =  0

rnx +  s(nxy +  nyx) +  tny T(Tqx)x +  T(Tqv)y +  (11)

+  z 0 —' P x 0 -  9y o =  0

mxy 4  my — p(nxy — nvx) -f- pqq 4 ~ ( 1  4 " q2) qv — о

mx 4 -  myyx 4- q(nxy — nvx) 4 - ( 1  4 - q2) <?v +  pqqv — 0

rmxy — s(mx — mv) — tmvx 4 - T 2(nxy — nyx) =  0 (12)

W erden die W erte qx und qy aus der ersten und zw eiten  Gleichung von (12) 
ausgedrückt und in die G leichungen (11) bzw . in  die dritte G leichung von  
(12) eingesetzt, so erhalten wir folgende vier B eziehungen.
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(13)

5 . Die Formänderung

U ntersuchen wir die B ew egungen eines über der M ittelfläche der Schalen
form  z =  f ( x ,  y) in H öhe v o n  v befindlichen Punktes. D ie B ew egungen der 
M itte lfläch e in den R ichtungen  x, y ,  z werden durch die B ew egungsfunktionen

! = £ ( * ,  у); 4 = 4  (*> y); £ =  £ (*> y)

4

In der Gleichung (13) fin d en  wir nur noch die folgenden 8 U nbekannten:
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charakterisiert. N ach E intreten der Form änderung übergeht der über der 
.Mittelfläche in der Höhe von v befindliche P unkt in die Stellung P'  (B ild  4). 
Die B ew egung PP '  =  ev setzt sieh aus zw ei K om ponenten zusam m en. D ie erste 
K om ponente ergibt sich aus der reinen Verschiebung, die durch die B ew egungs
funktionen £ rj £ charakterisiert werden kann. Die zweite K om ponente stellt 
eine durch die Verdrehung des M ittelflächennorm alvektors en tstehende B ew e
gung dar, deren K om ponenten m it den Funktionen S,  H, Z  ausgedrückt wer
den können.

Der O rtsvektor des Punkts P  ist

P  =  r +  -— - v ,
\ n \

und der O rtsvektor des Punkts P ' ist

Г f + Q  + V ,

Avobei Q der B ew egungsvektor, n der N orm alvektor der ursprünglichen Fläche 
und n' der N orm alvektor der deform ierten Fläche sind. Der B ew egungsvektor  
is t daher

PP'  =  g*> =  Q +

Die in  diesen Vektorgleichungen ausgedrückten Größen können au f Gtund der 
Flächentheorie b estim m t werden.

Im  deform ierten Zustand ist der N orm alvektor der Fläche

oder, was dasselbe ist

n
i j  к

1 +  5x Vx P  +  C x1

Sy 1 ~h ? 1 у  Ц  “f“ Cy

—P +  (P/x -  P'h -  ?x) P + " A
- q +  ( - F t  +  p í j , +  Cv) = 4 В
+ 1  +  (£x +  r)y) 1 С

Der absolute W ert dieses Vektors ist

| f t ' | = p ï  + p 2 + q 2 + 2  ( - p A  -  qB  + C )  +  A 2 +  B2 + C 2

Vernachlässigen wir im Ausdruck n' die zw eiten  Potenzen der die Form ände
rungsglieder enthaltenden  Größen A ,  В, C — als kleine Größen zw eiter Ord
nung — , so erhalten  wir die Beziehung

-  p A  — qB .+ C 
T 2

n  I =  T 1 +



4 0 0 E. BÖLCSKEI

S etzen  w ir die obigen Größen in  die Matrix des V erschiebungsvektors ein , so 
g elan gen  w ir zu der B eziehung

D as erste  Glied dieses A usdruckes bedeutet die reine Verschiebung, das zw eite  
aber d ie  Bewegung, die infolge der Verdrehung der Flächennorm ale en tsta n 
den is t .  Bezeichnen wir letztere — wie bereits gesagt — m it den entsprechen
den griech ischen  M ajuskeln, so erhalten wir die B eziehungen

£ - s +  V E  ' = Ф
V H V
C z - 1 -

6. Spezifische D ehnungen und W inkelveränderung

B estim m en wir die bei einem  in der H öhe v befindlichen Flächenelem ent 
des geprüften  parallelogram m förm igen Schalenelem ents auftretenden sp ez ifi
schen D ehnungen. U nter spezifischer D ehnung verstehen  wir — auch im 
sch iefw ink ligen  — den Q uotienten  der geprüften Projektion  des Verschiebungs- 
vek tors und der ursprünglichen Seitenlänge, oder

I х
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Wir haben noch den W ert der W inkelveränderung zu bestim m en. U n ter  W in
kelveränderung verstehen wir die Verzerrung des durch die A ch sen  einge
schlossenen W inkels des schiefw inkligen K oordinatensystem s. D ies se tz t sieh 
aus zw ei Teilen zusam m en (B ild  5).

D ie L änge, bzw. der absolute W ert dieses V ektors ist nach V ernachlässigung  
der quadratischen Glieder

Die gesuchte spezifische D ehnung ist daher

A u f Grund eines ähnlichen Gedankenganges fin d et man
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N ach  der Entw icklung erh a lten  wir:

r lv=  — -  [ —р ч £x+(1 + p 2)VxJr q ^ x + v { p q s *-[-(i t p 2) П : Л qZx}|
K x +  V I (1 +  p z)

D urch einen ähnlichen G edankengang ergibt sich:

У21’ = , . R , ~т п ~ 7 ~ 2 \  [(1 +  f )  "у-РЧ V y + p C y + v { ( l  +  q2) S  y-  pqHy+ p Z y}]
f i y -f- V 1 ( 1  -f- q~)

(16)

7. D ie Kom patibilitätsbedingung

D ie Verschiebung ein es Punktes in H öhe v über einem beliebigen Punkt 
P  der Schalenm ittelfläche w ird durch die B ezieh u n g

1 +  V M1 ~ = Ф

V H V
. f z . - X

beschrieben, wo die erste S p a lte  die aus der reinen  Verschiebung resultierende, 
die zw eite aber die B ew egu n g  beschreibt, die in fo lge  der W inkeländerung der 
Oberflächennormalen e n ts te h t . Die in Höhe v über der M ittelfläche gem esse
nen  Dehnungen und W inkeländerungen können durch die Gleichungen (14), 
(15) und (16) gekennzeichnet werden. Hieraus is t  le ich  ersichtlich, daß

+  pCx +  v ( S x +  PZX) =  ( 1  +  P2) e»  =  p
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%  4- qCy +  v(Hy +  qZy) =  RyJ  v ( l  +  f )  e*> =  Q

Vx +  qCx +  v(Hx +  qZx) =  * - ±  v (Т у»  +  pqe") =  (17)

R y  -I- V
£y Í  K v +  v (3 x +  pZ y) = -----— ---- (Г у21' +  pqeyr) =  S 2

K }

W ird die an der Stelle у  zw eim al abgeleitete erste G leichung und die 
an der Stelle x zweim al abgeleitete zw eite Gleichung von der Sum m e der drit
ten und vierten G leichungen subtrahiert, so erhalten wir die B eziehung:

rXyy -  2 s X xy +  t X xx =  (S i +  S2)xy -  Pyy -  Qxx (18.1)

E s bestehen ferner auch die B eziehungen

ФХ =  Р -  p X x (18.2)

wy — Q q X y • (18.3)

1 n diesen drei D ifferentialgleichungen kom m en die Ableitungen erster und zwei
ter Ordnung der Schalenm ittelfläche, die spezifischen D ehnungen exv und e"\ 
die W inkeländerungen y v  =  y l v  - | - y 2 v ,  sow ie die unbekannten Funktionen  
Ф, XP , X vor, die in K enntnis der vorerw ähnten Größen bei entsprechenden Rand
bedingungen eindeutig bestim m t werden können. Nach der B estim m u n g der 
F unktionen Ф, F,  x können wir das D ifferentialgleichungssystem

f + ; 3 [(1 + q2) (pSx + 4Vx -  ix) — pq (pty + qvy -  Q] = Ф 

v+ 'ri [-pq ( p £ x + qPx -  ix )  + (1  + p 2) ( p l y  + qvy —  i y) ]  = F (1 9 )

i  + ~  [p (pix + ччх -  ix )  + 1 (piy + qvy -  iy)l = x

anschreiben, woraus die F unktionen 7] und Ç, ebenfalls bei entsprechenden  
Randbedingungen, bestim m t werden können .

8 . Spezifische innere Kräfte und Momente

Prüfen wir den Teil der Schale, der sich über dem E lem en t m it dem 
Grundriß dx dy  befindet, und durch E benen aus der P latte herausgeschnitten  
wird, die den T angentialvektoren der M ittelfläche und dem  N orm alvektor  
parallel stehen.
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D ie auf den au sgesch n itten en  Flächen der P la tte  wirkenden spezifischen  
K r ä fte  weiden durch die Beziehungen

Л/2

№ - J
-Л/2

hr
№

N*y=

-h l  2 

hl 2

—Л/2 

hl 2

2V>* =

-h /2

<?x =

Ry  + V

Ry

>

R x + V

R x

Ry  + V  '

Ry

* + V

R x

h/2
r  Ry +

erx dv

a y dv

r xy dv

тух dv

R v
txz dv

h/2

M x

МУ

Ry +  r 

Ry
-h /2

h l  2
' Rx -)- t>

R x ~

rerx dr

г)Су dv

— h/2

h/2
r  Ry  4 -i)

M xy =  I Г  r T xy d „  ( 2 0 )
) R y  '

M yx

—h/2 
h/2J

— h/2

R x
Rx

Qy — ~

h/2
r R x

R

vxyx dv

ту: d v .

- h / 2 -h/2

b e stim m t. In diesen G leichungen  bedeuten ox, ay, rxy, rix, rxz, туг die im  
schiefw inkligen System  ged eu teten  Spannungen.

9. Das H ookesche G esetz in schiefw inkligen Koordinaten

E in  im Grundriß rechteckiges Flächenelem ent wird auf der Schalen
flä ch e  in der W irklichkeit d ie  Form  eines schiefw inkligen Parallelogramms auf
w eisen . Wir benötigen d ah er die Zusam m enhänge zwischen den im K oordi
n a ten sy stem  xy  m it e in em  Neigungswinkel a erklärten ax, ay bzw. Txy, t yx 
Spannungen , sowie den im  selben  System erklärten D ehnungen ex, ey und der 
W inkelverzerrung y. D as is t  das Hookesche G esetz, dessen Gültigkeit für die 
schiefw inkligen K oordinaten durch P. L a r d y  b estim m t wurde [3 ] . Diese B ezie
h u n gen  — unter W eglassen der Herleitungen — führen wir im folgenden an:

ex =  — ------  [crx -|- (cos2 a — fi sin2 a) ay -j- 2 r cos a]
E sin a

£ = -------  — [ax (c o s2 a — f i  sin2 a) -)- а У +  2 t  cos a]
E  sin a

1 4" il г x cos a ay cos a 2 г ] .
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W ollen wir die Spannungen m it H ilfe der spezifischen D ehnungen bzw . der 
W inkelveränderung aus d iesen Gleichungen ausdriicken, so ist das G leichungs
system  m it drei U nbekannten für die Spannungen zu lösen.

Drücken wir die W inkelfunktionen m it den partialen D ifferen tia lq u o
tien ten  der M ittelfläczengleichung aus, so erhalten wir die B eziehungen

(7X
1

1/1 +  p t y i + q *
rp2 { T (e x +  реУ) — y pq)

ay
E  l y i + p i f l  +  q2

1 -  p* “ T2 { T ( p e x +  £У) -  y p q }

( 21)

1 = 2 ( 1  -  „■) ^ U P ( 1  + / > • ) ( !  +  9s) -  (1 +  Я) Г*]

(1 +  p) (ex +  ey) p q T } .

10. Spezifische innere Kräfte und Momente in Abhängigkeit von der
Formänderung

Setzen wir die B eziehungen der spezifischen Dehnungen (14), (15) bzw. 
der W inkelveränderung (16) in die Formel der Spannungen ein, so erhalten  
wir die Gleichungen

=  a
Rx -f- V

—  fi R x

R x +  V

a R x

~ 2 R x -|- V

0* =

d x =

R x , R y(bx vAx) +  a (#x +  v 0 x)
R y +  V

Ry
(дУ +  vAv) + «  (fty +  v0y )

Ry +  v

a Ry
(дхУ +  vAxy) H------ (д*У +  V &ХУ)

2 R y + v

—  +  PJ 31 {Z1 +  92) ix  -  РЧ Пх +  P Q

^l- — p2J l -+  { ( !  +  <72) -  pq Hx +  PZX)

{ -  (1 +  q2) p q  Cy +  ( p 2q2 +  p  T 2) r\y( l  -f q2) T3

(p-q -  pqT2)
1 0  Acta Technics X X X I/3—4.
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A u f Grund obiger A n gaben  bestim m en wir im  w eiteren die W erte der ta t
säch lichen  spezifischen K rä fte  und Momente :
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hl 2

“ Í
- h l  2

Ry +  V 
Ry

Ry
Ry +  V

'* -|- V f)x) dv .

Führen wir die vorgeschriebenen Integrationen durch:

R*
ft/2

A* Г -ДУ—-V-di-
R*

a

/1/2

1 R " + ”
Ry J Rx +  v Ry J R* + r

-Л /2

Л/2

— Л/2

ft/2

-*/2

a&x J 'di> =  I +  II +  III  +  IV

-hl 2

R*
I =  «  V -f- (Ry — Rx) log

Ry
V

Rx

+ A/2 

—/1/ 2

R x s : a ----- or
Ry

Rx Ax=  a ox
Ry

RX Axed a -----о
Ry

h +  (R-v -  Rx) log
1 +  

1

А
2 R* 

А
2 R*

А +  (Ry -  R*) _Л A«

R* AR*3

a A A*

R*

A R> +
A3 Ry - R*

R* 12 R*3

dA3 1 1 1
A*

12 R*
h 12

R* Ry

II =  a J* 
Ry

r +  (Rv -  R*)

-h /2
R* +  t)

dt- =

« x .x a  d W ■ - f  (Ry -  Rx) 1 „  Rx log
1 +  Í

1
JRV 2 R* 1

Rx
=  a zl (Ry R*)Rv A — R* los

1 +
2 R*

a RX Л* (R' -  R*) 
R>

«A3 ( 1 1
12 1 R' R*

1 —
2 R*

A R*

zl*

A A3
R* 12 R*3 T

10*

du -f-

+  Л/2 

- ft/2
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III — a h ûx

IV =  a 0  

L etz ten  Endes ist daher:

rft/2
=  0 .

-Л/2

N x =  ah (öx - f  ö x) -f
1 h3
12

1

Ъ
1

Rx
öx
Rx

D urch einen ähnlichen G edankengang können wir die Ausdrücke für die w ei
teren  K räfte und M om ente bestim m en. Die Teilrechnungen vernachlässigend  
gelan gen  wir zuletzt zu fo lgenden  Beziehungen:

N x =  Ц д х +  ê x) +  К

Ny =  Щ у +  §У) +  К

1 1 öx
Ax -

R x Rx

1 §y
0У

Ry Ry

N xy (<)ху - f  ê xy)
К
2

1

Ry
1

Rx
Axy -

bxy i
Rx J

К 1 1 1 0 ху - ■&ху
2 1 Rx Ry Ry

М х =  — К  

МУ =  -к 
М ху =

М>'х =

1 1

Ry Rx 

1 1

(23)

R Ry

К 1 _  1
2 Ry Rx

К 1 1

2 R x Ry

ôx +  Ах +  0 х

&у +  А у +  0 у

Öxy ЛXV _|_ 0ху

Ьху +  Аху +  0 ху

11. Allgemeine D ifferentialgleichung der gekrüm m ten Schalen

A nläßlich der B ehandlung der G leichgew ichtsgleichungen haben wir be
w ie sen , daß eine B eziehung (13) zwischen den U nbekannten nx, ny, nxy, nyx, 
mx, m y, rnxy, myx besteht.

Setzen  wir in diese für die reduzierten K räfte bzw . M om ente angeschrie
benen  Gleichungen die durch die V erschiebungsfunktionen 7], |  ausgedrück-
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ten und sodann entsprechend reduzierten W erte der tatsächlichen K räfte bzw . 
M omente ein , so erhalten wir die Beziehungen

g  (p , q, r, s, t, f ,  f ,  X 0, y 0, Z 0) =  0

^ (jP? 4’ £9 'Ч9 C? x 0,  ̂ o* ^ 0 ) == ^

 ̂ ( j P ?  4’ *̂5 S? <э ? Ц 5 X 0, Уф? Z q) ------------ 0

У (p > <b r> s> t’ ff V’ Cf X 0, У 0, Z 0) =  0 . (24)

In obigen vier G leichungen kom m en nur noch die U nbekannten | ,  rj, £ vor.
Es stehen uns v ier Gleichungen m it drei U nbekannten zur V erfügung  

wir können aber bew eisen, daß die vierte G leichung zur Identität führt, so daß 
wir nach W eglassen dieser im Endresultat ein  D ifferentialgleichungssystem  aus 
drei G leichungen m it drei U nbekannten erhalten . Bei den entsprechenden  
Randbedingungen lösen wir dieses G leichungssystem , und so können die V er
schiebungsfunktionen I , Г), £ bestim m t w erden, und in deren K enntnis sind  
auf Grund der Endform eln des vorigen K apitels die inneren Kräfte bestim m bar.

D iese D ifferentialgleichungssystem  kann daher für gekrümmte Schalen  
beliebiger Form und beliebiger B elastung verw endet werden. Im Falle einer 
konkreten A ufgabe haben wir daher nur die ersten  bzw. zweiten D ifferen tia l
quotienten aus der G leichung der fraglichen F läche zu bilden und d iese in 
obige G leichung einzusetzen. Aus der so gew onnenen Gleichung können die 
Bewegungen und inneren Kräfte der M ittclfläche der geprüften Schale bestim m t 
werden .

Som it haben wir die Aufgabensetzung der E in leitung erfüllt. Zum B ew eis 
der Verwendbarkeit dieser Lösung führen wir im  folgenden einige charakteri
stische Beispiele an. Obige Gleichung ist näm lich für Behandlung von  P rob le
men der P lanp latten , Scheiben, M embranschalen und Krummschalen b elieb i
ger Form geeignet.

12. Beispiele

a) Die Differentialgleichung der ebenen Platte

D ie G leichung der Fläche ist in diesem  F alle  2  = f [ x . y )  = 0 ,  daher ist

p  =  q = r — s = t = 0
\

D ie B elastung sei Z0 =  p  (x , y)  X 0 =  Y0 =  0 .
Nachdem  keine Druck- und Schnittkräfte vorhanden sind, gestalten  sich  die 
G leichgew ichtsgleichungen wie folgt:

д£ +  $  +  р (* > у )  =  °
m* +  m f  +  qx =  0

тх/  +  щУ -F qy =  0
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W ir setzen  die nach x  differenzierte zw eite und nach y  differenzierte dritte  
G leichung in die erste G leichung ein:

m xx -  2 mxy — mvyy +  P  (x, y) =  0 •

D ie  M om ente sind

mx =  K(CXX +  fityy) 

m v =  K(pÇxx +  Cyy) 

™xy =  (1 — P) KCxy.

W erden diese in die G leichgew ichtsgleichung eingesetzt, so ergibt sich die 
B eziehung

s XXXX “b 2 £ xxyy ~t“ £ v y  vv =  P (Л4 У) *
к \

b) Die Differentialgleichung einer Scheibe

D ie M ittelfläche der Scheibe ist eine E b en e, deren Gleichung z =  0 ist, 
d ah er is t

p  =  q =  r =  s =  t =  0 .

D ie  B elastu n g fä llt in  die Ebene der Scheibe. Daher haben wir

ZQ(x ,y )  =  0, X 0(* ,y )  =  X 0, Y 0(x ,y)  =  X 0 .

E s tr it t  keine B iegung auf, so daß wir im  vorhinein  wissen, daß

mx =  0, тУ =  0 , mxy =  0 ,  qx =  0, qy =  0

is t . G ehen wir aus der Form änderungsgleichung aus. Sie hat im  F alle  einer 
eb en en  P latte  die Form

(■S г +  S2)xy -  Pyy - Q xx=  0 .

D ie  Form änderungen können durch die B eziehungen

p X V  I „ y v    v V
° y y  [ XX r x y

exv — — (nx — /uny) exv =  —  (ny — (inx) y ” =   ̂ nxy
Е Е  E

b estim m t werden. W erden diese in die Form änderungsgleichungen eingesetzt, 
so erhalten  wir

П у у  —  / л п У у  +  ПУХ Х  — / т хх х  =  2 (1 +  ц ) п % .
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Führen wir nun die Spannungsfunktion ein. W ie bereits bekannt, ist

nx =  hFyy nxy =  —hFxy ny =  hFxx
daher ist

Fyyyy ~ t Fxxxx 2 f i Fxxyy =  2 Fxxyy 2/i l' xxyy ,
d. h.

F XXXX “Ь 2 F XXyy F y y y y  0.

D ies is t  also die D ifferentialgleichung der Scheibe, anders gesagt die des 
zw eiachsigen Spannungszustandes.

c) Formänderung der Platte bei ungleichmäßiger Erwärmung

2  =  0, p  =  q =  r =  s =  t =  0

e*1' =  eyv =  a t° 0

P  =  a t° + Q =  a S,  =  S 2 = 0

D ie G leichung ( 18.1) führt zur In d en titä t, w obei wir auf Grund der Glei
ch u n gen  (18.2) und (18.3)

Ф„ =  а

У  у  =  а

t° +  —  t ,
h j

t° + ^ -

erhalten , und so ist

Ф =  а I t° -|------t1
h

P i° -f------f1
h

X  +  c ( y )  und 

У +  c { x ) .

A u f Grund der G leichungen (19) erhalten wir
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A u f G rund der m it v n ich t m ultiplizierten G lieder kann geschrieben werden :

I =  at0 X 4- c4(y) ,

П =  at° У +  сз(*) •

A u f G rund der m it v m ultip liz ierte  Glieder aber ist

(i
-  =  « —, ■ * +  c4j ) >h

— C =  a *1 * +  c2( j )  л; +  c5( j )  ,
n 2

bzw .
(1

-  Су =  a  — у  +  c4(*) ,
n

-  C =  a * ^  - +  c4(*)y +  c6( j )  ,
h 2

-  £ =  (ж2 4" У2) +  dxy .
2 h

N eh m en  wir an, daß die B ew egung der P la tte  im  K oordinatenursprung  
verh in d ert wird, so ist

X =  у  — 0  £  =  =  C =  0

I =  at0 X 

r) =  at° у

f =  - i  f  «■' +  * •

D ie M ittelfläche der P la tte  nim m t daher gleichzeitig  mit der A u s
d eh n u n g  eine elliptisch-paraboloidische Form an.

d) Plattenbeulung

D ie  gebeulte P la tte  (B ild  6) hat urspünglich  eine ebene F läche. 
S ch reib en  wir die G leichgew ichtsgleichnngen für die gebeulte Form  z = ( , ( x y )  
an u n d  nehm en wir an, daß die zw eite P otenz dieser und deren D ifferen
tia lq u o tien ten  gleich N ull sind , so daß

C =  Q =  C y = C 2y =  o .
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Die G leichgew ichtsgleichungen können in der Form

nx +  nyX "b X 0 =  ® mx +  +  qx =  0

гхУ +  пУ У о =  0 m i mvY +  qy =  О

í xx n x  +  2 Ç x y  n x y  +  Çyy n y  +  £  +  q y  =  0 nx* -  i»J* =  0

angeschrieben werden. W erden die Werte von q ' und aus der Aderten und

тшщщщрй

B ild  6

fünften Gleichungen ausgedrückt und in die dritte eingesetzt, so erhalten  wir 
die Beziehung

£xx « x +  2Cxy nxy +  C y y  п У  -  m jx — 2 т хх У  -  т уу у  =  0 .

Im  Falle unserer A nnahm en wird

m ' =  Щ Хх +  r tyy )  , 
m> == Щ уу +  ,

mxy =  (1 — /*) K £xy.

Werden diese Ausdrücke in unsere obige G leichung eingesetzt, so erhalten w ir 
die Beziehung

Sjcx П 2 C XV n " '  +  Cyy П ’ — K [C XXXX +  2 , xxvv +  Cyyyy] =  0  

oder als Endresultat:

K(AAÇ) -  [Cxx nx +  2Cxy пху +  Cyy nv] =  0 .

Wie bekannt, ist dies die D ifferentialgleichung der Plattenbeulung.

e) Differentialgleichung von Membranschalen

Im  Falle eines M em branspannungszustandes ist

m x  =  m y  =  m x y  =  q x  =  q y  —  0 .
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D ie  G leichgew ichtsgleichungen lauten daher:

n i +  n f  +  X 0 =  0; пУ +  пххУ +  У 0 =  0;

rn* +  s(n*y +  пУx) +  tny +  Z 0 -  p X 0 -  q Y 0 =  0 .

E s kann  leicht eingesehen werden, daß

nyx =  nxy.

U n d  w enn die Spannungsfunktion eingeführt wird, so erhalten wir das E nd
resu ltat:

rFyy -  2sF xy +  tF xx-f  (Z 0 -  p X 0 -  q Y 0) =  0 .

D ies is t  die w ohlbekannte D ifferentialgleichung der M embranschalen.

f) Formänderung der Membranschalen

D ie Membranschalen haben keine B iegungssteifheit und können als P lat
ten  vorgeste llt werden, deren D ickenm aß dem  Grenzwert v =  0 zustrebt. Unter 
B ea ch tu n g  dieser E igenschaft erhalten w ir die K om patibilitätsbedingungen  
der M embranschalen:

a u f G rund der G leichungen (17) ist

P  =  (1 +  p 2) ex

<? =  ( ! +  q2) ey
s t +  S2 =  pq  (ex +  ey) +  Ту

die G leichungen (19) sind: Ф = I

4* =  г]

X =  C

und  so die Gleichungen (18) können in der Form

Г Syy 2 S Cxy ~  1  CXX =  ( $ 1  4~ F y y  Q x x

'̂ X ~  F  P^X

Vy =  Q — ?Cy

geschrieben  werden. W erden die inneren K räfte in K enntnis der U nterstüt- 
zu n gsart und Belastung der M em branschale bestim m t, so können hieraus die 
G rößen ex, ey und y  bzw . P, Q, Sv  S2 berechnet werden. In K enntnis dieser 
G rößen können die F unktionen £, p, Ç aus dem obigen D ifferentialgleichungs
sy ste m  erm ittelt werden, die die B ew egung der M ittelfläche beschreiben.
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g) Flache Schalen

Untersuchen wir die flache Schale, deren M ittelfläche durch die Gleichung 
* = f { x , y )  beschrieben wird. W ir verstehen unter einer flach en  Schale eine 
solche Schalenkonstruktion, bei welcher die höheren Potenzen der Ableitung  
erster Ordnung der Schalengleichung in Bezug auf die E inheit vernachlässigt 
werden können, d. h.

l - | - p 2 = l + Ç 2 £ ^ l + P 2 + 9 2 “ l 5

und so lassen sich die K rüm m ungen in der R ichtung x und y  der M ittelfläche 
w ie fo lgt schreiben:

1 1
------- =  — r ; =  — t ■

R x Ry

H ieraus folgt, daß die tatsächlichen  spezifischen K räfte, Scherkräfte, 
M om ente, Torsionsm om ente, Schnittkräfte der Querrichtung den entsprechen
den reduzierten Kräften bzw. M om enten annähernd gleich sind.

Es soll nur die B elastung der R ichtung z auf die Schale w irken, d. h., es sei

z0=h 0; x0 = Y0 = o.
Der E infachheit halber nehm en wir ferner an, daß der F aktor der trans

versalen K ontraktion / 1 = 0  ist, so daß

L  =  hE; К  =
Л3 E

12

B ei einer flachen Schale können wir annehm en, daß das Produkt der die 
B ew egung der M ittelfläche beschreibenden Funktionen | ,  ij, £ bzw . deren 
A bleitungen und der D ifferentialquotienten der O berflächengleichung gegen 
die nicht m ultiplizierten Glieder vernachlässigkeit werden kann. B ei dieser 
Annahm e können die G leichungen (22) in einer wesentlich einfacheren Form,

X
AJkTIIX

Ь Х У  = V x

Ä  ‘- ' X  ^ X X Axy = Hx =

оIIX

■ d x y  =

e x  =  0 в ху = w v  =

geschrieben werden, nachdem

Я  =  - C y ,
z = о

öv =  0 

Av =  0

№  =  rjy

& v  =  н у  =  — C y y

ist
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D ie unter (23) angeführten Ausdrücke der tatsäch lichen  bzw. reduzierten  
spezifischen  inneren K räfte bzw . Momente werden gleichfalls wesentlich ein-

'm ultipzierten G lieder gegen die übrigen ver-facher, w eil die m it zb y

n ach lässig t werden können und so ist

IVх =  nx =  L(öx +  №) =  Ы Х,

N y =  ПУ =  Ц0У +  № )  =  Lrjy ,

N x y  =  N y x  =  n x y  =  n y x  =  L  ( 8* y  _)_ $ x y )  =  L  4 .  r i x )  t

2 2

M x =  mx =  - K ( A X +  0 X) =  KCXX ,

МУ =  mv =  - K ( A V +  0У) =  KCyy ,
e

М ху =  M>’x =  mxy =  m yx = --------- (Axy +  0 XV) =  Щ ух.
2

Schreiben wir ferner die Gleichungen (11) und (12) an. Mit R ücksicht au f  
die flach e Schale wird das Produkt der transversalen  Schnittkräfte und der 
partia len  A bleitungen erster Ordnung der Schalenm ittelfläche gegen die nicht 
m ultip lizierten  Glieder ebenfalls vernachlässigt, und so erhalten wir folgende  
G leichungen:

nx +пУух =  0 

пхУ +  пУ =  О

ггех +  2 snxy -f щу +  qx +  qyy +  z Q =  °
mxx +  mvyx +  qx =  0 

тххУ +  тУу +  qy =  О 

rmxy — s (mx — my) — tmyx =  0 .

Führen wir die Spannungsfunktion ein, es sei som it:

nx =  Fyy ; nxy =  ny x = -  Fxy ; ny =  Fxx ;

setzen  wir dann die aus der v ierten  und fünften  G leichungen  ausgedrückten  
Größen qx und qy in die dritte Gleichung ein, so erhalten  wir die Beziehung

rFyy — 2 sFxy 4 - tF xx — К  (Cxxxx +  2 Cxxyy +  Zyyyy) +  Z 0 =  0. (25)

D ie Spannungsfunktion befried igt autom atisch die ersten  zwei G leichungen. 
D ie le tz te  Gleichung kann vernachlässigt werden, nachdem  sie annähernd zur 
Id en titä t führt.

In  der obigen G leichung kom m en zwei U n bekannten  F  und f  vor, zu 
deren B estim m ung eine w eitere Beziehung benötigt w ird . Untersuchen wir die
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Bedingung der K om patib ilität unter B eachtung der V ernachlässigungen der 
G leichungen (21):

P  - ex”

Q =  e-vt’

S 1  + S 2  — ylv +y2i' = V- 

Nachdem  cos a =  0, sin a =  1 und и =  0, so ist

In den G leichungen (25) und (26) kom m en nur die unbekannten Funktionen  
£ und F  vor, die bei entsprechenden Randbedingungen eindeutig bestim m t 
werden können.

Zwecks einer w eiteren Vereinfachung führen wir die folgenden Opera-
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und  so können unsere G leichungen in der Form

af -  к ja :
LAС + AAF

Z0 =  0

0

geschrieben  werden. D ieses S ystem , bestehend aus zwei partialen D ifferential
g leichungen  vierter O rdnung m it zwei Variablen, kann au f eine einzige partiale 
D ifferentialgleichung achter Ordnung zurückgeführt werden. Führen wir die 
B ezeichnungen

F  =  - L a Q
bzw .

ç = a a Q

ein , so geht die erste G leichung in die Form

LAAQ  +  KAAAAQ  =  Z 0

über, w obei die zw eite G leichung zur Iden tität führt. D ies ist daher die allge
m eine D ifferentialgleichung der flachen Schalen.

D as erste Glied rückt B elastungen , die durch die M embrankräfte (B ogen
w irkung) ausgeglichen sind , das zweite aber B elastungen , die durch die B ie
gungsm om ente (Trägerwirkung) ausgeglichen sind, aus.

N ach  Lösung der D ifferentialgleichung bei entsprechenden R andbedin
gungen  kann die F unktion  Q  bestim m t werden, woraus die inneren K räfte, 
M om ente, usw. auf Grund der B eziehungen

y  y

ny =  —L a Q 

nxy =  + L a Qx y

mx =  К А Л й

mv =  KAAQ  

mxy =  KAAÜ

qx =  —KAAAÜX

- KAAAÜ„i V —

erm itte lt  werden können.

h) Die Biegung einer Kreiszylinderschale

Gleichung und D ifferentia lquotienten  der F läche lauten :

y 2 p  — r =  s =  0

_  R2
| / R 2  _  y  ’ гУ У - 1—  ( ] ) Д 2 _  y s ) 3zv =  9 =  -

IÍR2

У
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Die Krüm m ung ist
1

R

Mit R ücksicht darauf, daß die durch W .  F l ü g g e  abgeleiteten B eziehungen  in 
Zylinderkoordinaten angegeben sind, transform ieren wir unsere obigen F or
m eln in  dieses K oordinatensystem  (B ild  7):

Z =  ][R2 -  y 2 =  R  COS ß 

y  =  R  sin ß

1ÍR- — y 2
=  — tg /3.

Transformieren wir auch die Verschiebungen (B ild  8):

£ =  и

7) =  V  CO S ß ~\-  tV  sin ß  

C =  —  V  sin ß  -f -  í v  cos ß .

I

N ach B ildung der entsprechenden D ifferentialquotienten der F läche und der
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W erden diese in die G leichung (23) eingesetzt, so erhalten wir die Ausdrücke 
für die tatsächlichen K räfte und Momente :

V erschiebungsfunktion und nach E insetzen in  die Gleichungen (12), erhalten  
wir die Beziehungen:
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U nd wenn die letzteren in  die G leichgew ichtsgleichung (13) e in gesetzt werden, 
ergeben sich folgende drei Gleichungen:

R 2 UXX+  - - u ßß +  VR tv x +  2  R v xß~^

D ie vierte G leichung führt zu einer Id en titä t, w ovon man sich le ich t überzeu
gen kann. Die G leichungen sind m it dem durch W. F lügge abgeleiteten  Glei
chungen vollkom m en identisch . D ies ist zugleich eine Kontrolle der von  uns 
abgeleiteten  Form eln.
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Z LS AM MENFASSUNG

Der Aufsatz ste llt die allgem einen G leichgew ichtsgleichungen der allgem ein krum m - 
förm igen  Schalen (gekrüm m ten P la tten ) konstanter D icke in Bezug auf ein rechtw inkliges 
räum liches K oordinatensystem  u n ter  Mitspielung der sog. reduzierten Kräfte bzw. M om ente  
auf. U n ter reduzierten K räften  bzw . Momenten werden die auf die xy  K oordinatenebene  
bezogen en  spezifischen P rojektionskräfte bzw. M om ente verstanden . Der A ufsatz beschreibt 
die  spezifischen Dehnungen und W inkelverzerrungen m it H ilfe der Verschiebungskom ponenten  
(£ , ?7, C) in  Richtung x y  bzw . z  der Schalenm ittelfläche, leg t sodann die K om patib ilitä ts
bed in gungen  der Schalen fest. U n ter  Heranziehung der im  schiefw inkligen K oordinatensystem  
g ü ltig en  Hookeschen G esetzes w erden die spezifischen inneren K räfte bzw. M omente bestim m t. 
N a ch  Einführung dieser Größen in  die G leichgew ichtsgleichungen werden zum Schluß 3 G lei
ch u n gen  erhalten, in w elchen nur noch  3 Unbekannte, näm lich  die Verschiebungsfunktionen  
£, r), C der M ittelfläche V orkom m en. Nach Lösung dieses D ifferentialgleichungssystem s, unter  
g eeig n eten  Randbedingungen k ön nen  die V erschiebungsfunktionen und hieraus die inneren  
K räfte  bestim m t werden.

D ieses D ifferentialgleichungssystem  kann für gekrüm m te Schalen beliebiger Form  und 
belieb iger Belastung angeschrieben werden. Die Arbeit füh rt m anche Beispiele zum  B ew eis 
der Verw endbarkeit der B erechnungsergebnisse an, w obei die grundlegenden D ifferentia l
g leich u n gen  der P lanplatten , Schalen , M embranschalen, F lachschalen, der B eulung, der 
Z ylinderschalen , usw. ab gele itet werden.

G E N E R A L  TH EO R Y  OF B E N T  SH E L L S

E. BÖLCSKEI

SUMMARY

In  this paper the general equilibrium  equations o f b en t shells (curved plates) having  
c o n sta n t thickness and general sh ape, are established. The load is arbitrary. Spatial rectan
gular sy stem  of coordinate, and so-called reduced forces and m om ents, will be used. As is 
u su a l, th e  reduced force and m o m en t here denote the projections o f force and m om ent on the  
coord in ate  plane x y .  By m eans o f  th e  displacem ent com ponents £, rj, t  of the m iddle surface, 
th e  stra in  com ponents and the co m p atib ility  condition w ill be derived. Em ploying the H ooke’s 
law  and  skew  coordinates, the in tern a l forces, (reduced forces and m om ents) will be expressed. 
In trod ucin g  these into the equilibrium  equations, one ob ta ins three differential equations in 
w h ich  as an unknown fu n ction  th e  displacements £ Г] C occur only. These are the d iffe
ren tia l equations which m ust be so lved , if  we w ant to  determ ine the displacem ents £ rj £. 
M eanw hile, the boundary co n d itio n s m ust be fulfilled. From  all these the internal forces can 
be com puted .

The differential equations are lengthily treated for th e  follow ing cases: to derive the  
basic  equations for bent plane p la te s , for disks, for m em brane shells, for shells o f sm all curva
tu re , for buckling of plates and for cylindrical shells.

LA T H É O R IE  G ÉNÉRA LE D E S V O IL E S MINCES

E. BÖLCSKEI

RÉSUMÉ

E n  utilisant des coordonnées orthogonales dans l ’espace et les notations usuelles pour 
les forces sectionnelles réduites (forces et mom ents), l ’auteur é ta b lit les expressions a l ’aide 
d esq u elles on peut calculer les com posants des déform ations, com m e fonctions des déplace
m en ts £ r] £. De la même m anière, i l  établit aussi la condition  de com patibilité. En u tilisan t 
la  lo i de  H ooke et les coordonnées obliques, il trouve les expressions valables pour les forces 
section n elles. En les introduisant dans l ’équation d ’équilibre, on reçoit les équations d ifférentiel
les, où  le s  déplacem ents £ r] £ so n t les fonctions inconnues. L a résolution de ces équations 
d ifférentielles conduit aux fo n ction s cherchées. Cependant, les conditions au contour doivent 
n a tu rellem en t être remplies.
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Les équations différentielles sont établies pour des problèm es spéciaux. Les équations  
fondam entales sont, données pour la flexion des plaques, disques, voiles m incessans résistance  
de flexion , pour le vo ilem en t des plaques et pour les voû tes cylindriques.

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ГНУТЫХ ОБОЛОЧЕК

Э. Б Е Л Ч К Е И

РЕЗЮМЕ

Статья выводит относящиеся к пространственной прямоугольной системе коор
динат уравнения с постоянным равновесием на гнутые, постоянной толщины оболочки, 
по усмотрению нагруженные, имеющие форму общей кривой плоскости (кривые плас
тинки), используя так называемые редуцированные силы и моменты. Под редуцирован
ными силами и моментами понимаются удельные проекционные силы и моменты, относя
щиеся к координатной плоскости зсу. При помощи компонентов (I, т/, С) сдвига в направ
лении ху и з средней плоскости оболочки даются удельное растяжение и угловое иска
жение оболочки, а затем определяются условия возможности сложения оболочек. 
Принимая во внимание закон Гука, существующий в косоугольной системе коор
динат, определяются удельные внутренние силы и моменты. После введения этих послед
них в уравнения равновесий, в конце концов получаются 3 дифференциальные уравнения, 
в которых имеется только 3 неизвестные функции (I, г/, £) сдвига средней плоскости. 
Решив это дифференциалное уравнение при соответствующих краевых условиях, можно 
определить функции сдвига и из них — внутренние силы.

Эту систему дифференциального уравнения можно применить и для гнутых оболо
чек любой формы и любой напряженности. Для подтверждения возможности применения 
результатов в статье дано довольно много примеров и выведены основные дифферен
циальные уравнения для различных задач (плоские пластинки, диски, оболочки мем
браны, плоские оболочки, вмятины, гнутые оболочки круговой клепкие и т. д).
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EISEN FO RSCH U N G SIN STITU T, BUDAPEST 

[ Eingegangen am 16. N ovem ber 1959]

1. Einleitung

In die G laskolben der Glühlam pen, der Elektronenröhren und  anderer 
vakuum technischer Erzeugnisse werden zur Durchleitung des elektrischen  
Strom es M etallfäden eingeschm olzen. D ie  Glaskörper müssen w ährend der 
Fabrikation, während des Betriebes und  bei Zim m ertem peratur luftdicht

Bild 1. Schem atische Ausdehnungskurve einer als D um et verwendeten Fe-N i-L egierung. 
Zwischen der unteren u und der oberen о G renztem peratur der m agnetischen U m w andlung  

ändert sich der A usdehnungskoeffizient erheblich

schließen. D ieser lu ftd ichte Verschluß kann nur dann gesichert w erden, wenn 
die therm ische A usdehnung des Glases und des Metalls im B ereich zwischen  
der niedrigsten Lagertem peratur und der etw a bei 420 — 450° C liegenden  
Erw eichungstem peratur des Glases bei allen Temperaturen annähernd gleich 
ist. W idrigenfalls springt das Glas an der S telle , wo es sich m it dem  M etall 
berührt, oder es löst sich vom M etall ab und die Gasfüllung, das Vakuum  
geht zugrunde [1, 2]. D ie durchstoßenden M etallfäden werden schon seit 
langem  aus sogenanntem  Dumet gem acht, dessen  Kern eine etwa 42%  Nickel 
enthaltende E isenlegierung ist. D ieser Fe-N i-K ern  wird von einem  Kupfer-
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Ü berzug, der etwa 20 — 30%  des G esam tquerschnittes des Drahtes b eträgt, 
u m geb en , dam it einerseits die größere therm ische Ausdehnung des Glases 
a n gen äh ert, anderseits eine bessere elektrische L eitfäh igkeit gesichert werde. 
D ie V erw endung des D um ets wird dadurch erschw ert, daß die in Frage k om 
m en d en  Eisenlegierungen auch eine m agnetische Um wandlung zeigen. D er  
A usdehnun gskoeffizien t ändert sich näm lich um  den Curie-Punkt p lötzlich  
und erheblich . B ild 1 ste llt d ie Verhältnisse angenähert dar. Da die F e-N i- 
L egierung sich nur bei Tem peraturen unter dem  anomalen T em peratur
bereich  gleichm äßig zusam m enzieht, kann ein e gleichm äßige Z usam m en
zieh u n g  parallel m it dem spröden Glas nur unter dem  Curie-Punkt vor sich  
geh en . E s ist also w ünschensw ert, daß beim  E inschm elzen die anom ale A u s
d eh n u n g  der Fe-N i-L egierung oberhalb des Erw eichungspunktes des G lases 
ein trete .

2. Zielsetzung

D ie  E igenschaften der Fe-N i-Legierungen hängen von der ih em isch en  
Z usam m ensetzung, in  erster L inie vom  N ickelgehalt ab. D ie chemische Z usam 
m en setzu n g  der hergestellten Legierungen kann jedoch nur in gewissen G ren
zen b e i einem  bestim m ten W ert gehalten w erden; ja , sie kann in A bh än gig
k eit v o n  der Fabrikationseinrichtung, bzw. von  dem  angewandten m etallur
g isch en  Prozeß verschieden sein . Der Z usam m enhang zwischen der chem ischen  
Z usam m ensetzung und der therm ischen A usdehnung ist nicht hinreichend  
b ek a n n t. D as wurde trotz  jahrzehntelanger Erfahrungen wiederholt zur 
U rsach e von  Ausschuß, der zeitw eise nur bei Fertigw aren in Erscheinung  
tra t. D eshalb  erwies es sich als notw endig, zu untersuchen, wie und in w elchem  
M aße die chem ische Zusam m ensetzung der in  Frage kommenden F e-N i- 
L egieru n gen , d. h. der N i-G ehalt, sowie die M enge der übrigen B eg le it
e lem en te  und V erunreinigungen sich 1. auf die Grenztemperaturen der mit 
der magnetischen Umwandlung zusammenhängenden Ausdehnungsanomalie 
und 2 . au f die thermischen Ausdehnungskoeffizienten auswirkt.

3. Unters uc hongs m aterial

Für die U ntersuchungen standen ursprünglich zehnerlei der in d u stri
e llen  H erstellung entstam m ende Fe-N i-L egierungen zur V erfügung. D a  
d ieses M aterial nicht einm al zur Orientierung ausgereicht hätte, wurden auch  
in ein em  Induktionsofen d es F orschungsinstitutes Chargen von einigen kg 
an g efer tig t. Man war b estreb t, ihre chemische Zusam m ensetzung so zu variieren, 
daß m it ihrer Hilfe die W irkung der einzelnen E lem en te innerhalb der Grenzen 
ihres Vorkom m ens in dem industriellen D um et stud iert werden könne. N ach
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U m schm ieden wurden zu den U ntersuchungen 32 solche Chargen verw endet, 
im  ganzen wurden daher die in weiteren zu beschreibenden Zusam m enhänge  
an 42 verschiedenen U ntersuchungsm aterialien bestim m t. D ie D aten  des 
verw endeten  U ntersuchungsm aterials wurden in Tabelle 1 zusam m engelaßt.

Tabelle 1

tx Vя —3 p

Chemische Zusam m ensetzung U ntere Obere W ärm eaus-
dehnungs-

koef.
(100— 300 °C) 
a, 10 «Grad

Ja *
« aj
S ’* c Si Mn s P Cu Ni Cr

G renztem peratur 
der A usdehnungs

anomalie

1
1. 0,03 0,01 0,44 0,014 0,006 0,06 43,8 ny 344 422 5,5
2. 0,03 0,01 0,30 0,012 0,010 0,35 43,9 и у 369 437 5,8
3. 0,03 0,65 0,37 0,015 0,004 0,07 43,0 0,02 317 379 5,3
4. 0,03 0,45 0,37 0,014 0,001 0,08 43,0 0,02 328 385 5,4
5. 0,05 0,67 0,44 0,014 0,007 0,08 42,9 0,12 314 373 5,3
6. 0,04 0,02 0,27 0,010 0,006 0,05 44,0 0,02 359 439 5,7
7. 0,05 0,02 0,22 0,008 0,111 0,03 43,8 0,01 356 439 6,3
8. 0,03 0,01 0,22 0,079 0,004 0,07 43,0 ny 355 404 5,3
9. 0,04 0,05 0,24 0,012 11.002 0,05 43,6 0,02 354 430 5,5

10. 0,06 0,01 0,14 0,012 0,013 0,05 43,4 0,02 360 433 5,7
11. 0,18 0,01 0,14 0,014 0,010 0,05 43,1 0,03 354 418 5,7
12. 0,09 0,01 0,22 0,011 0,003 0,04 43,2 ny 363 425 6,2
13.* 0,03 0,15 1,26 0,013 0,014 0,35 43,3 — 335 384 6,2
14.* 0,03 0,04 0,88 0,004 0,023 0,04 42,7 ---- ! 330 390 5,4
15.* 0,06 0,15 1,28 0,012 0,012 0,33 46,0 — 374 422 7,4
16.* 0,04 0,10 0,90 0,022 0,011 0,32 44,0 361 417 6,6
17.* 0,03 0,07 1,30 0,016 0,010 0,38 44,2 — 355 420 6,8
18.* 0,05 0,12 1,10 0,018 0,011 0,33 43,5 — 339 405 6.1
19.* 0,04 0,06 0,82 0,CC8 0,010 0,18 43,8 — 354 421 6,4
20.* 0,05 0,15 0,72 0,014 0,018 0,23 43,3 351 416 6,2
21 * 0,06 0,14 1‘20 0,014 0,014 0,35 43,7 0,08 I 344 408 6,3
22. 0,05 0,01 0,18 0,010 0,002 43,3 — 374 424 6,4
23. 0.04 0,02 0,44 0,009 0,005 — 43,5 ---- 1 370 425 6,2
24. 0,04 0,02 0,64 0,012 0,011 — 42,5 ---- I 364 429 6,2
25. 0,04 0,02 0,76 0,008 0,013 — 43,4 355 406 5,9
26. 0,06 0,07 0,33 0,012 0,005 — 39,9 —  1 323 378 4,4
27. 0,04 0,02 0,32 0,013 0,010 41,1 339 400 4,9
28. 0,05 0,02 0,28 0,010 0,003 — 42,0 ---- ' , 362 417 5,7
29. 0,05 0,01 0,24 0,013 0,009 — 42,8 375 425 5,9
30. 0,04 0,02 0,94 0,008 0,CC9 — 43,7 368 419 6,3
31. 0,04 0,09 0,84 0,006 0,006 — 43,3 358 414 6,4
32. 0,05 0,10 0,80 0,010 0,009 — 43,5 ----  1 352 416 6,4
33. 0,05 0,18 0,84 0,010 0,016 — 43.1 ---- • 347 400 6,1
34. 0,05 0,08 0,91 0,006 0,005 42,4 332 413 5,6
35. 0,04 0,10 0,92 0,007 0,007 0,04 42,3 331 412 5,6
36. 0,05 0,03 0,88 0,006 0,014 0,19 42,2 331 413 5,3
37. 0,05 0,01 0,82 0,007 0,004 0,10 41,1 337 400 5,7
38. 0,05 0,06 0,82 0,007 0,010 — 4 0 ,9 — 318 383 5,1
39. 0,05 0,02 0,78 0,009 0,003 — 41,6 — 323 389 5,2
40. 0,06 0,01 0,68 0,009 0,015 — 41,4 338 392 5,3
41. 0,06 0,12 0,61 0,009 0,010 — 41,6 332 413 5,3
4 2 * 0,03 0,18 0,88 0,005 0,011 0,02 41,8 0,06 347 417 6,0

ny =  Spuren.
* Industrielle Charge.



4 2 8 E. G: FUCHS

4. D as Untersuchungsverfahren

D ie thermische A usdehnung wurde m it einem  optisch registrierenden  
D ifferentia ld ilatom eter S y stem  Chevenard gem essen . Zu seinem  W ärmeregler 
w urde eine Leitkurve h ergestellt, die eine Erw ärm ungs- und A bkühlungs
geschw indigkeit von 2°/M in u te  sicherte. D ie d ilatom erischen U ntersuchungen  
w u rd en  zwischen etw a 20 u n d  550° C durchgeführt.*

A ls das zu den U ntersuchungen im allgem einen  verw endete lich tem p 
fin d lich e  Papier daraufhin untersucht wurde, w ie stark seine D im ensionen  
durch Entwickeln und T rocknen beeinflußt w erden , ergab es sich, daß sich 
die D im ensionen des P ap iers, ganz unberechenbar, auch um ^  2 — 3% ändern 
k ön n en . Das hätte aber die U ntersuchungsergebnisse fälschen können. Deshalb  
w urden  zur Registrierung R öntgenfilm e verw endet; ihre D im ensionsänderungen  
v o n  höchstens 1 — 2 Z ehntel % können näm lich schon vernachlässigt werden.

D ie  Genauigkeit des Verfahrens wurde so im  wesentlichen durch die 
U ngenauigkeit beim A b lesen  der Tem peraturen sow ie durch die U ngenauig- 
k e it  der Koordinaten der K urve begrenzt; der Fehler in den Tem peratur- 
w erten  kann auf etw a i  5 — 10° C geschätzt w erden. D ie A usw ertungen  
sin d  natürlich auch durch die unverm eidlichen M ängel der chem ischen A n a
ly sen  belastet.

5. Ergebnisse

5 .1 . Die Grenztemperaturen der mit der magnetischen Umwandlung zusammen
hängenden Ausdehnungsanomalie

5.1 .1 . Die Wirkung des Gehaltes an Mn.  Zur Prüfung der W irkung  
des M angangehaltes w urden aus dem U ntersuchungsm aterial solche L egie
rungen  ausgewählt, in  d en en  der Ni- und Si-G ehalt innerhalb m öglichst 
en ger Grenzen liegt, n äm lich  die Nummern 10, 11, 22, 12, 9, 6, 2, 1, 23, 20, 
25, 32 , 19, 31, 16, 18, 21, 13 der Tabelle 1 (nach steigendem  M angangehalt 
geord n et). Bild 2 ze ig t d ie mit der U m w andlung zusam m enhängenden  
G renztem peraturen in einem  Diagramm zusam m engefaßt. Man kann fe s t
ste llen , daß bei steigendem  M n-Gehalt der Bereich der anom alen Ausdehnung  
sich  nach niedrigeren Tem peraturen versch iebt, daß aber die Größe des 
Tem peraturbereichs etw a g leich  bleibt. N ach den a u f Grund der M eßpunkte 
einzuzeichnenden Geraden fä llt  die untere G renztem peratur der etw a 43 — 
44%  N ick el enthaltenden Eisenlegierungen v o n  365° C auf 345° C ab, die 
obere Grenztemperatur h in gegen  von 430° C a u f 410° C, sofern der M angan-

* Herrn Dipl. Physiker Szabolcs S z e n t p é t e r y  danke ich  an dieser Stelle für seine  
liebensw ürdige Mitwirkung bei der Auswertung der d ilatom etrischen  Aufnahmen.
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B ild  2. W irkung des M n-Gehaltes auf die untere (* ) ,b z w . obere ( o )  Grenztem peratur der m it 
der m agnetischen U m w andlung zusam m enhängenden therm ischen Ausdehnungsanom alie

B ild  3. D ie Werte des Diagram m s Bild 1 und die M illner— W elesz-schen W erte [2] in ein 
gem einsam es Diagramm zusam m engefaßt
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g eh a lt von 0,1 au f 1,1%  Mn-Gehalt steigt. W enn also der Mn-Gehalt um 0,1%  
s te ig t , fallen die Grenztem peraturen um etw a 2° C.

Vor einigen Jahren unternahm en T. Milln er  und R. W elesz U nter
suchungen  an Legierungen ähnlicher Z usam m ensetzung, aber m it v ie l größe
rem  M n-Gehalt [2]. W enn man ihre E rgebnisse m it den jetzigen Ergebnissen  
in ein  einheitliches D iagram m  zusam m enfaßt, ze ig t es sieb, daß sich die Grenz
tem peraturen der therm ischen A usdehnungsanom alie als F u n k tion  des 
M n-G ehaltes einander gut anschließen (B ild  3); dieser Um stand bew eist ferner, 
daß der im ursprünglichen Diagramm der erw ähnten Verfasser vorhandene, 
aus der Reihe fa llende W ert nicht durch den Mn-Gehalt verursacht wird.

5 .1 .2 . Die Wirkung des Gehaltes an N i.  Zur Feststellung der W irkung 
des N i-G ehaltes w urden alle untersuchten Legierungen verw endet, ausgenom 
men N r. 3, 4 und 5 m it hohem  Si-Gehalt. D a die einzelnen Proben einen sehr 
abw eichenden M n-G ehalt aufwiesen, erschien es als nützlich und m öglich, 
die gem essenen Tem peraturen m it Hilfe der im  vorangehenden beschriebenen  
W irkung des M n-G ehaltes zu korrigieren. D ie Korrektur wurde so vorgenom 
m en, daß bei jeder Legierung für je 0,1%  A bw eichung des M n-Gehalts von  
dem  nom inellen M n-G ehalt von 0,9%  je 2° C von dem gem essenen W ert 
sin n gem äß  abgezogen, oder ihm zugerechnet wurden.

B ild  4 en th ält die so korrigierten W erte. Trotz der verschiedenen  
N ebenw irkungen läß t sich  die übrigens b ekannte Tatsache gut ablesen, daß 
ein  höherer N i-G ehalt auch eine höhere G renztem peratur bedingt. D en  Geraden 
nach , die auf Grund der M essungsergebnisse eingezeichnet werden können, 
s te ig t  die untere G renztem peratur der Ausdehnungsanom alie der Fe-N i- 
L egierungen m it 0,9 % Mn von 314° C auf 368 C°, die obere Grenztem peratur 
von  375° C auf 438" C, sofern der N i-G ehalt von  40 auf 45%  ste ig t. W enn  
also der N i-G ehalt um  1%  steigt, steigen die Grenztem peraturen um rund
11° C.

5.1 .3 . Die Wirkung des Si-Gehaltes. U m  die Wirkung des Si-G ehaltes 
zu untersuchen, w urden die G renztem peraturen dem oben beschriebenen  
P rinzip  gemäß auf einen nom inellen 0 ,9% igen  Mn-Gehalt, bzw . 42 % igen 
N i-G eh alt korrigiert, dam it die störenden W irkungen des M n-Gehaltes und  
des N i-G ehaltes m öglichst ausgeschaltet w erden. Die so erhaltenen W erte 
w urden im  Bild 5 zusam m engefaßt. — D ie W irkung des Si-G ehaltes läßt 
sich  a u f Grund der zur Verfügung stehenden A ngaben schwer eindeutig fe st
ste llen , w eil einesteils sich  nur wenige auf einen größeren Si-Gehalt beziehen, 
andernteils die P unkte m it kleinem Si-Gehalt auch nach der Korrektur erheb
lich streuen. L etztere Erscheinung kann außer durch die verschiedenen, 
nicht zu elim inierenden Nebenwirkungen auch durch die schon erwähnte 
U ngenauigkeit der A n alyse, bzw. durch die U ngenauigkeit der d ilatom etrischen  
M essungen gefördert w erden. W enn auch alle diese Um stände in  B etracht 
gezogen  werden, sch ein t es doch, als ob die Zunahme des Si-G ehaltes von
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Bild 4. Wirkung des N i-G ehaltes auf die untere ( • ) ,  bzw .obere (o )  G renzteinperatur der mit 
der m agnetischen Um wandlung zusam m enhängenden therm ischen Ausdehnungsanom alie, 

korrigiert a u f einen nom inellen Mn-Gehalt von 0,9%

B ild  5. Wirkung des Si-G ehaltes auf die G renztem peraturen, korrigiert auf einen nom inellen  
M n-Gehalt von 0,9%  und einen Ni-G ehalt von 42%
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0 ,0 %  a u f 0,7%  die obere G renztem peratur der etw a 42%  N i und 0,9%  Mn 
en th a lten d en  E isenlegierungen von 402° C au f 350° C, die untere Grenz
tem p eratu r  von 340° C a u f 290° C erm äßigte. D em gem äß bewirkt 0,1%  
Si e in e  Verminderung der G renztem peraturen um  rund 7° C, d. h. um 3,5-mal 
m ehr als die gleiche M enge Mn.

5 .1 .4 . Die übrigen Begleitelemente bzw. Verunreinigungen ändern sich  
in  d en  untersuchten Proben  so wenig, daß ihre W irkung nicht abgesondert 
w erden  kann, teils wegen der bedeutend größeren W irkungen der oben beschrie
b en en  B estandteile, te ils w egen  der ziemlich großen U nsicherheit der M essun
gen . D eshalb ist es w ahrscheinlich , daß ihr E in fluß  in  der Praxis vernach
lä ss ig t  werden kann.

E s möge bemerkt w erden , daß die E igenschaften  der einzelnen Fe-N i- 
L egierungen  durch die U m stände der H erstellung nur wenig beeinflußt 
w urden; trotz der vo llkom m en abweichenden T echnologien der H erstellung  
ze ig te  sich zwischen den industriellen  und den Untersuchungschargen eigener 
P rod u k tion  kein w esentlicher Unterschied.

5.2 . Die Veränderung der Ausdehnungskoeffizienten

5.2 .1 . Die Wirkung des Nickels. Zum Studium  des Zusam m enhanges 
zw isch en  dem N i-G ehalt und den durchschnittlichen A usdehnungskoeffizi
en ten  im  Bereich von 100 — 300° C, wurde das D iagram m  B ild 6 zusam m en
g e ste llt . Es läßt sich fe stste llen , daß die einzelnen P unkte sehr streuen; man 
k an n  aber im allgem einen erkennen, daß die W erte der Ausdehnungskoeffi-

B i ld  6. W irkung des N i-G ehaltes a u f den durchschnittlichen A usdehnungskoeffizienten der 
untersuchten Legierungen zwischen 100— 300° C
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zienten  in Übereinstim m ung m it der Fachliteratur innerhalb der untersuchten  
Grenzen mit steigendem  N i-G ehalt im w esentlichen linear anw aehsen. W enn 
m an die Näherungsgerade zu Grunde legt, die in den Punkthaufen eingezeich
net werden kann, scheint bei einer Erhöhung des N i-G ehaltes von  40%  auf 
45%  der A usdehnungskoeffizient von 4,8 • 10~6 au f 6,6 • 10~® je  Grad zu 
steigen .

5.2.2. Die Begleitelemente und die Vet unreinigungen verändern m it ihren 
in den untersuchten Proben vorhandenen M engen im allgem einen den A us
dehnungskoeffizienten nur wenig. Es konnte aber nicht näher bestim m t 
werden, welches E lem ent au f welche W eise und in welchem  Maße wirkt, 
w eil die Zahl der Proben gering und die der Verunreinigungen groß war, 
und weil die U ntersuchungen zu diesem Zweck zu ungenau waren.

6. Folgerungen

D ie Untersuchungen ergaben, daß der Tem peraturbereich der m it der 
m agnetischen U m w andlung verbundenen therm ischen Ausdehnungsanom alie  
der in  dem Dum et üblichen Fe-N i-Legierungen n icht über dem E rw eichungs
punkt des Glases liege. Ferner zeigte es sich, daß die W irkung einiger L egie
rungsbestandteile sowohl au f die G renztem peraturen wie auch auf die A usdeh
nungskoeffizienten im W esen bestim m t werden kann. Es ist aber offenbar, 
daß die Verhältnisse v iel verw ickelter sind, als daß man nur von der chem i
schen Zusam m ensetzung allein  verläßlich au f die konkreten D im ensions
änderungen einer gegebenen Legierung folgern könnte, um von den übrigen  
U m ständen, z. B . U ngenauigkeit der A nalyse, W irkung der Fabrikations
technologie nicht zu reden. D eshalb können die Ergebnisse von P unkt 5 bei 
den Fabrikations- und Übernahm evorschriften der Fe-N i-Legierungen mit 
gew ünschter therm ischer D im ensionsänderung nur vorbehaltlich der beschrie
benen U nsicherheiten verw endet werden. Zur H erstellung von D um etdrähten  
m it Kupferüberzug, deren A usdehnungseigenschaften denen des G lases am 
ähnlichsten sind, scheint es am zw eckm äßigsten, auch fernerhin jed e Charge 
der Fe-Ni-Legierung m it dem  D ilatom eter zu prüfen. Das ist v iel billiger, 
einfacher und schneller durchzuführen, als die chem ische A nalyse a u f zahl
reiche K om ponenten m it der übrigens notw endigen Genauigkeit, die dennoch  
nicht hinreichend ist.

D ie übliche d ilatom etrische U ntersuchung gibt aber nur für die longi
tudinale Dim ensionsänderung der Fe-N i-Legierung W erte, vom  D u m et mit 
K upferüberzug sagt sie unm ittelbar nichts aus.

Aus den beschriebenen Untersuchungen ergibt sich also auch, daß es 
zur verläßlichen Herstellung von Dumetdurchleitungsdrähten mit Kupferüberzug 
nicht genügt, eine entsprechende chemische Zusammensetzung richtig vorzuschrei-
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ben und diese einzuhalten. Dazu ist auch die Anwendung eines Verfahrens 
unerläßlich, mit dem man fü r  jede Charge auf Grund der gemessenen Werte der 
thermischen l o n g i t u d i n a l e n  Dimensionsänderungen der Fe-Ni-Legie- 
rungen sicher feststellen kann, welche Dicke der Kupfer Überzug haben m uß , 
dam it der Draht den Dilatationseigenschaften des Glases am besten entspreche.
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ZUSAM M ENFASSUNG

In  der V akuum technik sind gewisse Fe-N i-L egierungen im  Gebrauch, um Strom  
d u rch  Glas zu leiten. Es w urde d ie Wirkung der legierenden bzw. begleitenden E lem ente  
a u f  d ie  Grenztemperaturen der m it der .m agnetischen U m w andlung zusam m enhängenden  
Ausdehnungsanom alie dieser Fe-N i-L egierungen, ferner au f den durchschnittlichen A us
dehnungskoeffizienten  zw ischen  100 — 300° C untersucht, und zwar innerhalb der Grenzen 
der zu  diesen Zwecken ü b lich en  chem ischen Z usam m ensetzung.

E s war zwar m öglich, d ie  W irkung einiger E lem ente (N i, Mn, Si) im  w esentlichen fest
zu ste llen , dennoch kann m an d ie  therm ischen D im ensionsänderungen der einzelnen Legie
run gen  aus der chem ischen Z usam m ensetzung allein n ich t bestim m en. Zur verläßlichen Her
ste llu n g  der strom durchleitenden D um etdrähte m it K upferüberzug reicht also eine richtige  
F estse tzu n g  der entsprechenden chem ischen Z usam m ensetzung und ihre E inhaltung nicht 
aus. D azu  ist auch die A n w endu ng eines Verfahrens notw en d ig , m it dem m an auf Grund der 
gem essen en  thermischen lon g itu d in a len  Dim ensionsänderung der Fe-Ni-Legierung für jede 
Charge die Dicke des K upferüberzuges feststellen kann, dam it die Ausdehnung der so her
g e ste llte n  Drähte den E ig en sch a ften  des Glases am  besten  entspreche.

C H EM ICA L COMPOSITION O F  F eN i ALLOYS U SE D  F O R  SO-CALLED D U M E T  W IR ES  
AND T H E IR  TH ERM AL D IM E N SIO N A L  CHANGE

E. G. FUCHS

SUMMARY

Vacuum  engineering m ak es use of certain F eN i a lloys for carrying current through  
g la ss. The effect of alloying, resp. accom panying elem ents produced on the extrem e tem peratures 
o f  h e a t  expansion anom aly co n n ected  w ith the m agnetic transform ation of these F'eNi alloys 
and  on  the mean heat ex p a n sio n  coefficient betw een 100 and 300° C was exam ined. The 
u su a l com position lim its o f th e  a lloys used for this purpose were kept during this exam ination .

I t  was possible to e sse n tia lly  determ ine the effect o f  som e elem ents (N i, M n, Si), yet 
th e  therm al dimensional changes o f  som e alloys could not be specified sim ply by their chem ical 
com p osition . For this reason, i t  is not sufficient for the reliable production o f copper-clad  
current-carrying Dum et w ires to  be correctly determ ined and to keep to the prescriptions 
concern ing  the adequate chem ica l com position. In th is case the application o f a m ethod
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becom es necessary which perm its the specification for each charge — on the basis o f the 
thermal longitudinal change o f dim ension of the FeN i a lloy  — the copper cover breadth o f  
the wires with a d ilatation  the m ost adequate for the characteristic of glass.

COMPOSITION CHIM IQUE ET DILATATIO N D E S ALLIAGES FeN i 
EM PLO YÉS POUR LES FILS «D U M E T »

E. G. FUCHS

RÉSUM É

Certains alliages F eN i son t utilisés par la technique du vide poussé, pour la conduction  
du courant à travers le verre. On a exam iné l ’effet que les élém ents d ’alliage et les élém ents  
secondaires ont, d ’une part, sur les tem pératures lim ites de l ’anom alie de dilatation , consé
cutives à la transform ation m agnétique de ces alliages, et d ’autre part sur le coefficient m oyen  
de la dilatation entre 100° et 300° C. L ’exam en est renté entre les lim ites des com positions 
habituelles des alliages F eN i en question.

Si l ’effet de certains élém ents a pu être fixé  pour l ’essentiel (N i, Mn, Si), il n ’est pas 
possible de déterm iner les variations de la dilatation de chaque alliage à partir de sa seule 
com position chimique. Pour la fabrication des fils conducteurs «Dum et» à revêtem ent de 
cuivre, il ne su ffit donc pas de b ien  établir et d ’observer les prescriptions relatives à la bonne 
com position chimique. Il y  fau t aussi une m éthode perm ettant de déterminer, pour chaque 
dose, l ’épaisseur du revêtem ent de cuivre à donner aux fils  dont la dilatation répondra le 
m ieux aux caractéristiques du verre, cette déterm ination se fa isant à partir des données m esu
rées de la dilatation longitudinale de l ’alliage.

ХИМ ИЧЕСКИЙ СОСТАВ И Т ЕП Л О ВО Е И М Е Н Е Н И Е  РАЗМ ЕРО В F e-N i-С П Л А ВО В  
И СП ОЛ ЬЗУ ЕМ Ы Х Д Л Я  И ЗГО Т О В Л Е Н И Я  Т. Н. ДЮ М ЕТН Ы Х

ПРОВОЛОК

Э. Г. Ф У К С

РЕЗЮ М Е

В вакуумной технике для токопроводки используются определенные железэ- 
никельные сплавы. Исследовано действие легирующих и сопровождающих элементов на 
предельные температуры аномалии теплового расширения, связанного с магнитным 
преобразованием этих железо-никельных сплавов, а также на средний коэффициент теп
лового расширения в пределах температур 100—300 °С, при этом в случае обычных пре
делов по составу используемых для этой цели сплавов.

Действие отдельных элементов можно было определить (Ni, Mg, Si) по существу, 
все-таки только по химическому составу нельзя определить изменения размеров различ
ных сплавов от температуры. Следовательно, для надежного изготовления токоведущих 
дюметных проволок с медной оболочкой недостаточно правильное определение ТУ на 
соответствующий химический состав и их выдерживание. Для этого необходимо приме
нить также и такой метод, при помощи которого на основе данных замеров изменения 
длины от теплового воздействия представляется возможным определить для каждой 
плавки толщину изготовляемой медной оболочки проволок, наиболее подходящих по ди
латации для свойств данной плавки стекла.
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Introduction

A t the design o f overhead lines the shaping o f  the tower construction  
and the determ ination o f the distance betw een the phase conductors and the 
shielding ground conductors are problems claim ing a very im portant and com 
p lex  econom ic and technical decision. The d istance betw een phase conductors  
and ground conductors m igh t be influenced b y  electric and m echanical fac
tors; it  is the latter this stu d y  is going to discuss now .

D ue to  econom ic reasons, the m utual d istance o f  the conductors is  tried  
to be selected as sm all as possible since thus the weight o f the tow ers and 
consequently also the specific expenses o f the conductor m ight be considerably  
reduced. E xtrem ely sm all d istances could be obtained  in the case th e  conduc
tors were to  stay invariably at Stillstand and were to  change their sag — though  
to an identical extent on all the conductors -— upon the effect o f  tem perature  
on ly . Sleet itse lf m ay cause difficulties since it  m ight occur that w hile one of 
the conductors becom es m etallic , the other one w ill still be covered w ith  sleet, 
in consequence o f which there w ill no longer prevail the ideal condition  accord
ing to which phase conductors form parallel chain curves w ith each other and 
approxim ate ones w ith the shielding wires. Taking thus only sta tic  conditions 
in to  consideration, conductors m ight approach each other considerably.

I f  ice drops from one o f  the conductors suddenly, the conductor would  
spring up (galloping) and m ight make contact w ith  another one. (In  th e  case 
o f high-voltage lines short circuit might take place between the phases w ith 
out m etallic contact o f th e  phase wires, too, provided the conductors got closer 
to  each other than the corresponding air gap w hich w ithstands the 50 cycles 
system  voltage.)

The aforesaid slow and quick sag-changes do not deflect the conductors 
from  the vertical plain (which is longitudinal to  the conductor) and are of 
secondary significance from  the point of v iew  o f determ ining the m u tu al d is
tance o f conductors. Much more im portant than  the above m otions are those, 
which are perpendicular to  the line, as a result o f  the wind. D epending from  
the in tensity  of the wind and its changes in  tim e and from other in itia l con
ditions and characteristics, th is m otion m ay be o f  several types. A s far as we

12 Acta Technica XXXI/3—4.
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k n o w , no precise m ath em atica l solution has y e t  been  found in connection  with  
th is  problem , since it  is v e r y  com plicated and presents a num ber o f m athe
m a tic a l difficulties.

In  the beginning, p h a se  distances were determ ined on the basis o f  for
m u la e  indicated by large construction firm s. T he empirical form ulae present 
ca b a lis tic  functions b etw een  the minimal phase distance, the system  vo ltage, 
th e  sa g  and the specific w e ig h t o f the conductor. Formulae o f th is  k ind have  
a lrea d y  been published in  several overhead lin e  standards as w ell.

In  Hungary it w as th e  la te  L. V e r e b é l y ,  Correspondent Member o f the 
H u n garian  Academy o f Scien ces, who has fir st attem pted  to su b stitu te  swing  
con d u ctors by a physical p a ttern  in order to  be able to determ ine phase d is

ta n c e s  more concretely [1 ]. According to th is m eth od  the conductors are sub
s t itu te d  b y  pendulums, th e  len gth  of which is equal to  the m axim al sag. (See 
F ig . 1.) The maximum am p litu d e o f the pendulum  is indicated b y  th e  direction  
o f  th e  resultant o f the con d u ctor weight and o f  th e  standard m axim al wind  
in te n s ity . According to  Y ereb élÿ ’s method conductors are m oving along on 
su ch  circular arcs the radii o f  which are the len g th  o f  the pendulum s (m axim al 
sag) an d  the swing goes o u t to  the m axim al angle. According to  his theory  
con d u ctors cover this circular course on basis o f  th e  laws valid for pendulum  
m o tio n .

H e  determined th e  p ositio n  of the pendulum s in the г/12 parts o f  the 
q u arter o f  the whole sw ing tim e . Then he drew a diagram where he indicated  
th e  m in im al distance h a v in g  taken  place w ith th e  different phase sh ifts o f  the 
con d u ctors examined; th u s a diagram can be obta ined  for the different phase 
sh ifts  and one is enabled to  get the low est va lu e  o f  the m inim al distances. 
I f  th is  is  lower than the sa fe ty  distance stip u lated  for the given vo ltage , the  
d an ger o f  collision is to be reckoned with. One o f  the greatest m erits o f  this 
m eth o d  is that it had been  th e  first to have ever tried to present a physical 
p ictu re  about the process o f  collision.
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Á. Matics has developed th is m ethod [2 ]. Though not adding to  the  
physical picture he replaces the construction process w ith a m athem atical 
m ethod and cam e to  som e general conclusions as well.

The curve o f static deviation

The question arises: to  what extent do th e  overhead conductors approx
im ate the pendulum -like m otion in reality? The conductor m ight sw ing in this 
w ay if  it  is deviated  from its normal, balanced sta te  and is left to sw ing freely. 
I f  the angle o f deviation  is not too big, the conductor would actually  swing

w ith  an alm ost constant sag. The m axim al sw ing angle is in th is case small, 
so it is not characteristic and can therefore b y  no m eans he applied to  in v esti
gate the problem o f the collision o f  overhead conductors. I f  it is the m axim al 
wind in ten sity  indeed, w hich determ ines th e  m axim al angle o f  d eviation , we 
w ill have to  suppose th at for a tim e w ind had blown out the conductor into  
th is  position. In th is  case, however, the conductor is stressed not on ly  b y  the  
distributed load o f the w eight but also b y  the resultant o f  the w ind pressure 
plus the w eight. The value o f  this resultant is — particularly w ith  alum inium  
conductors — considerably bigger than th a t o f  the original w eight. A s a con
sequence, the sag o f  the conductor in th e  b low n-out condition w ill be bigger. 
I f  the in ten sity  o f  the w ind is slow ly decreasing from this extrem e position  
o f the conductor, the angle o f  deviation o f  the conductor would keep on decreas
ing too , until it  gets back to its normal suspended position. So we can’t speak 
o f  sw ings. In  th is case, different sags belong to  different wind in ten sities (to 
the different angles o f  deviation). So the low est point o f  the conductor does 
n ot m ove on a circular arc hut rather on a spiral-like curve, (see F ig . 2) and

12'
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since in  th is  case there are no sw ings, the concept o f swing-tim e or phase lag  
tim e can  not he used. It could be stated , how ever, th at the plains o f  the blow n  
ou t an d  vertically  hanging conductors include an angle w ith  each other, w hich  
an gle is  a function o f the in te n s ity  o f the w ind.

T h e  equation o f the above-m entioned spiral was given by the author in
1948 [3 ] .

T h e  sym bols to he used  are the following:

ß0 the percentual sag o f  the conductor o f  a given condition in  w in d still 
position

ß  the percentual sag in  the blow n-out position  o f the conductor  
a  span [m]
y0 th e  specific  w eight o f  the m etallic conductor [kg/dm 3] 
y  the virtually increased specific w eight o f  the blown-out conductor  

[kg/dm 3]
E  the elasticity  m odulus o f  the m aterial o f  the conductor [kg/cm 2] 
q> the angle o f  the p la in  o f  the b low n-out conductor included w ith  th e  

longitudinal perpendicular plain o f  th e  conductor (its m axim um  to  
be calculated from th e  m axim al standard wind in tensity).

The b a sic  equation o f sag o f th e  conductors is va lid  in  the case, too , tem perature  
does n o t change at all, t =  t0  ; At =  0. The apparent specific w eight o f  th e  
con d u ctor  blown out by the w in d , is:

cos 95

w here <p stands for a m om entary angle position . (F ig . 1.) 
I f  At = 0 ,  the equation o f  equilibrium  is (2):

267

106
(,ß2 -  ßo) +  1-25 E

Ж
ßo

(2 )

(O b v iou sly  the therm al expansion  coefficient is not included in the form ula.) 
I f  eq u a tio n  (2) is thrown according to powers o f  ß  and taking also (1) into  
con sid eration  :

ß 3 +  ß
1.25 • 10« a

267 E
1.25 • 10« a y0

267 E  cos <p
(3)

(<p is a lw a y s smaller than 90°, th u s the equation is valid).
I f  th e  material o f the conductor (y0 and E) and its other characteristics  

(a and  ß0) are known, a percentual sag o f ß  belonging to any <p angle can b e  
ca lcu la ted  on the basis o f the equation  (3). I f  9 ? = 0 , i. e. cos <p =  1 , the so lu tion  
of eq u a tio n  (3) is ß — ß0, m eaning th at no elongation  is present.
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I t  seem s to be more practical to write up the equation (3) w ith  regard
ßto  the com parative elongation  — -  =  x.
ßo

X  X
1.25 • 1 0 « aYo

267 • E ßo
— 1

1.25 • 10« a y0
267 E  ß$ cos (p

— =  0 (4)

L et be

A =
Í 1.25 • 10e Yo

267 E
=  А ' Ца, ß0) 

ßo
(5)

Thus the new form o f equation (4) is:

x3 + x ( A - l ) ------------- = 0 . (6 )
COS (p

In  equation (5) the m aterial constant A'  is a function  on ly  of y0 and E.
The values o f  A ',  pending the m aterial o f  the conductor is:

cadm ium  copper, copper, bronze ............  0.0410
a lu m in u m ................................................................  0.0234
aludure, a ld r e y ....................................................  0.0219 (I .)
A .C .S .R ......................................................................  0.0222
steel .......................................................................... 0.0205

In the case of a given a and ß0 the value o f the function A(a, ß0) is to be obtained  
from th e diagram illustrated  b y  Fig. 3. K now ing A '  and A, A can be calcu
lated  from (5) and can be substituted  in equation (6 ) which affords a p ossib ility  
to  solve it  for any <p and any cos <p, respectively . The solution o f equation (6 ) 
is represented by the diagram  illustrated on F ig . 4.

The procedure w ill be still much sim pler i f  we have a Truxa diagram  at 
our disposal [4]. Starting from a given w indstil sag point, we w ill look  for the  
a ■ у  va lue, rated w ith  a у  value corresponding to  the standard wind pressure 
(this is to  be reached through an isotherm ) and in  th is way we can im m edi
ately  read the required ß  value in the new point and so also x can be calculated. 
Apart from its quickness, the other advantage o f  th is  m ethod is th e  fact that 
the va lue o f the m echanical stress can be read d irectly .

I f  we w ish to construct the curve o f  spiral exactly , we have to  assum e 
different <p angles up to th e  m axim al <p angle to  be calculated from  the stan 
dard wind in ten sity . In th is  case we m ust solve our equation both for x  and ß 
which belong to them . A n y  point of the curve o f  the static deviation  can be 
obtained in th is  w ay (F ig . 2).
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I t  can be proved th a t it  is  sufficient to  calculate that x value on ly  which  
b elo n g s to  the m axim al <p ow ing to  the fact th at the curve m ight be su b sti
tu te d  b y  such a circular arc th a t passes through the points o f sags corresponding  
to  th e  m axim al wind in te n s ity  and Stillstand (F ig. 5). The form ula o f  cosine
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can be applied to the A B C  triangle o f the figure:

R 2 =  (R — b0)2 +  (xb0 ) 2 — 2 (R — b0) xb0 cos (180 — c p ) . 

After throwing the equation:

(7 )
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T h is circular arc w ith  radius R  m ight substitu te — w ith  an exactitude corre
sp on d in g  to practical requirem ents — the course o f  the low est point in  the  
case  o f  such a wind, the in ten sity  o f which is stead ily  on the increase from  
0 to  th e  maxim um . I f  the wire is suspended onto a suspension insulator w ith  
a len g th  s, in principle the sw ing plain determ ined b y  the rigid centre-line o f  
th e  suspended insulators w ould  include an angle w'ith the plain o f the deviated  
con d u ctor . (See F ig. 6 .)

Since the consideration o f th is angle difference affects our calculations 
in  th e  second order o f  m agnitude only, we shall com e to an acceptable result

n  th e  case too, if  it  is presum ed that both the sw inging conductor and the  
n su la to r  are on the very  sam e plain. Thus the value o f the resultant л; is:

s
X  - |--------

xb0 +  s b0
'''re su ltan t —  _ —

b o + s  l - r _s

К
w here

(9a)

K n ow in g  the resultant x, R  can be calculated.
Sum m ing up our resu lts it  can he stated  th a t i f  the in ten sity  o f  the  

h orizon ta l wind perpendicular to  the line is increasing from 0  to the m ax
im um  gradually, the course o f  th e  low est point o f  the conductor can be deter
m ined , i. e. it can be su b stitu ted  by a corresponding circular arc section  with  
an ex a ctitu d e  sufficient for practical purposes. I f  the position o f tw o neigh

X a
T T 7 (9)
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bouring conductors is to  be exam ined, it  w ill be found that such curves can 
be drawn for both o f  them . I t  should not be neglected however, th a t these  
curves are o f  a statical character and therefore at an identical tim e both  con
ductors are at such a point on their own characteristic curve th at corresponds 
to  the identical wind pressure. I f  th e  cross section  o f both conductors is the 
sam e and also their m aterial is identical, the conductors will have an identical 
angle position . I f  the in ten sity  o f  the w ind changes, the conductor w ill take 
up a new position on the statica l curve. This new  state o f equilibrium  will 
correspond to  the new  wind in ten sity . This applies to very slow changes only. 
I f  the change is fin ite  and sudden, the elongation  and the angle position  o f  
the conductor w ill undergo changes as w ell; th e  conductor will no longer m ove  
aw ay on the curve m entioned above, but w ill step  out o f it like it had done in  
th e  case o f  galloping (the case when ice falls o ff  the conductors).

Sum m ing up, it  can be pointed out th a t i f  the change is ex trem ely  slow, 
th e  low est point o f  the conductor w ill sta y  on the statical curve b u t there 
w ill be no pendulum -like sw ing, since th is tim e the m otion is not caused  by  
the potentia l energy being transform ed into k inetic  energy but b y  th e  change 
in  w ind in tesity  which is com pletely independent from either o f th em . If, how 
ever, the change in wind in ten sity  is tak ing  place suddenly, the low est point 
o f  the conductor would not follow the statica l curve — as it is going to  be 
proved hereunder.

The characteristics o f  the dynam ic state

Let us suppose that upon the effect o f  the w ind the conductor is  already  
in a blow n-out condition. Let the angle o f  deviation be: cp (u su a lly  ç> x). 
W ith  such a condition o f  the conductor let us investigate that — p essim istic  — 
case when the w ind stops blowing all o f a sudden, it ceases shocklike. In  prac
tice  such a case m ight occur and i f  the problem  is approached in  th is  w ay  
th a t w ould considerably facilitate the draw ing o f the theoretical conclusions 
as well. In  order to  come to a suitable physical picture as w ell as to  sim plify  
calcu lations, we substitu te the overhead conductor by an Mr m ass suspended  
on a spring. This m ass is m oving in  a plain w hich is perpendicular to  th e  axes 
o f  the conductor. (F ig. 7.)

Our subsequent task  is to  determ ine th e  m ain characteristics o f  our model 
for a given power transm ission line. In  the course o f  our calcu lations sign ifi
cant sim plifications are to be perform ed but should we fail to do so , our prob
lem  could not be solved in such a w ay as w ould m eet practical requirem ents.

F irst o f  all we determ ine the reduced length  of the power transm ission  
lin e  — a physical pendulum  in th is case — w hich has been suspended on sus
p en sion  insulators w ith a length  s. (The span is a.) On Fig. 7 it is th e  value of



4 4 6 О. Р. GESZTI and GY. I.UDVIG

r0 w h ich  represents th e  reduced length o f th e  p h ysica l pendulum perform ing  
sm all deviations and m ainta in ing  its length all the tim e. According to  our sup
p osition  the m om ent o f  inertia  o f  the insulator chain  on the x  axis is neglig ib le  
as com pared to  the m om ent o f  inertia o f the conductor. The shape o f  th e  con
ductor is  going to he considered as that o f  a parabole of the second order 
(F ig . 8 ).

In  th is w ay

y  =  s +  b0 — kx2 ( 1 0 )

a 4 b0
on th e  x — —  place y  — s ,  thus к — ------ .

2 v J a2
g

T aking in to  consideration (9a), where о = -----
bo

У
4 x2a — ( и )

I

Fig. 8
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The reduced length o f the physical pendulum  therefore is:
a _  _ a _

в

^  f  y ' d x
g J

a

2

+ 2 

J'
a

— b 2

4 X 2

1  +  a ----- —
a2

2
dx

my, a

2 0
Г ydx (■

f, 4.Г2
1  +  <7 dx

8 J J a2
a  _  a _
2 2

( 12)

where & is the m om ent o f  inertia o f the p h ysica l pendulum  (of the parabola) 
on th e  X  axis, y s stands for the ordinate o f  th e  centre o f  gravity, q  represents  
the cross section o f the conductor, y  is the actual sp ecific  weight o f the conductor  
and g  stands for the acceleration o f gravity.

Perform ing the in tegration  and su b stitu tin g  the lim its:

ro — К

8  , 4 2
-------- f- -—  a +  a2
15 3

—  +  a 
3

=  bn 0.8 +  0.8 a 3 o2

10 +  15 a
(13)

The expression (13) could be indicated in the form  o f

as w ell. On Fig. 9 the va lue o f  v was illustrated as p lo tted  against a.
Subsequently, the spring rate c of the overhead  wire is going to  be deter

m ined and it will be exam ined w hat error is going to  be com m itted i f  we pre
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s um e th e  elongation to  be proportional to  th e  load. For a given pow er trans
m ission. line, expression (2 ) is valid  at a constant tem perature.

L et us introduce th e  sym bols ß — A ß0 and y  =  Г у0 on th e  statical

cu rve X — Л  actually b u t in  th is case it is alw ays У =  

s ió n  (2 ) w ith  the application  o f the above sym bols:

Уо
cos cp

.Throw ing expres-

267

10«
ßl (Л* -  1 )

1.25 • ay0

Kßo
1  —

Г
~Л

=  0 . (14)

T h is  equation is in fact sim ilar to that o f  (4). W ith another throw ing it is:

267 • ßl E
10« • 1.25 • ay0

A 3 + 1  —
267 ß3 E

10« • 1.25 • ay0
Л  -  г  =  о (15)

a n d  b y  using expression  (5). respectively:

- A 3 + — 1Л — г  = 0
A

(16)

or for th e  sake o f a b etter  survey:

—  =  К  (16a)
A

an d  th u s  (16) is:

Г  =  (1 -  К) A  +  К Л 3. (17)

T h e relationship betw een Г  and Л for d ifferent param eters is show n b y  F ig. 10. 
H ere it  seem s to be practical to  use the variables: Л* =  Л  — 1 and Г *  =  Г  — 1. 

In  point Л =  1, th e  tan gen t o f the curve is

dT  A 4- 2
tg  a =  - —  =  ( 1  — K)  +  3 K A 2 =  1 +  2 К  =  A-----. (18)

dA A

O n F ig . 10, the straight lines corresponding to  (18) have been show n b y  dotted  
lin e s . From  these figures it  is apparent th a t in  our qualitative exam inations a 
sp r in g  constant corresponding to tg  a = 1  +  2 К  can be calculated w ith .

O n Fig. 7, the m ass o ff  the overhead wire has been su b stitu ted  by a 
m ass m arked M r. In  our subsequent exam inations the mass o f  th e  conductor  
can  be considered as a su b stitu tin g  m ass m ain ly  due to  some m echanical con.
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sidérations, but should w e assum e a m ass o f  any size, we are going to  arrive 
at th e  same results provided the spring con stan t is determ ined in accordance 
w ith  the mass assum ed.

To illustrate all w h at has been said here above , an exam ple is shown: 

span: 250 m =  a, ß 0 =  2.5%  (at -(- 40° C).
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T he m ater ia l o f the conductor is  A . C. S. R ., w ith  a nom inal cross section of 150 m m 2. (T he  
a ctu a l cross section is 174.3 m m 2.) The length o f the in su lator chain system  is s =  1.4 in . 

T he reduced length  o f  th e  su bstitu te  system  is, since

6 0 =  a ß a =  6.25 m

о  =  -=-— =  0.224. 
®o

On th e  basis of Fig. 9, v =  0 .99 , so

r0 =  Ь0 V =  6 . 2 0  m .

A ccord in g  to  diagram 3, the va lu e  o f  Я is 16.2, whereas from  tab le I the value o f  A '  for  
A. C. S. R . is 0.0222. Thus

A  =  Я A '  =  16.2 ■ 0.0222 =  0 .36  and

K  =
1

0J56
=  2.78.

dA 1 1
Н Г  ~  1 + 2 K “  6.56 -

b0red =  r0 — s =  6.20 — 1.40

0.152 ■

=  4 .80 m.

The e lo n g a tio n  of the spring u p on  the effect o f the suspended substitu ting m ass:

У о  —  b 0red
d A
d r =  4,80 • 0 .152 aá 0.73 m.

co n seq u en tly  the length o f  th e  spring in  unloaded condition: 

i 0 =  r0 — y 0 =  6.20 — 0.73 =  5.47 m.

For in sta n ce , if  the constant o f  th e  spring being at our disposal is c =  34 cm /kg, th e  w e ig h t  
o f  th e  su bstitu tin g  m ass to be suspended  on the spring:

^ = ^ = í -  =  2-14kg-

I t  is  o b v io u s therefore th at all th e  data  we m ight be in  w an t o f for both the m athem atica l 
ca lcu la tio n s and the m odel tests  are a t  our disposal. The steps o f the procedure are sum m ed up 
in  a ta b le  to  be found at the end o f  th is  report.

The differential equation of the equivalent system

W e have determ ined so far the characteristics o f  the equivalent system  
w ith  tw o  degrees o f freedom  su b stitu ting  the overhead conductor.Subsequently, 
we are going  to exam ine th e  w a y  th is system  is m oving  in the case o f  th e  con 
d itio n s m entioned in the in troduction . On F ig . 11 we have repeatedly drawn  
up th e  schem e o f the eq u iva len t system .

U p on  the effect o f  th e  horizontal P , w ind  th e  substituting pendulum  
w ou ld  deviate  at a cpx angle.
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According to  the equation o f the equilibrium :

Mgr1 sin (pl =  P j Г] cos 9?j (19)

tg  <Pi =  Л / Мё (2 0 )
since

R =  Mg/cos cp1 , (2 1 )

the spring-elongation upon the effect o f R  is:

J i  =  y0lcos 4>i » (2 2 )

r  —  1 _|___ Уо___
cos cpx

Fig. 11

W e are going to  exam ine the m otion o f the m ass M  after the sudden ceasing o f  
the P x force. The differential equations o f the m otion are expressed b y  the help  
o f  the Lagrangeian equation:

d  Э К  8  К
dt dqr dqr

The kinetic energy o f the system :

(23)

(24)

The second power o f  th e  velocity  o f the M  m ass:

v2 — f2 -f- г2 ф2 (25)
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ql =  r and q2 =  cp are th e  generalized coordinates.

К  = ----M  [f2 +  r2 Ç)2]
2

8 К  d 8К
=  M r ; ------------=  Mr

dr dt dr

d К  
dr

Mrcp2.

T he generalized force com ponent in  the d irection r

S u b stitu tin g :

=  Mg  cos cp — /n

V —  l
M r  -f- Mrcp2 =  Mg • cos cp-------------—

=  M r 2 9 ; —  -  f  =  M  (2 ггф  +  r2 ip)
8  <p dt 8  cp

d К  
8  cp

=  0 .

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(26)

T he generalized force com ponent in  the cp direction:

Q2 =  — Mg  • r • sin cp. (33)
S u b stitu tin g :

M  • (2 rr ф -f- r2 9 ) =  —Mg • r • sin • cp. (34)

S im p lify in g  the differential equation  (30) and (34) and introducing the sym bols

u2 =  - i
M e

r +  г ф2 =  g • cos cp — a2(r — l0) (35)

2 г ф r cp — —g • sin cp. (36)

T he differential equation w ritten  up here is a very com plicated one and its 
so lu tio n  in  a closed form is n o t known. Instead  o f a lengthy calculation we have 
d eterm in ed  the m otion conditions o f  the conductor, i. e. those o f the equivalent 
sy ste m  w ith  a model te st. H ereunder we report on the m odel te st perform ed on 
th e  T ech n ica l M echanical In st itu te  of the T echnical U niversity  in B udapest. *

* In  the differential eq u ation  M r ф2 is the centrifugal force affecting th e  conductor  
w h ile  in  m otion. When creating th e  equivalent system , we have assum ed th is force to  be 
e v e n ly  d istributed in the full len g th  o f the conductor and considered its size to  be proportional 
to  th e  reduced length o f the su b stitu tin g  physical pendulum . The error caused b y  this 
a ssu m p tio n  has been calculated in  the Appendix.
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The description o f the model test

On basis o f the above point the construction o f the m odel te s t  in  prin
ciple w as already given. A t its realization we have endeavoured to  be able to  
in vestigate the m otion o f any overhead conductor w ith com paratively sim ple  
m eans. W e have connected a sm all bidb to  the m ass suspended on th e  springs 
The bulb was supplied w ith  current from a torch battery. W e h a v e  fixed  â

F i g .  1 2

polar coordinate system  on a blackboard o f suitable size and have suspended  
the equivalent pendulum  o f the power transm ission line onto the origo o f  the  
coordinate system . (On Fig. 12, we have placed a w hite inlay behind th e  mass 
and th e  spring, otherwise th ey  w ould be undetectable for the eye because o f  
the black background.) During the m otion the bulb which has been suspended  
onto th e  mass covers a plain curve in  front o f the coordinate system . This can 
be photoed. I f  a disc is being rotated in front o f the lens of the cam era during 
the shooting at a constant and know n angle velocity  (Fig. 13), the lin e  drawn 
by the lam p w ould be broken at intervals on the snapshot. In th is w a y  we will

13 Acta Technica XXXI/3—4.
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Fig. 13

know  th e m om entary position  of the point also p lo tted  against tim e. A  photo  
ta k en  in  th is w ay is illu strated  by Fig. 14.

W hen beginning th e  te st  we have placed a piece o f wire betw een the M  
m ass and the spring and w e have chosen its  len g th  so that the length  o f  the  
p en d u lu m  should be r0  determ ined formerly. W e h ave fixed  a sm all hook onto  
th e  fla n k  o f the cylindrical m ass and have th en  looped  a thread into it , drawing  
it  horizontally  until th e  pendulum  was placed at th e  supposed 9 angle. H aving  
op en ed  the lock o f th e  cam era, the mass was started  b y  the letting loose o f  the  
thread .

Fig. 14
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Fig. 15

The mass has been started from an in itia l position  o f (fx =  20°, 30° and 
40°. IN о starting was perform ed from the (px =  50° position due to  the fact that 
during m otion the spring w ould get so much shortened in th is case th a t its 
w indings would collide on each other.

The starting at 20° is illustrated  by F ig. 15; the starting at 30° b y  F ig . 16 
and the starting at 40° is represented by Fig. 17. The tim e mark o f the photos 
is a / 10 sec., i. e. the lens o f  the camera was shielded by the apparatus to  be seen 
on F ig. 13, in every ten th  second.

Fig. 16

13*
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I f  we are watching th is  m otion, we can sta te  that it deviates from  the  
circu lar arc considerably, th u s  if  we exam ine the collisions o f power trans
m iss io n  lines, it is erroneous to  presume th at the low est point o f  the conductor 
w ou ld  m ove on a circular arc. The next chapter w ill discuss the test series we 
h a v e  perform ed in order to  determ ine some general laws to be used.

Fig. 17

A test series to stu d y  the motion o f transinissionconductors

In  th e  case of the a b ove  discussed conditions, the course o f the m otion of 
th e  transm ission  conductors is  determined b y  three data:

a )  r0  — the reduced sag  o f the conductor,
b) y 0 — the elon gation  o f the spring upon th e  effect of the equivalent 

m ass suspended,
c) (px — the angle o f  th e  starting.
W ith  the help o f w h a t has been said hereabove, all these characteristics 

can  b e  calculated for any overhead  wire, so we can com plete the m odel o f  the 
con d u ctor  and are enabled to  stu d y  the m otion o f the conductor after the shock
lik e  ceasin g  of the wind in  th e  w ay discussed in  th e  preceding chapter.

In  th e  case of a larger conductor’s sag, w here the sag is several metres 
lo n g , th e  completion o f th e  m odel is not easy since the space requirem ents are 
v e r y  b ig . Owing to th is fa c t w e have studied th e  p ossib ility  o f in vestigating  
th is  phenom enon on a sm aller m odel scale.

L et us mark the characteristics of the sm aller m odel scale w ith rj and yÔ 
and le t  be r0 =  a r0 and yo =  a y 0. 0 * 1 basis o f  the differential equations pre
v io u s ly  discussed it can be s ta ted  that r =  a r and q>* =  cp, i. e. the course
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covered by the m ass o f  the m odel is geom etrically  similar to  th e  one covered 
b y  the mass o f the original equivalent system . The p r e r e q u is ite  condition of 
th is , however, is th a t the (p\ angle o f  the starting should be equal to  cpv  The 
m otion  o f the m odel is quicker than  th at o f  the original eq u iva len t system , 
nam ely , according to  the m odel law concluded the tim e con stan t o f  the motion 
is decreased at the proportion o f |/a .
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I t  is  obvious from th e  m odel-law  that the character of the m otion is  
d eterm in ed  by the relation y 0/r0 . W ith a model as th a t  shown on F ig. 12, the  
va lu e  o f  r0 can be altered b y  th e  length  of a piece o f  wire placed betw een the  
m ass and  the spring. In th e  course o f the test series perform ed and to  be dis
cu ssed  hereunder we have ap p lied  tw o kinds o f springs. (y 0 =  48.3 cm and
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Jo =  14 cm.) We have read the m axim um  and m inim um  values r has reached  
during the first sw ing, then  we have read the largest m axim um  and th e  sm allest 
m inim um  values; being able to do so, since several swings have been ta k en  on 
the sam e photo. W e have compared these extrem e values to r0 and — p lotted  
against j 0 /r0 — have illustrated it in a diagram  as per Figs. 18. and 19. I f  
Jo /ro =  0, the m ass m oves along on a circular course the radius o f  w hich  is r0. 
Thus rmax/r0  =  1 and rmin/r0 =  1. As testified  b y  our photos, the m ass M  m oves 
stra ig h t horizontally i f  J 0/r0 =  1. For th e  assum ed start this can be proved

T ig . 20

theoretically  as w ell. For the sake o f more exact results the value o f  th e  rmax/r0 

relation has been determ ined w ith calculation in  th is case.
Comparing F igs. 18 and 19, we can sta te  the following:
a)  I f  Го/''« >  0.5, the first m axim um  w ill be the m axim al one. A  case o f  

th is typ e is illustrated  b y  the swing curve show n on Fig. 20. It can be seen on 
th is figure that th e  m ass reaches the rmax va lu e at an extrem e p osition . The 
angle belonging to  the extrem e position  is som ew hat smaller than  th a t  o f  the  
start.

b) I f  j 0 /r0 is betw een 0.5 and 0.25, th e  m ass w ill arrive at th e  fir st m axi
m um  w ith  an extrem e position  again, but during the m otion the va lu e  o f  rmax. 
w ill increase and w ill surpass that o f th e  fir st  m axim um . On F ig . 21 it  is to  
be noticed  th at th e  bigger is rmax, the sm aller is angle cp w hich  belongs 
to  it . This is on ly  obvious on basis o f  th e  conservation o f energy principle.

c) On F ig . 19 it can be seen that th e  m axim al m axim um  and th e  m inim al 
m inim um  arrive at their  extrem e value in th e  range j 0 /r0 =  0 .25. A s an e x 
planation  for th is phenom enon, we m ay p o in t out that if  J 0 / r 0 =  0.25, th e
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Fig. 21

freq u en cy  o f natural sw ing in  the swing system  com posed of the m ass and o f  
th e  spring is exactly  th e  double o f  the frequency o f  the m athem atical pendulum  
suspended  on a thread the len gth  of which is r0. D uring the m otion the cen tri
fu g a l force acting upon th e  m ass reaches a m axim al value tw ice per each sw ing, 
so th e  swinging system  is excited  in accordance w ith  its own frequency. — 
A  m o tio n  o f th is character is shown by F ig. 22. Here y j r 0 — 0.193.

d )  I f jo / 'o  <  0.25, th e  first m axim um  w ill be obtained sooner th an  the  
m axim al angle o f deviation . I f  we are far enough from the J 0 /r0 =  0.25 value,

Fig. 22
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the first m axim um  will be generally  the m axim al m axim um , too . F ig . 23 repre
sents such a typ e o f m otion (y 0 /r0  =  0.127). Several swings have been tak en  on 
th e  photo. I t  is interesting to  observe th at the m ass has been covering th e  same 
course all the tim e. Similar phenom ena could be observed in  several o ther cases 
as w ell. (See for instance F igs. 16 and 17.) From our point o f v iew  th is  has no 
special significance.

Fig. 24
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The practical app lication  o f  these points is going to  be proved b y  the exam ple previously
V  0.73

in tro d u ced . We have seen th a t r0 =  6.20 and y 0 =  0 .73 T h u s— — =  -7^ — =  0.118.

The maximal angle o f  dev ia tion  is <pl  =  51° 9', w h ich  is calculated from  the standard  
m a x im a l wind in ten sity  (up to  a height of 0 — 25 m eters). (For the sake o f a better survey  
o f  th e  exam ple we shall tak e  th e  angle o f start <рг =  50°.) W ith  <рг =  50° if  y 0/ r 0 =  0.118 the

m ax im a l m axim um  —-ax- =  1 .20 and ■Гт*п =  0.82 (F ig . 19). 
ro ro

T he radial distance o f  th e  low est point o f the conductor w ill change at the same rate. 
In  our exam ple b0 =  6 .25 m

s =  1.4 m , thus

6 0 +  s =  7.65 m  and

( 6  +  s)m ax= 7 .65 • 1.20 =  9.20 m

( 6  - f  s)min — 7.65 • 0.82 =  6.27 m

On b asis o f  these extrem e va lu es w e have illustrated on  F ig . 24 that area, the low est poin t 
o f  th e  conductor is sure n o t to  leave . From Fig. 18 w e m ay  take out the first m axim um  
and m inim um  values:

=  1.15 and - 1 min----- =  0.925to ro
(b +  s ) 1 max =  7.65 • 1.15 =  8.80 m

(b +  s)j min =  7,65 • 0.925 =  7.08 m

In  accordance w ith  th e  values calculated, F ig . 25. represents that area 
w h ich  th e  lowest p o in t o f  th e  overhead wire w ould  certainly not leave during
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Summary Table f o r  the Determination o f  the Characteristics o f  the Dynamic Stale

Denomination The scheme of the system The relation 
to be applied Notes

T he conductor to 
be substituted

f ]
1 1  

S a  j

4 s 7-. ----------

Г
t— 1
bo

- 1

The equivalent 
pendulum

1

<

r

ro to =  b0 • v

the value o f v to  be ob
tained from  F ig . 9 on 
basis o f  the relation  
a =  s/b0

T he determ ina
tion o f  the re
duced sag of 
the conductor

ro

Г - —
i  s

Г  \ (b0)red
(b0)rid =  r0 —  s

Substitution  
with spring 
and w ith  a 
reduced mass

r0 X
the length o f the spring 

loaded b y  M  m ass, is 
r0, this being equal to 
the reduced len gth  of 
the physical pendulum

The determ ina
tion o f the un
loaded length  
of the spring 
(i0) and its 
elongation (y0)

J' ^  '.y„
"r

^0 " го Уо 

ЛЛ
Уо =  (6oШ  -[Г

<1Л 1 
d r  ~  1 + 2  К

The application  
of the results 
o f the model 
test

r* i  
r-* •T-Л J

C) 1
;

we determ ine the rimax/t0 
t i  inin/ro' tnax/to, tmi,/r„ 
values belonging to y 0/r0 
relation o f  the equiva
len t system  on basis of 
Figs. 18 and 19, con
sidering also the start
ing angle o f  9 >j

The application  
o f the results 
for the origi
nal transm is
sion line

(b-f-s)max —

=  (b0 + s ) - —  
r 0

(b+s)rain =
,, . . tmin

=  (l>a+ s )  — —  
ro
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th e  half-sw ing which follow s the shocklike ceasing of the w ind. W e m ention, 
th a t th e  sw ing curve o f  th e  above-illustrated exam ple is similar to  th a t shown  
in  F ig . 23.

I f  w e compare th e  figures, we will be able to  see that the first sw ing is  
restr icted  to  a considerably smaller area th an  th e  one we could observe i f  w e  
considered the continuation  o f  the m otion. The m odel tests and our deductions 
h ave n o t taken into consideration the resistance o f the air. Conditions upon 
th e  effect o f  same w ill be m ore favourable.

Appendix

D uring m otion the conductor is being affected  b y  a centrifugal force as w ell. W e are 
going  to  in vestiga te  now  w h at is th e  exten t o f the error we have com m itted b y  hav in g  deter
m ined th e  equivalent system  w ith  an approxim ation according to which the centrifugal force  
had been  assum ed to be ev en ly  distributed on th e  conductor instead of having considered  
its  actu a l distribution and havin g  been calculated w ith  the reduced length  of th e  eq u iva len t  
p h ysica l pendulum .

L et us suppose th at th e  conductor illustrated on  F ig . 1 and having a sp ecific  w eight  
o f y 0 m o v es around the x  axis a t a constant ш angle v e lo c ity  and th at the field  of force is such  
th a t th e  w eight direction is a lw ays the у  axis rotatin g  along w ith  the wire.

In  accordance w ith  th is assum ption the у  force actin g  upon the u n ity  vo lum e o f  th e  
conductor on  the point x

r  =  n [ i  +  - ^ ( i + < . - ^ ) ] - r ( . )  (1)

(where g  stan ds for the accelaration  of gravity).
In  th e  case o f the equ iva len t system , in the fu ll len g th  of the line:

(  , b 0co2 f
Yh  =  Yo —  • v j

where V b 0 is  the reduced len g th  o f  th e  equivalent p h ysica l pendulum .
(In  th ese  calculations w e h ave been working w ith  th e  approxim ate value v  =  0.8 (1 +  a).

L et us now  use the sym bols: Г  =  and Г *  =  — ----- 1  =  *>0 Ш -  f l  _)- a  — —  1
Yo Yo g  {  a- )
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According to the work “ Die D ifferential-G leichungen der Technik und P h y sik ” b y  H o r t  — 
T h o m a  (5th  edition, page 129):

— q  ■ y ( * ) (3)

where H  stands for the horizontal com ponent o f  the force in the conductor, q s ta n d s for the 
cross section  o f the conductor Taking into consideration the lim it conditions, and su b stitu tin g
thus the value of y ,  the solution o f the differential equation  is:

.* * A  *2 , В  л4 
у  -  '•max H 2 +  я  12 (4)

here rmax* is the ordinate o f the low est point o f th e  line.

A  =  q -  y 0[ Í  +  - ^ - ( i  +  o) (5)

(6)

I f  the load  is y 0, the ordinate o f  the low est point o f  th e  line r0 =  b0 (1 +  a). In  th is  case th  
horizontal com ponent o f  the force being present in  th e  conductor is:

(7>

I f  the load is y ,  provided the sym bol R  =  — is in troduced:

-  В
H  =

192
b0 [R(  1 +  a ) -  a]

( 8 ) ,

In  consequence of the у  — y 0 change o f load the e lastic  elongation of the wire w ill be:

s — s 0
Я  -  H „ 

q - E «о (9)'

W ith a load o f y 0 the length  o f  the wire w ith  the usual approxim ation:

s 0 = ( 10) .

W ith a у  load the length  of the wire can be determ ined b y  integration:

s =  j  y i  +  ( y * T d * ~  I’ [ i  +-1-Cy*')s]<fc.
(t a

~ *2* “  У

Perform ing the integration and substitu ting the lim its:

A 2 a3 A B  a 5 B 2
W  “24 Ж  ' 2 4 0  +  ~H 8064 '

( 11).

( 12) .
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S u b s t itu t in g  the values o f  s,  s 0, H  and H 0 and app ly ing  a lso  in  this case the sym bol

267 • E  ■ ß%
K  =

1,25 • 10e • y 0 ■ a
(13)

w e  perform  the operation a n d  get:

2
К [‘ + « + 5 - 4 + T « ] -

W(i  +  » ) - « p [ l -  ] - [ « ( ! +

к

(14)

S in ce  practically the va lue o f  ß 0 =  ----- is low as a rule (m axim um  2 — 3%), no sign ifican t
g

• error is  com m itted, if  we n e g le c t  the expression ——  /?{j ■
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I f  we assume concrete va lues for K ,  for a  and R, Г * can be easily  ca lcu la ted  from the 
ab ove  equation.

Supposing that the sp ecific  w eight Уц is constant all along the w ire, w e have deter
m ined in  this study that

Г*  =  (1 -  К)  Л  +  К Л 3—  1 (15)

In  th is w ay also Л  — —— can be determ ined i f  Г *  
" о

is known. The m axim al sag in  this case:

rmax — b +  s — b0 (Л  -f- o) (16)

rmax Л
the error caused byIntroducing the sym bol R u  =  . ,

r 0 i  +  ff
d u e to the neglection of the uneven  distribution o f  the centrifugal

the eq u iv a len t system  

force:

R-Rh
R

■ 100% (17)

W e have determined the ex ten t o f  the error for the case К  =  0, К  =  1 and К  =  2, assuming 
<7 =  0, a  =  0 .5, < 7 = 1  values. On F ig. 2 we have illustrated  the ex ten t o f  th e  error as plotted  
aga in st Г *.

Let us determ ine the va lue o f H  in the case o f the exam ple d iscussed  in  the study. 
In  th is case К  =  2.78 and a  =  0.224, whereas the value of Г * can be ca lcu la ted  b y  means 
o f  the relation

r * = J ^ l ( l + <7).
g

T he value o f w  can be determ ined by m eans o f the energy law, as i f  the lo w est point o f the 
conductor were m oving on a circular course the radius o f which is r =  60 (1 +  a)  (see Fig. 3)

V* =  2 g6 0( l  +  a)  (1 — cos <pmax) =  Ь§ со2 (1 +  a )2.

From  this:

Г *  — —------ (1 -f- o') =  2 (1 — cos y>max)
g

In  our exam ple ?>max =  50°, thus

Г *  =  2 (I -  0.643) =  0.714

W ith  these values the error is

h =  6.4%

W ith tests o f qualitative character this is still perm issible.
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SUMMARY

I f  th e  intensity of the horizon ta l wind acting upon  th e  conductor perpendicularly  
is in crea sin g  gradually, the lo w est p o in t o f  the conductor m oves on  th e  so-called statical charac
te r istic  curve. In possession o f  th e  characteristics o f th e  transm ission  line th is can be 
d eterm in ed .

T he other extreme case ta k e s  th en  place when th e  m axim al constant w ind in ten sity  
ceases sudden ly . This tim e the b lo w n -o u t conductor — as an e la stic  system  — does not get 
in to  i t s  e la stic  state through a sim p le  swing motion but covers a curve which is determ ined  
b y  th e  characteristics o f the tran sm ission  line, while the d ista n ce  of its  low est point from  
th e  p o in t  o f  suspension w ill be changin g . During the m o tio n  th e  distance will arrive at a 
m a x im u m  the value of w hich can  b e  determ ined according to  th e  present report.

T hough on the basis o f  th is  s tu d y  there is a p ossib ility  to  design a transm ission line 
w here th e  collision can be ex c lu d ed  w ith  an utm ost cer ta in ty , th e  econom ical realization of 
th is  is  confronted with m any d ifficu ltie s . Anyhow, c ircum spect designing m ay reduce the  
p r o b a b ility  o f a collision.

W hen  designing transm ission  lin es , it  is advised to tak e  in to  consideration the relation

sh ip  possib ly  so that its  v a lu e  should  not be in the 0.25 range, since it  is this range where 
r°th e  da n g er  o f collision is the m o st acu te .

I t  is  advisable further th a t  o n  basis o f the swing p ictures presented the probable figure  
o f th e  sw in g  pictures should be draw n  onto the two conductors exam ined  for collision and the  
m u tu a l d istance of the conductors should  be controlled b y  th e  phase shifts, respectively , b y  
th e  synchron ism s to be read from  th e  swing pictures.

B E W E G U N G  D E R  L E IT E R  V O N  F R E IL E IT U N G E N  U N T E R  E IN W IR K U N G
D E S W INDES

P. OTTO GESZTI — GY. LUDVIG

ZUSAM M ENFASSUNG

W en n  die Stärke des h or izo n ta len  W indes, der lotrecht a u f den Leiter einwirkt, langsam  
z u n im m t, bew egt sich der t ie fs te  P u n k t des Leiters au f der sogenannten statischen K enn
ku rve . D ies kann festgestellt w erd en , wenn die K ennw erte der Fernleitung bekannt sind.

D er  zweite Extrem fall e r fo lg t, wenn die größte k o n sta n te  W indstärke sprungw eise 
a u fh ö rt. In  diesem Fall gerät d ie ausgeblasene Leitung als e lastisch es System  nicht m it einer 
e in fa ch en  Schwingbewegung in  ih ren  elastischen Zustand, sondern beschreibt eine durch die 
K en n w erte  der Fernleitung b estim m te  K urve, wobei sich die zw ischen ihrem tiefsten  P u n k t  
und d em  Aufhängepunkt gem essen e Entfernung verändert. W ährend der Bewegung erreicht 
diese  E n tfernun g ihr M axim um , d essen  W ert der gegenw ärtigen Studie entsprechend b estim m t 
w erd en  kann.

A u f Grund der Studie is t  es zwar möglich eine F ern leitu ng  zu entwerfen, bei welcher 
das Zusam m enschwingen m it vo llk om m en er Sicherheit ausgesch lossen  werden kann, w irt-
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schaftlich  wird dies jedoch n icht verwirklicht werden können. Wird der E n tw u rf aber m it 
großer U m sicht verfertigt, so kann auch die W ahrscheinlichkeit des Z usam m enschw ingens 
verm indert werden.

B eim  E ntw urf von Fernleitungen ist es em pfehlensw ert, das Verhältnis —  zu beachten ,
r°dessen W ert keineswegs um  0.25 betragen soll, da in  dieser Größenordnung die Gefahr des 

Zusam m enschwingens größer ist.
Es wird weiterhin em pfohlen auf Grund der m itgcte ilten  Schwingungsbilder das w ahr

scheinliche Diagram m  der Schwingungsbilder auf die nach ihrer Z usam m enschw ingung  
geprüften  beiden Leiter aufzutragen und die gegen seitige  Entfernung der L eiter m ittels  
der G leichzeitigkeiten bzw. Phasenverschiebungen, die v o n  den Schw ingungsbildern abgelesen  
werden können, zu kontrollieren.

LE M OUVEM ENT D E S CO NDUCTEURS D E S LIG NES DE TRANSM ISSIO N
SOUS L ’ACTION D U  V E N T

P. 0. GESZTI — GY. LUDVIG

RÉSUMÉ

Si la  force du ven t horizontal agissant perpendiculairem ent au conducteur s ’intensifie  
graduellem ent, le point le plus bas du conducteur se déplace sur la courbe caractéristique  
dite  statique, qui peut être déterm inée en connaissance des caractéristiques de la  lign e de 
transm ission.

L ’autre cas extrêm e se produit, si la plus grande force constante du v e n t  s’arrête par 
sauts. D ans ce cas la ligne purgée, en tan t que systèm e élastique, n ’arrive pas à son é ta t d ’élas
ticité  par un sim ple m ouvem ent oscillatoire, m ais décrit une courbe déterm inée par les carac
téristiques de la ligne de transm ission, tou t en changeant la distance mesurée entre son point 
le plus bas et le point de suspension. Pendant le m ouvem en t, cette distance a tte in t un  m axi
m um , don t la valeur p eu t être déterm inée selon l ’étude.

B ien  que, sur la base de celle-ci, il soit possible de construire une ligne de transm ission , 
où la collision est élim inée de façon certaine, la réalisation  n ’en serait pas économ ique. Mais 
la  probabilité de la collision peut être réduite au m om ent de l ’établissem ent des projets.

E n  construisant des lignes de transm ission, on aura avantage à tenir com pte de la pro

portion —  , dont la va leur ne doit pas être voisine de 0 ,25 , le danger de la  collision  é ta n t ici 
r o

plus fort.
Il est recom m andable, en outre, de dessiner, selon les images d ’oscillation  indiquées, 

la  figure probable des im ages d ’oscillation sur les deux conducteurs exam inés du po in t de vue 
de la collision, et de contrôler la distance m utuelle des conducteurs au m oyen des synchronis
mes ou déphasages indiqués par les im ages d ’oscillation.

ДВИЖЕНИЕ ПРОВОДОВ ВОЗДУШНЫХ ЛИНИЙ ПОД ВОЗДЕЙСТВИЕМ ВЕТРА

П. О. ГЕСТИ и Д . Л Ю Д В И Г

РЕЗЮМЕ

Если сила горизонтального по своему направлению и перпендикулярного к про
воду ветра постепенно возрастает, тогда низк глубоколежащая точка провода сдвигается 
по так называемой статической характеристике. Последняя может быть определена, если 
известны параметры воздушной линии.

Другой крайний случай имеет место тогда, когда наибольшая постоянная сила 
ветра прекратится скочкообразно. В этом случае отклоненный силой ветра провод как 
эластичная система возвращается в состояние покоя не при помощи простого колеба-

14 A cta Technica X X X 1/3—4.
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тельного движения, а описывает кривую, определенную параметрами воздушной линии, 
в то ж е время изменяетяс расстояние между наиболее низкой точкой провода до точки 
подвешивания При движении это расстояние достигает максимума, величина которого 
может быть определена на основе работы.

На основе работы можно спроектировать такую воздушную линию, в случае кото
рой можно полностью исключить возможность захлестывания проводов, однако это реше
ние нельзя осуществить экономически выгодно. В случае обстоятельного проектирования 
вероятность захлестывания можно чменыцить.

Для проектирования воздушных линий можно рекомендовать, чтобы учитывалось
у

соотношение и чтобы его значение не было близко к 0,25, так как при таком значении 
го

опасность захлестывания может достигнуть максимум.
Далее, можно предложить, чтобы для двух проводов, исследуемых на захлесты

вание на основе сообщенных эпюр колебаний, строить вероятные эпюры колебаний и 
при помощи отсчитываемых с эпюр колебаний одновременностей и сдвигов фаз прове
рять расстояние между проводами.

A k ia d á sé r t fe le l az Akadémiai K iadó igazgató ja Műszaki szerkesztő : F a rk as  Sándor

A kézirat nyom dába é rk ez e tt : 1960. IX . 5. — Terjedelem  : 18,50 (A/5) ív, 101 ábra 
1960.52028 — A kadém iai N yom da Budapest —- Felelős vezető  : B ernât György
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