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AN INSTRUMENT FOR THE EXAMINATION 
OF CHANGES ON BENT TEST-PIECES

Z. B. SÓLYOM

RESEA RCH  IN ST ITU TE FO R  LEA TH ER IN D U STR Y , BU DA PEST 

[Manuscript received October 3, 1956]

It is a w ell-known fact th at the surface elem ents o f bent bodies shorten  
on the concave and expand on th e  convex side. Betw een the two boundaries 
o f the bent body a layer is formed in which the m utual distance o f m aterial 
particles does not change. This layer is referred to as neutral layer, or, i f  we 
confine consideration to one dim ension, as neutral fibre. The sta te  o f stress 
is uniaxial throughout the body. The largest strain o f tension or com pression, 
aA and aB, respectively , arises in  the exterior fibres o f the cross-section :

M
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where and e2 are the distances o f  exterior fibres from the inert line, M  is 
the bending m odulus, and I  is the m om ent o f inertia. and K 2 are the section  
m oduli. In the case o f bodies having rectangular cross-section :

К
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a being the length, and b the height of the square. (F ig. 1)
When bending takes place the cross-section suffers distortion (F ig. 2), 

but the sectional line remains perpendicular to  the inert fibre. (Fig. 3)

t e n s i o n

F ig . 1, 2, 3

1*
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In  hom ogeneous m aterials the neutral fibre runs in the line b isecting the 
boundaries. Its determ ination is rather com plicated and leads to  differential 
eq u a tio n s of higher order.

F inished shoes, for exam p le , are furnished w ith soles which consist of 
sev era l parts, each having different strength characterististics and inhom ogenit- 
ies throughout their cross-section . To know  the loading o f the different 
co n stitu en t, it is very im portant to  determ ine the neutral line. For, i f  one 
k n ow s th is , it is possible to approxim ate the ideal condition where the joining  
surface o f  the m ost im portant o f the layers subjected to bending load falls 
in to  th e  neutral layer. So shearing forces do not arise at the jo in t, and the  
lo a d in g  o f the elem ents connecting the tw o layers equals zero. The durability  
is  h ig h est in this case. Let us m ention the w elted clump, or the rubber soles 
o f  d ifferent strength characteristics and thickness cem ented to  the intersole.

T he object of the present investigations is to calculate and design a 
d irect reading instrum ent w ith  the aid o f which it is possible to  determ ine, 
w ith o u t any com puting, the position  of the neutral layer, furtherm ore the 
con traction  or extension o f the layers in rectangular bars. U tilizing these 
d a ta , w e can determine the loading o f the m aterial.

T he calculation o f the instrum ent is based on the radius o f curvature of 
th e  so le  during walking w hich is assum ed to  be 50 mm. Thus curvature is 
larger th an  that occurring in  rea lity  but values derived from th is oversized  
in stru m en t are more accurate.

T he main part of the in stru m en t is a 20 mm high iron drum with a radius 
o f  50 m m  as unity. The test-p iece  o f rectangular cross-section is bent over the 
m a n tle  o f  this drum so th a t one can measure the position of the neutral fibre 
and th e  lengthening or shortening at any point o f its cross-section.

T he calculation o f the instrum ent is th is : On the periphery of the drum 
one radian  corresponds to 50 m m , tw o radians correspond to  100 mm length  
o f  are. Two cross-sectional lines are marked on the test-p iece at a distance 
o f  100 m m  which corresponds to  tw o radians. The m easurem ent is then based 
on th e  registration of the m u tu al positions of these two rectional lines, in a 
hyperbolic-spiral co-ordinate system , after the test-piece has been bent.

T he formula of a hyperbolic-spiral in polar co-ordinates is g 0  =  a , where 
Q is th e  radius vector, and 0  the angular displacem ent in  radians. (F ig. 4.)

According to the form ula, i f  a — 100, th at portion o f the arc of circles 
draw n around the origin o f  th e  system  o f co-ordinates w hich lies betw een  
th e  X -a x is  and the spiral has a length  o f 100 mm.

I f  th e  unit circle has a radius o f 50 mm  these arcs equal tw o radians, 
from  w hich it follows th at on the test-rod, bent on the m antle o f the drum  
w ith  50 mm radius, the term inals o f  the 100 m m -long arcs (corresponding to  
tw o  radians) are indicated b y  the hyperbolic-spiral. H ence, the m easurem ent
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essentially  consists in determ ining, in  a hyperbolic-spiral system  o f co-ordin
ates, the angle through which tw o parallel cross-sectional lines, drawn on the  
test bar perpendicularly to the inert fibre at a distance o f 100 m m  from  one 
another, are turned by bending. On a m illim eter-scale referred to  th e  hyper
bolic-spiral system  o f co-ordinate one can directly  read the m illim eter-value  
of the lengthening or shortening w hich results from  bending at any point o f  
the cross-section o f the test-bar. The position o f  the neutral fibre is g iven  by  
the intersection of the hyperbolic spiral and the sectional line m arked on the

test-body. This point o f intersection is at a distance of 100 mm from th e origin, 
i.e . it  is the end-point o f a line, the length  of which is n ot affected b y  bending. 
This cannot be but the neutral fibre.

For the sake o f direct reading the hyperbolic-spiral system  o f co-ordinates  
and the attached scale m ust be constructed and plotted  on a transparent 
plate, e.g . on p lexiglas, in the follow ing m anner : we have to draw a circle 
with 50 mm radius, and, at any arbitrary point, a radius in it. This radius form s 
the X  axis, i.e. the zero-line o f th e  m easuring system . R ight and le ft o f  th is  
radius, we have to  draw an angle corresponding, each, to two radians, th e ir  
arcs g iving a length o f 100 mm. It is here that the hyperbolic-spiral orig inates  
which connects the term inals of the 100 mm long arcs o f  the concentric circles 
drawn around the origin. A central projection to  the spiral of ih e  concentric  
circles which run 1 mm from one another will give us the scale from w hich we can 
read the distance (in mm) o f the point o f intersection o f the cross-sectional 
line marked on the test-bar and the spiral, from the inner or outer edge o f  the
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te st-b a r . This gives the position  of the neutral fibre. The shortening m ay be 
read on the millim eter scale plotted on the circumference o f the circle with 
50 m m  radius (by m easuring) the distance betw een the term inal of Lhe sectional 
lin e  and the origin o f th e  sp iral. The extension m ay  be read in our p© =  spiral 
co-ord inate system  on “ p ara lle l” lines. The form ulae o f these “ parallel” lines are 
p© =  101, p© =  102, p© —; 103, etc. The exten sion  is thus given by the distance

F ig. 5

o f  th e  external end-point o f  the sectional line, which is drawn on the test-rod, 
from  the point of in tersection  of the basis spiral. This distance can be read 
in  m illim eters on the sp ira lly  “ parallel” scale. There is, on the plexiglas plate, 
at th e  origin of the co-ord inate system , a boring o f 2 mm in diam eter. B y this, 
it  can  be fitted  on the pin 2 (F ig. 5) in the centre o f the iron disk.

To minimize errors caused by deviations o f reading and the inaccuracy  
o f  th e  instrum ent, it is advisable to perform tw o consecutive readings on the 
sca les constructed right and le ft of the X  ax is. This end, we have to  draw, at 
a d istan ce of 100 mm from  one another, not tw’o but three sectional lines on the 
te st-b a r . When the test-p iece  is bent, the p lex ig las plate m ust be turned  
u n til its X  axis coincides w ith  the central sectional line, and readings are made 
on th e  left and right-hand scales. If, after turning, the X  axis on the dial-plate  
coin cid es writh the section a l line on either sid e, one can record the position
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o f  the m id-sectional line as referred to one on the side. Thus, one m ay accom p
lish  four readings and com pute their average.

F igs. 5, 6 and 7 represent the instrum ent.
In the figures, 1 the iron disk w ith 50 mm radius ; 2 the pin to which  

the dial is pivoted ; 3, 4 are tw o cylinders slit in two places perpendicularly  
to  their base. These can be turned w ith  key 5. W ith the aid of screws 6 and 7

F ig . 6

the friction at the cylinder axes m ay be adjusted. 8 a thin cotton  sling (lamp- 
wick) which is used to bend the test-bar, and to f ix  its position. The ends o f the 
sling are put into the slots o f the cylinders, and by turning them  the sling 
can be tightened. 9 bent test-p iece ; 10 sectional lines.

Fig. 8 shows the dial plate and the scale. Here, 1 is the basic hyper
bolic-spiral. It bears the scale for the determ ination of the neutral fibre. The 
shortening is measured on scale 3, the extension on scale 4 , 5 boring adapted  
to  pin 2 around which the dial turns.

The ruler seen in F ig. 9 serves for the drawing of the sectional lines at 
100 mm m utual distances. It is m ade o f an approx. 230 mm long, 3-m m  thick  
and 12-mm wide brass slat on which the lam inae 2, 3, 4 are screwed w ith  one 
o f  their edges perpendicularly to  the length  o f the slat, at d istances o f 100 mm. 
To make the drawing more accurate, the position o f  the test-bar can be fixed  
b y  means of slat 5 which is pressed to slat 1 w ith springs 6 and 7.
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Fig. 7

Fig. 8

The measurement is accom plished as follow s. W e cut a test-piece about 
220 m m  long and 10 mm w id e. It is then placed into  the ruler and the sectional 
lin e s , at distances o f 100 m m , are drawn along the m ark-lam inae 2 , 3 , 4  as thin  
as possible.
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The test-p iece so prepared can be bent on the drum 1 seen in F igs. 6 
and 7, in the following manner. T he sling is thread into the slot o f  cylinder 4 
and the latter turned with key 5  in to  the position represented in F ig . 7. In 
th is position the sling becomes t ig h t enough to prevent its slipping from  the 
slo t. After th is, we catch the sling and the test-p iece in our right hand, turn  
the disk with the left hand anticlockw ise and bend the test-p iece together  
w ith  the sling in to  the mantle o f  the drum 1. We rotate cylinder 3 u n til its

Fig. 9

slots point into the direction of th e  sling, and stretching the latter m ild ly, 
we thread it  in to  the slots as show n in Fig. 7. W ith key 5 we turn cy lin d er 3 
anticlockwise and so tighten the slin g  (Figs. 5, 6, 7). I t is advisable to  sm ooth  
the sling a few  tim es with our fingers during tighten ing, so th at th e  stress 
should be uniform  along the whole circumference. Care m ust be taken o f the 
test-piece surface coinciding w ith  the upper plane o f disk 1. A fter the te s t-  
piece has been bent we place the d ial and scale on pin 2 and turn it  u n til the  
0 line (Fig. 8) covers the sectional line in the m iddle. The m easurem ent con sists  
in the determ ination and reading on the scale o f the point o f intersection o f  the  
sectional line and the hyperbolic sp iral. The shortening is given by th e  position  
o f the terminal o f the sectional line on the scale 3 (F ig. 8.). The position  o f  the 
neutral fibre w ith  reference to th e  concave (i.e. inner) side is determ ined by  
the site of the point o f intersection o f the basis spiral and the section a l line
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M easurements

Shortening line Extension thickness

M icrocellular rubber sheet I ............................... 1 11,0 5,4 6,0 13,4
2 10,0 6,2 5,0 14,0
3 11,0 6,2 5,0 13,6
4 11,0 6,3 5,5 13,0

O ther s i d e ................................................................. 1 11,0 6,5 5,0 13,2
2 11,0 6,1 5,5 12,8
3 11,2 6,2 6,0 12,3

4 10,7 6,0 6,0 13,0

M icrocellular rubber sheet I I ............................. 1 12,0 6,5 4,0 11,5

2 12,0 7,0 4,0 11,0

3 12,0 7,0 4,5 11,0

4 12,0 7,0 4,0 11,0

Sole leather crop grain side in  ..................... 1 2,0 1,0 3,0 5,0

2 2,0 1,5 2,5 4,0

3 2,5 1,2 3,0 4,5

4 1,9 1,0 3,2 4,8

F lesh  side in .......................................................... 1 5,2 2,5 2,0 4,5
2 4,2 2,3 1,5 4,0

3 5,0 2,6 2,0 4,5

4 4,0 2,1 2,3 5,0

M icrocellular rubber sheet glued to  leather 1 2,5 2,5 9,0 11,0
crop the crop inside I ...................................... 2 2,0 2,0 9,5 11,0

3 3,0 2,0 10,0 11,5

4 3,0 2,5 10,0 11,0

M icrocellular rubber sheet glued to  leather 1 16,5 11,0 1,0 13,0
crop the crop outside I ................................... 2 16,5 11,0 0,7 12,5

3 17,0 10,5 1,5 12,0

4 17,0 10,5 1,5 13,0

M icrocellular rubber sheet glued to  leather 1 2,7 2,0 9,0 12,0
crop the crop inside II .................................... 2 3,0 2,0 9,0 11,5

3 3,2 2,0 10,0 11,0

4 3,5 2,0 9,5 11,5

M icrocellular rubber sheet glued to  leather 1 17,0 11,0 1,2 13,0
crop the crop outside II .................................. 2 17,5 11,0 1,0 13,5

3 17,5 11,0 1,5 13,0

4 17,3 11,0 1,5 13,5
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on scale 2. On the same scale also th e  to ta l thickness of the test-p iece can be 
read. The expansion is given by the end-point o f the sectional line on scale 4 .

To diminish errors due to m isreading and to elim inate inaccuracies inherent 
in the instrum ent, two more readings m ay be performed. In order to  do so one 
turns the dial-plate until the left section al line coincides with the 0 line, and 
w ith  the right-hand graduation o f the dial we can determine the position  o f the 
m iddle sectional line with reference to the left one. (Figs. 6, 7.)

This done, we adjust the Oline to  the sectional line on the right and deter
m ine the position of the middle sectional line with reference to  it . T hus, we 
have 4 data for the shortening and extension , further for the position  o f  the 
neutral fibre, and we m ay com pute their average.

The instrum ent described above is suitable not only for the exam in ation  
of shoe parts, but also for the study o f changes occurring in any kind o f bent 
bodies made of any material.

SU M M AR Y

The paper dem onstrates that changes occurring in bent bodies — com pression o f  the pressed 
side and expansion of the pulled one, furtherm ore the position o f the neutral fibre — m ay 
be m easured and determ ined by recording the m utual rotatory displacem ents o f  tw o  sectional 
lines on  a scale plotted appropriately in a hyperbolic-spiral system  of co-ordinates.

E IN  IN ST R U M E N T  Z U R  U N T E R SU C H U N G  IN  G EB O G E N E N  V E R SU C H SK Ö R PE R N  
ST A T T E IN D E N D E R  V E R Ä N D E R U N G E N

Z. B. SÓLYOM

ZUSAM M ENEASSUNG

In dem Aufsatz wird erwiesen, dass die in  gebogenen Körpern vor sich gehenden Ver
änderungen, sowie die Grösse der Verkürzung der Druckseite und die D ehnung der Zugseite 
m essbar sind, dass ferner die Lage der neutralen  Achse bestim m t werden kann, w enn m an in 
e in em  entsprechend konstruierten hyperbolisch-spiralischen K oordinatensystem  die zu einander 
ins Verhältniss gestellte Verdrehungsgrösse zweier Querschnittslinien an einer, au f dieser 
K oordinatensystem  aufgetragenen Skala bestim m t.

A P P A R E IL  PO U R L’É T U D E  DES M ODIFICATIO NS DES É P R O U V E T T E S SOUM ISES
À LA F L E X IO N

Z. B. SÓLYOM

R É SU M É

L’étude dém ontre que le raccourcissem ent du côté comprimé et l ’allongem ent du 
côté  tiré , s.-à-d. les m odifications subies par les corps soum is à la flexion  son t m esurables. 
La position  de la ligne neutre peut être étab lie  si dans un systèm e de coordonnées spirales 
hyperboliques on m esure, sur une échelle portée sur ce systèm e, la grandeur de l’angle relatif 
de d eux  lignes qui se coupent.
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ПРИБОР ДЛЯ ИЗУЧЕНИЯ ИЗМЕНЕНИЙ, ПРОИСХОДЯЩИХ В ИЗОГНУТЫХ
ОБРАЗЦАХ
3 . Б .  Ш О Й О М

РЕЗЮМЕ

В работе показано, что происходящие на изогнутых телах изменения, т . е. укоро 
чение сжатой стороны и растяжение растянутой стороны, могут быть измерены по своей 
величине, далее можно определить положение нейтрали, если определить величину 
сдвига по отношению друг к другу двух сечений в построенной соответствующим образом 
системе гиперболических спиральных координат — на основе шкалы, построенной в 
этой системе координат.
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Introduction

For the calculation o f m om ents on highly econom ical reinforced con 
tin u ou s concrete beams J . P e l ik á n  introduced the postulate

The procedure in question claims the num erical solution o f sim ultaneous  
equations consisting o f hom ogeneous (H)  and inhom ogeneous (I)  linear 
equations.

The present paper for the realization o f the same approaching solution  
show s such an iterative m ethod which is similar to  Cr o ss’s m om ent-distribu
tion  m ethod [2] and supersedes the setting up and the solution o f P e l ik Án ’s 
sim ultaneous equations.

According to  [1], the producing o f a m om ent diagram adequate for 
the postu late (1) necessitates the setting up o f sim ultaneous equations con sist
ing o f  form -equations (A)  and load-equations ( T ).

W hen the m om ents on a continuous reinforced concrete beam  are not 
negative  all along the spans and the constructional depth h o f the beam s 
rem ains constant, span by span, then the form-equation pertaining to  an 
interm ediate i-th  support chosen at w ill, can be w ritten as follows :

W hen the beam  is loaded span b y  span by uniform ly distributed loads, then  
the load-equation belonging to the i-th  support can be set up as follow s :

( 1 )

and com posed an approaching procedure for the solution o f the problem  [1 ] .

4tVi il, — *,) — 4t+1 *i+i (L+i — y. i) =  0 (T)

The m eaning o f the sym bols figuring in the above equations is shown in F ig . 1.
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It is possible to  transform  equations (A )  and (T)  by  substituting the  
unknow ns X, , y ,  w ith the expressions

X i  =  X j  +  Axt and y  I =  y  I +  Ay,;

where J , sign ify  the approxim ate values o f the unknowns and Axt, A y t 
the differences betw een their approxim ate and accurate values.

The approxim ate values m ay be chosen in such a w ay as to satisfy  the  
form -equations (A )  throughout the whole length  of the beam.

К

Q^i

i . . / LA

In the course o f  this operation neglecting the members Ax% Ayf and  
Axj Ayi,  as th ey  are insign ificants of second order, linear equations are obtained. 
These equations are in  case o f (A)  hom ogeneous (H ), in case of (T) inhom o
geneous (/):

h +1 h i , 1 щ Axj +  h n  h i , x (h — y )  Ay,- +

+  h hi (l, 1 — Xj. О Ax, + ! +  l, hi y  i J Ay, ! =  0, (H)

q , y , A x , - q , ( l , - x , ) A y , - l -  

+  4i (h n  — ÿ i+i) A x i rl — qt _i X, j Ay, x =

=  4i J , Vi -  X.) -  4i+i Xi+1 (/, i -  J , j) • ( /)

W ith the aid o f  the equations (H ) and ( / )  there now becom es possible  
to set up linear sim ultaneous equations for the whole beam , which solution will 
approach the accurate final solving of the equations (A)  and (T) in a m anner 
which is usually satisfactory from the view -point of practice [1].

The intention  o f the following is to present such an iterative m ethod, the  
fin a l result of which m ay approach to a required accuracy the solution o f the  
linear sim ultaneous equations above m entioned.
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The m ethod in  question is dem onstrated here, only in case o f  uniform ly  
distributed loads, how ever, the calculation  could be carried out in case o f  other  
typ es o f loading on the base o f  a sim ilar train o f thought, too.

Rule o f sign

In course o f the exam inations Gr in t e r ’s rule of sign is applied , being  
in use also for Cr o ss’s m ethod, th a t is the m om ent pertaining to  the end o f  
a bar is regarded as positive when the respective bar-end tries to turn the point 
of junction  clockwise. In case o f  a counter-clockwise turning effect the end- 
m om ent is regarded as negative.

Investigation of a pair of bars

In course o f the followings the term  “pair  o f  bars” is introduced for every  
tw o-span continuous beam  both ends of which are free supported (F ig . 2a), 
or built-in (Fig. 2b), respectively one end o f which is free supported and the 
other one built-in (Fig. 2c).

Selecting for exam ination the typ e according to Fig. 2c, as th is one is the  
m ost characteristic, the corresponding equations ( if )  and (I) have to  be
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established as follow s, w ith  the remark th a t, for greater clarity every member 
o f  the equation ( I t) has been m ultiplied w ith  ( — 1):

/2 h2 (li У1) Д у \  “h hi (/2 х2)Л х 2 -\- /1 hi y 2 Ду2 — 0 , (^ i)

x2 Лх2 “b (/2 У2,) ^Уч =z ( ^ 2)

4i h  ЛУх — Чг (к  -  У 2) A x 2 +  q2 х2 Л у2 =

=  ’ ЧхУх h “Ь Ч-х * 2  (h Ух)- ( к )

AM

The determ ination o f the approxim ate values Ji? * 2  an<i Ух has to be 
realized in the subsequent way. The pair o f  bars is taken as rigidly built-in  
on support No. 1 and th e  accurate values y [ ,  x'2 and y'2 have to be determ ined  
under this condition and corresponding to  th e  postulate of m inim um  (1) 
for b oth  bars separately . These accurate va lu es related to the single bars are 
used  as first approach for th e  entire pair o f  bars (see Fig. 3).

B y  the su b stitu tion  o f the resulting approxim ate values

N1 =  J 1
f 2

X 2  — J 2 X2 —У 2 /  2̂ 1
4
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into the preceding equations and introducing the sym bol

A M  =  -* [ - 9 ! У Л  +  д2 *а(*2 — Уг)] > (2)
Z

the sim ultaneous equations can be set up in the following form :

H 1 =  2^2 h2 A yx +  3 Aj Ax2 +  At A y2 =  0 ,

H 2 =  A x2 -f- 3 A y 2 =  0, (3)

h  = 4  Çj /j A y x — 3q 2 l2 Ax2 +  q2 12 A y2 =  8 A M .

It can be sta ted  from the relation (2) th at A M  is always the algebraic 
sum o f the tw o approxim ate end-m om ents, com ing into being at the exam ined  
support, as by reason o f sim ple static considerations there is :

M 10 =  — ~ У !  h and M 12 =  ^  x2 (/2 -  V2),
z z

consequently A M  =  M l0 +  M 12-
B y using the values А уг, Ax2 and Ay2 given as solution of the sim ultaneous 

equation (3) the fin a l values o f the end-m om ents pertaining to the single  
bar-ends, are determ ined b y  the following relations :

Mio =  M 10
0 ,8 j /2 9l Zj Ax 

0,8 gj íj Aj +  ç2 *2 К
■ A M ,

M  i2 =  M 12 ___ Î2 / 1  2̂ ■ A M ,
0,8 2 <fj Íj Aj +  Ç2 /2 ha

21 = M 21 + 0,6 ?2 h  2̂ - ■ A M
0,8^ 2  çj íj Aj - f  q2 12 h<£

In the above expressions there is :

Ж 21 — "  У2 (̂ 2 *г)-

Introducing the sym bols

R i  =  0 ,8  ][2 gfj /х Л, г nd R 2 — q2 l2 h2 ,

as well as

'  10
_ R i

r ,  +  r 2
г nd r,o — «2  

i?i -(- r 2
(4)

2 A cta Technica X X II/1 — 2.
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th e  follow ing definite result is obtained :

M 10 — M 10 r10A M  ,

AI 12 — AI12 r12 A ^  ■>

M 21 =  M 21 +  0,6 ( -  r12A M ) .

In  th e  following these term s are used :

th e  values and R 2 — bar factors,
th e  values r10 and r12 — moment distribution factors,
th e  coefficient + 0 ,6  — carry-over factor,

th e  approxim ate end-m om ents M 10, M 12 and AI21, — obtained w ith  the aid 
o f th e  approxim ate values y í ,  x2, y 2 — in itial end-moments.

The values of the in itia l end-m om ents, in case of an uniform ly distri
b u ted  load, are shown below  in Table I.

M' 'a b Beam M' ’BA

; ? - / 2 np А я 0A A 2
(■-------- 2 -  ^

Lb

3 „7*
'32 ql „  1---------  ----------1

1- Z ------
____________________________

The investigation on th e  pair of bars show n in Fig. 2a and 2b could  
in  a sim ilar w ay be perform ed. The final results o f the respective calculation  
are g iven  below, while neglecting  to  expound the details o f com putation .

In  the case of a p a ir  o f  bars free supported on both ends as illustrated  in 
F ig . 2a :

M w — AI10 r10 A A I ,

AIi2 =  AI\2 Ti2 ‘A AI.

The sense of r10 and r12 is th e  same as in the previous one’s, but

R x =  0,8  f  2 qi and R 2 =  0 ,8  ][2 q2 12h2.
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Finally, in the case o f a p a ir  o f  bars built in on both ends as illustrated  in 
Fig. 2b :

Mio = Mio Fjo 1 M  , M 12 — 12 — r1 2 ^ M  ,

M 01 — M 01 0,6 ( r10/l Af), M 21 =  M 21 0,6 (— r12/1 M ).

The meaning o f the factors r10 and r12 did not here change either, but

R-x =  qi ly hy and R 2 =  q2 I2 h2 .

Giving a sum m ary o f the preceding it could be stated  that in the course 
of investigation  of pairs o f bars the accurate solution  of the linear sim ultaneous 
equations set up from the equations (H ) and (I)  could be obtained b y  the  
fu lfilm ent of a ‘‘‘'moment-distribution''’ which is quite similar to  Cr o s s ’s 
m ethod [2].

The bar factors R,  w hich value depends on the conditions o f building-in  
and o f loading of the bar, correspond to the stiffness factors К  used in  Cr o ss’s 
m ethod. The com parison o f bar factors R  w ith the stiffness factors К  used  
in Cro ss’s m ethod is to be found below in Table II.

К Beam
—

R

J E J J ______ V , 0 .6 /2  q lh
l

я  1 q l h  j
1 Ï

Î. 1 h  -

The m om en t d istr ib u tio n  factors r can be ob ta in ed  from  bar factors  
R  in  th e  sam e w a y , as in  Cr o ss’s m ethod  th e  m om en t d istrib utors a  from  
th e  stiffn ess factors K .

To Cr o ss’s carry-over factor 4~ 0,5 relating on bars of constant cross- 
section the value 4“ 0,6 here corresponds.

Finally th at is to say th at in Cro ss’s m ethod the so-called fixed-end  
m om ents were the elastic end-m om ents of a prime beam , which is produced  
by its  rigid building-in at its middle support. In the present case the values 
of the initial end-m om ents are given by the m om ent diagrams o f a prime beam

9*
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produced under the sam e conditions, and which mom ent diagram s fu lfil the  
p ostu la te

ds =  Min!

Numerical example 1

The problem should be the determ ination of the end-m om ents o f a pair o f bars shown  
in  F ig . 4 , in  accordance to  the m ethod published.

J
F ig . 4

T he value of the bar factors is relying on Table II :

jR j =  0 ,8 / 2 , R2 =  1,0 .

The m om ent d istribution factors are according to  the connections (4):

0,8 / 2  „ r „, 1,0
0.8 У 2 +  1,0

=  0,531, r,
0 ,8 /2  +  1,0

0,469 .

T he carry-over factor is : + 0 ,6 .
T he initial end-m om ents rely ing on Table I :

M10 = - =  — 0,14650, M l2 =  +  ~  =  +  0,09375,

M21 = 32
=  — 0,09375.

The com putation could su itab ly  be carried out on the outline o f the  
con stru ction  in the arrangem ent shown in F ig . 5.

0 .0 0,531 0,269 _______ m - _________*
Д -------------------------------------------------- 2
0

a .  0 .0 0 0 0 0  - 0 .1 ^6 5 0
b  —  -0 ,0 2 6 0 0
C. ---  —

\  l
2

' 0,09375 -0.09375  
' 0  02275 —

—  ' 0.012Ő5

d ,  0 ,0 0 0 0 0  - 0.11650

F ig . 5

- 0 Л 6 5 0  -0 0 7 6 9 0
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In this figure line a gives the values of the initial en d -m om en ts, line 
b the values arising from  the distribution o f m om ents and line c the 
values coming out from  the carry-over o f m om ents. The d efin ite  values of 
the end-m om ents are obtained by the algebraic sum m ing up o f the single 
colum ns (line d).

Exam ination of a continuous beam

The determ ination o f end-m om ents on a continuous beam  has to be 
carried out according to  the following train o f  thought.

In first step let us suppose th at at every interm ediate support there 
ex ists  a rigid building-in , the in itial end-m om ents on every bar-end there 
have to be determ ined according to  Table I.

After this by relaxing a support chosen at will, the tw o spans adjacent 
to  it  have to be dealt w ith  as a pair o f bars. At the m iddle jo in t o f the two 
bars the procedure o f balancing has to be accom plished as described in the  
precedings. As a result o f  this procedure, we obtain a balance o f  m om ents on 
th e  exam ined junction-point, and at the sam e tim e the m inim um -postulate  
in the two spans, (i.e. the form -equations referring to the pair o f  bars exam ined) 
is  satisfied too. In the course o f this thread the rigid building-in at the other 
supports, o f course, rem ain unchanged.

In the following step  the building-in has to be reestablished at the 
previously exam ined point of junction and the balance is carried out at further 
optional point o f junction .

In the course o f com putation  the balance o f the already once equipoised  
points of junction again and again becom es disorganized as a result o f the 
carry-over m om ents. Therefore the procedure described in the precedings has 
to  be continued as long as the values being carried-over becom e so sm all as 
to  be negligible.

The definite values o f the end-m om ents are obtained b y  algebraic 
sum m ing up at the single bar ends, the values of the in itia l end-m om ents 
as well as their parts com ing in there in course o f the balancing and carrying 
over procedures.

Numerical example 2

The problem should be to determ ine the end-m om ents on the beam  show n in Fig. 6. 
U tilizing the deduced connections first o f all the values below are com puted  :

i?, =  0,8 У2 • 2 • 4 • 1,4 =  12,669, K.2 =  1,2 • 5 ■ 1 • =  6,000, 

K, =  1,2 • 4 • 1 • =  4,800.
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12,669
=  0,6786,

6,000
10 12,669 +  6 ,000  ’ ’ 21 6,000 +  4,800

6,000
12,669 +  6,000

=  0,3214, г2з —
4.800

6,000 +  4,800

=  0,5556, 

=  0,4444.

2 — У"2
2 • 42 =  — 4,688 lm ,

M i 2  =  M 21 =  ±  —  1,2 • 52 =  ±  2,813 (т ,

м 23 =  М32 =  ±  —  1 , 2 . 42 =  ±  1,800 lm ,

F ir . 6

F ig . 7

S e ttin g  down the in itial end-m om ents at the respective bar-ends, a balance  
o f  m om en ts has to be perform ed on support N o. 1. In  the course o f achieving  
th is  th ere  occurs a carry-over toward support N o. 2. In the following the  
b a lan cin g  is fulfilled at su p p ort No. 2 and in th is tim e a carry-over takes 
p lace  tow ard supports N o . 1 and  No. 3. Hereafter the balancing and carry-over 
h a v e  to  be performed a ltern ate ly  at supports N o. 1 and N o. 2 as long as the  
v a lu es  being carried-over g et so sm all as to be negligib le. The final result of
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the com putation  is obtained by sum m ing up the single columns as it  is to be 
seen in Fig. 7, where after balancing the single points of junction, the balancing  
values are underlined and the direction o f the carry-overs is m arked by  
arrows.

Symmetry

I f  the beam  and its load are both sym m etrical the com putation  could 
be considerably sim plified.

Provided the axis o f  symmetry intersects a support according to  F ig . 8a 
im agining the existence of a rigid building-in at the support in q uestion , and

У
_______________ I

А A A

a
Y

r - R - -  O A q lh
i

1 1------------- <1<1 A  A  A

b.

F ig . 8

then it  is enough to perform the com putation  for only half the beam  in the 
w ay described in the precedings.

I f  the axis o f  symmetry runs through the centre of a span as in  the case 
of F ig. 8b, than  there has to  be introduced, instead  of the bar-factor o f  the bar 
intersected  by the axis o f sym m etry its  0,4 fold value. The com putation  
has to  be performed, otherwise unchanged, for only half the beam .
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SUMMARY

F or the calculation o f m om ents on highly econom ical reinforced continuous concrete  
beam s J .  P el ik á n  introduced th e  postulate

Г M
z

ds =  Min ! ( i )

and com posed an approaching procedure for the so lu tion  o f  th e  problem [1]. The procedure 
in  q u estion  claims the num erical so lution  of sim ultaneous equations consisting of hom ogeneous 
(H ) and inhom ogeneous ( I ) linear equations.

T he present paper show s for the realization o f  th e  sam e approaching solution , such  
an itera tiv e  m ethod which is sim ilar to Cross’s m om ent-distribution  m ethod [2] and super
sedes th e  setting up and the so lu tion  of the P e l ik á n ’s sim ultaneous equations.

T o the stiffness factors К  used in Cross’s m ethod the bar factors R  (IT) are 
a d eq u ate  here.

T he m om ent d istributing factors r can be obtained from  the bar factors R  in the sam e  
w ay as in  Cross’s m ethod the m om ent-distributors a from  th e  stiffness factors К  (4).

T o Cross’s carry-over factor +  0,5 relying on bars o f  constant cross-section, here the  
va lue  -f- 0 ,6  is adequate.

F in a lly , that is to say  th a t  in Cross’s m ethod th e  so-called fixed-end m om ents were  
the e la stic  end-m om ents o f a prim e-beam  which is produced by its rigid building-in at its  
m iddle supports. In the present case  the values o f the in itia l end-m om ents (I) are given by the 
m o m en t diagrams of a prim e beam  produced under th e  sam e conditions and whose m om ent 
diagram s fu lfil the postulate (1).

IT E R A T IO N SV E R F A H R E N  Z U R  B E R E C H N U N G  D E R  M O M ENTE VON W IR TSCH  AFT
LICHST B E W E H R T E N  D U R C H L A U F E N D E N  ST A H L B E T O N T R Ä G E R N

Z. VISY

ZUSAM M ENFASSUNG

Zur Berechnung der M om ente von w irtschaftlichst bewehrten durchlaufenden S tah l
b etonträgern  hat J . P e l ik á n  die  Bedingung

M
ds =  Min! ( 1 )

ein gefü hrt und zur Lösung der A ufgabe ein N äherungsverfahren [1] ausgearbeitet. D ieses 
V erfahren verlangt die num erische Lösung eines aus hom ogenen (H )  und inhom ogenen (J), 
lin ea ren  Gleichungen bestehend en  G leichungssystem s.

D er gegenwärtige A ufsatz  zeig t zur H erbeiführung derselben näherungsweisen Lösung  
ein dem  CROSs’schen M om entenausgleichsverfahren [2] ähn liches, solches Iterationsverfahren, 
w elches die Aufstellung und L ösung der PELiKÁN’sch en  G leichungssystem e erübrigt.

D en  bei dem CROSs’schen Verfahren gebräuchlichen Steifigkeitszahlen  К  entsprechen  
hier die Stabkoeffizienten R  (T ab. IL ).

D ie  Verteilungszahlen r können aus den S tab koeffiz ien ten  R  ebenso erm ittelt 
w erden , w ie die beim CROSs’schen  Verfahren gebräuchlichen M om entenverteilungszahlen  
a aus den  Steifigkeitszahlen К  (4).

D er auf Stäbe von gleichbleibendem  Querschnitt bezüglichen CROSs’schen Ü berleitungs
zahl +  0,5 entspricht hier der W ert + 0 ,6 .
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Letzten Endes sei erw ähnt, dass während beim  CROSs'schen Verfahren die sogenannten  
Volleinspannungsm om ente die elastischen Stabendm om ente eines durch starre E inspannung  
an den Zwischenstützen hergestellten Grundträgers waren, im gegenwärtigen Falle d ie anfäng
lichen Stabendm omente durch einen der Bedingung (1) entsprechenden M om entenverlauf eines 
Grundträgers gegeben sind (Tab. I), welch letzterer ebenso hergestellt ist w ie der vorher
gehende.

M ÉTH O DE DE R É IT É R A T IO N  PO U R  LE CALCUL DES MOMENTS D E S PO U T R E S  
EN B É T O N  Â P L U SIE U R S A P P U IS , ARM ÉES D E  LA FAÇON LA PLUS ÉCO NO M IQ UE

Z. VISY

RÉSUM É

J. P elik á n  in tro d u i t  la  c o n d itio n

I ^ í ! d s  =  M i n !  ( 1 )

pour calculer les m om ents dans les poutres en béton à plusieurs appuis, arm ées le p lus économ i
quem ent, et a élaboré une m éthode approxim ative [1]. Celle-ci dem ande la so lution  num érique  
d’un systèm e d’équations linéaires contenant des équations hom ogènes (H)  et in
hom ogènes (I).

Pour obtenir la m êm e solution  approxim ative, l’étude présente une m éthode par approxi
m ations successives sem blable au partage des m om ents selon Cross [2], et rendant super
flue l’iqscription et la solution des systèm es d’équations de P e l ik á n .

Aux valeurs de rigid ité K  u tilisées dans la m éthode de Cross correspondent ici les fac
teurs des poutres R  (II).

Les facteurs de partage r peuvent être déduits des facteurs des poutres R,  tout 
com m e les diviseurs de m om ents a s’obtiennent des nom bres de rigidité K  (4), dans la m éthode  
de Cross.

Le facteur de transition  de Cross, d’une valeur de + 0 ,5  pour les poutres à section  con
stan te, est ici de +  0,6.

E nfin, tandis que dans la m éthode de Cross, les m om ents in itiaux de restriction  étaient 
les m om ents élastiques à l’appui survenus dans le systèm e de base créé par la restr iction  rigide 
des appuis interm édiaires, dans le cas présent, les figures de m om ents correspondant à la 
condition  (1) d’un systèm e de base forme de la m êm e façon, donnent les valeurs des m om ents 
à l’appui in itiaux (I).

РАСЧЕТ И ЗГИ БАЮ Щ И Х М ОМ ЕНТОВ Н Е Р А З Р Е З Н Ы Х  Ж Е Л Е ЗО Б Е Т О Н Н Ы Х  
БА Л О К  МЕТОДОМ И Т Е РА Ц И Й  ПРИ У С Л О В И И  МИНИМАЛЬНОГО РАСХОДА

АРМ АТУРЫ

з. виши

РЕЗЮ МЕ

Для расчета изгибающих моментои неразрезных железобетонных балок с целью их 
наиболее экономичного армирования Йожеф Пеликан ввел условие

Г  J J J L !  d s  =  Min ! ( 1 )

и для решения задачи разработал приближенный метод [ 1 ]. Предложенный им метод 
требует численного решения линейной системы уравнений, состоящей из однородных 
(Н) и неоднородных (I) уравненний.
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В представленной работе для достижения такого же приближенного решения 
предлагается метод итераций, похож на метод Кросса [2], который делает излишними 
составление и решение уравнений Пеликана.

«Показателям жесткости» К, применяемым методом Кросса, при предлагаемом 
методе соответствуют «коэффициенты стержней» R (II).

«Коэффициенты разделения моментов» (г) могут быть получены из коэффициентов 
стержней (R) таким же образом, как при методе Кросса делители момента (а) из показа
телей жесткости К (4).

Значению «коэффициентов передачи» + 0 ,5 , действительному при методе Кросса 
для стержней постоянного поперечного сечения, при предложенном методе соответствует 
значение + 0 ,6 .

В отличие от метода Кросса начальным значениям моментов защемления служат 
не упругие угловые моменты основной системы, полученной условным жестким защем
лением промежуточных опор, а угловые моменты такой балки, эпюра моментов которой 
соответствует условии (1).
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[M anuscript received A ugust 29, 1957]

I. Subject of study

Pneum atic cabled threads have to fulfil special tasks non-com parable 
w ith  other tex tile  products, due to the com pound role of textile-rubber  
system s. The quality characteristics necessary to fu lfil these tasks were 
first evolved em pirically, in  course of practical developm ent. The structures 
and qualities of cabled threads generally em ployed at present are the results 
o f th is em piricism .

On hand of the production m ethods of cabled threads, and the d ata  o f  
foreign literature, experts m ay raise the question w hether a production running  
on principles and data unknow n or not applied m ight not ensure sign ifican tly  
more favourable fin a l cabled thread characteristics. It does not seem  to  be 
proved anywhere th a t the structure-data of cabled thread, prescribed som e
tim es as standard ones, are ju st the most favourable for the m anufacture from  
the point o f the usefulness o f the pneum atic tyre.

Some factories, even  if  th ey  carry out experim ents and so possess experi
m ental data, do not publish  them . The su itab ility  o f  the data used so far has 
in  general been ju stified  by usage.

The endeavour to exam ine the m utual effect o f the variables is the  
outcom e o f a slow developm ent. In  the case o f cabled  threads such variables  
are for instance : quality  o f  raw material used, staple length  when cotton is used, 
fineness o f fibre in num erus metricus or deniers, breaking length o f raw  
m aterial, index of yarn unevenness, yarn tw ist, count o f  yarn, folded ends and  
tw ist of preparing yarn and cabled thread respectively , direction of tw ist, 
e t c . . .

I t  did not seem , therefore, devoid o f interest to  start research work in 
the territory o f  so num erous variables. In view  o f the large number of variables, 
however, the lim its o f tests  to  be carried out had to  be so fixed  as to obtain

* The part o f th is stu dy  dealing with strength properties o f 39/5/3 cabled co tton  
threads was worked out by the author in 1953 — 54 as outside collaborator o f the Central 
Research Laboratory for R ubber Industry.
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characteristic and com prehensible replies. The subject-m atter presented in 
th is  paper does not claim  to  be considered as com plete.

This work is not m eant to be a stu d y  revealing in its en tirety  all the 
problem s of cabled thread m anufacture. M erely certain phases and analyses 
o f th is  subject w ill be dealt w ith here. I f  it  were desired to have a clear picture 
as regards raw m aterial, the tests  w ould have to be extended to co tton  varieties 
o f different fibre length  and origin. The m atter to be dem onstrated w ill prove 
how  d ifficu lt it is to keep such a test, even  i f  confined to a specific raw m aterial, 
w ith in  handy lim its, where handiness im plies possibility o f evaluation , the 
w orking-up o f data, and the presentation o f an all-round picture. Therefore, 
in  th e  follow ing an outline o f  the aim o f the lim ited experim ents w ill be given.

II. Aim o f experiment

It  is known th a t the breaking strength  o f thread, and especially  its  
elon gation , greatly depends on the tw ists applied. The optim al breaking force 
is ob ta ined  at about the so-called critical tw ist ; with a higher tw ist than  
th is  th e  breaking strength of the thread is considerably reduced owing to 
torsional effects. It is also known th at the elongation of threads with higher 
tw ists  is greater. These general principles apply  also to cabled cotton  threads, 
but practice and different fatigue te sts  have proved that the tendency  
o f cabled  threads to  becom ing tired in addition to several other factors, 
is m ain ly  a function o f the num ber o f tw ists . In general, b y  increasing  
th e  num ber of tw ists we prolong the life o f the cabled thread and, as a 
consequence, th at o f the pneum atic tyre. Taking this into consideration, 
the tw ists  o f cabled threads produced for the manufacture o f pneum atic  
tyres are, in practice, higher than  the critical tw ist. Therefore, both  
th e  cabled thread m anufacturer and consum er m ust exactly  know  the effect 
o f  the tw ists on the physical properties o f  cabled threads.

For determ ining the variation  o f breaking force and elongation  as 
effected  b y  the tw ist, several em piric form ulae can be found in literature [1 ], 
the careful application o f which to ordinary threads gives acceptable practical 
as va lu es. The determ ination of the characteristics of cabled threads w ith the 
aid o f  such formulae is uncertain, and the calculations involved are — owing 
to  th e  com plicated form ulae — m oreover rather difficult. It is necessary that 
th e  variation  o f the physico-m echanical characteristics of cabled threads be 
k ep t under control b y  both  the cabled thread producer and pneum atic tyre  
m anufacturer. According to  literary data  (2—4) and laboratory tests o f  
pneum atic  works sim ilar, even extrem e, som etim es doubtful characteristic  
lim its are offered for cabled threads o f  sim ilar or even identical constructions. 
R egarding the 10 lbs-elongation o f the generally-known N m . 37/5 /3  — 39/5/3
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cabled cotton threads we fin d , for instance, va lues o f  6 to 7 per cent as well 
as values o f  15 to  18 per cent and even higher percentages — and all th is  
w ithout m otivation  (m ay be w ith entirely similar tw ists!). The m anufacturer or 
consumer accepts the ind ividually  established test results or those la id  dow n  
in standards as a m atter o f fact. The introduction  o f m any a new  cabled  
thread construction, which seem ed to be better and more econom ical, proved  
a fiasco due to  the data having been taken from literature and applied w ith ou t  
criticism .

In addition to  the m easurem ent-indices o f  cabled thread characteristics, 
the accurate know ledge o f the technological and exam ination m ethods is 
required because these greatly influence the form er. Seeing that desp ite o f  
entirely equal m anufacturing conditions (equal raw -m aterial, yarn num ber  
and folding, tw istin g  fram e, spindle speed, traveller etc.), the variation  of 
elongation and breaking force ensues in varying proportions as the function  
of the single yarn, preparing yarn, and cabled thread tw ists, resp. a more 
detailed exam ination  o f the problem seemed to  be indicated.

So as to  exam ine the significance of the m ost im portant factors w hich  
influence the characteristics o f  pneum atic cabled threads produced from co tton , 
several series o f experim ents were carried out w ith  a v iew  to establish ing the  
tendency and m agnitude o f  the variations. In order to  determ ine the product- 
characteristics equally  im portant as regards tex tile  and pneum atic in d u stry , 
a large num ber o f sam ples were exam ined during the experim ents as functions  
o f  the various technological and structural factors.

In the course o f several years’ research-work the variation o f the cabled  
thread characteristics have been exam ined as th e  function of

1. R. p. m . o f tw isting  spindle,
2. d iam eter o f  tw isting  bobbin,
3. w eight o f  tw isting traveller,
4. other technological factors, e. g. m oisten ing, etc .,
5. spinning procedure (drafted-com bed),
6. cord structure (for instance, 31/4/3, 39 /5 /3),
7. tw ist o f  single yarn,
8. tw ist o f  preparing yarn,
9. tw ist o f  cabled thread.

Of the wide-spread but closely interrelated research-work, the present 
stu d y  describes on ly  th a t part which deals predom inantly with the effect o f  
tw ists.

In order to  sim plify the term inology o f th is  stu d y , the single yarn w ill 
be m entioned as “y a r n ” , the first tw isting product as ‘•‘•preparing y a r n ’'', and  
the cabled thread as “ cord” .
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The samples used for the tests dealt w ith  in  this study were tak en  from  
com bed  yarn spun from  E gyptian K arnak (X  КОКО la .)  F u lly  Good to  
E x tr a .

The yarn was produced w ith the 3-stage Flyer system , 16%  com bed.
Parallel w ith these experim ents, cord variations were prepared from  

carded  (drafted) yarn to o , the raw-m aterial o f  which was also K arnak FG /E .
The sample cords o f  the different tw ist variations of the test-series were 

prepared from 8 sorts o f  yarn :
a )  Nm. 39 com bed — 812 turns/m , Z tw ist.
b)  Nm. 31 com bed — 562 — 592 — 628 — 683 — 714 — 785 nom inal turns/m , 

Z tw ist,
c)  Nm . 31(carded) drafted — 615 turns/m , Z tw ist.
From each o f the m entioned 8 sorts o f  yarn, preparing yarn w as prepared 

on  9 tw isting bobbins each , w ith 7 tw ist variations each, and Z direction o f  
tw is t .

As basis o f the tw ists  of the preparing yarns the series 250 — 1000 o f  
th e  R . 10 radix o f num bers of the R enard-type standard series o f  numbers 
w as taken. The characteristic of this series is th a t the quotient o f tw o consecu
t iv e  members is 1,25. T hus the range o f tw ists , which m ay practically  be taken  
in to  consideration at single tw isting (—2 5 0 — 1,100/m —), has been so divided  
in to  seven parts th a t in stead  of the differences between the individual tw ist 
grades their quotients were taken as constants. So the chosen tw ists given to  
th e  yarn  were always about 25%  higher th an  the preceding ones. A ccordingly, 
th e  single tw isting w as carried out w ith 250 — 315 — 400 — 500 — 630 — 800 —1000 
n om in a l turns/m , “ Z” direction of tw ist.

The corresponding members of the Renard series (R.5) were likewise 
ch osen  when adjusting cabling tw ists in  th e  interval which counts from the  
m anufacturer’s point o f  view . The nom inal cabling tw ist was therefore 
2 5 0 — 280—315 — 350 — 400 — 500 turns/m , “ S” direction o f tw ist.

From  the 9 bobbins, each, of the 56 kinds of preparing yarn  w ith 8 
variou s preparing tw ists  and 7 kinds of cabling tw ists, 3 cord sam ples, each, 
w ere prepared w ith  7 k inds of tw ists. E ven  so the tests per variation  were 
carried out on a re latively  sm all number o f sam ples ; therefore, so as to  give to  
the general conclusion a safer basis, 6 cord sam ples each were prepared and 
te s te d  from a 9th yarn  lo th  w ith a larger number of variations (from 18 
b ob b in s, each, of preparing yarn). For te stin g  the variations ensuing in the 
fu n ction  of tw ists, about 1200 cord sam ples were prepared, and thereby the  
e ffec t o f 290 tw ist com binations in all w as tested .

In  order to estab lish  the changes ensuing in  the function of tw ist variations 
described above, 50 000 te s ts  were carried ou t w ith  these samples in  th e  m anner 
to  be described and 130 000 data obtained from  them  were worked up and 
ev a lu a ted .
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III. Methods
Testing o f  ya rn

From  each of the yarn lots received 10 cops — in repetitions 30 cops — 
were taken under standard conditions, and 10 te sts  carried out w ith  each  b ob
bin. T ests were made to  establish

1. count dispersion, percentage of dispersion (s, CV);
2. average breaking force (P );
3. in d ex  o f breaking force irregularity (E s, s, F F );
4. average percentage of breaking e longation  ;
5. average tw ist (S);
6. irregularity o f tw ist,

where the term  “irregularity” means the sum m ary of m easurem ent indices 
determ inable by sta tistica l m ethods for Som m er irregularity, quadratic d isper
sion, and percentage o f dispersion.

The yarn tests were carried out by observing the rules of general exam in a
tion standards.

Y arn  count : established from the w eight o f  100 metre hanks 4-0 ,01  
gram m e tolerance,

Breaking force and elongation : determ ined on a Schopper’s pendulum  
type yarn tester o f 1000 gramme breaking load  capacity and au tom atic  
elongation  indicator.

Gripped length : 500 m m .
Duration of breaking : 10—12 seconds.
Number o f  twist : on 250 mm gripped len gth  — with tension controlled . 

Control te s t  : Marschik’s m ethod — 100 mm  gripped length.
V alues established b y  these tests are show n in table I. (Chapter IV , 

page 35.).

Preparing yarn  and cord tests

B y  w ay of introduction it  should be m entioned  that when startin g  the  
serial tests  of cord sam ples (in 1952) neither public nor private standards  
for laboratory tests were available. In order to  render the results o f  the tests  
reliable and acceptable to  experts, special te sts  had to be carried ou t in  the  
spirit o f available foreign standards, so as to  determ ine the m ethod o f the 
tests  to  be em ployed. The carrying out of prelim inary tests for the purpose o f  
determ inig the m ethods and conditions o f the tests  was rendered necessary  
by the deviations found in various standards, e. g. differences in  gripped  
length  applicable to breaking tests (10"—250 m m , 500 mm resp.), pre-load, 
breaking speed, duration o f breaking.

The effect of the rules o f the various standards on the test values o f  cords 
and th e  results o f the tests made to this end w ill be dealt with in a separate
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stu d y . Instead of describing these, the cord testin g  methods actually  applied  
w ill be sum m arised.

The cops of sam ples o f  individual varieties were — after due sorting — 
kept for 48 hours prior to exam ination in a space o f  6 5 ^ 5 %  relative m oisture.

The tem perature was between 17 — 20° C. We tried to ensure sim ilar 
clim atic  conditions in the test room as w ell.

a )  Breaking force and elongation tests

The determ ination o f breaking force and elongation values o f both  
folded yarns and cord threads was carried ou t on a Schopper FF 20 typ e yarn
tester  w ith  pendulum  and te s t  lim it of 5 .-----— 2 0 .— kilos, resp. In spite o f  the
breaking speed regulating device at disposal, it  teas difficult to stabilize the 
duration o f  breaking because the breaking o f different cord sam ples takes 
places after an elongation  o f 12 — 30% . Therefore, the speed o f the pulling  
ja w  w as taken as con stan t (625 m m /m inute).

The effect o f the variation of the g r ip p ed  length on the breaking force 
and elongation  values is known : by increasing the gripped length, the break
ing force decreases and the value of the elongation  changes.

I t  can be proved, however, that th is decrease and change depends to  
a great ex ten t also on the quality, structure e tc . o f the material tested .

B y  illustrating on F ig . 1 the results o f  an inform ative test carried out 
on 31/4 /3  combed cotton  cord, the in tention  w as to show the effect o f  the 
gripped length  and breaking speed on the breaking force.

Since the standard gripped length for the breaking tests o f yarns is 500 
m m , th e  same length  has been adopted for cords. Thus the com parison to  
th e  yarns used and the calculated values o f  breaking force utilization  arising 
through tw isting  have becom e more real.

The utilization o f the breaking force in  the tw isted thread is show n by  
th e  m easurem ent index  as determined b y  th e  formula

H ere

U  =
P c — n P y

П ■ Py
■ 100

P c =  average breaking force of thread in kg.
n =  am ount o f  ends folded,

P^ =  average breaking force of yarn in  kg.

In  order to ensure th e  constancy o f th e  ex a ct gripped length  a pre-load  
o f  80 grammes for preparing yarn and 240 gram m es for cords was applied  
(w eigh t o f  500 m o f thread).W ith  the aid o f th is large pre-load it was prevented  
th a t th e  waves arising at th e  crossings o f the layers during w et tw istin g  and
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w inding should straighten the taking up o f the load and there-by m isrepresent 
the elongation values measured. The large pre-load hung from th e thread also 
causes lengthening in the function o f tim e and thread tw ist. Therefore, the 
pre-load was so applied that the loading w eight should not affect th e  gripped-in  
section  o f thread for longer than 1 — 2 seconds. This was of special im portance  
when testing  cords with higher tw ists and greater elongation. The breaking

PAg

F ig . 1. Breaking force variation in the function o f breaking speed and gripped len g th  o f test 
sam ples originating from identical bobbins. 31 /4 /3  com bed cotton cord w ith  800/400 tw ists

force m easured in kg was read w ith an accuracy of 0,01 kg in  the case of 
preparing yarn and 0,05 kg in that o f cords. A ll established breaking force 
values could be read betw een 17—20° from  the vertical of the scale o f  the  
pendulum  type yarn strength testin g  m achine.

On the autom atically stopping scale the value of breaking elongation was 
read w ith  an accuracy of ± 0 ,1 %  (absolute %) at the mom ent o f  breakage.

For the more reliable reading o f the 10 lbs. elongation or m ore correctly  
the elongation registered w ith 4,5 kg load , a special signalling apparatus was 
devised  and fitted  onto the m achine. This apparatus has since th en  been  
introduced w ith good results by several other factories. B y app ly ing  this

3 A cta Technica X X II/1 —2.
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apparatus the tester does n o t need to watch th e  indices moving w ith  different 
speeds or rather the scale, b u t has to read at a certa in  m oment the position  o f  
a single index only. W ith  th is  sm all alteration o f th e  strength testing m ach ine, 
the 10 lbs. elongation could also be read w ith  an accuracy of ± 0 ,1 % .

b) T w is t  test

Since our whole stu d y  is based on different tw is t  variations in yarns and  
th read s, the amount o f  tw is t  in  the sam ples used for the serial tests  had to  
be estab lished  with special care. For the proper determ ination o f tw istin g  
len gth  variations, the m agnitude of gripped len g th  and the w eight o f  pre
load in  th e  tw ist test were v ery  im portant. In order to  ensure a gripped len gth  
of 500 m m  a pre-load o f 240 g and, in u n tw istin g  the threads, one o f  80 g 
w as applied — the sam e as in the breaking te s ts . During the w hole tim e  
u n tw istin g , and so also at th e  determ ination o f th e  variations of the tw istin g  
len g th , the threads were stretched under b y  th ese  weights.

As already m entioned , cord samples wrere prepared on 3 tw isting bobbins, 
each , from  all tw ist varia tion s. From every bobbin  10 specimens were tested  
for determ ining breaking force, elongation, as w ell as number of tw ist. I f  
th e  average of the 30 te s t  va lu es gained from each o f the 3 cops or their irregula
r ity  in d ex  showed too large deviations from each  other, the test was repeated .

IV. E valuation  of test data ; determ inations

a )  Y arns

The characteristic va lues established b y  100 to 300 laboratory tests  of 
the yarns produced w ith  th e  spinning procedure described in the foregoing, 
and used for the m anufacture of sample cords, are shown in Table I.

b)  Folded yarn bunches

The evaluation o f the different thread characteristics is generally  done 
by com paring them  w ith  each  other, while for th e  appreciation of the breaking  
force several indices are available. Thus the breaking length — (m ultip le o f  
breaking force and num erus m etricus of yarn) — and, by applying the afore- 
described formula, the utilization  percentage va lu e can also be determ ined. For 
an authentic comparison o f breaking force the ratio o f utilization w as chosen .

The laboratory te s t  relating to the com m on participation of folded ends  
in load-carrying does n ot belong to the known and usual tests ; the perform ance  
o f th ese tests was deem ed im portant n evertheless. I f  it is by com paring th e  
thread breaking force, th a t w'e try to establish th e  variation  caused to  breaking  
force b y  tw isting, greater or smaller errors w ill arise, for — in doing so — th e



Table I

Characteristics o f  yarns employed in  the series o f experiments established by instrum ental tests

C o m b e d D rafted Combed

Nom inal yarn n u m b e r .............................. Nm 31 31 31 31 31 31 30 39

Nom inal tw ist .............................................. /m 785 714 683 628 592 562 630 800

A ctual ya rn  number :

average ........................................................
dispersion ...................................................
per cent d isp ersion .................................

Nm
Nm
CV

30,5
0,131
4,28

29,85
0,125
3,74

30,6
0,120
3,92

31,0
0,121
3,90

31,65 32,0
0,125
3,90

29,1
0,081
2,72

39,1
0,153
3,91

A ctual twist :
average .......................................................
dispersion ...................................................
per cent d isp ersion .................................

/m
s/m
СУ

778,2
42,9

5,52

682,5
37,8

5,54

635,7
31,4

4.94

588,6
36,7

6.24

470,0 615,0
44,0

7.16

811,9
41,8

5.15

Breaking force :

average .......................................................
dispersion ...................................................
per cent d isp ersion .................................

gr
gr

CV

650,6
59,6
9,15

654,40
62,5

9,56

628,50
58,0

9,25

578,0
58,1
10,05

437,60
48,0
10,98

615,40
71,2
11,56

510,0
47,9

9,40

Breaking elongation :

average ........................................................
dispersion ...................................................
per cent d isp er sio n ................................

0 /
/0

0 /
/0

CV

6,90
0,645
9,37

6,90
0,537
7,78

6,58
0,531
8,21

6,16
0,537
8,73

5,59
0,488
8,75

7,00
0,573
8,17

6,52
0,621
9,5

Breaking le n g t h ............................................ Km 19,8 19,85 20,04 19,5 18,3 14,0 17,9 19,95
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e ffe c t  o f  the very delicate process of folding is disregarded, or sim ply con
sidered  as constant.

In  order to prevent such  errors also the characteristics o f the folded yarn 
b u n ch es were subjected to  te sts  prior to tw isting . The measurement indices 
thus arrived at have been taken as a basis for  twisting utilization. The results 
o f  th e  yarn bunch tests are show n in Table II.

Table II

Characteristics o f  combed N m  31/4 folded ya rn s tested in  bunches

770 714 680 630 590 470

N m 7,55 7,38 7,58 7,75 7,80 8,00

A verage  breaking force of 
bu n ch  o f 4 ends ................ kg 2,43 2,51 2,49 2,49 2,35 1,77

A verage  breaking elongation О //о 6,91 6,69 6,70 6,55 5,95 5,91

B reak in g  kilometres .............. K m 18,35 18,5 18,9 19,3 18,35 14,1

B reak in g  force variation com
pared  to  the average yarn 
breaking force ..................... о//о - 6 ,6 2 —5,77 — 5,01 - 0 ,9 2 +  1,73 + 0 ,9 4

B lfb  ■ B ly
B ly  -100

о//о - 7 ,3 2 - 6 ,8 0 —5,50 - 1 ,0 2 + 0 ,2 7 + 0 ,71

Rem arks : Blfb — breaking length  of the folded yarn bunches. 
lily  — breaking length  of yarns.

* The tw ist/m  values show n on the table are the results o f control tw ist  tests o f the 
ya rn s folded „in  the bunch” .

** Actual yarn number o f th e  yarn-bunch containing 4 ends.

From  the values in th e  Table it is evident th a t, the higher the w ist and 
b reak ing  elongation o f the yarn , the higher the decrease of the to ta l breaking 
force o f  the folded bunch. To elim inate deviations of num erus m etricus, this 
p ercen tage variation has been  calculated also on the basis of breaking kilo
m etres. The connection w ith  the tw ist is here evident, bu t, as to the effect 
o f  th e  yarn tw ist on the bunch  during breaking, one has resort to assum p
tio n s .

c) Exam inations of  preparing  yarn

Prior to  a second tw istin g  o f the sam ples o f tw ist variations, the preparing 
yarn s o f  cords as sim ple 4, resp. 5 p ly threads w ith  ZZ direction o f tw ist, 
w ere also studied.
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Figure 2 shows, as the function of thread tw ists, the breaking force varia 
tion s o f the 31/4 combed cotton  preparing yarn produced from yarns spun  
w ith  different tw ists.

B y  increasing the thread tw ist, the value o f breaking force rapidly  
increases. After attaining m axim um  value it decreases but, by further increas
ing the tw ist, the decrease o f the breaking force becom es slower. The breaking  
force o f the preparing yarn decreases to the value from which it started  un
tw isted  at only about 2,5 — 3-fold value of the critical thread tw ist. This charac-

F ig . 2. Breaking force variation in the function o f preparing yarn tw ist (Z Z )of Nm  31/4 cotton
cord preparing yarns

teristic  is noticeable at every yarn tw ist variation w ith the conspicuous  
difference th at

1. B y  increasing the tw ist from 470/m etre to 770/m etre the critical thread  
tw ist is decreased to  h a lf its value.

2. At the same tim e, b y  increasing the yarn tw ist, the m axim um  breaking  
force value o f the preparing yarn decreases by about 10% .

3. W ith low yarn tw ist the breaking force variation is similar to  a parabola  
w ith  vertical axis, which in  the case of higher yarn tw ists bends to  th e  left.

4. The preparing yarn made from yarn w ith 630 turns/m  requires 
special attention . The m axim um  breaking force of th is, although it appears 
in  course, shows the fla ttest running down. Here the decrease o f breaking  
force, arising from the effect o f the increasing thread tw ists, is slow est.

So as to avoid overcrowding, only the curves o f yarns with 470, 580, 630, 
and 770 tw ists per metre and the preparing yarns are shown in F ig. 2, but it 
should be m entioned that the same tendency is observable in the other  
variations.
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The variations o f  breaking elongation o f 31/4 com bed cotton  preparing 
yarn  w ith different yarn tw ists — ensuing in  the function o f thread tw ists — 
can be seen in Fig. 3.

The breaking e longation  value of preparing yarn, in  the function of 
tw is t , rises unequivocally  in  all single tw ists  up to  about 800/m  preparing 
tw is ts . In  yarns w ith  low  tw ist (at 470 turns/m ) th is rise is steeper, in medium  
single  tw ists less sharp. In  preparing tw ists over 800/m , the breaking elongation  
o f  yarns with 470 tw ists  per metre rapidly decreases. In case of m edium  yarn

F ig . 3. Variation of breaking e longation  in the function  o f preparing yarn tw ist o f 31/4 com bed
cotton  cord preparing yarns

tw is ts , in the preparing tw ist section and up to a preparing tw ist o f 1,100 
tu rn s/m  the value o f  th e  breaking elongation continues to  rise, though to  
a som ew hat reduced ex te n t.

A  comparison o f  th e  breaking force and breaking elongation on basis 
o f  F igs. 2 and 3 reveals th a t the breaking elongation  o f the threads has a very  
low  value at the m axim um  breaking force va lues. A t the critical preparing 
tw is t  o f  yarn w ith 778 turns/m  the preparing yarn has a m inim al breaking 
elongation , w hilst the critical preparing tw ist o f  yarn w ith 470 turns/m  ensures 
m edium  breaking elongation .

In the case of th e  tw ist com binations d ealt w ith  in  the foregoing, those 
percentual breaking force variations which can be calculated in relation to  
th e  average breaking force level o f the folded bunches, can be collected from  
F ig . 4. In this diagram  the percentual increase w as, for reasons m entioned in
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the previous chapter, not com pared w ith the quadruple of the yarn-breaking  
force. A long the points of the diagram  w hich indicate m axim um  increase of 
breaking force a new curve has been p lotted  (dotted  line). W ith the increase 
o f  yarn tw ist the critical thread tw ist is reached quicker and quicker.

The preparing yarns from loose, low  tw isted  yarn show, w ith  increasing  
ttvist, a strong increase o f breaking force in  comparison to preparing yarns 
w ith  m edium  and high tw ists.

F ig. 4. V ariation  of breaking force increase (in % ) in the function of thread tw ist o f 31/4 
com bed cotton-cord preparing yarns w ith  different single yarn tw ists

The intersection of the curves w ith  the average breaking force level 
— w ith  the 0%  line — reveals the in teresting fact that thread tw ists  which  
belong to  these intersections are proportionate to the tw ist o f  preparing  
yarns. This is also the case w ith the proportions o f the thread tw ists  ensuring  
m axim um  plus.

Sim ilar by to the breaking force, also the increase of breaking elongation  
is  show n in a diagram. (Fig. 5.)
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The increase o f breaking elongation has likew ise been compared w ith  th e  
va lu es obtained by breaking bunches of preparing yarn of 4 ends. The values  
of variations run so close to  one another th at th e  delineation of all w ould have  
obscured the diagram ; therefore (up to tw istin g  tw ist of 800 turns/m ), on ly  
the increase of the elon gation  of preparing yarns w ith  the low est and the  
highest single tw ists has been plotted. It is rem arkable that, whilst the break-

f i g .  5. V ariation  of e longation  increase in the function  o f  thread tw ist of 31/4 com bed co tton
preparing yarns

ing force increase occurring in  the function o f  single tw ist shows large d ev ia 
tions in  th e  function of preparing tw ists, there is hardly  any deviation as regards 
the increase in the breaking elongation of preparing yarns with various single  
tw ists  (F igs. 4 and 5). The preparing yarn w ith  470 single tw ists/m  shows an 
increase o f  breaking elon gation  which, with a preparing tw ist of 700 turns/m , 
is 12 per cent and, w ith  one o f  800 turns/m , 15 per cent higher than  the said  
increase o f  the preparing yarn  with a single tw is t  o f  778 turns/m .

T he characteristic changes in the function  o f  tw o variables cannot be 
m ade perceptible by th e  single-plane m ethod o f delineation. Therefore, th e  
increase o f  the breaking force taking place in  th e  function  of single tw ist and  
preparing tw ist is show n in an axonom etrical d iagram  (Fig. 6). (N m . 31 /4  
com bed cotton preparing yarn  w ith ZZ direction  o f  tw ist.)
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The curves which connect the points indicating the percentual breaking  
force increase o f preparing yarns w ith different single tw ists are m arked in  
the diagram  by letters and those which connect the values relative to  the  
ind ividual preparing tw ists b y  Rom an num erals. To avoid overcrow ding,

F ig . 6. Breaking force increase of preparing yarn in the function of single yarn  tw ist
and preparing yarn tw ist

only  the results o f  preparing tw ist variations o f  5 sorts o f yarn are show n. 
In preparing the diagram , the breaking force o f  the folded yarns w as shown  
as basis plane, and all values were com pared w ith  th is. In the axonom etrical 
diagram , the “ a”  curve — the breaking force increase o f the preparing yarn 
w ith 4 7 0 single tw ists/m  — is conspicuously em inent which, in all tw ist com bina
tion s, shows a breaking force increase 50%  higher than the “ b” curve (prepar-
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ing yarn w ith 580 single tw ists/m ). From “ b ”  to  “ e ” (from 580 — 778 single 
tw ists/m ) it is ev id en t th a t :

1. up to about 500 preparing tw ists the change o f breaking force has a 
sim ilar character w ith  all single tw ists. The breaking force curves above the  
lim it o f  500 preparing tw is ts , especially in the case o f higher single tw ists, 
sh ow  a rapid decrease ;

F ig . 7. V ariation of breaking force and breaking e lon gation  in  the function of tw ist o f 39
com bed cotton cord preparing yarn

/5

2. the high single and preparing tw ists togeth er have such an unfavour
able effect that the breaking force o f the preparing yarn does not reach the  
com bined breaking force o f  the folded yarn.

Since in the course o f  further investigation  th e  tw isting of the preparing 
yarns dealt with so far w ill no further be in vestiga ted  thoroughly, the curves 
o f  th e  variations in  th e  characteristics o f 39/5 preparing yarn have also been  
p lo tted , sim ilarly to the previous figures. These can be seen in Fig. 7. The break
ing force values of the 5-fold  preparing yarn w ith  812 single tw ists show  
characteristics sim ilar to  those of the 31/4 preparing yarn, the curves o f
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which are shown in F ig. 2. The statem ents relative to  breaking elongation  
o f preparing yarn constructions w ith m axim um  breaking force show  alm ost 
the m inim um  value, while reaching m axim um  value only when preparing 
tw ists are over 1,100 turns/m .

To sum up our conclusions from Fig. 6 we can say th a t, in general, by  
increasing both preparing and single tw ists, the breaking force decreases, 
the greatest part o f  the increasing section being behind plane X Y  w ith  the 
low preparing tw ists and belonging, as a rule, to the unused tw ist values.

There are, how ever, such interdependent values the selection o f  which  
enables us to attain  m axim a w ith fixed  single tw ists. These points are indic
ated by curves I., I I ., III . H ighest preparing yarn breaking forces are obtainable  
in case o f low single tw ists w hich, however, cannot be taken as a fin a l decisive 
factor, for the final cabling tw ists have a contrary effect to that o f the preparing  
tw ists.

According to F ig. 2, it seem s to be realisable th a t—although it is the 
preparing yarn which is being exam ined—the breaking force be chosen on 
th e  basis of that value o f the final cord which, on the curve, belongs to the  
point reduced by the tw ist o f  the final thread.

Thus the final cabling tw ist and—by taking into consideration the u tili
zation  factor of the 3 cords — also the breaking force o f the required preparing 
yarn can be chosen.

d)  Cord

In the following the variations o f breaking elongation , breaking force 
and 10 lbs. elongation  o f 39/5/3  cord (the latter m easured w ith  4,5 kg load) 
are presented in the function  o f various cabling tw ists. This is the cord gene
rally  known and m ostly  used abroad. The characteristics o f the preparing 
yarn o f this cord, as w ell as the variations o f breaking force and breaking 
elongation of the 5-fold preparing yarn ensuing in the function  o f tw ists  
have been dealt w ith  in detail in the foregoing. (F ig. 7.)

In Fig. 8 the variations o f breaking elongation o f the 39/5/3  combed  
cotton  cord with various preparing tw ists are shown in the function  o f cabling 
tw ists. The single tw ist o f 812 turns/m  is regarded here as already established.

It is striking th at in the range o f cabling tw ists from 275—480/m  as 
show n in this figure, i. e. the range coming into consideration as regards 
cords for pneum atic tyres, the value fo the breaking elongation  rises with  
increasing cabling tw ist. Increase in the relative breaking elongation  o f cords 
w ith  high preparing tw ists is m uch smaller than that o f structures w ith  low  
preparing tw ists.

The breaking elongation  of cords w ith 527 and 645 preparing tw ists/m  
show s in this section an increase o f about 45% , while in the case o f  cords with



44 G. NÂNDORY

1085 preparing tw ists an increase of only 21,5%  can be reckoned w ith  in the  
cab lin g -tw ist interval b etw een  275 and 480 turns/m .

In  Fig. 9 the variation s fo the breaking elongation o f the sam e cords 
are show n in the function  o f  preparing yarn tw ists. The values o f breaking

F ig . 8. Variation o f breaking force in the function  o f  cord tw ist o f 39/5 /3  com bed
cotton cord

y a rn  tw is t / m

F ig . 9 . V ariation of breaking e lon gation  in the function  o f preparing yarn tw ist o f 39 /5 /3
com bed cotton cord

e lo n g a tio n  in preparing yarns cabled with various increasing cabling tw ists  
in crease alm ost linearly i f  th e  cabling tw ist is betw een 360 and 400 turns/m , 
w hile  curves rend to converge above 1000 preparing tw ists/m  if  the cabling  
tw is ts  have a low (280 turns/m ) or a high (480 turns/m ) value.
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The variations o f  the breaking force o f  th e  aforementioned cords ensuing  
in the function o f cabling tw ists and preparing tw ists , respectively, are shown  
in  Figs. 10 and 11.

F ig . 10. V ariation o f breaking force in the fu n ction  o f cord tw ist of 39/5 /3  com bed
cotton cord

F ig . 11. V ariation o f breaking force in the fun ction  o f  preparing yarn tw ist o f  39 /5 /3
cotton  cord

In the case o f  cord 39/5/3 we can w ell observe in all com binations :
1. the increase, 2. th e  culm ination and 3. th e  decrease of breaking force in the 
function o f cabling tw ists. Fig. 10 shows th a t  th e  culmination of all preparing  
tw ists is noticeable at nearly equivalent cabling tw ists. Thus, w ith all com bina-
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t io n s  o f  the cord structure tested , the critical tw ist is about the cabling tw ist 
o f 300  turns/m , w hether we apply 527 or 1085 preparing tw ists/m  F ig. 10 
seem s to  prove the presum able result th a t, i f  the preparing twdst is low, 
w ith  increasing cabling tw is t  — above 300 tu rn s/m  — the absolute va lu e of 
th e  decrease of the breaking force is higher th an  in  the case of high preparing 
tw is ts .

L ow  preparing tw ists  m ay ensure re la tiv e ly  high breaking force even  
in  th e  case of high cabling tw ists. W hen com paring curves “ a” and “ c” it 
b ecom es evident that the cord-structure w ith  517 preparing tw ists/m  — even

F ig . 12. Variation of 4,5 kg e longation  of 39/5/3 com bed cotton cord in the fu n ction
o f cord tw ist

a b ove  500 cabling tw ists /m  — possesses a higher breaking force th a n  the  
cord structure with 818 preparing tw ist/m  and the critical cabling tw ist 
w hich  ensures the m aximum.' The breaking force o f the latter structures is 
reduced  by the high preparing tw ists, presum ably by tiring the m ateria l so 
th a t th e  expected breaking force is not reestablished even if  the cabling tw ist 
cou n teracts the overtw ist in  the preparing yarn  and yarn.

In  F ig. 11 the breaking force variations o f  39/5/3 cords are show n in 
th e  fu n ction  of preparing tw ists  where the cab ling tw ists have been ta k en  as 
co n sta n t in all com binations. The afore-said is w ell perceivable in th ese curves, 
esp ec ia lly  in the function  o f  preparing tw ists .

S ince, generally, the “ 10 lbs” elongation o f cords is exam ined, th e  tests  
h a v e  been  extended also to  these values. The 10 lbs elongation va lu es are 
sh ow n  in  Figs. 12 —13.

W ithout any special and detailed exp lan ation  it is clear that th e  curves 
are o f  a perfectly sim ilar character as those o f  th e  breaking elongation in  Figs. 
8 and 9. This proves th a t we are justified  in adhering to the 4,5 kg e longation
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values. As regards fundam ental principles we arrive, in respect of conditions 
o f elongation, at the same fin a l conclusions w ithout breaking the cord.

The breaking diagram s to be seen in Fig. 14 verify  this assum ption, for  
the section o f the curves prior to  breaking is alm ost entirely  straight.

F ig . 13. Variation of 4,5 kg elongation  of 39/5/3 com bed co tton  cord in the function
o f preparing yarn tw ist

Fig. 14. Breaking diagram  o f  39/5/3 combed cotton  cords w ith  different tw ists

For the sake o f better evaluation  the problem  has been further narrowed  
down. As a first step

1. preparing yarns in general,  as a second step
2. a chosen cord structure were investigated , and as a third step ,
3. a specific twist ratio o f  the chosen cord structure 

was exam ined.
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The chosen tw ist ratio  between preparing yarn and cord was the one 
generally  known and applied , viz. : 2 :1 .  In  the case of a 39/5/3 com bed cotton  
cord, the single tw ist o f  which was 812/m , the values show n in F ig. 15 were 
o b ta in ed .

On the abscissa th e  tw ists  at the ratio 2:1, on the ordinate the values 
o f  breaking force and elongation  can be seen. The principles here revealed are 
in  fu ll agreement w ith w h at has been expounded in the foregoing paragraphs.

Comparison o f  twists , breaking forces and elongations

A ll characteristic va lu es obtained in th e  course o f testin g  the 39/5/3 
cord have been traced in  an axonom etrical figure in stich a m anner that the 
breaking forces, as w ell as th e  tendency of elongation  variations, becom e visible 
in th e  function o f tw ists .

F ig . 15. Variation of breaking force and breaking elongation  of 39/5/3 com bed cotton  cords 
w hen applying tw ists a t the ratio 2 : 1
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In F ig. 16, on axis “ X ” the preparing tw ists, on axis “ Z” th e  cabling  
tw ists, at the bottom  on axis “ Y ” the values o f breaking force in kg can be 
seen, and then, calculated from a new origin, the percentual elongation , the  
10 lbs (4,5 kg) and the breaking elongation have also been traced.

У

F ig . 16. V ariation of breaking force, 10 lbs elongation and breaking elongation o f 39 /5 /3  
com bed cotton  cord in the function  of preparing yarn tw ists and cord tw ists

As w ill be seen from Fig. 15, the sam e rules apply also to F ig. 16.
1. B y  increasing the tw ists o f both the cord and preparing yarn , the  

breaking force decreases, at least in the case o f the tw ist com binations generally  
breaking force decreases, at least in the case o f the tw ist com binations  
generally used.

4  A cta Technica X X II/1 —2.
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2. When increasing the tw ist, the elongation  o f cords generally increases . 
W ith  high tw ists, the increase is very large w hether we start in the direction  
o f  the “ X ” or the “ Z” axe.

3. The tendencies o f the variations o f  the breaking force and the elonga
tion  are opposed. A ccordingly, high breaking force goes w ith sm all, low  breaking  
force w ith large elongation .

The reasons originating from their strength  and structural construction  
w ill be dealt w ith in  a subsequent paper.

V. Conclusions

It follows from  F igs. 2, 4, 7, 8, 10, 12 th at in the in itia l period o f  
thread-tw ist increase, the fibres carrying the load  com e into  a more favourable  
sp atia l position w here, in general, th ey  can exercise increasing opposition  
against pulling forces.

In practice, th is  range o f tw ist is not used. Increased tw isting , as can be  
seen  in its entirely  in  th e  said as well as in  F igs. 6 and 16 show a less favour
able picture in respect o f  pulling force.

The breaking force rapidly decreases as a natural consequence o f the 
fact th at

a )  higher tw ist p u ts, ab ovo, a higher stress on the com ponents,
b)  on account o f  their  structural and sp atia l position, th ey  can resist 

o n ly  one com ponent o f  th e  pulling force.
As regards breaking elongation, high tw ist structures are more favour

able because th ey  beh ave more rubber-like and carry the strain together w ith  
th e  rubber.

F ig. 16 plain ly show s the elongation-increasing effect o f thread tw ists . 
In  th e  case of co tton , th e  usual tw ists are to  be found in this area o f large 
elongation .

Similarly, F ig. 16 show s that a given elongation  value can be atta ined  
w ith  a very large num ber o f tw ist variations.

Cords produced w ith  different tw ist variations but with equal elonga
tion  can be em bodied in to  tex tile  rubber structures for different purposes.

The determ ination as to  which tw ist variation  is the m ost su itable for 
any given purpose co n stitu tes a further task .

Appendix

In  the course of th is stu d y , the fact that production m ethods applied in  the m anufacture  
o f cords have a considerable e ffec t on the results ob ta ined , has not been stressed.

The effects o f tw istin g  travellers of different w eigh t, varying ring diam eters, lubrica
tio n , breaking m ethods o f yarn  and thread, w inding speed , revolution of tw isting sp indle,
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diam eter o f various bobbins etc., form the subject o f a special study. To deal w ith  the results 
o f these  com binations would have rendered the facts presented and briefly sum m arized above, 
d ifficu lt o f survey.
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SUM M ARY

This study treats only that part o f  research work referring to production o f cabled  
threads for pneum atic tyres, which exam ines the changed relation of breaking force and elonga
tion  by single-tw isting (ZZ) and cord tw isting of co tton  yarns in the function o f tw ists .

Nm  31/4 thread was produced for  experim ental purposes from N m  31 com bed  
yarn w ith 6 kinds o f yarn tw ists and 7 kinds of thread tw ists. The values o f  the varia
tions of their breaking force and breaking e longation  are shown in relation to  th e  values of 
fo lded  yarn bunches. T he variations of preparing yarn of N m  39/5 produced from  equal basic 
m aterial was subjected to similar tests.

7 diagrams show the variations o f breaking force, 10 lbs elongation, and breaking 
elongation  of Nm 39/5/3 cord structure ensuing in the preparing tw ist and cord tw ist functions. 
T he effects of the variables of the cord treated  are em bodied in a three-dim ensioned figure 
(spaciel). From this it  can be established th a t a cord-structure with identical breaking force 
and elongation can be produced w ith num erous tw ist-com binations. The preparing tw ists 
and cord tw ists ensuring the chosen strength  characteristics can be determ ined d irectly  on 
the basis o f the three-dim ensioned figure.

PR Ü F U N G  D E R  PH Y SIK O -M EC H A NISCH EN EIG E N SC H A FT E N
DES FÜ R  PNEUM ATISCH E R E IF E N  V E R W E N D E T E N  K O R D Z W IR N E S. 

V E R H Ä L T N IS D E R  D R A H T -U N D  ST Ä R K E E IG E N SC H A F T E N  D E R  B A U M W O L L 
K O R D Z W IR N E

G. N Á N D ORY

ZUSAM M ENFASSUNG

Dieses Studium  befasst sich nur m it dem  T eil der die Erzeugung von K ordzw irn für 
pneum atische Reifen behandelnden Forschung, welcher das Verhältnis des durch das Vor
zw irnen (ZZ) und Kordzwirnen der Baum w ollgarne verursachte Reisskraft- und Dehnung- 
V ariationen in Funktion des Drahtes prüft.

Es wurde aus m it 6 G arndrehungssorten ezeugtem  gekäm m tem  Garn N m  31 für 
Prüfungszw ecke Zwirn N m  31/4 m it 7 Zwirndrehungsvariationen hergestellt. D ie V ariations
w erte des Reisskraftes und der Reissdehnung dieser Zwirne werden im Vergleich zu den W erten  
der gefachteten Garnbündeln vorgestellt. G leicher Prüfung wurden auch die V ariationen der 
aus gleichem  Grund m aterial hergestellten Vorzwirnkonstruktion Nm 39/5 unterworfen.

Die in der F unktion des Vorzwirn- und K orddrahtes sich ergebende R eisskraft, 10 lbs. 
D ehnung- und R eissdehnung-Variationen der K ordkonstruktion Nm  39/5/3 w erden durch 7 
D iagram m e vorgestellt. Der E ffekt der behandelten  5 Variablen des Kordes is t  durch eine 
axonom etrisch dargestellte Figur zusam m engefasst. A u f Grund dieser kann m an festste llen , 
dass K ordkonstruktionen m it identischem  R eisskraft und identischer Dehnung m it zahlreichen  
Drahtkom binationen hergestellt werden können. D ie den ausgewählten F estigkeitscharacter  
zusichernden Vorzwirn- und K orddraht-W ertpaare können für die geprüfte K onstruktion  
unm ittelbar auf Grund der axonom etrisch dargestellten Figur festgestellt w erden.

4*
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E X A M E N  DES P R O P R IÉ T É S  PHYSICO-M ÉCANIQUES DES CORDES 
D E  PNEUM ATIQ U ES  

G. n An d o r y

RÉSUM É

D ’après les figures n°> 2 ., 4 .,  7 ., 8., 10 et 12. on con sta te  que dans les phases in itia les  
d’accroissem ent de la torsion d’un f ilé , les fibres élém entaires supportant la charge se trouvent  
dans une position  plus favorable dans l’espace, et p eu v en t donc m ieux résister à la traction .

Ce dom aine de la torsion  reste  pratiquem ent in u tilisé . E n continuant à augm enter la  
torsion , on trouve au filé  une résistance à la rupture m oins grande, ainsi que le dém ontrent les 
figu res sus-m entionnées et celles nos 6 et 16.

L a résistance à la rupture d im inue rapidem ent, ce qui est une conséquence naturelle, car
a )  une torsion plus forte exerce une plus grande contra in te  sur les fibres élém entaires;
b) par suite de leur position  dans l’espace, ces fibres ne peuvent équilibrer qu’une 

com posan te  de la force de traction .
Or, au point de vue de l’allongem ent à la rupture, les constructions à grande torsion sont 

plus favorab les, car leur com portem ent se rapproche m ieu x  de celui du caoutchouc, avec  
leq uel elles peuvent m ieux coopérer.

La figure 16 dém ontre clairem ent que la torsion des fils  augm ente l’allongem ent. Les 
torsions pratiquem ent appliquées au coton appartiennent à ce dom aine à grand allongem ent.

L a figure 16 dém ontre aussi qu’une m ême valeur d’allongem ent peut être obtenue avec  
des torsions très différentes.

L es cordes préparées avec des torsions différentes m ais ayant le m ême allongem ent, 
p eu v en t être em ployées dans des constructions de te x tile s  et caoutchoucs d’applications très  
variées.

U n  autre problème consiste  à déterminer la torsion  convenant le m ieux pour chaque  
u tilisa tio n .

И СП Ы ТАН И Е Ф И ЗИ К О -М Е Х А Н И Ч Е С К И Х  СВОЙСТВ ПОЛОТНА, 
П РИ М ЕНЯЕМ О ГО  В П РО И ЗВ О ДС Т В Е  П НЕВМ АТИ КО В

Д . Н А Н Д О Р И  

РЕЗЮ МЕ

На основе рис. 2, 4, 7, 8, 10 и 12 можно установить, что в начальном периоде повы
шение кручения нитей элементарные волокна, на которые действует нагрузка, разме
щаются в таком более выгодном пространственном положении, в котором вообще могут 
развивать более повышенное сопротивление по отношению к растягивающим усилиям.

Практически эта область крути не используется. Дальнейшее повышение крутки, 
как это видно на основе всех вышеприведенных рисунков и рис. 6 и 16, с точки зрения 
усилия растяжения дает более неблагоприятную картину.

Сопротивление разрыву резко падает, что является естественным вследствие того, 
что

а) более сильная крутка уже впредь более сильно нагружает компоненты,
б) так как вследствие структурного, пространственного положения могут проти

водействовать лишь одному компоненту растягивающего усилия.
С точки зрения же разрывающего растяжения более выгодными являются как раз 

структуры с высокой круткой, гак как ведут себя более резинообразно и лучше работают 
совместно с резиной.

Рис. 16 однозначно показывает эффект повышения растяжения круткой нити. 
В случае хлопчатобумажных нитей практически применяемые крутки располагаются 
в этой области с высоким растяжением.

По рис. 16 видно также, что некоторые данные значения растяжения можно полу
чить с использованием очень большого числа вариантов крутки.

Полотна, изготовленные при различных вариантах крутки, но обладающие иден
тичным растяжением, могут быть использованы для различных по выполняемой задаче 
конструкций пневматиков.

Дальнейшей задачей является определение: какой из вариантов крутки полнее 
всего соответствует какой именно задаче.
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An exact know ledge of signal transm ission  relations o f the fundam ental 
parts o f pneum atic regulators, satisfactory to  the demands of modern chem ical 
and power in d u stry  is required for proper design and estim ation  o f  their 
operation. H itherto , when designing pneum atic receivers, — located  in regu la
tors — th at are o f  decisive im portance for signal transm ission, it w as supposed, 
th a t their volum es remain unchanged during operation. This approach is 
valid  on ly  in certain  cases. There are cases when the receiver suffers a change  
of its  volum e during the operation to  such an extent that is no m ore negli
gible. In  such cases when determ ining the change in the q u an tity  o f  m edia  
stored, following th e  unit change o f pressure in the receiver, the in fluence of 
the change of vo lum e resulting from the change of pressure also has to  be 
observed.

Since th is question—on account o f  the developm ent o f  up-to-date  
pneum atic regulators—becomes more and more im portant, the subject of 
our exam ination w ill be the afore b riefly  circumscribed so-called pneum atic  
capacities of variab le volum e.

A pneum atic capacity is fundam entally  a space lim ited from  all sides 
stiff ly , or ela stica lly , with any change o f  quantity  of the m edium  included  
producing a pressure-change therein.

In simpler cases pneum atic capacities m ight he replaced by spaces s tiffly  
delim ited  from all sides, in which neither changes o f shape, nor o f  vo lum e do 
occur in  case o f  changes of pressure w ith in  them . In this case — as it  is know n — 
m edia being in troduced, or discharged resu lts in a change o f pressure therein, 
o f the value

t

p  -  P t ^  =  —— \ q ( t ) d t  kg/m 2, (1)
^ pá J 0

where

p  k g /m 2 is the instantaneous value o f the cham ber-pressure,
Pt=o  k g /m 2 is the in itial value o f  the chamber-pressure,
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q (t) m 3/sec is the am ount of m edium  in p u t, or output per tim e-u n it, 
m eant at th e  pressure p t=0 (constant pressure), 

t sec is the tim e,
and

Cpá =  ~ ~  m 5/kg. (2)
P t =о

the so-called  pneum atic capacity at constant vo lum e, which shows how m uch  
inp u t- or output stream  of media is required to  produce a change o f unit 
pressure in the cham bers concerned. In equation (2) I m 3 represents the volum e  
o f th e  cham ber.

The spaces o f pneum atic regulators are very  often  delim ited w ith spring- 
loaded  plane-m em branes, or sylphon-m em branes. In  such cases the volum e

change o f  the cham ber cannot be neglected  any more when determ ining  
p n eu m atic  capacity.

D ealing w ith the problem  in general, le t us exam ine the delim ited space  
o f th e  volum e V  m 3 (F ig. 1). The m easurable s ta tic  pressure in the interior  
of th e  cham ber shall be p  k g /m 2. Let us in troduce in to  this space during th e  
tim e d t  the quantity  o f m edium  q (t) m 3/sec, w hich varies according to a co n ti
nuous, b u t otherw ise optional tim e-function . (The interpretation o f the  
expression  q(t) is g iven  in  the input the cham ber-pressure increases from  
its  prim ary value p  to (p - \ -d p ) ,  further th e  volum e of the chamber from  
V  to  ( V  -\- d V ) ,  and the specific weight o f th e  accum ulated medium  from  
y p to  yp +dp• The introduced quantity of th e  m edium  can be expressed as :

Yt =о ' (1 M dt =  i V  +  d V ) ■ У p+dp — V ' Y p  ( 3)

where y t = 0 in k g /m 3is the specific weight perta in ing  to the pressure p t 0 
Supposing an isotherm al change o f s ta te  :

Y p    P

У ы  о P t = о
(4 )
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Comparing (3) and (4), and after in tegration  the result

Л - o f  ? ( * ) * = /  d ( P V)  (5)
Ó P i - .

is obtained, which is valid  in general.
The volum e V  o f th e  delim ited space m ay be supposed to  be an unam b

iguous function of the sta tic  pressure p ,  m easurable in its interior, i. e.:

У  —f ( p )  m3 (6)

This supposition does not mean any particular obligation , because the pneum a- 
atic capacity  investigated  is , according to our prelim inary suppositions, a stif
f ly , or elastically  delim ited space, and in such cases the equation (6) is valid .

The cham ber-volum e which belongs to  the pressure Pt = o shall be 
marked w ith  Vt . o- Considering the first two members of T aylor’s polynom , 
which pertains to locus p t = 0 we obtain :

Vt. o +
d V

dp
dp ( ? )

Substituting (7) into (5), and perform ing the integration we obtain

d V  1
dp Pl=o

(P—Pio)

After the reduction o f the above equation, the m easurable increm ent o f the 
pressure is as follows :

1
Pt=о — У,  0 d V

—  + ■ k (p)
P i  о dp Pi- о

q (t) dt  kg/m 2 ( 8 )

vhere k ( p ) ( 9)
Pt-Q+ P  

2 Pt = 0

is the so-called pressure-change coefficient.
On the basis o f (8) the pneum atic capacity  of variable volum e is equal 

to  the algebraic sum o f the pneum atic capacity belonging to a constant volum e, 
and of the product, w hich is obtained b y  m ultip lying the volum e-change  
coefficient pertaining to the initial pressure w ith  the pressure-change coef
ficien t. i. e.:

c„ V,  0
Pt= о

;
d V

dp
к (p)  — Cpá -f- C ( 10)

From our results it  follow s, th at the num erical value o f the pneum atic  
capacity  of variable volum e docs not depend on ly  upon the geom etric dim en
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sio n s, and upon the value o f  th e  initial pressure, and upon the m agnitude o f  
th e  volum e-change coeffic ien t pertaining to  th e  sam e pressure, but it  is also 
a fu n ctio n  of the pressure th a t  develops at the end o f the change o f the sta te , 
i. e . o f  the charge.

T he nonlinearity o f  th e  elem ent [k (p ) =  f  (p)] can be elim inated by  
assu m in g  к (p)  =  1. In th is  case the electric analogy is represented b y  tw o  
e lectr ic  condensers arranged in  parallel, their capacitance being proportional

to  Cpá,  respectively to
I d V  

[ d p  J
1

Pi-
T he numerical va lue w hich  results from the com putation  

a ssu m p tion  of к (p) =  1, can  be regarded the approxim ate
based on the  
value of the

Fig. 2

p n eu m atic  capacity of variab le  volum e. The difference between its approx
im a te  and real values in  a g iven  case is given by the pressure-change coeffi
c ien t. The values of the la tte r  are illustrated in F ig. 2 as a function  o f the  
end-pressure and the in itial-pressure, as param eters.

I t  follows as a p artia l-resu lt from the calcu lation  w ith the approxim ate  
v a lu e  o f  the pneum atic ca p a c ity  of variable vo lu m e, th at our elem ent is o f  
an integrating character, i f  we regard q (t) for its  in p u t, and (p  — Pt  = o) for 
its  o u tp u t symbol.

The numerical va lue o f  th e  pneumatic cap acity  o f variable volum e depends 
on th e  direction of the pressure-change, as it is v isib le from Fig. 2.

d V
In case of V  — c o n s t . , -----=  0 ,

dp
con seq u en tly  Cp =  Cp(i, i. e . we obtain the num erical value of the pneum 
a tic  capacity  at con stan t volum e. In this case the logarithm ic treatm ent  
o f  th e  equation
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makes it possible to plot a m onoparam etric pattern of curves, w hich is very 
useful for practical purposes (F ig . 3).

Let us replace the system  o f variable volum e by that depicted  in Fig. 4. 
In  the cylinder shown here the cham ber o f variable volum e V  is delim ited  
b y  a w eigthless, spring-loaded p iston  (D ). The space behind the p iston  is closed, 
and it  contains vacuum  only. The chosen arrangement is advantageous, 
since there ex ists an easily  determ inable relation between th e  change of 
volum e o f the chamber and the pressure-change, which com es in to  being  
therein and produces it.

p  ora

Fig. 3

In order to determine the volum e-change coefficient let it  be supposed, 
th a t to the sta te  p t = о belongs the cham ber volum e V  =  0. The d isp lacem ent of 
the piston shall be x, expressed in m, its cross-sc ctional area A d m 2, and the 
spring-constant c m /kg. Thus the equilibrium  o f the piston is expressed by 
the follow ing equation :

p A d =  —  ■ x  + F 0 k g , (11)
c

where F0 kg is the spring-force pertaining to the pressure p , o- 
On the other hand

x A d = V nr3, ( 1 2 )



•58 L. HELM

con seq u en tly ,
V  =  c A 2dp  — c A d F 0 m 3,

and  from  this it follow s :

(13)

cpv = k(p) = c A 2d - k(p) m 5/k g . (14)
d p

T h e spring-loaded and sylphone-m em brane-delim ited  spaces can be attributed  
to  th is  case.

The experim ental v er ifica tion  of these theoretica l results can be achieved  
b y  th e  use of an U -tube o f  large diameter. One leg o f  the U-tube com m unicates 
w ith  th e  atmosphere. The m easuring fluid consists o f  water. In th is case the  
excess-pressure arising in  one leg causes in th e  other one to develop a water- 
co lu m n  pressure, w hich rep laces an ideal spring (i. e. o f lienar characteristic 
an d  hysteresisless). The spring-constant o f th e  water-colum n is :

1

A y
m /kg (15)

w here A  m 2 is the inside cross-section of the U -tube and y  kg /m 3 is the specific  
w e ig h t o f the m easuring f lu id  (water).

Remark : The low er in d ex  “v. o.” on th e  le ft side of the equation (15) 
is  th e  hungarian ab b rev ia tion  for “vizoszlop” and it  means “ water-colum n” .

Summing up the resu lts  obtained : The num erical value of the general
iz e d , linear pneum atic c a p a c ity  of variable volum e is gained — by considering 
th e  com pressibility o f  th e  m edium  contained in  th e  capacity , and the elastic  
volum e-change of the d e lim ited  space — from  adding up two m embers, i. e. 
th e  pneum atic cap acity  o f  constant volum e and th e  volum e-change coef
f ic ie n t  at its initial v a lu e .

The difference b etw een  the accurate and th e  approxim ate value o f a 
p n eu m a tic  capacity o f  va r ia b le  volum e is due to  th e  fact, that the pneum atic  
c a p a c ity  considered — in  accordance with the procedure usual in regulation  
en gin eerin g  — has been linearized  in order to provide a more simple m athem at
ic a l tractability , — i. e. h as been supposed, th a t th e  num erical value o f the 
p n eu m a tic  capacity o f  variab le  volume is independent of the pressure-change
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developing as a consequence o f  the change o f m edium -quantity contained  
therein . This supposition approaches the reality — as it is evidenced — w ith  
a certain error only. H ow ever, regarding the very lim ited changes o f the charac
ter istics (pressures) at regulations, the error th at arises as a consequence of 
th e  linearization does not in vo lve any considerable inaccuracy.

The accurate num erical va lue o f  the capacities — which are obtained  
from  the quotient o f the am ount input air, or output air o f  the capacity  b y  
the am ount of change o f pressure developing in its interior — differs from  
the pneum atic capacity  of the su b stitu tin g  linear elem ent, which is calculable  
on th e  basis of the connection (10). The non-linearity o f the elem ent is show n  
b y  th e  changes-of-pressure coeffic ien t. The error due to the neglect o f the  
change-of-pressure coefficient is negligible w ith regards to  the changes o f  
pressure to be taken into account in  pneum atic regulators. (For instance, in

Q
case o f  p t_ о =  1*5 ata and Ap =  1000 mm w. c, at a proportion o f —— =  1, 
the error that occurs is £ =  3,3 %.) Pv
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SUM M ARY

This paper deals w ith the determ ination  of generalized pneum atic capacities o f variable  
volum e occurring in up-to-date pneum atic regulators designed to satisfy  higher dem ands. 
A ssum ing an unam biguous dependence o f the receivers on the pressure it finds, th a t the  
num erical value of a generalized pneum atic capacity of variable volum e is equal to the algebraic  
sum  o f  the pneum atic capacity  o f  constan t volum e related to the interior pressure and volum e  
previous to the change of condition and of the change-of-volum e coefficien t as taken  at the  
in itia l value of pressure and m ultiplied by the change-of-pressure coefficient. From the results 
obtained  it derives the conclusion, th a t pneum atic capacities o f variable volum e depend upon  
the pressure and are non-linear. Follow ing th is, the paper presents a sim ple, m onoparam etric 
pattern  of curves, w ell applicable in actual service to determ ine quick ly the num erical value  
o f a pneum atic capacity o f constant vo lum e, a special case now adays; also it presents a num er
ical exam ple determ ining the changc-of-volum e coefficient o f a pneum atic capacity o f varying  
volum e. Finally the equipm ent required for the experim ental verification  of theoretical results 
is briefly  described.

D IE  BESTIM M UNG  P N E U M A T ISC H E R  K APAZITÄ TEN VON V E R Ä N D E R L IC H E M
R A UM INH ALT

L. HELM

ZUSAM M ENFASSUNG

Den G egenstand des A ufsatzes b ildet die Untersuchung von  in zeitgem ässen, höheren  
A nsprüchen entsprechenden, pneum atischen Regulatoren vorkom m enden, verallgem einerten  
pneum atischen K apazitäten  von veränderlichem  Raum inhalt. U nter Voraussetzung der 
eindeutigen  Druckabhängigkeit des B ehälters kom m t m an zu dem Ergebnis, dass der Z ahlen
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w ehrt der verallgem einerten pneum atischen K apazitäten  von veränderlichem  Raum inhalt 
der algebraischen Sum m e des Zahlenwehrtes der dem  der Zustandsveränderung vorhergehen
den , inneren Druck und R aum inhalt zugehörenden pneum atischen K apazität von  konstan
tem  R aum inhalt e inerseits, und andererseits dem jenigen des Produktes aus dem  D ruck
veränderungskoeffizienten  und dem , dem Anfangsdruck zugehörigen R aum inhaltskoeffizienten  
gleichkom m t. Aus dem  erhaltenen Ergebnis wird der Schluss gezogen, dass die pneum atische  
K apazitä t von veränderlichem  Raum inhalt druckabhängig und nicht linear ist. Im  W eiteren  
wird vorerst zur schnellen B estim m ung des Zahlenwehrtes, der sich nunm ehr schon als Spezial
fall ergebenden pneum atischen  K apazität von k on stan tem  R aum inhalt, eine für praktische 
Zwecke gut brauchbare, ein fache, einparam etrische K urvenschaar gezeigt, nachher wird ein 
sich  au f die B estim m ung des R aum inhaltskoeffizienten  einer pneum atischen K apazität von  
veränderlichem  R aum inhalt bezügliches Zahlenbeispiel gegeben. Zum Abschluss folgt eine  
kurze Erläuterung der zum  experim entalen N achw eis der theoretischen Ergebnisse nötigen 
E inrichtung.

LA D É T E R M IN A T IO N  D E S CAPACITÉS PN E U M A T IQ U E S À VO LUM E V A R IA B L E

L. HELM

RÉSUM É

L’étude se donne pour but l’exam en des capacités pneum atiques changeant leurs 
volum es qui se rencontrent, sous une forme générale, chez les régulateurs pneum atiques 
m odernes, destinés à satisfa ire à de plus hautes exigences. E n supposant le rapport unanim e de 
pression relatif au vo lum e de stockage, l ’auteur consta te  que la valeur de la capacité pneu
m atique  généralisée à vo lum e variable, équivaut à la som m e algébrique de deux nom bres. 
L ’un de ceux-ci est la capacité  pneum atique à volum e constant, se rapportant au volum e et 
à la  pression interne qui précèdent le changem ent d’é ta t ; l’autre est le coefficient de change
m en t volum étrique m ultip lié  par le coefficient de changem ent de la pression. D u résultat 
obtenu  l’auteur arrive à la conclusion, que la capacité  pneum atique changeant de volum e est 
non-linéaire, mais dépendant de la pression. Par la su ite , l’auteur présente une m ultitude de 
courbes à un seul param ètre, facilem ent utilisables pour la déterm ination rapide et pratique  
de la valeur d’une capacité pneum atique à volum e constan t, form ant un cas spécial, et donne 
un exem ple numérique pour la déterm ination du coefficient de changeant volum étrique de la 
capacité  pneum atique changeant de volum e. Pour term iner, il offre une brève description de 
l ’appareillage nécessaire pour la vérification expérim entale des résu ltats théoriques.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПНЕВМАТИЧЕСКИХ ЕМКОСТЕЙ ПЕРЕМЕННОГО ОБЪЕМА
Л . Х Е Л Ь М

РЕЗЮМЕ

Исследуются пневматические емкости переменного объема, используемые для 
пневматического регулирования, удовлетворяющего современные повышенные требо
вания. Предполагая однозначную зависимость давлений объема резервуаров, в резуль
тате делается вывод, что числовое значение обобщенной пневматической емкости пере
менного объема равняется алгебраической сумме числовых значений пневматической 
емкости при постоянном объеме, действительном для внутреннего давления и объема 
перед изменением состояния и коэффициента изменения объема, помноженного на коэф
фициент изменения давления при начальном значении давления. По полученному резуль
тату делается вывод, что пневматическая емкость переменного объема зависит от дав
ления и является не линейной. Затем в качестве специального случая приводится для 
быстрого определения числового значения пневматической емкости постоянного объема 
простое однопараметорное семейство кривых, пригодное для практических целей ; затем 
числовой пример для определения коэффициента изменения объема пневматической ем
кости переменного объема. Наконец кратко излагается устройство, необходимое для опыт
ного доказательства теоретических достижений.
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The warming up o f mine air in deep and hot mines is caused either 
by rock heat, i. e. the heat source lies out o f the airway or b y  agents with  
sources o f heat w ith in  the airway. E xcepting rock heat which has external 
souice all other heat effects: oxid ization , vaporization , heating effects o f m achi
nes, cables, com pressed air pipes, human and anim al m etabolism , friction etc., 
(som e o f them  cool the mine air) having internal sources belong to  the latter  
category. Assum ing heat production as a linear function o f tim e and o f airway 
length , the solution o f the differencial equation o f air tem perature rise results 
in relatively  sim ple form . The term  “ linear caloric effect” m eans such effect 
th at can be dealt w ith  assum ing linearity w ith respect to the course o f ventila 
ting  air. In practical cases, taking into account internal heat sources, this 
assum ption works w ell and only in a very sm all number o f cases, i f  any, is 
it possible to estab lish  a nonlinear relation betw een heat production and the 
length  o f  the airw ay. E ven  nonlinear effects can be approxim ated b y  linear 
form ulae, i f  the airw ay is divided up in sections.

Rock heat is not linear but exponentia l and the warm ing up of mine 
air depends on the difference between virgin rock and air tem peratures.

It was show n, th a t the exact solution o f the Bessel d ifferential equation  
o f  heat conduction for a hollow  cylinder bounded by an in fin ite  solid  medium  
conducting heat, can be used for practical com putation o f the w arm ing up of 
air on dry mine airw ays, excluding effects other than  rock heat. T he solution is 
quite sim ple for horizontal airways : for slopes or vertical sh afts considering 
the compression o f air as adiabatic, reasonable solutions were obtained [1]. 
Practically , the vapour content o f mine air remains by no m eans constant, 
and th a t is w hy it  w as necessary to  develop a m ethod considering the change 
o f  the quantity o f  vapour in the air flow ing through the drifts.

In another paper, under certain sim plify ing conditions th e  effect of 
vaporization  on th e  air tem perature was determ ined supposing th at the 
change o f  vapor content along the airway is continuous and linear [2]. This 
“ wet case” was calculated  w ith help of the results obtained b y  the so-called  
“ dry case” .
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A  great number o f practica l cases can be d ealt whith this “ w et case”  
so lu tio n , but som etim es th ere  are other effects changing the picture, which  
ca n n o t be left w ithout due consideration. In som e m ines oxidization produces 
m uch  heat and increases th e  tem perature o f the air considerably. Machines, 
m en , compressed air pipes m ay  dissipate heat loca lly , other agents cool down 
m ine air, e. g. expansion o f  com pressed air, cold w ater pipes. P ractically , the  
prod u ction  or consum ption o f  heat of each phenom enon as a function o f tim e  
ca n n o t be described ; in  m o st cases we can only  estab lish  the to ta l caloric 
e ffec t o f  each phenom enon on a certain length o f airw ay, and are only able to  
e sta b lish  the rate of change supposing the effect as being linear. This condition  
su its  qu ite well practical cases and sim plify the solution  of the problem. 
F u rth er refinement is also possib le if  we divide up the airway to sections with  
d ifferen t caloric effects.

Sum m ing the p ositiv  and  negativ effects in unit tim e for a defin ite length  
o f  an airw ay and dividing b y  the length, we obtain  the rate of change o f the 
caloric  effect, S  q, which m a y  be positive (heat is transferred to air) or nega
t iv e  (h eat is received from  air).

The differential eq u ation  will be (see F ig. 6 cited under [2])

d  r =  — —— ----- 1 '
V  ■ cp V  ■ cp ,

w ith  in it ia l condition : z  =  о, т =  r0, where t  is th e  difference betw een virgin  
rock and air tem perature, q is  th e  heat flow  from rock per unit tim e and length, 
V  is  th e  volum e rate o f v en tila tin g  air w ith specific heat cp, z is the length o f  
th e  a irw ay. The heat Полу from  rock (3) is

q =  Я ■ F  (ip) ■ г

. . .  atw here Я is the thermal co n d u ctiv ity  of the rock, ip =  is the Fourier num ber,

a is  th e  therm al d iffu siv ity , t tim e, R  radius of th e  circular airway. F  (ip) is  
a fu n ctio n  of ip, contain ing exponentia l factor and Bessel functions. V alues 
o f  F  (ip) can be obtained from  tabulations.*

T he solution considering in itia l condition

T ~b
Я • F  (ip).

=  exp Л • F(V)  ;
V - c n

ro +
Я • F  (ip) .

(2 )

Substracting the w arm ing up of the air caused b y  rock heat [1]

, Я • F  (ip) ■ z
г  =  Tn e x p ------------

V - c n

Op. cit. [3] p. 283 and [5] p. 229.
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we obtain  the tem perature change caused b y  agents other than rock h eat :

A T  =  r  —  t ' 2  g
Я - F(y>)

exp
Я • F ( f )  • zj _  1 

V - c p )
( 3)

A T  is positive when 27 q is negative, and n egative, when 27q is positive (c. f. op. 
cit. [2] Fig. 8.). Quite sim ilar results were obtained  in 1951 by S. B a t z e l  in 
his dissertation at the Aachen Technical College [4].

The concept o f  the efficiency of vaporization  (c. f. op. cit. [2] F ig . 12) 
can be extended to  the notion o f te “ effic ien cy  o f linear caloric e ffec ts” .

1 —  e ~ aZ
Vev =  Vun = -------------  (4)

a z
where

a =  k . F ( y > )

V ’ c p

since these effects in fluence mine air tem perature in the same way as v ap oriza 
tion . I f  vaporization  alone takes place num erical values o f r / lin equal to  r]ev.
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C om puting E q  and T) цп the additional change o f  air tem perature caused by 
a g en ts  other than  rock heat can easily  be estab lished  :

A T  =  f q- Z min (5)
v ' cp

Fig. 1 shows a practical exam ple illu stratin g  the m ethod. The length  
o f  th e  circular, horizontal drift of 1 m radius is 2000 m, volum e o f ventila ting  
air is 15000 m 3/hour, rock conductivity 1,7 kcal/m , h, °C, d iffu siv ity  2,8 •

• 1 0 ^ 3 m 2/h, virgin rock tem perature 40 deg. C. Temperature o f the intake  
air is 20 deg. C., t =  105 hours i. e. 11,4 years ago has started the ven tila tion  
■of th e  drift w ith 15000 m 3/hour air quantity and since that point o f tim e ven tila 
t io n  m ust have been practically  continuous. Sp ecific  heat of air is 0,3 k cal/m 3, 
deg. C. The linear caloric effect E q  has various values shown in the diagram. 
W hen E  q — 0 (dry case), there is no other caloric effect than rock h eat. The 
ord inate on the le ft side shows r =  TR — T Air, the difference o f virgin  rock 
and air tem perature, on the right side T Air, as a function of drift length  z. 
A t th e  given m om ent (t =  105 hours) air tem perature in any section  o f the 
d rift can easily  be read i f  the value o f linear caloric effect is know n. E . g. 
w hen  E  q is n egativ  cooling down, when p o s it iv  warming up of th e  air take 
place relative to  th e  so called “dry case” . I t  is  interesting to  n o te , th a t if  
E q  =  —37,5 k ca l/m ,h , the air tem perature in  th e  whole course o f  th e  airway  
d im in ishes from 20 deg. C. intake tem perature to  19 deg. C. at z =  2000 m 
len g th . W hen E q  =  -(-75,0 kcal/m , h, after 1000 m r is negative and the air 
tem perature rises over virgin  rock tem perature to 54 deg. C. at 2000 m.
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SUM M ARY

W ith  certain sim plify in g  assum ptions the w arm ing up of mine air caused b y  various 
ag en ts can be dealt w ith , i f  we introduce the notion  o f “ linear caloric effect” . W ith  the help 
o f  i t  th e  production or consu m ption  of heat w ithin th e  a irw ay is considered as a linear function  
o f a irw ay length. This m akes possible practical com p u tation  of the effects o f vaporization , 
ox id iza tio n , m achines, com pressed air pipes, etc. on th e  temperature o f m ine air.
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A LLG EM EINE S V E R F A H R E N  ZU R  B E R E C H N U N G  D E R  G R U B E N W E T T E R 
E R W Ä R M U N G , U N T E R  BERÜ CK SICH TIG UNG  D E R  GEBIRG SW ÄRM E U N D  D E R

L IN E A R E N  W Ä R M E E F F E K T E

T. BOLDIZSÁR

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie aus verschiedenen Gründen auftretende W ettererwärm ung kann unter  
Berücksichtigung gewisser Vereinfachungsbedingungen berechnet werden, falls der B egriff 
des “ linearen W ärm eeffekts” eingeführt wird. Mit H ilfe des Letzteren ist es m öglich, die 
durch verschiedene W ärm equellen erzeugte W ärm em enge als eine lineare F unktion  der L änge  
der Grubenstrecke zu behandeln. H iedurch wird die Berücksichtigung der W irkungen der 
V erdunstung des W asserdam pfes, der O xydation, der M aschinen, der Pressluftrohrleitungen  
usw ., auf der Berechnung der W ettererwärm ung erm öglicht.

P R O C É D É  G É N É R A L  D E  CALCUL D U  R É C H A U F FE M E N T  D E  L ’A IR  D E S  M IN E S, 
COM PTE T E N U  DES E F F E T S CALORIQUES L IN É A IR E S ET D E  C E U X  D E  LA RO CH E

T . BOLDIZSÁR

RÉSUM É

E n adm ettant certaines conditions sim plifiantes, on peut calculer le réchauffem ent de 
l’air de m ine produit par des causes différentes, si l ’on introduit la notion de l’e ffe t  calorique  
linéaire. À  l’aide de celle-ci, la qu antité  de chaleur produite considérée par les différentes  
sources de chaleur peut être com m e fonction  linéaire de la longueur de la galerie de m ine. Il 
d ev ien t ainsi possible de déterm iner, avec une précision su ffisant pour la pratique, l ’influence  
de l ’évaporation de l’eau, de l ’oxydation , des m achines, des tuyau x à air com prim é, etc. e t  de 
calculer le réchauffem ent de l ’air de m ine.

ОБЩИЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ НАГРЕВА ГОРНОГО ВОЗДУХА, УЧИТЫВАЯ 
ЛИНЕЙНЫЕ ТЕПЛОВЫЕ ЭФФЕКТЫ И ТЕПЛОВЫЕ ВОЗДЕЙСТВИЯ ПОРОДЫ

Т. БОЛЬДИЖАР

РЕЗЮМЕ

Используя определенные упрощающие условия, возможно определить нагрев 
горного воздуха вследствие различных причин, если ввести понятие линейного тепло
вого эффекта. Введя это понятие, количество тепла, производимое различными тепло
выми источниками, можно рассматривать в качестве продольной линейной функции гор
ного разреза. Вследствие этого становится возможным с достаточной для практических 
целей точностью учитывать воздействия испарения водяного пара, окисления, машин, 
трубопроводов сжатого воздуха и т. д. и определить нагрев горного воздуха. 5

5 A cta Technica X X II /I— 2.
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[M anuscript received 22nd N ovem ber, 1957]

The setting and hardening o f portland cem ent and other hydraulic  
m aterials is very im portant from th e practical point o f view  and th e  stu d y  
of th is process is fundam ental for the building science.

According to L e Ch a t e l ie r , portland cem ent is a system  o f  solid , 
anhydrous com pounds, which is unstab le in th e  presence of water and th ere
fore converts to a new  system  consisting of hydrated compounds. The anhydrous  
com pounds o f the system  are unstable and more soluble in water th an  the  
hydrated com pounds which, on the other hand, are more stable. I f  anhydrous  
com pounds are brought together w ith  a qu an tity  o f water which is n o t enough  
to dissolve them  to ta lly , they  form a paste. In th is case a saturated or super
saturated* solution arises, the system  is unstable, its compounds tend to 
convert into hydrated ones. The spontaneous crystallization o f the super
saturated solution causes the setting , which m eans a certain degree o f  in itia l 
hardening of the system . — The separation  caused by crystallization  allows 
the dissolution o f a further amount o f  anhydrous com pounds, and the reaction  
goes on in th is w ay until the anhydrous com pounds are entirely converted  
into hydrated solid  com pounds (not considering the saturated solution  which  
ultim ately  rem ains). In  this way a stab le system  is formed. After the settin g  
the gradual hardening o f the binding m aterial proceeds further ; th is  arises 
from the form ation o f an interwoven net o f  m inute crystals welded together.

It is well-know n that in the opinion o f M ic h a e l is  the cause o f  se ttin g  
and hardening is the formation of a colloid gel and its solidification is brought 
about b y  loss o f water. Recent researches doubtlessly  proved the form ation  
o f crystalline m aterial during the reaction o f cement with water, b u t th ese  
crystals are extrem ely  small and fall into the order o f colloidal dim ensioning; 
an im m ediate dem onstration of their ex istence is difficult. In th is w a y  the  
apparent contradiction between the tw o theories is overcome.

* The cause o f supersaturation m ay arise from the saturation of water w ith  lower  
hydrates o f the calcium  compound and the hydratation  o f Ca-ions which renders the so lution  
supersaturated w ith respect to the higher hydrates.

5*
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The very sk etch y picture given above is , o f course, not enough for a 
d e ta ile d  explanation o f th e  phenomena o f  se ttin g  and hardening, although  
th is  is greatly w anted from  the theoretical and practical point o f v iew . There
fore, we made an in v estiga tion  for a closer s tu d y  o f the crystallization process.

For this purpose we have chosen a m eth od  which gives the possib ility  
o f  stu d y in g  the transform ations of com pounds in  the cem ent p aste , and of 
h y d ra tes  formed o f them , b y  the variation o f  the electrical resistance o f  the  
cem en t paste with tim e, under different cond itions. For a correct interpretation  
o f  th e  very remarkable resistance curves o f  cem ent pastes it seem ed useful to  
in v e stig a te  the settin g  and hardening o f single compounds which occur by  
ta k in g  up water. Such com pounds are certain sa lts  which harden by the action  
o f  w ater , like the Paris p laster, (gypsum ), i. e. calcium  sulfate hem ihydrate, 
th e  anhydrous copper su lfa te , the anhydrous sodium carbonate etc. The 
se tt in g  and hardening o f gypsum  has been stu d ied  m ost in tensively  w ith  our 
e le c tr ica l resistance m ethod, com pleted by th e  ex a ct registration of the tem per
atu re o f  paste and the m easurem ents of consistence carried out w ith an auto
m a tic  Vicát device.

In  the case of Paris plaster the chem ical reaction connected w ith  setting  
is  p erfectly  clear and can be easily studied  w ith  the microscope. W e know  
th a t  in  this case needle-shaped small crysta ls  o f  calcium sulfate d ihydrate, 
C a S 0 4 • 2H 20 ,  are form ed and interwoven, as has been described already by  
L a v o i s i e r  [ 1 ] .  Therefore, i f  we state the change of the electrical resistance  
o f  gyp su m  paste w ith tim e, from the electrical resistance curves taken  during 
th e  se tt in g  if  other hydraulic materials we are able to judge i f  there occurs a 
s im ila r  process, as in th e  case of gypsum , or i f  another point in question  has 
to  b e considered.

Experimental

Our m easurem ents were carried out in  th e  following w ay. A portion  
o f  th e  powdered com pound, e .g . gypsum , was thoroughly m ixed with a known  
a m o u n t o f distilled w ater, th en  put in a cube-shaped measuring cell w ith  an 
ed ge  o f  2 cm. This cell w as made of vinidur sh eet, but two opposite vertical 
p la n es o f  it  were o f copper, these being the electrodes. The tem perature o f the 
p a ste  in  the filled and sm oothened cell was e x a c tly  measured first in intervals  
o f  half-m inutes, then less frequently ; it  w as 20,0° C at the beginning. The 
res ista n ce  was m easured w ith  an a.c. o f 50 c /s . The potential difference was 
4 V  and  so the Joule-effect w as negligible, since there was a current o f only a 
few  m A . In this w ay th e  heating-up of the sam ple could be avoided.

Our experim ents were made on pastes prepared of dry gypsum  w ith  
30, 40 , 50, 60, 70 and 80 w ight per cent added water.
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Table I

Variation o f  the resistance o f  a Plaster-of-Paris p aste  cube o f 2 cm edge with tim e

Added water 30% 40%

Time after 
mixing r£i °c r í} °c

2m00s 390 21,00 279 20,12
30 377 20 282 24

3 00 377 38 281 32
30 379 51 280 45

4 00 382 65 282 56
30 387 80 282 64

5 00 389 92 282 75
30 391 22,00 283 85

6 00 391 10 288 96
30 391 20 291 21,07

7 00 396 32 291 18
30 399 46 293 30

8 00 401 59 297 42
30 409 70 298 56

9 00 413 86 299 72
30 419 23,00 301 90

10 00 422 13 306 22,08
30 429 30 308 21

11 00 439 50 312 42
30 442 65 317 62

12 00 450 80 320 85
30 462 24,00 322 23,10

13 00 472 22 330 31
30 482 42 334 58

14 00 494 66 339 82
30 502 90 342 24,12

15 00 512 25,13 352 42
30 521 40 356 72

16 00 533 70 361 25,04
30 550 95 370 40

17 00 562 26,20 377 75
30 581 50 382 26,10

18 00 596 82 391 50
30 612 27,10 401 88

19 00 632 42 412 27,30
30 652 72 418 72
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Added water 30% 40%

Time after 
mixing rQ °c rí} °c

20m008 672 28,08 430 28,11

30 — 40 445 58

21 00 719 70 455 29,02

30 — 29,02 475 50

22 00 779 38 491 92

30 — 72 512 30,32

23 00 910 30,04 531 79

30 — 35 552 31,20

24 00 1,00 К 68 578 54

30 — 98 612 90

25 00 1,59 31,30 640 32,21

30 — 57 672 50

26 00 1,78 85 710 72

30 — 32,10 742 92

27 00 1,93 30 779 33,10

30 — 55 815 21

28 00 2,11 75 860 25

30 — 90 892 31

29 00 2,31 33,04 935 30

30 — 16 970 28

30 00 2,48 25 1,00 К 20

30 — 30 — —

31 00 — 36 - 04

30 — 38 — —
32 00 — 40 — 32,75

30 — 38 — —

33 00 - 30 - 40

30 — — — —

34 00 — 12 - 05

30 — — — —

35 00 3,61 32,90 1,15 31,65

36 00 _ 60 — 22

37 00 — 30 — 30,85
38 00 — — — 47
39 00 — — — 08

40 00 5,19 31,20 1,40 29,69

45 00 6,10

"
1,68

'
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Added water 30% 40%

Time after 
mixing rÜ °c rí) °с

50m00s 7,10 К — 1,84 К —

55 00 7,81 — 1,98 —

1 h 00m 8,50 — 2,13 —

30 10,00 — 2,40 —

2 00 11,6 — 3,10 —

30 11,8 — 3,23 —

3 00 13,7 — 3,60 —

30 15,3 — 4,05 -

4 00 16,8 — 4,38 —

30 18,1 4,83 —

5 00 19,2 — 5,18 —

30 — — 5,49 —

6 00 - — 5,90 —
30 — — — —

7 00 — — — —

30 25,9 — — —

8 00 — — — —

30 — — 7,75 —

1 day 85 - 28 —
2 days 260 — 182 -

3 „ 708 — 673 —

4 » 1,02 M — 1,07 M —

5 „ 56 — 100 —

К  =  kiloohm, M =  megohm

For sake of shortness on ly  part of the results are given.
The shape o f  th e  resistance curves obtained shows varia tion s, but the 

ty p e  is the sam e ; th ey  are changing system atica lly .
According to  our experim ents the resistance rises in each case w ith  time, 

but w ith different v e loc ity . Several sections o f the curve can be distinguished ; 
in  the first section (10 — 24 m inutes, depending on the water con ten t) the rise 
is very slow, it  does not exceed 10 —15 per cent o f the in itia l va lu e . The larger 
th e  water content, the slower the rise. After the first section the rise accelerates, 
the less the water content, the m ore. The resistance rises in the case o f paste 
w ith  70%  added w ater after an hour to about three tim es o f  the in itia l value, 
in the case of a paste w ith 40%  w ater to the eightfold and in  th e  case of a 
paste with 30%  w ater to about the 40-fold value (Fig. 1) ; the la tter  value is 
particularly sign ificant. O bviously, a shrinkage o f the conducting cross-section
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o f th e  saturated solution ta k es place. We can see also the consistence values 
o f th e  p a ste  autom atically registered by a Vicát  device at regular in tervals, 
furtherm ore the change o f  tem perature with tim e o f  the gypsum  paste in the  
v in id u r  cell of 2 cm edge ; th is  change is slight b u t characteristic.

F ig . 1. T h e  variation of e lectric resistan ce, consistence (V ic á t )  and tem perature o f gypsum  
pastes (w ith d ifferen t am ounts of water) w ith  tim e (in  m inutes)
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The setting is accom plished in  a few  m inutes (in the case o f portland  
cem ent pastes in a few  hours).The point at which a needle o fstandard  size and 
shape with a standard load penetrates into the paste only 1 m m , is called

F ig . 2. The variation o f resistance of gypsum  pastes (w ith  different am ounts o f w ater) w ith  
tim e (in hours). R elative hum id ity  o f air (per cent) also registered

settin g  point on the Vicát curve. There is no sign ificant change o f  resistance 
at th is point, therefore no sudden change in the structure o f the paste takes 
place.

After th is the resistance rises w ith increasing slope, the more th e  less 
th e  water content. From this it is obvious th at the conducting saturated solution
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is d im inished. The gypsum  binds 18,6 w eight per cent o f water :

C aS04 • 1/2 H 20  +  l 1/2 H 20  =  C aS04 • 2H 20 .

F ig . 2 shows th e  rise o f  resistance during about 3 days. One can see 
th a t  th e  rise is quickest u n til the end of the first hour ; in  the following 4 or 
5 hours the rise is considerably  slower; resistance atta ins a m axim um  value  
tifter  5 to  10 days w hich am ounts to some hundred m egofims for a cube w ith

R

an edge o f 2 cm. In th is  th ird  section the resistance wich has risen from the 
orig in al few hundred ohm s to  15 — 700 kiloohm s in three days, and to 300 —1000 
m egohm s in 6 to 10 d a y s, does not remain con stan t but varies in close connec
tio n  w ith  the w ater-vapour pressure of the air (F ig . 3). A fall o f the water 
v a p o u r  content is fo llow ed b y  a sharp rise o f  the resistance after a few  hours ; 
w hen  th e  vapour con ten t rises, the resistance is dim inished accordingly.* 
T h is is easy  to see if  we com pare the resistance curve w ith  the registering hygro
m eter  curve. Fig 3 show s beyon d  doubt th a t after fiv e  days from m ixing the

* The variation of resistance o f gypsum  blocks has already been used for the m easure
m e n t  o f  the hum idity o f soil [2 ., 3 ., 4 ., 5.].

F ig .  3. The variation of electric resistance of gypsum  pastes (w ith  different am ounts of water) 
after 5 days (tim e in days). R elative hu m id ity  o f air also registered
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resistance of proof bodies varies in  an opposite sense to the m oisture o f  air. 
The diagrams show the curves o f tw o  series o f gypsum  cubes (m ixed indifferent 
in tervals) at the sam e air m oisture. The cubes w ith 50, 60 and 70 per cent 
added water had been made 3 days earlier than those w ith 30 and 40 per cent 
added water. One can see nevertheless th at the bodies made later do follow, 
already at the age o f 5 days, the curves of the bodies w ith 50, 60 and 70 per 
cen t water made earlier. — We m easured the resistance o f the experim ental

F ig . 4. The variation o f resistance of gypsum  pastes (w ith different am ounts o f  w ater) after  
228 days (tim e in days). R e la tiv e  hum idity of the air also registered

bodies from the age o f 228 days during a m onth (Fig. 4). The diagram s show  that 
the hygrom eter-effect is of the sam e order as at a much earlier age (5 to 
50 days). The change in resistance as caused b y  the oscillation o f th e  m oisture- 
content of the atm osphere, and th e  order o f m agnitude o f the resistances, 
are the same as in  the former experim ent.

Since it had becom e obvious th a t the increase of resistance o f  the set 
gypsum  paste was connected with th e  decrease in the cross-section o f the satur
ated  solution of gypsum  (or of the volum e o f it) we made model experim ents by 
pouring an electrolyte solution in  th e  cubic cell w ith an edge o f 2 cm  and then  
decreasing its volum e through th e  im m ersion o f non-conducting bodies, i.e. 
glass spheres o f a diam eter of about 4,6 mm ; the cell was alw ays kept filled
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up to  the level. — W e obta ined  the rem arkable result that the resistance o f  
th e  cell (disregarding sm a ll differences) increased in  a regular, uniform  m anner 
(F ig . 5). Small oscillations w ere obviously caused b y  th e  fact that one cannot 
get a perfectly uniform  change of cross-section, since the spheres are placed  
in  rows and layers. Therefore, the change w ill be larger at the beginning o f a 
new  layer. The further form ation  of rows o f the layer has a smaller influence on 
th e  shape of electric force lin es, the resistance w ill change less. The curve is

F ig . 5. The resistance o f a cubic  cell o f 2 cm edge filled  w ith  an electrolyte solution  after th e  
im m ersion of a certain num ber o f  glass spheres o f 4 ,6  m m  diam eter and of different am ounts

of sand respectively

sim ilar to the typ e o f  th e  gypsum  resistance curve up to 25—30 m inutes 
(according to the w ater content).

W e obtain a sim ilar curve i f  we put a gradually  increasing am ount o f  
san d  in  the m easuring cell, since the cross-section is thus dim inished. There
fore, it  is clear th at th e  increase in the resistance o f  gypsum  paste is caused  
— at least at the beg in n in g  — by the decrease o f  th e  am ount o f conducting  
so lu tion . The increase in  th e  resistance r can be w ell approxim ated b y  a quad
ratic  equation

r — n 2l5 -f- 6n 1450 ohm

where n is the num ber o f  im m ersed glass spheres (Table II).
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Table II

s o f an electrolyte solution  +  glass spheres placed in a cubic m easuring cell

r í )
calc.

N um ber
of

spheres

r í )
meas.

r í )
calc.

N um ber
of

spheres

r í )
meas.

r í )
calc.

1450 30 1820 1810 60 2510 2530
1456 31 1830 1828 6i 2570 2560
1463 32 1840 1847 62 2600 2590
1470 33 1850 1866 63 2640 2622

1477 34 1870 1885 64 2670 2653
1485 35 1910 1905 65 2720 2686
1493 36 1920 1925 66 2740 2718
1502 37 1930 1944 67 2780 2748

1511 38 1940 1967 68 2800 2782
1522 39 1990 1988 69 2820 2816

1530 40 2010 2010 70 2830 2850
1540 41 2030 2032 71 2860 2884
1551 42 2050 2055 72 2890 2918
1562 43 2060 2078 73 2930 2954

1573 44 2070 2101 74 2980 2990

1585 45 2090 2125 75 3010 3025

1597 46 2130 2150 76 3050 3060

1610 47 2180 2174 77 3070 3098

1623 48 2200 2199 78 3120 3134

1636 49 2220 2224 79 3190 3172

1650 50 2230 2250 80 3260 3210

1664 51 2270 2276
1679 52 2290 2303

1694 53 2300 2330

1709 54 2330 2357

1725 55 2360 2385

1741 56 2390 2413
1758 57 2420 2442
1775 58 2450 2471
1794 59 2470 2500

of each sphere was 50,6 m m 3. The product o f  the resistance 
of electrolyte rem aining in the cell was nearly constant, it 
iá t w ith the number o f spheres (in the case o f  80 spheres it
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w as 10,5%  more than  in  the case of 0 sphere). The curve obtained by giv ing  
sand in the cell filled  w ith  electrolyte took a sim ilar course (Fig. 5).*

Explanation of the increase in the resistance o f  the set gypsum paste

The resistance o f  th e  gypsum  paste decreased som ew hat a few  m inutes 
before settin g , since th e  saturation  of the solution  w ith  calcium sidfate had  
not y e t been com pleted ; 10 m inutes after the m ixing it attains the in itia l 
value and then the rise o f  the resistance becom es so strong th at it m ust be 
represented by a logarithm ic diagram. From the second hour an interm ediate  
part follow s for a few  hours — depending on the w ater content — and from the  
fifth  or sixth  hour th e  resistance curve, represented logarithm ically, rises 
w ith  a slight positive or negative curvature (in the case o f the paste containing  
70%  added water in a straight line) until it reaches its first m axim um  in 
6 — 10 days. From th is point it shows the hygroscopic behaviour described  
already.

The explanation o f th ese changes is the fo llow ing. The surface o f  a crystal 
of calcium -sulfate hem ihydrate dissolves in con tact w ith  water and becom es 
quick ly  saturated and oversaturated (see footn ote on first page). After th at  
the separation of calcium -sulfate-dihydrate crystals begins : these form
easily  an interwoven net since they  have an acicular shape. In the paste  
the d issolution  proceeds at first for a few  m inutes which is shown by the  
sligh t but surely m easurable rise o f con d u ctiv ity . Then the edges and corners 
o f the needles grow togeth er here and there, clusters o f crystals are formed 
w hich dim m ish the conducting  cross-section. Thus resistance begins to  rise, 
at first to  a m oderate e x te n t, then more and more — as indicated by the  
m easurem ent in square proportion to the entire volum e of the nonconducting  
bodies w hich dim inish the cross-section ; see Table II . The clusters o f crystals 
com e in  contact w ith  one another and grow together ; the consistence quickly  
becom es more rigid as we can see in the Vicát  d iagram  (Fig. 1). After a certain  
tim e the interdependence becom es so in tensive th a t the Ficat-needle is able 
to  penetrate only 1 mm  deep into the w et paste  form ing already a single 
piece. This point is considered as the point o f se ttin g  ; the tim e o f setting is o f  
course a very im portant characteristic o f a hydraulic material.

The decrease o f  th e  cross-section can be realized by dim inishing it  
through the im m ersion o f a certain am ount o f non-conducting m aterial 
(e. g. glass spheres or sand). The increase in th e  resistance o f gypsum  paste  
show n in Fig. 1 has a sim ilar course from about the 15th m inute. We conclude, 
therefore, that the conducting cross-section o f the paste dim inishes from this

* The results were som ew hat less regular if  asbestos or glass fibres were im m ersed in to  
the cell containing an e lectro lyte. O bviously, dissolution and/or adsorption occurred and m od i
fied the results.
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point proportionally w ith  tim e or th a t, at lea st, its  decrease can be described  
in th is  way. The se ttin g  itse lf does not cause a sudden change o f resistance, 
therefore the structure of the p aste  does not change sign ificantly  at this 
poin t. After 25 — 30 m inutes an inversion o f the resistance curve occurs which  
very  closely coincides w ith  the m axim um  o f tem perature. Afterwards the resist
ance rises the m ore abruptly th e  sm aller the w ater content o f the paste.

The com plicated shape of th e  crystal tex tu re formed cannot be treated  
in  an exact geom etric w ay ; we are confined to sta tin g  how the “ effective cross- 
section ” , which is th e  ground o f  the electro lytic  conductiv ity , dim inishes 
w ith  tim e. This effective  cross-section incorporates also the m anner in which  
the length  of the irregular channels rem aining betw een the parts o f the steadily  
growing solid crysta l-n et changes w ith  tim e.

According to  P o w e l l  [ 6 ] ,  in com m ercial gypsum  a m easurable am ount 
o f dihydrate appears already before the settin g  begins ; it follows th at the  
process is one o f crystallization  at th e  very beginning. A typ ica l gypsum  paste,, 
w hose in itia l settin g  tim e was 3 3  m inutes, show ed 0 per cent d ihydrate 1 3  

m inutes after m ixing , 4  per cent after 2 5  m inutes, and 8 per cent after 33  

m inutes (determ ined b y  X -rays, differential therm al analysis and therm o- 
gravim etric analysis). According to  N e v i l l e  [ 7 ] ,  the hydratation  of the  
hem ihydrate is not accom plished before the settin g  begins, since the tem per
ature rises very slig h tly  in the first section. P o v e l l  found 1 °  which is 8 % ,  

of the entire tem perature rise and is thus in accord w ith the am ount o f d ihyd
rate found. The conclusion of both  authors is concordant w ith ours that the  
settin g  and hardening o f gypsum  are caused purely by the crystallization. 
B y our method th is  is confirmed in a quite different w ay from the authors 
quoted above.

It is remarkable th a t no sharp distinction betw een setting and hardening  
can be made — as did H a y d e n  [ 9 ]  for portland cem ent — since setting means 
on ly  the atta inm ent o f a certain degree o f sten gth . The curve o f electric, 
resistance does n ot show  any discontinuity  at th is point. The supposition that 
settin g  and hardening are two independent, although overlapping processes 
does not seem to be consistent w ith  facts, at any rate in the case o f gypsum .

The colloid th eory  has also been considered for the interpretation o f the 
hardening of gypsum  ; F i s c h e r  [ 2 ]  m aintains th a t the in itia l setting  has a 
colloid m echanism , w hile B e c h e r e r  and F i e d l e r  did not find  any colloid  
phase by X-ray m ethod (9). It is possible th a t settin g  is closely connected  
w ith  the water film  adsorbed on th e  surface o f  particles ( H a y d e n  [8 ]).

The major part o f  the water content o f  calcium  sulfate solution evapor
ates at the end and th e  pores of gypsum  are filled  w ith  air. H owever, a moisture 
film  o f a certain sm all thickness always rem ains on the surface o f crystals. 
This moisture film  is saturated w ith  calcium  su lfate , since diffusing ions can 
reach its  boundary very  quickly. The extrem ely  strong changes o f resistance
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w hich  appear as a consequence o f the change in the relative hum idity  o f air 
can b e caused therefore on ly  b y  the change in the thickness o f the saturated  
calciu m -su lfate  solution surface film . E ven the very large changes o f  resistance  
su g g est th e  possibility th at in  the case o f sm all relative atm ospheric hum idity  
the f ilm  is not quite coherent but shows discontinuities here and there. Only 
in th is  w a y  are we able to  understand th at the resistance changes in a larger 
proportion  than the relative h u m id ity  by which this change is brought forth.

W e studied also the hardening o f other anhydrous salts b y  tak ing up 
w ater  w ith  the resistance m ethod and obtained the result th at resistance 
grow s also in  this cases w ith  tim e, i. e. the conducting cross-section dim inishes. 
The sh ap e of curves w as, how ever, different, and we could not observe the 
“ h ygroscop ic effect” . Such in vestigation s were m ade on the hardening of  
anhydrous sodium carbonate and anhydrous copper sulfate caused by the  
a d d itio n  o f water. We do n ot propose to discuss the results obtained, since 
th e y  are m uch less d istinct because o f  the possib ility  o f form ation o f different 
h y d ra te s .

On the other hand, our result can be applied in cases where the change 
o f resistan ce  with tim e has a sim ilar course as in the case o f gypsum . Such 
an in sta n ce  is the setting and hardening o f portland cem ent which w ill be 
considered  in the following paper.
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SUM M ARY

1. The resistance of a cubic cell filled  w ith gypsum  pastes o f different w ater content 
has b een  m easured (with 50 c/s a .c .) as the function  of tim e during long periods (up to 280 
days).

2. In  the initial section the gypsum  shows dissolution phenom ena, afterwards the preci
p ita tio n  o f  dihydrate needles begins, leading to an interw oven context and so a dim inution  
o f  th e  conducting cross-section.

3. T he curve of consistence (m easured w ith  an autom atically  registering V icát 
app aratu s) is in  harmony w ith  th e  conclusions drawn from  the resistance curve. — Filling  
th e  cell w ith  an electrolyte so lution  th e  rise o f resistance caused by the im m ersion o f non
c o n d u ctin g  solid bodies in the cell w as m easured. This caused a course o f th e  resistance  
curve w h ich  was found to be sim ilar to  th a t in  1 ; therefore, it  has been concluded th at the 
p recip ita tio n  and interweawing o f  gypsum  crystals also proceeds w ith  uniform  velocity .
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D IE  A B B IN D U N G  U N D  E R H Ä R T U N G  VON H Y D R A U L ISC H E N  ST O F FE N
I. D IE  A B B IN D U N G  U N D  E R H Ä R T U N G  VON GIPS

I. N ÄRA Y -SZAB0 und G. SZUK

ZUSAM M ENFASSUNG

1. D er elektrische W iderstand von  Gipsbrei m it verschiedenem  W assergehalt wurde 
in  einer würfelförm igen M eßzelle m it W echselstrom  (50 H z) als Funktion der Zeit gem essen  
(in einigen Fällen 280 T age lang).

2. In  der Anfangsperiode zeigt das Brei noch Lösungserscheinungen. B ald  danach  
beginnt die Ausscheidung von  K ristallnadeln des D ihydrates, deren Verfilzung zur Abnahm e 
des leitenden Q uerschnittes führt, die m it der Zeit ständig zunim m t. Dadurch wird der 
W iderstand vergrössert. Infolge der A ustrocknung der H auptm asse der gesättig ten  Lösung  
erreicht der W iderstand ein  M aximum. V on hier an verändert sich der W iderstand des Gips
körpers in  um gekehrtem  Sinn m it der relativen  F euchtigkeit der Luft.

3. Die g leichzeitig  gem essene K onsistenzkurve des G ipsbreies (registriert m it einem  
autom atischen VlCAT-Apparat) ist in  Ü bereinstim m ung m it den aus der W iderstandkurve  
gezogenen Schlüssen.

4. Wir haben in die Meßzelle eine E lektrolytlösung gebracht und die durch fortschrei
tende Zugabe von n ichtleitenden  Festkörpern (Glaskugel, Sand) hervorgerufene W iderstand
zunahm e bestim m t. D ie  erhaltene K urve kann durch eine einfache Form el ausgedrückt 
werden. Der A blauf dieser K urven ist ähnlich  der W iderstandskurve des Gipsbreies. Daraus 
fo lgt, dass die A usscheidung der G ipskriställchen in ähnlicher W eise, also m it gleichm ässiger  
Geschwindigkeit erfolgt.

PRISE ET D U R C ISSEM EN T D E  M ATIÈR ES H Y D R A U L IQ U E S  
I. P R ISE  ET DURCISSEM EN T D U  G Y PSE

I. NA r AY-SZABÓ  e t G. SZUK

RÉSUM É

1. Nous avons m esuré dans des cellules cubiques et en fonction  du tem ps la résistance  
électrique (avec courant alternatif) de pâtes de gypse contenant différentes qu antités d’eau. 
La durée des observations éta it longue (dans quelques cas ju sq u ’à 280 jours).

2. Dans la prem ière phase la pâte  de gypse m ontre encore des phénom ènes de solution , 
ensu ite com m ence la crista llisation  du d ihydrate en forme d’aiguilles, dont l’enchevêtrem ent 
cause la dim inution de p lus en plus forte de la section transversale conductrice. La résistance  
a tte in t un m axim um  à cause du dessèchem ent de la m asse principale de la so lution  saturée. 
À  partir de ce point la résistance de la m asse de gypse change en sens inverse de l’hum idiié  
de l’air.

3. Le cours de la courbe de consistance de la pâte  du gypse, m esuré sim ultaném ent 
(selon VlCAT, régistré avec  appareil autom atique) est en harm onie avec les déductions qu’on 
peut tirer de la courbe de résistance.

4. A yant mis une solution  électrolytique dans la cellule em ployée ci-dessus, nous avons 
déterm iné l’augm entation de la résistance causée par l’introduction  progressive de corps solides 
non conducteurs (globules de verre, sable), nous lui avons trouvé une formule m athém atique  
sim ple. Le cours de la courbe est sem blable à la courbe de résistance de la pâte de gypse : il 
s’ensu it, que la form ation des cristaux de gypse advient de la m êm e façon, c’est-à-dire avec  
une vitesse uniforme.

6  A cta Technica X X II/1 — 2.
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СВЯЗЫВАНИЕ И ТВЕРДЕНИЕ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ МАТЕРИАЛОВ,
I. СВЯЗЫВАНИЕ И ТВЕРДЕНИЕ ГИПСА

И. НАРАИ-САБО и Г. СУК  

РЕЗЮМЕ

1. Измерено электрическое сопротивление растворов гипса, содержащих различ
ные количества воды, при помощи переменного тока частотой 50 гц, используя для этого 
мерную ячейку и производя измерение в функции времени в течение продолжительного 
отрезка времени (в отдельных случаях в течении 280 суток).

2. В начальном периоде наблюдаются даже явления растворения раствора гипса, 
затем начинается выделение кристаллических игл гидрата, сплетение которых связано 
со снижением проводимого сечения, что постоянно повышается. Вследствие высыхания 
основной массы насыщенного раствора сопротивление достигает максимума. Начиная 
с этого момента сопротивление кубика гипса изменяется обратно пропорционально изме
нению относительной влажности воздуха.

3. Форма кривой консистенции одновременно измеренного раствора гипса (регист
рируя автоматическим прибором по VICÁT) согласуется с выводами, которые можно 
сделать на основе кривой сопротивления.

4. Помещая в вышеупомунутую измерительную ячейку электролитный раствор, 
определялся рост сопротивления при постепенном добавлении непроводящих твердых 
тел (стекляные шарики, песок). Для чего была установлена простая математическая 
зависимость, на основе которой можно сделать вывод, что и выделение кристаллов гипса 
происходит схожим образом, т. е. с равномерной скоростью.



SETTING AND HARDENING OF HYDRAULIC
MATERIALS

II. CONDUCTOM ETRIC A N A LY SIS OF SET TIN G  OF CEM ENT P A ST E S  
U N D E R  ISOTHERM IC CONDITIONS

G. SZUK and I. NÁRAY-SZABÓ

LABORATORY OF TH E  B U ILD IN G  RESEA RCH  IN ST ITU TE, BU DA PEST 

[M anuscript received 22nd N ovem ber, 1957]

In this paper our experim ents concerning the setting o f cem en t pastes 
w ith a conductom etric m ethod under isotherm ic conditions are pub lished . The 
m ethod, applied first by S h i m i z u  in 1927 and later by C a l l e j a , is n o t only 
more exact than and superior to the classical ones (V icát, therm ical tests), 
but gives also further data and inform ation on the phenom enon b y  th e  shape 
and wave-form  o f the diagram s obtained .

It is based on the variation o f the electrical conductiv ity  or resistance  
o f setting cem ent pastes. This phenom enon arises because o f structural and 
physico-chem ical changes which follow  each other in several p h ases. It is 
evident that these changes m ust alter the resistance, for it  is affected  
b y  the variations arisen in cross-section and the transitional sta tes  at 
the phase boundaries. In case o f the sam e cem ent brand but d ifferent water 
con ten t, the shape of the resistance-tim e diagram s shows certain w ave-form s 
which are at any tim e very sim ilar. To obtain  an explanation  for th ese  curves 
we compared them  w ith the change o f  tem perature o f the p aste  and with  
the V icát test. Beside th is, the variation  o f ion-concentration w as exam ined  
b y  electronic pH  m easurem ent. R eference to the wave analysis w ill be made 
la ter.

Historical ha -kground

In 1 9 5 4  we proved th at this technique is su itable for the determ ination  
o f the optim al water-cem ent ratio o f concrete [ 1 ] .  S h i m i z u  [2 ,  B ]  used  this 
m ethod first in 1 9 2 7  in the field  o f cem ent paste investigations. H e showed  
th a t the m ethod o f electric con d u ctiv ity  is more accurate than the usual m echa
nical and therm al tests . S h i m i z u  conducted  experim ents under isotherm ic  
conditions and found th a t, in the resistance-tim e diagram , the com pletion  
o f setting is indicated by an inflection  poin t. He exam ined m ainly slag-cem ent 
pastes and used an O s t w a l d — L u t h e r  device as measuring bridge with  
electron tube buzzer. As m easuring cell he applied a hardrubber tu b e  with  
platinum  electrodes. After S h i m i z u , electrical experim ents were carried out

6 *
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b y  D o r s c h  [3], B a i r e  [4 ] , M i c h e l s e n  [5 ], B o a s t  [6 ] and K a l l a u n e r  [7 ] , 
b u t th e  m ost im portant perform ance in this fie ld  is C a l l e j a ’s work. [8 ,  9  ] 

B y  th ese  extended in v estig a tio n s the superiority o f  th is m ethod was dem on
stra ted  beyond any d ou b t. F or the rest, the ineffectiven ess o f old m echanical 
m eth o d s was shown b y  K l e i n l o g e l , H a j n a l — K ó n y i  [ 1 0 ]  and C h r i s h o l m

[ Hi -

Measuring technique and principles o f  the method

To ensure isoth erm ic conditions an u ltrath erm ostat (Schildknecht, 
Z ürich) w ith open w ater b a th  w as applied. We k ep t all the resistance m easuring  
ce lls  at 20° C, w ithin a lim it  o f error 1/100° C. Through the chem ical and  
physico-chem ical reactions during the setting and hardening, heat is evolved  
or absorbed in the p a ste  w ith  its tem perature rising or falling accordingly. 
T h e  change in tem perature is , however, n early  — though not perfectly  — 
co m p en sated  by the u ltratherm ostat.

The tem perature ch an ges are therefore v ery  sligh t but th ey  occur at 
th e  r igh t tim e, and their  re la tiv e  heights rem ain th e  sam e as if  th ey  had been  
o b serv ed  without a th erm o sta t. In this sense we can observe the tem pera
ture curve during a p ra ctica lly  isothermic process. The paste was m ixed o f  
cem en t and a certain q u a n tity  of water, both h av in g  a tem perature o f 20° C. 
A fter  a m ixing o f 3 m in u tes w e filled the m easuring cell in 3 layers com pacting  
ea ch  layer with 20 strokes o f  a m etal stick o f  8 m m  diam eter. The m easuring  
ce lls  consisted of V inidur m aterial 0,8 mm th ick  and had a cubic shape o f  
2 0  X 20 X 20 mm, th e  iron electrodes, 0,3 m m  th ick , formed tw o opposite  
s id es  o f  the open cell. B esid e the iron electrod es, also Al, Cu, C, Zn and  
brass electrodes were used  in  our experim ents, the best results, how ever, 
w ere obtained w ith F e. As m easuring device, an electronic ohm m eter bridge 
w ith  instrum ent ind ication  w as used (accuracy 0,5 % w ith  a m easuring frequency  
o f  50 cps. and 6,3 V). The fir st  reading was m ade in  the 15th m inute and was 
con tin u ed  at interwals o f  5 — 10 minutes as needed . A t the same tim e we obser
v ed  in  certain cells th e  tem perature changes b y  a therm om eter w ith an accuracy  
o f  1 /100° C and in another sim ilar cell variation  o f p H  o f the paste w ith  the  
a id  o f  Sb and Ag/AgCl electrod es. An electronic p H  m eter served as m easuring  
d e v ic e  (Orion). B eside th ese  m easurements w e controlled the process b y  an 
au to m a tic  Y icat apparatus (Amsler & Co., Schaffhausen) w ith 4 m easuring  
c e lls . In  every te s t  4 sam p les were exam ined (m ixes w ith  w ater-content o f  
2 4 , 26 , 28 and 30%  b y  w e ig h t.) , see Fig. l a — c. B etw een  the cells and m easur
in g  device a m ultipole sw itch  was arranged for quick sw itching over. The 
tem perature of the am b ien t air was taken at 20° C (zh0,2° C) and the relative  
h u m id ity  of air at 70% . T h e  wiring diagram  is show n in F ig. 2.
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F ig . la .  Arrangem ent o f the measuring apparatus

F ig . lb .  Part o f arrangem ent of m easuring apparatus: (1) pH -m eter; (2) p H  m easuring  
electrodes; (3) pH  m easuring cell; (4) conditioning vessel; (5) ultratherm ostat; (6) therm o
m eter for air; (7) therm om eter for w ater bath; (8) therm om eter for tem perature o f paste; 
(9) m easuring cell for tem perature of paste; (10) resistance m easuring cells; (11) cables; 

(12) conditioning bath; (13) ohm m eter; (14) autom atic V icát device
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I t  is well-know n th a t, after m ixing cem ent w ith  water chem ical reactions 
fo llo w  each other : th e  hydration of cem ent and its com pounds, i. e. the 
se tt in g  process, begins. Since the degree and speed o f hydration  of the com po
unds o f  cem ent differ considerably, the whole settin g  process can be charac
ter ized  as an in tegrated  and rhytm ical progressive phenom enon. Recording  
th e  variations w ith tim e , we obtain a graph characteristic o f the setting process 
w h ich  reflects w ith h igh reliability  the phenom ena occurring in the paste.

Fig. lc. A nother part o f measuring apparatus (see legend for F ig. lb .)

S h i m i z u , in experim enting upon different cem ents and slag-cem ent pastes, 
fou n d  singular points in  his conductiv ity  diagram s. He found that conduc
t iv i t y  increases in the fir st period after m ixing. A fter h a lf an hour the conduc
t iv i t y  decreases and for about 3 hours rem ains approxim ately constant; 
afterw ards it decreases again and, finally , th e  diagram  fla tten s. He established  
further that the decrease o f  conductivity occurs at different tim es with dif
feren t cement pastes. From  this he inferred the tim e o f setting [(3), p. 53]. 
C a l l e j a  began his experim ents in 1951. S h i m i z u  accom plished his experi
m en ts under isotherm ic conditions. According to C a l l e j a  the reaction o f setting  
is exotherm ic in practice. For this reason he carried out his experim ents under 
a lm ost adiabatic cond itions wdiich, in his op in ion , are more suitable for practic
a l purposes.

Our m easurem ents were made under very  nearly isotherm ic conditions. 
In  our preliminary stu d y  brand C-600 and C-500 portland cem ent pastes
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w ith  different w ater contents were exam ined. Our graphs show three marked 
m inim a. At the beginning (until 1 hour) a ligh t drop of the resistance is obser
vab le ; after rising, a sharp drop and rise follow . Then, after a period of 
sligh t increase a sudden drop follow ed again by a rise is seen. J u st after 
the first experim ents it became clear th a t, at variance w ith C a l l e j a , we 
observed three m inim a. In these prelim inary tests  our interest ex ten d ed  only  
to  th e  second and third drops because th ey  indicate the beginning and end

F ig . 2. W iring diagram  o f m easuring apparatus

o f  the setting. The first m inim um  w as exam ined later only. A nalyzing  the 
diagram s it is ev ident that 1) the higher the w ater content the nearer are the 
m inim a to the zero p o in t; 2) if  the w ater content is dim inished to  8% , the 
m inim a are not on ly  present, but even  sharper than w ith higher w ater con
ten t. Ca l l e j a  also observed a tem perature increase o f the p aste  during 
adiabatic tests. A fter his publications several investigators discussed th e  fact 
th a t the sudden drop o f the resistance at the term ination of se ttin g  is due 
to  th e  tem perature m axim um . Our experim ents under isotherm ic conditions  
w ith  8%  added w ater proved th a t the m inim um  at the end o f se ttin g  appears 
in  the resistance-tim e graphs, and is as sharp as in the case o f  pastes pre
pared w ith higher w ater content. It seem s th at the sharp m inim um  is due 
to  th e  chem ical change in the ion  concentration  in the paste, for during our 
m easurem ents th e  liberated heat w as able to  depart easily, w hile — on the 
oth er hand — the reaction heat w ith  a w ater content of 8%  is scarce.
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Experimental

a) Pastes  of  Tata C-500 portland  cement

In the first experim ents we exam ined 4 cem en t pastes, w ith different 
w ater content, m ade o f  T a ta  C-500 portland cem ent (with 24, 26, 28 and 
30%  added water (F ig . 3). During the te s t  th e  variation  of p H  and heat 
developm ent of the p aste  w ith  30%  added w ater was measured. A t th e  sam e 
tim e , Y icat tests were carried out on all 4 sam ples. The V icát and p H  m easure
m en ts w ill be discussed la ter . It is obvious th a t 3 m inim a occur in  th e  resis
tan ce-tim e (in the fo llow in g  : R-t) diagram s, o f  which the second and the  
th ird  are very sharp, w hereas the first show s a fla t character. Comparing 
it  w ith  the tem perature-tim e (in the fo llow ing: T -t) diagram containing only  
2 singular points (a sharp m inim um  and a m axim um ) we made the experience  
th a t  un til the first m in im um  o f the R-t curve th e  T -t curve drops and reaches 
th en  a constant value u n til the second sharp m inim um  of R is obtained .

A t this point the T -t diagram shows a sudden  drop, it rises how ever  
soon  slow ly but co n sta n tly  to  the m axim um  o f  th e  tem perature, w hich coin
cides w ith  the third m inim um  of the R -t graph.

I t  is interesting to  n o te  that although disp laced  in tim e, the R -t curves 
w ith  different quantities o f  added water are v ery  similar to one another as 
a consequence of the fact th a t when the w ater content is dim inished the  
physicochem ical changes proceed in decreasing tim e intervals. According to  
th e  classical therm ical m ethod , the settin g  sta rts  when the tem perature of 
th e  paste  begins to  ascend, while the m axim um  o f  the tem perature indicates  
th e  end of setting. I t  is know n that during th e  setting  period o f cem ent a 
certain  quantity o f  th e  produced heat is lib erated . E xam ining the therm o
gram  o f our paste, tak en  in  therm ostat at 20° C, we see th a t its tem perature  
fa lls even below 20 0 (m inim um  at 3h 5m, 19 ,5° C).

The tem perature o f  th e  freshly gauged p a ste  sinks to th is point in 
consequence of evaporation . In this section a d im inution  can also be attributed  
to  th e  fact that after gauging, the ion concentration  of Ca and OH in the  
so lu tion  increases as a consequence of the so lu tion  o f alkali com pounds and 
th e  hydrolysis o f C a-silicates in the paste. T his sta te  shows m erely a sm all 
varia tion  until the beginning of setting, w hich is undoubtedly determ inable  
b y  th e  thermogram (T -t). A s a result o f the se ttin g  reaction at th is point the  
tem perature curve begins to  rise slowly. A t th e  sam e point, the R -t curve 
show s a sharp m inim um . The com pletion o f se ttin g , as has been sta ted , is 
in d icated  by the m axim um  o f  the therm ogram  T -t. This point appears on the  
R -t curve as the third m inim um .

C a l l e j a ’s e x p e r i m e n t s  w e r e  a d ia b a t ic  o n e s  a n d  t h e  p r o d u c e d  h e a t  c o u ld  

n o t  d e p a r t ,  so  t h a t  h i s  t h e r m o g r a m s  s h o w  a s t r o n g e r  o s c i l l a t io n .  I n  s p i t e



o f the nearly perfect heat exchange in  our isotherm ic m easurem ents at 20° C, 
we were able to take up the therm ogram  T -t although the w hole oscillation  
w as on ly  0,5° C during the m easurem ent. C a l l e j a  did not take in to  consider
ation  the dependence o f the resistance on tem perature and w as therefore 
criticised . There is no need to app ly  th e  tem perature coefficien t as correction  
factor  in adiabatic experim ents. T he develop ing heat m ay have influenced  
th e  resistance to a sm all extent during th e  settin g  ; we are, how ever, only  
in terested  in the position  of m inim a and not in the absolute va lues o f  resistance-

SETTING AND HARDENING OF HYDRAULIC MATERIALS II. 89

Table 1

Added
water
% by 
weight

Cement brand C-500 portland Tata

First minimum Beginning 
of setting End of setting Setting time

2 4 l h  4 5  m 2 h  4 5 m 5 h 0 0 m 2h 1 5 m

2 6 l h  5 2 m 2 h  5 5 m 5h 2 5 m 2 h  3 0 m

2 8 2 h 0 0 m 3*1 0 5 m 6 h  0 0 m 2b 5 5 m

3 0 2 h 00'" 3 h  1 0 m 6 h  1 5 m 3 h  0 5 m

b) Pastes made o f  Tata C-600 portland  cement

Similar to the paste of Tata C-500 brand, the paste m ade o f T ata  С-6СЮ 
portland cem ent has three m inima. (F ig . 4). The water content o f  th ese pastes is 
26, 28, 30 and 32 % (added). The shape o f  the resistance graphs is as in the case 
o f C-500 portland cem ent. The therm ogram s (T-t) decrease to the fir st m inim a  
o f R -t curves and rem ain alm ost co n sta n t to  the second m inim a. The second  
sharp m inim um  in the diagram R -t ind icating  the beginning o f se ttin g  appears 
15m later than the minimum in th e  therm ogram  (T-t). This delay w as observ
able w ith  the paste  o f 30%  of T a ta  C-500 portland cem ent too , b u t in this 
case it  was only 5m. However, the m axim um  o f the warming process coincides 
str ic tly  w ith the third minimum o f th e  R -t graph which indicates the com pletion  
o f  se ttin g . In the adiabatic experim ents o f  Ca l l e j a  this m inim um  in  the R-t 
diagram  occurred in  every case a quarter o f an hour sooner th an  where the  
m axim um  of tem perature was show n. The displacem ent o f the m axim a in  the 
T -t therm ogram s against the third m inim um  of graphs R -t m ay be accounted  
for b y  the inertia effect o f the therm al equilibrum . Ca l l e j a  placed th e  therm o
m eter into a closed iron tube conta in ing  m ercury and imm ersed it  in th e  p ásté
i t  is evident th at the heat transm ission  in th is case was slower th an  in our 
experim ents where the therm om eter was coated only w ith  a thin 
layer o f oil and directly  placed in to  the p aste . A t the end o f th e  te s t  we were 
able to  remove it  from the hardened paste  w ithout d ifficu lty . W e Avant to
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F ig . 3. Variation w ith  tim e o f resistance and tem perature o f T ata  C 500 portland cem ent, 
-with 30%  added water togeth er  w ith  the indication o f EM F betw een AgCl and Bi electrodes

and the consistence o f paste

Table 2

Added 
water 
% by 
weight

Cement brand C-600 portland Tata

First minimum Beginning 
of setting End of setting Setting time

2 6 l h  1 5  m 4h 0 5  m 5 h  4 0 m l h  3 5 m

2 8 l h  3 0 m 4h Ю т 5 h  5 0 m l h  4 0 m

3 0 f h  3 7 m 4h 1 5 m 5 h  5 5 m l h  4 0 m

3 2 l h  4 5 m 4h 2 5 m 6 h 0 0 m l h  3 5 m
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call here attention  to the fact that the w ay and tim e of m ixing are not w ithout 
in fluence on the result.

More precise results have been obtained b y  applying a m ixing m ethod  
independent o f hum an agents. The described conditions show th e  sensib ility  
of this m ethod.

Heterogeneous cement Hejöcsaba C-400

This cem ent is com posed of 50%  clinker, 4%  gypsum  and 46%  furnace 
slag . The course o f R -t graphs shows a broad w ave form. (Fig. 5). H ow ever,

Fig. 4. V ariation w ith tim e of the resistance o f T ata C-600 portland cem ent pastes (with  
26 — 32%  added water):, b) variation of th e  tem perature w ith  tim e of two of th e  above pastes; 

c) variation w ith tim e of the V icát consistence of the above pastes
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th e  three minima are not as sharp as in th e  case of Tata C-600 and C-500 
portlan d  cem ent. The d isplacem ent of the m inim a occurs in the order o f  th e  
p ercentage of water. The w ave forms are sim ilar, and thus the rhytm ical

F ig . 5. V ariation  w ith  tim e of th e  resistance, tem perature and Vicát consistence o f C-400 
H ejScsaba heterogeneous cem ent pastes (percentage num bers indicate added w ater)

changes o f  the curves are uniform . W ithout regard to the unusual in itia l in 
crease, th e  T-t therm ograph runs fla t enough and the change, until the end  
of se tt in g , is only 0,12° C (w ith  m any other brands th is  section shows decrease). 
This seem ed to be reason w h y  we failed to obtain  any singular point at the  
beginn ing  o f setting. From  this point up to  th e  m axim um , how ever, the
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rising o f  the produced heat is well noticeable. This point coincides w ith  the  
third m inim um  o f R -t diagram indicating th e  term ination of setting .

Comparison between the conductometric and the Vicát method

The m ost w idespread method for determ ining the setting tim e o f cem ent 
pastes is the V icát te s t . For this reason, our results were com pared w ith  
this m ethod.

An autom atic V icát device, th at m anufactured by Alfred J . A m sler & 
Co. (Schaffhausen) w as used. Four samples were sim ultaneously and com pared  
with conductom etric data  obtained. The resu lts revealed a rough agreem ent 
betw een the values gained by these tw o different m ethods. Comparing the  
diagrams of the pastes T ata C-500 and C-600 portland cement we obtain  Table 
3 and 4.

Table 3

A dded
w ater

Paste C-500 p. c. T a ta

Beginning of setting End of setting

%
R-t Vicát R -t Vicát

24 2 h 45m 2h 30m 5h 0 0 m 5h 2 0 m
26 2 h 55m 3h 1 0 m 5h 25m 6 h 15m
28 3h 05m 3h 50m 6 h 0 0 m 6 h 30m
30 3h 1 0 m 4h 40m 6 h 15m 6 h 15m

Table 4

Added
w ater

P aste C-60Í p . c. T a ta

Beginning of setting End of setting

%
R-t Vicát R -t Vicát

26 4 h 05 m 2h 35m 5h 40m 5h 30m
28 4h Ют 3h 1 0 m 5h 50m 6 h 0 0 m
30 4h 15m 3h 40m 5h 55m 7 h 0 0 m
32 4H 25m 5h 0 0 m 6 h 0 0  m 6 h 4 5 m

T he difference o f  tim e between the V icá t and our m ethod is show n in 
Table 5.

In the case o f  C-500 portland cem ent a deviation  appears at th e  beginning  
o f  settin g  in the p aste  o f 28 and 30% . In th e  paste  o f C-600 portland cem ent a
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Table 5

Difference in  setting tim e between the V icát and  the resistance methods

Added
water

%

P aste C-500 p. c. T a ta P aste  C-600 p. c. T ata

Beginning 
o f setting End of setting

Beginning 
o f setting End of setting

2 4 —  Oh 1 5 m +  0h 2 0 m — —

2 6 +  0 h  1 5 m +  0h 5 0 m _ l h  3 0 m —  0h 1 0 m

2 8 - f O h  4 5 m +  0h 3 0 m —  l h  0 0 m cJZ©+

3 0 +  l h  3 0 m -|~0h 0 0 m —  0 h 3 5 m +  l h  0 5 m

3 2 — — +  0 h  3 5 m + 0 h  4 5 m

difference o f h a lf an hour, in  th at o f 28%  o f  one hour is seen. The point 
of t im e  determ ined for the com pletion o f se tt in g  is within the tolerance pre
scribed in  the standards.

Physico-chem ical interpretation o f the processes in eement setting  
on the basis of experim ental results

A s it  is well-known, calcium  silicates and alum inates of cem ent hydro - 
lize under the influence o f w ater, in consequence o f  which calcium  hydroxide  
so lu tio n  and several colloid gels (silicic acid , aluminium hydroxide) etc . 
arise. T he m ultiphase system s arising in th is w a y  are, however, not stable: 
differen t alterations occur in them  and, continu ing  for a long tim e, fin a llv  
form  a m onolithic solid  body.

A lthough , for a long tim e past, a ttem p ts have been made to esta b lish  a 
th eory  o f  th is process which is, in various resp ects, o f the greatest im portance  
for th e  im provem ent o f cem ent, no sa tisfactory  theories of setting and h ard e
n ing h a v e  yet been evolved .

From  the restdts o f our te s t , independent o f  any kind of theory, we are 
able to  draw some conclusions for the in terpretation  of these phenom ena. 
Our experim ents were carried out w ith three k in d s o f cem ent, the com position  
of w h ich  was different so th at also the process o f these phenom ena varied  
m ore or less.

T h e com position o f T ata C-500 portland  cem ent is 90%  clinker, 4%  
gyp su m  and 6%  flue d u st, the la tter con sistin g  m ainly of calcium  silica te , 
calcium  su lphate and calcium  oxide. After m ix in g  th is cement w ith w ater the  
so lu tio n  show s an increasing ion concentration  for a long tim e, concluding
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from the first section  o f the electric resistance curve in which the resistance  
decreases considerably (Figs. 3 —6).

Excess o f free lim e and calcium  su lp h ate arising from the presence 
o f flue dust causes th e  form ation o f a solution  w ith  greater ion concentration

Fig. 6. Variation of resistance, tem perature and consistence (V icá t)  of Tata C-600 portland  
cem ent paste w ith 30%  added w ater, together w ith  th e  variation  of EMF betw een AgCl and 

Bi electrodes im m ersed in to  th e  paste

w ith  the Tata C-500 portland cem ent than in  th e  case of Tata C-600 portland  
cem ent which does not contain flue dust ; after mixing with water th e  d is
solution still increases alm ost for two hours.
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For obtaining an ap proxim ate in fo im ation  about the pH  values o f  the 
p a ste  w e made electrom otive-force m easurem ents between an antim ony elec
tro d e  and a silver-silver-chloride electrode inserted  in the paste. T he EMF  
m easured  is the higher th e  p H  value o f the p a ste , but no exact value can be 
g iv en  since the form ula for th e  electrode p o ten tia ls  at such high p H  values as 
can  rise  above 14 is not w ell defined. In an y  case increasing EM F m eans 
s in k in g  p H  and vice versa .

T he curve o f p H  undoubtedly  shows th a t  the concentration o f calcium  
h y d ro x id e  increases on ly  for a short tim e, show ing thereafter an essen tia lly  
d ecreasin g  tendency during the whole process. An explanation m ay be given  
b y  th e  fact that the silicic acid and alum inium hydroxide gel formed b y  the 
h y d ro ly sis  bind the Calciumhydroxide quicker th an  the rate at w hich it  is 
su p p lied  by the increasing hydrolysis o f cem ent grains. On the process occurring  
in  th e  arising colloid m ultiphase system  w e are, apart from the resistance  
and th e  alteration o f p H , able to  obtain som e inform ation also from th e  curve 
o f  tem perature. This curve falls slightly at th e  beginning as a consequence  
o f evap oration , then — betw een  40m* and l h15m — it  runs horizontally, m aking  
i t  probab le that a m inor precip itation  process unknow n in detail is occurring  
here. A t the same tim e, also the pH  curve show s a straight section. W hen the  
io n  concentration  atta ins th e  minim um  at 1 45 m the temperature, too , becom es 
sta b le  for some tim e ind icating  a new process o f  crystallization or, possib ly , 
ad sorp tion . B y th is, such an amount of ions is extracted from the solution  
th a t  th e  resistance begins to  grow and the d irection  changes, thus causing the 
f i r s t  m in im um  of resistance to  appear. Then, after the crystallization is com 
p le te d , a sm all but very  characteristic second minimum appears  at about 
3 h 3 0 m. A  short tim e afterw ards, at 4 h, also th e  V icát curve indicates the  
b eg in n in g  o f setting, and th e  pH  curve show s a smaller minimum. F in a lly , 
at 6 h 15m, the third sm all m inimum  appears in  the resistance, i. e. th e  ion 
con cen tration  increases a l it t le  for a short tim e. N ot long before th is , at the  
b th  hour, the p H  curve show ed a sm all m axim um ; the tem perature curve, 
w h ich  from  the beginning o f the minimum at 3 h 5m had continually increased, 
th u s  ind icating some exotherm al process, show ed also a small m axim um  at 
6 h 1 5 m. The Vicát curve indicates the end o f se ttin g  at about 6h 30m w hich is 
th u s  a lm ost coincident w ith the third m inim um  o f the resistance.

L et us have a look at th e  similar curve o f  T ata C-600 portland cem ent 
(F ig . 6).

H ere a considerable difference appears in th e  slow but continous increase  
o f  p H  during 2 hours, a sign o f  the increasing concentration o f calcium  hydr
o x id e . The tem perature sinks till 1n 31m, w here a fla t minimum is seen . As a 
con seq u en ce of the m axim um  concentration attained  in the solution  the

Tim e from beginning.
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resistance shows the f ir s t  low est m inim um  at 11145m. Processes w ith  th is  cem ent 
are generally slower ; the tem perature, startin g  from here, does hardly in 
crease; however, at 4 h 10m it shows a sm all m inim um  coinciding w ith  m axim um  
resistance. The V icát curve indicates the beginning o f setting at 3 1 30 m, while 
on the curve o f electric resistance the second minimum  appears som ew hat 
later. This is not surprising, for no inform ation is given by the V icá t m ethod  
for the processes occurring in the paste before the beginning o f the hardening, 
th a t is before the beginning o f gel-form ation or crystallization. D a ta  o f  these, 
can  be obtained much more conveniently  by resistance m easurem ents because 
th e  resistance is proportional to the ion  concentration and the cross-section  
o f  the liquid. W ith the decrease o f both , the resistance increases. The cross- 
section  decreases when a separation o f a solid phase i. e. o f a crysta l from  
the liquid takes place, since the conductiv ity  o f this is practically zero. By  
separation  o f gel the real cross-section decreases only to a sm aller degree, 
for its real structure is spongy and its  tru ly  solid part insign ificant. In  the 
resistance of T ata C-600 portland cem ent in question, a sharp m axim um  is 
com ing forth at 5h50raand, im m ediately afterwards, at 6h, a sharp m inim um  
appears. H enceforth the resistance increases continuously. A t th e  sam e tim e, 
th e  p H  shows a considerably m arked m axim um ; thus, the concentration  of 
calcium  hydroxide sinks till the end after a decrease for some tim e; at 6h 50"’ 
also the tem perature shows a sm all m axim um , after which heat generation  
decreases. W ith the V icát device, the com pletion  o f setting is in d icated  much  
later, at the 7th hour.

R esults o f  tests w ith  H ejőcsaba heterogeneous cem ent are naturally  
divergent, for th is cem ent consists o f 50%  clinker, 4%  gypsum  and 46%  blast 
furnace slag. Here, we were not able to  furnish p H  m easurem ents. A t the 
beginning the tem perature curve increased (F ig. 5), for the tem perature of 
th e  paste was lower than  20° adjusted w ith  the therm ostat; after attain ing  
20° it  rose very slow ly till 6 h 15m. W ith  a paste containing 32%  hum idity  
the first m inim um  of resistance was obtained at 11145m ,while the second m ini
m um , which was deeper than  the first,occurred  at 3h45m. B y the V icá t device, 
how ever, the beginning o f setting was indicated only at 5h 30m. The third  
m inim um , which m ay be brought in to  connection with the end o f  settin g , 
appears at 6h 30m; by the V icát device the end o f setting could not be observed  
even  at 7 ll30m. Minima and m axim a o f th is cem ent are more defin ite  and more 
p ositive than o f those above m entioned. The absolute value o f  resistance is 
m uch higher, therefore the solution more diluted than that w ith  the Tata  
cem ents which contain more clinker but not b last furnace slag. From  th is it 
follows th a t, after the first resistance m inim um , the resistance is growing 
stron g ly , th at is, the ion concentration o f the solution decreases. T hen another 
m inim um  — dependent on the beginning o f setting — and, again, a consider
able increase o f resistance (thus another decrease o f concentration) follow s,

7 A cta  Technica X X II / I—2.
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w h ilst the resistance is growing to the end after the third m inim um  which  
h ow ever, is obviously  dependent also on desiccation .

From these series o f  experim ents, in w hich m easurem ents to determ ine  
th e  tim e of setting were carried out w ith id en tica l kinds of cem ent and d if
ferent amount of w ater, p roof has been furnished  th a t by applying a sm aller 
am ount o f water the begin n in g  o f setting, as also its  completion occur sooner, 
and th a t the duration o f  se ttin g  itse lf grows shorter. This phenom enon is also 
know n from the te sts  carried out with old procedures and is ev id en tly  the  
consequence of the m ore concentrated so lu tion  obtained with the sm aller  
am ount o f water or rather o f  a quicker supersaturation  renewed after precip ita
tio n , nearer in terpretations of which are, how ever, waiting for further in 
v estiga tion s.

Our investigations to  determine the tim e needed for setting tim e were 
n ot extended  only to  cem ent pastes but also to  m ortar. We found th at the 
se tt in g  process was p ractica lly  flattening out, th a t  it proceeded slower and 
th a t  several steps were show n by the Y icat curve for which no closer in ter
p reta tion  can be given  y e t . The tem perature curve generally shows a slow  
decrease with smaller b u t non-characteristic w aves, the signification o f which  
is unknow n. A very characteristic  fact, how ever, is th a t the electric resistance  
curve shows the sam e three m inim a as are observable w ith pure cem ent pastes, 
a proof th at in so lid ify in g  mortar the sam e processes occur as in pastes. 
M easurem ents of electric resistance proved to  be a more favourable m ethod, 
for results of this m ethod are less dependent on the presence o f additional 
m ateria l than those o f  conventional procedures.

Our experim ents carried out h itherto m a y  actually  be considered as 
prelim inary tests; accom plishing them  ex ten siv e ly , and com bined with  
other m easurem ents, th ey  m ay lead to further considerable im provem ent.
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SUM M ARY

Investigations into the setting o f  different cem ent brands w ith an im proved condu cto
m etric m ethod showed the existence o f three pronounced m inim a in the resistance-tim e  
curves o f  cem ent pastes. The tem perature o f cem ent paste in cubic Vinidur cells o f 2 cm  edge 
and im m ersed in an ultratherm ostat o f 20,000 +  0,001° C has been also measured against tim e. 
The first resistance m inim um  seems to ind icate  the beginning and the third the end o f  setting, 
both o f them  being more readily observable and sharper than by the classical Y ica t te st, 
com parison w ith which has been also m ade. The changes in  tem perature,pH  va lu e  and resis
tance have been measured and are d iscussed from the physico-chem ical point o f  v iew .

D IE  A B B IN D U N G  U N D  E R H Ä R T U N G  VON H Y D R A U L ISC H E N  S T O F F E N  
II. K ONDUK TO M ETR ISCH E A N A L Y S E  D E R  A B B IN D U N G  VON Z E M E N T B R E I  

U N T E R  ISO T H E R M ISC H E N  UM STÄ NDEN

G. SZU K  und I. NÁRAY-SZABÓ

ZUSAM M EN FA SSU NG

D ie Abbindung von verschiedenen P ortlandzem enten wurde m it einer verfeinerten  
elektrischen Leitfähigkeitsm ethode untersucht. D ie erhaltenen Kurven zeigen drei verschiedene  
Minima. D ie Veränderung der T em peratur von  Zem entbrei (in Meßzellen aus V inidur) m it 
der Zeit wurde ebenfalls gem essen, während die Meßzelle sich in ein Bad von 2 0 ,0 0 0 +  0,001° C 
befand. Auch die Änderung des pH  w urden durch die Potentialdifferenz zw ischen AgCl und 
B i-E lektrodcn verfolgt.

Das erste Minimum des W iderstandes zeigt den Anfang, das dritte das E nde der Abbin
dung; beide sind gut beobachtbar und schärfer als die klassische ViCAT-Probe, w om it unsere 
M essungen verglichen wurden. Die Änderungen der Tem peratur, des pH und des W iderstandes 
werden aus einem physikochem ischen G esichtspunkt diskutiert. Hierbei werden die Ergebnisse  
der M essungen an Gipsbrei in der vorangehenden Arbeit angewandt.

P R ISE  ET DURCISSEM EN T D E  M ATIÈRES H Y D R A U L IQ U E S  
II. É T U D E  DE LA P R IS E  D E  LA PÂTE À CIMENT PAR  

R A PPO R T À LA C O N D U C T IB IL IT É , DA NS DES CO NDITIO NS  
ISO T H E R M E S

G. SZU K . e t I. NÂRAY-SZABÔ

RÉSUM É

N ous avons étudié la prise de d ifférents cim ents portland selon la m éthode de conduc- 
tib ilité  électrique corrigée. La courbe de résistance m ontre trois minima explicites. N ou s avons 
m esuré le changem ent dans le tem ps des degrés de chaleur de la pâte à cim ent m ise dans des 
cellules cubiques Vinidur de 2 cm, pendant que la cellule é ta it immergée dans une u ltratherm os- 
ta te  au 20,00 +  0,001° C. Nous avons su iv i le changem ent de pH par l’exam en de la différence 
de potentie l entre les électrodes AgCl et B i placés dans la pâte.

Le premier m inim um  de la résistance indique le com m encem ent de la prise, le troisièm e  
la fin  de cette  m ême ; tous les deux son t bien observables et plus nets, que dans l’épreuve  
classique V icát, avec laquelle nous avons com paré nos résultats.

N ous traitons les changem ents du degré de chaleur, de la résistance é lectrique et de 
pH  au point de vue physico-chim ique.
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СВЯЗЫВАНИЕ И ТВЕРДЕНИЕ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ МАТЕРИАЛОВ,
II. ИССЛЕДОВАНИЕ С ПОМОЩЬЮ ПРОВОДИМОСТИ СВЯЗЫВАНИЯ 

ЦЕМЕНТНОГО РАСТВОРА ПРИ ИЗОТЕРМИЧЕСКОМ РЕЖИМЕ
Г. СУК и И. НАРАИ-САБО

РЕЗЮМЕ

Связывание различных портландцементов испытывалось при помощи улучшен
ного метода испытания при помощи электропроводимости. Кривая сопротивления имеет 
три выраженных минимума. Измерением было установлено изменение во времени темпе
ратуры цементного раствора, помещенного в ячейки из винидура в форме кубика со сто
роной 2 см. При испытании ячейка была погружена в ультратермостат, в котором под
держивалась температура 20,00 ±  0,001° С. Изменение pH  исследовалось при помощи 
помещенных в цементный раствор AgCl и Bi, измеряя разность потенциалов между ними.

Первый минимум сигнализирует начало связывания, а третий — коней связыва
ния ; оба минимума можно легко наблюдать и получается более точный результат, чем 
в случае классической пробы VICÁT, с данными которой были сравнены полученные 
нами данные.

Изменение температуры, электрического сопротивления и pH рассматривается 
с физико-химической точки зрения.
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Introduction

Problem s related to the flow  of liqu id  m ixed with gas, are encountered  
in  num erous spheres of the industry, in particular in the chem ical in d u stry  
and in  the production o f crude oil. The designers face an extrem ely  d ifficu lt  
task  in having to  overcom e th is problem , since theoretically the question  is 
very com plicated and cannot be treated w ith  the classical methods o f hydraulics. 
The available knowledge and experience, based  m ostly  on em pirical d ata , is 
— owing to  the large number o f variables to  be investigated  and the m anifold  
nature o f  the problems presenting th em selves in  different regions — still 
very far from the point o f enabling one to  establish  a general relationship  
covering the flow  o f liquids m ixed w ith gas and w ith an accuracy approach
ing practical dem ands. H ow ever, the em pirical calculation m ethod (1), the  
accuracy o f  which m ay be estim ated to  am ount to  i l 5 per cent, assessing  
the results o f the indeed large number o f experim ents carried out in  th e  course 
o f the la st decade and referring to the pressure drop encountered w ith  th e  
horizontal flow  of gaseous liquids, should be considered as a sign ificant ach ieve
m ent. The vertical flow  is even cosiderably m ore com plicated than th e  horizont
al one, since characteristics o f the flow  developed , depend to a v ery  great 
ex ten t on the m anner o f feeding the gas.

The following study is dealing w ith a special value of the vertica l ou tp u t, 
th at is the m axim um  quantity  o f  the liqu id  which m ay be delivered.

This question has its significance (2), f ir st o f  all in the production o f crude 
oil, how ever, it does p lay an im portant part as w ell, in air lift used for dew ater
ing for the delivery o f sludge, or in deepw ell pum ping in mixers and other  
equipm ents o f the chem ical industry.

N om enclature

Referring to Fig. 1. the follow ing nom enclature is used in the paper.
L  =  len gth  o f the m ixture colum n (pipe)
H  =  useful head 
y =  pipe subm ersion in liquid

[m]
M
[m]



102 G. Â. PATTANTYÚS, A. NÉMET, Â. SZABÓ and J. CAÂL

D  =  d iam eter o f the pipe [m
d =  d iam eter o f the internal pipe [m
D h  =  eq u iva len t diam eter =  D — d  [m
D r  =  red uced  diam eter =  ) D ’ — d 2 [m
к  =  abso lu te  roughness o f the p ipe wall [m
V  =  f lo w  rate [m 3/sec
Q —  d e n s ity  [kg sec2/m 4
g  =  acceleration  due to gravity [m /sec2
c =  ab so lu te  speed [m /sec
A p  =  pressure drop along the m ixture pipe [kg/sec2
p  =  pressure [kg/m 2
V =  k in em atic  v iscosity  [m 2/sec

, Г kg sec'
/« =  d y n . v iscosity  [ m ~2~j~
a =  surface tension [kg/m
A =  p ip e  friction coefficient
A* =  reduced pipe friction coefficient

Subscripts:

f  =  liqu id
g  =  g as 
к =  m ixture
c =  v a lu e  referring to atm ospheric conditions 
a =  v a lu e  referring to the level o f feeding
D  =  v a lu e  referring to the w hole cross sectional area o f th e  pipe

1. Characteristic values o f the vertical flow  o f gaseous liquids

B y  feeding gas into an open surface colum n o f liquid, through a foot 
piece p laced  in у  depth below  the surface o f  the liquid , the level o f the m ixture  
colum n diluted  in such m anner, w ill rise. W ith  a determined gas in p u t the  
gaseous m ixture w ill reach the m outh o f th e  pipe and the delivery o f  liquid  
w ill  begin. (I). B y increased gas input the liquid  output will raise and m ean
w hile reach a point o f the most favourable m ixing ratio (II.) The liquid output 
p lo tted  against the gas input has a m axim um  (III .) , after which, in sp ite  o f  
increased  input, the output w ill begin to decrease and with a very large input  
it  w ill cease. (IV.) H ence, as m ay be seen from  F ig . 2 with an equipm ent o f  
g iven  dim ensions, w ith gas and liquid of d efin ite  m aterial properties, liquid  
o u tp u t has a m axim um . In th e  following it is in tended  to discuss in  detail the  
d eterm in ation  o f th is m axim um  value.

For com pleteness sake and to characterise the vertical flow  it  should  
be ad d ed  th a t depending on the gas input and pipe characteristics, various 
form s o f  m ixture flow ing m ay be recorded. Observing mixture flow  in gas 
p ip e s , i t  has been stated  (3) th a t in case o f  large m ixing ratios, the gas w ill 
proceed in the pipe first of all in the form o f slugs com pletely filling the cross-
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f e e d i n g  

F ig .  1

Fig. 2
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section  o f  the pipe. (See F ig. 3.) In  m ost o f  practical cases it  is th is  form  o f  
flo w  w hich will be encountered in the case o f  m axim um  liquid y ie ld .

Fig. 3 Щ

2. Considerations by dim ensional analysis

Generally, a functional relation o f th e  form

f  {V/, Vgj, Qj, Q̂ j, fif fig[, a, D , L ,  k, A p ,  g) = 0  (1)

w ill describe the flow  o f gaseous liquids. I t  is quite evident th a t th e  writing  
up o f  a relationship containing so m any variables involves extraordinary d if
ficu ltie s . In  order to  sim plify  the question , a reduction of the num ber o f  
variables should be needed. B y  the present investigation  it  is in ten d ed  to  
determ ine the value o f  the maximum  liquid delivery. In such m anner th e  num 
ber o f  variables could be reduced b y  one, (1) m ay be solved for Vf

Vf — Vf (Vgi, Qf Qgi • • • )
The partia l derivate o f  th is expression eq u atin g  to zero

3 V,
8 V

1  =  0

(2)

( 3)
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yields the extrem e value of Vf. T his value is on basis o f physical consider
ations, obviously m axim um . B y  (3) the value

(^gi) /max =  Ф (P/> {?£!> Qki% • • ) fâa)

belonging to the extrem e value o f  Vf, may be expressed. H ence for the case 
o f m axim um  delivery the form

Vf max =  ï /  max (Q/i Qgii Qki> • • • ) (^a )
m ay be used.

A t the place “ i”  not defined so far, the density  o f gas as against the den
s ity  o f the liquid, m ay be taken as negligible and the relations o f  d en sity  m ay  
well be characterized by the average density o f the liquid and the m ixture 
respectively. On th e  basis of research experiences the influence o f  the v iscosity  
o f gas m ay also be taken as negligib le. After these for the case o f  m axim um  
liquid delivery,

F ( v f  max, Qf, Qkh f t  a ,D ,L ,  k, A p,g )  =  0 ( la )

will characterize the flow.
According to the theorem o f B u c k in g h a m , the exam ined phenom enon  

m ay be described b y  seven dim ensionless expressions. It is expedient to  separate 
out o f  these three in  advance, viz .

L  к

D  ’ D

the geom etrical size ratio characterizing the slenderness o f the pipe line and its 
relative roughness, and the

Qki
Qf

density  ratio.
Hence, a seven  column dim ensional m atrix m ay be w ritten for a dim ensio

nal analysis. The com plete set o f  the dim ensionless products is represented b y  
four expressions, w hich may ex p ed ien tly  be selected as follow s

_ Qf V} max
Л  , =  —-----------

A p D *

Vf max
I t  Q ---- ~

D'l. g'!>

Qf Vf max
Tt ~ =  — ---------

D 3 a

_  Vf max Qf
J l  л  --- — -

Dpf
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( T h e s e  f o u r  e x p r e s s io n s  a r e  p r o p o r t io n a l ,  t o  t h e  p r e s s u r e  c o e f f i c i e n t ,  t o  t h e  

F r o u d e - ,  W e b e r - a n d  R E Y N O L D S -n u m b er .)

T hus, in case o f  m axim um  liquid yield , the flow  o f liquid m ixed with 
gas, flow in g  in a vertica l p ip e, w ill be written b y  the function-relation o f the 
fo llow in g  form :

F -̂ 2’ Л.3 ’
L
D

к
D

^ 1 = 0
Qf '

(16)

I t  was found in th e  course o f the tests, th a t w ith  calculations distinction  
sh ou ld  be made betw een “ lo n g ” (L  >  100 m) and “ short” (L <  20 m) pipes. 
In th e  former case the in flu en ce o f pipe-friction  is preponderant, while in the 
la tter  the influence o f  feed ing  and density-ratio  dom inates. A lthough several 
q u estion s were still le ft op en , thus for instance ju st the question o f range

lim its  to o , which is possib ly  characterized by the relative length
D of the

p ip e , i t  was possible to  fin d  general relationships for the tw o extrem e ranges 
ab ove m entioned, from  w hich the m axim um  liquid  yield  m ay be determ ined  
in  ad van ce with an accuracy approaching practical dem ands. 3

3. M aximum liquid yield of long vertical pipes

A s it  was already m en tion ed  in the introductory part, the determ ination  
o f m axim um  liquid y ie ld  and minimum im m ersion respectively (liquid- 
colum n pressure required at th e  footpiece, is o f  particular significance in the 
case o f  pumped oil w ells. H ow ever, it  has a sim ilar significance in the case of 
th e  cleaning or test-pum ping o f  deep wells, the dew atering o f  mines and service
like w ater supplying effected  from great depth as w ell. In the cases enlisted, 
it  is practically  w ithout ex cep tio n , a question o f long ascending pipes and a 
re la tiv e ly  small specific subm ersion. Here the friction losses of the flow  are 
o f  prédom inent influence. C onsequently, the pressure change per unit length  
o f th e  already developed m ixture flow  should be exam ined.

a) E stim ating the m in im um  pressure drop per  p ip e  unit length

T he pressure change o f  vertical m ixture flow  per unit length m ay be 
d eterm in ed  on the basis o f  P a tta n ty ú s’ theory (4). The pressure change along 
an  elem ent o f the pipe, Al in  length  may be w ritten  in the form

ЛР =  Qkg(A 1 +  л h), ( 4 )
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where Ah' is the hydraulic loss (head) per Al length  ;

К ± A 1
D 2 g

(5)

where the Cj on the Al section  is assum ed as constant. The local average density  
o f  the m ixture is

and w ith these

Qk =  Qf
cj D  

cf

K_ C-D l в/
D 2 g 1 вк

A l (5«)

Therefore, the pressurehead change per unit length  (expressed in liquid  
colum n) is :

A p
в/ g  A 1

вк

et
-  =  —  +

D  2,

r 2
c f D Of

вк
(4a)

B y  reducing o f the specific gravity  o f the m ixture — in case o f  given  
liqu id  yield  — the pressure drop per unit length, m ay only be reduced up to a 
certain  lim it, on account o f the sim ultaneous increase o f  hydraulic losses. The 
pressure drop versus density ratio has an extrem e value, it  is probably a 
m inim um . In supposing that Xr depends on density  ratio only to  a negligible 
ex ten t, the extrem e value m ay be calculated. According to  th is  calculation  
the minim um  pressure change is  obtained at the density ratio

and its  value will be

К
2 g D

A p
в/ g -  A l LJ D

г К
2 g D

On full pipe length , the va lue o f the tota l pressure drop is

(6)

P a ~  P o =  У ■ в / - g

It is certain, th at the proportion due to unit length o f the to ta l pressure 
drop will be greater than  the m inim um  value, in extrem e case it  w ill be equal 
to  it , th at is

y \ L l j d
r К
2 g D r
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A pplying this e stim a te  the upper lim it o f  liqu id  y ie ld  m ay be deter
m in ed  for a given eq u ipm ent

У
CJ D m a x  ~ r  ~ ^  C^®)2 L j/Àr/ 2 g D

and in  certain cases the m in im um  submersion required for prescribed liquid  
y ie ld  to  given delivery h ead  m a y  be com puted.

b) Determination of the m a x im u m  liquid output

On the basis of em pirical data it may be supposed th at in long vertical 
d e liv ery  pipes the d istrib u tion s o f the pressure-gradients along the pipe in  
d ifferen t equipm ents, are n ea r ly  affins compared to  each other :

Pa -  P о 
L

dp
dl

: const.
t=s

dp

dl min

T his means at the sam e tim e , th at the in eq u ality  (7a) m ay be transform ed  
in to  an equality by a c o n sta n t, independent o f  the structure’s geom etrical 
sizes  and  stu ff properties, t h a t  is

(76>

w here th e  constant m entioned  above has already been considered in the value 
o f  A*. A pplying the relation  (76 ), the value o f A* m ay unequivocally  be deter
m in ed  from  experim ental d a ta . U nfortunately, on ly  very  little  reliable data  
is a v a ila b le  regarding long p ip es, consequently conclusions which m ay be 
draw n from  these can on ly  b e  accepted w ith certain precaution.

On the basis o f very  ex te n s iv e  series o f m easurem ents relative to  the Полу 
o f  gaseou s liquid in horizontal p ipes, it  has been sta ted  (1) th a t hydraulic losses 
m a y  unequivocally  be characterized  by the R eynolds num ber (referring to the 
fu ll pipe-cross-section o f liq u id  flow ), the relative roughness o f  th e  pipe Avail 
an d  th e  gas—liquid ratio. A ccord ing  to the in vestiga tion s o f  P a t t a n t y ú s  [ 5 ]  

h y d ra u lic  losses present in  air lift  pumps m ay be calculated  w ith the usual 
p ip e friction  coefficient and w ith  its som ewhat increased value respectively.

According to the ab o v e , i t  seem s evident in  th e  case o f long pipes where 
th e  in flu en ce of pipe friction  is  predom inant, th at the friction coefficient m ay
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b e exam ined first o f all varying with the R e y n o l d s  number o f entering liquid  
flow  and the relative roughness only. H ence, the relation characterizing long  
pipes m ay be w ritten as follow s :

K = f Ля
и

( 8)

Table I

The data o f  K. T h e in  [6]

No D L У V f max

l 181,4 51,4 0,384 0,052

2 0,45 231,2 56,6 0,320 0,055

3 0,55 231,2 49,7 0,270 0,0595

4 240,1 42,6 0,2195 0,062

The data presented in Table 1 were taken fro m  the article o f  K. Thein  [6] published on the air lifts 
( ‘•‘m am m oth-pum ps”)  employed fo r  the dewatering o f  Lolharingian m ines

Table II

No Pipe diameter 
D /d У'т Vf max ms/»ec.

l 2 " 50 0 -7 0 0 3 6 -1 9 0 0,0001-0,0007
2 2  1 / 2 " 490-1740 35—330 0,0001—0,0005

3 3" 540-1290 4 6 -1 2 6 0,0002-0,0025
4 4" 5 6 0 -1920 3 2 -4 8 0 0,0001-0,0072

5 6 I /472" 1220-1920 8 8 -4 5 0 0,0006—0,0065

6 7"/2 1/2" 9 4 0 -1930 3 2 -4 8 0 0,0002-0 ,0110

7 8 5/8"/4" 1280 3 5 -1 0 3 0,0003—0,003

8 9"/3" 1870-1970 9 7 -3 7 0 0,0015-0,0125

9 9 5 /8 7 3 ' 1800-2000 3 9 -2 8 5 0,0005-0,0164

In the Table II the pum ping data o f  oil wells were collected . W ith  the 
d ata  here sum m ed up, the v iscosity  o f  the produced oil could be tak en  as 
nearly o f identical value. Since the value o f the v iscosity  o f oil is not known  
exactly , the value of

<P =
t y y D HDb
U J V ‘j max
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proportional to the va lu e o f  A*, calculated from  the equation 7/6 was show n  
in  F ig . 4, plotted against th e  expression

__ D h  ^ 7  max

D%
proportional to the Re • v.

The relation
4> =  <p(v)

m ay w ell be approached w ith  a single curve. It is desirable that the value of 
A* should  be reduced to  the w ell known pipe friction coefficient or rather com 
pared w ith  it. Fig. 5 has been prepared on th is purpose. The fact th at the  
v isco sity  has not been know n exactly  m eans an uncertainty  in  the diagram, 
therefore in this case the data of Table II  were calculated with an average 
v =  12 cSt kinem atic v iscosity . In the diagram  the relation

1 =
64

Re

v a lid  for the lam in ar f lo w  o f  a hom ogeneous m ed iu m , and also th e  ap p rox im ate  
r e la tio n

; 0,3305^
R g O -2 5 2

g iv e n  b y  A n d e r so n  [7 ]  for large d iam eter o il p ip e lin es , are sh ow n .
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The diagram  gives a good illustration  o f the A and Яг curves, course of 
a perfectly sim ilar character.

Assessing briefly  the results o f  the in vestigation s referring to long p ipes, 
it  m ay be stated  th a t by a suitable selection o f  the modified p ipe  friction coef
ficient, the value o f  maximum liquid y ie ld  may be calculated by a good approach.  
W ith the calculation o f the pressure drop, along th e  pipe essentially the m ethod  
em ployed with horizontal flow  is being follow ed, w ith  the difference th a t  the

Л

influence of the gas — liquid ratio i. e. the density ratio in this case has an a ly tica lly  
been cleared up and by the introduction of the reduced p ip e  friction coefficient, 
the problem has been reduced to the method s im ilar to the one for the determination  
o f  one phase liquid f low  p ipe  friction losses. 4

4. Maximum liquid yield o f  short pipes

In the foregoing it has already been m entioned that compared to  the  
friction loss o f the pipe, significant additional losses present them selves w ith  
short pipes. These losses m ay not unequivocally  be characterized b y  the  
roughness o f the pipe wall and the nA R e y n o l d s  number of liquid flow . The 
shorter the pipe, the more significant is the in fluence o f the manner o f gas feed
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a n d  t h e  l e s s e r  is  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  m a n n e r  o f  g a s  f e e d  a n d  t h e  l e s s e r  is  t h e  

i n f l u e n c e  e x e r c i s e d  b y  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r .

F r o m  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  e x p e r i m e n t s  c a r r i e d  o u t  b y  t h e  Department of  
H ydrau lic  Machines o f  the Technical University , Budapest w i t h  L =  4 — 2 0  m .  

s h o r t  p i p e s ,  i t  s u c c e d e d  f i n d i n g  a m o n g  t h e  m a x i m u m  l i q u i d  y i e l d  a n d  t h e  

c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  p i p e  a  g e n e r a l  r e l a t i o n s h i p  f o r  t h i s  r a n g e ,  w h i c h  m e e t s  

p r a c t i c a l  d e m a n d s  q u i t e  w e l l .

As e x p l a i n e d  e a r l i e r ,  t h e  f l o w  is  c h a r a c t e r i z e d  h e r e  b y  a  f u n c t i o n a l  

r e l a t i o n  o f  t h e  f o r m

•̂ 1, -̂ 2’ П3’ "̂ 4’ D
к

D
6ki
Qj

=  0

Instead of mixture density  its “ apparent”  m ean value should be introduced, 
w h ich , em ploying the relationship

QkgL a d ß j g y ,

m a y  be reduced to  the

Qy
Q f

— У/ L

kn ow n  data. B y a sim ilar consideration, th e  pressure drop along the ascending  
p ip e m ay be expressed in the form

Hence
A P =  ef y g

1/2
__  r f  m a x

y g D 4

T h u s, in  the case o f  a nearly constant re la tive  roughness it  m ay be w ritten  as

/  y_
D  ’ L

711 —f i *̂ 2’ *̂ 4 ( 9)

v f  m a x  ' D ' - f y g - f
у

j c 3 D
(9 a )

In  the course o f  a very  large num ber o f  experim ents it was found th a t in  
th e  case o f constant Qf, [Af, and a m aterial properties :

a) Wi t h  constant p ip e  diameter and p ip e  length

vfma x ~ y / -  (10a)

th a t  is  to say th e  m axim um  liquid o u tp u t proportional to the three-halves  
pow er o f subm ersion. (F ig . 6)
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b) In the case o f  constant p ip e  diameter (F ig. 7)

F/ maJ L ^ L - ' /6 (106)
//■

A pplying the above tw o relations, the pipe diam eter influence m ay be 
unraveled as well. 8

8 Acta Technica XXII./l—2.
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T he experiments have show n that the proportionality  of

(10c)

ch aracterizes the influence o f  the pipe d iam eter (Fig. 8).
U nfortunately, at the m om ent there are not y et sufficient experim ental 

d a ta  available to clear up lire influence o f m aterial properties. On th e  basis

V f  m a x  ^  j ) 5/2

L ~ 7l* ÿ l ‘

o f  som e measurements carried out in L =  4 -y 7  m long pipes w ith  oils o f  
n ea r ly  identical density and different v iscosity  when R e >  20 000 (where :

R.
Cf D

), the assum ption m ay be made th a t w ith short pipes the influence

o f  the viscosity  is o f  a negligibly small extent. (Shaw stated  the sam e w ith  long 
p ip es regarding the in fluence o f  liquid density .)

In  order to tie the em piric results sum m arized in (10), to a more realistic  
p h y s ica l illustration, it  seem s obvious to  w rite the equation (9) ensuring the
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hom ogeneity of dim ensions, in the form

V j  max ~  D 2 ] / y g  71™ 71* 7z f
L Я у
D L (И )

since here the geom etrical sizes appeared in  every  expression.

For the determ ination of the exp on en ts there are available on ly  four  
equations from (10a — 10c). The problem  m ay be solved by making th e  assu m p 
tion

0

w ith  larger R eynolds numbers and short (L <  20 m) pipes, w hich seem s to  
be ju stified  by w hat has been said regarding the influence of m ateria l pro
perties.

8 *
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In  case o f p  — 0 th e  equations determ ining the four unknowns : 

5/2 =  2 ----- ^  m — 3 n — q

0 =  m- ( - 2 n

_  7/6 =  q -  r

their solution  : m =  — 1/3

n =  -f- 1/6 

9 =  - 1/6 
r =  1

Therefore, th e  (11) equation may be w ritten  in  the form of

71J '  ■

71J  •
-  = /

D ) 1/. У
L  ) L

( 12)

In F ig . 9 all results o f  m easurem ents are show n in  a summarized form .
Sum m arizing th e  te s ts  referring to short pipes, it  m ay be sta ted  th at  

regarding ih e m axim um  liquid yield of v ertica l pipes L — 3 — 20 m long and
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w ith  an inner diam eter o f 0  30— 0  130 m m , it  has been possible for the case of 
gas feed  through a slot on the external ring surface, to establish  general relations 
w ith  an accuracy m eeting the dem ands.

The investigations led to the conclusion which m ay be expected  also from  
a p h ysica l v iew  th at the value o f  pressure drop alongside short ascending p ipes ,  
is influenced in the f ir s t  place by the density ratio and the Froude number charac
terizing the ratio o f  the force o f  inertia and weight. The influence o f  th e  W eber 
num ber i. e. the capillary forces, were cleared up m ostly on the basis o f  theore
tica l considerations. This investigation  has show n th a t the influence o f  material 
properties is secondary. U ntil, however, experim ents clearing the in fluence o f  
th e  m aterial properties ( p, a) vailable in  sufficient abundance, conclusions 
referring to  the influence o f these m ay only  be considered assum ptions.
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SUM M ARY

In connection w ith the calculation of the m axim um  liquid yield of vertical p ip es tr a n s
porting gaseous liquids, it  has been possible to find  general relationships for tw o particular 
ranges.

In the case o f long (L >  100 m ) p ipes the hydraulic losses consists m ainly o f pipe 
friction  losses. A pplying the theory of P attantyús, the m axim um  liquid y ield  o f the pipe 
m ay be calculated by a good approxim ation, calculating w ith  a factor which m ay be reduced  
to  the pipe friction factor o f a pipe line transporting a hom ogeneous m edium  and provided a 
know ledge of given conditions.

W ith  short pipes the feed, m ixing and other additional losses are the ruling factors. 
B y  evaluating a large num ber of test data, it  w as found possible to establish reliable relation
sh ips for one dom ain o f th is problem , too.

T his particular problem  of the flow  of gaseous liquids cannot at all be considered as 
closed or solved. The value o f the qu antitative  influence of gas feed has not been cleared up , 
a m ore exact knowledge o f the influence of m aterial properties is sim ilarly deficien t. F urther
m ore, w hen  enlisting w hat is m issing, the clearing up of the rather com plicated question o f  
m axim um  liquid y ield  o f pipes o f m edium  len gth  (20 m  <  L  <  100 m), ought to  be m entioned  
first o f  all. It m ay he hoped that in the near future the authors m ay be in  a position  to  report 
considerable progress as regards the clearing up o f the last m entioned problem  as well.
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M AXIM ALE FL Ü SSIG K E IT SD U R C H L E IT U N G  MIT
G A SH A L T IG E N  FL Ü SSIG K E IT E N  G E F Ü L L T E R , V E R T IK A L E R  R O H R E

G. Á. PA TTA N TY Ú S, Á. N ÉM ET. Á. SZABÓ und J . GAÁL

ZUSAM M ENFASSUNG

B e i der Berechnung der m axim alen  Flüssigkeitsdurchleitung gashaltiger F lüssigkeiten  
le iten d er  R ohre gelang es in  zwei besonderen Bereichen allgem eine Zusam m enhänge zu finden.

D ie  in  langen Rohren (L >  100 m ) auftretenden Ström ungsverluste bestehen h au p t
säch lich st aus Rohrreibungsverlusten. In Anwendung der Theorie Professor Dr. P a tta n ty ú s , 
kann d ie  m axim ale Flüssigkeitsdurchleitung eines Rohres in  K enntnis gegebener Bedingungen, 
in  R ech nu ngstellu ng  eines K oeffizienten , welcher au f den Rohrreibungskoeffizienten eines, 
ein h om ogenes Medium leitenden Rohres rückführbar ist, m it guter Annäherung berechnet 
w erden.

B e i kurzen Rohren sind die bei der B eim engung und der Verm ischung auftretenden, 
sow ie anderw eitige, zusätzliche V erluste m assgebend. U nter Bewertung einer grossen  
A n zah l a u f Versuchen beruhender A ngaben ist es gelungen für einen Bereich dieses Problem 
kreises beruhigende Zusam m enhänge zu finden.

D iese  spezielle Frage der Ström ung gashaltiger F lüssigkeiten kann bei w eitem  noch  
n ich t als abgeschlossen, oder gelöst betrachtet werden. Der W ert des quantitativen  E influsses 
der G asbeim engung ist noch nicht geklärt, es fehlt auch noch die genaue K enntnis des E influsses 
der M aterialkennw erte. B ei A ufzählung der Mängel m üsste in  erster Linie die Klärung der 
sich  m it der m axim alen F lüssigkeitsdurchleitung m ittellanger Rohre (20 m < L <  100 m) 
b efassen d en , ziem lich kom plizierten Frage erwähnt werden. Es besteht die H offnung betref
fend  der K lärung letzterer Frage in naher Zukunft ebenfalls von  einem  erheblichen F ort
sch r itt berichten  zu können.

L E  R E N D E M E N T  MAXIMUM D E  T R A N SP O R T  D E  T U Y A U X  V E R T IC A U X  R EM PLIS
D E  LIQ U ID E S G A Z E U X

G. Á. PA TTA N TY Ú S, Á. N ÉM ET, A. SZABÓ et J .  GAÁL

RÉSUM É

On a réussi à trouver des relations générales dans deux dom aines spéciaux, pour le 
ca lcu l du  rendem ent m axim um , de tu y a u x  verticaux transportant un liquide gazeux.

E n  cas de tuyaux longs (L >  100 m ), les pertes d’écoulem ent se com posent en grande 
partie de pertes par frottem ent. Par application de la théorie du professeur dr. P a tta n ty ú s , 
on p e u t évaluer le rendem ent m axim um  de tuyau avec une bonne approxim ation, à l ’aide 
d’un  c o effic ien t basé sur le constan t de frottem ent du tu yau  transportant une substance  
h om o g èn e , les autres conditions é ta n t connues.

D a n s le cas de tuyaux courts, les principales pertes seront celles de dosage et de m élange, 
ainsi que d ’autres pertes accessoires. E n  se basant sur les résultats de nom breuses expériences, 
on a réu ssi à trouver des rapports satisfa isants relatifs à un dom aine de cet ensem ble de pro
b lèm es.

Le problèm e spécial de l ’écou lem ent du liquide gazeux ne saurait aucunem ent être 
considéré com m e clos ou résolu. On n’a pas éclairci la valeur de l’influence q u antitative  du 
dosage de gaz, et on m anque aussi d ’une connaissance plus précise des caractéristiques des 
m a tér ia u x . E n  énum érant les lacunes, il faudrait m entionner en prem ier lieu l’éclaircissem ent 
de la  d iffic ile  question se rapportant au rendem ent m axim um  -des tuyau x d’une longueur  
m o y en n e  (20 m  <  L <  100 m). On espère pouvoir rendre com pte b ientôt d’un progrès consi
dérable dans ce dernier dom aine.
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МАКСИМАЛЬНАЯ ТРАНСПОРТИРОВКА ЖИДКОСТЕЙ В СТОЯКАХ 
С ГАЗОСОДЕРЖАЩИМИ ЖИДКОСТЯМИ
А. Г. ПАТТАНТЮШ, А. НЕМЕТ, А. САБО и И. ГАЛ 

РЕЗЮМЕ

Для расчета максимальной транспортировки жидкостей в стояках для транспор
тировки газосодержащих жидкостей удалось найти общие зависимости для двух специ
альных областей.

Аэрогидродинамические потери, возникающие в случае длинных труб (L >  100 м), 
состоят в основном из потерь от трения. Применяя теорию профессора д-ра Паттантюш 
и производя расчет коэффициентом, — который можно свести к коэффициенту трения 
трубопровода, в котором движется однородная среда, — зная данные условия 
можно с хорошим приближением вычислить максимальную транспортировку жидкости 
для грубы.

В случае коротких труб размерными являются потери подачи, смешивания и про
чие дополнительные. Обработкой большого числа опытных данных удалось найти зависи
мости, удовлетворительные также для одной области этой темы.

Этот специальный вопрос движения газосодержащих жидкостей нельзя считать 
даже приближенно законченным или решенным. Не выяснен еще вопрос величины коли
чественного влияния подачи газа, недостает также более точное ознакомление с влиянием 
показателей материалов. При перечислении неразработанных вопросов, в первую очередь, 
необходимо было бы упомянуть выяснение довольно сложного вопроса, занимающегося 
максимальной транспортировкой жидкости по трубам средней длины (20 м <  L <  100 м). 
Мы надеемся, что в ближайшем будущем можно будет отчитаться о значительных дости
жениях также в выяснении последнего вопроса.





ÜBER DIE ÄNDERUNG DES STRÖMUNGSWIDER
STANDES IN SCHNELL ROTIERENDEN  

ROHRLEITUNGEN

L. KISBOCSKÓI

LEHRSTU H L F Ü R  W ASSERKRAFTM ASCHINEN, TE C H N ISC H E U NIVERSITÄT, BU D A PEST 

[Eingegangen am 16. Dezem ber 1957]

Untersuchen wir die D urchström ungsverluste in schnell rotierenden  
Laufrädern, in denen die relative G eschw indigkeit im  Vergleich zu der U m 
fangsgeschw indigkeit des Rades gering is t , so erfahren wir eine Abweichung  
in der Größenordnung des W ertes des Ström ungsw iderstandes von dem  W erte, 
der au f Grund der für nicht bew egte Rohre gü ltigen  em pirischen W erte und  
K onstanten  m it guter Näherung berechnet werden kann. Diese Erscheinung  
wurde von H. F ö t t i n g e r [1 , 2] i. J. 1910 beob ach tet und als , ,Ü berturbulenz” 
bezeichnet. Über die von ihm  durchgeführten U ntersuchungen sind in der 
Literatur nur lückenhafte M itteilungen aufzufinden. Die selbe Erscheinung wurde 
auch von S e e l i g  [3 ] untersucht. Über die Erscheinung wird von  genanntem  
A utor im  Jahre 1930 als über »R otationsturbu lenz«  berichtet. Zur einge
henderen Untersuchung dieser Erscheinung wurde im  Jahre 1956 am Lehrstuhl 
für W asserkraftm aschinen der T echnischen U niversität in  R udapest eine 
A nlage errichtet.

D ie schem atische Anordnung der A nlage wird in  Abb. 1 dargestellt.
Der w esentlichste R estandteil der »Superturbulenz« =  Prüfanlage ist  

die Trommel J, w elche die schnell rotierende Rohrleitung trägt. A ls erste 
V ariante wurde sie nach Abb. 1/b verfertig t, m it geraden gebohrten Löchern  
m it folgenden H auptabm essungen :

L  =  100 m m , 2R  — 170 m m , dx =  7 m m  0 ,  und d2 =  20 m m  0 '.

D ie Trom m el ist auf beiden Seiten au f K ugellagern an dem  G estell 
gelagert. Das W asser wird aus dem  H ochbehälter des Laboratorium s durch 
ein R egelventil 2  und Filter 3 zugeführt. D er innere Durchm esser des Zulei
tungsrohrs im G estell stim m t m it dem  D urchm esser der E intrittsbohrung der 
rotierenden T rom m el d2 überein. D ie beiden Rohre schließen sich m it einem  
Spalt von 0,5 m m  aneinander an. Den höch sten  P unkt des System s b ild et das 
Ausflußende des A bleitungsrohrs, wodurch der ste tige  w assergefüllte Zustand  
der Trommel gesichert wird.

An den rotierenden W ellenenden werden die K ugellager gegen das W asser  
durch Sim m ering-Abdichtungen geschützt. D ie A bleitung der unter U m ständen
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in den  A pparat eingedrungenen Luft wird durch die beiden an den oberen  
P u n k ten  angebrachten E ntlüftungshähne 12 erm öglicht. Die D urchfluß
m enge des durchström enden W assers wurde durch Abwägen 11 erm itte lt, 
w obei die K onstanz der Ström ung auf Grund der Anzeige des Gerätes 4, 6, 
durch die E instellung des R egulierventils 2  gesichert wurde. Der W iderstand  
des R ohrsystem s wurde m it H ilfe eines D ifferentialm anom eters bestim m t, wobei 
die D rücke in dem A bstand von  Lj -[- L  -J -  L 2 abgezapft wurden. Ь г=  120 m m . 
L., — 95 mm.

D ie Trommel wurde durch einen G leichstrom m otor mit K eilriem en  
angetrieben . Die D rehzahl wurde durch Regulierung der Spannung der 
M otorarm atur verändert. D ie Drehzahl wurde m it Hilfe eines Stroboskops 
b estim m t.

In  den vier Bohrungen vom  0  7 mm der Trom m el wurde die Ström ungs
geschw indigkeit des W assers, w, konstant gehalten , wobei der W iderstand bei 
verschiedenen n bzw. u U m fangsgeschw indigkeiten  (des Rohres) untersucht 
w urde.

D er W iderstandskoeffizient C wird erhalten , indem  man den G esam t
w iderstand  des R ohrsystem s durch die G eschw indigkeitshöhe w 2/2g d ivid iert
[n =  0 ; t =  C0].



АЬЬ. 1
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D er aus den W erten £ und £0 gebildete Q u otien t b ildet das Maß für die 
Z unahm e des W iderstandes infolge der R o ta tion .

A ls nächster S ch ritt w urde aus den B ogenrohren nach Abb. l /а  eine 
T rom m el mit der g leich en  H auptabm essung w ie früher angefertigt, und  
die W erte des W iderstandes in  der oben angeführten  W eise untersucht.

D ie mit Hilfe der b e id en  Versuchsanlagen gefundenen Meßwerte für 
£0 w urden in A bhängigkeit von  der Ström ungsgeschw indigkeit w [in A b
h ä n g igk eit von R e == d l ivjv^  in  Abb. 2 d argestellt. D ie Messungen wurden

Abb. 2

m it W asser von der T em peratur 19—21° C, b ei Ström ungsgeschw indigkeiten  
v o n  w  == 0,072 m/s — 3,7  m /s ; Re-Werten vo n  490 — 30 600 und n =  0 — 
— 5 500/m in vorgenom m en.

In  Abb. 3 wird die W iderstandsänderung des nach Abb. 1/b eckig  
ausgebildeten  R ohrsystem s in  Abhängigkeit vo n  u/w  dargestellt. D ie Er
geb n isse  der Versuche, d ie m it dem nach A bb. l /а  bogenförm ig gebildeten  
R ohrsystem  durchgeführt w urden, sind in A bb. 5 dargestellt.

Beide Meßreihen w iesen  eindeutig darauf h in , daß der W iderstands
k oeffiz ien t der gegebenen einzelnen R ohrsystem e im  Falle von n 4= 0 aus
sch ließ lich  von dem V erh ä ltn is u/w abhängt, w obei eine Abhängigkeit von der 
R eynoldsschen Zahl R e in  merklichem Maße n ich t nachgewiesen werden 
k o n n te .
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Abb. 3
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Abb. 4

In  Abb. 4 und 6 sind die Zunahmen des W iderstandes dargestellt. 
D ie A ufarbeitung der M eßergebnisse wies darauf hin, daß bei denjenigen  
Meßreihen von  w  =  konstant, bei denen sich  £0 in A bhängigkeit vo n  der

I u )R eynoldsschen Zahl stark ändert, die K urven C/C0 = /  —  sich voneinander  

trennen, während außer der laminaren Ström ungszone die Zunahm e des
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Abb. 5
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Abb. 6

W iderstandes ausschließlich von  dem V erhältn is u/w  abhängt [in den  Abb. 
4 u n d  6 von  ív >  0,46 m /s ausgehend].

A us den K urven der A bb. 4 und 6 geht deutlich  hervor, daß die infolge  
der »Superturbulenz« auftretende W iderstandzunahm e recht hohe W erte 
erreichen  kann.

B ei dem  Vergleich der W erte von =  f  

tu rb u len ten  Strömung fie len , doch bei den zw ei

die in die Zone der
\ w

unterschiedlichen R ohrsyste-
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men erhalten wurden, ergab sich, daß die beiden Ausbildungen der K rüm 
m ungen [im Falle nach Abb. l /а ein K nickw inkel von 90°, in Falle nach  
Abb. 1/b ein K rüm m ungsradius von rg =  25 m m ] praktisch dieselben  

и
C/Co = j f W erte liefern.

w
Die Verallgem einerung dieser F eststellu n g dürfte noch als verfrüht 

gelten. Aus diesem  Grunde und weil diese Erscheinung nicht allein bei dem  
Betrieb der hydrodynam ischen K upplungen in B etracht kom m t, vielm ehr  
wird durch sie auch z. B . das Betriebsverhalten des wassergekühlten Turbo- 
generator-Botors in  bedeutendem  Maße b eein flu ß t, wurde beschlossen, die 
Versuche auch auf w eitere K ohrsystem varianten zu erstrecken, wobei wir den 
zahlenm äßigen E in fluß  der Änderungen in  der Form , M aßverhältnis und  
Anordnung zu erm itteln  wünschen.
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ZUSAM M ENFASSUNG

Die durchgeführten Versuche ergaben, daß 1. der Ström ungswiderstand der schnell 
rotierenden R ohrleitungen bei einer gegebenen Anordnung allein von  dem V erhältnis u/w  
und nicht von der R eynoldsschen Zahl abhängt, 2. der W ert der W iderstandszunahm e C/Co- 
ergibt in  Abhängigkeit v o n  u/iv die gleichen W erte für R ohrsystem e m it verschiedenem  
W iderstandsbeiw ert Co-

T H E  V A R IA T IO N  OF FL O W  RESISTANCE IN  R A P ID L Y  ROTATING T U B E S

L. KISBOCSKÓI

SUM M ARY

According to the experim ental results,
1. for a given  configuration , the flow  resistance of rapidly rotating tubes does n o t  

depend on R eynold’s num ber, but only on the ratio u /w .
2. The resistance increase C/Со as a function o f u/u: is the sam e for tube system s o f various  

resistance Co-



128 L. KISBOCSKÓI

C H A N G E M E N T  D E  LA RÉSISTANC E D ’É C O U LEM EN T DANS D E S C O ND UITES
T O U R N A N T  À G R A N D E  V ITESSE

L. KISBOCSKÓI

RÉSUM É

D ’après les résultats expérim entaux, on constate  que la résistance au courant
1. d ’un tuyau tournant à grande v itesse , ne dépend pas du nom bre R eynolds, m ais 

seu lem en t du rapport и / tv ;
2 . en cas de systèm es de conduites ayant des résistances différentes l ’accroissem ent de 

la  résistan ce  f/C0 donne des valeurs identiques en fonction  du rapport u/u>.

ИЗМЕНЕНИЕ СОПРОТИВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЮ ПОТОКА В БЫСТРОВРАЩАЮ-
ЩИХСЯ ТРУБОПРОВОДАХ

Л . К И Ш Б О Ч К О И

РЕЗЮМЕ

На основе данных опытов можно сделать следующие выводы.
1. Сопротивление быстровращающихся линий тррбопроводах потоку жидкости 

при данной схеме не зависит от числа Рейнольдса, а только от отношения u/w.
2. Величина роста сопротивления £/£„ в случае системы труб с различным сопро

тивлением С0 в функции u/w дает идентичную величину.



THE RATE OF OXIDATION OF STEEL AND CAST IRON 
IN A STEAM ATMOSPHERE
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[M anuscript received January 6, 1958]

Surface treatm ent of steel and cast iron parts in superheated steam  
is o f  ever-increasing practical im portance. The surface oxidation  m ay have  
different purposes and accordingly, oxide layers o f qualities and thicknesses  
corresponding to the specific task  m ust be produced. This task can be fu lfilled , 
how ever, i f  we know the rate o f iron oxide layer formation on th e  various 
iron a lloy  surfaces and the characteristics o f the oxide layer w hich has 
been form ed.

During our laboratory experim ents, we have oxidized specim ens of 
low -carbon mild steel and o f cast iron at tem peratures ranging from  500° C 
to  750° C. The oxide layer formed on steel specim ens at tem peratures above 
650° C did not adhere perfectly to the surface. The layer cracked, at p laces it 
cam e off, som etim es a new  layer was form ed underneath it. Therefore we made 
m easures on steel only until 650° C. On cast iron, the adherence o f  the oxide 
layer was perfect until 750° C and it  covered the surface uniform ly.

The com position o f steel and cast iron specim ens was th e  follow ing :

c Mn Si S p
cast iron 3,28 0,33 1,74 0,10 0,29
steel 0,11 0,39 0,23 0,031 0,031

On the oxidized specim ens we determ ined the weight increase. From  
th e  w eight increase, we com puted the oxidation  rate according to  th e  follow ing  
reasoning.

The oxidation speed o f iron alloys in oxidizing atm ospheres : oxygen , 
air and steam , is determ ined b y  the slow est partial phenom en : th e  diffusion  
and therefore it proceeds according to  T a m m a n n ’s parabolic law  o f oxidation:

dx k'
d t  X

T hus, the thickness increase o f the oxide layer (dx) during unit tim e (dt) is 
inversely  proportionate to  the layer thickness (ж) ; к' is a con stan t. 9

( 1 )

9 Acta Technica XXII/1—2.
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B y integrating E qu. (1), we get

2 k ' = —  cm 2 sec-1  (2)
t

In  practice it is more con ven ien t to determ ine th e  weight increase per cm 2 
in stea d  of the layer th ick n ess  increase. K now ing th is , the rate of oxidation  
can  be calculated b y  th e  following form ula :

Am

4

2
=  k" t

w here Am =  weight in crease  in g
q =  the ox id ized  surface in cm 2 
t =  the duration o f  the oxidation in sec  

к”  =  practical rate  constant

From  this

k" =
A m  у  

4
g 2 cm 4 sec 1 

t

( 3)

(4)

The constants k' and k" in Equs. (2) and (4) are, o f course, not the  
sam e. W a g n e r  [1 ] has w orked out a conversion form ula, according to  which

f c '  =

2
• k" ( 5)

w here v =  equivalent volum e of the oxide
A x =  atom ic w e ig h t o f the e lectro-n egative com ponent (oxygen) 
z2 =  atom ic v a len ce  o f the electro-n egative com ponent (oxygen) 

T he progress of ox id ation  w ith  tim e can be ca lcu lated  also in a purely theoretic
al w a y  by the w ell-know n W a g n e r  form ula :

dn

dt

q 300

X F

1

Le

f  X

[ (nx +  n2) n3 ■ x  , l  ! < X

J Z2 1
, 0 )
X

( 6)

In th is Equation
dn  . . . .
■---- =  the q u a n tity  o f  matter m igrating during unit tim e in g-equi-
dt

valents,
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q =  cross-section
X  =  thickness o f  the reaction product 
F  =  Faraday’s constant, 96490 A • sec/g-equivalent 
L  =  Loschm idt’s num ber, 6,02 • 1023 1/m ole  
e =  electronic charge, 4,803 • 10-10 g 1̂ 2 cm 3̂ 2, sec^ 1 

I z2 I — valence o f  th e  electro-negative com ponent 
« 2, n2, n3 =  number o f  passing kations, anions and electrons 

X  =  to ta l con d u ctiv ity  of the scale layer  cm 1
— chem ical p oten tia l o f the electro-negative com ponent erg/m ole  

fix \  L1 =  chem ical p oten tia l of the electro-n egative com ponent on the  
inner and th e  outer surface of th e  oxide laver.

The expression in square brackets is constant w ith  respect to tim e, under 
given circum stances, and is designed as rational rate constant k. A ccordingly,

к =
300

F

1

Le
n2)n 3 ■ X ——  g-equival. cm 1 sec 1

I «2 I
( 7 )

The rational scale con stan t is the quantity o f  m eta l transformed in to  a re
action product during 1 sec and per 1 cm 2 o f cross section in equivalent w eigh t, 
if  the layer thickness is 1 cm. The value o f the rational rate constant к can be 
calculated from the practical rate constant according to W a g n e r ,  by

к
1

2
V ■ g-equ ival. cm 1 sec 1 ( 8)

where
V =  equivalent volum e o f the oxide

A x =  atom ic w eig h t o f oxygen.
The practical rate constant is therefore given  directly by the w eight 

increase measured during the experim ents according to Equ. (4). T ransform ation  
o f th is value to  the rational rate constant can be solved by using E qu . (8). 
Table I shows the resu lts o f  the experim ents.

Representing th e  logarithm s of rational rate constants as a function  
o f the reciprocal va lues o f  absolute tem perature, we obtain a stra igh t line 
(Fig. 1). The figure show s th at the cast iron oxidizes at greater speed  than  
the steel.

We remark th a t U l r i c h  (4) publishes a sim ilar diagram, referring to  
the oxidation  o f iron in  oxygen , which has been traced  with the values m easured  
b y  D a v i e s , S i m n a d  and B i r c h e n a l l . It is interesting to note th a t  this 
straight line shows litt le  difference from our stra igh t line for cast iron oxidized  
in steam .

9*
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K now ing the eq u ation  o f  the straight lin e , we can calculate b y  a simple 
m ath em atica l operation th e  rational rate con stan t for any tem perature, for 
th e  iron  alloy of the com position  shown and for the iron alloys sim ilar to it.

T he equation o f the straight line for stee l is

-  8450
lo g  к — 0,922

T he equation o f the straight line for cast iron is

log  к = -----^ -00 — 0,626

( 9)

T
( 10)
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Table I

Steel

Tem per
oxida

°C

ature of 
tion

i * 10«T

D uration
sec

W eight 
increase 
A mg

Surface 
q cm 2

W eight incr. /cm 2 
A m

q
g/cmJ

k'
g2 cm— sec 1

к
g-equiv. cm —1 

sec 1

500 12,90 3841 0,0060 16,58 3,619 • IO“ 1 3,411 • io- 11 1,492 • 1 0 ~ 12

550 12,15 3917 0,0127 16,58 7,660 • 10-» 1,498 • Ю- io 6,554 • 10“ 12

600 11,45 4009 0,0243 16,58 1,470 • 10“ 3 5,390 • Ю -io 2,506 • 1 0 " 11

650 10,83 4097 0,0480 16,58 2,895 • 10~ 2 2,046 • 10“ » 9,512 • l O - u

Cast iron

500 12,90 3874 0,0079 16,58 4,765 • 10“ 1 5,861 • 10-11 2,564 • 1 0 ~ 12

550 12,15 3924 0,0168 16,58 1,013 • 1 0 ~ 3 2,616 • lO“ 10 1,145 • 1 0 - 11

600 11,45 4015 0,0317 16,58 1,912 • 1 0 ~ 3 9,105 • 10" 10 4,233 • 1 0 - 11

650 10,83 4106 0,0614 16,58 3,703 • 10“ 3 3,388 • IO“ 3 1,575 • 1 0 - 10

700 10,28 4340 0,0911 16,58 5,495 • 10“ 3 6,959 • 1 0 ~ 9 3,235 • lO“ 10

750 9,77 4389 0,1786 16,58 1,077 • 10” 2 2,643 • 10 “ 3 1,229 • 10 9
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SUM M ARY

The rate o f oxidation for low  carbon mild steel and for cast iron in steam  from  500° C 
to 750° C has been determ ined. From  the w eight increase o f the specim ens, we ha v e  com puted  
the rational rate constant and the equation o f the straight lines expressing the relation  betw een  
the logarithm  of the rate constants and the reciprocal values o f the absolute tem perature.

The equation for steel is log к  =  -----^ -----— 0,922, the equation for ca st iron is

log к
— 8500 

T 0,626.
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BESTIM M UN G  D E R  Z U N D E R G E SC H W IN D IG K E IT  V O N  STAHL U N D  G USSEISEN
IN WASSERDAMPFATMOSPHÄRE

P. SZÉKI

ZUSAMMENFASSUNG

Die Zundergeschw indigkeit von niedriggekohltem  Stah l und von Gußeisen in  W asser
d am p f von  500 bis 750° C w urde bestim m t. Aus der G ew ichtszunahm e der Proben wurde 
die rationale Zunderkonstante bestim m t, sowie die G leichungen jener Geraden, w elche den  
Z usam m enhang zwischen den Logarithm en der Z underkonstanten und dem reziproken W ert

der absoluten  Tem peratur darstellen . Die Gleichung für S tah l ist : log к = ----------------- 0,922,

d ie Gleichung für G usseisen la u te t : log к  = -----— 0,626

LA CROISSANCE D E S  O XYDES D E  L ’A C IE R  ET D E  LA FO N TE  
[DANS U N E  ATM OSPHÈRE D E  V A P E U R  D ’EAU

P. SZÉKI

RÉSUMÉ

La croissance des o x y d es d ’aciers à faibleteneur en  carbone et de fontes, dans une 
atm osphère de vapeur d’eau , a é té  déterminée pour des tem pératures allant de 500 °C à 
750 °C. À  partir de l’augm entation  de poids des épreuves, on  a calculé la constante rationnelle  
d ’oxy d a tio n , ainsi que les équations liant le logarithm e de la  constante d’oxydation  à la valeur

__ 8450
réciproque de la tem pérature absolue. Pour l’acier, c e tte  éq u ation  est : log к = -----—-------- 0,922 ,

e t  pour la fonte : log к  = -----^ г ~ ----  0,626. I

I С Т Е П Е Н Ь  О К И С Л Е Н И Я  СТАЛИ И Ч У Г У Н А  В С Р Е Д Е  ВОДЯНОГО П А РА

П . С Е К И

РЕЗЮ МЕ

(Производилось определение степени окисления низкоуглеродистой стали и чугуна 
в среде водяного пара в пределах температур 500° С и 750° С. Рациональная константа 
окалины была определена по росту веса проб, затем было найдено уравнение тех прямых, 
которые получены по зависимости] между логарифмом констант окалины и обратной 
величины абсолютной температуры. Уравнение для стали имеет вид :

log к =
— 8450

Т 0,922.

Уравнение для чугуна имее вид:

logic =
— 8500 

Т
— 0,626
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[M anuscript received J an u ary  14, 1958]

The ancient craft o f bridge building developed into an ex a ct science  
during the last tw o  centuries. As indicated b y  the survey of the h istory  o f  
bridge building covering these two cen tu ries, the increased know ledge o f  
statics and structural analysis, further the introduction  o f new and im proved  
building m aterials, offered the possibility to  bridge spans of ever increasing  
length . W hereas th e  science for constructing superstructure and build ing  
technology rapidly increased, one cannot g iv e  account of such a large-scale  
developm ent in th e  fie ld  of the substructures, nam ely for abutm ents and 
piers. To illustrate th is  statem ent, merely th a t force should be m entioned , 
which arises from earth-pressure acting on th e  abutm ents, the value o f  which  
can be determ ined m ost reliably also to -d a y  on the base of the so-called  
Coulomb’s earth-pressure theory, dating back  to  the second half o f  th e  eigh
teenth  century.

The developm ent o f substructures is l it t le  in comparison to  th e  progress 
attained on the line o f  superstructures, th u s  new  ideas and in itia tio n s for 
form ing abutm ents should  rightly be exp ected . It is known, th at abutm ents  
have to  fulfil a double task , they have to  transm it the loads o f  th e  super
structure to the subsoil, and on the other hand to  finish off the join ing em b an k 
m ent. The purpose o f  th is paper is to search for new ways and m eans to  solve  
th is double task  o f  abutm ents, and to p ub lish  some ideas and insp irations.

1

In short-span bridge constructions, it o ften  happens, that the foundation- 
costs manifold exceed  the costs of the superstructure. Therefore in vo lu n tary  
it com es to  one’s m ind , if  in some cases w ou ld  it not be more exp ed ien t to 
construct a com m on foundation for both a b u tm en ts, instead of two independent 
bank piers. In quite short spans — at m ost 2 — 3 m-s — such so lu tions were 
hitherto also know n, for instance, tuhe-cu lverts or closed fram e-bridges. 
I f  the conditions o f  the soil are considered as unfavourable, the estab lish m en t
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o f  co m m o n  foundations, or more accurately expressed  foundations carried out 
by a  common caisson could also be econom ical in considerably longer spans.

In  F ig . 1 the general layou t o f an 8 m  span , reinforced concrete arch
bridge is  show n as an exam ple. The common caisson  placed below the ab u tm en ts

Longitudinal se c t io n  E l e v a t i o n  Cross s e c t i o n

Fig. 1. F oundation w ith a com m on caisson

F ig . 2 . P erspective  view  of a bridge, the foundation o f  w h ich  is carried out w ith  a com m on  
caisson (the em bankm ent being rem oved from  one side of the bridge)

renders th e  building o f an arch, also in case o f  th e  m ost unfavourable con d ition s  
o f th e  so il, possible. This construction is n am ely  contiguous in full m easure, 
and an  absolutely  s t iff  solid  w ith  respect to  its  seat on the soil. The caisson  
— a ctin g  sim ultaneously as a tie-bar — also secures a perfect, and against 
su b sid en ce relatively proof building-in o f th e  load-carrying arch.

F or better understanding this construction  is illustrated in F ig . 2 also 
in  p ersp ective  on the drawing in such a m anner, th at earth is supposed as 
b ein g  rem oved  from one side o f the bridge-construction.
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2

Another proposal for a new -type use o f caissons is illustrated  in F ig . 3. 
The caissons o f square-shaped horizontal cross-section are here placed — con
trary to the usual so lu tion — askew  so, th at their edges stand opposite to  one an
other. In the case on hand, the ascending walls o f the caissons form , in their 
natural continuation, the side w alls of the abutm ents, and the cantilever-like  
lengthenings o f the two head-w alls continue in hanging w ing-w alls.

L o n g i t u d i n a l  E l e v a t i o n  C r o s s  s e c t i o n
s e  c 1 1 о n  I !

F ig . 3. Foundation w ith caissons th e  edges o f which are turned opposite to  one another

The outlined solution show s a superstructure, which deviates from that 
generally used. The superstructure is nam ely a slab-construction , th e  cross- 
section  o f which is Y-shaped. The em bankm ent of the join ing road has been  
led through, sim ilarly to the leading through o f the gravel-ballast, as is 
usual by railw ay-bridges. This constructional solution could be more econom i
cal b y  using shorter spans. The calculation of th is slab-construction  is 
unfortunately rather com plicated , and the reliable appraisal o f  the p lay  of 
forces should be performed only  on the base o f m odel-tests.

The suggested solution o f an abutm ent is particularly advantageous  
in  the case o f  skew  bridges. For instance, the 45°-angled arrangem ent o f abut
m ents, which is sketched in F ig. 3, allows a very natural so lution  for the 
problem  of a bridge over an ob stacle , that intersects the road to be led through  
i t ,  at an angle o f  45°. The structure is — according to m y opinion — construct-
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iv e  and it  can r igh tly  be sta ted  that it  is also aesthetic. F ig. 4. serves to 
illu stra te  this statem en t. The caisson is illu strated , for better understanding, 
in  F ig . 5 also in a draw ing in the perspective, seen from the side o f the joining  
em b an k m en t, so th a t th e  em bankm ent is supposed to be m oved off.

F ig . 4. Perspective v iew  o f the abutm ent in a foundation according to F ig. 3, seen from the
side of the bridge

F ig .  5. Perspective v iew  o f the abutm ent in a foundation according to  F ig. 3, seen from the  
side of th e  em bankm ent (the em bankm ent being rem oved)

3

Abutm ents o f bridges have to fu lfil — as already m entioned — a double 
ta sk . The first task is th e  transm ission  of the loads o f  the superstructure to  the 
su b so il, this can be achieved  b y  a sim ple colum n. The second task  is to finish  
o ff  th e  em bankm ent. The earth-pressure arising from  the em bankm ent — in
cluding its  increment caused  by vehicles — is a d istributed load, and therefore 
shell-constructions m ight be considered as the m ost suitable to carry it.
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Fig. 6 illustrates the sections o f  a sim ple shell-constructed abutm ent. 
The reaction-forces w hich arise at the supports of the bridge-construction  
w ith  tw o mean-girders, are transm itted  to the foundation by vertica l columns 
w ith a circular cross-section, one for each beam . It is exp ed ien t to  connect 
the colum ns under the bearings w ith a horizontal bar. B y  connecting the

L o n g i t u d i n a l  s e c t i o n

H o r i z o n t a l  s e c t i o n

Fig. 6. Shell constructioned abutm ent

triangle shaped line — shown in the ground-plan at the height o f  the upper 
level o f the foundation — and a horizontal bar placed at the height of the 
bearings w ith a shell-construction, tw o hyperbolic paraboloids are obtained. 
For the solution o f the wing-walls sim ilarly shaped, shell-constructions can 
he designed.

The advantege o f  the shell-construction, illustrated in F ig . 6 , is to have 
straight generating lines, th is makes shuttering easier. To fin ish  o ff  the joining 
em bankm ent, o f course d ifferently shaped shell-constructions should  also be
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used  (for instance a conoid , a parabolic paraboloid or a simple rotational 
su rface). Shell-constructions are extrem ely econom ical, as their production  
o n ly  n eed s small quantities o f  concrete and reinforcem ent.

T h e construction is sh ow n , for better understanding in Fig. 7, also in  
th e  perspective, in such a w a y , th a t the em bankm ent is supposed to  be re
m o v ed .

F ig . 7 . P erspective view  of a sh ell constructioned abutm ent seen  from  the side of the em bank
m ent (th e  em bankm ent being rem oved)

F ig . 8 . F orces acting on the surface-elem ent of an abutm ent o f wedge-shaped ground-plan

4

A  further proposal for up-todate forming o f abutm ents is represented  
b y  th e  so-called “ abutm ent o f  wedge-shaped ground-plan” . The essential 
part o f  th is  proposal is th e  fo llow ing. The ground-plan o f the abutm ent is 
form ed  wedge-like, instead  o f  th e  hitherto usual rectangular shape, its edge 
b ein g  tu rn ed  against the em b an k m en t, it can be sa id , it  cuts into the em bank
m en t. A s a consequence o f  su ch  a form, the com ponents o f  the earth-pressure 
a ctin g  on the abutm ent, w h ich  are at right-angle to  the axis of the bridge, 
co m p o sa te  each other, w hile th e  components parallel to  the axis — if  the  
a b u tm en t should move — w ou ld  he equipoised b y  th e  forces arising from fric
tio n . T h e conditions o f eq u ilibrium  are as follow s :
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Let the surface-elem ent d f  at point A  o f the abutm ent’s side wall be 
exam in ed , which is show n in Fig. 8 in a horizontal section. The earth-pressure 
actin g  on it is

d F  =  h y  tg2 df,

Longitudinal s e c t io n

View f r o m  a b o v e

F ig . 9. A butm ent of wedge-shaped groundplan

w here y  means the specific  gravity of the earth-filling and cp its friction- 
angle.

The com ponent o f earth-pressure parallel to the axis o f the bridge is

dH p  =  d F  sin a .

T he abutm ent remains m otionless, till the shifting force is sm aller than the  
friction-force, the value o f which is

d S = d F  tg ô,
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w here ô is the angle o f fr iction  betw een the wall and the earth. The com ponent 
o f  d S  parallel to the bridge-axis is

d H s  =  dS  cos a =  d F  tg  ô cos a .

T he abutm ent cannot m ove off, till

d H F <  d H s ,

i.e. i f  th e  half of the vertex-an g le  between the side-w alls of the w edge-shaped  
a b u tm en t fulfils the p o stu la te  :

t g «  <[ tg<5 , and a <C ô respectively .

F ig . 10. Perspective view  of an abu tm en t of wedge-shaped ground-plan seen from the side 
of the em bank m en t (the em bankm ent being rem oved)

I t  is  clear from this rough ly  outlined calculation, th at there ev id en tly  exists  
such  a value of angle a, at which the earth-pressure acting on the abutm ent, 
and th e  friction resisting its  m otion, are just at the point of equilibrium; 
and i f  for a a smaller angle is chosen, there ex ists  absolutely no danger of 
a d isp lacem ent. By a sim ilar train o f thought it can be proved, that the friction  
forces also hinder the can tin g  forward and backward, respectively.

I t  follows from the afore given explanation, th at it  is possible to design  
an ab u tm en t satisfactory p roof against canting forward, or backward, respect
iv e ly , i f  angle a is su ita b ly  chosen with regard to  the quality o f  the back
fillin g  m aterial. The can tin g  forward, or backward of abutm ents has been 
form erly  and is at present an unsolved problem.

T he proposal relating  to  an abutm ent o f  w edge-shaped ground-plan  
— th e  general arrangem ent o f  which is shown in F ig. 9, and its perspective
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view  in F ig. 10 — becom es clear from the exp lanations given in the precedings. 
In th is solution the abutm ent is a triangle-shaped, cellular solid . In  case o f  
unfavourable conditions o f  the soil abutm ents cotdd be very econom ically  
carried out by using the solution  in question, as we only have to  provide for 
the reception of the reaction forces, which arise from  the com paratively  sm all 
dead-w eight and from the load o f the superstructure, while the sh ifting  and 
canting forces due to  earth-pressure, cotdd be reduced to a m inim um .

L o n g itu d in a l s e c t i o n

H orizon ta l  s e c t i o n

Fig. 11. A butm ent of “ V” -shaped ground-plan

In this solution the head of the em bankm ent remains free. The settlin g  
o f the em bankm ent behind the abutm ent — which is due to the com paction  
caused by the load and vibrating effect o f veh icles, furthermore to  the soaking  
and erosion caused b y  rains — has to be to a greater extent exp ected  as in 
the case o f the usual so lution , in which the head of the em bankm ent being 
closed in the U-shaped space formed by the abutm ent and the w ing-w alls, is 
secured against any side-directed deflection. The afore-m entioned settling  
and other pernicious effects could be dim inished, possibly entirely elim inated
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b y  th e  usual m ethods, for instance : careful com paction , assurance againts 
erosion , drainage, the use o f  replaceable p avem en t etc.

A  similar solution  is show n in Fig. 11, w hich deviates from the foregoing 
b y  om ittin g  the closing sid e  o f  the triangle form ing the head-wall, and so the 
a b u tm en t gets a V -shaped ground-plan. Under each bearing a column o f circular 
cross-section , at the v e r te x  o f the V, a triangle-shaped column is applied. 
B etw een  these columns are wing-wall-like, triangle-form ed reinforced concrete 
w a lls , over them is p laced th e  reinforced concrete slab of the bridge. In this 
so lu tio n  the head-slope o f  th e  joining em bankm ent can be introduced over 
th e  foundation slab w ith  an inclination, th a t corresponds to the natural slope-

F ig . 12. Perspective v iew  o f an abutm ent of “ V ” -shaped ground-plan, seen from  the side 
of the em bank m en t (the em bankm ent being rem oved)

angle o f  the em bankm ent’s material ; or in  case of a paved slope w ith  an 
in c lin a tio n  of 45°.

F ig . 12 shows the sam e abutm ent in perspective view , the joining em bank
m en t is assumed as being rem oved.

The roughly ou tlin ed  solution is econom ical in the case of higher abut
m e n ts . The height o f an em bankm ent, at w hich the solution in  question  
a lrea d y  becomes co m p etitiv e , could be estim ated  according to  approxim ate  
ca lcu la tion s at 6 —7 m -s. In  case of a height o f  6 — 7 m, or a still greater one, 
th e  earth-pressure actin g  on  the head-walls, w hich  are carried out at right- 
an gle to  the bridge-axis, increases to such a h igh  value, that necessitates  
v e r y  large-sized foundation  blocks and ascending w alls.

5

I f  soil conditons are very unfavourable — as for instance in case 
o f  lo o se , mud, or sw am p y ground —, it com es involuntarily  to one’s m ind, to
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create a cellular abutm ent, in order to reduce the ground-stresses, which  
arise from the support-force. In such a given case the abutm ent floats on the  
ground with p lastic  properties, like a ship. The idea referring to  cellular abut-

L ong itud ina l s e c t io n  E l e v a t i o n  Cross  s e c t i o n

F ig . 13. A butm ent formed like a ship-bow

F ig . 14. P erspective v iew  o f an abutm ent formed like a sh ip-bow , seen from the side o f the  
em bankm ent (the em bankm ent being rem oved)

m ents is not new , trials relating to this solution have already been made in  
foreign countries.

F ig. 13 and F ig . 14 show a cellular abutm ent, which only  deviates from  
th e  previous one b y  its shape. N am ely th is abutm ent is sim ilar to  the bow  
o f a ship. The stream line-shaped walls o f  the abutm ent partly  com pensate

10 Actn Technica XXI1/1—2.
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th e  earth-pressures, and p artly  equipoise them  through friction, sim ilarly  
as has been explained in connection  w ith a У -shaped abutm ent. This abutm ent 
could  be solved in such a w ay , which elim inates the canting m om ents in fu ll 
m easure, or reduces them  to  a very sm all ex ten t.

I f  th e  abutm ent should jo in  the em bankm ent b y  a vertica l surface, 
there w ould  not only arise a considerable earth-pressure, but in case o f a 
bracing for the abutm ents b y  the superstructure, also a considerable passive  
earth-pressure would com e in to  being. The soaking o f the earth-m ass behind  
the ab utm ent, and its  frost penetration occurring in  w inter, respectively , 
w ould  cause further unfavourable effects. The d isadvantageous consequences 
o f th ese  effects do not occur, i f  the abutm ent is shaped according to  th is pro
p osa l, because it  cuts into th e  em bankm ent like to the bow o f a ship.

The advantage of the proposed solution is th at it considerably dim inishes 
— am i m aybe in fu ll m easure elim inates — the bridge-axis directed earth- 
pressure, which arises from  all these effects. B y  using abutm ents which are 
braced against each other b y  the superstructure, it has hitherto been possible 
to  bridge over spans o f  8 — 10 m -s, in  case o f the application o f ship-bow  
shaped  abutm ents th is span could be considerably increased. It is estim ated , 
th a t  b y  the use of the proposed, or some sim ilar solution, bridges of about 
25 — 30 m span could be constructed  w ith braced abutm ents. The advantages 
o f braced abutm ents are generally  known.

*

F in a lly  I wish to  em phasize, th a t the afore given explanations do not 
m ean com plete solutions, th ese are but ideas and in itia tions relating to  an 
u p -to -d ate  shaping o f abutm ents.

From  these ideas, the exp lanations dealing w ith a Y-shaped abutm ent, 
seem s to  be ready for direct realization. I am inclined to th ink , th at th is  
so lu tion  should be more thoroughly exam ined, and compared as an alternative  
accom plishm ent to the abutm ents o f  erected bridges, ch iefly  from  the v iew 
p oin t o f  an econom ical character. I t  would also be useful to carry out te sts , 
referring to  the determ ination for the m ost suitable angle betw een the branches 
of th e  V. The idea concerning the carrying out o f foundations w ith a 
com m on caisson, can also be considered as ready for direct effectuation . 
In connection  with further in itia tion s, it would still be necessary to per
form  com parisons and tests .
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SUM M ARY

The developm ent of the substructures has n ot kept up with the general develop m en t 
o f the science of bridge-building. Becom ing aware of th is fact, the author subm its for considera
tion  som e new solutions for abutm ents. In case o f shorter spans, a foundation carried out w ith  
a com mon caisson considerably dim inishes the costs o f  the substructure, and the build ing of 
arches, and other constructions, which are sensitive to  the deflections of the supports, becom es 
also possible in the case o f the m ost unfavourable soil conditions. The foundation w ith  caissons, 
which are turned w ith  their edges facing each-other could become econom ical, especia lly  in 
case of skew bridges. The em ploym ent of shell-constructions for abutm ents is also adventageous. 
The abutm ent of wedge-shaped ground-plan and its  m odified form are new -type solutions. 
In this solution the split and canting forward of the abutm ent can be warded o ff by a su itable  
election of the wedge’s inclination. Finally the ship-bow like formed abutm ent, jo ins th e  advan
tages o f the preceding solution , w ith the advantages o f a cellular, light abutm ent. T he proposals 
are only solutions in principle, initiations, their detailed  investigation , or rather their testing  
would be expedient.

N E U A R T IG E  BR Ü C K E N  W IE D E R L A G E R

E. BÖLCSKEI

ZUSAM M ENFASSUNG

Die Entw ickelung der U nterbaukonstruktionen hat m it der allgemeinen E ntw ickelung  
der Brückenbauwissenschaft nicht Schritt gehalten. In  Erkenntnis dieser T atsache schlägt 
der Verfasser einige neue Lösungen für Brückenwiederlager vor. Die m it einem  gem einsam en  
Senkkasten ausgeführte Gründung verringert im F alle  kleinerer Spannweiten die K osten  des 
Unterbaues erheblich, ausserdem erm öglicht dieselbe den Bau von Gewölben und v o n  anderen, 
gegen Stützensenkung em pfindlichen K onstruktionen auch unter den schlechtesten  B od en 
verhältnissen. Gründungen m it ihren K anten einander zugekehrten Senkkästen  können  
— besonders im  Falle schiefer Überbrückungen — ebenfalls wirtschaftlich sein. D ie A nw endung  
von Schalenkonstruktionen ist für den Bau von W iederlagern ebenfalls vorteilhaft. D as in seinem  
Grundriß keilartig geform te W iederlager, beziehungsw eise dessen alternative A usbildung ste l
len neue Lösungen dar. Bei dieser Lösung kann das G leiten , beziehungsweise das V orw ärts
kippen des W iederlagers durch eine entsprechende W ahl der Keilneigung verhindert werden. 
Endlich vereint das dem Bug eines Schiffes ähnlich geform te W iederlager die V orteile  der 
vorhergehenden Lösung m it den Vorteilen eines hohl ausgehildeten, leichten W iederlagers. 
Die dargebrachten Vorschläge sind nur grundsätzliche Lösungen und E in fä lle , deren  
ausführliche U ntersuchung, beziehungsweise die A usführung entsprechender V ersuche zw eck
dienlich sein würde.

NO UV ELLES C U L É E S

E. BÖLCSKEI

RÉSUM É

Le développem ent de l’infrastructure n’a pas m arché de concert avec le progrès général 
de la science des ponts. En enregistrant ce fa it, l’auteur propose quelques nouvelles so lutions 
pour les culées. La fondation avec un caisson com m un, en cas de petite  travée, réduit considéra
blem ent des dépenses de l’infrastructure, et cette  m éth ode rend en outre possible la construc
tion des voû tes et autres structures sensibles au m ouvem en t, sur les terrains m êm e les plus 
m auvais. Il peut être aussi avantageux d’em ployer des caissons tournés l’un vers l’autre par 
leur som m et surtout en cas de travée biaise. Même les constructions à voile p eu v en t être  
em ployées d’une façon avantageuse. La culée à coin to u t com m e sa variété d issolue, représente  
aussi une nouvelle solution , où le glissem ent ou penchem ent peut être prévenu par le choix  
convenable de la pente du coin. Enfin, la culée en form e de proue réunit les a v an tages de la 
solution précédente avec celles d ’une culée légère com portant des vides. Les propositions  
faites ne constituent que des solutions de principe, de sim ples idées dont l’exam en  détaillé  
et la mise à l ’épreuve s’im posent.

10'



148 E. BÖLCSKEI

М ОСТОВЫ Е УСТОИ НОВОЙ К О Н СТРУ К Ц И И

Э. БЕЛЬЧКЕИ

РЕЗЮ МЕ

От общего развития науки мостостроения отстало развитие конструкций фунда
ментов. Установив это, автор предлагает ряд новых решений мостовых устоев. Закладка 
фундамента при помощи общего кессона в случае небольшого пролета значительно сок
ращает расходы по сооружению фундамента и позволяет осуществить сооружение сводов 
и других чувствительных к движению опоры конструкций при наихудших почвенных 
условиях. Может быть выгодным (в особенности в случае наклонных перемычек) также 
устройство основания при помощи кессонов,повернутых своим концом друг против друга. 
Для мостовых конструкций могут быть выгодно использованы также оболочки. Новым 
решением является мостовой устой в виде плуга, соответственно его измененная форма. 
При этом решение сдвиг устоя, соотв. подача вперед могут быть предотворащены соответ
ствующим выбором угла наклона клина. Наконец, устой в виде носовой части судна 
объединяет в себе преимущества предыдущего решения с преимуществами легкого устоя 
пустотелой конструкции. Предложения являются только теоретическими решениями, 
соображениями, детальное испытание, соотв. исследование которых было бы целесооб
разным.
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LE H R STU H L FÜ R  M ECHANISCHE TECHNOLOGIE D ER  TECHN ISCHEN  U N IV ER SITÄ T, B U D A PEST 

[E ingegangen am 22. Jan. 1958]

1. Einleitung

Enstprechend der Praxis der bisher üblichen W erkstoffprüfung benötigt 
m an zur Charakterisierung der Festigkeit eines W erkstoffes die vier w ichtig
sten  Angaben, die beim  Zerreißversuch erm ittelt werden können : die Fließ
grenze, die Zerreißfestigkeit, die Dehnung und die Brucheinschnürung. Die 
Q ualitätsbestim m ung erfolgt auf der Grundlage, ob die vier K enngrößen die 
Vorschriften gleichzeitig erfüllen oder n icht. Zwei dieser charakteristischen  
A ngaben sind Kenngrößen der Festigkeit des W erkstoffes und die anderen 
zw ei solche der Verform barkeit desselben. D ie zusam m engehörenden W ert
paare weisen im Falle der Änderung des G ehaltes an Legierungszusätzen  
m eistens eine entgegengesetzt gerichtete Änderung auf. D ie Vergrößerung 
der Festigkeitsw erte is t  m eistens m it der Verm inderung der Kenngrößen  
verbunden, die die Verform barkeit des W erkstoffes charakterisieren, also der 
D ehnung und der Brucheinschnürung. Man ist deshalb schon se it Jahrzehnten  
darum  bem üht, die E igenschaften  der W erkstoffe m it einer einzigen K enn
größe charakterisieren zu können.

Mehrere dieser K enngrößen waren vollkom m en em pirisch gew ählt, so 
w urden z. B. Produkt a B • 010 oder auch andere Produkte angegeben, die aus 
F estigkeits werten und die Verformbarkeit des M etalles charakterisierenden  
K onstanten  aufgebaut wurden. S ta tt diesen rein em pirischen K enngrößen, 
die jede physikalische D eutung entbehrten, hat schon A l e x a n d e r  R e j t ő  [ 1 ]  

es versucht, den B egriff der Zähigkeitsarbeit einzuführen, w orunter er die 
A rbeit verstand, die bis zur Grenze der gleichm äßigen D ehnung geleistet 
werden muß. Die Zähigkeit-K enngröße von R e j t ő  wurde zwar in der 
Fachliteratur bekannt, h at sich jedoch in der Praxis nicht bew ährt. A u f Grund 
eingehender U ntersuchungen kann man es bew eisen, daß die Z ähigkeitsarbeit 
von R e j t ő  keine streng genom m ene W erkstoffkenngröße is t , was zugleich  
die Erklärung dafür liefert, warum dieselbe keine allgem eine A nw endung fand.

Die physikalisch vollkom m en begründete und für das M aterial charak
teristische Arbeit ist nicht jene, die bis zur Grenze der gleichm äßigen D ehnung
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g e le is te t  wird, sondern d ie, die zum Zerreißen der Volum eneinheit des 
P robestabes notwendig is t . D ie  gesamte A rbeit, die bis zum Bruch geleistet 
w erden m uß, kann also nur durch die Arbeit der V olum eneinheit des einge
sch n ü rten  Querschnittes ausgedrückt werden. W ie wir es im folgenden bew ei
sen m öchten , ist im Laufe der Zerreißprobe die A rbeit einer unendlich kleinen  
V olum eneinheit des eingeschnürten  Querschnittes, die sogenannte B rucharbeit, 
ein e  konstante Zahl, die für das Material charakteristisch ist.

B ild  1. Die gleichm äßige und örtliche D ehnung des Zerreißprobestabes

A n der Stelle und in  der Umgebung der Brucheinschnürung w eist die 
D eh n u n g  des Probestabes sehr große A bw eichungen von der D ehnung anderer 
T eile  des Probestabes auf. B ild  1 zeigt die U m stände für den Fall eines Zer
reißprobestabes, der aus einer A lum inium legierung von 20 mm Durchmesser 
g e fer tig t  wurde. Die A b szisse zeigt die Länge des Probestabes und die Ordi
n a te  die Dehnung bzw . V erlängerung der einzelnen E inteilungen des Probesta
bes in  m m . Man sieht also , daß  die Verlängerung an der Stelle der Einschnü
ru n g  um  eine G rößenordnung von den Verlängerungswerten der anderen 
S te lle n  des Probestabes ab w eich t, die sich infolge der gleichm äßigen Form än
d eru n g  einstellten. B ezeichnen  wir mit F„ den ursprünglichen Querschnitt 
des Probestabes, mit L 0 e inen  sehr kurzen Z eichenabstand an der Stelle der 
sp ä ter  einsetzenden E inschnürung. Nehmen wir an, daß der sehr kleine
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Z eichenabstand an der Stelle der Einschnürung, L0, nach dem  Bruch auf 
L c verlängert, und der Q uerschnitt inzw ischen von Fn auf F c verm indert 
wird. L aut dem Gesetz der R aum beständigkeit wird

L 0 ■ F 0 =  L c ■ F c. (1)

Nach der D efin iton  der spezifischen D ehnung wird die Dehnung an der Stelle 
der Brucheinschnürung

&c

und die Brucheinschnürung

( 2)

( 3)

W ird das Verhältnis F0/F'c aus Gleichung (3) und des Verhältnis L0/L c aus Glei
chung (2) ausgedrückt, so erhalten wir

d l  -  d \

* = _  Vc - ,  ____ d0
C 1 -y>c 1 do ~

d ‘o

D ie so defin ierten  D ehnungswerte werden im  weiteren zur D istin k tion  von  
den m eist üblichen spezifischen D ehnungsw erten als effek tive D ehnung  
bezeichnet. Die effektive D ehnung enstpricht also der spezifischen Dehnung  
eines sehr kurzen Zeichenabstandes. Die effektive Dehnung wird an den 
Stellen des Probestabes, wo derselbe nur eine gleichmäßige Form änderung  
erlitt, gleich der gleichm äßigen D ehnung, erleidet jedoch and der Stelle der 
Brucheinschnürung einer Änderung von  P unkt zu Punkt und erreicht ihren 
M axim alw ert, der im weiteren als Einschnürungsdehnung bezeichnet wird, 
in k leinsten  Querschnitt der B ruchstelle. D ie Änderung der effek tiven  D ehnung  
entlang der Länge des Probestabes entspricht also im w esentlichen der Ver
längerungskurve, die in B ild 1 gezeigt wurde. Die Errechnung der effektiven  
D ehnung in  den einzelnen Punkten is t  m it H ilfe der Gleichung (4), nach der 
B estim m ung des jew eiligen Durchm essers m öglich.

D ie Arbeit der V olum eneinheit, die an der Stelle der B rucheinschnürung  
ausgew ählt wurde, kann nach der E inführung des Begriffes der effektiven  
D ehnung aus dem Zerreißdiagramm direkt bestim m t werden. D ie Brucharbeit 
wird nach der vorangehenden D efin ition

л  =  =J V0 J F о ' L0
l-о L0

df
dl  -  dl 

d?
(4)

(5 )
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w ob ei V0 das elem entare V olum en der Stelle der Brucheinschnürung b ed eu tet. 
M it der Einführung von  V0 =  F0 ■ L0, sow ie о  — P / F 0, dö =  <fL/L0 kann  
die Brucharbeit* aus dem  folgenden Ausdruck berechnet werden :

A c =  { ó - d ó  (6)

D ie Berechnung der Brucharbeit bzw . des obigen Integrals erfolgte  
bisher m it graphischen M ethoden. Man m uß zu diesem  Zweck im  Laufe der

© ®
А P P ùL

h Vo
•f-f “ 7  —  A< +  A £

B ild  2. D ie B estim m u n g  der Brucharbeit a u f graphischem  W ege

Zerreißprobe die D urchm esser des Probestabes fortwährend m essen. D er  
gem essene Durchmesser kann  bis zur Grenze der gleichm äßigen D ehnung im  
P rinzip  eine beliebige sein , nach  dem Beginn der Einschnürung jedoch, also 
nach  dem  Erreichen v o n  P max, muß man jew eils  den kleinsten D urchm esser 
des Probestabes und die dazu  gehörende K raft bestim m en. Das Ergebnis einer 
solchen  Messung zeigt B ild  2. A uf der linken Seite des Zerreißdiagrammes ist  
P  =z f  (AL) eingezeichnet (AL — L  — L0), im  D iagram m  sind jedoch auch jene  
dx . . . dn Durchmesser eingezeichnet, die nach einer entsprechenden Ver
längerung gemessen w erden konnten. Aus dem  Zerreißdiagramm m uß m an  
zur B estim m ung der B rucharbeit ein solches D iagram m  zeichnen, dessen  
O rdinaten die er =  P / F 0 W erte, die Abszissen die effektiven  D ehnungsw erte,

* B em erkung : Im  w eiteren  werden die K räfte, bezogen  auf den ursprünglichen Quer
sc h n itt , m it ff, jene aber, die a u f den veränderten Q uerschnitt bezogen werden (wahre Spannung),, 
m it er' bezeichnet.
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die nach der Gleichung (4) m it H ilfe der gem essenen Durchm esser bestim m t 
werden können, darstellen. B ild 2/b zeigt also a — f  (<$) und die F läche, die von  
dieser K urve eingehüllt wird, is t  dem gem äß eben der Brucharbeit gleich. 
D ie B rucharbeit kann m ittels Planim etrierung der Fläche b estim m t werden. 
W erden die a W erte in k g /m m 2 ausgedrückt, so ergibt sich die B rucharbeit 
in m k g /cm 3.

Obzwar einige in teressante E igenschaften  der Brucharbeit schon  in der 
früheren Fachliteratur m itgeteilt wurden, hat sich ihre verbreitete A nw endung  
nicht eingebürgert, weil die M essung ziem lich um ständlich ist und die graphi
sche B estim m ung der A rbeitsfläche auch recht langwierig ist.

L ju n g b e r g  [2 ] zeigte schon auf dem  Kongreß des Internationalen  
W erkstoffprüfungsverbandes i .J .  1931, daß die Brucharbeit praktisch unab
hängig davon ist, m it w ieviel aufeinanderfolgenden Beanspruchungen dieselbe 
erschöpft wird. Entsprechend seinen M essungen tr itt nach einer A rbeit A v  
A 2, A 3 nur dann der Bruch ein , wenn A 1 -)- A 2 -f- A 3 =  A c, w obei A c gleich  
der B rucharbeit des betreffenden W erkstoffes ist.

Später hat Ma t t h a es  [3] einige Ergebnisse m itgete ilt, w onach  die 
B rucharbeit der gehärteten und angelassenen Stähle von dem M aße des A n
lassens unabhängig, eine K onstante sei. Ma t t h a e s  hat außerdem  noch die 
A nnahm e aufgestellt, wonach die Brucharbeit eines jeden W erkstoffes ganz, 
unabhängig  von der Zusam m ensetzung eine K onstante sei.

U m  die Eigenschaften und die praktische Bewährung der Brucharbeit 
untersuchen zu können, m ußten wir zunächst eine solche B erechnungsm ethode  
ausarbeiten, m it deren H ilfe der zahlenm äßige W ert der Brucharbeit m it den 
bekannten  und üblichen W erkstoffkenngrößen, wie o>,, <Xß,, öe und y> aus
gedrückt werden kann.

2. Die Berechnung der Brucharbeit

B ei der Berechnung der Brucharbeit sind wir von der F estste llu n g  
ausgegangen, wonach entsprechend den bisherigen B eobachtungen die wahre 
Spannung als Funktion der spezifischen Q uerschnittsverm inderung, von der 
Grenze der gleichm äßigen D ehnung bis zum Bruch dargestellt eine lineare 
A bhängigkeit darstellt, wie das au f Grund der M essungen von K ö r b e r  und 
R o h l a n d  [4 ] in Bild 3 gezeigt wurde. Zur K ontrolle dieser F estste llu n g  von  
K ö r b e r  und B o h land  haben auch wir m it unseren V ersuchsm aterialien  
K ontrollprüfungen durchgeführt und dabei festgestellt, daß die lineare 
A bhängigkeit der wahren Spannung von der spezifischen Q uerschnittsver
m inderung auch im Falle der von uns untersuchten M aterialien gü ltig  ist. 
E inige charakteristische Diagram m e unserer diesbezüglichen U ntersuchungen  
sind in  B ild  4 dargestellt. B ei einigen Diagram m en zeigt sich sow ohl im  Falle
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B ild  3. Die o '—y - K u rven  von reinen M etallen (nach Korber und Rohland)

B ild  4. D ie  o'—y-K urven einiger Legierungen

der M essungen von K ö h l e r  und R o u l a n d ,  wie auch unserer eigenen Mes
su n gen  in der Um gebung der Einschnürungsstelle eine kleine Abweichung von  
der geraden Linie. D iese k leine Abweichung bew irkt jedoch keinen w ichtigen  
U ntersch ied  vom G esichtspunkte der abzuleitenden Gleichung.



DIE BRUCHARBEIT ALS WERKSTOFFKENNGRÖSSE 155

W enn in Bild 5 a' die wahre Spannung darstellt, die zu einem  beliebigen  
F  Querschnitt gehört, so wird aus dem A B C  Dreieck

woraus

BC a’ — a'
t e a  = ------  =  —

A B  F — F e

a ’ — at =  tg  a (F  — F e) .

( ? )

( 8 )

Der Neigungsw inkel der geraden Linie kann aus der Voraussetzung b estim m t 
w erden, daß die K raft an der Grenze der gleichm äßigen D ehnung m axim al

wird, daß also im P  — f  (AL) D iagram m  d P  =  0. Da P  — F  • er', so wird

d P  =  F  ■ da' -f- a'dF  =  0
also

d a ’ 

d F

d a' 
d F

F=F,

a e

F .

=  -  tg a :
F

und die Gleichung der gesuchten geraden Linie:

o' =  or; +  Ц  (F e -  F ) .
•f p

(9)

( 10)

( И )

( 12)

W enn wir die Zusam m enhänge F  = ----- —̂ sowie F„ — 0 berücksichti-
1 +  d 1 +  öe

gen, so wird

(13)

B ild  5. D ie schem atische er’— F  Kurve



156 L. GILLEMOT und G. SINAY

D a  zur Darstellung der Brucliarbeit entsprechend der D efinition n icht die 
w ahre Spannung, sondern die Bestim m ung der Spannung, bezogen au f den 
ursprünglichen Q uerschnitt notwendig is t , so w ird durch die S u b stitu tion

a e — a B  (1  +  b e) (14)
beziehungsw eise

а' =  а (1 4- ô) (15)
folgender Ausdruck erhalten:

ff 2 . a B ( l + d e) c  (1 +  ÓJ*
(16)

1 + Ô  B (1 +  0)2

D ieser ist eben a =  f  (<5), der die Kurve im  B ild  2 von öe bis zur effektiven  
D eh n u n g an der Stelle der Einschnürung, also bis bc beschreibt. W enn wir die 
F läche im  Punkte der gleichm äßigen D ehnung in  zwei Teile aufteilen , so 
w ird die gesamte A rb eit, A  — +  A 2. D ie F läche A v  die sich von  0 bis
öe erstreckt, kann w iederum  auf einem V iereck und auf eine Fläche aufgeteilt 
w erd en , welch letztere m it einer Parabel angenähert werden kann. Die 
F läch e

(17)

(18)

S om it wird die gesuchte Brucharbeit,

A c — А г +  A 2 — ~  [o F +  2 aB] 4,6  • (1 +  de) • lg  - ^ 4  +
1 +  öe

(1 +  W
1 + 1 +  -

(19)

D ie Brucharbeit k an n  also als die Sum m e von  drei Gliedern ausgedrückt 
w erden  und man braucht zu ihrer B estim m ung die W erte o> und ffß, welche 
aus dem  Zerreißdiagramm leicht berechnet werden können, sow ie die W erte 
ôe bzw . öc, welche am  Probestabe leicht abzum essen sind. D a öc laut 
G leichung (4) aus der prozentualen  Brucheinschnürung leicht zu errechnen ist, 
so braucht man zur B erechnung der Brucharbeit außer den sowieso gem essenen  
und üblichen W erkstoffkenngrößen keine w eiteren Angaben.

Als Kontrolle der ob igen  Berechnung haben wir an verschiedenen M etal
len  die Brucharbeit u n m itte lb ar gem essen, sow ie berechnet. E inige dieser
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Ergebnisse sind in Bild 6 dargestellt. An einem  Stahl A 60,11 haben wir 
entsprechend der im  B ild 2 gezeigten M ethode 10 M eßdaten unm ittelbar  
durch Messung des Durchm essers bestim m t. Diese sind in der Tabelle als 
graphisch erm ittelte W erte eingestellt. W enn wir die m it der Gleichung (19) 
berechneten W erte m it den graphisch erm ittelten  W erten vergleichen, so f in 
den wir A bw eichungen zwischen —1,8 und -j-5,1% . D iese Tabelle zeigt 
gleichzeitig , daß die W erte der Brucharbeit auch bei dem selben Material

Л 60,11

No Ac mkg/cm3 
gerechnet

A; mkg/cm3 
graphisch ermittelt Abweichung °/0

l 41,0 39,0 +  5,1

2 49,0 47,8 +  2,5

3 48,5 47,3 +  2,6

4 48,2 47,0 +  2,6

5 49,5 51,0 - 2 , 9

6 49,5 50,7 - 2 ,4

7 49,0 49,7 — 1,5

8 49,5 50,4 — 1,8

9 49,5 49,2 +  0,6

10 43,0 42,1 +  2,1

B ild  6. Die B estim m ung der Brucharbeit von  A 60,11 Stählen durch Berechnung
und auf graphischem  W ege

einer gewissen Streuung unterworfen sind, da die kleinsten  gem essenen W erte 
bei 39 m kg/cm 3, die größten bei 51 m kg/cm 3 liegen. W ie wir es noch im w eite
ren sehen werden, ist die Streuung der Brucharbeitsw erte um so kleiner, je 
reiner das untersuchte M aterial ist.

W ir finden also, daß die abgeleitete Gleichung innerhalb der den A n
forderungen der M aterialprüfung entsprechenden Streuungsgrenzen eine gute 
Ü bereinstim m ung m it der unm ittelbaren Messung aufw eist.

D ie R ichtigkeit der abgeleiteten Gleichung muß aus drei verschiedenen  
Standpunkten einer kritischen Prüfung unterzogen werden. B ei der Fläche 
A t is t  die B egrenzung m it einer Parabel und die auf dieselbe aufgebaute 
Berechnung zwar w illkürlich, aber erfahrungsgem äß kann die obere Grenz
linie der Fläche A x — was auch schon von A l e x a n d e r  R e j t ő  gezeigt wurde — 
gut m it einer Parabel angenähert werden. D ie Fläche Mt ist übrigens im  Falle
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der Stähle und der Alum inium legierungen kleiner als 10%  der gesam ten  
F lä ch e . D ie Gleichung, die zur Berechnung der Fläche A x d ient, w eicht 
üb rigen s von der Z ähigkeitskennzahl von R e j t ő  nur darin a b ,  daß in der

B ild  7. Das theoretische und gem essene wahre Spannungsdiagram m  und die F läche  
der B rucharbeit e in es A lum inium s m it 0,15%  Si und 0,2%  F e

G leichung von R e j t ő  a n sta tt  von  a B ae s teh t, da nach R e j t ő  die Zähigkeit- 
K enngröße die folgende is t  :

mc — ~  (°> ~t~ 2 • «G). (20)
ó

B ild  2 zeigt also die V erhältn isse, um welche die Arbeit der zähen Form 
änderung kleiner als die w ährend der E inschnürung geleistete Arbeit ist.
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Bei der Berechnung der Zähigkeit-K enngröße hat R e j t ő  die F läche A 2 
außer acht gelassen und som it wird verständlich , daß die von ihm  gew ählte  
Kenngröße zwar wirklich charakteristisch für die Zähigkeit des W erkstoffes 
war, dieselbe aber für die zum Bruch im w esentlichen  benötigte A rbeit n icht 
charakteristisch sein konnte, da die Arbeit der zähen Formänderung nur etw a  
10%  derselben darstellt.

B ei der Berechnung der Fläche Ä 2 können zwei U m stände gew isse  
Abweichungen m it sich bringen. Der eine is t , daß bei einigen W erkstoffen, 
wie z. B. bei einigen der von uns untersuchten A lum inium legierungen, das 
Diagram m  der wahren Spannung in der U m gebung der E inschnürungsstelle  
einigerm aßen von der geraden Linie abw eicht. B ild  7 stellt das D iagram m  einer 
solchen A lum inium legierung dar, bei der d iese Abweichung von der gerad
linigen Änderung die größte unter m ehreren Hundert M essungen war. 
Die Fläche der B rucharbeit dieser Legierung is t  gemäß der graphischen  
B estim m ung an dem  unteren Teil des B ildes sichtbar. Linie »1« ze ig t die 
effektiven  M eßergebnisse, sowohl im  D iagram m  der wahren Spannung, wie 
auch im  D iagram m  a = f ( ô ) .  Linie »2« wurde hingegen unter der A nnahm e  
der linearen Annäherung eingezeichnet. Im  B ild e zeigt die gestrichelte Fläche  
die W irkung der Abweichung von der linearen Spannungsänderung a u f die 
Brucharbeitsfläche.

W enn m an die Verhältnisse der Flächen m iteinander vergleicht, so sieht 
man, daß die Abweichung nicht groß ist und die graphische Lösung, unter  
der Annahm e der linearen Änderung eine solche Übereinstim m ung m it der 
Berechnung au f Grund der abgeleiteten G leichung aufweist, welche im  Falle  
einer graphischen M ethode und einer num erischen Berechnung zu erwarten  
ist. Der U m stand also, daß das D iagram m  der wahren Spannung einiger  
W erkstoffe n icht genau geradlinig ist, hat eine Abweichung von nur einigen  
Prozenten zur Folge, welche auf Grund der Erfahrungen nicht größer als 
die Größenordnung der Streuung ist, die au f die Inhom ogenität des Ver
suchsstoffes zurückzuführen ist.

Schließlich ist der dritte U m stand, den wir bei der A bleitung außer 
acht gelassen haben, der, daß die Spannungsverteilung an der S telle  der 
Einschnürung nicht gleichm äßig ist. An der S telle  der Einschnürung kann die 
ungleichm äßige Spannungsverteilung m it einem  Korrektionsglied berück
sichtigt werden, welches in der Gleichung der Brucharbeit ein v iertes Glied 
darstellen würde. D a nach unseren R echnungen die Abweichungen n icht 
bedeutend sind, so haben wir dieses vierte Glied bei allen weiteren B erech
nungen vernachlässigt und so gerechnet, als ob die Spannungsverteilung an 
der Stelle der Einschnürung gleichm äßig wäre.

Die Berechnung der Brucharbeit kann noch  bequemer gem acht werden, 
wenn man die abgeleitete Gleichung in ein  Nom ogram m  um w andelt. So 
braucht man zur B estim m ung der Brucharbeit außer den üblichen A ngaben



160 L. GILLEMOT und G. SEN'AY

des Zerreißversuches (erF, a B und гр) nur den W ert von de, der am Probestabe  
nach  dem  Versuch einfach abgem essen werden kann. Bei der V erw endung des 
N om ogram m s wird die num erische B estim m ung der Brucharbeit nur sehr 
kurze Zeit in Anspruch nehm en. So kann die Brucharbeit anstatt der bisher 
verw en d eten , langw ierigen Messung einfach  und recht schnell bestim m t 
w erden .

Im  weiteren h atten  wir m it H ilfe der zur Verfügung stehenden R ech
nungsm ethode die M essung der Brucharbeit an verschiedenen Stählen, 
A lum inium legierungen, K upfer-N ickel und Zinn-Zink Legierungen bew erk
s te l l ig t , um zu klären, w elche U m stände einen  gewissen E influß au f die 
B rucharbeitsw erte haben. D ie w ichtigste Z ielsetzung unserer V ersuche war 
jed o ch  die, zwischen der W irkung der Legierungselem ente und den num eri
schen  W erten der B rucharbeit gewisse, w enn auch vorläufig qualitative  
Z usam m enhänge feststellen  zu können.

3. Die W irkung der L egierungselem ente auf die Brucharbeit

Zur U ntersuchung der W irkung der Legierungselem ente haben wir 
zw ei kom plette Legierungsserien hergestellt, die eine derselben um faßte  
die K upfer-N ickel Legierungen, die eine ununterbrochene Reihe von  M isch
k r ista llen  bilden, die andere jedoch die Z inn-Z ink Legierungen, die sich  im  
fe s ten  Zustande überhaupt nicht lösen. D ie Cu-Ni Legierungen w urden aus 
E lektrolytkupfer und aus K arbonyl-N ickel hergestellt. Die H om ogen ität 
der B löcke wurde durch einm alige E inschm elzung im T am m ann-O fen, 
u n ter  A rgon-Schutzgas, sow ie Um schm elzen in einem  H ochfrequenz-Induktions
ofen  b e i 10 5 Torr V akuum  gesichert. D ie einzelnen  Legierungen der Cu-Ni 
R eih e wurden nach dieser zweim aligen Schm elzung warm verw alzt, sodann  
n ach  einer Glühung von  2 Stunden bei einer Tem peratur von 900° C und A b
k ü h lu n g  in W asser untersucht.

D ie Zinn-Zink Legierungsserien wurde aus Zink von 99,99%  R einheit 
und Z inn durch V erschm elzung dargestellt, sodann bei 200—250° C a u f einer 
Strangpresse verpreßt und nachher bei einer einheitlichen T em peratur von  
130° C geglüht. Aus den Zink-Zinn Legierungen wurden Zerreißprobestäbe 
v o n  4 m m  Durchm esser, aus den K upfer-N ickel-Legierungen M ikrozerreiß
prob estäb e von 1,5 m m  D urchm esser hergestellt. D ie Ergebnisse der Versuche 
sin d  in  Bild 8 und 9 dargestellt.

B ild  8 zeigt das Zustandsdiagram m  der Zink-Zinn Legierungen, w orunter 
auch  das Diagramm der G efügebestandteile eingezeichnet ist. U nterhalb  
des D iagram m s der G efügebestandteile is t  die Änderung der B rucharbeit 
in  A bhängigkeit von  der K onzentration dargestellt. Obzwar die v o n  uns 
gew ä h lten  Zusam m ensetzungen nicht genau den charakteristischen P unkten
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des Zustandsdiagram m s folgen, da nach den Angaben einiger A utoren die 
eutektische Zusam m ensetzung zwischen 7,5 und 9,5%  liegt und unsere am 
nächsten liegende M eß-Stelle sich auf einen Zn-Gehalt von 10%  bezieh t, so 
kann man doch aus dem Diagram m  darauf folgern, daß die Ä nderung der

B ild  8. D ie Brucharbeit der geglühten Sn-Zn Legierungen in A bhängigkeit 
von  der Zusam m ensetzung

Brucharbeit der Legierungen von zwei M etallen, die sich überhaupt nicht 
lösen , linear oder angenähert linear mit der Änderung des Gehaltes an den 
G efügebestandteilen läuft. D ie größte Brucharbeit finden wir also in  der 
U m gebung der eutektischen Zusam m ensetzung, die genaue Zahlangabe muß  
durch weitere M essungen festgestellt werden.

11 Acta Technica XXII/1—2.



102 L. GILLEMOT und G. SINAY

D as Zustandsdiagram m  der K upfer-N ickel-Legierungen is t  in  Bild 9 
d argeste llt. Die Ä nderung der Brucharbeit zw ischen dem W ert des Kupfers, 
80 m k g/cm 3 und des N ick e ls, 110 m kg/cm 3 kann m it einer kontinuierlichen  
K u rv e  dargestellt w erden. Im  Bilde ist eine Streuungsfläche dargestellt, da 
d ie  M ikrozerreißprobestäbe — wie das auch durch unsere anderen, dies
bezüglichen  Versuche gezeig t werden konnte — wegen der etw aigen M aterial
feh ler außerordentlich em pfindlich  sind, und som it die Streuung der M essun
gen  beträchtlich größer, als im  Falle der Zink-Zinn Reihe ist. Im  Bilde haben 
w ir zugleich die Ä nderung der G itterparam eter der K upfer-N ickel-Legie
ru n gen  mit eingezeichnet. E ben infolge der Streuung der M essungen wäre 
es n och  verfrüht, einen  genauen Z usam m enhang zwischen dem G itter
param eter und der Ä nderung der Brucharbeit feststellen  zu w ollen, aber der 
C harakter der K urven läß t die Verm utung naheliegen, daß im  Falle von  
M ischkristallen ein gew isser Zusammenhang zw ischen den Gitterabständen  
u n d  der Brucharbeit besteh en  könnte.

A uf Grund der ob igen  Feststellungen haben wir weitere Legierungs
reih en  der U ntersuchung unterworfen, die zu solchen Zustandsdiagram m en  
gehören , wo die beiden B estandteile  einander n icht oder nur bis zu einer 
gew issen  Grenze lösen . H ier wurden jedoch n icht die kom pletten  Legierungs
reihen  untersucht, sondern nur einige Legierungen bis zu gew issen Zusam m en
setzungsgrenzen.

Wir haben die A lum inium ecke der A l-Si, A l-Fe und Al-Zn Legierungs
reih en  untersucht. Zur H erstellung der P robestäbe haben wir A lum inium  von  
9 9 ,9 9 %  Reinheit verw en d et. Die Legierungen wurden m it der M ethode des 
halbkontinuierlichen Stranggießens vergossen und dann auf einer Strang
presse auf den gew ünschten  Durchmesser verpreßt. Jede Alum inium legierung  
w urde in  zwei Z uständen untersucht. Im w eiteren sind die bei 320° C durch 
2 S tunden  geglühten P robestäbe mit »L« bezeichnet und die bei 520° C 
geg lü h ten  und dann in  W asser abgekühlten, hom ogenisierten Probestäbe 
m it »H «.

Die Ergebnisse der Versuche mit den Alum inium legierungen sind in 
B ild  1 0 ,  11 und 1 2  d argestellt. Die Brucharbeit is t in  jedem  B ild in  A bhängig
k e it  von  der Z usam m ensetzung aufgezeichnet, oberhalb des Diagram m es der 
B rucharbeit ist dann jew eils  der entsprechende Teil des Zustandsdiagram m s 
sich tb ar. Das A lum inium  löst bei Z im m ertem peratur nach den Angaben  
v o n  L o s a n a  und S t r a t t a  [ 5 ]  0 ,0 7  bzw. 0 , 1 0 %  Si, nach den Angaben von  
W e t z e l  [6] jedoch 0 ,5% . Der Unterschied zw ischen den Angaben der ein
ze ln en  Verfasser ist w ahrscheinlich auf eine U nterschiedlichkeit der Abkühlungs
geschw indigkeit zurückzuführen. Die Brucharbeit der geglühten Al-Si Legie
rungen  zeigt eine nahezu  lineare, langsam e Verm inderung (Bild 1 0 ) ,  die auf 
die Zusam m ensetzung der eutektischen Legierung m it 1 1 , 7 %  Si extrapoliert 
e in en  W ert von nahezu 0  geben würde. W ir haben die eutektische Al-Si
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Legierung zwar nicht untersucht, aber die Brucharbeit derselben dürfte auf 
Grund der bekannten Festigkeits- und D ehnungsw erte nicht sehr von N ull 
abw eichen.

Bei den hom ogenisierten Legierungen fin d et man ebenfalls eine a ll
m ähliche Verminderung der Brucharbeit, welche dann steiler wird, wenn bei 
der gew ählten Tem peratur der H om ogenisierung, bei 520° C an Stelle der 
hom ogenen a-Phase die a -(- /З-Phase erscheint.

163

B ild  9. D ie Brucharbeit und das G itterparam eter der geglühten Cu-Ni Legierungen  
in A bhängigkeit von der Z usam m ensetzung

Zwischen den bei 320° C geglühten bzw. bei 520° C hom ogenisierten  
Proben der A l-Fe Legierungen (Bild 11) fin d et man keinen nenenswerten  
U nterschied, was wohl darauf zurückzuführen is t , daß zwischen der M ikro
struktur der hom ogenen und der geglühten Probestäbe kein U n ter
schied besteht, da das Alum inium  das E isen  überhaupt nicht löst.

Die geglühten Probestäbe mit y  -f- a-P hase der Al-Zn Legierungen  
(B ild  12) weisen, von der Probe mit 2%  Zn-Gehalt abgesehen, innerhalb d ir  
Streuungsgrenzen einen praktisch konstanten Wert auf. Die Legierung m it 2%

11*
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Z n-G ehalt wies im hom ogenen und geglühten Zustande dieselbe Brucharbeit 
au f, w as darauf zurückzuführen is t , daß 2 % Zn bei der von uns angew endeten  
A b k ü h lu n g  in Lösung gegangen ist und prinzipiell ebenso zu einer hom ogenen  
S tru k tu r führte, wie die Probe, die von 520° C rasch abgekühlt wurde. Man kann 
h ier  ebenfalls feststellen , daß die B rucharbeit der hom ogenen Legierungen  
ziem lich  steil abfällt.

B ild  10. D ie  Brucharbeit der A l-Si Legierungen in geglühtem  Zustande (L) und hom ogeni
siertem  Zustande (H ) in  A bhängigkeit von  der Zusam m ensetzung

B ei den Versuchen m it den bisher erwähnten Legierungen, die aus 
re in en  M etallen hergestelllt wurden, konnten wir, von den K upfer-N ickel 
L egierungen  abgesehen, keine bedeutende Streuung der Brucharbeit beobach
te n , b zw . im  I’alle der auffallend kleinen W erte jew eils an der Stelle der Bruch
einschnürung M aterialfehler auffinden. D ieser U m stand ist wegen der später 
fo lg en d en  Feststellungen w ichtig , da wir bei den Versuchen m it den Stählen  
e in e  bedeutend größere Streuung trafen.

Zur Bestim m ung der Brucharbeit der Stähle haben wir die genorm te 
C -Stahlreihe, einen S 80 S tah l, einen austen itischen  Cr-Ni Stahl, sow ie einen  
ferritisch en  Chromstahl untersucht.
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Die Ergebnisse der Messungen an den K ohlenstoffstählen sind in 
Bild 13 zusam m engestellt. Wie es aus dem  B ild  ersichtlich, ist die Bruch- 
arbeit der C-Stahlreihe praktisch gesehen k on stan t, wenn wir die Streuungs
grenzen berücksichtigen. D ies ist dam it zu erklären, daß die Brucharbeit 
eines rein perlitischen Stahles m it 0,8%  C-Gehalt nahezu dieselbe ist, wie 
diejenige eines C 10 Stahles. Wenn also die R egel, die wir bei den bisherigen

B ild  11. D ie B rucharbeit der Al-Fe Legierungen in geglühtem  Zustande (L) und hom o
genisiertem  Z ustande (H ) in Abhängigkeit von  der Zusam m ensetzung

Legierungsreihen beobachteten  — daß näm lich die Brucharbeit von dem  
Verhältnis der einzelnen Gefügebestandteile abhängt — gültig ist, so ist es 
selbstverständlich, daß — in dem Falle, wo die Brucharbeit eines rein ferriti- 
schen Stahles und eines rein perlitischen Stahles nahezu dieselben ist — die 
Legierungen innerhalb dieser Grenzen auch dieselbe Brucharbeit aufweisen 
m üssen. Ein jeder Stahl vom  Bild 13 wurde bei einer Tem peratur von  50° C 
oberhalb des yf,3-P unktes für eine Zeitdauer von  30 M inuten geglüht, und 
nachher in Sand abgekühlt. Dem gem äß ist die Brucharbeit der K onstruktions
stähle im  geglühten Zustande von der Zusam m ensetzung praktisch unab
hängig und innerhalb der Streuungsgrenzen konstant.
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Im  vergüteten Zustande haben wir einen genorm ten C 35 Stahl untersucht. 
D ie E rgebnisse sind in Bild 14 dargestellt. W ie wir dabei feststellen  können, ist 
die Brucharbeit im  vergüteten  Zustande von der Vergütungstem peratur 
p rak tisch  vollkom m en unabhängig.

D ie  Brucharbeitswerte des ferritischen Chromstahles (C =  0 ,20% , Si =  
=  0 ,1 8 % , Mn =  0,25% , Cr =  13,5% , N i =  0,6% ) streuten im geglühten

B ild  12. D ie  Brucharbeit der A l-Z n Legierungen in geglühtem  Zustande (L) und hom o
genisiertem  Zustande (H ) in  A bhängigkeit von  der Zusam m ensetzung

Z ustande zwischen 111 und 120 m kg/cm 3 und für die Brucharbeit des austeni- 
t isch en  18/8 Cr-Ni-Stahles fanden wir (Glühung bei 1020° C für 30 M inuten, 
sod an n  in  W asser abgekühlt) 136, 143, 143,2 m kg/cm 3.

W ir haben im  weiteren die Brucharbeit auch an Cr-V-Stählen bestim m t. 
D ie sta tistisch e Verteilung der Ergenisse von  54 M essungen ist in  B ild  15 
d argeste llt. Die untersuchten CrV 135 Stähle wurden nach der H ärtung bei 
versch iedenen  Tem peraturen angelassen, was dadurch charakterisiert ist, 
daß die Fließgrenzen und die Zerreißfestigkeiten zwischen w eiten Grenzen
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B ild  13. D ie Brucharbeit geglühter K ohlenstoffstähle in A bhängigkeit von der Z usam m en
Setzung

Vergüteter C 35

A nlaßtem peratur °C Ac m kg/cm 3

400 112, 123, 111

550 105, 111, 108

650 112, 113, 115

B ild  14. D ie Brucharbeit eines vergüteten C 35 Stah les in  A bhängigkeit von der Anlaß
tem peratur
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streu en . D er kleinste W ert der F ließgrenze lag  bei den untersuchten Proben  
b ei 51 ,8  kg/m m 2, der größte bei 111 k g /m m 2. D ie Brucharbeitsw erte zeigen  
tro tzd em  nur eine geringe Streuung und der häufigste W ert lieg t bei 125 
m k g /c m 3.

W enn wir die verschiedenen E rgebn isse m iteinander vergleichen, so 
f in d e n  wir, daß zw ischen dem  rund 115 m k g /cm 3 W ert des vergüteten  ferri- 
tisch en  Chromstahles, dem  durchschnittlichen  120—125 m kg/cm 3 W ert des 
CrV 135 Chrom vanadinstahles und dem 110 — 120 m kg/cm 3 W ert der Bruch-

B ild  15. D ie  H äufigkeitsverteilung der Ac, ар , а в , у  W erte eines vergüteten CrV 135 Stahles’
a u f Grund von  54 M essungen

arb eit des C 35 Stahles kein  bedeutender U nterschied ist. Wir fin d en  nur 
b ei d em  austenitischen S tah l einen größeren W ert, was auf Grund des 
b ish er Ausgeführten m it einem  U nterschied  in  der K ristallstruktur erklärt 
w erd en  kann.

4. Der Einfluß verschiedener Faktoren au f die Brucharbeit

M an kann zwar au f Grund der bisher durchgeführten großen Anzahl 
der M essungen noch keine bestim m ten  Schlüsse ziehen, aber es schein t, als ob 
die R ein h eit des W erkstoffes die Brucharbeit in  beträchtlichem  Maße beein
flu ssen  würde. Dieser Standpun kt wird dadurch unterstützt, daß die B ruch
arbeit der Legierungen, die aus chemisch reinen M etallen hergestellt wurden, 
im  allgem einen nur eine sehr kleine Streuung aufwies. Je unreiner der W erk
s to f f  is t ,  umso größer wird die Streuung der Brucharbeit und umso unsicherer
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kann man die eindeutigen, genauen Zahlenw erte erm itteln. So fanden  wir 
für die Brucharbeit des verwendeten R ein stalum inium s mit 99,99%  R einheit  
aus drei Versuchen 54 m kg/cm 3, wobei der U nterschied nur in Z ehntelw erten  
ausgedrückt werden konnte. Nach U m schm elzen des R einstalum inium s in 
Vakuum  bei einem  Druck von 10 5 Torr fanden wir 54,5 m kg/cm 3, w as eine  
genaue Ü bereinstim m ung der W erte b edeutet. B ei einer U m schm elzlegierung  
m it verhältnism äßig wenig Zusätzen (Si =  0 ,15% , Fe =  0,19% , Mg =  0,11% ) 
fanden wir Bruch arbeite werte von 23,3, 25,7 und 27,4 m kg/cm 3, obzwar  
ein solcher Abfall der Brucharbeit auf Grund unserer Untersuchungen m it den 
Al-Si, A l-Fe und Al-Mg Legierungsreihen n icht zu erwarten war. Es is t  auch  
merkwürdig, daß die Brucharbeit der C-Stähle in  geglühtem  Zustande zw ischen  
64 und 82 m kg/cm 3, diejenige des A 60,11 Stahles in geglühtem  Z ustande  
zwischen 39 und 51 m kg/cm 3 streute.

Zur U ntersuchung der W irkung der V erunreinigungen haben wir w eitere  
U ntersuchungen m it Stählen durchgeführt, w obei wir in Vakuum ein en  C 10 
Stahl und A rm co-Eisen um geschmolzen haben . Die Brucharbeit des C 10 
Stahles betrug nach zweim aligem  U m schm elzen in Vakuum 111 und 128,8 
m kg/cm 3 und vor dem  Um schm elzen 72,6 und 72,8 m kg/cm 3.

Die Tatsachen also, daß die aus reinen M etallen hergestellten L egierungs
reihen (von den Cu-Ni Legierungen abgesehen, die m it einer M ikrozerreiß
m aschine untersucht wurden) im allgem einen nur wenig streuten, daß  w eiter  
auch bei den Stählen die Brucharbeit der in Vakuum  geschm olzenen Proben  
erheblich größer war, der Unterschied zw ischen der C- und A -R eihe der 
Stähle, sowie die größeren Brucharbeitswerte der im  Elektroofen hergestellten  
Cr-V-Stähle und ferritischen Chromstähle w eisen also darauf hin, daß die 
Brucharbeit eine Funktion der Reinheit des W erkstoffes ist. Diese q u a lita tive  
F eststellung benötigt natürlich eine Ergänzung hinsichtlich des Charakters 
des Zusam m enhanges, es besteht jedoch kein Zweifel, daß die V erunreinigun
gen und Einschlüsse die Brucharbeitswerte verm indern, umso m ehr, da im  
Falle von auffallend kleinen W erten im Q uerschnitte der Brucheinschnürung  
immer die A nw esenheit eines m akroskopischen Einschlusses oder eines R isses 
zu beobachten war.

Diese F eststellung wird gewisserm aßen durch jene V ersuchsreihe  
u nterstü tzt, m it der wir die W irkung des Durchm essers des P robestabes  
untersuchen w ollten. Zu diesem Zweck haben wir die C 10 Stähle in der Form  
von M akroprobestäben von 10, 20 und 30 m m  Durchmesser, sow ie M ikro
probestäben von 1,5 mm Durchmesser untersucht. Die Wirkung des D urch
messers war nur insofern feststellbar, daß bei den Probestäben m it 30 
und 20 m m  D urchm esser überhaupt keine Streuung feststellbar war (inner
halb der Fehlergrenzen der Berechnung), bei 10 mm Durchmesser schon eine 
geringe Streuung zu beobachten war, die M ikroprobestäbe jedoch eine Streung  
von ± 1 5 %  vom  M ittelw ert aufwiesen. D araus kann man den Schluß ziehen,.
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daß b ei einem  Stahl von  gegebenem R einheitsgrad bzw. E inschlußgehalt 
der W ert der Brucharbeit davon abhängt, w iev iele  Einschlüsse in d em  sch w äch 
sten , einschnürenden Q uerschnitte aufzufinden sind . Es ist selbstverständlich , 
daß die W ahrscheinlichkeit einer gleichm äßigen Verteilung um so größer 
w ird, je  größer die A bm essungen des P robestabes sind, und der R einheitsgrad  
übt dem gem äß spezifisch einen umso kleineren Einfluß auf die Streuung  
der Brucharbeit aus, je größer der D urchm esser des Probestabes gew ählt 
w urde. D ieser U m stand gibt gleichzeitig eine Erklärung dafür, w arum  die 
W erte der Cu-Ni R eihe, die in  Bild 9 gezeigt wurden und an M ikrozerreiß
probestäben  gem essen wurden, so sehr streu ten .

W ir haben außerdem  die W irkung der Zerreißgeschwindigkeit an 
P rob estäb en  von 10 mm  Durchmesser u n tersu ch t, die aus einem  in V akuum  
um geschm olzenen C 10 Stahle gefertigt w urden. Die Zerreißgeschwindigkeit 
w urde zwischen 0,5 und 5 m m /M inute geändert und die Brucharbeitsw erte  
w iesen  einen U nterschied von  insgesam t ± 3 %  vom  Mittelwert auf, was nicht 
größer is t ,  als die im  übrigen gefundene Streuung.

A u f Grund der in diesem  A bschnitte besprochenen Angaben können wir 
also zu dem  Schluß kom m en, daß der Z ahlenw ert der Brucharbeit vom  D urch
m esser des Probestabes in w eiten Grenzen unabhängig ist, die Streuung der 
W erte jedoch umso größer wird, je kleiner der Durchmesser des Probestabes 
gew äh lt wird. Die Zerreißgeschwindigkeit beein flußt jedoch innerhalb der 
oben angegebenen Grenzen die B rucharbeitsw erte gar nicht. 5

5. Schlußfolgerungen

Obzw'ar wir im  Laufe der Versuche den E in flu ß  von mehreren F aktoren  
(z. B . die Korngröße oder die quantitative W irkung der Verunreinigungen) 
noch  n ich t geklärt haben, können луп auf G rund unseres bisherigen und hier 
n ich t in  vollem  U m fange m itgeteilten  V ersuchsm aterials die folgenden Schlüsse  
ziehen:

1. D ie Brucharbeit kann m it H ilfe der Kenngrößen, die aus dem  Zer
reißdiagram m  sowieso bestim m t werden, m it einer für die Praxis vollkom m en  
ausreichenden G enauigkeit berechnet oder aus einem  Nomogramm abgelesen  
w erd en , was die A nw endung der Brucharbeit als W erkstoffkenngröße sow ohl 
im  Laboratorium  wie im  Betriebe erm öglicht.

2 . D ie Brucharbeit h ängt in hohem  Maße von  der Reinheit des W erkstof
fes ab; je mehr V erunreinigungen der betreffende S toff enthält, um so größer 
wird die Streuung der Versuchsergebnisse.

3. Mit der Beschränkung, die aus P u n k t 2 folgt, sowie der, welche 
durch andere, bislang noch ungeklärte oder n ich t untersuchte E inflüsse — z. B. 
die W irkung der Korngröße — bedingt w erden kann, kann man feststellen ,
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d aß  die Änderung der Brucharbeit von heterogenen Legierungen im  w esent
lichen durch den quantitativen  Gehalt an den einzelnen G efügebestandteilen  
bestim m t wird. Dies wdrd durch die M essungsreihen an den A l-F e, Al-Si 
bzw . Al-Zn, sowie den Sn-Zn Legierungen u nterstü tzt, wobei festzustellen  war, 
daß die Brucharbeit linear m it dem Gehalt der G efügebestandteile verbunden 
is t  und demgemäß größer oder kleiner wird, je nachdem  die Brucharbeit der 
zw eiten  Phase bzw. der davon bestehenden Legierung größer oder kleiner als 
diejenige des Basism etalles is t . B ei der Vergrößerung des G ehaltes an dem  
eutektischen  Al-Si G efügebestandteile wird die Brucharbeit kleiner, da die 
Brucharbeit des Al-Si E utektikum s wesentlich kleiner als diejenige des Rein
alum inium s ist, im Falle der Zn-Sn Reihe wird jedoch die Brucharbeit bei der 
Vergrößerung des G ehaltes an dem eutektischen Zn-Sn G efügebestandteile  
sow ohl relativ zu der des Zinks, wie auch relativ  zu der des Zinns größer, 
da die Brucharbeit des E utektikum s in diesem  Falle größer als die b ei den R ein
m etallen  ist. D ie B rucharbeit der K ohlenstoffstähle ist sowohl in geglühtem , 
w ie auch im vergütetem  Zustande an und für sich konstant, von der chem ischen  
Zusam m ensetzung ganz unabhängig. Dies is t  darauf zurückzuführen, daß 
die Brucharbeit der nahezu rein perlitischen bzw . nahezu rein ferritischen  
Stähle fast dieselbe ist, folglich  ist die Mischregel der G efügebestandteile auch 
hier gültig.

4. Die Brucharbeit der M ischkristalle ändert sich mit dem  G itterpara
m eter, was durch die V ersuche m it den Cu-Ni Legierungen, bzw . den Al-Zn 
und Al-Si M ischkristallen b estä tig t wurde. D ie Abkühlung der letzteren  Legie
rungen von 520° C in W asser bedeutet m it H insicht auf die beschränkte Lös
lichkeit einen Zustand, der dem  G leichgew ichtzustande nicht en tspricht, was 
unbedingt zur Verzerrung der G itterparam eter führt.

5. Die Brucharbeit der vergüteten Stähle ist konstant, praktisch  unab
hängig von der chem ischen Zusam m ensetzung und der Art der W ärm ebehand
lung, allerdings unter der V oraussetzung, daß das Anlassen bei einer Tem pera
tu r  durchgeführt wird, die zur A uflösung der inneren Spannungen, die während 
der H ärtung entstanden  sind , genügt. W enn innere Spannungen Zurückbleiben, 
so wird die Brucharbeit — obzwar wir diesbezüglich keine Angaben m itteilen  — 
stark  verm indert, was im  E inklang m it der Beobachtung steh t, daß die aus 
Legierungen mit beschränkter Löslichkeit durch schnelles A bkühlen hergestell
ten  M ischkristalle ebenso m it einer Gitterverzerrung verbunden sind , wie die 
au f anderem W ege entstandenen  inneren Spannungen. Diese Frage, nämlich  
die des quantitativen Zusam m enhanges zwischen den inneren Spannungen und 
der Gitterverzerrung sow ie deren Auswirkung auf die Brucharbeit m uß im 
w eiteren  noch untersucht werden.

A uf Grund des oben Ausgeführten scheint es also, daß die Brucharbeit 
a ls eine W erkstoffkenngröße angewendet werden kann, einerseits bei der 
w issenschaftlichen Forschung, zur Untersuchung der W irkung der Legierungs-
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e lem en te , wobei diese W irkung durch verhältnism äßig einfache B eziehungen  
ausgedrückt werden kann, andererseits bei der Betriebskontrolle, bei der 
Ü bernahm e und Ü bergabe, eine eindeutige Q ualifizierung des W erkstoffes 
erm öglich t. Vor einer entsprechenden  Anwendung derselben ist es aber ebenso  
ra tsam  die statistischen V erteilungskurven der einzelnen W erkstoffe zu 
b estim m en , wie es im Falle v o n  Bild 15, der H äufigkeitskurve der Cr-V-Stähle 
g esch eh en  ist.

V ollständigkeitshalber w ollen  wir noch erw ähnen, daß die Brucharbeit 
den selb en  Wert hat, w enn m an  dieselbe nicht nur aus dem Zerreißversuch, 
sondern  auch aus jedem  anderen, beliebigen sta tisch en  Versuch erm ittelt, 
nur w ird das Maß der Streuung von den A bm essungen des untersuchten  
P rob estab es abhängen. So w ird z. B. beim  H in- und Herbiegen — wo das 
u n tersu ch te  Volumen w esen tlich  kleiner als bei den genorm ten Zerreißproben 
is t  — der Zahlenwert der Brucharbeit mit jenem  des Zerreißversuches überein
stim m en , die Streuung der H äufigkeitskurve wird jedoch größer, im  E in
k lag  m it der B eobachtung, daß auch beim  Zerreißversuch die kleineren  
Probestabsdurchm esser e in e  größere Streuung m it sich brachten. Unsere 
diesbezüglichen  Versuche, d ie Ü bereinstim m ung der Brucharbeitswerte der 
Z ug-, D ruck-, Biegungs- b zw . H in- und H erbiegungsversuche sowie unsere 
U ntersuchungen  bezüglich der Wirkung einiger hier nicht untersuchter  
F a k to ren  und deren W eiterentw ick lung werden wir in einer weiteren Arbeit 
m it teilen .
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ZUSAM M ENFASSUNG

D ie  Arbeit, die bis zum  B ru ch  eines W erkstoffes g e le istet werden muß und auf die 
V olu m en ein h eit an der Stelle  der Kontraktion bezogen wird, ist die B rucharbeit. 
D iese  W erkstoffkenngröße kann m a n  aus den üblichen A ngaben des Zerreißversuches sehr 
le ich t berechnen und so kann m an  die Brucharbeit ohne besondere Mühe für jeden  S to ff  
bestim m en .

D ie  Zahlenwerte der B rucharbeit von gewissen Legierungsreihen kann m an m it den 
fo lgen d en  zwei Regeln angeben :

1. D ie  Zahlenwerte der B rucharbeit von gewissen Legierungsreihen m it reinen M isch
k r ista llen  ändern sich m it dem  Gitterparam eter.

2. W enn die L egierungselem ente einander nicht lösen , so ändert sich der Z ahlen
w ert der Brucharbeit im V erhältn is des Gehaltes an den einzelnen G efügebestandteilen.

D ie  Brucharbeitswerte v o n  vergüteten Stählen sind konstant, unabhängig von  
der A nlaß  temperatur, die B rucharbeit der geglühten Stähle w eich t jedoch von  derselben  
der v erg ü teten  Stähle ab. D ie B rucharbeit ist von der R einheit des W erkstoffes und dem  
m eh rach sigen  Spannungszustande abhängig.
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T H E  CO NTRACTION W O RK  AS A CHARACTERISTIC OE M ATERIALS

L. GILLEMOT and G. SINAY

SUM M ARY

The work perform ed un til the total rupture of the m aterial, as referred to the elem entary  
volum e at the place o f the contraction is called contraction-work. This characteristic may 
be com puted in a sim ple w ay from  the usual data, as determ ined by the tensile test and so the 
contraction-w ork of any m aterial m ay easily he determ ined.

The values o f the contraction-work of a series o f alloys m ay be determ ined by the 
follow ing two rules :

1. The contraction-work of pure solid solutions is a function of the lattice-constant.
2. If the elem ents o f the alloy do not dissolving one another, the value of the contrac

tion-w ork depends on the am ount of the structural com ponents.
The contraction-work of tempered steels is a constant value, independent from the 

tem pering tem perature, th a t of annealed steels is, how ever, different from the contraction  
work of tempered steels. It depends on the purity o f  the m aterial and its  m ultiple stress 

conditions.

L E  TRA VAIL DE R U P T U R E  COMME U N E  CARACTÉRISTIQ UE D E S M A T É R IA U X

L. GILLEMOT e t G. SINA Y

RÉSUM É

Le travail à effectuer pour la rupture totale d ’une m atière, rapporté au volum e élém entaire 
du lieu de la striction , est appelé travail de rupture. Cette caractéristique peu t être calculée 
à partir des données obtenues lors de l’essai de traction , et être déterm inée pour n’importe 
quelle m atière, sans d ifficu ltés sérieuses.

Le travail de rupture des alliages de différentes com positions est déterm iné par les 
d eux règles su ivantes :

1. Le travail de rupture des alliages form ant seulem ent des cristaux m ixtes , dépend 
du param ètre de la m aille du réseau cristallin.

2. Le travail de rupture des alliages qui ne se d issolvent pas, dépend de la quantité  
relative des constituants structuraux.

Le travail de rupture des aciers revenus est con stan t, et reste indépendant de la  tem péra
ture de la réversion ; quant au travail de rupture des aciers recuits, il d iffère de celui des 
aciers revenus. Le travail de rupture varie en fonction de la pureté de la m atière et des condi
tio n s de tension m ulti-axiales.

РАБОТА СЖАТИЯ — КАК ПАРАМЕТР МАТЕРИАЛА 
Л . жильмо и Г. Ш И Н А И

РЕЗЮМЕ

Эластичная работа некоторого материала, отнесенная к элементарному объему в 
точке контракции, представляет собою работу сжатия. Этот параметр может быть очень 
просто определен, используя обычные данные, получающиеся при испытаниях на разрыв, 
и таким образом можно без значительных затруднений определить работу контракции 
для любого материала.

Значения параметра работы сжатия можно определить на основе двух нижепри
веденных правил.

1. Числовое значение работы сжатия в рядах лигатур, состоящих чисто из данных 
твердости, представляет собою функцию параметра решетки.

2. Если лигирующие элементы взаимно не растворяются, тогда числовое значение 
работы сжатия изменяется пропорционально элементов структуры.

Величина работы сжатия в случае благородных сталей является независимой от 
температуры отпуска постоянной величиной, однако работа сжатия отпущенных сталей 
отличается от работы сжатия облагороженных сталей. Работа сжатия является функцией 
чистоты материала и многоосевого напряженного состояния данного материала.
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COMPLEMENT OF GONIOMETRY AND PROJECTIVE 
RELATIVENESSES IN THE INVOLUTE GEOMETRY

E . V ID É K Y
D. ENG. SC.

[M anuscript received May 3 , 19561

Alphabetic list o f symbols

C — p itch point ____
E  =  length  of the possible pressure line Е гЕ г 
G =  base point of the involute  
О =  centre point 
T  =  centre distance
U  =  starting point o f undercutting on the cutter edge
V  =  angle between the tangents in  their intersecting point

W  =  n  — V  — angle betw een the tangents in their intersecting point
Y  =  point chosen for exam ple
q =  Ух : Уг — : <52 =  ratio o f tw o opposite arc angles
r =  radius 
s =  tooth  thickness
V =  supplem ent to V , m aking up the m easure of an arc angle 

r a n d y  =  specific measures explained in  F ig. 13 
a =  pressure angle
у  =  the smaller pair of opposite arc angles : y2 >  Vi 
ô =  the larger pair o f opposite arc angles : ô.2 >  ô2 
л  =  the L udolf number 
о =  radius of curvature

Indexes

G =  belonging to the base circle
X =  arbitrary : 2 and 1 =  greater resp. sm aller value

Other symbols

( ) L etter =  spot o f engagem ent
( ) Num ber in round brackets =  reference to an equation
[ ] Num ber in square brackets =  reference to literature
Л A bove the letter  =  belonging to  pointed  teeth

-—'— =  take the corresponding value from  the table

The satisfactory perform ance o f m echanism s taking h ighly  increased  
m odern claim s into account, dem ands th e  realisation o f full fluid lubrication . 
In th is lin e  the best results are atta in ed  w ith  th e  M it c h e l l  th ru st bearing. 
In m achine elem ents o f more com plicated  k inem atics the theory  how ever, 
still does not answer to  practical intricacies.

The m ost com plicated k in em atic  process doubtlessly arises a t the 
m ating  o f gears, where curved surfaces glide and roll one on th e  o th er  in  a 
co-operation  which is con tin u a lly  varying and in  addition to  th is , th e  load  
is high and fluctuating. The lubricant, which enters betw een th e  curved

1 Acta Technic* XXII/3— 4.
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surfaces to  separate th e  profiles w ithout in terruption  has the shape o f  a curved  
w ed ge. (The shape o f  th e  entering oil w edge is on ordinary, usual bearings 
also  a bowed arc angle.) A nalysis of the pressure distribution and o f other  
hydrodynam ic problem s (e. g. the utilization  o f R eynolds equations) requires 
h ow ever a num erical expression for the arc angle which is in fu ll harm ony  
w ith  th e  measure used for ordinary angles.

The present paper in ten d s : first o f all to  establish a su itable term , as 
m en tion ed  above further to  indicate some p ro jective  and till now not considered  
rela tion s o f involu te geom etry  and finally , to  assist research in the full flu id  
fr iction  field.

The m easure of the arc angle

Intersection o f arcs produces four, generally  different arc angles: y L <  y 2 
an d  <5X <  b2 (Fig. 3a). T he sum of the four angles : y 1 - j -  y 2 ~b ^1 ^2 *s
eq u a l to  2 • jr. The op p osite  pairs : y x and  y 2, likew ise iq and <52 differ in
regard both to dim ension and to shape, to  th e  contrary of ordinary angles 
resu ltin g  from the in tersection  of straight lines (F ig. 1). The sum o f adjacent 
arc angles : y 1 -j- ő15 or y2 -j- ô2 also does not equal Л, as in the case o f  ordinary  
an g les. y 2 -j- <32 =  л  i  2 • v2 ; =  y x -j- =  л  i  2 • tq  (Figs, la  and lb ) .
N everth eless it is apparent, th at the ratios o f  opposite arc angles are the same :
У  2 =  A .
Ft

The fundam ental com ponent for m easuring an arc angle is V, th e  ordinary  
an gle betw een the ta n g en ts  of curvatures a t th e  point of intersection. The 
com plem enting increm ent or decrement for th e  real measure : iq and v2,
m a y  b e now studied w ith  th e  help of F igs. 1 to  6.

F ig . 1. In th e  lim it case, when the rad ii o f  curvatures px =  g2 =  0 0  

(and  in  consequence, th e  com plem entary angles iq =  v2 =  0), ordinary angles 
V,  resp. W  — л  —  V  arise.

F ig. 2a and 2b. In th e  other lim it case V  =  0 ; in this case th e  sm aller 
pair  o f  arc angles : y x =  y 2 % i  v2- The d im ension o f the com plem entary  
arc angles v1 and v2 ev id en tly  depends on th eir  respective radii, gq an q2 solely. 
I f  Q =  0 0 , then V  =  0. For th e  theoretical case : p =  0 we accept per definitio- 
n em  th e  value o f v to  be equal to n.  —  P lacing : in  our figures px horizontally , 
th e  signs of Q values p o in tin g  upward or to th e  le ft should be taken as positive, 
an d  o f  g values, p o in tin g  down or to  the r igh t, as negative.

F ig . 2a. The q va lu es have opposite signs (case of external gearing).
F ig . 2b. The q va lu es have equal signs (case of internal gearing).
F ig. 3a. Shows th e  situ ation  for certain V  and q values of opposite signs. 

T hus y2 =  F  +  tq +  n2 ; y 1 =  V —  tq —  v2.
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SFig. 1. Ordinary angles V  at the intersection o f straight lines
Fig. 2a. Complementary arc angles (rt and r2) at V  =  0  Oj and g2 being o f opposite signs : >>, =  

=  V s —  *>1 +
F ig . 2b. Com plem entary arc angles (ux andvr2) at V  =  0, the signs o f g t and o f g2 being the  

sam e : y t =  y 2 =  —  # 2
Fig. 3a. Complementary arc angles (vt and r2) at V  >  0, the signs o f gj and o f  g2 being oppo

site : y 2 =  V  - f  +  # 2 ; >»! =  V  —  —  # 2

Fig. 3b. Complementary arc angles (»j and t>2) at V  >  0, the signs o f  g, and ol Q, being the 
same : y 2 =  V  -f- —  &г ; y 1 =  V  -\-
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F ig . 3b. On th e  other hand, for g va lu es o f  the sam e sign : 

У 2 =  У  +  Vi — v2 ; y 1 =  V  +  v2 — vx .

F ig . 4a. The m easures o f  the arc angles are th e  same as in F ig . 3a , but 
th e ir  shape is a mirror im age o f  F ig. 3a.

F ig . 4b is in a sim ilar relationship to  F ig . 3b. As the m agnitude o f  the  
com p lem en tary  arc angle v depends on ly  on its  Q, its m agnitude is in  a certain  
a n a lo g y  to  the H ertz equations, w hich concern surface stresses, established

1
b y  th e  formula » — ■-----------î ~ .

h  H------
zi

T h e definition o f  th e  “ com plem entary arc angle” has a d im ensional 
ch aracter . Its m agnitude depends on the scale o f drawing o f its  generating  
rad ii o f  curvature : and g2. The above form ula takes th is in to  account to
em p h asize  the essential difference in  com parison to  an ordinary angle, which  
is  in d ep en d en t o f any scale o f  drawing. H ence th e  resulting d im ension o f  the  
arc an g les becom es c m ' i

F ig . 5 shows a diagram  : v p lotted  against JÍQ (full line) and  against
1 (d o tted  line). At the m ating  o f  involu te profiles g2 i  É?i =  E  — con st. =

r e
=  T  • sin  a (where T  =  centre d istance and a — pressure angle). H ence :

Y =
1 4  +  — ± h i  +  —

n 71

4  4
• H------ j

71 J

T h e needed  m inim um  th ickness o f  the hydrodynam ically  produced oil film  
(w h ich  should be k ep t unin terrupted  w hilst w orking), depends on th e  arc 
an g le  o f  the entering oil-w edge. The sm aller it  is, the less hydrodynam ic  
a ss ista n ce  is necessary. F ig. 6a . show s the varia tion  o f the oil-w edge arc angle 
a lo n g  th e  possible m ating len g th  for external gearing. F ig. 6b. presents the  
sa m e  for internal gearing.

K eeping low th e  arc angle  o f  the o il-w edge dem ands the exclu sion  of 
th e  zon es close to E x and E 2 (lim it points o f  th e  pressure line) from  th e  con tact. 
T h a t coincides favourably w ith  th e  dem and for lim iting by the sam e m eans 
th e  H ertz ia n  stresses, steep ly  rising at the sam e points. It also appears th a t  
for ex tern a l gearing a greater, and on th e  contrary, for in ternal gearing a 
sm a ller  pressure angle is advantageous.*

* I t  m ust be noticed , m oreover, th a t the above diagram s concerning th e  m ating  o f  
gears suppose ideally rigid m aterials. E lastic  deform ations alter certainly, to som e e x ten t,  
th e  rad ii o f  curvatures. To take th is into account, transgresses our lim its.
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The behaviour o f an oil-w edge at journal bearings is o f a different sort. 
H ere the d irection o f the load does not coincide w ith  the centre line o f  the  
curvatures. F arther analysis o f  th e  influence o f  th is  fact would transgress 
th e  lim its o f th e  present paper.

F ig . 4a. Same m easures as in Fig. 3a, b u t the configuration is sym m etrical to that o f  F ig . 3a  
Fig. 4b. Same m easures as in Fig 3b, but the configuration is sym m etrical to that o f F ig . 3b

F ig . 5. D iagram  o f  v plotted against \ q (full line) and against —  (dotted line)

F ig  6a. Diagram o f  th e  variation o f  th e  arc angle (wedge) against the possible length  o f
m ating at external gearing  

F ig . 6b. Diagram as in  F ig. 6a, for internal gearing

Among th e  four arc angles y v  y2, <5X, <52 th e  pair yx, y 2 denotes opposite
7Z ' 7Z

arc angles, sm aller th an  —  , w h ilst 6X, <32 are greater than  —  •
2 2

The configuration  o f four arc angles has tw ice  tw o congruent mirror 
im ages (superior and  inferior le ft and right) d isp laying thus tw o different 
shapes, in accordance w ith the signs o f  curvature radii.

As the value o f  an arc angle depends on д on ly , supposing that px =  con st, 
th e  lim it cases are g2 == °°  and Qz — Qf  The variation  o f  an arc angle сак  
be considered from  tw o  points o f  view  :
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1. linear derivation ; sh ifting  the arc along the line con n ectin g  the  
cen tres  o f  curvature ;

2 . polar derivation: turning th e  arc o f  radius g2 around th e  point o f  arc 
in tersection  C.

F ig . Ia .  Polar and linear derivation Fig. Ib . Polar and linear derivation  at : q2 =  <pL
at : q2 =  °o

F ig . l i a .  Interm ediate exam ples o f  derivation F ig . l ib .  Interm ediate exam ples o f  derivation

Fig. Ia shows the polar and linear derivation in  the extrem e case :

e a =  00 ;
Fig. Ib in th e  other extrem e case : g2 —
Interm ediate exam ples are shown in  F ig. l i a  and l ib .
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A singular extrem e case is th e  linear sh ifting  o f the arc at right angles 
to gj, shown in F ig. III.

The lim its o f  arc angle increase and also their rate o f  increase depend

only  on the ratio q =  .
(?2

Fig. I I I .  Linear shifting at right angles to g i as a lim it case

The treatm ent o f relations betw een linear and polar origin, though very  
in structive, can be om itted .

Projective relativity in involu te geom etry

The usual conception of the generation o f an involute is th at o f  unw inding  
a thread from a base circle (or cylinder). The base point G describes a single- 
branched involute : a plane curve, the points o f  which are defined  b y  tw o  
(rectangular or polar) coordinates. The curve departs and turns round the
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cen tre  C  o f  the base circle, w ith  uniform progress describing equid istantly  
e x p a n d in g  tendriles. The th ick n ess  o f the ideal thread  is supposed to  be zero.

A  conception still m ore comprising is to  im agine an ideal, straight and 
rigid  rod o f zero th ickness, rolled  on the base circle to  the right and to  the

F ig . 7. Pairs o f to each o th er  belon g in g  involute and trochoid  curves, being in  relativeness
essen tia lly  identic and congruent

le ft . T he point of ta n g en cy  G (base point o f th e  involu te) connected to  the  
rod , th en  describes a d ou b le branched (total) in vo lu te (Fig. 13 and 13a). 
T h e tw o  branches (mirror im ages of each other) a lternately in tersect each 
o th er  above and below G in  periodical succession. A ll points connected rigidly  
to  th e  rod describe sim ilar double branched curves extending into the in fin ite  
in  e v e r y  direction o f th e  p la n e . On the contrary, im agining a rigid connexion  
b e tw e e n  G (or any poin t) an d  the base circle (instead  o f the rod) and rolling  
th e  b a se  circle on the fix ed  rod, G (or any connected point) w ill describe a 
tro ch o id  (cycloidal) curve, astriding by congruent steps straightly  in to  the  
in f in ite  in one direction (right or left) (Fig. 7).
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One should acknow ledge th a t involu tes and corresponding trochoids 
are doubtless essentia lly  identica l curves, w hich on ly  differ w hen seen from  
different points o f  v iew .

It is certain, that the id en tity  o f involute and trochoid curves is a rem ark
able inference o f projective re la tiv ity . In som e w ays it  can be com pared to  
th e  relation betw een wireless broadcast in all d irections and the conduction

in one direction in a wire ; or (m etaphorically) to  th e  whirling flight o f  thou gh ts  
and the beating o f the heart —  eternal life and m ortality . In conclusion : 
evolution  in all directions —  and step  progress (quanta) in  one d irection only.

Fig. 7 shows a series o f corresponding in vo lu te and trochoid pairs. The 
literature does not discern betw een counterparts o f  the various sorts o f  
trochoids (i. e. com m on, epi- and hypocycloids) b y  giving them  separate  
nam es. So in  Fig. 7 arbitrary chosen nam es : com m on, epi- and hyp oin vo lu te , 
Archim edes involu te, com m on, lim it and superepiconvolute are used for 
designation. The Archim edes in vo lu te is an extrem e case, and sim ilarly  its 
an tityp e : the straight line is a degenerated case o f  trochoids. These consider
ations can sustain a more exh au stive com prehension o f som e particular gearing  
problem s (e. g. undercutting) and o f  sim ilar subjects, such as the conditions  
o f  hydrodynam ic lubrication.

F ig. 8. Theoretical interference
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Fig. 9. The lo c ii o f  theoretical points, starting  interference

F ig . 10. Points o f  startin g  interference in p ractica l generation o f  invo lu te  gears
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J

F ig . 11. The same case as F ig . 10, but w ith  a constant base circle

F ig . 12. Trochoid and involute antitypes a t constant base circle, w ith the starting  point
o f  undercutting

In particular to k inem atics, it is su itab le to  suppose first im m aterial 
conditions : an im aginary cutter rack o f unity  m odule, set at standard d epth  =  
=  1 ; ideal interference is observed instead  o f a real undercutting (F ig . 8). 
T he peak point A  o f the involu te m ates in  ( A )  w ith the head o f th e  stra igh t
sided im aginary generating profile. The relative path of ( A )  passes ju st  through
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G , startin g  interference. T he necessary generating pressure angle a G can be
71

fo u n d  from tg  a G — --------1 =  0,571 . . .  ; a G =  29° 4 2 ' . . .  A t a chosen
2

arb itrary  generating pressure angle ax the geom etric  location o f the poin ts

( U x) a t starting in terferen ce is shown in F ig . 9, th is  forms a parabolic curve  
m arked  by little circles. F ig . 10 and 11 refer to  practica l generation o f gearteeth  
p rofiles, where the p itch  lin e  o f  the cutter rack rolls on a pitch circle o f a larger 
rad iu s, than that o f th e  b ase circle. The locii o f  th e  points (U x) corresponding  
to  different ax is p resen ted  in  Fig. 10 at co n sta n t pitch circle, and in  F ig . 
11 a t constant base circle (both  are m arked b y  little  circles).
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F ig. 12 presents together th e  trochoid and involute a n tity p es for a 
con stan t base circle, also show ing the curve where undercutting starts.

F ig. 13 shows th e  double-branched com m on involute, its eq u id istan t  
expanding course, th e  a lternating succession o f intersections ab ove and  
below  G, and also th e  am ount o f expansion.

F ig . 13b. Double-branched com m on involute and their lim it case : the G risson to o th

F ig. 13a in  addition dem onstrates a series o f  gear-tooth build ing profile  
in vo lu tes (right and le ft) , b y  gradually increasing m odules, and also their  
in tersection  points. H ere th e  practical lim it is the heart-shaped to o th  o f  the  
Grisson gearing. The equations for th e  calculation o f some dim ensions o f  
special in terest, and their  derivations, are collected.
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SUMMARY

The specific character of angles arising at in tersection  of arcs is analysed. A kind of  
com plem entary angles m ake up the difference to  ordinary angles. They have a dim ension, 
w h ich  is defined and a m easure for them  is established.

The relative id e n tity  o f corresponding pairs o f in v o lu te  and cycloidal (trochoid) curves 
and th e  relative id en tity  o f  continous evolution in  all directions of a plane w ith  th e  progress 
o f  congruent steps in a s tra ig h t line (to the right or to  th e  left) — or otherwise expressed : 
continuou s evolution and proceeding per quanta — is dem onstrated.

Geometric relations for th e  lim its of starting interference and undercutting at the  
m esh ing  of gear teeth  are g iven .

A U SD E H N U N G  D E R  G ONIO M ETRIE U N D  P R O JE K T IV E  R ELA TIVITÄTEN  
IN  D E R  IN V O LU TG EO M ETR IE

E. V ID É K Y

ZUSAM M ENFASSUNG

Untersuchung der Sondereigenschaften von W inkeln , welche beim Schnitt von Kurven  
en tsteh en .

D ie dabei auftretende zusätzliche W inkelart v o n  dimensionaler N atur, W esen des 
U n tersch ied es zwischen dieser zusätzlichen W inkelart und bei Kreuzung von Geraden gebil
d e ten  (gewöhnlichen) W ink eln , und Feststellung ihrer D im ension.

R elative Id en titä t einander entsprechender P aare von Evolventen und Zykloiden  
(T rochoiden), sowie rela tive  Id en titä t einer in säm tlich en  Richtungen kontinuierlichen E n t
w ick lu n g  in der E bene m it e inem  (rechts oder links) in  gleichen Stufen fortschreitendem  
geradlinigem  Gang. A nders ausgedrückt : relative Id en titä t der gleichm ässigen E ntw icklung  
und des Fortschrittes per Q uanta. Geometrische Zusam m enhänge beim  Zahnradeingriff 
zw ischen  den Grenzen des B eginns von U nterschnitt und Interferenz.

EX T E N SIO N  D E  LA GONIOM ÉTRIE E T  LE S R ELA TIO NS PRO JECTIVES  
D A N S  LA GÉOM ÉTRIE D E S D É V E L O P P É E S

E. V ID É K Y

RÉSUM É

Analyse des propriétés particulières des angles provenant de la section des arcs. Angle 
accessoire ayant une d im ension , qui distingue l ’angle entre arcs de l’angle résultant de la 
sec tio n  de lignes droites (interprétation  ordinaire). D éfin ition  de l ’angle accessoire et déter
m in a tio n  de son un ité de m ésure.

Identité relative d ’une paire de courbes constituée par une développante et une cycloide 
(troclio ide), qui se correspondent réciproquem ent. Id en tité  semblable relative de l ’évolution  
continue étendue dans un  p lan  dans toutes les d irection s, et de la progression par quanta en 
lig n e  droite (à droite ou à gauche). Liaisons géom étriques à l ’engrènem ent, d’une roue dentée  
entre  les lim ites de coupe ta illée  en dessous et le com m encem ent de l ’interférence.
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ГОНИОМЕТРИИ И ПРОЕКТИВНЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ
В ИНВОЛЮТНОЙ ГЕОМЕТРИИ

Э. ВИДЕКИ 

РЕЗЮМЕ

Анализ специальных свойств углов, образующихся при сечении дуг. Дополнитель
ный угол размерного характера, который отличает дуговой угол от угла, образующегося 
при сечении прямых (угол специальной трактовки). Определение дополнительного угла 
и определение единицы его измерения.

Относительная идентичность эвольвентной и циклоидной (трохоидная кривая) 
нар, соответствующим друг другу. — Аналогична относительная идентичность непре
рывной эволюции во всех направлениях плоскости и движению по прямому направлению 
(вправо или влево) с идентичными ходами. Геометрические зависимости сцепления зубча
тых колес между предельными положениями начала интерференции и подрезки.





PARALLELITÄTSTOLERANZEN VON BINOKULAREN
FERNROHREN*

S. D É K Â N Y
DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

[E ingegangen am 20. O ktober 1956]

Durch die binokularen Fernrohre wird —  im  G egensatz zu den m on o
kularen F ernrohren— das beidäugige B eobachten , das stereoskopische Sehen  
erm öglicht, und auch das N achtsehen wird etw a zweifach verbessert ( S c h o b e r  

[6 ], S. 282, N a u m a n n  [5 ] , S. 114). Von ihren N achteilen  sind die teuerere, 
kom pliziertere K onstruktion , das grössere G erätegew icht und bei A pparaten  
m it S ta tiv  die in  der R egel exzentrische A nordnung zu erwähnen. G egenüber  
den m onokularen m üssen die binokularen Fernrohre ausserdem noch zw ei 
M ehranforderungen Genüge leisten  :

1. D ie optischen D aten  der beiden zusam m engebauten Fernrohre (H a lb 
fernrohre) sollen innerhalb enger Grenzen übereinstim m en.

2. D ie optischen  Achsen der beiden Fernrohre sollen parallel laufen .
V orliegende A bhandlung soll lediglich die letztere Frage behandeln .

D as Mass der hier einzuhaltenden Toleranzen ist in der Fachliteratur b is zur 
Z eit n ich t eindeutig  geklärt und abgeleitet. In  der Tabelle I sind die aus 
verschiedenen Fachbüchern und Ü bernahm evorschriften entnom m enen D aten  
zusam m engestellt.

W ie aus der Tabelle ersichtlich, w eichen  die angegebenen W erte  
voneinander in hohem  Masse ab. Durch überstrenge Toleranzen w erden die 
K osten  der Fernrohre allzu erhöht, durch die Lockerung der Toleranzen geht 
hinw iederum  einer der w ichtigsten  Vorteile der Apparate gegenüber den  
m onokularen Fernrohren verloren, nam entlich  die M öglichkeit des u n m ü h 
sam en, anhaltenden B eobachtens.

B ei dem beidäugigen Beobachten wird ein einfaches und raum haftes  
(stereoskopisches) Sehen theoretisch erst erm öglicht, wenn die von den G egen
ständen  in unser rechtes bzw. linkes Auge gelangenden Bilder au f P u n k te  
m it gleichen K oordinaten der beiden N etzh äu te , au f die sogenannten »korre
spondierenden P unkte«  fallen. Infolge der günstigen  physiologischen E igenschaf, 
ten des m enschlichen Auges wird es nach dem  Panum schen Satz ( S c h o b e r  [ 6 ] -

* A u f der K onferenz für »M esstechnik und Instrum entation« in B udapest am  2. O k to
ber 1956, in  der V eranstaltung des W issenschaftlichen Vereines für M esstechnik und A u to 
m atisierung abgehaltener Vortrag.

2 Acta Technica XXII/.1—1.
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Tabelle I

D aten über d ie Parallelitätstoleranzen von Fernrohren

L auf.-
Quellenwerk

Nach innen nach aussen in der Höhe

N r.
M inuten

l . A . K önig : D ie Fernrohre und Entfernungsm esser, 
B erlin, 1937, S. 108 180 60 30

2. J . A. Tudorovszkij : Teorija opticseszkih priborov, 
Moskau, 1952, S. 364— 365 180 60 30

3. D eutsche Vorschrift Nr. TL 27/1007 В 90 28,8 40

4. Bedingungen eines Bestellers 62 36 27

5. H andbuch der Feinm echanik und Optik, M ühl
hausen, B erlin , 1950, S. 93 60 30 20

6. S. D . Lehrmann : Optik-M echanik, B udapest, 1951, 
S. 155 ; M oskau, 1948, S. 142 60 20 20

7. H . Naum ann : Optik für K onstrukteure, H alle , 
1949, S. 137

Parallelität an der Okular
seite innerhalb 30 M inuten

8. Ä ltere Toleranzen einer Unternehm ung 35 25 25

9. Gegenwärtige Toleranzen einer Unternehm ung 21,6 14,4 14,4

10. Bedingungen eines ausländischen Bestellers, 1955 12 0 ±2

11. N . Bárány : O ptikai műszerek (Optische G eräte) 
Band III., B udapest, 1952, S. 774 6 4 ± 2

(S. 399) genügen, w enn die zusam m engehörigen Bildelem ente in einem  um  
den korrespondierenden P u n k t beschriebenen engen Bereich liegen. Obschon  
er k e in e  regelm ässige K reisfläche b ildet, w ird dieser Bereich in der Fach
litera tu r  als Panum scher K reis bezeichnet. D er Durchm esser dieses Kreises 
is t  u m  so grösser, je entfernter sich das Zentrum  des Kreises von dem  gelben  
F leck  b efin d et.

D as m enschliche A uge hat noch den w eiteren  Vorteil inne, dass es sich  
m it sein er Achse an die R ichtung der w ahrgenom m enen Lichtbündel elastisch  
akkom m odiert. D em gem äss stellen sich die A ugenachsen bis zu einer gewissen  
G renze sowohl in  der H öhen- wie auch der Seitenrichtung in R ichtungen  
ein , d ie von  den sich in dem  beobachteten  P u n k t schneidenden R ichtungen  
d iverg ieren , das heisst, unser Auge stellt sich auch bei der E m pfindung der 
ab gelen k ten  L ichtbündel au f das einfache Sehen um —  eine A ussage, die im  
W esen  au f das gleiche h inauskom m t. D ie grossen Abweichungen, die in  den 
P arallelitätsto leran zen  beobachtet werden, können  in erster Linie au f die 
v o re iw ä h n ten  E igenschaften  des m enschlichen A uges zurück geführt werden
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D iese A kkom odation der A ugenachsen ist indessen je nach dem Ind ividuu m  
in verschiedenem  Masse erm üdend.

A us dem  Vorstehenden geht es klar hervor, dass beim B eobachten  mit 
dem  binokularen Fernrohr n icht der N eigungsw inkel der Fernrohrachsen  
untereinander das unm ittelbar ausschlaggebende M oment is t , v ielm ehr  
en tsch eid et der U m stand, m it w elcher K onvergenz oder D ivergenz die von  
dem  beobachteten  Punkt ausgehenden und in  die O bjektive ein tretenden  
L ichtstrahlen  aus dem Okular austreten . Zur K lärung dieser Frage m üssen  
die Zusam m enhänge zw ischen der E ntfernung des beobachteten  P unktes

P , der Vergrösserung der Fernrohre N  und dem durch die optischen A chsen  
eingeschlossenen W inkel ö für jeden  in  B etracht kom m enden Fall erm ittelt 
w erden. D ie A chsenrichtungen werden zweckm ässigerweise von dem  Okular 
nach dem  O bjektiv hin aufgenom m en.

I. In  Abb. 1 wurde der allgem eine Fall dargestellt, in dem die Fernrohre 
in bezug a u f den in der endlichen E ntfernung befindlichen P un k t P  m it 
einem  W inkel ô divergieren.

N ach  der Figur ist ß  =  N  (ô a). In diesem  Fall beträgt die D ev ia tion  
von  der Parallelen der den P un k t P  durch das Fernrohr beobachtenden A ugen
achsen ß v  Mit den angenom m enen B ezeichnungen erhalten wir :

Q i  =  ( N  — 1) (d +  a) +  a (1)
oder

í 3 1  =  A ( ő  +  a ) - ó  ( l a )

H ier bedeutet a den G esichtsw inkel der beiden O bjektivzentren  
(den W inkel O h P , 0 ,) von dem  P unkte P  aus betrachtet. Die D ev ia tion  
der A ugenachsen von der B eobachtung m it freien Augen b eträgt dabei :

<Px =  { N -  1) ( Ô  +  « ) (2 )
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I I .  Die in der A bb. 2  skizzierte Lage, die auch von T u D O R O V S K i j  [ 7  ] 

m itg ete ilt  wurde (S. 365), stellt einen speziellen  Fall der vorigen Lage dar, 
w ob ei a =  0 ist.

4

In diesem Falle b eträgt die D eviation  der A ugenachsen von der Paralle
len , der sogenannte K onvergenzw inkel :

ü 2 =  ( N ~ 1 ) ö ( lb

D ie D eviation  v o n  der Betrachtung m it freien Augen ist in diesem  Fall 
dem  K onvergenzw inkel gleich

(p2 — Q 2 — (N  — 1) d (2a)

Dieser Fall k om m t jedoch nur in B etrach t, wenn sich der betrachtete  
G egenstand in w eiter E ntfernung, praktisch im  Unendlichen befindet. Dieser 
F all kann bei den Jagd- und Handfernrohren in den m eisten Fällen ange
nom m en werden. B e i den binokularen Stativapparaten , vornehm lich bei den 
Scherenfernrohren k an n  jedoch der W ert von  a  n icht vernachlässigt werden.

III. In Abb. 3 w ird der spezielle Fall dargestellt, wo die Fernrohrachsen  
zw ar parallel verlaufen (Ő =  0), der Punkt P  kann  indessen nicht als im  U nend
lich en  liegend b etra ch te t werden.

In diesem F all b eträgt die D eviation  der Augenachsen von der Paral
le len  :

Q3 — N  a ( le )

D ie D eviation  der Augenachsen von  der B etrachtung m it freien Augen  
b eträgt hierbei :

<P3 =  (N  — ! )  « (2 b )
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IY . In Abb. 4 wurde die Lage dargestellt, in welcher der in  der INähe 
befindliche Punkt P  von dem  Beobachter durch das m it einem  Fehler —  
ö m ontierte (nach dem Punkt P  hin konvergierende) Fernrohrpaar betrachtet 
wird.

In  diesem Fall beträgt die D eviation der Augenachsen von der P aral
lelen

== ( N  — 1) (a — d) -f- a oder

— ü 4 =  ( N  — 1) ô — N  a ( ld )

D ies bedeutet, dass für

{N  — 1) <5 >  N  a

Q 4 ein negatives Vorzeichen annim m t. In diesem  Falle wäre das den P u n k t  
P  durch das Fernrohr betrachtende Augenpaar zu einer Divergenz gezw ungen , 
w obei gegebenenfalls eine tatsächliche Divergenz vorliegen kann.
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In  diesem Fall ändert sich der durch die A ugenachsen eingeschlossene  
W in k el gegen die B etrach tu n g  m it freien A ugen um den W inkelw ert <j94.

cpi  =  (N  — 1) (a — d) oder

—  ç>4 =  (A  — i) (d — a) (2c)

N ach dem V orstehenden  nim m t <}94 für | b | >  | a | ein n egatives Vor
ze ich en  an, das h eisst, das A ugenpaar wird im  Vergleich m it der B etrachtung  
m it freien  Augen zu einer divergenteren B etrach tu n g gezw ungen.

Im  Hinblick au f die physiologischen E igenschaften  der A ugen kann es 
fe s tg este llt  werden, dass die D eviation der Fernrohrachsen von der Parallelen  
nur in  dem  Falle störend  w irkt, wenn das betrachtende Augenpaar zu einer 
den  zugelassenen G renzw ert Í2max übertreffenden K onvergenz oder aber zu 
e in er  von  der Parallelen w eggerichteten B etrachtung, das heisst, zu einer 
D ivergen z gezwungen w ird. B ei den leistungsstarken  terrestrischen binokxdaren 
Fernrohren liegt der P u n k t P  in einer grossen, für praktische Zwecke als 
unendlich  zu betrachtenden  Entfernung, daher wird der W ert von a gleich  
N u ll oder aber einem  äusserst kleinen spitzen  W inkel werden. H ierbei werden 
in  den Fällen I., II. und  I I I . (siehe Abb. 1 , 2 und  3) die den Form eln ( la ) , 
( lb )  und  (lc )  entsprechenden  A ugenachsenkonvergenzen entstehen , die bis 
zu  einem  Grenzwert vo n  ß max physiologisch n ich t nachteilig sind. Da aber 
durch  den Wert von ô der K onvergenzw inkel des A uges nach Form el 1. über
flü ssig  erhöht wird, em p fieh lt es sich, den W ert von  Ô gleich N ull zu setzten , 
das h e isst, Fernrohre m it parallelen optischen A chsen herzustellen.

N ehm en wir für ß max einen sicheren W ert von  15° an, so erhalten wir 
fü r  die Betrachtung eines entfernt liegenden P unktes (Fall II.) :

A s m a x  =  ( A - l ) d 2 m a x = 1 5 °  (3)

In  diesem Fall b e trä g t der noch zulässige grösste M ontierungsfehler

О 1C ^ 2  max __ / o n \
ô 2 max j ÿ  —  1  N _ 1 (3 a )

N ach dieser F orm el erhalten wir für ein  6x-Fernrohr ö2max =  180' 
u n d  ein  8x-Fernrohr d2max =  128'. Diese W erte stellen  die E xtrem w erte der 
V erw endbarkeit dar. W enn auch die B etrach tu n g von in der N ähe liegenden  
P u n k ten  vorausgesetzt wird (Fall I .), so b eträgt der m axim ale M ontierungs
feh ler , bei dem das Fernrohr noch verw endet werden kann :

Ô1  max —
max CI 15 ° — N a

(4a)
N  — 1 N  -  1



PAR ALLELITÄTSTOLER ANZEN VON BINOKULAREN FERNROHREN 199

N ach den folgenden Erörterungen em pfieh lt es sich jedoch , für f2max 
einen  w esentlich kleineren Wert als 15° zuzulassen.

E in  ganz anderer F all liegt im  F alle  IV . nach Abb. 4 vor. H ier würden  
die A ugenachsen zu einer Divergenz nach  Form el ( ld )  gezwungen. A us p h ysio 
logischen Gründen m üsste diese D ivergenz notwendigerweise gleich N ull sein, 
oder aber innerhalb eines äusserst geringen W inkels von ß 4mdx liegen , dessen  
W ert im  weiteren bestim m t werden soll. D em gem äss beträgt nach  Form el 
( ld )  die grösste noch zulässige K onvergenz des Fernrohrs :

N a  +  Q , 4 m ax

N  — 1
(5)

B ei Ausschluss des Falles der A ugenachsendivergenz n im m t obige  
Form el die folgende vereinfachte Form  an :

^4 max =  ~  (^ a )

D a in  diesem F all ЛГ >  1 ist, s te llt  04rnax einen W inkelw ert endlicher 
Grössenordnung dar, solange der P u n k t in  endlicher E ntfernung lieg t. Im  
entgegengesetzten  Fall, das heisst für a =  0, verschwindet jed och  auch  
<54max, die Fernrohre so llten  som it ohne jeg lich e K onvergenz m ontiert werden.

D er H öhenfehler der Fernrohrachsen und der A ugenachsen, das heisst 
die A blenkung der Augenachsen aus der E b en e, die durch die A ugen linsen
m itte lp u n k te  und die betrachteten  P u n k te  bestim m t Avird, da diese A blenkung  
im W esen auch eine D ivergenz der A ugenachsen darstellt, is t aus obigem  
Grunde prinzipiell ebenfalls unzulässig.

D ie  ermüdende W irkung der an h alten d en  Beobachtung durch ein m it 
K onvergenz oder H öhenfehler m ontiertes Fernrohr bleibt aber fort, wenn  
das Mass der A blenkung innerhalb des Panum schen Bereiches b le ib t. In  
Abb. 5 wurden die zu dem  Panum schen K reis gehörenden K egelw inkel x gegen  
die A ugenachse als K egelachse in A b hängigkeit von den verschiedenen D in g
punktsrichtungen (p dargestellt.

B ei einer streng au f einen P u n k t gerichteten  Beobachtung so llte  für 
die A ugenachsenrichtungen, sowohl nach  aussen wie auch in der H öhe, eine 
Toleranz von nur ^ 2 ,5 '  zugelassen w erden. B ei anhaltender B eobachtung m it 
den Fernrohren pflegt jedoch  nicht s te ts  der gleiche Punkt, vielm ehr ein F eld 
bereich betrachtet zu w erden, das h e isst, v o n  dem Beobachter wird das ganze 
Sehfeld  des Fernrohres ausgenutzt. In  d iesem  Falle nim m t das M ass der 
zulässigen  Toleranz nach  F ig. 5 zu. Es se i noch bem erkt, dass der D urchm esser  
des Panum schen K reises auch nach S c h o b e r  nicht genau 5 '  b eträgt, sondern  
er is t  »n ich t v iel grösser als 5 W inkelm inuten«.
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D ie  persönlich durchgeführten M essungen an mehreren H underten von  
6 x 3 0  Fernrohren w iesen darauf hin, dass der A chsenparallelitätsfehler von  
dem  op tisch  ungebildeten  Verwender der Fernrohre nicht w ahrgenom m en  
w ird , so lange dieser Fehler, an der F ad enplatten teilung gem essen, innerhalb  
des W ertes von ô =  ^ 3 ,4 '  (1 alter Strich) lieg t. H ieraus lässt sich sch liessen , 
dass nach  aussen und in  der Höhe eine A ugenachsenabw eichung von  etw a  
6 x 3 ,4 '  ^  20' zugelassen werden darf. Mit R ücksicht jedoch darauf, dass der 
P arallelitätsfeh ler der Fernrohre m it der V erw endung zunim m t, sollte b e i der 
H erste llu n g  der Fernrohre ein  W ert, der den theoretischen  Fehler von  ^ 2 .5

i f  M i n u t e n

Abb. 5

w eit übertrifft, n icht zugelassen  werden. D ie A chseneinstellung innerhalb des 
erw äh n ten  Grenzwertes soll nur die Sicherheit der Dauerverwendung gew ähr
le is te n . B ei den binokularen Fernrohren können  som it für die A bw eichungen  
der A ugenachsenrichtungen von  der P aralle lität die folgenden Toleranzen  
vorgesch lagen  werden :

N ach  innen (für die K onvergenz der A ugen) ß lmax =  36'
N ach  aussen (für die D ivergenz der A ugen) й 4тах =  5'
In  der H öhe D 4max =  3'

E in  A ugenkonvergenzw inkel grösser als 36' sollte nicht zugelassen  
w erd en , da hierdurch die B eurteilung der E ntfernungen  beeinträchtigt wird. 
B ei der fabrikm ässigen M ontierung reichen h ingegen  die 36 W inkelm inuten  
zur E rleichterung der E in stellu n g aus.

E in ige  D aten der Tab. 1 sowie die vorgesch lagenen  Toleranzen w urden  
in  A bb. 6 dargestellt.
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D ie eingekreisten  Zahlen weisen au f die Laufzahlen der T ab. 1 hin. 
D ie vorgeschlagenen Toleranzen beziehen sich  au f die W inkelabw eichungen  
der A ugenachsenrichtungen von der Parallelen.

D ie in  der D ivergenz zulässigen M ontierungsw erte der Fernrohrachsen  
(ó-W erte) können für Fernrohre beliebiger Vergrösserung auf den Form eln  
(3a) bzw. (4a) berechnet werden, nur muss an Stelle von Q .2max b z w .ß lmax 36' 
e in gesetzt werden. D ie Fernrohre werden in der Regel zur B etrachtung von 
en tfern t liegender O bjekte hergestellt. Für diese gilt :

^max —  
(div)

36'

N -  1
(«)

K o n v e rg e n z  I D iv e rg e n z

U /e rte  m  IV in k e lm in u te n

Abb. 6

D ie noch zulässigen grössten K onvergenzw inkel der Fernrohrachsen  
können aus Form el (5) berechnet werden, nur m uss für a Null und für Q x 
der vorgeschlagene W ert von 5' eingesetzt w erden.

“ 1 а л  í r  т
(konv) IV   1

D asselbe g ilt auch für den H öhenw inkelfehler. W ie ersichtlich, rücken  
m it E rhöhung der Vergrösserung die Toleranzgrenzen immer enger zusam m en. 
H ierdurch werden ernste Anforderungen an die serienfertigende optische  
Industrie geste llt. Insbesondere sind die Scherenfernrohre gegen diesen Fehler  
em pfindlich . Daher rührt es, dass die alten  Scherenfernrohre m it 10-facher  
bzw . 15-facher Vergrösserung nach starker Beanspruchung ein D oppelbild
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z e ig ten . H iedurch lässt sich auch das B estreb en  der K onstrukteure und 
E rzeuger erklären, an Stelle  der leistungsstarken Scherenfernrohre zusam m en
geb au te  W inkelfernrohre m it einem  gem einschaftlichen K opfspiegel oder 
K op fp rism e herzustellen .
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ZUSAM M ENFASSUNG

D urch die binokularen Fernrohre wird die beidäugige Betrachtung, das stereoskopische  
Sehen  erm öglicht und das Däm m erungssehen verbessert. Gegenüber den m onokularen F ern
rohren w eisen sie jedoch den N achteil auf, daß zw ei Mehrerfordernisse befriedigt werden  
m üssen  : D ie optischen D aten  der zwei zusam m engebauten Fernrohre m üssen üb erein stim 
m en , un d  ihre optischen A chsen m üssen parallel verlaufen. In der vorliegenden M itteilung  
wird das letztere Problem erörtert. — Die diesbezügliche Stellungnahm e der F ach literatur  
is t  näm lich  bei w eitem  nicht einheitlich , und die aufgefundenen D aten über die T oleranzen  
w eich en  voneinander in hohem  Maße ab. In vorliegender M itteilung werden die geom etrischen  
B ezieh un gen  der Lichtstrahlen in den Fällen der B etrachtu ng durch m it versch iedenen  Mon
tierungsfehlern hergestellten Fernrohre erörtert, w obei auch die Entfernung des D ingp un ktes  
m it in  B etracht gezogen wird. B ezüglich der F eststellung der Grenzlagen bildet der N e ig u n g s
w in k el der aus dem D ingpunkt ausgehenden und aus dem  Okular der Fernrohre austreten den  
L ich tstrah len  den entscheidenden Faktor. Für diese können unter B eachtung der p h y sio 
log isch en  E igenschaften der M enschenaugen die noch zulässigen H öchstwerte der K onvergenz  
und D ivergenz erm ittelt werden. Aus diesen H öchstw erten  können sodann a u f G rund der 
ab geleiteten  Form eln die Parallelitätstoleranzen der Fernrohrachsen berechnet w erden .

PARALLELISM  TO LERANCES OF BIN O C U L A R  TELESCOPES

S. D ÉK Á N Y

SUMM ARY

Binocular telescopes m ake possible view ing w ith  both  eyes, stereoscopic v is io n , and 
im prove tw iligh t vision. As com pared to m onocular telescopes, their d isad van tage  is  that  
at m anufacture two more conditions m ust be adhered to  : optical characteristics o f  th e  two  
te lescop es m ounted together m ust be equal and their optical axes must be parallel. T h e  paper  
deals w ith  th is latter problem , there being no uniform  opinion in the literature tr e a tin g  th is  
su b ject and the tolerance specifications given being extrem ely  divergent. The paper co n ta in s  
th e  geom etrical conditions for the ligh t rays in  the case o f observation w ith telescopes m ou n ted  
w ith  different m ounting errors, considering also the d istan ce of the observed poin t. F or deter
m in ing  lim it positions, the angle o f inclination o f the lig h t rays em itted by the ob serv ed  poin t 
and em erging from the telescope’s oculars is of decisive im portance. For these rays, considering  
th e  characteristics o f the hum an eye, the m axim um  convergency and d ivergency  values  
can  be determ ined ; and from  these can be calculated , w ith  the aid of the form ulae g iv en  by  
th e  author, the parallelity tolerance of the telescope axes.
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TOLÉRANCES D E  PARA LLÉLISM E D E S L U N E T T E S BIN O C U LA IR ES

S. D ÉK Á N Y

R É SU M É

Les lunettes binoculaires perm ettent la vue par les deux yeux , la vision stéréoscopique, 
e t  améliorent la vision au crépuscule. E n  com paraison des lunettes m onoculaires, elles pré
sen ten t par contre l ’inconvénient d’exiger deux conditions supplémentaires lors de la fabri
cation  : les caractéristiques des deux lun ettes m ontées ensem ble doivent être égales e t  les 
axes optiques doivent être parallèles. La com m unication est consacrée à ce dernier p ro b lèm e, 
la littérature technique n ’étant pas encore d’accord sur ce point, et les valeurs de to lér a n c es  
actuellem ent admises étant des plus d ivergentes. L ’étude contient les relations g éo m étr iq u es  
entre rayons lum ineux en cas d’observation avec des lunettes présentent des défau ts d iffé- 
rents de m ontage, com pte tenu aussi de la d istance du point observé. Pour déterm iner les 
positions lim ites, c’est l’angle d’inclinaison des rayons lum ineux émis par le po in t observé  
e t sortant des oculaires du télescope, qui est décisif. Pour ces rayons on peut, en te n a n t com pte  
des propriété physiologiques de l ’oeil hum ain, déterm iner la plus grande convergence e t  d iver
gence permises, et à partir de celles-ci, en  se basant sur les formules données par l ’auteur, 
on  peut calculer les tolérances de parallélism e des axes des télescopes.

ДОПУСКИ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ БИНОКУЛЯРНЫХ ПОДЗОРНЫХ ТРУБ
Ш . Д Е К А Н Ь

РЕЗЮМЕ

Бинокулярные подзорные трубы позволяют осуществить зрение обоими глазами’ 
т. е. стереоскопическое видение и улучшают условия видения в полумраке. Но в то же 
время по отношению к монокулярным подзорным трубам обладают тем недостатком, что 
при изготовлении необходимо учитывать два дополнительных требования : оптические 
данные двух соединенных вместе подзорных труб должны соответствовать друг к другу, 
а их оптическая ось должна быть параллельной : Работа посвящена именно последней 
проблеме. — В отношении сказанного, как известно, еще не существует единого взгляда 
в литературе и найденные в литературе данные относительно допуска параллельности 
являются исключительно сильно отклоняющимися друг от друга. В статье даны геометри
ческие зависимости для световых лучей в случае наблюдения при помощи подзорных труб, 
изготовленных с различными дефектами сборки, учитывая при этом расстояние до наблю
даемой точки. Для определения предельных положений решающим является угол изгиба 
световых лучей, исходящих из наблюдаемой точки и выходящих из окуляра подзорных 
труб. Для сказанных с учетом физиологических свойств глаз человека можно установить 
значения допустимых наибольших конвергенций и дивергенций. На основе их, исходя из 
выведенных формул, становится возможным вычислить данные допуска параллельности 
осей подзорных труб.





DIE DYNAMISCHE UNTERSUCHUNG YON GETRIEBEN  
UNTER BERÜCKSICHTIGUNG DER REIBUNGSKRÄFTE  

UND DER REIBUNGSMOMENTE

J. D R O B N I
L E H R S T U H L  F Ü R  M ASCHINENELEM ENTE D E R  TE C H N ISC H E N  U NIV ERSITÄ T F Ü R  S C H W E R IN D U S T R IE ,

M ISKOLC

[Eingegangen am 30. Januar 1957]

B ei der dynam ischen U ntersuchung von  Getrieben werden die in  k inem a
tischen Paaren (gleitende k inem atische P aare, Gelenke, N ockenberührungen) 
en tsteh en d en  R eibungskräfte, beziehungsw eise R eibungsm om ente im  allge
m einen ausser acht gelassen, da die W irkung derselben auf das K räftespiel 
des G etriebes, in Folge der niedrigen W erte der R eibungskoeffizienten , nicht 
erheblich is t .

Es g ibt aber solche F älle , in w elchen der E influss der R eibungskräfte  
und der R eibungsm om ente n icht vernach lässigt werden kann. So darf bei
spielsw eise die Einwirkung der R eibungskräfte und der R eibungsm om ente  
bei einer E xzenterpresse w egen der grossen Abm essung der E xzenterscheibe, 
oder beim  E n tw u rf von M essinstrum enten, anlässlich der U ntersuchung der 
M essgenauigkeit, nicht ausser acht gelassen  werden.

D ie aus der Fachliteratur bisher bek an n ten  rechnerischen und  graphi
schen Verfahren führen nur nach reihenm ässigen A nnäherungen zu  einem  
Ergebnis.

In der Folge wird solch ein  neues Verfahren dargelegt, m it dessen  H ilfe 
der K räfteplan unter B eachtung der R eibungskräfte und der R eib u n gs
m om ente schnell und genau entw orfen w erden kann.

1. N eues, graphisches Verfahren zur B estim m ung des K räfteplanes 
einer elem entaren Gruppe

In der L iteratur wird die U ntersuchung der ebenen Getriebe in sogenann
ten  elem entaren Gruppen durchgeführt, w elche aus drei zw eigliederigen  
kinem atischen  Paaren bestehen (Abb. 1).

D ie zw ei Glieder der elem entaren Gruppe wurden m it 1 und 2 , deren 
G elenke m it A , В, C bezeichnet. Die elem entare Gruppe ist an die Glieder 
q und s angeschlossen, von welchen eines auch ein stehendes Glied sein  kann. 
D ie au f die Glieder 1 und 2 wirkenden K raftvektoren  und F 2 m ögen nach  
R ichtung und Grösse gegeben sein.
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D a s neue Verfahren ist e ine dem gesteckten  Ziele entsprechende W eiter
en tw ick e lu n g  der aus der graphischen Statik  bek an n ten  Culm ann-K onstruk- 
tio n  ; in  seiner M ethode aber fo lg t es den P rinzip ien , welche die über G etriebe  
ersch ien en en  W erke Professor T e r p l a n ’s festlegen . D as Verfahren wird vor
erst oh n e Berücksichtigung der R eibungen vorgeführt. Zu den K räften  F x 
und F 2 ze ich n et m an durch die G elenke A , B , C  e in  beliebiges Seileck (A bb. 2a).

In d em  man nun zu den, den K räften vorhergehenden, sowie den, den 
K rä ften  fo lgenden  Seileckseiten  —  den R egeln des bekannten K onstruktions
v erfah ren s entsprechend —  Parallelen zieht, erhält man im  V ektorpolygon

die zw ei Pole 0 X und 0 2 (A bb. 2b). D ie P o lp u n k te  fallen deshalb n ich t au f
e in a n d er , w eil das Seilpolygon  beliebig angenom m en wurde. W ürden sich  
die P o lp u n k te  decken, so w äre das Seileck gerade das, dem gesuchten G leich
g ew ich tszu stan d  zugehörige. E s ist nun die F rage, wie der gem einsam e Pol 
zeich n erisch  bestim m t w erden kann.

E s m ögen nun durch d ie Gelenke A , B , C  zw ei beliebig gewählte Seilecke  
geze ich n et werden (Abb. 3). Indem  man in dem  zugehörigen K räfteplan die 
P o lp u n k te  bestim m t, erhält m an hiedurch v ier  Pole. Den Dreiecken A B D \  
u n d  A B D '{  entsprechen nach  dem D u a litä tsgesetz  die Punkte 0 [  und  0", 
d en  D reiecken  B C D 2 und BCD"2 dagegen die P u n k te  0'2, beziehungsw eise 0"2. 
D em  P u n k t A  der elem entaren  Gruppe entspricht im Kräfteplan das schraf
f ie r te  D reieck. E ine Seite dieses Dreiecks b ild et die, die Punkte 0 [  und 0 \  
v erb in d en d e  Gerade, w elche infolge der zw ischen dem Seileck und dem  K räfte
p la n  b estehenden  A ffin itä t, parallel zum  Stab  1 ist. Ähnlicherweise ist die 
G erade, welche die P unkte 0'2 und 0"2 verb indet, parallel zum Stab 2. W ieviel 
S eilp o lygon e  auch gezeichnet werden m ögen, die Polpunkte werden im m er

A

A b b .  1 A b b .  2
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a u f den zu den G liedern 1 und 2 parallelen G eraden liegen , welche im  K räfte
plan m it »Strich-Punkt-Strich« Linien angedeutet sind. Der Schnittpunkt 
der Geraden 0'x0'\ und 0'г0 \  b ildet den gesuchten , gem einsam en P olpunkt 0 .

Die graphische B estim m ung des gem einsam en Poles erfolgt daher in  
der unten  angegebenen R eihenfolge. Man zeichnet durch die Gelenke А , В, C

A b b .  4

ein beliebiges Seilpolygon (Abb. 4). Im  Kräfteplan b estim m t man die P olpunkte  
0[  und 0 ’2. Durch die P u n k te  0 [  und 0 ’2 zieht man Parallelen zu den Stäben 1 
beziehungsw eise 2. Der Sch n ittp u n k t dieser zwei Geraden liefert den gesuchten , 
gem einsam en P olpunkt 0 ,  m it dessen H ilfe nun die G elenkkräfte F a , F c 
un beziehungsw eise F*x graphisch erm ittelt w erden können.
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2 . G raphische B estim m ung des K räfteplanes der elem entaren Gruppe 
unter B erücksichtigung der Reibungen

D ie  Reibung verändert die relative Lage der an den kinem atischen  
P aaren  zur Übertragung kom m enden K räfte.

In fo lge der am Zapfen entstehenden  R eibung wird die in  A bb. 5 m it 
F l t  bezeichnete Z apfenreaktionskraft eine zum  Reibungskreise vom  H alb
m esser r0 tangentiale Lage einnehm en. Der H albm esser r0 kann ohne K enntnis

A b b .  5

tier K räfte  F n und S  m it H ilfe  des R eibungskoeffizienten  fl b estim m t werden. 
A n H an d  der ähnlichen D reiecke abc und ade kann m an folgende Propor 
t io n  aufschreiben :

d ç s

2

aber nachdem  

s in d , so folgt

S ,  F 12

S 2 =  F F n und F lt  =  Vf * +  fi2 F*

F n 2 VFZ +  ff iF »  ’ 

w oraus sich für r0 die Form el

г _  d *  1
0 2 f l  +  fl2

erg ib t.

P rak tisch  ist m eistens : . , ------—— *** 1 ,  daher kann man für r0 m it dem W ert
VI +M2

d cs
ro — Iм-----rechnen.

2
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D ieL age der G elenkkräfte kann m an unter Berücksichtigung der relativen  
V erschiebung des Zapfens und des Zapfenlagers erm itteln . Zur D urchführung  
der U ntersuchung muss der, dem  reibungslosen Zustand entsprechende  
K räfteplan konstruiert werden (A bb. 6).

Es is t  bekannt, dass die R eibung die Bew egung brem st. D ie  bei der 
R eibung im  Zapfen entstehende K raft wird daher im  V erhältnis zum  Zapfen
m itte lp u n k t solch eine Lage einnehm en, in welcher sie die gegen seitige B ew e
gung der Glieder hindert. Der in  A bb. 6. aufgetragene G eschw indigkeitsplan  
b estim m t daher die gegenseitige V erschiebung der Glieder des G etriebes im

gegebenen Augenblick. So ist beispielshalber die Bewegung der durch das 
G elenk В  m iteinander verbundenen Glieder 1 und 2 eine solche, w elche den 
durch die Glieder gebildeten W inkel ß  verringert, die relativen G elenkkräfte  
F 12 beziehungsw eise F 2j werden daher die aus Abb. 7 ersichtliche Lage 
einnehm en. D ie Gelenkkräfte A  und C in Abbildung 7. können in  ähnlicher  
W eise gedeutet werden.

B ei g l e i t e n d e n  G l i e d e r n  ist die R ichtung der M ittelkraft 
(R esu ltante) im  Verhältnis zur K raft F n durch die im halben K egelw inkel 
Q des R eibungskegels einfallende Gerade gekennzeichnet (Abb. 8). D ie R ichtung  
der relativen  R eibungskraft kann aus den Bew egungsverhältnissen b estim m t 
w erden. D ieselbe zeigt gleichzeitig die entsprechende M antellinie des R eibungs
kegels an. W enn die M ittelkraft n ich t im  Schwerpunkt des gleitenden  Gliedes 
angreift, m üssen die au f das g leitende Glied wirkenden K räfte separat bestim m t 
w erden. In der Mehrzahl der Fälle greift jedoch  die M ittelkraft im  Schw erpunkt, 
oder in  dessen unm ittelbarer N ähe an.

3 Acta Technica ХХП/3—4.



210 J. DROBNI

A u f Grund der vorhergegangenen A usführungen kann der K räfteplan  
einer elem entaren Gruppe u nter Berücksichtigung der Reibungskräfte und  
der R eibungsm om ente in folgender Reihenfolge leicht konstruiert werden. 
V orerst zeichnet man um  die G elenke A , B, C der elem entaren Gruppe, als

M ittelp u n k te, die R eibungskreise. Dann werden tan gen tia l zu den R eibungs
kreisen  in  entsprechender D eu tu n g  mehrere Seilpolygone gezeichnet (Abb. 9a). 
D ie den Seilpolygonen entsprechenden Pole kön n en  im^Kräfteplan konstruiert 
w erden (Abb. 9b). D ie V erbindung der den einzelnen  Seipolygonen entsprechen
den Polpunkte gibt, im  G egensatz zum reibungslosen Fall, nicht m it den  
G liedern 1 und 2 parallele Geraden, sondern zwei K urven, deren Schnittpunkt
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den gesuchten gem einsam en P ol liefert. D ie G enauigkeit der K onstruktion  
kann durch die V erdichtung der zwei Polpunktreihen erhöht werden.

3. A nalytische U ntersuchung der Polpunktkurven

Zum Abschluss m öge untersucht werden, ob die G leichung der P olpunkt
kurve in  einfacher Form  aufgeschrieben, und daher an Stelle des graphischen  
ein rechnerisches Verfahren eingeführt werden kann. Beim  graphischen Ver
fahren mussten zw ecks B estim m ung des gem einsam en Poles zwei P olpunkt

kurven konstruiert w erden. Der E infachheit halber untersuchen wir analytisch  
bloss die eine Polpunktkurve (A bb .lO ).D as rechtw inkelige K oordinatensystem  
wurde so gewählt, dass sein N ullpunkt m it einem  G elenk zusam m enfällt, 
w ährend das andere G elenk auf der A bszissenachse lieg t. U m  die k inem atischen  
Paare wurden die Reibungskreise gezogen. A u f der unter dem W inkel (p 
geneigten  V ektorrichtung F j, wurde der P un k t N (x 0, y 0) aufgenom m en.

D ie Gleichung der in die R ichtung F x fa llenden Geraden ist :

У =  Ч <Р(* — с).

Der bew egliche P unkt N (x 0, y 0) liegt au f dieser Geraden. W ählt m an x0 zum  
Param eter, so kann y 0 au f Grund der G leichung der Geraden berechnet werden, 
denn es ist

Уо =  Ч<Р(хо — с)-

Vom P unkte N(x0, y 0) aus zieht m an T angenten zu den R eibungskreisen. 
Nach Aufschreiben deren Gleichungen können die R ichtungsfaktoren dieser

3 '
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ta n g en tia len  Geraden b estim m t werden. D ie R ichtungsfaktoren der zu dem  
im  N u llp u n k t befindlichen K reise vom  H albm esser (r j j  gezogenen T angenten  
m it m0, diejenigen der zum  K reise  (r0)2 gehörenden T angenten m it m 1 bezeich
n en d , erh ä lt m an —  unter H inw eglassung der langw ierigen und kom plizierten  
A b le itu n g  —  für die W erte der obigen R ichtungsfaktoren folgende Form eln :

_  . ~*оУ о ±  (ro)i У*о +  Jo — (ro)i .
(г0)? -  4

_  _  —*оУо +  h o  ±  (г0)2 У—2 l x 0 +  Р  — (r0)l +  +  УЬ
2 l x 0 - P  +  (r0) * - x *

A us ob igen  Gleichungen is t  auch ersichtlich, dass vom  Punkte N (x 0, y 0) aus 
zu  d en  Reibungskreisen je  zwei T angenten gezogen werden können, die 
en tsp rech en d en  zwei T angenten  werden au f Grund der Abb. 7. ausgew ählt. 
V on  d en  Endpunkten des V ektors F x aus zu den R ichtungen m0 beziehungs
w e ise  m 1 Parallelen ziehend, erhält m an die Geraden und e2, deren S chn itt
p u n k t den zu dem P aram eter x0 gehörenden Polpunkt P ( x ,y )  g ibt (Abb. 11).

D ie  K urve der P olpunktreihe erhält m an durch die B estim m ung der 
gem einsam en  P unkte, der zu  verschiedenen W erten des Param eters л:0 zuge
h ören d en  Geraden ex und e2.

Zur B estim m ung der G leichungen der Geraden und e2, W'urde der 
N u llp u n k t zum A usgangspunkt des V ektors F x gew ählt. D ie G leichung der 
G eraden ex lautet

У =  m0 X  ;

d iejen ige  der Geraden e2

у  =  (# — I F x I cos <p) I Fj_ I sin cp ;

n a ch d em  F 1([F 1] cos cp, т а  sin cp) ist.
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Abb. 12
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A u s d en  Gleichungen der G eraden ex und e2 erhält m an den folgenden A u s
druck :

m0x =  m 1x  — m 1 \ J cos <p -f- [ F x | sin  cp ; 

aus w elchem  man die param etrischen Gleichungen

und

X
F j (sin <p — m l cos <p)

m0 F x I (sin cp — m 1 cos cp)
У = ----------------------------------------

m0 — m 1
erh ä lt.

Indem  man m0 und m 1 durch die vorhergehend bestim m ten Ausdrücke  
su b stitu iert, erhält m an für x  und у  ziem lich kom plizierte G leichungen. 
H inzufügend , dass die G leichung der anderen Polpunktreihenkurve zwar 
a u f ähnliche W eise b estim m t werden kann, jedoch  im  selben K oordinaten
sy ste m  noch kom pliziertere Endergebnisse gew onnen werden, kann m an  
ru h ig  behaupten, dass d ie B estim m ung des P o lp u n k tes im  W ege des R ech
nungsverfahrens die L ösung der Aufgabe n ich t vereinfacht.

D ie Anwendung des neuen  K onstruktionsverfahrens wird beispielshalber 
für das Getriebe der in der E inleitung erw ähnten Exzenterpresse dargelegt 
(A b b . 12).
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ZUSAM M ENFASSUNG

Vorstehender A ufsatz behandelt ein neues graphisches Verfahren für d ie K onstruierung  
des K räfteplanes ebener Getriebe, m it R ücksichtnahm e auf die in den k in em atisch en  Paaren  
entstehenden Reibungskräfte und R eibungsm om ente.

D iejenigen bisher bekannten K onstruktionsverfahren, bei denen auch  d ie  Reibung  
in B etracht gezogen wird, sind langwierig und von  annähernder B eschaffenheit, während das 
im A ufsatz geschilderte Verfahren schnell zum  Ziele führt und als genau b e tra ch te t werden  
kann. D ie  Grundlage der Abhandlung bilden die von  Professor T e r p l á n  bei der U ntersuchung  
elem entarer Gruppen angewandten Methoden.

Der erste Teil des Aufsatzes enthält den A u fbau  des Gedankenganges des K o n stru k tio n s
verfahrens, und zwar ohne Rücksichtnahm e auf die Reibungen. Im zw eiten  T e il wird das 
graphische Verfahren verallgem einert und der im F alle der Berücksichtigung der R eibungen  
zu verfolgende K osntruktionsverlauf geschildert. Im  dritten  Teil ist zur Lösung des Problem s 
auch ein rechnerisches Verfahren ausgearbeitet, jedoch  bewiesen, daß das a n a ly tisch e  Ver
fahren langwierig, kom pliziert, daher für praktische Zwecke unanwendbar ist.

D ie  Anwendung des in der Abhandlung geschilderten K onstruktionsverfahrens wird 
an H and eines Beispiels erläutert.

DYNAM IC EX A M IN A TIO N  OF MECHANISMS, CO N SID ER IN G  FORCES A N D  M OM ENTS
ARISING FROM FR IC T IO N

J . D ROBN I

SUM M ARY

The paper deals w ith  a new constructional m ethod on plotting the p lan  o f  forces of 
sim ple m echanism s in plane m otion, considering friction-forces and fr iction -m om en ts, w hich  
arise in kinem atic pairs.

Such constructional m ethods so far know n, and taking friction in to  consideration , 
are lengthy and of an approaching character, while the new  method gives q u ick  results and  
can be considered as being accurate. The paper follow s professor T e r p l á n ’s  m e th o d s , applied  
in dynam ic exam ination of elem entary groups.

The first part o f the paper contains the build ing up of the train of th o u g h t o f  the c o n 
structional m ethod, w ithout considering frictions. In  the second part the d raftin g  m ethod  
dealt w ith  is generalized, furthermore the course of drafting is shown, if  fr iction s are to  be 
considered. In the third part a m athem atical m ethod is worked out for solving th e  problem , 
and as is shown, the calculation  is lengthy and com plicated , and not favourable for practical 
purposes.

The constructional m ethod discussed in the paper is illustrated by an ex am p le.

E X A M E N  D Y N A M IQ U E  D E S MÉCANISMES E N  CONSIDÉRATION D E S FORCES
ET COUPLES D E  FR O T T E M E N T

J .  D ROBN I

RÉSUM É

L ’auteur com m unique une méthode graphique nouvelle pour tracer le d iagram m e  
des forces de m écanism es sim ples dans le plan, en ten a n t com pte de l’effet des forces de fro t
tem ent et des couples de frottem ent engendrés dans les paires cinématiques.

Les m éthodes graphiques tenant com pte du frottem ent, que l’on conna ît à l’heure 
actuelle, sont fastidieuses et de caractère approxim atif. Par contre, la m éthode précon isée  
par l’auteur conduit v ite  aux résultats et peut être considérée comme exacte. Le tra v a il utilise  
la m éthode du professeur T e r p l á n  pour l’exam en dynam ique des groupes é lém entaires.
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L a  p r tmiére partie de l ’étude développe les idées q u i sont à la base de la m éthode  
gra p h iq u e , sans tenir com pte des frottem ents. Dans la  deuxièm e partie, l’auteur généralise  
sa m é th o d e  et m ontre la su ite du tracé, en tenant com pte des frottem ents. Dans la troisièm e  
p a r tie , l ’au teur présente un procédé de calcul perm ettant de résoudre le problèm e, m ais dé
m on tre  que la m éthode par calcul e st fastidieuse et com pliq uée, impropre aux applications 
p ratiq u es.

L ’app lication  de la m éthode nouvelle est enfin  illu strée  par un exem ple.

ДИНАМИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ МЕХАНИЗМОВ С УЧЕТОМ СИЛ ТРЕНИЯ
И МОМЕНТОВ ТРЕНИЯ  

Й. ДРО БН И

РЕЗЮ МЕ

В данной работе дается описание нового метода построения силовых зависимостей 
простых механизмов, двигающихся в плоскости, учитывая при этом воздействие сил тре
ния и моментов трения, возникающих в кинематических парах.

Известные до сих пор методы построения, которые учитывают также трения, тре- 
бХют много времени и имеют приближенный характер, описываемый же в статье метод 
для его выполнения требует не много времени и позволяет быстро полуить чрезультат, кро
ме того может читаться точным методом. Работа исходит из методов профессора Терплана, 
нримеенных им и при динамическом исследовании элементарных групп.

Первая часть содержит теоретическую основу методики построения ; при этом 
здесь не учитываются действия трения. Во второй части дается обобщение методики по
строения и на примере показывается ход построения с учетом трения. В третьей части 
приводится также расчетная методика для решения задачи, но в то же время доказы
вается, что расчетная методика требует много времени и является сложной, таким обра
зом непригодной для практического применения.

Новая методика построения, приведенная в работе, демонстрируется примером.



BENDING FORCES IN BLOCK STEPS OF SUPPORTED  
STAIRS, IF EACH STEP IS LOADED 

IN THE SAME WAY

P. CSONKA
D. ENG. SC.

W O R K IN G  COMMUNITY FO R  STRU CTU RA L AND TR A N SPO R T EN G IN E ER IN G  O F T H E  H U N G A R IA N
ACADEMY O F SCIENCES

[M anuscript received D ecem ber 7, 1957]

1. Introduction

Two sorts o f stair construction are know n in the practice o f  structural 
engineering, nam ely hanging stairs and supported stairs. The sta tics o f  hanging 
stairs have been  dealt w ith  b y  F . C h m e l k a  [1  ], while the problem  o f  supported  
stairs has not long ago been  discussed in a paper of th is author [2 ] . The la tter  
established  relationships o f  universal v a lid ity  betw een deflection and loading  
on neighbouring block steps o f  supported sta irs, the steps of w hich are con
nected  w ith  grooved jo in ts to  one another. The present paper show s the  
application o f these relations for a flight o f sta irs, each step o f w hich is being  
loaded w ith  th e  sam e load (F ig. 1).

2. D ifference equation o f the problem

In th e  follow ing the assum ptions, specifications and sym bols o f  paper [2 ] 
are used, and to  solve th is problem , the m ethod  published in th e  sam e paper 
is applied . In  accordance to  th is load-function  q =  g(x), w hich expresses 
forces acting on the shoulder-lines o f the sta ir steps, further the displacem ent 
functions Ci =  Ci(*) are expanded in Fourier-series. The m-th m em bers o f  
th e so ob ta in ed  series are :

_ . m n x
4m =  Qm S in ----, Q m =  Const ,

>. r, . m n x  
W  =  Zm ./8 in ----—  * Z m,i =  c o n st.

( 1 )

B etw een th e  coefficients o f th ese series —  as is know n —  there ex ists a relation  
expressed b y  th e  following difference equation :

(1 -  k%) (Zm. , - 1 +  Zm.,+1) +  2 ( 1  +  k*m) Z mii =  4 Z * . (2 )
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H ere are

and

--
21

т л е

G J 0 \ i

. E j )
> 0 ,

Z*m Qml4
m4 л4 E  J

(3)

(4)

T h e  foregoing expression Z m is nothing else, but th e  absolute value o f  the  
m axim u m  deflection o f a step , made in d ep en d en t of its neighbours, but

Fig. 1. F light o f  sta irs, every step o f w hich loaded in  the same w ay

restra in ed  against sidesw ay m ovem ent, if  the step  in question is loaded along 
its  a x is  by the distributed load

_  .  m  л  X
4m =  ( / m S » 1 ------J—  ,

w h ich  is normal to th e  p lane o f the flight (F ig . 2).
To determ ine d isp lacem ent-function  o f shoulder-lines difference equation  

(1 )  has to be solved for every  member o f  th e  Fourier-series —  th u s for

F ig . 2. Stair-step m ade independent o f  its neighbours, loaded  along its axis

e v e r y  load com ponent —  separately. B y  determ ining the shoulder-displace
m e n ts  according to  th ese  partial loads sep arately , shoulder-displacem ents 
corresponding to  to ta l load  are obtained b y  algebraic sum m ing up o f shoulder- 
■displacements, corresponding to  each partia l load.
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A fter estab lishm ent o f shoulder-displacem ents, bending m om ents arising 
in  the stair-steps can be determ ined w ith th e  aid o f  the form ula

+  (5)

w hich is known from  paper [2].

3 .  T h e  c a s e  o f  s i n u s o i d  l i k e  d i s t r i b u t e d  l o a d

Let us suppose, th a t distributed loads o f  the sam e intensity

т л  X
4m(x ) =  Qm s in --- ---- » Qm =  co n st‘ (6)

are acting along each shoulder-line, norm al to  th e  p lane o f  fligh t, and let us 
also determ ine d isp lacem ents Ci =  í,(x) o f  the shoulder-lines caused by these  
loads. In calcu lations referring to the above m entioned , indices m  relating  
to  th e  m-th m em ber, in expanding series, are put aside from  the letter  
sym bols, i. e. we w rite, for instance instead  o f qm (x ) sim ply q (x), and in  
place o f Qm sim ply Q.

B y solving th e  problem outlined we distinguish  three cases according 
to th e  value o f k, i. e.

1 y j t  >  1 ; 2) к =  1 ; 3) к <  1 .

To m ake th e  difference clear betw een the above three cases, we 
illustrate in Fig. 3 th ese three possibilities o f deform ation for a step made 
indepent o f  its neighbours. The m entioned step is supported in such a m anner, 
that its  shoulder-lines can m ove only norm al to  th e  plane o f the flight o f  
stairs. W hen in th e  follow ing a “ step m ade in dependent o f its neighbours” 
is m entioned, th is  k ind  o f  support is alw ays assum ed to  be applied tor the 
step  in question. B y  loading one o f the shoulder-lines o f the step , its  behaviour  
is different in each o f th e  three cases m entioned. In the first case both shoulder
lines o f the step will m ove in the sam e direction, in direction o f the loading force 
{F ig. 3a). In the second case the unloaded shoulder-line w ill rem ain m otionless 
{Fig. 3b). In  the third case the loaded shoulder-line w ill m ove in the direction  
of the acting force, w hile the other shoulder-line w ill m ove in the opposite  
direction.

In the fo llow ing th e  three cases m entioned  are sep arately  dealt w ith.
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The 1st case : к >  1. N ow  equation  (2) can be d ivided  b y  (1 — к 2), 
and  h ereb y  the following eq u ation  is obtained :

Z,■_! +  2 1 +  fe2 Z,  +  Z i+1 =  —4 Z * 
1 — fc2 1 -  k2

(7)

To la tter  equation the characteristic equation

1 I Д.2
1 +  2 - - T . K . Д - f  A2 =  0

1 -  k2

k > 1  k = 1  k < 1

F ig . 3. Stair-step made independent o f its  neighbours, loaded along one o f  its  shoulder-lines

can  b e  attached [3 ], the roots o f which are:

К
к — l  

к  +  1
> 0 , Я2

к +  1 
к - l

> 0 . ( 8)

B y  know ing the roots, th e  general solution o f differential equation (7) can  
be im m ed iate ly  given :

Zj  —  Ci Ax +  c 2 A2 - f -  Z * . ( 9 )

In d e fin ite  constants cx and c2 here figuring have to  be determ ined from the 
in it ia l  conditions, referring to  th e  extrem e shoulder-lines.

In  the case on hand, in  accordance with the in itia l condition  Co — 0? 
referring to  the lowest (i  — 0) shoulder-line,

c i  +  c 2 +  Z*  =  0 ,

w h ile  referring to the top (i =  n) shoulder-line according to  conditions Cn =  0,

c x Ani + c 2 A ^  +  Z *  =  0 .
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From  these tw o relations the values cx and c2 can be com puted as follow s :

}n _ 1
Л2 * g *

к  -  к

P utting the above values into equation (9), th e  w ished for solution is obtained  
in  the form

Z  =  U
Я? — 1

Л1
К  -  К

Considering the further relation

i - я ;  
л ? - a;

AU Z*

: _; - iЛ1 — л2 ’

the following result is obtained :

K n~l  -  K i l  +  Я' -  A -/z , =

From here
к  -  K n

z*

l - t  - ; + r
z ,  =  и  -  +  Яз 'n _ n

я22 +  a” 2

z* ( 10)

and introducing the sym bols

A2 =  ev, у  =  In A2,

we obtain

Z , =

ch

1 -
c h i ^ -

Z*

( И )

( 12)

The deform ation o f the flight o f  sta irs can be characterized b y  the  
deform ation o f th e  line connecting shoulder-points o f the m iddle section  o f  
the steps. This lin e  transform s itself, in  th e  course o f the deform ation in to  
a broken lin e, th e  corner-points o f w hich lie  on a hyperbolic cosinusoid. 
The curve is sym m etrical to  the straight line i =  га/2, the ordinate o f  its  
axis-point is :

1
Z n =  1 -  —

ch (ray/2) )
Z* .
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In  respect to the m axim um  absolute va lue o f th e  bending m om ent, tw o  
cases h a v e  to  be d istinguished , according to n being an odd, or an even num ber.

a )  I f  “ re” is an odd number  m axim um  absolute value of the bending, 
m om en t occurs in the m iddle step :

ch У \
1 -

ch
n у

M*lrl max (13a)

b)  I f  “ n” is an even number  m axim um  absolute value o f the b en d in g  
m om en t com es into being in  the tw o m iddle steps :

M  —x r ±  тя х  —

ch2

ch

y _ \  
2 

n у  

2 )

M *' 1 max (13b)

In  th e  above form ulae M *  m eans th e  bending m om ent of m axim um  
a b so lu te  value, which arises in  a stair-step m ade independent o f its neighbours,

Fig. 4. D isp lacem en ts o f  centres o f  shoulder-lines, if  к >  1

in  accordance w ith th e  case o f  loading explained  in F ig. 2. The value o f  th is  
m o m en t is

M *  =±r± max
Q ■ Z2
m2 л 2

(14)

or rather

M *
max

m2 л 2 E J
Z *

z2
(15)

For th e  coefficients figuring in  form ulae (13a) and (13b), a simple in terpretation  
can be g iven, i. e.

(16a)
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and

Q b =  l
ch2 y

(16b)

These coeffic ien ts express th e  dim inishing effect o f the co-operation o f  neigh
bouring step s on the va lu e o f the m axim um  bending moment.

The 2-nd case : к =  1. Under such circum stances values “Z,-” p erta in ing  
to in term ediate shoulder-lines can be d irectly  com puted from eq u ation  (2) :

Z,- =  Z*, if  0 (17)

In th is particu lar case —  as is to be seen —  every  interm ediate shoulder-line  
undergoes th e  same deflection  (Fig. 5).

The bending m om ent o f m axim um  ab so lu te  value arises in  th e  in ter 
m ediate stair-steps :

M max =  M * ax . (18)

F ig . 5. D isplacem ents o f  centres o f  shoulder-lines, if  к =  1

Thus the v a lu e  of the factor, -which expresses th e  diminishing effect due to  
the co-operation of the sta ir-steps is :

Q =  1 .  (19)

The 3-rd case : к <  1. In  th is case exp lan ation s, given w ith  reference  
to the first case, can be repeated word by word, a ltogether the difference is  now  :

;.1== - -----1 < 0 ,  A2 =  A + i < 0 .
1 k + 1  2 к - 1

According to  th is , it is exped ient to  in troduce th e  symbols

- A2 -— »

(20)

Y =  1» ( — 2̂) (21)
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in s te a d  o f  th e  sym bols (11), and it  is useful to  d istingu ish  the fo llow ing tw o  
p o ssib ilitie s  in accordance w ith  re being an odd, or an even num ber.

a) I f  “ re” is an odd number,  relation (10) can  be transformed b y  s u b 
s t itu t io n  o f values (21) :

Z , = 1 - (  — !)'•

sh I------- i
2

sh
re y

Z* (22a)

In  th is  case the deform ation o f the straight lin e  connecting shoulder-points  
can  b e characterized b y  a broken line, the corner-points of which a ltern ately

Fig. 6. Displacem ents o f  centres o f shoulder-lines, i f  к <  1, ( - 1 ) "  =  - 1

ta k e  p lace on two hyperbolic cosinusoids (F ig . 6 ). This pair of curves is sy m 
m etr ic  to  the straights Z,- =  Z, and i =  re/2.

T he bending m om en t o f  m axim um  ab so lu te  value comes in to  being  
in  th e  middle stair-step  :

M  —ш т а х  — ( - 1)
Л-1

2

sh

sh
n у

M*i r i max • (23a)

T h u s in  th is case the d im inishing coefficient, w hich  expresses the co-operation  
o f  th e  steps, is

A , =  i - ( - i ) ”2_1 (24a)
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b) I f  “ re” is an even number,  from equation  (10) b y  su b stitu tio n  о 
sym bols (21), the fo llow ing relation is ob ta ined  :

Z , =
ch

1 - ( - I ) '
ch

re у
Z* (2 2 b )

In  th is case deform ation o f the straight line connecting shoulder-points can 
be illustrated by a broken line, the corner-points of which are a lternately

F ig . 7. D isp lacem en ts o f  centres o f shoulder-lines, if  к <  1, ( - 1 ) " =  + 1

placed on two hyperbolic cosinusoids (Fig. 7). This pair o f curves is sym m etric  
to stra ig th lin es Z/ =  Z*, and i =  re/2, the ordinates o f  points at locus i  =  re/2 are

Z n
2

1 ±
1 \

ch
re у

2

• Z* .

The bending m om ent o f m axim um  absolute value occurs in  th e  tw o  
m iddle steps. Its va lu e is :

M  —m a x  —

sh2

1 - M - 1 ) 2
ch

re у
■ M*1ТЖ m a x  ' (23b)

Thus th e  value o f th e  d im inish ing coefficien t, characterizing th e  co 
operation o f the sta ir-steps is

sh2

ß „ = l + ( - l ) 2
ch

n у
(24b)

4  Acta Technica X X II/3—4.
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4. The ease o f  uniform ly distributed load

L et us suppose, th a t u n iform ly  d istributed loads o f  in ten sity  q, and 
n orm al to  the plane o f th e  flig h t, are acting along each shoulder-line, and 
le t  u s determ ine the va lu e o f  the m axim um  bending m om ent arising in the  
m ost stressed  sta ir-step , or sta ir-steps, resp ectively .

T he load in question  b e in g  uniform ly d istributed , load function  q — д(дг) 
can  b e  expanded in th e  fo llow ing Fourier-series :

_ . . 4cr . л  , 1 . 3 л ;  1 . 5 л :
q  (X ) =  — — s m  — X  Ч-------s m ------- x A-------- s m --------x

n  l 3 ? 5 Z

E ach  m em ber of th is series, corresponds to  a partia l distributed load, varying  
accord in g  to the sinus-line.

F unction  M *, w hich  expresses the bending m om ents o f a stair-step , 
m ad e independent o f its  neighbours, and being loaded along its  axis b y  a 
u n iform ly  distributed load q =  q(x), can be expanded in a sim ilar Fourier- 
series :

M*
4 ql*

л3
. л  1 . Зл: 1 5л:

s m  —  x -4----- sm ------ x  4--------- s m ------ x  4- . . . .
Z 33 z 53 Z

(26)

T he value of the la tter  at locus x — — is expressed  by the follow ing series:

M m a x
4 </ Z2

л 3
1
l 3 33 +  53

(27)

T h e sum  of this series is know n, from prim ary strength calculations :

M m a x (28)

Formtda (27) a llow s the determ ination o f the m axim um  bending  
m om en t im m ediately, w hich will come into  being, i f  steps are not in 
d ependent of each other, b u t being connected catenary-like by along their 
shoulder-lines. In such a case the bending m om ent of m axim um  absolute 
v a lu e  can be com puted in contradiction to  form ula (27) in the follow ing w a y :

M  —ш ш а х  —
J jr Z 2

Л 3
1 — Ü ! - l . Q  +  J - Q  -  +

l 3 33 53
(29)

T h e values of the co effic ien ts  Í?,-, ebtained wi th l i e  aid of relations (16a) 
16b), (19), (24a) and (24b ), are to be seen in  Table 1.
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Table I

к  m

ßi

n (odd number) n (even number)

k m  1
n y

Ch 2

ch2 J L
l

, n y  
Ch 2

k m  =  1 1 1

k m  <C 1
n -1  sh

1 — ( -  1) 2 • —  
n y

sh ~ 2 ~

n  sh2 - ~
l  +  ( - l ) 2 —  — -  

V n y
c h T

5. N um erical exam ple

A straight fligh t o f  stairs consists o f 17 steps.T he steps are free supported, their span  is 
l =  380 cm. The form o f th e  cross-section of th e  steps is shown in Fig. 8. The supposed p o sitio n  
of the shoulder-lines is m arked in the figure b y  shoulder-points A  and B. In the case  on  hand  
r  =  35,85 cm , as is to be seen in Fig. 8.

Fig. 8. Cross-section o f steps of the sta ir dea lt w ith  in  the numerical exam ple

The moduli o f e lastic ity  of the m aterial o f the steps should be

E  =  250 000 kg/cm 2 and G — 100 000 kg/cm 2, 

the in ten sity  of the uniform ly distributed load on th e  steps, normal to the plane o f  th e  f lig h t

q =  4 ,6  kg/cm .

L et us determ ine the bending moment in th e  m iddle cross-section of the m iddle step?
F irst o f all, the  bending stiffness and th e  torsional stiffness of the sta ir-step  have to  

be determ ined. The bending stiffness referring to  the axis, marked with a in F ig. 8, as referring 
to the neutral axis is

E J  =  250 000 • 40 100 =  10,03 • 108 kg/cm 2,

4
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w hile th e  torsional stiffness is

G J0 =  100 000 • 90 100 =  9,01 • 10» kg /cm 2. 

T hus th e  values of coeffic ien ts k m  are :

21 ]fOJo _  1 2 • 380 1/ 9,01 6,396
m m n c \ E J  m л  • 35,85 )  10,03 ~  m

In  accordance w ith  this
=  6,396, 

fc3 =  2,132, 
h  =  1,279,

K now ing va lues km, term s ym , figuring in the form ulae, can be com puted in  the follow ing  
w ay :

Ут
k m  1
km 1 j

The result o f the com putation  is
y i  =  0,315, 
y 3 =  1,018, 
y 5 =  2,100,

Thereafter coefficients ß m have to  be determined, n am ely  w ith  the formulae given  in  T able I 
Perform ing this com putation, the resulting values are :

Ql =  0,862, 
f l3 =  1,000, 
f l5 =  1,000,

N ow  we already have all the data to  determ ine the bending m om ent 
M  max in  th e  m iddle cross-section of the m iddle step .W ith  the aid o f form ula (29):

M  —J u max —
4 • 4,6 • 3802

[—  ■ 0,862 -
U 3

1

33
1,000 + 1

53
1,000 -  +

The resu lt o f the com putation , if  tak ing in to  consideration on ly  th e  first 
three m em bers w ith in  brackets, is :

^max =  71 400 cm kg.

W hereas the bending m om ent Mm ax in th e  m iddle cross-section o f a step , 
m ade independent o f  its neighbours, com puted  b y  formula (27), and even  
now  considering on ly  th e  first three m em bers w ith in  brackets, is :

M *  =1,1 max —
4 • 4 ,6  • 3802

71л

1

l 3

1

33
=  83 200 cm kg.
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This va lue is higher b y  170 cm kg than  th e  accurate value, which can be 
com puted  b y  the use o f form ula (28).

B y  subtracting the recently  m entioned difference, as a correction from  
th e  afore calculated value, we obtain for the bending m om ent in  th e  m iddle  
cross-section  o f the m iddle step a more accurate value

M max - 71 400 -  170 =  71 230 cm kg.

This m om ent is lower only by 14 per cents than  th e  m axim um  m om ent arising  
in a step  m ade independent o f  its  neighbours.

In the case o f tota l loading o f the fligh t —  as is to  be seen —  th e co-oper
ation  o f the steps hardly dim inishes the m om ent in the m iddle cross-section  
o f th e  m iddle step . H ow ever, i f  th e  fligh t is on ly  partia lly  loaded, th e  situation  
is qu ite d ifferent. In  such a case —  as w ill be proved b y  the autor in a subse
quent paper —  co-operation o f the steps is successful to  a considerable ex ten t, 
and these conditions sign ificantly  reduce the bending stresses in steps directly  
loaded.
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SUMM ARY

The paper deals w ith the determ ination of bending m om ents in stair-steps o f straight 
flig h t o f supported stairs, using block steps. The discussion refers to a fligh t o f stairs, the  
steps o f w hich are linked w ith grooved jo ints to one another, and are loaded in the sam e manner. 
The treatise is based on the assum ption, that grooved jo in ts o f the steps establish  a h inge
like ju n ction  betw een joining steps, and furthermore th a t landings joining the flig h ts  above 
and below  w ith  hinges, are considered as perfectly rigid.

T he paper starts from general difference equation describing deform ation [2 ]. This 
difference equation is solved by com pliance to initial conditions, and hereby the deform ations  
are determ ined. B y  knowing the deform ations, bending m om ents arising in the steps are 
com puted  w ith  the aid of m ethods, being usual in structural analysis.

T he paper is com pleted w ith  a num erical exam ple. I t  is apparent, that in the case 
o f every  step  being loaded in the same w ay, co-operation o f the steps hardly dim inishes the  
bend ing  m om ent in the m iddle cross-section of tbe m iddle step.
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D IE  B IE G U N G SB E A N SP R U C H U N G  IN  B L O C K T R E P PE N ST U FE N  F R E I A U F L IE 
G E N D E R  T R E P P E N  B E I G LEICH ER B E L A ST U N G  A LLER  S T U F E N

P. CSONKA

ZUSAMMENFASSUNG

D er Aufsatz behandelt die B estim m ung in T reppenstufen aus B lockstufen aufgebauter, 
g era d lä u fig er , frei aufliegender T reppen entstehender B iegungsm om ente. D ie Besprechung be
z ie h t  sich  auf einen geraden Treppenlauf, dessen Stu fen  durch N u ten  m iteinander  
v erb u n d en  und gleichartig b e lastet sind. D ie Grundlage der Abhandlung b ildet die Voraus
se tzu n g , daß die N uten der Treppenstufen eine gelenkartige Verbindung derselben bilden  
un d  daß die an den Treppenlauf oben und unten gelenkartig angeschlossenen T reppenabsätze  
als vo llk om m en  starr zu betrach ten  sind.

D en  Ausgangspunkt des A ufsatzes bildet die, die Form änderung der T reppenstufen  
b eschreib en de allgemeine D ifferenzengleichung (2). D iese D ifferenzengleichung w ird unter  
E in h a ltu n g  der Anfangsbedingungen gelöst, wodurch die Form änderungen bestim m t werden. 
In  K en n tn is  der Form änderungen werden dann die B iegungsm om ente der Treppenstufen  
m it den  gebräuchlichen M ethoden der technischen Festigkeitslehre berechnet.

D er Aufsatz ist durch ein  Z ahlenbeispiel ergänzt. A us diesem  geht hervor, daß im  Falle  
ein er g leichartigen B elastung aller Treppenstufen die M itwirkung der benachbarten Stufen  
das im  M ittelquerschnitt der m ittleren  Treppenstufe auftretende B iegungsm om ent nur in  
kaum  bemerkbarem Maße verringert.

E F F O R T S  D E  F L E X IO N  D A N S LES M ARCHES D ’U N  ESCALIER SO U T E N U , 
T O U T E S  LES M ARCHES É T A N T  SOUM ISES À DES CHARGES É G A L E S

P. CSONKA

RÉSUM É

Le travail traite de la déterm ination des couples de flex ion  dans les m arches des esca
liers d ro its construits de blocs sou tenus aux extrém ités libres. L’exam en concerne plus spécia le
m en t un  escalier dont les m arches s’em boîtent par des rainures, et sont soum ises à des charges 
ég a le s . Le calcul est basé sur la supposition que les rainures des marches form ent des joints 
a rticu lés entre les m arches et avec les paliers de repos inférieur et supérieur, ces derniers 
é ta n t  par ailleurs com plètem ent rigides.

E n  partant de l ’équation des différences finis générale (2) décrivant la déform ation des 
m a rch es, cette  équation est résolue com pte tenant des conditions initiales et l ’on trouve la 
déform ation  de chaque m arche. Les déform ations connues, on calcule les couples de flexion  
des m arches par les m éthodes usuelles de la résistance des m atériaux technique.

Le travail est com plété par un  exem ple num érique, qui fait ressortir q u ’en cas de charge 
égale sur toutes les m arches, l ’effort de flexion des m arches du milieu est à peine dim inué  
par le  fa it que les marches trava illen t ensem ble.

РАБОТА НА ИЗГИБ СТУПЕНЕЙ УКРЕПЛЕННЫХ ЛЕСТНИЧНЫХ МАРШЕЙ 
НАГРУЖЕННЫХ ИДЕНТИЧНО НА ВСЕХ СТУПЕНЯХ

П. ЧОНКА

РЕЗЮМЕ

Работа посвящена определению момента изгиба, возникающего в ступенях укреп
ленных лестничных маршей, изготовленных из блочных пряморычажных ступеней. Рас
сматривается такой прямой рычаг лестничных маршей, ступени которых сочленяются 
друг с другом пазом и нагружены идентично. При рассмотрении автор исходит из пред
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положения, что пазы ступеней создают между ступенями шарнирообразное соединение, 
а площадки внизу и наверху, соединенные с рычагом лестничного марша шарнирно, явля
ются совершенно жесткими.

Работа исходит из уравнения (2), описывающего деформацию ступеней марша. 
Это уравнение решается, придерживаясь к начальным условиям, и при этом устанавли
ваются деформации. Располагая данными по деформациям, момент изгиба ступеней 
марша вычисляется обычным методом, известным из технической теории сопротивления 
материалов.

Работа дополняется числовым примером. Числовой пример позволяет делать вы
вод, что при идентичной нагрузке всех ступеней марша совместная работа всех ступеней 
незначительно снижает момент изгиба, возникающий в среднем сечении средней ступени 
марша.





UNTERSUCHUNGEN ÜBER DIE OPTIMALE 
NACHHALLZEIT*

M. K W IE K  und E. K ARA áK IEW ICZ
LE H R STU H L FÜR A K U STIK  AN D E R  U NIV ERSITÄ T, POZNAN

E inführung

T heoretische U ntersuchungen und die Erfahrungen die sich beim  Bau 
von K onzertsälen  ergaben führten zu der Ü berzeugung, dass die N achhallzeit 
in  nicht genügender W eise die G üte des K onzertsaales charakterisiert. Frühere 
B eobachtungen dagegen in berühm ten K onzertsälen und in K irchen, die 
sich ohne H ilfe von Instrum enten nur au f die Eindrücke des Ohres stü tzten  
lassen  verm uten , dass die N achhallzeit die w ichtigste E igenschaft eines 
K onzertsaales ist.

D ie hier dargestellte Arbeit hat als Ziel die Untersuchung der bisherigen  
V oraussetzungen und der theoretischen Ergebnisse bei Berücksichtigung der 
physiologischen A kustik . Dabei wurden ungeklärte Erscheinungen experi
m entell durchgeprüft.

D ie ersten grundlegenden A rbeiten von  S a b i n e  [1 ] führten zu em piri
schen G esetzen über die N achhallzeit. D ie statistischen  M ethoden verbesserte  
C r e m e r  [ 2 ] .  Die von den M athem atikern W e y l [ 3 ]  und C o u r a n t  [ 4 ]  erw iese
nen G esetze über die asym ptotische V erteilung der E igenw erte w urden für 
die A kustik  der Räum e zum Teil von  M. J . O. S t r u t t  [ 5 ]  au sgen ü tzt. Der 
A kustiker K n u d s e n [ 6 ]  beschäftigte sich als Erster m it der V erständlichkeit 
der Sprache in A bhängigkeit von der Grösse des Raum es und der N achhallzeit. 
Seine U ntersuchungen zeigten, dass die V erständlichkeitskurve für eine 
entsprechende N achhallzeit ein M axim um  aufw eist. D iese N ach h allzeit  
erachten wir als die optim ale für die Sprache (Bild 1). Diese U ntersuchun
gen veran lassten  die Z usam m enstellung der N achhallzeiten berühm ter K on
zertsäle in A bhängigkeit von ihrem  V olum en. A uf diese W eise wurden die 
optim alen N achhallzeiten  gefunden ( K n u d s e n  [ 7 ] ,  W a t s o n  [ 8 ] ,  L i f s c h i t z  

[ 9 ] ,  Mc. N a i r  [ 1 0 ] ,  S w e n s o n  [ 1 1 ] ,  K a t s c h e r o w i t s c h  [ 1 2 ] ,  R e i c h a r d t  

[ 1 3 ]  (Bild 2 u. 3 ) .

D ie B ew ertung der In ten sität des Schalles vom  physiologischen St and
punkt aus wurde in die Akustik von K w i e k  [ 1 4 ]  und B e r n h a r d  [ 1 5  ] einge-

* A uf der akustischen Konferenz, am 5 —9. Novem ber 1957 in B udapest abgehaltener  
Vortrag.
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führt. Ihre B etrachtungen führten zur U nterscheidung der nom inalen N ach
h a llze it (A bstieg  der In ten sitä t  um  60 db) von  der N achhallzeit, die m an  
beim  A b stieg  des N achhalles b is zur H örschwelle w ahrnim m t, welche durch  
das M askieren verändert w ird. W eitere B etrachtungen  führten zu der E rkennt
n is, dass sehr w ichtige E lem en te  der physiologischen A kustik  die R ichtungs
e igen sch aft des Gehörs und seine A neignungsm öglichkeit sind ( H a a s  [16 ].)

B ild  1. N achhallzeit und Sprachverständlichkeit bei k on stan t gehaltener Schalleistung
n ach  V. O. K n u d sen

D iese E lem ente bew irkten ausser der N achhallzeit die Einführung neuerer 
K riterien , näm lich der K larheit und der D iffu sitä t.

D ie »K larheit« führte T h i e l e  [17] ein u. zw. als Verhältnis der A nfangs
energie zur Energie des reflektierten  Schalles. D abei berücksichtigt m an die 
G esam tenergie, die von  der Schallquelle in 50 m sek abgegeben wird.

D ie D iffusität oder D urchm ischung des Schalles lässt sich nicht so einfach  
erklären . Sie hat zum  Teil einen Zusam m enhang m it der R ichtungsverteilung  
der reflektierten  W ellen ( T h i e l e  [17]), zum  T eil m it der R aum verteilung  
der M axim a der In ten sitä t und ihrer S ta tistik , was theoretisch von  B o l t  

und R o o p [ 1 8 ]  auch von  S c h r ö d e r  [19], experim entell dagegen von K u t t r u f f  

und T h i e l e  [20 ] geprüft wurde.
D ie klassische D efin ition  bestim m t die N achhallzeit als die Z eit, in  

w elcher die E nergiedichte im  Innern eines R aum es beim  A bstellen der Q uelle 
zu einem  M illionsten ihres W ertes hinabfällt. D iese  D efinition enthält ein ige  
L ücken. D ie Stelle an der m an den Schallabklang beobachtet, ist nicht belieb ig , 
sie  m uss sich im  zerstreu ten  Felde befinden. A usserdem  muss sich der zeitlich e
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darstellen  lassen , w as n icht im m er eindeutig m öglich ist. Aus diesen Gründen  
muss m an sich die Frage stellen : U nter w elchen B edingungen ist die N ach 
hallzeit eindeutig b estim m t und wann kann m an sie als m assgebend zur 
B eurteilung der E igenschaften  eines Raum es ansehen?

Schliesslich m uss m an noch die A bhängigkeit der N achhallzeit von  der 
Frequenz berücksichtigen. D iese A bhängigkeit führt zur Änderung der K lan g
farbe infolge der M ischung des abklingenden Tones m it dem  neu entstan d en en , 
w obei eventuell g leiche Frequenzen sich aufheben.

1. Die V oraussetzungen der klassischen Theorie der N achhallzeit

Aus der E rfahrung weiss m an, dass
1. beim  A ufhören der W irkung der Schallquelle der Schall angenähert 

exp on en tia l abklingt,
2 . dass die N ach h allzeit sich m it der Vergrösserung des R aum es ver

längert und dass sie verkürzt wird durch die A bsorptionseigenschaften  der 
F lächen  des R aum es,

3. dass in dem  zeitlichen  A blauf des A bklingens des Schalles grosse  
F lu k tu ation en  ein treten .

D ie L eistung der Quelle muss der A bsorptionsleistung der F lächen und 
der Änderung der Energie des Raumes gleich sein .

1 d  F
N  =  —  E c A  +  V —  . (1)

к dt

Durch Integrieren erhält man dann, dass

E
kN_ 

с А
e

cA ,kV ' ( 2)

is t , woraus für den A bfall der Energie beim  E in ste llen  der Schallquelle fo lg t  

k N  -  — t
E  = ---- — e kv —  (G leichung der N achhallzeit) (3)

с А

D iese angenäherten Ergebnisse erhielten wir unter gewissen einschränkenden  
V oraussetzungen, w elche die Absorption betreffen . D abei lässt sich zeigen , 
dass der R ich tu n gsk oeffiz ien t к =  4 ist.

U m  die F lu k tu ation en  beim  zeitlichen A b lau f der N achhallkurve zu  
berücksichtigen, m uss m an gewisse M ittelw erte einführen. Den m ittleren
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Erläuterungen zum B ild  2

No
V
m 3

Anzahl
der

Sitzplätze
T

l . R esid en tia l Music Room Los Angeles 140 — 1,2
2. M usik- K onservatorium New England 250 — 1,25
3. M usik-Studio B oston 680 - 1,1
4. M usikw iss. In stitu t M oskau 1000 — 1,2

5. H olyw ell Music-Room Oxford 1667 300 1,5
6. A lte s  Gewandhaus Leipzig 2000 570 1,4

7. A eo lia n  Hall London 2383 500 1,3
8. K leiner K onservatorium saal M oskau 2550 550 1,3
9. W esley Auditorium Urbana 2870 500 1,16

10. K onservatorium -Saal Leipzig 3720 620 1,7

1 1 . L incoln-H all Theater Illinois 3900 800 1,57

12. K ilburn-H all Rochester 3960 — 1,65

13. E xam ination-H all Cambridge 4536 1000 1,2

14. Grosses U niversitäts-Auditorium London 4820 1000 1,4

15. A pollo-Theater Chicago 5950 1670 1,34

16. B eethoven-Saal Berlin 6360 1000 1,7

17. Sm ith  Concert-Hall Urbana 6550 1042 1,67

18. Senat-Saal (nach U m bau) W ashington 7250 300 1,50

19. S t Margaret Kirche W estm inster 7300 1000 1,9

20. O rchester-H all D etroit 7900 1600 1,65

21. M usikverein-Saal W ien 8250 2075 1,35

22. U niversitätsaula Poznan 8400 1500 1,6

23. W  agner-Theater B ayreuth 11375 1345 2,2

24. N eues Gewandhaus Leipzig 11400 1597 1,95

25. K onzerthaus W ien 11900 2076 1,6

26. Q ueens-H all London 12000 2000 1,7

27. K olonnenhalle M oskau 12500 1600 1,72

28. Free Trade H all M anchester 12700 2280 1,8

29. A bgeordneten-Saal im  Capitol W ashington 13050 300 1,7

30. Grosses Theater M oskau 13800 2300 1,55

31. S ta d tth ea ter  (nach U m bau) B udapest 16300 2500 1,9

32. Grosser K onservatorium saal M oskau 17000 2150 2,2

33. Thom askirche Leipzig 18175 1800 2,5

34. Concerthall B oston 18300 1 2579 2,3

35 . R oyal F estival H all London 22000 3404 1,5

36. E astm an Theater R ochester 22400 3340 2,08

37. Salle  P leyel (nach U m bau) Paris 22700 3000 1,45
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Bild 2. N achhallzeiteil berühmter K onzertsäle  
(E rläuterungen hierzu s. S. 236)

B ild  3. Die optim alen N achhallzeitcn  nach W atson  und Sw en so n
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freien  W eg des Schalles 1 kann man durch К  — - ausdrücken, w obei V  —
О

R aum volum en, S —  gesam te Fläche des R aum es und К  ein Faktor ist, der 
die G esta lt des R aum es berücksichtigt.

Der auf die F lächen  fallende Schall wird bei der R eflexion geschwächt 
im  V erhältn is 1 : ( l -а), w ob ei a den m ittleren Schluckfaktor bedeutet. In der 
Z eit t welche vom  A ugenblick  des A bstellens der Schallquelle gerechnet 
w ird, beträgt also die angenäherte In ten sitä t :

Ci
J(t )  =  J ( 0 ) ( l - a )  r =  7 ( 0 )  e~26t (4)

w o der Energiefaktor der D äm pfung

2 d — — ln (1 — a) — =  — ln (1 — a) beträgt. (5)

D ab ei ist der m ittlere Schluckfaktor

а — У^йЁй.  (6)
S

D ie Grösse —  ln  (1 —  a) =  a* bezeich n et m an als logarithm ischen  
Schluckfaktor. Für sehr k le in e  a ist a =  a*. E s is t  günstig  К  =  4 anzunehm en  
und die A bhängigkeit der Grösse a* von der R ichtung zusam m en m it der 
E rprüfung des m ittleren  W ertes von an durchzuführen. D abei lässt sich der 

4 V
freie  W eg 1 = ——- in  ähnlicher W eise w ie in  der k inetischen  Theorie der

G ase finden. Doch is t  d iese M ethode, von J ä g e r  [21 ]  b en u tzt, n icht berechtigt, 
w eil die Moleküle sich v ie l öfter treffen als der Schall die Begrenzungsflächen. 
A usserdem  sind in rechteckigen  Räum en gew isse R ichtungen bevorzugt, so 
dass der reflektierte Strahl nicht in säm tlichen R ichtungen den Raum  durch
k reu zt.

W enn der e in fa llende Strahl m it den F lächen  den W inkel b ildet,
so ist

2 <5 = - ^ ^ 2 « ;  (#,) cos û i S , . (7)

D araus folgt, dass die Schluckfläche des R aum es durch

4 =  V 2 a ,'  ($,) cos Sj (8)
i = 1

b estim m t ist.
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Die le tzte  Form el vereinfacht sich, wenn die A bhängigkeit der Grösse 
a* von  der R ichtung b estim m t ist durch

In diesem  Falle ist

a* (&) =
a* (0)

COS -&

A  =  j y  2 a* (0) Si  =  J £ 2 a *  S t.
/= i i=l

(9 )

( 10)

D ie Erfahrung und die Theorie der A bsorptionsstoffe zeigt, dass solche V er
h ä ltn isse  für gew isse poröse Stoffe Vorkommen.

B etrachten  wir je tz t  die gleichm ässige Füllung des R aum es m it dem  
Schall. W enn ein Schallstrahl in einer verhältn ism ässig kurzen Zeit r0 säm tliche  
T eile des Raum es durchdringt, so wird m an sagen, dass der Raum  gleichmiissig 
m it dem  Schall gefü llt ist. W enn dabei in  säm tlichen gleichm ässig gefüllten  
T eilen  des R aum es der Schallstrahl in  allen R ichtungen den R aum  durch
dringt, so sagt m an, dass der R aum  allseitig gleichmässig m it Schall gefüllt 
ist.

In  bezug au f die Füllung des R aum es seien  zwei Fragen b eantw ortet:
1. W elche A rt der Füllung des R aum es ist n ötig , damit  die N ach 

ha llze it exponential abklingt?
2. Ist die gew ünschte D iffusität m it der allseitig  gleichm ässigen F ü llu n g  

des R aum es verknüpft u. zw. m it der Füllung durch einen Strahl?
L. C r e m e r  hat gezeigt, dass die Z eit, in  welcher die Schallstrahlen  

säm tliche Begrenzungsflächen des R aum es treffen , durch folgende Form el 
b estim m t ist

Л

C П 2
— t , J ?  S t \ a? (p )T f(0)cos#d#

1 (t) =  I  (0) e i=1 ® (11)

Doch braucht die Füllung n icht a llseitig  gleichm ässig sein. W enn jedoch  
dieser Fall e in tr itt, so ändert sich der E xponentia l in Form el [1 1 ], w eil 
dann säm tliche W inkel gleichm ässig Vorkommen. Man erhält also

П 31
2 d  = ----- ^  si 2 j a * (&) cos & sin & d & (12)

4 V  i= i о

was m an als zw eifachen M ittelw ert ansehen kann, näm lich

71
2

a ‘ =  2 ( o[ (d)  cos #  sin $  d $  
о

(13)
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is t  der M ittelw ert in bezug au f die R ichtungen

1 n
« ;  -  у  s ,  « ;  

s  ú
( 14 )

is t  der M ittelw ert in bezug au f die F läche. 
D araus fo lgt die Schluckfläche :

П

A =  S ä * --: 2  S ‘
i= 1

(15)

und  der energetische E xponent des A bklingens des Schalles in bezug auf die 
A bsorption :

2 ó
с A c S  a*

(16)
4 V 4 V

D ie Form eln (12)— (16) sind nur dann gültig  wenn man annim m t, dass die 
F üllung des R aum es gleichm ässig und a llseitig  durch einen Strahl erfolgt, 
w as zw ar selten  vorkom m t. B estim m t tr ifft das nicht ein in R äum en von  
regelm ässiger G estalt und in  grossen K onzertsälen .

M it diesen B etrachtungen ist die schöne experim entelle Arbeit von  
T h i e l e  [1 7 ] verknüpft, welche zeigt, dass die D iffu sitä t des Schalles im  a llge
m einen  n icht erreicht wird, um som ehr k an n  die R ichtungsverteilung der 
In te n s itä t  der einzelnen Schallstrahlen n icht gleichm ässig verlaufen.

B etrach ten  wir je tz t  schwächere V oraussetzungen. Man nehm e an, dass 
der Schallstrahl n icht das ganze V olum en des R aum es anfü llt, sondern nur

ein en  Teil des R a u m e s ---------, wo die F u n k tion  Y( a ,  ß)  von den Polar-
Y  K p)

koord inaten  a und ß  abhängt, welche die R ichtung des Schallstrahles von  
der Q uelle aus bestim m en. D abei wird vorausgesetzt, dass die Funktion  
Y( a ,  ß)  im  ganzen R aum  konstant ist, auch an den W änden. Die W ahrschein
lich k e it, dass der Strahl die Fläche S, in der Zeit A t tr ifft, ist also :

[S, c A t cos &/Y (a, ß )] S, c A t cos &
[ V / Y ( a , ß ) ]  V  ‘

A lso w en n  auch der R aum  nicht gleichm ässig  m it Schall gefüllt ist, so ist 
d ie  C r e m e r s c h e  Form el ( 1 1 )  gültig .

S tellen  wir nun säm tliche V oraussetzungen zusam m en, w elche nötig  
sin d , um  eine geom etrisch-statistisch e Theorie des N achhalles zu b ilden. 
E s w ird also angenom m en :

a  die A bsorption erfolgt in der F läche der W and;
ß  die Absorption hängt nicht vom  Ort der A bsorptionsm ateriale ab;
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y  bei nicht gleichm ässiger Füllung des Raum es durch einen Strahl

B ei diesen V oraussetzungen kann man ste ts  die Form el (11 anwenden. 
W enn dagegen ausnahm sw eise die Füllung gleichm ässig oder a llse itig  gleich- 
m assig ist , so sind die Form eln (7)— (10) und (12) . . . (16) w ich tig .

In bezug auf die D iffu sitä t bedeutet die Form el (11), dass der Schall 
nach A bstellen der Q uelle exponential abklingt. Zwar ist d ieses Abklingen  
m it gew issen F luktuationen  verbunden, die w ir besonders betrach ten  werden.

Unsere V oraussetzungen enthalten  also die A nnahm e, dass d ie In tensität 
des Schalles gleichfalls gew issen F luktuationen  unterliegt und dass die 
R ichtungsverteilung des Schalles säm tlicher Strahlen welche den betrachteten  
Teilraum  durchkreuzen, grosses G ewicht für die N achhallzeit h a t. W ir werden 
m it H ilfe der Statistik  der stehenden W ellen zeigen , dass in genügend grossen 
R äum en die Verteilung der In ten sitä t im  eingeschw ungenen S tan d e nur eine 
F u n k tion  der N achhallzeit ist , dagegen ist ein  grosser Teil der R ichtungs
verteilung von der N achhallzeit unabhängig. D ieser T eil kann als eine Funktion  
b etrach tet werden, welche ebenso wie die N achhallzeit den R aum  in  bezug  
a u f seine akustischen E igenschaften  charakterisiert.

Man kann auch au f einem  anderen W ege fortschreiten . A n sta tt der 
R eflex ion  der Strahlen kann  m an die Füllung des Raum es als e ine Anregung  
der Eigenschw ingungen betrachten . D abei kann man sich a u f die Arbeiten  
von  R. C o u r a n t  [4 ], H . W e y l  [3] und von M. J. 0 .  S t r u t t  [5 ]  stützen. 
D iese Arbeiten beherrschen das Gebiet der asym ptotischen  V erteilung der 
E igen w erte in Räum en m it n ich t hom ogenen und kom plexen Schallgeschw in
d igkeiten . Endlich ist es n ötig , die statistische V erteilung der interessierenden  
Grössen zu bilden, u. zw. des Druckes, der m inim alen und m axim alen  E n t
fernungen, der N ullstellen u. s. w ., dabei folgen wir den A rbeiten von O. R i c e  

und S c h r ö d e r .

Aus der B etrachtung der Eigenfrequenzen des R aum es lässt sich fest
stellen , dass

wo c im  Innern des R aum es veränderlich ist.  Ausserdem  kann  m an zeigen, 
dass die Anzahl der Eigenfrequenzen die kleiner sind als eine gegebene 
Frequenz &>, unabhängig von der G estalt des Raum es ist, wenn со sehr gross ist.

D ie zeitlose W ellengleichung, welche die akustischen V erhältn isse im  
b etrachteten  Raum e berücksichtigt, hat die Form

ist  die Verteilung der F üllung an den W änden und im  Innern des Raumes 
dieselbe.

( C o u r a n t ) (17)

(18)

5  A c ta  T ech n ica  ХХГТ/3— 4.
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D iese  Gleichung ist noch g ü ltig , wenn im R aum e ein e Däm pfung b esteh t. 
W en n  d ie Dämpfung durch d ie Reibung bew irkt is t , r der K oeffiz ien t der 
R eib u n g , so lässt sich ze ig en , dass

со;* 6 л 2 c3

V

und  d ie  Dämpfung der n -te n  E igenfunktion

I I L f ' i Z
2 q V

(19)

( 20)

D er R eibungskoeffizient r is t  eine Funktion des O rtes. Man kann annehm en, 
d ass r =  0 in der A tm osp h äre des Raum es, dagegen ist г ф- 0 im  Innern  
der porösen Wände. R ei B erücksichtigung dieser V erhältnisse m uss man den 
b etra ch te ten  Raum bis zur A u ssenseite der W ände in  B etrach t ziehen. H ieraus 
erh ä lt m an eine genauere A nnäherung des D äm pfungskoeffizienten

2<L
Q S U + n d V

( 21)

w o v n d ie G eschwindigkeit d es E lem entarteilchens in  der n-ten W elle bed eu tet.
A us den angeführten  Betrachtungen fo lg t,
a  dass die A b sorp tion  des Schalles im  Innern  der porösen W ände 

s ta t t f in d e t  ; auch k ö n n te  m an  Volum enabsorption in  Luft m itrechnen,
ß  dass der M echanism us der Absorption in  der R eibung zw ischen dem  

S ch a llfe ld  und dem p orösen  M aterial der W ände b esteh t und proportional 
zu  d er  G eschw indigkeit is t .

Für sehr hohe F req u en zen  ist die D äm pfung unabhängig von der Fre
q u en z . Für m ittlere F req u en zen , für welche die L änge der W elle grösser ist  
als d ie  Dicke der W än d e, is t  die D äm pfung abhängig  von der Frequenz. 
D a s fo lg t unm ittelbar aus (21).

2. D ie F luktuationseigenschaften  grosser Säle

D ie vorhergehenden Betrachtungen haben  einen gewissen Z usam m en
h a n g  m it der F luktuation  der In ten sitä t. E s ist b ek a n n t, dass die Ü bertragungs
k u rv e  der Intensität in  e in em  festen Ort des R aum es bei langsam er Änderung  
der Frequenz der S ch a llq u elle  grosse Ä nderungen aufw eist (B ild  4). D ie  
m ittlere  Intensität des S a a les  ist proportional zu  p 2, die w irkliche In ten sitä t



UNTERSUCHUNGEN ÜBER DIE OPTIMALE NACHIIALLZEIT 243

dagegen proportional zu p 2. D eswegen lässt sich d ie Ü bertragungskurve aus- 
drücken durch

B ild  4. Übertragungskurve eines Universitätsauditorium s im  B ereich  1— 1,5 kH z. A u d itorium
fast leer (anwesend 6 Personen)

B ild  5. D ie statistische Verteilung des P egels f ( z )  =  ег eZ 
in  der Übertragungskurve eines R aum es

Daraus fo lg t, dass
p 2 = p 2> (23)

Durch D ifferenzieren erhält m an hieraus die b ek an n te  Formel

со (z) =  ez~ e‘ . (B ild 5) (24)

5*
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U m  die Schwankungen der Ü bertragungskurve zu bestim m en, berechnet man  
d en  m ittleren  A bstand der M axima (O. S. R i c e  [22]). Er b eträg t

daraus (25)

(26)

W en n  m an die K on stan te  der Zeit т gleich der N achhallzeit T  se tz t , so ist

A f m (27)

J e tz t  kann  man das Mass der U nregelm ässigkeiten  der Ü bertragungskurve  
b estim m en , näm lich als V erhältnis der D ispersion der In tensität zur m ittleren  
E n tfern u n g  der M axim a. Man erhält

F  =  -„ÜL.- =  - -  =  1,4 T  (28)
A f m  7

M an sieht also, dass bei den angegebenen  V oraussetzungen das Mass der 
U nregelm ässigkeit der N achhallzeit proportional ist.

3. D ie Hörbarkeit der prim ären Transienten

Der Haas-Effekt  (B ild 6) hat grosse B edeutung für die Hörbarkeit 
der prim ären T ransienten d. h. derjenigen, die nur von der Schallquelle her
rühren . E in Vergleich der In ten sitä t der primären abgestrahlten  Schallwelle

N
L  = 2

4 n  № V3
r A N
Io =  ------ I —

A

m it der in  der Zeit w achsenden In ten sität des d iffusen  Schalles

U gib t

, 16 7rfc2 F 2,*(l -  10 r) 100 j i /c2 t (i  — 10 ?)
~  a  V 1'3

So lan ge h kleiner is t  als die O rdinate der H aas’schen K urve für die entspre
ch en d e Zeit t, is t die ungestörte prim äre Schallwelle m assgebend für die 
Schallem pfindung. W ährend dieser Z eit t0 werden nur die prim ären Transienten
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gehört, was eine grosse B edeutung für die D eutlichkeit und K larheit der 
K langem pfindung h a t.

B ild  6. D ie In ten sität des n icht störenden sekundären K langes als Funktion der Verzögerung
n a c h  H aas (H A A s-E ffek t)

D ie Zeit t0 kann  m an bequem  graphisch finden (Bild 7). F ür die ver
schiedenen Raum grössen und den Form faktor k 2 — 2 erhält m an ziem lich  
charakteristische W erte für i0, die nur w enig von der N achhallzeit abhängen  
(Tabelle I).

B ild  7. Graphische Lösung der G leichung (29) für t0
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Tabelle 1

V T =  0,35 0,5 0,7 1,0 1,4 2,0 sec G rössenordnim g
125 m 3 8 7,3 5,8 5,8 5,8 5,8 msec 6 . . . 8 m sec
340 m 3 10,5 10 9,5 9,2 8,8 8,8 9 . .. . 10 m sec

1000 m 3 15 13 12,5 12 12 12 . . . 15 m sec
3400 m 3 25,5 23,3 21,2 20,3 19,5 20 . . . 25

10000 m 3 30,2 29,2 27,8 26,6 27 . . . 30

E s ist sofort ersich tlich , dass hier die U rsache der U nm öglichkeit der 
S ch affu n g  derselben H örbarkeit in  einem kleinen und einem  grossen Raum  
lie g t . D er kleine R aum , u nabhän gig  von der N achhallzeit, eignet sich besser 
für d ie  K länge m it kürzeren prim ären T ransienten (Sprache, K am m erm usik) ; 
der grössere — für die K länge m it längeren T ransienten  (Sym phonie-O rchester 
O per, Orgel).

4 . D a s Problem der G rundtöne und die bildenden Obertöne der K langfarbe
beim  Nachhall

D ie  Grundtöne der m elodieführenclen M usikinstrum ente und der m ensch
lich en  Singstim m e reichen b is  etw a 0,5 . . .  1 k H z . Darüber liegen die die 
K lan gfarb e bildenden K om ponenten . W enn in diesem  höheren G ebiet die 
h örb are N achhallzeit länger is t  als die entsprechende N achhallzeit für das 
G rundtongeb iet, so w erden die K langfarbenkontraste dadurch le id en . Im  
d iffu sen  Schallfeld verk lin gt dann die K langfarbe langsam er als der G rundton, 
u n d  der nächstfolgende K lan g  wird dam it etw as nach  vorigem  K lang gefärbt. 
D a s h e isst —  die R rillanz is t  n icht gut.

Ä hnlich kann m an d ie Grundtöne des m usikalischen Basses betrachten , 
a lso  d ie Frequenzen 20 . . . 250  H z. Hier hat aber die Verkürzung der N ach
h a llz e it  nicht nur eine V erbesserung der B rillanz und der D eu tlich k eit des 
B a sses  zufolge, sondern auch d ie Verschlechterung der fundam entalen  W irkung  
der B assstim m en. D ie H örschw elle liegt h ier sehr hoch, also gibt eine k leine  
A b n ah m e der N achhallzeit auch  eine —  als gross em pfundene —  A bnahm e der 
L a u th e it.

[5. E xperim entelle U ntersuchungen über die Nachhallzeit

D ie Musiker erachten  als w ertvolle E igenschaften  von K onzertsälen  
d ie K langfülle, die K larheit, d ie Brillanz, die D iffu sitä t und die F u ndam entali
tä t .  A ls Gegenstück kann  m an die physikalisch -objektiven  E igenschaften  
s te lle n  : den R aum inhalt, d ie  N achhallzeit, die A bhängigkeit der N achhallzeit 
v o n  der Frequenz und die D iffusität.
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U nsere U ntersuchungen  führen zu der Ü berzeugung, dass zw ischen  
diesen E igenschaften  eine eindeutige B eziehung b esteht.

1. Die N ach h allze it bestim m t die K lan gfü lle  durch die proportionalen  
Irregularitäten  der Ü bertragungskurve.

2 . Die N ach h allzeit zusam m en m it dem  R aum inhalt des Saales b estim 
m en die K larheit der M usik infolge des Haas-Effektes.  D ie N ach h allzeit für 
m ittlere F requenzen ( ~ 5 0 0  H z) h a t eine B ed eu tu n g  für K larheit der M elodie.

3. D ie A bh än gigk eit der N achhallzeit von  der Frequenz und  dem  
R aum inhalt des Saales üben einen E influss aus :

3.1. au f die F un d am en ta litä t und die K larheit der Bässe (diese E igen 
schaften  sind sich gegenüberstehend und desw egen ist eine experim entelle  
U ntersuchung n ö tig , um  ein optim ales K om prom iss zu finden)

3.2. auf d ie K larheit der m ittleren S tim m en, d. h. auf die V erständlichkeit 
der Polyphonie

3.3. auf die B rillanz des K langes.
4 . D ie D iffu sitä t ist eine selbständige E igenschaft der Säle, d ie von  

den vorhergehenden E igenschaften  unabhängig is t . Jedoch ist die E in te ilu n g  
des Saales in G ebiete des R ichtungsschalles, des gem ischten Schalles und des 
diffusen Schalles abhängig von dem A bsorptionsverm ögen und der Länge  
des Saales.

Unsere th eoretisch en  U ntersuchungen ergaben auch, dass es unm öglich  
is t , k leine ( <  1000 m 3) und grosse ( >  4000 m 3) R äum e zu bauen, die g le ich 
artige akustische E igenschaften  aufw eisen. Zwar befinden sich in  grossen  
Sälen Zonen des n ich t gestörten  Schalles, w elche m it Rücksicht au f den Haas-  
Effekt bis zu den Stellen  reichen, an denen der d irekte Schallstrahl eine In ten 
sitä t b esitzt die n ich t k leiner ist als 1/10 der In ten sitä t des zerstreuten Schall
feldes. In  dieser Zone die höchstens 1/3— 1/2 der Saallänge beträgt, w erden  
unm askierte T ransientenvorgänge gut w ahrgenom m en. In den restlichen  
T eilen  des grossen Saales geschieht das nur in  einer Zeit r =  20 m sec, w obei 
die N achhallzeit annähernd der optim alen N ach h allzeit gleich ist. In k leinen  
R äum en dagegen kann  m an nur bei grösserer K ürzung der N ach h allzeit  
dieselben V erhältn isse erhalten und vice versa , w enn die N achhallzeit genügend  
lang  is t , so is t  d ie Z eit der klaren H örbarkeit der T ransientenvorgänge sehr 
kurz. Besonders kritisch  is t  diese Tatsache für niedrige Frequenzen.

Aus d iesen  hier nur kurz dargestellten  B etrachtungen folgt,
1. dass es keine universelle Frequenzcharakteristik  für die N achhallzeit 

g ib t, was einige A utoren verm uteten.
2. D ie A ngabe der optim alen N achhallzeit in Abhängigkeit v o n  der 

R aum grösse ohne B erücksichtigung der entsprechenden Frequenzcharakteri
s t ik  für die gegebene Raum grösse ist höchstw ahrscheinlich unsicher und m uss 
d aber noch einm al experim entell durchgeprüft werden.
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3 . N ich t jede m usikalische D arstellung kann  in jedem  R aum  gu t aus- 
fa llen , zu m  Beispiel ein  Sym phoniekonzert w ird nie gut in k leinen  R äum en  
k lin g e n . D ie  Güte des E m pfanges h ängt vo n  der Dauer der T ran sien ten vor
gän ge, d ie  m it der D arstellung verbunden sin d  und von der m ittleren  In ten sitä t  
der S challquelle  ab.

In  unseren experim entellen  U ntersuchungen  w ollten wir die A bhängigkeit 
zw isch en  der N achhallzeit, verstanden  als F u n k tion  der Frequenz und  dem

B ild  8. D ie Frequenzgänge der N achhallzeiten  in  den E xperim ental-K onzerten

R au m v o lu m en , bei gegebener D iffusität festste llen . Die N achhallzeit regelten  
w ir k ü n stlich  m it H ilfe einer akustischen  V erzögerungsleitung. D ie  Grösse 
des S aa les wurde ebenfalls k ünstlich  nach geahm t durch die A b stu fu n g  der 
V erzögeru n g  in den 24 L autsprechern, die an den W änden des E m pfangssaales  
an geb rach t waren. Durch diese A nordnung erhielten wir k ü n stlich  Räum e  
v o m  In h a lt  800, 1600, 2200, 3500, 4500 u n d  10 000 m 3, 5 ch arakteristische  
F req u en zen  und 4 N achhallzeiten  (R ild 8).

D ie  Teilnehm er an den experim entellen  K onzerten antw orteten  nach 
jed er  E inzeldarstellung au f 10 Fragen, w elche über die fü n f guten m usikali
sch en  E igenschaften  eines K onzertsaales, von  denen zu A nfang R ede war, 
A u fk lä ru n g  geben sollten . D ie sta tistisch e A nalyse dieser A n tw orten , bei 
B erü ck sich tigu n g  des Z usam m enhanges zw ischen m usikalischen und p h ysik a li
sch en  E igenschaften  eines R aum es, ergab schon teilw eise in teressan te  E rgeb
n isse  in  bezug auf die erw ünschten E igen sch aften  von K onzertsälen . Jedoch
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die A n zah l von vier E xperim entalkonzerteil können -wir nicht als genügend  
erachten , um schon au f dieser Grundlage gew isse Regeln au fzu stellen . Sie 
b estä tigen  nur die R ichtigkeit der M ethode.

D ie  A nalyse der ausgefüllten  Fragebogen gibt hauptsächlich A ntw ort 
auf fo lgen d e Fragen

a )  Ist die (nom inale) N achhallzeit (d. h. für 500— 1000 H z) für den 
gegebenen  Raum entsprechend?

b)  Ist die N achhallzeit für niedrige Frequenzen ( <  250 H z) und den 
gegebenen  Raum entsprechend?

c)  Ist die N achhallzeit für niedrige Frequenzen ( <  250 H z) entsprechend  
für nom inale N achhallzeit?

d )  Ist die N achhallzeit für hohe F requenzen ( >  2000 H z) entsprechend  
für n om inale N achhallzeit?

e)  Ist die N achhallzeit für das Frequenzband 1000 Hz <  n <  2000 Hz 
entsprechend für nom inale N achhallzeit ?

F ür jedes E xperim ent wurde der A n teil der positiven B eurteilungen  
berechnet.

D ie  Zusam m enstellung der Ergebnisse zeigen  die nachstehenden Tabellen  
2, 3, 4  und 5.

W ie beurteilte man den Z usam m enhang zwischen der N ach h allze it für 
500— 1000 Hz und der Grösse des R aum es

Tabelle 2

Bei V = Positive
Antwort

Anzahl der 
Teilnehmer

I* ^5oo — ^,9 ; 'I  looo — 0,86 800 m 3 65% (42)

3500 m 3 35% (30)

1 0 0 0 0  m 3 32% (2 0 )

II. T m  =  1,45 ; T1000 =  1 , 2 0 3500 m 3 39% (70)

1 0 0 0 0  m 3 42% (30)

III. Г**, =  1,55 ; T 1000 =  1,20 3500 m 3 28% (40)

1 0 0 0 0  m 3 33% (70)

IV . T500 =  1,3 ; T1000 =  1,1 1600 m 3 52% (2 1 )

2 2 0 0  m 3 52% (2 1 )

V. Т ъод =  1,6 ; I  looo =  1?4 3500 m 3 36% (28)

4500 m 3 58% (14)

W ie b eu rte ilte  man das V erhältnis der N achhallzeit für niedrige F requenzen  

(n <  250) zu T  (5 0 0 — 1000 Hz)
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Tabelle 3

Kurve V = Positive
Antwort

Negative
Antwort

Anzahl der 
Teilnehmer

I. 800 m 3 50% 25% (42)
3500 m 3 74% 2 2 % (30)

1 0 0 0 0  m 3 79% 2 1 % (2 0 )

II. 3500 m 3 54% 31% (70)
1 0 0 0 0  m 3 79% 14% (30)

III. 3500 m 3 73% 13% (40)
1 0 0 0 0  in 3 53% 29% (70)

IV. 1600 m 3 45% 44% (2 1 )
2 2 0 0  m 3 38% 24% (2 1 )

V. 3500 m 3 31% 49% (28)
4500 m 3 49% 35% (14)

W ie b eu rte ilte  m an das V erhältn is der N ach h allze it T  für n >  2 kH z zur 

N ach h allze it T  für (500— 1000 Hz)

Tabelle 4

K urve V Zu lang G ut Zu kurz A nzahl der 
Teilnehm er

I. 800 m 3 o% 0 % 0 % (42)
3500 m 3 0 % 15% 1 2 % (30)

1 0 0 0 0  m 3 0 % 4% 1 0 % (2 0 )

11. 3500 m 3 1 0 % 3% 0 % (70)
1 0 0 0 0  m 3 0 % 4% 4% (30)

III. 3500 m 3 8 % 5% 2 % (40)
1 0 0 0 0  m 3 3% 3% 18% (70)

IV. 1600 m 3 9% 0 % 0 % ( 2 1 )
2 2 0 0  m 3 1 1 % 0 % 0 % ( 2 1 )

V . 3500 m 3 8 % 3% 8 % (28)
4500 m 3 8 % 0 % 0 %

W ie b eu rte ilte  man den Ü bergang von T  für (500— 1000 Hz) zu T  für (1000—

2000 Hz
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Tabelle 5

K urve I. V =  800 m 3 gab p ositive  A ntw ort 30% der Teilnehm er

У =  3 500 m 3 11%

У =  10 000 m 3 19%

K urve IL V =  3 500 m 3 10%

V =  10 000 m 3 19%

K urve Ш . V =  3 500 m 3 11%

V =  10 000 m 3 21%

K urve IV. V =  1 600 m 3 10%

V =  2  2 0 0  m 3 28%

K urve V. V =  3 500 m 3 24%

V =  4 500 m 3 24%

D ie  erhaltenen Ergebnisse sind zwar n ich t ausreichend, jedoch  für die 
N achhallzeiten  T  — 0,9 ; 1,3 ; 1,6 Sek. erh ielt m an die m eisten p ositiven  
A ntw orten  für bestim m te Raum grössen (B ild  9).

B ild  9. D ie  ungefähre statistische Verteilung der p o sitiven  Antworten für geg eb en e  N ach
hallzeiten
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ZUSAM M ENFASSUNG

T heoretische U ntersuchungen führen zur F estste llu n g , dass die folgenden P aram eter  
w elche die A kustik eines Saales bestim m en, voneinander unabhängig sind : a )  die N ach 
h a llze it als F unktion der Frequenz, b) der R aum inhalt und  die Länge des Saales, c) die D iffusi- 
tä t. A us den gem essenen W erten dieser Param eter können  die optim alen akustischen B edingu n
gen th eoretisch  abgeleitet werden.

N a ch  den diesbezüglichen theoretischen B etrachtu ngen  berichten die Verfasser über 
V ersuche, den eventuellen  Zusam m enhang zwischen der N achhallzeit in  A bhängigkeit v o n  der 
F requenz und dem Saalvolum en, bei gegebener D iffu s itä t, zu untersuchen. D ie  N achhallzeit 
wurde m it H ilfe einer akustischen Verzögerungsleitung künstlich geregelt. D ie  Saalgröße  
wurde ebenfalls künstlich  nachgeahm t, und zwar durch stufenweise Verzögerung v o n  24 , 
an den  W änden des H örsaals angebrachten L autsprechern. Mit dieser A nordnung w urden  
k ü n stlich  Säle von  800, 1600, 2200, 3500, 4500 und 10 000 m 3 gewonnen, m it fünferlei Frequenz
charakteristiken  und viererlei N achhallzeit.

D ie  Besucher der Versuchskonzerte m ussten a u f F ragen antworten, w elche über d ie  
gu ten  m usikalischen E igen schaften  von K onzertsälen  g u t Auskunft geben. D ie  bisherigen  
E rgebnisse bew eisen die R ich tigk eit der M ethode un d  erlaub ten  bereits gewisse F eststellun gen  
betreffen d  die Zusam m enhänge zwischen den m usikalischen und physikalischen E igen schaften  
eines Saales.

INVESTIG ATIO NS ON TH E OPTIM UM  R E V E R B E R A T IO N  TIM E

M. K W IE K  and E. K A R A áK IE W IC Z , POZNAN

SUM M ARY

T heoretical considerations lead to the conclusion th a t the follow ing param eters, w hich  
determ ine th e  acoustics o f  a room , are independent o f each  other : a) the reverberation tim e  
as a fu n ctio n  of frequency, b) the volum e and the len g th  o f th e  room, c) d iffusity . From  a phy
sical su rvey  of these characteristics, the basic cond itions for optim um  acoustics can be de
duced theoretically.
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A fter the theoretical considerations concerning these questions, the authors report 
on  their experim ents, during which they tried to investigate the relation betw een  reverbera
tion  tim e as a function of frequency and room volum e, at given diffusity. T he reverberation  
tim e was artificially  varied w ith the aid of an acoustic  delay line. The size of the room  w as also 
im itated  artificially  by gradual delaying of 24 loudspeakers placed on the walls o f  the room. 
B y these arrangem ents, artificially  halls of 800, 1600, 2200, 3500 4500 and 10 000 m 3 volum e 
were obtained, w ith  5 types of frequency characteristics and 4 reverberation tim es.

The participants o f the experim ental concerts had to reply questions on the good  
m usical characteristics o f the room. The results obtained so far prove that th e  m ethod is 
correct and have already perm itted certain conclusions regarding relations betw een  the m usical 
and the acoustic qualities of a hall.

EX A M EN  D U  TEM PS DE R É V E R B É R A T IO N  OPTIMUM

M. K W IE K  e t E. K A RA SK IEW ICZ, POZNAN

RÉSUM É

D es recherches théoriques il ressort que les param ètres suivants, déterm inant l’aco u s
tiq u e  d’une salle, sont indépendants l ’un de l’autre: a )  le tem ps de réverbération en fonction  de 
la fréquence, b) le volum e et la longueur de la sa lle, c) la diffusité. Des relevés physiques 
de ces caractéristiques, on peut déduire par la théorie les conditions fondam entales donnant 
les conditions acoustiques optim a.

Après les considérations théoriques, les auteurs rendent com pte d’essais au cours des
quels ils on t essayé d’exam iner la relation éventuelle  entre le temps de reverberation  en fonc
tion de la fréquence et le volum e de la salle, à d iffusité  donnée. Le tem ps de réverbération  a 
été  réglé artificiellem ent par une ligne retardante acoustique. La grandeur de la salle a aussi 
été im itée artificiellem ent par le retardem ent échelonné des 24 haut-parleurs p lacés au mur 
de la salle. Grâce à ce dispositif, des salles de 800, 1600, 2200, 3500, 4500 et 1 0  000 m 3 o n t été 
obtenu es, avec cinq types de caractéristique de fréquence et 4 tem ps de réverbération .

Les auditeurs des concerts expérim entaux ont dû répondre à des questions propres à 
fournir  des renseignem ents sur les bonnes qualités m usicales des salles de concert. Les résultats 
obtenu s jusqu’ici ont prouvé que la m éthode e st bonne et ont déjà permis d ’étab lir  certaines 
relations entre les qualités m usicales et physiques d’une salle.

И ССЛ ЕДО ВАН И Я ОПТИМ АЛЬНОГО ВРЕМ ЕН И  Р Е В Е Р Б Е Р А Ц И И

М . К В И Е К  и Е . К А Р А Ш К И Е В И Ч  (П О З Н А Н )

РЕЗЮ М Е

Теоретические исследования позволяют сделать вывод, что определяющие аку
стику некоторого зала нижеследующие параметры независимы друг от друга : а)  время 
реверберации как функция частоты, б) объем и длина зала, в) диффузионность. Из физи
ческих условий вышеприведенных данных теоретически можно вывести основное усло
вие оптимальных аккустических условий.

Авторы после теоретических соображений в связи с вышесказанными отчитыва
ются о проведенных ими опытных исследованиях, в процессе которых авторы попытались 
исследовать предположительно существующую между объемом зала и временем ревербе
рации как функцией частоты зависимость при данной диффузионное™. Время ревербе
рации искусственно регулировалось при помощи специального акустического тор
мозящего провода. Размер зала также искусственно копировался при помощи ступен
чатого торможения 24-громкоговорителями, размещенными на стенках помещения для 
подслушивания. При помощи такой схемы искусственно были получены залы кубату
рой 800, 1600, 2200, 3500, 4500 и 10 000 м3 с пятью видами характеристик частоты и 
четырьмя различными значениями времени реверберации.

Участникам опытных концертов необходимо было ответить на такие вопросы, 
которые дали соответствующие данные о хороших музыкальных свойствах концентрных 
залов. Результаты до сих пор доказали правильность предлагаемого метода и уже стало 
возможным найти определенные зависимости между музыкальными и физическими свой
ствами залов.





ÜBER DIE MÖGLICHKEITEN DER ABBILDUNG  
DER AKUSTISCHEN EINGANGSIMPEDANZ 

DES MENSCHLICHEN OHRES MITTELS EINER  
ERSATZSCHALTUNG*

J. K ACPRO W SK I
IN ST IT U T  F Ü R  G R U N D PR O B LE M E D E R  TECH N IK  D ER PO L N ISC H E N  AKADEM IE D ER W ISSEN SC H A FT EN ,

WARSZAWA

D as Problem  der Abbildung der ak u stisch en  E ingangsim pedanz des  
m enschlichen Ohres, w elches einen natürlichen B elastungsw iderstand jed es  
Telephonhörers b ild et, ist das aktuelle O bjekt der w issenschaftlichen F or
schungen, die in  m ehreren Laboratorien für A k u stik  gleichzeitig durchgeführt 
werden. D ieses Problem  ist bis je tz t im  in ternationalen  Sinne noch  n ich t  
gelöst worden und b ild et unter anderen das laufende Arbeitsthem a der zw ölften  
Studiengruppe des CCITT. Das endgültige Z iel dieser Forschungen is t  das 
eindeutig bestim m te in ternationale Muster des künstlichen  Ohres zur P rüfung  
von Telephonhörern.

D as In stitu t für Grundprobleme der T echnik  der Polnischen A kadem ie  
der W issenschaften unternahm  im  Jahre 1955 eine Forschungsarbeit, deren 
Ziel die Erörterung der M öglichkeiten der gü nstigsten  Abbildung der E in gan gs
im pedanz des durchschnittlichen m enschlichen Ohres m it H ilfe einer ein 
fachen E rsatzschaltung war. Dieses k ü n stlich e  Ohr könnte vorläu fig  als 
in ländisches P rototyp  dienen, bis das in ternationale  Modell eingeführt w ird.

Zu diesem  Zwecke wurde ein Verfahren verw endet, welches sich  von  
den bisher angew andten M ethoden unterscheidet, die m eistenfalls a u f exp eri
m entalen  N achsuchungen der günstigsten L ösung au f dem W ege der su k zessi
ven  Proben und A nnäherungen beruhten.

E s zeigte sich, dass die akustischen Param eter der E rsatzschaltung  
analytisch  m it V erm eidung von jeder Z ufälligkeit aus den gut b ek a n n ten  
Form eln bestim m t werden können, die die Im p ed an z der akustischen S ystem e  
m it zusam m engesetzten  oder kontinuierlich auseinandergesetzten K on stan ten  
bezeichnen.

D ie Arbeit u m fasste  zwei E tappen je  n ach  dem  betrachteten F req u en z
bereich.

Im  Bereich der tiefen  und m ittleren Frequenzen des akustischen  
Spektrum s wurden als Bezugsdaten die w oh lbekannten , von I n g l i s ,  G r a y

* A uf der akustischen Konferenz am 5 —9. N o v e m b e r  1957 in Budapest abgehaltener  
Vortra g.
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und J e n k i n s  [ 1 ]  bem essenen  W erte der E ingangsim pedanz des d u rchschn itt
lic h e n  m enschlichen Ohres angenom m en. O bw ohl solche V oraussetzung nicht 
v ö llig  begründet ist, m usste sie —  in bezug a u f den Mangel von genaueren  
u n d  m ehr aktuellen A ngaben in der L iteratur — genehm igt werden. D ie  A us
fü h ru n g  der entsprechenden statistischen M essungen hat sich als unm öglich  
erw iesen , weil das Problem  als Ganzes für d ie Bedürfnisse der polnischen  
F ernm eldeindustrie  sehr dringend war.

Im  Bereich der tie fen  Frequenzen, w o die D im ensionen der Ohrhöhle 
b ed eu ten d  kleiner als die W ellenlänge A sin d , hat man sich also gänzlich  
a u f I n g l i s ’s M eßergebnisse gestützt. Solche Voraussetzung verlan gt die 
A n w en d u n g  einer E rsatzschaltung in Form  eines Helmholtzresonators m it 
R esonanzfrequenz / 0 =  400 H z, reellem W iderstand bei Resonanz R a max 200 
[g  s - 1  c m 4 ] und G ütefaktor Q üá 5. D as V olum en V  des R esonators wurde 
aus der empirisch hergestellten  Formel

V  =  V u +  (1 -  к) А V ( 1 )

b erech n et, in welcher :

V u —  das durchschnittliche Volum en der Höhle des natürlichen Ohres,
A V  —  das geom etrische Volumen der K opfhörerm uschel,

к  —  den von  der K onkavität der M uschelhöhle abhängigen A us
fü llkoeffizient

b ezeich n en .

D ie  ausgeführten M essungen bew iesen, dass der K oeffizient к  im  Falle 
der K opfhörer m it stark hohlgew ölbten M uscheln, wie z. B . L. M. E r i c s s o n  

T y p  R L D  1504, wo das V olum en A V  ungefähr 6 cm 3 beträgt, den Wert 
к  0 ,85 erreicht. Im  Falle der K opfhörer polnischer Erzeugung dagegen  
m it unbedeutend hohlgew ölbten  (A V  4 cm 3) oder fast flachen (A V  ^  2 cm 3) 
M uscheln  liegt der K oeffiz ien t к im  Bereich vo n  0,75 bis 0,5. A uf der obigen  
F o rm el (1) begründet zeigte  sich also, dass das effektive V olum en V  der 
E rsatzsch a ltu n g  in w eiten  Grenzen von der K onstruktion des K opfhörers 
u n ab h än g ig  ist und im  F alle der aktuell in  Polen  angewandten K opfhörer  
g le ich  6 cm 3 ist, was dem V olum en der m eisten  inländischen künstlichen  Ohres 
w ie  z . B . dem des am erikanischen nach den U . S. A .-Norm en Z. 24.9 —  1949, 
m it g u ter  G enauigkeit entspricht. Der W ert V  =  6 cm 3 wurde also zu w eiteren  
B etrach tu n gen  angenom m en.

U m  der E rsatzschaltung die Vorausgesetzen R esonanzeigenschaften  
an zu geb en , m usste m an entsprechende M ündungsöffnungen projizieren, die 
d ie  R olle  der akustischen Masse M a und des Verlustwiderstandes R a des 
R eson ators spielen, dessen  N achgiebigkeit C a dem  G esam tvolum en v e n t
sp r ic h t.
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Dazu wurde ein Verfahren angew endet, welches auf den w ohlbekannten  
Form eln der klassischen Theorie des Helmholtzschen Resonators g e stü tz t  ist 
und welches auch von  B a r d u c c i  [2 ] in seiner Arbeit gebraucht w urde.

E s wurde vorausgesetzt, dass der V erlust widerstand R a des R esonators  
nur aus dem R eibungsw iderstand R r und dem  W iderstand R w, der dem  
W ärm eaustausch entspricht, b esteht. Der Strahlungsw iderstand der M ündungs
öffnungen konnte vernachlässigt werden, w eil er nach der k lassischen  R a y 
leigh’’sehen Formel

R slr =  tu2 ~  5,6 ■ IO"9 w2 (2)
2 л  c

in  dem  betrachteten Frequenzbereich von 100 Hz bis 1000 H z die W erte 
von  22 • 10~4 bis 22 • 1 0 ~ 2 [ g s -1  cm - 4 ] erreicht und um  zw ei b is vier 
Grössenränge kleiner is t  als der obenerwähnte Verlustwiderstand für R eibungs
und W ärm eaustauscheffekte, welcher im  dem selben Frequenzbereich in  den 
G renzen von R a =  7,5 b is R a =  23,8 [g s _1 cm ^4] schwankt.

D ie auf solche W eise analytisch berechnete E rsatzschaltung hat im  
Frequenzbereich von 100 H z bis 1000 Hz die G estalt eines Helmholtzresonators  
von beliebiger geom etrischer Form und G esam tvolum en V  =  6 cm 3 m it dem  
rohrförmigen Neck vom  Durchm esser d  =  1,6 m m  und Länge 1 =  4,2 m m . 
D ie ausgeführten experim entalen  U ntersuchungen der R esonanzeigenschaften  
der Resonatoren von beliebiger Form m it verschiedenem  V olu m en  und 
verschiedener Zahl der M ündungsöffnungen haben die B erechtigung der 
Theorie völlig b estä tig t. Es zeigte sich, dass m an m it der zu praktischen  
Zwecken hinreichenden G enauigkeit eine M ündungsöffnung in  Form  eines 
R öhrchens durch n äq u ivalente M ündungsöffnungen von dem selben D urch
m esser aber n-mal grösserer Länge ersetzen kann, ohne die R esonanzeigen
schaften  des R esonators zu ändern. Es zeigte sich weiter, dass der G ütefaktor  
Q eines Resonators m it и M ündungsöffnungen in  erster A nnäherung zur 
W urzel vierten Grades aus der Zahl der M ündungsöffnungen n, oder zur 
Quadratwurzel aus der E igenfrequenz des R esonators f 0 proportional ist, 
w enn m an sie mit der Zahl der Öffnungen ändert. Die nachstehende Form el

Qn =  Qn=1 (" )*  oder Qn ~  ( / 0)!i (3a, b)

hat einen  allgem einen Charakter und kann beim  E ntw urf von akustischen  
R esonatoren m it vorausgesetztem  G ütefaktor Q oder m it variablen R esonanz
eigenschaften  benutzt werden.

D ie von uns entw orfene H öhle des künstlichen  Ohres m it Ö ffnungen, 
w elche die K opplungsundichtkeit des Fernhörers m it dem m enschlichen  
Ohr sym bolisieren, s teh t im  W iderspruch m it den heutigen T endenzen  h in 
sich tlich  der V erw endung von d icht geschlossenen H öhlen, deren typ ische

6  A cta Technica X X II/3—4.
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R epräsentanten  die k ü n stlich en  Ohren lau t am erikanischen N orm en Z. 
2 4 .9 — 1949 beziehungsw eise lau t CCIF E m pfeh lungen  sind. Es s teh t fest, 
d ass eine geschlossene H öh le , welche keine R esonanzeigenschaften b esitzt, 
die Frequenzcharakteristik  des Kopfhörers im  B ereich  der tiefen und m ittleren  
F requenzen  idealisiert. D a aber das H auptziel der objektiven  U ntersuchungen  
der K opfhörer die E rk en n u n g  ihrer E igenschaften  beim  normalen Gebrauch  
is t ,  d . h . also der E igen sch aften , die m it su b jek tiven  Methoden festgestellt  
w erden  könnten, ha lten  w ir die Anwendung von  Resonanzhöhlen m it Ö ffnun
gen  —  w enigstens bei P rü fu n g  der Modell- und  E ichhörer —  für unentbehrlich. 
E s sch e in t, dass die A nw endung von d icht geschlossenen H öhlen nur für 
V ergleichsprüfungen von  K opfhörern eines b estim m ten  Typs, wie zum  B eispiel 
b e i der P roduktionskontrolle, begrenzt w erden soll.

W eil man in  der L iteratur keine zuverlässigen  D aten bezüglich der 
E ingangsim pedanz des m enschlichen Ohres oberhalb 3 kHz finden  kann, 
w ar es erforderlich, ein  anderes Verfahren beim  E n tw u rf der E rsatzschaltung  
im  B ereich  der hohen F requenzen  anzunehm en. A ls B ezugssystem  wurde das 
verein fach te  anatom ische Modell des m enschlichen Ohres angenom m en  
(B ild  1). A uf Grund der allgem einen Theorie der akustischen Vierpole m it 
kontinuierlich  auseinandergesetzten  K onstanten wurden Vierpolgleichungen  
für R öhren m it den dem  M odell entsprechenden Dim ensionen (B ild  2) in  
w ohlbekannter Form einer K ettenm atrix  ausgeführt :

P l cosh 7  l Zf sinh y l Í V

V i

— sinh y l

. Z f
cosh y /

У  г

D ie kom plexe Grösse y  =  a -\- j ß  bezeichnet das W ellenübertragungsm nß, 
d essen  reeller Teil a der D äm pfungsfaktor der R öhre ist und aus zwrei T eils
fa k to ren  eq und a2 b esteh t :

a  =  cq +  a 2 . (5 )

D er Teilsdäm pfungsfaktor cq, welcher die E nergieverluste in der u n m itte l
baren  N ähe der Rohrw'ände (d . h. Reibung und W ärm eaustausch) berücksich
t ig t ,  kann  in erster A nnäherung laut der Form el nach  K i n s l e r  und F r e y  [3] 
ausgedrückt werden :

ц' ft) 

2 Qo
w o :

c —  die Schallgeschw indigkeit in der L u ft, 
r —  den K reisradius der Röhre,

a, = R s
2 q0 C

J/2 u' q0 io 

2 q0ct

1

c r
(6 )



ÜBER DIE MÖGLICHKEITEN DER ABBILDUNG DER AKUSTISCHEN EINGANGSIMPEDANZ 259

co —  die K reisfrequenz,
p0 —  die sta tisch e D ichte der L uft,

und f/f =  2,14 [л =  3,94 • 10~4 [g s  1 cm - 1 ] — den korrigierten V isk ositä ts
k oeffiz ien t der L uft bezeichnen.

In dem betrachteten  Frequenzbereich und bei den vorausgesetzten  
R ohrdim ensionen erreicht der Teilsdäm pfungsfaktor cq m axim ale W erte

► 15 mm - -5 0  mm -

<tlQmm
S / / / / / / / / / / / Z  /  .

/  /и  /  /  /I
D as Trommelfell

к
" 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7  ГУ

0 7mm
__L

/D /е  H öh le  

Id e r  O hrm uschel

‘D er K a n a 1 
des A ussen obres

B ild  1. D as vereinfachte anatom ische M odell des Aussenohres

B ild  2. D ie elektrische E rsatzschaltung des vereinfachten M odells des Aussenohres nach
B ild  1

von ungefähr 0,05 dB /cm  und kann vernachlässigt werden. D asselbe b etrifft 
den T eilsdäm pfungsfaktor a 2, welcher die durch interm olekulare R eibung- 
und W ärm eaustauscheffekte im  Medium selbst verursachte E nergieverluste  
berücksichtigt und nach den M essungen nach S iv ia n  [4 ]  im  Frequenzbereich  
bis 20 kH z für L uft den m axim alen W ert von  0, 1 dB /cm  nicht üb ersteigt.

Man kann also die akustischen Vierpole als verlustlos betrachten  und  
ihre E ingangsim pedanz aus der vereinfachten Form el

Ъ _  Ъ Zk + j Z f t g ß l
Z j \v  —  s,

Z j  -f- j  Zk tg  ß  l
( 7 )

bestim m en. Die Grösse Z j  bezeichnet hier den W ellenw iderstand des Rohres
2 n

und ß  =  ist der W ellen längekoeffizient.
И

6 '
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A ls B elastungsim pedanz Z k wurde die akustische Im pedanz des Trom 
m elfe lls  des natürlichen O hres nach den M essungen von  T r ö g e r  [5 ] ange
n o m m en . Diese Im pedanz w urde in der E rsatzschaltung m it der Im pedanz  
der M em brane des K ondensatorm essm ikrophons ersetzt, das die A bschluss
im p ed a n z  der H öhle des k ü n stlich en  Ohres darstellt.

D ie  ausgeführten B erechnungen  bew iesen, dass das anatom ische M odell 
des natürlichen  Ohres m it  genügender G enauigkeit für praktische Zwecke 
v o n  n u r einer W ellen le itu n g  m it dem K reisdurchm esser D =  2,52 cm  und 
L än ge L  =  1,20 cm ersetz t werden kann. D iesen  D iem ensionen entspricht

B ild  3. U niverselle e lek tr isch e  Ersatzschaltung der H öhle des künstlichen Ohres

Za "Ra + /X a
R

S*-

C

B ild  4. Die elektrische E rsatzschaltung der H öhle im  B ereiche der tiefen  Frequenzen

B ild  5. Die elektrische E rsatzschaltung der H öhle im  Bereiche der hohen Frequenzen

das m it vorher e in gefü h rten  V oraussetzungen übereinstim m ende G esam t
v o lu m en  V  =  6 cm 3.

D as E rsatzschem a des künstlichen Ohres hat die Form laut B ild 3. 
Z w s te llt  hier die E ingangsim pedanz der W ellen leitung dar, w elche m it der 
Im p ed an z der M embrane des K ondensatorm ikrophons abgeschlossen ist. Die 
S ym b ole  m v  m2 und rx, r2 entsprechen der akustischen Masse und dem  akusti
sch en  V erlustw iderstand der M ündungsöffnungen. Im  Bereich der tiefen  
u n d  m ittleren  Frequenzen vereinfacht sich d iese Schaltung in die Form  laut 
B ild  4 , wo C der N ach g ieb igk eit der H öhle m it dem Volum en V  =  6 cm 3 
en tsp r ich t. Im  B ereich der hohen Frequenzen dagegen nim m t die Schaltung  
d ie F orm  laut Bild 5 an, w eil die M ündungsöffnungen keine Rolle mehr spielen.
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B ild  7. D as erste Modell des künstlichen Ohres

A u f diese W eise hat sich das Problem  der Abbildung der E ingangs
im pedanz des m enschlichen Ohres m it H ilfe einer einfachen E rsatzschaltung  
im w eiten B ereich der akustischen Frequenzen als ganz reell erw iesen. D as 
war der A nlass zur B earbeitung des inländischen P rototyps des künstlichen

B ild  6. D ie K onstruktion der H öhle des künstlichen Ohres
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B ild  8. D as neue Modell des künstlichen Ohres

B ild  9. D ie  Kopplungsart des geprüften Telephonhörers m it der Höhle des k ü n stlich en  Ohres
während der M essung
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Ohres, welches sow ohl in  den Laboratorien bei Eichhörerprüfung als auch 
in der Industrie bei der Produktionskontrolle Anwendung gefunden hat.

B ild  6 zeigt die K onstruktion und die D im ensionen der m it dem  T elefon
hörer gekoppelten  H öhle des künstlichen Ohres. D ie Aufnahm en veranschau li
chen die A ussenansicht der Apparatur und die Kopplungsart des geprüften  
Telefonhörers m it der H öhle während der M essungen.

D er angew andte Andruck des H öhrers an die Oberfläche der Höhle  
beträgt 500 bis 1000 g.
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ZUSAM M ENFASSUNG

Die Im pedanz des durchschnittlichen m enschlichen Ohrs kann durch eine einfache 
E rsatzschaltung nachgebildet werden. D ie bisherigen M ethoden beruhten größtenteils auf 
einer Nachprüfung der günstigsten Lösung m ittels sukzessiver Versuche und Näherungen. 
D ie akustischen Param eter der hier m itgeteilten  E rsatzschaltung wurden unter vollständiger  
A usschaltung des Zufalls analytisch  bestim m t.

Im  Bereich der kleinen Frequenzen, wo die M aße der Ohrenhöhlen kleiner sind als die 
W ellenlänge, haben wir uns auf die Ergebnisse der M essungen von Inglis, G ray und Jenkins 
g estü tz t. D ie Param eter der akustischen Anordnung haben wir m it zusam m engesetzten  K on
stan ten  gerechnet, deren E ingangsim pedanzeigenschaften die gleichen sind w ie die entspre
chenden E ingangsim pedanzeigenschaften eines m it dem  K opfhörer nicht eng gekoppelten  
durchschnittlichen m enschlichen Ohrs. Diese B edingung erfordert die V erw endung eines 
H elm holtzschen Resonators. Im  Bereich der hohen Frequenzen stellen wir d ie E rsatzschal
tung in  Form einer R eihenschaltung von zwei akustischen W ellenleitern dar. In  diesem  B e
reich ist die Größe und die Gestalt des K unstohrs ähnlich dem anatom ischen M odell des 
natürlichen Ohrs.

A u f diese W eise erw eist sich die A bbildung der E ingangsim pedanz des m enschlichen  
Ohrs durch eine E rsatzschaltung als real, sowohl im  Bereich der niedrigen als auch  der hohen  
Frequenzen.

POSSIBILITIES OF IM ITATING T H E  ACOUSTIC IM PE D A N C E  OF T H E  H U M A N  E A R
BY AN E Q U IV A L E N T  CIRCUIT

.1. K ACPROW SKI, W ARSAW

SUM M ARY

The im pedance of the average hum an ear can be im itated by a sim ple equivalent 
circuit. The m ethods know n hitherto m ostly  were based on ultim ate exam ination o f th e  best 
solution by successive trials and approxim ations. T he acoustic parameters o f  th e  equivalen t 
circuit dealt w ith  in the paper have been determ ined analytically , elim inating com pletely  
chance.
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In  th e  low  frequencies range, where the dim ensions o f the ear cavities are sm aller th an  
w a v e len g th , we have m ade use o f  the results of m easurem ents by I n g l i s , Gr a y  and J e n k i n s  . 
W e h a v e  com puted the param eters o f the acoustic circu it w ith  com posite constants, the in p u t  
im pedance  qualities o f w h ich  are th e  sam e as those o f a hum an ear not closely coupled to  
earphones. This condition  needs use of a H elm holtz resonator. In the high frequency range, 
th e  eq u iva len t circuit is represented by two closely  coupled  acoustic wave guides. In  th is  
range, th e  form  and the dim ensions of the artificial ear c losely  resemble the anatom ic m odel 
o f th e  natu ral ear.

In  th is w ay, representation  o f  the input im pedance o f the hum an ear by a sim ple equi
v a len t circu it has proved to  be a realistic proposition in  th e  ranges o f both low  and o f high  
frequencies.

PO SSIB IL IT É S D T M IT A T IO N  D E  L’IM PÉD A N C E D ’E N T R É E  ACOUSTIQUE  
D E  L’O R E IL L E  H U M A IN E  PAR D E S CIRCU ITS ÉQ UIVALENTS

J. KACPROWSKI, VARSOVIE

RÉSUM É

L ’im pédance de l ’oreille hum aine m oyenne peu t être im itée par un circuit équ iva len t  
sim ple. Les procédés connus ju sq u ’ici étaient basés dans la plupart des cas sur l ’exam en u l
térieur de la m eilleure so lution  par essais et approxim ations successifs. Les param ètres a cou s
tiq u es d u  circuit équivalen t com m uniqué ici ont été déterm inés analytiquem ent, en élim inant 
com plètem en t le hasard. D ans le dom aine des fréquences basses, où les dim ensions des ca v ités  
de l ’oreille  sont plus petites que la  longueur d’ondes, nous nous sommes basés sur les résu ltats  
des m esures de I n g l i s , G r a y  et J e n k i n s . Nous avons calculé les paramètres du dispositif a co u sti
que av ec  des constantes com binées, dont les caractéristiques d’impédance d’entrée son t les 
m êm es que les caractéristiques respectives d ’une oreille hum aine m oyenne non couplée é tro ite 
m en t à un  casque écouteur. C ette condition nécessite l’em ploi d ’un résonateur de H elm h oltz . 
D an s le dom aine des fréquences é levées, nous représentons le circuit équivalent par un couplage  
en série de deux guides d ’ondes acoustiques. Dans ce dom aine, l ’oreille acoustique ressem ble  
en grandeur et en forme au m o d èle  anatom ique de l ’oreille naturelle.

D e cette  façon, la rep résentation  de l’im pédance d ’entrée de l’oreille hum aine par un  
circu it équivalen t sim ple est u n e  possibilité réelle aussi b ien  dans le domaine des fréquences 
é levées que dans celui des fréq uences basses.

ВОЗМОЖНОСТИ ИМИТАЦИИ АКУСТИЧЕСКОГО ИМПЕДАНСА ЧЕЛОВЕЧЕСКОГО
УХА ЗАМЕЩАЮЩЕЙ СХЕМОЙ

Й. КАЦПРОВСКИЙ (В А РШ А В А )

РЕЗЮМЕ

Импеданс среднего человеческого уха можно имитировать простой замещающей 
схемой. Применявшиеся до сего времени методы в большинстве случаев основывались 
на исследовании наиболее подходящего решения при помощи суксцессивных опытов и 
приближений. Акустические параметры приводимой здесь замещающей схемы опре
делены аналитическим методом при полном устранении случайности.

В диапазоне низких частот, где размеры полостей уха ниже длины, волны автор 
исходит из данных измерений Инглиша, Грея и Енкинса. Параметры акустической схемы 
рассчитывались при помощи комбинированных постоянных, свойства импеданса входа 
которых согласуются с соответствующими свойствами импеданса входа среднего чело
веческого уха, неплотно прилегающего к наушнику. Это условие требует использования 
резонатора Гельмгольца. В диапазоне высоких частот схема замещения отображается 
в форме последовательной связи двух акустических волнопроводов. Искусственное ухо 
в этом диапазоне является аналогиным анатомической модели как по величине, так и по 
форме естественного уха.

Таким образом, отображение импеданса входа человеческого уха оказывается 
реальным при помощи замещающей схемы как в области низких, так и высоких частот.



DIE BERECHNUNG DER ZUGFESTIGKEIT VON 
PATENTIERTEN UND KALTGEZOGENEN STAHL

DRÄHTEN

L. M ANK H ER
SA LGÓ TA RJÁN ER STA H LW ER K E, SALGÓTARJÁN 

[E ingegangen am 24. Jänner, 1958]

D ie Z ugfestigkeit der durch Patentieren und anschliessendes K a lt
ziehen  erzeugten unlegierten K ohlenstoffstahldrähle setzt sich aus zw ei K om 
ponenten  zusam m en. D ie eine K om ponente b esteh t aus der bei der W ärm e
behandlung durch P atentieren  erhaltenen Z ugfestigkeit, während die andere 
K om ponente die Zunahm e der Z ugfestigkeit während des K altz ieh en s dar
ste llt.

In dem A ufbau der Technologie der Stahldrahterzeugung sp ie lt die 
P atentierungsfestigkeit eine w esentliche Rolle, da das spezifische M ass der 
E rhöhung des F estigkeitsw ertes während des K altziehens durch deren Grösse 
bestim m t wird. Zur Erzeugung eines Stahldrahtes m it gegebenen D urchm esser  
und Festigkeitsw ert m üssen die chem ische Zusam m ensetzung des zu  ver
arbeitenden M aterials, die Grösse der anzuwendenden K altverform ung, bei 
entsprechender G efügeausbildung der Patentierungsdurchm esser und Paten- 
tierungsfesligkeit des D rahtes sowie die Zunahm e an F estigkeit w ährend des 
Ziehens im  voraus bestim m t werden.

D ie Erm ittelung der Patentierungsfestigkeit aus der chem ischen Z usam m en
setzung des unlegierten Stahldrahtes

D ie P atentierungsfestigkeit w eist eine A bhängigkeit von der chem ischen  
Z usam m ensetzung des S toffes, dem  D urchm esser des D rahtes und den B ed in 
gungen der Erwärm ung und Abkühlung auf. Der grösste E in fluss a u f die 
P atentierungsfestigkeit wird durch die chem ische Z usam m ensetzung des 
Stoffes, insbesondere durch den K ohlenstoffgehalt ausgeübt. D ie E ntw ick lung  
einer au f den chem ischen K om ponenten des Stoffes beruhenden B erechnungs
m ethode der P atentierungsfestigkeit liegt som it au f der H and.

Bei einem  historischen R ückblick erfahren wir, dass in  den W arm w alz
w erken bereits in  den frühen Jahren des zw anzigsten  Jahrhunderts von  H . v .
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J ü p t n e r  [ 1 ]  die fo lgen d e R elation  zur E rm ittlu n g  der Z ugfestigkeit von  
W alzgütern  aufgestellt w urde :

a B =  A +  20 C +  20 Si +  -10 Mn t/cm 2 (1)
3 T 7

An Hand der Form el von  J ü p t n e r  wird von  F. E i s e n k o l b  [ 2 ]  die fol
gen d e  Form el vorgesch lagen  :

o B =  25 +  67 C +  14 Mn -f- 20 Si kg/rnnr (2)

In  der Formel v o n  J ü p t n e r  wurde vorau sgesetzt, dass zwischen dem  
A tom gew ich t des E lem en ts  und dem /-F a k to r  des betreffenden E lem ents 
die folgende B eziehung b esteh t :

f  =  800/A tom gew ichi

V on den W alzw erken in  Pein [3] wurde die Form el von J ü p t n e r  w eiter
en tw ic k e lt  und auch der Phosphor m it in d ie Form el einbezogen :

а в =  A  +  2/30 C +  2/70 Si +  1/70 Mn +  1/40 P  (4)

V on H. H. C a m p b e l l [4 ] wurden fo lgen d e Form eln vorgesch lagen: 
fü r  sauren Stahl :

aB == 28 - [ (0 ,7  C 4- 0,7 P -|- XM n) 100 A  R kg m m 2 (5)

fü r  basischen Stahl :

aB =  29 +  (0 .54 C +  0,7 P +  YM n) 100 +  R kg/m m  (6)

V on H. V o l l m a c h e r  [5 ] wird die G ottfried F inkesche Form el für nor
m alisierten  Zustand m itg e te ilt  :

a B =  25 +  100 C +  10 (Si — 0,20) +  15 (Mn — 0,60) +  100 (P -  0,020) +  D (7)

D ie Formel von  C. F . Q u e s t  und T. S. W a s h b u r n , die zur Berechnung  
der F estigk eit von W alzgu t d ient, lautet folgenderm assen :

о B =  26,72 +  C (49,22 +  20,65 Mn) +  Mn [2.11 +  Mn (1,69 +  

+  8 ,25  C)] +  23,90 Si +  70,31 P +  К . (8 )
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Auch die Stahldrahtindustrie suchte nach J ü p t n e r  nach einer Lösung 
zur Berechnung der Patentierungsfestigkeit von  Stahldrähten. E ine solche 
Form el lau tet folgenderm assen :

a pa, =  25 +  96 C - f  21 Mn 41 Si kg/m m 2 (9)

L etztere Form el wurde au f der Basis von f  =  1150/A tom gew icht aufgebaut.
R echnen wir m it den in der Stahldrahtindustrie üblichen W erten für 

Mn und Si (z. B. Mn =  0,45% , Si =  0,30% ), so erhalten  wir

apai =  96 C -f- 4 7 ,

w obei die grosse Ä hnlichkeit m it der in  der Stahldrahtindustrie seit langem  
gebrauchten Faustform el :

opat =  100C +  50 

ohne w eiteres augenfällig  wird.
Zur E rm ittlung der Patentierungsfestigkeit von  Stahldrähten wurde auf 

Grund der K ohlenstoff- und M angangehalte eine Form el von J e r r y  G. W e is s  

[6] en tw ickelt :

a pai — C ' 950 -f- 40 000 (Fe — k onstant) % Mn — Faktor / 6/sq.inch (10)

D iese Art der Berechnung gibt indessen äusserst niedrige W erte für 
die P aten tieru n gsfestigk eit.

In der E ntw ick lung der Form el von T. N i s i i i o k a  [ 7 ]  w'urde zur E rm itt
lung der P atentierungsfestigkeit ausser der chem ischen Zusam m ensetzung  
des M aterials auch der E influss des D rahtdurchm essers, der Patentierungsart 
und T em peraturverhältn isse m it in  R ücksicht gezogen:

apat =  [(35 +  66 Ci Kj) +  (90 C2 +  16 Si +  26 Mn +

+  6 0 P  +  6C u +  1 6 N i +  16 Cr) K 2] K d . (11)

D ie m it H ilfe der N ishiokaschen Form el berechneten W erte der P aten tie
rungszugfestigkeit stim m en ziem lich gut m it den von  uns bekannten  und den 
im  Aveiteren vorgelegten  Berechnungsw erten überein.

E ine ziem lich verbreitete Tafel zur B estim m ung der P atentierungs
festigk eit in  A bhängigkeit von dem K ohlenstoffgehalt und dem  Durchm esser 
wurde von B o g o l j u b s k i j  [ 1 7 ]  m itgeteilt. Zwischen den Durchm esserwerten  
von  8— 1,2 mm beträgt die Streuung 25 k g /m m 2. E in M angel der Tafel besteht 
darin, dass sich bei einem  K ohlenstoffgehalt von  0,2%  dieselbe Streuung  
der F estigk eit w ie bei einem  K ohlenstoffgehalt von 0,8%  ergibt.
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Verschiedene P aten tieru n gsfestigk eiten  wurden in  A bb. 1 dargestellt.
V on  T u l e n k o v , Z l o t n y i k o v  und B o b i l e v a  [8 ] wird zur Berechnung  

der P atentierungsfestigkeit nachstehende Form el verw endet

Opa, =  4 2 ,5  +  104 C +  0,9 (8 —  D) (12)

A uch bei dieser F orm el wird bereits der E in flu ss des Durchm essers 
a u f d ie  P atentierungsfestigkeit m it in R ücksicht gezogen. E in M angel der 
F o rm eln  (11) und (12) b e ste h t jedoch  darin, dass die Ä nderung der P a ten tie 
ru n gsfestigk e it nach dem D urchm esser m it dem K ohlenstoffgehalt n icht in  
B ez ieh u n g  gebracht wird. D ie  Erfahrung lehrt näm lich , dass die Änderung  
der F estig k e it nach dem  D urchm esser bei höheren K ohlenstoffgehalten  
h öh ere , bei niedrigeren K oh lenstoffgehalten  niedrigere W erte bei der P aten 
tieru n g  aufweist.

In  ungarischer R elation  stim m te  die nach J ü p t n e r  aufgestellte  B eziehung  
m it der Praxis nicht ü berein , da sie bei niedrigen K ohlenstoffgehalten  zu  
hohe W erte für die P aten tieru n gsfestigk eit lieferte. Um  dem K ohlenstoff
geh a lt b e i der P atentierung einen  grösseren E in flu ss zu sichern, wurde die 
Jü p tn erseh e Formel von uns in  der folgenden W eise m odifiziert :

°pat =  25 118 C -)- 14 Mn 10 Si k g /m m 2 (13)

D ie  P atentierungsfestigkeit wird durch eine geringe Schw ankung der 
G eh alte  an L egierungselem enten nur in geringem  Masse beein flusst. D ie 
sich daraus ergebende S treuung der Festigkeit ist derart geringfügig dass 
dadurch die Festigkeit des fertigen  Stahldrahtes n icht b eein flusst wird, 
w en n  m it den in der P raxis üblichen M ittelw erten gerechnet wird (Mn =  
=  0 ,45% , Si =  0,30% ).

In  diesem  Fall lässt sich  die Form el au f die folgende Form vereinfachen : 

cfpat — 118 C -f- 34 k g /m m 2 (14)

В  ei der Erzeugung vo n  Tragseilen und dicken Federstahldrähten, wo 
zur E rreichung eines hom ogeneren  Patentierungsgefüges höhere Mangan- 
geh a lte  verw endet werden, is t  sinngem äss Form el (13) anzuw enden.

Sow ohl Formel (13) w ie  auch Form el (14) beziehen  sich au f einen P aten 
tierungsdurchm esser von  5 ,5  m m .

B ei dickeren D urchm essern nim m t die P aten tieru n gsfestigk eit ab, bei 
d ü n n eren  nim m t sie zu.

W enn  die aus den S ch rifttu m  bekannten P atentierungsfestigkeiten  der 
versch ied en en  Autoren in  e in em  Diagram m  dargestellt werden (Abb. 1), 
so b eob ach ten  wir, dass sie zum  Grossteil ziem lich beieinander liegen. D ie
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Abb. 1. B leipatentierungsfestigkeiten (bei 5,5 mm 0 )

D
IE

 B
E

R
E

C
H

N
U

N
G

 D
E

R
 Z

U
G

F
E

S
T

IG
K

E
IT

 V
O

N
 P

A
T

E
N

T
IE

R
T

E
N

 S
T

A
H

L
D

R
Ä

H
T

E
N



2 7 0 L. MANKHER

D ifferen z  zwischen ihnen b esteh t m eistens in den N eigungsw inkeln der F estig
k eitsgerad en .

D er m inimale D urchm esser der in B lei patentierten  D rähte beträgt 
im  allgem einen  etwa 1 m m . D er Durchm esser der noch üblichen dickesten  
D rä h te  beträgt etwa 10— 11 m m . Die F estigkeitsänderung nach dem Durch
m esser w eist bei niedrigeren K ohlenstoffgehalten kleinere, bei höheren K ohlen
sto ffg eh a lten  grössere W erte auf. So erreicht die Festigkeitsänderung bei einem  
K oh len sto ffgeh a lt von 0,9%  sogar 20 km /m m 2.

D ie  Änderung der P aten tieru n gsfestigk eit in A bhängigkeit von dem  
D u rchm esser kann au f G rund des E influsses des K ohlenstoffgehaltes durch 
die fo lgen d e  Beziehung ausgedrückt werden :

. F 0
D ie a u f  100% Form änderung ln fallende Ä nderung der F estig k e it:

er =  8 C k g /m m 2. (15)

A u f Grund dieser B ezieh u n g lässt sich die Patentierungsfestigkeit 
eines Stahldrahtes belieb igen  Durchm essers w ie fo lg t berechnen :

a pat =  25 +  118 C +  14 Mn +  10 Si +  8 C ln  F 5 ,5  kg/m m 2. (16)
F p at

In  vereinfachter Form  lau tet die Form el :

d 2 5  5
Opat =  3 4 + 1 1 8 C +  s e i n  (17)

“ paf

D ie  mit Hilfe der F orm el (17) berechneten F estigkeitsw erte der B lei
p a ten tieru n g  wurden zw ischen  0,15— 0,90%  C und  1— 11 mm 0  in  A bb. 2 
d a rg este llt .

E rm ittlu n g  der Z u n a h m e  an  F estigk eit w äh ren d  des Z ieh en s

Zur Klärung der Frage, in  welchem  Masse die F estigk eit des patentierten  
und kaltgezogenen  S tahldrahtes während des Ziehens zunim m t, wurden 
b ereits früher Versuche vorgenom m en. Es besteht ein gesetzm ässiger Zusam 
m en h an g  zwischen der Z unahm e der Festigkeit und der Grösse der K a lt
verform ung. Ausser der G rösse der G esam tverform ung übt h ierauf noch 
die Q uerschnittsabnahm e je  Zug und die A usgangspatentierungsfestigkeit 
einen E in flu ss  aus. Nach J u c h w e t z  [ 9 ]  wird auch durch den m etallurgischen  
Prozess ein  zusätzlicher E in flu ss  auf die Zunahm e der F estigkeit bei der 
K altverform u n g ausgeübt. D ie  Zunahme der F estigk e it eines beruhigten



DIE BERECHNUNG DER ZUGFESTIGKEIT VON PATENTIERTEN STAHLDRÄHTEN 2 71

Stahls m it niedrigem K ohlenstoffgehalt Hegt höher als die eines unberuhigten  
Stahls.

D ie G esetzm ässigkeit der V erfestigung während der K altverform ung  
wurde von S e y r i c h  [10] in einer H yperbel dargestellt, wobei die Q uerschnitte

Abb. 2. B leipatentierungsfestigkeitsw erte in  Abhängigkeit von  dem  K o h len sto ffg eh a lt  
und dem  Drahtdurchm esser. N ach Form el (17)

der D rähte au f der A bszisse, die R ichtungstangenten der Z u gfestigk eits-  
geraden au f der Ordinate aufgetragen wurden. D er Z usam m enhang wurde  
in  einem  konstanten  W ert von

/  ' tg  a  =  54,7
gefunden.

(18)
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E s wurde in  den V ersuchen  von W . P ü n g e l [ 1 1 ]  festgeste llt, dass auch 
e in  E in flu ss des K ohlenstoffgehaltes des M aterials a u f die Festigkeitszunahm e  
w äh ren d  des Ziehens vorh an d en  ist.

N ach genanntem  A u tor weist die Z unahm e der F estigkeit während des 
Z ieh en s bei höheren K ohlenstoffgehalten  höhere, bei niedrigeren K ohlen
sto ffgeh a lten  niedrigere W erte  auf, wobei die gleiche Querschnittsabnahm e 
vorau sgesetzt wird.

D ie Zunahme der F estig k e it während des Ziehens wurde von K . W i e g e r t

[12 ] in  A bhängigkeit v o n  der Formänderung h Æ
F„

untersucht. Es wurde

h ierb e i folgende R ela tion  gefunden :

K z — K P =  ah =  ln bJ  : tg  a  (19)
b n

w o b e i tg  a die R ich tu n gstan gen te  der K altverfestigungsgeraden bedeutet. 
D ie  Festigkeitserhöhungsgeraden verlaufen hiernach hei geringen K ohlen
sto ffgeh a lten  flacher, b e i höheren K ohlenstoffgehalten  dagegen steiler.

Von F. K o h l h a s e  [1 3 ] wurde ein R echenschieber konstru iert, mit 
H ilfe  dessen die K a ltverfestigu n g  in A bhängigkeit von der Q uerschnittsab
n ah m e erm ittelt w erden k an n .

Von J u c h w e t z  [ 1 4 ]  w ird die empirische Form el von N . N. P e t r o v  m it
g e te ilt , die zur E rm ittlu n g  der Festigkeit des nach erfolgter Patentierung  
k altgezogen en  Stah ldrahtes dient :

0zug G pat +

1,7 + i l
R

(1 -  ig  y m - R )

0,135 flOO +  1,5 q
( 20)

Beträgt die G esam tquerschnittsabnahm e m ehr als 50% , so wird vom  
g en a n n ten  Autor die fo lgen d e Formel vorgeschlagen :

azug — • °pat H-
1 ,9 g/i ( 1 - l g  f l 0 0 - R )  

0,135 У100 +  1,5 q
( 21)

B ei einer Q uerschnittsabnahm e von q =  30%  je Zug nim m t die Form el 
fo lgen d e  Gestalt an :

^zug °paf 1,9 gft(l - R ) . ( 22)
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D ie Form el von K . D . P o t y e m k i n  lau tet :

60 C +  —~  + 0 , 0 1  «Jdurchichn.

(23)

D ie verein fachte Form el lau tet :

a.zug ~  ^ pai +  R -  2 t g a ( 2 4 )

w obei tg  a  die R ichtungstangente der geraden Strecken der die F estig k e its
zunahm e w ährend des Ziehens charakterisierenden Kurven b ed eu te t. Nach  
J u c h w e t z  sollen diese Formeln als em pirisch betrachtet werden. N ach  den 
vereinfachten Form eln sind zuverlässige E rgebnisse lediglich bei einem  m itt
leren K ohlenstoffgehalt (0,5— 0,6%  C) erhältlich  und können nur b is zu einer  
Q uerschnittsabnahm e von etw a 75% verw en d et werden.

N ach der Form el von P o t y e m k i n  lä sst sich der P atentierungsdurch
m esser genauer bestim m en.

D ie bisher m itgeteilten  Formeln ergaben nur an den von den A utoren  
angenom m enen Patentierungsdurchm essern befriedigende R esu lta te . D ieser 
Patentierungsdurchm esser bezog sich zum  G rossteil auf einen u nbekann ten  
m ittleren  D urchm esser. Berücksichtigt m an , dass bei einem M aterial m it 
z. B . 0,8%  K ohlenstoffgehalt die P atentierungsfestigkeit eines D rah tes von  
10 m m  D urchm esser 120 k g /m m 2, d iejenige eines Drahtes von 2 m m  D urch
m esser 141 k g /m m 2 beträgt, so ergeben sich  grosse Abweichungen, w enn  die 
F estigkeitszunahm e während des Ziehens m it einer m ittleren P aten tieru n gs
festigk eit von  etw a 128 k g/m m 2 berechnet wird.

Es ist richtiger, wenn wir bei der B erechnung der F estigk eitszu n ah m e  
w ährend des Ziehens an Stelle des K ohlenstoffgehaltes die P a ten tieru n g s
festigk eit in B etracht ziehen, da letztere  eine Funktion des K oh len sto ff
gehaltes und des Durchm essers darstellt, und  som it genauere R esu lta te  liefert.

D ie F estigkeitszunahm e des Stahles w ährend des K altz ieh en s wurde 
von K . J .  T u l e n k o v , M. I. Z l o t n y i k o v  und S. F . B o b i l e v a [ 1 5 ]  in  A bhängig
k eit von  dem Ziehfaktor

untersucht und dabei folgende R elation  gefunden :

a.zug apal (  1  +  K d)n . ( 2 5

7 Acta Tcchnica XXII/3—4.
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W ird dér W ert von  n a u f 0,25 abgerundet, so ergibt sich als en d gü ltige  
F o r m e l für einen D raht m it kreisförm igem  Q uerschnitt :

'z u g J pat
uO
d k

Für D räh te  mit nicht kreisförm igem  Q uerschnitt gilt

a zug  a pat

(26)

(27)

0.9 %C

30  40 50  60  70 8 0  9 0

Patentierungsfestigkeit 6p kg /m m 2
KO

A b b . 3. Spezifische K altverfcstjgu rg  in  Abhängigkeit v o n  dem  K ohlenstoffgehalt bzw . v o n  
der P aten tieru ngsfestigk eit. D ie  spezifischen W erte sind a u f 1%  Formänderung (A )  b ezogen

W ird die Zunahm e der Festigkeit w ährend des Ziehens nach der Form el 
v o n  T u l e n k o v  berechnet, so ergeben sich in  ungarischer Relation zu niedrige  
W erte .

B e i dem  von uns en tw ickelten  B erechnungssystem  wurde aus der au f  
die spezifische Form veränderung fallenden V erfestigung ausgegangen. D ie  
W erte  der K altverfestigung wurden auf m ehrere Jahre zurückgreifend b ew er
t e t ,  n ach  dem K ohlenstoffgehalt sortiert und eine au f Form veränderung von  

F
1 % ln  — A um gerechnet.

D ie  spezifischen W erte der F estigkeitszunahm e währenddes Z iehens, o} , 
w urden in  A bhängigkeit v o n  dem K ohlenstoffgehalt bzw. der P aten tieru n gs
festig k e it  im  beiliegenden Diagram m  dargestellt (siehe Abb. 3).
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D ie Zunahme der F estigk eit während des K altziehens wird durch die. 
nach steh en d e Form el w iedergegeben :

72
ah =  A  • o}  =  ln V  • Oj. 100 (28)

d k

D ie Z ugfestigkeit des fertigen Stahldrahtes beträgt :

a k — a p +  a h (29)

B ei der Stahldrahterzeugung sind der Durchmesser dk, Z u gfestigk eit  
<Tfc, des zu erzeugenden fertigen Stahldrahtes, sowie der K oh len stoffgeh alt  
des zur Verfügung stehenden  R ohm aterials bekannt. Die A ufgabe besteht 
in der E rm ittlung des Patentierungsdurchm essers und dam it der Grösse der 
K altverform ung und der P atentierungsfestigkeit. Zu diesem Zwecke suchten  
wir nach einem  Zusam m enhang zw ischen der Patentierungsfestigkeit und  
der Z unahm e der F estigkeit während des Zeihens.

W ir gingen bei unseren B erechnungen aus den nachstehenden beiden  
em pirischen  Formeln aus :

Formel (17) : a p =  34 -f- 118 C - f  8 C ln 0 0 und

F  P
Form el (29) : ak =  a p ln  — -  • Oj • 100 

B ei der Lösung der beiden G leichungen au f dp erhalten wir :

200 а/ -  16 C

d f °  ■ a>
e ° k - 3 4 -  11ЯС (30)

lg dp
200 a j — 16 C

[200 о, . l g dk -  16 C • lg d5i5+(<rÄ- 3 4 - 1 1 8  C) lg e.] (31)

Avobei Gj  — spezifische F estigkeitserhöhung bei einer Form änderung
von 1% ,

dk =  D urchm esser des fertigen D rahtes,
d5i5 =  Stahldraht m it einem  Durchm esser von 5,5 m m ,
d p =  Patentierungsdurchm esser des Drahtes,
a k =  Z ugfestigkeit des fertigen Stahldrahtes.

B eim  R ücksuchen des N um erus aus lg  d p wird der P a ten tieru n g s
durchm esser in mm erhalten. In K enntnis des Patentierungsdurchm essers 
kann  a u f Grund der Form el (17) die P atentierungsfestigkeit bestim m t w erden.

E in  Vorteil der Berechnung m it H ilfe der Form eln (30) bzw . (31) b esteh t 
darin , dass unter B erücksichtigung des K ohlenstoffgehaltes, des E nddurch
m essers, der E ndfestigkeit und der spezifischen Festigkeitszunahm e während  
des Ziehens der effektive Patentierungsdurchm esser erhalten wird. D ie Form t !

7*
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sch e in t au f den ersten  B lick  etwas kom pliziert zu sein , werden jedoch die  
einzelnen  Faktoren zw ischen den bei der Stahldrahterzeugung üblichen  
W ertgrenzen im  voraus berechnet, so kann  die Berechnung schnell durch
gefü h rt werden.

Mit H ilfe eines N om ogram m s (siehe A bb. 4) können die P atentierungs
w erte au f graphischem  W ege noch schneller erm itte lt werden. D ie derart 
erm itte lten  W erte sind praktisch  hinreichend genau. A uf der horizontalen  
A chse des N om ogram m s sind  die Form änderung während des Ziehens (A %  —

£1 I
=  ln • 100) und Q uerschnittsabnahm e R %  

F k l

K l___100 aufgetragen,

w ährend die vertikale  A chse die W erte der Z ugfestigkeit angibt. D ie Geraden 
des Strahlenbündels der K altverfestigung geben , zwischen 0,2 und 0,9%  
K ohlenstoffgehalt, von  der vertikalen A chse (P atentierungsfestigkeit) aus
gehend  die F estigk eitszu n ah m e während des Ziehens in A bhängigkeit von  
der Grösse der Form änderung an. Die W erte der vertikalen Achse beziehen  
sich  au f einen Patentierungsdurchm esser von  5,5 m m . Die Änderungen der 
P aten tieru n gsfestigk eit zw ischen den Patentierungsdurchm essern von  12,0 
und  2,0 mm werden durch die Schnittpunkte der Geraden des P atentierungs
durchm esser-Strahlenbündels m it den Strahlen des K ohlenstoffgehaltes erhal
te n . In  das N om ogram m  wurde auch die K urve des V erhältnisses dpldk 
ein gezeich n et. Zur B estim m u n g von dp lä sst sich  au f dieser K urve der zu 
einer beliebigen F orm änderung gehörende W ert von  dp/dk ablesen.

D ie B estim m ung des Patentierungsdurchm essers m it Hilfe des N om o
gram m s erfolgt fo lgenderm assen  :

Von der geforderten  Endfestigkeit aus w ird eine horizontale Gerade 
gezogen , und der S ch n ittp u n k t m it dem  Strahl des gewählten K ohlenstoff
g eh a ltes  bestim m t. D ie  v o n  dem S chn ittpunk t gezogene Vertikale g ib t auf 
der A bszisse die Grösse der K altverform ung (A) in  Prozenten an. D ie zur 
B estim m u n g des Patentierungsdurchm essers nötige Verhältniszahl wird 
durch  den S chn ittpunk t der Vertikalen m it der dp/dk-K urve bestim m t. Nach  
E rm ittlu n g  von d p k an n  nunmehr die effek tiv e  P atentierungsfestigkeit, 
Op, bestim m t w erden. D urch die S ch n ittp u n k te  der Geraden des P aten 
tierungsdurchm essers m it den Strahlen des gew ählten  K ohlenstoffgehaltes 
w ird eine horizontale G erade gezogen, die au f der vertikalen  Achse die effek tive  
P aten tieru n gsfestigk eit an g ib t. Von dem S ch n ittp u n k t des von der erhaltenen  
P aten tieru n gsfestigk eit gezogenen V erfestigungsstrahles m it der horizontalen  
G eraden der F estigk e it des fertigen D rahtes w ird eine Senkrechte au f die 
h orizon ta le  Achse gefä llt und  die Grösse der richtigen effektiven K altver
form ung bestim m t, w odurch das richtige V erhältn is d p/dk und daraus der 
endgü ltige Patentierungsdurchm esser erhalten werden. Zur Kontrollberech- 
n u n g  wird aus d iesen  W erten die F estigkeitszunahm e ak erm ittelt, indem  
der korrigierte W ert vo n  A%  m it oy m u ltip liz iert wird.



Abb, 4. Nomogramra der Patentierungsfestigkeit und Zunahme der F estigkeit während des Ziehens
von Stahldrähten
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D ie Sum m e aus o p und ff* muss die geforderte Zugfestigkeit des fertigen  
Stahldrahtes ergeben. W ir wollen die obigen Erörterungen mit ein igen B ei
sp ielen  illustrieren.

1. Aus einem Stah l m it 0,6%  K ohlenstoffgehalt soll ein  Stahldraht m it e inem  D urch
m esser von  2 mm und einer F estigk eit von 157 k g /m m 2 erzeugt werden.

a )  Mit Hilfe des N om ogram m s : Von o* =  157 der vertikalen Achse wird eine H ori
zontale gezogen. Vom  S ch n ittp un kte dieser H orizontalen  m it der R ichtungsgeraden 0,6 C 
wird eine Senkrechte auf die horizontale Achse g e fä llt , w odurch die W erte von  A  =  135% , 
dpi dk =  1,95 und daraus dp =  3 ,9  mm erhalten werden. D a  diese Werte aus dem  a p, der dem  
D urchm esser von 5,5 m m  entsp richt, erhalten wurden, m uss noch crp für den D urchm esser  
von  3,9 m m  bestim m t werden.

V on dem Schn ittpunkte der Richtungsgeraden 0 ,6%  C m it dem Patentierungsstrah l 
3,9 m m  wird eine H orizonta le  gezogen und auf der v ertik a len  Achse der W ert v o n  a p — 108 
k g /m ü i2 abgelesen. Von dem  Schnittpunkt des von d iesem  Punkt ausgehenden V erfestigun gs
strahles m it der H orizontalen  157 kg/m m 2 wird eine Senkrechte gefällt, und das dem  a p =  
108 kg /m m 2 entsprechende Verhältnis dp/dk  =  1,90 un d  der hieraus berechnete W ert von  
dp =  3,8 m m  erhalten. D ie Grösse der diesem W ert entsprechenden K altverform ung beträgt  
A  125% .

D em  W ert up =  108 k g /m m 2 entspricht o j  =  0 ,397 k g /m m 2 spezifische K altverfestigun g  

o h =  125 • 0,397 =  49,5 k g /m m 2 

(Jk =  o p -j- uh — 108 +  49,5 =  157,5  kg/m m 2

b) Berechnung m it H ilfe der Form el :

lg dp =  2 0 Q g / —  16 C t 200  af  ' lg dk ~  16 C ' lg  d*•* +

+  (ff* =  3 4 - 1 1 8 C )  lg e]

■■*’  “ 2ÖÖT0 ,388  -  16 - 0 ,6  [200 • 0 .3 8 « . 0 ,3 0 1 0  -  .6 .0 .6 .0 ,7 4 0 4  +

+  (157 — 3 4 — 118 - 0,6) 0,4342] =  0 ,5722  

dp =  3,73 m m  

3  7 4 2
A  =  ln - =  124,8%

(j/i =  124,8 - 0 ,388 =  48,3 kg/m m 2 

Op =  108,6 k g /m m 2

Ok =  Op +  oii ■'= 108,6 +  48,3 =  156,9 k g /m m 2

2. Es ist aus einem  M aterial m it 0,83% K ohlenstoffgehalt ein K lavierdraht m it einem  
D urchm esser von 1,0 m m  und Zugfestigkeit von 257 k g /m m 2 zu erzeugen.

a )  Mit Hilfe des N om ogram m s : Von dem P unk te  er* =  257 kg/m m 2 auf der vertika len  
A chse wird eine H orizontale gezogen und bis zur R ichtungsgeraden 0,83 C verlängert. In  dem  
S chn ittp un kt wird ein L ot errichtet und der Schn ittpunkt m it der horizontalen Achse be
stim m t : A  — 282% ; dp/d* =  4,1 mm. Von dem S ch n ittp u n k t der Richtungsgeraden 0,83%  
C m it dem  Patentierungsstrahl 4,1 mm 0  wird e in e H orizontale gezogen und auf der 
vertika len  Achse abgelesen. Op =  136 kg/m m 2. Von d iesem  Punkt wird die V erfestigungs
gerade gezogen, und in dem  Schnittpunkt dieser m it der H orizontalen 257 kg /m m 2 e in  L ot 
errichtet, wobei der op 136 k g /m m 2 entsprechende W ert v o n  dp/d* =  3,85 erhalten w ird, 
woraus der W ert von dp =  3,85 m m  0  berechnet w erden  kann. Der zugehörige W ert der 
K altverform ung beträgt A  =  268% .
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Die dem W ert von  136 kg/m m 2 entsprechende spezifische K altverfestigung be tragt 

Of — 0,452 kg/m m 2, 

at, — 268 ■ 0,452 =  121 kg/m m 2, 

oic =  (Гр +  <7 /| — 136 +  121 =  257 kg/m m 2.

M it H ilfe der Form el :

■ ' -  2 Й Г 0 , 4 4 6 -  1 6 - 0 , 8 3  l 2 0 0 • 0 - П 6 ■ Lg 1 ,0  —  16■ 0 ,8 3 ■  l e 5 , 5  +

+  (257 — 3 4 — 118- 0,83) 0 ,4342] 

lg dp =  0 ,5855 dp =  3,85 mm

A =  I n W =  269o/o

Abb. 5. Zunahme der Z ugfestigkeit von patentierten und gezogenen Stah ldrähten m it 0 ,83%  C 
in A bhängigkeit von  der Form änderung I. berechnete K urve, II. V ersuchskurve

07 , =  269 • 0,446 =  120 kg /m m 2,

Op =  136,7 kg /m m 2,

ak =  агр +  Ut, =  136,7 +  120 =  256,7 kg/m m 2

Versuchsfabrikation :
Die Patentierung eines Stahldrahtes m it 0,83%  K ohlenstoffgehalt und 3,8 m m  D urch

m esser ergab Op — 133 kg /m m 2. M it 16 Züge auf einen Durchm esser v o n  1,0 m m  gezogen  
m it einem Durchschnittsabnahm e je  Zug von 15% ergab die F estigkeit des fertigen  D rahtes 
258 — 266 kg/m m 2.

In Abb. 5 wird die je  Zug zunehm ende Zugfestigkeit des V ersuchsm aterials II. und 
die Zunahme der berechneten Zugfestigkeit I. während des Ziehens dargestellt.
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D er Vorteil der B erechnung mit Hilfe des N om ogram m s besteht darin, 
d ass sie  eine Korrektion erm öglicht, wobei die Berechnung mit der der effek
t iv e n  P atentierungsfestigkeit entsprechenden spezifischen V erfestigung vor
gen om m en  werden kann.

In  Abb. 6. wird die beschriebene R echnungsm ethode in die einzelnen R ech
nungsoperationen  au fgeteilt. Hieraus können deutlich  entnom m en werden :

1. die Erm ittlung der Grösse der K altverform ung (A% ) und (dpldk)
2. die Erm ittlung des Patentierungsdurchm essers d p
3. die Erm ittlung der Patentierungsfestigkeit (сгр), die Korrektion der 

Verhältnisses (A% ) und  (dp/d k) der der gew onnenen Patentierungs
festigkeit entschprechenden K altverform ung

4. die E rm ittlung der spezifischen F estigkeitszunahm e während des 
Ziehens oy

5. die Erm ittlung der Festigkeitszunahm e während des Ziehens und  
schliesslich K ontrolle der Gleichung ak =  ap -(- ah

In  Abb. 4. werden dieseO perationen zusam m engefaßt und hierduch deren 
D urchführung vereinfacht.

B e i der Berechnung m it H ilfe der Form el b esteh t hierfür keine M öglich
k e it ,  da in  diesem Fall m it der dem K ohlenstoffgehalt entsprechenden spezi
f isch en  K altverfestigungszunahm e gerechnet wird.

W ir wollen nun untersu ch en , welchen U ntersch ied  dies bei den vor
g e leg ten  Beispielen ausm acht.

B eisp ie l 1. А  =  125%

try (bei 0,6%  C) =  0,388 kg /m m 2

<7h =  125 ■ 0,388 =  48,5 kg /m m 2

try (bei a p =  108 kg/m m 2) =  0,397 kg/m m 2

ал =  125 • 0,397 =  49,6 kg /m m 2

B eisp ie l 2. A  =  268%

try =  (be i 0,83%  C) =  0,446 kg /m m 2

(ГЛ =  268 • 0,44 =  119,5 kg /m m 2

try =  (be i Op — 136 kg/m m 2) =  0,452 kg/m m 2

от, =  268 • 0,452 =  121,0 kg /m m 2

Im  ersten Beispiel b eträg t der U nterschied in der Zugfestigkeit 1,1 
k g /m m 3 (0,7% ), im  zw eiten  B eisp iel beträgt er 1,5 k g /m m 2 (0,58% ). Bei der 
zu gelassen en  Toleranz der F estigkeitsw erte sind diese U nterschiede so gering
fü g ig , dass sie vernachlässigt w erden dürfen. E s b ed in gt som it keinen Fehler, 
w en n  b e i der Formel m it der dem  K ohlenstoffgehalt entsprechenden spezi
fisch en  F estigkeit gerechnet w ird.



Abb. 6. Nom ogram m  zur Bestim m ung des Fabrikationsganges von patentierten und gezogenen Stahldrähten. Beispiel : 
Erzeugung eines Stahldrahtes m it einem  Durchm esser von 2,0 mm und Zugfestigkeit von 150— 160 kg/m m 2 aus einem  
Material m it 0,6%  K ohlenstoffgehalt. I. Bestim m ung der Grösse der K altverform ung, II. Bestim m ung des Paténtierungsdurch- 
messers, III. Bestim m ung des Patentierungsfestigkeit, K orrektion : Bestim m ung der Patentierungsfestigkeit entsprechenden  

K altverform ung und Patentierungsdurchm esser, IV. u. V. Bestim m ung der spezifischen Zugfestigkeit während des Ziehens
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ZUSAM M ENFASSUNG

E s wird die E rm ittelung der P atentierungsfestigkeit und der Zunahm e der F estigk eit 
w äh rend  des Ziehens von Stah ld räh ten  durch Berechnung und auf graphischem  W ege erörtert. 
A u f G rund der m itgeteilten N om ogram m e und der m it H ilfe der vorgelegten Form eln berech
n e te n  T afeln  kann die T echnologie der Stahldrahterzeugung ausgearbeitet werden. M it R ü ck 
sich t a u f  die bei der Stahldrahterzeugung vorkom m enden G runsdtoffe, die lokalen  B etrieb s
geg eb en h e iten  und von E influß sonstige Faktoren erhebt vorliegende A rbeit keinen A n
sp ru ch  auf Vollständigkeit, v ielm ehr verfolgt sie lediglich die A bsicht, die K ennw erte der 
Stah ldrahterzeugung genauer als bisher erm itteln zu können.
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D E T E R M IN A T IO N  B Y  CALCULATION OF T H E  T E N S IL E  STR ENG TH  OF P A T E N T E D  
A N D  COLD-DRAW N ST E E L  W IR ES

L. MANKHER

SUM M ARY

The tensile strength  after patenting and the tensile  strength increase during drawing  
o f  steel wires is determ ined b y  calculation and graphically. This permits to w ork out th e  
technique o f steel wire m anufacturing by using the tab les which can be com puted from  th e  
form ulae, as well as working out this technique w ith  th e  aid of the author’s n om ogram s. 
A s a consequence of the m ultitude of conditions influencing steel wire m anufacturing, such  
as basic m aterial, local operating conditions and others, the paper does not str ive  a t perfec
tion , but solely aims at helping towards a more precise establishm ent of the characteristics  
o f  steel wire m anufacturing.

D É T E R M IN A T IO N  P A R  LE CALCUL D E  LA RÉSISTANC E À LA R U P T U R E  
D E S FILS D ’ACIER PA TEN TÉS E T  T IR É S Â FRO ID

L. MANKHER

RÉSUM É

D éterm ination num érique et graphique de l’accroissem ent de la résistance à la  rupture  
de fils d’acier patentés, rendant possible la m ise au po in t de la technologie de fabrica tion  
des fils d ’acier. Pour y  arriver, on fait usage d’une part de tables pouvant être é ta b lies  au  
m oyen des form ules exam inées, et d’autre part des nom ogram m es exposés par l ’au teur . E n  
raison de la diversité des m atières premières utilisées dans la fabrication du f il d ’acier, e t  à 
cause des données locales de l ’usine et d ’autres facteurs pou vant entrer en jeu , l ’é tude  ne v ise  
point à la perfection, et se contente d’offrir une aide pour la déterm ination plus ex a cte  des  
caractéristiques intéressant la fabrication de fils  d ’acier.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ РАСЧЕТНЫМ ПУТЕМ СОПРОТИВЛЕНИЯ 
РАЗРЫВА ПАТЕНТИРОВАННЫХ И ХОЛОДНОТЯНУТЫХ 

СТАЛЬНЫХ ПРОВОЛОК
Л. МАНКЕР

РЕЗЮМЕ

Определение расчетным путем и графическим способом прочности патентирования 
и роста прочности при протяжке стальных проволок. Этим становится возможным разра
ботать технологию производства стальных проволок, с одной стороны, при помощи таб
лиц, составляемых с использованием рассмотренных формул, а с другой стороны, при 
помощи приведенных номограмм. Данная работа не расчитывает на полноту трактовки 
вопроса вследствие встречающихся в производстве стальных проволок различных исход
ных материалов и местных производственных условий, а также воздействующих прочих 
факторов, а ставит лишь своей целью оказать помощь для более точного определения 
показателей производства стальных проволок.
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1. Introduction

1.1 Practical and theoretical aspects o f  the problem

The dim ensional changes following hardening represent a fu n d am en ta l 
problem  encountered in  th e  production o f ball bearings, m easuring in stru 
m ents and dies since on account o f structural reasons it  is difficult to  ach ieve  
a t  th e  sam e tim e both th e  necessary surface hardness and dim ensional s ta b ility  
over a long period o f use. The condition of the first requirem ent is th e  hardened  
s ta te , while dim ensional sta b ility  depends on the stab ility  o f th e  in tern a l 
structure, i. e. on the equilibrium  of the structural constituents o f th e  fin ished  
product. The transform ation o f the m etastable phases and structural co n stit
u en ts, going on un til equilibrium  is reached, in vo lves a change in  th e  sp ecific  
vo lu m e, resulting in  a change o f  the external dim ensions o f th e  product.

The steels hardened to  ob ta in  a hard, w ear resistant surface conta in  
tw o m etastable phases : tetragonal m artensite and retained a u sten ite . 
T hese constituents transform  after hardening b y  a slow process, causing  
dim ensional change, un til th e  equilibrium  is reached. These processes m a y  be 
accelerated by the transfer o f heat and thus it  is possible to ach ieve a stable  
structure by suitable tem pering, at the end o f w hich the m etastab le  co n stit
uents are m ade to disappear. The m artensite, ensuring the hard surface 
would be softened, how ever, b y  this process as w ell.T he problem o f com m ercial 
tem pering, not reaching beyond the lim it o f soften ing , is b y  stab iliz in g  only  
the tetragonal m artensite (which will becom e cubic) and not rem ov in g  the  
au sten ite , since the transform ation  range o f  th e  austenite lays h igher than  
th e  annealing tem perature o f  m artensite. Further transform ation o f  the  
au sten ite  in the hardened product, tem pered at a low tem perature in  order 
to  protect the wear resistant surface, wrill therefore cause d im ensional changes 
o f  th e  same.

* Abridged version o f the author’s thesis, subm itted  for discussion at th e  H un garian  
A cadem y of Sciences on the 8 th  M ay, 1957.
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1.2 Scope o f the experim ents

The experim ents had  two objectives. P artly , to study th e  structural 
ch an ges following th e  hardening and to  esta b lish  a relationship betw een the  
general theoretical considerations and th e  external dim ensional changes. 
On th e  other hand, to  f in d  such heat-treatm en t processes or other m ethods 
for th e  production tech n o lo g y , which will ensure th e  stab ility  o f  th e  structure  
as th e  precondition to  dim ensional stab ility .

2 . Survey of literature

It is known th a t during hardening th e  equilibrium  transform ation  
process cannot take p lace in  the steels, but fo llow ing an enforced transform a
tio n , m artensite w ill be form ed, which is a supersaturated solid solution  and 
w ill be out of equilibrium . Following th is transform ation, the structure will 
n ot becom e com pletely  m artensitic, but a certain  am ount of the basic constit
u e n t, o f  the a u sten ite , w ill be retained u naltered . This retained austenite  
w ill b e well below its  sta b ile  heat range, h en ce —  like all super cooled con stit
u en ts  —  it will s im ilarly  be out of equ ilibrium . In th is w ay a m etastable  
s ta te  w ill be reached after  hardening, characterized by the out o f  equilibrium  
s ta te  o f  the two co n stitu en ts present.The tw o constituents again are characteriz
ed th a t  they  are su b jected  to perm anent changes, until th ey  reach their 
s ta te  o f  equilibrium , w h ich , depending on th e  available therm al energy, will 
la s t  for a longer or shorter period. This transform ation  is known in th e  litera
tu re  as the stab ilization  process of which three stages are know n. W ith the 
rise o f  tem perature —  th a t  is when at fir st  th e  m artensite w ill decom pose 
at low er tem peratures, th en  between 200° and 300° the austenite w ill be trans
form ed  and finally  over 300° till full equilibrium  a kind o f a pearlite m odifica
tio n  w ill develop th rou gh  coagulation from  th e  decom position products, 
w h ich  is generally called  a spheroidal, resp. tem p ered  troostite.T his tem pering  
process is accom panied b y  a dimensional change. The decom position o f the  
m a rten site  will resu lt in  contraction, th e  transform ation o f austen ite  in 
ex p an sion , while th e  coagulation  of the carbides will sim ilarly result in 
con traction . Several research  workers have stu d ied  the general consideration  
o f  th e  stabilization processes [7, 8, 9, 10.]. The follow ing equation w ill give  
th e  dim ensional changes accom panying th e  processes (y) in th e  function  
o f  t im e  (i)

log  log  —------ =  b log  i -j----------
a — у  2,3

w here a, b and к are con stan ts, depending on th e  com position o f  th e  steel.
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3. Field m easurem ents

In the R oller-B earing Works o f D ebrecen m easurem ents were carried  
out during 200 days on th e  outer ring of 48 bearings o f type NJ 1308, -with 
the objective o f  ob ta in ing  accurate inform ation on the extent o f dim ensional 
changes follow ing th e  usual heat-treatm ent. T he changes o f the ring d iam eters  
(/ID), resp. the m ost probable values thereof are shown in Fig. 1. A ccordingly, 
after heat-treatm en t in  production shrinkage has been found, which follow s  
in  the function  o f tim e a curve of nearly exp on en tia l character.

i ( d a y s )

F ig. 1. M ost probable dim ensional change o f bearing rings, in  the function o f  tim e

In the case o f  the tested  bearing types d im ensional expansion allow ed  
for b y  the Standard specifications am ounts to  30 y .  I t can be sta ted  that 
w ith  m ost o f th e  bearings the perm itted dim ensional expansion is reached  
w ithin  10 days. T hus, after 10 days, during storage or in use m ost o f  the  
bearing rings wrill reach an overall expansion n o t allowed for or lead in g  to  
break-downs.

4 . Method of m easurem ent

The structural changes during tem pering , th at is the stab ilization  
process has been studied  b y  a differential d ilatom eter of Chevenard’s system , 
which w ill draw in th e  function  of tem perature, th e  differential d ilatom eter  
curve o f a standard specim en and a specim en o f  unknow n therm al expansion . 
K now ing the physica l constants o f the in stru m en t, it  is then possible to  cal
culate from  the curve th e  unknown therm al expansion  curve. It was found  
necessary to  develop a new  com parative m easuring m ethod for th e  stu d y  
of the structural changes, the basic principles o f  which are as follow s :

In the course o f  continuous heating, the tetragonal m artensite and th e  
retained austenite present in hardened steel, w ill be gradually transform ed
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in to  s ta b le  m odifications. Their transform ation will be accom panied by  
d im en sio n a l changes, w hich are observed in th e  case of the given d ila tom eter  
sp ec im en s in the form o f  m easurable length  changes. Of course, w e observe  
in  th e  d ila ta tion  curve during  heating not on ly  the dim ensional changes of 
th e  transform ations to  be m easured, but th e  therm al expansion as well. 
T h e tw o  processes m ay be separated in th e  follow ing w ay : The hardened  
sp ec im en  is heated in th e  d ilatom eter togeth er  with a standard specim en  
o f id e n t ic a l com position, n ot contain ing, how ever, any  m etastable con stitu en ts. 
T h e stan d ard  specimen w as m ade available b y  heating a specim en o f  the  
sa m e  com position  to 700° C, rem oving in th is w ay all m etastable con stitu en ts. 
S u p p o s in g  that the th erm al expansion o f  th e  tw o specim ens o f  identical 
co m p o sit io n  is the sam e, o n ly  the d im ensional changes prom pted b y  th e  trans
fo r m a tio n  o f the co n stitu en ts w ill appear in th e  resultant d ilatom eter curve 
o f  th e  tw o  specimens. In th e  case o f tw o stee l specim ens o f identical therm al 
e x p a n sio n  the dilatom eter curve will nam ely be horizontal, while th e  deviation  
fro m  th e  horizontal w ill show  the differences between the tw o specim ens.

I t  w as necessary to  develop  th is new  m ethod of m easurem ent in  order 
to  m a k e  possible the m easurem ent o f the am ount o f retained au sten ite  after 
th e  v a r io u s  selected heat trea tm en ts . It w as necessary in order to  show  how  
far i t  w as possible to o b ta in  b y  the selected  h eat treatm ent the desired  goal 
to  f in d  ou t the extent o f  transform ation  o f  th e  m etastable con stitu en ts after 
h e a t  trea tm en t and their reta ined  am ount.

T h e  m ethod includes th e  solution o f  th e  following problem  as well : 
th e  separation  and the in d ep en d en t evaluation  o f the two phase tran sform a
t io n s , jo in tly  appearing in  a certain stage o f  th e  stabilization process. This 
w ill b e  dealt with in d e ta il in  the next paragraph.

5 .  D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  a m o u n t  o f  r e t a i n e d  a u s t e n i t e

T h e principle of m easurem ent is based on th e  following w ell-know n rules. 
O n th e  effect o f heating —  th a t is when tem pered  —  the m artensite  o f  the  
h a rd en ed  sample will undergo a transform ation involving contraction . Suppos
in g  th a t  after quenching th e  specim en is con ta in in g  m artensite, a continuously  
cu r v e  w ill be obtained in  th e  function o f th e  tem pering tem perature. Taking  
in to  consideration th e  contraction  values w ith  a negative sign, th is  so-called  
co n tra c tio n  curve m ay b e reproduced in  th e  fourth  field o f the co-ordinates. 
T h e th eoreticel contraction  curve o f m artensite , characteristic o f  diffusion  
p ro cesses , is plotted in  F ig . 2. I t  is know n th at after quenching i t  is not 
p o ss ib le  to  obtain a 100%  am ount o f m artensite , hence depending on the  
c o n d itio n s  of quenching, m ore or less au sten ite  w ill be retained in  th e  hardened  
sp e c im e n  [4 ,1 6 ]. In the course o f tem pering th e  retained austenite w ill sim ilarly
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undergo transform ation in a certain heat-range, which should appear in the  
d ilatom eter curve as well. This transform ation  process will —  in  contrary  
to  that o f  th e  m artensite —  result in an increase of the length o f  th e  specim en. 
H ence, in  case o f tak ing  the d ilatation  curve o f  a specimen in w hich in addition

Fig. 2. T heoretical contraction curve o f  
the m artensite

F ig . 3. Theoretical contraction curve o f  hard
ened steel w ith  some austen ite co n ten t and 

o f the m artensite

to  m arten site  there is retained au sten ite  present as well, th e  d ilatom eter  
curve w ill follow  th e  curve o f F ig. 3. T he curve drawn b y  a com p lete  line 
represents the dilatom eter curve, w hile th a t drawn by a broken line shows 
the contraction  curve of the m artensite, present in the specim en. In th e  case 
o f  a g iv en  heating  rate the transform ation o f austenite will begin at a tem per
ature tk, and end at a tem perature tv. I t is ev ident that the m a rten site  trans
form ation , started  at a considerably low er tem perature, w ill con tin u e undis
turbed after tk is reached, hence, after t k th e  tw o processes will proceed sim u lta 
neous! y . Thus, if  the dim ensional change resulting on account o f th e  transform 
ation o f  1% austen ite is known, the am ount o f  retained austenite after hardening  
can be determ ined from the difference o f  both  curves, which becom es con stan t  
after tv is reached.

C o n seq u en tly , it  is n ecessary  to  ta k e  th e  d ila tom eter cu r v e  d uring  
te m p e r in g , to  k n ow  th e  con traction  cu rv e  o f  th e  m arten site  an d  th e  n u m erica l

8  A cta Technica X X II/3 —4.
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va lu e  o f the d im ensional expansion taking p lace as a result of the 1% au sten ite  
transform ation, in order to  be able to  determ ine the amount o f retained  
a u sten ite . The first m ay b e determined b y  a d ilatom eter -while the latter tw o  
are unknown.

The follow ing term s were used in order to  determ ine the tw o unknow n  
factors :

1. The contraction  equation of a specim en  theoretically contain ing  
100%  m artensite, th u s th e  unknown equation is

У — f ( l)

w here у  is in the case o f  a given heating rate and at any t tem perature, the  
contraction  m easured in  /t.

2. 1 A represents th e  dimensional expansion  due to the transform ation  
o f  1% austen ite.

3. X  represents th e  % austenite content o f th e  specimen after quenching, 
w hile (100 —  X )  th e  m artensite content o f  th e  sam e.

4. y d represents th e  ordinate of the d ila tom eter curve of the hardened  
specim en in /<, w hich m ay  be read at an y  tem perature on the d ilatom eter  
curve, know ing th e  m agnification .

The m agnification  dilatom eter curve o f  F ig . 3, drawn by an unbroken  
lin e , which has been ob ta in ed  by taking the d ilatom eter curve of the hardened  
ste e l specim en, con ta in in g  x%  austenite m ay  be divided into three parts. 
T he first part —  since th ere is contraction —  is th e  in itia l stage o f the m arten
s ite  transform ation, ex ten d in g  from 20° C to  tfc ° C. The austenite transform 
ation , involving d im ensional expansion, w ill ta k e  place between 1k and t v. 
In view  of the fact th a t  th e  dim ensional expansion  o f  the austenite transform 
ation  will superim pose on th e  continuing contraction  o f m artensite, th is second  
part w ill show th e  resu ltan t of two op positely  acting dimensional changes. 
I t  should be observed th a t the contraction curve of the m artensite is not  
know n in second part. In th e  course of th e  th ird  p art, following tv, the tra n s
form ation  of th e  to ta l am ount o f austenite w ill be followed by dim ensional 
contraction  going on u n til complete stab iliza tion , i. e . it is the process o f  
transform ation in to  pearlite.

The follow ing eq uation  m ay be w ritten  for any t ^  tv tem perature :

1 ( Ю - ^

100
J t  +  *  • I a  =  y d ( 1 )

w here y ,  represents th e  va lu e of the earlier defined  function  (a) of the hardened  
stee l contain ing 100%  m artensite, at a t tem perature.
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The equation is expressing th at th e  y d va lue, which m ay be read on 
th e  dilatom eter curve at any tem perature o f the third part fo llow ing th e  
transform ation o f austen ite , is the algebraic sum  o f tw o oppositely  acting  
dim ensional changes. One o f the dim ensional changes is the contraction due 
to  th e  m artensite transform ation :

100 -  л;
— -------------  V,

100

w hile th e  other is the dim ensional expansion due to  the austen ite tran s
form ation

x \ A .

The follow ing experim ental program has been worked out for th e  solution  
o f th e  equation contain ing th e  three unknow n factors ( y - ;  x  ; If)  :

I f  the d ilatom eter curve o f tw o specim ens hardened in a different w ay  
but otherwise o f identical com position —  each having a different au sten ite  
con ten t —  is determ ined, tw o equations m ay be derived from the tw o d ila to 
m eter curves for an y  tem perature (after tv). Furtherm ore, i f  the retained  
au sten ite  content o f  th e  sam e specim ens is m easured by som e other m ethod, 
f. i. b y  m agnetic austen ite determ ination , then  the equation w ith  three un 
know n factors will be reduced to one w ith  tw o unknow n factors, for th e  solution  
o f w hich the tw o form er equations are sufficient.

5.1 D escription o f  the experiments

Ball-bearing stee l o f the follow ing com position has been selected  for 
the experim ents :

C t Si J М и j  S I P j Cr

1 , 0 7 0 , 2 7  0 , 3 5  j 0 , 0 3 0,02 1 , 4 9

The specim en was in  each case a standard specim en used in th e  Chcvenart! 
dilatom eter. Its dim ensions were as follows :

d  - 3,0 ±  0,1 mm ; 1 =  50,00 ±  0,01 mm.

In  accordance w ith the technology em ployed in the works, quench
ing w as carried out from 840° C in oil, then the d ilatom eter curves 
o f the specim ens w ere taken w ithout tem pering. One part of th e  specim ens

8 *
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w as quenched, alw ays under identical cond itions in  water, the other part 
in  o il o f  60° C. One o f th e  d ilatom eter specim ens hardened in oil and one hard
ened  in  w ater were 70 m m  long. After quenching the m iddle part o f the speci
m en s w as ground to  a len gth  o f  50 mm  for ta k in g  the dilatom eter curve, 
w h ile  from  the cu t-o ff ends 7 mm long specim ens, w ith  a diam eter o f 1,2 mm  
w ere prepared, required for the m agnetic au sten ite  determ ination. S im ultane
ou sly  w ith  and in addition  to  the above specim ens, tw o 50 mm long dilatom eter  
sp ecim en s were hardened as well, so th a t th e  d ilatom eter curve follow ing oil

F ig . 4. D ilatom eter curve o f  a specim en  
quenched in oil

F ig . 5. D ilatom eter curve o f a specim en  
quenched in water

and w ater quenching could be determ ined from  th e  m ean of three m easure
m en ts .

T he m ean values o f  the three d ilatom eter curves of the specim ens 
hardened  in  w ater and oil gave th e  phase transform ation curves appearing  
in  F igures 4 and 5. F ig. 4 refers to the specim ens hardened in oil, while F ig. 5 
to  th e  specim ens hardened in w ater. The au sten ite  transform ation started  
in  b o th  cases at a tem perature betw een 150° C and 200° C and was com pleted  
a t 2 90° C.

T he am ount o f  th e  austenite retained  specim ens was determ ined by  
m agn etic  m easurem ent on the basis o f tw o  parallel m easurem ents. F ollow 
in g  o il quenching th e  am ount o f  retained austen ite was 12,0% , while  
after  w ater quenching it  w as 8,4% . A ccordingly, in  the specim en quenched  
in  oil th e  am ount o f m artensite was 88% , while in  the specim en quenched  
in  w a ter  91,6% .

T he heating o f th e  specim ens was carried out in  the course o f the experi
m en ts alw ays with th e  sam e heating rate. Prior to  th e  m easurem ents the heating
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rate conform ing to  each sw itch resistance had to be ascertained. The 5° C/min 
h eatin g  rate appeared to he th e  m ost su itable and trials were m ade to ensure 
th e  sam e. After a num ber o f m easurem ents it was possible to  ascertain  the 
m ethod o f changing th e  sw itch  resistances, which ensured th e  ab ove heating  
rate.

5.2 Resolving the results o f  the measurements

Equation 1 has been em ployed for the evaluation o f F ig. 4 and 5, which 
tak es the following form  for t tv tem peratures o f the d ilatom eter curves :

- 0 , 8 8 0 - *  +  12 ,0 - l A =  - 4  

- 0 , 9 1 6 . * +  8 ,4  • 1A =  — ydv

w here yd0 refers to the specim en hardened in  oil, yd v to th at hardened in  water. 
R esolving the general equations for y t we get :

=  Уо + 1 2 - I a  or =  *  +  8,4 • 1A 
0,880 0,916

The tw o equations m ay be made equal and thus from  th e  equation  
reduced to  one unknow n factor, the unknow n 1д value m a y  be obtained.

_  0,880 • %  — 0 , 9 1 6 4

The l A values calculated  for at least four tem peratures o f  th e  third 
section  o f the tw o corresponding dilatom eter curves are shown b y  th e  following  

ta b le  :

t°C 290 400 500 600

1a m 6 , 0 6 , 0 5,45 6,67

T he rounded up m ean value o f  th e  1A values obtained at th e  four tem peratures, 
equals

1a =  6 ц



2 9 4 Z. C SEPIC A

w h ich  —  related to a 50 m m  specim en — corresponds to  0,012% . Comparing 
th e  v a lu e  with that o f  C ohen, who determ ined for th e  sam e case 0,014% , 
it  appears that the tw o  v a lu es  show a satisfactory  agreem ent [7,8].

H avin g  determ ined th e  va lu e  of 1д the con traction  curve o f the specim en  
c o n ta in in g  theoretically 100%  m artensite, m ay b e determ ined in the follow ing. 
R ev er tin g  to the equations o f  y ,  we may w rite th a t

_  yd 0 + 1 2 - 6  _  >'d0 +  72 
} t  ~  0,880 ~  0 .880

or from  the other equation

yd v +  8 ,4 - 6  4 V +  50,4  

J ' _  0,916 ~  0,916

B y  u sin g  the two equations, th e  values contained in th e  following tab le  are 
o b ta in e d  for the different tem peratures :

t°C 290 400 500 600

У if* 96,5 155,5 176 189

T h e s t ill  missing first part o f  the 100% m arten site ’s contraction curve is 
ca lcu la ted  from the first p art o f  the already know n dilatom eter curves. At 
100° C the specimen h ard en ed  in  oil showed a d im ensional contraction  
yd0 =  2 fi ; while th a t h ard en ed  in water vd„ =  5 /<.

F rom  the follow ing tw o equations

1.5 =  0 ,880  y 100

4 .0  =  0 ,916  y 100

th e  m ea n  value of y 100 is

Уюо =  3 ,0  [j,.

A g a in , from  the values m easu red  at 150° o f yd0 =  11,0 ц and ydv =  20 ,5  /.i 
on  th e  basis of the fo llow in g  tw o equations

11.0 =  0,880 у  150
20.5  == 0,916 y 150,
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the m ean value o f  y 150 is

У 150  =  1 7  j u 

in  th is w ay we m ay  o b ta in  w ith the help o f  th e  points of m easurem ents, a 
few  points o f th e  100%  m artensite’s contraction  curve which will give for a 
heating rate o f 5° C /m in in the function o f  tem perature the contraction  
values during tem pering o f  the theoretically  purely  m artensitic stee l, w ith  
1% C and 1,5%  Cr co n ten t (Fig. 6).

temperature °C

Fig. 6. C o n t r a c t io n  c u rv e  o f  a  th e o re t ic a l ly  fu l ly  m a r te n s i t ic  sp e c im e n

In the follow ing the approxim ate m ath em atica l equation o f the experi
m ental m artensite’s contraction curve m ay be derived. The approxim ate  
equation m ay be w ritten  in the form :

y  =  a e ed

where a, b, and c, are constants [23].
For the calcu lation  o f  the constants, th e  equation  o f the above S-shaped  

curve is converted b y  m eans o f logarithm s in to  a linear one :

y  =  a e ‘beCx

In y  =  In a +  b ■ ecx

log (log y  —  log a) =  log  (0,4343 • b) -j- 0,4343 • cx.
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I f  we make log (log y  —  log a) equal to  Y ,  log (0,4343 b) to  B  ami 
0,4343  • c to  A , the converted  linear equation is obtained as follow s :

Y  =  A x  +  В

H o w ev er , in order to  be able to draw th is linear curve with the help o f the  
m easu red  points, the (log a) va lue m ust be know n, which m ay be ca lcu lated  in 
th e  fo llow ing manner on th e  basis o f the three points of the curve.

Supposing th at th e  co-ordinates o f the three experim ental p o in ts are x ,,  
У\ ? x zi У2 ’ and x3i У3i th e  follow ing three equations m ay he w ritten  for th e  
sam e :

1. log (log у г —  log a) log (0,4343b) +  0,4343 схг

2. log (log y 2 —  log a) log (0,4343b) -f- 0,4343 cx2

3. lo g (log y 3 —  log a) log (0,4343b) +  0,4343 c*3

S u b stractin g  the first equation  from the second and the second from  the th ird , 
th e  fo llow ing is obtained :

(2 -  1) log lo g y 2 ~ l0 g a  =  0 ,4343 c (x2 -  Xl) 
lo g y i  — log a

(3 -  2) log  It>gj3 ~ lo g a  =  0 ,4343 c'(*3 -  *2) . 
l ° g y 2 — ,0 g a

D iv id in g  the two equations w ith  each other :

log Iog y 3 — Io8 a 
lo g y 2 — log«  
lo g j2  — Iog a 

lo g y i  — log o

^3 X2 
X2

S u p p osin g  that the fo llow ing relation ex ists  betw een xl9 x2, and x 3

x2 ( x i  +  x a)

th e n  th e  value o f th e  right-hand side ratio is equal to one, hence

log 1оё У з ~  lo g fl == b g y 2 — lo g «  
log j2  — к «  lo g J i  — logo
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and after elim inating  the log sign through raising to  power and effecting  
the m ultip lications, th e  following is obtained :

1 a =  log^i • logy3 - log*ya 
log J i  +  log y 3 — 2 1 ogy2

Since yy  and y 2, further from y 3 the value o f  log are greater than th e  у -s and 
thus va lu e o f  a ( lo g y  —  log a) would be negative , the original equation is 
m ultiplied b y  (— 1)

log у  —  log a =  0,4343 b eix (— 1)

log a —  log у  =  —  0,4343 b ecx
log (log a —  log у) =  log (— 0,4343b) -j* 0,4343c.v

The new  variables appearing in  the linear equation will be therefore th e  
follow ings :

У  =  log (log a —  lo g y )  .
A  =  0,4343 c 
В =  log (— 0,4343 b)

For the determ ination  o f the approxim ate function  o f the experim ental curve, 
three such points possibly far from each other are selected, which w ill satisfy  
the already know n relation of

*2 =  —  (x i +  *з) •

The co-ordinates o f the three experim ental points are the follow ing :

=  100° C *2 =  350° C *3 =  600° C
J i  =  3 /I y 2 =  1 3 6 / 1  y 3 =  189 в

The calculation  o f log a

log  yy  =  log 3 - 0,4771

log y 2 =  log 136 =  2,1335  

log y 3 - log 189 =  2,2765

lo a  _  lo g y ! • lo g y 3 — log2y 2 _  1,0861 — 4,5518  

•o g J i +  ,0ёУз — 2 b g y 2 2,7536 — 4,2670  

log a == 2,2901 .



298 Z. CSEPICA

T he stra igh t line drawn across th e  three experim ental points are :

a t 100° C ................................... log (log a —  log y )  =  — 0,2584

at 350° C ..................................  log (log a —  log  y )  =  -—0,8052
a t 600° C ................................... log (log a —  log y) =  — 1,8665

temperature, °C

F ig . 7. A p p ro x im a te  fu n c t io n  o f  th e  c o n t r a c t io n  c u rv e  o f  th e  m a r te n s i te

F ig. 7 show s the straight line drawn through the above three points.

5.3 C alculation o f  the approxim ate equation

On th e  basis o f the stra ight line o f  F ig. 7 (in double m agnification) 
the log  (log a —  lo g y )  values corresponding to  th e  different tem peratures  
m ay be determ ined, from  which it is possible to  calculate the values o f  the  
ap p rox im ate  equation.

T he values obtained on the basis o f  th is calculation are sum m arized  
in th e  fo llow ing tab le :

t°C log (log a  — log y ) y e

150 0,041 16
200 -0 ,1 7 2 41
250 -0 ,3 8 7 76
290 -0 ,5 5 6 103
300 -0 ,5 9 8 109
400 -1 ,0 2 1 157
450 -1 ,2 3 3 171
500 — 1,446 180
550 -1 ,6 5 8 186
650 -2 ,0 8 1 192
700 -2 ,2 9 1 193
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Fig. 8 represents th e  experim ental curve and th e  approxim ating fu n ction . 
In  th e  follow ing the approxim ate function  is used for the characterization  

o f  m artensite during tem pering.
K now ing th is function  and on the basis o f  the equations referred to  above

e  4  +  8,4 . 1 д =  > d0 +  12 ■ 1л
J r  0,916 0,880

F ig . 8. The experim ental curve and the approxim ate equation

the l A va lu es were calculated again and sum m arized in the follow ing ta b le  :

t°C 290 400 500 600

lA 6,46 6,08 6,16 6,09

6,61 6 , 6 8 6,55 5,84

T he fin a l m ean value calculated from  th e  new  1д A'alues is :

1a =  6,3  Ц

This is th e  value referred to in the further parts of this paper.

Calculation o f  the constants o f  the approxim ate equation'

The constants were calculated from the straight line of Fig. 7, the equation  o f  w h ich  
is the already known relation

log (log a — lo g y ) =  log ( — 0,4343 6 ) -f- 0,4343 cx
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T he m  em ber of the equation  n ot containing an unknow n term ,

log ( - 0 ,4 3 4 3  6 )

is equal to the part cut o f f  from the ordinate ;

log ( -0 ,4 3 4 3  b) =  0,682  

- 0 ,4 3 4 3  b =  4,81 

4,81b =
0,4343

=  -  11,08

T he coeffic ien t o f the m em ber, containing is equal to  the tangent of the slope o f the straight
line ;

0,4343 c =  0,00423  

c =  0,00974  

c =  9,74 • 10 - 3

T he log a again is know n from  the preceding calculations:

log a =  2,2901  

a =  195

Therefore :
a =  1 9 5 ;  b =  - 1 1 ,0 8  ; c =  9,74 • 10 ' 3 

T he fin a l contraction equation  is therefore the follow ing :

у  =  195 • e-n,98 e6 * * 9 ' 74 10 3't

T h is equation  gives the transform ation process, in th e  fun ction  of the tempering tem perature, 
o f a ball-bearing steel w ith  1% C and 1,5%  Cr and theoretica lly  containing 100% m artensite , 
prov ided  th at the heating rate is 5° C/min.

6. Stabilizing heat treatm ents

6.1 Phase transform ations during continuous heating

In  th e  follow ing experim ents the hardened dilatom eter specim ens w ere  
h eated  b y  a heating rate o f 5° C/min to the fo llow ing tem pering tem peratures : 
100°, 175°, 200°, 250°, 300°, 350°, 400°, 500° and  600° C. After having reached  
th e  tem peratures, th e  specim ens were im m ed iate ly  dropped into w ater front 
th e  d ilatom eter furnace, in  order to  stop as far as possible im m ediately th e  
processes going on u n til th en . After water cooling the Vickers hardness o f  
th e  specim ens has been  m easured (Fig. 9), th en  b y  m eans of parallel specim ens
F ig . 10 has been constructed  from the p o in ts o f  the dilatom eter curves,



m easured up to  the above tem peratures. The determ ination o f th e  am ount 
o f  retained austen ite after quenching has been  effected on th e  basis o f  the  
approxim ate equation o f the preceding paragraph. According to  F ig . 10 the
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temperature ,°C

F ig . 9. The reduction o f  hardness o f quenched specim ens in  the function  o f  the tem pering
tem perature

temperature, °C

F ig . 10. Continuous dilatom eter curve o f  hardened specimens during tem pering

au sten ite  transform ation ended at 3 0 0 °€ , w ith  a to ta l dim ensional contraction  
o f  25 p .  E m ploying the sym bols o f  paragraph 5 , the follow ing equations  
m a y  be given for at least four points o f  th e  curve follow ing 300° C :

A t  300° C

26 +  6 ,3 *  =  ■— ------- 109
100
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A t  400° С 

75 +  6,3 X 

It 500° С

100 -  л; 
100

157

95 +  6,3 * =  — ------- 180
100

A t  600° С

102 +  6 ,3 *  =  10° ^ *  189 
100

X  =  10,6

_ . . 100 -  *
In th ese  equations the m ultip lication  factors o f  th e  ratios are the"

va lu es o f  the approxim ate function  at the tem peratures indicated.
From  the equations th e  m ean value is x =  10,7, rounded up,

* = H % .

T ak in g  a round figure, th e  mean value o f  the am ount o f austenite calculated  
from  th e  four equations is 11% . A ccordingly, after quenching, the am ount 
o f  m arten site  in th e  specim ens was 89% and th e  am ount o f austenite 11% .

T he contraction curve corresponding to  89%  m artensite has been  
con stru cted  b y  m ultip lying w ith  0,89 (the lower curve o f Fig. 11) the corre
sp on d in g  values o f  the 100%  m artensite contraction  curve (Fig. 8). B y  adding  

to  each  point of th at part o f  th is curve w hich follow s 300° C, the 11 • 6,3 =  
=  69 [I value, corresponding to  th e  11% au sten ite  transform ation, the third  
part o f  th e  dilatom eter curve in F ig. 10 should be obtained. The upper curves  
o f  F ig . 11 represent the experim ental and calcu lated  curves. The differences 
b etw een  th e  two curves, m easured in and show n in the second part o f  
F ig . 11 th a t is the heat range o f th e  transform ation o f the retained austenite,, 
w ill g ive  th e  extent o f the au sten ite  transform ation in the function of tem per
ature. F ig . 12 has been constructed on the basis o f  th ese differences. The exten t  
o f th e  transform ation, in th e  function o f the tem pering tem perature, m ay  
be determ ined  separately for the m artensite and separately for the a u sten ite , 
from  th e  lower curve o f  F ig. 11 and F ig. 12, which tw o  represent the separation  
o f th e  tw o processes going on sim ultaneously  :

6.2 Phase transformations during gradual heating

In  th e  second part o f  th e  experim ents th e  afore-m entioned specim ens  
tem p ered  to  different tem peratures, were again tested  by dilatom eter w ith
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th e  object o f studying the effect of the prelim inary tem pering. The second  
tem pering lasted in  each case until the reaching o f full equilibrium .

The dilatom eter curves obtained in such m anner were com bined w ith  
the m artensite contraction curve of Fig. 11, in  such a way th at th e  curves

Fig. 11. D ilatom eter curve o f  a specimen containing 11%  retained austenite and the corre
sponding contraction curve o f  the m artensite

F ig. 12. Transform ation curve o f  the retained austenite

o f  th e  second tem pering were transferred to  the corresponding places o f  th e  
form ers. Fig. 13 was thus obtained on the basis o f  the following construction  
principle : D uring the first tem pering, f. i. up to  200° C, the austen ite caused  
a 9 Ц d im ensional expension (from Fig. 12). This m eans that 9 /6 ,3  =  1,4%. 
w as transform ed and from the original 11%  were retained 9,6% . T his should  
cause at the second tem pering an 9,6 • 6,3 =  60 fj, dimensional change. H ence  
th e  “ a”  point (in F ig. 13) representing th e  com plete transform ation, is posi
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t io n e d  b y  60 fi higher than  the point o f  corresponding tem perature o f  the  
cu rv e  signed  89 M.

T he correctness o f th is consideration and construction is proved b y  the 
fa c t  th a t  every point o f the experim ental curves, following 300° C, differs 
—  ap art from experim ental errors o f som e p  —  by 60 p  from the original

temperature, °C

F ig . 13. T h e  t r a n s f o rm a t io n  o f  a u s te n i te  a n d  m a r te n s i t e ,  d u r in g  th e  s e c o n d
te m p e r in g  o p e r a t io n

m a rten site  curve. The 175, 200, 250, 300, 400, 500 and 600° C curves were 
cop ied  in  th e  sam e w ay.

F rom  F ig. 13 constructed in th is w ay , it  is possible to determ ine the  
ru les, w h ich  govern the effect o f  the in terruption  o f heating on th e  process 
o f p h a se  transform ations.

1. T he process of m artensite transform ation , if  interrupted at an y  tem p 
eratu re , w ill practically stop com pletely and reach an interm ediary, so-called  
m eta sta b le  equilibrium . D uring the second tem pering the m artensite w ill 
rem ain  practica lly  unchanged u n til that tem perature is reached at tvhich 
the tem p erin g  was interrupted during prelim inary heating. Further changes 
can o n ly  be obtained on th e  effect o f h eatin g  to a higher tem perature or 
tran sferrin g  a greater q u an tity  o f  heat. F urther transform ation ta k in g  place 
during th e  subsequent h eatin g , and further dim ensional contraction in vo lved



thereby, w ill practically  be added to  the form er dimensional con traction , 
hence the m artensite transform ation is o f an add itive character (F ig . 13).

2. The austen ite transform ation will n o t  stop  in  case of th e  se lected  
experim ental heating rate at the interruption o f  th e  heating but w ill go on 
at a rate corresponding to  the available q u an tity  o f  heat. Upon repeated h ea t
ing, follow ing the interruption of the process expansion will be ob ta in ed  at 
those tem peratures as w ell, at which th is was n o t reached at the prelim inary  
heating. It m ay be seen from  the transferred curves o f Fig. 13 that th e  au sten ite  
transform ation w ill start im m ediately at th e  beginning of the second h eatin g  
and was presum ably going on also during th e  interruption betw een th e  tw o  
heating processes.

The above facts supply  the fundam ental difference between th e  tran s
form ation processes o f  th e  m artensite and th e  austenite. F ollow ing the  
transform ation o f th e  g iven am ount o f the m etastab le  phases, further tra n s
form ation can only  be obtained in the case o f  m artensite, at tem peratures  
higher than  the preceding ones, while in the case o f  austenite, transform ation  
w ill continue also at tem peratures lower th a n  th e  former ones.
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6.3 Phase transform ations during repeated tem pering to the same tem perature

The objective o f  th is  experim ent w as to  continue the onset au sten ite  
transform ation through further tem pering to  th e  sam e tem perature, in  order 
to obtain  a considerable am ount o f transform ation  at lower tem peratures, 
not im pairing the hardness o f the m artensite. The experiments p roved  th at 
repeated tem pering has no effect upon a u sten ite  transform ation. A p art from  
a sm all experim ental dispersion, we received ev en  after ten tem pering opera
tions the sam e dim ensional change values as a fter  th e  first tem pering operation . 
This fact dem onstrates th a t though au sten ite  transform ation has sta r ted  at 
th e  first tem pering, the following tem pering operations did not d evelop  it  
an y  more. This idea has n ot led therefore to  a n y  practical results, th eoretica lly , 
how ever, it  has supplied further data on th e  rules, governing th e  au sten ite  
transform ation process.

The process o f  austen ite transform ation, continues on th e  effect of 
repeated heating to  the sam e tem perature, o n ly  un til the m etastable condition  
characterizing th a t particular tem perature is  reached. Hence th e  sta tem en t  
contained in  point 2 o f  the preceding paragraph holds only in  resp ect o f  
a heating rate o f 5° C/m in and should be in terpreted  that under th e  selected  
heating conditions th e  specim en did not reach  at the tem perature o f  the  
interruption o f h eatin g  th e  characteristic m etastab le  condition on account 
o f  the retardation o f th e  transform ation. A s soon as this sta te  is reached, 
how ever, the process w ill stop and according to  the literature, furth er tran s
form ation m ay only  be started again after considerable retardation [6, 7, 8, 9].

9  Acta Technica XXIT/3—4.
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6 .4  The softening o f  m artensite following differen t tempering operations

In  the course o f  further experim ents th e  softening of m a rten site  was 
stu d ied  in  the function  o f th e  tem pering tem perature. The an n ea lin g  curve 
o f  F ig . 9 has already been m entioned w hen discussing the stab iliz in g  heat- 
tr e a tm e n t. This curve o f  decreasing hardness w ill show for an y  particu lar  
tem p eratu re  the hardness, which was o b ta in ed  at a constant h e a tin g  rate  
w h en  ju s t  reaching th e  corresponding tem p eratu re. In contrary to  th is  F ig . 14 
has b een  constructed b y  h eatin g  in a furnace. Follow ing the usual oil quenching  
from  840° C, the specim ens were tem pered in  a furnace at tem peratures of

temperature, °C

F ig . 14. Softening curve o f  a hardened specim en w h en  holding at tem perature

100, 200 , 300° C etc. for 30 m inutes and fo llow ing this were cooled on the  
air. F ig . 15 dem onstrates th e  differences in  hardness at the various tem p er
atu res.T h e lower curve — corresponding to th e  conditions of practical tem pering  
—  sh ow s th at w ith a tem pering operation o f  150° C the HV =  740 k g /m m 2 
h ard n ess corresponding to  H R c =  60 representing the softening lim it  has 
alread y  been reached. In contrary to th is, th e  upper curve determ ined w ith ou t

F ig . 15. T he effect o f tem pering w ith  and w ithout h o ld in g  at temperature on th e  hard n ess

h o ld in g  a t tem perature show s the softening lim it  to  be at 315° C. W hen reach
ing  th e  softening lim it —  in  th e  first case a u sten ite  transformation h as just
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started  (150° C), while in the second case it  is already com pleted  (315° C). 
In  th is  w ay tem pering w ith  holding at tem perature and w ith  sm all heating  
rates, has not stabilized th e  specim ens at all or only to a slight ex ten t at the  
so ften in g  lim it. In contrary to  th is, in the case o f heating rates o f  5° C/min 
th e  au sten ite  was com p letely  transform ed. W hile reaching th e  softening  
lim it, and thus it  was possible to  realise under such conditions in  th e  case 
o f  th e  dilatom eter te st  the practical objective o f a stable structure at the  
so ften in g  lim it, i. e. th e  specim en reached dim ensional stab ility .

6.5 Phase transformations in  the course o f  very rapid  heat treatment

T he following te sts  were m ade to  study the transform ation o f the tw o  
m etastab le  constituents in  th e  case o f very rapid heat input.

T he dilatom eter specim ens hardened in  oil from 840° C w ere placed in

temperature, °C

temperature, °C

9*

F ig . 16. D ilatom eter curve and reduction in  hardness in  the case o f very rapid heat input

F ig. 17. D ilatom eter curve and reduction in hardness in the саэе o f very rapid heat input
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a d ila tom eter preheated to  200° C and th e  d ifferentia l curves were taken  
up to  340° C, resp. in  th e  second case up to 400° C. The tem perature o f 340° C 
w as reached in  8 m inutes, th e  tem perature o f  400° C in  9,4 m in. The decrease 
in  hardness and the d im ensional changes, accom panying the phase trans
form ation s for a m ean h ea tin g  rate of 40° C/m in m a y  be seen in  Fig. 16 and 17. 
A lth ou gh  the tests w ere o f  an inform ative character, it  is possible to  state  that

1. The com plete stab iliza tion  of the structure is very rapidly com pleted  
on th e  effect of very rapid  in p u t resp. the to ta l retained  austenite has been  
transform ed  in about 8 m inutes.

2 . Follow ing com plete transform ation (at 320° C), the hardness o f the 
m a rten site  decreased to  H v =  740 k g /m m 2 corresponding to the arbitrary  
so ften in g  lim it o f H rc =  60.

3. The transform ation processes of the d ifferent m etastable constituents  
are n o t in terdependent w hen su itably selecting th e  external conditions th ey  
m a y  develop in d ep en d en tly  o f  each other in  such a m anner, which is m ost 
su ited  to  the objective.
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SU M M A R Y

The paper deals w ith  the transform ation processes of the structural co n stitu en ts o f  
hardened ball-bearing steel. The first part o f  the experim ental work deals w ith  th e  develop
m ent of a m easuring m ethod for the dim ensional changes accompanying th e  transform ation  
processes. The m easurem ent is m ade possible b y  the u se  o f an annealed specim en o f the same 
com position as a standard specim en in the d ifferentia l dilatom eter, together w ith  th e  tested  
hardened specim ens. E lim inating in this w ay the e ffec t o f the thermal expansion , th e  dim en
sional changes accom panying the phase transform ations can be directly m easured . F urther
m ore the tw o processes — contraction corresponding to the m artensite transform ation  and 
expansion accom panying the austenite transform ation — appearing sim ultaneously in  a certain  
phase of th e  tem pering m ay be separated i f  th e  contraction  curve of the purely  m artensitic  
specim en is known. In the paper the contraction  curve and its m athem atical equation  has 
been deduced for a specim en containing 1 0 0 % m artensite  by the com bination o f  tw o  m ea
surem ents and w ith  the help o f m athem atical considerations.

The n ex t part of the paper studies the effect o f different tem pering m eth ods : the  
continuous and fractional tem pering, repeated tem pering operations up to th e  sam e tem per
ature and tem pering w ith  very rapid heat inp ut. In add ition  one section deals w ith  th e  softening  
of m artensite following different tem ptring operations, since the softening o f  m artensite  
plays a decisive part in the transform ation o f th e  m etastab le  constituents and in  the prob
lem  of the dim ensional stab ility  o f the products.

U M W AN DLUN G SVO RG ÄNG E IN  G E H Ä R T E T E N  ST Ä H L E N , D IE  Z U R  Ä N D E R U N G
D E R  AB M E SSU N G E N  F Ü H R E N

Z. CSEPIGA

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie Abhandlung befaßt sich m it den U m w andlungsvorgängen der P haßenbestandteile  
v o n  gehärteten Kugellagerstählen.

Im  ersten Teil wird die Ausarbeitung bzw . E ntw icklung einer neuen M eßm ethode  
beschrieben, die zur Bestim m ung der L ängenänderungen d ient, die die U m w andlungsvorgänge  
begleiten . D iese Messungen werden dadurch erm öglicht, daß man im D ifferentia l-D ilatom eter  
eine geglühte Probe m it derselben Zusam m ensetzung als Vergleichsstück verw en d et, w ie die 
untersuchte gehärtete Probe. Indem  m an dadurch die W irkung der W ärm eausdehnung elim i
n iert, kann m an die m it den Phasenum w andlungen verbundenen Längenänderungen u n m itte l
bar m essen. Außerdem kann m an in der K enntn is der K ontraktionskurve einer rein  m arten- 
sitischen Probe die beiden Vorgänge, die in einem  gew issen Abschnitte des A n lassens zusam 
m en erscheinen — die m it der Um wandlung des M artensits verbundene K ontraktion  und die 
m it der Um w andlung des A ustenits verbundene A usdehnung — voneinander scheiden. In  
der Abhandlung wurde weiter die K ontraktionskurve und die m athem atische G leichung der
selben für eine Probe m it 100%  M artensit-G ehalt durch K om bination zweier M essungen und  
der H ilfe von  m athem atischen Überlegungen abgeleitet.

Im  weiteren Teil der Abhandlung wurde die W irkung verschiedener A n lassm ethoden  
untersucht : das kontinuierliche und stufenw eise A nlassen, das w iederholte A n lassen  bei 
derselben Tem peratur, sow ie das Anlassen m it einer äußerst raschen W ärm ezufuhr. E in  
weiterer T eil befaßt sich m it dem  H ärteabfall des M artensits infolge verschiedener A nlass
m ethoden, was eine entscheidende Rolle in der U m w andlung der m etastabilen P h asen b estan d 
te ile  und im  Problem  der M aßhaltigkeit der Produkte sp ielt.

PH É N O M È N E S D E  TRANSFO RM ATIO N D A N S L ’AC IER TREM PÉ C O N D U ISA N T  
À D E S  CH ANGEM ENTS D E  LO N G U E U R

Z. CSEPIGA

R É SU M É

La m émoire contient l ’étude des phénom ènes de transform ation des co n stitu a n ts d’un  
acier pour roulem ents à billes trem pé. La prem ière partie en est consacrée au d évelop p em en t  
d’une m éthode de m esures des changem ents de longueur accom pagnant les ph én om èn es de
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transform ation . Ces m esures o n t été  rendues possibles par application, dans le d ilatom ètre  
d ifférentiel, d ’un étalon recu it de m êm e com position que l ’échantillon trempé en étu d e. E n  
élim inant de cette sorte l ’e ffe t  de la dilatation therm ique, nous pouvons déterm iner d irecte
m ent le changem ent de longueur lié  aux transform ations des constituants. De p lus, en co n 
naissant la courbe de contraction  d ’un échantillon con stitu é  entièrem ent de m artensite , on  
peut séparer les deux phénom ènes paraissant ensem ble dans une portion déterminée du  proces
sus du  revenu —  qui sont la  contraction  liée à la transform ation  de la m artensite e t  la d ila 
ta tio n  consécutive à la transform ation  de l ’austén ite. On fa it la  dérivation de la courbe de 
contraction  et la form ule d ’équation  pour un échantillon  contenant 100% de m artensite , en  
com binant deux m esures et ay a n t recours à des considérations m athém atiques.

La partie su ivante étudie l ’e ffe t  des différentes m éth odes de revenue : le revenu continu  
e t gradué, le revenu répété à la  m êm e tem pérature et le  revenu  avec absorption de chaleur  
très rapide. U n chapitre à part est consacré à la d im inu tion  de la dureté de la m artensite  
à la su ite  de différentes m éthodes de revenus, qui joue un  rôle im portant dans la transfor
m ation  des constituants m étastab les , ainsi que dans le problèm e de la stabilité longitud in ale  
des produits.

ПРОЦЕССЫ, ВЫЗЫВАЮЩИЕ ИЗМЕНЕНИЯ РАЗМЕРОВ 
ЗАКАЛЕННОЙ СТАЛИ

3 . Ч Е П И Г А

РЕЗЮМЕ

Работа посвящена процессу преобразования элементов структуры закаленной 
шарикоподшипниковой стали.

Первая часть опытной работы содержит разработку методов измерения изменений 
размеров, происходящих при процессах преобразования. Измерения становятся воз
можными вследствие того, что в дифференциальном дилатометре в качестве эталона 
используется такой по составу отпущенный образец, как и опытный закаленный образец. 
Этим устраняя расширения, возникающие от теплового воздействия, становится воз
можным измерить изменения размеров, сопровождаемые изменениями фаз. Кроме того 
становится возможным разделить два процесса, одновременно появляющиеся в опреде
ленном периоде отпуска, т. е. усадку, связанную с преобразованием мартенсита, и увели
чение размера, связанное с преобразованием аустенита, располагая данными кривой кон
тракции чисто мартенситного образца. В работе комбинацией двух измерений с помощью 
математических соображений стало возможным установить кривую контракции и мате
матическое уравнение образца, содержащего 100% мартенсита.

В остальной части работы рассматривается изучение различных видов отпуска : 
непрерывный и ступенчатый отпуск, многократный отпуск до идентичной температуры и 
отпуск, связанный с динамической термообработкой. Кроме того, учитывая, что в преоб
разовании метастабильных фаз и таким образом в вопросе постоянства размера изделий 
решающую роль играет отпуск мартенсита, одна из глав посвящена вопросу размягчения 
мартенсита после различных видов отпуска.
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A) C alculation with m easuring uncertainties

I f  we m easure w ith  som e instrum ent a precisely  known p  q u an tity , the  
/ va lue, reading on the instrum ent, will generally  differ from the real value  
of th e  m easured q u a n tity . The error com m itted  w hile m easuring w ill be the  
difference betw een the reading and the real va lu e  :

H = l - p  (1)

The equation (1) w ill supp ly  the numerical va lu e  o f  the error. R egarding the  
weight o f  the error com m itted , the relative and/or the percentage error will 
supply  inform ation.

h =  1 = 2 -  100 % (2)
P

Our m easurem ents can always be effected but only to a lim ited accuracy. 
In addition  to th e  inaccuracy o f the m easuring instrum ent, the resulting error 
will be due to th e  accum ulation  o f several o th er errors. Such are for in stan ce : 
th e  various d isturbing outside influences, serv ice fluctuations and, last but 
not lea st, the personal error com m itted b y  th e  observer.

In engineering practice or in industry, in  m ost o f the cases, on ly  one 
single m easurem ent is being effected. Now, in  th e  case o f one single m easure
m en t, neither the size nor the sign of the com m itted  error can be asserted. 
In a fortunate case th e  errors m ay accum ulate according to  size and sign in  
such a m anner th a t th ey  w ill balance each other, while in an unfortunate  
one th e y  will add up. I f  there is no w ay o f  approaching the precise va lue  
b y  com parative m easurem ents, the m easurem ent error should be established  
through estim ates. The classification  o f instrum ents in to  “ accuracy categories” 
w ill o n ly  supply a base for the estim ates. In  fo llow ing this m ethod th e  worst 
case should always be presum ed and every error should be taken  in to  account 
w ith  a positive sign. The error estim ated in such m anner is called measuring  
uncertainty.
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Should  the m easured va lu e be calculated  from different q u an tities, 
read in g  from several in stru m en ts, th is too  m ust be considered as a single  
m easu rem en t. S im ilarly ,if several m easurem ents are carried out b y  one in stru 
m e n t, in  order to calculate th e  result from  th ese m easurem ent figu res, th is  
to o  shou ld  be considered as a single m easurem ent. An exam ple for the first 
case  is typ ified  by the power calcu lated  from  the m easured current and vo ltage  
for th e  second case, b y  th e  volum e calcu lated  from the cylinder diam eter  
m easu red  by caliper and th e  height.

T he task dealt w ith  in  th e  follow ing chapters will be to fin d  out the  
re la tio n  betw een the re la tiv e  error (and/or m easuring u n certa in ty) o f  the  
q u a n tity  fixed  by calcu lation  and th e  relative errors (and/or m easuring  
u n certa in ties) occurring during single m easurem ents.

L ooking at the question  from  a general point of view , th e  m easuring  
o f  som e X x, X 2 . . . X n is  b e in g  carried out in  order to calculate th e  Z  value  
on  th e  basis of the know n fu n ction a l relation  o f

z  = / ( * i -  x2 , . . . ,  x n) . .  (3)

I f  w ith  th e  measuring o f  * x, x2, . . . x n , H 1, H 2, . . . H n errors w ere com m itted  
accord ing  to grades, in  th e  calculated Z  va lu e , an H  error w ill be reflected .

T hus instead o f th e  real Z  a va lue of

Z  +  H  = f [ ( Xl +  Щ  , ( x 2 +  H 2) ,  . . .  (xn +  H n)) (4)

w ill b e  obtained. W riting in  T aylor series th e  relation signed (4) :

z  +  H — f i x , ,  x 2 , . . .  x n ) + я, f  + . . . + H n a/ +iH*X> 3*n
1+ ~7 Щ - Щ - +  . . .  + Щ a' {  +2! 9*1 0*2 (4a)

+  2 H , H 2
8 * /

d x1 d x 2
+  • . • + 2  H n~i H n

8 2 /
+

T he f ir s t  three mem bers o f  th e  series w ill alw ays give quite accurate results 
for carrying out the calcu lations. If, on th e  other hand, the H  va lu e  is suffi
c ie n tly  sm all in relation to  th e  x  va lu e , th en  the third m em ber m ay  be 
n eg lec ted  as well.

On the basis o f equations (3) and (4) :

H  = / [  К  +  H 1) »  ( * 2  + H 2) . . .  ( X n +  H n)] - / ( * ! ,  * 2 , • • *n) *
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Considering by th e  equation (4a) :

3 /
0 « !

As the percentage errors w ill be according to  grades :

A =  —  • 100 , A, =  - ^ L .100 . . . , An =  Hn- • 100
Z  X ,

Thus equation (5) w ill be transform ed in to  th e  form  :

1

3 * j 0 * 2 д л .п _ 1 д л .п

Let us now  consider the single m athem atical operation : 

a) Addition

Z = X  J +  * 2 +  • • • +

Substituting the

0 Xj 0 X2

value in equation (6) :

A = (6a)

As show n b y  equation (6a) every error should b e m ultiplied b y  the real va lu e  
of the relative m easured quantity . This m eans that the single errors w ill be  
calculated  by d ifferent w eights. Since th e  errors are quantities w ith  a sign* 
in fortunate cases th e  result m ay even be zero. Since, how ever, it  is not
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p ossib le  to  have any idea o f  th e  sign o f the single errors, alw ays th e  least 
fo r tu n a te  case should be presum ed, hence the absolute value the uncertainty  
o f  e v e r y  error should be ca lcu lated  w ith.

B y  substituting in  th e  equation (6a) the values

bi =  Лх j, b2 =  IЛ2 J, . . . bn =  hn

accord in g  to grades it  w ill b e realised th a t the uncertainty can never be zero.
T he relations can be v ery  well dem onstrated in that case, if  the number 

o f  addends is tw o. Thus i f

th en
Z  =  x1 +  x2 ,

x1 6Х_+ x2 b2 

*1 +  *2

D iv id in g  the num erator and the denom inator by x2 and factoring out 6X

an d /or
w here

* 1 6 ,
* 2 b l

+ 1
* 2

b == a bl (6 a --1 )

Xi К
+  ~ rX9

a  — 2 bi (6 a --2 )
% +  1
*2

In  accordance with equation  (6a— 1) the u n certa in ty  is obtained b y  adding  
th e  tw'o quantities, by m u ltip ly in g  the 6X u n certa in ty  com m itted while m easur
in g  th e  quantity b y  th e  a  dim ensionless figure. From the equation (6a— 2)

*1it m a y  be read th at th e  size o f  a depends on the —  and Ь2/Ьг relation .
x2

I f  it  is possible to  m easure хг and x2 quan tities b y  an error o f th e  sam e  
s iz e , th en

a =  1

b i =  b2
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In this particular case w hen a constant figure should be added to  the m easured  
q u an tity , when therefore x2 — a and consequently  6 2 =  0  :

*i
a

a = ------------  .
Ü  _|_ 1
a

I f  the x j x 2 relation is adm easured on the horizontal axis o f a rectangular co-ordi-

n a ta  system , while a is adm easured on its  vertical axis, then the a =  / (^ 1/^2) 
curves belonging to  th e  various 6 2 /^ 1  param eters, w ill w ith  the increase o f x jx ^  
converge on the unit (D iagram  N o. 1).

From  Diagram  N o. 1 it is possible to read th a t 1. the uncerta in ty  is 
sm all, i f  the я:Jx2 relation  is large and 2 . that th e  value o f a can never be  
zero, hence neither the uncerta in ty  can be zero, 
b) Subtraction, if  x1 >  л:2 then

Z  =  X j —  x2

Diagram 1
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su b stitu tin g  the

v a lu e  in  the equation (6)

a n d /o r  th e  uncertainty :

w h ile  after co-ordination

and/or

w here

In  case  b2 =  b2

I f  aga in  x2 =  a constant

Э /  ______9 f_ =  1
8 aq Э x2

h =
x2 hx —

*i —

x2 h2 

*2

h = xi bi  +  *a h  
X1 — x2

x2

b =  ß b ,

(6Ь)

( 6 b - 1)

(6b- 2 )

^ + 1

* L - 1

and consequently b2 — 0, then

a

T he ß  =  f{x^/xtß curves belonging to  the various b2jb1 param eters are 
illu stra ted  in Diagram N o. 2.
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From  Diagram  N o. 2 it m ay be read 1. th a t  th e  relations are favou rab le, 
i f  the va lu e  o f  the quotient хх1х2 is large, w hile th e  value o f th e  q u otien t  
b2jb1 is sm all, 2. th a t in case o f th e  sam e х 1/х2 q uotien t ß  >  a, that is th e  uncer

ta in ty  o f  th e  difference, w ill he larger th an  th a t o f the am ount. T he ß  value  
w ill be particularly large if  хл x 2.

c ) Multiplication

S u b stitu tin g  these calculated differential q uotien ts in the equation  (6)

(6c)
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In  a fortunate case th e  percentage error o f  th e  product m ay also be zero, th e  
u n certa in ty , how ever, can never be zero, for

b =  bx +  b2 +  . . .  +  bn +  - (bx bz +  . . .  +  6n_x bn) . (6 c — 1)

F rom  th e equation (6c— 1) it  can be read th a t th e  uncertainty is independent 
o f  th e  am ount o f  th e  m easured quantities and  will always be larger than  
th e  u n certa in ty  o f  a n y  o f th e  factors.

I f  6j, b2 . . . bn -=4 1 th en
b odb1 +  b2 . . . bn . (6 c —2)

T hus the resultant u n certa in ty  is the to ta l o f  th e  uncertainties.

d) D ivis ion

C onsidering equation (6), th e  resultant error is

h =  h1 — h2 +  (hi — h2) . (6d)

The error in percentage m ay  also in th is  case  be zero, the u n certa in ty , 
how ever, can never be zero, since the u n certa in ty

Ь =  Ь1 +  Ь2 +  ~ ( Ь 1  +  Ь1 Ь2) ( 6 d - l )

A fter neglecting the secondary small m em ber

b =  bl -\-b2 . (6c — 2)

The resu ltan t u n certa in ty  —  just the sam e as in  th e  case of m ultip lication  —  
is th e  to ta l o f the single uncertainties.

e) R a is in g  to power

ж _
dxy

■ n XA -1,

Z  =  x‘

d2f
dx2

=  (n2 — n) n"
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Considering the equation (6)

(6e)

A lthough it  follow s from  the nature of th in gs, it  is still remarkable th a t  the  
error o f  the power m ay on ly  then be zero, i f  th e  m easuring has been  free o f  
error.

In the case o f  n =  2 and n =  3 the errors are acc. to  grades :

In the case o f raising to  power the u n certa in ty  is

1 b2
b — n b, +   --------- — (n2 — n ) .

100 2

N eglecting the secondary sm all member

b =  n iq .

n X
Z  =  = ДС"

f) Extraction o f  root

(6e 1)

(6e —2>

Since the extraction  o f root is the reversed operation of raising to  pow er, 
hence :

/. L2 1 '
(60

in th e  case o f  re =  2

w hile in  the case o f  n =  3
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I n  th e  case of extracting  th e  root, the u n certa in ty  is :

b =  Í L  + J _ Í I í J _ _ ± | .
n  100 2 ( n 2 n

A fte r  neglecting the secondary sm all m em ber

n

(6 f— 1)

(6 f—2)

T h e fo llow ing exam ples w ill illustrate the foregoing. Let us take as th e  first 
e x a m p le  the determ ination o f  direct current pow er, i f  the power and th e  voltage  
are sep arately  m easured. Supposing that i t  has been possible to  determ ine  
th e  v o lta g e  b y  an u n certa in ty  o f Ьг — 1 .2% , w hile the power could be deter
m in ed  b y  a b2 =  1.5%  u n certa in ty  ; the pow er is P  — U I.  The resu ltant 
m easu rin g  uncertainty  o f  th e  product is ca lcu lated  on the basis o f  (6e— 2) :

b =  b1 +  bi =  1,2 +  15 =  2,7% .

I t  sh ou ld  be here poin ted  ou t that in  the case o f  service m easurem ents and  
p ro v id ed  the 0.5 category instrum ents are em ployed , more favourable values 
th a n  th o se  above show n, can hardly be exp ected .

T he second exam ple should be the determ ination  of the vo lu m e o f a 
•cylinder o f d diam eter and  m height. Let us presum e th at it  w as possible  
to  e ffec t the m easurem ent o f  both d  and m b y  an uncertainty of 0.5%  (bt =  62). 
A s th e  cubic content o f  th e  cylinder is

sq u arein g  and m ultip lication  are required for th e  calculation o f the volum e, 
c o n seq u en tly  the resu ltant uncertainty  is

b =  2 Ьх +  Ьг =  2 • 0,5 +  0 ,5  =  1,5 %.

T he exam ple clearly dem onstrates th a t  th e  error com m itted  b y  the  
m easu rin g  of the diam eter w ill present itse lf  in  th e  calculation w ith  a double 
“ w'eight” , from which it  in sta n tly  follows th a t th e  measuring o f th e  d iam eter  
sh o u ld  be effected w ith  greater care and sm aller error. The more accurate  
m easu rin g  will not a lw ays b e the outcom e o f  a more expensive and  more 
a ccu ra te  instrum ent, b u t it  w ill be due, in  v ery  m any cases, to  th e  selection  
o f  th e  right m ethod o f m easurem ent. A very  good  exam ple for the illu stration
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of the foregoing is the m easuring of the transform er’s efficiency. The e ffic ien cy  
can be determ ined by separately m easuring th e  applied and available pow er :

In the course of measuring the power a 2%  error can very easily  be com 
m itted , th at is to  say, both the prim ary and the secondary pow er are 
determ ined by an uncerta in ty  o f bx =  b2 =  2% . Since the u n certa in ty  o f  
the quotient is the to ta l o f the uncertainties, the m easurem ent o f th e  whole 
effic ien cy  can be carried out b y  an uncerta in ty  of 4% . This is quite an im port
ant value already and therefore an efficiency better than 100% could be very  
easily  m easured b y  the em ployed incorrect m easuring m ethod, particu larly  
in  case o f  transform ers, as their efficiency is a value between 96— 98% .

The position is quite different when th e  efficiency of the transform er  
is not determ ined from the directly  m easured prim ary and secondary powers, 
but in an indirect way  from the losses. It is know n, th at by taking in to  consider
ation the losses, the efficiency o f  the transform er is calculated from th e fo l
low ing equation :

P n cos cp2

w here V  =  V t -)- Vv is the to ta l o f the coil and core losses, cos ç?2 th e  power 
factor o f  the secondary side and P n the nom inal power.

A s an exam ple, let us exam ine, w ith  which uncertain ty  the efficiency of a transform er, 
w ith  a nom inal power of 75 kV A can be established, where the coil loss is 1,9 kW  and the  
core loss 0,35 kW . I f  the m easurem ents were carried out w ith  simple service instrum ents, 
th en  it  m ay be supposed th at the uncertainty faced w ith  the m easurem ent of b o th  th e  coil 
1 oss and the core loss is at least 2% . The total loss o f the transformer is

V  =  V t +  Vv =  1,9 +  0,35 =  2,25 kW .

In  such a manner it has been possible to determ ine th e  losses by an uncertainty o f

. 1,92-2 +  0,35 -2
°v 1,9 +  0,35 /o ‘

In the case o f cos q92 =  1 the efficiency of the transform er is

V  9 95
=  1 -  =  1 -  ~  =  1 -  0 03 =  0,97

”  11 ID

T he uncertainty of the efficiency established in such a m anner, is

. 0 ,03-2 _ n n , 00/
bn =  1 -  0,03 ~~ 0,062 °'

w hich by far satisfies requirem ents.The exam ple clearly illustrates that by selecting the correct 
m ethod of m easurem ent even w ith the em ploym ent o f sim ple m eans, it is possible to obtain  
very  good m easurem ent results.

Ю  A cta Technioa X X II/3 — 4-
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b)  Accuracy and sensitiv ity

The accuracy o f  th e  instrum ents is n o t a uniform ally understood notion . 
A ccording to  one d efin ition , accuracy is the mean value o f  repeated measurements, 
th e  size  o f the so-called variation. By an other definition, the error resulting  
from  th e  inaccurate p lacem ent o f  the scale d ivision  lines o f  the m easuring  
ru le, th e  correction stage o f  the instrum ent is called accuracy.

I t  is quite ev id en t th a t theoretically  neither o f the above defin itions 
are correct, since, w hether the size of th e  variation  or the correction stage  
o f  th e  instrum ent is accepted as accuracy, th e  accuracy o f th e  instrum ent 
w ill b e ind icated  b y  a single figure. The b etter , th e  more accurate th e  in stru 
m en t, th e  sm aller w ill th is  figure be, w hile th e  correct th ing w ould be, i f  
greater accuracy w ere to  be indicated by a larger figure. Therefore le t us call 
th e  s ize  o f the variation  and the correction stage  respectively, the error o f  
the instrument  and th e  reciprocal value o f  th e  error o f the instrum ent should  
be th e  accuracy. In such a m anner the b etter , th e  more accurate the in stru 
m en t, th e  sm aller w ill th e  error o f the in stru m en t be and th e  greater the  
accuracy  o f  the in stru m en t. Of course, as a conclusion, it  is still an open  
q u estion  w hether to  accept the size of th e  varia tion  or the correction stage  
as th e  error of the instru m en t?  I t  is ev id en t th a t  th e  size o f th e  variation  is 
th e  m ore correct d efin ition , for in the case o f  laboratory or sim ilar m easure
m en ts , it  is possible to  adjust th e  scale d iv ision  inaccuracy w ith th e  help  
o f th e  correction tab le  or th e  calibration curve. The correction stage should  
be accep ted  as th e  error o f  the instrum ent, h ow ever, w ith those instrum ents  
in  p u b lic  use w ith w hich th e  subsequent ad ju stm en t o f the m easured results 
is n o t possible. Such instrum ents are for in s t . : th e  scales in shops, th e  end  
gauges used in  m ass production etc.

A  very im portant basic notion o f  m easurem ent technology is the  
sensitiv ity .  A m easuring instrum ent is declared sensitive, if  a sm all variation  
o f th e  q u an tity  to  be m easured and acting upon th e  instrum ent, w ill already  
resu lt in  a very considerable swinging of th e  p oin ter o f the instrum ent. Sensi
t iv i ty  is supplied b y  the

d a 
£ ЛМ

d ifferen tia l quotient, w here a indicates th e  d isplacem ent o f the pointer  
m easured in  mm (or p ossib ly  in grades), w hile M  represents th e  q u an tity  to  
be m easured (for in st. power, current, perform ance etc.). The connection  
b etw een  the q u an tity  to  be measured and th e  displacem ent o f  the pointer  
is supp lied  by the

a = f ( M )
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function  curve, the characteristic curve o f  the instrument (Diagram s 3 a and b). 
A ccordingly, sen sitiv ity  is a constant value on ly  by those in stru m en ts, the

characteristic curve o f which is straight. W ith those instrum ents, b y  which  
the characteristic curve is not straight, the sen sitiv ity  belonging to  a given  
point o f  th e  characteristic curve m ay be calculated according to  th e

d a 

e ~  d M

relationship . In  the case th at th e  a =  f ( M )  connection is not know n in  an 
analytica l form , the curve o f sen sitiv ity  m ay be constructed b y  graphical 
differentiation  (Diagram  N o. 4).

10*
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In case the characteristic  curve o f the in stru m en t is straight, it  is possible  
to  g ive the constant o f  the instrument. The con stan t o f the instrum ent is the 
reciprocal value o f  sen sitiv ity .

I t  m ay be seen  on th e  basis o f the

k  =  —  ( 8)
e

relationship  th at th e  instrum ent constant o f  th e  h ighly sensitive instrum ents 
is sm all. Thus for in st. th e  instrum ent con stan t o f  the E  =  109 scale division/A  
se n s it iv ity  galvanom eter is к =  10~9 А /scale d isiv ion . It should here be pointed  
ou t th a t sen sitiv ity  and accuracy are tw o d ifferent notions. N am ely, it  can  
ea sily  be realized th a t th e  highly sensitive instrum ent can be inaccurate, 
since for inst. i f  ow ing to  any reason the zero position  of the instrum ent has 
been  shifted (zero error) th e  sensitiv ity  o f  th e  instrum ent will not change, 
the zero error, how ever, m ay result in very  inaccuracy, particularly if  the  
characteristic curve o f  the instrum ent is not stra ight.

In order to  clear up notions o f sen sitiv ity  and accuracy, le t us exam ine  
th e  connection, ex istin g  betw een the accuracy and sen sitiv ity  o f th e  W heat
ston e bridge.

According to  th e  sym bols of Diagram  N o. 5, in case o f a balanced bridge, 
th e  unknown resistance m ay  be calculated on th e  basis o f the

D _  ^2^3
X

relationship . I f  it w as possib le to measure th e  resistances o f all branches o f the  
bridge b y  an error o f  ± 0 ,0 2 %  then —  sin ce division and m ultiplication  
occur w ith  the ca lcu lation  o f R x —  the u n certa in ty  of the bridge will be

b = 0,06 %
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The accuracy o f th e  W heatstone bridge chosen as an exam ple w ill be

w hich m eans th at w ith  a su ffic ien tly  sensitive bridge, it is possible to m easure 
a resistance o f  100 Ohms b y  an error o f ^  0,06 Ohm.

W e call the W heatstone bridge sen sitive, i f  on the effect o f  th e  A R X 
change o f the R x resistance, it  w ill displace th e  pointer o f the galvanom eter  
b y  a fairly large A a  angle deflection . The 0,1 part of the scale d iv ision  o f  the  
m easuring rule will still be w ell sensed by th e  observer, hence b y  th e  s e n s i t i v i t y  

o f  the Wheatstone bridge that A R x resistance change is understood on the effect 
o f  which the pointer o f  the galvanometer will shift by 0,1 part o f  the scale division.

I t  will easily  be realized, even w ithout carrying out a rather com plicated  
calculation th at the bridge is the more sen sitive, the greater th e  voltage  
feed ing o f  the bridge is and th e  more sensitive is the galvanom eter. (A s a m atter  
o f  fact, sen sitiv ity  depends, in  addition to  th e  resistance of the single  branches, 
as w ell.) Accordingly, i f  it  is in tended  to  m easure 100 Ohm resistan ce  b y  an 
u n certa in ty  o f 0,06% , this is on ly  possible w ith  a bridge, by w h ich , on the  
effect o f  R x =  0,06 Ohm th e  pointer o f  th e  galvanom eter w ill sh ift b y  at 
least 0 ,1  scale division. It has no sense aim ing at a higher se n s it iv ity  than  
th is , for it w ill not give a more accurate result and will only render th e  carrying  
out o f  the m easurem ent more d ifficult. The sen sitiv ity  of the bridge w ill be

£ =  —-—  =  1,6 scale division/O hm .
0,06  '

The exam ple illustrates th a t correct m easurem ents will be m ade w ith  th at  
n str u m e n t, the accuracy o f  which is higher b y  approx, one sca le , th an  its 
sen sitiv ity .

R E F E R E N C E S

K a rsa  : V illam os mérések elm élete. (The theory o f  electric m easurem ents.) 
U ra y  : Erősáram ú villam os m érések. (H ea v y  current electric m easurem ents.) 
P r in z  : Toleranz von Rechengrössen ATM Jo 21— 3— 4.
K e in a t h  : E m pfindlichkeit von Instrum enten ATM. Jo 22— 1.

SUMMARY

In m any instances o f industrial operations there is the possibility o f e ffec tin g  only one 
single m easurem ent. In th is case there is no w ay to  approach the exact value b y  com parative  
m easurem ents. H ence, the m easurem ent errors should be fixed  by estim ates. T he errors esti
m ated in  such a manner are called the measurem ent uncertainties. Should the m easured  value



3 2 6 V. URA Y

b e  ca lcu la ted  from different q u a n tit ie s  read from several in strum ents, this too, m ust be con
sid ered  a single m easurem ent. T h e  manner of connection  betw een  the relative error (the  
m ea su r in g  uncertainty, r esp ectiv e ly ) o f the m easurem ent resu lts  established b y  calculation  
an d  th e  relative error (and/or m easuring uncertainty) o f th e  partia l results read on the single 
in stru m en ts , is discussed in  th is  p ap er  in detail.

B y  practical exam ples th e  paper dem onstrates th a t  th e  best results will not always 
b e  ob ta in ed  by using expensive precision instrum ents, b u t b y  the correct selection o f  th e  
m easu rin g  method.

T he generally accepted d efin itio n  of measuring accuracy is considered incorrect b y  th e  
su r v e y  and instead, it  is su ggested , to  call its reciprocal va lue  — accuracy. Finally, the connec
tio n  betw een  accuracy and se n s it iv ity  is dealt with in  an exam ple.

D IE  F R A G E  DER M E SSU N SIC H E R H E IT , G E N A U IG K E IT  U N D  E M PFIN D L IC H K E IT

V. URAY

ZUSAM M ENFASSUNG

In  der technischen P rax is is t  vielfach bloss die D urchführung einer einzigen M essung 
m ö g lich . In so einem F all is t  e s t  unm öglich, durch vergleichende M essungen den genauen  
W ert anzunähern; der M essfehler m uss durch Schätzung festg este llt  werden. D en auf diese 
W eise  geschätzten Fehler n en n t m a n  M essunsicherheit. A ls einzelne Messung m uss auch der 
F a ll b etrach tet werden, wö dass M essergebnis aus m ehreren , an  verschiedenen Instrum enten  
abgelesen en  Ergebnissen b erech n et wird. Die Arbeit b eh an d elt eingehend in welcher W eise 
der re la tiv e  Fehler (bzw. M essunsicherheit) des durch R ech nu ng festgestellten  Ergebnisses 
m it d en  relativen Fehler (bzw . der Messunsicherheit) der v o n  den einzelnen Instrum enten  
ab gelesen en  Teilergebnisse zusam m enhängt.

A n  einem Beispiel z e ig t d ie  A rbeit, dass nicht in  jed em  F a ll teuere Präzisionsgeräte die 
b e ste n  Ergebnisse gehen, sondern  e in  richtig gewähltes M essverfahren.

D er  Verfasser betrach tet d ie  allgemein angenom m ene D efin ition  der M essgenauigkeit 
als un rich tig  und schlägt vor , an  deren Stelle ihren reziproken  W ert Genauigkeit zu nennen . 
Sch liesslich  wird der Z usam m enhang zwischen G enauigkeit u n d  Em pfindlichkeit im  R ahm en  
e in es B eisp iels behandelt.

LES PROBLÈM ES D T N C E R T IT U D E  D E S M E SU R E S, D E  PRÉCISION  
E T  D E  SEN SIB IL IT É

V. URAY

D ans la pratique cou ran te , o n  ne peut effectuer très souvent qu’une m esure unique. 
D an s ce cas, il n’y  a pas m oyen  d ’approcher la valeur e x a c te  par des mesures com paratives, 
il fa u t  donc déterminer l ’erreur d e  mesure par estim ation . L ’erreur estim ée de cette  façon  
e s t  app elée  incertitude de m esu re. I l  faut aussi considérer c e tte  mesure unique le cas, où le 
r ésu lta t de la mesure est ca lcu lé  à partir de valeurs d ifféren tes lues sur plusieurs instrum ents. 
L ’étu d e  traite en détail des rela tio n s entre l’erreur re la tiv e  (ou incertitude de m esure) des 
résu lta ts  calculés, et l ’erreur re la tiv e  (ou incertitude) des résultats partiels lus sur les 
in stru m en ts .

L ’auteur illustre par u n  ex em p le  que ce ne son t pas toujours les instrum ents de pré
cis ion  les plus chers qui g a ra n tissen t les meilleurs résu lta ts, m ais bien la m éthode de m esure 
choisie  correctement.

I l  considère que la d é fin it io n  généralement adoptée de la  précision de m esure est in 
ju s t if ié e  e t  propose d’appeler «précision» sa valeur réciproque. F inalem ent, l ’auteur exam ine  
les relation s entre la précision e t  la  sensibilité à l’aide d ’un  exem ple.
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ВОПРОС НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ, ТОЧНОСТИ И ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ
ИЗМЕРЕНИЯ

В . У Р А И

РЕЗЮМЕ

В технической практике в очень многих случаях имеется возможность выполнить 
только одно единственное измерение. В таких случаях не имеется возможности прибли
зиться к точным значениям при помощи сравнительных измерений. Погрешность изме
рения необходимо определить оценкой. Определенная оценкой погрешность называется 
неопределенностью измерения. Единственным измерением следует считать и такой случай, 
при котором результат измерения вычисляется на основе различных количеств, отсчи
танных с различных приборов. В статье детально разбирается вопрос: каким образом 
зависит относительная ошибка результата измерения, определенного вычислениями, от 
относительных погрешностей частных результатов, отсчитанных с отдельных приборов 
(это относится также к неопределенностям измерения).

В статье приведен пример того, что лучший результат не в каждом случае дают 
дорогие прецизионные приборы, а правильно выбранный метод измерения.

Работа считает неправильной общепринятое определение точности измерения и 
вместо него предлагается называть точностью обратную величину ее. Наконец, связь 
между точностью и чувствительностью рассматривается на основе примера.





SELF-LOCKING OF THE SLIDING SURFACE BEARINGS

B. SZŐKE

[M anuscript received February 20, 1958]

Chiefly in the auxiliary drives of m achine too ls self-locking o f the bearing  
m ay result in gear too th  breakage, shaft buck ling, torsional deflection  or  
casting flow . This, the real cause o f the failure, how ever, usually  rem ains  
unrecognized and in  repairing the m achine, even  experienced technicians  
are satisfied  w ith  the assum ption that the dam aged part “ had surely knocked  
against som eth ing” .

Self-locking o f the bearing, as is later show n, m ay occur on m achines  
in operation w ith  som e k ind  o f periodicity, th at is to  say , replacing the dam aged  
com ponent would be o f no avail for in indeterm inate periods the failure m a y  
occur again. In less severe cases self-locking m ay  cause troublesom e v ib ra tion s, 
but the author h im self has experienced situ a tion s when a new equipm ent  
could not be started  on account o f a self-locking bearing.

Such bearings are to  be looked for adjoin ing driven tooth ed  gears, 
geared studs and worm s o f sm all diam eter. The tendency for th e  driving  
m echanism  to tak e up as sm all a space as possib le, when designing lead s  
to  the choice o f  pinions or geared stubs w ith  as sm all a num ber o f teeth  
and as sm all a d iam eter as possible. B y  reason o f the resulting rela
tiv e ly  great tooth  pressure, in  th is case re la tively  h eavy  bearing is needed , 
so th a t the d iam eter o f  th is latter often n early  equals th at o f  th e  
toothed  gear.

There is no d ifficu lty  when the sm all gear is th e  driving one (F ig. 1), a s  
the to o th  pressure P x w ill turn th e  large gear around its  centre 0 2. B u t w hat 
w ill happen w hen, as shown in Fig. 2, the large gear has to  drive th e  sm all 
one? In th is case, should the line of direction o f  to o th  pressure P 2 in tersect  
the bearing circle, the p ossib ility  o f self-locking appears.

To m ake a m ore detailed  discussion o f th is  problem  possible we w ould  
first o f all m ention th e  force relations ex isting  at starting.

L et us assum e th a t on the faceplate o f a la th e  at rest such force is brought 
to  bear as to be equal to  the force exercised b y  th e  tool while cu ttin g , and  
sim ultaneously  to  the m ain spindle a force and a m om ent is applied th e  
m agnitude o f which is identical to  the tooth  pressure o f  the gear during th e
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w ork in  question. As a resu lt o f  th e  effect o f  both  forces acting sim ultaneously , 
th e  m ain  spindle w ill rem ain  at rest.

To get th is sp indle startin g  one should  provide the k in etic  energy to  
be com m unicated  to  th e  m oving parts b y  applying a certain surplus am ount 
o f  m om en t, and so overcom e the resistance o f  the static friction.

V /
\ /

I
\
\

In  F ig. 3 the force relations at startin g  are p lotted  against tim e for 
h o r izo n ta l fla t surface and a straight p ath  in  th e  assum ption o f th e  sim plest 
case , w here velocity  v  un iform ly first accelerates up to a certain value and 
th en  rem ains constant.

T he m om entum  mv  o f  m ass m  w ill be characterized b y  a fu n ction  curve 
o f  a ty p e  quite sim ilar to  th a t o f  the curve relating to  v e loc ity .

p  d m »
The differential o f  th e  m om entum  as to  tim e, viz. “o =  — :;—  corresponds

d t

F ig . 2. The large gear is drivingF ig . 1. The sm all gear is driving

F ig . 3. Starting on  f la t  surface



SELF-LOCKING OF THE SLIDING SURFACE HEARINGS 331

to  th e  force ; which in  absence o f any friction , acts in a constant m agnitude  
as long as th e  v e lo c ity  increases uniform ly. A s soon as the change in  v e lo c ity

com es to  an end, th is force, too , ceases to  ex ist. The work done b y  th e  force
m  V2 _

has been accum ulated in  th e  k inetic energy A  == —- — of the m ass m. This

force alone w ould not suffice to m ove the m ass m  from its sta tic  position . 
To achieve th is, a force o f  a much greater m agnitude will be required w hich  
is  able to  overcom e also the frictional force at rest, S0 =  fi0 N ,  and th en  the  
frictional force in  m otion S  =  ц  N ,  both  arising w ith  the reaction  force N  
a ctin g  on the body o f w eight G.

F ig . 4. Starting on  fla t  surface by m eans o f  F ig . 4a. Vectorial diagram
an arbitrary force acting in  the plane o f  the  

drawing

V ariation  o f force p lotted  against tim e are shown by the h ea v y  solid  
lin e  in  F ig. 3. I t  w ill be noted  th at th e  startin g  force is considerably greater 
th an  th a t by which on ly  the friction in  m otion  is overcome.

I f  th e  variation  o f  the force is p lo tted  along the path o f  th e  m otion , 
th e  force relations at the start w ill be even  m ore apparent. As w ill be noted , 
th e  tim e scale on the horizontal axis, at th e  right side of the figure, as w ell 
as the scale o f th e  path  on the vertical ax is at th e  left side o f th e  figu re , are 
uniform . The work done is represented b y  th a t section of the area w hich is 
lim ited  b y  the force line.

A nd now we w ill consider the force relations at start on f la t , as well 
as on cylindrical surfaces.

In  F ig. 4 such a case is shown where a force P  o f w hatever d irection  is 
a ctin g  upon th e  body o f  w eight G, at rest on a horizontal surface. R esu ltan t E
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p asses  through the in tersection  A  o f the force o f  gravity and th e  external 
force , and  m eets the slid ing surface at B. This force E  will he resolved a t poin t  
В , th e  origin of force, in to  the com pressive com ponent N  perpendicular to  
th e  surface and the horizontal pulling com ponent H ,  collinear w ith  th e  surface. 
T he force reacting to  th e  perpendicular com ponent is the force in  th e  opposite  
sen se  —  N ,  while the force acting along the p lane surface, viz. S  =  N  ta n  q =  
=  N  Ц is the opposite o f  pulling (or pushing) force H, where q =  angle o f  
fr ic tio n , and tan q =  (J, is th e  coefficient o f  friction .

A s a result o f  th e  aforesaid, in itia l m otion , viz. start, can on ly  occur 
i f  th a t  com ponent o f  th e  force E  which is actin g  in the direction o f th e  m otion  
ex ceed s th e  frictional force to  the ex ten t determ ined  by the requirem ents

d iscu ssed  in  connection w ith  Fig. 3. Thus an indispensable condition o f  s ta r t
ing  w ill b e th a t the line o f  direction o f the force E  should lie outside th e  cone 
o f fr ic tion .

In  case o f a rotary m otion , lec Q be th e  resu ltant o f all th e  ex tern a l 
forces th e  m om ent o f w hich is being counterbalanced by the m om ent o f  the  
to o th  pressure P0. In  the absence o f all friction  a t the journal o f  radius r, 
th e  resu lta n t force Q -(- P 0 =  E q passes through th e  centre (Fig. 5). In  case  
a fr ic tio n  at the journal is present, to  start th e  rotation a further increase  
in  th e  to o th  pressure is required. H ow ever, as long as the resultant in tersects  
th e  circle o f  friction h av in g  a radius

Go =  r sin Go*
no m o tio n  can result. The lim it would be a tta in ed  when the tooth  pressure  
reaches th e  value P'0 at w hich the resultant

P ó +  Q =  К

F ig . 5. Starting in case o f  rotatin g  m otion
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ju s t  becom es tangentia l to  the circle o f radius q0. This ta n g en t line passes 
through the circle o f  th e  bearing at point B,  and this is the p o in t o f  origin 
o f  th e  force of reaction —  E '. The latter m ay be resolved in to  a radial com po
n en t N '  passing through th e  centre and a tan gen tia l com ponent S' :

N ' =  E q cos p0
and

S' =  E'0 sin p0.

In this extrem e position turning m om ent o f E'0 will be 

M o =  E n 4o — E o r sin g0

and a turning m om ent o f  the sam e m agnitude, but in an opposite direction  
is represented by frictional force S' :

Ms  =  S' r =  N '  tan  g0 r — E'0 cos g0 tan  g0 r =  E'0 r sin g0.

For a mass o f m om ent o f inertia I  to  atta in  the angular ve lo c ity  ft) through  
th e  acceleration required, in  the sam e w ay as in  th e  case o f F ig . 3, it  is ind is
pensable that the to o th  pressure should rise to  a value P  where th e  m om ent 
o f  th e  resultant force

E  =  Q -j- P , should be

Eq  =  Sr +  I  —  
dt

th a t is, in addition to  overcom ing the m om ent friction it  should  be capable 
o f  increasing the k in etic  energy o f the rotating mass to  the va lu e

/с о 2

2

Should the angle o f  friction g0 for any reason grow to  such va lu e  g that 
th e  arm o f the force E  w ill again becom e less than  the radius o f  th e  circle 
o f  friction, viz.

q <. r sin g

n ot even the starting o f  the rotation w ill tak e place.

An enlarged angle o f  friction m ay be due to in su ffic ien t lubrication , 
clogging o f the oil duct, in itia l seizure, etc. I t  is, however, v ery  im portant
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to  b ear  in  m ind, th a t th e  exam inations relative to  F ig . 5 dem onstrate cond itions  
for m ore favourable th a n  th ose  existing in rea lity , are responsible for the  
se lf-lock in g  o f the bearing . T his adverse affect can b e caused, am ong others, 
b y  on e o f  the follow ing circum stances :

1. W ith gears h a v in g  a low  number o f te e th  it  cannot be le ft ou t o f  
consideration  th at in  th e  in it ia l stage o f  engaging, while the tooth tip  is 
en g a g in g , the tooth  friction  o f  the driving gear exerts pressure on th e  pinion  
as th e  pitch point o f its  profile  is approaching th e  centre o f  the p in ion. Thus 
i t  is  n o t along the line o f  action  inclined at angle  a  th a t, but at a greater

F ig . 6. Analysis o f  the fr ic tio n  between bearing and journal ; a. R esultant o f  the  
journal friction com ponents ; b. In  view  of the to o th  pressure Px — К /cos(a ±  Qf)

a n g le  o f  (a  -j- q f) th a t th e  to o th  pressure applies. The arm o f m om ent o f  the  
to o th  pressure will therefore b e smaller, n am ely

r'a = R  cos (a - f  Qj ) <[ ra =  R  cos a.

T he p o in t of intersection  A  o f  th e  tooth pressure and th e  force Q w ill be d is
p la ced  to  A v  and in stead  o f  th e  resultant force E  a resu ltant force E t  w ill 
com e in to  being w ith an arm  o f  m om ent sm aller th a n  th a t o f  the resultant E,  
a n d , consequently , a greater probability, th a t E x and circle o f friction  m ay  
in te r se c t .

2 . As the journal in  th e  bearing is not in  fa c t supported on a single  
p o in t , th e  actual circle o f  fr ic tion  is greater th an  assum ed in  Fig. 5. Thus the  
fr ic tio n  force expressed for in it ia l m otion on a f la t  surface by the fornm la

S  =  N  tan Q0 =  N  ju0

is sm aller  than the friction  rea lly  arising on a cy lindrica l surface.
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Though the distribution o f the surface pressure produced by the jou rn a l is  
not know n, the algebraic sum  of the radial forces is evidently  greater th an  
the force N  (F ig. 6a) given b y  the vectorial sum m ation o f the same. Therefore  
the resu ltant m om ent o f friction (for bearing clearance =  0)

M s =  r tan  g0 j p  ds
о

where by th e  variable p  th e  surface pressure exerted  by the journal, and  b y  
p  ds — A N  the radial force o f reaction per surface elem ent ds are rep resen ted .

H ow ever, should the friction force m om ent be expressed by the resu lta n t  
norm al N ,  th is m ay be done for journal fr iction  on ly  when in troducing  in  
place o f th e  friction angle q0 relative to  th e  f la t  surface o f the friction  an g le  
Qon greater th an  th e  former.

Then we get
Л

M s =  r tan  g0 j  p  ds =  N r  ta n  g0i. >  N r  tan g0
о

and
П

tan л, f  jtan g0c =  - u I p d s  =  p Qc .

о

It  is worth m entioning th at exam ining th e  resultant m om ent on th e  
frictional forces it  m ay be easily  likew ise dem onstrated  that

Рос во

In F ig. 6 the distribution o f th e  journal pressure is assum ed for s im p lic ity ’s  
sake as being sym m etric. Adding up th e  frictional forces ASX and  A S Z b y  
pairs, for each pair we shall get such a partia l resu ltant that its m om en t arm  
is greater than  th e  journal radius r. C onsequently, the vector o f th e  resu ltan t  
frictional force

p cN  =  S

is sim ilarly  ly in g  outside the journal and its  arm o f m om ent is greater than  
th e  journal radius.

C onsequently, in our calculations w henever th e  radial com p on en t N  
o f the frictional force is used, the coefficien t o f  k inetic friction p c is  greater  
than  th e  value p  relative to  fla t surfaces, and  th e  radius qc o f th e  circle o f  
friction is likew ise greater than  q0 in itia lly  ta k en . Calculating with a friction  
angle th u s augm ented

qc =  r sin qc
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an d  self-lock ing  w ill occur when

e 9c <i  N r juc — E  cos Qc r tan  Qc =  E r  sin qc

th a t  is w hen th e  resu ltant force becom es ta n g e n t to, or intersects, th e  circle 
o f  fr iction  having a radius qc. As long as th is  condition holds up, force no 
m a tter  how m uch it  would be increased, cou ld  not overcome the m om ent 
o f  th e  friction.

M axim um  value o f  the circle of friction  w ill be attained w hen sin qc 
•equals u n ity  and th is m eans th at

4 c  m ax =  r ■

In  F ig . 7 th e  force o f  friction S  is show n for parallel forces at various 
v a lu es o f  qc. In accordance w ith  the laws o f  th e  sim ilar right-angled triangles

qc : r =  S  : E
and

S - q‘ Er

t h a t  is w hen qc =  0, S  too  w ill be zero, and w hen qc — r, qc w ill equal 90°. 
T hus th e  vectoria l triangle o f  sides E, N  and S  d oes not close, this fact in vo lv in g  
th a t  o n ly  S  =  E  =  o o  can m ake up con ju gate  values, but th is la tter  case 
is  n o t a n y  more w ith in  the sphere o f the phenom enon of self-locking here 
in v e stig a te d  and has to  be regarded as a case o f  “ seizure” .

3 . The above in vestigation s have b een  directed to the stu d y  o f an 
ideal case where all th e  active forces were in  th e  sam e plane. In reality , how ever, 
th e  con d ition s are m uch less favourable. In F ig . 8 a drive is shown in w hich, 
b y  th e  p in ion  on th e  free end o f the shaft, a w orm  or spiral gear is driven . 
A lso in  such cases, it  is by the tooth  pressure on th e  pinion that the m om ent

F ig . 7. Changes in  the journal friction force F ig . 8. Case of a worm and a spiral wheel
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o f  all th e  frictional forces m ust be overcom e. W hich are the forces producing  
friction  in  th is sim ple case?

a)  The reaction force to  th e  too th  pressure P  at bearing A ,  greater
h  +  l

th an  th e  to o th  pressure itself, to  th e  ratio ---- -—  .

b)  The reaction to  tooth  pressure B,  sm aller than tooth  pressure P,  
h

to  th e  ratio —  .

c)  A x ia l pressure H  upon th e  w orm , representing at th e  front face  
o f  one o f the bearings a m om ent o f  friction which acts on an arm o f m om ent, 
greater than  the journal radius.

d)  The com ponent o f th e  worm tooth  pressure in the plane perpendicular  
to  th e  journal. The forces o f  reaction pertain ing to  this com ponent are accord
in g  to  th e  diagram  equally distributed betw een  the bearings A  and B.

In  case the sum  of the m om ents o f  th e  frictional forces relative to  the  
ax is o f  rotation  is greater than  th at o f  the external force m om ents th e  drive 
w ill be self-locking.

In  an im aginary case where in  Fig. 8 no worm drive exists and, opposing  
th e  peripheral force К  o f the pinion o f circle radius R  only the pure turning  
m om ent К  ■ R  is acting and no other external force, not even  gravitation  
is  present, th e  conditions for avoiding self-locking m ay be expressed b y  the  
follow ing equation (cf. Figs. 6 and 8)

K R  > (h +  l)
cos (a +  Qf )

t a n  Q o c r A  +

+
К

cos (a +  Qf) l
-— tan goc rE

where according to Fig. 6

tooth  pressure P  = ------ —
cos (a +  Qf)

a  =  pressure angle
Qf =  angle o f tooth  friction
Гд =  sem i-diam eter o f th e  journal at A
rB =  sem i-diam eter o f th e  journal at В
q oc =  angle o f sta tic  friction  o f  th e  journal.

In  case гд =  rB =  r then , to  avoid  self-locking o f the slid ing surface  
bearing the condition

m ust be fulfilled .

JR tan  q 0 c ( l  +  2 h )

r cos (a - f  Qj) I

11 A cta Technica X X II/3 —4.
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In addition to th e  causes discussed so far there are several other circum 
sta n ces contributive to  th e  self-locking o f th e  hearings. W ithout detailed  
e x a m in a tio n , the author w ould like to m en tion  these circum stances, th e  
stresses  in  the bearing produced by journal deflection . Friction m om ent 
o f  th ese , too, increases th e  to ta l o f the friction  m om ents above m entioned.

As already referred to  and evidenced b y  experience, self-locking o f a 
slid in g  surface bearing in th e  neighbourhood o f a sm all tooth  gear, supporting  
th a t ,  which it was not present in the new ly con stru cted  m achine beforebrnd

F ig . 9. Forces acting at the  
rolling o f the journal

F ig. 9a. Rolling o f  th e  journal Fig. 9b. V ectoria l diagram  
in  direction opposite to the sense for journal rolling  

o f rotation

w ill occur when safe lubrication  o f the resp ective  part for som e reason (e. g. 
clogg in g  of the oil duct) fails.

Severe breakages, how ever, are not th e  on ly  concom itant sym ptom s w ith  
se lf-lock in g  of the bearings, but bearing vibrations m ay also supervene when  
th e  lim it of self-locking is close by.

Betw een journal and bearing there is alw ays a sm all clearance enabling  
th e  journal to perform  a rolling m otion in th e  direction opposite to  th at o f  
th e  journal rotation every  tim e when the lim it o f self-locking is getting  near 
(F igs 9 and 9a). D ue to  th is  rolling, the p oin t o f  contact В  m oves to  B x and  
in  p lace o f N  a norm al com pressive force arises. As b y  th is alteration  
th e  va lu e  of the extern a l forces and the re la tiv e  position  of the tw o gears 
are n o t su b stantia lly  affected , the resu ltant vector P  -f- Q =  È  m ay be 
considered as unaltered, and the force friction S  associated with any arbitrary  
n orm al N  m ay be determ ined  by the Thales-circle o f diam eter E  as shown  
in  th e  vector diagram  o f F ig . 9b. From th is la tter  it  appears th at to  the new  
con d ition s created b y  th is rolling only a new  force o f friction Sx greater th an  
force o f  friction Sj can be adequate. The new  position  o f the point o f con
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ta c t, B j, therefore, could hold indefin itely on ly  if  the angle o f friction pc 
too , were changed in a lasting manner. As th is  is not the case th e  journal 
w ill, as a result o f th e  action o f the forces P  and Q, fall back into its  previous  
position. Continuous repetition  of th is play causes vibration.

Should besides th is also the forces P  and Q undergo for some reason any  
alteration  during quivering (for exam ple jam m ing o f the teeth , or flu ctu ation  
o f the angular v e lo c ity ), th is would be a further cause for vibrations  
being excited .

Instead of continuing th is theoretical analysis of the problem , the author  
w ould now refer to  som e cases o f his own experience.

The section o f a carriage drive box show n in Figs. 10 and 10a was part 
o f  a m edium -size 200 mm  centre-height lathe. On the acceptance tests  o f the  
series m anufactured, it  becam e evident th a t in  screw -cutting the carriage 
system  o f the lathe w ould get into vibration.

Personally, th e  author pointed out as the m ain cause of the vibration  
th a t in  screw -cutting the toothed  rack l was driving backwards through the  
gears a, b, and c to the itlle handw heel and th en  th e  80-tooth gear b rotates  
th e  18-tooth pinion keyed  onto the shaft o f  th e  handw heel, the pitch circle 
diam eter D 0 hardly differing from the d iam eter d of the adjoining bearing.

As a rem edy against th is  trouble the author suggested that the journal 
d o f  the handw heel should be thinned down and th e  bearing correspondingly  
bushed or, as an a lternative, the rather h eavy handw heel in cast iron should  
be replaced by a ligh t one m ade o f alum inium . The latter suggestion had been  
accepted  and thereby the vibration came to  an end.

The changes in th e  force relations fo llow ing the reduction o f th e  
handw heel w eight Gx to  G2 are shown in Fig. 10b for forward running, and in 
F ig. 10c back drive. It is apparent that due to  th e  reduced weight th e  resultant 
E 2 o f  the tooth  pressure P  and dead w eight G2, n ot only decreased in va lue  
but also took  up a direction more favourable, th an  was the direction o f  the  
resultant for the cast iron w heel, nam ely the said direction was m oved farther  
aw ay from the friction circle o f  the journal, resp ectively  the axis o f  rotation .

And now another case from practice. The carriage gear box  section  
shown in Fig. 11 belonged to  a lathe o f 250 m m  centre-height. It now happened, 
w ith one and then  w ith  another o f the m achines o f  th is typ e th a t th e  sm all 
worm  gear m ounted on the free shaft end becam e stripped and the shaft 
tw isted . The explication  is th a t in the night sh ift “ they  have inad vertan tly  
run against som eth ing” and th is incident was responsible for the failure, did 
not seem  satisfactory to  the author and he suspected  the real cause to  lie 
w ithin  the phenom enon previously described b y  him  under the nam e “ eccenter  
effect” , a denom ination ju stified  by the fact th a t similar phenom enon w as 
to be encountered when trying to  get the eccenter shaft in to  rotation by m eans  
of th e  eccenter rod.
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I t  was found th a t to  th e  critical bearing the lubricating oil had to  pass 
th ro u g h  a long pipe o f  sm all diam eter and num erous elbows, and the ex trem ity  
o f  th is  pipe was open and th u s subject to  clogging b y  dust or d irt. A fter a 
sa fer  lubrication was secured, the breakages again ceased to  occur.

F ig . 10. Section of the carriage gear box exciting v ibration  in  the whole o f  the carriage system

D ue to the reduction o f the w eight o f  the handw heel 
from  Gj to  G2, the direction of the resultant force 

m oves aw ay from  the sh aft centre

In  F ig. 12 a section  o f th e  carriage gear b o x  o f a lathe o f 650 m m  centre- 
h e ig h t  is  shown. A t te stin g  th e  box, as a separate un it, for the m anual drive 
from  th e  feed spindle a v e r y  great effort w as required when using ju st  that 
sp e e d , in  case of which th e  sm all gear a close to  the bearing c o f  th e  tum bling

F ig . 10a. Meshing o f the gearing F ig . 10b. Forw ard running F ig . 10c. Reverse  
running
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F ig . 11. “ Eccenter e ffec t”  for a small worm gear m oving on the free sh aft end

F ig . 12. A section of the carriage gear box which is difficu lt to m ove

Fig. 12a. A fter the m odification
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w orm , was driven b y  gear b. Thus the location  o f th e  fault was im m ediately  
revealed . K now ing its  cause, to elim inate th e  fau lt the following m easures 
offered them selves for consideration :

a )  R eplacing th e  sm all gear a o f sm all to o th  number by a greater one 
o f larger tooth num ber. T his, however, w ould h ave involved a decrease in the  
feed values.

F ig . 13. Section o f th e  carriage gear box w ith  w h ich  th e  pin ion on the free shaft end
caused self-locking

b)  A nother so lu tion  to  the problem con sisted  in em ploying, in place  
o f  the bronze-sleeved slid ing bearing (poorly-oiled  at that) a ball bearing.

The latter m od ifica tion  of the design w as executed  and then , using the  
speed w ith  which prev iou sly  the m echanism  had been very difficult to  get  
running, the sam e could  alm ost be driven b y  “ one finger” . The m odification  
is show n in Fig. 12a.

On the strength  o f  th is case it m ay be sta ted  th at use of ball or rolling  
bearing is in fact ju stified  not only by great speeds, but also in case o f m oderate  
speeds w hen self-locking o f a bearing is to be feared. The author used to  act 
on th is principle w hen em ploying, in each appropriate case, roller bearings 
near geared studs m esh ing  w ith the rack o f th e  la the.

In Fig. 13 that section  o f the quick change gear (Norton box) for a lathe  
o f 220 m m  centre h e ig h t is shown by which th e  lead and the feed spindles
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F ig. 13a. The provisional ten ta tiv e  m odification effected  for determ ining w hether se lf-  
locking would be elim inated by reducing the journal diam eter and applying an idle sleeve

F ig . 13b. E lim ination  o f self-locking by reducing the free overhang
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w ere driven. W ith the n ew ly  m anufactured m achines a fault becam e m anifest, 
in  th a t  the carriage could now ays be m oved through the feed  sp indle, and in 
th e  quick change gear certain  shafts becom e distorted.

In  the author’s op in ion  the trouble w as caused by th e  fact th a t the  
to o th e d  gear a m ounted on th e  stub end o f  the shaft and g ettin g  its  drive 
from  th e  greater gear b w as m aking the journal becom e wedged at the free 
sh a ft end of sm all d iam eter and long overhang, as compared w ith  th e  bearing  
d iam eter  of the feed spindle. The unfavourable conditions w ere further 
aggravated , due to  th e  shaft extension  adjoining the bearing.

The author’s proposition aim ed at reducing the stub d iam eter and 
p lacin g  the pinion close to  th e  bearing.

Suspicions w ere, how ever, form ed about the gear box since in  th e  casting  
u sed  a projecting taper pin happened to  be found. After th is insignificant 
fa u lt w as repaired, self-locking continued to  recur. Therefore there was nothing  
le ft  b u t to  carry out the design m odifications suggested by the author. This 
w as fir st ten ta tiv e ly  done, as shown in F ig. 13a, by reducing the journal 
in  d iam eter on a lathe, furnishing it w ith  a lose sleeve p  and providing for 
in n er and outside lubrication . As after th is m odification self-locking ceased  
to  reappear, it was ev id en t th a t the m ain fau lt was resting here. The final 
redesign ing o f th e  m echanism  was accom plished b y  inverting th e  position  
o f  th e  gear a on th e  stub (turning its outer side in) so th at the large overhung  
m ig h t be reduced. To achieve th is th e  tooth ed  gear c had to  be separated  
from  th e tooth gear b and a new geared stub Cj had to be m anufactured.

I t  occurred th a t th e  “ eccenter-effect”  o f  the sliding surface bearing 
had to  be taken into  account, even w ith  a quite serious m ain drive.

In  F ig . 14 a ira in  spindle drive is shown where from the countershaft to the main 
sp ir d le , in the right-hard pcsiticn  of the push block, a transm ission ratio o f

33 70 1
55 ’ 42 ~  1 ’

and in  th e  right-hand position of the sam e a transm ission ratio of

18 22 _  _H
70 ' 90 _  175

is  realized.
A gainst this kind o f design objection is to be taken  because the diam eter of the 42-tooth  

gear on the m ain spindle is slightly  smaller than the m ean diam eter of the tapered main 
b earin g . W ith this design, particularly in  the upper region of the still rather low  speeds (28, 
35 .5  e tc . rpm) im portant stresses and undesirable sym ptom s would be likely  to  occur. In the 
l ig h t  o f  th e  previous discussions i t  seems preferable to  prevent the eccenter-effect anticipated  
b y  inserting one gear m ore and designing the gearing to  a transm ission ratio of

44 56 1
44 ’ 56 -  1

as sh ow n in Fig. 14a.
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F ig . 14. A m ain drive objectionable on accout o f th e  driven gear too small fo r  th e  bearing

F ig . 14a. M ain drive reliable b y  enlarging th e driven gear



3 4 6 В. SZŐKE

In  th is  w ay also too th  pressure on the sliding surface bearing would decrease, i .  e. by

fjfi _  4 0
-----^ 2 -----  100 =  33,33 per cent

and th e  em barassing sym ptom s rem iniscent of the eccenter-effect would not show u p .

T h e exam ples cited  (as w ell as th e  above theoretical considerations) 
are all referring to cases where the peripheral speed o f the journal was re la tiv e ly  
sm all, and  flu id  friction, in the m eaning w ell-know n by the bearings, can not 
as y e t  com e into consideration. B ut these exam ples evidently bear out the  
sou n d n ess o f  the principle th a t the gear b ox  is deserving serious a tten tion  
and ex a m in a tio n  in respect o f service re liab ility , not only for great speeds, 
but also in  cases of qu ite slow  running.
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SUM M ARY

In  th e  ligh t of practical occurrences it is dem onstrated  that w ith certain m u ltip ly in g  
gears se lf-lock in g  sym ptom s occur, occasionally, in volv in g  breakages and vibration s. T he  
cause  o f th e  trouble is usually looked for erroneously in other circumstances.

SELBSTH EM M UNG  IN  G LE IT L A G E R N

В. SZŐKE

ZUSAM M ENFASSUNG

Im  Zusam m enhang m it in  der Praxis vorgekom m enen Fällen weist der V erfasser nach , 
dass b e i gew issen  Übersetzungen ins Schnelle in  G leitlagern Selbsthem m ungserscheinungen  
auftreten , w elche zu Brüchen und Schwingungen führen können. Gewöhnlich wird in solchen  
F ällen  d ie Fehlerursache in anderen Um ständen gesucht.

IR R É V E R SIB IL IT É  D E S P A L IE R S LISSES

В. SZŐKE

RÉSUM É

E n  se référant à des cas observés dans la pratique, l ’auteur démontre qu’avec certains 
rapports de transm ission accélérants, il peut survenir dans les paliers des phénom ènes d ’irré
versib ilité  conduisant à des ruptures et à des vibrations. E n général, on tend à ram ener les 
causes de ces défauts à d’autres circonstances.
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САМОТОРМОЖЕНИЕ СКОЛЬЗЯЩИХ ПОДШИПНИКОВ
Б. C EHE

РЕЗЮМЕ

Автор в связи с встречающимися на практике случаями делает вывод, что в сколь
зящих подшипниках передач иногда возникают явления самоторможения, приводящие 
в результате к поломкам и вибрациям. В таких случаях причину дефекта обычно принято 
искать в других обстоятельствах.





ÜBER DAS KRÄFTESPIEL DER HÄNGESTÄBE 
VON BOGENBRÜCKEN

E . É L IÁ S
U VA TERV, EN TW URFSBÜRO  FÜ R  DAS V E R K E H R S - U ND FÖRD ERW ESEN , B U D A P E S T  

[Eingegangen am 14. Februar 1958]

Im  Schlussbericht des dritten K ongresses der IYBH  in L iège, wurde 
ein  A ufsatz von  H a v i á r  veröffentlicht [1 ]. D ieser Aufsatz zeigt ein  Verfahren  
zur B estim m u n g der Schnittkräfte des m it Versteifungsträger verbundenen  
B ogens. D er Verfasser nim m t an Stelle von  H ängestäben endlicher A nzahl, 
ein  H än gen etz an, das eine stetige V erbindung von Bogen und V erste ifu n gs
träger le is te t . D as Trägheitsm om ent des B ogens kann nach B elieben  veränder
lich se in , die Form änderungen der H än gestäb e werden berücksich tigt.

Im  Jahre 1 9 5 2  erschien in Moskau das B uch von A .Ja. A s t w a z a t u r o v  [2  ] .  

D ieses W erk behandelt ebenfalls die S ta tik  des versteiften B ogens, u n d  nim m t 
die H än gestäb e, entsprechend der w irklichen Lage, in gleichen diskreten  
A bständen  an. D ie Bedingungen für die G ültigkeit der Theorie sin d  aber 
mehr gebunden . Der V erlauf der Ä nderungen des T rägheitsm om entes am  
B ogen is t  vorgeschrieben, die H ängestäbe sind undehnbar.

D er Zweck des vorliegenden A ufsatzes ist die Bestim m ung der G enauig
k eit der H ängenetztheorie von H a v i á r ,  m ittels der Erw eiterung des Ver
fahrens vo n  A s t w a z a t u r o v .

A s t w a z a t u r o v  nim m t als überzählige Grössen die S ch n ittkräfte  der 
H än gestäb e an. Als G rundsystem  dient der m it dem Versteifungsträger b iegefest 
verbundene B ogen. Das G leichungssystem , w elches aus so vielen  G leichungen  
b esteh t als H ängestäbe vorhanden sind , wird in  eine sym m etrische und in 
eine antim etrische Gruppe geteilt. D ie beiden  Gruppen von  G leichungen  
werden m itte ls  des Gaussschen A lgorithm us aufgelöst. D ie A u flösu n g  der 
G leichungssystem e bedingt im  Falle der gebräuchlichen 10— 20 H än gestäb e  
einen beträchtlichen  R echnenaufw and. D azu  kom m t noch die spezia le  E igen 
schaft der G leichungssystem e, die es b en ö tig t, dass das R echnen für viele  
D ezim alste llen  durchgeführt werden m uss, um  die Häufung der A brundun gs
fehler zw ischen vorgeschriebenen G renzen halten  zu können. Zur W eiter
en tw ick lu n g  des Verfahrens gibt die M atrizen-R echnung eine M öglichkeit.*

* E s w ird auf die Aufzählung der grossen A nzahl der Werke, die die M atrizen-R echnung  
behandeln , verzich tet. D ie Grundzüge dieser M ethode befinden sich heutzutage in  der Mehrzahl 
der tech nischen  Handbücher.
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A nsätze  über den geprüften Bogen

D ie B ogenachse ist parabelförmig und der Bogen ist m it dem V er
steifungsträger in den E cken starr verbunden. Sowohl die D ehnungen der  
H ängestäbe als auch die Zusam m endrückungen des Bogens sollen vernach
lässig t werden. Das T rägheitsm om ent des V ersteifungsträgers ist vom  k o n sta n 
ten  W erte »/,,«. D as T rägheitsm om ent des B ogens » i«  verändert sich in  der  
W eise, dass I  cos a =  I0 konstant b leibt, w o a  den W inkel bedeutet, w elchen  
d ie Tangente der B ogenachse mit der W aagerechten einschliesst.

Dem zufolge wird auch das Verhältnis

r' =  h eine K on stan te sein .

W eiter wird noch vorausgesetzt, dass die äusseren Kräfte in den L otrech
ten  der H ängestäbe w irken .

D ie Aufgabe in der Matrizenschreibweise

D ie Stellen der H ängestäbe werden als orthogonale Achsen eines n —  1 
dim ensionalen  V ektorfeldes aufgefasst, und dem entsprechend von  1 fo rt
lau fen d  bis n—  1 num eriert. Jede Kraft oder V erschiebung, welche an den  
erw ähnten  Stellen w irkt oder bedingt wird, w ird durch ein E lem ent des 
V ektors (Spalten- oder R eihenm atrix) versinnbild licht.

W enn dem gem äss das System  der äusseren K räfte durch q und dasselbe  
der Schnittkräfte der H ängestäbe durch X bezeich n et wird, besteht zw ischen  
den beiden Vektoren folgender Zusam m enhang :

X =  Mq
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Dieser Zusam m enhang kann a u f Grund der Gleichheit der relativen  
V erschiebungen aufgeschrieben w erden, w elche an der Stelle der H ängestäbe  
durch X  bzw. q  verursacht werden.

D ie Verschiebungen aufgeschrieben m ittels der M atrizen, sind für die  
E inheitsglieder die Belastungsglieder

ö =  A x 6 — Bq

d. h. A x  =  Bq ( 1 )

Einige Bezeichnungen

D ie Elem ente der Vektoren

a b c

so llen  die Verschiebungen eines Trägers m it gerader Stabachse und unveränderlichem  Träg
heitsm om ent von der Spannweite »i« bezeichnen, wenn der Träger an beiden E nden

eingespannt frei drehbar gelagert frei drehbar gelagert
und m it

einer gleichm ässigen  
Last

p  =  1 t/m

einer gleichm ässigen L ast zwei entgegengesetzten  Einheits- 
p =  1 t /m  m om enten an beiden Enden
belastet ist.

Trägheitsm om ent und E lastizitätsm odul w eiden  gleich der E inheit angenom m en.
D ie Elem ente des Spaltenvektors e sind gleich 1 (Vektor e ist kein E in h eitsv ek to r!)  
W eiter soll К eine quadratische M atrix bezeichnen, deren E lem ente in  der Spalte j  

die Verschiebungen der K notenpunkte des obengenannten Trägers m it c in gespann ten  Enden  
liefern , die durch eine E inheitskraft an der Stelle  j  hervorgerufen werden.

Einige Zusammenhänge zwischen den vorigen Matrizen

к 12a =  b --------с
12

b z w . /К I 12С = (Ь-а)1Г (2)

сш
Ke =  —

1
b z w . K U e

а п
(3)

D ie Gleichung (3) behauptet, dass die Verschiebungen des eingespannten  
Trägers in äquidistanten Stellen, erzeugt durch die Einzelkräfte P  in  denselben  
S tellen , den Verschiebungen einer gleichm ässig verteilten B elastung gleich

P  l
sind, deren Intensität — beträgt, wo - d ie erw ähnte gleiche D istanz bedeutet.

W enn die verteilte B elastung von oben w irkt und die konzentrierten Lasten  
von unten  auf den Träger wirken, sind nach der Formel (3) die Verschie-



352 E. ÉLIÁS

b u n gen  in  den T eilungspunkten  gleich N ull. D an n  kann aber der Träger 
als ein  an beiden E nden eingespannter D urchlaufträger m it gleichen Ö ffnungen  
und gleichm ässiger B elastu n g  betrachtet w erden. D ie konzentrierten K räfte  
sind d ie Stützkräfte des D urchlaufträgers. E s is t  bekannt, dass in diesem  
Falle d ie Stützkräfte untereinander gleich sind und  ihr Betrag der B elastung  
zw ischen  zw ei nebeneinander liegenden T eilungspun kten  entspricht. D am it
k an n  d ie B ehauptung (3) als bewiesen b etrach tet werden.

/4
D ie Ordinate a , des V ektors a  ist a, =  ---------i2 ( n — i )2 wegen a . = 0

24 n4 '

ist a*  e  =  — -—  y  i2 (n — i)2.
24 nl fT1

D urch V erw endung der Reihen :

У  i2 =
i = i

n (n +  1) (2 n 1) ; y i 3 =  —  n2 (n -j- l ) 2 undЛ.i = 1

1
У  i4 = -----n (n +  1) (2 n -f- 1) (3 и2 +  3 n — 1) ist

i= i 30

l* (и4 — 1) n l4 (n4 -  1)

24 и4 30 ”  720 n3
c (4)

Aufstellung der Bedingungsgleichungen1

Säm tliche Glieder werden durch E I V vergrössert. Das G rundsystem  
zeig t d ie folgende A bbildung

1 D ie  Auflösung der Zwangkräfte des unbestim m ten Grundsystem s kann auch nach  
der M ethode des elastischen Schw erpunktes geschehen. D ie  Ergebnisse sind selbstverständ lich  
die  g leichen .
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Matrix der Einheitsglieder

D ie an der Stelle i angebrachten K räfte verursachen keine Verdrehungen  
des G rundsystem s über den Stützen, und so entsprechen die lotrechten V er
schiebungen des Bogens und des Versteifungsträgers den V erschiebungen  
des beiderseitig eingespannten Balkens.

di =  (1 +  k) Kx (5)

D ie M om ente, erzeugt durch die H orizontalkraft H  vom  B etrage 1 
sind au f dem beiderseitig eingespannten Träger gleich den M om enten, die

8/
Г-

lotrechten V erschiebungen des Bogens sind dem entsprechend auch gleich . 
N ach den eingeführten Bezeichnungen ist

eine gleichm ässige B elastung von der In ten sitä t p  =  ~~zr verursachen. D ie

d» =  k H 8J a
1-

(6)

Aus den Verdrehungen der Stützen stam m t keine relative V erschiebung, 
w eil die beiden Träger (Bogen und Versteifungsträger) einander parallel 
bleiben.

D ie m it ahh bezeichnete waagerechte Verschiebung kann aus der E in 
heitskraft H  — 1( erm ittelt werden, indem  m an das statische M om ent der 
mit der M om entenfläche belasteten B ogenlin ie für die Versteifungsträgerachse  
berechnet. D ie Veränderung des T rägheitsm om entes und die A bw eichung  
der Länge der B ogenlin ienstücke von ihrer w aagerechten Projektionen ist  
durch den A nsatz I =  I0 cos a berücksichtigt worden.

Zur B estim im ing der M omente des ganzen  Bogens soll zuerst der B ogen  
als beiderseitig eingespannt betrachtet w erden. D ie M omente verlaufen dann  
folgenderm assen :

D ie Verringerung der M omente durch die Verdrehungen der S tü tzen  
kann durch M om entenverteilung berechnet w erden. 1

1— A cta T cchn ira  X X J1 2 -  4 .
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D ie V erteilungszahlen sind für den Bogen und V ersteifungsträger

1

1 +  к
bzw.

к

1 +  к

м е =  м е0
1 к

1  _ / *
3 1 + к ( ? )

D ie M om ente sind also

Im  B esitz der Moment ist

a hh =  k f 2 1
8

15

4 к

g 1 + k
=  p i k

4 (6 + k )  

4 5 (1  +  k) (8 )

D ie O rdinaten der E influsslinie der H orizontalkraft sind nach der k in e
m atischen  A uffassung

к 8 /  а*

l 2 a hh
(9)

D ie E in flu sslin ie  wird durch einen R eihenvektor dargestellt, dam it 
sein  Produkt m it dem  Vektor der B elastu n g  ein Skalar sei.

D ie durch das K räftesystem  x  erzeugte H orizontalkraft beträgt

H  =  h* X k 8/
Z2

a * x

a hh

( 10)

N ach B erücksichtigung der G leichungen (6), (8) und (10) w erden  
die rela tiven  Verschiebungen

<*2
Zc2 82/ 2

Z4 a hh

720Z c(l + k )  

Z5 (6 +  k)
a a *  x ( И )
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Aus (5) und (11)

Ô =  »x — 02 =  (1 +  *) u  7 2 0 *К — -----------aa'
/5(6 +  fc)

oder

mit

d =  (1 +  к) (K — a aa*) x =  Ax 

720 к

a ~  >  (6 +  k)

( 12)

(13)

Matrix der Belastungsglieder

D ie Verschiebungen an dem eingespannt angenom m enen V ersteifungs
träger (infolge der Verdrehungen der S tü tzp u n k te  treten keine rela tiven  
Verschiebungen zw ischen dem Bogen und dem  Versteifungsträger auf).

« i =  Kq (14)

D ie E influsslinie des H orizontalschubes H  is t nur auf dem V ersteifungs
träger zu belasten.

Durch einen H orizontalschub vom  B etrage 1* wird ein E inspannm om ent

M e =  ^  (S.  [7 ]) erzeugt.
3 (1  +  ft)

D ie Verschiebung daraus am V ersteifungsträger ist

d = - 2^  c
3 (1  +  *)

(15)

D ie Ordinaten der E influsslinie am V ersteifungsträger sind

h* 2/ * _____c*

3 ( 1  +  * )  a hh
(16)

D ie relativen  Verschiebungen aus (6), (8) und (16) :

60 k
6, ac*q

l3 (6 +  k)

D ie ganze V erschiebung aus (14) und (17) ist

60 к
ô — +  ő2 К

/3( 6 + к)
ас* q

(17)

(18)

12*
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B e i V erwendung der Ausdrücke (2) und  (13) ergibt sich

6 — (K — a aa* -f- a ab*) q =  Bq (19)

Die Bedingungsgleichung und ihre Auflösung

D urch Verknüpfung der G leichungen (12) und (19) kann die B eziehung  
zw isch en  der B elastung und der Schnittkräfte der H ängestäbe aufgeschrieben  
w erden :

Ax =  Bq

(1 +  k) (K — aaa* )x  =  (K — a a a *  aab*) q (20)

D ie Gleichung wird durch (1 - j - A;)-1 (K — aaa * )“1 m ultipliziert :

X == [E +  (K —  a a a * ) “ 1 a a b * ]  q =  Mq (21)
1 - f  fc

D ie  Aufgabe besteht im  weiteren in  der Vereinfachung der M atrix
(K — a  aa* )“ 1 ab*

E in  Hilfsatz

A soll eine nichtsinguläre quadratische M atrix (es existiert also auch 
A “ 1), w eiterh in  a  und b* eine Spalten- bzw  Reihenm atrix bezeichnen. (D ie  
A n zah l der E lem ente von a  und b* stim m en untereinander und mit der Spalten - 
b zw . R eih en zah l der M atrix A überein.)

D ie  Aufgabe soll im  Invertieren  der M atrix (A -f- ab*) b esteh en . 
N ach  der D efin ition  ist

(A +  ab*) (A +  ab*)“1 =  E (22)

N ach  M ultiplikation m it A“1 und nach  dem  Ordnen erhalten  w ir :

(A +  ab*)“1 =  A “1 -  A “1 — ab* (A +  ab*)“1

M ultip likation  m it b* von  links ergibt :

b* (A +  ab*)“1 =  b* A“1 -  b* A “1 ab* (A +  ab*)“1

(23)
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b * A - 1 a i e t  ein Skalar, also

b*(A +  ab*)“1 = b* A
(24)

1 +  b* A  »a

D ie obere G leichung kann in die rechte Seite  von (23) eingeführt werden:

(A +  ab*) 1 =  A _1 -
A 1 ab* A 1
1 +  b* A _1a

(25)

Fortsetzung der Auflösung

D er H ilfsatz kann nun verw endet w erden und so wird die reziproke 
M atrix in (21)

(K — aaa*) 1
« K  1 aa* К 1
1 — aa*  K_1a

(26)

Die G leichung (21) wird dem gem äss

1
X =  —

1 + fc
E +  " K - ] ab* +

5 ^ 0 0 *  K ^ ab* |
1 — aa* K"1 a I4

und geordnet

X
1

1 +  k
E +

a  К 1 ab*
1— a  a* K“1 a

(27)

* B em erkungen  des L ektors: Als ein Sonderfall der Formel (25) kann die Form el 
von  J. Sh e r m a n n  — W . J. Mo riso n  betrachtet w erden, welche im Artikel : «A d ju stm en t  
of an Inverse M atrix Corresponding to  a Change in  One E lem ent of a Given M atrix» (T he  
Anna of M athem atical S tatistics 21 1950 pp 124 —127) in  folgender Form angegeben is t .

worin

1
I -1 I — r ‘ ri к 1 +  rjiB 1 =  R

В А - f t  e;  e/*, A " 1 =  R =  [rg], 1 +  krji ф 0

ri den i-ten  Spaltenvektor r j  den j - ten  R eihenvektor der reziproken M atrix R bedeutet.
W enn in der Form el (25) die Substitution a =  k e j  und b* = e*/durchgeführt wird, 

kom m t die oben z itierte  Form el als ein Sonderfall von  (25) zustande. D ie B edingung für die 
V erw endbarkeit der F oim el (25) is t ,  dass 1 - f  b*A ’а ф 0 sein soll.
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U nter B enützung der Beziehungen (3), (4) und (13) ergibt sich

a K ' a  = 720 к l 720 к

E ( 6 - \ - k )  n l* (6 - \ -k )n
(28)

aa* К 1 a 720 к
-a*e 720 к 14 (n4 -  1)

1 * (6 - \-к )п  /4 (6 -J— fe) n 720 n3

- i T ï 11

(29)

oder

1  4 -  к
720 к eb*

n /4 (6 -f- к) i l  * 1 -
1

6 n4 J
к1 120 eb*

1 +  k 1 +  k n l4 1 + 4  I
I n 4 J

(30)

In  K enntnis der Schnittkräfte der H ängestäbe können die inneren  
K räfte  des Trägers m itte ls  M atrizen leicht berechnet werden.

Einflusslinie der Schnittkräfte eines Hängestabes 

Bekanntlich sind die Ordinaten von  b*

b , = - ^ ( l 4 - 2 f 3  +  £) (31)

w o £ =  —
l

W enn die äussere K raft in  der 
L otrechte des H ängestabes liegt

(32)
W enn die äussere Kraft ausserhalb  
der Lotrechten des H ängestabes  
liegt

Folgerungen

B ei der V erw endung der M atrizenrechnung fällt die A uflösung der 
B edingungsgleichungen  fort, und die S ch n ittkräfte  der H ängestäbe werden  
durch  eine einfache gesch lossene Form geliefert. D iese geschlossene Form

V =
к _ _5 _ £4 - 2 | 3 + g  

1 +  к n j

1

1 +  k 

0
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m acht das Überprüfen der G enauigkeit der M ethode von H a v i Á R  un m ittel
bar möglich.

Die Gleichung für die O rdinaten der E influsslinie der H ängestäbe eines 
Langer-Trägers unter Annahm e eines H ängenetzes lau tet :

5 (£4 — 2 £3 +  f  )
Vl =  -  --------------n

D ie Ordinaten der E influsslin ie eines H ängestabes sind nach H a v i á r  

к . 1 I wenn die Kraft in der L otrechte desÏ] --------- J?2 + ----------
1 -j- k 1 —J— fc I H ängestabes liegt

(34)
Q j w enn die Kraft ausserhalb der 

j L otrechten des H ängestabes liegt

_  ï . к
D iese W erte weichen bloss in einem  F aktor 1 +  —----- von  den oben gezeig-

64 n4
ten  genauen E rgebnissen ah.

B ei den geläufigen Trägheitsm om entverhältnissen ist dieser Faktor 
im  Falle weniger H ängestäbe zu vernachlässigen.

Im  Zahlenbeispiel von A s t w a z a t u r o v  sind к =  1 und n = 9 .  Der Faktor 
wird in diesem  Falle

(33)

1 -I------1 =  1-0000 3
6 • 9 4

D am it hat unser A ufsatz sein  Ziel erreicht. Es wurde bew iesen, dass 
die Annahm e des H ängenetzes gerechtfertigt und die B estim m ung der Schnitt
kräfte durch Bedingungsgleichungen überflüssig ist. Es ist noch hinzuzufügen, 
dass das Verfahren von H a v i á r  bei beliebigen T rägheitsverhältnissen  
verwendbar bleibt, w obei auch die D ehnungen der H ängestäbe berücksichtigt 
werden können.

SC H R IFTTU M

1. Internationale Vereinigung für B rückenbau und H ochbau. D ritter K ongress Liège, 13— 18.
Septem ber 1948. Schlussbericht : D er m it Versteifungsträger verbundene Bogen.

2. А. Я. Аствацатуров : «Расчет мостовых арок с вертикальными и наклонными под
весками».

ZUSAM M ENFASSUNG

M ittels der M atrizenrechnung wurde bewiesen, dass die Annahm e des Hängenetzes 
zur Bestim m ung der Schnittkräfte der H ängestäbe eines m it V ersteifungsträger verbundenen  
B ogens in  praktischen F ällen  jeden G enauigkeitsansprüchen genügt.
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ON THE FORCES OF THE SUSPENSION BAR OF ARCH BRIDGES
E. ÉLIÁS

SUMMARY

W ith  the m atrix ca lcu lation  it  is proved that the adm ission of the hanging truss for 
th e  ca lcu lation  of the internal forces of the suspension bar m eets, in any practical case, the 
requirem en ts of precision.

SUR LES FORCES INTÉRIEURES DES SUSPENTES D’UN ARC 
RAIDI PAR UNE POUTRE

E. ÉLIÁS

RÉSUMÉ

A  l ’aide du calcul m atric ie l, il peut être démontré que l ’hypothèse  d’un suspensoir 
co n tin u e l satisfait, dans les cas p ratiq u es, à toutes les exigences de précision lors de la déter
m in a tio n  des forces intérieures des suspentes d’un arc raidi par une poutre.

РАБОТА ПОДВЕСОК АРОЧНЫХ МОСТОВ
Э . Э Л И А Ш

РЕЗЮМЕ

Применением матричного расчета установлено, что применение подвесной 
стержневой сети для определения внутренних сил подвесных стержней арки с балкой 
жесткости удовлетворяет всем требованиям точности.



GRUNDLAGEN DER KALIBRIERUNG  
VON FORMSTAHLH

Prof. Dr. Z. W USATOW SKI
G LIW IC E, POLEN

[Eingegangen am 27. März 1958]

1. E inführung

W enn wir an die K alibrierung der W alzen herangehen, d. h . an die 
B estim m ung der aufeinanderfolgenden Profile, welche der gew alzte Stab durch
laufen soll, so muss vor allen D ingen die Verringerung des Q uerschnitts, d. h. 
der Längungsgrad von  einem  Q uerschnitt zum  anderen bestim m t werden [1 ], 
nach der Gleichung

( 1 )
, _  F i  _  h  

F 2 h
H ierbei bedeuten :

lx, F j —  Länge und Q uerschnitt vor dem  Stich  
l2, F 2 —  Länge und Q uerschnitt nach dem Stich.

B ei K alibrierungssystem en berechnet man aus den Massen eines Profiles 
direkt die Masse des nächsten in folgender W eise :

F n- i  =  F n •K m m 2

F„~ г  =  F n ■K ^n—l m m 2

F x =  F n ■■K ^n— 1  •  ' .  ^ 2 m m 2

F 0 =  F n ■'  V ■ ^n- 1  •  •• ■ A 2 , Aj, m m 2 ( 2)

W enn die K oeffizienten  verschieden sind, erhalten wir die B eziehung :

W * 3 . . .  K  =  K  =  . (3)

D abei für rechteckige Q uerschnitte wird die Fläche aus der G leichung

F  =  h ■ b m m 2 (4)

bestim m t. Wenn die Q uerschnitte von den rechtw inkligen differieren, so gilt

F  =  hm ■ b m m 2 (5)
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D a b e i verstehen wir unter b gewöhnlich die grösste B reite, au f w elche das 
P rofil ausgefüllt wird (siehe B ild  1). Solche Fälle erfordern zusätzliche B eziehun
gen , w elche die H öhen- bzw . B reitenverhältn isse verbinden, dam it das 
P ro fil ordnuugsm ässig au sgefü llt wird.

D urch die E inführung des Stauchungsgrades
К

■ У sowie des Brei

tu n gsgrad es —  =  besteh en  ferner die bekannten  M öglichkeiten der K ontrolle  
^1

ordnungsgem ässer B erechnungen  durch nachstehende G leichung, die ein  
k o n sta n te s  Volum en vorau ssetz t

У • ß • Я =  1,0 ( 6 )

D ie angegebenen G leichungen beziehen sich nur au f Prozesse, bei denen das 
M etall aufeinanderfolgende Form änderungsstadien —  vom  A nfangs- bis 
zum  E ndzustand  —  durchm acht, wobei der G rundsatz des konstanten  V olu
m ens gew ahrt bleibt.

V 0 =  vx =  V z =  V 3 =  V, =  V n mm3 (7)

D a b e i bedeuten  :
i  —  den m ittleren S tan d  der Form änderung, 

n  —  den E ndstand der Form änderung,
V  —  das Volum en nach  jeder Form änderung.

G leich zeitig  muss für jede aufeinanderfolgende Form änderung die Gleichung 
(3) in  vo llem  Masse erfüllt sein .

B ild  1. M ittlere Höhe der K aliber
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2. Ableitung von allgem einen  B eziehungen  für Prozesse der p lastisch en
Form änderungen

Aus der G leichung (3) ergibt sich

H ieraus wird klar, dass die allgem eine B eziehung 6) bei v ielm aliger Form» 
änderung des M etalls eine w eitere Verallgem einerung wie folgt f in d e t :

y g ■ ßg ■ К  =  1 • (8)

D ab ei muss man unter yg und ß g ähnliche gesam te Form änderungsgrade  
wie bei dem Längungsgrade (3) verstehen .

W ir erhalten also m it Gleichung (6) :

y g == Y i • У2 ■Уз • • Yt • • • Yn (9a)

ßg == ßi ' ß f ■ß3 ■■ . ßi • . .  ßn (9b)

V = V V . Я, . .. .  / „ (9c)
г i l i i 1
1 l 1 1 1 l

W ir erkennen au f diese W eise die in teressante Tatsache, dass in  jed em  auf
einanderfolgenden Falle der Form änderung das Produkt der K oeffiz ien ten  =  
=  1 ist.

Für die W alzenkalibrierung le itete  K . R y t e l  [6] aus den Mustern 
des Autors [3] eine zusätzliche G leichung in der nachstehenden Form  ab:

w
ß =  Xx~w  (10)

W enn wir diese G leichung in Form el (9b) einsetzen, erhalten w ir

W,  W,  IV, Wi w„
О j l - W ,  j l -V V ,  j l  - W ,  j l - W i  j l - w „
Pg =  Л1 • Л2 • Лз . . .  Ai . . . ( 11 )

w obei der E xponent W  eine F unktion  des Form indexes ew — —- sow ie des
h ,

h
W alzenindexes =  1,3 ist.

D ,
D ie abgeleiteten  Gleichungen (9 bis 11) sind nur unter der B edingung  

richtig , dass sich das M etall während des W alzens nicht dreht. Is t  das der
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F a ll, so müssen in den Gleichungen die W erte der K oeffizienten y, ß  und A 
geän d ert werden.

Ferner muss daran gedacht werden, dass für ß g oder As =  1, nach  (8) 
ähnliche G renzabhängigkeiten wie bisher erhalten  (3) werden.

Л =  - 1- , ß  =  —  (8a)
Yg

In  Übereinstim m ung m it der Gleichung (3) können  wir ebenso die B eziehungen  
fü r  die einzelnen K oeffiz ien ten  anschreiben :

П
Kx — Ag und hieraus Am =  |/Ag, (12a)

П
Ym =  Yg und hieraus ym =  ]/yg, (12b)

П__
ßm — ßg und hieraus ß m =  f ßg. (12c)

D  a die Gleichung (8) s te ts  erfüllt ist, ergibt sich nach Einsetzen der G leichungen  
(12a  bis 12c)

Ynm - ß nm - K =  1 .  (13a)
H ieraus wird

Ym- ßm-  К  =)/Yg ■ Wg  •  1 .  ( 1 3 b )

W ir erhalten auf diese W eise  eine Reihe von  zusätzlichen G leichungen, die 
u n s anschliessend die L ösu n g  der Kalibrierung einfacher Profile sow'ie Form 
stä h le  erleichtern.

3. Anpassung der abgeleiteten  G leichungen fü r  die Kalibrierung 
einfacher Formstähle

Nehm en wir an, w ir haben einen F orm stahl m it der Fläche

— Fai +  +  $ci » (14a)

der nach dem Stich eine G esta lt annimmt w ie sie B ild  2 schem atisch darstellt.

F 2 =  FA2 +  FB2 +  FC2 (14h)

A ls Bestandselem ente des Profils nehmen w ir solche Querschnittsteile an, 
an  w elchen ein mehr oder wenigfr gleichm ässiger Druck in ihrer ganzen  
B re ite  lastet (siehe B ild  2).
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Setzen wir voraus, dass wir das Profil nach B ild  2 m it freier B reitu n g  
w alzen, dann k ön n en  wir für die einzelnen T eile des Profils А , В  und C d ie  
nachstehenden G leichungen anschreiben :

ßA =  yA- ^  
ß B =  v B~ w° 
ßc =  yC~W°

B ild  2 . Schem atisches P rofil eines einfachen Form stahls, der aus 3 E lem enten А , В
und C besteht

Zur B estim m ung der Breitungsgrade des ganzen Profils erhalten wir die  
G leichung

ßg =  ^ L =  ß A - ß B - ß c
h

N ehm en wir an , wir untersuchen irgendein gew alztes Profil, ähnlich dem  
Bild 2, das jedoch aus N  Teilen besteht.

Das Volum en m uss vor und nach der Form änderung konstant b leiben . 
D as Produkt aller Deform ationsgrade des Profils ist dann ebenfalls gleich  1, 
also übereinstim m end m it der Gleichung (8)

y g w - ß g w - * g w =  ! •  ( 8 b )

D ie einzelnen Form änderungskoeffizienten des Form stahls können für eine  
grössere Anzahl von  Profilteilen  in nachstehender W eise ausgedrückt w erden :
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V tw  == Уа  ■ Ув ■ Ус ■.. y , .■ • Yn

ßgw  ~=  ß A ß  в • ß c  • • • ß j • ■■ ß N

■ A B ■ Xc • ..■1 l 1 i 1 11 1 1 1 1 1
D  ie  Indizes iv bedeuten , dass die G leichung (15) sich ausschliesslich au f ein 
K alib er  bezieht.

D ie Gleichungen in  dieser Form -würden Veränderungen der einzelnen  
B estan d selem en te des Profils —  unabhängig voneinander —  darstellen . Wir 
w issen , dass dem nicht so ist, denn alle B estandselem ente sind untereinander  
en g  verbunden und nach dem Stich erhalten wir eine m ittlere Form änderung  
des ganzen Profils.

W enn aus einem  Profilteil beim  W alzen eine gewisse M enge Metall 
a b flie sst, so geht diese Menge in andere P rofilteile  über und verändert die 
W erte  der D eform ationsgrade (15) so, dass das G esetz des kon stan ten  V olum ens 
für das ganze Profil im m er gewahrt b le ib t. U m  w ieviel also ein B estandteil 
des P rofils verändert w ird, um genau sov ie l m uss sich ein anderer Teil des 
P rofils in entgegengesetzter W eise verändern.

In  diesem Falle schreiben wir zum  B eisp iel : ygp ; ßgp ; Xgp.

D as Sym bol ’p ’ drückt aus, dass der gegebene K oeffizient das H inüber- 
fliessen  des Metalls von  Profilteil zu P rofilte il berücksichtigt. E s handelt 
sich also um tatsächliche K oeffizienten  der Formänderung.

D as Bild 3 stellt schem atisch den W alzprozess eines aus den Teilen  
A  und  В  bestehenden Form stahls dar. D ie nach der Form änderung aus dem  
T eil A  in  den Teil В  übergegangene M etallm enge ist m it F x b ezeich n et.

A us den G leichungen (8 und 15) erhalten wir für einen aus 2 Teilen А  
u n d  В  bestehenden Form stahl (Bild 3) die nachstehenden B eziehungen :

Vgp ' ßgp ' ^gp =  ?Ap • Увр • ßAp ■ ß e p ■ }-Ap • ^Bp =  1 • (15a)

B ei den K oeffizienten  у  können wir die Sym bole p  w eglassen, da ihre 
G rösse keiner Veränderung unterliegt, unabhängig davon, oh ein  H inüber- 
fliessen  des Metalls vor sich geht oder n ich t. Für Profile aus zwei T eilen  können  
w ir analog zu den G leichungen (15, 12a, 12b und 12c) schreiben :

У А  ■ У В =  Ут„

ß A p - ß B p =  ß?nw (16)
^ А р '  ^ В р —  ~Amw

W en n  das Profil aus zw'ei sym m etrischen Eh m enten bestehen w ürde (z. В 
gleichschenkliges W inkeleisen , B ild 4), so wären die Grössen der einzelnen  
K oeffiz ien ten  einander gleich.
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B ild  3. W alzen eines Profils, das aus den Teilen A  und В  besteht, wobei aus Teil A  die M enge
M etall F x in den T eil В  fliesst

B ild  4. E in gleichseitiges W inkeleisen als B eispiel eines Elem entes m it F a  =  Fl)
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In  einem  solchen F alle ist die E rfüllung der Gleichung 16 selb stver
stä n d lich . W enn diese K oeffizienten  verschieden sind, wissen wir, dass bei 
d er Form änderung das ganze Profil das k on stan te  Volum en bewahren muss. 
W en n  der W ert eines K oeffiz ien ten  w ächst, dann muss der W ert des anderen  
en tsp rech en d  fallen. Der m ittlere W ert der K oeffizienten  X, ß  oder у  erfährt 
a lsd a n n  keine Veränderung.

A us den Gleichungen (8b, 16) ergibt sich

1IYa  ■ У В ■ VßAp • ßßp • V^Ap • ^Bp — 1

E s is t  k lar, dass für Profile aus N  Teilen die G leichungen (16) eine allgem einere  
F orm  annehm en :

N _____________________
Ут„— Vy a  ' У в  ' Ус ' Y j  ■ ■ ■ Y n

ßmw =  VßAp ■ ß e p • ßcp ■ ß jp  ■ ■ ■ ßNp (17a)
N ___  ________

=  V ^A p  ■ t-Bp • X-Cp • }-Jp ■ ■ ■ *Np

D ie  G leichungen (16) erleichtern uns ebenfalls die Berechnung der einzelnen  
K o effiz ien ten , z. B .

(16a)

F ür e in  aus 3 E lem enten bestehendes Profil erhalten wir

H iera u s wird :

(16b)

und  so gleich für Xcp und XBp.
In ähnlicher W eise lassen  sich die G leichungen für die K oeffizien ten  

у  u n d  ß  bearbeiten.
In  einer Arbeit [7] des A utors, in der er sich m it anderen A ufgaben  

b esch ä ftig te , werden G leichungen für die Berechnung des m ittleren Streckungs
grades eines aus N  E lem enten  bestehenden Form stahls wie folgt abgeleitet '

2 F j . - X j . R j

J = N

2  Fj 2 • R,
7=1 2

(18)
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W ir führen hier zweckm ässig die Sym bole w  bei Ят ein, um es v o n  Ят  zu 
unterscheiden, das aus der G leichung (3) errechnet wurde. D ie R olle der arbei
tenden  W alzenradien R A, R b, Rm stellt B ild 3 dar. Die B erechnungsm ethoden  
für R a , R b und R m sind in  den V eröffentlichungen [1, 7 und 10] erschöpfend  
besprochen worden, weshalb sie hier übergangen werden können. W enn wir 
R a und R b =  R m annehm en, geht die G leichung (18) in

J = N

Amw— j = N
y

J = 1

über.

* / 2

( 20)

In der Form el (20) verstehen wir unter Fj*  die tatsächliche F läch e eines 
b estim m ten  Teiles des Profils nach der Form änderung. D ie F orm el in  dieser 
G estalt wurde vom  Autor [7 ] sowie unabhängig davon von J . G ó r e c k i  [8] 
abgeleitet.

E ine ins einzelne gehende A nalyse [9 ] zeigte, dass die G leichung (20) 
genauer als die Gleichung (18) ist.

Ausser den bisher angegebenen G leichungen für den m ittleren L ängungs
koeffiz ien ten  (18, 20) ist seit langem  die grundlegende n achstehende Form  
bekannt [1 ] :

; _  F i =  Fa' +  Fb \ +  +  FJ\ +  •••  +  Fmi
mw F 2 Fa 2 + Fb 2 +  Fc 2 +  Fj2  + ... +  fjv2

D ie Gleichungen (20, 21) sind identisch.
Ausser den Gleichungen für die Berechnung von ЯШи, bed ienen  wir uns 

B eziehungen, die eine Berechnung von ^x, der M etallmenge, d ie von  dem  
einen Teil des Profils in das zw eite (siehe B ild 5) hinüberfliesst, erm öglichen. 
H ier benutzen wir die G leichungen von J . G ó r e c k i  [8 ] als die brauchbarsten  :

ЯA  Яд, F  — F  , * A _  1 1 т  TV1 “ (22а)Г  *A г  A 2
я т „ .

I  I l i ü l

Яд >  * ß , F  — F  „ 1 __ Aß т т 2 (22Ь)Г  XB *  £>2
Яти,

Яц Я д, F  — F Яд 111IÏ1 “ (22с)r  x A ~ G* 2

A ß

ят „,

Яв !>  Я д, F *B = 5 , | - 1 т т 2 (22d)

13 A cta Technica X X II/3 — 4.
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(23a)

(23b)

B ild  5. Bestimmung der M etallm enge, die aus e inem  T e il des Form stahls in  den anderen  
f l ie s s t . Dünner Abriss —  E ingan gsprofil, dicker A briss —  F orm  des Kalibers. Fx —  M etall

m en g e , die aus dem T eil A  f l ie s s t

F ür die Bestim m ung der Grösse des Überfliessenden Metalls werden einfache  
In d izes  empfohlen :

к =

u n d  :

k' =

E st g ilt immer

к  >  1 oder
T eil A  gibt 

M etall ab

k ' < l  oder
d an n  fliesst dem 
T eil В  Metall zu

k'

к' <  1 (24a)
zu Teil A  fliesst 

Metall zu

к' >  1 (24b)
Teil В  gibt 
M etall ab.

(25)

W en n  к =  к' =  1 is t , g ib t es kein H inüberfliessen des Metalls.
D iese  Gleichung kann  m an  gleichfalls zur B estim m u n g  der Menge des aus 
T eil A  zum Teil В  h inüberfliessenden  M etalls w ie  folgt benutzen [4] :

V *  1
vA2

к =
2 ' iî

(24c

A llgem ein  kann m an d ie Form eln (22) w ie fo lg t schreiben :
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H ieraus berechnen wir VM - VA2 m m 3

und ähnlich
F Bi ii v B l

r
c ~  XAmw F b 2 h  V b2

A nalog wird
V xB = V B, ~ V ’ 2

■ m m 3

(24(1)

(24e)

(24f)

B ild  6. W alzbeispiel bei e inem  einfachen Form stahl, bestehend aus den E lem enten A  und В

4. Kalibrierung von Formstählen, die aus zwei Teilen bestehen

A u f Bild 6 haben wir ein Profil m it dem Q uerschnitt — F A z -\- F b2 
und den Massen hAz, 6 д 2  sowie Ьв2, Ьв2-

D ie arbeitenden Durchm esser der W alze sind bekannt.
Gesucht werden die Abm essungen des einlaufenden Profils, und sein  

vollständiger Q uerschnitt :
F v  FAl, hAl, bAl, F bv  hßv  bBj .  Das sind zusam m en 7 U n bekannte.
W ir begrenzen ihre Zahl auf 4 , da zwischen der Fläche und ihren Massen 

zusätzliche B eziehungen bestehen :

FM — hA] • bA\ m m 2 (26a)

F BXz hBl ' bBi m m 2 (26 b)

F i =  FAi +  F Bl m m 2 (26c)

U nter hAl und hßy verstehen wir m ittlere H öhen, die gewöhnlich w ie  
nachstehend berechnet werden (5) :

1 3*
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Zur Vereinfachung nehm en wir allgemein das Zeichen h A( an und verstehen  
es  a ls h A . .*-tn

D a uns nun zw ei T eilm asse des Profils bekannt sind, können wir aus 
ih n en  das dritte berechnen.

D ie  Annahm e der B ezeichnungen A  und В  war bisher vollkom m en  
b e lie b ig . Die O berflächengrösse erhalten wir durch A nnahm e des W ertes 

^m2-
D ie Annahme der G rösse Am2 ergibt :

F i  =  +  * bi =  ■ K 2 m m 2 (27)

D a  das Profil aus zw'ei T eilen  A  und В  zusam m engesetzt ist, die sich ungleich- 
m a ss ig  längen, muss

3 __ 3
л т 2 ™w2

Fa2 ' +  F B2 •
fa 2 +  F B2

s e in .

E s kom m en hier a lso  zw ei w eitere U nbekannten  Ад und Aß hinzu. 
A u f d iese  Weise haben w ir sechs U nbekannten :

FAl, Aa , bAi, F Bj, Aß, bB i.

D a zwischen den B estan d teilen  des Profils zusätzliche Beziehungen  

*a -F A2= F a ,, m m 2
sow ie

■ Fß2 =  FBl, m m 2

b e ste h e n , verringert sich d ie  Zahl der U nbekannten  auf vier :

FA , bzw . Aa sowie bA]

F Bl, bzw . As  sowie bBx

W e n n  w ir so verfahren, dass einer der K oeffizienten  Ад oder Aß angenom m en  
w ird , unterliegt die Zahl der U nbekannten keiner Veränderung. D ann werden 
Am sow ie der zw eite der K oeffiz ien ten , z. B . Aß, gesucht.

A n dieser Stelle m üssen  wir die nachstehende zusätzliche Bedingung  
e in fü h ren , welche bei a llen  K alibrierungen erfüllt sein m uss. W ir stellen die 
aufeinanderfolgenden G rössen der Längungsgrade fest, w'elche nachstehende  
W erte  annehm en können [1, 4, 8, 9 ] .

^a >  ^mw >

К  =  ^m„ — Лв

^A

(28a)

(28b)

(28c)
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B ei der Bedingung (28b) sind die Längungsgrade beider Teile einander gleich, 
es g ib t also kein zusätzliches H inüberfliessen des M etalls aus dem  einen Teil 
zum  anderen Teil des Profils.

B etrachten wir nun die U ngleichung (28a) :

>  ^mw >  ■

Bild 7. Teile eines F orm stahls m it gänzlicher Beschränkung der Breitung, te ilw eiser  B eschrän
kung und freier B reitung

B ei der K alibrierung von einfachen, aus zwei Teilen bestehenden  Form 
stäh len , können 3 verschiedene Fälle Vorkommen, siehe Bild 7.

a )  Teil A  —  b esitzt eine vollständig begrenzte Breitung  
Teil В  —  b reitet frei.

b)  Teil А  —  b esitzt eine teilw eise begrenzte Breitung  
Teil В  breitet frei.

c)  Teil A  und В  —  breiten frei.
Andere Fälle schliesse ich aus. Zum B eispiel können n icht beide Teile 

eine vollständig begrenzte oder eine teilw eise Breitung haben, da es nicht 
m öglich ist, sie zu w alzen.

D ie teilw eise oder vollständige B egrenzung der Breitung beider Teile 
m acht die freie V erschiebung des M etalls, sein H inüberfliessen aus einem  
Teil zum  anderen, unm öglich. Es b ildet sich Grat. Aus diesem  Grunde werden 
die Fälle ausgeschieden.
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Erwägen wir je tz t  d ie  verschiedenen F älle der R eihe nach :

a )  Beim  ersten w urde die freie Breitung des Teils A  vollständig begrenzt, 
so  dass bAl =  Ьд2- A lsd an n  erhalten wir sofort die w eiteren A bhängigkeiten  :

h A \  f a x 1

^ A 2 FA 2 УА
(29)

D a  die Höhe hA  ̂ b ek an n t ist , bekom m en wir aus der Gleichung (29) Яд, 
sow ie  die Grundmasse des T eils A .  Da Яд >  Яв is t , erhalten wir eine gewisse 
M enge Metall F x, die aus T eil A  zum Teil В  h inüberfliesst. W ir bestim m en  
F * a 2 nach Gleichung (22a)

F xa 2 ^ 2
1 , m m 2

U m  diese Menge F *a 2 n im m t Teil В  zu. Som it vergrössert sich die Fläche 
n a ch  dem  Stich um F x. W ir haben ausserdem  die zusätzliche B eziehung :

F xa 2 I =  ! F xb 2 I ’  mm2 (30)

W obei wir F Xß2 aus der Gleichung (22b) berechnen.

Яг
F Xß2 F B2 1 -

Я„
, m m 2

D a  Яв <  Ят111 ist, erhält F xBz ein Pluszeichen.
D as bedeutet, dass d iese Menge M etall aus Teil A  fliesst.
Ganz allgemein k ö n n en  wir den Z usam m enhang (22a) wie fo lgt anschrei

b en  :
FA 2 ^ A  '  FA 2 ^m w “  F x A 2 ^ m w =  F x A \  (30a)

H ierau s wird :
(30b)fa , F A 2 ^ m w F x A 2 ^mw F x A j

S o m it erhalten wir

( f a 2 +  F x a „ ) • für Яд >  Я£

D esgleichen  gilt :

r A  ! —  \ Г А 2 I r  х д 2 ) • лт №

F в х =  ( f b2 -  FXB.) ■ K w für Яд >  Я,

(30с)

(30d)

D en tatsächlichen m ittleren  Streckungsgrad Ятц) können wir nun wie 
fo lg t  darstellen :

rr Fa 4- FB3 _ r l _  Ai t 1 (
F ,  К
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D a F r . beim  Stich zum  nächsten  Teil des Profils hinüberfliesst u n d  dessenJ
Fläche vergrössert, wird die tatsächliche Fläche kleiner. Für Ад >  Aß gilt :

^Alt — Fai — FyA — FA2^mw (31a)

(In d ex  t bedeutet »tatsächlich«).

F B l t = F B l +  FXBi =  FB2l mw. (31b)

Nunm ehr gehen wir an die Berechnung von  ?.B, indem  wir d ie  G leichun
gen (22a und 22b) verbinden :

AB — F b2 ~~ Fa 2
[ß 2

(32)

D a wir kennen , errechnen wir aus der G leichung (31b)
W ir gehen je tz t über zur Berechnung der freien Breitung des T eils В  mit 
H ilfe der Form el :

PBt —

W B
3 I - W B 
AB

H ieraus wird :
bn

W B
3 1 - W BAr

(10a)

(10b)

H ierbei bedeutet W B den E xponenten  einer Gleichung des A utors für die 
B erechnung der L ängung und B reitung [1, 3, 4 ] . Aus der G leichung (26b) 
erhalten  wir die le tz te  fehlende U nbekannte hBl .

Mit R ücksicht au f das H inüberfliessen des Metalls aus T eil A  zum  T eil В 
ziehen  wir bei diesen Berechnungen aus der Bedingung y B ■ ß B • Дв =  1 
kein en  N utzen, da diese nur das ganze Profil betrifft, nicht aber se in  E lem en t B.

b)  B etrachten wir den nächsten Fall der teilw eise begrenzten  Breitung  
im  Teil A  und der freien B reitung des Teils B.

W enn wir die freie B reitung des Teils A  teilweise begren zen , dann 
m üssen wir die drei Grössen bAi <  bAi frei Amw sowie XA an n eh m en . W obei 
wir die Grösse Ьа 2 frei aus der G leichung (10) berechnen. W enn  wir diese 
G rössen haben, berechnen wir ferner folgende W erte :

, m m .
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E b en so  setzen wir an
^  ^в

W en n  begrenzte B reitu n g  des Teils A  b esteh t, dann  muss die aus T eil А  
hinüberfliessende M eta llm en ge der Menge gleich  se in , die zum Teil В  übergeht.

F  =  F
xA2 xB2 m m 2.

Aus der G leichung (32) erhalten wir die G rösse AB. 
D a  w ir Aß kennen, erh a lten  wir

sow ie
F Bl  —  F b2 '  ^b

■ A„ W

U m  ordnungsgem ässe M asse für Teil В  zu erh a lten , m üssen wir nach G leichung  
(10) rechnen :

WB
1 1 -W B 
AB

Z um  Schluss dieser E rw ägu n gen  muss darauf geach tet werden, dass die 
Ä nderung der B ed in gu n g (28) Ад >  Xmw >  As  in Ад <  Amu, <  As  eine 
Ä nderung der F liessrich tung des Metalls b ew irk t. Gewöhnlich vollzieht sich  
d ies  in  der Weise, dass d a s Metall für Ад >> Am >  Aß von F A nach F B 
b zw . aus dem weniger gestreck ten  Teil nach dem  mehr gestreckten flie sst.

Für Ад >  Am >  Aß w ird  der en tgegengesetzte  Fall eintreten, es fliesst  
d as M etall von F B nach F A. Jetzt müssen die entsprechenden G leichungen  
fü r  den  Metallfluss b e n u tz t werden.

c)  Nehmen wir je tz t  d en  letzten Fall und zw ar die freie Breitung beider  
T eile  A  und В  sow ie Ад ^  XB. Alsdann erh a lten  wir nach A nnahm e der 
G rösse XA sofort aus der G leichung (10a) :

A 2wв " » m m .
1 - w A
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Aus der nächsten G leichung wird :

F A í = f a 2 - * a i  m m 2 

Aus der G leichung (26a) wird :

. Fa,
hA i = ~ i —  » mm 

°A 1

Ähnlich arbeiten wir für Teil B.
Яд bestim m en wir aus der G leichung :

_  FA%Xa +  F g 2 Яв
Á m w —  P  I p -

г а 2 ^  г  в  2
woraus :

Wenn dagegen bei freier Breitung der T eile A  und В  die B edingung  
(28a) Яд >  ЯШш >  Яд, oder (28c) e in tr itt, dann muss m an in etw as anderer  
W eise verfahren.

Dann setzen  wir die Grösse Яд an. Mit H ilfe der G leichungen, welche  
das Ü berfliessen des M etalls berücksichtigen (30, 22a und b ), erhalten wir 
Яв. A lsdann k ön n en  wir an die Berechnung von  Fg 2 aus der B eziehung  
F Bl =  Fg2 ■ Яд herangehen.

A nschliessend bestim m en wir bBl aus der G leichung (10a).
Da wir bei der Berechnung von bereits das Ü berfliessen des M etalls 

berücksichtigen, berechnen wir direkt :

FM  =  F B ] ,  m m 2 .

D ie E rm ittlung der Masse des Teils F ax erfolgt ähnlich wie für Teil В , also 
m it H ilfe der G leichung (10a).

5. Lösungsmethoden der Kalibrierung von Formstählen, die aus drei Elem enten
zusam m engesetzt sind

Bild 8 ste llt  in  schem atischer W eise das W alzen eines F orm stahls, 
der aus den 3 E lem en ten  А ,  В, C zusam m engesetzt ist, dar.

B ekannt sind  die Endm asse des Q uerschnitts :

mm 2F i  — FA2 +  F g2 +  F Ci ,
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die M asse seiner E lem ente

h Ä 2  ,  Ь А 2  ,  h B 2  ,  b B 2  sowie h C2 und b C2 ,

u n d  die arbeitenden W alzendurchm esser.
W ir suchen den ganzen Q uerschnitt :

F i =  FAi +  F Bi +  Fcv mm

F?

so w ie  die A bm essungen der B estandselem ente.
D as sind die Grössen :

F A \  ’ А д , ,  b A i ,  F B i ,  h B l ,  b B j ,  F c , ,  h C [ ,  b C { ,

zu sam m en  also 9 U nb ek an n ten .
A ngesichts der b ek an n ten  B eziehungen zw ischen der Fläche und ihren  

A bm essu n gen  (26)
FA , =  Ад, ■ Aд, , mnv

F  в . CQII ' Aß,, m m ;

^C, =  Ac, ' ACj, mm 1

verrin gert sich die Zahl der U nbekannten auf 6.

B ild  8. W alzbeispiel bei einem  einfachen Form stahl, bestehend aus 3 E lem enten А , В  und C
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D a der Form stahl aus den 3 Teilen A ,  B,  C  besteh t, die sich u n gleich  
m ässig längen, m uss zusätzlich die G leichung erfüllt sein.

Fa 2 • +  F b2 • Aß  +  F q2 ■ Ac

F a 2 +  F jb2 +  F C2

Zwischen den B estandteilen  des Profils bestehen die bekannten B eziehungen, 
sofern wir das Ü berfliessen  des Metalls von T eil zu Teil bestim m en.

FAl II ■ fa  2 , m  i n 

F B 1 —  ■' F g 2 , n i  i n 2

F Cl II о 1 F c2 , m m 2

D eshalb kom m en die neuen U nbekannten A^, Aß, Ac, hinzu. W enn wir 
sie kennen, haben wir die einzelnen F lächen F a v  F Bv  und F Cl bestim m t. 
W ir nehm en an, dass wir Am im  voraus für das gew ählte K alibrierungssystem  
bestim m en.

A u f diese W eise erhalten wir für dieses Profil sechs wirkliche U n b ek an n 
ten , näm lich :

•̂a  ’ bA {, AB , bBj, Ac , bCl
oder

Fa \-> bA{, F Bl, bBl, F C], bCl

D ie A nnahm e des W ertes Атц| stellt einen  einfacheren W eg dar. D ie  
Verringerung der Zahl der U nbekannten au f Aß und Ac führt zur Lösung  
des G leichungssystem s, ähnlich wie wir dies b ei dem einfachen B eisp iel des 
aus zw ei Teilen bestehenden  Form stahls ta ten .

B ei der A nalysierung von  einfachen Form stählen  ergibt sich, dass die 
nachstehenden M öglichkeiten für die Profilteile bestehen :

vollständ ig  geschlossener Teil 
(behinderte  Breitung)

teilweise geschlossen 
(teilweise freie B reitung)

frei
breitend

a) А В С
b) A  u . В — с

c) — А  и. В с
d) А — В и. С
e) — В A  u. С

f ) — — А,  В и. С

Aus dieser Z usam m enstellung geht es hervor, dass 6 praktische M öglich
k eiten  gegenüber 9 theoretischen bestehen.
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D ie  drei verbleibenden, theoretisch m öglichen Bedingungen verwerfen  
w ir, da b e i diesen keine ordnungsgem ässen Lösungsm öglichkeiten vorhanden  
sin d . D ie  A nalyse um fasst nur die sechs in  der Zusam m enstellung genannten  
F ä lle .

G leichzeitig  m üssen w ir die Grössen der aufeinanderfolgenden K oeffi
z ie n te n  der teilw eisen Streckung annehm en. D a keine B egrenzungen h in
s ic h tlic h  der Bestim m ung der einzelnen Profilteile  bestehen, können wir 
fo lg en d e  Abhängigkeiten anschreiben :

~  ^  ^  ^mw (28d)

А а  Ac (28e)

^A =  Ac (28f)

А А >  Aß — Ac (28g)

A b h ä n g ig  davon, welche B edingung im  gegebenen  Fall erfüllt wird, erhalten  
w ir e in  verschiedenes Ü berfliessen  des M etalls von einem Teil zum  anderen. 
N u r im  Falle (28d), also bei G leichheit aller T eilkoeffizienten , b esteh t kein  
Q u erflu ss.

D ie  Bedingungen (28f und 28g) kann m an aus dem schon analysierten  
F a ll e in es  Form stahls übernehm en, der aus zw ei E lem enten m it verschiedenem  
L ängungsgrade seiner Teile b esteh t.

D iese  Fälle kann m an also auf die in  P u n k t 4 besprochene W eise lösen . 
A us d iesem  Grunde werden w ir uns hier n ich t w eiter dam it befassen . D agegen  
v erw e ilen  wir bei den B edingungen (28d und  28e) sowie bei den sechs bespro
ch en en  M öglichkeiten des V erhaltens von  Form stählen, die aus den 3 E le
m e n te n  А ,  В  und C b esteh en .

Im  Falle (28d) gibt es kein  zusätzliches Ü berfliessen des M etalls aus 
e in em  T e il zum  andern. D eshalb  ist die B en u tzu n g  der zusätzlichen A bhängig
k e ite n  n ich t notw endig.

B e i der Bedingung (28e) erfolgt ein Ü berfliessen des M etalls aus einem  
T eil d es Profils in den anderen, wobei der Grundsatz der B eibehaltung des 
k o n s ta n te n  Volumens des M etalls zu der A nnahm e zw ingt, dass diese M engen  
g e g e n se it ig  gleich sein m üssen.

± F x a = ±  F Xb =  ±  F xc m m 2 (30a)
und

F h  =  (FAi T  F xa)  +  ( F Bl T  F XB) +  (F Cl T  F Xc) m m 2 (31a)

W en n  sich  das Überfliessen des M etalls nur a u f zw ei Teile beschränkt, dann 
fä llt  d as dritte E lem ent w eg und die G leichungen (30a) und (31a) führen  
zu e in er  Berechnung, wie für ein aus zwei T eilen  bestehendes P rofil, da dies 
d en  B ed ingungen  (28f und 28g) entsprechen wird.
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W enn ein Überfliessen erfolgt, so fin d et es in allen drei E lem en ten  sta tt. 
Da wir annahm en, dass Яд der grösste Streckgrad ist, fliesst aus T eil А  

ein e  bestim m te Menge M etall in die Teile В  und C.
In diesem  Falle b leib t die B erechnungsart von für T eil A  m it

H ilfe der G leichung (22a) ohne Veränderung erhalten :

^ x A f a 2 — 1 , m m 2

w obei in  diesem  Falle
F x a  =  F x B  +  F x c  i s t -  ( 3 3 )

A lsdann können wir für die Teile В  und C d ie Gleichungen (22b) anschreiben :

sow ie für Teil C :

(33b)

W enn wir in  irgendeinem  Falle W erte m it negativen  Vorzeichen bekom m en  
so llten , würde dies bew eisen, dass diese M etallm enge anstatt zuzufliessen  — 
aus diesem  Teil abfliesst.

W enn wir nun die G leichungen (22a, 22b und 33b in  33) einsetzen, 
erhalten  wir unter B erücksichtigung des Ü berfliessens des M etalls :

(34)

Gehen wir nunm ehr zur A nalysierung der 6 aufeinander folgenden Fälle über.
Wir beginnen m it dem Fall o, Teil A  vollkom m en gesch lossen , Teil В 

m it teilw eise  begrenzter B reitung, Teil C offen.
Zur Lösung des Teils A  nehm en wir bAl ~  bAo an.
W ir erhalten dann aus der G leichung (29) :

Яд —
1

Уа

D ie H öhe Лд2 ist bekannt. Mit dem  angenom m enen W ert Лд1 erhalten  wir 
Яд. A nschliessend berechnen wir für Teil А  Е Хд, die Menge des abfliessenden  
M etalls, aus der G leichung (22a). Da Teil В  teilw eise begrenzte Breitung  
b esitzt, können wir bBl <  bBlfrci annehm en.
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D ie Breite bgxfrei berechnen  wir m it der Form el

ß B =  y B~ w-•

D a wir ЛА aus dem  G leichungssystem  (34) k en n en , erhalten wir nun Aß, 
u n d  hieraus anschliessend F ß l .

D ie wirklichen M asse berechnen wir als :

-Fßlt  — f B2 • л тп

und  hieraus

b n . —
F ß2 • лтп *11

D ie hinüberfliessende oder aus dem Teil В  ab fliessende M etallmenge berechnen  
w ir aus

1

A nschliessend ergibt sich  aus der Gleichung

\ F  I  =  I F  -4- F
I х д  —  I 1 Хи I 1  :

d ie  Grosse F
xB ‘ " *C

xc■
Jetz t berechnen wir Ac aus der G leichung (17a)

A»2 _ mw
лс — ; ; •aa • л в

N u n m eh r gehen wir zur L ösung des Teils C m it e iner Fläche F c x =  Лс ■ F C;S 
sow ie F c1( =  F c2 • über.

D ie  Erm ittlung d ieses E lem ents stellt nun  k ein e Schwierigkeit mehr 
dar und  wir rechnen nach  der Gleichung (10a).

Wc
l - w c

H ieraus erhalten wir bClf.
A lsdann erhalten w ir aus der Gleichung (26b)

mm.
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N ehm en wir je tz t den Fall b),  die Teile A  und В  vollständig geschlossen, 
Teil C  offen.

In diesem Falle nehm en wir 6д, ГК/ l) an.
1 ß2

Alsdann erhalten wir aus der G leichung (29) :

Яд
1

Y a

Mit der bekannten H öhe Лд2 und der angenom m enen H öhe hAl erhalten  
wir y A.

Ähnlich arbeiten wir beim  Teil B,  indem  wir annehm en, dass fcßl bBi~ 
W ir erhalten dem nach (29)

; _  1

D a in  diesem  Falle die B reitung vollständig begrenzt ist (wir haben 6ßl bßz 
angenom m en), fliesst auch aus diesem  Teil eine bestim m te M etallm enge

* ß
zum Teil C .

W ir erhalten in diesem  Falle

F  4- F  | =  | F1 U  т  1 XJ — I х :; XA *C

Mit Ад ist die Grosse F*a 
Ab und aus (17a) Ac :

bestim m t. Wir erhalten aus der G leichung (34)

A®,о _ mw
c ~  ~х П  " 

a a  a b

N unm ehr muss nur noch Teil C berechnet werden :

D ie E rm ittlung m acht keine Schwierigkeiten mehr, wir berechnen aus (10a) :

ßc  — l~ w°— Ac

und hieraus erhalten wir bCl .
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A lsdann erhalten wir aus (26b)

mm.

Ä h n lic h  lösen wir den F a ll c),  bei dem die T eile A  und В  begrenzte Breitung  
h ab en . W ir nehm en bAl, Ад, bBl an und berechnen Aß sowie Ac-Anschliessend  
erm itte ln  wir das ganze P rofil in ähnlicher W eise.

In  ganz ähnlicher W eise wie bei dieser L ösung, gehen wir an den Fall d)  
h eran . Hier ist Teil A  geschlossen m it vo llstän d ig  begrenzter Breitung  
(bAl  ~  bA2), während die Tode В  und C frei b reiten .

W ir erhalten Ад für den geschlossenen T eil aus (31). Aß berechnen wir aus 
(34) unter Berücksichtigung der Bedingung :

*A —  \ F X B  +  F * C

N ach d em  wir Aß sowie F Bo kennen, erm itteln wir Teil В  mit der Gleichung 
(10a) für freie B reitung.

Anschliessend b estim m en  wir Teil C, indem  wir zunächst F c2 und 
Ac berechnen.

Gehen wir zu F all e)  über. Teil В  ist te ilw eise  geschlossen, aber Teil А 
u n d  C  sind offen.

W enn wir die freie B reitung des Teils В  teilw eise begrenzen, müssen  
w ir die zwei Grössen bBl <  6ßlfrei sowie Aß annehm en. H aben wir diese 
•Grössen, so erhalten w ir :

mm

A u s dem  Teil В  f lie sst e in e M etallmenge F Xß ab.

F X ß  —  F ß 2

Ar
— 1 ,  mm 2

D ie se  M etallmenge f lie ss t  in  die Teile A  und C

F * B  ; =  I f * a  +  F * c
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W ir form en nun die G leichungssystem e (34 und 16) in der W eise um , dass 
wir aus ihnen Ад und Ac berechnen und nehm en an, dass wir Ад bei bekanntem  
Aß suchen.

D a wir Ад und Aß kennen, berechnen wir f ^ u n d  F c v  und anschliessend  
erm itteln  wir die Q uerschnitte aus der G leichung (10a).

Es b leibt uns noch der le tzte  Fall zu analysieren, wobei T eil А ,  В  und C 
offene frei breitende Teile sind. W enn Ад ~  Aß ~  Ас ~  Атц , is t ,  erhalten  
wir bei Annahm e von АШи, Ад aus (10a)

bA
1 2‘ 
° A i,  -

7 1~ W  ̂ЛА
und

FA l, =  FA2t ■ 4 д  ,

Aus (26a) wird

4
Ад =  . ------ .

1( b AA i t

D a wir Aß und Ac kennen, erm itteln  wir diese Teile auf dieselbe W eise.
W enn die U nterschiede der K oeffizienten  Ад, Aß und Ac n ich t gross 

waren, so kann m an diese w ie nachstehend berechnen :

A„ = Fa 2 ' ^A Fв2 ' +  Fc2 ■ Ac
FA2 +  F Bo +  F\В 2 C 2

W enn wir Am und Ад kennen, erm itteln  wir

ür = '■ " \v

Я-A ’

Nach E insetzung in die obige Gleichung erhalten wir die G leichung 2. Grades 
für Ав . Wir lösen sie und m it (16) berechnen wir Ac- Anders w ird es, wenn  
Ад >  Aß >  Ac ist.

D ann tr itt ein Ü berfliessen des M etalls aus Teil A  in die Teile В  und C ein. 
W ir m üssen dann Ад annehm en und berechnen :

*A =  1 F.e+ F Jc

14  A cta Tcchnica X X II/3— 4
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W en n  wir diese W erte k en n en , erhalten wir m it H ilfe der Gleichungen (34  
u n d  16) Aß und Д о  sow ie F b ,  und F c t -
D ie  E rm ittlung dieser F lächen  führen wir je tz t  ohne Schwierigkeiten m it 
H ilfe  der Gleichung (10a) durch. Anschliessend berechnen wir * 4  und F clt~ 
D an ach  ergeben sich

sow ie
ß e —

ß c =

\ - W B

Wo
l - w c

6. Eigene Versuche

Ausivahlmethode der Proben und Ausführung der Berechnungen

Zur Nachprüfung der einzelnen G leichungen wurden Proben aus einer  
R eih e von tatsächlichen W alzungen genom m en. D ie eigenen Proben wurden  
zur Untersuchung des V erhaltens der M usterstücke in den Fällen durch
gefü h rt, wo nur ein T eil des Profils unm ittelbar u n d  kräftig verform t wurde» 

Der Anstich w ar jew eils  ein quadratischer Stab 4 2 x 4 2 , der au f eine  
T em peratur von 1200° C erh itzt wurde (gem essen im  Ofen m it dem optischen  
Pirom eter). Das W alzen erfolgte auf einem V ersuchsw alzgerüst m it Stahlw alzen.

A bschnitte aus d iesen  W alzungen sind au f den  Bildern 9— 10 angegeben» 
D ie  Ergebnisse en th a lten  d ie Tabellen 1 bis 3. Sie dienen zunächst zum  Ver
g leich  der jeweils errech neten  Ergebnisse m it den tatsächlichen Streckungs
graden aus der G leichung (21)

F \

D ie  bisherigen th eoretisch en  Ausführungen w urden m it der nachstehenden  
M ethode nachgeprüft :

1. Es wurden A bdrücke der A bschnitte v o n  den aus eigenen Proben  
genom m enen P rofilen  angefertigt.

2. Die ganze F läche des Profils sowie die Flächen seiner B estandsteile  
wurden genau planim etriert.
Anschliessend w urde F A p lanim etriert. Som it ergab sich F  в  aus 

dem  Unterschied F — F A.

3. X, wurde nach  — -berechnet.
F 2

4. Xmw wurde n ach  den  Gleichungen (17a und 21) berechnet.
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B ild  9. Abdrücke von  eigenen W alzproben m it verschiedenem  Verhältnis des M ittelteils
zum  Seitenteil in 3 Stichen

5. A u f Grund der aus den Punkten 3 und 4 erhaltenen D aten  wurde  
der Fehler für die einzelnen Fälle errechnet. Dabei bediente m an  
sich der G leichung

B  =  .X ,~ Xm" 100 o/o . (35)
A

D ie Ergebnisse dieser M essungen wurden in  die T abelle 1 niedergelegt. D ie  
in  der Tabelle angenom m enen Bezeichnungen A  und В  stim m en in  v ielen

14*
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S tich  4-

Stich 5

B ild  10. Abdrücke von  eigenen W alzproben m it verschiedenem  Verhältnis des M ittelteils
zum  Seitenteil in  5 Stichen

F ä lle n  m it der üblichen B ezeichnungsart Ад >  Aß >  Ac nicht überein. 
D ie se  Tatsache wurde b ei der Berechnungsw eise berücksichtigt.

A nschliessend w urden alle gew alzten  A bschnitte einer eingehenden  
A n a ly se  unterzogen und d ie der Reihe nach  folgenden Q uerschnitte sowie 
d ie H öhen  und B reiten der einzelnen P rofilte ile  gem essen. Alle d iese Masse 
sow ie  die aus den gem essenen W erten errechneten K oeffizienten  у  und А 
e n th a lten  die Tabellen 2a bis 3a.

G leichzeitig sind die M asse jedes A bschn ittes auf genauem  theoretischem  
W eg e  errechnet worden.
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Tafel 1

Nr.
des

Stiche
F,

m m 2
fa

m m 2
Fß

m m a >A >■! îe Bi. Д81 •в., Nr.
des

Bildes

0 1764 903 861

l 1434 812 622 1 , 1 1 2 1 1,3842 1,2301 1,2407 — 0 , 8 6 1,2301 0 9

2 1330 792 538 1,0252 1,1561 1,0782 1,0887 — 0,97 1,0782 0

3 1232 784 448 1 , 0 1 0 2 1,2008 1,0795 1,104 1 — 2,03 1,0795 0

0 1764 672 1092

1 1494 616 878 1,0909 1,2437 1,1807 1,1648 1,35 1,1807 0

2 1336 552 784 1,1159 1,1198 1,1183 1,1179 0,03 1,1183 0 1 0

3 1240 548 692 1,0073 1,1329 1,0774 1,0682 0,84 1,0774 0

4 1028 512 516 1,0703 1,3411 1,2062 1,1981 0,67 1,2062 0

5 1 0 0 0 508 492 1,0079 1,0487 1,0280 1,0281 — 0 , 0 2 1,0280 0

Es wurde angenom m en, dass die einzelnen Profile aus zw ei Teilen  
A  und  В  bestehen. W eiter galt die A nnahm e, dass T eil A  vollständig begrenzte  
B reitu n g  hat, während Teil В  frei breitet.

W ir arbeiten m it den G leichungen (29, 30a, 30b, 30c, 30f, 31a, 31b  
u n d  32).

D anach werden die einzelnen M asse m it den Gleichungen (10a, 10b, 
und 26b) berechnet.

Zur Berechnung wurde die m ittlere H öhe b Am = ----- sowie
b A

h — I jl

b B
angenom m en.

A lle F lächen, Deform ationsgrade und errechneten Masse en th alten  
die T abellen  2b bis 3b. D iese Tabellen geben auch die Fehler der einzelnen  
freien  B reitungen der berechneten Profile im  Verhältnis zu den au f den  
A b sch n itten  errechneten an. Aus dem Vergleich ergibt sich, dass der erhaltene  
Fehler verhältn ism ässig k lein  ist, er schw ankt vorwiegend innerhalb der 
G renzen von i l , 0 % .

Verständlich sind die etw as grösseren Fehler im  letzten Stich , wo die 
dünnen N ebenteile schneller abkühlen und das Überfliessen des M etalls 
schw ieriger vor sich geht.

D ie m ittleren Deform ationsgrade der einzelnen Profilteile wurden  
ebenfa lls m it der G leichung (17a) errechnet.

D ie R esultate sind gleichfalls am  Schluss der Tabellen angegeben . 
A us diesen Berechnungen ergibt sich, dass die errechneten W erte von  den  
ta tsäch lich en  W erten nicht abweichen. D agegen schwankt das P rodukt  
der K oeffizien ten  um 1,0 herum . D ies b ew eist, dass der Grundsatz des k o n sta n 
ten  V olum ens vollkom m en erfüllt ist und m an kann diese G leichungen bei 
den B erechnungen der einzelnen Form stahl-K alibrierungen b enutzen .



Tafel 2a

Stich F,
mm2

F a

mm2
F B

mm2
h A m
mm

ьл
mm

h Bm
mm

bB m
mm 4 ß A , ß B , 4 4 4 ß t ,

0 1764 903 861 42 21,5 42 20,5

i 1434 812 622 37,76 21,5 2 2 , 6 6 27,45 1 , 1 1 2 1 1,3846 1 , 0 0 0 0 1,3390 0,8990 0,5395 0,4850 1,3390 1,5393

2 1330 792 538 36,83 21,5 16,25 33,1 1,0252 1,1561 1 , 0 0 0 0 1,2058 0,9754 0,7171 0,6994 1,2058 1,1852

3 1232 784 448 36,46 21,5 10,93 41,0 1 , 0 1 0 2 1,2008 1 , 0 0 0 0 1,2387 0,9899 0,6726 0,6658 0,2378 1,2130

Stich 1. V m  =  V V A  - У  В =   ̂0,4850 =  0,6966 y m  ' ß m

а* II CD =  i l , 3390 — 1,1572

À m  = ]f Ад • Aß =  ]1,5393 =  1,2407 y m  ’ ß m

Stich 2. ym =  fo ,6 9 9 4 =  0,8363

ß m  =  V l,2058 =  1,0981

Am =  í l , 1852 =  1,0887

Stich 3. y m  = |/ 0,6658 =  0,816 У т  * ß m

ß m  =  V i,2387 =  1,1129

Am =  У 1,2130 =  1,1014

Am =  1,0001

Am =  0,9998

Am =  1,0002

Tafel 2b

Nr.
dee

Kali-
bera Л А 2 * :: > вш РвЬег Ч

mm

Fehler
Д Ь в

%
ber

mm
F x .Aber
mm2

F x * i» r
mm2

Fa iUt
mm2

FaUer
mm*

l 1,1123 1,2301 1,3841 1,3370 20,53 — 0,15 41,94 77,89 77,91 903,01 860,94

2 1,0252 1,0782 1,1562 1,2040 27,49 — 0,15 22,62 38,93 38,87 811,99 622,01

3 1,0102 1,0795 1,2007 1,2390 33,09 0,03 16,26 50,33 50,33 792,03 757,91
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Tafel За

Stich F.
mm*

Fa
mm*

FB
mm*

hA
mm mm

hB

mm
bB

mm 4 4 ß A , ß s , 4 4 V , ß>,

0 1764 672 1092 42 16,0 42 26

l 1494 616 878 38,5 16,0 28,65 30,65 1,0909 1,2437 1 , 0 0 0 0 1,1788 0,9167 0,6821 0,6253 1,1788 1,3568

2 1336 552 784 34,5 16,0 24,58 31,9 1,1159 1,1198 1 , 0 0 0 0 1,0407 0,8961 0,8579 0,7688 1,0407 1,2497
3 1240 548 692 34,25 16,0 18,26 37,9 1,0073 1,1329 1 , 0 0 0 0 1,1881 0,9928 0,7429 0,7376 1,1881 1,1412
4 1028 512 516 32,0 16,0 12,7 40,6 1,0703 1,3411 1 , 0 0 0 0 1,0712 0,9343 0,6955 0,6498 1,0712 1,4354

5 1 0 0 0 508 492 31,75 16,0 10,63 46,3 1,0079 1,0487 1 , 0 0 0 0 1,1404 0,9922 0,8370 0,8305 1,1404 1,0571

Stich 1 У т  = V 0,6253 = 0,79077 У т  ' ßm ‘ km =  1,0007

ßm — r 1,1788 = 1,08573

km = r 1,3565 = 1,16482

Stich 2 У т  = r 0,7688 0,87687 Vm ' ßm - =  0,99993

ßm = ! 1,0407 = 1,02015

km = r 1,2497 = 1,1179

Stich 3 Vm — r 0,7376 = 0,85884

oооIIБN«кд
ßm = r 1,1881 = 1,0990

km — r 1,1412 = 1,06827

Stich 4 У т  = r 0,6498 = 0,8061 У т  ' ßm ‘ km =  0,9996

ßm — r 1,0712 = 1,035

km = r 1,4354 = 1,1981

Stich 5 Vm = }  0,8305 = 0,91132 У т  ' ßm * km =  1,0006

ßm = г 1,1404 = 1,0679

km — r 1,0571 — 1,02816
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Tafel ЗЬ

N r.
des

K a li
bers

hAl
*Ar  1,-

2

II

« 4 « r ßsbtr 4 i . r
m

Fehler
Д  bß

%

h  n ^ Iber
mm

F*aA ber 
m m 2

FxB
m m 2 m m 2

F r  
B l be.

m m 8

l 1,0909 1,1807 1,2438 1,181 25,95 0,19 42,08 46,91 46,84 671,94 1092,0

2 1,1159 1,1183 1,1199 1,0400 30,67 — 0,06 28,63 1,17 1,13 616,01 878,0

3 1,0073 1,0774 1,1329 1,186 31,95 — 0,16 24,54 35,66 34,64 552,06 783,91

4 1,0703 1 , 2 0 0 2 1,3415 1,069 37,98 — 0 , 2 1 18,22 57,88 57,67 547,73 692,2

5 1,0079 1,0280 1,0487 1,1406 40,59 — 0 , 0 2 12,71 9,94 9,94 512,0 515,99
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ZUSAM M ENFASSUNG

A usgehend vom  S atz  über d ie K onstanz des R aum inhalts ste llt der V erfasser Z usam 
m en h än ge fest, m it deren H ilfe  d ie Kalibrierung v o n  einfacheren — aus zwei oder drei T eilen  
zusam m engesetzten  — P rofile  berechnet werden kann. D er V erfasser'behandelt auch den  
W erk sto ffflu ss im  Profil und le ite t  die endgültigen F orm eln  unter B etrachtnahm e h ierau f ab.

D ie  praktische B ed eu tu n g  der abgeleiteten  Zusam m enhänge wird noch  durch die 
T a tsach e  erhöht, dass diese n ich t nur beim  W arm w alzen angewendet werden können , sondern  
b ei a llen  jenen plastischen V erform ungen, bei w elchen keine Erhärtung e in tr itt, also die 
F orm gebu ng nicht k a lt g esch ieh t.

Zur praktischen A n w endu ng der th eoretischen  Zusam m enhänge ist es notw endig  jene  
G leichung zu kennen, m it deren H ilfe die freie V erbreiterung bestim m t werden kann, näm lich :

ß = V ~ w-
A m  Ende seiner A rbeit te ilt  der Verfasser V ersuchsergebnisse m it, w elche die R ichtig

k e it der Theorie m it ± 1 %  G enauigkeit bestä tigen . Som it kann festgestellt w erden , dass die  
T heorie bei der Berechnung der Kalibrierung v o n  einfacheren Profilen in  der P raxis gut 
angew end et werden kann.



GRUNDLAGEN DER KALIBRIERUNG VON FORMSTAHL 393

T H E  BASES OF R O LL CA LIBER D E SIG N IN G  FO R  PR O FIL E  ST E E L

Z. W USATOW SKI

SUMMARY

Starting from the principle of volum e constancy, th e  author establishes relations for 
calculating the roll passes o f  sim pler profiles, consisting o f two or three parts. T he author 
deals also w ith  m aterial flow  w ith in  the roll caliber and takes it  into  account for deducing 
th e  fin a l formulae.

Practical im portance o f th e  equations is increased b y  the fact th a t th e y  m a y  be used  
n ot only for hot rolling, bu t also for those plastic m etalworking operations w here there is 
no hardening, i. e. shaping is not done in  cold state.

For practical use o f the theoretical relations the equation is needed w ith  the aid o f  
w hich the free broadening can be determ ined, i. e. :

ß =  Y ~ W-

F inally, the author publishes results of experim ents which prove th e  theory  to be  
ex a ct w ith in  ± 1 % . Thus the theory can be used to  advantage for calculating roll calibers 
for not too com plicated profiles.

L E S BASES D E  CALCUL D E S SECTIONS D E  R O U L E A U X  PO U R PR O FIL S E N  AC IER

Z. WUSATOW SKI

RÉSUM É

Partant du principe de la  constance du volum e, l ’auteur étab lit des relation s à l’aide 
desquelles on peut calculer les sections des rouleaux pour profils sim ples com posés de deux  
ou  trois parties. Dans son travail, l ’auteur traite aussi l ’écoulem ent de la m atière à l ’intérieur  
de la section , et établit les form ules finales en tenant com pte de ce phénom ène.

L ’im portance pratique des relations établies est augm entée par le fa it que celles-ci 
p eu ven t être utilisées non seulem ent pour le lam inage à chaud, mais aussi pour to u te  form ation  
plastique où il n ’y  a pas de durcissem ent, c’est-à-dire où la déform ation ne se fa it  pas à froid.

Pour l’application pratique des relations théoriques, on a besoin de connaître l ’équation  
déterm inant l ’élargissem ent libre, notam m ent :

ß = Y ~ w-

À la fin  de son travail, l ’auteur com munique les résu ltats d ’expériences a y a n t apporté  
la  confirm ation de la théorie avec une précision de ± 1 % . On peut donc constater que la  théorie  
p eu t être bien utilisée en pratique pour calculer les sections des rouleaux à fabriquer les profils 
sim p les.

ОСНОВЫ КАЛИБРОВКИ ПРОФИЛЬНОЙ СТАЛИ
3 .  ВУСАТОВСКИЙ

РЕЗЮМЕ

Автор, исходя из закона постоянства объема, выводит зависимости, при помощи 
которых возможно производить вычисление калибровки простых форм сечения, состоя
щих из двух или трех частей. Автор в своей работе рассматривает также вопрос движения 
материала внутри калибра и, учитывая это движение, выводит конечные формулы.
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Практическое значение выведенных зависимостей увеличивается тем фактом, что 
эти зависимости можно применять не только при горячей прокатке, но и при всех пластич
ных методах обработки, при которых не происходит твердения, т. е. обработка происхо
дит не в холодном состоянии.

При практическом применении теоретических зависимостей необходимо знать 
уравнение, при помощи которого возможно определить свободную раздачу, а именно :

ß  =  y ~ w ■

В конце работы приведены опытные данные, которые подтверждают правильность 
теории с точностью ±  1%. После чего можно установить, что данная теория может быть 
использована на практике с хорошим результатом при вычислении калибровки простых 
сечений.



BETRIEBSVERSUCHE ÜBER DEN KRAFTBEDARF  
BEIM EHRHARDTSCHEN ROHRSTOSSVERFAHREN

A. G ELEJI
M ITG LIED  D ER  U NG . A K A D EM IE D ER  W ISSEN SCH A FTEN

E. KISS
K AN D IDA T D ER  TE C H N ISC H E N  W ISSEN SCH A FTEN

und G. D É V É N Y I
B E R IC H T  N R. 1 D E R  ARBEITSG EM EIN SCH A FT F Ü R  H Ü TTEN W ESEN  D E R  UNGARISCHEN A K A D E M IE  D E R

W ISSENSCHAFTEN

[E ingegangen am 26. Mai 1958]

D as Ehrhardtsche H erstellungsverfahren der nahtlosen Stahlrohre  
b esteh t bekannterw eise aus zw ei A rbeitsphasen : in dem ersten A rbeitsgang  
wird ein dickwandiger H ohlkörper hergestellt, w ährend er im  zw eiten  zu  
einem  dünnw andigen Rohr ausgezogen wird. Zur ersten O peration wird 
eine hydraulische oder m echanische Lochpresse, zur zw eiten eine sogenannte  
Stoßbank verw endet. Das A usgangsm aterial ste llt bei diesem  Verfahren einen  
vorgew altzen K nüppel m it quadratischem  Q uerschnitt dar. D ieser K nüppel 
wird in  Stücke geschnitten, die dem  G ewichte nach denen der auf der S toßbank  
zu erzeugenden Rohren entsprechen. Diese Stücke werden auf eine T em peratur  
von  1150— 1250° C erhitzt und einzelw eise in  den Aufnehm er der Lochpresse  
geleg t, wo sie m ittels eines Lochdornes gelocht werden. Der Lochdorn dringt 
jedoch  n icht vollständig durch das Stück hindurch, vielm ehr bleibt im  H oh l
block ein  Boden zurück : es en tsteh t ein dickw andiges Gefäß. D ieses d ick 
w andige Gefäß wird noch im  warm en Zustande (bei etwa 1000° C) dem  A uf
nehm er der Lochpresse enthoben  und am Ende des Ziehdornes der Stoßbank  
angebracht. Der Dorn der Stoßbank dringt m it dem  angelegten  warm en  
S tück  durch eine notw endige A nzahl von in der Achse des D om es angebrachten  
Z iehringen, wobei die W and des W erkstückes bis zum erforderlichen Maß 
verdünnt wird. In neuerer Zeit werden die Ziehringe durch R ollenkaliber  
ersetzt. D ieses Verfahren wurde seinerzeit in der Csepeler Rohrfabrik (Ungarn) 
en tw ick elt und verbreitete sich auch im  Ausland. D ie Ziehwerkzeuge sind aus 
drei oder vier Rollen ausgebildet, und die nacheinander folgenden W erkzeuge  
sin d  um  ihre Achse um  45° bzw . 60° gegeneinander verdreht.

D as Berechnungsverfahren zur B estim m ung der bei der E hrliardtschen  
Rohrerzeugung auftretenden K räfte sowie des K raft- und L eistungsbedarfes  
wurde im  Jahre 1 9 5 4  von A. G e l e j i  [ 1 , 2 ]  entw ickelt.

D ie W irtschaftlichkeit des Verfahrens wird durch die W erkstücktem pera
tu r, die Stoßgeschw indigkeit, die angew andten Abnahm en (A bnahm eplan) und 
den A bstand der Rollenkaliber in  bedeutendem  Maße beeinflußt. D ie genaue 
K enntn is der auftretenden K räfte ist bei der E rm ittlung der Beanspruchung  
der M aschinenanlage sow ie bei der P lanung neuer E inrichtungen unent-
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behrlich . Zur E rm ittlu n g  der effektiven B eanspruchungen und zur A us
w ertu n g  des B erechnungsverfahrens w erden B etriebsm essungen erfordert. 
Ü ber die mit D ehnm eßstreifen  durchgeführten Stoßbank-K raftm essungen  
w ird in  der Fachliteratur in  kurzen U m rissen  berichtet [3]. In der zitierten  
L iteratu r werden jed o ch  anwendbare M eßergebnisse nicht m itgeteilt.

Im  Jahre 1957 w urden  von dem L ehrstuhl für H üttenm aschinenw esen  
u n d  der neben dem L eh rstu h l fungierenden A kadem ischen Forschungsgruppe  
in  der Rohrfabrik der Csepeler Eisen- und M etallw erke ausführliche B etriebs
m essungen  vorgenom m en.

Unsere U ntersuchungen  erstreckten sich a u f die Messung und R egistrie
rung der folgenden charakteristischen D aten : a )  Lochkraft, b)  Lochgeschw in
d ig k e it, c)  Stoßkraft, d )  Stoßgeschw indigkeit, e)  Leistungsaufnahm e des 
Stoßbankantriebsm otors, f )  G estaltung der Stücktem peratur.

D ie M essungen w urden  bei der H erstellung von Rohren m it 70, 85 
u n d  110 mm D urchm esser aus Stahl St. 35.29 vorgenom m en. D abei verfolgten  
unsere Messungen zw ei Z iele : einerseits so llten  die effektiven B elastungen  
der M aschinenanlage erm itte lt, andererseits aber die praktischen B eziehungen  
der w issenschaftlichen Theorien geklärt w erden.

B eschreibung der B etriebsm essungen

D ie hydraulische Lochpresse des B etriebes arbeitet m it einer praktisch  
k o n sta n ten  L ochgeschw indigkeit. Die Stoßstange der Stoßbank wird durch 
e in en  G leichstrom -Zw illingsm otor m it einer N ennleistung von 2 x 3 7 0  k W  
u n d  einer U m drehungszahl von  1000/min angetrieben . Der Motor wird durch 
ein  W ard-Leonardsches A ggregat mit G leichstrom  gespeist. Zwischen dem  
M otor und der S toß stan ge befindet sich ein  Zahnradvorgelege m it einer  
R äderübersetzung von  1 : 8 ,5 . Die Ziehringe der im  W erkzeugbett der S toß
b an k  eingebauten Z iehw erkzeuge sind aus je  drei Rollen ausgebildet.

Zur Messung und  R egistrierung der charakteristischen W erte wurden  
zw ei D reischleifenoszillographen von gleichem  A ufbau  verw endet.

In  Bild 1 werden d ie M eßstellen, M eßgeräte und die A nordnung der bei 
den Betriebsm essungen m itw irkenden Personen dargestellt.

D ie  M essungen w urden  an der Lochpresse bzw . der Stoßbank gesondert 
au sgefü h rt, da die k on tin u ierlich e Messung der Lochung und Stoßung des
selb en  K nüppels a u f tech n isch e Schw ierigkeiten stieß . Bei V erw endung des 
g leich en  V ersuchsm aterials erschien eine kontinuierliche M essung ohnedies 
als überflüssig.

Von den zur M essung der auftretenden K räfte geeigneten bekannten  
M ethoden wurde die K raftm essung m ittels D ehnm eßstreifen angew endet. 
Zu d iesem  Zwecke w urden geeignete M eßkörper konstruiert und verfertigt 
(B ild  2 ).



B ild  1. Verteilung der M eßstellen





B ild  2. Meßkörper : a) für Lochkraft, b)  für Stoßkraft
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D ie Meßkörper w urden in die entsprechende M aschinenanlage in der 
W eise  eingebaut, daß sie durch die für den technologischen V organg charak
ter istisch en  Kräfte beansprucht wurden (B ild  3 u. 4).

D ie K raftm eßeinrichtung wurde vor ihrem  E inbau in  den B etrieb  an 
e in er  100-Tonnen Z ugprüfm aschine kalibriert. Nach A ufbau  der Geräte 
w u rd e die Kalibrierung innerhalb 1— 2 Tage w iederholt. A u f G rund der auf
genom m enen O szillogram m e wurde die K alibrierungskurve der Meßkörper 
k on stru iert, mit deren H ilfe  die aufgenom m enen O szillogram m e genau aus
g ew erte t werden k on n ten .

D ie durch den Stoßbankantriebsm otor aufgenom m enen Leistungen  
w u rd en  gleichzeitig m it einem  K ilow attm eter und einem  Oszillographen  
reg istr iert. Auch die Spannungsänderungen des G leichstrom -Antriebsm otors 
w u rd en  registriert, um  aus der Spannungsänderung auf die V erhältn isse der 
L eistungsregulierung fo lgern  zu können.

Zur Zeitm essung w urde eine von uns konstruierte E inrichtung ver
w e n d e t . Eine durch einen  Synchronm otor gedrehte und m it m ehreren Aus
sc h n itte n  versehene A lum inium scheibe wurde m it einer Skalaglühlam pe  
b e lic h te t . Gegenüber der G lühlam pe wurde eine Photozelle angebracht, 
d ie  w ährend einer U m drehung eine den A usschnitten  der Scheibe entsprechende  
A n za h l von Lichtim pulsen erhielt. D ie elektrischen Signale der Photozelle  
w u rd en  verstärkt au f die Papierbänder der beiden O szillographen photo
grap h iert. Die sägezahnförm igen Zeichen konnten  leicht gew ertet werden, 
w o b e i 4 Signale einer Sekunde entsprachen. Auch die beiden gesondert auf
genom m enen  Oszillogram m e konnten  m iteinander leicht verglichen werden.

Zur Registrierung der G eschw indigkeit der Stoßstange w urde das beim  
Z eitgeb er  angewendete P rinzip  verw endet (B ild  5).

A n  die Welle des die pfeilverzahnte Stoßstange unm ittelbar antreibenden  
Z ah n rad es wurde eine m it A usschnitten  versehene Scheibe angeschraubt. 
D ie  den  Lichtim pulsen entsprechenden  Signale ergaben durch V ergleich m it 
d en  Z eitsignalen ein anschauliches und genau auswertbares B ild  über die 
Ä n d eru n gen  der G eschw indigkeit.

E in e  noch zu lösende A ufgabe bestand in der Identifizierung der beiden  
g eso n d ert aufgenom m enen aber zusam m engehörigen O szillogram m e. Zu 
d iesem  Zwecke wurde in  den  Zeitsignalsender ein einfacher D ruckknopf 
e in g e fü g t. Beim  E indrücken des Druckknopfes wird die Linie des Zeitsignals 
v ersch o b en . Mit Hilfe des derart erhaltenen Signals konnten die zusam m en
h örigen  Oszillogramme genau  id en tifiz iert werden.

D ie  Temperatur des W erkstückes bei dem  L ochungsversuch beim  
A u sz ieh en  aus dem Ofen und  nach  der Lochung, beim  Stoßversuch vor dem  
S to ß en , m itten  in dem  R ollen b ett und nach dem  letzten  R ollengehäuse  
w urde m it  Hilfe eines op tisch en  Pyrom eters gem essen. Die einzelnen  P yro
m eter  w urden vor B eginn der M essungen geeich t.
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B ild  3. Stoßkraft-M eßkörper

B ild  4. Meßkörper in Stoßbalken eingebaut
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Der zur M essung der bei der Lochung auftretenden Lochkraft dienende 
M eßkörper wurde in  den Laufholm  der Presse in der W eise eingebaut, daß 
der Lochdorn unm itte lb ar au f dem M eßkörper auflag. D as elektrische Zeichen 
der D ehnm eßstreifen w urde durch ein abgeschirm tes K abel in den Ver
stärk er geleitet.

D ie prinzipielle A nordnung der M eßstellen bei den an der Lochpresse 
durchgeführten M essungen ist in Bild 6 dargestellt.

E i ld  5. Geschwindigkeitszeichengeber

D ie bei den Stoßbank-M essungen verw endeten M eßeinrichtungen und 
G erä te  wurden nach der in  B ild  7 dargestellten Anordnung in B etrieb  gehalten. 
D er Stoßkraftm eßkörper wurde in  das E nde der Stoßstange in der W eise 
e in g eb a u t, daß er durch den Ziehdorn unm ittelbar belastet werden könne 
{B ild  4 ). Das elektrische S ignal gelangte durch ein abgeschirm tes Schwingkabel 
in  d en  Verstärker, um  von  dort in  verstärktem  Zustande an die Meßschleife 
des Oszillographen anzutreffen . An die beiden anderen Schleifen des Oszillo
grap h en  wurden das Z eitsignal bzwT. das G eschw indigkeitssignal angeschlossen. 
D ie  v o n  dem A ntriebsm otor aufgenom m ene L eistung wurde m it H ilfe eines 
R egistrierk ilow attschreibapparats und m it der W attschleife des zweiten  
O szillopgraphen gem essen. M it den beiden anderen Schleifen des letzteren  
O szillographen wurden die Spannungsänderungen des Motors und die Zeit-
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signale aufgenom m en. Die Identifizierung der beiden Oszillographen erfo lgte  
durch das gem einsam  geschaltete Identifizierungssignal.

In Bild 8 sind die an der M eßstelle angeordneten K raftm eßgeräte  
dargestellt. A uf der linken Seite des Bildes sind die Verstärkereinrichtungen:

sam t Zeitsignalsender- und G eschw indigkeitsm eßeinheiten ersichtlich. A u f  
der rechten Seite  des Bildes is t  der eine Dreischleifenoszillograph darge
stellt.

In  Bild 9 ist der zw eite Oszillograph an seiner M eßstelle im  Betrieb» 
bereit zur M essung der elektrischen K ennw erte, abgebildet.

15  A cta Tcchnica X X II /3 — 4.

B ild  6. M eßstellen  an der Lochpresse

B ild  7. M eßstellen und M eßapparate an der Stoßbank
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Eilet 8. K raftm eßapparate

Bild. 9. L eistungs-, Spannungs- und Zeitm essungs-Oszillograph
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M eßergebnisse

a) Lochkraftmessung

Ü ber die A bm essungen und Form  der K nüppel, die bei der E rzeugung  
von  Rohrkalibern m it 70— 85 und 110 m m  Durchm esser gelocht w urden, 
sow ie  über die der gelochten H ohlkörper g ib t B ild  10 Aufschluß. D ie K enn-

B ild  10. Abm essungen der kalibrierten B löcke und der gelochten H ohlkörper

B ild  11. Lochkraft-D iagram m

w erte der Lochung sind in T afel I zusam m engefaßt. In  B ild  11 wurde 
das Lochkraftdiagram m  zum 110-er K aliber auf Grund der aufgenom m enen  
O szillogram m e konstruiert.

D ie aufgenom m enen Lochkraftdiagram m e zeigen eine Z unahm e der 
Lochkraft, was darauf zurückgeführt werden kann, daß w ährend des Loch-

15*
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Tafel I

Charakteristische W erte der Lochung

R ohr-
abmessung

Loch
tem p era tu r Lochweg

Lochkraft
Loch

geschwindig
keit

Spez. Lochkraft

am
Anfang

am
Ende

am
Anfang

am
Ende

mm C° m m t t m m /s kg/m m 2 kg/m m a

1 2 3 4 5 6 7 8

0  70 1180 355 72 96 209 7,7 10,3

1 2 2 0 369 60 84 2 1 0 6,4 9,0

0  85 1230 320 6 8 90 156 6,15 8,15

1240 320 6 6 90 151 6 ,0 8,15

0 1 1 0 1 2 0 0 328 103 135 1 1 0 5,2 8,7

1 2 0 0 330 105 135 1 1 0 5,3 8,7

Vorganges auch eine aufw ärts gerichtete Ström ung des M aterials e in tr itt , 
das heiß t, es kom m t ein steigendes Lochen zustande.

V ergleichbare K ennw erte wurden in  der W eise erhalten, daß die zu  
B eginn  und zum  Schluß des Lochens auftretenden  K räfte auf den m ittleren  
Q uerschnitt des fertiggeloch ten  K nüppels bezogen  w urden (siehe Spalte 7 und 8 
der T afel I). D ie  spezifische Lochkraft n im m t m it steigender T em peratur  
ab, eine Folge des bekannten  Zusam m enhanges zwischen V erform ungs
w iderstand und T em peratur.

D ie L ochgeschw indigkeit b leibt w ährend des Lochens eines K nüppels  
praktisch  k on stan t. B eim  Lochen von K nüppeln  größerer A bm essungen  
wurde eine geringere G eschw indigkeit erhalten. Durch die m it zunehm ender  
Lochkraft abnehm ende L ochgeschw indigkeit w ird die praktisch k on stan te  
L eistung der Lochpresse b estä tig t.

Durch die am  A nfang der O szillogram m e sich zeigende Kraft von etw a  
10 t  und der W irkungsdauer von etwa 1 Sekunde wird der K nüppel m it 
quadratischem  Q uerschnitt in  den mild konischen  Aufnehm er eingeschoben, 
eingepaßt. Der anschließende steigende A b sch n itt deutet den Beginn des 
L ochvorganges an.

D ie Ehrhardtsche Rohrerzeugung ist ein  ausfüllendes Lochen. Ist der 
Q uerschnitt des Lochdornes größer als die radial zur Verfügung stehende  
W erkstoffbew egungsfläche, so tr itt während des Lochvorganges neben der 
radialen W erkstoffbew egung auch eine aufw ärts gerichtete Bewegung des 
W erkstoffs auf (S teigen). D as Maß der Steigung h än gt von  der Q uerschnitts
differenz des kalibrierten  K nüppels und der gelochten  H ülse ab. Je größer 
diese D ifferenz is t , um  so größer wird die nach oben  zu verdrängende W erk
stoffm enge, und proportional dieser Menge n im m t auch die zur M aterial-
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Ström ung erforderliche Kraft zu. D ies kom m t durch die am A nfang des 
Lochkraftdiagram m s steiler ansteigende und am  E nde des Lochvorganges 
einen höheren absoluten Wert ergebende L cchkraft zum  Ausdruck.

N ach vollzogener Lochung wird das F ü llven til des hydraulischen Z ylin 
ders geöffnet, wobei der W asserdruck, proportional der D urchflußöffnung  
des V entils, durchschnittlich in einer Sekunde abfällt. D ie im  absteigenden  
A st stellenw eise erkenntlichen K nicke hängen m it der V entilbew egung  
zusam m en.

b) Stoßkraftm essung

D ie Stoßkraft wurde bei dem  in den betrieblich  allgem ein üblichen  
norm alkalibrierten R ollengehäusen vorgenom m enen Rohrstoßen gem essen.

B ild  12. Abkühlung des Rohres a u f der Stoßbank

D ie A bnahm epläne wurden vom  B etrieb zusam m engestellt (siehe T afel 
II). Der Charakter dieser Pläne folgt im  allgem einen der w ohlbekannten  
A bnahm eparabel. Aus den D aten der Tem peraturm essung geht hervor, daß  
die A bkühlung au f der Stoßbank 240— 290° C, während die E ndtem peratur  
950— 960° C beträgt.

B ei dem Rohr m it 110 m m  Durchm esser wirtl die A bkühlung au f der 
Stoßbank durch das A bkühlungsdiagram m  von B ild  12 veranschaulicht. Infolge  
der reichlichen W asserkühlung der R ollengehäuse tr itt eine verhältn ism äßig  
hochgradige A bkühlung des Rohres ein.
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Tafel II

A bnahm epläne f ü r  die Stoßbank

0 70 mm /65 mm 0 55 m m /78,4 mm 0 110 m m /103 mm

A ußen
durch
messer

Quer
schnitt

A b
nahm e

A ußen
durch
messer

Q uer
schn itt

Ab
nahm e

A ußen
durch
messer

Q uer
schn itt

A b
nahm e

0 122 9150 189 20 320
1 121 8181 979 141,1 10 797 184 18 258 2062
2 113,5 6822 1359 134,6 9 393 1404 174,2 15 468 2790
3 107,4 5704 1118 127,4 7 893 1500 170 14 366 1102
4 102 4853 851 121,4 6 733 1160 161,5 12 068 2298
5 97,5 4148 705 115,9 5 721 1012 153,8 10 268 1800
6 93,4 3533 615 111,2 4 854 867 147,2 8 648 1620
7 90 3043 490 106,6 4 105 749 141,6 7 368 1280
8 87,1 2640 403 103 3 505 600 136,8 6 368 1000

9 84,6 2303 337 99,6 2 964 541 132,7 5 468 900

10 82,3 2001 302 96,8 2 532 432 129,2 4 868 600

11 80,4 1758 243 94,5 2 186 346 126,1 4 128 740
12 78,7 1546 212 92,6 1 907 279 123,5 3 568 560
13 77,3 1374 172 91 1 676 231 121,3 3 168 400
14 76,1 1230 144 89,7 1 492 184 119,4 2 818 350

15 75 1099 131 88,6 1 338 154 117,7 2 468 350

16 74 982 117 87,7 1 213 125 116,3 2 268 200

17 73,2 890 92 86,9 1 104 109 115,1 2 058 210

18 72,5 810 80 86,3 1 022 82 114,1 1 878 180

19 71,9 742 68 85,8 954 68 113,2 1 698 180

20 71,4 685 57 85,4 901 53 112,4 1 548 150

21 71 641 44 85 847 54 111,8 1 468 80

22 70 530 111 111,2 1 368 100

23 110,7 1 318 50

24 110,3 1 228 90

25 110 1 171 57

I n  B ild  13 werden die Stoßkraftoszillogram m e vorgeführt, die beim  
S toß en  der Rohre m it Durchm essern von 70 und 85 mm aufgenom m en wurden.

D ie  D iagram m e zeigen genau die an der Stoßstange auftretenden K raft
veränderungen , die beim  E in tr itt des R ohrvorderteiles in die einzelnen R ollen 
geh äu se oder beim  A ustritt des Rohrendes aus den einzelnen R ollengehäusen  
a u ftre ten . D iese Schw ankungen können —  insbesondere am  A nfang des 
D iagram m s —  ziem lich deutlich ausgew ertet werden. Die K raftdiagram m e  
w eisen  b e i gleichen K alibern gleichen Charakter auf.



D ie Stoßkraft wird durch die M essungen in Abhängigkeit von  der 
Zeit dargestellt. D och schien  es zweckm äßiger, die Stoßkräfte in A bhängigkeit 
vom  W ege der S toßstange und in vergrößertem  M aßstabe darzustellen. D iese  
A rt der D arstellung erscheint auch aus dem G runde berechtigt, da a u f d iese  
W eise die Lage der R ollengehäuse m it den in  ih n en  auftretenden K räften  
in unm ittelbare B eziehung gebracht werden kann.
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B ild  13. Stoßkraft-O szillogram m  für K aliber 70 und 85

Um  die U rsache der Schwankungen der beim  Stoßen auftretenden  
K räfte zu veranschaulichen , wurde der die m om entane Lage des Rohres 
darstellende Fahrplan konstruiert und über die K urve der Stoßkräfte e in 
gezeichnet.

Im  Laufe des Stoßens wird das Rohr g leichzeitig  in mehreren R ollen 
gehäusen geform t. U m  festzustellen , in w ieviel u n d  in welchen R ollengehäusen  
sich  das Rohr im  Laufe seiner Bearbeitung g leichzeitig  befindet, m uß ein 
Fahrplan konstruiert w erden. Die A bstände der Rollengehäuse sind bekannt 
und werden m aßstäb lich  dargestellt. D ie im  M om ent des E in tretens in  die 
einzelnen R ollengehäuse geltenden R ohrlängen können aus der L änge des 
fertigen Rohres und den in  den einzelnen Rollengehäusen angew endeten  
Abnahm en au f Grund der Volum enkonstanz erm ittelt werden. A us dem  die 
D ehnung des unter Verform ung stehenden R ohres anschaulich darstellenden  
D iagram m  kann abgelesen  werden, in w elchem  K aliber das Rohr in  einem  
bestim m ten  Z eitpunkt bzw . in einer b estim m ten  Lage eben läuft. Im  Stoß
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kraftdiagram m  ste llt die zu einem  gegebenen Z eitpunkt oder zu einer gegebenen  
L age gehörende K raft die resultierende S toß k raft als Summe der in  den einzel
n en  K alibern erforderten Stoßkräfte dar.

D as Stoßkraftdiagram m , das der b ezüglich  der Belastung der Stoßbank  
größ ten  Rohrweite von  110 mm entspricht, wurde auf Grund der durch die  
M essungen erhaltenen O szillogram m e k on stru iert (Bild 14).

D ie G eschw indigkeit der S toß stan ge is t  im  Laufe des R ohrstoßens  
p rak tisch  k onstant. Aus dem  Stoßkraftdiagram m  ist ersich tlich , daß die 
K raft während der Stoßperiode starke Schw ankungen aufw eist. D iese  A bw ei
ch u n gen  weisen am A nfang des Stoßvorganges die höchsten W erte a u f  und  neh
m en m it fortschreitendem  Stoßen im m er m ehr ab. Die Gründe dieser D ifferen-

B ild  15. O szillogram m  der S toß kraft für Kaliber 110

zen  sin d  in der am A nfang der Stoßperiode bestehenden  ungenauen Führung  
u n d  E xzen triz itä t bzw . den dadurch bed ingten  dynam ischen Stößen zu  suchen. 
M it fortschreitendem  Stoßen dehnt sich das R ohr und erhält eine s te ts  v o ll
k om m enere Führung, da es gleichzeitig in  m ehreren Kalibern läu ft. In  dieser 
P h ase  des Stoßvorganges bedingt der beim  E in tr itt  in ein neueres K aliber  
au ftreten d e K rafteffekt keine so große Ä nderung mehr im Stoßkraftdiagram m .

c) Leistungsm essung

D ie vom  die S toß stan ge antreibenden Zwillingsm otor aufgenom m ene  
L eistu n g  wurde auf die im  vorangehenden beschriebene W eise gem essen . 
D ie  Ä nderung des L eistungsbedarfes m it der Z eit ist in Bild 15 d argestellt. 
D as L eistungsdiagram m  von Bild 14 wurde aus diesem  Oszillogramm k on stru 
iert.

Sehen  wir zunächst von  den B eschleunigungs- und B rem sungsphasen ab, 
so ersehen  wir aus dem  D iagram m , daß die L eistungsaufnahm e des Motors 
p rak tisch  den an der Stoßstange auftretenden  Stoßkraftänderungen folgt. 
E s is t  indessen  eine gew isse P hasenversch iebung zu  beobachten, d ie d arau f  
zurückgeführt werden k an n , daß die K raftm axim a und Minima durch den  
Sch w u n g der sich bew egenden  Massen des S ystem s ausgeglichen w erden . 
D ie Z eitdauer der B eschleunigung und die der Verzögerung ist v erh ä ltn is
m äßig kurz (sie beträgt 1,5 bzw . 2 Sekunden), ein  U m stand, der den v erh ä ltn is
m äßig hohen  L eistungsbedarf beim  Start u n d  b ei der Brem sung erk lärt.



B ild  14. Stoßkraft, Leistungsbedarfs-Diagram m  für K aliber 110





B ild  17. Gem essenes und berechnetes Stoßkraft-Diagram m  für K aliber 110
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E s is t  zw eckm äßig, für den vo llen  Stoßvorgang eine konstante L eistu n g  
einzustellen . Zur Sicherung der k on stan ten  L eistung muß der Fahrplan in  
der W eise abgew andelt werden, daß in  den ersten Rollengehäusen eine gerin 
gere, in  den letzten  aber eine höhere L eistung als die wirklich vorhandene  
angew endet wird. D em entsprechend m üssen die R ollengehäuseteilungen an 
der A uslaufseite proportional erhöht werden. D iese U m gestaltung des F ah r
planes würde gleichzeitig  auch die Gefahr der Rißbildung, die im  ersten  
D rittel des R ollenbettes am größten ist, verringern.

V ergleich der gem essenen und berechneten Werte

N ach A usw ertung der B etriebsversuche wurden auch die b ezüglichen  
Berechnungen durchgeführt. Für die ganze M aschinenanlage ist die beim  
Stoßen des Rohres der größten A bm essung (110 mm  Durchmesser) a u ftreten d e  
Beanspruchung und  L eistungsbedarf ausschlaggebend. A uf Grund dieser  
Ü berlegung wurde das Rohr m it 110 mm D urchm esser einer ausführlichen  
A nalyse unterzogen. D er Vergleich der berechneten W erte m it den gem essenen  
V ersuchsergebnissen ergab eine rech t gute Ü bereinstim m ung.

D ie B erechnungen wurden a u f  Grund der von  A. G e l e j i  en tw ick elten  
Theorie [1, 2 ]  vorgenom m en.

D ie B erechnung der Lochkraft wurde bezüglich  der A nfangs- und  
E ndlage der L ochung durchgeführt. Zu B eginn des Lochvorganges erfolgt 
kein  S teigen , dem gem äß wurde h ier allein die für die ausfüllende L ochung  
gültige G leichung angewendet. Zum  Schluß der Lochung wurde d iesem  
W erte auch der durch W erkstoffström ung bed ingte K raftbedarf h in zu gefü gt, 
der dem  prozentuellen Wert des Steigens entsprach. Die Ü bereinstim m ung  
der berechneten und gem essenen W erte der Lochkräfte ist in B ild  16 v er 
anschaulicht.

A u f Grund des in  Bild 14 dargestellten  Fahrplanes kann fe stg este llt  
w erden, in  w ieviel R ollengehäusen das Rohr gleichzeitig  läuft, das h e iß t, 
die für die bezüglichen R ollengehäuse berechneten  Stoßkräfte k ön n en  in  
einem  beliebigen Z eitpunkt (bzw. in  einer belieb igen  Lage) sum m iert w erden. 
D ie m axim alen Stoßkräfte und S toß leistungen  wurden in Tafel III zu sam m en 
gestellt.

B ei Vergleich der berechneten und gem essenen Stoßkräfte b esteh t  
zw ischen ihren W erten  auf der E in lau fseite  der R ollengehäuse eine ziem lich  
hohe, doch in der F olge stets abnehm ende D ifferenz (Bild 17), deren Gründe 
im  vorstehenden b ereits erörtert wurden.

Durch die erw ähnten A bw eichungen war die Einführung eines K or
rektionsfaktors angezeigt, dessen W erte in A bhängigkeit von den R ollen 
gehäusen durch d ie untere K urve von  B ild  18 dargestellt sind.
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B ild  16. Gemessene und berechnete  Loehkraft

Nr. d e r  K a l ib e r

B ild  18. Dynam ischer und K orrektionsfaktor



BETRIEBSVERSUCHE ÜBER DEN KRAFTBEDARF BEIM EHRHARDTSCHEN ROHRSTOSSVERFAHREN 41 1

In  den ersten (etw a 4— 5) R ollengehäusen  wiesen die gem essenen  
Stoßkräfte hervorspringende Spitzenw erte auf. D iese Spitzen werden durch  
die dynam ischen Stöße verursacht, die durch die ungenaue Führung und

Tafel III

Größte S toßkräfte  und  Leistungen an der S toßbank

Rohrabmessung
Max.
S toß

leistung

Max.
S toß 
k raft

S toß
geschwin

digkeit
Stoßzeit

Durchschn.
Motor

leistung

mm kw t m/s 8 kW

1 2 3 4 5 6

0  70 31. 900 35 1,9 6,5 720

32. 900 28 1,9 7 720

0 8 5 53. 1080 54 1,9 6,5 850

56. 1030 53 1,9 6,5 820

0 1 1 0 38. 1420 70 1,9 6,25 1 1 2 0

43. 1430 75 1,9 7 1180

E xzen trizitä t des Rohres am A nfang der Stoßperiode bedingt sind. W erden  
auch diese Spitzen in  Betracht gezogen, so m üssen die berechneten W erte um  
einen in  B ild 18 dargestellten , sogenannten  dynam ischen Faktor vergrößert 
werden.

700 

-  8 0  

ci 60

! *o
S5 20 

0

0  1000 2000 З Ш  4 0 0 0  5ÖÖÖ 600 0  7ÖÖÖ в Ш  ЭОООтт

B ild  19. Vergleich der gem essenen und berechneten Stoßkräfte

--------- g em essen
--------- berechnet

D as unter B erücksichtigung des V orstehenden berechnete S toß k raft
diagram m  ist in  B ild  19 dargestellt, wo des Vergleiches halber auch das 
gem essene Stoßkraftdiagram m  eingezeichnet wurde. D ie praktisch recht gute  
Ü bereinstim m ung der berechneten und gem essenen W erte geht aus dem  
Bild deutlich hervor.
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SUM M ARY

The paper deals w ith  the results o f power m easurem ents at the push bench o f the tube  
p la n t belonging to the Csepel Iron and M etal W orks ; th e  results are discussed and evaluated . 
T h e  m easurem ents have been m ade by the s ta ff  o f the M etallurgical M achinery Chair, H ea v y  
In d u str ies Technical U n iversity .
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Compte rendu des m esures de forces au  banc poussant de la fabrique de tubes des 
U sin es M étallurgiques de Csepel, suivi d ’une éva lu ation  des résultats. Les m esures on t é té  
effec tu ées par les soins du personnel de la Chaire de Construction de M achines Sidérurgiques 
de l ’U n iversité Technique de l ’Industrie Lourde.
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