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AN APPROXIMATIVE METHOD FOR THE ANALYSIS
OF DISKS BY DECOMPOSITION INTO STRIPS

H. CRAEMER
FISCHERHUDE VIA BREMEN

[Manuscript received August 2, 1955]

In determining stresses or deformations of a rectangular elastic disk,
mostly Airy’s stress-function is used. In its common form, it applies to disks
of constant thickness loaded only along its edges. If there are loads on the
surface itself, e. g. own weight, or of the thickness is variable, a generalized
stress-function can be established but its integration often involves complex
arithmetic or is infeasible. The writer therefore hopes that an approximative
method which applies to any loading and to thicknesses and elasticity moduli
variable in one direction will be welcome.

Its basic idea consists in decomposing the disk into strips of constant
thickness and assuming that the bending strains and, in case of a constant
elasticity modulus, the stresses are linear in each strip hut not in the disk as
a whole, seethe schematical Fig. 1, also Fig. 5. Then, the deflection of the center-
line of each strip can easily be expressed as a function ofthe normal and tangen-
tial stresses acting along the contact-lines between them. On the other hand,
the normal stresses in the contact-lines tend to change the distance between
the center-lines of the strips and this will yield a geometrical condition which
will furnish the solution.

The following notations, abbreviations and further assumptions will be
used in the investigation :

All loads are assumed to act in the contact-lines, see Fig. 1; pk, gk=
normal and tangential loads per unit length.

nkk, nk, k + 1= normal forces per unit run acting on strip “fe” in its
edges k and kK -(- 1; skk and sk fc+l tangential forces ; Sk entire shear in strip,
see Fig. 2.

tvk deflection of center-line of strip k in direction of strip k— 1; EKk
elasticity modulus in strip ak. This variability of the elasticity modulus will
be usefid in soil mechanics problems ; e strains in contact-lines, a stresses in
case of E = const, x, dx see Fig. 2; | span or any length used as a unit ; xt
and xr= |— x| distances from left and right support.

f=x/l, f;=x,U4, Ir=xidl. (@)
f' = dfldt (1.2

1%
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derivative of any function.

Mk = --2-(nk—l,k + nkk) » Sft= 2(sk—l,k + skk) ® (1*3)
Ci—e~scosf; Si= c~Ilsini (1.4)
Fig. 2
are functions used in the example, their derivatives are
C"'"l —2S1, S"i=-2Ci. (1.5)
Now, from the equilibrium of the element shown in Fig. 2 we find
I (skk —sk,k+ 1) cd—* (sk + eft+h>-Etakdk —O= (2.1

I (nkk  Witf+) " = 0, (2.2)
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Ish — Z—Iau(skk+ sk, k+i)------- kl; («n—e*+i)/= 0. (2.3)

Moreover, if an infinitely narrow strip between strip s k—1 and k considered
according to Fig. 3, we find, when (1.3) is used

nk-i,kresp. nkk= MNkT ~2 gk>
(2.4ab)
sk-i,k resp. skk — Sk~ f '2 Pk*

The unit shears can be expressed from (2.1) and (2.3) as follows

sk — o ERAKAK LT pirn) and
ak bl
(2.5ab)
Sk E kakdk t
Sk’k+1 = + 61 (k+ 2 k+l) °
%
" krK
Fig. 3
therefore also
sk-1,k = _Sk:li._Ek-la(_l dk-_1\£1<’_i 4! ZOB'k-) (2.5¢)
Ak-1 61

If, then, (2.5a) is subtracted from (2.5c) and (2.4b) is used, we arrive at

—Pk—— —+ —vy [Ek-1“fc-idk-i (Bx- 1+ 2sky +

+  akdk(2 Bk -f- £%-0)17 . (2.5d)

Herein, after differentiation, Sk_i and Sk can be eliminated by (2.2) ; when
(2.4a) is used, this leads to
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Ek-i ak-i4-1 ek—1' +2{Ek-i ®&- 4 4+ E kahdk)ek -

+ Ekakdkek+i- = 6 2i-"= b ks M @6)
ak- 1 «fc-1 ak ak
6lpk+ 32 9K, JeH T fes2)
ak-1 Vait-1 al R7A

Eq. (2.6) holds for ordinal numbers fc = 2. In case of k= 1 we express
Sx in (2.5a) by (2.2) and use (2.4a), which yields

/2 —ray--—-- qz

Eidid (2EI £2)' H6| a an 2. (2.6 €)

Another relation between e and n is obtained from a consideration of the
deformations. It is well-known that, when the bending stresses are linearly
distributed across the section, the normal stresses njd follow a cubic parabola,
Fig. 4. From this, by integration, the change in distance between the center-
lines of 2 adjoining strips can be determined to be

Wk-1 — Wk = — k1 (3 1+ 13 nk— k) +

32t fa ke

+ k- m(13 nkk 3 nktk+i) j .
E kdk )

Now, generally there is no great difference between a, d and E in 2 adjoining
strips and the shaded areas in Fig. 4 are not much different from the indicated
rectangles. Therefore, in an approximative procedure we can write

_ (k-1 — ak
Ek-14-1 + Ekdk

Wk-1 — wk = (3.1)

whereby (1.3) has been used.
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In turn, from well-known relations we have
whk= Ek+ ektl\i2 (3.2)

Thus, by combining (3.1) and (3.2), we obtain

; + ak
N A T (3.3)
«A—1 ak-1 ak ak Ek-idk-i + Ekdk 12

From the reasoning leading to (3.3) it follows that this equation is meaningless
for numbers k < 2.

If nkis expressed by (3.3) and substituted into (2.6), one gets a differential
equation of 4th order for e only. As the result is rather complex we confine
ourselves to a case of a regular system with constant E, d and a without internal
loads (p = gq= 0). This yields, when Ec s replaced by c,

ad(ak- 1+ 4 ak+ ok+l)" = 614(— o2+ 4ak-i (4-1)

—6ak+ 4 (k+i—ak+25 (k 3).

For k = 2, we use the specialized form of (2.6), express n2 and n3 by (3.3) and
put = +tiu ; the result is

ad(<li+ 4R+ a3)™ = 6 q n'n (4*le)
6/4(2Gi —502-(*4a3 — (1) .
In the case of k — 1, from (2.6E) and (3.3) we obtain
ad(2a14-a2)" = —614(li —2az2-(-03 (4.1ee)
(ljJ a4 *nn + s"'a*c).
We now demonstrate the application of the method for a simple example.

As such we select a problem (1) which has already been solved rigorously, viz.
a disk with thickness d = 1 and square elevation uniformly loaded at its lower

horizontal edge by = 1 and supported by shears along its vertical edges
in such a way that in these edges no deflection wk occurs, see Fig. 5, left. We
assume | = 3a; then, as nh = gl = 0, (4.1E) yields

(a\ + 4ff2+ 03)"" = 486 (2ay — 502+ 403—a4). (5.1)
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A similar equation is got if the edges are counted the other way, viz.
#2~b4 @B-f- )" — 486 (—cri —4clg— 5 <B-(- 2 ad) . (6-2)

In addition, 2 algebraic equations can be found from the equilibrium of a vertical
section, viz.

oq-f-2f2+ 2 ff3-f-ffi= 0 from the normal force, and (5.3)

7 (ffl - o) + 6 (@2 — <) 2] 1 —4]2) (5.4)

from the moment, f being counted from the middle of the span. By rearranging
we obtain

(M + ffi)y™ + 486 (tri + ff4) O
27
(Ffi - ffi)"" + 486 ffi — ffi + 6f2 =0. (5.5a,b)

Taking symmetry into account, the solutions can be written
ffa+ ff4= A (C 3,320f,+ C 3,320fr) + B (S 3,320 f, +
+ S 3,320ir) and (5.6a,h)

3
a—o 612+ 1) (C5,0611, + C 5,061 £r

+ E (S5,061f + S5,061£.).

By consideration of (1.4) and (1.5), this can easily be proved to be correct.
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The constants A, B, D, and E above depend on the boundary conditions.

First, over the supports
N = R=a3=o04=0((= 0, = 0). (5.7)

Moreover, as wk is prescribed in that cross-section, (3.1) yields
na= n3= 0, (Si=0, ir=0). (5.8)
2 and Kk = 3 and (5.8) is used, xve obtain

If, further, (2.6) is applied for k =
=0

(0j - 4d2“b d3) =34 and (d2-f- 4 d3-f- O

or, if (5.3) and (5.4) are taken into account

(ai + ai)' — 36
(5.9a,b)

(01 —04"= — 2% (Ji= 0, ir=0)

In this way, 2 equations containing the unknown costants are got from

two eqs. (5.7) and 2 more from (5.9). The result is
(5.10)

D = 0,003613; £ = 0,6077.

A= 0,01126; 11= 1,693;
In Fig. 5, besides the rigorous solution (1) and the one according to Navier,

the stresses a at midspan, computed by (5.3), (5.4), (5.6) and (5.10) are stated.
Although the result is far from being precise, the general trend is already visible.
A better coincidence, of course, is found with Z= 5 a, see right side of

Fig. 5. In this case, the following equations are found after some rearranging

|(Ti f- 0« -(- 4 (°2 + ab) "b °3 + ad}™ w3750 {2 (dj -(- de) —
- 5(d2+ ab) + 3(d3+ d4)]|, (6.1)

{er2+ av+ 5 («3-f-04)} " — — 3750|(cii -f- °6) +
+ 3(da+ ad) —2 (d3-f-d9) |, (6.2)

|dj —d6 - 4 (d2—d5) (- d3 — d4*™ = 3750 {2 (dj — dg) —
— 5(d2—d5) -j- 5 (d3 — d4)} , (6.3)

|d2—d5-(- 3 (d3—dd)|"™ = — 3750 |(d* —dg) -
+ 5(d2- d6) — 10 (d3—d4)}, (6.4)
0i f2d22d3-f-2d4-(-2 --dg= O,

13 (dx — de) -f 18 (d2—d5) -f 6 (d3—d4) = 37,5 (1 —4£2) .

(6.5)

(6.6)
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On principle, the solution is found by the same reasoning as in the former
case. Again, the bending stresses at mid-span are plotted in fig. 5 ;they coincide
well w'ith those obtained in the strict solution. The writer wants to emphasize,
however, that the main value of the new method consists in its applicability
to problems for which no rigorous solution is feasible.

REFERENCE

H. Craemer, Stresses in wall-shaped beams ; ZAMM 10 (1930).

SUMMARY

The disk is considered to be composed of a sufficient number of strips and the bending
stresses are assumed to be linear between any two contact-lines. Then, taking into account
the geometrical conditions valid for two adjoining strips, two simultaneous differential equations
of second order or one of the fourth order can be derived for each strip. In an illustrative example,
the results obtained by the method are compared with the rigorous solution.

ANNAHERNDE BERECHNUNG VON SCHEIBEN DURCH ZERLEGUNG
IN STREIFEN

H. CRAEMER

ZUSAMMENFASSUNG

Die Scheibe wird in eine gentigende Anzahl von Streifen zerlegt und es wird angenommen,
dass die Biegespannungen zwischen je zwei der so gebildeten Kontaktlinien linear verlaufen.
Aus den Vertraglichkeitsbedingungen zwischen je zwei benachbarten Streifen ergeben sich
je zwei simultane Differentialgleichungen 2. Ordnung oder eine der 4. Ordnung. Die Methode
wird auf einen Fall angewandt, fir den die strenge Lodsung bereits bekannt ist.

CALCUL APPROXIMATIF DES DISQUES, PAR DECOMPOSITION EN BANDES
H. CRAEMER

RESUME

Le disque est décomposé en un nombre suffisant de bandes, et 'on suppose que les tensions
de flexion entre deux des lignes de contact ainsi formées sont linéaires. Les conditions de compa-
tibilité entre deux bandes voisines, donnent deux équations différentielles simultanées du deu-
xieme ordre, ou une équation différentielle du quatrieme ordre. La méthode est appliquée a
un cas, dont la solution exacte est déja connue.

AMMPOKCUMALMOHHBIA METOL AHANU3A WANBE MPU UX PA3JTOXEHUW
HA MONOCHI

X. KPEMEP
PE3IOME

LLlaiiba pasnaraeTcs Ha A4OCTAaTOYHOE YWUC/IO MOSOC M MPUHMMAETCS, UTO HAMpPsHXKeHUs
nsrmba Mexpgy KaxibiMu ABYyMs 06pa3oBaHHbIMU TakUM 06pa3oM KOHTAKTHbIMU SINHUSMU
UMEKT NIMHelHbIA c6er. Ha oCHOBe YCNOBUIA COBMECTUMOCTU MEXAY KaXAbIMU [JBYMS CMEX-
HbIMU MOM0CAMM NOJMyYaeTca No ABa AuddepeHuymanbHblX YypaBHEHUS BTOPOA CTEMEHU UMW OfHO
yeTBepToll cTemeHW. MeTof LEMOHCTPUPYETCH ANS ciaydas, ANsS KOTOPOro M3BECTeH CTPOruii
MeTOf peLleHus.
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Often in the investigation of some effects occurring in gearing such as
noise, oscillations, loosening, breaks, etc., the dynamics of efforts caused during
rotation by keying fits is disconsidered. As a characteristic example may be
quoted that in the analysis of belt drive the older, as well as the newer text-
books contend themselves with the scalar expression of peripheral force

P=T,-Tr

where T; is the pull produced in the leading (driving) and Tr that arising in
the return branch of the belt, instead of pointing out the vectorial sum of the
two forces

Q=T,+ Tr

From Fig. la is evident that this force Q actually effective on arm produces
rotation, and only its knowledge enables to determine the instantaneously
arising shaft reaction A (vector diagram Ib) with consideration of key force E.

Since the dynamic effects of the arising forces may cause trouble especially
in feather-keyed gears, the aim of this paper is to analyze the efforts arising in
these.

I. The oscillation of shaft reaction in feather-keyed gears

In gears peripheral force P and thus load Q acting on the tooth occupy
an invariable position in space in relation to the centre of the shaft 0. On the
other hand the key rotating together with the shaft ofradius r causes that shaft
reaction A, balancing the tooth load Q acting on the wheel and key force E.
will vary even within one revolution.

More intensive examination of the efforts taking place between the bore
of the wheel hub and the shaft within one revolution explains several effects
experienced in every day’s practice.
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Fig. 2a shows the gear in a position when the key has turned by some
angle pfrom point HO chosen in a way that the centre line HOO of the key be
square with tooth load

cos a

where P is the circumferential force acting at the principal point F, and a is
the pressure angle. The straight line of force Q, the contact line, touches base
circle of radius ra at point N.

Fig. la. Forces acting in belt drive Fig. Ib. Vector diagram

On the basis of the afore-said reaction force A acting on the bore of the
wheel is easily drawn in Fig. 2a, the trace of which will he line OM ; its magni-
tude is determined by the vector triangle drawn in Fig. 2b to force Q known.

Reaction A can also be computed easily for any arbitrary angle ¢ From
the diagram may namely be written with notations of the figure that

AHvNvOvc 4 MJO™ A HON

On the basis of this similitude

HvNv:HvOv= HN:HO
that is
A Q= |/r2-f-r2+ 2rracos(p:r
whence

A ——fr2+ r2+ 2r T cosp.m (1)
T
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further

E=0Qr°
From formula (1) may be read the following limit cases

At (=0 4= y(ra+r)=E +Q

r/sm)°

Fig. 2a. Determination of shaft reaction in keyed gear
Fig. 2b. Vector diagram
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At P= 90° A=y rr2+rl 1+

At P= 180° A=y (ra—r)=

At P= 270° A= Qrr2+ Tl (WA

Fig. 2c. Variation of the direction of shaft reaction in relation to the middle of the key
during one revolution

Therefore the following may he stated :

Key force K is a rotating vector, which does not change its magnitude
during rotation of the shaft and lags by 90° behind the middle radius of the
key OH (Fig. 2a), its angular velocity equals that of the shaft, the end point
Nv of its vector describes the circle of centre Ov and radius E (Fig. 2b).

Vector Q of the tooth load is stationary.

Exceptional cases disregarded, the radius of the pitch circle is greater
than the radius of the shaft, or of the key, thus

Q =HVOv< E = OVNv

Shaft reaction A is similarly a rotating vector whose centre is Hv, but
its angular velocity does not agree with that of the shaft, its magnitude is not
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constant, but it exerts a pulsatory effect on the bore of the hub. Its rotating
end point is that of vector E, but is stationary origin coincides with that of
vector Q.

Fig. 2c shows the variation of reaction A acting on the shaft bore of the
gear every eighth part of one revolution and for each position also shows which
part takes the pressure in relation to the keyseat.

A more perspicuous picture of the amplitudes of the pulsations of shaft
reaction force A is obtained, if the variation of shaft load is plotted in terms
of angle < This is shown in Fig. 3.

On the basis of Fig. 2c the following may be stated :

During rotation always the same half of the bore receives pressure.

Fig. 3. Variation of the magnitude of shaft reaction in terms of the angle of rotation

From origin 0 to position 4 the shaft load decreases and the key tends
to press itself into the keyseat, during the other half revolution the shaft load
increases and the key strives to pull itself out from the keyseat. This penetration
and pulling out of the key, as far as the ease of fit allows it (for instance with
a feather key), presents itself most in a position, where force A makes the
smallest angle with the middle plane of the key OH. This angle is with notations
of Fig. 2a and 2b

LEMOH =*90° - O
Evidently MOM will be smallest where

d= < OvNVHv= ONH

is largest, that is, at position (p, of angle o, where NH, contacts the circle of
radius r, and v OHN is a right angle.

In Fig. 2c the vector A = N, Hv square with OvHv yields that shaft
reaction whose direction includes the minimum angle with middle plane OH
of the key at the first half turn.
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From Fig. 2a is directly evident that at this extreme value

cos (ft — — cos (180° — (pt) = - — — 3)
Ta E

and from Fig. 2c may be written that at this position

A = J[E2— Q2— E sin pt ... (4)
Fig. 4. Pattern of the stress state of gear Fig. 5. Pattern of the stress state of
tightly mounted on the shaft with top feathered gear with top tooth loaded
tooth loaded (Pressure on tooth from left (Pressure on tooth from left to right) [1]

to right) [1]
Il. Photo-elastic pictures

This paper aims at the investigation of effects of motion occurring in
gears fastened by feather or sliding keys, under the effect of pulsatory reactions,
but photo-elastic pictures taken in polarized light from transparent gear models
of plastics so lucidly manifest the distribution of power impulses occurring
and thereby confirm these statements that it is worth while to extend on them.

Fig. 4 presents the plane stress distribution in the body of a gear tightly
pulled up on the shaft, without feather, and Fig. 5 that of a gear feathered
on, by streamline fillets (isochromatics). In both cases the top tooth was loaded
by a pressure from left to right [1].

The streamline fillets of shear stresses corresponding to identical normal
stresses 01— 02
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surround the shaft in regular circles in Fig. 4 ; in Fig. 5 the effects of key
force E and shaft reaction A present themselves.

The effect of shaft reaction A on the development of streamline fillets
can be more easily evaluated if it is considered first what effect is produced
by some accessory compressive force on the photo-elastic picture of a test speci-
men under pure bending stress.

F'g. 6a. Streamline fillets in test specimen subjected to pure bending [2]

Fig. 6a shows the streamline fillets of a solid test specimen in such stress
state, Fig. 7a those of a bar with an internal hole [2]. In both above the colour
line of O-order, corresponding to the neutral fibre, black streaks indicate regions
of equal shear stress of the compression zone, streaks below this line those of
the tension zone. Streamline fillets of highest order are running along the
borders.

Fig. 6b. Streamline fillets under the effect of two additional indenting pressures [2]

Fig. 6b shows the change of streamline fillets under the effect of the
indenting compression test. At the bottom, where tensile stresses ox are
higher than in the inside of the bar, the indenting compression raises new stresses
of higher order, since it tends to stretch fibres in tension, and in consequence
of this the streamline fillets penetrate from the bords inward. In the upper
compression zone, where compressive stresses ar are acting, the indenting
compression test reduces local stress, because it tends to stretch fibres in compres-
sion, and in conseqence of this streamline fillets of lower order strive forward
into the compression zone.

An entirely analogous case is found in Fig. 7b, where at the upper part
of the hole the indenting compression finds fibres in compression and tends to2

2 Acta Technics XXI/1—2.
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stretch them, the stress decreases, and in consequence of this the fibres of lower
stress (71 strive to progress upward, so that the top streamline even breaks at
the middle. The indentation compression acting on the lower rim of the hole
tends to stretchfibres in tension, whereby local stresses increase, and from the bottom
of the bar streamline fillets bend toward the compression zone [2].

Fig. 7a. Streamline fillets in holed test specimen subjected to pure bending [2]

Returning to Fig. 5 it can be laid down as a fact that shaft reaction
A directed toward the point of intersection of vertical force E acting from top
downward and load Q acting on the top tooth from left to right — analogously
to Fig. 7b — by exerting pressure onfibres in tension diverts the streamline fillets

Fig. 7b. Streamline fillets under the effect of indenting pressures acting on hole rims [2]

of higher order toward the compression zone. Under these efforts besides the
isochromatic spot of zero order in the middle of the root of the tooth, tinre
appears another spot of zero order between the tooth and the bore, surrounded
by the colour line of 1l-order ; the tendency of principal streamline fillets of
2-order toward the bore indicates the shaft reaction A present.

Of course the optical image of the stress state changes during the revolution
of the gear in the sense as follows from Fig. 2c.

I1l. Probable effects of dynamic efforts

In large gears, where force Q is relatively small in relation to E, the angle
characteristic from the viewpoint of wheel slip comes up after the first quarter
turn, when it cannot be dangerous, because it is almost perpendicular to the
middle plane of the key. In small gears, however, where for reasons of economy



DYNAMICS OF GEARS WITH FEATHER KEYS 19

the thickness of the hub is limited, it presents more danger, especially if the

higher number of revolutions of the small gear is considered.
Upon reversal of the gear that half of the bore takes up the shaft load

which was unloaded at the former sense of rotation.

Fig. 8. Steps of displacement of wheel body in relation to the shaft

From these statements some important conclusions may be drawn.
From formula (2) follows that if the scale is chosen that

Q=r

then according to Fig. 8
E = ra

Let the friction angle between key and keyslot be g, then from any point
K on the periphery of the circle of radius rais visible at angle g the radius r0

of the circle drawn with centre at 0, whose length is

®)

r0= rasing ...

9*



20 B. SZOKE

On the other hand, if above shaft radius r, chosen for diameter, a Thales
circle is drawn, then for angle d included by forces E and A pertaining to any
point K of the circle of radius ra with notations of the figure

oL _ p
OK ~ ra

sin 6 =

that is, in the course of rotation of vector A about pole S the side of the right-
angled triangle of the Thales circle OSL

OL =p

varies proportionately to the sine of angle O

Position K(S, pertaining to 6max and tangent to the circle of radius r is
of particular importance because the angles & of shaft reactions KS and K 35,
which are opposite-hand views of KtS, are uniform, since the same p belongs
to both directions. Therefore at such positions the conditions of slip and of the
fit of the key are also uniform.

On the other hand, in reflected image positions in relation to OS, such
as KS ans K'S the force acting on one side at angle 90° — 6 tends to approach
the keyed half of the shaft to the wheel hub, and on the other side a force of
the same magnitude, acting at angle 90° O makes an effort to remove it.

Two tangents drawn from pole S to friction circle of radius rO cut out
four remarkable points from the circle of radius ra: between Ky, and K 1shaft
reaction A falls within the friction cone, therefore no slip is possible at the key-
seat ; from Ky to K3the wheel body moves radially in relation to the shaft centre ;
from Kato Kg the fitis again tight ; from K'3to Ky the wheel body makes a radial
movement in opposite sense to the former.

However slight be the friction, there is no slip in positions KO and Ky.

The angle

K O0OKy = tpy

at which slip starts may be determined from A OSKy, namely with notations
of the figure
Tq Sin Q

r r

sine = (6)

and
n —E+Q (7

But to sin e pertains also the value of

OSK3= 180°— e
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from which angle
<£K40K3= 180° — 98

is determinable, namely from O SOKS3

B= <YKOOK3

Fig. 9. Limit case of displacement of wheel body in relation to shaft
as external angle
W=180° — £+ (7 8)
On the other hand, angle K40K3, within which slip takes place
PB—971=180°— 2e. 9)

From Fig. 8 and 9 is evident that the limit position at which movement
still takes place, comes up when

ro"r
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that is, with consideration of (5)

sin Q (10)

According to Fig. 9 presenting the limit position separately

If the value of sin q is taken for 0, 1, then according to (10) the described
effect may occur in all gears sitting loosely on their shafts, of which the diameter
of the pitch circle does not exceed ten times the diameter of the shaft bore. Gears
of this order of size are found in motor vehicles, machine tools and in general in
most sliding change gears.

IV. Consequences of slipping caused by pulsating shaft reaction

In case of loosening of keys, according to experience more frequent with
reversing shafts, it is usually said that the “key was driven out”. However, it
is evident from Fig. 2c that in some cases this loosening of the key can be
brought about not only by force E directly acting on the key but may be furthered
by resultant A of key force E and tooth load Q, especially if the fit of shaft
and bore is inadequate, or is too loose for service requirements and thus permits
radial movement of the key.

In slip-feather joints, where the possibility of shifting change gears calls
for easier fit, the pulsatory effect deserves special attention. That is to say,
the requirement of a thicker shaft for the larger gear to transmit the greater
torque may cause that the radial movement of the wheel body in relation to
the shaft centre, imagined as stationary in space, occurs with the fast-moving
pinion as well as with the slow-running large gear. The distance between centres
of the mating gears thus varies rhythmically because of composition of movements
according to the number of revolutions of the pinion and the gear ratio. The
vibration effect thus occurring may be a sound source too.

Gears of elastic material pressed against each other are slid in space
relatively to each other, which may bring into vibration both wheel bodies.
Already with shafts of 50—60 mm diameter in sliding change gears a clearance
of 0,04—0,05 mm may be reckoned with between the wheel bore and the shaft,
that is, in the two mating gears a relative displacement of the order of magnitude
of one tenth of a mm can come about, even if the gears are most precisely cut
and balanced.
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Another sound source may be knocking of the wheel body against its
own shaft, which is repeated as afore-said twice per revolution. For this reason,
for instance, some gear running at 3900 revolutions per minute can strike 7800
blows per minute, or 130 blows per second upon its own shaft, which may produce
a “C” tone corresponding to that already.

The effect dealt with of course cannot come up in gears where two opposite
sliding keys are perfectly uniformly seated or with spline shafts, where the
splines have perfectly uniform fit. Since this cannot always be realized by routine
shop techniques, the described effects as one cause of gear noise, may be supposed
even with such gearing. It is not superfluous to remark this, because the noise
arising at the rated number of revolutions and its harmonics is in general
attributed to errors of gear cutting, or the knocks caused by lack of balance,
may be to vibrations caused by the clutch [3].

Surely clutches may be very often sources of very disagreable noises,
yet according to the afore-said it would be worth while to pay attention to
relative movements arising between the wheel body and its shaft at experiments
on gear noise, because it can be taken for certain that a source of noise so
far disconsidered has been discovered.

The above considerations also give an answer to the “mystery” occurring
in practice, why gear noise often ceases during search for the fault. It happens,
namely, that the assembly is disassembled for a new check, and since no fault
is found in parts, is reassembled, and the noise ceases. In this case the afore-
treated force effect might have been active at the first assembly, and at the
reassembly the gears have been mounted on the splined shaft so that the splines
opposite to one another have acquired a uniform fit.

At the effects so far mentioned the middle line of the shaft was supposed
to be stationary. It may occur, however, that at the gear drives characterized
by equation (10) the gear body seated loosely on the shaft under the effect
of tooth load Q and key reaction E exerts upon the shaft twice per revolution
such an impulse which produces the disturbance of resonance. In such case
from the viewpoint of resonance not the double number of revolutions has to
be considered, but

AK, OK', = 180° — dmax

pertaining to the optimum position of slip denoted by K( and K) of Fig. 8,
or the corresponding round angle

<£K'tOKt = 180° -f 2 dmax
where

sin dmax = — .
r,



24 B. SZOKE

Instead of further enumeration of effects in connection with the pulsating
efforts it is remarked only that it is largely to be attributed to these that the

efficiency of sliding-gear type transmissions is much lower than that of gears
mounted tight on their shafts.
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SUMMARY

In feather-keyed gears due to the keying fit the shaft reaction is a vector of varying
in magnitude within one revolution rotating about a point outside of the centre of revolutions.
In sliding gear type transmissions therefore, in case when the radius of the base circle is smaller
than the ratio of the radius of the shaft to the sine of the friction angle, the wheel body undergoes
two displacements per revolution in relation to the shaft centre imagined as stationary. The
paper treats the magnitude of the efforts arising and the determination of the positions of
displacements pointing out that this phenomenon may play the part of a sound source so far
disconsidered in gear drives, may cause resonance in properly cut and well-balanced gears and
serve as an explanation of several practical observations that appeared otherwise as mysterious.

DAS KRAFTESPIEL VON ZAHNRADERN MIT FEDERVERBINDUNG
B. SZOKE

ZUSAMMENFASSUNG

Bei Zahnradern mit Nut und Feder ist infolge der Federverbindung die Wellenreaktion
innerhalb einer Umdrehung ein Vektor veradnderlicher Grdésse, der sich um einen Punkt ausser-
halb des Drehungsmittelpunktes dreht. Infolgedessen erleidet bei Zahnradgetrieben mit Gleit-
federverbindung in Féllen, wo der Halbmesser des Grundkreises kleiner ist als der Quotient
des Wellenhalbmessers zum Sinus des Reibungswinkels, der Zahnradkdérper im Verhaltnis zu
dem als unbeweglich gedachten Drehmittelpunkt innerhalb einer Umdrehung zwei Verschie-
bungen. Der Aufsatz behandelt die Grosse der auftretenden Kréafte und die Bestimmung des
Ortes der Verschiebungen, indem darauf verwiesen wird, dass diese Erscheinung bei Zahn-
radgetrieben als bisher unbeachtete Gerduschquelle auftritt, bei richtig verzahnten und gut
ausgewuchteten Radern Resonanz verursacht und als Erklarung mehrerer praktischer Erfahrun-
gen dienen kann, die sonst vielfach als rétselhaft erschienen.

LE JEU DE FORCES SUR ENGRENAGES AVEC LANGUETTES
B. SZOKE

RESUME

Dans les engrenages avec languettes la réaction de I’arbre est a cause du reserrage un
vecteur de grandeur variable au cours d’une révolution, tournant autour d’un point en dehors
du centre de rotation. En conséquence de cela aux engrenages de rechange avec languettes colis-
santes au cas ou le rayon du cercle de base est plus petit que le rapport du rayon de I’arbre
au sinus de I’angle de frottement, le corps de la roue dentée fait deux mouvements par révolution
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par rapport au centre de I’arbre, imaginé comme immobile. L étude traite la grandeur des forces
en jeu et la détermination des lieux des mouvements, en indiquant que ce phénomene peut servir
d’une source de bruit jusqu’a présent ignorée dans I’étude des engrenages. Aux engrenages a
denture impeccable et bien balancés cela peut causer des troubles de résonance, et peut servir
d’explication de plusieurs expériences pratiques, prises jusqu’a présent pour énigmatiques.

PABOTA B CJ/IYUYAE 3YBYATbIX KOJIEC C MA30OM U MPYXNHON

B. CEHE

PE3IOME

B cnyvae 3y6uaTbiX KOMeC C MasoM U MPYXWHOW BCMEACTBUE KAMHEHUS peakuusi ocu
B Mpedenax OfHOro o60poTa MpeACTaB/sieT COO0K BEKTOP MepeMeHHOM BenMuYMHbI, Bpallato-
LMIACA BOKPYT TOUKW, NeXalleli BHe LgHTpa BpalleHusl. BcreacTBue 3Toro B ciydae 3y6uaTbIX
KO/EC C MOABMXKHBLIM K/IMHOM, KOTa paguyc OCHOBHOIO Kpyra MeHbllUe paauyca OCWM W 4YacT-
HOTO CMHYca yrna TpeHusl, TOrAa Teslo 3y64aToro Kosieca Mo CPaBHEHWIO C LIEHTPOM ocK, npej-
nosaraemMoi HenoABMXKHbIM, 32 KaXKAblii 060pOT COBepLUAeT CABUra. PaccMaTpuBaeTcsl Befu-
UMHA BO3HMKAIOLLMX CU/T W OMPEAeNsieTca MeCTo CABWIOB, YKasblBasl, UTO 3TO SIB/IEHWE MOXeT
(hurypupoBaTb B C/ly4ae 3y6uaTbiX NMPUBOAOB B KauecTBe 3BYKOBOFO WCTOYHMKA, [0 CEro Bpe-
MEHWM He YUYTEHHOro ; B C/lydae MpaBW/IbHO 06pPaGOTaHHbLIX U XOPOLWO C6anaHCUPOBaHHbIX
3y6uaTbIX KOMEC MOXET BbI3BaTb PE30HAHC U CYXXUT B KauecTBe 06bACHEHWS psaga TaKMX npak-
TUYECKM YCTAHOBMEHHbIX SIBMEHUN, KOTOpble, MeXAy NpoynuMm, Bbinu 3aragKoii.






INVESTIGATION INTO THE DEFORMATION OF SHAFTS
AND THE PROBLEM OF MINIMIZING DEFORMATION

I. LIPKA,
NSTITUTE FOR THE DEVELOPMENT OF MACHINE TOOL-CONSTRUCTION, HALASZTELEK, NEAR BUDAPEST

[Manuscript received October 11, 1956]

Introduction

In this paper we are dealing with the deflection of machine tool-shafts,
caused principally by bending stresses, and with the question of reducing
the deformation. The subject of our investigations are the shafts employed
in machine tools, called main spindles, which are designed to clamp and hold
the work piece. The main spindles are quills which deform to various extents
as a consequence of the bending and torsion forces, and such deformations
may greatly influence the precision of machining. However, the precision of
machining does not solely depend on the elastic deformation in the shape
of the spindle, but also on the elastic deformation and placing of the spindle
supports, i. e. the employed bearings, and on the deformation of the work
piece and of the clamping elements. The precision of the machining of the
work piece clamped on the end of the spindle is essentially influenced by
the deflection of the spindle-end caused by elastic deformations. We are
dealing in the following with the problem of reducing the deflection, and the
real purpose of our investigations is to find a solution of the following prob-
lem : What should be the distance between the two supports, the bearings,
of a given main spindle, to reduce the deflection of the spindle-end to the
possible minimum? Accordingly, we have to find the optimum distance of
bearings from the standpoint of deformation.

I. Determination of the deflection of spindles with constant cross-section

As has been pointed out the side deflection of a work piece in machine
tools belonging to the group of lathes is if the piece is machined with a can-
tilever clamping, a result of the deformation not only of the spindle but of
the whole system consisting of the spindle, the spindle supports (spindle-
bearings), the holding elements of the work-piece, and the work piece itself.
The rigidity of this system is treatly affected by the constructional built-up
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of the frontal spindle-bearing. To increase rigidity, specially constructed,
cylindrical roller bearings arranged in double rows, with a cone in their inner
ring, and close-setted rollers, are used at present. The stiffness of such bearings
is considerably larger than that of ordinary roller-bearings.

Departing from this principle we can, in calculating the rigidity of
spindles, take the conducting effect of the frontal bearing into consideration
by introducting an auxiliary bending moment M bwhich has a sense opposite
to the bending moment generated by the cutting force on the frontal bearing,
and the magnitude, of which is

Mb=x*MO0  0<x<I

where MO indicates the bending moment on the frontal support caused by
the cutting force. In the literature the following is found concerning the
deflection of the ends of spindles with constant cross-section [1], [2] :

1 .
y = Pjc2(1+c¢c)—05P2abc (I+ y]-M,l.c
3E O
where
y — value of the deflection of the spindle, in the vertical of force P (cm)
modulus of elasticity of the spindle material (kg/cm2)

E
|

secondary moment of inertia (cm4) of the cross-section of aspindle with constant
cross-section

Px = cutting force (kg)
| = distance of two supports (bearings) (cm)
a, b, ¢ = length of intervals marked in Fig. 1 (cm)
P2 = force exerted on the spindle by the spindle-driving gear (kg)

Accordingly, the value of the moment Mb arising at the frontal hearing

Mb= XMO0" xP1lc

where the value of x is given in the literature as 0,3 [1], provided the frontal
support is a slide bearing, two roller bearings, or a double-row roller bearing.
If the frontal support is a roller bearing, x can he taken as equal to zero.

The first bracketed member of the expression (1) divided by (3EI)
is the value of the deflection of the double-supported beam loaded on the
cantilever, in the vertical of force P1e<(s. [3] p. 129). The angular deflection
at the frontal support of the beam loaded between the supports by force
P2 (s. [3] p. 125.) being
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the rise of the beam in the vertical of force PI5 as effected by force P2 is
equal to c (pb, the second member of the expression (1). Finally, as the bending
moment M barising at the frontal support causes an angular deviation, (pB —
= Mb1/3El (s. [3] p. 126.), and this bending moment Mb causes a rise of
the end of the beam the magnitude of such rise is

MJc

ccpB = -
P 3E I

which corresponds to the third member of expression (1).

Il. Solution of the problem for spindles with constant cross-section

To solve the problem pointed in the introduction, we have to find the
optimum bearing distance in respect of which the deflection of the spindle-
end will be minimal. The position of the spindle-driving gear is assumed to bes
fixed which means that we regard the interval a, together with centre-distance
¢, as constant, while the bearing distance is regarded as variable.

b=1—a,
and Mb= Kk mPx mc, the expression of deflection y given under (1) can be
written as follows
3EIlj = (1-x)pjc2l+ PIC3- 0,5P20c I*~—-

Now, as the equation

BEI = (1—x)P,c2—0,5P2scll+ —
dl \ P

solved for | has ordinarily a positive root 10

P203

2
2(1 — x)Pxc—P2a )

lo=
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the function y has an extreme. As, however, the following inequality holds
for every value of |

3 E A& 0,
di2 P

the function y has a minimum at locus 2.

Example ! The main spindle of a small-scale precision lathe has the following dimensions :
n — 200 mm, ¢ = 130 mm, | — 265 mm. The cutting force = 100 kg ; P2= 75 kg.
According to formula (2) the optimum bearing distance, if v — 0,3,

75 « 800
M +100-13775- 20 YE6OT = YIlI 5=43,3un

We calculate the value of deflection y for the actual (I = 26,5 cm) and the optimal
(/0 - 43,3) bearing distance. As the inside diameter of the spindle d = 2,1 cm, the chosen mean
diameter of a spindle with a variable cross-section D = 3,3 cm gives a moment of inertia
1= 0,05(D4— d4) = 4,957 cm4. According to formula (1), the deflection of the spindle-end for | =
= 26,5 cm (if E = 2,1 « 106 kg/cm2) is

"“PU .li.OR | » 13(26.;+ 13)-»,5.75.2..6,5.1j(1+ A ~) -
- 0,3100+132-26,5 = 0,0135 cm. 0,135 mm,

and for the optimal bearing distance 10= 43,3 cm, y = 0,128 mm. The difference between
the two values ofy is small, making not more than 0,007 mm.

This is due to the fact that, instead of a spindle with a variable cross-
section, we have made our calculation with a spindle of constant cross-section
and a mean diameter which is just a slight approach to actual conditions as
will be seen later, where the same computations will be performed in respect
of spindles with varying cross-sections.

In determining the optimal bearing distance, the cross-section of the
spindle has not played any part whatever, the value of expression (2) being
independent of spindle diameter. The formula to determine the deflection of
the spindle-end (1) refers to spindles of a constant cross section. In reality,
the spindles are made with variable cross-sections to meet design requirements,
and so we have to investigate the deformation of spindles with variable cross-
sections.

I11. Calculation of the deformation of spindles with variable cross-sections

To determine the deflection of such spindles, i. e. to generalize the
formula (1) for variable values of I, we have — in accordance with part 1 —
to the following : a) the deflection of overhanging-loaded beams with variable
cross-section in the vertical of the loading force ; b) the angular deflection
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(B caused by the auxilary bending moment Mb at the frontal support
c) the angular deflection (pb at the frontal bearing of beams loaded with
force P2 between the supports.

a) Let us examine the spindle shown in Fig. 2 which is loaded on the
cantilever with force P, supported at two points and consisting of six com-
partments. As will be seen in the following the assumption of precisely six
compartments does not impair general applicability.

Let us determine the angular deflection of the cross-section in the
vertical of support B, caused by moment MO= P mc. For this purpose we
establish the equation of the elastic line for the sections between the sup-
ports. As the reaction force

the equation of the elastic line for the first section, if the positive axis y is

directed downwards, is

M
h Ey" = — * X 0Orx<ar,

where the abscissa x is calculated from the vertical of reaction force A. Simi-

larly, for the subsequent sections I, IlIl and IV

I1. h Ey" = MOX X< X <;a2;
|
MO0

. I3Ey | N a2 A a3?
MO

V. h Ey" = - ) X az M x N 1-
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Integration is performed by sections. For section |

Ey'= - M-’\-*2+ cX 3
211x )
l.
M .
EY = cooe —n3-j- clx + co- (39
6n x 1

By performing integration also for the other three sections, we come to the
following expressions :

Mn
Ey'= —-"5 X2+ yx (4)
21E
1.
M n
Ey = X3+ yxx+ y2 41
6 1*2
M
1. Ey'= — + (5)
211,
M .
Ey = — 3+ a\X -+ a2 (59
61L
M,
V. Ey'= -~ 0 2+ (6)
21E
M,
Ey — A3+ *1* o+ * (60
611

The eight integration constants are determined by the boundary conditions.
For the initial point of section I, i. e. for x — 0,y = 0 and thus in accordance
with (37)

c2= 0.

As the elastic line of the beam isa continuous curve with a constantly varying
tangent, the y’ values of formulae (3) and (4) must agree at the boundary
point of sections | and Il, at x = av Here, also the values ofy are equal and
thus the right-hand sides of formulae (30 and (40 are also equal for x = av
Accordingly, we can write the following equations :

al+ cx= — ~ ~ of + 7i
2111 2 1E (V

M M .
MO of ¥ cxax= — 9 of ¥ 71« !+ 72 (70
611x 611,
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In like manner, in respect of the boundary points of sections Il and
I, i. e. for x = a2 the right hand side of (4) being equal to the right hand
side of (5) and that of (4°) to that of (5),

Af,, . -
«l+ Yi= Mo_ ai 4« di 8)

21 h 2113

Mo

MO
+n«+Y2 = al + Qa2+ » (s"
6U?2 6U3

Finally, for x = a3 from (5) and (6) and from (5”) and (60

MO MO
+ o *
2U3a3 21‘]4«3+ 1 9)
MO MO
«3 + al«3 + @ = «3 + *1 «3 + (90
6/1/, 6//4

Calculating now the value of y2 from (7) and (70,
M pA [JL_ !
31 b "R
Further, utilizing the value of y2 obtained from (8) and (80, we have

6 _ Moalt 1 1 MOag/ 1 1
31 (Ix 2] 31 |/a f3 "

Finally, from the value of 62 in (9) and (90 we obtain

M Oa\ 1 1 . Moal 1 1 s MOal ( 1
31 u h I+ 3i h FI'+ u U3

The angular deflection of the cross-section in the vertical of the frontal support
B is equal to the angle @ given by the tangent of the elastic line at point B,
and by the horizontal axis. As there are small angles only,

M= tg =Y >for x —1,
and thus, according to (6),

Mo
2 h

L+ X

3 Act« Technica XX I/1—2.
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The value of x1 can be calculated from (6’) since the value of x2is known
from the foregoing. Furthermore,

y = 0 for x = 1

because the displacementy in the vertical of B is equal to zero. Accordingly,
from (67)

MO #( 1 M 0a? | 1
, aa®( M . i1 N
6L 312, h) 3P 1n h
Lad 11
312 1n 13T

If we substitute this value in the above-mentioned expression of <0, and
bear in mind that in accordance with Fig. 2 1J<13<13<14we obtain the
following expression for the positive value of the angular deflection of the
cross-section in the vertical of support B

MO M n 3 1
QV | + V_O? (10)
3EL 3EP Iéi T

It is obvious, that, if the number of section within the support distance is
generally assumed to be n the summation in the expression (10) for the angular
deflection in the vertical of cross-section B caused by moment MO lowers
the range from i = 1to i = n.

Now we are in the position to determine the deflection f of beams with
a variable cross-section in the vertical of force P. This will consist of two
parts (v. Fig. 3):

[ =11+]2

If we regard the cantilever part consisting of two compartments (Fig. 2)
as an embedded beam with angle ¢€D0and do not load the end of the beam with
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force P, the deflection of the beam-end will be = t0c. A loading of the
beam-end with force P, will then result in a further deflection

Pc? (c3 2
= [ 1 Co— C7).
2= 3E14™ 3EIn

If we substitute the value Mo = P «c for MO which appears in the expression
yt = (p0. ¢, contained in formula (10), we obtain the following formula for the
deflection :

b) Relying on formula (10) we are now able to express the angular
deflection B on the frontal bearing as caused by the auxiliary bending moment
Mb. Its sense is opposite to that of the angular deflection ¢0, since moment
Mbhas likewise an opposite sense to that of moment M0. As Mb= x M0 —
= XP ec, according to (10),

x-Pc x-Pc 3 3(1 1\
3EI, 3EP 1éi u/ li+J

and so the moment Mb causes the rise of the beam’s end

xPc2. ,, x-Pc2 3 _, 1
= i 4 a (12)
3EI4 3EP t~i 77 lh
c) Finally, we determine the angular deflection at the frontal bearing

of a beam loaded with force P 2within its support distance. P2means the force
exerted on the spindle by the spindle-driving gear in the second section of

3%
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the spindle in question. (Fig. 2.). Therefore, to apply the equation of elastic

line, we must divide section Il. in two new sections (v. Fig. 4).

As the reacting forces at the

beam supports are

the equation of the elastic line for the first section

E11Y" = -A X,

0<,x<,alt

where the abscissa x has to be calculated from the vertical of reacting force A.
For the second section

For the third section, with regard to the above expressions of A and B

For sections IV and V, the equation of the elastic line will be similar

V.

V.

Integrating for each section, we obtain the following expressions :

El2y' = —AX,

E 12y" = B(x —/),

Elzy"—B(X—gl

Eirtym — B (X—0 a3< . XA

Ey': —_——X2+ C,
2 1x

Ey —_— m—————— X34'C,X+ C,
61,

EY — —~1r1 *2+ T7i
Li2
A

Ey = - —-Xx3+ yXx + y2
6i2

. B
Ey'= *- 12+ \

21,

«l<><>e

a’x<,a?z2

az<*x <.a

1

(13)

(13)

(14)

(14)

(15)
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Ey = - — (x—2)3+ T+ &
6h

B

Ey — ' 02+ A

2h (X
V.

Ey: * * *i [ A2
bB].S( )8+ *i
B

Ey = - & — i)2+ A
2V

Eym B . 03+ rix+ Vi

37

(1S

(16)

(160

17)

(170

wording to (13’) c2= 0. On the strength of the
and y at the boundary points, we obtain from

equations (13), (14) and (137, (14"

Aalil
72 =
h
By utilizing the obtained for y2 we have from equations (14), (15) and (14’)
(157)
e Aa\ ( 1 _1\+ jnyu ,\—Sl\ri @
(1-1) 61, 3/,
In like manner, from (15), (16) and (157°), (16’)
B(a- iy A
(2a+ 1) + —~a3+
3 Ui 61,

B fa-1)» (2a24-1) ( 1

b (i-1i)-

Finally, from (16), (17) and (167), (17°)

A ., , B(a-iy Aa\ (1 1
H2 = -5-}-“3 4 61 2a-f/) -f ] +
B
+ — (a2- D2(2a2+ 1) — - +

+ 4O («3-02(2«3+ 0
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We can now establish the value of the angle b= tg =y’ (x =1 be-
tween the tangent at point B of the elastic line and the horizontal axis. From
equation (17) b= [iJE (x = I) and from (17’) /q = — ,u2i as for x =
= |,y = 0. Finally, substituting the values of reaction forces A = P2 (I— a)//
and B = P2a/l in 42 we obtain the following expression for the positive value
of angle tpb:
a (a—DN22a-f))
+
31, 12 61,
a (@a2—N2@2az2+ 1)
+
12
a (@3- h2@a3+ /N (1 _ 1
F 6 u /3

A fter rearrangement, the formula can be written as

On the basis of a), b) and c) we can now determine the deflection of spindles
with a variable cross-section if loaded by forces P4and P2; in other words,
we can write the generalized formula (1) applying to spindles with a variable
cross-section. This deflection y has the following three components :

y=f-c-<PB — c -<Pb

whence through formulae (11), (12) and (18) and by taking P = P xin equation
(11), we have as deflection

I\c\ + Px /]t .4, P.cYy

y = (c3- € 1- %)+
310iE  31@E 34 @7 )
n y Pic> 4, sf 1 1
BEM- éi I 1i w
I«Cl « 1 11 " (10

E )3F ifi“* 1,41 1,1

+ 11 a3 @1 1 1 + _“ y a2 1 _ 1- . I

T[ 6/a+ T3 111 h 20 "y ow 6h\
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IV. Determination of the optimum bearing distance for spindles
with variable cross-section

That bearing distance is to be determined for spindles with a variable
cross-section, for which deflection is minimal. Let us take the spindle that
consists of the sections as given in Fig. 2. We shall consider the length oj
sections I, Il and Il as fixed, and that of IV as variable. Therefore, values a,
at, a2 and a3, as well as centredistance c are constants, whereas the bearing
distance | is variable. We want now to find the minimum of expression (1),
given for the deflectiony. For this purpose, we solve for | the following equation

E dy 2 (1—*)Pic+ P2a ~,3 ! 1 N
¢ dl 3 i=i  h p
. P «3 1@ 1o a N 2 1 L, (19)
P 6 h 3 h h\ + 2& * n

2Ptc(l - x)— P2a 0

where | is raised to the third power.
The root of this equation supplies the locus of the extreme of function
y. We calculate also the second differential quotient ofy :

— N = 2{(1l — x)PIC + P2a} Ve?(-1 ! !
c dp " U 14 P
(20)
2 P a3+ - J-l+ a-j a2 (J --JL-)].
p 62 3 (x 0yt Ek %Y R

It is obvious from this forinida that if
P2=0

i. e. if the spindle is not driven by elements directly wedged on the spindle
or by elements fitted with bearings, but by the so-called relieved-drive which
exerts only torsional stresses on the spindle, we shall invariable have

E p r 3
A= 21 x) 1 >0,
dP p & i

so that the extreme of function y is a minimum.
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Example. Let us again examine the spindle appearing in Fig. 2. The force P2, which
operates within the bearing distance, arises in section Il. (v. Fig. 4) The coordinates of the
boundary points of the individual sections are these : Oj= 2,5 cm, a2= 21,5 cm, a3 = 255
cm, while the coordinate of the vertical of force P2a = 20 cm. As regards the cantilever :
c4= 6 cm, c= 13 cm. The outside diameters of the individual sections are T) = 3 cm, />2= 3,3
cm, LX83= 4 cm, 1)4—4,1 cm, Ds= 4,3 cm, D6= 6 cm.

The inside diameter d = 2,1 cm. The acting forces areP L— 100 kg, P2= 75 kg. The
elasticity modulus E = 2,1. 106 kg/cm2. The value of factor xis assumed to be0,3.

The cross-sections are circular rings, and their moment of inertia is as follows :
Jj = 0,05 (3«— 2,1«)= 3,0776 cm«; J2= 0,05 (3,3« — 2,1«) = 4,9572 cm«; J3=

--11,8276 cm«; 14= 13,1564 cm« ;J02= 0,05 *4,3« = 17,0940 cm«; 100 = 0,05 ¢ 6« =
= 64,800 cm«.
The reciprocal values of these moments are as follows :
I/1i = 0,3249, 1//, = 0,2017, 1/13 = 0,0845, 1//4= 0,0760
and with these
3 z
Voo '01 = 1307,6442 .
=1 VE

Now we calculate the values of the coefficients in equation (19) :

2P4c(l —x) — P20 _ 1,4+1300- 75-20

4,05378.
6J4 78,9384
The value of the coefficient of 1/12 is :
75I &noo + 0,6417 + 10 59,7028 = 24652,553
29,7432 ’ ' - R
Finally, the value of the coefficient-—-- — is as follows:

2 °’7+1300 + 75:20 1307,6442 = 2100948,392.

W ith these values, we obtain for 1, according to (19), the following cubic equation :
4,05379 13 + 24652,553 | — 2100948,392 = 0 ;
or, divided by the coefficient of 13:
13+ 6081,3591 1— 518267,693 = 0.

This equation has exactly one positive root 10 (because in the series of coefficients there is
exactly one reserval of signs). Its value, calculated with the Cardan formula, is 10= 56,1 cm.
In respect of this value the deflection y has really a minimum, because — taking into account

the above calculated values of coefficients (19) — it follows from (20) that
E d2y 1 1 3.2100948,392
-2-24652,553 -~ -1T [112350,1 - 49305,1] > 0.
¢ ~d¥~~ 56,131 56,1
Now we calculate the value of y from formula (1°) for a bearing-distance of | = 26,5 cm.

Y = 0,00005 + 0,00184 + 0,00378 + 0,00350 — 0,000464 {— 12,41385 + 12,40380 +
+ 6,71409} = 0,00917 — 0,00311 = 0,0061 cm.

Therefore, for | = 25,6 cm, the deflection of the spindle-end y = 0,061 mm, while — according
to equation (1) — for the optimum bearing distance 10= 56,1 cm.

y = 0,00005 + 0,00184 + 0,00800 -f 0,00078 — 0,000464 {— 2,76994 + 5,85918 -f

+ 14,21360} = 0,01067 — 0,00803 = 0,0026 cm.
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Therefore, for the optimum bearing distance, i0= 56,1 cm, the value of deflection y = 0,026
mm. However, this excessively large bearing distance cannot be realized in practice. In such
cases, we must try to enlarge the diameter of the spindle simultaneously with increasing the
bearing distance to the permissible extent, so as to reduce the magnitude of the spindle-end
deflection.

As an example, let us enlarge the diameter of the various sections in the following manner :
N1— 35 cm, H2= <'inh D3= 4,5 cm, and Dt — 4,6 cm. The bearing distance should be
I = 40 cm. Other dimensions remain unchanged. The numerical values of the various terms
in expression (1’) of deflection will be as follows :

Y = 0,00005 -f 0,00184 + 0,00351 + 0,00048 — 0,000464 {— 1,69638 + 1,77620 +
+ 6,22619} = 0,00588 — 0,00293 = 0,00295 cm.

By such modification of the bearing distance and the spindle dimensions, we have
— from the viewpoint of deformation — well approached the optimum in respect of the original
idimensions.

V. Determination of optimum bearing distance for spindles not loaded with
bending stresses (relieved drive)

It has already been mentioned that, if the spindle-drive is relieved,
i. e. if the bending force acting between the supports P2= 0, the second
differential quotient of function y will be positive, so that the deflection y
will always have a minimum. In this case we obtain from equation (19) the
following expression for the optimum bearing distance 10

w= [ 2344\ as ! ! 21
h /1,41

It is to be seen from this formula that the value of optimum bearing distance
I0 depends only from the coordinates of the boundary points of the sections
and the moments of inertia of the cross-sections. Accordingly, it is, for
instance, independent from the choice of the value factor x which determines
the auxiliary bending moment Mt. In this case, when P2= 0, the following
rather interesting consideration imposes itself :

If we increase the diameter of every section by the same value, that
of the optimum bearing distance will decrease.

We can prove this thesis in the following manner : let us multiply every
term of the sum under the cuberoot in formula (21) with factor /4. Let us
further write out the terms of the sum in the following rearrangement :

3 1
"V a3 77 el -« 34” T+ («2 + (22)
|

We can demonstrate that the value of the fractions 1J1i, 1J/2 J4P3diminishes
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if we increase the diameter Z), of every section with the same positive
vaine 8. The moment of inertia of the annulus being

h = 0,05 [(D, + 6)4- d4,
we have to show that
DIl-d~* (Dj+ 6y-d~*
Df—d4 (D, 0)4—d4 A\

Substracting the right-hand side of the unequality from its left-hand side

D\ - d4 (P4+ O4- d4
Df- d4 (2, + O4- d4

= Z)4(ZZ-f6)4-D f(D 4+ d)4+ d4{4d(Z)3-D?)+ 6~ (D 1-Z)?)+463(2)4-D ,)}
(Df-d*) m((D,+0)*-d*)

and as

04> D,
therefore
Di -(Di+ 6)>D,(Di + 0), (6> 0)

and thus the value of the difference in the numerator of (24)
D\ (D, + O4- Df «(D4+ d)4

will be positive. Likewise positive is the expression in the brace of the nomi-
nator, since 24> Z),. Accordingly, the nominator of (24) is positive from which
it follows that the unequality (23) is valid. It is thus proved that the value
of fractions z4z4 (i = 1, 2, 3) diminishes if we increase the diameters Z), by
the same 6. But also the value of (22) diminishes along with the diminution
of fractions Z/zZ, since al < a2< a3, and so a\ — eq > 0 and a3— af > 0.
Thus we have demonstrated that the value of (21) diminishes if the diameters
Dj are increased by the same value.

It is likewise to be seen from formula (22) that if we increase, for
example, the diameter of the last section (that with the greatest diameter)
only, i. e. if we increase merely the value of Z4, while that of the other moments
of inertia remain unchanged, the optimum bearing distance will not decrease

but increase.

Example

Let us now examine the main spindle of universal lathe which has stood the test of
practice, one which has larger dimensions than those of the preceding example. The spindle-
-drive is relieved, i. e. P2= 0. The cutting force, Px= 1000 kg. The co-ordinates of dimensions
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and the outside diameters are as follows :
ax= 1cm, a2= 22 cm, a3= 48 cm, a4= 56,8 cm,
g= 13 cm, c= 16 cm, = 5 mm, D2= 58 mm, Dz= 65 mm, D4= 70 mm,
D5= 74 mm, De= 85 mm, D7= 102 mm, inside diameter d = 40 mm.

Let us examine how close the actual bearing distance | = 58 cm under construction
as to the optimum value. The moments of inertia of the cross-sections are as follows :
Ix= 32,9531 cm4, 12= 43,7825 cmg, /3= 76,4531 cm4, /4= 107,25 cm4, 15= 137,1329 cm4

Jol = 541,2161 cm4, J02 = 261,0031 cm4;

and applying them,

4
° i (4 - -yl—) = 891,7563.
N
The value of optimum bearing distance, according to (21) is:
3 3

i0= y2 +137,1329 «891,7563 = ¥Y244578,255 = 62,5 cm.

The actual bearing distance of 58 cm is, therefore, only 4,5 cm smaller than the optimum value.
The formula (I') for determining the deflection y since P2= 0, changes as follows :

Y W +TET~b+
+TVAT M-a it)

Hence, since | = 58 cm, and x = 0,3, the deflection of spindle-end
y = 0,00064 + 0,00115 + 0,01203 + 0,00754 = 0,0214 cm
and the deflection for the bearing distance | — 62,5 cm

y = 0,00064 + 0,00115 + 0,01296 + 00,0649 = 0,0212 cm.
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The difference between the two deflections being slight we can say that the bearing distance-
of the construction I = 58 cm is conveniently close to the optimum value.

Finally, we examined the main spindle of a large-sized universal lathe with relieved drive..
Its determinative data are: Oj= 4 c¢cm, a2= 72 cm, a3= 99 cm, Dx— 11 ¢cm, D2— 12 cm,
D3= 12,5 cm, Dt — 14 cm, d = 8 cm. The cantilever part consists of one compartment, with

a diameter of Db= 16 cm, and ¢ = 23 cm. The bearing distance | — 109,5 cm.

The optimum bearing distance of this main spindle was calculated as 10 = 117 cm.
Hence it differs from the actual value of 109,5 cm by not more than 7,5 cm. If J;jj = 2000 kg
the deflection will bey = 0,0132 cm for 1= 117 cm, andy = 0,0133 cm for | = 109,5 cm. The

difference between the two values is here likewise small.
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SUMMARY

The main spindle-called quills and employed on machine tools-are deformed by loading
forces (cutting and driving force). This affects very considerably the precision of machining.
The deflection of the spindle-end depends not merely on the elastic deformation but on the
spindle bearing-distance as well.

The present paper deals with the elastic deformation of spindles consisting of compart-
ments with variable cross-sections and determines the extreme value with a view to minimizing
the deflection of the spindle-end. It is demonstrated that there is an optimal bearing distance
at which the deflection is minimal. With relieved drive (when the driving elements are not
directly wedged on the spindle), it was found that the optimum bearing distance is decreased
if we increase the diameters of the spindle compartments by the same value. A few practical
examples show to what extent the actual bearing distance approaches optimum.

UNTERSUCHUNG DER FORMANDERUNG VON WELLEN UND DAS PROBLEM
DER VERRINGERUNG DER FORMANDERUNG

I. LIPKA

ZUSAMMENFASSUNG

Die in Werkzeugmaschinen verwendeten und als Spindeln bekannten Hohlwellen erleiden
zufolge der Belastungen (Zerspannungskraft, Antriebskraft) Formé&nderungen, welche die
Genauigkeit der auf den Maschinen stattfindenden Bearbeitungsoperationen in hohem Masse
beeinflussen. Die Durchbiegung des Spindelendes h&ngt nicht nur von der elastischen Form-
anderung, sondern auch von der gegenseitigen Entfernung der beiden Spindellager ab. Die
Arbeit befasst sich mit der elastischen Forméanderung der Spindel mit abschnittsweise ver-
anderlichem Querschnitt und behandelt im Zusammenhang damit die Minimalwertaufgabe
far die Verringerung der Durchbiegung des Spindelendes. Die Untersuchung dieser Extremauf-
gabe zeigt, dass eine optimale Lagerentfernung existiert, fir welche die Durchbiegung minimal
ist. Im Falle eines entlasteten Antriebes — wenn der Antrieb der Spindel nicht durch unmittel-
bar auf die Spindel aufgekeilte oder auf sie gelagerte Elemente erfolgt — verringert eine Ver-
grosserung der einzelnen Spindelabschnittsdurchmesser um gleiche Betrége die optimale Lager-
entfernung. Einige aus der Praxis entnommene Beispiele zeigen, in welchem Masse die tat-
sédchlichen Lagerentfernungen eine Anndherung des optimalen Wertes darstellen.
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L’'EXAMEN DE LA DEFORMATION DES ARBRES, ET LE PROBLEME
DE LA REDUCTION DES DEFORMATIONS

I. LIPKA

RESUME

Les arbres creux utilisés dans les machines-outils, connus sous le nom de broches, sont
«déformés sous I’action des charges (forces d’usinage, force motrice), ce qui influence grandement
la précision de I’'usinage exécuté sur la machine. La déflection de I’extrémité de la broche dépend
non seulement des déformations élastiques, mais aussi de la distance entre les deux paliers de
la broche. L auteur discute la déformation élastique de la broche composée de trongons a sections
différentes, et traite le probléme de minimum relatif a la réduction de la déflection de la broche.
La discussion du probléme dela valeur extréme montre,qu’il existe une distance optimum des
paliers, pour laquelle la déflection est au minimum. En cas d’une commande soulagée — quand
la broche n’est pas commandée par des éléments calés ou logés directement sur la broche — un
accroissement, par des valeurs égales, des diameétres des différents trongons réduit la distance
optimum des paliers. Quelgues exemples pris dans la pratigue montrent, dans quelle mesure
les distances effectives des paliers approchent la valeur optimum.

WCCNEJOBAHUE JE®OPMALIMN BAJIOB W TMPOBNEMA CHUXEHWNSA
JED®OPMALMUN

. JINMNKA

PE3IOME

Tpy6uaTble Basibl, NPUMeEHsIEMble B MeTasN1006pabaThbiBAIOLLMX CTAHKAX W HasblBaeMble
rNaBHbIMW LUNUHAENAMW, O, BO3AE/CTBMEM NPUKNAAbIBAeMbIX YCUIuii (ycunue pesaHus,
NpUBOAHOE YCWUME) NpeTeprneBaloT AedopMaLiMio, YTO CUMIbHO BO3AENCTBYET Ha TOYHOCTb
NpPoV3BOAMMOI Ha CTaHKe 00paGoTKU. [porné KoHua LWNUHAENS 3aBUCUT He TO/IbKO OT YMpyroi
AehopMaLiM, HO U OT PacCTOSIHUA MeXay ABYMSl MOALUMMHUKAMK LNuHAeNs. Pa6oTa nocesi-
LeHa ynpyroi aedopmaumy WNUHAENS, COCTOSILLIEr0 M3 OTPE3KOB MEPeMEHHOro CeYeHUs, 1 B
CBSI3M C 3TUM paccMaTpvBaeTCcs 3afaqa NpefeNbHbIX 3HAYEHWUI, HEOBXOAUMBIX AN CHUXEHUS
nporun6a KoHua LWnuHAens. Pas36op 3ajayn npeaenbHOro 3HauYeHWsi MoKasbiBaeT, UTO CyLLecT-
BYET HEKOTOpPOe ONTMMaSibHOe 3HAYeHMEe PACCTOSHUA MeXAy MNOALWMMHUKAMU, NPU KOTOPOM
npormé rnony4aeTcs HaUMeHbLUMM. B cryuyae HeHarpy>KeHHoro npueoga — T. €. KOrAa npueop,
LWINWHAENA OCYLLECTBNSETCS He MPW MOMOLUM 3M1EMEHTOB, MOCAXEHHbIX HenocpeAcTBEHHO Ha
WNWHAENb WK Yepe3 MOALIMMHUK — YBe/IMUeHUe AMaMeTpa OTAe/IbHbIX OTPE3KOB LUMUHAENS
Ha WOEHTUYHYIO BE/IMUMHY CHVXKAET ONTUMabHOE PAacCTOsHWE MeXAy MOALMNHUKaMU. Pag
NPaKTUUYECKNX MPUMEPOB MOKa3bIiBAET, HACKOMbKO MPUBIMKAIOTCA MpUMeHsieMble AeliCTBU-
TeNlbHO PAcCTOAHMA MeXay MNOAUMHUKAMM K ONTUMasIbHOV BeINUMHE.
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1. Equipment for the hot-rolling of gears

Several disadvantages of gear cutting have drawn attention to the pro-
duction of gears by the hot-rolling process. Such disadvantages are : long
processing time with the consequent high power-consumption, expensive tools
and machinery for toothing, and a higher consumption of material due to the
waste of chips. On the other hand, the manufacture of gears produced by hot-
rolling is more productive and economical. For example, with the -cutting
process 8 wheels of a given size can be produced per hour, as against 40 such
pieces if the method of hot-rolling is applied.

The problem of producing gears by hot-rolling began to be studied as
far back as the end of the last century. In America, Comtey was the first to
tackle the problem in 1872. However, the experiments made no headway which
was mainly due to the fact that blanks were heated in separate furnaces, clamping
of the heated work-piece on the rolling machine was tiresome and took a long
time, during which a considerable amount of scale was accumulating moreover,
the use of the method in question made it inevitable that the thick layer of
scales was rolled into the flank of the teeth, and that in the meantime, tempera-
ture of the blank dropped considerably. If toothing was to be executed in a
shorter time, large power effect had to be applied which caused early deterioration
of the tool.

Heating by means of high-frequency induction had a beneficial effect
on the process : the work-piece can be heated rapidly on the rolling machine
itselfwhereby scaling isreduced, and also heat can be imparted during the process
of rolling with a view to preventing rapid cooling.

Hot-rolling of gears can be executed in two different ways : first by means
of forced engagement between the blank to be rolled and the rolling master-
gears. In this case the work-piece of an appropiate dia., clamped after heating,
is forced to revolve — at a ratio suited to the number of teeth — between the
master-gears which are likewise in forced engagement ; penetrating gradually
to the foot diameter of the wheel, the master-gears generate the teeth during
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their rotation. With the second method, the workpiece — placed on a
mandrel — can revolve freely while the approaching master-gears penetrate
into the glowing work piece between them, force it to rotate and thus generate
the teeth. Upon the initiative of Janos Paxian and Antal Cseperkalovics,
the second method has been adopted in Hungary and is being applied in the
Csepel Works.

The theoretical researches carried out at the Department of Machine-
Elements of the Technical University of Budapest refer to both methods of
hot-rolling.

In the gear-rolling machine as used at the Csepel Works (Fig. 1), the
cylindrical blank is placed upon a pin located between two master-gear tools.

Heating of work piece

- , n r1 KU Approaching master gear
1% Zi W
L] W r
1
Wormgears SpHned shaft
Fig. 1

The pin raises the blank into the inside of the circular high-frequency inductor
above the master gears, where, after current has been switched on, heating
is continued for a specified length of time. After obtaining the required tempera-
ture, the pin again lowers the work piece between the tools. Thereafter the tools
start approaching, and finally penetrate into the work. The tools revolve round
a vertical shaft and are driven from below, through a worm-gear. One of the
master-gears is in the framework, the other on a movable slide ; their movement,
i. e.their approaching the work piece, is actuated by a roller, thrust by a cam.
The worm of the worm-gear driving the movable tool is on a spline shaft so as
to permit a revolution of the tool during approach. The work-piece together
with its supporting pin, has also to be advanced at half speed towards
the tool embedded in the framework. The master-gears are water-cooled
in order to prevent them from warming up excessively during the
continuous work.
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2. Tooth profile-drawing device

For the determination ofthe amount of material required to fill the volume
of the tooth, the cross-section area of the tooth must be known. The quickest
method to determine the area ofthe teeth isthat of planimetry. For this purpose,
a mechanical tooth-profile drawing device, based on the generating principle
of the gears, has been developed with the collaboration of Jens Jurek and

Beérta Birs (Fig. 2). The device can be mounted on a drawing board. Based
upon the principle of the machines of the Maag-type, the tracing of the teeth
is carried out by the generating process with the use of a rack. In order to reduce
the effect of the inaccurate drawings, the rack template is large : module m =

= 100 mm. In correspondence with the finishing tool of the Maag-type the
template was provided with an aperture corresponding to a tooth-height of

3
h= -—-- m. This plate has to roll down the pitch circle of the wheel at the pitch

line of the rack. The different positions taken by the rolling rack cut into plate
may be traced at the edge of the rack on a drawing paper placed underneath,
and the tooth-profile is given by their enveloping curve.

The pitch circle of the wheel was marked out on the tooth profile drawing
device by a row of needles as shown in the lower part of the figure. The pure

4 Acta Tcchnica XX1/1—2.
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rolling of the line of the rack tool down the pitch circle is ensured by two thin
steel wires. One end of the steel wires is fixed to a clamp, on both sides
they overlie the row of needles, right and left of the centre they run along the
rule, and their other end is fixed to the two ends of the rule. The rule, as rack-

tooth pitch line, may perform a pure roll down the pitch circle as given by the
row of needles, such pure roll being ensured by the steelwires.

Since the row of needles might interfere with the undisturbed position
of the drawing paper beneath the rack it is not placed directly on the rolling
rule ; instead, the rolling displacement is led by vertical parallelogram guidance
to the rack template. The lower pins of the vertical rod have to be developed
at the rolling lower edge of the rule. The vertical position of the rods in any
position of the rolling rule is ensured by double parallelogram guidance joined
to the right rod, the pins fastened to the drawing board constituting its two
extreme articulations on the right. By means of the double guidance, the rack
template follows the rolling displacement of the lower rule with accuracy.
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W ith the aid of the device tooth profiles corresponding to various profile
displacements i. e. correction coefficients may be traced. For this purpose holes
corresponding to positive and negative profile displacement steps are provided
at both edges of the template. The upper hinging points of the vertical parallelo-
gram can be placed in these bores, so that by rolling the template tooth profiles

corresponding to various profile displacements are obtained. For instance, the
hinging points in the figure are in a position xx— —0,6 of correction coefficient.

The described device enabled us to trace, by means of a rack template
with a pressure angle of a — 20°, tooth profiles corresponding to various tooth-
number steps and + displacements, i. e. the entire range oftoothing. For smaller
tooth numbers only a few tooth profiles could be traced within the lower and
upper limits fixed by the undercut and tapering, while for larger tooth numbers,
in addition to normal tooth, corrected values corresponding to 15 profile displace-
ments have been traced between —1 and -|-2 correction coefficients in steps

4%
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of 0,2. Forexample, Fig. 3 shows profile shapes for a wheel of 20 teeth, and Fig. 4
illustrates 16 profiles for a wheel of 90 teeth.

Tooth area at m =1 mm from x=-\-0,4 to X= —1,0 a=20°

Fig. 5

Tooth area at m—1 mm from X =f-0,6-to X=+ 2,0 <1=20°

At m — 100 mm applied on the rack template the pitch radii for larger
tooth numbers ought to have been drawn with a large radius. To draw long
radii is cumbersome. Therefore, the pitch circle for larger tooth numbers was
marked out by calculating the coordinates of the position of the needles.

By planimetering the tooth profiles traced in this way, the area of the
teeth, and by multiplying with the width of the wheel, the volume of the teeth
can be determined. Figures 5 and 6 show the ascertained tooth areas with refer-
ence to a module of 1 mm. Fig. 5 contains tooth areas for the normal gear, i. e.
for a profile displacement between -{-04 and —1, while fig. 6 contains them
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between x = +0,6 and +2. The tooth areas may also be indicated in the form
of a table. (Table No. I.) From these values, referred to module m — 1 mm,
the areas of teeth for various other moduli can be determined by multiplying
with the square of the module.

3. Calculation of the initial diameter

When producing gears by way of rolling, the first thing to be determined
is the initial diameter of the blank. In doing so, requirements must be satisfied :

1. There shall be sufficient material in the rough cylindrial full disc to
provide for the toothing.

2. Since, at the beginning of the operation, first the addendum circle
of the master-gear starts working on the cylindrical surface of the work piece,
the teeth on the addendum circle ofthe master-gear have, during one revolution
of the blank, to provide its circumference with the same number of uniform
pitches as there are teeth on the wheel under production so as to start the
process of rolling-in at a uniform tooth pitch.

Let us now examine what diameter the full disc requires to satisfy the
above-mentioned two requirements.

According to the first, in case of shortage of material it cannot be squeezed
out in radial direction everywhere, the tooth cannot be developed up to the
addendum circle towards the edges of the wheel, and, consequently, the surface
at the addendum cylinder will be convex (Fig. 7). On the other hand, if there
is excess of material, too much superfluous material has to be pressed to the side
and, though the tooth will be developed up to the addendum circle, more
deformation-work will be required and the subsequent turning work will be
correspondingly more (Fig. 8). Therefore, the diameter of the full disc should
be selected in such a manner that the material pressed out of the tooth-space
be sufficient for the tooth in the full width of the wheel up to the diameter of



54 X VOROS

the addendum circle. By multiplying the area of a tooth with the tooth number
of the wheel, the area required for all teeth is obtained. By adding this to the
area which corresponds to the dedendum circle we obtain an areal amount,
and it is from this amount that the initial diameter of the full disc dt, corre-
sponding to the tooth area, has to be calculated. Referred to the pitch circle,
the radial position of the circumference of the full disc depends on the profile
displacement. The distance between the pitch circle and the circle of the full
disc, referred to the unit module, can be denoted by the coefficient We

obtain the diameter of the full disc by adding to or deducting from the diameter
of the pitch circle the double product of the area coefficient and of the modxde
according to its sign. If the diameter of the pitch circle is denoted by d and the
initial diameter of the full disc by dt, the following formula can be used for the

required calculation :
dt=d+ 2itm (1)

By applying the data contained in Table I, the area coefficients to
be used in formula (1) can be computed and tabled (Table Il). The minus sign
in the table signifies that the diameter of the full disc is below the pitch circle,
and that, accordingly, this is the sign to employed in formula (1). The initial
diameter, i. e. that corresponding to the tooth area, can thus be calculated
easily and quickly.

According to the second requirement, the initial diameter should be such
as to permit the tooth pitch on the addendum circle of the tool to be transferred
to the circumference of the heated work-piece as many times as there are tooth
numbers on the wheel under production in order to avoid faulty pitch, which
would cause tooth suppression at one or several points. In cases of larger devia-
tions as regards pitch, the tool will follow a different paths at each of its revolu-
tions and cause the material to be crumpled and squeezed (Fig. 9).



Profile
displacement

-1
-0,8
-0,6
—0,4
-0,2
0,0
+ 0,2
0,4
0,6
0,8
1,0
1,2
14
1,6
1.8
2,0

2,715 2,806 2,870 2,925 2,975
2,920 2,988 3,04 3,08 3,117
3,035 3,09 3,13 3,168 3,195

3,219

12

3,018
3,147
3,220
3,242

Tooth area at m

3,052
3,175
3,245
3,255

14

2,900
3,085
3,200
3,265
3,285

15

2,945
3,112
3,22
3,28
3,302
3,232

1 mm, «

16

2,980
3,135
3,240
3,297
3,319
3,255

17

3,010
3,16

3,258
3,312
3,334
3,275

Table 1

=20° generated with Maag-tool of ¢

18 19 20 22 24

Tooth number

2,965
3,137
3,247
3,322
3,367
3,388
3,348
3,275

3,02

3,172
3,275
3,345
3,388
3,403
3,370
3,302
3,192

3,040
3,180
3,272
3,325
3,343
3,295
3,195

3,070
3,200
3,287
3,335
3,357
3,312
3,220

3,095
3,218
3,300
3,350
3,372
3,327
3,240

(f m* Area values are in mm2

27

3,087
3,215
3,308
3,370
3,410
3,422
3,390
3,335
3,238

Area of rack tooth : 3,546 mm2

30

3,137
3,250
3,332
3,390
3,427
3,437
3,410
3,360
3,275

35

3,068
3,202
3,297
3,368
3,420
3,450
3,455
3,430
3,383
3,315
3,223

40

3,132
3,245
3,330
3,395
3,440
3,457
3,470
3,447
3,405
3,342
3,268

50

3,125
3,228
3,312
3,383
3,433
3,469
3,490
3,485
3,463
3,430
3,380
3,318
3,230

60

3,115
3,207
3,290
3,360
3,420
3,460
3,488
3,503
3,500
3,478
3,445
3,400
3,350
3,282
3,188

72

3,200
3,272
3,340
3,395
3,445
3,480
3,500
3,515
3,510
3,490
3,457
3,417
3,375
3,314
3,242
3,155

90

3,270
3,330
3,383
3,427
3,468
3,497
3,515
3,525
3,520
3,500
3,470
3,437
3,400
3,350
3,293
3,232

110

3,325
3,372
3,415
3,450
3,480
3,507
3,522
3,530
3,525
3,508
3,478
3,451
3,416
3,378
3,333
3,282

140

3,375
3,410
3,442
3,47

3,495
3,517
3,527
3,535
3,530
3,512
3,490
3,465
3,436
3,407
3,372
3,332

170

3,410
3,435
3,460
3,483
3,502
3,520
3,532
3,537
3,535
3,520
3,497
3,475
3,450
3,425
3,395
3,363

200

3,430
3,452
3,472
3,490
3,505
3,522
3,533
3,539
3,537
3,523
3,500
3,482
3,458
3,435
3,412
3,385

240

3,447
3,465
3,483
3,497
3,512
3,527
3,534
3,540
3,539
3,526
3,506
3,486
3,465
3,445
3,425
3,403

280

3,460
3,475
3,488
3,505
3,518
3,528
3,535
3,541
3,540
3,528
3,512
3,490
3,472
3,452
3,435
3,415
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displacement

—1,0
— 0,8
-0,6
—0,4
-0,2

0,0
+ 0,2
+ 0,4
+ 0,6
+ 0,8
+ 1,0
+ 1,2
+ 1,4
+ 1,6
+ 1,8
+ 2,0

Table 11

Area coefficients at m = 1 mm, a 20° generated ivith Maag-tool of ¢ =

7 9 11 13 15 18 20 30 40 50
Tcoth num ber

—0,91

-0,70 —0,69

—0,50 -0,48 -0,47

-0,31 —0,30 —0,30 —0,27 -0,26 —0,26

-0,11 —0,10 -0,10 —-0,09 -0,09 -0,08 —0,08 —0,06 -0,05 —0,05
0,09 0,10 0,11 0,11 0,12 0,12 0,13 0,14 0,15 0,15
0,27 0,28 0,29 0,30 0,31 0,32 0,32 0,34 0,35 0,35
0,46 0,48 0,49 0,50 0,50 0,53 0,54 0,54

0,64 0,66 0,67 0,71 0,72 0,73

0,81 0,83 0,87 0,90 0,91

1,04 1,07 1,08

1,24 1,26

1,43

60

-1,12
-0,90
-0,68
-0,46
-0,25
-0,05
0,16
0,35
0,55
0,74
0,92
1,10
1,27
1,44
1,61

-1,10

—0,R8

—0,i>7
-0,46
—0,85
—0,p4
0,16
0,36
0,55
0,74
0,92
1,10
1,78
1,46
1,63
1,00

90

—1,09

—0,87
-0,66
—0,45
—0,24
—0,04
0,16
0,36
0,55
0,74
0,93
141
1,29
1,48
1,65
1,83

110

-1,08
-0,87
-0,66
—0,45
—0,24
-0,01
0,16
0,36
0,55
0,74
0,93
1,12
1,30
1,49
1,67
1,85

140

-1,07
—0,86
-0,65
—0,45
-0,24
—0,04
0,16
0,36
0,56
0,75
0,93
1,12
1,31
1,50
1,68
1,87

170

—1,07
-0,86
—0,65
—0,45
-0,24
-0,04
0,16
0,36
0,56
0,75
0,94
1,13
1,32
1,51
1,69
1,88

200

—1,06
-0,85
-0,65
-0,45
-0,24
—0,04
0,16
0,36
0,56
0,75
0,94
1,13
1,32
1,52
1,70
1,90

240

-1,06
-0,85
—0,65
-0,45
-0,24
—0,04
0,16
0,36
0,56
0,75
0,95
1,14
1,32
1,52
1,71
1,90

280

—1,05
~ 0,85
0,65
—0,44
—0,24
—0,04
0,16
0,36
0,56
0,75
0,95
1,14
1,33
1,52
1,71
1,90
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For the production of wheels with faultless toothing it is therefore necessary
to fulfil this condition of circular pitches.

To be able to calculate the hot diameter of the blank, the coefficient
of thermal expansion of steel materials must be known. According to Hutte,

the following mm elongations of mild steel have to be taken into consideration
between the several temperature limits :

0—100  0—200  0—300  0—400 0—500  0—600 0—700
1,17 2,45 3,83 5,31 6,91 8,60 10,40 mm

Evaluating from these data the thermal-expansion coefficient a, for formula
["= J(1 +<*[*)e (2)
Its value is found to rise linearly and gives the following formula :

a, = (11,18 + 0,005251) 10-« 3)

In the following, the heated values of the several distances will be marked
by an upper index.

By ascertaining the coefficient of thermal expansion atto be used in for-
mula (2) with the aid of formula (3) which is taken to remain valid up to a
temperature of 1000° C we arrive at the values contained in Table Ill regarding
the higher temperature considered for hot-rolling :

Table 11l
Temperature 500 600 700 800 900 1000 °c
Values of ... 13,81 14,39 14,86 15,38 15,91 16,43 ¢ i0-«

(o D N 1,00691 1,00863 1,0104 1,0123 1,01432 1,01643
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The circumference of the addendum circle of a tool with tooth number
zs produced with profile displacement xs is

(zs+ 2+ 2xs)Tn. (4)

According to Fig. 10, in a full disc required for a gear with zx teeth, the
increment beyond the pitch-circle radius — by means of which the radius,
i. e. circumference, corresponding to the uniform pitch of the tool addendum
circle is obtained — bears the symbol £fin. By introducing this unknown factor

the circumference of the hot blank, calculated as per formula (2), is this :

(zx-f 2EQ)TN(1 + att) (5)

To find the pitch on the addendum circle of the tool and on the circum-
ference of the blank to be used for the gear divide the circumferences expressed
in the above two formulae by the corresponding tooth numbers.

The two pitches must agree ; consequently, the following equation can

be written :

(zs+ 2+ 2xs)Tn _ (zt+ 2")w a1+ a(t) (5a)

From this, by reduction and rearrangement, the value of the specific
increment of the initial diameter can be expressed :

< r2(@+ *s) —zsatt

(6>
zs _ 21+ aty)
Ifxs=0:
™ 2 g1l
(7)
zs 2 (1 + atO
Having calculated diameter dk corresponding to the whole-number
circumferential pitch :
dk —ad + 2 £€m (8)

W ith positive profile displacement the dedendum circle of the wheel is
displaced further outward, the measure ofthis displacement corresponding to that
of the profile displacement. Therefore, the initial diameter dt corresponding to
the tooth arearises in accordance with curve d, in Fig. 11. Diameter dk, according
to formula (8), is independent of the profile-displacement on the wheel under
production, being affected only by the data of the master-gear tool and the
temperature at which the process of rolling-in takes place. Drawing also diameter
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dkin Fig. 11, the two lines will intersect at point M. The figure shows the initial
diameter of a wheel with zI = 22 teeth if a tool with zs= 44 teeth is used
and the value of the module m = 2,5. If the values of the profile displacements
before the point ofintersection M, are positive, dkwill be larger than the diameter
corresponding to the tooth area. In the figure, the deviation is largest if profile
displacement is zero, i. e. at normal gear. The amount of material corresponding
to the difference between the two diameters has to be pressed out to the side.
The volume pressed to the side at wheel width “b” is obtained by subtracting

z1-2Z m* 25

Fig. 11

from each other the volumes corresponding to the two diameters :

V=M t-"b. (9)

The material squeezed to the side has to be removed by turning. In order
to release the tool used for the operation from the excessive sideways pressure
of the material, the full disc may be so made as to have a limine a smaller volume
by turning its outside corner in accordance with Fig. 12. However, the entire
volume V cannot be removed because a certain amount of sideways pressure
is unavoidable even at point M. Because of this pressure, diameter dt must be
larger than the value calculated in formula (1). It may be necessary to slightly
modify, i. e. increase the theoretically-calculated diameter in order to permit
the material of the tooth to swell to the full height of the tooth even at the
edges of the wheel.

Beyond point M in Fig. 11, the quantity of material required for the tooth-
area is larger than the volume required by the tool pitch ; in other words, the
material is not sufficient if the full disc has the diameter dk.
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In such cases the requirement of having both initial uniform addendum
circle-pitch and sufficient material can be complied with in three different ways :

1. We enlarge the initial diameter of the material according to Fig. 13
and have indentations machined into the surface of the circumference of the
blank at equal distances which correspond to the pitch of the addendum circle
psa of the tool : this must be made so that the depth of the indentations come
to lie on diameter dk which latter is in correspondence with the uniform circular

pitch ; the amount of material between diameters dt and dk shall provide for
the deficiency. In such cases, care must be taken that, after the heating is finished,
the master-gears start rolling-in at the indentation.

2. If diameter d, is but slightly larger than diameter dk, the tools may be
pressed into the hot disc without rotation, the tools starting to rotate only
after the periphery corresponding to diameter dk has been reached.

3. Athird method would be to apply another tool with a diameter increased
by a positive profile displacement sufficient for the circular pitch required by the
wheel. On the other hand, when wheels with normal toothing are rolled, the
initial diameter can be brought nearer the diameter determined by the volume
mof material if we apply a negative profile displacement.

W ith the machine described, it is the dedendum circle of the tool that
gives to the addendum circle of the blank the final diameter, while the clearance
curve is shaped by the addendum circle of the tool. If the addendum circle
of the blank is larger it can be adjusted by turning.

The full height of the tooth of the tool must be increased on account
of the thermal expansion of the tooth of the wheel ; the increased height has
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to be calculated on basis of the following formula of the tooth tip clearance
is 1/6 m, i. e. that corresponding to the finishing tool of the Maag-type machine :

13
h' = 6 m (1 f-aty) (10)

4. Calculation of the pressure angle of the tool

Let us examine the shaping of the profile curvature during the process
«of hot rolling. The relatively cold tool generates the tooth-curve on the hot
blank. Assuming pure rolling, the involute ofthe tooth-flank ofthe tool generates
a likewise involute curve on the hot wheel. On cooling, the generated hot involute
contracts. The distortion of the involute owing to cooling may be considered
as a secondary small value and can be neglected. Thus it may be assumed that,
even after cooling, an involute tooth flank will be obtained.

The hot blank is expanded when getting in contact with the cooled master-
gear. The base radius of the tool suffers no change as it may be assumed that,
under the effect of cooling, the tool remains cold or, else the degree of warming-up
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is negligible. Both the base circle and the pitch circle of the work piece expand’
under the effect of heating. The centre distance ofrolling-in is obtained by adding
the radius of the addendum circle of the tool to the radius of the hot dedendum
circle ofthe work piece. Let us assume that according to Figure 14 the resulting
centre distance has a value of CO corresponding to normal toothing. Assuming
pure roll on this centre distance the rolling circles will in proportion to gear
ratio, be on radius rs on the tool, and, because of its cold condition on radius
rt on the work piece ; therefore, in respect of the work piece, rgl = rv

The gear ratio is determined by the ratio between the number of teeth
of the tool and that of the gear under production i. e. by that of their radii
in pure rolling, thus :

The sum of the two radii is the centre distance CO; i. e., rs-f- rx= CO~
At centre distance CO, the tool is in pure rolling with the radius of pitch circle
s, where the tool is assumed to have a pressure angle of as. This pressure
rngle is determined by the ratio between the radius of the base circle of the
aool and that of its pitch circle in pure rolling ; thus,

cos as rbs (12,

rs

Drawing the contact line beyond pitch point P and drawing a normal
to this contact line from wheel-centre 0V the length of this perpendicular gives
the radius of the hot base-circle of the involute evolving on the gear in hot
condition which is denoted by r~. Namely, the pressure line determined by
the tool has to be in contact with the hot base-circle of the wheel. This base-
circle radius ofthe wheel in hot condition is, owing to thermal expansion, larger
than the cold base radius. The relation between them :

r'ol= rbl (! + «/«)e (12)

The dimension of the cold pitch-circle radius in hot condition is this _

ri=ri(l+ al/o- (13)

This hot pitch-circle of a larger radius passes through point A in the Figure.
In the involute formed on the wheel, the standard pressure angle a must lie
at this point because both its base-circle and pitch-circle have expanded in
proportion to factor (1 -f- a(t).
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The tangent drawn from involute point A in hot condition, too, must touch
the base-circle of radius rbi determined by pressure angle as of the tool. On
ecooling, radius r of point A shrinks to value and base-circle radius T to
value I'y. The relation between the two distances :

B! _ cosa. (14)

The figure shows that on rolling at normal centre distance CO, the pressure
angle as of the tool should be smaller than the standard pressure angle of the
wheel under production since, on the hot pitch-circle, angle a must be at point
A which is further outward. The situation is similar to the process in which
a gear with a= 20° has to he made on a grinding machine of the Maag-type
with an oblique grindstone which has a pressure angle below 20°, i. e. a — 15°.

Consequently, on pitch-circle radius rs, the involute angle of the tool

is as which can be expressed also by radius rtl of the base-circle of the hot
wheel in this way :

cos as = (15)
r«i

Substituting the following relations :
r'el= rbl (1 + aft) and rgi= rv the following is obtained :

cosa, — 't a 0 (16)
ri
Since in the above formula: = cos a, by substitution we hawe
ri
cosas—cosa(l + a,t). 17)

This formula gives the relation between standard pressure angle a and
the pressure angle of the tool as, required for the tool.

Calculating on basis of the formula, Table IV indicates those pressure
angles as of the tool which should be used for producing the master-gear at the
temperatures indicated in the first row ofthe table so as to ensure that the wheels

Table IV

Temperature 600 700 800 900 1000 °c

For a - 20° ... 18°36'33" 18°17'30" 17°57'45" 17°36'30" 17°14*
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are produced with the standard pressure angle a = 20°. The rolling temperature-
must be kept at a constant value corresponding to this pressure angle of the
tool, in order to ensure uniform profile curvature.

It follows that the value of the pressure angle of the pitch-circle of the
hot-rolling tool should be smaller than the standard pressure angle of 20° of
the pitch-circle of the wheel produced. By means of tools with a pressure angle
17 1/2°, as used in some countries, it would be possible to produce a wheel
with 20° at a temperature of 930° C, i. e. at a rather high value.

5. Hot-rolling of normal wheels

Let us now examine what tooth-thickness is required for the master-
gear tool for the production of normal gears. Tooth-thickness of the normal

m n .
gear in cold condition : sO= —* | in hot condition

sb— —“ (1 + afoO- (18)

According to Fig. 14, the normal gear is produced at normal centre distance
CO; in this case pitch-circle radius rs of the tool is in pure rolling at pitch radius
fj in correspondence to the cold condition of the gear. The pitch-circle of the.

gear expands in hot condition to point A, and it is there that the above-mentioned
hot tooth-thickness s6 must be present (Fig. 15). Taking this tooth-thickness
as point of departure, hot tooth-thickness at point P — to be denoted by 5 —
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can be calculated. It is to point A that the normal pressure angle a, and to
point P of the involute further inside that angle as of the tool belongs. With

these angles at point P — to which radius rx belongs — the tooth-thickness
is this :
* = 27ri f—-§9—-f- hiva —inv as\f (19)-
12Tj

Substituting, according to formulae (18) and (13), the hot lengths in the
first member in brackets, and making the necessary reductions we have

m 7t . .
*i= 2ri 4 inva—inva.). (20)
4rx
Substituting value rx= -1— and reducing:
n
sx= -———-(,nv a — as) m (21)

On rolling-in at the normal centre distance, the pitch: p — 14. This
pitch is composed of the above-mentioned tooth-thickness si and the required
tooth-thickness of the tool. Consequently, the tooth-thickness of the tool is
obtained by deducting the hot tooth-thickness expressed in formula (21) from
pitch p :

S0 — ; zx(inv.a —inv as) m. (22)

This formula shows first that the tooth-thickness of the tool should be
smaller at pitch-circle than the normal tooth-thickness of— —. It also follows

that the tooth-thickness of the tool also depends on the number of teeth (zj)
of the gear to be manufactured. This means that, theoretically, with one and
the same tool no normal gear with just any number of teeth can be produced,
butthat differenttools have been used forthe manufacture ofgears with adifferent
number of teeth. Table V contains the tooth-thickness calculated on basis of
formula (22) at module m = 1, for three temperatures. The second part of the

.7
table contains increment A ) = 1571 -at of the normal cold tooth-thickness

which results from simple heating, as also the differencesin tooth-

thickness corresponding to tooth number zx It can be seen that, with higher
tooth numbers, the differences represent rather high values. This is due to the
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fact that, with higher tooth numbers, the pitch-circle radius is of higher value
and that therefore, with warming-up, point A in the figure is shifted further
out from pitch point P.

The fact that the value of the tooth-thickness at pitch circle of the master-
gear tool varies according to the tooth number of the gear to be manufactured
would require a large stock of master-gears. However, the number of master-
gears can be reduced by altering the normal centre distance and pushing the

lO 20 30 40 SO 60 70 BO 90 KD 7z,
Fig. 16

master-gears further into or pulling it further out ofthe work piece. This displace-
ment may be effected within the permissible limits of the tooth-tip clearance
ofthe wheel. Aslimits of the tip clearance values cmitl = 0,167 m and cmax = 0,40 m
can be considered. Between these two limits, at m — 1, a radial displacement
of 400—167 =232 +ft is admissible. In the pitch-circle, tooth-thickness will
increase by appr. ¥3 ofthis value since, for instance, with rolling-in at a tempera-

ture of 800° C, tg 17° 57' 45" « —3 .In this way at tooth-thickening of appr.

80 jUcan be realized by varying the tip-clearance within the above-mentioned
limits.

Fig. 16 indicates the variations of the tooth-thickness at different tempera-
tures from tooth number xr = 17 on. The 80 /nsteps oftooth-thickening resulting
from this variation of the tooth tip-clearance within the admissible limits are
also traced for the 800° C line. The horizontal lines of the steps indicate certain
tooth-number groups. These tooth-number groups can be made by means of
one and the same master-gear couple.
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Table V
Tooth-thicknesses and tooth-thickness differences
atm = 1
17 27 60 90 17 27 60 90
Temp. 2
¢ tooth-thickness in mm
at tooth number above difference in /n at tooth number above
0 1,571 1,571 1,571 1,571 1,571 - — — — —
700 1,587 1,632 1,668 1,786 1,894 16 6i 97 215 324
800 1,590 1,642 1,685 1,824 1,950 19 72 114 253 379
900 1,593 1,653 1,702 1,840 2,007 22 82 131 269 436

The tooth numbers of these are the values where the horizontal lines of the
grades intersect the oblique line. These mean tooth numbers and the tooth-
number-groups that can be produced by them, as calculated from the above
figure, are the following:

with a tool of mean tooth-number 26: 17— 35
with a toolof mean tooth-number 44 : 36— 54
with a toolof mean tooth-number 62: 55— 72
with a toolof mean tooth-number 80 : 73— 89
with a toolof mean tooth-number 80 : 90-—107

tooth-number groups can be produced.

W ith this grouping, gears with tooth numbers between 17—107 can be
manufactured by not more than five tools. To put this manner of manufacture
into practice, the master-gear tool must be provided with a tooth tip-clearance
which, while the master-gear is displaced in radial direction, is still large enough
to ensure even in the required normal hot addendum circle for the wheel to be
produced. For this purpose, the tool must have a tooth tip-clearance

in accordance with Fig. 17. The addendum-circle radius of the weel produced
by a tool corresponding to the mean tooth number will increase by this value.
The addendum-circle of the master-gear tool has to be, outside its pitch-circle,
beyond the module of unit value so large as to reach the dedendum circle of
the wheel to be produced. In aposition corresponding to the mean tooth-number,
the following value is required for this purpose : (0,167 -f- 0,116) m = 0,283 m.
Consequently, the full-tooth-height ofthe master-gear tool, corresponding to
the hot condition of the wheel to be produced, is the following :
(0,116 -2 -]- 0,283) m (1 -f- at) at 2,4 m (1 + a,t).

5 Acta Technica XX 1/1—2.
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If gears indicated within the above-mentioned tooth-number groups are
produced by such a tool, the tooth tip-clearance at the lower wheels of the
groups will have the highest admissible value, i. e. 0,4 m, while — at the upper
wheels of the groups — the tooth tip-clearance will have the lowest admissible
value i. e. appr. 0,167 m. The addendum-circle radii of the last mentioned
gears will be increased by the double of the tooth tip-clearance of 0,116 m of
the tool, i. e. by a value of 0,232 m. This excess value must therefore be removed
by turning the addendum circle of the gear. Such turning will not be necessary

or the lower, smallest tooth-numbers of the groups because these are produced
at the innermost position of the tool. On the other hand, in this category the
tip-clearance will be largest at the roots of the teeth. The centre distance can

have a value of COonly at mean tooth-numbers, therefore — when producing
small wheels of the respective groups — the centre distance has to be reduced,
while — when making large wheels — it has to be increased within the limit

of 232 /t. The mathematically exact centre distance can be determined by
involutometric calculation as dealt with below ; doing so we depart from the
fact that the tooth-thickness at pitch-circle is known.

The fact that, in the case of certain tooth-numbers, a portion of the adden-
dum circle of the wheels must be removed by turning an advantage because it
is not an involute but a transitional trochoid that is formed at the root-portion
of the tool which, as a rule, cannot appropriately generate the profile at the tip-
portion of the wheel. On the other hand, it is expedient to grind the profile
of the tool at the crest in the shape ofan arc, in order to avoid an angular impres-
sion of the wheel in manufacture, and also to permit the fillet at the dedendum-
circle of the wheel to develop as an arc of large radius. Such fillet improves the
strength of the root of the gears from the point of view of bending stress, since
the stress-concentration effect is thus reduced.

In the foregoing it has been assumed that the body of the wheel expands-
evenly under the influence of heat. In reality, with high-frequency heating, the



THEORETICAL INVESTIGATIONS INTO THE PRODUCTION OF GEARS 67

inductor heats the wheel-body at the outside diameter stronger, the inside
portions remaining colder. This particularly applies to wheels with large diameter,
i. e. a large tooth-number. This consideration modifies the described theory
and requires for wheels with a larger diameter, a more through study of matters
regarding temperature, i. e. the conditions of expansion arising in the wheel-
body.

According to the suggestion of Janos Paxian and Tibor Hompota, the
calculation and production of gears with normal toothing can be simplified
by using a tool which is dimensioned as though it, too, were in a hot condition.
Assuming linear thermal expansion, the dimensions of the gear to be produced
will, if heated to temperature t, increase by a factor (1 -j- a,t) (Fig. 15). This
may be regarded as though the wheel were not of module m, but of module
mm= m (1 -|- a,t). The measurements of the heated tool can also be calculated
with this module mm. In this case we shall, however, have to deviate from the
standardized module and apply a fractional module which renders the production
and control of the tool more difficult. Calculating with this hot module mm,
the pitch-circle radius of the tool will be :

rsm —~s—m= —m(1-f-att) (23)

If we employ this module, the operation can be carried out with a centre-
distance, at which this pitch-circle is in pure rolling with the hot pitch-circle
of the wheel.

In this case the centre distance — to be denoted by the symbol Cm — is
the sum of the two pitch-circle radii :

Cm=+1,2Zsmm= 1 Zsm(l+at)=CO(l+ att). (24)

If rolling-in is carried out with this centre distance, the pressure angle can be
the standard a = 20° because the pure rolling on the gear is shifted to the
circle passing through point A in Fig. 15. The master-gear tool can now be
constructed with a pressure angle of 20°. Since the tooth-thickness of the gear
at this hot pitch-circle is

-z m 1t mnmK
so= -y -il+ a<0= -y - (25)

the tooth-thickness of the tool can be the same at its pitch-circle supposed to
be hot, beacuse they jointly give the pitch pm= mn (1 -)- a,t). The tooth-thick-
ness of the master-gear tool produced with this hot module will be thicker on
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the pitch-circle which corresponds to the standard module m. Pitch-circle
z
radius corresponding to the standard module : rs= ---é---is smallerthan rsm =

—rs(1 ati) supposed to be hot. Conditions regarding the two pitch-circles
on the hot tool are equal to those ofthe hot wheel with Sjteeth in Fig. 15. There-
fore, the pressure angle on the pitch-circle rs of the tool will be as. The thickness
of the tooth with tooth number zs can also be calculated from a formula similar
to formula (22), i. e. the tooth-thickness of the tool at pitch-circle radius rs
corresponding to standard module in is the following :

721 + zs(inv 20° — inv a5 m. (26)

Since with gearing at centre distance Cm, the tooth-thickness of the tool
and that of the wheel agree at pitch-circle radius rsm and r[, the master-gear
tool may be produced with a tool of the Maag-type whose tooth-thickness and
tooth-space thickness at pitch line agree and whose pressure angle is also 20°.
This greatly simplifies manufacture. However, it has the considerable drawback
that module mmis not the standard tool-module. Therefore, we shall continue
to work with cold standard module m. Using this module, the pressure angle
at pitch-circle rs of the tool has to be smaller than standard value a = 20°
[calculating with formula cos as= cos 20° (1 — a,t)] and the tooth-thickness
too, has to be smaller at its pitch-circle. According to the foregoing, the tooth
thickness at pitch-circle, for producing normal gears, is

— (inv 20° — inv as) m. (27)

6. Determination of the tooth-thickness at general centre distance

Gear production by means of hot-rolling has the strongest resemblance
to gearing by means of the pinion cutter of the Fellows-type, for the tooth flanks
are shaped in both cases by a tool with a finite number of tooth. In the hot-
rolling process conditions are, however, more restricted ; while in gearing
by means of pinion cutter agrees with that of the pitch-circle of the wheel
produced, according to the above conclusions the pressure angle of the pitch-
circle of the hot-rolling tool has to be smaller than the standard pressure angle
of 20° of the pitch-circle of the wheel produced.

If the operation of rolling is not carried out at the normal centre distance
or at centre distance Cm = CO(1 -f- ati), calculated with module mm of a tool
with module mm, the tooth-thickness can be determined by involutometric
calculation. This is necessary also in the case of a profile displacement  being
applied on the tool.
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Tooth-thickness at pitch-circle rs of the tool, in case of profile displace-
ment xs, is

+ 2 tg as (28)

Should the rolling-in be effected at a centre distance Cgwhich is different
from the normal centre distance (Fig. 18), the pressure angle will have the

value ag. In the case of rolling-in at centre distance Cg, pressure angle ag of
the gear can be calculated from the equation arrived at by the summation of
the base-circle radii. According to Fig. 14, the sum of the radii of the hot base-
circle and the base-circle of the tool :

rbi + rbs= Bxcos as+ r,cos as= COcos as. (29)

According to Fig. 18, these same base-circles can be expressed by the
rolling circles and the pressure angle agin the following manner :

rbi + rbs= rgicos ag-f rg, cos ag= Cgcos ag. (30)
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By equalizing the right sides, angle ag can be calculated :

coscg= — cos as. (31)
Cg

Expressing by the tooth-numbers and the module :

cosag= "' T 2 m mcos as. (32)

2Cg

Since the addendum-circle of the tool has to shape the dedendum-circle
of the hot gear, centre distance Cgis the sum of the addendum-circle radius of
the tool and the hot dedendum-circle radius r;1 of the gear, i. e.

Cg= Rs~r(L(1 -j- oit) . (33)

At centre distance Cg the radii of the rolling circles are the following :
rgs on the tool : rgi on the heated wheel. This radii result according to the gear
ratio, i. e. in proportion to the tooth-number of the tool and that of the wheel
to be produced ; therefore,

res
rgl

Sum of the two radii: rgs-f-rgl = Cg. The rolling circles expressed by
the gear ratio, from these two equations :

rgs= Cgt -J—- and rgl= Cg— — . (34)
i+ 1 »+ 1

Base radius of the tool : ris= rscos as. Having calculated this base-
circle radius and the rolling-circle radius rgs, pressure angle agcan be expressed
by these, too :

cos ag = . (35)
rgs

After calculating tooth-thickness  at pitch-circle rs of the tool according
to formida (28), tooth-thickness at rolling-circle rgs can be determined by involu-
tometry with the aid of the following formula applying to tooth-thicknesses :

SoS— 2 rgs -f-inv as —inv da (36)



THEORETICAL INVESTIGATIONS INTO THE PRODUCTION OF GEARS 71

At the rolling circles, it is the pitch p'gof the hot wheel which is being rolled-in.
This pitch can be determined from the centre distance Cgand the sum of the
tooth numbers with the aid of the following formula :

2Cgm

* + zs

@7

Subtracting the tooth-thickness at rolling circle sgsof the tool, as calculated
from formula (36), from this pitch p'g, tooth-thickness at the rolling circle
of the hot wheel is obtained :

=Pg—ag-m (38)

This tooth-thickness in hot condition is converted into the cold condition
by applying the thermal-expansion formula :

sgi Sl (39)

1+ aif

The rolling-circle radius of the wheel in hot condition is converted into
the cold condition in the same manner :

i « (40)
1+ »tt

By means oftooth-thickness sgi and rolling-circle radius rgl, tooth-thickness
at cold pitch-circle rxof the wheel can be determined with the aid of the formula
of involutometry relative to tooth-thicknesses as already applied :

sx= 2rx —€L_ | jnvlUg inva

(2 rgl

According to the foregoing, pressure angle a at the pitch-circle of the wheels
produced depends on the temperature applied ; knowing pressure angle as
of the tool it can be precalculated with the aid of the following formula :

COS & = =mommm —momm . (42)

For the production of normal gears, the value of tooth-thickness at their
m n
pitch-circle in cold condition is ) If profile displacement xxis required in the

wheel to be produced, thickness sx will have the following value :
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n .
SX=m 2+ 2*itg a (43)

In the case of wheels produced by hot-rolling attention has to be paid
to the fact that the value of profile displacement at their outside diameter can
considerably deviate from the profile displacement at their tooth-thickness,
since — taking thermal expansion of the master-gear tool into consideration —
the teeth of the tool are usually thinned out without altering their outside
diameter ; thus, two kinds of profile displacements are possible, one referring
to the outside diameter, the other to the tooth-thickness.

Should differences in temperature occur when wheels of the same series
are rolled-in the values of tooth-thickness and pressure angle will be different
on the two wheels owing to change of temperature. To avoid this, temperature
has to be strictly controlled.

7. Determination of the dimensions of the master-gear tool

In orderto ensure the necessary backlash between the teeth ofthe matching
gears the tooth-thickness of the tool should be slightly increased, as the operation
of rolling-in takes place with no backlash engagement.

As regards tooth-thickness a certain amount of scaling must be taken
into consideration, by reason of which the teeth will emerge from the rolling
operation somewhat thinner than calculated. This can be taken into consideration
by applying between the teeth the largest backlash admissible according to
the standard. The scaling has a more harmful effect on the tooth-thickness
than on the outside diameter because, in gears, the outside diameter which,
when engaging, comes to be positioned at tooth tip-clearance is not so very
sensitive.

For toothing a given gear by hot-rolling, the master-gear tool is to be
calculated in the following manner : tooth number and pressure angle of
the gear — which is the standard a — 20° — are given.

Tooth-thickness of the gear has to be calculated at a point corresponding
to its cold pitch-circle, to which a tooth backlash z is added, the latter being
standardized in the direction of the pressure line. For one wheel, half of the tooth
backlash is to be considered ; this value is, however, to be taken in the direction
of the pitch-circle and is obtained through a division by cosa. The required
tooth-thickness is, therefore,

f+ 2x,9 ) (44))
cosa
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If the wheel is required to be produced with finishing — for instance,
grinding-tolerance — a certain further value is to he added in the direction of
the pitch-circle.

The temperature ofthe operation is to be fixed : a higher mean temperature
can be chosen for smaller, a lower for larger wheels since larger wheels do not
reach such high temperatures throughout their body as do smaller wheels.
This, however, applies only to induction heating or to circumferential heating
by means of gas flame. For the temperature, the value of thermal-expansion
coefficient at and the pertinent value (1 -f- a,t) are taken from Table I.

Tooth-number zs of the master-gear tool is now selected, and it is expedient
to make it higher than the tooth-number of the wheel so as to obtain for the
operation as large a contact-ratio value as possible.

Tooth-height JT, required for the master-gear tool, is to be calculated:
it corresponds to the height of tooth calculated for the thermal expansion of
the wheel. If tooth tip-clearance factor is denoted by c0

h'= 2+ cO)m (1 + a,t). (45)

The addendum-circle of the tool has to shape the dedendum-circle of the
hot wheel, while the dedendum-circle of the tool forms the addendum-circle
of the wheel. It is in accordance with this requirement that the addendum-
circle, dedendum-circle of the tool and the value of profile displacement required
at the addendum-circle of the tool have to he calculated. The hot dedendum-
circle radius rjj of the wheel

rn=Tu(l+ a,t). (46)

Addendum-circle radius Rs of the tool is to be selected with the consider-
ation that initial diameter dk of the blank, corresponding to the pitch on the
addendum-circle of the tool at this radius, should be a few mm larger than
diameter d, which corresponds to the tooth area. To find the diameter of the
dedendum-circle rls, required for the tool, hot tooth-height h' is to he subtracted
from the addendum-circle radius Rs, i. e.

rs= RS—h’. 47)
To determine the required profile displacement of the tool pitch-circle
radius is to he subtracted from the addendum-circle radius of the tool, and

this gives the addendum of the tool :

®j — ts . (w
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Subtracting from this value tooth-height a0= m, corresponding to the
normal wheel, the difference is equalized by profile displacement xsm

as—m — xsm . (49)

From this, profile displacement xs at the addendum-circle of the tool
can be determined, which in its turn helps us to ascertain the initial diameter
of the wheel from formula (6).

Addendum-circle radius jR; of the tool, if added to hot dedendum-circle
radius of the wheel with zx teeth, gives the sum which indicates the centre
distance C?:

ru+ s — . (50)

Gear ratio is now calculated from the tooth numbers, and — with the aid
of the gear ratio — rolling circles corresponding to pure rolling at centre distance
Cg are calculated. In toothing at centre distance Cg, the contact line shall touch
the hot base circle of the gear which passes through pitch point P of the rolling
circle as determined by rgi. From this, the pressure angle of the rolling can be
calculated with the aid of the following formula :

VT [ iart s e——— (51)

At general centre distance, i. e. also for gearing with pressure angle ag,
pressure angle as of the tool can be calculated by means of formula (17), which
means that the pressure angle of the tool is independent of the centre distance
of rolling, being only a function of rolling temperature.

To calculate the tooth-thickness of the tool, first the tooth-thickness of
the wheel has to be determined at cold-rolling circle of rgl.

The cold-rolling circle radius corresponding to the radius of the hot-rolling
circle is found from the following formula :

Tpi — (52)
@-)-wy

Cold tooth-thickness sgi on this rolling circle can be calculated from the
known tooth-thickness sx with the aid of the following formula :

S;x= 2rgi S'_ mv a — inv ag
2ri
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Its value in hot condition :
s'gi — Sgi (1 -j- att) . (53)

This hot-rolling circle value has to be subtracted from rolling-circle pitch
p'g in hot condition, and in this way the thickness required at the rolling-circle
of the tool is obtained, i. e.

*g5= Pg- sgim (54>

This has to be converted to pitch-circle rs of the master-wheel, or — in
other words — tooth-thickness at pitch-circle has to be determined by means
of the following formula :

si—2rs =8 plinva, — nivas (55)
2rgs

This is the tooth-thickness which must be reached at pitch-circle rs of the
master-gear tool in order to obtain the required tooth-thickness sx at radius
Ty of the wheel in cold condition. The tooth-thickness corresponding to the
calculated one, is specified in this way for the workshop to enable it to make
the master-gear tool. By hot-rolling, also helical gears can be produced ; the
rolling-in of gears with helical teeth is even easier because the engagement is
more uniform due to inclined tooth form.

8. Strength tests

The curving fibres ofthe raw material of hot-rolled gears are not indented
in the course of the toothing process in the same manner as are those of gears
manufactured by the process of cutting. Due to this more favourable arrange-
ment of fibres at the tooth roots, the tooth are more resistant to bending stress.
For the determination of the numerical value of this property, bending strength
fatigue tests have been carried out by means of an electronic pulsator, type
Amsler, in the arrangement as indicated in Fig. 19. The wheels tested were
made of Cr 80, with 24 teeth, normal gearing a=20°, module m = 2,5 width
b= 0,9 cm. As indicated in the figure, the lower loading jaw of the pulsator,
connected to a dynamometer, acted upon one of the lower teeth of the wheel
supported above by two teeth, and exerted a repeated stress on the edge of
the tooth-tip. Fig. 20 shows the result of the test. According to the figure, the
fatigue limit of bending strength was reached at 53,6 kg/mm2 for the wheel
produced by cutting, while — for the wheel produced by hot-rolling — the
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Fig. 19
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fatigue limit of bending strength was reached at a value appr. 20% higher :
at 64,8 kg/mm2. Although up to now we could test only one material and did
it only with one gear measurement, even this single test has proved the superiority
of hot-rolling as regards better utilization of gear material.

SUMMARY

Several disadvantages of gear-cutting have drawn attention to gear production by hot-
rolling, one of its great advantages being higher efficiency. Hot-rolling can be executed on a
blank freely revolving between the master-gears, or by way of a forced engagement between
master-gears and blank. Though research in Hungary has been conducted on freely revolving
blanks, the theoretical findings apply to both cases. Referring in the first place to the choice
of the initial diameter of the blank, the said results are based partly on the volume of the teeth,
partly on the pure rolling-down of the addendum circle of the master-gear tool on the work-piece.
The determination of the area of the teeth was made with the aid of a tooth profile drawing
device, by planimetering the area of the teeth drawn to an enlarged scale. The ratio between
the pressure-angles of the tool and of the gear to be produced depends on the temperature at
which the blank is rolled in.

With the aid of the deduced relation, the pressure angle of the tool, ensuring a correct
tooth-curve, can he determined. Also the tooth-thickness produced by the tool depends on
temperature, that is, on the thermal expansion of the blank, and can be determined by involuto-
metric calculation.

Wi ith this method the tooth-thickness required on the master-gear tool can also be pre-
calculated, whether normal gears or such with profile displacement are to be produced.

Some fatigue bending tests, executed with electronic pulsator, have shown that —because
of the better arrangement of material fibres — the fatigue limits of hot-rolled gears are about
20% higher than those of machine-cut gears.

THEORETISCHE FORSCHUNGEN UBER DURCH HEISSWALZEN
HERGESTELLTE ZAHNRADER

1. VOROS

ZUSAMMENFASSUNG

Mehrere Nachteile der durch spanabhebende Verformung hergcstellten Zahnréder haben
mdie Aufmerksamkeit auf die Herstellung von Zahnrédern durch Heisswalzen gelenkt. Ein grosser
Vorteil dieses Verfahrens ist dessen hohe Produktivitat. Das Heisswalzen kann ausgefuhrt
werden mit einem sich zwischen den Hauptradern frei drehendemRohling oder auf solche Weise,
dalR zwischen Hauptradern und Werkstiick Zwangsverbindung besteht. Obgleich in Ungarn
die Forschungen mit sich frei drehendem Werkstiick angestellt wurden, gelten die theoretischen
Feststellungen fur beide Falle. Diese beziehen sich in erster Linie auf die Wahl des Ausgangs-
durchmessers des Rohlings, wozu teils das Zahnvolumen, teils die Forderung der reinen
Abwalzung des Kopfkreises des Hauptradwerkzeuges auf dem Werkstick als Grundlage dient.
Die Bestimmung der Zahnflache erfolgt mittels des Zahnformzeichengeréts, durch Planimetrieren
der Flache von in grossen Abmessungen aufgezeichneten Zahnen. Der Zusammenhang zwischen
den Eingriffswinkeln des Werkzeuges und des herzustellenden Rades hdngt von der Einwalz-
temperatur des Rohlings ab.

Mit Hilfe der abgeleiteten Beziehung kann der die richtige Zahnkurve sichernde Werk-
zeugeingriffswinkel bestimmt werden. Die durch das Werkzeug hergestellte Zahnstarke hangt
auch von der Temperatur, bzw. von der Warmeausdehnung des Werkstiickes ab und kann durch
evolventenmetrische Berechnungen bestimmt werden.

Durch diese Berechnung kann auch die auf dem Hauptradwerkzeug bendtigte Zahn-
starke vorausberechnet werden, ungeachtet dessen, ob ein Elementarrad oder ein Zahnrad
mit Profilverschiebung hergestellt werden soll.

Einige mit dem Amslerschen Pulsator ausgefuhrte Zahnwurzel-Biegefestigkeitsversuche
zeigten, dass heissgewalzte Zahnrader infolge der vorteilhafteren Anordnung der Material-
fasern eine um etwa 20% hohere Ermidungsgrenze gegeniiber den durch spanabhebende Ver-
formung angefertigten Radern besitzen.
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RECHERCHES THEORIQUES SUR LE LAMINAGE A CHAUD DES ENGRENAGES

1. VOROS

RESUME

Certain inconvénients de la fabrication des engrenages par usinage, ont attiré I’attention
a leur production par laminage a chaud, dont un grand avantage consiste dans sa meilleure
productivité. Le laminage a chaud peut se pratiquer sur une piéce a travailler tournant libre-
ment entre les roues mafitresses, ou de maniére qu’il y ait liaison forcée entre les roues maftresse
et la piéce. Quoiqu’en Hongrie, les recherches aient porté sur des piéces a travailler tournant
librement, les constatations théoriques sont valables pour les deux cas. Celles-ci concernent,,
principalement le choix du diameétre initial de la piéce, basé en partie sur le volume de la dent
et en partie sur la demande de roulement pur du cercle de téte de la roue maftresse servant
d’outil. La détermination de la surface de la dent se fait a I’aide d’un appareil a dessiner le profil
de la dent, par planimétrage des surfaces des dents réproduites en grandes dimensions. Le rapport
entre I’angle de pression de I’outil et celui de la roue a fabriquer, dépend de la température
d’entrée de la piéce entre les roues maitresses.

A I’aide du rapport déduit, on peut déterminer I’angle de pression de I'outil assurant une
denture correcte. L’épaisseur de la dent produite par I'outil dépend aussi de la température,,
c’est-a-dire de la dilatation thermique de la piéce a travailler, et peut étre déterminée par calcul
involutométrique.

Par ce calcul, on peut déterminer a I’avance I’épaisseur de la dent sur la roue maitresse,,
pour la fabrication d’une roue élémentaire aussi bien, que pour celle d’une roue a profil déplacé.

Quelques essais de résistance a la flexion du pied de la dent, exécutés avec pulsateur
électronique, ont démontré que les engrenages laminés a chaud possédent une limite de fatigue
supérieure d’environ 20% a celle des engrenages produits par usinage, par suite de la répartition
plus favorable des fibres des matériaux a travailler.

TEOPETUYECKUWE NCCNEAOBAHUA B OBNNACTU N3TOTOB/IEHNA 3YBYATbLIX
KOJIEC TPV MOMOLLUM FTOPAYEN MPOKATKM

n. BEPEL

PE3IOME

Psii HelOCTATKOB M3rOTOB/IEHUS 3y6UaTbIX KOMEC Npy NoMOLLM METOZ0B pe3aHns MeTansa
3aCTaBMNM 06paTUTb BHUMaHVE Ha U3roTOB/EHME 3y6UaThbIX KOIeC METOA0M ropsiveli NPOKaTKy ;
OfHUM U3 6OMbLUMX MNPEUMYLLECTB 3TOr0 MeToAa SIBMSIETCA BbICOKAs MNPOU3BOAUTE/IbHOCTD.
lopsyas npokaTka MOXeT ObITb BbIMOMIHEHa, NMPUMeHsIs cnoco6 cBo6OAHO BpallatoLlelics 3a-
rOTOBKM MeXZy WHCTPYMEHTOM, WU Ke MNyTeM CO34aHUsi MPUHYAMTENIbHOW CBS3U MexXay
MHCTPYMEHTOM W 3aroTOBKO. HecMoTpsi Ha To, 4To B BeHrpuu uccnefoBaHusi NpousBoau-
NMCb N0 NpuHUMNY 06pa6oTKM — CBOGOAHO BpaLLAlOLLENcs 3aroTOBKW, TEOPeTMUecKue
onpefeneHns aeiCTBUTENbHbI 4151 060MX BapWaHTOB 06paboTKM. STW KacaloTcs, B MepByio
ovepedb, BbIGOpa MCXOAHOIO AMamMeTpa 3aroTOBKW, AN Yero 3a OCHOBY 6epeTcs 4acTuuHO
06beM 3y6beB, a [pyroii 4acTblo — u4KCTas o6KaTKa MHCTPyMeHTa. M/owadb MOBEPXHOCTH
3y6beB  OMNpefenseTcs C MOMOLLbI0 MpuGopa ANs BblYepUMBAHUST (IOPMbl 3y6beB, T. €. MaaHu-
MeTpu3aLuei Nowaam HadepueHHbIX B KPYMHOM MacliTabe 3y6beB. 3aBUCMMOCTb MEXay
YrNOM CLUEM/eHUS WMHCTPYMEHTa W YI/IOM CLUEN/eHnst U3roToB/sieMoro 3y64atoro Koseca
3aBUCWT OT TemnepaTypbl NPOKaTKW 3aroTOBKW.

C NOMOLLbIO BbIBEAEHHON 3aBMCUMOCTI MOXHO OMpeaenUTb HeobXoauMbliA yron cuenne-
HUS MHCTPYMEHTa, 06ecrnevnBatoLLMii NpaBuIbHY0 KpuBYlo 3y6a. CosfaBaemMasi UHCTPYMEHTOM
TONWMHA 3y6beB, TaKXe 3aBUCUT OT TemnepaTtypbl W, COOTBETCTBEHHO, TEMIOBOr0 PacLUMPeHUs
3aroTOBKMW, M MOXET 6bITb OMpefefieHa 3B0/bBEHTHLIMU METPUUECKUMI pacueTamm.

C MOMOLLbIO 9TO pacHeTHOM MEeTOAMKU MpeACTaB/isieTCs BO3MOXHbLIM 3apaHee onpefe-
NTb TONWWMHY 3y6bEB MHCTPYMEHTa KaK [f1sl c/lyuyasl M3roTOB/IEHMSI 3/IEMEHTApPHbIX, TakK W
creumanbHbIX NPOUbHLIX 3y6UaTbiX KOJec.

He6oNbLloe YMCMO WUCCMeoBaHUIA C MOMOLLLIO My/bcaTopa — MPOYHOCTU Ha U3rMG
OCHOBaHMi1 3y6beB MOKasano, YTO ropsuyeKaTaHHble 3y6uaTble Koneca u3-3a 6onee 61aronpusiT-
HOro pacnpefenieHns BO/IOKOH MaTepuana umetloT Npubna. Ha 20% 6onee BbICOKWIA npenen
yCTanocT Martepuana uyem 3yGuaTble KO/eca, M3roTOB/EHHbIE 06bIYHBLIMU METOdaMU pe3aHus
MeTasn/os.
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Determination of austenitic grain size in mild steel of low carbon content
is not an easy task, with the methods generally used for that purpose. With
most of the methods, chiefly the austenitic grain sizes of steels with a nearly
eutectoid composition can be made accessible for reliable measurements.

The McQuaid—Ehn case hardening method appears to be the most
suitable for the determination of austenitic grain size in mild steels, among
the better known methods. But the method is lengthy, the case hardening time
alone amounts to 8 hours. If the diagram of the austi nitic grain growing velo-
city of some steel is needed case hardening must be carried out at least at 6
different temperatures. Variation of temperature goes by infringing the
specifications of the McQuaid—Enhn method, as this method gives the
case hardening temperature only as 927° C (1700° F). Another circumstance
which makes the method unreliable is that the cementite network, which is often
only imperfectly developed, does not clearly show the austenitic grains. Neither
is reassurance provided by the fact that the addition of carbon changes the
composition of mild steel, and that therefore the test is made on a steel of an
essentially different composition. It is questionable whether the change of
composition does not alter the kinetics of austenitic grain growth. According
to J.Vers,the McQuaid—E hn test was not originally a method for measuring
grain sizes, but served for recognizing by case hardening a steel which is
abnormal.

The oxidation method published by A. Kohn[2] in 1954 promises to be
more suitable than the method of McQuaid —Enhn. Its principle is to heat
the already polished metallographic specimen in a neutral atmosphere, N2or Ar,
at the desired temperature, to blow in air at the end of the heating period, and
finally to quench the specimen in water. After polishing and etching,the austenitic
grain boundaries appear.

Based on this oxidation method, a more simple method has been
elaborated, which develops the austenitic grain boundaries on the prepared me-
tallographic specimen within 20— 25 minutes.

With this method, the finished specimen is heated in a tubular furnace
in a gas stream of industrial N2, at the desired temperature. For oxidation of
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the grain boundaries the 02is used which is always present in industrial N2.
The excess of 02is previously bound and just as much is left as is needed
for the oxidation of the grain boundaries.

The apparatus necessary for this method is easily assembled in a labora-
tory. 2 MARS-type tubular furnaces are needed, 3 washing flasks with concentrat-
ed sulphuric acid and 1 washing flask with basic pyrogallic solution.

The N2is lead through a washing flask with sulphuric acid to the first
tubular furnace, which is filled with cast iron chips. The gas coming from the
furnace is lead into basic pyrogallol and from there trough the second sulphuric
acid flask into the second tubular furnace, which serves to accomodate the

Fig. 1. General layout of the installation

metallographic specimens. After this furnace, the gas passes through the third
sulphuric acid flask and then leaves the system. Fig. 1 shows a schematic
drawing of the installation.

The furnace filled with iron chips must be first switched on and with a
slight current of N2, it is heated to approx. 1000° C. Then the second furnace
is switched on and heated to the desired testing temperature. With a stronger
gas stream of N2air is purged from the apparatus during several seconds, then
the specimens are introduced into the furnace from the side of the gas exit, and
placed exactly in the center of the furnace, with the polished sides up. After
closing the tube, the velocity of the gas stream is adjusted to about 80— 100
bubbles per minute (the inner dia. of the tube is 5 mm). After keeping those
at full temperature for 15 minutes, the specimens are drawn from the side of
the gas exit into the part of the tube which is outside the furnace, where they
quickly cool to about 400° C. Then the specimens are dropped into water,
rinsed with alcohol and dried. The grain boundaries of the austenite which
is more inclined to react, appear on the polished surface without any etching,
therefore the specimens are suitable for microscopic examination without any
further operation.

Before the examination, degree of pureness ofthe N2must be adjusted
by several test runs made with specimens prepared for this purpose. The 02
content is adjusted by changing the temperature of the iron chips. After reaching
a convenient 0., content, tests can be continuously carried out.
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W ith this method the growing speed of the austenitic grains of the
following mild steel has been determined :

C Mn Si P S At N

0,09 0,30 0,057 0,019 0,043 0,0136 0,0055

The austenitic grain size of this steel has been investigated at 970, 1050, 1070,
1120, 1150, 1170° C. Fig. 2—-7. show the grain sizes obtained at these tempera-
tures.

It can be observed on Fig. 4 and 5 that at temperatures (1070, 1120° C),
where the austenitic grain starts to rapidly coarsen, a twin structure appears.
The boundary lines of the austenitic crystals appear, of a size corresponding
to the heating temperature, but in addition a mosaic of crystal surfaces, coloured
to a varying degree, appears. The two structures are not in conformity. Fig. 5
clearly shows that within one austenitic grain enclosed by a definite line, there
are placed several smaller crystal surfaces of various colour. One may suppose
that at these temperatures, a small increase of which causes a large variation of
grain size, the structure appears which is originated by a small temperature
variation of the furnace. At higher temperature this phenomenon is less pro-
nounced.

The following Table contains the dimensions of the austenitic grains:

Temperuture Average grain dia, Crain surface Number of grains

c mm per mm3 ASTM No
970 0,020 314 3185 82
1050 0,021 354 2825 8-9
1070 0,073 4180 239 4-5
1120 0,162 20600 48 2-3
1150 0,305 73024 14 1-0
1170 0,500 196250 5 1-0

Fig. 8 has been computed on base of the Table, which shows the austenitic
grain dia. as a function of temperature, i. e. the growing speed of the austenitic
grains.

According to the diagram, the grains of the experimental austenitic
suddenly start to coarsen at about 1050° C.

From the investigations of Lestie, Rickett, Dotson and Waitton
[3] the equation is known which serves to determine the temperature of solution
of the total AIN being in the steel :

6670
log Ks= — + 1,033

6 Ada Technicu XX I/I—2.
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Fig. 2—7. Austenitic grain boundaries at 970, 1050, 1070, 1120, 1150, 1170° C
Without etching. X 200

Fig. 2

Fig. 3
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Fig. 4

Fig. 5
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Fig. 7
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From the equation it can be calculated that the temperature of solution
of the AIN of the tested steel is 1040° C.

The temperature of austenitic grain coarsening and the calculated solution
temperature of the AIN show in quite good accordance. This proves that the
sudden coarsening of the austenitic grains of an aluminium-killed steel is princi-

Fig. 8. The grain size of the tested austenitic as a function of temperature

pally caused by the dissolution of the AIN. However, there is not at all as good
an accordance between the coarsening and the solution temperature of the AIN
if the Al content ofthe steel increases. In such a case the calculated AIN solution
temperature increasestoamuch greater degree than the temperature of austenitic
grain size increases. This observation needs still more research.

In the Metallography Department ofthe Central Materials Testing Labora-
tory of the Csepel Iron and Metal Works, austenitic grain size of various steels
is also determined by oxidation. But there, rather H2is used instead of N2
the 02 impurities of which have the same effect as those of the N2 [4].
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SUMMARY

A method suitable for determining the austenitic grain size of mild steel is the
heating of the specimens in purified industrial N2. The appropriate quantity of 02 contained
in the N2oxydates, and renders visible the austenite grains corresponding to the temperature of
heating. The coarsening temperature of the austenite grains of an aluminium-killed mild steel,
examined by this method, practically coincides with the temperature of AIN dissolution.

BESTIMMUNG DER KORNGROSSE YON AUSTENIT IN NIEDRIGGEKOHLTEM STAHL
DURCH OXYDATION

P. SZEKI

ZUSAMMENFASSUNG

Eine fur die Bestimmung der Korngrosse von Austenit in niedriggekohltem Stahl geeignete
Methode ist das Glihen der Schliffe in gereinigtem industriellen N2. Die im N2 enthaltene ent-
sprechende Menge von 02 oxydiert die der Gluhtemperatur entsprechenden Austenitkérner
und macht sie sichtbar. Die Vergréberungstemperatur eines mit dieser Methode untersuchten»
mit Al beruhigten kohlenstoffarmen Stahles stimmt praktisch mit der Lésungstemperatur des
A1N Uberein.

DETERMINATION PAR OXYDATION DE LA GRANDEUR DES GRAINS D’AUSTENITE
CONTENUS DANS L’ACIER DOUX

P. SZEKr
RESUME

Une méthode appropriée pour la détermination de la grandeur des grains d’austénite
consiste dans le chauffage des spécimens polis dans du N2 industriel purifié. Une quantité
appropriée de 0 2contenue dans le N2, oxyde et rend visible les grains d’austénite correspondant
a la température de chauffage. La température de grossissement d’un acier doux calmé a I’Al,
et examiné par cette méthode, est pratiquement égale a la température de dissolution de I’AIN.

OMPEAENEHUE KPYMHOCTU AYCTEHUTA HU3KOYT/IEPOANCTOMN CTAIN
OKVCNEHNEM

M. CEKU
PE3IOME

[nsa onpefeneHns KpynHOCTU ayCcTeHWUTa HU3KOYTNePoOAUCTbIX CTanel MoaxoasaLmum
METOJOM SBNSAETCA HaKas CTasibHbIX LAMGOB B OUMLLEHHOM TeXHU4YecKoM rase N2 0 2 umeto-
LLMiica B COOTBETCTBYIOLLEM KONM4ecTBe B rase Na OKWUCASET W AenaeT BbiAyMbIM 3epHa aycTe-
HWTa, COOTBETCTBYIOLLME TemMrnepaType Hakana. TemnepaTypa YKPYMNHeHWs 3epeH aycTeHuTa
HU3KOYrnepoaucTol ctanu, obpaboTaHHoW Al, Npu WCCNefOBaHUM YKasaHHbIM MeTO4OM Mo-
Ka3blBaeT, UTo TemnepaTypa YKpPYMniaeHUs MpakTU4ecKW COBNajaeT C TemnepaTypoii pacTBo-
peHuna AILIN.
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Introduction

One of the most important problems of the theory of mechanisms and
machines is the kinematic analysis of mechanisms. Though algebraic methods
seem to be perfectly adequate for this purpose, in practical engineering graphic-
al methods have been widely used. The reason for that is that, with algebraic
methods, solutions of intricated equations may become quite puzzling, espe-
cially if the number of driven links is somewhat large. As a consequence, the
results are not always of great help for the practice. On the other hand, the
great practical importance of the graphical methods has been proved by the
extremely large number of works published in the world literature for the
last 50—60 years on this subject.

The main purpose of the present study is to set side by side the
graphical methods generally used for kinematic analyses, and to demonstrate
that, for the practical engineering, of all these methods that of rotated vectors
is the most serviceable one almost in every case.

A Comparison of the graphical analysis methods

The basic principle for determination of the velocities and accelerations of a mechanism
is the vectorial summation of the characteristics of the motion. In the practice three methods
have become current for this purpose.

1. The vectors for the points of the moving rigid body are summed up directly for the
point under consideration, and thus the characteristics of the motion are obtained immediately
for the respective point. Yet in cases when several points have to be considered, this method
may become cumbersome and trying. A facility is given in this respect by the Theorem of
Burmester, according to which the extremities of the velocity and acceleration vectors of
a rigid body in motion result in polygons similar to the configuration in motion [Relations
'(10), (11), (24), (42) |. Yet the determination of the characteristics of the motion by this method
cannot be of any serious help for practical engineering, because of the numerous errors which
may occur in the measurement work necessary for the construction of similar polygons.

2. According to Mohr, velocities and accelerations of a moving rigid body may be
determined also by a summation of the vectors for the whole mechanism, starting from some
point chosen anywhere. With this method, the velocity and acceleration vectors resulting
from the closed configuration attached to the moving rigid body will form closed polygons
similar to the moving configuration, but rotated through a certain angle as compared to it
[Relations (25), (43)]. This theorem was proved by Mehmke. The closed polygons formed
by velocity and acceleration vectors give the velocity and/or acceleration diagrams (images).
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For kinematic analyses, the method of velocity and acceleration diagrams proved to he highly
useful. The principal advantage of this method consits of having to do auxiliary constructions
on the kinematic sketches only. The diagrams give an illustrative picture of the vectors charac-
terising the motion. Moreover, we may easily find that point of the moving system which moves
with a pre-determined velocity or acceleration at the position under consideration of the system.
One of the disadvantages of this method is that the vectors give the characteristics of the
motion not at their actual places, and, as a consequence, over the errors inherent of the con-
struction of similar polygons, further errors may occur while transferring the vectors.

3. The determination of the motion by the method of rotated vectors is based on the
Theorem of Burmester, according to which all the vectors characterizing the motion of a
closed configuration attached to a moving rigid body, when rotated through a certain angle,
pass through one point, and the polygon marked out by the extremities of the vectors is always
similar to the moving configuration [Relations (12), (13), (27) and (46)]. The analysis of the
motion by this method has an important advantage over the two proceeding ways : the velocity
and acceleration vectors appear at their actual place. The similar polygons can be constructed
readily, without any necessity of transferring angles. For determination of accelerations by
graphical methods, rotated acceleration vectors may be utilized almost in every case without
being transferred. Problems of kinematic geometry may also be worked out by means of rotated
vectors. In the course of dynamic investigations, acceleration vectors appearing at their actual
places give the directions and senses of the intertia forces. Owing to these advantages, this
method has rapidly become general. As its only inconvenience it might he pointed out that
there may occur errors when reproducing angles of rotated vectors, and auxiliary constructions
may render kinematic sketches over-elaborated. But these difficulties are to be found at both
the first and the second method, too.

In the following pages, preserving a logical sequence of ideas, in Sections | and Il we
shall set side by side the three methods also through illustrative examples, then, in Section IlI
by means of analyses of two-link kinematic chains and some mechanisms constructed of such
chains we shall demonstrate how to use the method of rotated vectors in practice. Throughout
our investigations, we shall consider each link of a mechanism as a part of a big disc.

Notation and symbols

1. Links (discs) will be designed by Arabic numerals ;

2. hinges and points under examination by capital letters ;

3. distances by r; accelerations in general by a, normal acceleration by n, tangential
acceleration by t; Coriolis acceleration by c;

4. velocity poles by P ; acceleration poles by G;

5. angular velocities by @; angular accelerations by €

6. vectors by lines above the letters ; the absolute value of a vector by the letter
itself ; rotated velocity vectors by v'; rotated acceleration vectors by o' with the respective
subscripts.

7. If longitude and velocity are represented in the drawing to an arbitrary scale of
mi and mu, respectively, then the acceleration will be given to a scale of

I. Velocities and accelerations of a rotating disc
1. The velocities and accelerations of a disc rotating about a fixed
axis (Fig. 1) are unequivocally determined by the function co = to(t). The

velocity of the point B on the disc is:

ITob 1= vB = torOB sin (1)
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or, as a vector product
foe — ve —to X ToB (2)
The acceleration of the point B is

«B= fs —<0 X Vo + e X Tob e 3)

The first term on the right side of the equation represents nB, the radial
component of acceleration, pointing towards the centre of curvature of the
path. The second term is tB, the tangential or transverse component of acce-
leration, directed along the tangent. With this notation :

OR — Ws -f- iB (4)
and
aB = r0Bsin {pfcod e2 (5)

The vector aB makes an angle /n with the radius of curvature :

(6)

2. Suppose the point 0 located at the point A in the plane of the disc
1. (Fig. 2) Then @= 90°,

laB — vb —col X tab» VB= Q@jtab (?)
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-and
ab—<ax X vB4- fqg X rAB, aB= rAB]fw\ + ef (8)

Since
tg#l = COX. (9)

the velocity vectors for the points M and X, equidistant from the axis of
rotation, Avili result similar triangles :

N A baka~ A ABK . (10)

By draAving the acceleration vectors (Fig. 3) using Equ. (6) Awe again
obtain similar triangles :

AAb'aka~Jl ABK. (11)

Suppose the velocity vectors rotated through 90°, and the acceleration
vectors through an angle filin any direction. Then
AA B’K' ABK, (12)

and
AAB"K"~ AABK, (13)
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i. e. on the basis of the known velocity and acceleration of the point B we
may easily and promptly construct the velocity vector vK and the acceleration

vector aKof any chosen point K, by the method of rotated velocities and
accelerations.

If the axis of rotation is an infinite distance aw'ay, the disc has a rec-
tilinear motion, and the equations given above will be simplified accordingly.

I1. Velocities and accelerations of a disc in plane motion

The vector equations for the velocities and accelerations of the disc
2 in plane motion (Fig. 4) will be written in two forms. That is necessary
because the motion of the two discs will be determined now from the one,
then from the other vector equation, according to the type of connection
between the discs, i. e. whether they are connected by a rotating or by a
sliding kinematic pair.

Velocities (Fig. 4a).

1. Suppose that the disc 2 mounted at the point B of the disc examined
in the first Section is rotating relative to disc 1 with angular velocity co2l and
angular acceleration e2l. The position of the point C on the disc 2 may be
given by the position vector rdc = rAc(f) :

rAC = rAB + rBC

The instantaneous velocity of the point C is

TAC — VC — rAB  rBC- (14)

The disc 2 rotates with angular velocity col -(- <« therefore

rec = (wl + °>2) X rsc e (15)
On the strength of (7) and (15), from Equ. (14) we get
Ve = o X rAB + («i + wei) X rBC, (16)
or, after reduction

t>c = 0>1 X (tab + rBc) + w2l X IBc- 17)

The first term on the right-hand side of Equ. (17) denotes the velocity
vCi of the point Cxon disc 1. This point lies beneath the point C on disc 2,
i. e. the term représentes the vehicular velocity. The second term is the



Fig. 4
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-velocity Vcci of the point Crelative to point directed along the tangent
to the relative path. With this notation

—vCi+ fee,- (18)

The summation of the vectors is shown in Fig. 4a.
If the relative path is directed along a straight line (Fig. 5), then the
-disc 2 relative to the disc 1 can have a translational motion only, therefore

the relative velocity of each point on the two discs will be the same, i. e.
Veex = Vfi- With this notation :

VC= vCi+ v2e (19
2. The actual angular velocity of the disc 2 is

co2= G+ oo2l. (20)
hence
tg = 02

Hereby Equ. (16) becomes

t>c = «iX tab + »2 X tbc (21

The second term of the equation represents the instantaneous velocity
veb °f the point C on the disc 2 relative to the point B ; veb is perpendicular

to tbci an<l vcb = co2rge ¢
Herewith

Ve — VB 4" VCB - (22)
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In accordance to Equ. (22) the velocity of any chosen point on a disc
in plane motion may be determined if the velocity of one point on the disc,
plus the direction of the motion of the point under consideration are known.

3. On the strength of part 2 the velocity of any chosen point on a disc
in plane motion may also be obtained in the event if the velocities of two
points on the disc are known.

In accordance with Equ. (22) the velocity of the point E on the disc 2 is

VE= vB+ VEB, (23)

where VEB is the velocity of the point E relative to point B :vEB is perpen-
dicular to rBE, and the angle #2being known, the velocity may be determined.
Construct vectors VE and VvE according to Equations (22) and (23). In accor-
dance with Relation (10) the vectors vCB and VEB lie between the respective
corners of the similar triangles Bcvev and BCE. The triangle formed by-
joining the extremities of the vectors vB, VE and VvE is congruent with the
triangle Bcvev and therefore

/1 bacaea~ A BCE (24)

4. Let us sum up the velocity vectors starting from any chosen point
p (Fig. 4b): vB= pb, vCB = be, uc= pc, VEB = be, and vE= pe. On the
model of Equ. (22) vE = vE -)- vEE,where VEE is perpendicular to rEE, and
VEE= co2 rCE. Since the sides of the triangle bee are perpendicular to the
corresponding sides of the triangle BCE,

J bee~ zI BCE (25)

The polygon bee formed by relative velocity vectors is the velocity
diagram (or polygon) of the configuration in motion BCE, and the point p
is the pole of the velocity diagram.

5. Any point in the plane of the velocity diagram has its corresponding
point on the disc. Herefrom it follows that the pole p of the velocity diagram
has a corresponding point P 20 on the disc 2, which at the instant under consid-
eration is unmoved relative to the fixed (stationary) link 0. Point P 2 can
be found from Relation (25) : the triangle J3CP20 is similar to the triangle
bcp. The point P2 is the instantaneous centre of rotation, or velocity pole
of the disc 2 in plane motion. With that, the instantaneous motion of the
disc 2 was reduced to an instantaneous rotation about the pole P, and
therefore

vB:vc :VE= rp2B: rp2C: rp2oE. (26)
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The velocity vector is directed along the tangent to the curved path
traced by the point, and therefore the normal to the path intersects the pole.
At the instant under consideration, the disc 1 is turning relative to the fixed
link 0 about the pole P10= A, while the disc 2 is turning relative to the disc
1 about the pole P2l= P12 B. It is apparent that the relative poles of the
three discs lie on one straight line (Fig. 4a). This conclusion holds good not
only for discs connected to each other directly, but to any other three discs
making part of a closed kinematic chain, even if they are not connected directly
to each other.

6. Suppose the vectors vB, vg and vBrotated through 90°in any direction..
Then, from Relation (26)

A B'C'E'~ A BCE. 2rv

Fig. 6

Since the sides of the triangle B'C'D' are parallel to the corresponding
sides of the triangle BCE, out of the triangles bacaea, bce and B'C'E’", the
triangle B'C'E' can be constructed most easily and with the smallest possible
error. That is to say, if the velocity of any point, and the direction of motion
of another point on the disc in plane motion are known, the velocity of any
other chosen point may be determined most expediently in the kinematic
sketch by the method of rotated velocity vectors.

This method may be applied even in a case when the velocity pole
P 20 does not lie on the paper (Fig. 6). Draw vector VB starting from the point
C, then the relative velocity vCB will be obtained on the strength of (22)
from the resulting similar triangles

ve vCcB _— o) (28)
Fp»c rBC
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Accelerations

7. The instantaneous acceleration of the point C on disc 2 may be
obtained by differentiating Equ. (17) with respect to time :

ve = ac=wlx«cl+ eiX rCi+ w2LXvcei + e2iXrs ¢ 2ft)1Xt)ccl- (29)

The first and second terms of the equation represent the normal com-
ponent ncland the tangential component tc , respectively, of the acceleration
of point Cj on the vehicular disc 1, i. e. of the vehicular acceleration. The third
and fourth terms denote the normal component /iccl and the tangential com-
ponent iCCi, respectively, of the acceleration of the point C on the disc 2
relative to the point Cx on the disc 1. Finally, the last term is the Coriolis
(or supplementary) acceleration Cgc®

For the determination of the direction and sense of the Coriolis acceler-
ation, it is easy to keep in mind that the vector cccl is perpendicular to the
relative velocity vector, being rotated through 90° according to the direction
of rotation of the vehicular disc.

As a final result, the instantaneous acceleration of the point C is

«c = acl+ accl+ cccl (33)

The summation of the vectors is shown in Fig. 4c.

If the relative path is a straight line (Fig. 5) then reCCl = O» and the
tangential acceleration, as well as the Coriolis acceleration, are the same

for any point on the disc, i. e. aBCi — *CC[ — a2i> an<l ccct — c2L. W ith this
notation :

aC— aCi *fazl + 1 (34)

8. The equation of the instantaneous acceleration of the point C may
be obtained also by differentiation of Equ. (21) with respect to time :

«C = X ras+ N Xrge + f52X rec + £2X fee- (35)

The first and second terms on the right-hand side of the equation are
the normal component nB and tangential component tB, respectively, of the
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acceleration dg of point B, whereas the third and fourth terms represent the
normal component nes and tangential component teg respectively, of the
acceleration a¢B of point C relative to point B. With this notation :

and

aCB= tee + nce; «eB = rge\io\ -f e (36)

ac — dg 4" aCB (37)
Similarly to Equ. (6) we may write

tgli2= . (38)
co|

In accordance with Equations (37) and (38) the acceleration of any
point on a disc in plane motion may be determined only if the acceleration
of any chosen point, the direction of the acceleration vector for the point
under consideration, and the acceleration angle u are given.

9. On the basis of what was said in the part 8, the acceleration of a disc
in plane motion may be determined also in the event that the accelerations
of two points on the disc are known. The acceleration of the point E on the
disc 2, following from Equ. (37) is

dE — dg dEB (39)
where

dEB — nEB + tEBi dEB= [aE\CO\+ el (40)
From Relations (36) and (40) follows

acB-= a™- = fcoffll. (41)
TBC rBE

In accordance with Relations (38) and (41) the relative acceleration
vectors dee and aEB lie between the respective corners of the triangle B c¢ve0
similar to triangle BCE. The construction executed on the basis of Equations
(37) and (39) shows that

Abacaea~ A BCE (42)

7 Act» Technic« XX I1/1—2.
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10. Let us sum up the acceleration vectors, starting from any chosen
point g (Fig. 4d) : aB= gb', aCB= &V, ac = g7, aEB = 6V and aE = ge'".
From Equ. (37) we havealR = oc -f a£C,where aEC — rCE* w and vector
aEc = c'e' inclines to vector rEE at an angleg2 The sides of the triangle b’c’er
form angles 180° — fi2 with the corresponding sides of the configuration in
motion BCE, hence

A b'c’e' ~ J1BCE . (43)

The triangle b'c'e’ is the acceleration diagram of the polygon BCE,
and the point g is the pole of the acceleration diagram.

11. Point g of the acceleration diagram has such a corresponding point
G2 on the disc 2, whose instantaneous acceleration is zero. Point G2 may
be found after the model of Relation (43) : the triangle BCGW is similar to
b'c'g. On the strength of (37) we may write

°c —«gd+ accw, (44)

i. e. the acceleration vector ac forms an angle g2with the radius drawn from
the point G2. In a similar way we may write formulae for the accelerations
of the points B and E. We may state :

aB:ac :aE = r@&mB: tGnC: rC20E. (45)

Relation (45) shows that from the point of view of accelerations, the
point G2 takes the same part, as the velocity pole with velocities. Point G*
is therefore the instantaneous acceleration pole of the disc 2.

From a combination of Equations (36) and (45) it follows that the
triangle BcvC is similar to the triangle G2caC, consequently the point G2
may be determined if the accelerations of two points on the disc are known,
without first being obliged to draw the acceleration diagram. In Fig. 4c we
transferred the triangle HLC upon the vector ac and thus we obtained the
acceleration pole G20.

Another well-known method for determining the acceleration pole is
shown in Fig. 7. Suppose circles and k2 produced to intersect each other.
Then the triangle G HaB is similar to triangle G c&C, and raB mrGC = aB : aCr
i. e. the point of intersection G of the two circles gives the acceleration pole.
This statement can be proved true also for circles k3 and f4.

12. Now we rotate vectors aB, aE and aE into radii drawn from the
acceleration pole G2 (Fig. 4c). Then, from Relation (45)

A B"C"E"~A BCE. (46)
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Since the sides of the triangle B"C”E" are parallel to the corresponding
sides of the triangle BCE, out of the triangles baca¢€a, b'c'e and B"C"E"
the triangle B”C"E" can be constructed most readily and exactly. This
construction may be applied even if the acceleration pole does not lie on the
paper, only in such a case the acceleration angle fi2 must be determined

first. As a consequence of the above statements, G10= A, G2 == G12= B.

In our further examinations, for determining velocities and accelerations
of hinged links we shall use Equations (22) and (37). If the relative path of
the link is a straight line, Equations (19) and (34) will be applied.

II1. Velocities and accelerations of mechanisms of the second class

Such plane mechanisms have become most widely used in constructional
engineering, whose links, or at least some oftheir links are also free to rotate about
an axis vertical to the plane of the motion. The systems of constrained (driven)
members of such mechanisms are built up mostly of two-link kinematic
chains. Kinematic chains of more than two links (four—, six—, etc. — link
chains) are used only for solving quite special problems. Artoborevsky
termed two-link kinematic chains as “groups of the second class” and
mechanisms built up of such chains “mechanisms of the second class"”. A two-
link kinematic chain may form groups of the second class in five variations,
accordingly to the kind of the connection between the links, i. e. whether
they are connected to their neighbours by turning or by sliding kinematic
pairs.

The sixth variation of two-link kinematic chains, where the links are
connected to each other and also to the mechanism by sliding kinem atic pairs
only, is a mechanism in itself. Such a kinematic chain cannot be fitted in

7%
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the systems of driven links of the mechanisms treated above, because in such
a case the mechanism would not be of constrained motion.

In the next parts we shall examine the velocities and accelerations of
groups of the second class, and also of some mechanisms constructed of such
groups, by the method of rotated vectors. The links of the kinematic chain

Fig. 8

forming the group will be denoted by 2 and 3, driving links with known
velocities and accelerations by 1 and 4, fixed links (frames) by 0. Hencefor-
ward the discs which have served to make presentations more demonstrative
will be left out of account, and each link will be represented by a straight
line on the rigid body only.

1. In the simplest form of groups of the second class the links 2 and
3 are connected to each other as well as to links 1 and 4 by hinges (Fig. 8).

Given : Vg, Vd, aB and «o-

Find: vc, Pao, Pw, vF, ac, Gw, G0 and aF.
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Velocities.

In accordance with Equ. (22) the velocity of the point C is

VC~ vb ~b veb and Ve — vD+ ved (47)
where
veb — 7 B—C vCD= ? YD -C
Rotate vectors vB and vp through 90°. Draw straight lines B’C parallel
to BC and D’C parallel to DC through the points B' and D', respectively. By
the terms of Equ. (47) the extremity of the vector v'’c must be along both
straight lines drawn in the given directions, i. e. it must lie at the point of
intersection of the two lines. We obtain the vector vc by rotating the vector
v'c back in the appropriate sense. The poles P2 and P 30 were constructed as
described in part 5, Section Il. For the construction of the velocity vector
Vp the pole P30 was used. The directions of co2 and co3 may be determined by
setting off the vectors veb and ved from the point C.

Accelerations.
From (37) the acceleration of the point C is

ac—aB + °cb—aB + neB + tee
and (48)

<C= aD“b aCh — aD 4" nCD “b f'CD

ncB=Ea. C->B, nCD="- C-yD,
rse rDc
fCB= 2 -LrBG> 1kco=7? JL tdc-

Normal accelerations will be determined graphically. For the construc-
tion of nCB the point Zmay be chosen anywhere. Join point Z to the points
B and C, furthermore to the extremity Q of the vector vcbeDraw QR parallel
to BZ and RN parallel to ZQ. Then in the obtained similar triangles :
CN:vlb=CR :CZ= vcb **bcm-e. CN — neB*By this construction the vector
nes can be determined both in direction and magnitude. If the poleP” lies
conveniently for drawing, then only draw C N parallel to P2X?> The vector
nCDmay be determined in like manner (Z= B) .

To determine «c, add vector «[3 to reeeand Ud to Ucd respectively, accord-
ing to Equ. (48). Draw straight lines from the extremities in the directions
of tee and tcD- On the strength of Equ. (48) both straight lines, determined
in direction, must contain the extremity of the vector ac, i. e. it can be
located only at the point of intersection of the two lines. By this the vectors



«102 L. BUZAS

tCB andicl abo are determined in magnitude. The directions of e2 and e3 will
be settled corresponding to the sense of the vectors iCB and iCD.

Fig. 9a

The acceleration poles G20 and G0 were located by the method described
in part 11, Section Il. For the determination of acceleration aF the point
G30 was utilized.
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By way of illustration, let us consider the kinematic analysis of the
jaw crusher mechanism shown in Fig. 9a. The kinematic sketch of the crusher
is given in Fig. 9b. The mechanism is composed of the fixed link, of the driving
link rotating with angular velocity av and of two groups of the second class
(2, 3 and 4, 5). It is desired to find the velocity and acceleration of the point
K. For that purpose, first the velocities and accelerations of the points C,
E, and F must be determined. For the constructions, the following vector
equations will be used :

VC — vb + vcb and vf — Ve -\-Vfe

X cilj-ucs and ap= sapj- &Fe
or, with accelerations reduced to components :

nc+ *—as + [leB tCB
and

nF+ tp —aE+ nFE + tFE-

For the construction of the vectors aB and nCBthe point Z was located
at the point D, and for the construction of the vectors, nc and nFE the
extremities of the vectors vCB and V'F were utilized.

2. At the next variety of groups belonging to the second class, the link
2 is connected to the link 1 by a sliding kinematic pair (Fig. 10a). To make
the kinematic analysis more illustrative, suppose the plane 27x attached to
the link 1 as a completion and point Cx chosen in this plane.

Given : vd ,P10,vD,ad,G10 and aD.

Find . tc,1"30, P20, tip, Ap, Cgo, Ap and
Velocities.
From Equations (19) and (22)

fc= Vc, + v-n and v'c= vID+ VCD, (49)
where
V2i=? Lr1—-1 Vco = ? ID —C.
The point of intersection of the lines C Cj perpendicular to 1 — 1 and
D’C parallel to DC determine the extremity of the vector Vq. By this, the
velocity v2l also was determined.
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Accelerations

Using Equations (34) and (37)

ac = aci 'b°2i “bc21 ar*d ac— Y acb~ ab+ hcd + *cd (50)
. vVCD
a2l —? mi-i, nCD = C->D
rDC
?
c1= ~Mlva -L = JAa DC »

We shall determine the acceleration c2l graphically. Draw C{ T parallel
to P10C' and TR parallel to C C[. Then, from the resulted similar triangles
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RT — —2- . If the point P10 does not lie on the paper, we may also use point

F for the construction (Fig. 10b). Determine vector vce and set off the vector
v2i from the point C.

To construct the desired acceleration vectors add vector c2l to vector
acCl, in accordance with the first equation of (50). Draw a straight line in the
direction a2l from the extremity of this vector. Then add vector ap to ticd
in accordance with the second equation of (50), and draw a straight line

in the direction of tcD- The extremity of the vector ac will be located at the
point of intersection of the two straight lines of given directions. Herewith
the vectors a2l and tpD are also obtained.

The acceleration of the point F was determined from the equation

dp — dpl -f- a2l ~t~ c2i

3. The group of the second class is connected to the links 1 and 4
ofthe mechanism at the points B and D by hinges. Relative to each other, the
links 2 and 3 forming the group are free to have translational motion only
(Fig. 11).

The kinematic analysis was reduced to the case examined in the precedent
paragraph. Locate the point B3 in the plane U3 attached to the link 3.

Given :vp,,vp,od,as .

Find :vb3,Pp 30 and aB3e
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The equations used for the construction are

VB = VB3+ V23 aud VB3 = vD + VBIiD,
where
* =7 +2-2 vB3d = ? \\D -B 3.
&8 — Ujgg -f- «23 “F ¢23
and

aB3— aD+ «S3D — aD + ttB3D "b IB3D

By way of illustration let us consider the kinematic analysis of the
W ithworth mechanism of a slotting machine (Fig. 12). The driver 1 rotates
with uniform angular velocity cov A group as in Fig. 11. firmed by the links
2 and 3 is connected to the driver. A group as in Fig. 10, formed by the links
4 and 5is joint to the former at the point E. The link 3 rotates with a variable
angular velocity, and as a consequence, the tool carrier (ram) 5 travels through
the forward or cutting stroke with a nearly constant velocity. The equations
used are :

v'd= VD3 + vZ and v = VvE -f vFE,
—nD3 +—ESY &3 c23

mand
aF —aE -f- nFE -)- tFE.
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4. At the next variation of groups belonging to the second class, the
links 2 and 3 are hinged at the point C, and relative to the links 1 and 4 they
can have translational motion only (Fig. 13). For the kinematic analysis, we
shall chose points C4 and C4 in the planes E1 and , respectively.

Given :vCi, P10,vCt, P40, act, C10,ag and G40.

For the constructions the following equations will be used :

Ve = \VCi+ 12 and Vvt = peq+

r1=? L1- 1 % 7 L4—4
«Cc = ac, + h2 + c¢n and ac = «Ci+ «34+ “3r

azi= 9 ni - 1 «4=° a4

Q1= 2cov2 -L t21 = 20idVy Lr34.

The acceleration of the point F was: determined frow the equation

aF ~ aFfil+ 31+ CA-
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The group of the second class just examined appears in the mechanism-
shown in Fig. 14. The follower rolls on the straight portion of the cam profile..
This motion can be considered as if the edge of the follower, ending in the
point C. glided on the theoretical cam profile. The velocity and acceleration
of the point C will be determined from the equations

vie = vCi + 721
and

«C = aC\+ @21 H-CA -

5. At the last of the possible variations of groups of the second class.,
the links 2 and 3 of the group are free to have translational motion relatively
to each other, whereas the link 2 is connected to the link 1 by a hinge, and the
link 3 to 4 by a sliding kinematic pair (Fig. 15). We shall chose points B3
and Bi in the planes E3 and , respectively.

Hiven rVb, ' 1 mafll, 0’4, o.

Find : vb3,P 30,P 0»Vf3»aB3 and aPs.
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Equations relating to this problem are

vb = v'EB+ *8 and = vBi =
N23=7? ~L3-3 E*x= ? J 4- 4
aB — «B3 ~b «23 “b r3 ai*d aB3~ aB4-f-“HA-bcH
«34 = ? 4 - 4
cHA = 2b13v3i LtA
Fig. 16a

The equations for the acceleration of the point F3is

«F, = aFi+ «34 + C34-

The group belonging to the second class just analysed may be found
for instance in the Oil-Gear type rotary plunger pump mechanism shown
schematically in Fig. 16a. The kinematic sketch of the pump is given separately
in Fig. 16b. The driver (rotor) 4 rotates with uniform angular velocity oo
The relative velocity of the piston 3 to the rotor 4 was constructed, i. e. the
instantaneous velocity of the flow, (rate of flow) was determined. We see
that the rate of flow, and, by that, the volume of the supplied liquid is a
harmonic function of the angular displacement of the rotor. The velocity
Vs of the centre of gravity S of the piston determines the tangent to the curved
path of the centre of gravity, and the acceleration a$ renders the deter-
mination of the directions and senses of the inertia forces possible.
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Throughout the problems worked out, the dimensions of the links are
not exactly the same as the measurements of the actual mechanisms. Modi-
fications were made to render the succession of the constructions easier to
follow on the kinematic sketches.
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SUMMARY

The paper compares three graphical methods of kinematic analysis, from the point of
view of their practical utility. It gives a general survey of the principles on the basis of which
the motion of plane mechanisms may be determined promptly and exactly by the strict graphical
method of rotated vectors. Practical applications of the method are illustrated by means of
two-link kinematic chains and some simple mechanisms constructed of such chains.

GRAPHISCHE METHODEN DES KINEMATISCHEN UNTERSUCHUNGSVERFAHRENS
ANWENDUNG VON GEDREHTEN VEKTOREN

L. BUZAS

Die Abhandlung vergleicht zwecks praktischer Anwendung drei verschiedene graphische
Methoden des kinematischen Untersuchungsverfahrens. Es werden die Satze erdrtert, auf deren
Grund sich die Madglichkeit bietet, auf rein graphischem Wege den Bewegungszustand der
ebenen Getriebe mittels der Methode von gedrehten Vektoren rasch und genau festzustellen.
Die Anwendung der Methode ist an zweigliederigen kinematischen Ketten, sowie an einigen,
aus solchen Ketten konstruierten einfachen Getrieben dargestellt.
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METHODES GRAPHIQUES D’ANALYSE CINEMATIQUE
APPLICATION DE LA METHODE DES VECTEURS DETOURNES

L. BUZAS

RESUME

L’étude compare trois méthodes graphiques d’analyse cinématique, au point de vue
de leur applicabilité pratique. Elle résume les théorémes qui permettent d’établir d’une maniére
rapide et exacte, par voie purement graphique, I’état de mouvement des mécanismes plans
par la méthode des vecteurs détournés. L’application de la méthode est représentée sur des
chafnes cinématiques & deux membres, et sur quelques mécanismes simples qui en sont con-
struits.

METOAbl KWHEMATUYECKOIO TPA®PNYECKOIO AHANN3A
NMPUMEHEHWE METOAA CABUHYTHbB X BEKTOPOB

N. BY3ALW

PE3IOME

Pa6oTa CpaBHMBAET C TOYKW 3PEHMSI MPAKTUYECKON MPUMEHUMOCTU TPU Tpagnmueckux
MeTofla KMHEMATUYECKOro aHanmsa. B 06LMX YepTax M3nararTcs Teopembl, Ha OCHOBE KOTOPbIX
OTKPbIBAETCS BO3MOXHOCTb YMCTO FpadiyeckumM nyTeM 6bICTPO UM TOUHO OMPeae/nTb MeTOf0M
COBWHYTbIX BEKTOPOB COCTOSIHMSI ABWXKEHWUSI MIOCKOCTHbLIX MexaHu3MoB. MpumMeHeHWe meTona
[eMOHCTPUPYETCS Ha ABYX3/IEMEHTHbIX KMHEMAaTUUECKUX LIENAX WM Ha HEeCKONbKMX MPOCTbIX
MexaH13Max, MOCTPOEHHbIX M3 YMOMSAHYTbIX KUHEMaTUYECKUX Leneid.






CALCULATION OF THE TEMPERATURE RISE OF MINE
AIR FLOW WITH REGARD TO THE EFFECT
OF ITS WATER VAPOUR CONTENT
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D. ENG. SC.
DEPARTMENT Il FOR MINE MACHINERY, TECHNICAL UNIVERSITY. SOPRON

[Manuscript received June 3, 1957]

The temperature rise of air flowing on dry airways known [1], it may
be important to determine the cooling or warming effect due to the variation
of air moisture. In the way known from Thermodynamics the heat content
(enthalpy) of (1 + x) kg of moist air is obtained from the equation

i = cpt+ (cpwt+ q)X kcal/kg 1)

where cp and cpw are the specific heats of air and of water respectively, t the
temperature (generally referred to 0 deg. C), g the heat of evaporation. In cal-
culations of mine ventilation it is routine to refer i to one cu m of air and with
consideration of the specific gravity of moist air

P 1-fX
y = kg/cu m
T 47,1(0,622 + x)

to calculate with the iy value. In practical calculations — with regard also to
the attainable precision of measurements — the value of xcputmay be neglected
because of its minuteness in comparison to gx (the maximum error is up to
-1-40 deg. C temperature at most 2%) ; the specific gravity of air — varying
along the airway — is taken into account instead of equation (2) with an average
value, and the moisture content is disconsidered in the formula of specific
gravity. The content of water vapour generally increases along mine airways,
therefore in the following always the cooling effect connected with this will
be spoken of. Since as a rule the variation of moisture content cannot be expres-
sed as a function of the airway, it is expedient to suppose that the content in
water vapour of the air increases linearly along the airway, with the restriction
that the possible attainment of saturation has to be checked ; the solution
of the problem is thus simplified.

Let the increase of the water vapour content of air flowing on a horizontal
airway be uniform : on a section of length Z the water vapour content rises

8 Acta Technics XX I1/1—2
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by b weight units per unit volume. The cooling down of air per unit length of
the airway (e. g. in °C/m)

PR
et

The maximum of the value of b is fixed by the difference between the water
vapour content of saturation corresponding to the final temperature of air
and the water vapour content pertaining to its initial temperature. The line
connecting the two states in the ,,T—6” diagram (Fig. 1) may fall into the fog

W
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40-

20

0 10 20 30 40 50°C
T

Fig. 1

zone, which disturbs the calculation. In such case it is expedient to execute
the calculation on two airway sections with different bjz values (Fig. 6).

In a previous paper the author has demonstrated [1] that if the moisture
content of the mine air is unchanged (the so-called “dry” case), the temperature
rise of air due to rock heat on a horizontal airway is given by the following
differential equation :

dr = — —— dz 3)
V mcp

the solution of which is, since q= X. Fy>) .r, with consideration of the initial
condition too,
AeF
T- Toexp (o) w2 (4)
Y m<
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where r and T0, are the differences between virgin rock and air temperatures at the
end and at the beginning of the investigated section (Tr—T0), Vis the quantity
of air, cp the specific heat of air, z the length of the airway, Athe thermal con-
ductivity of the country rocks, is an expression depending on ¥ — at/R2
a is the thermal diffusivity of the rocks, R the radius of the airway, t the time
that has passed since the begin of air circulation.

e~viil df

F(y>)
nooao@) + yugy T

®)

where JOand YOare Bessel functions, [ is the variable of the integral ; the value
of F(ip) is taken from Fig. 2.

However, the vapour content of mine air is not constant, therefore
equation (4) can be made use of in very few cases only. Therefore the change
of the vapour content has to be considered too (the “wet” case).

If the cooling down (or seldom warming up) due to the increase (or seldom

the decrease) of the water vapour content is also considered, differential equation
(3) takes the following form :

dt — [ =ommmmmeeee- 6
V-Cp Z uCp ) ©)
o .. b mQ
Initial condition :z= 0, T= r0; -—— = const.
z cp

The solution (t' indicates consideration of humidity)

b-Q-V b-Q-V mF(v) «2 1 )
AeF () nz AeF(f) mz vV-Cp )*
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If equation (4) is subtracted from equation (7), evidently the value of cooling
down of air due to the increase of moisture content is obtained :

r'- r=AT = e my exp X mF (p) -2 (8)
A-F(y>) <z [ - V «cB
. . . X-F{W
Moreover, introducing the shorter notation o’
Vcp
AT = — (1 —e~a). (8a)
a

In a vertical shaft, considering the adiabatic compression of air, the differential
equation
A m h-Q
dr 4 y dy 9)
\V HCp cp Yy -Cp

where A is the mechanical equivalent of heat, y the specific gravity of air,
Y the depth of the shaft. The solution, with initial condition identical with
that of differential equation (6), if gg denotes the average value of the geo-
thermic gradient

V- 1 2 .
- cp & © Q exp X-FM-YI,
X. FM g? (04] Y wmcp vV aQp )
V-cp 1 A my b me (10)
XeFM & > Y -ep)’

The difference, compared to the case without change of moisture content, here
too, as on a horizontal airway, according to equation (8/a)

2T = — (1 —e~ay) . (8b)
a

Accordingly, with help of Eqs. 8a and 8b the additional cooling down of the
mine air caused by vaporization can simply be established from computations
according to Eq. 4 not considering the change of vapor content (“dry case”).
This calculation is quite simple, since values b and e 6y are already known
from the computation of the “dry case”. If the air flowing through a shaft
of vertical depth y and a tunnel of length z, cooling is against the dry case

AT = — (L —e a9+ . (11)
a

Batzel IS to be credited for having introduced [2] the concept of the
efficiency of the heat of evaporation (Wirkungsgrad der Verdunstungskélte). In
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conformity with his interpretation the efficiency is in relation to an airway of
length z equal to the ratio of the actual cooling down appearing against the
dry state and of the heat of evaporation of the quantity of water evaporated.
Accordingly, equation (8) divided by Z_QJF' the efficiency of the heat of
||
evaporation
1 —e~az

Vev = (12)
az

The efficiency is independent of the amount of water evaporated ; it depends
only on factors fixing the warming up of air due to rock heat (X, a, R, t, V, 2).
Similarly, in the case of air flowing through a vertical shaft and a tunnel

X_e a@yt®

oy (12a)
ney a(y+ 2

Value rjevis near unity, if a-z < 0,1, when rJev > 0,9516. According to higs. 3
and 4 this condition is met only on relatively short airways, in cases of larger
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b(a
Fig. 5
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quantities of air and longer periods of ventilation. Therefore the view of Batze1
based on some numerical calculations that in practical calculations the value
«of rev is always near unity have not been confirmed by this investigation.

Equation (12) has given in simple form the analytical expression of the
efficiency of the heat of evaporation. With its aid for any quantity of water
evaporated the air temperature values obtained by the “dry” process can be
corrected and used for practical purposes.

Fig. 5 shows the temperature of air at the and of an airway of 2000 m
length (TO0g, if the virgin rock temperature is 40° C, the temperature of air
entering is 20° C, as a function of the heat of evaporation of the water that has
evaporated (bg). The relationship is linear. Straight line denoted by AT indicates
the cooling down resulting from the evaporation of water, while the difference
of ordinates between the two straight lines is equal to value of air temperature
difference between virgin rock and air at the end of the airway x = x'—AT,
that is, to the value at constant vapour content (“dry case”). The value of
X of course does not depend on that of bo, and the two straight lines are there-
fore parallel ; on the other hand the value of x depends on the quantity of air,
therefore in case of larger amounts of air, x being greater too, the two parrallel
straight lines will be at greater distance from each other.

Considering that the vapour content of air on the airway can nowhere
exceed the saturation value pertaining to temperature, and the value of bg
has to be checked from this viewpoint.

At the base of Fig. 5, with consideration of initial absolute vapour content
b0= 10 g/cu. m, the relative vapour content along the airway has also been indi-
cated as a function of bg. It isevident that at V = 15 000 cu. m/hour of air at the
value of b= 8,3 kcal/cu. in. the relative vapour content ¥ = 100%, that is,
the maximum possible value of water evaporating is then 8,3/g = 14,3 g/cu. m.
The preliminary assumption as to the increase of the water vapour content
of mine air can thus be checked.

In context with a practical example Fig. 6 shows the temperature change
of air as a function of the length of the airway, if b0O= 10 g/cu. m.and bg is 0, 5,
7 and 10 kcal/cu. m. The illustration of the relative vapour content shows that
the arbitrary selection of bg has physical sense as far as a certain length
of the airway only. E. g. at bg = 10 kcal/cu m.the air is saturated with water
vapour at z = 750 m. After this the value of bg has to be reduced. After this
point and at values of bg = 0 and 5 kcal/cu. m.the temperature of air further
increases, and the value of relative vapour content remains below 100%. The
illustration of the effective temperature after the diagram ofthe A. S. H. V. E.
is very characteristic ; with some restrictions it shows the actual cooling effect
attainable by evaporating water.
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Fig. 6
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SUMMARY

In considering the warming up of air in deep mines due to rock heat it is almost always
necessary to consider cooling down caused by evaporation of water. The method presented permits
the calculation of the cooling down pertaining to any amount of water evaporated (the ,wet
case”) after computation of the first, the so-called ,,dry case”. Besides theoretical investigation
a numerical example demonstrates the usefulness of the method.

BERECHNUNG DER ERWARMUNG VON DURCH BERGWERKSSTOLLEN STROMEN-
DER LUFT UNTER BERUCKSICHTIGUNG DER ANDERUNG DES WASSERDAMPF-
GEHALTES

T. BOLDIZSAR

ZUSAMMENFASSUNG

Bei der Berechnung der durch die Gesteinswarme verursachten Erwdrmung der Luft
in tiefen Bergwerken ist es fast immer notwendig auch die Abkuhlung, welche die Verdunstung
des Wassers verursacht, in Betracht zu ziehen. Nach Berechnung des ersten, sogen, ,,trockenen
Falles” kann mit der vom Verfasser mitgeteilten Methode auch die zu einer beliebigen Menge
von verdampfendem Wasser gehorige Abkihlung berechnet werden (sogen, ,nasser Fall”).
Uber die theoretische Untersuchung hinausgehend, zeigt die zahlenmassige Behandlung einer
praktischen Aufgabe die Brauchbarkeit der Methode.

CALCUL DU RECHAUFFEMENT DE L’AIR CIRCULANT DANS LES GALERIES DE
MINES, COMPTE TENU DES VARIATIONS DE LA TENEUR EN VAPEUR D’EAU

T. BOLDIZSAR

RESUME

Pour calculer le réchauffement, causé par la roche, de I’air circulant dans les mines pro-
fondes, il faut presque toujours prendre en considération le refroidissement d0 a I’évaporation
d’eau. Apres avoir calculé le premier cas, dit «cas sec», on peut aussi calculer, par la méthode
préconisée par I'ateur, le refroidissement correspondant a une quantité quelconque d’eau évaporée
(«cas humide»). En plus des considérations théoriques, la solution numérique d’un probleme
pratigue montre les possibilités d’application de la méthode.

PACYET HAIPEBA NOPHOIO BO34Y XA, ABVNXXYLUEIOCHA
MO FOPHbLIM LUTPEKAM, YUYNTbLIBAA BO3AENCTBUE M3MEHEHWA
COAEPXXAHNA BOAAHOIO TAPA

T. BONbBAUNXAP

PE3IOME

B rny6oKux LiaxTax, MPMHUMasi B OCHOBY pacyeT HarpeB FopHOro BO3AyXa, Bbl3BaHHbI
HarpeBoM TemnjoM Mopofbl, HEOBXOAMMO YUMTbIBATL TAKXKE OXNaX[eHWe OT MCMapeHus Bofbl.
Mocne BbIUMCMEHNS NMEPBOr0 T. H. «CyXOro Cryyas» Npy MOMOLLM PacCMOTPEHHOTo MeToda BO3-
MOXHO BbIUMC/IUTL TAKXKe OXNaX[AeHue, AeiCTBUTENbHOE ANs M060ro KonmuecTsa MCMapsito-
lielic BoAbl («MOKpbIA crydaii»). Hapsidy CTeopeTMueckuM aHann3oM MPUMEHUMOCTb Mped-
nlaraemMoro MeToga [EeMOHCTPMPYETCA TakKXKe UMC/IOBbIM peLleHMeM MNPaKTUYecKoi 3afauu.
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AUF DEN KORROSIONSWIDERSTAND
DES REINSTALUMINIUMS IM WASSER REI ERHOHTEN
DRUCKEN UND TEMPERATUREN

A. DOMONY
KANDIDAT DEH TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN
FORSCHUNGSINSTITUT FUR DIE METALLINDUSTRIE, BUDAPEST

[Eingegangen am 10. Juni 1957]

An Hand zahlreicher wissenschaftlicher Ergebnisse und praktischer
Erfahrungen herrscht in der Technik die weitverbreitete Ansicht, dass Reinst-
aluminium (Al-Gehalt 99,99 bezw. 99,9%) erheblich korrosionsbestdndiger
als Hiuittenaluminium ist (Al-Gehalt 99,7 bezw. 99,5%). Diese Ansicht beruht
auf dem verschiedenartigen Verhalten der beiden Al-Gattungen insbhesondere
gegenliber den aggressiven anorganischen Stoffen, wie Schwefel-, Phosphor-,
Salpeter-, Chrom-, Salzsdure, usw. [1, 2, 3].

Die sich mit der Al-Korrosion befassenden Verdffentlichungen wiesen
bereits auf zahlreiche praktische Ergebnisse hin, bei welchen der chemische
Widerstand des Reinstaluminiums in schwach korrodierenden Medien — trie
z. R. in wassriger Ldsung von S02 Weinsdure, H202 — mit dem des Hutten-
aluminiums gleich oder geringer ist.

Nach Kenntnis des Verfassers wurde die Untersuchung dieses Wider-
spruches noch nicht vorgenommen, und die Erlduterung dieser Erscheinung
bisher noch nicht erreicht. Hingegen wird bei der Verwendung des Aluminiums
in Atomreaktoren dieses Metall in bisher nicht Ublicher Weise in Anspruch
genommen. Auf die im Atomreaktor befindlichen Baustoffe wirken gleichzeitig
Hochdruckdampf und Heisswasser (1—100 ata) bei Temperaturen von 100—
300° C ein.* Infolge der erhdhten Korrosionsbeanspruchung der Aluminium-
teile wurden die ersten Versuche mit Reinstaluminium durchgefihrt. Prak-
tische Erfahrungen und Versuchsergebnisse bewiesen jedoch, dass das Reinstalu-
minium und seine korrosionshestdndigen Al—Mg-Legierungen durch reines
destilliertes Wasser bei 100° C Uberschreitender Temperatur und unter Druck
binnen kurzer Zeit zerstdrt wird. Den gleichen Bedingungen ausgesetztes Hutten-
aluminium (Al Gehalt 99,7 oder 99,5%) und seine korrosionshestdndigen Legie-
rungen (Al—Mn, Al—Mg3, Al—Mg—Si) weisen nicht einmal Spuren einer begin-
nenden Korrosion auf [4]. Die mit den Konstruktionswerkstoffen des Atom-
reaktors durchgefliihrten weiteren Versuche ergaben, dass den gréssten Wider-
stand in Bezug auf Korrosionsbestdndigkeit und Wé&rmefestigkeit gegen die

* Bei Temperaturen, die 300° C Uberschreiten, kann das Aluminium wegen seiner geringen
W armefestigkeit nicht verwendet werden.
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gemeinsame Einwirkung von hocherhitztem und unter hohem Druck stehendem
destilliertem Wasser und Dampf das mit 1% Nickelgehalt legierte Reinstalu-
minium aufweist.

Geringe Mengen von Silizium (etwa 0,1%) wirken auf das mit Nickel
legierte Aluminium schédlich. Die Gegenwart von 04—0,2% Eisen erhdht die
Korrosionsbestandigkeit dieser Legierung [5]. Uber die Erlauterung dieser
Erscheinung fanden wir in der Literatur keine Angaben, obwohl an mehreren
Stellen erwdhnt wird, dass die Ausscheidung metallischer Verbindungen an der
Kristallgrenze den Einfluss der interkristallinen Korrosion des Hochruckdampfes
bezw. des Heisswassers verringert, ja sogar verhindert.

Zur Feststellung des Einflusses der im Aluminium befindlichen einzelnen
Verunreinigungen auf den Korrosionswiderstand, haben wir mit dem in Ungarn
hergestellten Aluminium verschiedenen Reinheitsgrades Versuche vorgenommen,
um sein Verhalten gegeniiber unter hohem Druck stehenden Uberhitzten wéssri-
gen Medien zu kl&ren.

Tafel |
Zusammensetzung der Versuchslegierungen

. Zusammensetzung des Metalls n %-en
Bezeichnung

der Probe Fe Si Ti B Cu Mg Zn

| 0,10

2 0,47

3 0,29 0,08

4

Grundmetall 0,005 0,003 0,0002 — 0,001 0,0001 0,004

5 0,018

6 0,028

7 0,15

8 0,40

9 0,93

10 0,67

11 0,02

12 0,04

13 0,19

14 0,03 0,01 Grossen-
ordnung

15 0,01 Grdssen-
ordnung

16 0,1 Grossen-
ordnung

Der Gehalt an den ubrigen Verunreinigungen stimmt bei den einzelnen Legierungen
der Grossenordnung nach mit den Mengen der im Grundmetall gegenwé&rtigen Verunreinigungen
Uberein.
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Versuchsdurchfihrung

Es wurden aus in Ungarn hergcstelltem Reinstaluminium (Al-Gehalt 99,99%) 15 ver-
schiedene Legierungen verfertigt, deren Zusammensetzung in Zahlentafel I angefihrt ist. (Die
Fe-, Si- und Ti-Vorlegierungen wurden aus reinen Metallen und aus Reinstaluminium — Al-
Gehalt 99,99% — hergestellt ; die Borlegierungen wurden durch die Reaktion der Aluminium-
schmelze mit in Kryolith gemischtem Borfluorkalium erzeugt.) Aus den Legierungen wurden
Pressbolzen mit 75 mm 0 gegossen, aus welchen dann durch Strangpressen (bei 430° C) Stangen
von 10 mm 0 hergestellt wurden. Die Stangen wurden ohne Zwischenglihen zu Dréhten von
3 mm 0 gezogen. Die hartgezogenen Dréhte wurden bei einer Temperatur von 320° C 3 Stunden
lang gegliht und dann mit dem Ofen langsam abgekiihlt. Nach Entfettung der Oberflachen
wurden die etwa 200 mm langen Drahte in einen mit rostfreiem Stahleinsatz ausgestatteten
Autoklav von 5 1Inhalt in der Weise eingesetzt, dass die Proben weder miteinander, noch mit
den Stahlbestandteilen des Autoklavs in Berthrung kommen konnten. Der Autoklav wurde
mit destilliertem Wasser gefullt. Die Versuche wurden bei einer Temperatur von 170— 190 C
(im Durchschnitt bei 180° C, entsprechend einem Druck von 10,2 ata) beziehungsweise bei
einer Temperatur von 250—270° C (im Durchschnitt bei 260° C, entsprechend einem Druck
von 46,3 ata) durchgefuhrt. Der Autoklav erreichte die gewiinschte Temperatur in etwa 30 Minu-
ten. Die Versuche wurden in der Weise durchgefuhrt, dass stets nach einer 6 bezw. achtstindigen
Konstanthaltung der Temperatur eine Abkihlung von 16 Stunden folgte. Durch diese Ver-
suchsanordnung wurde erreicht, dass auch der etwaige korrosionsfordernde Einfluss der infolge
der Abkuhlung kondensierenden Wassertropfchen feststellbar war. Von den in den Autoklav
gleichzeitig eingesetzten Probestiicken wurde bei der ersten Versuchsreihe die erste Probe
nach einer 8 Stunden lang dauernden Konstanthaltung der Temperatur und einer darauffolgenden
16 Stunden langen Abkuhlung herausgehoben. Die zweite Probe wurde nach einer dreimal
wiederholten 8 Stunden langen Konstanthaltung der Temperatur und nach dreimal darauf-
folgender Abkihlung von je 16 Stunden, die dritte Probe nach weiterer zweimal 8 Stunden langer
Konstanthaltung der Temperatur und zweimaliger Abkihlung von je 16 Stunden entnommen.
Bei der zweiten Versuchsreihe wurden die Probestiicke nach einer sechsstiindigen und schliesslich
nach weiterer zweimal sechsstiindiger Konstanthaltung der Temperatur dem Autoklav ent-
nommen. Die im Autoklav behandelten Proben wurden nachher einer Zugfestigkeitsprufung
unterzogen und wurden auch Schliffe fir mikroskopische Untersuchungen angefertigt. Die
Korrosionsprodukte wurden mikroskopischen und réntgenographischen Untersuchungen unter-
zogen. (Diese letzteren Untersuchungen sind noch im Gange.)

Versuchsergebnisse
a) Festigkeitsprifungen

Die Ergebnisse der Zugfestigkeitsprifungen der ersten Versuchsreihe
‘(Behandlung bei 180° C) wurden in Bild 1 zusammengestellt. Aus den Versuchs-
ergebnissen kann festgestellt werden, dass das Reinstaluminium (Al-Gehalt
99,99%) unter der gemeinsamen Einwirkung der 180° C hohen Temperatur und
des Drucks durch das destillierte Wasser nach einer Inkubationsdauer von etwa
8— 16 Stunden rasch angegriffen wird. Nach sechsmal achtstindiger Konstant-
haltung der Temperatur wird das Material vollkommen spréde und es findet
eine Festigkeitsverminderung von etwa 50% statt. Der urspringliche Durch-
messer der Prifsticke von 3 mm verringert sich bei viermal achtstindiger Kon-
stanthaltung der Temperatur nach Entfernung der Korrosionsprodukte auf
2,65 mm, beziehungsweise bei sechsmal achtstindiger Behandlung auf 2,30 mm
(Probe 4).

Unter der Einwirkung einer geringen Menge von Silizium (in der Grossen-
ordnung von 0,01%) kann keine wesentliche Verdnderung beobachtet werden
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(Proben 5 und 6). Bei Erhéhung des Siliziumzusatzes auf einige Zehntelprozente
nimmt die Auflésung des Metalls zu (Probe 7). Die Abnahme der Durchmesser
der Priufsticke betrdgt 1,85 mm bezw. 1,55 mm ; dagegen nimmt die Lange der
Proben um etwa 10—15% ihrer urspriunglichen Ldnge zu. Die Verminderung
der Festigkeit und Dehnung bei den korrodierten Metallen ist im Vergleich zu
den vorigen Proben geringer. Wird der Gehalt an Silizium auf 0,4% und dartber
erhdht (Proben 8, 9 und 10), so wird keine Korrosion mehr beobachtet. Die
Durchmesser und Festigkeitswerte der Prifsticke blieben unveréndert.

Versuch /.
Konstantholtung der Temperatur bei 160°'C
aj  Originalprobe
b) Douer der WarmebehOndung 8 Stunden;Dauer der Abkiiblung36Stunden
c) weitere dreimotl ochtstbnd/ge Warmebehandlung*dreimahl sech&ehnstiindige Abkiihlung
d) weitereawemctl achtsliridige Warmeberomlurg- zweirrcni seehszebnstundige Abkthlung

abed abed abed abed abed abed abed abed abed abedabed abed abed abed abed abed
1 2 3 4 5 6 a 0 11 12 13 14 15 16
[GrundmetaHJ

Bild 1. Anderung der Festigkeit bei Aluminium verschiedener Zusammensetzung unter
der Wirkung der bei 180° C ausgefiihrten Korrosionsversuche

Ein Fe-Gehalt von 0,1% (Probe 1) wirkt bereits korrosionsmindernd im
Vergleich zum Reinstaluminium. Ein Fe-Gehalt von 0,3% und mehr (Probe
2 und 3) unterbindet den Korrosionsvorgang des Aluminiums. Bei einem Fe-
Gehalt von 0,1% nach einer viermal achtstindigen Warmebehandlung ist die
Oberflaiche des Drahtes noch korrosionsfrei, wéhrend die Dehnung um etwa
10% abnimmt. Nach sechsmal achtstindiger Warmebehandlung waren an der
Oberfldche des Drahtes bereits starke Ausblihungen zu sehen, und war auch
ein Rickgang der Festigkeit und Dehnung zu vermerken. Bei den Proben mit
héheren Fe-Gehalten (Proben 2 und 3) bleiben die Festigkeitswerte unver-
&ndert. Ein Si-Gehalt von 0,1% verringert die vorteilhafte korrosionshemmende
Wirkung des 0,3%-igen Fe-Gehaltes nicht (Probe 3).

Die Gegenwart von Titan in einer Menge von einigen Hundertstelprozenten
(Proben 11 und 12) bewirkt eine starke Korrosion, wobei das Metall spréde wird.
Die Auflésung des Aluminiums wird durch ganz geringe Mengen von Titan
(Ti-Gehalt 0,01—0,02%) beglinstigt (Probe 11). Eine Abnahme der Durchmesser
der Drahte auf 2,05 bezw. 2,00 mm war festzustellen. Mit zunehmendem Ti-
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Gehalt nimmt die Lésungsféahigkeit des Aluminiums ab (Probe 12). Die Durch-
messer der korrodierten Drdhte betragen 2,45 bezw. 2,30 mm. Durch einen
Ti-Gehalt von 0,1% (Probe 13) wird das Metall korrosionsbestdndiger. In diesem
Falle bt das Titan die gleiche Wirkung wie das Eisen in ungefdhr gleicher
Menge aus.

Der Zusatz von geringen Mengen an Bor wirkt auf den Korrosionswider-
stand des Aluminiums ungunstig. In der Gegenwart von Hundertstelprozenten

Versuch Il
Konstant;Haltung der Temperatur bei 260°'C

a) Ongnatprobe

b)  sechsstiindige MxrnebehOncLrr- = sechszehnstiindige Abkiihtung
cJueitere zueimohlsechssturdigeigorrrebehanabng”zuemih/ sechszehnstundige Abkihlung
d)\ueitere zutdmahl sechsstiirdge M xmebehonélung+zueimdh/ sechszehnsturiiige Abkiihlung

Bild 2. Anderung der Festigkeit beiverschiedenem Aluminium unter der Wirkung der bei 260° C
ausgefuhrten Korrosionsversuche

Bor stimmt die Abnahme des Durchmessers der Probe ungefdhr mit der des aus
Reinstaluminium hergestellten Drahtes Uberein (Probe 15). Grdssere Mengen an
Bor (etwa 0,1%) fordern die Aufldsung des Metalls (Probe 16). Die Durch-
messer der korrodierten Drahte nehmen auf 1,90 bezw. 1,70 mm ab. Diese
Wirkung stimmt gréssenordnungsgemaé&ss mit der des 0,1%-igen Siliziumzusatzes
Uberein (Probe 7). Durch die gemeinsame Gegenwart von geringen Mengen
Silizium und Bor wird die Korrosionshestidndigkeit des Metalls nicht erhdht
(Probe 14).

In den bei hdheren Temperaturen ausgefiihrten Versuchen (bei etwa
260° C) machte sich die korrosionshemmende W irkung einiger im Aluminium
anwesender Legierungsbestandteile in noch mehr erhdhtem Masse geltend.
Bei diesem Versuch begann die Zerstérung der zur Korrosion neigenden Metalle
bereits friher und der Korrosionsverlaufwar viel intensiver. Nach sechsstiundiger
bezw. zweimal sechsstiindiger wie auch nach weiterer zweimal sechsstiindiger
Waéarmebehandlung wurden mit den Proben Zugfestigkeitsprifungen vorgenom-~
men. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen sind in Bild 2 wiedergegeben.
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Au» den Ergebnissen der Zugfestigkeitsprifungen kann festgestellt wer-
den, dass bei dem ersten bei 180° C durchgefliihrten Versuch von achtstiindiger
W idrmebehandlung keine nennenswerten Anderungen, weder an der Oberfliche
der Proben, noch in ihren Festigkeitswerten, zu beobachten waren. Bei dem bei
260° C durchgefiihrten Versuch wurden jedoch die geringe Mengen an Eisen
und Titan enthaltenden Legierungen (Proben 1 und 12) vollkommen zerstdrt
und die Festigkeit der mit geringen Mengen von Silizium und Bor (0,1%) legier-
ten Proben, insbesondere aber die Dehnung, nahm bedeutend ab. Gleichzeitig

Abnahme des Durchmessers in Prozenten

kmn VWM NIMA UK KA
<56 789 IOH 1213141516

Bild 3. Anderung des Durchmessers bei Drahten von 3 mm Durchmesser unter der Wirkung
der bei 180° C und 260° C ausgefiihrten Korrosionsversuche

ist eine Verminderung der Drahtdurchmesser von 3,0 mm auf durchschnittlich
1,4 mm infolge der Korrosion eingetreten. Die gréssenordnungsgemass mit 0,1%
Bor bezw. Silizium legierten Proben wiesen auch bei diesem Versuch eine Korro-
sionsempfindlichkeit auf (Probe 16 und 7). Eine besondere Wirkung konnte bei
einem Titangehalt von 0,2% beobachtet werden (Probe 13) : an der Oberflache
der Probe war eine stellenweise auftretende, den Korrosionsbeginn anzeigende
Blasenbildung zu bemerken, eine Durchmesserverminderung ist nicht eingetreten,
und ein erheblicher Rickgang der Festigkeit und insbesondere der Dehnung war
festzustellen. Die Proben mit einem hdheren Gehalt an Eisen (Proben 2 und 3)
bezw. Silizium (Proben 8, 9 und 10) wurden nicht angegriffen. Bei den weiteren
Versuchen blieben die Festigkeit und Durchmesser der eisenhaltigen Proben
(Proben 2 und 3) unverdndert. Bei den siliziumhaltigen Proben jedoch ist bereits
ein Rickgang der Dehnung eingetreten, wé&hrend eine Abnahme des Durch-
messers erst bei der Probe 8 beobachtet werden konnte. In Bild 3 wurden die
an den verschiedenen Proben bei den beiden Versuchen gemessenen Abnahmen
der Durchmesser veranschaidicht.
Aus den Ergebnissen der Zerreissversuche kann folgendes festgestellt
werden :
1. Durch die Einwirkung des unter hohem Druck stehenden Heisswassers
korrodiert das Reinstaluminium sowie auch das geringe Mengen von Si- bezw.
Ti-Verunreinigungen in fester Losung enthaltende Metall in Abhéngigkeit
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der Temperatur des wadssrigen Mediums. Bei einer Temperatur von 180° C
beginnt die Korrosion nach einer Inkubationsdauer von einigen Stunden,
wdahrend bei einer Temperatur von 260° C die Zerstérung des Metalls dusserst
rasch eingeleitet wird

2. Die im Al-Grundstoff unléslichen metallischen Verbindungen oder Ausschei-
dungen kdnnen die Korrosion des Aluminiums unterbinden. Aus diesem Grunde
ist die Gegenwart des Eisenzusatzes gunstig, der bei 180° C mit einem Fe-
Gehalt von mehr als 0,2% bzw. bei 260° C mit einem Fe-Gehalt von mehr als
0,3% die Korrosionsempfindlichkeit des Aluminiums in hohem Masse verrin-
gert. Die korrosionshemmende Wirkung der Siliziumausscheidungen kommt
erst bei einem Gehalt von lUber 0,4% zur Geltung. In der Gegenwart von
Eisen ist eine Verunreinigung an Silizium in einer Menge von gréssenordnungs-
gemdss 0,1% hinsichtlich der Korrosionsbestdndigkeit des Metalls gleich-
gultig. Titan Ubt eine wesentlich geringere Wirkung als das Eisen aus. Bei
einer Temperatur von 180° C ist das Aluminium mit einem Ti-Gehalt von
0,2% korrosionsbestdndig. Bei einer Temperatur von 260° C hingegen ist
sogar ein 0,2%-iger Ti-Gehalt wirkungslos, obwohl die korrosionsverzégernde
Wirkung der Titanausscheidungen an der Probe erkenntlich ist.

3. Durch Borzusatze wird die Korrosion des Aluminiums nicht gehemmt, son-
dern wirken diese Zusétze sogar korrosionsférdernd. Die gemeinsame Gegen-
wart geringer Mengen von Bor und Silizium wirkt ginstig (vermutlich wegen
der Ausscheidung der Borsiliziden), obwohl der Korrosionswiderstand des
Metalls hierdurch wesentlich nicht verbessert wird.

b) Mikroskopische Untersuchungen

Einen typischen Fall der mikroskopischen Untersuchung zeigt Bild 4.
W dhrend die Kristallstruktur der héher legierten, korrosionsfreien Drdhte noch
in der N&he der Oberflache unbeschédigt ist, und Auflockerungen, Risse bezie-
hungsweise Aufquellungen an der Kristallgrenze nicht zu beobachten sind, erga-
ben alle korrodierten Proben — von der urspringlichen Korngrésse unabhén-
gig — ein Bild von gleichem Gefuige. Die Korrosion schritt an der Kristallgrenze
in das Innere des Metalls vor. Durch die gemeinsame Wirkung des Dampfdruckes
und der Temperatur entstanden an den ausscheidungsfreien oder ausscheidungs-
armen Kristallgrenzen Aufquellungen und Risse, und wurden sodann einzelne
Kristalle durch das in die Risse eindringende korrodierende Medium aus dem
Grundmetall fast herausgerissen. Diese Erscheinung ist an der 0,1% Eisen ent-
haltenden und bei 180° C viermal acht Stunden lang wdrmebehandelten Probe
klar ersichtlich (Bild 5). An der mikroskopischen Aufnahme kann beobachtet
werden, dass an einzelnen Stellen des unbeschddigten Dralitrandes das Korro-
sionsmedium die Kristallgrenzen aufzusprengen beginnt. An den beschdadigten

9 Acta Technica XX 1/1—2
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Bild 4. Schliff eines Drahtes aus Reinstaluminium nach einem Korrosionsversuch von 6x8 St.
bei 180° C (150 X)

Bild 5. Schliff eines Aluminiumdrahtes mit 0,1% Eisengehalt nach einem Korrosionsversuck
von 6x8 St. bei 180° C (Vergrésserung 300x). Mit Dix-Kellerscher Ldsung geatzt
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Stellen setzt dann die interkristalline Korrosion ein. Die beginnende Korrosion
kann an der Probe, die 0,2% Titan enthdlt und bei 260° Ceiner sechsstiindigen
W armebehandlung unterzogen wurde, noch klarer beobachtet werden. An der
Oberflache der Probe waren mit einigen Rissen durchflochtene Blasen erkennt-
lich (Bild 6) und am Ende des Drahtes begann der schichtenweise Zerfall des
Metalls (Bild 7). Der Querschnitt des Drahtes wies noch keine wesentliche
Verédnderung auf ; der grdsste Teil der Oberflache wird von einer unbeschéddigten
Oxydhaut geschitzt ; die interkristalline Korrosion setzte bereits bei den durch
die Blasen verursachten Beschddigungen ein ; die Dehnung des Metalls nahm
in hohem Masse ab.

In Verbindung mit dem Korrosionsbeginn tauchte die Verdacht auf, dass
die an der Oberflache der Probe unter Umstdnden verbleibenden Verunreini-
gungen die ortliche Korrosion des Metalls einleiten kédnnten. Die Untersuchung
der durch die in die Oberfliche des Metalls gehdmmerten feinen Eisenspéne
verunreinigten Proben erwies jedoch, dass der auf diese Art verunreinigte Draht
nach einer dreimal sechsstiindigen Behandlung mit Dampf von 260° C nicht
zerstdrt wurde und es konnte nicht einmal den interkristallinen Korrosions-
beginn anzeigende Blasenbildung festgestellt werden. In der N&he der Eisen-
spadne ging indessen das Grundmetall, wenn auch in geringem Masse, doch gleich-
maéssig in Losung. Diese Erscheinung stimmt mit den Beobachtungen von
Dratey Und Ruther [5] Uberein, nach denen ein auf die Oberflache des Alu-
miniums zementierter dinner Nickeliberzug den Korrosionswiderstand des
Aluminiums gegen das unter hohem Druck stehende Heisswasser bedeutend
erhdht, beziehungsweise die Bildung einer interkristallinen Korrosion unter-
bindet.

¢) Versuchergebnisse der Oberflachenprifung

Unter der Wirkung der ersten achtstindigen Wdarmebehandlung bei 180° C
wurden alle Proben mit einer milchigen, im Vergleich mit der natlrlichen Oxyd-
haut stdrkeren Schicht bedeckt, ohne dass dabei Spuren einer Korrosion entdeckt
werden konnten. Die Korrosion setzte bei den einzelnen Proben erst im Laufe
der weiteren Versuche ein. Die Inkubationsdauer des Korrosionsanlaufes und
die Beobachtung einer Zunahme der Oxydhautdicke stimmten mit den Erfah-
rungen von Herenguet [6] Uberein, welche er im Laufe seiner an Reinst-
aluminium vorgenommenen Versuche gewann. Bei dem bei 260° C durchgefihr-
ten Versuch scheint die Inkubationsperiode nur von kurzer Dauer zu sein, weil
bei den korrosionsempfindlichen Metallen bereits nach 4 Stunden langer Ver-
suchsdauer ein starker Angriff festzustellen war. Bei den bei beiden Temperatu-
ren durchgefiihrten Versuchen werden die Proben im Anfang mit einem, mit
der fortschreitenden Korrosion zunehmenden, gut haftenden (an die Uberzogenen
Schweisselektroden erinnernden) dicken, weissen Korrosionsprodukt bedeckt,
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-welches sich hei weiterer Einwirkung vom Metall loslést. Die Oberflachen der
korrodierten Proben hatten einen grauen, rauhen, nichtmetallischen Charakter.

Bild 6. Oberflache eines 0,2% Titan enthaltenden Aluminiumdrahtes nach einem Korrosions-
versuch von 1x6 St. bei 260° C (40X)

Bild 7. Das Ende eines 0,2% Titan enthaltenden Aluminiumdrahtes nach einem Korrosions-
versuch von 1x6 St. bei 260° C (40 X)

Demgegenuber wiesen die unbeschadigten Proben eine verstarkte Oxydhaut auf,
welche milchig opalisiert, doch ihren metallischen Charakter durchwegs bewahrt.
Die Ldnge der korrodierten Proben nimmt unter der Wirkung der Korrosion zu.
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(Die Langenzunahme der Dré&hte variiert in Abhdngigkeit von der Zusammen-
setzung des Metalls zwischen 2—15%.) Die Bor und 0,1% Silizium enthaltenden
Proben wiesen eine besonders grosse Zunahme der Lange auf. Eine Vergrdsse-
rung des Durchmessers des von den Korrosionsprodukten befreiten Metall-
drahtes war bei keinem der Proben zu beobachten.

Deutung der \ ersuchsergebnisse

Die einfache Anwendung der bis zur Zeit in der Korrosionsliteratur des
Aluminiums verbreiteten Theorien liefert keine entsprechende Erkldrung Uber
das Korrosionsverhalten des Aluminiums von verschiedenem Reinheitsgrad
gegeniiber dem unter hohem Druck stehenden Heisswasser. Mit den Ergebnissen
der an Aluminium verschiedener Reinheit friher durchgefihrten Versuche kann
ein gewisser Zusammenhang festgestellt werden.

W dhrend der Korrosionswiderstand des Reinstaluminiums bei Zimmer-
temperatur in stark aggressiven Medien (5% NaOH oder 10% HCI, usw.) durch-
gefiihrten Versuchen durch jede Verunreinigung verringert wird, in schwach
aggressiven Korrosionsmedien (z.B. 25% NHO3 0,2% S02 usw.) wird
demgegeniber der Korrosionswiderstand des Metalls durch die Anwesenheit
von 0,1% Eisen und Titan erhdht. Durch die Gegenwart von Bor wird hin-
gegen der chemische Widerstand des Metalls verringert (2,7). Eine weitere
Analogie kann festgestellt werden mit den friheren Versuchsergebnissen hin-
sichtlich der Einwirkung von unter Atmosphéarendruck stehendem destilliertem
W asser bei Temperaturen von 20— 100° C oder verdinnten Ammoniaklésungen
auf das Aluminium verschiedenen Reinheitsgrades. In beiden Fdallen ist der
Korrosionwiderstand des reineren Aluminiums gegeniber dem W iderstand des
verunreinigten Metalls, infolge der interkristallinen Korrosion, kleiner [8].
Nach unveroffentlichten Arbeiten von Prof. Dr. Lanyi wurden bei der Unter-
suchung des Aluminiums verschiedener Reinheit bezlglich seines Verhaltens
gegeniiber verdinnten Sublimatlésungen &hnliche Erscheinungen beobachtet.

Die schwache chemische W iderstandsfédhigkeit des Reinstaluminiums
gegen die Einwirkung von einigen schwach aggressiven Medien bezw. von unter
hohem Druck stehenden Heisswasser kann weder durch die klassischen elektro-
chemischen Korrosionstheorien, noch durch die einfache Anwendung der ubli-
chen Theorien bezuglich der die Oberflache des Aluminiums deckenden Schutz-
schicht gentgend erldutert werden. Nach beiden Theorien sollte ndmlich das
Reinmetall einen héheren chemischen Widerstand als das verunreinigte Metall
aufweisen. (Nach der elektrochemischen Theorie wegen der Abwesenheit von
mikrogalvanischen Elementen, nach der Theorie der Oxydschutzschicht infolge
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der sich an der Oberflache des reinen Metalls bildenden dichteren, widerstands-
fahigeren Oxydschicht.)*

Fir unsere Versuchsergebnisse gibt jedoch keine der beiden Theorien eine
gentgende Erkldrung, vielmehr stehen diese Ergebnisse, bis zu einem gewissen
Grade, in Gegensatz zu den erwé&hnten Theorien. Gegen die Einwirkung von unter
hohem Druck stehendem Heisswasserist ndmlich nur das Aluminium von niedri-
gerem Reinheitsgrade widerstandsfdhig. Dieser Widerstand des Aluminiums
wird durch fremde Phasen, welche in Bezug auf das Grundnietall eine grosse
Potentialdifferenz aufweisen (bei unseren Versuchen AI3Fe oder Si-Ausschei-
dungen, hei den Untersuchungen von Draley [5] AI3Ni-Phase) erhéht. Dem-
gegenuber wird der Korrosionswiderstand des reinen Metalls durch Legierungs-
elemente, welche mit dem Grundmetall feste Lésung bilden, oder durch fremde
Phasen (z. B. Al—Si feste Lésung oder Al—Mg feste Lésung [4] oder AI3Mg.-
Ausscheidungen), welche gegen das Grundmetall geringe Potentialdifferenz
aufweisen, nicht erhoht. Die Potentialdifferenzen zwischen dem Aluminium
und den verschiedenen, in den Al-Legierungen vorhandenen Phasen, kdnnen
aus den in Zahlentafel 2 angefuhrten Daten berechnet werden. Auch der
Struktur der an der Oberfldche des Metalls gebildeten Oxydhaut kommt keine
entscheidende Bedeutung zu. Durch die Ausscheidungen von Al3Fe oder grafi-
tischem Silizium wird die Bildung einer dichten, kontinuierlichen Oxydhaut
verhindert, das Metall ist trotzdem korrosionsbestdndig. Ebenso ist auch die
Korngrdsse der Struktur des Metalls gleichgiltig. Ein Metall ohne entsprechende
Zusétze neigt gleichermassen zur Korrosion, unbeachtet dessen, ob eine feine
oder grobe Kristallstruktur vorliegt.

Die bis zur Zeit durchgefithrten mikroskopischen und Strukturunter-
suchungen ermdéglichen die Folgerung, dass das eigenartige Korrosionsverhalten
des Aluminiums durch das unter der Wirkung von hohen Temperaturen und
Dricken dissoziierende Wasser verursacht wird. Durch die infolge der Disso-
ziation entstehenden OH-lonen wird ndmlich die Aluminiumoxydhaut pepti-
siert, aufgeschlossen beziehungsweise aufgeldst. In Abwesenheit von Sauerstoff
kann sich die beschddigte Oxydhaut an der Oberflache des Aluminiums nicht
regenerieren. (Die infolge der thermischen Dissoziation des Wassers gegenwartige
Menge von Sauerstoffionen kann vernachldssigt werden. Die thermische Disso-

ziation des Wassers — H2 -> H2+ — 02 — betrdgt hei 207° C nur 0,0184%

und bei 288° C 0,034%). Infolge der Beschddigung der Oxydhaut werden an der

* In Verbindung mit der Schutzwirkung der Oxydhaut wiesen einige Forscher bereits
friher darauf hin, dass durch die an dem reinen Metall gebildete Schutzschicht grober Struktur
in erster Linie die allgemeine Loésung des Metalls im agressiven Medium erschwert wird. Der
interkristalline Korrosionsanlauf in schwach aggressiven Medien kann jedoch durch die Oxyd-
schutzschicht nicht gehemmt werden. Die sich an dem mehr verunreinigten Metall bildende
feinkristalline Oxydhaut bietet, insbesondere in der Abwesenheit von Sauerstoff, einen der
grobkristallinen Schicht Gberlegenen Schutz [9].
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Tafel 11

Potentialdifferenz der verschiedenen Metalle, festen Ldsungen und Melallverbindungen gegen eine
0,1 n Kalomel-Elektrode (Elektrolyt : 53 g// NaCl -f- 3 g/l H202) . [10]

LNfl:.v Legierung Potenzﬁld\ifferenz
I (Al= M) (MJAIG) o -1,07
2 Al + Zn + Mg (4% MgZn2) feste LOSUNG..ccovrrnnnne — 1,07
elekiro- 3 (Al— Zn— Mg) (MgZn2) — 1,04
negativer 4 Al— 4% Zn in fester LOSUNG .o -1,02
5 Al— 1% Zn in fester LOSUNG .o -0,96
6 Al—4% Mg in fester LOSUNG i —0,87
7 (Al MN/MRNALE) s —0,85
8 Reinstaluminium ... -0,85
9 Al + Mg+ Si (1% Mg2Si) —0,83
10 Al — 1% Si in fester LOSUNG .o -0,81
11 Al — 4% Cu in fester LOSUNG e —0,69
elektro- 12 L T N (=Y N ) 20,56
positiver 13 B I8 T e —0,55
14 Al CU (CUAL) e -0,53
15 -7 Q
16 Silizium (Ausscheidung) ... —0,46
17 —0,07
Oberflache des Metalls Al -lonen frei und die infolge der Dissoziation des

Wassers im System anwesenden OH -lonen kdnnen unmittelbar mit den Alu-
miniumionen in Berihrung kommen.

Diejenigen OH -lonen hingegen, die gegen das Grundmetall elektroposi-
tivere Metallverbindungen beziehungsweise Ausscheidungen stossen, werden
teilweise depolarisiert, teilweise wird aber ihre Energie durch die Zersetzung
und selektive Losung der metallischen Verbindungen verzehrt. Die Depolarisa-
tion der mit den Ausscheidungen in Bertithrung kommenden OH-lonen dirfte
eine Folge des Stromes sein, der durch das zwischen dem Grundmetall und den
Ausscheidungen gebildete galvanische Element erzeugt wird. Die gegen das
Grundmetall positiveren Ausscheidungen bilden die Kathoden des Mikroele-
mentes und vermdgen daher die Ladungen der OH-lonen zu neutralisieren,
beziehungsweise die OH-lonen zu depolarisieren. Die verhdltnisméssig unbesché-
digte Oberflache der mit Eisenspdnen verunreinigten Probe scheint diesen Vor-
gang zu bestdtigen. Sind die beiden entgegengesetzten Vorgéngen (der durch die
Ausscheidungen bedingte galvanische Strom und die Aktivitdt der OH-lonen,
beziehungsweise die Depolarisationsbereitschaft der Ausscheidungen) ungefahr
miteinander im Gleichgewicht, so tritt beim Grundmetall — infolge der Abwesen-
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heit tier das Aluminium lésenden OH-lonen — keine Korrosion auf. Im Falle
einer hoheren Aktivitdt oder Konzentrationen der OH-lonen (bei héherer Tem-
peratur), wenn die Menge der im Metall vorhandenen Ausscheidungen zur Depola-
risation aller OH-lonen nicht mehr ausreicht, beginnt neben der partiellen
Depolarisation auch die selektive Ldsung der Ausscheidungen (Abb. 5). Unter
der Wirkung des zwischen den Ausscheidungen und dem Grundmetall fliessenden
galvanischen Stromes konzentrieren sich die OH-lonen um die gegen das Grund-

Bild 8. Beginnende Korrosion. Die Randkristalle verarmen an Ausscheidungen. Zusammen-
setzung des Stoffes : 0,1% Fe (300X). Mit Dix-Kellerscher Ld&sung geatzt

metall positivieren Ausscheidungen und greifen infolgedessen das reine Alumi-
nium weniger stark an. Sobald jedoch die Ausscheidungen in Ldsung gegangen
sind, beginnt auch der rasche Angriff des Grundmetalls. Zwei Versuchserschei-
nungen scheinen unsere Hypothesen zu bestétigen :

Die erste Erscheinung ist derin Abb. 6. ersichtliche Vorgang des Korrosions-
anlaufes. Bei der beginnenden Korrosion verschwinden die im Grundmetall
eingebetteten Ausscheidungen, und die Auflésung des Aluminiums geht aus
Ortlichen Zentren aus. An den inneren unbeschddigten Oberflachen des Metalls
sind hingegen die Ausscheitlungen noch gut ersichtlich.

Der andere Grund besteht in den Mengen der zu den verschiedenen Tempera-
turen gehdrenden minimalen Ausscheidungen (Bild 8). Unsere Versuche scheinen
dafir zu sprechen, dass bei jeder Temperatur eine gewisse Menge der Legierungs-
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elemente ndétig ist, um die Korrosion zu hemmen (z. B. ein Fe-Gehalt von 0,1%
bei 180° C stellt einen minimalen Grenzwert dar, ein 0,2% Ti-Gehalt ist bereits-
ausreichend, der gleiche Gehalt bei 260° C stellt den minimalen Grenzwert
dar, ein Fe-Gehalt von 0,47% oder ein Si-Gehalt von 0,6% sichert eine verhaltnis-
massig entsprechende Korrosionswiderstandsfédhigkeit). Die von dem Charakter
des Legierungsmetalls und der Temperatur des Mediums abh&ngige Menge der
Ausscheidungen muss mit der, infolge der Dissoziation des Wassers entstandenen
OH-lonenmengen im Gleichgewicht stehen. Bei geringerer Menge des Legierungs-
metalls als dies dem Gleichgewichtzustand der OH-lonenkonzentration und der
Depolarisation entspricht, gehen die Ausscheidungen in Ldsung und der Zerfall
des Grundmetalls beginnt. Sind hingegen die gegen das Grundmetall positi-
veren Ausscheidungen oder Verunreinigungen in grdsserer Menge vorhanden,
so wird das Grundmetall, infolge einer gewdhnlichen elektrolytischen Korrosion,
langsam, aber gleichmdssig aufgeldst.

Das anomale Korrosionsverhalten des Reinstaluminiums gegeniber
dem Hduttenaluminium in verschiedenen schwach aggressiven organischen
oder anorganischen Medien, kann auch durch die in schwach saueren oder
alkalischen Medien depolarisierende Wirkung der Ausscheidungen oder der
Verunreinigungen erkldrt werden. Den dem Hittenaluminium gegeniber
geringeren Korrosionswiderstand des Reinstaluminiums in wassrigen Ldsungen
von schwefliger S&ure, Weinsdure, Wasserstoffsuperoxyd usw., dirfte, wenn
auch in geringerem Masse, die Dissoziation des Mediums und der Mangel
der Depolarisation verursachen. Die Korrosionsgeschwindigkeit bleibt indessen
infolge der geringfligigen Dissoziation des aggressiven Mediums verhdltnis-
massig klein. In vielen Fd&llen ergibt sich die Mdglichkeit einer Neubildung der
Oxydschutzschicht an der Oberflaiche des Metalls ; diese neugebildete Schicht
bietet aber dem Metall einen gewissen Schutz gegen die Einwirkung der aggres-
siven lonen. Die hohe Temperatur und Druck fordert die Korrosion, beziehungs-
weise das Eindringen der aggressiven, dissoziierten lonen in das Metall und das
Auflésen des Metalls, wobei aber an dem Charakter der Erscheinung nichts
gedndert wird.

Auf Grund obiger Erdrterungen muss bei der Beurteilung des Korro-
sionsverhaltens der verschiedenen Metalle, Uber die bisherigen Theorien hinaus-
gehend und in einem gewissen Gegensatz zu ihnen, auch die depolarisierende
Wirkung der sonst schddlichen elektropositiven Verunreinigungen als ein wei-
terer Faktor in der Fdrderung der chemischen Widerstandsfédhigkeit, insbeson-
dere in schwach aggressiven Medien, in Betracht gezogen werden. Diese Erschei-
nung gibt eine Erkldrung daflr, dass der Korrosionswiderstand des Reinstalu-
miniums in schwach aggressiven Medien (z. B. unter normalen Bedingungen in
wassrigen SOa-Ldsungen, in Weinsdure, usw , oder im unter hohem Druck ste-
henden Heiswasser) durch die gegen das Aluminium elektropositiven Ausschei-
dungen erhdht werden kann.
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ZUSAMMENFASSUNG

Durch Versuchsergebnisse wird das Korrosionsverhalten des mit verschiedenen Mengen
von Silizium-, Eisen-, Titan- und Borzusatzen legierten Aluminiums gegen unter hohem Druck
stehendes Heisswasser geschildert. Es wurde festgestellt, dass gegen unter hohem Druck stehendes
Heisswasser lediglich ein Aluminium, das gewisse Arten und Mengen von Ausscheidungen enthélt,
widerstandsfahig ist. Durch die Auswertung der Versuchsergebnisse gelang es, auf Grund theo-
retischer Uberlegungen Zusammenhange zu ermitteln, durch welche das eigentimliche, bisher
unerklart gebliebene Korrosionsverhalten des Reinstaluminiums begrindet werden kann. Nach
-den erhaltenen Ergebnissen wird das Korrosionsverhalten des Aluminiums in schwach aggressiven
Medien — und hierher gehdren auch die geschilderten Versuchsbedingungen — ausser den
bisher bekannten Verhaltnissen (Bildung einer Oxydschutzschicht, elektrochemisches Verhalten
der einzelnen Phasen gegeniiber dem Grundmetall) noch durch die depolarisierende Wirkung
der fremden Phasen in entscheidendem Masse beeinflusst.

[THE EFFECT OF DIFFERENT IMPURITIES ON THE CORROSION-RESISTIVITY
OF SUPER-PURE ALUMINIUM IN WATER OF HIGH TEMPERATURE
AND HIGH PRESSURE

A. DOMONY

SUMMARY

The experiments showed the corrosion resistance of high-purity aluminium alloyed
with different amounts of Si, Fe, Ti and B, against water of high pressure and temperature.
It could be shown, that against water of high pressure and temperature only an aluminium,
containing foreign phase constituents of certain kinds and in certain amounts, will be resistant.
W hen discussing the experimental results, it could be shown that there are certain relationships,
which can form the basis of the understanding of the unusual, not yet cleared behaviour of high-
purity aluminium under such corrosion-circumstances. According to this, the corrosion behaviour
of aluminium in mild agents — such as the case investigated herein — is strongly influenced
not only by the hitherto known factors (the formation of oxyde films, the electrochemical

behaviour of the different phases against the basic metal) but by the depolarising effect of the
foreign phases as well.
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L’EFFET DE DIFFERENTES IMPURETES SUR LA RESISTANCE A LA CORROSION
DE L’ALUMINIUM SUPER-PUR, DANS L’EAU DE HAUTE TEMPERATURE
ET DE HAUTE PRESSION

A. DOMONY

RESUME

Des expériences ont été effectuées en vue d’étudier la résistance de I’aluminium de haute
purté, a teneur en Si, Fe, Ti et B variable a la corrosion de I’eau de haute pression et de haute
temperature. L’alumiuium contenant des phases étrangéres de nature et de quantité déterminées,
es’avérait le plus résistant a I’eau de haute pression et de haute température. L’évaluation des
résultats de ces expériences a permis d’établir des relations théoriques pouvant fournir une
-explication du phénomeéne — jusqu’a présent inexpliqué de la résistance de I’aluminium de
haute pureté a la corrosion. H apparait que le comportement de I'aluminium en milieu peu
agressif — comme dans le cas examiné — est influencé de fagon décisive non seulement par les
facteurs déja connus (formation des pellicules d’oxyde, et comportement électrochimique des
différents phases contre la base), mais aussi par I’effet dépolarisant de ces phases étrangéres.

BANAHWNE PA3NTMYHbIX MPUMECEN HA COMPOTUB/IEHNE KOPPO3MWN OYEHb
UNCTOro A/IIOMUHNA B BOAEJ BbICOKOM TEMMEPATYPbl U BbICOKOIO
OABNEHUA

A. LOMOHb

PE3IOME

MpuBOAATCSA faHHble OMbITOB, MPOBEAEHHbIX A5 ONpPefesieHNsi COMpOTMBEHUS KOp-
po3uy asloMUHUSI, NIEFMPOBAHHOMO Pas/IMYHbIMK KonrvyecTBamu npubasok Si, Fe, Ti n B, npu
[eCTBMN BOAbl BbICOKOTO [AaB/fIeHUSI U BbICOKOW TemrnepaTypbl. YCTaHOB/EHO, B OCHOBHOM,
UTO a/IIOMUHWIA, COAepXKaLLMiA onpefeneHHble BUAbl U KOMYECTBA MOCTOPOHHMX (ha3, obnafaeT
BbICOKUM COMPOTUB/IEHWEM KOPPO3VUM MpW [eliCTBUM BOAbl BbICOKOTO AAaBfIEHUS U BbICOKON
Temnepatypbl. [pyn OLeHKe OMbITHbIX JaHHbIX HA OCHOBE TEOPETUYECKUX COOBpaXkeHUi yaanock
YCTaHOBUTb OMpefesieHHble 3aBUCMMOCTU, KOTOPble 060CHOBLIBAOT WUCK/IHOUUTEIBHO BbICOKOE
COMPOTMB/IEHNE KOPPO3MM OYEHb UWUCTOrO0 A/KOMUHUSL, He OOBSCHEHHbIE O CUX MOp. Takum
o6pasom, B cnabo arpeccuBHOl cpede, — K KOTOPO/ MOXHO MPUYUC/IUTL TaKXe YCM0BUSI Npo-
BefleHHbIX OMbITOB, — Ha KOPPO3VOHHOE NOBeJeHNe a/llOMUHMEBBIX CM/1aBOB KPOMeE U3BECTHbIX
[0 cux nop o6cToATenbCTB (06pasoBaHVie OKWUCHOW MJEHKM, 3/1eKTPOXMMUYECKOE MOBEfeHMEe
*0TAeMbHbIX (ha3 N0 OTHOLLEHMIO K OCHOBHOMY MaTepuany) peLlaroliym 06pa3om BAMSET Takxke
[enonsipu3aLMoHHbI 3heKT MOCTOPOHHUX (has.
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Introduction

As a result of technical development in the transmission of electrical energy, in research
in atomic physics and in other spheres ever greater electrical tensions are being used. At the
same time it is required that high tension equipment should be more reliable, because failures
of the apparatus used — besides necessitating complex and expensive repair work —- as a rule
result in lengthy interruptions of the supply or of experimental work, leading to losses that
amount to several times the cost of the equipment.

The insulation of conductors at various potentials can usually at low tension be simply
effected. With increasing tension the task becomes a more and more delicate one, and at very
high tension the problem of adequate electrical insulation becomes predominant, and is the
basic factor in the design and construction of the apparatus and equipment used.

The size and weight of the equipment increases with rising tension, and correspondingly,
the initial and also the maintenance costs increase. The designer of course aims, by planning
suitable insulation, at reducing the dimensions without prejudicing reliability.

When determining the dimensions of insulators one of the most important factors, is to
provide sufficient safety against an electrical breakdown. It therefore follows that it is worth
while to examine all those factors which increase the breakdown potential. According to some
sources [44—68] the breakdown potential is, under certain circumstances, dependent upon
the material of the electrodes, so that it was considered advantageous to try and see whether
the breakdown potential could not be increased, or at least the safety factor improved, by a
proper choice of the electrodes material.

The theoretical condition of a breakdown

Although there is a very large number of sources on both the theoretical
and the experimental aspects of the physics of electrical breakdowns, the problem
is so complex and manifold that the best approach has so far not been found.
The design of high tension equipment takes place therefore, for the greater part,
on an empirical basis [2]. W hilst the lack of an adequate theoretical approach
does not — as a result of routine — embarrass designers where low and medium
tensions are concerned, the necessity for a clarification of the theoretical funda-
ments becomes ever more urgent in the case of very high tensions.

The process of a breakdown can be described in terms of the elementary
processes taking place in insulating materials. Our knowledge of the processes
taking place amongst elementary particles and of the structure of matter is
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fairly limited, and the theoretical discussion of the relations involved is therefore-
difficult at present. As a result only qualitative investigations can be carried out,
tendencies and orders of magnitude can be found and the determination of'
numerical values which satisfy practical requirements is unfortunately not
possible yet in the majority of cases.

A more or less uniform approach, based on the discussion ofthe movement
of charged particles, has developed with regard to electrical current in insulators
of any physical state in the case of weak electrical fields [3]. The approach to
breakdown is, however, very different and this can be partly explained only
by the fact that these are not the same processes that predominate in different
aggregations.

We do not know in detail yet most ofthe elementary processes that take
place in insulators, but it is increasingly held that the essential features of these
phenomena are identical, independent of the physical state [12, 23—29, 32, 33
and that at most, certain processes will have to be taken into account in the case
of solid and liquid insulators, that could be neglected in gases.

The theories describing the breakdown of insulators in various physical
states, usually attribute the main role to electrons. It is probable that ionisation
of electrons by collision and the development of an electron avalanche play a
fundamental part in a breakdown [6—34], and this is shown partly by experi-
mental evidence [17, 18, 24— 28, 31—33].

The density of the electrical current passing through the insulators increa-
ses with the rising electrical potential, until at a critical value this increase be-
comes rapid and a breakdown occurs. Experience shows that in case of a break-
down, the current increases with an increase in the electrode gap [13, 23, 31]..
from which it can be deduced that at least a part of the charge carriers must
originate within the insulator, and that the thicker the insulating layer, the
greater the number of these charge carriers. This conclusion essentialy leads
to an avalanche-type law. As a result ofthe avalanche a space charge originates,
which distorts the electrical field of force. With the increasing density of the
m aterial diffusion diminishes, the avalanche stays closer together and the role
of the space charges probably increases. Conditions are complicated by the
development of heat as a result of the electrical phenomena, which may lead to
a change in the characteristic parameters of the material, or even a change in
its physical state. The current may also bring about chemical reactions which
in turn might influence conductivity.

The breakdown potential and a series of other characteristic properties
depend to a considerable extent on the slow changes (heating, ageing, fatigue,
chemical désintégration) taking place within the insulator, but the velocity
of these processes may be neglected in comparison to the velocity of the elec-
trical process in the case of a breakdown. In discussing the mechanism of break-
downs it could be presumed that the material of which the breakdown should
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be examined, do not change perceptibly its characteristic parameters during the
first phase of the breakdown. Interior discharges can, in principle, be reduced
to an investigation of insulating layers of various physical states connected
in series.

It should be pointed out that the material of the electrode can, in certain
cases, also effect the slow processes [36—39].

As a result of the electrical stress, heating, or other influences it may
happen that the physical state of the insulator changes (it evaporates, melts,,
tears, becomes a first or second rate conductor, etc.) in which case the initially

Fig. 1

homogeneous insulator must be considered as consisting of layers of various types
and aggregations.

The beginning of a breakdown in an insulator involves the cessation of the
stable equilibrium of the processes within it. If the réle of the space charges and
of the slow changes is neglected, conditions may be calculated by presuming
that the charge-carriers create their own descendants by means of secondary
processes and that the current density greatly increases upon a breakdown.

Considering a homogeneous electrical field, the increment with respect to
time of the electron concentration in a stripe of unit cross-section and thickness
dx at a distance x from the cathode is :

o (nedx) = --------- (neve)dx -\- anevcd’x -\ ata riprd7x --------------- (1}
01 9 x sec.

where neis the concentration of electrons, np that of positive ions and vp and vc

are the mean velocities of electrons and positive ions, respectively. The first

term on the right hand side is the divergence of the density of charge carriers,
0 (neve

Nneve — neve + dXx ; the second term is the number of new electrons.
0*
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arising from electron ionisation by collision over the distance dx, where a is

collision ionisation coefficient of the electrons in -—-; the third term repre-
cm

sents the number of electrons originating from secondary space effects. The
factor cot is the proportion of the result of the secondary space effects relating
to the avalanche, i. e. the ratio of the secondary electron density to the positive
ion density. Since several processes simultaneously occur in the space, ca is the
sum of several factors

oot — V (oti. 2
“T
In gases for instance
R ft a
o)t = - bg— ——-—-me- b >e! (3
a a a—uy

where B represents the ionisation by collision of the positive ions per cm parth,
ft is the number of excited atoms that emit photons which are capable of ionisa-
tion per cm path, of which, if /r is the coefficient of the absorption of light, a
fraction proportional to the space angle, g is effective from the point of view of
the breakdown. The component e, accounts for other effects (e. g. thermal
ionisation, chemical ionisation, etc.).

In case of solid an liquid insulators the physical interpretation of cot is
yet not possible in terms such as those of expression (3), since attention must
probably be payed here to interior electrostatic emission, the role of impurities
(crystal dislocations, inhomogeneities, etc.) and other processes that also might
occur in gases.

If the change with respect to time is slow, then for near stationary condi-
tions expression (1) may be simplified as follows :

4 (neve) — aneve atripvp. 4
0 x

Then, since the current density always consists of the stream of electrons and

positive ions.

G = Ge-\-Gp= eneve-b enpvp Ajcm2 (5)
G 1
MpVp=— — ne Ve - —mememeee , (6)
e crm esec

where e= 16 .10 19 A sec. is the elementary charge of the electron and the
streaming of positive ions with unit charge was presumed in expression (5).
Substituting (6) in (4), we have :
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9 (neve) . . G .
————=a(l—@)neve+ cota— * )
3x e

In a homogeneous field, if we presume a homogeneous and isotropic insulator,
a and co, are constants, and in this casethe differential equation may be integrat-
ed by separation. We then obtain

ft G 1 w electrons
NEeVEe  -m-mmmmmmmmmmm e 1A e K e (8)

1 —co, e cm?2 msec

for the carrier density, and if we multiply this by the unit charge we have the
component of current density due to the electrons :

Ge= e - G + Cen(l-~w)x . 9)
1 —wt cm2

The constant C can be determined from one of the limiting conditions. At the
cathode, where x = 0,

[ e — G+ C Alcm2, (10)
LY

Avhile the density of electron current leaving the cathode is physically
Gek = Gg -f- (OjGpif d/cm2. (11)

Expression (11) is the electron emission from the cathode. It is well-known
that electrons can leave a metal, if energy equivalent at least to the work func-
tion <pis in one way or another imported to them [13, 14, 35]. A part ofthe elec-
tron emission, the “dark current” GO, is independent of the electrical processes
and alway leaves the cathode (as a result of heat, external radiation and other
effects). The second term of the emission is due to the electrical phenomena,
where (Of is the ratio of this electron emission to the current density of the
positive ions. This coj factor is also the sum of a number of terms

wJa= 0Ji (12)

which in gases mean

s
e — tym —+ me+ wm (13)
a

where y is the efficiency of the secondary emission taking place as the effect
of the positive ions. The second factor accounts for the emission due to radiation

10 Acta Techuica XX I/1—2
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emanating from the avalanche, rjis the efficiency of the photo-emission in elec-
trons/photon, his the effective space angle, $ is the number of excited particle
emitting photons per 1 cm of the avalanchers path and fi is the coefficient of
absorption. The factor ym is the efficiency of the emission taking place as an
effect of excited and metastable particles, while ®&is the number of particles
that are effective here. Finally cof accounts for electrostatic emission, while com
is an emission due to other reasons.

Theoretically, the number of electrons emitted decreases with an increase
in the value of the work function, and, consequently, some of the components of
co also diminish. In the case of insulators in solid and liquid states the work
function probably decreases [35, 40—43], which in all probability partly com-
pensates for the fact that the mobility of the elementary particles is then smal-
ler itself. As aresult emission processes similar to those in gases can be presumed
[1, 22, 32— 34, 40—43, 56— 60] and it may even be possible that in consequence
of small work function, thermionic emission also plays a certain part.

Since at the cathode

Gek + Gpk— G Alcmz2, (14)
expression (11) can be rewritten to say

Gelc — Go -f- (of (G — G&) Alc (15)
and
Gek (1 -|- coj) = GO-f co/G Alcm2. (16)

Expressions (10) and (16) permit us to determine C as follows :

C = Go + G (o f odt (1 — &) Gn -j- (coj -j- cot) G (17)
I+ W f 1 (of 1 — (of 1+ (O)@1- co

which can be substituted into [9] to give

Gp= M— G+ 11- H G+ K + URG ea(l-m)x A/cm2. (18)
1— (ot A+ wi) (1 — wt)

Expression [18] is the law of the electric avalanche. Theories to a great
part explain the breakdown of insulators of various states, supposing a similar
type of formula for the current density of the electrons [6—34] and this is gener-
ally in agreementto the experiment [1—35]. Theories which are based on expres-

sions of this type
Ge= a-\-becx Alcm2 (19)

can therefore be deduced from the above considerations.
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All current theories (Townsend, Rogowski, Loeb,Jones) presume to have
similar expressions for gases [9—22], while discussions of the breakdown of
liquids, for the greater part, also arrive at similar conclusions [31—34]. The
current arising in solid insulators during a breakdown has only been examined
by Hippel and Franz. According to Hippel,the concentration of charge carriers
changes according to the equation

a
\ (@~J+r)dx
n= n0e°

where f is the number of electron captures, r the number of electrons originating
perunitlength of path due to other reasons [8]. According to Franz, the increase
in respect to time at a single point [27] is

n= ﬁqul

which can, if the speed of propagation is taken into account, be reduced to a
form similar to Hippel’s formula.

At present most of the hypotheses on the breakdown of solid materials
take into consideration that the condition for a breakdown is that the gain
in energy of the electrons must be equal to, or exceed their loss of energy [23—
29]. There seems to be no reason why we should not substitute the criterion for
instability comprised in expression [23], for the above condition [29]. Latterly
here too, there has been an increasing tendency to get the discussion down to
elementary processes [24—27].

Expression (18) can be developed on the basis of the other limiting con-
dition, in that upon the anode, where x = d,

G—Ge and Gp=0

since it is not probable that positive ions will leave the anode [1, 35]. Taking
this into account

G° + + mt) G ¢"*1 Alcm2, (20)
1- oo 1+ <on (1-co,)
whence
(l— co,)e“(l 94
I + (of — @f + at)ea(l-m)d

G —Gn Alcm2. (21)

Let (Of cat= co, where cois the fraction of the resultant of the space
and secondary processes contributing to the avelanche, and then, since under
practical conditions

(Oof 1 and ti( 1

10
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expression (21) may be simplified to give

G=Go,--d i Alcm2. (22)

— coe

According to equation (22), the condition for a sudden, large-scale increase
in the current density is
G—00: 1 —cwe"d—0

or
coead§>1 (23)

Expression (23) may be regarded as the criterion for a breakdown and used
as a working hypothesis for a more general and monolithic discussion.

R ogowski [19] who took the effect of space charges into account, deduced
a condition similar to that of (23).

The factors aand ft) comprise the effects ofthe various elementary processes.
Their concrete physical content, the réle of the various elementary phenomena,
depends on the physical state and external circumstances (phase parameters,
electrical stress, etc.). In inhomogeneous space, a and ft) are the mean values
along the integral connecting the points which are the greatest stress.

In theory in the case of a static direct voltage and if a and ft) are known,
breakdown potentials can be calculated from (23) [1, 22] and under similar
conditions the actual breakdown potentials are really scattered round the cal-
culated values. This distribution partly arises from the static character of the
elementary process, and partly from inhomogeneities and impurities. This can,
without any difficulty be extended to alternating tensions of supply frequency,
because the duration ofthe phenomena studied (10 8—10 9sec.) can be neglected
in comparison to a half period of the supply (10 sec.). The only factor that
must be treated with care is the corona, where the inter-electrode distance is
large, and the duration of the movement of the ions is commensurable with the
period of alternation. The results are also valid for impulse voltages, but if the
step period of the impulse is comparable to the time required for the breakdown
to develop, the spark lag and breakdown potential increases. In the case of high
frequency voltages above the order of 1 Mc/sec, oscillations develop and here
have investigations reached only their initial phase [13, 16].

The role of electrodes in a breakdown

One part of the secondary processes occurs in space, another part on the
surface of the electrode. The latter depends on the material properties of the
electrodes and it is their relative importance and réle that decides the influence
of the material properties of the electrodes on the breakdown. According to more
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detailed investigations [1], the processes taking place on the anode are secondary,
in comparison to those ofthe cathode, since electrons that might leave the anode
will, in a very strong electric field, return to the anode after traversing a relati-
vely short way, whilst the chances of positive ions leaving are very small.

The material properties of the electrodes can primarily exert their influence
through the various cathode emission processes. The elementary processes taking
place on the electrode surfaces are still not known sufficiently in detail, and thus
all that can be done is to attempt to estimate the order of magnitude. According
to available data calculations of this kind [1], show that the most effective
process appears to be the electrostatic emission which can be supposed to be
in all physical aggregations. In gases photoelectric emission and in rarified gases
secondary emission due to positive ions, can also play their part.

As the basis for calculation at which processes (of approached the order of
magnitude of e ad given in the literature, for a selfconsistent discharge (10 4—
10 uin air at 760 torr in the case of E = 30,4 kV (cm) [13, 12]), and to find out
to which phenomena the electron emission current density @8 . Gpk is larger
than the order of magnitude given in the literature for the “dark current”
(10 10—10 15 A/cm2) [24, 6, 1]. It should be noted that a sufficiently large
amount of reliable data for these calculations, have so far only been available
for gases.

On the basis of our present-day knowledge it is not possible yet to determine
with certitude what part the various elementary processes individually play
in the factor co describing the resultant of the secondary phenomena. It has,
moreover, not been shown experimentally yet to what extent various factors
of co depend on the material and surface qualities of the electrodes, though it
is probable that some of the terms decrease with an increase in the resultant
wrork function.

Conditions are further complicated that the actual surfaces of the elec-
trodes are complex in structure, uneven, and apt to change their quality with
time. The quality ofthe surface to a large extent depends on the machining, the
influence of the atmosphere, the chemical processes taking place within the
insulator and possible electrical discharges. An unambiguous definition ofsurface
quality has not yet been achieved, since the value hqfor surface smoothness does
not tell us anything about the layers of oxide or other adsorbed material covering
the surface, about atomic unevenness and quite a number of other problems.
The investigation of actual conditions can, however, be reduced to the theore-
tical approach with a generalisatito of the work function, if by this we mean
the energy that has to be imparted to the average electron for it to leave an
arbitrarily complex and composite surface [1, 35].

A change in the quality of the surface can alter and possibily modify the
role ofthe material of te cathode, partly due to its emission partly to the change
of the electrical stress on the surface. Surface quality has influence on more
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terms of cothan the composition of the material and may even, to a small extent,
influence the value of a. Thus the influence of the material cannot be sharply
divided from the effect of the quality and cleanliness of the surface.

The only conclusion that may thus be drawn, is that the theory does not
preclude the material of the electrodes having, under certain circumstances, an
influence on the breakdown potential. The theoretical basis, however, only
permits certain conclusions to be drawn on the relative probabilities of processes,
without Snaking a decision possible amidst the real conditions of how great their

Fig. 2

influence is on the breakdown potential and in which way it can dependent on
the material of the electrodes.

One of the conditions of the material composition of the electrode having
an influence is that diming the period under stress, processes or influences that
substantially decrease the electric strength of the insulator, such as heating,
internal discharges, chemical reactions, changes of state, etc. (increases of a)
should not be of primary importance. This can only be avoided by applying the
stress for short periods.

According to experimental observation, the breakdown potential depends on
the duration of the application of the stress. Onthe basis of the data collected in
Roth’s work [5:pp. 97, 98, 137—219, 220] insulators may be divided into two
groups. One group contains materials that are generally, strongly inhomogeneous
in their structure (pertinax, presspan, oil, etc.), whose characteristic curve is
shown by “1” of Fig. 2. Up to 1— 10 /x secs, the breakdown potential increases,
then it remains constant, at 0,1—1 sec, it again decreases and after 102—103
secs again becomes constant (the permanent breakdown potential).

The characteristic behaviour of materials ofthe second group, that are more
homogeneous in structure (porcellain, mica), is shown by curve “2”, where the
breakdown potential continuously decreases down to the permanent breakdown
potential. Gases and pure liquide show similar characteristics [5, 6, 33], but the
necessary voltage remains constant after stresses lasting not over 10 2 secs,
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but only fisecs. The above curves are ofinterest, not only in deciding the dimen-
sions of insulators, but also because certain conclusions on the nature of the
breakdown can be deduced from them.

In domain | the increase in the breakdown potential can be attributed to
the fact that the shorter the required time, the less probable it would be for
an elementary process favourable for a breakdown to occur. This is in the domain
of purely electric breakdowns. The electric strength of gases and pure liquids
can only be broken down by these methods, while in other materials if impidse
voltage are used.

In domain Il the probability characteristics of the elementary processes
remain, but it becomes increasingly difficult to explain the change of duration
on this basis, and therefore the réle of heating becomes even more important.

A new phenomenon with materials of inhomogeneous structure belonging
to type 1is that of the internal discharges that may independently bring about
a breakdown of the duration of applied stress. W ith these materials heating in

domain Il increases the number of internal discharges, chemical changes may
occur, and the breakdown potential decreases sharply. Permanent strength
in domain Ill and beyond it is determined by thermic and chemical stability.

The influence of elementary processes is the most effective in domain 1,
for the charge-carriers leaving the electrode can have its effect on the breakdown
potential in just this section. Other characteristics of the electrodes (thermal
conductivity, catalytic effect, etc.) may play their part in other domains too,
though these properties mainly influence the duration of the insulating material
and not its breakdown potential.

Since the probability of phenomena taking place in space increases with
the greater thicknesses of the insulating layer, the effects of the material must
be in the first place waited, where the distance is little between the elec-
trodes.

The second condition therefore for the material exerting an influence is
that the electrical stress should not be too great for secondary space effects,
and to relegate surface phenomena to the background, while being great enough
to cause significant emission from the cathode. Since the effect of electrostatic
emission is the most probable, and this can only develop in strong fields, the
influence of the material can be expected to be greatest where the electrical
strength is expected to be great. Great electrical strength, such as here described,
is possible on one hand, where there is great density, the free path is small and
space phenomena develop with difficulty (gas under high pressure, solid and
liquid states) or, onthe other hand, where there is a small density, and where the
free path is long, but there are few elementary particles in the space (vacuum).
Since contaminations and weak spots facilitate the development of space pheno-
mena, the influence of the material of the electrodes is expected to be less in
such inhomogeneous materials.
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The influence of the material composition of the electrode is therefore
primarily to be sought at stresses of short duration, with a small electrode
separation and materials of great electric strength.

3. Experimental data in the literature on the subject

In a great many ofthe examined cases the problem ofthe degree ofinfluence
of the material for the electrode cannot he decided with certainly even on the
basis of the experimental data published in various papers.

Evaluation of the results communicated is made very difficult by the
fact that the experimental procedures and circumstances are not uniform, and
that circumstances that can gravely influence the phenomena examined, are
frequently neglected. The majority of the investigations published have been
conducted under circumstances satisfactory to the needs of the communications
industry, but that do not adequately satisfy the requirements of power engineer-
ing insulation techniques.

Since 1921, when Hoirst and Otsebnuis [44] first showed that the initial
tension, in the case of gasesat low pressures isdependent also on the material of
the cathode, very many works have dealt with the problem of how the material
of the electrodes influences the breakdown potential.

For vacuum the problem can, on the basis of the investigations ofAnder-
son [45], Leader [46] and Tarasova [47], be regarded as more or less answered,
in the sense that the breakdown potential increases with an increase in the work
function.

The data on rarifiedgases are fairly consistent and the results here attained
are summarised in practically every detailed work on the physics of discharges
in gases [e.g. 11—16] where ample data can also be found on the influence
ofthe surface’s quality. With increasing density, the conditions ofthe experiment
become ever more difficult and is increasingly difficult to evaluate the published
data.

The influence of the material for the electrode under atmospheric conditions
has not yet been successfully shown [11—17], hut a slight influence ofthe quality
ofthe surface has been experienced [1, 12, 15— 17, 21, 48]. According to some of
the more recent investigations [49—52], the influence of the material, again
comes to the forefront, with an increase in pressure and can again be experi-
enced in gases at high pressures.

A fairly large number of experiments have been conducted to investigate
the problem, especially in the case of liquids of simpler structures, such as hexane,
xylol, toluol, benzine, etc. [12, 49—60] and to a small extent in oil [31, 61, 62]
but the data obtained are absolutely contradictory.

Nor can the data relating to solid insulators [1, 63—68] be consistently
marshalled.
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4. Experiments conducted

The object ofthe experiments was primarily, not the clarification of theore-
tical problems — a task that to date does not even seem to be feasible — but an
investigation of whether the use of certain electrode materials involve any prac-
tical advantages in high tension electro-technical work.

Fig. 3

In order to make the results comparable, all disturbing factors must, as
far as possible, be eliminated and the factors influencing the breakdown must be
kept at constant values. The proper choice ofthe experimental apparatus and
procedures was therefore very important.

The experiments were conducted with 50 cycle A. C., D. C. and impulse
voltages, of wave shape 1/50, partly with the apparatus of the High Tension
Laboratory of the Polytechnical University and partly — under 30 kV — with
the help of a combined source of tension especially constructed for this purpose,
the circuit of which is shown in Fig. 3. Point a of the apparatus delivers A. C,
point b D. C., and point ¢ imulses. The rate of increase of tension per second
was 5% ofthe values found during the preliminary experiments, and in the case
of solid materials the number of pulses leading to a breakdown was 3 to 30.
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By gases and liquids the electrodes were discharged of their voltage for 2 minutes
between two measurements to let the products of the previous breakdown lose
their influence. Voltage was always measured on the H. T. side, within limits
of £+ 3%.

Breakdowns were examined in air at atmospheric conditions, in rarified
air, in nitrogen under pressure, in transformer oil and in lamina of various solid
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Fig. 5

insulators such as mica, presspan, pabite, polyvynile chloride, methylmetacri-
late, celluloid, etc.

The measurements were carried out between electrodes of identical geo-
metry, made of aluminium, copper brass, stainless steel and common steel. The
shape ofthe electrodes used is shown in Fig.4. The pair of electrodes standardized
for oil investigations (Fig. 4a) was used for the investigations in oil, while the
arrangement recommended by the IEC (Fig.4l» was used for measurements on
solid insulators. The pair of electrodes shown in Fig. 4c, was used in all three
aggregations. The configuration shown in Fig. 4d was applied to examining the
effects of points, while that of 4e served to show conditions in protective spark
gaps.

To assure the reproduceability of the experimental results an effort had to
be made to see that the surface smoothness of the electrodes of various mate-
rials shovdd be as near equal. Fig. 5 shows the breakdown potential as a func-
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tion of surface smoothness in air, where d — 2,19 mm. It seems that under
hg = 0,8 fj, surface smoothness no longer influences the breakdown

The surface smoothness varies with the material even if it is identically
treated. It has been found that the difference is the smallest if a superfinishing

is applied, and therefore this is the quality of surface generally used, with a
surface smoothness of hgq— 0,1—0,2 fi. The surface deteriorate as a result of
breakdowns and care must be taken therefore that the order and number of
breakdowns should be identical, and after 30 breakdowns the surfaces should
be newly finished generally. Careful storage and handling helped to avoid fouling
and damage to the electrodes.

The appliances developed for clamping the electrodes made it possible
to change and measure the electrode separation and the influence of the gap
length could thus also be investigated in the course of the experiments. A part
of the electrode clamping appliance is shown in Figs. 6 and 7.
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The arrangement shown in Fig. 6a was used at high pressures, that of 6b
at low pressures, while 6c was applied when using oil. Fig. 7 shows the apparatus
used in air and in oil.

During the course ofthe experiments atmospheric conditions were measured
and where the necessary corrections were applied to the measured values.

Values for breakdown potentials show considerable scatter and it therefore
proved helpfulto evaluate the measured data according to the principles ofproba-

bility calculus.As aresultofthe statistical evaluation ofthe preliminary experiments
it appeared that for industrial purposes series of 5, for laboratory investigations
of ahigherstandard series of 10 measurements can give sufficient information on
the breakdown potential. The actual results are based on a series of 10 measure-
ments. In the figures showing the results not only the breakdown potential Uk

but also the distribution b— ---- * 100% is shown (c is the scatter in kV-s).
Uk

The figures show the D. C. values with dash-dash lines, the A. C. values with
full lines and the pulse values in general with dot-dash lines.

Fig. 8 shows the results of measurements under atmospheric conditions as
a function ofgap length using hemispherical copper electrodes, while Fig. 9 shows
the ratio v of values measured with other materials to those found with copper.
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The measured values of v vary around 1 within the boundaries of scatter.
The influence of the material could not be shown with different arrangements
of the electrodes either.

Fig. 10 shows the values measured between hemispheres in nitrogen as a
function ofthe pressure, with gap length ofd = 0,125 mms, while Fig. 11 illus-
trates the same with d — 0,250 mms.

A similar degree of influence on the material is to be found in point-hemi-
sphere arrangements (Fig. 12). According to residts, the breakdown potential
unequivocally increases in the order : aluminium, copper, stainless steel.

Fig. 13 is a summary of the values in presspan between IEC electrodes.
It Avas not possible either here, nor in the case of other solid materials, with
various electrode arrangements, conclusively to show the influence of the mate-
rial. In presspan sheets less than 200 /t-s thick, using IEC electrodes the break-
down occurred at a somewhat higher tension with aluminium, and with hemi-1

11 Aria Terimica X X1/1—2.
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spheres, where steel was used, but the deviations remained within the scatter
boundaries. If this was really due to the influence of the electrode material, it
can be explained that between the IEC electrodes the electric field is near
homogeneous and the surface layer of aluminium oxide acts as a supplementary
insulating layer, thereby increasing the electrical strength. The field of the
hemispheres is strongly inhomogeneous, their surface is small and the réle of

11

=

an oxide layer cannot be great. The field is, however, probably strong enough
to cause electrostatic emission and the greater strength in that case can be attri-
buted to the higher work function of steel.

In oil a certain degree of influence by the electrode material was found, but
could not be reproduced. Further investigations are necessary here.

5. Conclusions

On the basis of the experiments conducted it was found that during prac-
tical circumstances in the cases ofthe electrode materials ordinarily used in H. T.
technology, the material properties of the electrodes exert no important influence
on the breakdown potential of solid insulators. In atmospheric conditions the
material exerts no influence in air (or probably in other gases either) at small
electrode separations but a slight degree of influence by the quality, especially
the smoothness, of the surface was found at small gap lenght. In these
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cases it is worth while making the surface smoothness approximately
hg= 1,6—0,8 ju. Smoother surfaces are not advantageous. The references unani-
mously declare that the material of the electrodes has an influence on the initial
tension at low pressures around the minimum ofthe Paaschen curve (1— 10 torr)
and in vacuo. The experiments carried out show that the same can be found at
high pressures (p > 6—8 att). In these cases the breakdown potential increases
in the order : aluminium, copper, stainless steel. The degree of influence of the
material in oil could not be unequivocally determined even so far as it does
exists, it cannot be satisfactorily reproduced.

On the basis of the theoretical and experimental results the influence of
the material of the electrodes on the breakdown potential can, with the help
of electrostatic emission, be explained as follows :

The dependence of the breakdown potential on the material of the elec-
trodes is determined by three conditions :

a) the role of the secondary space phenomena must be smaller than that
of those at the surface,

b) the effect of the quality of the surface must not obscure the difference
in materials,

c) the electron-avalanche must be developed before the beginning of the
breakdown.

The first conditions has already been discussed in connection with the
theoretical problems. This is not fulfilled, in the case of large electrode separation,
independently ofthe aggregations, nor, it appears, is it fulfilled in solid insulators
used in industry, independently of electrode separation.

The second condition arises in consequence of what has been said of the
influence of the quality of the surface. It probably explains why the effect of
the material cannot be experienced in atmospheric conditions in air and also
why the effect is not conclusive in oil. Under such circumstances we cannot talk
of clear metallic surfaces, for they are covered by adsorbed layers, oxides, etc.,
and these surface layers probably balance the difference in the work functions
of the pure surfaces.

The third condition can be justified as follows : The condition for a break-
down to occur is the precipitation of an electron avalanche and that this pheno-
menon be sustained by electrostatic emission from the electrode surface
(ft)E e~ad). If, with an increase in the field, emission commences, but there
isyet not sufficient rate of ionisation in the space (a ~ 0) then the initial poten-
tial is determined by the commencement of ionisation and U therefore depends
primarily on a, i.e. on the insulator. The role of the electrode material now
becomes secondary. If circumstances are the reverse and there is enough ionisa-
tion (a”™ 0), but still not sufficient emission, then the initial potential is deter-
mined by the commencement of the emission corresponding to coe e~ad, and
the electrode material’s role can be considerable. This is the case with gases at
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high and very low pressures. The results obtained with pure liquids are contra-
dictory and the reproduceability is little, this can probably be explained that
they fall into the intermediary region between the two cases and conditions are
strongly influenced by the quality and purity of the surface.

In high tension equipment where the task of insulation is done by high
pressure gas or a vacuum (e. g. electrostatic tank-generators, compressed gas
condensers and cables, compressed air circuit breakers, special transformers,
electron optical devices, etc.) it is worth while devoting some attention to the
choice of material for the electrodes. The greatest degree of security is afforded
by stainless steel, or if, because of its poor conductivity it cannot be applied, it
is more advantageous to use copper instead of aluminium. In cases where the
advantages of greater security might make up for the increased cost of production
it might be conceivable for copper electrodes, by scattering or some other
process, to be covered with a layer of material similar to stainless steel in its
properties. This is, however, only useful where an actual breakdown occurs as
a rare exception and allowance does not have to be made for the covering layer
being spoilt and becoming ineffective, as a result of the breakdown.
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SUMMARY

The electric breakdown potential depends on a number of factors. The author has
investigated the extent of the influence of the material of the electrodes. The conditions for
breakdown of insulators in various physical states are deduced from an equation expressing the
lability of the elementary processes taking place in the insulator and the extent to which the
elementary processes taking place upon the electrodes influence the breakdown. According
to these investigations, electrostatic emission is the most effective, but in gases photoelectric
emission and secondary emission due to positive ions can also play their part.

According to the evindence of the author’s experiments, and in full harmony with the
theoretical considerations, no influence by the material of the electrode can be experienced in
the case of solid insulators or of gases under atmospheric conditions. In the latter case the quality
of the surface has a certain effect and it is best to use surfaces of smoothness h-= 1,6—0.8//.
In liquids the influence of the material is surpressed by other effects. The effect of the material
of the electrodes is well-perceptible in gases at low and high pressures, when the breakdown
potential increases in the order : aluminium, copper, stainless steel.

EINFLUSS DER WERKSTOFFEIGENSCHAFTEN DER ELEKTRODEN
AUF DIE DURCHSCHLAGSSPANNUNG

G. VAIDA

ZUSAMMENFASSUNG

Die elektrische Durchschlagsspannung hédngt von mehreren Faktoren ab und Gegenstand
der Untersuchungen des Verfassers ist, wieweit diese Spannung vom Werkstoff der Elektroden
beeinflusst wird. Die Bedingungen fiir den Durchschlag in Isoliermaterialien von verschiedenem
Aggregatzustand fuhrt der Verfasser auf eine Gleichung zuriick, welche die Labilitat der in den
Isolierstoffen vor sich gehenden elementaren Vorgange ausdriickt ; ferner untersucht er ein-
gehend, in welchem Masse die an den Elektroden vor sich gehenden elementaren Vorgange den
Durchschlag beeinflussen. Nach den Untersuchungen ist die elektrostatische Emission am wirk-
samsten, in Gasen kann ausserdem die lichtelektrische Emission eine Rolle spielen, sowie die
Sekundéaremission unter der Wirkung von positiven lonen.
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Nach den Versuchen des Verfassers kann — in Ubereinstimmung mit den theoretischen
Uberlegungen — bei festen lIsolierstoffen kein Einfluss des Elektrodenwerkstoffes beobachtet
werden, und ebensowenig in Gasen unter atmosphérischen Bedingungen. In letzterem Falle
zeigt sich ein gewisser Einfluss der Oberflachenrauhigkeit, am zweckmadssigsten ist die Ver-
wendung von Flachen mit hg= 1,6—0,6 /t. In Flussigkeiten wird der Einfluss des Werkstoffes
von anderen Einflissen tUberdeckt. Von Bedeutung ist die Bolle des Elektrodenwerkstoffes in
Gasen bei kleinen und grossen Dricken ; in diesen F&llen wéchst die Durchschlagspannungj
n der Reihenfolge Aluminium—Kupfer—rostfreier Stahl.

INFLUENCE DES CARACTERISTIQUES DE LA MATIERE DES ELECTRODES
SUR LA TENSION DE RUPTURE

G. VAIDA

RESUME

La tension de rupture électrique dépend de plusieurs facteurs. L auteur examine I’'influence
de la matiére des électrodes. Les conditions de rupture des matieres isolantes d’état physique
différent sont ramenées a une équation, laquelle exprime la labilité des différents phénomenes
élémentaires dans les isolants. L’auteur examine en détail, dans quel mesure les phénomenes
élémentaires aux électrodes influencent la rupture. Suivant les résultats de I’auteur, I’émission
électrostatique est la plus efficace, et dans les gaz, I’émission photoélectrique et I’émission
secondaire, sous I'effet d’ions positifs, peuvent également souer un rdle. En accord avec les
considérations théoriques, les expériences de I'auteur ne décélent pas I'influence de la matiere
des électrodes pour les isolants solides, et pour les gaz, sous conditions atmosphériques. Dans
ce dernier cas, la qualité des surfaces peut avoir une certaine influence, et I’emploi des surfaces
par autres facteurs. Le role de la matiére des electrodes est considérable pour les gas a pression
a hg= 1,6—0,8 fi convient le mieux. Dans les liquides, I'influence de la matiére est couverte
faible et élevée, lorsque la tension de rupture croit dans I|’ordre aluminium—cuivre—acier
noxydable.

BANAHUNE MATEPUANBHbLIX CBOVICTB 3/IEKTPO/J, HA HAMPAXXEHWE MPOBOYA

r. BANAQA

PE3FOME

HanpsixeHve Npo6osi aNeKTPUUECKMM TOKOM 3aBUCUT OT psaga (akTopos. Mccnepyetcs
— KaKOe BO3[ENCTBME OKasblBaeT Ha HanpshKeHWe Mpo6osi MaTepuan 37eKTpod. YcC/oBus
Npo6osi M30MALUMOHHBLIX MaTePUanoB PasMUHOrO arperaTHoro COCTOSIHWSI CBOAATCS K HEKOTO-
poVi chopmMynie, BblpaxkartoLlleli HecTabuMbHOCTb 3/1eMEHTAPHbIX MPOLECCOB, MPOMCXOASLIUX B
M30MALUMOHHBIX MaTepuanax, M feTalbHo uccneayeTcsl, UYTo B Kakoi CTereHu BO3AeMCTBYIOT
Ha npo6oii anemeHTapHble MPOLECCHI, MpOoTeKalolle Ha 3neKkTpogax. CornacHo NpoBefeHHbIM
1CCeA0BaHMSIM Hanboee aPPEKTUBHLIM ABMSETCS 3/1EKTPOCTATMUECKAs IMUCCUS, KPOMe TOro
B C/lyYae rasoB COOTBETCTBYIOLLYIO PO/Ib MOXET UrpaTh CBETO/MEKTPUYECKAss 3SMUCCUA U BTO-
pyuHas SMUCCUSI MOJ, BO3AEMACTBMEM MOMOXUTENbHBIX WOHOB.

Ha ocHOBe NpOBefleHHbIX aBTOPOM OMbITOB — B COF/IacM C TEOPETUUECKMMM NpPeanosno-
KEHVSIMM — HeNb3sl HabMoAaTb BAUSIHWUS MaTepuana 3NneKTPoA B Ciydae TBepabIX M30NSLMOH-
HbIX MaTepuasnoB, a TakXe B rasa npy aTMoCc(epHbIX YCNOBUSIX. B nociegHem ciydae KauyecTBo
MOBEPXHOCTU UrpaeT HeKOTOPYK Pofib ; LiesiecoobpasHee BCEro WCMO/b30BaTb MOBEPXHOCTb
rNafKocTbio hg = 1,6—0,8fi. B cnyuyae XWAKOCTell BAMSIHME MaTepuana ypaBHOBeLLMBaeTCA
OPYTUMU BO3AEACTBMSAIMU. 3HAUUTENbHYIO POMib UFPaeT MaTepuan 3MeKTPOA B Cydae rasos
NPV BbICOKMX U HU3KMX AABMEHUAX ; MPU 3TOM HanpsbkeHue Npo6osi BO3pacTaeT Mo Crefyto-
LemMy MopsiIKy a/loMUHUIA — Meflb — HepXKaBeroLlas CcTasib.
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1. Introduction

It was a hundred years ago that Darcy, On the strength ofinvestigations
into the permeability of sand filters, established his still generally used law
of underground seepage. According to his formula, published in 1856,

V=c«kl

i. e, percolation velocities are proportionate to the motive force, the hydraulic
gradient.

Many investigations, based partly on theoretical considerations and
partly on conclusions arrived at experimentally, have been wundertaken
during the past hundred years into the validity of this relation. Many investi-
gators, who found Darcy's law corroborated by their own results, attempted
to establish more reliable relations between the permeability coefficient K
and the geophysical characteristics of the permeable layer. However, the
number of investigators who obtained — both theoretically and experimen-
tally — results contradicting Darcy's law, is almost equally great.

In consideration of the formal similarity between Darcy’s law on the
one hand, the relationship established for laminar flow in tubes by Hagen
and Poiseuille on the other — both expressing velocity as a linear function
of head — it was early realized that Darcy’s law applied only to cases of
laminar flow in the soil. Experiments performed by varying the velocity of
flow produced in a given layer have further shown the proportionality factor
K to cease to be constant also in the range of very low velocities, and have
thus disproved the validity of the assumed linear relationship.

Although, as revealed by these investigations, the validity and appli-
cability of Darcy’s law are obviously confined to a range limited in both
directions, only percolation phenomena involving velocities in excess of the
upper limit have been examined, calculated and reported upon by investi-
gators. The present paper is therefore devoted to the theoretical investigation
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of low velocity percolation phenomena — referred to hereafter as micro-
seepage. All natural groundwater movements undisturbed by artificial inter-
ference may in general be classified under this head ; a better understanding
of the laws governing such seepages is, therefore, of considerable significance
for a general study of water economy.

The significance of the problem in Hungary is indicated also by the
candidate’s treatise by J. Juhasz discussing a similar issue and written at
the time this paper was published in Hungarian. The treatise has since
appeared in print as well [10].

2. Validity of Darcy’s law

The investigations to be described in the following were conducted on
a purely theoretical basis, so that purely empirical data published in the
literature which limit the range of Darcy’s law on the strength of experiments
could not be considered. However, since such limits are essential to further
progress, we have to fix them by theoretical calculations. A detailed discussion
of investigations into the range of validity will be omitted and, instead, refer-
ence will be made to two recent publications which give a thorough review
of the subject. One of these is the chapter on considerations limiting the
application of Darcy’s law by S. Letiavsky (3, Vol. 1, Chapter 1, Section
2, Para. 3, p. 20), the other a paper published by L. Lovas in 1954 (4).

Oflate, G. Heinrich and K. Desoyer studied the limits of Darcy's
law (2). They point out that, in connection with underground flow, it is not
enough to establish a relationship between the velocity, which appears as a
consequential phenomenon, and -——instead of the real causative forces — that
visible, measurable value, i. e. the head, which is but an expression of the
compound effect of the said forces.

Therefore, they establish the formula of the equilibrium of forces under
universal conditions in which solid particles may have any shape, seepage
coefficient varies from point to point and flow is unsteady.

Applying assumptions identical with those used also by Darcy in
deriving his theorem (homogeneous layer, steady flow), and reducing the
resulting general expression, Darcy's wellknown equation is obtained.

Although, as mentioned above, the investigations of Heinrich and
Desoyer related to the general case, they, too, applied a few limiting assump-
tions in the course of their theoretical considerations. Of these the following
two are of importance for the present discussion : on the one hand, capillary
forces are assumed to be insignificant, and other molecular forces (e. g. elec-
trical), occurring in the very fine granular layer, may similary be neglected.
According to the second assumption, the straining effect of the solid grid
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is sufficient to give rise to a “quasi-steady” flow even at low velocities where
inertia forces in the fluid are negligibly small in comparison to other forces.

W ith the above assumptions, friction and mass forces and, together
with thi;se, the effects referred to as “quasi-mass forces” were studied by
the said authors, and it was in respect of the operation of these forces that
they verified theorectically the validity of Darcy’s law.

From the investigations of Heinrich and Desoyer — although
conducted with an aim other than the determination of the validity range —
the conclusion may be drawn that the relationships following from Darcy’s
lawr can be accepted as being characteristic of percolation phenomena only
if, compared with friction and mass forces, the effect of other active forces
is negligibly small. Owing to the significant influence of capillary and mole-
cular forces at the lower boundary of this range, characteristic values fol-
lowing from Darcv’s law differ considerably from observed ones. The upper
limit is indicated by the increased effect of inertia forces.

Identical conclusions follow from the paper published by the present
author together with D. E. Mosonyi on the investigation into the model
law of percolation in 1952 (6). The said paper derives various model laws
concerning hydrotechnical experiments by means of dinamical principles.

Assuming an incompressible fluid, four effects are generally involved
in hydraulic phenomena : gravitational force, friction (viscous forces), inertia
and surface tension or, using a more general term for the latter, molecular
force. Model laws expressing the dynamic similarity of geometrically similar
flow-types in two systems may also be written as the ratio ofthe corresponding
forces, in the form of condition equations. Four condition equations must
be satisfied simultaneously if it is intended to simultaneously consider the
effect of the four above-mentioned forces. Investigations have, however,
demonstrated that it is not possible to satisfy more than two condition equa-
tions, i. e. to consider simultaneously more than two forces, unless the length
scale of model and prototype equals unity, i. e. if identical instead of similar
phenomena are investigated.

Combining condition equations by pairs the well-known model laws
are obtained. This operation, if performed for inertia and gravity forces,
yields Froude’s law. Reynold’s law is obtained by combining condition equati-
ons following from inertia and friction (viscous) forces. The combination of equ-
ations characterizing inertia forces and surface tension results fiiWeber’s law.

This series is complemented by the quoted paper which points out that
the simultaneous satisfying of condition equations derived from gravity and
viscous forces yields a new invariant :

Vv v'v

= A
I*g Jg (1)
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where v and v' are characteristic velocities corresponding in the two sys-
tems [m/sec],

1 and 1’ are characteristic and corresponding lengths [m],

v is the kinematic viscosity [m2/sec], and

g is gravity acceleration.
(The above model law was first developed by R. Spronck in 1932 (9),
although he did not apply it yet to the determination of characteristics in
percolation models.) This model law states the conditions of similarity in
models of percolation phenomena. Scale models of this type are in most cases
distorted since geometric similarity is violated by failing to reduce the particle
sizes of the permeable layer according to the length scale adopted, and by
using, as a rule, a material identical with that encountered under prototype
conditions. A model law including also the degree of distortion may be derived
from the invariant number by substituting the effective particle size of tin-

layer for the characteristic lentgh, i. e.
vV v'v

(2
d2g ~ d'*g

Being geometrically similar, the heads in the two systems are equal, whence,
and from Eq. (2), it follows further that the permeability coefficient included
in Darcy’s law is a constant characteristic of the soil, proportional to the
square of the effective particle size.

Since this statement has been verified by having assumed a type of flow
influenced appreciably by viscous and gravity forces only, the assumption
includes at the same time a definition of the validity range for Darcy's law.
(This conclusion following from the model law of percolating flow was first
published by the authors in a paper submitted to the IAHR Congress, Dijon,
1956 (7).

Summing up the foregoing it is claimed that experimental observations
have proved the boundaries of the validity range of Darcy's law to be related
to measurable values of particle size and head. Theoretical investigations, on
the other hand, are preferably conducted by considering force properties
including movement. Various investigations of a similar character point
uniformly to the conclusion that Darcy's law is applicable to flow types
influenced appreciably by viscous and gravity forces only. The validity
of the law is limited on the one side by the increased effect of molecular
forces, on the other side by the point where the effect of inertia forces is
no longer negligible.
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3. Flow of water affected by molecular forces

As revealed by such investigations into the validity range of Darcy's
law, theoretical discussions of flow types outside this range should consider,
besides viscous and gravity forces, inertia or rather molecular forces as well.
As mentioned previously, a great number of experimental data are available
concerning the zone of flow types which are influenced by inertia forces and
may be characterized by high head values. It is, however, extremely difficult
to determine the characteristics of natural groundwater movement of the
so-called micro-seepage, by direct measurements. Within this zone, where
movement is influenced not only by viscous and gravity forces but molecular
forces as well, the values to be measured for the establishment of pertinent
relationships are exceedingly small and of an order of magnitude that is in
many cases beyond the accuracy of the measuring instrument. Relationships
established by empirical methods would, therefore, be highly unreliable so
that a theoretical approach seems justified even if the latter involves rather
crude approximating assumptions.

Adopting the reasoning of Heinrich and Desoyer according to
which a proper description of percolating water movement is impossible
unless equilibrum conditions of acting forces are considered, the relationship
expressing the equilibrium of forces will be adopted throughout as the basis
of further investigations.

Ofthe forces influencing micro-seepage, gravity is one ofthe fundamental
factors in general physics, and is therefore the most completely explored
phenomenon in the realm of dynamics. Viscous friction is also of fundamental
significance in hydraulics. Physical characteristics therefore have been deter-
mined by a great number of experiments. On the other hand, the effect of
molecular forces influencing motion, together with their changes and charac-
teristic physical quantities, are as yet partly unknown and partly but insuf-
ficiently defined. Prior to the detailed examination of micro-seepage it is,
therefore, imperative to define the degree of approximation inevitable in
allowing for the effect of molecular forces.

Of the molecular forces, the capillary force acting at the contact surface
of water and air will be neglected, although the tube system formed by
the interspaces between soil particles are of capillary size. It is, however,
assumed that the groundvater table lies above the permeable layer, and thus
above the capillary system. The contacting surface of water and air is thus
sufficiently large to permit the neglect of the capillary effect. In the opposite
case, i. e. if the groundwater table is within the permeable layer, the capillary
effect may still be separated from other forces and can be allowed for by
correspondingly reducing the head used in computing the gradient (see (3)
Vol. 1, p. 12, note 2). Molecular forces occuring between the fluid and the

12 Acta Teclinica XX 1/1- 2
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bounding solid wall are commonly referred to by the inclusive term adhesion.
A great number of experimental data has been published as to different values
of the force-component vertical to the surface of contact, for different fluids
and walls. On the other hand, no data are available concerning the resistance
against a displacement of the fluid parallel to the bounding surface and due
to the molecular effect between the fluid and the solid wall.

Adhesion was formerly considered as molecular mass attraction. If this
is correct, the force acting on fluid particles varies inversely as the square
of the distance from the wall.

©O® ©® ©®O
Ir

Liquid

Fig. 1. Sharply defined and diffuse double layers and the variation of potential therein

The electric double layer (field) assumed in investigations into electro-
osmotic and electro-phoretic phenomena, and defined first by Quincke in
1861, permits a new interpretation of adhesion (8). According to this theory,
the positively or negatively charged parts of the adhere to the solid wall
(whether the positive or the negative, will depend on the wall’s charge relative
to the fluid) while the side which has a charge identical with that of the wall
is the wall is turned away. Molecules thus arranged form the electric double
layer.

Formerly, a linear drop of the resulting potential through the very thin
double layer was assumed (v. Fig. 1/a). On the other hand, recent investigations
have demonstrated that, within the double layer, also particles carrying a
charge identical with that of the surface of the double layer can be found
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in the fluid. Consequently, the potential drop occurs over a layer, the thickness
of -which is several times that of the double layer. The drop within this layer
is by no means linear ; a steep initial drop is followed by a moderate one
(see Fig. 1/b), (1). Inspecting the variation shown in the figure, the distribution
of the adhesive force exerted by the wall on fluid particles appears to closely
resemble that obtained by assuming mass attraction effects.

The above conclusions concerning molecular forces apply to straight
walls. Investigating the potential drop in tubes with circular cross-sections
it should be realized, that, proceeding towards the axis of the tube, the reduc-

ing. 2. Assumed distribution of shear stresses due to molecular forces

tion of the length of the annular section, defined by points at equal distances
from the wall, is quadratic.

Together with the distribution shown in Fig. 1/6, this consideration leads
to the conclusion that, in tubes with a circular cross-section, the variation of
molecular forces in a direction perpendicular to the tubewall may be assumed
to be approximately linear.

Molecular forces perpendicular to the tube wall were the concern of
both the mass-attraction theory and the electric double-layer theory. For the
present investigation, however, the determination of the longitudinal force
or rather the shearing stress, which resists any relative displacement of fluid
particles at any given distance from the wall, would be of interest. As it is
no aim of the present paper to attempt a quantitative analysis of micro-seepage,
and since solely a qualitative investigation into the nature of the phenomenon
is intended, it may be enough to assume a linear stress distribution having
maximum value ff0along the wall and diminishing towards the axis in the tube
of circular cross-section. The point where molecular forces are no more felt
lies at distances g and rv from the tube wall and from the tube axis, respectively

12*
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(v. Fig. 2). At a distance r from the tube axis, within the range
ri<r<ro0
the shear due to molecular forces and resisting movement may be expressed as

= Q (r— Tj), (3)
where

Q= ———. )

ro ri

On the strength of the above considerations further investigations of percolat-
ing water movement will be based on the assumption of a specific resistance
OO0 per unit surface along the solid Avail, due to molecular forces influencing
movement. Proceeding towards the axis of circular tubes, this value diminishes
linearly and becomes zero at a distance gfrom the tube wall. The movement
of water particles away from this layer and towards the interior of the tube is
not influenced by molecular forces to any appreciable extent. Remembering
the analogy existing between the capillary tube system and the interstices
of a granular layer, this zone corresponds to the stress-free pore volume of the
soil.

4. Flow in small-diameter tubes under the simultaneous influences of gravity,
friction and molecular forces

The range of micro-seepage under consideration is bounded on one side
by floAV types satisfying Darcy’s law. In the case of these types, flow may be
assumed to be influenced appreciably by gravity and friction only, while the
effect of molecular forces may be neglected. Gravity tending to accelerate the
water particles is counteracted by internal friction increasing Avith velocity.
Dynamic equilibrium of the two forces is expressed by the well-known Hagen —
Poiseuille equation as :

dv
lylnr~= 2nr|r]dr (5)
where

1 hydraulic gradient

Y specific weight [kg/cn ¢m]

4 dynamic viscosity [kg sec/sq ¢ m]
2\: variation of flow velocity along the radius of the tube [1/sec] and
r, 1 radius and length, respectively, of cylinder under consideration, concentric with

the tube [m].
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Denoting the radius of the tube by r0, the distribution of velocities along the
diameter may be described as

Vo = "4 1 (ro- r2 (6)

and the rate of flow conveyed in the tube (i. e. discharge) as

Q= "J-nr* (7

1)

Flow stops at the other boundary of micro-seepage. Molecular forces are in
equilibrium with gravity. No internal friction (viscous forces) may be considered
in this case as static conditions prevail. For a cylinder ofradius r equilibrium of
the two forces may be written as

lylnr2=co2nrl —U (r—rh2nrl (8)

or, considering equilibrium conditions for the entire tube cross-section, we

obtain
Il ylnro= c02nr,l= Quo— rX2nr0i (8a)

The effect of molecular forces does not extend beyond a layer of the thickness g,
along the wall. No equilibrium between molecular forces and gravity is there-
fore possible unless the effect extends as far as the tube axis, i. e. there is no
stressfree volume in the tube or, according to the analogy previously mentioned,
there are no stress-free pores in the granular layer. Considering tubes, this
condition may be expressed in a mathematical form as

©

If this condition is satisfied, the smallest gradient inducing movement and the
limit gradient below which there is no movement, may be computed as

2
o (10y.
yr

The necessary existence of a limit gradient thus defined was first shown by
E. Mosonyx in 1951 (5).

W ithin the range defined by the two above limits gravity is counteracted
by both internal friction (viscosity) and molecular forces ; therefore, in order
to properly describe micro-seepage, the equilibrium of the three forces is ex-
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pressed as :

lylnr2= 2nrl ©—T----
d (H)

Considering oo as a function of r, and substituting correspondingly from Eq. (3)

we obtain

dVv
lyinr2= 2nr | &{r—rx)—rjd (12
r

Therefore, within the layer influenced by molecular forces the radial distribu-
tion of velocities may be computed by the following differential equation :

1 ly .
—dV r—Qr--Qrx (13)

\

W ith due regard to the boundary condition according to which no flow occurs
at the tube wall, i. e. velocity is zero (v = 0 if r = r0), the distribution of veloci-
ties in the said layer is

(ro- 1)+ 2Qri(ro— ) (14)

As expressed by the condition given in Eq. (9), depending upon relative values
of tube radius r0, and the depth of the layer influenced by molecular forces p,
micro-seepage can be divided into two types. The rate of flow conveyed in the
tube has been determined with due regard to this distinction.

To the type characterized by the absence of a stress-free volume the
following unequality applies :

ST= »0—g<0 (15)
At the boundary of the two types

ri=ro—2=° (16)
For tubes with a stress-free volume :
rx=r0— p>0 17)

The rate of flow has been computed by the equation

Q=j2nrvar (18)

well known from the deduction of Hagen — Poiseuille’s formula.
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a) The boundary case of types under full stress and those with stress-free
volume.

The relation expressed by Eq. (14) can be applied without further restric-
tions to the determination of flow velocity only in the boundary case charac-
terized by Eq. (16). In this case, g equals the radius of the tube, rxis zero, and,
consequently, the third term at the righthand side of Eq. (14) is also zero.

The velocity formula is thus,

v (19)

The discharge conveyed in the tube

0. e r3)dr = (20)

n \

The above expression yields zero discharge if the two terms in brackets
at the right-hand side of the equation are equal, i. e. if

21

As will be shown subsequently, no-discharge conditions do not always
ensue when g becomes zero in the above equation. The value of discharge can
become zero also in cases where the distribution of velocity, as given by the
equation, is such that both negative and positive velocities occur in the cross-
section. In cases of this kind, the back flow corresponding to the negative
velocity would become equal to the positive flow, and their sum would be zero.
However, considering the problem from a physical aspect, the possibility of
back flow may be disregarded, since molecular forces, being of the passive
type, are incapable of inducing flow contrary to gravity which produces move-
ment, and only tend to retard existing movement. Therefore, both the velocity
formula, i. e. Eq. (14), and the discharge computed therefrom, can be accepted
without restriction only up to the limit within which the calculated velocity
does not become negative at any point of cross-section. In computing the
discharge beyond this limit, the positive portion of the velocity-distribution
diagram will be considered only, while — in the negative one — velocity, as
well as discharge, will be assumed to be zero.

As can be seen without further proof, in case g = r0, the velocity deter-
mined by Eq. (19) is obviously zero for any value of r if the condition expressed
by Eq. (21) prevails, i. e. no negative velocities will occur until the gradient
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remains steeper than 7oi- Eqgs. (19) and (20) are thus defined for the entire
gradient range

J> — =J0
y
and flow will stop if conditions as expressed by Eq. (21) ensue.
Since rx— 0 if Q— r0, Eq. (4) may be rewritten :

w0

ro

U=

Comparing the above expression with Eq. (21) it will be seen that flow actually
discontinues at the limit gradient defined by Eq. (10), i. e.

101 — 1\m 1 (2)

b) Flow affected by molecular forces extending over the entire tube
section.

The type under consideration is characterized by the unequality expres-
sed by Eq. (15), i. e., the sign of rlis negative. Introducing the absolute value
of into the third term on the right-hand side of Eq. (14), the sign of the term
is reversed in this range :

iy C ) = ]
21 ) Q (ro- r)= 2Q >! (r0- ) (23)

(It should be noted here that as regards the distribution of molecular effects
along the diameter two possible patterns may be assumed in this range.
According to the first the stress diminshes linearly towards the tube axis
and attains a value Q rxthere. Beyond the axis, effects of the opposite wall
are felt only, the latter being nearer to the point under consideration. The
pattern of distribution along the diameter is symmetrical about the tube axis.
On the other hand molecular effects due to the wall may be assumed to extend
to a distance beyond the tube axis. Over the central section of 2 rj width,
effects of the two walls are thus superimposed. A linear reduction occurs in
this case over the distance rO0> r > (rj only and, consequently, the velocity
formula — Eq. (23) — applies likewise to this distance only. The stress due to
molecular forces is constant and has a value of 2Q rv ifr < jtjJ.

No observation data are available as to which ofthe two foregoing assump-
tions is more correct. The development of an accurate method of computation
regarding magnitude is, however, beyond the scope of the present paper, the
sole aim being to explore the nature of the phenomenon. Since the genera]

Cross-
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relationships developed on the basis of either assumption show no significant
discrepancy, the question may be left open for the present and should be
examined in the course of future experiments. Although the superposition of
effects due to the opposite walls is felt to be more likely theoretically, a linear
change from tube wall to tube axis of stresses due to molecular forces will be
assumed in the following in order to simplify computations. With this assump-
tion, Eq. (23) becomes valid for the entire cross-section.

Integrating Eq. (18) with due regard to the velocity distribution indicated
by Eq. (23) the discharge

o o

As can be seen, the gradient pertaining to zero discharge is steeper
than that derived from Eq. (15) :

2Q 4 2Q
N ! -1li = — i 25
2= P T IR > -llim2 o (fFo+ jrl) (25)

Since no back flow can be considered Eq. (24) applies only as long as the
gradient is sufficient to ensure positive velocities for any value of r substituted
into Eq. (23). The full velocity diagram is composed of two parabolas of
the second degree, and a point of singularity arises where the two branches
meet, i. e. at the tube axis. Curves of the second degree show no inflection
point ; consequently, the diagram has no negative area unless the ordinate
of the point of singularity is negative. The range of validity of Eq. (24) may
therefore be defined by making Eq. (23) equal to zero at the point where
r= 0. Hence

6o (072 1% (26)

For any gradient steeper than the above the discharge is obtained from Eq.
(24), while — for flatter gradients — only the positive area of the velocity
diagram can be considered. The radius r2 pertaining to the zero-axis of the
velocity diagram

(27)
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Therefore, the condition of no-flow will really ensue if the value of r, becomes
equal to r0. However, in this case the fraction on the right-hand side of Eq.
(27) equals unity, wherefrom the gradient at which no flow occurs may be
computed :

flim2 = ~ (r,, + 1IX1. (28)
7710

The limit gradient thus obtained is identical with that calculable from Eq. (10)
with the aid of Eq. (4).

In the range 12> / > discharge can be computed by integrating
Eq. (24) between the limits r0 and r2:

. . -
QZZ: ly - q\ ro — 0t2 1 a Q r, Ir" —rOrj+ 21\ (29)
2 4 2 N4 13 3 )

¢) Tubes with stress-free volume.

A stress-free volume is encountered within the tube, whenever the
range of molecular forces, q, is smaller than the diameter of the tube. Eq. (14)
describing the velocity distribution applies only for the layer of thickness
a, adjoining the wall. A condition of dynamic equilibrium prevails between
gravity and viscous forces acting on water filaments moving in the tube
between the axis and this layer. The distribution of velocities within this
section may therefore be determined by the Hagen—Poiseuille equation,
taking of course into consideration the boundary condition under which
velocity at the point r = rx will be equal to the value derived from Equation
(14):

for ro> > = ro- »,
= 1 1y .
v3 Q —r)+ 2Qrx(r0—r) ;
21 2
(30)
for rl "-To—°>r> o,
1
V3 = 1Y (r2 — -Q (rl-rl) +2 Qrx(r0
27 2 °

Solving, the integral with due regard to the velocity distributions defined
by Eqs. (30) the discharge conveyed by the tube is

ot - g 6 RN @

The gradient, depending on the value of Q, which, substituted into Eq. (31)
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yields the condition of no-flow, is therefrom

8Q 1 _ 1rx 1 n
Yy (4 3 10"~ 12 A

(32)

A careful examination of the forces influencing motion reveals this value
as obviously fictitious. Since the effect of molecular forces extends to but
a part of the tube cross-section, any equilibrium between gravity and the
said forces is impossible. Consequently, in this case no limit gradient can
be spoken of.

Disregarding the negative area of the velocity diagram it can be stated
that, with the gradient tending towards zero, the discharge value approaches
that of a tube with a radius rl:

. (33)

In a tube having a stress-free volume, molecular forces will act, therefore,
like an orifice constricting the tube’s cross-section. In case of no gradient
the degree of constriction will become equal to the entire thickness of the
layer exposed to the molecular forces, whereas — for steeper slopes — the
constriction becomes correspondingly less. The stationary layer may be
computed as a function of other characteristics by determining within the
interval r0> r > rx the radius r3 i. e. the zero point of the velocity diagram :

2T,

1— Y
2Q

(34)

The discharge may be computed according Eq. (31) only until the gradient
is sufficient to prevent the occurrence of negative ordinates in the velocity
diagram. This limit is characterized by the fact that radius r3 the abscissa
of the zero point of the velocity diagram, is equal to radius rO of the tube.
The gradient in question is therefrom obtained as

J3= ‘o (ro- D) (35)

In case of gradients steeper than the above, the discharge may be derived

from Eq. (31), while in the range 13> / > O0the discharge formula is obtained
by integration not between the limits r0 and 0 but between r3and O :

Qxz = I1,4_ fi )+ ~ ri@- ) (36)



188 GY. KOVACS

5. Micro-seepage in permeable layers

In order to apply the relationship describing flow in small-diameter
tubes influenced by molecular forces to the general case of percolation in
permeable layers, interstices of the latter will be considered as a multitude
of tubes having circular cross sections. Although, according to literary data
(H. Lamb, Boussinesq, Stichter, See [3] Yol. 1, Chapter 1, Section 2, Part
2.) percolation coefficients derived theoretically for tubes having triangular
cross-sections give a fairer approximation of flow in the irregular interstices
of the soil, for the present investigation a tube system of circular cross-section
has been assumed. This is deemed permissible since, instead of determining
definite values, only a comparison between micro-seepage and flow influenced
by molecular forces is intended. It is believed that the ratio thus obtained is
affected to a lesser degree by the cross-sectional shape of the conveying system
than the characteristics of motion proper. It should be remembered, further-
more, that the aim of the present study is a tentative definition of the laws
governing the phenomenon vdiich are hardly influenced by these secondary
effects. All conveniences offered by the assumption of a circular cross-section
will therefore be used to advantage for the present investigation.

In substituting a tube system for the interstices of the permeable layer
it should be considered first that, in a soil sample with a cross-sectional area
F in a direction perpendicular to that of flow and a pore volume n, the cross
section available for percolating flow is

Ep—nF 37)

The open cross-section over unit area is taken as composed of s tubes of r0
radius each. The number of tubes composing the substituting system may
thus be computed as a function of the pore volume and the tube radius :

Ffi —nF = T\nF s (38)

According to Darcy, the discharge percolating through a cross-sectional
area F is:
QF = F kl (39)

This discharge may also be calculated if we multiply the discharge, conveyed
by a single tube of radius r0, by the number of tubes over area F :

Qf—F s Q (40)
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Combining Eqgs. (39) and (40) we obtain the permeability coefficient :

K_ sQ = T1 Q (41)
1 r\n |

Deriving the discharge conveyed by a single tube from the Hagen— Poiseuille
formula we obtain the permeability coefficient valid for the case of equi-
librium between gravity and friction, while the substitution of different
discharges characteristic for different ranges of micro-seepage yields different
apparent permeability coefficients which enable us to compare microseepage
and that following from Darcy's law. The following k coefficients have thus
been established :

type of flow described by Darcy's law
ny 2
ko — (42)
0 8r/ ro>

micro-seepage
the boundary case of types offlow with and without stress-free pore volumes

2Q
KU — MY T2 1- (43)
81 iy .

floiv type with the entire pore volume under stress

(44)

8U 3
1-3 Z,r (45)
3ly r10

flow with stress-free pore volume

for
Yy
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(46)

(47)

(48)

Micro-seepage may preferably be compared with percolation of the type
described by Darcy by establishing the ratio of permeability coefficients :

h':n
An

(19)

These ratios may be computed by the relationships given below. Individual
ratios will be denoted by indices identical with those used in deriving percola-
tion coefficients. The trend of variation in a is also plotted against head in
Fig. 3. Values of a are as follows :

(50)

(51)

(52)

(83)

(54)

(85)

(56)



THEORETICAL INVESTIGATION INTO MICRO-SEEPAGE 191

The trend of variation in a having been established, the relationship between
velocity and head may also be determined. This method of presentation,
frequently used for problems of a similar nature, clearly indicates the different
characters of micro-seepage and percolation following Darcy's law, respectively.
(Fig. 4.

Fig. 3. Variation of a = —— values with head (gradient)

Conclusions

The validity-range of Darcy's law is investigated in the first part of
the paper. Experiments reported in the literature are reviewed showing, on
the one hand, that a linear relationship between velocity and head in coarse-
grained layers cannot be accepted even by way of approximation, and,
demonstrating, on the other hand, that — even in respect of one and the
same layer — Darcy’s law is valid only between two well defined gradients.
Relying partly on the investigations of Heinrich and Desoyer, partly on
studies conducted together with Dr. E. Mosonyi and published previously,
the author attempts to explain the validity range of the linear percolation
law by determining the effect of forces involved. Theoretical considerations
have led to the conclusion that Darcy's law is applicable, as afair approximation



192 GY. KOVACS

for describing percolation phenomena only if in comparison with gravity and
friction all other forces influencing movement are negligible. At the upper limit
of the velocity range inertia forces exert increased influence, while the lower
limit is indicated by increased molecular effects.

Beyond the validity range of the linear percolation law investigators
have attempted to determine the relationship between velocity and head by
experimental methods only. Gradients in the region of movements governed

Fig. 4. Relation between velocity and head (gradient) in the range of micro-seepage

by molecular forces are so small that the head in the experimental equipment
hardly exceeds, or remains within, the limits of error in surface measurements.
Consequently, relationships determined experimentally apply, almost without
exception, to the range of high gradients i. e., to flow-types in which the
effect of inertia forces is predominant. Efforts aimed at a theoretical investi-
gation of micro-seepage are, therefore, by no means superfluous, and a research
into the nature of laws governing these flow types is well justified — although,
owing to the lack of experimental measurements, no formidae suitable to
numerical computation can as yet be given.

Of the molecular forces, surface tension at the contact-surface of water
and air may be neglected. In case of a submerged layer the perimeter is so
small in relation to the area of contact that capillary forces may be neglected,
whereas — in case of a water surface within the layer — the effect of the;
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capillary force may be eliminated from further investigations by means of
a reduction to be determined on the strength of previous experiments.

The effect of the molecular force acting at the contact of fluid and solid
wall diminishes with increasing distance from the wall. W hether we explain
this effect by mass attraction or by an electric double layer formed along the
wall, the reduction in a tube of circular cross-section may, with afair approxi-
mation, be assumed to be linear.

By establishing the formula of the equilibrium between gravity, internal
friction and the molecular force so defined, we are in a position to determine
the velocity distribution brought forth in tubes of circular cross-section by
micro-seepage-like flows. As regards the character of movement, distinction
must be made between tubes in which the effect of molecular forces extends
beyond the tube axis and tubes having a stress-free volume at the centre.
A considerable simplification of calculation enables us to treat the boundary
case of the two conditions separately. The velocity diagram has also negative
ordinates in the range of low gradients. However, molecularforces being passive
in nature, they only tend to retard movement induced by the active force, i. e
gravity, and cannot induce backflow. Within the above mentioned ranges flow
types induced by gradients higher, or lower than a definite limit must therefore
be considered separately. The limit value is the gradient at which an inter-
mediate zero value occurs in the velocity diagram. In case of gradients higher
than this limit the entire velocity diagram, while in cases of lower ones only
its positive section can be used in computing discharge. With due regard
to validity limits, we can determine the relation existing between the discharge
in the tube on the side and the characteristic values of tube and forces on the other.

Substituting a water-conveying system of tubes for the interstices of
the permeable soil layer the relationships between the physical properties
of the layer and the constants of the tube system can be computed. On
basis of these relationships the apparent permeability coefficient can be obtai-
ned for different ranges of micro-seepage as the ratio of flow velocity and
gradient. Besides the magnitude of the molecular forces and the characteristics
of the substituted tube system the said coefficient depends also upon the gra-
dient, and is thus in contrast with the permeability coefficient of Darcy,
which is idependent of the gradient. Dividing the said permeability coeffi-
cients by the Darcy coefficient computed for corresponding conditions, a ratio
a depending upon the gradient is obtained which presents a clear indication
of the discrepancy between micro-seepage and percolation types following a
linear relationship (Fig. 3.).

Having thus established the law governing the variation of a according
to gradient, the character of the relationship between velocity and gradient
— usually plotted in investigations of percolation phenomena — may be
determined alsofor the case of micro-seepage. A deeper insight into the character

13 Acta Technica XX1/1 -2.
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of the relation and the resulting limit values as well as the necessary further
division of the range of micro-seepage facilitate experimental work indis-
pensable for the further study of the problem. Planning of experiments, the
determination of values to be measured and of the number of measurements
to be made are geatly aided by the exploration of relationships involved.
If the above conclusions, arrived at theoretically, are confirmed by measure-
ments, the number of difficult observations may significantly be reduced.

Movements of groundwater in the Hungarian plains may generally be
classified as falling into the group of micro-seepage. The continued study
and early solution of the problem will, therefore, greatly promote investi-
gations into the waterhousehold of the soil.
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SUMMARY

In the introductory part of this paper the Darcy law is shown to be ill suited for the
fair description of flow phenomena involved in the percolation process, unless all forces influ-
encing motion except gravity and friction can be neglected. The validity range is limited at
the upper side by the increased effect of inertia forces, while at the lower boundary molecular
forces are no more negligible.

Studying the range influenced by molecular effects, i. e., the range of micro-seepage,
it may be stated, that the molecular force between the solid boundary and the liquid decreases
with the distance from the wall. Regardless whether mass attraction or an electric double layer
is given as the explanation of the phenomenon, the decrease may with fair approximation be
assumed as linear in conduits having a circular cross-section.
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Considering equilibrium conditions between molecular forces, gravity and viscous forces,
the velocity distribution in circular conduits can be determined for the case of micro seepage
and the relation between discharge and force characteristics can be established.

Representing interstices of the permeable layer by a conduit system, constants of the
latter and soil characteristics of the layer can be interrelated. Proceeding in this basis the
virtual permeability coefficient of micro seepage may be established as the ratio of gradient
and velocity. The comparison of the latter and of the permeability coefficient by Darcy can
well be used for the description of flow conditions within this range.

THEORETISCHE UNTERSUCHUNG DER MIKROFILTRATION

GY. KOVACS

ZUSAMMENFASSUNG

Einleitend stellt der Bericht fest, das Gesetz von Darcy eignet sich nur dann mit guter
Annaherung zur Erfassung der Sickerungserscheinungen, wenn neben der Schwerkraft und der
Reibung die ubrigen auf die Strémung wirkenden Kréfte vernachldssigt werden kdnnen. An der
oberen Grenze des Giltigkeitsbereichs steigt der Einfluss der Tragheit, wéhrend die untere
Grenze durch die zunehmende Einwirkung der Molekularkrafte gekennzeichnet ist.

Eine Untersuchung dieses letzteren Bereichs — der Mikrofiltration — fuhrt zu der
Erkenntnis, der Einfluss der Molekularkraft zwischen Wand und Flissigkeit nimmt mit der
Entfernung von der Wand ab. Ob man nun diese Erscheinung auf die Massenanziehung oder
auf die Einwirkung einer an der Wand entstehenden doppelten elektrischen Schicht zuriick-
fuhrt, kann diese Annahme in kreisrunden Rdhren mit guter Annaherung als linear betrachtet
werden.

Aus der Gleichgewichtsbedingung zwischen Molekularkraften, Schwerkraft und innerer
Reibung lasst sich fur den Fall der Mikrofiltration die Geschwindigkeitsverteilung in kreis-
runden Rohren, sowie der Zusammenhang der Wasserfuhrung in der Réhre mit den Kenn-
grossen der Rohren und der wirkenden Krafte ermitteln.

Werden die Poren der wasserfihrenden Schicht durch ein Rohrennetz ersetzt, dann
kann man die Beziehung zwischen den bodenphysikalischen Kennwerten der Schicht und den
Konstanten des Rohrennetzes berechnen. Mit deren Hilfe l&sst sich fur die Mikrofiltration ein
scheinbarer Sickerbeiwert ableiten, der dem Quotienten von Geschwindigkeit und Gefalle
gleich ist. Vergleicht man diesen mit der Durchlassigkeitszahl nach Darcy, dann erhéalt man
einen geeigneten Kennwert zur Charakterisierung des Strémungszustandes in diesem Bereich.

ETUDE THEORIQUE DE LA MICROFILTRATION

GY. KOVACS

RESUME

En introduction, I’étude établit, que la loi de Darcy n’est applicable avec une bonne
approximation a la description des phénoménes de filtration, que si I’on peut négliger I’'influence
exercée sur I’écoulement par des forces actionnantes autres que celles de gravité et de frottement.
A la limite supérieure du domaine de validité, c’est I’effect de I’inertie qui s’augmente, la limite
inférieure étant marquée par I’influence de plus sensible des effets moléculaires.

En examinant dernier domaine — celui de la microfiltration — on peut constater que
I’effect de la force moléculaire s’exercant entre la paroi solide et le liquide diminue en s’éloignant
de la paroi. Ce phénomeéne explique soit par la force attractive des masses, soit par la formation
d’une double couche électrique le long de la paroi, cette diminution dans un tuyau de section
circulaire peut étre estimée linéaire avec une bonne approximation.

En établissant I’équilibre des forces moléculaires de gravitation et de frottement, on en
peut déduire, pour le cas de microfiltration, la répartition des vitesses dans des tuyaux circu-
laires, ainsi que la relation du débit dans un tuyau avec les valeurs caractéristiques des tuyaux
et des forces actionnantes.
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En remplagant les pores de la couche aquifére par un réseau de tubes transportant |’eau,
on peut calculer la relation entre les caractéristiques géophysicaux de la couche et les constantes
du réseau de tubes. Ainsi peut se déduire — pour le cas de microfiltration — un coefficient
virtuel de filtration égal au quotient de la vitesse et de la perte de charge. Le rapport de ce
dernier au coefficient de filtration de Darcy, permet de bien caractériser I’écoulement dans ce
domaine.

TEOPETUYECKOE WCCJ/IEAOBAHVNE MMNKPODPUNIBTPALINN

L. KOBAUY

PE3FOME

B BBeAeHWM CTaTbM YCTAHOBJ/IEHO, UTO A/151 OMNpefefieHNs ABMeHWU MUKpPoUbTpaLmm
3aKOH [lapcy MOXET 6bITb MPUMEHEH C XOPOLUMM NPUOIMKEHUEM TO/IBKO B TOM Cry4ae, €c/u
MOXHO NpeHe6peyb AeiiCTBMEM BCEX CWUJ, CO3AAIOLLNX ABVKEHWE, KPOME AEMCTBUSA CUT TSHKECTU
N TpeHusi. Ha BepxHem mopore 061acTu AeCTBUTENIbHOCTM BO3pacTaeT B/IUSIHWE HEBO3MOX-
HOCTW, & HUXXHWIA MOPOr XapaKTepmn3yeTcs 60MbLLeR AeNCTBEHHOCTLIO MOEKYNSIPHbIX 3heKTOB.

M3y4yast 3Ty nocnefHo 061acTb— 06/1acTb MUKPOUILTPALMN — , MOXHO YCTaHOBUT,
4TO feiCTBME MOJMEKYNSIPHBIX CW/A, BO3HMKAOWMX MeXAy TBEepAOA CTEHON W XMAKOCTbHO,
YMeHbLUAeTCA Mo Mepe yAaneHusi oT cTeHbl. O6GbLACHAA 3TOT AMPEKT CUMON NPUTSKEHUSA, UK
e ABOVHbIM 3/IEKTPUYECKMM C/I0eM, 06pasyroLMMcs BAO/b CTeHbl, MOXHO MpeanonaraTb, YT
YMeHblLeHNEe B TPy6e KPYraoro ceyeHWst sIBMSIETCS C XOPOLUMM MPUBAMKEHWEM JIMHENHbIM.

BbiBeAs ypaBHeHVE PaBHOBECUSI MOMEKYNAPHBIX CUJI, CUMbl TSHKECTU U CUMbl BHYTPEH-
Hero TPEeHUsl, MOXHO OMNpefeNuTb pacnpefeneHne CKOPoCTW B TPy6e KPYrnoro ceyeHus Anst
cnyyas [BUXXEHMWS >KUAKOCTW, COOTBETCTBYHLLEE XapaKTepy ABWKEHWUS MNpU MUKPODUIbT-
pauun, fanee MoOXHO ONpPefennTb TaKXXe 3aBUCUMOCTb MEeXy pacxofoM B Tpy6e 1 BelmunHamu
XapaKTepusyLM1 [eAcTByOWMe B Tpybe Cunbl.

CBsizb MeXJy (U3NKO-MeXaHUUECKUMW XapaKTepUCTUKaMUW FpyHTa U MNOCTOSIHHbIMU
cucTeMbl TPy6 onpefienisieTcsl MyTeM 3aMeHbl LUBOB BOAOMPOHMLAEMOr0 C/I05i CUCTEMOW BOAO-
NpoBOAALMX TPYO, C MOMOLLLI KOTOPbIX MOXHO ONPeAe/IUTb MHUMbIA KO3((MULUEHT DUNIbT-
pauun, KOTOpblA paBeH OTHOLLEHWMIO CKOPOCTM W Haropa MWKPO(WbTpaLumn, conocTaBnss
3T0 € KO3((ULMEHTOM (UNbTpauumM no [Japcu, MOXHO XOPOLUO XapaKTepu3oBaTb COCTOSIHUE
ABVMXEHNA B 3To 06nacTu.



FESTIGKEIT DER TREIBRIEMENLEDER
BEl DAUERNDER BEANSPRUCHUNG*

G. TOTH
DOKTOR DER CHEMISCHEN WISSENSCHAFTEN

und

F. WAIGAND

[Eingegangen am 22. Juni 1957.]

Die Ermindungssymptome der Fertigleder bei langer Beanspruchung
sind seit langem bekannt, bisher wurden jedoch keine entsprechenden Unter-
suchungsmethoden zu deren Messung entwickelt. Als derartige Ermidungs-
proben sind z. B. vielfaches Biegen [1] oder Laufen [2] der Treibriemen
durch mehrere Scheiben zu betrachten. In der Eisen- [3] und der Textil-
industrie [4] sind die Dauerbeanspruchungsprifungen bereits viel weiter
fortgeschritten. Deswegen hielten es die Verfasser fiur geboten, auch bei
Fertigleder derartige Untersuchungen vorzunehmen.

Dabei gingen wir von der Erfahrung aus, dass die Reissfestigkeit von
der Zuggeschwindigkeit abh&ngt. Falls Fertigleder nahezu bis zur Reissfestig-
keit belastet wird, macht sich ein leises Knistern bemerkbar, das sich stets
haufiger wiederholt, bis das Leder nach einiger Zeit reisst. Die Verfasser nah-
men an, dass durch die Ungleichmdssigkeit der Faserbiindel einige stérker
belastet werden, wodurch erst die am wenigsten dehnbaren Fasern, sodann die
anderen nach einander reissen, undzwar in umgekehrtem Verhéltnis zu
ihrer Dehnbarkeit. Voraussichtlich springen manche Fdden bereits bei einer
stark unter der Reissfestigkeit stehenden Spannung, eine Erscheinung, die
mit der Stoffermudung durch Dauerbeanspruchung in Verbindung stehen
durfte. Je mehr sich die Faserbundel und Lederschichten untereinander in
der Dehnbarkeit unterscheiden, bei einer umso geringeren Spannung beginnt
die Stoffermidung und der Reissprozess.

Zur Untersuchung der Festigkeit einzelner Faserbiindel stehen uns
noch nicht die geeigneten Mittel zur Verfigung, dagegen l&sst sich die Festig-
keit der verschiedenen Lederschichten durch Spalten genau verfolgen. Die
Autoren haben in ihrer letzten Arbeit [5] darauf hingewiesen, dass die maxi-
male Reisskraft, die beim gleichzeitigen Zerreissen mehrerer Lederschichten
gemessen wurde, geringer als die algebraische Summe der Reisskrafte der
einzelnen Schichten ist und dass diese Maximalkraft sich aus den Kraft-
Dehnungsdiagrammen der einzelnen Schichten berechnen lédsst.

* In der Sitzung der Wissenschaftlichen Vereinigung fur Lederindustrie am 7. Juni
1957. in Budapest abgehaltener Vortrag.
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Diese Experimente haben die Annahme der Verfasser bestdtigt, dass je
ungleichmaéssiger die Dehnbarkeit der Lederteile ist, bei einer umso geringeren
Kraftwirkung reisst das Leder, wobei durch die ungleichmé&ssige Dehnung
der Faserbindel der Riss nicht auf einmal, sondern stufenweise erfolgt. Vertei-
lung, Dicke, Aschern, Gerbung und Fettung der vielen hunderttausend
Faserbundel sind nicht gleichmé&ssig, und da die steiferen Fasern schneller
reissen, macht sich ein Knistern bemerkbar, sobald das Leder einer der Reiss-
festigkeit anndhernden Relastung ausgesetzt wird.

Die Verfasser dachten, als Prifungsmethode fiir Dauerbeanspruchung
kénne mit Erfolg ein Gerdt verwendet werden, welches das Leder mit konstan-

ter Kraft belastet. An einem Arm des doppelarmigen Hebels des auf Abb. 1.
sichtbaren Gerédtes wurde das zu priifende Ledermuster befestigt, waéahrend
der andere Arm des Hebels, bei bekannter Ubertragung lingere Zeit hindurch
dauernd mit einem bestimmten Gewicht belastet und die Zeit gemessen wurde,
nach der das Leder riss. Bei den Versuchen wurden hauptsédchlich Treibriemen-
leder geprift und aus den Stellen, die die ungarische Normen fir Probeent-
nahme vorschreiben, wurden [6] 33 X 7 cm grosse Proben herausgeschnitten
und diese zu 9 kleinen (110 X 10 mm) Reissversuchsticken ausgestanzt.
Bei den mittleren Probesticken wurde die Reissfestigkeit (er) bestimmt und
hei den anderen, mittels 6 gleichen Geréten (siehe Abb. 1.), hei bekannter
Belastung (ff), die Reissdauer festgestellt.

Die obere Einspannbacke p schliesst sich gelenkartig au den kirzeren Arm des zwei-
armigen Hebels an, wahrend die untere mit einer Schraube cs an die Geradfuhrung e des Gestells
fixiert wurde. Mittels Schraube cs wird der zweiarmige Hebel wahrend der ganzen Prifungszeit
in horizontale Lage gebracht. Auf dem langeren Hebelarm sind die der gewtinschten Spannung
entsprechenden Gewichte angebracht. Bei Treibriemen wurden zur Einstellung der dauernden
Belastung Gewichte von 20 kg verwendet. Die L&nge des Belastungsarmes h wurde jedesmal

genau berechnet. Die Berechnung beruhte darauf, dass die untere Einspannbacke 0,5 kg wiegt,
wéahrend der Belastungsarm h dusser dem Gewicht der oberen Backe noch mit 3,5 kg das Gleich-
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gewicht halt. Demnach sollen der jeweiligen Belastung noch 4 kg addiert werden. Da die Lange
des kiirzeren Armes 5,0 cm betrdagt und auf dem langeren Arm das Gewicht von 20,0 kg ange-
bracht wurde, so ist die dauernde Belastung

M= - - , hieraus h cm

wobei a die Breite des Probestiickes in cm
b die Dicke des Probestiickes in cm

und o' den Wert der dauernden Belastung darstellt, wobei o' = x u ist. Der Wert von x lag
bei den Versuchen im allgemeinen zwischen 0,60 — 0,80.

Die Verfasser unternahmen zahlreiche Versuche mit Treibriemenledern,
um den Zusammenhang zwischen Reissdauer und Belastung festzustellen.
Sie fanden, dass zwischen den Logarithmen der Reissdauer und der Belastung,
innerhalb gewisser Grenzen, ein linearer Zusammenhang besteht. Falls bei
Bestimmung der Reissfestigkeit der Riss in einer Minute erfolgt, kommt dessen
Wert auf dem Belastung-log t Diagramm auf den Nvdlpunkt der Abscisse zu
liegen. Bei einer Reissdauer unter einer Minute besteht kein linearer Zusammen-
hang mehr. Deshalb wurde bei der Bestimmung der Reissfestigkeit die Zug-
geschwindigkeit von der Gblichen [7] 50inm/Minute auf 2mm/Minute reduziert.
Bei dit:ser Geschwindigkeit erfolgt der Riss des Riemenleders effektiv nach
einer Minute und nach Erfahrung der Autoren dirfte die Streuung der Bestim-
mungswerte geringer sein.

Auf dem Belastung-log t Diagramm wurden somit zwei Punkte des
geraden Abschnittes bestimmt, undzwar die in einer Minute erfolgte Reisskraft
und — mittels des Gerats nach Abb. 1. — die der bestimmten Belastung an-
gehdrende Reissdauer. Die Belastung wurde im allgemeinen so eingestellt,
dass die Reissdauer zwischen 1/2 Stunde und 2 Wochen fiel. Bei den ersten
Experimenten wurden die Versuchskdrper mit verschiedenen Belastungen
zerrissen, auf Grund der Erfahrungen hat es sich jedoch alsrichtiger erwiesen,
wenn eine Versuchsserie mit der gleichen Belastung (im alig. mit 60— 80%
der Reissfestigkeit) durchgefiihrt wird, wobei der Mittelwert der verschiedenen
Reissdauern in Betracht gezogen wird.

Abb. 2. enth&lt die Logarithmen der Reissdauer (t in Minuten) von zwei
Treibriemen mit verschiedener Reissfestig keit,als Funktion der Belastung.
Die geringste Belastung, bei welcher das Treibriemenleder zerrissen werden
konnte, betrug 32% der Reissfestigkeit, wobei der Riss nach 271 Tagen erfolgte.
Es ist ersichtlich, dass dieW erte der Logarithmen der verschiedenen Belastungs-
zeiten bei ein und demselben Leder zwischen weiten Grenzen auf der selben
Geraden liegen. Dies ist die Dauerlinie. Nachdem die Forschungen in der
Eisen- [3] und in der Textilindustrie [4] ergeben haben, dass sich die Reissdauer
mit der Spannung logarithmisch &ndert, ist es anzunehmen, dass aus der

Dauerlinie durch Extrapolation auf die Lebensdauer der Treibrn men gefolgert
werden kann.
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Die erste Tafel enthdlt die ausfihrlichen Daten der Dauerbelastungs-
proben von 33 Treibriemen und einigen anderen Lederarten. Es ist ersichtlich,
dass bei Treibriemen von guter Qualitdt, bei 100 kg/cm2 Belastung die log t
W erte grosstenteils zwischen 6—7 liegen, es wurden jedoch auch hohe, heraus-
ragende Werte gefunden (Leder Nr. 18, 30, 36). Ausgesprochen schadhafte
Treibriemenleder sind bei 100 kg/cm2 Belastung nur von kurzer Dauer.
(Leder Nr. 32, 33). In Anbetracht dessen, dass die Treibriemen an den Stellen
der geringsten Festigkeit (z. B. bei der Naht) oder an den am stdarksten bean-
spruchten Stellen reissen, die Rubrik Nr. 7 jedoch nur mittlere Werte verzeich-
net, kénnen diese Angaben nur als Indexziffern angesehen werden.

k*/cT2

Um die Versuchsdaten mit der Haltbarkeit in der Praxis zu vergleichen, wurde aus
eingebrannten Halsstreifen ein Treibriemen hergestellt, mit diesem ein rotierendes Fass ange-
trieben, und die Dauerbelastungsproben parallel durchgefiihrt. Die Reissfestigkeit des Treib-
riemens betrug 300 kg/cm2. Bei Dauerbelastung wurden folgende Werte gemessen :

Bei einer Belastungvon 240 kg/cm2 betrug die Reissdauer 40 Min., log t 1,60

Bei einer Belastungvon 215 kg/cm2 betrug die Reissdauer 400 Min., log t = 2,60

Bei einer Belastungvon 190 kg/cm2 betrug die Reissdauer 2400 Min., log t = 3,38.

Von diesen Werten ergibt der zweitedie steilste Dauerlinie, von dieser extrapoliert auf
65 kg/cm2 Belastung betrdgt der Logarithmus der Reissdauer log t = 5,6, wonach der Riss
nach 0,8 Jahr erfolgen wirde.

Aus diesem Leder wurde ein Treibriemen hergestellt, und mit diesem ein rotierendes
Fass angetrieben. Die Angaben des Motorantriebes sind folgende :

NOMINAITEISTUNG ..o 9,5 PS
Leistung auf Grund der Stromaufnahme. 6,4 PS
Riemenléange.... 540 cm

Scheibendurchmesser... . 180 mm, bez. 480 mm
RiemengesChwindigKeit. ..o 918 cm/Sec.

Nach den Treibriemenmasstabeilen berechnet, wéare ein Treibriemen von 5 X 100 mm?2
Querschnitt erforderlich [8]. Statt dessen betrug jedoch der Querschnitt des Versuchstreibriemens
3,5 X 85 = 295 mm2 Dieser wurde auf einem Abschnitt mittels 100 mm langer Ausschnitte
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stufenweise auf 38 mm2reduziert, wobei der Riemen riss. Demnach betrug die effektive Maximal-
kraft 300 X 0,38 = 114 kg.

Der zerrissene Treibriemen wurde wieder zusammengeklebt und ein Ausschnitt von
der Grosse angebracht, die einer Belastung von 63 kg/cm2 entsprach. Mit diesem Querschnitt
(3,5 X 30 173 mm2) liefder Treibriemen kontinuierlich, um nach der stdndigen Beanspruchung
von 0,73 Jahr zu reissen. Dieser Wert stimmt mit dem Extrapolationswert von 0,80 Jahr recht
gut Uberein.

Durch Verengen des Treibriemens an einer Stelle wurde verhitet, dass die durch die
[Saht verursachte Festigkeitsverminderung die Haltbarkeitsdauer beeinflussen soll. Dabei
wurde festgestellt, dass nach Behebung dieses storenden Moments die praktisch gefundene
Dauerhaftigkeit mit den durch die Versuchsmethoden gefundenen Dauerwerten der Ordnungs-
grosse nach Ubereinstimmt.

Um die Bedeutung der Richtungstangente der Dauerlinie zu beleuchten,
sollen 3 Beispiele angefiihrt werden. Bei den Experimenten wurde die Erfahrung
gemacht, dass die Richtungstangente der Dauerlinien verschiedener Leder
bedeutende Differenzen aufweisen, ein Beweis dafiir, dass Leder mit hoherer
Reissfestigkeit nicht unbedingt auch haltbarer sind. So wurde z. B. ein Treib-
riemen minderer Qualitdt geprift (Tab. Nr. 1. Leder Nr. 32.), der versuchs-
weise so hergestellt worden war, dass eine ungenligend durchgegerbte Leder-
probe in heisem Fett eingebrannt wurde. Die Reissfestigkeit dieses Versuchs-
stickes betrug allerdings 220 kg/cm2 es riss jedoch bei der Dauerbelastung
aussergewohnlich schnell. Nach der Extrapolation auf der Dauerlinie sollte
es bei 100 kg/cm2 Belastung in 2 Tagen reissen, wahrend die kaltgefetteten
Treibriemen guter Qualitdt — mit einer kaum hoheren Reissfestigkeit — bei
derselben Belastung mindestens 1/2—1 Jahr lang dauern. Wahrend der Wert
der Reissfestigkeit des vorliegenden Leders nur um 30% unter dem Durch-
schnitt der Versuchsserie liegt, fiel die Reissdauer — selbst bei Beachtung der
niedersten Werte- auf 1/100-tel Teil. Es zeigt sich, dass die Bestimmung der
Reissdauer ein wesentlich empfindlicherer Indexziffer, als die Reissfestigkeit
ist.

Aus der statistischen Aufarbeitung der Tafel Nr. 1. geht hervor, dass
die Dauerbelastungsprobe auch zur Qualifizierung des Leders beitragen kann,
im allgemeinen weisen Leder mit hoherer Reissfestigkeit auch hdhere Rich-
tungstangenten der Dauerlinien auf, obwohl sich diese Tatsache als Regel
nicht behauptet. Auf Grund der Durchschnittswerte der gepriften Riemen-
leder ergaben sich folgende Werte :

Bei Treibriemen Uber 400 kg/cm 2 Reissfestigkeit tg a = 45
” y zwischen 300—400 ” ” , = 35
” ” ” 250—300 ” ” ., = 26
” ” ” 200-250 ” ” , = 18

Vom Gesichtspunkt der Lebensdauer der Treibriemen ist die wéahrend
des Gebrauchs erfolgte stdrkste Beanspruchung, die bei Zerren und Antrieb
der Riemen auftritt, und deren Haufigkeit ausschlaggebend. Diese stdrkste
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Beanspruchung kann jedoch verschieden sein. Deshalb kommt es vor, dass
von zwei Treibriemen der eine bei stdrkerer, der andere bei geringerer Belas-
tung sich als dauerhafter erweist. So wiesen die Treibriemen Nr. 7. und 29.
(Tab. 1.) bei einer Belastung von 100 kg/cm2 die gleiche Lebensdauer auf.
Bei einer Belastung Gber 100 kg/cm 2jedoch wird Leder Nr. 7., unter 100 kg/cm2
Leder Nr. 29. sich als dauerhafter erweisen (Abb. Nr. 3.). Leder Nr. 6. wird —

trotz stdrkerer Reissfestigkeit — praktisch bei jeder Beanspruchung schneller
reissen als Leder Nr. 29.

K9/cTr

Zuletzt hat Tschernow [9] darauf hingewiesen, dass bei
Dehnung des Leders eine Orientierung der Fasern erfolgt, die eine Erhdhung
der Reissfestigkeit bedingt. Auch bei ldngerer Beanspruchung der Treibriemen
ist eine Orientierung der Faserbindel zu erwarten, die Autoren fanden jedoch,
dass die geringfligige Erhdhung der Reissfestigkeit die normalen Streuungen
nicht ubertrifft. Abb. 4. zeigt die Dauerlinien zweier verschiedener Treib-
riemenleder (Tab. I. Leder Nr. 30, 31.) ausser Gebrauch (ausgezogene Linie),
und die aus diesen hergestellten Treibriemen nach zweijadhrigem Gebrauch
(gestrichelte Linie). Aus diesen zwei verschiedenen Treibriemenledern wurde
ein gemeinsamer Treibriemen hergestellt der nach zwei Jahre langem Gebrauch
bei dem Kleben des Riemens — verfertigt aus dem Leder Nr. 31 — riss. Es
ist bemerkenswert, dass die Dauerlinie nach dem Gebrauch in beiden Fallen
steiler wurde, was eine Verminderung der Lebensdauer bedeutet. In Anbetracht
dessen, dass die gebrauchten und die ungebrauchten Treibriemen gleichzeitig
untersucht wurden, — indem die ungebrauchten Treibriemenleder-Proben
auch zwei Jahre lang gelagert worden waren — wurde jede Wirkung einer
durch Lagerung erfolgten Verdnderung bei diesem Versuch vermieden.



Benennung
Nr. d. Leders

I. [ Pflanzlich gegerbtes
kalt gefettetes
Riemenleder

Durchschnitt

2. Pflz. gegerbtes
kalt gefettetes
Riemenleder

Durchschnitt

3. Pflz. gegerbtes
kalt gefettetes
Riemenleder

Durchschnitt

4. Pflz. gegerbtes
kalt gefettetes
Riemenleder

Durchschnitt

5. Pflz. gegerbtes
kalt gefettetes
Riemenleder

Durchschnitt

6 Pflz. gegerbtes
7 kalt gefettetes
: Riemenleder
8.
9

30. Pflz. gegerbt kalt-
gef. Treibriem-
kupon nach 2
jéhrg. Lagerung

derselbe nach 2
jahrg. Gebrauch

31. Komb. geg. kalt-
gef. Treibriem-
krup. nach 2 jahrg.
Lagerung

derselbe nach 2
jahrg. Gebrauch

32.  Pflz. geg. eingebr.
Treibriem. Aus-
schuss

33.  Pflz. geg. eingebr.
Treibriem. Aus-
schuss

34. Rahmenschulter

35. Narbenempfindl.
Blankhalse

36. Rindbox

Beissfstg.
kg/cm -

350

380

395

375

240

285

270

265

360

370

300

343

340

370

350

353

310

320

310

313

290
360
300
260
290
250
268
295
193
360
205
240
460
350
470
310
220
280
350
270
275
250
235
270

291

337

216

220

220

140

320

200

335

Tafel 1.

Dauer-
Belastg.
kg/cm 2

310
310
285
285
285
248
248
248
248
248
248
235
212
212
212
212
185

228
228
206
206
206
195
195
195

85

240
240
240
240
240
240

240

247
247
247
247
247
247

247

219
219
219
219
219
219

219

217
330
190
164
217
198
209
235
156
300
155
192
323
210
300
215
132
245
245
188
235
158
176
217

233

222

170

174

163

70

244

150

268

Reisedauer
in Minuten

16

80

89

125
790
199
320
400
1600
2 000
3 950
7 950
4020
6 300
8 050
12 500
15 800

50

10

32

315

400

200

320

630

391 000

802
1990
1008

120

220
5 640

1630

80
125
490
340
300
510

307

400
1090
220
1116
1365
905

849

140

2 400
11 705
735
303
372
53
550
35
1510
328
3710
8 055
10 000
3 550
30 500
35

2 160
2 581
46
3870
570
140

850

5980

2 080

42

45

4 000

206

947

9 580

log t

1,20
1,90
1,95
2,10
2,90
2,30
2,50
2,60
3,20
3,30
3,60
2,90
3,60
3,80
3,95
4,10
4,20

1,70
1,00
1,50
2,48
2,60
2,30
2,50
2,80
5,59

3,21

2,48

2,93

2,15
0,78
3,38
4,07
2,87
2,48
2,57
1,73
2,74
1,55
3,17
2,52
3,57
3,91
4,00
3,55
4,48
1,55
3,34
3,41
1,67
3,59
2,75
2,45

1,65

3,60

2,31

2,98

3,98

7

Auf 100 kg cm*
Belastung extrapoliert

log t

5,70

7,55

5,85

6,70

5,30
6,60
6,05
6,80
7,25
6,80
7,10
5,50
6,70
6,60
6,42
6,95
8,70
7,50
7,70
7,60
6,20
7,90
7,80
7,30
7,20
6,00
6,25
6,60

3,50

2,00

6,60

5,90

12,8

Reissdauer

6 Jahre

1Jahre

67 Jahre

1,3 Jahre

9 Jahre

0,4 Jahre
8
2,

12 .,
34,
12 .
23

17,
950 ,,
60
95
%,

150 ,,
120 ,,

38 .,
30

6000 Jahre

105 ,,

21 Jahre

11 Tage

2 Tage

1,5 Stunden

8 Jahre

1,5 Jahre
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Die drei oben angefiihrten Beispiele erldutern klar und deutlich, dass der
Wert der Reissfestigkeit, hauptsdchlich bei strafferem Leder, an sich allein
noch keine Gewé&hr fir die Dauerhaftigkeit bietet, da die kleine Richtungs-
tangente der Dauerlinie ebenfalls eine Vorbedingung fir die Dauerhaftigkeit
des Leders ist. Bei weichem Leder, bei welchem es leicht zur Orientierung der
Fasern kommt, ist diese Erscheinung nicht so auffallend.

Die Streuung bei der Datierbelastungsprobe von neben einander liegen-
den Probekdrpern ist wesentlich starker als bei den Reissproben. Dies l&sst

400-

300\

12 3 4 5 6 7 8 log. t
Abb. 4

sich dadurch erkldren, dass die Dauerbeanspruchung in grésserem Ausmass
von der Lage der Faserbundel als die Reissfestigkeitsprifung abhéngt.

Die neuesten elektronenmikroskopischen Aufnahmen erkldren diese
Erscheinungen. Nemetschek, Grassmann und Hofmann [10] fanden, dass
auf Kollagenfasern, die auf das Doppelte ausgedehnt wurden, die relative Lage
der Querstreifen unverdndert blieb. Auf ihrer Aufnahme zeigt es sich deutlich,
dass die Periode auf einem Abschnitt der Faser nahezu doppelt so gross ist,
als auf den anderen Teilen derselben. Es ist klar, dass bei der Dehnung dieser
Abschnitt als erster reissen wird. Dieser Umstand tritt noch leichter bei
Fertigleder ein, bei welchem die einzelnen Fasernabschnitte infolge der starken
Verflechtung an der freien Bewegung behindert werden, oder wenn die ein-
zelnen Schichten des Lederquerschnittes verschiedene Dehnungswerte haben.

Bei ungleichméssig gegerbtem oder gefettetem Leder weicht die Dehn-
barkeit der &usseren Schichten zuweilen wesentlich von jener der inneren
Schichten ab. Infolgedessen tragen die weniger dehnbaren Fasern der inneren
Schichten bei dauernder Belastung deren Grossteil und reissen schneller.
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Bei dieser Vorstellring Uber die Lage der Faserbiindel wird der Befund
einiger Autoren [11] begreiflich, wonach die Reissfestigkeit der einzelnen
Faserbiundel die Ordnungsgrésse von 50— 60 kg/mm2 aufweist, wéhrend die
Reisskraft aufden Gesamtquerschnitt des Leders bezogen, kaum einen zwanzig-
stel Teil derselben betrdgt. Es ist ferner begreiflich, dass die Reissfestigkeit
nach Tschernow [12], in Anbetracht der Porositdit die Ordnungs-
grésse von 7—15 kg/mm 2 aufweist. Diese Angaben lassen darauf schliessen,
dass nur ein geringer Teil der Faserbindel unmittelbar der Zugkraft aus-
gesetzt ist, und nach deren Riss es stufenweise zum Reissen der anderen Faser-
bindel kommt.

Die Verfasser beabsichtigen Versuche mit anderen Lederarten fort-
zusetzen und ihr Gerédt auch fir wiederholte Beanspruchung zu modifizieren.
Sie versuchen ferner, durch Erh6hung der Empfindlichkeit des Gerdtes die
Streuungen zu reduzieren, und sie hoffen, durch verschérfte Genauigkeit eine
entsprechende Indexzahl fur die Dauerbeanspruchung zu gewinnen. Es ist
bekannt, dass bei praktischem Gebrauch nicht nur die mechanische Ermiu-
dung, sondern auch Alterung und andere Verdnderungen eintreten. Durch
die vorliegende Prifungsmethode kann naturgemd&ss nur auf Verdnderungen
gefolgert werden, die bei dauernder mechanischer Beanspruchung eintreten.
Doch die Anwendung dieser Untersuchung gemeinsam mit den Prifungs-
methoden der chemischen Alterung, erdffnet weitere Mdglichkeiten fir die
Vervollkommnung der Materialpriafungen.

ANHANG

Dr.lstvan Fehér hatte die Liebenswirdigkeit, die Aufmerksamkeit der Autoren darauf
zu lenken, dass aus dem linearen Zusammenhang zwischen den Logarithmen der Reissdauer
und den Spannungen, die Gleichung der Spannung-Zeit Kurve sich folgendermassen berechnen
lasst :

'

0'= —a log i+ b,

wo b den Abstand, den die Gerade von der o’ Ordinata abschneidet, bezeichnet. Dieser Abstand
entspricht der Reissdauer, die bei der in einer Minute erfolgten Reissdauer gemessen wurde,
und die oben mit a bezeichnet wurde.

Demnach ist b= a
ferner o' = — a log t-f-er
a—a’'= alogi
ta= W—=a'

Wenn wir den Wert von a als Einheit betrachten, dessen proportioneller Teil a' ist,
wobei wir zum Logarithmus nat. Gbergehen, so ist

ta= el-a'

Aus dieser Formel lasst sich der Wert von ,,a” berechnen, wobei dieser die Dauerlinie
des Treibriemens charakterisiert.
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ZUSAMMENFASSUNG

Beim Reissen der Treibriemenleder springen die Fasern nicht gleichzeitig, sondern
stufenweise nacheinander. Bei Dehnung werden die Faserbindel infolge ungleicher Herstel-
lung oder durch die Lage der Fasern — nicht gleichmassig belastet, wodurch die starker bean-
spruchten oder weniger dehnbaren Faserbindel zuerst reissen. Im Apparat, laut Abb. 1. kénnen
die Treibriemen bei Dauerbelastung, auch durch einen kleinen Bruchteil der Reissfestigkeit
langere Zeit hindurch zerrissen werden. Soriss z. B. ein mit 32% der Reissfestigkeit belasteter
Treibriemen nach 271 Tagen. Bei ein und demselben Leder liegen die Logarithmen der Reiss-
dauer verschiedener Belastungen innerhalb weiter Grenzen auf einer Geraden.

THE STRENGT OF BELTING LEATHER UNDER PERMANENT LOAD

G. TOTH and F. WAIGAND

SUMMARY
At tensile strength tests, the fibres of belting leather do not break at once, but gradually
one after the other. At stretching, the bundles of fibres — as a consequence of irregularities
of manufacture or of the arrangement of the fibres — are not stressed uniformely, and the

bundles which are stressed to a higher extent or which have a smaller elongation break sooner.
In the apparatus according to Fig. 1, driving belts can be broken by a small fraction of their
tensile strength acting for a prolonged time. E. g. adriving belt submitted to 32% of its usual
tensile strength broke after 271 days. For the same leather, the logarithms of the breaking
times belonging to the different loads are situated, within wide limits, on a straight line.

LA RESISTANCE A LA TRACTION DES COURROIES DE TRANSMISSION EN CUIR
AUX CHARGES PROLONGEES

G. TOTH et F. WAIGAND

RESUME

Aux essais de traction des cuirs pour courroies de transmission, la rupture de toutes
les fibres ne s’effectue pas simultanément, mais de facon progressive. Par suite des inégalités
de fabrication et de I’arrangement des fibres, les différents faisceaux de fibres ne sont pas
soumis a une charge uniforme, de sorte que les faisceaux plus chargés, ou ayant un allongement
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moindre, se déchirent plus tot. Au moyen de I’appareil représenté sur la fig. 1, les courroies de
transmission peuvent étre déchirées sous charges prolongées, méme & de petites fractions de
la résistance a la traction. Ainsi une courroie chargée par 32% de la résistance a la traction,
fut déchirée aprés 271 jours. Pour le méme cuir, les logarithmes des temps de rupture appar-
tenant aux différentes charges sont situées sur une droite, pour des valeurs comprises entre
de larges limites.

MPOYHOCTb KOX MALUVNHHBIX PEMHEW B CNYYAE A/IMTE/IbHOW HAMPY3KW
r. TOT n ®. BAWUTAHJ,

PE3FOME

Mpy paspbiBe KOX MaLLUMHHbIX MPUBOAHbLIX PEMHEl BOMOKHA Pa3pblBalOTCA He cpasy,
a MOoCTerneHHO Apyr 3a Apyrom. Mpu pacTsHKeHUW MyUKM BOMOKOH — BCMEACTBUE HEPOBHOCTU
NPOW3BOACTBA, WM pacnpefeNeHns BOMOKOH — HAarpy3KUXeHbl He 0AMHAKOBO M My4YKW BOSO-
KOH, Ha KOTOpble [EACTBYeT 6oMbluas Harpyska mav o6najaiolime MeHbLUMM PacTsHKeHMEM,
paspblBatoTca GbicTpee. Mpu nomolum NpuGopa, NPUBELEHHONO Ha puC. 1, MalUMHHbIE MPUBOA-
Hble PEMHM MOXHO paspbiBaTb MPU NPOAC/KUTENLHOW Harpyske, NpUKIagbiBas B TeUeHUM
NPOAOMIKNUTENBHOTO BPEMEHN NULLL HEGO/bLLYI0 YacTb HArpysKu, COOTBETCTBYIOLLEH COMpPOTUB-
NEHNI0 Ha paspbIB. Tak, Hanpumep, Npyu Harpyske Ao 32% COMPOTUB/EHUS! HA Pa3pbIB NPUBOA-
HOli pemeHb pasopBancsa yepes 271 feHb. /151 04HOTO M TOrO XK€ CopTa KOXMW fIorapudmbl Bpe-
MeHV paspbiBa NPU Pas/inuHbIX HArpy3Kax B LLMPOKMX MpeAeniax fexar Ha HeKOTOopoi MpsiMOiA.
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Einleitung

Als Ausgangsdaten zu einer zeitgeméssen Berechnung eines Kegelrad-
triebes gelten die folgenden :

N — Ubertragene Leistung [PS]
nj = Drehzahl des kleinen Rades [1/Min
i = Ubersetzung des Triebes —
<= Achsenwinkel [0]
a = Pressungswinkel [0]
x = --—--= Yerhdltniszahl ; Zahnldnge per Planrad-
Rp
halbmesser —
kz = zulé&ssiger Wert des Flankenpressungsfaktors [kg/cm 2]

Eine sinngemé&sse Formel zur Dimensionierung soll selbstverstdndlich
als eine Funktion in folgender Form aufgestellt werden :

Y = F(N,itj, i, 9 a x, k.) 1)

Mit anderen Worten, die rechte Seite der Gleichung enth&lt die sieben
unabhéngigen Verénderlichen, und die linke Seite soll eine einzige, den Kegel-
radtrieb bestimmende Dimension eindeutig darstellen.

An Stelle einer solchen Funktion ist derzeit in der Fachliteratur [4] fast
allgemein eine andere Arl mit funf unabh&ngigen Verdnderlichen ublich, u. zw.
in der Form:

dmi b= @ (N, nv i, a, k2) (2)
Hiebei ist
dml = der mittlere Durchmesser des kleinen Rades,

* Auszug einer zur Erlangung der Wirde eines Doktors der technischen Wissenschaften
cingcreichten Arbeit.
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b = die Zahnlénge;
wie man sieht, sind die unabhédngigen Verdnderlichen x und @ scheinbar in
der Gleichung (2) nicht enthalten, u. zw. deshalb, weil — offenbar in Analogix;
zu der entsprechenden Formel fir zylindrische Zahnrdder — auf «ler linken
Seite das Produkt «G b steht.

Diese Analogie ist aber garnicht begriindet; im Gegenteil, sie ist geeignet
den Konstrukteur irrezufihren.

Auch bei einem zylindrischen Zahnradtrieb wére es richtiger die Funktion
— an Stelle des Produktes b— nach der einzig charakteristische Dimension,
also nach dem Achsenabstand a aufzulésen; doch kann dies nicht unbedingt
als ein bedeutender Fehler bezeichnet werden; es sind namlich d und b zwi-
schen gewissen Grenzen voneinander unabhéngig ; demzufolge ist der Konstruk-
teur in der Lage, mit der vorsdtzlichen Gleichstellung b — drder Lésung nédher
zu kommen, weil durch die Gleichung :

d\ = &

die originale Formel auf eine eindeutige Form gebracht werden kann.

Dagegen ist die Frage bei Kegelrddern von ganz anderer Natur, da hier
zwischen den Werten dmi und b ein ziemlich enger und eindeutiger Zusammen-
hang besteht.
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Wenn n&dmlich (s. Abb. 1)

B>= x =mRp (3)
wobei
0< x < 1list,

dann gilt
Im 2R, sin (4)

und das Verhdltnis der beiden Dimensionen :

AmiL=u= _2zi*8inf (5)
b X
ist eindeutig bestimmt. Da der Teilkegelwinkel des kleinen Rades als eine

Funktion der Ubersetzung i und des Achsenwinkels (p erscheint, d. h.
u-=f{i,x,<p) (6)
so musste man die Ubliche Formel (2) auf die Form
dmi=un @
bringen und dadurch sollten alle die sieben unabhdngigen Verdnderlichen

mit einbezogen werden.
Dies ist schon deshalb notwendig, da der Konstrukteur auch im Falle

eines Achsenwinkels von g = 90° selbst unter Annahme eines Anné&herungs-

14 Acta Tcchnice XXI1/1
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wertes von dmi bei der Wahl der Dimension b im Unklaren ist ; dies erhellt
aus Abb. 2 ; wie ersichtlich, konnen zu einem und demselben Werte von dml
verschiedene Werte der Dimension b zugehdren.

Obwohl verschiedene Autoren [2] [4] [5] darauf hinweisen, dass die
Zahnlédnge b aus technologischen Grinden zwischen den Grenzen

gewdhlt werden soll, doch kann der Konstrukteur mit diesen Grenzformeln
nicht viel anfangen, da in dieser Phase der Berechnung der Wert des Planrad-
halbmessers noch unbekannt ist.

Es wdre aber auch eine Explizitform der Grundformel auf <) noch
immer unzweckmdssig, da der Mittelhalbmesser des kleinen Rades keine
charakteristische Dimension des Triebes darstellt.

In der Gleichung

dm\ —mm “zi

ist der Mittelwert mm des Moduls im allgemeinen kein Normalwert ; im Sinne
der Gleichung
di= m mZ

soll eben der zum gréssten Durchmesser des kleinen Rades gehdrige Modul
als Normalwert gewéhlt werden. Die derzeit Ubliche Berechnungsformel ist
ausschliesslich fur Triebe mit einem Achsenwinkel ¢ = 90° verwendbar ;
in der Fachliteratvir finden wir selten einen Hinweis auf Falle, bei denen der
Achsenwinkel tp nicht 90° betrdgt. Es wird von den Autoren der Einfluss des
W ertes <p gar nicht analysiert. Tats&dchlich ist der Achsenwinkel @ in der
Mehrzahl fier Kegelradtriebe gleich 90°, doch kann dixser Umstand nicht als
Ursache der Vernachldssigung einer Analyse der Achsenwinkeldnderung
dienen.

Einer weitere Unvollkommenheit der zur Zeit blichen Formel besteht
darin, dass in ihr der Einfluss der einzelnen unabh&ngigen Verédnderlichen nicht
klar zum Ausdruck kommt.

In der tblichen Formel

. 4 ML (* <1
b-d% i= @)
sin2a kz i

kann der Einfluss der Uberzetzung i selbst im Falle eines Achsenwinkels
@ = 90° nicht richtig gedeutet werden, stellt doch der Mittelhalomesser dml
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auch eine Funktion der Ubersetzung i dar; wenn die Formel weiter entwickelt
wird, so erhalten wir als letztes Glied auf der rechten Seite den Ausdruck

(i2+ 1)32

(8)

d. h. es ergibt sich ein ganz bedeutender Unterschied.

Nach meiner Meinung ist nicht das Produkt bd”i, sondern der Plan-
radhalbmesser Rp, als die einzig charakteristische Dimension, derjeniger
Ausgangswert, woraus alle anderen Masse des Triebes eindeutig bestimmt
werden kdénnen. In diesem Sinne soll nun im folgenden die grundlegende
Funktion

Rp = F (N, nvi,ep a,x, kz) 9)
entwickelt werden.

Die Formel (9) ist fur Konstrukteure aus zwei Grinden zweckmassig.
Vor allem deshalb, weil nach einer direkten Berechnung des Masses Rp die
Umrisse des Triebes ohne jedwedes Probieren, oder wiederholte Annéherung
einfach durch das Aufzeichnen eines Kreises mit dem Halbmesser Rp sofort
bestimmt sind und zweitens weil man sofort in der Lage ist, die Ausfihrbarkeit
des derart bestimmten Triebes zu beurteilen. Es ist n&mlich fir alle zeit-
geméssen Abwadlz-Verzahnmaschinen dass Mass Rp als Kegeldistanz entschei-
dend charakteristisch.

14*



212 L. SZENICZEI

Fir Theoretiker ist die Formel (9) erst recht von besonderer Bedeutung.
Man kann aus ihr den Einfluss all der sieben unabh&ngigen Verédnderlichen
grindlich analysieren und wie es aus dem weiteren klar hervorgeht, kann man
daraus besonders wichtige Folgerungen ableiten, die bisher unbekannt waren
und die auch in der Praxis verwertet werden sollen.

Die Verteilung der Belastung

Die né&here Untersuchung dieser Frage ist an gewisse Voraussetzungen
gebunden, u.zw.:

1. Jedes Mass des Kegelradbetriebes gilt als nominelles — d. h. als ein
absolut genaues — mit anderen Worten, die Z&hne der unbelasteten Réder
sollen entlang der ganzen Léange der Erzeugenden einander berihren.

2. Das Material der R&der muss als homogen betrachtet Averden, d. h.
der Elastizitdtsmodul soll als konstant und nicht als eine Funktion des Ortes
gelten.

3. Die unter der Belastung auftretende Deformation ist elastisch.

Auch unter diesen Bedingungen kann im belasteten Zustand ein ununter-
brochenes Beriihren entlang der ganzen Erzeugenden nur entstehen, wenn die
Deformation des Zahnes dem Radius proportional ist. Das will besagen, dass
die Erzeugende unter der Belastung keine Deformation erleidet, sondern nur
ihre Lage dndert, indem sie sich um den Mittelpunkt etwas verdreht.

Stellen wir uns einen Zahn des Kegelrades mit je einem Schnitt am &usse-
ren Ende und an einer beliebigen Stelle vor: d. h. den ersten in einer Ent-
fernung von Kp, den zweiten in der Entfernung von Rp (1—x) vom Mittel-
punkt, beide von einer geniigend kleinen Dicke O um den Halbmesser Rp,
bezw. Rp (1—x) als konstant annehmen zu kénnen. (Abb. 3) Unter diesen
Voraussetzungen ergeben sich die Tragheitsmomente

I = bzw. X [« (- *)3
12

also sind die Trédgheitsmomente der dritten Potenz des Halbmessers pro-
portional.

Fur die Durchbiegung gelten die Gleichungen:

, Cdhs COh3(1 - *)3 CcOh3
T=P el fx Ewl oml 3 CE I
woraus folgt
/ =P
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d. h., die Durchbiegungen und die Belastungen sind einander proportional
mit anderen Worten ist durch die Funktion

/= [(1—%)
auch die andere Funktion

Px = P (1—x)
bedingt.

Dies besagt, dass die Proportionalitdt zwischen Durchbiegung und
Halbmesser nur besteht, wenn auch die Belastungsverteilung dem Halbmesser
proportional ist (s. Abb. 4).

Der Mittelhalomesser des Momentes

Der englische Ingenieur Tredgold [1] hatte im Jahre 1882 zur Festig-
keitsberechnung der Kegelrédder folgendes vorgeschlagen: an Stelle der Kegel-
rdder werden virtuelle zylindrische Zahnréder eingesetzt, die dann als Grund-
lage der Berechnung dienen sollen. (Abb. 5)

Diese Art eines virtuellen Triebes ist durch folgende vier Angaben charak-
terisiert :

1. Die Halbmesser der zylindrischen R&ader sind mit je einer Projektion
t'xund It des mittleren Kegelhalbmessers, an dem Ergédnzungskegel gemessen,
identisch.

2. Der Modul des zylindrischen Triebes ist gleich dem Mittelmodul mm
des Kcgelradtriebes;

3. Die Zahnl&dnge (b) bleibt unverdndert;
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4. Die Belastungsverteilung ist entlang der Zahnldnge (pm) gleich-
massig.

In der Fachliteratur fand der Vorschlag von Tredgold eine rasche An-
nahme ; dieser wird nach 75 Jahren noch immer verwendet, ungeachtet des-
sen, dass die Belastungsverteilung am Kegelradtrieb gar nicht gleichméssig ist,

und daher der Halbmesser des virtuellen Triebes nicht dem Mittelhalbmesser
der Kegelrdder gleichgestellt werden darf.

Spéter haben Autoren [3] [5] auf diesen Unterschied bereits hingewie-
sen ; die Berechnung gemé&ss der Tredgold-Transformation kann nunmehr
nicht als exakt betrachtet werden, da der hier angenommene Mittelhalbmesser
(s. Abb. 6)

= + >
rm A Ne r)

von dem tatsdchlichen
2 R3- r3
[ 3 R2—r2
abweicht, d. h.
D mV:
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Nun kann aber der Konstrukteur diesen Mittelhalbmesser nicht in Rech-
nung stellen, da hiefliir bereits die Dimensionen des Triebes bekannt sein
missten.

Die den Kegelradtrieb belastenden Momente wollen wir nicht auf ein-
zelne Réader, sondern — indem wir die Betrachtungsweise des Einzelrades
verlassen — auf das ideale Planrad bezogen errechnen ; dies umsomehr da
auch die exakte Berechnungsformel hierauf bezogen wird (s. Abb. 7).

Zuerst soll gemdss der exakten Betrachtungsweise das aus einer linear
proportionalen Belastung resultierende Biegemoment berechnet werden.
(Abb. 8)
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Px=P{l ~ X)
dP = pxRpdx = pRp(1 —x) dx
4Mx=Rp(1- x)dP = pRR(1 - x)2dx

M 4 2x x2)dx = pR2 x —x*

Setzen wir x = 1, so ergibt sich :

1

M1l=
3prl

und
Mx= Mj@Bn—3*2+ x3 = Mtg(*) (10)

Nun soll das Moment bestimmt werden, das bei dem Tredgoldschen
virtuellen zylindrischen Trieb unter gleichmdssiger Belastung auftritt. (Abb. 9)
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1 pmlipX pHp

1 >
X ( x \2 o
1—— - R U — - X = R X—X-+I—
) p p p\ 51 pRP

pRI 3x — 3x2 X
und mit der oben eingefiihrten Bezeichnung: Ml——sp erhalten wir
Mm= M13* —3x2+ —w&3\= M 1lgm(x) (")

Die Gleichungen (10) und (11) zeigen deutlich den Unterschied zwischen
den Funktionen g(x) und gm(x).

Aus diesen Gleichungen geht es klar hervor, dass fur ein Planrad, dessen
Zahnldnge dem Halbmesser gleich d. h.,, wenn x = 1 ist, die entsprechenden
Werte von M x und Mm von einander sich unterscheiden, die genauen Werte

3
nach (10) und (11) sind : Mx = M5 und Mm—Z Mj.

Dieser Umstand allein beweist die Unhaltbarkeit der Tredgold-Trans-
formation. Ein weiterer Beweis ergibt sich daraus, dass die Funktion (11)
infolge der Bedingung

dgm (*) = 0
dx

bei x = -m ein Maximum aufweist; das ist aber eine technische Unmédelich-
3

keit [5].

Aus den Gleichungen (10) und (11) l&sst sich auch der Unterschied der
bezliglichen Mittelhalbmesser bestimmen; bei der Tredgold-Transformation
ist der Hebelarm der Kraft:

‘mp R, (12)
wogegen die exakte Ableitung den effektiven Hebelarm definiert;

hiebei ist
6-4*

Y 6 — 33X
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d. h. fur positive x Werte: (0 < x < 1)
erhalten wir :
m(x)< 1, und mp TTpe

Fir den Fall eines bis zum Mittelpunkt bezahnten idealen Planrades
wollen wir das Moment M| als 100% bezeichnen; in dieser Beziehung erhalten
wir (laut Tab. 1. und Abb. 10) die Kurven fir Mx und Mm als Funktionen

6 1
von x — Rn’ Fur den in der Praxis tblichen Grenzfall b Rp, also bei
n

1
X = 3 ist der Unterschied zwischen den nach den obigen zwei Formeln berech-

neten Momenten zweifellos nur 1,4% folglich kann man fir die Praxis die
Tredgoldsche Transformation als brauchbar anerkennen ; legen wir jedoch
Wert auf wissenschaftliche Genauigkeit, dirfen wir bei Anwendung der exak-
ten Methode nur mit exakten Momentwerten rechnen.

Festigkeitsbereehnung von Kegeltrieben mit willkiirlichem Achsenwinkel

Die richtige Berechnung erfolgt hier genau nach der Methode fur zylin-
drische Zahnrédder, unter Berlicksichtigung der Hertzschen Spannungen. In
der Fachliteratur [2,4] wird die Gultigkeit der Hertzschen Grundformel
allgemein auch fiur Kegelradtriebe anerkannt.

Die erste Hertzsche Formel gilt fur die halbe Breite des Beriuhrungs-
streifens (Abb. 11)

w= 152 'Pmam (14)
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0,1
0,2
0,3

1/3

0,4
0,5
0,6

2/3

0,7
0,8
0,9
1,0

M ()

0,27100
0,48800
0,65700

0,70370

0,78400
0,87500
0,93600

0,96296

0,97300
0,99200
0,99900
1,00000

Tabelle 1

M., ()

0,27075
0,48600
0,65025

0,69444

0,76800
0,84375
0,88200

0,88888

0,88725
0,86400
0,81675
0,75000

T

0,00025
0,00200
0,00675

0,00926

0,01600
0,03125
0,05400

0,07408

0,08575
0,12800
0,18225
0,25000

Pm = 5 [kg/cm]

OE ™ 26

0,1
0,4
1,0

14

2,0
3,6
58

1,7

8,8
12,8
18,3
25,0
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Fir den Wert der in der Mittellinie des Beruhrungsstreifens auftretenden
héchsten Druckspannung lautet die zweite Hertzsche Formel:

aH=

2Pm 4418
W

Der mittlere Krimmungshalbmesser ist

Qm Ql Qi

Da die Krimmungshalbmesser der Zahnprofile

ol = A(l1—* «d ge= {2(1—

(15)

(16)

dem Halbmesser des Planrades Rp (1—x) proportional sind, so ist auch der
mittlere Kriummungshalbmesser eine lineare Funktion von X :

Qxm = Qm (1—x).
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Nun sahen wir bereits, dass auch die Verteilung der Belastung eine
&hnliche lineare Funktion von x darstellt :

Px = p (1—7%*) ;

daraus folgt, dass auch die halbe Breite des Berlihrungsstreifens demselben
linearen Gesetz — s. Formel (14) — folgt:

ivx = iv (1—x),

hingegen ist der Quotient (der Stribeck’-sche Walzenpressungsfaktor)

k= Pxm = Pm (17)
2 Qum 2 Qm

und damit auch die Flertz’-sche Spannung an der ganzen Zahnldnge konstant.
Die Festetellung, dass die Hertz'-sehe Spannung der ganzen Zahnlange
entlang konstant ist, gilt als der wichtigste Grundsatz der Berechnung.
Als Ausgangspunkt gilt die Formel (15) :

0% = 0,175 Pm Em= 0,35 -R— Em= 0,35 kzEm (18)
Qm 2 Qm

Die zuldssigen Werte des Walzenpressungsfaktors sind fur die Ublichen
W erkstoffe aus Tabellen der Fachliteratur [6] bekannt. Daher sind sie jedem
Konstrukteur leicht zugdnglich. Nun ist es notwendig, einen fur den Walzen-
pressungsfaktor Kk entsprechenden Ausdruck zu finden, das auf die Ausgangs-
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werte (N, nv i, a, cp) und auf den Halbmesser des Planrades Rp aufgebaut
ist : dann geht die Berechnung ohne weiteres vor sich.

Um die endglltige Formel finden zu kdnnen, mussen wir uns auf zwei
trigonometrische Sétze stitzen, die als Grundformeln fir jedes Kegelradpaar
gultig sind; u. zw. sind es laut Abb. 12 folgende Gleichungen :

r2 sin dt
. (19)

rx sin Q
P— AL+ A2 (20)

Zur Beweisfihrung fihren wir noch einige trigonometrische Formel an,
die aus den beiden ersten hervorgehen :

s Sin ep 1. Sin @

. und I1gn2 = o (21)
1 -J-cos (p 1-j-icoso
i i.sin
sin ® 22)
ni2-f-2icosqp-f- 1 jii2.p 2icos<p+ 1
tgdi + tgd?2 i22icos¢g+ 1 (23)
tg~l - tgd2 i.sin<

Da die Kraft
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die Radz&hne belastet, wobei P die Tangentialkraft und a den Pressungs-
winkel bedeutet, ergibt sich daraus die mittlere spezifische Belastung

P M,
b cosu rm, «b mcos a
Da nun
sin (o
'l = rmpSkA-Sl = Iflp y 0 e —
v+ 21 cos(f-f- 1
und

N
M x= 71600

so kann die mittlere spezifische Belastung folgendermassen ausgedrickt
werden :

71600 Hi2 + Zicos 9+ 1 N (24)
rmp '~ 7 COS a sin 9? n,
Dieser Ausdruck ist der Zahler in der Formel (17) fur den Flanken-

pressungsfaktor ; der Nenner l&sst sich aus den geometrischen Angaben der
Réader ermitteln : (Ahb. 13)
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Bekannt sind folgende Beziehungen :

(?ml = rmlsin « = rmpsin a tg

Qmi = rm2sin a = rmpsin a tg 62

aus denen wir fir den Nenner der Gleichung (17) folgenden Ausdruck erhalten :

1 11, 1 1 tgh + tgo,

2 Qm 2 oml PM2 2rmpsina tg @ < tgo2

Durch Einsetzen der rechten Seite der Gleichung (23) ergibt sich :

1 1 i2+ 2ic-os P+ 1 (25)
2Q, 2rmpsin a I Sin (p

Aus der Kombination der Gleichungen (24) und (25) erhalten wir :
71600 N i2-f-2icosqp+ 1)32
( o P+ 1) 26)
2 Qm rmpb esin 2 (| n, i msin29

Nun konnen wir den letzten Schritt vornehmen, um die Endformel fir
Hp zu entwickeln ; um klar zu sehen, wenden wir uns zuerst wieder an die
Tredgold-Transformation ; hier gelten die folgenden Beziehungen :

‘mp = Rp(@—x), und b — Rpx,
und daher:

rmP b= R2 3* —3*2+ —
o\ 4 Rpgm W

Bereits zu Beginn unserer Abhandlung haben wir festgestellt, dass an
Stelle der Funktion gm (x) richtig g (x) zu setzen ist :

rip b= " R3g(X) = ' Rj(B3x—3r2+ x3 (27)

Daraus erhalten wir als endgultige Formel :

(i2+ 2icos b+ 1)3/2 71600 N 1
RB= _ (28)
sin 2« 3m—3x2+ n3 i Sin29 ni kz
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Bei einem Achsenwinkel o — 90° nimmt diese allgemeine Formel (28) die fol-
gende einfachere Gestalt an :

103 1 (i2+ 1)3/2 71600 N
I R<p= nl2) ) - (29)
sin2a 3X—3x2+ *3 Kz

Wir wollen hier bemerken, dass die Ubliche Formel der Fachliteratur
fir den Fall @= n/2
bedin Mx [*x1 (30)
sin2a Kk,
im Prinzip mit der Gleichung (29) identisch ist ; zum Beweise lassen sich fol-
gende Beziehungen aufschreiben :

dml e 2 rmi — 2 rmp cos
dmi = 4 rmp COS2d2 = 4 Tap —-mmmm -
f-1
da nun
2» *
rmp Rp 1 "mp RZ( )
und
b= RpX,
somit ist
br2 -a4» Q@"*)1l» 4x-4x* + x*
ulmp n*p -

Selbstverstdndlich tritt auch hier an Stelle der Funktion gm (x) die
andere Funktion g (x) ; auf diese Weise erhalten wir
3x —3x2 X3 1

b edmt = (31)
3 1+ P

Aus der Kombination von (30) und (31) erhalten wir das Endergebnis :

1 3 Afj (i2 -F 1)3/2

i : (32)
sin 2a 3X -j- 3x2-(-x3 kz i

- —

Wie ersichtlich, sind (29) und (32) miteinander identisch.

Zurlckgreifend auf die allgemein benttzte frihere Formel (30), missen
wir feststellen, dass darin die unabh&ngigen Verdnderlichen i und @ nur
implizite enthalten sind ; also bietet diese Formel weder fir den Konstrukteur,
noch fir den Theoretiker die Mdglichkeit einer sinngemdssen Analyse.
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Analyse der Funktion RP

Unsere Endformel (28) stellt die Fuktion Rp als das Produkt von 5
Teilfunktionen dar :

Rp = fi («) h (*) 'f, (i, D WA (1 "i) "N (%)

Hievon haben wir die Teilfunktion fAmit zwei Unbekannten N und nl5 die

Abb. 14

wir nicht voneinander trennen brauchen, weil diese Funktion durch fA(MA
erzetzt werden kann. fs enthdlt ebenfalls zwei Unbekannte; es ist nicht még-
lich diese Funktion in zwei voneinander unabhdngige Funktionen aufzuldsen;
umso wichtiger ist es, diese Teilfunktion einer Analyse zu unterziehen; wir
wollen der Reihe nach /t, /2 /3 und fA analysieren ; die Teilfunktion /5 (k.)
gehort naturgemé&ss nicht in den Bereich der speziellen Analyse des Kegel-
radtriebes und es soll deshalb darauf verzichtet werden.

Analyse der Teilfunktion /, (a)

Die Grenzen der Funktion/j (a)= -----1---- sind in der Praxis a = 15° ~
j/sin 2 a
~ 22°30'. In diesem Bereich ist die Anderung der Funktion fx(a) rund
11% ; (s. Abb. 14 und Tabelle 2.).

Mit einer bestimmten Maschine und mit den Ublichen Werkzeugen kann
man die durch diese Grenzen gegebenen Mdglichkeiten nicht ausniitzen. Die
grosste Abweichung zwischen dem Pressungswinkel und dem Eingriffswinkel
ist héchstens 5°; dem entspricht eine maximale 8%-ige Anderung der Funktion

lo Acta Technicu X X I/1—2.



226 L. SZENICZEI

fx(a). Es ist zwar winschenswert, einen je grdsseren Pressungswinkel zu wé&h-
len, doch ist damit keine betrachtliche Abnahme des Masses RP verbunden.

Tabelle 2
I, n
15- 1,259924
17- 30 1,203565
20 1,158717
22 30 1,122462

Analyse der Teilfunktionf2(x)

Tabelle 3

* 1% (%) KpVo 1—X rpi %

0,10 2,228695 154,63 0,90 139,17
0,15 1,981032 137,36 0,85 116,76
0,20 1,831895 127,02 0,80 101,62
0,25 1,731277 120,04 0,75 90,03
0,30 1,659021 115,03 0,70 80,52
1/3 1,621476 112,43 2/3 74,95
0,4 1,564114 108,45 0,6 65,07
0,5 1,507895 104,55 0,5 52,28
0,6 1,474400 102,23 0,4 40,89
0,7 1,455469 100,92 0,3 30,28
0,8 1,446116 100,27 0,2 20,05
0,9 1,442731 100,03 0,1 10,00
1 1,442250 100,00 0,0 0,00

3

3x —3Xx2+ x3
finden wir in der Tabelle 3. ausser den korrespondierenden Werten von (X)
und f2(x) noch die entsprechenden prozentuellen Werte des Planradhalb-
messers Rr und des inneren Planradhalbmessers rpi, indem wir fur RP bei
x = 1den Wert als 100% einsetzen. In Abb. 15 ist die Funktion f,, (X) zwischen
den in der Praxis Ublichen Grenzen dargestellt. In Abb. 16 sind die Kurven
der Werte von RP und rpi zu sehen.

Zur ndheren Behandlung der Teillinktion /2(x) =
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1

A

Die uns durch die Technologie auferlegten Grenzen sind x= 3"

Die Grenze 1/3 ist streng und kann keinesfalls Gberschritten werden. Die

' QJIOQTSQ20Q25Q 30

Abb. 15

Abb. 16

Grenze 1/5 ist weniger empfindlich ; diese wurde in die Praxis eingefihrt,
da eine weitere Abnahme der Yerhdltniszahl x eine allzu steile Zunahme des
Masses RP mit sich bringen wirde.

B
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Innerhalb dieser Grenzen bestellt folgende Beziehung : wdhrend die
Zahnldnge um 31% abnimmt, betrdgt die Zunahme des Planradhalbmessers
nur 15°/0. Dies besagt, dass man bei der Wahl der Verhéltniszahl nicht allzu
skrupulds sein mag. Rutinierte Konstrukteure halten meistens an dem Wert

*= —  d.h./(*) = 1,621

fest.

Eine Ausnahme bildet in dieser Hinsicht der praktische Fall, wenn aus
gewissen Grinden ein besonders grosses Tellerrad gewdinscht wird, z. B. an
Textilmaschinen.

Analyse der Teilfunktion f3 (i, 9

In der Fachliteratur wurde bis nun niemals der Einfluss untersucht, den
die Anderung des Achsenwinkels auf die Grésse des Planradhalbmessers und
dadurch auf die Dimensionen des Triebes ausiben kdnnte ; umso wichtiger
und interessanter scheint es, die Teilfunktion

[, (i,y) =-<*'+ 2icOSy + 1>F
(i esin2M)1/3
zu analysieren.

Bei beiden Grenzwerten o= 0 und <= n ist der Wert der Funktion
f3unendlich gross. Es muss also dazwischen eine Stelle gm(also 0 < gm < n)
geben, bei welcher der Wert der Teilfunktion f3 (i, gm) das Minimum erreicht.
Auf Grund der Bedingung

8(p/3(b $H=0

erhalten wir fir gqm die Formel :
cosPn— — 1 [(i2+ 1) - Jfi2— )2+ i2) = - 4-V (i) (33)
i i

Der Winkel topm ist immer grdsser als 90°. Indessen kann der Achsen-
winkel nur bis zu jener Grenze <@ erhdht werden, bei welcher 62 selbst den
Wert von 90° erreicht, d. h. wo das grosse Rad selbst zum Planrad wird
(Abb. 17) In diesem Falle gilt :

isin = sin 62= sin 90°= 1, und sin dx= —
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und zugleich

cos gy == cos (90° + dj) = —sin = ——— (34)

Abb. 17

Wenn i > 1, dann haben -wir in der Gleichung (33) (i) < 1. Diese
Feststellung, kombiniert mit den Gleichungen (33) und (34), ldsst darauf

schliessen, dass cos gg > cos gmund daher
Tg Tm

Nun ist der Winkel qg grdsser als 90°, doch kleiner als gm. Das besagt,
dass man gmpraktisch nicht veiAvirklichen und deshalb auch den Minimahvert

von Rp nicht erreichen kann.
Hier muissen wir darauf hinweisen, dass in der Fachliteratur oft die ldee

auftaucht, sogenannte »innenverzahnte Kegelrdder« d. h. solche mit einem
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Teilkegelwinkel €> 90° zu verwenden (s. Abb. 18). Doch stisst die Erzeu-
gung solcher R&der auf grosse Schwierigkeiten ; keinesfalls kénnen diese mittels
des Abwalzverfahrens hergestellt werden ; es gibt keine Abwdlzmaschine, an
welcher ein innenverzahntes Kegelrad verfertigt werden kdnnte. Mit einer
Innenverzahnung ist nur die Herstellung eines rohgegossenen Kegelrades
moglich. Diese Technologie entspricht aber nicht mehr den zeitgemaé&ssen
Anforderungen.

Um auf die Funktion f3(i, g zurlickzukommen, missen wir darauf
hinweisen, dass selbstverstdndlich zu jedem i Wert eine besondere Kurve
aufzuzeichnen ist. Als Beispiel soll der Fall von i — 2 dienen ; diese Funktions-
werte sind in der Tabelle 4 angegeben und die zugehdrige Kurve ist in Abb.
19 dargestellt.

Die untere Grenze der Funktion ist praktisch bei cos 9= ——
zu finden und der dazugehdrige Funktionswert ergibt sich aus der Funk-

B
tionsformel f3(i, qu) = j/i2(i2—1).

Tabelle 4
i=2

v /s (>. D)
50° 2,6084
60° 2,3113
70° 2,0877
8o° 1,9135
oo® 1,7748
oo° 1,6635
110° 1,5766
120° 1,5131
125° 1,4913
127° 30° 1,4843
130° 1,4775
134° 12 17" 1,4735
135° 1,4799
140° 1,4827
145° 1,5093
150° 1,5615

In Abb. 20. haben wir die Kurven der Funktion f3(i, (p) fur jeden ein-
zelnen i Wert von 1~ 5 eingezeichnet.
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Tabelle 5

i \m w 1.C<<R)
1 180° 180° 0

2 134° 12" 17" 120° 1,513086
3 119° 02' 03" 109° 28" 20" 2,039649
t 111° 39" 05" 104° 28" 40" 2,492883
5 107° 09' 14" 101° 32" 20" 2,904191
6 104° 05" 46" 99 35" 40" 3,286461

In Tabelle 5. sind die numerischen Werte von gm (pg und f 3 (i, sg) fur
die Uberzetzungswerte von i — 1~ 6 angegeben.

In Abb. 21 sind zwei Kurvengruppen zu sehen. Oben sehen wir die zwei
Hauptwerte von gm und <@ als Funktionen von i dargestellt. Im unteren
Diagramm besteht die Kurvenschar aus 3 Kurven, die die Werte der Funktion
/3 (i, (p) fur drei besondere Werte von <m, (pg, n/2 darstellen. Fir tp = n/2
l4sst sich die Formel der Funktion f3 (i, n/2) wie folgt anschreiben : f3(i,

nj2) = —-ee- — .Aus dem Diagramm ist es ersichtlich dass die drei Kurven
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nur im Bereiche i = 1~ 2,5 von einander abweichen, aber bei hoheren Werten
von i ist die Abweichung nicht bedeutend. Charakteristisch ist die folgende

Abb. 20 i
Beziehung :
/3 (i, 2/2) > /13 (b ) > /3 (b Pw

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass fir i > 2,5 die Dimensionen eines
Kegelradtriebes mit dem Achsenwinkel von 90 dem optimalen ziemlich nahe
stehen.
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Die Teilfunktion (i, rp) fir i = 1 hat kein Minimum ;ist doch in diesem
Fall
f|= =17

Dies besagt, dass die Dimensionen des Triebes mit anwachsenden Achsen-
winkelwerten stetig abnehmen. Als Beispiel diene hier die Abb. 22., wo Kegel-

radtriebe mit der Ubersetzung i = 1 fiir die Féille von (p ~ 60° bzw. 90° und
120° aufgezeichnet sind. Bei n&herer Betrachtung nimmt hier das Volumen
des Triebes mit anwachsendem Achsenwinkel bedeutend ab, doch nicht in
dem Masse, wie die Dimension des Planrades. Bezeichnend wir die Masse des
Triebes bei 90° mit 100%, so erhalten wir die folgende Tabelle :

Tabelle 6
Achsenwinkel 60° 90° 120°
Planradvolumen 247% 100% 8%

Trieb-Volumen 124% 100% [ALA



Abb. 22
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Diese Verschiedenheit der Volumendnderungen erkldart sich durch die
Verschiedenheit der beziiglichen Gleichungen. Fiir die Anderung des Plan-
radvolumens haben wir folgende Gleichung :

r3_c (*2+ 2icosp+ 1)32
isin29P

Abb. 23

Die Anderung des Triebvolumens ist durch die folgende Gleichung dar-
gestellt :

V=Rj@@+ idsind&= C(i2+ 2icos<p+ )2’ + 1
i

Setzen wir den Koeffizienten C gleich 1 dann kénnen wir fir das Volumen
V ziemlich leicht die Kurvenschar fir die einzelnen i Werte von 1~ 5 im
Bereiche von q@= 50° ~ 120° aufzeichnen (Abb. 23). Aus diesem Diagramm
geht es klar hervor, dass bei grésseren (p = Werten, wobei die Ubrigen Aus-
gangsdaten unverdndert bleiben, die Dimensionen des Kegelradtriebes, also
auch das Volumen und der M aterialbedarf stetig abnehmen. Die untere Grenze
liegt naturgemadss bei (pg.

Nun wollen wir die Analyse weiterfuhren, um zu erfahren, wie sich die
einzelnen linearen Dimensionen verhalten, welche Anderungen im Verhiltnis
der Dimensionen zueinander eintreten, wenn der Winkel (p sich &ndert.
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Mit i und o als unabh&ngigen Verdnderlichen bei konstantem Wert
der anderen fiinf, haben wir bereits oben fiir den Planradhalbmesser RP die
folgende Beziehung entwickelt :

R _ ¢ (t2+ 2tcosp + 1)17»
(isin2)1/3

Abb. 24

Nun haben wir als Halbmesser des kleinen Rades :

Ti = Rp sin
und laut Formel (22) :

sin @
(i2+ 2icosp-)- 1)12

sin

In der hieraus abgeleiteten Gleichung :

sin @ sin g 13
(isin2cpyv i

rx=

erhalten wir rt als Funktion von i und q

In Abb. 24 sind fir einzelne i Werte die Kurven der Funktion rx — k (i, 9
aufgezeichnet. Das Maximum bei @= 90° ist klar ersichtlich. Bei diesem Wert
besteht in allen Kurven eine Symmetrie, d. h. die rx Werte sind fur die Winkel
@+ § immer gleich. Diese Anderung ist aber bei Zunahme des Winkels $
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nicht bedeutend. Z. B. bei &= 4 0 das heisst fur tp= 50 und 140",
betrdagt die Abnahme des Halbmessers rl nur 8,5%.
Mit Richsicht auf das Verhéltnis r2= i «rl5 besteht fliir den Halbmesser

des grossen Rades r2 dieselbe Gesetzmadssigkeit.

In Abb. 25 sehen wir die Kurven der Verdnderung der Zahnldnge b,
fur verschiedene i Werte von i = 1bis 5, in Abh&ngigkeit von verdnderlichen

1
Achsenwinkelgrdssen; unter Voraussetzung des Verhdltnisses x = ? d. h.

b= —2, nimmt die Zahnldnge mit wachsendem @ Winkel rapid ab. Da eine

grossere Zahnldnge die Herstellung erschwert, dirfen wir schon aus technolo-
gischen Grinden den Achsenwinkel nicht mit kleineren Werten wéhlen.
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Jedenfalls wollen wir feststellen, dass ein Kegelradtrieb mit einem spitzen
Achsenwinkel spkeinesfalls gewé&hlt werden soll. Die Dimensionen nehmen mit
kleinerem W inkel rapid zu, und die MassVerhdltnisse gestalten sich ungunstig.

Nach alledem soll hier auch das Verhé&ltnis des Mittelhalbmessers zur
Zahnlédnge am kleinen Rad behandelt werden ; die bliche Formel (7) bedingt
eine Entscheidung uber diese Zahl, doch hat der Konstrukteur keinen Anhalts-
punkt zur richtigen Wahl. Eingangs hatten wir schon diese Unsicherheit
als den empfindlichsten Punkt in der Anwendbarkeit deriblichen Berechnungs-
formel bezeichnet. Nun soll die Richtigkeit dieser Feststellung bewiesen werden.

Kehren nyn zur Formel (5) zuriick :

u=-bl= 2~ x sinax (5)

und mit Hilfe des Ausdruckes laut (22) ergibt sich :

5sin @
P (i
\fi2 £ 2 i cos p-j- 1 (. 9
71
Diese Bezeichnung nimmt bei @ die einfachere Form an
P ("\ 7/2)

Ifiz+ |

Ubersichtshalber haben wir die Werte der Funktion p (i, q in zwei verschie-
denen Kurvenscharen einmal als Funktion von i, fir verschiedene o Werte,
ein anderes Mal als Funktion von @ fiir verschiedene i Werte aufgezeichnet
(Abb. 26). Das Verhéltnis n unterliegt einer tGberaus schnellen Abnahme, wenn
i zunimmt ; jedenfalls aber wird n < 1 erst bei einer Ubersetzung i = 5;
der Einfluss des Winkels @ ist nicht so intensiv ; auch dieser ist aber nicht
zu vernachldssigen, noch kann er durch irgend einen Durchschnittsfaktor
ersetzt werden. Der Konstrukteur kann also die Formel fur bd2 nicht ohne
weiteres gebrauchen ; erst misste sie auf die Form von -d--s——gebracht werden

u
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und dann kdnnte der Wert von u aus der Kurvenschar der Abb. 26 entnom -
men werden, den vorgeschriebenen i und < Werten gemé&ss. Auch bei einem
Winkel (p = 90° variiert der Wert nim Gebiet i == 1 — 5 zwischen den Grenzen
3,5355 ~ 0,9806 und die Variation ist gar nicht linear. Eine Abschatzung ist
dadurch sehrerschwert. Also kann man ohne Zweifel die Behauptung gutheissen

«lass die Berechnung durch die althergebrachte Formel nicht erleichtert wird ;
mit ihrer Hilfe kann man eine beruhigende L&sung nur durch mehrfaches,
wiederholtes Probieren finden.

Die vereinfachte Formel

In der alltdglichen Praxis wird die Uberwiegende Mehrheit der Kegel-
radtriebe mit einem Winkel (p= 90° entworfen und ausgefiihrt. Dadurch
kann die Teilfunktion von fa(i, g auf die bereits entwickelte einfachere Form
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(i2+ 1)12

/3 M 2) £13

gebracht werden.

Berechnen wir nun die Werte dieser Funktion flr die meist verwendeten
i Werte von 1~ 6 und zeichnen wir die Kurve auf Tabelle 7, Abb. 27. Es
stellt sich heraus, dass die Abweichung dieser Funktion von einer linearen
nahezu unmerklich ist; eine sehr brauchbare Anndherung ist durch die
Formel :

/13 ©ni2) = 0410+ 1

gegeben.

Fur allgemeinen Gebrauch kann der Pressungswinkel als a = 20°

1

und das Zahnldngenverhdltnis als:r= — angenommen werden ; hiedurch
3

kann man das Produkt der ersten zwei Teilfunklionen in folgender Weise

ersetzen :

. 1 15
fi (20°) f2 3 1,878832 8 1,875

und fur die ersten drei Teilfunktionen kann die folgende lineare Anné&herung
eingesetzt werden :

F=11(208-f2  ®3(i, 7tj2) g @179

Laut Tabelle 8., in welcher die Werte der Funktion F sowohl nach ge-
nauer Berechnung wie auch nach der linearen Vereinfachung angefiihrt sind,
kédnnen wir ersehen, dass der maximale Fehler 1,4% betrdgt, d. h. die Genauig-
keit eines Rechenschiebers als hinreichend erachtet werden kann. Der Fehler
ist nicht grosser als derjenige, der bei Anwendung der Tredgoldschen Formel
entstehen kann. Die Berechnungsformel nimmt aber eine sehr einfache, leicht
verwendbare Form an, u. zw. :

[M I (35)

R 8 (2;+ 5 |

p

Das bedeutet einen raschen und leichten Gang der Berechnung. Es geht
daraus klar hervor, dass zu den Konstruktionsarbeiten, zur richtigen Wahl
des Konstruktionsmaterials und also zur Bestimmung des Raumbedarfes
die Formel gut brauchbar ist, auch wenn man beim endgiltigen Entwerfen
auf die genauere Formel zuriickgreifen msste.
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Tabelle 7
i 0,41 + 1
1 1,414 212 1,4
2 1,774 769 1,8
3 2,192 601 2,2
4 2,597 393 2,6
5 2,981 924 3,0
6 3,347 472 3,4
Abb. 27
Tabelle 8
genauer Wert Annaherungswert
i Diff. %
der Funktion F
1 2,657 070 2,625 — 0,032 — 1,2
2 3,334 492 3,375 -f 0,041 + 1.2
3 4,119 530 4,125 + 0,006 + 0,15
4 4,880 066 4,875 — 0,005 — 0,10
5 5,601 535 5,625 + 0,024 + 0,43
6 6,289 351 6,375 + 0,086 + 1,37

16 Act« Technica XXI/1—2.
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ZUSAMMENFASSUNG

Der Autor entwickelt eine neue Formel zur Berechnung des Kegelradtriebes. Diese
Grundgleichung, eine Explizitform des idealen Planradhalbmessers, ist ohne Anwendung der
bekannten Tredgold-Methode des virtuellen zylindrischen Triebes abgeleitet. Die genaue Formel
ist ein Produkt von Teilfunktionen. Ferner wird noch als Annédherung eine lineare Beziehung,
mit einer maximalen Abweichung von 1,4% gegeben.

STUDY ON A NEW METHOD OF CALCULATION OF BEVEL GEARS

L. SZENICZEI

SUMMARY

In this paper, the author has developed a new method giving a formula for the diameter
of the imaginary crown wheel without making use of the Tredgold-method of a virtual cylindrical
gear. Besides the exact equation, in which the function appears as a product, another one of
a more simple form is presented as an approximation being a linear function with results
having a maximum deviation of 1,4%.

ESSAI D’UN CALCUL MODERNE DES ENGRENAGES CONCOURANTS

L. SZENICZEI

RESUME

L’auteur propose une nouvelle méthode de calcul, en donnant une formule sur le diametre
de la roue plate génératrice, sans recourir a des roues virtuelles cylindriques selon Tredgold.
En plus d’une fonction exacte présentée comme un produit, I’auteur a développé une expression
approximative sous forme d’une simple fonction linéaire, dont la déviation maximum n’est
pas plus que de 1,4%.

K COBPEMEHHOMY PACYETY KOHWYECKWMX 3YBYATbIX KOJEC

N.CEHWUEMW

PE3IOME

ABTOp BbIBOAUT HOBble POPMY/bl A4St pacueTa NpuBoAa KOHWMYECKMX 3y6UaTbIX Konec.
3TO OCHOBHOE YPOBHEHME, — IKCM/MLMTHAA (hopMa UaeanbHOro paauyca MAOCKOro Koseca,
BblBeJEHO 6e3 NPUMEeHeHWs] M3BECTHOro MeToaa TpearofibAa MHUMOFO LWJMHAPUYECKOTOo Mpu-
BOAa. TouHasi (popmyna SIBNSIETCA CYMMON YacTHbIX (yHKLWI. Kpome Toro AaeTcs eule B Kade-
CTBE NPUOBIMKEHHOIO PELeHUsI NIMHeHOe COOTHOLLEHWE C MaKCUMa/ibHbIM OTK/IOHEHWEM [0
1,4%.



A NEW SYNCHRONIZING METHOD FOR SYSTEM
DISTURBANCE CONDITIONS
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[Manuscript received January 9, 1958]

At synchronization two synchronous generators i.e. two synchronous
generator groups (usually one group anil one synchronous generator), of the
same nominal frequency, but having in effect differing speeds of revolution
(i. e. being galvanically unconnected), possessing an identical sense of revolu-
tion and nominal voltage, are galvanically connected at some voltage level.
The connection must be made in such a way as not to damage the equipment
(synchronous machines, transformers etc.) and that the continuous supply of
current to the consumers should not be effected. Upon the connection being made,
normal system conditions must be established, under which the two machines
or machine groups that were originally rotating with frequencies effectively
differing, must revolve at the identical ’synchronous” speed.

In practice the so-called precise synchronization has usually been applied
for synchronization purposes. One of the machine groups — generally the
larger — then rotates at a constant speed. The machine (or machine group)
to be synchronized is connected parallel to the first group after excitation to
the same voltage is reached on both sides of the circuit breaker with which
the synchronization is done, when there is the least possible difference in rate
of revolution, and at a moment when the angle between the voltages of the
two machine groups passes through zero. If the precise synchronization is
carried out correctly, no transients either of active or reactive power, currents,
voltages or mechanical stresses can be observed. Precise synchronization can
be suitably automated to the desired degree.

In the case of rough synchronization the machine is connected to the
power system at approximately the synchronous speed (with a few percent
deviation), but without excitation. The generator then approaches the synchro-
nous speed over a considerable period of time — of the order of magnitude of
a second — to the accompaniment of a decaying overcurrent (strongly reactive)
and a corresponding voltage dip. To get into synchronizm then takes place either
without excitation due to the saliency of the rotor, or in the absence of that,
in consequence of excitation automatically applied after the connection is
established.

16*
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Rough synchronization in all cases — even if the rotor speeds are iden-
tical— causesacurrent rush and voltage dip. (Their magnitude being determi-
ned by the characteristics of the machine, the rating and reactances of the
power system, etc.)

Under normal operating conditions the speed of the machine group to
which the synchronizing takes place is constant, the consumers receive a
proper supply and system conditions within the synchronized power station
are normal. If this is the case, then precise synchronization can be satisfactorily
carried out both manually and automatically and — apart from the occurrence
of really gross faults — shows advantages over rough synchronization. (The
basis for evaluation can equally be the stresses on the synchronized
machine and its associated equipment, or the stability of the pow-er
system.)

Under disturbance conditions the speed of the machine group to which
the synchronizing takes place varies considerably, the supply to the consumers
has partly failed and is partly insufficient, while operating conditions within
the power stations are irregular (unsteady). The situation of the consumers
and the power stations then urgently requires the rapid synchronizing of the
machines, but the varying speed itself makes this impossible. Precise synchroni-
zation can in such cases possibly only be carried out with a considerable diffe-
rence in phase angles which may be disadvantageous for both the machine to
be synchronized and also the power system. Rough synchronization — which
is accompanied by hardly any active power transient — despite the permanent
drawbacks discussed previously, usually offers a more advantageous and rapid
means of synchronizing under disturbance conditions, than precise synchroni-
zation.

If the power system to which the synchronization under disturbance
conditions takes place is operating amidst circumstances very unfavourable
to stability, and the rating of the roughly synchronized machine is significant
in comparison to the total generator rating of the power system, then the
rough synchronizing may act as a kind of short circuit effect, as a result of
which stability might break up. Under disturbance conditions the generators
of the power system are run generally whithout excitation reserves and a
generator without excitation connected at some point of the power system
appears as a shunt reactance that increases the transfer impedance of the
network and might cause disturbances. Under certain circumstances therefore
rough synchronization also fails to solve the problem.

W ith the widespread application of block units — wiiere a current limit-
ing reactance (mainly the reactance of the transformer) of approximately
subtransient reactance size has appeared between the generator and the
infinite system —the chance of faults occurring directly in the equipment have
decreased considerably. The increase in unit ratings has also had the same
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effect as far as the machines effected were concerned. The latter factor has,
however, also led to the problems of stability becoming more dominant in
synchronization.

The difficulties of stability that arise could undoubtedly be alleviated
by inserting a current limiting reactance between the generator to be synchroni-
zed and the power system during the time of the synchronization. This would,
however, be a very complicated and expensive solution.

When the circuit breaker with which the synchronization takes place
is closed with one (in an effectively earthed system) or two poles, in the
positive sequence system (which is decisive for stability) certain combinations
of the negative and zero sequence systems are connected in series, which act
as current limiting reactances until the assymmetry is over. The transient
power transients caused by precise synchronization may thus be diminished
by one or two pole synchronization. It seems possible that under certain cir-
cumstances the conditions of rough synchronization might also improve with
one or two pole synchronization.

In order to show the essentials of the phenomena discussed a number of
simplifying assumptions will be introduced but the results can — at much
greater length — be completely generalized. Let us first examine the initial
subtransient or transient period. We shall discuss turbogenerators, taking
x'tdr  x'gar,d neglecting the effect of the slip s, which will only be considered
in the case of rough synchronization. We assume that the machine is connected
to anetwork of zero internal reactance and infinite inertia. The terminal voltage
of the generator running at no load before synchronizing, is U, and is with
an angle $in advance of the voltage e of the power system at the point of

synchronization. There is an outside reactance xe between the two terminal
voltages.

e
id = — —-—e- [1 — cos i] H-----m=-mmmmm- [cos (t + & — cos 0] 1)
xd+ Xe xd+ xe
iq= sin t [sin (t -f- ® — sin (] (2)
X'+ xe xd+ xe
1. — and 2. are the initial currents (without damping) that occur with precise

three phase synchronization. If U = 0 we obtain the currents for rough syn-
chronization, if e = 0 then we get the three phase short circuit currents of the
machine running at no load. 1.and 2.also enable fluxes ortorque to be calcu-
lated.

If the generator with an ungrounded neutral point is synchronized with
two poles of the circuit breaker on the generator voltage side by precise syn-
chronization then the currents are :
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©)

@)

where 00is the angular position of the direct axis with respect to the axis
of phase “a” at time t= 0.

The generators of large power stations are as a rule connected to the
power system not directly, but through transformers. The transformers are
generally of the delta/star type, where the star has an effectively grounded
neutral point on the higher voltage side. Supposing that the reactance of the
transformer between the infinite system and the generator is approximately
of the magnitude of x4, then in this case xe= xd. If then two poles (the b
and c phase) of the circuit breaker on the higher tension side are closed, then



A NEW SYNCHRONIZING METHOD FOR SYSTEM DISTURBANCE CONDITIONS 247

the equivalent circuit diagramm of fig. 1. and the vector diagramme of fig. 2.
may be drawn for the positive, negative and zero sequence components of the
a phase. Here U now equals e (the dashed values apply to the higher, the

undashed to the generator voltage side of the transformer). The currents are
then,

id= )3 [I —cost —cos O cos (t + d)|-j-
Sxd |

+ 2 sin sin [2 (t -)- 0Q ----- é ----- 60] — sin [( + 200-------2-—60] 5)

ig= ~- |3 [sint—sin [t + d] + sind| -
Xt 1

2 sin — sin [2 (t + 00) - ; + 30] - sin[t+ 2fl0 -—--—52)+ 30] (6)
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If only one pole of the circuit breaker on the higher tension side is con-
nected, then the equivalent circuit of fig. 3. and the vector diagramm of fig. 4.
may be obtained. The currents are then, under similar conditions :

id= «— - 1[I —cost—cos Of- cos (t -f O)] —
|

/St n
—2sin— sin[2 (t 0,,)—— 60] — sin [t + 200— 60] 7)
2 L 2
iq= - I [sint—sin [t + (B + gin §—
5*d |
c 6
—2sin E sin [2 (t+ 0Q ----- é( 30] - sin[t+ 2e0 ---——2—---b 30] (8)

The largest currents with the various methods of synchronizing are
shown in fig. 5. as functions of § compared to the various short circuit currents

(instantaneous peak values, neglecting damping and for the most unfavourable
values of &0).

It may be shown, that in case of the three phase synchronization of a
block unit only the maximum current (in opposition) will be as great as the
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short circuit current arising when the bus sector between the transformer
and generator is shorted. A greater current than this short circuit current may
arise if the block unit is synchronized on the higher tension side with one or
two poles and with large 0-s. (This current is only greater in the transformer. In
the generatoritissmallerthan its own, otherwise largest current.) The unipolar
synchronous current flowing in the transformer is overall some 20% more
than the largest three phase current : its value is

= 24 (9)

(In the case of two pole synchronization 2,29 should be substituted for 2,4.)
The stress on the transformer is a function of the square of the current.
If, when synchronising, we make provisions that —30° < ¢ <[ -f- 30°,
then the magnitude of the current with unipolar synchronization is

U
M1 Jx = £ °’62

This is 62% of the three phase short circuit current of the block unit (which
may be unavoidable) and the stress is less than 40% ofthe latter short circuit

stress.
In considering the torque in the machines, we use the known expression

T —iqig Idxg (10)

Since we have assumed Xd — Xq in the initial period

W= U— Xdid (11)
and
g = Xq 1q (12
Thus from (10)
T- iqU. (13)

The greatest instantaneous torque value has been calculated for all cases
(neglecting damping and for the most unfavourable values of 60and time /).
The graphs of the greatest torques are shown as functions of Oin Fig. 6. It
may be seen that in the case of block units (Ex = 2Xd) with three phase
synchronization at 6 = 120° and | = 120° a torque of

u?2
Tmax = 1,3 (14)
xd
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is developed (i.e. 30% more than with a three phase short circuit). If we
were not discussing a block unit the above expression would obviously contain
a factor of 2,6.

W ith one phase connection on the smaller voltage side a torque of

T max (15)

is developed, which is a 12% higher value than with three phase synchroniza-
tion. (If it were not a block unit, the constant in 15) would be 2,91.)

The maximum here occurs at & = 135° and t = 135°.

Ifthe synchronization of a block unit takes place by a two pole connection
on the higher tension side

Tmax= 1,363 V2 (16)

*d
at % <*126° and f~ 126°.



252 P. O. GESZTI

Finally with one pole synchronization of a block unit on the higher
tension side

Tmx= 1,164— 1.

at 6 = 135° and t = 135°.

Fig. 6. shows that as far as the maximum instantaneous torque is
concerned the most favourable of the methods of precise synchronization is
unipolar synchronizing.

W ith rough synchronization, as the literature shows [4, 5, 6] the values-
of the instantaneous torques are favourable, though within & — i 30° there
is no substantial difference.

The decisive factor for the stability of the cooperating system is the
unidirectional average torque developed in the machine. These values have
been found for the subtransient and transient period (the unidirectional torque
arising with three phase precise synchronization at a given angle 6 has been

taken as 100%).
Synchronization

three phase smaller voltage higher voltage

one phase two pole one pole
subtransient 100 50 75 40
transient 100 60 81,6 50

The table shows that in the case of block units one pole synchronization
must be mainly considered as against three phase synchronization, because
the decrease for a given value of Oin the unidirectional average torque, and
thus in the power transient delivered to the power system, is here very consi-
derable.

Unipolar synchronization will, at the same angle 6 only give the power
system 40—50% ofthe power transient that three phase precise synchroniza-
tion gives. The maximum torques developed in the machine are smaller than
with three phase precise synchronization. The currents arising with unipolar
synchronization are, however greater than those with three phase synchroniza-
tion, but it has been shown that with the phase angles that actually occur in
synchronization, only insignificant forces can arise in the coil parts effected.
The negative sequence currents only flow for a very short time (of the order
of a second) and can therefore cause no harm. (The other two poles of the
circuit breaker close with a delay of about 2— 3 secs.) Apart from all these
characteristics, unipolar synchronization furthermore causes no voltage dip
such as rough synchronization does.

Overall it appears that one pole synchronization can, with the application
of certain automatic and phase-angle limits, be a usable, even if not exclusive
method of synchronization under disturbance conditions.
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SUMMARY

The method described shows that with unipolar precise synchronization smaller power
transients arise. This is important in synchronizing under disturbance conditions, for both
the system and the machine to be synchronized. The machine to he synchronized should be
provided with an angle limiting appliance, so that in case of faulty operation — round the
mopposition point— currents exceeding the three phase short circuit current should not arise.
The method improves the stability conditions of the disturbed system and synchronization
mcan be more rapidly and safely carried out under disturbance conditions.

EINE NEUE METHODE FUR DIE SYNCHRONISIERUNG BEI GESTORTEM NETZ
P. O. GESZTI

ZUSAMMENFASSUNG

Die vom Verfasser beschriebene Methode verursacht, bei einphasiger Synchronisierung
kleinere Werkleistungsstdssc. Dieser Umstand ist bei Synchronisierung unter gestérten Netz-
verhéltnissen sowohl vom Standpunkt des Netzes, als auch vom Standpunkt der zu synchro-
nisierenden Maschine von Wichtigkeit. Es ist richtig, die zu synchronisierende Maschine mit
meiner Phasenbegrenzungseinrichtung zu versehen um so zu verhindern, dass bei einer even-
tuellen falschen Schaltung — in der Nahe der Opposition — Stréme entstehen die den drei-
phasigen Kurzschlusstrom Ubersteigen. Durch die Anwendung der Methode gelangt vor allem
mdas durch eine Betriebsstorung betroffene Netz in eine vom Standpunkt der Stabilitdt gunstige
Lage und im Falle einer Betriebsstorung kann man die Synchronisierung schneller und bet-
riebssicherer durchfihren.

UNE METHODE NOUVELLE POUR LA SYNCHRONISATION SOUS CONDITIONS
DE SERVICES ANORMALES

P. O. GESZTI

RESUME

La méthode décrite dans I’étude montre qu’une synchronisation unipolaire cause des
echocs wattés moindres. Cette circonstance est importante du point de vue du réseau aussi
bien que de celui de la machine a synchroniser, quand il s’agit de synchronisation pendant un
accident de service. Il est bon de munir la machine a synchroniser d’un limiteur de déphasage,
pour éviter —pendant un branchement incorrect & proximité de I’'opposition des phases — les
ecourants de court-circuit dépassant le courant de court-circuit triphasé. Per I'utilisation du
systeme, c’est surtout le réseau atteint par un accident de service qui est placé dans une situation
favorable point de vue de la stabilité, et en cas d’un accident, on peut effectuer la synchroni-
sation plus rapidement et d’une facon plus sdre.
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HOBbIA METOJ, CUHXPOHU3ALUN MPU ABAPUMNHBLIX PEXWMAX

n. o. TECTH

PE3FOME

Kak 3To cnefyeT U3 U3M0XEHHOro MeToda Mpv OfHOMO/IOCHOW CUHXPOHM3aLMK obpa-
3ylOTCS HeBonblUMe BaTTHble yaapbl. 3T0 06CTOATE/ILCTBO MMEET BaXKHOE 3HAueHWe NpU CUH-
XPOHM3aLMN BO BpeMs aBapUHOr0 pexkrma Kak C TOYKW 3PEHUSI CUCTEMbI, TaK U CUHXPOHW-
3MpyeMoil MallMHbI. [paBuibHO 6yAeT OCHACTUTb CUHXPOHMU3MPYEMYIO MaLLUUHY YCTPOICTBOM,
OrpaHNYMBalOLLMM Yrofl, UTO6bl TaKUM 06pAa30M OT BO3MOXHbIX OLUMGOUHLIX BK/IIOUEHW — B
06/1aCTN 0NO3NLMN — He 06pa30BasioChb Gbl TOKOB, NPEBbILLALLMX TOK TPEX(A3HOr0 3aMblKaHMs.
MpuMeHeHVeM MpeanaragMoli CUcTeMbl B 60/1ee BbIFOAHOM MOJIOXEHMU ByAeT cucTeMa C aBapuii-
HbIM PEXUMOM B MepBYI0 ouepedb C TOUKM 3PeHUSI CTaBUIbLHOCTM U CUHXPOHM3ALUMS NpU aBa-
pPUAHOM peXrMe MOXHO OCYLeCTBUTb 60/ee HaeXHO U BbiCcTpee.
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A kézirat nyomdaba érkezett: 1958. IlIl. 11. — Terjedelem: 22,25 (A/5) iv, 147 abra, 2 melléklet
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THE DIMENSIONING OF SHIELDING WALLS
AGAINST GAMMA RADIATION

L. TIHANYI

HIGHWAY AND RAILROAD PLANNING OFFICE, BUDAPEST

[Manuscript received July 3, 1957]

1. Introduction

Radioactive radiations are harmful to living organisms, the body must
therefore be protected from the dangerous effects of such radiations wherever
they might appear. This protection may take place by increasing the distance
from the source of radiation (distance protection), by decreasing the period
of irradiation (time factor) and finally by putting absorbent layers, shielding
walls in the path of the rays (material protection).

The dimensioning of shielding walls generally used according to inter-
national practice, is the system which here is called the “tabular method”.
A brief review of this method of dimensioning is followed by the description
of another, the “complex method”, which makes it more economically, more
accurately and more quickly possible to dimension shielding walls. At the
conclusion these two systems are compared, from several points of view.

2. The tabular method

The fundamentals ofthe tabular method were worked out by Gammerts-
fetder [1] for the National Committee on Radiation Protection. Since its
revised form, contained in Tables 1 and 2 is generally known, we shall not
here deal with the methods by which it was compiled or assembled, but
merely reproduce it, and limit ourselves to an explanation of how it is in
practice put to use. Tables 1 and 2 are the bases of the projected Hungarian
Standard MSZ 62 Rt, of the German Standard DIN 6843 and of the
dimensioning of radiation protection in other foreign standards.

The method for using the tables is as follows : Table 2 shows the
rounded value of the gamma ray energy of the isotope concerned in MeV
(column 3) and the average number of gamma quanta per disintegration
(column 4). The latter factor is then multiplied by the amount of isotopes
to be used, and section a) of Table 1 shows the thickness of the layer of lead
to be used at a distance of 1 meter for the quantity of activity and the corres-

1 Acta Technica X X 1/3—4.
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Table 1
Gamma energy in MeV
0,2 0,35 05 0,75 1 15 2 25 3
a) Activity Thickness in mms of lead shield necessary at a distance of 1 m
10 M € oo —1 — 3 —4 —3 — 1 + 4 + 9 + 12 + 15
20 Me ., —1 — 1 0 + 4 4+ 8 16 + 23 27 + 30
50 Me . 0 + 2 + 6 + 13 + 20 32 + 41 + 46 + 50
100 M e .vveenenee +1 + 4 + 10 +20 + 29 + 44 + 55 + 60 + 65
200 M e . + 2 + 6 + 14 +26 + 37 + 56 + 69 + 75 + 79
500 M €. + 2 + 9 + 19 +35 + 49 + 72 + 87 + 94 + 99
1 C e, + 3 + I +23 +42 + 58 + 84 + 101 + 108 + 114
2 C s +4 + 13 +27 +49 + 67 + 96 + 114 + 122 + 129
5¢ + 5 + 16 + 32 +57 + 78 + 112 + 133 + 141 + 149
10 ¢ +5 + 18 +36 +64 + 87 + 124 + 146 + 156 + 163
20 C v +6 +20 +40 +71 + 96 + 136 + 160 + 170 + 178
50 C e +7 +23 +45 +80 + 107 + 152 + 178 + 189 + 198
100 € e + 7 +25 + 49 +86 + 116 + 164 + 192 + 203 +213
+ + + + + + + + +
+ 3 + 10 + 19 + 31 +41 + 56 +64 +67 + 70
-|-2 + 5 + 8 + 14 + 18 + 24 +28 + 29 + 30
0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 M —1 — 4 — 8 —13 — 17 —24 — 27 — 28 —29
—3 — 9 — 18 —31 — 40 — 55 —64 -—-66 —69
10 M —4 — 13 —28 —44 — 64 — 79 —92 —95 —98
+ + + + + + + + +
¢) Working day (hours)
Lo —1 —6 —12 —20 — 26 — 36 —41 — 43 — 44
2 —1 —4 — 8 — 13 — 17 —24 —27 — 28 —29
4o 0 —2 — 4 — 6 — 8 — 12 — 13 — 14 — 14
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
24 e, £ 1 +4 + 7 411 + 14 419 +22 +23  +24
x x x x x x x x X
d) Absorbent medium
PD o, 1,0 1,0 1,0 1.0 1.0 1,0 1,0 1,0 1.0
F e s 10 4,3 2,7 1,9 1,7 15 15 1,6 1,6
Concrete, Al 34 13 7.8 5,4 4,8 4,3 4,4 4,7 4,8
W ater ... 79 30 18 12 11 10 10 11 12
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ponding gamma energy thus obtained. To this thickness we then add the
distance correction to be found in the same column of section b) and finally,
if the shielding material is not lead but iron, concrete or water, then the figure
is multiplied by the appropriate factor obtained from d). The shielding wall
thickness thus established reduces the radiation dosage at the distance con-

cerned to daily 50 mr.

Example. What is the needed thickness of the protective
of Co 60 at a distance of 2 meters for a 4 hours working day? For
energy is 1,5 MeV, the multiplication factor is 2, therefore

concrete to shield 1 curie
Co 60 the effective gamma

a) 2 X 1c (1,5 MeV) -f-96 mm Pb

b) 2 meters —24 , !

C) 4 hours .. 2,

60 mm Pb
For concrete 60 X 4,3 = 258 mm
Table 2
Radio isotope Half period Eﬁe(iz:zgiy&iu::;rgy M“'%L%'tigﬁtm"

Na22 2,60 vyears 1,5 2
Na24 15,0 hours 2,5 2
K42 12,5 hours 1,5 0,25
Sc46 84 days 1,0 2
Mn56 2,58 hours 1,5 1,5
Fe59 46 days 1,5 1
Co60 52 years 1,5 2
Zn65 245 days 1,0 1
Zn69 13,8 hours 0,5 1
Gar2 14,3  hours 2,0 1
As76 26,1 hours 0,75 0,5
Brg2 35,7 hours 1,0 2
Rb86 19,5 days 1,0 0,2
Rul0o3 39,8 days 0,5 1
Agllo 270 days 1,5 2,5
Sbl24 60 days 1,5 1
J131 8 days 0,5 1
Csl34 2,3 years 0,75 2
Csl37 33 years 0,75 1
Talg2 111 days 1,0 2
Rel86 92,8 hours 0,2 0,2
1rl92 74,4  days 0,5 2
Au 198 2,7 days 0,5 1
Hg203 47,9 days 0,35 1
Ru226 1620 years 2 1

1%
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3. The complex method

A radioactive isotope may emit gamma rays of differing energies for
each disintegration according to its disintegration scheme. Their gamma ray
abundances per disintegration may be equal to each other (cascade) or different
(series), or a combination of the two. The basic principle in dimensioning
shielding walls against radiation is that the sum of the dose rates caused
by the simultaneous gamma radiations of different energies and abundances
should at the given point not exceed the permissible value. To dimension
the thickness of a shielding wall so that it should withstand the greatest
radiation energy that could occur, would in the case of series radiation be
a waste of material, because its abundance might well be only a small fraction
of the total radiation simultaneously occurring. On the other hand, in the
case of cascade radiation a second and a third gamma radiation simultaneously
occurring with radiation of the greatest energy may be of only a slightly
surlier energy, and might therefore cause a further increase of dose rate
that could lead to a substantial rise of the total dose rate above the per-
missible value.

3.1. Disintegration schemes

The dose rates caused by various gamma radiations simultaneously
occurring augment one another. The tabular method proposes to take into
account this integrative effect of the gamma radiations by an appropriate
determination of the Effective Gamma Energy and the Multiplication Factor
in Table 2. The complex method examines the development of a resultant
dose rate in various disintegration schemes according to the following con-
siderations :

3.1.1. Monoenergetic disintegration

In this simple case, the isotope only emits one gamma radiation per
disintegration. The value of the dose rate at a distance of A meters from
a gamma ray point of I curies activity is

D is here the dose rate constant in réntgens/meter/hour, i. e. the dose rate
N which is produced by unit activity (1 =1 curie) at a unit distance A = 1
meters without use of a shielding wall (R = 1) during a period of 1 hour.
The value of D is in proportion to the energy of radiation : D = aE, where
E is in MeV-s. The value of D as a function of E can be found in literature [2].
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R = €*/ in the above expression is the attenuation factor, which shows
to what fraction of its original value the radiation has been decreased after
passing through a shielding wall of thickness Vcm and of linear absorption
coefficient fi. The value of the linear absorption coefficient p is different
for each absorbent and is also a function of the energy of radiation and of
the mode of radiation in a broad or narrow beam. The value of the attenuation
factor as a function of the energy can be obtained from tables or series of
graphe.

Considering the above values the dose rate for monoenergetic isotopes is

Yy | akE | akE
A2’ A2' R °

3.1.2. Cascade disintegration

If a radioisotope emits gamma rays of energy Et, E2 emmEn per disin-
tegration, then each of the radiations, correspondingly, contribute to the
development of the resultant dose rate.

<hEt , | J anEr
ef4Vv A2 emV
I («1E1 a2E?2 anE
A2l r o+ % -+ -8

3.1.3. Series disintegration

In the case of series disintegration gamma radiations of energies Ev

E2 ... Enand abundances pv p2... pn will occur per disintegration, so that
the resultant dose rate for a shielding wall ¥ cms thick will — in analogy
to the case of cascade disintegration — be
N _ Piml | al , Pgl ma2pg2 , JPnJ_. anEn _
A2 e"M A2 ey o A2 e'nVv
= (Pi°1E1 |I_P2a2E2 |, ., Pn En
"A2\V R, R 2 Rn

3.2. The method of dimensioning the shielding ivalls

In practice the problem which generally arises is the following : There
is given an isotope source of I mcuries activity in a point at a distance of
A meters from the source, the dose rate during a working day of M hours
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may not be more than the permitted N mr/day. How thick (V cms) should
the shielding wall of a given material be? In practice therefore the product

A2+N/M
|

is always calculable or given.
It follows from the foregoing that

A2-N/M _ a-E

for monoenergetic radiation: I = j (c.lit)
. . A2eN/M alE1l anEn
for cascade disintegration ; | + .. =FfF(m
K
A2+N/M i «1Ei
for series disintegration - PIaEL L * o Pnankn =f(W)
Ri R,,

If, therefore, the values of f(E/R) are determined for various types
of isotopes (p, a, E) as a function ofthicknesses for the shielding wall (V cms),
and plotted in graphs, then, under given circumstances, the proper value V
cms of the thickness of the shielding wall may be obtained as corresponding
to the given value of

A2+N/M
|

however complicated the disintegration scheme of the isotope may be.

3.3. Construction of the f(E/R) graphs

The /(E/R) graphs may be constructed for lead screens as follows :

The dependence of the attenuation constant of lead on the energy
of the gamma radiation is shown in Table 3, which is taken from the material
ofthe Atomic Energy Conference held in Geneva in 1955 [3]. The table applies
to broad beam radiation and to lead with a density of 11,34 kg/dm3. Wall
thicknesses are in mms.

Using the curves obtained from Table 3, a further series of graphs
showing R = f(E) (Fig. 1) was plotted, that shows the attenuation factor
as a function of the radiated energy, with the thicknesses V cms of the lead
wall as parameters. With the help of this series of curves the attenuation
factors R = e'1 can be obtained for any intermediate radiation energies
for thicknesses V= 1, 2, 3, 4... cm, etc. of the lead wall.
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The values for the characteristic gamma radiations p+y, Ex...pn, En
of the various isotopes can be determined from the disintegration schemes
to be found in the literature [4]. The disintegration schemes described by
various authors are not quite identical sometimes in which case the less
favourable scheme (that needing the greater wall thickness) was chosen. The
values of E and p which served as the bases of the complex calculations,

Table 4

Energy Abundance Dose rate Dose rate
Isotope E MeV p constant Isotope E MeV p constant
a. E a. E.
Na 22 1,277 1,00 0,65 2,21 0,40 1,00
1,61 0,25 0,78
Na 24 i;g i'gg éé; Sb 124 074 0.07 0.42
, , : 0,60 0,74 0,34
K 42 1,50 0,20 0,74 0,18 0,39 0,09

1,12 1,00 0,59
Sc 46 , , , 0,723 0,03 0,41
0,89 1,00 0,49 | 131 0,638 0,09 0,37
Cr 51 0,32 0,08 0,19 0,364 0,80 0,21
0,284 0,05 0,16

2,06 0,20 0,95
Mn 56 1,77 0,30 0,84 1,35 0,0075 0,68
0,822 1,00 0,46 Cs 134 0,793 0,430 0,44
130 0.50 0.66 0,60 0,420 0,35
Fe 59 110 0’50 0’58 0,57 0,150 0,33
co 50 133 1,00 0.68 Cs 137 0,661 0,92 0,38
1,17 1,00 0,61 1,223 0,279 0,63
Ta 182 1,188 0,131 0,62
Cu 64 1,34 0,01 0,68 1121 0204 05
Zn 65 1,12 0,46 0,59 0.764 0,002 0.43
Zn 69 0,44 1,00 0,26 Re 186 0,622 0,002 0,36
- 251 0.60 1,09 0,127 0,180 0,05
2,49 0,40 1,10 0,613 0,002 0,35
2,06 0,042 0.95 0,605 0,005 0,35
0,588 0,005 0,34
141 014 0J0 0.485 0.005 0.29

As 76 1,21 0,175 0'63 Ir 192 ' ' '

0,468 0,137 0,28

0,648 0,07 0,38
0'os 0.70 032 0,316 0,450 0,19
' ' ' 0,308 0,168 0,18
1,445 0,042 0,72 0,296 0,173 0,18

1,292 0,090 0,66
Br 82 1020 0105 055 Au 198 0,411 1,00 0,24
0,750 0,370 0,42 Hg 203 0,279 1,00 0,17
0.535 0,390 031 2219 0,083 1,01
Rb 86 1,12 0,2 0,59 1,778 0,245 0,85
1,390 0,051 0,70
Ru 103 0,498 1,00 0,29 1248 0,046 0.64
1,50 0,58 0,74 1,130 0,139 0,59
1,40 0,58 0,70 Ra 226 0,941 0,038 0,51
Ag 110 0,94 0,35 0,51 0,773 0,031 0,43
0,88 0,35 0,48 0,612 0,242 0,36
0,65 0,96 0,38 0,354 0,081 0,21
0,297 0,034 0,18

0,243 0,010 0,13
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made in respect to the various isotopes are shown in Tab. 4. The values of
the dose rate constants aE corresponding to the component radiations of
various energies were taken from literature [2].

Fig. 1

The method for determining the values of f(E/R) is illustrated by the follow
ing examples :

3.3.1. Monoenergelic disintegration
Table 5

Zn 65 isotope
E = 1,12 MeV

p — 0,46
a*E = 0,59
V cm R pea°*E/R

0 | 2,75 +10-1
| 172 155 . 10“1
2 2,85 9,70 « 10-*
4 8,8 3,00 - io-*
7 61 4,35 « 10-»

10 435 6,10 - io-4
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3.3.2. Cascade disintegration

Table 6
Co 60 isotope
Ex= 1,33 MeV E2= 1,17 MeV
Pi= 1,00 p2= 1,00
ox*Ex= 0,68 a2*E2= 0.61
vV ocm Ri R. “i*Ei/R, a2 *eE AR 2 ai *x/R-x + a2°E2R2
0 1 1 6,80 «10-1 6,10 «10-1 1,29
2 2,52 2,76 2,68 «10-1 2,22 «10-1 490 «10-1
4 6,7 8,16 1,02 «10-1 0,75 «10-1 1,77 «10-1
6 19 27,5 3,56 «10-a 2,22 «10-a 5,78 « 102
8 62 98 1,12 <« 10~2 0,62 «10“3 1,74 « 10* 2
10 180 326 3,76 < 10- 3 1,88 «10*3 5,64 «10“3
12 540 1180 1,26 « 10“3 0,52 «10*3 1,78 < 10- 3
14 1750 4100 3,87 «10-4 1,46 « 10" 4 533 « 10" 4
16 5800 14500 1,18 < 10-4 0,43 < 10- 4 1,60 «10-4
18 17200 50000 3,94 «10“3 1,22 < 10“ 6 5,16 «10“3
3.3.3. Series disintegration
Table 7
Ta 182 isotope
Ex= 1,223 Er= 1,188 E3= 1,121  MeV
Pi= 0,279 p2= 0,131 p3= 0,294

ax-Ex— 0,63 a2*E3= 0,62 a3-E3—0,59
Pxeox*Ex= 0,176 p2-a2-E2— 0,081 p3-a3E3= 0,174

c\r/n q, R R, Pi ai E1JR: Pl “2EJR2 Pz a3 EIR3 £paER

0 1 1 1 0,176 0,081 0,174 0,43

2 2,66 2,72 2,86 0,661 «10-1 0,298 « 10“ 4 0,610 «10- 1 1,57 «10-1
4 7,6 8 8,7 2,31 +10-3 1,01 «10-~2 2,00 10 2 5,32 « 10 2
6 24 26,2 31,6 0,74 - 10%2 0,31 10 2 0,55 +10-2 1,60 «10-2
8 82 93 115 2,14 103 0,87 «10-3 151 103 4,52 « 103

3.4. The calculation of the thickness of shielding walls against radiation

The values of F(V) =f(EjR) were similary determined to the examples
under 3.3.1., 3.3.2. and the above 3.3.3., for other gamma radiating isotopes
enumerated in Table 2 and these results were then plotted in Fig. 2 as functions
of the lead thickness V, with the various isotopes as parameters.
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According to 3.2., the function ofthe lead thickness V can be expressed as

A2eN/M
F(V) =f(E/R) =

which means that for a given case, where A, N, | and M are known, a specific
numerical value may be obtained for the fraction, the corresponding value
of V being then directly obtainable from Fig. 2. The determination of the
thickness of the shielding wall has therefore been reduced to a calculation
of the numerical value of the above fraction and then to a reading of the
thickness V corresponding to that value, from Fig. 2.

The following examples will illustrate the use of the graphs :

a) A lead shielding wall is to be planned against I — 100 mcuries of Co 60 isotope’
that will reduce the dose rate during an 8 hour working day at a distance of 0,5 meters to
JV= 50 mr/day. Substituting these values

A*-N/M _ 0,50.50/8 . JAS
| - Too _ 157 10

The corresponding thickness of lead obtained from the Co 60 graph of Fig 2is V = 8,20 cms.

b) I = 400 mcuries of J 131 isotope are to be transported in a lead container, so
that the dose rate at the surface of the wooden box of L = 50 cms width, enclosing the lead
container (A = 0,25 m) should not be greater than N/M = 12,5 mr/hour. With these values

A2muN/M1 0,252+12,5

1,95 X 10"30.
| 400 '

The corresponding thickness of lead from the J 131 graph of Fig. 2 is V = 3,30 cms.

c) The safe has a 6 cms thick leaden wall. The dose rate at a distance of 50 cm from
the inner surface of the safe (A = 0,5 m) may not be greater than N/M = 6,25 mr/hour.
W hat quantities of various isotopes can be stored in the safe?

From the basic equation if follows :

A2mN/M  052+6,25 1,56
F(V) ~ F(V) =~ F(V)~

The values of F(V) are given in Fig. 2 by the intersections of the ordinate for V — 6 cms
with the graphs for the various isotopes. The values for F(V) and the calculated number
of mcuries that can thus be stored are determined for several isotopes as below :

1,56
Isotope F(F) 1 meune “ W )
Na 24 .... 0,176 8,9
Co 60 .... 0,058 26,9
Fe 59 .... 0,025 62,2
Zn 65 0,0082 191,0
d) W hat should he the thickness of the lead wall of a safe to store 100 mcurie activity

of a given isotope, so that the dose rate at a distance of 1 m from the interior of the safe
should not be greater than 10 mr/hour:

A2uN/M 12+10
F(V) = | T 0 - 01
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Fig. 2
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A horizontal line drawn for the ordinate 0,1 in Fig. 2 will then intersect the various isotope
graphs at the necessary thicknesses of lead. Thus:

To store 100 mcuries Na 24 V = 7,35 cms
100 Co60 V= 505 cms
100 Fe59 V= 3,60 cms
100 Zn65 V= 1,90 cms

«of lead are needed.

3.5. Calculating the dimension of safes to store several isotopes

Let m, n, o and p isotopes of activities Im, In, 1 0and Ip be simultaneously
stored in a safe. The thickness of the lead wall so that the total dose rate
at a distance of A meters from the interior of the safe should not exceed
N/M mr/hour, is to be found.

Supposing that a thickness V of lead is satisfactory to conditions, the
perpendicular raised on the abscissa corresponding to this thickness on Fig. 2
will then intersect the isotope graphs m, n, o and p at values Xm, Xn, X0
and Xp. The dose rate due to a particular isotope at the point A being exa-
mined will then according to the expression deduced be

N I X
M A2

The basic initial condition in determining the thickness V of lead is that the
sum of the component dose rates due to the given quantities of the various
isotopes should not exceed the permissible dose rate of N/M.

N _ N n NO Np_ InleXm+ InmXn-fl0eX0+ IpmXp
M M M M M A2

The determination of the lead wall thickness now takes place in two steps.
First that isotope — let it here be m — is chosen, which acting alone would,
on the basis of the expression

__ A2N/M
Xm= ——

*m
require the greatest thickness of lead. This is, as a rule, the isotope with the
hardest gamma radiation, i. e. the lowest of the curves in the graphs, except
if its activity in mcuries is not substantially lower than that of the other
isotopes. Rearranging for Xm in equation (1).

A2+N/M A2muN/M

, Where
X,

(Am)corr —
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In the corrected activity, therefore, the activities | of the various isotopes
are taken into account and weighted according to their relative effectiveness
compared to isotope m.

As afirst approximation the values of X m, X n, X 0Oand X p are determined
on the supposition that isotope m alone is in the safe. Therefore the values
of X are given by the points of intersection with the m, n, o and p isotope
graphs of the perpendicular, passing through the point of intersection of

the ordinate
A 2N /M

and the m graph. From these values of X, the value of Icon and hence the
value of (Xm)corr may he calculated and the corresponding value of Fcorr
from the m curve will, as a rule, give the required wall thickness with a neg-
ligible error.

The procedure and the exactitude obtainable by it are illustrated in
the following examples :

a) Im= 20 mC of Na 24, In= 20 mC of Co 60 and 10= 200 mC of Cs 137 isotopes
are to be stored in a common safe, so that at a distance of A — 1 m from the interior of the
safe the dose rate may not be greater than N/M = 6 mr/hour. The isotope requiring the

greatest wall thickness is the 20 mC Na 24.
As a first approximation :

A2N/M _ 1-6
Im 20

which corresponds from Fig. 2 to V = 4,70 cms. The perpendicular drawn through this
point will intersect the graphs at values of Xn = 0,123 and X0= 0,0026. Thus the cor-
rected activity value is

Jecorr= 20+ 20« °’173 + 200 «-0°26 = 20+ 8,2 + 1,73 = 29,93 mC, from which
VA0 ujo

(Xm)corr = Yjggjj- = 0,200 .

The corresponding value from the m isotope graph is Fcorr = 5,70 cms.

If this wall thickness were to be employed, the actual dose rate value can be checked
from equation 1., where, however, the values Xm— 0,199, Xn = 0,069 and XO0— 0,00084,
corresponding to the thickness V = 5,70 cms have to be substituted. Thus

N/M = 20 0,199 + 20 0,069 + 200 +0,00084 = 3,98 + 1,38 + 0,17 = 5,53 mr/hour < 6
mr/hour,

are therefore within the permitted limit. The calculation by correction even includes in this
case a certain security margin. If even greater accuracy were needed, the correction pro-
cedure could be repeated, using the new values of Xm, Xn and XO0:

Icon = 20 + 20 + 200 °gp° ~ 4 = 20+ 6,94 + 0,84 = 27,78 mC,

and thus

(Amcorr = 2Y73 = 0,216
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the corresponding corrected value being V = 550 cms on the m isotope graph. Using this
value, more accurately, we may determine the error of the single correction procedure by
finding the calculated excess. This is :

57 ~=--’5 X 100 = 3,52% |,

which is absolutely negligible and within the rounding down order of magnitude. It is
therefore generally sufficient to carry out a single correction procedure.

b) 20 mC Na 24, 100 mC Co 60, 200 mC Cs 137, A = 1 m, N/M = 6 mr/hour. The
greatest wall thickness is given by the 100 mC Co 60, for which, corresponding to the value

12-6

Xm = 100 0,06

Fig. 2 gives V= 5090 cms. The corresponding values are Xn= 0,185, X0= 0,00066. Thus
the corrected activity value is

—_ ko —_ —_ =
Icorr = 100 + 20 O,U% + 200 0.Uo 164,0 mC and thus

Xm — 27~ = 0,0366

which gives a corrected value of 6,75 cms on the Co 60 graph. As in a) the actual dose rate
can be calculated from (1) where, the values Xn = 0,128, X0= 0,00026 corresponding to
the corrected thickness are substituted :

N/M = 100 «0,0366 + 20 «0,128 + 200 « 0,00026 = 3,66 + 2,56 + 0,05 = 6,27 mr/hour >
> 6,00 mr/hour.

In this case, therefore, the correction procedure leads to a slight underdimensioning. A second
correction carried out as in example a) gives a value of 6,85 cms for the thickness of lead,
so that the error committed by the above procedure is 1,47% and therefore, negligible. Here
too, there was no need for a second correction to be carried out.

Examples a) and b) show that even a single step correction procedure
will give a negligible margin of over- or underdimensioning depending on
whether the corrections of the thickness due to the radiation of the other
isotopes is carried out in respect to the isotope of the greatest energy, or
one that is of a smaller energy than the greatest.

If the thickness of the lead wall were to be calculated alone for the
isotope requiring the greatest wall thickness, then this would, in the first
example, have given (5,7 — 4,7) :5,7 = 0,176 = 17,6% underdimensioning
and in the second example (6,75 —5,90) : 6,75 = 0,125 = 12,5% under-
dimensioning of the lead wall. As a result of the underdimensioning of the
lead thickness, the dosage would, in the first case he 9,00 mr/hour, instead
of the permissible 6 mr/hour and in the second case 9,80 mr/hour, which would
have meant an excess of some 50—60% respectively ofthe permissible dosage.
Under certain circumstances, an even greater degree of underdimensioning
may occur, which goes to prove the necessity of a correction procedure.

It may be here pointed out that the tabular procedure does not make
it possible to correctly calculate dimensions in the case of several isotopes
— at the most it becomes possible by means of arbitrary estimates of the
error to carry out random corrections.
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So far we have dealt with the determination of leadwall thicknesses
by help of the isotope graphs of Fig. 2. The f(E /K) graphs for other absorbent
media such as iron, concrete and water can be similarly plotted, with the
difference that instead of Fig. 1, an appropriate series of graphs giving
R = f(E) for the absorbent medium concerned would have to be used.

4. The comparison of the tabular and complex methods

The two methods give substantially different wall thicknesses for a
number of isotopes, as the result of several reasons.

4.1. The inexactitude of the data of Table 2 (the rounded figures for gamma
energy and the gamma quanta per disintegration, i. e. the multiplication factor).

Information on the differences in Avail thickness, due to the above
reasons, is given in Table 8.

Table 8
A= 1m, N/M = 6,25 mrhour, —~2tNM _ 825 Ly
100 meuries 200 meuries 1000 meuries

fotere Tabular Complex Tabular Complex Tabular Complex

Na 22 ... 56 46,5 —_ —_ 96 87,0
Na 24 ... 75 84,5 — — 122 139,0

K 42 . ... — — 32 35,5 — —
SC 46 .. 37 47,0 — — 67 80,0
Mn 56 ........... 50 53,5 — — 90 103,0
Fe 59 .. 44 45,5 — — 84 83,0
Co 60 .o 56 59,0 — — 96 98,0
Zn 65 .t 29 27,5 — — 58 64,0
. 10 8,5 — — 23 22,0
Ga 72 .. 55 77,5 — — 101 132,5
AS 76 .o 13 25,0 — — 35 68,0
Br 82 .......... 37 26,5 — — 67 62,0
Rb 86 ........... 8 11,5 — — 37 53,0
Ag 110 ... — — 72 71 — —
Sb 124 ... 44 58,0 — — 84 1115
J 131 ... 10 7,2 — — 23 23,0
Cs 134 ... 26 20,0 — — 49 45,5
Cs 137 ... 20 18,0 — — 42 39,5
Ta 182 ... 37 37,0 — — 67 75,5
Ir 192 14 5,5 — — 27 16,0
Au 198 ... 10 8,0 — — 23 21,5
Hg 203 ... 4 4,0 — — 11 12,0

Ra 226 ... 55 46,0 — — 101 96,0
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The above table has, for the sake of easier comparison, been compiled
according to column a) of Table 1, for a distance of A — 1 m, an 8 hours
working day and a total daily dosage of 50 mr. The thicknesses of lead are
in mms. The column headed “Tabular” carries data from Table 1, that headed
“Complex” has values determined according to 3.4.4., and is in accordance
with Table 2.

The comparison shows that there is fair agreement for a number of
isotopes, but for the rest there are substantial differences in the thickness
of lead calculated by the two methods : differences corresponding to several
half-value-layers.

The reason for these differences is that the rounded energy values and
the multiplication factors of Table 2 do not, in the case of every isotope,
correctly take into account the complex nature of the disintegration. It is
precisely because of the complex nature of their disintegration that the rounded
energy value in MeV and the multiplication factor for some isotopes cannot
be determined as valid for all activity levels. The incorrect appraisal of the
complex disintegration process can give a larger or smaller thickness than
is necessary. Neither is permissible, because a smaller thickness than that
necessary means a greater dosage than what is permissible, while a greater
thickness leads to a waste of material.

4.2. The discrete steps of Table 1 (activity, distance, hours of work per day)

In the tabular method the actual activity and the hours of work have
to be rounded up to the nearest discrete steps in Table 1, whilst the distance
is rounded down. This means that as a result of this step-by-step structure,
(where the steps are generally separated from each other by twice their own
value) an extreme case can give an error in the *“activity” and “hours”
columns of one half-value layer each, in the “distance” column of two half-
value layers, leading thus to a total error, an overdimensioning of nearly
4 half-value layers beyond the errors already examined in 4.1. In some cases
this error in thickness may partially compensate the error due to the reasons
of4.1., but elsewhere the differences may add and thus increase the uncertainty
of design, i. e. the overdimensioning of protective screens.

Overdimensioning due to the discrete structure of the Tables can of
course be prevented by graphical interpolation between the step-by-step
values of Table 1. This, however,would involve a triple graphical interpolation
(of the *activity”, “distance” and “working day” columns) which would
make the determination of the thickness very cumbersome. The differences
due to the reasons of 4.1. would even then continue to exist and cannot be
corrected by interpolation, since the error is inherent in thé tabular system
itself.

2 Acta Tcchnica XXI1/3—4.
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The accurate calculation of dimensions which are made possible by
the complex method, means that the security factor (the permissible dose
rate value) does not have to he fixed with exaggerated care.

4.3. Further factors

If the permissible dose rate per day differs from the 50 mr of Table 1,
then the value obtained by the tabular method must be further modified.

Finally, the simple calculating procedure proposed in Table 1 for the
various absorbent media may also lead to substantial differences as the
lead equivalents of the absorbent media ought correctly to be used separately
for the component radiations of various energy levels that simultaneously
take place when there is a complex disintegration. It is therefore desirable
to plot separate graphs such as that of Fig. 2 for the more important absorbent
media in order to be able to determine quickly the thickness of shielding
walls against radiation.

4.4, The resultant dose rate method

A method of calculation has also been published (Source 2., p. 758.)
according to which the resultant dose rate in the case of complex disintegration
is determined by the expression

D = pxai Ex p2a2E2 co. En.

This method gives a correct value for the dose rate at a given distance, pro-
vided there is no shielding wall within that distance (R = 1). If there is a
shielding wall, the procedure is to calculated by using an average attenuation
factor Rk

plalEl+ p2a2E2+ ... + pnanEn

which gives a less precise result than the expression

PiaiEi PiazEz ., + PnanEn

Ri L, RN

D x

according to the method of the present paper, where the dependence on the
energy level of the attenuation factor is also taken into account.
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SUMMARY

In place of Gammertsteraer's method of calculating the dimensions of shielding walls
against radiation by means of tables m— that has been adopted and applied by the Hungarian
and a number of foreign Standard Bureaus — the author recommends the adoption of a
graphical method, by means of which the thicknesses of the shielding lead walls against
the gamma radiations of various isotopes can be more simply, rapidly, accurately and econo-
mically determined. The graphical method recommended makes it possible to determine
the thickness of the lead walls even where several isotopes of differing activities are simulta-
neously employed.

DIE DIMENSIONIERUNG VON SCHUTZWANDEN GEGEN GAMMASTRAHLUNG

L. TIHANYI

ZUSAMMENFASSUNG

An Stelle des aus der GAMMERTSFELDER’schen Tabelle abgeleiteten Dimensionierungs-
verfahrens fur strahlungssichere Schutzwéande, welches die heimatliche, wie auch mehrere
auslandische Normungen bernommen haben und anwenden, empfiehlt vorliegender Aufsatz
die Einfuhrung eines solchen grafischen Verfahrens, mit dessen Hilfe die Dicke der Blei-
schutzwande gegen die Gammastrahlungen verschiedener Isotopen einfacher, schneller,
genauer und wirtschaftlicher bestimmt werden kann. Das in Vorschlag gebrachte grafische
Verfahren ermdglicht die Bestimmung der Dicke der Bleischutzwande auch im Falle der
gleichzeitigen Verwendung mehrerer Arten von lIsotopen verschiedener Aktivitat.

LE CALCUL DES MURS DE PROTECTION CONTRE LES RAYONS GAMMA

L. TIHANYI

RESUME

Au lieu du procédé de calcul des murs de protection contre les rayonsgamma, dérivé des
tableaux de Gammertsfelder et utilisé par la norme hongroise et plusieurs normes étrant
géres, I’étude propose I'introduction d’un nouveau procédé graphique. Cette méthode perme-
d’établir d’'une maniére plus simple, plus rapide, plus exacte et plus économique |’épaisseur
des murs de plomb contre les rayons gamma émis par un isotope quelconque. Le procédé
graphique proposé permet de déterminer |’épaisseur des murs de protection en plomb, méme
en cas de I’emploi simultané d’isotopes différents ayant des activités dissemblabes.

2*
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PACYET BALWVTHBLIX CTEHOK OT y-JIYYEN
N._TUXAHW

BMecTo METOAMKM pacyeTa 3alMTHbIX CTEHOK OT paauauuu, BbIBeAeHHON Mo Tabnuue
FaMmepcdenbaepa, KoTopass NPUHATA BEHTepCKUMM U MHOCTPaHHBLIMI CTaHAapTaMu, B AaHHOM
cTaTbe MNpeAnaraeTcs BBECTU TaKOM rpaguueckuii MeTof, NPU MCMOMb30BaHWKU KOTOPOro
BO3MOXHO 60/1€e NPOCTO, 6bICTPEe, TOUHEe W 3KOHOMUUHEE OMpPefenvTb TOMLMHY 3aLLUTHBIX
CBUHLIOBbIX CTEHOK OT Y-/lydeil pasnnuHbIX M30TOMOB. [pesnaraemMblii rpagmueckuii meton
no3BoNisieT faXke NPU OfHOBPEMEHHOM MCMO/b30BAHWN PAa3/INYHbLIX BULOB W PasNMUHbIX MO
aKTMBHOCTM M30TOMOB MPOM3BOAUTL OMpedeNieHne TONWMHBI 3aUTHBLIX CBUHLOBbLIX CTEHOK.



L’EXAMEN DES CAUSES DE PERTES EN AID3APRES LA
LESSIVE DANS LE PROCEDE RAYER

E. MAGYAROSY
CANDIDAT DES SCIENCES CHIMIQUES

M. MARIASSY et A. PERCZEL
INSTITUT DE RECHERCHES DES METAUX, BUDAPEST

[Manuscrit présenté le 22 juillet 1957]

Dans le procédé Bayer pour la production d’alumine, au cours de la
dilution qui suit la lessive a autoclave et au moment ou la solution d’aluminate
de soude et la boue rouge sont encore ensemble, des réactions chimiques
peuvent se produire qui, en diminuant la teneur en A120 3 de la solution,
causent une perte dans la production d’alumine. Selon nos observations,
en raison de ces pertes, le débit apres la lessive est diminué de 2 a 14 pour
cent. Du point de vue économique, I’établissement de la cause de cette
perte en Al120 3 est essentiel, si I’on veut faire tout le nécessaire pour diminuer
cette perte dans la mesure du possible.

En vue de la solution de ce probleme, des recherches de laboratoire
et d’usine avaient été poursuivies pendant plusieurs années. En possession
des résultats, il est permis de croire que I’établissement d’une technologie
d’usine est possible, dont la mise en application permettra la réduction des
pertes d’hydrolyse dans des limites acceptables — entre 1,5 et 2,5 pour cent.

On sait que dans les conditions d’usine, le débit de la lessive est tou-
jours inférieur aux résultats supposés que fournissent les calculs théoriques.
L’étendue de cette divergence varie suivant les diverses espéces de la bauxite
[1], et dépend des altérations minéralogiques des composants du minerai,
d’une part, et de paramétres physiques encore peu connus, d’autre
part (par exemple du symplectisme des altérations minéralogiques, de
la granulométrie, des films éventuels déposés sur les grains élémentaires
de la bauxite ou produits au cours de la lessive, ce qui empéche la pénétration
de la soude pendant la lessive, [2] etc.).

Outre les pertes inévitables, survenues pendant la lessive, le phénomene
connu sous le nom d’hydrolyse se manifeste aussi au cours d’autres phases
de la production, pendant la dilution et méme pendant la décantation de la
boue rouge. Si nous adoptons ici I’expression d’hydrolyse, dans son sens
généralisé, c’est que les résultats de plusieurs phénomenes indépendants,
accusant des pertes en Al20 3, sont caractérisés généralement, dans les rapports
techniques et les communications scientifiques, par ce terme collectif. Les
pertes dues & une désilication prolongée sont ainsi imputées a I’hydrolyse.
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Au cours de I’'examen de I’hydrolyse, il est désirable de déterminer la com-
position de la boue rouge au moment de I’ouverture de I’autoclave. Ceci
n’est possible qu’en procédant — comme il sera relaté plus tard — a la sépara-
tion de la boue et de la liqueur située au-dessus d’elle, dans la solution de
soude d’aluminate stabilisé, a I’aide d’un centrifugeur.

Nos recherches ont comporté I’examen successif des facteurs qui influen-
cent la décomposition des liqueurs d’aluminate de soude. On a ainsi soumis
a un examen approfondi I'influence de la présence de la boue, ainsi que le
role que jouent les impuretés présentes dans les lessives. En vue d’établir
une base de comparaison de nos examens, il fallait élaborer un procédé uni-
forme pour le lavage de la boue rouge, vu que des changements importants
de la composition peuvent survenir au cours méme de la préparation de
I’échantillon.

La premiere série de nos recherches s’était donc bornée au seul examen
critique des procédés de traitement préparatoire de I’échantillon.

Les conditions de la stabilité des différentes liqueurs d’aluminate de
soude sont traitées d’une maniere détaillée par la littérature [3, 4]. La rela-
tion d’équilibre entre la liqueur d’aluminate de soude et I’hydrate de I’alumine
solide peut se caractériser par les considérations ci-dessous ;

Si une solution pure d’aluminate métastable est en contact avec le
trihydrate d’alumine a une température donnée pendant une durée prolongée,
il s’établira une relation d’équilibre, dont le constant d’équilibre est carac-
térisé par la relation suivante [4] :

K _ [NaOH + NaA1l02]
[NaA102] «al

ou la valeur de n = 2,67 — 0,0133 t (°C) et

aw = l’activité de I’eau dans la solution.

A l’aide des valeurs du constant d’équilibre, les valeurs des courbes
sous [3] peuvent étre déterminées avec une bonne approximation. Il est a
noter que de la réaction chimique :

2NaA102+ 4H20 ~ 2NaOH + A1203-3H20,

la formule ci-dessus donnée ne peut pas étre directement déduite.
La valeur de n pour différentes températures a été donnée par Pearson,
en ce qui suit:

N500 = 2

I_I125“ = 1
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A la température de 50° au centigrade le trihydrate, et a 145° au centi-
grade environ, le monohydrate formera un composé stable, et, dans ce dernier
cas, la formule chimique de la réaction sera

2NaA102+ 2H20 ~ 2NaOH + Al1203+H2

La vitesse de réaction est fonction des facteurs suivants :

a) surface des particules déposées,

b) relation molaire,

c) concentration,

d) température.
En prenant pour base la concentration de toute la soude (libre et combinée),
la vitesse de décomposition a une température constante est fournie par
I’expression suivante :

ax g K- ,
dt (Coa + X MY
ou kx = le facteur dépendant de la température a une valeur de 0,07 a
la température de 50° au centigrade,
At = la surface de la partie déposée a un temps donné t,
Xt et Xu = la concentration molaire du NaA102 au temps i, ou bien
au cas d’équilibre établi,
a,, = la concentration molaire du NaOH en état d’équilibre.

En premiere approximation, I’équation peut étre réduite a I’expression
suivante :

dx . 1
&i oA,
dt R, Ao

ou par R, et R,, on entend les relations molaires employées généralement
a l'usine, selon la dénomination originale de Pearson. Ces déductions
théoriques s’appuyant sur la théorie de Pearson, s’appliquent a la décom-
position, pour le cas de solutions pures d’aluminate de soude. En raison
du caractére chimique analogue de la décomposition qui se fait dans les
Dorres, en présence de liqueurs d’aluminate de soude a I’état pur, la théorie
peut étre appliquée sans aucune modification a la décomposition hydroly-
tique, les conditions étant toutefois a soumettre a un examen plus approfondi,
en cas de présence de liqueurs d’aluminate de soude industrielles contaminées.
Il est connu, en effet, qu’aux anions complexes d’aluminates, d’autres élé-
ments peuvent prendre la place des groupes H20 ou bien (OH), ainsi, en tout
premier lieu, des halogénes, et il en résulte, par exemple dans le cas des liqueurs
de soude contenantes du chlore, une stabilité plus grande [5]. A cause du
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changement des conditions de solubilité, a une concentration donnée, ces
effets se traduisent par le fait que les solutions a relation molaire caustique
plus faible sont plus susceptibles a une décomposition dans des conditions
d’usine, tandis que les solutions d’une relation molaire caustique plus élevée
se révelent plus stables. Par conséquent, la décomposition est relativement
rapide déja dans le décanteur, et elle I’est également a la mise en oeuvre dans
les décomposeurs. La décomposition des solutions a relation molaire caustique
plus élevée se fait, en revanche, d’une maniére plus lente, ce qui conduit
a Une baisse du débit, si la durée du travail n’est pas augmentée.

Pour I’exécution précise de la partie expérimentale des recherches,
il fallait avant tout élaborer une méthode d’analyse permettant de mesurer
les quantités de A120 3 perdues sous l’effet de la désilication, qui commence
au cours de la lessive et continue pendant les opérations ultérieures. Le déve-
loppement d’une méthode séparée s’impose aussi pour le dosage de I['Al203
précipité par I’hydrolyse. Pour assurer I’efficacité de I’examen, il est nécessaire
— comme il était déja signalé précédemment — a examiner la pulpe de la
boue rouge dans I’autoclave, avant que la liqueur d’aluminate de soude soit
séparée de la boue rouge. Cette opération se fait correctement par le procédé
suivant : la pulpe de l’autoclave est versée dans une liqueur contenant 200
g/l de Na20 et préchauffée a 100° au centigrade, et la relation molaire caus-
tigue étant ainsi augmentée a une valeur de 7 a 8, la solution est stabilisée,
puis, a I’état déja stable, soumise a un procédé de dilution suivi de centri-
fugeage et de lavage.

L’échantillon doit étre préparé d’une maniere telle, qu’aucune pré-
cipitation de la solution d’aluminate ne se produise au cours de la préparation,
et aucun composant ne soit enlevé de la boue rouge par dissolution chimique.
Il importe que I’6chantillon qu’on se propose de soumettre a I’examen ait,
au début de I’examen, une qualité identique a celle qu’il avait au moment
de sa formation. Il est d’une importance capitale que les dosages puissent
étre faits d’une maniére rapide, quelle que soit d’ailleurs la méthode employée.
On a donc toujours procédé a la séparation de la liqueur d’aluminate de
soude de la boue, en se servant d’un centrifugeur chauffé [3]. Le méme pro-
cédé a été employé pour le lavage de la boue jusqu’a la réaction non alcaline.
Apres le premier centrifugeage, on a fait I’analyse de la solution pure d’alu-
minate de soude, déterminé le poids de la boue rouge alcaline centrifugée,
mais encore non-soumise au lavage ; puis on a procédé au lavage de la boue
dans le tuyau du centrifugeur. Aprés avoir déterminé la teneur en Al1203
de I’eau employée au lavage, on a obtenu les quantités d’Al20 3 enlevées par
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le lavage. Apres le mesurage du poids de la boue rouge lavée jusqu’a I’état non-
alcaline et séchée, nous renseignant sur la composition originale de I'aluminate
de soude, on peut procéder ensuite au calcul des quantités adhérantes de
A120 3 éliminées par un lavage a l’eau trois fois répété. On a aussi combiné
les lavages en se servant d’une lessive ayant une teneur de 2,5 pour cent de
NaOH. La température des liquides employées pour le lavage était dans
chaque cas de 90° au centigrade. Les résultats sont reproduits dans le tab-
leau n° 1.

Tableau 1
Lavage de quatre échantillons de boue rouge & Veau bouillante et avec une solution contenant 2,5%,
de NaOH
Nombre des lavages o La guantité de
La quantité Ala0 3 extraite
de Ala0 3 a
a 2,5% de extraire en g
a l'eau NaOH g %
3 - 1,855 1,833 98,7
3 — 2,658 2,559 96,3
2 3 1,687 1,701 101,2
2 3 1,700 1,713 100,8

Pour représenter I’efficacité du lavage, nous reproduisons ici deux
diagrammes.

Au cours des expériences ultérieures, on a fait précipiter sur la boue
rouge des quantités différentes et connues de AI(OH)3 en décomposant la
liqueur d’aluminate de soude au moyen d’un traitement a I’acide carbonique.
On a examiné I’effet de lavages en liqueur contenant 2,5% de NaOH, a dif-
férentes températures, sur la quantité de I’hydrate ainsi précipité et redissout.
Les résultats obtenus sont reproduits dans le tableau n° 2.

Tableau 2

La dissolution de AI(OH)3 précipité de Valuminate de soude par introduction de C02, en cas de
lavage avec une solution de 2,5% de NaOH

Lavage Lavage
Contenu original a 30° C a60° C
d’AlaOa de la
solution de
NaOH A2,5% AltO, precipité Aljoj Différence en Al20 8 precipité AljOj redissout Différence en
sur la boue redissout AlO, sur la boue r. alg Al,0,
rouge g/g alg alg
0,05% 0,53 0,63 +0,1 1,014 1,142 +0,12

0,05% 0,52 0,60 +0,08 1,030 1,170 +0,15
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En supposant que I’hydrate précipité a la surface de la boue rouge au
cours de I’'hydrolyse est d’une structure et d’une granulométrie analogues
a celles observées lors du traitement a I’acide carbonique, il résulte des don-
nées du tableau no. 2, que les liqueurs de lavage contenant de la soude cau-
stique ne peuvent pas étre employées dans nos examens.

Les données du tableau n° 2 prouvent également que I’AI(OH)3 éven-
tuellement précipitée par I’hydrolyse est dissoute a une température d’environ

Fig. 1. Lavage de la boue rouge avec de I’eau distillée

100° au centigrade dans I’excés de la soude caustique de la liqueur d’aluminate
de soude stabilisé. A cette température plus basse que celle de I’autoclave
par contre, des quantités d’alumine supplémentaires ne peuvent pas étre dis-
soutes de la bauxite, mé&me par un exces de soude. Naturellement, ce procédé
de préparation théoriquement juste n’a pu étre suivi au cours des expéri-
ences, mais la boue rouge préparée par la méthode utilisée par nous, s’est
montrée d’une composition analogue a celle qui résulte du procédé de prépa-
ration théorique, de sorte que I’hydrolyse survenue au cours du centri-
fugeage des liqueurs d’environ 200 cm3, dans un centrifugeur chauffé a 100°
au centrigrade, n’est pas d’une quantité démontrable.
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On a fait des expériences avec de la bauxite d’lszkaszentgyodrgy, pour
vérifier la vitesse de la précipitation de I’Al120 3, de la solution en contact
permanent avec la boue rouge. La composition de la bauxite d’lszkaszent-
gyorgy que nous avons utilisée, était la suivante :

Fig. 2. Lavage de la boue rouge avec du NaOH d’une concentration de 2,5 pour cent

A I'état naturel Aprés grillage a 350° au centigrade

% %
perte de grillage 21,32 4

Si02 3,47 4,3
Tio2 2,22 2,74
Fe20 3 19,50 24,18
ai20 3 51,90 64,28

quotient 14,96 14,96

La bauxite a été broyée a une finesse passante par le tamis DIN 70,
puis grillée pendant 3 heures a une température de 350° au centigrade.
Le minerai grillé a été soumis dans une autoclave rotative expérimentale
de 1,5 litres, a une lessive avec 800 ml de liqueur de la composition suivante :

Na20 caustique 248,5 ¢/l
Al120 3 100,7
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La liqueur a été composée de NaOH chimiquement pur et de batitures
d’aluminium de 99,99 pour cent. L’addition de la bauxite s’est effectuée de
telle sorte que pour une lessive donnante un débit de 90 pour cent, la relation
molaire caustique devienne 1,75 apres la lessive. La température de la lessive
a été de 210°, et sa durée de 3 heures, y compris la durée du réchauffage.
Ensuite l’autoclave a été refroidie par de I’eau a une température de 95°,
et son contenu dilué a un poids spécifique de 26,5° Bé, avec une solution
caustique diluante, contenante 40 g/l en NaOH et 25 g/1 en Al1203. Pendant
la dilution, on a veillé a ne pas laisser descendre la température au-dessous
de 90°. La liqueur diluée a été versée dans des tuyaux de sédimentation
préchauffésa 90° C, et maintenue a cette température. On a observé le change-
ment de la composition de la boue rouge aux heures zéro, 1, 3 et 6. L’heure
zéro a été le moment de I'ouverture de I’autoclave. Ce moment précéde d’une
demi-heure environ I’opération du versement dans les tuyaux de sédimenta-
tion en vue d’une mise au point exacte de la dilution. On a suivi les procédés
déja exposés pour la séparation et le lavage, notamment I’opération du
centrifugeage a une température élevée. Six a sept lavages successifs ont été
faits avec de I’eau a une température de 90° au centigrade. Lorsque, vers
la fin du lavage, la boue atteint un état dispersé colloidal, il est utile de mettre
a I’eau un électrolyte indifférent au point de vue de I’analyse, par exemple
0,5 a 1g de (NH42C03, ce qui rend de nouveau la boue apte a un bon centri-
fugeage. La matiére lavée a été séchée dans les tuyaux du centrifugeur a une
température de 103° au centigrade, puis préparée a I’analyse au moyen d’un
tamis DIN 70.

Le changement de la composition de la boue rouge en fonction du temps,
est mis en vue par le tableau n° 3.

Tableau 3

Changements de composition d'une boue rouge produite par la lessive d'une bauxite d'lszkaszent-
gyorgy, caractérisant I'hydrolyse de I'aluminate de soude en contact avec la boue

CGnposats: Tawpms énlé aass la leshe
1haue Slaeuss Sleues
Perte de grillage.....ocnnccniccnens 6,12% 6,37% 6,33%
SHO2 e 6,80% 9,02% 8,97%
6,33% 5,99% 5,99%
52,00% 49,60% 48,20%
16,27% 15,91% 18,61%
5,85% 6,63% 7,33%
88,15% 88,00% 85,50%

Des expériences analogues ont été faites avec de la poudre de bauxite
provenant de l'une des usines d’alumine, grillée a une température de 350°
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au centigrade et moulue a l'usine méme. Cette poudre, préparée par passage
au tamis DIN 30, avait la composition suivante :

perte de grillage 15,20%
SiOjj 5,90%
Ti02 2,04%
Fe20 3 21,80%
Al120 3 54,00%
quotient 9,15%

Le changement de composition de la boue rouge sédimentée a partir
de la pulpe versée dans les tuyaux de précipitation, est donné dans le tableau
n° 4.

Tableau 4

Changements de composition d‘une boue rouge produite par la lessive d'une bauxite d'lszkaszent-
gyorgy, caractérisant I'hydrolyse de I'aluminate de soude en contact avec la boue

} RUpe datadaeau . Avss un igas ce
Cnposts: noatcelaaatre Rdpe ditee 1rare Shares

Deux heures de lessive a une température de 210° C

9,8% 11,5% 11,2% 9,8%
AL20 3 1U % 13,0% 13,4% 14,1%
Fe2 3 s 43,5% 46,0% 48,6% 42,1%
Débit de lessive...... 89,6% 88,5% 88,9% 86,5%

Six heures de lessive a une température de 210° C

SI02 s nn% 10,6% 10,5% 14,4%
AL 3 s 11,8% 10,9% 11,3% 14,5%
Fe203 e 41,8% 38,9% 39,6% 49,1%
Débit de lessive......... 90,1% 88,7% 88,4% 88,1%

On a fait figurer, en derniére ligne du tableau, les effets de I’hydrolyse
sur la baisse du rendement de la lessive.

On a aussi examiné le volume de I’hydrolyse en tenant compte de I’état
contaminé des lessives. On a fait des expériences informatives avec addition
de sel précipité des liqueurs concentrées de I’'une des usines d’alumine, puis
avec addition de NaF et de Na2C03 séparément.
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La composition du sel d’usine était la suivante :

PA 0,32%
v25 0,27%
so4 3,56%
co2 7,76%
F 8,26%
Na20 30,20%

L’analyse se réféere a une matiére humide. Les examens ont été exécutés
suivant le mode opératoire de lessive sans addition, mais pour chaque 1000 cm3
de la solution onadissout48,4 gde sel humide. Ainsi, au dehors d’autres matiéres
étrangéres, on a mis 4 g/l de F dans la lessive. La méme matiére provenante
d’lszkaszentgydrgy a été employée, dont on a déja fait usage au cours de la
premiére série d’expériences. Les résultats obtenus au cours de I’examen de
I’hydrolyse sont donnés par le tableau n° 5.

Tableau 5
Changements de composition d’une boue rouge produite par la lessive d’une bauxite d’lszkaszent-

gyorgy, avec addition de sel d’usine d’alumine, caractérisant I’hydrolyse de la liqueur d’aluminate
de soude en contact avec la boue

Taps énldé goes ladiuian

oS 1rare Shares 6haures

5,55% 10,16% 9,23%

5,14% 5,49% 5,08%

FE20 3 et 43,62% 36,49% 36,47%
BH20 3 28,89% 33,82% 33,33%
N A20 s 3,62% 5,90% 6,20%
Débit de 1eSSIVe e 75,10% 65,20% 65,80%

Il résulte de la série d’expériences, que I’action de I’hydrolyse est grande-
ment favorisée par la contamination de la lessive avec des sels formés dans
les circonstances normales des usines.

Les recherches ultérieures ont été concentrées a I’examen séparé des
effects des composants individuels de ces sels industriels. On a examiné d’abord
I’effet de la contamination par du NaF, ce composant, grace a sa solubilité
élevée, pouvant s’enrichir considérablement dans la solution d’aluminate
de soude, jusqu’a présenter quelquefois 8 a 10 g/1 de F dans la lessive. Au
cours des expériences, on a préparé une solution a 8,8 g de NaF pour un litre
de lessive, ce qui correspond a une teneur de 4 g/l F. Les résultats obtenus
par la méthode déja exposée pour la bauxite d’lszkaszentgydrgy, sont con-
centrés dans le tableau n° 6.
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Tableau 6
Changements de composition de la boue rouge produite par la lessive d'une bauxite d'lszkaszent-
gyorgy, avec addition de fluorure de soude, caractérisant I'hydrolyse de la liqueur d'aluminate de
soude en contact avec la boue

Taps énlé goss ladiudion

oS 1haue Shaues 6 leues
SH02 s 6,96% 8,66% 8,56%
T 02 et 5,34% 5,60% 5,20%
FE20 3 o 44,20% 37,08% 37,60%
aiZ2o3 21,50% 24,80% 27,20%
NA2D s 4,80% 6,10% 6,90%
Débit de 1eSSIVe i 81,75% 75,80% 72,80%

Il est manifeste que I’hydrolyse est considérablement augmentée a
cause de la contamination de la lessive par du NaF, bien que I’accroissement
de I’hydrolyse reste moindre qu’en cas d’addition de sel séparé de la lessive
d’une usine d’alumine.

Les expériences ont été reprises avec l'utilisation d’une poudre de bauxite
provenante d’lszkaszentgydrgy et traitée dans une usine d’alumine, avec
addition égale de sel et de NaF. Les résultats en sont donnés dans le tableau
n° 7.

Tableau 7
Changements de composition de la boue rouge produite par la lessive d'une bauxite de Iszkaszent-

gyorgy, avec addition de sel d'usine d'alumine et defluorure de soude, caractéristique pour I'hydro-
lyse de la liqueur d'aluminate de soude en contact avec la boue

Rupe daucdae Tamps énlé goes ladiuian
CGnposats au noat ok
l'anature Olare lhare Slaues

Addition de sel d’usine, lessive a une température de 210° C, 2 heures

SI02 e 4,9% 9,8% 9,9% 10,7%
AL 3 14,7% 16,9% 17,1% 18,1%
FED 3 . 55,6% 48,6% 42,1% 43,5%
Débit de lessive....... 89,4% 86,0% 84,1% 83,2%

Addition de NaF a la lessive, & une température de 210° C, 2 heures

SI02 5,6% 8,5% 9,8% 9,7%
ai203 14,9% 18,1% 16,9% 18,2%
FeD 3 . 53,6% 48,3% 47,4% 45,2%

Débit de lessive....... 88,8% 84,9% 84,5% 83,9%



. . nh,. . JA 2/ delessive avec additionde 2/ de lessive avec addition de
6h de lessive sans addition. 2 hde lessive sans addition. et dmne de Fazitifa/l Fj. NaFfa/IF).

la formation du debit de VAlr03

Fig. 3. L’effet de I’addition du sel d’usine d’alumine et de NaF sur la formation du contenu en A120 3et Si02 de
la boue rouge et sur celle du débit en A1203 (Les données de poids se référent a une quantité de 100 Fe203
dans la boue rouge)
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Note :

Il est a noter que les données du tableau n° 7 se référent a un minerai de bauxite de type
identique, mais d’une composition différente de ceux, dont les données ont été publiées dans les
tableaux nos 5 et 6. Ceci fournit I’explication des différences qui se présentent entre les résultats
de laboratoire et ceux d’usine.

Ces résultats sont mis en vue a l’aide de diagrammes (voir figure 3),
qui représentent les variations de la teneur en alumine (Al203) et en Si02
ainsi que du rendement de la lessive.

On a aussi examiné I’hydrolyse en cas de lessives d’une teneur différent
en carbonate de soude. Des quantités différentes de carbonate de soude ont
été mises a la liqueur d’aluminate de soude, retirée du décantateur Dorr
d’une usine utilisante de la bauxite de Nyirdd. Aprés I’écoulement de deux
heures et demie on a examiné les pertes en alumine (A1203) produites par
I’lhydrolyse et par la désilication prolongée, dans un thermostat maintenu
a la température de 90° au centigrade, sous un brassage d’une intensité égale.
Les résultats de cet examen sont reproduits dans le tableau n° 8.

Tableau 8

L'effet du contenu en carbonate de soude de la liqueur d'aluminate de soude sur les pertes d"hydrolyse

. CGonuoation ok la
NeOanmse ala N Acdii
atoee ck dk en ligeur Sclire Rate IALQ dlen
pPouraaiace ck taue Faes rason ck ’yddhse
la gatite de NeD aigrde 2aues
et carie

8,0 105,0 104,90 0,1

10,2 104,8 104,70 0,1

15,2 104,7 103,60 0,11

16,0 104,9 103,60 0,13

Il ressort du tableau, que I’accroissement de la teneur en carbonate
dans la lessive entraine celui de I’hydrolyse, mais dans le cas ou la teneur en
soude composée au carbonate est plus élevée, le degré de I’hydrolyse ne subit
dans la pratique aucune modification.

Les conclusions tirées de nos expériences sont les suivantes :

1. Dans le cas de lessives exécutées dans des conditions de laboratoire,
la teneur en A120 3 de la boue rouge des pulpes maintenue a une température
de 90° au centigrade, s’accroit en raison de la désilication prolongée et des
précipitations par I’hydrolyse. Le degré de cet accroissement correspond a
une perte de 2 a 3 pour cent en alumine.

2. Sous I’effet de la contamination par du sel séparé des liqueurs d’une
usine d’alumine, la perte en alumine augmente considérablement.

3. L’accroissement des pertes d’hydrolyse est également favorisé en
cas de contamination par du NaF. Ainsi, I’addition de 4 g/1 de F a la lessive

3 At Tedrica >34
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a diminué le rendement aprés 3 heures de repos, de 88,3 pour cent a 83,9
pour cent, ce qui équivaut a une perte de 2,3 pour cent du rendement total,
par rapport a la diminution de [I’efficacité allant de 89,6 a 85,5 pour cent,
atteinte sans addition.

4. Bien qu’a un degré plus modeste qu’en présence de NaF, I’accroisse-
ment des pertes dues a I’hydrolyse est également sensible, entre certaines
limites, en cas d’augmentation de la concentration de la soude.

5. On peut constater, qu’en présence de sels d’usine ou de sels contenants
du NaF, la teneur en Si0O2 de la boue rouge est sensiblement plus faible,
aussitot apres la lessive, que dans les boues obtenues par une lessive sans
additions, ce qui indique que le procédé de combinaison de la silice se prolonge
mieux dans les liqueurs moins pures.

Une aide précieuse nous a été fournie, dans nos recherches, par les
ingénieurs en chef et les collectifs de techniciens des usines d’alumine d’Ajka,
d’Almasfizit6 et de Magyarovar. L’aide apportée par MM. Dénes Bartok
et Andras Héjja, ainsi que par Mmes Alice Heged(s et Marie Posgay, a été
également tres importante. C’est ici que les auteurs désirent exprimer leur
gratitude pour leur précieux contribution scientifique.
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RESUME

On a procédé a I’examen du phénomeéne de I’hydrolyse dans les liqueurs d’aluminate
de soude des usines hongroises d’alumine utilisant le procédé Bayer. On a examiné d’une
part la vitesse de cette réaction dans les solution mélées a la boue rouge, apres des lessives
exécutées selon des procédés technologiques différents, et d’autre part les effets, que la conta-
mination des liqueurs par différents sels peut avoir sur I’hydrolyse. L’étude se compléte par
la publication de données numériques relatives a I’étendue de I’hydrolyse dans des solutions
contaminées a des degrés différents par du sel séparé des liqueurs d’une usine d’alumine, du
NaF et du Na2C03

Une méthode uniforme a été enfin élaborée pour la préparation d’échantillons néces-
saires aux examehs.
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UNTERSUCHUNG DER URSACHEN DER Al1203VERLUSTE NACH DER AUF-
SCHLIESSUNG BEI DER TONERDEGEWINNUNG NACH DEM BAYER-VERFAHREN

I. MAGYAROSY, M. MARIASSY und A. PERCZEL

ZUSAMMENFASSUNG

Die Verfasser untersuchten die Hydrolyse in der Aluminatlauge der nach dem Bayer-
Verfahren arbeitenden ungarischen Tonerdefahriken und den zeitlichen Verlauf der Hydrolyse
in den Ldsungen, die mit rotem Schlamm in Bertihrung sind ; einerseits nach AufschlieBungen,
die mit verschiedenen Methoden durchgefihrt wurden, andererseits wurde der EinfluB der
Verunreinigung der Laugen auf die hydrolytische Zersetzung untersucht. Es werden Zahlen-
angaben betreffend das AusmaR der Hydrolyse in mit Salzen : NaF, NasCO03 in verschiede-
nem Grad verunreinigten LOsungen mitgeteilt. Fir die fachgemé&sse Vorbereitung der zu
den Untersuchungen nétigen Proben wurde ein einheitliches Verfahren ausgearbeitet.

INVESTIGATION OF THE CAUSES OF AI203 LOSSES AFTER DIGESTION
AT ALUMINA PRODUCTION BY THE BAYER METHOD

I. MAGYAROSY, M. MARIASSY and A. PERCZEL

SUMMARY

The authors examinated the hydrolysis in the aluminate solution of the Hungarian
aluminate factories using the Bayer method : the reaction times in the solutions in contact
with the red mud after digestion carried out with different technologies, and, on the other
hand, the effect of contamination of the solutions on the hydrolytic decomposition. The
authors publish numerical values for the measure of hydrolysis in solutions contaminated
by salts : NaF, Na2C03, to varying degrees. An unified method has been worked out for
the correct preparation of the specimens necessary for the investigations.

NCCNEAOBAHNE TMPNYUMH MOTEPb AIN3 MNOCJIE PA3J/IOXXKEHUA B CJ/IYYAE
FMMHO3EMHOIO MPOU3BOACTBA MO BEAMEPY

n. MAAbAPOW WU, M. MAPUAW W n A. TEPUENDb

PE3IOME

ViccneaoBanocb B aflOMUHATHOM LLE/IOKE OTEUECTBEHHBIX TIMHO3EMHbIX 3aBOfIOB, pabo-
Taolmx no metoay Baliepa, sIBNeHWe rmaponunsa, ero TeueHne BO BPEMEHU B pacTBopax, comnpu-
KacaroLWMxcsl ¢ KPacHbIM LLUIaMOM, C OAHOM CTOPOHbI, MOC/e Pa3/oXKeHW NpU NOMOLLY pasfny-
HbIX TEXHOMOTWiA, & C APYroii CTOPOHbLI, BO3AEHCTBIE 3arpsi3HEHHOCTU LLIE/IOKOB Ha MAPONMTHOE
pasnoxeHue. MpPUBOAATCA YMCNOBbIE [aHHbIE OTHOCMTENbHO CTEMEeHW FUAPONM3a, MPOUCX0As-
Lero B pacTBopax, 3arpsi3HEHHbIX B Pa3/IMYHOM Mepe LIeoYHo conbio, NaF, Na2C03.

Paspa6oTaHa eavMHas MeToAMKa TeXHWUYECKM rpamoTHOM MOArOTOBKM NPo6, HEO6X0AUMbIX AN
NPOV3BOACTBA WCCNEA0BaHWIA.
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L. Tihanyi’s paper discusses the determination of the dimensions
of protective shields and containers against gamma radiation, dealing especially
with cases where there are several sources of radiation of various energies
and activities.

For such cases numerous foreign standards and also the projected
Hungarian Standard recommend calculation according to a numerical table.
This table was worked out by Gammertsfelder for the National Com-
mittee on Radiation Protection (USA) and was later supplemented by
Meyer and Schutzmeister [1]. According to the projected Hungarian Stan-
dard, the thickness of the protective shield may be approximately calculated
with the help of the table. According to Tihanyi, the determination of dimen-
sions according to the table is not correct, because his calculations show
that this results in some cases in excessive, in others in too small di-
mensions.

The principle of the calculations performed is not new, but an applica-
tion of this principle to 26 sources of radiation in such a way as not to let
the finding or calculation of the dose rate constant to the designer, further-
more the practical system of co-ordinates of the graphs that show the results
of the calculations, in our opinion, greatly facilitate the calculation of the
required dimensions.

The extent, however, to which the shield thicknesses found from either
the graphs constructed as the results of these calculations, or from Gam-
mertsfelder’s tables, can serve as bases for design, could only be deci-
ded by control measurements.

The carrying out of such measurements was obviously beyond the
scope of the paper, but we have compared the results of the author’s calcula-
tions with the results of measurements published in the literature in the
case of two complex sources of radiation : Ra 226 and Ir 192. We have
taken these two sources of radiation as the basis for comparison because

s. Acta Technica Acad. Sc. Hung., XX (1958) p. 255—274
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it was for these two among the complex sources of radiation that we found
reliable data in the literature.

The bases for comparison were the graphs of measured data for the
attenuation of a broad beam of rays from Ra 226 in the NBS Handbook
54, and from Ir 192 in the ASTM Special Technical Publication No. 145 [2].

For the case of a Ra 226 source of radiation the comparison gives the
following results with respect to the thickness of a lead shield

Measurement [2] Tihanyi Gammertsfelder’s table
100 mC 39,5 mm 46 mm 55 mm
1000 mC 90 mm 96 mm 101 mm

The results of a comparison for an Ir 192 source of radiation are :

Measurement [2] Tihanyi Gammertsfelder’s table
100 mC 51 mm 55 mm 14 mm
1000 mC 20,4 mm 16 mm 27 mm

The comparison shows that the calculated thicknesses are in three of the
four cases considered somewhat larger and in one case — that of 1000 mC
Ir 192 — somewhat smaller than those found from the results of measurements.
It must be noted that the measurements referred to give only the thickness
of the lead wall required for various degrees of attenuation, but to find the
necessary attenuation ratio : the gamma-ray dose rate constant of the source
of radiation concerned must also be known, and for this we have accepted
Tihanyi’s calculations.

The thicknesses obtained from Gammertsfelder’s table are in all four
cases examined greater than those derived from the results of measurements
and differ more from the latter than the calculated thicknesses. Such deviation
of Gammertsfelder’s data is, however, not characteristic, since according
to Tihanyi’s Table 8, it is frequently the Gammertsfelder table that gives
smaller thicknesses than the calculated values.

The reason why the thicknesses theoretically correctly calculated by
Tihanyi differ from those indicated by measurement, could only be con-
clusively determined if there were more reliable measured data at our disposal
with regard to at least the most often used complex sources of radiation.

It is worth noting that even small differences — of 1—2 half-value
thicknesses — involve a considerable percentage change in weight of the
containers whose dimensions are determined by the above methods. In the
cases examined, taking spherical containers the following weight ratios result :

Measurement Tihanyi Gammertsfelder’s table
1000 mC Ra 226 0,7 0,86 1
1000 mC Ir 192 0,42 0,2 1
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These weight ratios also justify the carrying out of reliable measure-
ments to serve as the bases of design because a decrease in the weight of the
containers leads not only to a saving in material but also to easier handling.

Finally, attention must be drawn to the fact that in practice calculations
of protective shield thicknesses arise which cannot be carried out in one step
either by the method recommended by Tihanyi, or with the help of Gam-
mertsfelder’s tables. These are the cases where the permissible dose rate is
given with respect to the surface of the container. In this case, the equation
of p. 258 of the paper

A 2R
which can also be written

I D

N =

A 2e'\v

becomes
_I'mD
V 2elv

The thickness V of the wall of the container cannot be explicitly ex-
pressed from the above equation, it can only be calculated by iterative
approximation. A practical case of this nature is, for example, the design
of a container to be placed in a motor car, where direct contact with the
surface of the container must be permissible for a given length of time,
since a proper protective distance for the handling personnel cannot be
assured.
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SUMMARY

The remarks compare the results of Tihanyi’s calculation with established experi-
mental data published in the literature and reach the conclusion that the causes of discre-
pancies can be detected only by numerous and systematic measurements. It is emphasized
in the remarks that even with the help of Tihanyi’s method the calculation of containers
with a specified maximum radiation level on the surface of the container cannot be carried
out in a single step.
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DISKUSSIONSBEITRAG ZUR ARBEIT VON L. TIHANYI :
»BEMESSUNG VON SCHUTZWANDEN GEGEN GAMMASTRAHLUNG«

I. EGRI und J. HERING

ZUSAMMENFASSUNG

Der Diskussionsbeitrag vergleicht die Ergebnisse der Berechnungen des Verfassers
mit den in der Literatur verdffentlichten Messergebnissen und weist darauf hin, da man
die Ursachen der Abweichungen nur mit Hilfe einer groBen Anzahl von Messungen klaren
kdnnte. Der Beitrag betont, daB mit der vom Verfasser beschriebenen Methode die Dimen-
sionierung von Tréagern, bei welchen die Dosisleistung auf der Oberflache des Trégers unter
einem zulassigen Niveau gehalten werden muB, in einem Rechnungsgang nicht durchgefihrt
werden kann.

DISCUSSION DU TRAVAIL DE L. TIHANYI : DIMENSIONNEMENT DES MURS
DE PROTECTION CONTRE LE RAYONNEMENT GAMMA

I. EGRI etJ. HERING

RESUME

Les auteurs comparent les résultats des calculs de I’auteur avec les résultats des mesures
publiées dans la littérature, et montrent que les causes des écarts ne pourraient étere élucidées
que par des mesures assez nombreuses. L’article souligne que la méthode décrite par I’auteur
ne permet pas non plus de résoudre d'un seul coup le dimensionnement des containers, a la sur-
face desquelles la puissance de la dose doit étre maintenue au-dessous d’un niveau donné.

K CTATbBE . TUXAHW «PACUYET 3AWMNTHbLIX CTEHOK OT y-IYYEN»

W. 3rPU n h. XEPUHT

PE3IOME

[aeTcs cpaBHeHWe pe3ynbTaTOB pacyeTa aBToOpa C pe3y/bTaTamMu U3MepeHWid, NpuBeeH-
HbIMW B NUTepaType, ¥ YKasbliBaeTCs, UTO MPUYUHBLI OTKIOHEHUI MOXHO Gbl0 Gbl BbISICHUTb
MWL NpU 60MbLLUEM YuMcie M3MepeHuit. MoauepKUBAETCsl, UTO OMUCAHHLIM ABTOPOM METOAOM
Hefb3s1 BbIMNOMHWTL B OAMH NPUEM pacyeT TaKUX 6anoK, 415 KOTOPbIX MOLLHOCTb 103bl HA NOBEpPX-
HOCTW Gafikv HeOoBXOAMMO MOAAEPXKUBATb HUXKE [10MYCKAEMOro YPOBHSI.



VERTEILUNG DER IM ALUMINIUM BEFINDLICHEN
KALZIUM-VERUNREINIGUNGEN UND IHR EINFLUSS
AUF DIE ELEKTRISCHE LEITFAHIGKEIT DES METALLS

A. DOMONY
KANDIDAT DER TECHN. WISSENSCHAFTEN
FORSCHUNGSINSTITUT FUR DIE INDUSTRIE DER NICHTEISENMETALLE, BUDAPEST

[Eingegangen am 1. August 1957.]

Zahlreiche Autoren sind der Ansicht, dass der ausserordentlich verander-
liche, im gasformigen Zustande nachweisbare Wasserstoffgehalt des Alumi-
niums mit der Anwesenheit der im Metall vorhandenen Verunreinigungen
(hauptsdchlich Na und Ca) zusammenhédngt [1, 2, 3, 4, 5, 6], ohne jedoch
einen einheitlichen Standpunkt in Bezug auf den Mechanismus der durch
die Verunreinigungen verursachten Gasaufnahme und auf die Reinigung des
gashaltigen Metalls vertreten zu kénnen. Die Bekanntmachungen analytischer
Bestimmungsmethoden zum Nachweis der im Aluminium befindlichen Ca-
und Na-Spuren sind auch recht mangelhaft. Aus diesem Grunde sind die
Versuchsergebnisse einiger Forscher und ihre Schlussfolgerungen miteinander
oftmals nicht vergleichbar. Die Unteisuchung dieser Frage wird noch dadurch
erschwert, dass die Bindungsverhdltnisse der im Aluminium fallweise nach-
weisbaren Ca- und Na-Verunreinigungen bisher noch nicht geklart worden
sind. Nach friuheren Ansichten wurde angenommen, dass bei der Herstellung
des Aluminiums oder bei der bei hdheren Temperaturen durchgefihrten
Verarbeitung des Ca- oder Na-haltigen Metalls (z. B. beim Schweissen)-
Al-Ca- oder Al-Na-Legierungen entstehen. Gleichfalls wurde angenommen,
dass die mit Ca und Na legierten Metalle einen grésseren Gasgehalt auf-
weisen, beziehungsweise zur Gasaufnahme neigen [2, 3].

Bereits im Jahre 1954—55 bei unseren friheren Versuchen wiesen wir
darauf hin, dass das Hduttenaluminium, von seinen Herstellungsumstanden
abhéngig, die Mdoglichkeit hat, sich »mit irgendeiner fremden Phase, in hoch-
dispergiertem Zustande, in sehr feiner Verteilung zu verunreinigen«. »Diese
Verunreinigung kann aus dem Metall nachtrdglich entweder Uberhaupt
nicht oder nur sehr schwierig entfernt werden.« [7]. Solch ein Metall ent-
halt »fein verteilte nichtmetallische Verunreinigungen, welche den Charakter
einer festen Losung haben«. [8]. Durch die Anwesenheit feinverteilter, nicht-
metallischer Verunreinigungen nimmt die elektrische Leitfahigkeit ab. (Der
elektrische W iderstand wird um etwa 0,5—0,8 Ohm. mm2km erhéht.) [7]-
Unsere Feststellungen werden durch neuere Verdffentlichungen mehrerer
auslandischer Forscher bestdtigt ; fernerhin wird die Neigung zur Gasauf-
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ndhme, beziehungsweise die schwierige Entgasung mancher Metalle gerade-
wegs durch die Anwesenheit der im Metall schwebenden, festen Verunreini-
gungen erklart [9, 10].

Im Laufe unserer in Bezug auf die Neigung des Aluminiums zur Gas-
aufnahme durchgefuhrten Versuche, haben auch wir mehrmals die seitens
mehrerer Forscher bereits friher verdffentlichte Erfahrung bestédtigt gefunden,
dass das Natrium, aber hauptsdchlich Kalzium enthaltende Metall mehr zur
Gasaufnahme neigt, beziehungsweise beim Abstehenlassen des Metalls die
Abgabe seines Gasgehaltes nur schwierig oder Uberhaupt nicht erfolgt, wobei
seine elektrische Leitfahigkeit nicht entsprechend ist. Die Versuche ergaben
indessen ausserordentlich grosse Streuwerte, welche 6fters auch widerspre-
chend waren.

Um den Einfluss der Ca-Verunreinigungen auf das Hittenaluminium
eingehender zu kldren, haben wir den Kalziumgehalt des in Ungarn herge-
stellten Huttenaluminiums untersucht.

Ergebnisse der Vorversuche

Bei den mit mehreren Hundert Hittenaluminiumproben durchgefiuhrten
Spektralanalysen, schwankte der Ca-Gehalt des in Ungarn hergestellten
Hittenaluminiums, je nach seinen Herstellungsverhdltnissen, zwischen 0,001 —
0,006% . (Der CaF2Gehalt des Elektrolyts betrug 2,4—3,5%.) In einigen
besonderen Fallen Gberschritt der Ca-Gehalt des Metalls 0,01%. Diese letzte-
ren Proben stammten aus mit warmem Ofengang arbeitenden Zellen, deren
Elektrolyt einen CaF2Gehalt von 5—8% aufwies. Der Ca-Gehalt der aus
mit warmem Ofengang und mit verschlammtem Elektrolyt arbeitenden
Zellen stammenden Metalle war durchschnittlich hdher als der der in unter
normalen Verhéltnissen mit »ausgeglichenem«* Ofengang arbeitenden W an-
nen hergestellten Metalle. Alle Ofen arbeiteten mit saueren Elektrolyten mit
einem durchschnittlichen Molverhéltnis von 2,6 NaF—AL1F3. Die Spektral-
analyse erfolgte nach der Doppelelektroden-Methode.

Die Messwerte des Ca-Gehaltes stimmten grdéssenordnungsgemadss mit
den Ergebnissen von Fischer [11] (berein. In Aluminium, welches in
3—7% CaF2haltigem sauerem Elektrolyt hergestellt wurde, hat auch Fischer
Ca-Verunreinigungen von 0,005% gemessen.

Obgleich die Ca-Gehalte der aus den Wannen stammenden Proben
untereinander grossenordnungsgemaéss im allgemeinen tUbereinstimmten, haben
wir bei einigen parallel durchgefiihrten Messungen trotzdem recht erhebliche

* Bemerkung : In unseren fruheren Arbeiten [7,81 haben wir als »ausgeglichenen«
Ofengang die Betriebsverhaltnisse der schlammfreien, mit kaltem Ofengang und mit nor-
maler Metallbadhohe arbeitenden, nur wenig Schlacke bildenden Wanne bezeichnet.
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‘Streuwerte (0,002—0,005%) erhalten. Diese Streuung haben wir durch das
zur Ausscheidung neigende Verhalten des im Aluminium befindlichen Kal-
ziums erklart. Diese Streuung der Messwerte haben wir indessen bei den
mit metallischem Kalzium legierten Proben nicht feststellen kénnen. Die
Ergebnisse stimmten sogar bei einem 0,1%-igen Ca-Gehalt mit einer Abwei-
chung von 0,001% Uberein.

Der Ca-Gehalt des Rohmetalls ist gegenuber dem aus dem Absteliofen
stammenden Metall im allgemeinen grdsser, obwohl durch die Streuung der
Messwerte die Auswertung erschwert wurde. Den niedrigeren Ca-Gehalt des
aus dem Abstehofen stammenden Metalls haben wir im Anfang dem Aus-
brennen des Kalziums wéhrend des Abstehens des Aluminiums zugeschrieben.
Ferner verglichen wir den Gasgehalt der verschiedenen, Ca-haltige Verunrei-
nigungen aufweisenden Proben, beziehungsweise die wéahrend ihres Abstehens
erfolgende Entgasung. Obgleich die Ergebnisse ausserordentlich gestreut und
widersprechend waren, konnten wir trotzdem feststellen, dass der Gasgehalt
der kalziumreichen Proben grdsser war und die Gasabgabe nur schwierig
vonstatten ging. Die Untersuchungen haben wir mit dem abgednderten
Gasuntersuchungsapparat nach Dardel durchgefihrt [5]. Die Messgenauig-
keit des Apparates betrdgt bei einer richtigen Probeentnahme 70,01 cm3
H 2/100 g Al. Die gleichen Streuwerte haben wir auch dann erhalten, wenn
wir das Metall vorhergehend mit CaH2 CaC2 oder CaF2 und mit kryolith-,
bezw. mit chiolyth-haltigen Decksalzen behandelt haben. Der Gasgehalt des
Aluminiums ist indessen bei den mit 0,001 —0,01% metallischem Kalzium
legierten Proben kleiner ; die Ubereinstimmung der Gasbestimmungsproben
war befriedigend. (S. Zahlentafel 1.)

Parallel mit den Vergasungsproben haben wir auch die elektrische
Leitfahigkeit des verschiedenartig verunreinigten (mit metallischem Kalzium
legierten, beziehungsweise mit Ca-haltigen Salzen in Berihrung gekommenen)
Aluminiums gemessen. Bei einigen Proben haben wir sehr unglnstige elektri-
sche Leitfdhigkeitswerte erhalten. Um den Einfluss der Ca-Verunreinigungen
auf die elektrische Leitfdhigkeit des Metalls feststellen zu kdénnen, haben
wir Reinstaluminium (Al-Gehalt 99,99%) mit verschiedenen Mengen von
metallischem Kalzium legiert. Die Abnahme der elektrischen Leitfadhigkeit
des mit geringen Mengen von Kalzium legierten Aluminiums ist im Bild 1
veranschaulicht. Die Messungen haben wir teils an gegossenen Proben mit
dem durch Wirbelstromwirkung funktionierenden elektrischen W iderstands-
messgerdt »Sigmatest«, teils an den aus dem Metall gezogenen Dréhten mit der
klassischen elektrischen Widerstandsmessmethode durchgefihrt. Die einzel-
nen Messungen stimmten mit einer Genauigkeit von i 0,] Ohm.mm2/km
miteinander Uberein. An Hand der Widerstandsmessungen kann festgestellt
werden, dass geringe Mengen von Ca-Verunreinigungen die elektrische Leit-
fahigkeit des Aluminiums in hohem Grade (etwa in gleicher Ordnungsgrdsse
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Zahlentafel |
Gasgehalt der verschiedenartig behandelten Metalle, im Vakuum-Gasbestimmungsapparat gemessen
Zusammensetzung des gemessenen Huttenaluminiums :Si= 0,11%, Fe = 0,20%, Ti = 0,005%.

Durchschnitts-

werte des Gasgehalt elektrische
scheinbaren cm3 H2100 g Al Leitfahigkeit
Ca-Gehaltes Siemens
Normales Huttenaluminium vor dem Abstehen 0,003 18—22 34,2
normales Hiuittenaluminium nach 4 stindigem
ADSEENEN (i 0,003 10— 12 35,0
normales Huttenaluminium -j- Zusatz von CaH2
und kunstliches Vergasen ..., 0,006 25—30 33,6
nach 4 stindigem Abstehen ... 0,006 22— 27 33,9
nach 8 stindigem Abstehen ... 0,005 20—27 34,0
aus »nichtausgeglichenem« Ofengang stammendes
M BEATT i 0,008 23—28 33,4
nach 4 stundigem Abstehen ... 0,005 23—26 33,6
nach 8 stindigem Ahstehen ... 0,005 18—24 33,7
mit metallischem Kalzium legiertes Huttenalu-
MINTUM s 0,01 22—24 34,0
nach 4 stundigem Abstehen ... 0,008 12— 14 34,5
nach 8 stindigem Abstehen ... 0,008 12— 14 34,4-

Abb. 1
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mit den Ti- und V-Verunreinigungen) verschlechtern ; durch Ca-Verunreini-
gungen von mehr als 0,02% wird indessen der auf die elektrische Leitfdhig-
keit des Aluminiums wirkende unglnstige Einfluss verhdltnismdassig vermin-
dert (Bild 2). Diese Beobachtung stimmt mit den durch das Al-Ca Gleich-
gewichtsdiagramm angezeigten Ldslichkeitsverhdltnissen des Kalziums uberein.

Fur die elektrische Leitfadhigkeit des CaF2-, CaH2, CaC2haltigen, mit

Kryolith- oder Chiolythsalzen behandelten Metalls erhielten wir — Gegen-
Abb. 2
satz zu den mit metallischem Kalzium legierten Proben — mit dem Ca-

Gehalt nicht zusammenhdngende, unauswertbare Streuwerte. Die Ergebnisse
der sowohl mit Reinstaluminium (Al-Gehalt 99,99%), als auch mit Hutten-
aluminium bekannter Leitfahigkeit durchgefihrten Versuche waren wider-
sprechend. Im allgemeinen haben wir bei den meisten Proben unbegrindeter-
weise eine erhebliche Abnahme der elektrischen Leitfdhigkeit beobachtet.

Versuchsbeschreibung und Auswertung der Versuchsergebnisse

In diesem Abschnitt unserer Versuchsarbeit waren wir bemiiht, die
Ursache der Eigenschaftsdnderungen des mit metallischem Kalzium legier-
ten, beziehungsweise mit Ca-haltigen Salzen behandelten Aluminiums zu
klaren. Wir wollten zu diesem Zwecke feststellen, ob flissiges Aluminium
bei verschiedenen Temperaturen aus Kalzium enthaltenden Verbindungen,
in Anwesenheit von Kryolith (3 NaFAIF3) oder Chiolyth (5 NaF-3AIFs),
mit Kalzium eine Legierung bildet, und welche Menge an Kalzium hierbei
aufnehmen kann.
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Bei den Versuchen haben wir CaF2, CaH?2 und CaC2Verbindungen
aus dem Grunde verwendet, weil einerseits bei der Aluminium—Elektrolyse
mit dem Entstehen dieser Salze gerechnet werden kann und andererseits
weil bei unseren Versuchstemperaturen das Kalziumhydrid (CaH2 und
Kalziumkarbid (CaC2 viel weniger stabile Verbindungen als das Kalzium-
fluorid (CaF?2) sind. Gleichzeitig ist auch die Zersetzung dieser Verbindungen
(CaC2 und CaH2 zu erwarten.

Die Versuche haben wir im Silitstabofen mit Widerstandsheizung durch-
gefihrt. Die Reinstaluminiumeinsédtze von je 2 kg haben wir im Graphittiegel
geschmolzen, und dem geschmolzenen Metall haben wir fallweise 100—100 g
Salzgemisch zugesetzt. Um eine innigere Berihrung des Salzgemisches mit
dem Metall herbeizufihren, haben wir nach Erreichen der Versuchstempera-
tur, das Salzgemisch mit dem Metall wédhrend 10 Minuten dreiminutlich ver-
rihrt, sodann nach Ausschaltung der Heizung das Metall unter Salzdecke
auf 750° C abgekuhlt ; hierauf erfolgte eine Entschlackung ; danach wurden
zur Gasbestimmung Ausgiessproben und zur Spektralanalyse Spektralproben
gegossen. Die Versuche wurden bei 950° C (Temperatur der Aluminium—
Elektrolyse), bezw. bei 1150° C durchgefihrt.

Zahlentafel 11

Zusammensetzung des Metalls nach dem Versuch*

Giess-

Salzzusammen- Salzmenge Reaktions- tempe- ca
setzung g temperatur ratur .

°C °c Fe Si durch das Doppel- durch das Gegen-

elektroden-Ver- elektroden-Ver-

fahren gemessen fahren gemessen

CaF2 ... 100 950— 1000 700 0,016 0,011 0,001—0,005 0,001—0,003
Kryolith+ CaF2 90+10 950— 1000 750 0,017 0,020 0,001—<0,005 0,001—0,003
Kryolith-)-CaH2 95+ 5 975 750 0,016 0,019 0,005—0,020 0,001—0,003
Kryolith-f-CaC2 95+ 5 950 750 0,018 0,020 0,005—0,015 0,001—0,003
Chiolyth+CaF2 90+10 950 760 0,018 0,016 0,002—0,005 o co HO GO
Chiolyth-}-CaH2 95+ 5 950 760 0,018 0,020 0,005—0,015 0,001—0,003
Chiolyth+CaC2 95+ 5 940 750 0,017 0,020 0,003—0,020 0,001—0,003

Zahlentafel Il gibt die Zusammensetzung der bei den bei 950 °C durch-
geflihrten Versuchen verwendeten Salzgemische, und die Analysenwerte der

* Bemerkung: Zusammensetzung des Ausgangsmetalls :

Fe 0,005%
Si 0,003%
Cu 0,001%
Mg <0,01%
Zn <0,01%
Ti 0,0002%
Ca <0,001%
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mit Salz behandelten Metalle wieder. Die bei 1150 °C erzielten Versuchs-
ergebnisse stimmen mit den in Zahlentafel Il wiedergegebenen Werten tberein.
Die gleichen Ergebnisse erhielten wir bei der Wiederholung dieser Versuche
mit 0,2% Si legiertem Reinst- und Huttenaluminium (Al-Gehalt 99,5%)
bei 950 und 1150 °C. Die Kalziumbestimmungen erfolgten im Laboratorium
fur Spektralanalyse der Materialprifungsabteilung der Csepeler Eisen- und
Metallwerke, wobei zwei verschiedene Methoden angewandt wurden. Diese
beiden Methoden** sind :

Die fur die beiden Analysen notwendigen Eichproben wurden mit aus
Reinstaluminium (Al-Gehalt 99,99%) mit metallischem Kalzium hergestell-
ten Vorlegierungen angefertigt. Die aus diesen Eichproben hergestellten
Lésungen wurden einer Spektralanalyse unterzogen.

Die mit Ca-haltigen Salzen in Berlihrung gekommenen Proben wiesen
hdufig sogar bei den mit derselben Elektrode wiederholten Versuchen — bei
der Anwendung der Doppelelektroden-Methode — véllig unregelmadssige
Streuwerte auf. Die mit metallischem Kalzium legierten Vergleichsproben
lieferten indessen auch bei der Anwendung der Doppelelektroden-Methode
vorziglich tGbereinstimmende Parallelwerte. Wir untersuchten wiederholt mit
dem Gegenelektroden-Verfahren sowohl alle aus den bei beiden Temperaturen
durchgefihrten Versuchen stammenden Proben, als auch die mit dem metal-
lischem Kalzium legierten Muster, ferner die vorher nur mit dem Doppel-
elektroden-Verfahren untersuchten Huttenaluminiumproben. Die durch diese
Kontrolluntersuchungen erhaltenen Werte stimmten diesmal sowohl mitein-
ander, als auch mit den Versuchswerten der mit metallischem Kalzium
legierten Proben gut Uberein. Die fur Kalzium erhaltenen Streuwerte Uber-
schritten nicht 70,001 %. Die bei verhdltnismdssig niedrigeren Temperaturen
mit der Gegenelektrodenmethode durchgefiihrte Spektralanalyse weist ndm

** Die Bestimmungsmethoden wurden durch Dr. Tibor Teéresk und Dr. Barna
Weszprémy ausgearbeitet. Die ausfuhrliche Beschreibung dieser Methoden erscheint
demnéchst.

a) Doppelelektroden-Methode : die bei der Bearbeitung der 6 mm 0 starken und mit
einem Nippel von 3,5 mm 0 versehenen Elektroden an den Stirnflachen entstehenden Grate
sind nicht entfernt worden ; diese Art der Bearbeitung ist aus dem Grunde ndtig, damit
die &usseren Verunreinigungen vermieden und die Empfindlichkeit der Bestimmung erhéht
werden soll ; infolge der durch die an den Graten brennenden Funken hervorgerufenen
Uberhitzung, reichern sich die Spurelemente durch die fraktionierte Destillation in dem leuch-
tenden Dampfraum an, womit eine Erhéhung der Bestimmungsempfindlichkeit bewirkt wird.
Trotz der durch die auf eine verhd&ltnisméassig kleine Flache beschrankte Funkenbildung
bedingten grossen Empfindlichkeit, ergibt dieses Verfahren bedeutende Streuwerte.

b) Gegenelektroden-Methode : Gegenliber der an der Stirnflache in ihrem vollen Quer-
schnitt eben abgedrehten Elektrode wird eine mit einem Nippel vol 1,5 mm 0 versehene,,
aus spektralreinem Kupfer erzeugte Gegenelektrode gestellt. Die Empfindlichkeit dieses
Verfahrens ist zwar um etwa eine Ordnungsgrosse kleiner als die Empfindlichkeit der unter
a) beschriebenen Methode, aber ihre Reproduzierbarkeit ist in jeder Hinsicht befriedigend.

Bei dem obenbeschriebenen Verfahren wurden die Funken durch Niederspannungs-
erregung erzeugt (500 V, 2,5 pF, 1 mH). Der verwendete Spektrograph war Typ Zeiss Qu
24 (Spaltbreite 10 p). Linienpaar : Ca 3933,7/A1 3050,1.
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lieh nur die Anwesenheit des Kalziums nach. Durch die Anwesenheit der
bei viel hoheren Temperaturen verdampfenden Kalziumsalze wird die Bestim-
mung nicht beeinflusst.

Fur die bei den Doppelelektrodenanalysen erhaltenen Streuwerte des
Kalziumgehaltes der nicht mit metallischem Kalzium legierten Proben,
kann eine Deutung mit Hilfe des Gegenelektroden-Yerfahrens gefunden wer-
den. Wéhrend ndmlich das Gegenelektroden-Verfahren nur die Menge des im
Aluminium anwesenden metallischen Kalziums anzeigt, wurde durch das
Doppelelektroden-Verfahren, infolge der durch die Funkenbildung bewirkten
Uberhitzung der Probe, auch die im Metall dispergierte Kalziumsalzmenge
{hauptsdchlich CaF2) nachgewiesen. Die durch die Parallelversuche erhaltenen
Streuwerte konnten aber eine Erkldrung dadurch finden, dass die Kalzium-
fluorideinschlisse sogar in feiner Dispersion ungleich verteilt sind.

An Hand der Versuchs- und Analysenergebnisse kdénnen folgende Fest-
stellungen gemacht werden :

1. Ohne Elektrolyse kann das Aluminium bei Temperaturen von 950
bis 1150 °C aus CaF2-, CaC2 und CaHZ2haltigen basischen oder saueren
(Kryolith oder Chiolyth) Salzen kein Kalzium reduzieren beziehungsweise
bildet das Aluminium mit Kalzium keine Legierung. (Unsere Feststellungen
werden auch durch thermodynamische Erwé&gungen unterstitzt ; demnach
besitzt ndmlich von allen in der Reaktion teilnehmenden Komponenten das
Kalziumfluorid (CaF2 das grosste thermodynamische Potential und deshalb
entsteht in Anwesenheit von kalziumhaltigen Substanzen und Fluorionen
stets eine stabile CaF2-Verbindung.)

2. Die mit den kalziumhaltigen Salzgemischen in inniger Berlhrung
befindliche Aluminiumschmelze kann, ohne oder durch die Einwirkung des
Stromes, bei 950—1150° C mehr oder weniger mit nichtmetallischen Salz-
einschlissen in feiner Verteilung verunreinigt werden. (Siehe die Kalzium-
werte der mit Versuchsmetall- und aus den Aluminiumdéfen entnommenen
Proben durchgefiihrten Spektralanalysen.) Der Ca-Gehalt dieser Einschlisse
h&ngt von der urspringlichen Zusammensetzung des Salzes und Elektrolyts ab.
Der durch das Doppelelektroden-Verfahren nachweisbare Kalziumgehalt zeigt
in jenem Falle die Anwesenheit der im Metall befindlichen Salzeinschliusse an,
wenn das Aluminium mit kalziumhaltigen Salzen in Beruhrung war. Nach
den in Zahlentafel 1l wiedergegebenen Analysenergebnissen des Doppel-
elektroden-Verfahrens scheint das Kalziumkarbid (CaC2 bezw. das Kalzium-
hydrid (CaH2 die im Metall stattfindende feine Dispersion der Salzeinschlisse
zu begunstigen.

3. Das Legieren mit geringen Mengen von metallischem Kalzium
beeinflusst die Neigung des Aluminiums zur Gasaufnahme nicht. Die Gasauf-
nahmefédhigkeit wird vor allem durch die im Metall fein dispergierten Ver-
unreinigungen befdrdert, beziehungsweise kann durch die Anwesenheit dieser
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feinverteilten Verunreinigungen auch das wéhrend des Abstehens erfolgende
langsame Entgasen einiger Aluminiumeinsatze erkldrt werden. Diese Erschei-
nung kann durch die zwischen dem Salzeinschluss und Gas stattfindende
Wechselwirkung gedeutet werden.

Die aus unseren Versuchen und aus den Ergebnissen der geschilderten
Analysenmethoden gezogenen Schlussfolgerungen stimmen mit den neueren
Feststellungen des Schrifttums tUberein. Nach Schmitt und Wittner [10]
»gelangt das Kalzium wahrscheinlich mit dem Aluminiumoxyd auf mechani-
schem Wege in das Aluminium«. Ferner stellen die genannten Forscher fest,
dass der Ca-Gehalt des Aluminiums die Gasaufnahmeféhigkeit nicht férdert,
und beim Abstehen die einige tausendstelprozentige Ca-Verunreinigung
einigermassen verringert, aber nicht entfernt wird. (Der Ca-Gehalt des Metalls
wird vor dem Abstehen mit 0,0037%, nach dem Abstehen mit 0,003% ange-
geben.)*** Die Neigung einiger Metalle zur Gasaufnahme wird auch von den
zitierten Forschern, in Ubereinstimmung mit anderen Autoren, durch die
Anwesenheit feindispergierter, salzartiger, fallweise Ca-haltiger Verunreini-
gungen im Aluminium gedeutet. Die beiden Forscher bemerken noch, dass
die Menge der im Metall befindlichen, feindispergierten, salzartigen Verun-
reinigungen ausser der Salzzusammensetzung in hohem Grade von der Tem-
peratur des Metalls abhéngt.

Der Gedankengang von Schmitt und Wittner Sstimmt mit unserer
friheren Argumentation [7, 8] iiberein. Dieser Uberlegungen zufolge kann
das ausserordentliche Verhalten des Metalls durch die Anwesenheit der im
Metall vorhandenen feindispergierten, nichtmetallischen Verunreinigungen
erklart werden. Mit der Erhéhung der Temperatur (im Falle »nichtausgegli-
chenen« Ofengangs oder bei der Uberhitzung des Metalls) nimmt auch die
Menge der im Metall feindispergierten, salzartigen Einschliusse zu. Die Anwesen-
heit der salzartigen Verunreinigungen bewirkt infolge der zwischen den Ein-
schlussen und dem Wasserstoff bestehenden chemischen oder mechanischen
Wechselwirkung (Adsorption) eine gesteigerte Neigung des Metalls zur Gas-
aufnahme.

Laut unserer friheren Feststellungen verschlechtern die im Metall
dispergierten, fast in fester Lésung befindlichen, nichtmetallischen Verunrei-
nigungen in hohem Grade die elektrische Leitfadhigkeit des Metalls. An Hand
unserer gegenwadrtigen Versuchsergebnisse kann festgestellt werden, dass
diese Verunreinigungen auch die Gasaufnahmefédhigkeit des Metalls in hohem
Masse beeinflussen. Die im Metall fallweise beobachteten als Kalzium nach-
weisbaren Verunreinigungen, obgleich sie in sich selbst keine gesteigerte
Gasaufnahme verursachen, zeigen in dem mit Ca-haltigen Salzen in Beruhrung

*** Die Frage, in welcher Form das Kalzium im Aluminium vorhanden ist, lassen
Schmitt und Wittner in ihrer Arbeit offen.

4 Acta Tcchnica X X1/3—4.
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gekommenen Aluminium die Anwesenheit der von dem Standpunkte der
technologischen Eigenschaften aus ungilnstigen, feindispergierten Salzein-
schliisse an. Einige Ca-haltige Salze neigen sehr zur Bildung feiner Dispersio-
nen. Die Reinigung der auf diese Weise verunreinigten Metalle, das Entgasen
und Entfernen der Einschlisse — was sowohl fur die elektrische Leitfahigkeit,
als auch fur die Herstellung der blasenfreien Halbzeuge erforderlich ist —
stellt bei den weniger feinverteilte, nichtmetallische Einschlisse enthalten-
den Metallen eine recht schwierige Aufgabe dar.

Nach unseren mit den Ergebnissen anderer Forscher Gbereinstimmenden
Erfahrungen koénnen die mit Wasserstoff und geringen Mengen an Mg, Na
oder Ca verunreinigten Hdittenmetalle am erfolgreichsten mit saueren A1F3
-NaF (Molverhéltnis 1,6 —2), bezw. mit dem aus dem Dreistoffsystem A1F3
-NaF-NaCl bestehenden Salzgemisch gereinigt werden. Die auslédndischen
Forscher erkladren diese Erscheinung durch die zwischen dem Salzgemisch
und Metall stattfindende chemische Wirkung. Nach diesen hdngt der Erfolg
dieses Raffinationsprozesses — die Bindung der im Metall vorhandenen
Ha-, Mg-, Na-, bezw. Ca-Verunreinigungen — zuallererst von dem Verhéltnis
der im Salzgemisch befindlichen Aluminium- und Natriumionen ab. Das
Reinigungsgemisch ist um so wirkungsvoller, je n&her das Verhdltnis der
Aluminiumionen und sdmtlicher Natriumionen (die Menge der zu dem Chlorid
gebundenen Natriumionen miteinbegriffen) des Salzgemisches zu der Zusam-
mensetzung des Chiolyths liegt. Wenn das Verhdltnis der Aluminium- und
Natriumionen dem Kryolith nahekommt, nimmt die Geschwindigkeit der
Reinigunsreaktion ab. Die F&higkeit zur Bindung beziehungsweise zum Ent-
fernen des im Metall vorhandenen W asserstoffes, und der bei der Spektral-
analyse als Mg-, Na- und Ca-haltig erscheinenden Verunreinigungen ver-
ringert sich. Der Reinigungsmechanismus wird durch die Wirkung des in
saueren Medien freiwerdenden Aluminiumfluorids (A1F3) und durch die
zwischen dem A1F3 und den Verunreinigungen stattfindende chemische
Reaktion erkldrt. In alkalischen Medien (im Falle eines grésseren Molver-
haltnisses von NaF-AIF3) wird an Stelle von A1F3 Na frei. Die im Metall
befindlichen Verunreinigungen werden durch das freiwerdende Natrium nicht
gebunden.

Unserer Meinung nach ist die Reinigung des Metalls in Gegenwart
salzartiger Einschlisse (z. B. Ca-Verunreinigungen) nicht nur die Folge einer
chemischen Reaktion, sondern sie ist in erster Reihe wegen der im Reinigungs-
salz stattfindenden Auflésung, beziehungsweise wegen der durch das Reini-
gungssalz bewirkten Auswaschung der salzartigen Einschliisse ein physikali-
scher Vorgang. Die Ldsungsfédhigkeit des Reinigungssalzes — bei verhdltnis-
méssig niedrigen Reinigungstemperaluren (720—800 °C) — gegenuber Salzein-
schlissen (hauptsdchlich CaF2 hdngt von dem Schmelzpunkt bezw. der
Viskositdt des Salzgemisches ab.
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In Zahlentafel 111 sind die Vergleichswerte der Schmelzpunkte einiger
zu dem AIF3-NaF-NaCl-Dreistoffsystem gehdrenden Salze angefiuhrt.

Zahlentafel 111
Szopiech Sinazark SHaoavEch Shadgark
Kryolith ... 1011 °c  Chiolyth....s 737 °C
Kryolith-|-65% NaCl 975 ,,  Chiolyth+9%NacCl 715
Kryolith+14% NacCl 952 ,, Chiolyth+15% NacCl 702

Aus der Zahlentafel ist zu ersehen, dass bei der Reinigungstemperatur
des Aluminiums nur sauere, chiolythaltige Salzgemische in geschmolzenen
Zustande vorhanden sind. Zur Auflésung und Auswaschung der im Metall
befindlichen salzartigen Einschlisse (Ca-Salze, usw.) ist jedoch notwendig,
dass das Reinigungsmittel sich in geschmolzenem und womadglichst in dinn-
flissigem Zustande befinden soll. Wir messen auch die Rolle des zum Chiolyth
zugesetzten NaCl-s hauptsdchlich dem Umstande bei, dass es den Schmelz-
punkt des Reinigungssalzes erniedrigt, beziehungsweise, falls sich das Salz-
gemisch infolge der Sublimation des AIF3-s nach einem grdsseren Molver-
héltnis von NaF-AIF3 (d. h. nach einer alkalischeren Zusammensetzung)
hin verschiebt, so wird durch das NaCl der geschmolzene Zustand des Reini-
gungssalzes noch immer gesichert. Demgemass eignet sich das aus NaF-AIF3
-NaCl bestehende, niedrigen Schmelzpunkt besitzende Salzgemisch ebenfalls
zur Reinigung der mit dem an den festen Einschlissen haftenden W asserstoff
verunreinigten Metalle. Infolgedessen entfernen die niedrige Schmelzpunkte
besitzenden, zu AIF3NaF-NaCl Dreistoffsystem gehdrenden Salzgemische aus
dem geschmolzenen Aluminium gleicherweise die metallischen und nicht-
metallischen Verunreinigungen und so vermindern sie gleichzeitig sowohl
den scheinbaren Gehalt an Ca, als auch den schéadlichen W asserstoffgehalt.

Durch die Durchwaschung des feindispergierten, nichtmetallische Ver-
unreinigungen enthaltenden Metalls mit Salzgemischen, von niedrigen Schmelz-
punkten, kann die elektrische Leitfahigkeit und die Neigung zur Gasaufnahme
verbessert werden.

SCHRIFTTUM

J. Kostron : Aluminium und Gas. Z. fur Metallkunde 1952. Aug. 271 und Nov. 386.

J. Pendleton : Gas Welds in Aluminium-Magnesium Alloy Sheet. Welding Research
1949. Aug. 74—84.

Hull & Houldecroft : Welding Research 1953. Jun. 59—64.

. E. Ransley & J. Talbot : Wasserstoff-Porositat in Metallen. Zeitschrift fir Metallkunde

1955. Mai 328-337.

N =

Pow

4%



306 A. DOMONY

IT T. Laar—I. Balogh : A hdlyagos lemezselejt keletkezési okainak vizsgalata 1. és il.
(Untersuchung der Entstehungsgrinde des blasigen Blechausschusses 1. und 11))
Kohészati Lapok 1956. VI. 258—263, Kohaszati Lapok 1957. IV.

O. Pich : Magankozlései (Privatmitteilungen). 1956.

A. Domony, K. Vassel, R. Varhelyi: Az aluminium villamos vezet6képességében
mutatkoz6 rendellenességek megsziintetésére iranyuld kisérletek. (Versuche zur Behe-
bung der in der elektrischen Leitfahigkeit des Aluminiums erscheinenden Unregel-
massigkeiten.) MTA Mdszaki Osztadly Kozleményei 1955. XV. koétet 1—4. szdm 513.

8. A. Domony: Kismennyiségl 0tvozok, illetve szennyez6k hatdsa az aluminium egyes

technoldgiai tulajdonsadgaira. (Einfluss kleiner Mengen von Legierungskomponenten
bezw. Verunreinigungen auf einzelne technologische Eigenschaften des Aluminiums.)
Kohéaszati Lapok 1955. X 11. 572.

9. M. V. Malycev : Verbesserungsmoglichkeiten der Metallreinheit und Verminderung

der SchmeIIVeIIuste. Zentralinformationsinstitut des Ministeriums fur Hduttenwesen

(2]

der Nichtei etalle in UdSSR. 1956. 17. Nr. 10—17.

Schmitt, sWittner : Herkunft der nichtmetallischen Verunreinigungen im Alu-

minium und ihr Einfluss auf dessen Weiterverarbeitung. Zeitschrift fir Erzbergbau

und Metallhittenwesen 1956. 1X. 417 —421.

11. W. Fischer: Uber das Verhalten einiger Fremdoxyde in der technischen Aluminium
Elektrolyse. Diss. T. H. Aachen 1946.

12. K. Vassel : Die bei der heimischen Einfuhrung einer neuen zerstérungsfreien Unter-
suchungsmethode gewonnenen Erfahrungen. Kohaszati Lapok 1956. X. 472 —475.

10. II.

ZUSAMMENFASSUNG

Im Laufe unserer Versuchsarbeit gelang es uns zu klaren, dass das in Aluminium
durch Spektroskop nachweisbare Kalzium nicht in metallischer Form, sondern in Form
von salzartigen Einschlissen vorhanden ist. Infolgedessen kann die Anwesenheit von Kalzium
die durch salzartige Einschlisse bedingte Verunreinigung anzeigen. Die ausserordentliche
Verschlechterung der an einigen Proben beobachteten elektrischen Leitfahigkeit und die
schwere Entgasungmdglichkeit wird durch die Anwesenheit der Salzeinschlisse verursacht.
Die Salzeinschlisse kénnen aus dem Aluminium mit aus Chiolyth und Natriumchlorid beste-
henden Reinigungsmitteln ausgewaschen werden. Der Reinigungsvorgang wird dadurch
erklart, dass dieser nicht nur auf chemischen Reaktionen, sondern vor allem auf physikali-
schen Erscheinungen beruht.

DISTRIBUTION OF CALCIUM-IMPURITIES IN THE ALUMINIUM AND THEIR
INFLUENCE ON THE ELECTRIC CONDUCTIVITY OF THE METAL

A. DOMONY

SUMMARY

We succeeded to prove in course of our experimental work, that the calcium, that
can ble found in some sorts of aluminium by spectroscopical examination, is not present in
metallic, but in salt-like inclusions. The presence of calcium may indicate therefore the con-
tamination of the aluminium with salt-like inclusions. The extraordinary deterioration of
the electric conductivity, that was observable on certain samples, and the difficult degasify-
ing of the metal is caused by the attendance of inclusions of salt. These can be washed out
by the aide of cleaning agents, which are composed from chiolite and sodium chloride. The
cleaning process is explained by the fact, that it is based primarily on physical effects and
not on chemical reactions only.
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LA REPARTITION DES IMPURETES DE CALCIUM DANS L’ALUMINIUM ET S(?N
INFLUENCE SUR LA CONDUCTIBILITE ELECTRIQUE DES METAUX

A. DOMONY

RESUME

Il a été possible de démontrer, au cours de nos recherches que le calcium décelé dans
I’aluminium & I’aide du spectroscope ne s’y trouve pas dans son état métallique, mais sous
forme de sels. La présence du calcium pourrait donc indiquer que I’aluminium contient des
inclusions de sels. L’extréme diminution de la conductibilité électrique et la difficulté de
dégazer, constatées sur les échantillons, sont causées par la présence des inclusions de sels.
Ces impuretés peuvent étre éloignées de I’aluminium a |’aide d’épuratoires composés de chiolite
et de chloride de sodium. Le processus d’épuration s’explique par le fait qu’ & coté des réac-
tions chimiques, les phénomeénes physiques y jouent un rdle décisif.

PACMNPEAENEHNE TMPUMECKU KA/IbLUMA B AJTKOMUHUN
N BAVNAHME 3TOW MPUMECKM HA 3NEKTPOMPOBOAVMMOCTb METAJ/IA

A. LOMOHb

PE3IOME

B npouecce NPOBOAMBLUEACS 3KCMepUMeHTalbHOW pa6oTbl yAanocb MoKasaTb, 4TO
Ka/bLUyii, onpefensieMblii C MOMOLLBIO CMEKTPOCKONa B HEKOTOPbIX a/llOMUHMEBBLIX Cr/aBax,
NPUCYTCTBYET B a/IlOMUHWN He B MeTaslindecKoli hopme, a B (hopMe coneo6pasHbiX BK/IHOYUEHUIA.
CnenoBate/lbHO, NMPUCYTCTBME KafbLs MOXET BbI3blBaTb 3arpsi3HeHue MeTasifIMYecKoro asnio-
MUHUSI COMe0BbPasHbIMU BKOUEHUSIMU. VICK/TIIOUNTENBHO CUMbHOE YXYALLIEHWE 3MEKTPUYECKON
NPOBOAMMOCTYM, YCTAHOB/IEHHOE B C/lydae OTAeNbHbIX 06pasLoB, M TPYAHOCTb OUMLLEHMS OT
NpUMeceil rasoB MOXeET BbI3bIBAaTbCS MPUCYTCTBMEM COME06PasHbIX BK/OUeHUIA. ConeobpasHble
NpYMecK alOMUHUA MOTYT GbITb YAaneHbl 13 aflOMUHKS NPU NOMOLLM PapUHUPYIOLLUX BELLLECTB,
COCTOSILLMX M3 XV1ONMTA U XIOPUCTOrO HaTpumsi. O6bsICHeHMe NpoLecca pauHaL 3aKoYaeTes
B TOM, YTO MPOLLECC OCHOBBLIBAETCA HE TO/TbKO HAa XMMUYECKMX PeakLusax, Ho, B NMepByH0 ouepedb,
Ha (PU3NYECKUX SIBNEHUSIX.
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[Eingegangen am 8. August 1957]

Einleitung

Dieser Aufsatz untersucht die Umdrehungs-Ungleichméssigkeiten der
mit Cardano-Gelenken gekuppelten Wellen und forscht nach Verfahren zur
Beseitigung derselben. In diesem Rahmen wird behandelt :

1. Die zeitliche Anderung der Winkelgeschwindigkeiten und W inkel-
beschleunigungen von Cardano-Gelenkwellenkupplungen.

2. die Anderung der auf die Cardano-Gelenke wirkenden Momente.

3. wird untersucht, auf welche Weise mit beliebig gewdhlten Wellen-
gelenken parallele, einander schneidende oder ausweichende Wellen derart
gekuppelt werden kdnnen, dass die Drehubertragung gleichméssig sei.

4. auf welche Weise mit Hilfe von Cardano-Gelenken die gleichmadssige
Drehibertragung gesichert werden kann.

Im Rahmen dieser Probleme wird die Genauigkeit der allgemein ver-
wendeten Anndherungsformeln untersucht und auf die Grenzen der Ver-
wendbarkeit derselben wird hingewiesen.

1. Die Drehungsunregelmassigkeiten der mit Cardano-Gelenken gekuppelten
Wellen

Von Cardano-Gelenken sind zwei Varianten bekannt : das Kreuzgelenk
und das sogenannte gleitende Cardano-Gelenk. Bei letzterer Lésung sind die
beiden Wellen unmittelbar miteinander verbunden, jedoch sind die Bewe-
gungsgesetze die gleichen, wie bei den Cardano-Wellenkreuzgelenken.

Zwischen der Winkelverdrehung < der Antriebswelle I, der Winkel-
verdrehung c¢2 der Abtriebswelle 2, sowie zwischen dem Neigungswinkel
a der Welle kann auf Grund Bild la folgender Zusammenhang aufgeschrie-
ben werden :

tg 2= tg <Picos « (LD
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Die Winkelabweichung 92 — gl = @ kann aus (1.1) errechnet werden :

tg H(cosa — 1
tg P= 94l ) (1.2
1+ tg29Q cos a

Die Winkelabweichung ist bei jenem Winkel ¢gx = (p* maximal, bei dem der
erste Differentialquotient laut <gr in der Gleichung (1.2) Null betrégt :

1
= . 1.3
tg )\ Veos a (1.3)

Den Wert (1.3) in (1.2) eingestellt, betrdgt die maximale Winkelabweichung :

cosa—1
tg 9Pmax (1.4)
2 |lcos a

Der Ungleichféormigkeitsgrad der Winkelgeschwindigkeitsschwankung ist :

AN NA2max @2min 1

cor cos a

cosa ==sinatga (1.5)

Nach der Reihenentwicklung Tayior des Ausdruckes (1.5), wenn a genug
klein ist, erh&lt man den Anndherungswert :

6'osd 2 (1 —cos a) (1.6)
Die Gleichung (1.2) kann in folgende Form gebracht werden :

1 —cosa sin 2 qil
tg P= ) (1.7)
2 1 —sin2ql (1 — cos a)

Hieraus ergibt sich nach Reihenentwicklung und Vernachldssigung der
Glieder hdherer Ordnung sowie nach Substituierung der tg p= @ und des
W ertes (1.6), dass

v

1 + < sin2qr f-0,5 sin 4 (1.8)
4

Uber die Genauigkeit des Ausdruckes (1.8) geben die relativen Fehler Auf-
schluss. Der Relativfehler des Ungleichformigkeitsgradndherungswertes ist :

B 6 —0 1 —cosa
) (1.9)

0 1 -f-cos a
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Der Substitutionsfehler von tg = @:

At g ffmax — Ywax (1.10)
tg Ywax

Schliesslich der durch die vernachldssigten Glieder verursachte Relativfehler
bei der Reihenentwicklung des Ausdruckes (1.7) :

R3< (1—cosa)2 (1.11)
D. h. samtliche begangene Fehler (1.8) :

Re 1— 9"max 1—cosa

+ + (1- cosa)2 (1.12
tg <Frex 1-f-cosa

im Falle von a = 20°, 25° und 8°°

bei 9"max = 1,909' 2,8° und 4,2°

R N3,5 o 5,9% und 9,1%

Relativfehler bedeutet.
Demzufolge ergibt der N&herungsausdruck (1.8) nur im Falle

a<30° (1.13)

ein befriedigend genaues Ergebnis, wenn ein 9% iger Fehler noch erlaubt ist.
Im Schrifttum finden sich hdufig Beispiele dafur, dass N&herungs-

ausdricke auch in solchen Fé&llen kritiklos angewendet werden, wenn die

Néaherungsfehler den obigen Massstab bereits Uberschreiten.

Der Differentialquotient des Ausdruckes (1.8) gibt die relative Winkel-
geschwindigkeitsschwankung :

No
& cos 2 gr -f- 0,5 cos 4 gx (1.14)

und die Winkelbeschleunigung der getriebenen Welle ist :

6" 1+ 4- sin2cl— 0,5 S2sin 4ql (1.15)
4

Bild Ib zeigt die Anderung der Winkelabweichung und Winkelgeschwin-
digkeit.
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2. Bestimmung der auf das Cardano-Gelenk wirkenden Momente

Die Antriebswelle 1 und die getriebene Welle 2 wird in ein Koordinaten-
system x, y, z eingestellt. Die Ebene x,y sei die gemeinsame Ebene der beiden
Wellen. Die Welle 1 — zu welcher sich die Welle 2 in einem Winkel a neigt —

Abb. 2

zeige in der Richtung der Koordinatenachse y, d. h. der in die Richtung

der Welle 1 bzw. Welle 2 zeigende Einheitsvektor (Bild 2) :

Pi =]
p2= sinai-f-cosaj

Zwecks Bestimmung der im Gelenk erweckten

MK= MGA+ Mhl = Mcst+ Mht (2.1)

Momentvektoren muss die augenblickliche Lage der Gabelebenen unter-
sucht werden. Wenn die Ebene der an die Welle 1 fixierten Gabel sich im
Verhéltnis zur Ebene y, z in einem Winkel (plverdreht, so ist der Normalvektor

der Ebene :
= cos<Pii sin K (2-2)
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und jener der in einem Winkel g2verdrehten Ebene der an die Welle 2 gekop-
pelten Gabel :

n2= cos (p2cos ai — cos §2sin aj -\- sin 42K (2.3)

Das Wellengelenk Ubertragt das Moment M k in der Form des aus den in
das Bild 2 eingezeichneten Kraften p || n2 bestehenden Kréftepaares. Wenn
also

V= sin (pli — cos (pi K (2.4)

ist, so weist :
ink= n2Xv (2.5)

in die Richtung des Vektors M k-
Die Grosse des Vektors Mk wird durch die Voraussetzung bestimmt,

dass seine auf die Achse y fallende Projektion eben MG = M, das bekannte
Drehmoment ist. Demnach ist :

m k= m k - (2-6)
imk w)

Nach Beendigung der bezeichneten Berechnungen und nach Substituierung
von (1.1) ergibt sich, dass :

MK= M [tgacos2 i+ j-J-tg asin<ilcos gLk] (2-7)
Das auf Welle 1 wirkende Biegemoment :
M hl = M tg acos 9 [cos qoli -)- sin gy k] (2.8)
und der absolute Wert :
jMhil= Mtg acos % (2.9)

Unter den auf Welle 1 wirkenden Momenten &ndert sich das Biegemoment
im Falle eines bestdndigen Drehmomentes nach der Cosinusfunktion.

Das auf die Welle 2 wirkende Drehmoment ist die auf p2 fallende
Projektion des M K Vektors :

MG = (AfK>2P2= [tg asinacos2yl cosa] *[sinai -f cos aj] (2.10)
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und der absolute Wert :

IMc4[= M cosal[l + tg2etcos29'] (2.11)

Das auf Welle 2 wirkende Biegemoment :
M/2= MK—MA = M [—sinacosasin2gli -\-

+ sin2asin2(plj -f-tg a sin gxcos K] (2.12)
Der absolute Wert des Biegemomentes :

IM hi | —M sin asin QJ JAL -++tg2acos2<t (2.13)

Zur anschaulichen Darstellung der Anderung des Momentes gelangt man,
wenn man untersucht, welche Kegelflaiche durch den Momentvektor M k

wahrend der Bewegung niedergeschrieben wird. Die durch den Origé durch-
gehende Gerade in Richtung M k schneidet aus der Ebene y = M den

~g«l2+ 2= tMtgajZ (2.14)
2 2

Kreis aus, welcher die Basiskurve der untersuchten Kegelflache ist (siehe
Bild 2).

Die Momentvektoren werden im Bild 3 veranschaulicht.

Die Grodsse der einzelnen Momentvektoren kénnen graphisch nach Bild 4a
bestimmt werden, wo die Ebene des Kreises in die Ebene xy verdreht und die
Konstruktion fiir den im Falle von Wellen mit a = 30° Winkelstellung ange-
gebenen Schwenkwinkel qy dargestellt wurde. Aus der Konstruktion ergibt
sich auch die Winkelschwenkung (p2der Welle 2 Bild 4b stellt die Diagramme
der einzelnen Momentdnderungen in der Funktion des Winkels (px dar.
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3. Eine gleichmdssige Drehlbersetzung gewéhrleistende Koppelung von Welle

in verschiedener Stellung mit beliebig gewdhlten Wellengelenken

Die allgemeine Art einer gleichmé&ssige Drehubertragung gewdhrleis-
tenden Wellenkupplung kann folgenderweise erzielt werden : Wie immer
auch das Liegeverhdltnis zweier Wellen zueinander sei, so lege man sie im
Gedanken parallel nebeneinander. Zur Welle 1 ist eine dritte (3) Welle —
beliebiger Ausfihrung jedoch zumindest zwei Freiheitsgrade garantierend —
mit einem Wellengelenk K 13, derart zu koppeln, dass der Biegewinkel der
beiden Wellen a sei. Auch an die Welle 2 koppelt man eine Welle 3" mit
einem Wellengelenk K 23,,in einer solchen Anordnung, dass das System 1—3'
und 2—3"' eines des anderen Spiegelbild sei (Bild 5).

Wird die Welle 3' mit einem Winkel (p3mund die Welle 3" mit einem sol-
chen 98,,= —(p3r verdreht, so ist der Spiegelsysmmetrie wegen

<Pi=— < (3n)

«j Es sei das rdumliche Koordinatensystem laut Bild 5 angenommen.
Man verdrehe das aus den Wellen 2—3" bestehende System um die Achse
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y mit 180° (Bild 6) und verschiebe es parallel mit sich selbst soweit, bis die
Wellenmittellinie 3" mit jener der Welle 3' zusammenfallt. Wenn nun die
Wellen 3' und 3" starr verbunden im Winkel @ um die Wellenachse verdreht
werden, dann ist :

H = 452 (3.2)

Hieraus folgt, dass bei Koppelung paralleler Wellen die gleichférmige Dreh-
Ubertragung gewdéhrleistet ist, wenn das System bezlglich eines Punktes
(0) zentral symmetrisch ist.

b) Wenn das Wellensystem 2—3" im Bild 5 um die Achse z um 180°
verdreht wird (Bild 7) gewinnt man die gleichférmige Drehiibertragung ge-
wahrleistende Koppelung einander schneidender Wellenachsen. Das derart
erzielte System ist hinsichtlich einer Ebene (y 2) symmetrisch, das heisst
spiegelsymmetrisch.

c) Schliesslich verdrehe man das System 2—3" des Bildes 5 um 180a
um einen in der Ebene y z befindlichen beliebigen

V=yj+ zk

Vektor (Bild 8a).
Auf diese Weise gewinnt man die gleichférmige Drehlbertragung
gewdhrleistende Koppelung der ausweichenden Wellen. Im Bild 8b wurde
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Abb. 8
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das auf diese Weise erhaltene System vertikal auf die Richtung des Vektors
v und in einer mit den Wellen 1—2 parallelen Ebene fallenden Projektion
veranschaulicht.

Ausweichende Wellen erhdlt man auch dann, wenn das Wellensystem
2—3" im Bild 7 vor der starren Koppelung mit dem System 1—3' in einem
Winkel y um die Achse x verdreht wird. Nachstehend wird untersucht, welcher
Zusammenhang zwischen den Winkeln a, 2a und y besteht (Bild 9).

Bild 9 zeigt die Richtung der Wellenachsen vor der Verdrehung mit dem
Winkel vy, wie folgt :

px= —cosai -j- sinak (3.3)
p2= —cosai —sinack (3.4)
P3 = o (3.5)

Wenn der Vektor p2mit dem Winkel y um die Achse x verdreht wird, so ist
die neue Richtung p2 der Welle 2:

p2= —cosai —sinasinyj —sinacosyk (3.6)

Der Biegewinkel 2a der Wellen 1 und 2 ist also :

cos2a'= PxPz = cos2a — sin2acosy
woraus

cos2a — cos2a’
cosy = (3.7)
sin2a

5 Acta Technics XX 1/3—4.
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Bei der gleichféormige Drehilbertragung gewdé&hrleistenden Koppelung aus-
weichender Wellen muss demnach so vorgegangen werden, dass in Kenntnis
der Biegungswinkel 2a der Wellen vorerst der Winkel a gewéhlt und dann
vermittels der Formel (3.7) der Winkel y errechnet werden muss. Der Winkel

a bestimmt auch die Lange der Welle 3. Wenn a = a'ist, so betrdgt die
Lange der Welle : 13= 00 ; wenn a = 90° ist, so kommt I3 der transversalen
Lange der Normalen gleich, jedoch ist das Wellengelenk selbstsperrend.

Daraus folgt :
90°> a > a'
Die Wellengelenkhé&lften missen daher der spiegelsymmetrischen

Anordnung geméss mit einem Winkel y verdreht an den beiden Enden der
Welle 3 angebracht werden.
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max

Rx max
/at

Mes 13 "CS 23
ar

Abb. 11

4. Eine gleichformige Drehubertragung gewahrleistende Koppelung von Wellen
in verschiedener Stellung mit Cardano-Gelenken

a) Wenn zwei parallele Wellen in einer auf Bild 10a sichtbaren Weise
gekoppelt werden, so sind die Bewegungsgesetze der Wellen 1 und 2 die
gleichen, weil die Koppelhdlften an beiden Enden der Welle 3 zentralsym-

metrisch angeordnet sind.
Im' Bild 10b sind die auf die einzelnen Wellen wirkenden Momente

abgebildet mit Vernachldssigung der Masse bzw. der Beschleunigungsmomente
der Welle 3. Demnach ist die Residtante der auf die Welle 3 wirkenden

Momente Null.

5%
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b) Bild lia zeigt die Koppelung von einander schneidenden Wellen
vermittels Cardano-Gelenken. Zufolge der spiegelsymmetrischen Anordnung
ist die Winkelgeschwindigkeitsgleichheit der Wellen 1 und 2 gewdhrleistet.

Aus Bild 11b ist zu ersehen, dass die auf Welle 3 wirkenden Biegemo-
mente nicht im Gleichgewicht sind und Welle 3 durch ein

MO=M ha+ Mh3= 2M I8 (4.1)

Moment belastet ist, welches durch die Lager der Wellen 1 und 2 Gbernommen
werden muss.

Die infolge Einwirkung des Momentes M 0in den Wellenlagern auftreten-
den Reaktionskrafte koénnen folgenderweise bestimmt werden : Die Welle
3 kann als ein an beiden Enden mittels Kugelgelenken an ein Gestell gebundener
Stab gedacht werden, welchen das Moment Mo belastet (Bild 11c).

Die Reaktionskrédfte werden mit dem Castigliano’schen Satz bestimmt.

Die Deformationsarbeit der Z-langen Welle 3 setzt sich aus Biegung
und Zug zusammen :

M2dx + — M !

4.2
2 FE' (*2)

Da in der Wirkungslinie Ry die Durchbiegung Null ist, so ergibt sich

(4.3)

(4.2) und (4.3) substituiert, ergibt sich als Ldsung die Differentialgleichung

M0= Rx — X (4.4)
6J dM n
aus welcher
2F
- (4.5)
Re=MN v 2 M- 33
und so
(4.6)

Ry=J Mo=-fM h>

sich ergibt.
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Die auf Welle 1 bezw. 2 wirkende grdsste axiale und grdsste Biegekraft
laut Bild Ild (auch unter Berlicksichtigung von 2.13)

(4.7)

Rhn (4.8)

Abb. 12
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Die Krafte kénnen durch Steigerung der L&nge / vermindert, jedoch
nicht voéllig aufgehoben werden.

c) Wenn das Cardano-Gelenk zur Koppelung ausweichender Wellen
verwendet wird (Bild 12a), so wird die Welle 3 durch das

MO0= 2M/acos (4.9)

Moment (Bild 12b und c) und die Wellen 1 und 2 durch die

r2 2

-Kaxmax = M sin @ COS- —_|F cosa -1-—sina (4.10)
r2F , 2

Rhmax = M sin a cos - sina -—y cos a (4.11)

Kréfte belastet.

Aus obigen Beispielen ist zu ersehen, dass Cardanogelenken Wellen
beliebiger Stellung in einer die gleichférmige Bewegungsibertragung gewdhr-
leistenden Weise gekoppelt werden kdénnen. Ein Nachteil dieser Ldésungen
ist jedoch, dass die Steigkeit der Winkelgeschwindigkeit der Welle 3 nicht
sichergestellt ist und demzufolge die durch den ungleichmé&ssigen Gang auf-
tretenden Bewegungsenergiednderungen in der Bewegung des ganzen Systems
Ungleichformigkeiten verursachen kdnnen. Dieser Nachteil wird durch die
Synchrongelenke eliminiert.
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ZUSAMMENFASSUNG

Der Aufsatz befasst sich mit der kinematischen Untersuchung von Wellenkupplungen
mittelst Cardano-Gelenken. Hierauf behandelt er bis ins einzelne gehend die Bestimmungs-
methode der im Gelenk entstehenden Momente und Kréafte. Es werden allgemeine Grund-
sdtze der Wellenkoppelung in beliebiger Stellung mit beliebig gewahlten Wellengelenken
auf eine gleichformige Bewegungsiibertragung gewahrleistende Weise erldutert. Endlich
veranschaulicht der Aufsatz die unter Zugrundelegung obiger Grundsétze erfolgte Beniltzung
von Cardano-Gelenken.
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(CARDANO’S) UNIVERSAL SHAFT COUPLINGS

J. HERING

SUMMARY

The paper deals with the kinematic examination of (Cardano’s) universal shaft coupl-
ing. After this it discusses in detail the determination of the moments and forces arising
in the turning joint. It acquaints with general principles on the linking up of shafts of optional
positions with joints according to choise — that secures a uniform propulsion — and it intro-
duces finally the use of Cardano’s turning joint, according to the above mentioned principles.

ACCOUPLEMENTS CARDAN

J. HERING

RESUME

L’étude s’occupe de I’examen cinématique de I|’accouplement Cardan, et traite en
détail du mode de définition des couplemoments et forces engendrés dans I’articulation.
L’auteur expose ensuite les principes généraux de I’accouplement d’arbres en position quel-
conque, a l’aide d’une articulation arbitraire assurant une transmission de mouvement uni-
forme. Pour finir, I’étude indique I’application de I’articulation Cardan suivant les principes
ci-dessus énoncés. “

KAPAOAHHbLIE CLUEMJIEHUA

M. XEPUHT

PE3FOME

Pa6oTa paccMaTpuBaeT KWHEMATMKY KapAaHHOro cuenieHus. llocne 4ero [AeTasibHO
M3yyaloTCsl MOMEHTbI, BO3HMKAlOLWIME B KapJaHHOM COeAVHEHUM, WU TPaKTyeTCs MeTOof onpeje-
NEHNS| BO3HMKAIOLLMX CUSI.

M3naraloTcst o6Uiye MNPUHLMMBI COeAVHEHUs] BasioB /1060r0 MOIOXKEHMS C MOMOLLbIO
LIapHUpa Bana, BbIGPAHHOr0 MPOM3BOMIbLHO, U MPK 3TOM 06ecrneynBaeTcss paBHOMepHas mnepe-
fava ABMXeHusl. HakoHel, AeMOHCTPUPYeTCs UCMOMb30BaHMe KapaHHbIX LWApHUPOB COrlacHo
BbILLEN3/IOKEHHBIM TNPUHLMNAM.






EINE ULTRASCHALL-DURCHSTRAHLUNGSMETHODE
ZUR IMMERSIONSPRUFUNG VON METALLBLECHEN
UND DER VERGLEICH DERSELBEN MIT
DER FREQUENZMODULATIONSMETHODE

I. EGRI
KANDIDAT DER TECHN. WISSENSCHAFTEN™*
INSTITUT FURMESSTECHNIK UND INSTRUMENTENWESEN, UNGARISCHE AKADEMIEDER WISSENSCHAFTEN,
BUDAPEST

[Eingegangen am 30. August 1957]

In unserem Institut wurde eine Ultraschall-Durchstrahlungsmethode
zur Immersionsprifung von Metallblechen mit rauher Oberflaiche entwickelt
[T Nach Beschreibung dieses Verfahrens wird ein Vergleich zwischen dem
mit Frequenzmodulation arbeitenden und dem neuentwickelten Verfahren
vorgenommen. Es muss bemerkt werden, dass es in beiden Fallen mit einfacher,
elektrischer, also leicht registrierbarer Indikation gearbeitet wurde.

1. Beschreibung der neuen Methode

Abb. 1 zeigt den schematischen Aufbau des Apparates. Die Impulse
des Senders werden durch den Senderkristall in Schallschwingungen ver-
wandelt, die durch zwei W asserschichten und durch das Blech gehen und dann
von dem zum Senderkristall koaxial untergebrachten Empféngerkristall
wieder in elektrische Signale verwandelt werden. Diese Signale werden nach
entsprechender Verstdirkung mit einem ROhrenvoltmeter gemessen. Die
Schallwellen schreiten senkrecht zum gepriften Blech fort; die Bleche
sind zwischen den Kristallpaaren in der in der Abbildung bezeichneten Rich-
tung bewegbar.

Die Breite des Schallstrahles (senkrecht zur Bewegungsrichtung),
multipliziert mit der Vorschubgeschwindigkeit des Bleches, ergibt die Prif-
geschwindigkeit in cm2sec. Bei mehreren Kristallpaaren ist dieses Ergebnis
selbstverstdndlich noch mit der Anzahl der Kristallpaare zu multiplizieren.

Ein, am Empfdnger angeschalteter Kathodenstrahloszilloskop zeigt
ein Empfangersignal &hnlich wie in Abb. 2. Obwohl der Sender wéhrend der
Impulsperiode nur einen einzigen Impuls abgibt, erreicht eine Impulsserie
den Empfangerkristall, weil sowohl im Blech, als auch im Wasser wiederholte
Reflexionen entstehen. Von den durch diese wiederholten Reflexionen ent-

* Bei der Ausfihrung der zahlreichen Messungen hat Physiker Fri. M. Szemes, bei
der Projektierung und Anfertigung der Versuchsapparate Ing. J. Hering und Ing. F. Svab
wertvolle Hufe geleistet.
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standenen Signale kénnen zwei oder mehrere zur gleichen Zeit den Emp-
fangerkristall erreichen und einander — je nach den Phasenverhéltnissen —
verstarken oder abschwdchen. In Abb. 2 gelangte Signal a ohne Reflexion

Empfanger-Kristall

Serckr n Uosser Itrschub
Rdwg /
Riech
A
Sender-Kristall RShrem/oftimeter-
und Registrier-
Apparat
Abb. 1
Amplitude
zum Empféngerkristall, die unmittelbar darauf folgenden Signale (6, c, d, .. .)

nach einmaliger, bzw. mehrmaliger Reflexion im Blech. Die Impulsperiode
wurde so gewdhlt, dass die reflektierten Signale bereits abgeklungen sein
sollen, bevor der Sender den néchsten Impuls abgibt.

Es ist aus obigen zu ersehen, dass a, das zuerst ankommende Signal,
immer interferenzfrei ist. Die Grosse dieses Signals ist also unabh&ngig von
der Blechdicke (die Absorption kann unbeachtet bleiben) und wird nur davon
abhé&dngen, ob im Blech eine reflektierende Fehlerflaiche vorhanden war oder
nicht. Wenn wir also das ,,erste Signal” als Indikation auswdahlen kdnnen, so
haben wir eine wesentliche Ursache der Messunsicherheit beseitigt. Die Indi-
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kation dieses Signals kann auf zweierlei Weise geschehen : entweder ist
der Empfanger nur fir die Zeitspanne des ersten Signals empfindlich, oder
aber sorgen wir daflr, dass dieses Signal immer das grdsste unter allen sei,
weil dann die Indikation bei Anwendung eines Spitzenspannungsmessers
immer dem ersten Signal proportional sein wird. In unserer Vorrichtung wurde
der letztere, einfachere Weg gewéhlt.

Das zweite, dem ersten &hnlich grosse Signal (b auf Abb. 2) erreicht

d
den Empfangerkristall um die Zeit 2 ----- spdter als das erste Signal (wobeid
Cm

die Blechdicke, Cm die Schallgeschwindigkeit im Blech bedeutet). Sollte
bei dem Ankommen des zweiten Signals am Empféngerkristall das erste Signal
noch nicht genligend abgeklungen sein, so kann es bei Ubereinstimmenden
Phasen Vorkommen, das ihre Summe (b -j- Rest von a) ein grdsseres Signal,
als das erste ergibt. Diese Bedingung bestimmt die ldngste Impulsdauer bei
gegebener Dicke des Bleches und bringt mit sich, dass die Methode fur diunne
Bleche mit rauher Oberflache nicht anwendbar ist : ungefdéhr 8 mm ist jene
minimale Dicke, Uber welcher sie gut brauchbar ist. Die untere Dickengrenze
kann wohl durch Kirzung der Impulsdauer (mit Erhéhung der Frequenz)
herabgesetzt werden, doch nur bei Blechen mit bearbeiter Oberflache, weil
die Rauheit der Oberflaiche — wie man spéter (im Kap. 3) sehen wird — die
Hochstgrenze der anwendbaren Frequenz bestimmt. Um zu vermeiden, dass
Signale die nach einmaliger Reflexion in den W asserschichten zum Empfanger-
kristall ankommen (z. B. Signal g auf Abb. 2), ginstigen Phasenverhdltnissen
zufolge eine grossere Amplitude als die erste (a) geben, missen die Wasser-
wege und 12 (Abb. 3) voneinander verschieden und folgender Bedingung ent-
sprechend gross gewdhlt werden : die in dem Blech wiederholt reflektierten
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Signale wéhrend der Zeitdauer 2 IJCWbezw. 2 12Cw sollen so weit abklingen,
dass sie praktisch vernachldssigt werden kénnen (Cw: Schallgeschwindigkeit
im W asser). Diese Bedingung ist leicht zu erfillen, besonders weil Cw 1/4 Cm
(Cm: Schallgeschwindigkeit im Blech) betragt.

2. Der kleinste, mit Durchstrahlungsmethoden nachweisbare Fehler
und die Frage der Priufgeschwindigkeit

Nach dieser kurzen Beschreibung der entwickelten Erstsignal-Methode
soll diese mit der, mit F. M. arbeitenden Methode von den Gesichtspunkten
des kleinsten, noch nachweisbaren Fehlers und der Prifgeschwindigkeit aus
verglichen werden.

Die Besprechung beschrankt sich auf jene Fé&lle, wo sich die Schall-
wellen praktisch senkrecht zum Blech verbreiten, weil der Aufbau der Prif-
vorrichtungen so der zweckmaéssigste und daher fast immer so ublich ist.

In diesem Falle ist die Abnahme der Indikation (mit guter N&herung)
der Oberflache des Fehlers proportional : d. h. ein Fehler, dessen Oberflache
p Prozent des Schallstrahles betrédgt, verursacht eine p prozentige Abnahme
des elektrischen Signals, falls der Querschnitt des Schallstrahles

~AStrahl ** ~ Hmpf

ist, wo F Empf die Oberflache des Empféngerkristalls bedeutet.

Das Auflosungsvermdgen beider Methoden wird theoretisch durch die
Wellenldnge des Schalles begrenzt, praktisch kann man aber nur dann so
weit gehen, wenn die Messunsicherheiten einen wesentlich kleineren Bickgang
der Indikation ergeben, als die durch die minimale — durch die Wellenldnge
bestimmte — Fehlerorberflache verursachte Abnahme der Indikation. In der
Praxis bestimmt im allgemeinem nicht die Wellenldnge, sondern die Messun-
sicherheit die Grdsse des kleinsten nachweisbaren Fehlers. Es ergibt sich [2]

ofmin = F strahl mb, (1)

wo F min : den Querschnitt des kleinsten nachweisbaren Fehlers in mm?2
F strchi ¢ den Querschnitt des Schallstrahles in mm?2

b: den Messunsicherheitskoeffizienten (die relative Indikations-

abnahme zufolge der Messunsicherheiten) bedeutet.

Diese Gleichung ist nur gultig, falls der Durchl&ssigkeitskoeffizient des
Fehlers Null ist und die Oberflaichen-Abmessungen des Fehlers grosser als
die angewandte Wellenldnge sind. In der Praxis sind beide Bedingungen zwar
nicht immer, aber in der Mehrzahl der Falle erfillt.
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Um die Methoden richtig vergleichen zu kdénnen, mussen die Messun-
sicherheiten der einzelnen Verfahren geklért werden. Ausserdem muss fest-
gesetzt werden, ob es eine solche Messunsicherheit gibt, welche mit der Ver-
minderung der Wellenldnge wadchst, weil dann dadurch die Herabsetzung der
Wellenldnge und somit — wie bekannt — auch die kleinste nachweisbare
Fehlerdicke begrenzt wird.

3. Die Messunsicherheiten der Durchstralilungsmethoden

Die Ursachen der Messunsicherheiten der beiden zu behandelnden
Verfahren sind die folgenden :

3.1. Streuung der Blechdicke (entsprechender Unsicherheitskoeffizient :
>h)

3.2. Anderungen der Rauhigkeit der Blechoberflichen (62

3.3. Infolge der unvermeidlichen Krimmungen der Bleche wird der
Winkel zwischen Schallwellen und Blechnormale gedndert, dies
gibt einen Unsicherheitskoeffizienten (63)

3.4. Anderungen in der akustischen Kopplung zwischen Wasser und
Metallblech (b4)

3.5. Andere Ursachen, wie z. B. verdndernde Verstdrkung der elektro-
nischen Einrichtung ; Streuung des Elastizititsmodul-W ertes des
gepriften Materials (65).

Um die Methoden vergleichend bewerten zu kénnen, ist es notwendig, die Grosse
der einzelnen Unsicherheiten bei Anwendung der verschiedenen Prifverfahren
zu untersuchen.

3.1. Streuung der Dicke der Bleche

3.11. Die Methode, in welcher das Spitzenwert des ersten Signales zur
Indikation verwendet wird, ist vollkommen unempfindlich gegen die Streuung

d
der Blechdicke, wenn die gewdhlte Impulsdauer kleiner als 2 — ist, wobei

Cm
d die Blechdicke und Cmdie Schallgeschwindigkeit im Blech bedeutet (s. Kap.
1.). Bei diesem Verfahren ist also hl = 0, die Dickendifferenzen verursachen

also keine Messunsicherheit.

3.12. Bei der Prifung mit f. m. Ultraschall wird die Schallfrequenz bei
entsprechend gewdéhltem Frequenzhub wé&hrend eines Frequenzhubes einer,
oder mehreren solchen Frequenzen gleich, bei welcher die Durchlédssigkeit
des Bleches maximal ist. Ist die Bandbreite des Empfdngers gross genug, so
ist die Prifmethode mit f. m. Ultraschall bei unmittelbarer Kopplung gegen
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Dickendnderungen unempfindlich. Diese Eigenschaft &ndert sich aber bei
W asserkopplung, weil dann der Schall vom Sender bis zum Empféanger durch
drei Schichten geht, deren maximale Durchldssigkeiten im allgemeinem bei
drei verschiedenen Frequenzen liegen. Die drei Schichten sind (Abb. 3):
h, Wasserweg vom Sender zum Blech, d, das Blech und 12, Wasserweg vom
Blech zum Empfénger.

Abb. 4

Es sei bemerkt, dass die Durchlassfrequenzgebiete &usserst schmal
sind : die Kurven in Abb. 4, auf Grund von konkreten Zahlenbeispielen
gezeichnet, veranschaulichen dies gut.

Die Kurven der relativen Durchlasskoeffizienten (8r) wurden laut
folgender Gleichung gezeichnet :

RiL \
2 —
J31 max 3 max
M3+ 1)2—(m™n — »p (mi2 — !) sin2271- 2
K3 + 1) )

Diese Gleichung kann leicht aus der folgenden Gleichung, welche die
Geschwindigkeits-Amplitude des durch drei Medien — und zwar senkrecht zu
deren Grenzflaichen — sich fortpflanzenden Schalles angibt, abgeleitet
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werden [3]:

VZ=V X (2a)
(mB+ 1)2— (mf2— 1) (m|3—1)sin22n

In obigen Gleichungen wurden folgende Zeichen verwendet :

Rsl = y Durchlasskoeffizient des 2. Mediums, das durch die 1. und 3. Medien

begrenzt ist. (Fortpflanzungrichtung des Schalles: vom Medium 1 durch
Medium 2 nach Medium 3.)

Vx Geschwindigkeitsamplitude der einfallenden Welle im 1. Medium.
V3 Geschwindigkeitsamplitude im 3. Medium.
d2 Dicke des 2. Mediums.

A2 Schallwellenlange im 2. Medium.

e34
6i Ci

QiQ In diesen Gleichungen bedeuten g und C die Dichte und die Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit des Schalles im indizierten Medium.

Q
Q
o.C,

In Abb. 4 bedeutet R3lrden relativen Durchlasskoeffizienten der W asser-
schicht Ix (Abb. 3), Rb3rdenselben der Wasserschicht 12und Ri2 den absoluten
Durchlasskoeffizienten des Bleches. (Die Indizes neben B bezeichnen hier
die verschiedenen Medien wie folgt: 1. Senderkristall, 2. Wasserweg Ix,
3. Blech, 4. Wasserweg 12, 5. Empféngerkristall.) Auf die Abszisse in Abb. 4
sind die Frequenzénderungen von 3 MHz bis 2,88 MHz aufgetragen. Der
Mittelwert der Blechdicke (d) wurde mit 15 mm, die Wasserwege (I3 und 2
bei mittlerer Blechdicke mit je 50 mm angenommen. Wird die Schallgeschwin-
digkeit — zwecks einfacherer Berechnung — zu 6000 m/sec im Stahl und 1500
m/sec im Wasser angenommen, so betrdgt die Wellenldnge bei einer Frequenz
von 3 MHz :2 mm im Stahl und 0,5 mm im Wasser. Mit diesen Daten und
bei d = 15 mm ergibt sich fir das Blech

2 djXst= 15
und fir die Wasserwege

2 1IXW - 2 1B w - 200.

Es folgt hieraus, dass bei 3 MHz ein Blech von 15 mm die maximale
Schalldurchlassung sowohl im Blech als auch im Wasser ergibt. Bei Anderung
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der Frequenz wird die Gleichung 2 d/As<x — 15 auf jeweils andere Blechdicken
glltig sein, man kann also jeweils — der Frequenz-Skale entsprechend —
jene Dickenwerte (Uber 15 mm) aufschreiben, bei welchen Werten die Bleche
vollkommen durchlassen (Ri2 = 1); z. B. ldsst ein Blech von der Dicke
15,267 mm bei einer Frequenz von 2,9475 MHz vollkommen durch (Abb. 4).
Die L&nge des Wasserweges X ist konstant, seine relative Durchldssigkeit
(R31r) wird in Funktion der Frequenz periodisch verdnderliche Werte annehmen
(Kurve 1). Die relative Durchldssigkeit Bb3r des Wasserweges 2 &ndert
sich ebenfalls in Funktion der Frequenz, da sich aber auch 2 &ndert, wieder-
holen sich die Durchldssigkeitswerte /353, = 1 (wie aus Kurve 2 ersichtlich)
in noch kleineren Frequenzabstdnden als bei Wasserweg Iv

Die resultierende Durchlédssigkeit wird dem Produkt aus 3 Durchlass-
koeffizienten proportional sein, dabei schwankt ihr Wert stark mit der Frequenz
und der Blechdicke. Serien von Messungen ergaben, dass bei nominalen Blech-
dicken, z. B. zwischen 10—20 mm und bei einer Streuung der Dicke von
il mm, sogar 40%ige Indikationsabnahmen Vorkommen, bei einer Mess-
frequenz/= 3 MHz, Frequenzhub Af= il35 kHz und Modulationsfrequenz
fm = 300 Hz. Der Messunsicherheitskoeffizient infolge der Dickendnderung

des Bleches (Zg) kann also bei dieser Methode auf Grund von experimentellen
Daten als 0,4 angenommen werden.

3.2. Anderungen der Rauhigkeit der Blechoberflache

Der Einfluss der Unebenheiten der Blechoberfliche kann am einfachsten
so behandelt werden, dass man in ein Blech von vollstdndig glatter Ober-
fliche eine Verjingung einhobelt, und deren Einfluss auf die Indikations-
&nderung bei den verschiedenen Methoden beobachtet (Abb. 5). Wenn die
Flanke dieser Treppe sich in der Mittellinie des Schallstrahles befindet, dann

Abb. 5
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gelangen die zwei Halften (1 und 2) des Schallstrahles mit Phasendifferenz
zur Oberflaiche des Empfangerkristalls. Es kann angenommen werden, dass
eine Verjungung von der Hohe h, welche der maximalen Oberfldchenrauhig-
keit entspricht, die gleiche maximale Indikationsverminderung wie das rauhe
Blech selbst ergibt. (Tats&dchlich wird in der Praxis die Indikationsabnahme
gewOhnlich kleiner sein als der so errechnete Wert, da die rauhe Blechober-
flaiche aus verschiedenen Unebenheiten besteht, deren Abmessungen auch
kleiner als h sein kdnnen.)

3.21. Bei der neuen Methode gelangt jener Teil des Schallstrahles,
der durch Feld 2 geht (Abb. 5), etwas spéter zur Oberflaiche des Empfanger-

Abb. 6

kristalles als der durch Feld 1 gehende. Zufolge dieser Verspdatung sind die
zu den beiden Seiten des Empféngerkristalls ankommenden zwei Signale
von gleicher Amplitude und Frequenz, jedoch in der Phase verschoben. Das
resultierende Signal ist immer kleiner, als wenn beide Signale gleichphasig
ankdmen, weil (s. Anhang 1)

V' fl f-cos<p .
9 cos j29 ©)
und

bo cos UZwp; (3a)

da bedeuten :
V  die Geschwindigkeitsamplitude des ankommenden Schalles, ohne
Phasenverzdgerung, also bei einem Blech von glatter Oberflache
V'’ die Resultierende der Geschwindigkeitsamplituden der aus den
Feldern 1 und 2 ankommenden Schallstrahlen, bei einer Phasen-
winkelverzégerung von (f.

6 Acta Technica XXI1/3—4.
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Die Grosse des Phasenwinkels kann folgenderweise berechnet werden.
Der durch Feld 2 gehende Teil des Schallstrahles gelangt um die Zeit At
spater zur Oberfliche des Empféangerkristalls als der durch Feld 1 gehende :

Hier bedeuten :

Cm  die Schallgeschwindigkeit im M aterial des Bleches

Cw die Schallgeschwindigkeit im W asser.

Die Grosse des der Zeitdifferenz entsprechenden Phasenwinkels hé&ngt
von der Frequenz ab :

, =360~ = 360" -- Cw
T cmc,,

h-f Grad, (4)

wo T die Schwingungszeit und / die Schwingungsfrequenz bedeuten.
Es ergibt sich fir Stahlblech aus GI. 4.

(9] 1(P ----- Grad, (4a)

wo Ast die Wellenldnge des Schalles im Stahl ist.
Yon Abb. 6 kann abgelesen werden, dass im Falle von z. B. h = 0,1

\%
mm und AS(= 2 mm, (/=3 MHz),— = 0,91, d. h. bei einer solchen

Unebenheit der Oberflache, die ungefdéhr dem unbearbeiteten Blech ent-
spricht, eine Indikationsabnahme von etwa 10% entstehen kann. Aus diesem
Beispiel ist (wie es auch die Messungen beweisen) zu ersehen, dass die ausge-
arbeitete Impulsmethode bei geeigneter Wahl der Frequenz — selbst bei
verhdltnissméssig hohen W erten von h — einen Messunsicherheitskoeffizienten
von unterhalb 10% durch den Einfluss der Oberflaichenunebenheit zeigen
wird, dass also b2= 0,1 ist.

3.22. Bei der Methode mit F. M. erreicht der durch Feld 1 und 2
gehende Schall (Abb. 5) bei verschiedenen Frequenzen also in verschiedenen
Zeitpunkten die maximale Geschwindigkeitsamplitude ; die Wasserwege
lassen sogar diese gleichen Geschwindigkeitsamplituden verschieden durch
(s. Punkt 3.12). Sieht man nun bei der Behandlung von dem Frequenz- und
Amplituden-Unterschied ab, so ist das resultierende Signal nach Gleichung (3)
zu berechnen.

Den Phasenunterschied kann man folgenderweise berechnen. Die den
Blechdicktn dlund d2 entsprechenden Durchlass-Frequenzen sind und /2.
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Es besteht — falls die Durchl&ssigkeit des Bleches maximal ist — zwischen
Blechdicken und Wellenldngen die folgende Beziehung :

2 dx 2d2 2 (dj—h)

®)
Aus dieser Gleichung :
A=A,
fl "2
n-n -/n_.
! a2
Wenn der Frequenzhub und die Modulationsfrequenz /m ist, so

betrdgt die Zeit (tj), welche zu einer Frequenzédnderung/2 —/j notwendig ist :

li ~ -2 fi) sec. (6)

. r .
4fm mA f 4fm-Affld

und der dieser Zeit entsprechende Phasenunterschied :

hoem T30 Grag, (6)
4/med/ d2 d2

Bei den praktisch vorhandenen, von dem Apparat abhdngigen kx und
von der Blechoberflaiche abh&ngigen h/d2 Werten ist der Phasenunterschied
grosser als 180 Grad, infolgedessen kann also auch b2 (s. GI. 3a.) jeden Wert
zwischen 0 und 1 annehmen :

Da wir noch keine ausfuhrlichen Messungen vorgenommen haben, aus
welchen ein Durchschnittswert fir b2experimentell festgestellt werden kdnnte,
haben wir b2 mit einem Wert von 0,5 berucksichtigt. Es sei bemerkt, dass
sogar dieser hohe Wert von b2 nur bei der Prifung von Blechen mit verhdlt-
nisméssig wenig rauher Oberfliche erreichbar ist. Die Bedingung b2<! 0,5
ist ndmlich (s. GIl. 3a) bei einer kleineren Phasenverschiebung als (pl=
2 arccos (1—b2 = 2 arc cos (1 —0,5) = 120 Grad erfullt. Was die Apparaten-
konstante betrifft, ist es praktisch schwer einen niedrigeren Wert als
kj = 10® zu verwirklichen (s. Anhang 2). Selbst mit diesem niedrigen Wert
von kj geht aus GIl. 6a. hervor, dass bei der obigen Voraussetzung : ¢q <! 120
Grad,

h n 120

d2 ki 105

1,2 «10-3

sein muss (also z. B. bei einer Blechdicke von 15 mm h kleiner als 18 /t blei-
ben sollte).

6*
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3.3. Anderungen des Winkels zwischen der Richtung des Schallstrahles
und der Flachennormale infolge der Krimmung des Bleches

Die Oberflache der unbearbeiteten Bleche ist gewdhnlich keine voll-
kommene Ebene. Es muss also untersucht werden, wie sich der durchgelassene
Schalldruck in jenem Fé&lle d&ndert, wenn das Blech planparallel ist, jedoch
mit der zum Schallstrahl senkrechten Richtung einen gewissen Winkel bildet.
Die transversalen Schwingungen im Blech bei einem von 90° abweichendem
Einfallswinkel des Schallstrahles werden vernachldssigt, in der Praxis betragt
ndmlich die Abweichung von der Senkrechten nur einige Grade, wobei die
Amplituden der transversalen Schwingungen in Vergleich mit den longitudi-
nalen vernachlédssigbar klein sind.

4 »v7- GI3 y-0 o
y - Geschu/indigkerUsa/ryofftoc/e- (*)\n BffaHs £ Mein fstj

Abb. 7

3.31. Bei der Erstsignal-Methode zeigt das von dem Empfédnger abge-
gebene Signal den Hdchstwert des ersten, reflexionsfrei zum Empfénger-
kristall angekommenen Wellenzuges. Der Einfluss der schiefen Lage des
Bleches offenbart sich nur insofern, dass sich der Schallstrahl parallel zu sich
verschiebt und — wenn die Oberflaiche des Empféngerkristalles dem Quer-
schnitt des Schallstrahles gleich ist — ein Teil des Empfangerkristalles keine
Schwingungen erhélt. (Abb. 7b)

3.32. Bei der mit F. M. arbeitenden Methode erhéalt, wenn die Ober-
flichennormale und die Richtung des Schallstrahles parallel sind, ein jeder
Punkt des Empfangerkristalles die Summe einer unendlichen Reihe von
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reflektierten Schallstrahlen. (Abb. 8a) Im Falle gilnstiger Phasenverhdlt-
nisse addieren sich die Amplituden der wiederholt reflektierten Wellen.
Wenn jedoch die Fldchennormale des Bleches einen Winkel mit dem
Schallstrahl bildet, so kommen auf die verschiedenen Oberflachenpunkte des
Empféangerkristalls Wellen ungleicher Geschwindigkeitsamplituden an. Aus
der Abb. 8b ist ersichtlich, dal zum Feld 0 Gberhaupt kein Strahl gelangt.
Zu Feld | (Abb. 8b) kommt der Strahl mit einer Geschwindigkeitsamplitude,
wie im Falle der Impulsmodulation (s. Abb. 7a). In dem Felde Il addieren
sich schon zwei Wellenziige u.s.w. In Abb. 8 bedeutet y den Reflektions-

0.) a)
K . G
i
Blech -
\
G
Empfangene*
krista// e
N gL o om
Y, il
vo *0
. AV B 2
S-1.2,3.... Singfup)
Abb. 8

koeffizienten fur die Grenzflache Blech-Wasser und B den DurchlaBkoeffizien-
ten des Bleches im Wasser, wie in Abb. 7 ; beide sind auf Geschwindigkeits-
amplitude bezogen. Ganz offenbar ist die Indikationsabnahme bei Frequenz-
modulation viel gréBer als bei Impulsmodulation und »erstes Signal« Indi-
kation.

3.33. Zusammenfassend : die MeRunsicherheit wird von den Anderun-
gen des von der Flachennormalen und der Richtung des Schallstrahles ein-
geschlossenen Winkels bei der Erstsignal-Methode viel weniger beeinfluf3t,
als bei der f. m. Methode. Die in konkreten Fdllen aus der Praxis berechneten
und gemessenen Werte ergaben, dall z. B. bei e = 1,5° mit Erstsignalme-
thode b3~ 0,1, wogegen mit Frequenzmodulation b3~ 0,6 betrug. Diese
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W erte wurden unter folgenden Umstdnden gemessen : Blechdicke : 15,5 mm,
MeRfrequenz : 3 MHz, Durchmesser des Schallstrahles und des Empfénger-
kristalles ungefdhr gleich (17 mm o).

3.4. Anderung der akustischen Kopplung zwischen IVasser und Bleche

Beide besprochenen Methoden werden durch die Unsicherheit, welche
durch die Schwankung der akustischen Kopplung verursacht wird, gleich
beeinfluBt. Nach unseren Erfahrungen kann diese MefRunsicherheit unter
der Grenze von bi — 0,1 gehalten werden.

3.5. Andere Ursachen der Messunsicherheiten

In diese Gruppe gehdren z.B.: Schwankungen der Netzspannung,
Anderungen in der Verstirkung der elektronischen Vorrichtung, Streuung
des Elastizitdtsmoduls des gepriiften Materials. Diese Ursachen beeinflussen
gleichfalls die MeRBunsicherheiten beider besprochenen Methoden. Die so
verursachten Unsicherheiten sind gewdhnlich klein ; auf Grund der Erfahrun-
gen kann man einen Wert von b5= 0,05 annehmen.

3.6. Zusammenfassung der Feststellungen beziiglich der Messunsicherheit

Die Messunsicherheitskoeffizienten wurden in den obigen als relative
Indikationsabnahmen berechnet. Eigentlich entsprechen alle diese Koeffizien-
ten einem Schwdéchungsfaktor : a. Dieser Schwdchungsfaktor ist :

a=1- /> ()

Mit der Annahme, dass die Wirkungen der einzelnen MefRunsicherheits-
koeffizienten voneinander unabhéngig sind, ist der resultierende Schwéchungs-
Faktor :

° “a2’a3 a4 "ab. (8)

Der resultierende Messunsicherheitskoeffizient (6) kann aus GIl. 7 berechnet
werden :

b= 1—a. (8a)

Stellen wir die Messunsicherheitskoeffizienten auf Grund der in den
vorigen Abschnitten angefihrten Zahlenwerte zusammen und berechnen wir
den resultierenden Koeffizienten b, so bekommen wir die folgenden Ergebnisse :

Wie aus der Tabelle ersichtlich, ist der Messunsicherheitskoeffizient
bei der ausgearbeiteten Methode — die mit Indikation des ersten Signales
arbeitet — unter den geschilderten Messverhéltnissen rund dreimal kleiner
als bei dem frequenzmodulierten Verfahren.
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Tabelle 1
Erstsignal-Methode Methode mit F. M.

i bi »1 a b bl a b
1 0 1 0,4 0,6
2 0,1 0,9 0,5 0,5
3 0,1 0,9 0,6 0,4
4 0,1 0,9 0,1 0,9
5 0,05 0,95 0,05 0,95

0,7 0,3 0,1 0,9

4. Schlussfolgerungen

Bei der Prifung von Blechen mit Ultraschall-Durchstrahlung wird die
Grosse des noch nachweisbaren kleinsten Fehlers durch den Querschnitt
des Schallstrahles und durch die Messunsicherheit bestimmt (wenn es ange-
nommen werden kann, dass der Fehler keine Schallschwingungen durchldsst).
Vermindert man den Querschnitt des Schallstrahles, so vermindert sich auch
die Prufgeschwindigkeit : es wird also angestrebt, einen je grdsseren
Querschnitt zu wéhlen. Vergleicht man die Durchstrahlungsmethoden beziig-
lich der Messunsicherheit, so ergibt sich, dass die ausgearbeitete Erstsignal-
Methode den Vorteil hat, eine wesentlich kleinere Messunsicherheit als die
Methode mit F. M. aufzuweisen ; mit der Erstsignal-Methode kann man
also entweder kleinere Fehler entdecken, oder eine grdssere Prifgeschwin-
digkeit erreichen, als mit Frequenzmodulation. Nachteil der ausgearbeiteten
Methode ist ihre begrenzte Anwendungsmdglichkeit, da sie zur Prifung von
Blechen, deren Dicke unter etwa 8 mm betrdgt, nur dann geeignet ist, wenn
jene nicht grobflachig sind.

Obwohl in der Praxis nicht die Wellenldnge die Grosse des kleinsten
nachweisbaren Blechfehlers bestimmt, soll man die Wellenldnge doch mdg-
lichst klein wéhlen, damit die minimale Dickenabmessung des nachweisbaren
Fehlers vermindert werde. Eine untere Grenze der Wellenldnge wird durch
die Oberflachenrauheit der Bleche bestimmt. Die Rauheit der Blechoberflache
beeinflusst die Messunsicherheit bei der Methode des »ersten Signals« weniger
als bei der Anwendung der Frequenzmodulation, infolgedessen kann bei dem
Erstsignal-Verfahren eine kleinere Wellenldnge gewé&hlt werden.

Anhang 1.
Wie bekannt betragt die Summe (A') von zwei gleichperiodischen Sinusfunktionen,
deren Amplituden (A) gleich sind :

A' = Y(A -j- A cos 2-(- A2sin2p—2A 7



342 . EGRI

und der Quotient der Amplituden :

A’ j/1+ cosy ,
A

wo < die Phasendifferenz zwischen den zwei Sinusfunktionen bedeutet.

Im Falle eines piezoelektrischen Umformers ist das elektrische Signal dem Produkt :
Druck X Oberflache des Umformers proportional. Der Druck ist aber mit der Geschwindig-
keitsamplitude in Proportion, es kann also angeschrieben werden, dass die elektrische Indi-
kation dem Produkt: Geschwindigkeitsamplitude X Oberflache des Kristalls proportional
ist. Im Falle eines volkommen ebenen Bleches ist also das elektrische Signal dem Produkt
V. F proportional, wo V die Geschwindigkeitsamplitude und F die Oberflache des Kristalls
bedeutet. (In Abb. 7. u. 8. ist F = yl. 2j.)

Im Falle eines Bleches mit einer Verjingung (Abb. 5) erregen beide Hé&lften des

Kristalls ein elektrisches Signal, proportional dem Produkt: V. — F, aber mit einer Phasen-

verschiebung von < Grad. Die Summe dieser Komponenten betragt V mF und laut obigem
ist der Quotient der Amplituden :

V F 2V

oder vereinfacht :
\% 1M -t cos If
~~~ | 2

Anhang 2.

Die Apparatekonstante kr ist gleich :

fcl _ ff - 360 Grad,
1 4/m <A f

Der im Abschnitt 3.2 angenommene Wert von kn= 105ist z. B. mit folgenden Daten
zu verwirklichen :

T = 106 Hz
fm = 104 Hz
Af = 105 Hz.

Mit diesen Daten ist :

(If)«)2-3560

4 - IOMO6 105 Grad.

Bei den Ublichen Apparaten ist kl viel grdsser. Oft verwendete Werte sind z. B. :

ft = 310« Hz
fm = 330 Hz
Af 1,3 105 Hz.

Mit diesen Daten betrégt

(3 + 10<)2+ 360

4330 +1,3.10» 2107 Grad.
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ZUSAMMENFASSUNG

Es wird eine im Institut fur Messtechnik und Instrumentenwesen der Ungarischem
Akademie der Wissenschaften entwickelte, sogenannte Erstsignal-Methode zur Immersions-
prufung von grobflachigen Metallblechen mit Hilfe der Ultraschall-Durchstrahlungsmethode
beschrieben, und dieselbe mit der Frequenzmodulationsmethode verglichen. Die Ergebnisse
des Vergleiches kdénnen wie folgt zusammengefasst werden :

Bei der Prifung von Blechen mit Hilfe der Ultraschall-Durchstrahlungsmethode wird
die Grosse des noch nachweisbaren kleinsten Fehlers durch den Querschnitt des Schallstrahles
und die Messunsicherheit bestimmt, wenn es vorausgesetzt werden darf, dass der Fehler
keine Schallschwingungen durchlésst. Die Prufgeschwindigkeit ist dem Querschnitt des
Schallstrahles proportional, es wird daher ein madglichst grosser Querschnitt des Strahles
angestrebt. Werden die beiden Durchstrahlungsmethoden in Bezug auf die Messunsicherheit
miteinander verglichen, so ergibt sich, dass die mit Impulsmodulation und Erstsignalindika-
tion arbeitende Methode vor der Frequenzmodulationsmethode eine weitaus geringere Messun-
sicherheit voraus hat ; demgemass kann mit Hilfe der ersten Methode ein geringerer Fehler
nachgewiesen, oder aber eine hohere Prifgeschwindigkeit als durch die Frequenzmodulations-
methode erreicht werden. Ein Nachteil der entwickelten Methode besteht in ihrer beschrénk-
ten Anwendungsmoglichkeit, da sie zur Prifung von Blechen, deren Dicke unter etwa 8 mm
betragt, nur dann geeignet ist, wenn jene nicht grobflachig sind.

Obwohl der Nachweis des durch die Wellenlange theoretisch bedingten minimalen
Fehlers wegen der Messunsicherheiten nicht moglich ist, soll die Wellenlange trotzdem mog-
lichst klein gewahlt werden, um die minimale Dickenabmessung des noch nachweisbaren
Fehlers auf diese Weise zu verringern. Der Verringerung der Wellenlange wird durch die
Oberflachenrauhigkeit der Bleche eine Schranke gesetzt. Der Einfluss der Oberflachenrauhig-
keit auf die Messunsicherheit ist bei der entwickelten Erstsignalmethode geringer als bei der
Frequenzmodulationsmethode, die Wellenlange kann somit im erstcrcn Fall geringer gewéahlt
werden.

METHODE POUR LE CONTROLE DE L'IMMERSION DES TOLES PAR TRANSMISSION
ULTRASONIQUE, ET COMPARAISON AVEC LA METHODE A MODULATION DE
FREQUENCE

I. EGRI

RESUME

L’auteur étudie la méthode de I'immersion pour le contrdle des tdles & rugosité super-
ficielle par transmission ultrasonique, méthode appelée du premier signal, et élaborée a I’Insti-
tut des Mesures et Instruments de I’Académie Hongroise des Sciences. Il la compare ensuite
avec la méthode & modulation de fréquence. Les résultats de la comparaison sont les suivants r

Au contrble des tdles par transmission ultrasonique, la grandeur du plus petit défaut
décelable est déterminée par la section du rayon ultrasonique et par I'incertitude de la mesure,.
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a condition que les défauts ne transmettent pas les ondes ultrasonores. D’autre part, la vitesse
du contrdle étant proportionelle a la section du rayon ultrasonique, il est donc préférable de
choisir — autant que possible — un rayon a grand section. D’une comparaison des deux
méthodes au point de vue de I’incertitude de la mesure, il ressort que la nouvelle méthode
a modulation d’impulsions, et a I’indication du premier signal, posséde I’avantage de présenter
une incertitude de mesure bien plus réduite que la méthode a modulation de fréquence. Il est
donc possible ou bien de déceler de plus petits défauts ou bien d’augmenter la vitesse du
contrbdle par rapport & la méthode a modulation de fréquence. Le désavantage de la nouvelle
méthode est que son domaine d’application est limité. Elle n’est pas apte au contrdle des
toles minces (d < 8 mm) & rugosité superficielle.

En général, il n’est pas possible, par suite de I’incertitude de mesure, de déceler les
défauts minima déterminés théoriquements parla longueur d’onde. Malgré cela, il est préférable
de diminuer autant que possible la longueur d’onde pour réduire I’épaisseur minimum du
défaut décelable. La diminution de la longueur d’onde est limitée par la rugosité superficielle.
L’influence exercée par celle-ci sur I’'incertitude de mesure étant plus réduite dans la méthode
dite du premier signal, que dans celle a modulation de fréquence, ainsi au cas de la premiére
méthode on peut utiliser des ondes plus courtes.

A NEWLY DEVELOPED METHOD FOR THE IMMERSED ULTRASONIC TRANS-
MISSION TESTING OF METAL PLATES AND ITS COMPARISON WITH THE
FREQUENCY MODULATION METHOD

I. EGRI

SUMMARY

The author presents the so-called first-signal method for the immersed ultrasonic
transmission testing of rough-surface metal plates, which has been developed in the Institute
for Measurement and Instrumentation of the Hungarian Academy of Science, and compares
it with the frequency modulation method. The results can be summarized as follows :

At ultrasonic transmission testing of plates, the minimum flaw size which can be de-
tected is determined by the cross-section of the ultrasonic beam and by the possible errors
in the measurement, if we suppose that no sound is transmitted through the flaw. Speed of
testing is proportional to the cross-section of the sound beam, therefore we strive to choose
as large a beam cross-section as possible. Comparing the two transmission methods from
the point of view of the possible errors in the measurement, the advantage of the new method
using pulse modulation and first-signal indication consists in its possible errors being much
smaller than that of the frequency-modulation method ; therefore it permits either detection
of smaller flaws or a greater inspection speed than the frequency modulation method. A dis-
advantage of the new method is its limited field of application, because it is suitable for the
inspection of thin (d< 8 mm) plates only if their surface is not rough.

Although detection of the smallest flaw as given theoretically by the wave-length
is generally not possible because of errors in the measurement, one must choose nevertheless
as small a wave-length as possible in order to reduce the minimum thickness of the smallest
flaw which can be detected. Reduction of wave-length is limited by the surface roughness
of the plates. Influence of the plate surface roughness on the errors in the measurement is
smaller with the newly developed first-signal method than when using the frequency modula-
tion method, and therefore in the first case a shorter wave-length can be chosen.
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METO[, PA3PABOTAHHbLIA ANA VMMEPCUOHHOIO KOHTPOA METAMNN-
YECKUX JINCTOB C MNOMOWBKO YJ/IbTPA3BYKOBOIro TrPOCBEYMBAHNA,
N CPABHEHMWE 3TOMO METOAA C METOAOM YACTOTHOW MOAYNALNN

n. 3rern

PE3IOME

B cTaTbe faeTcsi onucaHue T. M. MeTofia MEePBUYHOIO CUrHana, CAyXalero Ans uMmep-
CUOHHOTO KOHTPO/IA MET/I/IMYECKMX /IMCTOB 6e3 06paboTKM NOBEPXHOCTU C MOMOLLbIO YNbTPa3By-
KOBOr0 MpoCcBeYMBaHUs, pa3paboTaHHOro B VIHCTUTYTe W3MEPUTENIbHON TEXHUKM U Npru6opo-
CTpoeHNss AkagemMunm HaykK BeHrpuu, 3aTem fJaeTcs CpaBHeHWe 3TOro Metofa C MeTOA0M
YacTOTHOM MoaynsAumKn. Pe3ynbTaTbl CPaBHEHWSI ABYX BbILIEYNOMSIHYTbIX METOLOB MOXHO
CBECTU K HWDKeC/eLYHOLLMM.

Mpy KOHTPOSie MEeTa//IMYECKUX JIMCTOB C MOMOLLBI0 YNbTPa3ByKOBOr0 MPOCBEYUBAHUS
pasvep 06Hapy>XMBaemMoro HauMeHbLUero fedekTta OnpeaesnsieTcsl MONepeyHbIM  CEUEHUHO
YNbTPa3BYKOBbIX fly4Yeil M BEIMUUHON HeonpedesieHHOCTM WU3MepeHnsi, ecnim 0 fedeKTax BO3-
MOXHO MpeAnonaraTb, YTO OHW He MPOMYCKalOT YNbTPa3ByKoBble KonebaHns. CKOpOCTb KOH-
TPONs MponopuMOHanbHa MOMepeyHoOMYy CeYEHUMIO Y/bTPas3BYKOBbIX Jly4yeB, CrefoBaTeslbHo,
CyLLIeCTBYET CTPeM/IEHMS] BblGMpaTb MOMepPeYHOe CeYeHWe YbTPasBYyKOBbIX J1yyeil BO3MOXHO
6onblinM. CpaBHMBasi TOUKY 3peHMs HeomnpefenieHHOCTW W3MEepeHUsi, B OTHOLUEHUU MeToja
NpocBeYMBaHMSI MOXHO CKa3aTb,4TO MPeUMYLLECTBOM pa3paboTaHHOro MeToAa, MCMO/b3YHLLErO
UMNYNbCHYIO MOAYNAUMIO UM MHAMKAUMIO MepBOCUMIHaNa, 3aK/IH4aeTcss B TOM, YTO Heorpe-
[eNIeHHOCTb M3MEPEHNST 3HAUUTENBHO HUXKE, YeM 3TO MMEET MeCTO B C/lydae MeToja C YacTOTHOM
MOZYNSALMENA ; MO3TOMY MPY MOMOLLM NpesaraémMoro Metoga MOXHO A06UTLCA MO CPaBHEHMIO
C MEeTOOM YacTOTHOM MOAYNSUMM UM 06HApY>KEHUS MeHbLLEro no pasmepam fAedekra wim
e 60/bLUeli CKOPOCTU KOHTpons. HeaocTaTkoMm paspaboTaHHOro MeTofa sSiIBASIETCS OrpaHuYeH-
HOCTb 06M1aCTU MNPUMEHEHWS, TaK KaK MpeAnaraeMblii  MeTOA He MNPUrofeH ANsi KOHTpons
TOHKMX NncToB (d<8 MM) TONBKO B TOM C/lydae, ec/in MOBEePXHOCTb JIMCTOB Gblsia 06paboTaHa.

HecMOTps Ha To, UTO 06HapYXXeHVe HaMMeHbLLEro No pasMepam AedeKTa, onpesensiemMmoro
TEOPETUYECKN [JIMHOW BOSHbI, M3-3a2 HEOMPee/leHHOCTEN M3MepeHUs1 sIBNISIETCA B 06LLEM HEBO3-
MOXHbIM, BCE-TaK/ [JIVHY BO/HbI, MO Mepe BO3MOXHOCTW, HeO6XOAUMO BblGpaTh HEe6GO/bLUON
B LIeNISIX BO3MOXHOCTU CHWKEHMS! pasMepa MUHUMa/IbHOW TOMLLMHBI 06HapYXXMBaeMoro fedeKTa.
YMeHbLUEHVE [/IMHbI  BOMHbI OFPaHWMYMBAETCA KayeCcTBOM MOBEPXHOCTU JIMCTOB. BnusiHne
KauyecTBa MOBEPXHOCTW JINCTOB Ha HeOMpeAesIeHHOCTb W3MEPEHWs B Ciydae pa3paboTaHHOro
MeTOfa MepBOCMTHaNa HUXE, YeM B C/lyvyae MPUMEHEHUS] YaCTOTHOW MOAynsiuvu, crefoBa-
TeNbHO B MpPeAblayLLEM Clyyae [/IMHa BOSIHbI MOXET ObITb Bbl6paHa MeHbLLEN.
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Symbols

a Quotient of geometrical progression

13 Voltage gain

a Voltage ratio of fourterminal network from input to output
b Ra/Ro

3 transfer impedance, measured at primary terminals of fourterminal network, with short-

circuited secundary terminals
B feedback factor
(S transfer admittance, measured at primary terminals of fourterminal network, with
opencircuited secundary terminals

mCl capacitance in phase shifting network (n= 0, 1, 2, 3)

© current ratio of fourterminal network from input to output
e base of natural logarithm
gm transconductance

ia a. c. plate current

ig a. c. grid current

iyl _

L general network matrix

Q relative frequency (cuRC)

p complex frequency (o jo>)

Ra load resistance

R,, resistance in phase shifting network (n= 0, 1, 2, 3)

ua a. c. plate voltage

ug a. c. grid voltage

Za plate-side impedance in a n network (ra+ jXa)

Zc coupling impedance in a A network (rc+ jXc)

Zg grid-side impedance in a a network (rg ~-jXg)

Zi input impedance of a fourterminal network

Z0 impedance of a vacuum tube

Zp impedance of a parallel RC circuit

Zs impedance of a series RC circuit
Xn reactance in phase shifting network (n — 0, 1, 2, 3)

Yi input admittance of a fourterminal network

Y,, admittance of a vacuum tube

I. The conditions for sustained oscillation of a feedback vacuum tube oscillator

In the case of oscillators working on the feedback principle the voltage
on the plate circuit of the oscillator tube is fed back to the grid through a
fourterminal network, thus controlling the plate current. The ratio of the
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plate voltage to the plate current of the tube — the impedance of the tube
being drived — depends on the parameters of the tube and on the fourterminal
network. We now suppose that the tube can be drived without grid current
and that the input impedance ofthe grid circuit is represented on the second-
ary side of the fourterminal feedback network. In the general oscillator
circuit shown in Fig. 1, the fourterminal network can be described by its
general network characteristic.

91 9

Fig. 1. General oscillator circuit

W ithout grid current (ig= 0)

w, = Slug

Thus the impedance that can be measured on the anode-side of the
fourterminal network is

Z,= 1
®I

Supposing we have a pentode, the alternating plate current of the tube can
be calculated from the average transconductance and the alternating voltage
on the grid :

= Emuge

Thus the impedance of the tube is
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The plate circuit of the oscillator tube can be substituted by an impedance
and the primary side of the fourterminal network by Z, (Fig. 2).
Connecting the two impedances in parallel, the resulting adm ittance
of the circuit between points A and B is:

YAB(P) = YO+ Yi.

This expression is a function of the complex frequency

P = o + jco.

Y;4.

The natural frequencies of the system will be given by the roots of
equation [2, 3, 4, 5]

Yab = - gn— + =
9 (p) 9 (p)

Since the waveform of the oscillation is described by an expression like
n = ulept
the system will perform undamped oscillations if the equation determining

the frequency has only imaginary roots.
After transforming the expression we may see that

9 = _ 5

gm ~ ©
or that [6]

20 = Zj.

As the fourterminal network consists of lossy reactances, Z- will always
contain a positive resistive component. If the impedance of the tube con-
tains negative resistive part, this can compensate the losses of the fourterminal
network. Thus the circuit becomes suitable to generate undamped oscil-
lations.
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It has been pointed out that S3/(£, the plate-side input impedance of
the fourterminal network has a positive real part, and the average trans-
conductance of the tube — when the operating frequency is not too high —
is also a positive real quantity, therefore the above equation holds only if
31 of the fourterminal network is negative. The voltage applied to the input
side of the feedback circuit then yields a voltage of the opposite phase on
the secondary (grid) side of the network.

Dividing by 2l we obtain from the preceeding equation that the condition
for oscillation is

gm= -<fe

This equation shows that the grid of the tube must have a voltage of such
amplitude that the resulting a. c. plate current from this controlling effect
— which is also the primary current of the fourterminal network — pro-
duces at the secondary end of the network the right amplitude.

The transconductance of the tube being positive and real, whilst the
transfer admittance of the fourterminal feedback network is generally com-
plex, the above equation can be separated to real and imaginary part

Re& = —gm

ImE = 0.

As the average transconductance depends on amplitude [7], the equation
for the real part can be used for the determination of amplitude, and the
imaginary part for frequency.

II. LC oscillators

Negative 2l can be most simply realized by a transformer, where the
secondary voltage will be opposite in phase to the primary if the windings
are properly connected. Depending on where the tuning capacitance, that
determines the frequency, is connected, we obtain a tuned plate (Fig. 3),
or a tuned grid (Fig. 4) oscillator [8, 9, 10].

We may obtain further oscillator circuits [11] if the fourterminal
feedback network is assembled of reactances in arrangement 71 (Fig. 5),
in this case, supposing low loss reactances, the transfer admittance is :

g_ ra+trct rg+ j(Xqg+ Xc+ Ag ™ ra-f-rc+ rg+J (Xa+ Xc+ Xg)
(ra+j Xa)m(rg+ j Xa) XaxXg
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The transfer admittance is pure real if
Xa+ Xg-fXc—0

and is negative if
XaXg> 0

Fig. 3. Tuned plate oscillator Fig. 4. Tuned grid oscillator

Fig. 5. Fourterminal feedback network

Fig. 6. Colpitts oscillator

i.e.ifX aand Xgare reactances with the same sign and character, that is, if both
are inductances, or both are capacitances. The imaginary part of the transfer
admittance becomes zero if Xcis of an opposite character to the preceeding

terms, but of the same absolute value.

7 Apia Tcchnica X X 1/3—4.
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On the basis discussed above we obtain further oscillator circuits :
a) Xcis an inductance, in consequence X a and X g are capacitances.
This is the Colpitts oscillator shown in Fig. 6 [12, 13].

Fig. 7 Hartley oscillator

M?al’
n

Fig. 8 TP—TG oscillator

b) X cis a capacitance, in consequence X a and X g are inductances.
This is the Hartley oscillator (Fig. 7) [14, 15]. If X a and X g are parallel
tuned circuits tuned to be of inductive character, the circuit is called a
Huth —Kidhn, or TP—TG oscillator (Fig. 8). In this circuit coupling takes
place between the grid and plate circuits usually through the grid-plate
capacitance of the tube [16, 17].

I1l. RC oscillators

Oscillators in the audio-frequency range have feedback networks con-
sisting of RC elements, of these there are two basic types generally used :

The phase-shift oscillator working at only one frequency [18, 19, 20,
21, 22, 23, 24], the wien circuit which can be tuned by using relatively
few variable components [25].
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The phase-shift oscillators are treated with the practically always

justified supposition that the time constants of the various phase shifters
are identical, i. e. using the symbols of Fig. 9 that

Rfi Cfj — const*

Fig. 9. Phase shift oscillator

The second condition for this analysis, that holds in practice too, is
that the ratio of the impedances of the subsequent elements are constant

Ri= RO X 0
8@- _£0 X 2= EZli.){o
R3= X3= — Xxe
a* « 0
or in general form
K" = gp T K» an 1

In accordance with the above conditions the matrix of the n-th phase
shifters is

1+ j-T jXn
K

1

7*
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while the matrix of the load resistance is

Ra
After determining the resultant matrix
L —LaXbrXL2XL3,
which is given by the product of the four matrices, the transfer adm ittance
of the 3 phase shifters connected to the load resistance (marking Ra/Rb= b,

then multiplying the expression with Ra and with the introduction of the
relative frequency) is

®Ra= 1+ b(l+ a+ ald +j [3+ 2b(1 + a-fa2+ aj3)] —

- N [3+ 41+ °+ °1+ <m>)]->-¢

Oscillation occurs at the frequency where the imaginary part of K is
zero, i. e. where

3 +2b(1l+ a+ a2+ a3)- — =0
Q \ R 3

whence the frequency of oscillation is

1
3 4-2»(1 a -f-02-f-aj
If the feedback network does not load the plate circuit, i. e. where

6- 0
then the relative frequency is
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The difference between the frequency of oscillation and the nominal frequency
of the feedback network is shown as a function of the circuit characterising
parameters in Fig. 10.

Fig. 10. The difference between the nominal frequency of the feedback circuit and that
of the oscillation

The product of the real part of Cd the load resistance, is using the
equation obtained for the frequency

&Ra= —[8+ 26(4 + 4a + 4a2+ 3aj3 +
+ 2621 3a 6a2-f- 16a3 7a4+ 4a5+ 6ae)]

The quantity &Ra is the gain given by the amplifier stage.

The relationship between E and the circuit parameters can be seen
on Fig. 11.

The theoretical circuit of a Wien-bridge oscillator is shown in Fig. 12.

The feedback network consists of three fourterminal circuits of different
construction connected in cascade (Fig. 13). These are : the load resistance,
a frequency-dependent voltage divider and an amplifier stage.

The matrix of the load resistance, considered as a fourterminal net-
work is
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Fig. 11. Condition of oscillation

Fig. 12. Theoretical circuit of a Wien-bridge oscillator

O ® ©

Fig. 13. The feedback network of a Wien-bridge oscillator
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using the symbols of Fig. 13 the matrix of the frequency-dependent voltage
divider is

R
Fig. 14

The matrix of the amplifier with a gain A, supposing infinite input
impedance and RO output impedance is
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Having determined the resulting E of the three fourterminal networks,
we get the following equation

aan=i+ 7-+ r =n

As the impedance of the series and parallel RC circuits is, marking Q = coRC

and
R
1 jQ
then
ARa& =3+ R° +j B - i_
K B R
On the basis of the equation
ImK= 0
the equation for the frequency is then
B2 =0
whence
R = 1

If Ra= 0 is the relative frequency B 0= 1, the deviation from this is

seen as the function of the ratioon in Fig. 14. The value for

AR,E= 3+ Ra
R

is shown in the same figure. This value is the gain yielded from the two
amplifier stages.
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SUMMARY

The oscillator analysis, based on general network theory discussed here, shows that
in the case of feedback oscillators, the oscillating condition, where the tube characteristic
is quasilinear, is uniquely defined by the average transconductance of the tube and by a
single parameter of the fourterminal feedback network, the transfer admittance.

The second part of the paper contains derivations of LC oscillator circuits on the
basis of the results obtained for the fourterminal feedback network, and expressions for
the conditions for sustained oscillation and the frequency of oscillation of two generally used
RC-type oscillators.

The oscillations of feedback oscillators are treated in the literature [1] on the basis
of the condition

AR=1

The gain A in this condition for oscillation depends on the characteristics of the
electron tube used and the circuit whilst the feedback factor 8 on that of the circuit. Single
vacuum tube containing circuits — but often with multi-tube oscillators too — more precise
results can be obtained, if we put the condition for oscillation in such a form that one of
the two parameters depends only of the tube while the other on the circuit only. In our syn-
thesis the tube is represented by its transconductance, while the circuit by its transfer
admittance.
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ANWENDUNG DER VIERPOLTHEORIE IN DER THEORIE
DER RUCKGEKOPPELTEN ROHRENGENERATOREN

K. TARNAY

ZUSAMMENFASSUNG

Die vorhergehend veréffentlichte, auf Grund der Vierpoltheorie durchgefiihrte Oszillato-
renanalyse zeigt, dass bei rickgekoppelten Oszillatoren der Schwingungszustand im Falle
einer quasilinearen Anodenstrom-Anodenspannungskennlinie durch die mittlere Steilheit
der Rohre und durch einen einzigen Parameter des rickkoppelnden Vierpols — die
Kettenadmittanz — eindeutig bestimmt ist.

Der zweite Teil der Abhandlung enthalt die Ableitung von LC-Oszillatorenschaltun-
gen auf Grund der fur den rickkoppelnden Vierpol erhaltenen Bindungen, ferner die sich
auf die zwei am meisten verbreiteten RC-Oszillatortypen beziehenden Zusammenhénge
zwischen der Anfachungsbedingung und der Schwingungsfrequenz.

Die Schwingungsverhdltnisse rickgekoppelter Oszillatoren werden in der Literatur
auf Grund der Bedingung

ABR=1

untersucht. Die in der Schwingungsbedingung vorkommende Verstarkung A ist von der
in der Schaltung enthaltenen Elektronenréhre und dem Stromkreis, der Ruckkopplungs-
faktor B von der Characteristik des Stromkreises abh&ngig. Bei einer Einrdhrenschaltung
— oft auch bei Mehrrohrenoszillatoren — erhdlt man genauere Ergebnisse wenn man die
Einschwingungsbedingung wunter Beniltzung der Steilheit der Rohre und des einzigen
Parameters des ruckkoppelnden Vierpols, nahmlich der Kettenadmittanz (c) ableitet.

L’EMPLOI DE LATHEORIE DES RESEAUX DANS LA THEORIE DES OSCILLATEURS
A TUBES

K. TARNAY

RESUME

L ’analyse présentée, exécutée sur un oscillateur & base de la théorie des réseaux démon-
tre que, pour un oscillateur & réaction ou le caractéristique du tube est quasi-linéaire, la con-
dition d’oscillation est définie sans équivoque par la transconductance moyenne du tube et
par l'unique paramétre du réseau quadripolaire, qui est I’admittance de transfert.

La seconde partie de |’étude contient la dérivation des circuits des oscillateurs LC a
base des résultats obtenus pour les réseaux quadripolaires. Elle contient en autre les expres-
sions concernant les conditions d’oscillation et la fréquence de I’oscillation de deux types
d’oscillateurs RC, d’un emploi courant.

Les conditions d’oscillation des oscillateurs & reaction sont traitées dans la littérature
a base de la condition

AR = 1.

L’amplification «A» de la formule dépend des caractéristiques du tube et du circuit, tandis
que le facteur de réaction B dépend des caractéristiques du circuit. Des résultats plus précis
peuvent étre obtenus pour les circuits contenant un seul tube — et souvent aussi pour les
oscillateurs a plusieurs tubes — en transformant la condition d’oscillation dans une telle
forme ou I'un des deux parameétres, la transconductance, ne dépend que du tube et I’autre,
I’admittance de transfert, uniquement du circuit.
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MPUMEHEHME TEOPUM NIMHEWHbIX LEMNEXA B TEOPUM JIAMIMOBbIX
FEHEPATOPOB C OBPATHOW CBSA3bO

K. TAPHAN

PE3IOME

AHanu3 paboTbl 1aMMNOBbIX FeHepaToOpOB Ha OCHOBE TeOpuM CeTell MoKasblBaeT, YTO B
C/ly4Yae NamnoBblX FeHEPaTOpPOB C 0OpPaTHOWM CBSA3bH PEXUM KonebaHuii Npu KBasWIMHENHoM
XapaKTepUCTUKe OMpeaensieTcsl CpefHei KPYTWU3HOU 3MeKTPOHHOW namnbl U eAUHCTBEHHbIM
napameTpoM YeTbIPEXMOMOCHMKA 06PaTHOM CBSI3W — LIENHOM NPOBOAMMOCTbHO.

Bo BTOpOi YacTu NpuBefeHbl AN YETbIPEXMOMOCHNKA € 06paTHOM CBSI3bi0 cxembl LC-
reHepaTopoB, 3aTeM faHbl YC/I0BMS CamMOBO36YXXAEHUA W 3aBUCUMOCTM  4acTOTbl ABYX
Haubonee pacnpocTpaHeHHbIX RC-reHepaTOpOB OT BBEfEHHbIX MapameTpoB.

Pexxum KonebaHWii reHepaTopa ¢ 06paTHON CBS3bI0 MUCC/eLyeTcs B NNTepaType, Mcxoas

13 ycnoBusi
A /3=1.

B 3TOM YpOBHEHMU, BbIPaXKaloLLEM YCMI0BUE CaMOBO3GYXAEHUS, yeuneHne A 3aBUCUT OT napa-
METPOB 3/1IEKTPOHHOM NaMrbl U CXeMbl TeHepaTopa, a KoahULMEHT 06PATHON CBA3WN R- TO/SIbKO
OT napameTpoB Lenu. B cnydyae cxembl reHepaTopa ¢ Of|HON eAVHCTBEHHOW NamMmnoi (Ho YacTo
M B CMyyae C HECKOMIbKUMU 3MEKTPOHHBLIMK flamnamu) noaydarotcss 60/iee TOUHble Pesy/b-
TaTbl, €CAIM  YCMOBUA CaMOBO36Y)XXJEHWUS PacCUMTbIBATb, MCMO/b3ys MapameTp KpPyTW3HbI
XapaKTePUCTUKMN 3M1eKTPOHHOM flaMnbl U eAUHCTBEHHbIV MapaMeTp YeTbIPexnoniocHMKa obpat-
HOM CBSA3W, T. €. LEMHyl0 NpPOBOAVMOCTb.
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I. Introduction

It is known that the four-terminal theory enables us to set up important
relations for the computation of single-phase uniform transmission lines [1].
D. w. C. snen obtained certain results for the description of the stationary
phenomena of monophase, uniform transmission lines, and — by utilizing
the hypermatrix calculus — it is easy to generalize these results and apply
them also to multiphase uniform transmission lines [2]. Therefore, it is with
the aid of hypermatrices that the authors of this paper propose to establish
mathematical relationships for the description of the transient and stationary
phenomena of a system composed of cyclically symmetrical, identical,
cascade-connected 2 (m -f- 1) poles with given voltages at the points of supply
and given intensities of current at the points of consumption. The relations
to be obtained will serve at the same time as approximate formulae for the
computation of multiphase, cyclically symmetrical, uniform transmission
systems with given voltages at the points of supply and given current-
intensities at those of consumption.

Il. Notations

A= Nl = «2 . din quadratic matrix composed of the scalar
elements aij ;

dni dm e*e dnn

N = ‘é - M1 Aj2 e Am quadratic hypermatrix composed of the
blocks Aij ;
a2l a2 .. A
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A L s inverse of A ;

A the conjugate transpose of A ;

column matrix ;

b* = [iq, 62, BNT row matrix;
A*xB = [Ab/j]; B = \H]

. __ direct products ;
Ax-B = [a/jB]; A= [ii]

(dl) = <@iss d2 dw ........................................... diagonal m atrix;
En = <1, 1, .. 1) s unit matrix of the n-th order;
C (0, €15 ..., CNi) s cyclic matrix of the n-th order ;
w* = [1, OO, . , M7 1] r-th eigenvector of cyclic matrix of the n-th
order ;
2vnj
(]y = B M1 e n-th root of unity with the index V;
j = imaginary unit ;
1 0 0 0 0
—1 1 0 0
0—1 1 0
1 0
0 —1 1
0 0—1 1

Let us further denote the electric constants, voltages and current intensities of a system
of n cascade-connected 2 (m -f- I)-poles as follows :

Rk ohmic resistance of a phase of the fc-th 2 (m I)-pole ;
LkO self inductance of a phase of the fc-th 2 (m )-pole ;
Lkv mutual inductance between the i-th and (i * r)-th phases of the fc-th 2 (m -|- I)-pole ;

Ck0 capacitance between a phase of the fc-th 2(m + I)-pole and the zero phase ;
Ckv capacitance between the i-th and (I £ v)-th phases of the fc-th 2 (m - I)-pole ;
Gko leakance between a phase of the fc-th 2(m T 1)-pole and the zero phase ;
Gkv leakance between the i-th and (i » o0)-th phases of the fc-th 2 (m -f- I)-pole ;
uki voltage difference between the. i-th phase and the zero phase on the terminal connecting
the fc-th and (fc -|- I)-th 2 (m )-poles ;
intensity of current flowing from the i-th phase of the fc-th 2 (m -p I)-pole to the i-th
phase of the (fc+ I)-th 2 (m + [)-pole.

These constants, voltages and current-intensities can be compounded in the following
quadratic and column matrices :

ik

Rk= <Rk,Rk, .... Rk} = RKEm;

Lk — E (Lko, i/.u .ee, Lkm—) ;

m—1
K* = C_OCky,—Cki, ... —Ckm-) ~
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m—1
G = C(ijGkv,—Gki, s, —Ckm) ;
=
UK = Ukl ; h = iki
Uk2 ik2
ukm ikm -
Further :
/.kKV ... I-th eigenvalue of the Lk matrix ;
Xkv ... v-th eigenvalue of the Ka matrix ;

Yky . f-t.h eigenvalue of the Gk matrix ;

I11.  Some matrix relations used for the solution of the electrotechnical problems
raised

a) Spectral decomposition of the matrix D,, D,
The characteristic equation of the matrix

D,Dn* 1 —| 0o .. o o O
- K 2 -1 ... 0 0 0

0 —1 2 ... 0 0 0

0o 0 0. 2 —1 0

o 0 o0 —1 2 =&

- O 0 o0... 0 —1 2_

is given by the formula

B, D*  OE,| = 0. (3.1>

Using the new parameter (p introduced by the relation 6 = 4sin2<P

we can write formula (3.1) in the following form :

1 2cos < —1 0
0 —1 2cos(p 0 0
0 0 ... 2C0S @ -1 0
—1 2cosD -1

0 -1 2cos
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éth cos @ — 1;1 sinne Sﬂ& —

sin (p sin @
Since
sin @” 0,
+
cos-?--r] ------ ! = On,
2
2k _1
hence K= - — 71; K=1,2, ...,n.
2t — 1

The roots of the characteristic equation (3.1) are, therefore, these:

. 2ft— 1
ok = 4sin2 ? 4sin2 T &= 1,2, ... ,n. (3.2)
[2n+ 1 2

The eigenvectors of D, D, are determined by means of Lagrange’s
matrix polynomials (v. [3] pp. 446—447).

In the present case the element in the r-th row and s-th column of the

“fc-th Lagrange matrix-polynomial” Lk(DnDn) — \kyk; (k— 1, 2, ..., n) is
4 2r—1n 2s—1n
2k —1) Cos (2% -1) cor,s=1,2,...,n.
2n+1 2n + 12 2/1 + 12
Hence, obviously,
2k—1 n . 2k—1 1 2k —1 7
€O §--m-mmmmmmmme- , COS § -—-—-mmmmm- , . ..,C08(2n—1)
Y2n + 1 21+ 1 2 21+ 1 2 2t+ 1 2
[vili » A2/t » e e e »vnk\i A 1,2, ...,1; (3.3)
where the short notation means evidently
ik 2 cos (2/ — I)_g_f_?__:_l____Zi_
f2n + 1 21+ 1 2

It can be proved that

1, if e= 1,
0, if tg 1,

V*V, =

so that the eigenvectors of the matrix D, D,

constitute an orthogonal and
normal system.
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In consideration ofthe foregoing arguments it is clear that, if we introduce
the notations V,, = [vbv2 . . v,] and /n = 02 . . <), the matrix
D, D, can be set up as (cf. [3] p. 448):

D, D* = VnAnV* . (3.4)
(VnVi= E,, V,i= V*)

b) Canonical representation of the analytic function of symmetrical
quadratic matrices of the second order

It is evidently possible to express the roots of the characteristic equation
of the matrix

— composed of the arbitrarily chosen scalar elements a, b, c — through the
formulae

—s—1Ild and 2= s+ |'d,
where
a+ c
§ = mmmememe- , + W.
2
. . c—a) :
If, on the strength of the identity =1, the notations
22d 1 + \fd

b
= cos 2P, = sin24
21d J/d

are introduced, the canonical representation of the matrix M can surely be
written in the following form :

M= (s+ Iid) sin < [sin §, cos <P -
cos P

f e vy % s, —sine —
—sin @

cos(ppsin(p s-fd 0 cos(p —sin@

—sin (p cos® 0 s+Yd sin(p cos®

So the eigenvectors of the matrix M will assume the forms

cos (p sin @
and respectively.
— sin (p cos @

8 Acta Teehnica XX 1/3—4
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If the symbol f(z) stands for an arbitrary analytic function of the
variable z, the canonical representation of the matrix-function /(M) can be
written as

(M) = cos Sin(p -f(s - }fd) 0 cos (p —sin (p
—sin (p cos @ . 0 f(s + yd) sing COS(p
cos2@ef(s —Ikd) + sin2p*/(s + Yd) —cos psin ) —f(s + /d)}

—cos@sin@e s-yd)-f(s+]1fd)} 2(p-f(s—fd) +cos2¢? + fd)

Making use of well-known trigonometric identities we can derive from
this the following formula :

10 +
/(M) = \\(f(s-Yd)+ f(s + fd))
f(s - vd) -f(s + yd c—a —2b
. ( ) - f( yd) (3.5)
2 yd —2b a—c
c) Semicanonical representation of the analytic function of hypermat-

rices composed of cyclic blocks, by means of direct products

Supposing all blocks of the hypermatrix
Q= Qu Qu
Q2 o2

of the 2m-th order, composed exclusively of quadratic blocks of the m-th
order, to be cyclic (v., for instance, [3] p. 452), any

Qkl = y.aim’ mE- » gt —bkl)

block can be expressed in the canonical form

J m—1

ki — Y 8v.ki W= |
Q m v=0

where

6.kl — 40kl + 41kimv+ meed.m-1klef 1;wv=-em

It is evident that, by utilizing the above canonical representation of
the cyclic blocks, the hypermatrix Q can be written as the sum of direct
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products in the following form :
1 m—x,l
0= il 12 (3.6)
M »=0 2% .

B2 e
Moreover, since the multiplication of two direct products can be per-
formed in the following form : (Uix-V1) (U2x*V2) = 1MUjX +VjVg provided
that Uj, U2 and Vis V2 are conformable in the given order and
1, if k=1
0, if k==I

w* w, —

any/(Q) analytic function of the hypermatrix Q can be expressed as the sum
of direct products in the following manner :

1 m-1

m = — EAIl Q12 (3.7)

2 'f-
m V=0
ova QL2

It must be clear from the above that any arbitrary analytical function
/(F) of a hypermatrix of the 2mra-th order

composed of the cyclic blocks Qfon, Qk,12* Qk,2b Ok,2 of the m-th order can
be set up in the “semicanonical” form :

m—1
I(F) = — Vv ev.k11 Quk 12 X, WYWH* | (3.8)
m “0 Qi ka1 ivk22

where, evidently, Qu.icjiu etc. symbolizes the p-th eigenvalue of the block
Ok,11, etc.

IV. Matrix form of a system of differential equations serving for the mathe-

matical description of a system of cascade-connected 2 (m -f- I)-poles with

given voltages at the points of supply and given current-intensities at the points
of consumption

Let us take n + 1 pieces of cyclically symmetrical 2 (m -f- l)-poles,
each built up from ohmic resistances, induction coils and condensers as shown
in Fig. 1. Let us connect them in cascade as per Fig. 2 and regard the voltages

8*
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at the terminals with the index 0 (in the following : “feeding point”) and the
current intensities required at the terminals with the index n -f- 1 (in the
following : “consumption point”) as given functions of time. Let us further

K-i ©

Fig. 2

suppose that all 2 (m -(- I)-poles are inductively and capacitatively isolated
from one another. It follows from Kirchhoff’s so-called “second law” [4]
that the stationary and transient processes of such a system can be represented
by the following linear inhomogeneous simultaneous differential equations of
constant coefficient :

The feeding-point voltages, as prescribed above, are these :

uoi = uo/ M5 (= 1,2 ..., m (4.2a)
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and the prescribed current-intensities at the consumption points :
tn+11 = (0» (i= 1,2, .. ni). (4.2b)

The system of simultaneous equations under (4.1a) and (4.1h) and the
equations (4.2a) and (4.2b) can be written in a simpler form by compound-
ing the resistances, inductances, capacitances and leakances which belong to
the same 2 (m -f- I)-pole, further the currents flowing through those termi-
nals of the same 2 (m -f- 1)-pole which bear the same serial number, and,
finally, the voltages in the terminals of the same serial number, into a quadratic
matrix of the m-th order and into column matrices composed of m elements.

After a suitable arrangement of the matrix equations thus obtained,
we have :

-7-»* = — L*1Rfcik+ L*1(ut—ufci); (k= 1,2,...,n) (4.3aa)
dt
un+i = ufi+ Rntl* +1l+ I*n+i~ *n+i> (4.3a/?)
dt
and
it -K 8 Gatlu, + KUl (ifetl- i) ; (fe= 1,2, ... ,n) (4.3ba)
W= ii —Giuo—Ki -d7t- uo » (4.3b/?)

respectively.

Furthermore,

uo= uo (0 (4-4a)
and

M+l = in+t (0 - (4-4fr)

Our obvious task is to solve the simultaneous differential equations
(4.3aa) and (4.3ba), for — by doing so and in consideration of equations
(4.4a) and (4.4b) — we can also determine un+i and i0 as the solutions of
equations (4.3a/?) and (4.3b/?).

Let us now introduce the following notations :

Ll
*1 ;U= i ;= -1 1uo vou = =}
12 u2 0 0
h u* 0 0
In-1 Un-1 0 0
o H
Jn _ _«n 1*N+1_
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and further

These notations enable us to compound the simultaneous
equations (4.3aa) and (4.3ba) into the system

i —Adi f-ARU ],
dt

— » = A2li+ A2u + u,
dt

which can be represented in the following manner also :

If, for simplicity’s sake, we use the notations :

we obtain from (4.6) the following matrix-differential equation :

d - =
y=Ay+Yy.

differential

(4.5a)

(4.5b)

(4.6)

(4.7)
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V. Stationary solution of the matrix-differential equation of a system composed
of different 2 (rn + 1)-poles

Let us assume that uO and in+i, figuring in the equations (4.4a) and

(4.4b), are pure harmonic functions of the time t with the same period, i. e.
u0= uOneeiml and (5.1a)
>p+1=/1+1,a-e-'w» (5.1b)

where Uoa and in+i,a represent column matrices composed of constant
(generally complex) elements, and “j” is the imaginary unit. According to
whether it isto the real or imaginary component of the complex functions
figuring in u0 and in+j that we ascribe physical reality will the real or the
imaginary component of the sought solution have physical sense.

After this, the differential equation (4.7) will take the following form :

A y= Ayd-ya.e¥H< (5.2)
dt
where Ja=1-7/ -~ Liluoa : «a = 0
1 sj
0
0 0
*n+l,a_

The stationary solution of equation (5.2) will have the form

Y= Yaeel“',

and, if we substitute it into (5.2), we have

(; oE - A)ya= Ya (5.3)
hence
ya= (joE —A)-1n . (5.4)

Therefore, to be able to reach a stationary solution, one has to compute
the inverse of the matrix (/coE—A).
From the foregoing it follows that

yoOoE —A =

= L"CX/—\ JJ_\W<Rk+Jar> D -ix-w.wv
m V hij "\kv.'/[ ~ D* <n+iv + j wxk+iv>d (5.5)
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Adopting the following short notations :

Mv = <Rk+ jO)Xkv>= <mkv>

AYKHI>SV+ 7 W A& +iv A AnkvyY

we have (according to paragraph Il c.)
1] m—l
AN = My D Mty 4v ) ) XoWVW] (5.€)
OwE-A)-1 = m2v:o
D* Ny

It is obvious (v. [5] p. 139) that

M, D 1= (Mv+ DNAD*)-1 (—D* — NvD-1M,,)-r

(5.7)
-D* Ny_ (D + MV(D*)_INVY_1 (Ny+ D*M,"1D)_1

By introducing the notation

Pv= (My+ DN71D*)-1 (5.8)

it is easy to prove that*

-1

M, D — Pv —Pyl) Nyl (5.9)

-D* Ny Ny>D* Py D -1MyPyDN,rl '

Therefore, after having determined the block P, by the inversion of a
single quadratic matrix of the re-th order, we can gain the three other
blocks of the hypermatrix (jcoE-A)-1 without computing further reciprocal
matrices ; we only need to multiply the matrix P, by known matrices.

* (—D*—NvDi1iM,)1= —(D*+ NvD 1My 1(DNry 1DN, =
= —(DPix1D*+ My 1DN, 1= —PvDPi L

D+ Mv(D*)'1Ny«1= N, D* (Pi, 1D*)-'(D + MviD*)-1Nv)-1=

N,1D* (DN,1D*+ My 1= Nr’D*Pt;
(Piv+tD*Mri1Dy-1= D 1Mv(D 1 Mv) ! (Nv+D*MriD)y 3 (DNry 1DN,1=

= DiMv(Mv+ DN, 1D)1DN, 1= D 1M P, DNr
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It is quite obvious that the inverse of D is

1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 1 o 0 0
. (5.10Vv
1 1 1 1 © o
11 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1

of the n-th order.

Too, it is clear in consideration of (5.6) that

Mv+ DN-1D* =

-
+ 1 - .; 0 0
«iv niv
1 1
H]JZV H 1 1 11 0
«lv 1 «lv «2v/ @V
0 0 0 "V + +
-
v+ 1) 0 0
«lV
L moavfia4p nvoap g - 0
«l» «JV
0 0 0 «*, v«n» +
K 15F
= SV< (5.11)

It follows that

(Mv+D N, 1D*)~i = <nk/>S71 (5.12)
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mwhere, evidently,

«« v 0. 0 1
—1 «V  ZN mm (5.13)

o

0 0 0 ..e sndv

represents a continuant matrix composed of the elements :

V = mlvnlv + 1 (5.14)
skv = mk+lVnk+lv + —m + 1; (k= 1,2,...,n—1);
n kv
% = - N (fc= 1,2,... ,n—1).
v
I f
e* = [0,0,0, ...,0,0,1] (5.15)

is a row matrix of elements, the computation of S, 1can be effected by

means of the following process of recursion (see, for instance, [5] p. 139):

c-i
skv =

(5.16)



A NEW METHOD OF APPLYING HYPERMATRICES IN THE THEORY OF MULTIPHASE SYSTEMS 377

V1. Stationary and transient solution of the matrix-differential equation
of a system composed of identical 2 (m + I)-poles

If all the (n -j- 1) pieces of cascade-connected 2 (m -)- I)-poles are
identical, the following equalities will exist between the coefficient
matrices figuring in the equations (4.3.aa), (4.3.a/l), (4.3.ba) and (4.3.b/l) :

R1— mm= Rn+l= R>

-— = = Ln+l = L,
S g F = .= K,tl= K,
© m O = eo= Gn+i = G.

We can write the coefficient matrix of the matrix-differential equation
(4.7) in the following form :

A=r-L-!R.XE, L~D,,
62
L-K-~D,, —K-1Ge+yEn
The column matrices figuring in “y” are
I = © - ° _II
O o
. : (6.3)
0 =}
I
o | K-4, +1_

Finally, equations (4.3.aa) and (4.3.b/3) from which un+j and Iq
have to be derived assume the following form :

nn+l un ® *n+l “f A dt *n+l » (6.43)

0 = il —GuO—K — uo. (6.4b)

With a view to eliminating matrices Dn and D, which cannot be
brought to a diagonal form we have to introduce the transformation matrix

T={E -XEn,E -XO V T-1= Ey->E;,E xOy }N
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with the aid of which we can give equation (4.7) the following form :

Ty = (TAT-i)Ty + Tf (6.5)
dt

or, applying the short notations

represent it as

z=TAT-lz+z. (6.6)
dt

where — evidently —

TAT1= -L-iR.E L-i.xE,
-K -1-x(DnDi)-K-1G- XE,,

(6.7)

As, according to (3.4),

D Pi = Yné Vi

it follows that

TAT-1= {(EmxVn)-xE2 —L“1RXE,, L-hxE, {(EmxV*).xE2} .
—K-*»x4, -K -1G-xE, (6.8)

Introducing the permutation matrix of the 2 n-th order

pu p12 Pin._ "1 0 0 0 ... 0 °
P2l pp P2n 0 0 1 0 0
0 0 0 O 1 0

0
0 0 1 00
0 0 0 O 0 1

we can write

TAT 1=
-L-fR L1 -L -IR L-1
9... 9

_ (6-9)
-6iK-1-K 1G “AK"1 -K-1G
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where
®2mn — { (®m'xVN) "*F 2} {E m'xP 2rl} »
0 |mn={E m,P*n}{E mxV*)-xE2}
arul
Pi* Pi —F
w?2mn *-'rTn *-*2mn

It is clear that

ck—1,2, .. ,n.
(6.10)

Let us, for the sake of simplicity, adopt the following notations :

1
L 1 0
B, = & mK—1,2, ... ,ny (6.11)
0 -K -1
—dkR  OKE,

B "Kk—1,2, ..., n.
<| \em ¢

If we multiply equation (6.6) from the left by 0*mn and utilize the relation
02mn 02mn  *“ L2mm Aw have

d &mnz = B/Bs9*mnz + 0 * ni. (6.12)
t

If we multiply equation (6.12) from the left by Bd it can be repre-
sented as

%E &*mns) = (BiBsB+) (BJ* &tmnz) + (B7+e*mnz) , (6.13)
or — with the notations
x= B7*0?...z; x=B "6 *mnz; (6.144a)
F = BgBsBd =

L 6t L- ¥Kk=k \
L-iR  jotL-*K © k=12 ....,n—  (6.14b)

jitL -* K -K XG
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set up as

x = Fx + X. (6-15)
dt

Equation (6.15) seems to be the form most suitable for the solution
of the matrix-differential equation of a system consisting of identical
2 (m -f- 1) cascade-connected poles.

It is known (v. [3] pp. 449—450) that the solution x(t; x2 of the
differential equation (6.15), which will satisfy the arbitrarily prescribable
initial condition

X(0) = X =Bji0*mnTyr= Q\mn T = Bji0o*2mnT,” © (6.16)
U2 u(0)
is this :
X (t; xr) = eFlxz-f- je Fi~T)x (t) dr . (6.17)
0

If u0and in+i represent the pure harmonic functions (with the same
period) of time “t”, we can write

ejat and »n+l = »«+!,aejCOI
where u0Oa and in+ia are column matrices composed of constant (generally
complex) elements. According to whether it is to the real or the imaginary
component of the complex functions figuring in uO and in+ithat we ascribe
physical reality will the real or the imaginary component ofthe solution yielded
by equation (6.17) have a physical sense.

X, contained in equation (6.17), is, therefore,

X, el®t = B;*O*TnTyae’\=B7*0*TnT L-luo oimt (6.18)
0

0
lifi+i.a_

(yais partitioned into 2n column matrices composed of “m” elements ;
of these, only the first and the 2n-th matrices contain elements different
from zero.)

A fter performing integration, equation (6.17) will, in consideration of
(6.18), assume the following shape :

X(t;xn) = efixr+ (jw e2m- F)-1@"“"E2mn — eF) Xe. (6.19)
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On the strength of relation (3.8) the arbitrary analytic function f (F)
of matrix F is

1o SAIT?  j$*TErT
*) = — if- X-wvw*, (6.20)
1(*) — 2 if-
In v=o0 j of —x~1yv

If also relation (3.5) is taken into consideration we can set up function
(6.20) in the following form :

I1m1/1 10

+
m o= = 2 (\yz)l{f(sv Ydvk ) I f(sv+ VA/)}
_ — AylR - X?yv -2
A f(sv R ft)—/(a,, + Vdwk) Ay y X W, w
2 —2Y A7T**7* xv*~yvA 1R
K= 172, ... ,it, (6.21)
where
" AylR  xv yv' j _
— y ) y 1évk— K 1R xvlyv\2 -ﬁkA,l*,l,

Relying on (6.14a) we obtain from (6.19) that
y(@;y)=T '02m,BteR B, 1&\mnTyz+
+ T i02nnB |(je, E2m -F)-i (ei"'E2m, -e p)B7720*TnT ya. (6.22)

According to the definition of matrices T, 02mn and Bd given earlier
in this paper

T-i 02m,Bt =
<574tL-* 0 * V2L i 0 ...0nivinL * 0
0 67 v221T i 0 ee-anivhir” 0
«T 4iL-* 0 airvn2l 0 oo mani Vor|lri 0
0 i+ '* K 0 A e e 0 7 2 @, K-+
J%:I kiK 4 7k2:I 2K /£:1®fQ
0 i1’ -+ 0 i ot 0 j 2 tvK-*
J k=1 WK ! k2:I J/5:1
© i o 7 2’ vk2K ~\.. 0 2
1 & k=1 YR1
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A CUL o v L' Ly s v ai 0 0 .0

0 0 0 —r(vn—fZ)K'l'—j(vai—\-/:BKi ® _JvnIK i
ANIA*d|v2L3. e., o I* 0 0 .0

0 0 0 'j'KZ'VaKLI-_J‘(VM_V@Kk LA _>n2K|’
suinrt awznek w17 0 0 0

0 0 0o —vin—a)KE —/Kn—g)K* »

(6.24)

It is evident that y2= 0 if, at the moment when t= 0 (i. e. when the
ecascade-connected 2 (m I)-poles and the system constituted by the con-
sumers are switched on the feeding point), only the voltages of the feeding
point have values different from zero, while the value of all other voltages
and all current-intensities equals zero, and that the equation (6.22) will in
this case take the following form :

y(t; 0)=T-i02m (jcoE2m- F)-1 E2m - < B*T,, Tya. (6.25)

Since, as is evident from formula (6.21), any analytic function f (F)
of matrix F defined in formula (6.14b) can be represented also as

"oH

m o= ( (6.26)
\ 'Pk Zk
it is clear that
T =
2y Tk ok -j ~d U v, VnkVKL-*K* (6.27)
n n n n
i — Y 4 Vuvkl 4 JZ 2 vnlvkl-k
k=1/21 k=1/=1

In order to be able to determine the functions urtti and i0 we must
first determine the functions unand it with due regard to the relations (6.4a)
and (6.4b). Seeing that u,, is the lowermost and i; the uppermost block of
the column hypermatrix y (t; 0) figuring on the left side of equation (6.25),
seeing further that only the uppermost and lowermost blocks of the column
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hypermatrix y, have a value different from zero, it is clear that what we
need are just those four corner blocks of hypermatrix (6.27) which are expli-
citly written in (6.27), where — in accordance with formula (6.21) — the
matrices ®k, ®k, Z k are these :

®k= ——— ¥ [ (sv—Vdvk) + f(sv+ Wk)+
2,m v=o !
+ /(gv RT) X + W AIR-xViy,)iwww*; (6.28)
\d vk )
N 7 & (sv- Kic)- /(sv+ R*) r f +ww-
2 m vTo R *
1 m—1
—K VW -1 a +/(*,+T1 a
2m (o
[(»,- N )-/(m> + vy g) (A,B _ nj W. .
\d vk

Relying on equations (6.26), (6.27) and (6.28) we obtain in respect of
the functions ix and u,, to be derived from (6.25), the following results :

1 n m-( 2 3-1  pl<ot __ f,(sv-Vdvk) I pjwt __ Asv+]fd,Idt
v ov)_ Wka A AAT = 4
m b=i v=0 jw —sv+ J/dh LEIO) —sv  1dy
__ e(sv-Ydvk)t e> — e~+frk) t\ A-iR — x '1yv
+ w7u0l,a “
jw — sv+ ydvk jw — s, — \ldvk ) ]fdvk
pjul (S, -Ydvk)t nj«>t _ (sv+\d vkt K1r 1 = I
vk vk . . i M+la (AV
Gvtivn jw —sv+ \dwk jo —sv—Jjdk Rk (
(6.29a)
I n n mj 1 eju>t _ e(sv-\dvk)t
U,= — Y Y ¥V — o vikvik .
T ok—i i=1v=0 (2 jw —sv+ \ld)

e(sv+V~(hk)t *
. I-<771:X-V—lw*u0ia+
jw—sv—fdwk I'dy,

VnkVk Xy ~ &1<0t _ e(sv-vdrigt  ejat __ e(sv+Ydwkt

j o —sv+ \fdy jw — Sv — fd,y
A®( __ p(sv-Vdrkyt el"t _ e(s,+ VAt -0 R - x i oy

WV *n+l.aj

jw sv -f- 1[dpk jw sv 1[dvk R w
(6.29b)

9 Acta Technica XXI1/3—4.
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If — finally — we substitute the results as under (6.29a) and (6.29b)
into the equations (6.4a) and (6.4b) we obtain the unknown current-intensities
and voltages at the feeding points and the consumption points, respectively,
as the functions of the current-intensities and voltages at the consumption
points and feeding points, respectively :

ejwt m—1
un+i = unH-----—--—-- J: {(R + jwtv)'w*intl}a}'w,; (6.30a)
m v
cej<t m-1
0= »— - 2 {O*+1 w*")w*uo,O}wr. (6.30b)
m ,=0

It should be noted that un+i and i0 are given in the form of “sym-
metric components” by the above formulae [6, 7].
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SUMMARY

It is known that — with the aid of the matrix calculus — it is possible to derive from
the four-terminal theory clear relations for the determination of the stationary voltages and
current-intensities of monophase systems composed of quadripoles. It was by means of such
relations that D. W. C. Shen established matrix-formulae which describe the stationary
phenomena of single-phase uniform transmission lines [1]. In an earlier publication [2],
the present authors worked out a general application of D. W. C. Shen’s results to multi-
phase uniform transmission lines. Using the method of hypermatrices, the present paper
studies the stationary voltages and current-intensities of multiphase systems composed of
cyclically symmetrical, cascade-connected different 2 (m I)-poles with given voltages at
the points of supply and given current-intensities at the points of consumption ; too, the
paper analyses the stationary and transient voltages and current-intensities of multiphase
systems composed of cyclically symmetrical, cascade-connected, equally-built 2 (m 1)-
poles, likewise with given voltages at the points of supply and given current-intensities at
those of consumption. The relations thus obtained may — at the same time — be regarded
as proximate formulae for the determination of cyclically symmetrical multiphase uniform
transmission systems with given voltages at the points of supply and given current-intensities
at those of consumption.
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UBER EINE NEUE ANWENDUNG DER HYPERMATRIZEN IN DER THEORIE
DER MEHRPHASENSYSTEME

P BACSARY U d \/ LOLSSNAGY

ZUSAMMENFASSUNG

Es ist bekannt, dass die Vierpoltheorie mit Hilfe der Matrizenrechnung fur die Berech-
nung der stationdren Spannungen und Stromstdrken aus Vierpolen aufgebauter Einphasen-
systeme gut Ubersichtliche Zusammenhé&nge liefert. Mit Hilfe dieser Resultate hat D. W. C.
Shen seine, die stationaren Erscheinungen der Einphasentbertragsleitung beschreibenden
Matrixformeln abgeleitet [1]. Die Verfasser des vorliegenden Aufsatzes haben in einer ihrer
fruheren Arbeiten [2] die Ergebnisse D. W. C. Siien’s flir gleichméssige Mehrphasentuber-
tragungsleitungen verallgemeinert. Der vorliegende Aufsatz untersucht unter Anwendung
von Hypermatrixen einerseits die stationdren Spannungen und Stromstadrken von zyklisch
symmetrischen, aus verschiedenen 2 (m 1) Polen mit Kettenschaltung aufgebauten Mehr-
phasensystemen, bei gegebenen Spannungen am Beschickungspunkt (Einspeisepunkt) und
Stromstarken am Verbraucher, andererseits liefert derselbe die Berechnung — ebenfalls bei
gegebenen Spannungen am Beschickungspunkt und Stromstdrken am Verbraucher — der
stationdren und transienten Spannungen und Stromstarken zyklisch symmetrischer, identisch
aufgebauter verkettet geschalteter, aus 2 (m -f- 1) Polen bestehender Mehrphasensysteme.
Die so gewonnenen Zusammenhange konnen gleichzeitig als Anndherungsformeln fir die
Berechnung zyklisch symmetrischer gleichméassiger Mehrphasenleitungsysteme, bei gegebe-
nen Spannungen am Beschickungspunkt und Stromstdrken am Verbraucher, angesehen
werden.

UNE NOUVELLE APPLICATION DES HYPERMATRICES A LA THEORIE
DES SYSTEMES MULTIPHASES

P. BAICGAY e \/ LOLSSNAGY

RESUME

Il est connu que la théorie des quadripoles donne, a I’aide de la théorie des matrices,
des relations claires pour le calcul des tensions et intensités stationnaires de systemes mono-
phasés composés de quadripdles. En utilisant ces résultats, D. W. C. Shen a établi ses formules
matricielles décrivant les phénomenes stationnaires d’une ligne de transmission monophasée
a constantes uniformément réparties[l]. Dans un ouvrage plus ancien [2], les auteurs du
présent article ont généralisé les résultats de D. W. C. Shen a la ligne de transmission multi-
phasée a constantes uniformément réparties. En utilisant des hypermatriccs le travail présent
examine, d’une part, les tensions et intensités stationnaires d’un systéme multiphasé a symétrie

cycligue composé d’une chaine de 2(m 1)-pdles différents & tensions d’alimenta i n
et intensités de consommation données, d’autre part — & tensions au point d’alimentation
et intensités au point de réception données également — les tensions et intensités stationnaires

et transitoires d’un systeme multiphasé a symétrie cyclique composé d’une chafne de 2(m + 1)-
poles égaux. Les formules ainsi établies peuvent étre considérées, en méme temps comme
formules approchées pour le calcul de systémes de lignes a constantes uniformément réparties
a symétrie cyclique, et a tension d’alimentation et intensité de réception données.
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O HOBOW BO3MOXHOCTW MPUMEHEHWSA TUMNEPMATPUL, B TEOPUWN MHOTO-
PA3HbIX CNCTEM

M. BANYAN un B. TOBALW -HALb
PE3IOME

V13BECTHO, YTO TEOPUSI YeTbIPEXMOMOCHMKA C MOMOLLbI0 MaTPUYHOFO WCYUCNEHUSI AaeT
X0pOoLLO 0603pMMbIe 3aBUCMMOCTU TaKXXe [/151 ONpefenieHnsl CTauMoHapHbIX HaMpPsKeHW 1 cun
TOKa OfHO(ha3HbIX CUCTEM, COCTOSILLUX W3 UYeTbIPEXMOMOCHUKOB. Wcnonb3ys 3Tu  AoCTu-
XeHusa, . B. I. LlleH BbiBen MaTpuyHble hOpMysibl, OMMCbIBAOLLME CTaUMOHAPHbIE SIBIEHUS
0fiHO(ha3HOI paBHOMEPHON MepefaToyvHON NMHWMK [1]. ABTOpPbI AaHHOM pPaboTbl B ONy6/1MKOBaH-
HOM uMmK paHee paboTte [2] pesynbtaTbl A. B. I'. LLleHa 0606wunn gns MHorogasHoi pasBHO-
MepHOIi MepefaToyHOl cucTeMbl. B fgaHHOM paboTe ¢ MCMOMb30BaHWEM FUMepMaTpuL, ucche-
[YHTCS, C OQHOM CTOPOHbI, CTaUMOHaPHbIe HaNPSHKEHUSI U CWIbl TOKA MHOrogasHol CUCTeMBb,
COCTaB/IEHHOM LIEMHbIM COEIMHEHMEM U3 Pa3/IMYHbIX NOMOCOB 2(0T + 1) 1 UMEIOLLEA LIUKINYHYIO
CUMMETPUIO, @ C APYroli CTOPOHbI, PAaCCUNTBLIBAIOTCA CTaLMOHAPHbIE U MEPEXOAHbIE HAMPSHXKEeHUS
N CUMbl TOKa MHOrotasHol CUCTEMbI, COCTOSILLEN M3 nontocoB 2(r1 + 1) LEenHOro CoeguHeHUst 1
NAEHTUYHON CXeMbl U MMEILLEA LUMKINYHYI0O CUMMETPUIO MPU TaKXe AaHHbIX HamnpsiXeHUsx
TOYEK NUTaHWA U CUNT TOKOB TOYEK MOTpebneHus. MonyyeHHble TakuM 06pa3oM 3aBUCMMOCTU
MOXHO CUMTaTb OfHOBPEMEHHO TaKXXe MPUGAVKEHHbIMU hopMynaMu AN pacyeTa paBHOMep-
HbIX MHOTO(asHbIX CUCTEM JIMHWIA Nepefay ¢ LLMKANYHOMA CUMMETPMEN NPU faHHbIX HaNPSXXEHUSAX
TOYEK MUTaHWSI U CUN TOKOB TOYEK MOTPeBneHus.
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As it is known from an earlier paper [1] the grain size of a particle
revolving in equilibrium on the radius r in the hydrocyclone is given by the
formula

d= /13rig ]frvr
10—y v,

where d is the grain size, r] the viscosity of the medium, y the specific gravity
of the medium, a the specific gravity of the particle, g the gravitational
acceleration, r the distance of the particle revolving in equilibrium from
the cyclon axis, vr and vt the radial, respectively the tangential velocity
components of the medium flow.

Substituting the values

Vv, =V ,n= 0,8, » = - . . = —rVtl, h = (rj —r) eotg a,
a 201 {hx+ h) = (1} —r) eotg

into the above formula, in the cylindrical section of the cyclone it is the
formula obtained

| 0,8 /
d 80e2 T v
y@- y)Q r hi + (ti —r) eotg a

In this formula the respective symbols and their units have to be understood
as follows : d in microns, r]in cp (centipoise), Q in cu. m/hour ; e, r, rv hx

in cm, 6, y in gram/cu. c¢cm, a = arc tg H the half apex-angle of

the cyclone (rain cm is the radius of the orifice of the apex, H in cm is the
height of the conical section). (See Fig. 1.) In the cylindric section of the
cyclone lines d = const are straight lines parallel to the axis. The state of
equilibrium corresponding to grain size d — oo is out of the cyclone’s shell
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at distance hxtg a from it ; this is proceeding towards the conical section of
the cyclone including with its axis the angle B = arc tg—H . The lines d =

= const of the cylindrical section fit close to the lines d = o in the conical
section of the cyclone. The axial component of the medium’s flow varoughly
approaches zero in the conical section of the cyclone on that conical surface
whose generating line divides the distance between the axis and the conical

shell of the cyclone in the proportion----------- (rOis the radius of the upper

overflow opening). In the conical section of the cyclone between the line
va= 0 and the axis the medium flows upward to the upper overflow, between
the line va= 0 and the shell downward to the underflow. The particles revolv-
ing on the line t0= 0 give the limit grain size of the classification taking
place in the hydrocyclone. In slender cyclones where a and Ax are small and
therefore the line d = oo falls close to the wall, the lines d = const adhere
relatively well to both, the wall of the cyclone and the line va= 0, so that
there will be no great deviation in the grain size of particles revolving in
equilibrium on the line va= 0. Such cyclones are suitable for classification.
Stubby cyclons on the other hand, where a and hx are large, are more suited
for heavy media concentration. In the conical section of stubby cyclones there
are, along the line va— 0 toward the apex particles in equilibrium, which
represent a relatively wide grain-size space, since the lines d = const — fitting
close to the line d = oo which is far from the cyclone’s wall — intersect the
line va= 0 (and the wall of the cyclone) at a comparatively great angle.
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In the cylindrical part of the cyclone the area va”™ 0 becomes wider. It is
therefore adventageous to use stubby cyclones with long cylindrical section
for heavy media concentration. It is, namely, the particles revolving in equi-
librium at the locus va= 0, which generate the “stagnant” heavy suspension
developing in the cyclone. The particles becoming placed farther are com-
paratively rapidly removed from the cyclone by the axial component va of
the medium flow, so that they play but a minor part in the development
of the heavy suspension. The specific gravity ofthe heavy suspension decreases
gradually from the shell of the cyclone toward its axis, i. e. from the specific
gravity of the medium flowing out at the apex yato the specific gravity of
the upper outflow y0. At the shell of the cyclone, the specific gravity may
be even greater than ya, as yais the average value of the specific gravities
between the shell and the line va= 0. The specific gravity of the heavy
media separation will be equal to the specific gravity of the heavy suspension
stagnating at the locus va” 0. By the relative decrease of ra the line va= 0
will shift toward the wall of the cyclone (i. e. the greater specific gravities) ;
the relative increase of ra, on the other hand, results in its being shifted toward
the axis (i. e. the smaller specific gravities).

The specific gravity y and the viscosity r] of the “medium” in a diluted
suspension agree more or less with those of pure water. The particles generat-
ing the suspension behave, however, in dense suspensions as if they were not
in pure water, but in a fluid of a specific gravity and viscosity proper to heavy
suspensions [2]. The specific gravity of the suspension can be obtained by
the formula :

/ = aA -f (1 — a)y,

where ais the volume-quota of the solid grains, A their average specific gravity,
y the specific gravity ofwater. The terminal velocity ofthe solid grains of the
suspension in the gravitational field can be computed by the formula

;- d2(0-y) @Q- a)
V- 1827

and not by the formula valid for pure water :

d2(0-y)
181

The volume-quota of the liquid phase (1 — a) gives at the same time the
correction factor for the decrease of the cross-section of the liquid phase.
In case of O= A we have 6 — y' = (6 — y) (1 — a), and the above formula
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for ré6 can be expressed also in the form

VO= VO-V (1 - or)2.
rf

The grain size d of a particle revolving in equilibrium in the suspension
is obtained by substituting the specific gravity y' and the viscosity rf of the
suspension for the values y = 1 g/cm3 and rj — 1 cp valid for pure water.

Or
Fig. 2

In other words the value d, valid for pure water, has to be multiplied with
Vo @—y) _
70—y

Heavy suspensions are not Newtonian fluids, their viscosity varies
according to the shearing-stress and velocity gradient. Fig. 2 shows the

the expression

dr
relation between the shearing-stress (r) and the velocity gradient d—for
r

different possible fluids (N = Newtonian, B = Bingham’, P = plastic or
pseudoplastic, D = dilatant).

The viscosity of Newtonian fluids (which is independent of shearing-
stress or velocity gradient) is given by the direction tangent of the straight”,
while — in case of given shearing-stress or velocity gradient — the apparent
viscosity of other fluids is determined by the direction tangent of the straight
connecting the corresponding point of the curve with the starting point.
The apparent viscosity of the fluids “B” and “P” decreases, while that of the

fluids “D” increases with increasing shearing-stress or velocity gradient.
di>

The values T(g/cm2 and —d—(sec-l) of heavy suspensions which belong to-
r

gether, and the apparentviscosity astheir quotient can be determined by means
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of suitable viscosimeters (e. g. Fanil’s, Stormer’s or other rotary-cylindrical

viscosimeter).
The tangential velocity component of the medium’s flow in the hydro-

cyclone varies according to the function vt— vn Its corresponding

velocity gradient is

dvt — nvtrd — nvt 4Q
dr r<l+n> r ' e2m

The axial velocity component which is val vn ctg a at the wall of the

cyclone decreases from this value to va= 0 more or less linearly in the upper

two thirds and paraholically in the lower third of the cyclone’s conical section.

(Fig. 3.) Therefore, the velocity gradient which arises from the altering of

the axial velocity component between the line va— 0 and the wall of the
Ava — Vg

cyclone in the upper part of the cone will be about dr

| —
ra+ r0
where val va cotg a and rk is the distance of the conical cyclone shell

) . val e2cotg a .
Prom the axis. Asvn  ---—- Q consequently------f----------9--- For instance,
1y
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in case ofe= 3,33 cm, rx= 10 cm, Ax= 10 cm and a = 10° or rather 30°,

we have ----- = 0,08, or rather 0,024. The quotient of the two velocity gra-
dva 18
d cotga
. . . r . .
dients is: i— p . Taking, for instance, the
v,
8hinrk 1-
dr Ta+ rol

numerical values of the above example at the locus r — rl1(= rk) if

ra+ ro0
— — the quotient of the axial and tangential velocity gradients comes out

to i — 0,052 cotg a, that is at a — 10°, and 30° respectively, its value will
be 0,30, and 0,09, respectively. The ratio of the velocity gradients (i) will be

rk rO
smaller than these values between the radii rt and ---------—- , that is between

ra+ r0
the line va— 0 and the cyclone’s wall in the upper two thirds of its cone,

where the value of rk is comparatively great. Advancing towards the axis
{in cases of small radii r) where the value vaincreases rapidly (and not linearly)

dva
the velocity gradient ------ will have a much higher value than what would

. dva _ db>, .
result from our formula. In the vicinity of t0 --(—j---> —r (v. Fig. 3 also).
r r

In the area between the wall of the cyclone and the line va= 0, where the
value of i comes to 0,3—0,1, we shall, however, commit no serious error by
regarding the total velocity gradient developing in the cyclone as being

dv,
practically equal to ------ e (For instance, even if i = 0,3, the resulting vector
dr d
of the two velocity gradients would exceed the value o f--d—)z-(by 4,5 percent
r

only, since j*2-f-0,32= 1,045).

Table |
(rt= 10 cm)

riri = 1 0,75 067 050 025
vti — 600 cm/sec ... 48 80 99 167 582
800 64 108 132 222 778
1000 80 134 166 278 972

, _ dr( .

Table 1 shows values of velocity gradients corresponding to
r sec

different values — , and velocity of entry vtl> when rx= 10 cm. (In case of
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*

du
ir, = 5 cm the data given in the Table for q - will redouble, in case ofr,=20 cm
r

the same data will fall to one half.) Supposing that ra— r0, vawill become zero

at the ratio — = 0,5; ofr, = the same will take place at the
r

ratio-—= 0,67 . (For instance, in the section rk= 0,5 rx, vabecomes zero with

the radius r= 05rk= 0,25rx and r = 0,67 rk= 0,33 rl15 respectively.)
In case of longer radii the real values of the velocity gradients exceed the

dt
data for —d)-( as shown in Table 1 by a few per cents only. On the other hand,
r

since in case of smaller radii the values d are no more negligible in com-
r

parison to the values—a--,the real velocity gradients will be greater than the
r

dv,, dv
data given in the last columns of the table. On the locus q = d—( the result-
r r

ing velocity gradient is ~2-times greater than the numerical value shown in
the Table.
Govier, Schook and Litge [3] published data of measurements relating

dv
to the apparent viscosity M cp) pertaining to different velocity gradients T
r

of magnetite (M), ferrosilicon (FeSi) and galena (G) suspensions with different
specific gravities y' (or rather different volume ratios or). Relying on this
publication, Table 2 shows the apparent viscosities rf pertaining to the

dv .
values of--d-gdeveloping in a cyclone of radius r, 10 cm in case of velo-
r
city of entry vtl = 8 m/sec. It also shows the values /* *~ w ith which
V(@ —yY)

the grain size d computed for pure water has to be multiplied in order to
eobtain the grain sizes revolving in equilibrium in the cyclone. (The approxi-
mate granular composition of magnetite and galena was 97% —50 ft,
66% —26ft, 47% —18ft, 15%—6/i and that of ferrosilicon 90% —50 ft,
37% —26ft, 15% —18ft, 2% —6 ft.)

Table 3 shows values of d computed in this way corresponding to a quan-
tity of slurry Q — 25 cu. m/hour for the following cyclones: a = 10°, respect-
ively 30° rx= 10 cm, r0= 2,5 cm, ra— 1,25 cm, hl = 10 cm, e = 3,33 cm.

It is visible from these Tables that, for instance, in case of a radius
r = 6,7 cm, where the line va— 0 is coming in at the junction of the cylindrical
and the conical section, the velocity gradient amounts to 132 sec-1, the visco-
sity of suspensions with a specific gravity of y' = 2,6 and 2,8, is in the case
of magnetite (M) suspensions 340 and 1000 cp, in that of ferrosilicon (FeSi)
28 and 45 cp, in that of galena (G) 12 and 15 cp. Here revolve now in equi-
librium (in suspensions of a specific gravity y' = 2,6 and 2,8 respectively)
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Table 2
Tem= 0 s 67 50 25
ajy/d = & B 2 224 7
6 y' V' cp
M : 30 2,2 100 80 70 50 30
40 2,6 400 360 340 300 180
45 2,8 1400 1100 1000 900 800
FeSi: 28 2,6 40 32 28 24 32
31 2,8 50 47 45 40 55
G 25 2,6 15 13 12 10 13
28 2,8 20 18 15 14 16
34 3,2 60 47 44 40 48
40 3,6 300 220 200 200 400
1V’ (8— )
Vie—Y
M : 22 120 10,7 10,0 8,5 6,6

2,6 258 245 23,9 22,3 17,3
28 505 449 42,7 40,5 38,2

FeSi : 2,6 7,4 6,7 6,2 58 6,7
2,8 8,5 8,2 7,9 7,6 8,9

G: 2,6 4,5 4,1 3,9 3,7 4,1
2,8 53 4.9 4.6 4,3 4,7
3,2 9,5 8,4 8,1 78 8,5
3,6 22,3 19,1 18,2 18,2 25,8

in a cyclone of which half apex angle is 10°, M-grains of 284—509”, FeSi-
grains of 61—78 /i and G-grains of 37—43 wu ; in a cyclone of which half
apex angle is 30°, M-grains of 386—689 /r, FeSi-grains of 83—104 fi and G-
grains of 49—58 J/i. As we proceed along the line va= 0 toward the apex of
the cyclone the granules in equilibrium become finer and finer and the grain-
size space is wider (the lower grain-size limit is smaller) in a cyclone with a
more obtuse apex angle. (The state of equilibrium corresponding to a grain-
size d — oo is in the cylindrical section of a 10°-cyclone at a distance of 1,8 cm
beyond its wall, while in the case of a 30°-cyclone this distance is 5,8 cm ;
it continues in the conical section of the cyclone with a direction tangent

B — arctg :_: , with the lines d = const of the finer grains fitting close to it.)
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Table 3
d fi (Q = 25 m3hour)
a = o 34
raniil 10 s q7 50 25 0 75 g7 50 25
M : y'= 1 28 14 12 8 4 28 18 16 12 6
2,2 336 152 119 69 26 336 197 161 98 40

2,6 721 348 284 181 69 721 541 386 259 105
2,8 1412 638 509 328 153 1412 827 689 470 233

FeSi : 1 23 12 10 7 3 23 15 13 10 5
2,6 172 79 61 39 22 172 102 83 58 34
2,8 197 97 78 51 29 197 125 104 75 45
G 1 22 1 9 6 3 22 14 13 9 5
2,6 99 45 37 23 13 99 59 49 35 20
2,8 116 54 43 27 15 116 71 58 40 23
3,2 208 93 76 49 26 208 121 102 73 41
3,6 489 212 171 115 80 489 275 230 171 124

In the cylindrical section of the cyclone, the region va~ 0 falls more or less
into the area between the radii r (id 0,5 rx—0,8 rl For instance, in a heavy
suspension of the specific gravity y = 2,8 we find in a 10°-cyclone M-grains
of 350 —800 u, FeSi-grains of 50—110 /X, or G-grains of 25—60 [X to revolve
in equilibrium. Grains falling between these grain-size limits are the principal
factors in producing the heavy suspension in the hydrocyclone. (In its cylindri-
cal section.) In the lower part of the conical section, a part of still finer grains
remains in the cyclone for a longer time, that is they too take partin producing
the heavy suspension in this place. The mass of the fine grains percolates,
however, through the particles of the “stagnant” heavy suspension toward
the cyclone’s axis being then discharged at the upper outflow with the slurry
of low specific gravity. The coarser grains on the other hand are discharged
at the apex with the slurry of high specific gravity. If the introduced suspension
is devoid of grain sizes that revolve in equilibrium in the region va 0 (for
instance, because the solid phase of the suspension is ground too fine) there
is no possibility for a “stagnant” heavy suspension to develop in the hydro-
cyclone. When in a suspension of relatively great viscosity there are only finer
grains (for instance, in case of a specific gravity y' = 2,8 magnetite grains <
300 /x), a suspension of the same specific gravity (y' = 2,8) has to be intro-
duced into the hydrocyclone as that, at which we want to carry outthe separ-
ation, because under such circumstances no concentration at the locus
va Gd 0 of the cylindrical section occurs, and the specific gravity of the suspen-
sions discharged both at the upper outflow and the apex is equally near to
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y' = 2,8. As the viscosity of magnetite suspensions of a specific gravity
y' = 2,8 is very high (1400—800 cp, v. Table 2),the fine grains remain practi-
cally motionless in this medium of great viscosity during their short stay in
the cyclone. If in the suspension there are grain-sizes revolving in equilibrium
at the locus va= 0, a “stagnant” heavy suspension will be formed, of which
the specific gravity will exceed that of the suspension conducted into the
cyclone. If viscosity is high, quite fine grains remain also in the suspension
discharged with the product of high specific gravity through the apex, their
volume ratio being approximately identical with that, which is observable
in the suspension introduced.

Larger grains than those of size d1 revolving in equilibrium on radius
rl(= 10cm) are pressed to the wall of the cyclone already in its cylindrical
section, while in its conical section also finer and finer granules than those of
the size dl are pressed against the cyclone’s wall, so that proceeding toward
the apex, the quantity of material grating against the wall increases gradually.
(The speedy wear of the apex is due partly to this, and partly to the fact
that the tangential velocity component vt increases vigorously with the de-
crease of the radius.)

The possible maximum of density a of the heavy suspension developing
in the hydiocyclone — if the grains have been polished round — corresponds
approximately to the loose agglomeration (hexagonal arrangement) of nearly

uniform spheres, that is = 0,52.The grains revolving in equilibrium

in the contiguous layers of the cyclone are, namely, of approximately uniform
size and the developing great shearing-force, and the velocity gradient prevent
the grains from arranging themselves more densely than the loose agglomer-
ation of spheres. (The maximum density of freshly ground suspension material
is smaller, for the protruding corners and edges of the grains prevent even the
development of a density corresponding to the loose agglomeration of spheres.)
Maximum specific gravities y' corresponding to density o= 0,52 are :
M —3,01, FeSi—3,96, G—4,3. The density and specific gravity ofthe suspension
discharging at the apex might he even greater. The grains pressed to the wall
are, namely, of different sizes, and in the interstices between coarser grains
there is room for finer ones ; on the other hand, these particles — by not
revolving on radii corresponding to their state of equilibrium — are squeezed
to the wall and to each other by a force which is the greater the farther they
are situated from their state of equilibrium. (Therefore, an underflow of greater
specific gravity may be expected in stubby cyclones.) As a rule no such force
is acting upon particles revolving in equilibrium at locus va= 0 on their own
line d = const. The shearing force (velocity gradient) between the adjacent
layers is smaller along the wall than inside the cyclone. But while a great
shearing-force hinders, a small one promotes thickening by changing the rela-
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tive position of particles in contact with one another. Therefore, the density
of the suspension escaping at the apex may even be greater than the value
a = 0,74 which corresponds to the most congested (tetrahedral) arrangement
of uniform spheres. To the value a — 0,74 belong the following suspension
specific gravities : M = 3,96, FeSi = 5,3, G = 5,8 and the following moisture
contents : M = 6,6%, FeSi= 4,9%, G= 4,5% (!). An underflow of such
a great density may particulary occur if the air core, observable in the axis
of the cyclone in normal operation, vanishes. In such cases the underflow is
discharged in a straight jet and not in form of a spreading cone from the
cyclone, and it may even happen that instead of a fluid, compact sausages are
pressed through the apex. However, this mode of operation is not used in
practice because it frequently causes clogging.

Knowing the loose volume of slurry of great specific gravity to be dis-
charged at the apex, knowing further the loose volume of the suspension
medium which increases gradually toward the apex and knowing finally the
change of va, the thickness of the annular layer of dense pulp sliding down the
conic wall can be computed at every point of the cone as well as in the out-
flow opening. (See [1].) The density of the discharged suspension can in de-
pendence on the distance of the line d = o0, be interpolated between the
values o= 0,52—0,74, if the line d = oo is far away a higher value has to he
chosen. The approximate weight of the suspension material discharging at
the apex can be computed if the quantity and the granulometry of the sus-
pension fed-in are known. The axial velocity component of the medium at
the junction of the cylindrical and of the conical section comes to val et
v,i cotg a, and this value increases along the conic wall toward the apex but
slightly. The axial velocity component va decreases from its maximum value
on the conic wall to zero velocity on the line va= 0 in the upper and middle
part of the cone more or less linearly, in its bottom part more or less parabolic-
ally. (See also Fig. 3.) The cyclone is operating “normally” if the thickness
of the annular layer of pulp discharging through the orifice of outflow at the
apex is smaller than the distance of the line va= 0 from the cyclone wall.
If this thickness becomes greater than the distance of the line va— 0 from the
cyclone wall, the inner part of the annular layer will not move downward,
but upward in the hydrocyclone. At its higher point these grains will move
once more toward their state of equilibrium beyond the cyclone shell, i.e.
toward the wall, revolving thus in the conical section of the cyclone and per-
colating from inside to outside through the “stagnant” heavy suspension
developed in the conical section. The rapid axial flow along the axis transports,
of course, a part of the grains to the upper outflow ; so that the quantity
of faulty grains that are larger than the “limit” grain size increases in the
suspension material which is discharged here. (Another reason for the appear-
ence of “faulty” grains to be found in the upper discharge is that in the upper
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part of the cylindrical section of the cyclone the axial velocity component,
fhich is directed upward along the cyclone wall, and downward along the
inner side of the vortex finder, transports a part of the coarser grains to the
overflow.) If the thickness of the annular layer of pulp surpasses the value of
rain the orifice of the apex, the air core beside the axis vanishes and the
phenomenon described above, i.e. the revolving of a part of coarser grains at
the bottom of the cyclone and their getting into the upper discharge, occurs
to a larger extent. The impact of coarser grains percolating through the
sistagnant” heavy suspension away from the axis, and that of the finer grains
percolating through it toward the axis, upon the grains winch — revolving
in equilibrium at the locus va= 0 — constitute the suspension itself, exerts
a bilateral pressure on the suspension, which may give rise to a denser suspen-
sion than the “loose” agglomeration of spheres. To stop the abnormal working
of the cyclone caused by an excessive thickness of the anmdar pulp layer, and
to restore “normal” operation we have either to enlarge the orifice of the apex,
or to reduce the density, or the quantity of the suspension fed-in, or else to
use a suspension made up from finer grains.

The specific gravity of the suspension y' in the hydrocyclone is the
highest on the perimeter and decreases gradually toward the axis, that is it
changes monotonously with the radius. Any change of y' causes to change the
viscosity rj'in the same direction, i. e. a higher value of y' means a higher value
of rj'. Since any diminution of the radius entails an increase of-gyr-r\ will
change in the fashion shown in Table 2, even if y' remains unchanged : the
viscosity of magnetite suspensions decreases monotonously with the radius,
that of FeSi- and G-suspensions reaches a minimum at a value o f(-;\: = 300¢(i.e.
at a radius r = 4—5 cm). But the parallel change of rj' and y is much greater

dv
than that due to the change of P ,sothat rj' will decrease monotonously with
r

the radius also in FeSi- and G-suspensions. The decrease of both y' and rj'
following a diminution of the radius shortens the relative distance between
the equilibrium positions of particles of different grain-sizes. In other words :
the equilibrium position of particles falling between given grain-size limits
is confined to a narrower strip than in the case of unchanged y' and rj', as is
evident from the analysis of the formula valid for d:d is proportional to

) e , consequently d is growing with increased rj’or y'; coarser grains
(d—17)
revolve in equilibrium where, with unchanged (smaller) y' and rj' grains of
smaller size were in equilibrium. A broad grain-size space restricted to a narrow
strip has the advantage that a greater part of the suspension medium will

take an active part in the production of the stagnant heavy suspension. Due
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to the great specific gravity and viscosity developing along the cyclone wall,
the orbit of equilibrium of comparatively coarser grains which lies outside
the cyclone shell will be brought nearer to it, and may even be brought into
the cyclone, whereby wear of the cyclone shell will be slower.
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SUMMARY

The grain size d of a particle revolving in equilibrium in the cylindrical section of
a heavy-media hydrocyclone is obtained by the formula :

A_ 80e2 izr)os. 1/ \2
MSE_ y)Q lrJd 'K + ("r—r)cotg a

where d = microns; e = cm, the diameter of the orifice of entry ; rt = cm, the radius of
the cyclone ; ht = cm the length of the cylindrical section ; a= the half apex angle;
Q = cu. m/hour, the quantity of slurry fed-in ; $= gram/cu. cm, the specific gravity of the
solid grain ; y'= gram/cu. cm, the specific gravity of the suspension; // cp (centipoise),
the viscosity of the suspension. The size of a particle revolving in equilibrium in a suspension
of the specific gravity y' and the viscosity tj' can be obtained from the value valid for a particle

revolving in equilibrium on the radius r in pure water or in a diluted suspension (y = 1
gram/cu. cm, = 1 cp) by multiplying this value with the factorl / --- Yy
n

The axial velocity component (va) of the medium flow is approximately zero in the
cylindrical section of the cyclone between radii 0,5rj and 0.8/j ; itis zero in the conical section

at a distance of about i from the axis ; from this locus toward the cyclone shell the
r

flow of the slurry is directed downward, while toward the axis upward with increasing velocity.
(rk is the distance of the conical cyclone shell from the axis, r0is the radius of the upper out-
flow orifice, ra is the radius of the outflow orifice at the apex.) Around the locus va= 0 a
“stagnant” heavy suspension develops owing to the accumulation of grains that remain
longer in the cyclone. The specific gravity of this “stagnant” suspension is that of the separ-
ation occurring in the heavy media hydrocyclone. The specific gravity and viscosity of the
suspension decrease from the shell toward the axis, occasioning a simultaneous decrease
of the relative distance between the equilibrium positions of differently sized grains. The
specific gravity of the suspension is given by the formula y*'= ad + (1 — 0), where a is the
volume ratio of solid parts. In the vicinity of the locus va — 0, the maximum value of a

7 . . .
comes to about = 0,52, while along the cyclone wall it may even reach a higher value.

The viscosity of the suspension is a function of the velocity gradient arising in the cyclone.
Its value in the stagnant suspension, and outward from it, may be expressed by the formula
du; _ 0,8v,ir!08

dr r1’s

O Acta Technica XX1/3—4.
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UBER DIE IM HYDROZYKLON ZUR ENTWICKLUNG GELANGENDE SCHWER-
SUSPENSION

G AN

ZUSAMMENFASSUNG

Die Korngrosse d eines im zylindrischen Teil des Waschzyklons am Halbmesser
im Gleichgewicht kreisenden Teilchens kann an Hand der Formel

80 e2

MS5- v) Q I/In WY wm—rcotga

ermittelt werden, wo d in /n ausgedrickt ist, e in cm den Durchmesser der Eintrittséffnun g
fjin cm den Halbmesser des Zyklons, hl in cm die Hohe des zylindrischen Teiles, a den halben
Kegelwinkel, Qin m3St die Menge der aufgegebenen Triube, &in g/cm3das spezifische Gewicht
der Kérner des Feststoffes, y' in g/cm 3 das spezifische Gewicht der Suspension, 3 " in cP deren
Viskositat bedeuten. Die Korngrdsse eines Teilchens, welches in einer Suspension vom spezi-
fischen Gewicht y' und der Viskositat i)’ am Halbmesser r im Gleichgewicht kreist ist das

d=

\% Y) _facl,e eines in reinem Wasser, oder in einer dinnflissigen Suspension (y = 1
VE—Y
g/cm3, »7=1 cP) kreisenden Teilchens.
Die axiale Geschwindigkeitskomponente der Mediumstromung ist im zylindrischen
Teile des Zyklons beilaufig zwischen den Halbmessern (0,5 — 0.8)/', annahernd 0, im koni-

schen Teile ist dieselbe in einer beldufigen Entfernung Trli rO_O von der Achse gleich 0 ; von
a+ r

dieser Stelle gegen die Zyklonenwand fortschreitend stromt das Medium mit sich vermehren-
der Geschwindigkeit abwaéarts, gegen die Achse zu fortschreitend aufwérts, (r* ist die Ent-
fernung der konischen Zyklonenwand von der Achse, r0 ist der Halbmesser der oberen, ra
derjenige der unteren Austrittséffnung.) Im Umkreise der Stelle va— 0 entwickelt sich infolge
der langere Zeit im Zyklon verbleibenden Teilchen eine »stagnierende« Schwersuspension.
Das spezifische Gewicht dieser »stagnierenden« Suspension entspricht dem spezifischen Ge-
wicht der im Waschzyklon vor sich gehenden Separation. Das spezifische Gewicht und die
Viskositat der Suspension verringern sich dbrigens im Zyklon in der Richtung von der Wand
gegen die Achse zu, hiedurch verringert sich auch die relative Entfernung der Gleichgewichts-
lage von Teilchen verschiedener Korngrosse. Das spezifische Gewicht der Suspension y'
ergibt sich aus der Formel y' = aS -)- (1 — tr), wo er den Rauminhaltsanteil der festen Teil-

eben bedeutet. Im Umkreise der Stelle va— Okann der Maximalwert von a beilaufig — = 0,52

ausmachen, langs der Zyklonenwand kann derselbe noch grésser werden. Die Viskositat der
Suspension ist eine Funktion des im Zyklon auftretenden Geschwindigkeitgefalles, dessen
Grdsse in der stagnierenden Suspension und von derselben auswarts gerichtet mit

Avt = o8 rblzoq)ewertet werden kann.
dr r1’s

DE LA SUSPENSION LOURDE SE FORMANT DANS L'HYDROCYCLONE
G TARIAN
RESUME

La grosseur d’un grain en giration équilibrée sur le rayon r dans la partie cylindrique
de I’hydrocyclone & suspension lourde peut étre calculée a I’aide de la formule

n_ 80e2  _f~ 08. 1/ \%
46— y")Q Vr J rhi+ (U —r)cotga
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ou d est micron, e cm le diameétre de I'orifice d’entrée, rxcm le rayon du cyclone, hx cm la
longueur de la partie cylindrique, a le demi-angle du cdne, Q m3h la quantité de boue intro-
duite, 6 g/cm3le poids spécifique du grain solide, y’ g/cm3le poids spécifique de la suspension,
et tj" cp la viscosité de la suspension. La grosseur d’un grain en giration équilibrée dans une

suspension de poids spécifique y' et de viscosité I est v (S—y) fois supérieure a celle du

grain en giration équilibrée sur le rayon r en eau pure ou en suspension diluée (y = 1 g/cin3
M= 1 cp).

Le composant axial (va) de la vitesse d’un fluide est & peu prés zéro dans la partie
cylindrique du cyclone entre les rayons (0,5—0,8)rx. Dans la partie conique, & une distance
de I’axe _rlﬁ.‘J+~ 0 le composant est zéro en partant de ce point vers la partie basse de la paroi
en s"approchant de I’axe le fluide afflue en haut avec une vitesse croissante (rk est la distance
de la paroi du cyclone conique a I’axe, rOest le rayon de I'orifice supérieur d’écoulement et ra
celui de I’orifice inférieur). Aux environs du point i>a=0 il se forme une suspension «stagnante»,
a cause de l’accumulation des grains restés dans le cyclone pendant un tempe assez long.
Le poids spécifique de cette suspension stagnante est celui de la séparation survenant dans
I’hydrocyclone & suspension lourde. D’ailleurs, le poids spécifique et la viscosité de la suspen-
sion décroft dans le cyclone en allant de la paroi vers I’axe et, par conséquent, la distance
relative de la position d’équilibre des grains de différentes dimensions décroit & son tour.
Le poids spécifique y’ de la suspension est donné par la formule y' = ad + (1—=<r), ou a est le
rapport volumétrique des parties solides. Aux environs du point va = 0, la valeur maximum
de a est a peu prés /6 = 0,52 et pres de la paroi du cyclone elle peut s’accroitre encore. La
viscosité de la suspension est fonction de la perte de vitesse dans le cyclone. On peut détermi-
ner la valeur de cette derniere dans la suspension stagnante, et a partir de celle ci par la formule
dtg __ 0,8 va rji*>8
~dT= " rbg8 °

O OBPA3YHOWWMXCA B NMNMAPOUMNKAOHE THAXE/IbIX CYCIMNEH3NAX

I TAPbsAH
PE3IOME

KpynHOCTb d 3epeH, BpalaloWMXcsi B paBHOBECUM Ha paguyce r LMMHAPUYECKO YacTm
rMAPOLUMKIIOHA ANS TSXKENbIX CYCNeH3Wid, MOXeT 6biTb BbIUMC/IEHA MPW MOMOLLY (hOPMY/bl

80 B3 in")08. 1/ n._
J/(U—y>)Q irij 1 + (O —r)cotgad

rge d — MUKPOH, e — cm, AWAMeTP BXOAHOTO OTBEPCTUSA, ri — PafMyC UMKIOHA, cm ; fiX —
ANMHA UMAUHAPUYECKOI YacTu, cm; a — MOMOBMHA KOHYCHOMO yria ; Q — KO/IMYeCTBO MojAaH-
HOM Nynbnbl, M3a ; O— yaeNbHbIA BeC TBEPAbIX 3ePeH, r/cw3 ; y — YAeNbHbI BEC CYCNeH3nn,
r/cm3; r;” — BSI3KOCTb CYCMeH3uW, cp. KpPynHOCTb 3epeH, BpalLaloLLMXCs B PaBHOBECUM B CYC-

NEH3UM Yfe/bHbIM BECOM y' M BA3KOCTbIO i, paBHa 1/ & Y) — KpaTHOMY 3epeH, Bpallato-
\r@o- vy

LMXCA B PaBHOBECMWU B BOAE MMM pa3baBieHHoW cycneHrum (y — 1 r/cm3, j7= 1 cp) Ha pa-
anyce r.

OceBasi cocTaBnsoLlas (va) CKOPOCTU ABMXKEHWUS MOTOKa cpedbl B LMIUHAPUYECKON
YacTV LMK/IOHA paBHa HOMIO MPWO/. HOMOMEXAY paguycamu npuénuantensHo (0,5—0,8) rx;

B KOHYCHOl 4acTX paBHa HO/MIO Ha PACcCTOSAHUM MPUBIN3NUTENBHO _arlf—"% B CTOPOHY CTEHKMU

LMK/IOHA OT 3TOro MecTa Cpefa [ABMXKETCA C MOCTENeHHO BO3PAcTatolLLeil CKOPOCTbI0 BHW3, a B
CTOPOHY OCVM — BBepX (I — pacCcTOsiHWE MeXAy OCbl M KOHYCHOW LMK/IOHHOM CTEHKOM ; r0
N Fa — paguyc BepXHero W, COOTBETCTBEHHO, HMXXHEro BbIXOAHLIX OTBEpCTWiA). B o06nactu
Toukn vaw 0 06pasyeTcs «3acTamBaloLLAsCs» TsHKeNas CYCrneH3us M3-3a CKOM/eHUS 3afepXiu-
BaOLMXCA B UMK/IOHE B TeUeHWe MPOAO/KUTENLHOTO BPEMEHW 3epeH. Y[enbHblii Bec 3Toi
3acTavBaloOLLECs CycneHsun COOTBETCTBYET YAeNbHOMY Becy cenepaumy B TUAPOLMKIIOHE

10*
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NS TSHKeNbIX CYCNeH3ni. Y aenbHbIN BEC U BA3KOCTb CYCMEH3UN, MeXAY NPoYMM, YMeHbLLAKTCA
B LMK/IOHE, CUMTas OT CTEHKM LMKJ/OHA B CTOPOHY OCU ; BC/EACTBME 3TOF0 YMEHbLLAETCS TaKXKe
OTHOCUTE/IbHOE PacCTOSIHME MOJIOXKEHWSI PAaBHOBECUS 3ePEH Pa3/IMUHONM KPYMHOCTU. Y[eNbHbIiA
BEC y" CYyCMeH3umn mnosy4daetcs no dopmyne y-= ag + (1 — g), rge a — 4acTHoe ob6bema
TBepAbIX YacTuy. MakcrManibHOe 3HaYeHUe BE/IMUMHBI a B 06/1aCTV TOUKM v2= 0 MOXET 6bITb
paBHO npu6n. /6 = 0,52, a pAfOM CO CTEHKOl LIMK/IOHA MOXeT BOpacTy elle cCU/bHee. Bss-
KOCTb CYCMeH3uW siBAsieTCs (PYHKLMe BO3HUKAIOLLETO B LIMK/OHe NajeHuit ckopocTu. CTa Benu-

YMHa MOXeT 6blTb NpMHATA B 3aCTanBaOLLENCIH CYCNEH3MN N B HAMpPaBNeHNN K CTEHKaM paBHOA
dVi 0,8var”’g
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[Eingegangen am 14. November 1957]

Die Ausfihrung von Messungen an den fertigen Maschinen ist auf dem
Gebiete der Stromungsmaschinen von dusserster Wichtigkeit, da die Berech-
nung der Maschinen lediglich durch ein N&herungsverfahren vorgenommen
wird. Wé&hrend die genaue und schnelle Durchfuhrung der Messungen im
Falle der Pumpen keine besonders schwierige Aufgabe bedeutet, drdngt
infolge der grossen Dimensionen unserer im Bau befindlichen Turbinenanlagen
immer mehr das im Ausland bereits Ubliche Verfahren in den Vordergrund,
namlich die Abnahmeversuche der Maschinen an deren geometrisch &hnlichen
Kleinmodellen vorzunehmen.

Die Wirkungsgradwerte der an dem Modell vorgenommenen Messungen
liegen im allgemeinen niedriger als der effektive Wirkungsgrad der Maschinen.
Zur Berechnung der Besserung des Wirkungsgrades verbreiteten sich im
Schrifttum zahlreiche Verfahren, deren Zuverldssigkeit jedoch zweifelhaft
und bestreitbar ist.

Der grosste Teil der Umrechnungsverfahren bezieht sich im allgemeinen
aufeinen einzigen (den besten Wirkungsgrad aufweisenden) Betriebspunkt der
Turbinenanlage. Bei unseren, an den Flissen des Landes im Bau begriffenen
— mit Kaplanturbinen fir kleine Fallhéhen zu versehenden — Kraftanlagen
missen jedoch die Turbinen Uber eine weite Zone des Wirkungsgradfeldes
arbeiten, somit das Umrechnungsverfahren an jedem beliebigen Betriebs-
punkt der Turbine anwendbar sein muss.

1. Grundlagen des Umrechnungsverfahrens

Die Betriebskennwerte der W asserturbinen bezieht man im allgemeinen
auf eine Fallhéhe von 1 m bei einen Raddurchmesser von 1 m. Dieses Verfah-
ren ermdglicht, die Betriebsdaten eines gewissen Turbinenmodells auf eine
gross ausgefiihrte Turbine umzurechnen, vorausgesetzt, dass der Wirkungs-
grad unverdndert bleibt.
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Durch die Anderung des Wirkungsgrades werden auch die Betriebskenn-
werte beeinflusst. Bei der Umrechnung der Betriebsdaten ist somit die wich-
tigste Forderung, dass der Wirkungsgrad mit zuverldssiger Genauigkeit auf
jeden beliebigen Betriebspunkt umgerechnet werden kdnne.

Der Wirkungsgrad 7] der Wasserturbinen kann durch die Nutzleistung
N h, zugeflihrte Leistung N b bzw. durch den Verlust V und Verlustfaktor
00 = V/NDb ausgedrickt werden :

Nb-V _
=1 - 060. (1)
Nb
Die Umrechnung des Wirkungsgrades wird im allgemeinen in der Weise
vorgenommen, dass die an dem Modell gemessenen Verluste mit den an der
Grossausfuhrung berechneten Verlusten verglichen werden, woraus auch auf
die Korrektion des Wirkungsgrades gefolgert wird. Wir missen daher die
Verluste der Turbinen von diesem Gesichtspunkte aus einer ndheren Unter-
suchung unterziehen.

2. Gruppierung der Verluste

a) Stopfblichsen- und Lagerreibungsverluste,

b) Radscheibenreibungsverluste,

c) Spaltverluste,

d) hydraulische Verluste.

Im Laufe der Modellmessungen missen die einzelnen Verluste getrennt
festgestellt werden, und es muss untersucht werden, welche Mdglichkeiten
fir die Umrechnung der einzelnen Verlustarten bestehen.

Im Laufe unserer Untersuchung wollen wir voraussetzen, dass auch die
Modellmessungen mit Wasser vorgenommen wurden. Obwohl sich im Ausland
auch ein Prufverfahren mit Hilfe von Luft verbreitete, wird jedoch dieses
Verfahren — nach unserer Kenntnis — bei Abnehmeprifungen nicht ange-
wendet, so wollen wir diese Mdglichkeit auch an dieser Stelle unbeachtet
lassen.

a) Stopfbichsen- und Lagerreibungsverluste

Es werden im Schrifttum zahlreiche Verfahren bekannt gegeben, die zur Prifung
der Lager des Modells bzw. der Grossausfuhrung und zur Messung der Verluste dienen. Im
allgemeinen pflegt manin der Praxis in der Weise zu verfahren, dass das Modell mit einer Doppel-
lagerung ausgefuhrt wird, wobei die Lagerreibungskrafte als innere Kréafte wirken. Hierdurch
werden durch die Daten der Modellmessungen lediglich die Gbrigen Verluste erhalten, und
die Lagerverluste der Grossausfihrung missen auf Grund literarischer Angaben berechnet
werden, wobei der Wert des umgerechneten Wirkungsgrades dementsprechend Kkorrigiert
werden muss.

Die Lager- und Stopfbuchsenverluste, verglichen mit den Ubrigen Verlusten, sind in
den meisten Fallen das Betriebsgebietes verhaltnismassig gering. Mit Ricksicht darauf, dass
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der Wert dieser Verluste durch die konstruktive Lésung der Ausfihrung bedingt ist, — weil
in der Mehrzahl der Falle zwischen Modell und Grossausfihrung eine Abweichung besteht, —
kann eine allgemeine Umrechnungsregel nicht aufgestellt werden. Die Stopfbichsen- und
Lagerverluste mussen daher von den Ubrigen Verlusten schon im vorhinein getrennt werden,
damit die Umrechnungsgleichungen angewendet werden kénnen.

b) Radscheibenreibungsverluste
Durch Einsetzen des Fottingerschen Ausdrucks [29]* :

1,925
V, at 10« K: (2)

kann der Verlustfaktor 0/ der Scheibenreibung in folgender Form ausgedrickt werden :

AV, _ Us2r Xs nU_
9 Npe 108 g On ®

wobei der Faktor Ks von der relativen Spaltgrésse s/D (s = Spaltweite, D = Raddurch-
messer) und der »Reynolds’schen Zahl der Scheibenreibung« ~Re, = n /*'j abhangig ist.

In der Gleichung (3) bedeutet g die Schwerebeschleunigung, nn die Umdrehungszahl,
bezogen auf 1 m Fallhéhe und 1 m Raddurchmesser, Qu das Wasserschlucken, welches eben-
falls auf eine Fallhdhe von 1 m und einen Raddurchmesser von 1 m bezogen wird. Die Umrech-
nung eines Betriebspunktes mit gleichem Qn und nn héangt somit allein von der Anderung
des Faktors Ks ab.

Der Scheibenreibungsfaktor Ks kann im Falle einer glatten Scheibe aus folgender
empirischen Formel ermittelt werden :

0,9 0,51 + s/D

KS = (siD)2(Re)t T (3,0 + s/D) 5Re, 012 @

Wird an dem Modell und der Grossausfihrung die relative Spaltgrésse s/D beibehalten (was
aus der geometrischen Ahnlichkeit folgt), so wird die Grosse des Verlustes allein durch die
Anderung von Ret beeinflusst. Es kann nachgewiesen werden, dass bei gleichem Betriebs-
punkt die Reynoldssche Zahl dem Produkt D/]/ H proportional ist (wobei H die Fallhdhe
bedeutet). Bei Turbinen (es handelt sich hier In erster Linie um Francisturbinen, ist doch
bei Propeller- und Kaplanturbinen kein solcher Spalt vorhanden, wo Scheibenreibungsverluste
auftreten kénnten) ist der Quotient s/D klein. Wird in der Gleichung (4) an Stelle von Re(°>182
ed Ret0’2 eingesetzt (eine Anndherung, die sich jedoch fur praktische Zwecke besser eignet),
so erhalten wir den folgenden Ausdruck :

0,9 051 + s/Dl
Ks = Re, (s/D)2 s/D ) (5)
YRe,

Aus der Formel ist deutlich zu sehen, dass in dem ublichen Bereich der Reynolds’schen Zahl

von 10e— 108, der Ausdruck 0,9/Ret(s/D)2 bei geringen Werten von s/D gegen den Ausdruck

(0,51 + s/D)/(15 -{- 5s/D) vernachlassigt werden kann, woraus ersichtlich, dass der Verlust-
5

faktor, bei festgesetztem Wertvon s/D, dem Ausdruck 1f*Ret proportional sein wird :

Ks s* -5 ~
L,

wo A mit guter Ann&dherung konstant ist. Durch Vergleich der Gleichungen (6) und (3) erhal-
ten wir folgenden Ausdruck :

@)

B c
" 5 0 ~* )

Uet vd fii

Siehe Literaturverzeichnis.
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Dieser Zusammenhang stellt bereits eine zur Umrechnung geeignete Form dar. Auf
diese Art des Verlustes wollen wir spater — bei der Besprechung der hydraulischen Ver-
luste — noch zurickkommen. Hier sei nur darauf hingewiesen, dass die Trennung des Schei-
benreibungsverlustes — da sich ein Teil der hydraulischen Verluste nach der gleichen Gesetz-
massigkeit andert — nicht unbedingt erforderlich ist.

c) Spaltverluste

Zweckmaéssigerweise sollte der Spaltverlust von den Ubrigen Verlustarten getrennt
werden, doch ist dies im allgemeinen durch Messungen nicht zu verwirklichen. Es bildete
sich daher in der Praxis ein Verfahren aus, wonach die Spaltverluste des Modells und der
Grossausfihrung als identisch betrachtet werden kénnen, insofern die Identitat der relativen
Spaltgrosse (d. h. die Gleichheit des Quotienten aus Spaltweite s und Raddurchmesser D)
gesichert worden ist. Obschon diese Voraussetzung nur genau dann gilt, wenn der Charakter der
Stromung durch die Spalte erhalten bleibt (laminare oder turbulente Strémung), was in
einigen extremen Fallen nicht der Fall ist, doch kann diese Bedingung im allgemeinen ein-
gehalten werden. In dieser Fassung kann somit der Spaltverlust als von der Abmessung der
Turbine praktisch unabhéangig betrachtet werden.

Die Grossenordnung des Spaltverlustes kann nach E. Trenka bei Propellerturbinen
auf Grund folgender Uberlegung geschatzt werden [30] :

Es sei angenommen, dass zwischen dem Schaufelende und dem Gehé&use eine turbulente
Strémung stattfindet, das heisst, dass die sich im Spalt ausbildende Geschwindigkeit dem
zwischen dem Ein- und Austrittsquerschnitt der Maschine gemessenem Gefélle (genauer
der Schaufelbelastung) proportional sein wird. Das durchfliessende Spaltwasser Qr kann
somit durch die Gleichung

Qr=Cl]IIDns, (8)

wahrend der Verlustfaktor 6r durch die Gleichung :

S-QIQ-T tJD <>

ausgedriuckt werden. Bei gleichem Wert von Qn und bei gleichem s/D bleibt somit der Spalt-
verlust wahrlich unverdndert. Bei Propellerturbinen kann der Wert von C2 durchschnittlich
mit 12,5 gleichgesetzt werden, womit der Wert des Verlustfaktors, hei den Ublichen Ver-
haltnissen von s/D, 1—2% betragt.

d) Hydraulische Verluste

Die Mehrzahl der bekannten Umrechnungsverfahren bezieht sich allein
auf die hydraulischen Verluste. Die beinahe unibersichtliche Anzahl der
Umrechnungsformeln wird im Anhang mitgeteilt. In ausfihrlicher Weise
werden nur die bedeutendsten Umrechnungsprinzipien behandelt.

Die hydraulischen Verluste der Turbine kénnen je nach ihren Charaktern
in zwei Haupttypen eingereiht werden : Reibungsverluste und Ablésungsver-
luste (die Wirbelungsverluste und Umlenkungsverluste mit inbegriffen).

Je nach dem Ort der Entstehung der Verluste werden folgende Verlust-
arten unterschieden : Einlaufspiralen- und Leitschaufelverluste, ferner Lauf-
rad- und Saugrohrverluste.

Bezuglich des Reibungsanteils der Verluste wollen wir annehmen, dass
derselbe sich gemadss der Theorie &ndert —welche aus denVersuchen tberRohr-
bzw. Plattenwiderstand ausgebildet wurde —,und so einerseits von der Rey-
NOLDs’schen Zahl, andererseits von der relativen Rauhigkeit abhé&ngig ist.
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Bezuglich der Abldsungsverluste wollen wir annehmen, dass diese — im
Falle der geometrischen Ahnlichkeit — im modelldhnlicher Strémung unver-
dndert bleiben.

Das genaue Umrechnungsverfahren sollte daher darauf beruhen, dass
die Einlaufspiralenverluste (Leitschaufelverluste), Saugrohr- und Laufrad-
verluste bzw. innerhalb dieser Verluste die Reibungs- und Ablésungsverluste
durch die Messungen getrennt bestimmt werden. Man lasst den Ablésungsan-
teil der Verluste unverdndert und berechnet die Verdnderung des Reibungs-
anteils.

In diesem Sinne behandeln die neuesten Theorien die Frage. Ein Mangel
dieser Theorien besteht darin, dass die Messmethode der Reibungs- bzw.
Abldsungsverluste noch nicht voll entwickelt wurde, und es wird daher ver-
sucht, die Wirklichkeit durch theoretische Annahmen anzunahern.

Die Reibungsverluste werden durch die Reynolds’sche Zahl und die
relative Rauhigkeit beeinflusst. Bei Turbinen wird die Reynolds’sche Zahl in
der Form von D fH angewendet, und die Ergebnisse der Rohrreibungs- und
Plattenwiderstandsversuche gelten somit lediglich bezlglich ihres Charakters,
wéhrend ein zahlenmadssiger Vergleich allein auf Grund der — bereits teilweise
durchgefihrten — Turbinenmessungen vorgenommen werden kann.

Die Berechnung der Reibungsverluste wird bei Turbinen auf Grund
folgender Uberlegung vorgenommen :

Die Stromung in der Einlaufspirale und bei den Leitschaufeln hat einen
beschleunigenden Charakter, der GUberwiegende Teil der hydraulischen Verluste
ergibt sich somit aus den Reibungsverlusten. Wegen der rohrenférmigen
Ausbildung wird fir die Berechnung des Rohrwiderstandes im allgemeinen
der von Biuasius verwendete Ausdruck angewendet, in welchem der Ver-
lust der —1/4-ten Potenz der Reynolds’schen Zahl proportional ist. Der Ein-
laufspiralenverlust bildet nur einen geringen Anteil des Leitschaufelverlustes.
Wegen dichter Anordnung der Leitschaufeln befindet sich die Stromung wegen
der geringeren Kanaldimension oft im Bereich, wo die Kanalwénde als »rauh«
betrachtet werden und wo der Verlust durch die Reynolds’sche Zahl nicht mehr
beeinflusst wird. Bei Kaplanturbinen pflegt diese Art des Verlustes vernach-
l&ssigt zu werden, obwohl sie im Punkte des hdchsten Wirkungsgrades noch
etwa 5—8% der Gesamtverluste betrdgt.

Der Charakter der Laufradreibungsverluste ist in erster Linie eine Funk-
tion der spezifischen Drehzahl ns. Wie bekannt, nimmt die Schaufelzahl mit
wachsender spezifischer Drehzahl ab, bzw. nimmt die relative Schaufelteilung
zu (t/1, wo t den Abstand zweier Schaufeln und | die L&nge des Schaufelprofils
in Richtung der Strémung bedeutet). Zwischen den dicht angeordneten Schau-
feln der Francisturbinen mit niedrigerer spezifischer Drehzahl ist der Charak-
ter der Stromung dem bei der Leitschaufelung beobachteten &hnlich : der
Reibungsverlust ist der —1/4-ten Potenz der Reynolds’schen Zahl proportio-
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nal. Eine Steigerung der Oberflachengite der Schaufeln wird jedoch durch die
Herstellungstechnologie der Francisrdder im allgemeinen nicht ermdglicht,
und so arbeiten in der Mehrzahl der Fdalle die Turbinen im »rauhen« Gebiet.
Dies ist ein Grund dafur, dass die allgemein angewendeten Umrechnungs-
gleichungen nicht gleicherweise auf die Francis- und Kaplanturbinen ange-
wendet werden kénnen, und die neuesten Richtungen benitzen stark gesonderte
Umrechnungsmethoden fur die zweierlei Typen.

Die Laufradreibungsverluste der Kaplanturbinen mit hdéherer spezifi-
scher Drehzahl pflegt man durch die Schlichtingsche Formel anné&hern, die
urspriunglich fir ebene Platten aufgestellt wurde und in welcher der Ver-
lustfaktor (welcher dem W iderstandkoeffizienten des Flugelprofils direkt
proportional ist) der —1/5-ten Potenz der Reynolds’schen Zahl der Schaufeln
proportional ist. Rei den Kaplanturbinen kann die Herstellungstechnologie
der Schaufeln derart beschaffen sein, dass der »rauhe« Rereich nicht mehr in
Frage kommt.

Uber den Reibungsverlustanteil des Saugrohres wird angenommen, dass
derselbe der —1/4-ten Potenz der Reynolds’schen Zahl proportional ist —
nach dem Ausdruck von Rirasias — und dass die »rauhe« Zone wegen der
grésseren Dimension des Saugrohres nicht in Betracht kommen kann. Die
Bedeutung der Saugrohrverluste nimmt mit wachsender spezifischer Dreh-
zahl zu, weil bei den Francisturbinen mit kleinen spezifischen Drehzahlen die
durch das Saugrohr rickzugewinnende Energie und damit auch die Saugrohr-
verluste verglichen mit dem Energieumsatz bzw. den Verlusten des Laufrades
derart gering sind, dass sie oft vernachldssigt werden kdénnen.

Dies ist ein zweiter Grund, weshalb die Umrechnungsrelationen der Kap-
lan- und Francisturbinen auseinandergehalten werden missen. Wegen des
Dralles, womit an den meisten Betriebspunkten die Stromung in das Saugrohr
eintritt, bedeutet nd&mlich die grésste Unsicherheit immer das Saugrohr, dessen
Bedeutung bei Francisturbinen — mit Verringerung der spezifischen Drehzahl
— verschwindet. Es sei bemerkt, dass unter den Saugrohrverlusten auch der
Austrittsverlust mit in Betracht gezogen wird, der mit den Abmessungen
selbstverstandlich unverdndert bleibt, un der infolgedessen im Laufe des
Umrechnungsverfahrens von einigen Autoren separat behandelt zu werden
pflegt. Bei unserer hier mitgeteilten Methode wird eine vollstindig separate
Behandlung nicht erfordert, kann doch diese Art des Verlustes dem mit den
Abmessungen mutmasslich unverdndert bleibenden Ablésungsverlustanteil
ruhig hinzugefihrt werden.

Es sei der Reibungsverlustanteil mit dem Index S, der Abldsungsverlust-
anteil mit L, der Radverlust mit K, der Saugrohrverlust mit D bezeichnet. Der
hydraulische Gesamtverlust kann mit diesen Bezeichnungen in folgender
Form ausgedrlickt werden :

- + Adl + aKSReP + dDSRer (10)
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wo die Exponenten p und rvon dem Turbinentyp und von der etwaigen Rau-
higkeit abhangen.

Wird in dem Radverlust 6y der Reibungsanteil durch s (s— OKs17k) und
der Reibungsanteil im Saugrohrverlust durch d bezeichnet (d= ODS/OD), so
nimmt Gleichung (10) die folgende Form an :

E= K(1- s) + D@ - d) + dKsRsP + 6DRer. (11)
DieWerte von OK, 6p, sund d hdngen von dem Betriebszustand der Turbine ab.
DieWerte von 6K und 6p kénnen durch Modellmessungen genau bestimmt wer-
den ; die Werte fur s und d werden in der Regel auf Grund theoretischer
Uberlegungen angenommen.

Die Umdrehungszahl der ausgefithrten Maschinen (n) ist konstant. Die
spezifische Drehzahl nn hangt somit auf Grund der Gleichung nn = n D/\fH
allein von der Fallnéhe H ab. Bei Anlagen mit grossem Gefdlle (Francisturbi-
nen) ist die Schwankung in der Fallhéhe gering, der Wert von nu kann somit
als konstant betrachtet werden. Die Anderung von 6 miissen wir in Abhéingig-
keit von dem fur das Wasserschlucken der Turbine charakteristischen Aus-
druck (Qn = QI][HD?2, dem spezifischen Wasserschlucken, kennen. Bei
Propeller- und Kaplanturbinenanlagen mit kleinem Gefédlle mussen wir den
Verlust und dessen Komponenten in Abhé&ngigkeit von beiden Veré&nderlichen
(nu und Qn) kennen. Bei den Kaplanturbinen werden die Kennzahlen nach
einem verbreiteten Gebrauch allein auf den Kaplanoberflichen bestimmt.

3. Die praktischen Beziehungen der Umrechnung
bei den einzelnen Turbinentypen

, a) Francisturbinen

Im allgemeinen mussen folgende Verluste beriucksichtigt werden : Scheibenreibungs-
verlust, Spaltverlust und die hydraulischen Verluste. Der grosste Teil der hydraulischen
Verluste besteht aus Reibungsverlusten. Es treten auch Abldésungsverluste auf, die sich
aus der Umlenkung beim Ubertritt zwischen den Leitschaufeln und Laufradschaufeln erge-
ben. Es sei angenommen, dass diese Verluste in der untersuchten Umgebung des Optimums
vernachlassigt werden kénnen.

Die Gesamtverluste an dem Modell :

6a= 0,+ or+ &K(1- S)+ OD(1- D)+ OKS+ o6Dd (12)

wobei die Werte fur s und d beispielsweise als s= 1,0 und d = 0,3 angenommen werden,
so erhalten wir :

06= 6,+ or+ 0,706d+ 0K+ 0,3 6d . (13)

An der geometrisch &hnlichen Grossausfiihrung :

=6t + o+ 0,78+ s + 03V0 . (14)
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Werden die Gleichungen (7) und (9) in unser Beispiel eingesetzt, wird weiter der Einfachheit
halber angenommen, dass p und r gleich —1/5 sind (eine Annahme, die fir den »rauhen«

Fall nicht mehr gilt), und werden schliesslich alle Konstanten zusammengezogen, so erhal-
ten wir :

=3
<
1
o
>
[

-f-6r+ 0,76d+ (6/<+ 0,3 EANEANN | . (15)

Fur das Verhaltnis der Verluste erhalten wir :

. . . IRe'N1-1/5
ga ar+ 0,70d + {dt + K+ OD)
o3} or-)-0,7 6d + g+ 6k + 0,3 od
6 or+ 0,7 6d (, 6r + 0,7 6d ™ (Re't - Ik
& 66 + 11 JI1 Rel

Im Ausdruck (16) mussen wir nur die Anderung des Ausdrucks (& 0,7 &d/Oe) in
Abhéngigkeit von Qn kennen, und die Umrechnung kann vorgenommen werden. Zum Zwecke
der qualitativen Untersuchung kann festgestellt werden, dass der Scheibenverlust und der
Spaltverlust laut der Gleichungen (3) und (9) Qu umgekehrt proportional sind, wéahrend
die hydraulischen Verluste On2 direkt proportional sind.

or -f- 07 Od 7
(04}
wo durch * der zum besten Wirkungsgrad gehérende Wert bezeichnet wird.

Vorausgesetzt, dass der Spaltverlust or verglichen mit den Ablésungsverlusten des
Saugrohres vernachlassigt werden kann, geht Gleichung (17) in folgende Form duber :

6 1
o7 od (18)
0 - Db Qny
B g 1<?ni
Durch Differenzieren des Ausdrucks éa= C 1| 1+ D[ I erhallen wir, dass bei

dem Minimum von Gs— wo also (QulQT.) = 1ist — die Werte der Konstanten sind : C=
= 2/3 64 und D = 1/3 60.

Fs sei angenommen, dass im Punkt des besten Wirkungsgrades der Turbinenwirkungs-
grad 92% betrage :

1—n= &= 0,08; 6d= V(@ —tjd)s*0,1.0,2« 0,02;
R = 0,76d= 0,014 .

Mit diesen Werten erhalten wir : C = 0,08 «0,66 = 0,063 und D = 0,08 «0,33 = 0,027.
In der Gleichung (18) ist somit D/B = 0,027/0,014 = 1,9 ; C/B — 0,053/0,014 = 3,8. Durch
Einsetzen dieser Werte nimmt Gleichung (18) die folgende Form an:

or {- 0,7 &d 1 0,525

~63-~ (19

1,9+ 38

wahrend die Umrechnungsgleichung (16) in folgender Form aufgeschrieben werden kann :

) 0,525 I (20)
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In dem Punkte des besten Wirkungsgrades (Q*i/Qu = 1) erhalten wir aus Beziehung (20)
den folgenden Ausdruck :

T-» +m. (TP

Wie ersichtlich, ist dem kleineren ns entsprechend auch der Ablésungsanteil geringer.
Durch Verwendung von anderen ublichen Daten gelangen wir zu &hnlichen Ausdrucken.

b) Propellerturbinen

Bei Propellerturbinen kénnen wir den gleichen Gedankenweg einschla-
gen wie wir es bei den Francisturbinen machten. Eine Abweichung ergibt sich
nur darin, dass mit den Scheibenreibungsverlusten nicht gerechnet wird, und
dass der Ablésungsanteil des Saugrohrverlustes wegen der hdheren spezifi-
schen Drehzahl ns héher angenommen werden kann. Bei der Untersuchung
der Propellerturbinen ergibt sich insofern eine Schwierigkeit, dass einerseits
der Umlenkungsverlust — der bei kleinem Wasserschlucken wegen des ver-
grosserten Schaufelanstellwinkels im Abbruch des Auftriebsbeiwerts erkennt-
lich wird — nicht vernachl&ssigt werden kann, andererseits der Verlust durch
die Energieverluste des aus dem Laufrad heraustretenden Wirbels bedeutend
beeinflusst wird, kann doch dessen Energie bis zu 50% (beim grossen W asser-
schlucken sogar bis zu 70%) des Gesamtgefdlles anwachsen.

Bezuglich des Anwendungsgebietes der Propellerturbinen kann indessen
festgestellt werden, dass diese in der Regel bei solchen Kraftwerken mit
verdnderlichem Gefélle eingebaut werden, wo die zusammengehdrenden W erte
des Gefélles und des Wasserschluckens mit guter Ndherung auf den Grat der
W irkungsgradflache fallen (dieser Grat kann in den Messdiagrammen gut
verfolgt werden).

Die Untersuchung kann somit mit der Bedingung durchgefihrt werden,
dass sie sich auf die »Scheitellinie« der gegebenen Turbine bezieht.

Die Verhéltnisse entlang der Scheitellinie k6nnen nahe identisch mit den
Vorgédngen betrachtet werden, die an der Einhillenden der Kennkurven
der Kaplanturbine beobachtet werden kénnen. Eine gesonderte Untersuchung
der Propellerturbinen erubrigt sich somit, und die Beziehungen der Kaplan-
turbinen kénnen — mit der obigen Einschrdnkung — auch auf die Propeller-
turbinen bezogen werden.

c¢) Kaplanturbinen

Die Verluste der Kaplanturbinen werden auf Grund der Messungen von
Kwiatkowskij [28] unter Heranziehung der Theorie von Hutton [25]
analysiert.
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Die Verluste des von Kwiatkowskij untersuchten Turbinenmodells
werden in folgende Teile zerlegt: Saugrohraustrittsverluste, hydraulische
Verluste des Saugrohres, Laufrad- und Leitradverluste [28].

Die einzelnen Verlustarten koénnen durch die folgenden Gleichungen
angenédhert werden :

Austrittsverlust :

6Kl ad 0,016 (22)

Hydraulischer Verlust des Saugrohrs :

24
0,0075 + 0,12 ™ —1 (23)
dDaa 1 0,03+ -
o1 (QulQli)3

Laufradverlust :

o - BKIK . 0,05. (24)

. @

Leitradverlust :

K= 0,00 (QulQti)2: (25)

Obwohl sich der Wert der Verluste allein im Falle der untersuchten
Turbine nach den Gleichungen (22-—25) gestaltet, kénnen diese Gleichungen
mit guter N&herung verallgemeinert werden.

Von grosstem Interesse ist die Anderung des hydraidischen Verlustes
des Saugrohrs, umsomehr, da aus der untersuchten Turbine das Wasser auf
dem grossten Teil des Betriebsgebietes mit einem Drall heraustrat.

Es wird von einigen Autoren vorausgesetzt, dass die Energieumwandlung
des Saugrohrs in der Hauptsache im geraden Teil des Saugrohrs vor sich geht.
Wie es durch Messungen nachgewiesen wurde, entspricht dies leider nicht den
Tatsachen ; beim Eintritt mit Drall spielt auch das Kniestick und auch der
Saugansatz mit viereckigem Querschnitt eine bedeutende Rolle.

Die Gestaltung des Laufradverlustes kann mit der Gleitzahldnderung
der Profile in Einklang gebracht werden.

Bezuglich des Anteils der von den Dimensionen abhdngenden Verluste
kann angenommen werden, dass der Austrittsverlust von den Abmessungen
vOllig unabhéngig ist.

Eine Zerlegung der hydraulischen Verluste des Saugrohres ist schon
viel umsténdlicher. Im allgemeinen wird man davon ausgehen, dass beim
Eintritt mit einem Drall im Vorderteil des Saugrohres keine Ablésung statt-
findet, wogegen die Wandreibung in erhdhtem Mass zur Wirkung kommt.
Nach dem Kniestick kommt hingegen der Verlust infolge der Wandreibung
zur Bedeutung, weil in dem durch die Ablésung verengten Querschnitt die
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Geschwindigkeit der Stromung erhdht wird. Es liegt auf der Hand, dass der
Ausdruck 0,03 (QnlQn)2 in ~er Gleichung (23) als der Reibungsanteil, wéh-
rend der Rest als der durch die Abldsungen bedingte Wirbelverlust (Verlust
wegen der inneren Reibung der Flussigkeit) betrachtet werden kann, welch
letzterer von den Abmessungen unabhédngig ist.

Von einigen Autoren wird 90% des Radverlustes der Reibung zugeschrie-
ben. Mit Ricksicht darauf, dass im Fllugelgitter, wo die Stromung beschleunigt
wird, in den Punkten mit den besten Wirkungsgraden kaum von einer Ablo-
sung die Rede sein kann, wollen wir annehmen, dass der gesamte Radverlust
mit Zunahme der Reynolds’schen Zahl abnimmt.

Dasselbe gilt auch fur die Leitradverluste.

Durch Summierung der Verluste erhalten wir :

= &i + ab -f-6K + dv = (6Kl + 6DL)+ (6DS + 0K + ). (26)
Wird das Verlustverhdltnis aufgestellt, wobei die Grossausfihrung mit

einem Strich bezeichnet wird, so erhalten wir :

Vi L ) AKl + ~pL Re’
S5 (07 Re
Re'
= A+ (1-A) (27)
Re

Der von den Abmessungen unabhéangige Verlustprozent betrdgt somit :
(Bei Einfuhrung folgender Bezeichnung (hi/Qn = * und ri/nn —Y)

A = OKi + 6oL
06
2| 0,0075+ 0,12 (y —1)8
0,016 x34 ="
(28>
0,006 **+ A 0-1 2 + 0,03** + 0,05 + 0,01
X xd
Durch Einfihrung der folgenden Bezeichnung :
B = 0,05 i)ix |
Xi
kann Gleichung (28) auf die folgende Form gebracht werden :
+
A = 6K N $DL 1 (29)
© B+ 004—15 M TI2
1+

15 X2B + 0,016
In dem Punkt besten Wirkungsgrades, wo X = 1 und y — 1, erhalten wir :
, O topL 1
00 0,09

1+ 0,091
in guter Ubereinstimmung mit der urspringlichen Annahme von Ackeret [14].

= 0,505 at0,55,
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Die Werte von A in Abhé&ngigkeit von y und x wurden in Tabelle |
zusammengestellt :

Tabelle 1
X
Werte von A
0,5 0,75 1,0 1,25 1,5
0,75 0,35 0,528 0,605 0,598 0,55
N 1,0 0,284 0,435 0,505 0,495 0,452
1,25 0,35 0,528 0,605 0,598 0,55

Wie aus Tabelle 1| ersichtlich, nehmen die von den Abmessungen unab-
hdngigen Yerlustanteile in den Punkten, die von dem Punkt des besten Wir-
kungsgrades abweichen, verschiedene Werte an.

Die Werte, die zum Werty = 1 gehdren, weisen darauf hin, dass der
Ablésungsverlustanteil in Abh&ngigkeit von dem Wasserschlucken zunimmt,
um in der Umgebung des besten Wirkungsgrades ein Maximum zu erreichen
und dann in geringem Masse abzunehmen (siehe Abb. 1).

Wie aus Fig. 1 ersichtlich ist, wird die Kurve uber dem Wert von x = 0,9
durch den von Ackeret vorgeschlagenen Wert von 0,5 bei beliebigem W asser-
schlucken gut angendhert, wé&hrend fur x < 0,9 der Ausdruck A = 0,555 x
gut verwendet werden kann.

Es ist lehrreich die Anderung von A in Abhéingigkeit vony zu verfolgen
(siehe Abb. 2).

Bei der Umdrehungszahl, die dem besten Wirkungsgrad entspricht,
liegt ein Minimum vor, wéhrend bei anderen Werten vony A zunimmt. Die
Formel (29) ist &usserst kompliziert.
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Da es sich lediglich um eine Anndherung handelt, kénnen wir das Ergeb-
nis auch durch einen einfacheren Ausdruck erhalten. Auf Grund der friitheren
graphischen Uberlegungen konnen wir die folgenden Gleichungen stellen :

A Gi0555*[1+ 32(y—1)2] wenn x<0,9 und

AodO05[1+ 32(y—DZ wenn *>0,9. (30)

Die zur Umrechnung geeignete Gleichung (27) nimmt unter Verwendung
dieser Ausdricke die folgende Form an (wenn * > 0,9) :

n, [Tip - Y5
=05+ 16(y- LD*+ [05-1,6 (y- 1N — - (31a)
00 \ Ke

beziehungsweise wenn * < 0,9 :

= 0,555*[1+ 3,2(y- DN2]+ {1- 0555*[1+ 32(y- D2}

(31b)
wo X=QnlQ*1 und y = nnlin\

Durch Formel (30, 31) wird praktisch ausgedrickt, dass die Besserung
des Wirkungsgrades in dem besten Betriebspunkt durch die Ackeretsche
Formel gut approximiert werden kann ; bei Anderung des Gefélles (y = Verén-
derliche) ist die Besserung des Wirkungsgrades geringer, bei Anderung des
W asserschluckens (in Richtung gegen kleines Wasserschlucken) ist die Besse-

11 Acta Technica XX1/3—4.



416 CS FAY

rung verhaltnismassig grosser. Diese letztere Aussage stimmt mit den dies-
bezuglichen Daten der Literatur Uberein.

Nach den Angaben der Literatur ist die Besserung des Wirkungsgrades
im Punkte besten Wirkungsgrades etwas grdsser als sie sich aus der Formel
von Ackeret ergibt. Obwohl durch die +2% -igen Fehlermdglichkeiten der
Abnahmemessungen die Realitdt einer solchen Feststellung umgestossen wird,
kdnnen wir doch annehmen, dass viele Messungen in der Tat diese Erfahrung

zeitigten. Nach der Hutton —Blackstoneschen Formel gilt, wenny = 1 ist:
Re'

= (0,4 V—0,1) + (14 — 0,4 % (32)
Re

Der fur diese Kurve charakteristische W-Faktor wurde in die Abb. 1
ebenfalls eingezeichnet.

Es ist aus der Figur ersichtlich, dass nur bei ganz grossem W asserschluk-
ken eine gleiche Besserung des Wirkungsgrades erhalten wird (x — 1,4),
wdhrend bei kleinerem Wasserschlucken immer grdéssere Wirkungsgrade vor-
liegen.

Nach einigen Autoren liegt der effektive Wirkungsgrad zwischen der
Kurve von Ackeret (A = 0,5) und der von Moody 1942 (A — 0). Dies
kann auch fur die Kurven, die aus den Messungen von Kwiatkowskij bzw.
denen von Hutton—Blackstone abgeleitet wurden, behauptet werden.
Beide Kurven sind gleich wahrscheinlich, solange der genaue Wert von A in
Abhé&ngigkeit von den spezifischen Werten Qu und reu der Turbinen mit der
spezifischen Drehzahl nsdurch Messungen, die die Reibungs- und Ablésungs-
verluste auseinanderhalten, nicht festgelegt wird. Inzwischen erscheint in-
dessen die Verwendung der Beziehungen als begrindet, die auf Grund der
Messungen von Kwiatkowskijund der Theorie von Ackeret abgeleitetwurden,
wird doch hierdurch ein vorsichtiger Wert fir den Wirkungsgrad erhalten.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass wir auf Grund der Messungen von
Kwiatkowskij und der Annahme, dass die Saugrohrverluste in vollem
Masse Reibungsverluste sind, bereits friher zu der folgenden Ndherungsformel
gelangten (30) :

Re
= 05nm+ (- 05%) (33)
Re

welche Formel jedoch fir x > 1,0 eine zu geringe Besserung des Wirkungs-
grades — verglichen mit der Erfahrung — ergibt. Auf Grund der friheren
Analyse wurde das Ergebnis erhalten, dass zwischen den Werten 0,75 < y <
<C 1,25 die Wirkung von y vernachldssigt werden kann. Unsere vorliegende
Analyse wurde auf Grund der Huttonschen Prinzipien umgearbeitet.



THEORETISCHE GRUNDLAGEN DER MODELLGESETZE UND UMRECHNUNG 417

4. Der prinzipielle Fehler der Umrechnung der Verluste von Kaplanturbinen

Die Kaplanturbine arbeitet auf der Einhullenden der Wirkungsgrad-
kurven einiger Propellerturbinen. Das Verhdltnis der Verluste, die von den
Abmessungen abhéngig bzw. unabhdngig sind, d&ndert sich auch entlang der
Kurven der Propellerturbine von Punkt zu Punkt. Nach der Umrechnung der
Verluste blieb der Ablésungsverlust der gleiche, w&hrend der Reibungsverlust
abnahm. Die Kurve der Summe der beiden Verluste ist verzerrt, und die Kap-
lansche Flache wird bei anderen Werten von nn bzw. Qn durch die Kurve
beruhrt. Hieraus folgt, dass die alte Kaplansche Fldche mit der neuen Kaplan-
schen Fldche nur entlang einer einzigen Kurve zusammenfallen wird. Alle
ausserhalb der Kurve liegenden Punkte der neuen Kaplanschen Flache lagen
an der Propellerturbinenkurve unterhalb der alten Kaplanschen Fléache.
Hieraus l&sst sich die praktisch wichtige Folgerung ziehen, dass die Koordina-
tions-Flache der Regler der doppeltgeregelten Kaplanturbinen auf Grund der
Umrechnungsdaten nur angendhert konstruiert werden kann. Die hdéchste
Energieausbeute kann nur erreicht werden, wenn die Steuerfliche auf Grund
der an Ort und Stelle vorgenommenen Messungen korrigiert wird.

ANHANG
Ubersicht der literarischen Angaben

1. Gleichungen, die sich auf die Rohr- und Plattenverlusle beziehen, und die in den einzelnen
Turbinenumrechnungstheorien angewendet werden

Der Druckverlust h* der Rohrleitung wurde von Biel [1] i.J. 1907 in folgender Form
angegeben :

h* (1)

In diesem Ausdruck bedeutet | die Lange der Rohrleitung, r' den hydraulischen Radius,
¢ — die Stromungsgeschwindigkeit, a eine Versuchskonstante, / einen die Rauhigkeit des
Rohres charakterisierenden Faktor, v die kinematische Viskositat der Flussigkeit, und b
einen von der Zahigkeit abhangigen Faktor, der durch die Rauhigkeit beeinflusst wiid.
Durch den Faktor br/c « YP wird von Biel die Temperaturdnderung bericksichtigt. Da diese
Anderung beim Wasser gering ist, wurde die Formel von Biel auch in der folgenden Form
angewendet :

h'= 2

(a—0,12,/= 0,036 fur glatten Beton oder neues Gusseisen ; / = 0,054 fur Beton ; / = 0,072
fur gebrauchtes Gusseisen).

Im Laufe der Entwicklung wurde an Hand von Poiseuille und Hagen von
Jakob und Erk [2, 3] fur die Stromung in einem geraden, glattwandigen Rohr die folgende
Beziehung abgeleitet :

h 2 €

11*
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wo A den Rohrwiderstandskoeffizienten :

Az Art xe (4)
bedeutet.

In der Gleichung (4) ist Aaus dem Wandreibungsanteil Ar und dem Beschleunigungs-
anteil der Flussigkeit Ar zusammengesetzt. Der erstere hangt von Re, der Reynolds’schen
Zahl ab, wahrend letzterer nur in Verbindung mit Gasen gedeutet werden kann, wo die
Abnahme des Druckes eine Zunahme des Volumens bzw. der Geschwindigkeit zu Folge hat.

Fir den Wert von Ar wird von Lees [4] fUr den Fall einer inkompressiblen Flissig-
keit die Gleichung :

Xr = 0,0072 + 0,6104 iS)

dn o35
( 16)

angegeben. lhre Untersuchungen wurden bis zum Werte von Re = cdjv = 3 ¢ 105 durch-
gefuhrt.
Als eine allgemeine Gleichung wird von ihnen der folgende Ausdruck vorgeschlagen :

wéahrend von sakob und Enk die Gleichung :

Fir den Rohrreibungskoeffizienten A wird von Biasius [5] — auf Grund der
Messungen von saph und schroaer — die folgende Gleichung vorgeschlagen :
0,3164
(8
VRe

Von Hopf und Fromm [6] wird fir einen rauhen Kanal die folgende Gleichung
angegeben :
\ 0,314

£ ( ﬂ G
wo k den Rauhigkeitsfaktor, r' den hydraulischen Radius bedeuten.

Ein Teil der Turbinenumrechnungen verwendet diese Gleichungen. Der Wert des
Schaufelverlustes wird von vielen Autoren mit dem fir den Plattenverlust charakteristi-
schen Widerstandfaktor Ce in Zusammenhang gebracht und die Umrechnung wird auf Grund
der Schlichtingschen Formel vorgenommen. In der fur die Schaufel charakteristischen Rey-
nolds’schen Zahl Re = ivl/v bedeutet w die relative Anstromungsgeschwindigkeit und | die
Lange der Schaufel.

Die in einem weiten Bereich der Reynolds’schen Zahl glltige Formel von schiich-
cinG lautet :

0,455

10
(log Re)251” 9

wéhrend diese Formel bis zu einem Werte von Re = 2 « 10e durch den folgenden Ausdruck
gut angendhert werden kann :

c 0,074
e=
(V)
}Re
Der Schaufelverlust kann mit Hilfe der Gleichung
h' — Ce F ~w~~ (12)
29

berechnet werden, wo F die Flache der Schaufel bedeutet.
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2. Angaben zur Umrechnung,

Name Formel
o2+ f + 2’5 |
1 fr' + (100/+ 2)cV>J
Camerer
[o:] ioa2 + 2’5 A
1 A )LF'(100/+ 2)cyr')
A2y g
Camerer ED (
{Gﬂ 2+ 7y
Stauffer RV
or '
Moody 1D
D’
2
Moody l—V |ﬂ5_"‘ fo5
(1) 1—1 iDr &
, 14+ rrL
6« ID*
Haeger
0> M+
ID
00 ik' U \o,314 m— THY/NY
Haeger 07 ~ {kir) \]
wo ~ 0,314
0s 4
Oesterlen % | (§ |'
06
Ackeret & 2
Gregorig a; i W .4 1'|- ]. )
00 \ Re' 1 00
s log CD
Moody 66 “ JogCD'yr .
wo C = 800 und D st in /ooi
4 100
Moody 26 D \H
@ & D H
Moody & ‘JS’?
@ D’
AR 1/10
Medici & (D
& \D
Canaan al_J 1, , v
Re'J
Pfleide- (¢))
rer & {lie)
0= A/ST7A 4110
Medici 6= (1)
[o o) U7 U’
4
Morozov
4'= 1— (1—u) T — AV
&
D’
Nechleba
. e
G 1+ 52 J/D
é%_ Ix (log R%')2,sa
b 1 c
Mc.Do- (log fie)2'63
nald c
i1 110g b’(D'if,) rauh
- C
log b(2)/£)
D. PaveIH £ ”J Lem If?1+D‘
. T+ 06j {D)1+D
5
Hutton life

m=°-3+°-7]| Re'

Bemerkung

Auf Grund der Biel-
schen
Gleichung (1)

Auf Grund der Biel-
schen
Gleichung (2)

C2auf Grund der Glei-
chung (7) ;
auf Grund der Glei-
chung (8),
durch  Einsetzung

von Re =D Vii

Diese Gleichung wird
durch die Moodysehe
Formel (1) gut an-
genéhert

Eine Vereinfachung
der Camererschen
Formel ;D in mein-
gesetzt

Fir den Fall der Rau-
higkeit auf Grund
der Formelvon Hopf
und Fromm (9)

Eine Vereinfachung
deri/aegerschen For-
mel fir den Fall der
Rauhigkeit

Publiziert erstin 1948
von Mihlemann

Mit dem zweiten Glied
wird der Austritts-
verlust unabhéngig
von den Abmessun-
gen bericksichtigt.
K a3 Austrittsge-

schwindigkeitsfaktor

Von Moody mitgeteilt

Die Formel von Acke-
ret wird durch eine
einfachere Gleichung
angendhert

Von den Werten von
Moody (1) wird Ar)
in Abzug gebracht ;
die Werte von AN
werden in Abhéngig-
keit von D' tabella-
risch mitgeteilt

Fir den Fall der Rau-

higkeit abgeleitet;
e/D —relative Rau-
higkeit am Modell,
e'/D" = relative Rau-
higkeit an der Gross-
ausfuhrung

Auf Grundder Schlich-
iingschen  Formel
(10)

D wird in m eingesetzt
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3. Angaben zur Umrechnung des Wirkungsgrades in beliebigen Betriebspunkten der Turbine

Aus der Theorie der Maschinen wurden von Miyagi [27] i. J. 1937 die fur die Teil-
belastung der Francis-, Propeller- und Kaplanturbinen verwendbaren Formeln abgeleitet.
Es wird in seiner Ableitung vorausgesetzt, dass der Verlust in dem Punkt des besten Wirkungs-
grades lediglich aus Reibung besteht, und dass sich diese nach dem BLASius’schen Aus-
druck &andert.

Hiernach gilt die folgende Gleichung :

S T(#T[-0 N

wobei <5* den Verlust im Punkte des besten Wirkungsgrades darstellt. Der Wert von m
betragt bei Francisturbinen 1,75, bei Propellerturbinen 0,75 und bei Kaplanturbinen — 1/8.

Obwohl der Autor seine Theorie durch Messungen unterstitzt, kann sie dennoch
nicht als vollstandig betrachtet werden, einerseits wegen der Beschrédnkungen, die sich auf
den Punkt besten Wirkungsgrades (und auf den konstanten Wert von nn) beziehen, anderer-
seits wegen der Voraussetzung eines konstanten Verhéltnisses des Saugrohrverlustes zum
Laufradverlust.

1. J. 1954 teilte H utton seine Uberlegungen beziiglich der Kaplanturbinen (fur kon-
stantes nn und veranderliches Qu) mit. Die von ihm entwickelten Prinzipien wurden in der
vorliegenden Abhandlung zum gréssten Teil erdrtert. Die als Ergebnis seiner Untersuchung
erhaltene Kurve wurde von Biackstone durch die folgende Kurve angendhert :

n i Re V/6
A7 =(04*—01)f (11 —04x)1 ) e (37)

In der am Schluss der Abhandlung von H utton mitgeteiltcn Diskussion wird die
allgemeine Giultigkeit dieser Formel von mehreren angezweifelt und lediglich nur als quali-
tatives Ergebnis entgegengenommen. Von anderen nahmhaften Fachleuten wird wiederum
die Kurve fiur Vorausberechnung als geeignet gefunden, doch wird die experimentelle Unter-
stlitzung der Kurve urgiert.
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ZUSAMMENFASSUNG

In der Mitteilung gibt Verfasser eine Ubersicht der einschlagigen Literatur und als
Erganzung wird eine Methode mitgeteilt, die er auf Grund der ausfihrlichen Messungen
von Kwiatkowskij entwickelt hat. In der neuen Methode werden die Prinzipen der von
Hutton entwickelten Methode zur theoretischen Zerlegung der Verluste mit der von
Kwiatkowskij entwickelten Modellmessmethode zur Bestimmung der hydraulischen
Verluste kombiniert. Es werden aus den KwiATKOWSKijschen Diagrammen empirische
Néaherungsgleichungen entwickelt, und die verschiedenen Verluste je nach ihren Charakteren
fir die Grossausfihrung umgerechnet. Der derart erhaltene Zusammenhang ist fir den unter-
suchten Laufrad-Saugrohr-Komplex charakteristisch. Die auf diese Weise gewonnenen
Ergebnisse werden mit den verschiedenen ublichen Formeln verglichen. Durch die vorge-
schlagene Methode werden Gleichungen gewonnen, die an Stelle jener Umrechnungsmetho-
den, die allein im Punkte des besten Wirkungsgrades des Wirkungsgradfeldes der Turbine
angewendet werden konnten, fir einen breiteren Streifen des Wirkungsgradfeldes auch Gel-
tung haben. Die praktische Bedeutung dieser Frage wird durch den Umstand erhdht, dass
die Abnahme der Turbinen immer mehr auf Grund der Modellmessungen vorgenommen
wird. Die Methode ist unentbehrlich, soll die Zwangssteuerflaiche der Kaplanturbinen mit
stark veranderlichem Gefalle bei Flusskraftwerken im voraus mit einer guten Annaherung
konstruiert werden.

THEORETICAL BASES OF THE MODEL-LAWS AND THE CONVERSION METHODS
OF MEASURING RESULTS FOR REACTION WATER TURBINES

CS. FAY

SUMMARY

The paper gives a summary of the literature dealing with the subject, and completes
it with a new method, that has been elaborated on the base of Kvjatkovskij’s detailed
measurements. The new method combines the principles of the theoretical method for distri-
bution of losses developed by Hutton, with the method determining the sorts of hydraulic
losses by measurements on models, developed by Kvjatkovskij. Author composes
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approaching (empirical) formulae from «kvijatkovskij’s graphs, and then he converts
the different losses in accordance with their character into the full scale unit. This formula
is characteristic for the wheel-draft tube complexum. He comparises this result to the different
used conversion formulae. By the application of the suggested method we can obtain such
formulae which are valid for a wider strip of the characteristic diagram, while the methods
of conversion hitherto used have been applicable only for the point of best efficiency of the
turbine. The practical importance of the question is increased by the fact, that the delivery
and acceptance of turbines on the base of model-measurements comes into use. The proposed
method becomes indispensable when designing Kaplan-turbine regulator surfaces.

BASES THEORIQUES DES LOIS DES MODELES ET CALCUL DES RESULTATS
DE MESURE SUR TURBINES HYDRAULIQUES A REACTION

CS. FAY

RESUME

L’étude résume la littérature consacrée a ce sujet, et la complete par une méthode
nouvelle élaborée a base des mesures faites par Kviatkovski. Cette méthode combine les prin-
cipes du procédé de distribution des pertes hydrauliques formulé par Hutton, avec la méthode
des mesures sur modeéles, élaborée par Kviatkovsky, pour déterminer les différentes pertes
hydrauliques. L’auteur présente des corrélations approximatives (empiriques) a partir des
diagrammes de Kviatkovsky, et convertit ensuite les différentes valeurs de pertes, selon leurs
caractéres, en vue de réalisations sur grande échelle. Le rapport ainsi obtenu est caracté-
ristiqgue pour I’ensemble du roue-tuyau d’aspiration examiné per I’auteur qui compare le résultat
ainsi obtenu avec les différentes formules employées. Grace a la méthode proposée, on peut
obtenir des rapports valables pour une large bande de la courbe en colline, au lieu des méthodes
de calcul appliquables au seul point de meilleur rendement de la courbe en colline de la
turbine. Ce qui rehausse I’importance pratique de la question, c’est que la réception des tur-
bines a base de mesures sur modeles, s’étend de plus en plus. Le procédé est indispensable,
quand on a l'intention de construire a I’avance la surface directrice de turbines Kaplan flu-
viales travaillant avec une hauteur trés variable.

TEOPETUYECKME OCHOBbl 3AKOHOB MOJAEJ/IMPOBAHUA W MEPECYET
OAHHbBIX U3MEPEHWM ANA TYPBWH C WENEBbIM U3BbITOUYHbLIM
OABJTEHVNEM

U. oA

PE3IOME

B pa6oTe NoABoAWTCS WTOT NMTepaTypbl, MOCBSILLEHHOV AaHHOW Teme, M OHa Aomnos-
HAETCA TaKWM HOBbIM METOAOM, KOTOpbIi pa3paboTaH aBTOPOM HA OCHOBE AeTaslbHbIX U3Mepe-
HUIF KBATOBCKOro. HOBbI MeTo4 KOMGMHMPYET MPUHUMNLI MeToga XyTTOHA TeopeTMUecKoro
pacnpegeneHns notepb ¢ MeTonoM KBATOBCKOIO M0 M3MEPEHWI0 AaHHbIX MpWU MOAENPOBaHUM,
pa3pa6oTaHHOro ANsl ONpefeNeHns PasUYHbLIX BWUAOB TFUAPABAMYECKMX MoTepb. Ha ocHose
avarpammMbl KBSITOBCKOTO aBTOP BbIBOAUT MPUGVKEHHbIE (3MMMPUYECKUE) 3aBUCMMOCTM, 3a-
TEM pas/MuHble MOTEePU MEePecUUTLIBAIOTCS COOTBETCTBEHHO MX XapakTepa [A/s MOCTPOWKM
TYp6UHbI B HaTypafibHYl0 BenuumHy. MMosydyeHHass TakKuM 06pas3oM 3aBUCMMOCTb XapakTepHa
AN UCCMefoBaHHOr0 KOMMeKca paboyee KOeco M BCacblBatoLei Tpy6bl. MonyuyeHHbI Takum
06pasomM pe3ynbTaT CPaBHMBAETCS C Pa3/IMUHLIMU MCMOMb3YEMbIMU Ha NPaKTWKe opMynamm.
Mpy nomolM npeanaraeMoro MeToda BMECTO METOf0B MepecyeTa, MPUMEHUMBbIX [0 CUX TMop
TONbKO ANl TOUYEK MaKCUManbHOM aPeKTUBHOCTM YHUBEPCATIbHON XapaKTepUCTUKU C U30/U-
HUSIMW, MOXKHO MOJTYYMTb 3aBUCMMOCTU, AeCTBUTE/bHbIE ANSi GoMee LUMPOKO/ NOMoCkl YHUBEP-
CaNlbHOW XapaKTepUCTUKM C U30ANHMSAMMW. MpaKTUYecKoe 3HaueHVe BOMPOca MOBbLILLIAETCS TEM,
UTO BCE CW/IbHEe PacrpoCTPaHseTCs MpMemMKa M cfada TYp6UH Ha OCHOBE AaHHbLIX M3MepeHuit
npyu MoaenvpoBaHun. [peanaragMblii MeTOf He3aMeHUM, ecnyi MNpeAarnonaraeTcs 3apaHee no-
CTPOUTbL C YAOB/ETBOPUTE/bHBIM MPUGAMKEHUEM YMPABASIOLULYI0 MPUHYANTENIbHYIO MOBEpX-
HOCTb PeYHbIX TYp6UH CcuUcTeMbl KannaHa, pa6oTalouiMx Npu PeXumMe CUMbHO MEHSIOLLLErocs
Hanopa.






LES EQUATIONS DE CLAPEYRON ONT 100 ANS

Prof. P. CSONKA
DOCTEUR DES SC. TECHN.

[Manuscrit présenté le 15 novembre 1957]

1 y ajustement 100 ans, que le célébré ouvrage de Benoit-Pierre-
Emile Clapeyron, «Calcul d’une poutre élastique reposant librement cur
des appuis inégalement espacés», a vu la lumiére dans les «Comptes rendus»
publiés par I’/Académie Francaise. A I’occasion du centenaire, il faut faire revivre
le souvenir de cet éminent savantingénieur, et juger selon son mérite I'impor-
tance des équations établies par lui, qui portent son nom.

Les ponts continus a plusieurs appuis, construits au milieu du siecle
dernier, étaient batis simplement d’apres I’intuition pratique, faute de connais-
sances théoriques. On comprend ainsi, que I’éclaircissement du calcul de ces
ponts ait sérieusement occupé les ingénieurs.

L. Navier fut le premier a s’en occuper sincerement, c’est lui qui
donna la premiére solution du probleme de la poutre a trois appuis, dans le
Bulletin de la Société Philomatique en 1825. Ses contemporains Mellanger,
Molinos et Pronier ont développé la méthode Navier, et ils ont établi
des équations pour la détermination des réactions des poutres a plusieurs
appuis. Mais ces équations n’étaient pas trés appropriées au calcul pratique,
parce que chacune des réactions inconnues était présente dans chaque équation.
Une autre difficulté résidait dans le fait, que les équations isolées n’étaient pas
assez différentes I'une de I’autre, si bien que la détermination des inconnues
exigeait des calculs tres exacts.

En résolvant le probléme, Crapeyron a, contrairement a ses devan-
ciers, pris pour inconnues les moments aux appuis au lieu des réactions. Ceci
a d’une part simplifié le systéme d’équations, et d’autre part I’a rendue plus
facile a résoudre dans la pratique.

C’est en 1848, que Crlapeyron a employé cette méthode de calcul pour
la premiere fois, et cela en liaison avec les projets du pont d’Asniéres, prés
de Paris. Ensuite, on a employé sa méthode a l’occasion des projets d’autres
ponts. D’autres l'ont adoptée aprés lui pour les projets de ponts de chemins
de fer sur la Garonne, le Lot et le Tarn, si bien que les équations de Clapeyron
se sont rapidement répandues, sans que leur auteur les ait jamais publiées.
Il est intéressant de noter que, dans sa fameuse étude parue il y a cent ans,
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Crapeyron ne justifie pas les équations établies par lui, il donne seulement
une méthode bien spirituelle pour leur solution ressemblant aux méthodes des
différences finies. Tout ceci n’enléve rien au mérite original de Crapeyron,
et le monde scientifique considere la date de parution de I’ouvrage de Crapey-
ron, comme le centenaire des équations mentionnées ci-dessus.

La découverte des équations de Clapeyron a ouvert de grandes possi-
bilités de développement sur le terrain de la théorie statique des constructions.
L ’éclaircissement du calcul des portiques, et en général des constructions
hyperstatiques, a suivi la mise au point de la théorie des poutres continues a
plusieurs appuis, ce qui a permis I’épanouissement de la science des construc-
tions.

Pendant les cents ans écoulés depuis la parution du célebre ouvrage de
Crapeyron, la méthode Clapeyron a été employée pour de milliers de cons-
tructions. Ces constructions magnifiques annoncent glorieusement le mérite
immortel de leur créateur : le souvenir de I’ingénieur savant Benolt-

Pierre-Emile Clapeyron.
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DIE CLAPEYRON'SCHEN GLEICHUNGEN WERDEN SEIT 100 JAHREN
ANGEWENDET

P. CSONKA

ZUSAMMENFASSUNG

Es sind nun 100 Jahre her, seit Benoit-Pierre-Emile Clapeyron die von
ihm zur Berechnung der durchlaufenden Trager abgeleiteten und nach ihm benannten Glei-
chungen auf den Blattern des »Bulletin de la Société Philomatique« verdéffentlichte. Diese
Abhandlung wurde zum Ausgangspunkt der Entwickelung eines neuen Wissenschaftszweiges,
der Theorie der statisch unbestimmten Konstruktionen. In den vergangenen 100 Jahren
werden die Clapeyron’schen Gleichungen zur Berechnung von tausend und abertausend
Ingenierbauten angewendet und diese Bauwerke verkiinden auch heute — auch in einer
Perspektive von 100 Jahren — laut das Andenken des hervorragenden Ingenieurs und
Gelehrten.
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CLAPEYRON’S EQUATIONS ARE IN USE SINCE 100 YEARS

P. CSONKA

SUMMARY
Benoit-Pierre-Emile Clapeyron published the equations — which he
developed for the calculation of continuous beams, and which were named after him — 100

years ago on the sheets of the Bulletin de la Société Philomatique. This has been the originator
of the development of a new branch of science, namely the theory of statically redundant
constructions. These equations have been used for thousands of engineering constructions
during the passed 100 years, and these structures sound — also today, in a perspective of
100 years too — the memory of this outstanding engineer and scientist.

CTONETUE YPABHEHWW KJTANENPOHA

Nn. YOHKA

PE3IOME

CT0 net ToMy Hasag O. KnaneipoH pa3paboTan gns pacudeta Hepaspe3HbIX 6asoK Has-
BaHHble €ro MMeHeM ypaBHeHWS M ony6/MKoBan MX Ha cTpaHuuax Bulletin de la Société
Philomatique. 3Ty paboTy MOXHO cuMTaTb B Ka4decTBe OTKPbIBLUEA MEPBYO CTPaHMLy HOBOM
0651acTV HayKu, T. €. TEOPUM CTaTMUeCKN HeomnpedeneHHbIX KOHCTPYKLUUA. YpaBHeHus Kna-
nelipoHa 3a NpoLUeALINe ero IET GbUIM MPUMEHEHbI [/151 pacyeTa MHOIMMX ThICSY WHXEHEePHbIX
COOPY>XEHWI, N 3T COOPYXXEHUS elle U ceiivac (faxke B MepcrnekTrBe NPOLUeALINX CTa JeT)
rOBOPSIT O BbIJAIOLLEMCA WHXEHepe — YYEeHOM.






SURGE PHENOMENA IN ELECTROMAGNETIC COILS
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and

K. SZENDY
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[Manuscript received November 16, 1957]

The relations derived in the present study may be applied to the descrip-
tion of transient phenomena produced by surge waves in both normal reactors
and individual coils of transformers and electric machines. As is known [1]
to [3] an electromagnetic winding may be considered as being built up of
coils representing elementary inductances and of capacitors representing ele-

mentary capacitances,* as shown in Fig. 1. and Fig. 2. An inductive coupling
exists between “elementary coils” representing elementary inductances,
therefore, in addition to the self-inductance of elementary coils, the mutual

* The “elementary condensers” represent capacitances between individual turns of
coils and capacitances of each turn towards earth.
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inductances should be considered, too. It seems as convenient to compute
these mutual inductances in the following way, proposed by B. Herrer [1]:

Let the self-inductance of elementary coils, assumed as entirely uniform,
to be L, then the mutual inductance between the i- and fc-coils may be taken
to be g ' k L, where g is a positive and less than unity constant, the value
of which is depending on the coil design.

Assuming a surge wave entering the coil at the left-side terminal, as
shown in the figures, the right-side terminal of the coil can be connected to
the earth in three different ways :

1. The right-side terminal can be isolated from earth (i. e. not inserted
with impedance).

2. The right-side terminal can be isolated from earth.

3. The right-side terminal can be connected to earth through a conductor
of a given resistance and inductance (or also of a given capacitance).

In the present study only the 1-st and 2-nd cases will be considered.

The 1-st case may be conveniently examined on the basis of Fig. 1. For
the currents and voltages of elementary coils the following system of equations
can be written :

*T 0—Kj dt ui + tht (uj u?

i2 ii=Kj— u2+ Kt ~ “h 2mn2 uj
dt dt
1.1
in-1—in-2—Kf——Un_: + Kt (— Un-2+ 2un_1— Un)
dt dt
in—in-1—Kf—un + Kt- - (—un®i -f-2un)
dt dt
(h+qgi2+q2i3+ g \ + mmm+ gn~2in-i+qn 1lin)
(qii + i2+ qi3+ ?24+- ee+ gn~3in-i+qn~2in)
a2

un—un— —L dt (gn~zil+ qn=-3i2+qn 4i3+ 2" ~554+- «-+in-i+qin)

(gnl h+gn=2i2+qn-3i3+qn *u + ««etq *n-i+ *n)
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and
uz= 0 (1.3)

iz=in- Kt—- un (1.4)
dt

Let i0Oindicate the surge wave entering the left side terminal, i0 being
a given function of time, i0(t). The values ix ia ..., inv in; ux u2...,
un X un and iz are unknown functions of time, to be determined by solving
the differential equations.

Let us write the unknown elementary coil currents of number n and the
unknown voltages of number n into n-element column-matrices

i = h and u = «1
u2

in— 4-n-1
-*n Un

and let us introduce the notation

>

0
0

Further, let us introduce the following square-matrices of order n :

“« M2 n1
1 00 ... 0 0 0“ & Q= | q r .. q q
—1 10... 0 0 O 4 1 g mogns ogn-
0—10... 0 0 o
0 00 . 1 0
2 n 3 n 4
0 00 —! Lo qqun-zqn 3 ! g
0 00 . 0--1 1 < q q - q |
ibvious, that
N1)* = 1 -1 0o ... 0 0 0~
—1 2 —1 e 0 0
0 1 2 0 0 0
0 0 0 2 —l 0
0 0 .—1 2 —I
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and
2 —1 0 0 0 0
—1 2 —1 0 0 0
0 —1 2 0 0 0
© 0 0o ... 2 —1 0
0 0 o ... —1 2 —1
0 0 0o ... 0 —1 1

By means of the above column-matrices and square-matrices the sys-
tems of equations (1.1) and (1.2) can be compounded into the following matrix
equations :

Di= (KfE+ K,DD*) — u + i0 (2.1)
dt
d
D*u= LQ - Q2
dt

It is apparent, that Eq. (2.1) can also be written in the form of

Di = (KfD*-1+ KtD) — D*u + i0
dt
taking this equation now into consideration, and using notation uf for the
column matrix D*u (actually representing a transformed column matrix),
the following equations can be obtained from equations (2.1) and (2.2), then
equation (2.1) is multiplied from the left :

i=[Kf (D*D)-i + KtE] » ut+V-40 (3.1)
at
-u f=LQ™i (3.2)
dt
Now introducing the notation D 1i0= = i0( and solving

Eqgs. (3.1) and (3.2) for their dérivates, we obtain the following relations :

d

4 U= \KtE + Kj (D*D)-i]i- [KtE + Kf (D*D)-i]-i i« (4.1)
t

d

- Q-iu, (4.2)
dt L
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In the following, for the sake of brevity, for column matrix — [K,E -f-
-f-K|(D*D)-1]_1i0 contained in Eq. (4.1) will be noted by ioaii.
From an earlier study of J. Egervary [4], it is known, that

1 _g 0o .. 0 r

It can easily be understood that Q 1can also be expressed in the follow-
ing form, when using D*D :

QA= -~ — {[?D*D + (l-2<z- gJE] + <20,0, ...,0,0,g+ 92}
1_9‘5

From the above it follows that Eqgs. (4.1) and (4.2) may be written in the
following way :

d
u,= [K(E + K/ (D*D)-i]-4 + igp (5.1)
dt
d .
-i= ~ ————— {[<?D*D+ (1-29g -9 2E] u, +
dt L 1- o2
+ <¢20, ...,0,?+ ?2u(} (5.2)
It is apparent that
<¢2,0,...,0,9g+ g1, —- A
1-fl2 1+9 1-9
*tn _I

As it is to be observed all elements of the above column matrix are iden-
tically zero, with the exception of its first and last element. The first and last
element which are not identical to zero, are constant-multiples of the first
and last elements of the transformed voltage function u(, these are thus
unknown functions.

Let us now introduce the notations

12 Ada Tedrica >o4/3—4
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/ (D*D) = [K, E + Kf (D~D)-1]-1

g (D*D) = - i - [iD*D + (-2 ?2- g%E]
L I — (6)
«r ! a
L 1+q

then Eqgs. (5.1) and (5.2) may be compounded into the following equation :

ut = 0 I (D*D)  uy; + it + O
[ g (D*D) 0 i 0 ol
Obviously, when knowing the eigenvalues 615 62 6n and eigenvec-
tors* vi5v2 .. .,vnof symmetric matrix D*D the latter may be written in the
form of
D*D = V< 4K>V*
where

V= [VILv2 ..., vn] and V*V = Y V* = E

When multiplying Eq. (7) by (V*, V*) from the left and making use
of relation (V,Y) <Vv*, V*) = (E, E) the following matrix equations will be
obtained from Eq. (7) :

d
<V* Vx> = 0 V*/(D*D)V <V*V*> |y
dt
V*g(D*D)V 0 [

+SVEVES g+ <vF vEs 0 (8)

O «?2

As, however, the elements of column matrix i0(i are functions not identi-
cal to zero, still the elements of column matrix ur are identically zero with the
exception of the first and last elements, it follows that the order of magnitude

* The formula for the computation of eigenvalues and eigenvectors of matrix Il 1)
are given in the Appendix.
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of elements in V* u2 is — as compared to the elements of V* i0(/. Assuming

that the examined coil is of sufficiently large amount of turns* the column

matrix \

o'.

<V* V*>|

may be neglected; if we use this neglection, and introducing the notation :

<V VF> Iy =y and <VEVES wy y

i 0
the following relation will be obtained from Eq. (8),
d
dt Yy — O <H> y+ ¥ 9

L<F(«*)> 0
being V*/(D*D)V = </(4f)> and \*g (D*D)V = <g (&3>

(Eq. see p. 6 of [5]).
Let us now introduce the “permutation matrix” of the square type and
of order 2nd :

F Pu Pis P13... pin
P2i 722 p23 e+ P2n
in which
Pi* = 0 0 .1st row p2k = 0 0 ...1st row
0 . .2nd row 0 0 ...2nd row
1 0 .fcth row 0 | ...fcth row
0 0 .nth row 0 0 ...nth row

* On the basis of Fig. 3 on p. 952 referring to study [1] it may easily he understood
that, when treating the problem by using partial differential equations (see Eqgs. (4) and (5)
of Reference[1]), this neglection happens automatically, while constructing the differential
equation describing the problem.

** For the solution of differential equation

0 </Ne)> Y+ Y+ 0

<*N9)> 0 V»u2

obtained from Eq. (8) ivilliout neglection, an iteration method can be given and will be presented
in the Appendix.

12-
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(i. e. all elements of matrices Plk and P~ are zero, with the exception of the
first element of the former, and the second element of the latter in the jfcth row,
which are equal to 1). For more detailed explanations of the term “permutation
m atrix” reference is made to it in p. 216 of [6].

When multiplying Eq. (9) be the permutation matrix P*, from the left
introduced above, and utilizing relation PP* = E, the following expression
will be obtained :

d 0 Ay R

dt g(ok) O

N P*y + P*y0 (10)

Let us introduce the notations y, = P*y and yO(= P*y0. Furthermore,
it follows from Eqs. (6) that f (6k) and g (6k) can be written in the form of
f(6k) = gk and g (&) = — yk, where k> 0 and vyk> 0. Thus, Eq. (10)
may be rewritten as follows :

n\
> 7t + yoOi (D)

<k

0v

If we introduce as the notation of eigenvectors of matrix

0 cpk
—Y 0~

the following column matrices

1 1

—vnrwu Ynvkj
Yn rK+ dl YnYK+ykK

YK \ I_ Yk

then it can be proved by a simple computation that

Wi YnVki 0 DG, Wil = O gk
weeo L 0-1/<pkykij\ o 0

Thus employing the notation W = ((wkl, w2y), it is obvious that

A Vkh - Y<Pkr u » (12)
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Finally, introducing the

notations W*y(= vy, and W*y0k= y0< the
solution of matrix equation (12), in satisfying the initial condition y(((0) =
= vyitA, will take the form of

Y,= «e M1l e-wtf» Yna+

+ g« € M H),- e“w<=Tr» Yon« d(r) (13)

(see Appendix and pp. 156 to 211 of [7] and pp. 366 to 368 of [8]).
If we write column matrix y0( in the form of

Vki

then the required integrations in Eq. (13) can be performed within the scalar
elements of the diagonal matrix; hence,

Y «= «eNe-1"N"»y A+

+ {e ™ i(t™ rki(r)dr
0
kr g a n 4i (1)dr
0

Taking the transformations employed into consideration, the required
column matrices u (t), i (i) can be obtained from y,(in the following way

u(t)
i(t)

(Reference to the inverse of matrix D* may be found in the Appendix.)

= <D*-i,E> <V,V> PWy, (0 (15)
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The investigation of the 2nd case (where the right hand terminal is iso-
lated from earth) may be performed conveniently on the basis of Fig. 2. Thus,
for the currents and voltage the following systems of equations would be ob-
tained :

h —h= K/-T~ui+ Kt=-{20i— ur) — Kte, -«
at at | " at “°

H—h=«kf d u2+ K, ~ (—ux+ 2u2— M
dt dt

(16.1)
in- fn-1= KJ dt «n -1+ KtatT“ (- «n-2 + 2 Un-1— «o
— n= KIJ{~un . - U= . W
2 Kigg - ume W)
U = L—d {H+ qiz+ q2i3+ ... + gn 2in-x+qgnl in) + u0
t
uz-ul=L—-(qil+ iz+ qi3+... + gn=3in® + gn 2in)
dt
(16.2)
«IM — «1-2 = L_dt (qn 2ii+ gn 3i2+ gn 44 + eee+ in-1 + gin)
u,,—un_t:L—d- (gn 1+ gn 2i2+ gn 3i3+ ...+ + in)
t
and
iz— 0 (16.3)
i0= Kt d (u0— uj) (16.4)
dt
In this case the surge wave entering the left-side terminal is represented
by u0, this being a given function of time u0(t). The values iv i2 ..., in b in
and ux, u2 ..., M-j, un as well as i0, contained in the above equations, are

the unknown functions of time, determinable by solving the differential
equations.
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Let us write the elementary coil currents of number n and also the
unknown voltages of number n into n element column-matrices

i= h and u-= «1
*2 M
in-1 un-i
in un

and let us introduce the notation

Ug — “o(t)

Using the matrices D and Q square-matrices of order n introduced
further above, the systems of equations 16.1 and 16.2 may be compounded
in the following matrix equations

—D*i= {KjE+ K,D*D) d U- K d u0 (17.1)
dt dt
Du= LQ - i-f-u0 (17.2)
dt

Obviously,— analogously to the transformation of Egs. (2.1) and (2.2) —
from (17.1) and (17.2) the following equations can be obtained :

d .
g U= C[KEOW)-i+ K ET-4 +
t
(18.1)
+ [KJ(DD*)-i + KtE]-lKID-'~(—1 uo
t
d . i—i1
= — Q-1*t+ i—i (18.2)
dt

however, in this case, the transformation of the voltage column matrix will
he transformed by means of multiplication by D instead of D*, therefore the
notation Du = U/ was introduced (in order to distinguish from u(= D¥u).

It is, further, apparent that Q”1 introduced above may be expressed,
using the term DD?*, in the following way :
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Q 1= g7l DD* + (1- 2q- ¢g9E]l+ <g+ q2,0,0,...,0,0, g*}

Let us now introduce the below notations :

[Kj (DD*)-1 + K, E]-1 KtD-1 A - «0
at

IX Q"luo

(19)

/(DD *)=[XtE + iT/ (DD *)-i]-i

~mb*)y= - 1 — Ll gopo*+ a- 2q- f)E
L 1—q

By means of the above notations Eqs. (18.1) and (18.2) will take the
following form, analogously to Eq. (7) :

= — 0 /(DD *) + uof+ O (20
i 8 (DD*) 0 i
Asthe eigenvalues ofsymmetrical matrix DD *are identical with the known

eigenvalues 61?7 62 ..., 6n of matrix D*D used previously, and its eigenvectors
are Vj,v2 ..., v, (see Appendix), we obtain

DD* = Y gk Y*
where

V= [vj,v2 ..., vn] and Y*V=YV*=E.

If we premultiply Eq. (20) by (V*, ¥*) from the left and make use of
relation <Y, y) (V*, V*) = <E, E), furthermore neglect column matrix
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Y* uzon the basis of the considerations above explained and introduce the
notations

u< 7 and <V*, V*)ulQ(= yo0
we obtain
7= — 0 f(dk y+ yo- (21)
dt
g{6Kk) 0

As Eq. (21) is identical to Eq. (9) apart from the sign of the square m atrix,
it is obvious that in case of the right-side terminal being isolated from earth,
the following formula will be obtained for the voltage column matrix and
current column matrix :

u(i) = <D \ E><V,V>PW §H(t) (22)

i(0
where

fu=«e-Vvvr Jt, + ukl(T)dX

CeVn vki (<—*)@kAT) dr

In this case
7u (0) = W*P*y (0)

fon=w *p*jo and  Yoit: vki (k= 1,2,...,n)
Vk2

Naturally, the deduced results may also be written without using matrix
notations, i.e. in scalar form. As for instance, from matrix relation (15) the
following scalar relations are to be obtained :

o—rE 1 6 =i 11 >’0H— /(D*D) i0(t) rll
i i
1 1

oo
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thus
- - \*f(D*D) 1 po — ‘o0 xt
1 X2
% Xn
0
0 0
0 _0_
where
n n n n n
xk= Y Y y'tf(h) @i v( y 2 f{h)vk,V(vv?/t.
f v=1 =1 £=1
V32 VSm
_ Vfo \fim

Further, with the introduction of below notations

YyKYK]

Wk|,| _ ' wk2.1 — wkhl
Y<PKYK + YK ’
A2 — ot T wke2= %!
Vki = — T0(*)w*i,i** ; o = — >0W % 2*
we may write :

Yo/ = P *Yo X1 o == d?(- o m=m Vu

0 VI2

X2 v2

0 \/J

“n vnl
_0_ vn2__

If Yna — O, then simultaneously applying Eq. (14) and (15), we obtain

n n
uk(0 = — Y A VaxWxl | (il 3 xI — WxL2J%2) **
a=/lc x=1
n
I/f (i) == Akx 1Vx\)2 (WAL 13 x\ ~F t~x1,2 Ix%) %x

x—0
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where

Jxl= _ vy« M i (T)dx

J*o= - e, (T)dx

The transformation of matrix equation (22) into scalar form can be trans-
formed in a similar way.*

Appendix

1. Canonical form of matrix D* D .

Obviously, the characteristic equation |D*D— <5E | = 0 of the following matrix of
the order n
2 —1 0 ... 0 0 0
—1 2 —1 ... 0 0 0
0 —1 2 ... 0 0 0
0 0 0 ... 2 —1 0
0 0 0 ... —1 2 —1
0 0 0 ... 0o —1 1

may be rewritten into the form given below, when using the parameter (p introduced by sub-

stitution 6 = 4 sin2

2cosp —1 0 0 0 0
—1 2 cos P —1 0 0 0
0 —1 2cos P ... 0 0 0
0 0 0 2cos P —1 0
0 0 0 —1 2cosp —1
0 0 0 0 —1 2cos p—1__

sinn (P sin(n— 1)(p =0

= @ose—1 g, P sin (p

* For dealing with the case of the right-hand terminal connected to earth through a
conductor of a given resistance and inductance, or also having a given capacitance, further
matrix-theoretical considerations are involved. Therefore, the authors will present the dis-
cussion in a separate treatise which will also contain some generalizations of the results obtained
in the present study (e. g. the effect of voltage waves entering the left side terminal with the
right side terminal directly connected to earth).
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Being sin 9 ¢ 0, in this case, we obtain that

cos--z--r-]éiiﬁ— 0, hence
2k —1 noKk= 12 n
Ko o 1 Tt

Thus, the eigenvalues of matrix D*D will become

4=14¢ b * fe=1,2,

The eigenvalues of D*D can be determined by using the Lagrange matrix polynomials.
(E. g. see p. 4 of [5]). Thus we obtain

2k —1 n 2k — 1 n 2k 1 0
— 271—3
VKB 71 1 2T o e O ) 27+ 1 2 27t ot
K= 1,2,..., 71
From the above it follows, that by introducing the notation V = [vt, v2, ..., V4] the

canonical form of matrix D*D can be written as follows :

D*D = V <dit &........ <5,>V*

2. Canonical form of matrix D D*.

It is apparent from the preceding that the eigenvalues of matrix of order rt

- 1 —1 0 0 0 0 -
—1 2 _ 1 0 0
0 —1 2 0 0 0
0 0 0 2 —1 0
0 0 0 . — 1 2 —1
B 0 0 0 0 —1 2
are equal to the eigenvalues 61, 62,..., 6n which were calculated further above for matrix
D*D and its eigenvectors are
Km 2k —1 n 32k—1n B2 7 1)Zk—ln
= cos —
K e B T 27+ 1 -2 2T+ 1 2\

1 2,

Thus, for the canonical form of matrix DD* we obtain

DD* = V <dltd2, ..., &, V*

where
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3. Inverse of matrix D .

It may be proved by multiplication that

1 1 1. 1 1 1
1 1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 0. 1 1 1
0o 0 0. 0 1 1
- 0 0 0. 0 0 1
4. Inverse of matrix D .
It is obvious that
D1 -1 0 0. 0 o o0 -
1 0 0 0 O
1 1 1 0 0 0
1 1 1. 1 0
1 1 1 |
1 1 1 1
5. Solution of matrix differential equation (8) by iteration method.
As
u/ and ut = Nut

Eq. (8) can also be written in the following form :

0 /Ne) ¥+ 0 0 v+ Yo

sW 0 V4SV*-1 0
If in matrix differential equation of the form
X= Ax + Bx + ¢ (t)

the canonical form is known, of matrix A containing constant elements, the canonical form
is however unknown of matrix B, which also contain elements, for the solution of the matric
differential equation the following iteration method may be employed.
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On introducing the notation x = dt x and forming the solutions

XX X2, X3, ..., xn of differential equations given below
x2= AXX

x2= Ax2-|- Bxx

Xg= AXg -(- BX2

Xn — Axn -j- Bxn—1

it can be proved that the series x19x2, x3,.. xnare convergent to the exact solution of matrix
differential equation x = Ax + Bx. From this, apparently, also the solution of inhomogeneous
equation x = Ax -f- Bx {- g(t) can be gained.

REFERENCES

1. B.Heller,J. Hlavka und A. Veverka, Prag : Die Eigenfrequenzen der einlagigen Zylinder-
spule bei Spannungsstdssen. Bull. Schweiz, elektrotechn. Ver., Bd. 40 1949, Nr. 24. Seite
951-957.

2. L. Y. Bewley : Travelling Waves on Transmission Systems. John Wiley and Sons, New
York; Chapman and Hall, London. 1951.

3. B. Heltler : Die freien Schwingungen zweier elektrisch und magnetisch gekoppelter Spulen.
Acta Technica Praha 1956 No. 1. p. 11—87.

4. E. Egervary : Verscharfung eines Harnackschen Satzes und anderer Abschéatzungen fir
nichtnegative harmonische Polynome. Mathematische Zeitschrift, Band 34 (1932) 5.
Schluss Heft, Seite 741—757.

5. E. Egervary : On a property of the projector matrices and its application to the canonical
representation of matrix functions. Acta Scientiarum Mathematicarum Szeged, Tomus
XV. Fase. 1. (1953) p. 1—6.

6. E. Egervary : Onhypermatrices whose blocks are commutable in pairs and their application
in lattice-dynamics. Acta Scientiarum Mathematicarum Szeged, Tomus XV. Fasc. 3—4.
(1954) p. 211-222.

7. R. A. Frazer, W. J. Duncan and A. R. Collar : Elementary Matrices and some Appli-
cations to Dynamics and Differential Equations. Cambridge University Press, Reprint
1952. First Edition : 1938.

8. R. Zurmuh1 : Matrizen. Springer Verlag. Berlin (Gottingen) Heidelberg. 1950.

SUMMARY

Taking the mutual inductance between the winds of an electromagnetic coil into account*
the coil can be seperated to n elementary parts. The alternative current equations, given for
the singular coil elements, can be summarized in a system of two differential matrix equations.
With a permissible neglection of the electrotechnical point of view, the two differential matrix
equations can be compounded into a single differential hypermatrix equation, the matrix-
coefficient of which is composed of interchangeable blocks. With the transformation of the
matrix-coefficient with interchangeable blocks to the diagonal form, the authors establish
the scalar equations discussing the transient phenomena occuring in the singular coil-elements.
These equations have a better basis from atheoretical point of view, than the equations obtainable
with the infinitesimal method of calculation, because they are deduced from the examination
of the coil-model, which, stands — closer to reality — of infinite number of parts. The equations
deduced are especially adaptable for calculating on high efficiency calculating machines.
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UNTERSUCHUNG DER DURCH STOSSWELLEN VERURSACHTEN TRANSIENTEN
ERSCHEINUNGEN IN EINER ELEKTROMAGNETISCHEN SPULE MIT HILFE VON
HYPERMATRIZEN

WV LOLSSNAGY ud K SAANDY

ZUSAMMENFASSUNG

Unter Berlcksichtigung der gegenseitigen Induktion zwischen den Windungen einer
elektromagnetischen Spule kann man die Spule in n elementare Teile aufspalten. Die fur die
einzelnen Spulenelemente angeschriebenen Wechselstromgleichungen koénnen in ein System
von zwei Matrix-Differentialgleichungen zusammengefasst werden. Mit Hilfe von Vernach-
lassigungen, die vom elektrotechnischen Standpunkt aus gestattet sind, kdnnen diese zwei
Matrix-Differentialgleichungen in eine einzige Hypermatrix-Differentialgleichung zusammen-
gefasst werden, deren Koeffizientenmatrix aus vertauschbaren Blécken besteht. Nach Diago-
nalisation der Koeffizientenmatrix stellen die Verfasser die skalaren Gleichungen her, welche
die transienten Vorgdnge in den einzelnen Spulenelementen beschreiben. Vom theoretischen
Standpunkt aus sind diese Gleichungen besser begrindet als diejenigen, welche durch eine
infinitesimale Behandlung gewonnen werden kénnen, da sie eine Untersuchung der aus einer
endlichen Zahl von Elementen bestehenden Spule auf Grund eines — der Wirklichkeit ent-
sprechenden — diskreten Modells zur Grundlage haben. Die abgeleiteten Beziehungen eignen
sich hervorragend zur Berechnung mit Hilfe von Hochleistungs-Rechenmaschinen.

EXAMEN DES PHENOMENES TRANSITOIRES CAUSES PAR UN ONDE DE CHOC
DANS UNE BOBINE ELECTROMAGNETIQUE, A L’AIDE D’HYPERMATRICES

V LOL,SSNAGret K SAANDY

RESUME

En tenant compte de Pinduction mutuelle entre les spires d’une bobine électromagnétique,,
on peut décomposer la bobine en n éléments. Les équations établies pour les éléments individuels,
en courront alternatif, peuvent étre rassemblées en deux systémes d’équations différentielles
matricielles. Avec des approximations permises du point de vue électrotechnique, ces deux
équations différentielles matricielles peuvent étre réuines en une seule équation différentielle
hypermatricielle, dont la matrice des coefficients composée de blocs interchangeables. Aprés
diagonalisation de la matrice des coefficients, les auteurs établissent les relations scalaires
décrivant les phénomeénes transitoires dans les éléments de la bobine. Ces relations sont mieux
fondées, du point de vue théorique, que celles pouvant étre établies par un traitement infini-
tésimal, parce qu’elles sont déduites de I’examen d’un modele discret — correspondant a la
réalité — de la bobine composée d’éléments de nombre fini. Les relations déduites se prétent
bien au calcul par machines & calculer de grand rendement.

WCCNEAOBAHUE MEPEXOAHBLIX ABMEHWW, BbI3BAHHbIX YAAPHOW BOJIHOW
B 3/IEKTPOMATHUTHbBLIX OBMOTKAX, MNPV NMoOMOWWN TMNEPMATPUL],

B. JIOBALLFHAb 1 k. CEHIM
PE3IOME

YuuTbiBas B3aMMOMHAYKLMIO MeXAy BUTKaMWU HEKOTOPOW 3N1eKTPOMAarHUTHOW 06MOTKM
06MOTKY MOXHO pa36buTb Ha n3NEMEHTApHbIX YacTeil. 3aBUCHMOCTU MEPeMEHHOr0 TOKa, BblBe-
[EHHble ANs OTAENbHLIX 3MEMEHTOB O6MOTKM, MOXHO B BECTW B CUCTEMY, COCTOSILLYIO M3 ABYX
MaTPULHBIX AUG(epeHLnanbHbIX ypaBHeHUA. Mpu NpeHeGpexXeHnsX, AONYCTUMbIX C 31eKTPO-
TEXHUYECKOW TOUKM 3pEHUs, YNOMAHYTblE MAaTPULHbIE AUG(EpeHLnanbHble YpaBHEHUS MOXHO-
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MCBECTM B OAHO €MHCTBEHHOe ruMnepMaTpuLHoe AuddepeHLManbHOe YpaBHeHWe, MaTPULHbIG
KO3(P(MUMEHT KOTOPOro COCTOMT U3 3aMellaeMblX 610KOB. TpaHcgopMalunein B guaroHanbHbIi
BMJ MaTPUYHOTO KO3M(ULIMEHTA, COCTOSALLErO M3 3aMelllaeMblX 6/I0KOB, aBTOPbI BLIBOAAT CKansap-
Hble 3aBMCMMOCTU, OMWCbIBAlOLLME MPOTEKalLWMe B OTAeNbHbIX 3MEMEHTaxX O06MOTKU Mepexop-
Hble SIBAEHWA. OTU 3aBUCUMOCTU C TEOPETUYECKOW TOUYKM 3peHMs 060CHOBaHblI 6G0Nee OCHOBa-
TeNbHO, YeM 3aBUCUMMOCTU, MONyYaeMble MpU UHAQUHUTE3UMAaNbHOM MeTOofe TPakTOBKU, T. K.
*OHW MPOUCXOAAT OT UCCNeLOBaHNA Ha OCHOBE [MCKPETHOW — COOTBETCTBYIOLLEN feACTBUTENb-
HOCTU — Mofenu 06MOTKM, COCTOSILLEe M3 KOHEYHOro 4Yucnia 3NemMeHTOB. BbiBefeHHble 3aBUCK-

MOCTMW OT/IMYHO MOAXOAAT ANS MPOM3BOACTBA BbIYMC/EHMIA HA BbICOKOMPOWU3BOAUTENBbHON CUeT-
HOI MallunHe.

A KHadksart fdd az Aadhial Kadb iggaoaga Nisz=d ddés - Fates Sadr
Al&rat nonaiia ékezett 1 198 \v 6 —IajecHam 165 (A5 v, D da 1 ndiddet

Akadémiai Nyomda t Budapest — 45585/58 — Felelds vezets: Bernat Gyorgy
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