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AN APPROXIMATIVE METHOD FOR THE ANALYSIS 
OF DISKS BY DECOMPOSITION INTO STRIPS

H. CRAEM ER

FISCHERHUDE VIA BREMEN 

[Manuscript received August 2, 1955]

In  determ in ing  stresses or d efo rm ations of a rec tan g u la r e la s tic  disk, 
m o stly  A iry ’s stress-function  is used. In  its  com m on form , i t  ap p lies  to  disks 
o f co n stan t th ickness loaded  only along its  edges. I f  th ere  are  load s on the  
surface itself, e. g. own w eight, or of th e  th ickness is variab le , a generalized  
stress-function  can  be estab lished  b u t  its  in teg ra tio n  often  invo lves com plex 
a rith m e tic  or is infeasible. T he w rite r th e re fo re  hopes th a t  an  a p p ro x im a tiv e  
m eth o d  w hich applies to  an y  loading an d  to  th icknesses and  e la s tic ity  m oduli 
va riab le  in  one d irection  will be welcom e.

I ts  basic  idea  consists in  decom posing th e  disk in to  strip s o f  co n stan t 
th ickness and  assum ing th a t  th e  b en d in g  s tra in s  and , in  case o f  a co n stan t 
e la s tic ity  m odulus, th e  stresses are lin ea r in  each  s trip  h u t no t in  th e  d isk  as 
a w hole, s e e th e  schem atical Fig. 1, also F ig . 5. T h en , th e  deflection  o f  th e  cen ter- 
line o f each s trip  can  easily be  expressed as a fu nc tion  of th e  norm al a n d  ta n g e n ­
tia l  stresses ac ting  along th e  con tac t-lines betw een  them . On th e  o th e r  han d , 
th e  norm al stresses in  th e  contac t-lines te n d  to  change th e  d is tan ce  b e tw een  
th e  cen ter-lines of th e  strip s and  th is  w ill y ield  a geom etrical cond ition  which 
will fu rn ish  th e  solu tion .

T he following no ta tio n s, ab b rev ia tio n s an d  fu r th e r  a ssum ptions w ill be 
used  in  th e  investiga tion  :

All loads are  assum ed to  a c t in  th e  con tac t-lines, see F ig . 1 ; p k, qk =  
n o rm al an d  tan g en tia l loads per u n it len g th .

nkk, nk, к  +  1 =  no rm al forces p er u n it  ru n  acting  on s tr ip  “ fe”  in  its  
edges к  and  к  -(- 1 ; skk an d  sk fc+1 ta n g e n tia l  forces ; S k en tire  sh ea r in  s trip , 
see F ig . 2.

tvk deflection  of cen ter-line of s tr ip  к  in  d irection  of strip  к  —  1 ; E k 
e la s tic ity  m odulus in  s trip  ak. This v a ria b ility  o f th e  elastic ity  m o d u lu s will 
be  usefid  in  soil m echanics problem s ; e s tra in s  in  contact-lines, a  s tre sses  in 
case o f  E  =  const, x, dx  see F ig . 2 ; l sp an  or an y  leng th  used as a u n it  ; x t 
an d  x r =  l —  x I d istances from  left an d  r ig h t su pport.

f  =  x / l , f; =  х,Ц, I  r =  xr/ l .

f '  = dfldt

1*

(1.1)
( 1.2)
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d e riv a tiv e  o f a n y  fu n c tio n .

Mk = ---- ( n k - l , k  +  n kk) » Sft =  ( s k - l , k  +  s kk) • ( 1 *3 )
2 2

C i — e~ s c o s f ;  S i =  c~ l s i n i  (1.4)

Fig. 2

are  functions used  in  th e  exam ple, th e ir  d e riv a tiv e s  are

С" I  — 2 S I , S " i = - 2 C i . (1.5)

Now, from  th e  equ ilib rium  of th e  e lem en t show n in  Fig. 2 we find

I ( s kk — s k , k + 1) d-----“  ( s k +  e/t+l)> -Eft a k d k  — 0 >

I { n kk Wft.ft+a) "f~ =  0 ,

(2 . 1)

( 2.2)
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l Sh — — I au (skk +  sk,k+i)-------k * («л — e*+i)/ =  0 . (2.3)
Zi JLZ

M oreover, i f  an  in fin ite ly  narrow  s tr ip  be tw een  s trip  s к—-1 an d  к  considered 
accord ing  to  F ig . 3, we find, w hen  (1.3) is used

n k- i , к re sp . n kk =  Пк T  ~2 qk > 

sk -i,k  re sp . skk — S k ^ f  ’ 2  P k *
(2.4ab)

T he un it shears can  be exp ressed  from  (2.1) and  (2.3) as follow s

Sk E k dk dk / о т  \/ j
Skk — ---------------- --------(2 Bk +  ßk+1) andak Ы

S k E k ak dk t
Sk’k+1 =  +  61 ( k +  2 k+l) ’

(2.5ab)

%

n  '
K*1,K
Fig. 3

therefore  also

_ Sk-1 , Ek-1 Я к - l  dk- 1 /„ , о _
s k - l , k  —  — -----------!---------------— —  —  \ e k - i  +  2  Bk)

Я к - 1  6  I

If, th e n , (2.5a) is su b tra c te d  from  (2.5c) a n d  (2.4b) is used, we a rr iv e  a t

(2.5c)

— Pk — — ------ — +  —у  [E k- 1 “ fc-i d k- i  (вк- 1 +  2 sky  +

+  ak dk (2 вк -f- £ * -i) ']  . (2.5d)

H ere in , a f te r  d iffe ren tia tion , S k_ i  a n d  S k can  be elim inated b y  (2.2) ; w hen 
(2.4a) is used, th is  leads to
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E k- i  ak - i  4 - 1  ek—1'  + 2 {Ek- i  ®k—l  4 —1 +  E k ahdk) ek -f-

+  E k ak dk ek+i- =  6 Z2=  6 Z2 i- ^ =
ak- 1

+  —  
«fc-l a k

n k +
nk+1

6 lp'k +  3 Z2 9 k - l
+

ak - l V a i t - l  a /t

</fc+l

«At

ak

, ( f e > 2 )

(2.6)

E q . (2.6) holds fo r o rd in a l num bers fc 2. I n  case of k =  1 we express 
S x in  (2.5a) by  (2.2) a n d  u se  (2.4a), which y ie ld s

E i Cli 4  (2 El £2) ' 1=1 б|

/12 — гац ---- - -  qz

a x 3n I z . (2.6 e)

A n o th er re la tion  b e tw e e n  e and  n is o b ta in e d  from  a consideration o f th e  
d e fo rm atio n s. I t  is w ell-know n th a t ,  w hen th e  b en d in g  stresses are linearly  
d is tr ib u te d  across th e  sec tio n , th e  norm al stre sses  n jd  follow a cubic p a rab o la , 
F ig . 4 . F rom  th is, b y  in te g ra tio n , the  change in  d is tan ce  betw een th e  cen ter- 
lin es  o f  2 adjoining s tr ip s  c a n  be determ ined  to  be

Wk- 1  — Wk =  - [ —  k 1 (3 1 +  13 nk—i k) +
32 \ K k- i d k- i

+  k- ■ (13 nkk 3 n ktk+i) j .
E k dk )

N ow , generally  th ere  is no  g re a t difference b e tw e e n  a, d and  E  in 2 ad jo in ing  
s tr ip s  a n d  the  shaded  a re a s  in  Fig. 4 are n o t m u ch  d ifferen t from th e  in d ica ted  
re c ta n g le s . Therefore, in  a n  approxim ative p ro ced u re  we can w rite

Wk-1  — w k = _  (,k - l  — ak __
E k- 1 4 - 1  +  E k dk

(3.1)

w h e reb y  (1.3) has b een  u se d .
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In  tu rn , from  w ell-know n re la tio n s we h av e

» — £k +  ek+l i2wk = ------------------V
ak

T h u s , b y  com bining (3.1) and  (3.2), we o b ta in

(3.2)

Fk - 1 _ _ J _  +  ± 4 + ^
«А— 1 ak - l  ak ak

+  ak_

E k- i d k- i  +  E k dk 12
(3.3)

F ro m  th e  reasoning lead ing  to  (3.3) it  follows th a t  th is  equation  is m ean ing less 
fo r n u m b ers  к  <  2 .

I f  n k is expressed b y  (3.3) an d  su b s titu te d  in to  (2.6), one gets a d iffe ren tia l 
eq u a tio n  of 4 th  order fo r e only. As th e  re su lt is ra th e r  com plex we confine 
ourse lves to  a case of a reg u la r system  w ith  c o n s tan t E , d  and a w ith o u t in te rn a l 
loads (p  =  q =  0). This y ields, w hen  E c is rep laced  by  cr,

а4 (ak- 1 +  4 ak +  ok+1) "  =  6 Í4 ( — o'/с—2 +  4 ak- i  (4-1)

— 6 ak +  4 (jk+i — ak + 2) 5 (k 3 ) .

F o r к  =  2, we use th e  specialized form  o f (2.6), express n2 and  n 3 b y  (3.3) and  
p u t =  tiu  ; th e  re su lt is

a 4 (<Ti +  4 (T2 +  аз)"" =  6 n"n  (4*le)
d

6 /4 (2 Gi — 5 o’2 -(* 4 a 3 — (T4) .

In  th e  case of к — 1, from  (2.6E) an d  (3.3) we obtain

a4 (2 a 1 4 - a2)"" =  — 6 l4 (<Ti — 2 a2 -(- or3) (4 .lee)

U a 4 *nn  +  s" 'a*c).  
d

W e now  d em o n stra te  th e  ap p lica tion  of th e  m ethod  for a sim ple exam ple. 
A s such  we select a p rob lem  (1) w hich has a lread y  been solved rig o ro u sly , viz. 
a d isk  w ith  thickness d =  1 an d  sq u are  e levation  uniform ly loaded  a t  its  lower 
h o rizo n ta l edge by  =  1 an d  su p p o rted  b y  shears along its  v e r tic a l edges 
in  such a w ay th a t  in th e se  edges no deflec tion  wk occurs, see F ig . 5, le ft. We 
assum e l =  3a ; th e n , as n h  =  ql =  0, (4 .IE )  yields

(a \ +  4 ff2 +  o3)"" =  486 (2 ay — 5 o2 +  4 o3 — a 4 ) . (5.1)
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A  s im ila r equation  is go t i f  th e  edges are c o u n te d  th e  o ther w ay, viz.

(#2 ~b 4 CT3 -f- O4)"" — 486 ( — cri —(— 4 cTg — 5 <73 -(- 2 cr4) . (6-2)

I n  ad d itio n , 2 algebraic e q u a tio n s  can be found  from  th e  equilibrium  o f a v ertica l
sec tio n , viz.

oq -f- 2 ff2 +  2 ff3 -f- ffi =  0 from  th e  n o rm a l force, and  (5.3)

7 (ffl -  cr4) +  6 (<r2 — <ra) --------- 27 (1 — 4 |2 )  (5.4)
2

fro m  th e  m om ent, f  b e in g  co u n ted  from th e  m id d le  o f th e  span. By rea rran g in g  
we o b ta in

( 1̂ +  ffi)"" +  486 (tri +  ff4) 0

(ffi -  ffi)"" +  486
27

ffi — ffi +  6 f 2 = 0 . (5 .5a,b)

T ak ing  sy m m etry  in to  account, th e  so lu tio n s can be w ritten

ff4 +  ff4 =  A  (C 3,320 f, +  C 3,320 f r) +  B  (S  3,320 f, +

+  S 3,320 i r ) a n d  (5.6a,h)

3
Cfl — O4 6 I 2 +  I) (C 5 ,0 6 1 1, +  C 5,061 £r

+  E  (S  5,061 f, +  S 5,061 £ .) .

B y  consideration  of (1.4) a n d  (1.5), th is can  ea s ily  be  proved to  be  correct.
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T he constan ts A , B , D , and E  above depend  on th e  boun d ary  cond itions. 
F irs t, over th e  supp o rts

^  =  (T2 =  a 3 =  o4 =  0 (|( =  0 , =  0 ) . (5.7)

M oreover, as wk is p rescribed  in th a t  cross-section , (3.1) yields

n a =  n 3 =  0 , (Si =  0 , i r =  0) . (5.8)

If, fu r th e r , (2.6) is app lied  for к =  2 a n d  к  =  3 an d  (5.8) is used , xve o b ta in  

(oj -J- 4 d2 “b o"3) == 34 an d  (d2 -f- 4 d 3 -f- О4) =  0 

or, if  (5.3) and  (5.4) a re  tak en  in to  acco u n t

(a i +  ai) ' ~~ 36

(01 — 0-4)" =  — 2 *6 (Ji =  0 , i r =  0)
(5 .9a,b)

In  th is  way, 2 equations con ta in in g  th e  unknow n costan ts are  go t from  
tw o eqs. (5.7) and 2 m ore from (5.9). T he re su lt is

A =  0 ,01126 ; 11 =  1 ,693 ; D  =  0,003613 ; £  =  0 ,6 0 7 7 . (5.10)

In  Fig. 5, besides th e  rigorous so lu tion  (1) an d  th e  one accord ing  to  N avier, 
th e  stresses a  a t m idspan , com puted b y  (5.3), (5.4), (5.6) and (5.10) a re  s ta te d . 
A lthough  th e  resu lt is fa r  from being  p rec ise , th e  general tre n d  is a lre a d y  visible.

A b e tte r  coincidence, of course, is found  w ith  Z =  5 a, see r ig h t side of 
Fig. 5. In  th is  case, th e  following e q u a tio n s  are found  a fte r som e rea rran g in g

|(Ti -f- о« -(- 4 (°2 +  аь) "Ь °з  +  aá} "" ■— 3750 {2 (dj -(- de) —

- 5 (d2 +  аь) +  3 (d3 +  d4) | ,  (6.1)

{er2 +  а ъ +  5 (<т3 -f- 0 4 )} " — — 3750 |(c ii -f- °б) +

+  3 (da +  aâ) — 2 (d3 -f- d4) | , (6.2)

|d j  — d6 -f- 4 (d2 — d5) -(- d 3 — d 4̂ "" =  3750 {2 (dj — dg) —

— 5 (d2 — d 5) -j- 5 (d3 — d4)} , (6.3)

| d 2 — d 5 -(- 3 (d3 — d4) | "" =  — 3750 |(d ^  —dg) -f-

+  5 ( d2 -  d6) — 10 (d3 — d4)} , (6.4)

0 i -f- 2 d2 -f- 2 d3 -f- 2 d4 -(- 2 -j- dg =  0 ,  (6.5)

13 (dx — de) - f  18 (d2 — d 5) - f  6 (d3 — d4) =  37,5 (1 — 4 £2) . (6 .6)
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O n principle, th e  so lu tio n  is found b y  th e  sam e  reasoning as in  th e  fo rm er 
case. A gain , th e  b en d in g  stre sses  a t  m id-span  a re  p lo tte d  in  fig. 5 ; th e y  coincide 
w ell w 'ith those o b ta in ed  in  th e  s tric t so lu tion . T h e  w rite r w ants to  em phasize, 
h ow ever, th a t  th e  m a in  v a lu e  of th e  new m e th o d  consists in  its  ap p licab ility  
to  p rob lem s for w hich no rigorous solution is feasib le .

R EFER EN C E

H . C r a e m e r , Stresses in  w a l l - s h a p e d  b e a m s  ; ZAMM 1 0  ( 1 9 3 0 ) .

SUMMARY

T he disk is considered to be composed of a su ffic ien t number of strips and the bending  
stresses are assumed to be linear between any tw o contact-lines. Then, taking into  account 
the geom etrical conditions valid  for two adjoining strips, tw o sim ultaneous differential equations 
o f second order or one of the fourth order can be derived for each strip. In an illustrative exam ple, 
the results obtained by the m ethod  are compared w ith  th e  rigorous solution.

A N N Ä H E R N D E  B E R E C H N U N G  VON SC H E IB E N  DURCH  ZERLEGUNG
IN  STR EIFEN

H. CRAEMER

ZUSAMMENFASSUNG

D ie  Scheibe wird in  eine genügende Anzahl von Streifen  zerlegt und es wird angenom m en, 
dass d ie Biegespannungen zw ischen je zwei der so geb ildeten  Kontaktlinien linear verlaufen. 
A us den  Verträglichkeitsbedingungen zwischen je zw ei benachbarten Streifen ergeben sich 
je  zw ei sim ultane D ifferentialgleichungen 2. Ordnung oder eine der 4. Ordnung. D ie M ethode 
wird a u f einen Fall angewandt, für den die strenge Lösung bereits bekannt ist.

CALCUL APPR O X IM A TIF D E S DISQUES, P A R  DÉCOMPOSITION E N  B A N D E S

H. CRAEMER

RÉSUMÉ

Le disque est décomposé en un  nombre suffisant de bandes, et Гоп suppose que les tensions  
de flex io n  entre deux des lignes de contact ainsi formées sont linéaires. Les conditions de com pa­
tib ilité  entre deux bandes vo isines, donnent deux équations différentielles sim ultanées du deu­
xièm e ordre, ou une équation différentielle du quatrième ordre. La méthode est appliquée à 
un cas, dont la solution exacte est déjà connue.

А П П РО К С И М А Ц И О Н Н Ы Й  М Е Т О Д  А Н А Л И ЗА  Ш А Й Б  ПРИ И Х Р А ЗЛ О Ж Е Н И И
НА ПОЛОСЫ

X. К Р Е М Е Р

РЕЗЮ МЕ

Ш айба разлагается на достаточное число полос и принимается, что напряж ения  
изгиба м еж ду  каждыми двум я образованными таким образом  контактными линиями  
имеют линейный сбег. Н а основе условий совместимости м еж ду каждыми двумя см еж ­
ными полосам и получается по два дифференциальных уравнения второй степени или одно 
четвертой степени. Метод дем онстрируется для случая, дл я  которого известен строгий  
метод реш ения.



DYNAMICS OF GEARS WITH FEATHER KEYS

B. SZŐKE

[M anuscript received Septem ber 21, 1956]

O ften  in  th e  investiga tion  of some effects occurring  in  gearing  such  as 
noise, oscillations, loosening, b reaks, etc., th e  d y n am ics of efforts caused  d u rin g  
ro ta tio n  b y  keying  fits is disconsidered. As a ch a rac te ris tic  exam ple m a y  be 
q u o ted  th a t  in  th e  analysis of b e lt drive th e  o lder, as well as th e  new er t e x t ­
books con tend  them selves w ith  th e  sca la r expression  of peripheral force

P = T , - T r

w here T ; is th e  pu ll p roduced  in th e  le ad in g  (driv ing) and  T r th a t  a ris in g  in  
th e  re tu rn  b ran ch  o f th e  b e lt, in stead  of p o in tin g  o u t th e  vectoria l sum  o f th e  
tw o  forces

Q =  T , +  T r

F rom  Fig. l a  is ev id en t th a t  th is force Q a c tu a lly  effective on arm  p roduces 
ro ta tio n , an d  only  its  know ledge enables to  d e te rm in e  th e  in s ta n ta n e o u s ly  
arising  sh a ft reac tio n  A  (vector d iagram  lb )  w ith  consideration  of k ey  force E .

Since th e  dynam ic  effects of th e  arising  forces m ay cause tro u b le  especially  
in  fea th er-k ey ed  gears, th e  aim  of th is p a p e r is to  analyze the  efforts aris in g  in  
these .

I. The oscillation of shaft reac tion  in  feather-keyed gears

In  gears p e rip h era l force P  and  th u s  lo ad  Q ac ting  on th e  to o th  occupy 
an  in v ariab le  position  in  space in  re la tion  to  th e  cen tre  of th e  sh a ft 0 .  O n th e  
o th e r h a n d  th e  key  ro ta tin g  together w ith  th e  sh a ft of rad ius r causes th a t  sh a ft 
reac tio n  A ,  b a lanc ing  th e  to o th  load Q a c tin g  on th e  wheel and  k ey  force E . 
will v a ry  even w ith in  one revolution .

More in tensive  exam ina tion  of th e  e ffo rts  ta k in g  place betw een  th e  bore 
o f th e  w heel h u b  an d  th e  shaft w ith in  one rev o lu tio n  explains sev era l effects 
experienced  in  every  d a y ’s p ractice.
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F ig . 2a show s th e  gear in  a position  w hen  th e  key  has tu rn e d  b y  some 
an g le  <p from  p o in t H 0 chosen in  a w ay t h a t  th e  cen tre  line H 0O o f  th e  k ey  be 
sq u a re  w ith  to o th  load

cos a

w here  P  is th e  c ircum feren tia l force ac tin g  a t  th e  principal p o in t F , a n d  a  is 
th e  p ressu re  angle. T he s tra ig h t line o f force Q, th e  con tact line, to u ch es  base 
circle o f rad ius ra a t  p o in t N .

O n th e  basis o f  th e  afore-said reac tio n  force A  acting  on th e  bo re  o f  th e  
w heel is easily  d raw n  in  F ig . 2a, th e  tra c e  o f w hich  will he line O M  ; i ts  m a g n i­
tu d e  is de te rm in ed  b y  th e  v ec to r trian g le  d raw n  in  Fig. 2b to  force Q know n.

R eac tio n  A  c an  also be  com puted  easily  fo r an y  a rb itra ry  ang le  <p. F ro m  
th e  d iag ram  m ay  n am ely  be  w ritten  w ith  n o ta tio n s  of th e  figure th a t

A H v N v O v ^  Д  M J O ^  A  H O N

O n th e  basis  of th is  sim ilitude

t h a t  is

w hence

H vN v : H v Ov =  H N : H O

A  :Q  =  |/r2 -f- r 2 +  2 r ra cos (p : r 

A  — —  f r 2 +  r 2 +  2r та cos<p . ■.
T

(1)

Fig. l a .  Forces acting in belt drive Fig. lb .  Vector diagram
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fu rth e r

E  =  Q r° . . .

F rom  form ula (1) m ay  be re a d  th e  fo llow ing lim it cases

A t (p =  0 -4 =  y ( r a +  r) = E  +  Q

Fig. 2a.  Determination o f shaft reaction  in keyed gear 
Fig. 2b. Vector diagram

r/
sm

)°
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A t <p = 90° A  = у  Г г '2 +  r!

A t <p = 180° A  = у  (га —  г) =

A t cp = 270° A  = Q  Г г2 +  Г1

1 +

l / l "

2

4

Fig.  2c.  Variation of the direction of shaft reaction in  relation to the middle o f  th e  key
during one revolution

T herefo re  the  follow ing m ay  he s ta te d  :
K e y  force К  is a ro ta t in g  vector, w h ich  does no t change its  m ag n itu d e  

d u r in g  ro ta tio n  of th e  sh a f t an d  lags by  90° b eh in d  th e  m iddle ra d iu s  o f th e  
k e y  O H  (F ig. 2a), its  a n g u la r  velocity  equals t h a t  o f th e  shaft, th e  en d  po in t 
N v o f  i ts  vecto r describes th e  circle of cen tre  Ov an d  radius E  (F ig . 2b).

V ec to r Q of th e  to o th  load  is s ta tio n a ry .
E x cep tio n a l cases d isreg a rd ed , th e  ra d iu s  o f th e  p itch  circle is g rea te r  

t h a n  th e  rad ius of th e  s h a f t ,  or o f th e  key , th u s

Q = H vOv< E  =  OvN v

S h a f t reaction  A  is s im ila rly  a ro ta tin g  v e c to r  whose cen tre  is H v, b u t 
its  a n g u la r  velocity  does n o t agree w ith  t h a t  o f  th e  shaft, its m ag n itu d e  is no t
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c o n s ta n t, but i t  ex e rts  a pu lsa to ry  effect on th e  bore  of th e  hub . I ts  ro ta tin g  
end  p o in t is t h a t  o f v ec to r E , b u t is s ta tio n a ry  origin coincides w ith  th a t  of 
v ec to r Q.

Fig. 2c shows th e  varia tio n  of reac tio n  A  a c tin g  on th e  sh a ft bore o f th e  
gear every  e igh th  p a r t  of one rev o lu tio n  an d  for each  position  also shows w hich 
p a r t  ta k e s  th e  p ressu re  in  re la tio n  to  th e  k ey sea t.

A more persp icuous p ic tu re  o f th e  a m p litu d es  o f th e  p u lsa tions of sh a ft 
reac tio n  force A  is o b ta ined , if  th e  v a ria tio n  o f sh a ft load  is p lo tte d  in  te rm s 
o f angle <p. This is show n in  F ig . 3.

On th e  basis o f  Fig. 2c th e  following m ay  be  s ta te d  :
D uring ro ta tio n  alw ays th e  sam e h a lf  o f th e  bore  receives pressure.

Fig. 3. Variation o f  the m agnitude o f  shaft reaction in  term s o f the angle o f rotation

From  origin 0  to  position  4 th e  sh a ft lo ad  decreases a n d  th e  k ey  tends 
to press itse lf into the k eysea t, d u rin g  th e  o th e r h a lf  revo lu tion  th e  shaft load 
increases and  th e  key  strives to p u ll itse lf out from  th e  keyseat. This p en e tra tio n  
an d  pulling ou t o f th e  key, as fa r  as th e  ease o f  fit allows i t  (for in stan ce  w ith  
a fea th e r  key), p resen ts  itse lf  m ost in  a position , w here force A  m akes th e  
sm allest angle w ith  th e  m iddle p lan e  of th e  key  OH. This angle is w ith  no ta tio n s 
o f Fig. 2a and  2b

ЦС M O H  =*90° -  Ô

E v id en tly  М О П  will be sm allest w here

d =  <  Ov N v H v =  O N H

is la rgest, th a t  is, a t  position (p, o f angle cp, w here N H , co n tac ts  th e  circle of 
rad iu s  r, and  v O H N  is a r ig h t angle.

In  Fig. 2c th e  vecto r A  =  N , H v sq u are  w ith  OvH v y ields th a t  shaft 
reac tion  whose d irection  includes th e  m in im um  angle w ith  m iddle p lane OH  
o f th e  key a t  th e  first h a lf  tu rn .
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F rom  Fig. 2a is d ire c tly  ev iden t th a t  a t th is  ex trem e v alue

cos (ft —  —  cos (180° —  (pt) =  -  — —
Ta E

( 3)

a n d  from  Fig. 2c m ay  be  w r itte n  th a t  a t  th is  position

A  =  ][.E 2 — Q2 — E  sin Ipt . . .  (4)

Fig. 4.  Pattern of the stress sta te  o f gear 
t ig h tly  mounted on the shaft w ith  top  
to o th  loaded (Pressure on too th  from left 

to right) [1]

Fig. 5. P attern of the stress state  o f  
feathered gear w ith  top tooth  loaded  
(Pressure on tooth  from left to right) [1]

I I . P hoto-elastic  pictures

T h is paper aim s a t  th e  inv estig a tio n  of effects o f m otion occurring  in 
g ea rs  fa s ten ed  by  fea th e r or slid ing  keys, u n d e r th e  effect of p u lsa to ry  reactions, 
b u t  photo-elastic pictures ta k e n  in  po làrized  lig h t from  tra n sp a re n t gear m odels 
o f  p la s tic s  so lucidly m an ife s t th e  d is trib u tio n  o f pow er im pulses occurring  
a n d  th e re b y  confirm th ese  s ta te m e n ts  th a t  it  is w orth  while to  e x te n d  on them .

F ig . 4 presents th e  p lan e  s tress d is trib u tio n  in  th e  body  o f a gear tig h tly  
p u lled  up on the  sh aft, w ith o u t fea th e r, and  Fig. 5 th a t  of a gear fea thered  
on, b y  streamline fille ts  (isochrom atics). In  b o th  cases th e  top to o th  w as loaded 
b y  a p ressu re  from left to  r ig h t [1].

T h e  stream line fillets o f sh ea r stresses corresponding to  id en tica l norm al 
s tre sse s  o 1 —  o2

°1 °2
l m a x  —  -----------------

2
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su rro u n d  th e  sh a ft in  reg u la r circles in  Fig. 4 ; in  Fig. 5 th e  effects o f key  
force E  an d  shaft re a c tio n  A  p resen t them selves.

T he effect o f sh a f t reac tio n  A  on th e  developm ent of s tream lin e  fillets 
can  be  m ore easily  e v a lu a te d  if  i t  is considered first w h a t effect is p roduced  
b y  som e accessory com pressive force on th e  p h o to -e lastic  p ic tu re  of a te s t  speci­
m en un d er pure b e n d in g  stress.

F'g. 6a. Stream line fillets in test specim en subjected to pure bending [2]

Fig. 6a shows th e  s tream line  fillets of a solid te s t  specim en in  such stress 
s ta te , F ig . 7a th o se  o f a b a r  w ith  an  in te rn a l hole [2]. In  b o th  above th e  colour 
line o f О-order, co rrespond ing  to  th e  n eu tra l fibre, b lack  s treak s  in d ic a te  regions 
o f  equal shear s tre ss  o f  th e  com pression zone, s treak s  below  th is  line those  of 
th e  tension  zone. S tream lin e  fillets of h ighest o rder are ru n n in g  along th e  
bo rders.

Fig. 6b. Streamline fillets under the effect of two additional indenting pressures [2]

Fig. 6b show s th e  change of s tream line  fillets u n d e r th e  effect of the  
in d en tin g  com pression te s t .  A t th e  b o tto m , w here tensile  s tresses crx are 
h igher th a n  in th e  in side  o f th e  b a r , th e  inden tin g  com pression raises new  stresses 
o f  h igher order, since i t  te n d s  to  s tre tch  fibres in  t e n s io n ,  an d  in  consequence 
o f  th is  th e  s tream lin e  fillets p en e tra te  from  th e  bords inw ard . I n  th e  upper 
com pression zone, w here  com pressive stresses аг are  ac ting , th e  inden tin g  
com pression te s t red u ces  local stress, because it  te n d s  to  s tre tch  fibres in  com pres­
sion, an d  in  conseqence of th is  s tream line fillets o f low er o rder s tr iv e  forw ard 
in to  th e  com pression zone.

A n en tire ly  analogous case is found in  Fig. 7b, w here a t  th e  u p p er p a r t 
o f  th e  hole th e  in d e n tin g  com pression finds fib res in  compression a n d  ten d s  to  2

2  A cta Technics X X I/1— 2.
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stretch  th em , the  stress decreases, an d  in consequence of th is  th e  fibres of lower 
s tre s s  (71 strive to  progress u p w ard , so th a t  th e  to p  s tream line  even b reaks a t  
th e  m idd le . The in d e n ta tio n  com pression ac ting  on th e  low er rim  of th e  hole 
tends to stretch fibres in  tension , whereby local stresses increase, an d  fro m  the bottom 
o f  the bar streamline fille ts  bend toward the compression zone [2].

Fig. 7a. Streamline fillets in  holed test specimen subjected to pure bending [2]

R etu rn in g  to  Fig. 5 i t  can  be laid  dow n as a fac t th a t  sh a ft reac tio n  
A  d ire c te d  tow ard th e  p o in t of in tersection  of v e rtic a l force E  ac tin g  from  to p  
d o w n w ard  and load Q a c tin g  on th e  top  to o th  from  left to  rig h t —  analogously 
to  F ig . 7b —  by exerting pressure on fibres in  tension diverts the streamline fille ts

Fig. 7b. Streamline fillets under the effect of indenting pressures acting on hole rims [2]

o f  higher order toward the compression zone. U n d er these efforts besides th e  
iso ch ro m a tic  spot o f zero o rd e r  in  th e  m iddle of th e  root of th e  to o th , tin  re 
a p p e a rs  ano ther spot o f zero o rd e r betw een th e  to o th  and  the  bore, surrounded  
b y  th e  colour line of 1-o rd e r ; th e  tendency o f  p rin c ip a l streamline fille ts  of 
2 -o rd e r toward the bore in d ic a te s  th e  shaft reac tio n  A  p resen t.

O f course the  op tica l im ag e  of th e  stress s ta te  changes during  th e  revolu tion  
o f  th e  gear in  th e  sense as follows from  Fig. 2c.

III . P ro b ab le  effects o f dynam ic efforts

I n  large gears, w here fo rce  Q is re la tive ly  sm all in  re la tio n  to  E , th e  angle 
c h a ra c te r is tic  from th e  v iew p o in t o f wheel slip com es up a fte r  th e  first q u a rte r  
tu r n ,  w h en  it cannot be d an g ero u s , because it is a lm ost perpend icu la r to  th e  
m id d le  p lane  of the  key. In  sm a ll gears, how ever, w here for reasons of econom y
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th e  th ickness of th e  h u b  is lim ited , it  p re sen ts  m ore danger, especially  if  th e  
h igher n u m b er of revo lu tions of th e  sm all g ear is considered.

U pon reversa l of th e  gear th a t  h a lf  of th e  bore tak es  up  th e  sh a ft load 
w hich w as un loaded  a t  th e  form er sense o f ro ta tio n .

Fig. 8. Steps o f displacem ent of wheel body in  relation to the shaft

F rom  th ese  s ta te m e n ts  som e im p o rta n t conclusions m ay  be  d raw n . 
F rom  form ula (2) follows th a t  if  th e  scale is chosen th a t

Q =  r
th e n  according to  Fig. 8

E  =  ra.

L et th e  fric tion  angle betw een  key an d  keyslo t be g, th e n  from  a n y  poin t 
К  on th e  periphery  o f th e  circle of rad ius ra is visible a t angle g th e  rad iu s  r0 
o f th e  circle draw n w ith  cen tre  a t  0 , whose le n g th  is

r0 =  ra sin g ...............  (5)

9*



20 В. SZŐKE

O n th e  o th e r h an d , i f  ab o v e  sh a ft rad iu s  r, chosen for d iam eter, a Thales 
c irc le  is  d raw n , th e n  for angle d included  b y  forces E  an d  A  p e rta in in g  to  an y  
p o in t  К  o f  th e  circle of ra d iu s  ra w ith  n o ta tio n s  o f th e  figure

s in  ô =
OL _  p
O K  ~  ra

t h a t  is , in  th e  course o f ro ta t io n  of v ec to r A  a b o u t pole S  th e  side o f  th e  rig h t- 
a n g le d  tr ia n g le  of th e  Thales  circle O SL

OL = p

v a rie s  p ro p o rtio n a te ly  to  th e  sine of angle Ô.
P o s itio n  K (S, p e rta in in g  to  őmax an d  ta n g e n t to  th e  circle o f ra d iu s  r  is 

o f p a r t ic u la r  im portance  b ecau se  th e  angles ô o f  sh a ft reactions K S  a n d  K 3S, 
w h ich  a re  opposite-hand  view s o f  K tS, are u n ifo rm , since th e  sam e p  belongs 
to  b o th  d irec tions. Therefore at such positions the conditions o f  slip  and  o f  the 
f i t  o f  the key  are also uniform .

O n th e  o th e r h an d , in  re fle c ted  im age p o sitions in  re la tion  to  O S, such 
as K S  a n s  K 'S  th e  force a c tin g  on one side a t  ang le  90° —  ô ten d s to  ap p ro ach  
th e  k e y e d  h a lf  of th e  sh a ft to  th e  w heel h u b , a n d  on  th e  o th e r side a force o f 
the sam e magnitude, ac tin g  a t  ang le  90° Ô m ak es an  effort to  rem ove it .

T w o tan g en ts  d raw n fro m  pole S  to  fr ic tio n  circle of rad ius r0 c u t out 
fo u r re m a rk a b le  po in ts from  th e  circle of rad iu s  ra : betw een  Ky, an d  K 1 sh a ft 
re a c tio n  A  falls w ith in  th e  fr ic tio n  cone, th ere fo re  no  slip is possible a t  th e  key- 
s e a t  ; f ro m  Ky  to  K 3 th e  wheel body moves radially  in  relation to the shaft centre ; 
fro m  K a to  K g  th e  fit is again  t ig h t  ; from  K'3 to  K ÿ the wheel body makes a radial 
m ovem ent in  opposite sense to the form er.

H o w ev er slight be th e  fric tio n , th e re  is no slip in  positions K 0 a n d  Ky.
T h e  angle

K 0 OKy =  tpy

a t  w h ic h  slip s ta r ts  m ay  be  d e te rm in ed  from  A O S K y , nam ely  w ith  n o ta tio n s  
o f  th e  figure

an d

sin  e =
Tq sin Q

Г Г

n  — E + Q

(6)

( 7)

B u t to  s in  e pe rta in s also th e  va lu e  of

O S K 3 =  180° —  e
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from  w hich angle
<£K 4O K 3 =  180° —  <p3 

is de te rm in ab le , nam ely  from  Д  S O K 3

ç?3 =  <ÿ K 0 0 K 3 

I

Fig. 9.  L im it case of displacem ent o f w heel body in  relation to shaft 

as ex te rn a l angle

<p3 = 1 8 0 °  —  £ +  (?• (8)

On th e  o th e r han d , angle K 4O K 3, w ith in  w hich slip ta k e s  p lace

<p3 —  9 ^ = 1 8 0 ° — 2e.  (9)

From  F ig . 8 and  9 is ev id en t th a t  th e  lim it position  a t w hich m ovem en t 
s till tak es  p lace , comes up w hen

ro ^ r
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t h a t  is , w ith  consideration  o f  (5)

sin Q

A cco rd in g  to  Fig. 9 p re se n tin g  th e  lim it p o sitio n  separa te ly

r

(10)

( U )

I f  th e  value of s in  q is ta k e n  for 0, 1, th e n  according to  (10) the described 
effect m a y  occur in  all gears sitting  loosely on their shafts, o f  which the diameter 
o f  the p itch  circle does not exceed ten times the diam eter o f  the shaft bore. Gears 
o f  th is  order o f size are fo u n d  in  motor vehicles, m achine tools and in  general in  
m ost slid ing  change gears.

IV . Consequences o f  slipping caused by pu lsa tin g  shaft reac tion

In  case of loosening of keys, according to  experience m ore freq u en t w ith  
re v e rs in g  shafts, it is u su a lly  said  th a t  th e  “ k e y  w as driven o u t” . H ow ever, it 
is e v id e n t  from  Fig. 2c t h a t  in  some cases th is  loosening of th e  k ey  can  be 
b ro u g h t ab o u t not only b y  force E  d irectly  ac tin g  on th e  key bu t m ay  be fu rth e red  
b y  r e s u l ta n t  A  of key  force E  and  to o th  load  Q, especially if  th e  fit o f  shaft 
a n d  b o re  is inad eq u a te , or is to o  loose for service requ irem en ts and  th u s  p e rm its  
ra d ia l  m ovem ent of th e  k ey .

I n  slip-feather jo in ts , w here th e  possib ility  o f sh ifting  change gears calls 
for e a s ie r  fit, the  p u lsa to ry  effect deserves spec ia l a tten tio n . T h a t is to  say, 
th e  re q u ire m e n t of a th ic k e r  sh a ft for th e  la rg e r  gear to  tran sm it th e  g rea te r 
to rq u e  m a y  cause th a t  th e  ra d ia l m ovem ent o f  th e  wheel body in  re la tio n  to  
th e  s h a f t  cen tre , im agined  as s ta tio n a ry  in space , occurs w ith th e  fast-m ov ing  
p in ion  as well as w ith th e  slow -running  large gea r. T he distance betw een  cen tres 
of th e  m a tin g  gears th u s v a rie s  rhy th m ica lly  becau se  of com position of m ovem ents 
acco rd in g  to  th e  n um ber of revolu tions of th e  p in ion  and  th e  gear ra tio . The 
v ib ra t io n  effect th u s occu rring  m ay be a sound source too.

G ears  of elastic m a te r ia l pressed ag a in s t each  o ther are slid in  space 
re la tiv e ly  to  each o th e r, w h ich  m ay b ring  in to  v ib ra tio n  b o th  w heel bodies. 
A lre a d y  w ith  shafts of 50— 60 m m  d iam eter in  slid ing  change gears a c learance  
o f 0 ,04— 0,05 m m  m ay be reck o n ed  w ith  b e tw een  th e  wheel bore and  th e  sh a ft, 
t h a t  is, in  th e  tw o m atin g  gears a re la tive  d isp lacem en t of the  order of m ag n itu d e  
o f one te n th  of a m m  can  com e abou t, even i f  th e  gears are m ost p recisely  cut 
a n d  b a la n c e d .
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A nother sound source m ay  be knocking  o f th e  wheel body  against its  
ow n sh aft, w hich is rep ea ted  as afore-said twice per revolution. For th is  reason , 
for in stance , some gear ru n n in g  a t 3900 revo lu tions p e r m inu te  can s trike  7800 
blows p er m inute , or 130 blow s p er second upon its  ow n sh a ft, w hich m ay produce 
a “ C”  to n e  corresponding  to  th a t  already.

T he effect d ea lt w ith  o f course cannot com e up  in  gears w here tw o opposite  
sliding keys are perfec tly  un iform ly  seated  or w ith  spline shafts , w here th e  
sp lines have perfectly  un iform  fit. Since th is  c an n o t alw ays be realized b y  ro u tin e  
shop techn iques, th e  described  effects as one cause o f gear noise, m ay be supposed 
ev en  w ith  such gearing. I t  is n o t superfluous to  re m a rk  th is , because th e  noise 
arising  a t  th e  ra te d  n u m b er of revolutions a n d  its  harm onics is in  general 
a t tr ib u te d  to  errors of gear c u ttin g , or th e  knocks caused  b y  lack  of b a lance , 
m ay be to  v ib ra tio n s caused  by  th e  clu tch  [3].

Surely clu tches m ay  be  v e ry  often  sources o f  v e ry  d isagreable noises, 
y e t according to  th e  afore-said  it would be w o rth  while to  p ay  a tte n tio n  to  
re la tiv e  m ovem ents arising  betw een  th e  wheel b o d y  an d  its  sh a ft a t  experim en ts 
on gear noise, because i t  can  be tak en  for c e r ta in  th a t  a source o f noise so 
fa r disconsidered has been  discovered.

The above considera tions also give an  answ er to  th e  “ m y ste ry ”  occurring  
in p rac tice , w hy gear noise o ften  ceases d u rin g  search  for th e  fau lt. I t  h ap p en s, 
n am ely , th a t  th e  assem bly  is disassem bled for a new  check, and  since no fau lt 
is found in p a rts , is reassem bled , and  th e  noise ceases. In  th is  case th e  afore- 
tre a te d  force effect m igh t have  been active a t  th e  first assem bly , an d  a t  th e  
reassem bly  th e  gears have  been  m ounted on th e  sp lined  sh a ft so th a t  th e  splines 
opposite  to  one a n o th e r h av e  acquired  a un ifo rm  fit.

A t th e  effects so fa r m en tioned  the  m iddle  line o f th e  sh a ft was supposed 
to  be s ta tio n a ry . I t  m ay  occur, however, th a t  a t  th e  gear drives ch aracterized  
by  equation  (10) th e  gear b o d y  seated  loosely on th e  sh a ft under th e  effect 
o f to o th  load Q and  key  reac tio n  E  exerts up o n  th e  sh a ft tw ice p er revo lu tion  
such an  im pulse w hich produces the d is tu rb an ce  o f  resonance. In  such case 
from  th e  view point o f resonance  not th e  double  n u m b e r o f revolu tions h as  to  
be considered, b u t

^ K ,  OK', =  180° —  dmax

p erta in in g  to  th e  op tim um  position of slip d en o ted  by  K ( and  K) of Fig. 8, 
o r th e  corresponding ro u n d  angle

<£ K 't OKt =  180° - f  2 dmax
w here

sin dmax =  —  .
r,
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In s te a d  of fu rth e r  en u m e ra tio n  of effects in  connection  w ith  th e  p u lsa tin g  
e ffo rts  i t  is rem arked  only t h a t  i t  is largely  to  be a ttr ib u te d  to  th e se  t h a t  th e  
effic iency  o f sliding-gear ty p e  tran sm issio n s is m uch lower th a n  th a t  o f gears 
m o u n te d  tig h t on th e ir  sh a fts .
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SUMMARY

In  feather-keyed gears due to the keying fit  the shaft reaction is a vector o f varying  
in  m agn itud e within one revolution rotating about a point outside of the centre o f  revolutions. 
In  slid ing  gear type transmissions therefore, in  case when the radius o f the base circle is smaller 
th an  th e  ratio o f the radius o f the shaft to the sine of the friction angle, the wheel body undergoes 
tw o displacem ents per revolution in  relation to the shaft centre im agined as stationary. The 
paper trea ts the magnitude of the efforts arising and the determ ination o f the positions of  
disp lacem en ts pointing out that th is phenom enon m ay play the part o f a sound source so far 
disconsidered in  gear drives, m ay cause resonance in  properly cut and w ell-balanced gears and 
serve as an explanation of several practical observations that appeared otherwise as m ysterious.

D A S K RÄFTESPIEL VO N Z A H N R Ä D E R N  MIT F E D E R V E R B IN D U N G

В. SZŐKE

ZUSAM M ENFASSUNG

B e i Zahnrädern m it N ut und Feder ist infolge der Federverbindung die W ellenreaktion  
innerhalb einer Umdrehung ein V ektor veränderlicher Grösse, der sich um  einen Punkt ausser­
halb des Drehungsm ittelpunktes dreht. Infolgedessen erleidet bei Zahnradgetrieben m it Gleit­
federverbindung in Fällen, wo der H albm esser des Grundkreises kleiner ist als der Q uotient 
des W ellenhalbm essers zum Sinus des Reibungsw inkels, der Zahnradkörper im  Verhältnis zu 
dem  als unbeweglich gedachten D rehm ittelpunkt innerhalb einer Um drehung zw ei Verschie­
bungen . D er Aufsatz behandelt die Grösse der auftretenden Kräfte und die B estim m ung des 
Ortes der Verschiebungen, indem darauf verwiesen wird, dass diese Erscheinung bei Zahn­
radgetrieben  als bisher unbeachtete Geräuschquelle auftritt, bei richtig verzahnten und gut 
ausgew uchteten  Rädern Resonanz verursacht und als Erklärung mehrerer praktischer Erfahrun­
gen d ien en  kann, die sonst vielfach als rätselhaft erschienen.

LE JE U  DE FORCES SU R  ENG REN AG ES AVEC LAN G U ETTES

В. SZŐKE

RÉSUM É

D an s les engrenages avec languettes la réaction de l’arbre est à cause du reserrage un 
vecteur  de grandeur variable au cours d’une révolution, tournant autour d’un poin t en dehors 
du cen tre  de rotation. En conséquence de cela aux engrenages de rechange avec languettes colis- 
santes au  cas où le rayon du cercle de base est plus petit que le rapport du rayon de l’arbre 
au sinus de l ’angle de frottem ent, le corps de la  roue dentée fait deux m ouvem ents par révolution
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par rapport au centre de l’arbre, im aginé comme im m obile. L ’étude traite la grandeur des forces 
en jeu  et la déterm ination des lieux des m ouvem ents, en ind iquant que ce phénom ène p eu t servir 
d’une source de bruit jusqu’à présent ignorée dans l ’étude des engrenages. A ux engrenages à 
denture im peccable et bien balancés cela peut causer des troubles de résonance, e t  p eu t servir 
d ’explication de plusieurs expériences pratiques, prises jusqu’à présent pour énigm atiques.

РАБОТА В СЛУЧАЕ ЗУБЧАТЫХ КОЛЕС С ПАЗОМ И ПРУЖИНОЙ

Б. С Е Н Е

РЕЗЮМЕ

В случае зубчатых колес с пазом и пружиной вследствие клинения реакция оси 
в пределах одного оборота представляет собою вектор переменной величины, вращаю­
щийся вокруг точки, лежащей вне центра вращения. Вследствие этого в случае зубчатых 
колес с подвижным клином, когда радиус основного круга меньше радиуса оси и част­
ного синуса угла трения, тогда тело зубчатого колеса по сравнению с центром оси, пред­
полагаемой неподвижным, за каждый оборот совершает сдвига. Рассматривается вели­
чина возникающих сил и определяется место сдвигов, указывая, что это явление может 
фигурировать в случае зубчатых приводов в качестве звукового источника, до сего вре­
мени не учтенного ; в случае правильно обработанных и хорошо сбалансированных 
зубчатых колес может вызвать резонанс и служит в качестве объяснения ряда таких прак­
тически установленных явлений, которые, между прочим, Были загадкой.
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Introduction

In  th is  p ap e r we are  dealing  w ith  th e  d e flec tio n  of m achine to o l-sh a f ts , 
caused  p rin c ip a lly  b y  b en d in g  stresses, a n d  w ith  th e  question o f  re d u c in g  
th e  d efo rm atio n . T he su b je c t of our in v e s tig a tio n s  are th e  shafts  em p lo y ed  
in  m ach ine too ls, called  m ain  spindles, w hich  a re  designed to  clam p a n d  hold 
th e  w ork  piece. T he m ain  spindles are quills w h ich  deform  to  v a rio u s e x te n ts  
as a consequence o f  th e  bend ing  an d  to rs io n  fo rces, and such d e fo rm a tio n s  
m ay  g rea tly  in flu en ce  th e  precision of m ach in in g . H ow ever, th e  p rec is io n  of 
m ach in ing  does n o t so lely  depend  on th e  e la s tic  deform ation  in  th e  sh ap e  
of th e  sp indle , b u t  also on th e  elastic  d e fo rm a tio n  and  placing of th e  sp in d le  
su p p o rts , i. e. th e  em p lo y ed  bearings, a n d  on  th e  deform ation o f th e  w ork  
piece an d  o f th e  c lam p in g  e lem ents. T he p rec is io n  of th e  m ach in in g  o f  th e  
w ork  piece c lam ped  on th e  end of th e  sp in d le  is essentially  in flu e n c e d  by  
th e  deflec tion  o f th e  sp ind le-end  caused  b y  e lastic  defo rm ations. W e are 
dealing  in  th e  fo llow ing w ith  the  problem  o f red u c in g  th e  deflec tion , a n d  th e  
rea l purpose of our in v es tig a tio n s  is to  f in d  a so lu tio n  of th e  fo llow ing  p ro b ­
lem  : W h a t shou ld  be th e  d istance b e tw een  th e  tw o  supports, th e  b ea rin g s , 
o f a given m ain  sp in d le , to  reduce th e  d e f le c tio n  of th e  sp ind le -end  to  th e  
possible m in im u m ? A ccord ingly , we h av e  to  f in d  th e  op tim um  d is ta n c e  of 
bearin g s from  th e  s ta n d p o in t of d e fo rm atio n .

I. Determination of the deflection of spindles with constant cross-section

As has been  p o in te d  ou t th e  side d e flec tio n  of a work piece in  m ach ine  
too ls belonging to  th e  g roup  of la thes is i f  th e  piece is m achined w ith  a c a n ­
tile v e r c lam ping , a re su lt of the  d e fo rm a tio n  n o t only of th e  sp in d le  b u t  of 
th e  w hole sy s tem  consisting  of th e  sp in d le , th e  spindle su p p o rts  (sp indle- 
bearings), th e  h o ld ing  e lem ents o f th e  w o rk -p iece , and  the  w ork  p iece  itself. 
T he r ig id ity  of th is  sy s tem  is t re a tly  a ffe c ted  b y  the  co n stru c tio n a l b u ilt-u p
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o f  th e  fro n ta l sp in d le -b ea rin g . To in c rea se  rig id ity , specially  c o n s tru c te d , 
c y lin d ric a l ro ller b ea rin g s a rran g ed  in  d o u b le  row s, w ith  a cone in  th e i r  in n e r 
r in g , a n d  close-setted  ro lle rs , are used  a t  p re s e n t . The stiffness o f su c h  bearin g s 
is co n sid e rab ly  la rg e r th a n  th a t  o f o rd in a ry  ro ller-bearings.

D ep a rtin g  fro m  th is  p rincip le  we ca n , in  calculating  th e  r ig id i ty  of 
sp in d le s , tak e  th e  co n d u c tin g  effect o f th e  f ro n ta l  bearing  in to  c o n s id e ra tio n  
b y  in tro d u c tin g  an  a u x ilia ry  bend ing  m o m e n t M b which has a sense opposite  
to  th e  b end ing  m o m en t g e n e ra te d  by  th e  c u t t in g  force on th e  f ro n ta l  b ea rin g , 
a n d  th e  m ag n itu d e , o f  w h ich  is

M b = X  • м0 o <; X  <; l

w h e re  M 0 in d ica tes  th e  b en d in g  m om en t on  th e  fro n ta l su p p o rt c a u se d  by  
th e  c u ttin g  force. In  th e  l ite ra tu re  th e  fo llow ing  is found co n ce rn in g  th e  
d e f le c tio n  of th e  ends o f  sp ind les w ith  constant  cross-section [1 ], [2 ] :

У =
1

3 E l
P j c 2 (l —f- c) — 0.5 P 2a b  c ( l +  y ]  - M „ l . c (1)

where
y  — value o f the deflection  of the spindle, in  th e  vertical of force P  (cm)
E  =  modulus o f e lastic ity  o f the spindle m ater ia l (kg/cm 2)
I  =  secondary m om ent o f  inertia (cm4) of th e  cross-section of a spindle w ith  constant 

cross-section
P x =  cutting force (kg) 

l  =  distance o f tw o supports (bearings) (cm ) 
a, b, c =  length o f intervals m arked in Fig. 1 (cm )

P 2 =  force exerted on the spindle by the sp indle-driving gear (kg)

A ccord ing ly , th e  v a lu e  o f  th e  m o m en t Mb  a rising  a t th e  f ro n ta l h e a r in g
is :

M b =  X M 0 ^  x P 1 c

w h ere  th e  v alue  o f x  is g iven  in  th e  l i te ra tu re  as 0,3  [1], p rovided  th e  f ro n ta l  
s u p p o r t  is a slide b earin g , tw o  ro ller b earin g s, o r a double-row  ro ller b e a r in g . 
I f  th e  f ro n ta l  su p p o rt is a ro lle r b earing , x  c a n  he  tak en  as eq u a l to  zero .

T h e  f irs t  b ra c k e te d  m em b er o f th e  e x p re ss io n  (1) d iv ided  b y  (3 E l )  
is th e  v a lu e  of th e  d e flec tio n  o f th e  d o u b le -su p p o rte d  beam  load ed  on  th e  
c a n tile v e r , in  th e  v e r tic a l o f  force P 1 • (s. [3 ] p . 129). The angu la r d e flec tio n  
a t  th e  f ro n ta l  su p p o rt o f  th e  beam  load ed  b e tw e e n  th e  supp o rts  b y  fo rce  
P 2 (s. [3 ] p . 125.) be ing
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th e  rise  o f th e  b eam  in  th e  v e rtica l o f  force P l5 as effected b y  fo rce  P 2, is 
e q u a l to  c (pb, th e  second  m em ber o f th e  ex p ress io n  (1). F inally , as th e  b e n d in g  
m o m en t M b a rising  a t  th e  fro n ta l s u p p o r t causes an  angu la r d e v ia tio n , (pB — 
=  M b 1 /3EI  (s. [3] p . 126.), an d  th is  b e n d in g  m om en t M b causes a rise  of 
th e  en d  o f th e  b eam  th e  m agn itude  o f  su ch  rise  is

c c p B =  -
M J c  

3 E l

w hich  corresponds to  th e  th ird  m em b er o f  exp ression  (1).

II. Solution of the problem for spindles with constant cross-section

T o solve th e  p ro b lem  po in ted  in  th e  in tro d u c tio n , we have to  f in d  th e  
o p tim u m  bearing  d is tan ce  in  respect o f  w h ich  th e  deflection  o f th e  sp ind le- 
en d  w ill be m in im al. T h e  position  of th e  sp in d le -d riv in g  gear is a ssu m ed  to  bes 
f ix e d  w hich  m eans t h a t  we regard  th e  in te rv a l  a, to g e th e r w ith  c e n tre -d is ta n ce  
c, as c o n s ta n t, w hile th e  bearing  d is ta n c e  is reg a rd ed  as v a riab le .

b =  l — a ,

a n d  M b =  к ■ P x ■ c, th e  expression o f  d e flec tio n  у  given u n d e r (1) can  be 
w r itte n  as follows

3 E I j  =  ( 1 - x ) P j C2 l +  P lC3 -  0 ,5 P 2oc l* ~ — - 

N ow , as th e  eq u a tio n

Ъ Е I  =  (1 — x )P , c2 — 0 ,5 P 2я c 1 1 +  —
dl  \ P

so lved  fo r l has o rd in a rily  a po sitiv e  ro o t l0

lo =
P 2o3

2(1  — x ) P x c — P 2 a
( 2)



3 0 I. LIPKA

th e  fu n c tio n  y  h as  a n  ex trem e . As, how ever, th e  following in e q u a lity  ho lds 
fo r e v e ry  va lu e  o f  l

3 E Æ  0 ,
d l2 P

th e  fu n c tio n  y  h as  a m in im u m  a t  locus Z0.

Example ! The m ain spindle of a small-scale precision lathe has the following dim ensions : 
n — 200 mm, c =  130 m m , l — 265 mm. The cu ttin g  force =  100 kg ; P 2 =  75 kg . 

According to form ula (2) the optimum bearing d istance, if  v, — 0,3,

75 • 800
M  • 100- 1 3 ^ 7 5 - 20 1/60T  =  УШ 5 = 4 3 ,Зш и

W e calculate the value o f deflection y  for the actual (l =  26,5 cm) and the optim al 
(/0 - 43,3) bearing distance. As th e  inside diameter o f th e  spindle d =  2,1 cm, the chosen m ean
diam eter of a spindle w ith  a variable cross-section D  =  3,3 cm gives a m om ent of inertia  
1 =  0 ,05(D 4 —  d4) =  4,957 cm 4. According to formula (1), the deflection of the spindle-end for l =  
=  26,5 cm  (if E  =  2,1 • 106 kg/cm 2) is

' - P U . l i . O R  | » 13-(26.; +  1 3 ) - » , 5 . 7 S . 2 . . 6 , 5 . I j ( l + A ^ ) -

-  0 ,3  • 100 • 132 - 26,5 =  0,0135 cm. 0,135 mm,

and for the optim al bearing distance l0 =  43,3 cm , y  =  0,128 mm. The difference betw een  
the tw o  values o f y  is sm all, m aking not more than 0,007 m m .

T his is due to  th e  fa c t th a t ,  in s tead  o f  a sp ind le  w ith  a v a riab le  cross- 
sec tio n , we have m ad e  o u r calcu la tion  w ith  a sp in d le  of co n stan t cross-sec tion  
a n d  a m ean  d ia m e te r  w h ich  is ju s t  a sligh t a p p ro a c h  to  ac tu a l co n d itio n s as 
w ill b e  seen la te r , w h ere  th e  sam e c o m p u ta tio n s  w ill be perfo rm ed  in  re sp e c t 
o f sp in d le s  w ith  v a ry in g  cross-sections.

I n  d e te rm in in g  th e  o p tim a l bearing  d is ta n c e , th e  cross-section  o f th e  
sp in d le  has n o t p la y e d  a n y  p a r t  w h atev er, th e  v a lu e  of expression (2) b e ing  
in d ep en d en t of sp ind le  d iam eter. The fo rm ula  to  determ ine th e  deflec tion  o f 
th e  sp in d le -en d  (1) re fe rs  to  sp indles of a c o n s ta n t  cross section . In  re a li ty , 
th e  sp in d les  are m ade w ith  va riab le  cross-sections to  m eet design re q u ire m e n ts , 
a n d  so we have  to  in v e s tig a te  th e  d e fo rm atio n  o f  sp ind les w ith  variable cross- 
sections.

III. Calculation of the deformation of spindles with variable cross-sections

T o d e te rm in e  th e  deflec tion  of such  sp in d le s , i. e. to  generalize  th e  
fo rm u la  (1) for v a ria b le  v a lu es  of I ,  we h a v e  —  in  accordance w ith  p a r t  1 —  
to  th e  follow ing : a)  th e  d eflec tion  of o v e rh an g in g -lo ad ed  beam s w ith  v a ria b le  
c ross-sec tion  in  th e  v e r tic a l o f th e  load ing  fo rce  ; b)  th e  an g u la r d e flec tio n



INVESTIGATION INTO THE DEFORMATION OF SHAFTS 31

(pB c a u se d  by  th e  a u x ila ry  b end ing  m o m e n t M b a t th e  f ro n ta l  su p p o rt 
c)  th e  an g u la r deflec tio n  (pb a t th e  f ro n ta l  b earin g  o f beam s lo a d e d  w ith  
force P 2 betw een  th e  su p p o rts .

a )  L et us ex am in e  th e  sp ind le  sh o w n  in F ig . 2 w hich is lo a d e d  on th e  
c a n tile v e r  w ith  force P,  su p p o rted  a t  tw o  p o in ts  an d  consisting  o f  s ix  com ­
p a r tm e n ts .  As will be  seen in th e  fo llow ing  th e  assu m p tio n  of p rec ise ly  six 
c o m p a rtm e n ts  does n o t im p air g en era l ap p licab ility .

L e t us d e te rm in e  th e  an g u la r d e flec tio n  of th e  c ross-sec tion  in  th e  
v e r tic a l of su p p o rt B , caused  by  m o m e n t M 0 =  P  ■ c. F o r th is  p u rp o se  we 
e s ta b lish  the  e q u a tio n  of th e  e lastic  line  fo r th e  sections b e tw een  th e  su p ­
p o r ts . As th e  reac tio n  force

th e  eq u a tio n  of th e  e la stic  line for th e  f i r s t  section , if  th e  p o sitiv e  ax is  y  is 
d ire c te d  dow nw ards, is

M
h  E y "  =  — * X 0 ^ x < a r ,

w here  th e  abscissa x  is ca lcu la ted  fro m  th e  v e rtic a l of reac tio n  force A .  S im i­
la r ly , fo r th e  su b seq u en t sections I I ,  I I I  an d  IV

I I . h  E y "  =
M 0

l
X <*1 <; x  < ; a2 ;

I I I . I 3 E y
M 0 V

a 2 ^  ^  a 3 ?
l

Л/

IV . h  E y "  =  -
M 0

1
X аз ^ х ^ 1-
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In te g ra t io n  is p e rfo rm ed  b y  sections. F o r sec tio n  I

I .

M
E y '  = ---------^ - * 2 +  cx

2 l l x

M
E  у  =   ---------------—- л:3 -j- c1 X  +  Co-

6 n x 1
(3 ')

( 3 )

B y  perfo rm in g  in te g ra tio n  also for th e  o th e r  th re e  sections, we com e to th e  
fo llow ing  expressions :

M n
E y '  =  — - "-5  X2 +  y x

I I .

I I I .

2 I E

M n
E y  =  x 3 +  y x x +  y 2

6 1*2
M

E y '  =  — +
2 11 ,

M
E  у  = ----- ж3 +  à\ X -+- à2

6 I L

IV . E y ' = ~

E y

M,0 „2
2 I E

X2 +

M,

6 11
— Я3 +  *1 * +  *2

(4) 

(4/)

( 5 )

(5 ')

(6) 

(60

T he e ig h t in te g ra tio n  c o n s ta n ts  are d e te rm in ed  b y  th e  b o u n d a ry  co n d itio n s. 
F o r  th e  in itia l p o in t o f  sec tio n  I, i. e. for x  —  0, у  =  0 an d  th u s  in  acco rd an ce  
w ith  (3’)

c2 =  0 .

As th e  e lastic  line o f  th e  b e a m  is a con tin u o u s cu rv e  w ith  a co n s ta n tly  v a ry in g  
ta n g e n t ,  th e  y ’ v a lu es  o f fo rm ulae  (3) an d  (4) m u s t agree a t  th e  b o u n d a ry  
p o in t o f  sections I  a n d  I I ,  a t  x  =  av  H ere, also  th e  values o f у  are  eq u a l and  
th u s  th e  r ig h t-h a n d  sides o f  form ulae (30 a n d  (40  are  also equal fo r x  =  av  
A cco rd ing ly , we can  w rite  th e  following e q u a tio n s  :

a\  +  cx =  — ~ ~  of +  7 i
2 1 11 2 I E

(V

M0 , , M0 , , .
- of +  cx ax =  — ” of +  71« ! +  72

6 l l x 6 1 1 ,
(70
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In like manner, in respect o f the boundary points of sections II and 
III, i. e. for X  =  a2, the right hand side of (4) being equal to the right hand 
side of (5) and that of (4’) to that of (5’),

Af„

21 h
«I +  Yi =

Mo
6 U 2

+  n «2 + У 2  =

Mo_  
2 1 I 3 

M 0 
6 U 3

ai 4“ di

al +  <̂1 a2 +  2̂

(8)

( S ' )

Finally, for X  =  a 3 from (5) and (6) and from (5’) and (60

M 0

2 U 3
а з +  — —

M0 
2 1J 4 « 3 +  *1

M 0

6 / / ,
« 3  + ál « 3  + <*2 = M 0

6 / / 4
« 3  + * 1 « 3  +

(9)

(90

Calculating now the value of y2 from (7) and (70,

M p A [ J L _ 1

31 U " h

Further, utilizing the value of y2 obtained from (8) and (80, we have

ô _  M 0a\ t 1 1 M0ag / 1 1
31 ( Jx f 2j 3 !  | / a f 3 '

Finally, from the value of ő2 in (9) and (90 we obtain

M 0a\ 1 1 ' . M oal 1 1 , M 0a l ( 1
31 u h ! +  3 i h -1 +  u U 3

The angular deflection of the cross-section in the vertical of the frontal support 
В is equal to the angle <p0 given b y  the tangent of the elastic line at point B, 
and by the horizontal axis. As there are small angles only,

П  =  tg  <Po =  У  > for x  — 1, 
and thus, according to (6),

Mo
2 h

l +  Xj

3  A ct« Technica X X I / I—2.



34 I. LIPK A

T h e  v a lu e  o f x 1 can  be  ca lcu la ted  from  (6’) s ince  th e  value of x2 is k n o w n  
fro m  th e  foregoing. F u rth e rm o re ,

y  =  0 for X  =  l

b ecau se  th e  d isp lacem en t y  in  th e  v e rtic a l o f  В  is eq u a l to  zero. A cco rd in g ly , 
fro m  (6’)

M 0 

6 L
I +

а д ?
3 l2

+

tf (  1 M +  •
M 0a? Í  1 1

: u h ) 3 P  '1 h h

а д I 1 1 )
3 l 2 1 h /3 Г

+

I f  we s u b s titu te  th is  v a lu e  in  th e  a b o v e -m en tio n ed  expression o f  <p0, a n d  
b e a r  in  m ind  th a t  in  acco rd an ce  w ith  Fig. 2 I J < I 3 < I 3 < I 4 we o b ta in  th e  
fo llow ing  expression  fo r  th e  positive v alue  o f  th e  angu la r deflec tion  o f th e  
cross-sec tio n  in  th e  v e r tic a l o f support В

9V
M 0

3 E L
l +

M n 3
V o ?

3 E P  lé i

1

T
( 10)

I t  is obv ious, th a t ,  if  th e  n u m b er o f sec tion  w ith in  th e  su p p o rt d is ta n c e  is 
g en e ra lly  assum ed to  be  n  th e  sum m ation  in  th e  exp ression  (10) for th e  a n g u la r  
d e flec tio n  in  th e  v e r tic a l o f cross-section В  cau sed  b y  m om ent M 0 low ers 
th e  ra n g e  from  i =  1 to  i =  n.

N ow  we are in  th e  p o sitio n  to  d e te rm in e  th e  deflection  f  of b eam s w ith  
a v a r ia b le  cross-section  in  th e  vertica l o f  fo rce  P .  This will consist o f tw o  
p a r ts  (v . Fig. 3) :

/  =  / 1 + / 2

I f  we re g a rd  th e  c a n tile v e r  p a r t  consisting  o f  tw o  co m p artm en ts  (F ig . 2) 
as a n  em b ed d ed  b eam  w ith  angle <p0 and do not  lo a d  th e  end of th e  b eam  w ith
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force P , th e  deflection  o f  th e  b eam -en d  w ill be =  tp0 c. A lo a d in g  o f  th e  
b eam -en d  with  force P , will then  re su lt in  a fu r th e r  deflection

/ 2 =
Pc?

3 E l ,
■ +

01 3 E In
(c3 — c?).

I f  we s u b s titu te  th e  v a lu e  M o  =  P  • c fo r  M0 w hich  appears in  th e  ex p ressio n  
y t =  (p0. c, con ta ined  in  fo rm ula  (10), w e o b ta in  th e  following fo rm u la  fo r th e  
d eflec tion  :

b)  R ely ing  on fo rm u la  (10) we a re  n o w  able to  express th e  a n g u la r  
deflec tion  q>B on th e  f ro n ta l  bearing  as cau se d  b y  th e  aux iliary  b en d in g  m o m e n t 
M b. I t s  sense  is opposite  to  th a t  of th e  a n g u la r  deflection  ç>0, since  m o m e n t 
M b h as  likew ise an  o p p o site  sense to  t h a t  o f  m o m e n t M 0. As M b =  x  M 0 — 
=  X P  • c, accord ing  to  (10),

x - P c  x - P c  3 3 (  1 1 \

3 E l ,  3 EP  lé i U /  Ii+J

an d  so th e  m om ent M b causes the  rise  o f  th e  b e a m ’s end

x P c 2 , , x - P c 2 3 ,
<TB = ---------- id -------------- 4  a3/

3 E I 4 3 E P  t~i
1

77 I h
( 12)

c) F in a lly , we d e te rm in e  the  a n g u la r  d e flec tio n  a t th e  f ro n ta l  b e a r in g  
o f  a b e a m  lo ad ed  w ith  fo rce  P 2 w ithin i ts  s u p p o r t  d istance . P 2 m eans th e  force 
ex e rted  on  th e  spindle b y  th e  sp ind le -d riv in g  g e a r in  th e  second se c tio n  o f

3*
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th e  sp in d le  in  question . (F ig . 2 .). T herefore, to  a p p ly  th e  equation  o f  e la s tic  
lin e , w e m u st d ivide sec tio n  I I .  in  tw o new  se c tio n s  (v. Fig. 4).

A s th e  reac tin g  forces a t  th e  
b e a m  s u p p o r ts  are

th e  e q u a tio n  o f th e  e la s tic  lin e  for th e  f irs t sec tio n

I . Е 1 1У" = - А х ,  0 < ,x < ,a l t

w h ere  th e  abscissa x  h as  to  be  ca lcu la ted  from  th e  v e rtic a l o f reac tin g  fo rce  A .  
F o r  th e  second sec tio n

I I .  E I 2y '  =  — A x ,  « ! < > < > •

F o r th e  th ird  section , w ith  re g a rd  to  th e  ab o v e  expressions of A  a n d  В

I I I .  E  I 2y "  =  B ( x  — / ) , a ^ x < , a 2.

F o r  se c tio n s  IV  an d  V, th e  e q u a tio n  of th e  e la s tic  line will be sim ilar

IV . E  I z y "  — В  (x — 9 . az < * x < . a

V . E  I t y "  —  В  (x — 0 a3 < . X ^ 1

In te g r a t in g  for each  sec tio n , we o b ta in  th e  fo llow ing  expressions :

I.

I I .

E y '  = ----- x 2 +  c,
2 I x

E y  — ---------- x 3 4- c, x  +  с,
6 1,

Е У  — ---- ~ r  *2 +  7i
L i 2

A
E y  =  -  — - x 3 +  y x x  +  y 2

6 i 2

E y '  =
В

2 1 ,

(13) 

(13 ')

(14) 

(14 ')

(* - 1)2 +  \ (15)
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I I I .

IV .

E y  = - —  (x —
6 h

z)3 + л: +  <52 (IS ')

E ÿ  — в  .
2 h (X

0 2 +  ^i (16)

E y  = B  (* *)8 +  *i дс A2 (160
ь 13

E y  = в  /------ (x —
2 V

i)2 +  A (17)

E y  ■ B  ,------(* -
6 1 4

0 3 +  /“ i X +  Vi (170

wording to  (13’) c2 =  0 . On th e  s tre n g th o f  th e
an d  y a t th e  b o u n d a ry po in ts , we o b ta in  from

e q u a tio n s  (13), (14) an d  (13’), (14’)

72 =
A  a\  í 1

h

B y  u tiliz in g  th e  o b ta in ed  fo r y 2, we have fro m  e q u a tio n s  (14), (15) a n d  (14’) 
(15’)

A a \  ( 1 1 \ n u  — l\ г
*2 = ( i - i )

+ j y ^ s i (2
6 1 ,

In  like m an n er, from  (15), (16) an d  (15’), (16’)

3 U i

В  ( a -  i y

3 / ,

A
6 1 ,

(2 a +  1) + — ~ a 3 +
3 I ,

B f a - I ) »  (2 a2 4 - l) ( 1
+

b

F in a lly , from  (16), (17) a n d  (16’), (17’) 

A~  ,  , B ( a - i y
H-2 =  T T “ a +3 / , 6 1 ,

(2 a -f- /) -f-

( i - i ) -

A a \  ( 1 1

В
+  — (a2 -  l)2 (2 a 2 +  l) — -

h

+

+

+  4  ( « з - 0 2 (2 «з +  0
О и



3 8 I . L IP K A

W e c a n  now  estab lish  th e  v a lu e  of th e  an g le  <pb =  tg  =  y ’, (x  =  l) b e ­
tw e e n  th e  ta n g e n t a t  p o in t В  o f th e  e la stic  lin e  a n d  th e  h o rizo n ta l ax is . F rom  
e q u a t io n  (17) <pb =  [i J E  (x  =  l) an d  fro m  (17’) /q  =  —  ,u2/i as fo r  x  =  
=  l, y  =  0. F inally , su b s ti tu t in g  th e  va lu es  o f  re a c tio n  forces A  =  P 2 (l —  a)// 
a n d  В  =  P 2 а/l in  ц 2, we o b ta in  th e  fo llow ing  expression  for th e  p o s itiv e  va lu e  
o f  a n g le  tpb :

3 I,

+

+
a (a —  l)2 (2 a -f- /)

l2 6 1 ,
+

2 *  u ' 2  

a (a2 — l)2 (2 a 2 +  l)

l2

a (a3 -  l)2 (2 a 3 +  /) ( 1  _  1 j|

F 6 U  /3)t

+

A f te r  re a rra n g em e n t, th e  fo rm u la  can  be  w r i t te n  as

O n  th e  basis of a) ,  b)  a n d  c)  we can  now  d e te rm in e  th e  deflec tion  o f  sp ind les 
w ith  a  va riab le  cross-sec tion  if  loaded  b y  fo rces P 4 and  P 2 ; in  o th e r  w ords, 
w e c a n  w rite  th e  genera lized  fo rm ula  (1) a p p ly in g  to  spindles w ith  a v a riab le  
c ro ss-sec tio n . This d e flec tio n  у  has th e  fo llow ing  th ree  co m p o n en ts  :

y = f - c - < P B  —  c -<Pb

w h e n c e  th ro u g h  fo rm ulae  (11), (12) an d  (18) a n d  b y  tak in g  P  =  P x in  eq u a tio n  
( 11), w e have as d eflec tion

У =
l \ c \  +  P x /Jt „зч , Р . с Ч

3 lo i E 3 102 E
( C3 -  C ?)

314E (1 -  *) +

п  ч P i c°- 4 ,  s f  1 1
ЪЕГ- é i  l  I i  W

+
I I  a3 al

T [  6 / ä  +  T

I « C 1 « 1 1 1
E  ) 3 F  i f i “ ‘ 1,41 1,1

«Ï 1 1 +  -“  y  a 2 1

3 111 h 2 Ú  ' 1/

+ ( 10

1 - 1 - I
I ,  w

+  I
6 h \
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IV. D e te rm in a tio n  o f the  op tim um  bearing  d istance fo r spindles 
w ith variable cross-section

T h a t b ea rin g  d is ta n c e  is to  be d e te rm in ed  for sp ind les w ith  a variable 
cross-section , fo r w h ich  deflection  is m in im al. L et us ta k e  th e  sp indle  th a t  
consists  o f th e  sec tio n s  as given in  F ig . 2. W e shall co n sid e r th e  leng th  oj 
sec tions I, II  an d  I I I  as fixed , and  th a t  o f  IV  as variab le . T h e re fo re , values a, 
a t , a 2 and  a3, as w ell as cen tred is tan ce  c a re  co n stan ts , w h e reas  th e  bearing 
d is tan ce  l is v a ria b le . W e w an t now  to  fin d  th e  m in im um  o f  exp ression  (1’), 
g iven  for the  d e flec tio n  y .  F o r th is  purpose, we solve for l th e  fo llow ing  equation

E  d y  

c d l
2 (1 — *) P i c +  P 2 a

3

3
a3-

i=i

1

h

1

p
+

+ p* “ 3 1 «? 1 1 a -N.' 2
+  2 & ‘

1 1

p 6 h 3 h h \ h
+ (19)

2 P t c ( l  -  x ) — P 2 a
- 0

w here  l is ra ised  to  th e  th ird  pow er.
The roo t o f th is  eq u a tio n  supplies th e  locus of th e  e x tre m e  o f function 

y .  We calcu late  also  th e  second d iffe ren tia l q u o tien t o f y  :

—  ^  =  2 { (1  — x ) P lC +  P 2 a}  V e ? ( - 1
c d P  "  U

1 1

1,+г P

2 -P2
P

а3-  +  -  J - l  +  a- i  a? ( J - -  J L - ) ] .
6 12 3 ( Jx J j  2 ß  4  /, I I+1J J

(20)

I t  is obvious from  th is  fo rin ida  th a t  if

P 2 =  0

i. e. i f  th e  spindle is n o t d riv en  b y  e lem ents d irec tly  w edged on  th e  spindle 
o r  b y  elem ents f i t te d  w ith  bearings, b u t b y  th e  so-called relieved-drive which 
e x e r ts  only  to rs io n a l s tre sses  on th e  sp ind le , we shall in v a ria b le  h av e

E
c

^  =  2 (1  
d P

p  r  3
x )  1

p  á i
> 0 ,

so th a t  th e  ex trem e  o f fu n c tio n  у  is a m i n i m u m .
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E xam ple. Let us again ex a m in e  th e  spindle appearing in  F ig . 2. The force P 2, which  
operates w ith in  the bearing d ista n ce , arises in  section II. (v . F ig . 4) The coordinates o f the  
b ou nd ary  p o in ts  of the individual sec tio n s are these : Oj =  2,5 cm , a 2 =  21,5 cm, a3 =  25,5 
cm , w h ile  th e  coordinate of the v e r t ica l o f force P 2 a =  20 cm . A s regards the cantilever : 
c4 =  6 c m , c =  13 cm. The outside d iam eters o f the individual sections are T)l =  3 cm, />2 =  3,3 
cm , L>3 =  4  cm , I)4 — 4,1 cm, D s =  4 ,3  cm , D 6 =  6 cm.

T h e  inside diameter d =  2,1 cm . T he acting forces are P L — 100 kg, P 2 =  75 kg. The
e la s tic ity  m odulus E  =  2,1. 106 k g /c m 2. The value of factor x  is  assum ed to be 0,3.

T h e  cross-sections are circu lar r in gs, and their m om ent o f  inertia  is as follows :
Jj =  0,05 (3« —  2,1«) =  3 ,0776  cm« ; J2 =  0,05 (3,3« —  2,1«) =  4,9572 cm« ; J3 =

-  - 11 ,8276 cm« ; I4 =  13,1564 cm« ; J02 =  0,05 • 4,3« =  17,0940 cm« ; 101 =  0,05 • 6« =
=  6 4 ,800  cm«.

T h e  reciprocal values o f th ese  m om ents are as follows : 
l / I i  =  0,3249, 1 / / ,  =  0 ,2017, 1 / I 3 =  0,0845, l / / 4 =  0,0760  

and w ith  th ese

=  1307,6442 .
3

V  3 í  1
— °' h r, = 1 V -*>

N ow  w e calculate the values o f  th e  coefficien ts in equation (19) : 

2 P 4 c (1 — x)  — P 2 о _  1,4 • 1300 -  7 5 -2 0
6 J4

T he v a lu e  o f the coefficient o f 1/Í2 is  :

8000

78,9384
4,05378.

75
I 8fl 

29, 7432
+  0,6417 +  10 • 59,7028 =  24652,553.

F in a lly , th e  value of the c o e f f ic ie n t ------ —  is as follows:

2 ° ’7 • 1300 +  75 : 20 1307,6442 =  2100948,392.

W ith  th ese  values, we obtain for 1, according to (19), the follow ing cubic equation :

4,05379 l3 +  24652,553 l —  2100948,392 =  0 ; 

or, d iv id ed  b y  the coefficient o f  l 3 :

l3 +  6081,3591 1 —  518267,693 =  0.

T h is eq u ation  has exactly one p o s it iv e  root l0 (because in  th e  series o f coefficients there is 
e x a c t ly  one reserval of signs). I t s  v a lu e , calculated w ith th e  Cardan formula, is l0 =  56,1 cm. 
In  r esp e ct o f  this value the d e flec tio n  y  has really a m inim um , because —  taking into  account 
th e  a b o v e  calculated values o f c o effic ien ts  (19) —  it follow s from  (20) that

E
c

d2y  I I  3.2100948,392  
~d¥~ ~  56,l 3 I 56,1

- 2 - 2 4 6 5 2 ,5 5 3 - ^ - lT [112350,1 -  49305,1] >  0.

N o w  w e  calculate the value o f  y  from  formula (1’) for a bearing-distance of l =  26,5 cm.

У =  0,00005 +  0,00184 +  0 ,00378  +  0,00350 — 0,000464 {—  12,41385 +  12,40380 +

+  6 ,71409} =  0,00917 — 0,00311 =  0,0061 cm.

T herefore, for l =  25,6 cm, the d eflec tio n  of the spindle-end y  =  0,061 mm, while —  according 
to  eq u a tio n  (1’) — for the op tim u m  bearing distance l0 =  56,1 cm.

y  =  0,00005 +  0,00184 +  0 ,00800  - f  0,00078 —  0,000464 { —  2,76994 +  5,85918 - f

+  14,21360} =  0,01067 — 0,00803 =  0,0026 cm.
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Therefore, for the optim um  bearing distance, i0 =  56,1 cm , the value of deflection  y  =  0,026 
mm. H owever, th is excessively large bearing d istance cannot be realized in practice. In  such 
cases, we m ust try  to enlarge the diam eter of the sp indle sim ultaneously w ith  increasing the 
bearing distance to  the permissible ex ten t, so as to  reduce the magnitude o f th e  spindle-end  
deflection .

A s an exam ple, let us enlarge the diam eter o f th e  various sections in the follow ing manner : 
l  )1 — 3,5 cm , H 2 =  <'in, D 3 =  4,5 cm, and D t — 4 ,6  cm . The bearing d istance should be
I =  40 cm. Other dim ensions remain unchanged. T he num erical values o f th e  various terms 
in  expression (1’) o f deflection  will be as follows :

У = 0,00005 - f  0,00184 +  0,00351 +  0,00048 —  0,000464 { —  1,69638 +  1,77620 +

+  6,22619} =  0,00588 —  0,00293 =  0,00295 cm.

B y  such m odification o f the bearing distance and the spindle dim ensions, w e have 
—  from  the v iew point o f deform ation —  w ell approached the optim um  in respect o f  th e  original 
idim ensions.

V. D eterm in a tio n  o f op tim um  bearing  d is tan ce  for spindles n o t loaded  w ith 
bending stresses (re lieved  drive)

I t  has a lread y  been  m en tioned  th a t ,  i f  th e  sp ind le-d rive  is re lieved ,
i. e. i f  th e  b en d in g  force ac tin g  b e tw een  th e  su p p o rts  P 2 =  0, th e  second 
d iffe re n tia l q u o tie n t o f  fu n c tio n  y  will be p o s itiv e , so th a t  th e  d e flec tio n  y  
w ill a lw ays h av e  a m in im um . In  th is  case we o b ta in  from  eq u a tio n  (19) the  
fo llow ing expression  for th e  op tim u m  b e a rin g  d is tan ce  l0

*o =
/  3 1 1
/  2 J4 • V  а з

h  / , 4 1

( 21)

I t  is to  be seen from  th is  fo rm ula th a t  th e  v a lu e  o f  op tim u m  b ea rin g  d is tan ce  
l0 d ep en d s on ly  fro m  th e  coord inates o f th e  b o u n d a ry  po in ts  o f  th e  sec tions 
a n d  th e  m om en ts o f  in e r tia  o f th e  cross-sec tions. A ccordingly , i t  is , for 
in s ta n c e , independent  from  th e  choice o f th e  v a lu e  fac to r x  w hich d e te rm in es  
th e  a u x ilia ry  b en d in g  m om en t M t. In  th is  case , w hen P 2 =  0, th e  follow ing 
ra th e r  in te re s tin g  con sid era tio n  im poses i ts e lf  :

I f  we increase  th e  d iam e te r o f  every  sec tio n  by  th e  same  v a lu e , th a t  
o f  th e  o p tim u m  b ea rin g  d is tan ce  will decrease.

W e can  p rove th is  th esis  in th e  follow ing m an n e r : le t us m u ltip ly  every  
te rm  o f th e  su m  u n d e r  th e  cuberoo t in fo rm u la  (21) w ith  fa c to r  / 4. L e t us 
f u r th e r  w rite  o u t th e  te rm s  o f th e  sum  in  th e  follow ing re a rra n g e m e n t :

3
"V a3i

1

77 ‘ i+l
- « з Л -

4
+  ( « 2 +  (22)

W e can  d e m o n s tra te  th a t  th e  v alue  o f th e  f ra c tio n s  I J I i ,  I J / 2, J4/P3 d im in ishes
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i f  w e increase  th e  d ia m e te r  Z), o f every  sec tio n  w ith  th e  sam e p o sitiv e  
v a in e  ô. T he m om ent o f in e r t ia  o f th e  a n n u lu s  being

h  =  0,05 [(D, +  6)4 -  d 4] ,

we h a v e  to  show  th a t

D l - d *  (Dj +  ô y - d *
D f  —  d 4 (D, ó)4 — d 4 V '

S u b s tr a c t in g  th e  r ig h t-h a n d  side o f  th e  u n e q u a li ty  from  its  le f t-h a n d  side

D \  -  d 4 (P 4 +  Ó)4 -  d4
D f  -  d 4 (Z), +  Ő)4 -  d 4

=  Z)4(ZZ,- fó )4- D f ( D 4 +  d)4 +  d 4 {4 d (Z )3 -D ?) + 6 ^ ( D l - Z ) ? ) + 4ó3(Z)4- D , ) }

( D f - d * )  ■ ( ( D ,+ 0 ) * - d * )

a n d  as
Ö4 >  D,

th e re fo re
D i - ( D i +  ó ) > D , ( D i  +  ó ) ,  ( ô  >  0) 

a n d  th u s  th e  value o f th e  d ifference  in  th e  n u m e ra to r  o f (24)

D \  (D, +  Ó)4 -  D f  • (D 4 +  d)4

w ill b e  positive . L ikew ise p o sitiv e  is th e  e x p re ss io n  in  th e  b race  o f  th e  n o m i­
n a to r ,  since  Z)4 >  Z),. A cco rd ing ly , th e  n o m in a to r  o f  (24) is positive fro m  w hich 
i t  fo llow s th a t  th e  u n e q u a lity  (23) is va lid . I t  is th u s  proved  th a t  th e  v alue  
o f  f ra c tio n s  Z4/Z4 (i =  1, 2, 3) d im in ishes i f  we increase  th e  d ia m e te rs  Z), by  
th e  sa m e  ô. B u t also th e  v a lu e  of (22) d im in ish es  along w ith  th e  d im in u tio n  
o f  f ra c tio n s  Z,/Z, since a l <  a2 <  a3, an d  so a\  —  eq >  0 and  a3 —  a f  >  0. 
T h u s  w e have d e m o n s tra te d  th a t  th e  value o f  (21) d im inishes if  th e  d ia m e te rs  
Dj  a re  increased  b y  th e  sa m e  value.

I t  is likewise to  be seen  from  fo rm u la  (22) th a t  if  we in c rea se , for 
e x a m p le , th e  d iam e te r o f th e  la s t section  ( th a t  w ith  th e  g re a te s t d iam e te r)  
o n ly , i. e. if  we increase  m ere ly  th e  value o f Z4, w hile  th a t  o f th e  o th e r  m o m en ts  
o f  in e r t ia  rem ain  u n ch an g ed , th e  o p tim u m  b e a rin g  d istance  will n o t decrease  
b u t  increase .

E x a m p le

L et us now exam ine the m ain spindle of universal lathe which has stood the test o f  
practice , one which has larger dim ensions than those o f the preceding exam ple. The spindle- 

-drive is relieved, i. e. P 2 =  0. T he cutting force, P x =  1000 kg. The co-ordinates o f  dim ensions
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and  the outside diam eters are as follows :

a x =  1 cm, a2 =  22 cm, a3 =  48 cm , a4 =  56,8 cm,

Cj =  13 cm , c =  16 cm , =  55 mm , D 2 =  58 m m , D z =  65 mm , D 4 =  70 m m , 

D 5 =  74 m m , D e =  85 mm, D 7 =  102 m m , inside diameter d =  40 mm.

Let us exam ine how close the actual bearing d istance l =  58 cm under construction  
as to the optim um  value. The moments of inertia o f  the cross-sections are as follows :

I x =  32,9531 cm4, I 2 =  43,7825 cm«, / 3 =  76,4531 cm 4, / 4 =  107,25 cm 4, I5 =  137,1329 cm4 

Jol =  541,2161 cm4, J02 =  261,0031 cm4 ;

and applying them ,
4

2 ° ï ( 4 ------ -y1—)  =  891,7563.
JT! V 1‘ I ‘+ v

The value of optim um  bearing distance, according to (21) is :

3___________________  3. ________
i0 =  y 2 • 137,1329 • 891,7563 =  У244578,255 =  62,5 cm .

The actual bearing d istance o f 58 cm is, therefore, only 4,5 cm  smaller than the optim um  value. 
The formula (Г ) for determ ining the deflection у  since P 2 =  0, changes as follows :

У - Ш  + ГЕ-Т̂ (‘’~‘Ь +

+тйг M -à  it)
H ence, since l  =  58 cm , and x =  0,3, the deflection o f spindle-end

y  =  0,00064 +  0,00115 +  0,01203 +  0,00754 =  0,0214 cm  

and the deflection for the bearing distance l — 62,5 cm

y  =  0,00064 +  0,00115 +  0,01296 +  00,0649 =  0,0212 cm.
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The d ifference  between the two deflection s being slight w e can say that the bearing distance- 
o f th e  construction  l =  58 cm is conven ien tly  close to  the optim um  value.

F in a lly , we examined the m ain  spindle o f a large-sized universal lathe w ith relieved drive.. 
Its d eterm in a tiv e  data are : Oj =  4  cm , a 2 =  72 cm , a3 =  99 cm , D x — 11 cm, D 2 — 12 cm , 
D 3 =  12,5 cm , D t — 14 cm, d  =  8 cm . The cantilever part consists o f one com partm ent, w ith  
a d ia m eter  o f  D b =  16 cm, and c =  23 cm. The bearing distance l — 109,5 cm.

T h e  optim um  bearing d istance o f th is main spindle was calculated as l0 =  117 cm . 
H ence i t  d iffers from the actual va lue  o f 109,5 cm by not more than 7,5 cm. If JPj =  2000 kg  
th e  d e flec tio n  w ill be y  =  0,0132 cm  for 1 =  117 cm, and y  =  0,0133 cm for l =  109,5 cm . T he  
d ifference betw een the two values is  here likewise sm all.
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SUMMARY

T he m ain spindle-called quills and em ployed on m achine tools-are deformed b y  loading  
forces (c u ttin g  and driving force). T his affects very considerably the precision of m achining. 
The d e flec tio n  of the spindle-end depends not m erely on the elastic deformation but on the  
sp in dle  bearing-distance as well.

T he present paper deals w ith  th e  elastic deform ation o f spindles consisting o f  com part­
m en ts w ith  variable cross-sections and determ ines the extrem e value w ith a view  to  m inim izing  
th e  d eflec tio n  of the spindle-end. I t  is dem onstrated th a t there is an optimal bearing d istan ce  
at w h ich  th e  deflection is m inim al. W ith  relieved drive (when the driving elem ents are not 
d irec tly  w edged on the spindle), i t  w as found that the optim um  bearing distance is decreased  
i f  w e  increase the diameters o f th e  spindle com partm ents by the same value. A  few  practical 
ex a m p les show to what ex ten t th e  actual bearing d istance approaches optim um .

U N T E R SU C H U N G  D E R  FO R M Ä N D E R U N G  VON W E L L E N  UN D  DAS PRO BLEM  
DER V E R R IN G E R U N G  D E R  FORM ÄNDERUNG

I. LIPKA

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie  in  W erkzeugmaschinen verw endeten und als Spindeln bekannten H ohlwellen erleiden  
zufo lge  der Belastungen (Zerspannungskraft, Antriebskraft) Formänderungen, w elche die 
G en auigkeit der auf den M aschinen stattfindenden Bearbeitungsoperationen in hohem  Masse 
b ee in flu ssen . D ie Durchbiegung des Spindelendes hängt n icht nur von der elastischen Form ­
än d erun g, sondern auch von der gegenseitigen E ntfernung der beiden Spindellager ab. D ie  
A rb e it befasst sich m it der elastischen Formänderung der Spindel m it abschnittsw eise ver­
änderlichem  Querschnitt und behandelt im  Zusammenhang dam it die M inim alwertaufgabe  
für d ie  Verringerung der D urchbiegung des Spindelendes. D ie  Untersuchung dieser E xtrem au f­
gabe z e ig t , dass eine optim ale Lagerentfernung ex istiert, für welche die Durchbiegung m inim al 
is t .  Im  F a lle  eines entlasteten A ntriebes —- wenn der Antrieb der Spindel nicht durch un m itte l­
bar a u f  die Spindel aufgekeilte oder au f sie gelagerte E lem ente erfolgt —  verringert eine Ver- 
grösserung der einzelnen Spindelabschnittsdurchm esser um  gleiche Beträge die optim ale Lager­
en tfern u n g . Einige aus der P raxis entnom m ene B eispiele zeigen, in welchem M asse die ta t ­
säch lich en  Lagerentfernungen ein e Annäherung des optim alen W ertes darstellen.
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L’EXAM EN DE LA DÉFO RM ATIO N D E S A R B R E S, ET LE P R O B L È M E  
DE LA RÉDUCTION D E S DÉFORM ATIONS

I. LIPKA

RÉSUM É

Les arbres creux utilisés dans les m achines-outils, connus sous le nom  de broches, sont 
•déformés sous l’action des charges (forces d’usinage, force m otrice), ce qui in fluence  grandem ent 
la  précision de l ’usinage exécuté sur la m achine. La déflection  de l’extrém ité de la  broche dépend 
non seulem ent des déformations élastiques, m ais aussi de la  distance entre les d eux  paliers de 
la  broche. L ’auteur discute la déform ation élastique de la broche composée de tronçons à sections 
différentes, et traite le problème de m inim um  rela tif à la réduction de la d éflection  de la broche. 
La discussion du problème d e là  valeur extrêm e m ontre,qu’il existe une d istance optim um  des 
paliers, pour laquelle la déflection est au m inim um . En cas d ’une commande soulagée —  quand 
la broche n’est pas commandée par des élém ents calés ou logés directem ent sur la  broche —  un 
accroissem ent, par des valeurs égales, des diam ètres des différents tronçons réd u it la distance 
optim um  des paliers. Quelques exem ples pris dans la pratique montrent, dans quelle mesure 
les distances effectives des paliers approchent la  valeur optim um .

ИССЛЕДОВАНИЕ ДЕФОРМАЦИИ ВАЛОВ И ПРОБЛЕМА СНИЖЕНИЯ
ДЕФОРМАЦИИ

И. ЛИПКА

РЕЗЮМЕ

Трубчатые валы, применяемые в металлообрабатывающих станках и называемые 
главными шпинделями, под воздействием прикладываемых усилий (усилие резания, 
приводное усилие) претерпевают деформацию, что сильно воздействует на точность 
производимой на станке обработки. Прогиб конца шпинделя зависит не только от упругой 
деформации, но и от расстояния между двумя подшипниками шпинделя. Работа посвя­
щена упругой деформации шпинделя, состоящего из отрезков переменного сечения, и в 
связи с этим рассматривается задача предельных значений, необходимых для снижения 
прогиба конца шпинделя. Разбор задачи предельного значения показывает, что сущест­
вует некоторое оптимальное значение расстояния между подшипниками, при котором 
прогиб получается наименьшим. В случае ненагруженного привода —  т. е. когда привод 
шпинделя осуществляется не при помощи элементов, посаженных непосредственно на 
шпиндель или через подшипник —  увеличение диаметра отдельных отрезков шпинделя 
на идентичную величину снижает оптимальное расстояние между подшипниками. Ряд 
практических примеров показывает, насколько приближаются применяемые действи­
тельно расстояния между подшипниками к оптимальной величине.
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1. E qu ipm en t for the ho t-ro lling  o f gears

S everal d isad v an tag es  of gear cu ttin g  h av e  d raw n a tte n tio n  to  th e  p ro ­
duc tion  o f gears b y  th e  hot-ro lling  process. Such d isad v an tag es a re  : long 
processing tim e  w ith  th e  consequent h igh pow er-consum ption , ex p en siv e  tools 
and m ach inery  for to o th in g , an d  a higher consum ption  of m a te r ia l d u e  to  the  
w aste o f chips. On th e  o th e r  h an d , th e  m a n u fac tu re  o f gears p ro d u ced  by  hot- 
rolling is m ore p ro d u c tiv e  an d  econom ical. F o r exam ple, w ith  th e  cu tting  
process 8 wheels o f a g iven  size can be p roduced  p e r hour, as a g a in s t 40 such 
pieces i f  th e  m ethod  o f ho t-ro lling  is applied .

T he problem  o f p roducing  gears by  h o t-ro lling  began to  be  s tu d ied  as 
fa r b ack  as th e  end  o f th e  la s t cen tu ry . In  A m erica, Co m l e y  w as th e  first to  
tack le  th e  problem  in  1872. H ow ever, th e  ex p erim en ts  m ade no h ead w ay  w hich 
was m ain ly  due to  th e  fa c t th a t  b lanks were h ea ted  in  separa te  fu rnaces, clam ping 
o f th e  h e a te d  w ork-piece on th e  rolling m achine w as tiresom e a n d  to o k  a long 
tim e, d u rin g  which a considerab le  am ount of scale w as accum ula ting  m oreover, 
th e  use of th e  m ethod  in  question  m ade it  in ev itab le  th a t  th e  th ic k  lay e r of 
scales w as rolled in to  th e  fla n k  of th e  te e th , an d  th a t  in  th e  m ean tim e , te m p e ra ­
tu re  o f th e  b lank  d ro p p ed  considerably . I f  to o th in g  was to  be ex ecu ted  in  a 
sho rte r tim e , large pow er effect had  to  be applied  w hich caused early  d e te rio ra tio n  
o f th e  too l.

H ea tin g  by  m eans o f h igh-frequency in d u c tio n  h ad  a beneficial effect 
on th e  process : th e  w ork-piece can  be h ea ted  ra p id ly  on th e  ro lling  m achine 
itse lf  w hereby  scaling is red u ced , an d  also h ea t can  b e  im p arted  d u rin g  th e  process 
of rolling w ith  a v iew  to  p rev en tin g  rap id  cooling.

H ot-ro lling  of gears can  be executed  in  tw o  d iffe ren t w ays : firs t b y  m eans 
o f forced engagem ent be tw een  th e  b lank  to  be ro lled  and  th e  ro llin g  m aster- 
gears. In  th is  case th e  w ork-piece o f an a p p ro p ia te  d ia ., clam ped a f te r  h eating , 
is forced to  revolve —  a t  a ra tio  su ited  to  th e  n u m b e r of te e th  —  b e tw een  th e  
m aster-gears which are  likew ise in  forced engagem en t ; p e n e tra tin g  g radually  
to  th e  foot d iam eter o f th e  w heel, th e  m aster-gears generate  th e  te e th  during
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th e ir  ro ta tio n . W ith th e  seco n d  m ethod, th e  w orkpiece —  p laced  on a 
m a n d re l —  can revolve f re e ly  w hile the  app ro ach in g  m aster-gears p e n e tra te  
in to  th e  glowing work piece b e tw e e n  them , force i t  to  ro ta te  an d  th u s  gen era te  
th e  te e th .  U pon th e  in it ia tiv e  o f  J á n o s  P a x i á n  a n d  A n t a l  C s e p e r k á l o v i c s , 

th e  se c o n d  m ethod has b e e n  a d o p te d  in  H u n g a ry  a n d  is being app lied  in  th e  
Csepel  W or ks .

T h e  theore tica l re se a rc h es  carried  out a t th e  D e p a rtm e n t o f M achine- 
E le m e n ts  o f the  T echnical U n iv e rs ity  of B u d ap est re fe r to  b o th  m e th o d s of 
h o t- ro ll in g .

I n  th e  gear-rolling m a c h in e  as used a t th e  Csepel Works  (F ig . 1), th e  
c y lin d r ic a l b lank  is p laced  u p o n  a p in  located  b e tw e e n  tw o m aste r-g ea r too ls.

Heating o f work piece

_ , и  гЛ .kU Approaching m aster gear

1 % 'Z i / W
'  w r

1

Worm gears 
Fig. 1

SpHned sh a ft

T h e  p in  raises the  b lan k  in to  th e  inside of th e  c irc u la r  h igh-frequency  in d u c to r 
a b o v e  th e  m aster gears, w h e re , a f te r  cu rren t h a s  b e e n  sw itched on, h ea tin g  
is c o n tin u e d  for a specified le n g th  o f  tim e. A fter o b ta in in g  th e  requ ired  te m p e ra ­
tu r e ,  th e  p in  again lowers th e  w o rk  piece betw een  th e  tools. T h erea fte r th e  tools 
s t a r t  approach ing , an d  f in a lly  p e n e tra te  in to  th e  w ork . T he tools revo lve  round  
a v e r t ic a l  shaft and  are  d r iv e n  from  below, th ro u g h  a w orm -gear. O ne o f th e  
m a s te r-g e a rs  is in  th e  fra m e w o rk , th e  o ther on a m o v ab le  slide ; th e ir  m ovem en t,
i. e. th e i r  approaching th e  w o rk  piece, is a c tu a te d  b y  a roller, th ru s t  b y  a cam . 
T h e  w o rm  of th e  w orm -gear d r iv in g  th e  m ovable  to o l is on a sp line sh a f t so as 
to  p e rm it  a revolution  o f  th e  to o l during a p p ro ach . T he w ork-piece to g e th e r 
w ith  i ts  supporting  p in , h a s  also to  be a d v a n c e d  a t  h a lf  speed  tow ards 
th e  to o l  em bedded in  th e  fram ew ork . T he m aste r-g ea rs  are w ater-cooled  
in  o rd e r  to  p rev en t th e m  from  w arm ing  u p  excessively d u rin g  th e  
c o n tin u o u s  work.
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2. Tooth profile-drawing device

F or th e  d e te rm in a tio n  of th e  am ount o f  m a te r ia l  required  to  fill th e  vo lum e 
o f th e  to o th , th e  cross-section  area of th e  to o th  m u s t be know n. T h e  q u ick est 
m e th o d  to  determ ine  th e  a rea  o f th e  te e th  is t h a t  o f  p lan im etry . For th is  p u rp o se , 
a m echanical too th -p ro file  draw ing  device, b a se d  on th e  genera ting  p rincip le  
o f th e  gears, has been  developed w ith  th e  co llabora tion  of J e n ő  J u r e k  an d

B é l a  B í r ó  (F ig. 2). T h e  device can  be m o u n te d  on a draw ing b o a rd . B ased  
up o n  th e  princip le o f  th e  m achines of th e  M aag -ty p e , th e  trac ing  o f  th e  te e th  
is ca rried  ou t b y  th e  g en era tin g  process w ith  th e  u se  o f  a rack . In  o rd er to  red u ce  
th e  effect o f th e  in accu ra te  draw ings, th e  ra c k  te m p la te  is large : m odu le  m  =  
=  100 m m . In  correspondence w ith  th e  fin ish ing  too l o f the  M aag -ty p e  th e  
te m p la te  w as p rov ided  w ith  an  ap ertu re  co rrespond ing  to  a to o th -h e ig h t of

13
h = -----m . This p la te  has to  roll down th e  p itc h  circle of th e  wheel a t  th e  p itch

line o f  th e  rack . T he d iffe ren t positions ta k e n  b y  th e  rolling rack  cu t in to  p la te  
m ay  b e  tra c e d  a t  th e  edge o f th e  rack  on a d raw in g  paper placed u n d e rn e a th , 
and  th e  too th -p ro file  is g iven by  th e ir  en v e lop ing  curve.

T he p itch  circle o f th e  wheel was m ark ed  o u t on th e  too th  profile d raw in g  
dev ice  b y  a row  o f needles as shown in th e  low er p a r t  o f th e  figure. T h e  p u re

4  Acta Tcchnica XXI/1 — 2.
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ro llin g  o f  th e  line of th e  ra c k  too l down th e  p itc h  circle is ensured b y  tw o  th in  
s te e l w ires. One end  of th e  steel wires is fixed  to  a clam p, on b o th  sides 
th e y  overlie  th e  row  o f needles, rig h t and  le ft o f  th e  centre th ey  ru n  a long  th e  
ru le , a n d  th e ir  o ther end  is fixed to  th e  tw o ends o f th e  rule. The ru le , as rack -

I

to o th  p itc h  line, m ay p erfo rm  a pure roll dow n th e  p itch  circle as g iven b y  th e  
ro w  o f  needles, such p u re  ro ll being ensured  b y  th e  steelwires.

S ince th e  row of needles m ight in te rfe re  w ith  the  u n d is tu rb ed  position  
o f  th e  d raw ing  paper b e n e a th  th e  rack  it is n o t  p laced  directly  on th e  ro lling  
ru le  ; in s te a d , th e  rolling  d isp lacem ent is led b y  v e rtic a l parallelogram  g u idance  
to  th e  ra c k  tem p la te . T he low er pins of th e  v e r tic a l rod have to  be developed  
a t  th e  ro lling  lower edge of th e  ru le. The v e r tic a l position of th e  ro d s in  an y  
p o s itio n  o f  th e  rolling ru le  is ensured  by  doub le  parallelogram  gu idance jo ined  
to  th e  r ig h t rod , th e  p ins fa s ten ed  to  th e  d raw in g  board  con stitu tin g  its  tw o  
e x tre m e  a rticu la tions on th e  rig h t. B y m eans o f  th e  double guidance, th e  rack  
te m p la te  follows th e  rolling  d isp lacem ent o f th e  lower rule w ith  accu racy .
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W ith  th e  aid  o f th e  device to o th  profiles corresponding to  v a rio u s  profile 
d isp lacem en ts  i. e. correction  coefficients m ay  be tra c e d . For th is  p u rp o se  holes 
co rresponding  to  positive an d  n egative  profile  d isp lacem ent steps a re  p rov ided  
a t  b o th  edges of th e  te m p la te . T he u p p er h inging po in ts  of th e  v e r tic a l pa ra lle lo ­
g ra m  can  be p laced in  th e se  bores, so th a t  b y  rolling  th e  tem p la te  to o th  profiles

corresponding  to  various profile d isp lacem ents are ob ta ined . F o r in s ta n c e , th e  
h ing ing  po in ts in th e  figure a re  in  a position  x x — —(- 0,6 of correction coefficient.

T he described device enab led  us to  trace , b y  m eans of a ra c k  te m p la te  
w ith  a pressure angle of a — 2 0 °, to o th  profiles corresponding to  v a rio u s  to o th -  
n u m b er steps and  ±  d isp lacem ents, i. e. th e  en tire  range  of too th ing . F o r  sm alle r 
to o th  num bers only a few to o th  profiles could be tra c e d  w ith in  th e  low er an d  
u p p er lim its  fixed b y  th e  u n d e rcu t an d  tap e rin g , w hile for larger to o th  n u m b ers , 
in  a d d itio n  to  norm al to o th , co rrec ted  values corresponding to  15 profile d isp lace ­
m en ts  h av e  been  tra c e d  betw een  — 1 a n d  -|-2 correction  coefficients in  s tep s

4 *
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o f  0 ,2 . F o r  exam ple, F ig . 3 show s profile shapes fo r a w heel o f 20 te e th , an d  Fig. 4 
i l lu s tra te s  16 profiles fo r a w heel of 90 te e th .

Tooth area a t m = l  mm from  x = - \ - 0 ,4  to X = —1,0 a = 2 0 °

F ig. 5

Tooth area a t m — 1 mm from  X = f - 0 ,6 - to  X = +  2,0 <1=20°

A t  m — 100 m m  a p p lie d  on th e  ra c k  te m p la te  th e  p itch  ra d ii for la rg e r 
to o th  num bers ou g h t to  h a v e  been d raw n w ith  a  large rad ius. To d raw  long 
r a d i i  is  cum bersom e. T here fo re , th e  p itch  circle fo r la rg e r to o th  num bers w as 
m a rk e d  ou t by  c a lc u la tin g  th e  coordinates o f  th e  position  of th e  needles.

B y  p lan im etering  th e  to o th  profiles t ra c e d  in  th is  w ay, th e  area  of th e  
te e th ,  an d  by  m u ltip ly in g  w ith  th e  w id th  o f th e  w heel, th e  volum e o f th e  te e th  
c a n  be  determ ined . F ig u re s  5 and  6 show th e  a sc e r ta in e d  to o th  areas w ith  re fe r­
en ce  to  a module o f  1 m m . F ig . 5 contains to o th  a rea s  for th e  no rm al gear, i. e. 
fo r  a profile d isp lacem en t betw een  -{-0,4 an d  — 1, while fig. 6 con ta in s th em
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b etw een  x  =  + 0 ,6  an d  + 2 .  T he to o th  areas m ay  also be in d ica ted  in  th e  form  
o f a tab le . (Table N o. I.) F rom  these  values, re fe rred  to  m odule m  — 1 m m , 
th e  areas of te e th  for vario u s o th e r m oduli can  b e  de te rm ined  b y  m u ltip ly ing  
w ith  th e  square of th e  m odule.

3. Calculation of the initial diam eter

W hen producing gears b y  w ay of rolling, th e  first th in g  to  be  dete rm in ed  
is th e  in itia l d iam ete r o f th e  b lan k . In  doing so, req u irem en ts  m u st b e  satisfied :

1. T here shall be  sufficient m ateria l in  th e  rough  cy lindrial fu ll disc to  
p rov ide  for th e  to o th in g .

2. Since, a t  th e  beg inn ing  of th e  opera tio n , first th e  a d d en d u m  circle 
of th e  m aster-gear s ta r ts  w orking on th e  cy lindrica l surface o f th e  w ork  piece, 
th e  te e th  on th e  ad d en d u m  circle of th e  m aste r-g ear have , during  one revo lu tion  
of th e  b lank , to  prov ide its  circum ference w ith  th e  sam e n u m b er o f  un iform  
p itch es  as th e re  are te e th  on th e  wheel u n d e r p rodu c tio n  so as to  s ta r t  th e  
process of rolling-in a t  a un ifo rm  to o th  p itch .

L e t us now  exam ine w h a t d iam eter th e  fu ll disc requ ires to  sa tis fy  th e  
above-m entioned  tw o  req u irem en ts .

A ccording to  th e  first, in  case of shortage o f  m a te ria l i t  can n o t b e  squeezed 
o u t in  rad ia l d irec tion  everyw here, th e  to o th  can n o t be developed u p  to  th e  
ad d en d u m  circle to w ard s th e  edges of th e  w heel, an d , consequently , th e  surface 
a t  th e  addendum  cy linder w ill be convex (F ig. 7). O n th e  o th e r h a n d , i f  th e re  
is excess o f m ateria l, to o  m uch  superfluous m a te ria l h as  to  be pressed  to  th e  side 
an d , th o u g h  th e  to o th  w ill be  developed u p  to  th e  ad d en d u m  circle , m ore 
deform ation-w ork  will be  req u ired  an d  th e  su b seq u en t tu rn in g  w o rk  w ill b e  
correspondingly  m ore (F ig . 8). Therefore, th e  d iam e te r o f th e  fu ll d isc  should  
be selected  in  such a m an n e r th a t  th e  m a te ria l p ressed  ou t o f th e  to o th -sp ace  
be  sufficient for th e  to o th  in  th e  full w id th  o f  th e  w heel up  to  th e  d ia m e te r  of
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th e  ad d en d u m  circle. B y m u ltip ly in g  the  a rea  of a to o th  w ith  th e  to o th  n u m b e r 
o f  th e  wheel, th e  area  re q u ire d  for all te e th  is o b ta in ed . B y add ing  th is  to  th e  
a re a  w hich  corresponds to  th e  dedendum  circle we o b ta in  an  a rea l am oun t, 
a n d  i t  is from  th is a m o u n t t h a t  th e  in itia l d ia m e te r  of th e  full disc dt, corre­
sp o n d in g  to  the  to o th  a rea , h as  to  be calcu la ted . R eferred  to  th e  p itch  circle, 
th e  ra d ia l  position o f th e  circum ference of th e  fu ll disc depends on th e  profile 
d isp lacem en t. The d is tan ce  b e tw een  th e  p itch  circle and  th e  circle of th e  full 
d isc , referred  to  th e  u n it  m odule, can be d en o ted  b y  th e  coefficient We

o b ta in  th e  d iam eter o f th e  fu ll disc by  adding  to  or dedu c tin g  from  th e  d iam ete r 
o f  th e  p itch  circle th e  doub le  p ro d u c t of th e  area coefficient and  of th e  modxde 
a cco rd in g  to  its sign. I f  th e  d iam e te r of th e  p itch  circle is d eno ted  b y  d  an d  th e  
in i t ia l  d iam eter of th e  fu ll d isc  b y  dt, the  follow ing form ula can  be u sed  for th e  
re q u ire d  calculation :

dt =  d +  2 i t  m  (1)

B y  applying th e  d a ta  con tained  in  T ab le  I ,  th e  area  coefficients to  
b e  u sed  in  form ula (1) can  b e  com puted  an d  ta b le d  (Table II) . T he m inus sign 
in  th e  tab le  signifies t h a t  th e  d iam ete r o f th e  fu ll disc is below  th e  p itc h  circle, 
a n d  th a t ,  accordingly, th is  is th e  sign to  em ployed  in  form ula (1). T he in itia l 
d ia m e te r , i. e. th a t  co rrespond ing  to  th e  to o th  a rea , can  th u s  be  ca lcu la ted  
e a s ily  an d  quickly.

A ccording to  th e  second  requ irem ent, th e  in itia l d iam ete r shou ld  be such 
a s  to  p e rm it the  to o th  p itc h  on th e  addendum  circle of th e  too l to  be tran sfe rred  
to  th e  circum ference o f th e  h e a te d  work-piece as m an y  tim es as th e re  are  to o th  
n u m b e rs  on the  w heel u n d e r  p roduction  in  o rd er to  avoid  fau lty  p itch , w hich 
w o u ld  cause to o th  su p pression  a t  one or severa l p o in ts . In  cases of la rg e r dev ia ­
tio n s  as regards p itch , th e  to o l w ill follow a d iffe ren t p a th s  a t each o f its  revo lu ­
tio n s  an d  cause th e  m a te r ia l  to  be  crum pled a n d  squeezed (Fig. 9).



Table I

Tooth area at m 1 mm, « = 20° generated with Maag-tool o f  c ( f  m ‘ Area values are in m m 2

P r o f i le 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 22 24 27 3 0 35 40 50 60 72 90 110 140 170 2 00 240 2 8 0
d is p la c e m e n t T o o t h  n u m b e r

- l 3,115 3,200 3,270 3,325 3,375 3,410 3,430 3,447 3,460
- 0 , 8 3,125 3,207 3,272 3,330 3,372 3,410 3,435 3,452 3,465 3,475
- 0 , 6 3,068 3,132 3,228 3,290 3,340 3,383 3,415 3,442 3,460 3,472 3,483 3,488
—0,4 2,965 3,02 3,087 3,137 3,202 3,245 3,312 3,360 3,395 3,427 3,450 3,47 3,483 3,490 3,497 3,505
- 0 ,2 2,900 2,945 2,980 3,010 3,040 3,070 3,095 3,137 3,172 3,215 3,250 3,297 3,330 3,383 3,420 3,445 3,468 3,480 3,495 3,502 3,505 3,512 3,518

0,0 2,715 2,806 2,870 2,925 2,975 3,018 3,052 3,085 3,112 3,135 3,16 3,180 3,200 3,218 3,247 3,275 3,308 3,332 3,368 3,395 3,433 3,460 3,480 3,497 3,507 3,517 3,520 3,522 3,527 3,528
+  0,2 2,920 2,988 3,04 3,08 3,117 3,147 3,175 3,200 3,22 3,240 3,258 3,272 3,287 3,300 3,322 3,345 3,370 3,390 3,420 3,440 3,469 3,488 3,500 3,515 3,522 3,527 3,532 3,533 3,534 3,535

0,4 3,035 3,09 3,13 3,168 3,195 3,220 3,245 3,265 3,28 3,297 3,312 3,325 3,335 3,350 3,367 3,388 3,410 3,427 3,450 3,457 3,490 3,503 3,515 3,525 3,530 3,535 3,537 3,539 3,540 3,541
0,6 3,219 3,242 3,255 3,285 3,302 3,319 3,334 3,343 3,357 3,372 3,388 3,403 3,422 3,437 3,455 3,470 3,485 3,500 3,510 3,520 3,525 3,530 3,535 3,537 3,539 3,540
0,8 3,232 3,255 3,275 3,295 3,312 3,327 3,348 3,370 3,390 3,410 3,430 3,447 3,463 3,478 3,490 3,500 3,508 3,512 3,520 3,523 3,526 3,528

1,0 3,195 3,220 3,240 3,275 3,302 3,335 3,360 3,383 3,405 3,430 3,445 3,457 3,470 3,478 3,490 3,497 3,500 3,506 3,512
1,2 3,192 3,238 3,275 3,315 3,342 3,380 3,400 3,417 3,437 3,451 3,465 3,475 3,482 3,486 3,490
1,4 3,223 3,268 3,318 3,350 3,375 3,400 3,416 3,436 3,450 3,458 3,465 3,472
1,6 3,230 3,282 3,314 3,350 3,378 3,407 3,425 3,435 3,445 3,452
1,8 3,188 3,242 3,293 3,333 3,372 3,395 3,412 3,425 3,435
2,0 3,155 3,232 3,282 3,332 3,363 3,385 3,403 3,415

Area o f rack tooth : 3,546 m m 2



Table II

A rea coefficients at m =  1 m m , a  20° generated ivith Maag-tool o f  c =  m

P r o f i l e
d i s p l a c e m e n t

7 9 11 13 15 18 20 30  4 0  

T c o t h  n u m

50

b e r

60 90 110 140 170 2 00 2 40 2 8 0

— 1,0 -1 ,1 2 - 1 ,1 0 — 1,09 - 1 ,0 8 - 1 ,0 7 — 1,07 — 1,06 - 1 ,0 6 — 1,05

—  0,8 —0,91 - 0 ,9 0 — 0,ß8 —0,87 - 0 ,8 7 —0,86 - 0 ,8 6 - 0 ,8 5 - 0 ,8 5 —  0,85

- 0 , 6 - 0 ,7 0 —0,69 -0 ,6 8 — 0,f>7 - 0 ,6 6 - 0 ,6 6 - 0 ,6 5 — 0,65 - 0 ,6 5 —0,65 - 0 ,6 5

—0,4 —0,50 - 0 ,4 8 - 0 ,4 7 - 0 ,4 6 - 0 ,4 6 —0,45 —0,45 —0,45 —0,45 - 0 ,4 5 - 0 ,4 5 —0,44

- 0 , 2 - 0 ,3 1 —0,30 —0,30 —0,27 - 0 ,2 6 —0,26 -0 ,2 5 —0,85 —0,24 —0,24 - 0 ,2 4 - 0 ,2 4 - 0 ,2 4 - 0 ,2 4 —0,24

0,0 - 0 ,1 1 —0,10 - 0 ,1 0 —  0,09 - 0 ,0 9 - 0 ,0 8 —0,08 —0,06 - 0 ,0 5 —0,05 - 0 ,0 5 —0,p4 —0,04 - 0 ,0 1 —0,04 - 0 ,0 4 —0,04 —0,04 —0,04

+  0,2 0,09 0,10 0,11 0,11 0,12 0,12 0,13 0,14 0,15 0,15 0,16 0,16 0,16 0,16 0,16 0,16 0,16 0,16 0,16

+  0,4 0,27 0,28 0,29 0,30 0,31 0,32 0,32 0,34 0,35 0,35 0,35 0,36 0,36 0,36 0,36 0,36 0,36 0,36 0,36

+  0,6 0,46 0,48 0,49 0,50 0,50 0,53 0,54 0,54 0,55 0,55 0,55 0,55 0,56 0,56 0,56 0,56 0,56

+  0,8 0,64 0,66 0,67 0,71 0,72 0,73 0,74 0 ,74 0,74 0,74 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75

+  1,0 0,81 0,83 0,87 0,90 0,91 0,92 0,92 0,93 0,93 0,93 0,94 0,94 0,95 0,95

+  1,2 1,04 1,07 1,08 1,10 1,10 1Д1 1,12 1,12 1,13 1,13 1,14 1,14

+  1,4 1,24 1,26 1,27 1,?8 1,29 1,30 1,31 1,32 1,32 1,32 1,33

+  1,6 1,43 1,44 1,46 1,48 1,49 1,50 1,51 1,52 1,52 1,52

+  1,8 1,61 1,63 1,65 1,67 1,68 1,69 1,70 1,71 1,71

+  2,0 1,00 1,83 1,85 1,87 1,88 1,90 1,90 1,90
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F or th e  p ro duc tion  o f wheels w ith  fau ltless to o th in g  it  is therefo re  n ecessary  
to  fulfil th is  condition  of circular p itches.

To be able to  calcu late  th e  h o t d iam e te r  o f th e  b lank, th e  coefficient 
o f  th e rm a l expansion of steel m a te ria ls  m u s t be  know n. According to  H ü t t e , 
th e  following m m  elongations of m ild  stee l h av e  to  be tak en  in to  co n sid e ra tio n  
b e tw een  th e  several tem p era tu re  lim its  :

0 — 100
1,17

0—200
2,45

0— 300
3,83

0— 400
5,31

0— 500
6,91

0—600 0— 700
8,60 10,40 m m

E v a lu a tin g  from  these  d a ta  th e  th e rm a l-ex p an s io n  coefficient a, for  fo rm u la

/ ' =  / (  1 +<*/*)• (2)

I ts  value is found to  rise linearly  an d  gives th e  following form ula :

a, =  (11,18 +  0 ,0 0 5 2 5 1) 10-«  (3)

In  th e  following, th e  heated  values of th e  severa l distances will be  m ark ed  
b y  an  up p er index.

B y  ascerta in ing  th e  coefficient o f th e rm a l expansion  at to  be u sed  in  fo r­
m ula (2) w ith  th e  aid  o f form ula (3) w hich is ta k e n  to  rem ain  v a lid  up  to  a 
te m p e ra tu re  of 1000° C we arrive a t  th e  values co n ta ined  in  Table I I I  reg a rd in g  
th e  h igher te m p e ra tu re  considered for ho t-ro lling  :

Table III

T e m p e r a tu r e 500 6 0 0 7 0 0 8 00 900 1000 °c

Values o f ...................

о  +  “ / * ) ..........................................

13,81

1,00691

14,39

1,00863

14,86

1,0104

15,38

1,0123

15,91

1,01432

16,43 • io -«  

1,01643
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T h e  circum ference o f th e  addendum  circle o f  a tool w ith  to o th  n u m b e r 
zs p ro d u c e d  w ith  profile d isp lacem ent xs is

(zs +  2 +  2 x s) т л .  (4)

A ccording to  F ig . 10, in  a full disc re q u ire d  for a gear w ith  zx te e th , th e  
in c re m e n t beyond th e  p itch-circle  rad ius —  b y  m eans of w hich th e  ra d iu s , 
i. e. circum ference, correspond ing  to  th e  u n ifo rm  p itch  of th e  too l ad d en d u m  
circ le  is o b ta ined  —  b ea rs  th e  sym bol £fcm . B y  in tro d u c in g  th is  un k n o w n  fac to r 

th e  circum ference o f  th e  ho t b lank , c a lc u la ted  as per form ula (2), is th is  :

(zx - f  2 £ к) т л ( 1  +  a t t) (5)

T o  find th e  p itch  on th e  addendum  circle o f  th e  tool an d  on th e  c ircum ­
fe ren ce  o f th e  b lan k  to  b e  u sed  for th e  gear d iv id e  th e  circum ferences expressed  
in  th e  above tw o fo rm ulae  b y  th e  co rrespond ing  to o th  num bers.

T h e  tw o  p itches m u s t agree ; co n seq u en tly , th e  following eq u a tio n  can  
b e  w r it te n  :

(zs +  2 +  2 x s) т л  _  (zt  +  2 ^ ) ш я (1 +  а( t)

F ro m  th is , b y  red u c tio n  and  re a rra n g e m e n t, th e  value o f th e  specific 
in c re m e n t of th e  in itia l d iam ete r can be ex p ressed  :

(5a)

If xs =  0 :

г* Г 2 (1 +  *s) — zs a t t
zs _ 2 (1 +  at t)

z  ̂ 2 Zg (X/ 1

zs 2  (1 +  a t 0

(6>

( 7 )

H av in g  ca lcu la ted  d iam eter dk co rrespond ing  to  th e  w ho le-num ber 
c ircu m feren tia l p itch  :

dk —■ d  +  2 £fc m  (8)

W ith  positive profile d isp lacem ent th e  d edendum  circle o f  th e  w heel is 
d isp la c e d  fu rth e r  o u tw ard , th e  m easure o f th is  d isp lacem en t corresponding  to  th a t  
o f  th e  profile d isp lacem en t. Therefore, th e  in it ia l  d iam eter dt co rrespond ing  to  
th e  to o th  area rises in  accordance  w ith  cu rve  d, in  F ig . 11. D iam eter dk, accord ing  
to  fo rm u la  (8), is in d e p e n d e n t of th e  p ro file-d isp lacem ent on th e  w heel u n d e r 
p ro d u c tio n , being affec ted  only by  th e  d a ta  o f th e  m aster-gear too l an d  th e  
te m p e ra tu re  a t w hich th e  process of ro lling-in  ta k e s  place. D raw ing also d iam e te r
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dk in  Fig. 11, th e  tw o lines will in te rse c t a t  p o in t M . T he figure show s th e  in itia l 
d iam eter o f  a  w heel w ith  zl =  22 te e th  i f  a to o l w ith  zs =  44 te e th  is  used  
and  th e  v a lu e  o f th e  m odule m  =  2,5. I f  th e  v a lu es  o f th e  profile d isp lacem en ts  
before th e  p o in t of in tersec tion  M , are  positive , dk w ill be larger th a n  th e  d ia m e te r  
corresponding to  th e  to o th  area. I n  th e  figure, th e  dev ia tion  is la rg e s t i f  profile 
d isp lacem ent is zero, i. e. a t  no rm al gear. T h e  a m o u n t of m ateria l co rresp o n d in g  
to  th e  difference betw een th e  tw o  d iam eters  h a s  to  be pressed o u t to  th e  side. 
T he volum e p ressed  to  th e  side a t  w heel w id th  “ b ”  is ob tained  b y  su b tra c tin g

z1 -ZZ m* 2t5
m m

Fig. 11

from  each  o th e r  th e  volum es corresponding  to  th e  tw o  diam eters :

V  =  M t - ^ b . (9)
4

The m a te r ia l squeezed to  th e  side has to  b e  rem oved  by  tu rn in g . I n  o rd er 
to  release th e  to o l used  for th e  opera tion  from  th e  excessive sidew ays p ressu re  
o f th e  m a te ria l, th e  fu ll disc m ay  be so m ade as to  h av e  a lim ine a sm aller vo lum e 
by  tu rn in g  its  ou tside corner in  accordance w ith  F ig . 12. H owever, th e  e n tire  
volum e V  c a n n o t be rem oved b ecau se  a c e r ta in  a m o u n t of sidew ays p ressu re  
is u navo idab le  even  a t  po in t M . B ecause o f th is  p ressu re , d iam eter dt m u s t be 
la rger th a n  th e  v alue  calcu lated  in  form ula (1). I t  m ay  be necessary to  s lig h tly  
m odify, i. e. increase th e  th eo re tica lly -ca lcu la ted  d iam ete r in  order to  p e rm it 
th e  m a te ria l o f  th e  to o th  to  swell to  th e  fu ll h e ig h t of th e  to o th  ev en  a t  th e  
edges of th e  w heel.

B eyond p o in t M  in Fig. 11, th e  q u a n tity  o f  m a te r ia l required  for th e  to o th -  
area  is la rger th a n  th e  volum e req u ired  by  th e  to o l p itch  ; in o ther w o rd s, th e  
m ateria l is n o t sufficient if  th e  fu ll disc h as  th e  d iam ete r dk.
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In  such cases th e  requ irem en t of h av in g  b o th  initial uniform  ad d en d u m  
c irc le -p itch  and sufficient m a te ria l can be com plied  w ith  in th ree d iffe ren t w ays :

1. W e enlarge th e  in itia l d iam eter o f  th e  m a te ria l according to  F ig . 13 
a n d  h a v e  in d en ta tio n s m achined  in to  th e  su rface  o f the circum ference o f th e  
b la n k  a t  equal d istances w hich correspond to  th e  p itch  of the  ad d en d u m  circle 
p sa o f  th e  tool : th is  m u st be  m ade so th a t  th e  d e p th  of the in d e n ta tio n s  come 
t o  lie  on d iam eter dk w hich la t te r  is in  co rrespondence  w ith the  un ifo rm  circu lar

p itc h  ; th e  am ount o f m a te ria l betw een d ia m e te rs  dt and dk shall p ro v id e  for 
th e  deficiency. In  such  cases, care m ust be ta k e n  th a t ,  after th e  h ea tin g  is finished, 
th e  m aster-gears s ta r t  rolling-in a t th e  in d e n ta tio n .

2. I f  d iam eter d, is b u t  slightly la rg e r t h a n  d iam eter dk, th e  to o ls  m ay  be 
p re ssed  in to  th e  h o t disc w ithout ro ta tio n , th e  tools s ta rtin g  to  ro ta te  only 
a f te r  th e  periphery  corresponding to  d ia m e te r  dk has been reached .

3. A th ird  m e th o d  w ould be to  app ly  a n o th e r  too l w ith a d iam e te r  increased  
b y  a positive profile d isp lacem en t sufficient fo r th e  circular p itch  re q u ire d  b y  th e  
w hee l. On th e  o th e r h a n d , w hen wheels w ith  n o rm al too th ing  are  ro lled , th e  
in i t i a l  d iam eter can  be  b ro u g h t nearer th e  d ia m e te r  determ ined  b y  th e  volum e 
■of m a te ria l if  we a p p ly  a negative profile d isp lacem en t.

W ith  th e  m ach ine  described, it  is th e  d ed en d u m  circle of th e  to o l th a t  
g ives to  th e  ad d en d u m  circle of the  b lan k  th e  fina l d iam eter, while th e  clearance 
cu rv e  is shaped b y  th e  addendum  circle o f  th e  tool. I f  th e  a d d e n d u m  circle 
o f  th e  b lan k  is la rg e r i t  c an  be a d ju s ted  b y  tu rn in g .

T he full h e igh t o f  th e  to o th  o f th e  to o l  m ust be increased  on  account 
o f  th e  th e rm al ex p ansion  o f  th e  to o th  o f th e  w heel ; th e  increased  h e ig h t has
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t o  be calcu la ted  on basis of th e  follow ing fo rm ula  of th e  to o th  tip  c learance  
is  1/6 m , i. e. t h a t  corresponding to  th e  fin ishing too l o f th e  M aag-type m ach ine  :

h' =
13
6

m  (1 -f- a t t) ( 10)

I

4. Calculation of the pressure angle of the tool

L et us exam ine th e  shaping  o f  th e  profile cu rv a tu re  during  th e  process 
•of h o t rolling. T he re la tive ly  cold to o l gen era tes  th e  too th -cu rve  on th e  ho t 
b lan k . A ssum ing p u re  rolling, th e  in v o lu te  of th e  to o th -flan k  of th e  too l g enera tes 
a likewise invo lu te  curve on th e  h o t w heel. O n cooling, th e  g enera ted  h o t in v o lu te  
co n trac ts . The d is to rtio n  of th e  in v o lu te  owing to  cooling m ay  be considered  
as a secondary  sm all value an d  can  be  neglected . T h u s i t  m ay  be assum ed  th a t ,  
even  a fte r cooling, an  involu te  to o th  fla n k  w ill be  ob ta ined .

The ho t b la n k  is expanded  w hen  g e ttin g  in  co n tac t w ith  th e  cooled m aste r- 
gear. T he base rad iu s  o f th e  tool suffers no change as i t  m ay be assum ed  th a t ,  
u n d e r  th e  effect o f  cooling, th e  tool rem ain s cold or, else th e  degree o f w arm ing-up
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is neg lig ib le . B oth  th e  base  circle and  th e  p itc h  circle of th e  w ork piece expand ' 
u n d e r  th e  effect of h ea tin g . T h e  cen tre  d istance  o f  rolling-in is o b ta ined  b y  ad d in g  
th e  ra d iu s  of th e  ad d en d u m  circle of th e  too l to  th e  rad iu s  of th e  h o t dedendum  
circle  o f  th e  w ork piece. L e t us assum e th a t  accord ing  to  F igure 14 th e  resu ltin g  
c e n tre  d is tan ce  has a va lu e  o f  C0 corresponding  to  norm al to o th in g . A ssum ing 
p u re  ro ll on th is cen tre  d is ta n c e  th e  rolling circles will in  p rop o rtio n  to  gear 
r a t io , b e  on rad ius rs on th e  too l, an d , because  o f its  cold condition  on rad iu s  
rt on  th e  w ork piece ; th e re fo re , in  respect o f  th e  w ork piece, r'gl =  rv

T h e  gear ra tio  is d e te rm in ed  b y  th e  ra t io  betw een  th e  n u m b er o f  te e th  
o f  th e  to o l and  th a t  o f  th e  g ea r u n d e r p ro d u c tio n  i. e. b y  th a t  o f th e ir  ra d i i  
in  p u re  rolling, th u s  :

T h e  sum  of th e  tw o  ra d ii  is th e  cen tre  d istance  C0 ; i. e., rs -f- r x =  C0~ 
A t c e n tre  d istance C0, th e  to o l is in  pure ro lling  w ith  th e  rad iu s  o f p itc h  circle 
s, w h e re  th e  tool is assum ed  to  have  a p ressu re  angle of as. T h is p ressu re  
rn g le  is  de term ined  b y  th e  ra tio  betw een  th e  rad iu s  of th e  base circle o f th e  
aool a n d  th a t  of its  p itch  circle in  pure ro lling  ; th u s ,

cos as rbs
rs

( 11).

D raw ing  th e  co n tac t line  beyond  p itc h  p o in t P  an d  d raw ing  a no rm al 
to  th is  co n tac t line from  w heel-cen tre  0 V th e  le n g th  of th is  p e rp en d icu la r gives 
th e  ra d iu s  of th e  h o t base-circle  o f th e  in v o lu te  evolving on th e  gear in  h o t 
c o n d itio n  which is d en o ted  b y  r ^ .  N am ely , th e  pressure line d e te rm in ed  by  
th e  to o l h as  to  be in  c o n ta c t w ith  th e  ho t base-circle  of th e  w heel. T h is b ase - 
c irc le  ra d iu s  of th e  w heel in  h o t  condition  is, ow ing to  th e rm a l expansion , la rg e r  
t h a n  th e  cold base rad iu s . T h e  re la tion  b e tw een  th em  :

г 'ы =  гы ( !  +  «/«)• (12)

T h e  dim ension o f th e  cold p itch -circle  rad iu s  in  h o t cond ition  is th is  __

r i  =  r i (1 +  a / 0 - (13)

T h is  h o t  pitch-circle o f a la rg e r rad iu s  passes th ro u g h  po in t A  in  th e  F ig u re . 
I n  th e  invo lu te  form ed on th e  w heel, th e  s ta n d a rd  pressure angle a  m u s t lie  
a t  th is  p o in t because b o th  its  base-circle a n d  p itch-circle have  ex p an d ed  in  
p ro p o rtio n  to  fac to r (1 -f- a (t) .
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T he tan g en t d raw n  from  in v o lu te  p o in t A  in  h o t condition , too, m u st to u c h  
th e  base-circle o f  ra d iu s  r'bi d e te rm in ed  b y  p re ssu re  angle as o f th e  to o l. O n 
•cooling, rad ius г'ъ  o f  p o in t A  sh rinks to  v a lu e  a n d  base-circle rad iu s  т]л  to  
va lu e  Гц. The re la tio n  betw een th e  tw o  d is tan ces  :

гы — cos a . (14)

The figure show s th a t  on rolling  a t no rm al c e n tre  d istance  C0, th e  p ressu re  
ang le  as of th e  to o l should  be sm aller th a n  th e  s ta n d a rd  pressure angle o f  th e  
w hee l u n d er p ro d u c tio n  since, on th e  h o t p itch -c irc le , angle a m ust be  a t  p o in t 
A  w hich is fu r th e r  o u tw ard . The s itu a tio n  is s im ila r to  th e  process in  w hich  
a g ear w ith  a  =  20° h as  to  he m ade on a g rin d in g  m achine of th e  M aag -ty p e  
w ith  an  oblique g rin d sto n e  which h as  a p ressu re  ang le  below  20°, i. e. a —  15°.

C onsequently , on p itch-circle rad iu s  rs, th e  inv o lu te  angle o f  th e  too l 
is  as w hich can  b e  expressed also b y  rad iu s  r't l  o f  th e  base-circle o f  th e  h o t 
w heel in  th is w ay  :

cos as =  (15)
r«i

S u b stitu tin g  th e  following re la tio n s  : 
г 'ы =  гы (1 +  a ft) a n d  rgi =  rv  th e  follow ing is o b ta in ed  :

cos a, — гы (1 0

r i
(16)

Since in  th e  ab o v e  fo rm ula  : =  cos a, b y  su b s titu tio n  we haw e
ri

cos as — cos a (1 +  a, t) .  (17)

This fo rm ula gives th e  re la tio n  b e tw een  s ta n d a rd  pressure angle a  an d  
th e  pressure angle  o f  th e  tool as, req u ired  fo r th e  tool.

C alculating on  basis of th e  fo rm ula , T ab le  IV  ind ica tes those p re ssu re  
an g les  as of th e  to o l w hich should be  used  fo r p ro d u c in g  th e  m aste r-gear a t  th e  
te m p era tu res  in d ic a te d  in  th e  first row  o f th e  ta b le  so as to  ensure th a t  th e  w heels

Table IV

T e m p e r a tu r e 60 0 7 0 0 8 0 0 9 00 1000 °c

F or a  -  20° ................. 18°36'33' 18°17'30" 17°57'45' 17°36'30" 17°14'
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a re  p ro d u c e d  w ith  th e  s ta n d a rd  pressure ang le  a =  20°. The rolling  tem pera tu re- 
m u s t b e  k e p t a t a co n stan t v a lue  co rrespond ing  to  th is  p ressure ang le  o f th e  
to o l, in  o rder to  ensure un iform  profile c u rv a tu re .

I t  follows th a t  th e  v a lu e  of th e  p ressu re  angle of th e  p itch -c irc le  o f th e  
h o t-ro llin g  too l should  be sm aller th a n  th e  s ta n d a rd  pressure angle o f 2 0 ° o f  
th e  p itch -c irc le  of th e  w heel p roduced . B y m ean s of tools w ith  a p ressu re  angle 
17 1 /2° , as used in  som e coun tries, i t  w ould  be possible to  p ro d u ce  a w heel 
w ith  20° a t  a te m p e ra tu re  o f 930° C, i. e. a t  a ra th e r  high value .

5. Hot-rolling of normal wheels

L e t us now exam ine w h a t to o th -th ic k n e ss  is required  for th e  m as te r-  
g e a r  to o l for th e  p ro duc tion  o f no rm al gears. T ooth-th ickness o f th e  n o rm al

m  л  .
g ea r in  cold condition  : s0 =  —^ , in  h o t co n d itio n

s 'o  —  — “ ( l  +  a f O -  ( 18)

A ccording to  Fig. 14, th e  no rm al gear is p roduced  a t norm al cen tre  d is ta n c e  
C0 ; in  th is  case pitch-circle rad iu s  rs o f th e  to o l is in  pure rolling a t  p itc h  ra d iu s  
fj in  correspondence to  th e  cold cond ition  o f  th e  gear. The p itch -circle  o f the.

g ea r ex p a n d s  in  ho t cond ition  to  po in t A ,  an d  i t  is th e re  th a t  th e  above-m en tioned  
h o t to o th -th ick n ess  só m u st be p resen t (F ig . 15). Taking th is  to o th -th ic k n e ss  
a s  p o in t o f d ep artu re , ho t to o th -th ick n ess  a t  p o in t P  —  to  be d en o ted  b y  5,- -—
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can  be calcu lated . I t  is to  po in t A  t h a t  th e  n o rm al pressure angle a, a n d  to  
p o in t P  o f the in v o lu te  fu rth e r inside th a t  angle a s o f th e  tool belongs. W ith  
these  angles a t p o in t P  —  to  w hich ra d iu s  rx belongs —  th e  to o th -th ick n ess  
is th is  :

*i =  2 ri
( So , . . VI ---- — -f- hiv a — in v  a s)
1 2 Tj

(19)-

S u b stitu tin g , according to  fo rm ulae (18) an d  (13), th e  ho t len g th s  in  th e  
first m em ber in b rack e ts , and  m aking  th e  n ecessary  reductions we h av e

*i =  2 ri
m 7t

4-  in v  a — in v  a .) . 
4 r x

(20)

S u b s titu tin g  v a lu e  rx =  - 1— a n d  re d u c in g :

n
s x = ------ ( , n v  a  —  a s ) m (21)

On rolling-in a t  th e  norm al cen tre  d is tan ce , th e  p itch  : p  — т я .  T his 
p itch  is com posed o f  th e  above-m entioned  to o th -th ick n ess  sí and  th e  req u ired  
to o th -th ick n ess  o f  th e  tool. C onsequently , th e  to o th -th ick n ess  of th e  to o l is 
o b ta in ed  by  ded u c tin g  th e  ho t to o th -th ick n ess  expressed  in form ula (21) from  
p itch  p  :

so —
n

2
zx (inv  a — in v  a s) m. (22)

This form ula shows first th a t  th e  to o th -th ick n ess  of the  tool shou ld  be

sm aller a t p itch-circle th a n  the  no rm al to o th -th ick n ess  o f — — . I t  also follows

th a t  th e  to o th -th ick n ess  of th e  too l also  depends on th e  num ber of te e th  (zj) 
o f  th e  gear to  be m an u fac tu red . T his m eans th a t ,  theore tica lly , w ith  one an d  
th e  sam e tool no n o rm al gear w ith  ju s t  an y  n u m b e r o f te e th  can be p ro d u ced , 
b u t  t h a t  d ifferent to o ls  have  been used fo r th e  m a n u fa c tu re  of gears w ith  a d iffe ren t 
n u m b er of te e th . T ab le  V contains th e  to o th -th ick n ess  calcu lated  on b as is  of 
fo rm ula (22) a t m odule m =  1, for th re e  te m p e ra tu re s . T he second p a r t  o f th e

. 71
ta b le  con ta ins in c rem en t A =  1,571 • a,t of th e  norm al cold to o th -th ick n ess

2 '

w hich resu lts  from  sim ple h e a tin g , as also th e  differences in  to o th -

th ickness corresponding to  to o th  n u m b e r zx. I t  can  be seen th a t,  w ith  h igher 
to o th  num bers, th e  differences rep resen t r a th e r  h igh  values. This is due  to  th e
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f a c t  th a t ,  w ith  h igher to o th  n u m bers, th e  p itch -c irc le  rad ius is o f h ig h er va lu e  
a n d  t h a t  therefore , w ith  w arm ing-up , p o in t A  in  th e  figure is sh ifted  fu r th e r  
o u t f ro m  p itch  p o in t P .

T h e fac t th a t  th e  v a lu e  o f  th e  to o th -th ick n ess  a t  p itch  circle o f th e  m aste r- 
g e a r  to o l varies accord ing  to  th e  to o th  n u m b e r o f th e  gear to  be m a n u fa c tu red  
w o u ld  requ ire  a large s to ck  o f m aster-gears . H ow ever, th e  n u m b er o f  m a s te r-  
g e a rs  can  be reduced  b y  a lte rin g  th e  n o rm a l cen tre  d istance an d  pu sh in g  th e

Ю 20 30 40 SO 60 70 BO 90 Ю0  z ,

Fig. 16

m aste r-g e a rs  fu rth e r  in to  or pu lling  it fu r th e r  o u t o f  th e  w ork piece. T h is d isp lace­
m e n t m a y  be effected  w ith in  th e  perm issib le lim its  of th e  to o th - tip  c learance 
o f  th e  wheel. As lim its o f th e  t ip  clearance v a lu es  cmitl =  0,167 m  an d  cmax =  0,40 m  
c a n  b e  considered. B etw een  these  tw o lim its , a t  m  — 1, a rad ia l d isp lacem en t 
o f  400— 167 == 232 f t  is adm issib le. In  th e  p itch-circle, to o th -th ick n ess  will 
in c re a se  b y  appr. 1/3 o f th is  va lu e  since, for in s ta n c e , w ith  rolling-in a t  a te m p e ra ­

tu r e  o f  800° C, tg  17° 57 ' 45" «  —  . I n  th is  w ay  a t  to o th -th ick en in g  o f appr.
3

80 jU can  be realized b y  v a ry in g  th e  tip -c lea ran ce  w ith in  th e  above-m en tioned  
lim its .

F ig . 16 ind ica tes th e  v a ria tio n s  of th e  to o th -th ick n ess  a t d ifferen t te m p e ra ­
tu re s  from  to o th  n u m b er хг =  17 on. The 80 /л s tep s  o f to o th -th ick en in g  resu ltin g  
f ro m  th is  varia tion  o f th e  to o th  tip -c lea ran ce  w ith in  th e  adm issib le lim its  are  
a lso  tra c e d  for th e  800° C lin e . T he h o rizo n ta l lines of th e  steps in d ica te  ce rta in  
to o th -n u m b e r groups. T hese to o th -n u m b er g roups can be m ade b y  m eans o f 
o n e  a n d  th e  sam e m a s te r-g e a r couple.



THEORETICAL INVESTIGATIONS INTO THE PRODUCTION OF GEARS 6 5

Table V

Tooth-thicknesses and tooth-thickness differences 
at rn =  1

T e m p .
°C

17 27 60 90
2

17 27 60 9 0

t o o th - th i c k n e s s  in  m m  
a t  t o o t h  n u m b e r  a b o v e d i f f e re n c e  in  /л a t  t o o th  n u m b e r  a b o v e

0 1,571 1,571 1,571 1,571 1,571 — _ _ _ _
700 1,587 1,632 1,668 1,786 1,894 16 6 i 97 215 324
800 1,590 1,642 1,685 1,824 1,950 19 72 114 253 379
900 1,593 1,653 1,702 1,840 2,007 2 2 82 131 269 436

T he to o th  num bers of th ese  are  th e  values w here th e  horizon ta l lines o f  th e  
grades in te rsec t th e  oblique line . These m ean  to o th  n u m b ers  and  th e  to o th -  
num ber-groups th a t  can  be  p roduced  b y  th em , as ca lcu la ted  from  th e  above 
figure, are th e  following:

w ith  a tool o f  mean tooth-num ber 2 6 :  1 7 — 35
w ith  a tool o f m ean tooth-num ber 44 : 3 6 — 54
w ith  a too l o f  m ean tooth-num ber 6 2: 55— 72
w ith a tool o f  m ean tooth-num ber 80 : 73— 89
w ith a tool o f  m ean tooth-num ber 80 : 90-—107

to o th -n u m b er groups can  be  produced .
W ith  th is  g rouping , gears w ith  to o th  n u m b ers  b e tw een  17— 107 can  be 

m an u fac tu red  b y  n o t m ore th a n  five tools. To p u t  th is  m an n e r of m an u fac tu re  
in to  prac tice , th e  m aste r-g ea r too l m ust be p ro v id ed  w ith  a to o th  tip -c learan ce  
w hich, while th e  m aste r-g ear is d isplaced in  ra d ia l d irec tio n , is still large enough  
to  ensure even in  th e  req u ired  no rm al ho t ad d en d u m  circle for th e  wheel to  be  
produced . For th is  purpose, th e  to o l m ust h av e  a to o th  tip -clearance

0,232 m u  c = ---------m  =  0,116 m
2

in  accordance w ith  F ig . 17. T he addendum -circle ra d iu s  of th e  weel p ro d u ced  
b y  a too l corresponding to  th e  m ean  to o th  n u m b er w ill increase b y  th is  v a lu e . 
T he addendum -circle  of th e  m aste r-g ear too l h as  to  b e , ou tside its  p itch-circle, 
beyond th e  m odule of u n it v a lue  so large as to  reach  th e  dedendum  circle o f  
the wheel to  be p roduced . In  a position  corresponding to  th e  m ean  to o th -n u m b er, 
th e  following va lu e  is req u ired  for th is  purpose : (0,167 -f- 0,116) m  =  0,283 m . 
C onsequently , th e  fu ll-to o th -h e ig h t o f th e  m aste r-g ea r too l, corresponding to  
th e  h o t condition  of th e  w heel to  be p ro d u ced , is th e  follow ing : 
(0,116 -f- 2 -|- 0,283) m  (1 -f- a,t) at 2,4 m (1 +  a,t).

5  A c t a  T e c h n ic a  X X I / 1 — 2.
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I f  gears ind ica ted  w ith in  th e  above-m en tioned  to o th -n u m b er groups a re  
p ro d u c e d  b y  such a too l, th e  to o th  tip -c lea ran ce  a t  th e  low er w heels of th e  
g ro u p s w ill have th e  h ighest adm issib le v a lu e , i. e. 0,4 m , while —  a t  th e  u p p er 
w heels o f  th e  groups —  th e  to o th  tip -c lea ran ce  will have th e  low est adm issible 
v a lu e  i. e. appr. 0,167 m. T he  addendum -c ircle  rad ii of th e  la s t  m en tioned  
g ea rs  w ill be increased  b y  th e  double  o f th e  to o th  tip -c learance  o f 0,116 m  o f 
th e  to o l, i. e. by  a value of 0,232 m. T h is excess value m ust th ere fo re  be rem oved 
b y  tu rn in g  th e  ad d en d u m  circle of th e  gear. Such tu rn in g  will n o t be  necessary

or th e  lo w er, sm allest to o th -n u m b ers  of th e  groups because th ese  are  p roduced  
a t  th e  innerm ost position  o f th e  too l. On th e  o th e r han d , in  th is  ca teg o ry  th e  
tip -c le a ran c e  will be  la rg es t a t  th e  ro o ts  o f  th e  te e th . The cen tre  d is tan ce  can 
h a v e  a  va lue  of C0 only  a t  m ean  to o th -n u m b ers , therefore —  w hen  p roducing  
sm a ll w heels of th e  respective  groups —  th e  cen tre  d istance  has to  be reduced , 
w hile  —  w hen m aking  large w heels —  i t  h a s  to  be increased  w ith in  th e  lim it 
o f  232 /t. The m ath em a tica lly  e x a c t c e n tre  d istance can  be d e te rm in ed  b y  
in v o lu to m e tric  calcu lation  as d ea lt w ith  below  ; doing so we d e p a r t  from  th e  
fa c t t h a t  th e  to o th -th ick n ess  a t p itch -c irc le  is know n.

T h e  fac t th a t ,  in  th e  case of ce rta in  to o th -n u m b ers , a p o rtio n  o f th e  ad d e n ­
d u m  circle of th e  wheels m u s t be rem oved  b y  tu rn in g  an  a d v a n ta g e  because it  
is n o t  an  invo lu te  b u t a tra n s itio n a l tro ch o id  th a t  is form ed a t th e  ro o t-p o rtio n  
o f  th e  to o l which, as a ru le , c an n o t ap p ro p ria te ly  generate  th e  profile a t  th e  tip -  
p o r tio n  o f th e  wheel. On th e  o th e r h a n d , i t  is expedien t to  g rind  th e  profile 
o f th e  to o l a t th e  crest in  th e  shape o f an  a rc , in  order to  avoid an  a n g u la r  im pres­
sion  o f  th e  wheel in m an u fac tu re , an d  also to  p erm it the  fillet a t  th e  ded en d u m - 
circle  o f  th e  wheel to  develop as an  arc  o f  la rge  rad ius. Such fillet im proves the 
s t r e n g th  of th e  roo t o f th e  gears from  th e  p o in t of view of b en d in g  stress , since 
th e  s tre ss-co n cen tra tio n  effect is th u s  red u ced .

In  th e  foregoing it has been  assum ed  th a t  th e  body of th e  w heel expands- 
e v e n ly  u n d e r  th e  in fluence  o f h ea t. In  re a li ty , w ith  h igh-frequency  h ea tin g , th e
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in d u c to r  h ea ts  th e  w heel-body  a t  th e  ou tside d ia m e te r  stronger, th e  inside 
portions rem ain ing  colder. T h is p a rticu la rly  applies to  w heels w ith  large d ia m e te r ,
i. e. a large to o th -n u m b er. T h is consideration  m odifies th e  described  th e o ry  
and  requires for wheels w ith  a la rg e r d iam eter, a m ore th ro u g h  s tu d y  o f  m a tte rs  
regard ing  te m p e ra tu re , i. e. th e  conditions o f expansion  arising  in  th e  w heel- 
body .

A ccording to  th e  suggestion  of J á n o s  P a x i á n  an d  T i b o r  H o m p o l a , th e  
ca lcu la tion  an d  p rodu c tio n  o f gears w ith norm al to o th in g  can be sim plified 
by  using a too l which is d im ensioned  as th o u g h  it ,  to o , w ere in a ho t co n d itio n . 
A ssum ing lin ear th e rm a l expansion , th e  d im ensions o f  th e  gear to  be p ro d u ced  
will, if  h ea ted  to  te m p e ra tu re  t, increase b y  a fac to r  (1 -j- a,t) (Fig. 15). T h is 
m ay  be regarded  as th o u g h  th e  wheel were no t o f m odule m, b u t o f  m odule  
m m =  m  (1 -|- a,t). T he m easu rem en ts  of th e  h e a te d  too l can  also be ca lc u la ted  
w ith  th is  m odule m m. In  th is  case we shall, how ever, h av e  to  dev ia te  from  th e  
stan d ard ized  m odule an d  ap p ly  a fractional m odule w hich  renders th e  p ro d u c tio n  
an d  contro l o f th e  too l m ore difficult. C alculating  w ith  th is  ho t m odule mm, 
th e  p itch-circle  rad iu s  o f  th e  too l will be :

rs m  — ~ s— m =  —  m  (1 -f- at t) (23)

I f  we em ploy th is  m odule, th e  operation  can  be carried  ou t w ith  a cen tre - 
d is tan ce , a t  w hich th is  p itch -c irc le  is in pu re  ro lling  w ith  th e  ho t p itch -c irc le  
o f  th e  wheel.

In  th is  case th e  cen tre  d is tan ce  —  to  be d en o ted  b y  th e  sym bol Cm —  is  
th e  sum  of th e  tw o p itch -c irc le  rad ii :

Cm =  -*1 Zs m m =  -*1 Zs m ( l  +  a ,t)  =  C0 (1 +  at t ) . (24)
2 2

I f  rolling-in is carried  o u t w ith  th is  cen tre  d is tan ce , th e  pressure angle can  be  
th e  s ta n d a rd  a =  20° b ecau se  th e  pure rolling on th e  gear is sh ifted  to  th e  
circle passing  th ro u g h  p o in t A  in  Fig. 15. T he m aste r-g ea r tool can  now  be  
co n stru c ted  w ith  a p ressu re  angle of 20°. Since th e  to o th -th ick n ess  o f th e  g e a r 
a t  th is  ho t pitch-circle is

—z 111 7t rnm ж
so =  ~ y ~  i 1 +  a<0 =  - ~ y ~ (25)

th e  too th -th ick n ess  of th e  to o l can  be th e  sam e a t  i ts  p itch-circle supposed  to  
be  ho t, beacuse th e y  jo in tly  give th e  p itch  p m =  m n  (1 -)- a,t). The to o th - th ic k ­
ness o f th e  m aste r-gear too l produced  w ith th is  ho t m odule will be th ic k e r  on
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th e  pitch-circle w hich co rresponds to  th e  s ta n d a rd  m odule m . P itch -c irc le
Z Til

r a d iu s  corresponding to  th e  s ta n d a rd  m odule : rs =  -------is sm alle r th a n  rsm =
2

— rs (1 ati) supposed  to  b e  h o t. C onditions reg a rd in g  th e  tw o  p itch-circles 
o n  th e  h o t tool are e q u a l to  th o se  of th e  ho t w heel w ith  Sj te e th  in  F ig . 15. T h e re ­
fo re , th e  pressure angle on  th e  pitch-circle rs o f  th e  too l will be as. T h e  th ickness 
o f  th e  to o th  w ith to o th  n u m b e r  zs can  also be  ca lcu la ted  from  a fo rm u la  sim ilar 
to  fo rm u la  (22), i. e. th e  to o th -th ick n ess  o f th e  too l a t p itch -c irc le  rad iu s  rs 
co rrespond ing  to  s ta n d a rd  m odule in is th e  follow ing :
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2
+  zs (inv 20° — in v  a 5) m. (26)

Since w ith  gearing  a t  c en tre  d istance Cm, th e  to o th -th ick n ess  of th e  tool 
a n d  t h a t  of th e  w heel ag ree  a t  pitch-circle ra d iu s  rsm and  r[, th e  m aste r-gear 
to o l m a y  be produced w ith  a too l o f the  M aag -ty p e  whose to o th -th ick n ess  and 
to o th -sp a c e  thickness a t  p i tc h  line agree a n d  w hose pressure angle is also 2 0 °. 
T h is  g rea tly  simplifies m a n u fa c tu re . H ow ever, i t  h a s  th e  considerab le d raw back  
t h a t  m odule mm is n o t th e  s ta n d a rd  too l-m odule. Therefore, we sh a ll continue 
to  w o rk  w ith cold s ta n d a rd  m odule m. U sing th is  m odule, th e  p ressu re  angle 
a t  p itch-circle rs o f th e  to o l h as  to  be sm alle r th a n  s ta n d a rd  v a lu e  a  =  2 0 ° 
[ca lcu la tin g  w ith  fo rm u la  cos as =  cos 20° (1 — a,t) ] an d  th e  to o th -th ick n ess  
to o , h a s  to  be sm aller a t  i ts  pitch-circle. A ccord ing  to  th e  foregoing, th e  to o th  
th ic k n e s s  a t p itch-circle, fo r producing n o rm al gears, is

— (inv 20° — in v  as) m. (27)

6. Determination o f the tooth-thickness at general centre distance

G ear p roduction  b y  m ean s of ho t-ro lling  h a s  th e  s tro n g est resem blance 
to  gearin g  by  m eans o f th e  p in io n  cu tte r of th e  Fellow s-type, for th e  to o th  flanks 
a re  sh ap ed  in b o th  cases b y  a tool w ith  a fin ite  n u m b er of to o th . In  th e  ho t- 
ro llin g  process cond itions a re , however, m ore re s tric ted  ; w hile in  gearing 
b y  m ean s of pinion c u t te r  agrees w ith  t h a t  o f  th e  pitch-circle o f th e  w heel 
p ro d u c e d , according to  th e  above conclusions th e  pressure angle o f  th e  p itch- 
c irc le  o f  th e  hot-ro lling  to o l h a s  to  be sm aller th a n  th e  s ta n d a rd  p ressu re  angle 
o f  2 0 ° o f the p itch -c irc le  o f  th e  wheel p ro d u ced .

I f  th e  operation  o f  ro llin g  is no t carried  o u t a t  th e  no rm al cen tre  d istance  
o r  a t  cen tre  d istance Cm =  C0 (1 -f- ati), c a lc u la ted  w ith  m odule m m o f a tool 
w ith  m odule m m, th e  to o th -th ick n ess  can  be  de te rm ined  b y  invo lu to m etric  
ca lcu la tio n . This is n e c e ssa ry  also in  th e  case o f  a profile d isp lacem en t being 
a p p lie d  on th e  tool.
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T oo th -th ickness a t  pitch-circle rs of th e  to o l, in  case of profile d isp lace ­
m en t xs, is

+  2 t g  as (28)

Should th e  ro lling-in  be  effected a t a c e n tre  d is tan ce  Cg which is d iffe ren t 
from  th e  no rm al cen tre  d istance  (Fig. 18), th e  p ressu re  angle will h a v e  th e

I

value ag. In  th e  case o f rolling-in a t  cen tre  d is ta n c e  Cg, pressure an g le  ag o f 
th e  gear can  be ca lcu la ted  from  th e  equation  a rr iv e d  a t  b y  th e  su m m atio n  o f 
th e  base-circle rad ii. A ccording to  Fig. 14, th e  sum  o f th e  rad ii o f th e  h o t  b a se -  
circle an d  th e  base-circle o f  th e  too l :

rbi +  rbs =  Ex cos as +  r, cos as =  C0 cos as . (29)

A ccording to  F ig . 18, these  sam e base-circles can  be expressed b y  th e  
rolling circles an d  th e  p ressu re  angle ag in  th e  follow ing m anner :

rbi +  rbs =  r'gi co s  ag - f  rg,  co s  ag =  Cg c o s  ag . (3 0 )
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B y  equalizing th e  rig h t sides, angle ag c an  be calcu lated  :

cos ctg =  — cos as . (31)
Cg

E xpressing  b y  th e  to o th -n u m b ers  a n d  th e  m odule :

cos ag = »1 +  *2 

2 Cg
m  ■ cos as . (32)

Since th e  addendum -circle  of th e  to o l h a s  to  shape th e  dedendum -circle  
o f  th e  h o t gear, cen tre  d is tan ce  Cg is th e  su m  o f th e  addendum -circle  rad iu s  of 
th e  to o l and  th e  h o t dedendum -circle ra d iu s  r ;1 of the gear, i. e.

Cg =  R s -f~ r (1 (1 -j- o-i t) . (33)

A t cen tre  d is tan ce  Cg th e  rad ii o f th e  ro lling  circles are th e  follow ing : 
rgs o n  th e  too l : rgi on th e  h e a te d  wheel. T h is  ra d ii result accord ing  to  th e  gear 
r a t io , i. e. in p ro p o rtio n  to  th e  to o th -n u m b e r o f th e  tool and  th a t  o f th e  wheel 
t o  b e  p roduced  ; therefo re ,

rgs

r gl

Sum  of th e  tw o  ra d ii : rgs -f- rgl =  Cg. T h e  rolling circles ex p ressed  by 
th e  g ear ra tio , from  th ese  tw o equations :

rgs =  Cg t -J— - a n d  rgl =  Cg — —  . (34)
i  +  1 » +  1

Base rad iu s  o f th e  too l : r is =  rs cos as. H aving  ca lcu la ted  th is  base- 
c irc le  rad iu s  an d  th e  rolling-circle rad ius rgs, p ressu re  angle ag can  be expressed  
b y  th e se , too  :

cos ag =  . (35)
r gs

A fter ca lcu la ting  to o th -th ickness a t  p itch-circle  rs of th e  to o l accord ing  
to  fo rm id a  (28), to o th -th ick n ess  a t ro lling-circle rgs can be d e te rm in ed  b y  involu- 
to m e try  w ith  th e  aid  o f th e  following fo rm u la  applying to  to o th -th ick n esse s  :

SgS — 2 rgs -f- in v  as — in v  da (36)
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A t th e  rolling circles, it  is th e  p itch  p'g of th e  h o t wheel w hich is b e in g  ro lled-in . 
T h is p itch  can be d e te rm in ed  from  the  cen tre  d istance  Cg an d  th e  su m  of the  
to o th  num bers w ith  th e  aid  o f th e  following form ula :

2 Cg ■ л
*i +  zs

(37)

S u b trac tin g  th e  to o th -th ick n ess  a t rolling circle sgs o f th e  tool, as ca lcu la ted  
from  form ula (36), from  th is  p itch  p'g, to o th -th ick n ess  a t th e  ro lling  circle 
o f  th e  hot wheel is o b ta in ed  :

= Pg — ag* ■ (3 8 )

This to o th -th ickness in  h o t condition is converted  in to  th e  cold condition  
b y  apply ing  the  th e rm al-ex p an sio n  form ula :

s gi
Sgi

1 +  a i f
(39)

T he rolling-circle rad iu s  of th e  wheel in  h o t condition is co n v e rte d  in to  
th e  cold condition in  th e  sam e m an n er :

'i?i
'«l

1 + »t t
(40)

B y  m eans o f to o th -th ick n ess  sgi and  rolling-circle rad ius rgl, to o th -th ick n ess  
a t  cold pitch-circle rx o f th e  w heel can  be d e te rm in ed  w ith the  aid o f  th e  form ula 
o f  invo lu to m etry  re la tiv e  to  too th -th icknesses as a lready  applied  :

sx =  2 rx —-€L_ _|_ jnv Ug inv  a 
( 2 rgl

According to  the  foregoing, pressure angle a a t  th e  p itch-circle o f  th e  wheels 
p ro d u ced  depends on th e  te m p e ra tu re  app lied  ; know ing p ressu re  ang le  as 
o f  th e  too l i t  can  be p reca lcu la ted  w ith  th e  a id  o f th e  following fo rm u la  :

cos as
cos a = ------- -----.

1 +  a, t
(42)

F or th e  p roduction  o f n o rm al gears, th e  va lu e  of to o th -th ick n ess  a t  th e ir
m  n

pitch -c irc le  in  cold cond ition  is     . I f  profile d isp lacem ent x x is req u ired  in  th e
2

w heel to  be produced, th ick n ess  sx will have th e  following value :
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Sx =  m
’ л  

2
+  2 * i tg  а (43)

I n  th e  case of w heels p ro d u ced  by h o t-ro llin g  a tte n tio n  has to  be  p a id  
to  th e  fa c t th a t  the  v alue  o f  profile d isp lacem ent a t  th e ir  outside d iam e te r can 
co n sid e rab ly  deviate from  th e  profile d isp lacem en t a t  th e ir  to o th -th ick n ess , 
s ince  —  ta k in g  th e rm al ex p an sio n  of th e  m as te r-g e a r too l in to  considera tion  —  
th e  te e th  o f th e  tool a re  u su a lly  th inned  o u t w ith o u t altering  th e ir  ou tside 
d ia m e te r  ; th u s , tw o k in d s  o f  profile d isp lacem en ts are  possible, one re ferring  
to  th e  ou tside d iam eter, th e  o th e r to  th e  to o th -th ic k n e ss .

S hould  differences in  te m p e ra tu re  occur w hen  w heels of th e  sam e series 
a re  ro lled -in  th e  values o f  to o th -th ick n ess  a n d  p ressu re  angle will be  d ifferen t 
on  th e  tw o  wheels owing to  change of te m p e ra tu re . To avoid th is , te m p e ra tu re  
h a s  to  be  s tric tly  con tro lled .

7. D eterm ination  o f  the  dim ensions o f th e  m aster-gear tool

I n  o rder to  ensure th e  n ecessary  back lash  b e tw een  th e  te e th  of th e  m a tch in g  
g ea rs  th e  too th -th ickness o f th e  tool should be s lig h tly  increased , as th e  opera tion  
o f  ro llin g -in  takes p lace w ith  no backlash  en g ag em en t.

A s regards to o th - th ic k n e ss  a certa in  a m o u n t of scaling m ust b e  ta k e n  
in to  consideration , b y  re a so n  o f w hich th e  te e th  w ill em erge from  th e  rolling  
o p e ra tio n  som ew hat th in n e r  th a n  calculated . T h is can  be  ta k e n  in to  consideration  
b y  a p p ly in g  betw een th e  te e th  th e  largest b a c k la sh  adm issible accord ing  to  
th e  s ta n d a rd . The scaling  h a s  a more h a rm fu l effect on th e  to o th -th ick n ess  
th a n  on  th e  outside d ia m e te r  because, in  gears, th e  ou tside  d iam e te r w hich, 
w h en  engaging, comes to  b e  positioned a t  to o th  tip -c learan ce  is n o t so very  
sen s itiv e .

F o r  too th ing  a g iven  g ea r by  ho t-ro lling , th e  m aster-gear too l is to  be 
c a lc u la te d  in  the  follow ing m an n e r : to o th  n u m b e r  an d  pressure angle of 
th e  g e a r  —  which is th e  s ta n d a rd  a — 20° —  are  given.

T oo th -th ickness o f  th e  g ea r has to  be c a lc u la te d  a t  a po in t corresponding 
to  i t s  cold pitch-circle, to  w h ich  a too th  b a c k la sh  z  is ad d ed , th e  la t te r  being 
s ta n d a rd iz e d  in  th e  d irec tio n  o f  th e  pressure lin e . F o r  one w heel, h a lf  o f  th e  to o th  
b a c k la sh  is to  be considered  ; th is  value is, how ever, to  be  ta k e n  in  th e  d irection  
o f  th e  pitch-circle an d  is o b ta in e d  th rough  a d iv ision  b y  cos a. T h e  requ ired  
to o th - th ic k n e ss  is, th e re fo re ,

f +  2x , ,g
2 cos a

(44))
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I f  th e  w heel is req u ired  to  be p roduced  w ith  finishing —  for in s tan ce , 
g rind ing-to lerance  —  a ce rta in  fu rth e r  value is to  h e  added  in  th e  d irec tion  of 
th e  p itch-circle.

T he tem p e ra tu re  of th e  opera tion  is to  be fixed : a h igher m ean  te m p e ra tu re  
can  be  chosen for sm aller, a low er for la rger w heels since larger w heels do no t 
reach  such  h igh te m p e ra tu re s  th ro u g h o u t th e ir  b o d y  as do sm aller w heels. 
T his, how ever, applies on ly  to  induction  h ea tin g  or to  c ircum feren tia l h ea tin g  
b y  m eans o f gas flam e. F o r th e  tem p era tu re , th e  v a lu e  of therm al-ex p an sio n  
coefficient at an d  th e  p e r tin e n t value (1 -f- a,t) a re  ta k e n  from  T ab le  I .

T oo th -n u m b er zs o f th e  m aster-gear too l is now  selected , and  it  is exped ien t 
to  m ake i t  h igher th a n  th e  to o th -n u m b er of th e  w heel so as to  o b ta in  for th e  
o p era tio n  as large a c o n ta c t-ra tio  value as possib le.

T oo th -he igh t Л’, req u ired  for th e  m aste r-g ea r too l, is to  be ca lcu la ted : 
i t  corresponds to  th e  h e ig h t o f to o th  ca lcu la ted  fo r th e  th e rm al expansion  of 
th e  w heel. I f  to o th  tip -c lea ran ce  fac to r is d en o ted  b y  c0

h' =  (2 +  c0) m (1 +  a, t) . (45)

T he addendum -circle  o f th e  tool has to  sh ap e  th e  dedendum -circle o f th e  
h o t w heel, while th e  dedendum -circle  of th e  to o l form s th e  addendum -circle  
o f  th e  w heel. I t  is in  acco rdance  w ith  th is  re q u ire m e n t th a t  th e  ad d en d u m - 
circle, dedendum -circle o f th e  too l and  th e  v alue  o f profile d isp lacem ent req u ired  
a t  th e  addendum -circle  of th e  too l have to  he ca lcu la ted . The h o t d e d e n d u m - 
circle rad iu s  rjj o f th e  w heel

r 'n  =  Tu  (1 +  a , t ) . (46)

A ddendum -circle rad iu s  R s  o f th e  too l is to  be  selected  w ith  th e  consider­
a tio n  th a t  in itia l d iam ete r dk o f th e  b lank , co rrespond ing  to  th e  p itch  on th e  
addendum -circle  o f th e  too l a t  th is rad ius, shou ld  be a few m m  la rg e r th a n  
d ia m e te r  d, w hich corresponds to  th e  to o th  a rea . T o  find th e  d iam e te r  o f th e  
dedendum -circle  r ls, req u ired  for th e  tool, ho t to o th -h e ig h t h' is to  he su b tra c te d  
from  th e  addendum -circle  ra d iu s  R s, i. e.

rts =  R S — h ’ . (47)

To d e te rm in e  th e  req u ired  profile d isp lacem en t o f th e  too l p itch -c irc le  
r a d iu s  is to  he su b tra c te d  from  th e  addendum -circle  rad iu s  o f th e  too l, an d  
th is  gives th e  ad d en d u m  o f th e  tool :

® j —  t s  . ( Щ
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S u b trac tin g  from  th is  v a lu e  to o th -h e ig h t a0 =  m, co rrespond ing  to  th e  
n o rm a l  wheel, the  d ifference is equalized b y  profile d isp lacem ent x sm

as — m — x s m  . (49)

F ro m  this, profile d isp lacem en t xs a t  th e  addendum -circle  o f  th e  too l 
c a n  b e  determ ined, w hich in  i ts  tu rn  helps us to  asce rta in  th e  in it ia l  d iam e te r 
o f  t h e  w heel from fo rm ula  (6).

A ddendum -circle ra d iu s  jR; o f th e  too l, i f  ad d ed  to  ho t dedendum -circle  
r a d iu s  o f  the  wheel w ith  zx te e th , gives th e  sum  w hich in d ica tes  th e  cen tre  
d is ta n c e  C? :

r u  +  ^ s  — . (50)

G ear ratio is now  c a lc u la te d  from  th e  to o th  num bers, and  —  w ith  th e  aid 
o f  t h e  g ea r ratio  — rolling  circles corresponding to  pure  rolling a t  c e n tre  d istance  
Cg a re  ca lcu lated . In  to o th in g  a t  cen tre  d is tan ce  Cg, th e  con tac t line sh a ll touch  
th e  h o t  base circle of th e  g e a r  w hich passes th ro u g h  pitch  po in t P  o f th e  rolling 
c irc le  as  determ ined by  rg i. F ro m  th is , th e  p ressu re  angle of th e  ro lling  can be 
c a lc u la te d  w ith the  aid o f  th e  following fo rm ula  :

r. cos a (1 +  at t)
cos ag = -------------------------

rgi

A t general cen tre  d is ta n c e , i. e. also for gearing  w ith p ressu re  angle ag, 
p re s su re  angle as of th e  to o l c an  be ca lcu la ted  b y  m eans of fo rm ula (17), which 
m e a n s  t h a t  the pressure an g le  of th e  too l is in d ep en d en t of th e  cen tre  d istance  
o f  ro llin g , being only a fu n c tio n  o f rolling te m p e ra tu re .

T o  calculate th e  to o th -th ic k n e ss  of th e  too l, first th e  to o th -th ick n ess  of 
th e  w h ee l has to  be d e te rm in e d  a t  cold-rolling circle of rgl.

T h e  cold-rolling circle ra d iu s  corresponding to  th e  rad ius of th e  ho t-ro lling  
c irc le  is found from th e  follow ing form ula :

r  —T pi —
(1 -)- щ t)

Cold too th -th ickness sgi  on th is  ro lling  circle can  be ca lcu la ted  from  th e  
k n o w n  too th -th ickness s x w ith  th e  aid o f th e  following fo rm ula :

(52)

(51)

S;x = 2 rgi
si

2 ri
m v  a — in v  ag
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I t s  value i n ho t cond ition  :

s 'gi —  Sgi (1 - j-  at t) . (53)

This ho t-ro lling  circle value h a s  to  be su b tra c te d  from  rolling-circle p itc h  
p'g in  ho t condition , an d  in  th is w ay  th e  th ickness req u ired  a t  th e  ro lling-c irc le  
o f  th e  tool is o b ta in ed , i. e.

*gs =  Pg -  ~sgi ■ (54>

This has to  be converted  to  p itch-circle rs o f th e  m aster-w heel, o r —  in  
o th e r  words —  too th -th ick n ess  a t  p itch-circle h as  to  be de term ined  b y  m eans 
o f  th e  following form ula :

Sj — 2 rs Sgs I . .—5---- b in v  a„ — h ív  as
2 r gs

(55)

This is th e  too th -th ick n ess  w hich  m ust be reach ed  a t  pitch-circle rs o f  th e  
m aste r-g ea r too l in  o rder to  o b ta in  th e  req u ired  to o th -th ick n ess  sx a t  rad iu s  
Ту o f th e  w heel in  cold condition . T he to o th -th ick n ess  corresponding to  th e  
ca lcu la ted  one, is specified in  th is  w ay  for th e  w orkshop to  enable it to  m ake 
th e  m aster-gear tool. B y ho t-ro lling , also helical gears can  be p ro d u ced  ; th e  
ro lling-in  of gears w ith  helical t e e th  is even easie r because  th e  en g ag em en t is 
m ore uniform  d u e  to  inclined to o th  form.

8 . S trength  tests

The curv ing  fibres of th e  ra w  m ate ria l of ho t-ro lled  gears are n o t in d e n te d  
in  th e  course o f  th e  too th ing  p rocess in  th e  sam e m a n n e r  as are th o se  o f  gears 
m an u fac tu red  b y  th e  process o f  c u ttin g . D ue to  th is  m ore favourab le  a r ra n g e ­
m en t of fibres a t  th e  to o th  roo ts, th e  to o th  are m ore re s is ta n t to  b e n d in g  stress. 
F o r th e  d e te rm in a tio n  of the n u m erica l value o f th is  p ro p e rty , b en d in g  s tre n g th  
fa tigue  te s ts  h av e  been  carried  o u t by  m eans o f  an  electronic p u lsa to r , ty p e  
A m sler, in th e  arran g em en t as in d ica ted  in F ig . 19. T he wheels te s te d  were 
m ade of Cr 80, w ith  24 tee th , n o rm a l gearing a = 2 0 ° ,  m odule m  =  2 ,5  w id th  
b =  0,9 cm. As in d ica ted  in  th e  figure, th e  low er load ing  jaw  of th e  p u lsa to r , 
connected  to  a dynam om eter, a c te d  upon one o f  th e  low er te e th  o f th e  wheel 
supp o rted  above b y  tw o te e th , a n d  exerted  a re p e a te d  stress on th e  edge of 
th e  to o th -tip . F ig . 20 shows th e  re su lt of th e  te s t .  A ccording to  th e  figure, th e  
fa tigue  lim it o f  bend ing  s tre n g th  was reached  a t  53,6 kg /m m 2 for th e  wheel 
p roduced  b y  c u ttin g , while —  fo r th e  wheel p ro d u ced  by  ho t-ro lling  —  th e
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Fig. 19
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fa tig u e  lim it o f bend ing  s tre n g th  w as reach ed  a t  a value ap p r. 2 0 %  h ig h e r : 
a t  64,8 k g /m m 2. A lthough  up  to  now  we could  te s t  only one m a te r ia l  a n d  did 
i t  on ly  w ith  one gear m easu rem en t, even th is  single te s t  has proved  th e  su p e rio rity  
o f  ho t-ro lling  as regards b e tte r  u tiliz a tio n  o f g ear m aterial.

SUMMARY

Several disadvantages o f  gear-cutting have drawn attention to gear production b y  hot- 
rolling, one of its great advantages being higher efficiency. Hot-rolling can be executed  on a 
blank freely revolving between the m aster-gears, or b y  w ay of a forced engagem ent betw een  
m aster-gears and blank. Though research in  H ungary has been conducted on free ly  revolving  
blanks, the theoretical findings apply to both  cases. Referring in the first place to  the choice 
o f  the in itia l diameter of the blank, the said results are based partly on the volum e o f  the teeth , 
partly on the pure rolling-down of the addendum  circle o f the master-gear tool on th e  w ork-piece. 
T he determ ination of the area of the teeth  was m ade w ith  the aid of a tooth  profile drawing 
device , b y  planimetering the area of the teeth  drawn to  an enlarged scale. The ratio between  
the pressure-angles o f the tool and of the gear to be produced depends on the tem perature at 
w hich the blank is rolled in.

W ith  the aid of the deduced relation, the pressure angle of the tool, ensuring a correct 
tooth-curve, can he determ ined. Also the tooth-thickness produced by the to o l depends on 
tem perature, that is, on the therm al expansion o f the blank, and can be determ ined b y  involuto- 
m etric calculation.

W ith  this method the tooth-thickness required on the master-gear tool can  also be pre­
calculated , whether normal gears or such w ith  profile displacem ent are to be produced.

Som e fatigue bending tests, executed w ith  electronic pulsator, have shown th a t — because  
o f  the better  arrangement of m aterial fibres —  the fatigue lim its of hot-rolled gears are about 
20%  higher than those of m achine-cut gears.

THEORETISCHE FORSCH UNGEN Ü B E R  DURCH HEISSW ALZEN  
H ERG ESTELLTE Z AH NR ÄDER

I .  V Ö R Ö S

ZUSAM MENFASSUNG

Mehrere Nachteile der durch spanabhebende Verformung hergcstellten Zahnräder haben 
■die Aufmerksamkeit auf die Herstellung von Zahnrädern durch Heisswalzen gelenkt. E in  grosser 
Vorteil dieses Verfahrens ist dessen hohe P roduktivität. Das H eisswalzen kan n  ausgeführt 
werden m it einem sich zwischen den Haupträdern frei drehendemRohling oder a u f solche W eise, 
daß zwischen Haupträdern und W erkstück Zwangsverbindung besteht. O bgleich in  Ungarn  
die Forschungen m it sich frei drehendem W erkstück angestellt wurden, gelten d ie theoretischen  
Feststellungen für beide Fälle. Diese beziehen sich in erster Linie auf die W ahl des Ausgangs­
durchm essers des Rohlings, wozu teils das Zahnvolum en, teils die Forderung der reinen  
Abwälzung des Kopfkreises des Hauptradwerkzeuges auf dem W erkstück als G rundlage dient. 
Die Bestim m ung der Zahnfläche erfolgt m ittels des Zahnformzeichengeräts, durch P lanim etrieren  
der Fläche von in grossen Abm essungen aufgezeichneten Zähnen. Der Zusam m enhang zwischen  
den Eingriffswinkeln des W erkzeuges und des herzustellenden Rades hängt v o n  der E inw alz­
tem peratur des Rohlings ab.

M it Hilfe der abgeleiteten Beziehung kann der die richtige Zahnkurve sichernde W erk­
zeugeingriffswinkel bestim m t werden. D ie durch das W erkzeug hergestellte Z ahnstärke hängt 
auch von  der Temperatur, bzw. von der W ärmeausdehnung des Werkstückes ab und kann durch 
evolventenm etrische Berechnungen bestim m t werden.

Durch diese Berechnung kann auch die auf dem  Hauptradwerkzeug b en ö tig te  Zahn­
stärke vorausberechnet werden, ungeachtet dessen, ob ein Elementarrad oder e in  Zahnrad 
m it Profilverschiebung hergestellt werden soll.

E inige m it dem Amslerschen Pulsator ausgeführte Zahnwurzel-Biegefestigkeitsversuche  
zeigten , dass heissgewalzte Zahnräder infolge der vorteilhafteren Anordnung der M aterial­
fasern eine um etwa 20% höhere Ermüdungsgrenze gegenüber den durch spanabhebende Ver­
form ung angefertigten Rädern besitzen.
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RECHERCH ES T H É O R IQ U E S SU R  LE LAMINAGE À  CH AUD DES E N G R EN A G ES

I. VÖRÖS

RÉSUMÉ

Certain inconvénients de la fabrication des engrenages par usinage, ont attiré l’a tten tion  
à leur production par lam inage à chaud, dont un grand avantage consiste dans sa m eilleure  
productiv ité. Le laminage à chaud peut se pratiquer sur une p ièce à travailler tournant libre­
m en t entre les roues m aîtresses, ou de manière qu’il y  a it lia ison  forcée entre les roues m aîtresse  
et la pièce. Quoiqu’en H ongrie, les recherches aient porté sur des pièces à travailler tournant 
librem ent, les constatations théoriques sont valables pour les deux cas. Celles-ci concernent,, 
principalem ent le choix du d iam ètre initial de la pièce, basé en  partie sur le volume de la dent 
e t  en  partie sur la dem ande de roulem ent pur du cercle de tê te  de la roue maîtresse servant 
d’outil. La détermination de la  surface de la dent se fait à l ’aide d’un appareil à dessiner le profil 
de la dent, par planimétrage des surfaces des dents réproduites en  grandes dimensions. Le rapport 
entre l’angle de pression de l ’ou til et celui de la roue à fabriquer, dépend de la tem pérature  
d ’entrée de la pièce entre les roues maîtresses.

À  l’aide du rapport d éd u it, on peut déterminer l ’angle de pression de l'outil assurant une 
denture correcte. L’épaisseur de la dent produite par l ’outil dépend aussi de la température,, 
c ’est-à-dire de la dilatation therm ique de la pièce à travailler, e t peut être déterminée par calcul 
in  volutom étrique.

Par ce calcul, on p eu t déterm iner à l’avance l’épaisseur de la dent sur la roue maîtresse,, 
pour la  fabrication d’une roue élém entaire aussi bien, que pour celle d’une roue à profil déplacé.

Quelques essais de résistance à la flexion du pied  de la  dent, exécutés avec pulsateur  
électronique, ont démontré que les engrenages laminés à chaud possèdent une lim ite de fatigue  
supérieure d’environ 20% à celle des engrenages produits par usinage, par suite de la répartition  
plus favorable des fibres des m atériaux à travailler.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ В ОБЛАСТИ ИЗГОТОВЛЕНИЯ ЗУБЧАТЫХ  
КОЛЕС ПРИ ПОМОЩИ ГОРЯЧЕЙ ПРОКАТКИ

И. В Е Р Е Ш

РЕЗЮМЕ

Ряд недостатков изготовления зубчатых колес при помощи методов резания металла 
заставили обратить внимание на изготовление зубчатых колес методом горячей прокатки ; 
одним из больших преимуществ этого метода является высокая производительность. 
Горячая прокатка может быть выполнена, применяя способ свободно вращающейся за­
готовки между инструментом, или же путем создания принудительной связи между 
инструментом и заготовкой. Несмотря на то, что в Венгрии исследования производи­
лись по принципу обработки —  свободно вращающейся заготовки, теоретические 
определения действительны для обоих вариантов обработки. Эти касаются, в первую 
очередь, выбора исходного диаметра заготовки, для чего за основу берется частично 
объем зубьев, а другой частью —  чистая обкатка инструмента. Площадь поверхности 
зубьев определяется с помощью прибора для вычерчивания формы зубьев, т. е. плани- 
метризацией площади начерченных в крупном масштабе зубьев. Зависимость между 
углом сцепления инструмента и углом сцепления изготовляемого зубчатого колеса 
зависит от температуры прокатки заготовки.

С помощью выведенной зависимости можно определить необходимый угол сцепле­
ния инструмента, обеспечивающий правильную кривую зуба. Создаваемая инструментом 
толщина зубьев, также зависит от температуры и, соответственно, теплового расширения 
заготовки, и может быть определена эвольвентными метрическими расчетами.

С помощью этой расчетной методики представляется возможным заранее опреде­
лить толщину зубьев инструмента как для случая изготовления элементарных, так и 
специальных профильных зубчатых колес.

Небольшое число исследований с помощью пульсатора -— прочности на изгиб 
оснований зубьев показало, что горячекатанные зубчатые колеса из-за более благоприят­
ного распределения волокон материала имеют прибл. на 20% более высокий предел 
усталости материала чем зубчатые колеса, изготовленные обычными методами резания 
металлов.
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D eterm ina tion  o f  austen itic  g ra in  size in  m ild  stee l of low carbon  c o n te n t 
is n o t an  easy ta sk , w ith  th e  m e th o d s generally  u sed  for th a t  p u rpose . W ith  
m ost o f  th e  m ethods, chiefly th e  a u s te n itic  g ra in  sizes of steels w ith  a n e a r ly  
eu tec to id  com position can  be m ade accessible for reliab le m easu rem en ts.

T he M cQ u a i d —E h n  case h a rd e n in g  m e th o d  appears to  be th e  m ost 
su itab le  for th e  de te rm in a tio n  of a u s te n itic  g ra in  size in  mild stee ls , a m o n g  
th e  b e tte r  know n m ethods. B ut th e  m eth o d  is len g th y , the  case h a rd en in g  tim e  
alone am ounts to  8 hours. I f  the  d iag ram  o f th e  au s ti n itic  grain grow ing  velo ­
c ity  o f some steel is needed  case h a rd e n in g  m u st be  carried ou t a t  le a s t  a t  6 
d iffe ren t tem p era tu res . V ariation  o f te m p e ra tu re  goes by in frin g in g  th e  
specifications o f th e  M cQ u a i d —E h n  m eth o d , as th is  m ethod  g ives th e  
case harden ing  tem p e ra tu re  only as 927° C (1700° F). A nother c ircu m stan ce  
w hich m akes th e  m eth o d  unreliable is th a t  th e  cem en tite  netw ork, w hich  is o ften  
only  im perfectly  developed, does n o t  c learly  show  th e  austen itic  g ra in s. N e ith e r  
is reassu rance  p ro v id ed  by  th e  fa c t th a t  th e  a d d itio n  of carbon ch an g es th e  
com position of m ild  steel, and th a t  th ere fo re  th e  te s t  is m ade on a s te e l o f  an  
essen tia lly  d ifferen t com position. I t  is questionab le  w hether th e  ch an g e  o f  
com position does n o t a lter the  k in e tic s  o f au sten itic  grain grow th . A ccord ing  
to  J .V e r ő , th e  M c Q u a i d —E h n  te s t  w as no t orig inally  a m ethod for m e a su rin g  
g ra in  sizes, b u t served  for recognizing b y  case hardening  a stee l w hich  is 
ab n o rm al.

The o x ida tion  m ethod p u b lished  b y  A. K o h n [ 2 ]  in  1954 p rom ises to  be 
m ore su itab le  th a n  th e  m ethod o f M c Q u a i d  —  E h n . I ts  princip le is to  h e a t 
th e  a lready  polished m etallographic  specim en in  a n eu tra l a tm osphere , N 2 or A r, 
a t  th e  desired tem p era tu re , to  b low  in  a ir a t  th e  end  of th e  h ea tin g  p e rio d , an d  
finally  to  quench  th e  specim en in  w a te r . A fte r polish ing  and  etching, th e  a u s te n itic  
g ra in  boundaries appear.

B ased on th is  oxidation  m e th o d , a m ore simple m eth o d  h a s  b een  
e lab o ra ted , w hich develops th e  a u s te n itic  g ra in  boundaries on th e  p re p a re d  m e­
ta llo g rap h ic  specim en w ithin 20— 25 m inu tes.

W ith  th is  m ethod , the  fin ished  specim en  is hea ted  in a tu b u la r  fu rnace  
in  a gas s tream  o f industria l N 2, a t  th e  desired  tem p era tu re . F o r o x id a tio n  o f
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th e  grain b o u n d a rie s  th e  0 2 is used w hich  is alw ays presen t in  in d u s tr ia l N 2. 
T h e  excess of 0 2 is p rev iously  bound  a n d  ju s t  as m uch is le f t as is needed  
fo r th e  ox idation  o f  th e  grain  boundaries.

The apparatus necessary for this m ethod  is easily assembled in  a labora­
to ry . 2 MARS-type tu b u la r  furnaces are needed, 3 washing flasks w ith concentrat­
ed sulphuric acid an d  1 washing flask w ith basic pyrogallic solution.

The N 2 is le a d  th ro u g h  a w ashing f la s k  w ith  sulphuric acid to  th e  first 
tu b u la r  furnace, w h ich  is filled w ith cas t iro n  chips. The gas com ing from  th e  
fu rn ace  is lead  in to  b a s ic  pyrogallol an d  from  th e re  tro u g h  th e  second su lphuric  
ac id  flask  in to  th e  second  tu b u la r fu rn ace , w hich  serves to accom odate  th e

m etallographic  specim ens. A fter th is fu rnace , th e  gas passes th ro u g h  th e  th ird  
su lp h u ric  acid fla sk  a n d  th e n  leaves th e  sy s te m . Fig. 1 shows a schem atic  
d raw in g  of th e  in s ta lla tio n .

T he furnace filled w ith  iron chips m u s t b e  first sw itched on an d  w ith  a 
s lig h t cu rren t of N 2, i t  is h e a te d  to  approx . 1000° C. T hen  the  second fu rnace  
is sw itched  on an d  h e a te d  to  th e  desired te s tin g  tem p era tu re . W ith  a stro n g er 
g as  s tre a m  of N 2 a ir  is p u rg e d  from  th e  a p p a ra tu s  d u rin g  several seconds, th e n  
th e  specim ens are in tro d u c e d  in to  the  fu rnace  fro m  th e  side of the  gas exit, and  
p laced  exactly  in  th e  c e n te r  o f the  fu rnace , w ith  th e  polished sides u p . A fte r 
closing th e  tube, th e  v e lo c ity  of the  gas s tre a m  is a d ju s ted  to  ab o u t 80— 100 
b u b b le s  per m inu te  ( th e  in n e r  dia. of th e  tu b e  is 5 m m ). A fter keep ing  those  
a t  fu ll tem p era tu re  fo r 15 m inu tes, th e  specim ens are  draw n from  th e  side of 
th e  gas ex it in to  th e  p a r t  o f  th e  tube w hich is o u ts id e  th e  furnace, w here  th e y  
q u ick ly  cool to  a b o u t 400° C. T hen th e  spec im ens a re  dropped in to  w a te r, 
r in se d  w ith  alcohol a n d  d ried . The grain  b o u n d a rie s  o f th e  au s ten ite  w hich 
is m ore  inclined to  r e a c t ,  a p p e a r on th e  po lish ed  surface w ithou t an y  e tch ing , 
th e re fo re  th e  specim ens a re  su itab le  for m icroscopic  exam ination  w ith o u t an y  
fu r th e r  operation.

Before th e  e x a m in a tio n , degree of p u ren ess  o f  th e  N 2 m ust be a d ju s te d  
b y  sev era l te s t ru n s m a d e  w ith  specimens p re p a re d  for th is  purpose. T he 0 2 
c o n te n t is ad justed  b y  c h an g in g  th e  tem p era tu re  o f  th e  iron  chips. A fter reach ing  
a  conven ien t 0., co n te n t, te s ts  can be co n tin u o u sly  carried  out.

F ig .  1. General layout o f  th e  installation
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W ith  th is  m ethod  th e  growing speed  o f th e  au s ten itic  grains o f  th e  
follow ing m ild  steel h as  been  d e te rm in ed  :

C  M n  S i P  S  A t  N

0,09 0,30 0,057 0,019 0,043 0,0136 0,0055

T h e  au sten itic  grain  size o f  th is  stee l h a s  b een  in v es tig a ted  a t 970, 1050, 1070, 
1120, 1150, 1170° C. F ig . 2—-7. show th e  g ra in  sizes o b ta in ed  a t th ese  te m p e ra ­
tu re s .

I t  can  be observed  on Fig. 4 a n d  5 th a t  a t  te m p era tu res  (1070, 1120° C), 
w here th e  austen itic  g ra in  s ta rts  to  ra p id ly  coarsen , a tw in  s tru c tu re  ap p ears . 
T h e  b o u n d a ry  lines o f th e  austen itic  c ry sta ls  ap p ear, o f a size correspond ing  
to  th e  h ea tin g  tem p era tu re , b u t in  a d d itio n  a m osaic o f  crysta l surfaces, co loured  
to  a v a ry in g  degree, appears. The tw o  s tru c tu re s  are n o t in  conform ity . F ig . 5 
c learly  shows th a t  w ith in  one a u s te n itic  g ra in  enclosed b y  a definite lin e , th e re  
a re  p laced  several sm aller crystal su rfaces o f v a rio u s colour. One m a y  suppose  
t h a t  a t  th e se  tem p era tu res , a sm all in c rease  o f w hich causes a large v a r ia tio n  of 
g ra in  size, th e  s tru c tu re  appears w h ich  is o rig in a ted  b y  a sm all te m p e ra tu re  
v a ria tio n  of th e  fu rnace . A t higher te m p e ra tu re  th is  phenom enon is less p ro ­
no u n ced .

T he following T ab le  contains th e  dim ensions o f th e  a u s ten itic  g ra in s  :

T e m p e r u tu r e
°C

A v e r a g e  g r a in  d ia ,  
m m

C r a in  s u r f a c e N u m b e r  o f  g r a in s  
p e r  m m 3 A S T M  N o

970 0,020 314 3185

O
n1CO

1050 0,021 354 2825 8 - 9

1070 0,073 4180 239 4 - 5

1120 0,162 20600 48 2 - 3

1150 0,305 73024 14 1 - 0

1170 0,500 196250 5 1 - 0

Fig. 8 has b een  com puted  on b a se  o f th e  T ab le , w hich shows th e  a u s te n itic  
g ra in  d ia . as a fu nc tion  o f te m p e ra tu re , i. e. th e  grow ing speed of th e  a u s te n itic  
g ra ins.

A ccording to  th e  d iagram , th e  grains o f  th e  experim en ta l a u s te n itic  
su d d en ly  s ta r t  to  coarsen a t ab o u t 1050° C.

F rom  th e  investigations o f  L e s l i e , R i c k e t t , D o t s o n  a n d  W a l t o n  

[3 ] th e  equation  is know n which se rves to  d e te rm in e  th e  tem p era tu re  o f so lu tion  
o f  th e  to ta l  AIN b e ing  in  the  s te e l :

log K s =  —
6670

+  1,033

6  A d a  T e c h n ic u  X X I / I — 2.



8 2 P. S Z ÉK I

F ig . 2— 7. Austenitic grain boundaries at 970, 1050, 1070, 1120, 1150, 1170° C
W ithout etching. X 200

Fig. 2

Fig. 3



T H E  D ETERM IN A TIO N  BY OXID A TIO N  O F  A U STEN ITIC  G R A IN  SIZE IN  MILD STEE L 83

F ig. 4

Fig. 5

G*
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Fig. 7



T H E  D ETERM IN A TIO N  BY O X ID A TIO N  OF A U STE N IT IC  CRA IN  SIZE IN  M ILD S T E E L 85

F rom  th e  equa tion  i t  can  b e  ca lcu la ted  t h a t  th e  tem p era tu re  o f  so lu tio n  
o f  th e  AIN o f th e  te s ted  stee l is 1040° C.

T he te m p e ra tu re  of au s ten itic  grain  coarsen ing  and  th e  ca lcu la ted  so lu tion  
tem p e ra tu re  o f  th e  AIN show  in  q u ite  good accordance. This proves t h a t  th e  
sudden  coarsen ing  o f the  a u s ten itic  grains o f  a n  alum inium -killed  stee l is  p rin c i-

F ig. 8. The grain size o f the tested  austen itic  as a function o f tem perature

pally  caused b y  th e  dissolution o f  th e  AIN. H ow ever, th ere  is no t a t  a ll as  good 
an  accordance betw een  th e  coarsen ing  an d  th e  so lu tion  tem p era tu re  o f  th e  AIN 
if  th e  A1 c o n te n t o f th e  steel increases. In  su ch  a case th e  calcu lated  A IN  so lu tion  
tem p e ra tu re  increases to  a m uch  g re a te r  degree th a n  th e  tem p era tu re  o f  a u s te n itic  
g ra in  size increases. This o b se rv a tio n  needs s till m ore research .

In  th e  M eta llography  D e p a rtm e n t o f  th e  C en tra l M aterials T es tin g  L a b o ra ­
to ry  o f th e  Csepel Iron  an d  M eta l W orks, a u s te n itic  grain size o f v a r io u s  steels 
is also d e te rm in ed  b y  ox id a tio n . B u t th e re , r a th e r  H 2 is used  in s te a d  o f  N 2, 
th e  0 2 im p u ritie s  of w hich h a v e  th e  sam e effect as those of th e  N 2 [4 ] .
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SUMMARY

A  method suitable for determ ining the austen itic  grain size o f mild steel is the 
h eatin g  of the specimens in  purified industrial N 2. The appropriate quantity o f 0 2 contained  
in  th e  N 2 oxydâtes, and renders visible the austenite grains corresponding to the tem perature o f  
h eatin g . The coarsening tem perature of the austenite grains o f an aluminium-killed m ild steel, 
exam in ed  by this m ethod, practically coincides w ith  the temperature of AIN dissolution.

BESTIM M UNG D ER  KORNGRÖSSE YON A U ST E N IT  IN  NIEDRIGGEKOHLTEM  STA H L
DURCH O X Y D A T IO N

P. SZÉKI

Z US AMMEN FASSUNG

Eine für die Bestim m ung der Korngrösse von A u sten it in  niedriggekohltem Stahl geeignete  
M ethode ist das Glühen der Schliffe in gereinigtem industriellen N 2. Die im N 2 enthaltene ent­
sprechende Menge von 0 2 oxydiert die der G lühtem peratur entsprechenden Austenitkörner  
u n d  m acht sie sichtbar. D ie Vergröberungstemperatur eines m it dieser Methode untersuchten»  
m it  A l beruhigten kohlenstoffarm en Stahles stim m t praktisch mit der Lösungstem peratur des 
A1N überein.

DÉTER M IN A TIO N  PA R  O X Y D A T IO N  DE LA G R A N D E U R  DES GRAINS D ’AU ST É N IT E
CO NTENUS DANS L ’AC IER  DO UX

P. SZÉKr

RÉSUM É

U ne méthode appropriée pour la déterm ination de la  grandeur des grains d’austén ite  
con siste  dans le chauffage des spécimens polis dans du  N 2 industriel purifié. U ne quantité  
appropriée de 0 2 contenue dans le N 2, oxyde et rend v isib le  les grains d’austénite correspondant 
à la  température de chauffage. L a  température de grossissem ent d’un acier doux calm é à l’Al, 
e t  exam iné par cette m éthode, est pratiquement égale à la température de dissolution de l’AlN .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРУПНОСТИ АУСТЕНИТА НИЗКОУГЛЕРОДИСТОЙ СТАЛИ
ОКИСЛЕНИЕМ

П. СЕКИ

РЕЗЮМЕ

Для определения крупности аустенита низкоуглеродистых сталей подходящим 
методом является накал стальных шлифов в очищенном техническом газе N2 • 0 2, имею­
щийся в соответствующем количестве в газе Na, окисляет и делает выдимым зерна аусте­
нита, соответствующие температуре накала. Температура укрупнения зерен аустенита 
низкоуглеродистой стали, обработанной А1, при исследовании указанным методом по­
казывает, что температура укрупления практически совпадает с температурой раство­
рения A1N.
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In tro d u c tio n

One of th e  m o st im p o r ta n t p ro b lem s o f th e  th e o ry  o f m echan ism s an d  
m ach in es  is th e  k in e m a tic  analysis  o f  m echan ism s. T ho u g h  a lg eb ra ic  m eth o d s 
seem  to  be pe rfec tly  a d e q u a te  fo r th is  pu rpose , in  p ra c tic a l eng ineering  g rap h ic ­
al m eth o d s have  b e e n  w idely u sed . T he reaso n  fo r th a t  is th a t ,  w ith  a lgebraic  
m e th o d s , so lu tions o f  in tr ic a te d  e q u a tio n s  m ay  becom e q u ite  puzzling , espe­
c ia lly  if  th e  n u m b e r o f  d riven  lin k s  is so m ew h at la rge . As a consequence, th e  
re su lts  are no t a lw ay s o f g rea t h e lp  fo r th e  p ra c tic e . On th e  o th e r  h an d , th e  
g re a t  p rac tica l im p o rta n c e  of th e  g rap h ica l m e th o d s  has been  p ro v ed  b y  th e  
e x trem e ly  large n u m b e r  of w orks p u b lished  in  th e  w orld l i te ra tu re  for th e  
la s t  50— 60 years on  th is  su b jec t.

The m ain  p u rp o se  of th e  p re se n t s tu d y  is to  se t side b y  side th e  
g rap h ica l m ethods g en era lly  used  fo r  k in e m a tic  analyses, an d  to  d e m o n s tra te  
th a t ,  for th e  p ra c tic a l engineering , o f  all th ese  m e th o d s  th a t  o f  ro ta te d  vecto rs 
is  th e  m ost se rv iceab le  one a lm o st in  ev e ry  case.

A Comparison of the graphical analysis methods

The basic principle for determ ination of the velocities and accelerations of a mechanism  
is  the vectorial sum m ation o f the characteristics o f the m otion. In the practice three methods 
have become current for th is purpose.

1. The vectors for the points o f th e  m oving rigid body are sum m ed up directly for the 
poin t under consideration, and thus the characteristics o f  the m otion are obtained im m ediately  
for the respective point. Y et in cases w hen several points have to be considered, this method  
m ay become cumbersome and trying. A facility  is given  in this respect by the Theorem of 
Burmester, according to which the extrem ities of the velocity  and acceleration vectors of 
a rigid body in m otion result in polygons similar to th e  configuration in m otion [Relations 
'(10), (11), (24), (42) |. Y et the determ ination of the characteristics o f the m otion by this m ethod  
cannot be of any serious help for practical engineering, because of the numerous errors which 
m ay occur in the m easurem ent work necessary for the construction of sim ilar polygons.

2. According to Mohr, velocities and accelerations o f a m oving rigid body may be 
determ ined also by a sum m ation of the vectors for the whole mechanism, starting from some 
point chosen anywhere. W ith this m ethod, the ve loc ity  and acceleration vectors resulting  
from the closed configuration attached to the m oving rigid body will form closed polygons 
sim ilar to the m oving configuration, but rotated through a certain angle as compared to it 
[R elations (25), (43 )]. This theorem was proved by Mehmke. The closed polygons formed 
by velocity and acceleration vectors g ive  the velocity and/or acceleration diagrams (images).
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F or k in em atic  analyses, the m ethod  o f  velocity  and acceleration diagrams proved to  he highly  
usefu l. T he principal advantage o f  th is  m ethod consits o f having to do auxiliary constructions 
on  th e  k inem atic  sketches only. T he diagram s give an illustrative picture o f the vectors charac­
ter is in g  th e  motion. Moreover, w e m a y  easily  find th at point o f the m oving system  w hich m oves 
w ith  a pre-determ ined velocity  or acceleration at the position under consideration o f the system . 
O ne o f  th e  disadvantages o f th is  m eth od  is th a t the vectors give the characteristics o f the 
m o tio n  n o t at their actual places, an d , as a consequence, over the errors inherent o f  the con­
s tru c tio n  o f similar polygons, further errors m ay occur while transferring the vectors.

3 . The determination o f th e  m otion  by the m ethod o f rotated vectors is based on the  
T heorem  o f B urmester, according to  which all the vectors characterizing the m otion of a 
c losed  configuration attached to  a m oving rigid body, when rotated through a certain  angle, 
p ass th rou gh  one point, and the polygon  m arked out by the extrem ities o f the vectors is always 
sim ilar  to  the moving configuration [R elations (12), (13), (27) and (46)]. The analysis o f the  
m o tio n  b y  th is method has an im portant advantage over the tw o proceeding w ays : th e  velocity  
and acceleration vectors appear a t th e ir  actual place. The sim ilar polygons can be constructed  
rea d ily , w ithout any necessity o f  transferring angles. For determ ination of accelerations by  
graph ica l m ethods, rotated acceleration  vectors m ay be utilized  alm ost in every case w ithout 
b ein g  transferred. Problems of k in em atic  geom etry m ay also be worked out by m eans of rotated  
v e cto r s . In  the course of dynam ic investigation s, acceleration vectors appearing at their actual 
places g iv e  the directions and senses o f the intertia forces. Owing to  these advantages, this 
m eth od  has rapidly become general. As its only inconvenience it  m ight he pointed out that 
th ere  m a y  occur errors when reproducing angles o f rotated vectors, and auxiliary constructions 
m a y  render kinematic sketches over-elaborated. B ut these d ifficu lties are to  be found at both  
th e  f ir s t  and the second m ethod, too .

In  the following pages, preserving a logical sequence o f ideas, in Sections I and II we 
shall se t side by side the three m eth ods also through illustrative exam ples, then , in  Section III 
b y  m ean s of analyses of tw o-link kinem atic chains and some m echanism s constructed of such 
ch a in s w e shall demonstrate how  to  use the m ethod of rotated  vectors in  practice. Throughout 
our investigation s, we shall consider each link of a m echanism  as a part o f a b ig disc.

N otation  and sym bols

1. Links (discs) will be designed by Arabic numerals ;
2 . hinges and points under exam ination  by capital letters ;
3 . distances by r ; accelerations in general by a , norm al acceleration b y  n , tangential 

accelera tion  by t ; Coriolis acceleration  by c ;
4 . velocity poles by P  ; acceleration poles by G ;
5. angular velocities by a> ; angular accelerations by e ;
6. vectors by lines above th e  letters ; the absolute value of a vector b y  the letter  

i t s e lf  ; rotated  velocity vectors b y  v ' ; rotated  acceleration vectors by o' w ith  th e  respective  
su bscrip ts.

7 . I f  longitude and v e lo c ity  are represented in  the drawing to an arbitrary scale o f  
m i an d  mu, respectively, th en  th e  acceleration w ill be given to  a scale o f

m l
ma - -----  .

I. Velocities and accelerations of a rotating disc

1. The velocities a n d  acce lera tio n s o f a d isc  ro ta tin g  a b o u t a fix ed  
a x is  (F ig . 1) are u n e q u iv o c a lly  d e te rm in ed  b y  th e  fu n c tio n  со =  to(t). T he 
v e lo c ity  o f th e  p o in t В o n  th e  disc is :

I Tob I =  vB =  to rOB sin  <p, ( 1 )
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or, as a v ec to r p ro d u c t

fo e  —  V B  — to X  Тов 

T he acce le ra tio n  o f  th e  p o in t В is

(2)

«в =  f s  — <o X  Vb +  e X  Tob • (3)

T he f irs t  te rm  on  th e  r ig h t side o f th e  e q u a tio n  rep resen ts n B, th e  ra d ia l 
co m ponen t o f a c c e le ra tio n , p o in ting  to w ard s  th e  cen tre  of c u rv a tu re  o f  th e  
p a th . T he second te rm  is tB, th e  ta n g e n tia l or tra n sv e rse  com ponen t o f  acce­
le ra tio n , d irec ted  a lo n g  th e  ta n g e n t. W ith  th is  n o ta tio n  :

an d
O ß  —  И в  - f-  i ß

ав  =  r0B sin  <p fco4 e2

(4)

(5)

T he v ec to r  ав  m ak es an  angle /л w ith  th e  rad iu s  of c u rv a tu re  :

e
(6)

2. Suppose th e  p o in t 0 loca ted  a t th e  p o in t A  in  th e  p lane  o f  th e  disc 
1. (F ig. 2) T hen  cp =  90°,

Гав —  v b — co1 X tab  » v B =  C0j tab (?)
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-and
а Б — <ux X v B 4- fq X rAB , a B =  rAB ]fw\ +  ef

Since
tg#i =  cox. (9)

( 8 )

th e  v e lo c ity  vectors fo r th e  po in ts  M  a n d  X , eq u id is tan t fro m  th e  ax is o f 
ro ta t io n , Avili re su lt s im ila r  tr ian g le s  :

Л A ba k a ~  А А  В  К  . (10)

B y  draAving th e  acce le ra tio n  v ec to rs  (F ig . 3) using E q u . (6) Ave again  
o b ta in  sim ilar tr ian g le s  :

А А Ь 'а к'а ~ Л  A B K .  (11)

Suppose th e  v e lo c ity  v ec to rs  ro ta te d  th ro u g h  90°, an d  th e  acce le ra tio n  
v e c to rs  th ro u g h  an  ang le  f i1 in  a n y  d irec tio n . T hen

А А  В ’ K '  A B K ,  (12)
and

А А В" K" ~  A A B K , (13)
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i. e. on th e  basis  o f  th e  know n velo c ity  a n d  acce le ra tio n  o f th e  p o in t В  we 
m a y  easily  an d  p ro m p tly  c o n s tru c t th e  v e lo c ity  v ec to r  vK and  th e  acce le ra tio n  
v e c to r  aK o f  an y  chosen  p o in t K ,  b y  th e  m e th o d  o f ro ta te d  v e lo c itie s  and  
acce lera tio n s.

I f  th e  ax is  o f  ro ta tio n  is an  in fin ite  d is ta n c e  aw'ay, th e  d isc  h a s  a rec­
tilin e a r  m o tion , a n d  th e  eq u a tio n s g iven ab o v e  will be sim plified  acco rd in g ly .

II. Velocities and accelerations of a disc in plane motion

T he v ec to r  eq u a tio n s  for th e  velocities a n d  accelerations o f  th e  disc 
2 in  p lane  m o tio n  (F ig . 4) w ill be w ritte n  in  tw o  form s. T h a t  is n ecessa ry  
because  th e  m o tio n  o f  th e  tw o  discs w ill be d e te rm in ed  now  fro m  th e  one, 
th e n  from  th e  o th e r  v ec to r  eq u a tio n , a cco rd in g  to  th e  ty p e  o f  co n n ec tio n  
b e tw een  th e  d iscs, i. e. w h e th e r th e y  a re  co n n ec ted  by  a ro ta t in g  o r  b y  a 
slid ing  k in e m a tic  p a ir.

Velocities (F ig . 4a).
1. Suppose th a t  th e  disc 2 m o u n ted  a t  th e  p o in t В  of th e  d isc  ex am in ed  

in  th e  f irs t  S ection  is ro ta t in g  re la tiv e  to  d isc 1 w ith  angu lar v e lo c ity  co21 and  
a n g u la r  acce le ra tio n  e21. T he position  o f  th e  p o in t C on th e  d isc  2 m a y  be 
g iv e n  b y  th e  p o sitio n  v ec to r  r 4c =  rAc(f) :

r A C  =  r A B  +  r B C

T he in s ta n ta n e o u s  velo c ity  o f th e  p o in t C is

T A C  —  v c —  r A B  r B C -  (14)

T h e  disc 2 ro ta te s  w ith  an g u la r v e lo c ity  col  -(- <w2J th e re fo re

Гвс =  (wl +  °>2l) X  Гвс • (15)

On th e  s tre n g th  o f (7) an d  (15), fro m  E q u . (14) we get

vc =  c»i X  rAB +  ( « i  +  w°i) X  rBC, (16)

o r ,  a f te r  red u c tio n

t>c = 0>1 X  (tab +  гвс)  + w 21 X  Гвс- (17)

T he f i r s t  te rm  on th e  r ig h t-h an d  side o f  E q u . (17) d eno tes th e  v e lo c ity  
vCi o f th e  p o in t Cx on disc 1. This p o in t lies b e n e a th  th e  p o in t C  on  d isc 2, 
i .  e. th e  te rm  rep ré sen te s  th e  v eh icu la r v e lo c ity . T he second te rm  is th e



Fig.  4
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-velocity  Vcci o f th e  p o in t C  re la tiv e  to  p o in t d irec ted  a long  th e  ta n g e n t 
to  th e  re la tiv e  p a th . W ith  th is  n o ta tio n

— v Ci +  f e e ,-  (18)

T h e  sum m ation  o f  th e  v ec to rs  is show n in  F ig . 4a.
I f  th e  re la tiv e  p a th  is d irec ted  along a s tra ig h t  line (F ig . 5), th e n  th e  

-disc 2 re la tiv e  to  th e  d isc  1 can  h av e  a tra n s la t io n a l  m o tion  o n ly , th e re fo re

th e  re la tiv e  velocity  o f  each  p o in t on th e  tw o  discs w ill be th e  sa m e , i. e. 
Vccx =  Vfi- W ith  th is  n o ta t io n  :

VC =  vCi +  v21 • (19)

2. T he ac tu a l a n g u la r  v e lo c ity  o f th e  d isc 2 is

hen ce
co2 =  COi +  co21.

tg  =  co2

H e re b y  E qu . (16) becom es

t>c =  « i X  tab +  »2  X  tbc

(20)

( 21)

T h e  second te rm  o f th e  eq u a tio n  rep re sen ts  th e  in s ta n ta n e o u s  v e lo c ity  
v c b  ° f  th e  p o in t C on th e  d isc  2 re la tiv e  to  th e  p o in t В  ; vcb i s p e rp e n d ic u la r  
t o  tbci an<l  vcb =  co2 где  •

H erew ith

V e  —  V B  4 "  V C B  • ( 2 2 )
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I n  accordance to  E q u . (22) th e  velocity  o f  a n y  chosen p o in t on a disc 
in  p la n e  m otion  m ay b e  d e te rm in e d  if  the  v e lo c ity  o f  one p o in t on th e  disc, 
p lu s  t h e  d irection  of th e  m o tio n  o f the  po in t u n d e r  considera tion  a re  k now n .

3. O n the s tre n g th  o f  p a r t  2 the velocity  o f  a n y  chosen p o in t on a disc 
in  p la n e  m otion m ay also  b e  o b ta in ed  in th e  e v e n t if  th e  velocities o f tw o 
p o in ts  o n  th e  disc are k n o w n .

I n  accordance w ith  E q u .  (22) the  velocity  o f  th e  po in t E  on th e  disc 2 is

V E =  vB +  v EB , (23)

w h e re  v EB is the  velo c ity  o f  th e  po in t E  re la tiv e  to  p o in t В  : v EB is p e rp e n ­
d ic u la r  to  rBE, and th e  a n g le  # 2 being  know n, th e  v e lo c ity  m ay  be d e te rm in ed . 
C o n s tru c t  vectors vE a n d  v E acco rd ing  to  E q u a tio n s  (22) and  (23). In  acco r­
d a n c e  w ith  R elation (10) th e  v ec to rs  vCB a n d  v EB lie  be tw een  th e  resp ec tiv e  
c o rn e rs  o f the  sim ilar t r ia n g le s  B c v ev and  B C E .  T h e  triang le  fo rm ed  by- 
jo in in g  th e  ex trem ities o f  th e  vectors vB, v E a n d  v E is congruen t w ith  th e  
t r ia n g le  B c vev and th e re fo re

/1 ba ca ea ~  A B C E  (24)

4 . L et us sum u p  th e  v e lo c ity  vectors s ta r t in g  from  any  chosen  p o in t
p  (F ig .  4b) : vB =  pb, v CB =  be, uc =  pc, v EB =  be, and  v E =  pe.  On th e
m o d e l o f  E qu. (22) v E =  v E -)- v EE, where v EE is p e rp en d icu la r to  rEE, a n d  
v EE=  co2 rCE. Since th e  s id e s  o f  th e  triang le  bee a re  p e rp en d icu la r to  th e  
c o rre sp o n d in g  sides o f  th e  tr ia n g le  B C E ,

J  bee ~  zl B C E  (25)

T h e  polygon bee fo rm e d  b y  re la tive  v e lo c ity  vecto rs is th e  ve lo c ity  
d ia g r a m  (or polygon) o f  t h e  configura tion  in  m o tio n  B C E ,  and  th e  p o in t p  
is t h e  pole of the  v e lo c ity  d iag ram .

5. A ny poin t in  th e  p la n e  of the  v e loc ity  d ia g ra m  has its  co rresp o n d in g  
p o in t  on  the  disc. H e re fro m  it  follows th a t  th e  p o le  p  o f th e  v e lo c ity  d iag ram  
h a s  a  corresponding p o in t  P 20 on  th e  disc 2, w h ich  a t  th e  in s ta n t u n d e r  consid ­
e r a t io n  is unm oved r e la t iv e  to  th e  fixed ( s ta t io n a ry )  link  0. P o in t P 20 can 
b e  f o u n d  from  R e la tio n  (25) : th e  triang le  J3CP20 is sim ilar to  th e  trian g le  
bcp.  T h e  point P 20 is th e  in s ta n ta n e o u s  c e n tre  o f  ro ta tio n , or v e lo c ity  pole 
o f  t h e  disc 2 in p lane  m o tio n . W ith  th a t ,  th e  in s ta n ta n e o u s  m o tio n  o f  th e  
d isc  2 w as reduced to  a n  in s ta n ta n e o u s  r o ta t io n  a b o u t th e  pole P ^ ,  and  
th e re fo re

vB : v c : v E =  rp2oB : rp2oC : rp2oE . (26)
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T he velocity  v e c to r  is d irec ted  along th e  ta n g e n t to  th e  c u rv e d  p a th  
tra c e d  b y  th e  po in t, an d  th e re fo re  th e  n o rm al to  th e  p a th  in te rsec ts  th e  pole. 
A t th e  in s ta n t  u n d er co n sid e ra tio n , th e  disc 1 is tu rn in g  re la tiv e  to  th e  fix ed  
lin k  0 a b o u t th e  pole P 10 =  A , w hile th e  disc 2 is tu rn in g  re la tiv e  to  th e  disc 
1 a b o u t th e  pole P 21 =  P 12 B .  I t  is ap p a re n t t h a t  th e  re la tiv e  po les o f th e  
th re e  discs lie on one s tra ig h t  line  (Fig. 4a). T h is conclusion ho lds good no t 
on ly  for d iscs connected  to  each  o th e r d irec tly , b u t  to  an y  o th e r th r e e  d iscs 
m ak in g  p a r t  of a closed k in e m a tic  chain , even if  th e y  are  no t co n n ec ted  d ire c tly  
to  each  o th e r.

6 . Suppose th e  v ec to rs  v B, vq and  v B ro ta te d  th ro u g h  9 0°in  an y  d irec tion .. 
T h e n , from  R ela tion  (26)

A B ' C ' E ' ~  A B C E .  (27V

Fig. 6

Since th e  sides of th e  tr ia n g le  B 'C 'D '  a re  p a ra lle l to  th e  co rre sp o n d in g  
sides o f th e  trian g le  B C E ,  o u t o f  th e  trian g les  ba ca ea, b c e an d  B 'C 'E ' ,  th e  
tr ia n g le  B 'C 'E '  can  be c o n s tru c te d  m ost easily  a n d  w ith  th e  sm a lle s t possib le  
e rro r . T h a t  is to  say , if  th e  v e lo c ity  o f an y  p o in t, an d  th e  d irec tio n  o f  m o tio n  
o f a n o th e r  p o in t on th e  d isc in  p lan e  m otion  are  know n, th e  v e lo c ity  o f an y  
o th e r  chosen  p o in t m ay  be  d e te rm in ed  m ost ex p ed ien tly  in  th e  k in e m a tic  
sk e tc h  b y  th e  m ethod  o f ro ta te d  velocity  v ec to rs .

T h is m ethod  m ay be app lied  even in a case w hen  th e  v e lo c ity  pole 
P 20 does n o t lie on th e  p a p e r  (F ig . 6). D raw  v e c to r  v'B s ta r tin g  from  th e  p o in t 
C , th e n  th e  re la tiv e  v e lo c ity  v'CB will be  o b ta in e d  on th e  s tre n g th  o f  (22) 
from  th e  re su ltin g  sim ilar tr ian g le s

v c    VC B

Г р » с  r BC

=  OJ (28)
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Accelerations

7. T h e  in s ta n ta n e o u s  acce lera tion  o f th e  p o in t C  on disc 2 m a y  be 
o b ta in e d  b y  d iffe re n tia tin g  E q u . (17) w ith  re sp e c t to  tim e  :

v c  =  ac = ш 1х « с 1 +  eiX  r^Ci +  w21 X vcci +  e2iXrs c 2ft)1Xt)cc1- (29)

T h e  f irs t an d  seco n d  te rm s  of th e  e q u a tio n  re p re se n t th e  n o rm a l com ­
p o n e n t n c l and  th e  ta n g e n t ia l  com ponent t c , re sp ec tiv e ly , o f th e  acce lera tio n  
o f  p o in t  Cj on th e  v e h ic u la r  d isc  1, i. e. o f th e  v e h ic u la r  acce lera tio n . T h e  th ird  
a n d  fo u r th  term s d en o te  th e  n o rm a l co m ponen t / ic c l an d  th e  ta n g e n tia l  com ­
p o n e n t  i CCi, resp ec tiv e ly , o f  th e  accelera tion  o f  th e  p o in t C on th e  disc 2 
r e la t iv e  to  th e  p o in t Cx o n  th e  disc 1. F in a lly , th e  la s t  te rm  is th e  Coriolis 
(o r su p p lem en ta ry ) a c c e le ra tio n  Cqc^

F o r  th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  d irec tion  a n d  sense of th e  Coriolis acceler­
a t io n , i t  is easy to  keep  in  m in d  th a t  th e  v e c to r  cc c l is p e rp en d icu la r to  th e  
r e la t iv e  velocity  v ec to r , b e in g  ro ta te d  th ro u g h  90° accord ing  to  th e  d irec tio n  
o f  r o ta t io n  of th e  v e h ic u la r  disc.

A s a fina l re su lt, th e  in s ta n ta n e o u s  a c c e le ra tio n  of th e  p o in t C is

« c  =  a c l +  ac c l +  cc c l (33)

T h e  su m m atio n  o f th e  v e c to rs  is show n in  F ig . 4c.
I f  th e  re la tiv e  p a th  is  a s tra ig h t line (F ig . 5) th e n  reCCl =  0» a n d  th e  

ta n g e n t ia l  accelera tion , as w ell as th e  Coriolis acce lera tion , a re  th e  sam e 
fo r  a n y  p o in t on th e  d isc , i. e. a BCi — *СС[ — a 2i> ап<1 ccct — c21. W ith  th is  
n o ta t io n  :

a C —  a Ci *f a21 +  C21 (34)

8. T he e q u a tio n  o f  th e  in s tan tan eo u s  a c c e le ra tio n  o f th e  p o in t C m ay  
b e  o b ta in e d  also b y  d if fe re n tia tio n  of E q u . (21) w ith  resp ec t to  t im e  :

«с =  X  гав  +  ^  X гдв +  ft>2 X  гв с  +  £2 X fe e -  (35)

T h e  firs t an d  seco n d  te rm s  on th e  r ig h t-h a n d  side o f th e  e q u a tio n  are 
th e  n o rm a l com ponen t n B a n d  ta n g e n tia l co m p o n en t tB, re sp ec tiv e ly , o f th e
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acce lera tio n  dg o f  p o in t В , w hereas th e  th ird  a n d  fo u rth  te rm s  re p re se n t th e  
n o rm a l com ponen t п е в  a n d  ta n g e n tia l co m p o n en t teg  re sp ec tiv e ly , o f th e  
acce lera tion  a çB o f  p o in t C re la tiv e  to  p o in t B.  W ith  th is  n o ta t io n  :

a n d

l. e.

a g  =  n B t g

a CB =  tee  +  п св  ; « е в  =  где \ ío\  - f  e |

a c  —  d g  4 "  a CB

(36)

(37)

S im ilarly  to  E q u . (6) we m ay  w rite

t g // 2 =  • (38)
c o |

In  acco rdance  w ith  E q u a tio n s  (37) a n d  (38) th e  acce le ra tio n  o f an y  
p o in t on a disc in  p la n e  m o tion  m ay  be d e te rm in e d  only  i f  th e  accelera tion  
o f  a n y  chosen p o in t, th e  d irec tio n  of th e  acce le ra tio n  v ec to r  fo r  th e  p o in t 
u n d er co n sid e ra tio n , an d  th e  accelera tion  angle ц  are  given.

9. On th e  b as is  o f w h a t was said  in  th e  p a r t  8, th e  acce le ra tio n  o f a disc 
in  p lane  m otion  m a y  be  d e te rm in ed  also in  th e  e v e n t th a t  th e  accelera tions 
of tw o p o in ts  on th e  disc are know n. T he acce le ra tio n  o f th e  p o in t E  on th e  
d isc 2, follow ing fro m  E q u . (37) is

w here
d E  —  d g  d E B

d E B  —  n EB  +  t E B i  d E B  =  Г д Е  \C O \ +  e l

(39)

(40)

F ro m  R e la tio n s  (36) an d  (40) follows

acB- =  a™- =  f c o f f l l . (41)
TBC r  B E

In  acco rd an ce  w ith  R ela tio n s (38) a n d  (41) th e  re la tiv e  acce lera tion  
v ec to rs  dee  an d  a EB lie be tw een  th e  re sp ec tiv e  co rners o f  th e  tr ia n g le  В  c'v e'0 
s im ila r to  trian g le  B C E . T he co n stru c tio n  ex ecu ted  on th e  basis o f  E q u a tio n s  
(37) an d  (39) show s th a t

A b'a c'a e’a ~  A B C E  (42)

7 A c t»  T e c h n ic «  X X I / 1 — 2.
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10. L e t us sum  u p  th e  acce le ra tio n  v ec to rs, s ta r t in g  from  a n y  chosen  
p o in t  g  (F ig . 4d) : aB =  gb', a CB =  &V, a c =  g7', a EB =  6V  an d  a E =  ge'. 
F ro m  E q u . (37) we h a v e a ß =  o c - f  a £C,w h ere  a EC — rCE^ w a n d  v ec to r  
a Ec  =  c'e' inclines to  v e c to r  r EE a t  a n  angle g 2. T he  sides o f th e  tr ia n g le  b’c’er 
fo rm  an g le s  180° —  fi2 w ith  th e  co rrespond ing  sides o f th e  co n fig u ra tio n  in  
m o tio n  B C E , hence

A  b'c’e' ~  Л B C E  . (43)

T h e  triangle b'c'e' is t h e  accelera tion  d iag ram  o f th e  po lygon  B C E , 
a n d  th e  p o in t g is th e  pole o f  th e  accelera tion  d iag ram .

11. P o in t g of th e  a c c e le ra tio n  d iagram  has su ch  a co rrespond ing  p o in t 
G20 o n  th e  disc 2, w hose in s ta n ta n e o u s  acce le ra tio n  is zero. P o in t G20 m a y  
be  fo u n d  a fte r the m odel o f  R e la tio n  (43) : th e  tr ia n g le  BCGW is s im ila r t o  
b'c'g. O n th e  s tren g th  o f (37) we m ay  w rite

° c  — «g20 +  a CG20 , (44)

i. e. t h e  acceleration  v e c to r  a c  fo rm s an  angle g 2 w ith  th e  rad iu s  d raw n  from  
th e  p o in t  G20. In  a s im ila r w a y  we m ay  w rite  fo rm u lae  fo r th e  acce le ra tio n s  
o f  t h e  p o in ts  В  and  E .  W e m a y  s ta te  :

aB : ac : aE =  rG2oB : tGmC : rC2oE. (45)

R e la tio n  (45) show s t h a t  from  th e  p o in t o f v iew  of acce lera tio n s, th e  
p o in t  G20 tak es  the  sam e p a r t ,  as th e  velocity  pole w ith  velocities. P o in t G^  
is th e re fo re  the  in s ta n ta n e o u s  accelera tion  pole o f  th e  disc 2 .

F ro m  a com bination  o f  E q u a tio n s  (36) a n d  (45) it  follows th a t  th e  
t r ia n g le  B cv C is sim ilar to  th e  tr ia n g le  G20c'a C, co n seq u en tly  th e  p o in t G20 
m a y  b e  determ ined  if  th e  a c c e le ra tio n s  of tw o p o in ts  on th e  disc are  know n, 
w i th o u t  f ir s t  being obliged  to  d raw  th e  acce lera tio n  d iag ram . In  F ig . 4c we 
t r a n s f e r r e d  the  triang le  H L C  up o n  th e  v ec to r a c a n d  th u s  we o b ta in e d  th e  
a c c e le ra tio n  pole G20.

A n o th e r  w ell-know n m e th o d  for d e te rm in in g  th e  acce lera tio n  pole is  
sh o w n  in  Fig. 7. Suppose c irc les and  k 2 p ro d u ced  to  in te rse c t each  o th e r. 
T h e n  th e  triang le  G b'aB  is s im ila r  to  triang le  G c’a C, an d  raB ■ rGC =  aB : a Cr 
i. e . th e  p o in t of in te rse c tio n  G o f th e  tw o circles g ives th e  acce lera tio n  pole. 
T h is  s ta te m e n t can be p ro v e d  t ru e  also for circles k 3 an d  fc4 .

1 2 . Now we ro ta te  v e c to rs  a B , aE an d  a E in to  rad ii d raw n  from  th e  
a c c e le ra tio n  pole G20 (F ig . 4c). T h en , from  R e la tio n  (45)

A B " C"E" ~ A BCE. (46)
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Since th e  sides o f th e  tr ia n g le  B " C ”E "  a re  p a ra lle l to  th e  c o rre sp o n d in g  
sides o f  th e  trian g le  B C E ,  o u t o f th e  tr ia n g le s  b'a c'a e'a , b'c'e' a n d  B " C " E "  
th e  tr ia n g le  B ”C " E "  can  be co n stru c ted  m o st read ily  and  e x a c tly . T h is 
c o n s tru c tio n  m ay  be app lied  even  if  th e  a c c e le ra tio n  pole does n o t lie  o n  th e  
p a p e r , on ly  in  such  a case th e  acce lera tion  ang le  fi2 m ust be d e te rm in e d

f ir s t .  As a consequence o f th e  above s ta te m e n ts , G10 =  A ,  G21 == G12 =  B .
In  o u r fu r th e r  ex am in a tio n s , for d e te rm in in g  velocities and  a c c e le ra tio n s  

o f h in g ed  links we shall use E q u a tio n s  (22) a n d  (37). I f  th e  re la tiv e  p a th  o f 
th e  lin k  is a s tra ig h t line, E q u a tio n s  (19) a n d  (34) w ill be app lied .

III. Velocities and accelerations of m echanism s of the second class

Such p lane m echan ism s h av e  becom e m o st w idely  used in  c o n s tru c tio n a l 
eng ineering , whose links, or a t least some of th e ir  lin k s are  also free to  r o ta te  a b o u t 
an  ax is v ertica l to  th e  p lan e  of th e  m otion. T he system s o f constra ined  ( dr iven )  
m em bers o f such m echanism s are  b u ilt up  m o stly  of tw o-link  k in e m a tic  
ch a in s . K in em a tic  chains o f m ore th a n  tw o  lin k s  ( fo u r— , s ix — , e tc . —  lin k  
chains) a re  used  only  fo r so lv ing  qu ite  spec ia l p rob lem s. A r t o b o l e v s k y  

te rm e d  tw o -lin k  k in em a tic  chains as “ g roups o f  th e  second c la ss”  a n d  
m ech an ism s b u ilt u p  o f such  chains “ m echan ism s o f th e  second class'” . A  tw o - 
lin k  k in e m a tic  chain  m ay  fo rm  groups o f  th e  second  class in  fiv e  v a r ia t io n s ,  
acco rd in g ly  to  th e  k in d  o f  th e  connection  b e tw een  th e  links, i. e. w h e th e r  
th e y  are  co nnec ted  to  th e ir  ne ighbours b y  tu rn in g  or b y  sliding k in e m a tic  
p a irs .

T h e  s ix th  v a r ia tio n  o f tw o -lin k  k in e m a tic  chains, w here th e  lin k s  a re  
co n n ec ted  to  each  o th e r an d  also to  th e  m ech an ism  b y  sliding k in e m a tic  p a irs  
on ly , is a m echan ism  in  itse lf. Such a k in e m a tic  chain  canno t be f i t t e d  in

7 *
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th e  sy s te m s  of d riv en  links o f  th e  m echanism s t r e a te d  above, because  in  such  
a  case  th e  m echan ism  w o u ld  n o t be of c o n s tra in e d  m otion.

I n  th e  n e x t p a r ts  we shall exam ine th e  v e lo c itie s  and  acce le ra tio n s o f 
g ro u p s  o f  th e  second class, a n d  also of som e m ech an ism s co n stru c ted  o f  such  
g ro u p s , b y  th e  m e th o d  o f  ro ta te d  vecto rs. T h e  lin k s  of th e  k in e m a tic  ch a in

Fig. 8

fo rm in g  th e  g roup  w ill be  d eno ted  b y  2 a n d  3, d riv ing  links w ith  know n  
v e lo c itie s  and  acce le ra tio n s  b y  1 and  4, f ix e d  lin k s  (fram es) b y  0. H en cefo r­
w a rd  th e  discs w h ich  h a v e  se rved  to  m ake p re se n ta tio n s  m ore d e m o n s tra tiv e  
w ill b e  le ft ou t o f a c c o u n t, an d  each lin k  w ill b e  rep resen ted  b y  a s tra ig h t 
lin e  o n  th e  rig id  b o d y  o n ly .

1. In  th e  s im p les t fo rm  o f groups o f  th e  second class th e  lin k s 2 and  
3  a re  connected  to  each  o th e r  as well as to  l in k s  1 and  4 b y  h inges (F ig . 8).

G iven  : V g , Vd , ав  a n d  « о -

F i n d :  v c , P ao, P w , v F , a c , Gw , G30 and  a F .
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Velocities.

In  accordance w ith  E qu . (22) th e  v e lo c ity  o f  th e  p o in t C is

an d  v'c — v'D +  v 'cd (47)

v CD =  ? У D - C

R o ta te  v ec to rs  v B an d  vp  th ro u g h  90°. D ra w  s tra ig h t lines B ’C  p a ra lle l 
to  B C  and  D ’C  p a ra lle l to  DC  th ro u g h  th e  p o in ts  B '  an d  D ', re sp ec tiv e ly . B y 
th e  te rm s  of E q u . (47) th e  e x tre m ity  of th e  v e c to r  v'c m u st be a long  b o th  
s tr a ig h t  lines d raw n  in  th e  given d irec tions, i. e. i t  m u st lie a t  th e  p o in t o f  
in te rsec tio n  of th e  tw o  lines. W e o b ta in  th e  v ec to r v c  b y  ro ta tin g  th e  v e c to r  
v'c b a c k  in  th e  a p p ro p r ia te  sense. T he poles P 20 a n d  P 30 were c o n s tru c te d  as 
describ ed  in  p a r t  5, S ection  II . F o r  th e  c o n s tru c tio n  o f th e  velo c ity  v e c to r  
Vp th e  pole P 30 w as u sed . The d irec tio n s o f co2 a n d  co3 m ay  be d e te rm in ed  b y  
se tt in g  off the  v e c to rs  vcb and  vcd from  th e  p o in t C.

Accelerations.

F rom  (37) th e  accelera tion  o f  th e  p o in t C is

VC ~  vb  ~b v 'c b

w here
vcb — ? B  —  C

an d
a c — ав  +  ° cb — ав  +  п е в  +  tee

<*C =  a D “Ь  a C D  —  a D  4 "  n C D  “Ь  f 'CD

(48)

nCB =  É â .  C - >  B , nCD =  ^ -  C - y D ,
г в е  r  D c

fCB =  ? -L rBC-> 1с о = ?  JL tdc-
N orm al acce le ra tio n s  will be  d e te rm in ed  g rap h ica lly . F o r th e  c o n s tru c ­

tio n  o f  n CB th e  p o in t  Z m a y  be chosen  an y w h ere . Jo in  p o in t Z to  th e  p o in ts  
В  a n d  C, fu rth e rm o re  to  th e  e x tre m ity  Q o f th e  v e c to r  v 'cb• D raw  QR  p a ra lle l 
to  B Z  and  R N  p a ra lle l to  ZQ. T h en  in  th e  o b ta in e d  sim ilar tr ia n g le s  : 
C N  : v Cb =  CR : C Z  =  vcb • *bc ■> i- e. C N  — п е в • B y  th is  co n stru c tio n  th e  v e c to r  
п е в  c an  be d e te rm in e d  b o th  in  d irec tio n  a n d  m a g n itu d e . I f  th e  p o l e P ^  lies 
co n v en ien tly  for d raw in g , th e n  o n ly  d raw  C N  p a ra lle l to  P 2(J(?- T h e  v e c to r  
n CD m a y  be d e te rm in e d  in  like m a n n e r  (Z  =  B) .

To determ ine  « с , ad d  vec to r «ß to  геев an d  Ud to  Ucd resp ec tiv e ly , a c c o rd ­
in g  to  E q u . (48). D ra w  s tra ig h t lines from  th e  ex tre m itie s  in  th e  d irec tio n s  
o f te e  an d  tcD- O n th e  s tre n g th  o f  E q u . (48) b o th  s tra ig h t lines, d e te rm in e d  
in  d irec tio n , m u s t c o n ta in  th e  e x tre m ity  of th e  v e c to r  ac, i. e. i t  can  be 
lo c a te d  only a t  th e  p o in t of in te rse c tio n  o f th e  tw o  lines. B y th is  th e  v e c to rs
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t CB a n d íc ű  ab o  are  d e te rm in e d  in  m a g n itu d e . T he d irections o f e2 a n d  e3 will 
b e  s e t t le d  co rrespond ing  to  th e  sense o f  th e  v ec to rs  iCB an d  iCD.

Fig. 9a

T h e  accelera tion  poles G20 an d  G30 w ere lo ca ted  b y  th e  m e th o d  described  
in  p a r t  11, Section  I I .  F o r  th e  d e te rm in a tio n  o f acce lera tion  a F th e  p o in t 
G30 w as u tilized .
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B y  w ay  o f i l lu s tra tio n , le t us consider th e  k in em a tic  an a ly s is  o f  th e  
ja w  cru sh er m ech an ism  show n in F ig . 9a. T he k in e m a tic  sk e tch  o f  th e  cru sh er 
is given in  F ig . 9b. T h e  m echan ism  is com posed o f  th e  fix ed  link , o f  th e  d riv ing  
lin k  ro ta tin g  w ith  a n g u la r  ve locity  a>v  an d  o f tw o  groups o f th e  second  class 
(2, 3 an d  4, 5). I t  is desired  to  fin d  th e  v e lo c ity  a n d  acce lera tion  o f  th e  p o in t 
K. F or th a t  p u rp o se , f ir s t  th e  velocities an d  acce lera tions o f th e  po in ts  C, 
E, an d  F  m u st be d e te rm in ed . F o r th e  co n stru c tio n s , th e  fo llow ing v ec to r 
eq u a tio n s  will be used  :

vc —  v b  +  v c b  a n d  v f  —  V e - \ - V f e  

<Xq ciß -j~ U c s  an d  Я р  =  я р  j -  & F e

or, w ith  acce lera tio n s red u ced  to  com ponen ts :

an d
n c +  *c — ав  +  Пев tCB

n F  +  t p  —  a E  +  n F E  +  t F E -

F or th e  c o n s tru c tio n  o f th e  vec to rs aB an d  n CBth e  p o in t Z w as lo ca ted  
a t  th e  p o in t D , an d  fo r th e  co n stru c tio n  of th e  v ec to rs, n c a n d  n FE th e  
ex tre m itie s  o f th e  v ec to rs  v'CB an d  v'F were u tilized .

2. A t th e  n e x t v a r ie ty  of g roups belonging  to  th e  second class, th e  link  
2 is co nnec ted  to  th e  l in k  1 b y  a slid ing k in e m a tic  p a ir  (F ig . 10a). To m ake 
th e  k in em a tic  an a ly s is  m ore illu s tra tiv e , su ppose  th e  p lane 27x a t ta c h e d  to  
th e  lin k  1 as a co m p le tio n  an d  p o in t Cx chosen  in  th is  p lane .

G iven : v Cl , P 10, vD , я С[ , G10 a n d  aD.

F in d  . t c , 1̂ 30 , P 20, tip , Яр, Cgo , я р  and

Velocities.

F ro m  E q u a tio n s  (19) an d  (22)

f  c =  Vc, +  v-n an d  v'c =  v'D +  v'CD , (49)
w here

V2i = ?  _L 1 — 1 Vсо  =  ? II D  — C .

T he p o in t o f in te rsec tio n  of th e  lines C  Cj p e rp en d icu la r to  1 —  1 an d  
D ’C  p a ra lle l to  DC d e te rm in e  th e  e x tre m ity  o f  th e  v ec to r Vq. B y  th is , th e  
velo c ity  v2l also was d e te rm in ed .
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Accelerations

U sing  E q uations (34) a n d  (37)

ас =  aci "b °2i “Ь с 21 ar*d а с  — Ч- a C D  ~  a D  +  h c d  +  *cd (50)

a 21 — ? II i - i , nCD = VCD

r DC

C  - >  D

C21 =  ^  ^1 V 21 - L

IIQfi|o ? J A  DC •

W e shall d e te rm in e  th e  accelera tion  c21 g rap h ica lly . D raw  C{ T  p a ra lle l 
to  P 10C' and  T R  p a ra lle l to  C  C[. T hen, from  th e  re su lte d  s im ila r tr ian g les
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R T  — —21- . I f  th e  p o in t P 10 does no t lie on th e  p a p e r , we m ay also use p o in t

F  fo r th e  co n stru c tio n  (F ig . 10b). D ete rm ine  v e c to r  v 'C f  and  set o ff th e  v e c to r  
v'2i  from  th e  p o in t C .

To c o n s tru c t th e  desired  accelera tion  v e c to rs  add  vecto r c21 to  v e c to r  
a Cl, in  acco rdance  w ith  th e  f irs t eq u a tio n  o f  (50). D raw  a s tra ig h t lin e  in  th e  
d irec tio n  a 21 from  th e  e x tre m ity  o f th is  v e c to r . T h en  add  v ec to r a p  to  ticd 
in  accordance  w ith  th e  second eq u a tio n  o f  (50), an d  draw  a s t r a ig h t  line

in  th e  d irec tion  o f tcD- T h e  e x tre m ity  of th e  v e c to r  a c  will be lo c a te d  a t  th e  
p o in t o f in te rse c tio n  o f  th e  tw o  s tra ig h t lin es  o f  given d irections. H e re w ith  
th e  vec to rs a21 a n d  tpD a re  also o b ta ined .

T h e  acce le ra tio n  o f  th e  p o in t F  w as d e te rm in e d  from  th e  e q u a tio n

d p  —  d p l - f -  a 21 ~t~ c 2 i  •

3. T he g roup  o f  th e  second class is c o n n e c te d  to  th e  lin k s 1 a n d  4 
o f th e  m echan ism  a t  th e  p o in ts  В  and  D  b y  h in g e s . R ela tive  to  each  o th e r , th e  
links 2 a n d  3 fo rm in g  th e  group are free to  h a v e  tra n s la tio n a l m o tio n  on ly  
(F ig . 11).

T he k in em a tic  an a ly s is  was reduced  to  th e  case exam ined in  th e  p re c e d e n t 
p a ra g ra p h . L oca te  th e  p o in t B 3 in  th e  p lan e  U 3 a tta c h e d  to  th e  l in k  3.

G iven  : vp, , v p , od , a s  .

F in d  : v b 3 , P 30 and  ав3 •
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T h e  e q u a tio n s  used  fo r th e  co n stru c tio n  a re

V B  =  V B 3 +  V 23 a u d  V B 3 =  v'D +  v'B iD  ,
w h e re

* « = ?  ± 2 - 2  v B3d =  ? \ \ D - B 3 .

а>в — Ujgg -f- «23 “I-  c23
a n d

aB3 —  a D +  « S 3D —  a D  +  ttB 3D " b  ÍB3D •

B y  w ay  of i l lu s tr a t io n  le t us co n sid e r th e  k inem atic  an a ly s is  o f  th e  
W i t h w o r t h  m echan ism  o f  a s lo ttin g  m a c h in e  (F ig . 12). The d riv e r  1 ro ta te s  
w ith  u n ifo rm  an g u la r v e lo c ity  cov  A g roup  as in  Fig. 11. f irm e d  b y  th e  links 
2 a n d  3 is connected  to  th e  d riv e r. A g roup  as in  F ig . 10, form ed b y  th e  links 
4 a n d  5 is jo in t to th e  fo rm e r a t  th e  p o in t E .  T h e  lin k  3 ro ta te s  w ith  a v a ria b le  
a n g u la r  velocity , an d  as a consequence , th e  to o l ca rr ie r  (ram ) 5 tra v e ls  th ro u g h  
th e  fo rw a rd  or c u ttin g  s tro k e  w ith  a n e a r ly  c o n s ta n t velocity . T h e  e q u a tio n s  
u s e d  a re  :

v 'd =  VD3 +  v23 and  v ’p  =  v ’E - f  v FE,

■and
— n D 3 ~i~ Í£>3 Ч- ®23 С23

a F — а Е -f- n FE -)- tFE.
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4. A t the next variation o f groups belonging to  the second class, the  
links 2 and 3 are hinged at the point C, and relative to the links 1 and 4 th ey  
can have translational m otion only  (F ig. 13). For the kinem atic analysis, we 
shall chose points C4 and C4 in the planes E 1 and , respectively .

Given : vCi, P 10, vCt, P 40, ac t, C10, aCj and G40.

For the constructions the follow ing equations will be used :

v'c = VCi +  1'21 and v'c = l'c4 +

2̂1 = ? _L 1 -  1 l 34 ? _L 4 — 4

«с = ac, +  h2i +  cn and ac = «Ci + «34 + ‘‘зг

a2i = 9 II i  -  1 «34 = 9 II4 4

C21 = 2  col v2l -L t'21 C34 = 2  oj4 V34 _L r34 .

T he acceleration o f the point F  was: determ ined fro Ш the equation

a F ~  a F{1 +  «31 +  C34 •
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The group o f th e  second class just exam ined appears in the mechanism- 
show n in Fig. 14. The follow er rolls on the straight portion o f the cam  profile.. 
T his m otion can be considered as i f  the edge o f  the follower, ending in the  
point C. glided on th e  theoretical cam profile. The velocity  and acceleration  
o f th e  point C will be determ ined from the equations

and
v 'c  =  v Ci  +  ” 21

«c =  a C\ +  ®21 H~ C21 •

5. A t th e  la s t  o f  th e  possible v a r ia tio n s  o f  g roups of th e  second class., 
th e  lin k s  2 and  3 o f th e  g roup  are free to  h a v e  tr a n s la tio n a l m o tio n  re la tiv e ly  
to  each  o th er, w hereas th e  lin k  2 is connected  to  th e  lin k  1 b y  a h inge , an d  th e  
lin k  3 to  4 b y  a s lid in g  k in em a tic  p a ir  (F ig . 15). W e shall chose p o in ts  B 3 
a n d  B i  in  th e  p lan es E 3 a n d  , re sp ec tiv e ly .

H iv en  г Vb , í ' 1  ■ a ß , Oß4 , о .

F in d  : vb3 , P 30, P 20 » Vf3 » аВз a n d  а Р з .
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E q u a tio n s  re la tin g  to  th is  p roblem  are

vb =  v 'b3 +  *>23 and  =  vBi +■

^ 2 3 = ?  _ L 3 - 3  E * =  ? J_ 4 -  4

а в  — «в3 ~Ь «23 “Ь ^гз ai*d а в 3 ~  ав 4 -f- “34 -Ь с34

F i g . 16а

«34  =  ? II 4 -  4

с34 =  2 ы3 v3i _L t '34

T he eq u a tio n s  fo r th e  accelera tion  o f  th e  p o in t F 3 is

« F ,  =  a F i  +  «34 +  C34 •

T he group  belo n g in g  to  th e  second c lass ju s t  analysed m a y  b e  found  
for in s ta n c e  in  th e  O il-G ear ty p e  ro ta ry  p lu n g e r  pum p m ech an ism  show n 
sch em atica lly  in  F ig . 16a. T h e  k in em atic  sk e tc h  o f  th e  pum p is g iven  se p a ra te ly  
in  F ig . 16b. T he d riv e r  (ro to r) 4 ro ta te s  w ith  un ifo rm  an g u lar v e lo c ity  co4. 
T he  re la tiv e  v e lo c ity  o f  th e  p is to n  3 to  th e  r o to r  4 was c o n stru c ted , i. e. th e  
in s ta n ta n e o u s  v e lo c ity  o f  th e  flow , (ra te  o f  flow ) was d e te rm in ed . W e see 
th a t  th e  ra te  o f  flow , a n d , b y  th a t ,  th e  v o lu m e  o f th e  supplied  l iq u id  is a 
h arm o n ic  fu n c tio n  o f  th e  an g u la r d isp la c e m e n t o f  th e  ro to r. T h e  v e lo c ity  
Vs o f th e  cen tre  o f g ra v ity  S  o f  th e  p iston  d e te rm in e s  th e  ta n g e n t to  th e  cu rv ed  
p a th  o f th e  cen tre  o f  g ra v ity , and  th e  a c c e le ra tio n  a$ ren d ers  th e  d e te r ­
m in a tio n  o f th e  d irec tio n s  and  senses o f th e  in e r tia  forces possib le .
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Throughout the problem s worked out, th e  dim ensions of the links are 
n ot e x a c t ly  the same as th e  m easurem ents o f  th e  actual m echanism s. M odi­
f ic a t io n s  were made to  render the succession o f  th e  constructions easier t o  
fo llo w  on the kinem atic sk etch es.
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SUMMARY

T h e  paper compares three graphical methods o f k in em atic  analysis, from the p o in t o f  
v iew  o f  th e ir  practical utility . I t  g iv es a general survey o f  th e  principles on the basis o f  w hich  
th e  m o tio n  o f  plane mechanisms m a y  be determined prom ptly and exactly by the str ict graphical 
m eth o d  o f  rotated vectors. P ractica l applications of th e  m ethod  are illustrated b y  m eans o f  
tw o -lin k  kinem atic chains and som e sim ple mechanisms constructed of such chains.

G R A P H ISC H E  M ETHODEN D E S  KINEM ATISCHEN U N T E R SU C H U N G SV E R F A H R E N S

A N W E N D U N G  V O N  G E D R E H T E N  V E K T O R E N

L . B Ú Z Á S

D ie  Abhandlung vergleicht zw ecks praktischer A nw endung drei verschiedene graphische  
M eth oden  des kinematischen Untersuchungsverfahrens. E s w erden die Sätze erörtert, a u f deren 
Grund s ich  die Möglichkeit b ie te t , a u f rein graphischem W ege den Bewegungszustand der 
eb en en  G etriebe m ittels der M ethode von  gedrehten V ektoren  rasch und genau festzu ste llen . 
D ie A n w endu ng der Methode is t  an zweigliederigen k inem atischen  K etten, sowie an einigen, 
aus so lch en  K etten konstruierten einfachen Getrieben dargestellt.
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M ÉTHO DES G R A PH IQ U ES D ’A N A L Y SE  CINÉM ATIQUE

A P P L I C A T I O N  D E  L A  M É T H O D E  D E S  V E C T E U R S  D É T O U R N É S  

L .  B U Z Ä S

RÉSUM É

L ’étude compare trois m éthodes graphiques d’analyse ciném atique, au po in t de vue  
de leur applicabilité pratique. E lle  résume les théorèm es qui perm ettent d’établir d ’une m anière  
rapide et exacte, par voie purem ent graphique, l ’état de m ouvem ent des m écanism es plans 
par la m éthode des vecteurs détournés. L’application de la m éthode est représentée sur des  
chaînes ciném atiques à deux m embres, e t sur quelques m écanism es sim ples qui en  sont con­
struits.

М ЕТОДЫ  КИН ЕМ АТИ ЧЕСКО ГО  ГРАФ ИЧЕСКОГО А Н А Л И ЗА

П Р И М Е Н Е Н И Е  М Е Т О Д А  С Д В И Н У Т Н Ы Х  В Е К Т О Р О В  

Л .  Б У З А Ш

РЕЗЮ М Е

Работа сравнивает с точки зрения практической применимости три графических 
метода кинематического анализа. В общих чертах излагаются теоремы, на основе которых 
открывается возможность чисто графическим путем быстро и точно определить методом 
сдвинутых векторов состояния движения плоскостных механизмов. Применение метода 
демонстрируется на двухэлементных кинематических цепях и на нескольких простых 
механизмах, построенных из упомянутых кинематических цепей.
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T he te m p e ra tu re  rise  of a ir flowing on d ry  airw ays know n [1 ], it m ay 
be im p o rta n t to  d e te rm in e  th e  cooling or w arm ing  effect due to  th e  v a ria tio n  
o f a ir m oistu re . In  th e  w ay  know n from  T herm odynam ics th e  h e a t  co n ten t 
(en thalpy) o f (1 +  x) k g  o f  m oist air is o b ta in ed  from  th e  e q u a tio n

i =  cp t +  (cpw t +  q) X k ca l/k g  (1)

w here cp a n d  cpw are  th e  specific heats of a ir a n d  o f w a te r respective ly , t th e  
tem p e ra tu re  (generally  re fe rred  to  0 deg. C), q th e  h e a t of ev ap o ra tio n . In  cal­
cu lations o f m ine v e n tila tio n  it  is rou tine to  re fer i to  one cu m of a ir  an d  w ith 
considera tion  of th e  specific g rav ity  of m oist a ir

P  1 -f X
y  = ------------------------------ kg /cu  m

T  47,1 (0,622 +  x)

to  calcu la te  w ith  th e  i y  v a lu e . In  p rac tica l ca lcu la tio n s —  w ith  re g a rd  also to  
th e  a tta in a b le  precision  o f m easu rem en ts —  th e  v a lu e  o f xcpu,t m ay  b e  neglected  
because o f its  m inu ten ess  in  com parison to  qx ( th e  m ax im um  erro r  is up to  
-1-40 deg. C te m p e ra tu re  a t  m ost 2% ) ; th e  specific g rav ity  o f a ir  —  v ary ing  
along th e  a irw ay  —  is ta k e n  in to  account in s te a d  o f  eq u a tio n  (2) w ith  a n  average 
value, an d  th e  m o istu re  co n ten t is disconsidered in  th e  form ula o f  specific 
g rav ity . T h e  co n ten t o f w a te r  vapour generally  increases along m ine  airw ays, 
th erefo re  in  th e  follow ing alw ays th e  cooling e ffect connected  w ith  th is  will 
be spoken of. Since as a ru le  th e  varia tio n  of m o istu re  con ten t c an n o t be  expres­
sed as a fu n c tio n  of th e  a irw ay , i t  is exped ien t to  suppose th a t  th e  co n ten t in 
w a te r v a p o u r of th e  a ir  increases linearly  along th e  airw ay, w ith  th e  restric tio n  
th a t  th e  possible a t ta in m e n t of sa tu ra tio n  has to  be checked ; th e  solution 
o f  th e  p rob lem  is th u s  sim plified.

L et th e  increase o f th e  w ate r vapour co n ten t o f  a ir flow ing on a horizon ta l 
a irw ay  be un ifo rm  : on a section  of leng th  Z  th e  w a te r v ap o u r c o n te n t rises

8  A c ta  T e c h n ic s  X X I /1 — 2.
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b y  b w e ig h t units per u n it  v o lu m e . The cooling dow n of air p er u n it  len g th  o f  
th e  a irw a y  (e. g. in °C/m)

b ■ Q
- =  f i .

Z • Cp

T h e m ax im u m  of th e  v a lu e  o f  b is fixed by  th e  d ifference betw een  th e  w ate r 
v a p o u r  con ten t of s a tu ra t io n  corresponding to  th e  final te m p e ra tu re  of air 
a n d  th e  w ate r vapour c o n te n t  perta in ing  to  its  in itia l te m p e ra tu re . T he line 
c o n n e c tin g  th e  tw o s ta te s  in  th e  , ,T — 6” d iagram  (F ig . 1) m ay fall in to  th e  fog

W
100

80-

60-
b

40-

20

0  10 20  30  4 0  50°C
T

Fig. 1

zone , w h ich  disturbs th e  ca lcu la tio n . In  such case i t  is expedien t to  execu te  
th e  c a lcu la tio n  on tw o a irw a y  sections w ith  d iffe ren t bjZ  values (F ig . 6).

I n  a previous p ap e r th e  a u th o r  has d e m o n s tra te d  [1 ] th a t  if  th e  m oisture  
c o n te n t  o f  th e  mine air is u n c h a n g e d  (the so-called “ d ry ”  case), th e  te m p e ra tu re  
rise  o f  a ir  due to  rock h e a t  on  a horizontal a irw ay  is given b y  th e  following 
d if fe re n tia l  equation :

d r  =  — — ——  dz (3)
V  ■ c.p

th e  so lu tio n  of which is, s ince  q =  X . F(y>) . r ,  w ith  consideration  o f th e  in itia l 
c o n d itio n  too,

Я • F  (гр) ■ z

У ■ <4,
т -- To exp (4)
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where r and T0, are th e  differences between virgin rock and air tem peratures at th e  
end and at the beginning o f the investigated section  (Tr— T0), V is the quantity  
o f air, cp the specific heat o f air, z the length o f th e  airway, Я the therm al con­
ductiv ity  of the country rocks, is an expression depending on xp — a t/R 2,
a is the thermal d iffusivity o f the rocks, R  the radius of the airway, t th e  tim e  
that has passed since the begin of air circulation.

F(y>)
л

e~vßl dß

J 2o(ß) +  Y Uß )  T (5)

where J0 and Y0 are B essel functions, ß is the variable o f the integral ; the value  
of F(ip) is taken from Fig. 2.

However, the vapour content of mine air is not constant, therefore 
equation (4) can be m ade use of in very few cases only. Therefore the change 
of the vapour content has to  be considered too (the “ w et” case).

I f  the cooling down (or seldom warming up) due to  the increase (or seldom  
the decrease) of the w ater vapour content is also considered, differential equation  
(3) takes the following form :

d  t _ i ------------
V ■ Cp Z ■ Cp )

(6)

Initial condition : z =  0 , т =  r0 ;
b  ■ Q

------— =  const.
Z c p

The solution (t' indicates consideration of hum idity)

t '
b - Q - V  

Я • F  (y>) ■ Z
b - Q - V  

Я • F ( f )  ■ Z
■ F (v )  • 2 Ï

V-Cp ) ‘
(7)

8 *
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I f  e q u a tio n  (4) is s u b tra c te d  from  eq u a tio n  (7), ev iden tly  th e  va lu e  o f  cooling 
d o w n  o f  a ir due to  th e  in c rea se  o f m o istu re  co n ten t is o b ta ined  :

r '  -  г  =  A T  =
■e ■ V

A - F(y>) • Z [ -
exp

X ■ F  (ip) • z 

V  • cB
(8)

M oreover, in troducing  th e  sh o rte r  n o ta tio n  o’
X - F { W)

V c p

A T  =  — (1 — e~a' ) . 
a

(8a)

In  a v e rtic a l shaft, considering  th e  ad iab a tic  com pression of air, th e  d iffe ren tia l 
e q u a tio n

d  r 4
\ V  ■Cp

A  ■ y

cp

h-Q

У  -Cp.
d y (9)

w h e re  A  is th e  m ech an ica l eq u iva len t o f h e a t, у  th e  specific g ra v ity  of a ir, 
Y  t h e  d e p th  of th e  sh a f t. T he solu tion , w ith  in itia l condition id e n tic a l w ith  
t h a t  o f  d ifferential e q u a tio n  (6), if  gg den o tes  th e  average v alue  o f  th e  geo­
th e rm ic  gradient

T'
V - c p 1 О/

-ог4»

ехр Х - F M - У I
X.  F M g? Cp Y  ■ ср V  ■ Ср )

V - c p 1 А  ■ у ь ■ е

X • F M О.ОSS Y - ер ) '

+

( 10)

T h e  difference, com pared  to  th e  case w ith o u t change of m oisture  c o n te n t, here 
to o , as on a h o rizon ta l a irw ay , accord ing  to  eq u a tio n  (8/a)

zJ T  =  —  (1 — e~ay) . (8b)
a

A ccord ing ly , w ith help  o f E q s. 8a and  8b th e  ad d itiona l cooling dow n of th e  
m in e  a ir  caused b y  v ap o riza tio n  can sim ply  be estab lished  from  co m p u ta tio n s  
acco rd in g  to  E q . 4 n o t considering  th e  change of vapor co n ten t (“ d ry  case” ). 
T h is  calculation  is q u ite  sim ple, since values b and  e ôy are a lre a d y  know n 
f ro m  th e  com puta tion  o f  th e  “ d ry  case” . I f  th e  air flowing th ro u g h  a sh a ft 
o f  v e rtic a l dep th  y  an d  a tu n n e l of le n g th  z, cooling is ag a in st th e  d ry  case

A T  =  — (1 —  е а9’+г>) . (11)
a

B a t z e l  is to  be c re d ite d  for hav in g  in tro d u ced  [2 ] th e  concep t o f th e  
effic iency  of th e  h ea t o f ev ap o ra tio n  (W irkungsg rad  der V erd u n stu n g sk ä lte ). In
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co nfo rm ity  w ith  his in te rp re ta tio n  th e  efficiency is in  relation  to  a n  a irw ay  of 
len g th  z equal to  th e  ra tio  o f th e  ac tu a l cooling dow n appearing a g a in s t th e  
d ry  s ta te  and  of th e  h e a t of evapora tion  o f th e  q u a n tity  of w ate r e v a p o ra te d .

A ccordingly , equation  (8) div ided b y  ——  г, th e  efficiency of th e  h e a t  of
Z  ■ Cp

ev ap o ra tio n

Vev  =
1 — e~az 

a z
( 12)

T h e  efficiency is in d ep en d en t of th e  am o u n t o f  w a te r  evaporated  ; i t  dep en d s 
o n ly  on fac to rs fixing th e  w arm ing  up of a ir  d u e  to  rock  h ea t (X, a , R ,  t, V,  z). 
S im ilarly , in  th e  case o f a ir flow ing th ro u g h  a v e rtic a l shaft and  a  tu n n e l

yjev —
X _ e  a (у  +  * ;

a  (y  +  z)
(12a)

V alue rjev is n ear u n ity , i f  a -z  <  0,1, w hen  r]ev >  0,9516. A ccording to  h igs. 3 
a n d  4 th is  condition  is m e t only on re la tiv e ly  sh o rt airw ays, in  cases o f  la rg e r
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Ь(д

Fig. 5
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q u a n titie s  of a ir an d  longer periods o f v en tila tio n . Therefore th e  v iew  o f B a t z e l  

b ased  on some num erical calcu lations th a t  in  p rac tica l calcu lations th e  value 
•of r)ev is alw ays n ear u n ity  h av e  no t been  confirm ed by  th is  in v es tig a tio n .

E q u a tio n  (12) has given in  sim ple form  th e  analy tica l expression  o f  th e  
efficiency o f th e  h e a t of ev ap o ra tio n . W ith  its  a id  for any  q u a n tity  o f  w ate r 
e v a p o ra te d  th e  a ir tem p e ra tu re  values o b ta in ed  b y  th e  “ d ry ” process can  be 
c o rre c ted  an d  used  for p rac tica l purposes.

F ig . 5 shows th e  te m p e ra tu re  of a ir a t  th e  an d  of an  a irw ay  o f 2000 m 
le n g th  ( T 0z), if  th e  v irg in  rock  te m p e ra tu re  is 40° C, the  te m p e ra tu re  o f air 
en te rin g  is 20° C, as a function  of th e  h e a t o f ev apora tion  of th e  w a te r  t h a t  has 
e v a p o ra te d  (bg). T he re la tionsh ip  is linear. S tra ig h t line denoted  b y  A T  in d ica tes  
th e  cooling dow n resu lting  from  th e  ev ap o ra tio n  o f w ater, while th e  d ifference 
o f o rd in a te s  be tw een  th e  tw o s tra ig h t lines is eq u a l to  value of a ir  te m p e ra tu re  
d ifference  betw een  virg in  rock  an d  a ir a t  th e  en d  of th e  a irw ay x =  x '— A T,  
t h a t  is , to  th e  value a t  c o n s tan t v ap o u r co n te n t (“ d ry  case” ). T h e  v a lu e  of 
X o f course does no t depend  on th a t  of bo, an d  th e  tw o s tra ig h t lines are  th e re ­
fore p a ra lle l ; on th e  o th e r h an d  th e  value o f x depends on th e  q u a n t i ty  o f  air, 
th e re fo re  in  case of la rger am o u n ts  of air, x being  g rea te r too, th e  tw o  p a rra lle l 
s tra ig h t lines will be a t  g rea te r d is tan ce  from  each  other.

C onsidering th a t  th e  v ap o u r co n ten t o f a ir  on th e  airw ay can  now here 
exceed  th e  sa tu ra tio n  value p erta in in g  to  te m p e ra tu re , and th e  va lu e  o f bg 
h as  to  be  checked from  th is  v iew poin t.

A t th e  base of Fig. 5, w ith  considera tion  o f in itia l absolute v a p o u r  co n ten t 
b0 =  10 g /cu . m , th e  re la tive  v ap o u r co n ten t a long  th e  airw ay has also  b e e n  in d i­
ca ted  as a function  of bg. I t  is ev id en t th a t  a t  V  =  15 000 cu. m /hour o f a ir  a t  the  
value o f  b =  8,3 kcal/cu . in. th e  re la tiv e  v ap o u r con ten t <y =  1 0 0% , th a t  is, 
th e  m ax im u m  possible value of w a te r  ev ap o ra tin g  is th e n  8,3/g =  14,3 g /cu . m. 
T he p re lim in ary  assum ption  as to  th e  increase  of th e  w ater v a p o u r  co n ten t 
o f m ine a ir  can  th u s  be checked.

In  co n tex t w ith  a p rac tica l exam ple Fig. 6 shows th e  te m p e ra tu re  change 
o f a ir as a fu nc tion  of th e  len g th  of th e  a irw ay , if  b0 =  10 g/cu. m . a n d  bg is 0, 5, 
7 an d  10 kcal/cu . m . T he illu s tra tio n  of th e  re la tiv e  v apour co n ten t show s th a t  
th e  a rb i t r a ry  selection of bg has physica l sense as fa r as a c e r ta in  len g th  
o f  th e  a irw ay  only. E . g. a t bg =  10 kcal/cu  m .th e  air is sa tu ra te d  w ith  w a te r 
v a p o u r  a t  z  =  750 m. A fter th is  th e  value o f bg has to  be reduced . A fte r  th is 
p o in t a n d  a t  values of bg =  0 and  5 kcal/cu . m .th e  tem p era tu re  o f a ir  fu r th e r  
increases, and  th e  value of re la tiv e  v ap o u r co n ten t rem ains below  100% . The 
illu s tra tio n  o f th e  effective te m p e ra tu re  a fte r  th e  d iagram  of th e  A .  S. H . V. E. 
is v e ry  ch a rac te ris tic  ; w ith  som e restric tio n s it  shows th e  ac tu a l cooling effect 
a tta in a b le  b y  evapora ting  w ater.
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SUMMARY

In considering the warming up of air in deep m ines due to rock heat it is a lm ost always 
necessary to consider cooling down caused by evaporation o f water. The method presented perm its 
the calculation o f the cooling down pertaining to any am ount of water evaporated (the „w et 
case” ) after com putation of the first, the so-called „dry case” . Besides theoretical investigation  
a num erical exam ple dem onstrates the usefulness o f  the m ethod.

B E R E C H N U N G  D E R  ERW ÄRM UNG VON D U RCH  BERG W ERK SSTO LLEN STR Ö M EN­
D E R  L U FT  U N T E R  BERÜCKSICHTIGUNG D E R  Ä N D E R U N G  DES W A SSE R D A M PF­

G EHALTES

T . B O L D I Z S Á R

ZUSAM MENFASSUNG

B ei der Berechnung der durch die G esteinswärme verursachten Erwärmung der Luft 
in tiefen  Bergwerken ist es fast immer notwendig auch die Abkühlung, welche d ie Verdunstung  
des W assers verursacht, in  Betracht zu ziehen. N ach Berechnung des ersten, sogen, „trockenen  
Falles” kann m it der vom  Verfasser m itgeteilten M ethode auch die zu einer belieb igen  Menge 
von verdam pfendem  W asser gehörige Abkühlung berechnet werden (sogen, „nasser Fall” ). 
Über die theoretische Untersuchung hinausgehend, zeigt die zahlenmässige B ehandlung einer 
praktischen Aufgabe die Brauchbarkeit der M ethode.

CALCUL D U  RÉC H A UFFEM ENT DE L’A IR  CIRCULANT DANS LES G A L E R IÉ S D E  
M INES, COMPTE T E N U  DES VARIATIONS D E  LA T E N E U R  EN V A P E U R  D ’EAU

T .  B O L D I Z S Á R

RÉSUM É

Pour calculer le réchauffem ent, causé par la roche, de l’air circulant dans les m ines pro­
fondes, il faut presque toujours prendre en considération le  refroidissement dû à l’évaporation  
d’eau. Après avoir calculé le premier cas, d it «cas sec», on peut aussi calculer, par la m éthode  
préconisée par l’ateur, le refroidissement correspondant à une quantité quelconque d’eau évaporée  
(«cas hum ide»). E n plus des considérations théoriques, la solution numérique d’un problèm e  
pratique m ontre les possibilités d’application de la m éthode.

РАСЧЕТ НАГРЕВА ГОРНОГО ВОЗДУХА, ДВИЖУЩЕГОСЯ 
ПО ГОРНЫМ ШТРЕКАМ, УЧИТЫВАЯ ВОЗДЕЙСТВИЕ ИЗМЕНЕНИЯ 

СОДЕРЖАНИЯ ВОДЯНОГО ПАРА
Т .  Б О Л Ь Д И Ж А Р

РЕЗЮМЕ

В глубоких шахтах, принимая в основу расчет нагрев горного воздуха, вызванный 
нагревом теплом породы, необходимо учитывать также охлаждение от испарения воды. 
После вычисления первого т. н. «сухого случая» при помощи рассмотренного метода воз­
можно вычислить также охлаждение, действительное для любого количества испаряю­
щейся воды («мокрый случай»). Наряду с теоретическим анализом применимость пред­
лагаемого метода демонстрируется также числовым решением практической задачи.





EINFLUSS VERSCHIEDENER VERUNREINIGUNGEN  
AUF DEN KORROSIONSWIDERSTAND 

DES REINSTALUMINIUMS IM WASSER REI ERHÖHTEN  
DRÜCKEN UND TEMPERATUREN

A. DOMONY
K A N D I D A T  D E H  T E C H N I S C H E N  W I S S E N S C H A F T E N  

F O R S C H U N G S I N S T I T U T  F Ü R  D I E  M E T A L L I N D U S T R I E ,  B U D A P E S T

[E ingegangen am 10. Juni 1957]

A n H and  zah lre icher w issenschaftlicher E rgebnisse u n d  p rak tisch er 
E rfah ru n g en  h e rrsch t in  d e r  T echn ik  die w eitv erb re ite te  A nsich t, d ass  R einst- 
a lum in ium  (A l-G ehalt 99,99 bezw . 99,9% ) erheblich ko rrosionsbeständ iger 
als H ü tten a lu m in iu m  is t (A l-G ehalt 99,7 bezw . 99,5% ). Diese A n s ic h t beru h t 
a u f  dem  versch iedenartigen  V erhalten  d er be id en  A l-G attungen  insbesondere 
gegenüber den  aggressiven anorgan ischen  S toffen, wie Schw efel-, Phosphor-, 
S a lpe te r-, Chrom-, Salzsäure, usw . [1, 2, 3].

Die sich m it d e r A l-K orrosion  befassenden  V eröffen tlichungen  wiesen 
b e re its  a u f  zahlreiche p rak tisch e  E rgebnisse h in , bei w elchen d e r  chem ische 
W id erstan d  des R e in sta lu m in iu m s in  schw ach korrodierenden  M edien  —  trie 
z. R . in  w ässriger L ösung von  S 0 2, W einsäure, H 20 2 —  m it d em  des H ü tte n ­
a lum in ium s gleich oder geringer ist.

N ach K en n tn is  des V erfassers w urde die U n tersuchung  dieses W ider­
sp ruches noch n ich t vorgenom m en, und  die E rläu te ru n g  d ieser E rscheinung  
b ish e r noch n ich t erre ich t. H ingegen  w ird  be i d e r V erw endung des A lum inium s 
in  A tom reak to ren  dieses M eta ll in  b isher n ich t üb licher W eise in  A nspruch 
genom m en. A uf die im  A to m reak to r befind lichen  B austoffe w irk en  gleichzeitig 
H o ch d ru ck d am p f u n d  H eissw asser (1— 100 a ta )  bei T e m p e ra tu ren  von  100— 
300° C ein.* Infolge d e r e rh ö h te n  K orrosionsbeanspruchung  d e r A lum in ium ­
te ile  w urden  die e rs ten  V ersuche m it R einsta lum in ium  d u rc h g e fü h rt. P ra k ­
tisch e  E rfah ru n g en  u n d  V ersuchsergebnisse bew iesen jedoch, dass d a s  R einsta lu - 
m in iu m  und  seine k o rrosionsbeständ igen  A l— M g-Legierungen d u rc h  reines 
d estillie rtes W asser be i 100° C ü b ersch re iten d er T em p era tu r u n d  u n te r  D ruck 
b in n e n  kurzer Zeit z e rs tö rt w ird . D en gleichen B edingungen au sg ese tz tes  H ü tte n ­
a lum in ium  (Al G ehalt 99,7 oder 99,5% ) u n d  seine ko rrosionsbeständ igen  Legie­
ru n g en  (Al— Mn, Al— Mg3, A l— Mg— Si) w eisen n ich t einm al S p u ren  e in er begin­
n en d en  K orrosion a u f  [4 ]. D ie m it den K o n stru k tio n sw erk sto ffen  des A tom ­
re a k to rs  d u rchgefüh rten  w eite ren  V ersuche ergaben , dass den  g rö ss ten  W ider­
s ta n d  in  Bezug a u f  K o rrosionsbeständ igke it u n d  W ärm efestigkeit gegen die

* Bei Temperaturen, die 300° C überschreiten, kann das Aluminium wegen seiner geringen 
W ärm efestigkeit nicht verw endet werden.
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g em ein sam e  E inw irkung v o n  hocherh itz tem  u n d  u n te r  hohem  D ruck stehendem  
d e s tillie r te m  W asser u n d  D a m p f  das m it 1%  N icke lgeha lt legierte R e in sta lu - 
m in iu m  aufweist.

G eringe Mengen v o n  S iliz ium  (etwa 0 ,1% ) w irk en  a u f das m it N ickel 
le g ie r te  A lum inium  sch äd lich . D ie Gegenw art v o n  0 Д — 0,2%  E isen e rh ö h t die 
K orrosio n sb estän d ig k e it d ie se r  Legierung [5 ]. Ü b e r  die E rläu te ru n g  d ieser 
E rsc h e in u n g  fanden w ir in  d e r  L ite ra tu r keine A n g ab en , obwohl an  m ehreren  
S te lle n  e rw ähn t w ird, dass d ie  A usscheidung m eta llisch e r V erb indungen  an  der 
K ris ta llg ren ze  den E in fluss d e r  in te rk rista llinen  K orrosion  des H ochruckdam pfes 
b ezw . des Heisswassers v e rr in g e r t ,  ja  sogar v e rh in d e r t .

Z u r Feststellung des E in flu sses  der im  A lu m in iu m  befind lichen  einzelnen 
V erun re in igungen  au f d en  K orrosionsw iderstand , h a b e n  w ir m it dem  in  U ngarn  
h e rg e s te llte n  A lum inium  v ersch ied en en  R ein h e itsg rad es V ersuche vorgenom m en, 
u m  se in  V erhalten g eg en ü b er u n te r  hohem D ru ck  s teh en d en  ü b e rh itz ten  w ässri­
g en  M edien  zu klären .

Tafel I

Zusam m ensetzung der Versuchslegierungen

B e z e ic h n u n g
Z u s a m m e n s e tz u n g  d e s  M e ta l ls n  % - e n

d e r  P r o b e
F e S i T i В C u M g Z n

l 0,10

2 0,47

3 0,29 0,08

4
G ru nd m etall 0,005 0,003 0,0002 _ 0,001 0,0001 0,004

5 0,018

6 0,028

7 0,15

8 0,40

9 0,93

10 0,67

11 0,02

12 0,04

13 0,19

14 0,03 0,01 G rössen­
ordnung

15 0,01 G rössen­
ordnung

16 0,1 Grössen­
ordnung

D er Gehalt an den übrigen  Verunreinigungen stim m t bei den einzelnen Legierungen  
der Grössenordnung nach m it den M engen der im Grundm etall gegenwärtigen Verunreinigungen  
üb erein .
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V ersuchsdurchführung

Es wurden aus in Ungarn hergcstelltem R einstalum inium  (Al-Gehalt 99,99% ) 15 ver­
schiedene Legierungen verfertigt, deren Zusam m ensetzung in Zahlentafel I angeführt ist. (Die 
F e-, Si- und Ti-Vorlegierungen wurden aus reinen M etallen und aus Reinstalum inium  —  Al- 
Gehalt 99,99% —  hergestellt ; die Borlegierungen wurden durch die Reaktion der A lum inium ­
schmelze m it in K ryolith gem ischtem  Borfluorkalium erzeugt.) Aus den Legierungen wurden  
Pressbolzen m it 75 m m  0  gegossen, aus welchen dann durch Strangpressen (bei 430° C) Stangen  
von 10 m m  0  hergestellt wurden. D ie Stangen wurden ohne Zwischenglühen zu Drähten von  
3 mm 0  gezogen. D ie hartgezogenen Drähte wurden bei einer Temperatur von 320° C 3 Stunden  
lang geglüht und dann m it dem  Ofen langsam abgekühlt. N ach Entfettung der Oberflächen  
wurden die etwa 200 m m  langen Drähte in einen m it rostfreiem  Stahleinsatz ausgestatteten  
Autoklav von 5 1 Inhalt in der Weise eingesetzt, dass d ie Proben weder m iteinander, noch m it 
den Stahlbestandteilen des Autoklavs in Berührung kom m en konnten. Der A utoklav wurde 
m it destilliertem W asser gefüllt. Die Versuche wurden bei einer Temperatur von  170— 190 C 
(im Durchschnitt bei 180° C, entsprechend einem  Druck von 10,2 ata) beziehungsw eise bei 
einer Temperatur von 250— 270° C (im Durchschnitt bei 260° C, entsprechend einem  Druck 
von 46,3 ata) durchgeführt. Der Autoklav erreichte die gewünschte Temperatur in  etw a 30 Minu­
ten. Die Versuche wurden in der Weise durchgeführt, dass stets nach einer 6 bezw. achtstündigen  
K onstanthaltung der Temperatur eine Abkühlung von  16 Stunden folgte. Durch diese Ver­
suchsanordnung wurde erreicht, dass auch der etwaige korrosionsfördernde E influss der infolge 
der Abkühlung kondensierenden W assertröpfchen feststellbar war. Von den in den A utoklav  
gleichzeitig eingesetzten Probestücken wurde bei der ersten Versuchsreihe die erste Probe 
nach einer 8 Stunden lang dauernden K onstanthaltung der Temperatur und einer darauffolgenden  
16 Stunden langen Abkühlung herausgehoben. D ie zw eite Probe wurde nach einer dreimal 
wiederholten 8 Stunden langen K onstanthaltung der Tem peratur und nach dreimal darauf­
folgender Abkühlung von je  16 Stunden, die dritte Probe nach weiterer zweim al 8 Stunden langer 
K onstanthaltung der Temperatur und zweimaliger Abkühlung von je 16 Stunden entnom m en. 
Bei der zweiten Versuchsreihe wurden die Probestücke nach einer sechsstündigen und schliesslich 
nach weiterer zweim al sechsstündiger K onstanthaltung der Tem peratur dem  A utoklav ent­
nommen. D ie im A utoklav behandelten Proben wurden nachher einer Zugfestigkeitsprüfung  
unterzogen und wurden auch Schliffe für m ikroskopische Untersuchungen angefertigt. Die 
Korrosionsprodukte wurden mikroskopischen und röntgenographischen Untersuchungen unter­
zogen. (D iese letzteren Untersuchungen sind noch im  Gange.)

V ersuchsergebnisse

a) Festigkeitsprüfungen

Die E rgebn isse  d e r Z ugfestigkeitsp rü fungen  der e rsten  V ersuchsreihe 
'(B ehandlung  be i 180° C) w urden  in  Bild 1 zusam m engeste llt. A us d en  V ersuchs­
ergebn issen  k a n n  festgeste llt w erden, dass d as  R e insta lum in ium  (A l-G ehalt 
99,99% ) u n te r  d e r gem einsam en E inw irkung  d e r 180° C hohen T e m p e ra tu r  und  
des D rucks du rch  das destillie rte  W asser n ach  e iner In k u b a tio n sd a u e r von  etw a 
8— 16 S tu n d en  rasch  angegriffen w ird. N ach  sechsm al ach ts tü n d ig e r K o n s ta n t­
h a ltu n g  der T e m p e ra tu r  w ird das M ateria l vollkom m en spröde u n d  es f in d e t 
eine F estig k e itsv erm in d eru n g  von  etw a 50%  s ta t t .  D er u rsp rüng liche  D u rch ­
m esser d er P rü fs tü ck e  von  3 m m  v errin g ert sich  bei v ierm al a c h ts tü n d ig e r K o n ­
s ta n th a ltu n g  d e r T em p era tu r  nach E n tfe rn u n g  d er K o rrosionsp roduk te  a u f 
2,65 m m , beziehungsw eise bei sechsm al a c h ts tü n d ig e r  B ehand lung  a u f  2,30 m m  
(P robe 4).

U n te r  d e r E in w irk u n g  einer geringen M enge von Silizium  (in d er G rössen­
o rd n u n g  von 0 ,01% ) k a n n  keine w esentliche V eränderung  b e o b a c h te t w erden
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(P ro b e n  5 u n d  6). Bei E rh ö h u n g  des S ilizium zusatzes a u f  einige Z eh n te lp ro zen te  
n im m t d ie  A uflösung des M eta lls zu  (Probe 7). D ie A bnahm e der D urchm esser 
d e r  P rü fs tü c k e  b e träg t 1,85 m m  bezw . 1,55 m m  ; dagegen  n im m t die L änge  d er 
P ro b e n  u m  etw a 10— 15%  ih re r  u rsp rüng lichen  L änge zu. Die V erm inderung  
d e r F e s tig k e it und  D ehnung  b e i den  k o rro d ie rten  M etallen  is t im  V ergleich zu 
d e n  v o rig e n  P roben geringer. W ird  der G ehalt an  Silizium  a u f 0,4%  u n d  d a rü b e r 
e rh ö h t (P roben  8, 9 u n d  10), so w ird  keine K orrosion  m ehr b e o b ach te t. Die 
D u rch m esse r und  F estig k e itsw erte  d er P rü fs tü ck e  b lieben  u n v e rä n d e rt.

V ersuch  /.
Konstantholtung der Tem peratur bei 160'C 

aj Originalprobe
b) Douer der WarmebehOndung 8 Stunden;Dauer d er АЬкйЫ ипдЗбStunden

c)  weitere dreimotl ochtstbnd/ge Wärmebehandlung*dreimahl sech&ehnstündige Abkühlung
d) w eitere2wemctl achtslúridige Wúrmeberomlurg -  zw eirrcní seehszebnstùndige A bkühlung

a b ed  abed abed a b ed  a b ed  a b ed  a b e d  a b ed  abed  a b ed  abed a b e d  abed  abed  a b ed  a b e d  
1 2 3 4 5 6  7 â  9 10 11 12 13 14 15 16

[GrundmetaHJ

B ild  1. Änderung der F estigk eit b e i Aluminium verschiedener Zusammensetzung unter  
der Wirkung der b e i 180° C ausgeführten Korrosionsversuche

E in  F e-G ehalt von 0 ,1%  (P robe 1) w irk t b e re its  ko rrosionsm indernd  im  
V erg le ich  zum  R ein sta lu m in iu m . E in  Fe-G ehalt von  0,3%  u n d  m ehr (P ro b e  
2 u n d  3) u n te rb in d e t den  K orrosionsvorgang  des A lum inium s. Bei e inem  F e- 
G e h a lt v o n  0,1%  nach  e iner v ie rm a l ach ts tü n d ig en  W ärm ebehand lung  is t  die 
O b e rfläch e  des D rahtes n och  korrosionsfrei, w äh ren d  die D ehnung u m  etw a  
10%  a b n im m t. N ach sechsm al ach ts tü n d ig e r W ärm eb eh an d lu n g  w aren  a n  der 
O b erfläch e  des D rahtes b e re its  s ta rk e  A usb lühungen  zu  sehen, u n d  w ar a u c h  
ein  R ü c k g a n g  der F estigkeit u n d  D ehnung  zu  v e rm erk en . Bei den  P ro b en  m it 
h ö h e re n  F e-G ehalten  (P ro b en  2 u n d  3) b le iben  die F estigke itsw erte  u n v e r ­
ä n d e r t .  E in  Si-Gehalt von  0 ,1 %  v e rrin g e rt die v o rte ilh a fte  korrosionshem m ende 
W irk u n g  des 0,3% -igen F e-G eh a lte s  n ich t (P robe 3).

D ie  G egenw art von  T ita n  in  e iner M enge von  einigen H u n d e rts te lp ro z e n ten  
(P ro b e n  11 u n d  12) b ew irk t e ine  s ta rk e  K orrosion, w obei das M etall spröde w ird . 
D ie A u flö su n g  des A lum in ium s w ird  du rch  ganz geringe M engen von  T i ta n  
(T i-G eh a lt 0,01— 0,02% ) b e g ü n s tig t (Probe 11). E ine A bnahm e der D u rch m esser 
d e r D rä h te  a u f  2,05 bezw . 2 ,00 m m  w ar festzuste llen . M it zunehm endem  T i-
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G ehalt n im m t die L ösungsfäh igkeit des A lum inium s a b  (P robe 12). Die D u rch ­
m esser der ko rrod ie rten  D räh te  b e tra g e n  2,45 bezw . 2,30 m m . D u rch  einen 
T i-G ehalt von 0,1%  (P ro b e  13) w ird d as  M etall ko rrosionsbeständ iger. In  diesem  
Falle ü b t  das T itan  die gleiche W irk u n g  wie das E isen  in  un g efäh r gleicher 
Menge aus.

D er Zusatz von geringen M engen an  Bor w irk t a u f  den  K orrosionsw ider­
s ta n d  des A lum inium s ungünstig . In  d e r G egenw art v o n  H u n d erts te lp ro zen ten

Versuch II.
Konstant;Haltung d er Tem peratur bei 2 6 0 'C

a) Ongnatprobe
b) sechsstündige MxrnebehOncLrr- * sechszehnstündige A bkühtung

c Jueitere zueimohl sechssturdigeigorrrebehanabng^zuemih/ sechszehnstundige Abkühlung 
d)\ueitere zutámahl sechsstürdge Mxmebehonälung+zueimdh/ sechszehnsturüige Abkühlung

B ild  2. Änderung der F estigk eit bei verschiedenem  Aluminium unter der W irkung der bei 260° C
ausgeführten Korrosionsversuche

B or s tim m t die A bnahm e des D urchm essers der P ro b e  ungefäh r m it d e r des aus 
R einsta lum in ium  herg este llten  D rah te s  überein  (P ro b e  15). Grössere M engen an  
B or (etw a 0,1% ) fö rd e rn  die A uflösung  des M eta lls (P robe 16). D ie D urch ­
m esser der k o rro d ie rten  D räh te  nehm en  a u f  1,90 bezw . 1,70 m m  ab . Diese 
W irkung  stim m t grössenordnungsgem äss m it der des 0 ,1% -igen S ilizium zusatzes 
übere in  (Probe 7). D u rch  die gem einsam e G egenw art von geringen M engen 
Silizium  u n d  Bor w ird  die K orrosionsbeständ igkeit des M etalls n ic h t erhöh t 
(P robe 14).

In  den bei h ö h eren  T em p era tu ren  au sg e fü h rten  V ersuchen (bei etw a 
260° C) m achte  sich d ie korrosionshem m ende W irk u n g  einiger im  A lum inium  
anw esender L eg ierungsbestand teile  in  noch m eh r erhöh tem  M asse geltend . 
Bei diesem  V ersuch b eg an n  die Z erstö rung  der zu r K orrosion  neigenden  M etalle 
bere its  früher und  d e r K orrosionsverlau f w ar viel in ten s iv e r. N ach sechsstünd iger 
bezw . zweim al sechsstünd iger wie auch  nach  w e ite re r zweim al sechsstündiger 
W ärm ebehand lung  w u rd en  m it den  P roben  Z ugfestigkeitsp rü fungen  vorgenom ~ 
m en. Die E rgebnisse d ieser U ntersuchungen  sind in  B ild 2 w iedergegeben.
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Au» den E rgebn issen  d er Z ugfestigkeitsprüfungen  k an n  festg este llt w er­
d e n , d a ss  bei dem e rs ten  b e i  180° C du rchgefüh rten  V ersuch von  ach ts tü n d ig e r 
W ärm eb eh an d lu n g  keine n en n en sw erten  Ä nderungen , w eder an  d e r O berfläche 
d e r  P ro b en , noch in  ih ren  F estig k e itsw erten , zu  b eobach ten  w aren . B ei dem  bei 
2 60° C durchgeführten  V ersu ch  w urden jedoch  die geringe M engen an  E isen 
u n d  T ita n  en tha ltenden  L eg ie ru n g en  (P roben  1 und  12) vo llkom m en zerstö rt 
u n d  d ie  Festigkeit der m it g e ringen  Mengen von Silizium  u n d  B or (0 ,1% ) legier­
te n  P ro b en , insbesondere a b e r  die D ehnung, n a h m  bed eu ten d  ab . Gleichzeitig

Abnahme des Durchm essers in P rozen ten

* Kt И Kl M n W Yi и И ГЛ A U И Kl И 
1 2 3 < 5 6  7 8  9 ЮН 1213141516

B ild  3. Änderung des Durchm essers bei Drähten von 3 m m  Durchmesser unter der Wirkung 
der bei 180° C u n d  260° C ausgeführten Korrosionsversuche

is t  e in e  V erm inderung d e r D rah td u rch m esse r von  3,0 m m  a u f d u rch sch n ittlich  
1,4 m m  infolge der K orrosion  e in g e tre ten . Die grössenordnungsgem äss m it 0,1%  
B o r b ezw . Silizium leg ie rten  P ro b e n  wiesen auch  b e i diesem  V ersuch eine K orro ­
sionsem pfind lichkeit a u f  (P ro b e  16 und  7). E ine besondere W irk u n g  k o n n te  bei 
e in e m  T itan g eh a lt von 0 ,2 %  b e o b ach te t w erden (P robe 13) : an  d e r  O berfläche 
d e r  P ro b e  war eine ste llenw eise  au ftre ten d e , den  K orrosionsbeginn anzeigende 
B lasen b ild u n g  zu bem erken , e ine  D urchm esserverm inderung  ist n ich t e ingetre ten , 
u n d  e in  erheblicher R ü ck g an g  d e r Festigkeit u n d  insbesondere der D ehn u n g  w ar 
fe s tz u s te lle n . Die P roben  m it e inem  höheren G ehalt an  E isen (P ro b en  2 und  3) 
b ezw . S ilizium  (Proben 8, 9 u n d  10) w urden n ich t angegriffen. Bei d en  w eiteren 
V e rsu c h e n  blieben die F e s tig k e it und  D urchm esser der e isenhaltigen  P roben 
(P ro b e n  2 und  3) u n v e rä n d e rt. B ei d en  silizium haltigen P roben  jed o ch  is t bereits 
e in  R ü ck g an g  der D ehn u n g  e in g e tre ten , w ährend  eine A bnahm e des D urch ­
m esse rs  e rs t bei der P robe  8 b e o b ach te t w erden k o n n te . In  Bild 3 w u rd en  die 
a n  d e n  verschiedenen P ro b en  b e i den  beiden V ersuchen gem essenen A bnahm en  
d e r  D urchm esser v e ran sch a id ich t.

A u s den Ergebnissen d e r  Zerreissversuche k an n  folgendes festgestellt 
w e rd e n  :
1. D u rc h  die E inw irkung d es  u n te r  hohem  D ru ck  s tehenden  H eissw assers 

k o rro d ie r t  das R e in s ta lu m in iu m  sowie auch das geringe M engen v o n  Si- bezw. 
T i-V erunre in igungen  in  fe s te r  Lösung en th a lte n d e  M etall in  A bhäng igkeit
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d e r  T em p era tu r des w ässrigen M edium s. B ei e iner T em p era tu r v o n  180° C 
beg inn t die K orrosion n ach  e in er In k u b a tio n sd a u e r von einigen S tu n d e n , 
w ährend  be i e iner T em p era tu r von  260° C die Z e rstö ru n g  des M etalls äu sse rs t 
rasch  e ingele ite t wird

2. Die im  A l-G rundsto ff unlöslichen  m etallischen  V erb indungen  oder A usschei­
dungen  k ö n n en  die K orrosion des A lum inium s u n te rb in d en . Aus d iesem  G runde 
is t die G egenw art des E isenzusatzes günstig , d e r be i 180° C m it e in em  Fe- 
G ehalt von m eh r als 0,2%  bzw . b e i 260° C m it e inem  F e-G ehalt v o n  m e h r als 
0 ,3%  die K orrosionsem pfind lichkeit des A lum inium s in  hohem  M asse v e rr in ­
g ert. Die korrosionshem m ende W irkung d e r S iliz ium ausscheidungen  ko m m t 
e rs t  bei e inem  G ehalt von  ü b e r  0,4%  zu r G eltung . In  d er G eg en w art von 
E isen  ist eine V erunrein igung an  Silizium in  einer M enge von g rö ssen o rd n u n g s­
gem äss 0 ,1%  h insich tlich  d e r  K o rrosionsbeständ igke it des M etalls gleich­
gültig . T ita n  ü b t  eine w esen tlich  geringere W irk u n g  als das E isen  au s. Bei 
e iner T e m p e ra tu r  von 180° C is t  das A lum in ium  m it einem  T i-G eh a lt von 
0 ,2%  korrosionsbeständ ig . B ei einer T e m p e ra tu r  von  260° C h in g eg en  ist 
sogar ein 0 ,2% -iger T i-G ehalt w irkungslos, obw ohl die korrosionsverzögernde 
W irkung d e r T itan au ssch e id u n g en  an  d e r P robe  erkenn tlich  is t.

3. D urch B orzusätze  w ird die K orrosion  des A lum inium s n ich t g eh em m t, son­
dern  w irken diese Z usätze sogar korrosionsfö rdernd . Die gem einsam e G egen­
w art geringer M engen von  B or u n d  Silizium  w irk t günstig  (v e rm u tlich  wegen 
d e r A usscheidung der B orsiliziden), obw ohl d e r K orrosio n sw id erstan d  des 
M etalls h ie rd u rch  w esentlich  n ich t v e rb esse rt w ird .

b) M ikroskopische Untersuchungen

E inen  ty p isch en  Fall d e r m ikroskopischen  U n tersu ch u n g  ze ig t B ild 4. 
W ährend  die K r is ta lls tru k tu r  d e r höher leg ie rten , korrosionsfreien  D rä h te  noch 
in  der N ähe d e r O berfläche u n b esch äd ig t is t, u n d  A uflockerungen , R isse  bezie­
hungsw eise A ufquellungen  an  d e r K rista llg renze  n ich t zu  b eo b ach ten  sin d , e rga­
b en  alle k o rro d ie rten  P roben  —  von der u rsp rüng lichen  K orngrösse u n a b h ä n ­
gig —  ein B ild  von  gleichem  G efüge. Die K orrosion  sc h ritt  an  d er K ris ta llg ren ze  
in  das Innere  des M etalls vor. D u rch  die gem einsam e W irkung  des D am p fd ru ck es 
u n d  der T em p era tu r e n ts ta n d e n  an  den ausscheidungsfreien  oder au ssch e id u n g s­
arm en  K rista llg renzen  A ufquellungen  u n d  R isse, u n d  w urden  so d an n  einzelne 
K ris ta lle  d u rch  das in  die R isse eindringende korrod ierende M edium  aus dem  
G ru n d m eta ll fa s t herausgerissen . Diese E rsche inung  is t an  der 0 ,1%  E isen  e n t­
h a lten d en  u n d  bei 180° C v ie rm al ach t S tu n d en  lan g  w ärm eb eh an d e lten  Probe 
k la r  ersichtlich  (B ild 5). A n d e r  m ikroskopischen A ufnahm e k a n n  b e o b a c h te t 
w erden , dass an  einzelnen S te llen  des u n b esch äd ig ten  D ra litran d es d as  K orro ­
sionsm edium  die K ris ta llg renzen  aufzusprengen  b eg in n t. A n den  besch äd ig ten

9 A c ta  T e c h n ic a  X X I / 1 — 2.
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B ild  4. Schliff eines Drahtes aus Reinstalum inium  nach einem  Korrosionsversuch von 6 x 8  St.
bei 180° C (150 X )

B ild  5. Schliff eines Alum inium drahtes m it 0,1% E isengehalt nach einem Korrosionsversuck  
v o n  6 x 8  St. bei 180° C (Vergrösserung 300x ) .  M it D ix-K ellerscher Lösung geätzt
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S te llen  se tz t dann  die in te rk ris ta llin e  K orrosion  ein. Die beginnende K o rrosion  
k a n n  an  d er P robe, die 0 ,2%  T itan  e n th ä l t  und  bei 260° C einer sech sstü n d ig en  
W ärm eb eh an d lu n g  un terzogen  w urde , noch  k la re r b eo b ach te t w erden . A n d e r 
O berfläche  der P robe w aren m it e in igen  R issen durchfloch tene  B lasen e rk e n n t­
lich (B ild 6) und  am  E n d e  des D ra h te s  begann  d er schichtenw eise Z erfall des 
M etalls (B ild 7). D er Q uerschn itt des D rah tes  wies noch keine w esen tliche  
V erän d eru n g  au f ; d er grösste Teil d er O berfläche w ird von einer u n b esch äd ig ten  
O x y d h a u t geschützt ; die in te rk ris ta llin e  K orrosion se tz te  bere its  be i d en  d u rch  
d ie  B lasen  v e ru rsach ten  B eschäd igungen  ein ; die D ehnung des M etalls n a h m  
in hohem  Masse ab.

In  V erbindung m it dem  K orrosionsbeginn  ta u c h te  die V erdach t au f, dass 
die an  d e r O berfläche der Probe u n te r  U m stän d en  verb leibenden  V eru n re in i­
gungen  die örtliche K orrosion des M eta lls  e in leiten  kön n ten . D ie U n te rsu ch u n g  
d e r d u rch  die in  die O berfläche des M etalls gehäm m erten  feinen E isen sp än e  
v e ru n re in ig ten  P ro b en  erwies jedoch , d a ss  der a u f  diese A rt v e ru n re in ig te  D ra h t 
n a c h  einer dreim al sechsstündigen  B eh an d lu n g  m it D am pf von  260° C n ic h t 
z e rs tö r t  w urde u n d  es k o n n te  n ic h t e inm al den in te rk ris ta llin en  K o rro sio n s­
b eg in n  anzeigende B lasenbildung  fes tg e s te llt w erden . In  der N ähe d e r E ise n ­
sp än e  ging indessen das G rundm eta ll, w en n  auch  in  geringem  M asse, doch  gleich- 
m ässig  in  Lösung. D iese E rsche inung  s tim m t m it den  B eo b ach tu n g en  von  
D r a l e y  u n d  R ü t h e r  [5] überein , n a c h  denen ein a u f  die O berfläche des A lu ­
m in iu m s zem en tie rter d ü n n er N ickelüberzug  den  K orrosionsw iderstand  des 
A lum in ium s gegen das u n te r  hohem  D ruck  stehende H eissw asser b e d e u te n d  
e rh ö h t, beziehungsw eise die B ildung  e iner in te rk ris ta llin en  K orrosion  u n te r ­
b in d e t.

c) Versuchergebnisse der Oberflächenprüfung

U n te r der W irkung  der ersten  a c h ts tü n d ig e n  W ärm ebehand lung  b e i 180° C 
w u rd en  alle P roben  m it einer m ilchigen, im  Vergleich m it der n a tü rlic h e n  O x y d ­
h a u t  s tä rk e ren  Schicht bedeck t, ohne d ass  dabei S puren  einer K orrosion  e n td e c k t 
w erd en  konn ten . D ie K orrosion se tz te  b e i den  einzelnen P roben  e rs t im  L aufe  
d e r w eiteren  V ersuche ein. Die In k u b a tio n sd a u e r  des K orrosionsan laufes u n d  
die B eobach tung  einer Zunahm e d e r  O xyd h au td ick e  stim m ten  m it d en  E rfa h ­
ru n g e n  von  H e r e n g u e l  [6] ü b ere in , welche er im  Laufe seiner a n  R e in st-  
a lu m in iu m  vorgenom m enen V ersuche gew ann. B ei dem  bei 260° C d u rc h g e fü h r­
te n  V ersuch schein t die In k u b a tio n sp erio d e  n u r von kurzer D auer zu  sein , weil 
be i d en  korrosionsem pfindlichen M eta llen  bere its  nach  4 S tu n d en  la n g e r V er­
su ch sd au e r ein s ta rk e r  A ngriff fe s tzu ste llen  w ar. Bei den  bei beiden  T e m p e ra tu ­
re n  du rch g efü h rten  V ersuchen w erd en  die P ro b en  im  A nfang m it e inem , m it 
d e r  fo rtsch re itenden  K orrosion zu nehm enden , gu t haften d en  (an die überzogenen  
S chw eisselek troden  erinnernden) d ick en , weissen K orrosionsproduk t b ed eck t,

9
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-welches sich hei w e ite re r  E inw irkung vom  M etall loslöst. Die O berflächen d e r  
ko rro d ie rten  P ro b en  h a t te n  einen grauen, ra u h e n , n ich t m etallischen C h arak te r.

B ild  6. Oberfläche eines 0,2%  T itan enthaltenden A lum inium drahtes nach einem Korrosions­
versuch von 1 x 6  St. bei 260° C (40 X )

B ild  7. Das Ende eines 0,2%  T ita n  enthaltenden Alum inium drahtes nach einem  Korrosions- 
versuch  von 1 x 6  St. bei 260° C (40 X )

D em gegenüber w iesen d ie  unbeschäd ig ten  P ro b en  eine v e rs tä rk te  O xyd h au t auf, 
w elche  milchig o p a lisie rt, d o ch  ihren m eta llischen  C h a rak te r  durchw egs b ew ah rt. 
D ie  L änge der k o rro d ie rte n  P ro b en  nim m t u n te r  d e r  W irkung  der K orrosion zu .
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(Die L ängenzunahm e der D rä h te  v a riie rt in  A bhäng igke it von d er Z u sam m en ­
se tzung  des M etalls zw ischen 2— 15% .) Die B or u n d  0,1%  Silizium e n th a lte n d e n  
P ro b en  w iesen eine besonders grosse Z unahm e d e r  L änge auf. E ine  V ergrösse- 
ru n g  des D urchm essers des von  den K orrosionsp roduk ten  b e fre iten  M eta ll­
d ra h te s  w ar bei keinem  d e r P ro b en  zu b eo b ach ten .

D eu tung  der \  ersuchsergebnisse

D ie einfache A nw endung d er bis zur Z eit in  der K o rro s io n slite ra tu r des 
A lum in ium s v e rb re ite ten  T heorien  liefert keine en tsp rechende E rk lä ru n g  ü b e r 
das K orrosio n sv erh a lten  des A lum inium s v o n  verschiedenem  R e in h e itsg rad  
gegenüber dem  u n te r  hohem  D ru ck  s teh en d en  H eissw asser. Mit den  E rg eb n issen  
d e r an  A lum inium  versch iedener R einheit f rü h e r du rchgefüh rten  V ersuche k a n n  
ein gew isser Z usam m enhang  festgeste llt w erden .

W äh ren d  der K orrosionsw iderstand  des R einsta lum in ium s b e i Z im m er­
te m p e ra tu r  in  s ta rk  aggressiven M edien (5%  N aO H  oder 10%  HCl, usw .) d u rc h ­
g e fü h rten  V ersuchen d u rch  jede  V erunre in igung  verringert w ird, in  schw ach 
aggressiven  K orrosionsm edien (z.B. 25%  N H 0 3, 0,2%  S 0 2, usw .) w ird  
dem gegenüber der K orrosionsw iderstand  des M etalls durch  die A nw esen h e it 
von  0 ,1%  E isen  u n d  T ita n  e rh ö h t. D urch  die G egenw art von B or w ird  h in ­
gegen d e r chem ische W id e rs tan d  des M etalls v e rr in g e rt (2,7). E in e  w eitere  
A nalogie k a n n  festgeste llt w erden  m it den  frü h e re n  V ersuchsergebnissen h in ­
sich tlich  d e r E inw irkung  von  u n te r  A tm o sp h ä ren d ru ck  stehendem  destillie rtem  
W asser b e i T em p era tu ren  von  20— 100° C oder v e rd ü n n te n  A m m oniak lösungen  
a u f  d as  A lum inium  versch iedenen  R ein h e itsg rad es. In  beiden F ä llen  is t  d e r 
K orro sio n w id erstan d  des re in eren  A lum inium s gegenüber dem  W id e rs ta n d  des 
v e ru n re in ig te n  M etalls, infolge d er in te rk r is ta llin e n  K orrosion, k le in e r  [8]. 
N ach  u n v erö ffen tlich ten  A rb e iten  von P rof. D r. L á n y i  w urden be i d e r  U n te r­
suchung  des A lum inium s versch iedener R e in h e it bezüglich seines V e rh a lten s  
gegenüber v e rd ü n n te n  S ub lim atlö sungen  ähn liche  E rscheinungen b e o b a c h te t.

D ie schw ache chem ische W id e rs tan d sfäh ig k e it des R e in s ta lu m in iu m s 
gegen die E inw irkung  von  ein igen schw ach aggressiven  M edien bezw . v o n  u n te r  
hohem  D ru ck  steh en d en  H eissw asser k an n  w eder du rch  die k lassischen  e le k tro ­
chem ischen  K orrosionstheorien , noch durch  die einfache A nw endung  d e r ü b li­
chen T heorien  bezüglich d e r die O berfläche des A lum inium s d eck en d en  S c h u tz ­
sch ich t genügend e rlä u te r t w erden . N ach  b e id en  T heorien sollte n ä m lic h  das 
R e in m e ta ll einen höheren  chem ischen W id e rs ta n d  als das v e ru n re in ig te  M etall 
aufw eisen. (N ach der e lek trochem ischen  T heorie  wegen der A bw esenheit von  
m ik rogalvan ischen  E lem en ten , n ach  der T heorie d er O xydschu tzsch ich t infolge
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d e r  sich an  der O berfläche  des reinen M etalls b ild en d en  d ich teren , w id e rs tan d s­
fäh ig e ren  O xydschich t.)*

F ü r  unsere V ersuchsergebnisse g ib t je d o c h  keine der beiden T h eo rien  eine 
g en ü g en d e  E rk lä ru n g , v ie lm eh r stehen  diese E rgebn isse , bis zu einem  gew issen 
G rad e , in  G egensatz zu  d e n  e rw ähn ten  T heorien . G egen die E inw irkung  v o n  u n te r  
h o h em  D ruck s teh en d em  H eissw asser is t n äm lich  n u r  das A lum inium  v o n  n ied ri­
g e re m  R einhe itsg rade  w iderstandsfäh ig . D ieser W id erstan d  des A lum in ium s 
w ird  d u rch  frem de P h a se n , welche in  B ezug  a u f  das G rundniet all eine grosse 
P o ten tia ld iffe ren z  au fw eisen  (bei unseren  V ersu ch en  Al3Fe oder Si-A usschei- 
d u n g e n , hei den  U n te rsu ch u n g en  von D r a l e y  [5 ] A l3N i-Phase) e rh ö h t. D em ­
g eg en ü b er wird d er K orrosionsw iderstand  des re in e n  M etalls du rch  L eg ierungs­
e lem en te , welche m it d em  G rundm eta ll feste  L ösu n g  bilden, oder d u rc h  frem de 
P h a se n  (z. B. Al— Si fe s te  L ösung oder Al— Mg fe s te  Lösung [4] o d er A l3M g.- 
A usscheidungen), w elche gegen das G ru n d m e ta ll geringe P o ten tia ld iffe ren z  
aufw eisen , n ich t e rh ö h t. D ie P o ten tia ld iffe ren zen  zw ischen dem  A lum inium  
u n d  d en  versch iedenen , in  d en  A l-L egierungen v o rhandenen  P h asen , können  
a u s  d en  in Z ah len ta fe l 2 angeführten  D a te n  b erechnet w erden. A uch  der 
S t ru k tu r  der an  d e r O berfläche  des M etalls g eb ild e ten  O xydhau t k o m m t keine 
en tsch e id en d e  B ed eu tu n g  zu . D urch die A usscheidungen  von Al3Fe o d er g ra fi­
t isc h e m  Silizium w ird  d ie  B ildung einer d ic h te n , kon tinu ierlichen  O x y d h au t 
v e rh in d e rt, das M etall is t  tro tzd em  k o rrosionsbeständ ig . Ebenso is t  au ch  die 
K orngrösse  der S tru k tu r  des M etalls g leichgültig . E in  M etall ohne en tsp rech en d e  
Z u sä tze  neig t g le icherm assen  zur K orrosion, u n b e a c h te t dessen, ob eine feine 
o d e r  grobe K ris ta lls tru k tu r  vorliegt.

Die bis zu r Z eit d u rch g efü h rten  m ik roskop ischen  und  S tru k tu ru n te r ­
su ch u n g en  erm öglichen d ie  Folgerung, dass d as  e igenartige  K orrosionsverha lten  
d es  A lum inium s d u rch  d as  u n te r  der W irk u n g  v o n  hohen  T em p era tu ren  und  
D rü ck en  dissoziierende W asser v eru rsach t w ird . D urch  die infolge d e r  D isso­
z ia tio n  en ts teh en d en  O H -Io n en  wird näm lich  d ie A lu m in ium oxydhau t pep ti- 
s ie r t , aufgeschlossen beziehungsw eise aufgelöst. I n  A bw esenheit von  S au ers to ff 
k a n n  sich die besch äd ig te  O x y d h au t an  d e r O berfläche  des A lum inium s n ich t 
regenerieren . (Die infolge d e r  therm ischen  D issozia tion  des W assers gegenw ärtige 
M enge von Sauersto ffionen  k a n n  vernach lässig t w erden . Die th erm isch e  D isso­

z ia tio n  des W assers —  H 20  ->  H 2 +  —  0 2 —  b e tr ä g t  hei 207° C n u r  0,0184%  

u n d  b e i 288° C 0 ,034% ). In fo lge  der B eschäd igung  d e r O xydhau t w erden  an  der

* In Verbindung m it der Schutzwirkung der O xydhaut wiesen einige Forscher bereits 
früher darauf hin, dass durch die an dem reinen M etall gebildete Schutzschicht grober Struktur 
in  erster Linie die allgem eine Lösung des Metalls im  agressiven Medium erschwert wird. Der 
interkristalline Korrosionsanlauf in  schwach aggressiven M edien kann jedoch durch die O xyd­
schu tzsch icht nicht gehem m t werden. Die sich an dem  m ehr verunreinigten M etall bildende 
feinkristalline O xydhaut b ie tet, insbesondere in  der A bw esenheit von Sauerstoff, einen  der 
grobkristallinen Schicht überlegenen Schutz [9].
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Tafel II

Potentialdifferenz der verschiedenen Metalle, festen Lösungen und Melallverbindungen gegen eine 
0,1 n Kalomel-Elektrode (Elektrolyt : 53 g // NaCl -f- 3 g/l H 20 2) . [10]

elektro-
negativer

elektro-
positiver

L fd .
N r . Legierung Potenzialdifferenz 

in V

l (Al— Mg) (MgjAlg) ................................................................... - 1 , 0 7

2 Al +  Zn +  Mg (4%  MgZn2) feste L ö s u n g ................... —  1 ,0 7

3 (Al —  Zn— Mg) (MgZn2) .................................................................................. —  1 ,0 4

4 Al — 4 %  Zn in fester Lösung ......................................... - 1 ,0 2

5 A l— 1 %  Zn in fester Lösung ......................................... - 0 , 9 6

6 A l— 4%  Mg in fester Lösung ......................................... — 0 ,8 7

7 (Al Mn/MnAle) ..................................................................... — 0 ,8 5

8 R einstalum inium  ...................................................................... - 0 , 8 5

9 Al +  Mg +  Si (1%  Mg2Si) ................................................. — 0 ,8 3

10 Al —  1 %  Si in fester L ö su n g ............................................ - 0 , 8 1

11 Al —  4%  Cu in fester Lösung ....................................... — 0 ,6 9

12 (Al— Fe) (FeAl3) ...................................................................... - 0 , 5 6

13 B l e i .................................................................................................. — 0 ,5 5

14 Al Cu (CuAL) ........................................................................ - 0 , 5 3

15

O
'

c
1

16 Silizium  (Ausscheidung) ........................................................ — 0 ,4 6

17 — 0 ,0 7

O berfläche  des M etalls Al -Ionen  frei u n d  die infolge d er D issozia tion  des 
W assers im  System  anw esenden  O H  -Ionen  können  u n m itte lb a r  m it d en  Alu­
m inium ionen  in  B erü h ru n g  kom m en.

D iejenigen O H  -Ionen  hingegen, die gegen das G ru n d m eta ll elektroposi- 
tiv e re  M eta llverb indungen  beziehungsw eise A usscheidungen s to ssen , w erden 
te ilw eise  depo larisiert, teilw eise w ird  ab e r ih re  Energie du rch  d ie  Z ersetzung  
u n d  selektive L ösung d e r m eta llischen  V erb indungen  v erzeh rt. D ie  D epolarisa­
tio n  d er m it den  A usscheidungen  in  B erü h ru n g  kom m enden O H -Io n e n  dürfte  
e in e  Folge des S trom es sein, der d u rch  das zw ischen dem  G ru n d m e ta ll u n d  den 
A usscheidungen  geb ilde te  galvanische E lem en t erzeugt w ird . D ie  gegen das 
G ru n d m e ta ll p o sitiveren  A usscheidungen  b ilden  die K a th o d en  d es  M ikroele­
m en te s  und  verm ögen  d ah e r die L ad u n g en  der O H -Ionen zu  n eu tra lis ie ren , 
beziehungsw eise die O H -Ionen  zu depo larisieren . Die verh ä ltn ism ässig  unbeschä­
d ig te  O berfläche d e r m it E isenspänen  v e ru n re in ig ten  P robe sc h e in t d iesen  Vor­
gang  zu  b estä tig en . S ind  die be iden  en tgegengesetzten  V orgängen  (d e r d u rch  die 
A usscheidungen  b ed in g te  galvanische S trom  u n d  die A k tiv itä t d e r  O H -Ionen, 
beziehungsw eise die D ep o larisa tio n sb ere itsch aft der A usscheidungen) ungefähr 
m ite in a n d e r  im  G leichgew icht, so t r i t t  beim  G rundm etall —  infolge d e r  A bw esen-
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h e i t  tie r das A lum inium  lö se n d e n  O H -Ionen —  k e in e  K orrosion auf. Im  F alle  
e in e r  höheren  A k tiv itä t o d e r  K onzen tra tionen  d e r O H -Io n en  (bei höherer T em ­
p e r a tu r ) ,  wenn die M enge d e r  im  M etall v o rh an d en en  A usscheidungen zu r D epo la­
r is a t io n  aller O H -Ionen n ic h t  m ehr ausre ich t, b e g in n t neben der p a rtie llen  
D ep o la risa tio n  auch die se le k tiv e  Lösung d er A usscheidungen  (Abb. 5). U n te r  
d e r  W irk u n g  des zw ischen d e n  A usscheidungen u n d  d em  G rundm etall fliessenden  
g a lv an isch en  Strom es k o n z e n tr ie ren  sich die O H -Io n e n  u m  die gegen das G rund-

B ild  8. Beginnende Korrosion. D ie  Randkristalle verarm en an  Ausscheidungen. Zusam m en­
setzung des Stoffes : 0 ,1%  F e (300 X ). Mit D ix-K ellerscher Lösung geätzt

m e ta l l  positivieren A u ssch e id u n g en  und greifen in fo lgedessen  das reine A lum i­
n iu m  w eniger s ta rk  an . S o b a ld  jedoch  die A ussch e id u n g en  in  Lösung gegangen 
s in d , b eg in n t auch der ra sc h e  A ngriff des G ru n d m e ta lls . Zwei V ersuchserschei­
n u n g e n  scheinen unsere H y p o th e se n  zu b estä tig en  :

D ie  erste E rscheinung is t  d e r  in  Abb. 6. e rs ich tlich e  V organg des K orrosions­
a n la u fe s . Bei der b e g in n e n d e n  Korrosion v e rsch w in d en  die im  G ru n d m eta ll 
e in g e b e tte te n  A usscheidungen , u n d  die A uflösung des A lum inium s geh t aus 
ö r tl ic h e n  Zentren  aus. A n  d e n  in n eren  u n b esch äd ig ten  O berflächen des M etalls 
s in d  h ingegen  die A ussche itlungen  noch gut e rs ich tlich .

D er andere G rund b e s te h t  in  den Mengen d e r zu  d e n  verschiedenen T em p era ­
tu r e n  gehörenden m inim alen  A usscheidungen (B ild 8). U nsere  Versuche scheinen  
d a fü r  zu  sprechen, dass bei je d e r  T em peratu r eine gew isse Menge der L egierungs­
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elem ente  nö tig  is t, u m  die K orrosion zu hem m en (z. B . ein Fe-G ehalt v o n  0 ,1 %  
be i 180° C s te llt e in en  m in im alen  G renzw ert d a r , e in  0 ,2%  T i-G ehalt is t  b e re its ­
ausreichend , d er gleiche G ehalt bei 260° C s te l l t  d en  m inim alen G renzw ert 
d a r, ein  Fe-G ehalt v o n  0 ,47%  oder ein S i-G ehalt v o n  0 ,6%  sichert eine v e rh ä ltn is ­
m ässig  en tsp rech en d e  K orrosionsw iderstandsfäh igkeit). Die von dem  C h a ra k te r  
des L eg ierungsm eta lls u n d  d er T em p era tu r des M edium s abhängige M enge d e r 
A usscheidungen m uss m it der, infolge der D issozia tion  des W assers e n ts ta n d e n e n  
O H -Ionenm engen  im  G leichgew icht stehen. B ei geringerer Menge des L eg ie rungs­
m eta lls  als dies dem  G leichgew ichtzustand d er O H -Io n en k o n zen tra tio n  u n d  d e r  
D epo larisa tion  e n tsp r ic h t, gehen die A usscheidungen  in  Lösung und  d e r Z erfall 
des G rundm eta lls  b eg in n t. S ind hingegen die gegen das G rundm eta ll p o s iti­
veren  A usscheidungen  oder V erunrein igungen in  grösserer Menge v o rh a n d e n , 
so w ird das G ru n d m eta ll, infolge einer gew öhnlichen  elek tro ly tischen  K orrosion , 
langsam , aber g leichm ässig aufgelöst.

D as anom ale K orrosionsverhalten  des R einsta lum in ium s gegenüber 
dem  H ü tten a lu m in iu m  in  verschiedenen schw ach  aggressiven o rgan ischen  
oder anorgan ischen  M edien, k an n  auch d u rch  die in  schw ach sau eren  oder 
a lkalischen M edien depolarisierende W irkung  d e r  A usscheidungen oder d e r 
V erunre in igungen  e rk lä r t w erden . D en dem  H ü tten a lu m in iu m  g egenüber 
geringeren K orro sio n sw id erstan d  des R e in s ta lu m in iu m s in  w ässrigen L ösungen  
von  schw efliger S äu re , W einsäure, W assersto ffsuperoxyd  usw., d ü rf te , w enn  
auch  in  geringerem  M asse, die D issoziation des M edium s und  d er M angel 
d e r D epo larisa tion  ve ru rsach en . Die K orrosionsgeschw indigkeit b le ib t indessen  
infolge der geringfügigen  D issoziation des aggressiven  M ediums v e rh ä ltn is ­
m ässig klein. In  v ie len  F ä llen  erg ib t sich die M öglichkeit einer N eub ildung  d er 
O xydschu tzsch ich t an  d er O berfläche des M eta lls ; diese neugebildete Schich t 
b ie te t aber dem  M etall einen  gewissen Schutz gegen  die E inw irkung d e r agg res­
siven Ionen . D ie hohe T e m p e ra tu r  und  D ruck  fö rd e r t  die K orrosion, bez ieh u n g s­
weise das E in d rin g en  d e r aggressiven, d issoziierten  Ionen  in  das M etall u n d  das 
A uflösen des M etalls, w obei ab er an dem  C h a ra k te r  der E rscheinung  n ic h ts  
g eän d e rt w ird.

A uf G rund  obiger E rö rte ru n g en  m uss b e i der B eurteilung des K o rro ­
sionsverhaltens d e r versch iedenen  M etalle, ü b e r  die bisherigen T heorien  h in a u s ­
gehend  und  in  e inem  gew issen G egensatz zu  ih n e n , auch  die depo larisierende 
W irkung  der so n st schädlichen  e lek tropositiven  V erunrein igungen  als ein  w ei­
te re r  F a k to r in  d e r  F ö rd eru n g  der chem ischen W id erstan d sfäh ig k eit, in sb eso n ­
dere in  schw ach aggressiven  M edien, in  B e tra c h t gezogen w erden. D iese E rsch e i­
n u n g  g ib t eine E rk lä ru n g  d afü r, dass der K o rro sionsw iderstand  des R e in s ta lu ­
m inium s in  schw ach  aggressiven M edien (z. B . u n te r  norm alen B ed ingungen  in  
w ässrigen SOa-L ösungen , in  W einsäure, usw  , o d e r im  u n te r  hohem  D ru ck  s te ­
h en d en  H eisw asser) d u rch  die gegen das A lum in ium  elek tropositiven  A usschei­
dungen  erhöh t w erden  k an n .
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ZUSAM MENFASSUNG

Durch Versuchsergebnisse wird das Korrosionsverhalten des m it verschiedenen Mengen 
v o n  Silizium -, Eisen-, T itan- und Borzusätzen legierten Aluminiums gegen unter hohem  Druck 
steh en d es Heisswasser geschildert. Es wurde festgestellt, dass gegen unter hohem Druck stehendes 
H eissw asser lediglich ein Alum inium , das gewisse A rten und Mengen von Ausscheidungen enthält, 
w iderstandsfähig ist. Durch die Auswertung der Versuchsergebnisse gelang es, auf Grund theo­
retischer Überlegungen Zusam m enhänge zu erm itteln, durch welche das eigentüm liche, bisher 
unerklärt gebliebene Korrosionsverhalten des R einstalum inium s begründet werden kann. N ach  

-den erhaltenen Ergebnissen wird das K orrosionsverhalten des Aluminiums in schwach aggressiven  
M edien —  und hierher gehören auch die geschilderten Versuchsbedingungen —  ausser den  
bisher bekannten Verhältnissen (Bildung einer O xydschutzschicht, elektrochem isches Verhalten  
der einzelnen Phasen gegenüber dem Grundmetall) noch durch die depolarisierende W irkung 
der frem den Phasen in entscheidendem  Masse beeinflusst.

[T H E  EFFECT OF D IF F E R E N T  IM PURITIES ON T H E  CORROSION-RESISTIVITY  
OF SU PE R -PU R E  ALUM INIUM  IN  W A T E R  OF HIGH TEM PE R A T U R E  

AN D  HIGH P R E SSU R E

A. DOMONY

SUMMARY

The experim ents showed the corrosion resistance o f high-purity alum inium  alloyed  
w ith  different amounts o f  Si, F e , T i and B , against w ater o f high pressure and tem perature. 
I t  could be shown, that against water of high pressure and temperature only an alum inium , 
contain ing foreign phase constituents o f certain kinds and in  certain amounts, w ill be resistant. 
W hen discussing the experim ental results, it  could be shown that there are certain relationships, 
w h ich  can form the basis o f the understanding of the unusual, not yet cleared behaviour o f high- 
pu rity  aluminium under such corrosion-circumstances. According to this, the corrosion behaviour  
o f  alum inium  in mild agents —  such as the case investigated  herein —- is strongly influenced  
not on ly  by the hitherto known factors (the form ation o f oxyde film s, the electrochem ical 
behaviour o f the different phases against the basic m etal) bu t by the depolarising e ffec t o f the 
foreign phases as well.
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L ’E F FE T  DE D IF F É R E N T E S IM PURETÉS SU R  L A  RÉSISTANCE A LA CORROSION  
D E  L’ALUMINIUM SU P E R -P U R , DANS L’E A U  D E  HAUTE TE M PÉ R A T U R E

ET DE H AUTE PRESSIO N

A. DOMONY

RÉSUM É

Des expériences ont été effectuées en vue d’étudier la résistance de l’alum inium  de haute 
purté, à teneur en Si, F e, T i et B variable à la corrosion de l’eau de haute pression et de haute 
temperature. L’alumiuium contenant des phases étrangères de nature et de quantité déterm inées, 

•s’avérait le plus résistant à l’eau de haute pression et de haute température. L ’évaluation  des 
résultats de ces expériences a permis d’établir des relations théoriques pouvant fournir une 

-explication du phénom ène —  jusqu’à présent inexpliqué de la résistance de l ’alum inium  de 
haute pureté à la corrosion. H apparaît que le com portem ent de l’aluminium en  m ilieu peu  
agressif —  comme dans le cas exam iné —  est influencé de façon décisive non seu lem ent par les 
facteurs déjà connus (form ation des pellicules d ’oxyde, et comportement électrochim ique des 
différents phases contre la  base), mais aussi par l’effet dépolarisant de ces phases étrangères.

ВЛИЯНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ПРИМЕСЕЙ НА СОПРОТИВЛЕНИЕ КОРРОЗИИ ОЧЕНЬ 
ЧИСТОГО АЛЮМИНИЯ В BOAEJ ВЫСОКОЙ ТЕМПЕРАТУРЫ И ВЫСОКОГО

ДАВЛЕНИЯ

А. ДОМОНЬ

РЕЗЮМЕ

Приводятся данные опытов, проведенных для определения сопротивления кор­
розии алюминия, легированного различными количествами прибавок Si, Fe, Ti и В, при 
действии воды высокого давления и высокой температуры. Установлено, в основном, 
что алюминий, содержащий определенные виды и количества посторонних фаз, обладает 
высоким сопротивлением коррозии при действии воды высокого давления и высокой 
температуры. При оценке опытных данных на основе теоретических соображений удалось 
установить определенные зависимости, которые обосновывают исключительно высокое 
сопротивление коррозии очень чистого алюминия, не объясненные до сих пор. Таким 
образом, в слабо агрессивной среде, — к которой можно причислить также условия про­
веденных опытов, —  на коррозионное поведение алюминиевых сплавов кроме известных 
до сих пор обстоятельств (образование окисной пленки, электрохимическое поведение 
•отдельных фаз по отношению к основному материалу) решающим образом влияет также 
деполяризационный эффект посторонних фаз.
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In troduction

A s a result of technical developm ent in the transmission of electrical energy, in  research 
in  atom ic physics and in other spheres ever greater electrical tensions are being  used. A t the 
sam e tim e it is required that high tension equipment should be more reliable, because failures 
o f  the apparatus used —  besides necessitating com plex and expensive repair w ork —- as a rule 
result in  lengthy interruptions o f the supply or of experim ental work, leading to  losses that 
am ount to several times the cost o f  the equipment.

The insulation of conductors at various potentials can usually at low  ten sion  be simply 
effected . W ith increasing tension the task becomes a more and more delicate one, and at very  
high tension the problem of adequate electrical insulation becomes predom inant, and is the 
basic factor in the design and construction of the apparatus and equipm ent used.

The size and weight o f the equipm ent increases w ith  rising tension, and correspondingly, 
the in itial and also the m aintenance costs increase. The designer of course a im s, b y  planning  
su itab le insulation, at reducing the dimensions w ithout prejudicing reliability .

W hen determining the dimensions o f insulators one of the m ost im portant factors, is to 
provide sufficient safety against an electrical breakdown. I t  therefore follows th a t it  is worth 
while to exam ine all those factors w hich increase the breakdown potential. A ccording to some 
sources [44— 68] the breakdown potential is, under certain circum stances, dependent upon 
the m aterial o f the electrodes, so that it  was considered advantageous to try  and see whether 
the breakdown potential could n ot be increased, or at least the safety factor im proved , by a 
proper choice o f the electrodes m aterial.

The theo re tica l condition o f a breakdow n

A lthough th e re  is a v e ry  large n um ber of sources on b o th  th e  theo re tica l 
a n d  th e  experim ental aspec ts  o f th e  physics o f e lectrical b reakdow ns, th e  problem  
is so com plex and  m anifo ld  t h a t  th e  b est app roach  has so fa r  n o t b e e n  found. 
T h e  design of high ten sio n  eq u ip m en t tak es  p lace therefo re , for th e  g re a te r  p art, 
on an  em pirical basis [2]. W h ils t th e  lack  of an  ad eq u a te  th e o re tic a l approach 
does n o t —  as a re su lt o f ro u tin e  —  em barrass designers w here low  a n d  m edium  
ten sio n s are concerned, th e  necessity  for a clarification  of th e  th e o re tic a l fu n d a­
m e n ts  becom es ever m ore u rg e n t in  th e  case o f v e ry  h igh ten sio n s.

T he process o f  a breakdown  can  be described  in  te rm s o f th e  e lem en tary  
p rocesses tak ing  place in  in su la tin g  m ateria ls. O ur know ledge o f  th e  processes 
ta k in g  place am ongst e lem en ta ry  partic les an d  o f th e  s tru c tu re  o f  m a tte r  is
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f a ir ly  lim ited , and th e  th e o re tic a l  discussion of th e  re la tio n s  involved is therefore- 
d iff ic u lt a t present. As a re s u lt  only  qualita tive  in v es tig a tio n s  can be carried  o u t, 
te n d e n c ie s  and orders o f  m a g n itu d e  can be fo u n d  an d  th e  d e te rm in a tio n  o f' 
n u m e ric a l values w hich s a tis fy  practical re q u ire m e n ts  is u n fo rtu n a te ly  n o t 
p o ss ib le  y e t in the  m a jo rity  o f  cases.

A  m ore or less u n ifo rm  ap p ro ach , based on th e  d iscussion of th e  m ovem ent 
o f  c h a rg e d  particles, h as  d ev e lo p ed  w ith regard  to  e lec trica l cu rren t in  in su la to rs 
o f  a n y  physical s ta te  in  th e  case  of weak electrical fie lds [3]. The app roach  to  
b re a k d o w n  is, however, v e ry  d ifferen t and th is  can  be p a r tly  exp lained  only 
b y  th e  fa c t th a t these are  n o t  th e  same processes t h a t  p redom ina te  in  d ifferent 
ag g reg a tio n s .

W e do not know in  d e ta i l  y e t most of th e  e le m e n ta ry  processes th a t  ta k e  
p la c e  in  insulators, b u t i t  is increasing ly  held th a t  th e  essen tia l fea tu res of th e se  
p h e n o m e n a  are iden tical, in d e p e n d e n t of the  ph y sica l s ta te  [12, 23— 29, 32, 33 Jj 
a n d  t h a t  a t most, certa in  p ro cesses  will have to  be ta k e n  in to  account in  th e  case 
o f  so lid  an d  liquid in su la to rs , t h a t  could be neg lec ted  in  gases.

T h e  theories describ ing  th e  breakdow n o f in su la to rs  in  various physical 
s ta te s ,  u sua lly  a ttr ib u te  th e  m a in  role to  electrons. I t  is p robable  th a t  ion isation  
o f  e le c tro n s  by  collision a n d  th e  developm ent o f  a n  elec tron  avalanche p lay  a 
fu n d a m e n ta l  part in a b re a k d o w n  [6— 34], an d  th is  is  show n p a rtly  b y  experi­
m e n ta l  evidence [17, 18, 24— 28, 31— 33].

T h e  density  of th e  e le c tr ic a l current passing th ro u g h  th e  in su la to rs in crea­
ses w ith  th e  rising e lec trical p o te n tia l, un til a t  a c r itic a l value th is  increase b e ­
com es ra p id  and a b reak d o w n  occurs. E xperience show s th a t  in  case o f a b re a k ­
d o w n , th e  current increases w ith  an  increase in  th e  e lec trode  gap [13, 23, 31],. 
f ro m  w h ich  it  can be d e d u ced  th a t  a t least a p a r t  o f  th e  charge carriers m ust 
o r ig in a te  w ithin the in su la to r , an d  th a t th e  th ic k e r  th e  in su la tin g  layer, th e  
g r e a te r  th e  num ber of th e se  charge  carriers. T h is conclusion essen tia ly  lead s 
to  a n  avalanche-type law . A s a re su lt of the  av a lan ch e  a space charge o rig in a tes , 
w h ich  d is to rts  the e lec trical f ie ld  of force. W ith  th e  increasing  d en sity  of th e  
m a te r ia l  diffusion d im in ishes, th e  avalanche s tay s  closer to g e th e r an d  th e  ro le  
o f  th e  space charges p ro b a b ly  increases. C onditions are com plicated  b y  th e  
d e v e lo p m e n t of heat as a r e s u lt  o f  th e  electrical p h en o m en a , w hich m ay  lead  to  
a c h a n g e  in  the ch a rac te ris tic  pa ram ete rs  of th e  m a te r ia l, or even a change in  
its  p h y s ic a l s ta te . The c u r re n t  m a y  also b ring  a b o u t chem ical reac tions w hich 
in  t u r n  m igh t influence c o n d u c tiv ity .

T h e  breakdow n p o te n t ia l  an d  a series o f o th e r  ch a rac te ris tic  p ro p ertie s  
d e p e n d  to  a considerable e x te n t  on the  slow changes (hea ting , ageing, fa tig u e , 
c h e m ic a l désintégration) ta k in g  place w ithin th e  in su la to r , b u t  th e  velocity  
o f th e s e  processes m ay be  n e g le c te d  in  com parison to  th e  velocity  of th e  elec­
t r ic a l  p rocess in the  case o f a b reakdow n . In  discussing th e  m echanism  o f b re a k ­
d o w n s i t  could be p resum ed  t h a t  th e  m ateria l o f w h ich  th e  b reakdow n shou ld
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be exam ined , do no t change percep tib ly  its  ch a rac te ris tic  p a ram ete rs  du ring  th e  
f irs t phase o f th e  b reakdow n . In te rio r  discharges can , in  principle, be  reduced  
to  an  investiga tion  of in su la tin g  layers of vario u s physica l s ta te s  connected  
in  series.

I t  should be po in ted  o u t th a t  the  m ateria l o f th e  electrode can , in  ce rta in  
cases, also effect th e  slow processes [36— 39].

As a resu lt o f th e  e lec trical stress, h ea tin g , or o th e r influences i t  m ay  
h ap p en  th a t  th e  physical s ta te  of th e  in su la to r changes (it evapora tes, m elts,, 
te a rs , becom es a f irs t or second ra te  conductor, e tc .) in  w hich case th e  in itia lly

Fig. 1

hom ogeneous in su la to r m u st be considered as consisting  of layers of various ty p e s  
an d  aggregations.

T he beginning  of a b reakdow n  in an in su la to r involves th e  cessation  o f th e  
s tab le  equilib rium  of th e  processes w ith in  it. I f  th e  rô le  o f th e  space charges an d  
o f th e  slow changes is neg lec ted , conditions m ay  b e  calcu la ted  b y  presum ing  
th a t  th e  charge-carriers c rea te  th e ir  own d escen d an ts  b y  m eans of seco n d ary  
processes an d  th a t  th e  c u rren t density  g rea tly  in creases  upon a b reakdow n .

Considering a hom ogeneous electrical field , th e  increm en t w ith  respect to  
tim e  o f th e  electron co n cen tra tio n  in  a stripe of u n it  cross-section an d  th ick n ess  
dx a t  a d istance  x from  th e  ca th o d e  is :

9 . , . 9 , , 7 e lectrons(nedx) = ---------(ne ve) dx -\- a nevc d x -\- a>t a ripVpd x ---------------  , (1}
0 1 9 x sec.

w here ne is th e  co n cen tra tio n  of electrons, np th a t  o f positive  ions an d  vp an d  vc 
are  th e  m ean  velocities o f e lectrons and positive ions, respectively . T he f irs t 
te rm  on th e  rig h t h an d  side is th e  divergence o f th e  d en sity  of charge carriers, 

0 ( n e V e)ne ve — n e V e +
0 *

dx ; th e  second te rm  is th e  n u m b er of new  electrons.
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a r is in g  from  electron io n isa tio n  b y  collision over th e  d istance  dx, w here a is

co llis ion  ionisation coeffic ien t o f th e  elec trons in  ----- ; th e  th i rd  te rm  repre-
cm

s e n ts  th e  num ber o f e lec tro n s o rig ina ting  from  secondary  space effects. The 
f a c to r  cot is the  p ro p o rtio n  o f  th e  re su lt o f th e  secondary  space effec ts  re la tin g  
to  th e  avalanche, i. e. th e  ra t io  o f th e  secondary  e lectron  d en sity  to  th e  positive 
io n  d e n s ity . Since severa l p rocesses sim u ltan eo u sly  occur in  th e  sp ace , ca, is th e  
s u m  o f  several factors

I n  g ases  for instance

к

со t — V  (oti. 
“ T

ß ft a
0) t = ------b g  —  ---------------b °>e !

a a a — ц

( 2)

( 3)

w h e re  ß  represents th e  io n isa tio n  b y  collision of th e  positive ions p e r  cm  p a r th , 
ft is th e  num ber of exc ited  a to m s th a t  em it p h o to n s w hich are cap ab le  o f ion isa­
t io n  p e r  cm path , of w hich , i f  /r is th e  coefficient o f th e  ab so rp tio n  o f lig h t, a 
f r a c t io n  p roportional to  th e  space  angle, g  is effective from  th e  p o in t o f view  of 
th e  b reakdow n. The co m p o n en t œ , accoun ts for o th e r effects (e. g. th e rm al 
io n isa tio n , chemical io n isa tio n , etc.).

I n  case of solid an  liq u id  in su la to rs  th e  physica l in te rp re ta tio n  of cot is 
y e t  n o t  possible in  te rm s  such  as those  o f expression (3), since a t te n tio n  m ust 
p ro b a b ly  be payed here  to  in te r io r  e lec tro s ta tic  em ission, th e  ro le o f  im purities 
( c ry s ta l  dislocations, in hom ogeneities, etc .) an d  o th e r processes t h a t  also m igh t 
o c c u r  in  gases.

I f  th e  change w ith  re sp e c t to  tim e  is slow, th e n  for n ear s ta t io n a ry  condi­
t io n s  expression (1) m ay  b e  sim plified as follows :

d (n e v e) ,— ------- — =  a n eve a>t rip vp . (4)
0 X

T h e n ,  since the cu rren t d e n s ity  alw ays consists o f th e  s tream  o f e lec trons and  
p o s it iv e  ions.

G =  Ge - \ - G p =  eneve -Ь enp vp A jcm2 (5)

G 1
П р  V p = —  — n e V e ----- ----------  , (6 )

e crm  • sec

w h e re  e =  1,6 . 10 19 A sec. is th e  e lem en ta ry  charge o f th e  e lec tro n  an d  th e  
s tre a m in g  of positive ions w ith  u n it charge w as p resum ed in  expression  (5). 
S u b s t i tu t in g  (6) in  (4), w e h a v e  :
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9 (neve) . . G .——----— =  a (1 — C0() n e v e +  cot a —  • (7)
3 X  e

In  a hom ogeneous field , if  we presum e a hom ogeneous and isotropic in su la to r , 
a an d  со, are co n stan ts , an d  in  th is  case th e  d iffe ren tia l equation  m ay b e  in te g r a t ­
ed b y  separa tion . W e th e n  o b ta in

ft>/ G (1 w electrons
n e ve  ------------------------ 1- A  e K -------------  (8)

1 — со, e cm 2 ■ sec

for th e  carrier d en sity , and  if  we m ultip ly  th is  b y  th e  u n it charge we h a v e  th e  
com ponent o f cu rren t d ensity  due to  th e  e lec trons :

Ge = --------— ----G +  Cen (1 ~w')x • (9)
1 — wt cm 2

T he co n stan t C can  be de te rm ined  from  one o f  th e  lim iting  conditions. A t th e  
ca thode , w here x  =  0,

Gek = -------- G +  C А /  cm 2 , (10)
1 — Ш/

Avhile th e  d ensity  o f electron  cu rren t leaving th e  ca th o d e  is physically

Gek =  Gg -f- (OjGpif d / c m 2 . (11)

E xpression  (11) is th e  e lectron  em ission from  th e  ca thode. I t  is w ell-know n 
th a t  electrons can  leave  a m eta l, i f  energy e q u iv a len t a t  least to  th e  w o rk  fu n c ­
tion <p is in  one w ay or an o th e r im p o rted  to  th e m  [13, 14, 35]. A p a r t o f  th e  elec­
tro n  em ission, th e  “ d a rk  c u rren t”  G0, is in d ep en d en t of th e  electrical processes 
a n d  alw ay leaves th e  ca thode (as a resu lt o f h e a t ,  e x te rn a l rad ia tion  a n d  o th e r  
effects). The second te rm  of th e  em ission is d u e  to  th e  electrical p h en o m e n a , 
w here (Of is th e  ra tio  of th is  e lec tron  em ission to  th e  cu rren t d en sity  o f  th e  
positive ions. This coj fac to r is also th e  sum  o f a n u m b e r of term s

W J =  0}Ji (12)
1

w hich in  gases m ean
$  ci &'

a>f  =  Y +  r)h --------—  +  y m — +  m e  +  wm (13)
a a — fi a

w here y  is th e  efficiency of th e  secondary  em ission  tak in g  place as th e  e ffec t 
o f  th e  positive ions. T he second fac to r accounts fo r th e  emission due to  r a d ia tio n

10  A c t a  T e c h u ic a  X X I / 1 — 2.
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e m a n a tin g  from  th e  av a lan ch e , rj is the  effic iency  o f th e  photo-em ission in  elec- 
tro n s /p h o to n , h is th e  effective space angle, $  is th e  num ber of ex c ited  p artic le  
e m it t in g  pho tons per 1 cm  o f th e  av a lanchers p a th  and  fi is th e  coefficient o f 
a b s o rp tio n . The fac to r ym is th e  efficiency o f  th e  emission ta k in g  p lace  as an  
e ffec t o f  excited  and  m e ta s ta b le  particles, w hile  ■&' is th e  num ber o f pa rtic le s  
t h a t  a re  effective here. F in a lly  co£ accounts fo r e lec tro sta tic  em ission, w hile com 
is a n  em ission  due to  o th e r  reasons.

T heore tically , th e  n u m b e r of electrons e m itte d  decreases w ith  an  increase 
in  th e  v a lu e  of th e  w ork  fu n c tio n , and, c o n seq u en tly , some of th e  com p o n en ts  o f  
со a lso  d im inish . In  th e  case o f insu la to rs in  so lid  and  liquid s ta te s  th e  w ork 
fu n c tio n  p robab ly  decreases [35, 40— 43 ], w h ich  in  all p robab ility  p a r t ly  com ­
p e n s a te s  for the fac t th a t  th e  m obility  of th e  e lem en ta ry  partic les is th e n  sm al­
le r  its e lf . As a re su lt em ission processes sim ilar to  tho se  in gases can  be  p resum ed  
[1, 22 , 32— 34, 40— 43, 56— 60 ] and  it  m ay  e v e n  be  possible th a t  in  consequence 

o f  sm a ll  w ork function , th erm io n ic  em ission also  p lays a ce rta in  p a r t .
S ince a t  th e  ca th o d e

Gck +  Gpk — G А /  cm 2, 

e x p re ss io n  (11) can be re w ritte n  to  say

Gelc — Go -f- (O f  (G — Gek)  A /c

(14)

a n d
(15)

Gek (1 -|- coj) =  G0 - f  со/G А /cm 2. (16)

E x p re ss io n s  (10) and  (16) p e rm it us to  d e te rm in e  C as follows :

C =
Go +  G

( O f _____ OJt

1  ( O f  1  —  (O fl + W f

w h ic h  can  be su b s titu te d  in to  [9] to  give

<Ot

(1 — a>i) Gn -j- (coj -j- cot) G 

(1 +  (Oj) • (1 -  со)
(17)

Gp = _____ Г2—  G +  l 1 -  H  G° +  К  +  Ш<) G_ ea (l—m,)x A  /c m 2 . (18)
1 —  (Ot (1  +  w f )  ( 1  —  w t )

E xpression  [18] is th e  law  of th e  e lec tr ic  avalanche. T heories to  a great 
p a r t  ex p la in  th e  b reak d o w n  o f insu la to rs o f v a rio u s  sta tes, supposing  a sim ilar 
ty p e  o f  form ula for th e  c u rre n t density  of th e  e lec trons [6— 34] an d  th is  is gener­
a lly  in  ag reem ent to  th e  exp erim en t [1— 35 ]. T heories which are b a sed  on  expres­
s io n s  o f  th is  type

Ge =  a - \ - b e cx А / cm 2 (19)

c a n  th e re fo re  be deduced  from  the  above considera tions.
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All cu rren t theories (T o w n s e n d , R o g o w s k i , L o e b , J o n e s ) presu m e to  have 
sim ilar expressions for gases [9— 2 2 ], w hile discussions of th e  b re a k d o w n  of 
liquids, for th e  g rea te r p a r t , also arrive  a t  s im ila r conclusions [31— 3 4 ]. The 
cu rren t arising  in  solid in su la to rs d u rin g  a b reak d o w n  has only b een  exam ined  
b y  H i p p e l  an d  F r a n z . A ccording to  H i p p e l , th e  concen tration  of ch arg e  carriers 
changes according to  th e  equation

a
\ (a~J + r) dx 

n =  n0 e°

w here f  is th e  n u m b er of e lectron cap tu res , r  th e  num ber of electrons o rig in a tin g  
per u n it len g th  o f p a th  due to  o th e r reasons [8 ]. A ccording to  F r a n z , th e  increase 
in  respect to  tim e  a t  a single p o in t [27 ] is

A tn =  tiq e

w hich  c a n , i f  th e  sp eed  o f  p ro p a g a tio n  is  t a k e n  in to  acco u n t, b e  r e d u c e d  to  a 
fo rm  s im ila r  to  H i p p e l ’s fo rm u la .

A t p re sen t m ost of th e  h y p o theses on  th e  breakdow n of solid m a te ria ls  
ta k e  in to  considera tion  th a t  th e  cond ition  fo r a breakdow n is t h a t  th e  gain 
in  energy o f th e  e lectrons m ust be equal to , o r exceed  th e ir  loss of en e rg y  [23— 
29]. T here seem s to  be no reason  w hy we sh o u ld  n o t substitu te  th e  c rite r io n  for 
in s tab ility  com prised  in  expression [23], for th e  above condition [29]. L a tte r ly  
here  too , th e re  h as  been  an  increasing  te n d e n c y  to  get th e  discussion dow n to  
e lem en tary  processes [24— 27 ].

E xpression  (18) can be developed on th e  basis  of the  o ther lim itin g  con­
d ition , in  th a t  upon  th e  anode, w here x  =  d,

G — Ge an d  Gp =  0

since i t  is n o t p robab le  th a t  positive ions w ill leav e  th e  anode [1, 3 5 ]. T ak in g  
th is  in to  accoun t

G

whence

--------g i -  G +  G° +  +  mt) G  e"*1 A I c m 2 , (20)
1 -  cot (1 +  <Of) (1 - с о , )

G — Gn
(1 —  c o , ) e “(1 <“ ‘ ) d  

l  +  (of — (a>f  +  a>t) ea (1 -m‘)d
A I cm 2 . (21)

L et (Of cat =  со, w here со is th e  fra c tio n  o f  th e  re su ltan t o f th e  space 
an d  secondary  processes co n trib u tin g  to  th e  ave lan ch e, and th en , since  u n d e r  
p rac tica l conditions

(Of 1 a n d  tü( 1

10'
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e x p re ss io n  (21) m ay be sim plified  to  give

G = G o . - - d- i  A I  c m 2 . (22)
1  —  со e

A ccording to  eq u a tio n  (22), th e  condition  fo r a sudden , large-scale in crease  
in  th e  c u rren t density  is

G —> oo: 1 — со e" d —> 0 
or

coea d § > l  (23)

E xpression  (23) m ay  be  regarded  as th e  c r ite r io n  for a breakdow n a n d  used  
as a w ork ing  hypothesis fo r a more general a n d  m onolith ic discussion.

R o g o w s k i  [19] w ho to o k  th e  effect o f space  charges in to  account, ded u ced  
a co n d itio n  sim ilar to  th a t  o f  (23).

T h e  factors a an d  ft) com prise  the  effects o f  th e  various elem entary  processes. 
T h e ir  concrete  physical c o n te n t, th e  rôle of th e  v a rio u s  elem entary  p h en o m en a , 
d e p e n d s  on th e  physical s ta te  and  ex te rna l c ircum stances (phase p a ra m e te rs , 
e le c tr ic a l stress, etc.). In  inhom ogeneous space , a  an d  ft) are the  m ean  va lu es  
a lo n g  th e  in teg ra l con n ec tin g  th e  points w hich  a re  th e  greatest stress.

In  theory  in th e  case o f  a s ta tic  d irect v o lta g e  an d  if  a and ft) are  know n, 
b re a k d o w n  po ten tia ls can  b e  calculated  from  (23) [1, 22 ] and u n d e r sim ilar 
c o n d itio n s  th e  ac tual b reak d o w n  po ten tia ls  a re  rea lly  sca ttered  ro u n d  th e  ca l­
c u la te d  values. This d is tr ib u tio n  p a rtly  arises from  th e  sta tic  ch a ra c te r  o f  th e  
e le m e n ta ry  process, an d  p a r t ly  from  inhom ogeneities and  im purities. T h is can, 
w ith o u t any  difficulty  be  ex te n d e d  to  a lte rn a tin g  tensions of supply  freq u en cy , 
b e c a u se  th e  dura tion  of th e  phenom ena s tud ied  (10 8— 10 9 sec.) can be neg lec ted  
in  com parison  to  a h a lf  p e rio d  of the supp ly  (10 sec.). The only fa c to r  th a t  
m u s t  b e  tre a te d  w ith  care  is  th e  corona, w h ere  th e  inter-electrode d is ta n c e  is 
la rg e , a n d  th e  d u ra tio n  o f th e  m ovem ent o f th e  ions is com m ensurable w ith  th e  
p e r io d  o f  a lternation . T h e  re su lts  are also v a lid  for im pulse voltages, b u t  i f  th e  
s te p  perio d  of the  im pulse is com parable to  th e  t im e  required  for th e  b reak d o w n  
to  develop , the  spark  lag  a n d  breakdow n p o te n tia l  increases. In  the  case o f  high 
f re q u e n c y  voltages above th e  order of 1 M c/sec, oscillations develop a n d  here 
h a v e  investiga tions reach ed  only  th e ir in itia l p h ase  [13, 16].

The ro le  of electrodes in  a  breakdow n

O ne p a r t  of th e  seco n d a ry  processes occurs in  space, ano ther p a r t  on  th e  
su rfa c e  o f  th e  electrode. T h e  la tte r  depends o n  th e  m ateria l p ro p erties  o f  th e  
e le c tro d e s  and  i t  is th e ir  re la tiv e  im portance  a n d  rô le th a t  decides th e  in fluence  
o f  th e  m a te ria l p roperties o f  th e  electrodes on th e  breakdow n. A ccording to  m ore
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d eta iled  investiga tions [1], th e  processes tak in g  place on th e  anode a re  secondary , 
in  com parison to  th o se  o f th e  ca th o d e , since elec trons t h a t  m igh t leave  th e  anode 
w ill, in  a very  s tro n g  electric fie ld , re tu rn  to  th e  anode a fte r  trav e rs in g  a re la ti­
ve ly  sh o rt w ay, w h ilst th e  chances o f positive ions leav in g  are v e ry  sm all.

The m ate ria l p roperties of th e  electrodes can  p rim arily  ex e rt th e ir  influence 
th ro u g h  th e  v a rious ca thode em ission processes. T h e  e lem en ta ry  processes tak in g  
p lace on the  e lec trode  surfaces a re  s till no t know n su ffic ien tly  in  d e ta il, an d  th u s 
all th a t  can be done is to  a tte m p t to  e s tim a te  th e  o rd er o f m ag n itu d e . A ccording 
to  availab le  d a ta  calcu lations o f th is  k ind  [1 ], show  th a t  th e  m ost effective 
process appears to  be  th e  e lec tro s ta tic  em ission w hich  can  be supposed  to  be 
in  all physical aggregations. In  gases pho toelec tric  em ission an d  in  ra rified  gases 
secondary  em ission due  to  positive ions, can  also p la y  th e ir  p a r t .

As th e  basis for calculation  a t  w hich processes (Of  approached  th e  o rder of 
m ag n itu d e  of e ad g iven  in  th e  li te ra tu re , for a se lfconsisten t d ischarge  (10 4—  
10 u in  air a t 760 to r r  in  th e  case o f  E  =  30,4 kV  (cm) [13, 12]), an d  to  fin d  out 
to  w hich p henom ena th e  electron em ission c u rre n t d e n s ity  C0ß . Gpk is la rger 
th a n  th e  order o f m agn itu d e  g iven  in  th e  li te ra tu re  for th e  “ d a rk  c u rre n t” 
(10 10— 10 15 A /cm 2) [24, 6, 1 ]. I t  should be n o te d  th a t  a su ffic ien tly  large 
am o u n t of re liab le  d a ta  for th ese  ca lcu la tions, h av e  so fa r only b een  availab le 
fo r gases.

On th e  basis o f ou r p resen t-d ay  know ledge i t  is n o t possible y e t to  determ ine  
w ith  ce rtitu d e  w h a t p a r t  th e  v a rio u s e lem en ta ry  processes in d iv id u a lly  p lay  
in  th e  fac to r со describ ing  th e  re s u lta n t o f th e  seco n d ary  phenom ena . I t  has, 
m oreover, no t b een  show n ex p erim en ta lly  y e t to  w h a t e x te n t v a rio u s factors 
o f  со depend  on th e  m a te ria l an d  surface qualities  o f th e  e lectrodes, th o u g h  it 
is p robab le  th a t  som e of th e  te rm s  decrease w ith  an  increase in  th e  re su lta n t 
wro rk  function .

Conditions a re  fu r th e r  com plica ted  th a t  th e  a c tu a l surfaces o f th e  elec­
tro d e s  are com plex in  s tru c tu re , u n ev en , an d  a p t  to  change th e ir  q u a lity  w ith  
tim e . T he q u a lity  o f  th e  surface to  a large e x te n t dep en d s on th e  m ach in in g , th e  
in fluence  of th e  atm osphere , th e  chem ical p rocesses ta k in g  p lace  w ith in  th e  
in su la to r  and possible e lectrical d ischarges. A n u n am b ig u o u s d efin itio n  o f surface 
q u a lity  has no t y e t  b een  achieved, since th e  v alue  hq fo r surface sm oothness does 
n o t te ll  us an y th in g  ab o u t th e  layers o f oxide or o th e r  ad so rb ed  m a te ria l covering 
th e  surface, a b o u t a tom ic  unevenness an d  q u ite  a n u m b e r o f o th e r  problem s. 
T he in v estiga tion  o f  a c tu a l conditions can, how ever, be  reduced  to  th e  th eo re ­
tic a l approach  w ith  a g enera lisa tito  o f th e  w ork  fu n c tio n , i f  b y  th is  we m ean  
th e  energy  th a t  h as  to  be im p a rte d  to  th e  average  e lec tron  for i t  to  leave an 
a rb itra r ily  com plex an d  com posite surface [1, 35 ].

A change in  th e  q u a lity  of th e  surface can  a lte r  a n d  possib ily  m odify  th e  
rôle o f  th e  m a te ria l o f  te  ca thode, p a r t ly  due to  its  em ission p a r tly  to  th e  change 
o f  th e  electrical s tre ss  on th e  su rface . Surface q u a lity  has in fluence  on m ore
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te rm s  o f  со th a n  the  com position  o f  th e  m a te ria l an d  m ay  even, to  a sm all e x te n t, 
in f lu e n c e  th e  value o f a. T h u s  th e  in fluence o f th e  m a te ria l c a n n o t be  sh arp ly  
d iv id e d  from  th e  effect o f  th e  q u a lity  an d  cleanliness o f th e  surface.

T h e  only conclusion t h a t  m a y  th u s  be d raw n , is th a t  th e  th e o ry  does no t 
p re c lu d e  th e  m ateria l o f th e  e lec trodes hav ing , u n d e r certa in  c ircum stances, an  
in f lu e n c e  on the  b reak d o w n  p o te n tia l. T he th eo re tica l basis, how ever, only 
p e rm its  ce rta in  conclusions to  b e  d raw n  on th e  re la tiv e  p robab ilities  o f processes, 
w ith o u t  Snaking a decision possib le  am id st th e  rea l conditions o f how  g rea t th e ir

Fig. 2

in f lu e n c e  is on the  b reak d o w n  p o te n tia l and  in  w hich w ay it  can  d ep en d en t on 
th e  m a te r ia l  of the  e lectrodes.

O ne of the  conditions o f  th e  m a te ria l com position  of th e  e lec trode  hav ing  
a n  in flu en ce  is th a t  diming th e  period  u n d er stress, processes or in fluences th a t  
s u b s ta n tia l ly  decrease th e  e lec tric  s tre n g th  o f th e  in su la to r, such  as h ea tin g , 
in te r n a l  discharges, chem ical reac tio n s , changes of s ta te , e tc . (increases o f a) 
sh o u ld  n o t be of p rim ary  im p o rta n c e . This can  only be avoided b y  app ly ing  th e  
s tre s s  fo r  short periods.

A ccording to  ex p e rim en ta l observation , th e  b reakdow n  p o te n tia l depends on 
th e  d u ra tio n  of the  ap p lica tio n  o f th e  stress. O n th e  basis o f th e  d a ta  collected in 
R o t h ’s w ork [5 : pp . 97, 98, 137— 219, 220] in su la to rs  m ay  be d iv id ed  in to  tw o 
g ro u p s . One group co n ta in s m a te r ia ls  th a t  are  generally , s trong ly  inhom ogeneous 
in  th e i r  s tru c tu re  (p e rtin ax , p re ssp an , oil, e tc .), w hose ch a rac te ris tic  curve is 
sh o w n  b y  “ 1”  of Fig. 2. U p to  1— 10 /х secs, th e  b reakdow n  p o te n tia l increases, 
th e n  i t  rem ains co n stan t, a t  0,1— 1 sec, i t  again  decreases an d  a f te r  102— 103 
secs a g a in  becomes c o n s ta n t ( th e  p e rm an en t b reakdow n  p o ten tia l) .

T h e  characteristic  b e h a v io u r  o f m ateria ls  o f th e  second group , th a t  are m ore 
h o m ogeneous in s tru c tu re  (porcella in , m ica), is show n b y  curve “ 2” , w here th e  
b re a k d o w n  poten tia l co n tin u o u sly  decreases dow n to  th e  p e rm a n e n t breakdow n 
p o te n t ia l .  Gases and  p u re  liq u id e  show  sim ilar ch arac teris tics  [5, 6, 33 ], b u t  th e  
n e c e s sa ry  voltage rem ain s c o n s ta n t a fte r s tresses la s tin g  n o t over 10 2 secs,
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b u t  only  fi secs. T he above curves are  of in te re s t, n o t only in  deciding th e  d im en­
sions o f insu la to rs, b u t  also because  ce rta in  conclusions on th e  n a tu re  of th e  
breakdow n can be deduced  from  them .

In  dom ain I  th e  increase in  th e  b reakdow n  p o te n tia l can  be a ttr ib u te d  to  
th e  fa c t th a t  th e  sh o rte r  th e  req u ired  tim e , th e  less probable  it  w ould  be for 
a n  e lem en tary  process favourab le  for a b reakdow n  to  occur. This is in  th e  dom ain 
o f  p u re ly  electric b reakdow ns. T he electric s tre n g th  of gases an d  p u re  liquids 
can  only  be b roken  dow n by  th e se  m ethods, w hile in  o th e r m ateria ls  if  im pidse 
vo ltage  are used.

In  dom ain I I  th e  p ro b ab ility  ch a rac teris tic s  of th e  e lem en tary  processes 
rem ain , b u t it  becom es increasing ly  d ifficult to  ex p la in  th e  change o f d u ra tio n  
on  th is  basis, and  there fo re  th e  rô le of h ea tin g  becom es even m ore im p o rtan t.

A new phenom enon  w ith  m ateria ls  of inhom ogeneous s tru c tu re  belonging 
to  ty p e  1 is th a t  o f th e  in te rn a l discharges t h a t  m a y  in d ep en d en tly  b rin g  abou t 
a  b reakdow n of th e  d u ra tio n  of applied  stress. W ith  these  m ateria ls  h ea tin g  in  
d o m ain  I I I  increases th e  n u m b er o f in te rn a l d ischarges, chem ical changes m ay 
occur, an d  th e  b reakdow n  p o te n tia l decreases sh arp ly . P e rm an en t s tren g th  
in dom ain  I I I  and  beyond  it  is de te rm ined  b y  th e rm ic  and  chem ical s tab ility .

T he influence o f e lem en tary  processes is th e  m ost effective in  dom ain  I, 
for th e  charge-carriers leav ing  th e  electrode can  h av e  its  effect on th e  b reakdow n 
p o te n tia l in  ju s t  th is  section . O th e r ch a rac te ris tic s  o f th e  electrodes (th erm al 
co n d u c tiv ity , c a ta ly tic  effect, etc .) m ay  p lay  th e ir  p a r t  in  o th e r dom ains too , 
th o u g h  these p roperties m ain ly  in fluence th e  d u ra tio n  of th e  in su la tin g  m ateria l 
a n d  n o t its  b reakdow n  p o ten tia l.

Since th e  p ro b ab ility  of phenom ena ta k in g  p lace  in  space increases w ith  
the  g rea te r th icknesses of th e  in su la tin g  layer, th e  effects o f th e  m a te ria l m ust 
be  in  th e  firs t place w aited , w here th e  d is tan ce  is l i ttle  betw een  th e  elec­
trodes.

T he second cond ition  there fo re  for th e  m a te r ia l exerting  an  in fluence  is 
th a t  th e  electrical s tre ss  should n o t be too  g re a t for secondary  space effects, 
a n d  to  relegate surface phenom ena to  th e  b a ck g ro u n d , while being g rea t enough 
to  cause significant em ission from  th e  ca thode . S ince th e  effect o f e lec tro sta tic  
em ission is the  m ost p robab le , a n d  th is  can  on ly  develop in  s trong  fie lds, th e  
in fluence  of th e  m a te ria l can be  expected  to  be  g re a te s t w here th e  electrical 
s tre n g th  is expected  to  be g rea t. G rea t e lectrical s tre n g th , such as here  described, 
is possible on one h a n d , where th e re  is g rea t d e n s ity , th e  free p a th  is sm all and 
space phenom ena develop w ith  d ifficu lty  (gas u n d e r  high pressure, solid and 
liqu id  sta tes) or, on th e  o th e r h an d , w here th e re  is a sm all density , an d  w here th e  
free p a th  is long, b u t  th e re  are few  e lem en tary  p a rtic le s  in th e  space (vacuum ). 
Since con tam inations an d  w eak spo ts fac ilita te  th e  developm ent o f space p h en o ­
m ena, th e  influence o f th e  m a te ria l of th e  e lec tro d es is expected  to  be less in 
such  inhom ogeneous m ateria ls.
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T h e  influence of th e  m a te r ia l  com position o f th e  electrode is th e re fo re  
p r im a r ily  to  be sought a t  s tre sses  o f sho rt d u ra tio n , w ith  a sm all e lec trode  
s e p a ra t io n  an d  m ateria ls o f g re a t electric  s tren g th .

3. E xperim ental d a ta  in  th e  lite ra tu re  on the subject

I n  a g rea t m any of th e  ex am in ed  cases th e  p rob lem  of th e  degree o f in fluence  
of th e  m a te r ia l for th e  e lec trode  can n o t he decided w ith  ce rta in ly  even  on th e  
basis  o f  th e  experim ental d a ta  p u b lished  in  various papers.

E v a lu a tio n  of th e  re su lts  com m unicated  is m ade very  d ifficu lt b y  th e  
fa c t t h a t  th e  experim ental p ro ced u res  and  circum stances are no t un ifo rm , and 
t h a t  c ircum stances th a t  can  g rav e ly  in fluence th e  phenom ena exam in ed , are 
f re q u e n tly  neglected. The m a jo r ity  o f th e  investig a tio n s pub lished  h av e  been 
c o n d u c te d  un d er c ircum stances sa tisfac to ry  to  th e  needs of th e  com m unications 
in d u s try ,  b u t  th a t  do no t a d e q u a te ly  sa tisfy  th e  req u irem en ts  o f pow er en g in ee r­
in g  in su la tio n  techniques.

S ince  1921, w hen H o l s t  a n d  O t s e b h u i s  [44] f irs t showed th a t  th e  in itia l 
te n s io n , in  th e  case of gases a t  low  pressures is d ep en d en t also on th e  m a te r ia l of 
th e  c a th o d e , very  m an y  w orks h av e  d ea lt w ith  th e  problem  of how  th e  m a te ria l 
o f th e  e lec trodes influences th e  b reakdow n p o ten tia l.

F o r vacuum  th e  problem  can , on th e  basis of th e  in v estiga tions o f A n d e r ­

s o n  [45 ], L e a d e r  [46 ] and  T a r a s o v a  [47 ], be reg a rd ed  as m ore or less answ ered , 
in  th e  sense  th a t  th e  b reak d o w n  p o te n tia l increases w ith  an  increase in  th e  w ork 
fu n c tio n .

T h e  d a ta  on rarifiedgases  are  fa irly  consisten t an d  th e  resu lts  h ere  a tta in e d  
a re  su m m arised  in p rac tica lly  every  deta iled  w ork  on th e  physics o f d ischarges 
in  gases  [e. g. 11— 16] w here am ple d a ta  can  also be found  on th e  in fluence  
o f  th e  su rface ’s quality . W ith  in creasin g  density , th e  conditions of th e  ex p erim en t 
b ecom e ev er more d ifficult a n d  is increasing ly  d ifficu lt to  eva lua te  th e  pub lished  
d a ta .

T h e  influence of th e  m a te r ia l  for th e  electrode u n d er atmospheric conditions 
h as  n o t  y e t  been successfully show n [11— 17 ], h u t a slight in fluence o f th e  q u a lity  
o f  th e  su rface  has been  experienced  [1, 12, 15— 17, 21, 48]. A ccording to  som e of 
th e  m o re  recen t investig a tio n s [49— 52], th e  in fluence  of th e  m a te ria l, again 
com es to  th e  forefront, w ith  a n  increase in  p ressu re  and  can  ag a in  be ex p eri­
en ced  in  gases at high pressures.

A  fa ir ly  large n u m b er o f  experim en ts h av e  b een  conducted  to  in v es tig a te  
th e  p ro b le m , especially in  th e  case o f  liquids o f sim pler s tru c tu res , such  as hexane , 
x y lo l, to lu o l, benzine, e tc . [12, 49— 60] and  to  a sm all ex ten t in  oil [31, 61, 62] 
b u t  th e  d a ta  ob tained  are ab so lu te ly  co n trad ic to ry .

N o r can  the  d a ta  re la tin g  to  solid insulators [1, 63— 68] be consisten tly  
m a rsh a lle d .
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4. Experiments conducted

The object of th e  experim en ts was p rim arily , no t the  c la rifica tion  o f theore­
tica l problem s —  a ta s k  th a t  to  d a te  does n o t even seem to  be feasib le  —  b u t an 
investiga tion  of w heth er th e  use o f ce rta in  e lectrode m ateria ls in v o lv e  a n y  p rac­
tica l ad v an tag es in  high tension  e lec tro -techn ica l work.

Fig. 3

In  o rder to  m ake th e  re su lts  com parab le , all d istu rb ing  fa c to rs  m u s t, as 
fa r  as possible, be e lim inated  an d  th e  fac to rs in fluencing  th e  b reak d o w n  m u st be 
k ep t a t co n stan t va lues. The p ro p er choice o f th e  experim en tal a p p a ra tu s  and 
procedures w as th erefo re  v e ry  im p o rta n t.

The experim en ts were conduc ted  w ith  50 cycle A. C., D. C. a n d  im pulse 
voltages, of w ave shape 1/50, p a r tly  w ith  th e  ap p a ra tu s  of th e  H ig h  Tension 
L ab o ra to ry  o f th e  P o ly  techn ica l U n iversity  an d  p a r tly  —  u n d e r 30 k V  —  w ith 
th e  help  of a com bined source of tension  especially  constructed  for th is  purpose, 
th e  circu it o f w hich is show n in Fig. 3. P o in t a o f th e  a p p a ra tu s  d e liv ers  A. C., 
p o in t b D. C., an d  p o in t c im ulses. The r a te  o f increase of ten s io n  p e r  second 
was 5%  of th e  values found  d u rin g  th e  p re lim in ary  experim ents, a n d  in  th e  case 
o f solid m ateria ls  th e  n u m b er of pulses le ad in g  to  a b reakdow n w as 3 to  30.
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B y  g ases  and liquids th e  e le c tro d e s  were d ischarged  o f  th e ir  voltage for 2 m in u te s  
b e tw e e n  tw o m easurem ents to  le t  th e  products o f  th e  previous breakdow n lose 
th e i r  influence. V oltage w as alw ays m easured on th e  H . T . side, w ith in  lim its  
o f  ±  3 % .

B reakdow ns were e x a m in e d  in  air a t a tm o sp h e ric  conditions, in  ra rified  
a ir , in  n itrogen  under p re ssu re , in  transfo rm er oil a n d  in  lam ina  of various solid
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in su la to rs  such as m ica, p re ssp a n , pabite, po ly v y n ile  chloride, m eth y lm etac ri- 
la te ,  celluloid, etc.

T h e  m easurem ents w ere  carried  out b e tw een  e lectrodes of id en tica l geo­
m e try ,  m ade of a lum in ium , copper brass, sta in less s tee l and  common steel. The 
sh a p e  o f  th e  electrodes u sed  is show n in Fig. 4. T h e  p a ir  o f electrodes s tan d ard ized  
fo r  oil investigations (F ig . 4a) w as used for th e  in v estig a tio n s in oil, w hile th e  
a rra n g e m e n t recom m ended  b y  th e  IEC (Fig. 41») w as u sed  for m easurem ents on 
so lid  insu la to rs. The p a ir  o f  electrodes shown in  F ig . 4c, was used in  all th ree  
ag g reg a tio n s. The c o n fig u ra tio n  shown in F ig . 4d w as applied  to  exam in ing  th e  
e ffec ts  o f points, while t h a t  o f  4e served to  show  co n d itions in  p ro tec tive  sp a rk  
g ap s .

To assure th e  re p ro d u c e a b ility  of th e  e x p e rim e n ta l resu lts  an effort h a d  to  
b e  m a d e  to  see th a t  th e  su rfa c e  sm oothness o f  th e  e lec trodes of various m a te ­
r ia ls  shovdd be as n e a r  e q u a l. F ig. 5 shows th e  b reak d o w n  po ten tia l as a fu n c ­
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t io n  o f su rface sm oothness in  a ir, w here d —  2,19 m m . I t  seem s t h a t  u n d er 
hg =  0,8 fj, surface sm oothness no longer in fluences th e  b reakdow n

T he surface sm oothness v aries w ith  th e  m a te ria l even i f  i t  is  iden tica lly  
tr e a te d . I t  has been found th a t  th e  difference is th e  sm allest i f  a superfin ish ing

is app lied , an d  therefore th is  is th e  q u a lity  o f surface generally  u sed , w ith  a 
surface sm oothness of hq —  0,1— 0,2 fi . The su rface  d eterio ra te  as a re su lt of 
b reakdow ns an d  care m u st b e  ta k e n  therefore  th a t  th e  order an d  n u m b e r of 
b reakdow ns should be id en tica l, an d  a fte r  30 breakdow ns th e  su rfaces  should 
be  new ly  fin ished  generally . C areful sto rage and  h an d lin g  helped to  av o id  fouling 
a n d  d am ag e  to  th e  electrodes.

T h e  appliances developed  for clam ping th e  electrodes m ad e  i t  possible 
to  change an d  m easure th e  e lec trode  separa tion  an d  th e  in fluence o f  th e  gap 
len g th  could th u s  also be  in v es tig a ted  in  th e  course of th e  ex p erim en ts . A p a r t 
o f  th e  e lectrode clam ping app liance  is shown in  F igs. 6 and 7.
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The a rrangem en t show n in  F ig . 6a was used a t  h igh pressures, t h a t  o f  6b 
a t  low  pressures, while 6c w as app lied  w hen using oil. F ig. 7 shows th e  a p p a ra tu s  
u sed  in  air and  in  oil.

D uring th e  course of th e  ex p erim en ts  a tm ospheric  conditions w ere m easu red  
an d  w here th e  necessary  corrections w ere applied  to  th e  m easured  va lues.

Values for b reakdow n p o te n tia ls  show considerable sc a tte r  and  i t  there fo re  
p roved  helpful to  eva lua te  th e  m easu red  d a ta  according to  th e  princip les o f  p ro b a ­

b ility  calculus. As a re su lt of th e  s ta tis tic a l evaluation  o f th e  p re lim inary  ex perim en ts 
i t  appeared  th a t  for in d u stria l pu rp o ses  series of 5, for lab o ra to ry  in v estig a tio n s 
o f  a h igher s ta n d a rd  series o f 10 m easu rem en ts  can  give su ffic ien t in fo rm a tio n  on 
th e  b reakdow n p o ten tia l. T he a c tu a l resu lts  are  based  on a series o f 10 m easu re ­
m en ts . In  th e  figures show ing th e  re su lts  n o t only th e  b reakdow n p o te n tia l  Uk

b u t also th e  d is trib u tio n  b — -----• 100%  is show n (c  is th e  s c a tte r  in  kV -s).
Uk

T h e figures show  th e  D. C. va lues w ith  d ash -dash  lines, th e  A. C. v a lu es  w ith  
fu ll lines and  th e  pulse values in  genera l w ith  do t-d ash  lines.

Fig. 8 shows th e  resu lts  o f m easu rem en ts  u n d er a tm ospheric  cond itions as 
a function  of gap len g th  using  hem ispherica l copper electrodes, while F ig . 9 shows 
th e  ra tio  v of va lues m easured  w ith  o th e r  m ateria ls  to  tho se  found  w ith  copper.



160 GY. VAJDA

11 1

7
0,95

\  Л  г
л /  \ 5

10 т т  
= 4 ------ ■

1,1

1

0.9

V\ \

\  5—><-----Ьу—
10 т т  

^ ------- ►

Fig. 9а Fig. %

1,1

1

0,9
1,05

1
0,95 

1,1 \ 
1

Г \I \

d
10 т то — — - о  —  -О

ЧЭ—
10 т т

0,9] 1' - . /

“V - X  
5

S tee l
Fig. 9с

\ у  10 т т



T H E IN  FLU EN C E OK TH E  M A T E R IA L  P R O P E R T IE S  OF ELECTRO D ES 161

The m easured  values of v v a ry  a round  1 w ith in  the  boundaries o f  s c a tte r . 
T h e  influence o f th e  m ateria l could n o t be show n w ith  d ifferent a rra n g e m en ts  
o f  th e  electrodes e ither.

Fig. 10 shows th e  values m easu red  be tw een  hem ispheres in  n itro g e n  as a 
fu n c tio n  of th e  p ressure , w ith  gap len g th  of d  =  0,125 m m s, while F ig . 11 illus­
t r a te s  th e  sam e w ith  d — 0,250 m m s.

A  sim ilar degree of influence on th e  m a te r ia l is to  be found in  p o in t-h e m i­
sphere  a rrangem en ts (Fig. 12). A ccord ing  to  re s id ts , th e  b reakdow n  p o te n tia l  
unequ ivocally  increases in  the  o rd e r : a lum in ium , copper, s ta in less s tee l.

Fig. 13 is a su m m ary  of th e  v a lu es  in  p ressp an  betw een  IE C  e lec tro d es. 
I t  Avas not possible e ith e r  here, n o r in  th e  case of o ther solid m a te r ia ls , w ith  
v a rio u s electrode a rran g em en ts , conclusively  to  show  th e  in fluence o f  th e  m a te ­
ria l. In  presspan sh ee ts  less th a n  200 /t-s th ick , using  IE C  electrodes th e  b re a k ­
dow n occurred a t  a som ew hat h ig h er tension  w ith  alum inium , and  w ith  hem i- 1

1 1 A r i a  T e r im  ic a  X X I / 1 — 2 .
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spheres, w here stee l w as u sed , b u t th e  d ev ia tio n s rem ained  w ith in  th e  s c a tte r  
b o u n d a rie s . I f  th is  w as rea lly  due to  th e  in flu en ce  o f th e  electrode m ate ria l, it  
c a n  b e  explained  t h a t  b e tw een  th e  IE C  e lec trodes th e  electric fie ld  is n ea r 
hom ogeneous an d  th e  su rface  layer of a lum in ium  oxide acts as a supp lem en tary  
in su la tin g  layer, th e re b y  increasing  th e  e lec trica l s tren g th . The fie ld  of th e  
hem ispheres is s tro n g ly  inhom ogeneous, th e ir  su rface  is sm all and  th e  rôle o f

1,1

<-Г>
иT>

an  oxide layer c an n o t b e  g rea t. The field  is, how ever, p robab ly  s tro n g  enough 
to  cause  e lec tro sta tic  em ission and  th e  g re a te r  s tre n g th  in  th a t  case can  be a t t r i ­
b u te d  to  th e  h igher w o rk  function  of steel.

In  oil a c e rta in  degree o f influence by  th e  e lec trode  m ateria l w as found , b u t 
could  n o t be rep ro d u ced . F u r th e r  in v es tig a tio n s  are  necessary  here.

5. Conclusions

On th e  basis o f th e  experim en ts co n d u c ted  i t  w as found th a t  d u rin g  p ra c ­
tic a l  c ircum stances in  th e  cases of th e  e lectrode m a te ria ls  ordinarily  used  in  H . T. 
techno logy , th e  m a te r ia l p roperties of th e  e lec trodes ex e rt no im p o rta n t in fluence  
on th e  breakdow n p o te n tia l  o f solid in su la to rs . In  atm ospheric  cond itions th e  
m a te r ia l  exerts no in flu en ce  in  air (or p ro b a b ly  in  o th e r gases e ither) a t  sm all 
e lec tro d e  separa tions b u t  a slight degree o f in flu en ce  b y  th e  qua lity , especially  
th e  sm oothness, o f th e  surface was found  a t  sm all gap len g h t. In  th ese
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cases i t  is w orth  while m aking th e  su rface  sm oothness a p p ro x im a te ly  
hq =  1,6— 0,8 jJL. Sm oother surfaces are  no t ad v an tag eo u s . The re ferences u n a n i­
m ously declare  th a t  th e  m ateria l o f th e  e lec trodes h a s  an  influence o n  th e  in itia l 
tension  a t  low pressures around th e  m in im um  o f th e  Paaschen curve (1— 10 to rr) 
a n d  in  vacuo . T he experim en ts ca rried  ou t show  t h a t  th e  same can  b e  fo u n d  a t 
high pressures (p  >  6— 8 a tt) . In  th e se  cases th e  b reakdow n p o te n tia l increases 
in  th e  o rd er : a lum inium , copper, s ta in less  s tee l. T h e  degree of in flu en ce  o f  th e  
m a te ria l in  oil could n o t be u nequ ivocally  d e te rm in e d  even so fa r  as i t  does 
ex ists , i t  can n o t be sa tisfac to rily  rep ro d u ced .

O n th e  basis of th e  th eo re tica l an d  e x p e rim e n ta l results th e  in flu e n c e  of 
th e  m a te ria l o f th e  electrodes on th e  b reak d o w n  p o ten tia l can, w ith  th e  help  
o f  e lec tro sta tic  em ission, be explained  as follows :

T he dependence o f th e  b reakdow n  p o te n tia l  on th e  m ateria l o f  th e  elec­
tro d es  is de te rm in ed  b y  th ree  cond itions :

a)  th e  role o f th e  secondary  space p h en o m en a  m ust be sm aller th a n  th a t  
o f  th o se  a t  th e  surface,

b)  th e  effect o f th e  q u a lity  o f th e  su rface  m u s t no t obscure th e  d ifference 
in  m a te ria ls ,

c) th e  e lectron-avalanche m u s t be  developed  before the  b eg in n in g  o f  th e  
b reakdow n .

T he f irs t conditions has a lre a d y  b een  d iscussed  in  connection  w ith  th e  
theo re tica l problem s. This is not fu lfilled , in  th e  case o f large electrode sep a ra tio n , 
in d ep en d en tly  of th e  aggregations, no r, i t  ap p ea rs , is i t  fulfilled in  solid  in su la to rs  
used in  in d u stry , in dependen tly  o f  e lec trode  sep ara tio n .

T he second condition  arises in  consequence  o f  w hat has b een  sa id  o f  th e  
in fluence o f th e  q u a lity  of th e  su rface . I t  p ro b a b ly  explains w hy th e  e ffec t of 
the  m a te ria l canno t be experienced in  a tm o sp h eric  conditions in  a ir  a n d  also 
w hy th e  effect is no t conclusive in  oil. U n d er such  circum stances we c a n n o t ta lk  
o f  clear m etallic  surfaces, for th e y  are  covered  b y  adsorbed layers, ox id es , etc., 
a n d  th e se  surface layers probably  b a lan ce  th e  difference in the  w o rk  fu n c tio n s 
o f  th e  p u re  surfaces.

T he th ird  condition  can be ju s tif ie d  as follow s : The condition fo r a  b re a k ­
dow n to  occur is th e  p rec ip ita tion  o f  an  e lec tro n  avalanche and th a t  th is  p h en o ­
m enon be susta ined  b y  e lec tro sta tic  em ission from  th e  e lec trode  su rface  
(ft)E e~ad). If, w ith  an  increase in  th e  fie ld , em ission com m ences, b u t  th e re  
is y e t n o t sufficient ra te  of ion isation  in  th e  space  ( a  ~  0) th en  th e  in i t ia l  p o te n ­
tia l  is de te rm in ed  b y  th e  com m encem ent o f io n isa tio n  and  U th ere fo re  depends 
p rim arily  on a, i. e. on th e  in su la to r. T he ro le  o f  th e  electrode m a te r ia l  now 
becom es secondary . I f  c ircum stances are  th e  rev e rse  and  there  is en o u g h  io n isa ­
tion  ( a  ^  0), b u t s till n o t sufficient em ission, th e n  th e  in itial p o te n tia l is d e te r ­
m ined b y  th e  com m encem ent of th e  em ission corresponding to  coe  e~ad, and  
th e  e lectrode m a te ria l’s role can be  considerab le . T h is is the case w ith  gases a t
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h ig h  a n d  very  low p ressu res . The results o b ta in e d  w ith  pure liquids a re  c o n tra ­
d ic to ry  and  th e  re p ro d u c e ab ility  is little , th is  c a n  probab ly  be exp la ined  th a t  
th e y  fa ll in to  the  in te rm e d ia ry  region b e tw een  th e  tw o cases and  cond itions are 
s tro n g ly  influenced b y  th e  q u a lity  and  p u rity  o f  th e  surface.

In  high tension  e q u ip m e n t where th e  ta s k  o f  insu lation  is done b y  high 
p re ssu re  gas or a v a c u u m  (e. g. e lec tro sta tic  tan k -g en era to rs , com pressed  gas 
condensers and  cables, com pressed air c ircu it b reak ers , special tra n sfo rm e rs , 
e le c tro n  optical devices, e tc .) it  is w orth  w hile d ev o tin g  some a tte n tio n  to  th e  
choice o f m ateria l for th e  electrodes. The g re a te s t  degree of security  is affo rded  
b y  sta in less  steel, or if, b ecau se  of its poor c o n d u c tiv ity  it cannot be ap p lied , it  
is m ore  advan tageous to  u se  copper in s tead  o f  a lum in ium . In  cases w here  th e  
a d v a n ta g e s  of g rea te r s e c u rity  m ight m ake up  fo r th e  increased cost o f  p ro d u c tio n  
i t  m ig h t be conceivable fo r copper e lec trodes, b y  scattering  or som e o th e r  
p rocess, to  be covered w ith  a layer of m a te ria l s im ila r to  stainless s tee l in  its  
p ro p e rtie s . This is, how ever, only useful w here  an  ac tu a l breakdow n occurs as 
a ra re  exception  an d  allow ance does not h av e  to  be  m ade for th e  covering  la y e r  
b e in g  spoilt and becom ing  ineffective, as a re su lt  o f  th e  breakdow n.
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SUMMARY

The electric breakdown potential depends on a num ber of factors. The author has  
in vestiga ted  the exten t o f the influence of the m aterial o f  the electrodes. The conditions for 
breakdow n of insulators in  various physical states are deduced from an equation expressing the  
la b ility  o f  the elem entary processes taking place in  the insulator and the ex ten t to w hich the  
elem entary processes taking place upon the electrodes influence the breakdown. According  
to th ese  investigations, electrostatic  emission is the m ost effective , but in gases photoelectric  
em ission  and secondary em ission due to positive ions can  also play their part.

According to the evindence of the author’s experim en ts, and in full harm ony w ith  the  
theoretical considerations, no influence by the m aterial o f th e  electrode can be experienced in  
the case o f  solid insulators or o f gases under atm ospheric conditions. In the latter case the quality  
of th e  surface has a certain effect and it is best to use surfaces o f smoothness h - =  1 ,6— 0 .8 / / . 
In  liqu ids the influence o f the m aterial is surpressed b y  other effects. The effect o f the m aterial 
o f th e  electrodes is well-perceptible in  gases at low and h igh  pressures, when the breakdown  
p o ten tia l increases in  th e  order : aluminium, copper, stain less steel.

EINFLUSS D E R  W ER K ST O FFEIG EN SC H A FTEN  D E R  E L E K T R O D E N  
A U F  D IE  DURCHSCHLAGSSPANNUNG

G . V A J D A

ZUSAMMENFASSUNG

D ie  elektrische Durchschlagsspannung hängt von  m ehreren Faktoren ab und G egenstand  
der Untersuchungen des Verfassers ist, wieweit diese Spannung vom  W erkstoff der E lektroden  
beein flu sst wird. Die B edingungen für den Durchschlag in  Isolierm aterialien von verschiedenem  
A ggregatzustand führt der Verfasser auf eine Gleichung zurück, welche die L abilität der in  den  
Isolierstoffen  vor sich gehenden elem entaren Vorgänge ausdrückt ; ferner untersucht er e in ­
gehend, in  welchem Masse die an den Elektroden vor sich gehenden elem entaren Vorgänge den  
D urchschlag beeinflussen. N ach den Untersuchungen ist d ie elektrostatische Em ission am  w irk­
sam sten , in  Gasen kann ausserdem  die lichtelektrische E m ission eine Rolle spielen, sowie die  
Sekundärem ission unter der W irkung von positiven Ionen .
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Nach den Versuchen des Verfassers kann —  in Übereinstim m ung mit den theoretischen  
Überlegungen —  bei festen Isolierstoffen kein Einfluss des Elektrodenwerkstoffes beobachtet 
werden, und ebensowenig in Gasen unter atm osphärischen Bedingungen. In letzterem  Falle 
zeigt sich ein gewisser Einfluss der O berflächenrauhigkeit, am zweckmässigsten is t  die Ver­
wendung von Flächen m it hq =  1,6— 0,6 /t. In F lüssigkeiten wird der Einfluss des W erkstoffes 
von anderen Einflüssen überdeckt. Von Bedeutung ist die B olle  des E lektrodenwerkstoffes in 
Gasen bei kleinen und grossen Drücken ; in  diesen Fällen wächst die Durchschlagspannungj 
n der Reihenfolge Aluminium— Kupfer— rostfreier Stahl.

IN FLU ENCE D E S CARACTÉRISTIQUES D E  LA M ATIÈRE DES ELE C T R O D E S  
SU R LA TENSIO N D E  R U P T U R E

G . V A J D A

RÉSUM É

La tension de rupture électrique dépend de plusieurs facteurs. L’auteur exam ine l’influence  
de la matière des électrodes. Les conditions de rupture des m atières isolantes d ’é ta t physique  
différent sont ram enées à une équation, laquelle exprim e la labilité des différents phénom ènes 
élémentaires dans les isolants. L’auteur exam ine en détail, dans quel mesure les phénom ènes 
élémentaires aux électrodes influencent la rupture. Su ivant les résultats de l’auteur, l’ém ission  
électrostatique est la plus efficace, et dans les gaz, l’ém ission photoélectrique e t  l’ém ission  
secondaire, sous l’effet d ’ions positifs, peuvent égalem ent souer un rôle. En accord avec les 
considérations théoriques, les expériences de l’auteur ne décèlent pas l’influence de la m atière  
des électrodes pour les isolants solides, et pour les gaz, sous conditions atm osphériques. Dans 
ce dernier cas, la qualité des surfaces peut avoir une certaine influence, et l’em ploi des surfaces 
par autres facteurs. Le rôle de la m atière des electrodes est considérable pour les gas a pression 
a hq =  1,6— 0,8 fi convient le mieux. Dans les liquides, l’influence de la matière e st couverte  
faible et élevée, lorsque la tension de rupture croît dans l ’ordre aluminium— cuivre— acier 
noxydable.

ВЛИЯНИЕ МАТЕРИАЛЬНЫХ СВОЙСТВ ЭЛЕКТРОД НА НАПРЯЖЕНИЕ ПРОБОЯ

Г .  В А Й Д А

РЕЗЮМЕ

Напряжение пробоя электрическим током зависит от ряда факторов. Исследуется 
—  какое воздействие оказывает на напряжение пробоя материал электрод. Условия 
пробоя изоляционных материалов различного агрегатного состояния сводятся к некото­
рой формуле, выражающей нестабильность элементарных процессов, происходящих в 
изоляционных материалах, и детально исследуется, что в какой степени воздействуют 
на пробой элементарные процессы, протекающие на электродах. Согласно проведенным 
исследованиям наиболее эффективным является электростатическая эмиссия, кроме того 
в случае газов соответствующую роль может играть светоэлектрическая эмиссия и вто­
ричная эмиссия под воздействием положительных ионов.

На основе проведенных автором опытов —  в согласии с теоретическими предполо­
жениями —  нельзя наблюдать влияния материала электрод в случае твердых изоляцион­
ных материалов, а также в газа при атмосферных условиях. В последнем случае качество 
поверхности играет некоторую роль ; целесообразнее всего использовать поверхность 
гладкостью hq =  1,6— 0,8fi. В случае жидкостей влияние материала уравновешивается 
другими воздействиями. Значительную роль играет материал электрод в случае газов 
при высоких и низких давлениях ; при этом напряжение пробоя возрастает по следую­
щему порядку алюминий —  медь —- нержавеющая сталь.
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1. In tro d u c tio n

I t  w as a h u n d re d  y ea rs  ago th a t  D a r c y , on t h e  s tre n g th  of in v e s tig a tio n s  
in to  th e  p e rm eab ility  o f san d  filte rs , e s tab lish ed  his still genera lly  u se d  law  
o f u n d e rg ro u n d  seepage. A ccording to  his fo rm u la , pub lished  in  1856,

V =  к l

i. e., p e rco la tio n  velocities a re  p ro p o rtio n a te  to  th e  m otive force, th e  h y d ra u lic  
g rad ien t.

M any  in v es tig a tio n s , b ased  p a r tly  on  th e o re tic a l co n sid e ra tio n s an d  
p a r t ly  on conclusions a rr iv ed  a t  ex p e rim e n ta lly , have  been u n d e r ta k e n  
d u rin g  th e  p a s t  h u n d re d  y ea rs  in to  th e  v a lid ity  o f  th is  re la tio n . M any  in v e s ti­
g a to rs , w ho fo u n d  D arcy's  law  co rro b o ra ted  b y  th e ir  own resu lts , a t te m p te d  
to  e s tab lish  m ore re liab le  re la tio n s be tw een  th e  p e rm eab ility  co e ffic ien t к 
an d  th e  geophysica l ch a rac te ris tic s  of th e  p e rm eab le  layer. H o w ev er, th e  
n u m b e r o f  in v es tig a to rs  w ho o b ta in ed  —  b o th  th eo re tica lly  an d  e x p e r im e n ­
ta lly  —  re su lts  c o n tra d ic tin g  D arcy's law , is a lm o st equally  g rea t.

I n  co n sid e ra tio n  o f  th e  fo rm al s im ila r ity  b e tw een  D arcy ’s la w  o n  th e  
one h a n d , th e  re la tio n sh ip  estab lished  fo r la m in a r  flow  in  tu b es  b y  H ag en  
an d  P oiseu ille  on th e  o th e r  —  b o th  ex p ressin g  v e lo c ity  as a lin e a r  fu n c tio n  
o f h e a d  —  i t  was e a rly  rea lized  th a t  D a rc y ’s law  app lied  only to  cases  of 
la m in a r flow  in  th e  soil. E x p e rim en ts  p e rfo rm ed  b y  v a ry in g  th e  v e lo c ity  of 
flow  p ro d u ced  in  a g iven lay e r have fu r th e r  show n  th e  p ro p o rtio n a lity  fa c to r  
к to  cease to  be c o n s ta n t also in  th e  ran g e  o f  v e ry  low velocities, a n d  h av e  
th u s  d isp ro v ed  th e  v a lid ity  o f  th e  assum ed  lin e a r  re la tionsh ip .

A lth o u g h , as rev ea led  b y  th ese  in v e s tig a tio n s , th e  v a lid ity  a n d  a p p li­
c a b ility  o f  D a r c y ’s  law  are  obviously  co n fin ed  to  a range  lim ited  in  b o th  
d irec tions, on ly  p erco la tio n  phenom ena in v o lv in g  velocities in  excess o f  th e  
u p p e r lim it h av e  b een  ex am ined , ca lcu la ted  a n d  rep o rted  up o n  b y  in v e s t i ­
g a to rs . T he p re se n t p a p e r  is there fo re  d ev o ted  to  th e  th eo re tica l in v e s tig a tio n
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o f low  velo c ity  p e rco la tio n  p h enom ena  —  re fe rre d  to  h e rea fte r  as m icro ­
se e p a g e . All n a tu ra l g ro u n d w a te r  m o vem en ts u n d is tu rb e d  b y  a r tif ic ia l in te r ­
fe re n c e  m ay  in general be c lassified  u n d er th is  h e a d  ; a b e tte r  u n d e rs ta n d in g  
o f  th e  law s govern ing  such  seepages is, th e re fo re , o f considerable sign ificance  
fo r  a g en era l s tu d y  o f  w a te r  econom y.

T h e  significance o f th e  problem  in  H u n g a ry  is in d ica ted  also  b y  th e  
c a n d id a te ’s tre a tise  b y  J .  J u h á s z  discussing a sim ilar issue an d  w r i t te n  a t 
th e  t im e  th is  p a p e r w as p u b lish ed  in  H u n g a r ia n . The tre a tise  h a s  since 
a p p e a re d  in  p r in t as well [10].

2. V alidity of D arcy ’s law

T h e  in v estig a tio n s to  be  described  in  th e  follow ing were c o n d u c te d  on 
a p u re ly  th eo re tica l basis , so th a t  p u re ly  em p irica l d a ta  p u b lish ed  in  th e  
l i t e r a tu r e  w hich lim it th e  ra n g e  of D a r c y ’s law  on th e  s tre n g th  o f ex p e rim en ts  
co u ld  n o t  be considered . H ow ever, since such  lim its  are essen tia l to  fu r th e r  
p ro g re ss , we have  to  f ix  th e m  b y  th e o re tic a l c a lcu la tio n s . A d e ta iled  d iscussion  
o f  in v e s tig a tio n s  in to  th e  ra n g e  of v a lid ity  w ill be  o m itted  and , in s te a d , re fe r­
en ce  w ill be m ade to  tw o  re c e n t p u b lica tio n s  w h ich  give a th o ro u g h  rev iew  
o f  th e  su b jec t. One o f th e se  is th e  c h a p te r  on  considera tions lim itin g  th e  
a p p lic a t io n  of D a r c y ’s law  b y  S. L e l ia v s k y  (3, Vol. 1, C h ap ter 1, S ection  
2, P a r a .  3, p. 20), th e  o th e r  a p ap e r p u b lish e d  b y  L. Lovas in  1954 (4).

O f la te , G. H e i n r i c h  an d  K . D e s o y e r  s tu d ie d  th e  lim its  o f  D arcy's  
la w  (2). T hey  p o in t ou t th a t ,  in  connection  w ith  u n d erg ro u n d  flow , i t  is n o t 
e n o u g h  to  e s tab lish  a re la tio n sh ip  b e tw een  th e  velo c ity , w hich a p p e a rs  as a 
c o n se q u e n tia l p henom enon , a n d  -— in s tead  o f  th e  re a l causa tive  forces —  th a t  
v is ib le , m easu rab le  va lu e , i. e. th e  head , w h ich  is b u t an  expression  o f th e  
c o m p o u n d  effect of th e  sa id  forces.

T herefo re , th e y  e s ta b lish  th e  fo rm ula  o f  th e  equ ilib rium  of forces u n d e r 
u n iv e r s a l  cond itions in  w h ich  solid p a rtic le s  m a y  have an y  shape , seepage 
c o e ffic ien t varies from  p o in t to  p o in t an d  f lo w  is u n stead y .

A pp ly in g  assu m p tio n s  id en tica l w ith  th o se  used  also b y  D a r c y  in  
d e r iv in g  his th eo rem  (hom ogeneous la y e r, s te a d y  flow ), an d  re d u c in g  th e  
r e s u l t in g  general exp ression , D arcy's w e llknow n  e q u a tio n  is o b ta in ed .

A lth o u g h , as m e n tio n e d  above, th e  in v e s tig a tio n s  of H e i n r i c h  an d  
D e s o y e r  re la ted  to  th e  g en era l case, th e y , to o , ap p lied  a few lim itin g  a ssu m p ­
tio n s  in  th e  course o f th e ir  th e o re tic a l c o n sid e ra tio n s . O f these  th e  fo llow ing 
tw o  a re  o f  im p o rtan ce  fo r th e  p resen t d iscussion  : on th e  one h a n d , cap illa ry  
fo rc e s  a re  assum ed to  be in s ig n ifican t, an d  o th e r  m olecular forces (e. g. elec­
t r ic a l) ,  occurring  in  th e  v e ry  fine  g ran u la r  la y e r , m ay  sim ilary  be n eg lec ted . 
A c c o rd in g  to  th e  second assu m p tio n , th e  s tra in in g  effect of th e  so lid  g rid
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is su ffic ien t to  give rise  to  a “ q u asi-s tead y ”  flow  even  a t  low  v e lo c itie s  w here 
in e r tia  forces in  th e  f lu id  are  neglig ib ly  sm all in  com parison  to  o th e r  forces.

W ith  th e  above assu m p tio n s , fric tio n  a n d  m ass forces a n d , to g e th e r  
w ith  th i ;se, th e  effec ts re fe rred  to  as “ q u asi-m ass forces”  w ere s tu d ie d  b y  
th e  sa id  a u th o rs , an d  i t  w as in  resp ec t o f th e  o p era tio n  of th e se  fo rces th a t  
th e y  verified  th e o re c tic a lly  th e  v a lid ity  of D a r c y ’s law.

F ro m  th e  in v e s tig a tio n s  o f  H e in r ic h  an d  D e s o y e r  —  a lth o u g h  
c o n d u c ted  w ith  an  aim  o th e r  th a n  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  v a lid i ty  ra n g e  —  
th e  conclusion m ay  be  d raw n  th a t  th e  re la tio n sh ip s  follow ing fro m  D a rc y ’s 
lawr can  be accep ted  as be ing  ch a rac te ris tic  o f perco la tion  p h en o m e n a  only 
if, com pared  w ith  fr ic tio n  an d  m ass forces, th e  effect of o th e r  a c tiv e  forces 
is neg lig ib ly  sm all. O w ing to  th e  sign ifican t in flu en ce  of cap illa ry  a n d  m ole­
cu la r forces a t  th e  low er b o u n d a ry  of th is  ra n g e , ch a rac te ris tic  v a lu e s  fo l­
low ing from  D a r c v ’s law  d iffe r considerab ly  fro m  observed  ones. T h e  u p p e r 
lim it is in d ica ted  b y  th e  increased  effect of in e r tia  forces.

Id e n tic a l conclusions follow  from  th e  p a p e r  pub lished  b y  th e  p re se n t 
a u th o r  to g e th e r  w ith  D . E . M o s o n y i on th e  in v es tig a tio n  in to  th e  m odel 
law  o f perco la tion  in  1952 (6). T he said  p a p e r  derives v a rious m o d e l law s 
concern ing  h y d ro tech n ica l ex p erim en ts  b y  m ean s o f d inam ical p rin c ip les .

A ssum ing an  incom pressib le  flu id , fo u r effects are g en era lly  in v o lv ed  
in  h y d rau lic  p h en o m en a  : g ra v ita tio n a l force, fr ic tio n  (viscous fo rces), in e r tia  
an d  su rface  tension  or, u sin g  a m ore genera l te rm  for th e  la t te r ,  m o lecu la r 
force. M odel law s ex p ressin g  th e  dynam ic  s im ila r ity  o f g eo m etrica lly  sim ilar 
flow -types in  tw o sy stem s m ay  also be w ritte n  as th e  ra tio  o f th e  co rre sp o n d in g  
forces, in  th e  fo rm  o f co n d itio n  eq u a tio n s. F o u r  cond ition  e q u a tio n s  m u s t 
be sa tis fied  s im u ltan eo u sly  i f  i t  is in te n d e d  to  sim u ltan eo u sly  co n sid e r th e  
effect o f  th e  four ab o v e-m en tio n ed  forces. In v e s tig a tio n s  h a v e , h ow ever, 
d e m o n s tra te d  th a t  i t  is n o t possib le  to  sa tis fy  m ore  th a n  tw o  co n d itio n  e q u a ­
tio n s, i. e. to  consider s im u ltan eo u sly  m ore th a n  tw o  forces, unless th e  le n g th  
scale o f  m odel an d  p ro to ty p e  equals u n ity , i. e. i f  id en tica l in s te a d  o f  s im ila r 
p h en o m en a  are in v e s tig a te d .

C om bining co n d itio n  e q u a tio n s  b y  p a irs  th e  w ell-know n m o d e l law s 
are  o b ta in e d . This o p e ra tio n , i f  perfo rm ed  fo r in e r tia  an d  g ra v ity  fo rces, 
y ields F r o u d e ’s law . R eyn o ld ’s law  is o b ta in ed  b y  com bin ing  co n d itio n  e q u a t i ­
ons follow ing from  in e r tia  an d  fr ic tio n  (viscous) forces. T he co m b in a tio n  o f  e q u ­
a tio n s  ch a rac te riz in g  in e r t ia  forces an d  surface te n s io n  resu lts  íiiW e b e r ’s law .

T his series is co m p lem en ted  b y  th e  q u o te d  p a p e r  w hich p o in ts  o u t  th a t  
th e  s im u ltan eo u s sa tis fy in g  o f cond ition  e q u a tio n s  derived  from  g ra v i ty  an d  
viscous forces y ields a new  in v a r ia n t :

V V v ' V
l*g J g

=  A ( 1 )
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w h e re  v and  v' are c h a ra c te r is t ic  velocities co rresp o n d in g  in  th e  tw o  sy s­
tem s [m /se c ] ,

1 and  1’ are c h a ra c te r is t ic  and co rre sp o n d in g  leng ths [m ],
V is th e  k in e m a tic  v iscosity  [m 2/s e c ] , and
g  is g ra v ity  accelera tion .

(T h e  above m odel law  w as  f irs t developed b y  R . S p r o n c k  in  1932 (9), 
a l th o u g h  he did n o t a p p ly  i t  y e t to  th e  d e te rm in a tio n  o f c h a ra c te ris tic s  in  
p e rc o la tio n  m odels.) T h is  m odel law  s ta te s  th e  cond itions of s im ila r ity  in  
m o d e ls  o f perco la tion  p h e n o m e n a . Scale m odels o f  th is  ty p e  are in  m o st cases 
d is to r te d  since geom etric  s im ila r ity  is v io la te d  b y  fa ilin g  to  reduce  th e  p a rtic le  
s izes  o f  th e  perm eab le  la y e r  according to  th e  le n g th  scale a d o p ted , a n d  by  
u s in g , as a rule, a m a te r ia l  id en tica l w ith  t h a t  en co u n te red  u n d e r p ro to ty p e  
c o n d itio n s . A m odel law  in c lu d in g  also th e  deg ree  o f d is to rtio n  m ay  be  derived  
f ro m  th e  in v a rian t n u m b e r  b y  su b s titu tin g  th e  effec tive  p artic le  size o f  tin- 
l a y e r  fo r th e  c h a ra c te r is tic  len tg h , i. e.

v v  v ' v 

d 2g ~  d'*g
(2)

B e in g  geom etrically  s im ila r , th e  heads in  th e  tw o  system s are  equa l, w hence, 
a n d  fro m  E q. (2), i t  fo llow s fu r th e r  th a t  th e  p e rm e a b ili ty  coeffic ien t inc luded  
in  D a rc y ’s law  is a c o n s ta n t  ch a rac te ris tic  o f  th e  soil, p ro p o rtio n a l to  th e  
s q u a re  o f th e  effective p a r t ic le  size.

Since th is s ta te m e n t  h a s  been verified  b y  h a v in g  assum ed a ty p e  o f flow  
in f lu e n c e d  ap p rec iab ly  b y  viscous and  g ra v ity  fo rces only , th e  a ssu m p tio n  
in c lu d e s  a t  the  sam e t im e  a defin ition  o f th e  v a lid i ty  range  for D arcy's  law. 
(T h is  conclusion fo llow ing  f ro m  th e  m odel law  o f perco la ting  flow  w as firs t 
p u b lish e d  by  the  a u th o rs  in  a paper su b m itte d  to  th e  IA H R  C ongress, D ijon, 
1956 (7).

Sum m ing up th e  fo reg o in g  it  is c la im ed  th a t  ex p erim en ta l o b se rv a tio n s 
h a v e  p ro v ed  the  b o u n d a r ie s  o f  th e  v a lid ity  ra n g e  o f  D arcy's law  to  be  re la te d  
to  m easu rab le  values o f  p a r tic le  size and  h e a d . T h eo re tica l in v e s tig a tio n s , on 
th e  o th e r  hand , are  p re fe ra b ly  conducted  b y  considering  force p ro p ertie s  
in c lu d in g  m ovem ent. V a rio u s  in v estig a tio n s o f  a sim ilar c h a ra c te r  p o in t 
u n ifo rm ly  to  th e  c o n c lu s io n  th a t  D arcy's la w  is applicab le  to  flo w  ty p es  
in f lu e n c e d  ap p rec iab ly  b y  viscous an d  g ra v i ty  forces only . T he v a lid ity  
o f  th e  law  is lim ited  o n  th e  one side b y  th e  in c rea sed  effect o f m olecular 
fo rc e s , on the o th e r s id e  b y  th e  po in t w here th e  effect of in e r tia  forces is 
n o  lo n g er negligible.
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3. F low  o f w a te r affected by m o lecu la r forces

As rev ea led  b y  su ch  investig a tio n s in to  th e  v a lid ity  range o f  D arcy's  
law , th eo re tica l d iscussions o f  flow  ty p es o u ts id e  th is  range shou ld  co n sid er, 
besides viscous a n d  g ra v ity  forces, in e rtia  or r a th e r  m olecular forces as w ell. 
As m en tio n ed  p rev io u sly , a g re a t num ber o f  e x p e rim e n ta l d a ta  are  a v a ila b le  
concern ing  th e  zone o f flow  ty p e s  w hich are  in flu e n c e d  by  in e rtia  fo rces an d  
m ay  be ch a rac te rized  b y  h ig h  h ead  values. I t  is , how ever, ex trem ely  d iff ic u lt 
to  d e te rm in e  th e  c h a ra c te r is tic s  of n a tu ra l g ro u n d w a te r  m o v em en t o f  th e  
so-called  m icro-seepage, b y  d irec t m easu rem en ts . W ith in  th is  zone, w here  
m o v em en t is in flu en ced  n o t o n ly  by  viscous a n d  g ra v ity  forces b u t  m o lecu la r 
forces as well, th e  va lu es  to  be m easured fo r th e  e s tab lish m en t o f  p e r t in e n t  
re la tio n sh ip s  are  ex ceed in g ly  sm all and  o f a n  o rd e r  o f m agn itude  t h a t  is in  
m a n y  cases b ey o n d  th e  accu racy  of th e  m e a su rin g  in s tru m e n t. R e la tio n sh ip s  
e s tab lish ed  by  em p irica l m e th o d s  w ould, th e re fo re , be  highly u n re lia b le  so 
th a t  a th e o re tic a l a p p ro a c h  seem s ju s tif ie d  ev e n  if  th e  la t te r  invo lves r a th e r  
c rude  a p p ro x im a tin g  assu m p tio n s .

A dop tin g  th e  rea so n in g  o f H e in r ic h  a n d  D e s o y e r  acco rd in g  to  
w hich  a p ro p er d e sc rip tio n  o f perco la ting  w a te r  m ovem ent is im p o ssib le  
unless eq u ilib ru m  co n d itio n s  o f ac ting  forces a re  considered , th e  re la tio n sh ip  
exp ressing  th e  e q u ilib riu m  o f forces will be a d o p te d  th ro u g h o u t as th e  b as is  
o f fu r th e r  in v e s tig a tio n s .

O f th e  forces in flu en c in g  m icro-seepage, g ra v i ty  is one of th e  fu n d a m e n ta l  
fac to rs  in  genera l p hysics, an d  is there fo re  th e  m ost com pletely  e x p lo red  
phenom enon  in  th e  re a lm  o f dynam ics. V iscous f r ic tio n  is also of fu n d a m e n ta l  
s ign ificance in  h y d ra u lic s . P h y sica l ch a ra c te ris tic s  th ere fo re  have b e e n  d e te r ­
m ined  b y  a g rea t n u m b e r o f  experim en ts. O n th e  o th e r hand , th e  e ffec t o f 
m olecular forces in flu en c in g  m otion , to g e th e r  w ith  th e ir  changes a n d  c h a ra c ­
te r is tic  p h ysica l q u a n tit ie s , a re  as y e t p a r tly  u n k n o w n  and  p a r tly  b u t  in s u f ­
fic ien tly  defined . P r io r  to  th e  deta iled  e x a m in a tio n  of m icro-seepage i t  is, 
th e re fo re , im p e ra tiv e  to  define  th e  degree o f  a p p ro x im a tio n  in e v ita b le  in  
allow ing  fo r th e  e ffec t o f m olecu lar forces.

O f th e  m o lecu lar forces, the  cap illary  fo rce  a c tin g  a t th e  c o n ta c t su rface  
•of w a te r  an d  a ir  w ill be neg lec ted , a lth o u g h  th e  tu b e  system  fo rm e d  b y  
th e  in te rsp aces  b e tw een  soil partic les are o f  c a p illa ry  size. I t  is, h o w ev er, 
assu m ed  th a t  th e  g ro u n d v a te r  tab le  lies above  th e  perm eab le  lay e r, a n d  th u s  
above th e  cap illa ry  sy s tem . T he co n tac tin g  su rfa c e  o f  w ate r and a ir  is th u s  
su ffic ien tly  large to  p e rm it th e  neglect of th e  c a p illa ry  effect. In  th e  o p p o site  
case , i. e. if  the  g ro u n d w a te r  ta b le  is w ith in  th e  p e rm eab le  layer, th e  c a p illa ry  
e ffec t m ay  still be  se p a ra te d  from  o th e r fo rces a n d  can be allow ed fo r  b y  
co rrespond ing ly  red u c in g  th e  h ead  used in c o m p u tin g  th e  g ra d ie n t (see (3) 
Vol. 1, p. 12, n o te  2). M olecular forces occu rin g  b e tw een  th e  flu id  a n d  th e

1 2  A c ta  T e c lin ic a  X X I / 1 -  2.
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b o u n d in g  solid wall a re  co m m o n ly  re fe rred  to  b y  th e  inclusive te rm  ad h esio n . 
A  g re a t  n u m b er of e x p e rim e n ta l d a ta  has b e e n  p u b lish ed  as to  d iffe re n t va lu es  
o f  th e  fo rce-com ponen t v e r t ic a l  to  th e  su rface  o f  co n tac t, for d iffe re n t flu id s  
a n d  w a lls . On the  o th e r  h a n d , no d a ta  a re  a v a ila b le  concerning th e  re s is ta n c e  
a g a in s t  a d isp lacem ent o f th e  flu id  p a ra lle l to  th e  bound ing  su rface  a n d  due 
to  th e  m olecular effect b e tw e e n  th e  flu id  a n d  th e  solid wall.

A dhesion  was fo rm e rly  considered as m o lecu la r m ass a t t r a c t io n . I f  th is  
is c o r re c t ,  th e  force a c tin g  on flu id  p a r tic le s  v a rie s  inversely  as th e  sq u are  
o f  th e  d is tan ce  from  th e  w all.

© ® © ® © ® ©
I I Г

I I
Liquid

Fig. 1. Sharply defined and diffuse double layers and th e  variation of p o ten tia l therein

T h e  electric doub le  la y e r  (field) a ssu m ed  in  investig a tio n s in to  electro - 
o sm o tic  an d  e lec tro -p h o re tic  phenom ena , a n d  defined  firs t b y  Q u i n c k e  in 
1861, p e rm its  a new  in te rp re ta t io n  of ad h esio n  (8). A ccording to  th is  th e o ry , 
th e  p o sitiv e ly  or n e g a tiv e ly  charged  p a r ts  o f  th e  adhere to  th e  so lid  wall 
(w h e th e r  th e  positive or th e  nega tive , w ill d e p e n d  on the  w all’s c h a rg e  re la tiv e  
to  th e  flu id ) while th e  side  w hich  has a ch a rg e  id en tica l w ith  t h a t  o f  th e  w all 
is t h e  w all is tu rn e d  a w ay . M olecules th u s  a r ra n g e d  form  th e  e le c tr ic  double 
la y e r .

F o rm erly , a lin e a r  d ro p  of th e  re su ltin g  p o te n tia l th ro u g h  th e  v e ry  th in  
d o u b le  lay e r was assu m ed  (v . F ig . l /а). On th e  o th e r  hand , recen t in v e s tig a tio n s  
h a v e  d em o n stra ted  th a t ,  w ith in  th e  d o u b le  la y e r , also p a rtic le s  c a rry in g  a 
c h a rg e  iden tica l w ith  t h a t  o f  th e  su rface  o f  th e  double lay er c a n  be  found
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in  th e  flu id . C onsequen tly , th e  p o te n tia l d ro p  occurs over a lay e r, th e  th ick n ess  
o f  -which is severa l tim es th a t  o f th e  doub le  lay e r. The d rop  w ith in  th is  lay e r 
is b y  no m eans lin e a r  ; a steep  in itia l d ro p  is followed b y  a m o d e ra te  one 
(see F ig . 1/b), (1). In sp ec tin g  th e  v a r ia tio n  show n in th e  figu re , th e  d is tr ib u tio n  
o f  th e  adhesive fo rce  ex e rted  b y  th e  w all on flu id  p artic les ap p e a rs  to  closely 
resem b le  th a t  o b ta in e d  b y  assum ing  m ass a t tra c tio n  effects.

T h e  above conclusions concern ing  m o lecu lar forces ap p ly  to  s tra ig h t 
w alls. In v e s tig a tin g  th e  p o te n tia l d ro p  in  tu b e s  w ith  c ircu la r cross-sections 
i t  sh o u ld  be rea lized , th a t ,  p roceed ing  to w a rd s  th e  axis of th e  tu b e , th e  re d u c ­

ing . 2. Assum ed distribution of shear stresses due to molecular forces

t io n  o f  th e  len g th  o f  th e  a n n u la r  sec tion , defined  b y  p o in ts  a t  e q u a l d is tan ces  
from  th e  w all, is q u a d ra tic .

T oge ther w ith  th e  d is tr ib u tio n  sh o w n  in F ig . 1/6, th is  c o n s id e ra tio n  leads 
to  th e  conclusion th a t ,  in  tu b e s  w ith  a c ircu la r cross-section , th e  v a r ia t io n  of 
m o lecu la r forces in  a d irec tio n  p e rp e n d ic u la r  to  th e  tu b ew all m ay  be  assum ed  
to  be  a p p ro x im a te ly  linear.

M olecular forces p e rp en d icu la r to  th e  tu b e  w all w ere th e  co n cern  of 
b o th  th e  m a ss-a ttra c tio n  th e o ry  an d  th e  e lec tric  doub le-layer th e o ry . F o r  th e  
p re se n t in v es tig a tio n , how ever, th e  d e te rm in a tio n  of th e  lo n g itu d in a l force 
or r a th e r  th e  sh ea rin g  stress, w hich re s is ts  a n y  re la tiv e  d isp lacem en t o f flu id  
p a rtic le s  a t any g iven  d is tan ce  from  th e  w all, w ould  be o f in te re s t .  A s i t  is 
no aim  o f the p re se n t p ap e r to  a t te m p t  a q u a n ti ta t iv e  analysis o f m icro -seepage, 
a n d  since solely a q u a lita tiv e  in v e s tig a tio n  in to  th e  n a tu re  o f th e  p h en o m en o n  
is in te n d e d , it m ay  be  enough  to  assum e a lin ea r  stress d is tr ib u tio n  h av in g  
m ax im u m  value ft>0 a long  th e  w all an d  d im in ish in g  to w ard s th e  ax is  in  th e  tu b e  
o f c ircu la r cross-section . T he p o in t w here  m o lecu lar forces are  no  m ore  felt 
lies a t d istances g an d  rv  from  th e  tu b e  w all an d  from  th e  tu b e  ax is , re sp ec tiv e ly

12*
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(v . F ig . 2). A t a d is tan ce  г from  th e  tu b e  ax is , w ith in  th e  range

r i <  r <  r0

th e  sh e a r  due to  m o lecu la r forces an d  resis tin g  m o v em en t m ay  be expressed  as

со =  Q (r —  Tj), (3)
w here

Q  =  — ——  . (4)
ro r i

O n th e  s tre n g th  of th e  above considera tions f u r th e r  in v estig a tio n s o f p e rc o la t­
ing  w a te r  m ovem ent w ill be based  on th e  a s su m p tio n  o f a specific re s is tan ce  
O)0 p e r u n i t  surface along  th e  solid Avail, due  to  m o lecu lar forces in fluencing  
m o v e m e n t. P roceed ing  to w a rd s  th e  axis o f c ircu la r tu b e s , th is  value d im in ishes 
lin e a r ly  a n d  becom es zero  a t a d istance  q fro m  th e  tu b e  wall. The m o v em en t 
o f w a te r  pa rtic le s  aw ay  fro m  th is  lay e r an d  to w a rd s  th e  in te rio r o f th e  tu b e  is 
no t in flu en ced  b y  m o lecu la r forces to  an y  a p p rec iab le  e x te n t. R em em bering  
th e  a n a lo g y  ex isting  b e tw een  th e  cap illa ry  tu b e  sy s tem  and  th e  in te rs tic e s  
o f  a g ra n u la r  lay e r, th is  zone corresponds to  th e  stress-free  pore vo lum e o f th e  
soil.

4. F low  in  sm all-d iam eter tubes un d er the  s im u ltan eo u s  influences o f g rav ity ,
fric tio n  and  m o lecu lar forces

The range of m icro-seepage under consideration is bounded on one side  
b y  floAV typ es satisfy ing D arcy’s law. In the case o f  these types, flow  m ay be 
assum ed to  be influenced appreciably b y  g rav ity  and friction only, while the  
effect o f  m olecular forces m ay be neglected. G ravity  tending to accelerate the  
w ater particles is counteracted  b y  internal friction  increasing Avith velocity . 
D yn am ic equilibrium  o f the tw o forces is expressed b y  the well-known H agen  —- 
P oiseu ille  equation as :

w here

I  у  l nr~ = 2 n  r l r]
d v 

d r ( 5 )

1
У
4

dv
dr
Г, 1

hydraulic gradient 
specific w eight [kg/cn • m ] 
dynam ic v iscosity  [kg sec/sq • m ]

variation of flow  velocity  along the radius o f the tube [1/sec] and

radius and length , respectively, of cylinder under consideration, concentric w ith  
the tube [m ] .
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D en o tin g  th e  rad iu s  o f  th e  tu b e  b y  r0, th e  d is tr ib u tio n  o f v e loc ities along the 
d ia m e te r  m ay  be describ ed  as

vo =  ^  (ro -  r2) (6)
4 1]

a n d  th e  ra te  of flow  co n v ey ed  in  th e  tu b e  (i. e. d ischarge) as

Qo =  ' ' J - n r  * (7)
8 1 )

F low  stops a t th e  o th e r  b o u n d a ry  of m icro-seepage. M olecular fo rces are in 
eq u ilib riu m  w ith  g ra v ity . N o in te rn a l fric tion  (v iscous forces) m a y  b e  considered 
in  th is  case as s ta tic  co n d itio n s p revail. F o r a cy lin d er o f rad iu s  r  e q u ilib riu m  of 
th e  tw o  forces m ay  be  w r itte n  as

1 у 1 л г 2 =  с о 2 л г 1  — Ü  (r —  г1) 2 л г 1  (8)

or, considering  e q u ilib riu m  cond itions for th e  e n tire  tu b e  cross-sec tion , we 
o b ta in

I  у  l n  ro  =  co0 2 л  r„ l =  Q  ( r 0 —  r x) 2 л  r0 Í ( 8 a )

T he effect of m olecular forces does no t ex ten d  b ey o n d  a lay e r o f  th e  th ick n ess  g, 
a long  th e  w all. No e q u ilib riu m  betw een  m olecu lar forces an d  g ra v ity  is th e re ­
fore possible unless th e  effect ex ten d s  as fa r as th e  tu b e  ax is, i. e. th e re  is no 
stressfree  vo lum e in  th e  tu b e  or, accord ing  to  th e  an a lo g y  p rev io u sly  m en tioned , 
th e re  are  no stress-free  po res in  th e  g ran u la r la y e r. C onsidering tu b e s , th is 
co n d itio n  m ay  be exp ressed  in  a m a th e m a tic a l fo rm  as

(9)

I f  th is  cond ition  is sa tis fied , th e  sm allest g rad ien t in d u c in g  m o v e m e n t an d  the  
lim it g rad ien t below  w h ich  th e re  is no m o v em en t, m ay  be co m p u te d  as

( 10) .

T h e  n e c e ssa ry  e x is te n c e  o f  a l im it  g ra d ie n t  th u s  d e f in e d  w as f i r s t  sh o w n  b y  
E . M osonyx  in  1951 (5).

W ith in  th e  ran g e  d e fin ed  b y  th e  tw o above lim its  g ra v ity  is c o u n te rac ted  
b y  b o th  in te rn a l f r ic tio n  (v iscosity ) an d  m olecu lar forces ; th e re fo re , in  order 
to  p ro p e rly  describe m icro -seepage, th e  eq u ilib riu m  o f th e  th re e  fo rces is ex-

2 co( 
y r
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p re s se d  as :

I y l n r 2 =  2 n r l
d  r

CO — Tj ------ .
d r ( H )

C o n sid e rin g  со as a fu n c tio n  o f  r, a n d  su b s titu tin g  co rresp o n d in g ly  from  E q . (3) 
we o b ta in

I  y i n  r2 =  2 n r  l & { r — rx ) —  rj
d V
d  r

( 12)

T h e re fo re , w ithin the  la y e r  in f lu e n c e d  by  m o lecu la r forces th e  ra d ia l  d is tr ib u ­
t io n  o f  velocities m ay be c o m p u te d  by  th e  fo llow ing d iffe ren tia l e q u a tio n  :

— d V
1

V

I y
r — Q  г -j- Q  rx (13)

W ith  d u e  regard  to  th e  b o u n d a r y  condition  acco rd in g  to  w hich no flow  occurs 
a t  th e  tu b e  wall, i. e. v e lo c ity  is  zero  (v =  0 if  r =  r0), th e  d is tr ib u tio n  o f veloci­
t ie s  in  th e  said layer is

(ro -  r) +  2 Q  ri (ro — T) (14)

A s e x p re s se d  by the  c o n d itio n  g iv en  in E q . (9), d e p e n d in g  up o n  re la tiv e  values 
o f t u b e  ra d iu s  r0, and  th e  d e p th  o f  th e  layer in flu e n c e d  b y  m o lecu lar forces p, 
m ic ro -seep ag e  can be d iv id e d  in to  tw o types. T h e  r a te  o f flow  conveyed  in  th e  
tu b e  h a s  been  de te rm ined  w i th  d u e  regard  to  th is  d is tin c tio n .

T o  th e  type c h a ra c te r iz e d  b y  the  absence o f  a s tress-free  vo lum e th e  
fo llo w in g  unequality  ap p lie s  :

>T =  »o— g < 0  (I5)
A t th e  b o u n d a ry  of th e  tw o  ty p e s

r i =  ro—  2 = °  (16)

F o r  tu b e s  w ith  a stress-free  v o lu m e  :

rx =  r0—  p > 0  (17)

T h e  ra te  of flow  h as b e e n  com puted  b y  th e  eq u a tio n

Q =  j' 2 n r  v á r  (18)

w ell k n o w n  from  th e  d e d u c tio n  o f Hagen —  P oiseu ille ’’s fo rm ula .
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a) The boundary case o f  types under f u l l  stress and those w ith stress-free  
volume.

T he re la tio n  exp ressed  b y  E q . (14) can  be  ap p lied  w ith o u t fu r th e r  r e s t r ic ­
tio n s to  th e  d e te rm in a tio n  o f flow  v e lo c ity  o n ly  in  th e  b o u n d a ry  case c h a ra c ­
terized  b y  E q . (16). In  th is  case, g eq u a ls  th e  ra d iu s  o f th e  tu b e , r x is z e ro , an d , 
co n seq u en tly , th e  th ird  te rm  a t th e  r ig h th a n d  side o f E q . (14) is a lso  zero . 
T h e  v e lo c ity  fo rm u la  is th u s ,

VX (19)

T he d ischarge  conveyed  in  th e  tu b e

0 .
71

n
r3) d r =

V
(20)

T he above expression  y ields zero  d isch arg e  i f  th e  tw o term s in  b ra c k e ts  
a t  th e  r ig h t-h a n d  side o f th e  eq u a tio n  are  e q u a l, i. e. if

(21)

As will be show n su b seq u en tly , n o -d isch arg e  cond itions do n o t  a lw ay s 
en su e  w hen g becom es zero in  th e  ab o v e  e q u a tio n . T he value of d isch a rg e  can  
becom e zero also in  cases w here th e  d is tr ib u tio n  o f velocity , as g iv en  b y  th e  
e q u a tio n , is such  th a t  b o th  neg a tiv e  an d  p o sitiv e  velocities occur in  th e  cross- 
sec tion . In  cases o f th is  k ind , th e  b a c k  flow  co rrespond ing  to  th e  n e g a tiv e  
v e lo c ity  w ould  becom e eq u a l to  th e  p o sitive  flo w , a n d  th e ir  sum  w o u ld  b e  zero. 
H ow ever, considering  th e  p rob lem  fro m  a p h y s ic a l aspect, th e  p o s s ib il i ty  of 
b ack  flow  m ay  be  d isregarded , since m o lecu la r forces, being of th e  p assive  
ty p e , are  in cap ab le  o f in d uc ing  flow  c o n tra ry  to  g ra v ity  w hich p ro d u ces m o v e ­
m en t, an d  only  te n d  to  r e ta rd  ex is tin g  m o v e m e n t. T herefo re, b o th  th e  v e lo c ity  
fo rm u la , i. e. E q . (14), an d  th e  d ischarge  c o m p u te d  th ere fro m , can be  a c c e p ted  
w ith o u t re s tr ic tio n  only up  to  the  lim it w ith in  w hich  th e  ca lcu la ted  v e lo c ity  
does n o t becom e n eg a tiv e  a t an y  p o in t o f cross-sec tion . In  c o m p u tin g  th e  
d ischarge  b eyond  th is  lim it, th e  p o sitiv e  p o r tio n  o f th e  v e lo c ity -d is tr ib u tio n  
d iag ram  will be considered  only, w hile —  in  th e  n eg a tiv e  one —  v e lo c ity , as 
well as d ischarge , w ill be assum ed  to  be zero.

As can be seen w ith o u t fu r th e r  proof, in  case g =  r0, the  v e lo c ity  d e te r ­
m ined  b y  E q . (19) is obv iously  zero for an y  v a lu e  o f r  if  th e  cond ition  ex p re sse d  
by  E q . (21) p reva ils , i. e. no n eg a tiv e  ve loc ities will occur un til th e  g ra d ie n t
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r e m a in s  s teeper th a n  ^oi- 
g r a d ie n t  range

E q s . (19) an d  (20) a re  th u s  defined  fo r th e  en tire

J >  —  =  J 01
y

a n d  f lo w  will s top  if  co n d itio n s  as exp ressed  b y  E q . (21) ensue. 
S ince rx — 0 if  Q —  r0, E q . (4) m ay  b e  re w ritte n  :

Ü  =
"a>0
ro

C o m p a rin g  th e  above ex p ressio n  w ith  E q . (21) i t  w ill be seen th a t  flow  a c tu a lly  
d is c o n tin u e s  a t th e  lim it g ra d ie n t defined  b y  E q . (10), i. e.

I 01 —  I \ \m  1  (2 2 )

b) Flow affected by molecular forces ex tend ing  over the entire tube cross- 
section .

T h e  ty p e  u n d e r c o n sid e ra tio n  is c h a ra c te r iz e d  b y  the  u n e q u a lity  e x p re s ­
sed  b y  E q . (15), i. e., th e  sign  o f r1 is n e g a tiv e . In tro d u c in g  th e  a b so lu te  v a lue  
o f  in to  th e  th ird  te rm  on th e  r ig h t-h an d  side o f  E q . (14), th e  sign o f th e  te rm  
is re v e rs e d  in  th is  ran g e  :

2 r]
i y
2

Q (ro -  r2) =  2 Q  > !  (r0 -  r) (23)

( I t  sh o u ld  be n o ted  h ere  t h a t  as regards th e  d is tr ib u tio n  of m o lecu la r effects 
a lo n g  th e  d iam ete r tw o  possib le  p a tte rn s  m a y  be assum ed in  th is  ran g e . 
A c c o rd in g  to  th e  f irs t th e  s tre ss  d im inshes lin e a r ly  tow ards th e  tu b e  axis 
a n d  a t ta in s  a value Q  r x th e re . B eyond th e  a x is , effects of th e  o p p o site  w all 
a re  f e l t  only , the la t te r  b e in g  nearer to  th e  p o in t under c o n sid e ra tio n . The 
p a t t e r n  o f  d is tr ib u tio n  a long  th e  d iam ete r is sy m m etrica l abo u t th e  tu b e  axis. 
O n th e  o th e r  h an d  m o lecu la r effects due to  th e  w a ll m ay be assum ed  to  e x te n d  
to  a d is ta n c e  b ey o n d  th e  tu b e  axis. O ver th e  cen tra l section  o f 2 rj w id th , 
e ffe c ts  o f  th e  tw o w alls are  th u s  su p erim p o sed . A  linear red u c tio n  occurs in 
th is  c a se  over th e  d is ta n c e  r0 >  r >  ( r j  on ly  a n d , consequently , th e  v e lo c ity  
fo rm u la  —  E q . (23) —  app lies  likewise to  th is  d is ta n c e  only. T he s tre ss  due  to  
m o le c u la r  forces is c o n s ta n t a n d  has a v a lu e  o f  2 Q  rv  if  r  <  jtjJ.

N o  observ a tio n  d a ta  a re  ava ilab le  as to  w h ich  o f th e  tw o fo regoing  a ssu m p ­
t io n s  is  m ore  co rrec t. T h e  dev e lo p m en t o f a n  a c c u ra te  m ethod  o f c o m p u ta tio n  
re g a rd in g  m ag n itu d e  is, h ow ever, beyond  th e  scope of the  p re sen t p a p e r , th e  
sole a im  being to  exp lo re  th e  n a tu re  o f th e  p h en o m en o n . Since th e  genera]
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re la tio n sh ip s  developed  on th e  basis o f e i th e r  a ssu m p tio n  show no s ig n if ic a n t 
d isc rep an cy , th e  q u es tio n  m ay  be left open  fo r th e  p resen t an d  sh o u ld  be 
ex am in ed  in  th e  course o f fu tu re  e x p e rim en ts . A ltho u g h  th e  su p e rp o s itio n  of 
effects due to  th e  oppo site  walls is felt to  be  m o re  likely  th eo re tica lly , a lin ea r  
change from  tu b e  w all to  tu b e  axis of s tre sses  d u e  to  m olecular fo rces w ill be 
assu m ed  in  th e  follow ing in  order to  sim plify  co m p u ta tio n s . W ith  th is  a s su m p ­
tio n , E q . (23) becom es v a lid  for th e  en tire  cross-section .

In te g ra tin g  E q . (18) w ith  due regard  to  th e  velocity  d is tr ib u tio n  in d ic a te d  
b y  E q . (23) th e  d ischarge

Го Го

As can be seen , th e  g rad ien t p e r ta in in g  to  zero discharge is s teep e r 
th a n  th a t  derived  from  E q . (15) :

-^02 —
2 Q  

У ro
, 4

r"+T lr1
2 Q

>  -l|im2 =  — — (f0 +  j rl ) 
/  r0

(25)

Since no b a c k  flow  can  be considered E q . (24) applies only as lo n g  as th e  
g ra d ie n t is su ffic ien t to  ensure  positive  v e lo c itie s  fo r any  value o f r  s u b s t i tu te d  
in to  E q . (23). T he fu ll ve lo c ity  d iag ram  is com posed of tw o p a ra b o la s  of 
th e  second degree, an d  a p o in t o f s in g u la r ity  arises w here th e  tw o  b ra n c h e s  
m eet, i. e. a t  th e  tu b e  ax is. Curves o f th e  second  degree show n o  in flec tio n  
p o in t ; co n seq u en tly , th e  d iag ram  has no  n e g a tiv e  area unless th e  o rd in a te  
o f th e  p o in t o f s in g u la r ity  is negative . T h e  ra n g e  o f va lid ity  of E q . (24) m ay  
th e re fo re  be defined  b y  m aking  E q . (23) e q u a l to  zero a t th e  p o in t  w here 
r =  0. H ence

( ' 0 - 2  1^1) (26) 
8 r 0

F o r an y  g rad ien t s te e p e r th a n  th e  above th e  d ischarge is o b ta in e d  fro m  E q . 
(24), while —  for f la t te r  g rad ien ts  —  o n ly  th e  positive area o f th e  velo c ity  
d iag ram  can be considered . The rad iu s  r 2 p e r ta in in g  to  th e  ze ro -ax is  o f  th e  
v e lo c ity  d iagram

(27)
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T h e re fo re , th e  co n d itio n  o f no-flow  will re a lly  en su e  if  th e  value o f r., becom es 
e q u a l  to  r0. H ow ever, in  th is  case the  f ra c tio n  on  th e  rig h t-h an d  side o f  E q . 
(27) e q u a ls  u n ity , w h ere fro m  th e  g rad ien t a t  w h ich  no flow occurs m a y  be 
c o m p u te d  :

f | i m 2  =  ~  ( r „ +  I rx I ) .  ( 2 8 )
7 ro

T h e  l im it g rad ien t th u s  o b ta in e d  is id en tica l w ith  t h a t  calculable from  E q . (10) 
w ith  th e  aid  of E q . (4).

I n  th e  range I 2 >  /  >  d ischarge c a n  be  com puted  b y  in te g ra t in g
E q . (24) be tw een  th e  lim its  r0 and  r2 :

Qz 2 = I  y  -  q \
-*•4 г- j-2  j*4r0 _ ' 0 r2 ] 4^ — Q  r, I r" — r0 r |  +  2 r\

2 4 2 ^  4 13 3 )
.(2 9 )

c) Tubes w ith stress-free volume.

A  stress-free  vo lum e is encoun tered  w ith in  th e  tu b e , w h en ev er th e  
ra n g e  o f  m olecu lar forces, q, is sm aller th a n  th e  d ia m e te r  of the  tu b e . E q . (14) 
d e sc r ib in g  th e  velo c ity  d is tr ib u tio n  applies o n ly  fo r the layer o f th ic k n e ss  
q, a d jo in in g  th e  w all. A co n d itio n  of d y n am ic  eq u ilib riu m  prevails b e tw e e n  
g ra v i ty  a n d  viscous forces ac tin g  on w a te r  f i la m e n ts  m oving in  th e  tu b e  
b e tw e e n  th e  axis an d  th is  la y e r. The d is tr ib u tio n  of velocities w ith in  th is  
se c tio n  m a y  th e re fo re  be  de te rm in ed  b y  th e  H agen— Poiseuille e q u a tio n , 
ta k in g  o f  course in to  co n sid e ra tio n  th e  b o u n d a ry  condition  u n d e r  w h ich  
v e lo c ity  a t  th e  p o in t r =  rx w ill be equal to  th e  v a lu e  derived from  E q u a t io n  
(1 4 ) :

for ro > r >  r1 =  ro - »,

v3
= 1 I У Q

2 rj 2

for rl - To — ° > r > o,

V3 =
1

2 rj
1У (r2 
2 ( °

—

— r) +  2 Q  rx (r0 — r) ;

- Q ( r l - r l )  + 2  Q r x (r0

(30)

S o lv in g , th e  in teg ra l w ith  d u e  regard  to  th e  v e lo c ity  d istrib u tio n s d e fin e d  
b y  E q s . (30) th e  d ischarge  conveyed  b y  th e  tu b e  is

Q: n_ \ I 7  _ 4 _  Q  (,4 31— ' r0 ■' VOr] 8 4 ri)+-f- ri (ni-r?) (31)

The g rad ien t, depending on th e  value of Q, w hich , substitu ted  in to  E q . (31)
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y ields th e  condition  o f  no-flow , is th e re fro m

8 Q  1 _  1 rx 1 r\

У ( 4  3 r 0 ^  12  A  '
(32)

A ca re fu l e x am in a tio n  o f  th e  forces in flu en c in g  m o tion  reveals  th is  value 
as obv iously  f ic titio u s . Since the  e ffec t o f m o lecu la r forces e x te n d s  to  b u t 
a p a r t  o f  th e  tu b e  cross-section , a n y  e q u ilib riu m  betw een  g ra v ity  an d  the 
said  forces is im possib le . C onsequently , in  th is  case no lim it g ra d ie n t can 
be spo k en  of.

D isregard ing  th e  n eg a tiv e  area o f  th e  v e lo c ity  d iag ram  it c an  be s ta te d  
th a t ,  w ith  th e  g ra d ie n t ten d in g  to w ard s  zero, th e  d ischarge va lu e  approaches 
th a t  o f  a tu b e  w ith  a ra d iu s  rl :

(33)
8 rj

In  a tu b e  hav ing  a stress-free  v o lum e, m o lecu la r forces will a c t ,  therefo re , 
like an  orifice c o n s tr ic tin g  th e  tu b e ’s cross-sec tion . In  case o f  no  g rad ien t 
th e  degree of c o n s tr ic tio n  will becom e e q u a l to  th e  en tire  th ick n ess  o f the  
lay e r exposed to  th e  m olecu lar forces, w h ereas  —  for s teep er slopes —  the  
co n stric tio n  becom es correspond ing ly  less. T h e  s ta tio n a ry  la y e r  m ay  be 
co m p u ted  as a fu n c tio n  o f o ther c h a ra c te r is tic s  b y  d e te rm in in g  w ith in  the  
in te rv a l  r0 >  r >  rx, th e  rad iu s  r3, i. e. th e  zero  p o in t o f th e  v e lo c ity  d iag ram  :

2 r,

1 — J y
2 Q

(34)

T he d ischarge m ay  be  com puted  acco rd in g  E q . (31) only  u n til  th e  g rad ien t 
is su ffic ien t to  p re v e n t th e  occurrence o f  n e g a tiv e  o rd in a tes  in  th e  velocity  
d iag ram . This lim it is ch arac terized  b y  th e  fa c t th a t  rad iu s  r3, th e  abscissa 
o f th e  zero p o in t o f  th e  velocity  d iag ram , is e q u a l to  rad iu s  r0 o f  th e  tu b e . 
T he g ra d ie n t in  q u e s tio n  is th e re fro m  o b ta in e d  as

J 3 =  (ro -  D ) (35)
r  ro

In  case o f g rad ien ts  s teep e r th a n  th e  ab o v e , th e  d ischarge m a y  be  derived  
from  E q . (31), w hile in  th e  range I 3 >  /  >  0 th e  d ischarge fo rm u la  is o b ta in ed  
b y  in teg ra tio n  n o t b e tw een  th e  lim its  r0 an d  0 b u t  betw een  r3 a n d  0 :

Qsz =
71 I I , 4 _  ß  

8 3 4
ri) +  ~  r i (1 -  r?) (36)
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5. M icro-seepage in perm eab le  layers

I n  o rd e r to  app ly  th e  re la tio n sh ip  d escrib in g  flow  in  sm a ll-d iam e te r  
tu b e s  in flu en ced  by  m o lecu la r  forces to  th e  g en era l case of p e rco la tio n  in  
p e rm e a b le  layers, in te rs tic e s  o f  th e  la t te r  w ill be  considered  as a m u lti tu d e  
o f  tu b e s  h av in g  c ircu lar cross sec tions. A lth o u g h , accord ing  to  l i te ra ry  d a ta  
(H . L a m b , B o u s s i n e s q , S l i c h t e r , see [3] Yol. 1, C h ap te r  1, S ec tion  2, P a r t
2.) p e rc o la tio n  coefficients d e r iv e d  th e o re tic a lly  fo r  tu b e s  h av in g  tr ia n g u la r  
c ro ss -sec tio n s  give a fa ire r  a p p ro x im a tio n  of flow  in  th e  irreg u la r  in te rs tic e s  
o f  th e  so il, for th e  p re sen t in v e s tig a tio n  a tu b e  sy s te m  o f c ircu lar cross-sec tion  
h a s  b e e n  assum ed. This is d eem ed  perm issib le  since , in s te a d  o f d e te rm in in g  
d e f in i te  v a lu es , only a co m p ariso n  betw een  m icro -seepage an d  flow in flu en ced  
b y  m o le c u la r  forces is in te n d e d . I t  is believed  th a t  th e  ra tio  th u s  o b ta in e d  is 
a f fe c te d  to  a lesser degree b y  th e  cross-sectional sh ap e  of th e  convey ing  sy s tem  
th a n  th e  ch arac teris tics  of m o tio n  p roper. I t  sh o u ld  be  rem em b ered , f u r th e r ­
m o re , t h a t  th e  aim  of th e  p re s e n t  s tu d y  is a te n ta t iv e  d efin itio n  o f  th e  law s 
g o v e rn in g  th e  phenom enon  vd iich  are  h a rd ly  in flu en ced  b y  these  seco n d a ry  
e ffe c ts . A ll conveniences o ffe red  b y  th e  assu m p tio n  o f  a c ircu lar c ross-sec tion  
w ill th e re fo re  be used to  a d v a n ta g e  for th e  p re se n t in v es tig a tio n .

I n  su b s titu tin g  a tu b e  sy s te m  for th e  in te rs tic e s  of th e  p e rm eab le  lay e r 
i t  sh o u ld  be  considered f ir s t  t h a t ,  in  a soil sam ple  w ith  a cross-sec tional area  
F  in  a d irec tio n  p e rp en d icu la r to  t h a t  of flow  an d  a pore vo lum e n , th e  cross 
se c tio n  av a ilab le  for p e rc o la tin g  flow  is

E p — n F  (37)

T h e  o p e n  cross-section o v er u n i t  a rea  is ta k e n  as com posed of s tu b e s  o f r0 
ra d iu s  e ach . The n u m b er o f  tu b e s  com posing th e  su b s titu tin g  sy s te m  m ay  
th u s  b e  co m p u ted  as a fu n c tio n  o f th e  pore  vo lu m e an d  th e  tu b e  ra d iu s  :

Ffi — n F  =  т\л F  s (38)

n
s = ------

Г2 Л

A c c o rd in g  to  Darcy, th e  d isc h a rg e  p e rco la tin g  th ro u g h  a cross-sec tional 
a re a  F  is :

QF =  F k l  (39)

T h is  d isc h a rg e  m ay  also be  c a lc u la te d  if  we m u ltip ly  th e  d ischarge, conveyed  
b y  a s in g le  tu b e  of rad iu s  r0, b y  th e  n u m b er o f tu b e s  over area  F  :

Qf — F s Q (40)
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C om bining E qs. (39) a n d  (40) we o b ta in  th e  p e rm e a b ility  coeffic ien t :

к _  s Q  =  П Q 
1 r \n  I

D eriv ing  th e  d ischarge  conveyed  b y  a single tu b e  fro m  th e  H agen— Poiseuille  
fo rm u la  we o b ta in  th e  p e rm eab ility  coefficient v a lid  for th e  case o f  eq u i­
lib riu m  betw een  g ra v ity  and  fr ic tio n , w hile th e  su b s titu tio n  o f  d iffe ren t 
d ischarges c h a ra c te ris tic  for d iffe ren t ranges o f m icro -seepage y ields d ifferen t 
a p p a re n t p e rm eab ility  coefficients w hich enab le  us to  com pare  m icroseepage 
an d  th a t  following from  D arcy's law . The follow ing к  coefficien ts h av e  th u s  
been  estab lished  :

(41)

type o f  flo w  described by D arcy's law

k, n y  2
0 — 0 r0>

8 г/
(42)

micro-seepage
the boundary case o f  types o f  flow  w ith  and w ithout stress-free pore volumes

к -  ПУ r 2KU — T,
8 r]

1 -
2 Q

i y .
(43)

flo iv  type  with the entire pore volum e under stress

8 Ü
1 - 3

3 I  у  г о

flo w  w ith  stress-free pore volume 

for

r 3
2 —

(44)

(45)

У
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(46)

(47)

(48)

M icro -seepage m ay  p re fe ra b ly  be com pared  w ith  p e rco la tio n  o f  th e  ty p e  
d e sc r ib e d  b y  Darcy  b y  e s ta b lish in g  th e  ra tio  o f p e rm e a b ility  coeffic ien ts :

h':n
An

(19)

T h e se  ra tio s  m ay be c o m p u te d  b y  th e  re la tio n sh ip s  given below . In d iv id u a l 
r a t io s  w ill be deno ted  b y  in d ice s  id en tica l w ith  th o se  used  in  d e riv in g  p erco la­
t io n  coeffic ien ts . T he t r e n d  o f  v a r ia tio n  in  a  is also p lo tte d  a g a in s t h ead  in 
F ig . 3. V alues of a are  as follow s :

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)
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T he tre n d  o f v a ria tio n  in  a  h av in g  been e s ta b lish e d , th e  re la tio n sh ip  b e tw een  
velocity  a n d  head  m a y  also be d e te rm in ed . T h is  m eth o d  o f p re se n ta tio n , 
fre q u e n tly  used  for p ro b lem s o f a sim ilar n a tu re , c lea rly  in d ica tes  th e  d iffe ren t 
ch a rac te rs  o f m icro-seepage an d  perco la tion  fo llow ing  D arcy's law , re sp ec tiv e ly . 
(Fig. 4.)

Conclusions

T he v a lid ity -ra n g e  of D arcy's  law  is in v e s tig a te d  in  th e  f i r s t  p a r t  of 
th e  p a p e r. E x p e rim en ts  re p o rte d  in  th e  l i te ra tu re  are  review ed show ing , on 
th e  one h an d , th a t a lin e a r  re la tio n sh ip  b e tw een  ve lo c ity  and  h e a d  in  coarse­
g ra ined  layers c a n n o t be  accep ted  even b y  w ay  o f a p p ro x im a tio n , and, 
d em o n stra tin g , on th e  o th e r  h an d , th a t  —  even  in  respect o f one an d  th e  
sam e lay e r —  D a rc y ’s law  is valid  only  b e tw een  tw o  well d efin ed  g rad ien ts . 
R ely ing  p a r tly  on th e  in v es tig a tio n s  of H e i n r i c h  an d  D e s o y e r , p a r t ly  on 
s tu d ies  conduc ted  to g e th e r  w ith  D r. E . M o s o n y i  an d  p u b lished  p rev io u sly , 
th e  a u th o r  a tte m p ts  to  exp la in  th e  v a lid ity  ra n g e  of th e  lin ear pe rco la tio n  
law  b y  d e te rm in in g  th e  effect o f forces in v o lv ed . T h eore tica l co n sid era tio n s 
have  led to  th e  conclusion  th a t  D arcy's law is applicable, as a fa i r  approxim ation

F ig . 3 . V ar iat ion  o f  a =  —j— va lu es  w i t h  head  (gradient)
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fo r  describing percolation phenom ena  only i f  in  com parison w ith g ra v ity  and  
fr ic tio n  all other forces in flu en c in g  movement are negligible. A t th e  u p p e r  lim it 
o f  th e  v e loc ity  range in e r t ia  forces exert in c reased  influence, w hile th e  low er 
l im it  is ind ica ted  by  in c re a se d  m olecular effec ts .

B ey o n d  th e  v a lid ity  ra n g e  of the  lin ea r  p e rco la tio n  law  in v e s tig a to rs  
h a v e  a t te m p te d  to  d e te rm in e  th e  re la tio n sh ip  b e tw een  velocity  a n d  h ead  by  
e x p e r im e n ta l  m ethods o n ly . G rad ien ts  in  th e  reg io n  of m ovem en ts governed

F ig .  4.  Relation between v e lo c ity  and head (gradient) in  the range of m icro-seepage

b y  m o le c u la r  forces are  so sm a ll th a t  the  h ead  in  th e  ex p erim en ta l e q u ip m e n t 
h a r d ly  exceeds, or rem ain s w ith in , th e  lim its o f e rro r  in  surface m easu rem en ts . 
C o n se q u e n tly , re la tio n sh ip s  d e te rm in e d  e x p e rim e n ta lly  app ly , a lm o st w ith o u t 
e x c e p tio n , to  the  range o f  h ig h  g rad ien ts i. e., to  flow -types in  w h ich  th e  
e ffe c t o f  in e rtia  forces is p re d o m in a n t. E ffo rts  a im ed  a t a th e o re tic a l in v e s ti­
g a tio n  o f  m icro-seepage a re , th e re fo re , b y  no m ean s superfluous, an d  a research 
in to  the nature o f laws govern ing  these flo w  types is well ju s tifie d  -— a lth o u g h , 
o w in g  to  th e  lack  of e x p e r im e n ta l m easu rem en ts , no form idae su ita b le  to  
n u m e r ic a l  co m p u ta tio n  c a n  as y e t  be given.

O f th e  m olecular fo rce s , surface tension  a t th e  co n tac t-su rface  o f w a te r  
a n d  a ir  m ay be neglected. I n  case of a su b m erg ed  lay e r th e  p e r im e te r  is so 
sm a ll in  re la tio n  to  th e  a re a  o f  co n ta c t th a t  c a p illa ry  forces m ay  be  n eg lec ted , 
w h e re a s  —  in case o f a w a te r  surface w ith in  th e  lay e r —  th e  e ffec t o f  the;
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c a p illa ry  force m ay  be e lim in a ted  from  fu r th e r  investig a tio n s b y  m eans of 
a red u c tio n  to  be d e te rm in ed  on th e  s tre n g th  of p revious e x p e rim e n ts .

T he effect o f  the molecular force  a c tin g  a t  th e  co n tac t o f f lu id  a n d  solid 
w all d im in ishes w ith  increasing distance fro m  the wall. W h e th e r  w e explain  
th is  effect b y  m ass a t tr a c t io n  or b y  an  electric double layer fo rm e d  a lo n g  the 
wall, th e  red u c tio n  in  a tu b e  of c ircu la r cross-section  m ay, w ith  a f a i r  approxi­
m ation , be assum ed to be linear.

B y e s tab lish in g  th e  fo rm u la  o f th e  e q u ilib riu m  betw een  g ra v ity ,  in te rn a l 
fric tio n  an d  th e  m o lecu lar force so defined , we a re  in a p o sitio n  to  d e te rm in e  
th e  ve lo c ity  d is tr ib u tio n  b ro u g h t fo rth  in  tu b e s  of c ircu lar c ro ss-sec tio n  by 
m icro-seepage-like flow s. As reg a rd s  th e  c h a ra c te r  of m o v em en t, d is tin c tio n  
m u st be m ade be tw een  tu b e s  in  w hich th e  effect of m olecular fo rces  ex tends 
b ey o n d  th e  tu b e  ax is an d  tu b e s  h av in g  a s tress-free  vo lum e a t  th e  cen tre . 
A considerab le  s im p lifica tio n  of ca lcu la tio n  enab les us to  t r e a t  th e  b o u n d a ry  
case of th e  tw o  co n d itio n s se p a ra te ly . T he v e lo c ity  d iag ram  h as a lso  neg a tiv e  
o rd in a te s  in  th e  ran g e  of low g rad ien ts . H ow ever, molecular forces being passive  
in  nature, they on ly  tend to retard movement induced by the active fo rce , i. e. 
gravity , and  cannot induce backflow. W ith in  th e  above m en tio n ed  ra n g e s  flow 
typ es induced  b y  g rad ien ts  h igher, or low er th a n  a defin ite  lim it m u s t  th ere fo re  
be considered  se p a ra te ly . T he lim it v a lue  is th e  g rad ien t a t  w h ich  a n  in te r ­
m ed ia te  zero va lu e  occurs in  th e  velo c ity  d ia g ra m . In  case o f g ra d ie n ts  higher 
th a n  th is lim it th e  en tire  v e lo c ity  d iag ram , w hile in  cases o f lo w er ones only 
its  positive  sec tion  can be used  in  c o m p u tin g  d ischarge. W ith  d u e  reg ard  
to  v a lid ity  lim its , we can determ ine the relation existing between the discharge 
in  the tube on the side and the characteristic values o f  tube and forces on the other.

S u b s titu tin g  a w ate r-co n v ey in g  sy s tem  of tu b es for th e  in te rs tic e s  of 
th e  perm eab le  soil lay e r th e  re la tio n sh ip s  b e tw een  the  p h y s ic a l p ro p e rtie s  
o f th e  lay e r an d  th e  c o n s ta n ts  o f th e  tu b e  system  can be c o m p u te d . On 
basis o f th ese  re la tio n sh ip s  th e  apparent perm eab ility  coefficient c a n  b e  o b ta i­
ned  for d iffe ren t ran g es o f m icro-seepage as th e  ra tio  of flow  v e lo c ity  and 
g ra d ie n t. Besides the m agnitude o f  the m olecular forces and  the characteristics 
o f  the substitu ted  tube system  the said  coefficient depends also u p o n  the gra­
dient, an d  is th u s  in  c o n tra s t  w ith  th e  p e rm eab ility  co effic ien t o f  Darcy, 
w hich is id e p e n d e n t o f th e  g ra d ie n t. D iv id in g  th e  said  p e rm e a b ili ty  coeffi­
c ien ts  b y  th e  D arcy  coeffic ien t co m p u ted  fo r co rrespond ing  c o n d itio n s , a ratio 
a depending upon the gradien t is obtained which presents a clear indication  
o f  the d iscrepancy between micro-seepage and  percolation typ es  fo llo w in g  a 
linear rela tionship  (F ig . 3.).

H av in g  th u s  e s tab lish ed  th e  law  g o v ern in g  th e  v a ria tio n  o f  a  accord ing  
to  g rad ien t, th e  c h a ra c te r  o f th e  rela tionship  between velocity a n d  gradient 
—  usu a lly  p lo tte d  in  in v es tig a tio n s  of p e rco la tio n  p h en o m en a  —  m a y be 
determ ined also fo r  the case o f  micro-seepage. A deeper insigh t in to  th e  c h a ra c te r

13 A c ta  T e c h n ic a  X X I /1  - 2 .
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o f  th e  re la tion  and  th e  r e s u l t in g  lim it values as w ell as th e  necessary  fu r th e r  
d iv is io n  of the  range o f  m icro -seepage fa c il i ta te  ex p e rim en ta l w ork  in d is ­
p e n s a b le  for the  fu r th e r  s tu d y  o f th e  problem . P la n n in g  o f ex p erim en ts , th e  
d e te rm in a tio n  of va lues to  b e  m easured  an d  o f th e  n u m b e r of m easu rem en ts  
to  b e  m ade are g ea tly  a id e d  b y  the  ex p lo ra tio n  o f  re la tio n sh ip s  in v o lv ed . 
I f  t h e  above conclusions, a r r iv e d  a t th eo re tica lly , a re  confirm ed b y  m e a su re ­
m e n ts ,  th e  num ber of d if f ic u lt  observations m a y  s ig n ifican tly  be red u ced .

M ovem ents of g ro u n d w a te r  in  the  H u n g a r ia n  p la in s m ay g en era lly  be 
c la s s if ie d  as falling in to  t h e  group  of m icro -seep ag e. T he co n tin u ed  s tu d y  
a n d  e a r ly  solution o f th e  p ro b le m  will, th e re fo re , g re a tly  p rom ote  in v e s ti­
g a tio n s  in to  the w a te rh o u se h o ld  of the soil.
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SUMMARY

In the introductory part o f  th is paper the Darcy law  is shown to be ill suited for the  
fair description of flow phenom ena involved in the percolation process, unless all forces in flu ­
en cin g  motion except gravity  and friction can be neglected . T he valid ity range is lim ited  at 
th e  upper side by the increased e ffe c t  o f inertia forces, w hile a t the lower boundary m olecular  
forces are no more negligible.

Studying the range in flu en ced  by molecular effects, i. e ., the range of m icro-seepage, 
it  m a y  be stated, that the m olecular force between the solid boundary and the liquid decreases 
w ith  th e  distance from the w all. Regardless whether m ass a ttraction  or an electric double layer  
is g iv en  as the explanation o f  th e  phenomenon, the decrease m ay w ith fair approxim ation be 
assum ed as linear in conduits h a v in g  a circular cross-section.
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Considering equilibrium conditions between m olecular forces, gravity and viscous forces, 
the velocity  distribution in circular conduits can be determ ined for the case o f micro seepage  
and the relation between discharge and force characteristics can be established.

Representing interstices o f the permeable layer by a conduit system , constants o f the  
latter and soil characteristics o f the layer can be interrelated. Proceeding in this basis the 
virtual perm eability coefficient o f micro seepage m ay be established as the ratio o f gradient 
and velocity. The comparison of the latter and of the perm eability coefficient by D arcy can 
well be used for the description of flow conditions w ith in  this range.

TH EO R ETISCH E UNTERSUCHUNG D E R  M IKROFILTRATION

G Y . K O V Á C S

ZUSAMMENFASSUNG

Einleitend stellt der Bericht fest, das Gesetz von Darcy eignet sich nur dann m it guter 
Annäherung zur Erfassung der Sickerungserscheinungen, w enn neben der Schwerkraft und der 
Reibung die übrigen auf die Strömung wirkenden Kräfte vernachlässigt werden können. An der 
oberen Grenze des G ültigkeitsbereichs steigt der E influss der Trägheit, während die untere 
Grenze durch die zunehm ende Einwirkung der M olekularkräfte gekennzeichnet ist.

Eine Untersuchung dieses letzteren Bereichs —  der M ikrofiltration —  führt zu der 
Erkenntnis, der Einfluss der Molekularkraft zwischen W and und Flüssigkeit nim m t m it der 
Entfernung von der Wand ab. Ob man nun diese Erscheinung auf die Massenanziehung oder 
auf die Einwirkung einer an der Wand entstehenden doppelten elektrischen Schicht zurück­
führt, kann diese Annahme in kreisrunden Röhren m it guter Annäherung als linear betrachtet 
werden.

Aus der Gleichgewichtsbedingung zwischen M olekularkräften, Schwerkraft und innerer 
Reibung lässt sich für den Fall der Mikrofiltration die Geschwindigkeitsverteilung in kreis­
runden Röhren, sowie der Zusammenhang der W asserführung in der Röhre m it den K enn­
grössen der Röhren und der wirkenden Kräfte erm itteln.

Werden die Poren der wasserführenden Schicht durch ein Röhrennetz ersetzt, dann 
kann man die Beziehung zwischen den bodenphysikalischen Kennwerten der Schicht und den 
K onstanten des Röhrennetzes berechnen. Mit deren H ilfe lässt sich für die M ikrofiltration ein 
scheinbarer Sickerbeiwert ableiten, der dem Q uotienten von Geschwindigkeit und Gefälle 
gleich ist. Vergleicht m an diesen mit der Durchlässigkeitszahl nach Darcy, dann erhält man 
einen geeigneten K ennwert zur Charakterisierung des Ström ungszustandes in diesem Bereich.

É T U D E  TH ÉO R IQ UE DE LA M ICROFILTRATION

G Y . K O V Ä C S

RÉSUMÉ

En introduction, l ’étude établit, que la loi de D arcy n’est applicable avec une bonne 
approxim ation à la description des phénomènes de filtration , que si l’on peut négliger l ’influence  
exercée sur l’écoulem ent par des forces actionnantes autres que celles de gravité et de frottem ent. 
Á la lim ite supérieure du dom aine de valid ité, c’est l’effect de l’inertie qui s’augm ente, la lim ite  
inférieure étant marquée par l’influence de plus sensible des effets moléculaires.

En exam inant dernier domaine —  celui de la m icrofiltration —  on peut constater que 
l’effect de la force m oléculaire s’exerçant entre la paroi solide et le liquide diminue en s’éloignant 
de la paroi. Ce phénom ène explique soit par la force attractive  des masses, soit par la form ation  
d’une double couche électrique le long de la paroi, cette  dim inution dans un tuyau de section  
circulaire peut être estim ée linéaire avec une bonne approxim ation.

En établissant l’équilibre des forces moléculaires de gravitation et de frottem ent, on en 
peut déduire, pour le cas de m icrofiltration, la répartition des vitesses dans des tuyaux circu­
laires, ainsi que la relation du débit dans un tuyau avec les valeurs caractéristiques des tuyaux  
et des forces actionnantes.
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E n  rem plaçant les pores de la  couche aquifère par un réseau de tubes transportant l ’eau, 
on p eu t calculer la relation entre les caractéristiques géophysicaux de la  couche et les constantes 
du réseau de tubes. Ainsi peut se déduire —  pour le cas de m icrofiltration —  un coefficient 
v irtu el de filtration  égal au quotient de la v itesse et de la perte de charge. Le rapport de ce 
dernier au coefficient de filtration  de Darcy, perm et de bien caractériser l’écoulem ent dans ce 
dom aine.

ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ МИКРОФИЛЬТРАЦИИ
Д .  К О В А Ч

РЕЗЮМЕ

В введении статьи установлено, что для определения явлений микрофильтрации 
закон Дарси может быть применен с хорошим приближением только в том случае, если 
можно пренебречь действием всех сил, создающих движение, кроме действия сил тяжести 
и трения. На верхнем пороге области действительности возрастает влияние невозмож­
ности, а нижний порог характеризуется большей действенностью молекулярных эффектов.

Изучая эту последнюю область—  область микрофильтрации — , можно установить, 
что действие молекулярных сил, возникающих между твердой стеной и жидкостью, 
уменьшается по мере удаления от стены. Объясняя этот эффект силой притяжения, или 
же двойным электрическим слоем, образующимся вдоль стены, можно предполагать, что 
уменьшение в трубе круглого сечения является с хорошим приближением линейным.

Выведя уравнение равновесия молекулярных сил, силы тяжести и силы внутрен­
него трения, можно определить распределение скорости в трубе круглого сечения для 
случая движения жидкости, соответствующее характеру движения при микрофильт­
рации, далее можно определить также зависимость между расходом в трубе и величинами 
характеризующими действующие в трубе силы.

Связь между физико-механическими характеристиками грунта и постоянными 
системы труб определяется путем замены швов водопроницаемого слоя системой водо­
проводящих труб, с помощью которых можно определить мнимый коэффициент фильт­
рации, который равен отношению скорости и напора микрофильтрации, сопоставляя 
это с коэффициентом фильтрации по Дарси, можно хорошо характеризовать состояние 
движения в этой области.
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[Eingegangen am 22. Juni 1957.]

Die E rm ü n d u n g ssy m p to m e  der F e r tig le d e r  bei langer B ean sp ru ch u n g  
sind  seit langem  b e k a n n t, b isher w urden  jed o ch  keine e n tsp re c h e n d en  U n te r­
su ch u n g sm eth o d en  zu deren  M essung en tw ick e lt. Als d e ra rtig e  E rm ü d u n g s ­
p ro b en  sin d  z. B . v ielfaches B iegen [1] oder L au fen  [2] d e r  T re ib riem en  
d u rch  m ehrere  Scheiben  zu  b e tra c h te n . In  d e r  E isen- [3 ] u n d  d e r T e x til­
in d u s tr ie  [4] sind  die D a u e rb ean sp ru ch u n g sp rü fu n g en  b e re its  v iel w eiter 
fo r tg e sc h ritte n . D esw egen h ie lten  es die V erfasser fü r g eb o ten , au ch  bei 
F e rtig led e r d e ra rtig e  U n te rsu ch u n g en  v o rzu n eh m en .

D abei g ingen w ir von  d er E rfa h ru n g  au s , dass die R e issfestig k e it von 
d er Z uggeschw indigkeit a b h ä n g t. Falls F e rtig le d e r nahezu  bis z u r  R eissfestig ­
k e it b e la s te t w ird , m a c h t sich ein leises K n is te rn  b em erk b ar, d as  sich s te ts  
h äu fig e r w iederho lt, bis das L eder n ach  e in iger Z eit re isst. D ie V erfasser n a h ­
m en an , dass d u rch  die U ngleichm ässigkeit d e r  F ase rb ü n d e l ein ige s tä rk e r  
b e la s te t w erden , w odurch  e rs t die am  w en igsten  d eh n b aren  F ase rn , so d an n  die 
an d eren  n ach  e in an d e r reissen , u n d zw ar in  um g ek eh rtem  V erh ä ltn is  zu 
ih re r  D eh n b a rk e it. V oraussich tlich  sp ringen  m an ch e  F äd en  b e re its  bei einer 
s ta rk  u n te r  d er R eissfestigkeit s teh en d en  S p an n u n g , eine E rsch e in u n g , die 
m it d er S to ffe rm ü d u n g  d u rch  D a u e rb e a n sp ru c h u n g  in  V e rb in d u n g  steh en  
d ü rfte . J e  m ehr sich  die F ase rb ü n d e l u n d  L ed ersch ich ten  u n te re in a n d e r  in 
d er D e h n b a rk e it u n te rsch e id en , bei e iner um so  geringeren S p a n n u n g  beg inn t 
die S to ffe rm ü d u n g  u n d  d e r R eissprozess.

Z ur U n te rsu ch u n g  der F es tig k e it e in ze ln er F ase rb ü n d e l s te h e n  uns 
noch n ich t die geeigneten  M itte l zu r V erfügung , dagegen  lä ss t sich  die F es tig ­
k e it d er versch ied en en  L ed ersch ich ten  d u rch  S p a lten  genau  verfo lgen . Die 
A u to ren  h ab en  in  ih re r le tz te n  A rb e it [5 ] d a ra u f  hingew iesen, dass  die m ax i­
m ale R e issk ra ft, die b e im  gleichzeitigen  Z erre issen  m ehrere r L ed ersch ich ten  
gem essen w u rd e , geringer als die a lgeb ra ische  Sum m e d er R e issk rä fte  der 
e inzelnen  S ch ich ten  is t und  dass diese M ax im a lk ra ft sich au s d en  K ra ft-  
D eh n u n g sd iag ram m en  d e r  einzelnen  S ch ich ten  berech n en  lä ss t.

* In der Sitzung der W issenschaftlichen Vereinigung für Lederindustrie am 7. Juni 
1957. in  Budapest abgehaltener Vortrag.
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D iese  E x p erim en te  h a b e n  die A nnahm e d e r V erfasser b e s tä t ig t ,  dass je  
u n g le ich m äss ig e r die D e h n b a rk e it  der L ed erte ile  is t , b e i einer um so geringeren  
K ra f tw irk u n g  reisst das L e d e r , w obei d u rch  die ung leichm ässige D eh n u n g  
d e r  F a se rb ü n d e l der R iss n ic h t  a u f  einm al, so n d e rn  stufenw eise erfo lg t. V e rte i­
lu n g , D ick e , Ä schern, G e rb u n g  und  F e ttu n g  d e r v ielen  h u n d e r tta u s e n d  
F a s e rb ü n d e l  sind n ich t g le ich m ässig , u n d  da  die s te ife ren  F ase rn  schneller 
re is se n , m a c h t sich ein K n is te rn  b em erk b ar, so b a ld  das L eder e iner d e r R eiss­
f e s t ig k e it  an n äh ern d en  R e la s tu n g  ausg ese tz t w ird .

D ie V erfasser d a c h te n , a ls P rü fu n g sm e th o d e  fü r  D a u e rb ean sp ru ch u n g  
k ö n n e  m it  E rfolg ein G e rä t v e rw e n d e t w erden , w elches das L eder m it k o n s ta n -

A 50

t e r  K r a f t  be laste t. A n e in em  A rm  des do p p e la rm ig en  H ebels des a u f  A bb . 1. 
s ic h tb a re n  G erätes w urde  d a s  zu  prü fende L e d e rm u ste r  befestig t, w äh ren d  
d er a n d e re  Arm  des H ebels, b e i b ek an n te r Ü b e rtrag u n g  längere Zeit h in d u rch  
d a u e rn d  m it einem b e s tim m te n  G ew icht b e la s te t u n d  die Zeit gem essen w urde, 
n a c h  d e r  das Leder riss. B ei d e n  V ersuchen  w u rd en  h a u p tsäch lich  T re ib riem en ­
le d e r  g e p rü f t und aus d en  S te lle n , die die u n g arisch e  N orm en fü r P ro b e e n t­
n a h m e  vorschreiben , w u rd e n  [6 ] 33 X 7 cm  grosse P ro b en  h e ra u sg e sc h n itte n  
u n d  d iese  zu 9 k leinen  (110  X 10 m m ) R e issv e rsu ch stü ck en  a u sg e s ta n z t. 
B e i d e n  m ittle ren  P ro b e s tü c k e n  w urde die R eissfestig k e it (er) b e s tim m t u n d  
hei d e n  anderen , m itte ls  6 g leichen  G erä ten  (siehe A bb. 1.), hei b e k a n n te r  
B e la s tu n g  (ff'), die R e is sd a u e r  fes tg este llt.

D ie  obere Einspannbacke p  schliesst sich gelenkartig au den kürzeren Arm  des zw ei­
arm igen  H ebels an, während die u n tere  m it einer Schraube cs an die Geradführung e des Gestells 
f ix ie r t  w urde. Mittels Schraube cs w ird der zweiarmige H ebel während der ganzen Prüfungszeit 
in  horizon ta le  Lage gebracht. A u f dem  längeren H ebelarm  sind die der gewünschten Spannung 
entsprechenden  Gewichte angebracht. B ei Treibriemen wurden zur Einstellung der dauernden 
B ela stu n g  Gewichte von 20 kg verw end et. Die Länge des Belastungsarm es h wurde jedesm al 
genau berechnet. Die Berechnung beruhte darauf, dass die untere Einspannbacke 0,5 kg w iegt, 
w äh rend der Belastungsarm h äusser dem  Gewicht der oberen B acke noch m it 3,5 kg das Gleich­
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gewicht hält. Demnach sollen der jeweiligen Belastung noch 4 kg addiert werden. Da die Länge  
des kürzeren Armes 5,0 cm beträgt und auf dem längeren Arm das Gewicht von 20,0 kg ange­
bracht wurde, so ist die dauernde Belastung

h,  -20  +  4
П' =. ---------- ;------  , hieraus h

а  • b
cm

wobei a die Breite des Probestückes in cm 
b die Dicke des Probestückes in cm

und o'  den Wert der dauernden Belastung darstellt, w obei o'  =  x и  ist. Der W ert von x  lag 
bei den Versuchen im allgem einen zwischen 0,60 — 0,80.

Die V erfasser u n te rn a h m e n  zahlreiche V ersuche m it T re ib riem en led ern , 
um  den Z usam m enhang  zwischen R eissdauer u n d  Belastung festzu ste llen . 
Sie fan d en , dass zw ischen  den  L ogarithm en  d e r  R eissdauer und d er B e la s tu n g , 
in n e rh a lb  gewisser G renzen , ein linearer Z u sam m en h an g  b es teh t. F a lls  bei 
B estim m u n g  der R e issfestigke it der Riss in  e in e r  M inute erfolgt, k o m m t dessen 
W e rt a u f  dem  B elastu n g -lo g  t  D iagram m  a u f  d en  N vdlpunkt d er A bscisse  zu 
liegen. Bei einer R e issd a u e r u n te r  einer M inu te  b e s te h t kein linearer Z u sa m m e n ­
h ang  m ehr. D eshalb  w u rd e  bei der B estim m u n g  d er R eissfestigkeit die Z ug­
geschw indigkeit von d e r üb lichen  [7] 5 0 in m /M in u te  a u f  2 m m /M inute  re d u z ie r t. 
Bei dit :ser G eschw indigkeit erfo lg t der R iss des R iem enleders e ffe k tiv  nach  
e in er M inute und  n ach  E rfa h ru n g  der A u to re n  d ü rf te  die S treuung  d e r  B e s tim ­
m ungsw erte  geringer sein.

A u f dem  B e lastung -log  t D iagram m  w u rd en  som it zwei P u n k te  des 
geraden  A b sch n ittes  b e s tim m t, undzw ar die in  e in er M inute erfo lg te  R e issk ra ft 
und  —  m itte ls  des G erä ts  nach  Abb. 1. —  d ie  d e r  bestim m ten  B e la s tu n g  a n ­
gehörende R eissdauer. Die B elastung  w u rd e  im  allgem einen so e in g este llt, 
dass die R e issd au er zw ischen 1/2 S tunde  u n d  2 W ochen fiel. B ei d en  e rs ten  
E x p e rim e n te n  w u rd en  die V ersuchskörper m it verschiedenen B e la s tu n g e n  
zerrissen , a u f  G rund  d e r E rfah rungen  h a t  es s ich  jedoch  als rich tig e r  erw iesen, 
w enn eine V ersuchsserie m it der gleichen B e la s tu n g  (im alig. m it  60— 80%  
d er R eissfestigkeit) d u rc h g e fü h rt w ird, w obei d e r  M ittelw ert der v e rsc h ie d e n en  
R eissd au ern  in B e tra c h t gezogen wird.

A bb . 2. e n th ä lt  die L ogarithm en  d e r R e issd a u e r (t in M inu ten ) von  zwei 
T re ib riem en  m it v ersch ied en er R eissfestig  k e i t ,als F u n k tio n  d e r B e la s tu n g . 
Die geringste  B e la s tu n g , bei w elcher das T re ib riem en led er ze rrissen  w erden  
k o n n te , b e tru g  3 2 %  d e r R eissfestigkeit, w obei d e r  Riss nach 271 T ag en  e rfo lg te . 
E s is t e rsich tlich , d a ss  d ieW erte  der L o g a rith m e n  d e r versch iedenen  B e la s tu n g s ­
zeiten  bei ein und  dem selben  L eder zw ischen  w eiten  G renzen a u f  d e r selben  
G eraden  liegen. D ies is t die D auerlinie. N ach d em  die F o rsch u n g en  in  der 
E isen- [3] und in d e r T ex tilin d u strie  [4] e rg eb en  h ab en , dass sich die R eissd au er 
m it d er S p an n u n g  logarithm isch  ä n d e r t, is t  es anzunehm en, d a ss  au s  der 
D auerlin ie  du rch  E x tra p o la tio n  a u f  die L e b e n sd a u e r  der T reibrn  m en  gefolgert 
w erden  kan n .
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D ie erste  T afe l e n th ä l t  die au sfü h rlich en  D a ten  der D a u e rb e la s tu n g s ­
p ro b e n  v o n  33 T re ib riem en  u n d  einigen a n d e re n  L ed era rten . Es is t  e rs ich tlich , 
d a ss  b e i T re ib riem en  von  g u te r  Q u a litä t, b e i 100 k g /cm 2 B e lastu n g  d ie  log t 
W e rte  g rö ssten te ils  zw ischen  6— 7 liegen, es w u rd e n  jedoch  auch h o h e , h e ra u s ­
ra g e n d e  W erte  gefunden  (L ed er N r. 18, 30, 36). A usgesprochen sc h a d h a fte  
T re ib r ie m e n le d e r  s ind  bei 100 k g /cm 2 B e la s tu n g  n u r von k u rz e r  D au er. 
(L e d e r  N r. 32, 33). In  A n b e tra c h t dessen, dass  d ie T reibriem en an  d e n  S tellen  
d e r  g e rin g s te n  F es tig k e it (z. B . bei der N a h t)  o d e r  an  den am  s tä rk s te n  b e a n ­
s p ru c h te n  S tellen  reissen , die R u b rik  N r. 7 je d o c h  n u r  m ittle re  W erte  v e rz e ic h ­
n e t ,  k ö n n e n  diese A n g ab en  n u r  als In d e x z iffe rn  angesehen w erden .

k*/ст2

U m  die Versuchsdaten m it der H altbarkeit in  der Praxis zu vergleichen, wurde aus 
eingebrannten Halsstreifen ein Treibriem en hergestellt, m it diesem  ein rotierendes F ass ange­
tr ieb en , und die Dauerbelastungsproben parallel durchgeführt. Die Reissfestigkeit des Treib­
riem ens betrug 300 kg/cm 2. B ei Dauerbelastung wurden folgende Werte gemessen :

B e i einer Belastung von 240 kg/cm 2 betrug die R eissdauer 40 Min., log t 1,60
B e i einer Belastung von 215 kg/cm 2 betrug die R eissdauer 400 Min., log t =  2,60
B e i einer Belastung von  190 kg/cm 2 betrug die R eissdauer 2400 Min., log t  =  3,38.
V on diesen W erten ergibt der zw eite die ste ilste  D auerlin ie, von dieser extrapoliert auf

65 k g /c m 2 Belastung beträgt der Logarithmus der R eissdauer log t =  5,6, wonach der R iss 
nach 0,8 Jahr erfolgen würde.

A us diesem  Leder wurde ein  Treibriemen h ergestellt, und mit diesem ein rotierendes  
Fass angetrieben. Die Angaben des M otorantriebes sind folgende :

N o m in a lle istu n g ............................................................................ 9,5 PS
Leistung auf Grund der S trom aufnahm e........................  6,4 PS
R iem en lä n g e ................................................................................... 540 cm
Scheibendurchm esser..................................................................  180 mm, bez. 480 m m
R iem engeschw indigkeit.............................................................. 918 cm/Sec.

N a ch  den Treibriemenmasstabeilen berechnet, wäre e in  Treibriemen von 5 X 100 m m 2 
Q uerschnitt erforderlich [8]. S tatt dessen betrug jedoch der Querschnitt des Versuchstreibriem ens 
3,5 X 85 =  295 m m 2. Dieser wurde auf einem A bschn itt m itte ls 100 mm langer A u sschn itte
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stufenweise auf 38 m m 2 reduziert, wobei der Riem en riss. Dem nach betrug die effek tive  M axim al­
kraft 300 X 0,38 =  114 kg.

Der zerrissene Treibriem en wurde wieder zusam m engeklebt und ein A usschnitt von 
der Grösse angebracht, die einer Belastung von 63 kg/cm 2 entsprach. Mit diesem  Querschnitt 
(3,5 X 30 173 m m 2) lief der Treibriem en kontinuierlich, um nach der ständigen Beanspruchung
von 0,73 Jahr zu reissen. Dieser W ert stim m t mit dem Extrapolationsw ert von 0,80 Jahr recht 
gut überein.

Durch Verengen des Treibriem ens an einer Stelle wurde verhütet, dass die durch die 
[Saht verursachte Festigkeitsverm inderung die Haltbarkeitsdauer beeinflussen soll. Dabei 
wurde festgestellt, dass nach Behebung dieses störenden Moments die praktisch  gefundene  
Dauerhaftigkeit m it den durch die Versuchsmethoden gefundenen Dauerwerten der Ordnungs­
grösse nach übereinstimmt.

Um die B ed eu tu n g  d e r R ic h tu n g s ta n g e n te  der D auerlin ie  zu  b e leu ch ten , 
so llen 3 Beispiele a n g e fü h rt w erden . B ei den E x p e rim en ten  w urde  d ie  E rfa h ru n g  
g em ach t, dass die R ic h tu n g s ta n g e n te  der D auerlin ien  v e rsch ied en er L eder 
b e d e u te n d e  D ifferenzen aufw eisen , ein Beweis d a fü r, dass L ed er m it höherer 
R eissfestigkeit n ich t u n b e d in g t auch  h a ltb a re r  sind . So w urde  z. B . e in  T re ib ­
riem en  m inderer Q u a litä t  g ep rü ft (T ab . N r. 1. L eder N r. 32.), d e r v e rsu ch s­
weise so hergeste llt w o rd en  w ar, dass eine ungenügend  d u rch g eg e rb te  L ed er­
p robe in  heisem  F e tt  e in g e b ra n n t w urde . D ie R eissfestigkeit dieses V ersuchs­
s tü ck es b e tru g  allerd ings 220 k g /c m 2, es riss jed o ch  bei d er D a u e rb e la s tu n g  
ausserge w ohnlich schnell. N ach  d er E x tra p o la tio n  a u f  d er D au erlin ie  sollte 
es bei 100 k g /cm 2 B e la s tu n g  in  2 T agen reissen , w äh ren d  die k a ltg e fe tte te n  
T re ib riem en  gu ter Q u a li tä t  —  m it e iner k au m  höheren  R e issfestig k e it —  bei 
derse lben  B elastung  m in d e s te n s  1/2— 1 J a h r  lan g  d au ern . W ä h re n d  d er W ert 
d e r  R eissfestigkeit des vo rlieg en d en  L eders n u r  um  30%  u n te r  dem  D u rch ­
sc h n itt  d er V ersuchsserie lieg t, fie l die R eissdauer —  selbst bei B e a c h tu n g  der 
n ied e rs ten  W erte- a u f  1 /100-tel Teil. Es zeig t sich, dass die B e s tim m u n g  der 
R e issd au er ein w esen tlich  em p fin d lich erer Indexz iffe r, als die R eissfestigke it 
is t .

A us der s ta tis tis c h e n  A u fa rb e itu n g  d er T afel N r. 1. geh t h e rv o r, dass 
d ie  D au erb e lastu n g sp ro b e  au ch  zu r Q ualifiz ierung  des L eders b e itra g e n  kann , 
im  allgem einen  w eisen L ed er m it höherer R eissfestigkeit auch  h ö h ere  R ich ­
tu n g s ta n g e n te n  der D au e rlin ien  au f, obw ohl sich diese T a tsa c h e  als Regel 
n ich t b e h a u p te t. A u f G ru n d  d er D u rch sch n ittsw erte  d e r g e p rü fte n  R iem en ­
leder ergaben  sich fo lgende W erte  :

Bei T reib riem en  ü b e r 400 k g /c m 2 R eissfestigkeit tg  a =  45
„  ,, zw ischen  300— 400 „  „  ,, =  35
„  „  „  250— 300 „  „  „  =  26
„  „  „  2 0 0 - 2 5 0  „  „  „  =  18

V om  G esich tsp u n k t d e r L eb en sd au er d er T re ib riem en  is t die w ährend  
des G ebrauchs erfo lg te  s tä rk s te  B ean sp ru ch u n g , die bei Z erren  u n d  A n trieb  
d e r R iem en a u f tr i t t ,  u n d  deren  H äu fig k e it aussch laggebend . D iese s tä rk s te
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B ean sp ru ch u n g  k a n n  je d o c h  versch ieden  sein . D esh a lb  k o m m t es vo r, dass 
v o n  zw ei T re ib riem en  d e r  e ine  bei s tä rk e re r , d e r an d e re  bei geringerer B elas­
tu n g  sich  als d a u e rh a f te r  e rw eist. So w iesen die T re ib riem en  N r. 7. u n d  29. 
(T a b . I.) bei e iner B e la s tu n g  von 100 k g /c m 2 die gleiche L eb en sd au e r auf. 
B e i e in e r B elastung  ü b e r  100 k g /c m 2 jedoch  w ird  L ed e r N r. 7., u n te r  100 k g /cm 2 
L e d e r  N r. 29. sich als d a u e rh a f te r  erw eisen (A bb. N r. 3.). L eder N r. 6. w ird  — 
t r o tz  s tä rk e re r  R e issfe s tig k e it —  p rak tisch  be i je d e r  B ean sp ru ch u n g  schneller 
re is se n  als Leder N r. 29.

к 9/стг

Z u le tz t h a t T s c h e r n o w  [9] d a ra u f  hingew iesen, dass bei 
D e h n u n g  des L eders e ine  O rien tie ru n g  der F a se rn  erfo lg t, die eine E rh ö h u n g  
d e r  R eissfestigkeit b e d in g t. A uch  bei längerer B ean sp ru ch u n g  der T reib riem en  
is t  e in e  O rien tierung  d e r F a se rb ü n d e l zu e rw a rte n , d ie  A u to ren  fa n d e n  jed o ch , 
d a ss  d ie  geringfügige E rh ö h u n g  der R eissfestigkeit die n o rm alen  S treu u n g en  
n ic h t ü b e rtr if f t . A bb. 4. ze ig t die D auerlin ien  zw eier v ersch ied en er T re ib ­
rie m e n le d e r  (Tab. I. L ed e r N r. 30, 31.) ausser G eb rau ch  (ausgezogene L inie), 
u n d  d ie  aus diesen h e rg e s te llte n  T re ib riem en  n a c h  zw eijäh rigem  G ebrauch  
(g e s tr ic h e lte  Linie). Aus d iesen  zwei v ersch ied en en  T re ib riem en led ern  w urde 
e in  gem einsam er T re ib rie m e n  h erg este llt der n ach  zw ei J a h re  langem  G ebrauch  
b e i d em  K leben des R iem en s  —  verfe rtig t aus d em  L eder N r. 31 —  riss. Es 
is t  b em erk en sw ert, dass d ie D auerlin ie  nach  dem  G eb rau ch  in  beiden  F ällen  
s te ile r  w urde , was eine V erm in d e ru n g  der L eb e n sd a u e r b e d e u te t. In  A n b e trach t 
d e ssen , dass die g e b ra u c h te n  u n d  die u n g e b ra u c h te n  T re ib riem en  gleichzeitig  
u n te r s u c h t  w urden, —  in d e m  die u n g e b rau ch ten  T re ib riem en led er-P ro b en  
a u c h  zw ei Jah re  lang  g e la g e rt w orden w aren  —  w u rd e  jed e  W irkung  einer 
d u rc h  L agerung  e rfo lg ten  V e rän d e ru n g  bei d iesem  V ersuch  verm ieden .



Tafel 1.

l 2 3 4 5 6 7

A u f 100 k g  cm *

N r .
B e n e n n u n g  
d .  L e d e rs

B e is s f s tg .
k g /c m -

D a u e r -
B e la s tg .

R e is e d a u e r  
in  M in u te n log  t

B e la s tu n g  e x t r a p o l i e r t

k g /c m 2 log  t R e is s d a u e r

l . [ Pflanzlich gegerbtes 350 310 16 1,20
kalt gefettetes 
Riemenleder 310 80 1,90

285 89 1,95

285 125 2,10

285 790 2,90

248 199 2,30

248 320 2,50

380 248 400 2,60
*

248 1 600 3,20

248 2 000 3,30

248 3 950 3,60

235 7 950 2,90

395 212 4 020 3,60

212 6 300 3,80

212 8 050 3,95

212 12 500 4,10

185 15 800 4,20

Durchschnitt 375 6,50 6 J ahre

2. Pflz. gegerbtes 240 228 50 1,70
kalt gefettetes  
Riemenleder 228 10 1,00

206 32 1,50

285 206 315 2,48

206 400 2,60

195 200 2,30

270 195 320 2,50

195 630 2,80

85 391 000 5,59

Durchschnitt 265 5,70 1 Jahre

3. P flz. gegerbtes 360 240 802
kalt gefettetes 
Riemenleder 240 1 990

370 240 1 008

240 120

300 240 220
240 5 640

Durchschnitt 343 240 1 630 3,21 7,55 67 Jahre

4. Pflz. gegerbtes 340 247 80
kalt gefettetes 
Riemenleder 247 125

370 247 490

247 340

350 247 300

247 510

Durchschnitt 353 247 307 2,48 5,85 1,3 Jahre

5. P flz. gegerbtes 310 219 400
kalt gefettetes 
Riemenleder 219 1 090

320 219 220

219 1 116

310 219 1 365 ■

219 905

Durchschnitt 313 219 849 2,93 6,70 9 Jahre

6. Pflz. gegerbtes 290 217 140 2,15 5,30 0,4 Jahre

7. kalt gefettetes 
Riemenleder 360 330 6 0,78 6,60 8 „

8. 300 190 2 400 3,38 6,05 2 „

9. 260 164 11 705 4,07 6,80 12 „

10. 290 217 735 2,87 7,25 34 „

11. 250 198 303 2,48 6,80 12 ,.

12. 268 209 372 2,57 7,10 23 „

13. 295 235 53 1,73 5,50 0,7 „

14. 193 156 550 2,74 6,70 9 „

15. 360 300 35 1,55 6,60 8 „

16. 205 155 1 510 3,17 6,42 5 ,,

17. 240 192 328 2,52 6,95 17 „

18. 460 323 3 710 3,57 8,70 950 „

19. 350 210 8 055 3,91 7,50 60 „

20. 470 300 10 000 4,00 7,70 95 ,,

21. 310 215 3 550 3,55 7,60 75 „

22. 220 132 30 500 4,48 6,20 3 „

23. 280 245 35 1,55 7,90 150 „

24. 350 245 2 160 3,34 7,80 120 „

25. 270 188 2 581 3,41 7,30 38 „

26. 275 235 46 1,67 7,20 30 „

27. 250 158 3 870 3,59 6,00 2

28. 235 176 570 2,75 6,25 3 „

29. 270 217 140 2,45 6,60 8 „

30. P flz. gegerbt kalt- 
gef. Treibriem­
kupon nach 2 
jährg. Lagerung 291 233 850 2,93 9,50 6000 Jahre

derselbe nach 2
jährg. Gebrauch 337 222 5 980 3,78 7,75 105 „

31. Komb. geg. kalt- 
gef. Treibriem- 
krup. nach 2 jährg. 
Lagerung 216 170 2 080 3,32 7,05 21 Jahre

derselbe nach 2
jährg. Gebrauch 220 174 42 1,62 4,02 11 Tage

32. P flz. geg. eingebr.
Treibriem. Aus­
schuss 220 163 45 1,65 3,50 2 Tage

33. Pflz. geg. eingebr.
Treibriem. Aus­
schuss 140 70 4 000 3,60 2,00 1,5 Stunden

34. Rahmenschulter 320 244 206 2,31 6,60 8 Jahre

35. Narbenem pfindl.
1,5 JahreBlankhälse 200 150 947 2,98 5,90

36. Rindbox 335 268 9 580 3,98 12,8
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Die d re i oben  an g e fü h rten  Beispiele e r lä u te rn  k la r  und  deutlich , dass d e r  
W ert d e r R eissfestigkeit, h au p tsä c h lic h  bei s tra f fe re m  Leder, an sich a lle in  
noch keine G ew ähr fü r die D au e rh a ftig k e it b ie te t ,  da  die kleine R ic h tu n g s ­
ta n g e n te  d e r  D auerlin ie  eben fa lls  eine V o rb ed in g u n g  fü r  die D a u e rh a ftig k e it 
des L eders is t. Bei w eichem  L eder, bei w elchem  es le ic h t zur O rien tie ru n g  d e r 
F asern  k o m m t, is t diese E rsch e in u n g  n ich t so a u ffa lle n d .

Die S tre u u n g  bei d er D a tie rb e lastu n g sp ro b e  v o n  neben e inander lie g e n ­
den P ro b e k ö rp e rn  ist w esen tlich  s tä rk e r  als bei d e n  R eissproben. D ies lä s s t

sich  d a d u rc h  e rk lä ren , dass  die D a u e rb e a n sp ru c h u n g  in grösserem  A usm ass 
von  d e r L age d er F a se rb ü n d e l als die R eissfes tig k e itsp rü fu n g  a b h ä n g t.

D ie n eu es ten  e lek tro n en m ik ro sk o p isch en  A ufnahm en  e rk lä re n  diese 
E rsch e in u n g en . N e m e t s c h e k , G r a ssm a n n  u n d  H o f m a n n  [10] fa n d e n , dass 
a u f  K o llagen fasern , die a u f  das D oppelte  a u sg e d e h n t w urden , die re la tiv e  Lage 
d er Q u e rs tre ifen  u n v e rä n d e r t  b lieb . A u f ih rer A u fn a h m e  zeigt es sich  d e u tlic h , 
dass die P eriode  a u f  e inem  A b sch n itt der F a se r  n ah ezu  doppelt so gross is t, 
als a u f  d en  an d eren  T eilen  derse lben . Es is t k la r , d ass  bei der D ehn u n g  d ieser 
A b sc h n itt  als e rs te r re issen  w ird . D ieser U m s ta n d  t r i t t  noch le ic h te r  bei 
F e r tig le d e r  ein , bei w elchem  die einzelnen  F a s e rn a b s c h n itte  infolge d e r s ta rk e n  
V erflech tu n g  an  d er f re ien  B ew egung b e h in d e r t  w erden , oder w enn  d ie  e in ­
zelnen  S ch ich ten  des L ed e rq u e rsch n itte s  v e rsch ied en e  D ehnungsw erte  h a b e n .

B ei ung le ich m ässig  g egerb tem  oder g e fe t te te m  Leder w eich t die D e h n ­
b a rk e it  d er äusseren  S ch ich ten  zuw eilen w esen tlich  von jen e r d e r in n e ren  
S ch ich ten  ab . In fo lg ed essen  tra g e n  die w eniger d e h n b a re n  F asern  d e r in n e ren  
S ch ich ten  bei d a u e rn d e r  B e la s tu n g  deren G ro ss te il u n d  reissen sch n e lle r.

400-

3 0 0 \

1 2  3 4  5  6 7 8  log. t

Abb. 4



2 0 4 G. TÓTH u nd  F . W AIGAND

B ei dieser V orste ll ring über die L ag e  d e r F aserbünde l w ird  d e r  B efund 
e in ig e r  A utoren  [11] beg re iflich , w o n ach  die R eissfestigkeit d e r  einzelnen 
F a se rb ü n d e l die O rdnungsg rösse  von  50— 60 k g /m m 2 aufw eist, w ä h re n d  die 
R e is sk ra f t  au f den  G esam t q u e rsc h n itt des L ed ers  bezogen, k au m  e in e n  zw anzig­
s te l  T eil derselben b e t r ä g t .  Es is t fe rn e r begreiflich , dass die R eissfestigkeit 
n a c h  T sc h e r n o w  [1 2 ], in  A n b e tra c h t d er P o ro s itä t d ie  O rdnungs­
g rö sse  von 7— 15 k g /m m 2 aufw eist. D iese A ngaben  lassen d a r a u f  schliessen, 
d a s s  n u r  ein geringer T eil der F a se rb ü n d e l u n m itte lb a r  d er Z u g k ra f t aus­
g e s e tz t  is t, und  n ach  d e re n  R iss es s tu fenw eise  zum  Reissen d er a n d e re n  F ase r­
b ü n d e l  kom m t.

D ie V erfasser b eab sich tig en  V ersuche m it anderen  L e d e ra r te n  fo r t­
z u s e tz e n  u n d  ih r G e rä t a u c h  fü r w ied erh o lte  B eansp ruchung  zu  m odifiz ieren . 
Sie v e rsu ch en  fe rn er, d u rc h  E rh ö h u n g  d e r  E m p fin d lich k e it des G erä tes  die 
S tre u u n g e n  zu red u z ie ren , u n d  sie hoffen , d u rc h  v erschärfte  G en au ig k e it eine 
e n tsp re c h e n d e  In d ex zah l fü r  die D a u e rb ean sp ru ch u n g  zu gew in n en . Es is t 
b e k a n n t ,  dass bei p ra k tis c h e m  G ebrauch  n ic h t n u r die m ech an isch e  E rm ü ­
d u n g , sondern  auch A lte ru n g  u n d  an d e re  V eränderungen  e in tre te n . D urch 
d ie  vorliegende P rü fu n g sm e th o d e  k a n n  n a tu rg e m ä ss  n u r a u f  V erän d e ru n g en  
g e fo lg e r t w erden, die b e i d a u e rn d e r m ech an isch er B ean sp ru ch u n g  e in tre ten . 
D o c h  die A nw endung d ie se r U n te rsu ch u n g  gem einsam  m it d e n  P rü fu n g s­
m e th o d e n  der chem ischen  A lte rung , e rö ffn e t w eitere  M öglichkeiten  fü r  die 
V erv o llk o m m n u n g  d e r M a te ria lp rü fu n g en .

AN H A NG

D r. I stván F e h é r  hatte  die Liebenswürdigkeit, die Aufmerksamkeit der A utoren  darauf 
zu len k en , dass aus dem linearen Zusammenhang zw ischen den Logarithmen der Reissdauer 
un d  den Spannungen, die G leichung der Spannung-Zeit K urve sich folgenderm assen berechnen 
lä sst :

o'  =  —  a log i +  b,

w o b den  Abstand, den die Gerade von  der o ’ Ordinata abschneidet, bezeichnet. D ieser Abstand  
en tsp rich t der Reissdauer, die bei der in einer M inute erfolgten Reissdauer gem essen wurde, 
und d ie  oben mit a  bezeichnet wurde.

Dem nach ist b =  a  

ferner o'  =  —  a log t -f- er 

a  —  a ’ =  a log í

ta =  Ш —а'

W enn wir den W ert von  a  als E inheit betrachten , dessen proportioneller T eil a '  ist, 
w ob ei w ir zum Logarithmus nat. übergehen, so ist

ta =  e1-a'

A us dieser Formel lässt sich  der W ert von „ a ” berechnen, wobei dieser d ie Dauerlinie 
des Treibriem ens charakterisiert.
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ZUSAMMENFASSUNG

Beim Reissen der Treibriemenleder springen die Fasern nicht gleichzeitig, sondern  
stufenweise nacheinander. B ei Dehnung werden die Faserbündel infolge ungleicher H erstel­
lung oder durch die Lage der Fasern — nicht gleichm ässig belastet, wodurch die stärker bean­
spruchten oder weniger dehnbaren Faserbündel zuerst reissen . Im  Apparat, laut Abb. 1. können  
die Treibriemen bei Dauerbelastung, auch durch einen kleinen Bruchteil der R eissfestigkeit  
längere Zeit hindurch zerrissen werden. So riss z. B. ein m it 32%  der Reissfestigkeit belasteter  
Treibriemen nach 271 Tagen. B ei ein und demselben Leder liegen die Logarithmen der R eiss­
dauer verschiedener Belastungen innerhalb weiter Grenzen auf einer Geraden.

TH E STR EN G T OF BELTING  LEATH ER U N D E R  PERM ANENT LOAD

G . T Ó T H  a n d  F .  W A I G A N D

SUMMARY

At tensile strength  tests, the fibres of belting leather do not break at once, bu t gradually  
one after the other. A t stretching, the bundles o f fibres —  as a consequence of irregularities 
of manufacture or o f the arrangem ent of the fibres —  are not stressed uniform ely, and the 
bundles which are stressed to a higher extent or which have a smaller elongation break sooner. 
In the apparatus according to F ig. 1, driving belts can be broken by a small fraction o f  their  
tensile strength acting for a prolonged tim e. E. g. a driving belt subm itted to 32% o f its  usual 
tensile strength broke after 271 days. For the same leather, the logarithms of the breaking  
tim es belonging to the different loads are situated, w ith in  w ide lim its, on a straight lin e.

LA RÉSISTANCE À LA TRACTION DES CO URRO IES D E  TRANSMISSION E N  CUIR
A U X  CHARGES PRO LO N G ÉES

G . T Ó T H  e t  F .  W A I G A N D

RÉSUMÉ

Aux essais de traction des cuirs pour courroies de transmission, la rupture de toutes 
les fibres ne s’effectue pas sim ultaném ent, mais de façon progressive. Par suite des inégalités  
de fabrication et de l’arrangem ent des fibres, les d ifférents faisceaux de fibres ne son t pas 
soumis à une charge uniform e, de sorte que les faisceaux plus chargés, ou ayant un allongem ent



2 0 6 G. TÓTH und F. W AIG AN D

m oindre, se déchirent plus tô t . A u m oyen de l’appareil représenté sur la fig . 1, les courroies de 
transm ission  peuvent être déchirées sous charges prolongées, même à de petites fractions de 
la  résistance à la traction. A insi une courroie chargée par 32% de la résistance à la traction, 
fu t  déchirée après 271 jours. Pour le m ême cuir, les logarithm es des tem ps de rupture appar­
te n a n t aux différentes charges sont situées sur une droite, pour des valeurs com prises entre 
de larges lim ites.

ПРОЧНОСТЬ КОЖ МАШИННЫХ РЕМНЕЙ В СЛУЧАЕ ДЛИТЕЛЬНОЙ НАГРУЗКИ
Г. ТОТ и Ф. ВАЙГАНД

РЕЗЮМЕ

При разрыве кож машинных приводных ремней волокна разрываются не сразу, 
а постепенно друг за другом. При растяжении пучки волокон — вследствие неровности 
производства, или распределения волокон — нагрузкижены не одинаково и пучки воло­
кон, на которые действует большая нагрузка или обладающие меньшим растяжением, 
разрываются быстрее. При помощи прибора, приведенного на рис. 1, машинные привод­
ные ремни можно разрывать при продолжительной нагрузке, прикладывая в течении 
продолжительного времени лишь небольшую часть нагрузки, соответствующей сопротив­
лению на разрыв. Так, например, при нагрузке до 32% сопротивления на разрыв привод­
ной ремень разорвался через 271 день. Для одного и того же сорта кожи логарифмы вре­
мени разрыва при различных нагрузках в широких пределах лежат на некоторой прямой.
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D O K T O R  D E R  T E C H N I S C H E N  W I S S E N S C H A F T E N

T E C H N I S C H E  U N I V E R S I T Ä T  F Ü R  S C H W E R I N D U S T R I E ,  S O P R O N , L E H R S T U H L  F Ü R  M A S C H I N E N B A U  I  

[Eingegangen am 14. Novem ber 1957.]

E in le itung

Als A usgangsdaten  zu e iner zeitgem ässen  B erechnung 
trieb es  gelten die folgenden :

eines K egelrad-

N  — ü b e rtrag en e  L e is tu n g [P S ]
n j =  D rehzah l des k le in en  R ades [1/M in

i =  Ü berse tzung  des T riebes —
<p =  A chsenw inkel [o]
a =  P ressungsw inkel [o ]

X  = -----=  Y erh ä ltn iszah l ; Z ahn länge p e r P lan rad -
Rp
halbm esser —

k z =  zu lässiger W ert des F lan k en p re ssu n g sfak to rs  [k g /cm 2]

E ine  sinngem ässe F o rm e l zu r D im ension ierung  soll s e lb s tv e rs tä n d lic h  
als eine F u n k tio n  in fo lgender F o rm  au fgeste llt w erden  :

Y  =  F  (N , itj, i, <p, a, X ,  k.) (1)

M it anderen  W o rten , die re c h te  Seite  d er G leichung e n th ä lt  die sieben 
u n ab h än g ig en  V eränderlichen , u n d  die linke Seite soll eine einzige, den  K eg el­
ra d tr ie b  bestim m ende  D im ension  e in d eu tig  dars te llen .

A n Stelle e iner so lchen F u n k tio n  ist d erze it in  der F a c h li te ra tu r  [4 ] fast 
a llgem ein  eine andere  Arl m it fü n f  unabh än g ig en  V eränderlichen  üb lich , u . zw. 
in d e r F o rm :

dmi l> =  Ф (N , n v  i, a, k z) (2)
H iebei is t

dm 1 =  der m ittle re  D urchm esser des k le inen  R ades,

* Auszug einer zur Erlangung der Würde eines Doktors der technischen W issenschaften  
cingcreichten Arbeit.
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b =  die Z ah n län g e  ;
wie m a n  sieh t, s ind  die u n ab h än g ig en  V erän d e rlich en  x  u n d  cp sch e in b ar in 
d e r  G leichung (2) n ic h t e n th a lte n , u . zw. d esh a lb , w eil —  offenbar in  Analogi«; 
zu  d e r  e n tsp rech en d en  F o rm e l fü r zy lin d risch e  Z a h n rä d e r  —  a u f  «1er linken  
S eite  das P ro d u k t « G  b s te h t .

Diese A nalogie is t  a b e r  g ar n ich t b e g rü n d e t;  im  G egenteil, sie is t  geeignet 
den  K o n s tru k te u r  irre z u fü h ren .

A uch  bei einem  zy lin d risch en  Z a h n ra d tr ie b  w äre  es r ich tig e r die F u n k tio n  
—  a n  S telle des P ro d u k te s  b —  n ach  d er e inzig  ch a rak te ris tisch e  D im ension ,
also n ach  dem  A ch sen ab stan d  a au fzu lö sen ; doch  k a n n  dies n ich t u n b ed in g t 
als e in  b e d e u te n d e r F e h le r  b ezeichnet w e rd e n ; es sind  näm lich  d  u n d  b zw i­
sch en  gew issen G renzen  v o n e in an d e r u n ab h än g ig  ; dem zufolge ist d e r K o n s tru k ­
te u r  in  d er Lage, m it d e r v o rsä tz lich en  G le ich ste llu n g  b — dr der L ösung  n ä h e r  
zu  k o m m en , weil d u rc h  die G leichung :

d \ =  Ф

die orig inale  F o rm el a u f  eine e indeu tige  F o rm  g e b ra c h t w erden  k a n n .
D agegen is t die F rag e  bei K eg e lräd ern  von  ganz an d ere r N a tu r , da h ier 

zw ischen  den  W erten  dmi u n d  b ein ziem lich  enger und  e in d eu tig e r Z u sam m en ­
h a n g  b e s te h t.
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W enn näm lich  (s. A bb. 1)

w obei

d a n n  g ilt

l> =  X  ■ R p 

0 <  X  <  1 ist,

lm 1 2 R„ sin  <3j

(3)

(4)

u n d  das V erh ä ltn is  d er be id en  D im ensionen  :

AmjL =  u =  _ 2 z i* 8i n (5i (5)
b X

ist e in d eu tig  b e s tim m t. D a der Teilkegelw inkel des k leinen  R ades als eine 
F u n k tio n  d er Ü b erse tzu n g  i u n d  des A chsenw inkels (p e rschein t, d. h.

u-=f{i ,x,<p)  ( 6 )

so m üsste  m an  die übliche F o rm el (2) a u f  die F o rm

dmi =  и Ф

bringen  u n d  d ad u rch  so llten  alle die sieben u n a b h ä n g ig e n  V erän d erlich en  
m it e inbezogen  w erden .

D ies is t schon  d esha lb  no tw end ig , da d e r K o n s tru k te u r  auch im  F a lle  
eines A chsenw inkels von <p =  90° selbst u n te r  A n n ah m e  eines A n n ä h e ru n g s ­

1 4  A cta Tcchnic« X X I/1
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w e rte s  von dmí bei d e r W ah l d er D im ension  b im  U nklaren  is t ; d ies erhellt 
a u s  A b b . 2 ; wie e rs ich tlich , k ö n n en  zu e inem  und  dem selben W e rte  von dml 
v e rsch ied en e  W erte  d e r D im ension  b zu g eh ö ren .

O bw ohl versch iedene A u to ren  [2 ] [4 ] [5 ] d a ra u f  h inw eisen , dass die 
Z a h n lä n g e  b aus tech n o lo g isch en  G ründen  zw ischen  den G renzen

3 5

g e w ä h lt w erden soll, doch  k a n n  der K o n s tru k te u r  m it diesen G renzform eln  
n ic h t  v iel anfangen , da  in  d ieser P hase  d e r B erechnung  der W ert des P la n ra d ­
h a lb m esse rs  noch u n b e k a n n t is t.

E s wäre aber au ch  eine E x p liz itfo rm  d er G rundform el a u f  <ZmJ noch 
im m e r  unzw eckm ässig , da  der M itte lh a lb m esse r des k le inen  R ad es  keine 
charakteristische  D im ension  des T riebes d a rs te ll t .

In  der G leichung

dm\ — m m ‘ zi

is t  d e r  M itte lw ert m m des M oduls im a llgem einen  kein N o rm alw ert ; im  Sinne 
d e r  G leichung

d1 =  m  ■ Zj

so ll eb en  der zum  g rö ss ten  D urchm esser des k leinen  R ades gehörige M odul 
a ls N orm alw ert gew äh lt w erd en . Die d e rze it übliche B erech n u n g sfo rm el is t 
au ssch liesslich  fü r  T rieb e  m it einem  A chsenw inkel q? =  90° v erw en d b ar ; 
in  d e r  F ach lite ra t vir f in d e n  w ir selten  e in en  H inw eis a u f  Fälle , be i denen  der 
A ch senw inke l tp n ic h t 90° b e trä g t . Es w ird  von  den A u to ren  d er E in flu ss des 
W e rte s  <p gar n ich t a n a ly s ie r t. T a tsä c h lic h  is t der A chsenw inkel cp in der 
M eh rzah l fier K eg e lrad tr ieb e  gleich 90°, d och  k a n n  di« ser U m sta n d  nicht als 
U rsa c h e  der V ern ach lässig u n g  einer A n aly se  der A chsen w in k e län d eru n g  
d ie n e n .

E in e r w eitere U n v o llk o m m en h e it d e r  zu r Zeit üb lichen  F o rm e l b e s teh t 
d a r in ,  dass in ih r der E in flu ss  der e inzelnen  u n ab h än g ig en  V erän d erlich en  n ich t 
k la r  zum  A usdruck  k o m m t.

In  der üb lichen  F o rm el

b -d %  i =
4

sin 2 a

M l (/* • 1)

k z i
(7)

k a n n  d e r E influss d e r Ü b erze tzu n g  i se lb st im  Falle eines A chsenw inkels 
cp =  90° n ich t r ic h tig  g e d e u te t w erden , s te ll t  doch der M itte lh a lb m esse r dml
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au ch  eine F u n k tio n  der Ü b erse tzung  i d a r ;  w enn  die F orm el w eiter e n tw ick e lt 
w ird , so e rh a lte n  w ir als le tz te s  Glied a u f  d e r  re c h te n  Seite den A u sd ru ck

(i2 +  l ) 3' 2

i
(8 )

d. h . es erg ib t sich ein ganz b ed eu ten d e r U n te rsch ied .

N ach  m einer M einung is t n ich t das P ro d u k t bd^i, sondern  d e r  P la n ­
rad h a lb m esse r R p, als die einzig  c h a ra k te ris tisch e  D im ension, d e rje n ig e r 
A usgangsw ert, w oraus alle anderen  M asse des T riebes eindeu tig  b e s tim m t 
w erden  können . In  d iesem  Sinne soll n u n  im  fo lgenden  die g ru n d leg en d e  
F u n k tio n

Rp =  F  (N , n v  i, ер, a, X ,  k z) (9)
en tw ick e lt w erden.

D ie F orm el (9) is t fü r K o n s tru k te u re  au s zw ei G ründen  zw eckm ässig . 
V or allem  desh a lb , weil nach  einer d ire k te n  B erechnung  des M asses R p die 
U m risse des T riebes ohne jedw edes P ro b ie ren , oder w iederholte A n n ä h e ru n g  
e in fach  d u rch  das A ufzeichnen  eines K reises m it dem  H albm esser R p so fo rt 
b e s tim m t sind  u n d  zw eitens weil m an sofort in  d e r  L age is t, die A u sfü h rb a rk e it 
des d e ra r t  b e s tim m ten  T riebes zu b eu rte ilen . E s is t näm lich  fü r alle  ze it- 
gem ässen  A bw älz-V erzahnm asch inen  dass M ass R p als K egeld istanz e n tsc h e i­
d en d  ch a ra k te ris tisch .

14*



212 L. SZENICZEI

F ü r  T h eo re tik e r is t die F o rm el (9) e rs t re c h t von besonderer B ed eu tu n g . 
M an  k a n n  aus ih r d en  E in flu ss  all der sieb en  u n ab h än g ig en  V erän d erlich en  
g rü n d lic h  ana lysie ren  u n d  wie es aus dem  w e ite re n  k la r h e rv o rg eh t, k a n n  m an 
d a ra u s  besonders w ich tige F o lgerungen  a b le ite n , die b isher u n b e k a n n t w aren  
u n d  d ie  au ch  in  d er P ra x is  v e rw erte t w erd en  sollen .

D ie V erteilung der B e lastu n g

D ie nähere  U n te rsu c h u n g  dieser F rag e  is t  an  gewisse V o rau sse tzu n g en  
g e b u n d e n , u. zw .:

1. Jed es  M ass des K eg e lrad b e trieb es  g ilt a ls nom inelles —  d. h . a ls ein 
a b s o lu t  genaues —  m it a n d e re n  W orten , d ie  Z ähne  der u n b e la s te te n  R äd e r 
so llen  e n tla n g  d er g anzen  L änge d er E rz e u g e n d en  e inander b e rü h re n .

2 . D as M ateria l d e r R ä d e r  m uss als ho m o g en  b e tra c h te t  Averden, d . h. 
d e r  E la s tiz itä tsm o d u l soll a ls k o n s ta n t u n d  n ic h t als eine F u n k tio n  des O rtes 
g e lte n .

3. D ie u n te r  d e r B e la s tu n g  a u ftre te n d e  D efo rm atio n  is t e la s tisch .
A u ch  u n te r  d iesen  B ed ingungen  k a n n  im  b e la s te te n  Z u stan d  ein u n u n te r ­

b ro c h e n e s  B erüh ren  e n tla n g  d e r ganzen E rz e u g e n d en  n u r en ts te h e n , w en n  die 
D e fo rm a tio n  des Z ahnes d em  R ad ius p ro p o r tio n a l is t. Das w ill b esag en , dass 
d ie  E rzeu g en d e  u n te r  d e r B e las tu n g  keine D efo rm a tio n  erle idet, so n d e rn  n u r 
ih re  L ag e  ä n d e rt, in d em  sie sich  u m  den  M itte lp u n k t etw as v e rd re h t.

S te llen  wir uns einen  Z ah n  des K ege lrades m it je  einem  S c h n itt am  äusse­
re n  E n d e  u n d  an  e iner b e lieb igen  Stelle v o r :  d . h . den e rs ten  in  e in er E n t ­
fe rn u n g  von  Kp, den zw eiten  in  der E n tfe rn u n g  von R p (1— x) vom  M itte l­
p u n k t ,  beide von einer g enügend  kleinen D ick e  Ô, um  den  H a lb m esse r R p, 
b ezw . R p (1— x ) als k o n s ta n t  annehm en  zu  k ö n n e n . (Abb. 3) U n te r  diesen 
V o rau sse tzu n g en  e rgeben  sich die T räg h e itsm o m e n te

I  = bzw . I x
12

/  • (1 -  *)3

a lso  s in d  die T rä g h e itsm o m e n te  der d r i t te n  P o te n z  des H a lb m esse rs  p ro ­
p o r t io n a l .

F ü r  die D u rch b ieg u n g  gelten  die G le ich u n g en :

,  C ö h s
f  =  P - ~  fx  

E  ■ I

w o ra u s  folgt

/

fx

C Ö h 3 (1 -
E  ■ I  ■ (1

=  P__
Px

*)3

x)3
Px

C Ö h3
E I
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d . h ., d ie D urchb iegungen  u n d  die B e la s tu n g en  sind  e in a n d e r  p ro p o rtio n a l 
m it a n d e ren  W orten  is t d u rc h  die F u n k tio n

/*  = / ( ! — *)
a u c h  die andere F u n k tio n

b e d in g t.
Px =  P  (1— x)

D ies besagt, dass d ie  P ro p o r tio n a litä t  zw ischen D u rc h b ie g u n g  und 
H a lb m esse r n u r b e s te h t, w en n  auch  die B e lastu n g sv erte ilu n g  d em  H albm esser 
p ro p o rtio n a l is t (s. A bb. 4).

D er M itte lhalbm esser des M om entes

D er englische In g e n ie u r  T r e d g o l d  [1 ] h a tte  im  Ja h re  1882 z u r  F es tig ­
k e itsb e rech n u n g  der K eg e lräd e r folgendes vo rgesch lagen : an  S te lle  d e r  K egel­
rä d e r  w erden  v irtue lle  zy lin d risch e  Z a h n rä d e r  e ingesetzt, die d a n n  als G ru n d ­
lage d e r B erechnung d ien en  sollen. (A bb. 5)

D iese A rt eines v ir tu e lle n  T riebes is t d u rc h  folgende v ie r A n g a b e n  c h a rak ­
te r is ie r t  :

1. Die H albm esser d e r  zy lind rischen  R ä d e r  sind m it je  e in e r  P ro jek tio n  
t 'x u n d  Гг des m ittle ren  K egelhalbm essers, an  dem  E rg än zu n g sk eg e l gem essen, 
id en tisch .

2. D er M odul des zy lin d risch en  T riebes is t gleich dem  M itte lm o d u l mm 
des K cg e lrad trieb es ;

3. Die Z ahnlänge (b) b le ib t u n v e rä n d e r t ;
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4. Die B e la s tu n g sv e rte ilu n g  ist en tlan g  d e r  Z ahn länge (p m) gleich- 
m a ss ig .

I n  der F a c h lite ra tu r  f a n d  der Vorschlag v o n  T red g o ld  eine rasch e  A n ­
n a h m e  ; dieser wird n a c h  75 J a h re n  noch im m er v e rw en d e t, u n g each te t des­
sen , d a ss  die B e la s tu n g sv e rte ilu n g  am K eg e lrad trieb  g a r  n ich t gleichm ässig is t,

u n d  d a h e r  der H albm esser d e s  v irtuellen  T riebes n ic h t  dem  M itte lhalbm esser 
d e r  K eg e lräd e r g le ichgeste llt w erden  darf.

S p ä te r  haben A u to re n  [3 ]  [5] au f diesen U n te rsc h ie d  bereits h ingew ie­
se n  ; d ie  B erechnung g e m ä ss  der T red g o ld -T ran sfo rm atio n  k an n  n u n m e h r 
n ic h t a ls  exak t b e tra c h te t  w e rd e n , da der h ier an g en o m m en e  M itte lhalbm esser 
(s. A b b . 6)

rm =  №  +  r) >A
v o n  d e m  tatsäch lichen

2 R3 -  r3

Г<> 3 R 2 — r2
a b w e ic h t , d. h.

D ■ V:
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N un k an n  aber d er K o n s tru k te u r  diesen M itte lh a lb m esser n ich t in  R e c h ­
nu n g  ste llen , da h iefü r b e re its  die D im ensionen  des T riebes b e k a n n t sein 
m ü ssten .

Die den K eg e lrad trieb  b e lasten d en  M om ente  w ollen w ir n ich t a u f  e in ­
zelne R äd er, sondern  —  indem  w ir die B e trach tu n g sw eise  des E in ze lrad es  
verlassen  —  a u f  das ideale P la n ra d  bezogen e rrech n en  ; dies u m so m eh r da 
au ch  die ex ak te  B erechnungsfo rm el h ie rau f bezogen w ird  (s. A bb. 7).

Z u erst soll gem äss d er ex ak ten  B e trach tu n g sw eise  das aus e in e r lin e a r  
p ro p o rtio n a len  B e lastu n g  resu ltie ren d e  B iegem om en t b erechnet w e rd en . 
(A bb . 8 )
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P x = P { l ~ X)
d P  =  p x R p d x  =  p R p (1 — x) d x  

<I M x =  R p ( 1 -  x) dP  =  p  R 2p (1 -  x )2 dx

M X 2 x  x 2) d x  =  p  R 2 x  — x ‘

S e tz e n  w ir x  =  1, so e rg ib t s ich  :

u n d

M 1 =
1

3 p r I

M x =  M j (3 л:— 3 * 2 +  x 3) =  M t g(*) ( 10)

N u n  soll das M om ent b e s tim m t w erd en , das bei d em  T redgo ldschen  
v ir tu e l le n  zy lindrischen  T rieb  u n te r  g le ichm ässiger B e lastung  a u f tr i t t .  (A bb. 9)
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1 p m lip X p  Hp
1 >

X ( X  \2
1 — — p  =  p R p  U —  -  x  =  p R p

2 \ 2  1

О I л
X  —  X -  +  -

р  R I 3 X  —  3 X 2 - f -  х ‘

und m it d e r o ben  e ingefüh rten  B ez e ic h n u n g : M 1— — p  e rh a lte n  w ir
3

M m =  M 1 3 * — 3 X 2 +  — ■ x 3\ =  M 1gm (x) ( И )

Die G le ichungen  (10) und  (11) zeigen d eu tlich  den  U n tersch ied  zw ischen  
d en  F u n k tio n e n  g(x) und gm(x).

Aus d iesen  G leichungen geh t es k la r  h e rv o r, dass fü r ein P la n ra d , dessen  
Z ahn länge  d em  H albm esser gleich d . h ., w enn  x  =  1 ist, die e n tsp re c h e n d en  
W erte  von  M x u n d  M m von e in a n d e r sich  un te rsch e id en , die g en au en  W erte

3
n ach  (10) u n d  (11) sind  : M x =  M l5 u n d  M m — —  M j.

4
D ieser U m sta n d  allein bew eist die U n h a ltb a rk e it der T re d g o ld -T ra n s-  

fo rm atio n . E in  w eite re r Beweis e rg ib t sich  d a ra u s , dass die F u n k tio n  (11) 
infolge d er B ed in g u n g

dgm (*) =  0
d x

bei x  =  -■ ein  M axim um  a u fw e is t; das is t  ab e r eine techn ische  U n m ö e lich -
3

k e it [5].
Aus d en  G leichungen (10) u n d  (11) lä ss t sich  auch  der U n te rsc h ie d  d er 

bezüg lichen  M itte lha lbm esser b e s tim m e n ; bei d e r T red g o ld -T ran sfo rm a tio n  
is t d er H eb e la rm  d er K ra ft :

' m p R , ( 12)

w ogegen die e x a k te  A bleitung  d en  e ffek tiv en  H eb e la rm  d e fin ie r t;

h iebei is t

•ep R ,

V (*)
6 - 4 *  

6 — 3 x

(13)
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d. h . fü r  positive x  W e r te :  (0 <  x  <  1) 
e rh a lte n  wir :

гр ( x )  <  1 , und ■ ер ’ т р  •

F ü r den F a ll e ines b is zum  M itte lp u n k t b ezah n ten  idealen  P la n ra d e s  
w o llen  w ir das M om ent M l als 100%  b ez e ic h n en ; in  dieser B eziehung e rh a lte n  
w ir ( la u t T ab . 1. u n d  A b b . 10) die K u rv en  fü r  M x u n d  M m als F u n k tio n e n

6 1
v o n  x  — . F ü r d en  in  d e r  P rax is ü b lich en  G renzfall b

R n
Rp, also bei

x  =
1

3
ist der U n te rsch ied  zw ischen den nach  d en  obigen zwei F orm eln  b e rech ­

n e te n  M om enten zw eifellos n u r  1,4%  folglich  k a n n  m an  fü r die P rax is  die 
T red g o ld sch e  T ra n s fo rm a tio n  als b ra u c h b a r  an e rk e n n e n  ; legen w ir jed o ch  
W e rt a u f  w issenschaftliche  G enauigkeit, d ü rfen  w ir bei A nw endung d er e x a k ­
te n  M ethode n u r m it e x a k te n  M om entw erten  rech n en .

Festigkeitsbereehnung von Kegeltrieben mit willkürlichem Achsenwinkel

D ie rich tige B e re c h n u n g  erfolgt h ier g en a u  n a c h  der M ethode fü r zy lin ­
d risch e  Z ah n räd er, u n te r  B erücksich tigung  d e r H ertzsch en  S pannungen . In  
d e r F a c h lite ra tu r  [ 2 ,4 ]  w ird  die G ü ltigke it d e r  H ertzschen  G ru n d fo rm el 
a llg em ein  auch fü r  K e g e lra d tr ieb e  a n e rk a n n t.

Die erste  H e rtz sch e  F orm el gilt fü r d ie h a lb e  B reite  des B e rü h ru n g s­
s tre ife n s  (A bb. 11)

I P m  Qmw  =  1,52 (14)



BEITRA G  ZUR ZEITGEM ÄSSEN BERECH N U N G  D E R  K EG ELR Ä D ER 2 1 9

T abelle  1

X M  (*) M,„ (x) Diff. Diff. ̂  %

0,1 0,27100 0,27075 0,00025 0,1

0,2 0,48800 0,48600 0,00200 0,4

0,3 0,65700 0,65025 0,00675 1,0

1/3 0,70370 0,69444 0,00926 1,4

0,4 0,78400 0,76800 0,01600 2,0

0,5 0,87500 0,84375 0,03125 3,6

0,6 0,93600 0,88200 0,05400 5,8

2/3 0,96296 0,88888 0,07408 7,7

0,7 0,97300 0,88725 0,08575 8,8
0,8 0,99200 0,86400 0,12800 12,8

0,9 0,99900 0,81675 0,18225 18,3

1,0 1,00000 0,75000 0,25000 25,0

Pm =  —  [k g/cm ] b

F ü r den W ert d er in  der M itte llin ie  des B erü h ru n g sstre ifen s a u f tre te n d e n  
h ö ch sten  D ru ck sp an n u n g  la u te t d ie  zw eite H ertzsch e  F o rm el:

a H = 2Pm
w

0,418 (15)

D er m ittle re  K rü m m u n g sh a lb m esse r ist

—  =  -  +  1 
Qm Ql Qi

D a die K rü m m u n g sh a lb m e sse r  d er Z ah n p ro file

Qxl =  £?i (1—*) «nd qx2 =  {?2 (1— x)

dem  H albm esser des P lan rad es R p (1— x) p ro p o rtio n a l sind , so is t au ch  der 
m ittle re  K rü m m u n g sh a lb m esse r eine lineare  F u n k tio n  von x  :

(16)

Q x m  =  Qm (1— x ) .
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N u n  sahen  w ir b e re its , dass au ch  die V erte ilu n g  d er B e la s tu n g  eine 
ä h n lic h e  lineare F u n k tio n  von  x  d a rs te llt  :

P x  =  p  (1 — *) ;

d a ra u s  fo lg t, dass au ch  d ie  halbe B re ite  des B e rü h ru n g sstre ifen s dem selben 
lin e a re n  G esetz —  s. F o rm e l (14) —  fo lg t:

ivx =  ív ( 1— x),

I

h in g eg en  is t der Q u o tien t (d e r  S trib eck ’-sche W alzen p ressu n g sfak to r)

k  =  _P_xm =  Prn (17)
2 Qxm 2 Qm

u n d  d a m it  auch die F le r tz ’-sche S pannung  an  d e r  ganzen  Z ahn länge k o n s ta n t.
D ie F este te llu n g , d ass  die Hertz'-sehe S p a n n u n g  der ganzen Zahnlänge  

en tlang  konstant ist, g ilt als d e r w ich tigste  G ru n d sa tz  d er B erechnung .
Als A u sg an g sp u n k t g ilt die F orm el (15) :

o% =  0,175 Pm E m =  0,35 -P—  E m =  0,35 k z E m (18)
Qm 2 Qm

D ie zulässigen W e rte  des W a lzen p ressu n g sfak to rs  sind  fü r die üb lichen  
W erk s to ffe  aus T abellen  d e r  F a c h lite ra tu r  [6 ] b e k a n n t. D aher sin d  sie jed em  
K o n s tru k te u r  le ich t zu g än g lich . N un ist es n o tw en d ig , einen fü r d en  W alzen­
p re ssu n g sfak to r к en tsp rech en d en  A usdruck zu  fin d en , das a u f die A usgangs-
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w erte  ( N ,  n v  i, a, cp) u n d  au f den H a lb m esse r des P lanrades R p a u fg e b a u t 
is t : d a n n  geh t die B erechnung  ohne w eite res v o r sich.

U m  die endgü ltig e  F orm el fin d en  zu  k ö n n e n , m üssen wir u n s  a u f  zwei 
tr ig o n o m etrisch e  S ätze s tü tz e n , die als G ru n d fo rm e ln  fü r jedes K e g e lra d p a a r  
gü ltig  s in d ; u . zw. sind  es la u t A bb. 12 fo lgende G leichungen :

r2 s in  dt
rx s in  Öj

<P — ^1 +  ^2

(19)

( 20)

Z u r B ew eisführung  fü h ren  wir noch  ein ige trigonom etrische  F o rm e l an , 
die au s  den  beid en  e rs te n  hervorgehen  :

s  sin cp

=  . .
1 -j- C O S  (p

u n d  l g ^ 2  =
l  • sin (p

1 -j- i C O S  <p

sin  <p i • sin (p

] l i2 -f- 2 i cos cp -f- 1 ji i2 - p  2 i cos <p +  1

t g d i  +  t g d 2 i2 —(— 2 i cos ç> +  1

t g ^ !  • t g d 2 i • sin  <p

(21)

( 22)

(23)

D a die K ra f t
P
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d ie  R ad zäh n e  b e la s te t ,  w obei P  die T a n g e n tia lk ra f t  und  a den  P re ssu n g s ­
w in k e l b e d e u te t, e rg ib t s ich  d a rau s die m it t le re  spezifische B e las tu n g

P  M ,

b cos и r m, • b ■ cos а

D a nun

nl =  r m p S i n  <5l  =  Гп
sin  (p

' m l  ' m p - ----- 1 - m p  у  -----------------—
\  +  2 l  C O S  ( f  - f -  1

u n d

M x =  71600
N

so k a n n  die m ittle re  spezifische B elastung  fo lgenderm assen  au sg e d rü c k t 
w e rd en  :

P m
71600

r m p  ' ^  ’ COS a

}fi2 +  2 i cos <p +  1 N  
s in  9? n,

(24)

D ieser A u sd ru ck  is t d e r  Z ähler in  d e r  F o rm e l (17) fü r den  F la n k e n ­
p re ssu n g sfa k to r ; d e r N e n n e r lässt sich aus d en  geom etrischen  A ngaben  d e r 
R ä d e r  e rm itte ln  : (A hb . 13)
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B ek an n t s in d  folgende B eziehungen  :

(?ml =  r'm 1 sin  « =  rmp s in  a  tg  

Qmï =  r 'm2 sin  a  =  rmp sin  a  tg  ô2

aus denen  wir fü r  d en  N enner d er G leichung (17) fo lgenden  A usdruck e rh a l te n  :

1 1 1 14 _  ______

2 Qm 2 . Qml Pm2

1 t g ^  +  tg ö ,
2 rmp s in  a  tg  (üj • tg  Ö2

D urch  E in se tzen  d e r rech ten  Seite  d er G le ichung  (23) erg ib t sich :

1 i2 +  2 i cos <p +  11

2 Q„ 2 rmp s in  a l Sin (p
(25)

Aus d er K o m b in a tio n  d e r G leichungen (24) und  (25) e rh a lten  w ir :

к . =
71600 N  ( i2 -f- 2 i cos cp +  1)3/2

2 Qm rmp b • sin  2 (l n , i ■ sin2 <p
(26)

N un k ö n n en  w ir den le tz te n  S c h ritt v o rn eh m en , um  die E n d fo rm e l fü r 
Hp zu en tw icke ln  ; um  k lar zu  sehen , w en d en  w ir uns zuerst w ied er a n  die 
T red g o ld -T ran sfo rm atio n  ; h ier g e lten  die fo lgenden  B eziehungen :

'  mp =  R p ( 1 — x ) ,  und b  — R p X,

und d a h e r:

rmP b =  R 2 3 * — 3 *2 +  —  
o \ 4 Rpgm  W

B ereits zu B eginn u nserer A b h an d lu n g  h a b e n  wir fes tg este llt, d a ss  an  
S telle  der F u n k tio n  g m ( x )  rich tig  g  ( x )  zu se tz e n  is t :

r lp  • b =  ' R 3g (x) =  ' R ,j (3 ж — 3 r 2 +  x3) (27)

D araus e rh a lte n  w ir als endgü ltige  F orm el :

R 3n =
(i2 +  2 i cos 95 +  1)3/2 71600 N  1

sin  2 « 3 л; — 3 x 2 +  л:3 i  s in 2 99 n i k z
(28)
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B e i e inem  A chsenw inkel cp —  90° n im m t d ie se  allgem eine Form el (28) die fo l­
g e n d e  einfachere G e s ta lt a n  :

юзl x p(,<p = nl 2)
1 (i2 +  1)3/2 71600 N

sin  2 a  3 X — 3 x2 +  *3

W ir w ollen h ie r b em erk en , dass die ü b lic h e  Form el der 
f ü r  d e n  F a ll cp =  л /2

b • d ln
M x

sin 2 a  k ,
[ * ± 1

- -  (29)
Kz

F a c h l i te ra tu r

(30)

im  P rin z ip  m it der G le ich u n g  (29) id en tisch  is t  ; zum  Beweise lassen  sich fol­
g e n d e  B eziehungen au fsc h re ib e n  :

d a  n u n

u n d

s o m it  is t

dm 1 •— 2 rmi — 2 rmp cos

d 2m i  =  4  r m p  COS2 d 2 =  4 T 2m p  ---------- --
-f- 1

r m p  R p  1 ' m p R 2 (2 -  * )

b =  R p X,

b r 2 - д »  С2 " * ) 1 » 4 x - 4 x *  +  x*
u  1 m p  л *-р —

S e lb s tv e rs tän d lich  t r i t t  auch h ier a n  S te lle  der F u n k tio n  gm (x) die 
a n d e re  F u n k tio n  g (x) ; a u f  diese W eise e rh a l te n  w ir

b • dmt =
3 x  — 3 x 2 x 3 1

(31)
3 1 +  P

A us der K o m b in a tio n  v o n  (30) und (31) e rh a lte n  wir das E n d e rg e b n is  :

юз _
i l p(<p = n l 2)

1 3 A f j  ( i2 -F 1)3/2

sin  2 a  3 x  -j- 3 x 2 -(- x3 k z  i
(32)

W ie ersichtlich , s in d  (29) und  (32) m ite in a n d e r  identisch .
Z urückgre ifend  a u f  d ie  allgem ein b e n ü tz te  frü h e re  Form el (30), m üssen  

w ir fe s ts te llen , dass d a r in  d ie  u n ab h än g ig en  V eränderlichen  i u n d  cp n u r 
im p liz ite  en th a lten  s ind  ; a lso  b ie te t diese F o rm e l w ed er fü r den K o n s tru k te u r , 
n o c h  f ü r  den  T h eo re tik e r d ie  M öglichkeit e in e r  s inngem ässen  A nalyse.
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A nalyse der F u n k tio n  R P

U nsere  E ndfo rm el (28) s te llt  die F u k tio n  R p  als das P ro d u k t von  5 
T e ilfu n k tio n en  d a r :

Rp =  f i  («) • h  (*) ' f ,  (i, <P) ■ Á  ( Л  " i)  ' Л  (*,)

H  ievon  h a b e n  w ir die T e ilfu n k tio n  f A m it zwei U n b e k a n n te n  N  u n d  n l5 die

Abb. 14

w ir n ic h t v o n e in an d er tre n n e n  b rau ch en , weil diese F u n k tio n  d u rch  f A (M A) 
e rz e tz t w erden  k a n n . f s e n th ä lt  ebenfalls zwei U n b e k a n n te ; es is t n ich t m ög­
lich d iese F u n k tio n  in  zwei v o n e in an d er u n ab h än g ig e  F u n k tio n e n  a u fzu lö sen ; 
um so w ich tiger is t es, diese T eilfu n k tio n  einer A nalyse  zu u n te rz ie h e n ; w ir 
w ollen d er R eihe n ach  / t , / 2, /3  und  f A an a ly s ie ren  ; die T e ilfu n k tio n  / 5 (к .) 
g eh ö rt n a tu rg em äss  n ich t in  d en  B ereich d er speziellen  A nalyse des K ege l­
ra d tr ie b e s  u n d  es soll d esha lb  d a ra u f  v e rz ich te t w erden .

A n a lyse  der T e ilfu n k tio n  / ,  (a)

1
D ie G renzen d er F u n k t io n / j  ( a ) =  ---------  s in d  in  d er P rax is  а =  15° ~

j/sin 2 a
~  22°30 '. In  d iesem  B ereich  is t die Ä n d e ru n g  d e r  F u n k tio n  f x (a) ru n d  
11%  ; (s. A bb. 14 u n d  T abelle  2.).

M it e iner b e s tim m te n  M aschine und  m it d en  ü b lichen  W erkzeugen  k an n  
m an  die d u rch  diese G renzen gegebenen M öglichkeiten  n ich t au sn ü tz e n . Die 
g rö sste  A bw eichung zw ischen dem  P ressungsw inke l u n d  dem  E ing riffsw inkel 
is t h ö ch sten s  5 ° ; dem  e n tsp r ic h t eine m ax im ale 8 % -ige Ä nderung  d er F u n k tio n

l o  A c ta  T e c h n ic u  X X I / 1— 2.
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f x (a ) . Es is t zw ar w ü n sch en sw ert, e inen  je  g rösseren  P ressu n g sw in k e l zu w äh­
len , doch ist d am it k e ine  b e trä c h tlic h e  A bnahm e des M asses R P v e rb u n d en .

Tabelle 2

15°

17°  30’ 

2 0 °

22 °  30’

/ ,  И

1,259924
1,203565
1,158717
1,122462

A n a ly se  der T e ilfu n k tio n  f 2 (x)

Tabelle 3

* / *  (* ) K p V o 1 ----X r p i  %

0,10 2,228695 154,63 0,90 139,17
0,15 1,981032 137,36 0,85 116,76
0,20 1,831895 127,02 0,80 101,62
0,25 1,731277 120,04 0,75 90,03
0,30 1,659021 115,03 0,70 80,52
1/3 1,621476 112,43 2/3 74,95
0,4 1,564114 108,45 0,6 65,07
0,5 1,507895 104,55 0,5 52,28
0,6 1,474400 102,23 0,4 40,89
0,7 1,455469 100,92 0,3 30,28
0,8 1,446116 100,27 0,2 20,05
0,9 1,442731 100,03 0,1 10,00
1 1,442250 100,00 0,0 0,00

1 г  з
Z u r näheren  B e h a n d lu n g  d er T e illü n k tio n  / 2(x) =

3 X  — 3 x2 +  X 3

f in d e n  w ir in der T abe lle  3. ausser den  k o rresp o n d ie ren d en  W e rte n  von (x) 
u n d  f2 (x ) noch die en tsp re c h e n d en  p ro zen tu e llen  W erte  des P la n ra d h a lb ­
m essers  R r und des in n e re n  P lan rad h a lb m esse rs  rpi, indem  w ir fü r  R P bei 
x  =  1 d en  W ert als 100%  e in se tzen . In  A bb. 15 ist die F u n k tio n  f„ (x) zw ischen 
d e n  in  d e r P rax is ü b lich en  G renzen  d a rg e s te llt. In  A bb. 16 sind die K urven  
d e r  W e rte  von R P u n d  rpi zu  sehen.
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D ie uns d u rch  d ie  Technologie au fe rleg ten  G renzen  sind  x =  —  ^
3

D ie G renze 1/3 is t s tre n g  und  k a n n  keinesfa lls ü b e rsc h ritte n  w erden .

1

^  ' 
D ie

' QJOQTS Q20Q25 Q 30

Abb. 15

Abb. 16

G renze 1/5 is t w en ig er em pfind lich  ; diese w u rd e  in  die P rax is  e in g efü h rt, 
d a  eine w eitere A b n ah m e  der Y erh ä ltn iszah l x  e ine allzu steile Z u n ah m e des 
M asses R P m it sich  b rin g en  w ürde.

15*
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In n e rh a lb  d ieser G ren zen  b e s te llt fo lgende B eziehung : w ä h re n d  die 
Z a h n lä n g e  um  31%  a b n im m t, b e trä g t die Z un ah m e des P lan rad h a lb m esse rs  
n u r  15°/0. Dies besag t, d a ss  m an  bei der W ah l d e r V erh ä ltn iszah l n ic h t allzu  
sk ru p u lö s  sein m ag. R u tin ie r te  K o n s tru k te u re  h a lte n  m eistens an  d e m  W ert

*  =  — , d . h . , / , ( * )  =  1,621

fe s t .
E in e  A usnahm e b ild e t  in  d ieser H in s ich t d e r p rak tisch e  F a ll, w en n  aus 

g ew issen  G ründen  ein  b e so n d e rs  grosses T e lle rrad  gew ünscht w ird , z. B . an  
T e x tilm a sc h in e n .

A n a ly se  der T e ilfu n k tio n  f 3 (i, <p)

In  d e r F a c h lite ra tu r  w u rd e  b is n u n  n iem als d e r E influss u n te rs u c h t , den 
d ie  Ä n d e ru n g  des A chsenw inkels a u f  die G rösse des P la n ra d h a lb m e sse rs  u n d  
d a d u r c h  a u f  die D im ensionen  des T riebes au sü b en  k ö n n te  ; um so  w ich tiger 
u n d  in te re s sa n te r  sch e in t es, die T e ilfu n k tio n

/ ,  (i, y ) = -< * ' + 2 icO S y  +  1>‘ 1*
(i • sin 2̂ )1/3

z u  a n a ly s ie ren .
B e i beiden  G ren zw erten  çp =  0 u n d  <p =  л  is t  der W ert d e r F u n k tio n  

f 3 u n e n d lic h  gross. Es m uss also  dazw ischen  eine S telle cpm (also 0 <  <pm <  n) 
g e b e n , b e i w elcher d er W e rt d e r T e ilfu n k tio n  f 3 (i, cpm) das M inim um  e rre ich t. 
A u f  G ru n d  der B ed ingung

/ з ( ь  <F) =  0
8 cp

e r h a l te n  w ir fü r cpm die F o rm e l :

cos <pm — — 1 [(i2 +  1) -  ]f(i2 — l ) 2 +  i2 ) =  -  4 -  V (i) (33)
i i

D e r  W inkel tpm is t  im m e r  grösser als 90°. In d essen  k a n n  d e r A chsen ­
w in k e l n u r  bis zu je n e r  G renze  <pg e rh ö h t w erd en , bei w elcher ö2 se lb s t den 
W e rt v o n  90° erre ich t, d . h . wo das grosse R ad  selbst zum  P la n ra d  w ird  
(A b b . 17) In  diesem  F alle  g ilt :

i sin =  s in  ö2 =  sin  90° =  1 , u n d  sin  dx =  —  ,
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und  zugleich

cos cpg == cos (90° +  dj) =  — sin  = ----- — (34)

Abb. 17

W en n  i  >  1, d a n n  h ab en  -wir in  d e r G leichung (33) (i) <  1. Diese
F ests te llu n g , k o m b in ie rt m it den  G leichungen (33) u n d  (34), lä s s t  d a ra u f  
schliessen, dass cos cpg >  cos <pm u n d  d ah er

Tg Tm

N u n  is t der W inke l <pg grösser als 90°, d och  k le iner als cpm. D as b esag t, 
dass m an  <pm p ra k tisc h  n ic h t veiAvirklichen u n d  d esh a lb  auch  den  M in im ahvert 
von R p n ic h t e rre ichen  k a n n .

H ie r m üssen w ir d a ra u f  h inw eisen, dass in  d e r  F a c h lite ra tu r  o ft die Idee  
a u f ta u c h t, so g enann te  » in n en v e rzah n te  K eg e lräd e r«  d. h . solche m it einem
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T eilkegelw inkel <32 >  90° z u  verw enden  (s. A b b . 18). D och s tö ss t d ie  E rz e u ­
g u n g  so lcher R äder a u f  g rosse S chw ierigkeiten  ; ke inesfa lls können  diese m itte ls  
des A b  w älzverfahrens h e rg e s te llt  w erden ; es g ib t keine A bw älzm asch ine , an 
w e lch e r ein in n en v e rzah n tes  K egelrad  v e rfe r tig t  w erden  k ö n n te . M it einer 
In n e n v e rz a h n u n g  is t n u r  d ie  H erste llu n g  eines rohgegossenen  K egelrades 
m ö g lich . Diese T echnologie  en tsp ric h t ab e r n ic h t m ehr den ze itg em ässen  
A n fo rd e ru n g en .

U m  au f die F u n k tio n  f 3 (i, cp) zu rü ck zu k o m m en , m üssen  w ir d a ra u f  
h in w e ise n , dass s e lb s tv e rs tä n d lic h  zu je d e m  i W ert eine b eso n d ere  K u rv e  
a u fzu ze ich n en  ist. Als B e isp ie l soll der F a ll v o n  i —  2 d ienen  ; diese F u n k tio n s ­
w e rte  s in d  in der T abelle  4 angegeben  u n d  die zugehörige K u rv e  is t  in  A bb. 
19 d a rg e s te llt .

D ie un tere  G renze d e r  F u n k tio n  is t p ra k tis c h  bei cos <pg=  — —  

zu  f in d e n  und der d azu g eh ö rig e  F u n k tio n sw e rt e rg ib t sich aus d e r F u n k -
в

tio n s fo rm e l f 3 (i , <pg) =  j/i2 ( i2 — 1).

Tabelle 4
i=2

V / з  (>. <Р)

50° 2,6084

60° 2,3113

70° 2,0877

CO О о 1,9135

О о о 1,7748

оОо

1,6635

110° 1,5766

120° 1,5131

125° 1,4913

127° 30' 1,4843

130° 1,4775

134° 12' 17" 1,4735

135° 1,4799
140° 1,4827

145° 1,5093

150° 1,5615

In  A bb. 20. h ab e n  w ir die K u rv en  d er F u n k tio n  f 3 (i, (p) fü r  je d e n  e in ­
z e ln e n  i W ert von 1 ~  5 eingezeichnet.
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Tabelle 5

i V’m vv /.(*. <Pt)

1 180° 180° 0

2 134° 12' 17" 120° 1,513086

3 119° 02' 03" 109° 28' 20" 2,039649

t 111° 39' 05" 104° 28' 40" 2,492883

5 107° 09' 14" 101° 32' 20" 2,904191

6 104° 05' 46" 9 9 “ 35' 40" 3,286461

In  T abelle  5. s in d  die n u m erisch en  W e rte  von  cpm, (pg u n d  f 3 (i, <pg) fü r 
die Ü b erze tzu n g sw erte  von i — 1 ~  6 an g eg eb en .

In  A bb . 21 s ind  zwei K u rv e n g ru p p e n  zu  sehen . Oben sehen  w ir die zwei 
H a u p tw e r te  von  cpm u n d  <pg als F u n k tio n e n  von  i da rgeste llt. Im  u n te re n  
D iag ram m  b e s te h t die K u rv en sch ar aus 3 K u rv e n , die die W erte  d e r  F u n k tio n  
/ з  (i, (p) fü r  d rei besondere  W erte  v o n  <pm, (pg, л /2  darste llen . F ü r  tp =  л /2  
lä ss t sich  die F o rm el d er F u n k tio n  f 3 ( i , л /2 )  wie folgt an sc h re ib e n  : f 3 (i,

л /2 )  =  —----------—  . A us dem  D iag ram m  ist es e rsich tlich  dass die d re i  K u rv en
'  /  *1 IQ  D
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n u r  im  B ereiche i =  1 ~  2,5 von  einander ab w eich en , aber bei höh eren  W e rte n  
v o n  i is t  die A bw eichung n ic h t b edeu tend . C h a ra k te ris tisc h  ist die fo lg en d e

Abb. 20 i

B e z ie h u n g  :
/ з  (i, я /2) >  /з  (b <Ps) >  / з  (b  <Pm>

B e m e rk e n sw e rt is t die T a tsa c h e , dass fü r i >  2 ,5  die D im ensionen eines 
K e g e lra d tr ieb e s  m it dem  A chsenw inkel von 90 d e m  optim alen  ziem lich  n ah e  
s te h e n .
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Die T e ilfu n k tio n  (i, rp) fü r i =  1 h a t k e in  M inim um  ; ist doch in  d iesem
Fall

<Pg =  <Pm =  71

D ies b esag t, dass die D im ensionen  des T rieb es m it anw achsenden  A ch sen ­
w inkelw erten  s te tig  ab n e h m e n . Als B eispiel d iene h ie r die A bb. 22., wo K eg e l­

ra d tr ie b e  m it d er Ü b e rse tzu n g  i =  1 fü r die F ä lle  von  (p ~  60° bzw . 90° und  
120° aufgeze ichne t s in d . B ei n äh ere r B e tra c h tu n g  n im m t hier das V olum en 
des T riebes m it an w ach sen d em  A chsenw inkel b e d e u te n d  ab , doch  n ic h t  in 
dem  M asse, wie die D im ension  des P lan rad es . B ezeichnend  w ir die M asse des 
T rieb es bei 90° m it 100% , so e rh a lten  w ir die fo lgende T abelle :

Tabelle 6

A c h s e n  w in k e l 60° 9 0 ° 120°

Planrad volum en 247% 100% •f
r­ oc -v
P

Trieb-Volum en 124% 100% 7 1 0 /‘ 1 / о



Abb. 22
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D iese V ersch iedenheit d e r V o lu m en än d eru n g en  e rk lä r t sich  d u rc h  die 
V ersch iedenheit d er b ezüg lichen  G leichungen . F ü r  die Ä n d eru n g  des P la n ­
rad v o lu m en s h ab en  w ir fo lgende G leichung :

r 3 __ c  (*2 +  2 i cos <p +  l )3/2 
i s in 2 <p

Abb. 23

D ie Ä nderung  des T rieb v o lu m en s ist d u rch  die fo lgende G le ichung  d a r ­
g este llt :

V  =  R jj (1 +  i2) sin  <5t =  C (i2 +  2 i cos <p +  l )1/2 ' +  1
i

Setzen w ir den K oeffiz ien ten  C gleich 1 d a n n  können  w ir fü r d a s  V olum en 
V  ziem lich  le ich t die K u rv e n sc h a r  fü r die e inzelnen  i W erte  v o n  1 ~  5 im 
B ereiche von cp =  50° ~  120° au fzeichnen  (A bb. 23). Aus d iesem  D iag ram m  
g eh t es k la r  h ervo r, dass be i g rösseren  (p =  W erten , w obei die ü b rig e n  A us­
g an g sd a ten  u n v e rä n d e rt b le ib en , die D im ensionen  des K eg e lrad trieb es , also 
au ch  das V olum en u n d  d e r M a te r ia lb e d a rf  s te tig  abnehm en . D ie u n te re  G renze 
lieg t n a tu rg em äss  bei (pg.

N u n  wollen wir die A nalyse  w e ite rfü h ren , um  zu e rfah ren , w ie sich  die 
e inzelnen  linearen  D im ensionen  v e rh a lte n , w elche Ä nderungen  im  V erh ä ltn is  
d e r D im ensionen  zu e in an d e r e in tre te n , w enn d er W inkel (p sich ä n d e r t .
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M it i und  cp a ls u n a b h ä n g ig e n  V erän d e rlich en  bei k o n s ta n te m  W ert 
d e r  a n d e ren  fünf, h a b e n  w ir  bere its  oben fü r  d en  P lan rad h a lb m esse r R P die 
fo lg en d e  B eziehung e n tw ic k e lt  :

R  _  c  (t2 +  2 t cos cp +  1)17»
(i s in 2 cp)1/3

Abb. 24

N u n  haben w ir als H a lb m esse r des k le in en  R ad es :

u n d  la u t  Form el (22) :
Ti =  Rp sin

sin
sin  cp

(i2 +  2 i cos cp -)- l )1/2

In  der h ieraus a b g e le ite te n  G leichung :
Г? О

rx =  C
sin cp

(i sin2 cpyv
sin  cp 

i

1/3

e rh a l te n  wir r t als F u n k t io n  v o n  i und cp.
In  A bb. 24 sind  fü r  e in ze ln e  i W erte die K u rv e n  d er F u n k tio n  rx — к  (i, 99) 

au fg eze ich n e t. D as M ax im u m  bei cp =  90° is t  k la r  e rs ich tlich . Bei d iesem  W ert 
b e s te h t  in  allen K u rv e n  e ine  Sym m etrie , d. h . die r x W erte  sind fü r die W inkel 
cp ±  §  im m er gleich. D iese Ä nderung  ist ab e r b e i Z unahm e des W inkels $
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n ich t b ed eu ten d . Z. B . bei •& =  4 0 das  h e iss t für tp =  50 u n d  140 ',
b e trä g t  die A bnahm e des H albm essers rl n u r  8 ,5 % .

M it R ü ch sich t a u f  das V erhältn is  r2 =  i • r l5 b e s teh t fü r den H a lb m e sse r 
des grossen R ades r2 dieselbe G esetzm ässigkeit.

In  A bb. 25 sehen  w ir die K u rv en  d e r V erän d eru n g  der Z a h n lä n g e  b, 
fü r versch iedene i W erte  von  i =  1 bis 5, in  A bhäng igke it von v e rä n d e rlich e n

1
A ch sen w in k e lg rö ssen ; u n te r  V orausse tzung  des V erhältn isses x  =  — , d . h.

3

b =  —2- ,  n im m t die Z ahn länge m it w ach sen d em  cp W inkel rap id  ab . D a eine

grössere Z ahn länge  die H erste llu n g  e rsch w ert, d ü rfen  w ir schon au s te c h n o lo ­
gischen G ründen  d en  A chsenw inkel n ich t m it k leineren  W erten  w äh len .



2 3 8 L. SZEN ICZEI

Jeden fa lls  w ollen  w ir festste llen , dass e in  K eg e lrad trieb  m it e in em  sp itzen  
A ch sen w in k e l <p k e inesfa lls  gew ählt w erd en  soll. D ie D im ensionen n e h m e n  m it 
k le in e re m  cp W inkel ra p id  zu , und  die Mass V erhältn isse  gesta lten  sich  u n g ü n stig .

N ach  alledem  soll h ie r  auch  das V e rh ä ltn is  des M itte lh a lb m essers  zur 
Z a h n lä n g e  am  k le inen  R a d  b eh an d e lt w e rd en  ; die übliche F orm el (7) bed in g t 
e in e  E n tsch e id u n g  ü b e r d iese  Zahl, doch h a t  d e r  K o n s tru k te u r k e in en  A n h a lts ­
p u n k t  zu r rich tig en  W ah l. E ingangs h a t te n  w ir schon diese U n sich erh e it 
a ls  d e n  em p fin d lich sten  P u n k t  in  der A n w e n d b a rk e it der üblichen B e rech n u n g s­
fo rm e l bezeichnet. N u n  soll die R ich tigkeit d ie se r F ests te llu n g  bew iesen  w erden .

K eh ren  луп zu r F o rm e l (5) zu rück  :

u =  - b l = 2 ~ x  s in  ax (5)
b  X

D u rc h  A nnahm e eines W erte s  von x  — 1/3 e rh a lte n  >vir :

и =  5 ôi

u n d  m it Hilfe des A u sd ru ck es  la u t (22) e rg ib t sich  :

5 sin  cp

\f i 2 -f- 2 i cos <p -j- 1
P (i, <p)

D iese B ezeichnung  n im m t bei cp
71

die  e in fachere F orm  an

]fi2 +  l
P  ( '\  я /2)

Ü b e rs ic h tsh a lb e r  h a b e n  w ir die W erte  d er F u n k t io n  p  (i, cp) in  zw ei v e rsch ie ­
d e n e n  K u rv en sch aren  e in m a l als F u n k tio n  v o n  i, fü r verschiedene cp W erte , 
e in  an d e re s  Mal als F u n k tio n  von cp fü r v e rsch ied en e  i W erte au fg eze ich n e t 
(A b b . 26). Das V erh ä ltn is  и  u n te rlieg t e iner überaus schnellen A b n ah m e , w enn 
i z u n im m t ; jeden fa lls  a b e r  w ird  и <  1 e r s t  be i einer Ü berse tzung  i =  5 ; 
d e r  E in flu ss  des W inkels cp is t  n ich t so in te n s iv  ; auch  dieser is t a b e r  n ich t 
z u  vern ach lässig en , n o ch  k a n n  er du rch  irg e n d  einen D u rc h sc h n itts fa k to r  
e r s e tz t  w erden . D er K o n s tru k te u r  k an n  also  d ie  F orm el fü r b d 2 n ic h t  ohne

d 3
w eiteres gebrauchen ; erst m üsste sie au f die F orm  von ----—gebracht werden

u
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u n d  d an n  k ö n n te  d e r W ert von  и aus der K u rv e n sc h a r  der A bb. 26 e n tn o m ­
m en w erden , d en  vorgeschriebenen  i und  <p W e r te n  gem äss. A uch b e i e inem  
W inkel (p =  90° v a r iie r t d e r W ert и im G ebiet i == 1 -— 5 zw ischen d en  G renzen  
3,5355 ~  0,9806 und  die V aria tio n  is t gar n ic h t lin ea r . E ine A b sc h ä tz u n g  ist 
d a d u rc h  seh r e rsch w ert. A lso k a n n  m an  ohne Zw eifel die B eh au p tu n g  g u th e isse n

«lass die B erech n u n g  d u rc h  die a lth e rg eb rach te  F o rm el n ich t e r le ic h te rt w ird  ; 
m it ih re r  H ilfe k an n  m an  eine beruh igende  L ösung  n u r du rch  m eh rfach es , 
w iederho ltes P ro b ie ren  fin d en .

D ie vereinfachte F orm el

In  d e r a lltäg lich en  P rax is  w ird die überw ieg en d e  M ehrheit d e r  K eg e l­
ra d tr ie b e  m it einem  W in k el (p =  90° e n tw o rfe n  und  au sg efü h rt. D ad u rch  
k a n n  die T e ilfu n k tio n  von f a (i, cp) a u f  die b e re its  en tw ickelte  e in fach ere  F o rm
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/ з М 2)
(i2 +  l )1/2

£1/3

g e b ra c h t  w erden.
B erechnen  w ir n u n  d ie  W erte  d ieser F u n k tio n  für die m eist v e rw en d e ten  

i W e r te  von 1 ~  6 u n d  ze ichnen  w ir die K u rv e  a u f  Tabelle 7, A bb . 27. Es 
s te l l t  sich  heraus, dass d ie  A bw eichung d ie se r F u n k tio n  von e in e r  linearen  
n a h e z u  unm erklich  is t  ; e ine sehr b ra u c h b a re  A nn äh eru n g  is t d u rc h  die 
F o rm e l :

g e g eb en .
/ з  (Ö л /2 )  =  0,4 i +  1

F ü r  allgem einen G eb rau ch  k a n n  d e r P ressungsw inkel als а =  20°
1

u n d  d as  Z ah n län g en v e rh ä ltn is  a ls :r = —  an g en o m m en  w erden  ; h ied u rch
3

k a n n  m a n  das P ro d u k t d e r  ersten  zwei T e ilfu n k lio n en  in fo lg en d er W eise 
e rs e tz e n  :

f i  (20°) f 2
1

3
1,878832

15

8
1,875

u n d  fü r  die ersten  d re i T e ilfu n k tio n en  k a n n  die fo lgende lineare  A n n ä h e ru n g  
e in g e se tz t  w erden :

F = f 1 (20a) - f 2 ■ f 3 (i, 7tj2) (2 i +  5)
8

L a u t Tabelle 8 ., in  w elcher die W erte  d e r  F u n k tio n  F  sow ohl n a c h  ge­
n a u e r  B erechnung  wie a u c h  n ach  d er lin e a re n  V erein fachung  a n g e fü h rt sind , 
k ö n n e n  w ir ersehen, dass d e r  m ax im ale F eh le r 1 ,4 %  b e trä g t, d. h. d ie G enau ig ­
k e i t  e in es  R echenschiebers a ls h in re ichend  e r a c h te t  w erden k a n n . D e r F eh ler 
is t  n ic h t  grösser als d e rjen ig e , der bei A n w en d u n g  der T redgo ldschen  F o rm el 
e n ts te h e n  k an n . Die B erechnungsfo rm el n im m t a b e r eine sehr e in fach e , le ich t 
v e rw e n d b a re  Form  an , u . zw . :

R p 8 (2 ; +  5)
[ M l
I k z

(35)

D as b ed eu te t e inen  ra sc h e n  und  le ich ten  G ang  der B erechnung . E s geht 
d a r a u s  k la r  hervor, dass zu  den  K o n s tru k tio n sa rb e ite n , zur r ic h tig e n  W ahl 
d es  K o n s tru k tio n sm a te r ia ls  u n d  also zu r B es tim m u n g  des R au m b ed a rfe s  
d ie  F o rm e l gu t b ra u c h b a r  is t ,  auch  w enn m a n  b e im  endgü ltigen  E n tw erfen  
a u f  d ie  genauere F o rm el zu rü ck g re ifen  m ü sste .



B E IT R A G  ZU R  ZEITGEM ÄSSEN B E R E C H N U N G  D E R  K EGELRÄDER 241

Tabelle 7

i 0 ,4  i  +  1

1 1 ,4 1 4  2 1 2 1 ,4

2 1 ,7 7 4  7 6 9 1 ,8

3 2 ,1 9 2  6 0 1 2 ,2

4 2 ,5 9 7  3 9 3 2 ,6

5 2 ,9 8 1  9 2 4 3 ,0

6 3 ,3 4 7  4 7 2 3 ,4

Abb. 27

Tabelle 8

i
genauer W ert Annäherungswert

Diff. %
der Funktion F

1 2 ,6 5 7  0 7 0 2 ,6 2 5 —  0 ,0 3 2 —  1 ,2

2 3 ,3 3 4  4 9 2 3 ,3 7 5 - f  0 ,0 4 1 +  1 .2

3 4 ,1 1 9  5 3 0 4 ,1 2 5 +  0 ,0 0 6 +  0 ,1 5

4 4 ,8 8 0  0 6 6 4 ,8 7 5 —  0 ,0 0 5 —  0 ,1 0

5 5 ,6 0 1  5 3 5 5 ,6 2 5 +  0 ,0 2 4 +  0 ,4 3

6 6 ,2 8 9  3 5 1 6 ,3 7 5 +  0 ,0 8 6 +  1 ,3 7

1 6  Act« Technica X X I/1 —2.
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ZUSAMMENFASSUNG

D er Autor entw ickelt eine neue Formel zur B erechnung des K egelradtriebes. D iese  
G rundgleichung, eine E xplizitform  des idealen Planradhalbm essers, ist ohne Anwendung der 
bekan nten  Tredgold-Methode des virtuellen zylindrischen T riebes abgeleitet. Die genaue Form el 
ist ein  Produkt von T eilfunktionen. Ferner wird noch als Annäherung eine lineare B eziehung, 
m it einer m axim alen Abweichung von 1,4% gegeben.

ST U D Y  ON A N E W  M ETHOD OF CALCULATIO N OF BEVEL G EARS

L . S Z E N I C Z E I

SUMMARY

In th is paper, the author has developed a new m ethod  giving a formula for the diam eter  
o f  th e  im aginary crown wheel w ithou t making use of the Tredgold-m ethod of a virtual cylindrical 
gear. B esides the exact equation, in  which the function appears as a product, another one o f  
a m ore sim ple form is presented as an approxim ation being a linear function w ith  results 
havin g  a m axim um  deviation  o f 1,4%.

ESSAI D ’UN CALCUL M ODERNE DES E N G R E N A G E S CONCOURANTS

L . S Z E N I C Z E I

RÉSUMÉ

L ’auteur propose une nouvelle  méthode de calcul, en donnant une formule sur le d iam ètre  
de la roue plate génératrice, sans recourir à des roues v irtu elles cylindriques selon Tredgold. 
E n plus d’une fonction exacte présentée comme un produit, l ’auteur a développé une expression  
approxim ative sous forme d’une sim ple fonction lin éa ire, dont la déviation m axim um  n ’est 
pas p lu s que de 1,4%.

К СОВРЕМЕННОМУ РАСЧЕТУ КОНИЧЕСКИХ ЗУБЧАТЫХ КОЛЕС
Л . С Е Н И Ц Е И

РЕЗЮМЕ

Автор выводит новые формулы для расчета привода конических зубчатых колес. 
Это основное уровнение, —  эксплицитная форма идеального радиуса плоского колеса, 
выведено без применения известного метода Тредгольда мнимого цилиндрического при­
вода. Точная формула является суммой частных функций. Кроме того дается еще в каче­
стве приближенного решения линейное соотношение с максимальным отклонением до
1,4%.
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[M anuscript received January 9, 1958]

A t sy n ch ro n iza tio n  tw o  sy n ch ro n o u s g en era to rs  i. e. tw o  sy n ch ro n o u s  
g e n e ra to r  groups (u su a lly  one g roup  anil one synch ronous g e n e ra to r) , o f  the  
sam e  nom ina l freq u en cy , b u t  h a v in g  in  e ffec t differing  speeds o f  rev o lu tio n  
(i. e. be ing  g a lv an ica lly  u n co n n ec ted ), possessing an  id en tica l sense o f  re v o lu ­
tio n  an d  nom inal v o ltag e , are  g a lv an ica lly  connected  a t  som e v o lta g e  level. 
T h e  connection  m u st be  m ad e  in  su ch  a w ay  as n o t to  dam age th e  e q u ip m e n t 
(sy n ch ro n o u s m ach ines, tra n sfo rm e rs  etc.) a n d  th a t  th e  c o n tin u o u s  su p p ly  of 
c u r re n t to  th e  consum ers shou ld  n o t be effected . U pon th e  connection  b e in g  m ade, 
n o rm a l system  co n d itio n s m u st be e s tab lish ed , u n d e r w hich th e  tw o  m ach ines 
or m ach ine  groups th a t  w ere orig inally  ro ta tin g  w ith  frequenc ies e ffec tive ly  
d iffe ring , m ust rev o lv e  a t  th e  id en tica l ’sy n ch ro n o u s” speed.

In  p rac tice  th e  so-called  precise sy n ch ro n iza tio n  has u su a lly  b een  app lied  
fo r sy n ch ro n iza tio n  p u rp o ses . One o f  th e  m ach ine  groups —  g e n e ra lly  the  
la rg e r  —  th e n  ro ta te s  a t  a c o n s ta n t speed. T he m achine (or m ach in e  group) 
to  be  synchron ized  is co n n ec ted  p a ra lle l to  th e  f irs t  group a f te r  e x c ita tio n  to  
th e  sam e vo ltage  is reach ed  on b o th  sides o f  th e  circuit b re a k e r  w ith  w hich 
th e  sy n ch ro n iza tio n  is done, w hen th e re  is th e  le a s t possible d iffe rence  in  ra te  
o f  rev o lu tio n , an d  a t  a m o m en t w hen  th e  ang le  betw een  th e  v o lta g e s  o f  th e  
tw o  m ach ine  g roups passes th ro u g h  zero. I f  th e  precise sy n c h ro n iz a tio n  is 
c a rr ie d  o u t co rrec tly , no  tra n s ie n ts  e ith e r  o f ac tiv e  or reac tiv e  po w er, c u rre n ts , 
v o ltag es  or m echan ical s tre sses  can  be observed . Precise sy n c h ro n iz a tio n  can 
b e  su ita b ly  a u to m a te d  to  th e  desired  degree.

In  th e  case o f ro u g h  sy n ch ro n iza tio n  th e  m achine is c o n n e c te d  to  th e  
p ow er system  a t  a p p ro x im a te ly  th e  sy n ch ronous speed (w ith  a few  p e rc e n t 
d ev ia tio n ), b u t w ith o u t e x c ita tio n . T he g en e ra to r  th e n  app ro ach es th e  sy n ch ro ­
n o u s  speed  over a consid erab le  perio d  of tim e  —  of th e  o rd er o f m a g n itu d e  of 
a second  —  to  th e  acco m p an im en t o f  a d ecay ing  o v ercu rren t (s tro n g ly  reac tiv e ) 
an d  a co rrespond ing  v o ltag e  d ip . To ge t in to  synchron izm  th e n  ta k e s  p lace  e ith e r  
w ith o u t ex c ita tio n  d u e  to  th e  sa liency  o f th e  ro to r , or in th e  ab sen ce  o f  th a t ,  
in  consequence o f  e x c ita tio n  a u to m a tic a lly  app lied  a fte r  th e  c o n n e c tio n  is 
e s tab lish ed .

1 6*
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R o u g h  sy n c h ro n iz a tio n  in  all cases —  ev en  i f  th e  ro to r  speeds a re  id e n ­
t i c a l —  causes a c u rre n t ru s h  a n d  voltage d ip . (T h e ir  m a g n itu d e  being  d e te rm i­
n e d  b y  th e  ch a ra c te ris tic s  o f  th e  m achine, th e  r a t in g  a n d  reac tan ces o f  th e  
p o w e r  sy stem , etc .)

U n d e r norm al o p e ra t in g  conditions th e  sp eed  o f  th e  m ach ine  g roup  to  
w h ic h  th e  synchron iz ing  ta k e s  place is c o n s ta n t , th e  consum ers rece ive  a 
p ro p e r  supp ly  and  s y s te m  co n d itio n s w ith in  th e  sy n ch ro n ized  pow er s ta t io n  
a re  n o rm a l. I f  th is is th e  case , th e n  precise sy n c h ro n iz a tio n  can  be sa tis fa c to rily  
c a r r ie d  o u t b o th  m a n u a lly  a n d  au to m a tica lly  a n d  —  a p a r t  from  th e  occu rrence  
o f  r e a l ly  gross fau lts  —  sh o w s ad v an tag es o v e r ro u g h  sy n ch ro n iza tio n . (The 
b a s is  fo r ev a lu a tio n  c a n  e q u a lly  be th e  s tre sse s  on th e  sy n ch ro n ized  
m a c h in e  and  its  a s so c ia te d  equ ipm en t, o r th e  s ta b ili ty  o f th e  pow-er 
sy s te m .)

U n d e r d is tu rb an ce  c o n d itio n s  th e  speed  o f  th e  m ach ine  g roup  to  w hich  
th e  synch ro n iz in g  ta k e s  p la c e  varies  considerab ly , th e  su p p ly  to  th e  consum ers 
h a s  p a r t ly  failed an d  is p a r t ly  insuffic ien t, w hile o p e ra tin g  cond itions w ith in  
th e  p o w er s ta tions a re  ir r e g u la r  (unsteady ). T h e  s itu a tio n  o f th e  consum ers 
a n d  th e  pow er s ta tio n s  th e n  u rg e n tly  requ ires th e  ra p id  sy nch ron iz ing  o f  th e  
m a c h in e s , b u t th e  v a ry in g  sp e e d  itse lf  m akes th is  im possib le . Precise sy n c h ro n i­
z a t io n  can  in such cases p o ss ib ly  only  be c a rr ie d  o u t  w ith  a considerab le  d iffe ­
re n c e  in  phase angles w h ich  m a y  be d isa d v a n ta g e o u s  for b o th  th e  m ach ine  to  
b e  sy n ch ro n ized  and  also  th e  pow er system . R o u g h  sy n ch ro n iza tio n  —  w hich  
is acco m p an ied  b y  h a rd ly  a n y  ac tiv e  pow er t r a n s ie n t  —  d esp ite  th e  p e rm a n e n t 
d ra w b a c k s  discussed p re v io u s ly , usually  offers a m ore  ad v an tag eo u s  an d  ra p id  
m e a n s  o f  synchronizing  u n d e r  d is tu rb an ce  co n d itio n s , th a n  precise sy n c h ro n i­
z a t io n .

I f  th e  pow er s y s te m  to  w hich th e  sy n c h ro n iz a tio n  u n d er d is tu rb a n c e  
c o n d itio n s  takes p lace  is o p e ra tin g  am idst c irc u m sta n c es  very  u n fav o u rab le  
to  s ta b i l i ty ,  and  th e  r a t in g  o f  th e  roughly  sy n ch ro n ized  m ach ine is s ign ifican t 
in  co m p ariso n  to  th e  t o ta l  g e n e ra to r  ra tin g  o f  th e  pow er system , th e n  th e  
ro u g h  synchronizing  m a y  a c t  as a k ind  o f s h o r t  c irc u it effect, as a re su lt o f 
w h ic h  s ta b ility  m igh t b r e a k  u p . U nder d is tu rb a n c e  co n d itions th e  g en era to rs  
o f  th e  pow er system  a re  r u n  generally  w h ith o u t e x c ita tio n  reserves a n d  a 
g e n e ra to r  w ithou t e x c ita t io n  connected  a t  som e p o in t o f  th e  pow er sy s tem  
a p p e a rs  as a sh u n t re a c ta n c e  th a t  increases th e  tr a n s fe r  im pedance  o f  th e  
n e tw o rk  an d  m ight cause  d is tu rb a n c e s . U n d er c e r ta in  c ircum stances th e re fo re  
ro u g h  sy n ch ro n iza tio n  a lso  fa ils  to  solve th e  p ro b le m .

W ith  th e  w id esp read  a p p lic a tio n  of b lo ck  u n its  —  wiiere a c u rre n t l im it­
in g  re a c ta n c e  (m ain ly  th e  re a c ta n ce  of th e  tra n s fo rm e r)  o f a p p ro x im a te ly  
s u b tr a n s ie n t  reac tan ce  size  h a s  appeared  b e tw e e n  th e  g e n e ra to r  a n d  th e  
in f in i te  system  — th e  c h a n c e  o f  fau lts  occurring  d ire c tly  in  th e  eq u ip m en t have 
d e c re a s e d  considerab ly . T h e  increase  in  u n it  ra t in g s  h as  also h a d  th e  sam e
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e ffec t as fa r  as th e  m ach ines effected  w ere co n cern ed . The la t te r  fa c to r  h a s , 
how ever, also  led  to  th e  prob lem s of s ta b il i ty  becom ing  m ore d o m in a n t in  
sy n c h ro n iz a tio n .

The d ifficu lties  o f  s ta b ility  th a t  arise cou ld  u n d o u b te d ly  be a lle v ia te d  
b y  in se rtin g  a c u rre n t lim itin g  re ac tan ce  b e tw een  th e  g en e ra to r to  be sy n c h ro n i­
zed an d  th e  pow er sy s tem  d u rin g  th e  tim e  of th e  sy n ch ro n iza tio n . T h is w ould , 
how ever, be  a v e ry  co m p lica ted  an d  expensive  so lu tio n .

W hen th e  c ircu it b re a k e r w ith  w hich th e  sy n ch ro n iza tio n  ta k e s  p lace  
is closed w ith  one (in an  effectively  e a r th e d  sy stem ) or tw o  poles, in  th e  
positive  sequence  sy s tem  (w hich is decisive fo r s ta b ility )  ce rta in  co m b in a tio n s 
o f  th e  n eg a tiv e  a n d  zero  sequence system s a re  co nnec ted  in  series, w h ich  a c t  
as cu rren t lim itin g  rea c ta n ce s  u n til  th e  a s sy m m e try  is over. T he t r a n s ie n t  
pow er tra n s ie n ts  caused  b y  precise sy n ch ro n iza tio n  m ay  th u s  be d im in ish ed  
b y  one or tw o  pole sy n ch ro n iza tio n . I t  seem s possib le  th a t  u n d e r c e r ta in  c ir­
cu m stances th e  co n d itio n s of ro u g h  sy n c h ro n iz a tio n  m igh t also im prove  w ith  
one or tw o pole sy n ch ro n iza tio n .

In  o rd e r to  show  th e  essen tia ls o f th e  p h en o m en a  discussed a n u m b e r o f  
sim plify ing  a ssu m p tio n s  w ill be in tro d u ced  b u t  th e  re su lts  can  —  a t  m u ch  
g re a te r  le n g th  —  be co m ple te ly  generalized . L e t us f irs t exam ine  th e  in itia l 
su b tra n s ie n t or t ra n s ie n t  period . We shall d iscuss tu rb o g e n e ra to rs , ta k in g  
x "d ^  x "q ar,d  n eg lec tin g  th e  effect o f  th e  slip  s, w hich  will only  be co n sid ered  
in  th e  case o f  ro u g h  sy n ch ro n iza tio n . We assum e th a t  th e  m ach ine is co n n ec ted  
to  an e tw o rk  o f zero in te rn a l reac tan ce  and  in f in ite  in e r tia . The te rm in a l v o ltag e  
o f th e  g en e ra to r  ru n n in g  a t  no load  before sy n ch ron iz ing , is U, an d  is w ith  
an  angle <5 in  ad v an ce  o f  th e  vo ltage  e o f th e  pow er system  a t  th e  p o in t o f  
sy n ch ro n iza tio n . T here  is an  ou tside  re a c ta n ce  x e be tw een  th e  tw o  te rm in a l 
vo ltages.

U e
i d  =  — -------- [1 — cos i] H--------------- [cos ( t  +  <5) — COS Ó] (1)

x d +  Xe x d +  x e

i q = ------------sin  t --------------- ------ [sin  (t -f- (5) — sin  Ő] (2)
x "d +  x e x d +  x e

1. —  and  2 . a re  th e  in it ia l  cu rren ts  (w ith o u t d am p in g ) th a t  occur w ith  p rec ise  
th re e  phase sy n ch ro n iza tio n . I f  U  =  0 we o b ta in  th e  cu rren ts  for ro u g h  s y n ­
ch ro n iza tio n , i f  e =  0 th e n  we ge t th e  th re e  p h a se  sh o rt c ircu it c u rre n ts  o f  th e  
m ach ine  ru n n in g  a t  no load . 1. an d  2 . also en ab le  flu x es  or to rq u e  to  be  c a lc u ­
la te d .

I f  th e  g e n e ra to r  w ith  an  u n g ro u n d ed  n e u tra l  p o in t is synch ro n ized  w ith  
tw o  poles o f  th e  c ircu it b reak e r on th e  g e n e ra to r  vo ltag e  side b y  precise s y n ­
ch ro n iza tio n  th e n  th e  c u rre n ts  are  :
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(3)

(4)

w h e re  0O is th e  an g u la r p o s itio n  o f th e  d ire c t axis w ith  re sp ec t to  th e  axis 
o f  p h ase  “ a ”  a t  tim e  t =  0.

T h e  genera to rs o f la rg e  pow er s ta tio n s  a re  as a ru le co n n ec ted  to  th e  
p o w e r sy s tem  n o t d irec tly , b u t  th ro u g h  tra n sfo rm e rs . The tra n s fo rm e rs  are 
g e n e ra lly  o f th e  d e lta /s ta r  ty p e , w here th e  s ta r  has an  effec tively  g ro u n d ed  
n e u tr a l  p o in t on th e  h ig h er v o ltage  side. Supposing  th a t  th e  re a c ta n c e  o f th e  
t ra n s fo rm e r  b e tw een  th e  in f in ite  sy stem  a n d  th e  g en e ra to r is a p p ro x im a te ly  
o f  th e  m ag n itu d e  o f  x "d, th e n  in  th is  case x e =  x"d. I f  th e n  tw o  poles ( th e  b 
a n d  c phase) of th e  c ircu it b re a k e r  on th e  h ig h er ten s io n  side are c losed, th e n
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the equivalent circuit diagramm of fig. 1. and the vector diagramme o f fig. 2. 
may be drawn for the positive, negative and zero sequence components of the 
a phase. Here U now equals e (the dashed values apply to the higher, the 
undashed to the generator voltage side of the transformer). The currents are 
then,

(5)

(6 )

id =  )з  [ l  — cos t  — cos ô cos (t +  d)|-j-
S xd I

+  2 sin  sin  [2 (t -)- 0O) ----------- 60] — sin  [( +  2 0O-------- — 60]
2 2

iq =  ^ -  | з  [sin t — sin [t +  d] +  sin d | -)-
8 x"d I

ô  Ô
2 sin — sin [2 (t +  0o) -  +  30] -  sin [t +  2 fl0 ------ +  30]

2 2
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Г

F i g .  3

5x"a\j и
О—WMV®

!02

Fig. 4
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If only one pole of the circuit breaker on the higher tension side is con­
nected, then the equivalent circuit of fig. 3. and the vector diagramm of fig. 4. 
may be obtained. The currents are then, under similar conditions :

id =  •— -  ! [ l  — cos t — cos Ô -f- cos (t - f  Ő)] —
I

/S r Л
— 2 sin —  sin [2 (t 0„)---------- 60] — sin [t +  2 0O —

2 L 2
60]

— 2 sin —• 
2

iq =  - I [sin t—sin [t +  (5] +  gin <5] —
5 *d I

c (5
sin [2 (t +  0O) --------- (- 30] -  sin [t +  2 e0 --------- ь 30]

2 2

(7)

( 8)

The largest currents with the various methods of synchronizing are 
shown in fig. 5. as functions of Ô, compared to the various short circuit currents

(instantaneous peak values, neglecting damping and for the most unfavourable 
values of &0).

It may be shown, that in case of the three phase synchronization of a 
block unit only the maximum current (in opposition) will be as great as the
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s h o r t  c ircu it cu rren t a r is in g  w hen th e  bus se c to r  betw een  th e  tra n s fo rm e r 
a n d  g e n e ra to r  is sh o rted . A  g re a te r  cu rren t th a n  th is  sh o rt c ircu it c u rre n t m ay  
a rise  i f  th e  block u n it is synch ro n ized  on th e  h ig h e r  ten sio n  side w ith  one or 
tw o  poles and  w ith  large  0-s. (This cu rren t is o n ly  g re a te r  in  th e  tra n sfo rm e r. In  
th e  g e n e ra to r  it  is sm a lle r t h a n  its  own, o therw ise  la rg e s t cu rren t.) T h e  u n ip o la r  
sy n c h ro n o u s  cu rren t f lo w in g  in  th e  tra n s fo rm e r is overall som e 20%  m ore 
t h a n  th e  largest th ree  p h a se  cu rren t : its va lu e  is

: =  2,4 (9)

( In  th e  case of tw o  pole sy n ch ro n iza tio n  2,29 sh o u ld  be su b s titu te d  for 2,4.) 
T h e  stress on th e  tra n s fo rm e r  is a fu n c tio n  o f  th e  square  of th e  c u rre n t. 
If , w hen sy n ch ro n is in g , we m ake p ro v isions th a t  — 30° <  ö <[ -f- 30°, 

th e n  th e  m agn itude  o f  th e  cu rren t w ith u n ip o la r  sy n ch ro n iza tio n  is

( h )  I J - ж  =  £  ° ’62
U

T h is  is 62%  of th e  th re e  p h a se  short c ircu it c u r re n t  of th e  block u n it (w hich 
m a y  be  unavoidable) a n d  th e  stress is less th a n  4 0 %  o f th e  la t te r  sh o rt c ircu it 
s tre s s .

I n  considering th e  to rq u e  in the  m ach ines, we use th e  know n expression

T  ---- iq ipq Íd xpq.

S in ce  we have assum ed  x"d — x"q in th e  in itia l p e rio d

a n d

T h u s from  (10)

Wd =  U  —  x"d i d

XPq =  X q  lq

T  =  iq U.

( 10)

( 11)

( 12)

(13)

T he grea test in s ta n ta n e o u s  to rq u e  va lu e  h a s  been  ca lcu la ted  fo r all cases 
(n eg lec tin g  dam ping  a n d  fo r  th e  m ost u n fa v o u ra b le  values of 60 an d  tim e  /). 
T h e  g rap h s of th e  g re a te s t  to rq u es  are show n as fu n c tio n s of Ô in  F ig . 6 . I t  
m a y  be seen th a t  in  th e  case  of block u n its  ( E x  =  2 x"d) w ith  th re e  phase  
sy n c h ro n iz a tio n  a t ô =  1 2 0 ° an d  I =  120° a to rq u e  of

T m a x =  1,3
U 2

x d
(14)
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is deve loped  (i. e. 30%  m ore th a n  w ith  a th re e  phase  sh o rt c irc u it) . I f  we 
w ere n o t d iscussing a b lock  u n it th e  above expression  w ould o b v io u sly  con ta in  
a  fa c to r  o f  2,6 .

W ith  one phase con n ec tio n  on th e  sm aller vo ltage  side a to rq u e  o f

T  m a x (15)

is developed , w hich is a 12%  h ig h er value th a n  w ith  th re e  ph ase  sy n c h ro n iz a ­
tio n . ( I f  i t  were n o t a b lock  u n it, th e  c o n s tan t in  15) w ould be 2,91.)

T he m ax im um  here  occurs a t  á =  135° an d  t =  135°.
I f  th e  sy n ch ro n iza tio n  o f  a b lock u n it ta k e s  p lace b y  a tw o pole connection  

on th e  h igher tension  side

a t  % <*** 126° an d  f ^  126°.

V 2

* d
T m ax =  1,363 (16)
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F in a lly  w ith one po le  sy n ch ro n iza tio n  o f  a b lock  u n it on th e  h ig h e r  
te n s io n  side

T m. x =  1 ,1 6 4 —  (17).

a t  Ô =  135° and t  =  135°.
F ig . 6. shows t h a t  as f a r  as th e  m a x im u m  in s ta n ta n e o u s  to rq u e  is 

c o n c e rn e d  th e  m ost fa v o u ra b le  o f th e  m e th o d s  o f  p recise sy n ch ro n iza tio n  is 
u n ip o la r  synchronizing.

W ith  rough sy n c h ro n iz a tio n , as th e  l i te ra tu re  show s [4, 5, 6 ] th e  values- 
o f  t h e  in s tan tan eo u s  to rq u e s  a re  favourab le , th o u g h  w ith in  ô — i  30° th e re  
is n o  su b s ta n tia l  d ifference.

T h e  decisive fa c to r  fo r  th e  s ta b ility  o f  th e  co o p era tin g  sy s tem  is th e  
u n id ire c tio n a l average to r q u e  developed in  th e  m ach in e . T hese va lu es  have  
b e e n  fo u n d  for the  s u b tr a n s ie n t  an d  tra n s ie n t p e rio d  ( th e  u n id irec tio n a l to rq u e  
a r is in g  w ith  th ree  phase  p rec ise  sy n ch ro n iza tio n  a t  a given angle ô h as  been  
t a k e n  as 100% ).

Synchronization

th ree  phase smaller voltage higher voltage
one phase two pole one pole

su b tra n s ie n t 100 50 75 40
tra n s ie n t  100 60 81,6 50

T h e  tab le  shows t h a t  in  th e  case o f b lock  u n its  one pole sy n ch ro n iza tio n  
m u s t  b e  m ain ly  co nsidered  as ag a in st th ree  p h a se  sy n ch ro n iza tio n , because  
th e  d ec rea se  for a given v a lu e  o f  Ô in  th e  u n id ire c tio n a l average to rq u e , and  
th u s  in  th e  pow er t r a n s ie n t  d e liv e red  to  th e  p o w er sy s tem , is here  v e ry  consi­
d e ra b le .

U n ip o la r sy n c h ro n iz a tio n  w ill, a t th e  sam e  ang le  ô only give th e  pow er 
s y s te m  4 0 — 50%  of th e  p o w e r tra n s ie n t th a t  th re e  p h ase  precise sy n ch ro n iza ­
t io n  g iv es . The m ax im um  to rq u e s  developed in  th e  m ach ine  are  sm alle r th a n  
w i th  th r e e  phase precise sy n ch ro n iza tio n . T h e  c u rre n ts  arising  w ith  u n ip o la r  
sy n c h ro n iz a tio n  are, h o w ev e r g re a te r  th a n  th o se  w ith  th re e  phase  sy n ch ro n iza ­
t io n ,  b u t  i t  has been sh o w n  t h a t  w ith  th e  p h ase  ang les th a t  a c tu a lly  occur in  
sy n c h ro n iz a tio n , only in s ig n if ic a n t forces can  arise  in  th e  coil p a r ts  e ffec ted . 
T h e  n e g a tiv e  sequence c u r re n ts  only  flow  fo r a v e ry  sh o rt tim e  (of th e  o rd e r 
o f  a  second) and  can  th e re fo re  cause no h a rm . (T he o th e r tw o  poles o f th e  
c ir c u i t  b re a k e r  close w ith  a  d e la y  of ab o u t 2— 3 secs.) A p a rt from  a ll th ese  
c h a ra c te r is tic s , u n ip o la r sy n c h ro n iz a tio n  fu r th e rm o re  causes no v o ltag e  d ip  
s u c h  a s  ro u g h  sy n c h ro n iz a tio n  does.

O v era ll it  appears t h a t  o n e  pole sy n ch ro n iza tio n  can , w ith  th e  ap p lic a tio n  
o f  c e r ta in  au to m atic  a n d  p h ase -a n g le  lim its, be  a u sab le , even if  n o t exclusive  
m e th o d  o f  sy n ch ro n iza tio n  u n d e r  d is tu rb an ce  co n d itio n s.
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SU M M AR Y

The method described shows that w ith unipolar precise synchronization sm aller power 
transients arise. This is im portant in synchronizing under disturbance conditions, for both  
the system  and the machine to  be synchronized. The m achine to  he synchronized should be 
provided w ith an angle lim iting appliance, so that in case o f  fau lty  operation —  round the  
■opposition point —  currents exceeding the three phase short circuit current should not arise. 
The m ethod improves the stab ility  conditions of the disturbed system  and synchronization  
■can be more rapidly and safely carried out under disturbance conditions.

E IN E  N E U E  M ETHODE F Ü R  D IE  SY NCH RO NISIERUNG  B E I GESTÖRTEM  NETZ

P. O. GESZTI

ZUSAMMENFASSUNG

D ie vom  Verfasser beschriebene Methode verursacht, bei einphasiger Synchronisierung  
kleinere W erkleistungsstössc. D ieser Um stand ist bei Synchronisierung unter gestörten  N etz­
verhältnissen sowohl vom  Standpunkt des Netzes, als auch vom  Standpunkt der zu synchro­
nisierenden Maschine von W ichtigkeit. Es ist richtig, die zu synchronisierende M aschine m it 
■einer Phasenbegrenzungseinrichtung zu versehen um so zu verhindern, dass bei einer even­
tuellen falschen Schaltung —  in der N ähe der Opposition —  Ström e entstehen die den drei­
phasigen Kurzschlusstrom übersteigen. Durch die Anwendung der M ethode gelangt vor allem  
■das durch eine Betriebsstörung betroffene N etz in eine vom  Standpunkt der S tab ilitä t günstige  
Lage und im  Falle einer Betriebsstörung kann man die Synchronisierung schneller und b et­
riebssicherer durchführen.

U N E  M ÉTHODE NO U V E L L E  PO U R LA SYNCH RO NISATIO N SOUS CONDITIONS
D E  SERVICES ANORMALES

P. O. GESZTI

RÉSUMÉ

La méthode décrite dans l ’étude montre qu’une synchronisation unipolaire cause des 
•chocs w attés moindres. Cette circonstance est im portante du point de vue du réseau aussi 
bien que de celui de la m achine à synchroniser, quand il s’agit de synchronisation pendant un 
accident de service. Il est bon de m unir la machine à synchroniser d’un lim iteur de déphasage, 
pour éviter —— pendant un branchem ent incorrect à proxim ité de l ’opposition des phases —  les 
•courants de court-circuit dépassant le courant de court-circuit triphasé. Per l ’u tilisa tion  du 
systèm e, c’est surtout le réseau attein t par un accident de service qui est placé dans une situation  
favorable point de vue de la stab ilité , et en cas d ’un accident, on peut effectuer la synchroni­
sa tio n  plus rapidement et d’une façon plus sûre.
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НОВЫЙ МЕТОД СИНХРОНИЗАЦИИ ПРИ АВАРИЙНЫХ РЕЖИМАХ

П .  О .  Г Е С Т И

РЕЗЮМЕ

Как это следует из изложенного метода при однополюсной синхронизации обра­
зуются небольшие ваттные удары. Это обстоятельство имеет важное значение при син­
хронизации во время аварийного режима как с точки зрения системы, так и синхрони­
зируемой машины. Правильно будет оснастить синхронизируемую машину устройством, 
ограничивающим угол, чтобы таким образом от возможных ошибочных включений —  в 
области опозиции — не образовалось бы токов, превышающих ток трехфазного замыкания. 
Применением предлагаемой системы в более выгодном положении будет система с аварий­
ным режимом в первую очередь с точки зрения стабильности и синхронизация при ава­
рийном режиме можно осуществить более надежно и быстрее.

A  k i a d á s é r t  f e le l  a z  A k a d é m ia i  K ia d ó  i g a z g a t ó j a
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THE DIMENSIONING OF SHIELDING WALLS 
AGAINST GAMMA RADIATION

L. T IH A N Y I
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[Manuscript received Ju ly  3, 1957 ]

1. In tro d u c tio n

R ad io ac tiv e  ra d ia tio n s  are h a rm fu l to  liv ing  organism s, th e  b o d y  m u s t 
th e re fo re  be p ro te c te d  from  the  d an g e ro u s  effects o f  such rad ia tio n s  w h e re v e r 
th e y  m ig h t a p p ea r. T h is p ro tec tio n  m a y  ta k e  p lace  b y  increasing  th e  d is ta n c e  
fro m  th e  source o f  ra d ia tio n  (d is tan ce  p ro te c tio n ) , b y  decreasing th e  p e rio d  
o f ir ra d ia tio n  (tim e  fac to r) and f in a lly  b y  p u tt in g  ab so rb en t lay ers , sh ie ld in g  
w alls in  th e  p a th  o f  th e  rays (m a te r ia l  p ro tec tio n ).

T h e  d im ension ing  of sh ield ing  w alls g en era lly  used accord ing  to  in te r ­
n a tio n a l  p rac tice , is th e  system  w h ich  h ere  is called  th e  “ ta b u la r  m e th o d ” . 
A b r ie f  review  o f th is  m ethod  o f d im en sio n in g  is follow ed by  th e  d e sc rip tio n  
o f a n o th e r, th e  “ com plex  m e th o d ” , w hich  m akes i t  m ore econom ically , m ore 
a c c u ra te ly  and  m ore  quickly  po ssib le  to  d im ension  shield ing w alls . A t th e  
conclusion  these  tw o  system s are  c o m p ared , from  severa l p o in ts  o f  v iew .

2. The ta b u la r  m ethod

T he fu n d a m e n ta ls  of the  ta b u la r  m e th o d  w ere w orked ou t b y  G a m m e r t s - 
f e l d e r  [ 1 ]  for th e  N a tio n a l C o m m ittee  on R a d ia tio n  P ro te c tio n . S ince its 
rev ised  form , c o n ta in e d  in T ab les 1 an d  2 is genera lly  know n, we sh a ll  no t 
h e re  dea l w ith  th e  m ethods b y  w hich  i t  w as com piled  or a ssem b led , b u t 
m ere ly  rep roduce  i t ,  and  lim it ou rse lves to  an  ex p lan a tio n  o f h o w  i t  is in  
p ra c tic e  p u t to  use. Tables 1 an d  2 are  th e  b ases o f th e  p ro jec ted  H u n g a ria n  
S ta n d a rd  MSZ 62 R t, of th e  G erm an  S ta n d a rd  D IN  6843 a n d  o f  th e  
d im ension ing  o f  ra d ia tio n  p ro te c tio n  in  o th e r  foreign s ta n d a rd s .

T he m eth o d  for using th e  ta b le s  is as follows : T ab le  2 show s th e  
ro u n d e d  value o f  th e  gam m a ra y  en e rg y  o f  th e  iso tope co n cern ed  in  MeV 
(co lum n 3) an d  th e  average n u m b e r  o f  g am m a q u a n ta  per d is in te g ra tio n  
(co lum n  4). T h e  la t te r  fac to r is th e n  m u ltip lie d  b y  th e  a m o u n t o f  iso topes 
to  be used, an d  sec tion  a)  of T a b le  1 show s th e  th ickness of th e  la y e r  o f  lead 
to  be  used  a t  a d is ta n c e  of 1 m e te r  fo r th e  q u a n t i ty  o f a c tiv ity  a n d  th e  corres-

1 A c t a  T e c h n ic a  X X I / 3 — 4 .
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Table 1

G a m m a  e n e r g y  i n  M e V

0,2 0,35 0,5 0,75 1 1,5 2 2,5 3

a)  A ctiv ity Thickness in mms of lead sh ie ld  necessary at a distance o f  1 m

10 m e ................ — 1 —  3 —  4 —  3 —  1 +  4 +  9 +  12 +  15
20 m e ................ — 1 —  l 0 +  4 +  8 +  16 +  23 +  27 +  30
50 m e ................ 0 +  2 +  6 +  13 +  20 +  32 +  41 +  46 +  50

100 m e ................ + 1 +  4 +  10 +  20 +  29 +  44 +  55 +  60 +  65

200 m e ................ +  2 +  6 +  14 + 2 6 +  37 +  56 +  69 +  75 +  79
500 m e ................ +  2 +  9 +  19 + 3 5 +  49 +  72 +  87 +  94 +  99

1 c ................... +  3 +  П + 2 3 + 4 2 +  58 +  84 +  101 +  108 +  114

2 c ................... + 4 +  13 + 2 7 + 4 9 +  67 +  96 +  114 +  122 +  129

5 c ................... +  5 +  16 +  32 +  57 +  78 +  112 +  133 +  141 +  149

10 c ................... +  5 +  18 + 3 6 +  64 +  87 +  124 +  146 +  156 +  163

20 c ................... + 6 + 2 0 + 4 0 + 7 1 +  96 +  136 +  160 +  170 +  178

50 c ................... +  7 + 2 3 + 4 5 +  80 +  107 +  152 +  178 +  189 +  198

100 c ................... +  7 + 2 5 +  49 +  86 +  116 +  164 +  192 +  203 + 2 1 3

+ + + + + + + + +

b)  D istance

20 c m ................... +  3 +  10 +  19 +  31 + 4 1 +  56 + 6 4 + 6 7 +  70

50 c m ................... -|-2 +  5 +  8 +  14 +  18 +  24 + 2 8 +  29 +  30

1 m  ................... 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 m  ................... — 1 —  4 —  8 — 13 — 17 — 24 — 27 — 28 — 29
— 3 —  9 — 18 — 31 — 40 — 55 — 64 ---66 — 69

10 m  ................... — 4 — 13 — 28 — 44 — 64 — 79 — 92 — 95 — 98

+ + + + + + + + +

c)  W orking day (hours)

1 ............................ — 1 — 6 — 12 — 20 — 26 — 36 — 41 — 43 — 44

2 ............................. — 1 — 4 —  8 — 13 — 17 — 24 — 27 — 28 — 29

4 ............................ 0 — 2 —  4 —  6 —  8 — 12 — 13 — 14 — 14

8 ............................ 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 4 ............................ +  1 + 4 +  7 + 1 1 +  14 +  19 + 2 2 +  23 +  24

X X X X X X X X X

d)  A bsorbent medium

P b .......................... 1,0 1,0 1,0 1.0 1.0 1,0 1,0 1,0 1.0
F e .......................... 10 4,3 2,7 1,9 1,7 1,5 1,5 1,6 1,6

Concrete, A1 . . . 34 13 7,8 5,4 4,8 4,3 4,4 4,7 4,8

W a te r ................... 79 30 18 12 11 10 10 11 12
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p o n d in g  gam m a energy  th u s  o b ta in e d . To th is  th ickness we th e n  a d d  th e  
d is ta n c e  co rrec tion  to  be found  in  th e  sam e co lum n o f sec tion  b) a n d  f in a lly , 
i f  th e  sh ie ld ing  m a te ria l is n o t lead  b u t  iro n , concre te  or w a te r, th e n  th e  fig u re  
is m u ltip lie d  b y  th e  a p p ro p ria te  fa c to r  o b ta in e d  from  d) .  T he  sh ie ld in g  w all 
th ic k n e ss  th u s  e stab lish ed  reduces th e  ra d ia tio n  dosage a t  th e  d is ta n c e  co n ­
cerned  to  d a ily  50 m r.

Example.  W hat is the needed thickness o f  the protective concrete to sh ield  1 curie  
o f  Co 60 at a distance o f 2 m eters for a 4 hours working day? For Co 60 the effec tiv e  gam m a  
energy is  1,5 MeV, the m ultiplication factor is 2, therefore

a)  2 X 1 c (1,5 MeV)
b)  2 m eters ...................
c)  4 hours ......................

For concrete 60 X 4,3 =  258 mm

-f-96 m m  Pb  
— 24 „  „  '

12 ,, ,,
60 m m  P b

Table 2

Radio isotope Half period
Effective gamma energy 

in MeV
(rounded values)

Multiplication
factor •

Na22 2,60 years 1,5 2

N a24 15,0 hours 2,5 2

K42 12,5 hours 1,5 0,25

Sc46 84 days 1,0 2
Mn56 2,58 hours 1,5 1,5
Fe59 46 days 1,5 1

Co60 5,2 years 1,5 2

Zn65 245 days 1,0 1

Zn69 13,8 hours 0,5 1

Ga72 14,3 hours 2,0 1

As76 26,1 hours 0,75 0 ,5

Br82 35,7 hours 1,0 2

Rb86 19,5 days 1,0 0,2
R u l03 39,8 days 0,5 1

A gllO 270 days 1,5 2,5

S b l24 60 days 1,5 1

J131 8 days 0,5 1

C sl34 2,3 years 0,75 2

Csl37 33 years 0,75 1
T al82 111 days 1,0 2

R el8 6 92,8 hours 0,2 0,2

Ir l9 2 74,4 days 0,5 2
Au 198 2,7 days 0,5 1

H g203 47,9 days 0,35 1

Ru226 1620 years 2 1

1*
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3. The com plex m eth o d

A  rad io ac tiv e  iso to p e  m ay  em it g am m a ra y s  o f d iffering  energ ies fo r 
e a c h  d is in te g ra tio n  acco rd in g  to  its  d is in te g ra tio n  schem e. T heir g am m a ra y  
a b u n d a n c e s  per d is in te g ra tio n  m ay  be eq u a l to  each  o th e r  (cascade) or d iffe ren t 
(se ries), or a c o m b in a tio n  o f  th e  tw o. T h e  b as ic  p rinc ip le  in  d im ension ing  
sh ie ld in g  walls a g a in s t r a d ia tio n  is th a t  th e  su m  o f th e  dose ra te s  cau sed  
b y  th e  sim u ltan eo u s g a m m a  rad ia tio n s  o f  d iffe re n t energies an d  ab u n d an ces  
sh o u ld  a t  th e  g iven  p o in t  n o t exceed th e  p e rm issib le  va lue . To d im ension  
th e  th ick n ess  o f a sh ie ld in g  w all so t h a t  i t  sh o u ld  w ith s ta n d  th e  g re a te s t 
r a d ia t io n  energy  th a t  co u ld  occur, w ould  in  th e  case o f  series ra d ia tio n  be 
a  w a s te  o f m a te ria l, b e cau se  its  ab u n d an ce  m ig h t w ell be only  a sm all fra c tio n  
o f  th e  to ta l  ra d ia tio n  s im u ltan eo u sly  o ccu rrin g . O n th e  o th e r h an d , in  th e  
case  o f  cascade ra d ia tio n  a second  and  a th i rd  g a m m a  ra d ia tio n  s im u ltan eo u sly  
o c c u rr in g  w ith  ra d ia tio n  o f  th e  g rea te s t en e rg y  m a y  be o f on ly  a s lig h tly  
s u r l i e r  energy , an d  m ig h t th ere fo re  cause a fu r th e r  increase  o f dose ra te  
t h a t  cou ld  lead  to  a su b s ta n tia l  rise o f th e  to ta l  dose ra te  above th e  p e r ­
m issib le  value.

3 .1 . D isintegration schemes

T h e  dose ra te s  cau se d  b y  various g a m m a  ra d ia tio n s  s im u ltan eo u sly  
o c c u rr in g  au g m en t one a n o th e r . The ta b u la r  m e th o d  proposes to  ta k e  in to  
a c c o u n t th is  in te g ra tiv e  e ffec t o f th e  g am m a ra d ia tio n s  b y  an  a p p ro p ria te  
d e te rm in a tio n  o f th e  E ffec tiv e  G am m a E n e rg y  a n d  th e  M ultip lica tion  F a c to r  
in  T a b le  2. The co m p lex  m e th o d  exam ines th e  d ev e lo p m en t o f a re s u lta n t  
d o se  ra te  in  v a rious d is in te g ra tio n  schem es acco rd in g  to  th e  follow ing co n ­
s id e ra tio n s  :

3 .1 .1 . Monoenergetic d isin tegration

I n  th is  sim ple case , th e  iso tope o n ly  em its  one gam m a ra d ia tio n  p e r 
d is in te g ra tio n . T he v a lu e  o f  th e  dose ra te  a t  a d is ta n c e  o f A  m eters from  
a  g a m m a  ra y  p o in t o f  I  cu ries a c tiv ity  is

ЛГ I D . .A  =  -----------ro n te e n s /h o u r  .
A 2 R

D  is h ere  th e  dose ra te  c o n s ta n t in  rö n tg e n s /m e te r /h o u r , i. e. th e  dose ra te  
N  w h ich  is p roduced  b y  u n i t  a c tiv ity  ( 1 = 1  cu rie) a t  a u n it d is tan ce  A  =  1 
m e te rs  w ith o u t use o f  a sh ie ld in g  wall (R  =  1) d u rin g  a period  o f  1 h o u r. 
T h e  v a lu e  of D  is in  p ro p o rtio n  to  th e  en e rg y  o f  ra d ia tio n  : D =  aE , w here 
E  is  in  MeV-s. The v a lu e  o f  D  as a func tion  o f  E  c an  be found  in  li te ra tu re  [2 ].
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R  =  e'*V in th e  above expression  is th e  a t te n u a tio n  fac to r, w h ich  show s 
to  w h a t frac tio n  o f its  o rig in a l v a lue  th e  ra d ia tio n  h as  been d ec reased  a fte r  
passin g  th ro u g h  a sh ie ld in g  w all o f  th ick n ess  V cm  an d  of lin ea r a b so rp tio n  
coeffic ien t fi. The v a lu e  o f  th e  lin ea r  a b so rp tio n  coefficien t p  is d iffe ren t 
for each  ab so rb en t a n d  is also a fu n c tio n  o f  th e  en erg y  of ra d ia tio n  a n d  of 
th e  m ode o f ra d ia tio n  in  a b ro ad  or n a rro w  b eam . T he value of th e  a t te n u a t io n  
fac to r  as a fu nc tion  o f  th e  energy  can  be o b ta in e d  from  tab les o r  series of 
g raphe .

C onsidering th e  above values th e  dose ra te  fo r m onoenergetic  iso to p es  is

У I  a E  I  a E  

A 2 ’ A 2 ' R  ‘

3.1 .2 . Cascade disintegration

I f  a rad io iso tope  em its  gam m a ra y s  o f  en e rg y  E t , E 2 • ■ ■ E n p e r  d is in ­
te g ra tio n , th e n  each  o f  th e  ra d ia tio n s , co rrespond ing ly , c o n tr ib u te  to  th e  
d ev e lopm en t o f th e  r e s u lta n t  dose ra te .

< h E t  , I J  a n E r
ef4V ' "  A 2 emV

I

A 2
( «1E 1 a2 E 2 an E

h r + - * -  - + - ê

3.1.3. Series disintegration

In  th e  case o f series d is in te g ra tio n  g am m a rad ia tio n s  o f energ ies E v  
E 2 . . .  E n an d  ab u n d an ces  p v  p 2 . . .  p n w ill occur p e r d is in te g ra tio n , so th a t  
th e  re s u lta n t dose ra te  fo r a sh ie ld ing  w all У  cm s th ick  will — in  analogy  
to  th e  case o f cascade d is in te g ra tio n  — be

N  _  P i  ■ I  ,  a l  , P g ]_  m а 2 Д 2 , , JPnJ_ .  a n E n _

A 2 e"lV/ A 2 e>“ v “  * A 2 e"nV

=  ( P i  ° 1  E 1 _l_ P 2  a 2 E 2 , , P n  E n

'  A 2 \  R ,  R 2 R n

3.2. The method o f  d im ensioning  the shield ing ivalls

In  p rac tice  th e  p ro b lem  w hich g en era lly  a rises is th e  fo llow ing  : T here  
is given an  iso tope  source o f I  m curies a c tiv ity  in  a p o in t a t  a d is ta n c e  o f 
A  m eters from  th e  source , th e  dose ra te  d u rin g  a w orking d a y  o f  M  hours
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m a y  n o t  be m ore th a n  th e  p e rm itted  N  m r /d a y . H ow  th ic k  ( V  cm s) shou ld  
t h e  sh ie ld ing  w all o f  a g iv e n  m ateria l b e?  I n  p ra c tic e  th ere fo re  th e  p ro d u c t

A 2 • N /M  

I

is  a lw ay s  calculable o r g iv en .
I t  follows from  th e  foregoing  th a t

,  . A 2 - N /M  a - E
fo r  m onoenergetic  ra d ia t io n :  ------- ------- =  ———  =  j  (c./it)

fo r  cascad e  d is in te g ra tio n  ;

fo r  se rie s  d is in te g ra tio n

I

A 2 • N /M  

I

A 2 • N /M  _

R

a1 E 1
+  . . .

an E n

P i  «1  E i_ _|_ +

К

P n  a n E n

R i R„

= f ( m  

= f ( W )

I f ,  therefore , th e  v a lu e s  o f f ( E /R )  a re  d e te rm in e d  for v a rio u s  ty p e s  
o f  iso to p e s  (p , a, E )  as a fu n c tio n  o f th icknesses fo r  th e  shield ing w all ( V  cm s), 
a n d  p lo tte d  in g rap h s , th e n ,  u n d e r given c ircu m stan ces , th e  p ro p e r v a lu e  V  
cm s o f  th e  th ickness o f  th e  sh ield ing  w all m a y  b e  o b ta in ed  as co rresp o n d in g  
to  th e  given value o f

A 2 • N /M  
I  ’

h o w e v e r  com plicated  th e  d is in te g ra tio n  schem e o f  th e  iso tope m a y  be.

3 .3 . Construction o f  the f ( E / R )  graphs

T h e  / ( E /R ) g ra p h s  m a y  be co n stru c ted  fo r  lead  screens as follow s :
T h e  dependence o f  th e  a tte n u a tio n  c o n s ta n t  o f lead  on th e  en erg y  

o f  th e  gam m a ra d ia tio n  is  sh o w n  in  Table 3, w h ich  is ta k e n  from  th e  m a te r ia l 
o f  th e  A tom ic  E nergy  C onference  held  in  G eneva in  1955 [3 ]. T he ta b le  app lies 
to  b ro a d  beam  ra d ia tio n  a n d  to  lead w ith  a d e n s ity  o f 11,34 k g /d m 3. W all 
th ic k n e sse s  are in  m m s.

U sin g  the curves o b ta in e d  from  T ab le  3 , a  fu r th e r  series o f  g rap h s 
sh o w in g  R  =  f ( E )  (F ig . 1) w as p lo tted , th a t  show s th e  a t te n u a tio n  fa c to r  
as a fu n c tio n  of th e  r a d ia te d  energy , w ith  th e  th ick n esse s  V  cm s o f  th e  lead  
w a ll as  p aram eters . W ith  th e  help  of th is  se ries  o f  curves th e  a t te n u a tio n  
fa c to rs  R  =  e'1 can  be  o b ta in e d  for an y  in te rm e d ia te  ra d ia tio n  energies 
fo r th ick n esse s  V  =  1, 2, 3, 4 . . . cm, e tc . o f  th e  lead  wall.
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T he values fo r th e  c h a ra c te r is tic  g am m a ra d ia tio n s  p -у, E x . . . p n, E n 
o f  th e  various iso topes c a n  be  d e te rm in ed  from  th e  d is in te g ra tio n  schem es 
to  b e  found  in  th e  l i te r a tu r e  [4 ]. T he d is in te g ra tio n  schem es described  b y  
v a r io u s  au tho rs are  n o t q u ite  id en tica l som etim es in  w hich  case th e  less 
fa v o u ra b le  schem e ( th a t  n eed in g  th e  g rea te r w all th ickness) w as chosen. T he 
v a lu e s  o f E  and  p  w h ich  se rv e d  as th e  bases o f th e  com plex  ca lcu la tio n s,

Table 4

I s o t o p e
E n e r g y A b u n d a n c e D o s e  r a t e

I s o to p e
D o se  r a t e

E  M eV P c o n s t a n t  
a . E .

E  M eV P c o n s ta n t  
a . E .

N a  22 1,277 1,00 0,65 2,21 0,40 1,00

N a  24 2,75
1,38

1,00
1,00

1,17
0,69 Sb 124

1,61
0,74

0,25
0,07

0,78
0,42

0,60 0,74 0,34
К  42 1,50 0,20 0,74 0,18 0,39 0,09

Sc 46 1,12 1,00 0,59 0,723 0,03 0,410,89 1,00 0,49
I 131 0,638 0,09 0,37

Cr 51 0,32

2,06

0,08 0,19 0,364
0,284

0,80
0,05

0,21
0,16

0,20 0,95
M n 56 1,77 0,30 0,84 1,35 0,0075 0,68

F e  59

0,822

1,30
1,10

1,00

0,50
0,50

0,46

0,66
0,58

Cs 134 0,793
0,60
0,57

0,430
0,420
0,150

0,44
0,35
0,33

Co 60 1,33 1,00 0,68 Cs 137 0,661 0,92 0,38
1,17 1,00 0,61 1,223 0,279 0,63

Cu 64 1,34 0,01 0,68 Та 182 1,188 0,131 0,62
1,121 0,294 0,59

Zn 65 1,12 0,46 0,59 0,764 0,002 0,43
Zn 69 0,44 1,00 0,26 Re 186 0,622 0,002 0,36

G a 72 2,51 0,60 1,09 0,127 0,180 0,05
2,49 0,40 1,10 0,613 0,002 0,35
2,06 0,042 0,95 0,605 0,005 0,35
1,41 0Д)14 0 J 0 0,588 0,005 0,34

A s 76 1,21 0,175 о'бз Ir 192 0,485 0,005 0,29
0,648 0,07 0,38 0,468 0,137 0,28
0,55 0,70 0,32 0,316 0,450 0,19

0,308 0,168 0,18
1,445 0,042 0,72 0,296 0,173 0,18
1,292 0,090 0,66 Au 198B r 82 1,020 0,105 0,55 0,411 1,00 0,24
0,750
0,535

0,370
0,390

0,42
0,31

Hg 203 0,279

2,219

1,00

0,083

0,17

1,01
R b  86 1,12 0,2 0,59 1,778 0,245 0,85
R u  103 0,498 1,00 0,29 1,390 0,051 0,70

1,248 0,046 0,64
1,50 0,58 0,74 1,130 0,139 0,59
1,40 0,58 0,70 Ra 226 0,941 0,038 0,51

A g  110 0,94 0,35 0,51 0,773 0,031 0,43
0,88 0,35 0,48 0,612 0,242 0,36
0,65 0,96 0,38 0,354 0,081 0,21

0,297 0,034 0,18
0,243 0,010 0,13
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m ade in  respect to  th e  various iso topes are sh o w n  in  T ab . 4. The v a lu e s  o f  
th e  dose ra te  c o n s ta n ts  aE  co rrespond ing  to  th e  com ponen t r a d ia tio n s  o f  
v a rio u s  energies w ere ta k e n  from  li te ra tu re  [2 ].

Fig. 1

T h e m ethod  fo r d e te rm in in g  th e  values o f f ( E /R )  is illu s tra te d  b y  th e  fo llow  
in g  exam ples :

3.3.1. Monoenergelic disintegration

Table 5
Zn 65 isotope

E  =  1,12 MeV 

p  — 0,46 

a • E  =  0,59

V cm R p  • a • E/R

0 l 2,75 • 1 0 -1
l 1,72 1,55 • IO“ 1
2 2,85 9,70 • 10-*
4 8,8 3,00 • io-*
7 61 4,35 • 10-»

10 435 6,10 • i o - 4
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3 .3 .2 .  Cascade disintegration

Table 6

Со 60 isotope

E x =  1,33 MeV E 2 =  1,17 MeV
P i =  1,00 p 2 =  1,00

o x • E x =  0,68 a2 • E 2 =  0.61

V  c m Ri R. “ i • E i / R , a 2 * E 2/ R 2 ai * ^ x /R -x  +  a2 • E 2/ R 2

0 1 1 6,80 • 1 0 - 1 6,10 • 1 0 - 1 1,29
2 2,52 2,76 2,68 • 1 0 - 1 2,22 • 1 0 - 1 4,90 • 1 0 - 1
4 6,7 8,16 1,02 • 1 0 - 1 0,75 • 1 0 - 1 1,77 • 1 0 - 1

6 19 27,5 3,56 • 1 0 - a 2,22 • 10-a 5,78 • IO"2

8 62 98 1,12 • 1 0 ~ 2 0,62 • IO“ 3 1,74 • IO“ 2

10 180 326 3,76 • IO- 3 1,88 • IO“ 3 5,64 • IO“ 3

12 540 1180 1,26 • IO“ 3 0,52 • IO“ 3 1,78 • IO- 3

14 1750 4100 3,87 • 1 0 - 4 1,46 • IO“ 4 5,33 • IO“ 4

16 5800 14500 1,18 • 1 0 - 4 0,43 • IO- 4 1 ,60  • 1 0 - 4

18 17200 50000 3,94 • 10“  3 1,22 • IO“ 6 5,16 • IO“ 3

3 .3 .3 .  Series disintegration

Table 7

Та 182 isotope

E x =  1,223 Е г =  1,188 E 3 =  1,121 MeV

P i =  0,279 p 2 =  0,131 p 3 =  0,294

ax - E x — 0,63 a2 • E 3 =  0,62 a3 - E 3 — 0,59

Px • ox • E x =  0 ,176 р 2-а2-Е2 — 0,081 p 3-a3 E 3 =  0,174

V
cm Я, R, R, Pi ai  E 1JR1 Pl “2 E J R 2 Pz аз E 3/R3 £  p  a E/R

0 1 1 1 0,176 0,081 0,174 0 ,43

2 2,66 2,72 2,86 0,661 • 1 0 - 1 0,298 • IO“  4 0,610 • 10- 1 1 ,57  • 1 0 - 1

4 7,6 8 8,7 2,31 • IO- 3 1,01 • 1 0 ~ 2 2,00 • 10 2 5,32 • 10 2

6 24 26,2 31,6 0,74 • IO“ 2 0,31 • 10 2 0,55 • 1 0 - 2 1 ,6 0  • 1 0 - 2

8 82 93 115 2,14 • IO“ 3 0,87 • IO- 3 1,51 • IO“ 3 4,52 • IO“ 3

3 .4 . T he calculation o f  the thickness o f  sh ie ld ing  walls against rad ia tion

T h e  values o f  F ( V ) = f ( E j R )  w ere s im ila ry  de term ined  to  th e  exam ples 
u n d e r  З .З .1 ., 3.3.2. a n d  th e  above 3 .3 .3 ., fo r  o th e r  gam m a ra d ia t in g  iso topes 
e n u m e ra te d  in  T ab le  2 a n d  th e se  re su lts  w ere  th e n  p lo tted  in  F ig . 2 as fu n c tio n s 
o f  th e  le ad  th ick n ess  V , w ith  th e  v a rio u s  iso to p es as p a ra m e te rs .
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A ccording to  3 .2 ., th e  fu n c tio n  o f th e  le ad  th ic k n e ss  V can  be ex p ressed  as

F ( V )  = f ( E / R )  =
A 2 • N /M  

I

w hich  m eans t h a t  fo r a g iven  case, w here A , N , I  an d  M  are know n, a specific  
n u m erica l va lu e  m a y  be  o b ta in e d  for th e  fra c tio n , th e  co rrespond ing  v alue  
o f  V  b e ing  th e n  d ire c tly  o b ta in ab le  from  F ig . 2. T he d e te rm in a tio n  o f  th e  
th ick n ess  o f th e  sh ie ld in g  w all has th e re fo re  b een  red u ced  to  a ca lcu la tio n  
o f  th e  n u m erica l v a lu e  o f  th e  above fra c tio n  a n d  th e n  to  a  read in g  o f  th e  
th ick n ess  V  co rresp o n d in g  to  th a t  v a lue , fro m  F ig . 2.

T he fo llow ing exam p les  w ill i l lu s tra te  th e  use o f  th e  g rap h s :

a)  A lead shielding w all is to be planned against I  — 100 m curies o f  Co 60 isotope’ 
th a t w ill reduce the dose rate during an 8 hour working day at a distance o f  0,5 m eters to 
JV =  50 m r/day. Substitu ting these values

A * - N / M  _  0 ,5 0 .5 0 /8  „  , A_S
I  -  Too _  1,57 10

The corresponding thickness o f  lead obtained from th e  Co 60 graph o f  F ig 2 is V  =  8,20 cm s.
b) I  =  400 m curies o f  J  131 isotope are to be transported in  a lead container, so 

th a t the dose rate at the surface o f  the wooden box o f  L  =  50 cm s w idth , enclosing th e  lead  
container ( A  =  0,25 m ) should not be greater than  N / M  =  12,5 m r/hour. W ith these values

A  2 ■ N /M  I
I

0,252 • 12,5 
400

1,95 X 10"3J.

The corresponding thickness o f  lead from  the J 131 graph o f  F ig . 2 is  V  =  3,30 cm s.
c) The safe has a 6 cm s th ick  leaden wall. The dose rate a t a distance o f  50 cm  from  

the inner surface o f  the safe ( A  =  0,5 m ) m ay n ot be greater than  N / M  =  6,25 m r/hour. 
W hat quantities o f  various isotopes can be stored in  the safe?

From  the basic equation i f  follow s :

A 2 ■ N / M  0,52 • 6,25 1,56
F ( V )  ~  F ( V )  ~  F ( V )  ’

T he values o f  F ( V )  are g iven  in  F ig. 2 by the in tersections o f  the ordinate for V  — 6 cm s 
w ith  the graphs for the various isotopes. The values for F ( V )  and the calculated num ber  
o f  m curies that can thus be stored are determ ined for several isotopes as below  :

Isotope F(F) . 1,56
1 mcune “  W )

N a 24  . . . . 0 ,1 7 6 8 ,9

Co 6 0  . . . . 0 ,0 5 8 2 6 ,9

Fe 5 9  . . . . 0 ,0 2 5 6 2 ,2

Zn 6 5 ____ 0 ,0 0 8 2 1 9 1 ,0

d)  W hat should he the thickness o f  the lead w all o f  a safe to store 100 m curie a c tiv ity  
o f  a given isotope, so th a t the dose rate at a d istance o f  1 m  from the interior o f  the safe 
should not be greater than 10 m r/hour:

F ( V )  =
A 2 ■ N /M  _  l 2 • 10 =  0,1 ,

I 100
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Fig. 2
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A horizontal line drawn for the ordinate 0,1 in Fig. 2 w ill then intersect the various isotope  
graphs at the necessary thicknesses o f  lead. Thus :

To store 100 m curies Na 24 V  =  7,35 cms
100 Co 60 V  =  5,05 cms
100 Fe 59 V  =  3,60 cms
100 Zn 65 V =  1,90 cms

•of lead are needed.

3 .5 . C alculating the dim ension o f  safes to store several isotopes

L et m, n, о a n d  p  iso topes o f  ac tiv itie s  I m, I n, I 0 an d  I p be s im u lta n e o u s ly  
s to re d  in  a safe . T he th ickness o f  th e  lead  w all so th a t  th e  to ta l  dose  ra te  
a t  a d istance  o f  A  m eters fro m  th e  in te rio r  o f th e  safe shou ld  n o t  exceed  
N / M  m r/h o u r, is to  be found .

Supposing t h a t  a th ick n ess  V  of lead  is sa tis fa c to ry  to  c o n d itio n s , th e  
p e rp en d icu la r ra ise d  on th e  ab sc issa  co rrespond ing  to  th is  th ick n ess  on  F ig . 2 
w ill th e n  in te rse c t th e  iso tope g ra p h s  m, n, о an d  p  a t  va lues X m, X n, X 0 
a n d  X p . The dose ra te  due to  a p a r tic u la r  iso to p e  a t  th e  p o in t A  b e in g  e x a ­
m in e d  will th e n  accord ing  to  th e  expression  deduced  be

N  I X
M  A 2

T h e  basic  in itia l cond ition  in d e te rm in in g  th e  th ick n ess  V  o f lead  is t h a t  th e  
su m  o f th e  co m p o n en t dose ra te s  due  to  th e  g iven  q u a n titie s  o f th e  v a rio u s  
iso to p es  should  n o t  exceed th e  p erm issib le  dose ra te  of N /M .

N  _  N n N 0 N  p _  I n1 • X m +  I n ■ X n - f  I 0 • X 0 +  I p ■ X p
M M M M M  A 2

T h e  d e te rm in a tio n  o f th e  lead  w a ll th ickness now  ta k e s  p lace in  tw o  s tep s . 
F i r s t  th a t  iso tope  — le t i t  here  b e  m  — is chosen, w hich ac ting  a lone  w ou ld , 
o n  th e  basis o f th e  expression

__ A 2 N /M  
X m —  ——------

* m

re q u ire  the g re a te s t  th ickness o f  le a d . This is, as a ru le , th e  iso tope  w ith  th e  
h a rd e s t  gam m a ra d ia tio n , i. e. th e  low est o f th e  curves in  th e  g rap h s , ex c e p t 
i f  its  ac tiv ity  in  m curies is n o t  su b s ta n tia lly  low er th a n  th a t  o f  th e  o th e r  
iso to p e s . R e a rra n g in g  for X m in  eq u a tio n  (1).

(A m )c o r r  —
A 2 • N / M A 2 ■ N /M

X „

X, x„
, w here

I corr ----
Y  Y  Y

I  _ L  I  +  I  J  Л Р1m i ± n v  I ■‘ o v  I x p Y
m -Am u\. m
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I n  th e  corrected  a c t iv i ty ,  th e re fo re , th e  a c tiv it ie s  I  o f th e  v a rio u s iso topes 
a re  ta k e n  in to  acco u n t a n d  w eighted  acco rd ing  to  th e ir  re la tiv e  effectiveness 
c o m p a re d  to  iso tope  m .

A s a f irs t a p p ro x im a tio n  th e  values o f  X m, X n, X 0 an d  X p are  d e te rm in ed  
on  th e  supposition  t h a t  iso to p e  m  alone is in  th e  safe. T herefo re  th e  values 
o f  X  a re  given b y  th e  p o in ts  o f in te rsec tio n  w ith  th e  m, n , о an d  p  iso tope 
g ra p h s  o f th e  p e rp e n d ic u la r , passing th ro u g h  th e  p o in t o f in te rse c tio n  of 
th e  o rd in a te

A 2 N /M

a n d  th e  m  g raph . F ro m  th e s e  values of X ,  th e  v a lu e  o f I con an d  hence  th e  
v a lu e  o f  (X m)corr m a y  h e  ca lcu la ted  an d  th e  co rresp o n d in g  v a lu e  o f  Fcorr 
f ro m  th e  m  curve w ill, as a  ru le , give th e  r e q u ire d  w all th ick n ess  w ith  a neg­
lig ib le  erro r.

T h e  procedure  a n d  th e  ex ac titu d e  o b ta in a b le  b y  i t  are il lu s tra te d  in  
th e  fo llow ing ex am p les  :

a)  Im =  20 mC o f  N a  24, I n =  20 mC o f Co 60 and I0 =  200 mC o f  Cs 137 isotopes 
are to  be stored in a com m on safe , so that at a d istan ce o f  A  — 1 m  from the interior o f  the  
safe th e  dose rate m ay n o t be greater than N / M  =  6  m r/hour. The isotope requiring the  
g rea test w all thickness is  th e  20 mC N a 24.

A s a first approxim ation  :

A 2 N / M  _  1 - 6 
Im 20

w h ich  corresponds from  F ig . 2 to  V  =  4,70 cm s. T he perpendicular drawn through this 
p o in t w ill intersect th e  graphs a t values o f  Xn =  0 ,123 and X 0 =  0,0026. Thus the cor­
rected  a ctiv ity  value is

Jcorr =  20 +  20 • ° ’1^3 +  200 • -0 ’-̂ °26 =  20 +  8,2 +  1,73 =  29,93 mC, from which
v ^ O  UjO

(Xm)corr =  Yjggjj- =  0,200 .

T he corresponding va lue  from  th e  m  isotope graph is  F corr =  5,70 cms.
I f  this wall th ickness w ere to be em ployed, th e  actua l dose rate value can be checked  

from  equation 1., w here, how ever, the values X m — 0 ,199 , Xn  =  0,069 and X 0 — 0,00084, 
corresponding to the th ick n ess V  =  5,70 cms have  to  be substitu ted . Thus

N / M  =  20 • 0,199 +  20 • 0 ,069  +  200 • 0,00084 =  3,98 +  1,38 +  0,17 =  5,53 m r/hour <  6
m r/hour,

are therefore w ithin th e  p erm itted  lim it. The ca lcu lation  b y  correction even includes in  this 
case a  certain security m argin . I f  even greater accuracy were needed, the correction pro­
ced ure could be repeated, usin g  the n ew  values o f  X m , Xn  and X 0 :

Icon  =  20 +  20 +  200 °д° ^ 4  =  20  +  6,94 +  0,84 =  27,78 mC,

(A m)corr =  2У 73  =  0,216

and thu s
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the corresponding corrected value being V  =  5,50 cm s on  the m isotope graph. U sing this 
value, more accurately, we m ay determ ine the error o f  the single correction procedure by  
fin d in g  the calculated excess. T his is :

5,7 ~=--’5-  X 100 =  3,52%  ,

w hich is absolutely negligible and w ith in  the rounding down order o f  m agn itu d e. I t  is  
therefore generally su fficien t to carry ou t a single correction procedure.

b)  20 mC N a 24, 100 mC Co 60, 200 mC Cs 137, A  =  1 m , N / M  =  6 m r/hour. The 
greatest w all thickness is  given b y  the 100 mC Co 60, for which, corresponding to  th e  value

Xm =
l 2 - 6 
100 0,06

F ig . 2 gives V  =  5,90 cm s. The corresponding va lues are X n =  0,185, X 0 =  0 ,00066. Thus 
th e  corrected ac tiv ity  value is

Icorr =  100 +  20 J*' +  200 — —  =  164,0 mC and thus0,Uo 0,Uo

Xm — 2 ^  =  0,0366

w hich  gives a corrected value o f 6,75 cm s on th e  Co 60 graph. As in  a)  the  a c tu a l dose rate  
can be calculated from (1) where, the values X n  =  0,128, X 0 =  0,00026 corresponding to  
the corrected thickness are substitu ted  :

N / M  =  100 • 0,0366 +  20 • 0,128 +  200 • 0,00026 =  3,66 +  2,56 +  0,05 =  6 ,27  m r/hour >
>  6,00 m r/hour.

In  th is  case, therefore, the correction procedure leads to a slight underdim ensioning. A second  
correction carried out as in  exam ple a)  g ives a va lue  o f  6,85 cms for the th ick n ess  o f  lead, 
so th a t the error com m itted by the above procedure is 1,47%  and therefore, n eg lig ib le . H ere 
too , there was no need for a second correction to be carried out.

E xam p les  a )  an d  b) show  th a t  ev en  a sing le step  co rrec tio n  p ro c e d u re  
w ill give a neglig ib le m arg in  of over- o r  underd im en sio n in g  d e p e n d in g  on 
w h e th e r  th e  co rrections o f  th e  th ick n ess  d u e  to  th e  ra d ia tio n  o f  th e  o th e r  
iso to p es is ca rried  o u t in  re sp ec t to  th e  iso to p e  o f th e  g re a te s t  e n e rg y , o r  
one t h a t  is o f  a sm aller en erg y  th a n  th e  g re a te s t.

I f  th e  th ick n ess  of th e  lead  w all w ere to  be ca lcu la ted  a lo n e  fo r th e  
iso to p e  req u irin g  th e  g re a te s t w all th ic k n e ss , th e n  th is  w ould , in  th e  f irs t 
ex am p le , h av e  g iven  (5,7 — 4,7) : 5,7 =  0,176 =  17 ,6%  u n d e rd im e n s io n in g  
a n d  in  th e  second exam ple  (6,75 — 5,90) : 6,75 =  0,125 =  1 2 ,5 %  u n d e r-  
d im en sio n in g  o f th e  lead  w all. As a re su lt o f  th e  u n d erd im en sio n in g  o f  th e  
lead  th ick n ess , th e  dosage w ould , in  th e  f i r s t  case he 9,00 m r /h o u r , in s te a d  
o f th e  perm issib le  6 m r/h o u r an d  in  th e  seco n d  case 9,80 m r/h o u r, w h ich  w ould  
h a v e  m e a n t an  excess o f som e 50 — 6 0 %  re sp e c tiv e ly  o f th e  p e rm issib le  dosage . 
U n d e r c e r ta in  c ircu m stan ces , an  even  g re a te r  degree of u n d e rd im en sio n in g  
m a y  occur, w hich  goes to  prove th e  n e c e ss ity  o f  a co rrec tio n  p ro c e d u re .

I t  m ay  be here  p o in ted  o u t t h a t  th e  ta b u la r  procedure does n o t  m ake 
i t  possib le  to  co rrec tly  ca lcu la te  d im ensions in  th e  case o f se v e ra l iso topes 
— a t  th e  m ost i t  becom es possible b y  m ean s o f  a rb itra ry  e s tim a te s  o f  th e  
e r ro r  to  c a rry  ou t ran d o m  correc tions.
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So fa r  we h av e  d e a lt  w ith  th e  d e te rm in a tio n  o f leadw all th ick n esses  
b y  h e lp  o f  th e  iso tope  g ra p h s  o f Fig. 2. The f ( E /К) g ra p h s  for o th e r a b so rb e n t 
m e d ia  su ch  as iron , c o n c re te  an d  w ater can  be  s im ila rly  p lo tted , w ith  th e  
d iffe ren ce  th a t  in s te a d  o f  F ig . 1, an a p p ro p r ia te  series of g rap h s g iv ing  
R  =  f ( E )  fo r th e  a b so rb e n t m ed ium  concerned  w o u ld  have  to  be used .

4. The c o m p ariso n  of the  tab u la r a n d  com plex  m ethods

T h e  tw o m eth o d s  g ive  su b s ta n tia lly  d if fe re n t w all th icknesses fo r a 
n u m b e r  o f iso topes, as th e  re su lt of severa l rea so n s .

4 .1 . The inexactitude o f  the data o f Table 2 ( th e  rounded figures fo r  g a m m a  
energy a n d  the gam m a q u an ta  per disintegration, i. e. the m ultip lication  fa c to r ) .

In fo rm a tio n  on  th e  d ifferences in  Avail th ic k n e ss , due to  th e  ab o v e  
re a so n s , is given in  T a b le  8 .

Table 8

A 2 • N /M  6 ,2 5  ,
A  =  1 m ,  N / M  =  6 ,2 5  m r /h o u r ,  ----------------- =  — - —  =  F ( F )

I s o t o p e
100 m e u r ie s 2 00  m e u r ie s 1000 m e u r ie s

T a b u la r C o m p le x T a b u la r C o m p le x T a b u la r C o m p le x

N a  2 2 ............ 56 46,5 — — 96 87,0

N a  2 4 ............ 75 84,5 — — 122 139,0

К  4 2 ............ — — 32 35,5 — —

S c  4 6 ............ 37 47,0 — — 67 80,0

Mn 5 6 ............ 50 53,5 — — 90 103,0

F e 5 9 ............ 44 45,5 — — 84 83,0

Co 6 0 ............ 56 59,0 — — 96 98,0

Zn 6 5 ............ 29 27,5 — — 58 64,0

Zn 6 9 ............ 10 8,5 — — 23 22,0

Ga 7 2 ............ 55 77,5 — — 101 132,5

A s 7 6 ............ 13 25,0 — — 35 68,0

Br 8 2 ............ 37 26,5 — — 67 62,0

R b 8 6 ............ 8 11,5 — — 37 53,0

Ag 110 .......... — — 72 71 — —

Sb 124 .......... 44 58,0 — — 84 111,5

J 131 .......... 10 7,2 — — 23 23,0

Cs 134 .......... 26 20,0 — — 49 45,5

Cs 137 .......... 20 18,0 — — 42 39,5

Та 182 .......... 37 37,0 — — 67 75,5

Ir 192 .......... 14 5,5 — — 27 16,0

Au 198 .......... 10 8,0 — — 23 21,5

H g 203 ......... 4 4,0 — — 11 12,0

R a  226 .......... 55 46,0 — — 101 96,0
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T he above ta b le  has, for th e  sak e  o f easier com parison , been  com piled  
acco rd in g  to  co lum n  a )  o f T ab le  1, fo r a d is tan ce  o f  A  — 1 m , an  8 h o u rs  
w o rk in g  d ay  an d  a  to ta l  da ily  d osage  o f  50 m r. T he th icknesses o f  le a d  are 
in  m m s. The co lum n h ead ed  “ T a b u la r”  carries d a ta  from  T ab le  1, t h a t  h e a d e d  
“ C om plex”  has v a lu es  d e te rm in ed  acco rd ing  to  3 .4 .4 ., an d  is in  acco rd an ce  
w ith  T ab le  2.

T he com parison  shows t h a t  th e re  is fa ir  ag reem en t fo r a n u m b e r  o f  
iso to p e s , b u t  fo r th e  re s t th e re  a re  su b s ta n tia l  d ifferences in  th e  th ic k n e ss  
o f  le a d  ca lcu la ted  b y  th e  tw o m e th o d s  : d ifferences co rrespond ing  to  sev e ra l 
h a lf-v a lu e -lay e rs .

T h e  reason  fo r  these  d ifferences is th a t  th e  ro u n d ed  energy  v a lu e s  an d  
th e  m u ltip lica tio n  fac to rs  o f T ab le  2 do n o t, in  th e  case o f  e v e ry  iso to p e , 
c o rre c tly  ta k e  in to  accoun t th e  co m p lex  n a tu re  o f  th e  d is in te g ra tio n . I t  is 
p rec ise ly  because o f  th e  com plex n a tu r e  o f  th e ir  d is in te g ra tio n  th a t  th e  ro u n d e d  
e n e rg y  v alue  in  M eV an d  th e  m u ltip lic a tio n  fac to r  fo r som e iso to p es  c a n n o t 
be  d e te rm in ed  as v a lid  for all a c t iv i ty  levels. T he in co rrec t a p p ra isa l  o f  th e  
co m p lex  d is in teg ra tio n  process c a n  g ive a la rg e r or sm alle r th ic k n e ss  th a n  
is  necessa ry . N e ith e r  is perm issib le , because  a sm aller th ick n ess  t h a n  t h a t  
n e c e ssa ry  m eans a  g re a te r  dosage th a n  w h a t is perm issib le , w hile a  g re a te r  
th ic k n e ss  leads to  a w aste  of m a te r ia l .

4 .2 . The discrete steps o f  Table 1 ( ac tiv ity , distance, hours o f  w ork p e r  d a y )

I n  th e  ta b u la r  m e th o d  th e  a c tu a l  a c tiv ity  an d  th e  h o u rs  o f w o rk  h a v e  
to  b e  ro u n d ed  up  to  th e  n ea rest d isc re te  steps in  T ab le  1, w h ils t th e  d is ta n c e  
is  ro u n d e d  dow n. T h is m eans t h a t  as a re su lt o f  th is  s te p -b y -s te p  s t ru c tu re ,  
(w here  th e  steps a re  genera lly  s e p a ra te d  from  each  o th e r  b y  tw ice th e i r  ow n 
v a lu e ) an  ex trem e case can  give a n  e rro r  in  th e  “ a c tiv i ty ”  an d  “ h o u rs”  
co lu m n s o f one h a lf-v a lu e  lay er e a c h , in  th e  “ d is ta n c e ”  co lum n o f tw o  h a lf ­
v a lu e  lay e rs , le ad in g  th u s  to  a t o t a l  e rro r, an  overd im ension ing  o f  n e a r ly  
4 h a lf-v a lu e  lay ers  b ey o n d  th e  e r ro rs  a lread y  ex am in ed  in  4 .1 . In  so m e cases 
th is  e rro r  in  th ick n ess  m ay  p a r tia lly  co m p en sa te  th e  e rro r  due to  th e  rea so n s  
o f  4 .1 ., b u t  elsew here th e  d ifferences m a y  ad d  an d  th u s  increase  th e  u n c e r ta in ty  
o f  d esig n , i. e. th e  overd im ension ing  o f  p ro tec tiv e  screens.

O verd im ension ing  due to  th e  d isc re te  s tru c tu re  o f  th e  T ab les  can  o f  
co u rse  be p re v e n te d  b y  g rap h ica l in te rp o la tio n  be tw een  th e  s te p -b y -s te p  
v a lu e s  o f  T able  1. T h is, how ever, w o u ld  invo lve  a tr ip le  g rap h ica l in te rp o la tio n  
(o f th e  “ a c tiv ity ” , “ d is tan ce”  a n d  “ w orking  d a y ”  co lum ns) w h ich  w o u ld  
m a k e  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  th ic k n e ss  v e ry  cum bersom e. T he d iffe rences 
d u e  to  th e  reasons o f  4.1. w ould e v e n  th e n  co n tin u e  to  e x is t an d  c a n n o t be 
c o rre c ted  b y  in te rp o la tio n , since th e  e rro r  is in h e re n t in  th è  ta b u la r  sy s te m  
itse lf .

2  A cta  Tcchnica X X I/3— 4.
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T he accu ra te  c a lc u la tio n  o f d im ensions w hich  are  m ade possible b y  
th e  com plex  m eth o d , m e a n s  th a t  th e  s e c u r ity  fa c to r  ( th e  perm issib le  dose 
r a te  v a lue) does n o t  h a v e  to  he fixed  w ith  e x a g g e ra te d  care.

4 .3 . Further factors

I f  th e  perm issib le  d ose  ra te  per d a y  d iffe rs  from  th e  50 m r o f T ab le  1, 
th e n  th e  value o b ta in e d  b y  th e  ta b u la r  m e th o d  m u st be fu r th e r  m od ified .

F in a lly , th e  s im p le  ca lcu la tin g  p ro ced u re  p roposed  in  T ab le  1 fo r th e  
v a r io u s  ab so rben t m e d ia  m a y  also lead  to  su b s ta n tia l  d ifferences as th e  
le a d  eq u iv a len ts  o f th e  a b so rb e n t m edia o u g h t c o rre c tly  to  be  u sed  se p a ra te ly  
fo r  th e  com ponen t ra d ia t io n s  o f v a rious e n e rg y  levels th a t  s im u ltan eo u sly  
ta k e  p lace w hen th e re  is a  com plex d is in te g ra tio n . I t  is th e re fo re  desirab le  
to  p lo t  sep a ra te  g ra p h s  su c h  as th a t  o f F ig . 2 fo r  th e  m ore im p o r ta n t  ab so rb en t 
m e d ia  in  order to  b e  ab le  to  determ ine  q u ic k ly  th e  th ick n ess  o f sh ield ing  
w a lls  ag a in st ra d ia tio n .

4 .4 . The resultant dose rate method

A  m ethod  o f c a lc u la tio n  has also b een  p u b lish ed  (Source 2., p . 758.) 
a cco rd in g  to  w hich th e  r e s u l ta n t  dose ra te  in  th e  case o f com plex  d is in teg ra tio n  
is d e te rm in ed  b y  th e  ex p ressio n

D  =  p x a i E x p 2a2E 2 . . .  +  E n.

T h is  m eth o d  gives a c o rre c t value for th e  dose ra te  a t  a g iven  d is tan ce , p ro ­
v id e d  th e re  is no sh ie ld in g  w all w ith in  t h a t  d is ta n c e  (R  =  1). I f  th e re  is a 
sh ie ld in g  wall, th e  p ro c e d u re  is to  ca lcu la ted  b y  using  an  av erag e  a t te n u a tio n  
fa c to r  R k

_  p 1a 1E 1 + p 2a2E 2 +  . . .  + p n an E n

w h ich  gives a less p rec ise  re su lt th a n  th e  ex p ressio n

D x P i a i  E i  P i az E z J I Pn an E n

R i  Щ  Rn

a cco rd in g  to  th e  m e th o d  o f  th e  p resen t p a p e r , w here th e  dependence  on th e  
e n e rg y  level of th e  a t te n u a t io n  fac to r is also  ta k e n  in to  acco u n t.
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SUM M ARY

In  place o f Ga m m e r t s f e l d e r ' s  m ethod o f calculating the dim ensions o f sh ie ld ing w alls  
against radiation by m eans o f tables ■— th at has been adopted and applied by the H ungarian  
and a num ber o f foreign Standard Bureaus —  the author recom m ends the ad op tion  o f  a 
graphical m ethod, by m eans o f  w hich the th icknesses o f  the shielding lead w alls against 
the gam m a radiations o f  various isotopes can be more sim ply, rapidly, accurately and  econo­
m ically  determ ined. The graphical m ethod recom m ended m akes it  possible to determ ine  
the th ickness o f the lead walls even where several isotopes o f differing activ ities are s im u lta ­
neously  em ployed.

D IE  D IM E N SIO N IE R U N G  VO N SC H U T Z W Ä N D E N  G EG EN G AM M ASTRAHLUNG

L . T I H A N Y I

ZUSAM M ENFASSUNG

A n Stelle  des aus der GAMMERTSFELDER’schen Tabelle abgeleiteten D im ensionierungs­
verfahrens für strahlungssichere Schutzw ände, welches die heim atliche, w ie auch  m ehrere  
ausländische Norm ungen übernom m en haben und anw enden, em pfieh lt vorliegender A ufsatz  
die E inführung eines solchen grafischen Verfahrens, m it dessen H ilfe die D icke der B lei­
schutzw ände gegen die G am m astrahlungen verschiedener Isotopen einfacher, schneller, 
genauer und wirtschaftlicher bestim m t werden kann. D as in  Vorschlag gebrachte grafische  
Verfahren erm öglicht die B estim m ung der D icke der B leischutzw ände auch im  F a lle  der 
gleichzeitigen Verwendung mehrerer A rten von  Isotopen  verschiedener A k tiv itä t.

LE CALCUL D E S M URS D E  PRO TECTIO N CO NTRE LES RAYO NS GAMMA

L . T I H A N Y I

RÉSUM É

A u lieu du procédé de calcul des murs de protection  contre les rayonsgam m a, dérivé des 
tab leaux de Ga m m ertsfeld er  et utilisé par la norme hongroise et plusieurs norm es étrant 
gères, l ’étude propose l ’introduction d’un nouveau procédé graphique. Cette m éthode perm e- 
d’établir d’une m anière plus sim ple, plus rapide, plus exacte  e t plus économ ique l ’épaisseur  
des m urs de plom b contre les rayons gam m a ém is par un isotope quelconque. Le procédé  
graphique proposé perm et de déterm iner l ’épaisseur des m urs de protection en p lom b, m êm e  
en cas de l ’em ploi sim ultané d’isotopes différents ayant des activ ités dissem blabes.

2*
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РАСЧЕТ ЗАЩИТНЫХ СТЕНОК ОТ у-ЛУЧЕЙ
Л. ТИХАНИ

РЕЗЮМЕ
Вместо методики расчета защитных стенок от радиации, выведенной по таблице 

Гаммерсфельдера, которая принята венгерскими и иностранными стандартами, в данной 
статье предлагается ввести такой графический метод, при использовании которого 
возможно более просто, быстрее, точнее и экономичнее определить толщину защитных 
свинцовых стенок от у-лучей различных изотопов. Предлагаемый графический метод 
позволяет даже при одновременном использовании различных видов и различных по 
активности изотопов производить определение толщины защитных свинцовых стенок.



L’EXAMEN DES CAUSES DE PERTES EN A120 3 APRÈS LA 
LESSIVE DANS LE PROCÉDÉ RAYER

E . M AG YAROSY
C A N D ID A T  D E S  S C IE N C E S  C H I M I Q U E S

M. M ÂRIÂSSY et A. P E R C Z E L
I N S T I T U T  D E  R E C H E R C H E S  D E S  M É T A U X ,  B U D A P E S T  

[Manuscrit présenté le 22 ju ille t 1957]

D ans le p ro céd é  B a y e r  p o u r  la  p ro d u c tio n  d ’a lum ine, au  cours de la 
d ilu tio n  qui su it la  lessive à au to c lav e  e t au  m o m en t où la  so lu tio n  d ’a lu m in a te  
de soude e t la  b o u e  rouge so n t encore ensem ble , des réac tio n s  ch im iques 
p e u v e n t se p ro d u ire  qu i, en d im in u a n t la  te n e u r  en A120 3 de la  so lu tio n , 
c au sen t une p e r te  dan s la  p ro d u c tio n  d ’a lu m in e . Selon nos o b se rv a tio n s , 
en  ra iso n  de ces p e r te s , le d éb it ap rès  la  lessive es t d im inué de 2 à 14 p o u r 
c en t. D u p o in t de  v u e  économ ique, l’é ta b lisse m e n t de la  cause de c e tte  
p e r te  en A120 3 e s t essen tie l, si l’on  v e u t  fa ire  to u t  le nécessaire p o u r  d im in u e r 
c e tte  p erte  dan s la  m esure du  possib le.

E n  vue de la  so lu tion  de ce p ro b lèm e , des recherches de lab o ra to ire  
e t d ’usine a v a ie n t é té  poursu iv ies p e n d a n t p lu s ieu rs  années. E n  possession 
des ré su lta ts , il e s t perm is de cro ire  que l’é tab lissem en t d ’une  techno log ie  
d ’usin e  est possib le , d o n t la  m ise en  ap p lica tio n  p e rm e ttra  la  ré d u c tio n  des 
p e r te s  d ’hydro lyse  d an s  des lim ites accep tab les  —  e n tre  1,5 e t 2,5 p o u r cen t.

On sa it que d an s  les cond itions d ’u sin e , le d é b it de la  lessive es t to u ­
jo u rs  inférieur a u x  ré su lta ts  supposés que fo u rn isse n t les calculs th éo riq u es . 
L ’é ten d u e  de c e tte  d ivergence v a rie  su iv a n t les d iverses espèces de la  b a u x ite  
[1], e t  dépend des a lté ra tio n s  m in éra lo g iq u es des co m posan ts d u  m in era i, 
d ’un e  p a r t, e t de  p a ram è tres  p h y siq u es encore p eu  connus, d ’a u tre  
p a r t  (p a r exem ple  du  sym plectism e des a lté ra tio n s  m inéra log iques, de 
la  g ran u lo m étrie , des film s év en tu e ls  déposés su r les gra ins é lém en ta ires  
de la  b au x ite  ou p ro d u its  au  cours de la  lessive, ce qu i em pêche la  p é n é tra tio n  
de la  soude p e n d a n t la  lessive, [2 ] e tc .).

O utre  les p e r te s  inév itab les , su rv en u es p e n d a n t la  lessive, le p hénom ène 
co n n u  sous le n o m  d ’hydro lyse  se m an ifeste  aussi a u  cours d ’au tre s  phases  
de la  p roduc tion , p e n d a n t la  d ilu tio n  e t m êm e p e n d a n t la  d é c a n ta tio n  de la  
b oue  rouge. Si n o u s  ad op tons ici l ’exp ression  d ’h y d ro ly se , dan s son sens 
généralisé , c’e s t q u e  les ré su lta ts  de p lu sieu rs  phénom ènes in d é p e n d a n ts , 
a c c u sa n t des p e rte s  en  A120 3, son t ca rac térisés  g én éra lem en t, dans les ra p p o r ts  
tech n iq u es e t les co m m unica tions sc ien tifiq u es, p a r  ce te rm e  collectif. Les 
p e r te s  dues à u n e  désilica tion  p ro longée  so n t a insi im p u tées  à l’hyd ro ly se .
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A u co u rs  de l’exam en  de l’h y d ro ly se , il es t désirab le  de d é te rm in e r la  com ­
p o s itio n  de la  boue rouge a u  m o m e n t de l’o u v e rtu re  de l’a u to c la v e . Ceci 
n ’es t p o ssib le  q u ’en p ro c é d a n t —  com m e il sera  re la té  p lus ta rd  —  à la  s é p a ra ­
t io n  de  la  boue e t de la  liq u e u r  s itu ée  au -dessus d ’elle, dans la  so lu tio n  de 
soude  d ’a lu m in a te  s tab ilisé , à l ’a ide  d ’u n  cen trifu g eu r.

N os recherches o n t co m p o rté  l’ex am en  successif des fac teu rs  qu i in f lu e n ­
c e n t la  d écom position  des liq u eu rs  d ’a lu m in a te  de soude. O n a a in si soum is 
à u n  e x a m e n  app ro fond i l’in flu en ce  de la  p résence de la  boue, a in si que le 
rô le  q u e  jo u e n t  les im p u re té s  p ré se n te s  dan s les lessives. E n  v u e  d ’é ta b lir  
u n e  b a se  de com paraison  de nos ex am en s, il fa lla it  é labo rer u n  p rocédé  u n i­
fo rm e  p o u r  le lavage de la  b o u e  ro u g e , v u  que des chan g em en ts  im p o r ta n ts  
de la  co m position  p e u v e n t su rv e n ir  au  cours m êm e de la  p ré p a ra tio n  de 
l’é c h a n tillo n .

L a  p rem ière  série de nos rech erch es s’é ta i t  donc bornée  a u  seu l ex am en  
c r it iq u e  des procédés de t r a i te m e n t  p ré p a ra to ire  de l’éch an tillon .

L es cond itions de la  s ta b ili té  des d iffé ren tes liqueurs d ’a lu m in a te  de 
so u d e  s o n t tra ité e s  d ’une m an iè re  déta illée  p a r  la  l i t té ra tu re  [3, 4 ]. L a  re la ­
tio n  d ’éq u ilib re  en tre  la  liq u eu r d ’a lu m in a te  de soude e t l ’h y d ra te  de l ’alu m in e  
so lide p e u t  se ca rac té rise r p a r  les co n sid é ra tio n s ci-dessous ;

Si u n e  so lu tion  p u re  d ’a lu m in a te  m é ta s ta b le  est en  c o n ta c t avec le 
t r ih y d r a te  d ’a lum ine à une te m p é ra tu re  donnée  p e n d a n t une du rée  p ro longée , 
il s’é ta b l i r a  une re la tio n  d ’éq u ilib re , d o n t le c o n s ta n t d ’équ ilib re  e s t c a rac ­
té r is é  p a r  la  re la tio n  su iv a n te  [4] :

K _  [N a 0 H  +  N aA 102]

[N aA 102] • aü

où  la  v a le u r  de n  =  2,67 —  0,0133 t  (°C) e t

aw =  l ’a c tiv ité  de l ’eau  d an s la  so lu tion .

A  l’aide des v a leu rs  d u  c o n s ta n t d ’équ ilib re , les v a leu rs  des courbes 
sous [3] p eu v en t ê tre  d é te rm in ées  avec  u n e  bonne ap p ro x im a tio n . I l  e s t à 
n o te r  q u e  de la réac tio n  ch im iq u e  :

2N aA 102 +  4 H 20  ^  2N aO H  +  A120 3-3 H 20 ,

la  fo rm u le  ci-dessus donnée n e  p e u t pas ê tre  d irec tem en t d éd u ite .
L a  v a leu r de n  p o u r d iffé ren tes  te m p é ra tu re s  a été donnée p a r  P e a r s o n , 

en  ce q u i su it :
Л 5 0 0 =  2

П125“ =  1
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A  la  te m p é ra tu re  de 50° a u  cen tig rade  le t r ih y d ra te , e t à 145° au  c e n ti­
g rade  env iron , le m o n o h y d ra te  fo rm era  un  com posé s tab le , e t, d an s ce d e rn ie r 
cas, la  form ule ch im ique de la  réac tio n  sera

2N aA 102 +  2 H 20  ^  2N aO H  +  A120 3 • H 20

L a  v itesse  de ré a c tio n  e s t fonction  des fa c te u rs  su iv an ts  :
a)  surface des p a rtic u le s  déposées,
b)  re la tio n  m olaire,
c) c o n cen tra tio n ,
d)  te m p é ra tu re .

E n  p re n a n t p o u r base  la  c o n c e n tra tio n  de to u te  la  soude (libre e t com binée), 
la v itesse  de d écom position  à  une te m p é ra tu re  co n stan te  e s t fo u rn ie  p a r  
l’expression  su iv an te  :

L’EX A M EN  D ES CAUSES D E P E R T E S  EN  A 1,0,

d x  ,  ,  (X,  -
------  —  /Cl • ------------------------- ,
d t  (Ooa +  X ^ Y

où  k x =  le fa c te u r  d é p e n d a n t de la  te m p é ra tu re  a une v a leu r de 0,07 à 
la  te m p é ra tu re  de 50° au  cen tig rad e ,

A t =  la surface de la  p a r t ie  déposée à u n  tem p s donné t,
X t e t  Х и =  la  c o n c e n tra tio n  m olaire d u  N aA 102 au  tem p s i, ou  b ien  

au  cas d ’équ ilib re  é tab li,
a „  =  la  c o n c e n tra tio n  m o la ire  d u  N aO H  en  é ta t  d ’équilib re .

E n  p rem ière  a p p ro x im a tio n , l ’éq u a tio n  p e u t  ê tre  réd u ite  à l’exp ression  
su iv an te  :

d x

dt
&i • A,

1

R, Я о

où p a r  R ,  e t R „  on e n te n d  les re la tio n s m o la ires  em ployées g én é ra lem en t 
à  l ’u sine , selon la  d é n o m in a tio n  orig inale de  P e a r s o n . Ces d éd u c tio n s 
th éo riq u es  s’a p p u y a n t su r la  th éo rie  de P e a r s o n , s’ap p liq u e n t à  la  décom ­
positio n , pour le cas de so lu tio n s pures d ’a lu m in a te  de soude. E n  ra iso n  
d u  ca rac tè re  ch im ique an a lo g u e  de la  décom p o sitio n  qu i se f a i t  d an s  les 
D orres, en présence de liq u eu rs  d ’a lu m in a te  de  soude à  l ’é ta t  p u r , la  th éo rie  
p e u t ê tre  app liquée sans au cu n e  m o d ifica tio n  à  la  décom position  h y d ro ly ­
tiq u e , les cond itions é ta n t  to u te fo is  à so u m e ttre  à  u n  exam en  p lus ap p ro fo n d i, 
en cas de présence de liq u eu rs  d ’a lu m in a te  de soude  industrie lles co n tam in ées. 
I l  est connu, en  effet, q u ’a u x  an ions com plexes d ’a lu m in a tes , d ’a u tre s  élé­
m en ts p e u v e n t p ren d re  la  p lace  des groupes H 20  ou  b ien  (O H ), a in si, en  to u t  
p rem ie r lieu, des halogènes, e t  il en  résu lte , p a r  exem ple  dans le cas des liq u eu rs  
de  soude co n ten an te s  du  ch lo re , une s ta b ilité  p lus g rande  [5]. A cause  du
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c h a n g e m e n t des co n d itions de so lub ilité , à  u n e  co n cen tra tio n  d o n n ée , ces 
e ffe ts  se  tra d u ise n t p a r  le  f a i t  que les so lu tions à re la tio n  m olaire  c au stiq u e  
p lu s  fa ib le  son t p lus su scep tib les  à une  d écom position  dans des co n d itio n s  
d ’u s in e , ta n d is  que les so lu tio n s  d ’un e  re la tio n  m olaire  caustiq u e  p lu s  élevée 
se r é v è le n t  plus s tab les. P a r  conséquen t, la  décom position  est re la tiv e m e n t 
r a p id e  d é jà  dans le d é c a n te u r , e t elle l ’est ég a lem en t à la  m ise en  o eu v re  dans 
les décom poseu rs. L a d éco m p o sitio n  des so lu tio n s à re la tio n  m olaire  ca u s tiq u e  
p lu s  é levée  se fa it, en  re v a n c h e , d ’une  m an iè re  p lus len te , ce q u i c o n d u it 
à Une baisse  du  d éb it, si la  durée  d u  tr a v a il  n ’es t pas aug m en tée .

I

P o u r  l’exécu tion  p réc ise  de la  p a r tie  ex p érim en ta le  des rech erch es, 
il f a l la i t  a v a n t to u t  é lab o re r  u n e  m éth o d e  d ’an a ly se  p e rm e tta n t de m esu rer 
les q u a n t i té s  de A120 3 p e rd u e s  sous l ’effet de la  désilication , qu i com m ence 
a u  c o u rs  de la  lessive e t  co n tin u e  p e n d a n t les o p éra tio n s u lté rieu res . Le déve­
lo p p e m e n t d ’une m éth o d e  sép arée  s’im pose aussi p o u r le dosage de l ’A l20 3 
p ré c ip ité  p a r  l’hydro lyse . P o u r  assu rer l’efficac ité  de l’exam en , il e st nécessa ire  
—  co m m e il é ta it  d é jà  s ig n a lé  p récéd em m en t —  à  exam iner la  p u lp e  de la 
b o u e  ro u g e  dans l ’a u to c lav e , a v a n t que la  liq u e u r  d ’a lu m in a te  de so u d e  so it 
s é p a ré e  de la  boue rouge . C e tte  o p é ra tio n  se f a i t  co rrec tem en t p a r  le  p rocédé  
s u iv a n t  : la  pulpe de l ’a u to c la v e  es t versée d an s  une  liq u eu r c o n te n a n t 200 
g/1 d e  N a 20  e t p réchau ffée  à  100° a u  cen tig rad e , e t la  re la tio n  m o la ire  cau s­
t iq u e  é ta n t  a insi au g m en tée  à  une  v a leu r de 7 à 8 , la  so lu tion  e s t s tab ilisée , 
p u is , à  l ’é ta t  dé jà  s tab le , soum ise  à u n  p rocédé  de d ilu tion  su iv i de  cen tri-  
fu g e a g e  e t  de lavage.

L ’échan tillon  d o it ê tre  p ré p a ré  d ’une  m an iè re  telle , q u ’au cu n e  p ré ­
c ip i ta t io n  de la  so lu tion  d ’a lu m in a te  ne se p ro d u ise  au  cours de la  p ré p a ra tio n , 
e t  a u c u n  com posant ne so it en levé de la  boue  rouge p a r  d isso lu tion  ch im iq u e . 
I l  im p o r te  que l’éch an tillo n  q u ’on se p ropose  de so u m ettre  à l’ex am en  a it, 
a u  d é b u t  de l’exam en , u n e  q u a lité  id e n tiq u e  à  celle q u ’il a v a it  a u  m o m en t 
de sa  fo rm atio n . Il e s t d ’u n e  im p o rtan ce  c ap ita le  que les dosages p u issen t 
ê tre  f a i ts  d ’une m anière  ra p id e , quelle que so it d ’ailleurs la  m éth o d e  em ployée . 
O n  a  d o n c  tou jo u rs  p ro céd é  à la  sé p a ra tio n  de la  liq u eu r d ’a lu m in a te  de 
so u d e  de la  boue, en se s e rv a n t  d ’u n  cen trifu g eu r chauffé [3]. Le m êm e p ro ­
cédé  a  é té  em ployé p o u r le lav ag e  de la  b oue  ju s q u ’à la  réac tio n  n o n  a lca line . 
A p rès  le  p rem ier cen trifu g eag e , on a fa it l ’an a ly se  de la  so lu tion  p u re  d ’a lu ­
m in a te  de soude, d é te rm in é  le  po ids de la  b oue  rouge alcaline cen trifu g ée , 
m a is  en co re  non-soum ise a u  lav ag e  ; pu is on  a p rocédé au  lavage  de la  boue 
d a n s  le  tu y a u  d u  c e n tr ifu g e u r. A près av o ir d é te rm in é  la  te n e u r  en  A120 3 
de l ’e a u  em ployée au  lav ag e , on a o b ten u  les q u a n tité s  d ’Al20 3 en levées p a r
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le lavage . A pres le m esurage  d u  poids de la  b oue  ro u g e  lavée ju s q u ’à  l ’é t a t  no n - 
a lcaline e t  séchée, nous re n se ig n a n t su r  la  com p o sitio n  orig inale de l’a lu m in a te  
de soude, on  p e u t p ro céd er ensu ite  a u  calcu l des q u a n tité s  a d h é ra n te s  de 
A120 3 élim inées p a r  u n  lav ag e  à l’eau  tro is  fois ré p é té . O n a au ss i co m b in é  
les lavages en  se se rv a n t d ’une  lessive a y a n t  u n e  te n e u r  de 2,5 p o u r  c e n t de  
N aO H . L a te m p é ra tu re  des liqu ides em ployées p o u r le lavage  é ta i t  dans 
ch aq u e  cas de 90° au  cen tig rad e . Les r é s u lta ts  so n t rep ro d u its  d a n s  le  t a b ­
le a u  n° 1.

L’EX A M EN  D ES CAUSES D E  P E R T E S  E N  A l,O ,

Tableau 1

Lavage de quatre échantillons de boue rouge à Veau bouillante et avec une solution contenant 2,5%,
de N aO H

N o m b r e  d e s  la v a g e s
L a  q u a n t i t é  
d e  A la0 3 à  

e x t r a i r e  e n  g

L a  q u a n t i t é  d e  
A la0 3 e x t r a i t e

à  l ’e a u
à  2 ,5 %  d e  

N a O H g %

3 — 1,855 1,833 98,7

3 — 2,658 2,559 96,3

2 3 1,687 1,701 101,2

2 3 1,700 1,713 100,8

P o u r rep ré sen te r l’efficacité  d u  lav ag e , nous rep ro d u iso n s  ic i deux  
d iag ram m es.

A u cours des expériences u lté rieu re s , on a fa it  p réc ip ite r su r  la  boue 
rouge des q u a n tité s  d iffé ren tes e t  connues de A l(O H )3, en d é c o m p o sa n t la 
liq u e u r d ’a lu m in a te  de soude au  m oyen  d ’u n  t ra i te m e n t à l’acide ca rb o n iq u e . 
O n a exam iné l’effet de lavages en  liq u e u r c o n te n a n t 2 ,5%  de N a O H , à  d if­
fé ren tes  te m p é ra tu re s , su r  la  q u a n ti té  de l ’h y d ra te  a insi p réc ip ité  e t  red isso u t. 
Les ré su lta ts  ob ten u s so n t re p ro d u its  d an s  le ta b le a u  n° 2.

Tableau 2

L a dissolution de A l(O H )3 précip ité  de Valuminate de soude p a r  introduction de C 0 2, en cas de 
lavage avec une solution de 2 ,5%  de NaO H

C o n te n u  o r ig in a l  
d ’A laO a d e  la

L a v a g e  
à 30° C

L a v a g e  
à 60° C

s o lu t io n  d e  
N a O H  À 2 ,5 % A lt O„ p r é c ip ité  

s u r  l a  b o u e  
r o u g e  g /g

A l jO j
r e d is s o u t

g /g

D if fé r e n c e  e n  
A l ,O ,

A120 8 p r é c ip ité  
s u r  l a  b o u e  r. 

g /g

A l jO j  r e d is s o u t  
g /g

D if f é r e n c e  e n  
A l ,O ,

0,05% 0,53 0,63 + 0 ,1 1,014 1,142 + 0 ,1 2

0,05% 0,52 0,60 + 0 ,0 8 1,030 1,170 + 0 ,1 5
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E n  supposan t q u e  l’h y d ra te  p récip ité  à  la  su rface  de la  boue rouge au  
c o u rs  de l ’hydro lyse e s t  d ’un e  s tru c tu re  e t  d ’u n e  g ran u lo m étrie  analogues 
à  celles observées lo rs d u  tra i te m e n t à l’ac id e  ca rb o n iq u e , il ré su lte  des d o n ­
n é e s  d u  tab leau  no. 2 , q u e  les liqueurs de la v a g e  c o n te n a n t de la  soude c a u ­
s t iq u e  ne peuven t p a s  ê t r e  em ployées d an s  nos exam ens.

Les données d u  t a b le a u  n° 2 p ro u v e n t ég a lem en t que l ’A l(O H )3 év en ­
tu e lle m e n t p récip itée  p a r  l ’hy d ro ly se  est d isso u te  à  u n e  te m p é ra tu re  d ’en v iro n

Fig. 1. L a vage  de la  boue rouge avec  de l ’eau distillée

100° a u  centigrade d an s  l ’excès de la  soude c a u s tiq u e  de la  liq u eu r d ’a lu m in a te  
d e  so u d e  stabilisé. A c e t te  te m p é ra tu re  p lus b a sse  que celle de l’au to c lav e  
p a r  c o n tre , des q u a n tité s  d ’a lu m in e  su p p lém en ta ire s  ne p eu v en t p as  ê tre  d is­
s o u te s  de la b au x ite , m êm e p a r  u n  excès de so u d e . N a tu re llem en t, ce p rocédé 
d e  p ré p a ra tio n  th é o r iq u e m e n t ju s te  n ’a p u  ê tre  su iv i au  cours des ex p é ri­
e n c e s , m ais la boue ro u g e  p ré p a ré e  p a r  la m é th o d e  u tilisée p a r  n ous, s’est 
m o n tré e  d ’une com p o sitio n  analogue à celle q u i ré su lte  du  procédé de p ré p a ­
r a t io n  théo rique , de s o r te  q u e  l’hydrolyse su rv e n u e  au  cours d u  cen tri- 
fu g e a g e  des liqueurs d ’e n v iro n  200 cm 3, d ans u n  c en trifu g eu r chauffé à 100° 
a u  c e n tr ig ra d e , n ’est p a s  d ’u n e  q u an tité  d é m o n tra b le .
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II

O n a fa i t  des expériences avec de la  b a u x ite  d ’Iszk aszen tg y ô rg y , p o u r  
v é rif ie r  la  v itesse  de la  p ré c ip ita tio n  de l ’A l20 3, de la  so lu tio n  en  c o n ta c t 
p e rm a n e n t avec la  boue rouge . L a  com position  de la  b a u x ite  d ’Is z k a s z e n t­
g y ô rg y  que  nous avons u tilisée , é ta i t  la su iv a n te  :

L'EX A M EN  D ES CAUSES D E P E R T E S  EN  A 1,0,

F ig. 2. Lavage de la boue rouge avec du NaO H  d’une concentration de 2,5 pour cent

A  l'état naturel Après grillage à 350° au centigrade
%  %

perte de grillage 21,32 4
S i0 2 3,47 4,3
T i0 2 2,22 2,74

F e20 3 19,50 24,18
a i 20 3 51,90 64,28

qu otien t 14,96 14,96

L a  b au x ite  a é té  b ro y ée  à une  finesse p a ssa n te  p a r  le ta m is  D IN  70, 
p u is  grillée p e n d a n t 3 h eu res  à une  te m p é ra tu re  de 350° a u  cen tig rad e . 
L e m in e ra i grillé a é té  soum is dan s une  au to c lav e  ro ta tiv e  e x p é rim en ta le  
d e  1,5 litre s , à une lessive avec  800 m l de liq u e u r de la  co m position  su iv a n te  :

N a 20  c au stiq u e  

A120 3

248,5 g/1 

100,7 „
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La liqueu r a é té  com posée de N aO H  ch im iq u em en t p u r  e t de b a titu re s  
d ’a lum in ium  de 99,99 p o u r  cen t. L’a d d itio n  de la  b a u x ite  s’es t effectuée de 
te lle  so rte  que p o u r  u n e  lessive d o n n an te  u n  d é b it  de 90 p o u r cen t, la  re la tio n  
m o la ire  caustique  d e v ie n n e  1,75 après la  lessive. L a  te m p é ra tu re  de la  lessive 
a é té  de 210°, e t sa  d u ré e  de 3 heures, y  com pris  la  du rée  d u  réch au ffag e . 
E n s u ite  l’au toc lave  a é té  refro id ie  p a r  de l ’ea u  à u n e  te m p é ra tu re  de 95°, 
e t  son  con tenu  d ilu é  à  u n  poids spécifique de 26,5° B é, avec u n e  so lu tion  
c a u s tiq u e  d ilu an te , c o n te n a n te  40 g/1 en N a O H  e t 25 g/1 en A120 3. P e n d a n t 
la  d ilu tio n , on a ve illé  à  n e  pas la isser d escen d re  la  te m p é ra tu re  au-dessous 
de  90°. L a liq u eu r d ilu ée  a é té  versée d a n s  des tu y a u x  de séd im en ta tio n  
p réch au ffés  à 90° C, e t  m a in te n u e  à ce tte  te m p é ra tu re . O n a observé le change­
m e n t  de la  co m position  de  la  boue rouge a u x  h eu res  zéro, 1, 3 e t 6 . L ’heu re  
zéro  a été le m o m en t de l ’o u v e rtu re  de l’au to c la v e . Ce m o m en t précède  d ’une 
dem i-h eu re  env iron  l’o p é ra tio n  du  v e rsem en t d an s  les tu y a u x  de sé d im e n ta ­
t io n  en  vue d’une m ise a u  p o in t exacte  de la  d ilu tio n . O n a su iv i les p rocédés 
d é jà  exposés p o u r la  sé p a ra tio n  e t le lav ag e , n o ta m m e n t l ’o p é ra tio n  du 
cen trifu g eag e  à u n e  te m p é ra tu re  élevée. S ix  à se p t lavages successifs o n t été 
f a i ts  avec de l’eau  à  u n e  tem p é ra tu re  de 90° a u  cen tig rade . L o rsque, vers 
la  f in  d u  lavage, la  b o u e  a t te in t  u n  é ta t  d ispersé  collo ïdal, il est u tile  de m e ttre  
à  l ’e a u  u n  é lec tro ly te  in d iffé re n t au  p o in t de v u e  de l’ana lyse , p a r  exem ple 
0 ,5  à 1 g de (N H 4)2C 0 3, ce qu i ren d  de n o u v e a u  la  boue a p te  à  u n  bon  c e n tr i­
fu g eag e . L a m atiè re  la v é e  a  é té  séchée d an s  les tu y a u x  d u  cen trifu g eu r à une 
te m p é ra tu re  de 103° a u  cen tig rad e , pu is p ré p a ré e  à l’ana lyse  au  m oyen  d ’un  
ta m is  D IN  70.

Le changem en t de la  com position  de la  b o u e  rouge en  fo n c tio n  d u  tem p s, 
e s t  m is en vue p a r  le ta b le a u  n° 3.

Tableau 3

Changements de composition d'une boue rouge produite p a r  la lessive d'une bauxite d'Iszkaszent- 
györgy, caractérisant l'hydrolyse de l'aluminate de soude en contact avec la boue

Composants : Temps écoulé après la lessive

1 heure 3 heures 6 heures

P erte  de grillage............................................... 6,12% 6,37% 6,33%

S io 2 ...................................................................... 6,80% 9,02% 8,97%

T io 2 ......................................................................... 6,33% 5,99% 5,99%

F e 2° 3  .................................................................... 52,00% 49,60% 48,20%

A120 3 .................................................................... 16,27% 15,91% 18,61%

N a 20  .................................................................... 5,85% 6,63% 7,33%

D é b it de le s s iv e ................................................ 88,15% 88,00% 85,50%

Des expériences a n a lo g u es  o n t été fa ite s  avec  de la  p o u d re  de b a u x ite  
p ro v e n a n t de l’une  des u s in es  d’a lum ine, g rillée  à  une  te m p é ra tu re  de 350°
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au  cen tig rad e  e t m oulue  à l’usine m êm e. C e tte  p o u d re , p réparée  p a r  p assag e  
au  ta m is  D IN  30, a v a it  la  com position  su iv a n te  :

L’EXAMEN DES CAUSES DE PERTES EN A1,0,

perte de grillage 15,20%
SiOjj 5,90%
T i0 2 2,04%
F e20 3 21,80%
A120 3 54,00%
quotient 9,15%

Le ch an g em en t de com position  de la  b oue  rouge séd im entée à  p a r t i r  
de la  p u lp e  versée d an s  les tu y a u x  de p ré c ip ita tio n , e s t donné dans le ta b le a u  
n° 4.

Tableau 4

Changements de composition d'une boue rouge produite p a r  la lessive d'une bauxite d'Iszkaszent- 
györgy, caractérisant l'hydrolyse de l'alum inate de soude en contact avec la boue

Composants :
Pulpe d’autoclave au 
moment de l’ouverture Pulpe diluée

Après un 
1 heure

repos de
3 heures

Deux heures de lessive à une température de 210° C

S i0 2 ................................... 9,8% 11,5% 11,2% 9,8%

A120 3 ................................. 1U % 13,0% 13,4% 14,1%
F e20 3 ................................. 43,5% 46,0% 48,6% 42,1%

D ébit de l e s s iv e ............ 89,6% 88,5% 88,9% 86,5%

Six heures de lessive à une température de 210° C

S i0 2 ................................... П Л % 10,6% 10,5% 14,4%

A120 3 ................................. 11,8% 10,9% 11,3% 14,5%

F e20 3 ................................. 41,8% 38,9% 39,6% 49,1%

D ébit de le s s iv e ............ 90,1% 88,7% 88,4% 88,1%

O n a fa it f ig u re r , en  dern ière  ligne d u  ta b le a u , les effets de l’h y d ro ly se  
su r  la  baisse  d u  re n d e m e n t de la  lessive.

I I I

O n a aussi ex am in é  le vo lum e de l’h y d ro ly se  en  te n a n t  com pte  de l’é ta t  
c o n ta m in é  des lessives. O n a fa it  des expériences in fo rm ativ es  avec  a d d itio n  
de sel p réc ip ité  des liq u eu rs  concen trées de l ’un e  des usines d ’a lu m in e , pu is  
av ec  a d d itio n  de N a F  e t de N a2C 0 3 sé p a ré m e n t.
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L a  com position  d u  sel d ’usine é ta i t  la  su iv an te  :

P A 0,32%
v 2o 5 0,27%
s o 4 3,56%
c o 2 7,76%
F 8,26%
N a 20 30,20%

L ’analyse se réfère  à u n e  m atiè re  h u m id e . Les exam ens o n t é té  exécu tés 
s u iv a n t  le m ode o p é ra to ire  de lessive sans a d d itio n , m ais p o u r ch aq u e  1000 cm 3 
d e  la  so lu tio n  on a d isso u t 48 ,4  g de sel h u m id e . A insi, au  dehors d ’a u tre s  m a tiè re s  
é tra n g è re s , on a m is 4 g/1 de  F  dans la  lessive . L a  m êm e m atiè re  p ro v e n a n te  
d ’Iszk a sz e n tg y ô rg y  a é té  em ployée, d o n t o n  a d é jà  fa it usage a u  cou rs de la  
p re m iè re  série d ’ex p érien ces. Les ré su lta ts  o b te n u s  au  cours de l’e x am en  de 
l ’h y d ro ly se  son t donnés p a r  le ta b le a u  n° 5.

Tableau 5

Changem ents de composition d ’une boue rouge produite p a r  la lessive d’une bauxite d ’Iszkaszent- 
g yô rg y , avec addition de sel d ’usine d ’alumine, caractérisant l ’hydrolyse de la liqueur d ’alum inate

de soude en contact avec la boue

Composants
Temps écoulé après la dilution

1 heure 3 heures 6 heures

S i0 2 ....................................................................... 5,55% 10,16% 9,23%
T i 0 2......................................................................... 5,14% 5,49% 5,08%

F e 20 3 .................................................................... 43,62% 36,49% 36,47%

a i 2o 3 .................................................................... 28,89% 33,82% 33,33%
N a 20  .................................................................... 3,62% 5,90% 6,20%
D é b it  de le s s iv e ............................................... 75,10% 65,20% 65,80%

I l  ré su lte  de la  série d ’expériences, q u e  l ’ac tio n  de l’hyd ro lyse  e s t  g ra n d e ­
m e n t  fav o risée  p a r  la  c o n ta m in a tio n  de la  lessive avec des sels fo rm és dans 
les c irco n stan ces  n o rm ales  des usines.

L es recherches u lté rie u re s  o n t é té  co n cen trées  à l’exam en  sé p a ré  des 
e ffe c ts  des com posan ts in d iv id u e ls  de ces sels in d u s tr ie ls . On a ex am in é  d ’ab o rd  
l ’e f fe t de la  c o n ta m in a tio n  p a r  d u  N aF , ce co m p o san t, grâce à sa so lu b ilité  
é le v é e , p o u v a n t s’e n rich ir co n sid é rab lem en t d an s  la  so lu tion  d ’a lu m in a te  
de  so u d e , ju s q u ’à p ré se n te r  quelquefois 8 à 10 g/1 de F  dans la  lessive . A u 
c o u rs  des expériences, on a p ré p a ré  une so lu tio n  à 8,8 g de N a F  p o u r  u n  litre  
d e  le ss iv e , ce qui co rresp o n d  à u n e  te n e u r  de 4 g/1 F . Les r é s u lta ts  o b te n u s  
p a r  la  m éth o d e  dé jà  exposée p o u r la b a u x ite  d ’Iszkaszen tg y ô rg y , so n t con­
c e n tré s  d an s  le ta b le a u  n° 6 .
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Tableau 6

Changements de composition de la boue rouge produite p a r  la  lessive d'une bauxite d'Iszkaszen t- 
gyorgy, avec addition de fluorure de soude, caractérisant l'hydrolyse de la liqueur d'alum inate de

soude en contact avec la boue

Composants
Temps écoulé après la dilution

1 heure 3 heures 6 heures

S i0 2 ...................................................................... 6,96% 8,66% 8,56%

T i0 2......................................................................... 5,34% 5,60% 5,20%

F e20 3 .................................................................... 44,20% 37,08% 37,60%

a i 2o 3 .................................................................... 21,50% 24,80% 27,20%

N a 20  .................................................................... 4,80% 6,10% 6,90%

D ébit de le s s iv e ............................................... 81,75% 75,80% 72,80%

I l  e s t m an ifeste  q u e  l’hydro lyse est co n sid é rab lem en t a u g m en tée  à  
cause de la  c o n ta m in a tio n  de la  lessive p a r  d u  N a F , b ien  que l’acc ro issem en t 
de l ’hyd ro lyse  re s te  m o in d re  q u ’en cas d ’a d d itio n  de sel séparé de la  le ss iv e  
d ’une  usine  d’a lum ine.

Les expériences o n t é té  reprises avec l’u ti l is a tio n  d ’une poudre de b a u x i te  
p ro v e n a n te  d ’Iszk aszen tg y ô rg y  e t tra ité e  d a n s  u n e  usine d ’a lu m in e , a v ec  
ad d itio n  égale de sel e t  de N a F . Les ré su lta ts  en  so n t donnés dans le ta b le a u  
n° 7.

Tableau 7

Changements de composition de la boue rouge produite p a r  la  lessive d'une bauxite de Iszkaszen t- 
györgy, avec addition de sel d'usine d'alumine et de fluorure de soude , caractéristique pou r l'hydro­

lyse de la liqueur d'aluminate de soude en contact avec la boue

Composants
Pulpe d’autoclave 
au moment de 
l’ouverture

Temps écoulé après la dilution

0 heure 1 heure 3 heures

A ddition  de sel d’usine, lessive à une température de 210° C, 2 heures

S i0 2 ................................... 4,9% 9,8% 9,9% 10,7%

A120 3 ................................. 14,7% 16,9% 17,1% 18,1%

F e20 3 ................................. 55,6% 48,6% 42,1% 43,5%

D ébit de le s s iv e ............ 89,4% 86,0% 84,1% 83,2%

A ddition  de N aF  à la lessive, à une température de 210° C, 2 heures

S i0 2 ................................... 5,6% 8,5% 9,8% 9,7%

a i2o 3 ................................. 14,9% 18,1% 16,9% 18,2%

F e20 3 ................................. 53,6% 48,3% 47,4% 45,2%

D ébit de le s s iv e ............ 88,8% 84,9% 84,5% 83,9%



6h de lessive sans addition.
nh , , , JlA 2^ de lessive avec addition de 2  ̂de lessive avec addition de
2h de lessive sans addition. set dmne de Faziti fa/lFj. NaFfa/lF).

la formation du debit de V А1г03

Fig. 3. L’effet de l ’addition du sel d’usine d’alum ine et de N aF  sur la form ation du contenu en A120 3 et S i0 2 de 
la  boue rouge et sur celle du débit en A120 3 (Les données de poids se réfèrent à une quantité de 100 F e20 3

dans la boue rouge)
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N ote  :
Il est à noter que les données du tableau n° 7 se réfèrent à un minerai de bau xite  de typ e  

identique, mais d’une com position différente de ceux, dont les données ont été publiées dans les  
tableaux nos 5 et 6. Ceci fournit l ’explication des différences qui se présentent entre les résu ltats  
de laboratoire et ceux d’usine.

Ces ré su lta ts  so n t m is en v u e  à  l’aide de  d iag ram m es (voir f ig u re  3), 
qu i re p ré se n te n t les v a ria tio n s  de la  te n e u r  en  a lu m in e  (A120 3) e t en  S i0 2, 
a in si que d u  re n d e m e n t de la  lessive.

O n a aussi ex am in é  l’hydro lyse en  cas de lessives d ’une te n e u r d if fé re n t 
en  ca rb o n a te  de soude. Des q u a n tité s  d iffé ren tes  de carb o n a te  de soude  o n t  
é té  m ises à la  liq u e u r d ’a lu m in a te  de soude, re tiré e  du  d é c a n ta te u r  D o rr  
d ’une  usine u tilisa n te  de la  b a u x ite  de N y irá d . A près l ’écoulem ent de d e u x  
heures e t dem ie on a exam iné les p e rte s  en  a lu m in e  (A120 3) p ro d u ite s  p a r  
l’hydro lyse  e t  p a r  la  désilication  p ro longée , d a n s  u n  th e rm o s ta t m a in te n u  
à  la  te m p é ra tu re  de 90° au  cen tig rade , sous u n  b ra ssag e  d ’une in te n s ité  ég a le . 
Les ré su lta ts  de ce t ex am en  son t re p ro d u its  d a n s  le tab leau  n° 8 .

Tableau 8

L'effet du contenu en carbonate de soude de la liqueur d'alum inate de soude sur les pertes d'hydrolyse

NaaO composé à la 
carbonate de soude en 
pourcentage de toute 
la quantité de NaaO

Composition de la 
liqueur alcaline Perte d’Al,0, g/1 en 

raison de l’hydrolyse
originale

après 
2 heures 
et demie

8,0 105,0 104,90 0,1

10,2 104,8 104,70 0,1

15,2 104,7 103,60 0,11

16,0 104,9 103,60 0,13

I l resso rt d u  ta b le a u , que l’acc ro issem en t de la  ten eu r en  c a rb o n a te  
d a n s  la  lessive e n tra în e  celui de l’h y d ro ly se , m ais  d an s le cas où la  te n e u r  en  
so u d e  com posée a u  c a rb o n a te  est p lus élevée, le  deg ré  de l’hydro lyse ne  s u b it  
d a n s  la  p ra tiq u e  au cu n e  m od ifica tion .

Les conclusions tirées  de nos ex périences so n t les su ivan tes :
1. D ans le cas de lessives exécu tées  d a n s  des conditions de la b o ra to ire , 

la  te n e u r  en A120 3 de la  boue rouge des p u lp es  m a in te n u e  à une te m p é ra tu re  
de  90° au  cen tig rad e , s’accro ît en ra iso n  de la  désilica tion  pro longée e t  des 
p réc ip ita tio n s  p a r  l ’h yd ro lyse . Le degré de c e t accro issem ent c o rre sp o n d  à 
une p e rte  de 2 à 3 p o u r cen t en a lum ine .

2. Sous l’effe t de la  c o n ta m in a tio n  p a r  d u  sel séparé  des liq u eu rs  d ’u n e  
usine d ’alum ine, la  p e r te  en alum ine  a u g m e n te  considérab lem ent.

3. L ’accro issem en t des p e rte s  d ’h y d ro ly se  es t égalem ent fav o risé  en  
cas  de c o n ta m in a tio n  p a r  d u  N aF . A insi, l ’a d d itio n  de 4 g/1 de F  à la  lessive

3 Acta Technica XXI/3—4.
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a d im in u é  le re n d e m e n t ap rès  3 heures de  rep o s , de 88,3 p o u r  c e n t à 83,9 
p o u r  c e n t, ce qui é q u iv a u t  à une p erte  de 2,3 p o u r  cen t du re n d e m e n t to ta l ,  
p a r  r a p p o r t  à la  d im in u tio n  de l’efficacité  a lla n t  de 89,6 à 85,5 p o u r  c e n t, 
a t t e in te  sans ad d itio n .

4 . B ien q u ’à u n  d eg ré  p lus m odeste  q u ’en  présence de N a F , l ’accro isse ­
m e n t  des pertes dues à l ’hydro lyse  est ég a le m e n t sensible, e n tre  ce rta in e s  
l im ite s , en cas d ’au g m e n ta tio n  de la c o n c e n tra tio n  de la soude.

5. On peu t c o n s ta te r , q u ’en présence de sels d ’usine ou de sels c o n te n a n ts  
d u  N a F , la  ten eu r en  S i0 2 de la boue ro u g e  es t sensib lem ent p lu s  fa ib le , 
a u s s i tô t  après la lessive, q u e  dans les b o u es ob tenues p a r u n e  lessive  sans 
a d d it io n s , ce qui in d iq u e  q u e  le procédé de com b in a iso n  de la silice se p ro lo n g e  
m ie u x  d ans les liq u eu rs  m oins pures.

U n e  aide p réc ieuse  nous a été fo u rn ie , d an s  nos recherches, p a r  les 
in g é n ie u rs  en chef e t les collectifs de te ch n ic ien s  des usines d’a lu m in e  d ’A jk a , 
d ’A lm ásfü z itő  e t de M ag y aró v ár. L ’aide  a p p o rté e  p a r  MM. D énes B a r to k  
e t  A n d rá s  H éjjá , a in si q u e  p a r  Mmes A lice H egedűs e t M arie P o sg a y , a é té  
é g a le m e n t très im p o r ta n te . C’est ici que les a u te u rs  désiren t e x p rim e r leu r 
g r a t i tu d e  pour leu r p ré c ie u x  c o n trib u tio n  sc ien tifiq u e .
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RÉSUM É

On a procédé à l ’exam en du phénomène de l ’hyd rolyse  dans les liqueurs d’a lum inate  
de soude des usines hongroises d ’alumine u tilisan t le procédé Bayer. On a exam iné d’une 
p a rt la  v itesse  de cette réaction  dans les solution m êlées à la boue rouge, après des lessives  
e x éc u té es  selon des procédés technologiques d ifférents, et d ’autre part les effets, que la  conta­
m in a tio n  des liqueurs par d ifféren ts sels peut avoir sur l’hydrolyse. L’étude se com plète  par 
la  p u b lica tio n  de données num ériques relatives à l ’étendue de l’hydrolyse dans des solutions  
co n tam in ées à des degrés d ifféren ts par du sel séparé des liqueurs d’une usine d’alum ine, du 
N a F  e t du N a2C 03.

U n e m éthode uniform e a été  enfin élaborée pour la préparation d’échantillons néces­
sa ires au x  examehs.



2 8 9

U N T E R SU C H U N G  D E R  U R SA C H E N  D E R  A120 3-V E R L U ST E  NACH D E R  A U F ­
SCHLIESSUNG  B E I D E R  T O N E R D E G E W IN N U N G  NA CH  DEM  B A Y E R -V E R F A H R E N

I .  M A G Y A R O S Y , M . M Â R IÂ S S Y  u n d  A . P E R C Z E L

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie Verfasser untersuchten die H ydrolyse in der A lum inatlauge der nach dem Bayer- 
Verfahren arbeitenden ungarischen Tonerdefahriken und den zeitlichen Verlauf der H ydrolyse  
in  den Lösungen, die m it rotem  Schlam m  in Berührung sind ; einerseits nach Aufschließungen, 
die m it verschiedenen M ethoden durchgeführt wurden, andererseits wurde der E influß der 
Verunreinigung der Laugen auf die hydrolytische Zersetzung untersucht. Es werden Zahlen­
angaben betreffend das Ausm aß der H ydrolyse in m it Salzen : N aF , N asC 0 3 in verschiede­
nem  Grad verunreinigten Lösungen m itgeteilt. Für die fachgem ässe Vorbereitung der zu 
den U ntersuchungen nötigen Proben wurde ein einheitliches Verfahren ausgearbeitet.

L ’EX A M EN  DES CAUSES D E P E R T E S  EN  A 1,03

INVEST IG ATIO N OF T H E  CAUSES OF AI20 3 LOSSES A F T E R  DIG ESTIO N  
AT A LU M INA PRO DUC TIO N B Y  T H E  B A Y E R  M ETHOD

I .  M A G Y A R O S Y , M . M Â R IÂ S S Y  a n d  Â . P E R C Z E L

SUMMARY

The authors exam inated the hydrolysis in the alum inate solution o f the H ungarian  
alum inate factories using the B ayer m ethod : the reaction tim es in  the solutions in contact  
w ith  the red mud after d igestion  carried out w ith d ifferent technologies, and, on  the other  
hand, the effect o f  contam ination o f  the solutions on the hydrolytic  decom position. The 
authors publish num erical values for the measure o f  hydrolysis in  solutions contam inated  
by salts : N aF , N a2C 0 3, to varying degrees. An unified  m ethod has been worked o u t for 
the correct preparation o f  the specim ens necessary for the investigations.

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИЧИН ПОТЕРЬ A120 3 ПОСЛЕ РАЗЛОЖЕНИЯ В СЛУЧАЕ 
ГЛИНОЗЕМНОГО ПРОИЗВОДСТВА ПО БАЙЕРУ

И .  М А Д Ь Я Р О Ш И ,  М . М А Р И А Ш И  и  А .  П Е Р Ц Е Л Ь

РЕЗЮМЕ

Исследовалось в алюминатном щелоке отечественных глиноземных заводов, рабо­
тающих по методу Байера, явление гидролиза, его течение во времени в растворах, сопри­
касающихся с красным шламом, с одной стороны, после разложений при помощи различ­
ных технологий, а с другой стороны, воздействие загрязненности щелоков на гидролитное 
разложение. Приводятся числовые данные относительно степени гидролиза, происходя­
щего в растворах, загрязненных в различной мере щелочной солью, NaF, Na2C03. 
Разработана единая методика технически грамотной подготовки проб, необходимых для 
производства исследований.
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[Manuscript received  D ecem ber 21, 1957]

L. T ih a n y i’s p a p e r  d isc u sse s  th e  d e te rm in a t io n  o f  th e  d im e n s io n s  
o f  p r o te c t iv e  sh ie ld s  a n d  c o n ta in e rs  a g a in s t  g a m m a  ra d ia t io n ,  d e a lin g  e sp e c ia lly  
w i th  cases  w h ere  th e r e  a re  s e v e ra l  so u rces  o f  r a d ia t io n  o f  v a r io u s  e n e rg ie s  
a n d  a c tiv it ie s .

F o r such cases num erous fo re ign  s ta n d a rd s  and  also th e  p ro je c te d  
H u n g a ria n  S ta n d a rd  recom m end  c a lcu la tio n  accord ing  to  a n u m e ric a l ta b le . 
T h is  tab le  was w orked  o u t b y  G a m m e r t s f e l d e r  for th e  N a tio n a l  C om ­
m itte e  on R a d ia tio n  P ro tec tio n  (USA) a n d  w as la te r  su p p le m e n te d  b y  
M e y e r  and  S c h ü t z m e is t e r  [1 ]. A ccord ing  to  th e  p ro jec ted  H u n g a r ia n  S ta n ­
d a rd , th e  th ick n ess  of th e  p ro te c tiv e  sh ield  m a y  be  ap p ro x im a te ly  c a lc u la ted  
w ith  th e  help o f th e  tab le . A ccord ing  to  T ih a n y i , th e  d e te rm in a tio n  o f  d im e n ­
sions accord ing  to  th e  tab le  is n o t  co rrec t, because  his ca lc u la tio n s  show  
t h a t  th is  resu lts  in  som e cases in  excessive, in  o thers in  to o  sm a ll d i­
m ensions.

The p rin c ip le  o f th e  ca lcu la tio n s p e rfo rm ed  is n o t new , b u t  a n  a p p lic a ­
tio n  o f  th is  p rin c ip le  to  26 sources o f ra d ia tio n  in  such a w ay as n o t  to  le t 
th e  fin d in g  or ca lcu la tio n  o f th e  dose ra te  c o n s ta n t to  th e  d esig n er, fu r th e r ­
m ore  th e  p ra c tic a l sy stem  o f co -o rd in a tes  o f th e  g rap h s th a t  show  th e  re su lts  
o f  th e  ca lcu la tio n s, in  our op in io n , g rea tly  fa c ilita te  th e  c a lc u la tio n  o f  th e  
re q u ire d  d im ensions.

The e x te n t, how ever, to  w h ich  th e  sh ie ld  th icknesses fo u n d  fro m  e ith e r  
th e  g raphs c o n s tru c te d  as th e  re su lts  o f th e se  ca lcu la tions, or fro m  G a m - 

m e r t s f e l d e r ’s ta b le s , can  se rv e  as bases fo r design, could o n ly  be  deci­
d ed  b y  co n tro l m easu rem en ts .

The c a rry in g  o u t o f su ch  m easu rem en ts  w as obv iously  b e y o n d  th e  
scope o f th e  p a p e r , b u t  we h av e  co m p ared  th e  re su lts  o f th e  a u th o r ’s ca lcu la ­
tio n s  w ith  th e  re su lts  o f m easu rem en ts  p u b lish ed  in  th e  l i te r a tu r e  in  the  
case o f tw o com plex  sources o f  ra d ia tio n  : R a  226 an d  I r  192. W e h av e  
ta k e n  these  tw o  sources o f r a d ia tio n  as th e  basis  for co m p ariso n  because

s. A cta T echnica Acad. Sc. H ung., X X I (1958) p. 255—274
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i t  w as for these tw o  a m o n g  th e  com plex so u rces  o f ra d ia tio n  t h a t  we found  
re lia b le  d a ta  in  th e  l i te ra tu re .

The bases fo r  c o m p ariso n  were th e  g ra p h s  o f m easu red  d a ta  fo r th e  
a t te n u a t io n  of a b ro a d  b e a m  of rays fro m  R a  226 in  th e  N B S H a n d b o o k  
54, a n d  from  Ir  192 in  th e  ASTM Special T e c h n ic a l P u b lica tio n  N o. 145 [2 ].

F o r th e  case o f  a R a  226 source o f r a d ia t io n  th e  com parison  g ives th e  
fo llow ing  results w ith  re sp e c t to  the  th ic k n e ss  o f  a lead  shield

M easurem ent [2] T ih a n y i Gam m ertsfelder’s tab le

100 m C 39,5 m m  46 m m  55 m m
1000 m C 90 m m  96 m m  101 m m

T h e results o f  a co m p ariso n  for an  I r  192 source o f ra d ia tio n  are : 

M easurem ent [2] T ih a n y i G am m ertsfelder’s table

100 mC 5,1 m m  5,5 m m  14 m m
1000 mC 20 ,4  m m  16 m m  27 m m

T h e  com parison  show s t h a t  the  ca lcu la ted  th ick n esse s  are in  th re e  o f  th e  
fo u r  cases considered so m e w h a t larger a n d  in  one  case — th a t  o f  1000 mC 
I r  192 — som ew hat sm a lle r  th a n  those fo u n d  fro m  th e  resu lts  o f m easu rem en ts . 
I t  m u s t  be no ted  t h a t  th e  m easurem ents re fe rre d  to  give only  th e  th ick n ess  
o f  th e  lead  wall re q u ire d  fo r  various degrees o f  a tte n u a tio n , b u t  to  f in d  th e  
n e c e ssa ry  a tte n u a tio n  r a t io  : th e  g am m a-ray  dose ra te  c o n s tan t o f  th e  source 
o f  ra d ia tio n  concerned  m u s t  also be k n ow n , a n d  fo r th is  we h av e  accep ted  
T i h a n y i ’s calcu la tions.

T he thicknesses o b ta in e d  from  G a m m e r t s f e l d e r ’s tab le  are  in  all fou r 
cases  exam ined  g re a te r  th a n  those  derived  fro m  th e  resu lts  o f m easu rem en ts  
a n d  d iffe r more from  th e  l a t t e r  th a n  the c a lc u la te d  th icknesses. Such d ev ia tio n  
o f  G a m m e r t s f e l d e r ’s d a ta  is, how ever, n o t  c h a ra c te r is tic , since acco rd ing  
to  T ih a n y i’s T able 8 , i t  is freq u en tly  th e  G a m m e r t s f e l d e r  ta b le  t h a t  gives 
sm a lle r  th icknesses th a n  th e  calcu lated  v a lu es .

T h e  reason w h y  th e  th icknesses th e o re tic a lly  co rrec tly  ca lcu la ted  by  
T i h a n y i  differ from  th o s e  ind ica ted  b y  m e a su re m e n t, could on ly  be co n ­
c lu s iv e ly  determ ined  i f  th e r e  w ere more re liab le  measured  d a ta  a t o u r d isposa l 
w ith  reg a rd  to  a t le a s t th e  m ost often u sed  co m p lex  sources o f ra d ia tio n .

I t  is w orth  n o tin g  t h a t  even sm all d iffe ren ces — o f 1 —2 h a lf-v a lu e  
th ic k n e sse s  — invo lve  a considerab le  p e rc e n ta g e  change in  w eigh t o f  th e  
c o n ta in e rs  whose d im en sio n s  are de term ined  b y  th e  above m eth o d s. I n  th e  
cases  exam ined , ta k in g  sp h e ric a l containers th e  fo llow ing  w eight ra tio s  re su lt :

Measurement T ih an y i Gam m ertsfelder’s table

1000 mC R a 226 0,7 0,86 1
1000 mC Ir  192 0,42 0,2 1
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T hese w eight ra tio s  also  ju s t i fy  th e  ca rry in g  o u t o f re liab le  m e a su re ­
m e n ts  to  serve as th e  bases o f  design  b ecau se  a decrease in  th e  w e ig h t o f  th e  
c o n ta in e rs  leads n o t only to  a sa v in g  in  m a te ria l b u t  also to  ea s ie r h a n d lin g .

F in a lly , a t te n tio n  m u s t be  d raw n  to  th e  fa c t th a t  in  p rac tice  c a lc u la tio n s  
o f  p ro te c tiv e  sh ield  th ick n esses  a rise  w hich  can n o t be carried  o u t in  one s tep  
e ith e r  b y  th e  m e th o d  reco m m en d ed  b y  T ih a n y i , or w ith  th e  h e lp  o f  G a m - 

m e r t s f e l d e r ’s ta b le s . T hese a re  th e  cases w here th e  perm issib le  dose  ra te  is 
g iv en  w ith  re sp ec t to  th e  su rface  o f  th e  co n ta in e r. In  th is  case, th e  e q u a tio n  
o f  p . 258 o f th e  p ap e r

A 2R

w h ich  can  also be w ritte n  

becom es

V 2e/,v

T he th ick n ess  V o f th e  w all o f th e  co n ta in e r can n o t be e x p lic it ly  e x ­
p re ssed  from  th e  above e q u a tio n , i t  can  o n ly  be ca lcu la ted  b y  i te ra tiv e  
a p p ro x im a tio n . A p rac tica l case o f  th is  n a tu re  is, for ex am p le , th e  design  
o f  a c o n ta in e r  to  be p laced  in  a m o to r car, w here d irec t c o n ta c t w ith  th e  
su rfa c e  o f th e  co n ta in e r m u s t be p e rm issib le  for a given le n g th  o f  tim e , 
sin ce  a p ro p er p ro tec tiv e  d is ta n c e  fo r th e  h an d lin g  personnel c a n n o t be 
a ssu re d .

N  =

N  =

I D
A 2e',v

I  ■ D
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SU M M AR Y

The remarks compare the results o f  T ih a n y i’s calculation w ith  estab lished  experi­
m en ta l data published in the literature and reach the conclusion that the causes o f  discre­
pan cies can be detected only b y  num erous and system atic m easurem ents. I t  is em phasized  
in  the remarks that even w ith  the help o f  T ih a n y i’s m ethod the calculation o f  containers 
w ith  a specified m axim um  radiation leve l on the surface o f the container cannot be carried 
o u t  in  a single step.
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D ISK U SSIO N SB E IT R A G  ZUR A R B E IT  V O N  L. T IH A N Y I : 
»BEM ESSUNG  V O N  SC H U TZW ÄND EN G E G E N  GAM MASTRAHLUNG«

I .  E G R I  u n d  J .  H E R I N G

ZUSAM M ENFASSUNG

Der D iskussionsbeitrag vergleicht die Ergebnisse der Berechnungen des Verfassers 
m it den in  der L iteratur veröffentlichten  M essergebnissen  und weist darauf hin, daß m an  
die  Ursachen der A bw eichungen  nur m it H ilfe einer großen A nzahl von  M essungen klären  
k ön nte. Der Beitrag b eto n t, daß m it der vom  Verfasser beschriebenen M ethode die D im en­
sionierung von Trägern, bei w elchen die D osisleistung a u f der Oberfläche des Trägers unter  
einem  zulässigen N iveau  gehalten  werden muß, in einem  Rechnungsgang nicht durchgeführt 
w erden kann.

DISCUSSION D U  T R A V A IL  D E  L. TIH A N Y I : D IM E N SIO N N E M E N T  D E S M URS  
DE PR O T E C T IO N  CONTRE LE R A Y O N N E M E N T  GAMMA

I .  E G R I  e t  J .  H E R I N G

RÉSUM É

Les auteurs com parent les résultats des calculs de l ’auteur avec les résultats des mesures 
publiées dans la littérature, et m ontrent que les causes des écarts ne pourraient étere élucidées 
que par des mesures assez nom breuses. L’article souligne que la m éthode décrite par l ’auteur 
ne perm et pas non plus de résoudre d'un seul coup le d im ensionnem ent des containers, à la sur­
face desquelles la puissance de la  dose doit être m aintenue au-dessous d’un niveau donné.

К  СТАТЬЕ Л. Т И Х А Н И  «РАСЧЕТ ЗА Щ И Т Н Ы Х  СТЕН О К ОТ у-Л У Ч Е Й »

И .  Э Г Р И  и  Й .  Х Е Р И Н Г

РЕЗЮ МЕ

Дается сравнение результатов расчета автора с результатами измерений, приведен­
ными в литературе, и указывается, что причины отклонений можно было бы выяснить 
лишь при большем числе измерений. Подчеркивается, что описанным автором методом 
нельзя выполнить в один прием расчет таких балок, для которых мощность дозы на поверх­
ности балки необходимо поддерживать ниже допускаемого уровня.



VERTEILUNG DER IM ALUMINIUM BEFINDLICHEN  
KALZIUM-VERUNREINIGUNGEN UND IHR EINFLUSS 
AUF DIE ELEKTRISCHE LEITFÄHIGKEIT DES METALLS

A. DOM ONY
K A N D I D A T  D E R  T E C H N .  W I S S E N S C H A F T E N  

F O R S C H U N G S I N S T I T U T  F Ü R  D I E  I N D U S T R I E  D E R  N I C H T E I S E N M E T A L L E ,  B U D A P E S T

[Eingegangen am 1. A u gust 1957.]

Z ahlreiche A u to ren  sind  d er A n sich t, d ass  d e r aussero rden tlich  v e rä n d e r ­
liche, im  gasfö rm igen  Z u stan d e  n ach w e isb a re  W assersto ffgehalt des A lu m i­
n ium s m it d e r A nw esenheit d er im  M eta ll v o rh an d en en  V eru n re in ig u n g en  
(h au p tsäch lich  N a  und  Ca) z u sa m m e n h ä n g t [1, 2, 3, 4, 5, 6 ], o h n e  jed o ch  
einen  e in h e itlich en  S ta n d p u n k t in  B ezug  a u f  den  M echanism us d e r  du rch  
die V eru n re in igungen  v e ru rsa c h te n  G asau fn ah m e  und  a u f  die R e in ig u n g  des 
gash a ltig en  M etalls v e r tre te n  zu k ö n n en . D ie B ek an n tm ach u n g en  a n a ly tisc h e r  
B estim m u n g sm eth o d en  zum  N achw eis d e r im  A lum inium  b e fin d lic h e n  C a- 
u n d  N a-S p u ren  sind  auch re c h t m a n g e lh a ft. A us diesem  G runde  s in d  die 
V ersuchsergebn isse  ein iger F o rsch e r u n d  ih re  Schlussfolgerungen m ite in a n d e r  
o ftm als n ic h t verg le ich b ar. D ie U n te isu c h u n g  d ieser F rage w ird n o ch  d ad u rch  
e rschw ert, d ass  die B in d u n g sv e rh ä ltn isse  d e r  im  A lum inium  fallw eise  n a c h ­
w eisbaren  Ca- u n d  N a-V eru n re in ig u n g en  b ish e r  noch n ich t g e k lä r t  w orden  
sin d . N ach  frü h e ren  A nsich ten  w urde  an g en o m m en , dass bei d e r H e rs te llu n g  
des A lum in ium s oder bei d er b e i h ö h e re n  T e m p e ra tu ren  d u rc h g e fü h rte n  
V era rb e itu n g  des Ca- oder N a -h a ltig e n  M eta lls  (z. B. beim  Schweissen)- 
Al-Ca- oder A l-N a-L eg ierungen  e n ts te h e n . G leichfalls w urde an g en o m m en , 
dass die m it Ca u n d  N a le g ie rten  M etalle  e in en  grösseren G a sg e h a lt au f­
w eisen, beziehungsw eise zu r G asau fn ah m e  n e ig en  [2, 3 ].

B ere its  im  J a h re  1954—55 bei u n se re n  frü h e re n  V ersuchen  w iesen  w ir 
d a ra u f  h in , d ass  das H ü tte n a lu m in iu m , v o n  seinen H e rs te llu n g su m stä n d e n  
ab h än g ig , die M öglichkeit h a t ,  sich  »m it irg en d e in e r frem den P h a se , in  hoch ­
d isp e rg ie rtem  Z u stan d e , in  seh r fe iner V e rte ilu n g  zu v e ru n re in ig en « . »Diese 
V eru n re in ig u n g  k a n n  aus dem  M etall n a c h trä g lic h  en tw ed er ü b e rh a u p t 
n ich t oder n u r  seh r schw ierig  e n tfe rn t  w e rd en .«  [7]. Solch ein  M e ta ll e n t­
h ä lt  »fein v e r te il te  n ich tm e ta llisch e  V eru n re in ig u n g en , welche d en  C h a ra k te r  
e iner festen  L ösung  haben« . [8 ]. D u rch  d ie  A nw esenheit fein v e r te i l te r ,  n ic h t­
m eta llisch e r V eru n re in igungen  n im m t d ie  e lek trisch e  L e itfä h ig k e it a b . (D er 
e lek trisch e  W id e rs ta n d  w ird  u m  e tw a  0 ,5 — 0,8 O hm . m m 2/km  e rh ö h t.)  [7 ]- 
U nsere  F e s ts te llu n g e n  w erden  d u rc h  n e u e re  V erö ffen tlichungen  m eh re re r  
au s län d isch er F o rsch er b e s tä tig t  ; fe rn e rh in  w ird  die N eigung z u r  G asau f-
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n ä h m e , beziehungsw eise d ie  schw ierige E n tg a s u n g  m ancher M etalle  g e ra d e ­
w egs d u rc h  die A n w esen h e it der im  M etall schw ebenden , festen  V e ru n re in i­
g u n g e n  e rk lä r t [9, 10 ].

Im  Laufe u n se re r in  B ezug  a u f  die N e ig u n g  des A lum inium s z u r  G as­
a u fn a h m e  d u rch g e fü h rten  V ersuche, h ab en  a u c h  w ir m ehrm als d ie  se iten s  
m e h re re r  F orscher b e re its  f rü h e r  v e rö ffen tlich te  E rfa h ru n g  b e s tä tig t g e fu n d en , 
d a ss  d a s  N a triu m , ab e r h a u p tsä c h lic h  K a lz iu m  e n th a lte n d e  M etall m e h r  zu r 
G a sa u fn a h m e  ne ig t, beziehungsw eise beim  A b steh en lassen  des M eta lls  die 
A b g a b e  seines G asgehaltes n u r  schw ierig o d er ü b e rh a u p t n ich t e rfo lg t, w obei 
se in e  e lek trische  L e itfä h ig k e it n ich t e n tsp re c h e n d  is t. Die V ersuche e rg ab en  
in d e s s e n  au sse ro rd en tlich  grosse S treu w erte , w elche öfters auch  w id e rsp re ­
c h e n d  w aren .

U m  den  E in flu ss d e r  C a-V erun re in igungen  a u f  das H ü tte n a lu m in iu m  
e in g e h e n d e r  zu k lä ren , h a b e n  w ir den  K a lz iu m g e h a lt des in  U n g a rn  h e rg e ­
s te l l te n  H ü tte n a lu m in iu m s u n te rsu c h t.

E rgebn isse  der Vor v e rsu ch e

B ei den  m it m eh re ren  H u n d e r t  H ü tte n a lu m in iu m p ro b e n  d u rc h g e fü h rte n  
S p e k tra la n a ly se n , sc h w a n k te  der C a-G ehalt des in  U ngarn  h e rg e s te llte n  
H ü tte n a lu m in iu m s , je  n a c h  se in en  H ers te llu n g sv e rh ä ltn issen , zw ischen 0,001 — 
0 ,0 0 6 % . (D er C aF2-G eh a lt des E lek tro ly ts  b e tru g  2,4 — 3 ,5% .) In  e in igen  
b e s o n d e re n  F ällen  ü b e rs c h r i t t  d er C a-G ehalt d es  M etalls 0 ,01% . D iese le tz te ­
re n  P ro b e n  s tam m ten  au s m it  w arm em  O fen g an g  a rb e iten d en  Z ellen , d e ren  
E le k t r o ly t  einen C aF 2-G e h a lt von  5 — 8 %  au fw ies . D er C a-G ehalt d e r  aus 
m it  w a rm em  O fengang u n d  m it v e rsc h la m m te m  E lek tro ly t a rb e ite n d e n  
Z e llen  s tam m en d en  M eta lle  w a r d u rc h sc h n ittlic h  h ö h er als der d er in  u n te r  
n o rm a le n  V erhältn issen  m it »ausgeglichenem «* O fengang a rb e iten d en  W a n ­
n e n  h e rg e s te llte n  M etalle . A lle Öfen a rb e ite te n  m it saueren  E le k tro ly te n  m it 
e in e m  d u rc h sc h n ittlic h e n  M o lv erhä ltn is  von  2 ,6  N a F —A1F3. Die S p e k tra l­
a n a ly s e  erfo lg te  nach  d e r D o p p e le lek tro d en -M eth o d e .

D ie  M esswerte des C a-G ehaltes s tim m te n  g rössenordnungsgem äss m it 
d e n  E rg e b n isse n  von  F i s c h e r  [ 1 1 ]  üb ere in . I n  A lum inium , w elches in 
3 — 7 %  C a F 2-haltigem  sa u e re m  E le k tro ly t h e rg e s te ll t  w urde, h a t  auch  F i s c h e r  
C a-V eru n re in ig u n g en  v o n  0 ,005%  gem essen.

O bgle ich  die C a-G eh alte  der aus den  W a n n e n  s tam m en d en  P ro b e n  
u n te re in a n d e r  g rössenordnungsgem äss im  a llg em ein en  ü b ere in stim m ten , h a b e n  
w ir  b e i  e in igen  para lle l d u rc h g e fü h rte n  M essungen  tro tz d e m  rech t e rh eb lich e

* Bem erkung : In  unseren früheren Arbeiten [7,81 haben wir als »ausgeglichenen«  
O fen gan g  die B etriebsverhältn isse der schlam m freien, m it kaltem  Ofengang und m it nor­
m aler M etallbadhöhe arbeitenden, nur wenig Schlacke b ildend en  Wanne bezeichnet.
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'S treuw erte  (0,002 — 0,005% ) e rh a lte n . D iese S tre u u n g  h aben  w ir d u rc h  d as  
z u r A usscheidung neigende V erh a lten  des im  A lum in ium  b efind lichen  K a l­
zium s e rk lä rt. D iese S treu u n g  d e r M essw erte h a b e n  w ir indessen  b e i d en  
m it m eta llischem  K alz ium  le g ie rten  P ro b e n  n ic h t  festste llen  k ö n n e n . D ie 
E rgebn isse  s tim m te n  sogar be i e inem  0,1 % -igen  C a-G ehalt m it e in er A b w ei­
ch u n g  von 0,0 0 1 %  überein.

D er C a-G ehalt des R o h m eta lls  is t g eg en ü b er dem  aus dem  A b ste lio fen  
s tam m en d en  M eta ll im  a llgem einen  grösser, obw oh l d u rch  die S tre u u n g  d e r 
M essw erte die A u sw ertu n g  e rsch w ert w u rd e . D en  n iedrigeren  C a-G eh alt des 
au s  dem  A b steh o fen  s tam m en d en  M etalls h a b e n  w ir im  A nfang  d em  A u s­
b ren n en  des K a lz iu m s w ährend  des A b steh en s des A lum inium s zu g esch rieb en . 
F e rn e r  verg lichen  w ir den G asg eh a lt d er v e rsch ied en en , C a-haltige V e ru n re i­
n igungen  au fw eisenden  P ro b en , beziehungsw eise d ie  w ährend  ihres A b s teh en s  
erfo lgende E n tg a su n g . O bgleich die E rgeb n isse  au ssero rden tlich  g e s tre u t u n d  
w idersp rechend  w aren , k o n n ten  w ir tro tz d e m  fests te llen , dass d er G a sg eh a lt 
der ka lz iu m re ich en  P roben  g rösser w ar u n d  d ie  G asabgabe n u r  schw ierig  
v o n s ta tte n  g ing . D ie U n te rsu ch u n g en  h a b e n  w ir m it dem  a b g e ä n d e rte n  
G a su n te rsu c h u n g sa p p a ra t n ach  D a r d e l  d u rc h g e fü h r t  [5 ] . Die M essg en au ig ­
k e it  des A p p a ra te s  b e trä g t b e i e in er r ic h tig e n  P ro b een tn ah m e ^ 0 ,0 1  c m 3 
H 2/100 g Al. D ie  gleichen S treu w erte  h ab e n  w ir auch  d an n  e rh a lte n , w enn  
w ir das M etall vo rh erg eh en d  m it C aH 2, CaC2 o d er C aF 2 und  m it k ry o lith - , 
bezw . m it ch io ly th -h a ltig en  D ecksalzen  b e h a n d e lt  haben . D er G asg eh a lt des 
A lum inium s is t  indessen  bei d en  m it 0,001 — 0 ,0 1 %  m eta llischem  K a lz iu m  
leg ie rten  P ro b en  k le iner ; d ie Ü b e re in s tim m u n g  d er G asb estim m u n g sp ro b en  
w a r befried igend . (S. Z ah len ta fe l I.)

P ara lle l m it  den V ergasungsp roben  h a b e n  w ir auch die e lek tr isch e  
L e itfäh ig k e it des v e rsch ied en artig  v e ru n re in ig te n  (m it m etallischem  K a lz iu m  
leg ie rten , beziehungsw eise m it C a-haltigen  S alzen  in  B erüh rung  g ekom m enen) 
A lum in ium s gem essen . Bei e in igen  P ro b en  h a b e n  w ir sehr u n g ü n stig e  e le k tr i­
sche  L e itfäh ig k e itsw erte  e rh a lte n . U m  den  E in flu ss  der C a-V erun re in igungen  
a u f  die e lek trisch e  L e itfäh ig k e it des M etalls fes ts te llen  zu k ö n n en , h ab e n  
w ir R e in s ta lu m in iu m  (A l-G ehalt 99 ,99% ) m it versch iedenen  M engen von  
m eta llischem  K alz iu m  leg iert. D ie A b n ah m e d e r e lek trischen  L e itfä h ig k e it 
des m it g e ringen  M engen v o n  K alz ium  le g ie r te n  A lum inium s is t im  B ild  1 
v e ran sch au lich t. D ie M essungen h ab en  w ir te ils  an  gegossenen P ro b e n  m it 
d em  durch  W irb e ls tro m w irk u n g  fu n k tio n ie re n d e n  e lek trischen  W id e rs ta n d s ­
m essgerä t »S ig m atest« , teils an  den  aus dem  M eta ll gezogenen D rä h te n  m it der 
k lassischen  e lek tr isch en  W id e rs tan d sm essm e th o d e  d u rch g efü h rt. D ie e in ze l­
n e n  M essungen s tim m ten  m it e in e r G en au ig k e it von  i 0, l  O h m .m m 2/k m  
m ite in an d e r ü b e re in . An H an d  d er W id erstan d sm essu n g en  k a n n  fe s tg e s te llt 
w erden , dass geringe M engen v o n  C a-V erun re in igungen  die e lek trisch e  L e it­
fäh ig k e it des A lum in ium s in  hohem  G rade (e tw a  in  gleicher O rd n u n g sg rö sse
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Zahlentafel I

Gasgehalt der verschiedenartig behandelten M etalle, im  Vakuum-Gasbestimmungsapparat gemessen 

Zusam m ensetzung des gem essenen H üttenalum inium s : Si =  0,11% , Fe =  0,20% , T i =  0,005%.

D u r c h s c h n i t t s ­
w e r te  d e s  

s c h e in b a r e n  
C a - G e h a lte s

G a s g e h a lt  
c m 3 H 2/1 0 0  g  A l

e le k t r i s c h e
L e i t f ä h ig k e i t

S ie m e n s

N orm ales H üttenalum inium  vor dem Abstehen 0,003 18— 22 34,2
norm ales H üttenalum inium  nach 4 stündigem  

A b s t e h e n ........................................................................... 0,003 1 0 — 1 2 35,0
norm ales H üttenalum inium  -j- Zusatz von CaH2 

und künstliches Vergasen ........................................ 0,006 25— 30 33,6

nach  4 stündigem  Abstehen ........................................ 0,006 22— 27 33,9

nach 8 stündigem  A bstehen ........................................ 0,005 20— 27 34,0

aus »nichtausgeglichenem « Ofengang stammendes 
M e t a l l .................................................................................. 0,008 23— 28 33,4

nach 4 stündigem  Abstehen ........................................ 0,005 23— 26 33,6

nach 8 stündigem  Ahstehen ........................................ 0,005 18— 24 33,7

m it m etallischem  K alzium  legiertes H üttenalu­
m inium  ............................................................................. 0 , 0 1 22— 24 34,0'

nach 4 stündigem  Abstehen ........................................ 0,008 12— 14 34,5
nach 8 stündigem  Abstehen ........................................ 0,008 12— 14 34,4-

Abb. 1
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m it den  T i- u n d  V -V erunrein igungen) v e rsc h le c h te rn  ; d u rch  C a-V erun re in i- 
gungen  von  m ehr als 0 ,0 2 %  w ird  indessen  d e r  a u f  die e lek trische  L e itfä h ig ­
k e it des A lum in ium s w irkende ungünstige  E in f lu ss  v erh ä ltn ism ässig  v e rm in ­
d e r t  (B ild  2). D iese B eo b ach tu n g  s tim m t m it d en  du rch  das A l-C a G leich­
gew ich tsd iag ram m  angezeig ten  L öslich k e itsv e rh ä ltn issen  des K alz iu m s ü bere in .

F ü r  die e lek trisch e  L e itfäh igke it des C a F 2-, C aH 2-, CaC2-h a ltig e n , m it 
K ry o lith - oder C h io ly thsa lzen  b eh an d e lten  M eta lls  erh ie lten  w ir — Gegen-

Abb. 2

s a tz  zu den  m it m eta llischem  K alzium  leg ie rten  P roben  — m it d em  Ca- 
G eh a lt n ich t zu sam m en h än g en d e, u n a u sw e rtb a re  S treuw erte . D ie E rgebn isse  
d e r  sow ohl m it R e in s ta lu m in iu m  (A l-G ehalt 99 ,99% ), als auch  m it H ü tte n ­
a lu m in iu m  b e k a n n te r  L e itfäh ig k e it d u rc h g e fü h rte n  V ersuche w aren  w ider­
sp rech en d . Im  allgem einen  hab en  w ir be i d en  m eisten  P roben  u n b e g rü n d e te r­
weise eine e rheb liche  A bnahm e d er e le k tr isc h e n  L e itfäh ig k e it b e o b a c h te t.

Versuchsbeschreibung und Auswertung der Versuchsergebnisse

In  d iesem  A b sc h n itt unserer V e rsu ch sa rb e it w aren w ir b e m ü h t, die 
U rsach e  d er E ig en sch aftsän d eru n g en  des m it  m etallischem  K a lz iu m  leg ier­
te n , beziehungsw eise m it C a-haltigen  S a lzen  beh an d e lten  A lu m in iu m s zu 
k lä ren . W ir w o llten  zu  diesem  Zwecke fe s ts te lle n , ob flüssiges A lum in ium  
b e i versch iedenen  T e m p e ra tu ren  aus K a lz iu m  en th a lte n d e n  V erb in d u n g en , 
in  A nw esenheit v o n  K ry o lith  (3 N a F A lF 3) oder C hiolyth  (5 N aF -3 A lF s), 
m it K alz ium  eine L eg ierung  b ild e t, u n d  w elche Menge an  K a lz iu m  hierbei 
au fn eh m en  k a n n .



3 0 0 A. DOMONY

B e i den  V ersuchen  h a b e n  w ir C aF 2-, C aH 2- u n d  CaC2-V erb in d u n g en  
au s  d e m  G runde v e rw en d e t, w eil e inerseits be i d e r  A lu m in ium —E le k tro ly se  
m it  d e m  E n ts te h e n  d ieser Salze gerechnet w erd en  k a n n  und  a n d e re rse its  
w eil b e i unseren  V e rsu c h s te m p e ra tu re n  d as  K a lz iu m h y d rid  (C aH 2) u n d  
K a lz iu m k a rb id  (CaC2) v ie l w en iger stab ile  V erb in d u n g en  als das K a lz iu m ­
f lu o r id  (C aF 2) sind. G le ichzeitig  is t auch die Z erse tzu n g  dieser V e rb in d u n g en  
(C aC 2 u n d  C aH 2) zu e rw a r te n .

D ie  V ersuche h ab e n  w ir im  S ilits tab o fen  m it W id ers tan d sh e izu n g  d u rc h ­
g e fü h r t .  D ie R e in s ta lu m in iu m e in sä tze  von je  2 kg  h ab e n  w ir im  G ra p h ittie g e l 
gesch m o lzen , und  dem  geschm olzenen  M etall h a b e n  w ir fallweise 100 — 100 g 
S a lzg em isch  zugesetzt. U m  e in e  inn igere  B e rü h ru n g  des Salzgem isches m it 
d em  M eta ll h e rb e izu fü h ren , h a b e n  w ir n ach  E rre ic h e n  der V e rsu c h s te m p e ra ­
tu r ,  d a s  Salzgem isch m it d em  M etall w ährend  10 M in u ten  d re im in u tlich  v e r ­
r ü h r t ,  so d an n  nach  A u ssc h a ltu n g  d er H eizung  d as  M etall u n te r  S a lzdecke  
a u f  750° C abgeküh lt ; h ie r a u f  erfo lg te  eine E n tsc h la c k u n g  ; d an ach  w u rd en  
z u r G asb estim m u n g  A u sg iessp ro b en  u n d  zu r S p ek tra lan a ly se  S p e k tra lp ro b e n  
gegossen . Die V ersuche w u rd e n  bei 950° C (T e m p e ra tu r  der A lu m in iu m —  
E le k tro ly se ) , bezw. bei 1150° C d u rch g efü h rt.

Zahlentafel II

S a l z z u s a m m e n ­
s e t z u n g

S a lzm e n g e
g

R e a k t io n s ­
t e m p e r a t u r

° C

G ie ss ­
t e m p e ­

r a t u r
° C

Z u s a m m e n s e tz u n g  d e s  M e ta lls  n a c h  d e m  V e r s u c h *

F e Si

C

d u r c h  d a s  D o p p e l-  
e le k t r o d e n - V  e r ­

f a h r e n  g e m e sse n

a

d u r c h  d a s  G e g e n ­
e le k t r o d e n - V  e r ­

f a h r e n  g e m e s s e n

CaF2 ...................... 100 950— 1000 700 0,016 0,011 0,001— 0,005 0,001— 0,003
K r y o lith +  CaF2 9 0 + 1 0 950— 1000 750 0,017 0,020 0,001— < 0 ,0 0 5 0,001— 0,003

K ryolith-)- CaH2 9 5 +  5 975 750 0,016 0,019 0,005— 0,020 0,001— 0,003

K ryolith-f- CaC2 9 5 +  5 950 750 0,018 0,020 0,005— 0,015 0,001— 0,003

C h io ly th + C a F 2 9 0 + 1 0 950 760 0,018 0,016 0,002— 0,005 о о о T © © ©

Chioly th-}- CaH2 9 5 +  5 950 760 0,018 0,020 0,005— 0,015 0,001— 0,003

C h io ly th + C aC 2 9 5 +  5 940 750 0,017 0,020 0,003— 0,020 0,001— 0,003

Z a h le n ta fe l I I  g ib t die Z u sam m en se tzu n g  d er b e i den bei 950 °C d u rc h ­
g e fü h r te n  V ersuchen v e rw e n d e te n  Salzgem ische, u n d  die A n a lysenw erte  d e r

* Bemerkung : Zusam m ensetzung des Ausgangsm etalls :

Fe 0,005%
Si 0,003%
Cu 0,001%
Mg < 0 ,0 1 %
Zn < 0 ,0 1 %
Ti 0,0002%
Ca < 0 ,0 0 1 %
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m it Salz b e h a n d e lte n  M etalle w ieder. D ie b e i 1150 °C erzielten  V e rsu c h s ­
ergebn isse  s tim m en  m it den in  Z ah len ta fe l I I  w iedergegebenen  W erten  ü b e re in . 
D ie g leichen  E rgebn isse  e rh ie lten  w ir bei d er W iederho lung  d ieser V ersu ch e  
m it 0 ,2 %  Si leg ie rtem  R e in st-  u n d  H ü tte n a lu m in iu m  (A l-G ehalt 9 9 ,5 % ) 
bei 950 u n d  1150 °C. Die K a lz iu m b estim m u n g en  erfo lg ten  im  L a b o ra to r iu m  
fü r S p e k tra la n a ly se  d er M a te ria lp rü fu n g sa b te ilu n g  der Csepeler E ise n -  u n d  
M eta llw erke , w obei zw ei versch iedene M eth o d en  angew an d t w u rd en . D iese 
b e id en  M ethoden** s ind  :

D ie fü r die be id en  A nalysen  n o tw en d ig en  E ich p ro b en  w u rd en  m it  aus 
R e in s ta lu m in iu m  (A l-G ehalt 99 ,99% ) m it m e ta llisch em  K alzium  h e rg e s te ll­
te n  V o rleg ie rungen  a n g e fe rtig t. D ie aus d iesen  E ichp roben  h e rg e s te ll te n  
L ö su n g en  w urden  e in er S p ek tra lan a ly se  u n te rzo g en .

D ie m it C a-ha ltigen  Salzen in  B e rü h ru n g  gekom m enen P ro b e n  w iesen  
h ä u fig  sogar be i den  m it derse lben  E le k tro d e  w ied erh o lten  V ersuchen  — bei 
d er A n w en d u n g  d er D o p p e le lek tro d en -M eth o d e  — völlig u n reg e lm äss ig e  
S tre u w e rte  au f. D ie m it m eta llisch em  K a lz iu m  leg ierten  V erg le ich sp ro b en  
lie fe rte n  indessen  auch  bei d er A nw endung  d e r D o p p e le lek tro d en -M eth o d e  
vo rzü g lich  ü b ere in stim m en d e  P a ra lle lw e rte . W ir u n te rsu ch ten  w ie d e rh o lt m it 
dem  G eg en e lek tro d en -V erfah ren  sow ohl alle aus d en  bei beiden T e m p e ra tu re n  
d u rc h g e fü h rte n  V ersuchen  s tam m en d en  P ro b e n , als auch die m it d em  m e ta l­
lisch em  K alz iu m  leg ie rten  M uste r, fe rn e r d ie v o rh e r  n u r  m it d em  D o p p e l-  
e lek tro d en -V erfah ren  u n te rsu c h te n  H ü tte n a lu m in iu m p ro b e n . Die d u rc h  d iese 
K o n tro llu n te rsu c h u n g e n  e rh a lte n e n  W erte  s tim m te n  diesm al sow ohl m ite in ­
a n d e r , als auch  m it den  V ersuchsw erten  d e r m it m eta llischem  K a lz iu m  
le g ie r te n  P ro b en  g u t ü b ere in . D ie fü r  K a lz iu m  e rh a lten en  S tre u w e rte  ü b e r ­
s c h r i t te n  n ic h t ^ 0 ,0 0 1  % . D ie bei v e rh ä ltn ism ä ss ig  n iedrigeren  T e m p e ra tu re n  
m it d e r  G eg en e lek tro d en m eth o d e  d u rc h g e fü h rte  S p ek tra lan a ly se  w e is t n ä m

** D ie Bestim m ungsm ethoden wurden durch D r. Tibor T örök und D r. Barna  
W e s z p r é m y  ausgearbeitet. D ie ausführliche B eschreibung dieser M ethoden ersch ein t 
dem nächst.

a) Doppelelektroden-M ethode : die bei der B earbeitung der 6 mm 0  sta rk en  un d  m it 
einem  N ip p el von  3,5 m m  0  versehenen E lektroden an den Stirnflächen en tsteh en d en  G rate  
sind n ich t entfernt worden ; diese Art der B earbeitung is t  aus dem Grunde n ö t ig , dam it 
die äusseren Verunreinigungen verm ieden und die E m pfind lichk eit der B estim m u n g  erhöht 
werden soll ; infolge der durch die an den G raten brennenden Funken hervorgerufenen  
Ü berhitzung, reichern sich die Spurelem ente durch die fraktionierte D estillation  in  dem  leuch­
tenden  Dam pfraum  an, w om it eine Erhöhung der B estim m ungsem pfindlichkeit bew irk t wird. 
Trotz der durch die auf eine verhältnism ässig k leine F läche beschränkte F u n k en b ild u n g  
bedingten  grossen E m pfind lichkeit, ergibt dieses V erfahren bedeutende S treuw erte .

b) Gegenelektroden-Methode : Gegenüber der an der Stirnfläche in ihrem  v o lle n  Quer­
sch n itt eben abgedrehten E lektrode wird eine m it e inem  N ippel vo l 1,5 m m  0  versehene,, 
aus spektralreinem  K upfer erzeugte G egenelektrode geste llt. D ie E m p fin d lich k eit dieses 
V erfahrens ist zwar um  etw a eine Ordnungsgrösse kleiner als die E m pfind lichkeit der unter  
a) beschriebenen M ethode, aber ihre Reproduzierbarkeit ist in jeder H insicht befriedigend.

B ei dem obenbeschriebenen Verfahren w urden die Funken durch N iederspann un gs­
erregung erzeugt (500 V, 2,5 p F ,  1 m H ). D er verw end ete  Spektrograph war T y p  Zeiss Qu 
24 (Spaltbreite 10 p ) .  Linienpaar : Ca 3933,7/A1 3050,1.
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lie h  n u r  die A n w esen h e it des K alzium s n a c h . D urch  die A nw esen h e it d er 
b e i  v ie l höheren  T e m p e ra tu re n  v e rd am p fen d en  K alzium salze w ird  d ie  B e s tim ­
m u n g  n ich t b e e in flu ss t.

F ü r  die be i d e n  D o p p e le lek tro d en an a ly sen  e rha ltenen  S tre u w e rte  des 
K a lz iu m g eh a lte s  d e r  n ic h t  m it m e ta llisch em  K alzium  leg ie rten  P ro b e n , 
k a n n  eine D eu tu n g  m it  H ilfe  des G egenelek troden -Y erfah rens g e fu n d en  w er­
d e n . W äh ren d  n ä m lic h  d as  G egenelek troden -V erfah ren  n u r die M enge des im  
A lu m in iu m  an w esen d en  m eta llischen  K a lz iu m s  anzeig t, w urde d u rc h  das 
D o p p e le le k tro d e n -V e rfa h re n , infolge d er d u rc h  d ie  F u n k en b ild u n g  b e w irk te n  
Ü b e rh itz u n g  der P ro b e , au ch  die im  M eta ll d isp erg ie rte  K alz ium salzm enge 
{h au p tsäch lich  C aF 2) nachgew iesen . Die d u rc h  d ie P aralle lversuche e rh a lte n e n  
S tre u w e r te  k o n n te n  a b e r  eine E rk lä ru n g  d a d u rc h  finden , dass die K a lz iu m ­
flu o rid e in sch lü sse  so g a r  in  feiner D ispersion  un g le ich  v e rte ilt s in d .

A n H an d  d er V ersu ch s- und A na ly sen erg eb n isse  können fo lgende F e s t­
s te llu n g e n  gem ach t w e rd e n  :

1. O hne E le k tro ly se  k an n  das A lu m in iu m  b e i T em p era tu ren  v o n  950 
b is  1150 °C aus C a F 2-, CaC2- und  C aH 2-h a ltig e n  basischen o d e r sau e ren  
(K ry o li th  oder C h io ly th ) Salzen kein  K a lz iu m  reduzieren  beziehungsw eise 
b i ld e t  d as  A lum in ium  m it  K alzium  keine L eg ie ru n g . (U nsere F e s ts te llu n g e n  
w erd en  auch d u rch  th e rm o d y n am isch e  E rw ä g u n g e n  u n te rs tü tz t  ; d em n ach  
b e s i tz t  näm lich  von  a llen  in  der R eak tio n  te iln eh m en d en  K o m p o n en ten  das 
K a lz iu m flu o rid  (C aF 2) d a s  grösste th e rm o d y n a m isc h e  P o ten tia l u n d  d esh a lb  
e n ts te h t  in  A n w esen h e it v o n  k a lz iu m h a ltig en  S u b stan zen  u n d  F lu o rio n e n  
s te ts  eine stab ile  C aF 2-V erb indung .)

2. Die m it d en  k a lz iu m h a ltig en  S a lzgem ischen  in inniger B e rü h ru n g  
b e fin d lich e  A lum in ium schm elze  kan n , ohne o d e r d u rch  die E in w irk u n g  des 
S tro m e s , bei 950—1150° C m ehr oder w en ig e r m it n ich tm eta llisch en  S a lz ­
e in sch lü ssen  in fe in e r V erte ilu n g  v e ru n re in ig t w erden . (Siehe die K a lz iu m ­
w e rte  d e r m it V e rsu ch sm e ta ll-  und  aus d en  A lum inium öfen  en tn o m m e n e n  
P ro b e n  d u rch g e fü h rten  S p ek tra lan a ly sen .) D e r  C a-G ehalt dieser E in sch lü sse  
h ä n g t  v o n  der u rsp rü n g lic h e n  Z u sam m ense tzung  des Salzes und  E le k tro ly ts  ab . 
D e r d u rc h  das D o p p e le lek tro d en -V erfah ren  n ach w e isb a re  K a lz iu m g eh a lt ze ig t 
in  je n e m  Falle die A n w esen h e it der im  M eta ll b e fin d lich en  S alzeinschlüsse an , 
w en n  das A lum in ium  m it  k a lz ium haltigen  S a lzen  in  B erührung  w ar. N ach  
d e n  in  Z ah len ta fe l I I  w iedergegebenen A nalysenergebn issen  des D o p p e l­
e lek tro d en -V erfah ren s  s c h e in t das K a lz iu m k a rb id  (CaC2) bezw. das K a lz iu m ­
h y d r id  (C aH 2) die im  M e ta ll s ta ttf in d e n d e  fe in e  D ispersion  der S alzeinsch lüsse 
zu  beg ü n stig en .

3. D as L eg ieren  m it  geringen M engen v o n  m etallischem  K a lz iu m  
b e e in f lu ss t die N eigung  des A lum inium s zu r G asau fn ah m e  n ich t. D ie G asau f­
n a h m e fä h ig k e it w ird  v o r  a llem  durch  die im  M eta ll fein d isp e rg ie rten  V er­
u n re in ig u n g e n  b e fö rd e r t, beziehungsw eise k a n n  d u rc h  die A nw esenheit d ieser
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fe in v e rte ilte n  V erun re in igungen  auch  das w ä h re n d  des A bstehens e rfo lg en d e  
lan g sam e E n tg a se n  e in iger A lu m in iu m ein sä tze  e rk lä r t  w erden. D iese E rsc h e i­
nu n g  k a n n  du rch  die zw ischen dem  S alze insch luss und  Gas s ta t t f in d e n d e  
W echselw irkung  g e d e u te t w erden.

D ie aus u n se ren  V ersuchen  u n d  aus d en  E rgebnissen  d er g e sc h ild e rte n  
A n a ly sen m eth o d en  gezogenen S ch lussfo lgerungen  stim m en m it d e n  n eu e ren  
F es ts te llu n g en  des S ch rifttu m s üb ere in . N a c h  S c h m it t  und  W i t t n e r  [10] 
»g e lan g t das K a lz iu m  w ahrschein lich  m it d em  A lum inium oxyd a u f  m e c h a n i­
schem  W ege in  das A lum inium «. F e rn e r s te lle n  die genann ten  F o rsc h e r  fe s t, 
dass d e r C a-G ehalt des A lum inium s die G asau fn ah m efäh ig k e it n ic h t  fö rd e r t , 
u n d  b e im  A b steh en  die einige tau sen d s te lp ro z e n tig e  C a-V eru n re in ig u n g  
e in igerm assen  v e rr in g e rt, aber n ic h t e n tfe rn t  w ird . (D er C a-G ehalt d es  M etalls 
w ird  v o r  dem  A b steh en  m it 0 ,0037% , n a c h  dem  A bstehen  m it 0 ,0 0 3 %  an g e ­
geben.)*** Die N eigung  ein iger M etalle z u r G asaufnahm e w ird  a u c h  v o n  den  
z itie r te n  F o rsch ern , in  Ü b ere in stim m u n g  m it anderen  A u to ren , d u rc h  die 
A nw esenheit fe in d isp erg ie rter, s a lza rtig e r , fallw eise C a-haltiger V e ru n re in i­
gun g en  im  A lu m in ium  g ed eu te t. Die b e id e n  F o rscher bem erken  n o c h , dass 
d ie  M enge der im  M etall befind lichen , fe in d isp e rg ie rten , sa lz a r tig e n  V e ru n ­
re in ig u n g en  ausser d e r S a lzzu sam m en se tzu n g  in  hohem  G rade v o n  d e r  T em ­
p e ra tu r  des M etalls ab h än g t.

D er G ed an k en g an g  von S c h m it t  u n d  W it t n e r  s tim m t m it  u n se re r 
frü h e re n  A rg u m e n ta tio n  [7, 8 ] ü bere in . D ieser Ü berlegungen zu fo lge  k a n n  
d as  au sse ro rd en tlich e  V erh a lten  des M eta lls d u rch  die A nw esen h e it d e r im  
M eta ll v o rh an d en en  fe in d isp erg ie rten , n ich tm eta llisch en  V e ru n re in ig u n g en  
e rk lä r t  w erden . M it d e r E rh ö h u n g  der T e m p e ra tu r  (im Falle » n ich tau sg eg li-  
chenen«  O fengangs oder bei d er Ü b e rh itz u n g  des M etalls) n im m t a u c h  die 
M enge d e r im  M etall fe ind isperg ie rten , sa lz a r tig e n  E inschlüsse zu. D ie A n w esen ­
h e it d e r  sa lza rtig en  V erunre in igungen  b e w irk t infolge der zw ischen  d en  E in ­
sch lüssen  u n d  dem  W assers to ff b e s te h e n d e n  chem ischen oder m ech an isch en  
W echselw irkung  (A dsorp tion) eine g es te ig e rte  N eigung des M eta lls  z u r  G as­
a u fn ah m e .

L a u t u n se re r frü h eren  F e s ts te llu n g e n  versch lech tern  die im  M etall 
d isp e rg ie rten , fa s t  in  fe s te r Lösung b e fin d lich en , n ich tm eta llisch en  V e ru n re i­
n ig u n g en  in  h o h em  G rade die e lek trisch e  L e itfäh ig k e it des M eta lls . A n  H a n d  
u n se re r  gegen w ärtig en  V ersuchsergebn isse  k a n n  festgestellt w e rd e n , dass 
d iese  V e ru n re in ig u n g en  auch die G asau fn ah m efäh ig k e it des M eta lls  in  hohem  
M asse b ee in flu ssen . D ie im  M etall fa llw eise b eo b ach te ten  als K a lz iu m  n a c h ­
w eisb a ren  V erun re in igungen , obgleich sie in  sich selbst k e ine  geste ig e rte  
G asau fn ah m e  v e ru rsach en , zeigen in  dem  m it  C a-haltigen Salzen in  B e rü h ru n g

*** D ie Frage, in  welcher Form das K alzium  im  Aluminium vorhanden ist , lassen  
S ch m itt  und W it t n e r  in ihrer Arbeit offen .

4  A c t a  T c c h n ic a  X X I /3 — 4 .
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g ek o m m en en  A lu m in iu m  die A nw esenheit d e r  v o n  dem  S ta n d p u n k te  d e r 
tech n o lo g isch en  E ig e n sc h a fte n  aus u n g ü n s tig e n , fe ind isperg ierten  S a lze in ­
sch lü sse  an. E inige C a-h a ltig e  Salze neigen  se h r  z u r B ildung feiner D isp e rs io ­
n e n . D ie R ein igung  d e r a u f  diese W eise v e ru n re in ig te n  M etalle, das E n tg a s e n  
u n d  E n tfe rn e n  d er E in sch lü sse  — was sow ohl fü r  die elektrische L e itfä h ig k e it, 
a ls au ch  fü r die H e rs te llu n g  der b lasenfre ien  H albzeuge  erfo rderlich  is t  — 
s te l l t  be i den w eniger fe in v e rte ilte , n ic h tm e ta llisc h e  E inschlüsse e n th a l te n ­
d e n  M etallen  eine re c h t schw ierige A ufgabe d a r .

N ach  unseren  m it d e n  E rgebnissen a n d e re r  F o rsch er ü b e re in s tim m en d en  
E rfa h ru n g e n  k ö n n en  d ie  m it W assersto ff u n d  g e ringen  M engen an  M g, N a  
o d e r Ca v e ru n re in ig ten  H ü tte n m e ta lle  am  e rfo lg re ich s ten  m it sau e ren  A1F3- 
-N a F  (M olverhältn is 1,6 — 2), bezw . m it dem  a u s  dem  D reisto ffsystem  A1F3- 
-N aF -N aC l b es teh en d en  Salzgem isch g e re in ig t w erden . Die a u s län d isch en  
F o rsc h e r  erk lä ren  d iese E rscheinung  d u rc h  d ie  zw ischen dem  S alzgem isch  
u n d  M eta ll s ta ttf in d e n d e  chem ische W irk u n g . N a c h  diesen h ä n g t d er E rfo lg  
d ieses R affin a tio n sp ro zesses  — die B in d u n g  d e r  im  M etall v o rh a n d e n e n  
H a-, M g-, N a-, bezw . C a-V erunre in igungen  — z u a lle re rs t von dem  V e rh ä ltn is  
d e r  im  Salzgem isch b e fin d lich en  A lum in ium - u n d  N atrium ionen  ab . D as 
R ein igungsgem isch  is t  u m  so w irkungsvoller, je  n ä h e r das V erh ä ltn is  d er 
A lu m in iu m io n en  u n d  sä m tlic h e r  N a triu m io n en  (d ie  M enge der zu dem  C hlorid  
g eb u n d e n e n  N a triu m io n e n  m iteinbegriffen) des Salzgem isches zu der Z u sa m ­
m e n se tz u n g  des C h io ly th s  lieg t. W enn d as  V e rh ä ltn is  der A lum in ium - u n d  
N a tr iu m io n e n  dem  K ry o li th  n ahekom m t, n im m t die G eschw indigkeit d e r 
R e in ig u n sreak tio n  ab . D ie F äh ig k e it zu r B in d u n g  beziehungsw eise zum  E n t ­
fe rn e n  des im  M eta ll v o rh a n d e n e n  W assers to ffes , u n d  der bei d e r S p e k tr a l­
a n a ly se  als Mg-, N a- u n d  C a-haltig  e rsc h e in e n d en  V erunre in igungen  v e r ­
r in g e r t  sich. D er R e in igungsm echan ism us w ird  d u rch  die W irkung  des in  
sa u e re n  M edien fre iw e rd en d en  A lu m in iu m flu o rid s  (A1F3) und  d u rc h  d ie 
zw isch en  dem  A1F3 u n d  den  V eru n re in ig u n g en  s ta ttf in d e n d e  chem ische  
R e a k tio n  e rk lä rt. In  a lk a lisch en  Medien (im  F a lle  eines grösseren M olver­
h ä ltn is se s  von N a F -A lF 3) w ird  an Stelle v o n  A 1F3 N a frei. D ie im  M eta ll 
b e fin d lich en  V eru n re in ig u n g en  w erden d u rch  d as  fre iw erdende N a tr iu m  n ic h t 
g e b u n d e n .

U nserer M einung n a c h  is t die R e in ig u n g  des M etalls in  G eg en w art 
s a lz a r tig e r  E inschlüsse (z. B . C a-V erunre in igungen) n ic h t n u r die Folge e in e r  
ch em isch en  R eak tio n , so n d e rn  sie is t in e rs te r  R e ih e  wegen der im  R e in ig u n g s­
sa lz  s ta t tf in d e n d e n  A u flö su n g , beziehungsw eise w egen  der durch  das R e in i- 
g u n g ssa lz  bew irk ten  A u sw asch u n g  der s a lz a r tig e n  E inschlüsse ein p h y s ik a li­
sc h e r V organg . D ie L ö su n g sfäh ig k e it des R ein ig u n g ssa lzes  — bei v e rh ä ltn is ­
m äss ig  n iedrigen  R e in ig u n g stem p era lu ren  (720— 800 °C) — gegenüber S a lze in ­
sc h lü sse n  (h au p tsäch lich  C a F 2) h äng t v o n  d e m  S chm elzpunk t bezw . d e r  
V is k o s itä t  des S alzgem isches ab.
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In  Z ah len ta fe l I I I  s in d  die V erg leichsw erte  d e r S ch m elzpunk te  e in ig e r 
zu  dem  A lF 3-N aF -N aC l-D reisto ffsystem  g eh ö ren d en  Salze a n g e fü h rt.

Zahlentafel III

Salzgemisch Schmelzpunkt Salzgemisch Schmelzpunkt

K ry o lith ......................

K ryolith-|-65% NaC l

K ryolith+14% N aC l

1011 °c
975 „ 

952 „

C h io ly th ......................

C hiolyth+9% N aC l

C hiolyth+15% N aC l

737 °C 

715 „  

702 „

A us d er Z ah len ta fe l is t  zu ersehen, dass b e i d er R e in ig u n g s te m p e ra tu r  
des A lum inium s n u r  sa u e re , ch io ly th a ltig e  Salzgem ische in  geschm olzenen  
Z u stan d e  v o rh an d en  s in d . Z u r A uflösung u n d  A usw aschung d e r im  M etall 
b e find lichen  sa lzartig en  E insch lüsse  (Ca-Salze, usw .) is t jed o ch  n o tw e n d ig , 
dass das R e in ig u n g sm itte l sich  in  geschm olzenem  u n d  w om öglichst in  d ü n n ­
flüssigem  Z u stan d e  b e fin d e n  soll. W ir m essen au ch  die Rolle des zu m  C h io ly th  
zu g ese tz ten  NaCl-s h a u p tsä c h lic h  dem  U m sta n d e  bei, dass es d en  S chm elz­
p u n k t des R ein igungssalzes e rn ied rig t, beziehungsw eise, falls sich  d as  Salz­
gem isch infolge der S u b lim a tio n  des A lF 3-s n a c h  einem  grösseren  M olver­
h ä ltn is  von  N aF -A lF 3 (d. h . nach  einer a lk a lisch e ren  Z u sam m en se tzu n g ) 
h in  v e rsch ieb t, so w ird  d u rc h  das NaCl d er geschm olzene Z u s ta n d  des R e in i­
gungssalzes noch  im m er gesich ert. D em gem äss e ig n e t sich das aus N a F -A lF 3- 
-N aC l b esteh en d e , n ied rig en  S chm elzpunk t b e s itzen d e  Salzgem isch eben fa lls  
zu r R ein igung  der m it d em  an  den festen  E in sch lü ssen  h a ften d en  W a sse rs to ff  
v e ru n re in ig te n  M etalle . In fo lgedessen  e n tfe rn e n  die n iedrige S c h m e lzp u n k te  
b e s itzen d en , zu A lF 3-N aF -N aC l D re is to ffsy stem  gehörenden  S alzgem ische  aus 
dem  geschm olzenen A lu m in iu m  gleicherw eise d ie m eta llischen  u n d  n ic h t­
m eta llischen  V eru n re in ig u n g en  u n d  so v e rm in d e rn  sie g leichzeitig  sow ohl 
d en  sche in b aren  G eh alt an  Ca, als auch d en  schäd lichen  W asse rs to ffg eh a lt.

D urch  die D u rch w asch u n g  des fe in d isp e rg ie rten , n ic h tm e ta llisc h e  V er­
u n re in ig u n g en  e n th a lte n d e n  M etalls m it Salzgem ischen , von n ied rig en  S chm elz­
p u n k te n , k ann  die e lek trisch e  L e itfäh igke it u n d  die N eigung zu r G asau fn ah m e  
v e rb esse rt w erden.
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ZUSAM M ENFASSUNG

Im  Laufe unserer V ersuchsarbeit gelang es uns zu klären, dass das in  A lum inium  
d u rch  Spektroskop nachw eisbare K alzium  nicht in  m etallischer Form, sondern in  Form  
v o n  salzartigen E inschlüssen vorhanden  ist. Infolgedessen kann die Anwesenheit v o n  K alzium  
die  durch salzartige E insch lü sse  bedingte Verunreinigung anzeigen. D ie ausserordentliche  
V ersch lechterung der an e in igen  Proben beobachteten  elektrischen L eitfäh igkeit und die 
sch w ere  E ntgasungm öglichkeit w ird  durch die A n w esenheit der Salzeinschlüsse verursacht. 
D ie  Salzeinschlüsse können aus dem  Aluminium m it aus C hiolyth und N atrium chlorid beste­
h en d en  Reinigungsm itteln ausgew aschen werden. D er  Reinigungsvorgang w ird dadurch  
erk lärt, dass dieser n icht nur a u f chemischen R eaktionen , sondern vor allem  a u f p h y sik a li­
sch en  Erscheinungen beruht.

D IST R IB U T IO N  OF CALCIUM -IM PURITIES IN  T H E  ALUM INIUM  A N D  T H E IR  
IN FL U E N C E  ON T H E  ELECTRIC C O N D U C T IV IT Y  OF T H E M ETAL

A. DOMONY

SUMMARY

W e succeeded to p rove in  course of our experim en ta l work, that the calcium , that 
can  b le  found in some sorts o f  alum inium  by spectroscopical exam ination, is n o t present in  
m e ta llic , but in salt-like inclu sions. The presence o f ca lc ium  m ay indicate therefore the con­
ta m in a tio n  of the alum inium  w ith  salt-like inclusions. T he extraordinary deterioration of  
th e  e lectr ic  conductivity, th a t  w as observable on certain  sam ples, and the d ifficu lt degasify- 
in g  o f  th e  m etal is caused b y  th e  attendance o f inclusions o f  salt. These can be w ashed out 
b y  th e  aide of cleaning agents, w h ich  are composed from  ch io lite  and sodium chloride. The 
c lea n in g  process is explained b y  th e  fact, that it  is based  prim arily on physical effects and 
n o t o n  chem ical reactions o n ly .



VERTEILUNG DER IM ALUMINIUM BEFINDLICHEN KALZIUM-VERUNREINIGUNGEN 3 0 7

LA R ÉPA R TITIO N  D E S IM PU R E T É S D E  CALCIUM D A N S  L ’ALUM INIUM  E T  S(?N  
IN FL U E N C E  SU R  LA CO NDUCTIBILITÉ É L E C T R IQ U E  DES M ÉTA U X

A. DOMONY

RÉSUM É

Il a été possible de dém ontrer, au cours de nos recherches que le calcium décelé dans 
l ’alum inium  à l’aide du spectroscope ne s’y trouve pas dans son éta t m étallique, m ais sous 
form e de sels. La présence du calcium  pourrait donc indiquer que l’aluminium con tien t des 
inclusions de sels. L’extrêm e dim inution de la conductib ilité électrique et la d ifficu lté  de 
dégazer, constatées sur les échantillons, sont causées par la  présence des inclusions de sels. 
Ces im puretés peuvent être éloignées de l’alum inium  à l ’aide d’épuratoires composés de ch iolite  
e t de chloride de sodium . Le processus d’épuration s’explique par le fa it qu’ à côté des réac­
tions chim iques, les phénom ènes physiques y  jouent un rôle décisif.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПРИМЕСИ КАЛЬЦИЯ В АЛЮМИНИИ 
И ВЛИЯНИЕ ЭТОЙ ПРИМЕСИ НА ЭЛЕКТРОПРОВОДИМОСТЬ МЕТАЛЛА

А. ДОМОНЬ

РЕЗЮМЕ

В процессе проводившейся экспериментальной работы удалось показать, что 
кальций, определяемый с помощью спектроскопа в некоторых алюминиевых сплавах, 
присутствует в алюминии не в металлической форме, а в форме солеобразных включений. 
Следовательно, присутствие кальция может вызывать загрязнение металлического алю­
миния солеобразными включениями. Исключительно сильное ухудшение электрической 
проводимости, установленное в случае отдельных образцов, и трудность очищения от 
примесей газов может вызываться присутствием солеобразных включений. Солеобразные 
примеси алюминия могут быть удалены из алюминия при помощи рафинирующих веществ, 
состоящих из хиолита и хлористого натрия. Объяснение процесса рафинации заключается 
в том, что процесс основывается не только на химических реакциях, но, в первую очередь, 
на физических явлениях.





CARDANO-GELENKWELLENKUPPLUNGEN

J. H E R IN G
T E C H N I S C H E  U N I V E R S I T Ä T  B U D A P E S T ,  L E H R S T U H L  I I .  F Ü R  T E C H N . M E C H A N I K  

[E ingegangen am 8. A ugust 1957]

Einleitung

D ieser A u fsa tz  u n te rsu c h t die U m d reh u n g s-U n g le ich m ässig k e iten  der 
m it C ardano-G elenken  g e k u p p e lte n  W ellen  u n d  fo rsch t n ach  V e rfa h re n  zur 
B eseitigung  derse lben . In  d iesem  R ah m en  w ird  b eh an d e lt :

1. Die ze itliche Ä n d eru n g  d e r W inkelgeschw ind igkeiten  u n d  W in k e l­
b esch leun igungen  von  C ardano-G elenkw ellenkupp lungen .

2. die Ä n d eru n g  der a u f  d ie  C ardano-G elenke w irkenden  M om en te .
3. w ird  u n te rsu c h t, a u f  w elche W eise m it beliebig  g ew äh lten  W ellen­

gelenken  p ara lle le , e in an d er schne idende  o d er ausw eichende W ellen  d e ra rt 
g ek u p p e lt w erden  können , d ass  die D re h ü b e rtra g u n g  g leichm ässig  sei.

4. a u f  w elche W eise m it H ilfe  von  C ardano-G elenken  die g leichm ässige  
D reh ü b e rtra g u n g  gesichert w erd en  k a n n .

Im  R ah m en  dieser P ro b lem e  w ird  d ie  G enau igkeit d e r a llg em ein  v e r­
w en d eten  A n n äh eru n g sfo rm eln  u n te rsu c h t u n d  a u f  die G ren zen  d e r  V er­
w en d b a rk e it derse lben  w ird h ingew iesen .

1. Die Drehungsunregelmässigkeiten der mit Cardano-Gelenken gekuppelten
Wellen

V on C ardano-G elenken  s in d  zwei V a ria n te n  b e k a n n t : das K reu zg e len k  
u n d  das so g en an n te  g leitende C ardano-G elenk . B ei le tz te re r L ö su n g  s in d  die 
be id en  W ellen  u n m itte lb a r  m ite in a n d e r  v e rb u n d e n , jedoch  s in d  d ie  B ew e­
gungsgesetze die g leichen, w ie b e i den  C ardano -W ellen k reu zg e len k en .

Zw ischen d e r W in k e lv e rd reh u n g  <рг d e r  A ntriebsw elle  I ,  d e r  W inke l­
v e rd reh u n g  ç>2 d e r A btriebsw elle  2, sow ie zw ischen dem  N eig u n g sw in k e l 
a  d e r W elle k a n n  a u f  G rund  B ild  l a  fo lg en d er Z u sam m en h an g  au fg esch rie ­
ben  w erden :

t g  9>2 =  tg  <Pi cos « ( 1 .1)
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D ie  W inkelabw eichung  <p2 — <p1 =  cp k an n  aus (1.1) e rrech n e t w erden  :

t g  <P =
tg  <Pi (cos a — 1) 

1 +  tg 2 93! cos a
( 1 .2 )

D ie  W inkelabw eichung  is t  b e i jenem  W inkel cpx =  (p* m ax im al, bei dem  d e r 
e r s te  D iffe ren tia lq u o tien t l a u t  <рг in  der G le ichung  (1.2) N ull b e trä g t :

tg  f  \ =  •
1

У cos а
(1.3)

D e n  W e rt (1.3) in  (1.2) e in g e s te ll t , b e trä g t die m a x im a le  W inkelabw eichung  :

tg  9?max
cos а — 1 

2 |/cos а
(1.4)

D e r  U n g le ich fö rm ig k e itsg rad  d e r W inke lgeschw ind igke itsschw ankung  is t  :

 ̂_ ^ 2  max CO 2 min _ 1 cos a  == sin a  tg  a (1.5)
со г cos а

N a c h  d e r R e ih en en tw ick lu n g  T a y l o r  des A u sd ru c k e s  (1.5), w enn a genug  
k le in  i s t ,  e rh ä lt m an  d en  A n n äh eru n g sw ert :

ö'osd 2 (1 — cos a) (1.6 )

D ie G leichung (1.2) k a n n  in  folgende F o rm  g eb rach t w erden  :

tg  <P =
1 — cos a s in  2 cp1

2 1 — sin 2 cp1 (1 — cos a)
(1.7)

H ie ra u s  erg ib t sich n a c h  R e ihenen tw ick lung  u n d  V ernach lässigung  d er 
G lie d e r  höherer O rd n u n g  sow ie nach S u b s titu ie ru n g  d er tg  (p =  cp u n d  des 
W e r te s  (1.6), dass

lV 
4

1 +
<5'ï sin 2 срг -f- 0,5 sin 4 ( 1 .8 )

Ü b e r  d ie  G enauigkeit des A usdruckes (1.8) g eb en  die re la tiv en  F e h le r  A u f­
sc h lu s s . D er R e la tiv fe h le r  des U n g le ich fö rm ig k e itsg rad n äh eru n g sw ertes  is t  :

ß  ô — ô' 1 — cos а  

ô 1 -f- cos а
(1.9)
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D e r  S u b s titu tio n sfe h le r  v o n  tg  cp =  cp :

^  t g ffmax — Ушах 

tg  Ушах
( 1 .10)

S ch lie ss lich  der durch  d ie  v e rn ach lä ss ig ten  G lieder v e ru rsa c h te  R ela tiv feh le r 
b e i  d e r  R e ih en en tw ick lu n g  d es  A usdruckes (1.7) :

R 3 <  ( 1 — cos a )2 (1.11)

D . h . säm tliche  begangene  F e h le r  (1.8) :

R < 1 — 9^max 

t g  <Pmax
+

1 — cos а
1 -f- cos а

+  (1 - cos а )2

im  Falle v o n а =  20° 9 25° u n d

ООСО

bei 9^max =  1,9 0 .
9 2,8° u n d 4,2°

R ^ 3 , 5 % 5 ,9 % u n d 9 ,1 %

R e la tiv fe h le r  b ed eu te t.
D em zu fo lg e  erg ib t d e r N ä h e ru n g sa u sd ru c k  (1.8) n u r  im  Falle

( 1.12)

а < 3 0 °  (1.13)

e in  befried ig en d  genaues E rg e b n is , w enn ein  9 %  ig e r F eh le r noch  e r la u b t is t.
Im  S ch rifttu m  f in d e n  sich  häu fig  B eisp ie le  d a fü r, dass N äh eru n g s­

a u s d rü c k e  auch in  so lc h e n  F ä llen  k ritik lo s  an g e w e n d e t w erden , w enn die 
N ä h e ru n g sfe h le r  den  o b ig e n  M assstab  b e re its  ü b e rsc h re ite n .

D er D iffe re n tia lq u o tie n t des A usdruckes (1.8) g ib t die re la tiv e  W in k e l­
g esc h w in d ig k e itssc h w a n k u n g  :

Л со ä'

2
1 +

Ô'
cos 2 срг -f- 0,5

Ô' cos 4 cpx (1.14)

u n d  d ie  W in k e lb esch leu n ig u n g  der ge trieb en en  W elle is t  :

sin 2 ço1 — 0,5 <5' 2 sin  4 cp1ô' 1 +  4 -
4

(1.15)

B ild  l b  zeigt die Ä n d e ru n g  der W in k e lab w eich u n g  u n d  W inkelgeschw in­
d ig k e it .
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2. Bestim m ung der auf das Cardano-Gelenk wirkenden M om ente

D ie A ntriebsw elle  1 und  die g e trieb en e  W elle 2  w ird  in  ein  K o o rd in a te n ­
s y s te m  X ,  y , z  e in g este llt. Die E b en e  x , y  sei die gem einsam e E b en e  d e r b e id en  
W ellen . Die W elle 1 — zu w elcher sich  die W elle 2  in  e inem  W inkel a  n e ig t —

Abb. 2

zeige in  der R ich tu n g  der K o o rd in a te n a c h se  y ,  d. h . d er in  die R ic h tu n g  
d e r  W elle 1 bzw . W elle 2 zeigende E in h e itsv e k to r  (B ild  2) :

Pi  = ]

p 2 =  s in  a i -f- cos a j  

Zw ecks B estim m ung  d e r im  G elenk e rw eck ten

M K=  M CSl +  M hl =  M cst +  M ht (2.1)

M o m en tv ek to ren  m uss die augenb lick liche  L age d e r G abelebenen  u n te r ­
su c h t w erden . W enn  die E bene d e r  a n  die W elle 1 f ix ie rte n  G abel sich  im  
V e rh ä ltn is  zu r E bene  y ,  z in  einem  W in k e l (p1 v e rd re h t, so is t der N o rm a lv e k to r 
d e r  E b en e  :

=  cos <Pii sin к (2-2)
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u n d  je n e r  d er in  e inem  W in k e l <p2 v e rd re h te n  E b en e  d er an  die W elle 2  g ek o p ­
p e lte n  G abel :

n 2 =  cos (p2 cos a i  — cos <p2 sin  a j  -\- sin <p2 к (2.3)

D as W ellengelenk  ü b e r tr ä g t  das M om ent M k  in  d er F o rm  des aus den  in 
das B ild  2 e ingeze ichne ten  K rä fte n  p  || n 2 b e s te h e n d e n  K rä fte p a a re s . W enn 
also

is t ,  so w eis t :

V =  sin (p1 i — cos (pi к 

ink =  n2 X v

(2.4)

(2.5)

in  d ie  R ich tu n g  des V ek to rs  M k -
D ie Grösse des V ek to rs  M k  w ird  d u rc h  die V orausse tzung  b e s tim m t, 

dass seine a u f die A chse у  fa llende P ro je k tio n  eb en  M CSi =  M , das b e k a n n te  
D reh m o m en t is t. D em n ach  is t :

m k = m k - (2-6)
im k ■ J)

N ach  B eend igung  d e r beze ichneten  B erech n u n g en  u n d  nach  S u b s titu ie ru n g  
v o n  (1 .1) e rg ib t sich , dass :

M K =  M  [ tg  a cos2 i +  j  -J- tg  a s in  <p1 cos <p1 k] (2-7)

D as a u f  W elle 1 w irk en d e  B iegem om ent :

M hl =  M  tg  a cos 9o1 [cos cp1 i -)- sin  <py k] (2.8)

u n d  d er abso lu te  W e rt :

j M hi I =  M t g  a cos 95j (2.9)

U n te r  den  a u f  W elle 1 w irkenden  M om en ten  ä n d e r t  sich das B iegem om en t 
im  F a lle  eines b e s tä n d ig e n  D rehm om en tes n a c h  d er C osinusfunk tion .

D as a u f die W elle 2  w irkende D re h m o m e n t is t  die a u f p 2 fa llen d e  
P ro je k tio n  des M K V ek to rs  :

M CSi =  (AfK/>2) P 2 =  [tg  a sin a cos 2y 1 cos a] • [sin a i  -f  cos a j]  (2 .10)
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u n d  d e r ab so lu te  W ert :

I M c4 [ =  M  cos a [1 +  tg 2 et cos2 9̂ ]  (2.11)

D as a u f  W elle 2  w irkende B ieg em o m en t :

M /,2 =  M K — M CSl =  M  [ — sin  a cos a sin2 <p1 i -\-

+  sin2 a sin2 (p1j  -f- tg  a sin  <px cos <p± к ] (2 .12)

D er ab so lu te  W e rt des B iegem om entes :

I M hi I — M  sin a sin  QCj ]A 1 —1— tg 2 a cos2 <pt (2.13)

Z u r  ansch au lich en  D arste llu n g  d e r Ä n d e ru n g  des M om entes g e la n g t m an , 
w enn  m an  u n te rsu c h t, welche K eg e lfläch e  d u rch  den M o m e n tv e k to r  M k

w ä h re n d  der B ew egung n iedergesch rieben  w ird . Die durch  den  O rigó  d u rc h ­
g eh en d e  G erade in  R ich tu n g  M k  sc h n e id e t aus der E bene у  =  M  d en

^ t g « | 2 +  г2 =  ( M tgaj2
2 ( 2

(2.14)

K re is  au s , w elcher die B asisku rve  d e r u n te rsu c h te n  K egelfläche is t  (siehe 
B ild  2).

D ie M o m en tv ek to ren  w erden im  B ild  3 v e ran sch au lich t.
D ie G rösse d e r einzelnen M o m e n tv e k to re n  kön n en  g raph isch  n a c h  B ild  4a 

b e s tim m t w erden , wo die E bene des K re ises  in  die E bene x y  v e rd re h t  u n d  die 
K o n s tru k tio n  fü r  d en  im  Falle v o n  W ellen  m it а =  30° W in k e ls te llu n g  an g e­
g eb en en  Schw enkw inkel cpy d a rg e s te llt w u rd e . A us der K o n s tru k tio n  e rg ib t 
s ich  au ch  die W inkelschw enkung  (p2 d e r  W elle 2  B ild  4b s te llt d ie D iag ram m e  
d e r  e inzelnen  M om en tänderungen  in  d e r F u n k tio n  des W inkels (px d a r .
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3. E in e  g leichm ässige D reh ü b erse tzu n g  gew äh rle is ten d e  K oppelung von W elle

in  versch iedener S te llung  m it beliebig g ew äh lten  W ellengelenken

D ie allgem eine A rt e iner g leichm ässige D reh ü b e rtrag u n g  g ew äh rle is­
te n d e n  W ellen k u p p lu n g  k a n n  folgenderw eise e rz ie lt w erden : W ie im m e r
au ch  d as  L ieg ev erh ä ltn is  zw eier W ellen z u e in a n d e r  sei, so lege m an  sie im  
G ed an k en  p ara lle l n eb e n e in a n d e r. Zur W elle 1 i s t  eine d r itte  (3 ') W elle — 
b e lieb ig e r A u sfü h ru n g  je d o c h  zum indest zw ei F re ih e itsg rad e  g a ra n tie ren d  — 
m it e in em  W ellengelenk  K 13, d e ra r t zu k o p p e ln , dass der B iegew inkel d e r  
b e id en  W ellen a sei. A u ch  an  die W elle 2  k o p p e lt  m an  eine W elle 3 "  m it 
e in em  W ellengelenk  K 23„ in  e iner solchen A n o rd n u n g , dass das S y stem  1 — 3' 
u n d  2 — 3 ' eines des a n d e re n  Spiegelbild sei (B ild  5).

W ird  die W elle 3' m it  einem  W inkel (p3■ u n d  die W elle 3"  m it e inem  so l­
chen  <p3„ =  —(p3r v e rd re h t ,  so is t der S p ieg e lsy sm m etrie  wegen

< P i= — <Pn- (З Л )

« j  E s sei das rä u m lic h e  K o o rd in a te n sy s te m  la u t Bild 5 a n g en o m m en . 
M an v e rd reh e  das au s  d en  W ellen 2 —3"  b e s te h e n d e  System  um  die A chse
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y  m it 180° (B ild  6) u n d  versch iebe es p a ra lle l m it sich se lb st sow eit, b is die 
W ellenm itte llin ie  3" m it je n e r  d er W elle 3' zu sam m en fä llt. W en n  n u n  die 
W ellen  3' u n d  3 "  s ta r r  v e rb u n d en  im  W in k e l cp um  die W ellenachse v e rd re h t 
w erden , d a n n  is t  :

<Pi =  4>2- (3.2)

H ie rau s  fo lg t, dass be i K oppelung  p a ra lle le r  W ellen die gleichförm ige D re h ­
ü b e rtra g u n g  g ew äh rle is te t is t, w enn das S ystem  bezüglich  eines P u n k te s  
(0) z e n tra l  sy m m etrisch  is t.

b)  W enn  das W ellensystem  2 —3 "  im  B ild  5 um  die A chse z  u m  180° 
v e rd re h t w ird  (B ild  7) gew inn t m an  die gleichförm ige D re h ü b e rtra g u n g  ge­
w äh rle is ten d e  K o p pelung  e in an d er sch n e id en d er W ellenachsen. D as d e ra r t  
e rz ie lte  S ystem  is t  h in sich tlich  e iner E b en e  (y  2) sy m m etrisch , das h e iss t 
sp iegelsym m etrisch .

c)  Schliesslich v erd rehe  m an  das S y stem  2 —3"  des B ildes 5 u m  180a 
u m  einen  in  d e r E bene  y  z b e find lichen  belieb igen

V = y j  +  z k

V ek to r (B ild 8a).
A u f diese W eise gew inn t m an  d ie gleichförm ige D re h ü b e rtra g u n g  

g ew ährle istende  K o p pelung  der au sw eichenden  W ellen. Im  B ild  8b w u rd e
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Abb. 8
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das a u f  d iese W eise e rh a lten e  S ystem  v e r t ik a l  a u f  die R ich tu n g  des V ek to rs  
V  u n d  in  e in e r m it den  W ellen  1 — 2  p a ra lle le n  E bene fa llen d en  P ro je k tio n  
v e ra n sc h a u lich t.

A usw eichende W ellen  e rh ä lt  m an  a u c h  d a n n , w enn das W e llen sy s tem  
2 —3 '' im  B ild  7 v o r d e r s ta r re n  K o p p e lu n g  m it dem  System  1 — 3 ' in  e inem  
W inkel y  u m  die Achse x  v e rd re h t w ird . N a c h s te h e n d  w ird u n te rs u c h t , w elcher 
Z u sam m en h an g  zw ischen d en  W inkeln  a, 2 a  u n d  y  b esteh t (B ild  9).

B ild  9 zeig t die R ich tu n g  d er W ellen ach sen  v o r der V erd reh u n g  m it  dem  
W inkel y ,  w ie fo lg t :

p x =  —cos a i -j- s in  а к  

p 2 =  —cos a i  — s in  а к

Рз =  —*

(3.3)

(3.4)

(3.5)

W enn d e r  V ek to r p 2 m it dem  W inkel у  u m  d ie  A chse x  v e rd reh t w ird , so is t 
die neue R ic h tu n g  p 2 d er W elle 2 :

p 2 =  —cos a i  — sin a sin  y  j  — sin  a cos у  к (3.6)

D er B iegew inkel 2 a  d e r W ellen 1 u n d  2  is t  also :

w oraus
cos 2 a' =  PxPz =  cos2 а  — s in 2 a cos у

cos у  =
cos2 а — cos2 a ' 

sin2 а
(3.7)

5  A c t a  T e c h n ic s  X X I / 3 — 4.
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B ei d e r  gleichförm ige D reh ü b e rtra g u n g  g e w äh rle is ten d en  K o p p elu n g  a u s ­
w e ic h e n d e r W ellen m uss d em n ach  so v o rg eg an g en  w erden , dass in  K e n n tn is  
d e r B iegu n g sw in k e l 2 a  d e r  W ellen  v o rers t d e r  W in k e l a gew ählt u n d  d a n n  
v e rm itte ls  d er F orm el (3.7) d e r  W inkel y  e r re c h n e t  w erden  m uss. D er W in k e l

\

a  b e s t im m t auch die L än g e  der W elle 3. W e n n  a  =  a' is t , so b e t r ä g t  d ie 
L ä n g e  d e r W elle : l3 =  oo ; w enn a  =  90° i s t ,  so  k o m m t l3 der tra n sv e rsa le n  
L ä n g e  d e r  N orm alen  g le ich , jedoch  is t  d a s  W ellengelenk se lb s tsp e rre n d . 
D a ra u s  fo lg t :

90° >  a  >  a '

D ie W ellen g e len k h ä lften  m üssen d a h e r  d er sp ieg e lsy m m etrisch en  
A n o rd n u n g  gem äss m it e in em  W inkel y  v e r d r e h t  an  den beiden  E n d e n  d er 
W elle  3  an g eb rach t w erd en .
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max

Rx max
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Mes 13 "CS 23

a Г

Ъ,

Abb. 11

4. Eine gleichförmige Drehübertragung gewährleistende Koppelung von W ellen  
in verschiedener Stellung mit Cardano-Gelenken

a )  W enn  zwei para lle le  W ellen in  e in er a u f  B ild  10a s ic h tb a re n  W eise 
g ek o p p e lt w erd en , so s in d  die B ew egungsgesetze d er W ellen 1 u n d  2  d ie 
g le ichen , w eil die K o p p e lh ä lften  an  beiden  E n d e n  d er W elle 3 z e n tra ls y m ­
m e trisch  a n g eo rd n e t sin d .

Im ' B ild  10b s in d  die a u f  die e inzelnen  W ellen  w irkenden  M o m en te  
a b g eb ild e t m it V ernach lässigung  d er M asse bzw . d e r  B esch leun igungsm om en te  
d e r W elle 3. D em n ach  is t  die R e s id ta n te  d e r  a u f  die W elle 3 w irk e n d e n  
M om ente N ull.

5 *
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b) B ild  l i a  ze ig t d ie  K oppelung  v o n  e in a n d e r schneidenden  W ellen  
v e rm itte ls  C ardano-G elenken . Zufolge d er sp iege lsym m etrischen  A n o rd n u n g  
is t  d ie  W inkelgeschw ind igkeitsg le ichheit d e r  W ellen  1 u n d  2 g ew äh rle is te t.

A us B ild  11b is t  zu  ersehen , dass die a u f  W elle 3 w irkenden  B iegem o­
m e n te  n ic h t im  G leichgew ich t sind  und  W elle  3 du rch  ein

M 0' = M ha +  M hl3 =  2 M h3 (4.1)

M o m e n t b e la s te t is t , w elches d u rch  die L ag e r d e r  W ellen 1 und  2 ü b e rn o m m en  
w e rd e n  m uss.

D ie infolge E in w irk u n g  des M om entes M 0 in  den  W ellenlagern  a u f tr e te n ­
d e n  R e a k tio n sk rä f te  k ö n n e n  folgenderw eise b e s tim m t w erden : D ie  W elle
3  k a n n  als ein  an  b e id en  E n d e n  m itte ls  K u g e lg e len k en  an  ein G estell g e b u n d en e r 
S ta b  g ed ach t w erden , w elchen  das M om ent M o  b e la s te t (B ild 11c).

D ie R e a k tio n sk rä f te  w erden  m it dem  C astig lian o ’schen S a tz  b e s tim m t.
D ie D e fo rm a tio n sa rb e it der Z-langen W elle  3 se tz t sich aus B iegung  

u n d  Z ug zusam m en :

M 2 d x  +  —
2

m I
F E  '

(4.2)

D a  in  der W irk u n g slin ie  R y die D u rc h b ie g u n g  N ull is t, so e rg ib t sich

(4.3)

(4 .2) u n d  (4.3) s u b s ti tu ie r t ,  e rg ib t sich als L ö su n g  die D iffe ren tia lg leichung

a u s  w elcher

u n d  so

M 0 =  R x — x 
6 J  d M n

R ,  =  M n T T = M -
2 F
3 J

R y =  J  M o = - f M h>

(4.4)

(4.5)

(4.6)

s ic h  e rg ib t.
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D ie a u f  W elle 1 bezw . 2  w irkende g rösste  ax ia le  u n d  g rö sste  B ieg ek ra ft 
la u t  B ild  l l d  (auch  u n te r  B erücksich tigung  v o n  2.13)

Rhn

(4.7)

(4.8)

Abb. 12
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D ie K räfte  k ö n n en  d u rc h  S teigerung  d e r  L än g e  / v e rm in d e rt, jed o ch  
n ic h t  vö llig  aufgehoben w e rd e n .

c )  W enn das C a rd an o -G e len k  zur K o p p e lu n g  ausw eichender W ellen  
v e rw e n d e t  w ird  (B ild  12a), so w ird  die W elle 3 d u rc h  das

M 0 =  2 M/,ä cos

M o m e n t (Bild 12b u n d  c) u n d  die W ellen 1 u n d  2  du rch  die

-Kaxmax =  M  s i n  Ct COS -
r2 F  2 .
—j  cos a -1— — sin a

Rhmax =  M  s in  a cos -
r2 F  . , 2

s in  a  -)— y  cos a

(4.9)

(4.10)

(4.11)

K r ä f te  b e laste t.
A us obigen B e isp ie le n  is t  zu ersehen , d a ss  C ardanogelenken  W ellen 

b e lie b ig e r  Stellung in  e in e r  die gleichförm ige B e w e g u n g sü b e rtrag u n g  g ew ähr­
le is te n d e n  W eise g e k o p p e lt w erden  können . E in  N ach te il d ieser L ösungen  
i s t  je d o c h , dass die S te ig k e it  d e r W inkelgeschw ind igkeit d er W elle  3 n ic h t 
s ic h e rg e s te llt  is t u n d  d em zu fo lg e  die du rch  d e n  ung le ichm ässigen  G ang au f­
t r e te n d e n  B ew egungsenerg ieänderungen  in  d e r B ew egung  des g an zen  System s 
U n g le ich fö rm ig k e iten  v e ru rs a c h e n  können . D ie se r  N ach te il w ird  d u rc h  die 
S y n ch ro n g e len k e  e lim in ie r t.
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ZUSAM M ENFASSUNG

D er Aufsatz befasst s ich  m it der kinem atischen U ntersuchung von  W ellenkupplungen  
m itte ls t  Cardano-Gelenken. H iera u f behandelt er b is in s einzelne gehend die B estim m ungs­
m eth o d e  der im  Gelenk en tsteh en d en  Momente und K räfte . E s werden allgem eine Grund­
sä tz e  der W ellenkoppelung in  beliebiger Stellung m it beliebig gew ählten W ellengelenken  
a u f  eine gleichförmige Bewegungsübertragung gew ährleistende W eise erläutert. E ndlich  
veranschaulich t der A u fsa tz  d ie  unter Zugrundelegung obiger Grundsätze erfolgte B enützung  
v o n  Cardano-Gelenken.
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(C A R D A N O ’S) U N IV E R SA L  SH A FT  COUPLINGS

J .  H E R I N G

SUM M ARY

The paper deals w ith  the kinem atic exam ination o f  (Cardano’s) u n iversa l shaft coupl­
ing. A fter th is it  discusses in  detail the determ ination o f  the m om ents and forces arising 
in  the turning jo int. I t  acquaints w ith  general principles on the linking up o f  shafts o f  optional 
positions w ith  jo ints according to choise —  th a t secures a uniform propulsion —  and it  intro­
duces fina lly  the use o f  Cardano’s turning jo int, according to the above m entioned  principles.

ACCO UPLEM ENTS CARDAN

J .  H E R I N G

RÉSUM É

L’étude s’occupe de l ’exam en ciném atique de l’accouplem ent Cardan, e t  traite en 
détail du m ode de défin ition  des couplem om ents et forces engendrés dans l ’articulation. 
L ’auteur expose ensuite les principes généraux de l ’accouplem ent d’arbres en position  quel­
conque, à l ’aide d’une articulation  arbitraire assurant une transm ission de m ouvem ent uni­
form e. Pour fin ir, l’étude indique l’application de l’articulation Cardan su ivan t les principes 
ci-dessus énoncés. “

КАРДАННЫЕ СЦЕПЛЕНИЯ
Й .  Х Е Р И Н Г

РЕЗЮМЕ

Работа рассматривает кинематику карданного сцепления. После чего детально 
изучаются моменты, возникающие в карданном соединении, и трактуется метод опреде­
ления возникающих сил.

Излагаются общие принципы соединения валов любого положения с помощью 
шарнира вала, выбранного произвольно, и при этом обеспечивается равномерная пере­
дача движения. Наконец, демонстрируется использование карданных шарниров согласно 
вышеизложенным принципам.





EINE ULTRASCHALL-DURCHSTRAHLUNGSMETHODE 
ZUR IMMERSIONSPRÜFUNG VON METALLBLECHEN 

UND DER VERGLEICH DERSELBEN MIT 
DER FREQUENZMODULATIONSMETHODE

I. EGRI
K A N D I D A T  D E R  T E C H N . W I S S E N S C H A F T E N *

I N S T I T U T  F Ü R  M E S S T E C H N I K  U N D  I N S T R U M E N T E N W E S E N ,  U N G A R I S C H E  A K A D E M I E  D E R  W I S S E N S C H A F T E N ,

B U D A P E S T

[Eingegangen am 30. A u gust 1957]

In  unserem  I n s t i tu t  w urde eine U ltra sc h a ll-D u rc h s tra h lu n g sm e th o d e  
zu r Im m ers io n sp rü fu n g  v o n  M etallb lechen m it ra u h e r  O berfläche e n tw ic k e lt 
[!]•  N ach  B esch re ib u n g  dieses V erfahrens w ird  e in  V ergleich zw ischen  d em  
m it F re q u e n z m o d u la tio n  a rb e iten d en  u n d  d em  n eu en tw ick e lten  V erfah ren  
vorgenom m en. E s m u ss b e m e rk t w erden, dass es in  b e id en  F ä llen  m it e in fach e r, 
e lek trisch e r, also le ic h t re g is tr ie rb a re r  In d ik a tio n  g e a rb e ite t w urde .

1. B eschreibung der n eu en  M ethode

A bb . 1 ze ig t d en  sch em atisch en  A u fb a u  des A p p a ra te s . D ie Im p u lse  
des S enders w erd en  d u rc h  den  S en d erk ris ta ll in  S challschw ingungen  v e r ­
w an d e lt, die d u rch  zw ei W assersch ich ten  u n d  d u rc h  das B lech gehen u n d  d an n  
v o n  dem  zum  S e n d e rk r is ta ll  k o ax ia l u n te rg e b ra c h te n  E m p fä n g e rk r is ta ll  
w ieder in  e lek trisch e  S igna le  v e rw an d e lt w erd en . D iese S ignale w erd en  n ach  
en tsp rech en d er V e rs tä rk u n g  m it einem  R ö h re n v o ltm e te r  gem essen . D ie 
S challw ellen  sc h re ite n  se n k re c h t zum  g e p rü fte n  B lech fo r t  ; d ie  B leche 
s ind  zw ischen den  K r is ta llp a a re n  in  d er in  d e r  A b b ild u n g  b eze ich n e ten  R ic h ­
tu n g  bew egbar.

D ie B reite  des S ch a lls trah les  (sen k rech t zu r B ew eg u n g srich tu n g ), 
m u ltip liz ie r t m it d e r  V orschubgeschw ind igkeit des B leches, e rg ib t die P rü f ­
geschw ind igkeit in  c m 2/sec. B ei m ehreren  K ris ta llp a a re n  is t  dieses E rg eb n is  
se lb s tv e rs tän d lich  n o ch  m it d e r A nzah l d er K ris ta llp a a re  zu  m u ltip liz ie re n .

E in , am  E m p fä n g e r  an g esch a lte ter K a th o d en s trah lo sz illo sk o p  zeig t 
e in  E m p fän g e rs ig n a l äh n lich  wie in  A bb. 2. O bw ohl d er S ender w äh ren d  d er 
Im p u lsp e rio d e  n u r  e in e n  einzigen  Im pu ls a b g ib t, e rre ich t eine Im p u lsse rie  
den  E m p fä n g e rk ris ta ll, w eil sow ohl im  B lech, als au ch  im  W asser w ied e rh o lte  
R eflex ionen  e n ts te h e n . V on d en  du rch  diese w ied erh o lten  R eflex io n en  e n t-

* B ei der A usführung der zahlreichen M essungen h a t Physiker Fri. M. Szem es , bei 
der Projektierung und A nfertigung der Versuchsapparate In g . J. H er in g  und Ing. F . Sv áb  
w ertvolle H üfe geleistet.
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s ta n d e n e n  Signale k ö n n en  zw ei oder m ehrere  z u r gleichen Z eit d en  E m p ­
fä n g e rk r is ta l l  erreichen  u n d  e in a n d e r  — je  n ach  d en  P h asen v e rh ä ltn issen  — 
v e r s tä r k e n  oder ab sch w äch en . In  A bb . 2 g e lan g te  S ignal a ohne R eflex ion

E m p fä n g e r - K r is ta ll

Sender 'Л  Uosser ltrschub
Richtung /

Riech

Sender -Kristall
A

Röhrem/o/tmeter-
und Registrier - 
Apparat

Abb. 1

Amplitude

z u m  E m p fän g e rk ris ta ll, d ie  u n m itte lb a r  d a ra u f  fo lgenden  Signale (6, c, d, . . .) 
n a c h  e inm aliger, bzw . m eh rm a lig e r R eflex io n  im  B lech. Die Im p u lsp e rio d e  
w u rd e  so gew ählt, dass d ie  re f le k tie r te n  S ignale bere its  ab g ek lu n g en  sein 
so lle n , b ev o r der S en d er d e n  n äch sten  Im p u ls  ab g ib t.

E s is t  aus ob igen  z u  ersehen , dass a , d as  zu e rs t an k o m m en d e  S ignal, 
im m e r  in te rfe ren zfre i i s t .  D ie  G rösse dieses S ignals is t  also u n a b h ä n g ig  von 
d e r  B lechdicke (die A b so rp tio n  k a n n  u n b e a c h te t bleiben) u n d  w ird  n u r  davon 
a b h ä n g e n , ob im  B lech  e ine  re flek tie ren d e  F eh le rfläch e  v o rh a n d e n  w ar oder 
n ic h t .  W enn  w ir also d as  , ,e rs te  S ignal”  als In d ik a tio n  ausw äh len  k ö n n en , so 
h a b e n  w ir eine w esen tliche  U rsache d er M essunsicherheit b e se itig t. D ie Ind i-
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k a tio n  dieses S ignals k a n n  a u f  zw eierlei W eise geschehen : e n tw e d e r  is t 
d e r  E m p fän g e r n u r  fü r  die Z e itspanne  des e rs te n  Signals e m p fin d lich , oder 
a b e r  sorgen w ir d a fü r, dass dieses S ignal im m e r das grösste u n te r  a llen  sei, 
w eil d an n  die In d ik a tio n  bei A nw endung  eines S p itzensp an n u n g sm essers  
im m er dem  e rs ten  S ignal p ro p o rtio n a l se in  w ird . In  u nserer V o rric h tu n g  w urde 
d e r  le tz te re , e in fachere  W eg gew ählt.

D as zw eite, dem  e rs ten  ähnlich  grosse S ignal (b au f A bb . 2) e rre ich t
d

d en  E m p fä n g e rk ris ta ll um  die Zeit 2 -----s p ä te r  als das e rste  S ig n a l (w obei d
Cm

die B lechd icke, Cm d ie S challgeschw ind igkeit im  B lech b e d e u te t) . Sollte 
b e i dem  A nkom m en des zw eiten  Signals am  E m p fä n g e rk ris ta ll d as  e rs te  S ignal 
n och  n ic h t genügend  abgek lungen  sein , so k a n n  es bei ü b e re in s tim m en d en  
P h a se n  V orkom m en, das ih re  Sum m e (b -j- R e s t von  a) e in  grösseres S ignal, 
als d as  e rs te  e rg ib t. D iese B ed ingung  b e s t im m t die län g ste  Im p u ls d a u e r  bei 
gegebener D icke des B leches u n d  b rin g t m it s ich , dass die M ethode fü r  d ü n n e  
B leche m it ra u h e r  O b erfläche  n ich t a n w e n d b a r  is t  : u n g efäh r 8 m m  is t  jen e  
m in im ale  D icke, ü b e r w elcher sie gu t b ra u c h b a r  is t. Die u n te re  D ickengrenze  
k a n n  w ohl d u rch  K ü rz u n g  der Im p u lsd a u e r  (m it E rh ö h u n g  d e r F req u en z ) 
h e ra b g e se tz t w erd en , doch  n u r  bei B lechen  m it  b e a rb e ite r  O b e rfläch e , weil 
d ie  R a u h e it  der O b erfläch e  — wie m an  s p ä te r  (im  K ap . 3) sehen  w ird  — die 
H ö ch stg ren ze  d er a n w en d b a ren  F req u en z  b e s tim m t. U m  zu v e rm e id e n , dass 
S ig n a le  die n ach  e in m alig e r R eflex ion  in  d en  W assersch ich ten  zum  E m p fä n g e r­
k r is ta l l  an k o m m en  (z. B . S ignal g a u f A b b . 2), g ü nstigen  P h a se n v e rh ä ltn isse n  
zufo lge eine grössere A m p litu d e  als die e rs te  (a) geben, m üssen  d ie  W asse r­
wege u n d  l2 (A bb. 3) v o n e in an d e r v e rsch ied en  u n d  fo lgender B e d in g u n g  e n t­
sp rech en d  gross g ew äh lt w erden  : die in  d em  B lech  w iederho lt re f le k tie r te n



3 3 0 I. EGRI

S ig n a le  w ä h re n d  der Z e itd a u e r  2 IJC W bezw . 2 l2/C w sollen so w eit a b k lin g e n , 
d ass  sie  p ra k tis c h  v e rn a c h lä ss ig t w erden  k ö n n e n  (Cw : S challgeschw ind igkeit 
im  W a sse r) . D iese B ed in g u n g  is t  le ich t zu  e rfü llen , besonders weil Cw 1/4 Cm 
(Cm : S ch a llgeschw ind igke it im  B lech) b e trä g t .

2 . Der kleinste, mit Durchstrahlungsmethoden nachweisbare Fehler 
und die Frage der Prüfgeschwindigkeit

N a c h  dieser k u rzen  B esch re ib u n g  d er en tw ic k e lte n  E rs ts ig n a l-M e th o d e  
soll d ie se  m it der, m it F . M. a rb e iten d en  M eth o d e  v o n  den G e s ic h tsp u n k te n  
des k le in s te n , noch n ach w e isb a ren  F eh lers u n d  d e r P rü fgesch w in d ig k e it au s  
v e rg lic h e n  w erden.

D ie  B esprechung  b e sc h rä n k t sich  a u f  je n e  F ä lle , wo sich d ie  S ch a ll­
w ellen  p ra k tis c h  sen k rech t zu m  B lech v e rb re ite n , w eil der A u fb au  d e r  P r ü f ­
v o r r ic h tu n g e n  so der zw eckm ässigste  u n d  d a h e r  fa s t  im m er so ü b lich  is t .

I n  d iesem  Falle is t  die A bnahm e d er In d ik a tio n  (m it g u te r N ä h e ru n g ) 
d e r  O b e rfläch e  des F eh le rs  p ro p o rtio n a l : d. h . e in  F eh le r, dessen O b e rfläch e  
p  P ro z e n t  des S cha llstrah les b e trä g t , v e ru rsa c h t e ine p  p rozen tige  A b n a h m e  
des e le k tr isc h e n  S ignals, fa lls  d e r Q u e rsch n itt des S challstrah les

^ S tr a h l ' ' ^  Hmp f

i s t ,  w o F Empf  die O berfläche  des E m p fä n g e rk ris ta lls  b ed eu te t.
D a s  A uflösungsverm ögen  b e ider M eth o d en  w ird  th eo re tisch  d u rc h  d ie  

W e lle n lä n g e  des Schalles b eg re n z t, p ra k tisc h  k a n n  m an  aber n u r  dann  so  
w e it g e h e n , w enn die M essunsicherhe iten  e in en  w esen tlich  k leineren  B ü c k g a n g  
d e r  In d ik a t io n  ergeben , als d ie d u rch  die m in im a le  — durch  die W ellen län g e  
b e s t im m te  — F eh le ro rb e rfläch e  v e ru rsach te  A b n a h m e  der In d ik a tio n . I n  d e r  
P ra x is  b e s tim m t im  a llgem einem  n ic h t die W ellen länge, sondern  die M essun­
s ic h e rh e it  die Grösse des k le in s ten  n ach w e isb a ren  F eh lers. Es e rg ib t s ich  [2 ]

•f'min =  F strahl ■ b ,  (1)

w o F m-in : den Q u e rsc h n itt  des k le in s ten  n ach w e isb a ren  Feh lers in  m m 2,
F strchi ’• den Q u e rsc h n itt  des S ch a lls trah le s  in  m m 2,
b : den  M essu n sich erh e itsk o effiz ien ten  (die re la tiv e  In d ik a t io n s ­

abnahm e zufo lge der M essunsicherheiten ) b ed eu te t.
D iese G leichung is t  n u r  gü ltig , falls d e r  D u rch lässig k e itsk o effiz ien t des 

F e h le rs  N u ll is t u n d  d ie  O b erfläch en -A b m essu n g en  des Fehlers g rö sser als 
d ie  a n g e w a n d te  W ellen länge sind . In  d er P ra x is  s in d  beide B ed in g u n g en  zw ar 
n ic h t  im m er, aber in  d e r M ehrzah l d er F ä lle  e rfü llt.
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U m  die M ethoden  r ic h tig  vergleichen zu  k ö n n en , m üssen  d ie  M essun­
s ich e rh e iten  der e inzelnen  V erfah ren  g ek lä rt w erd en . A usserdem  m uss fe s t­
g e se tz t w erden , ob es e ine solche M essunsicherheit g ib t, w elche m it d e r V er­
m in d eru n g  der W ellen länge w äch st, weil d a n n  d a d u rc h  die H e ra b se tz u n g  der 
W ellen länge u n d  som it — wie b e k a n n t — au ch  die k le in ste  n ach w eisb a re  
F eh le rd icke  b eg ren z t w ird .

3. D ie M essunsicherheiten  der D u rch stra lilu n g sm eth o d en

Die U rsachen  d er M essunsicherheiten  d e r be iden  zu b e h a n d e ln d e n  
V erfah ren  sind  die fo lg en d en  :

3.1. S treu u n g  d er B lechd icke  (en tsp rech en d er U n sich e rh e itsk o e ffiz ien t :
>h)

3.2. Ä nderungen  d e r R au h ig k e it der B lech o b erfläch en  (62)
3.3. In fo lge d er u n v erm eid lich en  K rü m m u n g en  d er B leche w ird  der 

W inkel zw ischen  Schallw ellen u n d  B lech n o rm ale  g e ä n d e rt, dies 
g ib t e inen  U n sich erh e itsk o effiz ien ten  (63)

3.4. Ä nderungen  in  d e r  akustischen  K o p p lu n g  zw ischen W asse r und  
M etallb lech  (b4)

3.5. A ndere U rsach en , wie z. B . v e rä n d e rn d e  V e rs tä rk u n g  d e r  e le k tro ­
n ischen  E in r ic h tu n g  ; S treu u n g  des E la s tiz itä tsm o d u l-W e rte s  des 
g ep rü ften  M ate ria ls  (65).

U m  die M ethoden  v e rg le ich en d  bew erten  zu k ö n n e n , is t  es n o tw en d ig , d ie  G rösse 
d e r e inzelnen  U n sich e rh e iten  b e i A nw endung d e r v e rsch ied en en  P rü fv e rfa h re n  
zu u n te rsu ch en .

3.1. S treuung der D icke der Bleche

3.11. D ie M ethode, in  w elcher das S p itzen w ert des e rs ten  S ignales zur 
In d ik a tio n  v erw en d e t w ird , i s t  vo llkom m en u n em p fin d lich  gegen d ie  S treu u n g

d
d er B lechdicke, w enn d ie g ew äh lte  Im p u lsd a u e r  k le in e r als 2 —  is t ,  w obei

Cm
d  die B lechdicke u n d  Cm d ie  Schallgeschw ind igkeit im  B lech b e d e u te t (s. K ap . 
1.). B ei d iesem  V erfah ren  is t  also hl =  0, d ie  D ickend iffe renzen  v e ru rsach en  
also keine M essunsicherheit.

3.12. B ei d er P rü fu n g  m it f. m . U ltra sc h a ll w ird  die S ch a llfreq u en z  bei 
e n tsp rech en d  gew äh ltem  F re q u e n z h u b  w äh ren d  eines F req u en zh u b es  einer, 
oder m eh re ren  solchen F re q u e n z e n  gleich, be i w elcher die D u rch läss ig k e it 
des B leches m axim al is t . I s t  d ie  B an d b re ite  des E m p fän g e rs  gross genug , so 
is t die P rü fm e th o d e  m it f. m . U ltra sch a ll bei u n m itte lb a re r  K o p p lu n g  gegen
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D ic k e n ä n d e rungen u n e m p fin d lic h . Diese E ig e n sc h a ft ä n d e r t  s ich  a b e r  bei 
W a sse rk o p p lu n g , w eil d a n n  d e r  S chall vom  S en d er b is  zum  E m p fä n g e r  d u rch  
d re i S c h ic h te n  geh t, d e re n  m a x im a le  D u rch lä ss ig k e iten  im  a llgem einem  bei 
d re i v e rsch ied en en  F re q u e n z e n  liegen. D ie d re i S ch ich ten  s in d  (A bb . 3) : 
h ,  W a sse rw eg  vom  S en d er z u m  B lech, d, d as  B lech  u n d  l2, W asserw eg  vom  
B lech  z u m  E m pfänger.

Abb. 4

E s  sei b em erk t, d a ss  d ie  D u rch lassfreq u en zg eb ie te  ä u sse rs t schm al 
s in d  : d ie  K urven  in  A b b . 4 , a u f  G rund  v o n  k o n k re te n  Z ah lenbe isp ie len
g e z e ic h n e t, v e ran sch au lich en  d ies gu t.

D ie  K u rv en  d er r e la t iv e n  D u rch lassk o effiz ien ten  (ß r) w u rd e n  la u t 
fo lg e n d e r  G leichung g eze ich n e t :

/̂ 31 r ----
ßi31

J31 max

V ,

3 max

(m 13 +  l )2 — ( m 'l2 —  1) (m i2  —  ! )  sin2 2 71 - 2
______________________________ _______

К з  +  !) ( 2 )

D iese  G leichung k a n n  le ic h t aus d er fo lg en d en  G leichung, w elche die 
G esch w in d ig k e its-A m p litu d e  des d u rch  d re i M ed ien  —  u n d  zw ar se n k re c h t zu 
d e re n  G renzflächen  — sich  fo rtp fla n z e n d en  Schalles a n g ib t, ab g e le ite t
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w erden  [ 3 ] :

v z = v x
(m13 +  l )2 — (m f2 — 1) (m| 3 — 1) sin2 2 л

dn
(2a)

In  ob igen  G leichungen w u rd en  fo lgende Z eichen v e rw en d e t : 

у
ß sl  =  D urchlasskoeffizient des 2. M edium s, das durch die 1. und 3. M edien  

'1
begrenzt ist. (Fortpflanzungrichtung des Schalles : vom  M edium  1 durch
Medium 2 nach M edium 3.)

Vx G eschwindigkeitsam plitude der einfallenden W elle im  1. Medium.

V3 G eschwindigkeitsam plitude im  3. M edium. 

d2 D icke des 2. Mediums.

A2 Schallwellenlänge im  2. Medium.

In  diesen Gleichungen bedeuten q und C  die D ichte und die F ortp flan ­
zungsgeschw indigkeit des Schalles im  indizierten  Medium.

In  A bb . 4 b e d e u te t ß 31r den  re la tiv e n  D u rch lassk o effiz ien ten  d e r  W asse r­
sch ich t lx (A bb. 3), ß b3r dense lben  d er W asse rsch ich t l2 u n d  ßi2 d en  a b so lu te n  
D urch lassk o effiz ien ten  des B leches. (D ie Ind izes n eben  ß  b eze ich n en  h ie r  
d ie v e rsch iedenen  M edien wie fo lg t : 1. S en d erk ris ta ll, 2. W asserw eg  lx,
3. B lech , 4 . W asserw eg l2, 5. E m p fän g e rk ris ta ll.)  A u f die A bszisse in  A b b . 4 
s in d  d ie F req u en zän d eru n g en  v o n  3 M H z bis 2,88 M Hz a u fg e tra g en . D er 
M itte lw e rt d e r B lechdicke (d) w u rd e  m it 15 m m , die W asserw ege (l3 u n d  l2) 
be i m itt le re r  B lechdicke m it je  50 m m  angenom m en . W ird  die S ch a llgeschw in ­
d ig k e it — zw ecks e in fach erer B erech n u n g  — zu 6000 m /sec im  S ta h l u n d  1500 
m /sec im  W asser angenom m en, so b e trä g t  die W ellenlänge bei e in e r  F re q u e n z  
v o n  3 M H z : 2 m m  im  S ta h l u n d  0,5 m m  im  W asser. M it d iesen  D a te n  u n d  
bei d  =  15 m m  e rg ib t sich fü r  d as  B lech

2 dj Xst =  15

u n d  fü r  die W asserw ege

2 IJXW -  2 l2ß w -  2 0 0 .

E s fo lg t h ie rau s, dass b e i 3 M H z ein  B lech v o n  15 m m  die m ax im a le  
S ch a lld u rch lassu n g  sow ohl im  B lech als auch  im  W asser e rg ib t. B ei Ä n d e ru n g

e3 4
6i  C i

Qi Q
Qi

Qi
o . C„
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d e r  F req u en z  w ird  die G le ichung  2 d/As< — 15 a u f  jew eils andere  B lechd icken  
g ü ltig  se in , m an  k a n n  also  jew eils — d e r F req u en z-S k a le  e n tsp rech en d  — 
je n e  D ickenw erte  (ü b e r 15 m m ) aufschre iben , b e i w elchen W erten  die B leche 
v o llk o m m en  d u rch lassen  (ß i2 =  1) ; z. B . lä s s t  e in  B lech v o n  d er D icke 
15,267 m m  bei e in e r F re q u e n z  von  2,9475 M H z v o llkom m en  d u rch  (A bb. 4). 
D ie  L änge  des W asserw eges Zx is t  k o n s ta n t , se ine  re la tiv e  D u rch lässig k e it 
(ß 31r) w ird  in  F u n k tio n  d e r F req u en z  p e riod isch  v e rän d e rlich e  W erte  an n eh m en  
(K u rv e  1). Die r e la tiv e  D u rch lässig k e it ß b3r des W asserw eges Z2 ä n d e r t  
s ich  ebenfa lls in  F u n k tio n  d e r  F requenz , d a  s ich  a b e r auch  Z2 ä n d e r t , w ieder­
h o le n  sich  die D u rch lä ss ig k e itsw erte  /З53, =  1 (w ie aus K u rv e  2 e rsich tlich ) 
in  n o ch  k le ineren  F re q u e n z a b s tä n d e n  als b e i W asserw eg lv

D ie re su ltie ren d e  D u rch läss ig k e it w ird  d em  P ro d u k t aus 3 D u rch lass­
k o e ffiz ien ten  p ro p o rtio n a l se in , d abei sch w an k t ih r  W e rt s ta rk  m it d e r F req u en z  
u n d  d e r  B lechdicke. S erien  v o n  M essungen e rg a b e n , dass be i no m in a len  B lech ­
d ic k e n , z. B. zw ischen  1 0 —20 m m  u n d  b e i e in e r  S treu u n g  d er D icke von  
i l  m m , sogar 4 0 % ig e  In d ik a tio n sa b n a h m e n  V orkom m en, be i e in e r M ess­
f r e q u e n z /  =  3 M H z, F re q u e n z h u b  A f  =  i l 3 5  k H z  u n d  M o du la tionsfrequenz  
fm  =  300 H z. D er M essu n sich erh e itsk o effiz ien t infolge d er D ick en än d eru n g  
des B leches (Zq) k a n n  also b e i d ieser M ethode a u f  G ru n d  von  ex p erim en te llen  
D a te n  als 0,4 an g en o m m en  w erden .

3.2. Ä nderungen  der R auh igkeit der Blechoberfläche

D er E in fluss d e r  U n eb en h e iten  der B lech o b erfläch e  k a n n  am  e in fach sten  
so b e h a n d e lt w erd en , d ass  m an  in  ein  B lech  v o n  v o lls tän d ig  g la t te r  O b er­
f lä c h e  eine V erjü n g u n g  e in h o b e lt, u n d  d e ren  E in flu ss  a u f  die In d ik a tio n s ­
ä n d e ru n g  bei den  v e rsch ied en en  M ethoden  b e o b a c h te t (A bb. 5). W en n  die 
F la n k e  d ieser T rep p e  sich  in  der M ittellin ie des S ch a lls trah les  b e fin d e t, d a n n

Abb. 5
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gelangen  die zwei H ä lf te n  (1 u n d  2) des S ch a lls trah les  m it P hasend ifferenz  
zu r O berfläche des E m p fä n g e rk ris ta lls . E s  k a n n  angenom m en w erd en , dass 
eine V erjü n g u n g  von  d e r H öhe h, w elche d e r  m ax im alen  O b erfläch en rau h ig ­
k e it e n tsp r ic h t, die gleiche m ax im ale In d ik a tio n sv e rm in d e ru n g  wie das ra u h e  
B lech  se lb st e rg ib t. (T a tsäch lich  w ird  in  d e r  P ra x is  die In d ik a tio n sa b n a h m e  
gew öhnlich  k le in er sein  als d er so e rrech n e te  W e rt, da  die rau h e  B lech o b er­
fläch e  aus v e rsch ied en en  U n eb en h e iten  b e s te h t , deren  A bm essungen  auch  
k le in e r als h se in  k ö n n en .)

3.21. B ei d er n eu en  M ethode g e lan g t je n e r  Teil des S ch a lls trah le s , 
d e r  d u rch  F e ld  2 g eh t (A bb . 5), e tw as s p ä te r  z u r  O berfläche des E m p fän g e r-

Abb. 6

k ris ta lle s  als d er d u rch  F e ld  1 gehende. Z ufolge d ieser V ersp ä tu n g  s in d  die 
zu  d en  beiden  S eiten  des E m p fän g e rk ris ta lls  anko m m en d en  zw ei S ignale 
von  gleicher A m p litu d e  u n d  F requenz , jed o ch  in  d er P hase  verschoben . D as 
re su ltie ren d e  S ignal is t  im m e r k leiner, als w en n  beide Signale g le ich p h asig  
an k ä m e n , w eil (s. A n h an g  1)

V '  f l  -f- cos <p 
2~

cos 1j2<p (3)
u n d

b2 — cos 1IZ cp ; (3a)

d a  b ed eu ten  :
V  die G eschw in d ig k e itsam p litu d e  des an k o m m en d en  Schalles, ohne 

P h asen v erzö g eru n g , also bei e inem  B lech  von  g la tte r  O berfläche  
V ’ die R esu ltie ren d e  d er G esch w in d ig k e itsam p litu d en  d e r aus d en  

F e ld e rn  1 u n d  2 ankom m enden  S ch a lls trah len , bei e iner P h a s e n ­
w inke lverzögerung  von  (f.

6  A cta Technica X X I/3— 4.
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D ie  Grösse des P h asen w in k e ls  k an n  fo lgenderw eise b e rech n e t w e rd en . 
D e r d u rc h  F eld  2 gehende T e il des S ch a lls trah les  gelang t um  die Z e it A t 
s p ä te r  z u r  O berfläche des E m p fä n g e rk ris ta lls  als d er du rch  F e ld  1 g eh en d e  :

H ie r  b ed eu ten  :
Cm die S challgeschw ind igkeit im  M a te ria l des B leches 
C w die S challgeschw ind igkeit im  W asser.
D ie  G rösse des d er Z e itd iffe ren z  en tsp re c h e n d en  P hasenw inkels h ä n g t  

v o n  d e r  F requenz  ab :

,  =  360 ^ =  3 6 0 ^ - -

T  c mc„
Cw) h - f  G rad , (4)

wo T  d ie  Schw ingungszeit u n d  /  die Schw ingungsfrequenz b ed eu ten .
E s  e rg ib t sich fü r  S ta h lb le c h  aus Gl. 4.

(p 1(P ------  G ra d ,  (4a)
^st

w o Ast d ie  W ellenlänge des Schalles im  S ta h l is t.
Y o n  A bb. 6 k a n n  ab gelesen  w erden , d a ss  im  F alle  von z. В . h =  0,1

V
m m  u n d  AS( =  2 m m , ( / = 3  M H z),—  =  0,91, d. h . bei e in e r so lchen

U n e b e n h e it  der O berfläche, die u n g efäh r d em  u n b e a rb e ite ten  B lech  e n t ­
s p r ic h t ,  e ine In d ik a tio n sa b n a h m e  von  e tw a  1 0 %  e n ts te h e n  k a n n . A us d iesem  
B e isp ie l is t  (wie es auch  die M essungen  bew eisen) zu  ersehen , dass die au sg e­
a r b e i te te  Im p u lsm eth o d e  b e i geeigneter W a h l d e r F requenz  — se lb s t b e i 
v e rh ä ltn is sm ä ss ig  hohen  W e rte n  von  h — e in en  M essunsicherhe itskoeffiz ien ten  
v o n  u n te rh a lb  10%  d u rc h  d en  E in fluss d e r  O b erfläch en u n eb en h e it zeigen 
w ird , d a ss  also b2 =  0,1 is t .

3 .22 . Bei der M ethode m it F . M. e r re ic h t d er d u rch  Feld  1 u n d  2 
g e h e n d e  Schall (Abb. 5) b e i v e rsch ied en en  F re q u en zen  also in  v e rsch ied en en  
Z e i tp u n k te n  die m ax im ale  G esch w in d ig k e itsam p litu d e  ; die W asserw ege  
la s se n  so g ar diese gleichen G esch w in d ig k e itsam p litu d en  versch ieden  d u rc h  
(s. P u n k t  3.12). S ieht m an  n u n  bei der B eh an d lu n g  von dem  F req u en z - u n d  
A m p litu d e n -U n te rsc h ie d  ab , so is t  das re su ltie ren d e  S ignal n ach  G le ichung  (3) 
zu  b e re c h n e n .

D en  P h asen u n te rsch ied  k a n n  m an fo lgenderw eise berechnen . D ie den  
B le c h d ic k tn  d1 und  d2 e n tsp re c h e n d en  D u rch lass-F req u en zen  sind  u n d  / 2.
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E s b e s te h t — falls die D u rch läss ig k e it des B leches m ax im al is t  — zw ischen 
B lechd icken  u n d  W ellen längen  die fo lgende B eziehung :

A us d ieser G leichung :

2 dx 2 d2 2 (dj — h)

Á  =  A ,
f l  ^2

Л - Л - / Л .
a 2

(5)

W enn d e r F re q u e n z h u b  u n d d ie  M odu la tio n sfreq u en z  / m is t ,  so
b e trä g t  die Z eit (tj), w elche zu  e in er F re q u e n z ä n d e ru n g /2 — / j  n o tw e n d ig  is t :

li ~  . r . - (/2  f i )
4 fm  ■ A f 4 f m - A f f l d.

sec. (6)

u n d  d e r d ieser Z e it en tsp rech en d e  P h asen u n te rsch ied  :

h  „ , n / 12 360 /1
4 / m • d /  d2

Äi —  G rad .
d2

(6a)

B ei den  p ra k tis c h  v o rh a n d e n e n , von  dem  A p p a ra t ab h än g ig en  k x u n d  
v o n  d er B lechoberfläche  ab h än g ig en  h/d2 W erten  is t  d er P h a se n u n te rsc h ie d  
g rösser als 180 G rad , in fo lgedessen  k a n n  also auch  b2 (s. Gl. 3a.) je d e n  W ert 
zw ischen 0 u n d  1 a n n eh m en  :

D a w ir noch  k eine  au sfü h rlich en  M essungen vo rgenom m en h a b e n , aus 
w elchen  ein D u rc h sc h n ittsw e rt fü r  b2 ex p erim en te ll fe s tg este llt w erden  k ö n n te , 
h a b e n  w ir b2 m it e in em  W e rt von  0,5 b e rü ck sich tig t. E s  sei b e m e rk t, dass 
so g ar d ieser hohe W e rt von  b2 n u r  bei der P rü fu n g  von B lechen m it v e rh ä l t ­
n ism ässig  w enig  ra u h e r  O berfläche  e rre ich b ar is t. D ie B ed in g u n g  b2 <! 0,5 
is t  n äm lich  (s. Gl. 3a) be i e in er k le ineren  P h asen v ersch ieb u n g  als (p1 =  
2 a rc  cos (1 — b2) =  2 a rc  cos (1 — 0,5) =  120 G rad  e rfü llt. W as die A p p a ra te n -  
k o n s ta n te  b e tr if f t ,  is t  es p ra k tis c h  schw er einen  n ied rig e ren  W e rt als 
k j =  10® zu v erw irk lich en  (s. A n h an g  2). S elbst m it d iesem  n ied rig en  W e rt 
v o n  kj g eh t aus Gl. 6a. h e rv o r, dass bei d er obigen V o rau sse tzu n g  : çq <! 120 
G rad ,

h

d2
n
kl

120
105

1,2 • IO -3

sein  m uss (also z. B . be i e in e r B lechdicke von  15 m m  h k le in e r als 18 /t b le i­
ben  sollte).

6*
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3.3 . Ä nderungen des W inkels  zwischen der R ich tu n g  des Schallstrahles 
u n d  der Flächennormale in fo lge der K rü m m u n g  des Bleches

D ie O berfläche d e r  u n b e a rb e ite te n  B leche is t  gew öhnlich  keine vo ll­
k o m m e n e  E bene. Es m u ss a lso  u n te rsu c h t w e rd en , w ie sich  d er durchgelassene 
S c h a lld ru c k  in  jen em  F ä lle  ä n d e r t ,  w enn d as  B lech  p lan p a ra lle l is t , jed o ch  
m it  d e r  zum  S ch a lls trah l se n k re c h te n  R ic h tu n g  e in en  gew issen W inkel b ild e t. 
D ie  tra n sv e rsa le n  S ch w in g u n g en  im  Blech b e i e in em  von  90° abw eichendem  
E in fa llsw in k e l des S c h a lls tra h le s  w erden v e rn a c h lä ss ig t, in  d e r P rax is  b e trä g t 
n ä m lic h  die A bw eichung v o n  d e r S en k rech ten  n u r  ein ige G rade , w obei die 
A m p litu d e n  der tra n s v e rs a le n  S chw ingungen in  V erg leich  m it den  lo n g itu d i­
n a le n  v ern ach lässig b ar k le in  sind .

4  **'/7 - G /3
y • Geschu/indigkerûsa/ryofftoc/e-

Abb. 7

0

Ут_

yo - 0
(*)\д ßffaHs £  M ein f s tj

3.31. Bei der E rs ts ig n a l-M e th o d e  zeig t d as  v o n  dem  E m p fän g er abge­
g e b en e  S ignal den H ö c h s tw e r t  des e rs ten , re flex io n sfre i zum  E m p fän g e r­
k r is ta l l  angekom m enen  W ellenzuges. D er E in flu ss  d er schiefen Lage des 
B lech es o ffenbart sich  n u r  in so fe rn , dass sich  d er S c h a lls tra h l p ara lle l zu  sich 
v e rs c h ie b t und  — w en n  d ie  O berfläche des E m p fä n g e rk ris ta lle s  dem  Q uer­
s c h n i t t  des S challstrah les g le ich  is t — ein T eil des E m p fän g e rk ris ta lles  keine 
S ch w in g u n g en  e rh ä lt. (A bb . 7b)

3.32. Bei d er m it F . M. arb e iten d en  M ethode  e rh ä lt , w enn die O ber­
f lä c h e n n o rm ale  u n d  d ie  R ic h tu n g  des S ch a lls trah le s  p a ra lle l s ind , ein jed e r 
P u n k t  des E m p fä n g e rk ris ta lle s  die Sum m e e in e r u n end lichen  R eihe von
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re fle k tie rten  S c h a lls trah len . (A bb. 8a) Im  F a lle  gü n stig er P h a se n v e rh ä lt­
nisse add ieren  sich  die A m p litu d en  der w ied erh o lt re f lek tie rten  W ellen .

W enn je d o c h  die F läch en n o rm ale  des B leches einen  W inke l m it dem  
S ch a lls trah l b ild e t, so k o m m en  au f die versch ied en en  O b e rfläch en p u n k te  des 
E m p fän g e rk ris ta lls  W ellen  ungleicher G esch w in d ig k e itsam p litu d en  an . A us 
d er A bb . 8b is t  e rs ich tlich , d aß  zum  Feld  0 ü b e rh a u p t kein  S tra h l ge lang t. 
Zu F e ld  I  (A bb. 8b) k o m m t d er S trah l m it e in e r G eschw in d ig k e itsam p litu d e , 
wie im  F alle  d e r Im p u lsm o d u la tio n  (s. A bb . 7a). In  dem  Felde I I  add ie ren  
sich  schon zwei W ellenzüge u . s. w. In  A bb . 8 b e d e u te t y  den  R eflek tio n s-

o . )

К
Blech

\

_____y_i _ G

G

Empfangene*
k rista // e

N

У,

S -  1 .2 ,3 ....

Abb. 8

à )

<7 /. / / m.

У1

vo *0

V Í *  2
*i ^ ß f u p )

koeffiz ien ten  fü r  die G renzfläche  B lech-W asser u n d  ß den  D u rch laß k o effiz ien ­
te n  des B leches im  W asser, w ie in  A bb. 7 ; b e ide  s ind  a u f  G eschw ind igkeits­
a m p litu d e  bezogen. G anz o ffen b ar is t die In d ik a tio n sa b n a h m e  b e i F re q u e n z ­
m o d u la tio n  v iel g rößer als be i Im p u lsm o d u la tio n  u n d  »erstes S ignal«  In d i­
k a tio n .

3.33. Z u sam m en fassen d  : die M eßunsicherheit w ird  von  d en  Ä n d e ru n ­
gen des von d e r F läch en n o rm a len  und  d er R ic h tu n g  des S ch a lls trah le s  e in ­
geschlossenen W inke ls be i d e r E rsts ig n a l-M eth o d e  v iel w eniger b e e in flu ß t, 
als be i d e r f. m . M ethode . D ie in  k o n k re ten  F ä llen  aus d er P rax is  b e rech n e ten  
u n d  gem essenen W e rte  e rg ab en , daß  z. B . b e i e =  1,5° m it E rs ts ig n a lm e ­
th o d e  b3 ~  0,1, w ogegen m it F req u en zm o d u la tio n  b3 ~  0,6 b e tru g . Diese
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W e rte  w u rd en  u n te r  fo lg en d en  U m stän d en  gem essen  : B lechdicke : 15,5 m m , 
M eß freq u en z  : 3 M H z, D u rch m esse r des S ch a lls trah les  u n d  des E m p fä n g e r­
k r is ta l le s  ungefähr gleich (17 m m  0 ).

3 .4 . Ä nderung der akustischen  K opp lung  zw ischen  IVasser u n d  Bleche

B eid e  besprochenen  M eth o d en  w erden d u rc h  die U n sich e rh e it, w elche 
d u rc h  d ie  Schw ankung d e r  ak u stisch en  K o p p lu n g  v e ru rsa c h t w ird , gleich 
b e e in f lu ß t . N ach u n se ren  E rfa h ru n g e n  k a n n  diese M eßunsicherhe it u n te r  
d e r  G ren ze  von bi — 0,1 g e h a lte n  w erden.

3 .5 . Andere Ursachen der M essunsicherheiten

I n  diese G ruppe g eh ö ren  z.B . : S ch w an k u n g en  d e r N e tz sp a n n u n g ,
Ä n d e ru n g e n  in  der V e rs tä rk u n g  der e lek tro n isch en  V o rrich tu n g , S treu u n g  
des E la s tiz itä tsm o d u ls  des g e p rü fte n  M ateria ls . D iese U rsach en  b ee in flu ssen  
g le ich fa lls  die M eß u n sich erh e iten  beider b e sp ro ch en en  M eth o d en . D ie so 
v e ru rs a c h te n  U n sich erh e iten  s in d  gew öhnlich k le in  ; a u f  G ru n d  d e r E r fa h ru n ­
gen  k a n n  m an einen W e rt v o n  b5 =  0,05 a n n eh m en .

3 .6 . Z usam m enfassung  der Feststellungen bezüglich der M essunsicherheit

D ie  M essunsicherheitskoeffiz ien ten  w u rd en  in  den obigen als re la tiv e  
In d ik a tio n sa b n a h m e n  b e re c h n e t. E igen tlich  e n tsp re c h e n  alle diese K oeffiz ien ­
te n  e in e m  S ch w äch u n g sfak to r : a. D ieser S c h w äch u n g sfak to r is t  :

a, =  1 -  />,. (7)

M it d e r  A nnahm e, dass d ie  W irkungen  d er e inzelnen  M eß u n sich erh e its­
k o e ff iz ie n te n  v o n e in an d er u n a b h ä n g ig  sind , is t  d e r  resu ltie ren d e  S chw ächungs- 
F a k to r  :

°  ' a 2 ’ a 3 ’ a 4  " a 5 . (8)

D e r re su ltie ren d e  M essun sich erh e itsk o effiz ien t (6) k an n  aus Gl. 7 b e rech n e t 
w e rd e n  :

b =  1 — а . (8a)

S te llen  w ir die M essu n sich erh e itsk o effiz ien ten  a u f  G ru n d  d e r in  den 
v o r ig e n  A b sch n itten  a n g e fü h r te n  Z ahlenw erte  zu sam m en  u n d  b e rech n en  w ir 
d e n  re su ltie ren d en  K o e ffiz ien ten  b, so bekom m en  w ir die fo lgenden  E rg eb n isse  :

W ie  aus der T ab e lle  e rs ich tlich , is t  d e r M essunsicherhe itskoeffiz ien t 
b e i d e r  au sg earb e ite ten  M eth o d e  — die m it In d ik a tio n  des e rs te n  Signales 
a r b e i te t  — u n te r  den  g esch ild e rten  M essv erh ä ltn issen  ru n d  d re im a l k le in e r  
a ls b e i  dem  freq u en zm o d u lie rten  V erfahren .
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Tabelle 1

Erstsignal-Methode Methode mit F. M.

i bi »1 а b bl а b

l 0 1 0 ,4 0 ,6

2 0 ,1 0 ,9 0 ,5 0 ,5

3 0 ,1 0 ,9 0 ,6 0 ,4

4 0 ,1 0 ,9 0 ,1 0 ,9

5 0 ,0 5 0 ,9 5 0 ,0 5 0 ,9 5

0 ,7 0 ,3 0 ,1 0 ,9

4. Schlussfolgerungen

B ei d er P rü fu n g  v o n  B lechen m it U ltra sc h a ll-D u rch s tra h lu n g  w ird  die 
G rösse des n och  nach w eisb aren  k le in s ten  F eh lers du rch  d en  Q u e rsc h n itt 
d es  S ch a lls trah les  u n d  du rch  die M essunsicherheit b estim m t (w enn es ange­
no m m en  w erd en  k a n n , dass der F eh le r k e in e  S challschw ingungen  d u rc h lä ss t) . 
V e rm in d e rt m a n  d en  Q u e rsch n itt des S ch a lls trah le s , so v e rm in d e rt sich  auch 
d ie  P rü fg esch w in d ig k e it : es w ird  also a n g e s tre b t, e inen  je  g rösseren  
Q u e rsc h n itt  zu  w äh len . V ergleicht m an  die D u rc h s trah lu n g sm e th o d en  b ezü g ­
lich  d er M essunsicherhe it, so e rg ib t sich , d ass  die au sg earb e ite te  E rs ts ig n a l- 
M ethode d en  V o rte il h a t ,  eine w esen tlich  k le inere  M essunsicherheit als die 
M ethode m it F . M. aufzuw eisen ; m it d e r  E rstsig n a l-M eth o d e  k a n n  m an  
a lso  en tw ed e r k le inere  F eh le r en td eck en , o d e r eine grössere P rü fg esch w in ­
d ig k e it e rre ich en , als m it F req u en zm o d u la tio n . N ach te il d er a u sg e a rb e ite te n  
M ethode is t  ih re  b eg ren z te  A nw endungsm ög lichke it, da  sie zu r P rü fu n g  von 
B lechen , deren  D icke u n te r  e tw a 8 m m  b e tr ä g t ,  n u r d an n  geeignet is t ,  w enn 
je n e  n ich t g ro b fläch ig  sind .

O bw ohl in  d e r P ra x is  n ich t die W ellen länge  die G rösse des k le in s ten  
n ach w eisb a ren  B lechfeh lers b e s tim m t, soll m a n  die W ellen länge d och  m ög­
lich s t k le in  w äh len , d a m it die m in im ale D ickenabm essung  des n ach w e isb a ren  
F eh lers v e rm in d e r t  w erde. E ine u n te re  G renze d er W ellen länge w ird  d u rch  
d ie  O b e rflä c h en ra u h e it d e r B leche b e s tim m t. D ie R au h e it d er B lech o b erfläch e  
b ee in flu sst die M essunsicherheit bei d e r M ethode  des »ersten  S ignals«  w eniger 
a ls  bei d e r A n w en d u n g  d e r F req u e n z m o d u la tio n , infolgedessen k a n n  b e i dem  
E rs ts ig n a l-V e rfa h re n  eine k leinere W ellen län g e  gew ählt w erden .

Anhang 1.
W ie bekannt beträgt die Summe (A ' )  v o n  zw ei gleichperiodischen Sinusfunktionen, 

deren A m plituden ( A )  gleich  sind :

A '  =  У(А -j- A cos <p)2 -(- A 2 sin2 <p — 2 A  ^



3 4 2 I. EGRI

un d  der Q uotient der A m plituden  :

A '
A

j / 1 +  co s y  ,

w o <p d ie  Phasendifferenz zw ischen  den zwei Sinusfunktionen bedeutet.
Im  F alle  eines p iezoelek trischen  Um form ers is t  das elektrische Signal dem  P rodukt : 

D ru ck  X Oberfläche des U m form ers proportional. D er Druck ist aber m it der G eschw indig­
k e itsa m p litu d e  in  Proportion, es kan n  also angeschrieben werden, dass die elektrische In d i­
k a tio n  dem  Produkt : G eschw indigkeitsam plitude X O berfläche des K ristalls proportional 
is t .  Im  F a lle  eines volkom m en ebenen  Bleches ist also das elektrische Signal dem  P rodukt 
V. F  proportional, wo V  die G eschw indigkeitsam plitude und F  die Oberfläche des K rista lls  
b e d e u te t. (In  Abb. 7. u . 8. is t  F  =  y l . 2j.)

Im  F alle  eines B leches m it  einer Verjüngung (A bb. 5) erregen beide H ä lften  des

K rista lls  e in  elektrisches Signal, proportional dem P rodukt : V. —  F,  aber m it einer P hasen­

v ersch ieb u n g  von <f Grad. D ie  Sum m e dieser K om ponenten beträgt V  ■ F  und la u t obigem  
i s t  der Q uotient der A m plituden :

oder  vere in fach t :

V F 2 V

V  1^1 - f-  COS If
~V~ ~  I  2

A nhang 2.

D ie  A pparatekonstante кг is t  gleich :

fcl _  f f  - 360 Grad,
1 4/m  • A f

D er  im  Abschnitt 3.2 angenom m ene W ert von  кл =  105 ist z. B . m it folgenden D aten  
zu  verw irk lichen  :

Л  =  106 Hz
fm  =  104 H z  
A f  =  105 H z.

M it diesen Daten ist :

h
(If)«)2-J560 
4 - lOMO6 105 G rad.

B e i  den üblichen A pparaten  is t  kl v ie l grösser. O ft verw endete W erte sind z. B . :

f t =  3 • 10« H z  

fm  =  330 H z  

A f  =  1,3 • 105 H z.

M it diesen Daten beträgt

(3 • 10«)2 • 360
4 • 330 • 1 ,3 -1 0 »

~  2 • 107 Grad.
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ZUSAM M ENFASSUNG

E s w ird eine im  In stitu t für M esstechnik und Instrum entenw esen der Ungarischem  
Akadem ie der W issenschaften entw ickelte, sogenannte Erstsignal-M ethode zur Im m ersions­
prüfung v o n  grobflächigen M etallblechen m it H ilfe der U ltraschall-D urchstrahlungsm ethode  
beschrieben, und dieselbe m it der Frequenzm odulationsm ethode verglichen. D ie  E rgebnisse  
des V ergleiches können w ie  folgt zusam m engefasst werden :

B ei der Prüfung von Blechen m it H ilfe der U ltraschall-D urchstrahlungsm ethode wird  
die Grösse des noch nachweisbaren kleinsten Fehlers durch den Querschnitt des Schallstrahles 
und die M essunsicherheit bestim m t, wenn es vorausgesetzt werden darf, dass der Fehler  
keine Schallschw ingungen durchlässt. D ie Prüfgeschw indigkeit ist dem Q uerschnitt des 
Schallstrahles proportional, es wird daher ein m öglichst grosser Querschnitt des Strahles 
angestrebt. W erden die beiden D urchstrahlungsm ethoden in Bezug auf die M essunsicherheit 
m iteinander verglichen, so ergibt sich, dass die m it Im pulsm odulation und E rstsignalind ik a­
tion arbeitende M ethode vor der Frequenzm odulationsm ethode eine weitaus geringere M essun­
sicherheit voraus hat ; dem gem äss kann m it H ilfe der ersten M ethode ein geringerer F eh ler  
nachgew iesen, oder aber eine höhere Prüfgeschw indigkeit als durch die F requenzm odulations­
m ethode erreicht werden. E in N achteil der entw ickelten  M ethode besteht in  ihrer beschränk­
ten A nw endungsm öglichkeit, da sie zur Prüfung von  B lechen , deren D icke unter etw a 8 mm  
beträgt, nur dann geeignet ist, wenn jene n icht grobfläch ig sind.

O bwohl der N achw eis des durch die W ellenlänge theoretisch bedingten  m inim alen  
Fehlers w egen  der M essunsicherheiten nicht m öglich  is t , soll die W ellenlänge tro tzd em  m ög­
lichst k lein  gew ählt werden, um  die m inim ale D ickenabm essung des noch nachw eisbaren  
Fehlers a u f diese W eise zu verringern. Der Verringerung der W ellenlänge w ird durch die 
O berflächenrauhigkeit der Bleche eine Schranke gesetzt. Der E influss der O berflächenrauhig­
keit auf d ie M essunsicherheit ist bei der entw ickelten  Erstsignalm ethode geringer als bei der  
Frequenzm odulationsm ethode, die W ellenlänge kann som it im  erstcrcn Fall geringer gew äh lt  
werden.

M É T H O D E  PO U R LE CONTRÔLE D E  L’IM M ERSION D E S TÔLES PAR TRA N SM ISSIO N  
U L T R A SO N IQ U E , ET COMPARAISON AVEC LA M ÉTHO DE À M O D U L A T IO N  D E

F R É Q U E N C E

I .  E G R I

RÉSUM É

L ’auteur étudie la m éthode de l’im m ersion pour le contrôle des tôles à rugosité  super­
ficielle par transm ission ultrasonique, m éthode appelée du premier signal, et élaborée à l’In sti­
tut des M esures et Instrum ents de l’Académie H ongroise des Sciences. Il la com pare ensu ite  
avec la m éthode à m odulation de fréquence. Les résu ltats de la comparaison sont les su ivan ts r 

Au contrôle des tôles par transm ission ultrasonique, la grandeur du plus p e tit  défaut 
décelable est déterm inée par la section du rayon ultrasonique et par l’incertitude de la mesure,.
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à co n d itio n  que les défauts ne transm etten t pas les ondes ultrasonores. D ’autre part, la v itesse  
du contrôle étant proportionelle à la section du rayon  ultrasonique, il est donc préférable de 
choisir  —  autant que possible —  un rayon à grand section . D ’une com paraison des deux  
m éth o d es au point de vue de l ’incertitude de la m esure, il ressort que la nouvelle m éthode  
à m odu lation  d’im pulsions, et à l ’indication du prem ier signal, possède l’avantage de présenter  
une incertitu de de m esure bien plus réduite que la  m éth ode à m odulation de fréquence. Il est 
donc possible ou bien de déceler de plus petits d éfauts ou bien d’augmenter la v itesse  du 
con trô le  par rapport à la m éthode à m odulation de fréquence. Le désavantage de la nouvelle  
m éth o d e  est que son dom aine d’application est lim ité . E lle  n ’est pas âpte au contrôle des 
tô les  m inces (d <  8 m m ) à rugosité superficielle.

E n  général, il n’est pas possible, par su ite de l ’incertitude de mesure, de déceler les 
d éfa u ts m inim a déterm inés théoriquem ents parla  longueur d ’onde. Malgré cela, il est préférable 
de dim inuer autant que possible la longueur d’onde pour réduire l’épaisseur m inim um  du  
d éfa u t décelable. La dim inution de la longueur d’onde e st lim itée  par la rugosité superficielle. 
L ’in flu en ce  exercée par celle-ci sur l’incertitude de m esure é tan t plus réduite dans la m éthode  
d ite  du prem ier signal, que dans celle à m odulation de fréquence, ainsi au cas de la prem ière 
m éth od e on peut utiliser des ondes plus courtes.

A  N E W L Y  D E V E L O P E D  M ETH O D FOR T H E  IM M E R SE D  ULTRASONIC T R A N S ­
M ISSIO N T ESTING  OF M ETAL PLATES A N D  IT S COMPARISON W IT H  T H E  

F R E Q U E N C Y  M O D ULATIO N M ETHO D

I .  E G R I

SUM M ARY

T he author presents the so-called first-signal m eth od  for the im m ersed ultrasonic  
transm ission  testing o f  rough-surface m etal plates, w h ich  has been developed in  the In stitu te  
for M easurem ent and Instrum entation  o f the H ungarian A cadem y of Science, and com pares 
i t  w ith  th e  frequency m odulation  m ethod. The results can  be summarized as fo llow s :

A t ultrasonic transm ission testing of plates, the m inim um  flaw  size which can be d e­
tec ted  is  determ ined by the cross-section of the u ltrason ic  beam  and by the possible errors 
in  th e  m easurem ent, i f  we suppose that no sound is transm itted  through the flaw . Speed o f  
te s tin g  is proportional to the cross-section of the sound beam , therefore we strive to choose 
as large a beam cross-section as possible. Comparing th e  two transmission m eth ods from  
th e  p o in t o f  view  o f the possible errors in the m easurem ent, the advantage of the new  m ethod  
using pulse m odulation and first-signal indication consists in  its possible errors being m uch  
sm aller than  that o f the frequency-m odulation m eth od  ; therefore it perm its either detection  
o f  sm aller flaw s or a greater inspection  speed than  the frequency m odulation m ethod. A dis­
ad van tage  o f the new m ethod is its  lim ited field  o f  app lication , because it is su itable for the  
in sp ectio n  o f th in  (d  <  8 m m ) plates only if  their surface is not rough.

A lthough detection  o f the sm allest flaw  as g iven  theoretically  by the w ave-len gth  
is generally  not possible because o f  errors in the m easurem ent, one m ust choose nevertheless 
as sm all a w ave-length as possible in order to reduce th e  m inim um  thickness o f  the sm allest 
fla w  w hich  can be detected. R eduction  o f w ave-length  is lim ited  by the surface roughness 
o f  th e  p lates. Influence o f  the plate surface roughness o n  the errors in the m easurem ent is 
sm aller  w ith  the new ly developed first-signal m ethod than  w hen using the frequency m odu la­
t io n  m eth od , and therefore in  th e  first case a shorter w ave-length  can be chosen.
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МЕТОД, РАЗРАБОТАННЫЙ ДЛЯ ИММЕРСИОННОГО КОНТРОЛЯ МЕТАЛЛИ­
ЧЕСКИХ ЛИСТОВ С ПОМОЩЬЮ УЛЬТРАЗВУКОВОГО ПРОСВЕЧИВАНИЯ, 

И СРАВНЕНИЕ ЭТОГО МЕТОДА С МЕТОДОМ ЧАСТОТНОЙ МОДУЛЯЦИИ
и . ЭГРИ

РЕЗЮМЕ

В статье дается описание т. и. метода первичного сигнала, служащего для иммер­
сионного контроля металлических листов без обработки поверхности с помощью ультразву­
кового просвечивания, разработанного в Институте измерительной техники и приборо­
строения Академии наук Венгрии, затем дается сравнение этого метода с методом 
частотной модуляции. Результаты сравнения двух вышеупомянутых методов можно 
свести к нижеследующим.

При контроле металлических листов с помощью ультразвукового просвечивания 
размер обнаруживаемого наименьшего дефекта определяется поперечным сечению 
ультразвуковых лучей и величиной неопределенности измерения, если о дефектах воз­
можно предполагать, что они не пропускают ультразвуковые колебания. Скорость кон­
троля пропорциональна поперечному сечению ультразвуковых лучев, следовательно, 
существует стремления выбирать поперечное сечение ультразвуковых лучей возможно 
большим. Сравнивая точку зрения неопределенности измерения, в отношении метода 
просвечивания можно сказать,что преимуществом разработанного метода, использующего 
импульсную модуляцию и индикацию первосигнала, заключается в том, что неопре­
деленность измерения значительно ниже, чем это имеет место в случае метода с частотной 
модуляцией ; поэтому при помощи предлагаемого метода можно добиться по сравнению 
с методом частотной модуляции или обнаружения меньшего по размерам дефекта или 
же большей скорости контроля. Недостатком разработанного метода является ограничен­
ность области применения, так как предлагаемый метод не пригоден для контроля 
тонких листов (d<8 мм) только в том случае, если поверхность листов была обработана.

Несмотря на то, что обнаружение наименьшего по размерам дефекта, определяемого 
теоретически длиной волны, из-за неопределенностей измерения является в общем невоз­
можным, все-таки длину волны, по мере возможности, необходимо выбрать небольшой 
в целях возможности снижения размера минимальной толщины обнаруживаемого дефекта. 
Уменьшение длины волны ограничивается качеством поверхности листов. Влияние 
качества поверхности листов на неопределенность измерения в случае разработанного 
метода первосигнала ниже, чем в случае применения частотной модуляции, следова­
тельно в предыдущем случае длина волны может быть выбрана меньшей.
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Symbols

a Q uotient o f geom etrical progression 
131 V oltage gain
a V oltage ratio o f  fourterm inal netw ork from  inp ut to output 
b Ra/Ro

S3 transfer im pedance, measured at prim ary term inals o f fourterm inal netw ork, w ith  short- 
circuited secundary terminals 

ß  feedback factor
(S transfer adm ittance, measured at prim ary term inals o f  fourterm inal netw ork , w ith  

opencircuited secundary terminals 
■C,I capacitance in  phase shifting netw ork (n  =  0, 1, 2, 3)
©  current ratio o f  fourterm inal netw ork from input to output 
e base o f natural logarithm  

gm transconductance  
ia a. c. plate current 
ig a. c. grid current
j  У — 1

L general network m atrix  
Q  relative frequency (cuRC) 
p  com plex frequency ( o  jo>)

Ra  load resistance
R„ resistance in phase shifting network ( n =  0, 1, 2, 3) 
ua a. c. plate voltage  
ug a . c. grid voltage
Za p late-side im pedance in  а л  netw ork (ra +  jX a )
Zc coupling im pedance in  а я  netw ork ( rc +  jX c)
Zg grid-side im pedance in а я  netw ork (rg ~|- j X g )
Zi  in p u t im pedance o f  a fourterm inal network  
Z0 im pedance o f a vacuum  tube 
Zp im pedance of a parallel RC  circuit 
Zs im pedance of a series R C  circuit

X n  reactance in phase shifting network (n — 0, 1, 2, 3)
Y i  inp ut adm ittance o f  a fourterm inal netw ork  
Y„  adm ittance of a vacuum  tube

I. The conditions for sustained oscillation of a feedback vacuum  tube oscillator

In  th e  case o f  oscillators w o rk in g  on th e  feed b ack  p rinc ip le  th e  v o ltag e  
on  th e  p la te  c ircu it o f  th e  o sc illa to r tu b e  is fed  b a c k  to  th e  g rid  th ro u g h  a 
fo u rte rm in a l n e tw o rk , th u s  co n tro llin g  th e  p la te  c u rren t. T h e  ra t io  o f  th e
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p la te  v o lta g e  to  th e  p la te  c u r re n t  of th e  tu b e  — th e  im pedance  o f th e  tu b e  
b e in g  d r iv e d  — depends on  th e  p a ram ete rs  o f  th e  tu b e  an d  on th e  fo u rte rm in a l 
n e tw o rk . W e now  supp o se  t h a t  th e  tu b e  can be d r iv e d  w ith o u t g rid  c u rre n t 
a n d  t h a t  th e  in p u t im p e d a n c e  o f  th e  grid  c ircu it is rep re sen ted  on th e  second­
a ry  s id e  o f th e  fo u r te rm in a l feedback  n e tw o rk . I n  th e  genera l o sc illa to r 
c irc u it  show n in F ig . 1, th e  fo u rte rm in a l n e tw o rk  can  be described  b y  i t s  
g e n e ra l n e tw o rk  c h a ra c te r is tic .

91 99

U r &  Ф

Fig. 1. General oscillator circu it

W ith o u t  g rid  cu rren t (ig =  0)

w„ =  SI ug
i =  e  и

«  g

T h u s  th e  im p ed an ce  t h a t  can  be m easu red  on th e  anode-side o f  th e  
fo u r te rm in a l  n e tw o rk  is

Z , = 1  
® '

S u p p o s in g  we have  a p e n to d e , th e  a lte rn a tin g  p la te  c u rre n t o f th e  tu b e  can  
b e  c a lc u la te d  from  th e  a v e ra g e  tra n sc o n d u c ta n ce  a n d  th e  a lte rn a tin g  v o ltag e  
on  th e  g rid  :

=  Em ug•

T h u s  th e  im pedance o f  th e  tu b e  is

a Emh
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T he p la te  c ircu it o f  th e  oscillator tu b e  can  be  su b s titu te d  b y  an  im p e d a n c e  
a n d  th e  p r im a ry  side of th e  fo u r te rm in a l n e tw o rk  b y  Z , (F ig . 2). 

C onnecting  th e  tw o  im pedances in  p a ra lle l, th e  re su ltin g  a d m it ta n c e  
o f  th e  c ircu it b e tw een  po in ts  A  a n d  В  is :

Y A B (P) =  Y 0 +  Y i.

T his exp ression  is a fu n c tio n  o f th e  co m p lex  frequency

P  =  о  +  jco.

A

Yab'P>

В--------------------
F i g .  2 .  E q u iv a le n t  c ircu it

Y;4.

T h e n a tu ra l  frequencies o f th e  sy s te m  w ill be given b y  th e  ro o ts  o f  
e q u a tio n  [2, 3, 4 , 5 ]

Y a b  =  - gm—  +  =  0 .
91 (p )  91 (p )

Since th e  w avefo rm  of th e  o sc illa tio n  is  described  by  an  ex p ress io n  lik e

и  =  u0 ept

th e  sy s te m  w ill p e rfo rm  u n d am p ed  o sc illa tio n s i f  th e  eq u a tio n  d e te rm in in g  
th e  freq u en cy  has on ly  im ag in a ry  ro o ts .

A fte r  tra n sfo rm in g  th e  exp ressio n  we m a y  see th a t

or t h a t  [6]

91 =  _  5

g m  ~  ©

Z 0 =  Z j.

As th e  fo u rte rm in a l ne tw ork  co n sis ts  o f  lossy  reac tan ces, Z,- w ill a lw a y s  
c o n ta in  a p ositive  re s is tiv e  co m p o n en t. I f  th e  im pedance  o f th e  tu b e  co n ­
ta in s  n eg a tiv e  resis tiv e  p a r t ,  th is  c an  co m p en sa te  th e  losses o f th e  fo u r te rm in a l 
n e tw o rk . T h u s th e  c ircu it becom es su ita b le  to  genera te  u n d a m p e d  osc il­
la tio n s.



3 5 0 K. TARNAY

I t  has been  p o in te d  o u t th a t  S3/(£, th e  p la te -s id e  in p u t im p ed an ce  o f 
th e  fo u rte rm in a l n e tw o rk  has a positive  re a l p a r t ,  an d  th e  average  t r a n s ­
co n d u c ta n c e  o f th e  tu b e  — w hen th e  o p e ra tin g  freq u en cy  is n o t to o  h ig h  — 
is also  a positive  re a l q u a n ti ty , there fo re  th e  ab o v e  eq u a tio n  holds o n ly  if  
31 o f  th e  fo u rte rm in a l n e tw o rk  is n eg a tiv e . T h e  v o ltag e  applied  to  th e  in p u t  
side  o f  th e  feed b ack  c irc u it th e n  yields a v o lta g e  of th e  opposite  p h ase  on 
th e  seco n d ary  (g rid ) side o f  th e  n e tw ork .

D iv id ing  b y  21 we o b ta in  from  th e  p re ceed in g  eq u a tio n  th a t  th e  co n d itio n  
fo r o sc illa tion  is

g m =  - < £ •

T h is  eq u a tio n  show s th a t  th e  g rid  of th e  tu b e  m u s t have  a v o ltag e  o f  such  
a m p litu d e  th a t  th e  re su ltin g  a. c. p la te  c u r re n t  from  th is  con tro lling  e ffec t 
— w hich  is also th e  p r im a ry  cu rren t o f th e  fo u rte rm in a l n e tw o rk  — p ro ­
duces a t  th e  seco n d a ry  en d  of th e  n e tw o rk  th e  r ig h t am p litude .

T h e  tra n sc o n d u c ta n c e  of th e  tu b e  b e in g  p o sitiv e  and  rea l, w h ils t th e  
t r a n s fe r  a d m itta n c e  o f  th e  fo u rte rm in a l fe e d b a c k  n e tw o rk  is genera lly  co m ­
p lex , th e  above e q u a tio n  can  be se p a ra te d  to  re a l an d  im ag in a ry  p a r t

R e &  =  — g m

Im  Ë =  0 .

As th e  average tra n sc o n d u c ta n c e  depends on  a m p litu d e  [7 ], th e  e q u a tio n  
fo r th e  rea l p a r t  c a n  be used  for the  d e te rm in a tio n  of am p litu d e , a n d  th e  
im a g in a ry  p a r t  fo r freq u en cy .

II . LC oscilla tors

N egative  21 can  be m ost sim ply  rea lized  b y  a tran sfo rm er, w here th e  
seco n d a ry  v o ltage  w ill be opposite  in p h ase  to  th e  p rim ary  i f  th e  w ind ings 
a re  p ro p e rly  co n n ec ted . D epend ing  on w here  th e  tu n in g  cap ac itan ce , t h a t  
d e te rm in es  th e  fre q u e n c y , is connected , we o b ta in  a tu n e d  p la te  (F ig . 3), 
o r a tu n e d  g rid  (F ig . 4) osc illa to r [8, 9, 1 0 ].

W e m ay  o b ta in  fu r th e r  osc illa to r c irc u its  [11] if  th e  fo u rte rm in a l 
fee d b a c k  n e tw o rk  is assem bled  o f rea c ta n ce s  in  a rran g em en t 71 (F ig . 5), 
in  th is  case, su p p o sin g  low  loss reac tan ces , th e  tra n s fe r  a d m ittan ce  is :

g  _  r a +  r c +  rg +  j  (Xq  +  X c +  A g) ^  ra -f- rc +  rg + J  ( X a +  X c +  X g) 

(ra + j  X a) ■ (rg +  j  X a) X a X g
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T h e tra n s fe r  a d m itta n c e  is p u re  re a l i f

an d  is n eg a tiv e  if
X a +  X g -f- X c — 0 

X a X g >  0

Fig. 3. Tuned plate oscillator Fig. 4. Tuned grid oscilla tor

Fig. 5. Fourterm inal feedback network

Fig. 6. C olpitts o scilla tor

i . e . i f X a an d  X g are reac tan ces  w ith  th e  sam e  s ig n  an d  ch arac ter, th a t  is , i f  b o th  
a re  in d u c ta n c e s , o r b o th  are  cap ac itan ces . T h e  im ag in a ry  p a r t  o f  th e  tra n s fe r  
a d m itta n c e  becom es zero i f  X c is o f  a n  o p p o s ite  ch a rac te r to  th e  p receed in g  
te rm s , b u t  o f th e  sam e abso lu te  v a lu e .

7 A p ia  T c c h n ic a  X X I /3 — 4 .
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O n  th e  basis d iscu ssed  above we o b ta in  fu r th e r  oscillator c irc u its  : 
a) X c is an in d u c ta n c e , in  consequence X a an d  X g are c ap ac itan ces . 

T h is  is  th e  C olpitts o sc illa to r show n in  F ig . 6 [12, 13].

Fig.  7 H artley osc illa tor

cи r a r  и

Fig.  8  TP— TG oscillator

b) X c is a c a p a c itan c e , in  consequence X a an d  X g are in d u c ta n c e s . 
T h is  is  th e  H a rtle y  o sc illa to r  (Fig. 7) [14, 1 5 ] . I f  X a and X g are  p a ra lle l 
t u n e d  c ircu its  tu n e d  to  be  o f  induc tive  c h a ra c te r , th e  circu it is ca lled  a 
H u th  — K ü h n , or T P — TG  o sc illa to r (Fig. 8). I n  th is  circu it coupling  ta k e s  
p la c e  b e tw een  th e  g rid  a n d  p la te  c ircu its u su a lly  th ro u g h  th e  g r id -p la te  
c a p a c ita n c e  of th e  tu b e  [16, 17].

I I I . RC oscillators

O scilla to rs in  th e  au d io -freq u en cy  ra n g e  h a v e  feedback  n e tw o rk s co n ­
s is t in g  o f  R C  e lem en ts, o f  th e se  th ere  are tw o  basic  types genera lly  u sed  : 

T h e  phase-sh ift o sc illa to r  w orking a t  o n ly  one frequency  [18, 19, 20, 
21 , 2 2 , 23, 24 ], th e  W i e n  circu it w hich c a n  be  tu n e d  b y  using re la tiv e ly  
few  v a r ia b le  com ponen ts [25].
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T h e p h ase -sh ift osc illa to rs are t r e a te d  w ith  th e  p rac tica lly  a lw ays 
ju s tif ie d  su p p o sition  t h a t  th e  tim e  c o n s ta n ts  o f  th e  various p h ase  sh if te rs  
are  id en tica l, i. e. u s in g  th e  sym bols of F ig . 9 th a t

Rfi Cfj — const*

T he second co n d itio n  for th is  ana ly sis , t h a t  holds in  p rac tice  to o , is 
th a t  th e  ra tio  o f th e  im pedances o f th e  s u b se q u e n t elem ents are c o n s ta n t

R  i = R 0 x o

IIСЧ
05 - Д о x 2 = 1 X  Л 0

a a

R 3 =
a*

x 3 = —  x e 
«2 0

o r in  genera l form

к " = 4 т к »an 1 an 1

In  acco rdance  w ith  th e  above co n d itions th e  m a trix  o f th e  n - th  p h a se  
sh ifte rs  is

1 + j - Tf-  j X n
К

1

7*

1

Fig.  9. Phase shift o sc illa tor
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w h ile  th e  m a tr ix  o f th e  lo a d  resistance  is

0 '

1

L  —  L a X Ь г  X L 2 X L 3 ,

w h ic h  is  g iven  b y  th e  p ro d u c t of th e  fo u r m a tr ic e s , th e  tra n sfe r  a d m itta n c e  
o f  th e  3 p h ase  sh ifters co n n ec ted  to  th e  lo a d  res is tan ce  (m ark ing  R a/R b =  b, 
th e n  m u ltip ly in g  th e  exp ressio n  w ith  R a a n d  w ith  th e  in tro d u c tio n  o f  th e  
r e la t iv e  frequency) is

'  1

L a =  !

Ra

A fte r  d e te rm in in g  th e  r e s u lta n t  m a tr ix

®R a =  1 +  b (1 +  a +  a 2) + j  [3 +  2 b (1 +  a - f  a 2 +  a 3)] —

-  ^  [ 3 +  4 1 +  °  +  ° ! +  < ■ > ) ] - > - •

O scilla tion  occurs a t  th e  freq u en cy  w h ere  th e  im ag in ary  p a r t  o f  К is 
z e ro , i. e. w here

3 +  2 b (1 +  a +  a2 +  a 3) -  —  =  0
Q  V ß 3

w h e n c e  th e  frequency  o f o sc illa tio n  is

Q  =
1

3 4- 21» (1 a -f- o 2 -f- a 3)

I f  th e  feed b ack  n e tw o rk  does no t load  th e  p la te  c ircu it, i. e. w h ere

6 =  0
t h e n  th e  re la tiv e  freq u en cy  is
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T he d ifference  b e tw een  th e  freq u en cy  o f o sc illa tio n  and  th e  no m in a l f req u en cy  
o f th e  feed b ack  n e tw o rk  is show n as a fu n c tio n  o f th e  circu it c h a ra c te r is in g  
p a ra m e te rs  in  F ig . 10.

Fig. 10. T he difference betw een the nom inal frequency o f  the feedback circu it and that
o f the oscilla tion

T he p ro d u c t o f th e  rea l p a r t  o f C a n d  th e  lo ad  resistance , is u s in g  th e  
e q u a tio n  o b ta in e d  fo r th e  freq u en cy

& R a =  — [8 +  26(4 +  4a  +  4 a 2 +  3 a 3) +

+  262(1 3a  6 a 2 -f- 16a3 7a4 +  4 a 5 +  6 ae) ]

T he q u a n t i ty  & R a is th e  g a in  g iven  b y  th e  a m p lif ie r  stage.
T he re la tio n sh ip  b e tw een  Ê an d  th e  c irc u it pa ram ete rs  c a n  b e  seen 

on F ig . 11.
T h e  th e o re tic a l c ircu it o f  a W ien -b rid g e  osc illa to r is show n in  F ig . 12.
T he feed b ack  n e tw o rk  consists o f  th re e  fo u rte rm in a l c ircu its o f  d iffe re n t 

c o n s tru c tio n  connected  in  cascade (F ig . 13). T h ese  are : th e  lo ad  re s is ta n c e , 
a freq u en cy -d ep en d en t v o ltag e  d iv id e r an d  a n  am p lifie r stage.

T he m a tr ix  o f th e  load  re s is tan ce , co n sid e red  as a fo u r te rm in a l n e t ­
w ork  is
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Fig. 12. T heoretical circuit o f a W ien-bridge oscillator

0 ® ©

Fig. 13. T he feedback network o f  a W ien-bridge oscillator

Fig.  11. Condition o f  o sc illa tio n
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usin g  th e  sym bols o f  F ig . 13 th e  m a tr ix  o f  th e  freq u en cy -d ep en d en t v o lta g e  
d iv id e r  is

R

A ß

Fig. 14

T he m a tr ix  o f  th e  am p lifie r w ith  a g a in  A ,  supposing in f in i te  in p u t  
im p ed an ce  an d  R 0 o u tp u t  im pedance  is

0 0
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H a v in g  d e te rm in ed  th e  resu lting  E o f  th e  th re e  fo u rte rm in a l n e tw o rk s , 
w e g e t  th e  follow ing e q u a tio n

а я л = i  +  77- + r;  ■

A s th e  im pedance  o f th e  series and  p a ra lle l R C  c ircu its  is, m ark in g  Q  =  coRC

a n d

th e n

R
1 j  Q

A R a & = 3 + R ° + j
К

ß -  i _
ß  R

O n th e  basis  of th e  e q u a tio n

I m  К =  0

th e  e q u a tio n  for th e  freq u en cy  is th e n

ß 2 =  0

w h en ce

ß  =
R
R1 +  1

1

I f  R a =  0 is th e  re la tiv e  frequency  ß 0 =  1, th e  dev ia tion  fro m  th is  is 

seen  as th e  fu n c tio n  o f  th e  r a t i o o n  in  F ig . 14. The value for

A  R „E =  3 +  Ra  
R

is  sh o w n  in  th e  sam e fig u re . This v a lue  is th e  gain  y ielded from  th e  tw o  
a m p lif ie r  stages.
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SUM M ARY

The oscillator analysis, based on general netw ork theory  discussed here, show s that 
in  the case o f  feedback oscillators, the oscillating cond ition , where the tube characteristic  
is quasilinear, is un iquely defined by the average transconductance o f th e  tu b e  and by a 
single param eter o f  the fourterm inal feedback netw ork, the transfer adm ittance.

The second part o f  the paper contains derivations o f  L C  oscillator c ircu its on the 
basis o f  the results obtained for the fourterm inal feedback network, and expressions for  
the conditions for sustained oscillation  and the frequency o f  oscillation o f tw o generally  used 
RC -type oscillators.

The oscillations o f  feedback oscillators are treated  in  the literature [1 ] on  the basis 
o f  the condition

A ß =  1

The gain A  in th is condition for oscillation depends on  the characteristics o f  the 
electron tube used and the circuit w hilst the feedback factor ß  on that o f  the c ircu it. Single 
vacuum  tube containing circuits —  but often  w ith  m ulti-tu b e  oscillators too —  m ore precise 
results can be obtained, i f  we put the condition for oscillation  in  such a form  th a t one o f  
th e  tw o param eters depends on ly  o f  the tube while th e  other on  the circuit on ly . In  our syn­
thesis the tube is represented by its transconductance, w hile the circuit b y  its  transfer  
adm ittance.
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A N W E N D U N G  D E R  V IE R PO L T H E O R IE  IN  D E R  T H E O R IE  
D E R  R Ü C K G E K O P P E L T E N  R Ö H R E N G E N E R A T O R E N

K . T A R N A Y

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie  vorhergehend v eröffen tlich te , auf Grund der V ierpoltheorie durchgeführte O szillato­
ren a n a ly se  zeigt, dass bei rückgekoppelten  O szillatoren der Schw ingungszustand im  Falle 
e in er  quasilinearen A nodenstrom -A nodenspannungskennlin ie durch die m ittlere  S teilh eit 
der R öhre und durch einen  einzigen  Parameter des rückkoppelnden V ierpols —  die 
K etten a d m itta n z  —  eindeutig  bestim m t ist.

D er  zweite T eil der A b handlung enthält die A b leitung  von  LC-O szillatorenschaltun- 
g e n  a u f Grund der für den rückkoppelnden Vierpol erhaltenen Bindungen, ferner die sich 
a u f  d ie  zwei am m eisten  v erb re ite ten  RC -O szillatortypen beziehenden Zusam m enhänge  
zw isch en  der A nfachungsbedingung und der Schw ingungsfrequenz.

D ie  Schw ingungsverhältn isse rückgekoppelter O szillatoren werden in der Literatur  
a u f  G rund der Bedingung

A ß =  1

u n tersu ch t. D ie in der Schw ingungsbedingung vorkom m ende Verstärkung A  is t  v o n  der 
in  der Schaltung enthaltenen Elektronenröhre und dem  Strom kreis, der R ückkopplungs­
fa k to r  ß  von  der C haracteristik des Stromkreises abhängig. B ei einer E inröhrenschaltung  
—  o ft  auch bei M ehrröhrenoszillatoren —  erhält m an genauere Ergebnisse w enn m an die 
E inschw ingungsbedingung un ter  Benützung der S te ilh eit der Röhre und des einzigen  
P a ra m eters des rückkoppelnden V ierpols, nähm lich der K ettenadm ittanz (c) ab leitet.

L ’E M PL O I DE LA T H É O R IE  D E S  R É SE A U X  DA NS L A  T H É O R IE  DES O SCILLATEU RS
À T U BES

К .  T A R N A Y

RÉSUM É

L ’analyse présentée, ex écu tée  sur un oscillateur à base de la théorie des réseaux dém on­
tre  q u e , pour un oscillateur à réa ction  où le caractéristique du tube est quasi-linéaire, la con­
d it io n  d ’oscillation est défin ie  san s équivoque par la transconductance m oyenne du tube et 
par l ’un ique paramètre du réseau  quadripolaire, qui est l ’adm ittance de transfert.

L a seconde partie de l ’é tude  contient la dérivation  des circuits des oscillateurs LC à 
base  des résultats obtenus pour les réseaux quadripolaires. E lle contient en autre les expres­
sio n s concernant les conditions d ’oscillation et la fréquence de l ’oscillation de d eu x  types 
d ’oscilla teurs RC, d’un em ploi courant.

L es conditions d’oscilla tion  des oscillateurs à reaction  sont traitées dans la littérature  
à b a se  de la condition

A ß  =  1.

L ’am p lifica tio n  «A» de la  form ule dépend des caractéristiques du tube et du c ircu it, tandis 
que le  facteur de réaction ß  dépend  des caractéristiques du circuit. Des résultats p lus précis 
p e u v e n t être obtenus pour les c ircu its contenant un seul tube —  et souvent aussi pour les 
o sc illa teu rs à plusieurs tubes —  en transformant la cond ition  d’oscillation dans une telle  
form e où  l ’un des deux param ètres, la transconductance, ne dépend que du tube et l ’autre, 
l ’ad m itta n ce  de transfert, un iquem en t du circuit.
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ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ В ТЕОРИИ ЛАМПОВЫХ 
ГЕНЕРАТОРОВ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ

К.ТАРНАИ 

Р Е З Ю М Е

Анализ работы ламповых генераторов на основе теории сетей показывает, что в 
случае ламповых генераторов с обратной связью режим колебаний при квазилинейной 
характеристике определяется средней крутизной электронной лампы и единственным 
параметром четырехполюсника обратной связи —  цепной проводимостью.

Во второй части приведены для четырехполюсника с обратной связью схемы LC- 
генераторов, затем даны условия самовозбуждения и зависимости частоты двух 
наиболее распространенных RC-генераторов от введенных параметров.

Режим колебаний генератора с обратной связью исследуется в литературе, исходя 
из условия

А  /3= 1 .

В этом уровнении, выражающем условие самовозбуждения, усиление А зависит от пара­
метров электронной лампы и схемы генератора, а коэффициент обратной связи ß- только 
от параметров цепи. В случае схемы генератора с одной единственной лампой (но часто 
и в случае с несколькими электронными лампами) получаются более точные резуль­
таты, если условия самовозбуждения рассчитывать, используя параметр крутизны 
характеристики электронной лампы и единственный параметр четырехполюсника обрат­
ной связи, т. е. цепную проводимость.
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I. Introduction

I t  is know n th a t  th e  fo u r-te rm in a l th e o ry  enables us to  se t u p  im p o r ta n t  
re la tio n s  for th e  c o m p u ta tio n  of s in g le -p h ase  un ifo rm  tra n sm iss io n  lines [1]. 
D . W . C. S h e n  o b ta in e d  certa in  re su lts  fo r th e  descrip tion  o f  th e  s ta tio n a ry  
p h en o m en a  o f m o nophase , u n ifo rm  tra n sm iss io n  lines, an d  — b y  u tiliz ing  
th e  h y p e rm a tr ix  ca lcu lus — it  is e a sy  to  generalize these  re su lts  a n d  app ly  
th e m  also to  m u ltip h ase  un iform  tra n sm iss io n  lines [2]. T h e re fo re , i t  is w ith 
th e  a id  o f h y p e rm a trices  th a t  th e  a u th o rs  o f th is  p ap e r p ropose  to  e s tab lish  
m a th e m a tic a l re la tio n sh ip s  for th e  d e sc rip tio n  o f th e  tra n s ie n t a n d  s ta tio n a ry  
p h en o m en a  o f a sy s tem  com posed  o f  cyclically  sy m m e tric a l, id en tica l, 
cascad e-co n n ec ted  2 (m  -f- 1) poles w ith  g iven  voltages a t  th e  p o in ts  o f  supp ly  
a n d  g iven  in ten sitie s  o f  cu rren t a t  th e  p o in ts  o f consum ption . T h e  re la tio n s 
to  be  o b ta in ed  will serve a t th e  sam e  tim e  as ap p ro x im ate  fo rm u la e  for the 
c o m p u ta tio n  of m u ltip h ase , cy c lica lly  sy m m etrica l, u n ifo rm  tran sm iss io n  
sy s te m s  w ith  g iven vo ltages a t  th e  p o in ts  o f  supp ly  an d  g iv e n  cu rren t-  
in te n s itie s  a t those  o f  consu m p tio n .

II. Notations

A =  1 aij] = «11 «12 • • . dlп

«21 «22 • . . din

dni d m • • • dnn

II—•» 
◄II<

1̂1 Aj2 • • Am

a 21 a 22 • . .  A in

A,n A|Jf •• Ann -

quadratic m atrix composed o f th e  scalar  
e lem en ts aij ;

quadratic hyperm atrix com posed o f  th e  
blocks Aij ;
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A  1 ................................................................................ inverse o f A  ;

A * ...................................................................................  the conjugate transpose o f A ;

column m atrix  ;

b *  =  [ iq ,  6 2, bn] ..............................................ro w  m a t r i x ;

A* x B  =  [Ab/j] ; В =  \l>ij ]
A x - В =  [a / jB ];  A =  [aij ]

(di) =  <(й15 d2, dny ........................................... d ia g o n a l  m a t r i x ;

E n =  < 1 ,  1 ,  . . 1 )   ..............................................u n i t  m a t r i x  o f  t h e  n - t h  o r d e r ;

C (c 0, c l5 . . . ,  Cn—i ) .........................................................c y c l ic  m a t r i x  o f  t h e  n - t h  o r d e r  ;

w *  =  [1 ,  cor, ................ , m „” 1 ]  ........................ r - t h  e ig e n v e c to r  o f  c y c l ic  m a t r i x  o f  t h e
o r d e r  ;

2 vn j
oiy =  e n ........................................................................  n - t h  r o o t  o f  u n i t y  w i t h  t h e  in d e x  V ;

j  =  i m a g i n a r y  u n i t  ;

direct products ;

n -th

1 0 0 0 0 0
— 1 1 0 0 0 0

0 — 1 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0
0 0 0 . . .  — 1 1 0
0 0 0 0 — 1 1

L et us further denote th e  e lectric  constants, voltages and  current intensities o f  a system  
o f  n cascade-connected 2 (m -f- l)-p o les  as follows :
Rk oh m ic  resistance o f a phase o f  the fc-th 2 (m l)-p o le  ;
Lk0 s e lf  inductance o f a phase o f  the fc-th 2 (m l)-p o le  ;
Lkv m u tu a l inductance betw een  th e  i-th  and (i ±  r)-th  phases o f  the fc-th 2 (m -|- l)-p o le  ; 

Ck0 capacitan ce between a phase o f  the fc-th 2 (m +  l)-p o le  and the zero phase ;
Ckv capacitan ce between th e  i-th  and (Í ±  v)-th phases o f  th e  fc-th 2 (m  -f- l)-po le  ;
Gko leak an ce  between a phase o f  th e  fc-th 2 (m î  l)-p o le  and  the zero phase ;
Gkv leak an ce  between the i-th  an d  (i ^  o)-th phases o f  th e  fc-th 2 (m -f- l)-po le  ; 
uki v o lta g e  difference betw een the. i-th  phase and the zero p h ase  on the term inal connecting  

th e  fc-th and (fc -|- l ) - th  2 (m  l)-po les ;
ikl in te n s ity  o f  current flow ing  from  the i-th phase o f  th e  fc-th 2 (m -p l)-pole to the i-th  

p h ase  o f  the (fc +  l ) - th  2 (m  +  l)-pole.
T h ese  constants, vo ltages and  current-intensities can b e  com pounded in the follow ing  

qu adratic  and column m atrices :

R k =  <Rk,Rk,  . . . .  Rk} =  Rk E m ;

Lк — E (Lko, i./. u . • •, Lk,m—l)  ;

m—1
K* =  C Cky, — Cki, . . .  — Ck m—l )  ^,=  o
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m—1
G* =  C ( j f  Gkv, — Gki, . . . ,  — Gk m—1) ;

i' = 0
U к = Ukl ; h  = ik i

Uk2 ik2

ukm ikm -
Further :

/.кV . . .  l’- th eigenvalue o f the Lк m atrix  ;

Xkv . . .  v-th eigenvalue o f the Кa- m atrix  ;

Уку • • .  f-t.h eigenvalue of the G к m atrix  ;

I I I . Some matrix relations used for the solution of the electrotechnical problems
raised

a) Spectra l decomposition o f  the m a trix  D„ D„ 
T he c h a ra c te ris tic  e q u a tio n  o f th e  m a tr ix

D„Dn* "  l — l 0 . .  0 0

iО

r-41 2 - 1  . . .  0 0 0

0 —  1 2 . . .  0 0 0

0 0 0  . . .  2 —  1 0

0 0 0 . . .  — 1 2 1 1—
1

1 О 0 0  . . .  0 —  1 2 _

is g iven b y  th e  fo rm ula

D D*" n ÓE„|  =  0 .

U sing th e  new  p a ra m e te r  (p in tro d u c e d  b y  th e  re la tion  ô =  4 s in 2 

we can  w rite  fo rm ula  (3.1) in  th e  follow ing fo rm  :

(3.1>

<P

1 2 cos <p — 1 0 0 0

0 — 1 2 cos (p 0 0 0

0 0 0 . . .  2 cos cp - 1 0

0 0 0 — 1 2 cos 9о - 1

0 0 0 0 - 1 2 cos cp
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S ince

h en ce

/rt , 4 sin n cp sin  (n  — 1) (
(2 cos cp — 1) -  —v— ——

sin (p sin  cp

sin cp ^  0,

2 n +  1 nc o s ------------ cp =  0 ,
2

2 k _1
<Pk =  -------— 71; к =  1, 2 , . . . , n .

2  ti  — 1

T h e ro o ts  o f  th e  ch a ra c te ris tic  e q u a tio n  (3.1) are, th e re fo re , these :

ôk =  4 s in 2 % 4 sin 2
2 fc — 1 71

[ 2 n +  1 2
; & =  1, 2, . . .  , n .  (3.2)

T h e  e igenvec to rs o f  D„ D„ are d e te rm in e d  b y  m eans o f  L a g ra n g e ’s 
m a tr ix  p o lynom ia ls  (v. [3 ] pp . 446—447).

I n  th e  p re se n t case th e  elem ent in  th e  r - th  row  and  s-th  co lu m n  o f th e  
“ fc-th L ag ran g e  m a tr ix -p o ly n o m ia l”  L k(Dn D n) —  \ k yk ; (k — 1, 2, . . . ,  n) is

4
2 n + l

(2 k  — 1)
2 r  — 1 n

2 n  +  1 2 

H ence , o b v iously ,

cos (2*  - 1 )
2 s — 1 л  

2/1 +  1 2
; r, s =  1 ,2 ,. . . ,  n.

У2 n  +  1

2k — 1 n  2k — 1 я  2k  — 1 7r
c o s --------------- , cos á --------------- , . . . , cos (2n — 1)

2/1 +  1 2 2/1 +  1 2 2/t +  1 2

[ v i/i » ^2/t » • • • » v n k \  i ^  1 ,  2 ,  . .  . , /I ;

w h ere  th e  sh o rt n o ta t io n  m eans e v id e n tly

(3.3)

'ik
f 2 n  +  1 

I t  can  be p ro v ed  th a t

2 . .  2 f c - l  7 i
cos (2/ — 1 ) -----------------

2/1 +  1 2

V* V, =
1 , if  /с =  l , 

0 , i f  fc ф  l ,

so  t h a t  th e  eigenvecto rs o f  th e  m a trix  D„ D„ c o n s titu te  an o rth o g o n a l and  
n o rm a l system .
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In  co n sid e ra tio n  o f th e  foregoing  a rg u m e n ts  i t  is clear th a t ,  if  we in tro d u c e  
th e  n o ta tio n s  V„ =  [v15 v 2, . . v„ ]  and  Лп =  02, . . <5„), th e  m a tr ix
D „D „ can be  s e t  up  as (cf. [3 ] p . 448):

D„ D* =  Vn A n V* . (3.4)

(Vn V Í =  E „ , V„-i =  V * .)

b) Canonical representation o f  the a n a ly tic  function  o f  sym m etrica l 
quadratic matrices o f  the second order

I t  is e v id e n tly  possible to  exp ress th e  ro o ts  o f  th e  ch arac teris tic  e q u a t io n  
o f  th e  m a trix

M - a

b

b

c

— com posed o f  th e  a rb itra r ily  chosen  sc a la r  e lem en ts  a, b, c — th r o u g h  th e  
fo rm ulae

w here
— s — IId  and t*2 =  s +  |'d  ,

a +  c
s = --------- ,

2
+  W .

If, on th e  s tre n g th  o f th e  id e n tity
2 1Id  I +  \ f d

2 IId
=  cos 2 <p ,

c — a ) 

d  

b

]/d

= 1, th e  n o ta t io n s

=  sin  2 <f

a re  in tro d u c e d , th e  canon ical re p re se n ta tio n  o f  th e  m a trix  M c a n  su re ly  be  
w ritte n  in  th e  fo llow ing  fo rm  :

M =  (s +  IId )

+  (s -  Y d)

sin <p 
cos <p

COS Cp
— sin cp

[sin  Cp , cos <p\ -f- 

[cos cp , — sin cp) —

cos (p sin (p s - f d  0 cos (p —sin cp
— sin (p cos cp 0 s + Y d sin  (p cos cp

So th e  e ig en v ec to rs  of th e  m a tr ix  M w ill a ssu m e  the  form s

resp ec tiv e ly .
COS (p s i n  cp

a n d

— s i n  (p c o s  cp

8  A c ta  T e e h n ic a  X X I / 3 — 4.



3 6 8 P. BAJCSAY and V. LOVASS-NAGY

I f  th e  sym bol f ( z )  s ta n d s  for an  a r b i t r a r y  analy tic  fu n c tio n  o f  th e  
v a r ia b le  z, th e  can o n ica l rep re sen ta tio n  o f  th e  m a trix -func tion  /(M ) can  be  
w r i t te n  as

/(M )  = cos cp Sin (p 
— sin (p cos cp

- f ( s  -  } f d )  0

. 0  f ( s  +  y d )

cos (p —sin  (p 
sin cp COS (p

cos2«?? •f ( s  — I( d )  +  s in 2<p * /(s  +  Уd ) —cos cp sin  ^d)  —f ( s  +  /d ) }

— cos cp sin cp • s - y d ) - f ( s + ] f d ) }  2 (p-f (s  — f d )  + c o s 2g? +  f d )

M aking use o f w ell-know n  tr ig o n o m e tric  id en titie s  we can d e r iv e  from  
th is  th e  following fo rm u la  :

/ ( M )  =  \ \ ( f ( s - Y d ) + f ( s  +  fd ) )
1 0 

0 1
+

+
f ( s  -  Y d )  - f ( s  +  y d )

2 yd

c — a  — 2 b 

— 2 b a — c
(3.5)

c) Sem icanonical representation o f  the ana ly tic  function  o f  h yp erm a t­
rices composed o f  cyclic blocks, by means o f  direct products

S upposing  all b locks o f  th e  h y p e rm a tr ix

Q = Qu
Q21

Q12

О22

o f  th e  2m -th  o rder, com posed  exclusively  o f  q u a d ra tic  blocks o f  th e  m -th  
o rd e r , to  be cyclic (v ., fo r  in stance , [3] p . 452), any

Q kl =  Ч.1М’ ■ ■ - » Ят — bkl)

b lo c k  can  be expressed  in  th e  canonical fo rm

Qkl
J m— 1

—  У  8v,k i  W *  ,
m  v=0

w h ere

6v,kl —  4o,k l +  4 l , k l m v +  ■ • • 4 . m - l , k l œ rm 1 ; wv =  e m

I t  is ev iden t th a t ,  b y  u tilizing  th e  a b o v e  canonical re p re s e n ta tio n  o f  
th e  cyclic  blocks, th e  h y p e rm a tr ix  Q ca n  b e  w ritte n  as the  su m  o f  d ire c t
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p ro d u c ts  in th e  follow ing form  :

1 m— 1
0  = X ’ pv',11 Qv, 12

m »- = 0
-É?v,21 ^1X22

(3.6)

M oreover, since th e  m u ltip lica tio n  o f  tw o  d irec t p ro d u c ts  ca n  be p e r­
fo rm ed  in  th e  follow ing fo rm  : (U1 x -V 1) (U2x *V2) =  I^ U jX  •VjVg provided  
th a t  Uj, U 2 an d  Vl5 V2 are  conform able in  th e  g iven o rd er an d

w* w, —
1 , i f  k  =  l 

0 , i f  к =f= l

a n y /(Q )  a n a ly tic  fu n c tio n  o f th e  h y p e rm a tr ix  Q can  be exp ressed  as th e  sum  
o f d ire c t p ro d u c ts  in  th e  follow ing m an n e r :

1 m— 1
m = —  2 ' f - É?l',ll Qv, 12

m  v=o

0V.21 Q 1,22

(3.7)

I t  m u st be c lear from  th e  above th a t  an y  a rb itra ry  a n a ly tic a l fu nc tion  
/ (F )  o f  a h y p e rm a tr ix  o f th e  2mra-th o rd e r

F =  <0k> =

co m posed  o f th e  cyclic  b locks Qfc)n , Qk, 12* Qk,2b Ok,22 of th e  m -th  o rd e r can 
be s e t  u p  in  th e  “ sem icanon ical”  form  :

/ ( F )  =  —
m

m— 1 
V  

“ 0
£ v . k, 11

Qv, k, 21

Qv, k, 12

i?v,k,22
X . wv W* , (3.8)

w here, ev id en tly , Qr.ic,iu e tc . sym bolizes th e  p-th e igenvalue  o f  th e  block 
Ok,11, e tc .

IV. Matrix form of a system of differential equations serving for the mathe­
matical description of a system of cascade-connected 2  (m  -f- l)-poles with 
given voltages at the points of supply and given current-intensities at the points

of consumption

L e t us ta k e  n  +  1 pieces o f cyclica lly  sy m m etrica l 2 (m  -f- l)-p o les , 
each  b u il t  up  from  ohm ic resis tan ces , in d u c tio n  coils and  condensers as show n 
in  F ig . 1. L e t us co n n ec t th e m  in cascade as p e r  F ig . 2 and  reg a rd  th e  vo ltages

8*
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a t  th e  te rm in a ls  w ith  th e  in d e x  0 (in the  follow ing : “ feed ing  p o in t” ) a n d  th e  
c u r r e n t  in tensities re q u ire d  a t  th e  te rm in a ls  w ith  th e  in d e x  n -f- 1 (in  th e  
fo llo w in g  : “ co n sum ption  p o in t” ) as given fu n c tio n s  o f  tim e . L e t us fu r th e r

k - i ©

Fig. 2

su p p o se  th a t  all 2 (m -(- l) -p o le s  are in d u c tiv e ly  a n d  c a p a c ita tiv e ly  iso la ted  
f ro m  one ano ther. I t  fo llow s from  K irch h o ff’s so-ca lled  “ second  law ”  [4 ] 
t h a t  th e  s ta tio n a ry  a n d  t r a n s ie n t  processes o f su ch  a sy s te m  can be re p re se n te d  
b y  th e  following lin ea r  in h o m o g en eo u s s im u ltan eo u s  d iffe ren tia l e q u a tio n s  of 
c o n s ta n t  coefficient :

T h e  feed ing-po in t v o lta g e s , as p rescribed  ab o v e , are  th ese  :

uoi =  uo/ (*) 5 (/ =  1, 2, . . . ,  m) (4.2a)
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an d  th e  p rescribed  c u rre n t- in te n s itie s  a t  th e  co n su m p tio n  p o in ts  :

tn + 1,1 =  (0 »  (Í =  1, 2, . . ni). (4.2b)

T he sy stem  o f s im u lta n e o u s  eq u a tio n s  u n d e r  (4.1a) an d  (4.1h) an d  th e  
e q u a tio n s  (4.2a) an d  (4.2b) can  be w ritten  in  a sim pler fo rm  b y  co m p o u n d ­
ing  th e  resis tan ces , in d u c ta n c e s , capacitances a n d  leakances w hich  belong  to  
th e  sam e 2 (m -f- l) -p o le , fu r th e r  th e  c u rre n ts  flow ing  th ro u g h  th o se  te rm i­
n a ls  o f  th e  sam e 2 (m  -f- l) -p o le  w hich b e a r  th e  sam e seria l n u m b e r , and, 
f in a lly , th e  vo ltages in  th e  te rm in a ls  of th e  sam e seria l n u m b er, in to  a q u a d ra tic  
m a tr ix  o f  th e  m -th  o rd e r a n d  in to  colum n m a tric e s  com posed o f  m  e lem ents.

A fte r  a su itab le  a rra n g e m en t o f th e  m a tr ix  eq u a tio n s th u s  o b ta in ed , 
we h av e  :

-7 -»* =  — L * 1 R fcik +  L* 1 (ufc — ufc_ i) ; (k =  1 ,2 , . . .  , n)  (4 .3aa) 
d t

u n+i =  u /i +  R n+1 *n+1 +  l*n+i ~  *n+i > (4.3a/?)
d t

and

- K fc-?x Ga+1 u ,  +  КЙГ (ifc+1 -  ifc) ; (fe =  1 ,2 , . . .  , n)  (4 .3ba) 
dt

»0 =  ii — Gi uo — K i -7- u o » (4.3b/?)
dt

re sp ec tiv e ly .

F u rth e rm o re ,
u o =  u o (0  (4 -4a)

an d
>п+1 =  in+t (0 - (4 -4fr)

O ur obv ious ta s k  is to  solve th e  s im u ltan eo u s  d iffe ren tia l eq u a tio n s 
(4 .3 aa) a n d  (4.3b a), fo r  — b y  doing so a n d  in  co nsidera tion  o f  eq u a tio n s 
(4.4a) an d  (4.4b) — w e can  also de te rm ine  u n+ i an d  i0 as th e  so lu tions of 
eq u a tio n s  (4.3a/?) a n d  (4.3b/?).

L e t us now  in tro d u c e  th e  following n o ta tio n s  :

*1 ; u  = _ u i ; i  = ~ Ц  1 u 0 ; u  =

1

0

12 U 2 0 0

h u * 0 0

l n - l Un - 1 0 0

J n  _ _ « n  _

“
1

0

1 1 *Л +  1 _
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a n d  f u r th e r

T h e se  no ta tions e n a b le  us to  com pound th e  s im u ltaneous d iffe ren tia l 
e q u a t io n s  (4.3aa) an d  (4 .3b  a) in to  th e  sy s tem

i — A 41 i -f- A12 u j , 
dt

—  »  =  A21 i +  A22 u +  u , 
dt

(4 .5a)

(4.5b)

w h ic h  c a n  be rep resen ted  in  th e  following m a n n e r  also :

I f ,  fo r sim plicity ’s s a k e , we use th e  n o ta tio n s  :

w e o b ta in  from  (4.6) th e  fo llo w in g  m a trix -d iffe ren tia l eq u a tio n  :

(4.6)

d  - . , .~y =  Ay +  y . (4.7)
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V. Stationary solution of the matrix-differential equation of a system composed
of different 2 (rn +  1)-poles

L et us assum e th a t  u0 an d  in+i, f ig u r in g  in  th e  eq u a tio n s (4.4a) an d  
(4 .4b), are  p u re  h a rm o n ic  fu nc tions o f th e  t im e  t w ith  th e  sam e p e rio d , i. e.

u0 =  u0 n • e iml a n d  (5 .1a)

> л + 1 = Л + 1 , а - е - ' ш' »  (5 .1b)

w here  Uo.a an d  in + i,a re p re se n t co lum n m a tric e s  com posed o f  c o n s ta n t 
(g en era lly  com plex) e lem en ts , an d  “j ”  is th e  im a g in a ry  u n it. A cco rd in g  to  
w h e th e r i t  is to  th e  re a l o r im ag in a ry  co m p o n e n t o f  th e  com plex  fu n c tio n s  
f ig u rin g  in  u 0 an d  in+ j t h a t  we ascribe p h y s ic a l re a lity  will th e  re a l o r th e  
im a g in a ry  co m p o n en t o f  th e  sough t so lu tio n  h a v e  ph y sica l sense.

A fte r th is , th e  d iffe re n tia l eq u a tio n  (4.7) w ill ta k e  th e  follow ing fo rm  :

А у =  А у 4 - у а . е У»< (5 .2 )
dt

w here J a =  1 - 7 / ’ ' a L 1 1 u 0 ,a ;  « a  = 0

1 s j 0 0

0 0

0 0

0 * n + l ,  a _

T he s ta tio n a ry  so lu tio n  o f eq u a tio n  (5.2) w ill have  th e  fo rm

У =  Уа • e l“ ' ,

a n d , i f  we su b s titu te  i t  in to  (5.2), we h av e

( ;  со E  -  A) ya =  У a (5.3)
hence

ya =  ( j  со E  — A ) - 1^ .  (5.4)

T herefo re , to  be ab le  to  reach  a s ta t io n a ry  so lu tio n , one has to  co m p u te  
th e  inverse  o f th e  m a tr ix  (/coE—A).

F ro m  th e  foregoing  i t  follows th a t

у со E  — A  =

=  _ L " Ç X/ / — \  / J _ \ \ \ < R k + J a ^ >  D - i x - w . w v  .
m V  h j  ’ \*kv. ' / [  ~ D* < n + i,v  +  j w x k+lv>J (5.5)
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A d o p tin g  th e  fo llow ing  sh o rt n o ta tio n s  :

Mv =  < R k +  j  0) Xkv > =  < m kv >

^  Yk+1> V +  7 W ^ & + i,v  ^  ^ n kv У

w e h a v e  (according to  p a ra g ra p h  I I I  c.)

] m—l

0 ш Е - А ) - 1  =  - 2m v=o
My D 

D* Ny

f̂tv 4 v  ) ) x • w v w j (5.C)

I t  is obvious (v. [5 ] p . 139) th a t

M, D 1 = (Mv +  D N ^ D * ) - 1 (—D* — NvD - 1M„)- r

- D *  Ny_ (D +  MV(D *)_ 1NV) _1 (Ny +  D* M,”1 D ) _1
(5.7)

B y  in tro d u c in g  th e  n o ta t io n

P v =  (My +  D N71 D*) - 1 (5.8)

i t  is e a sy  to  prove th a t*

M , D -1 _ Pv —P y I) Ny 1

- D *  Ny Ny> D* P y D - 1M yP yD N ,r1
(5.9)

T herefo re , a f te r  h a v in g  d e te rm in ed  th e  b lock  P , b y  th e  in v e rs io n  o f a 
s in g le  q u a d ra tic  m a tr ix  o f  th e  re-th o rd e r, we can  gain th e  th re e  o th e r  
b lo c k s  o f  th e  h y p e rm a tr ix  (jcoE-A) -1  w ith o u t co m p u tin g  fu r th e r  rec ip ro ca l 
m a tr ic e s  ; we only  n eed  to  m u ltip ly  th e  m a tr ix  P , b y  know n m a tr ic e s .

* (— D* — NvD 1 M, ) 1 =  — (D* +  Nv D 1 Mv) 1 (D N r1) 1 D N, =

=  —(D Pi,“ 1 D* +  Mv) 1 D N, 1 =  —Pv D Pi,1;

D +  Mv (D * ) ' 1 Nv) “ 1 =  N ,‘ D* (Pi, 1 D *)-'(D  +  MviD* ) - 1 Nv) - 1 =

=  N ,1 D* (D N ,1 D* +  Mv) 1 =  N r’ D* Pt ;

(Piv+D* Mr 1 D) - 1 =  D 1 Mv ( D 1 Mv ) ! (Nv+D* M r1 D) 3 (D Nr1) 1 D N ,1 =  

=  D 1 Mv (Mv +  D N, 1 D* ) 1 D N, 1 =  D 1 M, P, D Nr1
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I t  is q u ite  ob v io u s th a t  th e  inverse  o f  D is

1 0 0  . . . 0 0 0

1 1 0  . . . 0 0 0

1 1 1 . . . о 0 0

1 1 1 . . . 1

• 
О

0

1 1 1 . . . 1 1 0

1 1 1 . . . 1 1 1

o f th e  n -th  o rd er.

Too, i t  is c lea r in  co n sid e ra tio n  o f  (5.6) th a t

(5.10V

Mv +  D N - 1 D* =

+  1
r-H j1 0

«iv nlv

1
U  +  1 + 1 1 1

« I V

17112 V 1 1 

l  « I V «2v / «2V

0 0 0

I V  +  1 ) 0
«IV

1 m  7i 4 -  n t v  4 -  1 _ « _ , vJL m 2v n 2v  1 1 1
«1» «JV

0

0

"»„V +
— 1

+

0

0

0 0 0 « * ,,v « n» +
« „ -Л  ”  1 » F

=  SV <
(5.11)

I t  follows th a t

(Mv + D N , 1 D*)~i =  < nkv > S71 (5.12)
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■where, ev iden tly ,

«Ov z lv 0 . . 0 1
— 1 «IV z2v ■ ■ 0

(5.13)

0 0 0 . . • s n —l.v

r e p r e s e n ts  a c o n tin u a n t m a t r ix  com posed o f  th e  e lem en ts  :

V  =  m lv n lv  +  1

s kv =  m k+1.V n k+ l.v  +  — ■—  +  1 ; ( k  =  1, 2, . . . , n  — 1) ;
n kv

% = - ^ ;  (fc =  1, 2, . . .  , n — 1) .

(5.14)

*fcv

I f
e* =  [ 0 ,0 ,0 ,  . . . , 0 , 0 , 1 ] (5.15)

is  a ro w  m a tr ix  of e le m e n ts , th e  c o m p u ta tio n  o f  S„ 1 can  be e ffec ted  by  
m e a n s  o f  th e  follow ing p ro c e ss  o f  recursion  (see, fo r  in s tan ce , [5] p . 139) :

c - i _
s kv —

(5.16)
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VI. Stationary and transient solution of the matrix-differential equation 
of a system composed of identical 2 (m  +  l)-poles

I f  a ll th e  (n -j- 1) p ieces o f ca scad e-co n n ec ted  2 (m -)- l) -p o le s  are 
id en tica l, th e  fo llow ing  equalities w ill e x is t  be tw een  th e  co effic ien t 
m a trice s  fig u rin g  in  th e  eq u a tio n s  (4 .3 .aa ), (4 .3 .а /l), (4 .3 .ba) an d  (4 .3 .b /l) :

R 1 — ■■ =  Rn+1 =  R >

IIII • =  L n+ 1 =  L,

IIN\4IItH
14 . =  K „+1 =  K ,

IIОIIО

• • =  Gn+i =  G.

W e can w rite  th e  coeffic ien t m a tr ix  o f  th e  m a tr ix -d iffe re n tia l e q u a tio n
(4.7) in  th e  follow ing fo rm  :

A = r - L - ! R . x E „  L ^ D , ,  

L - K - ^ D , ,  —K - 1 G • yE n

T he co lum n m a tric e s  figu ring  in  “ y ”  a re  :

i = IIS Г~о|_

• 
О

• 
о

0

• . 
о

—
1 

о
 

_ 
1 _ к - ч „ +1_

(6.2)

(6.3)

F in a lly , e q u a tio n s  (4 .3 .a a) and  (4.3.b/3) from  w hich u n + j a n d  Íq 
h a v e  to  be derived  assum e th e  following fo rm  :

n n + l  u n ®  *n+ l “f" ^  *n+ l »
dt

i0 =  il — G u0 — К  — u0 .
dt

(6.4a)

(6.4b)

W ith  a v iew  to  e lim in a tin g  m atrices  D n a n d  D„ w hich c a n n o t be 
b ro u g h t to  a d iag o n a l fo rm  we have to  in tro d u c e  th e  tra n sfo rm a tio n  m a tr ix

T =  / E  -XE  E -XD V  T - l =  <"E ->E E • xD 1N\  L‘n » 1 —  \  “ m “ л » " n /
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w ith  th e  a id  of w hich  we can  give e q u a tio n  (4.7) th e  following fo rm  :

d
dt

T y  =  ( T A T - i ) T y  +  T f

o r, a p p ly in g  th e  sh o r t  n o ta tio n s

z =  Ту , z =  Ту , 

d
r e p re s e n t  i t  as

z =  T A T - ! z + z .

w h e re  — ev id en tly  —

T A T 1 =

dt

- L - i R . Æ  L - i . x E „
- K - 1 - x ( D n D i ) - K - 1G-  xE„ 

A s, according to  (3.4),

(6.5)

(6 .6)

(6.7)

D D* =  V A  V*L'n  ---  у п ^ п  '  n

i t  fo llow s th a t

T A T -1  =  {(Em-xVn)-xE 2| —L “ 1 R x E „  L - h x E „

—К -*»х4„ - K - 1 G-xE„

{(Em.xV *).xE 2} .

(6 . 8)

In tro d u c in g  th e  p e rm u ta tio n  m a tr ix  o f  th e  2 n -th  o rder

p u P 12 p in  __ "1 0 0 0 . . . 0

I-о

p21 P 22 P 2n 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 . . . 1 0

0 1 0 0 . . . 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

w e c a n  w rite

T A  T _1 =

- L - Í R L 1 - L - ! R L - 1

- ő i K - 1 - K 1 G
9 . . .  9

. “ A K " 1 - K - ! G
( 6 - 9 )
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w here

aru l

® 2 m n  —  {  ( ® m ' x Vn)  ’ * F 2} { E m ' x P 2rl}  »

0 | mn= { E m.,P *n}{E m.xV*)-xE2}

I t  is c lear th a t

Pi* Pi — F
w 2 m n ' - ' г т п  *-*2mn

; к — 1, 2 , . . , n .
( 6 . 10)

L e t us, for th e  sake  o f s im p lic ity , a d o p t th e  following n o ta t io n s  :

1

B„ = «5,
L 1 0

В -<l

0 - K - 1

— dk R  ôk E„ 

\ E m G

■ к  — 1, 2, . . .  , и ÿ

' к  — 1, 2, . . . ,  n .

(6 . 11)

I f  we m u ltip ly  e q u a tio n  (6 .6) fro m  th e  le ft b y  0*mn and  u tiliz e  th e  re la tio n
0 2 mn 02mn “ L 2mm AVe h av e

dt
&tmn Z  =  B / Bs 9*mn Z  +  0 * n ï . (6 .12)

I f  we m u ltip ly  eq u a tio n  (6.12) from  th e  left b y  B d i t  c a n  be  rep re ­
s e n te d  as

4 -  & *mn •) =  (BÍ Bs B+) (B J*  & tmn z) +  (B 7 + e * mn z) , (6.13)
dt

o r  — w ith  th e  n o ta tio n s

х =  В 7 * 0 ? ....z ;  x = B ^ 6 * mnz ;  (6.14a)

F =  Bd Bs B,f =

I k - i  \
; к  =  1, 2, . . .  , n  — (6.14b)

'd D s  a d

- L - i R  j ó t  L- * K - * 

j i t L - * K - K  XG
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s e t  u p  as

x =  Fx +  X.
d t

(6-15)

E q u a tio n  (6.15) seem s to  be th e  fo rm  m o s t su itab le  for th e  so lu tio n  
o f  th e  m a tr ix -d iffe ren tia l e q u a tio n  of a s y s te m  consisting  o f id e n tic a l 
2 (m  -f- 1) cascad e-co n n ec ted  poles.

I t  is  know n (v. [3 ] p p .  449—450) t h a t  th e  so lu tio n  x(t ; xz) o f  th e  
d if fe re n t ia l  equation  (6 .15 ), w hich  will s a tis fy  th e  a rb itra r ily  p re sc rib ab le  
i n i t i a l  condition

X (0) =  X, =  B j i  0*rnn T у г =  Q \mn T =  B j i 0 * 2mnT

01 _

U2 u ( 0)

is t h i s  :

X ( t  ; х г )  =  e  Fl x z - f -  j e  F<i~ T)x  ( t )  d r  . 
о

(6.16)

(6.17)

I f  u0 and in+i re p re s e n t  th e  pure h a rm o n ic  fu n c tio n s (w ith  th e  sam e  
p e r io d )  o f tim e “ t” , we c a n  w rite

ejat and  »n+l =  »«+!,a e
j  cot

w h e re  u 0 a and in+i a a re  c o lu m n  m atrices co m p o sed  o f co n stan t (g en era lly  
c o m p le x )  elem ents. A c c o rd in g  to  w hether i t  is to  th e  rea l or th e  im a g in a ry  
c o m p o n e n t of the  co m p lex  fu n c tio n s  fig u rin g  in  u0 a n d  in+i th a t  we ascribe  
p h y s ic a l  re a lity  will th e  re a l  o r  th e  im ag inary  c o m p o n e n t o f  th e  so lu tio n  y ie ld ed  
b y  e q u a tio n  (6.17) h a v e  a  p h y s ic a l sense.

X , con ta ined  in  e q u a t io n  (6.17), is, th e re fo re ,

x„ ej œ t  =  B -, * 0 *т п Т у а е ^ = В 7 * 0 *т п Т L - l u o
0

o imt (6.18)

0

1 ifi+i.a_

( y a is p a rtitio n ed  in to  2 n  colum n m a trices  com posed  of “ m ”  e lem en ts  ; 
o f  th e s e ,  only  th e  f i r s t  a n d  th e  2n -th  m a tric e s  c o n ta in  elem ents d iffe re n t 
f ro m  zero .)

A f te r  perform ing  in te g ra t io n ,  eq u a tio n  (6.17) w ill, in  co n sid e ra tio n  o f 
(6 .1 8 ), assum e the  fo llow ing  sh ap e  :

X (t ; хг) =  eFi х г +  ( j  w  E 2mn -  F) - 1 (e-'“' E 2mn —  eF() xe . (6.19)
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O n th e  s tre n g th  o f  re la tio n  (3.8) th e  a rb itra ry  a n a ly tic  fu n c tio n  f  (F) 
o f  m a tr ix  F  is

]  m— l

/ ( * )  = —  2  i f ­in v=o

- A / T ?  j  $ * 7 * * 7 *  

j  ô f  — x~ 1y v
X- wvw*.  (6 .20)

I f  also re la tio n  (3.5) is ta k e n  in to  co n sid e ra tio n  we can  se t u p  fu n c tio n  
(6 .20) in  th e  follow ing fo rm  :

1 m~ 1 /  1 
m = — 2  ( у )m  v=o \  2 I

{ f ( s v Y d vk ) Jr f ( s v +  V A /f)}

+
f ( s v — R f t ) — /(a „  +  Vdvk )

2 Щ

1 0 

0 1

Ay1 R  -  X ?  y v - 2  

— 2 У Я7 * *7 *  x v *~yv A; 1 R  

к =  1î 2, . . .  , i t ,

+

X -w„ w  *

(6 .21)
w here

„ _ Ây1 R  x v y v ' j
— „ 1 dvk —

К 1 R  —  x v 1 y v \2
-ôk A ,1* , 1 ,

R ely in g  on (6.14a) we o b ta in  from  (6.19) th a t

y (t ; y :) =  T ' 0 2m„ B t  eF( В, 1 & \mn T yz +

+  T i 0 2mnB | ( j e ,  E 2mn - F ) - i  (e i " 'E 2m„ - е р') В 7 ^ 0 * т п Т ya . (6.22)

A ccord ing  to  th e  d e fin itio n  o f m atrices  T, 02mn an d Bd g iv en  ea rlie r 
in  th is  p a p e r

T - i  0 2m„ B t  =

< 5 7 4 t L - * 0 * V12L i 0 . . . ô n i vln L  * 0

0 6 ^ i v22l T i 0 • • - à n ^ v ^ i r ^ 0

« T 4 i  L - * 0 à i ^ v n2 L 0 • • ■àni Vnr,l r i 0

0 j ± ' * k i K 4
k = l

0 7 2 ’ ^ 2 K * •  • • k = l
0 7  2 ’ ®fc„ K -+  

/£=1

0 j  1 ’ «и к - +
k = l

0 j  2 '
k = l

0 j  2  t v K - *
/£=1

о

j  2k=l
o' 7 2 ’ vk2K ~ \ . .

k=  1
0 У 2 ’Ä-1 _

( 6 . 2 3 )
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à \  cu L* ö \  v 2l L" . ■ ö t ó r a i  0 0 . 0
0 0 0 —j ( v n — f2i)K+ — j ( v ai—v3i)Ki ••• — J v n l K i

4 V12L* d| v22 L3 . „ г* 0• ° 2  Vn2 ^ 0 . 0
0 0 о -j'K 2-v22)K4 — j ( v M — v32) K* ••• ->n2KÍ

ô U l n r f  à \ v 2n E K ••4v lí о 0 0
0 0 0  — j ( v ln —  »an)K+ —./Kn—»зп)к* ••

(6.24)

I t  is ev id en t t h a t  y2 =  0 if, a t th e  m o m e n t w hen  t =  0 (i. e. w hen  th e  
•cascade-connected  2 (m l)-p o les  an d  th e  sy s te m  c o n s titu te d  b y  th e  co n ­
su m e rs  are sw itched  on th e  feeding p o in t) , o n ly  th e  vo ltages o f th e  feeding 
p o in t  h av e  values d if fe re n t from  zero, w hile th e  va lu e  o f all o th e r  vo ltages 
a n d  a ll c u rre n t- in te n s itie s  equals zero, a n d  t h a t  th e  eq u a tio n  (6 .22) w ill in  
th is  case tak e  th e  fo llow ing  form  :

y  (t ; 0) =  T -i 0 2mn ( j  со E 2mn -  F ) - 1 E 2mn -  e*<) в *т„ T ya . (6.25)

Since, as is e v id e n t from  fo rm ula (6 .21), an y  a n a ly tic  fu n c tio n  f  (F) 
o f  m a tr ix  F  defined  in  fo rm u la  (6.14b) ca n  be  rep re sen ted  also as

i t  is  c lear th a t

m = (
'  Фн П  
\ 'P k Z k

T =

(6.26)

2 ' » î k Фк
k = 1

n n

j  —  У
k = 1 /=1

4  V u  v kl 4V

- j  ^ d U v , VnkV k L -* K *

n n

J Z  2  v n l v k l - k
k = 1 / = 1

(6.27)

In  order to  be ab le  to  determ ine  th e  fu n c tio n s  urt+i an d  i0 we m u st 
f i r s t  de te rm ine  th e  fu n c tio n s  un and  it w ith  d u e  reg a rd  to  th e  re la tio n s  (6.4a) 
a n d  (6.4b). Seeing t h a t  u„ is th e  low erm ost a n d  i ; th e  u p p e rm o st b lock  of 
th e  co lum n h y p e rm a tr ix  y  (t ; 0) fig u rin g  on  th e  le f t side o f e q u a tio n  (6.25), 
s e e in g  fu r th e r  th a t  o n ly  th e  u p p erm o st a n d  lo w erm o st b locks o f  th e  colum n
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h y p e rm a tr ix  y„ h av e  a v a lue  d iffe ren t fro m  zero , i t  is clear t h a t  w h a t  we 
need  are  ju s t  th o se  fo u r co rner b locks o f h y p e rm a tr ix  (6.27) w hich  a re  e x p li­
c itly  w ritte n  in  (6.27), w here — in  acco rd an ce  w ith  form ula (6.21) — th e  
m atrices Фк, Ф k, Z k are  th ese  :

Фк =  —----- У  /  (s v — Vd vk ) +  f ( s v +  W k  ) +
2 , m  v =o !

+  / ( gv R T )  Ж  +  Ш  (А- l  R - x Viy,)iw v w* ;
\ d vk )

(6.28)

7 1 m~
= --------- J ÖÍ. У

2 m  vTo
C*1 / ( sv -  K/c ) - / ( sv +  R *  ) r  f + w w*-

— к
1 m— 1

V
2  m  (ГГо

R *

W - т а + / ( * , + т а

/ ( » , -  № ) - / ( ■ >  +  y g ) (A- , в _ n ) j w. .
\ d vk

R ely ing  on eq u a tio n s (6.26), (6.27) a n d  (6.28) we o b ta in  in  r e s p e c t o f 
th e  fu n c tio n s ix an d  u „ ,  to  be d eriv ed  from  (6.25), th e  follow ing re su lts  :

1 n m—1 ( „2 3-1
_ _  V  "V ) __ Vlk Av
m  b= i v=o

pl<ot __ f,(sv-Vdvk) I p jw t  __ Asv+]fd,ldt
+  4 --------- ^ ^ 7 =  +

jw  — sv +  ]/dvh JO) — sv 1Id

+
__ _ e (sv - Y d vk) t e > —  e ^ + f ^ k )  t \  A - i R  —  x ' 1 y v

j w  —  s v  +  y d vk j  w  —  s „  —  \ ! d vk ) ] f d vk

(Í>k v l k  v nk

p j u l    „(s,, -Y d vk) t nj«>t __ (sv + \ d vk)t

I n n  m—1 j 1
U„ =  —  У  У  у  —

771 k  — i  i =  1 v = 0  ( 2

j w  — sv +  \ d vk j o  — sv — ]jdvk

e ju>t __ e( s v - \ d vk) t

vk

w7 u0,a “

K 1^ 1 *. I
n̂ + l.a ( ^V

R „vk
(6.29a)

h  V lk  v lk
j w — sv +  \!d Vlvk

__  e (sv+V~(hk)t

j  w — sv — f d vk I'd,
К  1 Xv 1 *- 7 7 = - — w *  u 0 i  a +

vk

+
Vnk V,k Xv e i<ot __ e(sv -Vdrk) t  e j a t  __ e (sv+Ydvk)t

j ( 0  — sv +  \f d vk jw  — Sv — fd,vk

,i®( _ p(sv-Vdrk)t e] " t  _ e ( s , + V d k ) t \  Л - i R - x - i

j  w  s v - f -  ][dpk j  w  s v ] [ d vk

<vL?v

R vk
w v *n +  l . a  j •

( 6 . 2 9 b )

9  A cta Technica X X I/3—4.
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I f  — fin a lly  — w e s u b s titu te  th e  re su lts  as u n d e r (6.29a) a n d  (6.29b) 
in to  th e  equ a tio n s (6.4a) a n d  (6.4b) we o b ta in  th e  unknow n  c u rre n t- in te n s itie s  
a n d  v o lta g e s  a t th e  feed in g  po in ts  and  th e  c o n su m p tio n  p o in ts , re sp e c tiv e ly , 
as  th e  fu n c tio n s o f  th e  c u rre n t- in te n s itie s  a n d  v o ltag es  a t th e  c o n su m p tio n  
p o in ts  a n d  feeding p o in ts , respec tive ly  :

e jwt m— 1

u n+i =  u nH--------- J :  {(R + j w t.v)'w*in+1}a} 'w ,;  (6 .30a)
m  v—0

c e j<°t rn—1
i o  =  »1 — -------2  {O'* + 1  w * ')  w *uo,0}w r .  (6 .30b)

m  , =о

I t  should  be n o te d  t h a t  u n + i  an d  i 0  a re  g iven  in  th e  fo rm  o f  “ sy m ­
m e tr ic  com ponen ts”  b y  th e  above fo rm u lae  [6 , 7 ] .
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SUM M ARY

I t  is known th at —- w ith  th e  aid of the m atrix  calculus —  it is possible to derive from  
th e  four-term inal theory clear relations for the d eterm ination  o f the stationary  v o lta g es and  
current-in tensities o f m onophase system s com posed o f  quadripoles. It was by m eans o f  such  
re la tio n s th a t D. W. C. Sh e n  established m atrix-form ulae which describe th e  stationary  
p h en o m en a  of single-phase uniform  transm ission lin es  [1 ] . In an earlier pu b lica tion  [2 ], 
th e  presen t authors w orked o u t  a general application  o f  D . W. C. Sh e n ’s results to m ulti­
p h a se  uniform  transm ission lin es . Using the m eth od  o f  hyperm atrices, the present paper  
stu d ie s  the stationary v o lta g es and current-intensities o f  m ultiphase system s com posed o f  
c y c lic a lly  sym m etrical, cascade-connected different 2 (m  l)-poles w ith  g iven  vo ltages at 
th e  p o in ts  o f  supply and g iv en  current-intensities a t th e  points o f consum ption ; too , th e  
p ap er  analyses the sta tionary and transient v o ltages and  current-intensities o f  m ultiphase  
sy s tem s composed o f  cy c lica lly  sym m etrical, cascade-connected , equally-built 2 (m  1)- 
p o le s , likew ise w ith g iven  v o lta g es at the points o f  su p p ly  and given current-intensities at 
th o se  o f  consum ption. T he relations thus obtained m a y  —  at the same tim e —  be regarded  
as p roxim ate formulae for th e  determ ination o f  cy c lica lly  sym m etrical m ultiphase uniform  
tran sm ission  system s w ith  g iv en  voltages at the p o in ts o f  supply and given current-in tensities  
a t  th o se  o f  consum ption.
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Ü B E R  E IN E  N E U E  A N W E N D U N G  D E R  H Y P E R M A T R IZ E N  IN  D E R  T H E O R IE
D E R  M E H R PH A SE N SY ST E M E

P. BAJCSAY und V. LOVASS-NAGY

ZUSAM M ENFASSUNG

E s ist bekannt, dass die Vierpoltheorie m it H ilfe der Matrizenrechnung für d ie Berech­
nung der stationären  Spannungen und Strom stärken aus Vierpolen aufgebauter E in p h asen ­
system e gut übersichtliche Zusam m enhänge liefert. M it H ilfe dieser R esultate h at D . W. C. 
S h e n  seine, die stationären E rscheinungen der E inphasenübertragsleitung beschreibenden  
M atrixform eln abgeleitet [1]. D ie  Verfasser des vorliegenden Aufsatzes haben in einer ihrer 
früheren A rbeiten [2] die E rgebnisse D . W. C. Siien’s für gleichmässige M ehrphasenüber­
tragungsleitungen verallgem einert. Der vorliegende A ufsatz  untersucht unter A nw endung  
von  H yperm atrixen einerseits d ie stationären  Spannungen und Stromstärken v o n  zyklisch  
sym m etrischen, aus verschiedenen 2 (m  1) Polen m it K ettenschaltung aufgebauten  Mehr­
phasensystem en, bei gegebenen Spannungen am Beschickungspunkt (E inspeisepunkt) und 
Strom stärken am  Verbraucher, andererseits liefert derselbe die Berechnung —  ebenfalls bei 
gegebenen Spannungen am Beschickungspunkt und Strom stärken am Verbraucher —  der 
stationären und transienten  Spannungen und Strom stärken zyklisch sym m etrischer, identisch  
aufgebauter v erk ette t geschalteter, aus 2 (m -f- 1) P olen  bestehender M ehrphasensystem e. 
D ie so gew onnenen Zusam m enhänge können gleichzeitig  als Annäherungsform eln für die 
Berechnung zyk lisch  sym m etrischer gleichm ässiger M ehrphasenleitungsystem e, bei gegebe­
nen Spannungen am B eschickungspunkt und Strom stärken am Verbraucher, angesehen  
werden.

U N E  N O U V E L L E  A PPLIC A TIO N  D E S H Y PE R M A T R IC E S À LA T H É O R IE  
D E S  SYSTÈM ES M ULTI PH  ASÉS

P. BAJCSAY et V. LOVASS-NAGY

RÉSUM É

Il est connu que la théorie des quadripoles donne, à l’aide de la théorie des m atrices, 
des relations claires pour le calcul des tensions et in ten sités  stationnaires de sy stèm es m ono­
phasés com posés de quadripôles. E n  utilisant ces résu lta ts, D . W. C. Shen a étab li ses form ules 
m atricielles décrivant les phénom ènes stationnaires d ’une ligne de transm ission m onophasée  
à constantes uniform ém ent rép a rties[l] . Dans un ouvrage plus ancien [2], les auteurs du 
présent article on t généralisé les résultats de D . W. C. Shen  à la ligne de transm ission  m ulti- 
phasée à constantes uniform ém ent réparties. En u tilisan t des hyperm atriccs le trava il présent 
exam ine, d ’une part, les tensions e t  intensités stationnaires d ’un systèm e m ultiphasé à sym étrie  
cyclique com posé d’une chaîne de 2 (m  l)-p ô les  différents à tensions d’alim enta  i  n  
et intensités de consom m ation données, d’autre part —  à tensions au point d ’a lim entation  
et intensités au point de réception données égalem ent —  les tensions et intensités stationnaires 
et transitoires d ’un systèm e m ultiphasé à sym étrie cyclique com posé d’une chaîne de 2 (m  +  1)- 
pôles égaux. Les formules ainsi établies peuvent être considérées, en m ême tem p s com m e  
formules approchées pour le calcul de systèm es de lignes à constantes uniform ém ent réparties 
à sym étrie cyclique, et à tension d ’alim entation et in ten sité  de réception données.

9
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О Н О В О Й  ВОЗМОЖ НОСТИ П РИ М Е Н Е Н И Я  Г И П Е РМ А Т РИ Ц  В Т ЕО РИ И  М НО ГО ­
Ф А ЗН Ы Х  СИСТЕМ

П . Б А Й Ч А И  и В. Л О В А Ш -Н А Д Ь

РЕЗЮ М Е

Известно, что теория четырехполюсника с помощью матричного исчисления дает 
хорошо обозримые зависимости также для определения стационарных напряжений и сил 
тока однофазных систем, состоящих из четырехполюсников. Используя эти дости­
жения, Д. В. Г. Шен вывел матричные формулы, описывающие стационарные явления 
однофазной равномерной передаточной линии [1]. Авторы данной работы в опубликован­
ной ими ранее работе [2] результаты Д. В. Г. Шена обобщили для многофазной равно­
мерной передаточной системы. В данной работе с использованием гиперматриц иссле­
дуются, с одной стороны, стационарные напряжения и силы тока многофазной системы, 
составленной цепным соединением из различных полюсов 2(от +  1) и имеющей цикличную 
симметрию, а с другой стороны, рассчитываются стационарные и переходные напряжения 
и силы тока многофазной системы, состоящей из полюсов 2(гл +  1) цепного соединения и 
идентичной схемы и имеющей цикличную симметрию при также данных напряжениях 
точек питания и сил токов точек потребления. Полученные таким образом зависимости 
можно считать одновременно также приближенными формулами для расчета равномер­
ных многофазных систем линий передач с цикличной симметрией при данных напряжениях 
точек питания и сил токов точек потребления.
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As i t  is know n from  an ea rlie r p ap e r [1 ] th e  g ra in  size o f  a p artic le  
rev o lv in g  in  eq u ilib riu m  on th e  ra d iu s  r in  th e  hyd rocyc lone  is g iv en  b y  th e  
fo rm ula

d =  / 13 rig ]frvr
1 Ô — y  V,

w here d  is th e  g ra in  size , r] th e  v isco sity  o f th e  m ed iu m , у  th e  specific  g rav ity  
o f  th e  m ed ium , à th e  specific  g ra v ity  of th e  p a rtic le , g  th e  g ra v ita tio n a l 
acce lera tio n , r th e  d is ta n c e  o f th e  p a rtic le  rev o lv in g  in  e q u ilib riu m  from  
th e  cyclon  axis, vr a n d  vt th e  r a d ia l ,  re sp ec tiv e ly  th e  ta n g e n tia l  v e loc ity  
com ponen ts of th e  m ed iu m  flow.

S u b s titu tin g  th e  values

V,  =  Va , n =  0 ,8 , » , =  - ------.. . Q =  — r V t l , h  =  (rj — r) eo tg  a,
2 л  r {hx +  h) 4J

in to  th e  above fo rm u la , in  th e  cy lin d rica l sec tio n  o f th e  cyclone i t  is th e  
fo rm ula  o b ta in ed

d  80e2 . rl
0,8 / V _____

y  (à -  y) Q r hi  +  ( t i  — r) eo tg  a

In  th is  fo rm u la  th e  re sp ec tiv e  sym bols and  th e ir  u n its  have  to  be u n d e rs to o d  
as follows : d  in  m ic ro n s , r] in  cp (cen tipo ise), Q in  cu. m /h o u r  ; e, r, rv  hx

in  cm , ô, y  in  g ram /cu . cm , a  =  a rc  tg
H

the  h a lf  ap ex -an g le  of

th e  cyclone (ra in  cm  is  th e  rad iu s  o f  th e  orifice  o f  th e  apex , H  in  cm  is th e  
h e ig h t o f th e  conical sec tion). (See F ig . 1.) In  th e  cy lindric  sec tio n  o f th e  
cyclone lines d =  co n st are s tra ig h t  lines p a ra lle l to  th e  ax is. T h e  s ta te  of 
e q u ilib riu m  correspond ing  to  g ra in  size d — oo is o u t o f th e  cy c lo n e’s shell
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a t  d is ta n c e  hx tg  a from  i t  ; th is  is proceeding to w a rd s  th e  conical sec tio n  o f

th e  cy c lo n e  including  w ith  i ts  ax is th e  angle ß  =  arc tg  — . T h e  lines d =
H

=  c o n s t  o f  th e  cy lind rica l se c tio n  f i t  close to  th e  lines d  =  œ  in  th e  conical 
s e c t io n  o f  th e  cyclone. T h e  a x ia l  com ponen t o f th e  m ed iu m ’s flow  v a rou g h ly  
a p p ro a c h e s  zero in  th e  co n ic a l sec tion  of th e  cyclone  on th a t  con ica l surface 
w h o se  genera tin g  line d iv id e s  th e  d istance  b e tw een  th e  axis an d  th e  conical

s h e l l  o f  th e  cyclone in  th e  p r o p o r t io n ----------- (r0 is th e  rad iu s  o f  th e  u p p er
ra +  r0

o v e r f lo w  opening). In  th e  co n ica l section o f th e  cyclone b e tw een  th e  line 
v a =  0 a n d  the  axis th e  m e d iu m  flow s u p w ard  to  th e  u p p e r  overflow , betw een  
th e  l in e  v a =  0 and  th e  sh e ll dow n w ard  to  th e  u n d erflo w . T he p a rtic le s  rev o lv ­
in g  o n  th e  line t>0 =  0 g iv e  th e  lim it g ra in  size o f  th e  c la ssifica tio n  ta k in g  
p la c e  in  th e  hyd rocyc lone . I n  s len d er cyclones w here  a  an d  Ax a re  sm all and  
th e re fo re  th e  line d  =  oo fa lls  close to  th e  w all, th e  lines d =  co n st adhere  
r e la t iv e ly  well to  b o th , th e  w all o f  the  cyclone a n d  th e  line va =  0, so th a t  
th e r e  w ill be no g re a t d e v ia t io n  in  the  g ra in  size o f p a rtic le s  rev o lv in g  in  
e q u il ib r iu m  on the  line v a =  0. Such cyclones a re  su itab le  for c la ssifica tion . 
S tu b b y  cyclons on th e  o th e r  h a n d , w here a  an d  h x are la rge , are  m ore su ited  
fo r  h e a v y  m edia c o n c e n tra tio n . In  th e  conical sec tio n  o f s tu b b y  cyclones th e re  
a re , a lo n g  th e  line v a —  0 to w a rd  th e  ap ex  p a r tic le s  in  e q u ilib riu m , w hich 
r e p re s e n t  a re la tive ly  w ide g ra in -s ize  space, since th e  lines d  =  c o n s t — f it t in g  
c lo se  to  th e  line d =  oo w h ic h  is fa r from  th e  cy c lo n e’s w all — in te rs e c t th e  
l in e  v a =  0 (and th e  w all o f  th e  cyclone) a t  a c o m p a ra tiv e ly  g re a t angle.
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In  th e  cy lind rica l p a r t  o f th e  cyclone th e  a rea  v a ^  0 becom es w ider. I t  is 
there fo re  ad v en tag eo u s to  use s tu b b y  cyclones w ith  long cy lin d rica l section  
fo r h eavy  m edia  c o n c e n tra tio n . I t  is , n am e ly , th e  pa rtic le s  rev o lv in g  in  eq u i­
lib riu m  a t  th e  locus v a =  0 , w hich  gen era te  th e  “ s ta g n a n t”  h e a v y  suspension  
developing  in  th e  cyclone. T he pa rtic le s  beco m in g  p laced  fa r th e r  a re  com ­
p a ra tiv e ly  ra p id ly  rem o v ed  from  th e  cyclone b y  th e  ax ia l c o m p o n en t v a of 
th e  m ed ium  flow , so t h a t  th e y  p lay  b u t  a m in o r p a r t  in  th e  d ev e lo p m en t 
o f  th e  h ea v y  suspension . T he specific  g ra v ity  o f  th e  h ea v y  suspension  decreases 
g rad u a lly  from  th e  shell o f  th e  cyclone to w a rd  its  ax is , i. e. from  th e  specific  
g ra v ity  o f th e  m ed ium  flow ing  o u t a t  th e  a p e x  y a to  th e  specific  g ra v ity  o f  
th e  u p p e r ou tflow  y0. A t th e  shell of th e  cyclone , th e  specific g ra v ity  m ay  
be  even g re a te r  th a n  y a, as y a is th e  av erag e  v a lu e  o f th e  specific  g rav ities 
b e tw een  th e  shell an d  th e  line v a =  0. T h e  specific  g ra v ity  o f  th e  h eav y  
m ed ia  sep a ra tio n  w ill be  e q u a l to  th e  specific  g ra v ity  o f th e  h ea v y  suspension  
s ta g n a tin g  a t  th e  locus va ^  0. B y  th e  re la tiv e  decrease  of ra th e  lin e  v a =  0 
will sh ift to w ard  th e  w all o f th e  cyclone (i. e. th e  g rea te r  specific  g rav itie s) ; 
th e  re la tiv e  increase  o f  ra, on th e  o th e r h a n d , re su lts  in  its  being  sh if te d  to w ard  
th e  axis (i. e. th e  sm alle r specific  g rav ities).

T he specific g ra v ity  y  an d  th e  v isco sity  r] o f  th e  “ m ed ium ”  in  a d ilu ted  
suspension  agree m ore o r less w ith  tho se  o f  p u re  w a te r . T he p a rtic le s  g e n e ra t­
in g  th e  suspension  b eh av e , how ever, in  dense suspensions as i f  th e y  w ere no t 
in  pu re  w a te r, b u t  in  a flu id  of a specific  g ra v ity  a n d  v iscosity  p ro p e r  to  h eav y  
suspensions [2]. T he specific  g ra v ity  o f th e  suspension  can  be o b ta in e d  by  
th e  fo rm ula :

/  =  aA  - f  (1 — a) y,

w here a  is th e  v o lu m e-q u o ta  o f th e  solid g ra in s , A  th e ir  average specific  g ra v ity , 
y  th e  specific g ra v ity  o f w a te r . T he te rm in a l v e lo c ity  o f  th e  solid g ra in s  o f  th e  

suspension  in  th e  g ra v ita tio n a l fie ld  can be co m p u te d  b y  th e  fo rm u la

, _  d 2 (ô -  y ') (1 -  a)

V° -  18??'

a n d  n o t b y  th e  fo rm u la  v a lid  fo r pu re  w a te r  :

d2 ( 0 -  y)
V q --- .

18 r)

T h e  v o lu m e-q u o ta  o f th e  liq u id  ph ase  (1 — a) g ives a t th e  sam e tim e  th e  
co rrec tion  fac to r  fo r th e  decrease  o f th e  cross-sec tio n  o f th e  l iq u id  p h ase . 
I n  case o f Ô =  A  we h a v e  ô — y '  =  (ô — y) (1 — a),  an d  th e  ab o v e  fo rm u la
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fo r  ró  can  be expressed  a lso  in  th e  form

v'0 =  V0 - V-  ( 1  -  or)2 .
rf

T h e  grain  size d  o f  a p a r tic le  revo lv ing  in  eq u ilib riu m  in  th e  suspension  
is o b ta in e d  by  su b s ti tu t in g  th e  specific g ra v ity  y '  an d  th e  v isco s ity  r f  o f  th e  
s u s p e n s io n  for th e  v a lu es  y  =  1 g /cm 3 an d  rj —  1 cp va lid  fo r p u re  w a te r .

Or
Fig. 2

th e  exp ression

I n  o th e r  w ords th e  v a lu e  d, v a lid  for pu re  w a te r , has to  be m u ltip lie d  w ith
V  (à — y )  _
r] (ô — y ')

H e a v y  suspensions a re  n o t  N ew ton ian  flu id s , th e ir  v isc o s ity  v a rie s  
a c c o rd in g  to  the  sh e a r in g -s tre s s  and ve lo c ity  g ra d ie n t. F ig . 2 show s th e

d r
r e la t io n  betw een th e  sh e a r in g -s tre s s  (r) an d  th e  velocity  g ra d ie n t —— fo r

dr
d if f e r e n t  possible flu id s  ( N  =  N ew to n ian , В  =  B in g h am ’s, P  =  p la s tic  o r 
p se u d o p la s tic , D  =  d i la ta n t) .

T h e  v iscosity  o f  N e w to n ia n  flu ids (w hich  is in d e p e n d e n t o f  sh ea rin g - 
s tr e s s  or velocity  g rad ien t) is g iven b y  th e  d irec tio n  tan g en t o f th e  straight^, 
w h ile  — in  case o f g iven  sh ea rin g -s tre ss  or v e lo c ity  g rad ien t — th e  a p p a re n t 
v is c o s i ty  o f o ther flu id s  is  d e te rm in e d  b y  th e  d ire c tio n  ta n g e n t o f  th e  s tra ig h t  
c o n n e c tin g  th e  co rre sp o n d in g  p o in t o f th e  cu rv e  w ith  th e  s ta r t in g  p o in t. 
T h e  a p p a re n t v iscosity  o f  th e  flu id s  “ B ”  an d  “ P ”  decreases, w hile t h a t  o f  th e  
f lu id s  “ D ”  increases w ith  in c reasin g  sh ea rin g -s tre ss  or v e lo c ity  g ra d ie n t.

di>
T h e  v a lu e s  T (g /cm 2) a n d  —— (sec-1 ) o f h e a v y  suspensions w hich  be lo n g  to -

d r
g e th e r ,  an d  the  a p p a re n t v isc o s ity  as th e ir  q u o tie n t can  be d e te rm in ed  b y  m ean s
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o f  su itab le  v iscosim eters (e. g. F a n il’s, S to rm e r’s or o th e r  ro ta ry -c y lin d r ic a l 
v iscosim eter).

T he ta n g e n tia l  ve lo c ity  co m p o n en t o f th e  m ed iu m ’s flow  in  th e  h y d ro ­

cyclone varies accord ing  to  th e  fu n c tio n  vt — vn  

v e lo c ity  g ra d ie n t is

I ts  c o rre sp o n d in g

dvt — nvt r4 —  nvt 4 Q

dr r<1+n> r  ' е2тг

T h e  ax ia l ve lo c ity  com ponen t w hich  is val vn  ctg  a a t  th e  w all o f  th e  
cyclone decreases from  th is  v a lu e  to  va =  0 m ore or less lin e a rly  in  th e  u p p e r  
tw o  th ird s  and  p arah o lica lly  in  th e  low er th ird  o f th e  cyclone’s co n ica l sec tion . 
(F ig . 3.) T herefo re , th e  v e lo c ity  g ra d ie n t w hich arises from  th e  a lte r in g  o f  
th e  ax ia l v e lo c ity  com ponen t b e tw een  th e  line  v a — 0 an d  th e  w a ll o f  th e

Ava
dr

• Cd —  V.a l

l  —cyclone in  th e  u p p e r p a r t  o f th e  cone w ill be  ab o u t

r a +  r 0
w here  val va  co tg  a an d  rk is th e  d is tan ce  o f  th e  con ical cy c lo n e  shell
л , . , Q , val _  e2 co tg  a
from  th e  ax is. As vn  ------------ , c o n s e q u e n tly ------= --------------

2 7i T у hy ^/t H Г| hy
F o r  in s ta n c e ,
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i n  ca se  o f  e =  3,33 cm , rx =  10 cm, Ax =  10 cm  a n d  a =  10°, or r a th e r  30°,

w e h a v e  -----  =  0,08, o r  r a th e r  0,024. The q u o t ie n t  o f th e  tw o v e lo c ity  g ra ­

d ie n ts  is : i —

dva
dr
dv,

dr

1,8

c o tg a

8 h 1 n r k
. T ak in g , fo r in s ta n c e , th e

1 -
Ta +  r o I

n u m e r ic a l values o f th e  a b o v e  exam ple a t th e  locus r — r1 ( =  rk) if
ra +  r 0

— —  th e  q uo tien t o f  th e  a x ia l  and ta n g e n tia l  v e lo c ity  g rad ien ts  com es o u t

to  i —  0,052 cotg a, t h a t  is a t  a — 10°, an d  30° re sp ec tiv e ly , its  va lu e  will 
b e  0 ,30 , and 0,09, re sp e c tiv e ly . The ra tio  o f  th e  v e lo c ity  g rad ien ts  (i) w ill be

rk r0
sm a lle r  th a n  these  v a lu e s  b e tw een  th e  ra d ii r fc a n d  ----------- , th a t  is b e tw een

ra +  r0
th e  lin e  va — 0 an d  th e  cy c lo n e ’s wall in  th e  u p p e r  tw o th ird s  o f its  cone, 
w h e re  th e  value o f  rk is co m p ara tiv e ly  g re a t .  A d v an c in g  to w ard s  th e  axis 
{in cases of sm all ra d ii  r) w h e re  th e  value v a in c re a se s  ra p id ly  (and n o t lin ea rly ) 

dva
th e  v e lo c ity  g rad ien t ------w ill have a m uch h ig h e r  v a lue  th a n  w h a t w ould

dva _ dt>,
r e s u l t  from  our fo rm u la . I n  th e  v ic in ity  o f  t 0 ------ >  —— (v. F ig . 3 also).

d r  d r
I n  th e  area  betw een  th e  w a ll o f the  cyclone a n d  th e  line v a =  0, w here th e  
v a lu e  o f  i comes to  0,3  — 0 ,1 , we shall, h o w ev e r, co m m it no  serious e rro r  b y  
re g a rd in g  the  to ta l  v e lo c ity  g rad ien t d ev e lo p in g  in  th e  cyclone as be ing

d v,
p ra c tic a l ly  equal to  ------ • (F o r  in stance , ev en  i f  i =  0,3, th e  re su ltin g  v ec to r

d r  d»(
o f  th e  tw o velocity  g ra d ie n ts  would exceed th e  v a lu e  o f ----- b y  4,5 p e rc e n t

o n ly ,  since j^l2 -f- 0 ,3 2 =  1,045).
dr

Table l

(rt =  10 cm )

r/ri = 1 0,75 0,67 0,50 0,25

vti — 600 cm /sec .............. 48 80 99 167 582

800 „  .............. 64 108 132 222 778

1 0 0 0  „  ................ 80 134 166 278 972

T able 1 show s v a lu e s  o f  ve locity  g ra d ie n ts
d r (

d r sec
co rrespond ing  to

d i f f e r e n t  values —  , a n d  v e lo c ity  of e n try  v tl> w h en  r x =  10 cm . (In  case o f
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du*
ir, =  5 cm  th e  d a ta  g iven in  th e  T ab le  for - w ill red o u b le , in  case o f  r ,= 2 0  cm

dr
th e  sam e d a ta  w ill fa ll to  one h a lf.)  S upposing  th a t  ra — r0, va w ill b ecom e zero

a t  th e  ra tio  
r

r a t i o ---- =

—  =  0,5 ; o f  r„ = th e  sam e w ill ta k e  p lace  a t  the

0,67 . (F o r in s tan ce , in  th e  sec tion  rk =  0,5 rx, v a becom es zero  w ith

th e  rad iu s  r  =  0,5 rk =  0,25 r x, an d  r  =  0,67 rk =  0,33 r15 resp ec tiv e ly .) 
I n  case of longer ra d ii th e  rea l v a lu es  o f th e  v e lo c ity  g ra d ie n ts  exceed  th e  

dt)(
d a ta  fo r —- -  as show n in  T ab le  1 b y  a few  p er cen ts o n ly . O n th e  o th e r  h an d ,

dr
since  in  case o f  sm alle r ra d ii th e  values 

dt>( dr
are  no m ore  neg lig ib le  in  com ­

p a riso n  to  th e  v a lu e s ---- , th e  re a l ve lo c ity  g rad ien ts  w ill be g re a te r  th a n  the
dr

d a ta  given in  th e  la s t  colum ns o f  th e  ta b le . On th e  locus
dv„ dv(

=  ——- th e  resu lt-
d r  d r

in g  velocity  g ra d ie n t is ^ 2-tim es g re a te r  th a n  th e  n u m erica l v a lu e  show n in 
th e  T able.

G o v ie r , S c h o o k  a n d  L il g e  [3 ] p u b lis h e d  d a ta  o f  m e a s u re m e n ts  re la t in g
dv

to  th e  a p p a re n t v isco sity  M cp) p e r ta in in g  to  d iffe ren t v e lo c ity  g ra d ie n ts  — -
dr

o f  m ag n e tite  (M), ferrosilicon  (FeS i) and  galena  (G) suspensions w ith  d iffe ren t 
sp ec ific  g rav ities  y '  (or r a th e r  d iffe re n t vo lum e ra tio s  or). R e ly in g  on  th is  
p u b lic a tio n , T ab le  2 shows th e  a p p a re n t v iscosities r f  p e r ta in in g  to  the

dv( . .
v a lu e s  o f ----- developing in  a cyclone  o f rad iu s  r,

dr
10 cm  in  case o f  ve lo ­

c i ty  o f  e n try  vtl =  8 m /sec. I t  a lso  show s th e  values / ^ ^ w i t h  w hich
' V  ( à  —  y ' )

th e  g ra in  size d  co m p u ted  for p u re  w a te r  h as  to  be m u ltip lie d  in  o rd e r to  
•ob ta in  th e  g ra in  sizes revo lv ing  in  eq u ilib riu m  in  th e  cyclone . (T he a p p ro x i­
m a te  g ran u la r  com position  o f  m a g n e tite  an d  g a len a  w as 9 7 % —50 ft,
6 6 % —26 ft, 4 7 % — 18 ft, 1 5 % —б /i an d  th a t  o f ferro silicon  9 0 % —50 ft, 
3 7 % —2 6 ft, 1 5 % — 1 8 ft, 2 % —6 ft.)

T able 3 show s values o f d  co m p u ted  in  th is  w ay  co rresp o n d in g  to  a q u a n ­
t i t y  o f  s lu rry  Q —  25 cu. m /h o u r fo r th e  follow ing cy c lo n es: a  =  10°, re sp e c t­
iv e ly  30°, rx =  10 cm , r0 =  2,5 cm , ra — 1,25 cm , hl =  10 cm , e =  3 ,33 cm .

I t  is v isib le  from  these  T ab le s  th a t ,  for in s ta n c e , in  case o f  a rad iu s  
r  =  6,7 cm , w here th e  line va — 0 is com ing in  a t  th e  ju n c tio n  o f th e  cy lin d rica l 
a n d  th e  conical sec tio n , th e  v e lo c ity  g ra d ie n t am o u n ts  to  132 se c -1 , th e  v isco ­
s i ty  o f  suspensions w ith  a specific  g ra v ity  o f y '  =  2,6 a n d  2 ,8, is in  th e  case 
o f  m a g n e tite  (M) suspensions 340 a n d  1000 cp , in  th a t  o f  ferro silicon  (FeSi) 
2 8  a n d  45 cp, in  th a t  o f galena (G) 12 an d  15 cp. H ere  rev o lv e  n o w  in eq u i­
l ib r iu m  (in suspensions o f a specific  g ra v ity  y'  =  2,6 a n d  2,8 re sp ec tiv e ly )
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Table 2

T cm = 10 7,5 6,7 5,0 2,5

dvj/d r = 64 108 132 222 778

o% y' V' cp

M : 30 2,2 100 80 70 50 30

40 2,6 400 360 340 300 180

45 2,8 1400 1100 1000 900 800

FeSi: 28 2,6 40 32 28 24 32

31 2,8 50 47 45 40 55

G : 25 2,6 15 13 12 10 13

28 2,8 20 18 15 14 16

34 3,2 60 47 44 40 48

40 3,6 300 220 200 200 400

/  v’(8 — V)
V (ô — Ÿ)

M : 2,2 12,0 10,7 10,0 8,5 6,6

2,6 25,8 24,5 23,9 22,3 17,3

2,8 50,5 44,9 42,7 40,5 38,2

FeSi : 2,6 7,4 6,7 6,2 5,8 6,7
2,8 8,5 8,2 7,9 7,6 8,9

G : 2,6 4,5 4,1 3,9 3,7 4,1
2,8 5,3 4,9 4,6 4,3 4,7
3,2 9,5 8,4 8,1 7,8 8,5
3,6 22,3 19,1 18,2 18,2 25,8

in  a cyclone of w h ich  h a l f  a p e x  angle is 10°, M -grains o f  284—5 0 9 ^ , FeSi- 
g ra in s  o f 61 — 78 /i a n d  G -g ra in s  of 37—43 ц  ; in  a cyclone of w hich  h a l f  
a p e x  angle is 30°, M -g ra in s  o f  386—689 /г, F eS i-g ra in s o f  83 —104 fi an d  G- 
g ra in s  o f  49—58 /.i . A s w e p ro ceed  along th e  lin e  v a =  0 to w ard  th e  ap ex  o f  
th e  cyclone th e  g ran u les  in  eq u ilib riu m  becom e f in e r  an d  f in e r  an d  th e  g ra in - 
s ize  sp ace  is w ider ( th e  lo w e r grain-size lim it is sm aller) in  a cyclone w ith  a 
m o re  o b tu se  apex  an g le . (T h e  s ta te  of e q u ilib riu m  co rrespond ing  to  a g ra in - 
s ize  d  —  oo is in  th e  c y lin d r ic a l section  of a 1 0 °-cyclone a t  a d is tan ce  o f 1,8 cm 
b e y o n d  its  w all, w hile in  th e  case of a 30°-cyclone th is  d is tan ce  is 5,8 cm  ; 
i t  c o n tin u es  in  th e  co n ica l sec tion  of th e  cyclone  w ith  a d irec tio n  ta n g e n t

ß  —  a rc  tg r i
H  ’

w ith  th e  lin e s  d =  const o f  th e  f in e r  g ra in s  f i t t in g  close to  it.)
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Table 3
d fi (Q =  25 m 3/hour)

a = 10° 30°

Г cm Ш 10 7,5 6,7 5,0 2,5 10 7,5 6,7 5,0 2,5

M : У '=  1 28 14 12 8 4 28 18 16 12 6

2,2 336 152 119 69 26 336 197 161 98 40

2,6 721 348 284 181 69 721 541 386 259 105

2,8 1412 638 509 328 153 1412 827 689 470 233

F eSi : 1 23 12 10 7 3 23 15 13 10 5

2,6 172 79 61 39 22 172 102 83 58 34

2,8 197 97 78 51 29 197 125 104 75 45

G : 1 22 11 9 6 3 22 14 13 9 5

2,6 99 45 37 23 13 99 59 49 35 20

2,8 116 54 43 27 15 116 71 58 40 23

3,2 208 93 76 49 26 208 121 102 73 41

3,6 489 212 171 115 80 489 275 230 171 124

I n  th e  cy lind rica l sec tion  of th e  cyclone , th e  reg ion  va ~  0 falls m o re  o r  less 
in to  th e  area b e tw een  th e  rad ii r  űd 0,5 rx—0,8 r1. F o r in s tan ce , in  a  h e a v y  
susp en sio n  of th e  specific  g ra v ity  ÿ  =  2,8 we f in d  in  a 10°-cyclone M -grains 
o f  350 — 800 ц,  F eS i-g ra ins o f 5 0 — 110 /x, or G -grains of 25 — 60 [X, to  rev o lv e  
in  eq u ilib riu m . G ra in s  falling b e tw e e n  th ese  g rain-size  lim its are  th e  p r in c ip a l 
fa c to rs  in  p ro d u c in g  th e  heavy  su sp en sio n  in  th e  hydrocyclone . (In  i ts  c y lin d r i­
c a l section .) In  th e  low er p a r t  o f  th e  conical sec tio n , a p a r t  o f s till f in e r  g ra in s  
re m a in s  in  th e  cyclone for a longer tim e , t h a t  is th e y  too  tak e  p a r t  in  p ro d u c in g  
th e  h ea v y  suspension  in  th is  p la c e . T h e  m ass o f th e  fine g ra in s p e rc o la te s , 
h o w ev e r, th ro u g h  th e  partic les o f  th e  “ s ta g n a n t”  h eav y  su sp en sio n  to w a rd  
th e  cyclone’s ax is be in g  th en  d isch a rg ed  a t  th e  u p p e r outflow  w ith  th e  s lu rry  
o f  low  specific g ra v ity . The co a rse r  g ra in s  on th e  o th e r h an d  are  d isc h a rg e d  
a t  th e  apex  w ith  th e  s lu rry  of h igh  specific  g ra v ity . I f  th e  in tro d u ced  su sp en sio n  
is dev o id  o f g ra in  sizes th a t  rev o lv e  in  eq u ilib riu m  in  th e  reg ion  v a 0 (for 
in s ta n c e , because th e  solid phase  o f  th e  suspension  is g round  to o  f in e )  th e re  
is n o  p o ssib ility  fo r  a “ s ta g n a n t”  h e a v y  suspension  to  develop in  th e  h y d ro -  
cy c lo n e . W hen in  a suspension o f  re la tiv e ly  g re a t v iscosity  th e re  are  o n ly  f in e r  
g ra in s  (for in s ta n c e , in  case of a sp ec ific  g ra v ity  y'  =  2,8 m a g n e tite  g ra in s  <  
300 /x), a suspension  o f th e  sam e specific  g ra v ity  (y ' =  2,8) has to  b e  in t r o ­
d u c e d  in to  th e  h y d rocyc lone  as t h a t ,  a t  w h ich  we w an t to  ca rry  o u t th e  s e p a r ­
a tio n , because u n d e r  such c ircu m stan ces  no  co n cen tra tio n  a t  th e  locus 
v a Gd 0 o f th e  cy lin d rica l section o ccu rs , an d  th e  specific g ra v ity  o f th e  su sp e n ­
sions d ischarged  b o th  a t  th e  u p p e r  o u tflo w  a n d  th e  apex  is e q u a lly  n e a r  to
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y '  =  2 ,8 . As th e  v is c o s ity  o f m ag n etite  su sp en sio n s  of a specific  g r a v i ty  
y '  =  2 ,8  is very  h igh  (1400 — 800 cp, v . T ab le  2 ), th e  fin e  grains rem ain  p ra c ti­
c a lly  m otion less in  th is  m ed iu m  of g rea t v is c o s ity  d u rin g  th e ir  sh o rt s ta y  in  
th e  cyclone . I f  in  th e  su sp en sio n  th ere  are  g ra in -s izes  revolv ing  in  eq u ilib riu m  
a t  th e  locus v a =  0 , a “ s ta g n a n t” heavy  su sp e n s io n  w ill be form ed, o f  w hich  
th e  specific  g rav ity  w ill exceed  th a t  o f th e  susp en sio n  conducted  in to  th e  
cy c lo n e . I f  v iscosity  is h ig h , qu ite  fine g ra in s  re m a in  also in  th e  susp en sio n  
d isch a rg ed  w ith  th e  p ro d u c t  of high specific  g ra v ity  th ro u g h  th e  ap ex , th e ir  
v o lu m e  ra tio  being  a p p ro x im a te ly  id en tica l w ith  th a t ,  w hich is o b se rv ab le  
in  th e  suspension in tro d u c e d .

L arg er grains th a n  th o se  of size d 1 re v o lv in g  in  equ ilib rium  on ra d iu s  
r1( = 1 0 cm) are p ressed  to  th e  w all of th e  cy c lo n e  a lread y  in  its  cy lin d rica l 
se c tio n , w hile in  its  co n ica l sec tion  also f in e r  a n d  f in e r  g ranules th a n  th o se  o f  
th e  size d1 are p ressed  a g a in s t th e  cyclone’s w a ll, so th a t  p roceeding  to w a rd  
th e  ap ex , the  q u a n ti ty  o f  m a te r ia l  g ra ting  a g a in s t th e  w all increases g ra d u a lly . 
(T h e  sp eed y  w ear o f  th e  a p e x  is due p a r t ly  to  th is ,  an d  p a r tly  to  th e  fa c t 
t h a t  th e  ta n g e n tia l v e lo c ity  com ponent vt in c re a se s  v igorously  w ith  th e  d e ­
c rea se  o f  th e  rad iu s .)

T he possible m a x im u m  of density  a o f  th e  h e a v y  suspension d ev e lop ing  
in  th e  h y d iocyc lone  — i f  th e  grains have b e e n  p o lish ed  ro u n d  —  co rresp o n d s 
a p p ro x im a te ly  to  th e  loose agg lom eration  (h e x a g o n a l arran g em en t) o f  n e a rly

л
u n ifo rm  spheres, t h a t  is =  0,52. T h e  g ra in s  revo lv ing  in  equ ilib rium

in  th e  contiguous la y e rs  o f  th e  cyclone a re , n a m e ly , o f ap p ro x im ate ly  u n ifo rm  
size a n d  th e  develop ing  g re a t  shearing-force, a n d  th e  velocity  g ra d ie n t p re v e n t 
th e  g ra in s  from  a rra n g in g  them selves m ore d en se ly  th a n  th e  loose agg lo m er­
a t io n  o f  spheres. (T he m a x im u m  density  o f  f re sh ly  g ro u n d  suspension  m a te r ia l 
is sm a lle r , for th e  p ro tru d in g  corners and  edges o f  th e  grains p re v e n t even  th e  
d e v e lo p m en t of a d e n s ity  corresponding  to  th e  loose agglom eration  o f sp h eres .)  
M ax im u m  specific g ra v itie s  y' co rrespond ing  to  d en sity  о =  0,52 are : 
M — 3,01, F eS i—3,96, G —4 ,3 . The density  a n d  sp ec ific  g ra v ity  of th e  suspension  
d isch a rg in g  a t th e  a p e x  m ig h t he even g re a te r . T h e  gra ins p ressed  to  th e  w all 
a re , n am e ly , of d iffe re n t s izes, and in  th e  in te rs tic e s  betw een  coarser g ra in s 
th e re  is room  for f in e r  o n es  ; on th e  o th e r  h a n d ,  th ese  partic les  — b y  n o t  
re v o lv in g  on ra d ii co rre sp o n d in g  to  th e ir  s ta te  o f  equ ilib riu m  — are squeezed  
to  th e  w all and  to  e ach  o th e r  b y  a force w h ich  is  th e  g rea te r  th e  fa r th e r  th e y  
a re  s itu a te d  from  th e ir  s ta te  o f  equ ilib rium . (T h ere fo re , an  underflow  o f  g re a te r  
sp ec if ic  g rav ity  m a y  be  e x p e c te d  in  s tu b b y  cyclones.) As a ru le  no  su ch  force 
is  a c tin g  upon p a rtic le s  rev o lv in g  in  e q u ilib riu m  a t  locus va =  0 on th e ir  ow n 
lin e  d  =  const. T he s h e a r in g  force (ve loc ity  g ra d ie n t)  betw een  th e  a d ja c e n t 
la y e rs  is sm aller a long  th e  w all th a n  in sid e  th e  cyclone. B u t w hile a g rea t 
sh earin g -fo rce  h in d e rs , a sm all one p ro m o tes  th ic k e n in g  by  changing  th e  re la-
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t iv e  p o s itio n  o f pa rtic le s  in  c o n ta c t w ith  one a n o th e r. T herefo re , th e  d e n s ity  
o f  th e  suspension  escaping  a t  th e  ap ex  m a y  ev en  be g rea te r th a n  th e  v alue  
a =  0,74 w hich  co rresponds to  th e  m o st co n g ested  ( te trah ed ra l)  a rra n g e m e n t 
o f  u n ifo rm  spheres. To th e  v a lu e  a — 0 ,74 be long  th e  follow ing susp en sio n  
sp ec ific  g rav itie s  : M =  3,96, FeSi =  5,3, G =  5,8 and  th e  fo llow ing  m o is tu re  
c o n te n ts  : M =  6 ,6 % , FeSi =  4 ,9 % , G =  4 ,5 %  (!!). An u n d e rflo w  o f  such 
a g re a t d e n s ity  m ay  p a r tic u la ry  occur i f  th e  a ir  core, o b serv ab le  in  th e  axis 
o f  th e  cyclone in  n o rm al o p e ra tio n , v an ish es . I n  such cases th e  u n d e rf lo w  is 
d isch a rg ed  in  a s tra ig h t j e t  an d  n o t  in  fo rm  o f  a sp read ing  cone fro m  th e  
cyc lone , an d  it  m ay  even h a p p e n  th a t  in s te a d  o f  a flu id , co m p ac t sau sag es  are 
p ressed  th ro u g h  th e  apex . H ow ever, th is  m ode  o f o p era tion  is  n o t  u sed  in 
p ra c tic e  because  i t  f re q u e n tly  causes clogging.

K now ing  th e  loose vo lum e o f s lu rry  o f  g re a t specific g ra v ity  to  b e  d is­
c h a rg ed  a t  th e  apex , know ing  fu r th e r  th e  loose volum e of th e  susp en sio n  
m ed iu m  w hich  increases g ra d u a lly  to w a rd  th e  ap ex  and  know ing  f in a lly  th e  
ch an g e  o f va, th e  th ick n ess  o f  th e  a n n u la r  la y e r  o f  dense pu lp  s lid in g  d ow n  th e  
conic w all can  be co m p u ted  a t  ev e ry  p o in t o f  th e  cone as well as in  th e  o u t­
flo w  op en in g . (See [1 ].) T he d e n s ity  o f th e  d ischarged  suspension  c a n  in  de­
p en d en ce  on th e  d is tan ce  o f  th e  line d  =  o o ,  be  in te rp o la te d  b e tw e e n  th e  
v a lu e s  cr =  0,52 — 0,74, i f  th e  line d  =  o o  is fa r  aw ay  a h igher v a lu e  h a s  to  he 
ch osen . T h e  ap p ro x im a te  w eigh t o f  th e  su sp en sio n  m a te ria l d isc h a rg in g  a t 
th e  ap e x  can  be com p u ted  i f  th e  q u a n t i ty  an d  th e  g ran u lo m e try  o f  th e  su s­
p en sio n  fed-in  are know n. T he ax ia l v e lo c ity  com ponen t o f th e  m ed iu m  a t 
th e  ju n c tio n  o f  th e  cy lind rica l an d  o f  th e  con ica l section com es to  v al ê î  
v , i  co tg  a , an d  th is  v a lue  increases a long  th e  conic w all to w ard  th e  a p e x  b u t  
s l ig h tly . T he ax ia l v e lo c ity  co m p o n en t va decreases from  its  m a x im u m  va lu e  
on th e  conic w all to  zero v e lo c ity  on th e  line  va =  0 in  th e  u p p e r  a n d  m idd le  
p a r t  o f  th e  cone m ore or less lin ea rly , in  its  b o tto m  p a r t  m ore or less p a ra b o lic -  
a lly . (See also F ig . 3.) T he cyclone is o p e ra tin g  “ n o rm ally ”  i f  th e  th ic k n e ss  
o f  th e  a n n u la r  lay e r o f p u lp  d isch arg in g  th ro u g h  th e  orifice o f o u tf lo w  a t  th e  
ap e x  is  sm alle r th a n  th e  d is tan ce  o f  th e  line  v a =  0 from  th e  cy c lo n e  w all. 
I f  th is  th ick n ess  becom es g re a te r  th a n  th e  d is ta n c e  o f th e  line va —  0 f ro m  th e  
cyclone  w a ll, th e  in n e r p a r t  o f  th e  a n n u la r  la y e r  w ill n o t m ove d o w n w a rd , 
b u t  u p w a rd  in  th e  hyd rocyc lone . A t i ts  h ig h e r p o in t these  g ra in s  w ill m ove 
once m ore  to w a rd  th e ir  s ta te  o f  e q u ilib riu m  b ey o n d  th e  cyclone sh e ll, i.e. 
to w a rd  th e  w all, revo lv ing  th u s  in  th e  con ica l sec tio n  of th e  cyclone  a n d  p e r­
c o la tin g  fro m  inside to  o u ts id e  th ro u g h  th e  “ s ta g n a n t”  h e a v y  su sp en sio n  
dev e lo p ed  in  th e  conical sec tion . T he ra p id  ax ia l flow  along th e  ax is  tr a n s p o r ts ,  
o f  course , a p a r t  o f th e  g ra in s  to  th e  u p p e r  ou tflo w  ; so th a t  th e  q u a n t i ty  
o f  f a u lty  g ra in s  th a t  are la rg e r th a n  th e  “ l im it”  gra in  size in c reases  in  th e  
su sp en sio n  m a te r ia l w hich is d ischarged  he re . (A n o th er reason fo r th e  ap p e a r-  
en ce  o f  “ f a u l ty ”  grains to  be found  in  th e  u p p e r  d ischarge is th a t  in  th e  u p p e r
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p a r t  o f  th e  cy lin d rica l se c tio n  of th e  cyclone th e  a x ia l velocity  c o m p o n e n t, 
“w hich  is d irec ted  u p w a rd  a long  th e  cyclone w a ll, a n d  dow nw ard a long  th e  
in n e r  side o f th e  v o r te x  f in d e r , tra n sp o rts  a p a r t  o f  th e  coarser g ra in s  to  th e  
o v e rflo w .) I f  th e  th ic k n e ss  o f  th e  an n u la r la y e r  o f  p u lp  surpasses th e  v a lu e  o f 
ra in  th e  orifice o f th e  a p e x , th e  a ir core b e s id e  th e  axis van ishes an d  th e  
p h en o m en o n  described  a b o v e , i.e. th e  rev o lv in g  o f  a  p a r t  o f coarser g ra in s  a t  
th e  b o tto m  of th e  cyclone  a n d  th e ir  g e ttin g  in to  th e  u p p er d ischarge , occurs 
to  a la rg e r e x te n t. T h e  im p a c t o f coarser g ra in s  perco la ting  th ro u g h  th e  
■“ s ta g n a n t”  h eavy  su sp e n s io n  aw ay from  th e  ax is , a n d  th a t  of th e  f in e r  g ra in s 
p e rc o la tin g  th ro u g h  i t  to w a rd  th e  axis, u p o n  th e  g ra in s  w inch — rev o lv in g  
in  e q u ilib riu m  a t  th e  lo cu s v a =  0 — c o n s titu te  th e  suspension itse lf , ex e rts  
a  b ila te ra l  p ressure on  th e  suspension , w hich m a y  g ive rise to  a d en ser su sp e n ­
sio n  th a n  th e  “ loose”  ag g lo m era tio n  of spheres. T o  s to p  th e  ab n o rm al w ork ing  
o f  th e  cyclone caused  b y  a n  excessive th ick n ess  o f  th e  an m d ar pu lp  la y e r , an d  
to  re s to re  “ n o rm al” o p e ra t io n  we have e ith e r  to  en la rg e  th e  orifice o f  th e  apex , 
o r  to  reduce  th e  d e n s ity , o r  th e  q u a n tity  o f  th e  su sp en sio n  fed-in , o r else to  
u se  a suspension  m ad e  u p  fro m  finer g rains.

T h e  specific g r a v i ty  o f  th e  suspension y '  in  th e  hydrocyclone  is th e  
h ig h e s t on th e  p e r im e te r  a n d  decreases g ra d u a lly  to w a rd  th e  ax is, t h a t  is it  
ch an g es  m on o to n o u sly  w ith  th e  rad ius. A ny c h an g e  o f  y' causes to  change th e  
v is c o s ity  rj' in  th e  sam e  d ire c tio n , i. e. a h ig h er v a lu e  o f  y' m eans a h ig h e r v a lu e

dv
o f  rj'. Since any  d im in u tio n  o f th e  rad ius e n ta ils  an  increase o f ----r\ w ill

d r
c h a n g e  in  th e  fash ion  sh o w n  in T able 2, ev en  i f  y '  rem ains u n ch an g ed  : th e  
v is c o s ity  of m a g n e tite  suspen sio n s decreases m o n o to n o u sly  w ith  th e  ra d iu s ,

dv
t h a t  o f  FeSi- and G -su sp en sio n s reaches a m in im u m  a t  a value o f - -  =  3 0 0 (i.e .

dr
a t  a rad iu s  r =  4 — 5 cm ). B u t  th e  paralle l ch an g e  o f  rj' and y  is m uch  g re a te r

dv
t h a n  th a t  due to  th e  c h a n g e  o f  —-  , so th a t  rj' w ill decrease  m o n o to n o u sly  w ith

dr
th e  ra d iu s  also in  F eS i- a n d  G -suspensions. T h e  decrease of b o th  y'  an d  rj' 
fo llow ing  a d im in u tio n  o f  th e  rad ius sh o rten s  th e  re la tiv e  d is tan ce  b e tw een  
th e  eq u ilib riu m  p o s itio n s  o f  partic les of d if fe re n t g rain -sizes. In  o th e r  w ords : 
th e  eq u ilib riu m  p o s itio n  o f  partic les falling  b e tw e e n  given g rain-size  lim its  
is  co n fin ed  to  a n a rro w e r s t r ip  th a n  in  th e  case  o f  u n changed  y' an d  rj' , as is 
e v id e n t  from  th e  a n a ly s is  o f  the  fo rm ula v a lid  fo r  d : d  is p ro p o rtio n a l to

---- V.------  , c o n se q u e n tly  d  is growing w ith  in c re a se d  rj’ or y'; co a rse r g ra in s
(d — / )

re v o lv e  in  eq u ilib riu m  w h e re , w ith  u n ch an g ed  (sm aller) y' and  rj' g ra in s  of 
s m a lle r  size were in  e q u ilib r iu m . A b road  g ra in -s ize  space  re s tr ic ted  to  a n a rro w  
s t r ip  h as  th e  a d v a n ta g e  t h a t  a g rea te r p a r t  o f  th e  suspension m ed iu m  w ill 
ta k e  an  active p a r t  in  th e  p ro d u c tio n  of th e  s ta g n a n t  heav y  susp en sio n . D ue
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to  th e  g re a t  sp e c if ic  g ra v i ty  a n d  v is c o s ity  d e v e lo p in g  a lo n g  th e  c y c lo n e  w all, 
t h e  o rb i t  o f  e q u il ib r iu m  o f  c o m p a r a t iv e ly  c o a rs e r  g ra in s  w h ic h  lie s  o u ts id e  
t h e  cyc lo n e  s h e ll  w ill b e  b r o u g h t  n e a r e r  to  i t ,  a n d  m a y  e v e n  b e  b r o u g h t  in to  
t h e  cy c lo n e , w h e re b y  w ea r o f  t h e  c y c lo n e  sh e ll  w ill b e  s low er.
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SUM M ARY

The grain size d  o f  a particle revolving in  equilibrium  in the cy lind rica l section of 
a heavy-m edia hydrocyclone is ob ta ined  by the form ula :

A _  80 e2__  ÍZl ) 0'8 . 1/ V'
У(<5 _  y )  Q I r J ! К  +  (' г — г) cotg а

where d =  m icrons ; e =  cm, the d iam eter o f  the orifice o f  entry ; rt =  cm , th e  radius o f 
th e  cyclone ; ht =  cm the length o f  th e  cylindrical section ; a  =  the h a lf apex  angle ; 
Q =  cu. m /hour, the quantity o f  slurry fed-in ; <5 =  gram /cu. cm, the specific  g ra v ity  o f  the 
solid  grain ; y ' =  gram /cu. cm, the sp ecific  gravity  o f  the suspension ; / /  cp (centipoise), 
th e  viscosity o f the suspension. The size o f  a particle revolving in equilibrium  in  a suspension  
o f  the specific gravity  y ' and the v isco sity  tj' can be obtained from the value v a lid  for a particle 
revolving in equilibrium  on the radius r in pure w ater or in a diluted suspension ( у  =  1

gram /cu. cm, =  1 cp) by m u ltip ly in g  th is value w ith  the factor 1 / -----У) .
\ n (à  — y')

The axial ve lo c ity  com ponent (va) o f  the m edium  flow  is approxim ately zero in  the  
cylindrical section o f  the cyclone betw een radii 0,5rj and 0 .8/j ; it  is zero in the con ica l section

a t a distance o f about —— ——  from  th e  axis ; from  th is locus toward the cyclon e  shell the  
ra +  r0

flo w  o f  the slurry is directed downward, w h ile  toward the axis upward w ith  increasing velocity . 
(rk is the distance o f  the conical cyclone shell from  the axis, r0 is the radius o f  th e  upper ou t­
f lo w  orifice, ra is the radius o f  the o u tflo w  orifice a t the apex.) Around the locu s va =  0 a 
“ stagnant” h eavy  suspension develops ow ing to the accum ulation o f grains th a t rem ain  
longer in  the cyclone. The specific g ra v ity  o f  th is “ stagnant” suspension is th a t o f  th e  separ­
ation  occurring in the heavy m edia hydrocyclone. The specific gravity and v isc o sity  o f  the 
suspension decrease from the shell tow ard the axis, occasioning a sim ultaneous decrease 
o f  the relative d istance between the equilibrium  positions o f differently sized  grains. The 
sp ecific  gravity o f  th e  suspension is g iven  by the form ula y ' =  aö  +  (1 —  o’), w here a  is the  
volum e ratio o f solid  parts. In the v ic in ity  o f the locus v ‘a — 0, the m axim um  value o f  a 

71
com es to about =  0,52, while along the cyclone wall it  m ay even reach a higher value.

T h e  v iscosity  o f th e  suspension is a fun ction  o f the ve lo c ity  gradient arising in  th e  cyclone. 
I t s  value in the stagn ant suspension, and outw ard from  it, m ay be expressed b y  th e  formula 
du; _  0,8 v,i r!0'8 
dr r1’8

Ю  A cta Technica X X I/3—4.
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Ü B E R  D IE  IM H Y D R O Z Y K L O N  ZUR E N T W IC K L U N G  G E L A N G E N D E  SC H W E R ­
SUSPENSIO N

G. TARJÁN

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie  Korngrösse d  e ines im  zylindrischen T eil des W aschzyklons am H albm esser  
im  G leichgew icht kreisenden T e ilch en s kann an H and der Form el

d  =
80 e2

У(<5 -  Y )  Q И" ■ ív ( и  — r) cotg а

e r m itte lt  werden, wo d in  /л ausged rü ck t ist, e in cm den D urchm esser der E in tr ittsö ffn u n  g 
f-j in  cm  den Halbmesser des Z yk lon s, hl in cm die H öhe des zylindrischen Teiles, a den halben  
K eg elw in k e l, Q in m 3/S t die M enge der aufgegebenen T rübe, & in  g /cm 3 das spezifische Gewicht 
der K örn er  des Feststoffes, y '  in  g /c m 3 das spezifische G ew icht der Suspension, ?j ' in cP deren  
V isk o s itä t  bedeuten. D ie K orngrösse eines Teilchens, w elches in  einer Suspension vom  spezi­
f isc h e n  Gewicht y' und der V isk o sitä t i)’ am H albm esser r im  Gleichgewicht kreist is t  das

V У) _facl,e eines in  rein em  W asser, oder in  einer dünnflüssigen Suspension ( y  =  1
V (<5 — У')

g /c m 3, » 7 = 1  cP) kreisenden T eilchens.
D ie  axiale G eschw indigkeitskom ponente der M edium ström ung ist im  zylindrischen  

T eile  des Zyklons beiläufig zw isch en  den Halbm essern (0,5 —  0.8)/', annähernd 0, im  kon i­

sch en  T eile  ist dieselbe in  einer b e läufigen  Entfernung rk r0— von  der Achse g leich  0 ; von
Ta +  r0

dieser  S te lle  gegen die Z yklon en w and fortschreitend ström t das M edium m it sich verm ehren­
der G eschwindigkeit abw ärts, g eg en  die Achse zu fortschreitend  aufwärts, (r* is t  die E n t­
fern u n g  der konischen Z yklon en w and von  der A chse, r0 is t  der H albm esser der oberen, ra 
derjen ige  der unteren A u str ittsö ffn u n g .) Im  Um kreise der S te lle  va — 0 entw ickelt sich infolge  
der längere Zeit im Z yklon verb leibenden  Teilchen eine »stagnierende« Schwersuspension. 
D a s spezifische Gewicht dieser »stagnierenden« Suspension entspricht dem spezifischen Ge­
w ic h t der im  W aschzyklon v o r  sich  gehenden Separation. D a s spezifische Gewicht und die 
V isk o sitä t der Suspension verrin gern  sich übrigens im  Z yklon  in  der Richtung von  der W and  
g eg en  die Achse zu, hiedurch verr in gert sich auch die rela tive  E ntfernung der G leichgew ichts­
la g e  v o n  Teilchen versch iedener Korngrösse. Das sp ezifisch e Gewicht der Suspension y '  
erg ib t sich  aus der Form el y '  =  aS  -)- (1 —  tr), wo er den R aum inhaltsanteil der festen  T eil-
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eb en  bedeutet. Im Um kreise der S te lle  va — 0 kann der M axim alw ert von  a  beiläufig —  =  0,52

ausm ach en , längs der Z yk lon en w and  kann derselbe noch  grösser werden. D ie V iskosität der 
S u sp en sion  ist eine F unk tion  des im  Zyklon auftretenden G eschwindigkeitgefälles, dessen  
G rösse in  der stagnierenden Suspension und von  derselben auswärts gerichtet m it  
Avt 0,8 ru гх0’8 , .

—,— =  -----  0 —  bew ertet w erd en  kann.
dr r1’8

D E  LA SU SPEN SIO N  L O U R D E  SE FO R M A NT D A N S  L ’H YDROCYCLO NE

G. TARJÁN

RÉSUM É

L a grosseur d’un grain  en  giration  équilibrée sur le rayon  r dans la partie cylindrique  
de l ’hydrocyclone à suspension  lourde peut être calculée à l ’aide de la formule

й _ ____8 0 e 2___  _ f ^ 0'8 . 1/ V
4{ô — y ')Q  V r J Г h i  +  (U  — r) cotg a
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où d  est m icron, e cm  le diam ètre de l’orifice d’entrée, rx cm  le rayon du cyclone, hx cm  la 
longueur de la partie cylindrique, a  le dem i-angle du cône, Q m3/h la quantité de boue in tro ­
duite, ô g /cm 3 le poids spécifique du grain solide, y ’ g /cm 3 le poids spécifique de la  suspension, 
et tj' cp la viscosité de la suspension. La grosseur d’un grain en giration équilibrée dans une

suspension de poids spécifique y' et de viscosité Г)' est 1l v '  (<S — y )  

N (<5
fois supérieure à celle du

grain en giration équilibrée sur le rayon r en eau pure ou en suspension diluée ( y  =  1 g /c in 3 
’П =  1 cp).

Le com posant axia l (va) de la v itesse  d ’un flu ide est à peu près zéro dans la  partie  
cylindrique du cyclone entre les rayons (0,5— 0,8)гх. D ans la  partie conique, à une d istance

de l ’axe —~ ~ — , le com posant est zéro en partant de ce point vers la partie basse de la paroi 
, rU +  r0

en s’approchant de l’axe le fluide afflue en haut avec  une v itesse  croissante (rk est la  d istance  
de la paroi du cyclone conique à l ’axe, r0 est le rayon  de l’orifice supérieur d’écou lem en t et ra 
celui de l ’orifice inférieur). A ux environs du point i>a= 0  il se forme une suspension «stagn an te» , 
à cause de l ’accum ulation des grains restés dans le cyclone pendant un tem p e assez long. 
Le poids spécifique de cette  suspension stagnante est celui de la séparation su rvenan t dans 
l ’hydrocyclone à suspension lourde. D ’ailleurs, le poids spécifique et la viscosité de la  suspen­
sion décroît dans le cyclone en allant de la paroi vers l ’axe et, par conséquent, la  d istance  
relative  de la position  d’équilibre des grains de d ifférentes dimensions décroît à son  tour. 
Le poids spécifique y ’ de la suspension est donné par la form ule y ' =  ad +  (1— <r), où a  est le 
rapport volum étrique des parties solides. A ux environs du point va =  0, la valeur m axim um  
de a  est à peu près я /6  =  0,52 et près de la paroi du cyclone elle peut s’accroître encore. La 
v isco sité  de la suspension est fonction de la perte de v itesse  dans le cyclone. On p eu t déterm i­
ner la valeur de cette  dernière dans la suspension stagn ante , et à partir de celle ci par la form ule  
dtq __ 0,8 v a  rj°>8
~dT =  " rb8 ‘

О ОБРАЗУЮЩИХСЯ В ГИДРОЦИКЛОНЕ ТЯЖЕЛЫХ СУСПЕНЗИЯХ

Г. TA РЬЯН
РЕЗЮМЕ

Крупность d  зерен, вращающихся в равновесии на радиусе г цилиндрической части 
гидроциклона для тяжелых суспензий, может быть вычислена при помощи формулы

80 в8____ i n ' ) 0’8 . 1 /________ П ’_  _

J/(ű — y>)Q í r j  1 +  ( О  —  г)  c o tg  а

где d  — микрон, е —  см, диаметр входного отверстия, r í  — радиус циклона, см ; /гх — 
длина цилиндрической части, см; а  — половина конусного угла ; Q — количество подан­
ной пульпы, м3 а ; ô — удельный вес твердых зерен, г/см3 ; у  — удельный вес суспензии, 
г/см3 ; г;’ — вязкость суспензии, ср. Крупность зерен, вращающихся в равновесии в сус­

пензии удельным весом у '  и вязкостью г/', равна 1/ №  У) — кратному зерен, вращаю-
\ Г] (Ô —  у')

щихся в равновесии в воде или разбавленной суспенгии (у —  1 г/см3, j? =  1 ср) на ра­
диусе г.

Осевая составляющая (va) скорости движения потока среды в цилиндрической 
части циклона равна нолю прибл. нолюмежду радиусами приблизительно (0,5—0,8) гх;
в конусной части равна нолю на расстоянии приблизительно - ГкГ°— , в сторону стенки

та +  т0
циклона от этого места среда движется с постепенно возрастающей скоростью вниз, а в 
сторону оси — вверх (г* — расстояние между осью и конусной циклонной стенкой ; г0 
и Га — радиус верхнего и, соответственно, нижнего выходных отверстий). В области 
точки va ш  0 образуется «застаивающаяся» тяжелая суспензия из-за скопления задержи­
вающихся в циклоне в течение продолжительного времени зерен. Удельный вес этой 
застаивающейся суспензии соответствует удельному весу сеперации в гидроциклоне

10*
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для тяжелых суспензий. Удельный вес и вязкость суспензии, между прочим, уменьшаются 
в циклоне, считая от стенки циклона в сторону оси ; вследствие этого уменьшается также 
относительное расстояние положения равновесия зерен различной крупности. Удельный 
вес у' суспензии получается по формуле у ' =  ад  +  (1 — д), где а —- частное объема 
твердых частиц. Максимальное значение величины а  в области точки v2 =  0 может быть 
равно прибл. я/6 =  0,52, а рядом со стенкой циклона может ворасти еще сильнее. Вяз­
кость суспензии является функцией’возникающего в циклоне падений скорости. Ста вели­
чина может бЫть принята в застаивающейсй суспензии и в направлении к стенкам равной 
dVi   0,8 v a  r ^ ’8



THEORETISCHE GRUNDLAGEN DER MODELLGESETZE 
UND UMRECHNUNG DER MESSERGEBNISSE 

AN ÜBERDRUCKTURBINEN

CS. F Á Y
L E H R S T U H L  F Ü R  W A S S E R K R A F T M A S C H I N E N  D E R  T E C H N I S C H E N  U N I V E R S I T Ä T ,  B U D A P E S T  

[E ingegangen am 14. N ovem ber 1957]

D ie A u sfü h ru n g  v o n  M essungen an  d en  fe rtig e n  M aschinen  is t  a u f  dem  
G eb ie te  d er S trö m u n g sm asch in en  von  ä u sse rs te r  W ich tig k e it, d a  d ie  B erech­
n u n g  d e r M aschinen  led ig lich  durch  ein N ä h e ru n g sv e rfah re n  v o rg en o m m en  
w ird . W äh ren d  die g en au e  u n d  schnelle D u rc h fü h ru n g  d er M essungen  im  
F a lle  d e r  P u m p en  k e in e  besonders schw ierige A ufgabe b e d e u te t ,  d rä n g t 
infolge d e r  grossen D im en sio n en  unserer im  B a u  b e fin d lich en  T u rb in en an lag en  
im m er m eh r das im  A u s lan d  bere its  üb liche  V erfah ren  in  den  V o rd e rg ru n d , 
n äm lich  die A b n ah m ev ersu ch e  der M aschinen an  deren  g eom etrisch  ähn lichen  
K le inm odellen  v o rzu n eh m en .

D ie W irk u n g sg ra d w e rte  der an dem  M odell vo rg en o m m en en  M essungen 
liegen  im  allgem einen  n ie d rig e r  als der e ffek tiv e  W irk u n g sg rad  d e r M aschinen . 
Z u r B erechnung  d e r B esseru n g  des W irk u n g sg ra d e s  v e rb re ite te n  sich  im  
S c h rif ttu m  zahlre iche  V erfah ren , deren  Z u v e rlä ss ig k e it jed o ch  zw eife lhaft 
u n d  b e s tre itb a r  is t .

D er grösste  T eil d e r  U m re ch n u n g sv e rfah ren  b e z ie h t sich im  allgem einen  
a u f  e inen  einzigen (den  b e s te n  W irk u n g sg rad  au fw eisenden) B e tr ie b s p u n k t der 
T u rb in en an lag e . B ei u n se re n , an  den F lü ssen  des L an d es im  B au  beg riffenen  
— m it K a p la n tu rb in e n  fü r  k leine F a llh ö h en  zu  v e rseh en d en  — K ra fta n la g e n  
m üssen  jed o ch  die T u rb in e n  ü b er eine w e ite  Z one des W irk u n g sg rad fe ld es  
a rb e ite n , som it d as  U m re ch n u n g sv e rfah ren  an  je d e m  b e lieb igen  B e trie b s­
p u n k t d er T u rb in e  a n w e n d b a r  sein m uss.

1. Grundlagen des Umrechnungsverfahrens

D ie B e trie b sk e n n w e rte  d er W asse rtu rb in en  b e z ie h t m an  im  a llgem einen  
a u f  e ine F a llhöhe  v o n  1 m  b e i einen  R ad d u rc h m e sse r von  1 m . D ieses V erfah ­
ren  erm ö g lich t, die B e tr ie b sd a te n  eines gew issen T u rb in en m o d e lls  a u f  eine 
gross au sg e fü h rte  T u rb in e  u m zurechnen , v o ra u sg e se tz t, dass d e r  W irk u n g s­
g rad  u n v e rä n d e r t  b le ib t.
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D u rc h  die Ä nderung  d es  W irk u n g sg rad es w erd en  auch  die B e tr ie b sk e n n ­
w e r te  b ee in flu ss t. Bei d e r U m re c h n u n g  der B e tr ie b sd a te n  is t som it die w ich­
t ig s te  F o rd e ru n g , dass d e r  W irk u n g sg ra d  m it zu v erlässig er G en au ig k e it a u f  
je d e n  b e lieb ig en  B e tr ie b s p u n k t u m gerechnet w erd en  könne.

D e r  W irkungsgrad  7] d e r  W asse rtu rb in en  k a n n  d u rch  die N u tz le is tu n g  
N h, z u g e fü h r te  L eistung  N b b zw . durch  den  V erlu s t V  u n d  V e r lu s tfa k to r  
öö =  V / N b au sged rück t w e rd e n  :

N b - V
N b

=  1 - öö . ( 1)

D ie  U m rechnung  des W irk u n g sg rad es  w ird  im  allgem einen  in  d e r  W eise 
v o rg e n o m m e n , dass die an  d e m  M odell gemessenen  V erluste  m it d en  an  d er 
G ro ss  a u sfü h ru n g  berechneten V e rlu s ten  verg lichen  w erden , w oraus au ch  a u f 
d ie  K o rre k tio n  des W irk u n g sg ra d e s  gefolgert w ird . W ir m üssen  d a h e r  die 
V e r lu s te  d e r  T urb inen  von  d iesem  G esich tsp u n k te  aus e iner n ä h e re n  U n te r ­
s u c h u n g  un terz iehen .

2. Gruppierung der Verluste

a )  S topfbüchsen- u n d  L ag e rre ib u n g sv erlu s te ,
b)  R a d sch e ib en re ib u n g sv erlu s te ,
c)  S p a ltv e rlu ste ,
d )  h yd rau lische  V e rlu s te .
Im  Laufe der M odellm essungen  m üssen d ie e inzelnen  V erlu ste  g e tre n n t 

f e s tg e s te l l t  w erden, u n d  es m u ss u n te rsu ch t w erd en , w elche M öglichkeiten  
f ü r  d ie  U m rechnung  d er e in z e ln e n  V e rlu s ta rte n  b es teh en .

I m  L aufe u nserer U n te rsu c h u n g  wollen w ir v o rau sse tzen , dass au ch  die 
M o d ellm essu n g en  m it W a sse r  vo rgenom m en w u rd en . O bw ohl sich  im  A u slan d  
a u c h  e in  P rü fv e rfah ren  m it  H ilfe  von L u ft v e rb re ite te , w ird  je d o c h  dieses 
V e r fa h re n  —  nach  u n se re r  K e n n tn is  — bei A b n eh m ep rü fu n g en  n ic h t  an g e ­
w e n d e t ,  so wollen w ir d ie se  M öglichkeit auch  an  d ieser S telle  u n b e a c h te t 
la s s e n .

a)  Stopfbüchsen- und Lagerreibungsverluste

E s  werden im Schrifttum  zahlreiche Verfahren bekannt gegeben, die zur Prüfung  
der L ager  des Modells bzw. der G rossausführung und zur M essung der V erluste dienen. Im  
a llg em ein en  pflegt man in der P ra x is in  der W eise zu verfahren, dass das Modell m it einer D oppel­
la g eru n g  ausgeführt wird, w ob ei d ie  Lagerreibungskräfte als innere K räfte w irken. H ierdurch  
w erd en  durch die D aten der M odellm essungen led iglich die übrigen Verluste erhalten , und 
die L agerverluste der G rossausführung müssen auf Grund literarischer A ngaben berechnet 
w erd en , w obei der W ert des um gerechneten W irkungsgrades dem entsprechend korrigiert 
w erd en  m uss.

D ie  Lager- und S topfbüchsenverluste, verglichen m it den übrigen V erlusten , sind in  
den m e is ten  Fällen das B etrieb sgeb ietes verhältnism ässig gering. Mit R ücksicht darauf, dass
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der W ert dieser V erluste durch die konstruktive Lösung der Ausführung b ed in gt is t , —  weil 
in der Mehrzahl der F älle  zw ischen M odell und Grossausführung eine A bw eichung besteht, —  
kann eine allgem eine Um rechnungsregel n icht au fgestellt werden. D ie S topfbüchsen- und 
Lagerverluste m üssen daher von  den übrigen V erlusten schon im  vorhinein getrenn t werden, 
dam it die Um rechnungsgleichungen angewendet werden können.

b)  Radscheibenreibungsverluste  

Durch E insetzen  des Föttingerschen Ausdrucks [29]*  :

V , a t
1,925

10« K: ( 2)

Ô, nU_
Q n

(3)

kann der V erlustfaktor 0/ der Scheibenreibung in  folgender Form ausgedrückt werden :

V , _  Ц52^ X s 
N b “  105 g

w obei der Faktor K s von  der relativen Spaltgrösse s /D  (s =  Spaltw eite, D  =  Raddurch­

m esser) und der » R eynolds’schen Zahl der Scheibenreibung« ^Re, =  n /•'j abhängig ist.

In  der G leichung (3) bedeutet g  die Schwerebeschleunigung, nn  die U m drehungszahl, 
bezogen auf 1 m  Fallhöhe und 1 m Raddurchm esser, Qu  das W asserschlucken, w elches eben­
falls a u f eine F allhöhe von  1 m und einen Raddurchm esser von  1 m bezogen w ird. D ie  Um rech­
nung eines B etriebspunktes m it gleichem  Qn  und nn  hängt som it allein  v o n  der Änderung 
des Faktors K s ab.

D er Scheibenreibungsfaktor K s  kann im  F alle  einer glatten Scheibe aus folgender 
em pirischen Form el erm ittelt werden :

K s  =
0,9

(s/D )2 (R e,)1 +
0,51 +  s/D

(3,0  +  s/D ) 5 Re,0’182 (4)

W ird an dem M odell und der Grossausführung die relative Spaltgrösse s /D  beibehalten  (was 
aus der geom etrischen Ä hnlichkeit folgt), so wird die Grösse des Verlustes a lle in  durch die 
Änderung von Ret beein flusst. Es kann nachgewiesen werden, dass bei g leichem  Betriebs­
punkt die R eynoldssche Zahl dem Produkt D/]/ H  proportional ist (w obei H  die Fallhöhe 
bedeutet). B ei Turbinen (es handelt sich hier ln  erster Linie um Francisturbinen , ist doch 
bei Propeller- und K aplanturbinen kein solcher Spalt vorhanden, wo Scheibenreibungsverluste  
auftreten könnten) ist der Q uotient s/D  klein. W ird in  der Gleichung (4) an S te lle  v o n  Re(°>182 
ed R et0’2 e ingesetzt (eine Annäherung, die sich jedoch  für praktische Zwecke besser eignet), 
so erhalten wir den folgenden Ausdruck :

K s  =
0,9

У Re,
Re, (s/D )2

0,51 +  s /D 'I 
s/D  ) (5)

Aus der Form el is t  deutlich  zu sehen, dass in dem  üblichen Bereich der R ey n o ld s’schen Zahl 
von  10е— 108, der A usdruck 0,9 /R et(s/D )2 bei geringen W erten von s/D  gegen den  Ausdruck 
(0,51 +  s/D )/( 15 -{- 5s /D ) vernachlässigt werden kann, woraus ersichtlich, dass der Verlust-

5

faktor, bei festgesetztem  W ert von  s/D , dem Ausdruck 1 f^ R e t  proportional sein  wird :

K s  s*  - 5- ~

Ще,
wo A  m it guter A nnäherung konstant ist. Durch V ergleich der Gleichungen (6 ) und (3) erhal­
ten w ir folgenden A usdruck :

. B C
" »_____  5 10_~ * (7)
U e t  V d  f i i

( 6)

Siehe L iteraturverzeichnis.
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D ieser  Zusammenhang s te l lt  bereits eine zur U m rechnung geeignete Form  dar. A u f  
diese A rt des Verlustes w ollen  w ir  später —  bei der B esprechung der hydraulischen V er­
lu ste  —  n och  zurückkommen. H ier  sei nur darauf h ingew iesen , dass die Trennung des Schei­
benreibungsverlustes —  da sich  e in  T eil der hydraulischen V erluste nach der gleichen G esetz­
m ä ss ig k e it  ändert —  n ich t u n b ed in g t erforderlich ist.

c)  Spaltverluste

Zweckm ässigerweise so llte  der Spaltverlust von  den  übrigen V erlustarten getrennt  
w erd en , doch ist dies im  a llgem ein en  durch M essungen n ich t zu verwirklichen. E s b ildete  
sich  daher in  der Praxis ein  V erfahren  aus, wonach die Spaltverlu ste  des M odells und der 
G rossausführung als identisch  b etra ch te t werden können, insofern die Iden titä t der relativen  
Sp altgrösse  (d. h. die G leichheit des Q uotienten aus Sp a ltw eite  s und Raddurchm esser D ) 
g esich ert worden ist. Obschon d iese  V oraussetzung nur genau dann gilt, wenn der Charakter der 
Ström un g  durch die Spalte erh a lten  b leibt (laminare oder turbulente Ström ung), w as in  
e in ig en  extrem en Fällen n ich t der F all ist, doch kann diese B edingung im  allgem einen ein­
g eh a lten  werden. In dieser F a ssu n g  kann som it der Sp altver lu st als von  der A bm essung der 
T u rb in e  praktisch unabhängig b etra ch te t werden.

D ie  Grössenordnung des Spaltverlustes kann nach E . T r en k a  bei Propellerturbinen  
a u f  G rund folgender Ü berlegung geschätzt werden [30 ] :

E s  sei angenommen, dass zw ischen  dem Schaufelende un d  dem  Gehäuse eine turbulente  
Ström un g stattfindet, das h e isst, dass die sich im  Spalt ausbildende G eschwindigkeit dem  
zw ischen  dem  Ein- und A u strittsquerschn itt der M aschine gem essenem  Gefälle (genauer  
der Schaufelbelastung) proportional sein wird. D as durchfliessende Spaltwasser Qr kann  
so m it durch die Gleichung

Qr =  Cl ] II D  л  s , (8)

w äh rend  der Verlustfaktor 6r durch  die Gleichung :

S' - Q' l Q - T t JD <’ >
ausged rü ck t werden. B ei g leichem  W ert von  Qn  und bei g leichem  s/D  bleibt som it der Sp alt­
v er lu st w ahrlich unverändert. B e i  Propellerturbinen kann der W ert von  C2 durchschnittlich  
m it 12,5 gleichgesetzt w erden , w o m it der W ert des V erlustfaktors, hei den üblichen Ver­
h ä ltn issen  von  s/D , 1— 2%  b eträ g t.

d )  Hydraulische Verluste

D ie M ehrzahl d e r b e k a n n te n  U m rech n u n g sv e rfah ren  bezieh t sich  alle in  
a u f  d ie  h y d rau lisch en  V e r lu s te . Die b einahe  u n ü b e rs ich tlich e  A n zah l d er 
U m rech n u n g sfo rm eln  w ird  im  A nhang  m itg e te il t . In  au sfü h rlich er W eise 
w e rd e n  n u r  die b e d e u te n d s te n  U m rech n u n g sp rin z ip ien  b eh an d e lt.

D ie  h y d rau lischen  V e r lu s te  d er T urb ine k ö n n e n  je  n ach  ih ren  C h a ra k te rn  
in  zw ei H a u p tty p e n  e in g e re ih t w erden : R e ib u n g sv e rlu s te  u n d  A b lö su n g sv er­
lu s te  (d ie  W irb e lu n g sv e rlu s te  u n d  U m len k u n g sv e rlu s te  m it inbeg riffen ).

J e  n ach  dem  O rt d e r  E n ts te h u n g  der V e rlu s te  w erden  fo lgende V e rlu s t­
a r te n  un te rsch ied en  : E in la u fsp ira le n - und  L e itsch au fe lv e rlu s te , fe rn e r L a u f­
ra d -  u n d  S au g ro h rv erlu ste .

B ezüg lich  des R e ib u n g sa n te ils  der V erlu s te  w ollen  w ir an n eh m en , d a ss  
d e rse lb e  sich  gemäss d e r T h e o rie  ä n d e rt — w elche au s  d en V ersu ch en  ü b e rR o h r-  
b zw . P la tte n w id e rs ta n d  a u sg e b ild e t w urde — , u n d  so e inerse its v o n  d e r R e y - 

NOLDs’sch en  Zahl, a n d e re rse its  von  der re la tiv en  R a u h ig k e it ab h än g ig  is t.
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B ezüg lich  d e r  A b lösungsverlu ste  w ollen  w ir annehm en , dass d iese  — im  
F alle  d e r g eo m etrisch en  Ä hnlichkeit — im  m odelläh n lich er S trö m u n g  u n v e r ­
ä n d e rt b le ib en .

D as g enaue U m rech n u n g sv erfah ren  so llte  d ah e r d a ra u f  b e ru h e n , d ass  
die E in la u fsp ira le n v e rlu s te  (L e itsch au fe lv e rlu s te ), Saugrohr- u n d  L a u f ra d ­
v e rlu ste  bzw . in n e rh a lb  d ieser V erluste  d ie  R e ib u n g s- u n d  A b lö su n g sv e rlu s te  
d u rch  die M essungen  g e tre n n t b e s tim m t w e rd e n . M an lä ss t den A b lö su n g sa n ­
te il d er V erlu s te  u n v e rä n d e r t  u n d  b e re c h n e t d ie  V eränderung  des R e ib u n g s ­
an te ils .

In  d iesem  S inne b eh an d e ln  die n eu es ten  T heorien  die F rage . E in  M angel 
d ieser T h eo rien  b e s te h t d a rin , dass die M essm ethode der R e ib u n g s- bzw . 
A b lö su n g sv erlu ste  n och  n ic h t vo ll e n tw ick e lt w u rd e , u n d  es w ird  d a h e r  v e r ­
su c h t, die W irk lic h k e it d u rch  th eo re tisch e  A n n ah m en  an zu n äh ern .

D ie R e ib u n g sv e rlu s te  w erden  d u rch  d ie  R ey n o ld s’sche Z ah l u n d  d ie 
re la tiv e  R a u h ig k e it b ee in flu sst. B ei T u rb in e n  w ird  die R eyno lds’sche  Z ah l in  
d er F o rm  v o n  D  f H  angew endet, u n d  die E rg eb n isse  der R o h rre ib u n g s- u n d  
P la tte n w id e rs ta n d sv e rsu c h e  gelten  som it led ig lich  bezüglich ih res C h a ra k te rs , 
w äh ren d  ein  zah len m ässig e r V ergleich a lle in  a u f  G rund  der — b e re its  te ilw eise  
d u rc h g e fü h rte n  — T u rb in en m essu n g en  v o rg en o m m en  w erden k a n n .

D ie B e rech n u n g  d e r R e ib u n g sv e rlu s te  w ird  bei T u rb in en  a u f  G ru n d  
fo lgender Ü b erleg u n g  vo rgenom m en  :

Die S trö m u n g  in  d er E in l a u f  spirale  u n d  b e i den  Leitschaufeln  h a t  e in en  
b esch leu n ig en d en  C h a ra k te r , der überw iegende T eil der h y d rau lisch en  V e rlu s te  
e rg ib t sich  so m it aus den  R e ib u n g sv e rlu s te n . W egen der rö h re n fö rm ig e n  
A usb ild u n g  w ird  fü r  die B erechnung  des R o h rw id ers tan d es  im  a llg em ein en  
d er von  B l a s iu s  v erw en d ete  A u sd ru ck  an g ew en d e t, in  w elchem  d e r  V er­
lu s t  d e r — 1 /4 -ten  P o ten z  d er R eyno lds’sch en  Z ah l p rop o rtio n a l is t .  D e r  E in ­
la u fsp ira le n v e rlu s t b ild e t n u r  einen  geringen  A n te il des L e itsch au fe lv e rlu s te s . 
W egen d ic h te r  A n o rd n u n g  d er L e itschau fe ln  b e f in d e t sich die S trö m u n g  w egen 
der geringeren  K an a ld im en sio n  oft im  B ere ich , wo die K ana lw ände  als » ra u h «  
b e tra c h te t  w erd en  u n d  wo d e r V erlu st d u rc h  d ie  R eyn o ld s’sche Z ah l n ic h t  m eh r 
b ee in flu sst w ird . B ei K a p la n tu rb in e n  p f le g t d iese A rt des V erlustes v e rn a c h ­
lässig t zu w erd en , obw ohl sie im  P u n k te  des h ö ch sten  W irk u n g sg rad es n och  
e tw a  5 — 8 %  d e r  G esam tv e rlu s te  b e trä g t.

D er C h a ra k te r  d e r Laufradreibungsverluste  is t  in  e rs te r L inie e in e  F u n k ­
tio n  d er spez ifisch en  D reh zah l ns. W ie b e k a n n t ,  n im m t die S ch au fe lzah l m it 
w achsender sp ez ifisch er D rehzah l ab , bzw . n im m t die re la tive  S ch au fe lte ilu n g  
zu  (t/1, wo t den  A b s ta n d  zw eier S chaufeln  u n d  l d ie Länge des S ch au fe lp ro fils  
in  R ic h tu n g  d e r S trö m u n g  b e d e u te t) . Z w ischen  d en  d ich t an g eo rd n e ten  S c h a u ­
feln d er F ra n c is tu rb in e n  m it n ied rigerer sp ez ifisch e r D rehzahl is t  d e r  Charak­
ter d e r S trö m u n g  dem  bei der L e itsch au fe lu n g  b eo b ach te ten  ä h n lic h  : d er
R e ib u n g sv e rlu s t is t  d e r —1/4-ten  P o ten z  d e r  R ey n o ld s’schen Z ah l p ro p o r tio -
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n a l. E in e  S te ig eru n g  d e r O b erflächengü te  d e r  S ch au fe ln  w ird jedoch  d u rc h  die 
H e rs te llu n g s te c h n o lo g ie  d er F ran c is räd e r im  a llgem einen  n ich t e rm ö g lic h t, 
u n d  so a rb e ite n  in  d e r  M ehrzah l der Fälle  d ie  T u rb in e n  im  » rau h en «  G eb ie t. 
D ies  i s t  e in  G ru n d  d a fü r, dass die a llg em ein  angew endeten  U m re c h n u n g s ­
g le ic h u n g e n  n ic h t g leicherw eise a u f die F ra n c is -  u n d  K a p la n tu rb in e n  an g e ­
w e n d e t w erden  k ö n n en , u n d  d ie  neuesten  R ic h tu n g e n  b enü tzen  s ta rk  g eso n d e rte  
U m re c h n u n g sm e th o d e n  fü r  d ie  zw eierlei T y p e n .

D ie L a u fra d re ib u n g sv erlu s te  der K a p la n tu rb in e n  m it h ö h ere r sp e z if i­
s c h e r  D reh zah l p fleg t m an  d u rch  die S ch lich tin g sch e  Form el a n n ä h e rn , die 
u rs p rü n g lic h  fü r  ebene  P la t te n  au fgeste llt w u rd e  u n d  in  w elcher d e r  V e r­
lu s t f a k to r  (w elcher dem  W id e rs ta n d k o e ffiz ie n te n  des F lügelp ro fils d ire k t 
p ro p o r t io n a l  is t)  d e r — 1/5 -ten  P o ten z  der R e y n o ld s ’schen Zahl d er S ch au fe ln  
p ro p o r t io n a l  is t. R ei den  K a p la n tu rb in e n  k a n n  die H erste llungstechno log ie  
d e r  S c h a u fe ln  d e ra r t  b esch affen  sein, dass d e r  » ra u h e «  R ereich n ic h t m e h r  in  
F ra g e  k o m m t.

Ü b e r  den  R e ib u n g sv e rlu s ta n te il des Saugrohres  w ird an genom m en , dass 
d e rse lb e  d er —1 /4 -ten  P o te n z  der R e y n o ld s’sch en  Z ahl p ro p o rtio n a l i s t  — 
n a c h  d e m  A u sd ru ck  v o n  R l a s iü s  — u n d  d a ss  d ie  »rauhe« Zone w egen  der 
g rö sse re n  D im ension  des Saugrohres n ich t in  B e tra c h t kom m en k a n n . Die 
B e d e u tu n g  d er S au g ro h rv e rlu s te  n im m t m it  w ach sen d er spezifischer D re h ­
z a h l zu , w eil be i den  F ra n c is tu rb in e n  m it k le in e n  spezifischen D re h z a h le n  die 
d u rc h  d a s  S au g ro h r rückzugew innende  E n e rg ie  u n d  d am it auch die S a u g ro h r­
v e r lu s te  verg lichen  m it dem  E n erg ieu m satz  b zw . den  V erlusten  des L a u fra d e s  
d e r a r t  gerin g  sin d , dass sie o ft v e rn ach lä ss ig t w erd en  können .

D ies is t e in  zw eite r G ru n d , w eshalb die U m rech n u n g sre la tio n en  d e r  K a p ­
la n - u n d  F ra n c is tu rb in e n  au se in a n d e rg eh a lte n  w erden  m üssen. W eg en  des 
D ra lle s , w o m it an  d en  m eis ten  B e tr ie b sp u n k te n  d ie S tröm ung  in  das S a u g ro h r  
e in t r i t t ,  b e d e u te t n äm lich  d ie  grösste U n s ic h e rh e it im m er das S au g ro h r, dessen  
B e d e u tu n g  bei F ra n c is tu rb in e n  — m it V e rr in g e ru n g  d er spezifischen  D re h z a h l 
— v e rsc h w in d e t. E s sei b e m e rk t, dass u n te r  d e n  S au g ro h rv erlu sten  a u c h  d er 
A u s tr i t ts v e r lu s t  m it in  B e tra c h t gezogen w ird , d e r m it den A b m essu n g en  
s e lb s tv e rs tä n d lic h  u n v e rä n d e r t  b le ib t, u n  d e r  infolgedessen im  L au fe  des 
U m re c h n u n g sv e rfah re n s  von  einigen A u to re n  s e p a ra t b eh an d e lt zu  w erden  
p f le g t .  B e i u n se re r  h ie r  m itg e te ilte n  M ethode  w ird  eine v o lls tän d ig  s e p a ra te  
B e h a n d lu n g  n ic h t e rfo rd e r t, k a n n  doch d iese  A r t  des V erlustes dem  m it  den  
A b m e ssu n g e n  m u tm ass lich  u n v e rä n d e rt b le ib e n d e n  A b lö su n g sv e rlu s tan te il 
ru h ig  h in z u g e fü h rt w erden .

E s  sei d e r R e ib u n g sv e rlu s ta n te il m it d e m  In d e x  S, d e r A b lö su n g sv e rlu s t­
a n te i l  m it  L ,  d e r R a d v e r lu s t  m it K ,  der S a u g ro h rv e r lu s t  m it D  b ez e ic h n e t. D er 
h y d ra u lis c h e  G e sa m tv e rlu s t k a n n  m it d ie se n  B ezeichnungen  in  fo lg en d er 
F o rm  au sg e d rü c k t w erden  :

=  +  ^dl +  àK S R eP +  dDSR e r (10)
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wo die E x p o n e n te n  p  u n d  г von dem  T u rb in e n ty p  u n d  von  d e r e tw a ig e n  R a u ­
h ig k e it ab h än g en .

W ird  in  dem  R a d v e rlu s t öц  d e r R e ib u n g san te il d u rch  s (s — ÔKs I^ k ) u n d 
d e r  R e ib u n g san te il im  S au g ro h rv e rlu s t d u rc h  d  bezeichnet ( d =  ÔDS/ÔD), so 
n im m t G leichung (10) die fo lgende F o rm  a n  :

<5 =  ÔK (1 -  s) +  ÔD (1 -  d) +  dK sRsP  +  öDR e r. (11)

D ieW erte  von  ÖK, ôp, s u n d  d  h än g en  von  d em  B e trieb szu stan d  d e r  T u rb in e  ab . 
D ieW erte  von  öK u n d  öp  k ö n n en  d u rc h  M odellm essungen g en au  b e s t im m t w er­
d e n  ; d ie  W erte  fü r  s u n d  d  w erden  in  d e r  R egel a u f  G ru n d  th e o re tisc h e r  
Ü berleg u n g en  angenom m en.

D ie U m d reh u n g szah l d er a u sg e fü h rte n  M aschinen (n) is t  k o n s ta n t .  Die 
sp ez ifische  D reh zah l n n  h ä n g t so m it a u f  G ru n d  der G leichung n n  =  n D / \ fH  
a lle in  v o n  d er F a llh ö h e  H  ab. B ei A nlagen  m it grossem  G efälle (F ra n c is tu rb i­
nen) is t  die S chw ankung  in  d e r F a llh ö h e  gering , der W ert v o n  n u  k a n n  som it 
a ls  k o n s ta n t  b e tra c h te t  w erden . D ie Ä n d e ru n g  von  ö m üssen  w ir in  A b h än g ig ­
k e it  v o n  dem  fü r das W assersch lucken  d e r  T u rb in e  c h a ra k te r is tis c h e n  A us­
d ru c k  (Q n  =  QI][H D 2), dem  spez ifischen  W assersch lucken , k e n n e n . Bei 
P ro p e lle r- u n d  K a p la n tu rb in e n a n la g e n  m it k leinem  G efälle m ü ssen  w ir den 
V erlu s t u n d  dessen K o m p o n en ten  in  A b h än g ig k e it von beiden  V erän d erlich en  
(n u  u n d  Qn ) k en n en . B ei den K a p la n tu rb in e n  w erden die K e n n z a h le n  nach  
e in em  v e rb re ite te n  G ebrauch  a lle in  a u f  d en  K ap lan o b erfläch en  b e s tim m t.

3. Die praktischen Beziehungen der Umrechnung 
bei den einzelnen Turbinentypen

, a ) Francisturbinen

Im  allgem einen m üssen folgende Verluste berücksichtigt werden : Scheibenreibungs­
verlust, Spaltverlust und die hydraulischen V erluste. Der grösste T eil der hydraulischen  
V erluste besteht aus R eibungsverlusten . E s treten  auch A blösungsverluste auf, die sich  
aus der U m lenkung beim  Ü bertritt zwischen den Leitschaufeln und L aufradschaufeln erge­
ben. E s sei angenom m en, dass diese Verluste in  der untersuchten U m gebung des Optim um s 
vernachlässigt werden können.

D ie  Gesamtverluste an dem M odell :

ôa =  ô, +  ôr +  <5K (1 -  S)  +  ÓD (1 -  D ) +  ÔKS  +  öD d  (12)

w obei die W erte für s und d  beispielsweise als s =  1,0 und d =  0,3 angenom m en werden, 
so erhalten wir :

öö =  6, +  ör +  0,7 öd +  öK +  0,3 öd . (13)

A n der geom etrisch ähnlichen Grossausführung :

S'ö = ö't + ö' +  0,7 <5'd +  ö 'k  +  0,3 V0 . (14)
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W erden d ie  Gleichungen (7) und (9) in  unser Beispiel e in gesetzt, w ird w eiter der E infachheit 
halber angenom m en, dass p  und r  g leich  — 1/5 sind (eine A nnahm e, die für den »rauhen«  
F a ll n ic h t m ehr g ilt), und w erden schliesslich alle K on stan ten  zusam m engezogen, so erhal­
ten  w ir  :

ôÿ =  ôi I ^  J -f- ör +  0,7 öd +  (ö/< +  0 ,3  ^   ̂ J . (15)

F ür das V erhältnis der V erluste erhalten  wir :

Í Re' Л -1 /5
ga àr +  0,7 Öd +  {dt +  ÖK +  ÖD)

Öö ör -)- 0,7 öd +  <5; +  ók +  0,3 öd

Ö'ö ör +  0,7 öd  ( , ör +  0,7 öd  ^ (  Re' t - 1/«
Öö öö +  l 1 J l  Re J

Im  A usdruck (16) m üssen w ir  nur die Änderung des A usdrucks (<5r 0,7 Öd /Öö) in
A b h ä n g ig k eit von  Qn  kennen, und die Um rechnung kann vorgenom m en werden. Zum Zwecke  
der q u a lita tiv en  Untersuchung kan n  festgestellt werden, dass der Scheibenverlust und der 
S p a ltv er lu st lau t der G leichungen (3) und (9) Qu um gekehrt proportional sind, während  
die hyd rau lisch en  Verluste О n  2 d irek t proportional sind.

ör -f- 0,7 Öd 
Öö

(17)

wo d u rch  * der zum besten W irkungsgrad gehörende W ert bezeichnet wird.
V orausgesetzt, dass der S p altverlu st ör verglichen m it den Ablösungsverlusten des 

Saugrohres vernachlässigt w erden kann, geht Gleichung (17) in  folgende Form über :

0,7 öd 1
Öö -  D

C 1' Q n Y
В В  1 < ?n i

(18)

D u rch  D ifferenzieren des A usdrucks öa =  C Í 1 +  D  [  I erhallen wir, dass bei 
. V <2n )

dem  M in im um  von  Öö —  wo also (Q u IQ î.)  =  1 ist —  die W erte der K onstanten sind : C =  
=  2 /3  ö ä un d  D  =  1/3 ô*0.

F s  se i angenom m en, dass im  P unk t des besten W irkungsgrades der Turbinenwirkungs­
grad 92%  betrage :

1 — n  =  <5£- =  0,08 ; ö d  =  V (1 — tjd) s * 0,1 • 0,2 «  0,02 ; 

ß  =  0,7 öd =  0,014 .

M it diesen W erten erhalten w ir  : C  =  0,08 • 0,66 =  0,053 und D  =  0,08 • 0,33 =  0,027. 
In  der G leichung (18) ist som it D /B  =  0,027/0,014 =  1,9 ; C /B  — 0,053/0,014 =  3,8. D urch  
E in setzen  dieser W erte n im m t G leichung (18) die fo lgende Form  an :

ör -{- 0,7 Öd

~ ö J ~
1

1,9 +  3,8

0,525
(19)

w äh ren d  die U m rechnungsgleichung (16) in folgender F orm  aufgeschrieben werden kann :

ö'ö 0,525 /'
Öl

(20)
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In  dem Punkte des besten  W irkungsgrades (Q*i/Qu =  1) erhalten wir aus B ezieh un g (20) 
den folgenden Ausdruck :

Î - »  + m . ( Ï P
W ie ersichtlich, ist dem  kleineren ns entsprechend auch der A blösungsanteil geringer. 

D urch Verwendung v o n  anderen üblichen D aten  gelangen  wir zu ähnlichen Ausdrücken.

b)  Propellerturbinen

B ei P ro p e lle r tu rb in e n  können  w ir den  g leichen  G edankenw eg e in sch la - 
gen  wie w ir es be i d en  F ra n c is tu rb in e n  m a c h te n . E in e  A bw eichung e rg ib t  sich 
n u r  d a r in , dass m it d en  S ch e ib en re ib u n g sv erlu s ten  n ic h t gerechnet w ird , u n d  
d ass  d e r A b lö su n g san te il des S au g ro h rv erlu stes  w egen der h ö h eren  sp ez ifi­
schen  D reh zah l ns h ö h e r angenom m en w erden  k a n n . Bei der U n te rsu c h u n g  
d e r P ro p e lle r tu rb in e n  e rg ib t sich  insofern  eine S chw ierigkeit, dass e in e rse its  
d e r  U m len k u n g sv e rlu s t — d e r be i k leinem  W assersch lu ck en  w egen d es  ver- 
g rö sse rten  S ch au fe lanste llw inkels im  A b b ru ch  des A u ftrieb sb e iw erts  e rk e n n t­
lich  w ird  — n ic h t v e rn a c h lä ss ig t w erden k a n n , an d ere rse its  der V e rlu s t d u rch  
d ie E n e rg iev e rlu s te  des aus dem  L au frad  h e ra u s tre te n d e n  W irbels b e d e u te n d  
b ee in flu ss t w ird , k a n n  doch  dessen E nerg ie  b is zu  5 0 %  (beim  grossen W a sse r­
sch lu ck en  sogar b is zu  7 0 % ) des G esam tgefä lles anw achsen.

B ezüglich  des A nw endungsgeb ie tes d er P ro p e lle rtu rb in e n  k a n n  in d essen  
fe s tg e s te llt w erden , dass d iese in  der R egel b e i so lchen K ra f tw e rk en  m it 
v e rän d erlich em  G efälle  e in g eb au t w erden, wo d ie  zusam m en g eh ö ren d en  W erte  
des G efälles u n d  des W assersch luckens m it g u te r  N äh eru n g  a u f d en  G ra t  der 
W irk u n g sg rad fläch e  fa llen  (d ieser G ra t k a n n  in  den  M essd iagram m en gu t 
v e rfo lg t w erden).

D ie U n te rsu ch u n g  k a n n  som it m it d er B e d in g u n g  d u rch g e fü h rt w erd en , 
dass  sie sich a u f  d ie  »Scheite llin ie«  der gegebenen  T u rb in e  b ez ieh t.

D ie V erh ä ltn isse  e n tla n g  d er Scheite llin ie  k ö n n e n  n ah e  id en tisch  m it  den 
V orgängen  b e tra c h te t  w erden , die an d er E in h ü lle n d e n  der K e n n k u rv e n  
d e r  K a p la n tu rb in e  b e o b a c h te t w erden kö n n en . E in e  gesonderte  U n te rsu c h u n g  
d e r  P ro p e lle r tu rb in e n  e rü b rig t sich som it, u n d  d ie  B eziehungen d e r K a p la n ­
tu rb in e n  k ö n n en  — m it d e r obigen E in sc h rä n k u n g  — auch  a u f die P ro p e lle r ­
tu rb in e n  bezogen w erden .

c)  K aplanturbinen

D ie V erlu ste  d e r  K a p la n tu rb in e n  w erden  a u f  G ru n d  der M essungen  von  
K w ia t k o w s k ij  [28] u n te r  H eranz iehung  d e r T heorie  von  H u t t o n  [25] 
a n a ly s ie r t.
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D ie  V erluste  des v o n  K w ia t k o w s k ij  u n te rsu c h te n  T u rb in en m o d e lls  
w e rd e n  in  folgende T eile ze rleg t : S a u g ro h ra u s tr ittsv e r lu s te , h y d ra u lisc h e  
V e r lu s te  des Saugrohres, L a u fra d -  u n d  L e itra d v e rlu s te  [28].

D ie  einzelnen  V e r lu s ta r te n  k ö n n en  d u rc h  die folgenden G leichungen  
a n g e n ä h e r t  w erden :
A u s tr i t ts v e r lu s t  :

öKI ad 0,016 ( 22)

H y d ra u lis c h e r  V erlu st des S au g ro h rs  :

dD aa

L a u f ra d v e r lu s t  :

L e i t r a d v e r lu s t  :

QÎ

0,0075 +  0,12
11 0,03 +
11

. 6 K i К
°K —

(Q

*11
2 ~i

— 1

(QuIQÎi)3

1*  \2
0 ,05 .

К  =  0 , 0 1  (QuIQti)2 •

(23)

(24)

(25)

O bw ohl sich der W e rt d er V erlu ste  a lle in  im  Falle d er u n te rsu c h te n  
T u rb in e  n ach  den G le ichungen  (22-—25) g e s ta l te t ,  können  diese G le ichungen  
m it  g u te r  N äh eru n g  v e ra llg e m e in e rt w erden .

V o n  grösstem  In te re s se  is t  die Ä n d e ru n g  des h y d ra id isch en  V erlu stes  
d e s  S a u g ro h rs , u m so m eh r, d a  aus der u n te rs u c h te n  T urb ine  das W asse r a u f  
d e m  g rö ss te n  Teil des B e trieb sg eb ie tes  m it e in em  D ra ll h e ra u s tra t .

E s  w ird  von  e in igen  A u to re n  v o ra u sg e se tz t, dass die E n e rg ieu m w an d lu n g  
des S a u g ro h rs  in  der H a u p tsa c h e  im  g erad en  T e il des S augrohrs v o r sich  g e h t. 
W ie  es d u rc h  M essungen nachgew iesen  w u rd e , e n tsp r ic h t dies le id e r n ic h t  den  
T a ts a c h e n  ; beim  E in t r i t t  m it  D ra ll sp ie lt a u c h  das K n iestü ck  u n d  au ch  d e r 
S a u g a n s a tz  m it v ie reck igem  Q u ersch n itt e ine  b ed eu ten d e  R olle.

D ie  G esta ltung  des L a u fra d v e rlu s te s  k a n n  m it der G le itz a h lä n d e ru n g  
d e r  P ro f ile  in  E in k lan g  g e b ra c h t w erden .

B ezüg lich  des A n te ils  d e r  von  den  D im en sio n en  ab h än g en d en  V erlu s te  
k a n n  angenom m en w erd en , dass d er A u s tr i t ts v e r lu s t  von den A b m essu n g en  
v ö llig  u n ab h än g ig  is t .

E in e  Zerlegung d e r  h y d rau lisch en  V e rlu s te  des S augrohres is t  schon 
v ie l  u m stän d lich e r. Im  a llgem einen  w ird  m a n  davon  ausgehen , d a ss  beim  
E i n t r i t t  m it einem  D ra ll im  V o rd erte il des S au g ro h res  keine A b lösung  s t a t t ­
f in d e t ,  w ogegen die W a n d re ib u n g  in  e rh ö h te m  Mass zur W irk u n g  k o m m t. 
N a c h  d em  K n iestü ck  k o m m t h ingegen  d e r V e rlu s t infolge d er W a n d re ib u n g  
z u r  B e d e u tu n g , weil in  d em  d u rch  die A b lö su n g  v ereng ten  Q u e rsc h n itt  die
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G eschw ind igkeit d er S trö m u n g  e rh ö h t w ird . E s lieg t a u f  d er H a n d , d ass  der 
A u sd ru ck  0,03 (Q n lQ n )2 in  ^ er G leichung (23) als der R e ib u n g sa n te il, w äh ­
ren d  d e r R e s t als d er d u rch  die A blösungen  b ed in g te  W irb e lv e rlu s t (V erlust 
w egen d e r  in n e ren  R eibung  d e r F lü ssigke it) b e tra c h te t  w erden  k a n n ,  w elch 
le tz te re r  v o n  den A bm essungen  u n ab h än g ig  is t .

V on  ein igen A u to ren  w ird  9 0 %  des R a d v e rlu s te s  der R e ib u n g  zu g esch rie ­
b en . M it R ü ck sich t d a ra u f , dass im  F lü g e lg itte r , wo die S trö m u n g  b e sc h le u n ig t 
w ird , in  d en  P u n k te n  m it den  b e s te n  W irk u n g sg rad en  k au m  v o n  e in e r  A blö ­
sung  d ie  R ede sein k a n n , w ollen  w ir a n n eh m en , dass der gesam te  R a d v e r lu s t  
m it Z u n ah m e  d er R ey n o ld s’sch en  Z ah l a b n im m t.

D asselbe  g ilt auch  fü r  d ie  L e itra d v e rlu s te .
D u rc h  Sum m ierung  d er V erlu s te  e rh a lte n  w ir :

=  &k i  +  à D -f- ôK +  ôv  =  (ôKl +  ôDL) +  (ôDS +  ôK +  <5V) . (26)

W ird  das V e rlu s tv e rh ä ltn is  au fg este llt, w obei die G ro ssau sfü h ru n g  m it 
e inem  S tr ic h  bezeichnet w ird , so e rh a lte n  w ir  :

<5,
<V/ +  <5DL

Ôй
+  1

^Kl +  ^ DL Re'

Re

=  A + ( 1 - A )
Re '
Re

(27)

D er von  den Abm essungen unabhängige Verlustprozent beträgt som it : 
(B ei E inführung folgender B ezeichnung (h i/Q n  =  *  und rai i/nn  — У)

А  =

0,016 x2 +

ö k i + ÔDL 
Öö

2 | 0,0075 +  0,12 (y  — l)8

o ,o i 6 * * +  -0Ä 0 -1 2 +  0 ,0 3 ** +  0 ,05  +  0 ,0 1
X  xd

D urch E inführung der folgenden Bezeichnung :

в  =  0,05 i ) i ± l
Xй

kann G leichung (28) auf die folgende Form gebracht werden :

6 Kl + <5 DL 1А  =
Öö В  +  0,04 — 1,5 У̂— T1)2

1 + 1,5 X2 В  +  0,016

In  dem  Punkt besten W irkungsgrades, wo x =  1 und у  — 1, erhalten w ir :

, Ök i + ÔDL 1
öö

1 + 0,09
0,091

=  0,505 a t 0,5 ,

in  guter Ü bereinstim m ung m it der ursprünglichen Annahm e von Ackeret [14].

(28>

(29)
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D ie W erte von  A  in  A bhäng igkeit v o n  y  u n d  x  w urden  in  T abe lle  I 
zu sam m en g este llt :

Tabelle I

Werte von A
X

0 ,5 0,75 1 ,0 1 ,25 1,5

0 ,7 5 0 ,3 5 0 ,528 0 ,6 0 5 0 ,5 9 8 0 ,55

У 1 ,0 0 ,2 8 4 0 ,435 0 ,5 0 5 0 ,4 9 5 0 ,4 5 2

1 ,2 5 0 ,3 5 0 ,528 0 ,6 0 5 0 ,5 9 8 0 ,55

W ie aus T abelle I  e rs ic h tlic h , nehm en d ie  v o n  den  A bm essungen  u n a b ­
h ä n g ig e n  Y erlu stan te ile  in  d e n  P u n k ten , die v o n  d em  P u n k t des b e s te n  W ir­
k u n g sg ra d e s  abw eichen , versch ied en e  W erte  an .

D ie W erte, die zu m  W e r t  y  =  1 gehören , w eisen  d a ra u f  h in , d ass  der 
A b lö su n g sv e rlu s ta n te il in  A b h än g ig k e it von  d em  W assersch lucken  zu n im m t, 
u m  in  d e r U m gebung des b e s te n  W irkungsg rades ein  M axim um  zu erre ichen  
u n d  d a n n  in  geringem  M asse  abzunehm en (siehe A b b . 1).

W ie aus Fig. 1 e rs ic h tlic h  is t, wird die K u rv e  ü b e r  dem  W ert von  x  =  0,9 
d u rc h  d en  von A ckere t v o rgesch lagenen  W ert v o n  0,5 be i beliebigem  W asse r­
sc h lu c k e n  gu t a n g e n ä h e rt, w äh ren d  für x  <  0,9  d e r  A u sd ru ck  A  =  0,555 x  
g u t  v e rw en d e t w erden  k a n n .

E s is t  lehrreich  die Ä n d e ru n g  von A  in  A b h ä n g ig k e it von y  zu verfo lgen  
(s ieh e  A bb . 2).

B ei der U m d re h u n g sz a h l, die dem  b e s te n  W irk u n g sg rad  e n tsp r ic h t, 
l ie g t  e in  M inim um  v o r, w ä h re n d  bei anderen  W e rte n  von  y  A  zu n im m t. Die 
F o rm e l (29) is t äu sse rs t k o m p liz ie rt.
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D a es sich led ig lich  u m  eine A n n äh eru n g  h a n d e lt , können  w ir d a s  E rg e b ­
nis au ch  d u rch  e inen  e in fach eren  A usd ruck  e rh a lte n . A u f G rund  d e r  f rü h e re n  
g rap h isch en  Ü berlegungen  k ö nnen  w ir die fo lgenden  G leichungen s te llen  :

A  űsí 0,555 *  [1 +  3,2 (y  — l ) 2] w en n  ж < 0 ,9  u n d

A  od 0,5 [1 +  3,2 ( y  — l ) 2] w en n  * > 0 , 9 .  (30)

D ie zu r U m rech n u n g  geeignete G leichung (27) n im m t u n te r  V erw endung  
d ieser A usdrücke d ie  fo lgende F o rm  an  (w enn  * >  0,9) :

Л , [ Tip' - 1/5
=  0,5 +  1,6 ( y -  1)* +  [0,5 - 1 , 6  ( y -  l ) 2] — -  

öö \ Ke
(31a)

beziehungsw eise w enn  *  <  0,9 :

—  =  0,555 * [1 +  3,2 ( y  -  l ) 2] +  {1 -  0,555 *  [1 +  3,2 (y -  l ) 2]}
Öö

(31b)

wo X = Q n IQ*1 und  y  =  n n ln\

D u rch  F o rm el (30, 31) w ird  p ra k tisc h  au sg ed rü ck t, dass d ie  B esseru n g  
des W irk u n g sg rad es in  d em  b es ten  B e tr ie b sp u n k t du rch  die A ck ere tsch e  
F o rm e l g u t a p p ro x im ie rt w erd en  k a n n  ; be i Ä n d e ru n g  des Gefälles (y  =  V e rä n ­
derliche) is t  die B esseru n g  des W irk u n g sg rad es geringer, be i Ä n d e ru n g  des 
W assersch luckens (in  R ic h tu n g  gegen k le ines W assersch lucken) i s t  d ie  B esse-

11 Acta Technica XXI/3—4.
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r u n g  v e rh ä ltn ism äss ig  g rö sse r . Diese le tz te re  A ussag e  s tim m t m it d e n  d ies­
b e z ü g lic h e n  D aten  d e r L i te r a tu r  überein .

N ach  den A n g ab en  d e r  L ite ra tu r  is t d ie  B esse ru n g  des W irk u n g sg rad es  
im  P u n k te  besten  W irk u n g sg ra d e s  etw as g rö sse r als sie sich aus d e r  F o rm el 
v o n  A c k e r e t  e rg ib t. O b w o h l du rch  die ± 2 % - i g e n  F eh le rm ö g lich k e iten  d er 
A b n ah m em essu n g en  d ie R e a l i tä t  einer so lchen  F e s ts te llu n g  u m gestossen  w ird , 
k ö n n e n  w ir doch a n n e h m e n , dass viele M essungen  in  d er T a t diese E rfa h ru n g  
z e it ig te n . N ach der H u t to n  — B lackstoneschen  F o rm e l g ilt, w enn y  =  1 is t  :

=  (0,4 .V — 0,1) +  (1Д — 0,4  ж)
Re'

Re
(32)

D e r fü r diese K u rv e  ch a rak te ris tisch e  И -F a k to r  w urde in  die A bb . 1 
e b e n fa lls  e ingezeichnet.

E s  is t  aus d er F ig u r  e rs ich tlich , dass n u r  b e i ganz  grossem  W assersch lu k - 
k e n  e in e  gleiche B e sse ru n g  des W irk u n g sg rad es  e rh a lten  w ird  (x  —  1,4), 
w ä h re n d  bei k le inerem  W assersch lucken  im m e r grössere  W irk u n g sg rad e  v o r­
lie g e n .

N ach  einigen A u to re n  lieg t der e ffek tiv e  W irk u n g sg rad  zw ischen  der 
K u rv e  v o n  A c k e r e t  ( A  =  0,5) und  der v o n  M o o d y  1942 (A  —  0). D ies 
k a n n  au c h  fü r die K u rv e n , d ie  aus den M essungen  v o n  K w ia t k o w s k ij  bzw . 
d e n e n  v o n  H u t t o n — B l a c k s t o n e  ab g e le ite t w u rd e n , b e h a u p te t w erd en . 
B e id e  K u rv e n  sind g le ich  w ahrschein lich , so lan g e  d e r  genaue W ert v o n  A  in  
A b h ä n g ig k e it von  den  sp ez ifisch en  W erten  Qu  u n d  reu  der T u rb in en  m it  der 
sp e z if isc h e n  D rehzah l n s d u rc h  M essungen, d ie  d ie  R eibungs- u n d  A b lö su n g s­
v e r lu s te  a u se in a n d e rh a lte n , n ic h t festgeleg t w ird . Inzw ischen  e rsc h e in t in ­
d e s se n  d ie  V erw endung  d e r  B eziehungen als b e g rü n d e t , die a u f G ru n d  d er 
M essu n g en  von  K w ia t k o w s k ij  u n d  der T heorie  v o n  A c k e r e t  abge le ite t w u rd en , 
w ird  d o ch  h ie rd u rch  e in  v o rs ich tig e r  W ert fü r  d e n  W irkungsg rad  e rh a lte n .

E s  sei an  d ieser S te lle  b e m e rk t, dass w ir a u f  G ru n d  der M essungen  von  
K w ia t k o w s k ij  u n d  d e r A n n ah m e , dass d ie  S au g ro h rv erlu ste  in  vo llem  
M asse  R e ib u n g sv erlu s te  s in d , b e re its  frü h er zu  d e r  fo lgenden  N äh e ru n g sfo rm e l 
g e la n g te n  (30) :

=  0 ,5  л; +  (1 -  0,5 x)
R e '

R e
(33)

w elch e  F o rm el jed o ch  fü r  x  >  1,0 eine zu g e rin g e  B esserung des W irk u n g s ­
g ra d e s  — verglichen m it d e r  E rfah ru n g  — e rg ib t .  A u f G rund d er f rü h e re n  
A n a ly se  w urde das E rg e b n is  e rh a lte n , dass zw isch en  den  W erten  0,75 <  у  <  
<C 1,25 d ie  W irkung  v o n  у  v e rn ach läss ig t w e rd en  k a n n . U nsere v o rliegende  
A n a ly se  w urde a u f G ru n d  d e r  H u tto n sch en  P rin z ip ie n  u m g ea rb e ite t.
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4. Der prinzipielle Fehler der Umrechnung der Verluste von Kaplanturbinen

D ie K a p la n tu rb in e  a rb e ite t  a u f  d er E in h ü lle n d e n  d er W irk u n g sg ra d ­
k u rv e n  ein iger P ro p e lle r tu rb in e n . D as V e rh ä ltn is  d e r V erlu ste , die von  den 
A bm essungen  ab h än g ig  bzw . u n ab h än g ig  s in d , ä n d e r t  sich  auch  en tla n g  der 
K u rv e n  der P ro p e lle r tu rb in e  von  P u n k t zu P u n k t .  N ach  d er U m rech n u n g  der 
V erlu ste  b lieb  d er A b lö su n g sv erlu st der gleiche, w ä h re n d  d er R e ib u n g sv e rlu s t 
a b n a h m . Die K u rv e  d er S um m e der beiden  V erlu s te  is t  v e rz e rr t, u n d  die K ap - 
lan sch e  F läche w ird  bei a n d e ren  W erten  von  n n  bzw . Qn  d u rch  die K u rv e  
b e rü h r t .  H ieraus fo lg t, d ass  die a lte  K ap lan sch e  F läch e  m it d e r n eu en  K ap lan - 
schen  F läche  n u r  e n tla n g  e in er einzigen K u rv e  zu sam m enfa llen  w ird . Alle 
au sse rh a lb  der K u rv e  liegenden  P u n k te  d e r n eu en  K ap lan sch en  F läch e  lagen  
an  d er P ro p e lle r tu rb in e n k u rv e  u n te rh a lb  d e r a lte n  K a p lan sch en  F läche . 
H ie rau s  lä ss t sich die p ra k tis c h  w ichtige F o lg e ru n g  z iehen , dass die K o o rd in a ­
tio n s-F läch e  d er R eg le r d e r d o p p e ltg ereg e lten  K a p la n tu rb in e n  a u f  G ru n d  d er 
U m rech n u n g sd a ten  n u r  a n g e n ä h e rt k o n s tru ie r t  w erd en  k a n n . D ie h ö chste  
E n e rg ieau sb eu te  k a n n  n u r  e rre ic h t w erden , w en n  die S teu erfläch e  a u f  G rund  
d er an  O rt u n d  S telle  vo rgenom m enen  M essungen  k o rrig ie rt w ird .

AN H A NG

Übersicht der literarischen Angaben

1. Gleichungen, die sich a u f  die Rohr- und Plattenverlusle beziehen, und die in  den einzelnen 
Turbinenumrechnungstheorien angewendet werden

D er D ru ck v erlu s t h' d e r R o h rle itu n g  w urde v o n  B ie l  [1 ] i .J .  1907 in  fo lgender F o rm  
angegeben  :

h' ( 1)

In diesem  Ausdruck bedeutet l die Länge der R ohrleitung, r' den hydraulischen Radius, 
c — die Ström ungsgeschwindigkeit, a eine V ersuchskonstante, /  einen die R auhigkeit des 
Rohres charakterisierenden Faktor, v die kinem atische V iskosität der F lüssigkeit, und b 
einen von  der Zähigkeit abhängigen Faktor, der durch die R auhigkeit beeinflusst wii d. 
Durch den Faktor br/c • YP wird von  B ie l  die Tem peraturänderung berücksichtigt. Da diese 
Änderung beim  W asser gering is t , wurde die Form el von  B ie l  auch in der folgenden Form  
angew endet :

h' = ( 2)

(a — 0 , 1 2 , /  =  0,036 für g latten  B eton  oder neues G usseisen ; /  =  0,054 für B eton  ; /  =  0,072  
für gebrauchtes Gusseisen).

Im  Laufe der E ntw icklung wurde an H and von  P o ise u il l e  und H a gen  von  
J akob  und E rk  [2, 3 ] für die Ström ung in einem  geraden, g lattw andigen R ohr die folgende 
Beziehung abgeleitet :

h‘
2 g

(3)

11*
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wo A den  R ohrw iderstandskoeffizienten :

A =  Ar  +  X e  ( 4 )
b ed eu te t.

In  der Gleichung (4) ist A aus dem  W andreibungsanteil Ar und dem  B eschleunigungs­
a n te il der Flüssigkeit Ar zusam m engesetzt. Der erstere hängt von  Re, der R eyno lds’schen  
Zahl ab , während letzterer nur in  Verbindung m it Gasen gedeutet werden kan n , wo die 
A b nah m e des Druckes eine Zunahm e des Volum ens bzw. der G eschwindigkeit zu Folge hat.

F ür den W ert von Ar  w ird v o n  L e e s  [ 4 ]  für den F a ll einer inkom pressiblen F lüssig­
k e it  d ie  Gleichung :

Xr =  0,0072 +  0,6104 iS)

w äh rend v o n  J a k o b  und E h k  die G leichung :

(cd  Л 0 ,3 5

l6)

an gegeb en . Ihre Untersuchungen w urden bis zum W erte von  Re =  cdjv =  3 • 105 durch­
geführt.

A ls eine allgemeine G leichung w ird von  ihnen der folgende Ausdruck vorgeschlagen :

F ü r  den R ohrreibungskoeffizienten A wird von  B l a s i u s  [5 ] —  a u f Grund der 
M essungen von  S a p h  und S c h r ö d e r  —  die folgende G leichung vorgeschlagen :

0,3164

VRe
(8)

V o n  H o p f  und F r o m m  [6 ]  wird für einen rauhen K anal die folgende Gleichung  
an gegeben  :

‘  \  0,314

‘- ( Я (9)

wo к den  Rauhigkeitsfaktor, r' den  hydraulischen R adius bedeuten.
E in  T eil der Turbinenum rechnungen verw endet diese G leichungen. D er W ert des 

Schau felverlustes wird von v ie len  A utoren m it dem für den P lattenverlust charakteristi­
schen  W iderstandfaktor Ce in  Z usam m enhang gebracht und die Um rechnung w ird auf Grund 
der Schlichtingschen Form el vorgenom m en. In der für die Schaufel charakteristischen R ey­
n o ld s’schen  Zahl Re =  ivl/v b edeutet w  d ie relative Anström ungsgeschw indigkeit und l die 
L änge der Schaufel.

D ie  in  einem weiten B ereich  der R eynolds’schen Zahl gültige Form el v o n  S c h l i c h -  

t i n G  la u te t :
0,455

(log Re)2-51 ’
( 10)

w ährend diese Formel bis zu einem  W erte von  Re =  2 • 10e durch den folgenden Ausdruck  
g u t angenähert werden kann :

Ce =
0,074

}Re
( U )

D er Schaufelverlust kann m it H ilfe  der Gleichung

h' — Ce F  ~w~~ (12)
2g

b erechn et werden, wo F  die F läche der Schaufel bedeutet.
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3. Angaben zur Umrechnung des Wirkungsgrades in beliebigen Betriebspunkten der Turbine

Aus der Theorie der M aschinen wurden von  M iy a g i [27 ] i. J . 1937 die für d ie  T eil­
belastung der Francis-, Propeller- und K aplanturbinen verwendbaren Form eln abgeleitet. 
E s wird in  seiner A bleitung vorausgesetzt, dass der V erlust in  dem  Punkt des besten  W irkungs­
grades led iglich  aus Reibung b esteh t, und dass sich d iese nach dem BLASius’schen  A us­
druck ändert.

H iernach g ilt die folgende Gleichung :

äö
Sö =  1 + г (# Г [‘- ® П (36)

w obei <5* den Verlust im Punkte des besten W irkungsgrades darstellt. Der W ert v o n  m 
beträgt bei Francisturbinen 1,75, bei Propellerturbinen 0 ,75 und bei K aplanturbinen — 1/8.

O bwohl der Autor seine Theorie durch M essungen unterstützt, kann sie  dennoch  
nicht als vo llständ ig  betrachtet werden, einerseits w egen der Beschränkungen, d ie sich  auf 
den P unk t besten  W irkungsgrades (und auf den kon stan ten  W ert von nn ) beziehen, anderer­
seits w egen der Voraussetzung eines konstanten V erhältn isses des Saugrohrverlustes zum  
L aufradverlust.

I. J . 1954 te ilte  H u t t o n  seine Überlegungen bezüglich  der Kaplanturbinen (für kon­
stantes nn  und veränderliches Qu ) m it. D ie von  ihm  entw ickelten  Prinzipien w urden  in  der 
vorliegenden Abhandlung zum grössten T eil erörtert. D ie  als Ergebnis seiner U ntersuchung  
erhaltene K urve wurde von B l a c k s t o n e  durch die folgende Kurve angenähert :

йл í  Re V /6
-^ 7  =  (0 ,4  *  — 0,1) -f- (1,1 — 0,4 x)  I ) • (37)

In der am  Schluss der Abhandlung von H u t t o n  m itgeteiltcn  D iskussion w ird  die 
allgem eine G ültigkeit dieser Form el von  mehreren angezw eife lt und lediglich nur als quali­
ta tiv es  E rgebnis entgegengenom m en. Von anderen nah m haften  Fachleuten w ird w iederum  
die K urve für Vorausberechnung als geeignet gefunden, doch  wird die experim entelle U n ter­
stützung der K urve urgiert.
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ZUSAM M ENFASSUNG

In  der M itteilung g ib t Verfasser eine Ü bersicht der einschlägigen L iteratur und als 
E rg ä n zu n g  wird eine M ethode m itgeteilt, die er au f Grund der ausführlichen M essungen  
v o n  K w ia t k o w s k ij entw ickelt hat. In der neuen M ethode werden die P rinzipen  der von  
H u t t o n  entwickelten M ethode zur theoretischen Zerlegung der Verluste m it der von  
K w ia t k o w s k ij  entw ickelten M odellm essm ethode zur Bestim m ung der hydraulischen  
V erlu ste  kom biniert. Es w erden aus den KwiATKOWSKijschen D iagram m en em pirische 
N äherungsgleichungen en tw ickelt, und die versch iedenen Verluste je nach ihren Charakteren  
für d ie  Grossausführung um gerechnet. Der derart erh altene  Zusammenhang ist für den unter­
su ch ten  Laufrad-Saugrohr-K om plex charakteristisch. D ie  auf diese W eise gew onnenen  
E rg eb n isse  werden m it den verschiedenen üblichen F orm eln  verglichen. D urch die vorge­
sch la g en e  M ethode werden G leichungen gewonnen, d ie an  Stelle jener U m rechnungsm etho­
d en , d ie  allein  im Punkte des besten  W irkungsgrades des W irkungsgradfeldes der Turbine 
a n g ew en d et werden konnten, für einen breiteren S treifen  des W irkungsgradfeldes auch Gel­
tu n g  hab en . Die praktische B edeutun g dieser Frage w ird  durch den U m stand erhöht, dass 
die A b nah m e der Turbinen im m er mehr auf Grund der Modellmessungen vorgenom m en  
w ird . D ie  Methode ist unentbehrlich , soll die Zw angssteuerfläche der K aplanturbinen m it 
stark  veränderlichem  Gefälle bei Flusskraftwerken im  voraus m it einer guten Annäherung  
k o n stru ier t werden.

T H E O R E T IC A L  BASES O F T H E  M ODEL-LAW S A N D  T H E  CONVERSION M ETH O DS  
OF M EASURING  R E SU L T S FOR R E A C T IO N  W ATER T U R B IN E S

CS. FÁY

SUMMARY

T he paper gives a sum m ary o f  the literature dea lin g  w ith the subject, and com pletes 
it  w ith  a new  m ethod, th a t has been  elaborated on th e  base of K v ja t k o v s k ij’s detailed  
m easu rem en ts. The new m eth od  com bines the princip les o f  the theoretical m ethod  for distri­
b u tio n  o f  losses developed b y  H u tto n , with the m eth od  determining the sorts o f  hydraulic  
lo sses  b y  measurem ents on  m odels, developed b y  K v ja tk o v sk ij. A uthor com poses
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approaching (em pirical) form ulae from K v j a t k o v s k i j ’ s  graphs, and then he converts 
the different losses in accordance w ith their  character into  the full scale un it. T his formula 
is characteristic for the w heel-draft tube com plexum . H e com parises this result to the different 
used conversion form ulae. B y  the application o f the suggested  m ethod we can obta in  such 
form ulae which are v a lid  for a wider strip o f  the characteristic diagram, w hile the m ethods 
o f  conversion hitherto used have been applicable only for the point o f best e ffic ien cy  o f  the 
turb ine. The practical im portance o f the question is increased by the fact, th a t the delivery  
and acceptance of turbines on the base o f  m odel-m easurem ents com es into use. T he proposed 
m eth od  becomes ind ispensable when designing K aplan-turbine regulator surfaces.

B A SE S TH ÉO R IQ UES D E S LOIS D E S M ODELES E T  CALCUL DES R É SU L T A T S  
DE M ESURE SU R  T U R B IN E S H Y D R A U L IQ U E S À RÉACTION

CS. FÄY

RÉSUM É

L ’étude résume la littérature consacrée à ce su jet, et la com plète par une m éthode  
nouvelle  élaborée à base des mesures faites par K via tk ovsk i. Cette m éthode com bine les prin­
cipes du procédé de d istr ibu tion  des pertes hydrauliques form ulé par H utton, avec la  m éthode 
des m esures sur m odèles, élaborée par K via tk ovsk y , pour déterm iner les d ifférentes pertes 
hydrauliques. L’auteur présente des corrélations approxim atives (em piriques) à partir des 
diagram m es de K via tk ovsk y , et convertit ensu ite les d ifférentes valeurs de pertes, selon leurs 
caractères, en vue de réalisations sur grande échelle. Le rapport ainsi obtenu est caracté­
ristique pour l’ensemble du roue-tuyau d’aspiration exam iné per l’auteur qui com pare le résultat 
ainsi obtenu avec les d ifférentes formules em ployées. Grâce à la m éthode proposée, on peut 
obtenir des rapports va lab les pour une large bande de la courbe en colline, au lieu des m éthodes 
de calcul appliquables au seul point de m eilleur ren dem en t de la courbe en colline de la 
turbine. Ce qui rehausse l ’im portance pratique de la qu estion , c’est que la réception  des tur­
bines à base de m esures sur modèles, s’étend  de plus en p lus. Le procédé est indispensable, 
quand on a l’intention de construire à l ’avance la surface directrice de turbines K aplan flu ­
via les travaillant avec une hauteur très variable.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ЗАКОНОВ МОДЕЛИРОВАНИЯ И ПЕРЕСЧЕТ 
ДАННЫХ ИЗМЕРЕНИЙ ДЛЯ ТУРБИН С ЩЕЛЕВЫМ ИЗБЫТОЧНЫМ

ДАВЛЕНИЕМ
Ч. ФАЙ

РЕЗЮМЕ

В работе подводится итог литературы, посвященной данной теме, и она допол­
няется таким новым методом, который разработан автором на основе детальных измере­
ний Квятовского. Новый метод комбинирует принципы метода Хуттона теоретического 
распределения потерь с методом Квятовского по измерению данных при моделировании, 
разработанного для определения различных видов гидравлических потерь. На основе 
диаграммы Квятовского автор выводит приближенные (эмпирические) зависимости, за­
тем различные потери пересчитываются соответственно их характера для постройки 
турбины в натуральную величину. Полученная таким образом зависимость характерна 
для исследованного комплекса рабочее колесо и всасывающей трубы. Полученный таким 
образом результат сравнивается с различными используемыми на практике формулами. 
При помощи предлагаемого метода вместо методов пересчета, применимых до сих пор 
только для точек максимальной эффективности универсальной характеристики с изоли­
ниями, можно получить зависимости, действительные для более широкой полосы универ­
сальной характеристики с изолиниями. Практическое значение вопроса повышается тем, 
что все сильнее распространяется приемка и сдача турбин на основе данных измерений 
при моделировании. Предлагаемый метод незаменим, если предполагается заранее по­
строить с удовлетворительным приближением управляющую принудительную поверх­
ность речных турбин системы Каплана, работающих при режиме сильно меняющегося 
напора.





LES ÉQUATIONS DE CLAPEYRON ONT 100 ANS

Prof. P. CSONKA
D O C T E U R  D E S  S C . T E C H N .  

[M anuscrit présenté le 15 novem bre 1957]

I l  y  a ju s te m e n t 100 ans, que  le célébré o u v rag e  de B e n o ît - P i e r r e - 
É m il e  Cl a p e y r o n , « Calcul d ’une poutre élastique reposant librement cur 
des a p p u is  inégalement espacés», a vu  la  lu m iè re  dan s les «Comptes rendus»  
pub liés p a r  l’A cadém ie F ran ça ise . A l’occasion d u  cen ten a ire , il fa u t  fa ire  rev iv re  
le  so u v en ir de ce t é m in e n t s a v a n t ingén ieur, e t  ju g e r  selon son m é rite  l’im p o r­
tan ce  des équ a tio n s é tab lie s  p a r  lu i, qui p o r te n t  son  nom .

Les po n ts  co n tin u s  à p lusieu rs ap p u is , c o n s tru its  a u  m ilieu  d u  siècle 
d e rn ie r, é ta ie n t b â tis  s im p lem en t d ’après l’in tu i t io n  p ra tiq u e , fa u te  de co n n a is­
sances théo riques. O n co m p ren d  ainsi, que l’éc la irc issem en t d u  ca lcu l de ces 
p o n ts  a i t  sé rieusem en t occupé les ingén ieurs.

L . N a v ie r  fu t  le  p rem ie r à s’en occuper s incèrem en t, c’e s t lu i qu i 
d o n n a  la  prem ière  so lu tio n  d u  problèm e de la  p o u tre  à tro is  ap p u is , d an s le 
Bulletin  de la Société Philomatique  en 1825. Ses co n tem p o ra in s  M e l l a n g e r , 
M o l in o s  e t P r o n ie r  o n t développé la  m é th o d e  N av ier, e t ils o n t  é tab li 
des éq u a tio n s p o u r la  d é te rm in a tio n  des ré a c tio n s  des p o u tre s  à  p lusieu rs 
ap p u is . Mais ces é q u a tio n s  n ’é ta ie n t pas trè s  ap p ro p riées  au  ca lcu l p ra tiq u e , 
pa rce  que chacune des ré a c tio n s  inconnues é ta i t  p ré sen te  dans ch aq u e  éq u a tio n . 
U ne a u tre  d ifficu lté  ré s id a it d ans le fa it, que les éq u a tio n s  isolées n ’é ta ie n t  pas 
assez d ifféren tes l’u n e  de l’a u tre , si bien  que  la  d é te rm in a tio n  des inconnues 
ex ig ea it des calculs trè s  ex ac ts .

E n  réso lv an t le p ro b lèm e , Cl a p e y r o n  a , c o n tra ire m en t à  ses d e v a n ­
ciers, p ris  po u r in connues les m om ents a u x  ap p u is  au  lieu  des ré a c tio n s . Ceci 
a d ’une  p a r t  sim plifié  le systèm e d ’éq u a tio n s, e t  d ’a u tre  p a r t  l’a re n d u e  p lus 
facile  à  résoudre  dan s la  p ra tiq u e .

C’est en 1848, q u e  Cl a p e y r o n  a em ployé c e tte  m éth o d e  de ca lcu l p o u r 
la  p rem ière  fois, e t cela en  lia ison  avec les p ro je ts  d u  p o n t d ’A sn ières, p rès 
de P a ris . E n su ite , on a em ployé sa m éthode  à  l’occasion des p ro je ts  d ’au tre s  
p o n ts . D ’au tres l’o n t ad o p tée  après lu i p o u r les p ro je ts  de p o n ts  de chem ins 
de fer su r la  G aronne, le L o t e t le T a rn , si b ien  que  les éq u a tio n s de C lapeyron  
se so n t rap id em en t ré p a n d u e s , sans que le u r  a u te u r  les a it ja m a is  pub liées. 
I l  es t in té re ssa n t de n o te r  que, dans sa fam euse  é tu d e  p a ru e  il y  a c en t ans,
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C l a p e y r o n  ne ju s tif ie  p a s  les équ a tio n s é tab lie s  p a r  lu i, il donne seu lem ent 
u n e  m é th o d e  bien sp ir itu e lle  p o u r  leur so lu tio n  re ssem b lan t au x  m é th o d es  des 
d iffé ren ces  finies. T o u t ceci n ’enlève rien  a u  m é rite  orig inal de C l a p e y r o n , 

e t  le  m o n d e  scien tifique co n sid è re  la  da te  de p a ru tio n  de l’ouvrage  de C l a p e y ­

r o n ,  com m e le cen ten a ire  des équ a tio n s m en tio n n ées ci-dessus.
L a  découverte des é q u a tio n s  de C lapeyron  a o u v e rt de g ran d es  possi­

b i l i té s  de  développem ent s u r  le te r ra in  de la  th é o rie  s ta tiq u e  des c o n stru c tio n s . 
L ’éc la irc issem en t d u  ca lcu l des p o rtiq u es, e t en  g énéra l des c o n stru c tio n s  
h y p e rs ta t iq u e s , a su iv i la  m ise  au  p o in t de la  th é o rie  des p o u tres  co n tin u es à 
p lu s ie u rs  appuis, ce qu i a p e rm is  l’épan o u issem en t de la  science des c o n s tru c ­
t io n s .

P e n d a n t les cen ts an s  écoulés depuis la  p a ru tio n  d u  célèbre o u v rag e  de 
C l a p e y r o n , la m éthode  C lap ey ro n  a été em ployée  p o u r de m illiers de cons­
t r u c t io n s .  Ces c o n stru c tio n s  m agnifiques a n n o n c e n t g lo rieusem ent le m érite  
im m o r te l  de leur c ré a te u r  : le souven ir de l’in g én ieu r s a v a n t  B e n o Î t - 

P i e r r e - É m i l e  C l a p e y r o n .
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D IE  CLAPEYRON’SC H E N  G LEICH UN G EN W E R D E N  SEIT 100 JA H R E N
A N G E W E N D E T

P. CSONKA

ZUSAM M ENFASSUNG

E s sind nun 100 Jahre her, seit B e n o ît -P ie r r e -É m ile  Cl a pey r o n  die von  
ih m  zur Berechnung der durchlaufenden Träger abgeleiteten  und nach ihm  benannten Glei­
c h u n g en  auf den B lättern des » B u lle tin  de la Société Philom atique«  veröffentlichte. Diese 
A b h an d lu n g  wurde zum A usgangspunkt der E ntw ickelung eines neuen W issenschaftszweiges, 
der T heorie  der statisch u n b estim m ten  K onstruktionen. In  den vergangenen 100 Jahren  
w erd en  die Clapeyron’schen G leichungen zur B erechnung von  tausend und abertausend  
In gen ierb a u ten  angewendet un d  diese Bauwerke verkünden auch heute —  auch in einer 
P er sp ek tiv e  von 100 Jahren —  laut das Andenken des hervorragenden Ingenieurs und 
G eleh rten .
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CLA PEY RO N’S EQUATIONS A R E  IN  U SE  SINCE 100 Y E A R S

P .  C S O N K A

SUMMARY

B e n o î t - P i e r r e - É m i l e  C l a p e y r o n  published the equations —  w hich  he 
developed for the calculation o f  continuous beam s, and w hich were named after h im  —  100 
years ago on the sheets o f  th e  Bulletin de la Société Philom atique. This has been the orig inator  
o f  the developm ent of a new  branch of sc ien ce, nam ely  the theory o f statica lly  redundant 
constructions. These equations have been used  for thousands o f engineering constructions  
during th e  passed 100 years, and these structures sound —  also today, in a p ersp ective  o f  
100 years too —  the m em ory o f this ou tstand in g  engineer and scientist.

СТОЛЕТИЕ УРАВНЕНИЙ КЛАПЕЙРОНА
П .  Ч О Н К А

РЕЗЮМЕ

Сто лет тому назад Э. Клапейрон разработал для расчета неразрезных балок наз­
ванные его именем уравнения и опубликовал их на страницах Bulletin de la Société 
Philomatique. Эту работу можно считать в качестве открывшей первую страницу новой 
области науки, т. е. теории статически неопределенных конструкций. Уравнения Кла­
пейрона за прошедшие его лет были применены для расчета многих тысяч инженерных 
сооружений, и эти сооружения еще и сейчас (даже в перспективе прошедших ста лет) 
говорят о выдающемся инженере — ученом.





SURGE PHENOMENA IN ELECTROMAGNETIC COILS 
ANALYSED BY HYPERMATRIX METHODS

V. LOVASS-NAGY
D E P A R T M E N T  F O R  M A T H E M A T IC S , U N I V E R S I T Y  O F  B U I L D I N G S  S C IE N C E S  A N D  C O M M U N I C A T I O N S

and

K. SZE N D Y
D .  E N G . SC .

P O W E R  S T A T I O N  D E S I G N I N G  O F F I C E ,  B U D A P E S T  

[Manuscript received Novem ber 16, 1957 ]

T h e re la tio n s derived  in  th e  p re se n t s tu d y  m a y  be app lied  to  th e  d e sc r ip ­
tio n  o f  tra n s ie n t  p h enom ena  p ro d u ced  b y  surge w aves in  b o th  n o rm a l re a c to rs  
an d  in d iv id u a l coils o f tra n sfo rm e rs  an d  e lec tric  m ach ines. As is k n o w n  [1] 
to  [3 ] an  e lec trom agnetic  w ind ing  m ay  be considered  as be ing  b u i l t  u p  o f 
coils re p re se n tin g  e lem en ta ry  in d u c tan ces  a n d  o f  capac ito rs re p re se n tin g  ele­

m e n ta ry  capac itances,*  as show n in  F ig . 1. a n d  F ig . 2. A n in d u c tiv e  coup ling  
e x is ts  b e tw een  “ e lem en ta ry  coils”  re p re se n tin g  e lem en ta ry  in d u c ta n c e s , 
th e re fo re , in  ad d itio n  to  th e  se lf-in d u c tan ce  o f  e lem en ta ry  coils, th e  m u tu a l

* The “ elem entary condensers” represent capacitances between ind ividual turns of  
coils and capacitances o f each turn towards earth.
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in d u c ta n c e s  shou ld  b e  considered , to o . I t  seem s as conven ien t to  co m p u te  
th e s e  m u tu a l in d u c ta n c e s  in  th e  follow ing w ay , p roposed  by  B. H e l l e r  [1 ] :

L e t th e  se lf- in d u c ta n c e  o f  e lem en ta ry  coils, assu m ed  as e n tire ly  u n ifo rm , 
to  b e  L ,  th e n  th e  m u tu a l  in d u c ta n c e  b e tw een  th e  i-  an d  fc-coils m a y  be ta k e n  
to  b e  g ' k L ,  w here  g is a positive an d  less th a n  u n ity  c o n s ta n t, th e  v a lu e  
o f  w h ich  is d epend ing  on th e  coil design.

A ssum ing a su rg e  w av e  en te ring  th e  coil a t  th e  left-side te rm in a l, as 
sh o w n  in  th e  figu res, th e  rig h t-s id e  te rm in a l o f  th e  coil can  be co n n ec ted  to  
th e  e a r th  in  th ree  d iffe re n t w ays :

1. T he r ig h t-s id e  te rm in a l can be iso la te d  fro m  e a r th  (i. e. n o t in se rted  
w ith  im pedance).

2. T he rig h t-s id e  te rm in a l  can  be iso la te d  fro m  ea rth .
3. T he r ig h t-s id e  te rm in a l  can  be co n n ec ted  to  e a r th  th ro u g h  a co n d u c to r 

o f  a  g iv en  resis tan ce  a n d  in d u c ta n c e  (or also  o f  a  g iven  cap ac itan ce).
In  th e  p resen t s tu d y  o n ly  th e  1-st an d  2 -n d  cases will be considered .
T he 1-st case m a y  be  co n ven ien tly  e x a m in e d  on th e  basis o f F ig . 1. F o r 

th e  c u rre n ts  and  v o ltag es  o f  e lem en ta ry  coils th e  follow ing system  o f eq u a tio n s  
c a n  b e  w ritte n  :

*i *o — K j  u i +  K t (uj u 2) 
dt dt

i2 i i  =  K j  — u2 +  K t ~ “h 2 и2 u3)
dt  dt

i n - 1 — i n - 2 — K f  —— Un_ 1 +  K t (— Un- 2 +  2 U n _  1 — Un) 
dt dt

(1 .1)

in — in- 1 — K f  —— un +  K t -  -  (— u n^ i  -f- 2 u n)
dt dt

u n — u n—i — L
d

dt

( h + q i 2 + q 2 i3+ q \ + ■ ■ ■ + q n~2 in- i + q n 1 in)

( q i i  +  i 2 +  q i 3 +  ?2 ч + -  • • + q n~ 3 i n - i + q n~ 2 i n)

(qn~z i 1+ q n~3 i2+ q n 4 i 3 + ? " ~ 5 » 4 + -  • - + i n - i + q i n) 

(qn l  h + q n~2 i2+ q n~3 i3+ q n * ч +  • • • + q  *n - i + * n )

(1.2)
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an d
uz =  0

iz =  in -  K t — -  un 
dt

(1.3)

(1.4)

L e t i0 in d ic a te  th e  surge w av e  e n te rin g  th e  le f t side te rm in a l, i0 b e in g  
a g iven  fu nc tion  o f  tim e , i0 (t). T h e  va lu es  i x, i a, . . . ,  in v  in ; u x, u 2, . . . ,  
un X, un and  iz a re  unknow n fu n c tio n s  o f tim e , to  be de te rm in ed  b y  so lv ing  
th e  d iffe ren tia l eq u a tio n s .

L e t us w rite  th e  unknow n e le m e n ta ry  coil c u rre n ts  of n u m b er n  a n d  th e  
u n k n o w n  voltages o f  n u m b er n in to  n -e lem en t co lum n-m atrices

i = h a n d  u  = «1
h u 2

in — 1 4-n-l
-* n  _ _  Un

a n d  le t us in tro d u ce  th e  n o ta tio n

>0

0
0

F u rth e r , le t us in tro d u ce  th e  fo llow ing sq u are -m atrices  o f o rd e r n :

1 0 0 . . . 0 0 0“ •> Q = l q r
П—2. .  q n 1 —

q
— 1 1 0 . . . 0 0 0 4 l q ■ • qn 3 qn ~2

0 — 1 0 . . . 0 0 0

0 0 0 . . . 1 0 0
0 0 0 . . . — 1 1 0 qn

2 n
q

3 n 4
q . . .  l q

0 0 0 . . . 0 - -1 1 n
_<]

I n
q

- 2 n 3
q . . .  q l

ibvious, t h a t

1)1)* = 1 -1 0 . . . 0 0 o ~

— 1 2 — 1 • * . 0 0 0
0 1 2 0 0 0

0 0 0 2 —l 0
0 0 0 . . . — 1 2 — l
0 0 0 . . . 0 —1 2
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a n d

2 — 1 0 . . .  0 0 0
— 1 2 — 1 . . .  0 0 0

0 — 1 2 . . .  0 0 0

• о

0 0 . . .  2 — 1 0
0 0 0 . . .  — 1 2 — 1
0 0 0 . . .  0 — 1 1

B y  m eans o f th e  ab o v e  co lu m n -m atrices  a n d  sq u are -m atrices  th e  sy s­
te m s  o f equ a tio n s (1.1) a n d  (1.2) can  be c o m p o u n d e d  in to  th e  fo llow ing m a tr ix  
e q u a tio n s  :

Di =  (Kf  E +  K ,  DD*) —  u  +  i0 (2.1)
dt

D* u  =  LQ d_
dt

(2.2)

I t  is a p p a re n t, t h a t  E q . (2.1) can  also  be  w ritte n  in  th e  fo rm  o f

Di =  (K f  D * -1 +  K t D) —  D* u +  i0
dt

ta k in g  th is  eq u a tio n  n o w  in to  co n sid era tio n , a n d  using  n o ta tio n  u f fo r th e  
c o lu m n  m a tr ix  D*u ( a c tu a lly  rep re sen tin g  a transformed  co lu m n  m a trix ) , 
th e  fo llow ing e q u a tio n s  c a n  be o b ta ined  fro m  e q u a tio n s  (2.1) a n d  (2.2), th e n  
e q u a tio n  (2.1) is m u ltip lie d  from  th e  le f t :

i = [ K f (D*D)- i  +  K t E] ^ u t + V - 4 0 (3.1)
at

- u f =  L Q ^ i  (3.2)
dt

N ow  in tro d u c in g  th e  n o ta tio n  D 1 i0 = =  i0( and  so lv ing

E q s . (3.1) and  (3.2) fo r  th e i r  d érivâtes, we o b ta in  th e  follow ing re la tio n s  :

d

dt 

d

u t =  \ K t E  +  K j  (D *D )-i] i  -  [ K t E  +  K f  (D *D )-i] - i  i«  (4.1)

— 1 = ---------Q - i  u,
dt L

(4.2)
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In  th e  fo llow ing, for th e  sa k e  o f  b re v ity , fo r colum n m a tr ix  —  [К ,Е  -f- 
-f- K |(D * D )- 1 ]_ 1 i0( co n ta in ed  in  E q . (4.1) w ill be  n o ted  b y  ioii.

F ro m  an  ea rlie r s tu d y  o f  J .  E g e rv á ry  [4 ], i t  is know n, th a t

1 — 9 0 . . 0 (Г
—q 1 92 9 •• 0 0

0 9 1 - 9 2. . 0 0

0 0 0 . . 1 92— q
0 0 0 . . 9 l

I t  can  easily  be u n derstood  th a t  Q 1 can  also  be expressed in  th e  fo llow ­
in g  fo rm , w hen  using  D*D :

Q ^ 1 =  - ^ — {[?D * D  +  ( l - 2 < z - g2) E ]  +  <<?2,0 ,0 ,  . . . , 0 , 0 , g +  92)}
1 - 9 “

F ro m  th e  above it  follows t h a t  E q s . (4.1) a n d  (4.2) m ay  be w r i t te n  in  th e  
fo llow ing w ay  :

d

dt

d

dt

u , =  [K ( E +  K/ ( D * D ) - i ] - 4  +  i,0 It

- i = ~ — ------ —  {[<?D*D +  (1 - 2 g - g 2) E ]  u,  +
L 1 -  o2

(5.1)

+  <ç2,0 ,  . . . , 0 , ? +  ?2> u ( } (5.2)

I t  is a p p a re n t t h a t

1

1 - f l 2
<ç2, 0, . . . ,  0, q +  q2} u ,  — — ^

1 + 9 1 - 9

*tn _ l

As i t  is to  be  observed  a ll e lem en ts  o f  th e  above colum n m a tr ix  a re  id e n ­
t ic a l ly  zero, w ith  th e  excep tion  o f  its  f ir s t  an d  la s t  e lem ent. T he f i r s t  a n d  la s t 
e lem en t w hich a re  n o t id en tica l to  zero , a re  co n stan t-m u ltip le s  o f  th e  f irs t  
a n d  la s t  e lem en ts o f th e  tra n s fo rm e d  v o ltag e  fu n c tio n  u(, th e se  a re  th u s  
u n k n o w n  fu n c tio n s .

L e t us now  in tro d u ce  th e  n o ta tio n s

12 Acta Technica XXI/3—4.



4 3 2 V. LOVASS-NACY and K. SZENDY

/ (D*D) =  [К,  E  +  K f  (D^D)-1] - 1

g (D*D) =  - i -  [ iD*D +  ( l - 2 ? - g*)E] 
L  I —

«г
1  q

L  1 +  q

( 6 )

th e n  E q s. (5.1) an d  (5.2) m a y  be com pounded  in to  th e  following e q u a tio n  :

Ut = 0 /  (D*D) U / + 'oit + 0

Î -g (D*D) 0 i 0 u l

O bviously, w h en  k n o w in g  th e  e igenvalues ől5 ő2, ôn an d  e ig en v ec­
to rs *  v l5 v 2, . .  . ,v n o f  sy m m e tr ic  m a trix  D*D th e  la t t e r  m ay be w ritte n  in  th e

fo rm  of
D*D =  V< á K > V*

w h ere
V =  [Vl, v 2, . . . ,  vn ] and  V*V =  Y V* =  E

W hen  m u ltip ly in g  E q . (7) b y  (V*, V *) f ro m  th e  left an d  m ak in g  u se  
o f  re la tio n  (V, Y ) <V*, V * ) =  (E , E ) th e  fo llow ing  m a tr ix  eq u a tio n s  w ill b e  
o b ta in e d  from  E q . (7) :

<V*,V*>
d

dt
= 0 V * / (D*D)V <V*,V*> U/

V*g(D*D)V 0 i

+  <v*,v*> 'ott +  <v*, v*> 0

0 « 2

( 8 )

A s, how ever, th e  e le m e n ts  of colum n m a tr ix  i0(i are  functions n o t id e n ti­
c a l to  zero, still th e  e le m e n ts  o f colum n m a tr ix  и г a re  iden tica lly  zero w ith  th e  
e x c e p tio n  of th e  f irs t  a n d  la s t  elem ents, it follow s th a t  th e  order o f m a g n itu d e

* The formula for th e  com putation of eigenvalues and eigenvectors o f m atrix  II I) 
are g iven  in the Appendix.
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of e lem en ts  in V* u 2 is — as com pared  to  th e  e lem ents of V* i0(/. A ssum ing

th a t  th e  exam ined  coil is o f su ffic ien tly  la rg e  a m o u n t of tu rn s*  th e  co lum n  
m a tr ix

<V *,V *> | O'i :j
m ay  be  n eg le c te d ; i f  we use th is  n eg lec tio n , an d  in tro d u c in g  th e  n o ta t io n  :

Уо<v*, v*> U/ =  y an d  <V*,V*> *0//
i 0

th e  follow ing re la tio n  will be o b ta in ed  from  E q . (8), 

d

dt
У — У +  Уо (9)О </(<5ft)>

..<*(«*)> о

being  V * /(D *D )V  =  < / ( á ft)> a n d  \ * g  (D*D)V =  <g (<5A.)>

(E q . see p . 6 of [5 ]).
L e t us now  in tro d u c e  th e  “ p e rm u ta tio n  m a tr ix ”  of th e  sq u are  ty p e  an d  

o f o rd e r 2nd :

in  w hich

Pi* =

F P u P is p 1 3 . . . P in

P 2i ^22 p 23 • • • P 2n

0 0 . 1st row P  2k = 0 0 . . . 1 s t ro w
0 0 • . 2nd row 0 0 . . . 2 n d r o w

1 0 . fcth row 0 l . . .fcth r o w

0 0 . n t h row 0 0 . . . n t h r o w

* On the basis o f F ig . 3 on p. 952 referring to study [1] it m ay easily he understood  
th a t, when treating the problem by using partial d ifferential equations (see Eqs. (4) and (5) 
of Reference [1 ]), this neglection happens autom atically, while constructing the differential 
equation describing the problem.

** For the solution of differential equation

0 < /№ ) > У +  У° + 0

<*№ )> о V»u2

obtained from Eq. (8) ivilliout neglection, an iteration m ethod can be given and will be presented  
in the A ppendix.

12*
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(i. e. a ll e lem ents o f  m a trice s  P lk an d  P ^  a re  zero , w ith  th e  ex cep tio n  o f  th e  
f i r s t  e le m e n t o f th e  fo rm er, a n d  th e  second e le m e n t o f  th e  la t te r  in  th e  jfcth row , 
w h ich  a re  eq u a l to  1). F o r  m ore  d e ta iled  e x p la n a tio n s  of th e  te rm  “ p e rm u ta tio n  
m a t r ix ”  reference is m ad e  to  i t  in  p. 216 o f [6 ].

W h e n  m u ltip ly in g  E q . (9) be th e  p e rm u ta tio n  m a tr ix  P*, fro m  th e  le ft 
in tro d u c e d  above, a n d  u tiliz in g  re la tio n  PP* =  E , th e  follow ing expression  
w ill b e  o b ta in ed  :

P*
d

dt
=  /

0

g ( ô k)

A \ )

о

- i \
^  P* y +  P* y0 ( 10)

L e t us in tro d u ce  th e  n o ta tio n s  y, =  P*y a n d  y0( =  P*y0. F u rth e rm o re , 
i t  fo llow s from  E q s . (6) t h a t  f  ( ô k) an d  g  ( ô k) ca n  be w ritte n  in  th e  fo rm  of 
f ( ô k) =  <pk an d  g (<5k) =  —  y k, w here <pk >  0 a n d  yk >  0. T h u s , E q . (10) 
m a y  b e  re w ritte n  as follow s :

<Pk

0

n \
>  7 t  +  y 0i

V

I f  we in tro d u ce  as th e  n o ta tio n  of e ig en v ec to rs  of m a tr ix

0  cpk

— Ук 0 ^

(И)

th e  fo llow ing  colum n m a trice s

1 — Y n r  и
1

Y n v k j
Y n r  к + r l У п У к + у к

L Ук \ L Ук

th e n  i t  can  be p roved  b y  a sim ple c o m p u ta tio n  t h a t

w*i Y n V k i  0 [Wfci, wk2] = 0 <pk

w*2 - L 0 - ] / < p k y k j \ 1 1 О

T h u s  em ploying  th e  n o ta tio n  W  =  ( (w kl , и>к2У), i t  is obv ious th a t

у ' =  V k h  -  Y<Pk r u »dt
( 12)
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F in a lly , in tro d u c in g  th e  n o ta tio n s  W *y( =  y„ an d  W *y0< =  y0,<, the  
so lu tio n  o f  m a tr ix  e q u a tio n  (12), in  sa tisfy in g  th e  in itia l c o n d itio n  y (( (0) =  
=  yitA, w ill ta k e  th e  fo rm  of

У,, =  « e ^ 1, e - w t f »  Уна +

+  f « е ^ н ) , -  e “  W *(<“ T)»  У on «  d ( t )  (13)
b

(see A p p en d ix  an d  p p . 156 to  211 of [7] an d  p p . 366 to  368 o f  [8 ]).
I f  we w rite  co lum n m a tr ix  y0(( in  th e  fo rm  of

Vki

th e n  th e  req u ired  in te g ra tio n s  in  E q . (13) can  be perfo rm ed  w ith in  th e  scalar 
e lem en ts  o f  th e  d iag o n a l m a tr ix ;  hence,

У « =  « e ^ e - l ^ ' » y , , A+

+  { e ^ i(t^  r,k l ( r ) d r
0

I:г д а и 4 й  (т) dr  
о

T ak in g  th e  tra n s fo rm a tio n s  em ployed  in to  co n sid e ra tio n , th e  requ ired  
co lum n m a tric e s  u  (t), i  (i) can  be o b ta in e d  from  y ,( in  th e  fo llow ing  way

u( t )

i ( t )

=  < D * -i,E >  <V,V> P W y „(0 (15)

(R eference to  th e  in v erse  o f  m a tr ix  D* m ay  be  found  in  th e  A p p en d ix .)
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T h e  investigation  o f  t h e  2 n d  case (where th e  r ig h t  h an d  te rm in a l is iso ­
l a t e d  f ro m  earth) m ay  b e  p e rfo rm e d  conven ien tly  o n  th e  basis o f F ig . 2. T hus, 
fo r  t h e  cu rren ts  and v o lta g e  t h e  following sy stem s o f eq u a tio n s w ould  be  o b ­
t a in e d  :

h  —  h  =  K / - T ~ u i  +  K t ~ - { 2 u i  —  м г )  —  K t — - « о  at  at at

H —  h  =  K f  d  u 2. +  K,  ~  (— ux +  2 u 2 — M3) 
dt  dt

Í n  -  Í n - 1  =  K J  « Л - 1  +  K t “ T “  ( -  « Л - 2  +  2  U n - 1  —  « О
dt dt

— in = К1~Г~ un +  K t d,  ( -  un-1  +  Un)
dt  dt

Ui =  L  — {н  +  q i z +  q2 i3 + . . .  +  qn 2 in- x+ q n l  in) +  u0 
dt

u z - u 1 =  L — - ( q i 1 +  iz +  q i 3 + . . .  +  qn~3 in^  +  qn 2 in) 
dt

« г м  —  «л - 2  =  L  —  (q n 2 i i + q n 3i2 +  q n 4 н  +  • • • +  i n - 1  +  g in)
dt

(16.1)

(16.2)

u„ — un_t =  L — -  (qn 1 +  qn 2i2 +  qn 3 i3 +  . . . +  +  in)
dt

a n d

i z —  0 (16.3)

i0 =  K t d  (u0 — uj) 
dt

(16.4)

I n  th is  case th e  su rg e  w a v e  en tering  th e  le f t-s id e  te rm in a l is rep re se n te d  
b y  u 0, th is  being a g iven f u n c t io n  of tim e u0 (t). T h e  va lu es  iv  i2, . . . ,  in b  in 
a n d  u x, u 2, . . . ,  Mn-j, un as w e ll as i0, co n ta ined  in  th e  above eq u a tio n s , are 
th e  u n k n o w n  functions o f  t im e ,  de term inab le  b y  solv ing th e  d iffe ren tia l 
e q u a t io n s .
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L e t us w rite  th e  e le m e n ta ry  coil c u rre n ts  o f  n u m b er n a n d  also th e  
u n k n o w n  voltages o f  n u m b e r n  in to  n e lem en t co lum n-m atrices

i = h and  u  = «1
*2 M2

in -1 un- i
_  in _ _  un _

a n d  le t  us in tro d u c e  th e  n o ta tio n

uо — “ o (t) .
0

0
0

U sing th e  m a tr ic e s  D an d  Q sq u a re -m a trice s  o f o rd er n  in tro d u c e d  
fu r th e r  above, th e  sy stem s o f equa tions 16.1 a n d  16.2 m ay  be co m p o u n d ed  
in  th e  follow ing m a tr ix  eq u a tio n s

— D *i =  {Kj  E  +  K, D*D) d  U - K d u 0
dt dt

D u =  LQ - i -f- u 0
dt

(17.1)

(17.2)

O b v io u sly ,—  ana lo g o u sly  to  th e  tra n s fo rm a tio n  o f E qs. (2.1) an d  (2.2) —  
fro m  (17.1) an d  (17.2) th e  follow ing eq u a tio n s  can  be o b ta in ed  :

d  . 
dt

ü l =  - [ K f ( D W ) - i  +  K , E ] - 4  +

+  [KJ (D D * ) - i  +  K t E ] - 1K l D - ' ~ -  u 0
dt

d .
dt

i  =  — Q - 1 *t + i—i 1

(18.1)

(18.2)

how ever, in  th is  case, th e  tra n sfo rm a tio n  o f  th e  v o ltage  co lum n m a tr ix  will 
he tra n sfo rm e d  b y  m ean s o f m u ltip lica tio n  b y  D in s te a d  of D*, th e re fo re  th e  
n o ta tio n  D u =  U/ w as in tro d u c e d  (in o rd e r to  d is tin g u ish  fro m  u ( =  D *u).

I t  is, fu r th e r , a p p a re n t  th a t  Q ^1 in tro d u c e d  above m ay  be  ex p ressed , 
u sing  th e  te rm  D D *, in  th e  follow ing w ay :
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Q  1 =  ----------7 { [ g  DD* +  (1 -  2 q -  g*) E] +  <g +  q 2, 0 ,  0 ,  . . . ,  0 ,  0 ,  q *>}
1 — q*

L e t us now  in tro d u c e  th e  below  n o ta tio n s  :

[Kj  (DD*)-1 +  K,  E ]-1  K t D-1  A -  «0
at

- y -  Q " l u oL

L  1 +  q

0

tn

(19)

1 -  g

/ ( D D * ) = [ X t E  +  iT / ( D D * ) - i ] - i

^  ( D D * )  =  -  1 — Ц  q D D *  +  (1  -  2  q -  f )  E  
L  1 — q

B y  m eans of th e  a b o v e  n o ta tio n s  E q s . (18.1) an d  (18.2) w ill ta k e  th e  
fo llo w in g  form , analogously  to  E q . (7) :

d

dt
=  — 0 /(D D * ) +  u 0f + 0

i 8  (DD*) 0 i

(20)

A s th e  eigenvalues o f  sy m m e tr ic a l m a tr ix  DD * are  id e n tic a l w ith  th e  know n 
e ig e n v a lu e s  ő1? ő2, . . . ,  ôn o f  m a tr ix  D*D u sed  p rev io u sly , an d  its  e ig en v ec to rs  
a re  Vj, v 2, . . ., v„ (see A p p en d ix ), we o b ta in

DD* =  У <(5Л> У*
w h e re

V =  [v j, v 2, . . . ,  vn] an d  У* V =  У V* =  E .

I f  we p rem u ltip ly  E q . (20) b y  (V*, У *) fro m  th e  le ft an d  m ak e  use o f 
r e la t io n  <Y, у )  (V *, V *) =  <E, E ) , fu r th e rm o re  neglect co lu m n  m a tr ix
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У* u z on th e  basis o f th e  considera tions ab o v e  e x p la in e d  and in tro d u c e  th e  
n o ta tio n s

u< 7  and  <V*, V * ) u 0( =  y0

we o b ta in

dt
7  =  — 0 f ( d k) 

g { ôk) о

ÿ  +  ÿo- (21)

As E q . (21) is id e n tic a l to  E q . (9) a p a r t fro m  th e  sign of the  sq u a re  m a tr ix ,  
i t  is o bv ious th a t  in  case o f  th e  righ t-side  te rm in a l  b e in g  iso lated  f ro m  e a r th ,  
th e  fo llow ing  fo rm ula  w ill be  ob ta in ed  for th e  v o lta g e  colum n m a tr ix  a n d  
c u r re n t co lum n m a tr ix  :

u (i)

i ( 0

=  <D \  E> <V, V> P W ÿ H(t) (22)

w here

f u = « e - Vv^ Jt, + tjki (T) dx

VkAT) drC eVn vki (<—*) fj

I n  th is  case

7 и  (0) =  W *P*ÿ (0)

fon =  w * p * ÿ o  a n d  Ÿo it = Vki

Vk2

(k =  1 , 2 , . .  . , n )

N a tu ra lly , th e  d ed u ced  resu lts  m ay  also b e  w r it te n  w ithou t u s in g  m a tr ix  
n o ta tio n s , i. e. in  sca la r fo rm . As fo r in s tan ce , f ro m  m a tr ix  re la tio n  (15) th e  
fo llow ing  sca la r re la tio n s a re  to  be  o b ta in ed  :

*o — *o (*) 1 o-
* II ем
 . 

О 1 > ’он— /(D * D ) i0 (t) r l
0 1

:
1

Ó i i
0 1 1
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th u s

w h e re

-  -  \ * f ( D*D) 1 h> (0 — ' o (0 X1
1 x 2

1
0 Xn

0
0 0

0 _ 0 _

x k =
n n

У  У
f,=l

y ' t f ( h ) ® i l  v (l‘

VS2 VSm

n n n
у  2  f { h ) v k ,  V(v v ?/t.

v = l  /1 =  1 £=1

_Vfo V$fim

F u r th e r , w ith  th e  in tro d u c tio n  o f  b e lo w  n o ta tio n s

w kl,l —
УукУк]  .

У<РкУк +  у  к ’

;A1,2 — ,/ , j“ ’

Vki  =  — î0 (*) w*i,i ** ;

w k2.1 — w kh 1 

w k2'2 =  % , !

>?fc2 =  — > o W % 2 *»

w e m a y  w rite  :

Уо/ =  Р *Уо X1

IIо

e*IIо Vu
0 Vl2

X2 V21
0 V22

x n Vnl
_ 0 _ _Vn2_

I f  Уна — О, th e n  s im u ltan eo u sly  a p p ly in g  E q . (14) an d  (15), we o b ta in

n n
uk (0 =  —  У  ^  Vax Wxl l (tVxlil J xl — Wx 1,2 J*2) **

a = /c x= l 
n

l/f ( í )  ==  ^ k x  1 V x \ ) 2 (w^xl. 1 J x \  ~f-  t^ x l,2  Jx % )  %x
x — 0
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w here

J x l =  _  | V y “ M  i , ( T ) d x
0

J * o =  -  •„ (T) d x
0

The tra n s fo rm a tio n  o f  m a tr ix  eq u a tio n  (22) in to  sca la r form  can  be t r a n s ­
fo rm ed  in  a s im ila r w ay.*

Appendix

1. Canonical fo rm  o f  m atrix  D* D .

Obviously, the characteristic equation | D *D — <5E | =  0 o f the following m a tr ix  o f  
the order n

“  2 — 1 0 . . . 0 0 0  -

— 1 2 — 1 . . . 0 0 0
0 — 1 2 . . . 0 0 0

0 0 0  . . . 2 — 1 0

0 0 0  . . . — 1 2 — 1

0 0 0  . . . 0 — 1 1 _

may be rewritten into  the form given below, when using th e  parameter (p introduced b y  sub­

stitu tion  ő =  4 sin2 :
2

2 cos <p — 1 0 0 0 0
— 1 2 cos <p — 1 0 0 0

0 — 1 2 cos <p . . . 0 0 0

0 0 0 2 cos <p — 1 0
0 0 0 — 1 2 cos <p — 1
0 0 0 0 — 1 2 cos <p— 1 _

=  (2 cos <p — 1)
sin n (p
sin <p

sin (n —  1) (p =  0
sin (p

* For dealing w ith  the case of the right-hand term inal connected to earth through a 
conductor of a given resistance and inductance, or also having a given capacitance, further  
m atrix-theoretical considerations are involved. Therefore, th e  authors will present the d is­
cussion in a separate treatise which w ill also contain some generalizations of the results obta ined  
in the present study (e. g. the effect o f voltage waves en tering  the left side term inal w ith  the  
right side term inal directly  connected to earth).
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B e in g  sin <p ф 0, in th is case, w e obtain that

2 n -}- 1 ,
c o s ------— — <p — 0 , hence

<pk ■■

2

2 k  — 1
2 n +  1

л ;  к =  1,2, . . . ,  n .

T hus, the eigenvalues o f  m atrix D*D w ill becom e

4 = 4 e b * f e =1 , 2,

T he eigenvalues o f D*D can be determ ined b y  using the Lagrange m atrix  polynom ials. 
(E . g . see p. 4 of [5 ]). Thus we obtain

Y к ■
1/2 71+ 1 L

cos 2 (n  — 1)
2 k  — 1 n  
2 rt +  1 T"

cos (2 71 — 3)
2 k  —  1 л 2 к
2 77 +  1 2 ..........  2 71

к =  1, 2, . . . ,  77.

1 ÍI j
t t J

From  the above it  follow s, that by introducing the notation V =  [v t , v 2, . . ., Vtj] the  
canon ica l form of m atrix D*D can be w ritten  as follow s :

D*D =  V < dlt <5г........... <5„>V*

2. Canonical form  o f  m atrix  D D*.

I t  is apparent from  the preceding th a t th e  eigenvalues of m atrix o f order rt

~  1 — 1 0 0 0 0  ~

— 1 2 — 1 0 0 0
0 — 1 2 0 0 0

0 0 0 2 — 1 0
0 0 0 . — 1 2 — 1

_  0 0 0 0 — 1 2  _

are equal to  the eigenvalues ő1, ô2, . . . , ôn w h ich  w ere calculated further above for m atrix  
D * D  and its eigenvectors are

y к ■
\2  n ■

=  [c 
1 L

2 k  — 1 n
T n + I T cos 3

2 k — 1 n
2 77 +  1 ~2

. . . , COS (2 77 — 1)

1, 2,

2 k — 1 n
"2 77 +  1 ~2 \

T hu s, for the canonical form of m atrix DD * w e obtain

DD* =  V <dlt d2, . . . ,  á„> V*

w here
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3. Inverse o f  m atrix  D .

I t  m ay be proved by m ultiplication that

"  1 1 1 . . .  1 1 1 -

0 1 1 . . .  1 1 1
0 0 1 . . .  1 1 1

0 0 0 . . .  1 1 1
0 0 0 . . .  0 1 1

_  0 0 0 . . .  0 0 1

4 . Inverse o f  m atrix  D . 

I t  is obvious th a t

D 1 -  1 0 0 . . .  0 0 0 “
1 1 0 . . .  0 0 0
1 1 1 . . .  0 0 0

1 1 1 . . .  1 0 0
1 1 1 . . .  I 1 0

_  1 1 1 . . .  1 1 1

5. Solution o f  m atrix differential equation (8) by iteration method. 

A s

u/ and ut =  N ut

E q. (8) can also be w ritten in the following form :

0 / № ) У + 0 0

s W 0 V 4S V *-1 0

У +  Уо (*) •

I f  in  m atrix differential equation of the form

X =  Ax +  Bx +  g  (t)

th e  canonical form is known, of m atrix A containing constant elem ents, the canonical form  
is  however unknown of m atrix B, which also contain elem ents, for the solution of th e  m atric  
differentia l equation the following iteration m ethod m ay be em ployed.
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On introducing th e  nota tion  x =  x  and form ing the solutions
dt

xx, x 2, x 3, . . . ,  xn of differential equations given below

x2 =  A x x

x2 =  Ax2 -|- B xx

Xg =  AXg -(- BX2

Xn — Axn -j- Bxn—1

it can be proved that the series x 19 x 2, x3, . . xn are convergent to the exact solution of m atrix  
differentia l equation x =  A x +  B x. From this, apparently, also the solution of inhom ogeneous 
equation  x  =  Ax -f- Bx -{- g (t) can be gained.
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SUM M ARY

T aking the m utual inductance between the winds o f an electrom agnetic coil in to  account* 
the coil can be seperated to  n elem entary parts. The a lternative  current equations, given for 
the singular coil elem ents, can be summarized in a system  of tw o differential m atrix  equations. 
W ith  a perm issible neglection of the electrotechnical po in t o f view , the two differential m atrix  
equations can be com pounded into  a single differential hyperm atrix equation, the m atrix- 
co effic ien t o f which is com posed of interchangeable b locks. W ith the transform ation o f the  
m atrix-coefficient w ith  interchangeable blocks to the diagonal form, the authors establish  
the scalar equations discussing th e  transient phenom ena occuring in the singular coil-elem ents. 
These equations have a better basis from a theoretical po in t o f  v iew , than the equations obtainable  
w ith  th e  infinitesim al m ethod of calculation, because th ey  are deduced from the exam ination  
of the coil-m odel, which, stands —  closer to reality —  o f in fin ite  number of parts. The equations  
deduced are especially adaptable for calculating on high effic iency  calculating m achines.
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U N T E R SU C H U N G  D E R  DURCH  STOSSW ELLEN V ER U R SA C H TEN  T R A N SIE N T E N  
ERSCH EIN UNG EN IN  E IN E R  ELEKTROM AGNETISCHEN SP U L E  MIT H IL F E  VO N

H YPERM ATRIZEN

V. LOVASS-NAGY und K. SZENDY

ZUSAMMENFASSUNG

Unter Berücksichtigung der gegenseitigen Induktion zwischen den W indungen e in er  
elektrom agnetischen Spule kann man die Spule in  n elem entare Teile aufspalten. D ie für die  
einzelnen Spulenelemente angeschriebenen W echselstrom gleichungen können in ein System  
von zwei M atrix-Differentialgleichungen zusam m engefasst werden. Mit Hilfe von V ernach­
lässigungen, die vom elektrotechnischen Standpunkt aus g e sta tte t sind, können diese zw ei 
M atrix-Differentialgleichungen in eine einzige H yperm atrix-D ifferentialgleichung zusam m en­
gefasst werden, deren K oeffizientenm atrix aus vertauschbaren Blöcken besteht. Nach D iago­
nalisation der K oeffizientenm atrix stellen die Verfasser die skalaren Gleichungen her, welche  
die transienten Vorgänge in  den einzelnen Spulenelem enten beschreiben. Vom theoretischen  
Standpunkt aus sind diese Gleichungen besser begründet als diejenigen, welche durch eine  
infinitesim ale Behandlung gewonnen werden können, da sie eine Untersuchung der aus einer  
endlichen Zahl von E lem enten bestehenden Spule auf Grund e in es —  der W irklichkeit en t­
sprechenden — diskreten M odells zur Grundlage haben. Die abgeleiteten  Beziehungen eignen  
sich hervorragend zur Berechnung mit Hilfe von Hochleistungs-Rechenm aschinen.

E X A M E N  DES PH É N O M È N E S TRANSITO IRES CAUSÉS PA R  U N  O NDE D E  CHOC 
DANS U N E B O B IN E  ÉLECTROM AGNÉTIQUE, A L’A ID E  D ’H YPERM ATRICES

V. LOVASS-NAGY et K. SZENDY

RÉSUM É

En tenant com pte de Pinduction m utuelle entre les spires d ’une bobine électrom agnétique,, 
on peut décomposer la bobine en n éléments. Les équations établies pour les élém ents ind ividuels, 
en courront alternatif, p euvent être rassemblées en deux systèm es d’équations d ifférentielles 
m atricielles. Avec des approxim ations perm ises du point de vue électrotechnique, ces deux  
équations différentielles m atricielles peuvent être réuines en une seule équation différentielle  
hyperm atricielle, dont la m atrice des coefficients composée de blocs interchangeables. Après 
diagonalisation de la m atrice des coefficients, les auteurs établissent les relations scalaires 
décrivant les phénom ènes transitoires dans les élém ents de la bobine. Ces relations sont m ieux  
fondées, du point de vue théorique, que celles pouvant être étab lies par un traitem ent in f in i­
tésim al, parce qu’elles son t déduites de l’exam en d’un m odèle discret —  correspondant à la 
réalité —  de la bobine com posée d’éléments de nombre fin i. Les relations déduites se prêtent 
bien au calcul par m achines à calculer de grand rendem ent.

ИССЛЕДОВАНИЕ ПЕРЕХОДНЫ Х ЯВЛЕНИЙ, ВЫ ЗВАННЫ Х УДАРНОЙ ВОЛНОЙ 
В ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ОБМОТКАХ, ПРИ ПОМОЩИ ГИПЕРМАТРИЦ

В. ЛОВАШ-НАДЬ и к. СЕНДИ 
РЕЗЮМЕ

Учитывая взаимоиндукцию между витками некоторой электромагнитной обмотки 
обмотку можно разбить на п элементарных частей. Зависимости переменного тока, выве­
денные для отдельных элементов обмотки, можно в вести в систему, состоящую из двух 
матрицных дифференциальных уравнений. При пренебрежениях, допустимых с электро­
технической точки зрения, упомянутые матрицные дифференциальные уравнения можно-
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■свести в одно единственное гиперматрицное дифференциальное уравнение, матрицный 
коэффициент которого состоит из замещаемых блоков. Трансформацией в диагональный 
вид матричного коэффициента, состоящего из замещаемых блоков, авторы выводят скаляр­
ные зависимости, описывающие протекающие в отдельных элементах обмотки переход­
ные явления. Эти зависимости с теоретической точки зрения обоснованы более основа­
тельно, чем зависимости, получаемые при инфинитезимальном методе трактовки, т. к. 
•они происходят от исследования на основе дискретной —  соответствующей действитель­
ности —  модели обмотки, состоящей из конечного числа элементов. Выведенные зависи­
мости отлично подходят для производства вычислений на высокопроизводительной счет­
ной машине.
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