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S Z E R K E S Z T Ő S É G  É S  K I A D Ó H I V A T A L :  B U D A P E S T  V.  A L K O T M Á N Y  U T C A  21

Az A cta T ech n ica  n é m e t, angol, fran c ia  és o rosz  nyelven közöl é rtekezéseket a m ű szak i 
tu d o m á n y o k  köréből.

Az A cta  T e c h n ic a  vá lto zó  te rjed e lm ű  fü z e tek b e n  jelenik  m eg. T öbb  füzet a lk o t egy  
k ö te te t .  É v en k én t 2— 3 k ö te t  jelenik m eg.

A közlésre s z á n t  k é z ira to k  a következő  c ím re  küldendők :

A cta  Technica, B u d a p es t 62, Poslafiók 440.

U gyanerre a c ím re  kü ldendő  m inden szerkesz tőség i és k ia d ó h iv a ta li  levelezés.
Az A cta T ec h n ic a  előfizetési ára  k ö te te n k é n t  belföldre 80, kü lfö ld re  110 F t . M eg

re n d e lh e tő  a  belföld s z á m á ra  az A kadém iai K ia d ó n á l (B udapest V . A lko tm ány  u tca  21. 
B an k szám la  05-915-111-44), a külföld sz á m á ra  p e d ig  a „ K u ltú ra ”  K ö n y v - és H írlap  K ü l
ke resk ed e lm i V á lla la tn á l (B u d a p es t VI. N é p k ö z tá rsa sá g  ú tja  21. B a n k sz ám la : 43-790-057-181), 
v a g y  an n ak  kü lfö ld i kép v isele te in é l és b izo m án y o sa in á l.

D ie A cta T e c h n ic a  veröffentlichen A b h a n d lu n g en  aus dem  B ere ich e  der tech n isch en  
W issenschaften  in  d e u ts c h e r ,  englischer, fran z ö s isc h e r  und ru ss isch e r Sprache.

D ie A cta  T e c h n ic a  erscheinen in  H e f te n  w echselnden U m fan g es. M ehrere H e fte  
b ild e n  einen B and.

D ie zur V e rö ffen tlic h u n g  b estim m ten  M anuskrip te  sind  a n  folgende A dresse zu 
se n d e n  :

A cta  Technica, B u d a p es t 62, Postafiák 440.

A n die gleiche A n s c h r if t  is t auch jed e  fü r  d ie  Schriftle itung  u n d  d en  Verlag b es tim m te  
K orrespondenz  zu r ic h te n .

A bon n em en tsp re is  p ro  B an d : 110 F o r in t.  B e s te llb a r  bei dem  B u ch - u n d  Zeitungs-Aus sen- 
h a n d e ls-U n te rn eh m en  » K u ltu ra «  (B udapest V I . N épköztársaság  ú t j a  21. B ankkonto  N r :  
43-790-057-181) o d e r b e i se inen  A u s la n d sv e rtre tu n g en  und K om m issionären .
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THE LOAD CAPACITY OF TRANSFORMERS 
IN ASYMMETRICAL OPERATION

P. IGNÁCZ
C. OF ENG. SC.

IN ST IT U T E  F O R  ELECTRIC PO W ER R E SEA R C H , BUDAPEST 

[M anuscrip t received A u g u st 13, 1954]

1. Comprehensive view

A ssym m etrical o p e ra tio n  o f th ree-phase tran sfo rm ers  is re la tiv e ly  freq u en t. 
A sym m etrical loading m a y  be produced b y  a single-phase ra ilw ay  sy s tem  cr 
b y  supp ly  to  an im p o r ta n t single phase u tilize r [9 ]. In  H u ngary  re c e n tly  espe
cially  th e  so-called “ tw o -p h ase  operation” h as  p u t  th e  problem . B y  th is  is u n d e r
stood  th a t  in  a n e t w ith  grounded  n e u tra l one phase  is in te r ru p te d  fo r some 
d u ra tio n , and  only connection  w ith  the o th e r tw o phases and  th ro u g h  th e  e a r th  
is be ing  k e p t up . T h a t th is  is possible for a longer tim e, in d ica tio n  w as found 
in  th e  Soviet lite ra tu re  [1 ], on which basis D r. M. Va jt a  e labora ted  a tr e a tis e  [2 ]. 
L a te r  th e  In s ti tu te  fo r E lec tric  Pow er R esea rch  also te s ted  th e  p rocedure 
[ 3 , 4 ]  an d  found i t  p ra c tic a b le  under hom e cond itions on ce rta in  p a r ts  of 
th e  n e t.

The im portance  o f  “ tw o-phase”  o p era tion  lies in  the  fac t th a t  th ro u g h  it 
i t  is possible to  keep u p  th ree-p h ase  connection , even in  one-circuit h ig h  voltage 
tran sm issio n  system s w ith  one conductor sw itched  off, or in  tw o-c ircu it system s 
transm ission  b y  b o th  c ircu its  can be assu red  i f  one of the  six  c o n d u c to rs  is 
in te rru p te d . This m ay  be necessary  in  th e  case o f  failure on c o n d u c to rs , o r if  
re p a ir  o f such lines is c a rried  ou t phasew ise, w ith  two or five co n d u c to rs , as 
th e  case m ay  be, k ep t in  service. T hereby th e  in s ta lla tio n  of tw o -c ircu it system s 
on ce rta in  im p o rta n t tran sm issio n  lines m a y  be saved , on th e  o th e r  h an d , 
in  th e  case of tw o-circu it sy stem s, safe ty  o f  o p era tio n  m ay be e n h an ced .

T ests  b y  th e  I n s t i tu te  for E lectric  P ow er R esearch  have show n th a t  in 
tw o-phase  operation  th e  a sy m m etry  of vo ltages is n o t high ; i t  is to le ra b le  for 
consum ers, the  a sy m m e try  o f cu rren ts, how ever, m ay  be im p o r ta n t. T h is is 
im p o rta n t from  th e  v iew p o in t o f su b sta tions. O ne p rincipal aim  o f th e  p resen t 
inv estig a tio n  is to  f in d  o u t w hether opera tion  o f  th e  system  on fu ll lo a d  can  be 
k e p t up  an d  to  fu rn ish  to  s ta tio n  service s ta f f  a n d  to  th e  Load D isp a tc h e r  Centre 
a y a rd s tick  for find ing  o u t in  an y  given s itu a tio n  in  w h a t degree th e  a sy m m etrica l 
load  on transfo rm ers on th e  line m ay be a d m itte d  w ithou t danger. I t  h a s  been 
desired  to  exem pt service s ta f f  and  th a t  o f  th e  L oad  D ispatcher C en te r from
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cu m b erso m e  graph ica l or n u m erica l calculation  o f  th e  sym m etrical com ponen ts, 
ev e n  i f  fu ll d a ta  were th e re fo re  available. T here e x is t  connections an d  a p p a ra tu s , 
w ith  w hich  sy m m etrica l com ponen ts are d ire c tly  m easu rab le , b u t  such  h a s  no t 
b e e n  supposed  to  be a v a ila b le  a t  m any  places. T herefo re  the  m eth o d  h as  in  th e  
f i r s t  p lace  been based  on  th e  condition th a t  th e  basic  d a ta  are fu rn ish e d  by  
som e (3—4) am m eter re a d in g s .

I t  has been laid dow n as a condition that not even the temperature o f  the hot
test phase  shall exceed the temperature perm issib le in  nom inal sym m etrical ope
ra tion .

B y  th is  w ay re la tio n sh ip s  will be ded u ced  w hich will give w h a t lim its  
a re  p la c e d  on opera tin g  co n d itions if  the  sy m m e tr ic a l phase cu rren ts  a re  I a, 
I b, I c, o r th e ir  re la tive  v a lu e s  referred  to  n o m in a l cu rren t I ,  are a, ß , y . This 
is  e x p re ssed  by  in eq u a litie s  (16 .1—(17.1). T he p ro ced u re  m ay  be fa c ilita te d  b y  
F ig . 1, p lo tted  on th e  a ssu m p tio n  of the  av e rag e  value of a c h a ra c te ris tic a l 
p a ra m e te r  o f tran sfo rm er design .

Since the life e x p e c ta n c y  o f  tran sfo rm er coils is no t reduced su b s ta n tia lly  
b y  a n  occasional •— n o t to o  freq u en t — o v e rlo ad  o f  1—2 days d u ra tio n , b y  
re la t io n  (23.1) i t  is in d ic a te d  w h a t lim ita tio n s im pose them selves, i f  v a rious 
(A  d  =  5°, 10°, 15°, 20°) excess overheatings a re  p e rm itte d . This to o , h as  been 
p lo t te d  in  Fig. 1. B esides th is  th e  circum stance m a y  he tak en  in to  co nsidera tion  
acc o rd in g  to  2.2 th a t  th e  a m b ie n t tem p era tu re  is in  general low er th a n  the  
te m p e ra tu re  of 35° v iew ed  b y  th e  S tan d ard s. T h is  too  perm its a c e r ta in  over
lo ad in g .

W ith  the above l im ita t io n  of overheating  a  fa c to r  к  =  -у 1 will be com puted,

w h ic h  is a m easure o f  ho w  fa r  th e  positive sequence  com ponent o f  cu rren ts  
d ec rea se  in  re la tion  to  th e  no m in a l cu rren t a t  d iffe ren t re la tive  m ag n itu d es

i 2 — ~ ~  and  i0 =  - y -  o f th e  com ponents causing  asy m m etry .

к  app rox im ate ly  gives th e  varia tio n  o f  u se fu l o u tp u t.
T h e  form ula fo r к  is (27.1), or in  case o f  perm issib le  overload ing  (27.2), 

i t  c a n  fu r th e r  be re a d  fro m  d iag ram  of F ig . 2. I f  th e re  is no e q u ip m en t a v a il
a b le  fo r  th e  d irect m e a su re m e n t o f  sym m etrica l co m p o n en ts , к  m ay  be d e te rm in ed  
fro m  th e  th ree am m eter rea d in g s  I a, I b, I c e x a c tly  i f  there  is no zero-sequence 
co m p o n e n t, and w ith  a n  ap p ro x im atio n  w hich  is conservative i f  th e re  ex is ts  
su c h  com ponent.

S um m ing  up i t  c an  b e  la id  down as a fa c t  t h a t  especially  considering  the  
p o ssib le  lower am b ien t te m p e ra tu re  and of th e  p o ss ib ility  of overload ing , a high 
d eg ree  o f  asym m etry  o f  c u rre n ts  is perm issible in  th e  operation  o f  th e  t r a n s 
fo rm e r, an d  the u n eq u a l lo a d in g , i f  i t  does n o t o ccu r too  often, will n o t im pose 
e i th e r  a sign ifican t lim ita tio n  on power o u tp u t.
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2. Heating conditions in the case o f asymmetrical current load

2.1 I f  the perm issible coil tem perature is not higher than the rated
service temperature

L e t the  question  be p u t in  gen era l : how does th e  th ree-phase  tra n sfo rm e r 
beh av e  from  th e  v iew poin t of te m p e ra tu re  rise  in  th e  case o f a sy m m etrica l 
lo ad in g ?

L e t f irs t be supposed  th a t  o n ly  th ree  sim ple d a ta  of m easu rem en t are 
av a ilab le  : th ree  am m ete r read ings o f  cu rren ts  flow ing in  th e  phase  w ind ings. 
T hese cu rren ts  are supposed  to  be o f  d ifferen t m ag n itu d e . T he question  is p u t 
th u s  : ag a in s t th e  nom inal (sym m etrica l) cu rren t how  g rea t m ay  now  be th e  
m ax im um  curren ts w ith o u t exceeding  th e  n o rm ally  perm issib le h ea tin g  o f e ith e r  
o f  th e  phases.

S ta r t  will be m ade from  th e  condition  th a t  cu rren ts  are m easu red  in  a 
w ay th a t  the  am peres in  w indings o f  th e  th ree  legs are read  off, th a t  is m easu re 
m en t is m ade on th e  s ta r  or zig-zag side o f th e  connection . T hus an y  co m b in a tio n  
o f  connections (s ta r  /s ta r , d e lta /s ta r , s tar/z ig -zag  etc .) can  be tre a te d  to g e th e r 
ex cep t one : the  s ta r /s ta r  connection  w ith  te r t ia ry  d e lta  w inding  in  w hich  th e  
b a lan c in g  am pere-tu rns p resen t them selves a lto g e th e r n o t in  tw o b u t  in  th re e  
w ind ings, and  therefo re  the  m easu rem en t of th e  cu rren t of a single w ind ing  
does n o t determ ine unequ ivocally  th e  loading o f a ll th ree  w indings.

T he following sym bols will be  used  for th e  p resen t :

R  Jo in t resistance  of p r im a ry  a n d  of secondary  w indings conv erted  to  one side ;
1 (w ith o u t index) th e  n o m in a l cu rre n t ;

I a, h ,  h  th e  th re e  phase  cu rren ts  ;

a — - f  , ß  =  - y - , y  =  —-  re la tiv e  m ag n itu d es  o f phase  c u rren ts  ;

IFCU a C opper loss o f phase  a ;
W cu T o ta l co p p er loss ;
IVfe Core loss.

I n  general values re la tin g  to  th e  n o m in a l (sym m etrical) load ing  are to p -in d ex ed  
[1 ], tho se  arising in  asym m etrica l opera tio n  are top -indexed  [2].

*

T h e curren ts flow ing in  th e  th re e  phase w indings are o f d iffe ren t m ag n i
tu d e s , an d  th e  h ea tin g  o f the  th re e  w indings w ill be d ifferen t. O v erh ea tin g  o f 
oil-cooled tran sfo rm ers  against th e  am b ien t tem p e ra tu re  (taken  for 35° C) is 
ca lcu lab le  from  tw o parts ,*

a) T e m p e r a t u r e  r i s e  o f  t h e  o i l  a b o v e  a m b i e n t  
t e m p e r a t u r e  (#/0).

* See later 4.1 of “ Annex” .
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T h e  m agnitude o f th is  is de term ined  on th e  one side b y  th e  total loss heat 
(IP f(, a n d  W ca) arising  in  th e  tran sfo rm er ta n k , on th e  o th e r b y  the  h e a t tran sfe r 
c a p a c ity  o f th e  cooling eq u ip m en t.

h ) M e a n  t e m p e r a t u r e  r i s e  o f  t h e  w i n d i n g  a b o v e  
t h e  o i l  ($„,).

T h e  m agn itude  o f  th is  is determ ined  b y  th e  loss arising  in  th e  phase in 
q u e s tio n  and  the  h e a t tra n s fe r  capac ity  o f th e  w inding .

T h e  m axim um  p erm issib le  to ta l o f th ese  tw o tem p era tu re  g rad ien ts  is 
acco rd in g  to  S tan d ard s  70° C, so th a t  a t  an  am b ien t tem p era tu re  o f 35 C 
th e  te m p e ra tu re  o f th e  w in d in g  rises to  105° C. M ean  tem p era tu re  g rad ien ts 
a re  reckoned  w ith , since o n ly  such can  be d e p e n d e n tly  checked b y  th e  alone 
p ra c tic a b le  resistance-rise  m easurem ents.

T h e  selection o f  th e  p ropo rtio n  o f th e  above tw o overheatings depends 
on  th e  tran sfo rm er designer. P a r t  (a) is in  case o f n o rm al (sym m etrical) loading

0,o =  47° . . . 37°
a n d  (b) is generally

# 0, =  23° . . .  33° u n d e r  th e  sam e cond itions so th a t

4" 0o, = ” 0 lJ
I n  m odern, la rg e r tran sfo rm ers , especia lly  w ith  forced a ir circu lation , 

o r in  w ater-cooled  tra n sfo rm e rs  $0, is n ea re r  th e  u p p er lim it.
U n d e r asy m m etrica l conditions o f o p e ra tio n  these  values w ill, o f  course, 

ch an g e , i f  th e  tem p e ra tu re  rises corresponding to  n o rm al loading, an d  th e  altered  
overload ings are in d ex ed  (1) and  (2) resp ec tiv e ly  :

$(()■* will be th e  sam e fo r all th ree  phases (according to  th e  afore-said  it is 
d e te rm in e d  b y  th e  total loss in  the  tra n sfo rm e r an d  sm all local influences m ay 
b e  d isregarded ).

,7op in  th e  o th e r h a n d , has to  be ex am in ed  in  th e  h o tte s t, th a t  is , in  the  
h eav ies t-lo ad ed  phase .

T h e  s ta tem en t t h a t  o v erh ea tin g  o f th e  oil is un ifo rm  everyw here, of course, 
does n o t hold ex ac tly . W ind ings of all th ree  legs produce h e a t in  a d ifferent 
d eg ree , a round  conducto rs o f th e  h eav iest-lo ad ed  phase  th e  tem p era tu re  of 
th e  cooling m edium  w ill b e  h igher th a n  th e  average . H ow ever, th e  difference 
is n o t  g rea t. I t  w ill be th e  less , the  b e tte r  th e  c ircu la tio n  ; therefo re , especially  
in  th e  case o f forced cooling, i t  m ay be neg lec ted . W ith  n a tu ra l cooling it  is 
n o t  o f  im portance  to  w a r ra n t  special considera tion .

T he copper loss a t  no m in a l load ing , th a t  is , in  asym m etrica l operation

W ® a =  R P ( i)

W<®a =  R I l (2)

^ a _ l l a  | 2 _ a2 (3)
m v a  Ы
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T he concerted  copper loss o f b o th  phases in  th e  tw o  k inds of opera tions

W ^  =  3 R P

и7(cV =  R { n  +  n  +  i í )

m v  _  1

W<$ 3
n  +  n + n

p
=  - i ( « 2  +  ^  +  y2)

о

(4)

(5)

(6)

A ccording to  th e  s ta r t  m ade th e  o v erh ea tin g  o f  th e  heav iest-loaded  p h ase  
a is a t  m ost as h igh  as in  th e  case of th e  n o m in a l load ing , th a t  is

0Й ) +  0 8 ) £ П ) +  0Й) =  7О° (7.1)

In  co n v ertin g  of overheatings from  one s ta te  to  another th e  em p irica l 
re la tio n sh ip  m ay  be m ade use o f th a t  :

1. O verh ea tin g  o f th e  ta n k  or of th e  oil in  re la tio n  to  the te m p e ra tu re  
o f a m b ie n t a ir  is p ro p o rtio n a l to  th e  loss w a tts  to  th e  0,8 power.

2. T h e  tem p e ra tu re  rise o f th e  coil above th e  cooling oil (copper g ra d ie n t)  
is also p ro p o rtio n a l to  th e  w a tts  loss in  th e  coil to  th e  0,8 power.

T he ex p lan a tio n  th a t  overheating  does n o t  increase linearly  w ith  th e  loss 
w a tts  is th a t  a t  h igher tem p era tu res  th e  c ircu la tion  o f th e  cooling m edia in c reases  
on th e  one h a n d , on th e  o th e r, th a t  rad ia tio n  is also ra ised . The given re la tio n 
sh ips ho ld  w ith in  ra th e r  w ide ( i  20 . . .  25°) te m p e ra tu re  lim its w ith  fa ir  p re 
cision. (O n th e  o th e r h a n d  — as will be show n la te r  — th e  m ag n itu d e  o f  th e  
exp o n en t h as  an  in fluence  only on th e  ex am in a tio n  o f overloads.)

A ccordingly ,

and

o\V  =
w i + n v

0*8

#8P =  n v
117(2) -1Ü-8rr си a I

W (l>rr eu a J

( 8 . 1)

(9.1)

L et th e  p roportion  o f iron loss and  of co p p er loss of the  tran sfo rm er be  n, 
th a t  is

w $  =  * w &  (10)

>i is in  m odern  tran sfo rm ers  a value a round  0,25 ; a t  th e  m ost a s lig h t e rro r  
will be co m m itted , i f  th is  is ta k e n  for a b asis . M oreover, the  ca lcu la tion  w ill 
n o t be seriously  affected  if, for th e  sake o f s im p lic ity , a single v alue  fo r x  is 
w ritten

X =  =
Иn v

X<2) = W%

m v
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I n  asy m m etrica l opera tion  no t only  th e  load ing , b u t also th e  ex c ita tio n  
o f  th e  legs o f th e  tra n sfo rm e r w ill be n o n -u n ifo rm . Iron  cores, how ever, are 
fo r th e  m ost p a r t  n o t  u tilized  from  th e  s ta n d p o in t  o f beating  to  a degree h arm fu l 
to  th e m . T he s itu a tio n  is s till m itiga ted  b y  th e  circum stance th a t  h e a t  equ a liza 
tio n  betw een  th e  d iffe ren t legs is good. O n th e  o th e r hand , th e  iro n  loss is n o t 
o f  g re a t in fluence on  th e  h ea tin g  of coils, b ecau se  according to  th e  afore-said , 
i t  e n te rs  w ith  a sm alle r frac tio n  in to  the  fo rm u la . (On the  o ther h a n d , th e  assym - 
m e try  o f  vo ltages m a y  be considered w ith  re la tio n sh ip s  analogous to  th e  fo r
m u lae  to  be deduced  h e rea fte r for losses in  w indings.)

T herefore, for th e  tim e  being a single ( re la tin g  to  norm al o p era tio n ) value 
o f  x  w ill be reckoned  w ith .

O n th e  basis  o f  th e  form er form ulae (8.1) a n d  (6) or (9.1) an d  (3)

# 9  =  Ï ÏV

0,8
X  -1---------

W d )r v  cu —  Ä .0 )u  l 0
X  +  1

0,8

* 3 (“2 +

* +  l

an d
Г П7Ч2) 0,8

#$> =  &{„v —ot 01 W (l)L "  cu a
= е > и 0 8

(8.2)

(9.2)

L e t now  th e  tw o new  n u m erica l values o f £  a n d  rj be  defined in  th e  follow ing w ay

L e t fu r th e r

~ ( а *  +  /Р +  у>) =  1 - £
О

а 2 =  1 -j-rj

=  в

As w as shotvn in  th e  afore-said , 0  used  to  be

( И )

( 12)

(13)

33°

37°
=  0 ,49  • • • 0,89

( I ts  m ag n itu d e  w ill n o t g rea tly  in fluence th e  calcu lation .)
F o rm u lae  (8.2) a n d  (9.2) su b s titu te d  in to  re la tion  (7.1), a n d  th e  form er 

n o ta tio n s  m ade use of, leads to

0,8

L * + 1
+  Щ ) [1 + (7.2)
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th a t  is

1 + 0 1 —
"|0,8

К +  1
+  0 [ l + r ,] ° * (7.3)

W ith in  lim its occurring  in  p rac tica l ca lcu la tio n  th e  value of £  as w ell as o f rj 
is low  re la tive  to  l, so th a t  ra is in g  to  a pow er is sim plified

1 +  0 ^ 1 -  0 ,8 -----------b & +  0,8 0J?
X +  1

(1 + x ) 0 i ]  =  A  rj 

W ith  defin itions (11) and  (12)

(7.4)

(14)

£ =  1 — —  (a2 _b ß 2 _b y2) ;>  +  . rj =  A  (a2 — 1) (15)

w hence is o b ta in ed  w hat re la tio n sh ip s  h av e  to  subsist am ong re la tiv e  values 
fu rn ish ed  by  th re e  am m eter read in g s , i f  i t  is s tip u la ted  th a t  th e  tem p e ra tu re  
o f  th e  h o tte s t w ind ing  shall no t exceed  th e  v a lu e  perm issible in  n o rm a l operation

a2 +
1

1 +  3 +
(ß2 +  У2) <

3(1  + Л) 

1 +  3 +

O r in  a form  m ore su itab le  for c a lcu la tio n

(16.1)

(1 -  a2) +
(1 -  p )  +  (1 -  y 2) 

1 +  3 +
(16.2)

O r w ith  th e  values d irectly  read  o ff

H erein

(12 - П )  +
2 l 2 -  (Pb +  Щ  

1 +  3 +
^ 0

+  =  (1 +  *)©  = ( j  n v  , e

I n v 1

(17.1)

(18)

+  is easily  determ inab le  for an y  g iven  transfo rm er on th e  b asis  o f the 
designer’s d a ta . I t  has been p o in ted  o u t in  th e  foregoing th a t  th e  re su lts  ob tained  
are  n o t affected  too  m uch even b y  th e  v a ria tio n  of 0  and o f x  w ith in  v e ry  wide 
lim its  ; th e  sam e refers, of course, to  +  as well. E ven in an  e x tre m e  case in 
te rm s o f am peres an  error lim it o f  5 %  will no t be exceeded if  m ed iu m  values
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o f 0  —  0,64 and  « ^  0,25 a re  reckoned w ith , from  w hich  results th a t  A  *** 0,8, 
fu r th e r  (by  rounding  off)

«2 +  0,3 (/?* +  y*) ^  1,6 (16.3)
th a t  is

n  +  0,3 (Ц  +  Ц) <  1,6 J2 (17.2)

T h e  p rac ticab le  procedure  w ill be th a t  the  u tiliz e r , o r th e  s ta ff  o f th e  L oad  
D isp a tc h e r  Center, w ill s u b s ti tu te  th e  am peres fo u n d  b y  th ree  am m eter read ings 
in to  th e  above form ula to  f in d  w hether the  lim it is  observed.

ß..lä
j

Fig. 1

T h e  problem  m ay  be  p u t  also th u s ; in  th e  case  o f  th e  m agnitudes of th e  
tw o low er values J j  an d  I c (or o f  ß  and  y) ta k e n  fo r  g iven, how h igh a t  m ost 
m ay  be  th e  m axim um  v a lu e  o f  I a (or of a).

T h e  m an ip u la tio n  m a y  be  fac ilita ted  b y  th e  d iag ram  in Fig. 1 d raw n  
a f te r  re la tio n sh ip  (16.3). T h is  is  p lo tted  b y  lay in g  o ff  on th e  two axes o f  th e  
c o o rd in a te  system  th e  m a g n itu d e s  o f |/0,3 ß  an d  ]/0 ,3  y , b u t w riting  th e  co r
re sp o n d in g  values of ß  a n d  у  to  th e  po in ts thus o b ta in e d . T he scale of a is no rm al. 
B y  th e  p ro jec tio n  system  show n in th e  F igure i t  is checked  w hether in  case o f 
given v a lu e s  of ß, у  and  a th e  p o in t obtained lies w ith in  th e  circle of |/ l ,6  rad iu s  
(m ark ed  A §  =  0°).
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2.2. I f  overheating is also perm itted

In  th e  foregoing s ta r t  has been m ade from  th e  condition th a t ,  in  th e  case 
o f  asym m etrica l load ing  th e  overheating  o f th e  heaviest-loaded  ph ase  sh a ll no t 
be above th e  n o rm ally  p e rm itted  value o f  70° C. T his is expressed b y  form ulae  
(7.1) —(7.4).

If . how ever, such  an  asym m etrica l lo ad in g  occurs only seldom  fo r a com 
p a ra tiv e ly  sh o rt period  -— for in stance  in  th e  case of “ tw o-phase o p e ra tio n ” 
for one-tw o days w ith in  long periods o f tim e  — , a h igher degree o f o v erh ea tin g  
o f th e  tran sfo rm er coils m ay  be th o u g h t perm issib le , because th e  life ex p ec tan cy  
o f th e  tran sfo rm er w ill n o t be too m uch red u ced  b y  it. The ru le  is know n  th a t  
i f  a cellulose-base m a te ria l (co tton , p ap er) is u sed  for tran sfo rm er in su la tio n , 
th e  life ex p ec tan cy  o f th e  transfo rm er is h a lv ed  for the  d u ra tio n  o f each  rise 
o f  th e  tem p era tu re  o f  th e  w inding b y  8° C. If , for in stance , in s tead  o f  70°, 78° 
or 86° o v erhea ting  is p e rm itted  for one d ay , th e  life expectancy  o f th e  overloaded  
tran sfo rm er will be reduced  by  tw o days, o r b y  4 days respective ly , w hich is 
n o t too h arm fu l, i f  i t  tak es  place u n d er e x tra o rd in a ry  circum stances, th a t  is, 
seldom  only.

I t  has to  be considered, m oreover, t h a t  th e  am bien t te m p e ra tu re  aga in st 
w hich th e  said  rise  b y  70° has been fix ed , is to  be tak en  for 35° accord ing  to  
th e  S tan d a rd s , b u t  is in  th e  by  fa r m ajo r p a r t  o f  th e  y ear in rea lity  m uch  lower. 
I t  m ay  be d em o n stra ted  [5] th a t  a t  low er te m p e ra tu re , betw een 35° an d  15°, 
th e  tran sfo rm er m ay  be overloaded ag a in s t th e  ra tin g  b y  1 %  for each  degree 
o f  th a t  d ifference, betw een  15° an d  0° b y  1 /2 %  for each degree, w ith o u t th a t  
th e  w inding exceeds th e  to ta l specified m ean  tem p era tu re  of 105° C.

R e tu rn  is to  be m ade to  th e  a fo re-raised  question . Suppose w ith  regard  
to  th e  sh o rt d u ra tio n  i t  is perm itted  th a t  th e  heaviest-loaded  w ind ing  be over
h ea ted  b y  th e  value o f 70° -(- A 0. T hen  eq u a tio n  (17.1) is m odified in  th e  follow 
in g  w ay :

+&?<<Wl +  Wl +AO  ( 19)

A 0
A ccordingly, on th e  le ft side of (7.3) and  (7.4), in stead  of 1 -f- 0 ,  1 -j- & -j— -т-г-

*70
w ill s ta n d , an d  in s te a d  o f equation  (14) a re la tio n  betw een th e  new  values of 

and  r),

\ 0,o
=  A  Y)t— в (20)

will subsist w here

В  =  1,25(1 +  * )
А О

К
( 21)
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O n th e  o th e r h a n d , in s te a d  o f re la tio n sh ip  (15) am ong th e  re la tiv e  c u rre n t 
m a g n itu d e s  at, ßt, Yt co rrespond ing  to  th e  p erm issib le  overloading th e  follow ing 
m a y  h e  w ritte n

A =  1 -  y  («? +  ß ' + У ?) ^ A V t - B = A ( a f - l ) - B  (22)
О

w hence  (for in stan ce , in s te a d  o f  th e  fo rm er (16.1))

+
1 +  3 ,4

(ßf +  yf)
3(1 + A  +  B )

1 +  3 A
(23.1)

I f  a g a in  A  ^  0,8, x  ^  0,25, ^  42,5° m ean  values are tak en , th e n  in  case
o f  th e  allow ed excess te m p e ra tu re  rises of

A d  =  5°, 10°, 15°, 20°

В  =  0,18, 0,37, 0,55, 0,74

. a re  o b ta in e d  and  w ith  these  th e  r ig h t side o f (23.1) w ill be

1,75, 1,92, 2,08, 2,24

T h ese  fig u res  are a t the  v alue  o f  1,6 corresponding  to  A d  =  0° h igher b y
10, 20, 30, 40 %  in  ro u n d  figu res, th a t  is b y  (2 A d  °)%  and  can be  easily  

m em o rized .
I n  F ig . 1 have been  d raw n  also th e  circles w hose ra d ii are eq u a l to  th e  

sq u a re  ro o ts  of these figures. In  case of th e  p e rm itte d  excess te m p e ra tu re  A d ,  
th e  p o in ts  o b ta in ed  by  th e  g iven  co n stru c tio n  m eth o d , s ta rtin g  from  va lu es  
at, ß t, у t h av e  to  be lo ca ted  w ith in  these  circles.

B esides th e  lim ita tio n  o f th e  tem p e ra tu re  o f  th e  w inding, how ever, a n o th e r  
lim it  h a s  to  be considered : th e  tem p e ra tu re  o f th e  h o tte s t  layer of oil accord ing  
to  th e  S ta n d a rd s  m u st n o t be  h ig h er th a n  95° C. A t 35° am bien t te m p e ra tu re  
th is  co rresponds to  a perm issib le  tem p era tu re  rise  o f 60° C. In  asy m m etrica l 
o p e ra tio n , w hen th e  te m p e ra tu re  of th e  w ind ing  does no t exceed th e  spec ified  
v a lu e , th e re  is no danger. F ro m  th e  deduced fo rm u la  is nam ely  ev id en t th a t  
co p p er r ise  d f f  grows in  a w ay  th a t  s im u ltan eo u sly  th e  oil rise d $  decreases , 
b ecau se  th e  sum  o f b o th  is c o n s ta n t. If, how ever, in s te a d  of a, /9, у  load  fac to rs  
at, ß t, y t a re  p e rm itted , th e  te m p e ra tu re  rise  A d  w ill be d iv ided betw een  th e  
tw o . I n  t h a t  case th e  oil te m p e ra tu re  m ay  be p e rm itte d  to  rise tem p o ra rily  above 
th e  sp ec if ied  lim it, b u t for th e  p rev en tio n  of a h ig h e r degree of sludging (fo rm atio n  
o f t a r r y  com pounds) i t  is n o t ad v isab le  to  le t i t  exceed 105° for long.

T h e  follow ing ap p ro x im a te  calcu la tion  show s th a t  a t  a tem p e ra tu re  rise  
o f  A d  =  20° the  m ax im um  tem p e ra tu re  o f th e  oil s till rem ains w ith in  th is
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lim it. T he m in im um  va lu e  o f û oi is n o rm ally  23°. In  case o f overload ing  it  is 
p ro p o rtio n a l to  th e  1,6 pow er of o t. In  case o f  A & =  20°, a t is m in im ally  1,2. 
A ccording to  th e  afore-supposed, n am e ly , a, is g rea te r th a n  ß  an d  y , if  in  the  
ex trem e  case all th re e  are tak en  for eq u a l, th e n  on th e  b as is  o f (23.1),

2,24a, =  / -------- -------- — 1,2 • Thus th e  m in im al increase of x)c, is 1 ,2M =  1,34-fold,
' (1 -f- 0,3 • 2)

th a t  is , in s tead  of 23°, 31°. Since # (0 an d  ftol increase  to g e th er b y  20°, # (0 m ay 
be a t  m ost 47° -f- 12° =  59°. This is th e  m ean  tem p e ra tu re  rise  o f  oil. According 
to  m easu rem en ts , th e  m ean  value is a b o u t 8 5 %  o f th e  m ax im um  oil rise , th a t  is, 
70° in  th e  ca lcu lation  a t  h an d . T oge ther w ith  35° am b ien t te m p e ra tu re  th e  oil 
te m p e ra tu re  in  th e  to p  lay e r will re su lt in  105° in  th a t  m ost u n fav o u rab le  case.

I t  requires re flec tio n  w hether in  ca lcu la tio n s w ith in  re la tiv e ly  w ide lim its 
th e  sim plified  m eth o d  o f raising  to  a pow er ap p lied  is s till perm issib le , which 
gives fa ir  app ro x im atio n  only for figu res n o t fa r  from  l. The resu lts m a y  be accep t
ed , because higher precision  th a n  th a t  o f 1—2 degrees is n o t a im ed  a t. I t  has 
been expounded th a t  from  the s ta n d p o in t o f service life o f th e  tran sfo rm er 
an  overheating  b y  a few  degrees o f  sh o rt d u ra tio n  can n o t be o f  im portance .

O n th e  basis o f  th e  sam e consid era tio n  i t  has been d isreg ard ed  in  the 
ca lcu la tions th a t  w ith  th e  tem p era tu re  o f  coils th e ir  resistance  an d  loss also 
v a ry  in  a slight degree. This slight in accu racy  does no t affect ap p rec iab ly  the  
re su lts  a tta in ed , because  i t  is com pensated  in  th e  th ree  phases. A ccording to  
e s tim a te  as regards c u rre n ts , it  can  cause a change of 2 —3 %  o n ly , w hich falls 
in to  th e  order of m ag n itu d e  o f th e  precision  o f th e  m easurem ent.

3. Power available for the consumer with consideration o f th e  lim itation
of temperature rise

3.1 General

T hus far it  has been  aim ed a t  to  e lab o ra te  a sim ple, h an d y  y a rd s tick  for 
checking  th e  h ea tin g  o f  th ree-phase tran sfo rm ers  in  asy m m etrica l operation . 
I t  h a s  been supposed th a t  as d a ta  o f  m easu rem en t only  th ree  am m ete r readings 
are a t  han d . This goal has been reach ed , an d  for sake o f com pleteness ligh t 
w ill be  throw n on th e  problem  from  a n o th e r side. The afore-said  have only 
p re sen ted  loading cond itions of th e  tra n sfo rm e r in  service, b u t h av e  n o t given 
a fu ll p ictu re  of w h a t w ould be th e  o u tp u t av a ilab le  for consum ers, m ostly  
pow er loads, tied  up  to  th e  system . To ap p ro ach  th is  th e  resu lts th u s  fa r  deduced 
will be tran scrib ed  in  th e  form  o f th e  m e th o d  o f  symmetric components. Since 
th e  b asic  tra in  of th o u g h ts  on tem p era tu re  rise  is th e  sam e, deductions will not 
be rep e a te d  in  d e ta il, b u t  a fte r w ritin g  dow n th e  princip les o f s ta r t ,  reference 
will be  m ade to  the  fo rm er calculation m ethod  an d  th e  resu lts w ill be  expounded .
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I n  th e  estim ate of av a ila b le  o u tp u t th e  lead ing  consideration  is t h a t  a sy m 
m e try  p re sen ts  itse lf in  g en era l, on ly  in  cu rren ts , th e  vo ltage  v ec to r  d iag ram  
is in  g e n e ra l d isto rted  to  such  a  s lig h t ex ten t th a t  i t  m ay  be ta k e n  as o f  positive 
seq u en ce .*  This w ay, since o n ly  p ro d u c ts  of vo ltage  an d  o f cu rren t com ponen ts 
o f  id e n t ic a l  sequence c o n tr ib u te  to  o u tp u t, th e  decrease of pow er o u tp u t  in  
re la t io n  to  norm al operation  w ill be o f  the  sam e degree as the positive sequence 
c u r re n t  decreases in  a sy m m e tric a l operation . Losses o f th e  tw o o th e r  com po
n e n ts , th e  brak ing  effect p re se n tin g  itse lf  in  to rq u e  an d  th e  v a ria tio n  o f pow er 
fa c to r  w ill be d isregarded fo r th e  sake  of sim plicity .

B esides those a lready  m a d e  use of, th e  follow ing sym bols w ill be  ap p lied  :

111 12' 1« P o sitive , n e g a tiv e  an d  zero-sequence c u rre n t com ponents ;

R ela tive  m a g n itu d e  o f th e  la t te r  ag a in s t th e  positive-sequence c u rre n t ;

( i f  i0 =  0, i 2 is  th e  so-called coefficien t o f a sy m m etry ) ;

R ed u ctio n  fa c to r  show ing how  m an y  tim es  th e  positive-sequence com 
p o n en t is sm a lle r  th a n  th e  nom inal c u rre n t ;

<52, ôg Phase sh ift o f  th e  positive-sequence c u rre n t against th a t  o f neg ativ e- or 
o f zero-sequence in  phase  a ;

j 120°
a  =  e a 2 =  240 , a 3 =  1 ; in  general an =  an 3 an d  on th e  basis

of th e  a fo re -sa id  1 -f- a  +  a 2 =  0.

*

T h e  to t a l  copper loss is in  a sy m m etrica l operation

W fl, -  R  [I* +  Ц  +  Щ (24.1)

T h is  is  according to  th e  re la tio n sh ip  found in  li te ra tu re  [10]

W %  =  3 R ( I l  +  I I  +  n ) (24.2)

w h ich  is  a very  simple an d  in te re s tin g  re la tio n sh ip . I t  signifies th a t  from  th e  
s ta n d p o in t  of heating  th e  in d iv id u a l sym m etrical com ponents ac t independently  
o f  one another on th e  entire w in d in g , because o n ly  squares o f th e ir  effective 
v a lu e s  a re  sum m ed up. O f co u rse , w indings of th e  in d iv id u a l phases considered  
se p a ra te ly , th is  is no t th e  case , as w ill be discussed m ore in  d e ta il in  th e  follow 
in g , fo r  phase a for exam ple .
S ince

h
I

(25.1)

* F o r  th is see also 4.3 o f A n n ex .
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T he copper loss of th e  supposedly  h eav iest-loaded  a phase

W&a =  R Pa =  R (I, +  I2 +  I«,)2 (26.1)

I f  th e  phase-positions of positive-, nega tive- a n d  zero-sequence com ponents 
in  re la tio n  to  one a n o th e r  were considered , a v e ry  com plicated an d  n o t clear 
expression would be o b ta in ed . Since th e  h o tte s t  phase  is exam ined , no g rea t 
e rro r is com m itted  ; on th e  o th e r h a n d , th e  prob lem  will be m uch s im plified , 
if  th e  m ost u n fav o u rab le  case is ta k e n , w hen in  th is  phase th e  th ree  sy m m etrica l 
com ponents are ad d ed  to g e th e r n o t g eo m etrica lly  b u t a lg eb ra ica lly , th a t  is, 
fall in to  a s tra ig h t line a n d  are o f th e  sam e sense. O f th ree  phases one w ill alw ays 
be n ear th a t  s ta te . As supposed , th is  is phase a (ô2 =  ô0 =  0).
Then

W % a =  R { I x +  I 2 +  Io Y  (26.2)

an d  using  (25.1) an d  (25.2)

cu a

w:
Iu _a_ _ I

1> ~  \:u a \

i i  + +  h
I

=  k 2 (1 +- H +  h>)2 (26.3)

I f  expressions (24.3) and  (26.3) are  su b s ti tu te d  in to  (8.1) and  (9.1), follow 
ing th e  afore-expounded o rder o f ideas, is o b ta in ed  :

_____________1 ~b A
(1 +  * î  +  *o ) +  (1 +  *2 +  h >)2

(27.1)

A ccording to  fo rm er d e fin itions, к  is th e  red u c tio n  fac to r in d ic a tin g  how 
m any  tim es th e  positive-sequence com ponen t h as  to  be in ferior to  th e  nom inal 
cu rren t so th a t  th e  h o tte s t  phase sh a ll n o t exceed  th e  norm ally  perm issib le  
tem p era tu re .

A ccording to  fo rm ula  (27.1), th e  m ag n itu d e  o f  fac to r к  can be ta k e n  w ith  
value A  ^  0,8 from  F ig . 2, as function  o f i2 an d  i0.

(Curves p e rta in in g  to  p a ram e te rs  к  =  con st are ellipses, th e ir  com m on
A

---- -------- ; th e ir  m in o r axis m akes an  ang le  o f  45°
2 4  +  1 ё

cen tre  is p o in t tg =  *o =  

w ith  axis i0.)
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I f  th e re  exists no co m p o n en t o f zero o rder (i0 =  0), fac to r к  is g iven by  
F ig . 3. As m anifest, a t  v a lu es  o f  i 2 betw een 0 a n d  1, к  can be rep laced  w ith  
p ra c tic a l ly  fa ir ap p ro x im atio n  b y  s tra ig h t line

k^>  1
A  +  1

1 -  0 ,44  L  .

'2 h
J f

.Jo
J,

Fig. 2

F ig . 3

I f  according to  2.2 th e  overheating  o f th e  h o tte s t  phase b y  A  <&° C is also 
p e rm itte d , th is fac to r (w hich  m ay  now be p o ssib ly  g rea te r th a n  l)

k t < (27.2)
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S im ilarly  to  w h a t has been  expounded  in  ch ap te r  2.2, in  case o f

A â  =  5°, 10°, 15°, 20°

k f  m ay  be g rea te r th a n  к 2 b y  (2 4 # ° ) % ,  th a t  is , b y  10, 20, 30, 4 0 % .
The difference o f am b ien t tem p era tu re  ag a in st 35° C as sp ec ified , m ay 

be considered as u n d er 2.2.

3.2. I f  there are only positive- and negative-sequence components

T his is th e  case o f th ree-w ire  system s or o f th ree  phase system s w ith  iso la ted  
n e u tra l . In  o th e r system s i t  m ay  be supposed too , b u t th is  is to  be estab lished  
b y  a special m easurem ent.

In  th e  above sy m m etrica l com ponents have been supposed as de te rm ined . 
T here  are d ifferen t know n devices for th e ir  m easu rem en t. In  genera l such  are 
n o t supposed  to  be availab le  a t th e  tran sfo rm er exam ined .

In  case th ere  ex ists  no zero-sequence com ponent, b u t th ere  are  o n ly  posi
tiv e - an d  negative-sequence com ponents, th a t  is, th e  vectors o f th e  th re e  phase 
cu rren ts  form  a closed tr ian g le , on th e  basis o f d iag ram s found in  l i te ra tu re  [6]

from  ra tio  num bers com puted  from  the  th ree  phase  c u r re n ts —— a n d  —-  , the
la  la

coeffic ien t o f a sy m m etry  i2 can be com puted  (See Fig. 6).

2  A cta Technica X IX /I— 2.
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T h e  diagram  in  F ig . 4  d raw n  by  th e  a u th o r  gives coefficient к  d irec tly  
as  fu n c tio n  of these ra t io  n u m b e rs . (The p erm issib le  v a lue  o f k, is f l , l ,  j/1,2, 
f l , 3 ,  |/ly4-tim es th a t ,  i f  c o p p e r  tem pera tu res b y  A & =  5°, 10°, 15°, 20° h igher 
a re  to le ra ted .)

3.3. I f  there is a zero-sequence component too

I n  th is  case am p ere  re a d in g s  of the  th ree  p h ase  cu rren ts  are n o t su ffic ien t 
to  e s tab lish  these c o n d itio n s , no t even if  com plem en ted  b y  a zero-sequence 
co m p o n e n t m easurem ent.

I f  the  special m e a su rin g  equ ipm en t has to  b e  d isp en sed  w ith , th e  following 
su b s ta n tia lly  sim pler m e th o d  can  be applied s ta r t in g  b y  seeking th e  m ost u n fa 
v o u ra b le  conditions.

r F orm ula (27.1) c a n  be  w ritte n  w ith om ission o f  sym bol <  in  th e  following
w a y

k2{ ( l  +  i f +  ig) +  A  (1 +  U +  i0)2} =  1 +  A  =  const. (29)

(O n  th e  left side s ta n d s  th e  su m  of m em bers p ro p o rtio n a l to  th e  h ea t q u an titie s  
p ro d u c e d  by the “ m e a n ”  p h a se  cu rren t and  I a th e  m ax im um  phase cu rren t.)

I f  th e  cases are  c o m p a re d  in  which th e  degree o f  a sy m m etry  is th e  sam e 
in  re la tio n  to  th e  po sitiv e-seq u en ce  com ponent, t h a t  is i f  sum  i =  (i2 -|- i0) is 
in v a r ia b le , th en  th e  f i r s t  o f  th e  tw o m em bers in  th e  b races is th e  la rg est i f  e ith e r  
t 0 == 0 and  i2 =  i, o r i 2 =  0 a n d  i0 =  i.

Therefore of d iffe re n t ra tio s  1 : ia : i0 th is  is th e  case in  w hich th e  sum  
in  b ra c e s  is the  la rg est so t h a t  th e  greatest red u c tio n  is necessary , because th e reb y  
к  becom es m inim um .
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T his lim it value o f  к  can be d e te rm in ed  easily , if  it  is supposed  th a t  the  
case is th e  m ost u n favourab le  one, th a t  th e re  ex ists  only a single com ponen t 
causing a sy m m etry  (e ith e r only i2 o r on ly  i0).

Since Ig an d  i0 f igu re  sym m etrica ly  in  th e  form ulae, it  m ay  be  supposed  
th a t  i0 =  0, w hereby  th e  solution o f th e  p ro b lem  has been traced  b a c k  to  the 
m ethod  tre a te d  in  th e  previous ch ap te r  : 3.2.

In d ep en d en tly  o f  w heth er there  ex is ts  a zero-sequence com ponen t o r  n o t,

from  th ree  am m eter read in g s ratios —— , —-  a re  com puted, and  coeffic ien t к  is
l a  l a

tak en  from  Fig. 4.
I f  i0 /  0, th e  value  o f к  determ ined  in  th e  above w ay is low er th a n  th a t  

o b ta ined  b y  exact ca lcu la tion , the  d ev ia tion  is  therefo re  conservative.
(In  case o f adm ission  o f excess o v e rh ea tin g  th e  procedure described  u n d e r 

3.1 m ay be applied  to  coefficient k t in s tead  o f  k.)

4. Annex

4.1. R em arks on the calculation o f  temperature rise

T em p era tu re  d is tr ib u tio n  in  a  tran sfo rm er is sk e tc h e d  in  Fig. 5 [7].
I t  show s th a t  oil tem p e ra tu re s  outside o f  th e  w in d in g s  and  in  oil ducts in  th e  w in d in g s  

h a rd ly  d iffer from  each o th er. (A condition  of th is  is t h a t  th e  d u c ts  be o f suffic ien t w id th ,  m ore

2*
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t h a n  4— 5 m m  wide.) I t  can  be  a sc e rta in e d , m oreover, t h a t  th e  difference betw een th e  oil te m 
p e r a tu r e s  m en tioned  and of th e  te m p e ra tu re  of th e  ta n k  w a ll is also very  sligh t. A ll th ree  
t e m p e r a tu r e s  have  been ta k e n  fo r qeual.

I n  p ra c tic a l calcu la tion  n o t  th e  tem p era tu res  v a ry in g  a ll u p  th e  height of th e  t a n k ,  b u t  
m e a n  te m p e ra tu re s  are reckoned  w ith  ; these are show n  in  th e  sketch , and these  v a lu e s  are 
u s e d  in  deduction?. A ccording to  experience , in  n o rm al o p e ra tio n , tem pera tu re  rises in  t r a n s 
f o r m e r s  a re  sa tisfactorily  p re d ic ta b le  by  th e  m ethod  app lied .

4.2. У — Y  connection ivilh delta ( tertiary)  w inding

I n  th ese  deductions tw o -w in d in g  transform ers h a v e  th u s  fa r been trea ted . I n  th e  con
n e c t io n  to  h e  dea lt w ith  n e x t  th e  b a c k  am pere tu rn s  o f  th e  p rim a ry  s ta r w inding a re  jo in t ly  
s u p p l ie d  b y  th e  secondary  s ta r  a n d  de lta  w indings, in  a  w a y  th a t  in  the  form er p o sitiv e - and  
n e g a tiv e -se q u e n c e , in  th e  la t te r  o n ly  th e  zero-sequence co m ponen ts are c ircu la ting .

D a ta  on th e  p rim ary , se c o n d ary  and te r tia ry  w in d in g s w ill be subscrip ted  b y  I ,  I I ,  and  
I I I ,  re sp e c tiv e ly , all converted  to  th e  p rim ary  side. R e sis tan c e  w ill be R/ R / /, R / ц ,  c u rre n ts  
I a l ,  l a l l i  la t l l i  h i  etc. an d  th e  v a lu e s  o f the  la t te r  d iv id ed  b y  th e  (prim ary) no m in a l c u rre n t  
a I, a n ,  a  n ,  ß i  etc. T h en  th e  fo rm e rly  deduced values m a y  b e  used in  a w ay th a t ,  fo r in s ta n c e , 
th e  l im ita t io n s  contained i f  fo rm u lae  (16.1) — (16.3) a re  re fe rred  instead  of a2 td

I R/ ? , R// 1 , Rill i I
i Ri +  Rn  “ /_ r  R,~+R, /  +  R/ +  R// " ' I

S im ila r  expressions hold fo r ß 2 a n d  y 2.
M easurem en t o f c u rre n ts  I /  a n d  I n  can be e x ec u te d  sim ply  b y  in stru m en ts t ie d  u p  in to  

th e  l in e  o f  w indings, th e  zero -sequence  com ponent I ш  =  I 0 is m easu red  by eq u ip m en t co n n ec ted  
in to  th e  p rim a ry  n eu tra l, or t ie d  in to  th e  delta.

F ro m  re la tio n  (24.2) i t  w as e v id en t th a t  th e  sy m m etrica l com ponents are e n tire ly  in d e 
p e n d e n t  o f  one an o th er as re g a rd s  h ea tin g , th a t  is, i t  does n o t  m a tte r  over w h a t n u m b e r  o f 
w in d in g s  th e y  are d is trib u ted . T h ere fo re  i t  is easy to  tra n s fo rm  form ulae re la tive  to  co effic ien t 
к  to  t h is  case as well. The d e d u c tio n  rem ains co rrec t i f  (for in stan ce  in  form ula [27 .1 ]) 

in s te a d  o f  R resistance (R / -(- R //)
is w r i t te n ,  an d  besides th is  in  e q u a tio n s , or curves p lo tte d , n o t  th e  actual values I I  (o r i l )  b u t  
th e i r  c o rre c te d  values m u ltip lied  b y

are  u sed .

H o w e v e r ,  th e  sim plified m eth o d  d escribed  under (3.2) c a n n o t be  applied. E v a lu a tio n  is , on  th e  
o th e r  h a n d , facilita ted  b y  th e  c ircu m stan ce  th a t  in  th e  case o f th e  connection d e a lt w ith , sym 
m e t r ic a l  com ponents can  b e  s im p ly  determ ined : th e  zero-sequence com ponent h a s  a lread y  
b e e n  t r e a te d ,  and i2 can  b e  d e te rm in e d  w ith  th e  a id  o f  F ig . 6 [6] from  secondary  c u rre n ts , 
w h ic h  c o n ta in  already only p o sitiv e - and negative-sequence  com ponents.

4 .3  E xp la n a tio n  that high current-asym m etry is possible even in  the case o f slight voltage asym m etry

I n  C hap ter 3 in  th e  c a lcu la tio n  of available p o w er i t  h a s  been  supposed th a t  th e  vo ltag e  
a s y m m e try  is so slight th a t  th e  v o lta g e  vectors m ay  be ta k e n  p rac tica lly  as of p ositive  sequence. 
E x p e r ie n c e  shows, how ever, t h a t  th e  asym m etry  o f c u r re n ts  m ay  be very high.

A  v e ry  ex tended n e tw o rk  w ill be supposed, fed  b y  m ore  th a n  one g en era tin g  s ta tio n s  
a n d  e a c h  feeder supplies a  c e r ta in  consum ing d is tr ic t .  T h e  genera ting  sta tio n s su p p ly  only 
p o sitiv e -se q u en c e  vo ltage , a n d  th e  positive-sequence c u r re n t  is d istrib u ted  acco rd in g  to  th e  
m a g n i tu d e s  o f consum er im p en d en ces  in  th e  v a rio u s b ra n ch e s  o f th e  netw ork . I n  tie-lines 
b e tw e e n  tw o  such consum er d is tr ic ts  as are supplied ro u g h ly  b y  tw o of th e  d iffe ren t g e n e ra tin g  
s ta t io n s ,  on ly  sm aller p ositive-sequence  curren ts will be  flow ing , and these also o n ly  because 
t h e  co n su m in g  d istric ts are  n o t  sh a rp ly  separa ted , a n d  to  su p p ly  one custom er o r a n o th e r  th e  
f a r th e r - s i tu a te d  generating  s ta t io n  m ay  also c o n tr ib u te  to  som e ex ten t.

T h is  will no t he th e  case  w ith  negative- (an d  m a y  b e  w ith  zero-) sequence com p o n en ts  
c a u s in g  asym m etry . As k n o w n , th e  source o f current o f  th e se  is th e  “ place of th e  f a u l t” , for 
in s ta n c e  th e  in te rru p tio n  o f one  co n d u cto r in  tw o p h a se  o p e ra tio n , or th e  p o in t w h e re  a single 
p h a s e  co nsum er is tied  u p  to  th e  system . Voltage a sy m m e try  caused b y  these m ay  b e  v e ry  s ligh t.
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Since, how ever, im pedances o f all consum ers o f th e  e n tire  ne tw ork  against n e g a tiv e -  a n d  
zero-sequence c u rren ts  a re  balanced , and  n um erous im p ed an ces are  tie d  up  in  p a ralle l to  th is  
sam e source of c u rre n t, th e  re su lta n t a sy m m etrical co m p o n en t m ay  he v e ry  g re a t a t  th e  sp o t  
o f th e  fa u lt  or n e a r th e  su p p ly  to  th e  single ph ase  consum er, a n d  w ith  grow ing d istan ce  fro m  i t  
decreases a t  th e  sam e ra te  as consum ers tak in g  a sy m m etrica l c u rren ts  a re  supplied  b y  th e  
va rio u s d is tr ib u tio n  lines. To th e  increase  o f th e  a sy m m etrica l com ponents c o n tr ib u te s  s t i ll  
th e  c irsu m stan ce  th a t  th e  va lue  o f negative  sequence re ac ta n c es  is sm all in  re la tio n  to  th o se  
o f p o sitiv e  sequence.

T h is w ay th e  ne tw o rk  will have  p a r ts  w here —  in  sp ite  o f th e  sm all vo ltage a sy m m e try  —  
th e  p o sitiv e  sequence c u rre n t com ponent is sm all, b u t  th e  n eg ativ e- (and  m ay  be zero -)seque  nee 
co m p o n en t is large , and  th u s  th e  cu rren t a sy m m etry  is considerable .
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SUM M ARY

T he p ap er y ields a m ethod  of d e te rm in a tio n  of p h ase  c u rren ts  I,„ Ij>, I c on  th e  basis  
o f a m m e te r read ings w ith o u t th e  necessity  o f in se rtin g  a m ore  in tr ic a te  m easuring  eq u ip m e n t, 
or o f m ak in g  len g th y  calculations.

T h e  cond ition  is th a t  th e  tem p e ra tu re  o f  th e  h o tte s t  p h ase  shall n o t exceed th e  te m p e ra tu re  
perm issib le  in  nom inal sym m etrica l operation . T his is sa tis fied  if

w here  I  is th e  nom inal cu rre n t.
I f  I j ,  I 2, I0 a re  sym m etrica l com ponents, so th e  n ecessary  degree of red uction  of th e  

pow er o u tp u t  is

If, on  th e  o th e r  h an d , in  asym m etrical o p era tio n  (for a  sh o rt tim e) an  excess o v e rh ea tin g  
of 5°, 10°, 15°, 20° C is p e rm itte d , th e  value o f th e  r ig h t side  o f b o th  equ atio n s (1) and  (2) m ay  
be in creased  by  10% , 20% , 30% , 40% . A fu r th e r  increase  is possib le i f  th e  am b ien t te m p e ra tu re  
is below  35° C, th a t  is, be tw een  tem p era tu res  o f 35° . . . 15° for each degree : 2% , an d  be tw een  
te m p e ra tu re s  o f 15° . . .  0° fo r each degree : 1% .
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T h e  use  of fo rm ula  (1) is fa c ilita te d  b y  F ig . 1. To re la tio n  (2) belongs F ig . 4 fro m  w hich  
к  c a n  b e  determ ined .

T h e  generally  on tained  re su lt  is t h a t  a  re la tiv e ly  h igh  a sy m m etry  is perm issib le , a n d  th e  
a sy m m e tr ic a l  loading does n o t p lace  a n  apprec iab le  l im ita tio n  on  th e  supp ly  of th e  fu ll availab le  
p o w e r b y  th e  transform er.

D IE  B E L A S T B A R K E IT  Y O N  T R A N S FO R M A T O R E N  B E I SC H IEFLA ST

P . IGNÁCZ

ZUSA M M ENFASSUN G

D e r  A ufsatz  lie fert eine M ethode  zu r B estim m ung  der B e la s tb a rk e it a u f  G ru n d  der 
A b le su n g  d e r  P hasenström e I a, h , Ic am  S trom m esser, ohne dass de r E in b au  v o n  verw ick e lten  
M e sse in rich tu n g en  oder w eitschw eifiges R ech n en  n o tw end ig  w äre.

D ie  B edingung is t, dass n ic h t  e inm al d ie  T e m p e ra tu r  de r W icklung de r h e issesten  Phase  
h ö h e r  se in  d a rf  als die im  n o m inellen  sy m m etrischem  B etrieb  zugelassene T em p era tu r. D iese 
w ird  e rfü ll t  w enn

( 1 )

wo I  d e r  N ennstrom  ist.
W e n n  J j ,  J 2, I 0 die sy m m etrisch en  S tro m k o m p o n en ten  sind , so is t das M ass de r e r

w ü n s c h te n  A bnahm e der N u tz le is tu n g

W e n n  hingegen in  asy m m etrisch em  B etrieb  (au f kurze  Z eit) zusätzliche E rw ärm u n g en  
v o n  5°, 10°, 15°, 20° zugelassen w erd en , so is t de r W ert de r rech ten  Seite  sow ohl v o n  [1] wie 
v o n  [2] u m  10% , 20% , 30% , 4 0 %  e rh ö h b ar. E in e  w eite re  E rh ö h u n g  is t  m öglich , w enn  die 
A u s se n te m p e ra tu r  n iedriger als 35° C is t ,  n am en tlich  zw ischen T em p era tu ren  von  35° . . .  15° um  
2 %  je  G rad  u n d  bei T em p era tu ren  von  25° . . .  0° um  1%  je  G rad.

D e r  G ebrauch von F o rm el (1) w ird  d u rch  A bb. 1 e rle ich tert. Z ur B eziehung  (2) gehört 
F ig . 4 , w o m it к  b estim m b ar w ird . E s e rg ib t sich in  allgem einem , dass es zulässig is t ,  dass die 
A s y m m e tr ie  verhältn ism ässig  g ross sei u n d  dass d ie  schiefe B elastung  aus dem  S ta n d p u n k te  
d e r  A b g a b e  de r vollen N u tz -N en n le is tu n g  keine  nennensw erte  B egrenzung b ed eu te t.

LA C A PA C ITÉ D E  C H A R G E  D E S  TR A N SFO R M A T EU R S 
E N  O P É R A T IO N  A SY M É T R IQ U E

P . IGNÁCZ

R É SU M É

L ’étu d e  donne une  m éth o d e  p o u r la  d é te rm in a tio n  de la  capac ité  de ch arg e , à  la  base 
d e  la  le c tu re  des in tensités des c o u ran ts  des tro is phases la , Ib, le, su r l ’a m p èrem è tre , sans 
n é c e s s i te r  l ’in sta lla tio n  d ’u n  ap p are illag e  de  m esure  com pliqué ou des calculs fa stid ieu x .

L a  cond ition  est que m êm e la  te m p é ra tu re  d u  bobinage de la  phase  la  p lu s  chaude ne 
d é p a s se  p as  celle perm ise en  o p é ra tio n  nom inale  sy m étriq u e . C ette  cond ition  e s t sa tis fa ite  si

»Ч4Г+4(4)44)1
o ù  /  e s t  le co u ran t nom inal.
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Si f ,  12,1 a so n t les com posants sy m étriq u es des co u ran ts , alors la  m esure  de  la  réd uction  
v o u lu e  de la puissance u tile  est :

Si d ’au tre  p a r t  on  p e rm e t dans l ’o p é ra tio n  a sy m étriq u e  (pour u n  tem p s co u rt) u n  excès 
d ’élévation  de te m p é ra tu re  de 5°, 10° 15°, 20°, a lors la  v a le u r du  côté gauche de l ’éq u ation  (1) 
aussi bien  que de l ’éq u a tio n  (2) p e u t ê tre  au g m en tée  de 10% , 20% , 30% , 4 0% . U ne a u tre  aug
m en ta tio n  est possible si la  tem p éra tu re  e x té rieu re  e st in férieu re  à  35° C, n o tam m en t de 2%  
p a r  degré en tre  les te m p é ra tu re s  de 35° e t  15°, e t de 1%  p a r  degré e n tre  les tem p é ra tu re s  de 15°, 
e t  0°.

L ’emploi de la  fo rm ule  (1) est facilité  p a r  la  fig . 1. Le ra p p o rt (2) co rrespond  à  la fig . 4, 
d ’où  к p eu t ê tre  d é te rm in é .

E n  général, on  tro u v e ra  qu ’il est p e rm is que l ’a sy m etrie  so it re la tiv e m e n t g rande  e t  que 
l a  charge non un ifo rm e ne constitue  p as une  lim ite  n o tab le  p o u r la puissance u tile  to ta le  à 
fo u rn ir.

НАГРУЖАЕМОСТЬ ТРАНСФОРМАТОРОВ ПРИ АСИММЕТРИЧНОМ РЕЖИМЕ

П. ИГНАЦ

РЕЗЮМЕ

Предлагается метод для определения нагружаемое™ на основе данных отсчета с 
амперметров фазовых токов /„, 1ь, 1с, не прибегая к установке более сложных измеритель
ных приборов или к производству требующих много времени расчетов.

Условием ставится то, чтобы температура обмотки наиболее горячей фазы не пре
вышала температуры, допускаемой при номинальном симметричном режиме. Это условие 
удовлетворено в том случае, если

1,6 ^ ( 1 )

где I — номинальный ток.
Если / 1( / 2, / 0 — симметричные слагающие токов, тогда степень желательного сни

жения полезной мощности будет :

(4Г- 1,8

+ (г, Т+("ifTI+о,8(1 *8
h h

( 2)

Если же при асимметричном режимё (в течение короткого времени) допустить 
дополнительный нагрев в 5°, 10°, 15°, 20°, тогда значение правой стороны как формулы 
(1), так и формулы (2) можно увеличить на 10%, 20%, 30%, 40%. Дополнительное увели
чение возможно, если внешняя температура ниже 35° С, а именно в интервале температур 
между 35° и 15°С на каждый градус по 2% и в интервале температур между 15° и 0°С на 
каждый градус по 1%.

Пользование формулой (1) облегчается применением рис. 1. Для формулы (2) дей
ствителен рис. 4, с помощью которого можно определить значение к.

Вообще на основе вышесказанных допустимо, чтобы асимметрия была относительно 
большой и неравномерная нагрузка в отношении отдачи полной полезной мощности не 
означает значительного ограничения.





UNTERSUCHUNGEN 
ÜBER DIE VERALLGEMEINERUNGEN 

DER NEWTON—RAPHSONSCHEN WURZEL
APPROXIMATION

II. M IT T EIL U N G *

A. ZA JTA

AGRARW ISSENSCHAFTLICHE U NIVERSITÄT, FA K U LTÄ T F Ü R  LA N D W IRTSCH A FTLICH ES 
IN G E N IE U R W E SEN , LE H R STU H L FÜ R M ATHEM ATIK UND P H Y S IK , B U D A PEST

[E ingegangen am  19. O k to b e r 1955]

Einleitung

A uch diese zw eite M itteilung v erfo lg t dasselbe Ziel wie die e rs te  : 
K en n tn isse  ü b er die fo rm alen  E igenschaften  d er versch iedensten  V erallge
m einerungen  der N R -F o rm el zu einer allgem einen  u n d  um fassenden  Theorie 
zu entw ickeln . In  d iese r H insich t m ag dem  e rs ten  K ap ite l e in  besonderes In 
teresse  zukom m en, d a  in  diesem  K ap ite l e in ige, bezüglich der fo rm alen  V erh ä lt
nisse g rundlegend  w ich tige Sätze bew iesen w erden , w ährend  in  den  übrigen  
K ap ite ln  die e inzelnen  speziellen Form elfolgen u n d  die d a rin  vorkom m enden  
Polynom e b ehande lt w erden.

E n tsp rechend  einem  in  der ersten  M itte ilung  gem achten  V ersprechen  w ird 
die M ethode von G o r n s t e in  [5 ] gleich in  dem  zw eiten K a p ite l b eh an d e lt. 
N ach einer kurzen B eschreibung der G ornsteinschen  M ethode w erden  die G orn- 
ste inschen  Form eln  von  e iner anderen Seite ausgehend  abge le ite t, u n d  es w ird 
sodann  a u f  G rund des übere instim m enden  s tru k tu re lle n  A ufbaus d er Form eln  
id en tifiz ie rt. D as w esen tlichste  E rgebnis des zw eiten  K ap ite ls  b e s te h t in  der 
F estste llung , dass m an  m it H ilfe der G ornsteinschen  M ethode eben  zu r K iss- 
schen V erallgem einerung  [2] gelangt.

A usser der von G o r n st e in  und  K iss  angegebenen V erallgem einerung  
d er N R -Form el w ar b is zu r Zeit allein  die E u lersche Form elfolge b ek an n t. 
E s s te llte  sich jedoch  b e i d er U ntersuchung  d er schon seit lange h e r b ek an n ten  
B ernoullischen u n d  G räffeschen  N äherungsm ethoden  heraus, dass du rch  e n t
sprechende U m form ung d er Form eln  auch diese fü r  die Zwecke d er I te ra tio n s 
rechnung  verw endet w erden  können. All dies w ird im  v ie rten  K a p ite l e rö rte rt. 
A uch die K onvergenzgrade dieser beiden neuen  V erallgem einerungen  w erden 
in  diesem  K ap ite l b e s tim m t.

M it den D efin itionen  der Polynom e u n d  m it ih ren  E ig en sch aften  befasst 
sich  das K ap ite l 3, w äh ren d  die berechneten  ex p liz iten  F o rm en  d er Polynom e 
im  K ap ite l 5 e rö r te r t w erden . Die h ier vorkom m enden  Polynom e k ö n n en , den

* D ie I. M itteilung w urde  in dieser Z eitschrift X V . (1956) 233/260. v e rö ffen tlich t.
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G o rn ste in sch en  D e te rm in a n te n  gleich, auch in  D e te rm in an ten fo rm  d arg es te llt 
w e rd e n . W iewohl auch m it H ilfe  der D e te rm in an ten  die Form eln  in  e iner 
e in fa c h e re n  und  e le g a n te ren  F o rm  angesch rieb en  w erd en  k ö n n en  u n d  in  ih re r  
A n w e n d u n g  auch viele th e o re tisc h e  M öglichkeiten verbo rgen  sind , w u rd e  h ie r 
aus Z w eckm ässig k e itsg rü n d en  v o n  ih re r A nw endung  A b s ta n d  genom m en, da 
d ie n u m erisch e  A usrechnung d iese r D e te rm in an ten  — insbesondere d er D e te r
m in a n te n  höherer O rdnung  — im m er grössere Schw ierigkeiten  b e re ite t. Diese 
B erechnungsschw ierigkeiten  w erd en  im  K ap ite l 5 e lim in ie rt.

I n  den  K ap ite ln  6 u n d  7 w erd en  die fü r den  F a ll d er m ehrfachen  W urzeln  
d u rc h  B o dew ig  angegriffenen  U ntersuchungen  [8 ] fo rtg ese tz t, w obei sie au f 
alle  v ie r  erw ähn ten  Form elfo lgen  ausgedehnt w erden . Es w ird im  L aufe d ieser 
U n te rsu ch u n g en  die U m fo rm u n g  d er Form el b e s tim m t, deren  es bei d er A n n ä 
h e ru n g  eine p-fachen  W u rze l zu r E rh a ltu n g  des K onvergenzgrades b ed arf.

H insich tlich  der B eze ichnungen  h ielten  w ir u ns an  unsere erste  M itte ilung , 
es m u ss  dah er ste ts  b e rü c k s ic h tig t w erden, dass die ohne A rgum en t ange
sc h rie b e n e n  F unk tionen  (so fern  sie n ich t in n e rh a lb  des T extes Vorkom m en) 
m it ih re n  W erten  an  der S te lle  x  — a aufgefasst w erden  m üssen, u n d  dass sogar 
d u rc h  a  gelegentlich die R o lle  e in er unabhäng igen  V eränderlichen  e rfü llt w ird.

1. Allgemeine Sätze über die iterativen Näherungsformeln

E s möge durch Ф (х) d ie  ite rierende F u n k tio n  eines ite ra tiv en  N äh eru n g s
v e rfa h re n s  bezeichnet w erd en  :

*n+i = Ф(х„), (1)

u n d  es sei bei der W ah l des A nfangsw ertes x x =  а :

lim  x n =  f . (2)
X  —» 00

D e fin itio n  : Alle d iejen igen  a- W erte, die bei ih re r  W ah l als A nfangsw erte  der 
d u rc h  (1) bestim m ten  i te ra t iv e n  Progression denselben  G renzw ert f  ergeben, 
b i ld e n  eine Menge : die a u f  d en  (von Ф(х) abhäng igen) G renzw ert £ bezügliche 
K onvergenzm enge der F u n k tio n  Ф(х).

D ie A bhängigkeit des G renzw ertes £ von  d e r F u n k tio n  Ф (х) o ffen b art 
s ich  d a r in , dass £’ infolge d e r  G leichungen (1) u n d  (2) notw endigerw eise eine 
W u rz e l der Gleichung

F  (x) =  * -  Ф (x) =  0 (3)

d a r s te l l t .  D urch alle W u rze ln  d ieser Gl. (3) w ird  e in d eu tig  je  eine K onvergenz
m en g e  bestim m t, obschon es m öglich  is t, dass einige d ieser M engen ausschliesslich
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au s  den  sie defin ierenden  f-W erten  b es teh en . E ine  gegebene F u n k tio n  Ф(х) 
e rg ib t som it so viele K onvergenzm engen als d ie  G l. (3) W urzeln b e s itz t.

In  d ieser unseren  A rb e it verfolgen w ir n ic h t das Ziel, das Y e rh ä ltn is  dieser 
K onvergenzm engen  zu s tud ie ren , h in s ich tlich  d e r w eiteren A u sfü h ru n g en  w ird  
es jed o ch  als w esentlich e rach te t, zu b em erk en , dass jegliche B e h a u p tu n g  über 
d ie  K onvergenzeigenschaften  einer gegebenen  F u n k tio n  Ф(х) in  d em  engsten  
Z usam m enhänge m it dem  G renzw ert £ s te h t ,  d e r  als G rundlage d er E rk e n n tn is  
d er b e tre ffen d en  B eh au p tu n g  d iente, u n d  d ass  es e iner w eiteren U n te rsu ch u n g  
b ed arf, u m  en tscheiden  zu  können, ob die B e h a u p tu n g  auch in den K o n v erg en z
m engen  d er übrigen W urzeln  ihre G ü ltig k e it b ew ah rt.

D ie ch a rak te ris tisch es te  K onvergenzeigenschaft ste llt zw eifelsohne der 
B eg riff des K onvergenzgrades dar. D ie allgem eine D efinition dieses Begriffes 
v e rd an k en  w ir B o d e w ig  [8]. Die A n w endung  dieses Begriffes a u f  d ie  durch  
Gl. (1) defin ie rte  i te ra tiv e  Progression e rg ib t, dass die ite ra tiv e  F u n k tio n  Ф(х) 
in  dem  F a lle  als k o n v erg en t in dem  к -ten  G rad e  (bezüglich a u f  £) b e tra c h te t  
w erden  k a n n , w enn f  eine k-fache N u llste lle  d e r  F u n k tio n  (Ф(х) — f )  d a rs te llt  :

Ф (*) -  Í =  (* -  f)* • *(*), (4)

w obei e in  G renzw ert, c0, ex is tie rt, d e r n ic h t verschw indet :

lim  X И  =  c0 ф  0 .
* -  {

Die F o rm ulie rung  (4) des K onvergenzgrades w ird  von B o d ew ig  n ic h t  ange
geben , obgleich er die V orschrift m itte il t , w ie m an  zu der Form el (4) gelang t. 
D ie F u n k tio n  (Ф(х) — £) m uss nach  den  P o ten zen  von (x  — f ) in  e in e  R eihe 
en tw ick e lt Werden. B eg in n t die R e ih en en tw ick lu n g  m it einem  den к - te n  E x p o 
n e n te n  en th a lten d en  G lied, das h e isst, w enn

Ф (x) — £ =  c0 • (x — £)k +  cx • (x — | ) fc+1 +  • • ■ , (5)

о b e t r ä g t  d er K onvergenzgrad  von  Ф(х)  (bezüglich au f die A n n äh e ru n g  
v o n  £) k.

Es seien im  w eiteren  zwei ite ra tiv e  F u n k tio n e n , Ф^х)  und  Ф 2(х),  gegeben, 
d ie  bei geeigneter W ah l der A nfangsw erte  denselben  G renzw ert £  ergeben . 
E s sei d er K onvergenzgrad  der e rs ten  F u n k tio n  gleich k v  der d e r zw eiten  k2. 
U n te r  d iesen  B ed ingungen  gilt der fo lgende
Satz  I .  : D er K o n vergenzg rad  d er d u rc h  I te ra t io n  gew onnenen F u n k tio n  
^ l t^ a O * ) ]  g leicht kj • k2, die K onverg en zg rad e  m ultip lizieren  sich  so m it bei 
d e r  I te ra tio n  der zwei F unk tionen .

Beweis  .

N ach  un se re r A nnahm e is t

Ф , ( * ) - *  =  ( * - £ ) * •  • * , ( * ) . (6)
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u n d

* a ( * ) - f  =  ( * - * ) * *  ' * ■ (* ).

w obei
lim ^  (*) =  c01 0 ,  lim  x 2 (л:) =  c02 ~L 0
X  —» I X —» £

D u rch  d ie  S ubstitu tio n  x  —> < В Д  in Gl. (6) e rg ib t sich

0 1 0 2 (*) -  f  =  ( 0 2 (*) -  S)k' • Zi 0 2 (* ),

u n d  d u rc h  V erw endung von  (7)

01 02 (*) -  I = (* -  Í)* X* ■ x 2 (*)*> ■ X i  ф 2 (*) = (* -  Ф  k° ■ Х з (*) •

D a d ie  F u n k tio n

X s (*) = Xz (x ) kl  ■ X i  ф 2 ( x )

einen  fü r  den G renzübergang  x  —*■ £ n ich t verschw indenden  G renzw ert b e s itz t 
(vgl. (8 )):

lim Хз (x ) =  lim  Xi (x )kl ■ lim Xi ф 2 (x ) =  c02 ' cot Ф  0 »ж —» I x ^ S  * — f

so g il t  u n se r  Satz als bew iesen.
D ie a u f  £ bezügliche K onvergenzm enge d e r du rch  I te ra tio n  gew onnenen  

Ф гФ 2(х ) -F u n k tio n  b e s te h t n ic h t einfach aus d em  gem einsam en Teil (aus dem  
D u rc h sc h n itt)  der en tsp rech en d en  Mengen von Ф г(х) und  0 2(x) ; a lle rd in g s 
e n th ä l t  sie jedoch  diejen igen  a-E lem ente dieses gem einsam en Teiles, m it den en  
z u sam m en  auch das m it ih n en  gebildete 0 2(a) e in  Glied dieses gem einsam en  
T eiles d a rs te llt . Es v e rs te h t s ich  von selbst, d ass  in so fern  die a u f  f  bezüg lichen  
K onvergenzm engen  von Ф ^ х )  u n d  Ф2(л;) id e n tisc h  sind , so sind sie auch  m it 
der e n tsp rech en d en  M enge von  Ф гФ2(х) id en tisch .

S a tz  I  k an n  le ich t a u f  belieb ig  viele N äheru n g sfu n k tio n en  0 j ,  0 2, . . ., 0 „  
v e ra llg em e in ert w erden, v o rau sg ese tz t, dass im  F a lle  eines geeigneten A n fan g s
w ertes  d ie  durch  sie gew onnenen Zahlenfolgen gegen  denselben £ k o n verg ie ren . 
B e trä g t  d e r K onvergenzgrad  von  Ф, (x) kj, so i s t  d e r  K onvergenzgrad d e r a u f  
i te ra t iv e m  W ege gew onnenen F u n k tio n  Ф х Ф 2 . . . Ф п(х) gleich П  kj. S ind  alle 
F u n k tio n e n  Ф, e in an d er g leich , so is t /i, =  k,  u n d  d e r K onvergenzgrad  d e r n -te n  
I te r ie r te n  ( ПФ (x )) der F u n k tio n  0,- =  0  b e t r ä g t  offenbar k n. D ieser S a tz  
w u rd e  schon  in  der A rb e it v o n  L udw ig  [4] e rw ä h n t, doch w urde d er S a tz  n u r  
fü r  e in ig e  niedrigere W erte  v o n  к  und  n bew iesen .

In fo lg e  der Gl. (3) e rw eist sich die folgende Z erlegung von Ф(х ) als zw eck
m ässig  :

(7)

(8 )

Ф (x) =  x  — F  (x) ,
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wo w ir über F(x)  einstw eilen  n u r soviel w issen , dass £ eine N u llste lle  dieser 
F u n k tio n  d a rs te llt, d. h.

F ( x )  =  ( x - e y  ■ G(x )  (p  >  0)

Is t  der K onvergenzgrad  von Ф(х) g rösser als 1, so folgt u n te r  B e rü c k 
sich tigung  von  (4), dass p  =  1. In  der Folge w erden  n u r solche F älle  b e h a n d e lt, 
wo diese B edingung (p  =  1) erfü llt w ird, wo d ah er

F(x) =  ( x - S )  ■ G ( x ) .  (9)

Die ite ra tiv e n  N äherungsm ethoden  verfo lgen  im m er das p ra k tisc h e  Ziel 
d e r Lösung irgendeiner G leichung :

/ ( * )  =  « • (10)

D ie M ethode, d u rch  w elche wir aus der Gl. (10) zu der A ufstellung e in er zu 
ite ra tiv e n  Zwecken geeigneten  N äherungsform el

Ф (x) =  X  — F(x)

gelangen , k an n  sehr versch iedenartig  sein , w ir wollen jedoch u n se re  U n te r
suchungen  allein  a u f  d iejenigen N äherungsfo rm eln  erstrecken , b e i d en en  die 
F u n k tio n  F(x)  die V eränderliche x  n u r im p liz ite  e n th ä lt, und  zw ar ü b e r  die 
F u n k tio n  f ( x )  u n d  ü b e r ih re A bleitungen. A ll d iese Form eln  wollen w ir z u sam m en 
fassen d  als N äherungsfo rm eln  vom  N ew tonschen  T yp bezeichnen. In  d e r vo r
liegenden  A rb e it w erden lediglich N äherungsfo rm eln  von diesem  T y p  b e h a n d e lt.

W enn die an zu n äh ern d e  W urzel der G leichung (10) eine m eh rfach e  W urzel 
d a rs te llt, so w ird  du rch  die N äherungsfo rm eln , die fü r den Fall e in er e in fachen  
W urzel eine K onvergenz fc-ten G rades s ichern , lediglich eine ein fache K o n v e r
genz geboten . U m  die K onvergenz к-ten  G rades zu bew ahren, b e d a r f  es einer 
gew issen M odifizierung der F orm eln . Diese M odifizierung  besteh t d a r in , dass — 
insofern  die an zu n äh ern d e  W urzel eine p -fach e  W urzel d a rs te llt — , d . h .

f ( x )  =  (x — ! ) p • g (x) , ( p > l )  (11)

.. p
an  die Stelle von f  in  den Form ell übera ll V f  su b s titu ie rt w ird (vgl. K a p . 6). 
D a diese M odifizierung gegebenenfalls im m er durchgefüh rt w erden k a n n , so 
w ird  in  d er Folge im m er vorausgesetz t, dass die anzunähernde W u rze l eine 
e in fache  W urzel d a rs te llt , in  der (11) is t  m ith in  p  =  1.

Im  F a lle  e iner e in fachen  W urzel w ird  £ gewiss keine N ullstelle  d e r  ers ten  
A b le itung  u n d  im  allgem einen auch keine N ullste lle  der übrigen A bleitu rigen  
d a rs te llen . O bschon spezielle F u n k tio n en  k o n s tru ie r t w erden k ö n n e n , deren 
höhere  A bleitungen  den W urzelfak to r (x  — £) als Teiler e n th a lte n , o hne  das
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F u n k tio n sze ich en  aufzu lösen , is t eine V ere in fachung  zwischen der F u n k tio n  
u n d  ih re n  A bleitungen  jed o ch  auch bei diesen F u n k tio n e n  unm öglich . B ei d er 
U n te rsu c h u n g  der N äherungsfo rm eln  vom  N ew tonschen  T yp w erden  diese 
sp ez ie llen  Fälle ausser a c h t gelassen, und  es w ird  s te ts  vorausgesetz t, dass d er 
W u rz e lfak to r  (x  — £) in  d er F u n k tio n  f ( x )  e in fach , in  den A bleitungen  f <k\ x )  
h in g eg en  n ich t e n th a lte n  is t . A us alledem  e n ts te h t  das folgende P rin z ip  : S te llt 
£2(f)  e in en  A usdruck  von  f ( x )  u n d  ihren A b le itu n g en  d a r, der f ,  g(x) u n d  deren 
A b le itu n g e n  explizite  n ic h t e n th ä lt , und  k a n n  e r  a u f  folgende W eise d a rg e 
s te l l t  w erden  :

ü ( f )  =  ( x ~ i ) k ■ co (x ) ,  (12)

wo lim  со (x) ex is tie rt u n d  n ich t verschw indet, o d e r — im  alltäg lichen  W o rt

g e b ra u c h  — wenn die höchstens k -Le P o te n z  von  (x — £) in  Q ( / )  ohne 
R e s t au fg eh t, so is t Q ( f )  auch  durch f ( x ) k o hne  R est te ilb ar, das h e iss t 12(f)  
k a n n  auch  in  der fo lgenden  F orm  d argeste lll w erden  :

O ( f ) = f ( x ) k - O ( x ) ,  (13)

wo lim  0(x)  ebenfalls e x is tie r t  und n ich t v e rsc h w in d e t, und  О (x) n u r  d u r c h /

u n d  se ine  A bleitungen  eine F u n k tio n  von x  is t  — u n d  auch aus (13) (12) fo lg t.
D ie folgenden S ä tze  s in d  A nw endungen dieses P rinzipes. A uch h ie r, wie 

im  K a p ite l  8 der M itte ilu n g  I ,  w urde es als zw eckdienlich  gefunden, d ie d er 
Z a h len th eo rie  en tleh n te  K ongruenz-Schreibw eise zu  verw enden, da  h ie rd u rch  
die A b le itu n g en  n ic h t n u r  übersich tlicher u n d  einfacher w erden, v ie lm eh r 
k ö n n e n  auch  die jew eils verscliiedentlichen  u n d  völlig  überflüssigen H ilfs fu n k 
t io n e n  verm ieden  w erden  (wie sie auch d u rch  co(x) u n d  0(x)  d a rgeste llt w erden).

Satz  I I .
F(x)  = 0 m o d / (.y) . (14)

D iese r S a tz  folgt aus (9) u n m itte lb a r .

Sat z  I I I .  I s t  der K o n v erg en zg rad  von Фг fej u n d  d e r von Ф2 fc2 > * i ,  so fo lg t r

= Ф2 m od f k l , (15)

B e w e i s :  N ach den V orausse tzungen  (an S te lle  v o n  x  wird m it a o p e r ie r t) :

Фх — |  =  0 m od (a — £)fc*,

u n d
Ф2 — f  =  0 m od (a — f)*2 ,

o d e r d u rc h  K om bination  :

Ф1 = Ф2 m od (a — Í )k l ,

w o rau s (15) folgt.
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Satz  I V .  I s t  der K onvergenzgrad  v o n  Ф 1 fej, u n d  g ilt ferner, dass

Ф\ =  Ф*2 m°d f k >

so is t der K onvergenzgrad  von Ф 2

u n d  schliesslich

fc2 =  fei, w en n  fej <  fe, 

fc2 =  fc, w en n  fcx >  fe,

fe2^ f e ,  w enn  fej =  fe.

D ieser Satz  is t die U m kehrung  des S atzes I I I ,  u n d  auch sein B ew eis w ird  in  
ähn licher W eise vorgenom m en. Es g ilt n ach  den V oraussetzungen  :

Cf>! — | = 0  m od  (a — | ) fcl,
Фх = Ф 2 m od  (a — f ) fc,

Ф2 — I  =  0 m od  (a — £)кг,

wo fe2 offenbar die u n te r  (16) angegebenen  W erte  an n im t.
Die einfachste  N äherungsform el, die all den h ier erw ähn ten  V o rau sse tzu n 

gen genüg t, is t o ffen b ar nach  Satz I I  :

Ф(х)  =  х  - / ( * ) ,  (17)

d a  in  diesem  F all F(x)  — f( x )  ist. D er K onvergenzg rad  b e trä g t in  d iesem  F a ll 1. 
W ird  sie m ith in  m it e iner zw eiten N äherungsfo rm el von K o n v erg en zg rad  fe 
i te r ie r t ,  so w ird a u f  G rund  des Satzes I  d er K onvergenzgrad  der gew onnenen  
N äherungsform el w iederum  fc b e trag en . B ezeichnen w ir die F u n k tio n  vom  K o n 
vergenzgrad  fc d u rch  Ф(х), so w ird ih re  I te r ie r te  m it [x — /(x )]  :

Ф - / Ф ,

d er K onvergenzgrad  w ird  also w iederum  gleich fc sein, und  so e rg ib t s ich  nach  
S atz  I I I  :

das heisst,

Ф — f  Ф = Ф m od f k , 

/ Ф =  0 m od  f k , (18)

w om it bewiesen w urde
Satz  V. : W enn d e r K onvergenzgrad  von  Ф gleich fe is t, so is t d ie  F u n k tio n  
f  Ф d u rch  die fe-te P o ten z  von /  re s tlo s  te ilb a r.

A uch die U m keh ru n g  dieses S atzes b e h ä lt ih re  G ültigkeit : Soll (18)
ge lten , so is t bei d e r A nnäherung  d e r  ausgew ählten  einfachen W u rze l (£) d er
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K onvergenzg rad  von  Ф gleich  k,  wie es le ich t e inzusehen  is t, geht m an  den 
zu m  Bew eis des Satzes V  fü h renden  W eg zu rü ck . (18) is t m ith in  — im  F alle  
e in e r  e infachen  W urzel — die notw endige u n d  h in reichende B edingung der 
K onvergenz  Л-ten  G rades. B eispiel : Es sei fü r  Ф die N ew ton-R aphsonsche 
F o rm el gew ählt :

Ф =  a ----— .
r

In  d iesem  Falle is t

( -  -  J- f f"
= / - / ' •  t + ■/

r Г 2 ! f
H ie ra u s  ersieh t m an , dass

f  Ф =  0 m od f 2 ,

u n d  so m it is t die N äh e ru n g  von zw eiten G rade , w ie es b ek an n t is t.
B ei den A nw endungen  dieser Sätze k a n n  das B estehen der bezüglichen 

K onvergenzen  in  d er W eise en tsch ieden  w erden , d ass  die fraglichen F u n k tio n en  
n a c h  d en  Potenzen  v o n  /  R eihe en tw ickelt w erd en . In  dieser H in sich t e rfo r
d e rn  diejenigen F älle  e ine  Ü berlegung fü r sich , in  denen die N äherungsform el 
e ine  m ehrw ertige F u n k tio n  von  f  und  seinen D eriv ie rten  d a rs te llt (so z. B . bei 
d en  B ernoullischen N äherungsfo rm eln  oder b e im  Laguerreschen V erfahren). 
A ls e ine  allgem eine u n d  zu befolgende R egel k a n n  indessen  festgeste llt w erden, 
d ass  d ie  obigen S ätze ih re  G ültigkeit auch fü r  diese Fälle  bew ahren , w enn die 
R eihenen tw ick lung  n a c h  d en  Potenzen  von  /  b e i derselben V orzeichenw ahl 
vo rgenom m en w ird , w ie sie bei der R e ihenen tw ick lung  (5), au f deren  G rund  
w ir d en  K onvergenzgrad  b es tim m ten , getro ffen  w urde .

B ei den A nw endungen  k a n n  Satz IV  eine besondere  B edeu tung  zukom m en, 
d a  es a u f  G rund dieses S atzes m öglich is t, aus e in e r einzigen Form el fc-ten K o n 
vergenzgrades ausgehend  unzählige solche F o rm eln  zu konstru ieren . Diese sind  
doch  n ach  Satz IV  alle  G lieder derselben F u n k tio n en k lasse  m o d / ft. D am it 
w u rd e  jedoch  bei w eitem  n ic h t b eh au p te t, dass e in  beliebiges Glied d ieser F u n k 
tio n en k lasse  zugleich eine  zu  p rak tischen  Zw ecken verw endbare N äherungsfo r
m e l  d a rs te llt. D a m üssen  noch  w eitere B ed ingungen  e rfü llt w erden. E ine dieser 
B ed in g u n g en  w ird z. B . o ffenbar d a rin  b e s teh en , dass die N äherungsform el 
k e ine  zu  ex trem en oder u n b eg rü n d e ten  nu m erisch en  K o n stan ten  e n th a lte n  soll. 
A usserd em  können w ir b eo b ach ten , dass die in  d e r vorliegenden A rbeit sowie 
au ch  den  im  L ite ra tu rv e rze ich n is  verze ichneten  A rbe iten  beh an d e lten  N äh e
ru n g sfo rm eln  — von  e in igen  A usnahm en abgesehen  (so z. B . (17)) — alle hom o
gene A usdrücke von  /  u n d  seinen D eriv ie rten  s in d , u n d  zw ar sowohl bezüglich



des G rades wie auch der O rdnung der D iffe ren tia tio n , das heisst, sie s ind  hom ogen 
n u llten  G rades u n d  die O rdnung der D eriv a tio n  b e trä g t —1. D er G ru n d  h ie rfü r 
lieg t im  F alle  d er gegebenen F orm eln  a u f  d e r H a n d , es is t indessen u n b e k a n n t, 
ob dies im  allgem einen notw endig  is t u n d  in  w elcher W eise dad u rch  eine etw aige 
raschere  K onvergenz erm öglicht w ird.

E s sei Ф х eine N äherungsform el k-te n  K onvergenzgrades. W ie k a n n  m it 
ih re r H ilfe  eine m o d /  kongruen te  N äherungsform el Ф2 gew onnen w erden? 
D as e in fachste  M itte l h ie rfü r b e s te h t o ffen b ar in  der Zufügung eines Gliedes 
f k ■ 4* zu Ф 1, wobei Ф  w iederum  einen A usd ruck  von /  und seinen D eriv ie rten  d a r 
s te llt, fü r  w elchen g ilt :

m  0 m o d / .
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E s lä ss t sich indessen auch ein an d e re r W eg w ählen. Es sei z. B . Q eine 
F u n k tio n , die in  ih ren  E igenschaften  m it XP  ü b e re in s tim m t, u n d  es sei d as  P ro 
d u k t 0 j  • Q geb ilde t. H ieraus können  w ir n a c h  B elieben alle G lieder fo rtla ssen , 
d ie /m in d e s te n s  an der к-ten P o tenz  e n th a lte n , das heisst, wir b ilden  irgendeinen  
A usdruck

P  -  Фх ■ Q m od f k .

P
N ach alledem  d ü rfte  es ev id en t se in , dass in  dem  Q uotien ten  —  ebenfa lls 

eine F orm el к-ten  K onvergenzgrades gefunden  w ird , da

P
—  =  Ф, m od  f k
Q

is t.
A u f G rund  des Satzes IV  können  in  äu ssers t einfacher W eise bew iesen 

w erden S ätze, deren  Beweis anders eine langw ierige V orbereitung  e rfo rd e rte . 
So z. B . die R ela tion  (29) im  Teil I  :

— ^ --------- ű z i .  о m od / " - 1
K n K n_ x

is t  im  L ich te  des Satzes IV  eine einfache T riv ia li tä t . Ä hnliche R e la tio n en  können  
re ich lich  gefunden  w erden, w erden die s p ä te r  zu behandelnden  F orm elfo lgen  
m ite in an d e r verglichen u n d  w erden h ie rbe i ih re  K onvergenzgrade in  B e tra c h t 
gezogen.

Als eine A nw endung der an g efü h rten  S ätze möge auch das v e re in fach te  
N ew tonsche V erfahren  u n te rsu ch t w erden , welches — ein w enig abw eichend  
von d e r B odew igschen A uffassung [8 ]— h ie r  in  einem  neuen L ich t v o rg e fü h rt 
w ird . E s b e s te h t der Satz  :

3 Acta Technica XIX/1—2.
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W en n  d e r K onvergenzgrad  von  Ф к b e trä g t, d a n n  is t  der K onvergenzgrad  von

Ф - 1 *
r

(19)

gleich  к  -h 1* Zum  B ew eise b e tra c h te n  w ir die N äherungsform el :

ф ___f ® -
f '  Ф

die au s  d e r I te ra tio n  d e r N R -F orm el (K onvergenzg rad  : 2) und  von Ф e n ts te h t  
u n d  so e inen  K onvergenzg rad  von 2к b e s itz t. D a  jedoch

f  Ф — f  (°  F )  = / '
£'//

- f "  ■ F  +  - —  F * -  . . .
2 !

is t  u n d  andererse its  n a c h (14)

F  =  0 m od f ,

so is t  o ffenbar
f ' 0 = f '  m od  / ,

oder

1 — 1 m od / .
Г Ф  f

Es is t  fe rner
f  Ф =  0 m od f k ,

u n d  so is t

m od  f k + 1
Г Ф  Г

w oraus a u f  G rund v o n  S a tz  IV  unsere obige B eh au p tu n g  u n m itte lb a r  fo lg t.
D u rch  die K o m b in a tio n  des v e re in fach ten  N ew tonschen V erfahrens m it 

e in e r beliebigen N äherungsfo rm el w ird som it d e r  K onvergenzgrad um  eine 
E in h e it  e rh ö h t. W ird  als Ф die N R -Form el genom m en, u n d  w ird diese F orm el 
n a c h e in a n d e r (к  — l) -m a l m it dem  v e re in fach ten  N ew tonschen V erfah ren  
k o m b in ie r t, so e rg ib t s ich  als E rgebnis u n se re r B erechnung  eine N äh eru n g , die 
d e r einm aligen  A nw endung e iner Form el (k +  l ) - te n  K onvergenzgrades äq u i
v a le n t  is t. Die rich tige  B ew ertung  des v e re in fa ch te n  N ew tonschen V erfahrens 
b e s te h t n ach  u nserer M einung eben in  d iesem  U m stan d e . O bschon B o d e w ig s  
B e h a u p tu n g  ü b er d en  K onvergenzgrad  des v e re in fach ten  N ew tonschen V er
fah ren s  [8 ] an  u n d  fü r  sich  rich tig  is t, aber d u rch  d en  Vergleich m it dem  L udw ig - 
schen  I te ra tio n ssa tz  [4 ] w ird  die falsche Illu s io n  e rw eck t, dass w ir am  selben  
F leck  u m h e rtra p p e ln , als w ir uns des v e re in fach ten  N ew tonschen V erfahrens 
bed ien en .
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W ir können  an  dem  vere in fach ten  N ew tonschcn  V erfahren  — v o ra u s 
gesetz t, dass der K onvergenzgrad  von  Ф : к  ^  2 — eine V erbesserung an b rin g en , 
w enn w ir an  Stelle von  (19) m it d er F orm el :

ф ____f 0
f , _ s r _

r

rechnen . D er K onvergenzgrad  d ieser F o rm el b e trä g t  näm lich (к +  2). D a  n ach  
un serer V oraussetzung  к  ^  2, so is t

som it

oder

Ф = а  — -=*-
r

m od f 2,

Г Ф = Г = f - r J — m od / 2 ,
r

1
У'Ф

1
m od  / 2 ,

w oraus sich durch  A nw endung von  (18) sch liesslich  erg ib t :

=  -  f 0  m od  f k+2f'0
/ '

w oraus sich  unsere B eh au p tu n g  u n m itte lb a r  e rg ib t.

Beispiel  : E s sei

in  welchem  Falle

=  о r

Ф — а -----,
r

(fe =  2)

Ф - / Ф
f ,  _  f r

г

m od / 4 .

3 *
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D er K onvergenzg rad  d e r so gew onnenen A u sd ru ck s  :

/a ------------r
1

6
3 / 7 ' - # :  

P  —SS"
f  2

г
is t  so m it gleich 4.

Z um  Schluss sei noch  e ine  schöne A nw endung  d er Form el (19) v o rg e fü h rt. 
Es se i als Ф die E u lersche N äh eru n g  (Teil I . (37)) gew ählt :

к—1

s,c =  а — 2
A p - i

Г - <P
1 V

= L
r

D a d e r  K onvergenzgrad  d iese r N äherung  к  is t ,  so e rha lten  wir d u rch  S u b s ti
tu t io n  in  (19) eine F u n k tio n  :

sk — IMr  ’

d e re n  K onvergenzgrad  gleich  (к  -j- 1) is t. D ense lb en  K onvergenzgrad b e s itz t 
a b e r  au ch  sfc +x u n d 40 e rh a lte n  w ir durch  A n w endung  des Satzes IV  :

Sk —
/ Ы

r sk+ 1 m od f k i l  .

D a je d o c h  (vgl. m it (37) T eil I)

s k + 1 —  s k  —
Л-k-i

k l
(pK

so w ird  schliesslich

f ( s k ) M L  . - - S'' m o d  f k+L
k l  f ' k

(20)

D u rc h  (20) w ird eine neue  M öglichkeit gebo ten , d ie  n u n  folgenden G lieder zu 
b e re c h n e n , obschon d iesem  V erfahren  n u r  m e h r  e in  theoretisches In te resse  
z u k o m m t, da doch die e x p liz ite  Form  der P o ly n o m e A n bereits im  T eil I  ange
g eb en  w urde (35).

2. Die G ornsteinsche A pproxim ationsm ethode

V on M .S. G o r n s t e i n  w urde in  einer im  J a h r e  1951 erschienenen A rb e it [5] 
e in e  M ethode zur n äherungsw eisen  Lösung d e r G leichungen angegeben , die an  
S te lle  d e r in  (1) angegebenen  F u n k tio n  m it e in e r  V eränderlichen , Ф(х),  m it 
e in e r  in  vorgeschriebener W eise k o n stru ie rten  ite ra tiv e n  F u nk tion  :

<pr  i x  ; « )»
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die auch eine H ilfsveränderliche e n th ä lt, o p e rie rt.*  Die H ilfsvariab le  a is t  in 
dem  näm lichen  In te rv a ll wie x  de fin ie rt, das h e iss t in  einer genügend k le inen  
U m gebung irgende iner reellen W urzel (£) d e r G leichung f (x )  =  0.

Die F u n k tio n  <pv (x  ; a) is t in  ih re r  S t ru k tu r  Ф (*) ähnlich , in d em  sie 
ebenfalls in  zwei Teile zerlegt w erden k an n  :

<M *; a) =  x  — F , ( x  ; « ) ,  (21)

W O

F v (x;  a) = f ( x )  • j < h k (a) ■ x k , (22)к- 0
und  die ledig lich  von a abhängigen  K oeffiz ien ten  hk in der W eise b e s tim m t 
w erden m üssen , dass die G leichungen :

<p*'(a;a) =  0 (k =  1,2, . . . ,  r  +  1) (23)

erfü llt w erden (die D ifferen tia tion  erfo lg t n a c h  x.)  Es folgt aus dem  B esteh en  
des G leichungssystem s (23), w enn die F u n k tio n  cpr in  eine Reihe nach d en  P o te n 
zen von (x — a) en tw ickelt w ird, dass

<P, (*; «) =  (a; a) +  Г, (x ; a), (24)

W O

Гу (x ; a)
1

(v +  2) !
çjjv+a (a -)- & ■ (x — a) ; a ) • (x — a), +2 (0 < # < 1)

(25)

Die R eihenen tw ick lung  (24) und  das R estg lied  in  seiner Form  nach  (25) d ienen  
fü r  die Zwecke d er F eh lerabschätzung .

D as G leichungssystem  (23) lie fert fü r  d ie  K oeffizien ten  hk(a) e in  lineares 
G leichungssystem . D urch  die Lösung dieses G leichungssystem s w erd en  die 
K oeffizienten  hk(a) als G ornsteinsche D e te rm in a n te n  (Г)  e rhalten  :

•

=  (26)
Г r (а)

Die ./’-D e te rm in an ten  hängen  auch ü b e r  d ie  F u nk tion  f  und  ih re  A blei
tu n g en  von  a ab . In  den folgenden w urde das Z iel gesteck t, einerseits d ie  ex p li
zite  F orm  d ieser D e te rm in an ten  zu en tw ickeln , andererse its nachzuw eisen , dass 
die A nw endung d er du rch  die G ornsteinsche M ethode gewonnenen ite ra tiv e n

* D ie h ie r  v erw endeten  B ezeichnungen w eichen in  einem  gewissen M asse v o n  G orn- 
steins originalen B ezeichnungen ab.
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F u n k t io n  <pr (ж ; a), w ird  als erste  N äh eru n g  d e r W ert жх =  a g ew äh lt, m it 
d e r  K issschen  V erallgem einerung  völlig id e n tisc h  is t.
W ir  w ollen  dabei aus d e r  R eihenentw icklung  (7a) des I . Teils ausgehen  :

w o rau s

/  ( * )  k = 0

* n - l  ) / ( « )

/ ( * )K n

1

Kn

2 K * •
k = 0

а  — Kn-
K n

K n - 1 + 2  (K n-iKk ~  K n Кк.г) ak
k =  1

A us (29) des Teils I  g eh t k la r  hervor, dass im  F a lle  n  >  к :

K-  ~ ------ — == 0 m o d  f k ,
K n Kk

w e sh a lb  w ir die fo lgende A bkürzung  verw en d en  können

Gnk =  — - (Kn-1 Kk —  K n K k- i ) ,

f k

Crno = =  K n— 1

M it d iese r Bezeichnung w ird  :

( * > 0 )  

( n >  0)

Kn- 1
Kn

Æ -  =  _  _ L  . V  • (a -  ж)* .
/ ( * )  K n é í

A us (27) folgt 

u n d
__  f n  —k  p

n k  —  J  * ^ k n

(27)

(28)

(29)

d a s  h e is s t , im  Falle v o n  к  ]> n  Gnk is t  m e h r  keine ganze, v ie lm eh r eine 
g eb ro ch en e  F u n k tio n , m it  d e r  (к  — га)-ten  P o te n z  von  f  im  N enner.

W egen (29) feh lt in  d e r  R eihenen tw ick lung  (28) das (a — x)n e n th a lte n d e  
G lied . E s em pfieh lt sich h ie r , die Reihe in  zwei T eile  zu zerlegen, u n d  d ie  d u rch
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die  A ddition  der e rsten  n  G lieder gew onnene R e ih e  m it einem besonderen  Zeichen 
(Qn) zu bezeichnen :

Qn =  2 1 G"X ■ (“  -  *)* ■ (30)
A=0

M it d ieser neuen B ezeichnung wird

K n- 1 
K n

/ ( « )
/ ( * )

ÍC К  Gnk ■ (a x )k ,
J^n fc=n+1

oder n ach  en tsp rech en d er U m ordnung а =

Qn П.Л _ K n - 1
x  — —  ■ f ( x ) =  « —

/ ( « )

oo

/ Н  +  ® -  • 2  • (« -* )*• (31)
fc=n+1

W ird  nun  das le tz te rh a lten e  E rgebnis m it d en  R ela tio n en  (21), (22), (24) u n d  (25) 
verglichen, so ergeben sich die folgenden Id e n tif ik a tio n en  :

V — n  — 1

9 \ ( * ; а ) ч — »- л: ■ / ( * ) ,
K-n

(32)

<p,.(a: а )ч — ► a  • / ( a ) ,
J\.n

(33)

2 m «) • •
k=0

A us d er le tz ten  und  aus (26) folgt w eite r :

r v (a) =  K - K v+1 [ / ( e ) ] ,  (34)

und
V

^  Л ,k («) • x k =  Xv - Qv+1 , (35)
Л -0

u n d  h ieraus m it R ücksich t au f (30) :

v—k

r . , k (a) =  ( -  1)* ■ К  ■ 2  I /l I  k  ) ■ G(v+1) <„+*) • ah . (36)
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H ie r  b e d e u te t Äv einen n um erischen  F ak to r, ohne w eiteres In teresse. M it H ilfe  
d e r  R e la tio n en  (34) u n d  (36) k o n n ten  som it d ie Г -D eterm inan ten  a u f  au ch  in  
e x p liz ite r  Form  b ek an n te  P o lynom e (Teil I ,  Gl. (11)), au f die K n-P o lynom e 
z u rü c k g e fü h rt w erden. A us (32) u n d  (33) g eh t w e ite r  k la r hervor, dass b e i d er 
W a h l v o n  aq =  a die G ornste in sche  M ethode m it d e r K issschen M ethode id e n 
t is c h  w ird .

Z u r  leich teren  A usrechnung  der G ^ -P o ly n o m e sei schliesslich noch  ih re  
R ek u rsionsfo rm el m itg e te ilt :

1 f <ft>
Gn* =  —  • 2 j i - 1)*-1  • TT ■ Gn(k_ ft) ,  ( fc >  1) (37)

J h= 1 hl

w ozu  noch  als A usgangsform el die aus (27) gew onnene R elation h in zu g e fü g t 
w erd en  m uss :

Gnl =  y ( f ' K n. 1 -  K n) •

(37) fo lg t u n m itte lb a r  aus (27), w ird  die fü r d as  P o lynom  K n gültige R ekursions- 
fo rm e l in  B e trach t gezogen (Teil I , (9)).

3. D ie K ,im-bzw. Cnm-Polynom e

E in e  V erallgem einerung  der K issschen K „-P o lynom e is t du rch  die Gnk- 
P o ly n o m e  gegeben, w äh ren d  eine andere V era llgem einerung  bereits im  T e il I  
v o rg e le g t w urde, u n d  a u f  d iese  W eise g e lan g ten  w ir zu den K nm-P o lynom en  
(vgl. m it  K ap ite l 7 T eil I). A n  Stelle d e rK nm-P o lynom e em pfieh lt es sich  jed o ch , 
o ft m it  d en  Cnm-Polynom en zu  rechnen , in  gew issen F ä llen  (wenn m  eine n e g a tiv e  
ganze  Z ah l ist) können  w ir so g ar ausschliesslich m it diesen Polynom en rech n en . 
H ie r  fo lgen  die D efin itionen  d e r Cnm-Polynom e :

Gnm —

Gnm ~

( - 1 ) " 1 \ (">

П !

m  7  n — 1 

n

r
J ' n + m

■ K n

( / ( « )

№ )
=  C n m  ‘ a "  

n  =  0

(38)

(39)

(40)

D iese D efin itionen  sin d  e in a n d e r äq u iv a len t u n d  sind  im  E inklang  m it d en  
D e fin itio n e n  der K ^ -P o ly n o m e  (siehe (22) u n d  (23) im  Teil I.).
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Es sei h ier b em erk t, dass bei den K nm- bzw . Cnm-Polynom en allein  d e r  
e rste  In d ex  einen  w ahren  In d e x  d a rs te llt, w äh ren d  d er zw eite In d ex  — d a  er 
einen beliebigen W ert annehm en  k an n  — n ich ts anderes als ein s te tig  v e rä n d e r
licher P a ra m e te r  is t.

Die expliz ite  F o rm  der K nm- u n d  Cnm-Polynom e w ird  im  K ap ite l 5 b e h a n 
de lt w erden ; fü r  einige speziale Indexe  nehm en  sie fo lgende W erte  an  :

K o r n  ---  E'< 1

К\т  — f r  E i m

K n 1 =  Cni 1 K n ,

( - 1)" 
n \

E(1(_1) —

m ■ f ' ,

D urch  die C„m-Polynom e w ird  der R ekursionsform el

1
V  ( -  1 )*.  (n -  к +  k .  m)  • C(n. k)m • -  / " - 1  =  0 (41)
P o  k\

genügend, die als die V erallgem einerung  von (9), T eil I  b e tra c h te t  w erden k a n n . 
Z ur A bleitung  von  (41) m öge aus d er offenbar b esteh en d en  Id e n titä t  ausgegan 
gen w erden :

/ ' =  o.

W ir wollen beide G lieder nach  der L eibnizschen R egel (n — l)-m al w e ite r  
d ifferenzieren :

n — 1 

2
//1 — 1 i 1
1 к l / m J

(n k) , (k) . V  ln ~  1 ) 1 \(n-k)
■ f k) =  0

\ f

Es wird du rch  (n  — 1)! d iv id ie rt und  zusam m engezogen

П
(n — к - f  km)  •

k~ о

1

( n - k ) \

1 U n - к ) Л к )

—  • —  = 0 , 
P  ) k\

w ir verw enden  schliesslich die D efin ition  (38) u n d  w ir h ab en  (41) vor u n s ,  
Die Cnm-Polynom e — ebenso wie die K „-Polynom e — (vgl. K ap . 5, 

Teil I) — können  n ach  den  P o tenzen  von d  ebenfalls in  eine R eihe en tw ick e lt 
w erden. Die R eihenen tw ick lung  wollen w ir in  zwei F ä llen  un tersuchen .
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1. f  s te l l t  eine einfache W urzel d e r G leichung f ( x )  =  0 d a r :

f ( x )  =  g  (x) • (x  -  £),

d as h e is s t, 

H ie ra u s
f = g - d .

1 1  1
fm gn dm

E s w ird  n ach  der Leibnizschen R egel re-mal d ifferenziert :

1 !<"> 

r ж :

1

g n‘ )

(A) 1 '(n-k)

dn

so d a n n  w ird  durch  re! d iv id ie rt u n d  n ach  (38) su h s titu e r t :

u n d

1 1 (n)
=  ( ~  1)" •

l
• Cnm ( / )

re! J ' m  +  n

1 l (k)

=  ( -  i ) fe •
l

• Ckm (g) ,
fc! gm gm+k

[ - 4! dm

m —k)

=  ( -  1)п- л -
m  +  n 

n
- f c -  1 

- f c

(42)

1
^ m  +  n —k

M it R ü c k s ic h t h ie rau f sowie a u f  f = g  • d, e rh a lte n  wii nach  den V ereinfachungen

Cnm(f)  =  2
m  -\- re — fc — 1

\ n  — к
Ckm(g)-gn~k-dk. (43)

2.  £ s te l l t  eine jo-fache W urzel der G leichung (10) d ar und

1

E s w ird  in  diesem  Fall

d a s  h e is s t,

/ ( * ) = « ( * )  ’

f m = g m - d ,
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oder
1 1  1

/ " '  “  g m d

E s w ird  w iederum  die Leibnizsche R egel verw endet u n d  nach  (42) su b stitu ie rt, 
in  diesem  Falle jed o ch  die R elation

lnk>
=  ( - l )

n—k
(in - k ) \

herangezogen, so dass w ir schliesslich e rh a lten  :

n
Cnm(f)= 2  • S" k ■ dn,P̂

1
dn + l k

> + к (44)
ft=0

V on den  h ier abge le ite ten  R ela tionen  w erden  w ir im  K ap . 6 G ebrauch  m achen. 
E s sei schliesslich die in te re ssan te  u n d  w ichtige S u b stitu tio n sreg e l d er Cnm(f)-  
P o lynom e abgeleite t :

Спт( Л = Г 1т ■ Cn(m, ) ( / )  • (45)

E s w ird  aus der D efin itio n  (40) ausgegangen :

oo

=  2 c nm(/ )  •/ и

z w n = 0

a n  S telle von m  (m v) su b s titu ie r t, u n d  ebenso in  (40) an  S telle  v o n / / ’ 
e in g ese tz t:

'/ ( « )

/ ( * )

m v
2 Сп т ( Л
n =  0

а — X

~ Y ~

D u rc h  den Vergleich d e r G liedern n -ten  G rades d er rech ten  S eiten  w ird  R ela
t io n  (45) erhalten .
E in e n  w ichtigen Spezialfall dieser R e la tio n  b ild e t d er folgende Z usam m enhang :

Kn ( / " ' ) = / (m-1)n • Cnm ( / ) , (46)

d e n  w ir aus (45) in  d er W eise e rh a lte n , dass fü r  m  1 u n d  fü r  v  m  su b s titu ie rt 
w ird . Gl. (46) k an n  au ch  als eine v ie rte  D efin itionsg leichung d e r C„m-Polynom e 
au fg efasst w erden.
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4 . D ie  Newtonsehen Polynom e ; Approximationsmethoden von Bernoulli
und Gräffe

E in e n  speziellen F a ll d e r vera llg em ein erten  K issschen  X „m-Polynom e stellen 
d ie N ew tonschen  Polynom e d a r , deren  D efin itionen  im  u n ten steh en d en  gegeben 
w erd en  :

N n =  K n0 =  n  lim  — — , (47)
m—>0 m

N n =  ( ~  1)" 1 r
(n -  1 ) !

(48)

CO

1 N n (f) ■ an . (49)

D ie  m itgeteilten  D e fin itio n e n  folgen aus e in an d e r u n d  sind  dem gem äss 
m ite in a n d e r  äquivalent.

D ie  N ew tonschen F o rm eln , die die zwischen den  K oeffiz ien ten  eines ganzen 
r a t io n a le n  Polynom s (/(#)) u n d  zw ischen den fc-ten P o tenzsum m en  dessen W u r
zeln  b es teh en d en  Z usam m enhänge  angeben, sind  seit lange h e r b e k a n n t (die 
P o ten zsu m m en  werden m eis ten s  d u rc h  s^ bezeichnet). D a die in  diesem  K ap ite l 
zu  b e h an d e ln d en  K„0-P o lynom e m it diesen noch  von N ew ton  h errü h ren d en  
F o rm e ln  in  vollem Masse id e n tif iz ie r t  w erden können , so is t es b eg rü n d e t, diese 
F o rm e ln  als Newtonsche F o rm e ln  zu bezeichnen. Die N n-Polynom e erfüllen 
d ie  fo lg en d en  R ekursionsform eln  :

Лтп ( / )  = f  ■ JV n-i ( / ) -  • - - •  JV 'n -t ( / ) , in >  0) (50)
n — 1

u n d

2  ( - 1)" • f k 1 = ( -  i )n 1 ■ , •  f n (" >  °) (5i )л - о  kl yn 1 )  !

D ie e rs te  Form el folgt aus d e r (24), T e i l l ,  durch  die S u b s titu tio n  m =  0, w ährend  
d ie zw e ite  Form el aus der (41) d u rc h  D ivision d u rch  m  u n d  darauffo lgenden  
G ren zü b erg an g  m —*■ 0 gew onnen  w erden kann . M it H ilfe d ieser R ekursions
fo rm e ln  u n d  der A nfangsw erte  von

N 0 =  1 , N1 = f '
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gelan g t m an du rch  e in fache  R echnung zu den  w eiteren  G liedern :

N 3 = / ' 3 -  * f f ’ Г + \ Р Г ,
Lj Lj

П* = r  -  2 f f '2 Г  +  I • P f ’Г ” +  \ r - r -  -  ~  Р Г " .
J  LJ О

D ie explizite  F orm  des allgem einen Gliedes N n w ird  im  K ap ite l 5 angegeben.
Die R eihenen tw ick lung  der iVn-Polynom e n ach  den Potenzen  von d  n im m t 

eine sehr einfache F o rm  an . Im  Falle e iner e in fachen  W urzel w ird

f = g  d

logarithm isch  d iffe renz iert, und  die so gew onnene R elation

P
f

(n — l)-m a l w eiter d ifferenziert u n d  sodann  (48) angew endet. W ir gelangen  so 
zu dem  folgenden E rg eb n is  :

1

P
N n ( f ) = - \  ■ N n (g)

g

1

dn

bzw . m it R ücksich t a u f  f  =  g • d  :

N n ( f )  =  N n (g) ■ d" +  gn . ( n > 0 )  (52)

W enn hingegen f  eine p -fache  W urzel d a rs te llt , das he isst,

f - g -  dP>

so w erden durch  A nw endung  der früheren  M ethode die fo lgenden R ela tionen  
e rh a lte n  :

Í L - « l j
f  +  * '

- ß r - N ~ W - j r  ■ * " < * > + - £ •

N n ( f )  =  [ N n ( g ) - d " + P -g"] ■ d"«’ -». (n >  0) (53)
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A ls die v ierte  D e fin itio n  d er N ew tonschen Po lynom e k an n  die fo lgende 
S u b s titu tio n sre la tio n  b e tr a c h te t  w erden :

N n ( / )  =  ( / ') "  • K n.  1 ( n  >  o ) (54)

D ies is t eine e in fache  F o lge  der u n te r  (48) angegebenen D efin itio n  d er 
iVn-P o ly n o m e und  der u n te r  I .  (8) angegebenen D efin itio n  der Ii„ -P o ly n o m e, 
w elch  le tz te re  D efin ition  m it  dem  Index  (n  — 1) u n d  an  Stelle von  f  m it 
/—— angesch rieben  w ird :

f '  \(n-l)
y \  = ( _ 1  ) " - ! . ( „  - 1 ) ! ( Г n

■ K n_ ! / ]

/ ) f r

E s g il t  andererseits :

( n - i )
=  ( -  l ) " - 1 • (n - (48)

D u rc h  V ergleich der re c h te n  S eiten  und n ach  V ere in fachung  erg ib t sich  (54). 
W en n  f ( x ) eine ganze  ra tio n a le  F u n k tio n  и-te n  G rades d a rs te llt , w enn

also

V

f ( x )  =  e -  / I  (x — | ft) ,
k =  1

so fo lg t daraus durch  lo g a rith m isc h e  D ifferen tia lic  n  :

/ ' ( * )  =  y  1 
/ ( * )  é i  x  -  ek '

H ie ra u s  w ird  durch w eite re  (n  — l)-fache D iffe ren tia tio n  und  V erw endung  
v o n  (48) gewonnen :

N n ( f ) = f * У  1
á t  (о -  !*)п

(55)

I n  den  folgenden w ird  je  e ine  M odifizierung d e r W urzelnäherungsverfah ren  
v o n  B e r n o u l l i  und G r ä f f e  angegeben . W enn n äm lich  die in  der B ernoullischen 
bzw . G räffeschen M ethode vorkom m enden  W urzelpo tenzsum m en
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an  S telle  der F u n k tio n  f ( x )  fü r die N u llste llen  d er F u n k tio n

/
1
X +  a (56)

e rk lä r t  w erden, so w erden  diese w egen (55) eben den  A usdrücken

Nn(f)
/ "

gleich werden.
W erden nun  d ie N äherungsfo rm ein  von  B e r n o u l l i  u n d  G r ä f f e  fü r  die V er

h ä ltn isse  der Gl. (56) um geschrieben , so w erden die fo lgenden F orm eln  e rh a lte n  :

ß„ =  a -  • / ,
Nn(f)

f
[Уп+i — a —  J

(57)

(58)

Diese m od ifiz ierten  B ernoullisclien u n d  G räffeschen N äherungsfo rm eln  
h ab e n  gegen die u rsp rüng lichen  F o rm eln  den  V orte il, dass sie n ich t n u r  fü r 
algebraische, v ielm ehr auch für tra n sz e n d e n te  G leichungen eine Lösung liefern , 
e n th a lte n  sie doch a n  Stelle der K oeffiz ien ten  die W erte  der F u n k tio n  u n d  
ih re r  D eriv ierten  fü r  d ie  näm liche S telle  x  — a.

Die m odifizierten  Form eln  von B e r n o u l l i  u n d  von  G r ä f f e  ste llen  ebenfalls 
V erallgem einerungen d e r N R -Form el d a r , da  doch

f
ßi =  П  =  а -  у  .

W ir wollen n och  v o r der A b le itu n g  ih re r Feh lerfo rm eln  a u f zwei in te re s
sa n te  U m stände h in  w eisen.

1. D ie B ernoullische F orm el (ßn) k a n n  aus der G räffeschen F orm el d ad u rch  
ab g e le ite t w erden, d ass  das N ew tonsche V erfahren  a u f  die in  yn vorkom m ende 
F u n k tio n  :

angew endet wird :

F n - l  — n—1
/

VNn-iCf)

Nn-x(/)
n

П—Ï
Г  ■ N n - x -------------- ■ N ' _ x

n  — 1
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o d e r  (vg l. m it (50))

u n d  so

К  г =

N n - i ( f )

П
П—1

N n ( f ) ,

. / - Л .
F'n- i  N n ( f )

A u c h  is t  es gleichzeitig k la r , dass die /^„-Funktionen die R ekursionsforinel :

e r f ü l le n .

F  — F n~i#  n   „
W i .,

2 . D ie  B ernoullische N äh e ru n g  k an n  auch aus der K issschen N äh eru n g  (I. (2))
/a b g e le i te t  w erden, wenn an  S te lle  von  f  — su b s titu ie r t w ird. D urch  V erw endung 

v o n  (54) erg ib t sich näm lich  :

Vi -1 /

/ '

K „ - i f \

K n f

Г

r

=  « -  - / = / U i  ( n > l )  (59)
A „ _ i ( j  )

Z u r  A bleitung d er F eh le rfo rm eln  w ird  die Zerlegung (52) verw endet. 
D ie  B erechnung  g es ta lte t s ich  bezüglich der B ernoullischen  N äh eru n g  wie 
fo lg t :

-’ - m  i =

d a s  h e iss t,

d

N n ( f )
[N„ (g) ■ dn - g -  N n (g) • dn • ] ,

ßn _ £ =  g - N n ~ i  (g) dn (n >  1) (60)
N n ( f )

D e r F e h le r  der Gr äffeschen N äh eru n g  b e trä g t :

— d gd

f

N„(

N „ ( g ) - d "

7л г l — I  =  а — I  — --_----- = d gd -  [gn +  dn ■ N n (g)] n =
y ü n i f )

gn+i +
f - i - i  m ( g )  d»  j

» „2П+1
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som it

Ул+1
N n (g) • Г  - 1

gn

(g) • d2n+1
(61)

Aus den Fehlerform eln  k a n n  es abgelesen w erden , dass die N äherungsform eln  
ßn u n d  Уп+i (Gl. (57) u n d  (58)) eine N äherung  v o n  sov ielter O rdnung  liefern, 
wie sie du rch  den In d e x  bezeichnet w ird  (eine A u sn ah m e b ild e t n u r  ß x, da  die 
obige A bleitung  n u r im  F a lle  n  1 zu einem  r ic h tig e n  E rgebnis fü h rt) .

5. Die explizite  Form  der K nm- und  C,„„-Polynome

Die R eihenen tw ick lung  I .  (6a) :

/ ( « )
/ ( « )

-V-I fOo

Ж {- 1 ) к - Т Г
к—1

w erde nach  dem  polynom ialen  Satz zur m -ten P o ten z  erhoben  :

m
/ и

m

2n=0
( ~ i ) ? ik

( m  — Z i k) \ n ( i k !)
fc= l

f ik) 'V

к  !

Die S um m ation  in n e rh a lb  d er eckigen K lam m er m uss fü r  alle m öglichen Fälle 
ausgefüh rt w erden, fü r  w elche die B eschränkung  g ilt :

^  kik =  n . (62)
1

W enn w ir die A bkürzung

i0 =  V  (к — 1) ik (63)
k=2

verw enden , so folgt h ie rau s  m it (62), dass

n
У, h  =  П 

0

4 A cta Tcchnica X IX /1—2.
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M it R ü ck sich t au f (62) u n d  (63) g es ta lte t sich unsere  B erechnung  wie folgt :

oo
i!/ ( * )

/ ( « )
=  2n = 0

ц -  1)"
ml

n --------- • n  (/<«)**
(m —re + i0)! П  (ik\) ■ П (kl)1* k=0

k= 1 ft=0

W ird  n u n  an  Stelle von  m  (—m)  su b s titu ie r t u n d  w ird die d e ra r t  gew onnene 
R eihenen tw ick lung  m it (40) id en tif iz ie rt, so e rh a lten  w ir :

C„m(/) =  2 ( -  !)"
(— m ) !

( — m — n + i 0)l П  (ift!) ■ П  (k\) ‘k
k= 1 ;=1

П  (/<*>)* , (65)
fc=0

wo d ie  Sum m ation, m it R ü ck sich t au f die B eschränkungen  (62) u n d  (64), au f 
a lle  m öglichen Fälle e rs tre c k t w erden m uss. Die E xpon en ten  ik s te llen  na tü rlich  
n ic h tn e g a tiv e  ganze Z ah len  d a r.

D er in  der F orm el (65) vorkom m ende K oeffiz ien t

( ~ m ) \
(— m — n + i 0)l

v e rsch w in d e t, wenn m eine ganze Z ahl is t, u n d  wenn

je d o c h
— m  — n  -(- i0 <C 0,

— m ^ >  0.

S te ll t  jed o ch  auch (— m)  e ine  negative  ganze Z ahl d ar, so n im m t d er obige 
K o e ffiz ie n t die u n b estim m te  F o rm  von

a n , d a  d ie fak toriale F u n k tio n  an  den  neg a tiv  ganzzahligen S tellen  einen  Pol 
e r s te r  O rdnung besitz t. I n  d iesen  F ällen  is t die B ezeichnung d u rch  F ak to rie llen  
n ic h t  angezeig t, da doch (66) is t  n ich ts  anderes als eine kurze Schreibw eise des 
P ro d u k te s

n—i„— 1
П  (— m  — k ) .
k= о

D ieses P ro d u k t lässt sich  in d essen  auch in  e iner anderen  W eise m it H ilfe von 
F a k u l tä te n  ausdrücken :

n—io—1 n-i„ -1
П  ( — m —k) =  ( — l ) n~ io • П

ft—о ft=о
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d as heisst,

( ~ m) ! = ( _ l ) n - i ,  . (n +  m - i Q- l )  !
( — m  — ге +  ip)! (m —1) !

(67)

D em gem äss g esta lte t sich die zweite exp liz ite  F orm  der -Polynom e folgender- 
m assen :

( Л — T - ^ T Ï T(m — 1)!
(п + т - ^ - 1 ) \  n

П  (ik !) П  (k !)'* k-°k=\ k=1
( 68 )

H ierau s w ird die expliz ite  F orm  der A „m-Polynom e m it R ü ck sich t a u f  (39) 
e rh a lten  :

K nm( f )
(n-]-m— 1) ! 2

± ± ^ - p } r L . h  (/<»)■,. (69)
П  (i k !) • П (k !)'* fc=0

A us der abgele ite ten  Form el e rg ib t sich fü r  den  Fall m  — 1 so fo rt die u n te r  
I .  (11) m itgete ilte  explizite  Form  der Polynom e K n(— K ni =  c nl). D ie N ew ton- 
schen Polynom e w erden durch  die S u b s titu tio n  m  —> 0 e rhalten  :

N n ( f )  =  n  ■ У  ( - 1 ) ' . .  „ (rt- T l° - 1 )! ■ /7 (/<*>)-*• (70)
^  П  (ik !) • П  (k l)‘k k=°

л - i  l

Schliesslich wollen w ir noch die exp liz ite  F orm  der Cnm-Polynom e fü r  einige 
n iedrigere  Ind izes m itte ilen  :

Co m — 1»

Clm = m f',
C2m =  j  m  (m  +  1 ) / ' 2 — 1 m f f"  ,

Cam =  ~ m  (m +  1) (m +  2) / '»  -  J - m ( m  +  1 ) / / ' / "  +  1 m / * / " ' ,  (71)
6 2 6

Cim =  „ 7  m  (m  +  1) (m +  2) (rn +  3 ) / '*  -  J -  m (m +  1) (m +  2 )/ / ' * / "  +  
24 4

+  ~  m (m  +  l ) / 2/ ' / ' "  +  m  (m  +  l ) / 2/ " 2 -  ~  ™ /8/ " "  •

4*
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6. D er F a ll der m ehrfachen  W urzeln

E s  w urde  zum  e rs te n m a l von  B odewig d a ra u f  au fm erksam  g em ach t [8 ]’ 
d a ss  d ie  b ish er b e k a n n t gew ordenen  N äherungsfo rm eln  lediglich in  dem  Fal^ 
d ie  K o n v erg en z  von  dem  fe s tg es te llten  G rade lie fe rn , w enn die gesuchte  W urzel 
e in e  e in fa c h e  W urzel d a rs te ll t . Es w urde v o n  B odewig  bezüglich zah lre ich er 
in  d e r  P ra x is  angew endeter N äherungsfo rm eln  u n te rsu c h t, w elcher M odifi
z ie ru n g  d ie  Form el in  dem  F a lle  b ed a rf, w enn m it ih re r  H ilfe eine re-fache W urzel 
a n g e n ä h e r t  w erden soll. W ir w ollen in  d iesem  K a p ite l diese U n te rsu ch u n g  a u f  
d ie  K isssch e , B ernoullische u n d  G räffesche F orm elfo lgen  u n d  im  K a p ite l  7 
au ch  a u f  die E ulersche V era llgem einerung  e rs treck en .

V o r allem  w ollen w ir e in  w ichtiges P rin z ip  festse tzen . S tellt f  eine p -fach e  
N u lls te lle  der F u n k tio n  f ( x )  d a r , das h e iss t, w enn

f ( x )  =  (x — £)P ■ g  (x) , (72)

wo g(x)  d u rch  (x — £) n ic h t m eh r te ilb a r  is t ,  so w ird  einfach durch  die p - te  
W u rz e l d e r F u n k tio n  f ( x )  e ine F u n k tio n  gew onnen, bei welcher £ n u r  m e h r eine 
e in fa c h e  W urzel d a rs te llt. W ir h ab e n  som it an  S telle  von f ( x )  die N äherungs-

p___
fo rm el m it  der F u n k tio n  \ f  (x) zu b ilden , u n d  die n äm lichen  F orm eln , die v o rh e r 
b e i d e r  A pp ro x im atio n  d e r e in fachen  W urzeln  e in e  K onvergenz re-ten G rades

p _____
e rg a b e n , lie fe rn  je tz t  n ach  d e r S u b s titu tio n  v o n  \ l f i x )  fü i die p -fach en  W urze ln  
e ine  K o n v erg en z  von ebenfa lls re-tem G rade. W ir w ollen n u n  die zu r Zeit b e k a n n 
te n  V era llgem einerungen  d e r R eihe nach  v o rn eh m en .

1. D ie  K isssch e  V era llgem einerung  (Teil I ,  (2)),

K n ^ i f )
%n +1   ® ' J  ?

K n i f )

w ird  m it  H ilfe der F orm el (46) m od ifiz ie rt. Es fo lg t m it der W ahl von m

dass

* „ + 1 Р =  « - Ь п ( П  . f m  r t . _ c c , - i b , ( / )  , л  
Kn in cnm(f)

(73)

S p ez ia lfä lle  von (73) fü r  ein ige n iedrigere Ind izes (vgl. m it (71)) sind  wie fo lg t :

/
X 2 - P  =  « —  P ■

Г

2 p f f '

(p +  i ) / ,2- p / r
3 p (p +  l )/ /2~ 2 p 2/ r

(2p +  1) (p  +  l ) / ' 3-  3p  (p  +  1 ) / / ' / '  + P 2/ 2/ '
/ •
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D ei F eh ler der Form el (73) w ird  du rch  die aus (44) folgende Z erlegung

Cnm ( / )  =  Cnm (g) • d"p +  C(n- l)m  ( / )  • g • dP 1

b erech n e t :

^n+l,p £ — d £ ~T~

(74)

Es w urde bei der A ble itung  b e rü ck sich tig t, dass

f = g - d p ,

w as übrigens aus (72) d u rch  die S u b s titu tio n  von x  — a fo lg t.

2. Die B ernoullische V erallgem einerung  (57) k an n  zur A n n äh eru n g  e iner e in 
fachen  u n d  zugleich e in er m ehrfachen  W urzel verw endet w erden , d a  sie wegen 
(59) in  d er W eise e rh a lte n  w urde , dass in  d e r K issschen V era llgem einerung  für 

/  /
f  e ingesetz t w u rd e ,u n d  d u rch  w ird  eben die F u nk tion  d a rg e s te ll t , die alle

W urze lfak to ren  von f ( x )  an  d er e rs ten  P o ten z  e n th ä lt. Die B ernou llische  V erall
gem einerung h a t ausserdem  noch  die in te re ssan te  E igenschaft in n e , dass sie 
gegen die S u b stitu tio n

in v a r ia n t is t. W ir w ollen, um  dies zu bew eisen, aus der e tw as um gefo rm ten  
Gl. (45) ausgehen :

H ieraus e rh a lten  w ir d u rch  die G renzübergänge m —> 0 u n d  m r  —> 0 u n te r 
V erw endung von (47) :

771

G,mi ( / ’) _  v  . j'O ’- l ) n  . ^n(m v) ( / )

m  mv

N n ( D = v  f (,~ 1)n ■

oder indem  anstelle  v o n  v w ieder m  geschrieben  wird,

N n ( f m) =  m  . / < m - i > "  J V „ ( / ) . ( 7 5 )



5 4 A. ZAJTA

M it H ilfe  des eben a b g e le ite te n  H ilfssatzes (75) e rh a lte n  w ir :

ßn (f m) =  a -  A " ■ f m -  a — N " - A l l  . f =  ß  ( / ) . (76)
J V „ ( /m) iV „ ( /)

D ie Fehlerform el v e rä n d e r t  sich ein wenig im  F a lle  einer p-fachen  W urzel. 
D u rc h  A nw endung von  (53) e rh a lte n  wir :

ß n - S  =  a - i - ^ ^ A P  f
N n ( f )

d ■ d(P-  » "

N n ( f )

[ n „ { f ) - g - d P  1 • N n_ 1 ( f ) ]  =
N n ( f )

[ N n (g) ■ d" — g ■ dn 1 • iVn_ x (g )],

d a s  h e iss t,

ß n - e =  .
N n (g) ■ d" +  p  ■ g"

(77)

3. Z u r  M odifizierung d e r G räffeschen V era llgem einerung  w ird ebenfalls der 
H ilfs sa tz  (75) verw endet :

У п + 1 ,р  =  а
Г f

m m  У"1 ■ N n (.л

h z w .  \ p

Уп+\,р — a í p  f

УАЛЛ
(78)

D ie Fehlerform el g e s ta l te t  sich in diesem  F a lle  folgenderm assen (vgl.
m it  (53)) :

Уп+i.p — f  =  « — £ — У р - А  =  d — ]fp ■ gd  ■ [pgn +  N n (g) ■ d"] n

— Уп+1,Р

Y A i l )

f  =  J  . N n (g) • <*"+1
n F  • g"

N *  (g) • d” ^
j[)2 . g2 fî (79)

D ie un tersuch ten  F ä lle  zusam m enfassend k ö n n e n  w ir festste llen , dass 
a lle in  die Bernoullische N ä h e ru n g  gegen die M eh rfach h e it der W urzel in v a ria n t



i s t ,  w ährend  die K isssche u n d  G rafische N äh e ru n g en  je  nach der M ehrfachheit 
der W urzel m o d ifiz ie rt w erden m üssen. W ä h re n d  durch  die o rig inalen  bzw. 
m odifiz ierten  V erfah ren  die durch  die In d izes  ausgedrück ten  K onvergenzgrade  
in  B ezug a u f  eine einfache bzw. /»-fache W urze l geliefert w erden, v e rfü g en  die 
o rig inalen  V erfah ren  — u n d  dies kann  in  d e r schon  bek an n ten  W eise ebenfalls 
le ich t v e rifiz ie rt w erden  — im  Falle einer /»-fachen W urzel und  die m od ifiz ierten  
V erfahren  im  F a lle  e iner r  ( 7^ p )-fachen W u rze l lediglich über e inen  e infachen  
K onvergenzgrad . E ine  A usnahm e b ilde t h ie rv o n  die B ernoullische F o rm el
folge, allerdings m it dem  N achteil, dass sie d u rch  ebensoviel R echnung  einen 
n u r  um  1 n ied rig eren  K onvergenzgrad  lie fe rt.
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7. D ie M odifizierung der Eulerschen Näherung im Falle 
einer mehrfachen W urzel

W ir w ollen  die d u rch  I. (37) defin ie rte  E u le rscheN äherungsfo rm el an fü h ren :

n—1

n — a Hk >
fc=l

A  - i  • <Pk

(80)

Hk
к  !

<P =

D urch  die /^ -P o ly n o m e  w ird  der R ekursionsfo rm el :

f
(k +  1)Икт1 — к Hk =  — —  ' Hk (81)

genüg t (vgl. m it I ,  (40)).
W ir w ollen  u n te rsu ch en  wie sich d ie  P olynom e fik =  Hk(f)  um form en , 

w enn in  ih n en  fü r  f  die F u nk tion

r ^ V f
eingesetzt w ird . M it d er Bezeichnung

H k ( f m) =  M k ( f )  =  M k

fo lg t aus (81), dass du rch  die M fc-Polynom e d e r R ekursionsform el 

(k +  1) • M k+i — к ■ M k =  — p  ■ - L  • M'k

(82)

(83)

genügt w ird.
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D ie Mfc-Polynome w erden  in  der fo lgenden F o rm  angesetzt :

к
M k =  V  akr ■ [iv , (84)

V=1

wo d ie  K oeffizien ten  akv v o n  f  unabhäng ig  und  F u n k tio n en  von p  s in d . D u rch  
S u b s titu tio n  in  (83) e rh a lte n  w ir :

k+l к к

(fe +  1) • ^  <4k+i)v ' f t - b  2 “ b ' A  =  - P " ~  ■ 2  ak, ■ Pv ■
V= 1 v= \ f  v=\

(/uv) w ird  m it Hilfe von  (81) e lim in ie rt. N ach  U m o rd n u n g  e rh a lten  w ir :

k= 1
£  [(fe +  1) • «(fc+ib +  (pv  — k) ak, — p v  ■ «„(„_!)] • p v =  0 . (85)
y =  1

Z u r  selben Z eit m ü ssen  w ir indessen die sich  im  Laufe der S u m m atio n  
m ech an isch  ergebenden K oeffiz ien ten  a fc0 u n d  а л(Л+1) als gleich N ull b e tra c h te n .

D a  die /^-P olynom e lin e a r  unab h än g ig  s in d , so folgt aus (85) fü r  die 
K o effiz ien ten  akv die fo lgende R ekursionsform el :

{k +  1) <*(/,+ !)„ +  (pv  — k) akv — p v  • a Ä(v-D =  0 (86)

H ie rau s  und  aus d en  A usgangsw erten  ak0=  0, ak (k+ i ) =  0 u n d  a u  =  p  
k ö n n e n  alle Weiteren K o effiz ien ten  b es tim m t W erden, u n d  zw ar z u e rs t akl, 
so d a n n  in  deren K en n tn is  ak2, sod an n  aus d iesen  ak3, usw .

D ie W erte ein iger K oeffiz ien ten  m it n ied rigeren  Indizes m ögen  h ie r 
fo lgen  :

« и  =  P  ,

«21 =  (?) » «22 =  P 2 ’

« 3 i = ( s b  « 3 2 =  —  P2 ■ (P —  ! )  » « 3 3  = P 3 >

« 4 1  = — ( « ) .  «42 =  - P M P - 1) ( 7 p - 11), « 4 3  =  —  - -  ■ P 3 ( P  -  1 ) ,  «4 4  =  P i  ■

A uch  die allgem eine ex p liz ite  F orm  d er K oeffiz ien ten  anv w ird  d u rc h  die 
fo lgende Form el gegeben :

«„, =  < - 1  r -  ■ (»!) • v V / ' т п Гk= 1 \lk-) (87)

u n d  d a m it  w ird die sukzessive B erechnung aus d er R ekursionsform el (86) ü b e r
flü ss ig . (87) muss noch m it d e r  A nw eisung e rg än z t w erden , dass bei d er S u m m a
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tio n  alle m öglichen F älle  in  B e trach t gezogen w erden  m üssen, die die B ed in 
gungen

= v  I
u n d  у  , .  I (88)

'  k i k — n  I
erfü llen .

Zum  Beweis von  (87) wollen w ir die fo lgenden R eihenen tw ick lungen  
b e tra c h te n  :

1 — (1 — x ) p =  a u  ■ x +  a2l ■ X2 a 31 ■ л;3 +  . . .
bzw .

[1 — (1— *)p]n =  a,m ■ x n +  а (пт1)п ■ хГ+1 +  a (n+2)n ■ xn h2 +  . . .

Aus (87) und  (88) fo lg t näm lich , dass

[ l - ( l - * ) t  =  2 % ^ .  (89)
k-v

W enn a u f  G rund  d ieser G leichung die R ekursionsform el (86) v e rifiz ie rt 
w erden k an n , so k a n n  (87) als bewiesen gelten . W ir wollen die be iden  Seiten  
n ach  X d ifferenzieren  :

Vp ■ [ l  — (1 — *)p] 1’ 1 • (1 — x)p 1 =  к ak, • x k 1 ,k=p
w oraus nach  M ultip lika tion  m it (1 — x) w ird  :

v p [  1 -  (1 -  * )p]1' 1 • (1 -  x)p =  5 '  (fc +  *) “ №+!)’ -  k  «*»] ■ xk ■ (9°)
кТГ—1

M an schre ib t nun  (89) fü r (v — 1) an  und  m u ltip liz ie rt m it (v p)  :

Vp  [ 1 — (1 — *)p]’'-1 =  v p  ■ a k(,p-i) ■ x k , (91)

u n d  m ultip liz ie rt auch (89) m it v p  :

v p  [1 — (1 — x)PY  =  ^  VP  ' akt • x k •

W ird  nun  die linke Seite von  (90) von d er lin k en  Seite von (91) su b tra h ie r t , 
so w ird  eben die linke Seite der le tz ten  G leichung e rh a lten . D asselbe g ilt som it
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au ch  fü r  d ie  rechten  Seiten . W ird  nun  um geordne t und x k vor die K lam m er 
g e se tz t, so erh a lten  w ir :

oo
£  [(fc +  1) <4k+ Dp +  ( v p  — k) akv — v p  ■ «*(,_!>] • x k =  0 ,
— V--1

w o rau s  u n m itte lb a r  die R ekursionsfo rm el (86) abgelesen w erden k a n n .
A us dem  U m stan d , dass die K oeffiz ien ten  akv auch als G lieder d e r R e ih en 

e n tw ic k lu n g  (89) V orkom m en, w ird  noch ein  w eite re r N utzen  gew onnen. F ü r 
X  =  1 fo lgen näm lich d a rau s  d ie  folgenden d re i S ätze :

1, w enn p  >  0, (92)

1, w enn n  ^  V p  u n d  p  eine positive  ganze Zahl is t ;

sch liess lich  durch  K o m bina tion  der beiden  v o ran steh en d en  Sätze :

3. a nv =  0, w enn V p  u n d  p  eine p o sitive  ganze Z ahl is t.
D u rc h  einfache U m form ung  fo lg t aus (92) d e r bezüglich der E u le rschen  

R e ih e  w ich tig e  Satz : Es sei d u rch  die fü r  den  F a ll e iner p -fachen  W urzel e rfo r
d e rlich e  M odifizierung d er E u le rschen  R eihe, das h e isst, die D oppelreihe :

1. akv =
k=v

n
2. y , a kv =

k= v

n = 1 M= 1 к
sn,p =  a — У  M k =  a — J V  ( j y akvp v) (93)

ft=i /c=i “

fü r  d e n  G renzübergang  n  — >  o o  in  B ezug a u f  alle G lieder eine ab so lu t k o n v er
g en te  R e ih e . In  diesem  F alle  lä ss t sich die R eihe lim  snp in  die u rsp rüng liche

Л —»oо

E u le rsc h e  R eihe um ordnen , oder was dasse lbe  is t  : die Taylorsche R eihe  der 
in v e rse n  F u n k tio n  is t von  d e r M u ltip liz itä t d er d u rch  die Sum m e d e r R eihe 
fü r  d e n  F a ll  der K onvergenz b es tim m te  N u lls te lle  unabhäng ig  — obw ohl im  
F a lle  e in e r  m ehrfachen W urze l die K onvergenz im  allgem einen lan g sam er is t. 

Z u m  Beweise w ollen w ir (93) un ifo rm en  :

n— 1 n— 1
V p =  а — У  ( a kv) ■ p r ,

V— 1 k=v

u n d  w ir e rh a lte n  u n te r V erw endung  von (92) :

co 00 со

lim  V p  =  а — У  ( У  a-kv) p ,  =  а — У  =  lim  sn ,
k^V п^°°

w as zu  bew eisen w ar.
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ZUSA M M ENFASSUN G

D iese zw eite M itte ilung b ild e t eine o rgan ische F o rtse tzu n g  und E rg ä n z u n g  d e r e rsten  
M itte ilu n g  (A cta  Technica H ung . Tom . X V . fase. 3— 4). Im  ersten  K a p ite l w e rd e n  an  H and  
d e r B odew igschen D efin ition  des K onverg renzgrades [8] einige grundlegende S ä tz e  bezüglich 
de r i te ra t iv e n  N äherungsform eln  bew iesen. Im  zw eiten  K ap ite l w ird im  L au fe  d e r  D iskussion 
de r G o rn ste inschen  M ethode [5] als w ich tigstes E rg eb n is  nachgewiesen, dass d ie  A nw endung 
d e r n ach  d e r  G ornsteinschen V orsch rift geb ilde ten  F u n k tio n , <pv(x  ; a), n ach  d e r  F orm el

xn + l — 9G (*л ; *n)
m it d e r V erw endung  der K issschen Form eln  [2] id en tisch  ist.

Im  v ie rten  K ap ite l w erden den E u lerschen  u n d  d en  K iss—G ornste inschen  Form elfo lgen 
zwei w e ite re  Form elfolgen zugefüg t, die d e r i te ra tiv e n  U m schreibung der b e k a n n te n  B ernoulli- 
schen bzw . G räffeschen N äherungsm ethoden  en ts ta m m e n . Die D efinitionen u n d  E ig en sch aften  
d e r in  d en  Form eln  vorkom m enden  Polynom en  w erden  im  d ritte n  K apite l, w ä h re n d  ih re  exp li
z iten  F o rm e n  im fün ften  K a p ite l beh an d e lt. Schliesslich en th a lten  die K a p ite l  6 u n d  7 die 
von  B o d e w ig  fü r den  Fall de r m ehrfachen  W urze ln  begonnenen U n te rsu ch u n g en  [8], die au f 
alle v ie r  Form elfo lgen e rs trec k t w erden. H ie rb ei w urde  d as Ziel verfolgt, fe s tzu s te lle n , w elcher 
U m fo rm u n g  der Form eln  es b edarf, um  bei de r A n n äh eru n g  einer m eh rfach en  W urze l den 
K o n vergenzgrad  zu bew ahren.

IN V E S T IG A T IO N  ON T H E  G E N E R A L IZ A T IO N  
O F  T H E  N E W TO N — R A P H S O N  R O O T A P PR O X IM A T IO N  M E T H O D  (II)

A. ZAJTA

SU M M A RY

T h is  second pap er is th e  o rganic c o n tin u a tio n  an d  com pletion of th e  p re v io u s  f ir s t  one 
(A c ta  T ech n ica  H ung. Tom . X V . Fasc . 3— 4). In  th e  f i r s t  chap ter th e  v e r if ic a t io n  o f some 
basic s ta te m e n ts  is found in  re la tio n  to  in te rm ed ia te  ap p ro x im ate  fo rm ulae  in  p u rsu an ce  of 
B odew ig’s [8] d e fin ition  of th e  degree of convergence. In  th e  second c h a p te r  in  th e  course of 
d iscussion  o f G ornste in ’s m ethod  as a p rin c ip a l re su lt i t  is dem onstra ted  t h a t  th e  ap p lica tio n  
of th e  fu n c tio n  (p,,(x ; a ), se t u p  a f te r  G o rn ste in ’s p re sc rip tio n , according to  th e  fo rm u la  :

Xn + l  =  <Pv (Xn ; Xn)

is id e n tic a l w ith  th e  use o f th e  K iss fo rm ulae  [2].
In  ad d itio n  to  th e  series o f th e  E u le r  an d  of th e  K iss—G ornste in  fo rm u la e  tw o  fu rth e r 

series o f  fo rm ulae  a re  given in  C h ap ter 4, w hich  o rig in a te  from th e  i te ra t iv e  tran sc rip tio n
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o f th e  k n o w n  B ernoulli an d  G rä ffe  m eth o d s  of ap p rox im ation . C h a p te r  3 deals w ith  th e  d e fin itio n  
a n d  p ro p e rtie s  of the  p o ly n o m ia ls in c lu d ed  in the  fo rm u lae , C h a p te r  5 w ith th e ir  e x p lic it fo rm . 
F u r th e r ,  C hapters 6 and  7 c o n ta in  th e  investigation  b eg u n  b y  B o d e w iG [8] for th e  case o f 
m u ltip le -ro o ts , ex tended on  a ll fo u r  series of roots. T he a im  w as to  estab lish  w hat tra n s fo rm a tio n  
o f  th e  fo rm ulae  is req u ired  fo r  t h e  p reservation  of th e  d eg ree  o f  convergence in  th e  case o f 
m u ltip le -ro o ts .

R E C H E R C H E S  SU R  L A  G É N É R A L IS A T IO N  D E  L A  M É T H O D E  D E N E W T O N  E T  
R A PH SO N  P O U R  L ’A PPR O X IM A TIO N  D E S  R A C IN ES (II)

A. ZAJTA

RÉSUM É

C ette  com m unication  f a i t  su ite  à une étude dé jà  p a ru e  (A cta  Technica H u n g . T om . 
X V . F a se . 3 —4), qu’elle co m p lè te . D an s le prem ier c h a p itre , la  d é fin itio n  du  degré de  co n v er
gence  p a r  B o d e w iG [8] s e r t  p o in t  d e  dép art à la d é m o n s tra tio n  d e  quelques théorèm es fo n d a 
m e n ta u x , ré la tifs aux form ules d ’approx im ation  ité ra tiv e s . D a n s  le  deuxièm e c h ap itre  il e s t 
d é m o n tré , comm e ré su lta t p r in c ip a l ,  au  cours de la  d iscussion  de  la  m éthode de G o rn ste in , que 
l ’ap p lic a tio n  de la  fonction  <pv{x  ; a )  constru ite  su iv an t la  p re sc r ip tio n  de G ornste in , confo r
m é m e n t à la  form ule

X n + 1  =  <p,(xn ; X „ )

e s t id e n tiq u e  à l’app lication  des fo rm ules de Kiss [2J.
A u x  séries de form ules d ’E u le r  e t de K iss—G o rn ste in , o n  a jo u te  deux séries de fo rm ules 

a u  c h a p itre  4, lesquelles p ro v ie n n e n t  de la tran sc rip tio n  i té r a t iv e  des m éthodes d ’ap p ro ch e  
con n u es de Bernoulli e t de G rä ffe . L e  chap itre  3 est co nsacré  à  la  défin ition  e t a u x  p ro p rié té s  
des po lynôm es contenus d a n s  les fo rm ules le chap itre  5, t r a i t a n t  de leur form e ex p lic ite . 
L es c h a p itre s  6 e t 7 re la te n t  e n f in  les recherches com m encées p a r  B o d e w ig  [8] p o u r le cas de 
ra c in es  m ultip les, étendues su r  les q u a tre  séries de form ules. L e  b u t  a  été  ici d’étab lir. L a  m esure  
de  la  tran sfo rm atio n  des fo rm u le s , nécessaire pour le m a in tie n  de la  convergence en  cas de  
l ’a p p ro ch e  de racines m u ltip les .

ИССЛЕДОВАНИЯ В ОБЛАСТИ ОБОБЩЕНИЯ НЬЮТОН—P АФСОНОВСКОГО 
МЕТОДА ПРИБЛИЖЕННОГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ КОРНЕЙ. II

А. ЗАЙТА

РЕЗЮМЕ

Данное второе сообщение является органическим продолжением и дополнением 
опубликованного ранее первого сообщения (Acta Technica Hungarica, том. XVI, № 
3—4). В первой главе, примыкая к дефиниции Бодвига [8] степени сходимости, можно 
найти доказательство нескольких основных положений для итерационных приближен
ных формул. Во второй главе при обсуждении метода Горнштейна (5) — в качестве глав
ного результата— показано, что применение функции <pv(xja), построенной по предпи
саниям Гоонштейна, по формуле

хп +1 =  <Pv (х п ; Хп)

является идентичным применению формул Киша (2).
Серии формул Эйлера, далее Киша— Горнштейна в четвертой главе дополняются 

еще двумя сериями формул, которые происходят от итеративного переписания прибли
женных методов Бернулли и, соответственно, Греффе. Дефиницией и свойствами встре
чающихся в формулах полиномов занимается глава 3, а их эксплицитной формой -— глава 
5. Наконец главы 6 и 7 содержат исследования [8J, начатые Бодвигом для случая много
кратных корней, распространив на все четыре серии формул. Здесь ставилось целью 
определить, что в случае приближения многократного корня какое именно преобразо
вание формул необходимо выполнить для определения степени сходимости.



ИССЛЕДОВАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ СОДЕРЖАЩЕГОСЯ 
В КОЛЬСКОМ ФОСФАТЕ ТИТАНА В ПРОЦЕССЕ 

МАГНИТНОЙ СЕПАРАЦИИ

К А Ф Е Д Р А  Э Л Е К Т Р О Х И М И И  Б У Д А П Е Ш Т С К О Г О  П О Л И Т Е Х Н И Ч Е С К О Г О  И Н С Т И Т У Т А

В Исследовательском институте тяжелой химической промышлен
ности азотнокислым разложением Кольского фосфата разработана технология 
лроизводства искусственного удобрения и этот факт поднял вопрос утили
зации побочных продуктов. (1 и 2) Ниже трактуются исследования, прове
денные в области магнитной сепарации, касающейся оригинального флоти
рованного Кольского фосфата.

На Кольском полуострове добывается апатит, основными компонен
тами которого являются Са3(Р04)2 и CaF2. Наряду с этими компонентами в 
небольших количествах в апатите имеются титан, железо, алюминий, сили
ций, кальций, магний, стронций, церий и пр. На Кольском полуострове в 
Хибинской тундре находятся богатейшие в мире залежи апатитов, где они 
дифференцировались из магмы сильно основных пород (уртит), связанной 
с магмой элиолита. (3) По середине полуострова возвышается Хибинский 
горный кряж, который содержит апатиты слоем, мощностью до 180 м, 
и на основе геологических данных там имеется до двух миллиардов 
тонн апатитов (4).

В Советском Союзе добываемый на Кольском полуострове апатит под
вергается процессу флотации на обогатительной фабрике в Кировске с 
целью извлечения содержащихся в апатите титана и нефелина, следовательно 
мы можем рассчитывать лишь на остающийся в продукте после флотации ти
тан. Несмотря на это данный вопрос заслуживал проведения соответствующих 
исследований, так как ежегодно импортируется очень большое количество 
апатитов для производства искусственных удобрений.

По гранулометрическому составу преобладающее количество исполь
зованных проб находилось в пределах 0,01—0,1 мм.

Ситовой анализ из трех проб показал следующие результаты :

И. ВЕРЕШ 
Канд. техн. наук

Поступило 18-го августа 1956 года

Тонкость зерен Ситовой остаток

16,900 0,050

9,800 0,065

4,900 0,09

60 — 70 

46 — 51 

40,3— 44,4
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Ситовые остатки в каждом случае относятся к количествам, остав
шимся на отдельных ситах и выраженных в процентах, и не представляют 
собою непрерывные ситовые анализы.

Влажность проб, отнесенная к сушке при 110° С, составляла 1,38%, 
1,47% и 1,69%. Для устранения технического затруднения, вызванного 
влажностью слипания, магнитная сепарация производилась с материалом, 
высушенным при температуре 110° С. После чего материал слегка расти
рался в фарфоровой ступке, чтобы разделить слипшийся при высушивании 
материал.

В подвергнутых анализу пробах имелось 0,9— 1,1% ТЮ2. Это означает, 
что в каждых 100 000 т подвергнутого флотации Кольского фосфата имеется 
до одной тысячи тонн ТЮ2, к сожалению при довольно неблагоприятном 
распределении концентрации. Следует отметить, что найденное содержание 
ТЮ2 является довольно высоким ; по имеющимся у нас данным для Коль
ского апатита — сырца, не подвергнутого еще флотации, содержание ТЮ2 
в отдельных случаях составляет, например, даже 0,79%.

В процессе проведенных мною исследований установлено, что Коль
ский фосфат при магнитном воздействии дает отклонения, и в нем имеются 
частицы, которые можно подвергнуть сепарации.

Магнитная Фракция Недостающий Т ,0 2 в маг
нитной 

фракции, %
Tj02 в

фракция, % породы, % материал, % породе, %

0,5—4,5 90,0—98,5 1,0—5,5 10,2—13,8 0,38—0.62

(Средние данные трех опытов)

В магнитных фракциях — между прочими компонентами — было 
еще найдено 39—48% Fe, 2,9—3,6% Si02, 9,8— 12,1% CaO и 14,5— 17,1% 
MgO.

При сепарации в лабораторных условиях с помощью ручных магни
тов получаются очень большие отклонения в выходе ТЮ2 (между 6—54%), 
что, естественно, указывает на неоднородность материала. Отдельные пробы 
(по 100 г) были получены из количеств в 50 кг путем отбора средней пробы.

Материал обладает невысокой магнитностью. Это показали также из
мерения магнитной восприимчивости, результаты которых выражены вели
чинами (Кт), отнесенными к единице массы. Согласно этих измерений вели
чина Кт  получается порядка 10_ö. (Точнее : Кт  =  33 • 10 в.) Для инфор
мации позволено будет указать, что величина магнитной восприимчивости 
шведского магнетита, который можно сепарировать практически до 100% и
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магнитная восприимчивость которого была измерена для сравнения, сос
тавляет приблизительно 1000 кратную указанной выше величины (Кт  =  
=  32 800 • 10~6). Отдельные пробы были отобраны обычными методами 
отбора, соответственно усреднением из количеств в 25—50 кг.

Опыты были повторены и с материалом, подвергнутым помолу на шаро
вой мельнице. Для трех проб на 30—40% снизился выход по весу магнитной 
фракции — вследствие помола.

Часть содержания титана следует железу при сепарации во флотиро
ванном фосфате. Часть же титана может быть в не поддающейся сепарации 
породе, или же в силикатных минералах. Видимые в микроскоп коренастые 
амфиболообразные кристаллы схожи с амфиболами титана, встречающи
мися также в верлите м-р Сарвашке. (В магнитной фракции имеется только 
очень небольшое количество обломков амфибол.) В Кольском апатите ТЮ2 
в основной своей массе находится в форме сфен. (CaO ТЮ2 Si02) Это 
обстоятельство, далее то, что по опыту обогатительной фабрики в Кировске 
также нефелин —концентрат содержит небольшое количество ТЮ2, под
тверждают, что в магнитной породе ТЮ 2, между прочим, может содер
жаться в силикатных минералах.

Что же касается магнитной фракции, то следует указать, что Кольский 
апатит — сырец наряду с Fe20 3 содержит также FeO. Сопоставляя это обстоя
тельство с магнитной селарируемостыо можно думать о присутствии магне
тита. То, что в магнетите часть железа часто замещается титаном, является 
уже известным фактом (титановый магнетит). Естественно, что присут
ствующее феррожелезо позволяет предполагать также ильменит. Под микро
скопом наблюдались как магнетит, так и ильменитные иглы. В магнитной 
фракции под микроскопом наблюдалось большое количество магнетита, а 
ильменитных же игл было видно мало. Из этого следует, что в магнитную 
фракцию переходит титан, связанный с магнетитом.

В Институте тяжелой химической промышленности (город Веспрем) 
А. Гедеон под руководством Б. Балла при рентгеновском анализе флотиро
ванного Кольского фосфата кроме фтористого апатита не мог показать 
ничего другого (6). Пока еще не выполнен рентгеновский анализ магнитной 
фракции.

Возвращаясь к вопросу технической исполнимости магнитной сепа
рации, мною установлено, что при сепарации в крупных производственных 
масштабах значительно ушудшается получаемый результат. Учитывая, что 
материал является довольно тонким, использовался магнитный сепаратор, 
сконструированный Л. Вишневским. В указанном аппарате сепарация осу
ществляется вращающимся магнитным полем. На сепараторном столе, 
имеющим некоторый уклон, зерна материала вынуждены совершать вра
щательное движение и весь сепаратор, кроме этого, совершает также 
колебательное движение. Вследствие вышесказанных магнитные частицы
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из-за значительного истирательного эффекта могут освободиться от прилип
ших к ним частиц породы.

С помощью указанного выше аппарата проведено несколько опытов 
по сепарации Кольского фосфата, каждый раз в количестве 25 кг. В процессе 
опытов я убедился, что материал сильно неоднороден ; содержание ти
тана различных партий различно. Выход ТЮ2 в расчете на 100 000 т 
Кольского фосфата в лучшем случае получался равным 80 т (т. е. 8%), а в 
худшем — всего лишь одной десятой части этого. Следовательно, выход при 
работе с сепаратором получается ниже выхода с ручными магнитами.

Магнитная сепарация означала бы в промышленном отношении прину
дительное решение и с экономической точки зрения кажется нежелательной. 
Без сепарации же несомненно пропадает содержащийся в переработанном 
H2S 04 — процессом Кольском фосфате титан.

Естественно, в случае производства комбинированных искусственных 
удобрений азотнокислым процессом дело упрощается значительно, т. к. 
здесь в небольшом остатке от растворения (2 вес. %) итак уже обогаща
ется встречающийся там титан и поэтому предварительная сепарация во 
всех случаях является излишней.
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РЕЗЮМЕ

Рассматривается вопрос возможности извлечения содержащегося во флотирован
ном Кольском фосфате титана в процессе производства искусственных удобрений, или 
же перед процессом производства. Установлено, что часть содержащегося титана свя
зана с железом и может быть сепарирована вместе с железом. Магнитная восприимчи
вость сырья довольно низка и составляет приблизительно одну тысячную долю магнитной 
восприимчивости среднесортных шведских магнетитов. Сообщается об опытах в лабора
торных условиях при помощи ручных магнитов и о предварительных лабораторных 
опытах с помощью электромагнитного сепаратора. Установлено, что промышленное осу
ществление является экономически невыгодным.
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U N T E R S U C H U N G E N  Ü B E R  DAS V E R H A L T E N  D ES T I-G E H A L T E S  
VON K O L A -P H O S P H A T  B E I D E R  M A G N E T ISC H E N  SC H E ID U N G

I. V ER ES

ZUSAM M ENFASSUNG

E s w urde ü b er die G ew innungsm öglichkeit des T i-G ebaltes von S chw im m au fb ere itu n g s
p ro d u k ten  des K o la -P h o sp h a ts  im  L aufe  de r K unstd ü n g ererzeu g u n g , oder v o r  diesem  V er
fahren  b e ric h te t. E s w urde fe s tg es te llt , dass e in  T eil des T ita n  an  E isen g eb u n d en  u n d  d am it 
zusam m en m agnetisch  sch e id b ar is t. Die m agnetische  S u szep tib ilitä t des R o h m a te ria ls  ist 
gering, u n g e fäh r ein v . T au sen d  d e ren  des d u rch sch n ittlich en  schw edischen M ag n e tits . E s w urde 
ü ber L ab o ra to rium sversuche  m itte ls  eines H an d m ag n e ts  u n d  über V orversuche  a u f  einem  
e lek trom agnetischen  Scheider b e r ic h te t  und  fe stg es te llt, dass sich eine gew erbliche G ew innung 
n icht lohn t.

IN V ESTIG A T IO N S ON T H E  B E H A V IO U R  O F T H E  T I-C O N T E N T  O F K O LA  P H O S P H A T E  
R O C K  A T M A GNETITS SE P A R A T IO N

I . VERES

SUM M ARY

T he possib ility  of reco v e ry  of th e  t ita n iu m  c o n te n t o f flo ta tio n  co n ce n tra te s  o f K ola 
phosphate  ro ck  in  th e  course o f fe rtilizer m an u fac tu re , o r p revious to i t ,  w as tre a te d . I t  was 
found th a t  p a r t  o f th e  T i-c o n ten t w as tied  to iron  a n d  w as m agnetically  sep a rab le  a long  w ith  
it. The m ag n e tic  su scep tib ility  o f  the  raw  m ate ria l is low, a b o u t one th o u sa n d th  o f  th a t  o f the 
average Sw edish m ag n e tite  o re . L ab o ra to ry  sep a ra tio n  experim en ts  execu ted  w ith  a hand- 
m agnet a n d  p re lim in ary  e x p erim en ts  on e lectrom agnetic  sep ara to rs  were a cco u n ted  for. I t  was 
found th a t  com m ercial ex p lo ita tio n  was no t prom ising.

R E C H E R C H E S  SU R  L E  C O M PO R TE M E N T  D E  LA T E N E U R  E N  T IT A N E  
DU P H O S P H A T E  D E  K O LA , LORS D E  LA S É P A R A T IO N  M A G N É T IQ U E

I. VERES

RÉSU M É

L ’a u te u r  é tudie  la po ss ib ilité  d ’ex p lo ita tion  de  la ten e u r en tita n e  des con cen trés  de 
flo tta ison  des phosphates de K o la , p e n d an t ou a v a n t la  fa b rica tio n , d ’engrais. Il c o n s ta te  q u ’une 
pa rtie  de la  ten e u r  en T itan e  se tro u v e  liée à du  fer, e t  e st a insi séparable p a r  voie m agnétique 
avec ce m éta l. L a  su scep tib ilité  m ag n é tiq u e  de la m a tiè re  p rem ière  est assez b asse , elle n ’a tte in t 
q u ’un m illièm e environ  de celle de la  m agnétite  suédoise m oyenne. Su it u n  exposé des essais 
de lab o ra to ire  exécutés avec u n  a im a n t m anuel, e t d ’essais préalables avec sé p a ra te u r  é lectro 
m agnétique. L ’au te u r co n sta te  que l ’exp lo ita tion  in d u str ie lle  est peu  ren tab le .

5  Acta Technica XIX/1—2.
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I. In tro d u c tio n

The manufacture of cathode-ray tubes is gaining importance with technical development 
in our days. Wide application of cathode-ray tubes, especially for television and radar demands 
more and more in relation to cathode-ray tubes.

The most important parts of the cathode-ray tube are : the electron gun, the glass bulb 
and the luminescent screen.

The preparation of the screen can be executed in many ways, comprehensive works and 
textbooks treat it in detail. Nowadays the so-called settling process has gained great importance, 
because in the quantity production of television picture tubes this method is applied.

The essence of the settling process is th a t the required amount of phosphor (luminescent 
material) is mixed with some liquid, and the suspension thus produced is dispersed in the settling 
liquid contained in the bulb of the cathode-ray tube. Particles of the luminescent material 
then deposit on the bottom of the bulb under the influence of gravity and form there a layer.

If  care is taken th a t the particles of the luminescent material stick fast to one another and 
to the wall of the bulb after settling, after some time (the so-called settling time) the liquid may 
be drained off from the bulb, when a thin, adhering, luminescent layer remains on the bottom . 
The material promoting (securing) adhesion is the binder ; after completion of the tube fabrication 
process the luminescent layer forms the screen of the cathode-ray tube.

In the manufacture of cathode-ray tubes care has to be taken that the efficiency of the 
screen (the number of lumens emitted per one w att excitation power,lm/W) or surface brightness 
of the screen depends on three circumstances :

1. Efficiency of the luminescent material,
2. Thickness of the luminescent layer and
3. Method of processing of the screen.
Numerous extensive works deal with the luminescence efficiency of the various luminescent 

materials. So much the fewer publications trea t the effect of the other two factors, though their 
influence, as will be shown, may be quite im portant.

The effect of the thickness of tbe luminescent layer in the settling process is most expe
diently examined on samples of screens deposited without binder. Such tests were executed by 
H o p k in s o n  and N ic o l l  [1 , 18]. During the last years the author and his co-workers have also 
dealt w ith the m atter in previous papers [2, 3, 4]. Results may be summed up as follows:

In  the case of a phosphor of similar m aterial quality and under similar conditions of 
excitation, the surface brightness depends very much in the particle size of the phosphor, and 
on its particle size distribution. If the screen is looked from the excited side, the surface 
brightness first increases as a function of the layer thickness, then it becomes relatively constant. 
However, if it is looked from the side opposite to excitation, as is done with conventional 
cathode-ray tubes, the surface brightness first increases as a function of layer thickness ; 
on reaching a maximum, it decreases. The locus of the maximum, or in the first case, of saturation 
is a function of the particle size distribution.

This law is qualitatively easily interpreted. That is to say, the light measured on the 
excitation side increases as long as the particles do not entirely cover the entire glass surface 
available. Afterwards, since out of the particles only such emit light as can be excited by the 
electron beam, the light does not change w ith additional layers (tbe curve tends toward satura
tion). The light measured on the opposite side also grows only as long as the phosphor particles

5 *
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do not entirely cover the glass surface. The surface brightness then attains its maximum, after
wards it decreases, because along with the formation of further layers the intermediate layers 
absorb the light of the particles excited on the surface. Quantitative evaluation, however, is 
very difficult, and results so far attained [1, 3, 4] can by far not be regarded as conclusive.

The aim of this paper is to clear up what effects influencing surface brightness arise a t 
the preparation of the screen by settling, depending on the mode of application of the screen. 
From the foregoing follows th a t for the investigation of these effects screen samples of the same 
m aterial quality, of the same distribution of particle size and of the same layer thickness, have 
to  be examined. Layer thickness is expressed in units of mg/cm2, that is, weight in  mg of the 
phosphor present on 1 cm2 of screen surface. That is to say, in the case of equal material quality 
and grain size distribution, this unit is proportional to the layer thickness.

II. E ffec t o f  the application  o f  th e  screen

As afo re-m entioned , sam ples of screens p re p a re d  b y  the  se ttlin g  process 
w ill be d ea lt w ith . I t  is exp ed ien t, therefore, to  g ive  a sho rt theore tica l in fo rm a
tio n  before p resen tin g  te s t  results.

In  th e  se ttlin g  process for the f ix a tio n  o f  th e  screen (prom oting adhesion) 
b in d ers  are used. T he d iffe ren t settling  processes d iffer from  one a n o th e r in  
th e  q u a n tity  and  q u a lity  o f  th e  b inder, as well as in  those  of the  au x ilia ry  m a te 
ria ls  th a t  m ay be used . T h e  chem ical processes ta k in g  place in  th e  se ttlin g  process 
are  d e a lt w ith  in  severa l p ap e rs  [2, 5, 6, 7, 8, 9, 10], on  th e  basis of w hich  a sh o rt 
o u tlin e  is given.

W hen the  ph o sp h o r partic les are d ispersed  in  th e  se ttling  liquid  a n d  deposit 
u n d e r  th e  effect of g ra v ity , a f te r  the tim e o f se tt l in g  (and  of set) has passed , the  
s tru c tu re  of the  lay e r can  be illu stra ted  th u s  :

1. 1 binder film
2. /  (bonding layer)

T h a t is, the  so-called  b in d er is located  in  th e  in terstices betw een ph o sp h o r 
p a rtic le s  and  “ b o n d s”  th e m  together.

I n  th e  se ttlin g  liq u id  n o t only th e  m a te r ia l, called b inder in  lite ra tu re , is 
d isso lved , b u t also th e  so-called  coagulator. T he ro le  o f th e  la tte r  is to  “ p re se rv e” 
th e  bo n d in g  pow er o f  th e  b in d er. The adhesive su b stan ce  which sticks th e  p a r 
tic les to  one an o th e r a n d  to  th e  glass w all is com posed of colloidal partic les  
o f  com plex s tru c tu re , c o n ta in in g  certa in  m a te ria ls  from  the  b inder an d  from  th e  
co ag u la to r, as well.

In  th e  following th is  sim plified  im age w ill be  u sed . In  conform ity  w ith  th e  
l i te ra tu re  the  m a te ria l responsib le  for b o nd ing , b u t  possessing no b ond ing  pow er 
alone , will be called b in d e r. The “ bond ing  m a te r ia l”  betw een th e  p a rtic le s ,
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w hich is p roduced  b y  th e  m u tu a l ac tion  o f  b in d e r a n d  o f coagulator, w ill be called 
d is tin c tiv e ly  bond ing  layer.

L e t be in v estig a ted  th eo re tica lly  w h a t d ifferences m ay exist b e tw een  th e  
screens deposited  w ith o u t b inder a n d  th e  so-called  conventional (fab rica ted ) 
screens p rep ared  w ith  th e  aid  of b in d ers .

As h as  been said , th e re  is a b o n d in g  lay e r deposited  in  the  in te rs tic e s  of 
the  ph o sp h o r partic les. T his bond ing  la y e r  in  one resp ec t affects th e  la y e r  th ic k 
ness, th a t  is, th e  op tim u m  layer th ickness w ill be d ifferen t in the  presence  of 
b inder. T he phosphor lay er is besides th is  a th in  layer com posed o f  m in u te  
crysta ls , op tica lly  diffuse. I f  th e  in te rs tices  o f th e  p artic les are filled w ith  a b in d 
er, th is  m ay  cause d ifferen t op tical e ffects. C om pared  to  the  layer w ith o u t b in d e r 
the  ab so rp tio n  an d  diffuse reflection  in  th e  lay e r o f  th e  ligh t em itted  b y  th e  p h o s
p hor pa rtic le s  m ay  change, th a t  is, th e  surface b rig h tn ess  of conven tional screens 
m ay  increase or decrease, as th e  re s u lta n t  o f th ese  effects, in  re la tio n  to  screens 
w ith o u t b inder.

T he exciting  electrons have to  p ass  th ro u g h  th e  bonding  layer o n  th e  p h o s
ph o r partic les  to  be able to  excite th e se  p a rtic le s . D u rin g  th is , o f course, th e ir  
energy  decreases, th e  bond ing  layer ex e rts  an  a tte n u a tin g  effect. The a t te n u a tin g  
effect depends on th e  th ickness of th e  b o n d in g  lay e r and  on its  m a te r ia l p ro p e r
ties , in  case o f an  iden tica l bonding  la y e r, i t  is a c o n s ta n t value. T he sm alle r th e  
energy  o f th e  exciting  electrons, so m u ch  th e  g re a te r  p roportion  o f th is  energy  
will be lo st b y  a tte n u a tio n . I t  is to  be ex p ec ted  th u s  th a t  th e  a tte n u a tio n  effect 
will s tro n g ly  influence th e  surface b rig h tn ess  especially  a t  lower ex c itin g  v o ltages.

T he a tte n u a tin g  effect depends on  th e  m a te r ia l q u a lity  of th e  p h o sp h o r 
an d  on its  partic le  size d is trib u tio n ,b ecau se  th e  sam e b in d er is d iffe ren tly  a d so rb 
ed on phosphor partic les of d iffe ren t size d is tr ib u tio n  and  d iffe ren t m a te ria l 
qualities.

M ateria ls p resen t in  th e  bond ing  lay e r m a y  change the  secondary  em ission 
ra tio  o f th e  screen. T his effect arises especia lly  a t  v e ry  low an d  v e ry  h ig h  acce
le ra tin g  vo ltages.

S um m ing  up , i t  m ay  be said  t h a t  th e  m ode o f  app lication  of th e  screen  in  
th e  se ttlin g  process m ay  effect its  su rface  b rig h tn ess , and  in  com p ariso n  to  
screens w ith o u t b in d er th e  following fac to rs  h av e  to  be reckoned w ith  :

1. T he a tte n u a tin g  effect o f th e  b in d e r. T h is reduces surface b rig h tn ess .
2. T he change o f ra tio s  of secondary  em ission. This m ay increase  or reduce 

surface b righ tness.
3. O ptica l effects. These m ay effect surface b rig h tn ess  in  positive  or n eg a 

tiv e  sense.
As a re su lt h ereo f th e  surface b r ig h tn e ss  o f conven tional ph o sp h o r screens 

is h ig h er o r lower th a n  th a t  of screens w ith o u t b in d er. In  the  a u th o r ’s op in ion  
th e  a t te n u a tin g  effect o f the  b in d er is th e  m o st im p o rta n t one, t h a t  is , th e  
surface b rig h tn ess  is lower in  m ost o f  th e  cases. T he experim en tal p a r t  o f  th is
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p a p e r  w ill deal w ith  th e  p rob lem  o f the  o rd e r o f  m agn itu d e  of th ese  effects as 
w ell as o f how  fa r th e y  h av e  to  be considered.

N o am pler l i te ra ry  d a ta  have so fa r b een  fo u n d  on the  effect o f  th e  se ttlin g  
p ro cess  on sam ples o f screens p rep ared  b y  se ttlin g . H o p k i n s o n  [ 1 ]  w ho tre a te d  
so m ew h a t sim ilar p rob lem s m ade such m easu rem en ts  on screens p re p a re d  b y  
d ry  a n d  w et pu lv eriza tio n  as well as by  th e  so-called  spreading  process. In  th e  
case o f  w ater-g lass b in d e r —  to  be tre a te d  n e x t  —  he drew  the  follow ing p rin c ip a l 
conclusions : the  d im in u tio n  of surface b rig h tn ess  is th e  g rea ter, th e  la rg e r th e  
a m o u n t o f b inder, th e  f in e r  th e  p artic le  size o f  th e  phosphor an d  th e  low er th e  
se rv ice  screen vo ltag e  (accelera ting  voltage). O n se ttled  screens th e  d im in u tio n  
o f  su rface  b righ tness is g re a te r  a t  low er-vo ltage  excita tion  ; su lp h id e -ty p e  
p h o sp h o rs  are less sen sitive  th a n  s ilica te-type  phosphors. In  th e  p resence  o f a 
b in d e r  th e  op tim um  lay er th ickness changes.

A  g rea t p a r t  o f  th e  p henom ena  observed  b y  H o p k i n s o n — as w ill be seen 
—  also  refers to  se ttle d  screens, w ith  th e  com plem en t th a t  cond itions a re  v e ry  
m u c h  affected  b y  th e  com position  o f the  se ttlin g  liqu id  and b y  th e  d u ra tio n  o f 
s e ttlin g .

I I I . M easuring m ethod , m a te ria ls  used

To a t ta in  th e  goal se t i t  is necessary  to  exam ine  the  d ifferen t te s t  screen 
sam p les , or th e ir  surface b rig h tn ess  u n d e r th e  in fluence of ca th o d e-ray  exci
ta t io n .

T h e  f irs t and  also m ost crucial p roblem  is how  to  secure the  rep ro d u c ib ility  
o f  m easu rem en ts , th e ir  p recision , a t  the  sam e tim e  m aking  possible a la rge  n u m 
b e r  o f  n o t very  expensive  m easu rem en ts. U n d e r ro u tin e  lab o ra to ry  co n d itions 
each  p hosphor sam ple w ould  requ ire  a sep a ra te  ca th o d e-ray  tube  (for re p ro d u 
c ib ility  even 2—3 c a th o d e -ray  tubes). A single ca th o d e-ray  tube , even th e  sim p lest 
one, is v e ry  expensive , its  p rodu c tio n  dem ands m uch  work, and  th e  tech n o lo 
g ica l processes of its  fab rica tio n  w ould cause s tro n g  spreading of m easu rem en t 
re su lts . Therefore an  ex p e rim en ta l c a th o d e-ray  tu b e  h ad  to  be designed in  w hich 
se v e ra l exp erim en ta l p h o sp h o r sam ples can  be  m easu red  w ith o u t th e  necessity  
o f  p re p a rin g  a sep a ra te  c a th o d e -ray  tu b e  fo r each  ind iv idual sam ple. T h is te s t  
c a th o d e -ra y  tu b e  is called  in  lite ra tu re  d em o u n tab le  ca thode-ray  tu b e  o r one 
h a v in g  an  exchangeable  screen.

T h ere  are such so lu tions know n in  l i te ra tu re  [1, 2, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 
17], b u t  th e  descrip tions a re  n o t su ffic ien tly  d e ta iled  as regards th e  m a in  p ro b 
lem s. T he p rinc ipa l p rob lem s arising  are  th e  follow ing :

1. vacuum  tig h tn ess ,
2. d isp lacem ent o f  th e  in d iv id u a l ph o sp h o r sam ples in  th e  v a c u u m  space 

fro m  th e  outside,
3. ca thode res is tin g  rep ea ted  aera tio n ,
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4. facilities o f  rap id  exchange of p h o sp h o r sam ples.
The a u th o r b u ilt  up  the  cathode-ray  tu b e  fo r  phosphor exam ination  d esig n 

ed  by  h im  a fte r  constru c tio n s described b y  H a r d y ,  S t r a n g e ,  H e n d e r s o n  

a n d  M o s k v i n ,  w ith  d ifferen t m odifications.
The te s t e q u ip m e n t itse lf consists of th re e  p a r ts  :
1. the  v acu u m  system ,
2. the  pow er supp ly  u n it and
3. the  p h o sp h o r-te s tin g  ca thode-ray  tu b e .
F o r the  p ro d u c tio n  o f the  necessary h igh  v acu u m  a m ercury d iffusion  pu m p  

a n d  a h igh-speed  ro ta t in g  pum p were used  w ith  th ick  copper tubes. V acu u m  w as

F ig . 1. 1 —  Cathode-ray tube housing ; 2-— Rotatable disc ; 3 —  Turning handle ; 4 —  Glass 
covers ; 5 — Test covers ; 6 — Exhausting pipe; 7 — Neck of cathode-ray tube ; 8 — Deflection 

yoke; 9 — Focusing coil; 10-— Electron g u n ; 1 1 — Vacuum-gauge attachm ent;
12 —  R u b b e r rin g  ; 13 —  R o ta ta b le  packing

con tro lled  b y  a P i r a n i  ty p e  p latinum -w ire v a c u u m  gauge and  w ith  one  io n iza 
tio n  ty p e  v a c u u m  gauge a ttach ed  d irec tly  to  th e  ex h au stin g  p ipe o f  th e  p h o s
p h o r-te s tin g  se t. D u rin g  operation  vacuum  w as o f th e  order of 10~5 T o rr .

T he pow er su p p ly  u n it  was b u ilt up  a f te r  th e  m odel of the  e lec tric  m easu 
r in g  equ ipm en t u sed  fo r conventional c a th o d e -ray  tu b es. The h ig h -v o ltag e  posi
tiv e  side was g ro u n d ed , th u s  the  cathode, th e  g rid  an d  anode no. 1 w ere co n n e c t
ed  to  h igh v o ltag e , w hich could be co n tinuously  reg u la ted  up to  15 k V .

The m ost im p o r ta n t  p a r t  of th e  te s t  e q u ip m e n t is th e  p h o sphor-test ca thode- 
ra y  tu b e  itse lf  p ic tu re d  in  F ig . 1. The v acu u m  system  1 is of th ic k  b ra s s  an d
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is  co m posed  of tw o p a r ts  assem bled w ith  ru b b e r  pack ing  a t  12. I n  th is  h ousing  
a v e r t ic a l  b rass disc 2  is ro ta ta b le , c o n ta in in g  th e  sam ples to  be ex am in ed
5. T h e  in d iv idua l sam ples can  be b ro u g h t in to  th e  p a th  of th e  e lec tro n  beam  
b y  ro ta t io n  of th e  disc. A v a cu u m -tig h t p a c k in g  Id  led ou t serv ing  fo r ro ta tio n  
is k e p t  t ig h t  b y  tw o m eta l p la te s  f i t  to g e th e r b y  polishing. These ro ta te  in  sili
con -g rease .

T h e re  is a glass tu b e  7 a t  45 deg to  th e  p la n e  o f the disc in  w hich  a trio d e  
e le c tro n  gun  10  is p laced . T he o u te r w all o f  th e  tu b e  is coated  w ith  colloidal 
g ra p h ite  an d  tied  to  th e  p o te n tia l o f th e  m e ta l housing . The glass tu b e  is glued 
to  th e  housing  w ith  picein.

T h e  lig h t e m itted  b y  th e  excited  p h o sp h o r sam ples can be ex am in ed  from  
tw o  d irec tio n s th ro u g h  glass w indow s 4  b y  m ean s of an  ad eq u a te  m easu rin g  
e q u ip m e n t. The elec tron  beam  w as focused a n d  deflected  by  m ag n e t coils 8, 9. 
T h e  e n tire  system  w as d u rin g  th e  te s t c o n s ta n tly  pum ped th ro u g h  th e  e x h a u s t
in g  p ip e  6, an d  th e  p ressu re  re ign ing  in  th e  sy s tem  was contro lled  a t  11.

T h e  g rea te s t p rob lem  w as th a t  o f a c a th o d e  resisting  a tm ospheric  p re ssu re . 
T h is  w as  solved b y  tw o w ays, b o th  d iffering  fro m  m ethods so fa r  em ployed . As 
k n o w n , oxide-cathodes used  in  th e  fab rica tio n  o f  ca thode-ray  tub es can  su s ta in  
se v e ra l tim es  a tm o sp h eric  p ressu re  u n d e r a d e q u a te  conditions. A ccord ing  to  
ex p erien ce , a t  6— 8 cases a d a y  th e y  will serve  fo r  8 hours of service. T h e  o th e r 
w ay  o f  so lu tion  is to  use, in s te a d  of o x ide-ca thodes sin tered  n icke l-ca th o d es. 
W ith  th e  la t te r  th e  e q u ip m en t will serve fo r 6 weeks.

F o r  exchanging  th e  sam ples the  b a c k  g lass w indow, glued w ith  p ice in  to  
th e  h o u s in g , w as ta k e n  off, an d  the  b rass  d isc  w as filled w ith  new  sam ples. 
T h e n  i t  w as re -a ttach ed  w ith  picein. T he b e a m  cu rren t exciting  th e  p h o sp h o r 
sam p le s  (screen curren t) w as m easured  betw een  th e  m eta l housing an d  th e  g ro u n d 
ed  h ig h -v o ltag e  positive pole. A ra s te r  o f  50 cps an d  of 10 kcps w as used  
fo r th e  te s ts . B y a d ju s tin g  th e  ra s te r  d im ensions, w ith  know ledge o f th e  screen 
c u r re n t , th e  cu rren t d en sity  p er surface a rea  ca n  be controlled.

I f  6 iden tical screen sam ples were p u t  in to  th e  device a fte r  v e ry  carefu l 
p re p a ra t io n , th e  m easured  b rig h tn ess  va lues ag reed  w ith in  ± 5 % .  T he e rro r  is 
co m p o sed  of tw o fac to rs  : errors o f p h o to m e try  and  of screen p re p a ra tio n .

T h e  erro r o f p h o to m e try  —  includ ing  th o se  due to  flu c tu a tio n  o f e lec trica l 
c o n d itio n s  —  is less th a n  ; r 2 % . The b iggest sou rce  o f error is in  th e  p re p a ra tio n  
o f  th e  screen.

C auses of e rro r co m m itted  in  th e  p re p a ra tio n  of the  screen : e rro rs
o f m easu rem en t (m g/cm 2), o f  th e  com position  o f  th e  settling  liqu id , a n d  erro rs 
due  to  im p ro p er (non-uniform ) tre a tm e n t o f  th e  sam ples. In  fa b ric a tio n  are  
a d d e d  to  these : techno log ical fau lts o f tu b e  p roduc tion , whose m a in  cause 
lies in  th e  d ifferen tia l h e a t tre a tm e n t in  th e  fab rica tio n  of th e  tu b e . T h is  erro r 
w as e lim in a te d  in  th e  te s t  equ ip m en t used, b ecau se  th e  screens d id  n o t h a v e  to  
go th ro u g h  th e  technological procedures o f  tu b e  fabrication .
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M easurem ents were ex ecu ted  a t  2,7 ЦА/cm 2 c u rren t density . I n  one series 
o f ex p erim en ts  th e  m easu rem en ts w ere execu ted  on  th e  excited  side w ith  th ick  
layer. As lum inescen t m a te ria l w illem ite-phosphor p roduced  by  T u n g sra m  w as 
used , w hose average gra in  size w as from  4 to  5 ft. The lay er th ick n ess  was 
chosen a t  10 m g/cm 2 w hich a lread y  well approached  the  layer o f o p tica lly  in fi
n ite  th ick n ess . In  th e  o th e r te s t  series T ungsram -produced  TV  ph o sp h o r m ix tu re  
w as used  as lum inescent m a te ria l, for w hich th e  o p tim um  layer th ick n ess  w as 
ad ju s ted . M easurem ent w as th e n  execu ted  on th e  side opposite to  ex c ita tio n .

Surface b righ tness w as m easu red  w ith  a L ange-produced  ph o to ce ll w ith  
“ eye” -co rrec ted  filte r. The p h o to e lec tric  cu rren t w as m easured  w ith  sp o tlig h t 
in s tru m e n t o f  10“ 8 A sen sitiv ity .

P o ta ss iu m  silicate  used  fo r se ttlin g  were p rep a red  from  S i0 2 a n d  K O H  o f 
a. r. g rad e  from  w hich s ta n d a rd  so lu tions w ere p rep ared  b y  m easu rem en t.

S e ttlin g  o f  the  te s t  sam ples w as execu ted  in  th e  follow ing w ay  : th e
glass p la te s  applicable in to  th e  ro ta ta b le  disc were p laced  on th e  b o tto m  o f cy lind 
rical glasses th a t  con tained  th e  se ttlin g  liqu id . A fterw ards th e  p h o sp h o r w as 
strew n  in , a n d  a fte r  the  tim e  o f se ttlin g  h a d  passed , th e  surp lus liqu id  w as sucked  
off. The h e ig h t o f th e  surface o f  th e  liq u id  is chosen to  m ake th e  p h o sp h o r p a r 
ticles se ttle  o u t p ractica lly  d u rin g  th e  se ttlin g  tim e . A fter rem oval o f  th e  excess 
liqu id  th e  sam ples are cau tio u sly  ta k e n  ou t w ith  tw eezers an d  d rie d  u n d er 
in fra red  lam p .

F o r com parative  te s ts  sam ples w ith o u t b in d e r had  also to  be p re p a re d . 
Since w ith  these  adhesion w as v e ry  poor, these w ere p repared  in  th e  follow ing 
w ay : a f te r  th e  phosphor h a d  se ttle d  in  d istilled  w a te r an d  th e  excess w a te r 
h ad  been v e ry  cautiously  sucked  off a lm ost en tire ly , an  in fra red  lam p  was 
p laced  above th e  w et vessel, t h a t  is, above th e  sam ples an d  th e  liq u id  rem a in in g  
th e re  w as evapora ted . A fter com plete  d ry in g  th e  sam ples were lifted  w ith  tw eez
ers from  th e  d ry  vessel an d  w ere h and led  v e ry  cau tiously , for ad h esio n  was 
very  poor even  th a t  w ay.

S om eth ing  has to  be sa id  on  th e  m easu rem en t o f adhesion. A s m en tio n ed  
in  a p rev ious p ap er [2], m eth o d s so fa r  described in  lite ra tu re  c a n n o t be  app lied  
to  th e  m easu rem en t of adhesion . T h a t is to  say , p a r t  o f these m e th o d s  are  su i
ta b le  on ly  fo r th e  m easu rem en t o f such  w eak adhesions as are  u n f i t  fo r th e  
p re p a ra tio n  o f  screens (for in s ta n c e , th e  m easu rem en t of th e  angle o f  ru p tu re ) , 
o th ers  d em an d  perfect d ry in g  o f th e  screen, w hen  the  chem ical processes 
ta k in g  p lace  (for in stance , d e h y d ra ta tio n , etc.) w ould  change ad h esio n  values 
observed  d u rin g  p rep ara tio n  o f  th e  screen. Since for the  case on h a n d  no de
pendab le  m ethod  had  so fa r  been  e labo ra ted , th e  screens were ex am in ed  on 
th e  basis o f  th e  so-called techno log ica l te s t, fo r th is  is m ost im p o r ta n t  from  
th e  p o in t o f  view  of p re p a ra tio n . I f  th e  se ttlin g  liq u id  from  above th e  lum ines
cen t lay e r can  be rem oved a f te r  se ttlin g  tim e  has passed , by  tu rn in g  th e  screen  by  
180 deg., w ith o u t dam age to  th e  la tte r , adhesion  is said  to  be good , in  a n y
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o th e r  case i t  is u n sa tis fa c to ry . Of course th is  is no criterion  to  s ta te  w hich of 
tw o  screens sticking fa s t  h a s  th e  b e tte r  adhesion . I t  is hoped to  e lab o ra te  a 
m o re  ex ac t m ethod fo r a n e x t  paper.

IV . Experim ental re su lts

M easurem ents w ere  ex ecu ted  on screens w here  th e  b inder w as p o tassiu m  
s ilic a te . The effect on  su rface  brightness o f th re e  d iffe ren t types o f coagulators 
w as  investig a ted  u n d e r g iv en  conditions. O f b iv a le n t ions s tro n tiu m  n itra te , of 
m o n o v a len t ions sod ium  su lp h a te  and of o rg an ic  coagu la to rs the  effect o f alcohol 
c o a g u la to r  was exam ined .

As found in  a p rev io u s  p ap er [2] o f th e  a u th o r , th e  following p a ram ete rs  
h a v e  to  be reckoned w ith  a t  th e  settling  o f  screens v

1. m olar com position  an d  am ount o f w a te r  glass,
2. q u a lity  an d  a m o u n t o f coagulator,
3. tim e of se ttlin g .

F o r the  m olar co m p o sitio n  of w ater g lass th e  ra tio  betw een S i0 2 an d  K O H  
v a lu e s  ob tained  b y  an a ly s is  is given. This w ill b e  called ac id ity  c o n s ta n t and  
w ill be  denoted K s.  T h u s

SiO ag/l 

K O H  g/l '

I n  th e  p resen t w o rk  on  a given coagu la to r te s ts  w ere carried  o u t a t  a single 
K s .  T h e  effect of K s  w as sep ara te ly  exam ined , a n d  resu lts  will he pub lished  in  
a su b seq u en t paper.

I f  th e  phosphor p a r tic le s  are deposited in  a se ttlin g  liquid  of given com po
s it io n , a fte r exp ira tion  o f  th e  se ttling  tim e  th re e  possib ilities have to  be  reckoned 
w ith  : 1 2 3

1. a fte r rem oval o f  th e  se ttling  liqu id  th e  p h o sp h o r layer does n o t adhere 
y e t  to  th e  screen su rface ,

2. a fte r rem oval o f  th e  se ttling  liquid  th e  p h o sp h o r layer adheres u n d a m a 
g ed  to  th e  bo ttom  o f th e  b u lb ,

3. th e  se ttling  liq u id  coagulates before e x p ira tio n  of the  se ttlin g  tim e.

P roblem s here a r is in g  w ere trea ted  m ore in  d e ta il in  a previous p a p e r [2], 
th e  re su lts  of w hich a re  su m m ed  up in  th e  fo llow ing :

A fte r se ttling  o f  th e  phosphor pa rtic le s , befo re  rem oval of th e  se ttlin g  
l iq u id , th e  s tru c tu re  o f  a sm all portion  of th e  lu m in escen t layer m ay  be schem a
tic a lly  illu stra ted  th u s  :
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w here 1 denotes p h o sp h o r partic les, 2 th e  b in d e r adsorbed on th e m , 3 th e  glass 
surface.

F o r good adhesion  th e  b in d er has to  s tick  fa s t to  the surface o f  th e  phosphor 
p artic les and  to  th e  g lass. H ow ever, since th e  bond ing  layer is a d so rb e d  to  the 
glass surface w hen  th e  se ttlin g  liqu id  is p ou red  in  and coats th e  su rface  o f the 
partic les a lready  d u rin g  se ttlin g , a w ell-adhering  screen can be p ro d u c e d  even 
u n d e r th e  above cond itions only i f  th e  b o n d in g  layers coating th e  su rface  of the 
p artic les and  those adso rbed  on th e  glass su rface “ grow to g e th er” , t h a t  is, strong 
forces of adhesion arise  betw een  them .

T h a t is, if  th e  b in d e r is su ffic ien tly  s tro n g ly  adsorbed on  th e  phosphor 
p artic les an d  on th e  su rface  of th e  glass, th e  adhesion of the  screen  depends on 
w heth er th e  p ro p er forces of adhesion develop betw een th e  abo v e-m en tio n ed  
adso rp tion  layers.

The partic les o f b in d e r adsorbed  on th e  surface of the  p h o sp h o r partic les 
an d  of th e  glass a re  colloidal partic les, w hich can  be produced in  th e  se ttling  
liqu id  w ith o u t th e  presence of phosphor pa rtic le s  too . I f  the  forces o f  a ttra c tio n  
(adhesion) be tw een  th e m  are  too  g rea t, th e  se ttlin g  liquid co ag u la te s , i f  they  
are  too  sm all, th e  adhesion  of th e  screen is in su ffic ien t accord ing  to  th e  above- 
exposed.

A ccordingly, i t  is to  be aim ed a t  b y  th e  v a ria tio n  of th e  c o n c e n tra tio n  of 
se ttlin g  liquid  th a t  th e  forces of a ttra c tio n  (adhesion) betw een th e  co llo idal p a r
ticles in  th e  se ttlin g  liq u id  be g rea te r th a n  a g iven value, b u t  do  n o t exceed a 
ce rta in  am oun t.

The effect o f  p a ram e te rs  was f irs t  ex am in ed  in  the  case o f a s tro n tiu m  n it
ra te  coagu lato r. I f  on th e  h o rizon ta l axis o f a coord inate system  th e  co n cen tra 
tio n  o f th e  co ag u la to r o f th e  se ttlin g  liqu id  is p lo tted , and on th e  v e r tic a l axis 
its  S i0 2 co n cen tra tio n , th e  range w ith in  w hich th e  cathode-ray  tu b e  screens can 
be p roduced  lies b e tw een  th e  tw o curves d raw n  in  Fig. 2. T his is  th e  so-called 
se ttlin g  range.

E ach  p o in t o f  th e  area  enclosed b y  th e  tw o curves gives th e  com position 
o f  a p rac ticab le  se ttlin g  liqu id . I f  accord ing  to  th e  correspond ing  loci settled  
screen sam ples are  p rep ared  an d  th e ir  surface brigh tness is in v e s tig a te d  accord
in g  to  th e  afore-said , i t  will be found  th a t  th e  surface b rig h tn e ss  o f  screens 
p rep ared  a t  th e  sam e coagu la to r co n cen tra tio n  is in d ep en d en t o f  w h a t was 
th e  S i0 2 co n cen tra tio n  o f th e  se ttlin g  liqu id , th a t  is, the am o u n t o f  w a te r  glass. 
In  th is  case, th ere fo re , th e  coagu la to r is in  th e  f irs t place re sp o n sib le  for the 
decrease of surface b rig h tn ess . M easurem ent re su lts  are g rap h ica lly  rep resen ted
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Fig. 2. Settling  ra n g e  fo r  S r(N 0 3)3 coagulator K s =  1,64 ; T =  1 hour

F ig . 3 . D ecrease of surface b r ig h tn e s s  in  case o f S r(N 0 3)2 co ag u la to r. Phosphor : w illem ite  ;
T  =  1 hour

F ig . 4 . D ecrease  of surface b r ig h tn e s s  in  case of S r(N 03)3 co ag u la to r. P h o sphor: TV ; T  =  1 h o u r
+  =  5 kV X  =  10 kV
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in  F ig . 3 and  4. F ig . 3 re fers to  w illem ite-phosphor, F ig . 4 to  TV -phosphor. On 
th e  horizon ta l axis is p lo tte d  th e  concen tra tion  o f  th e  coagu la to r in  th e  se ttlin g  
liq u id  in  mmol/1, on  th e  v e rtic a l axis th e  surface b rig h tn ess  of th e  te s t  screen 
sam ples in  per cen t re fe rred  to  th e  screen sam ples p rep ared  w ith o u t b inder. 
A ll d a ta  are averages o f  5 sam ples each. M easurem ent resu lts  refer to  K s  =  1,64 
an d  t =  one hour se ttlin g  tim e.

F o r s tro n tiu m  n itr a te  coagulator the  effect o f se ttlin g  tim e  w as also in v e
s tig a te d . R esults a re  lis ted  in  Table 1.

T ab le 1

Effect o f  settling time on surface brightness

Surface brightness at

N um ber
Coagulator
mmol/1

SiOa
g/1 3 kV 5 kV 7 kV 9 kV

accelerating vo Itage per cent

l 0,98 2 90 100 95 103
2 0,98 2 78 94 88 96+
3 0,77 2 96 100 96 105
4 0,77 2 64 84 86 92!

In  th e  second co lum n th e  coagulator co n cen tra tio n  of th e  se ttlin g  liqu id  
in  mmol/1 u n its , in  th e  th ird  colum n th e  S i0 2 co n cen tra tio n  o f th e  se ttlin g  
so lu tio n  in  g/1, in  co lum ns 4, 5, 6 and  7 th e  m easu red  surface b rig h tn ess  values 
in  p e r  cent referred  to  th e  sam ples w ith o u t b in d e r are  found . In  cases m arked  
w ith  -f- , in  th e  ta b le  th e  se ttlin g  liqu id  w as rem oved  24 hours a fte r  th e  b eg in 
n in g  o f  se ttling , in  th e  o th e r  two cases a fte r  one h o u r. A ccording to  d a ta  o f th e  
ta b le , the  increase o f se ttlin g  tim e is associated  w ith th e  decrease o f surface b r ig h t
ness.

Conditions w ere exam ined  in  the  case of sod ium  su lpha te  co ag u la to r,to o . 
T he range o f screen p re p a ra tio n  can be i l lu s tra te d  here  in  th e  sam e w ay  as in  
th e  case of s tro n tiu m  n itra te . This is show n in  F ig . 5.

B etw een th e  tw o curves p lo tte d  in  th e  figure falls th e  range o f se ttlin g , if  
K s  =  2,1 and  se ttlin g  tim e  is chosen for 40 m in u tes  [2]. E ach  p o in t o f th e  area 
b e tw een  the  tw o curves there fo re  gives th e  com position  o f a p rac ticab le  se ttlin g  
liq u id . I f  te s t screen sam ples are p repared  w ith  th e  com positions corresponding  
to  th e  ind iv idual p o in ts , an d  th e ir  surface b rig h tn ess  is exam ined  b y  the  
m e th o d  described above, values listed  in  T ab le  2 an d  3 are  o b ta in ed .

In  the  f irs t  co lum n th e  num ber of th e  sam ple , in  th e  second th e  coagu la to r 
co n cen tra tio n  of th e  se ttlin g  liquid  in  mol/1 u n its , in  th e  th ird  colum n th e  S i0 2 
co n cen tra tio n  in g/1 w ere p lo tted . In  the  follow ing colum ns the  v alue  o f  the
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m e a su re d  surface b righ tness in  p e r cen t re la tiv e  to  th e  sam ple w ith o u t b in d er 
a re  fo u n d . D a ta  of th e  tab le  a re  averages o f 5 sam ples each.

I t  w ould  be very  d ifficu lt to  illu s tra te  g raph ica lly  the  resu lts  in  a c learcu t 
m a n n e r , because the  decrease o f  th e  surface b rig h tn ess  isn ’t, as show n, in d ep en 
d e n t o f  th e  S i0 2 con ten t of th e  se ttlin g  liqu id , as m an ifested  in  th e  prev ious 
case. H ow ever, th ree basic re la tio n sh ip s  can be read  off from  th e  tw o  tab le s  :

1. th e  ra te  of decrease o f  surface b rig h tn ess  dim inishes w ith  increase  of 
th e  acce lera tio n  voltage,

2. th e  decrease of surface b rig h tn ess  is a func tion  of th e  S i0 2 co n cen tra 
tio n  a n d  o f  the  electro ly te co n cen tra tio n  of th e  se ttlin g  liqu id  sep a ra te ly , a t  
h ig h e r S i0 2 concentrations i t  depends decisively on th e  form er,

Si Огд/1

Fig. 5. Settling  ran g e  in  case o f N a 2S 0 4 coagu lato r. T  =  40 m in

3. fo r screens usable u n d e r  service conditions i t  is ex ped ien t to  choose 
th e  S i0 2 concen tra tion  a t  a v a lu e  below  2 g/1.

T h e  th ird  coagulator, a lre a d y  of som ew hat com plicated  ty p e , from  am ong 
o rg an ic  coagu la to rs, is e th y l alcohol. H ere  th e  n u m b er o f p a ram ete rs  is ex ten d ed  
b y  one , because  the  capab ility  o f  se ttlin g  is affected  b y  th e  m ode o f com position  
of th e  se tt l in g  liquid.

A s exposed m inu te ly  in  a p rev ious p ap er of th e  au th o r [2], th e  colloid 
sy s tem  u se d  as se ttling  liqu id  c a n n o t be unequ ivocally  ch aracterized  here  b y  
th e  c o n c e n tra tio n  of com ponen ts, because th e  changes tak in g  p lace a re  v e ry  
v io le n t a n d  n o t reversible. A t th e  sam e com position  th e  behav iou r o f th e  se ttlin g  
liq u id  is d iffe ren t depending on th e  sequence o f m ix ing  th e  d ifferen t com ponen ts. 
T here fo re , fo r th e  univocal c h a rac te riza tio n  o f  th e  processes i t  is n ecessary  to  
give th e  precise  com position o f  th e  se ttlin g  liq u id  in  chronological o rder.
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Table 2

Decrease o f  surface brightness in  case o f  sodium  sulphate coagulator 
(W illem ite-phosphor 10 m g /c m 2)

N um ber
N a ,S 0 4
mol/1

SiO,
g/i

Surface brightness at

3 kV 5 kV 7 kV 9 kV

acceleration voltage per cent

l 0,45 2 62 66 67 68
2 0,50 2 50 68 68 66
3 0,55 2 58 75 76 72
4 0,60 2 57 74 75 70
5 0,40 6 39 56 53 53
6 0,45 6 33 41 50 53
7 0,50 6 29 40 48 51
8 0,575 5 22 30 34 49
9 0,375 10 36 45 52 63

10 0,425 10 31 41 51 63
11 0,475 10 24 27 28 29
12 0,515 10 10 14 17 16
13 0,325 14 26 33 39 38
14 0,375 14 22 27 34 32
15 0,425 14 16 21 26 24
16 0,475 14 12 17 17 19
17 0,275 18 19 27 33 40
18 0,325 18 19 29 37 42
19 0,350 18 19 32 41 49
20 0,400 18 14 20 26 31
21 0,275 22 8 15 18 23
22 0,315 22 13 18 23 25
23 0,350 22 5 9 10 14

T he se ttling  liq u id  w as com posed in  th e  follow ing m an n er : to  1000 ml 
o f alcohol-w ater m ix tu re  (coagulator solution) 50 m l of w ater glass w ere added, 
th e  K s  o f  w hich w as 1,77 an d  its  S i0 2 co n ten t 30 g/1. W ith in  th e  series of te s ts  
th e  alcohol co n cen tra tio n  of the  coagulator so lu tio n  varied , w hich is  show n in 
colum n 2 of Table 4. W ell-adhering  screens w ere o b ta in ed  from  60 p er c e n t alcohol 
co n ten t onw ard, u p  to  90 volum e p er cen t o f  alcohol, w here beg inn ing  coagu la tion  
was a lread y  observable. M easurem ent resu lts  a re  show n in  Table 4 fo r  w illem ite- 
phosphor.

As show n, su rface b righ tness as fu n c tio n  o f th e  coagulator co n cen tra tio n  
does n o t change p ra c tic a lly  considerably u n ti l  beg inn ing  co ag u la tio n . A t 50



8 0 I. HANGOS

Table 3

Decrease o f surface brightness in  case o f  sod ium  sulphate coagulator 
(T V -p h o sp h o r m ix tu re , op tim um  la y e r  thickness)

Number NaaS 0 4mol/1
SiOo
B/T

Surface brightness a t 

5 kV ! 10 kV

acceleration voltage per cent

l 0,45 2 57 73
2 0,50 2 55 72
3 0,55 2 45 68
4 0,375 10 32 55
5 0,425 10 15 25
6 0,325 18 15 26
7 0,350 18 17 31
8 0,235 22 15 23
9 0,275 22 13 19

10 0,325 22 12 19

Table 4

Decrease o f  screen surface brightness in  alcoholic settling 
(W illem ite-phosphor 10 m g /cm t)

N u m b er
Alcohol volume 

per cent

Surface brightness a t

3 kV 5 kV 1 7 kV 9 kV

accelerating voltage per cent

l 45 95 95 97 93
2 50 74 79 8 6 89
3 60 98 95 97 96
4 70 85 93 97 98
5 80 82 91 96 97
6 90 64 73 74 86

v o lu m e  p e r  cent alcohol a t ra n s ie n t  m inim um  is observ ed , the cause o f  w hich  is 
fo r  th e  tim e  being u n k n o w n .

V. E valuation  of re su lts

O n  th e  basis of te s t  r e s u lts  it  m ay be s ta te d  th a t  th e  surface b rig h tn e ss  of 
c a th o d e - ra y  tube screens p ro d u c e d  w ith co n v en tio n a l (fabrication) b in d e rs  is 
in  b y  f a r  th e  m ost cases lo w er th a n  the surface b rig h tn e ss  of screens fa b ric a ted  
w i th o u t  b inder. The decrease  o f  surface b rig h tn ess  depends on th e  specific  p ro 
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p e rtie s  (m ateria l q u a lity , p artic le  size d is trib u tio n ) of the  p h o sp h o r, on the 
ap p lied  accelerating  vo ltage , th e  com position  o f th e  se ttlin g  liqu id  a n d  th e  tim e 
o f  se ttling .

The decrease of surface b rig h tn ess  is th e  g rea te r, the  lower th e  acce lera tin g  
v o ltag e . W ith  TY screens m ade of su lph ide-type  phosphors th e  decrease o f  surface 
b rig h tn ess  is less th a n  w ith  th ick  screens m ade of w illem ite-phosphor. W ith  
p ro longa tion  of th e  se ttlin g  tim e  th e  surface b rig h tn ess  decreases.

The effect o f the  com position  o f se ttlin g  liq u id  is in  th e  case o f  w a te r  glass 
b in d e r d ifferen t w ith  th e  various ty p es o f coagu la to rs, b u t  in  genera l th e  surface 
b rig h tn ess  decreases w ith  th e  increase of coagu la to r-concen tra tion . T h e  decrease 
o f  surface b righ tness also depends on the  m olar com position of th e  w a te r  glass 
u sed , th is  effect, how ever, has n o t been dea lt w ith  a t  th is  tim e.

In  th e  case o f w a te r glass b in d er th ree ty p es  o f coagulators w ere p resen ted . 
O f b iv a len t ions s tro n tiu m  n itra te , o f m onovalen t ions sodium  su lp h a te , an d  of 
o rgan ic  coagulators e th y l alcohol. On th e  basis o f  resu lts i t  has been  fo u n d  th a t  
as regards th e  surface b rig h tn ess  reducing  effect, th e  th ree  typ es o f  coagu la to rs 
e x h ib it qu ite  d ifferen t charac teris tics .

W ith  b iv a len t ions th e  decrease of surface b righ tness is p ro p o rtio n a l to 
th e  coagu la to r co n cen tra tio n  and  in d ep en d en t o f th e  S i0 2 c o n c e n tra tio n  of the 
se ttlin g  liquid . T his ind ica tes th a t  th e  coagu la to r also builds in  in to  th e  bond ing  
lay e r in  a g rea te r or sm aller am o u n t, depend ing  on th e  coag u la to r c o n te n t of 
th e  se ttlin g  liqu id . This s ta te m e n t is su p p o rted  by  th e  fact f in d in g  o f  B oer 
a n d  E mmens [10] th a t  th e  coagu la to r co n ten t found  in  the  b o n d in g  lay e r is 
p ro p o rtio n a l to  th e  coagu la to r co n cen tra tion  o f th e  se ttlin g  liq u id .

W ith  m onovalen t ions th e  decrease o f surface brigh tness eq u a lly  depends 
on  th e  S i0 2 concen tra tion  o f th e  se ttlin g  liqu id  an d  on th e  coag u la to r c o n c e n tra 
tio n  ; the  influence o f th e  coagu la to r co n cen tra tio n  is less sh arp ly  m a n ife s t th a n  
w ith  b iva len t coagu lato rs. F rom  th is  m ay  be concluded th a t  the  c o a g u la to r  only 
helps in  th e  fo rm ation  of th e  bond ing  layer, b u t  does n o t bu ild  in  to  a g rea te r  
e x te n t  in to  it. This s ta te m e n t is su p p o rted  b y  d a ta  in  lite ra tu re  [5, 7 ,8] acco rd 
in g  to  w hich the  coagu la to r p lays here m ain ly  th e  p a r t  of “ screening”  th e  charge.

In  th e  case o f o rganic coagu la to r (e thy l alcohol) surface b r ig h tn e ss  does 
n o t change a t  all w ith  th e  increase o f the  co n cen tra tion  of the c o a g u la to r  u n til  
th e  beginning  of coagu la tion , w hich shows th a t  th e  coagulator does n o t  b u ild  
in  a t  all in to  the  bond ing  layer.

Colloid partic les o rig in a tin g  from  th e  in te ra c tio n  of coagu la to r a n d  b in d er 
m ay  in  th e  course of tim e deposit on th e  to p  o f th e  layeï. J u s t  th ere fo re , w ith  the  
increase  of se ttlin g  tim e , th e  surface b rig h tn ess  decreases. The sam e  m ay  be 
sa id  i f  beginning coagu la tion  of th e  partic les is observed in  the  s e t t l in g  liqu id .

One p a r t  o f these  conclusions is in  h a rm o n y  w ith  resu lts  o b ta in e d  by 
H o p k in so n , divergences therefrom  m ay  arise from  th e  fac t th a t  H o pk in so n  
d isconsidered  effects arising  from  th e  com position  of the  se ttlin g  liq u id .

6  A cta Technica X IX /1—2.
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SUMMARY

T h e  decrease of su rface  b r ig h tn e s s  of cathode-ray  tu b e s  w as exam ined as a  fu n c tio n  o f  
th e  com p o sitio n  of th e  se ttlin g  so lu tio n . A n  experim ental se t-u p  w ith  exchangeable screen  w as 
d e sc rib e d , w hich was f i t  for in v e s tig a tin g  th e  surface b rig h tn ess  o f  a  large  n u m b er o f screen  sam ples 
u n d e r  th e  effect o f cath o d e-ray  e x c ita tio n . I t  was fo u n d  t h a t  th e  surface b rig h tn ess  o f  m a n u 
f a c tu re d  screens, produced w ith  b in d e r ,  is in  general in fe rio r  to  t h a t  o f  screens p roduced  w ith o u t 
b in d e r .  T h e  decrease o f su rface  b r ig h tn e ss  depends on  th e  a p p lie d  acceleration  v o ltag e , on  th e  
sp ec if ic  p ro p erties of th e  p h o sp h o r  (m a te r ia l quality , d is tr ib u tio n  o f p a rtic le  size), th e  th ic k n e ss  
o f  t h e  sc reen  layer, th e  se ttlin g  t im e  a n d  th e  specific p ro p e rtie s  o f th e  se ttlin g  liqu id .

E IN FL U S S D ES B IN D E M IT T E L S  AUF D IE  O B E R F L Ä C H E N H E L L IG K E IT  
VON K A T H O D E N S T R A H L R Ö H R E N S C H IR M E N

I .  h a n g o s

ZUSAMMENFASSUNG

E s  w urde die A bn ah m e d e r  O berflächenhelligkeit v o n  n a ch  dem  A b setzverfah ren  h e r
g e s te ll te n  K a th o d en s trah lrö h ren sch irm en  in  A bhäng igkeit v o n  de r Z usam m ensetzung  d e r 
A b se tz lö su n g  un tersuch t. E s  w ird  e ine  V ersuchseinrich tung  m it ausw echselbarem  Schirm  
b e sc h rie b e n , die geeignet is t ,  u m  d ie  O berflächenhelligkeit e in e r großen  Z ah l v o n  S ch irm en 
m u s te r n  b e i K a th o d en s trah le rreg u n g  zu  untersuchen. E s  w ird  fe s tg es te llt, daß  d ie O b erflächen
h e llig k e it  v o n  fabriksm äßigen, m it  B indem itte ln  h e rg este llten  S ch irm en  im  allgem einen d e r
je n ig e n  v o n  ohne B indem itte l h e rg e s te ll te n  Schirm en u n te r le g e n  is t .  D ie A bnahm e d e r  O ber
f läc h en h e llig k e it hän g t v o n  d e r  an g ew en d e ten  B esch leun igungsspannung , von  den  beso n d eren  
E ig e n sc h a f te n  (M ateria lb esch affen h eit, K o rn g rö ßenverte ilung) des L euchtsto ffes, v o n  d e r 
L eu ch ts to ffsch ich ts tä rk e  des S c h irm e s , von  der D auer d e r A b k lä ru n g  u n d  von  den  beso n d eren  
E ig e n sc h a fte n  der A b sa tz flü ssig k eit ab .
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EFFET DU LIANT SUR L’ÉCLAT DE SURFACE DES ÉCRANS DE TUBES 
À RAYONS CATHODIQUES

I .  HANGOS

RÉSUMÉ

L a  décroissance de  l ’éclat de surface  des écrans de tu b es  à  ray o n s cath o d iq u es, p rép aré s  
p a r  la  m éthode  de la  fo rm atio n  des dép ô ts , a  é té  é tud iée  en  fonction  de la  com position  de la  
so lu tio n  de  déposition . U n  appareillage e x p érim en ta l e s t d écrit, qu i se p rê te  à l ’exam en  de l’éc la t 
de  su rface  d ’u n  g ra n d  nom bre  d ’ép ro u v ette s  d ’écrans sous l ’in fluence  d’ex c ita tio n  p a r  ray o n s  
ca th o d iq u es. On a c o n s ta té  que l’éc la t de surface  des écrans fabriqués, p réparés avec  d u  H ant 
e s t en  généra l in férieu r à  celui des écrans p rép arés  sans Hant. L a  décroissance de l ’éc la t de  surface  
d ép en d  du  vo ltage d ’accélération , des q u a lité s  spécifiques de la  m atière  lum inescen te  (q u a lités  
m até rie lle s  d is tr ib u tio n  de  la  grosseur des p a rticu le s) de l ’épaisseur de l’écran , d u  te m p s  de la 
fo rm a tio n  des dépô ts e t  des qualités spécifiques d u  liqu ide de déposition.

ВЛИЯНИЕ СВЯЗУЮЩЕГО ВЕЩЕСТВА НА ПОВЕРХНОСТНУЮ ЯРКОСТЬ 
ЭКРАНОВ КАТОДНЫХ ТРУБОК

И . Х А Н Г О Ш

РЕЗЮМЕ

Исследовалось снижение поверхностной яркости экранов катодных трубок, изго
товленных методом осаждения, в функции состава осаждающего раствора. Рассматри
вается опытная установка со сменным экраном, которая позволяет проводить исследо
вание поверхностной яркости большого числа образцовых экранов при непосредствен
ном воздействии возбуждения катодной трубки. Установлено, что поверхностная яркость 
экранов, изготовленных связующим веществом, используемым в производстве, вообще 
ниже поверхностной яркости экранов, изготовленных без связующего вещества. Падение 
поверхностной яркости зависит от прикладываемого напряжения ускорения, от инди
видуальных свойств люминесцентного порошка (качество материала, распределение круп
ности зерен), далее от толщины слоя экрана, времени осаждения и индивидуальных свойств 
осаждающей жидкости.

6*





ÜBER DAS VISKOSITÄTSTEMPERATU R-VERH ALTEN 
VON FLÜSSIGKEITEN 

UND DESSEN FUNKTIONEN
B. M A RSCH ALK Ó u n d  J .  B A R N A  

[E ingegangen am  12. Ju l i  1956]

V or einigen J a h rz e h n te n  fo rsch ten  w ir nach  e in fach  zu erm itte ln d en  K e n n za h len , die 
zu r e indeutigen  D efin ition  de r w ah ren  Schm iereignung von M ineralschm ierölen b ra u c h b a r  w ären . 
W ir w aren  b e s treb t, d en  N u tz w ert des zu bew ertenden  Öles a u f  reelle u n d  v o m  M essverfahren  
unabhängige K ennw erte  bzw. W ertu n g sk o n s tan ten  zu rück zu fü h ren , die vom öglich  au ch  p h y sik o 
chem ische B edeu tung  h ab en  u n d  dem zufolge e indeutig  d e fin ie rt und b estim m t w erd en  k ö n n en .

Schon unsere  d am aligen  U n tersuchungen  fü h r te n  zu  de r F estste llung , d a ss  zu r B eu r
te ilu n g  der E ignung  eines Schm ieröles das V isk o sitä ts tem p era tu r-V erh a lten  d ie  A b le itu n g  
d e r  w ich tigsten  K en n w erte  e rm ög lich t u n d  —  besonders w enn  es sich um  V ollschm ierung  h a n 
d e lt, —- dass der zu r S c h m ie rtem p era tu r gehörende erste  D ifferen tia lq u o tien t d e r V. T . F u n k tio n  
au ch  als K ennzah l des Schm ierw ertes v e rw endet w erd en  kann . Im m er v o ra u sg ese tz t, dass 
an d ere  E inflüsse  (D ruck  usw .) keine  grosse Rolle sp ielen . All dies haben  w ir im  J a h re  1927 
verö ffen tlich t [1].

D a jedoch  a u f  d en  versch iedenen  technischen  V erw endungsgebieten  d e r  M ineralö le  bei 
d e r B ew ertung  oft n ich t n u r  d ie Schm ierfäh igkeit, sondern  auch  ganz andere chem isch e , p hysi
kalische u n d  ev tl, auch  m echanische E igenschaften  eine b edeu tende  Rolle sp ie len  (z. B. hei 
T eilschm ierung, S ta b ili tä t  u n d  A lteru n g  von T ran sfo rm ato renö len , usw .), d e re n  e in d eu tig e  
B estim m ung u n d  B ew ertu n g  o ft ebenfalls äusserst u m stän d lich e  U n te rsu ch u n g en  e rfo rd e rt, 
so ta u c h te  auch die w eite re  F ra g e  auf, wie auch  diese E ig en sch aften  m it Hilfe e in ig e r »M ateria l
k o n stan ten «  e in d eu tig  e rfa ss t w erden  könn ten .

Diese v ielfältige  A ufgabe w urde d a n n  au f die fo lgende einfachere F rag e  re d u z ie r t  : au f 
welche W eise w äre es m öglich —- m it verhältn ism ässig  e in fachen  M itte ln  —- d ie  I d e n t i t ä t  oder 
a b e r d ie V ersch iedenheit zw eier K ohlenw asserstoffgem ische w enigstens a n n ä h e rn d  zu  fest- 
zelzen .

B esteh t n äm lich  eine solche M öglichkeit, so k ö n n te n  die fü r  das eine G em isch  bereits  
e inm al e rm itte lte n  üb rig en  K ennzah len  ohne jed e  w eite re  U n tersuchung , e in fach  a u f  d a s  andere , 
d a m it als p rak tisch  id en tisch  e rk an n te  Gem isch ü b e rtra g e n  w erden, und  fü r  d ie  P ra x is  is t 
se lbst dies schon ein  b e d eu ten d e r V orteil.

In  e iner im  Ja h re  1929 h ie rü b e r ve rö ffen tlich ten  A bhand lung  [2] w urde d a n n  ausführlich  
au se inandergese tz t, dass n ach  un se ren  E rac h te n  au ch  z u r  E rreichung  dieses Ziels das Vis
k o sitä ts te m p e ra tu r-V e rh a lten  d e r  K ohlenw asserstoffgem ische die v e rh ä ltn ism äss ig  besten  
M öglichkeiten b ie te t u n d  dass es u n te r  gewissen U m stä n d en  und  B eschränkungen  h ie r  ebenfalls 
m it V orte il herangezogen  w erden  kann .

Seither begegnet m an  in  der F a c h lite ra tu r  — vor allem  in jü n g s te r  Zeit -  
im m er h äu fig e r Ü berlegungen , die unseren dam aligen  A usfüh rungen  seh r nahe 
s teh en . V or allem  g ib t G ö t t n e r  in seiner A b h an d lu n g  vom  J a h re  1949 eine au f 
theo re tische  B e trach tu n g en  gegründete A ussage ü b e r die B eziehungen  zw ischen 
R eibungskoeffiz ien t u n d  Y . T . F u n k tio n  [3 ] u n d  gleichzeitig, in  m ö g lich s t voll
s tän d ig e r B ehand lung , eine k ritische  S ich tung  a ller derzeit b e k a n n te n  K en n 
zahlen .

Die B e trach tu n g en  ü b e r die B ew ertung  d e r Schm iereignung stim m en  im  
w esentlichen m it u n se re r  V eröffen tlichung vom  Ja h re  1927 ü b ere in . D ie F rage
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e in e r  bestm öglichen D a rs te llu n g  der T e m p era tu rab h än g ig k e it der V isk o sitä t 
d e r  K ohlenw asserstto ffö le  w ird  jedoch  h ier n ic h t n ä h e r  behandelt.

E s  ste llte  sich n u n  d ie  F rag e  : is t es m öglich , d ie  bei den versch iedenen  
F lü ss ig k e ite n  gefundenen  M esskurven  durch  eine m öglichst einfach geb au te  
m a th e m a tisc h e  F u n k tio n  v o n  derselben F o rm  au szu d rü ck en , die so w enig 
K o n s ta n te n  wie m öglich e n th ä l t ,  aber die V isk o s itä ts te m p e ra tu r-K u rv en  der 
F lü ss ig k e iten  doch m it e in e r  — fü r die P rax is  ausre ichenden  — G enau igkeit 
in  e in e m  b re iten  T e m p e ra tu rin te rv a lle  d arzuste llen  v e rm ag , und  deren K o n s ta n 
te n  a u c h  noch m öglichst » M ate ria lk o n stan ten «  s in d , d ie  also auch einen p h y sik o 
ch em isch en  Sinn haben .

E in e  solche zu f in d e n  w äre  näm lich ein w e ite re r  S ch ritt, fü r die obigen 
Ü b erleg u n g en  eine — d e r  P ra x is  en tsp rechende — M öglichkeit zu  schaffen .

D ies is t um som ehr e rfo rderlich , da sich  neuerd ings im m er zah lreichere  
G eb ie te  der V isk o sitä ts tem p era tu r-F u n k tio n  zuw enden  u n d  zw ar n ic h t n u r  
in  V erb in d u n g  m it K oh lenw assersto ffen , so n d ern  au ch  anderen  hau p tsäch lich  
h o c h  polym eren S to ffgem ischen , bei denen d e r G edanke oft auch nah e lieg t, 
u n se re  Ü berlegungen ü b e r  d ie  vergleichende q u a lita tiv e  K ennzeichnung u n te r  
gew issen  B edingungen (B erücksich tigung  der Theologischen V erhältn isse) v ie l
le ic h t au ch  au f einige K u n s ts to ffe  anw enden zu  k ö n n en .

D em entsprechend  h a b e n  w ir unsere U n te rsu ch u n g en  nun  ausser den  
K ohlenw assersto ffen  auch  a u f  andere , p rak tisch  w ich tige  F lüssigkeiten  e rs tre c k t. 
D ie  n ach steh en d en  A u sfü h ru n g e n  beschränken  sich  d a h e r  n ich t n u r a u f  K o h len 
w asse rs to ffe , sondern k ö n n e n  a u f  alle anderen, u n se re rse its  b isher u n te rsu ch ten  
F lü ss ig k e iten  v era llgem einert w erden.

Viskositätstemperatur- F unktionen

I n  einer unserer — sch o n  erw ähn ten  — V eröffen tlichung vom  J a h re  
1927 [1 ] haben  w ir au ch  e in  M essgerät besch rieben , das es uns erm öglich te , 
d ie  a b so lu te  V iskosität v e rsch ied en er F lüssigkeiten  in  einem  b re ite ren  T em pe
ra tu r in te rv a lle  als a llgem ein  ü b lic h  (etwa 220° C) m it d e r erw ünschten  G enau ig 
k e i t  zu  bestim m en. Z ugleich  e rg än z ten  w ir diese m it  m ehreren  in  der e in sch lä 
g ig en  L ite ra tu r  gefundenen  u n d  als zuverlässig  b e u rte ilte n  M essergebnissen.

Im  Besitze der so g esam m elten  w ahren (gem essenen) W erte  g e lang ten  w ir 
in  d ie  L ag e , uns ein zuverlässiges B ild vom  ta tsä c h lic h e n  V erlau f der V isk o sitä ts 
te m p e ra tu r-F u n k tio n  v e rsch ied en er F lüssigkeiten  in  e inem  b re iten  T e m p e ra tu r
b e re ic h  zu  schaffen.

S o d an n  suchten w ir n a c h  Funk tionen , die d en  o b en  gestellten  A nsprüchen  
e n tsp re c h e n . In  der F a c h li te ra tu r  sind zahlreiche d e ra r tig e  Vorschläge zu  fin d en , 
e in e  um fassende Ü b ersich t u n d  ein  zielbew usster, au c h  fü r die P rax is b ra u c h 
b a r e r  V ergleich der e in ze ln en  B eziehungen u n te re in a n d e r, in  Bezug a u f  deren  
L e is tu n g sfäh ig k e it, E in fa c h h e it , G enauigkeit, B re ite  des T em peratu rbere iches
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tie r V erw endbarkeit, is t  h ingegen kaum  zu fin d en . N un  m u ssten  w ir das selbst 
vollziehen.

V on den schon v o r  u n se rer e rs ten  V eröffen tlichung  b e k an n t gew ordenen  V orschlägen 
d iese r  A r t u n te rsu ch ten  w ir n u n  d ie am  besten  b e g rü n d e ten , bei denen  eine L ösung  u nserer 
A ufgabe als w ahrschein lich  erschien .

D ie  m it H ilfe  d ieser F u n k tio n en  b e rechneten  V iskositä tsw erte  d e r e inzelnen  F lüssig
k e ite n  w u rd en  d a n n  m it den  u n s  zu r V erfügung steh en d en  M essw erten verg lichen .

B is zum  Ja h re  1927 h ab en  w ir die von Ö iil s c h l ä c e r  [6], B a t s c h in s k i  I I  [7], S c h w e d - 
h o l m  [8 ], GÜm b e l  [11] u n d  V o g e l  [9] gestellten  V orschläge a u f  diese W eise g e p rü ft  u n d  ihre 
E rgebn isse  v e rö ffen tlich t [1, 10]. So un terlassen  w ir es, d a ra u f  n äh er einzugehen . H ie r  m öch
te n  w ir n u r  b e tonen , dass de r V orte il de r V ogelschen Form el gegenüber den  Ü b rig en  b e re its  
d am als  b eo b ach te t u n d  fe stg es te llt w urde.

In  den u n se re r M itte ilung  folgenden Z eiten  w urden  in  der F a c h lite ra tu r  
noch  m ehrere V orschläge bezüglich d er V isk o s itä ts tem p era tu r-F u n k tio n  
p u b liz ie rt, von denen  w ir allein  die von B a t s c h i n s k i  [4 ], D r u c k e r  u n d  Guz- 
m X n  [5 ], W a l t h e r  [12], E y r i n g  [14], A n d r a d e  [15], L e d e r e r  [16] und  
V o g e l  [ 9 ]  einer w eiteren  vergleichenden U n te rsuchung  un terzogen . D ie B eh an d 
lung  der Ü brigen w urde  näm lich  von uns schon im  voraus als erfolglos e rach te t.

B a t s c h i n s k i  e m p fieh lt seine nachfolgende Form el n u r  fü r  Q uecksilber :

V =  ~ + b  +  c T  (1)

wo T  d ie jeweilige T e m p e ra tu r  b ed eu te t, w äh ren d  a, b, u n d  c K o n s ta n te n  ohne 
angegebener B ed eu tu n g  darste llen .

W ir k o n n ten  fests te llen , dass falls m it le tz te re r  F orm el ab e r s t a t t  rj m it 
log rj gerechnet w ird , — die so berechneten  W erte  n ich t n u r  wie em pfohlen  — 
beim  Q uecksilber, ab e r auch  bei anderen n iedrigv iskosen  u n d  n ic h t assoziierten  
F lüssigkeiten  in  e inem  verhältn ism ässig  seh r b re iten  T em pera tu rbere iche  
(zw ischen 0 —350° C) ausgezeichnete Schm iegung an  die w irk lichen  (gem essenen) 
W erte  zeigten, be i assoziierten  F lüssigkeiten  u n d  solchen grösserer V iskositä t 
n a h m  jedoch  d ie  B re ite  des T em p era tu rin te rv a lle s  der fü r  die P rax is  noch 
b rau ch b a ren  W erte  schnell ab .

N ach D r u c k e r  u n d  G u z m a n  [5] ä n d e rt sich  der L o g arith m u s des V isko
sitä tsw erte s  e in er F lüssig k e it um gekehrt p roportional d er abs. T em p era tu r 
folgenderw eise :

log »? =  A  +  2?- (2)

Diese F orm el g ib t ab er n u r bei F lüssigke iten  geringer V isk o sitä t, und  
au ch  bei diesen n u r  in n e rh a lb  eines schm alen T em p era tu rin te rv a lle s  b rau ch b are  
W erte .

A u f die von  E y r i n g  u n d  A n d r a d e  abgele ite ten  G leichungen soll h ier 
n ic h t n äh er eingegangen  w erden, da  au f das m ittle rw eile  ersch ienene S tud ium
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v o n  R o s t  [17], das auch e in e  k ritische  B ehand lung  u n d  V ergleichung d ieser 
F o rm e ln  e n th ä lt, verw iesen w erden  kann .

D ie Gleichungen n ach  W a l t h e r , L e d e r e r  u n d  V o g e l  w urden  e n tsp re 
c h en d  d e r O rig inalpub likationen  in  den folgenden F orm en  u n te rsu ch t :

W a l t h e r  :

log  lo g ( F A +  C) =  K —  m lo g T ,  (3)

V . . . .  .w o Vk =  100 • V u n d  V - die k in. V isk o sitä t in  C entistokes,
Q

C  i s t  eine K o n stan te , d e re n  W ert bei Schm ierölen =  0,8 b e trä g t.

L e d e r e r  :

log « =  4" -  2,75 log T  +  E T  +  C (4)
R T  K '

B ezüglich  der B ed eu tu n g  der drei K o n s ta n te n  können  w ir h ie r n u r  a u f  
d ie  z it ie r te  O rig inalveröffen tlichung hin weisen.

V o g e l  :

T  — T
l°g  V =  — ------ — 1 log rjoo (5)

I  i  oo

o d e r nach  en tsp rechender T ran sfo rm atio n  :

‘°S V =  С +  т t  ^ . (6)

B ezüg lich  der B ed eu tu n g  der einzelnen K o n s ta n te n  soll a u f  die oben 
z it ie r te  A bhand lung  von R o s t  [17 ] verw iesen w erden .

Im  E ink lang  m it den  A n g ab en  von G ö t t n e r  und anderen  k o n n ten  w ir 
au ch  fe s ts te llen , dass die W a lth e rsch e  Form el in  ih re r  O rig inalform  lediglich  
im  F a lle  d e r K ohlenw asserstoffe, u n d  selbst auch bei diesen n u r  bei e iner v e r
h ä ltn ism ä ss ig  engen F ra k tio n  in  dem  den Schm ierölen en tsp rechenden  V iskosi
tä ts in te rv a l l  und  in  einem  d e r  P rax is  en tsp rech en d en  T e m p e ra tu rb e re ic h  
(e tw a  zw ischen  20—100° C) g u t  v erw endet w erden k a n n .

I n  einem  breiteren  T e m p e ra tu r in te rv a ll e rz ie lt noch b rau ch b are  R ech 
n u n g sw e rte  die von T . G e l l e r t  [13] etw as vera llgem einerte  F orm  der W a lth e r - 
schen  G leichung.

D ie G rössenordnung d er S treu u n g en  der m it d ieser F orm el b e rech n e ten  
W erte  n ä h e r t  sich der der L edererschen  Form el, die B erechnung  ih re r K o n s ta n te n  
is t  a b e r  um ständ licher, da  d ie  W ah l der als R echnungsgrund lage  d ienenden



Tabelle I Wasser

No. T
Messwert*

Веге c h n e t na c h
Vogel (5) Lederer (4)* Gleichung (8) Watermai (10)

%  ■p Diff. %** nb - P Diff. % %  P Diff. % ч - p Diff. % V cSt

l 263,8 0,02491 0,02400 — 3,65 0,02397 — 3,90 0,02513 +  0,89 0,024207 — 2,82 2,4219
2 264,6 0,02407 0,02370 — 1,54 0,02337 — 3,00 0,02434 +  1Д1
3 265,9 0,02298 0,02261 — 1,63 0,02269 — 1,30 0,02312 +  0,62 0,022455 — 2,28 2,2464
4 266,9 0,02224 0,02181 — 1,91 0,02168 — 2,60 0,02225 +  0,04
5 268,4 0,02102 0,02070 — 1,53 0,02065 — 1,70 0,02103 +  0,05 0,02060 — 1,99 2,0608
6 271,0 0,01917 0,01895 — 1,13 0,01902 — 0,80 0,01915 — 0,11
7 273,1 0,017887 0,017697 — 1,06 0,017827 — 0,30 0,017822 — 0,36 0,017664 — 1,25 1,7667
8 278,1 0,015155 0 ,0 1 3 1 5 5 0,00 0,015440 +  1,40 0 ,0 1 5 1 5 5 0,00 0,015155 0,00 1 ,5 1 5 6

9 283,1 0,013061 0,013120 +  0,45 0,013040 — 0,20 0,013068 +  0,05 0,013132 +  0,54 1,3136
10 288,1 0,011406 0,011469 +  0,55 0,011678 +  2,40 0,011401 — 0,04
11 293,1 0,010046 0,010115 +  0,69 0,010287 +  2,40 0 ,0 1 0 0 4 6 0,00 0,010108 +  0,61 1,0126
12 298,1 0,008941 0,008991 -|- 0,56 0,009126 +  2,10 0,008935 — 0,06
13 303,1 0,008019 0,008051 +  0,39 0,008149 +  1,60 0,008008 — 0,14 0,008053 +  0,42 0,8088
14 308,1 0,007205 0,007256 +  0,71 0,007317 + 1,55 0,007226 +  0,29
15 313,1 0,006533 0,006579 +  0,70 0,006608 + 1,15 0,006561 +  0,44 0,006574 +  0,63 0,6626
16 317,8 0,006023 0,00 0 ,6 0 8 3

17 318,1 0,005958 0,005998 +  0,67 0,005999 +  0,70 0,005991 +  0,55
18 323,1 0,005497 0 ,0 0 5 4 9 7 0,00 0,005480 — 0,30 0 ,0 0 5 4 9 7 0,00 0,005488 — 0,16 0,5554
19 328.1 0,005072 0,005060 — 0,24 0,005027 — 0,90 0,005066 — 0,12
20 333,1 0,004701 0,004678 — 0,49 0,004634 — 1,45 0,004688 — 0,27 0,004670 — 0,66 0,4750
21 338,1 0,004359 0,004342 — 0,39 0,004289 — 1,60 0,004354 — 0.11
22 343,1 0,004062 0,004045 — 0,42 0,003993 — 1,70 0,004057 — 0,12 0,004039 — 0,56 0,4131
23 348,1 0,003794 0,003781 — 0,34 0,003729 — 1,70 0,003793 — 0,04
24 353,1 0,003556 0,003546 — 0,28 0,003499 — 1,60 0,003555 — 0,03 0,003544 — 0,34 0,3647
25 358,1 0,003341 0,003335 — 0,18 0,003294 — 1,40 0,003340 — 0,03
26 363,1 0,003146 0 ,0 0 3 1 4 6 0,00 0,003115 — 1,00 0 ,0 0 3 1 4 6 0,00 0,003146 0,00 0 ,3 2 5 9

27 368,1 0,002981 0,002974 — 0,23 0,002954 — 0,90 0,002970 — 0,38
28 373,1 0,002821 0,002819 —  0,08 0,002812 — 0,30 0,002808 — 0.45 0,002827 +  0,20 0,2950

Die zur B erechnung der G leichungskonstanten  herangezogene M esswerte sind kursiv  gesetzt.

* E . L. L e d e r e r  : K olloid-B eihefte  Bd X X X IV  H . 5— 9. S. 300.

** N ach  -  --— • 100 berechnet,r\m
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M essw erte  durch  gewisse E in sch rän k u n g en  e rschw ert w ird . D ieser N ach te il 
w ird  b e i  der — im. ü b rig en  ganz  ähnlichen , — F orm el von U m st ä t te r  [2 3 ]  
b e h o b e n .

E in ig e  E rgebnisse d er m it H ilfe der als b e s te n  e rach te ten  G leichungen an  
F lü ss ig k e ite n  sehr v e rsch iedener V isk o sitä t vorgenom m enen B erechnungen  
w u rd e n  in  den — auch zum  V ergleich m it den M essw erten  geeigneten  — T abellen  
N o . I —X  zusam m engefasst.

A ls Z usam m enfassung u nserer d iesbezüglichen E rgebnisse soll noch  als 
e in e  in te re ssa n te  T a tsach e  hervorgehoben  w erd en , dass die Vogelsche F orm el 
— d a n k  ih re r  E in fachhe it — u n d  des U m stan d es, dass die m it ih re r H ilfe e rh a l
te n e n  W e rte  m it den w ah ren  M essw erten bei d en  versch iedensten  F lü ssig k e iten  
in  e in e m  v erhä ltn ism ässig  b re ite n  T e m p e ra tu rin te rv a ll übere in stim m en  — ih re  
Ü b e rleg en h e it sogar im  V ergleich  m it den ob igen  G leichungen (m it A usnahm e 
d e r  B a tsch insk ischen  be i n ic h t assoziierten  n iedrigv iskosen  F lüssigkeiten) b e ib e
h ä l t .  M it K ücksicht a u f  die h eu te  allgem ein e rfo rd e rten  p rak tisch en  S treu u n g s
l im ita tio n e n  e rs treck t sich  dieses T e m p e ra tu rin te rv a ll von e tw a 20° b is  u n g e
f ä h r  150° C.

I n  un serer ers ten  V erö ffen tlichung  w urde  diese Form el als eine in  d iesem  
T e m p e ra tu r in te rv a lle  g u t b ew äh rte , du rch  In te rp o la tio n  gefundene, a b e r  th e o re 
t is c h  n ic h t  u n te rs tü tz te  G leichung em pfohlen . So leg ten  w ir auch ih ren  K on-

Tabelle II

n. Oktan

No.
Вe r e c h n et n а c h

TT Messwert*
nm - p

Vogel (5) Lederer (4)* Gleichung (8)

ч у Р Diff. % n y P Diff. % ч у Р Diff. %

l 273,1 0,007060 0,007060 0,00 0,007092 +  0,45 0,007060 0,00 273,1

2 283,1 0,006159 0,006185 +  0,43 0,006199 +  0,60 0,006147 —  0,19 283,1

3 293,1 0,005419 0,005462 - f  0,80 0,005464 +  1,00 0,005418 —  0,02 293,1

4 303,1 0,004828 0,004859 +  0,64 0,004855 +  0,60 0,004823 — 0,10 303,1

5 313,1 0,004328 0,004351 +  0,53 0,004343 +  0,35 0,004328 0,00 313,1

6 323,1 0,003907 0,003920 +  0,32 0,003911 +  0,10 0,003910 +  0,07 323,1

7 333,1 0,003551 0,003551 0,00 0,003543 — 0,25 0,003552 +  0,03 333,1

8 343,1 0,003241 0,003234 —  0,23 0,003227 —  0,40 0,003242 +  0,03 343,1

9 353,1 0,002971 0,002958 —  0,42 0,002954 —  0,60 0,002971 0,00 353,1
10 363,1 0,002730 0,002719 —  0,41 0,002718 —  0,45 0,002732 +  0,08 363,1

11 373,1 0,002520 0,002509 —  0,45 0,002511 —  0,30 0,002519 —  0,04 373,1

12 383,1 0,002335 0,002324 —  0,49 0,002330 —  0,20 0,002330 —  0,20 383,1

13 393,1 0,002160 0,002160 0,00 0,002170 +  0,50 0,002160 0,00 393,1

* E. L. L e d e r e r  : Kolloid-Beihefte Bd. XXXIV. H. 5—9. S. 285
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s ta n te n  keinerle i physikalischen  S inn bei u n d  dem gem äss b e tra c h te te n  w ir sie 
n ic h t als »S to ffkonstan ten« .

V or kurzem  gab jedoch  R ost [17] eine um fangreiche Ü bersich t des V isko
sitä ts tem p era tu r-V erh a lten s  von  F lüssigke iten  u n d  der von A n d r a d e , E y r in g , 
usw . abgele ite ten  s ta tis tisch en  V isk o sitä ts th eo rien  und  h a t auch gezeig t, dass 
sie zu F orm eln  fü h ren , aus denen sich die V ogelsche Form el — n a c h  gew issen 
als zulässig erscheinenden  V ernachlässigungen  — als N äherung a b le iten  lä ss t. 
D em entsp rechend  k a n n  also die V ogelsche F o rm el zur Zeit als au ch  schon 
th eo re tisch  b eg rü n d e t b e tra c h te t w erden.

Im  B esitze un serer — schon e rw äh n ten  — zahlreichen M essergebnissen, 
k o n n ten  w ir unsere  U ntersuchungen  n u n  a u c h  a u f  noch b reitere  (von  0° bis 
240° C sich erstreckende) T e m p e ra tu rin te rv a lle  erw eitern. Als V eran lassung  
d ien te  h ierzu  die E rfah ru n g , dass die P ra x is , deren M essm öglichkeiten zur 
u n m itte lb a re n  B estim m ung  der V isk o sitä t — au ch  bei polym eren K u n s ts to ff
gem ischen oder Lösungen — sich n u r  a u f  e in  verhältn ism ässig  enges T em p era 
tu r in te rv a ll e rs treck en , zur B estim m ung d e r  V iskositä tsw erte  in n e rh a lb  eines 
b re ite ren  T em peratu rbere iches — zu r E x tra p o la tio n  — Z uflucht n eh m en  m uss, 
ohne jedoch  o ft die G ültigkeitsgrenzen der v e rw en d e ten  G leichungen zu  kennen  
oder in  B e tra c h t zu  ziehen.

In  einem  b re ite ren  T e m p e ra tu rin te rv a ll is t  aber diesen A nfo rderungen  
auch  die Vogelsche Form el n ich t im m er gew achsen , da sie fü r n ich t assoziierte , 
niedrigviskose F lüssigkeiten  bei n ied rigen  T em p era tu ren  m eist n ied rig e re , bei 
höheren  T em p era tu ren  hingegen höhere als d ie  w ah ren  W erte lie fert. B ei F lüssig 
k e iten  höherer V isk o sitä t t r i t t  d an n  eine a llm äh liche  W endung e in , d . h . es 
w erden bei n ied rigen  T em p era tu ren  höhere  u n d  bei höheren T e m p e ra tu ren  
n iedrigere  W erte  e rh a lten .

B esser denn  irgendeine der b isher b e h a n d e lte n  G leichungen e rfa ss t den 
V erlau f des w ah ren  V isk o sitä ts tem p era tu r-V erh a lten s  bei ein igen v o n  uns 
u n te rsu c h te n  F lüssigkeiten  in  einem  b re ite n  T em p era tu rin terv a lle  d ie von 
U m s t ä t t e r  [20] aus g rundsätz lich  an d eren  u n d  ganz allgem einen Ü berlegungen  
ab gele ite te  »T ransportg leichung« , w onach :

ln  *  - 4 “  ln  (7)
rj0 — r]oo a ■ T ( T  — Too)

B ezüglich d er B edeu tung  d er K o n s ta n te n  k an n  hier n u r  a u f  d ie  oben
z itie r te  O rig inalveröffen tlichung hingew iesen w erden .

D as R echnen  m it dieser G leichung is t  je d o c h  in  der P rax is u n d  besonders 
im  Sinne von  R ost [17] u n d  G ö t t n e r [3] se lb s t d an n  ziemlich u m stän d lich , w enn 
zu  deren  Lösung T abellen , bzw. N om ogram m e zu r Verfügung s teh en . Sie fü h rt 
u ns ab er zu  u n se re r sich im m er v e rs tä rk e n d e n  Ü berzeugung n ä h e r, d ass  eine 
treu e  W iedergabe des w ahren V isk o sitä ts tem p era tu r-V erh a lten s  d e r  verschi-
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Tabelle III
1.2. Dekalyloktan  C18H 31

В e r e c hne t  na c h
No. r Messwert**

»lm'P
Vogel (5) Lederer (4) Gleichung (8) Waterman (10)

%- P Diff. % %- p Diff. oo %- p Diff. % % -p Diff. % V St

l 273,1 0,31414 0,31414 0,00 0,31414 0,00 0,31414 0,00 0,31414 0,00 0,3350
2 293,1 0,11560 0,12764 +  10,41 0,14108 +  22,04 0,11818 +  2,23 0,13209 +  14,26 0,1515
3 310,88 0,06374 0,06902 +  8,29 0,07726 +  21,21 0,06374 0,00 0,07150 +  12,18 0,0831
4 333,1 0,03577* 0,03773 CCЮ-j- 0,03577 0,00 0,03868 +  8,13 0,0457
5 353,1 0,02396* 0,02449 +  2,21 0,02697 +  12,56 0,02396 0,02481 +  3,55 0,0298
6 371,99 0,01747 0,01747 0,00 0,01747 0,00 0,01747 0,00 0,01747 0,0213
7 374,3 0,01687 0,01683 — 0,24 0,01670 — 1,01 0,01687 0,00 0,01687 0,00 0,0206
8 433,1 0,00827 0,00795 — 3,85 0,00734 — 11,19 0,00826 — 0,10 0,00788 — 4,76 0,0101
9 473,1 0,00576* 0,00557 — 3,30 0,00531 — 7,81 0,00578 +  0,34 0,00553 — 3,99 0,0373

10 513,1 0,00422 0,00422 0,00 0,00422 0,00 0,00422 0,00 0,00422 0,00 0,00.78

* G raphisch  b estim m te  W erte.

** В. В. Elsner : Jo u rn a l o f th e  In s ti tu te  o f  P etro leum  Vol. 40. Ju n e  1954. No. 366. S. 161.

B. MARSCHALKÓ und J. BARNA
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ed ensten  assoziierten  u n d  n ich t assoziierten  F lüssigke iten  in  einem  d e ra rt 
e rw eite rten  T em pera tu rbere iche  m it e iner B eziehung von ein und  derselben 
F o rm  — jedoch  m it n u r  dre i K o n stan ten  — auch  d a n n  n ich t m ehr m öglich 
is t ,  w enn auch be i den  einzelnen B eziehungen die du rch  V ernachlässigungen  
v e ru rsach ten  F eh le r — be i glücklicher W ahl d er zusam m engezogenen K o n 
s ta n te n  — sich teilw eise gegenseitig ausgleichen.

Die bei d er A b le itung  der versch iedenen  G leichungen als noch m öglich 
b e tra c h te ten  V ernachlässigungen  sind also bei so hohen A nsprüchen  n ich t m ehr 
zulässig.

E iner von u n s  ( M a r s c h a l k ó ) em pfieh lt n u n  bei solchen A nsp rüchen  die 
E in fü h ru n g  einer v ie rten  K o n stan te  in  eine G leichung wie folgt :

tj =  e
c + b t  +

А

т- т , oder In r] =  C +  В Т  + ( 8)

Die G leichung k a n n  durch  eine le ich t d u rch fü h rb a re  T ran sfo rm atio n  au , 
eine der u rsp rüng lichen  Vogelschen F orm el ähnliche F orm  gebracht werden!" 
in  w elchem  Falle

• ( B T - A J  (9)
I  1  CO

In  dieser F o rm  w ird die »D im ensionskonstan te«  C der G leichung (8) 
du rch  den zum  V isk o sitä tse inhe itsw ert gehörenden  W ert der T em p era tu r — 
’Tz’ e rse tz t, die W erte  von  ’B ’ und  ’Too’ sind  in  beiden  A usdrücken  id en tisch , 
w ährend  ’Aj* von  ’A ’ d e r G leichung (8) in  fo lgender W eise abw eicht :

A t  = ---------------- +  BToo
T x -  Too

Die G leichung k a n n  d a h e r als eine E rgänzung  d e r V ogelschen ge lten , k a n n  aber, m it 
gewissen V ernachlässigungen und  Zusam m enziehung e in iger W erte , auch  aus U m stä tter’s 
G leichung als N äh eru n g  ab g ele ite t w erden. D ie B ed eu tu n g  ih re r  K o n s ta n ten  is t  also —  bei 
e inigen in  zusam m engezogener Form  —  denen de r U m stä tte rsch en  bzwr. denen de r Vogelschen 
Form el gleich.

E s w ird  ab er du rch  diese unsere M itteilung e ine  ausführlichere  E rö rte ru n g  unse rer 
F orm el noch n ich t a n g es tre b t, unser Ziel ist h ie r e instw eilen  n u r  den  du rch  M essungen u n d  
R echnungsw erten  festgeste llten  T a tb es tan d  zu fix ieren .

Es w urden  n u n  m it H ilfe dieser Form el be i e iner A nzahl von F lüssigkeiten  
verschiedener Z usam m ensetzung  und  von V isk o sitä ten  versch iedener G rössen
ordnung  die V iskositä tsw erte  berechnet und  in  jed em  F a ll festgeste llt, dass 
die so gew onnenen W erte  sich noch besser als die der Vogelschen Form el an 
die M esswerte anschm iegen .
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Tabelle TV

6. 7. D i-n -h ex il  1 : 2 : 3 : 4 letrahydronaphtalin
В е г е с h  n e t  n  а c h

No. T Messwert** *
Чт-Р

Vogel (5) Lederer (4) Gleichung (8) T

ч - р Diff. % Vb-P Diff. % %- p Diff. %

1 273,6 0,60079 0,60079 0,00 0,60079 0,00 0,60079 0,00 273,6
2 293,1 0,18919 0,20239 +  С,98 0,23510 +  24,27 0,18768 — 0,80 293,1
3 310,88 0,08987 0,09655 +  7,43 0,11438 +  27,28 0,08987 0,00 310,88
4 371,99 0,019909 0,019909 0,00 0,019909 0,00 0,019909 0,00 371,99
5 433,1 0,008814 0,008410 —  4,58 0,007502 —  14,89 0,008688 —  1,43 433,1
6 513,1 0,004295 0,004295 0,00 0,004295 0,00 0,004295 0,00 513,1

Tabelle V

4 : 2 N aphtyldecan  C20H 2S

1 273,6
«»*

1,3586 1,3586 0,00 1,3586 0,00 1,3586 0,00 273,6
2 293,1 0,3485 0,3504 +  0,55 0,4378 +  25,63 0,3381 —  2,98 293,1
3 310,87 0,13867 0,1440 +  3,84 0,18448 +  33,04 0,13867 0,00 310,87
4 371,98 0,02339 0,02339 0,00 0,02379 0,00 0,02339 0,00 371,98
5 433,1 0,009724 0,009076 —  6,66 0,00773 —  20,45 0,009221 —  5,17 433,1
6 513,1 0,004425 0,004425 0,00 0,004425 0,00 0,004425 0,00 513,1

Tabelle VI

Benzol

1 273,1 0,009162 0,008954 —  2,20 0,008940 —  1,24 0,009054 —  1,20
2 283,1 0,007580 0,007580 0,00 0,007580 0,00 0,007580 0,00
3 293,1 0,006479 0,006505 +  0,41 0,006512 +  0,48 0,006485 +  0,09
4 303,1 0,005640 0,005656 +  0,29 0,005662 +  0,23 0,005640 0,00
5 323,1 0,004420 0,004420 0,00 0,004420 0,00 0,004420 0,00
6 343,1 0,003580 0,003580 0,00 0,003580 0,00 0,003580 0,00

273.1
283.1
293.1
303.1
323.1
343.1

Tabelle VII

A n il in

1 267,1 0,138 0,1431 +  3,57 0,135 —  2,5 0,1403 +  1,70 267,1
2 273,1 0,102 0,1020 0,00 0,102 0,0 0,1020 0,00 273,1
3 278,1 0,0806 0,0797 —  1,10 0,0822 +  1,9 0,0804 —  0,27 278,1
4 283,1 0,0650 0,06367 —  2,05 0,0669 +  3,0 0,06457 —  0,66 283,1
5 288,1 0,0531 0,05193 —  2,20 0,0550 +  3,5 0,05281 —  0,54 288,1
6 293,1 0,0440 0,04312 —  2,00 0,0460 +  4,6 0,04395 —  0,11 293,1
7 298,1 0,0371 0,03638 —  1,94 0,0388 +  4,5 0,03701 —  0,24 298,1
8 303,1 0,0316 0,03112 —  1,52 0,0330 +  4,5 0,03160 0,00 303,1
9 308,1 0,0271 0,02694 —  0,59 0,0284 +  4,7 0,02730 +  0,73 308,1

10 313,1 0,0237 0,02358 —  0,51 0,0246 +  3,8 0,02383 +  0,57 313,1
11 323,1 0,0185 0,01858 +  0,43 0,0190 +  2,5 0,01867 +  0,91 323,1
12 333,1 0,0151 0,01510 0,00 0,0151 0,0 0,01510 0,00 333,1
13 343,1 0,0127 0,01259 —  0,87 0,0124 —  2,5 0,01254 —  1,26 343,1
14 353,1 0,0109 0,01072 —  1,65 0,0104 —  4,7 0,01065 —  2,29 353,1
15 363,1 0,00935 0,00929 —  0,67 0,00899 —  4,0 0,00922 —  1,40 363,1
16 373,1 0,00825 0,00817 —  0,99 0,00792 —  4,1 0,00812 —  1,63 373,1
17 383,1 0,00729 0,00727 —  0,21 0,00714 —  2,2 ’ 0,00725 —  0,62 383,1
18 393,1 0,00655 0,00655 0,00 0,00655 0,00 0,00655 0,00 393,1

* E .  L . L e d e r e r  : K o llo id -B e ih efte  B d. X X X IV . H . 5— 9. S. 276.

** Eigene Messwerte.
*** B. B. Elsner: Journal of the Institute of Petroleum Vol. 40. June 1954. No 366. S. 165.
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D er S ach lichkeit h a lb e r soll jedoch  b e re its  h ie r  fe stg es te llt w erden, dass u n se re  G leichung  
gegenüber d e r ih r  am  m eisten  nahestehenden  V ogelschen Form el auch einen N a c h te il  au fw eist. 
Sie s te llt  n äm lich  eine F u n k tio n  von  v ier K o n s ta n te n  d a r ,  so dass die R echnung  m it  ih r  e inen  
w esen tlichen  A ufw and  an  A rbeit b e d eu te t u n d  a u ch  e in e  bedeu tend  höhere E m p fin d lic h k e it 
gegenüber den  F eh lers treu u n g en  de r als R echn u n g sg ru n d lag e  dienenden M essp u n k te  au f
w eist. Z u r V erm inderung  dieses N achteils is t es in  g este ig ertem  Masse e rw ü n sch t, d ie  F e h le r
streu u n g  de r zu r B erechnung  der K o n s ta n ten  d ien e n d en  M esspunkte —  m it H ilfe  d e r  zu r V er
fügung  steh en d en  m esstechnischen und  m a th e m a tisc h e n  M itte l (M ethode der k le in s te n  Q u a d ra te )  
au f das M inim um  zu beschränken .

D em  gegenüber ab er fallen  ih re  b e ac h te n sw erten  V orteile  überall d o rt in s  G ew ich t, wo 
die genaue K en n tn iss  d e r  w ahren  V isk o s itä ts te m p era tu r-F u n k tio n  in  einem  b re ite n  T em p e
ra tu r in te rv a lle  e rforderlich  ist.

W ie w eit die T em pera tu rg renzw erte  u n se re r Gleichung b ezü g lich  der 
die M essw erte deckenden G enauigkeit be i d en  verschiedensten  F lü ss ig k e iten  
noch  ü b e r die von  uns m itge te ilten  G renzen  h inausgehen, k o n n te  m it  H ilfe 
u nsere r vo rläu figen  M essm öglichkeiten e in stw eilen  noch n ich t fe s tg este llt w erden . 
In  w elchem  M asse jedoch  die uns zu r V erfü g u n g  stehenden M essw erte in  dem  
b ish e r u n te rsu ch ten  T em pera tu rbere ich  a n g e n ä h e rt w erden u n d  in  w elchem  
V erhä ltn is  die S treuungen  unserer F u n k tio n  zu  denen  der bisher als b e s te n  e rach 
te te n  F orm eln  s teh en , m ögen du rch  die D a te n  der Tabellen i l lu s tr ie r t  w erden .

D ie M essw erte in  den einzelnen S p a lten  d e r  T ab e llen  stam m en zum  Teil -—  w ie schon 
e rw äh n t —  aus e igenen M essungen, zum  T eil au s L ite ra  tu ran g ab en . In  e inigen F ä lle n  w eichen 
d ie a n g efü h rten  W erte  m eh r oder w eniger v o n  d en  D urch sch n ittsw erten  unse rer e ig en en , oder 
den  aus de r F a c h lite ra tu r  allgem ein b e k an n ten  M essw erten  etw as ab.

So h ab en  w ir zwecks w eitgehender S ach lich k eit z. B. die m it der L ed e re rsch en  F orm el 
berech n eten  W erte  u n d  —  sow eit es m öglich w ar, a u ch  d ie Messwerte —  aus se in e r O rig inal
verö ffen tlichung  en tn o m m en  und  sie zum  V ergleiche a u ch  bei den anderen  B eziehungen  b e n u tz t. 
D ies w ar g e s ta tte t ,  d a  w ir bei de r A usw ahl d e r e in ze ln en  M esswerte das G ew icht n ic h t  so sehr 
au f d ie A b so lu tw erte , als v ielm ehr d a ra u f  leg ten , die m it  d en  einzelnen G leichungen  e rm itte lte n  
W erte  m öglichst sachlich m ite in an d er zu  verg le ichen .

D em en tsp rechend  h aben  w ir —• wo es n u r  m ög lich  w ar —  die K o n s ta n te n  d e r zum  
V ergleich hcrangezogenen  G leichungen im m er au s dense lb en  M esswerten b e rec h n e t. B ei der 
A usw ahl d ieser M essw erte w aren  dan n  v o r a llem  e in  j e  b re iteres T e m p e ra tu r in te rv a ll, in n er
h a lb  dessen eine m öglichst gleichm ässige V erte ilung , u n d  die jew eils k leinste  w ahrschein liche  
F eh lers treu u n g  de r einzelnen als R echnungsgrund lage  d ienenden  W erte jen e  G e s ich tsp u n k te , 
d ie w ir  im m er vo r A ugen hielten.

D ie jew eils zu r B erechnung b e n u tz ten  M essw erte  sind  in  den einzelnen S p a lte n  g ekenn
zeichnet.

W ir sind  dessen  wohl bew usst, dass die m itg e te ilte n  sowie die ausserdem  n o c h  in  unserem  
B esitz  b efind lichen  w eite ren  E rgebnisse auch  in sg esam t noch n ich t genügen, d e n  W e r t  u nserer 
B eziehung  e inw andfre i zu entscheiden. D ies is t  j a  a u c h  n ich t unsere A ufgabe.

E in  w eiteres Ziel unserer A rb e it w ar v ie lm ehr, den oft b e o b a c h te ten  M än
geln en tgegenzukom m en, derentw egen die P ra x is  im  Allgem einen n ic h t  in  der 
L age is t, von  den  in  der L ite ra tu r  b esch riebenen  zahlreichen F o rm eln  diejenige 
zu  b estim m en , die gegebenenfalls ih ren  A nforderungen  am  b es ten  e n tsp r ic h t.

M it un sere r Ü bersich t und  den  b e ige leg ten  Tabellen wollen w ir au ch  dies
bezüglich  einige A n h altspunk te  geben.

Dies w ird  um so w ichtiger, da  in  d er L ite ra tu r  seit je  eine solche F u n k tio n  
an g estreb t w ird , bei der die A nzahl der K o n s ta n te n , au f K osten  e in e r  je  gerin 
gerer A ufopferung  der G enauigkeit, wie irgendm öglich  verrin g ert w erden  soll.
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Tabelle VIII

Motorenschmieröl

В e г e c h  n e t  n a c h

No. T
Messwert**

Vm ' P
Vogel (5) Lederer (4) Gleichung (8) Guzmán—Drucke r  (2) W aterm an (10)

4 - p Ditf. % rib'P Diff. % % - p Diff. % % -p Diff. % % -p Diff. % V St
T

l 273,1 966,7 1198,1 +  23,94 160,6 —  83,40 956,18 —  U 55,851 —  94,22 400,283 —  58,55 426,12 273,1
2 276,1 511,7 608,2 +  18,85 115,81 —  77,37 507,94 —  0,74 45,254 —  91,16
3 278,1 352,6 400,5 +  13,58 93,65 —  73,44 343,20 — 2,67 39,433 —  88,82 187,92 —  46,70 200,53 278,1
4 283,1 141,4 156,4 +  10,59 56,10 —  60,32 140,95 —  0,31 28,186 —  80,06 93,82 —  33,65 100,48 283,1
5 288,1 64,72 69,12 +  6,79 34.47 —  46,73 64,62 —  0,16 20,383 — 68,51
6 293,1 32,47 33,80 +  4,11 21,70 —  33,16 32,44 —  0,09 14,904 —  54,10 27,61 — 14,97 29,79 293,1
7 298,1 17,58 17,97 +  2,21 14,31 —  18,61 17,57 —  0,06 11,013 —  27,37
8 303,1 10,05 10,24 + 1+1 9,21 —  8,39 10,15 —  0,95 8,219 —  18,24 9,797 —  2,52 10,649 303,1
9 308,1 6,193 0,00 6,193 0,00 0,193 0,00 0,193 0,00 6,193 0,00 6,750 308,1

10 313,1 4,010 3,935 —  2,32 4,249 +  5,95 3,959 - 1 ,2 8 4,708 +  17,42 4,053 +  1,07 4,4384 313,1
11 323,1 1,798 1,797 —  0,06 2,114 +  17,60 1,819 -1- 1,18 2,792 +  55,27 1,901 +  5,73 2,0975 323,1
12 332,2 1,000 0,987 —  1,33 1,190 +  19,01 1,000 0,00 1,708 +  70,82
13 343,1 0,5377 0,5370 —  0,13 0,6406 +  19,13 0,5436 +  1,10 1,0755 +  100,01 0,5640 +  4,90 0,63187 343,1
14 353,1 0,3370 0,3339 —  0,92 0,3856 +  14,41 0,3371 +  0,03 0,6952 +  106,28
15 363,1 0,2226 0,2211 —  0,67 0,2447 +  9,95 0,2226 0,00 0,4603 +  106,76 0,2253 +  1.19 0,25628 363,1
16 373,1 0,1547 0,1542 —  0,34 0,1631 +  5,32 0,1583 +  2,19 0,3115 +  101,11 0,15027 0,00 0,17241 373,96
17 383,1 0,1107 0,1121 +  1,26 0,1138 +  2,78 0,1122 +  1,35 0,2152 +  94,39 0,11135 +  0,59 0,12868 383,1
18 387,0 0,1000 0,1000 0,00 0,1000 0,00 0,1000 0,00 0,1873 -'■87,26
19 393,1 0,08548 0,08446 —  1,19 0,08273 —  3,22 0,08437 —  1,32 0,1515 +  77,22
20 403,1 0,06548 0,06554 +  0,09 0,06259 —  4,51 0,06538 —  0,15 0,1085 +  65,71 0,06425 — 1,88 0,07545 403,1
21 413,1 0,05206 0,05216 +  0,19 0,04898 — 5,92 0,05199 — 0,13 0,7899 +  51,72
22 423,1 0,04315 0,04243 — 1,67 0,03968 — 8,03 0,04228 — 2,06 0,05837 -f 35,27 0,04159 — 3,62 0,049633 423,1
23 433,1 0,03521 0,03516 — 0,14 0,03316 — 5,82 0,03505 — 0,46 0,04374 +  24,22
24 443,1 0,02956 0,02961 +  0,17 0,02853 — 3,48 0,02956 0,00 0 03321 +  12,34 0,02935 — 0,71 0,035607 443,1
25 453,9 0,02500 0,02500 0,00 0,02500 0,00 0,02500 0,00 0,02500 0,00 0,02500 0,00 0,030004 453,9
26 463,1 0,02184 0,02189 +  0,23 0,02235 +  2,34 0,02194 +  0,46 0,01984 — 9,16 0,022102 +  1,20 0,027267 463,1
27 473,1 0,01910 0,01915 +  0,26 0,02124 +  11,21 0,01925 +  0,78 0,01558 —  18,43
28 483,1 0,01706 0,01692 —  0,82 0,02017 +  18,24 0,01706 0,00 0,01236 — 27,55 0,017509 +  2,63 0,021972 483,1
29 493,1 0,01537 0,01508 — 1,89 0,01956 +  27,29 0,01526 — 0,72 0,00990 — 35,59

** E igene M esswerte.
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A
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In  auffälliger W eise m ach t sich dieses B estreb en  in  der bereits e rw äh n ten  
V eröffentlichung von  Göttner geltend  u n d  neuerd ings auch in  den M itte ilungen  
von  R ost [1 7 ,1 9 ] u n d  W aterman [22] sowie in  d er du rch  Cameron [18] 
vorgeschlagenen V ereinfachung des V ogelschen Z usam m enhanges.

D as Ziel is t  ü b e ra ll dasselbe : g u te  Ü b ersich t, leichtes R echnen, e in fache 
A usdrucksw eise. N u n  k a n n  m an dies ja  ohne w eiteres tu n , n u r  m uss m an  im m er 
im  k laren  sein, in  w elchem  Masse die G enauigkeit d er Form el d adurch  e in g e
sc h rä n k t w ird.

Bei den obeng en an n ten  V erfassern  w ird dies in  B e trach t gezogen u n d  
d a ra u f  einw andfrei hingew iesen.

N un  sind  auch  an  unserer G leichung gewisse V ereinfachungen te ils m a te -  
m atisch er, teils m esstechn ischer A rt m öglich.

Tabelle IX

Isobuttersäure

В e г e c h n et n а c h
No. T

Messwert*
Vm • P Vogel (5) Lederer (4) Gleichung (8) T

% - p Diff. % % - p Diff. % n y p Diff. %

l 273,— 0,018868 0,018844 — 0,13 0,018599 — 1,8 0,019113 +  1,28 273,—
2 283,— 0,015681 0 ,0 1 3 6 8 1 0,00 0,015631 — 0,3 0 ,0 1 5 6 8 1 0,00 283,—
3 293,— 0,013175 0,013237 +  0,47 0,013323 +  1.1 0,013170 — 0,04 293,—
4 303,— 0,011289 0,011318 +  0,26 0,011471 +  1,6 0,011275 — 0,12 303,—
5 311,48 0,010000 0 ,0 1 0 0 0 0 0,00 0 ,0 1 0 0 0 0 0,00 311,48
6 313,— 0,009804 0,009788 +  0,16 0,009964 +  1,6 0,009790 — 0,14 313,—
7 323,— 0,008618 0,008552 — 0,77 0,008727 +  1,3 0,008611 — 0,08 323,—
8 333,— 0,007642 0,007540 — 1,34 0,007692 +  0,8 0,007639 — 0,04 333,—
9 343,— 0,006827 0,006703 — 1,82 0,006844 +  0,2 0,006828 +  0,01 343,—

10 353,— 0,006141 0,006003 — 2,24 0,006122 — 0,3 0,0 0 6 1 1 1 0,00 353,—
11 363,— 0,005535 0,005413 — 2,19 0,005509 — 0,4 0,005552 +  0,30 363,—
12 373,— 0,005011 0,004912 — 1,98 0,004984 — 0,6 0,005041 +  0,59 373,—
13 383,— 0,004556 0,004482 — 1,63 0,004534 — 0,5 0,004594 +  0,83 383,—
14 393,— 0,004172 0,004111 — 1,47 0,004144 —  0,6 0,004200 +  0,67 393,—
15 403,— 0,003832 0,u03788 — 1,15 0,003805 —  0,7 0,003850 +  0,48 403,—
16 413,— 0,003533 0,003506 — 0,76 0,003509 —  0,5 0,003538 +  0,14 413,—
17 423,— 0,003258 0 ,0 0 3 2 3 8 0,00 0,003248 —  0,3 0 ,0 0 3 2 5 8 0,00 423,—

* E igene M esswerte, a u ch  E . L. L e d e r e r  : K ollo id-B eihefte  B d . X X X IV . H . 5— 9. S.290.

Die E rö rte ru n g  unserer diesbezüglichen V orstellungen , sowie auch  der 
B edeu tung  der einzelnen  K o n stan ten  soll aber e in er sp ä te r  zu erfo lgenden M it
te ilu n g  V orbehalten  w erden.

7 Acta Technica XIX/I—2.
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Gleichungs-Konsta n tenwerte

Gl. Vogel (5) Gl. Lederer (4) Gleichung (8) Gl. W aterm an (10)

А c T n <7o E c А В

c
T œ д В X

247,664 — 3,61222 139,955 5826,— 0,008222 — 1,9628 120,6287 — 0,0016237 — 2,560777 176,977 11774808,—— 3,071726 2,85298
583,620 — 4,0107/ — 40,746 1117,— 0,001618 3,2133 63,4249 — 0,0021848 — 2,066838 149,297
360,175 — 3,35829 146,962 7254,6 0,006665 — 1,4347 171,1052 — 0,0014740 — 2,147014 189,500 3987404,— — 2,678240 2,56645
342,640 — 3,34863 164,036 9280,6 0,008639 — 3,3035 205,1788 — 0,0011834 — 2,397974 191,549
334,100 — 3,35017 177,684 11758,— 0,011074 — 5,5966 273,2732 — 0,0005544 — 2,910402 188,074
320,171 — 3,61176 68,426 2970,— 0,005190 0,8599 52,5625 — 0,0023566 — 1,957756 178,928
197,129 — 2,10903 179,951 9697,— 0,013464 — 5,7387 318,3035 — 0,0015419 — 4,132957 156,097
379,445 — 3,17329 212,406 22241,— 0,021548 — 14,796 425,8306 0,0005444 — 3,571030 206,594 13917523000 — 2,183454 3,88338
460,653 — 3,68270 37,717 1656,— 0,001582 3,2083 54,7652 — 0,0025889 — 1,620309 183,115

No, V III , G leichung (2) nach  D r u c k e r  u . G u z m á n  : Л  =  2296,208 В  =  —  6,6609
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Abb. 1. V. T . K u rv en  d e r einzelnen F u n k tio n en  eines M ineral- 
schm ieröles n ach  T abelle  V III

I. M esswerte u n d  R echnungsw erte  n ach  F orm el 8. I I . R echnungs
w erte  n ach  G leichung 5. I I I .  R echnungsw erte  n ach  G leichung 4. 

IV . R eichnungsw erte  n ach  D r u c k e r  u n d  G u z m ä n - (2)

Abb. 2. V. T . K u rv e n  w ie in  A bb. 1, jedoch  be i 100° C aufeinander 
geschoben zu r I llu s tra tio n  u n d  besseren  Ü b ersich t des T em p era 

tu rin te rv a lls  der G ültigkeit de r einzelnen F u n k tio n en
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100 В. MARSCHALKÓ und J. BARNA

N ach  Abschluss u n se re r  A rbeit is t eine A bhand lung  von W aterm an  [22] 
e rsch ien en , in  der zu r B eschre ibung  der V isk o s itä ts te m p e ra tu r-F u n k tio n  fo l
g en d e  G leichung em pfohlen  w ird  :

( 10)

in  w elcher v die k in em atisch e  V isk ositä t d er F lüssigke it b ed eu te t, w äh ren d  x, 
A  u n d  В  F u n k tio n sk o n s tan ten  ohne n ä h e r b eg rü n d e te  B edeu tung  sind .

A bb . 3. A llgem eine v e rg le ichende  Ü b ersich t des V erlaufes de r V. T . K u rv en  d e r einzelnen 
F u n k tio n e n  h e i e inem  K ohlenw asserstoffgem ische.

I . ,  IV . M essw erte u n d  R ech n u n g sw erte  de r Gl. 8. I I .  R echnungsw erte  n ach  Gl. 5. I I I .  R e ch 
n ungsw erte  n a c h  Gl. 4. V. R ech n u n g sw erte  n ach  Gl. 10

D iese Form el is t  se h r  ähn lich  der v o n  Ö h l s c h l ä g e r  [ 6  ] em pfoh lenen  u n d  
v o n  u n s  schon im  Ja h re  1926 ü b erp rü ften  u n d  sp ä te r  besprochenen (1) F orm el.

E s w ar uns n ic h t m e h r  m öglich, auch  diese Form el bei den  v ersch ied en 
s te n  F lüssigkeiten  zum  V erg leich  m it den an d eren  heranzuziehen , d och  w ollten  
w ir  es n ic h t un te rla ssen , au ch  diese F o rm el — wie n u r  m öglich — in  d en  V er
g le ich  m it einzubeziehen.

B ei drei versch iedenen  F lüssigkeiten  w urden  also die K o n s ta n te n  auch 
d ie se r  G leichung aus den  b e i den  üb rigen  F o rm eln  g eb rauch ten  M essw erten  
b e re c h n e t.
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Die einzelnen R echnungsw erte  der V isk o sitä ten  d ieser F lüssigkeiten  sind 
in  T abelle I ,  I I I  u n d  V I I I  zusam m engestellt.

B eim  Vergleich d ieser W erte  k an n  m an  festste llen , dass sie sich  in  einem  
etw as grösseren T em pera tu rbere ich  als die d er L edererschen  den  w ahren 
W erten  d er V isk o sitä ts tem p era tu r-F u n k tio n  anschm iegen , den  T e m p e ra tu r
bereich  d e r V ogelschen u n d  u nserer G leichung erreichen  sie ab er n ich t. D ieser 
B efund  k a n n  jedoch  n a tü rlic h  noch n ich t als G rund lage  zu einer a llgem einen 
K ritik  dienen.
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ZUSAM M ENFASSUNG

In  un se ren  frü h eren  V eröffen tlichungen  h ab en  w ir d a ra u f  hingew iesen, dass das V is
k o sitä ts-T em p era tu r-V erh alten  n ich t n u r eine de r w ich tig sten  W ertu n g m ö g lich k e iten  fü r  die 
E ignung  v o n  Schm ierölen is t, sondern  auch  als zuverlässiger K en n w ert zu r K ennzeichnung  
von  F lü ss ig k eiten  u n d  gew isser Flüssigkeitsgem ische (v o r allem  K ohlenw asserstoffe und 
K u n sts to ffe ) d ienen kan n .

D em en tsp rechend  su ch ten  w ir nach  M öglichkeiten, d ie bei versch iedenen  F lüssigkeiten  
b estim m ten  V isko sitä ts -T em p era tu r M esskurven du rch  eine m ath em a tisch e  F u n k tio n  von 
derselben F o rm  auszudrücken , die m öglichst w enig K o n s ta n ten  e n th ä lt  —  d en en  aber auch
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p h y sik a lisch e  B edeu tung  z u k o m m t —  u n d  die V. T . K u rv e n  doch m it einer fü r  die P ra x is  au s
re ic h e n d e n  G enauigkeit d a rzu ste llen  verm ag .

N u n  un tersu ch ten  w ir d ie  in  d e r L ite ra tu r  em pfohlenen , fü r  die oben g este llte  A nfo rde
ru n g e n  aussichtsvolle B ezieh u n g en  u n d  verg lichen  h e i v ersch iedenen  F lü ss ig k eiten  d ie m it 
H ilfe  d ieser G leichungen in  e in em  b re ite n  T em p era tu rin te rv a lle  berech n eten  W erte  m it den  
—  u n s  z u r  V erfügung s te h en d e n  ■—  V isk o sitä ts -T em p era tu r M esskurven. A u f d ieser G rundlage 
w u rd e n  e inerseits die T em p era tu rg ü ltig k e itsg ren zen , an d erse ite s  a u f  G rund  d e r b eo b ach te ten  
S tre u u n g e n  d ie re la tiv en  N u tz w e rte  d e r  einzelnen F u n k tio n e n  festgeste llt.

E s  w urde  d an n  v o n  u n s  e in e  —  schon se it langem  e rp ro b te  —  folgende B eziehung v o r
gesch lag en  :

l n V ^ C + B T + ^ r S f —

A u c h  d iese  w urde d an n  G eg en stan d  d e r  verg le ichenden  U ntersuchungen .
E s  k o n n te  b e i den  v o n  u n s  b ish e r u n te rsu ch ten  F lü ss ig k eiten  u n d  F lüssigkeitsgem ischen  

fe s tg e s te ll t  w erden, dass sich d ie m it  H ilfe d ieser R e la tio n  b e rech n eten  W erte  besser, u n d  v e r
g lich en  m it  allen übrigen  u n te rs u c h te n  R ela tio n en  in  e inem  w eitau s b e re ite ren  T e m p e ra tu r
b e re ich , a n  die effek tiven  M essw erte  schm iegen.

I n  de r Folge w urden  d a n n  d ie  V or- u n d  N achteile  d e r vorgeschlagenen F u n k tio n  a u sfü h r
lich  e rö r te r t .  Z ur V eranschau lichung  u n se rer E rö rte ru n g en  w u rd en  die E rgebn isse  u n se rer 
M essungen  u n d  B erechnungen in  d e n  beigeschlossenen T abellen  zusam m engefasst.

T H E  VISCOSITY T E M P E R A T U R E  R A T IO  O F  L IQ U ID S A N D  IT S  A P P L IC A T IO N  
F O R  T H E  C H A R A C T E R IZ A T IO N  A N D  ID E N T IF IC A T IO N  O F  L IQ U ID S

B . M A R S C H A L K Ó  a n d  J .  B A R N A

SUM M ARY

I n  th e ir  previous p a p e rs  th e  a u th o rs  w ere seeking a  y a rd s tic k  su itab le  fo r th e  un ivocal 
e x p ress io n  of th e  real lu b ric a tio n  v a lu e  of m in eral lubeoils, in d ep e n d en t o f th e  m easu rin g  a p p a 
ra tu s .  I n  th e  course o f th ese  in v e s tig a tio n s  has tu rn e d  u p  th e  p ro b lem  of dep en d ab le  q u a lita tiv e  
id e n tif ic a tio n  of certa in  m ix tu re s  o f  liqu ids, in  th e  f ir s t  p lace  o f  h y drocarbons.

F o r  th is  purpose th e  v isc o sity  tem p e ra tu re  fu n c tio n  a n d  fo r its  ch a ra c te riz a tio n  th e  
f i r s t  d e r iv a tiv e  of its  lo g arith m  w as th o u g h t su itab le . F  or th e  com pletion  of re la tio n sh ip s a lre ad y  
e x a m in e d  a n d  published those  re c e n tly  suggested  in  lite ra tu re  fo r v arious liq u id s w ere in v es ti
g a te d . F o r  th is  purpose th e  series o f  v isco sity  m easu rem en ts ex ecu ted  b y  th e  a u th o rs  on  various 
l iq u id s  w ith in  wide te m p e ra tu re  ra n g es , as well as v iscosity  v a lu es fac tu a lly  m easu red , tak e n  
fro m  l i te ra tu re  were co n fro n ted  w ith  d a ta  com puted  b y  th e  d iffe re n t fo rm ulae . O n th is  basis 
th e  v a lu e s  o f  each tem p e ra tu re  ra n g e  o f  v a lid ity  and on th e  basis  o f  th e  d ispersions experienced 
th e i r  re la tiv e  values of a p p lic ab ility  w ere  established.

T h ereu p o n  th e  follow ing fo rm u la  suggested b y  one of th e  co -au thors an d  p ro v ed  fo r a 
long  tim e  w as p resen ted , an d  d a ta  fu rn ish ed  b y  i t  w ere su b m itte d  to  fu r th e r  co m p ara tiv e  
e x a m in a tio n  :

In  V =  C +  В Т  +  f - ^ T-

I t  becam e possible to  e s ta b lish  fo r th e  liqu ids an d  m ix tu re s  so fa r  exam in ed  b y  th e  
a u th o rs ,  t h a t  th e  calcu la ted  v a lu e s  show ed b e tte r  accord  w ith  a c tu a lly  m easu red  v a lu es —  even  
in  w id e r te m p e ra tu re  ran g es —  th a n  w as th a t  th e  case w ith  a n y  o th e r  fo rm u la  h e re  inves
t ig a te d .

F u r th e r  analysis ex te n d ed  on  th e  d em o n s tra tio n  o f a d v an tag e s  an d  o f  d isad v an tag es  
o f  th e  suggested  relationships.
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L E  R A P P O R T  V IS C O SIT É -T E M P É R A T U R E  D E S L IQ U ID E S , E T  SON A P P L IC A T IO N  
À LA C A R A C TÉR ISA TIO N  E T  L ’ID E N T IF IC A T IO N  D E S M ÉLA N G ES D E  L IQ U ID E S

B . M A R S C H  A LKÓ e t  J .  B A R N A

R ÉSU M É

D ans leurs t r a v a u x  an té rieu rs , les au teu rs  o n t ch erché  les m odes d ’é tab lissem en t d ’une 
m esure  o ffran t l’expression  non  équivoque de la  v a leu r lu b r if ia n te  réelle  des hu iles de g raissage, 
in d ép en d am m en t de l’a p p are il d’essais.

P o u r ce b u t, la  fo n c tio n  v isco sité -tem péra tu re  e t ,  p o u r la  carac té risa tio n  de  celle-ci, la 
deu x ièm e  dérivée de son  lo g arith m e  o n t p a ru  les p lu s  con v en ab le . P o u r com plé ter les ra p p o rts  
v é rifiés e t  publiés, les a u te u rs  o n t aussi exam iné ceux  récem m en t proposés d an s la  l it té ra tu re ,  
p o u r  des liquides d iffé ren ts . D ans ce b u t ,  ils on t com paré  a u x  données calculées d ’après les ra p 
p o rts  é tablis , les séries de m esures de viscosité  effectuées p a r  eux-m êm es sur des liqu ides d iffé
re n ts , à  des in te rvalles d e  tem p é ra tu re  é tendus, d ’u n e  p a r t ,  e t  d ’au tre  p a r t  les v a leu rs  de v i
scosité , obtenues p a r  des m esures effectives com m uniquées p a r  la  l it té ra tu re . S u r ce tte  b ase , les 
a u te u rs  o n t é tab li les v a leu rs  de chaque lim ite  de v a lid ité  de tem p é ra tu re , e t  a  la  base  des 
d ispersions constatées, ils o n t calculé leu rs  va leurs d ’ap p lica tio n  re la tives.

P a r  la  su ite , les a u te u rs  p ré sen ten t su iv an te  p roposée p a r  l ’u n  d’eux  e t  v é rifiée  depuis 
lo n g tem p s, e t d o n t les ré su lta ts  o b ten u s o n t déjà  d o n n é  lieu  à  des exam ens co m p ara tifs  :

lni? =  C + B T + ~ t - T a ,

Pour les liqu ides e t  m élanges exam inés pas les a u te u rs , ceuxi-ci o n t p u  é ta b lir  que les 
v a leu rs  calculées p a r  c e jte  form ule se rap p ro ch en t d a v an tag e  des va leurs e ffec tiv em en t m esu
rées, dans un  dom aine de  tem p é ra tu re  p lus é ten d u , que  to u s  les au tres  ra p p o rts  q u ’ils on t 
ex am in é.

U n exposé d é ta illé  des avan tag es e t  in co nvén ien ts du  ra p p o rt proposé te rm in e  l ’étude.

ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ ВЯЗКОСТЬЮ И ТЕМПЕРАТУРОЙ ЖИДКОСТЕЙ И ПРИ- 
МЕНЕНИЕЭГОЙ ЗАВИСИМОСТИ ДТЯ ХАРАКТЕРИСТИКИ И ИДЕИ ГИ4МКАЦИИ

СМЕСЕЙ ЖИДКОСТЕЙ

Б. МАРШ АЛ КО и Я . В А Р Н А

РЕЗЮМЕ

В опубликованных нами ранее работах мы занимались вопросом определения 
показателя, пригодного для однозначного и независимого от измерительного прибора 
выражения действительных смазочных свойств минеральных смазочных масел. В про
цессе этих работ возник вопрос надежной идентификации определенных смесей жидкос
тей (в первую очередь углеводородов).

Для такой цели мы считали пригодным использовать производную функции вяз
кость — температура и для ее характеристики первую производную ее логарифма. В до
полнение уже исследованных и сообщенных зависимостей нами было выполнено иссле
дование также с тех пор вновь предложенных в литературе для различных жидкостей 
зависимостей. Проведенные нами для этой цели серии измерений вязкости в широком 
диапазоне температур, далее значения вязкости, действительно измеренные и взятые из 
литературных сообщений, были сравнены с расчетными данными, полученными при по
мощи отдельных зависимостей. На такой основе нами были определены значения для 
каждого отдельного действительного температурного предела и на основе наблюдавшихся 
отклонений — их применимость по отношению друг к другу.

В дальнейшем сообщалось предложенное одним из нас нижеприведенное выра
жение, которое подвергалось проверке в течение продолжительного времени, полученные
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же при помощи этого выражения данные представили собою предмет для производства 
дальнейших сравнительных исследований.

В случае исследованных нами до сих пор жидкостей и смесей можно было устано
вить, что расчетные значения по сравнению со всеми исследованными нами зависимостями 
даже в более широком диапазоне температур лучше совпадают с действительно измерен
ными данными.

В дальнейшем детально описываются отрицательные и положительные стороны 
предложенной нами зависимости.



ERMITTLUNG DER EIGENSCHWINGUNGSZAHLEN 
BEI TORSIONSSCHWINGUNG MIT ÄUSSERER

DÄMPFUNG

A. BALOGH

[Eingegangen am 21. August 1936]

Die nach  einem  n eu en  V erfahren  erfolgende E rm ittlu n g  d e r E igenschw in
gungszahlen  hei T orsionsschw ingungen o h n e  D äm pfung w urde  vom  V er
fasser in  der V D I. Z. 1955 N r. 6 v erö ffen tlich t. D ieses V erfahren  soll n ach s te 
hend  fü r den  F all v o rh an d en er äusserer D äm pfung  erw eite rt w erden .

D as D äm pfungsm om ent als W id erstan d  sei m it der Schw ingungsgeschw in
d igkeit p roportiona l u n d  ih r en tgegengesetzt. D as periodische M om ent is t :

- k « .
d t

wo к  der D äm pfungsbeiw ert in  kgcm sek  u n d  f  d e r V erd rehungsw inkel i s t .
B ei den M assen n  sind  die fü r  diesen F a ll gültigen sim u ltan en  D iffe ren tia l

gleichungen :

h f i  +  hfi'  + ' ci (A - f f )  =  о

h f i  A  h f i  ci  ( / 2  f i )  T “ c 2 ( / 2  / 3 ) — 0 ^

I n f n "  +  k nf n  c„_ 1 ( /„  — f n - l )  — 0

wo c die D rehfederzah l in  kgcm , I  das T räghe itsm om en t in  k g cm sek 2 is t . Die 
p a rtik u la re  Lösung d ieser G leichungen is t :

f i  =  F i eW" > /2  = p 2 ewt, . . .  (3)

E ingesetz t in  (2) e rh ä lt  m an :

H i w 2 +  k j tv +  Cj) p 1 — Cj p 2 =  0

(hu>2 +  fc2 w  -f- Ci +  c2) p 2 — C1p 1 — c2p 3 — 0
(4)

cn —l P n —l  Ч- ( I n  T k n U! -(- cn_i)p„ — 0



106 A. BALOGH

U m  d ie  angedeutete M ethode  au ch  hier anw enden  zu  können , soll die folgende 
B eze ich n u n g  e ingeführt w e rd e n  :

Ik W 2 +  k k w  =  0 k w2 , к  =  1,2 . . . n  (5)

S o m it g eh t (4) in :

( 0 1 iv2 +  ci ) P i ~  ciPa =  0

( 0 2 ív2 +  сг +  c2) p 2 — c1p 1 — c2p 3 =  0

(6)

—  C n - l P n - 1 +  ( 0 n W2 +  G l - l )  P n  =  0

ü b e r . A us (6) sollen die /з-W e rte  e rm itte lt w erden  :

P i  =  P 1 1 +  T - 0 * °1

C1 , 0O w2 , C1
Рз =  — —  Р И -------------Pa +  — Pa +  Pa

S e tz t  m a n  in  (8) in  das v o r le tz te  Glied p 2 aus (7) e in  :

IV
Р з =  Pa +  —  (6>i P i  +  02  Pa)

Ä h n lich  e rh ä lt m an :

P i  =  Р з  +  —  (0 iP i  +  0 aPa +  0 зР з)

(7)

(8 )

(9)

( 10)

A d d ie r t  m an  noch die G le ichungen  (6), so e rh ä lt m a n  :

0 i  P i +  0 2Pa +  0 з Р з  +  @iPi  +  • • • • • • + 0 n / > n  =  0 (11)

w o rau s  :

0 i P i  +  0 2P 2 =  -  (0 зР з +  0 4 P 4 +  0 5Pö +  ' • • • • • + 0 „ p „ )  (12)

B eze ich n e t m an noch :

0  =  0 4 Z i  +  @ 5Z a +  . . .
Р з Р з

+  0/1 — (13)
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u n d  se tz t (12) u n d  (13) in  (9) ein  :

Pz
Pa

=  1 +
I V 2

( в 3 + в )

(11) soll in  folgender G esta lt geschrieben  w erden :

0 !  + P  2 
Pl

0 2 +  ( 0 3 +  0 )
Pa

=  0

(14)

(15)

S e tz t m an  h ier die W erte  von  p  aus (7) u n d  (14) ein :

03 +  ©01 +
tvú

1 4— —  0 ! 02 +
0  4 - +  — ^ 2 (0 3  +  0 )Cg Cg

G eordnet e rh ä lt m an

0 i
1  + 1 + 1  +  ^

0 2
1 + 7 - 0 »C1

02
0 3

C 2  I 2— —  - j--------- — W 2

C 2 1  +  Ж

=  0

F ü h r t  m an  die folgenden B ezeichnungen ein  :

C i

Qi
=  Vi

u n d

so e rh ä lt m an  aus (17) :

1 + 0

Q,
=  c n

V22 Qn_ 12_____I_____ 22 4 " ____ 4 - 1  — 0
W 2 4- v u  IC 2 Cn 4- V23

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

In  dieser F orm el ä n d e rt sich n u r  d er W ert C n ach  der M assenzahl. So is t  z. B. 
fü r  3 M assen m it D äm pfung  C =  1, d en n  0  =  0 und  som it is t:

«12
IC2 4- vn

*>22

MJ2 4- tla3
+  1 =  0 (21)
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E s so ll fü r 5 Massen d e r  W e r t  C5 erm itte lt w erd en  ; zu  diesem  Zweck w erden 
u n te r  B enutzung der b ish e r ig e n  A usführungen d ie fo lgenden Ergebnisse au f
g esch rieb en  :

P 2 

Pi
(22)

Pi
Pi

=  1 -
IV “

Co
во Pi

Pi
в Pö ffp, 5

P  3

Pi
1 + ® 4 + ® 5  PJL

P i

P i
Ps

=  1 +  <9=

E s  so ll der A usdruck (25) in  (24) eingesetzt w erden

Рз
Pi

1 + - - - G ,  1 +
1

0 4 C4 1 w 2  

C4 C40 5

M it B enu tzung  von (18) e r h ä l t  m an schliesslich :

B eze ich n e t m an

Рз
Pi

IV
■— 1 +  -----в 1к 1 -j- 4̂4

W 2 -f- V ,45

so g e h t (27) in

w 2 +  *>45
445

Рз
Pi

--  1 +  —— вц  (1 +  F 445)

ü b e r .  Ä hnlich geht m a n  v o r  b e i (23) und m an  e rh ä l t  so :

1 +  ^445P ^ = l + W- S J  1
Pi C2 \ ‘■®- +  “ 4 e 3 ( i  +  r <)s)

t 3 cz4 t 3

B eze ich n e t man

1 I г’зз (1 +  _̂445_) _ т/
™2 (1 +  E 445) +  u34 '

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)
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u n d  eingesetzt in  (30) n ach  e iner U m form ung

IC2 
c 2

Pz  — 1 I 0  V
„  —  1  +  „  ^ 3  '  3345 
P  3

(32)

E s  w erden som it fü r die V erhä ltn isse  von p  die folgenden A usdrücke b erech n e t :

^ = 1  +  —  0 X
P i ci

1 -r 0 3VP 2
Рз

Pi  
Pi

P i . =  i  +  ü i - e ,
Pô c 4 5

3 r  3345

=  1 + ~ 6 > 4 (1 +  U445)
Í/Q

(33)

D iese W erte  von  p  sollen in  (11) e ingesetz t w erden, die in  fo lgender W eise 
g eo rd n e t :

0 . +  Л 0 2 +  0 3 -f- Pi Oi +  ^ ® ö \
p  1 Pi Pi Pi )

-  0 (34)

D u rch  eine sukzessive E in se tzu n g  e rh ä lt m an  :

&i + Pa 0 2 -f Рз
&3 +  V T-04 (1 + ^ 4 4 5 )1

Pi P i Рз 1
=  0

S odann  folgt :

+
PaL 
Pi

u n d  m it (31) is t :

0 2 +  Ps Os / 1 +
/'2

i  +  F,445

C3 0 3 ,

C 3  ® i  C3
03 (1  +  ^445)

e x +  P2 0 2
p  1

j  _j_ V22 ^3345
W2 v 3345 +  u23

=  0

=  0

(35)

S e tz t m an h ier noch den  W ert von  —— e in , so is t das E n dergebn is
Pi

-'12 U,,o V
2 , +  о Tr  3!l -  + 1  =  оW -j- f] , w I 3345 -)- i>23 (36)
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wo Cg =  Уз ш . Um  diesen  W e rt zu e rh a lten , b e rech n e t m an  die W erte  vn  . . . .v45 
n ach  (18) und  noch vii5.

D er R echnungsvorgang  is t  daher : M an w ä h lt e inen  W ert von  w  u n d  
b e re c h n e t die r-W erte , so d an n  die F -W erte , z. B . b e i 5 M assen m it D äm pfung  :

^45’ ^445’ ^3345

u n d  e ingese tz t in  (36) is t  d iese  G leichung gleich 0, so w urde w  r ich tig  gew ählt.
B ei m ehr als 5 M assen m it äusserer D äm p fu n g  is t  d er R echnungsvorgang  

gleich  dem  schon an g e fü h rten .
Anwendungen.  D ie ab g e le ite ten  G leichungen sollen in  einigen F ällen  m it 

d en  aus dem  S ch rifttu m  [1 ] b ek a n n te n  E rg ebn issen  verg lichen  w erden.
3 Massen mit D äm p fu n g .  G leichung (21) soll n a c h  w  geordnet aufgeschrie

b e n  w erden  :

IC4 -F w2 (vn  +  v12 +  t>22 +  v23) +  vn  (v22 +  v23) +  v12 v23 — 0 (37)

S e tz t m a n  die W erte  v o n  v  e in , so e rh ä lt m a n  :

M>4 -|- w 2 I c4 —  +  —
0 ,  0 2

+  c2

"F 1̂ 2̂
01  0 2

+

1 , 1 

1
(38)

& Л  +  0 2 0 3
=  0 .

E s so llen  die W erte 0 l5 0 2u n d  0 3h ie r e ingesetzt w erden , w ozu noch die folgenden 
A usd rücke zu berechnen  s in d  :

01 ®2 ®3 =  002 ̂ 3 +  147 1 02 0  0  *F 0  h  ̂ 2 0L 0  К) ~Ь
+ W 2 03 0 0 0 0 0 “b 0 0 0) ~Ь W " 0 0 0

01 02 =  0  0  “b W 1 (0 0  0  0) “Ь W 2 0 0  (39)
01 03 =  0 0 + W 1 +  (00 +  0 0) +  w 2 00
02 0 3 = 0 0 + w 1 03 0 ~Ь 0 0) T W 2 k2k3

Bem erkung  : W ären  d ie  W erte  р г . . .  pn u n b e k a n n t, so w ürde  m an  fü r  d ie E rm ittlu n g  
d ieser W erte  eine D e te rm in an te  e rh a lte n  [1, Seite 114], die zu  e in e r G leichung u n geraden  G rades 
2 n— 1 f ü h r t  aber m it reellen  B e iw erten . Solche a lgebraische G leichungen h ab en  eine reelle 
W u rze l u n d  je  zwei k o n ju g ie rte  k om plexe  W urzeln. D ie k o m p lex en  W urzeln  sind  :

w = ----S F  iw

D a h e r  n a ch  dem  E u le rsch en  S a tz  :

ewt — c ~ st (A  cos со t +  В  sin  со t)

wo A  u n d  В  unveränderliche  W e rte  sind . So w ird  aus со die E igenschw ingungszah l bei D äm pfung  
b e re c h n e t, deren  E rm ittlu n g  sich  d e r  V erfasser zu r A ufgabe geste llt h a t.  D araus fo lg t, dass 
fü r  d ie  E rm ittlu n g  de r E ig enschw ingungszah len  bei T orsionsschw ingungen  m it äusserer D äm p 
fu n g  m it  kom plexen Z ahlen , d ie j a  zw ei K oo rd in a ten  h a b en , g e rech n et w erden  m uss. D as is t 
k e in e  e in fache A ufgabe, n ich tsd esto w en ig er sind die h ie r  v e rw en d e ten  G leichungen bei z. B . 
5 M assen m it D äm pfung  v ie l e in fach e r als jen e , die be i H o lzer  zu f in d en  sind ([1], S. 113, 114).
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N ach  dem  E inse tzen  a lle r d ieser W erte  e rh ä lt m an

w s w4 ь
14

+

+  IC3 1 1

T  + T~1 2
+  c2

+  M>2 4  4  4

A 4  4
+  C1

1 1

h  +  h

I 4  +  Ц

_|_ 4  ^2 4  4  _j_ 4  4  _j_

A 4  A 4 4 4

2

\  hh 1 + 4 -

+  c2
4  +  4  I 4  Í  1

4 4 A U ;
+  ^  —  +  -

4

1

+

+

(40)

, ГI 1 +  I 2 +  I 3+  w : cxc2 +  cx
А  4 4

4  4  +  4  I _ 4  4  +  4 1  ,
"Г c2  ----- i- ;----  +

A 4 А 4  4

+  C1 c2
4  +  4  +  4  

4 4 4
=  0 .

D ie ch a rak te ris tisch e  G leichung (40) en tsp rich t gen au  der G leichung, die H olzer 
b e n ü tz t ( [1 ] ,  S. 122). V erg leich t m an  aber diese G leichung m it (21), so sp rin g t 
die E in fach h e it so fo rt in s  A uge, w as besonders d a ru m  w ichtig  is t , weil in  beiden 
F ä llen  m it kom plexen  Z ah len  gerechnet w erden  m uss. G leichung (21) is t  e in 
facher, übersich tlicher u n d  die M öglichkeit d e r F eh lerquellen  is v e rm in d e rt.

S ind alle D äm p fu n g en  gleich 0 u n d  b e rü ck sich tig t m an  die V orzeichen 
d er zw eiten D iffe ren tia lq o tien ten  beider L ösungen  der D ifferentialg leichungen 
(einm al n ega tiv  u n d  e in m al positiv ), so e rh ä lt m an  die b ek a n n te  charak te ris tisch e  
G leichung fü r 3 M assen ohne D äm pfung :

мл f l  1 1 1 n
C1 —  +  — +  c2 ------ ------

i А 4 ■*2 *3
+  c2 - í l - t Í2- " t /3-  =  0 (41)

“ 4 4 4

M int B enu tzung  v o n  (39) soll ergänzend  h ie r d er F a ll m it zwei Massen  und  
äussere r D äm pfung  u n te rsu c h t w erden.

In  diesem  F alle  ü b e rg eh t (36) in  :

2 Г  + i  =  oи2 +  vn
(42)

S e tz t m an  die W erte  u n d  v12 ein, so e rh ä lt m a n  :

w 2 + +  ®2 
&l 6>2

■ c =  0 .
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S e tz t m a n  die W erte von  0 2 u n d  ©2 e i'1 u r |d m *t  H ilfe von  (39) e rh ä lt  m an : 

tv2 (J^ J 2 -(- w  1 (/ 2 k 1 -f- I i  k 2) -f- ív " k4 k2) -f- 

I 1w 2 k x w  I 2 w2 -\- k 2 w
=  0 .

D iv id ie r t  m an  diese G leichung durchw egs durch  1LI 2 u n d  m u ltip liz ie rt zugleich 
m it w ,  so e rh ä lt m an :

гс3 -f- w 2 ki  +  k 2

h  h
-f- w

1 1

~ h + T 2
+

hi k%

hh
■+eA ± A  = 0

h h
(43)

D iese s tim m t m it der von  H olzer b e n ü tz te n  G leichung [1, Seite 118] üb ere in .
F ü n j  Massen. Die A u sd rü ck e  (28), (31) u n d  (36) k ö n n en  fü r  ein ige p ra k ti

sche F ä lle  verein fach t w erden . E s  w erden zwei F älle  vo rg efü h rt.
F a l l  1. Es sei :

k\  — k 2 =  k3 --- k4 =  к, I [ =  12 =  lg  “  =  I

c i  ==  C2  —  C3 =  c

D ieser F a ll  en tsp rich t einem  v ierzy lin d rig en  M otor m it einem  Schw ungrad . 
F ü r  d iesen  F a ll sind  :

■'ll v 2 2  '—  V 2 3  — 1 V 33 "34

w e ite rh in  :

IITU■Qi
5)

h ’ Vi5
I +  —

w
I 5 +  —5 1 IV

V  — »44 * H 3345 — 1 +
v  ( 1  +  H 445)

v  445
W2 +  »45 гс2 (1 +  F 445) +  v

u n d  sch liesslich  :
V . » Q ОIIpH+

n>2 -f- V го2 C5 -}— V

F a ll  2. Es sei к =  0, d . h . v ern ach lässig b ar k lein  zu k5. F ü r  d iesen  F a ll ist:

c
V — f n  — v12 — v22 — v23 — v33 — vsi - -  —  — и .

W e ite rh in  is t

A n so n s te n  b leiben die fü r d en  F a ll 1 en tw ickelten  G leichungen bestehen .
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ZUSA M M ENFASSUN G

Z ur E rm ittlu n g  der k ritisch en  Schw ingungszahlen  bei T orsionsschw ingungen m üssen 
v o r allem  die E igenschw ingungszahlen  e rm itte lt  w erden . F ü r  diese B erechnung w u rd e  e in  neues 
V erfah ren  v e rö ffen tlich t [2] u n d  n u n  w ird  dieses V erfah ren  au f T orsions-E igenschw ingungen 
m it äu sse rer D äm pfung  e rw e ite rt; gleichzeitig  w erden  die Vorteile dieses V e rfah ren s  gegen 
die b ish e r b e k an n ten  besprochen.

D É T E R M IN A T IO N  D U  N O M B R E  D ’O SC ILLA TIO N S P R O P R E S  E N  O S C IL L A T IO N  
T O R SIO N N E L L E , E N  CAS D 'A M O R T ISSEM EN T  E X T É R IE U R

A. BALOGH
R É SU M É

P o u r la d é te rm in a tio n  du  nom bre c ritiq u e  d ’oscillations, le nom bre des oscillations 
p ro p res e st à é ta b lir . D ans le vol. X V III . des C om m unications de la Section  T ech n iq u e  de 
l ’A cadém ie H ongroise des Sc., l’au te u r  a pub lié  ces calculs sans ten ir  com pte de  l ’am o rtissem en t, 
d o n t l ’im p o rtan ce  se m anifeste ju s te m e n t en  cas de  résonance, c’est-à-d ire  p o u r  les nom bres 
c ritiq u es d ’oscilla tions, vu  qu’il ré d u it l’am p litu d e  selon le degré de l’am o rtissem en t. L ’exposé 
d u  m ode de d é te rm in a tio n  du nom bre d ’oscilla tions p ro p res est donc aussi é te n d u  p o u r  les cas, 
où  il fa u t c o m p te r avec l’am ortissem en t ex té rieu r.

D E T E R M IN A T IO N  O F T H E  N U M B E R  O F SELF-O SC ILLA TIO N S O F  T O R SIO N A L  
OSCILLATION W IT H  E X T E R N A L  DA M PIN G

A. BALOGH
SU M M A RY

F o r th e  d e te rm in a tio n  of c ritica l n u m b ers  o f oscillation the  num ber o f  se lf oscillations 
has to  be  found . In  vol. X V III. o f  the  P u b lica tio n s o f th e  Eng. Sc. Section o f  th e  H u n g a rian  
A cadem y of Sc. these calculations were p resen ted  by  th e  a u th o r  w ithout co n sid era tio n  o f  d a m p 
ing , w hich  is o f im portance  ju s t  in  th e  case o f  resonance, th a t  is, a t  th e  c r it ic a l  n u m b e r of 
oscillations because  i t  reduces th e  am p litu d e  accord ing  to  th e  degree of d a m p in g . T herefore  
th e  d e te rm in a tio n  o f th e  n u m b er o f self-oscillations is t re a te d  for the  case to o , w h en  ex te rn a l 
d am p in g  is p resen t.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧИСЛА СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ТОРСИОННЫХ КОЛЕ
БАНИЙ С ПОМОЩЬЮ ВНЕШНЕГО ДЕМПФИРОВАНИЯ

А. БАЛОГ
РЕЗЮМЕ

Для определения критического числа колебаний необходимо определять число 
собственных колебаний. В журнале Доклады Отделения технических наук Академии 
наук Венгрии в томе № XVIII сообщалась о производстве этих расчетов без учета демп
фирования, что именно в случае резонанса, т. е. в случае критического числа колебаний, 
играет важную роль, так как величина амплитуды колебаний снижается по степени 
демпфирования. Поэтому определение числа собственных колебаний рассматривается 
также для случая, когда имеет место внешнее демпфирование.

S Aula Technics XIX/1—2.
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[E ingegangen  am  12. O k to b e r 1956]

Die G lühlam pen- u n d  R ad io rö h ren in d u strie , sowie fast alle Zw eige der 
v ak u um techn ischen  In d u s tr ie , benö tigen  ein W olfram m etall, dessen G efüge in 
rek rista llis ie rtem  Z u s ta n d  aus grossen K ris ta llen  b esteh t, u n d  d ab e i d er aus 
ihm  v erfe rtig te  D ra h t be i gew öhnlichen T em p era tu ren  auch in re k ris ta llis ie r te m  
Z u s ta n d  m ehr oder w eniger verfo rm bar is t.

E s is t b ek an n t, [1] dass diese E igen sch aften  in  der W olfram erzeugung  
d ad u rch  gesichert w erden , dass m an  der zu r H erste llung  des W o lfram m eta ll
pu lvers dienenden gere in ig ten  W olfram säure zwecksmässig gew äh lte  Z u sa tz 
stoffe (z. B. K, N a, A l, Si usw . en th a lten d e  V erb indungen) in  einem  G e sa m tv e r
h ä ltn is  von  ru n d  1%  b e im en g t und  daraus ein diese Zusätze e n th a lte n d e s  W olf
ram m eta llp u lv er h e rs te llt. B ei einer en tsp rechenden  E rh itzung  d er au s  diesem  
W o lfram m etallpu lver gepressten  porösen W olfram stäbe  verdam pfen  d ie  Z usat«- 
stoffe, so dass in den festen  gesin te rten  S täb en  F rem datom e n u r n o ch  in  einer 
n um . K o n zen tra tio n  von  e tw a 10 Zurückbleiben. Die technologischen  E ig en 
sch aften  u n d  K rista llg rösse  d er rek ris ta llis ie rten  u n d  gebrauchsfertigen  W o lfram 
p ro d u k te  w erden d u rch  die A rt  dieser F rem d a to m e  bestim m t.

B ekann tlich  w ird  ein G rosskristallgefüge im  W olfram m etall d u rc h  die 
gem einsam e A nw esenheit von K , Si- und  A l-Spuren gesichert. N och u n b e k a n n t 
s ind  uns aber d ie jen igen  physikalisch-chem ischen  Vorgänge, w elche dieses 
G efüge zu standeb ringen  u n d  w ir kennen  auch  die speziellen Rollen d e r einzelnen 
A to m arten  hierin  n ich t. U nsere W olfram forschung s treb t u n te r  an d e re m  die 
L ösung dieser F rage  an . F ü r  diesen Zweck ste llen  w ir verschiedene W o lfram 
m eta lle  m it p lanm ässig  v e rän d e rten  Z usatzsto ffspuren  her u n d  b eo b ach ten , 
w elche E igenschaften  u n d  in  w elcher W eise sich nach  der A rt der F re m d s to ff
sp u ren  rich ten .

So haben  w ir kürz lich  [2] durch  B eobach tung  der R ekrista llisa tion  d e r e in er
seits K , Si und A l-Spuren en th a lten d en  g rosskrista llinen , anderseits n u r  К  und  
S i-Spuren en th a lten d en  k le ink rista llinen  W o lfram d räh te  festgeste llt, dass Al- 
S puren  die K rista llabm essungen  n ich t du rch  eine E rhöhung der K ris ta llw a c h s
tum geschw indigkeit, sondern  durch  die V erm inderung  der K e im b ild u n g s
geschw indigkeit vergrössern .

8:
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U nsere V orversuche fü h rte n  zu der E rk e n n tn is , dass auch die W arm h ärte  
d e r  W o lfram m etallso rten  sich  nach der A r t  d e r  F rem dstoffspuren  r ic h te t. 
I n  d iese r A bhandlung  te ile n  w ir die bisher g e k lä r te n  E inzelheiten dieses Z u sam 
m en h an g es  m it.

E in en  starken  A nlass zu  dieser U n tersu ch u n g  g ab  die B etriebsbeobach tung , 
d a s s  d ie  nach  dem  g ew o h n ten  V erfahren h e rg e s te llte n ,a b e r  nu r К  u n d  A l-F rem d- 
s to f fsp u re n  en th a lten d en  W olfram dräh te  bei d e r  üb lichen  B earbeitungstem pe-

B ild  1. H albm ikro  W arm härte -M essg erä t zum  M essen von  H v W e rte n  bis 1000° C 
u n te r  S ehu tzg asa tm o sp h äre

r a tu r  v o n  800— 850° C au ffä llig  »leichter« z ieh b a r a ls die nebst К  u n d  A l-Spuren 
a u c h  noch  S i-F rem dsto ffspu ren  en tha ltenden  D rä h te  sind , sowie unsere  F e s t
s te llu n g , dass dieser U n te rsc h ie d  in  keiner d er ü b lich en  technologischen M ess
za h le n  zum  A usdruck g e la n g t.

Im  allgem einen b e s te llt  in  norm alisiertem  o d e r völlig en tfestig tem  Z u stan d  
d e r M etalle ein e in d e u tig e r  Z usam m enhang zw ischen  Zerreissfestigkeit und  
H ä r te .  N ach unseren V ersu ch en  weisen v ersch ied en e  W olfram drah tso rten  bei 
e rh ö h te n  T em peratu ren  t r o tz  übere instim m ender F estigkeitsw erte  v o n e in an d er 
abw eichende H ärtew erte  a u f. D as kann  d av o n  s ta m m e n , dass sie in  h a rtg e z o 
g en em  Z ustande, also w ed er norm alisiert, noch  w eichgeglüht, gep rü ft w urden , 
b e i h ö h eren  T em p era tu ren  im  Zerreissversuch n a c h  e tw a 2—3 M in., im  H ä r te 
p rü fa p p a ra t  aber e rs t n a c h  e tw a  30—40 M in. z u r  M essung gelangten  u n d  die 
E n tfe s tig u n g  in  den v e rsch id en en  D rähten  d a h e r  im  Zerreissversuch e inen  viel
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geringeren und  w eniger un tersch ied lichen  G rad  als bei der H ä rte p rü fu n g  
erre ich te.

W ir haben  fü r  unsere  U ntersuchungen  eine A p p a ra tu r  geb au t (B ild  1), 
m it der w ir an  m eta llog raph ischen  Schliffstücken H albm ik ro -W arm härtem es- 
sungen  in  Schutzgas b is zu  einer T em p era tu r v o n  800° C auszuführen  im stan d e  
sind . Die K o n struk tionssk izze  dieser A p p a ra tu r  is t  aus Bild 2 ersich tlich .

B ild  2. K o n stru k tio n ssk izze  des H a lb m ik ro  W arm härte-M essgerätes

D as G erät b e s teh t aus d re i H au p tte ilen . D er e rs te  H a u p tte il is t der Ofen, der 
m itte ls  v ier Säulen u n m itte lb a r  an  den Sockel b e fe s tig t is t. D er zw eite Teil is t 
d er obere A bschlusskörper (dieser schliesst sich  von  oben an  den Ofen an). 
H ie ran  schliesst sich die V ickers-Pyram ide m it dem  W aagebalken  u n d  der 
T ra n sp o rtv o rrich tu n g  an . D er d r itte  Teil is t der u n te re  A bschlusskörper (dieser 
sch liesst sich von  u n te n  an  den Ofen an). H ie ra n  is t  der das V ersuchsob jek t 
trag en d e  S tän d er sa m t T herm oelem ent u n d  die den  H a lte s ta b  bew egende V or
r ich tu n g  befestig t.

D er O fenkörper b e s te h t aus einem  doppelw and igen  w assergeküh lten  
E isenzylinder, in  dessen L ängsachse sich eine m it K a n th a l-D  D rah t (6) bew ickelte 
Q uarzröhre von ca. 60 m m  D urchm esser b e fin d e t. D er R aum  zw ischen der
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Q u a rz rö h re  und  dem  E isen zy lin d er w urde m it S cham ottm eh l (13) ausgefü llt. 
D ie  b e id e n  E nden  der Q uarz rö h re  w urden  m it je  einem  d u rch g eb o h rten  Scha
m o tts tö p se l v ersperrt. D u rch  die obere S töpselbohrung  ra g t in  das O feninnere 
d e r  d ie  Y ickers-Pyram ide h a lte n d e  S tab , du rch  die un te re  B o hrung  d e r o b je k t
tra g e n d e  S tänder ein. D er O fen k o n n te  an  eine W echselspannung von  220 V 
angesch lossen  w erden. D ie H eizsp ira le  h a tte  eine L eistung  von u n g e fä h r 700 
W a tt .

D e r doppelw andige w assergeküh lte  (9 ,10) un d  in  der M itte  ru n d  au sg esch n it
te n e  obere  A bschlusskörper is t  m it Schrauben  u n te r  Z w ischenschaltung  einer 
G u m m id ich tu n g  an  den O fen b e festig t. D er ru n d e  A u sschn itt is t  m it einer, 
zw ischen  zwei P rism en  g le itenden , sorg fältig  gepassten  tind  g u t d ich ten d en  
P la t te  v erd eck t. A n diese P la t te  schliesst sich eine w aagerech te  S ch rau b en 
sp in d e l m it einer G anghöhe von  1 m m  an , die m itte ls  eines spielfrei angepassten  
u n d  m it einem  Teilkreis (T eilzah l =  50) versehenen  H andrades (4) vom  M itte l
p u n k t  b is zu einem  A b stan d e  v o n  10 m m  verschoben  w erden k a n n . A u f der 
G le itp la tte  befindet sich eine w assergeküh lte  M essingbüchse zwecks F ü h ru n g  
d e r  P ressstan g e . Die Y ickers-P y ram ide (11 is t a u f  die un tere  E n d fläch e  der aus 
h itzeb es tän d ig em  S tah l g e fe rtig ten  P ressstange  angepasst. D ie Z u fü h ru n g  des 
S ch u tzg ases  geschieht ebenfalls d u rch  die G le itp la tte . A n der G le itp la tte  is t 
n o ch  d e r die P ressstange be lasten d e  W aagebalken  (2) befestig t, der m it H ilfe 
e ines exzen trisch  an g eo rd n e ten  R ades von  der P ressstange abgehoben  w erden 
k a n n . A n dem  oberen E n d e  d e r P ressstan g e  is t ein  e lek trischer K o n ta k t  ange
b ra c h t ,  d e r bei der k le in sten  A ufw ärtsbew egung  der P ressstange den  S trom kreis 
e in e r  S ignallam pe schliesst u n d  d ad u rch  das Z ustandekom m en der gegenseitigen  
B e rü h ru n g  des V ersuchsob jek tes m it der V ickers-Pyram ide anzeig t.

D er u n te re  A bsch lusskörper h a t  eine dem  oberen ähnliche A usfüh rung  
u n d  i s t  m itte ls  einer K lin k ev o rrich tu n g  u n te r  Zw ischenschaltung e iner G um m i
d ic h tu n g  leicht lösbar an  die u n te re  O fenfläche befestig t. A uch an  d iesem  b e fin 
d e t  s ich  eine G le itp la tte  m it  e in er die P la t te  bew egenden V o rrich tu n g . Diese 
G le itp la tte  k an n  ebenfalls v o n  M itte lp u n k t b is zu  einem  A bstande v o n  i  10 m m  
v e rsch o b en  w erden, ih re  B ew egungsrich tung  lieg t aber senk rech t zu  d er Bew e
g u n g sric h tu n g  der oberen G le itp la tte . Infolge der senkrech ten  B ew egung der 
b e id e n  G le itp la tten  k a n n  die V ickers-P yram ide an  jeglichen P u n k t e in e r V er
su ch sfläch e  von 2 0 x 2 0  m m  e ingeste llt w erden. D urch  die an  die u n te re  G leit
p la t te  befestig te  M essingbüchse ra g t  in  das O feninnere die hohle, aus h itze 
b e s tä n d ig e m  S tahl gefertig te  O b jek tträg e rs tan g e  ein. A uf dem  oberen E n d e  d e r
se lb en  b e fin d e t sich eine m it einem  D orn  versehene Scheibe (3), w elche die O b jek t
fa s su n g  gegen eine R ela tiv b ew eg u n g  sichert. A u f dem  u n te ren  E nde  des S tabes 
b e f in d e t  sich ein F eingew inde. M ittels eines, a u f  dieses G ew inde passenden  
H a n d ra d e s  (5) m it Teilkreis (T eilzah l =  50) k a n n  der S tab  ü b er eine S trecke  von 
ca . 25 m m  auf- und  a b w ä rts  bew egt w erden . D ie D rehung  des S tab es w ird  
d u rc h  e inen  K eil v e rh in d e rt. D as T herm oelem ent is t durch  den H o h lrau m  des
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S tabes geführt. D er L ö tp u n k t (7) desselben b e fin d e t sich vom  oberen E n d e  der 
S tange  u n d  som it auch  vom  V ersuchsob jek t in  einem  A bstande von  1— 2 m m . 
D urch  die A usflussöffnung des an  das u n te re  E n d e  des S tabes passenden  K opfes 
k a n n  das Spülgas ab g efü h rt w erden. Die D räh te  des T herm oelem ents w erden 
ebenfalls du rch  diese A usflussöffnung geführt. B eim  Ausw echseln der V ersu ch s
ob jek te  k an n  d er ganze u n te re  A bsch lusskörper so w eit gesenkt w erd en , dass 
d er O bjek ttisch  bequem  zugänglich  w ird.

W ir haben  m it diesem  G erä t (die üb liche  A usw ertungsm ethode b e n u t
zend) die V ickers-H ärte  (H y) e in iger solcher W olfram m etallso rten  in  dem  
T em p era tu rin terw a ll von  20—-800° C festgeste llt, die sich v o n e in an d er d a rin  
un tersch ieden , dass w ir dem  G rundsto ffe , der m öglichst gründlich  gere in ig ten  
W olfram säure, die in  der T ab . 1 an g efü h rten  versch iedenen  Z usatzsto ffe  beige
m eng t haben  und  die dem zufolge re c h t verschiedene K rista llgefüge u n d  m echa
nisch-technologische E igenschaften  besassen.

In  der Tafel sind  d iejenigen F rem dsto ffspu ren  (F rem datom e) an g e fü h rt, 
die in  den nach  dem  bei uns üb lichen  V erfahren  hergeste llten  g es in te rten  S täben  
u n d  gezogenen D rä h te n  Zurückbleiben. M it unseren  H ärtep rü fu n g en  b eab sich 
tig en  w ir teilw eise gerade den E in flu ss  dieser Z usatzsp u ren  au f die W a rm h ä rte  
klarzulegen.

Tafel 1

Beschaffenheit und Menge Bezeich- tier Zusatzstoffe der Wolframsäure nung derMetalle о//о

In den gesintertenStäben und gezogenen DurchschnittlicheDrähten zurück- Rekr- Kristallänge dergebliebene Temp. rekristallisierten
Zusatzstoffspuren Drähte von 0,1 mm 0
in IO-6 Einheiten on

V erformbarkeit desrekristallisierten Drahtes von 0,1 mm 0

bei 20 °C
KCl NaCl Siüg Fca03 A12Q;

G K  j 0,3 0,2 0,4 0,03 0,05 

UC 0,3 0,2 0,4 —  —

KAI 0,3 —  —  —  0,05

K  N a Si Fe Al

9 +  4 2 < 1  2300

< 1  +  3 2 < 1  2000

5 +  2 17 2 2000

I < 1  +  10 6 1 1600

5— 10 b ieg b a r

0,3— 1,0 k a u m  b iegbar

~ 0 ,0 1 b rü ch ig

~ 0 ,0 1 sp rö d e

W ir h aben  bis je tz t  die H ä r te  folgender, gem äss dem  üblichen  W olfram 
v erfah ren  h ergeste llten  Z w ischenprodukte  im  T em p era tu rin te rv a ll v o n  20° C 
bis 800° C b es tim m t :

1. G esin terte  S täbe. Aus einem  M etallpu lver der K orngrösse v o n  1— 2 /л, 
u n te r  einem  D ruck  von 0,7 t/cm 2 gepresste, stufenw eise b is ca. 3000° C e rh itz te  
u n d  dabei b is zu einem  sp. G ew icht von 18,0—-18,5 gesin terte  S tä b e .

2. G ehäm m erte  S täbe m it e inem  D urchm esser von  4,3 m m . D e r  Q uer
sch n itt der a u f die T em p era tu r von  1500° C e rh itz ten  S täbe nach  1 w urde  an  
einer ro tierenden  H äm m erm asch ine  in  m ehreren  S tufen  bis zu e in em  D urch 
m esser von 4,3 m m  v erjü n g t.
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3. E n tfestig te  (w eichgeglühte) Stäbe m it e inem  D urchm esser von  4,3 m m . 
D ie  S tä b e  nach 2 w u rd en  zw ecks E n tfestigung  b e i e iner T em p era tu r von  2600° C 
3 m in . lang  (im Falle v o n  UC M etall hei 2900° C 3 m in. lang) e rh itz t.

4. G ehäm m erte d ü n n e re  Stäbe m it e in em  D urchm esser von  1,5 m m . 
D ie  n a c h  3 w eichgeg lüh ten  S täbe w urden bei v o n  1300° C bis 1000° C ab n eh 
m e n d e n  T em peratu ren  in  m ehreren  Stufen an  ro tie ren d en  H äm m erm asch inen  
w eitergehäm m ert.

5. Gezogene W o lfra m d rä h te  m it einem  D urchm esser von  0,6 m m . Die 
n a c h  4  gehäm m erten  d ü n n e n  Stäbe w urden  d u rch  H artm eta llz ieh s te in e  bei 
v o n  850° C bis 700° C abnehm enden  T em p era tu ren  u n te r  V erw endung von 
G raph itschm ierung  s tu fen w eise  bis zu einem  D urchm esser von 0,6 m m  gezogen.

fúr eckige 
Wo/framstücke

E i n f a s s u n g  e n
für runde 

Wolframstucke
у 7 7 /1

ÉT
B ild  3. S ch liff-E infassungen  fü r  W arm härte-M essungen

Zwecks V ergleichung h ab en  wir noch d ie  V ickers-H ärte  der n ach  dem  
an a lo g e n  V erfahren aus M olybdänm eta llpu lver herg este llten  Z w ischenprodukte  
in  d e m  T em p era tu rin te rv a ll von  20° C bis 800° C b estim m t.

1. G esinterte S tä b e . G epresst aus M eta llp u lv er der K orngrösse von 
2— 3 f i , gesin tert b is zu  e in em  sp. Gewicht v o n  ungefäh r 11. D as M etall
p u lv e r  w urde aus u n g e fä h r  0 ,3%  К  und 0 ,2%  W  en th a lten d em  A m m onium - 
m o ly b d a t hergestellt.

2 . G ehäm m erte S tä b e  m it  einem  D urchm esser von  4,3 m m .
3. E n tfestig te  S tä b e  m it  einem  D urchm esser von  4,3 m m . D ie n ach  2 

v e rfe s tig te n  Stäbe bei 1800° C 3 m in. lang ausg eg lü h t.
4 . G ehäm m erte d ü n n e  S täb e  m it einem  D urchm esser von  1,5 m m . Die 

n a c h  3 hergestellten  w e ich g eg lü h ten  Stäbe, be i v o n  1000° C bis 700° C a b n eh 
m e n d e n  T em peratu ren  a n  ro tie ren d en  H äm m erm asch in en  v e rjü n g t.

5. Gezogene M o ly b d ä n d rä h te  m it einem  D urchm esser von  0,6 m m . Die 
n a c h  4  hergestellten d ü n n e n  S täb e  w urden bei v o n  700° C bis 600° C ab n eh m en 
d en  T em p era tu ren  d u rch  H artm eta llz ieh s te in e  u n te r  V erw endung von  G ra p h it
sch m ie ru n g  stufenweise b is  zu m  D urchm esser v o n  0,6 m m  gezogen.

A us all diesen Z w isch en p ro d u k ten  w urden  en tsp rech en d  eingefasste (B ild  3), 
p o lie r te  m etallographische Schliffe angefertig t u n d  ih re  V ickers-H ärten  zuerst 
b e i Z im m ertem p era tu r b e s t im m t. D anach w u rd en  sie einzeln in  das W arm 
h ä r te p rü fg e rä t gelegt u n d  a u f  ih re r  Oberfläche n ach e in an d er, bei 800° C, 600° C,
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400° C und  200° C, unw eit v o n e in an d e r je  ungefähr zehn E in d rü c k e  m it der 
V ickers-P yram ide vorgenom m en. N ach  d er A bkühlung w urden  d ie  A usw er
tu n g e n  aller E ind rücke zugleich d u rch g efü h rt.

Die bisherigen Ergebnisse un se re r V ersuche sind in  den  B ild e rn  4— 8 
d arg este llt. H ieraus können fo lgende Fo lgerungen  gezogen w erden  :

a)  Die H ä rte  der gesin te rten  S täbe  is t von  den Z usa tzsto ffspu ren  p rak tisch  
u n ab h än g ig  u n d  n im m t im  In te rv a ll  von  20° C bis 800° C v o n  3—400  H y  auf 
100 H y  ab (B ild 4).

b)  Die H ä r te  der g eh äm m erten  S täbe  m it dem  D urchm esser v o n  4,3 mm 
is t  der B earbe itung  zufolge in  dem  ganzen un te rsu ch ten  T e m p e ra tu rin te rv a ll

B ild  4. Zw ischen 20° C und  800° C g e 
m essene W arm h ärte -W erte  von a m it  K , 
Si u n d  A l, b m it К  und  Si, c m it К  u n d  
A l p rä p a rie r te n  gesin terten  W o lf ra m s tä 

ben  u n d  d v o n  einem  M oly b d än stab  
(unterbrochenee L inie)

B ild  5. Zwischen 20° C u n d  800° C g em es
sene W arm h ärte -W erte  v o n  4,3 m m  
dicken  g eh äm m erten  S tä b e n , w elche 
aus d en  S täben  d e i 4. B ildes herg este llt 

w urd en

b ed eu ten d  höher, als die der g e s in te rte n  S täbe . Die H ärte  der UC, K  A u n d  W 
S täb e  fä llt im  T e m p e ra tu rin te rv a ll von  20° C bis 800° C von  d en  Z u sa tzsto ff
sp u ren  unab h än g ig  von 500 H y  a u f  180 H y  ab. Die H ärte  der G K  S täb e  n im m t 
von  500 H y n u r au f 260 H y ab  (B ild  5).

c) Es lä ss t sich in  der b e i Z im m ertem p era tu r gem essenen H ä r te  der 4,3 
m m  S täbe  eine W irkung  der W eichg lühung  n ic h t erkennen. D ie H ä r te  säm tlicher 
en tfestig ten  S täbe  is t von d en  Z usatzsto ffspu ren  p rak tisch  u n a b h ä n g ig  und 
n i m m t  zw ischen 20° C und 8 0 0 ' C von 500 H y  au f 100 H y  ab . Sie erreich t 
also bei 800° C die günstig  n ied rig e  H ä rte  der gesin terten  S täb e . E in e  W irkung 
d e r E n tfestig u n g  zeigt sich be i unseren  A bm essungen h a u p tsäch lich  oberhalb 
400° C (Bild 6).

d)  W ährend  des H äm m ern s  von d ü n n eren  S täben  e rsch e in t bei allen 
W olfram sorten , und  zwar p ra k tis c h  in  gleichem  Masse, ab erm als  d ie  verfesti-
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g en d e  W irkung  der B e a rb e itu n g . Die H ä rte  sä m tlic h e r D rah tso rten  fä llt vom  
Z im m ertem p era tu rw ert v o n  500— 600 H y b is zu r T e m p e ra tu r  von 800° C a u f 
u n g e fä h r  220 H y ab. D er A b fa ll is t bis 400° C s te ile r als oberhalb  dieser Tem pe-

B ild  6. Zwischen 20° C u n d  800° C gemes- B ild  7. Z w ischen  20° C u n d  800° C gem es
se n e  W arm h ärte -W erte  d e rse lb e n  S täbe sene W a rm h ä rte -W e rte  von denselben

w ie  in  B ild 4, nach e iner W eich g lü h u n g  S täb en  w ie in  Bild 6, nach  dem  H äm -
(N achsin terung) m ern  b is zu m  D urchm esser von 1,5 m m

B ild  8. Zw ischen 20° C u n d  800° C gem essene W arm h ärte -W e rte  v o n  denselben S täb en  wie 
in  B ild  7 , nach  dem  Ziehen b is  zu m  D urchm esser von 0,6 m m . Z iehste in - und  D ra h tte m p e ra tu r

b e im  Ziehen etw a 800° C

r a tu r .  I n  dieser B ea rb e itu n g ss tu fe  scheint die H ä r te  d er einzelnen W olfram 
m e ta llso r te n  von den Z u sa tzsto ffsp u ren  u n ab h än g ig  zu  sein  (Bild 7).

e)  Die H ärte  der gezogenen  0,6 m m  D rä h te  b e trä g t  bei Z im m ertem pe
r a tu r  600 H y (die des UC D ra h te s  nu r 500 H y , w ahrschein lich  deshalb, weil
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die W eichglühung d er UC D räh te  bei höh eren  T em p era tu ren  vollzogen w urde). 
D ie H ärtew erte  bei 800° C lassen sich  in  zw ei G ruppen  te ilen . D ie H ä r te  der 
n eb st anderen  auch S i-Z usatzsto ffspuren  e n th a lten d en  GK u n d  UC D rä h te  
b e trä g t  h ier u n g efäh r 250 H y , dagegen  w eisen die Si Z usatzsto ffspuren  n ich t 
en th a lte n d e n  (m it Si n ic h t p räp a rie rten ) KAI u n d  re ine  W  M etalle d en  b ed eu ten d  
n ied rigeren  W ert von ungefähr 180 H y  a u f  (B ild  8).

A us den B ildern  is t  noch ersich tlich , dass die H ä rte  des p ara lle l m it den 
versch iedenen  W olfram m etallso rten  u n te rsu c h te n  M olybdänm etalles (Sorte 
RMo) bei grösseren A bm essungen im  ganzen  T em p era tu rin te rv a ll, besonders 
aber bei Z im m ertem p eratu r, bed eu ten d  n ied rig er als die der W olfram m etalle  ist. 
A usserdem  is t es ersich tlich , dass bei e in er E rh ö h u n g  der T em p era tu r d er H ä r te 
abfall des M olybdänm etalles kleiner als d er der W olfram m etalle  is t . D ie H ä rte  
des gehäm m erten  1,5 m m  M olybdänstabes n ä h e r t  sich oberhalb  400° C den 
W erten  der W olfram m etalle  an. D ie H ä r te  des gezogenen 0,6 m m  RM o M olyb
d ä n d ra h te s  s tim m t oberhalb  400° C m it d er H ä r te  der S i-Z usatzspuren  n ich t 
e n th a lte n d e n  KAI u n d  W -D rähte  üb ere in .

E s geht aus d iesem  T a tb e s ta n d  k la r  h ervo r, wie sehr sich die W arm 
h ärtee igenschaften  d e r KAI und  W -D rä h te  v o n  denen der auch noch  S i-Z usatz
s to ffspuren  in einer num . K o n zen tra tio n  von  10~5 en th a lten d en  G K  u n d  UC- 
D rä h te  un terscheiden .

All das g ib t eine ausreichende E rk lä ru n g  fü r  die erw ähn te  B e trieb sb eo b ach 
tu n g , nach  welcher sich  die KAI u n d  W -D räh te  (bei der T em p era tu r  von  ca. 
800° C) viel »leichter«  als die UC o d er G K -D räh te  ziehen lassen.

N och etw as k a n n  unseren B eo b ach tu n g en  entnom m en w erden.
D ie Si-A tom e k ö nnen  in  den , m it K , Si, Al u n d  m it K , Si herg este llten  

W olfram sorten  in  e in er num . K o n z e n tra tio n  von etw a 10-  5 den E n tfe s tig u n g s 
v o rg an g , infolge dessen  die hei 800° C gem ässenen  Y ickers-H ärten  d e r re inen  
(W) u n d  n u r K , Al en th a lten d en  W o lfra m d rä h te  von  0,6 m m  D u rch m esser au f 
e tw a 180 H y h e rabsinken , so w eitgehend  h in d e rn , dass sich die W a rm h ä rte  bei 
den  m it Si-Zusatz hergeste llten  G K  u n d  UC W olfram dräh ten  u n te r  denselben 
B edingungen  n u r a u f  den W ert von  250 H y  v erm in d ert.

D ie U rsache d ieser E rscheinung  d a r f  m an  vielleicht d a rin  suchen , dass 
die Si-A tom e —  gem äss der A usfüh rungen  von  T .M illn er [1 ]—  die u n b ese tz ten  
G itte rs te llen  und  d ie  dislozierten G itte rp a r tie n  aufsuchen, sich d o r t  m it gerich
teten Y a lenzkräften  festha lten  u n d  d a d u rc h  die fü r  den E n tfestig u n g sv o rg an g  
no tw end ige B ew eglichkeit der F eh lste llen  [3] verm indern  oder au fh eb en .

W ir setzen u n se re  U n tersu ch u n g en  in  d ieser R ich tung  fo rt.
H  errn  Prof. L . Gillemot d a n k e n  w ir fü r  w ertvolle H inw eise bezüglich 

des Z usam m enhanges zwischen den  F estig k e its- u n d  H ärtew erten  d er gew öhn
lichen M etalle.
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ZUSAM M ENFASSUNG

D ie nü tz lich en  E ig en sch aften  der in  der G lüh lam pen- u n d  R ad io rö h ren in d u strie  v e r 
w en d eten  W olfram d räh te  w erd en  d ad u rch  gesich ert, d ass d e r W olfram säure Z u sa tzsto ffe  
(z. B . V e rb in d u n g en  von  K , N a , A l, Si usw .) in  einer M enge v o n  e tw a  1%  beigem engt u n d  d a rau s  
M e ta llp u lv e r u n d  gepresste S täb e  herg este llt w erden. B eim  S in te rn  dieser S täb e  v e rd am p fen  
d ie Z u sä tz e  so w eitgehend, d ass in  d en  S täb en  und  in  d en  d a ra u s  hergeste llten  D rä h ten  F re m d 
a to m e  schliesslich n u r in  e in e r n u m . K o n zen tra tio n  v o n  e tw a  10-5 Z urückbleiben. U n seren  
V ersu ch en  n a ch  w erden insbesondere  d ie W arm h ärte -W e rte  solcher W o lfram m eta llk ö rp er 
d u rc h  d ie  A r t  d ieser F rem d su b stan zsp u ren  bestim m t. U m  d ab ei die speziellen R ollen  d e r 
e inzelnen  A to m arten  au fk lä ren  zu k ö n n en , b a u te n  w ir e inen , im  T e x t  n äh er beschriebenen  A p p a ra t  
zu r B estim m u n g  von  ha lbm ikro  W arm h ärtew erten  v e rsch ied en er W olfram sorten  im  T e m p e ra tu r 
in te rv a ll v o n  20° C— 800° C. D ie m it S i-haltigen  Z u sa tz s to ffen  hergeste llten  W o lfram d räh te  
w iesen  b e i 800° C einen d u rch sch n ittlich en  H ä rtew e rt I Iv  =  250, d iejenigen, welche ohne  
S i-haltige  Z usatzsto ffe  hergeste llt w urden , den e n tsp rech en d en  W ert von H  y =  180 a u f . 
D u rch  S i-Spuren  wird die E n tfe s tig u n g  bei 800° C der u n te rsu c h te n  W o lfram dräh te  erheb lich  
g e h in d e rt.

IN F L U E N C E  O F  SM ALL Q U A N T IT IE S  O F  IM P U R IT IE S  
ON T H E  W A R M  H A R D N E SS O F  T U N G ST E N

T. M ILLN ER  and L. SASS

SUMMARY

T h e  usefu l p rop erties  o f th e  tu n g s ten  wires used  in  th e  incandescen t lam p  an d  rad io  
tu b es  in d u s try  are  ensured b y  a d d in g  ab o u t 1%  of v a rio u s  in g red ien ts  (e. g. K , N a, A l, Si com 
p o u n d s) to  th e  tungstic  acid  a n d  p rod u c in g  m eta l po w d er a n d  com pressed rods. D u rin g  th e  
sin terin g  o f  th ese  rods, th e  ad d itio n s a re  ev ap o ra ted  to  such  a n  e x te n t th a t  fin a lly  th e  concen
tra t io n  o f fo re ign  atom s re m a in s  on ly  10-5. A ccording to  th e  investiga tions o f th e  a u th o rs , 
ch iefly  th e  w a rm  hardness v a lues o f  these  tu n g sten  pieces is de te rm in ed  by  th e  trac e s  of 
d o p in g m a teria l. In  o rder to  in v es tig a te  th e  influence o f th e  v a rio u s  k inds of a to m s, an  a p p a 
ra tu s  w as b u i lt  (described in  th e  p ap er) for th e  d e te rm in a tio n  of half-m icro w arm  hardnesses o f 
v a rio u s k in d s o f tu n g sten  m eta ls  in  th e  tem p era tu re  in te rv a l 20° C— 800° C. T he tu n g s te n  w ires 
m ade w ith  ad d itio n s co n ta in ing  Si h a d  an  average ha rd n ess H y = 2 5 0  a t  800° C, w hile  th e  w ires 
w ith o u t su ch  ad d itio n s h ad  co rresponding  values o f H  у  =  180. T races o f Si considerab ly  p re 
v en t th e  h a rd n ess  loss a t  800° C o f th e  tu n g s ten  w ires w h ich  h a v e  been inv estig a ted .
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L ’IN F L U E N C E  D E  P E T IT E S  Q U A N TITÉS D ’IM P U R E T É S  SU R LA D U R E T É  À C H A U D
D U  T U N G ST È N E  M É T A L L IQ U E

T. M ILLN ER  e t L . SASS

R É SU M É

Les propriétés u tile s  des fils de tun g stèn e  u tilisé s  dans la  fabrication  des lam p e s  à  in 
candescence e t des tu b e s  é lectroniques sont assurées p a r  l ’addition  d ’environ 1 %  de  d iffé ren tes  
m atiè res  (p a r exem ple com posés de K , N a, A l, Si e tc .)  à  l ’acide tungstique  e t  en  p ro d u isa n t 
de la  poudre  m éta llique  e t  des tiges com prim ées. À la  concrétion  de ces tiges les a d d itifs  s’éva- 
p o risen t dans une te lle  m esure  que fin alem en t il n e  re s te  q u ’une concentra tion  n u m ériq u e  de 
10~5 des atom es é tra n g e rs  d an s les fils de tu n g stèn e . S u iv a n t les essais des a u te u rs , c’e st su r to u t 
la  d u re té  à  chaud  des co rps en  tungstène  qui est d é te rm in ée  p a r la  com position de ces trac e s  de 
m atiè res  é trangères. P o u r  p o uvo ir éclaircir le rô le des d iffé ren tes  sortes d ’a tom es, les a u te u rs  o n t 
c o n s tru it  u n  appare il (d é c rit dans l’article) p o u r  la  d é te rm in a tio n  de la  sem i-m icro d u re té  à 
ch au d  des d ifféren tes so rtes  de tungstène  dans l ’in te rv a lle  des tem péra tu res de 20° C à  800° C. 
Les fils de tu ngstène  p ro d u its  avec des add itions c o n te n a n t  du  Si avaien t une d u re té  m oyenne 
Hv =  250 à 800° C, les fils  fabriqués sans ad d itifs  a u  Si av a ien t une valeur c o rre sp o n d an te  de 
TTV - 180. Des traces d e  Si em pêchent larg em en t la  p e r te  de du reté  à chaud, à  800° C, des fils
d e  tu n g stèn e  essayés.

ВЛИЯНИЕ НЕБОЛЬШИХ КОЛИЧЕСТВ ПРИМЕСЕЙ (ПРИСАДОК) НА ТВЕРДОСТЬ 
ПРИ НАГРЕВЕ МЕТАЛЛИЧЕСКОГО ВОЛЬФРАМА

Т. М И ЛЬН ЕР и Л . ШАШ

РЕЗЮМЕ

Положительные свойства вольфрамовой проволоки, используемой для ламп на
каливания и радиоламп, обеспечиваются тем, что к вольфрамовой кислоте (триокиси 
вольфрама) добавляются примеси в количестве около 1% (например, соединения К, Са, 
Al, Si и т. п.), и уже из полученного материала изготовляется металлический порошок, 
а  затем прессованные штабики. При спекании этих штабиков присадки испаряются на
столько, что в конечном итоге концентрация инородных атомов в штабиках и в изготов
ляемой из них проволоке составляет лишь величину порядка 10-5. Наши опыты показали, 
что в особенности значения твёрдости при нагреве таких тел из металлического вольф
рама определяются видом этих следов присадок. Чтобы определить специальную роль 
отдельных видов атомов, нами была построена специальная аппаратура (более подробно 
описанная в статье) для измерения полумикротвёрдости различных сортов вольфрама в 
температурном интервале от 20 до 800°С. Вольфрамовые проволоки, изготовленные с 
присадкой Si, имели при 800°С среднюю твёрдость Hv =  250, значение твёрдости прово
локи, изготовленной без присадки Si было соответственно Hv =  180. Следы Si значительно 
тормозят распрочнение при 800°С исследованных вольфрамовых проволок.





ÜBER DIE WINKELPRISMEN DER GEODÄSIE*
P ro f. D r. h . c. A. T Á R C Z Y -H O R N O C H

O R D . M ITG LIED  D. UNGAR. AKAD. D. W ISSENSCHAFTEN

G EODÄTISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM  D E R  U N G A RISCH EN  AKADEM IE D E R  W ISSEN SCH A FTEN ,
SOPRON

[E ingegangen  am  16. O k to b er 1956]

Die V erw endung v o n  G lasprism en im  V erm essungsw esen k a n n  a u f  eine 
lange V ergangenheit zu rückblicken . P rism en  m it dem  Q u ersch n itt eines gleich- 
schenkeligen rech tw in k lig en  D reiecks w urden in  P rism enoku laren , M ikroskopen, 
Z eichengeräten  se it lan g em  verw endet, a llerd ings n u r m it e in fach er R eflexion 
an  Stelle von Spiegeln bzw . als Spiegel. Es sind  auch  m ehr als h u n d e r t  J a h re  her, 
dass B auernfeind  1851 von  den aus den e rw äh n ten  P rism en  n a c h  zw eifacher 
R eflex ion  au s tre ten d en  S trah len  festste llte , dass die e in tre ten d en  u n d  au s tre 
ten d en  L ich ts trah len  m ite in an d e r einen W inkel von  90° einschliessen u n d  dass 
d ah e r so ein P rism a  sich zur A bsteckung  von  rech ten  W inkeln  bzw . zum  A uf
suchen  von F u ssp u n k te n  a u f G eraden eignet [1]. D am it b eg in n t d ie allm ähliche 
Z u rückdrängung  d e r von  Adams im  X V III . J a h rh u n d e rt e rfu n d en en  W inkel
spiegel (optical sq u are ), so dass le tz tere  in  unseren  Zeiten e igentlich  n u r  noch  ein 
h istorisches In te resse  h ab en . Ba uernfeind  se lb st h a t in  [1] sow ie in  seinen 
w eite ren  u n te r [2, 3, 4, 5, 6, 7] angefü h rten  S tud ien  die versch iedenen  E igen
sch aften  w eiterer (v ier- u. fünfeckiger) P rism en  auch m it m ehr als zwei R efle
x ionen  u n te rsu ch t, so dass er n ich t n u r als E rfin d e r des einfachen W inkclp rism as, 
sondern  auch der ü b rig en  einfach verw endeten  W inkelprism en anzusehen  ist. 
F üg lich  h a t Ba u e r n fe in d  1851 auch das WoLLASTONsche W in k e lp rism a  zuerst 
zu r A bsteckung v o n  rech ten  W inkeln  v e rw endet, wie er se lb st d a rü b e r  1868 
a u f  [5 ; S. 491] b e r ic h te t. W ollaston selbst b en ü tz te  sein 1812 angegebenes 
P rism a  u rsp rüng lich  an  seinem  Cam era lucida genann ten  Z e ichengerä t. W enn 
ab er dies genügt u m  die zu r A bsteckung von rech ten  W inkeln im  V erm essungs
w esen verw endeten  P rism en  dieser A rt als WoLLASTONsche P rism en  zu benennen , 
so d ü rfte  m an fo lgerich tig  auch das P rism a m it dem  Q u ersch n itt eines gleich
schenkligen rech tw ink ligen  D reiecks n ich t als das BAUERNFEiNDsche nennen , 
w eil dieses P rism a , gen au  so wie das WoLLASTONsche, schon lange v o r B auern

* E in  Teil d ieser U n te rsuchungen  erschien ungarisch  u n te r  dem  T ite l  : A geodéziai
szögprizm ákról in  de r Z eitsch rift »Geodézia és K a rto g rá fia« , Jah rg . 1955. S. 137— 151. Diese 
A rb e it ist im V ergleich d azu  teilweise w esentlich e rw e ite rt, telweise w esentlich  ab g ek ü rz t. Auch 
d ie  in den »Freiberger Forschungsheften«  erscheinende A rbeit : E in heitliche  H e rle itu n g  der 
geodätischen W inkelprism en  unterscheide* sich von dieser wesentlich.
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f e in d  —  allerdings nicht zur W inkelabsteckung —  gebraucht wurde. Das grosse 
V erd ien st von Ba u e r n fe in d  besteht eben darin, dass er eine ganz neue Ver
w endungsm öglichkeit der b ereits früher bekannten Prism en erkannt und ausge
n u tz t  h a t. Wir sollten daher alle zur Absteckung von  rechten W inkeln und zur 
A ufsuchung von Fusspunkten  dienenden einfachen Prism en als die B au er n - 
FElNDSchen Prismen bezeichnen .

Im  folgenden w ollen w ir  e inen  B eitrag  zu  d er a n  sich  ziem lich reichen  L ite 
r a t u r  ü b e r  W inkelprism en lie fe rn , wobei aber n u r  die d o p p e lt re flek tie rten  gespie
g e lte n  L ich tstrah len  u n te rs u c h t  w erden, weil die e in fache  R eflexion v e rä n d e r
liche  W inke l, die m ehr als zw eifach  re flek tie rten  L ich ts trah len  aber zu  lic h t
sch w ach e  B ilder liefern.

1. D ie einfachen W inkelp rism en

D e r doppelt re f lek tie rte  L ich ts trah l schliesst b e k a n n tlic h  m it dem  u rsp rü n g 
lich en  L ich ts trah l den zw eifachen  B etrag  des zw ischen den  spiegelnden E benen  
sich  befind lichen  W inkels r  e in . Bezeichnet m a n  d en  erste ren  W inkel m it cp, 
so w ird  cp =  2r. Zur A b s te c k u n g  eines W inkels v o n  d e r Grösse cp is t m ith in  ein

cp
W in k e lp rism a  erforderlich , d e ssen  einer F lächenw inkel - is t. W ir nennen  diesen

W in k e l m it Samel, der d ie  A b steck u n g  versch ieden  grosser W inkel u n te rsu ch te  
[29], d e n  spiegelnden W in k e l. (D er L ich ts trah l w ird  gespiegelt, d. h . re f lek tie rt, 
d ie  O b erfläche  spiegelt, b zw . reflek tiert.)

E s  is t  b ekann t, dass d e r  einfallende sowie n a c h  zw eim aliger Spiegelung au s
t r e te n d e  gebrochene L ic h ts tra h l an  die bezügliche E b en e , bzw. aus d er E bene 
u n te r  gleichem  W inkel e in fa lle n  bzw. a u s tre ten  m u ss, d am it der au s tre ten d e  
L ic h ts t r a h l  keine F a rb e n s tre u u n g  aufweise. D ies b e d e u te t, dass die den  L ich t
s t r a h l  ein lassenden und  d ie ih n  auslassenden E b e n e n  m ite in an d er einen  W inkel 
v o n  cp =  2 г  einschliessen m ü ssen . W eil der L ic h ts tra h l an  beiden E benen  gebro
ch en  w ird , wollen w ir d iesen  W in k e l gleichfalls m it  Samel den  brechenden  W in 
ke l n e n n e n . (Auch B odola v erw en d e t diese B ezeichnung , allerdings in  einem  
a n d e re n  Sinne [8 ; S. 146].)

E s  m uss noch b e m e rk t w erden , dass der L ic h ts tra h l bekann tlich  aus einem  
P r is m a  n u r  dann  a u s tre te n  k a n n ,  w enn er u n te r  e inem  k leineren  W inkel als der 
G ren zw in k e l der to ta len  R e flex io n , au f die E bene  fä ll t . D er A u s tr itt k a n n  aber 
au c h  in  diesem  Falle d u rc h  V ersilberung  usw . d er frag lichen  E bene oder des 
b e tre ffe n d e n  Teiles der E b e n e  v e rh in d e rt w erden , falls dies zur E rre ichung  der 
zw e ifach en  Spiegelung e rfo rd e rlich  ist. Zur S p iegelung  is t  die to ta le  R eflexion 
g ü n s tig e r , weil sie ke inen  L ic h tv e r lu s t v e ru rsach t u n d  sie keine V ersilberung  
b r a u c h t ,  die m it der Z eit fa h l w erden  kann. D er G renzw inkel der to ta le n  R efle
x io n  b e t r ä g t  bei K rong las im  D u rchschn itt 40°50% b e i F lin tg las 37°30’. E s
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g ib t ab e r auch G lassorten , bei denen die B rechungszah l gleich 2 u n d  so d er 
G renzw inkel 30° b e trä g t.

D ie in  der B ilderzeugung n ich t te ilnehm enden  P rism en te ile  können  se lb s t
red en d  w eggelassen bzw. abgesch n itten  w erden.

D er E influss der F eh le r in  den  spiegelnden u n d  b rechenden  W inkeln  soll 
h ie r n ic h t u n te rsu c h t w erden , weil die F a c h lite ra tu r  diese F ragen  bereits ziem 
lich ausführlich  b eh an d e lt h a t, neuerdings z. B . in  [33].

a) E inzelprism en zur Absteckung von 90°

Z u r A bsteckung von  90° sind  nach  dem  V orangehenden  solche P rism en  
e rfo rderlich , die je  einen  WTnkel von 45° und  90° b esitzen . In  B ild  1 sei deshalb  
A  d e r S cheite lpunk t eines 45° u n d  В  jen er eines 90° W inkels. W enn m an  die

beiden  W inkel um  die P u n k te  A  u n d  В  so d reh t, dass die en tsp rechenden  Schen
kel d ieser W inkel sich schneiden , so e rh ä lt m an eine ganze G ruppe der zur A bstek- 
k u n g  von  90° dienenden  W inkelprism en. W inkel ü b er 180° h ab en  in  diesem  Sinne 
in n e rh a lb  der W inkelprism en keine B edeu tung , obw ohl diese grundsätz lich  ebenso 
g u t m öglich sind. Vom  S ta n d p u n k t der B ilderb ildung  s ind  beim  brechenden  
W inkel d ieser u n d  dessen S upp lem entäre  g leichw ertig .

Im  Falle, dass die W inkelhalb ierenden  gegenseitig  d u rch  den anderen  P u n k t 
gehen , wie in  B ild 1, e n ts te h t du rch  A bschneiden des überflüssigen  Teiles das 
b e k a n n te  P en tag o n a lp rism a , das Go ulier  1865 zu r op tischen  E n tfe rn u n g s
m essung u n d  P r a n d t l  [9] 1890 zur A bsteckung von  rech ten  W inkeln  in  V o r
sch lag  b rach te . Schon P r a n d t l  bem erk te , dass die an d eren  beiden W inkel im  
einzelnen  verschieden gross sein können , w enn n u r  ih re  Sum m e 225° is t [9 ; 
S. 463]. W ir können  dies d ad u rch  ergänzen, dass d u rch  en tsprechende V erd re
h u n g  d er beiden W inkel auch  eine Form  erre ich t w erden  k an n , bei w elcher der 
L ic h ts tra h l an  dem  einen  Schenkel to ta le  R eflexion erle ide t u n d  daher an  diesem  
e inen  Schenkel eine V ersilberung  n ich t erforderlich  is t.

D as rechtw inklig-gleichschenklige P rism a, das au ch  als einfaches P rism a  
b eze ichnet w ird, e rg ib t sich aus dem  O bigen als jen e r G renzfall, bei w elchem  der

9  Acta Technics KÏX/1 -2.
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ein e  W inkelschenkel der be iden  W inkel d u rch  den anderen  P u n k t  g eh t, d. h. 
d ie  b e id en  oberen oder u n te re n  W inkelschenkel des Bildes 1 zusam m enfallen  
(B ild  2). Dieses W inkelp rism a k a n n  also in  d ieser B eziehung als e in  solches v ie r
eck iges P rism a aufgefasst w erden , be i w elchem  neben den erfo rderlichen  W in
k e ln  v o n  45° und  90° der eine W inkel (an  einer der beiden  K a th e te n ) 180° und  
so d e r  andere W inkel 45° is t. A us bere its  e rw äh n ten  G ründen  b ra u c h t m a n  n u r die 
H y p o th en u se  m it Spiegelbelag zu versehen .

E in  anderer in te re ssa n te r  Sonderfall e rg ib t sich, w enn neb en  den e rfo rder
lich en  45 und  90gradigen W inkeln  d er eine von  den beiden an d eren  W inkeln  
90° u n d  der andere 135° w ird . D as so en ts teh en d e  P rism a  lie fe rt die H ä lfte  des 
H enso ldt— STÜTZERschen D oppelp rism as (vgl. [10 ; u . 11 ; S. 35]), jedoch

m it  d em  U nterschied , dass zu r A bsteckung  des rech ten  W inkels n ic h t das dop
p e lte  v o n  135° sondern von  45° d ien t u n d  deshalb  h ierher geh ö rt (B ild  3). Auch 
d iese  V erw endung k a n n te  be re its  B a u er n fein d  (vgl. [12 ; S. 197, A bb. 160]). 
W ir  k ö n n en  deshalb m it je n e r  ScHELLENSschen H erle itung  dieses P rism as, die 
d iese au s dem  rechtw inklig-gleichschenkligen P rism a nach  B ild 2 d u rch  A bschnei
d en  des oberen 45gradigen Teiles d u rch  eine zu A B  parallele G erade en tstehen  
lä s s t ,  n ic h t e inverstanden  sein [13 ; S. 231, I I I .] .  Die abschneidende E bene d a rf 
n ä m lic h  in  der B ilderzeugung keinen  A n te il nehm en, w eshalb n u r  das P rism a 
n a c h  B ild  4 aus dem  ein fachen  P rism a  ab ge le ite t w erden k a n n . N im m t die ab 
schn e id en d e  Ebene an  der B ilderzeugung  dennoch te il, d an n  k a n n  das so e n t
s te h e n d e  P rism a n ich t m ehr als v ere in fach te  F orm  des u rsp rü n g lich en  P rism as 
an g eseh en  w erden. D ie h ie r angegebene E ntstehungsw eise  d er W inkelp rism en  
ze ig t üb rigens, dass im  V iereck die spiegelnden u n d  brechenden  W inkel niem als 
b e n a c h b a r te  W inkel sein  kö n n en . D ies g ilt auch  fü r  das aus e inem  V iereck  defor
m ie r te  D reieck, bei dem  zw ischen den  W inkeln  von 45° u n d  90° an  der e n t
sp rech en d en  K a th e te  sich auch  ein W inkel von  180° b efin d e t. D agegen  k a n n  das 
P r is m a  in  der V erw endung n ach  B ild  4 aus dem  rechtw inklig-gleichschenkligen 
D re ieck  hergeleitet w erden , weil die abschneidende E bene an d er B ilderzeugung 
n ic h t  te iln im m t.
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N achdem  in  e in em  V iereck n u r die Grösse von  zwei W inkeln  festgelegt 
e rschein t, die beiden  an d eren  W inkel dagegen n u r  d u rch  die W inkelsum m enbe
d ingung  des V iereckes b eg ren z t sind, k an n  auch  zw ischen den  beiden  le tz te ren  
W inkeln  das V erh ä ltn is  1 :2  eingehalten  w erden , in  w elchem  F alle  das P rism a 
auch  zur A bsteckung eines anderen  W inkels v erw en d et w erden k a n n , allerd ings 
in  d er Regel nur so, dass die H a ltu n g  des P rism as g eän d ert w erden  m uss, d . h. 
m an  w ird  zur A bsteck u n g  d er beiden W inkel an  versch iedenen  S tellen  in  das 
P rism a  schauen. In  u n se ren  Falle , bei den W inkeln  von  45° u n d  90° is t  d an n  225° 
in  dre i Teile zu te ilen  u n d  die beiden anderen  W inkel w erden  folglich 75° u n d  150°

gross. J a  es können  die sp iegelnden und  b rechenden  W inkel auch  d u rch  die zwei 
gegenüberliegenden E b en en  gebildet w erden, in  w elchem  F alle  zw ischen diesen 
W inkeln  das V e rh ä ltn is  1 : 2 e inzuhalten  is t. E in  solches n eu artig es  P rism a, zum  
A bstecken  von re c h te n  W inkeln  zeigt B ild 5. K ennze ichnend  d a fü r is t, dass n u r 
die W inkel zw ischen je  zwei nicht benachbarten E b en en  u n v e rä n d e rt sein m üssen 
u n d  m it dieser E in sc h rä n k u n g  sonst alle W inkel des P rism as in  B ild  5 v e rän d er
liche W erte  an n eh m en  können .

D as E in h a lten  des V erhältn isses 1 : 2 an  allen  S tellen is t  in  der R egel unm ög
lich, doch ergeben sich  auch  so viele K om binationsm öglichkeiten . E s w ürde aber 
zu w eit führen, w en n  w ir alle diese M öglichkeiten e ingehender un tersuchen  
w ollten  und  w ir b eg n ü g en  u ns h ier m it diesem  H inw eis.

B ekann tlich  fü h r t  die A bsteckung von  270° p rak tisch  gleichfalls zur 
A bsteckung  des re c h te n  W inkels, w eshalb dazu  auch  jene  P rism en  verw endet 
w erden  können, d e ren  spiegelnde W inkel in  A  von  B ild  6 je tz t  135°, d er brechende 
W inkel dagegen in  В  270° b e trä g t. W enn je tz t  d ie  W inkelhalb ierenden  gegen
se itig  durch  den a n d e ren  P u n k t gehen, wie in  B ild  6, so e n ts te h t das nach 
W ollaston b e n a n n te  ab e r zu r A bsteckung von  rech ten  W inkeln  gleichfalls zuerst

9*
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v o n  B auer n fein d  1851 vorgesch lagene P rism a (vgl. [5], S. 491). D er grosse 
V o rte il dieses Prism as b e s te h t d a r in , dass die L ich ts trah len  du rch  to ta le  R efle
x io n  gesp iegelt w erden, w esh a lb  die L ich ts tä rk e  grösser is t als im  F alle  der 
V e rs ilb e ru n g , abgesehen d a v o n , dass hier die re flek tie rende  F läche n ich t fahl 
w ird . A u ch  hier kann  der Scheite l des 270gradigen W inkels abg esch n itten  w erden. 
D u rc h  D rehung  der beiden W in k e l um  die P u n k te  A  u n d  В  e n ts te h t auch  hier 
e ine  gan ze  Gruppe der zur A b steck u n g  von 90° geeigneten  P rism en . Es m ag 
h ie r  b e m e rk t w erden, dass d ie  Z ulässigkeit der u n sy m m etrisch en  L age u n d  der 
v e rä n d e rb a re n  Grösse der b e id e n  beim  S ch n itt der W inkelschenkel en ts teh en d en  
W in k e l —  im  G egensatz zu  B a u er n fein d  —  b ere its  K ruspér  1869 e rk a n n t 
h a t  [14 ; S. 70]. Es zeigt sich b e i d ieser D rehung , dass das in  B ild 3 d argeste llte

P r is m a  au ch  durch  D rehung  d e r W in k e l nach  B ild 6 e n ts te h t, jedoch  is t  in  diesem  
F a lle  d e r  spiegelnde W inkel 135° u n d  es is t daher h ie r keine V ersilberung  e rfo r
d e rlich  (B ild  7). A uf G rund  u n se re r  frü h eren  E rö rte ru n g en  h ab en  w ir jen en  F all 
v o r  u n s ,  b e i welchem neben  d e n  W inkeln  von  45° u n d  90° auch  die be iden  an d e 
re n  W in k e l (135° und  270°) in  d em  gefo rderten  V erh ä ltn is  1 : 2 zueinander stehen . 
W e n n  e in  W inkel wie 270° in  B ild  6 ausw ärts zu liegen ko m m t, so is t in  bezug 
a u f  d ie  W inkel des Vierecks se lb s tv e rs tän d lich  der E rgänzungsw inkel zu nehm en.

b ) Einzelprism en zur A bsteckung von 45°

D ie  A bsteckung von  45° h a t  b ek an n tlich  neben  der A bsteckung  des rech ten  
W in k e ls  deshalb B edeu tung , w eil d ad u rch  die E n tfe rn u n g  des P u n k te s  von  der 
M esslin ie  u n m itte lb a r  an  der M esslinie abgelesen w erden  k a n n . D ieser U m stan d  
k a n n  b e i H indern issen , wie G räb en , W asser oder grossem  V erkehr von  N utzen  
se in .

Im  Sinne der e in le itenden  E rö rte ru n g en  is t zu r A bsteckung  von  45° ein 
P r is m a  m it  den W inkeln  22,5° u n d  45° erforderlich . D ie um  die P u n k te  А  
u n d  В  d reh b aren  W inkel s in d  a u f  B ild  8 d arg este llt. In  d ieser sym m etrischen  
L age k ö n n e n  die Ecken in  A  u n d  В  w eitgehend ab g esch n itten  w erden  (vgl.
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B ild 8), so dass dieses W inkelp rism a sehr k leine A bm essungen an n im m t. W enn  
die beiden  u n te ren  oder oberen W inkelschenkel zusam m enfallen, e n ts te h t  das 
b ek an n te  H a lb pen tagon  (B ild 9), bei w elchem  n u r  der kürzere Schenkel des 
22,5°-W inkels versilbert w erden m uss.

N un  k an n  aber der W inkel von 45° au ch  d u rch  180°— 45° =  135°, d u rch  
180° -f- 45° =  225° u n d  d u rch  360°— 45° =  315° abgesteck t w erden , w ie dies 
auch  aus B ild 10 zu  en tnehm en  is t.

Bei 135° sind  die erforderlichen W inkel 67,5° u n d  135°, deren  sy m m e 
trische  Lage in  B ild 11 zu sehen is t. Auch h ie r können  zwei Schenkel en tw ed e r 
zusam m enfallen  oder zueinander senkrecht s teh en . N u r bei s ta rk  b rech en d em  
G las k a n n  h ier eine T o talreflex ion  erreich t w erden .

B e tra c h te t m an  den  W inkel von 225°, so lie fert dieser m it 112,5° bere its  
eine T ota lreflex ion , wie dies aus Bild 12 en tn o m m en  w erden kann . E in e  b ra u c h 
b are  spezielle F o rm  e n ts te h t h ier z. B . dan n , w enn  die oberen oder u n te re n  Schen
kel der beiden W inkel sich  u n te r  90° schneiden . B em erk t sei hier, dass d e r dop 
p e lte  W inkel von  112,5° n u r  225° u n d  n ich t au ch  45° sein kann  ; desh a lb  k a n n  
in  dem  Bild 9 der W inkel 112,5° n ich t zur A b steck u n g  von  45° v erw endet w erden .

V erw endet m an  endlich  zur A bsteckung  den  W inkel von 315°, so is t  der 
spiegelnde W inkel 157,5° u n d  es e n ts te h t das in  A bb 13 dargestellte  B ild . A uch
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h ie r  k ö n n e n  Sonderfälle e n ts te h e n , von w elchen w ir jen en  Fall, bei w elchem  die 
e n tsp re c h e n d en  Schenkel zu e in an d er no rm al s teh en , eigens e rw ähnen  w ollen. 
I n  Z u sam m en h an g  m it d er A bsteckung  von  45° d u rc h  to ta lreflek tierendes P rism a

Abb. 13

sei b e m e rk t , dass H ärpfer  1950 n u r diese A bsteck u n g  m it H ilfe v o n  157,5° 
u n d  d iese  als neue M ethode e rw äh n t [15], obw ohl dieselbe bereits von  B a u e r n 
f e in d  [12 ; S. 188] besch rieb en  w urde u n d  n a c h h e r Vogler die g ü n stig s te  
F o rm  dieses P rism as in  K o m b in a tio n  m it der A bsteck u n g  anderer W inkel u n te r 
s u c h te  [16; S. 310].

c) Einzelprism en zur Absteckung von 180°

Im  Sinne dieser vo ran g eh en d en  E rö rte ru n g e n  muss h ier der sp iegelnde 
W in k e l 90° u n d  der zu  den  au s tre ten d en  S tra h le n  gehörige b rechende W inkel 
180° se in  (B ild 14). H ie r  e n ts te h t  gleichfalls e in  rechtw inkliges D reieck w ie in  
B ild  2 , jed o ch  liegen die b e id en  W inkelschenkel des 180°-W inkels h ie r in  der 
H y p o th e n u se  u n d  n ich t w ie d o r t  in  der K a th e te  A B .  D ie beiden an d eren  W inkel 
k ö n n e n  h ie r  beliebig sein, w eshalb  der Q u e rsch n itt des von P orro fü r  d ie E in 
s te llu n g  in  einer G eraden  ausgegebenen A lin ea to rs  [17 ; S. 119] ein  beliebiges 
—  u n d  n ic h t n u r gleichschenkliges —  rech tw ink liges D reieck sein k a n n  (B ild  15). 
B ei d e m  A lineato r von  B odola is t die obere oder un te re  H ä lfte  d er H y p o 
th e n u se  v ers ilb ert [8 ; S. 150], w odurch d ieser T eil gleichzeitig zur A bsteck u n g  
v o n  re c h te n  W inkeln  v e rw en d e t w erden k a n n . In  dem  zum  A lineato r gehörigen 
P r is m e n te il  sind die K a th e te n  versilbert. D ies b e d e u te t also eine V erb in d u n g  
d e r V erw endungen  des e in fachen  W inkelp rism as zur A bsteckung v o n  180° 
u n d  90° im  Sinne der B ilder 2 u n d  14. D ieser aus d . J .  1893 stam m ende BoDOLAsche 
V o rsch lag  is t  som it w esen tlich  ä lte r  als der ähn liche  G edanke von Mezynski [19]
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aus d. J .  1903. H ier m ag b em erk t w erden, dass d ie  beiden  K ath e ten  des z u r  E in 
ste llu n g  in  der G eraden d ienenden  P rism en te ile s  n ich t unbed ing t v e rs ilb e r t 
w erden  m üssen , weil n ach  B ild  15 das P r ism a  le ich t so gehalten w erden  k a n n ,

dass an  beiden  K a th e te n  T otalreflex ion  e n ts te h t. B ei gleich grossen K a th e te n  
h ä lt  m an die H y p o thenuse  genähert norm al z u r G eraden.

Jen e  A bsteckung  von  180° durch  E in ze lp rism en , die durch die A b steck u n g  
a n e in a n d e r  re ichender rech te r  W inkel e n ts te h e n , wollen wir nach d en  D o p p e l
p rism en  besonders u n tersuchen .

2. Doppelprismen

Diese dienen fa s t ausschliesslich zu r g leichzeitigen A ufstellung  in  der 
G eraden  u n d  zur A bsteckung  des rech ten  W inkels. D er E rfinder des D o p p e l
p rism as aus zwei einfachen  W inkelprism en, des sog. P rism enkreuzes i s t  g le ich 
falls Ba u e r n fe in d . B ei seinem  ersten  P rism en k reu z  von 1851 d ien ten  d ie  v e r
s ilb e rten  H ypo th en u sen fläch en  n u r zur e in fachen  Spiegelung [1] u n d  es e n ts ta n d  
ein , die Spiegel du rch  P rism en  ersetzendes Spiegelkreuz, welches n u r  z u r  A uf
ste llu n g  in  der G eraden , n ic h t aber zur F u ssp u n k tb estim m u n g  g ee ig n e t w ar. 
D iese V erw endung  is t aber in  bezug a u f  d ie  P rism en  auch n ich t n e u , d a  sie 
n u r  einen  besonderen  F a ll des von Steinh eil  1834 veröffen tlich ten  P r ism e n 
kreises d a rs te llt  (A stron . N achrich ten , B d. 11. [1834] S. 43—48 u . 105— 109), 
w ie d a ra u f  bere its  J ordan 1893 hinw ies [20]. G rundsätzlich  neu u n d  p ra k tisc h  
w ich tig  is t  sein aus d. J .  1868 stam m endes zw eites P rism enkreuz (besch rieben  ein 
J a h r  sp ä te r  in  [4 ;  S. 160— 161]), das aus d e r Zusam m ensetzung zw eier, die 
d o p p e lt gespiegelten  L ich ts trah len  verw endenden  Prism en e n ts ta n d  (B ild  16) 
u n d  so zu r A ufste llung  in  d er G eraden die S um m e zweier rech ter W in k e l v e r
w en d e t, d . h . das P rism enkreuz  is t auch zu r A bsteckung  von rech ten  W inke ln  
o d er zum  A ufsuchen von F u sspunk ten  gee igne t.



1 3 6 A. TÁRCZY-HORNOCH

A b er auch das В auernfeindsche P rism en k reu z  zw eiter A rt h a t  n och  
N ach te ile , so z. B. je n e n  N ach teil, dass die L ic h ts tra h le n  an versch iedenen  S te l
len  d e r beiden  P rism en  e in tre ten  und  so k e in e  G erade bilden (vgl. B ild  16).

!
Abb. 16

D esha lb  is t die von Starke und Kämmerer u m  1887 getroffene A n o rd n u n g  
besser, bei welcher die rech ten  W inkel ü b e re in a n d e r  liegen (Bild 17). Zwei 
w eite re  K om bin a tio n en  der einfachen W in k e lp rism en  stam m en von  B o h n .

D ie e rs te  nach  Bild 18 e n ts ta n d  1888 (vgl. [18]) ; be i dieser liegen zwei W in k e l 
von  45° ü b ere in an d er, w elche A nordnung s p ä te r  auch  von Schnellens v e r 
w e n d e tw u rd e  [22]. B ei d er anderen , aus d. J .  1889 (vgl. [23]) liegt der re c h te  u n d  
ein  45° grosser W inkel in  e iner anderen F o rm , w ie in  Bild 16 ü b e re in a n d e r  
(B ild  19). Diese sp ä te re  K om b in a tio n  ist w en iger bequem  als die erstere .
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In  den le tz ten  Ja h re n  des vorigen  u n d  in  den ersten J a h re n  dieses J a h r 
h u n d e rts  erschienen die zuerst von  H e n s o l d t  [34], dann  von R o s t  u n d  Z e i s s  

herg este llten  D oppelpen tagonalp rism en  (B ild  20), die später au ch  v o n  anderen 
F irm en  e rzeug t w urden. Sie h aben  g egenüber den einfachen W inkelp rism en  
einige V orteile , wie grösseres G esichtsfeld u n d  grössere L ich ts tä rk e , jed o ch  sind 
sie den  P rism enkom bina tionen  m it 135gradigen  W inkeln in so fern  un terlegen , 
als le tz te re  P rism en  keine V ersilberung b rau ch en  und deshalb n ic h t  fah l werden 
kö n n en .

D as erste  D oppelprism a, das ganz ohne V ersilberung a rb e ite te , is t  jenes 
von  S t ü t z e r ,  das von  H e n s o l d t  in  den  H an d e l gebracht w urde [10] u n d  das 
aus zwei P rism en  nach  B ild 7 e n ts teh en d , in  B ild 21 zu sehen is t . D ie L icht-

I

s trah len  fallen zw ar n ich t senkrech t a u f  d ie E in trittsfläch en , je d o c h  w ird  der 
h ie rd u rch  v eru rsach te  L ich tverlu st d a d u rc h  w ettgem ach t, dass d e r  L ich ts trah l 
du rch  T o ta lreflex ion  an  den n ich t v e rs ilb e rten  Flächen ab g e len k t w ird .

Das obengenannte H e n s o l d t — STÜTZERsche Doppelprisma (Kreuzvisier) 
wurde nicht lange erzeugt, denn schon 1921 empfahl H o h e n n e r  die K om bina
tion  zweier in  Abb. 6 dargestellter sog. WoLLASTONscher Prism en [24], bei 
welchen neben der Totalreflexion im Innern der Prismen die eintretenden Licht
strahlen genähert normal auf die entsprechenden Prismenflächen fa llen  (Bild 22). 
W eil H o h e n n e r  der Erfinder dieses Doppelprism as (Kreuzvisiers) is t , dürfte 
es angezeigt sein, dieses Doppelprisma als das H e n s o l d t — HoHENNERsche oder 
noch besser H o h e n n e r — HENSOLDTsche zu nennen. Dieses D oppelprism a dürfte 
das beste bisherige Doppelprisma sein.

3. Doppelprismen ersetzende Einzelprismen

Trotz der grossen Vorzüge des H e n s o l d t —HoHENNERschen Doppel
prismas bleibt das Bestreben die D oppelprism en durch ein einziges Prisma zu 
ersetzen, aufrecht.

Schon B a u e r n f e i n d  und  d an n  V o g l e r  beschäftig ten  sich v ie l m it  diesem 
P rob lem . D ie B a u e r n f e i n d s c Iic  L ösung  [12 ; S. 197, Abb. 160] is t  noch  unzu-
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fried en ste llen d , da die S telle , die zur V erh inderung  des L ich ts trah lau s tr itte s  
v e rs ilb e rt w erden sollte (bei B a u e r n f e i n d  der P u n k t 2), n ich t versilbert w erden  
k a n n , w eil von der an d eren  S eite  der L ich ts trah l w ied er h ier e in tre ten  m uss. 
V o g l e r  h a t  dann  dieses P r ism a  durch V erw endung  eines en tsp rechenden  
Q u e rsch n itte s  verbessert ([27] u n d  [16 ; S. 310, A b b . 110]). U nser B ild  23 
ze ig t d en  VOGLERschen S trah len g an g , der eigentlich d e r V erein igung der S tra h le n 
gän g e  d e r A bb. 3 u n d  7 e n tsp r ic h t. D ie Lösung is t  b e sse r als die B a u e r n f e i n d -

sche, jedoch erfordert sie an zw ei Stehen Versilberung und auch die asym m etri
sche H altung erweist sich als unbequem. Auch die VoGLERsche Lösung konnte  
sich n icht durchsetzen.

E s m ag  b em erk t w erd en , dass V o g l e r  au ch  d en  Fall behandelt [16 ; 
S. 309], wie m an m it e inem  einfachen  W inkelp rism a ohne H ilfspunkt sich in  
e in er G eraden  aufstellen u n d  d en  F usspunk t au fsu ch en  bzw. den rech ten  W in 

kel a b s teck en  kann . A uf G ru n d  des Bildes 24 is t die B en u tzu n g  naheliegend, da  
h ie r die zwei ■— durch  d o p p e lte  Spiegelung rech te  W in k e l gebenden —  W inkel 
v o n  45° v o rh an d en  sind. U n se r unabhäng ig  von  V o g l e r  entw ickeltes V erfah ren  
is t  e tw as anderes. E s is t  z u n ä c h s t k lar, dass das E rsch e in en  der A bsteckstäbe  
der b e id en  E n d p u n k te  in  d er N äh e  der beiden S ch e ite l d er 45gradigen W inkel 
noch k e in e  A ufstellung in  d er G eraden bed eu te t (vg l. B ild  25). Dies w ird  n u r 
d a n n  e rre ich t, w enn die b e id en  austre tenden  L ic h ts tra h le n  m iteinander paralle l 
s ind , d . h . senkrech t zu r G erad en  die Bilder der b e id en  A bsteckstäbe p rak tisch  
a u f  d ense lben  P u n k t zeigen. D eshalb  versch ieb t V o g l e r  das P rism a der H ypo-
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th en u se  en tlang  ein  w enig u n d  überzeug t sich  so davon, ob die d o p p e lt re flek 
t ie r te n  B ilder der A bsteck stäb e  a u f denselben P u n k t zeigen. N ach u n se re r  eigenen 
E rfa h ru n g  versch ieben  sieh die B ilder der A bsteckstäbe  bei N äh e ru n g  zu r G era
d en  allm ählig gegen den  90°-Scheitel und  n ach  der E rreichung d e r G renze der 
d oppelten  Reflexion verschw inden  sie. W enn m an aber je tz t  das P r is m a  einm al 
im  S inne des U hrzeigers u n d  d an n  im  en tgegengesetztem  Sinne e in  w enig  v e r
d re h t, so erscheint zu e rs t das doppelt re f lek tie rte  B ild des rech ten , n a c h h e r des 
linken  A bsteckstabes ganz in  der N ähe des Scheitels des 90g rad ig en  W inkels 
u n d  m an  k ann  sich so le ich t überzeugen , ob sie au f denselben P u n k t  zeigen. 
W en n  ja ,  so is t m a n  a u f der G eraden  u n d  bew egt sich je tz t  a u f  d iese r, b is der 
gem einsam e P u n k t a u f  jen en  A bsteckstab  ze ig t, dessen F u ssp u n k t g e su ch t w ird. 
B eide V erfahren erfo rdern  ziem liche Ü bung u n d  sind n ich t rasche  M ethoden, 
w eshalb  sie sich n ic h t du rch g ese tz t haben . E in e  V ersilberung d er H y p o th en u se  
des einfachen P rism as is t n a tü rlich  auch h ie r erforderlich.

S päter, 1918 m ach te  G r Ü n e r t  einen anderen  V orschlag [ 2 8 ] .  D anach  
(B ild  26) w ird beim  P en tag o n a lp rism a  der 45gradige W inkelscheitel n ic h t nor
m al zu r H alb ierungslin ie , sondern  parallel zu  dem  einen selbst u n d  se tz t sich 
aus zwei S tücken zusam m en : die T rennungsfläche  geht vom  S cheite l des rech ten  
W inkels aus u n d  is t  para lle l zu dem  v e rk ü rz ten  kürzeren  W inkelscheite l des 45- 
g rad igen  W inkels. Im  oberen Teil der T rennungsfläche sind  die b e id en  Teile 
zusam m en g ek itte t u n d  sie w irken daher zusam m en wie ein P en tag o n a lp rism a . 
Im  u n te ren  Teil feh lt die V erk ittu n g  u n d  die T rennungsfläche b r in g t e in  dem  sog. 
WoLLANSTONschen P rism a  ähnliches P rism a m it 135° hervor, das z u r A bsteckung  
des zw eiten rech ten  W inkels d ien t. —  W ir h aben  keine K e n n tn is , ob dieses 
P rism a  jem als im  H an d e l w ar, w ahrschein lich  n ich t und  dies w ä re  au ch  n ich t 
verw underlich , weil neben  der V ersilberung  auch  V erk ittung  e rfo rd erlich  ist. 
D an n  is t es ab er e in facher, ein  ü b ere in an d er angeordnetes P e n ta g o n a l-  und 
WoLLASTONsches P rism a  m it ih ren  w aagerechten  B erührungsflächen  zusam m en
zu k itten .

E ine g rundsätz lich  andere  L ösungsm öglichkeit en ts teh t d a n n , w enn  m an 
sich  en tsp rechend  d er A bb. 14 e rin n e rt, dass jede gerade F läche e ines P rism as
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au s zw ei m ite inander 180° einschliessenden E b en en  e n ts te h e n d  angesehen w erden  
k a n n  u n d  w enn dabei noch  e in  W inkel von 90° u n d  45° vo rhanden  is t, so k a n n  
d ieses P rism a  m it e n tsp re c h e n d  grossen A bm essungen  auch  als A lineator d ienen . 
M an k a n n  also m it d em  P r is m a  n ich t nu r n a c h  B ild  7 den  rech ten , sondern  
au c h  d en  180gradigen W in k e l abstecken bzw. sich  in  e iner G eraden aufstellen . 
D iese V erw endung zeig t B ild  27, wobei nu r die k ü rz e re  parallele F läche zu  v e r
s ilb e rn  is t. Dieses P rism a  g il t  in  diesem Falle als e in  en ta rte te s  fünfeckiges 
P r ism a  m it einem W inkel v o n  180°.

E s  m ag bem erkt w e rd e n , dass auch an d ere  P rism e n , die zur A bsteckung  
zu  90° d ienen , bei V erw en d u n g  dieses oder eines a n d e ren  rech ten  W inkels am

P rism a  im  obigen S inne gleichzeitig  zur A b steck u n g  von  180° herangezogen  
w erd en  können . J a  es k a n n  a u c h  dasselbe P rism a  in  a n d e re r  V erw endungsform  
d a z u  d ien en , wie dies e ine E rw e ite ru n g  des P rism as  n a c h  B ild  4 zum  A lignem ent 
ze ig t (B ild  28). Das P rism a  h ie r  erfordert an  zw ei S te llen  V ersilberungen.

*

B ei allen bisher b e h a n d e lte n  Lösungen d er A u fste llu n g  in  einer G eraden  
m it gleichzeitiger F u ssp u n k tb es tim m u n g  d u rch  e in  einziges P rism a m usste  
le tz te re s  asym m etrisch  zu r G eraden  gehalten  w erd en  u n d  erforderte an  e iner 
o d er zw ei Stellen V ersilberung  d e r  Flächen. Im  F o lg en d en  wollen wir eine L ösung 
m it e in em  sym m etrisch  zu  h a lte n d e n  P rism a v e rsu ch en , das keine V ersilberung  
e rfo rd e r t.

O hne V ersilberung k a n n  d er rechte W inkel b e id e rse its  nu r m it H ilfe zw eier 
sp ieg e ln d er W inkel von  135° abgesteck t w erden. B ei sym m etrischer A nordnung  
k a n n  w eiters  ihre H a n d h a b u n g  w ährend der A b steck u n g  n u r so erfolgen, dass 
die S ym m etrie lin ie  n o rm a l z u r  G eraden s te h t o d er m it dieser zusam m enfällt. 
Z u r V erm eidung  der F a rb e n s tre u u n g  sind w eiters zw ei gleichfalls sy m m etrisch  
a n zu o rd n en d e  90gradige b rech en d e  W inkel erfo rd erlich . Diesen F o rderungen  
e n ts p r ic h t  das im  Bild 29 d a rg e s te llte  P rism a, das aus einem  Prism a m it q u a d ra 
tisc h e m  Q uerschn itt d u rc h  z u r  D iagonale para lle les  A bschneiden von  zwei 
gegenüberliegenden  E ck en  e n ts te h t.
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Bei der W ahl d er A bm essungen is t in  B e tra c h t zu ziehen, dass die bei a 
e in tre ten d en  L ich ts trah len  an  der F läche D E , d ie bei b e in tre ten d en  an  DC 
a u s tre ten  m üssen. D ies erfo rd ert eine b estim m te  L änge des P rism as, die eine 
F u n k tio n  der B rechungszah l des Glases is t. Bei n  =  1,6 ergeben  sich die im  
Bild 29 d argeste llten  W erte , w obei es genügt n u r den  W eg des bei a e in tre tenden  
S trah les zu u n te rsu ch en , weil der W eg des bei b e in tre ten d en  S trah les spiegel

bildlich gleich is t. W enn  die D iagonale des u rsp rüng lichen  Q u ad ra tes  des Prism as 
im  Vergleich zur B reite  im  V erhältn is 2,43 : 1 s te h t, d. h . e iner Prism enlänge 
von 5 cm eine P rism en b re ite  von 2,06 cm en tsp rich t, so w ird  d er S treifen der 
doppelt re flek tie rten  L ich ts trah len  durch  die beiden  äusseren  L ich tstrah len  
bestim m t. D abei is t  d er be i b e in tre ten d e  L ich ts trah l deshalb der u n te re  äussere, 
weil d ieser u n m itte lb a r  bei В  noch a u f die F läche A B  fa llend  von d o rt gleich
falls u n m itte lb a r  bei В  a u f  BC  re flek tie rt w ird  u n d  so seinen W eg in  der gezeich
neten  W eise fo rtse tz t.

Die u n te re  l- u n d  obere  a-G renze kan n  auch b e rech n et w erden. B ei n — 1,6 b ilde t der 
au f A  F  u n te r  45° fa llende  L ic h ts trah l nach  der B rechung  den W inkel x  m it dem  E infallslot, 
der aus :

sin  x  —
sin 45' 

1,6
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sich  in  26°13 '40" ergibt. D ieser W in k e l is t  gleichzeitig auch  d e r W inkel, den  d e r gebrochene 
L ic h ts t r a h l  m it  der Seite A B  e in sch liesst. M an k a n n  so aus dem  D reieck  F B I  d ie  L änge I F  
b e re c h n e n , w eil der bei В  b e fin d lich e  W inkel 45° —  x  =  18°46'20" is t. D ie L age des P u n k te s  
f  k a n n  a n d ere rse its  wie folgt b e s t im m t w erd en  : W enn die B re ite  B F  des P rism as m it v, die 
L än g e  B C  m it  h bezeichnet w ird , so e rh ä l t  m a n  die G esam tlänge A D  des P rism as in  :

A D  — h A- v .

D er b e i  D  n och  austretende L ic h ts tra h l  w ird  an  der Seite B C  b e i p  re fle k tie rt. D ah er :

B p  =  h +  у  — у  ctg  (45° — x ) .

D a ra u s  :

u n d  :

E n d lic h  :

//,, =  Ир sin(450- * )
S ill  X

A ,
1

B q .

A f =  A q t g x  .

I n  u n se re m  Falle  wird h =  5,00 —  2,06 =  2,94 cm,
B p  =  2 ,94  +  1,03 — 1,03 c tg  18°46 '20" =  0,94 cm ;

0 3219
Bq =  °’94 о д а  =  °’684 cm ;

A q  =  1 ,4564 —  0,684 =  0,7724 cm  ; A f =  0,772 • 0,4925 =  0,387 cm  ;
A l  =  A B  tg  x  — 1,4564 • 0,4925 =  0,774 cm  und  / / =  3,87 m m .

B e i d e r geringen B reite  des P r ism a s  is t le tz te re  Grösse u n d  so das G esichtsfeld schon 
m e rk lic h  u n d  n ich t kleiner, als b e i d e n  ü b lich en  K o m binationen  de r einfachen P rism en , z. B . 
be i d e r  n a c h  B ild  17 ; dabei a rb e ite t  dieses P rism a  m it T ota lreflex ion .

W ill m an den Streifen d e r  do p p e lt re flek tie rten  L ich ts trah len  lind  dam it 
das G esich tsfe ld  im m erhin v e rg rö sse rn , so k an n  dies bei gegebener B rechungszahl 
des G lases zunächst durch  Y erg rö sseru n g  der L änge erfolgen, weil d ad u rch  der 
h e i / e in t r e te n d e  und D  a u s tre te n d e  doppelt re flek tie rte  obere L ich ts trah l w eiter 
gegen  A  verschoben w ird. D ie  u n te re  S treifengrenze bei l k a n n  deshalb  n ich t 
v e rsc h o b e n  werden, weil so n s t d e r L ich ts trah l n ich t a u f  A B ,  sondern  au f BC  
fa llen  w ü rd e  und so der zu r A b ste c k u n g  von 90° erforderliche W inkel von  135° 
sich  n ic h t  ausw irken k ö nn te .

E s  g ib t aber noch eine an d e re  M öglichkeit zu r Y ergrösserung  des L ich t
s tra h le n s tre ife n s  und zur V erk le in e ru n g  der P rism enlänge, u n d  dies is t  die V er
w e n d u n g  eines Glases m it g rö sse re r B rechungszahl. B ei n  =  1,80 u n d  bei einem  
V e rh ä ltn is  2,4912 : 1 der P rism e n lä n g e  zur P rism en b re ite  e rw eite rt sich z. B. 
d er L ich ts trah len stre ifen  bis z u m  90gradigen Scheitel des P rism as (vgl. Bild 30) 
u n d  m a n  e rh ä lt bei einer P rism en län g e  von 5 cm eine B reite  von  2,01 cm. Dies 
e rg ib t s ich  aus folgender R e c h n u n g  :

S in  X  =
sin  45° .

—_ und x  =  23° 07 ' 52".1 , o
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D er W inkel bei В  w ird  h ie r :  45° —  x  — 21°52'08", w eshalb  die P ro jek tion  des u n m itte lb a r  
bei A ein - u n d  u n m itte lb a r  bei D  austre ten d en  L ic h ts tra h ls  au f A D

2 у  ctg 21° 52' 08" =  2,4914 v

w ird. D ie diesem  W ert en tsp rechende  A i-Lange re ch n e t sich  folglich in  :

A B  tg  x  =  v \ t=  tg  21° 52' 08" =  0,2838 о .
У 2

B ei n  =  2 w ürde  m an  fü r  x  =  20°42'17", fü r  45° —  x  =  24°17'43" und  fü r A D  — 2,216 v 
e rh a lten , w as einem  P rism a  m it noch besserer F o rm  e n tsp r ic h t.

E s sei h ie r b em erk t, wie dies schon aus den  angestellten  E rö rte ru n g e n  
h e rv o rg eh t, dass n u r  die bei В  und  F  liegenden  135gradigen, sowie d ie  d u rch  
A  F  u n d  E D , bzw . A B  u n d  CD  gebildeten  ab g esch n itten en  rech ten  W in k e l des 
Bildes 29 eine genaue H erstellung  erfo rdern . D ie übrigen W inkel, so z. B . der 
bei A  liegende rech te  W inkel, können F eh le r au ch  von einigen G raden  h ab en .

W ir m üssen h ie r d a ra u f  hinw eisen, dass je n e  L ich tstrah len , die n ic h t u n te r  
45°, sondern  u n te r  e inem  kleineren W inkel a u f  den  um  A  liegenden P rism en te il 
fallen, n ic h t in  d er N ähe von D , sondern d av o n  u m  so w eiter a u s tre ten , je  k le iner 
die W inkel als 45° sind  (B ild 31). Diese A bw eichung k an n  aber n u r so w eit gehen , 
bis der gebrochene S tra h l die F läche A B ,  d e r au stre ten d e  die F läche D E  noch 
tr iff t. D ie A bw eichung k an n  beiderseits bis e tw a  30° anw achsen, w elcher U m sta n d  
die V erw endung des P rism as w esentlich e rle ich te rt. Es muss allerd ings b em erk t 
w erden, dass der d iverg ierende A u s tr itt  d e r L ich tstrah len  die n ach e in an d er
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fo lg en d e  B eobach tung  des P rism as  von zw ei S eiten  erfordert. Es is t  d esha lb  
z u r  A u fs te llu n g  in  einer G erad en  besser, w enn  die L ich tstrah len  u n te r  e inem  
g rö sse ren  W inkel als 45° a u f  das P rism a fallen  u n d  konvergierend a u s tre te n . 
W ill m a n  sich also in der V erb in d u n g sg erad en  zw eier in  der N a tu r durch  A b s te c k 
s tä b e  gegebener P u n k te  au fste llen , so is t es besser, dieser sich rü ck w ärtsg eh en d  
zu  n ä h e rn , weil in diesem  F a lle  schon w eit v o n  d er V erb indungsgeraden  die 
B ild e r  d e r  A bsteckstäbe an  d en  F lächen  DC  u n d  D E  erscheinen. J e  m eh r m an  
sich  d e r  G eraden  n äh e rt, u m  so n äh er rü ck en  die B ilder dem  S ch e ite lp u n k t D . 
J e t z t  h ä l t  m an  das P rism a  so, dass D  zw ischen den  B ildern  der beiden A b s te c k 
s tä b e  in  d er M itte zu liegen k o m m t und w e ite r  rückw ärtsgehend  b le ib t m an  
d o r t  s te h e n , wo die beiden  A b steck stab b ild e r sich  in  D  konzen trieren . D as 
Ü b e rsc h re ite n  der G eraden  ze ig t das V erschw inden  der B ilder beider A b s te c k 
s tä b e  so fo rt u n d  deutlich  an . D as A ufsuchen des F u ssp u n k tes  erfolgt in  b e k a n n 
te r  W eise  du rch  B ew egung a u f  der G eraden, b is  das B ild der beiden A b s te c k 
s tä b e  in  D  m it dem  in  der N a tu r  u n m itte lb a r  gesehenen  A bsteckstab  zu sam m en 
fä ll t . D a s  in  der eigenen W e rk s tä tte  h erg este llte  V ersuchsexem plar h a t  dies 
au c h  p ra k tis c h  b e s tä tig t. Z u m  E inüben  d er n e u a rtig e n  V erw endung w a r  eine 
h a lb e  S tu n d e  genug.

M an  k an n  sich m ith in  m it  einem  einzigen  P rism a , das keine V ersilberung  
b r a u c h t  u n d  sym m etrisch  g eh a lten  w erden k a n n , ohne H ilfspunk t in  e iner 
G e ra d e n  aufstellen  u n d  g leichzeitig  d a ran  d en  F u ssp u n k t eines d r it te n  P u n k te s  
b e s tim m e n .

N eb en  den soeben e rw ä h n te n  V orteilen  m üssen  auch die N ach te ile  dieses 
P r is m a s  erw äh n t w erden. D as  E in fällen  d er L ic h ts tra h le n  u n te r 45° v e rr in g e rt 
d ie  L ic h ts tä rk e , doch w ird  d ieser U m stan d  z. B . im  Vergleich zum  D oppel- 
p e n ta g o n a lp rism a  durch  die T o ta lreflex ion  k o m p en sie rt. D er E in tr i t t  u n te r  45° 
v e rg rö s se r t  auch den E in flu ss  der Schliffehler. D och  is t  diese V ergrösserung  
n a c h  d e n  U n tersuchungen  v o n  P r a n d t l ,  J o r d a n ,  S a m e l  und  L a u m e y e r  

([29 ; S. 429] u. [31 ; S. 4]) b e i 45° n u r e tw a 30%  grösser als beim  sen k rech ten  
E in fa lle n  u n d  daher le ich t zu  e rtrag en . E n d lich  soll angefüh rt w erden, d ass  die 
e in tre te n d e n  und  a u s tre te n d e n  L ich ts trah len  sich zw ar beiderseits e in d eu tig  
a b e r  n ic h t  in  der M itte  des P rism a s , sondern  in  d er N ähe von A  schneiden . U m  
d en  L o tu n g sfeh le r au szu sch a lten  bzw . klein zu  h a lte n , soll daher auch d e r Senkel, 
bzw . d e r  L o ts tab  in  der N äh e  von  A  b e fe s tig t w erden  (vgl. B ilder 34— 35), 
w o d u rc h  auch  dieser N ach te il ausgeschalte t w erd en  k an n .

E s  m ag  h ier b em erk t w erden , dass das M ass der A bw eichung v o n  der 
G e ra d e n  aus der E n tfe rn u n g  d e r B ilder d er b e id en  A bsteckstäbe vom  S ch e ite l
p u n k t  D  en tnom m en bzw . d ie  beiden  Schenkel be iderse its von D  en tsp rech en d  
g ra d u ie r t  w erden können , w odurch  das P r ism a  in  gewissem Sinne ev en tu e ll 
au c h  z u r  A bsteckung gew isser K reisbögen gee ig n e t sein könnte.

H a t  das Glas k leinere  B rechungszah l als zuvor angenom m en also e tw a  
n  =  1,5, so kann  die L änge des P rism as n u r  d u rch  die V ergrösserung des E in -
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fallsw inkels v e rm in d e rt w erden . Y ergrössert m a n  diesen von 45° a u f  55°, so 
w ird  h ie r x  =  33°, d er W inkel bei A  is t  j e tz t  110° u n d  der W inkel in  q aus 
180°— 110°— (90°— 33°) gleich 13°, in  p  gleich 32°. D ies erm öglicht in  B ild  32 
eine w esentlich geringere P rism enlänge u n d  eine  gefälligere P rism en fo rm , 
obw ohl die Y ergrösserung  des E infallsw inkels keinesfalls v o rte ilhaft e rsch e in t.

A

D er E infallsw inkel von  55° lieg t im m erh in  u n te rh a lb  der von L o r b e r  angege
b enen  G renze von 60° (vgl. [32 ; S. 418]), be i w elcher die Fehler au ch  noch  
e rträg lich  sind  : der A bsteckfeh ler von 57" b e i 45° vergrössert sich bei 60° 
n u r  a u f 81". Im  ü b rigen  k a n n  bei n =  1,5 schon  ein  E infallsw inkel von  48° 
eine ziem lich gute  P rism enfo rm  erm öglichen, w ie dies A bb. 33 zeigt. D a  w ir in  
d e r T a t  diese au sg efü h rt h ab en , sollen deren  R echenergebnisse e tw as a u s 
führlicher u n d  genauer an g efü h rt w erden.

10 Acta Technica XIX/1—2.
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Aus Bild 33 folgen :

e in  А й 1̂

sin * =  ' -  =  0,4954299 und ж =  29° 4Г 53,2"
1,5

2  =  Y  tg 42° =  0,4502020 v , a =  A B — =  v f  ° =  0,6728163 v.
2 cos 42 sin 96

sin 23° 41' 53,2"
B P = a  sin 2Г  18'06,8^ =  0’7443715*'

B P ' =  B P  Sm ^ 0 41/ 53’2'' =  0,8611345 v sin 18° 18' 06,8"

b =  —- ctg 18° 18' 06,8" =  1,5116930 v 

A D  =  г +  Ь +  B P ' =  2,8230296 v

D P  -  - i  ™ i r ! r « 6 , r  - ‘ •и г я 6 1 -

p p , - B F  Л , ™ Й Л 6 y - » ’1240588'

D P  =  D P ' +  P P ' =  1,7162949 v

C P  =  D P  Shl 23° 0,9755374 e
sm 135

B C  =  B P  +  CP =  1,7199090 v C C  =  BC sin 3° =  0,0900131 »
CE =  » ' +  2CC' =  1,1800263 « 

r  =  0,8474387 v'
A D  =  2,3923446 »'

Die Streifenbreite m wird in diesem Falle :

m  =  A e  sin 42° =  a ц3^ 1 D3J2 =  ° ’3095937 °  = 0 ’6728163 ' °’3095937t’ = 0 ’2077S in  ( 7U Л 7  O  O ,  Z I

Bei e =  2 cm ergibt sich daraus fü r m rund 4 mm.
Die Länge dieses Prismas ist also rund die 2,4fache von CE.

. N immt man dagegen ein Glas mit n =  1,8 so ergeben sich beim Einfallswinkel 48

ж =  24°23'04,2" z  =  0,4502020 v

B P  =  0,4736622 v b =  1,1436114 v

B P ’ =  0,6297123 v P P ' =  0,0618816 v

D P ' =  1,2481373 v B C  =  1,0579726 v

CP =  0,5843104 v v =  0,9003006 v

v ' =  1,1107401 v A D  =  2,1235256 v

D P  =  1,3100189 v C C ' =  0,0553700 v

A D  =  1,9118114 v .

Diese W erte liefern ein Prisma von noch besserer Form.
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D as nach  B ild  33 hergeste llte  P r ism a  zur A ufstellung in  d e r G eraden 
u n d  zu r B estim m ung  des F u ssp u n k tes  zeigen die Bilder 34 u . 35. D a s  P rism a

Abb. 34 Abb 35

w urde zur vo rte ilh aften  V erw endung m it e iner U m hüllung v e rseh en , die in 
der N ähe von  A  beiderseits en tsp rechende Ö ffnungen h a t. A  is t  au ch  v o n  vorne 
v o rte ilh a ft m it U m hüllung  zu versehen . B ei D liegt die Ö ffnung  beiderseits 
der S ym m etrie lin ie .

4. P rism enkom bina tionen  zur B estim m ung der Fusspunkte hei 90° u n d  45°

U nseres W issens w ar J . K o n d e r  d er e rste , der ein P rism en sy stem  kon
s tru ie r te , das neben  der A ufstellung in  e in e r G eraden  ohne H ilfsp u n k t-  u n d  üb li
cher F u ssp u n k tb es tim m u n g  auch die be iderseitige B estim m ung  d e r »F uss
p u n k te «  bei 45° erm öglichte [30]. L e tz te re  bedeuten  eine P ro je k tio n  der 
frag lichen  P u n k te  u n te r  45° a u f  die G erade u n d  erm öglichen so d ie  m itte lb a re  
B estim m ung  an d er G eraden der d ire k t n ic h t im m er m essbaren N o rm a lab stän d e . 
E s k a n n  sich auch — zw ar seltener — die N otw endigkeit e rgeben , die be ider
se itigen  F u ssp u n k te  u n te r  45° zu bestim m en .

K o n d é r  h a t  nun  das H e n s o l d t — H o h e n n e r s c Iic  D oppelp rism a (K reuz
visier) zu r be iderseitigen  A bsteckung  von  45° bzw. zum  b e id erse itigen  A uf
suchen  der F u ssp u n k te  u n te r  45° oben  u n d  u n ten  m it einem  H a lb p en tag o n  
e rg än z t, w eshalb sein P rism ensystem  die in  B ild  36 angegebene F o rm  annahm . 
D er d ad u rch  erzielte  V orteil is t ab er n ic h t ohne N achteile. E s gesellen sich 
zu n äch st zu  dem  to ta lre flek tie ren d en  H e n s o l d t — HoHENNERschen D oppel
p rism a  v ersilberte  H albpen tagone. E benso  erschein t die V erw endung  von  vier

10*
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ü b e re in a n d e r  liegenden P rism e n  sow oh l'in  der E rsche inungsfo rm , als auch  in  
d er V erw endung  als un b eq u em .

D e r zu le tz t an g efü h rte  N ach te il kann  d a d u rc h  le ich t behoben w erden , 
dass m a n  die beiden H a lb p e n ta g o n e  m it ih ren  v e rs ilb e rten  F lächen n eb e n 
e in a n d e r  leg t, wie dies A bb . 37 zeig t. Bei n =  1,6 e rg ib t sich  d ann  aus

sin 22,5°
sin  X  —

1,6

Abb. 37
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d e r W ert x  in  13°50'. W ie m an  s ieh t, verlassen  die in  der N äh e  d e r W inkel
scheitel von 22,5° e in tre te n d e n  L ich ts trah len  die P rism en  in  d e r  N äh e  der 
112,5gradigen W inkelscheite l, w eshalb die D eckung der B ilder d e r A b steck 
s tä b e  leicht zu erre ichen  is t , zum al m an  in  der Regel die b e id en  W in k e l von 
45° n ich t gleichzeitig absteck en  m uss. Die Scheitel der W inkel v o n  45° sind 
überflüssig  und  k ö n n en  ab g esch n itten  w erden , w odurch das P rism en sy stem  
eine bessere Form  e rh ä lt. E s  sei b em erk t, dass je  nach  der Lage des zu m  W inkel 
v o n  45° gehörigen P u n k te s  (ob d ieser rech ts oder links zu suchen  is t)  m a n  durch  
eine kleine V erdrehung  im  Sinne bzw. en tgegengesetzten  S inne des U hrzeigers 
erreichen  k an n , dass die B ilder der beiden  A bsteckstäbe  d er G erad en  im  H e n 
s o l d t —-HoHENNERschen D oppelp rism a sich ein  w enig von der M itte  versch ieben

Abb. 38

u n d  so besser m it dem  im  en tsp rechenden  H alb p en tag o n  e rsch e in en d en  A b steck 
s tab b ild  in  D eckung g eb rach t w erden können . D urch  die en tsp rech en d e  W ahl 
d er P rism enabm essungen  k a n n  auch  e rre ich t w erden, dass die S c h n ittp u n k te  
d er e in tre tenden  u n d  a u s tre te n d e n  S trah len  d er H albpen tagone m it d em  S c h n itt
p u n k t der S trah len  des H e n s o l d t — HoHENNERschen D oppelprism as zusam m en
fallen . D ie S trah len  d er 45grad igen  W inkel sind  zwar n ich t n o rm a l zu  den 
en tsp rechenden  F lächen  d er H alb p en tag o n e , jed o ch  b e trä g t die A bw eichung 
n u r  22,5°, welcher U m sta n d  als günstig  zu bezeichnen is t.

D as m it dem  H e n s o l d t — HoHENNERschen D oppelp rism a zu sam m en 
g esetz te  D oppelhalbpen tagon  zeig t B ild  38. W ir h aben  ein solches aus dem  von 
MOM gelieferten KoNDÉRschen P rism en sy stem  hergeste llt u n d  d ie  V ersuche 
ze ig ten  dessen B rau ch b a rk e it.

M an k an n  ab e r die H alb p en tag o n e  m it dem  im  B ild 29 b zw . 33 angege
ben en  P rism a zusam m ensetzen  u n d  du rch  en tsp rechende W ahl d er A bm essungen  
auch  h ier das Z usam m enfallen  der S trah len sch n ittp u n k te  e rre ichen . D ie B ilder 
39— 41 zeigen das m it dem  P rism a  nach  B ild  29 bzw. 33 zu sam m engese tz te  
D oppelhalbpen tagon . E s w urde im  U ngarischen  O ptischen F o rsch u n g slab o ra 
to riu m  hergestellt u n d  die A bm essungen  des G ehäuses b e trag en  43— 34— 25 m m .
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W e n n  m a n  das Auge n a h e  a n  den  A ugenschlitz  h ä l t ,  so is t das G esichtsfeld  
g en u g  gross, ohne dass d a s  P rism ensystem  u n fö rm ig  oder zu gross w äre.

D ie P rism ensystem e n a c h  B ild  38 oder B ild e r 39 — 41 haben noch im m er 
d e n  N ach te il, dass die v e rs ilb e r te n  Teile m it d e r Z eit fah l w erden kö n n en . 
E s i s t  deshalb  zu e rw ägen , ob m an  n ich t auch  d ie  W in k e l von 45° du rch  to ta l 
re f le k tie ren d e  P rism en  a b s te c k e n  könn te . D ies k a n n  n u n  bei dem  P rism en 
s y s te m  n ach  Bild 36 le ic h t d a d u rc h  erreichen, dass a n  Stelle der H albpen tagone  
d ie  b e id e n  sog. WoLLASTONsehen P rism en m it je  e inem  to ta lre flek tie ren d en

P r is m a  n ach  Bild 12 zu sam m en g ese tz t w erden. D en  re c h te n  Teil dieser Z usam m en
s e tz u n g  zeigt B ild 42. D er sym m etrische  linke T eil w u rd e  der besseren Ü bersich t 
h a lb e r  weggelassen. D ie S c h n ittp u n k te  d er e in tre te n d e n  u n d  a u s tre te n d e n  
S tr a h le n  sind  nahe z u e in a n d e r  u n d  dies is t au ch  g ü n stig . N achteilig  e rschein t, 
d ass  d e r P u n k t, dessen F u s s p u n k t u n te r 45° g esu ch t w ird , h in ten  lieg t, d. h . 
m a n  diesem  den R ü ck en  k e h r t ,  jedoch ist dies n u r  e ine  Sache der G ew ehnheit.

D urch  die oben an g eg eb en e  Lösung w urde  a b e r die E tag en zah l des P ris 
m e n sy s te m s  n ich t v e r r in g e r t .  W ir suchen d a h e r  e ine  L ösung, bei der neben 
T o ta lre flex io n  die b e id en  P rism en  fü r die W in k e l von  45° so n eb en e in an d er 
g e le g t w erden k ö n n en , w ie d ie  beiden H a lb p en tag o n e  in  B ild  37. E ine solche 
M ög lichke it g ib t die V erd o p p e lu n g  des nach  B ild  13 bestim m ten  P rism as  m it 
157,5°. U m  die g ü n s tig s te  F o rm  dieses P rism as fü r  den  vorliegenden F a ll zu 
b e s tim m e n , n im m t m a n  d ie  beiden  Schenkel d e r 157,5gradigen W inkel als 
g le ich  gross an. W ird  a n g e s tre b t, dass der u n m itte lb a r  am  oberen E n d e  des 
S chenkels auffallende L ic h ts tra h l au f den a n d e re n  Schenkel u n m itte lb a r  an 
d essen  E nde auffalle, so i s t  in  der V erb indung  d e r Schenkelenden der W eg des 
L ic h ts tra h le s  im  P rism a  b e s tim m t. N im m t m an  die B erührungsfläche  der beiden
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P rism en  sym m etrisch , d . h . norm al zu r V erb indungsgeraden  an , so sind  d a d u rc h  
auch  die R ich tu n g en  d er beiden  u n te r  45° zu r G eraden  e in tre ten d en  L ic h t
s trah len  b es tim m t. Bei K e n n tn is  des Lichtw eges in n e rh a lb  u n d  ausserha lb  d er 
P rism en  k ö n n en  auch  die Lagen der b rechenden  E b en en  b es tim m t w erd en . 
A us dem  U m stan d , dass die beiden  Schenkel des 157,5gradigen W inkels in n e r 
h a lb  der P rism en  u n te r  dem  gleichen, also 11°15' grossen W inkel ge tro ffen  
w erden m üssen , ergeben  sich daraus bei n  =  1,6 die E infallsw inkel in  18ol l '2 0 ,,. 
F ü r  W inkel der oberen  b rechenden  F lächen m it den ersten  F lächen  fü r  die

zweifache R eflexion sind  d ah er 85°41'40" u n d  die u n te r  45° einfallenden L ic h t
s trah len  b ilden  m it den  E infa llslo ten  einen W inkel von  ru n d  18°, w elcher 
U m stan d  sow ohl fü r die L ich ts tä rk e  als auch bezüg lich  der Schliffehler g ü n stig  
is t . Bei d ieser A n o rd n u n g  is t auch das G esichtsfeld  op tim al. W ird d e r W inkel 
zw ischen der oberen b rechenden  F läche und  d er e rs ten  F läche der zw eifachen  
R eflexion in  90° gew ählt w ie in  A bb. 43, so s in d  die V erhältn isse zw ar e tw as 
u n g ü n stig e r, jedoch  is t der W inkel von 22,5° m it dem  E infallslo t noch  im m er 
seh r vo rte ilh a ft.

D er g rösste  T eil d er Scheitel der 45grad igen  W inkel is t überflü ssig  u n d  
w ird  v o rte ilh a ft abg esch n itten . M an k an n  dieses P rism en p aar bzw . D o p p e l
p rism a n ach  B ild  43 en tw eder m it dem  H e n s o l d t — HoHENNEKschen D o p p e l
p rism a n ach  B ild  22, oder aber m it dem  P rism a  n ach  B ild 29 bzw . B ild  33 
verb inden . Im  e rs ten  F alle  e rh ä lt m an  zw ar d re i P rism enetagen  ü b e re in an d e r, 
jedoch  alle m it T o ta lre flex ion , also ohne V ersilberung . Im  zw eiten F a lle  sind  
n u r  zwei P rism en e tag en  vo rh an d en  u n d  gleichfalls durchw egs m it T o ta lre flex io n . 
D urch  en tsp rechende  W ah l der P rism enabm essungen  k an n  m an die S c h n it t
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p u n k te  der ein- u n d  a u s tre te n d e n  L ic h ts tra h le n  bei allen P rism en  fa s t  ganz 
zusam m enfallen  lassen  u n d  so die d ad u rch  en ts teh en d en  Fehler b e in ah e  gänz
lic h  ausm erzen.

D urch  V erw endung v o n  e in sp rin g en d en  W inkeln  können  noch  w eitere 
P rism en k o m b in a tio n en  angegeben  w erden , d ie  aus der V erschm elzung zweier 
o d e r m ehrerer der b e h a n d e lte n  P rism en  e n ts te h e n . U n te r H inw eis a u f  unsere  
u n g a risc h e  S tudie w ollen w ir au f diese h ie r  n ic h t eingehen.
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ZUSA M M ENFASSUN G

Die S tu d ie  le ite t die m öglichen A rte n  de r in  de r G eodäsie v erw endeten  W in k elp rism en  
sy s tem atisch  he r. D er spiegelnde W inkel de r m it  do p p e ltreflek tie ren d em  L ic h ts tra h l  a rb e iten d en  
W inkelp rism en  b e trä g t die H ä lfte  des ab zu s teck en d en  W inkels, w ährend  d e r  B rechungsw inkel 
m it dem  ab zusteckenden  bzw. dem  S u p p lem en tärw in k e l übereinstim m t. Bei d iese r  G ebu n d en 
h e it  g ib t es zum  A bstecken  v o n  W inkeln  von  90°, 45° u n d  180° eine ganze R e ih e  v o n  W inkel
p rism en , u n te r  denen  sich auch  solche b e fin d en , d ie  b ish e r im  F ach sch rifttu m  n ic h t  besprochen  
w urden , (z. B. in  den  B ildern  5, 8, 11, 12).

D as A lignem ent u n d  die A bsteckung  des re c h te n  W inkels ohne H ilfsp u n k t k a n n  a n s ta t t  
m it  D oppelprism en  auch m it einem  einfachen  W in k e lp rism a  bew erkstelligt w erden . D ie  B ild e r 27, 
28, 29, 32, 33, 34 u n d  35 zeigen d a fü r neue L ö su n g en .

N eben  dem  A lignem ent u n d  d e r A b steck u n g  des rech ten  W inkels g eben  d ie  B ilder 37, 
38, 39, 40, 41, 42 und  43 neue L ösungen  zum  A b steck en  v o n  doppelseitigen W in k e ln  v o n  45° an .

ON A N G L E  PR ISM S U S E D  IN  SU R V E Y IN G

A. TÄRCZY-HORNOCH

SU M M A R Y

Possib le  ty p es  o f angle p rism s used in  su rv ey in g  a re  expounded in  a  sy s te m . T he angle 
of re flection  of angle prism s o p era tin g  w ith  d o u b le-reflec ted  lig h t is h a lf  o f th e  a n g le  to  be  laid  
o u t, i ts  angle o f re frac tion  is, on th e  o th e r  h a n d , e q u a l to  th e  angle to be la id  o u t o r  to  i ts  supple
m en ta l angle. W ith  th is  lim ita tio n  q u ite  a  n u m b er o f  angle prism s are found  to  la y  o u t angles 
o f 90°, 45° an d  180°, am ong th em  such  as have  n o t y e t  been  dea lt w ith  in  l ite ra tu re . ( P a r  exam ple 
th o se  in  Figs. 5, 8, 11, 12).

A lignem ent and  lay o u t o f r ig h t angles c an  be  ex ecu ted , instead  of d o u b le -p rism s, w ith 
one prism  too . N ew  solution of th is  a re  p resen ted  in  F ig s . 27, 28, 29, 32, 33, 34 a n d  35.

B esides a lignem ent and  th e  lay o u t o f r ig h t ang les new  solutions of th e  la y o u t  o f b ila te ra l 
ang les of 45° a re  show n in  Figs. 37, 38, 39, 40, 41, 42 and  43.
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SU R  LES É Q U E R R E S  PR ISM A TIQ U ES U T IL IS É E S  EIN G É O D ÉSIE

A . T Ä R C Z Y -H O R N O C H

RÉSUM É

L ’é tu d e  dédu it les ty p e s  possib les d ’équerres p r ism a tiq u e s  u tilisées en géodésie. L ’angle  
d e  ré flex io n  des prism es a u x  ra y o n s  doublem ent réfléch is e s t  la  m oitié  de l ’angle à trac e r, d ’au tre  
p a r t ,  le u r  angle de ré fra c tio n  e s t ég al à  l ’angle à tracer ou  à son  supp lém en t. Avec ce tte  re s tr ic tio n , 
o n  a  to u te  une série d ’éq u erre s  à  p rism es pour trace r des an g le s  de 90°, de 45° e t de 180° ; d o n t 
p lu s ieu rs  n ’o n t pas encore é té  tr a i té e s  en litté ra tu re . (P a r  ex em p le  celles des figs. 5, 8, 11, 12.)

O n p e u t exécu ter l ’a lig n e m e n t e t le traçage d ’ang les d ro its  avec u n  prism e au  lieu  de 
p rism es doubles, sans p o in ts  aux ilia ires . Sur ce p o in t, des so lu tio n s nouvelles son t p résen tées 
su r les fig s. 27, 28, 29, 32, 33, 34 e t  35.

E n  plus de l ’a lig n em en t e t  d u  traçage d’angles d ro its , les figs. 37, 38, 39, 40, 41, 42 e t  43 
d o n n e n t  des solutions nouvelles p o u r  le traçage d ’angles de 45° b ila térau x .

О Г Е О Д Е З И Ч Е С К И Х  У Г Л О М Е Р Н Ы Х  П Р И ЗМ А Х

A. Т А Р Ц И - Г О Р Н О Х  

Р Е З Ю М Е

Систематизируются возможные виды угломерных призм, используемых в геодезии 
Угол отражения угломерных призм, работающих с двукратно преломленным световым 
лучом, составляет половину разбиваемого угла, а угол преломления равен разбиваемому 
углу, т. е. суплементому углу. При этих ограничениях для разбивки углов в 90°, 45° 
и 180° получается целый ряд угломерных призм, а среди них таких, которые до сих пор 
не фигурировали в технической литературе. (См. рис. la, 5, 8, 11, 12).

Установку на прямую и разбивку прямого угла можно выполнить и без репера 
вместо спаренных угломерных призм — одной угломерной призмой. Новые решения 
приводятся на рис. 27, 28, 29, 32, 33, 34 и 35.

Наряду с установкой на прямую и разбивкой прямого угла даются новые решения 
для разбивки угла 45° на рис. 37, 38, 39, 40, 41, 42 и 43.
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1. Introduction

The flexure p rob lem  of the  tru ss  w ith  para lle l chords and  a la tt ic e  system  
s im ila r  to  th a t p re sen ted  in  F ig . 1., is be ing  d ea lt w ith . The tru s s  to  be investi
g a te d  has chords o f  un ifo rm  cross-section, its  la ttices are d is tr ib u te d  in  a uni
fo rm  gridw ork, are  o f  un ifo rm  cross-section , b u t inclined in  tw o o p p o site  senses. 
S uch  tru ss  is, for in s tan ce , th e  p in n ed  tru ss  used in  tim ber co n s tru c tio n s , w ith 
w eb b u ilt up o f series o f board s a rran g ed  in  tw o or more layers, in c lin ed  in  oppo
s ite  senses.

)

Fig. 1. L a ttic e  tru ss  w ith  paralle l chords

The afore-m entioned  tru sses  are  s ta tic a lly  h ighly  in d e te rm in a te , wherefore 
th e ir  analysis m eets su b s ta n tia l m a th em a tica l d ifficulties. I n  view' o f these 
d ifficu lties th is  analysis  is re s tr ic ted  to  th e  investigation  o f pure  bending  instead  
o f  th a t  of the  g enera l case o f flexu re . In  th is  sim ple case e x te rn a l forces a ttack  
tru s s  ends only, th e ir  re su lta n ts  form  on b o th  tru ss  ends couples a c tin g  in  planes 
p a ra lle l to  the p lan e  o f th e  girder. Forces are d is trib u ted  on tru s s  en d s in  a way 
th a t  under th e ir  effect b a rs  o f eq u a l position  suffer equal d e fo rm atio n s.

2. Assumptions. Notation

I t  is s tip u la te d  th a t  th e  gridw ork  o f  th e  tru ss  be sy m m etrica l to  th e  middle 
ax is  of the  tru s s , an d  th a t  la ttic e  b a rs  o f  opposite inc lina tion  m ee t th e  chords 
a t  common jo in ts . T he long itu d in a l m iddle  axis of th e  tru ss  w ill be called its
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a x is  o f  strength, sections p a s s in g  th rough  th e  jo in ts  p erp en d icu la rly  to  th is  axis 
w ill b e  called cross-sections.

G eom etrical d a ta  o f  th e  gridw ork are d en o ted  accord ing  to  F ig . 2. Jo in ts  
o f  la t t ic e  bars are n u m b e re d  from  top dow nw ard  from  i  =  — к  to  i = - ( - k  
b y  s e r ia l  num bers. T h e  s e r ia l  num ber of jo in ts  fa llin g  in to  the  m iddle ax is is 
i  =  0.

F o r  shape, m a te r ia l q u a litie s  and the  degree o f  deform ation  o f th e  b a rs  
th e  ro u tin e  assum ptions o f  th e  S trength  o f  M ate ria ls  are considered as 
v a l id .  T he dead w e ig h t o f  b a rs  and d e fo rm a tio n s  due to  sh ear are  
d isco n sid e red .

T h e  modulus o f  e la s t ic i ty  o f th e  m ateria l o f th e  b a rs  is denoted b y  E ,  th e  
cross-sec tio n a l areas o f th e  ch o rd - an d  of the la tt ic e -b a rs  b y  F 0 and  F,  respective ly ,

o a a a a a a

F ig . 2 . G eom etry of g ridw ork

th e  m o m en ts  of in e rtia  o f th e  cross-sections of F 0 a n d  F  w ith  respect to  th e  ax is 
a t  r ig h t  angle to  the  p lan e  o f  th e  tru ss  by  J 0 a n d  J .

T h e  exam ination  is e x te n d e d  only to  th e  d e te rm in a tio n  of th e  in te r io r  
fo rces g enera ted  by  th e  lo a d in g  an d  to  the  d e fo rm a tio n  produced . The p rob lem  
o f  s ta b i l i ty  of the  s ta te  o f  e q u ilib riu m  is n o t d e a lt w ith .

I n  th e  course of in v e s tig a tio n s  tw o d ifferent cases a re  d istinguished  acco rd 
in g  to  w heth er the b a rs  a re  b u i l t  up of in d e p e n d e n t sec tions ex tend ing  from  
jo in t  to  jo in t, or w hether th e y  a re  continuous. In  th e  f i r s t  case the  connections 
a re  considered  as h inged , in  th e  second case as r ig id -jo in ted .

3. B ars built up of sections independent from joint to joint. Joints are hinged

In  th is  case a s ta t ic a l ly  in d e te rm in a te  tru s s  is d e a lt  w ith  in th e  b a rs  o f 
w h ic h  o n ly  norm al forces a r ise  u n d er the effect o f lo ad in g . F o r th e  d e te rm i
n a t io n  o f  in te rio r forces s t a r t  is  m ade from a sim p le  d efo rm atio n  geometrically 
p o ss ib le . T he aim  is to  d e te rm in e  w hat value is to  b e  a t tr ib u te d  to  th e  free 
p a ra m e te r  describing th is  d e fo rm a tio n , if  th is  d e fo rm a tio n  has to  be m ad e  
p o ss ib le  from  the statical p o in t  o f  view  too.
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The interior jorces

L e t th e  in v es tig a tio n  be executed  on one sec tion  o f th e  tru ss  bo u n d ed  
a t  th e  to p  b y  a sec tional p lan e  passing  along th e  ax is o f  th e  tru ss  an d  p e rp en d i
cu lar to  its  p lan e , la te ra lly  b y  tw o contiguous cross-sectional p lanes. Suppose

F ig. 3. T he exam ined  truss section a f te r  deform ation

th a t  th e  len g th  o f la ttic e  b a rs , an d  th e  d istance  o f  p o in ts  on th e  axis o f s tre n g th , 
do n o t change in  th e  course o f defo rm ation , w hile cross-sections o f th e  tru s s  
rem ain  p lane a f te r  defo rm ation  too . In  th is  case th e  defo rm ation  o f th e  ex am in ed  
tru ss  section  ta k e s  place accord ing  to  F ig . 3.

In  th e  case a t  h a n d  from  th e  figure m ay  be  read
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th e re fo re  th e  u n it e lo n g a tio n  o f th e  b o tto m  chord  b a r,

e0 =  fe Arp ,

a n d  th e  tensional force a ris in g  in  th e  b o tto m  chord  b a r

k b E F n
N n 0 A <p. ( 1 )

In  th e  to p  chord a com pressive force, opposite  to  th e  pu ll ac ting  in  the  b o tto m  
c h o rd , is produced.

S ince la ttice  b a rs  do n o t  stiffer changes o f  len g th , no rm al forces in  them  
a re  o f  zero value.

E xam ina tion  o f  equilibrium

T h e problem  o f th e  eq u ilib riu m  of jo in ts  h as  f irs t  to  he exam ined . This 
is a v e ry  sim ple in v es tig a tio n , for th e  la ttic e  b a rs  do n o t exert an y  forces e ith er 
o n  in te rm e d ia te  or to  m a rg in a l jo in ts . T he equ ilib rium  of in te rm ed ia te  jo in ts

is th u s  secured befo rehand , a n d  th e  sam e m a y  be said  of jo in ts  o f th e  chords, 
th e  tw o  chord  b a r forces a c tin g  on th e  sam e jo in t  being  opposite to  each  o th er.

N ow  it  has to  be fo u n d  on ly  w h a t a n g u la r  ro ta tio n  A q> comes ab o u t betw een  
tw o  neighb o u rin g  cross-sections u n d er th e  effect o f m om ent couple M . F rom  
F ig . 4  m a y  be read

M  — 2 k b  N 0 .

T h e  v a lu e  (1) of force N 0 su b s ti tu te d  in to  th is  fo rm ula

M  =  2 k9- b2 E  F 0
Arp

a

Fig. 4. In te rio r and  e x te rio r  forces
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H ence

w here

A<p
a M

E J *

E J *  =  2 k 2 b2E  F 0

( 2)

(3)

is th e  bending stiffness  o f th e  tru ss.
T hereby  i t  h a s  been proved th a t  th e  supposed geom etrically  possible 

defo rm ation  is also s ta tic a lly  possible, p ro v id ed  th a t  the  value o f A <p is chosen 
in  conform ity  w ith  fo rm ula (2).

4. B ars are co n tinuous, rigid-jointed

In  th is  case th e  s tru c tu re  d ea lt w ith  is s tr ic tly  speaking no m ore a braced  
tru ss  b u t  a fram ew o rk  the grid of w hich  is alike to  th a t  o f th e  a fo re -trea ted  
la ttic e  tru sses. F o r th e  solu tion  of th e  p ro b lem  s ta r t  will be m ade ag a in  from  
a geometrically possib le  sim ple d efo rm atio n , an d  i t  will be proved  th a t  w ith  
p roper choice o f  free p aram eters  the d e fo rm atio n  will sa tisfy  the  statical req u ire 
m ents too.

The interior forces

The in v es tig a tio n s  are executed  on a section  of th e  tru ss  b o u n d ed  (on 
th e  top ) by a sec tio n a l p lane passing a long  th e  axis of th e  tru ss  a t r ig h t angle 
to  its  p lane, la te ra lly  b y  tw o n e ig h b o u rin g  cross-sectional p lanes. As a tr ia l  it  
w ill be supposed  th a t  th e  cross-sections o f  th e  tru ss  keep th e ir  o rig in a l p lane 
s ta te  and  th e  jo in ts  arrange  them selves a f te r  deform ation in  a w ay  in d ica ted  
on F ig . 5. A ccord ing  to  the  supposed d e fo rm atio n  the  u n it change o f  leng th  
of la ttic e  b a rs  is p rop o rtio n a l to  th e  d is ta n c e  of th e ir  cen tre  p o in t from  the  
axis o f s tre n g th  o f  th e  tru ss . O f geom etric  d a ta  inscribed in  th e  fig u re  values 
o f E an d  o f A (p m a y  for th e  tim e being  b e  chosen a t will.

On the b as is  o f  sim ple geom etric re la tio n s  th a t  can be read  from  Fig. 5,

nij a t  a 1 -f- I -A<p , 
a

rtifi â* a 1

(4)

(5)
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A ngles in c lu d e d  betw een th e  ob liq u e  b a rs  an d  th e  cross-sectional p lanes are  
a lso  c a lc u la b le  a t  once

sin  a,
1 , 2 i  — 1
H ------- ------ £

cos a t =  (1 — sin 2 а , у 1г.

F ig . 5. R e la tiv e  position a fte r  d e fo rm a tio n  of jo in ts  o f th e  tru ss  section investigated

K n ow n v a lu e s  su b s titu ted , w ith  consid era tio n  o f Л <p an d  e being sm all com pared  
w ith  u n i ty ,  i t  is found th a t

sin  a, = ------\- .. -i\ b . 2 i  — 1
(i — 1) -A c p --------- -—  e

a 2

b a 2
cos a,- = -------------

be
/• ix b . 2 i  — 1(i — 1) — A(p----------------

ac 2
e
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T h u s  th e  increm ent of angle  a; in  com parison  w ith  th e  orig inal ang le  a

л • / \ b • aAd,- =  a, — a Qsi sin  (a,- — a) =  —  sin  a,-------- cos a,-,
c c

t h a t  is , w ith  consideration  o f  th e  prev ious values,

Aa/ -
.. . .  b . 2 i — 1
( * -  1 )—  A(P ---------д----  ea 2

(6)

Fig. 6. Forces acting  on la ttic e  b a r  section  betw een  jo in ts i and ( i  —  1).

W ith  know ledge of A a,- th e  in crem en t o f  angle ßj as com pared w ith  th e  original 
an g le  ß  can  also be  given a t  once. N am ely  according to  F ig . 5.

so th a t
Aßi =  Adi +  A<p,

A ß , = A<p — (7)

A ccording to  the  assu m p tio n  th e  b a rs  are  rig id -jo in ted , th a t  is , th e  angles 
a  a n d  ß  included  betw een th e  ta n g e n ts  o f  th e  b a r  axes a t  th e  jo in ts  a n d  th e  cross- 
se c tio n a l p lanes can  n o t change in  th e  course o f deform ation . T h is  s tip u la tio n  
m ean s  th a t  on b a r  section  i, i — 1 th e  ta n g e n ts  to  th e  axis lines at. th e  jo in ts  
h a v e  to  be ro ta te d  in  re la tio n  to  th e  chord  connecting  th e  jo in ts  b y  ang les A dj 
a n d  A ßi respectively  F ig . 6. M om ents o f th e  couples producing  th e se  an g u la r 
ro ta tio n s

М „ и  =
2 a E J

be
(3 i -  2) —  A<p

a
(6)

M /-1,/
2 a E J  

be
1) —  A<p 

a

6 i — 3

2
e (7)

11 Acta Technica XIX/1—2.
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a n d  th e  corresponding re a c tio n s

At = B t =  (2 i -  1)
6 a E J

b c2
—  Acp — e . 
a

(8)

B esides th e  above e ffo rts  n o rm a l forces are also a c tin g  on th e  b a r  section  exam i
n e d . T h e ir value

N i
2 i — 1

2
E F e . (9)

Fig. 7. Forces acting on bar sections i, i — 1 and i, i +  1

In  th e  following w ill be  sough t still th e  v e r tic a l an d  horizon ta l com ponents 
o f  forces acting on th e  a r b i t r a r y  i- th  jo in t as w ell as th e  m om ents o f  couples 
a c tin g  on b a r  ends co n v erg in g  in  the  i- th  jo in t. T h e  values of these are  a t  th e  
i - th  jo in t  o f b ar i, i  — 1 (F ig . 7a)

ff, =  (2 i -  1)
6 b E J

-A<p +
a E F  6 a E J

2 c

Vj =  ( 2 i  — 1)
6 a E J

Acp b E F  6 a2 E J

2 c b c3
( 1 0 )

M m _ i
2 a E J  

b c
(3 i — 2) —  A<P — — ----- - s

a 2

a n d  a t  th e  i-th  jo in t o f  b a r  i , i +  1 (Fig. 7b)
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=  (2 i +  1)
6 b E J  A ,

,  -  A(P +c3

=  ( 2 i  +  l)
6 a E J  .

- ,  Л <Р~c6

2 a E J  

be
( b i f - 2 ) - - A e p

a

a E F  6 a E J
2 c c3

b E F  , 6 a2E J

2 c be3

6 £ 3

( 11)

Mn

Nn ■ A
Mo

,  Vo

Fig. 8. Forces acting on the bottom chord bar

F in a lly , no rm al force N 0 acting  on th e  b o tto m  chord b a r  an d  m o m en t M 0 
o f th e  bend ing  couple ac ting  on th e  b o tto m  chord  b a r  have to  be d e te rm in e d  
(F ig. 8). T he v alues o f these are :

_  mu a ß p  _  
-i'o  - I j '  о —

k b E F
0 Лер, ( 12)

M 0 =  ^ S .  Лер . (13)

I n  th e  top  chord  b a r  th e  norm al force is th e  oppo site  of th a t  ac ting  in  th e  b o t to m  
ch o rd  b a r , w hile th e  bend ing  m om ent is id e n tic a l to  the  bend ing  m o m e n t in  
th e  b o tto m  chord  b a r.

Examination o f  equilibrium

E q u ilib riu m  conditions of jo in ts  w ill f i r s t  be d ea lt w ith . On th is  occasion 
— because  o f th e  ex is tin g  sym m etry  — i t  is su ffic ien t to  consider v e r tic a l force 
com ponen ts only . T he sum  of these  — w h e th e r th e  question is th a t  o f  ex trem e  
or o f in te rm ed ia te  jo in ts  — will alw ays v a n ish  i f

or if

6 a E J
A<p —

b E F  J 6 a2 E J  

2 c b e 3
e =  0 ,

12 ab J
e = -------------------- ------Aq>.

b2 c2 F  +  1 2 a 2J
(14)

11*
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N ow  only  th e  value  o f  Acp w ill have to  be d e te rm in ed  and in  a w ay  th a t  
th e  su m  o f  m om ents o f couples acting  on th e  cross-section  balance th e  g iven  
m o m e n t M  o f ex te rio r forces. T his ca lcu lation  w ill be executed in  connection  
w ith  F ig . 9. O f q u an titie s  fig u rin g  here th e  v a lu es  o f N 0 and M 0 are  know n 
fro m  b efo re , an d  th e  v a lu es  o f  force N* a n d  o f  couple  M*

iV7 =  Hu+1 +  H,>f_1,
M *  =  M iii+1 — .

T h e a b o v e  q u an titie s  m ay  be  w ritte n  w ith  co n sid e ra tio n  of (10) and  (11) th u s  :

N *  =  4 i
6 b E J Acp a E F  6 a E J

M f =
2 a E J 4 b

Acp —  3 s

T
kb

! ' / -
kb

1

Fig. 9. In te r io r  a n d  e x te r io r  fo rc e s

H e re fro m  b y  su b s titu tio n  o f  (14) the  form ulas

N *  =  i n E F  Acp,

M * = r -m E J
a

are  o b ta in e d , where
24 b c j

b*c*F  +  12 a 2 J  ’ 

62 c2 F  +  3 о2 J
m =  —

62 c2 F  +  12 a 2 J

(15)

(16)

(17)

(18)

H e re a f te r  th e  w ay  m a y  be  tak en  to  th e  ca lcu la tio n  of bending  m o m en t M .  
I f  к  is  a n  even num ber

M  =  2 M 0 +  2 k b N 0 +  k M * +

+  2 6 [ iV Í  +  3 N * +  . . .  + ( f c -  1) iV* x] ,
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or w ith  consideration  of (12), (13), (15) an d  (16)

2 E J 0 . , 2 k * b * E F 0 л , k m E J  .
M  — -----Acp -\- A<p + -------- Acp +

+  2 6 [ l 2 +  32 +  . . .  +  (& — l ) 2] n E F  Acp .

If , on th e  o th e r h and  к  is an  odd  n u m b er,

M  =  2 M 0 +  2 k b N 0 +  k M *  +

+  2 /> [2 iV 2* + 4 i V 4* +  . . .

(19)

2 E J 0 . 2 k 2 b2E F 0 k m E J
M  — --------5- Aq> +  —  Дф A------------- Acp J-

+  2 6 [ 2 2 +  42 +  . . .  + ( * — l ) 2] n E F  Acp.

T he sum  o f th e  series fig u rin g  in  b rack e ts  o f form ulas (19) an d  (20) is

(b2 -  1),

(20)

an d  th u s  w hether к is an  even or an  odd n u m b er

Acp —
a M  

E J *
w here

E J *  =  E 2 J 0 +  2 k 2 b2 F 0 +  k m J  +  ^  abn F

(21)

(22)

T h e la t te r  q u a n tity  expresses th e  bending stiffness  of th e  tru ss .
T he com parison o f  form ulas (3) an d  (22) leads to  th e  s ta te m e n t t h a t  th e  

b en d in g  stiffness of th e  tru ss  w as in  th e  case tre a te d  under 4  g re a te r  th a n  in 
th a t  u n d e r 3. A ccordingly, th e  chords are  in  th e  case 4 m uch less s tre ssed  under 
th e  effect o f ex terio r forces th a n  in  th e  case investiga ted  u n d e r 3 . Therefore 
la ttic e  tru sses  w ith  para lle l chords, i f  th e  co n tin u ity  o f b are  an d  th e  r ig id ity  
o f  th e ir  jo in ts  are secured, are  p re fe rab ly  ca lcu la ted  as fram ew orks in s te a d  of 
tru ssed  girders.
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SUMMARY

T his p ap er deals w ith  p u re  b en d in g  of la ttice  tru sse s  w ith  p a ra lle l chords. A  basic assum p
t io n  o f  tre a tm e n t is t h a t  th e  tru s s  is sym m etrical in  re fe ren ce  to  th e  axis o f s tre n g th , th e  d is
ta n c e s  o f  lacings are e q u a l, a n d  b a rs  o f th e  sam e a ss ig n m en t a re  o f equal cross-sectional area . 
T w o  cases are d istingu ished  : w h e th e r  the  bars consist o f  in d ep e n d en t sections from  jo in t  to  
jo in t ,  o r th ey  are co n tin u o u s . I n  th e  f irs t case co n n ec tio n s a re  considered as h inged , in  th e  
l a t t e r  case as rig id -jo in ted .

T h e  p ap er m akes i t s  s t a r t  from  simple d e fo rm a tio n  geom etrically  possible. T he free 
p a ra m e te rs  ch aracteriz ing  th e se  defo rm ations a re  d e te rm in e d  so t h a t  th e  in te rio r forces co rre
sp o n d in g  to  th e  supposed d e fo rm a tio n s  also sa tisfy  c o n d itio n s  o f equilibrium .

I t  is d em o n s tra ted  t h a t  th e  la ttic e  trusses w ith  p a ra lle l chords are p referab ly  calcu la ted  
in s te a d  o f th e  theo ry  o f tru s se d  g ird e rs  by  th e  th eo ry  o f fram ew o rk s, p rov ided  th a t  th e  c o n ti
n u i ty  o f  b a rs and th e  r ig id i ty  o f th e ir  jo in ts  are secured .

R E I N E  B IE G U N G  E N G M A S C H IG E R  F A C H W E R K T R Ä G E R  M IT  P A R A L L E L E N  G U R T E N

P. CSONKA

ZUSAM M ENFASSUNG

D e r A ufsatz b e fass t sich  m it  der reinen B iegung  engm aschiger F ach w erk träg er m it 
p a ra l le le n  G urten. D ie g ru n d sä tz lich e  B edingung d e r R eh an d lu n g  is t ,  dass der T räg er in  B ezug 
a u f  s e in e  Achse sym m etrisch  is t ,  d e r  A bstand  der F ü llu n g ss tä b e  gleichbleibend u n d  d ie S täbe  
d e rse lb e n  B estim m ung g le ich en  Q uerschn ittes sind. E s w e rd en  zw ei Fälle un tersch ied en , je  
n a c h d e m  die F ä llungsstäbe  au s  se lbständ igen  A b sch n itten  v o n  K n o te n p u n k t zu K n o te n p u n k t 
b e s te h e n ,  oder aber d u rc h la u fe n d  ausgebildet sind. Im  e rs te n  F a lle  sind  die V erb in d u n g en  
g e le n k ig , im  zw eiten F a lle  w e rd en  sie als eckste if b e tra c h te t .

D ie  B ehandlung n im m t ih re n  Ausgang aus g eo m e trisch  m öglichen e in fachen  F o rm 
ä n d e ru n g e n . Die diese V e rfo rm u n g e n  charak te ris ie ren d en  fre ie n  P a ra m e te r w erden d u rch  die 
A n n a h m e  b estim m t, dass d ie  d e n  angenom m enen V erfo rm u n g en  en tsp rechenden  in n eren  K rä fte  
a u c h  d ie  G leichgew ich tsbestim m ungen  erfüllen.

E s w ird bew iesen, d a ss  sich  d ie B erechnung en g m asch ig er F ach w erk träg er m it p a ra l
le le n  G u rte n  a n s ta tt  d e r  T h eo rie  d e r F ach w erk träg er zw eckm ässiger nach  der R ahm en th eo rie  
d u rc h fü h re n  lässt, v o rau sg ese tz t d a ss  die k o n tinu ierliche  A u sb ild u n g  der S täbe u n d  die E ck ste if
h e i t  d e r  V erbindungen g es ich e rt sind .

F L E X IO N  SIM PL E  D E S  P O U T R E S  P A R A L L È L E S  À  T R E IL L IS  M U L T IPL E S

P. CSONKA

RÉSU M É

C ette  étude tra i te  de  la  f le x io n  simple des p o u tres  p a ra llè les  à  treillis m ultip les. L ’a u te u r  
p a r t  d e  supposition  que la  p o u tre  e s t  sym étrique p a r  ra p p o r t  à  l ’axe  de  résistance, que les m ailles 
d u  g r illa g e  sont égales, e t  q u e  les b a rre s  de m êm e serv ice  o n t  les m êm es sections transversa les . 
L ’é tu d e  d istingue d eu x  cas , se lo n  que les poutres c o m p o rte n t des sections in d ép en d an tes  de 
j o i n t  à  jo in t ,  ou bien so n t c o n tin u e s . D ans les prem ier cas, les jo in ts  so n t articu lés, dans le second 
ils s o n t  regardés comm e rig id es.

L ’étude  prend  son d é p a r t  de  déform ations sim ples, géo m étriq u em en t possibles. Les 
p a ra m è tre s  libres c a ra c té risan t ces déform ations sont d é te rm in és  de sorte  que les forces in té rieu res  
c o r re s p o n d a n t  aux  d é fo rm a tio n s supposées sa tisfassen t aussi à  la  condition  d ’équilibre.

L ’étude  dém ontre  q u ’il e s t  u tile  d’effectuer le ca lcu l des p o u tres  parallè les à tre illis  
m u lt ip le s  selon la  théorie  d ’o ssa tu re s , a u  lieu de la  th éo rie  d e  p o u tre s  à  treillis , à co nd ition  que 
]a  c o n tin u ité  des b a rres  e t  la  r ig id i té  des jo in ts so ien t assurées.
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ЧИСТЫЙ ИЗГИБ МНОГОКРАТНО-РЕШЕТЧАТЫХ БАЛОК 
С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ПОЯСАМИ 

П. ЧОНКА

РЕЗЮМЕ

Данная работа посвящена чистому изгибу балок с многократной обрешеткой и 
параллельными поясами. Основное условие рассмотрения предмета заключается в том, 
что балка в отношении оси прочности представляет собою симметричную конструкцию, 
расстояние между стержнями обрешетки ■— неизменно, стержни же, играющие идентич
ную роль, по сечению идентичны. В работе рассматриваются два случая в зависимости от 
того, что стержни состоят ли из самостоятельных участков, охватывающих части от узла 
до узла, или же является непрерывным. В первом случае соединения являются шарнир
ными, а во втором случае принимаются в качестве жестких для углов.

Работа исходит из геометрически возможных простых деформаций. Свободные 
параметры, характеризующие эти деформации, определяются с таким расчетом, чтобы 
внутренние силы, соответствующие предположенным деформациям, удовлетворяли также 
условия равновесия.

В работе показана, что расчет балок с многократной обрешеткой и параллельными 
поясами вместо теории решетчатых балок целесообразно производить по теории рам, 
предполагая, что непрерывность стержней и их жесткое соединение на углах обеспечены.





EINE NEUE BERECHNUNGSMETHODE 
FÜR KOMPLIZIERTE, STARK GESÄTTIGTE 

MAGNETISCHE KREISE
Prof. 0 .  B E N E D IK T

K O R R E SPO N D IER E N D ES M ITG LIED  D E R  UNGARISCHEN A K A D E M IE  D E R  W ISSENSCHAFTEN 
LE H R STU H L FÜ R S P E Z IE L L E  E L E K T R IS C H E  MASCHINEN D E R  TE C H N ISC H E N  UNIV ERSITÄ T, B U D A PEST

[E ingegangen am  3. A pril 1957]

Im  folgenden b e r ic h te t d er V erfasser von  e in e r  neuen , von ihm  nom ogra- 
phisch  gen an n ten  B erechnungsm ethode [1].

Diese nom ographische M ethode d ien t zu r schnellen  u n d  dabei g enauen  
B erechnung von s ta rk  g esä ttig ten  und k om pliz ierten  m agnetischen  K reisen  von  
elek trischen  M aschinen u n d  A p p ara ten  und  e rm ö g lich t die Lösung vieler, b ish e r 
fü r  un lösbar geh a lten en , p rak tisch  w ichtiger A ufgaben .

Es e n ts te h t zu n äch st die Frage : W elche S chw ierigkeiten  tre te n  b e i d er 
B erechnung von  g e sä ttig te n , verw ickelten m ag n e tisch en  K reisen auf?

Bei der B erechnung  von  elektrischen S tro m k re isen  kann  im  allgem einen  
v o rausgese tz t w erden , dass zw ischen den e lek trisch en  P o ten tia ld iffe ren zen  
u n d  der S trom dich te  lin ea re r Z usam m enhang b e s te h t , was die L ösung d er 
folgenden drei g run d leg en d en  A ufgaben in  au sse ro rd en tlich er W eise v e re in 
fach t :

1. Im  F alle  von  gegebenen W iderständen  u n d  S tröm en  is t die V erte ilung  
des e lek trischen  P o te n tia ls  zu bestim m en.

2. Bei gegebenen S pannungen  und  W id e rs tän d en  is t die Grösse u n d  die 
V erteilung  der hervo rgeru fenen  elektrischen S trö m e zu bestim m en.

3. Bei gegebenen e lek trischen  P o ten tia ld iffe ren zen  sind  derartige  A bm es
sungen u n d  F o rm en  d er W iderstände zu b es tim m en , be i denen der S tro m  eine 
b estim m te  Grösse a n n im m t.

Bei der B erechnung  von  s ta rk  g esä ttig ten  m agnetischen  K reisen  e rg ib t 
sich ein vollkom m en versch iedenes Bild, d a  zw ischen  d er m agnetischen  In d u k 
tio n  und  der F e ld s tä rk e  eine kom plizierter, n ich tlin ea re r Z usam m enhang  
b esteh t.

U n tersuchen  w ir zum  Beispiel jenen  v e rh ä ltn ism äss ig  einfachen  F a ll 
der m agnetischen  B erechnungen , wo der keilfö rm ige ferrom agnetische K ö rp e r 
n ach  A bb. 1 von  einem  m agnetischen  F luss Ф d u rch flo ssen  w ird , dessen B e trag  
in  jedem  Q uersch n itt des K örpers gleich gross is t .

W enn U  die m agnetische  P o ten tia ld ifferenz  — w eiterh in  einfach S p an n u n g  
g en an n t — zw ischen dem  kle insten  und  g rö ssten  Q u ersch n itt des K ö rp ers  ist,.
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so g il t  o ffen b ar die folgende G leichung :

x=h

x = 0

h
I f ( B x) d x  = (1)

H ie rb e i b edeu ten  :

l — die Länge des K örpers, 
h  — die H öhe des K ö rp ers ,
bx — die B reite  des in  d e r H öhe x  be fin d lich en  Q uerschn ittes des K örpers.

t f x  = /
Ф

M
(2)

s t  d ie  m agnetische  F e ld s tä rk e , w elche ih re rse its  eine kom pliz ie rte  F u n k tio n
ф

d e r  m ag n e tisch en  In d u k tio n  B x = ------  is t . (3)
bx l

W e n n  w ir das V erh ä ltn is  — - den  m agnetischen  W id erstand  des gegebenen

K ö rp e rs  n ennen , d an n  zeig t die F orm el (1) augenfällig , wie schw er es is t  den 
W e rt d ieses W iderstandes zu berechnen , se lb s t in  dem  gegebenen seh r einfachen  
F a ll. E s  s in d  h ier solche G rössen zu in teg rie ren , deren  A bhäng igkeit v o n  x  n ich t 
a n a ly tis c h  ausged rück t w erden  k a n n . Es b le ib t n u r  ein W eg, n äm lich  die num e
risc h e  In te g ra tio n , was jed o ch  langw ierige B erechnungen  e rfo rd e rt.

A llerd ings is t  die M einung v e rb re ite t , w onach in  den b e i e lek trisch en  
M asch in en  p rak tisch  vorkom m enden  F ä llen  es genügt, H x u n d  B x fü r  v ier 
Q u e rsc h n itte  zu bestim m en  u n d  v o rau sg ese tz t w erden k an n , dass d ie  F e ld s tä rk e  
in  je d e m  A b sch n itt sich lin ea r m it d er H öhe v e rän d e rt.

R ic h t e r  [2] seinerseits v e r t r i t t  die A n sich t, dass die w ahre  V erte ilung  
d e r F e ld s tä rk e  H x du rch  eine P a ra b e l zw eiten  G rades e rse tz t w erden  k a n n  u n d
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dass es genügt, Hx und Bx für nur drei Q uerschnitte zu bestimmen und dann  
die W erte von U  nach der SiMPSONschen R egel zu berechnen.

U m  die R ich tig k e it diesen zwei in te rn a tio n a l üblichen B erech n u n g sv er
fah ren  zu ü b e rp rü fen , habe  ich die fo lgenden  B erechnungen d u rc h g e fü h rt : 
fü r  die in  T afe l I  d argeste llten  ferro m ag n etisch en  K örper von v e rsch ied en er

Tafel I

а max 1 M eth o d e
I I .  I G en au e  

M ethode I  M e th o d e

1 2 3 4 5 1 6

a
0,66 и з о 834 867 681

о
0,66 и з о 700 726 435

и
0,4 2250 1161 1194 543

0,4 2250 1143 1146 306

G esta lt u n d  versch iedener m agnetischer B ean sp ru ch u n g  wurde m it d e n  e rw äh n 
te n  zwei M ethoden  die in  ihnen  h e rvo rgeru fene  S pannung U  b e re c h n e t. Die 
E rgebnisse  s ind  in  Spalte 4 und  S palte  5 an g e fü h rt. Diese E rgebn isse  w urden  
m it den w ah ren  W erten  von U  verg lichen , w elche w ir so e rh ie lten , d a ss  die 
Z ah l der Q uersch n itte  fü r welche die G rösse d er In d u k tio n  und  d e r F e ld s tä rk e  
b erech n e t w erden  m üssen, bis zu je n e r  G renze verg rössert w urde, b e i w elcher 
eine w eitere E rh ö h u n g  der A nzahl schon keine  w esentliche Ä nderung  des E rg eb 
nisses zu r Folge h a tte . Diese E rgebnisse , w elche schon als ganz genau  b e tra c h te t  
w erden kö n n en , sind  in  Spalte 6 an g efü h rt.

Es is t zu ersehen , dass se lb st fü r  e inen  solchen, in  der ersten  Z eile  gekenn
zeichneten  keilförm igen K örper, fü r  w elchen das V erhältn is des k le in s te n  zum  
grössten  Q uersch n itts  a gleich 0,66 is t , d . h . n ich t viel kleiner a ls e in s , und  
noch  bei v e rh ä ltn ism ässig  kleiner m ag n etisch er B elastung , m it e in e r  grössten  
F e ld stä rk e  von e tw a 1100 А /cm, die ü b lichen  V erfahren  23%  u n d  2 7 %  F eh ler 
ergeben. B eim  gleichen W ert von a  u n d  be i d e r gleichen m agnetischen  B e la s tu n g , 
jed o ch  im  F alle  e iner anderen , in  Zeile 2 a n g e fü h rten  Form  des K ö rp e rs  w achsen 
die Feh ler schon a u f  61%  und 6 7 %  an. W en n  a k le iner is t u n d  d ie  B e las tu n g  
g rösser, so m achen  hei einem  keilförm igen  K ö rp er die Fehler b is  zu  114%  
u n d  120%  au s, h e i anders geform ten  K ö rp e rn  sogar b is zu 2 7 3 %  u n d  274% .
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W en n  w ir noch e rg än zen d  erw ähnen , d a ss  die in  Spalte 6 an g e fü h rten  
g e n a u e n  E rgebnisse in  jed em  F a ll m itte ls 22 R ech en o p era tio n en  e rh a lte n  w u rd en , 
so w ird  k la r , dass se lb s t in  d en  erw ähn ten  a lle re in fach sten  F ällen  d er m a g n e ti
sch en  B erechnungen  aussero rden tlich  lan g w ierig e  und  ze itraubende A rb e it 
n ö tig  i s t ,  falls w ir genaue R esu lta te  erzielen  w ollen .

A us dem  G esag ten  is t  ohne w eiteres k la r ,  um  wieviel v e rw icke lte r und  
la n g w ie rig e r  die L ösung  d e r zw eiten g ru n d leg en d en  A ufgabe is t , n äm lich  die 
E rm it t lu n g  von Ф zu  e in e r bestim m ten  S p a n n u n g  U. E in  beliebiger F luss Ф 
m u ss  angenom m en w erden , a u f  die oben b esch rieb en e  m ühselige W eise m uss 
die zugehörige S p an n u n g  U  e rm itte lt  w erden u n d  die R echnung m uss so lange 
w ie d e rh o lt w erden, b is  s ich  e in  W ert von  U  e rg ib t ,  d er m it dem  angenom m enen  
W e r t  ü b ere in s tim m t. W en n  w ir vo rausse tzen , d a ss  bloss der e rs te  W e rt zu 
k le in  i s t ,  d e r zweite b e re its  zu  gross is t, u n d  d a ss  schon die d r itte  A n n ah m e sich 
als r ic h tig  erw eist, so m ü ssen  selbst in e inem  so günstigen F a ll u n g e fä h r 60 
R ech en o p era tio n en  d u rc h g e fü h rt w erden, wie au s  dem  G esagten zu e rsehen  is t.

B e trach ten  w ir n u n  die F rage  der L ösung  d e r d ritte n  grund legenden  A uf
g ab e . H ie r  h ande lt es sich  u m  eine d e ra rtig e  B estim m ung  der A bm essungen  
u n d  d e r  G esta lt des m ag n e tisch en  K örpers, d a ss  d e r m agnetische W id e rs ta n d  
des K ö rp e rs  dem  g efo rd e rten  W ert e n tsp ric h t, d . h . dass bei e iner gegebenen 
m a g n e tisc h e n  S pannung  e in  b estim m ter F lu ss  d e n  K örper du rch fliess t. D iese 
A u fg ab e  h a t  sich b ish e r a ls un lösbar erw iesen, j a  dieses Problem  w urde , eben 
w eg en  se iner K o m p liz ie rth e it, meines W issens n o c h  n ich t einm al aufgew orfen .

A u f  dem  G ebiet d e r e lek trischen  S tro m k re ise  k an n  jedoch  eine analoge 
A u fg ab e , näm lich  die B estim m u n g  der A bm essu n g en  eines e lek trischen  L e ite rs  
d e ra r t ,  d ass  eine gegebene S pannung  d a rin  e in en  gegebenen S trom  h e rv o rru f t , 
je d e r  S tu d e n t lösen. D a rü b e r  h inausgehend, w en n  w ir eine A bm essung des die 
L ö su n g  d e r A ufgabe d a rs te llen d en  e lek trischen  L e ite rs  verändern , so können  
w ir m i t  H ilfe  einer e in fachen  R echnung auch d ie  anderen  A bm essungen d e ra r t  
v e rä n d e rn , dass der W id e rs ta n d  u n v erän d ert b le ib t. Diese A ufgabe, n äm lich  
e in en  W id e rs tan d  d u rch  e in en  anderen zu e rse tz e n , der eine andere G es ta lt 
h a t ,  je d o c h  hei einer be lieb igen  P o ten tia ld iffe ren z  gleichen W id e rs tan d  au f
w e is t, k o m m t au f dem  G eb ie t der E lek tro tech n ik  h äu fig  vor u n d  k a n n  in  e in 
fa c h e r W eise gelöst w erden . D ie E rse tzung  e ines m agnetischen  K ö rp ers  von  
g eg eb en er G estalt u n d  G rösse durch  einen m ag n e tisch en  K örper von a n d e re r  
G e s ta lt u n d  Grösse d e ra r t ,  dass  bei einem  b e lieb ig en  Fluss — ich b e to n e , bei 
b e lieb ig em  Fluss — d er m agnetische  W id e rs tan d  d e r beiden K örper gleich is t , 
s te ll t  e in e  A ufgabe d a r, d ie  n ic h t n u r b isher u n lö s b a r  w ar, sondern als P ro b lem  
b ish e r n o ch  nie fo rm ulie rt w urde .

E s  i s t  k lar, dass a u f  d em  Gebiet der E le k tro te c h n ik  die M öglichkeit d e r 
U m w an d lu n g  eines W id e rs tan d es  in  einen a n d e re n  gleichw ertigen W id e rs tan d  
die B e rech n u n g  eines belieb ig  kom plizierten  S tro m k re ises  erm öglicht. D em gegen
ü b e r  h a t  jed o ch  die T a tsa c h e , d ass  au f dem  G eb ie t d e r  m agnetischen  B e rech n u n 
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gen die erw äh n te  M öglichkeit der U m w and lung  a u f  G rund der in te rn a tio n a l 
ü b lichen  B erechnungsm ethode n ich t v o rh an d en  w ar, diese ausser S tan d e  g ese tz t, 
noch  verw ickeltere  A ufgaben  zu lösen.

E ine  d e ra rtig e  A ufgabe is t zum  B eispiel : E rsa tz  von in  Reihe oder p a ra lle l 
g esch a lte ten  m agnetischen  K örpern  von versch iedener G esta lt du rch  einen 
einzigen , von m agnetischem  S ta n d p u n k t gleichw ertigen K örper ; w eiters der 
E rsa tz  von in  Serie gescha lte ten  N uten  d u rch  eine resu ltie rende N u t ; oder die 
B estim m ung  des E in flu sses der S ä ttigung  eines Polschuhes au f die V erte ilung  
d e r m agnetischen  In d u k tio n  ; die B erechnung  des infolge der S ä ttig u n g  e n t
s tehenden  Q uerflusses in  den N uten  ; B estim m u n g  der genauen G rösse oder 
des E n ts teh u n g so rte s  der zusätzlichen V erlu ste , usw .

E b en  desw egen hoffe ich , dass eine v o n  m ir  in  der Sow jetunion au sg earb e i
te te , nom ographische B erechnungsm ethode a u f  das In te resse  der m assgebenden  
F ach leu te  zählen  k an n .

Z uerst m öge der G rundgedanke des n eu en  V erfahrens e rö r te r t  w erden, 
sowie seine A nw endung zu r Lösung der e rw äh n ten  drei g rund legenden  A uf
gaben .

Die B reite  bx eines beliebigen Q u ersch n itts  des a u f der linken  Seite  von 
A bb . 2 darg este llten  K örpers k an n  o ffen b ar d u rch  die folgende F o rm el (4) 
au sg ed rü ck t w erden  :

(4)

wo 60 die B reite  des g rössten  Q uerschn itts  is t  u n d  f t 

D ah er is t la u t F o rm el (5)
n

eine F u n k tio n  von x.

(5)

W ie diese le tz te re  F orm el zeigt, h än g t die S p an n u n g  U  e inerseits vom  F luss Ф 
ah , andererse its von den A bm essungen u n d  d er geom etrischen G esta lt.
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N eh m en  w ir an , dass es gelingen w ürde , eine Schar von  K u rv e n , wie in  
A b b . 3 , zu  konstru ie ren , wo je d e  K u rv e  einem  K ö rp er von  an d ere r F o rm  u n d  
G e s ta lt  en tsp rech en  w ürde u n d  fü r  diesen K ö rp e r das V erhältn is  v o n  F lu ss  
(A bsz isse ) u n d  S pannung (O rd ina te ) d ars te llen  w ürde . D ann  k ö n n te n  w ir die 
e rw ä h n te n  drei G ru n d au fg ab en  d er m agn etisch en  B erechnung le ich t lösen . 
I n  d e r  T a t  k ö n n ten  w ir fü r e in en  gegebenen K ö rp e r, d. h . eine gegebene K u rv e , 
le ic h t z u  einem  gegebenen F lu ss  die en tsp rechende  S pannung  festste llen , w eiters  
eb en  so e in fach  zu einer gegebenen S pannung  die Grösse des F lusses. S ogar die 
d r i t te  A ufgabe , welche fü r d as  üb liche V erfah ren  un lösbar is t, k ö n n te n  w ir 
ebenso  le ic h t lösen, w äre doch zu e iner gegebenen O rd inate  u n d  A bszisse so fo rt

Abb. 3

die e n tsp re c h e n d e  K urve  zu f in d e n , d. h . die G esta lt und  D im ensionen des 
K ö rp e rs .

D ie  K o n stru k tio n  von  d e ra rtig e n  K u rv e n  w irft jedoch  die fo lgende 
F ra g e  a u f  : d am it n u r  eine S ch ar von  d e ra rtig e n  K u rv en  b en ö tig t w erde, d a r f  
d ie S p a n n u n g  U  ausser vom  F lusse  Ф n u r  noch  von  einem  einzigen W e rt 
ab h ä n g e n .

I n  d e r  W irklichkeit jed o ch , wie auch F o rm el (5) zeigt, h ä n g t der W e rt
' X  '

v o n  U  a u sse r  von Ф noch von  b0, l, h und  f x
h

ab , d. h . von v ier belieb igen

P a ra m e te rn .
D iese  Schw ierigkeit w ird d a d u rc h  behoben , dass der B egriff des » E in h e its 

k ö rp e rs«  e in g efü h rt w ird.
D ie  schon  erw ähn te  F o rm e l (5) fü r  den  W e rt von U  k an n  näm lich  w ie 

fo lg t au fgeschrieben  werden :

U

h

X

h
0

( 6 )
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wo B 0 der B etrag  d er In d u k tio n  im  grössten  Q u ersch n itt is t. D iese F orm el 
fü h r t  den  in  A bb. 2 links abgeb ildeten  K ö rp e r m it d er H öhe h, d e r grössten  
B reite  b0 und  dem  k le in s ten  Q uersch n itt ab0l, dessen  S p an n u n g  U  u n d  dessen 
F luss Ф is t, au f einen  ähn lichen  K ö rp er zu rück , der in  A bb . 2 rech ts  abgeb ildet 
is t  u n d  dessen H öhe, L änge und  grösste  B re ite  gleich 1 cm  is t, seine k leinste 
B reite  gleich a , sein  F luss gleich d e r In d u k tio n  B 0 im  grössten  Q u ersch n itt. 
D ie E in führung  des Begriffes »E in h e itsk ö rp er«  is t  m it den  fo lgenden grossen 
V orteilen  verbunden  : d e r graphische Z usam m enhang  zw ischen U  u n d  Ф m uss 
n ich t fü r den w irklichen K ö rp er gesucht w erden  (A bb. 3), wo h, b0 u n d  l erschei-

D ? ’25 2J Í.7 Ш  1,2 1=S>

n en  w ürde, sondern d er K ö rp er k a n n  du rch  den  en tsp rech en d en  E in h e itsk ö rp e r
U

e rse tz t w erden u n d  w ir e rh a lten  e in fach  den Z u sam m en h an g  zw ischen ----- u n d
h

B 0, als den  Z usam m enhang  zwischen den  O rd in a ten  u n d  A bszissen v o n  einigen 
K u rv en  (in Abb. 4 d arg este llte  K u rv en ). Die w ahre S p an n u n g  bekom m en w ir, 
w enn w ir die O rd ina te  eines P u n k tes  C d ieser K u rv en  m it h m u ltip liz ie ren  ; 
d e r w ahre F luss e rg ib t sich  durch  M ultip lik a tio n  d er A bszisse des P u n k te s  C 
m it b0l. W enn d ann  zu  jed e r K urve  eine an d ere  G esta lt des E in h e itskö rpers

X
g eh ö rt, d . h .  eine an d ere , b estim m te  F u n k tio n , so können  d a n n  auch  die

m agnetischen  V erhältn isse  der versch ieden  gefo rm ten  K ö rp er u n te r  B en ü tzu n g  
e in er einzigen d e ra rtig en  K u rv en sch ar b e s tim m t л ver d e n .

Es is t daher unsere  A ufgabe, e in  solches V erfahren  zu fin d en , w elches
X

e in fach  u n d  dabei genau  die F u n k tio n en
h

zu bestim m en  g e s ta tte t ,  d . h .

den  E in fluss der G esta lt des K örpers a u f  die m agnetischen  V erhältn isse .
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Z u r  V eranschau lichung  u n d  B estim m ung dieses Z usam m enhanges m öge 
e in  gew isser F ak to r e in g e fü h rt w erden . Die B estim m ung  dieses im  folgenden 
m it  о bezeichneten  F a k to rs  w erd en  w ir zu n äch st am  B eispiel des in  A bb 5. 
d a rg e s te llte n  keilförm igen E in h e itsk ö rp e rs  darlegen .

N eh m en  wir an , dass d ie  In d u k tio n  sich e n tla n g  der H öhe des K örpers 
g em äss d en  Abszissen d er K u rv e  1—2 —3 v e rte ilt , w elche m it grosser G enauig
k e it  a ls  P a rab e l zw eiter O rd n u n g  angenom m en w erden  k an n . D ie V erte ilung  
d e r  zugehörigen  F e ld stä rk e  ze ig t die K urve 1 '—3 ' d e r A bb. 6.

N u n m eh r stellen  w ir u n s  d ie  folgende A ufgabe : E rse tzen  w ir den  gegebenen 
E in h e itsk ö rp e r  durch  e inen  d e ra r tig e n  K örper von  an d erer G esta lt, in  w elchem  
die  In d u k tio n  vom k le in sten  W e rt B 0 angefangen n ic h t gem äss der abgeb ildeten  
K u rv e  1 —2 — 3 (Abb. 5) a n s te ig t, sondern  gem äss d er G eraden 1 — 4 bis zu einem

g -m a l grösseren W ert p B 0. D ab e i m uss jedoch  die Grösse von  q so b e s tim m t 
w e rd e n , dass die d u rch sch n ittlich e  F e ldstä rke  die frühere b le ib t, obw ohl sich 
se lb s tv e rs tän d lich  die F e ld s tä rk e  in  diesem F a ll in  anderer W eise, z. B . gem äss 
d e r  K u rv e  1 '—4 ' (A bb. 6) v e rte ilen  w ird. E ben  desw egen w erden w ir den neuen  
K ö rp e r  einen gleichw ertigen E in h e itsk ö rp e r nennen .

Im  ersten  A ugenblick  sc h e in t es, als ob es aussergew öhnlich  schw er w äre 
d ie  G erad e  1—4 zu f in d e n  u n d  den  W ert von  p zu berechnen . A usserdem  ist

v o n  v o rnhere in  k la r, dass b e i an d eren  W erten  von B0u n d  — - der W ert von q
h

n ic h t  m e h r genau gleich d em  frü h e ren  sein w ird . E s k an n  jedoch  gezeigt w erden , 
d a ss  d ie  gesuchte G erade 1—4 (A bb. 5) bei be lieb iger m agn etisch er B elastung  
im m e r  zw ischen zwei G renzlagen  liegt. D ie eine G renzlage is t  die g estrichelt 
g eze ich n e te  Linie 1—3, die an d e re  is t die G erade 1—5, welche die P a ra b e l 1—2 — 3 
im  P u n k t  m it der O rd in a te  1 /3 schneidet. A usserdem  k a n n  angenom m en w erden , 
d a s s  d ie  gesuchte G erade 1 —4 desto  näher zu r oberen G renze 1—3 lieg t, d. h . 
d a ss  d a s  V erhältn is des A b sc h n itte s  4 —5 zum  A b sch n itt 3 —5 desto  n ä h e r zu r 
E in h e i t  sein w ird, je  g rö sser die In d u k tio n  des k le in sten  Q u ersch n ittes  im  Ver-
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h ä ltn is  zu B 0 is t , m it anderen  W o rten , je  g rösser g is t. M an k a n n  annehm en , 
dass einem  m ittle ren  W ert von g e in  m ittle re r  W ert des genann ten  V erhältn isses 
en tsp rich t, näm lich  1/2. A u f G rund  d e ra rtig e r  E rw ägungen  e rh a lte n  w ir fü r g 
die folgende F orm el, m it deren H ilfe  g aus dem  b ek an n ten  V erh ä ltn is  a  der 
Q uerschn itte  le ich t b erechne t w erden k an n  :

£> =  1,8
1 +  7 a -  2 aa 

— 1 -f- 7,4 a -j- 4,4 a2 ( ? )

Ich  m öchte a u f die T a tsache  au fm erksam  m achen , dass m it d er E in fü h ru n g  
der Begriffe des gleichw ertigen E in h e itsk ö rp e rs  und  des den K ö rp er c h a ra k te 
risierenden  F ak to rs  g w ir bereits e inen  au ssero rden tlich  grossen S c h r it t  in  jener 
R ich tu n g  getan  h ab en , welche dazu  fü h r t ,  dass die B erechnungsverfah ren  fü r

m agnetische K reise sich in  Bezug a u f  E in fach h e it den B erechnungsverfahren  
der e lek trischen  S trom kreise  nähern .

W as näm lich  b is je tz t  in  so grossem  M asse die m agnetischen  B erechnungen  
erschw ert h a t ,  w ar die folgende T a tsach e  : bei der B erechnung d er e lek trisch en  
K reise k an n  der E in flu ss  der M asse u n d  der G esta lt des L eiters, w elche durch  
den B egriff des e lek trischen  W id erstan d s gekennzeichnet w ird , p ra k tis c h  als 
k o n s ta n t angenom m en w erden. D em gegenüber w ird  der E in fluss d e r Masse 
u n d  der G esta lt eines ferrom agnetischen  Feldes a u f  die m agnetischen  K en n 
grössen, w elcher du rch  den B egriff des m agnetischen  W iderstands gekennzeich
n e t w erden k an n , be i verschiedenen m agnetischen  B elastungen  v e rsch ied en  sein.

D a  es uns jedoch  gelungen is t ,  den  E in h e itsk ö rp e r durch  einen  anderen  
gleichw ertigen E in h e itsk ö rp e r zu erse tzen , in  w elchem  alles, w as sich  a u f  die 
geom etrische G esta lt des K örpers bez ieh t, du rch  den F a k to r  g gekennzeichnet 
is t ,  wobei — dies w ünsche ich nochm als zu b e to n en  — g n ich t von  d e r  m agne
tischen  B elastung  a b h än g t, können  w ir den b ish e r n u r  in  vollkom m en a b s tra k te r  
F orm  bestehenden  B egriff des m agnetischen  W id ers tan d s  k o n k re tis ie ren , v e r
m itte ls  d er du rch  ein  en tsp rechendes g gekennzeichneten  K u rv e , a u f  w elcher 
fü r  jed en  beliebigen W ert von U  oder Ф so fo rt d er W ert des m agnetischen

W iderstandes
U
Ф

gefunden w erden kan n .

12 Arta Technira XIX/1—2
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B is je tz t  haben w ir m it H ilfe  der K u rv en  n u r  die m agnetischen V e rh ä lt
n isse  v o n  keilförm igen K ö rp e rn  ch arak te ris iert.

A u f  ähnliche W eise k a n n  d er die geom etrische G esta lt ch a rak te ris ieren d e  
F a k to r  Q fü r den K örper m it konvexer pa rab o lisch er M antelfläche nach  A bh. 7, 
o d e r d en  K örper m it k o n k a v e r parabolischer M an te lfläche  nach  A bb. 8 gefunden  
w e rd e n , ferner für solche F o rm en , welche v o n  K reisbögen begrenzt w erden 
(A b b . 9), wie z. B. halbgesch lossene N uten , oder in  E isen  vorgesehene L ü ftu n g s
k a n ä le , w eiters fü r solche K ö rp e r , welche au f der e in en  Seite von einer konvexen , 
a u f  d e r  anderen  Seite v o n  e in e r  konkaven  F läche b eg ren z t w erden (A bb. 10), usw .

A u f  diese W eise g e lin g t es, ferrom agnetische E in h e itsk ö rp e r von der 
v e rsch ied en sten  G esta lt d u rc h  einen einzigen, le ic h t berechenbaren  F a k to r  q 
zu  ch arak te ris ieren . W ir h a b e n  also erre ich t, d ass  w ir den Z usam m enhang  
zw isch en  der geom etrischen F orm  und den m agn etisch en  E igenschaften  v e r

m itte ls  einer einzigen K u rv e n sc h a r  lau t A bb. 4 ch a rak te ris ieren  k ö n n en , w o
U

die  A bszisse  die k leinste  In d u k tio n  J30ist, d ie O rd in a te  die m ittle re  F e ld s träk e
h

u n d  w o jede K urve e in em  b es tim m ten  W ert q e n tsp r ic h t. Es m öge nochm als 
d ie  T a tsa c h e  b e to n t w erd en , dass m it H ilfe d ieser K u rv en sch ar n ic h t n u r  fü r

geg eb en e  W erte von о  u n d  B 0 d e r W ert von —  b e s tim m t w erden k a n n , oder zu
h

gegebenem  о  und d er W e r t  von B 0, sondern  dass genau so einfach  zu gege- 
h

b e n e m  B n und  ̂ der e n tsp rech en d e  W ert von  p gefunden  w erden k a n n . D as
h

b e d e u te t  n icht n u r, d ass  w ir die a u f  die B estim m u n g  der geom etrischen  F o rm  
b ezü g lich e  d ritte  g ru n d leg en d e  Aufgabe gelöst h ab en , sondern  auch , dass 
irg e n d e in  resu ltierender W e rt von q n ich t n u r  fü r  eine bestim m te  F o rm  G eltung  
h a t ,  sondern  für viele versch ied en e  Form en u n d  d a h e r  viele verschiedene V a ria n 
te n  d e r Lösung g ib t.

G ehen wir je tz t  zu r L ösung  von noch k o m p liz ie rte ren  A ufgaben  über. 
B eg in n en  w ir m it dem  P ro b lem  der in R eihe g esch a lte ten  m agnetischen  W ider
s tä n d e .
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A uf tlem G ebiet d er e lek trischen  S trom kreise  gilt der E rsa tz  von  beliebig 
vielen  in  Reihe geschalte ten  W id erstän d en  durch  einen einzigen gleichw ertigen 
W id e rs tan d  als e lem en tare  A ufgabe.

A u f dem  G ebiet der m agn etisch en  B erechnungen begegnen  w ir in  der 
P rax is  ebenfalls aussero rden tlich  o ft solchen Fällen , wo E isen k ö rp e r in  Bezug 
a u f  den  m agnetischen F luss in  R eihe g escha lte t sind.

Z. B. können  die in  A bb. 11, 12 u n d  13 d arg este llten , in  e lek trischen  
M aschinen oft als Z ähne vo rkom m enden  ferrom agnetischen  K ö rp e r als aus 
versch iedenen  in  R eihe geschalte ten  E isen k ö rp ern  zusam m engese tz t b e tra c h te t 
w erden . Ä hnlich is t die Sachlage bei dem  in  A bb. 14 d a rg es te llten  Polschuh . 
N ich tsdestow eniger Avar d ie, der ü b lich en  elek trischen  B erechnungsaufgabe 
en tsp rech en d e, m agnetische B erechnungsaufgabe b isher n ic h t lö sb a r und  so 
k o m p liz ie rt, dass bis je tz t  noch n iem an d  diese Aufgabe auch n u r  fo rm u lie rt h a t.

Ich  denke h ier an  die folgende A ufgabe :
E rsa tz  von in R eihe geschalte ten  ferrom agnetischen  K ö rp e rn  von  b estim m 

te r  F o rm  und  Grösse, du rch  einen einzigen  K örper von d e ra r tig e r  F o rm  und  
G rösse, in welchem n ich t n u r  ein e inziger gleichw ertige F luss Ф , sondern  jeder 
belieb ige durch diesen resu ltie renden  K ö rp e r fliessende F luss Ф e ine ebensolche 
S p an n u n g  U  h e rv o rru ft wie in den säm tlich en  in Reihe g esch a lte ten  K örpern  
zusam m engenom m en.
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I n  diesem  Z u sam m en h an g  m uss einem  ev en tu e ll m öglichen M issverständ
n is  v o rg eb eu g t w erden. J e m a n d  kö n n te  sagen : die e rw ä h n te  A ufgabe is t doch 
lä n g s t  b e k a n n t, als die A n w en d u n g  des O hm schen G esetzes au f m agnetische 
K re is e  in  Form  einer e in fa c h e n  G leichung, w onach

is t .
£  Rm — ^m r« (8)

Dieoe Gleichung ze ig t in  d e r  T a t, dass m a n  s ich  e in n en  solchen resu ltie 
re n d e n  m agnetischen W id e rs ta n d  denken k a n n  — ich  betone , denken  k an n  
— w elcher m it der S u m m e von verschiedenen gegebenen W iderständen  
g le ich w ertig  is t. Von Ü bel i s t  b loss, dass die k lassische  T heorie nie gezeigt h a t ,  
w ie  d ie se r fik tive W id e rs ta n d  zu  finden  is t, u n d  sich  auch  nie die A ufgabe 
g e s te l l t  h a t ,  welche G e s ta lt u n d  A bm essungen d ieser W id e rs tan d  anzunehm en  
h a t  u n d  — was das w ic h tig s te  i s t  — ob ü b e rh a u p t e ine solche Form  u n d  solche 
A b m essu n g en  ex istieren , fü r  w elche die erw ähn te  G le ichw ertigkeit fü r ein belie
b ig e s  U  u n d  ein beliebiges Ф  b e s te h t.

M it Hilfe der e rw ä h n te n  K urvenschar k a n n  dieses Problem  schnell u n d  
g e n a u  gelöst w erden.

S te llen  w ir uns zwei K ö rp e r  von  versch iedener G e s ta lt u n d  m it den H öhen  
h j  u n d  h rl vor. A uf G ru n d  d e r  o ben  erw ähn ten  F o rm eln  k ö n n en  die en tsp rech en 
d e n  W e rte  von qj u n d  g и  b e re c h n e t w erden. D ie en tsp rech en d en  linearen  V er
te i lu n g e n  der In d u k tio n  ze ig en  die G eraden 1—2 u n d  3 —4 in  A bb. 15.

E s  k an n  bew iesen w e rd e n , dass die G eraden  1—2 u n d  3—4 du rch  die 
G e ra d e  5 —6 erse tz t w e rd en  k ö n n en , d. h. die zw ei e rw ä h n te n  K örper können  
d u rc h  einen  einzigen re su ltie re n d e n  K örper von  d er re su ltie ren d en  H öhe hr s =  
=  h ,  +  h u  erse tz t w erden , in  w elchem  die In d u k tio n  gem äss der G eraden 5 —6 
v o m  W e rt B or s bis zum  W e r t  c r s, B or s a n s te ig t d e ra r t ,  dass der zum  neuen  
K ö rp e r  gehörige W ert v o n  U  g leich is t der Sum m e d e r zu den  beiden K ö rp ern  
g e h ö rig e n  W erte U.

D ie erw ähnten W e rte  pr£S u n d  B 0res k ö n n en  in  fo lgender W eise einfach  
b e s t im m t werden :

F ü r  einen b e s tim m te n  F lu ss  w ird der im  e rs te n  K ö rp er hervorgerufene 
W e r t  -B0/ berechnet (A bb. 16) u n d  au f der en tsp rech en d en  K urve Qi w ird  d er

e n tsp re c h e n d e  W ert von  b es tim m t. In  ähn licher W eise w ird  au f G rund  des 

im  zw eiten  K örper h e rv o r g e ru fen en  W ertes _B0// u n d  d e r en tsp rechenden  K u rv e  

Qu  d e r  W ert ’ b e rech n e t. H ie rau s  w ird die m ittle re  F e ld s tä rk e  ^ ^ b e r e c h n e t .hjj /ires
D ie se r  W ert, als O rd in a te , b e s tim m t au f versch iedenen  m öglichen K u rv en  fü r 
Q v ersch iedene W erte v o n  ß llres ; dieser W ert e rg ib t d a h e r  n ich t n u r  die L ösung 
d es  P rob lem s, sondern  u n e n d lic h  viele m ögliche L ösungen , u n te r  denen n ach  
B e lie b e n  gewählt w erden k a n n .
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Es is t k la r, dass dieses V erfah ren  im  w esen tlichen  im m er gleich  b le ib t ,  
w ieviel W iderstände auch im m er in  R eihe  gesch a lte t s in d  und  durch e in en  e in z i
gen  K örper e rse tz t w erden m üssen. A u f diese W eise k an n  daher au ch  in  den  
B ildern  11, 12, 13 u n d  14 d a rg es te llten ' F ä llen  das Problem  d e r  B e re c h 
n u n g  der m agnetischen  V erhältn isse  in  e infacher W eise gelöst w erden .

In  den b ish e r  u n te rsu ch ten  F ä llen  k ö n n en  die klassischen V erfah ren  
— wie w ir gesehen h ab en  — n ich t d ie  schw ierigen P rob lem e bew ältigen , w elchen

Abb. 16

w ir begegnen, obw ohl w ir der E in fach h e it h a lb e r angenom m en h ab en , d a ss  die 
G rösse des F lusses Ф in  jedem  belieb igen  Q u ersch n itt des E isenkörpers gleich  
is t ,  was norm aler W eise n ich t der F a ll  is t. E ben  desw egen stehen  die k lassisch en  
M ethoden vor noch  viel grösseren S chw ierigkeiten , w enn auch die T a tsa c h e  
berü ck sich tig t w erden  soll, dass e in  gewisser T eil des Flusses einen m it dem  
E isen  parallel geschalte ten  n ich t fe rrom agnetischen  R au m  durch fliess t. H ie r 
t r i t t  die Schw ierigkeit auf, dass die g enaue V erte ilung  der beiden F lüsse, n äm lich  
d as  V erhältn is des Zahnflusses Ф2Х zu m  N utenfluss Фпх in  der Höhe x  im  v o rn 
h in e in  n ich t b e k a n n t is t.

D as einfachste  B eispiel fü r so einen  F a ll, w enn  von einem  ke ilfö rm igen  
Z ah n  und  einer paralle lw andigen  N u t  die Rede is t , zeig t Abb. 17.
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D ie in Abb. 17 c largeste llte  V erteilung d e r  In d u k tio n  kann  durch  eine solche 
g le ichw ertige , in  Abb .  18 dargestellte  V e rte ilu n g  e rse tz t w erden, be i w elcher

d ie  In d u k tio n  überall g le ich  is t ,  näm lich von  d e r G rösse 0,4л; —  . Die B edingung
h

fü r  d ie  G leichw ertigkeit i s t  n u r , dass die w ahre  B re ite  b der N u t m it e inem  F ak to r 
£ m u ltip liz ie r t w erden m u ss . D ieser F a k to r i s t  e ine  F u n k tion  des schon öfters 
e rw ä h n te n  F ak to rs g, w elche Z ahlentafel I I  ze ig t. D araus folgt, dass die zusant-

Tafel II

Q î

l 1

1,2 1,15

1,4 1,45

1,6 2

1,8 2,6

2 3,2

2,2 3,8

2,4 4,45

2,6 5,2

m en g efasste  m agnetische  W irkung  der N u t u n d  des Zahns a u f  die in  A bb. 4 
d a rg e s te llte  W eise folgen derm assen  b e rü ck sich tig t w erden k a n n : W ir bestim m en 
d ie  zu m  F a k to ra  gehörige K u rv e  f ,e s  sei dies z. B . die K urve OC, u n d  bestim m en 
d e n  W e rt von £ w elcher g en tsp rich t. Das V e rh ä ltn is  der N u tenb re ite  zu r grössten 
Z a h n b re ite  m ultip liz ieren  w ir m it dem F a k to r  £, und  aus der in  Abb. 4 durch 
d e n  U rsp rung  des K o o rd in a ten sy stem s gehenden  G eradenschar w äh len  w ir jene 
a u s , deren  Tangens d iesem  A usdruck e n ts p r ic h t, z. B. die G erade OD. D ann

e rh a lte n  wir zu jed em  belieb igen  gegebenen W e rt als O rd in a te , sofort den
h

Z ah n flu ss , den N u ten flu ss  u n d  den der Z a h n te ilu n g  en tsp rechenden  G esam t
f lu s s , als den A b sch n itten  CL, L M  und  M C  p rop o rtio n a le  W erte . U m gekehrt, 
w en n  der G esam tfluss, d . h . die Grösse der S treck e  M C  gegeben is t , bekom m en

w ir so fo rt den W ert a ls die O rdinate des P u n k te s  C. 
h

W enn es sich u m  e ine  N u t von a n d e re r  G esta lt han d e lt, so gehen w ir in 
g le ich e r W eise vor, d . h . w ir  ersetzen sie d u rc h  eine solche paralle lw and ige  N ut, 
d e re n  A bm essungen d ie jen ig en  der gegebenen N u t d o rt am  b es ten  annähern , 
w o d ie  m agnetische B e la s tu n g  am grössten  is t .

A u f G rund der b ish e rig en  Ergebnisse k ö n n en  w ir die au ftau ch en d en  ver
w ick e lten  Problem e au c h  in  dem  —■ in A bb. 19 dargeste llten  — F a ll lösen, wo
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die  M aschine n ich t n u r  eine Schicht Z a h n n u te n  h a t, sondern zwei so lche Schichten 
a u f  jed e r Seite des L uftspaltes, wie z. B . kom pensierte  G leichstrom - oder W ech
se lstrom -K om m uta to rm oto ren , A synchronm asch inen , m it D äm pferw indungen  
versehene Synchronm aschinen, usw .

W enn in  so einem  Fall das e ine , aus Z ahn  und  N ut b e s te h e n d e  Gebiet 
m it dem  zw eiten aus Z ahn  und N u t b e s teh en d en  Gebiet in  R eihe  g esch a lte t ist, 
so können  die zwei Zähne a u f G ru n d  d e r im  Y orausgehenden en tw ickelten  
M ethode durch  einen einzigen Z ahn  e rse tz t w erden. In  analoger W eise können

w ir die beiden N u ten  durch  eine N u t e rse tzen  und im  w eiteren  g ehen  w ir so 
vor, als ob w ir n u r  m it einer Z ah n -N u ten -S ch ich t zu tu n  h ä tte n .

Noch grössere Schw ierigkeiten v e ru rsa c h t es vom S ta n d p u n k t d er k lassi
schen  T heorie, w enn der n ich t fe rrom agnetische  R aum  n ic h t n u r  parallel, 
sondern  — in G esta lt eines L u ftsp a lte s  — auch  in Reihe g e sc h a lte t is t, wie 
dies A bb. 20 zeig t. B isher haben w ir v o rau sg ese tz t, dass wir e n tw e d e r  den  Fluss 
Ф oder die S pannung  U  im  vo rh in e in  k en n en . Im  Falle des in  R e ih e  geschal
te te n  L u ftsp a ltes  w issen wir im  a llgem einen  jedoch  n ich t im  v o ra u s , wie sich 
die S pannung d er ganzen ak tiven  S ch ich te  a u f  den L u ftsp a lt u n d  den  Zahn 
v e rte ilt  ; wenn ausserdem  der L u ftsp a lt n ic h t gleichförmig is t ,  so w issen wir 
im  vorh inein  auch  das n ich t, wie sich  d e r G esam tfluss der M asch ine  a u f die 
einzelnen Z ähne v e rte ilt.

D er k lassischen  Theorie v e ru rsa c h t d e r erw ähn te  Fall b eso n d ers  grosse 
Schw ierigkeiten  d an n , wenn auch d ie  m agnetisie rende  W irkung je n e r  E rregungen
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in  B e tr a c h t  gezogen w erd en  m u ss , welche u n te r  B e la s tu n g  in  den N u ten  e n t 
s te h e n .

D iese Aufgaben lö s t d ie  nom ographische M ethode in  sehr einfacher W eise. 
N e h m e n  w ir an, dass d ie  m a g n e tisch e  Spannung U0 zw ischen den P u n k te n  A  
u n d  В  (A bb . 21) gegeben i s t ,  u n d  zw ar bereits m it B erücksich tigung  der an  d er 
g eg eb en en  Stelle w irkenden  A nkerrückw irkung . B e s tim m e n  wir la u t A b b . 4 
d ie  d e m  F a k to r q e n tsp re c h e n d e  K urve, z. B . d ie  K u rv e  OC. B erechnen w ir 
w e ite rs  d en  F ak to r £ u n d  b e s tim m e n  wir die zu  d e r  gegebenen N utengrösse 
g eh ö rig e  Gerade OM . S u c h e n  w ir  au f le tz te re r je n e n  P u n k t D  auf, w elcher

z u r  O rd in a te  h a t. B e re c h n e n  w ir weiters die A bsz isse  O F  so, dass sie zu r 
h

G rösse  des effektiven L u f ts p a l te s  um gekehrt p ro p o r tio n a l is t. Die G erade D F ,

w elch e  d ie  P unk te  D  u n d  F  v e rb in d e t, schneidet d ie  K u rv e  о in  jenem  P u n k t  C,

d e sse n  O rdinate  die m itt le re  Z a h n f e l d s t ä r k e d a r s t e l l t .  Die A bschnitte  M L ,
h

L C  u n d  M C  ergeben w e ite rs  d e n  N utenfluss, d en  Z ah n flu ss  und  den ganzen  
Z ah n -N u ten -F lu ss . U m g e k e h rt, w enn w ir eine M asch ine  konstru ieren  u n d  
w ü n sc h e n , an  einer g eg eb en en  Stelle eine b e s tim m te  L u ftsp a ltin d u k tio n  zu 
e rh a l te n , d . h. einen gew issen  w e rt MC, so b e s tim m e n  w ir m it Bezug a u f  die 
zu  u n te rsu ch en d e  Stelle d es  L u ftsp a lts  den P u n k t C  a u f  der K urve q d e ra r t ,  
d a ss  w ir  den gew ünschten  W e r t  von M C  e rh a lte n . D ie Gerade DC sch n e id e t 
d ie  A bszissenachse im  P u n k te  F .  D ie Abszisse dieses P u n k te s  bestim m t diejen ige 
G rösse  des Luftspalts a n  d e r  gew ünschten  S telle, w elche  notw endig  is t, u m  d er 
L u ftsp a ltin d u k tio n  den  g e w ü n sc h te n  W ert zu r e rte ile n .

W ie  w ir sehen, is t  es v o m  S tan d p u n k t d e r A n w endung  des neuen  V er
fa h re n s  vollkom m en g le ic h g ü ltig , ob der L u f ts p a lt  gleichförm ig oder n ic h t 
g le ich fö rm ig  is t, w eiters a u c h , ob die M aschine b e la s te t  oder u n b e la s te t is t . 
W e n n  d e r  L uftspalt n ic h t g leichförm ig  ist, so b e d e u te t  dies bloss, dass zu  v e r
sch ied en en  Punk ten  des L u f ts p a lts  P unk te  F  m it  verschiedenen A bszissen  
g e h ö re n . D er E influss d e r  ev en tu e llen  B elastung  d e r  M aschine au f die B erech 
n u n g  äu sse rt sich n u r  d a r in ,  dass zu versch iedenen  P u n k te n  des L u ftsp a lts
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jew eils e in  P u n k t m it e iner an d eren  O rd in a te  D  gehört. In  beiden  F ä llen  w ird  
die L age der G eraden  D F  fü r  versch iedene S tellen  des L u ftsp a lts  eine an d ere  
se in , die E in fachhe it des nom ograph ischen  V erfahrens b le ib t jed o ch  im m er 
d ieselbe.

Beispiele fü r  die m it d iesem  V erfah ren  erzielten  p rak tisch en  E rgebn isse  
s ind  die folgenden :

K u rv e  I I I  in A bb . 22 zeig t die V erteilung  der L u ftsp a ltin d u k tio n  in  
einem  G leichstrom -Z ugm otor T ype D PE -340 e iner sow jetischen E lek tro lo k o m o 
tiv e , beim  S tu n denstrom . K urve  I  zeig t, wie sich  die L u ftsp a ltin d u k tio n  u n te r  
den g leichen B etrieb sv erh ä ltn issen  v e rte ilen  w ürde, w enn sich die P olschuhe 
n ich t sä ttig e n  w ürden . M an s ieh t, dass a u f  d e r einen Seite — wo die A n k er
rü ck w irk u n g  die S ä ttig u n g  des Polschuhes v erg rössert — der U ntersch ied  ziem 
lich gross is t, w ährend  er a u f der anderen  Seite ziem lich klein is t. K u rv e  I I  
zeig t eine viel gleichm ässigere In d u k tio n sv erte ilu n g , welche vom  G esich tsp u n k t
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d er G rösse der zusä tz lichen  V erluste  v ie l gü n stig er is t. Jene  L u ftsp a ltfo rm , w elche 
zu r E rz ie lu n g  der abgeh ilde ten  In d u k tio n sv e rte ilu n g  no tw endig  is t, w urde 
n o m o graph isch  b es tim m t.

A b b . 23 zeigt die V erte ilungskurven  d er m agnetischen  Z ahnspannungen  
U  u n d  d e r L u ftsp a ltin d u k tio n  B ô eines G leichstrom -Z ugm otors T ype D K  103 А 
eines sow jetischen  T riebw agens, w elche K u rv en  V. A. S c h i l o w s k i  [3] in  sei
n e r in  M oskau ersch ienenen  K a n d id a te n d isse rta tio n  u n te r  B enü tzu n g  der nom o- 
g rap h isch en  M ethode bestim m t hat .  Die g estrichelte  K urve fü r B (i zeigt die 
w irk liche V erteilung von  B ö und  die ausgezogene jene V erteilung , welche 
z u s ta n d e  kom m en w ü rd e , w enn der Po lschuh  n ich t g e sä ttig t w äre. Die beiden  
a n d e ren  K u rv en  ste llen  die en tlan g  d er Z ähne des R o to rs en ts teh en d en  m ag n e

tisch en  S pannungen  U  d a r, u n d  zw ar einm al m it E in fluss der S ä ttig u n g  des 
P o lschuhs und  einm al ohne diesen E influss.

D ie nom ograph isch  erha ltene  A bb. 24 zeig t, wie sich en tlan g  des K o m m u 
ta tors  des le tz tg en an n ten  M otors die zw ischen b en ach b a rten  Segm enten e n t
s teh en d en  Spannungen  verte ilen .

D a die A nw endung des nom ographischen  V erfahrens die F ests te llu n g  der 
g en au en  V erteilung  d er In d u k tio n  erm ög lich t, können  wir n ich t n u r die genaue 
G rösse der E isenverlu ste  berechnen , sondern  auch ihre w ahrscheinliche V erte i
lung , wo ihr M axim um  is t und  wovon die M öglichkeit ih re r V erringerung  
a b h ä n g t.

Es is t oft zw eckm ässig, die nom ograph ische  M ethode m it analy tischen  
M ethoden  zu kom bin ieren . E in  B eispiel fü r  die A nw endung der so z u s tan d e 
kom m enden , von m ir nom ograp h isch -an a ly tisch  genann ten  M ethode is t das 
P ro b lem  der B erechnung des durch  die S ä ttig u n g  hervorgerufenen  N u te n q u e r
flu sses. D as W esentliche dieses P roblem s ze ig t A bb. 25 fü r den F a ll des L eer
lau fs. W enn  die S pannung  U  des u n te r  dem  rech ten  Polschuh liegenden Zahnes I  
g rösser is t als die S pannung  des Zahnes I I , so e n ts te h t ein Z ahnquerfluss zwi-
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sehen  den beiden  Z ähnen . D ieser F luss h ö rt auf, wenn die be iden  Zähne un te r 
die M itte  des P o lschuhes gelangen u n d  w echselt seine R ich tu n g  u n te r  dem  linken 
P o lschuh . D er aussero rd en tlich  schnelle W echsel der e rw ä h n te n  Zahnflüsse 
v e ru rsach t m an ch m al in  den L eitern  grosse W irb e ls tro m v erlu ste . E ben des
w egen suchen b e k a n n te  W issenschaftler, wie z. B . O l l e n d o r f f  in  seinem 
B uch »P o ten tia lfe ld e r der E lek tro tech n ik «  [4] oder D r e y f u s s  in  einer 1917 
im  A rchiv  für E le k tro te c h n ik  ersch ienenen  60-seitigen A rb e it [5 ] u n d  einer 1918 
in derselben Z e itsch rift erschienenen 32-seitigen A rbeit [6] schon se it langem  die 
L ösung dieses P ro b lem s, es gelang jedoch  n ich t, dieselbe zu  f in d e n . D r e y f u s s  

b em erk t am  E n d e  seiner e rw äh n ten  zw eiten A rbeit [6 ] se lb st :
»W eder T heorie  noch E x p erim en t verm ochten  b ish e r ü b e r  diese v er

w ickelten  V erhältn isse  K la rh e it zu v e rb re iten  . . . D enn be i B e las tu n g  verzerrt 
die A nkerrückw irkung  das L u ftsp a ltfe ld  . . . Die V erhä ltn isse  liegen som it in

je d e r  Beziehung n eu a rtig  u n d  es w äre eine verd ienstvolle A rbeit . . . dem 
G eheim nis der zusä tz lichen  B elastungsverlu ste  au f die S pur zu  kom m en.«

W enn wir die F rag e  ste llen , was a u f  G rund der b ish e r dargeleg ten  Aus
füh ru n g en  der k lassischen  Theorie solche Schw ierigkeiten b e re ite t h a t ,  so können 
w ir zwei G ründe an fü h ren . D er eine is t, dass — wie w ir gesehen haben  — es 
bis je tz t  fas t unm öglich  w ar, die zu versch iedenen  Z ähnen  gehörigen W erte 
von U  zu bestim m en. D azu jedoch , um  die Grösse des N utenflusses zu kennen, 
w elcher der D ifferenz der Spannungen  U  fü r  zwei Zähne e n tsp r ic h t, m üsste  m an 
die W erte  U  se lbst noch  genauer kennen . A ber zu dieser a llgem einen  U nzuläng
lichkeit der klassischen Theorie kom m t im gegebenen k o n k re ten  F a ll noch die 
folgende viel grössere Schw ierigkeit : N ehm en w ir an , dass w ir d ie  W erte  von 
U  fü r  die einzelnen Z ähne bere its kennen  (A bb. 26). W enn n u n  die Differenz 
zw ischen den W erten  von  U  des I I .  u n d  des I I I .  Zahnes k le in e r is t  als die D if
ferenz d er zu den Z äh n en  I  und  I I  gehörigen Spannungen , d . h . w enn  der von 
Z ahn  I I I  zu Zahn I I  gerich te te  N u tenquerflu ss Фчц }ш  k le iner is t  als der von 
Z ahn  I I  zu Z ahn I  gerich te te  N u ten q u erflu ss , // so sch liesst sich  die D if
ferenz Д Ф ц  zw ischen den beiden F lüssen — wie w ir sehen — ü b e r den  am  m ei
sten  g esä ttig ten  Teil des Zahnes I I .  Dies b ed eu te t aber, dass d er von  uns bereits 
als b e k a n n t angesehene W ert U  fü r den zw eiten Z ahn sich u m  e inen  uns noch 
u n b ek an n ten  B e trag  Л U  ändern  w ird. D asselbe bezieh t sich a u f  die säm t-
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lichen  Z ä h n e , weil übera ll d er b e tre ffen d e  W ert U  sich  u m  einen W ert A U  
von  u n b e k a n n te r  Grösse v e rg rö sse rn  oder verk le inern  w ird . N achdem  jedoch  
die N u ten flü sse  der D ifferenz d e r  S pan n u n g en  U  d e r b e n a c h b a r te n  Z ähne p ro 
p o r tio n a l s in d , w ird die G rösse d e r  N utenflüsse u n te r  d e r E inw irkung  d er 
W erte  A  U  in  u n b ek an n te r R ic h tu n g  u n d  in  u n b e k a n n te m  A usm ass sich v e r
ä n d e rn . D iese r E ffekt m uss je d o c h  in  verw ickelter W eise a u f  die W erte  von  
A U  zu rü ck w irk en , sind  doch d ie  Z ahnflüsse welche die D ifferenz der N u te n 
flüsse  b i ld e n  u n d  die W erte  A U  h e rv o rru fen , n ich t m eh r die a lte n . . .

D ie  beschriebene nom ograp h isch -an a ly tisch e  M ethode lö s t dieses P rob lem  
in  e in fa c h e r  W eise. M an k a n n  ze ig en , dass die Grösse des N utenquerflu sses zw i
schen  Z a h n  I  und  I I ,  0 qi и ,  s ic h  aus der folgenden F o rm el e rg ib t :

< V / /  =  C [ (U , ± A U , ) ~  (U u  ±  A U ,,) }  (9)

wo C  fü r  eine bestim m te Z a h n fo rm  k o n stan t is t. D a ra u s  fo lg t, dass der den  
Z ahn  I I  durchdringende F lu x  А Ф п  m it Hilfe der fo lgenden  G leichungen berech 
n e t w e rd en  k an n  :

АФ И = C { [ ( U ,  ± A U , ) ~  (U „  ±  A U n )\ -  

-  [(U „  ±  A U , , )  -  (U n i  ±  A U n ,)]}
(10)

A ndererse its  ru ft der F lu x  А Ф п , welcher die g rö sste  In d u k tio n  des Zahnes 
v e rg rö sse r t, die kleinste In d u k tio n  jedoch  n ich t b e e in flu ss t, dieselbe W irkung  
h e rv o r, w ie w enn der zum  Z ah n  gehörige W ert о sich u m  einen  W ert А о g eän d ert 
h ä t te ,  w obei А Оц p ro p o rtio n a l zu А Фп  is t, d. h . w ir e rh a lte n  die folgende 
F o rm e l :

A Q11 — U  АФ и ( И )

Sch liesslich  k an n  m an die zu fo lge  von А о a u ftre te n d e  S pannungsdifferenz 
A U  d u rc h  die folgende F o rm el au sd rü ck en  :

A U

W en n  w ir

C 'C
d U

dg

d U
— Ag (12)
d g

(13)

sc h re ib e n , so bekom m en w ir d ie  G leichung

A Un  — М ц  [(С7/ — 2 U n  +  U n i)  i  (AU  i — 2 A U  ц  +  A U /n )]  (14)

d en  W e r t  von  U  können  w ir — w ie b ek an n t — a u f  nom ograph ischem  W ege

in  e in fach erW eise  bestim m en . D e n  W ert von ——  fin d e n  w ir auch  nom ographisch ,
dg
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w enn w ir in  der N ähe des P u n k tes  C d ie G rösse der V eränderung  v o n  U  bestim " 
m en, w elche eine gewisse V eränderung  q h e rv o rru ft.

W ir e rh a lte n  also eine G leichung, in  w elcher der W ert v o n  M  u n d  die 
W erte  v o n  U  b e k a n n t sind  u n d  drei W erte  A U  u n b ek an n t sind . W en n  w ir für 
jeden  fo lgenden  Z ahn  die ähnliche G leichung aufstellen  und  in  B e tra c h t  ziehen, 
dass in  d e r K om m utationszone U  u n d  A U  g leich  N ull sind, so b ekom m en  wir 
so v iele G leichungen, als U nbekann te .

A u f diese W eise können  w ir d ah e r die säm tlichen  W erte A U  in  e infacher 
W eise b erech n en , u n d  schliesslich auch  die gesuchten  W erte  d e r N u te n q u e r
flüsse Фд.

M it H ilfe  der beschriebenen  nom ograph isch-analy tischen  M ethode  w urde 
die V erte ilu n g  d er in  den  N u ten  des sow jetischen  Zugm otors T y p e  D M P 151 
en ts teh en d en  N u tenquerflü sse  en tlan g  des U m fanges festgestellt, w ie dies A bb. 
27a zeig t. Als O rd ina te  is t die m ittle re  In d u k tio n  der e rw ähn ten  N u ten flü sse  
B qm au fg e trag en .

D ie B erechnung  bezieh t sich n ich t a u f  d en  L eerlauf, sondern  a u f  d en  F all 
der B e las tu n g , also a u f  jen en  F a ll w elcher la u t  D r e y f u s s  [ 6 ]  fü r  d ie  k lassi
schen M ethoden  un lösbare  Schw ierigkeiten b e d e u te t. A uf umso grösseres I n te r 
esse d a r f  d ah e r w ohl die in  A bb. 27b d a rg es te llte  ta tsäch liche V erte ilu n g  rech 
nen, w elche m itte ls  in  die N u ten  eingeleg ter schleifenförm iger L e ite r  gem essen 
w urde. W ie m an  s ieh t, sind  die beiden  K u rv e n  im  w ésentlichen g leich . D a die 
e rw äh n ten  N u ten flü sse  a u f eine eventuelle  V eränderung  der Z ah n sp an n u n g en  
in  au ssero rd en tlich  em pfind licher W eise reag ie ren , is t die im  gegebenen  Fall 
e rh a lten e  Ü b ere instim m ung  offensichtlich  d e r b e s te  Beweis fü r die vo llkom m en 
h in re ichende G enauigkeit der neuen  M ethode.
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ZUSAM M ENFASSUNG

D ie  zu r B erechnung von  s ta rk  g e s tä ttig ten , v e rw ick e lte n  m agnetischen K re isen  b ish e r 
b e n ü tz te n  »klassischen« V erfah ren  erm ög lich ten  im  w esen tlich en  bloss die Lösung e in e r g ru n d 
leg en d en  A u fgabe  : B estim m ung d e r  V erteilung  der m ag n e tisch en  P o ten tia le , wenn die geom e
tr isch e  K o n fig u ra tio n  und die V e rte ilu n g  der In d u k tio n  geg eb en  sind. Der V erfasser b e sc h re ib t 
eine v o n  ih m  »nom ographisch« g e n a n n te  neue M ethode, m it  de ren  Hilfe auch zwei and ere  
g ru n d le g e n d e  Problem e gelöst w e rd en  können.

D a s  e ine  solche P rob lem  is t  d ie  B estim m ung je n e r  InduktionsV erte ilung , w elche bei 
g eg eb en er geom etrischer K o n fig u ra tio n  eine gew ünschte P o te n tia lv e r te ilu n g  sichert. D as an d ere  
P ro b le m , w elches wegen se iner K o m p liz ie rth e it bis j e tz t  n ic h t  einm al fo rm ulie rt w u rd e , is t 
fo lgendes : eine derartige g eo m etrisch e  K onfigu ration  zu su c h e n , welche zugleich die g ew ünsch te  
In d u k tio n sv e rte ilu n g  und die g e w ü n sch te  P o ten tia lv e rte ilu n g  e rg ib t. Der V erfasser z ä h lt  viele , 
im  Z u sam m en h an g  m it e lek trisch en  M aschinen und  A p p a ra te n  vorkom m ende P ro b lem e  der 
m a g n e tis c h e n  B erechnung auf, w elche b isher p rak tisch  u n lö sb a r  w aren , nunm ehr a b e r n o m o 
g ra p h isch  e in fach  und genau g e löst w erden  können.

D e r V erfasser b esch re ib t p rak tisch e  E rgebnisse d e r  nom ographischen B erech n u n g , 
d a r u n te r  a u ch  solche, deren  ho h e  G enau igkeit du rch  V ersuchsergebnisse  bewiesen w u rde .

A N O V E L  M ETH O D  F O R  T H E  COM PUTATION O F  CO M PLIC A TED  AND H IG H L Y  
S A T U R A T E D  M AGNETIC C IR C U IT S

O. B EN ED IK T

SUMMARY

T h e  “ classical” m ethods u se d  so fa r for the c o m p u ta tio n  of com plicated, h igh ly  sa tu ra te d  
m a g n e tic  c ircu its  were basically  su ite d  only for solving one o f  th e  basic problem s : to  d e te rm in e  
th e  d is tr ib u tio n  of the m agnetic  p o ten tia ls , if  the geom etric  con fig u ra tio n  and th e  d is tr ib u tio n  
of in d u c tio n  are known. T he a u th o r  p resen ts a new  m e th o d , called by  h im  “ n o m o g rap h ic” , 
w h ich  is su itab le  for solving also tw o  o th er basic p rob lem s.

T h e  one such problem  is : to  determ ine the d is tr ib u tio n  oi induction , w hich  assures 
a t  a  g iv e n  geom etric co n fig u ra tio n  th e  desired d is tr ib u tio n  of po ten tia ls. The o th e r p ro b lem , 
w h ic h , fo r reason  of its co m p lex ity , has no t even b een  fo rm u la te d  so far, is th e  follow ing : to  
f in d  a  geo m etric  configuration , w h ich  sim ultaneously  gives th e  desired d istrib u tio n  of in d u ctio n  
a n d  th e  desired  d istrib u tio n  o f p o ten tia ls .

T h e  a u th o r enum erates m a n y  problem s connected  w ith  e lectric  m achines and  a p p a ra tu s , 
w h ich  h a v e  been insoluble so fa r  a n d  can  be solved now  b y  th e  nom ographic  m eth o d , sim ply 
as w e ll as precisely.

T h e  au th o r also p re sen ts  p ra c tic a l results of n o m o g rap h ic  com putation , a m o n g s t th em  
su c h  ones th e  high precision o f w h ich  has been p roved  b y  th e  results of m easu rem en ts.
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M É T H O D E  D E  CALCUL N O U V E L L E  D ES C IR C U IT S M A G N ÉTIQ U ES C O M PL IQ U É S,
À SA TU R A TIO N  É L E V É E

O. B E N E D IK T

R ÉSU M É

Les m éthodes «classiques» utilisées ju sq u ’à p ré se n t p o u r le calcul des c irc u its  m ag n é
tiq u es com pliqués e t à sa tu ra tio n  élevée, ne p e rm e tta ie n t, en  som m e, que la so lu tio n  d ’u n  seul 
p roblèm e fo n d am en ta l : la d é te rm in a tio n  de la ré p a r t it io n  des po tentiels m ag n é tiq u es, si la 
co n fig u ra tio n  géom étrique e t  la  rép artitio n  de l ’in d u c tio n  so n t données. L ’a u te u r  d é c r it  une  
m éthode nouvelle , dénom m ée p a r  lu i «nom ographique» , à  l ’aide  de laquelle on  p e u t  résoudre  
deu x  a u tre s  problèm es fo n d am en tau x .

L ’u n  de ceux-ci consiste  à d é te rm in er une  ré p a r tit io n  des induction  a s su ra n t la  ré p a r
titio n  désirée  des p o ten tie ls, la  configuration  géo m étriq u e  é ta n t  donné. L ’au tre  p ro b lèm e , qui 
n ’a pas encore  form ulé, à cause de sa com plexité, consiste  à  chercher une co n fig u ra tio n  géom é
tr iq u e  te lle  que la  ré p a rtitio n  des inductions e t la ré p a r tit io n  des poten tiels désirées so ien t assurées 
s im u ltan ém en t.

L ’a u te u r  énum ère de no m b reu x  problèm es re la tifs  a u x  c ircu its  m agnétiques des m ach ines 
e t ap p are ils  électriques, p ra tiq u em e n t insolubles ju sq u ’ici, lesquels peuven t ê tre  réso lus m ain 
te n a n t  p a r  la  m éthode nom ograph ique, de façon sim ple  e t avec précision.

L ’a u te u r  p résen te  aussi des résu lta ts p ra tiq u es  de la  m éthode n o m o g rap h iq u e , d o n t 
p lusieurs essais p ra tiq u es o n t confirm é l ’ex ac titu d e .

НОВЫЕ МЕТОДИКИ РАСЧЕТА СЛОЖНЫХ И СИЛЬНО НАСЫЩЕННЫХ
МАГНИТНЫХ ЦЕПЕЙ

О . Б Е Н Е Д И К Т

РЕЗЮМЕ

(■Классические» методы, использованные до сих пор для расчета сложных сильно 
насыщенных магнитных цепей, позволили решить по существу лишь одну основную за
дачу. А именно : определить распределение магнитных потенциалов, если даны гео
метрическая конфигурация и распределение индукции. Автор демонстрирует в своем 
сообщении т. н. «номографический» метод, с помощью которого представляется возмож
ным решить также две других основных задач.

Одна из этих задач заключается в определении распределения индукции, которое 
в случае данной геометрической конфигурации обеспечивает желательное распределение 
потенциала. Вторая же задача, которая из-за своей сложности до сих пор даже не стави
лась, заключается в том, что необходимо найти такую геометрическую конфигурацию, 
которая одновременно обеспечивает как желательное распределение индукции, так и 
желательное распределение потенциала.

С применением предлагаемого метода в статье автор приводит множество таких 
магнитных проблем, встречающихся в связи с электрическими машинами и аппаратами, 
которые до сих пор практически были разрешимими, однако теперь могут быть решены 
номографически, и при этом просто и точно.

Автор приводит практические результаты номографического метода и, в том числе 
такие, высокую точность которых доказывают практические опыты.
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Synopsis

A  series o f fam ilia r equations a ttr ib u te s  a linear dependence o f  th e  Ms 
te m p e ra tu re  o f steels from  th e ir  carbon  co n te n t, th is  relation , h o w ever, differs 
p is tin c tly  from  lin e a rity  according to  th e  ex p erim en ta l results b y  G r e n i n g e r . 

A q u a d ra tic  fo rm  of equa tion  : MS(°C) =  520 — (360 — 50 C) • C is  p resen ted  
w hich is claim ed to  be correct from  0,1 to  1 ,4 %  C w ith in  the lim its o f  th e  usual 
ex p erim en ta l erro r.

Previous work

A b o u t te n  y ears  ago several em pirica l equa tions were developed  to  ca l
cu la te  th e  tem p era tu re  o f m arten site  fo rm a tio n  from  th e  chem ical com position  
o f s tee l, or m ore co rrectly  from  th e  com position  going in to  th e  tra n s fo rm a tio n  
process. T he equ a tio n s proposed by  d iffe ren t au th o rs  (1—6) in  th e i r  original 
form  an d  in  add itio n  as tran sfo rm ed  to  d e liver Ms in  Centigrades a re  f i r s t  lis ted  
as follows.

P a y s o n  an d  S a v a g e  [1] :

M ,(°F) =  930 — 570 C — 60 Mn -  50 Ci -  E0 Ni -  20 Si -  20 Mo — 20 W  (la  

MS(°C) =  5 0 0 -3 1 6  C -  33 Mn -  28 Cr -  17 N i -  11 Si =  11 Mo — 11 W  (lb)

R o w l a n d  and  L y l e  [2] :

M ,(°F) =  930 — 600 C -  60 Mn -  50 Cr — 30 N i -  20 Si -  20 Mo — 20 W  (H a) 

M,(°C) =  500 -  333 C -  33 Mn -  28 Cr — 17 N i — 11 Si -  11 Mo — 11 W  ( lib )

G r a n g e  an d  S t e w a r t  [3] :

MS(°F) =  1000 -  650 C — 70 Mn -  70 Cr — 35 N i -  50 Mo 

MS(°C) =  538 — 341 C — 39 Mn -  39 Cr — 19 N i -  28 Mo

13  Acta Technica XIX/1—2.

( I l ia )

(П1Ь)
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N e h r e n b e r g  [4 ] :

MS(°F ) =  930 -  540 С — 60 M n -  40 Cr -  30 Ni — 20 Si — 20 Mo (IV a)

MS(°C) =  500 -  300 C -  33 M n -  22 Cr -  17 N i — 11 Si -  11 Mo (IV b)

L a te ly  S t e v e n  a n d  H a y n e s  [5 ] m ade an  ex ten s iv e  revision of th e  ex is tin g  
e q u a tio n s  an d  com paring  th e  calculated  Ms te m p e ra tu re s  w ith  th e  re su lts  o f  
ow n ex p e rim en ta l d e te rm in a tio n s  on 65 low a llo y  s tee ls  in  the  0,32 to  0 ,4 4 %  C 
ra n g e , i t  was found n ecessa ry  to  develop a f u r th e r  form ula in  th e  follow ing 
fo rm  :

S t e v e n  and  H a y n e s  [5 ] :

MS(°F) =  1042 -  853 C 60 Mn -  30 Cr — 30 Ni -  38 Mo (Va) 

MS(°C) =  561 — 474 C -  33 Mn -  17 Cr — 17 Ni -  21 Mo (Vb)

A ll these equ a tio n s I —V  are of the a d d itiv e  ty p e  and  th is  m eans th e y
co n sid e r th e  effect o f  th e  single alloying e lem en ts  perfectly  sep a ra te ly  from  
each  o th e r . A ccordingly, i t  is supposed th a t  b y  th e  presence of a given a m o u n t 
o f  a  c e r ta in  alloying e lem en t in  th e  steel th e  line  rep resen ting  th e  dependence 
o f  Ms u p o n  carbon co n te n t is sh ifted  dow nw ards, b u t  re ta in s  its orig inal d irec tio n  
a n d  sh a p e . A t th e  sam e tim e , th e  equations su g g e s t th a t  the  Ms te m p e ra tu re  
is co n n ec ted  w ith  th e  ca rb o n  co n ten t in  a lin e a r  m a n n e r, for th e  f irs t tw o te rm s  
o f  th e  equa tions I —V , g iv in g  th e  Ms te m p e ra tu re s  of pure F e—C-alloys h av e  
th e  fo llow ing com m on fo rm  :

M s =  a -  ЬС

w here  a and  b are c o n s ta n ts  to  which d iffe ren t au th o rs  a ttr ib u te d  d iffering  
v a lu e s .

T h e re  is a fu r th e r  e q u a tio n  o f the  m u ltip ly in g  ty p e  proposed b y  Ca r a - 
p e l l a  [6  ] :

MS(°F ) =  925 • (1 — 0,620 C) (1 -  0,092 Mn) (1 — 0,033 Si) (1 -  0,045 Ni) •

• (1 -  0,070 Cr) (1 — 0,029 Mo) (1 — 0,018 W) (1 +  0,12 Со) (VI)

for p u re  F e —C-alloys, ta k in g  th e  am ount o f  th e  m e ta llic  alloying e lem ents 0:

MS(°F) =  925 • (1 — 0,620 C) =  925 — 572 C 

MS(°C) =  496 — 319 C

(V ia)

(V Ib)
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A gain a lin ea r in te rco n n ec tio n  of Ms w ith  th e  carb o n  con ten t is su p p o sed . T here  
is, how ever, a  d ifference in  com parison to  th e  ad d itiv e  equations I —V: Cara- 
p e l l a ’s  m u ltip ly in g  ty p e  of equation  im plies a n  effect to  a given ca rb o n  co n ten t 
w hich varies w ith  th e  num ber, q u a lity  a n d  q u a n tity  of th e  m e ta llic  alloying 
elem ents also. T h is fea tu re  o f C a r a p e l l a ’s  eq u a tio n , how ever, is neg lec ted  
in  th e  follow ing considerations.

Comparison o f  the equations I  to V  with existing experimental results

M ost a u th o rs  [1 to  4] used th e  e x p e rim e n ta l d e te rm ina tions o f  M s b y  
G r e n i n g e r  [7 ] ; th ese  resu lts , how ever, c o n s titu te  a d is tin c tly  c u rv e d  line, 
as i t  is show n b y  th e  h eavy  line in  th e  F ig . 1. T he heavy  ex p e rim en ta l cu rve
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1.2 1A

in  F ig . 1 w as d raw n  on hasis of a p h o to g rap h ic  en largem ent o f th e  F ig . 3 
on page 265. in  th e  ASM M etals H andbook , 1948., because G r e n i n g e r ’s  orig in a l 
paper [7] was n o t  accessible to  th e  a u th o r. H ere in  six  s tra ig th  lines a re  also 
d raw n, rep resen tin g  th e  f irs t tw o term s o f th e  eq u a tio n s lb  to  V Ib as th e  expres-

13*
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s io n s  f o r  th e  effect of ca rb o n  co n ten t upon th e  Ms tem p era tu re . The follow ing 
o b s e rv a tio n s  can be m ade.

T h e  lines 1, 2 an d  3, co rrespond ing  to  th e  eq u a tio n s lb ,  V Ib and  l i b  ru n  
b e lo w  th e  experim en ta l cu rv e  in  th e ir  full le n g th , t h a t  is these equations deliver 
a  lo w  M s tem p era tu re  fo r e v e ry  carbon co n te n t. T he line 4 crosses th e  h eav y  
lin e  once  a t  about 0 ,1 %  a n d  th e n  a t abou t 0 ,7 %  carb o n  conten t ; th e  fo rm u la  
I l l b  acco rd ing ly  resu lts an  Ms tem p era tu re  a l i t t le  too  h igh for carbon co n ten ts  
f ro m  0,2 to  0 ,7% , b u t  o th e rw ise  a too low v a lu e  ; th e  divergence is as g rea t 
as 2 0 °  C a t  0 ,4—0,5%  C a n d  above 0 ,7%  it  increases  w ith  the  increase o f ca rb o n  
c o n te n t .  A t 1 ,4%  C th e  d ivergence  becomes as g re a t as 90° C. The line 5 as th e  
p lo t  o f  N e h r e n b e r g ’s  e q u a tio n  IV b p rac tica lly  coincides w ith  the  ex p e rim en ta l 
c u rv e  fro m  0,3 to  0 ,8 %  C, b u t  a t  carbon c o n te n ts  low er, th a n  0,2 an d  h ig h er, 
t h a n  1 %  th e re  is a d ivergence increasing  up  to  4 0 —50° C. S t e v e n  an d  H a y n e s ’ 

e q u a t io n  V b appears in  F ig . 1 as th e  steep line 6 w hich  crosses the  ex p e rim en ta l 
c u rv e  a t  ab o u t 0 ,35%  C ; fo r  low er and  h ig h er ca rb o n  conten ts th ere  is a con
s id e ra b le  divergence. T he fo rm u la  Yb ev id en tly  is u sefu l only for carbon  c o n ten ts  
ly in g  close to  the  p o in t o f in te rsec tio n , say  fo r 0,3 to  0 ,4%  for w hich i t  w as 
d e r iv e d .

T h e  m entioned e q u a tio n s  o f th e  lin ea r ty p e  are correct a t b e s t w ith in  
c e r ta in  lim its  in  regard  to  th e  carbon c o n te n t an d  th is  lim ita tion  m u s t be 
b o rn e  in  m ind  when th e y  a re  t o  be used. As b e s t o f  all N e h r e n b e r g ’s  fo rm ula  
is c o r re c t  from  0,3 to  0 ,8 %  C, th a t  is for com positions m ost frequen t in  steels 
to  b e  quenched.

A  quadratic equation fo r  M s

I t  is ev ident th a t  th e  d is tin c tly  cu rved  line show ing th e  dependence of 
th e  e x p e rim en ta lly  d e te rm in ed  Ms tem p era tu res  up o n  th e  carbon c o n te n t can  
b e  m o re  precisely exp ressed  b y  a q u ad ra tic  e q u a tio n  ; hereby a sa tis fy in g  
a g re e m e n t of calcu lated  a n d  experim en ta l Ms va lu es  for the  whole ran g e  of 
c a rb o n  co n ten ts m ay  be o b ta in ed .

T h ree  points o f th e  ex p e rim en ta l curve show n in Fig. 1 were u sed  to  
d e r iv e  a parabolic  eq u a tio n  ; th e  th ree  p o in ts , ch a rac te rised  by  th e ir  coo rd inates 
w e re  : Ms =  450° C for 0 ,2 % , 322° for 0 ,6 %  a n d  160° for 1 ,2%  ca rb o n  co n te n t. 
T h e  e q u a tio n  has th e  fo rm

MS(°F ) =  968 -  (650 -  90 C) • C (V ila )

MS(°C) =  520 -  (360 — 50 C) • C (V H b)

V alues of Ms ca lc u la ted  w ith  th is e q u a tio n s  V H b  are p resen ted  in  th e
F ig . 1 b y  open circles ; th e re  is a p rac tica l coincidence w ith in  th e  ran g e  for
w h ic h  th e  form ula w as d ev e lo p ed , b u t the  lim its  o f  sa tisfy ing  correctness e x ten d



CO NTRIBUTION  TO T H E  ESTIM ATION O F M, FROM  T H E  COMPOSITION OF S T E E L S 197

from  0,1 to  1 ,4%  carbon  co n ten t also. I n  th is  range  the  divergence fro m  the  
ex p erim en ta l resu lts  does n o t grow b eyond  10 °C. C onsequently, th is  fo rm u la  
is considered su ffic ien tly  correct for th e  w hole range  o f steels to  b e  quenched  
an d  th e  lim ita tio n s in h e ren t in  th e  lin ea r eq u a tio n s  can be cleared aw ay .

I t  m ay  appear, p e rh ap s, as an  ex ag g era tio n  to  propose a p arab o lic  eq u a tio n  
for th e  calcu la tion  o f Ms tem p era tu res . I t  w ill, how ever, su re ly  be  u sefu l in 
d eriv ing  m ore reliab le  fac to rs for th e  m eta llic  com ponents of steels. T h e  q u a d ra tic  
te rm  in  th e  eq u a tio n  V llb  increases from  1° C to  72° C w ith  the  in c rea se  o f  the  
carbon  con ten t from  0,2 to  1 ,4% ; th is  te rm  being  neglected  in  th e  lin e a r  e q u a 
tio n s , th e  divergence arising  herefrom  su re ly  a lte red  th e  factors fo r m an g an ese , 
n ickel, chrom ium , e tc . derived  by  p rev ious a u th o rs .
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SUM M ARY

T he f irs t  tw o te rm s in  th e  eq uations lb  tw o V Ib  w hich  express the  low ering  e ffe c t of 
carb o n  co n te n t upon  th e  Ms tem p e ra tu re  were com pared  w ith  th e  results of G r e n in g e  r ’s e x p e r i
m en ta l de term inations. N e h r e n b e r g ’s eq u ation  IV b  w as found  th e  best ap p ro x i m a t io n  for 
carb o n  co n ten ts  from  0,3 to  0 ,8% . A parabolic  eq u a tio n  o f th e  form

Ms (°C) =  520 —  (360 —  40 C) • C

is de riv ed  w hich is su ffic ien tly  co rrec t w ith in  th e  lim its  from  0,1 to  1,4%  c a rb o n  c o n te n t .

B E IT R A G  Z U R  B E R E C H N U N G  D ES Ms AUS D E R  ZUSAM M ENSETZUNG D E S  S T A H L E S

J. v e r ő

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie im  S ch rifttu m  u n te r  1— 6. au fg efü h rten  V erfasser schlagen vor, die A n fa n g s te m 
p e ra tu r  de r M artensitb ildung  Ms aus der Z usam m ensetzung  des Stahles m itte ls e in e r  F orm el 
zu berechnen , w orin  der E influss des K ohlenstoffgehalts d u rch  ein lineares Glied a u s g e d rü c k t  
w ird . I n  A bhäng igkeit vom  K ohlenstoffgehalt ä n d e rt sich jedoch die T em p era tu r M s gem äss 
den  V ersuchsergebnissen G r e n in g e r s  [7] en tsch ieden  nach  einer K urvenlin ie. D e r  A u fsa tz  
sch läg t d ah er fü r den  A usdruck  des E influsses des K ohlenstoffgehaltes ein  Glied z w e i te n  G rades 
von  d e r Form

Ms (C°) =  520 —  (360— 50 C) C
vor.

Diese G leichung g ib t den  E influss von  C zw ischen 0,1 u n d  1,4%  den V ersuchsergebn issen  
g u t en tsp rech en d  an. D ie A bw eichung is t n ich t g rösser als d e r m ögliche F eh ler d e r  versu ch s- 
m ässigen  B estim m ung v o n  Ms-
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C O N T R IB U T IO N  A U  CA LCU L D E  Ms A P A R T IR  D E  L A  T E N E U R  E N  C A R B O N E
D E L ’A C IE R

J .  V E R Ő

R ÉSU M É

L es au teu rs  én u m érés sous les num éros [1—6.] de  n o tre  bib liographie p ro p o se n t le 
calcu l de  la  te m p é ra tu re  in itia le  Ms de la fo rm ation  de  la  m a rte n s ite  à p a r tir  de la  te n e u r  en  C 
de l ’ac ie r  p a r  une  fo rm ule , d an s  laquelle  l’effe t du  c a rb o n e  e s t exprim é p a r u n  m em b re  lin éa ire . 
C e p en d a n t, en  fo n c tio n  d e  la  te n e u r  en carbone, la  te m p é ra tu re  Ms varie  selon u n e  co urbe, 
co n fo rm ém en t au x  r é su lta ts  d ’essais de G r e n in g e r  [7 ]. P o u r l ’expression de l ’e ffe t d e  la 

te n e u r  en  C, l ’au te u r  p ro p o se  u n  m em bre q u a d ra tiq u e  de  la  form e

Ms (C°) =  520 -  ( 3 6 0 -5 0  C) C

C e tte  é q u a tio n  ex p rim e  l ’e ffe t d u  carbone en tre  0,1 e t  1 ,4 % , offre une bonne concordance 
av ec  les ré su lta ts  d ’essais. L a  d ifférence  ne dépasse pas la  v a le u r  de l’erreu r possible de la  d é te r 
m in a tio n  ex p érim en tale  d e  M s.

К ВЫЧИСЛЕНИЮ Ms НА ОСНОВЕ СОСТАВА СТАЛИ
Й . В Е Р Е  

РЕ ЗЮ М Е

Авторы перечисленные в литературном списке [1—6], предлагают вычислить 
начальную температуру Ms образования мартенсита с помощью такой формулы, в кото
рой влияние содержания углерода выражено линейным членом. Однако, температура 
Ms в функции содержания углерода — согласно опытным данным Гренингера [7] — опре
деленно изменяется по кривой линии. Поэтому в работе предлагается использовать для 
выражения влияния содержания углерода член второй степени в виде

Ms (°С) =  520 — (360— 50 С) С ;

это уравнение устанавливает влияние С в пределах 0,1— 1,4% — при хорошем совпа
дении с опытными результатами ; отклонение не превышает возможных погрешностей 
опытного определения Ms.



EINE NEUE WALZTHEORIE

Prof. D r. A. G E L E J I
MITCL1ED DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

[E ingegangen am  9. J u n i  1957]

D er F o rsch er, d er die erste  F ő im éi zu r B erechnung  des W alzd ruckes im  
Ja h re  1911 au fgeste llt h a t ,  w ar Max H errmann [1 ]. E r  en tfa lte te  seine W alz 

theorie  im  Z u sam m en h än g e  m it den k lassischen  W alzversuchen die im  J a h re  
1909 von J .  P uppe [2 ] d u rch g e fü h rt w urden . D ie H errmannscIic F o rm el w urde 
im  Ja h re  1916 von  Karl Láng k o rrig ie rt u n d  e rg än z t. H errmann u n d  Láng 
w aren  b eide  P ro fessoren  d er B ud ap este r T echn ischen  H ochschule. A u f ih ren  
G ru n d g ed an k en  w urde  die erste  W alztheorie v o n  Th . von Kármán[3] im  J a h re  
1925 au fg eb au t, die fa s t allen späteren  th eo re tisch en  U ntersuchungen  zum  
A u sg an g sp u n k t d ien te . D ie ers ten  Forscher, die u ns einen E inblick in  d ie  K rä f te  
im  W alzsp a lt d u rch  E x p e rim en t verschafft h a b e n , w aren Erich Siebel  u n d  
W erner Lueg im  J a h re  1933. Sie h ab en  den  V erlau f des V erform ungsw ider
s tan d es längs des E in sp an n b o g en s bzw. an  d e r D ruckfläche du rch  V ersuch  
e rm itte lt.

Bei d e r A u sa rb e itu n g  der KÁRMÁNschen W alztheorie  w urde fo lgendes 
v o rausgese tz t :

1. D as W alzstü ck  m it quad ra tischem  Q u e rsc h n itt von der A n fan g ss tä rk e  
/ij w ird zw isch en  g la tte n  zy lindrischen  W alzen m it den H albm essern  R  au f 
die S tärke h2 ausgew alz t, w obei au f das W a lz g u t w eder Zug noch B rem su n g  
w irk t (B ild 1).

2. W äh ren d  des S tiches e n ts te h t keine B re itu n g .

3. D er R e ibungsbe iw ert /r is t längs d e r g cd iü ck ten  F lächen k o n s ta n t .

4. D ie zu der L ängsachse des S tückes v e r tik a le n  Q uerschnitte  v e rb ieg en  
sich  w äh ren d  d e s  S tiches n ic h t, sondern  sie b le ib en  eben.

5. D ie W alzen verfo im en  sich n ich t e las tisch  längs der gedrückten  F läch en .

6. D er gew alzte W erk st off is t hcm cgen , u n d  he i der V erform ung e n ts te h t  
d a r in  keine e lastische  D eform ation .

7. Als F liessbed ingung  is t bei v . Kármán die Schubspannungsbed ingung  
b e n u tz t :

(?i —  O3 =  k f



200 A. G E L E JI

o d e r n a c h  der Schreibw eise v . Karmans :

p  — a =  k f .

8. D ie V erfo rm ungsfestigkeit längs der g ed rü ck ten  F lächen is t k o n s ta n t.
9. D ie U m fangsgeschw indigkeit der W alzen  is t  ko n stan t.

Bild 1

M it den  aus B ild  1 e rsich tlichen  B ezeichnungen  und  u n te r  der V o rau s
se tz u n g , dass der ra d ia le  D ru ck  p r (V erform ungsw iderstand) m it dem  v e r t i 
k a le n  D ru c k  p  e rse tz t w erd en  k a n n  u n d  x  im  V erh ä ltn is  zu R  k le in  is t ,  e rg ib t
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sich  n ach  Kármán die G leichgew ichtsbedingung für ein V o lum enelem ent 
h • dx  (von der B re ite  1) :

t i 
er h )

, 2

d X
( 1 )=  p  (sin (p ^  fi ■ cos <p)

Diese G leichung k a n n  auch  in  der fo lgenden  F orm  geschrieben w erden  :

d a h
2

d x
~~ =  P  ' COS <p ■ (tg<p T t g / ) .

(2)

Es w urde von Kármán w eiters angenom m en, dass cos cp ( = )  1 g ese tz t 
w erden k a n n , und  so w ird

d
a h
2 =  P ■ ( t g ?  =F t g / )  • d x - (3)

Diese G leichungen, als KÁRMÁNsche G leichungen bezeichnet, d ie n te n  zur 
G rund lage  fü r m ehrere W alz theo rien  (Thinks [4 ], Zelikow [5], Nádai [6 ,7 ]  
usw .).

Die V erte ilung  des V erfo rm ungsw iderstandes längs des E in sp an n b o g en s 
la u t d e r KÁRMÁNschen G leichungen is t aus B ild  2 ersich tlich . In  dem  E in t r i t t s 
u n d  A u s tr ittsq u e rsc h n itt  is t p  =  kj , d. h . d er V erfo rm ungsw iderstand  is t  der 
V erfo rm ungsfestigkeit gleich. Von dem  E in tr i t tsq u e rsc h n itt  bis zu r F liessscheide 
w äch st d er D ruck  p  (V erfo rm ungsw iderstand), d a  die längs des E in sp an n b o g en s 
a u ftre te n d en  R e ibungsk räfte  im  W alzgu t ho rizon ta le  D ru ck sp an n u n g en  her- 
v o rru fen . G leichfalls w ächst der V erfo rm ungsw iderstand  von dem  A u s tr i t ts q u e r 
sc h n itt  b is zu r F liessscheide. D er m ax im ale V erfo rm ungsw iderstand  e n ts te h t 
im  n eu tra le n  Q uersch n itt in  der Fliessscheide.

Die W alz theorien  von  Trinks, Nádai u n d  Zelikow sind  — w ie gesag t 
— alle a u f  die KÁRMÁNschen G leichungen au fg eb au t. Diese T heorien  gehen 
von  den  gem einsam en V oraussetzungen  aus, dass die v e rtik a len  Q uer
sch n itte  des W alzgutes w ährend  d er W alzung ebene F lächen b leiben , u n d  dass 
die W alzen  m it A usnahm e des n eu tra len  Q uerschn itts  (der Fliessscheide) a u f  
dem  W alzg u t g leiten. Die V eränderung  des V erform ungsW iderstandes (p  =  kx) 
längs des E inspannbogens w ird  von  KÁRMÁN n u r  au f die ^-D ruckspannungen  
zu rü ck g efü h rt, die in  d er L ängsachsen rich tung  des W alzgutes d u rch  die bei 
der G le itung  d er W alzenflächen  a u f  dem  W alzg u t en ts teh en d en  R e ib u n g sk rä fte  
h ervo rgeru fen  w erden. D urch  diese R e ib u n g sk rä fte  w ird  im  W alzgu t in  R ic h tu n g  
d er L ängsachse  eine positive u n d  eine nega tive  (H 1 u n d  H 2) K ra ft h erv o rg eru fen
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(B ild  3). D iese K rä fte  h a lte n  ab e r e inander im  n e u tra le n  Q uerschn itt (in  der 
F liesssche ide) das G leichgew icht. W enn also das W alzg u t durch  die R eibungs-

a.) Kármán: 4 S ie b e l-

B ild  2

B ild  3

k rä f te  in  d en  W alzspalt eingezogen w ird, e n ts te h t das G leichgewicht der K rä fte  
H x u n d  H 2 im  A ugenblick, wo die S tirn fläche des W alzgutes den A u s tr ittsq u e r
s c h n i t t  e rre ich t. W enn au sse r den  K rä ften  H x u n d  I I 2 keine andere K ra f t  zu r
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W eiterbefö rderung  des W alzgutes v o rh an d en  w äre, so k ö n n te  das W alzgut 
ü b e rh a u p t n ich t d u rc h  den  W alzspalt gehen , sondern  w ürde h e i d em  A u str itts 
q u e rsch n itt h än g en  b le iben . D a die KÁRMÁNsche V orstellung  bzw . die Glei
chungen  n u r die zw ischen den W alzen u n d  dem  W alzgu t e n ts te h e n d e n  Rei
b u n g sk rä fte  in  B e tra c h t ziehen, is t diese V orstellung, wie w ir sehen , fü r die 
E rk lä ru n g  des E n ts te h e n s  der K rä fte  im  W alzsp a lt u n d  folglich au ch  fü r deren 
B erechnung ungenügend .

E ine neuere T heorie  w urde von E . Orowan au sg ea rb e ite t [8 ], die sich 
v o n  den  T heorien  von  Kármán, NÁdai u n d  anderen  insow eit u n te rsche ide t, 
a ls h ie r w eder G le itre ibung  noch hom ogene K om pression v o rau sg ese tz t wird.

Diese W alz th eo rie  is t  au f den PRANDTLschen U n te rsu ch u n g en  über die 
B ew egung e iner p las tisch en  Masse zw ischen zwei para lle len  re ib en d en  P la tte n  
au fg eb au t [9 ]. E s  w ird  dab e i vo rausgese tz t, dass der gew alzte W e rk s to ff  w ährend 
d e r  V erform ung sich  n ic h t e rh ä r te t, eine b estim m te  F liessgrenze h a t ,  und  an 
d en  D ru ck p la tten  h a f te t ,  dass also keine G leitung längs d e r D ruckflächen 
e n ts te h t. Bei dem  A usbau  dieser W alz theorie  w urden w eiters d ie  folgenden 
V oraussetzungen  angenom m en :

1. Bei d er W alzung  t r i t t  keine B re itu n g  auf.
2. Der E in sp an n w in k e l is t k lein . (D iese V oraussetzung  is t  d ie  Folge davon, 

d ass  der W alzprozess dem  D ruckprozess g leichgesetzt w ird , w o die ebenen 
D ru c k p la tte n  m it e inem  kleinen W inkel zueinander neigen.)

3. Bei d e r A b le itu n g  der S pannungsverte ilung  w ird  v o rau sg ese tz t, dass 
d ie  Lösung von NÁdai fü r  die S pannungsverte ilung  längs der D ru ck fläch en  nicht 
n u r  in  dem F a ll r ich tig  is t, w enn d er gedrück te  W erk sto ff sich  in  der 
Ö ffnungsrich tung  der gegeneinander geneig ten  D ruckflächen  bew eg t, sondern 
au ch  Wenn die B ew egung des W erkstoffes en tgegengesetzt g e ric h te t is t [10]. 
E in e  w eitere V orau sse tzu n g  is t , dass die G leitung  auch von der H a f tu n g  abgelei
t e t  w erden k a n n , w enn ausser den G renzflächen  auch im ag in ä re  H aftflächen  
v o rausgese tz t w erd en .

In  W irk lichkeit s in d  die ersten  zwei B edingungen n u r  b e im  W alzen von 
d ü n n en  Blechen e rfü llt, die d r itte  B ed ingung m üsste  ex p erim en te ll erwiesen 
w erden , was a b e r b ish e r n ich t geschehen is t.

Sollte die ÖROWANsche Theorie experim en te ll noch b e s tä tig t  w erden , dann 
w ürde  bei deren  p ra k tisc h e r  A nw endung im m er noch  die S chw ierigkeit bestehen, 
d ass  bei den B erechnungen  s ta t t  der F liessgrenze der hom ogenen K om pression 
d ie  Fliessgrenze d er inhom ogenen K om pression  v erw endet w erden  m üsste.

Die neueste  W alz theorie  s tam m t von  G. S. Mican (1954) [1 1 ]. In  dieser 
T heorie  w ird dem  a u f  den  E inspannbogen  bezogenen R eibungshügel die D ruck
sp an n u n g sk u rv e  ü b e rla g e rt. D er R eibungshügel w ird m it H ilfe d e r Kármán- 
schen  G leichungen b e s tim m t [3], die D ruckspannungskurve  m it H ilfe  der von 
Mican  geänderten  PRANDTLschen G leichungen [9] e rm itte lt, u n te r  der V oraus
se tzu n g , dass d er E inspannbogen  du rch  zwei paralle le  G eraden  v e r tre te n  wird
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(B ild  4). B ei der A bleitung d ie se r  Theorie nahm  Mican dieselben  vere in fach en 
den  V orausse tzu n g en  an , wie K ármán hei der A b le itu n g  seiner Theorie.

D ie  A rb e it von Mican i s t  e in  e rn ste r S ch ritt in  R ich tu n g  der r ich tig en  
B e s tim m u n g  der im  W alzsp a lt au ftre ten d en  K rä fte . A u ch  w eist Mican rich tig  
d a ra u f  h in ,  dass die KÁRMÁNsche V orstellung zur L ösung  des Problem s u nge
n ü g e n d  i s t .  D ie MlCANsche T h eo rie  is t  aber auch n u r  eine a u f  A nalogien au f
g e b a u te  N äherungstheo rie , d a  d ie  V erfo rm ungsw iderstandskurve  n ich t aus der 
A n aly se  d e r  Vorgänge im  W a lz sp a lt abgeleitet, so n d ern  gew isserm assen ausser 
a ch t g e la ssen  wird. Diese T h eo rie  is t  n u r bei k o n s ta n te r  V erform ungsfestigkeit 
(bei W arm w alzung) v e rw e n d b a r, b e im  K altw alzen d agegen  n ich t.

A lles w as hier über d ie  KÁRMÁNsche, OROWANsche u n d  MlCANsche W alz
th e o r ie n  k u rz  gesagt w urde , d e u te t  dah in , dass das P ro b lem  des V erform ungs
w id e rs ta n d e s  beim  W alzen n o ch  n ic h t als gelöst b e tra c h te t  w erden k an n . Die 
b ish e r ig e n  Theorien hab en  n o ch  zahlreiche Problem e d e r  M echanik  des W alzens 
n ic h t g e k lä r t ,  so z. B. den  Z u sam m en h an g  zw ischen d en  B egleiterscheinungen  
des W a lzen s  (Breitung, V oreilung ) u n d  dem V erfo rm ungsw iderstand , obw ohl 
diese E rsche inungen , wie w ir se h e n  w erden, au f die V erte ilu n g  u n d  Grösse des 
V erfo rm ungsw iderstandes von  g rossem  Einfluss sind . I n  d er nachstehend  d a rg e 
s te ll te n  W alztheorie  w erden d ie sen  B egleiterscheinungen besondere B each tu n g  
g esch en k t.

D ie  n eu e  W alztheorie

W e rd e n  bei dem e in fach sten  W alzvorgang, also w enn das W alzgut einen 
re c h te c k ig en  Q uerschnitt u n d  d ie  W alzen g la tte  zy lin d risch e  Form  h ab en , die 
k in e m a tisc h e n  V erhältn isse zu m  G egenstand einer U n te rsu ch u n g  gem ach t, so 
f in d e t  m a n , dass längs d er g e d rü c k te n  Flächen jedes F läch en e lem en t der W alzen  
a u f  d e m  m it  ihm  in B e rü h ru n g  kom m enden F läch en e lem en t des W alzgu tes 
g le ite t ( ru tsc h t) . Vor dem  n e u tra le n  Q uerschnitt w erd en  die F lächenelem ente 
der W a lz e n  im  V erhältnis zu d e n  m it ihnen in  B e rü h ru n g  kom m enden F lächen- 
e le m e n te n  des W alzgutes v o rw ärtse ilen , h in te r  d em  n e u tra le n  Q uersch n itt 
d ag eg en  Zurückbleiben. Im  n e u tra le n  Q uerschnitt e n ts te h t  zw ischen der W alzen
o b e rflä c h e  u n d  der S tü ck o b erfläch e  keine relative V ersch iebung  (R u tschung), 
sie la u fe n  gem einsam .

D ie  re la tive  G leitgeschw ind igkeit zwischen den  einzelnen  W alzenflächen
e le m e n te n  u n d  den m it d iesen  in  B erührung  s teh en d en  F lieh en e lem en ten  des 
S tü ck es k a n n  m it der fo lgenden  F orm el ausgedrückt w erden  (B ild 4) :

V r  =  V k
h2 ô

h ec s cp
(4)

H ie r  is t vk die U m fangsgeschw ind igkeit der W alzen , v1 die E in t r i t t s 
gesch w in d ig k e it und v2 die A ustrittsg esch w in d ig k e it des W alzstückes, h l die
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H öhe des e in tre te n d e n  u n d  h2 die H öhe des au s tre te n d e n  Stückes, d ie  B reite  
des e in tre te n d e n  u n d  b2 die B reite  des a u s tre te n d e n  Stückes, a d e r  G reif
w inkel, cp e in  belieb iger W inkel zw ischen E in - u n d  A u s tr ittsq u e rsc h n itt  ; h 
bezeichnet die H öhe des zu dem  W inkel cp gehörenden  Z w ischenquerschn ittes 
und

à =  —  (5)v2
Vk

is t d er V oreilungskoeffizient.

Die Ä nderung  d er R elativgeschw ind igkeit vr längs des E in sp an n b o g en s 
nach  F orm el (4) is t  im  B ild  5 zu sehen.

W inkel cp0, der die Lage des n eu tra le n  Q uerschnittes (der F liesscheide) 
b e s tim m t, k a n n  aus F o rm el (4) berechne t W erden, und  is t :

cp0 =  a rc  cos
(2 r  +  ft2) +  V (2 r  +  fe2)a -  8 - r  

4 r
(6)

D as gew alzte S tück  von qu ad ra tisch em  Q u ersch n itt än d ert sich im  W alz
sp a lt von der B re ite  bl a u f  die B reite  b2. D ie abso lu te  B reitung  is t

A b =  bo —  b i . ( 7 )



206 A. G E L E JI

D ie U rsache des B re iten s  is t  die fo lgende.
D ie  G eschw indigkeit vs des W erksto ffflusses du rch  den n eu tra len  Q uer

s c h n i t t  in  R ich tung  der W alzu n g  is t gleich d e r zu  d e r Fliessscheide gehörenden

u n d  in  R ich tu n g  der W alzung  fallenden  P ro te k tio n  d er W alzenum fangsgeschw in
d ig k e it (B ild  6) :

vs =  vk • cos 9?0 . (8)

Im  n eu tra len  Q u e rsch n itt e n ts te h t also zw ischen der W alzenoberfläche 
u n d  d e r  S tückoberfläche ke in e  re la tive  V ersch iebung , sie laufen gem einsam .

D ie Lage der F liessscheide  in  dem  W a lz sp a lt än d e rt sich w äh ren d  des 
S tich es  n ic h t. D er W inkel cp0 b le ib t also w äh ren d  des Stiches k o n s ta n t.
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Beim  S tich  t r i t t  das W alzg u t m it dem  Q uersch n itt h1-b1 d u rc h  d ie  E in 
tr i t tse b e n e  in  den  W alzsp a lt. W enn  keine B re itu n g  en ts tän d e , d a n n  k ö n n te  
d u rch  den  n eu tra len  Q u e rsch n itt n u r  ein W alzg u t m it dem Q u e rsc h n itt  As • Aj 
du rch lau fen  ; h ie r b e d e u te t hs die H öhe des n eu tra len  Q u ersch n itte s , hs <  A, 
(B ild  6).

D a zw ischen zy lindrischen  W alzen im m er eine B reitung  e n ts te h t ,  lä u ft 
d u rch  den n eu tra len  Q u ersch n itt sekundlich  e in  W erkstoffvolum en v o n

V s =  As ■ bs ■ vs =  A., • bs ■ vk • cos (f0 (9)

du rch .
G leichung (9) k a n n  auch folgenderw eise geschrieben w erden :

V s =  hs ■ Al • t>, 4- (As — AQ ■ As • vs . (10)

H ier ist

A V  — (6, — Aj) • As • V, =  (As — Aj) • As • vk ■ cos q>0 (11)
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d as W erkstoffvolum en, d a s  in  B reitung ü b e rg e h t. D ie B reitung  is t  also

A b 3 =  (bs -  b,) =  . (12)
hs ■ vs

P ra k tisc h  h a t s ich  b e in a h e  die ganze B re itu n g  bereits bei der E rre ichung  
des n e u tra le n  Q uersch n itts  (d . h . der F liessscheide) e n tfa lte t.

I n  W irklichkeit k a n n  die B reitung infolge d e r teilw eisen H a ftu n g  des 
W erksto ffes an der W alzenoberfläche  n ich t u n g e h in d e rt au ftre ten . D as W alzgu t

h a f te t  näm lich  teilw eise a n  den  W alzen, w as die W erkstoffbew egung in nerha lb  
e in e r  B reitenzone n u r  rü c k w ä r ts , n ich t ab e r se itw ä rts  erm öglicht. N u r  in  den 
zw ei K andzonen k a n n  d e r  W erksto ff dem  W a lz d ru c k  auch seitlich  auswei- 
ch en  [1 2 ,1 3 ].

Z um  Z ustan d ek o m m en  der W alzung is t  es no tw end ig , dass zw ischen den 
W alzen  und  dem W a lz g u t e ine R eibung s ta t t f in d e t .  D ie K ra ft, d u rch  die ein 
S ta b  d u rch  die W alzen  gezogen wird, is t die a n  d en  W alzenflächen a u ftre ten d e  
R e ib u n g .

D as V orw ärts g le iten  bzw . das Z u rückb le iben  der W alzenflächen  a u f  den 
g e d rü c k te n  F lächen des S tü ck es erzeugt in  d em  gew alzten  Stücke K rä f te , die 
in  d e r  W alzrich tung  w irk e n . E s sind zum grossen  T e il diese K räfte , die d ie  d ritte  
H a u p tsp a n n u n g  cr3 in  d em  gedrückten  Teil des gew alzten  Stückes h erv o rru fen
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(B ild 7). Diese R e ib u n g sk rä fte  tra c h te n  zusam m en m it den  D ru ck k rä ften  der 
W alzen das gew alzte S tü ck  d u rch  den  W alzsp a lt du rchzuzw ingen , u . zw. m it 
e in er G eschw indigkeit (v2) die grösser is t, als die U m fangsgeschw indigkeit der 
W alzen (vk). Die in  d e r W alzrich tung  w irkenden  K rä fte , die d u rch  die R ei
b u n g sk rä fte  hervo rgeru fen  w erden , können  n ach  B ild 8 u n d  B ild  9 e rm itte lt 
w erden.

Die in  der W alz rich tu n g  au ftre ten d en  h o rizon ta len  K rä f te  sin d  :

d H  =  2 (/u ■ d N  ■ cos d  N  ■ sin  cp) . (13)

ß. cp<%

H ier is t die a u f  das F lächenelem ent d f  w irkende N o rm a lk ra ft

d N  =  к  ■ d f  = k  • b ■ г • dcp, (14)

wo к den Y erfo rm ungsw iderstand , b die B re ite  des F lächene lem en ts d f  und  r 
den  H albm esser d er W alzen  b ed eu te t.

D ie Grösse der V oreilung w ird  durch  den  G le ichgew ich tszustand  der K räfte  
d H 1 u n d  d H 2 b e s tim m t (B ild 10). Die K rä fte  H i u n d  H 2 h a lte n  e in an d e r in  der 
n eu tra len  L inie d. h . in  dem jenigen Q uerschn itt des gew alzten  S tückes das 
G leichgew icht, der zu  dem  W inkel <p0 gehört, also d o rt, wo die W alzenflächen
elem ente und  S tückflächenelem ente  an e in an d er n ich t g le iten , sondern  wo 
v r =  0 is t. An d ieser S telle  ä n d e rt sich das V orzeichen d er R elativgeschw indig-

14 Acta Technics XIX/1—2.
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k e it  v r (B ild  5). Die in  der W a lz r ic h tu n g  w irkende K ra f t  H 1 is t  :
<Po Vo

H i — \  d H i  =  2 f (fj, ■ d N  ■ cos <p — d  N  ■ s in  <p) (15)
a  a

u n d  d ie  K ra f t  H 2 is t :

<P,  <Po
H 2 — J  d H 2 =  2 j  ([I • d N  ■ cos (p +  d N  ■ sin  (p). (16)

о о

B ild  10

D a  b e i (p0 die K ra ft H 1 —  H 2 i s t ,  k ann  geschrieben w erden  :

а <Pо

j  d N  • (fi • cos <p — s in  ç?) — \ d N  • (fi - cos cp +  s in  ф) =  0 .
V, ô

(17)
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Diese G leichung bestim m t die G rösse des W inkels <p0 bzw. die G rösse der 
V oreilung.*

F ü r  p rak tisch e  Zwecke k a n n  die V oreilung m it g u te r A n n äh eru n g  b e re c h n e t 
w erden , w enn vo rausgesetz t w ird , dass d er V erfo rm ungsw iderstand  к a n  den  
ged rück ten  F lächen  k o n stan t is t . U n te r  d ieser V oraussetzung  k a n n  gesch rieben  
w erden :

a Vo
I к  ■ b ■ r • d<p(/x • cos q> — sin cp) — j  к ■ b ■ r ■ d <p ■ (/< • cos (p -j- sin  q>) =  0, (18)

<Ft 0

da к —  k o n s ta n t is t,

w oraus
и ■ sin  а — (1 — cos а)

sin  cpo =  ---------------------------------- ,
2 • [X

und  so is t
ix ■ sin  а  — (1 — cos а)

(po =  arc sin
2 • jx

(20)

(21)

I s t  der W inkel <p0 b e k a n n t, so k an n  d er V oreilungskoeffiz ien t b e s tim m t 
w erden :

v2 _  [h2 -f- 2 r (1 — cos 9?o)] • cos <p0 

vk h2
(22)

W enn w ir die V erhältn isse  im  W alzsp a lt näher un tersuchen , d a n n  w erden  
w ir dessen gew ahr, dass ausser den  von  den R eibungsk räften  (B ild  8, 9) 
hervorgeru fenen  K rä fte n  u n d  H 2 im  W alzspa lt noch eine an d e re  K ra f t  
gegenw ärtig  sein  m uss. W enn in  dem  W alzsp a lt ausser den K rä ften  H 1 u n d  I l 2 
keine andere  K ra f t  zu r W eiterbefö rderung  des W alzgutes v o rh an d en  w äre , so 
k ö n n te  das W alzgu t den W alzspalt ü b e rh a u p t n ich t passieren , so n d ern  w ürde  
bei dem  A u str ittsq u e rsc h n itt hängen  b le iben  (Bild 3). D ie K rä fte  Я х u n d  H 2 
sind näm lich  in  dem  n eu tra len  Q u ersch n itt im  G leichgew icht, als die S tirn flä c h e

( ‘ -  T
1

COS (p J
1 und  tp =  <p0 is t, so ist h =  lis und vr = 0, u n d  so b e trä g t

hs cos (pQ = [feg +  2 r  • (1 — cos 9?0)] ■ coe tp0 
h2 (22)

Ô =  —— is t  de r V oreiluneskoeffizient.
vk

14*
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des W alzgu tes den  A u s tr ittsq u e rsc h n itt  im  W alz sp a lt e rre ich t. D a ab er das 
W a lz g u t m it e in er g rösseren  G eschw indigkeit als die U m fangsgeschw indigkeit 
d e r  W alzen  aus d em  W alzsp a lt h e ra u s tr i t t ,  m uss a u f den  n eu tra len  Q uer
s c h n i t t  in  der W a lz ric h tu n g  eine D ru ck k ra ft

P  =  p s - hs - bs (23)

w irk e n , die das h in te r  dem  n eu tra len  Q u e rsc h n itt befind liche W alzgu t d u rch  
d en  W alzsp a lt, w ie d u rc h  einen Z iehspa lt, gegen die längs der D ruckflächen  
w irk en d en  R e ib u n g sk rä fte  h in au sd rü ck t (B ild  11).



E IN E  N EU E W A LZ TH E O R IE 2 1 3

In  G leichung (23) is t  p s d ie a u f  den  n e u tra le n  Q uerschnitt w irk e n d e  sp e 
zifische  D ruckspannung , hs d ie H öhe und  bs d ie  B reite  des n e u tra le n  Q u e r
sch n itte s .

W oher s tam m t diese D ru c k k ra ft P  bzw. D ru ck sp an n u n g p s? Im  Z u sa m m e n 
h a n g  m it B ild  6 haben  w ir schon d a rau fh in g ew iesen , dass der du rch  d e n  q u a d r a 

tisch en  E in tr i t tsq u e rsc h n itt  h1 -b1 zw ischen d en  W alzspalt e in tre te n d e  W e rk 
s to ff  d u rch  den  q u ad ra tisch en  n eu tra len  Q u e rsch n itt hs -bs n u r  d a n n  d u rc h 
gehen  k a n n , w enn ein  T eil des gew alzten  W erksto ffes in  die B re itu n g  des W a lz 
gu tes ü b erg eh t. D a d er A b s ta n d  x 1 sich zw ischen dem  E in tr i t ts q u e rs c h n itt  u n d  
dem  n e u tra le n  Q u ersch n itt w ährend  des S tiches n ich t än d ert, so e n ts te h t  hei 
d er Z usam m endrückung  des W erksto ffp rism as (a b  c d ), das sich zw ischen  diesen  
Q u ersch n itten  b e fin d e t, die D ru ck sp an n u n g  p x längs des E in tr i t ts q u e rs c h n itts ,



214 A. G E L E JI

sow ie die D ru ck sp a n n u n g  p s längs des n e u tra le n  Q uerschnitts (B ild  12). 
Z w isch en  E in tr i t ts -  u n d  A u s tr i ttsq u e rsc h n itt  e n ts te h t  also im  W alzg u t in  der 
L än g sach sen rich tu n g  e in e  S pannung  p ,  die höchstw ahrschein lich  ih re n  m ax i
m a le n  W ert im  n e u tra le n  Q u ersch n itt e rre ich t (G leichung 23) und  im  E in tr i t ts -  
sow ie  im  A u s tr i t ts q u e rs c h n itt  gleich N ull is t  ( p 1 =  p 2 =  0, B ild 12).

D e r V erfo rm u n g sw id e rs tan d  längs des E in sp an n b o g en s is t la u t  d e r F liess
b e d in g u n g  (Bild 13) :

k x — k fx -)- <r3x . (24)

H ie r is t k x d e r V e ifo im u n g sw id ers tan d , k jx die Y erform ungsfestigkeit, 
a3x d ie  im  W alzspalt in  d e r  W alzrichtung a u f tre te n d e  d ritte  H a u p tsp a n n u n g  
im  A b s ta n d  x  von dem  E in t r i t t s -  oder A u s tr i t tsq u e rsc h n itt , je  n achdem , ob w ir 
d e n  V erfo rm u n g sw id e rs tan d  v o r oder h in te r  d em  n e u tra le n  Q uerschn itt b e s tim 
m e n  w ollen. Diese d r i t te  H a u p tsp a n n u n g  is t n a c h  d en  G leichungen (15) u n d  (16) 
v o r  dem  n eu tra len  Q u e rsc h n itt  :

<p
2 г Г

<*3x1 =  -  • &ml • (m ■ cos <p — sin  cp) ■ d <p + p xi , (25)
h x J

a

h in te r  dem  n e u tra le n  Q u e rsc h n itt :

<F
2 r  f ,  „ ,

Сзхп -- -------- k mU(fi-  cos <p +  s in  9?) • d < p + p xU . (26)
hx Jо

In  diesen G le ichungen  is t  km der m ittle re  V erfo rm ungsw iderstand  längs 
d es  d u rc h  die zwei In teg ra tio n sg ren zen  b e s tim m te n  gedrückten  B ogens. E in 
fa c h h e itsh a lb e r  nehm en  w ir  an , dass d ieser m itt le re  V erform ungs w iderst and  
v o r  d e m  neu tra len  Q u e rsc h n itt  m it p rak tisch e r A n n äh eru n g  zu

• hfi  -j- k x I
k m I

2

u n d  h in te r  dem n e u tra le n  Q uersch n itt zu

k m l l=  k*  +  k x "  (28)

g e s e tz t  w erden kann .
I n  den G leichungen (27) und  (28) is t  к д  d ie  V erform ungsfestigkeit des 

g e w a lz te n  W erkstoffes v o r  d e m  Stich, kf2 d ie V erfo rm ungsfestigkeit n a c h  dem  
S tic h  ; kxl bezeichnet d e n  V erfo rm u n g sw id erstan d  im  A bstand  x  v o n  dem

(27)



E IN E  N E U E  W A LZ TH E O R IE 2 1 5

E in tr it ts q u e rs c h n itt  und  k xll im  A b stan d  x  v o n  dem  A u str ittsq u e rsc h n itt  (Bild 
13, 14 u n d  15).

Die m ittle re n  V erfo rm ungsw iderstände k ml u n d  kmli können als k o n s ta n te n  
v o r das In teg ra lze ich en  g este llt w erden, also  :

a

<7зх1 =  (к/ l  +  kxi) • —  • 1 (p  • cos cp — s in  <p) ■ d cp) ■ d cp +  p xl (29)

<p

u n d
V

^3x11 =  (k/ 2  +  k xU) • —  • j (p ■ cos <p +  sin (p) • d <p +  p x l l . (30)
"X J  

0
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D em n ach  is t der V erfo rm u n g sw id erstan d  in  d er E n tfe rn u n g  x  v o m  E in 
t r i t t s q u e r s c h n i t t  (vor d em  n e u tra le n  Q u e rsc h n itt)  :

a

k x i —  k f x i +  or3xi =  k f x i - f  (k n  - f  k x i) ■ (p  • cos cp — sin  cp) ■ d cp +  p xl (31)
К  J

u n d  in  d e r  E n tfe rn u n g  x  v o m  A u s tr i t ts q u e rs c h n itt  (h in te r  dem  n e u tra le n  
Q u e rs c h n it t)  :

4>
k xи =  kfxu  +  (fc/a +  k xu)  • —-  ■ (p • cos cp +  sin  cp) ■ dcp +  p xII. (32)

h x J
о

In  d e n  G leichungen (31) u n d  (32) bedeu ten  kfXi u n d  k jxU die V erfo rm u n g sfestig 
k e it  d e s  gew alzten  S tückes in  d e r  E n tfe rn u n g  x  v o m  E in tr i t ts -  bzw. v o m  A u s
t r i t t s  q u e r  sc h n itt im  S tü ck te il v o r  bzw. h in te r  d e m  n eu tra len  Q u ersch n itt.

N a c h  D urchführung  d e r  versch iedenen  R ech en o p era tio n en  e rh ä lt m a n  :

k/xi +  k f i  • —— [p  • (sin a  — sin q>) — (cos cp — cos a)]

kxi  =  ------------ ------------------------------------------------------------------- +  Pxl (33)
1 ----------\ p  • (s in  a — sin  cp) — (cos cp — cos a)]

hx
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und

kx\\  =

N ach  B ild  16 is t

fc/xi i+fc/2 - [iU-sin<p-|-(l — cos 95)]
____________ "X_

1 ----- —  [ц ■ sin <p +  (1 — COS 99)]
h r

X =  r • (sin a — sin  cp)

+  PxII-

und

X  • tg  —  =  r • (cos <p —  cos c t), 
2

ßi a +  <P bzw . ßi — a -\- cp
2 2

is t . W eite rh in  is t

Лх =  (2 r  +  h2) — 2 r • cos cp — h2 +  2 r (1 — cos cp) 

L a u t B ild  17 is t
X — r ■ sin  cp

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)
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u n d

fe rn e r

*  ■ tg
1
2

г • (1 — cos 9о) , (40)

=  —  bzw . ß u  —  (f
2 2

(41)

B ild  17

u n d
hx —  2  Г - j -  /l2 I r  • cos cp , (42)

A n  H a n d  der B ilder 16 u n d  17 kön n en  die G leichungen (33) u n d  (34) a u f 
fo lg en d e  F o rm  g eb rach t w erden  :

l£/xl V I •
Av

Л  —  tg А

«Xi
1 —  .

A,
i« — tg ß i

+  /»xi (43)
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und

I xkfx  II +  hj  2  * - —  •
hx

Pn
2

i - J L .
hx

, ß n

', + t«T.

(44)

wo ß[ =  a <p u n d  ß  I I  — ( p  is t, wo ferner v o r dem  neu tra len  Q u e rsch n itt

hx — h\ — 2 r • tg  —̂ь 2

und  h in te r  dem  n e u tra le n  Q uerschn itt

hx — h2 +  2 r  • tg ßn

(45)

(46)

b e trä g t.
Die E x p o n en tia lfu n k tio n sfo rm  der G leichungen  (43) und  (44) is t

2 ■(/<-* 4 ~ )
k x =  k j i

2 - .
hx ' kjxi +  Pxi 1

wo i =  1 oder 2, bzw . I  oder II .
D a vor dem  n e u tra le n  Q uerschn itt

(47)

t ßl 2 ld - x  
2 2 r

(48)

u n d  h in te r  dem  n e u tra le n  Q uerschn itt

ßn
t g - 4 -  =

д;

2 г
(49)

is t , die m it der F o rm el (47) ausgedrückte  F u n k tio n  k ann  vor bzw . h in te r  dem  
n eu tra len  Q u e rsch n itt folgenderw eise au fgeschrieben  w erden :

2 U -
2 l d - x

2 Г J /£/,

Gl =  Kj  lhn  ■ e k,xl +  Pxl (50)

2 (/<+„"2rl . k,2 x 
h x  к , , n  p x „kx 11 =  fc/2 • e (51)
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I n  d e n  Form eln  (43), (44) bzw . (47), (50) u n d  (51) sind  p x\ u n d  u n b e 
k a n n t .  Z u r  E rm ittlu n g  d e r F u n k tio n e n  p x[ u n d  р хц is t  die K e n n tn is  d er 
S p a n n u n g  p s nötig . Die E rm itt lu n g  der S p an n u n g  p s gesch ieh t u n te r  d e r V o ra u s
s e tz u n g , d ass  die zu r H e ra u sd rü c k u n g  des h in te r  d em  n eu tra len  Q u e rsc h n itt  
b e f in d lic h e n  S tückteiles a b  c d  (B ild 18) nö tige  K ra f t  (Gl. 23)

P  =  P s ■ hs ■ bs =  kzm ■ ( F  +  p  ■ Q) (52)

i s t .  I n  d iese r G leichung b e ze ich n e t die rech te  S eite  in  vere in fach ter F o rm  die 
K r a f t ,  d ie  nö tig  is t, e in en  S ta b  du rch  einen  Z ie h sp a lt du rchzudrücken  [14 ]. 
G le ich u n g  (52) bezeichnet a lso

F  =  (hs — h2) • b2

d ie  Q u ersch n ittsab n ah m e ,

Q =  2 • x 2 • b2

(53)

(54)

d ie  a rb e ite n d e n  F lächen  des Z iehspaltes, p  den  R eibungskoeffiz ien ten , k zm 
d e n  m itt le re n  V erfo rm u n g sw id erstan d  beim  D u rch d rü ck en  einer S tan g e  d u rc h  
e in e  Z ieh d ü se  (einen Z ieh sp a lt) . D er h in te r  d em  n e u tra le n  Q uerschn itt b e f in d 
liche  W a lz sp a lt w irk t als e in  Z ieh sp a lt, du rch  d en  d ie gew alzte S tange m it e iner 
G esch w in d ig k e it (t>2) d u rc h g e d rü c k t w ird, die g rö sser is t ,  als die W alzen u m fan g s
g e sch w in d ig k e it (vk). A us G le ichung  (52) e rg ib t s ich  b e i V erw endung d e r G le i
c h u n g e n  (53) und  (54) d e r spezifische D ru ck , d e r am  neu tra len  Q u e rsc h n itt 
w irk t ,  zu

H ie r  i s t

[(ks h2) -)- 2 • p  • #2] • (55)

2 r +  h2 =  2 r • cos cp0 -(- hs ,

u n d  so i s t

w e ite rs

2 r  (1 — cos 9?0) =  hs — h2 ,

X2 =  r  • sin  (p0 .

(56)

(57)

(58)

M it V erw endung von  d e n  G leichungen (56), (57) u n d  (58) e rh ä lt m a n  den  
sp e z if isc h e n  D ruck au f den  n e u tra le n  Q u ersch n itt :

2 r • k .
Ps = • [(1 — cos 990) + / * -  s in  9>„] . (59)
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D er m ittle re  V erfo rm ungsw iderstand  b e im  D urchdrücken  einer S ta n g e  durch  
eine Z iehdüse (einen  Z iehspalt) is t

г . ________ k/m_______
zm ~  1 _  F  +  y Q  ’ (60)

2 fs

Bild 18

wo
f s  =  h s - b (61)

d en  n eu tra len  Q u ersch n itt b ed eu te t.
D er m ittle re  V erfo rm ungsw iderstand  k a n n  m it H ilfe d e r  G leichungen 

(53), (54) u n d  (61) folgenderw eise geschrieben  w erden :

k/m
W h  l>i) +  2 ^ - * 2] 

2 As

k/m
(ks — Л2) -)- 2 /z • x 2

2 h ,

(6 2 )
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H ie r is t

kfm —
к/s +  fe/2 

2
(63)

wo k js d ie  Y erfo rm ungsfestigkeit im  neu tra len  Q u e rsch n itt und  kj2 die V erfo r
m u n g sfestig k e it im  A u s tr i ttsq u e rsc h n itt  b e d e u te t.

D ie D ru ck sp an n u n g  p  i s t  im  n eu tra len  Q u e rsch n itt gleich p s, im  E in 
t r i t t s -  u n d  A u s tr i ttsq u e rsc h n itt  gleich Null. W ir n eh m en  an, dass die S p an n u n g  
p  sow ohl vo r, wie auch  h in te r  dem  n eu tra len  Q u e rsch n itt an n äh ern d  lin e a r  
v e r lä u f t . U n te r  d ieser V o rausse tzung  is t sowohl v o r, w ie auch h in te r dem  n e u tra 
len  Q u e rsch n itt im  A b s ta n d  x  von dem  E in tr i t ts -  oder A u s tr ittsq u e rsc h n itt

P xi =■ x  , (64)

wo i  =  I  oder I I  (B ild 18) is t.
Im  Sinne der obigen A usführungen  b e trä g t  d e r V erform ungsw iderstand  

des W alzen s vor dem  n e u tra le n  Q uerschn itt, w en n  d e r gew alzte W erk sto ff an  
den W alzen flächen  n irgends h a f te t  :

k xi —
k/xi +  k /i

Г Г  z
hx

/ t - t g

p  -  t g
+

, I kfs +  M  • [(1 -  cos <Po) +  P ■ sinçPo] \
1" * ' \ / 9

I s 'n  <p0 ■ (h2 — 2 r • [Л ■ s in  <p0)

h in te r  dem  n eu tra len  Q u e rsch n itt :

XJxll +  к■n •
kxii

Р +  Ч -

x- i .  U+.gAp
-  +

( (* / ,  +  hjz) ■ [(1 — cos cp0) -(- p  ■ s in  9?o] 
) (sin а — sin  ç>0) (h2 — 2 r )  ■ ju ■ s in  <p0

(65)

(66)

D ie m it den F o rm eln  (65) und  (66) b erech n e te  V erteilung des V erfo r
m ungsw id erstan d es den E in sp an n b o g en  en tlang  is t  aus B ild  19 ersichtlich.

D ie m it den F orm eln  (65) u n d  (66) au sg ed rü ck ten  F u nk tionen  des V er
fo rm ungsw iderstandes s in d  g ü ltig , solange zw ischen den  W alzenflächen u n d
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den  von  ihnen  g ed rü ck ten  S tückflächen  kein  H a fte n  a u f tr i t t ,  also solange die 
W alzenflächen  an  den g ed rü ck ten  S tückflächen  gleiten, d. h . so lange

*x<4 - k J  (67>

is t ,  d a  die V oraussetzung  fü r  das H aften

is t.

f l '  • h x =  £  • k f  =  f m a x (68

D er V e r la u f der R e la tiv 
geschw indigkeit v r en tlang  
den E inspannbogen

D er V e r la u f der F o rm ä n 
derungsfestigkeit entlang  
den E inspannbogen

D er V e r la u f des V erfor
m ungsw iderstandes en t
lang den E inspannbogen
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H ie r is t I  =  0,58, u n d  im  W alzspalt is t

=  P =F tg ßi_
2

(69)

w o i  =  I  oder I I  is t.
D ie Grenze des H a ftg e b ie te s  liegt vor dem  n e u tra le n  Q uerschn itt (der 

F liessscheide) dort, wo

4 r <
P — tg ßl

■ k f (70)

u n d  h in te r  dem n e u tra le n  Q u e rsch n itt d o rt, wo

Р +  Ч
ß u  ‘ kf

(71)

i s t .  D e r A bstand  d er G renze  des H aftgeb ie tes v o n  dem  E in tr i t tsq u e rsc h n itt  
i s t  x 01 u n d  der von dem  A u s tr i t tsq u e rsc h n itt  x02 (B ild  20). D as H aftg eb ie t w ird  
d u rc h  d ie  Ebenen a d  u n d  b c  b eg ren z t. Das W erk sto ffp rism a , das zw ischen diese 
G ren zfläch en  fä llt, t r a c h te t  b e i der Z u sam m endrückung  sich  in  die B reitung  
a u sz u d e h n e n , dabei ü b t  es a u f  die G renzfläche ad  e inen  D ruck  von

P i = P i b X M hX01 (72)

u n d  a u f  die G renzfläche b c e in en  D ruck von

Р ц = Р г -  bXo2- hXos (73)

a u s . H ie r  bezeichnen p 1 u n d  p 2 den spezifischen D ru ck  an  den G renzflächen.
W en n  wir v o rau sse tzen , d ass  die S pannung  p x ih ren  H ö chstw ert auch im  

H a f tg e b ie t  in  dem n e u tra le n  Q uersch n itt e rre ich t, u n d  diese S pannung  im  E in- 
u n d  im  A u s tr ittsq u e rsc h n itt  g leich N ull is t , w enn  w ir w eiters vorausse tzen , 
d a s s  d ie  Spannung p x s ich  in  dem  H aftgeb ie t sow ohl vo r, wie auch h in te r  dem  
n e u tr a le n  Q uerschnitt l in e a r  v e rä n d e rt, d an n  b e trä g t  der H ö chstw ert von p x 
im  n e u tra le n  Q uerschn itt :

p2
P s M = J — - x 2 . (74)

D ie V oraussetzung i s t  jed o ch  viel W ahrscheinlicher, dass die S pannung  
p x ih re n  H öchstw ert zw ar im  n eu tra le n  Q u ersch n itt e rre ich t, doch n ich t linear, 
s o n d e rn  parabolisch v e r lä u f t ,  w ie aus B ild 21 e rs ich tlich  is t.
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D ie P a rab e l im  B ild 21 b e rü h rt  die G eraden A C  u n d  B C  in  den  P u n k te n  D  u n d  E  ; die 
G erade D E  is t  e in  k o n ju g ie rte r  D urchm esser de r P a ra b e l. D ie P arab el w ird  au s d e r  V oraus
setzung  e rm it te lt ,  dass CG — G F  u n d  D F  — F E  i s t  ; d ie G erade tt, welche d u rc h  d e n  P u n k t 
G h in d u rch g eh t und  p a ralle l zu  d e r G eraden D E  is t ,  is t  e ine T an g en te  v o n  d e r  P a ra b e l.

D er V erfo rm ungsw iderstand  k an n  ausserhalb  des H a ftg e b ie ts , also im 
E in tr i ttsq u e rsc h n itt  b is zum  A b stand  xol u n d  vom  A u s tr ittsq u e rsc h n itt  bis 
zum  A b stan d  x02 m it den  Form eln  (65) u n d  (66) berechnet w erden . W ie schon

15 Acta Technica XIX/1—2.
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o b e n  g esag t, sind diese F o rm e ln  n u r  in  beiden G le itgeb ie ten  gültig , also sow eit

(67)

is t .  A n  den  Grenzen des H a ftg eb ie te s  ist [15]

/* ' ’ kXi( =  £ • kf =  Tmax • (68)

W ird  der E influss d e r  im  gew alzten S tü ck  a u ftre te n d en  axialen  D ru ck 
s p a n n u n g  p x ausser a c h t g e lassen , d ann  k ann  gesch rieben  w erden, dass im  H a f t
g e b ie t

d k*  2 t 

d x  hx

i s t .  A n  d en  Grenzen des H a ftg e b ie te s , wo *  =  x 0t (i =  1 oder 2) is t, b e trä g t

d K
d x  ]x=Xo,

2 • Tma
(7 6 )
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A n den G renzen des H aftgeb ie tes is t [ /  • k x =  Tmax =  r 0. E s i s t  b isher 
n ic h t b e k a n n t n ach  w elchem  G esetz tx in  dem  H aftg eb ie t sich  ä n d e r t .  N ach 
A uffassung  einiger F o rsch er is t  r x in  der F liessscheide gleich N ull [1 6 ], nach 
A uffassung  anderer F o rsch er dagegen is t r x in der F liessscheide g leich  Tmax =  
=  r 0 [17]. In  e rs te r A n n äh eru n g  w ird  im  allgem einen angenom m en , dass Tx 
sich  im  H aftgeb ie t lin e a r  v e rä n d e rt. W enn w ir n u n  annehm en , dass t x im  n e u tra 
len  Q uerschn itt w eder N u ll noch r x =  r 0 is t , sondern  v o rau sse tzen , dass

ts =  A - t0 , (77)

wo 0 < A < 1

is t ,  d an n  können w ir an n eh m en , dass im  H aftg eb ie t

(78)

x\ A xqí (1 — A) • r 0" • Tq * X

Q l — *0/) *1 — *0/

is t  (B ild 22).
G leichung (75) k a n n  also folgenderw eise aufgeschrieben w erden  :

(79)

D a

is t , w ird

dkx 2 ■ r 0 l Xi  — Axo  i 2 -Tg 1 -  А
• X

dx hx 1 %i #0i h x  , Xi  —  *0/

A* ' k xg = Tq =  £  • к  f l

dk* 2 f  • k f Í i 1 2  £ - k j 1 1 - А )

dx hx 1 X,  — Xoi 1 К ( X ,  — X 0 i j * ,

wo i — 1 oder 2 .

(80)

(81 )

1 5 *
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W ir begehen keinen  g rö sse ren  Fehler, w enn w ir be i der Lösung d er Glei
c h u n g  (81) in  e rste r A n n ä h e ru n g

h =  h x =  ^ u +  h^  =  K o n s t. (82)
2

s e tz e n , wo i — 1 oder 2. D a n n  is t  die Lösung d e r G leichung (81) die folgende :

» * J * • k f mК  —  kXH=  J 
h

X(  Яжр/

Xi  —  *0,- !
dx

2 Ï  ■ k fm ( 1 -  Я

*/ — *o,

2 f  к■fm Xj  —  Яж0,

Xi  —  X 0i

■ J  X ■ d x  =

Ôt
(83)

(ж — ж0,) — (
r2 _ r 2.л, л-01

1 X i  — ж0,- 2

also  i s t
2 Ç ■ к

% x  —  K X „ t

' Kf m

h ■ (Xi — x oi)

- ( 1 - 2) .

(Xi  — Я ■ Ж0() • (x  — X qí)

(x2 -  X 2i)
(84)

wo i  =  1 oder 2 is t, je  n a c h d e m , ob wir den V erfo rm ungsw iderstand  vo r oder 
h in te r  d em  neutra len  Q u e rsc h n itt  bestim m en w ollen.

I n  Form el (84) is t

kfm  —
kfx^i +  k f x

2
(85)

d ie  m it t le re  V erfo rm ungsfestigke it im  A bstand  x  =  ж()!-.
D en  ta tsäch lichen  V erfo rm u n g sw id erstan d  e rh a lte n  w ir, w enn w ir auch 

n o ch  d ie  D ruckspannung  p x in  R echnung ziehen :

=  К  +  Px , ( 8 6 )

also  i s t

2 £ • kjm 

■ ( Xi  —  *0 i)
■ (Xi  — Я • ж0() (ж — ж0/) —

-  (1 -  Я) +  Pxi

(8 7 )

wo i  =  1 oder 2 is t.
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H ier is t

к £ ' kfm

P’
(88)

W O

p '  =  p ±  tg
ßi

is t , u n d  kfm die m ittle re  V erform ungsfestigkeit im  G leitgebiet b e d e u te t.
D er V erfo rm ungsw iderstand  (Gl. 87) e rre ic h t seinen höch sten  W e rt bei 

X —  oder x  =  x 2 :

k x max — кх^
2 f  • k j m

h ■ (Xj — *0,)
(*, — Я • *o,) • (xj — x 0i)

( 1 - Я ) A  -  A i
(89)

+  PU

also is t

= k x £ ' k fm 
h

• (1 +  Я) • (Xj — дсо,) +  p s (90)

wo i  =  1 oder 2 is t.
W enn  X =  0, d a n n  is t

: — kx„ + £•* ,bfm (xi — *0,) +  p , ,

w enn Л =  1 , d an n  is t

k x max — kx„, "b
2£ • kfm

h
( * i  — X0i) + P s ■

Bei p rak tisch en  R echnungen  k an n  m it A nnäherung  Я =  0,5 angenom m en 
w erden (B ild 23).

U m  die F u n k tio n  k x bzw. kxmax b e s tim m en  zu können, is t  es u n b ed in g t 
n ö tig  den W inkel <p0 bzw . die A bstände x 1, x 2, x 01 und  x02 zu kennen . D er W inkel 
<p0 bzw . die A b stän d e  x t u n d  x 2 bestim m en  d ie  S telle  des n eu tra len  Q uerschn ittes 
(der n eu tra len  L inie), d e r Fliessscheide ; d ie  A bstände x01 u n d  x 02 geben  die 
G renzen der G leitgebiete bzw. des H aftg eb ie tes  an.



2 3 0 A. G E L E JI

D ie Stelle des n e u tra le n  Q uerschnittes k a n n  in  e rste r A n n äh eru n g  m it 
H ilfe  d e r  G leichung (21) b e re c h n e t w erden. D ie so e rm itte lte  Stelle m uss aber 
a u f  G ru n d  der V orau sse tzu n g  korrig iert w erd en , dass der V erform ungsw ider

s t a n d  in  d er neu tra len  L in ie  se in  M axim um  e rre ic h t. D as M axim um  d e r F u n k 
t io n  k x, d ie von dem  E in tr i t ts q u e rs c h n itt  ausg eh en d  e rm itte lt w ird, m uss dem  
M ax im u m  der von dem  A u str ittsq u e rsc h n itt  au sg eh en d  e rm itte lten  F u n k tio n
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k x gleich sein. Es m uss also

*xl max x ll max (91)

se in . L au t G leichung (90) is t  also

**., +  (1 +  X) • (*x -  xM) =  k Xu +  * •  **"*■ (1 +  A) ■ (x2 -  * и ) . (92)
/lj /»II

In  d ieser G leichung sind

— —г  • */mx„
£ ■ k /n

и - ч
ßl

kxn =  ~ ~  ■ kfrnx,, =  ■ fm-ß-

die Y erfo rm ungsfestigkeiten  a n  b e id en  
G renzen des H aftgebietes.

kfmx ur,d j s ind  die m ittle ren  Y erform ungsfestigkeiten  im  I .  bzw . I I .  G leit
geb ie t.

Die G renzen des H aftgeb ie tes (der G leitgebiete) können  m it  d er Form el

hi ■(£ — /*)

±  3 tg +  f- f )
(9 3 )

b e s tim m t w erden [18], wo i  =  1 oder 2 bzw . I  oder I I  is t.
H ier k ann  ß  u n d  ß u  aus B ild 24 an n äh ern d  e rm itte lt w erd en .
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In  Gleichung (92) i s t  w e ite rs

M = )
hl +  As

h u  ( = )
hi +  К

u n d

h  — *1 +  X2 . (94)

D ie  Stelle der n e u tra le n  L in ie  kann  also m it H ilfe  d er G leichungen (92), 
(93) u n d  (94) bestim m t w erd en .

D ie  oben abgeleiteten  F o rm e ln  (65), (66) u n d  (87) des Y erform ungsW ider
s ta n d e s  geben  nur d ann  d e r W irk lich k e it en tsp rech en d e  W erte , wenn sich im  
W a lz sp a lt  w ährend des W a lzen s  d ie  zu der L ängsachse  des gew alzten S tückes 
v e r t ik a l  liegenden Q u ersch n itte  sich  n ich t verb iegen , so n d ern  Ebenen b le iben  
(B ild  2 5a).

U m  d ie  V erbiegung d e r  Q u e rsch n itte  des g ew alz ten  S tückes und  die d a m it 
zusam m en h än g en d en  W erksto ffversch iebungen  (B ild  25b) hervorzurufen , is t  
e in  M e h rb e tra g  des V erfo rm ungsw iderstandes n ö tig . B ei der B estim m ung des 
W a lz d ru c k es  bzw. des V erfo rm ungsw iderstandes m uss m a n  also auch den K ra f t
m e h rb e tra g  h inzurechnen, d e r  e rfo rd e rlich  ist, d a m it d ie  L ängsfasern  des gew alz-
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te n  S tückes aus ih re r  u rsp rü n g lich  ax ialen  R ic h tu n g  in  der R ich tung , die dem  
jew eiligen N eigungsw inkel (p en tsp ric h t, um g e le ite t w erden  (Rild 26).

D iesen V organg  k a n n  m an  als Scherung  v o r dem  E in tr i t t  in  den  
W alzspa lt auffassen , so dass m an  diese A rb e it zu  je n e r  im  W alzspalt e in fach  
h inzuzäh len  k an n . D iese zusätzliche innere A rb e it in  der V olum eneinheit 
b e trä g t [19] :

■d-t =  °g  • dg • (95)

1

Bild 26

W eil aber die V erg leichsspannung v o r dem  E in tr i t t  in  den W alz sp a lt

a g  =  T • ]/3 =  k f (96)

u n d  die V ergleichsdehnung [19]
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ist, wird

A u f die ganze S tü c k s tä rk e  u n d  die L änge 1 bezogen (V olum en V  =  
=  2 • а  • R  • 1) e rh ä lt  m a n  d an n  (B ild 26) :

а

J A t - d V  =  - ^ . k r R .  I <p.d<p =  y L . R . a • ,  (99)

(V+2aR) 0

,9 8 )

bzw . fü r  das gesam te M ateria lvo lum en  V  :

j A t ■ d V  =  ^ L -  a  ■ V  .J P
(V)

D ie gesam te W a lz a rb e it se tz t sich also aus zwei Teilen zusam m en . E in  
T eil (P j)  des W alzdruckes (P ) b rin g t die S lä rk en v erm in d eru n g , der an d ere  Teil 
( P 2) d ie  inneren  M ateria lversch iebungen  h e rv o r  :

P  =  P i  +  P 2 • ( 100)

D e r m ittle re  V erfo rm ungsw iderstand  s e tz t  sich auch aus zwei Teilen 
zu sam m en  :

k m — k am -f- k sm . ( 101)
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P  P
H ie r is t  km — —  d er gesam te  m ittle re  V erfo rm ungsw iderstand , k am =  —— 

Id 'd
derjen ige  Teil des m ittle re n  V erfo rm ungsw iderstandes, der die V erfo rm ungs-

Pa rb e it u n d  k sm =  — — derjen ige T eil, der die inneren  M ateria lversch iebungen  
d̂

h erv o r ru f t .
D er W alzdruck  P 2 der die inneren  M ateria lversch iebungen  h e rv o rb rin g t, 

k a n n  aus der folgenden G leichung b erechnet w erden  (Bild 27) :

P 2 • A h ( = )  ■ a ■ V  . (102)

D arau s  is t

P 2 =
к , V

—G  • a  • -------.
1/3 A h

(103)

D a  vorausgese tz t w ird , dass die B reite  des Stückes 6 = 1  is t ,  b e träg t 
d as  im  W alzspalt sich befindende S tückvo lum en  annähernd  (B ild  28) :

V  =  hr • Id -  2 • —  • ld ■ A  =  A  (h l A h) . id =  A  . h2 ■ ld . (104)
2 3 3 3

D em gem äss is t d er zusätzliche m ittle re  V erfo rm ungsw iderstand , d er nötig  
is t  im  S tück  innere M ateria lversch iebungen  zu stande  zu b rin g en  :

I * _____ h . . a . V k j

d b  у з ld • A h Уз
6 2

l ^ Ä h
(105)
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л

Gleitgebiete 
Haftgebiete

Der V e r la u f  der Relativ- 
^  geschwindigkeit entlang 

den E inspannbogen

д Der V erlau f der Formän-  
h derungsfestigkeit entlang 

den Einspannbogen

Der V e r la u f  der Schub- 
Spannung  entlang das 
Haftgebiet

Der V e r la u f  des horizon
talen Druckes im  Walz
spalt

Der V e r la u f  des 'Yerfor-  
mungswiderstandes ent
lang den Einspannbogen

Bild 29
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u n d  so is t Jc 2 (106)

D a
,m “  3 уз

* /Vf ' U '
A h

а = [d~ ч (107)

k a n n  geschrieben w erden , dass der M eh rb e trag  des V erform ungsw iderstandes, 
d e r zum  H erv o rru fen  der inneren  M ateria lversch iebungen  n ö tig  i s t ,

ksm —
2

3 /3
■ kf . ( 108)

b e trä g t.
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У erformunqwtderst and s verlauf im Walzspalt beim 
Kallvuahen von Aluminium.

D ie Berechnung des m itt le re n  V erfo rm ungsw iderstandes kann an  H a n d  
v o n  B ild  29 erfolgen. D e m n a c h  is t  der m ittlere  V erfo rm ungsw iderstand

T x +  2V+ T  3 +  Г4 +  Г5 +  Те +  Г» (109)

Tr = ■ «01, ( 110)

T i  =  k Xoi • (*1 —  * 0 1 ), ( 1 1 1 )
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Verformunqswiderslands verlauf im Walzspall beim 
Kallwalzen von Alumtnu -m.

Bild 32
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T

T

3

4

—  • (&xmax

k fZ +  ^x0! 
2

-  *Xo,) ■ (*1 

• *02 5

*0l) ,

Tb —  fcx02 ' (*2 *02) 1

T% =  • (kx max fcxJ  ’ (*2 *2) 5

T 7 — k s h -

( 112)

(113)

(114)

(115)

(116)

B ild  30 zeigt den b e re c h n e ten  V erlauf des V erfo rm ungsw iderstandes beim  
W arm w alzen  von A lum in ium . D er aus diesem  D iag ram m  berechnete  m ittle re  
V erfo rm u n g sw id erstan d  w e ich t von  dem  experim en te ll b e s tim m ten  um  1,2 kg  ab.

D ie B ilder 31 u n d  32 zeigen  n eb en e in an d er den  von  Siebel  u n d  Lueg  ex p e ri
m e n te ll bestim m ten  u n d  den b e rech n e ten  V erlau f des V erfo rm ungsw iderstandes 
b e im  K altw alzen  von A lu m in iu m b an d .
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D er A rtik e l b esp rich t zun äch st k u rz  die b ed eu ten d s te n  W alztheorien. E s w ir d  d a ra u f  
liingew eisen, dass d ie KÁRMÁNsche V orste llung  bzw. die G leichungen v. K ármáns zu r  r ic h tig e n  
B estim m ung d e r im  W alzspalt a u ftre te n d e n  K rä fte  n ich t genügen , dass fe rner d ie  T h eo rien  
Orow ans u n d  M icans  au f A nalogien au fg eb au t w orden sin d , u n d  die U m stä n d e , d ie  d ie  
B egleiterscheinungen  des W alzens (B re itu n g , V oreilung) h e rv o rru fen , ausser ach t la s se n , o b w o h l 
in  d iesen U m stä n d en  der Schlüssel zu r r ich tig en  B estim m ung  der K rä fte  im  W a lz sp a lt  lie g t.

D urch  d ie  in  diesem  A rtik e l v o rg efü h rte  neue  W alztheorie  w erden  die U rsac h en  de r 
B re itu n g  u n d  d e r V oreilung e rk lä r t,  u n d  d ab e i a u f  d ie K rä f te  hingew iesen, die im  W a lz sp a lt  
ta tsäch lich  a u f tre te n , und  deren  W irk u n g  b isher be i d e r B estim m ung des V e rfo rm u n g sw id e r
stan d es n ich t in  R echnung  gezogen w urde.

N ach  d ieser neuen  W alztheorie  is t d e r  V erfo rm ungsw iderstand  an  jed e r b e lieb ig en  S te lle  
des E in spannbogens gleich der Sum m e der V erform ungsfestigke it des gew alzten  W erk sto ffe s  
und  de r D ruck fes tig k e it, die in  d e r W alzrich tu n g , in  dem  v e rtik a le n  Q u ersch n itt des gew alz ten  
S tückes a u f tr i t t ,  u . zw. in  dem jen igen  Q u e rsch n itt, d e r  zu  de r eben  u n te rsu ch ten  S te lle  des 
E inspannbogens gehört.

Diese D ru ck sp an n u n g , die w ie g esag t, im  W alzsp alt in  d e r W alzrich tung  a u f tr i t t ,  s ta m m t 
aus K o m p o n en ten  zw eierlei U rsp rungs. D ie eine K o m p o n en te  s ta m m t daher, dass d ie bei der 
W alzung an  d e n  D ruckflächen  en ts te h en d e n  R e ib u n g sk räfte  in  R ich tu n g  der L ängsachse  des 
gew alzten  S tü ck es zwei gegeneinander g e rich te te  D ru ck k rä fte  h e rv o rru fen , die e in a n d e r  im 
n e u tra len  Q u e rsch n itt das G leichgew icht h a lten . D ie an d ere  K o m ponen te  der D ru c k sp an n u n g  
e n ts te h t d a d u rch , dass das im  W alzsp alt zw ischen dem  E in tr i ttsq u e rsc h n it t  u n d  dem  n e u tra le n  
Q u e rsch n itt sich befindende  W erk sto ffp rism a  bei se in er Z usam m endrückung  a u f  d en  n e u tra le n  
Q u e rsch n itt in  W alzrich tung  eine D ru c k k ra ft (D ruckspannung) a u sü b t, w elche D ru c k k ra f t  
den  h in te r  dem  n e u tra le n  Q u e rsch n itt b e fin d lich en  Teil des gew alzten  S tü ck es d u rc h  d en  A us
tr it tsq u e rsc h n it t  m it e iner G eschw indigkeit aus dem  W a lz sp a lt  h in au s tre ib t, d ie g rösser is t 
als die U m fangsgeschw indigkeit d e r  W alzen  ; das S tü ck  t r i t t  also m it einer V oreilung au s dem  
A u s tr ittsq u e rsc h n itt.

A lle d re i D ru ck sp an n u n g en , d ie im  W alzspalt in  d e r  W alzrich tung  w irk en , e rre ich en  
ih ren  m ax im alen  W ert in  der F liessscheide (im  n e u tra le n  Q uerschnitt).

Z u d em  V erfo rm ungsw iderstand , d e r aus d e r V erfo rm ungsfestigke it u n d  au s d en  im 
W alzspalt in  d e r W alzrich tung  w irk en d en  D ru ck sp an n u n g en  e rm itte lt w orden is t ,  m u ss noch 
de r V erfo rm ungsw iderstand  h inzugerechnet w erden , de r zum  H ervorru fen  der in n eren  M a te ria l
versch iebungen  (V erbiegung der v e rtik a le n  Q uerschn itte) e rforderlich  ist.

D ie v o rg e fü h rte  T heorie is t  sow ohl b e im  W arm w alzen , w ie auch  beim  K a ltw alzen  g ü ltig , 
u n d  e rm ög lich t d ie E rm ittlu n g  des V erfo rm ungsw iderstandes an  jedem  P u n k t des E in s p a n n 
bogens.

N E W  T H E O R Y  O F R O L L IN G

A. GELEJI

S U M M A R Y

T he m o st im p o rta n t theo ries o f ro lling  (K árm án , O row an and  M ican) a re  f i r s t  tre a te d  
critica lly  an d  i t  is po in ted  o u t w hy  and  to  w h a t degree K á rm án ’s assum ption  is in su ff ic ien t 
fo r th e  d e te rm in a tio n  of forces aris ing  in  ro lling , fu r th e r  th a t  th e  O row an and M ican ’s th eo ries , 
m ak ing  th e ir  s ta r t  from  analogies a t  th e  d e te rm in a tio n  o f forces, d isconsider c ircu m stan ces 
th a t  p roduce  th e  accom panying p h en o m en a  of rolling (en la rg em en t and  fo rw ard  slip) w hich  
are  a  key  to  th e  p ro p e r in te rp re ta tio n  an d  d e te rm in a tio n  o f th e  forces arising  in th e  ro lling  gap.

T he th e o ry  of ro lling  here  p re sen te d  exp lains th e  causes o f en la rg em en t a n d  forw ard  
slip an d  a t  th e  sam e tim e  p o in ts  o u t w h a t forces a re  to  be  considered  a t  th e  d e te rm in a tio n  of 
th e  resis tan ce , to  d e fo rm ation , a n d  th e  occurrence o f w h a t forces has been  d isco n sid ered  b y  the  
ex p lan atio n s o f  th e  theo ries so fa r  p resen ted . T he sh o rt su m u p  of th e  th eo ry  is th e  follow ing :

T he resis tan ce  to  form ing in  ro lling  a t  an y  p o in t o f th e  com pressing su rface  o f th e  rolls 
consists o f th e  su m  o f th e  y ield s tre n g th  of th e  rolled m a te ria l an d  of th e  co m p ress iv e  stress 
acting  a t  th e  v e rtica l cross section  of th e  piece, belonging to  th e  place in  q u e stio n .

T his com pressive stress, a c tin g  in  th e  d irec tion  of th e  axis o f th e  rolled p iec e , consists 
o f tw o com ponen ts o f d ifferen t origin.

16 Acta Technica XIX/1—2.
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O ne com ponent o rig in a tes  from  th e  fa c t t h a t  fr ic tio n a l forces a rising  in  th e  ro lling  gap 
b e tw e e n  th e  rolls an d  th e  p iece produce  in  th e  d ire c tio n  o f th e  lo n g itud inal ax is o f th e  piece 
tw o  com pressive forces o f  o p posite  sign, w hich  b a lan ce  each  o th e r  in th e  n e u tra l cross section .

T h e  o th er co m p o n en t o f  th e  com pressive force ac tin g  in  th e  d irec tion  of th e  axis o f th e  
p iece  a rises from  th e  fa c t  t h a t  a t  th e  com pression o f  th e  co lum n of m ate ria l b e tw een  th e  cross 
sec tio n  o f  e n try  an d  th e  n e u tra l  section  in  th e  ro lling  gap  th e  side o f th is  co lum n o f  m ate ria l 
co in c id in g  w ith  th e  n e u tra l  cross section ex erts com pression  on  th e  p a r t  o f th e  p iece beh ind  
th e  n e u tra l  cross section , a n d  ex tru d es  i t  th ro u g h  th e  cross section  of e x it from  be tw een  th e  
ro lls  a t  a  v e loc ity  h ig h er th a n  th e  p e rip h e ra l v e lo c ity  o f  th e  rolls, th a t  is, w ith  a  fo rw ard  slip.

A ll th ree  com pressive  forces a tta in  th e ir  m ax im a  in  th e  n eu tra l cross section.
T o th e  resistan ce  o f d e fo rm a tio n  d e term ined  fro m  th e  y ield  s tre n g th  and th e  com pressive 

forces a c tin g  in  th e  d irec tio n  of th e  lo n g itud inal ax is o f  th e  p iece has to  be ad d ed  th e  surplus 
re s is tan c e  to  fo rm ing  re q u ire d  fo r d is to rtio n  of v e r tic a l cross sections in  th e  ro lling  gap (for 
p ro d u c in g  in te rn a l d isp lacem en ts  o f  m ateria l).

T h e  th eo ry  holds fo r b o th  h o t  and cold ro lling , th a t  is, w ith  th e  a id  o f th e  deduced fo r
m u la e  th e  resistance  to  fo rm in g  c an  be calcu la ted  fo r a n y  p o in t o f th e  com pressed arc  in  rolling 
b o th  a  m a te ria l  o f  in v a ria b le  y ield  s tren g th  and  a m a te ria l  harden ing  du ring  rolling.

U N E  N O U V E L L E  T H É O R IE  D U  LAM IN AGE

A. G E L E JI

R ÉSU M É

L ’é tu d e  donne d ’ab o rd  le com pte  re n d u  e t la  c r itiq u e  des p rincipales théories d u  lam inage 
(K á rm á n , O row an e t M ican) e t d ém o n tre  les raisons e t  la  m esure  de l ’insuffisance de  l ’hypothèse  
fo n d a m e n ta le  de K á rm án  p o u r  la  d é te rm in a tio n  des forces se p ré sen ta n t au  lam in ag e . L ’au te u r  
so u ligne  aussi que les th éo ries  d ’O row an e t de M ican, se b a sa n t su r des analogies lors de la 
d é te rm in a tio n  des forces, n e  t ie n n e n t pas com pte  des c irconstances p ro d u isan t les phénom ènes 
accesso ires d u  lam inage (é la rg issem en t e t g lissem ent), q u i d o n n en t la  clef de l’in te rp ré ta tio n  
e t  d e  la  d é te rm in a tio n  co rrec tes  des forces se p ro d u isa n t a u  cours du lam inage.

L a  théo rie  d u  lam in ag e  ici p résen tée  exp lique  les causes de l ’élarg issem ent e t  du  glisse
m e n t, e t  in d iq u e  les forces d e v a n t ê tre  considérées p o u r  d é te rm in e r la  résistance  à  la  d éfo r
m a tio n  a u  lam inage , a in s i que les forces d o n t les th éo ries  n ’o n t  ten u , ju sq u ’à p ré sen t, au cun  
c o m p te  d an s leurs exp lica tio n s . Voici u n  b re f  résum é de la  nouvelle  théorie  :

L a  résistan ce  a u x  d é fo rm atio n s m esurée lors d u  lam in ag e , e t  considérée à  u n  p o in t q u e l
co n q u e  de la  surface de  com pression  des cy lindres, e st la  som m e de la  résistance à l ’écoulem ent 
de  la  m a tiè re  lam inée e t  de  l ’e ffo rt de com pression a g issan t dans la  section  v e rtica le  de la  pièce 
a p p a r te n a n t  au  p o in t en  q u estio n .

C et e ffo rt de com pression  ag issan t dans la  d irec tio n  de l ’axe lo n g itu d in a l de la pièce 
lam in ée , e s t constituée  p a r  d eu x  com posantes d ’o rig ine  d iffé ren te .

L ’un e  des com posan tes ré su lte  du  fa it que les forces de  fric tio n  p re n a n t naissance dans 
l ’in te rs tic e  des cy lindres, e n tre  ceux-ci e t la  pièce e lle-m êm e, p ro d u isen t, dans la  d irec tio n  de 
l ’ax e  lo n g itu d in a l de la  p ièce, d e u x  forces de com pression  de signe co n tra ire , lesquelles s’équ i
l ib re n t  T une l ’au tre , d an s la  sec tion  n eu tre .

L ’a u tre  com posan t de  l ’e ffo rt de com pression ag issan t dans la d irec tion  de  T axe de la 
p ièce  ré su lte  du  fa it que d an s l ’in te rs tice  des cy lin d res , lors de la  com pression de la  colonne de 
m a tiè re  e n tre  la  section  de l ’en trée  e t  la  section  n e u tre , le  cô té  de  ce tte  colonne de m atiè re  corres
p o n d a n t  à  la  section  n e u tre  exerce  une  pression  su r la  p a r tie  de la  pièce se tro u v a n t  d e rriè re  
la  sec tio n  n e u tre , e t la  re fou le  d ’e n tre  les cy lindres, à  t r a v e rs  la  section  n e u tre , avec u n e  v itesse  
p lu s  g ra n d e  que celle de  la  v itesse  périp h ériq u e  des cy lin d res , p a r  su ite  de quoi il se p ro d u it 
u n  g lissem en t.

L es  tro is  e fforts de  com pressions a tte ig n e n t le u r  m ax im a  dans la  section  n eu tre .
A  la  résistance  a u x  défo rm atio n s calculée à p a r t i r  de  la  résistance à  l ’écoulem ent (lim ite  

a p p a re n te  d ’élastic ité ) de  la  m a tiè re  e t des e fforts d e  com pression  ag issan t dans la  d irec tion  
de T ax e  lo n g itu d in a l de la  p ièce, i l  fa u t a d d itio n n er l ’excès de la  résistance au x  déform ations 
n é ce ssa ire , dans l ’in te rs tic e , p o u r fléch ir les sections v e rtica les  (p rovoquer les m ouvem en ts 
in té r ie u rs  de la  m atière ).

L a  th éo rie  est v a la b le  p o u r le lam inage à  ch au d  aussi b ien  que pour le lam inage  à  fro id , 
les fo rm ules déduites p e rm e tte n t  de  calculer la  ré sis tan ce  a u x  déform ations p o u r u n  p o in t 
que lco n q u e  de l’arc  com prim é.
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НОВАЯ ТЕОРИЯ ПРОКАТКИ
А. Г Е Л Е Й И

РЕЗЮМЕ

В работе сначала дается краткое изложение важнейших теорий прокатки (Карман, 
Орован и Мицан), затем эти теории подвергаются критике и указывается, что почему и 
насколько недостаточно предположение Кармана для определения усилий, возникаю
щих при прокатке, теории же Орована и Мицина, исходя из аналогий при определении 
усилий, не учитывают те условия, которые создают сопровождающие явления прокатки 
(раздача и опережение) и которые дают ключ для правильного объяснения и определения 
возникающих в прокатном ручье усилий.

Рассматриваемая теория прокатки дает объяснение причин раздачи и опережения 
и одновременно с этим указывает на то, что какие именно усилия необходимо учитывать 
при определении сопротивления деформации прокатки и какие возникающие усилия не 
учитывались существовавшими до сих пор теориями при объяснении. Данная теория 
прокатки впрочем кратко гласит следующим образом.

Сопротивление деформации при прокатке в любом месте поверхности сжатия про
катных валков соответствует сумме прочности деформации прокатываемого материала и 
напряжения сжатия детали, действующего в вертикальном сечении, относящемся к дан
ному месту.

Это напряжение сжатия, которое действует в направлении продольной оси про
катываемой детали, состоит из слагающих двоякого рода.

Одна из таких слагающих происходит от того, что усилия трения, возникающие в 
прокатном ручье между прокатными валками и прокатываемой деталью, создают вдоль 
продольной оси обрабатываемой детали два усилия сжатия, противоположные по знаку 
и которые в нейтральном сечении поддерживают друг друга в равновесии.

Другая слагающая напряжения сжатия, действующая в направлении оси обра
батываемой детали, происходит от того, что при сжатии в прокатном ручье столба мате
риала, находящегося между входным и нейтральным сечениями, сторона этого столба, 
совпадающая с нейтральным сечением, давит на часть детали, находящуюся за ней
тральным сечением, и эту часть через выходное сечение выдавливает между прокатными 
валками со скоростью, превышающей окружную скорость прокатных валков, т. е. вы
давливает с опережением.

Все три напряжения сжатия достигают максимума в нейтральном сечении.
К сопротивлению деформации, определенному на основе прочности деформации и 

напряжений сжатия, действующих в направлении продольной оси прокатываемой детали, 
необходимо прибавить также дополнительное сопротивление деформации, которое необ
ходимо в прокатном ручье для изгиба вертикального сечения (для создания внутреннего 
сдвига материала).

Теория действительна как в случае горячей, так и холодной прокатки, т. е. с по
мощью выведенных формул при прокатке материалов как с неизменяющейся прочностью 
деформации, так и твердеющих материалов представляется возможным определить со
противление деформации в любом пункте сжатой дуги.
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IN MEMORY OF ANTHONY K ERPELY SEN. (1837— 1907)

Prof. A. SC H L E IC H E R
D. ENG. SC.

[M anuscrip t received Ju n e  26, 1957]

T his is to  com m em orate  A n t h o n y  K e r p e l y  S e n . ce leb ra ted  professor of 
F e rro u s  M etallurgy  a t  th e  fam ous H u n g a rian  H igh  School o f  M ines o f old 
renow n a t Selmec, fo rm erly  H u n g a ry , C orresponding M em ber o f  th e  H u n g a rian  
A cadem y o f Sc., G eneral M anager o f th e  Iro n  an d  Steelw orks o f  th e  H u n g a 
r ia n  S ta te , on th e  50-est a n n iv e rsa ry  of h is d e a th  [1 ].

F a r  ahead  of h is tim e  he e lab o ra ted  in  1878 a  m ethod  o f te s tin g  th e  hardness 
o f  steel ra ils , essen tia lly  id en tica l w ith  th e  L u d w ik  cone h a rd n ess  te s t  th a t  
tu rn e d  u p  25 years la te r , o r th e  s till la te r  R o c k w e l l  hardness te s tin g  m eth o d  [2 ]. 
A t th e  sam e tim e he p u b lish ed  his h o t b reak in g  te s t  to  conclude from  th e  a p p ea r
ance o f frac tu re  to  th e  conditions of th e  re fin in g  process, th e  com position  
a n d  q u a lity  of th e  s tee l. P rev io u sly  a lread y  in  1876 he h ad  in v e s tig a te d  m icro
scopically  th e  s tru c tu re  o f  iro n  an d  steel.

F rom  an  in te rn a tio n a l v iew po in t an  o u ts tan d in g  w ork  is h is  “ L ay o u t 
a n d  E q u ip m en t o f Iro n w o rk s” , p u b lished  in  G erm an a t L eipzig in  7 volum es 
o f  te x t ,  draw ings an d  p lan s  [3].

H is best-know n l i te ra ry  w ork  is th e  y earb o o k  : “ R ep o rts  on  th e  Progress 
o f  F errous M eta llu rgy” , founded  in  1866 a n d  ed ited  b y  h im  fo r 20 y ea rs  in 
G erm an  [4].

K e r p e l y  was in  h is age n o t only a g re a t sc ien tist o f fe rro u s m e ta llu rg y  
b u t  also an  excellent p ra c tic a l e x p e rt o f h is a r t .  H e reform ed a su b s ta n tia l  p a r t  
o f  th e  H u n g arian  iro n  in d u s try , to o k  o u t A u s tr ia n , G erm an a n d  H u n g a rian  
p a te n ts  on th e  so lu tion  o f p ra c tic a l p roblem s, such  as the  reduc tion  o f  th e  su lphur, 
a rsen ic , an tim ony , p h o sp h o ru s  an d  copper co n ten t o f w ro u g h t iron  and  
s tee l, on form ing ca lcareous an d  m agnesian  rocks to  a p la s tic  m ass by  
ace tic  ac id  tre a tm e n t, on th e  design o f a double p u d d lin g  fu rn ace  w ith  
regenera to rs.

K e r p e l y ’s  fe rtile  l i te ra ry  an d  professional activ ities w ere h e ld  in  high 
esteem  n o t only b y  h is  H u n g a ria n  fa th e rla n d , b u t  also b y  th e  te c h n ic a l press 
a n d  b y  professional m en  o f o th e r coun tries. E . g. th e  leadersh ip  o f  th e  fam ous 
W orld  E x h ib itio n  a t  V ien n a  o f  1873 req u ested  h im  to  dem o n stra te  th e  im p o rtan ce  
o f  iron  on th e  occasion o f  th e  exposition  [5].
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T h is  b rief co m m em o ra tio n  was given an  o p p o r tu n ity  only by  th e  50-iest 
a n n iv e rs a ry  of K e r p e l y ’ s  d e a th . For m ore p a r tic u la rs  reference is m ade on 
a n  ap p rec ia tio n  w ritten  in  G e rm an  [6 ], and  i t  is p o in te d  o u t th a t  th e  H u n g a rian  
A c a d e m y  of Science w ill h o ld  o n  th is  occasion a cerem onious m eeting to  com m e
m o ra te  h im  and will p u b lish  in  p r in t a de ta iled  rev iew  of his work.

A .  K e r p e l y  Senior is  n o t  to  be m ixed u p  w ith  h is  son, A n t h o n y  K e r p e l y  

J u n io r ,  w ho m ade his n a m e  k n o w n  b y  his g asp roducers w ith  ro ta tin g  g ra te  [7].

R EM A RK S

1. T h is  com m em oration w as g iv en  a n  o p p o rtu n ity  also b y  th e  c ircum stance th a t  th e  D üsse l
d o r f  periodical S tah l u n d  E ise n  used  to  com m em orate  a t  th e  beg in  of every  y e a r in  a 
com m endable w ay ex ce llen t a u th o rs  and ex p erts  in  m e ta llu rg y  w ho died 50 y ears befo re  
th e  begin  of th a t  y e a r  o r  w e re  b o rn  100 years before . F ro m  th e  las t such lis t pu b lish ed  
on  pp . 43/45 of Vol. 77., 1957 Kerpely’s nam e w as u n fo r tu n a te ly  left out. I t  is e v id e n t  
t h a t  such lists are d iff ic u lt to  com pose and can  h a rd ly  be  p e rfec t in te rn a tio n ally . H o w ev e r , 
i t  is regrettab le  th a t  th e  l e t t e r  o f th e  au th o r o f  th ese  lines o f 23 O ctober, 1956, a d d re ss 
ed  to th e  editor of th e  sa id  p e rio d ica l in  th a t  m a t te r  h a s  n o t  been  tak e n  in to  considera tion  
p ro b a b ly  because i t  d id  n o t  re a c h  its  destina tion  in  consequence th e  O ctober 1956 even ts 
in  H ungary .

2. T h e  la rg e  num ber of Kerpely’s p ap ers  were m o stly  p u b lish ed  in  G erm an, th is one un d er
th e  t itle  : U ber E isen b ah n sch ien en . Versuche u n d  S tu d ien . Leipzig 1878.

3. D ie  A nlage und E in rich tu n g  d e r  E isen h ü tten . Leipzig , 1873— 1884. Verlag A rth u r  Felix .
4. B e r ic h te  über die F o r tsc h r itte  d e r  E isen h ü tten tech n ik . V erlag  A r th u r  Felix , Leipzig.
5. D a s  E isen  auf der W iener W eltau ss te llu n g . M it 16 H o lz sc h n itten  und  4 lito g raph ischen

T afe ln . Schem nitz, V erlag  A . Jo e rg es , 1873.
6. E , Cotel : A nton R i t te r  v o n  K e rp e ly ’s (des Ä lteren ) W irk u n g  a u f  die E n tw ick lu n g  der

ungarischen  E isen in d u strie  u n d  der E isen h ü tten k u n d e . U n iv ersity  of T echnical and 
E conom ic Sciences, P u b lic a tio n s  o f th e  D e p a rtm en t o f  M ining and M etallurgy, Sopron 
(H u n g a ry ), Vol. IX .,  1937, p p . 68/76.

7. A . Kerpely J r . was g en era l m a n a g e r  o f th e  A u strian  A lp ine  M ining Corp ; th e  D üsse ldorf
S o c ie ty  of G erm an I ro n  M eta llu rg is ts  (Verein d e u tsch e r E isen h ü tten leu te ) aw ard ed  to  
h im  th e  Carl Lueg M em oria l M edal in  1914. W hen  th e  m ed a l w as handed  to  h is delegate  
a t  th e  M ay 3, 1914 session o f  th e  society, th e  ch a irm an  ad d ressed  Kerpely as a n  A u s tria n  
(S ta h l und  E isen 34 [1914] 824), w hich is o f course, a n  e rro r, for he declared  h im self 
a  H un g arian  u n til h is d e a th  in  1917.

SUMMARY

C om m em oration of A n t h o n y  K e r p e l y  Se n ., excellen t H u n g a rian  professor o f F e rro u s 
M e ta llu rg y  on the  occasion o f th e  5 0 -th  ann iversary  of his d e a th .
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Az A cta  T ech n ic s  n é m e t, angol, fran c ia  és o rosz  nyelven közöl é rtekezéseket a m ű szak i 
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A PRACTICAL SOLUTION FOR STIFFENED 
SUSPENSION BRIDGES OF VARIABLE INERTIA  

MOMENT AND ITS APPLICATION 
TO INFLUENCE-LINE ANALYSIS

J .  SZID A R O V SZK Y
H IG H W A Y  A N D  R A IL R O A D  P L A N N IN G  O F F IC E , B U D A P E S T  

[M an u scrip t received  5 th  M ay, 1956]

1. In troduction

In  th e  h is to ry  o f suspension  bridges ro p es, chains or cables figu red  as th e  
exclusive sup p o rtin g  elem ents o f th e  f irs t  su spension  bridges. L a te r  on, we 
can  fin d  som e so rt o f  stiffen ing  elem ents b ea rin g  th e  deck, b u t no considera tion  
o f th is  w as m ade in  s tru c tu ra l analysis. So th is  sh o u ld  be regarded  as th e  ca lcu la 
tio n  system  fo r  unstiffened suspension  b ridges.

I t  is th is  sy stem  on w hich w as b ased  th e  calcu lation  of th e  B u d a p e s t 
Széchenyi chain-bridge in  th e  m iddle  o f th e  la s t  cen tu ry .

In  th e  la te r  designs, how ever, th e re  h as  a lread y  been tak en  due reg a rd  
of th e  stiffen ing  tru s s , and  d im ensioning w as b a se d  on assum ptions as u su a l 
in  elastic  calcu lations. In  ca lcu la ting  suspension  bridges, th is  m ay  be  ta k e n  
for th e  so called Elastic  Theory. A m ong assu m p tio n s of th is  k in d  one can  
fin d  too , th a t  tru ss  deflects u n d e r load  to  so sm all an  ex ten t th a t  analysis  o f 
forces in  s ta tic  calcu la tions m ay  be b ased  on  q u a n titie s  charac teris tic  o f  th e  
shape of th e  un loaded  tru s s . In  general, th is  a ssu m p tio n  has been ju s tif ie d . E .g . 
we do d isregard  th e  change due to  load ing  in  th e  len g th  of th e  arm , w hen ca lcu
la tin g  th e  stress o f th e  tru ss-ch o rd .

C alculation o f  th e  B u d ap est “ E liz a b e th ”  b rid g e  was also b ased  on th e  
E la s tic  T heory , ta k in g  a d v a n ta g e  also o f re su lts  o f  investiga tions carried  on b y  
A n t h o n y  K h e r n d l ,  professor o f T echn ica l U n iv e rsity  a t  B u d ap est an d  
academ ician .

A lready  a t  th e  end  o f th e  la s t  c en tu ry  i t  w as po in ted  ou t b y  in v es tig a to rs  
th a t  th e  effect o f deflec tion  is n o t negligible in  th e  calculation  o f  suspension  
b ridges, even th e y  w en t to  th e  len g th  o f p u tt in g  dow n differential eq u a tio n s as 
a w ay  o f considering th e  effect o f th e  v e rtic a l deflec tion  and  th e y  d id  resolve 
th e  d ifferen tia l eq u a tio n  in  case th e  m om ent o f  in e r tia  o f tru ss , an d  so its  s tif f 
ness too , was co n stan t. D esigning o f th is  k in d , b a sed  on th e  Deflection Theory, 
has resu lted , especially  w ith  stiffen ing  tru sse s , in  stresses m uch sm aller th a n  
those  o b ta in ed  th ro u g h  ca lcu la tion  based  on th e  E lastic  T heory . R esu lts  o f 
th e  D eflection  T heory  w ere also applied , in  th e  reconstruction  o f th e  B u d a p e s t 
“ Széchenyi”  chain-bridge in  1948.

1 Acta Technica XIX/3— 4.
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C alculation as ap p lied  to  suspension  bridges on the  basis o f th e  D eflec
t io n  T h eo ry , was n o t w elcom e to  all engineers fo r tak in g  longer tim e  th a n  w hen 
a p p lie d  to  o ther types o f  b rid g es an d  also for th e  necessity  of fu r th e r  neg lections 
b e y o n d  conventional in  th e  analysis o f tru sse s .

A  good deal has b een  sa id , in  th e  course o f calculating  suspension  bridges, 
a b o u t  considering th e  e ffec t o f change in  th e  m om ent of in e rtia , in  p a r tic u la r . 
A  w a y  o f dealing w ith  i t  is th a t  th e  tru ss  is d iv ided  in to  sections, w ith in  w hich 
th e  stiffness of th e  tru s s  m a y  be ta k e n  fo r co n stan t, and so no d iff ic u lty  was 
m e t  in  calculations. T h is p rocedure , w hich requ ires com plying w ith  tw o  connec
t io n  conditions for each  sec tio n , im plies th e  d e te rm ina tion  of in te g ra l co n stan ts  
in  o n e  equa tion  system . T h is  w ay, how ever, is a very  cum bersom e one as con
s ta n t s  a re  to  be ca lcu la ted  w ith  g rea t precision .

T h e  other w ay m ig h t h av e  been th e  ap p lica tio n  of the  procedure  proposed  
b y  “ R u n g e”  for th e  so lu tio n  o f d iffe ren tia l equa tions th a t  c an n o t be  w orked 
o u t  in  closed form.

A ccording to  a th ird  w ay , so lu tion  p resen ts  itse lf  in  the  form  o f a “ F o u 
r ie r ”  series, although d e te rm in a tio n  o f th e  F o u rie r constan ts can  o n ly  re su lt 
f ro m  so lu tion  of an  eq u a tio n  system  co n ta in in g  a num ber of un k n o w n s.

T h e  procedures m en tio n ed  are n o t know n to  have been used  in  p rac tica l 
d e s ig n  u p  to  the p resen t, fo r th e y  e lim ina te  th e  effect of one a ssu m p tio n  only , 
le a v in g  behind  in th e  ca lcu la tio n  th e  re s t o f u n certa in ties, on th e  one h an d , 
a n d  th e y  require an  a d d itio n a l am o u n t o f su rp lus work, on th e  o th e r  h a n d .

2. Notations

I n  our coordinate sy s te m  th e  positive  “ x ”  p o in ts  to  th e  righ t, th e  p o sitiv e  y  an d  rj 
p o in t  dow nw ards.

T h e  m om ent is positive  i f  i ts  ro ta tio n  is clockw ise, in  case the  re su lta n t a c ts  to  th e  le f t  
o f  th e  section .

T h e  re su ltan t force is p o sitiv e  w hen  p o in tin g  upw ards.
U n d e r assum ptions as ab o v e  :

d3 7i
— E l  •-—n— =  V  =  v e r tic a l re su lta n t force 

dx3

d4 71
E  • I —=—— =  p  =  d is tr ib u te d  force 

dx4 F

— E
d2 7)

d x2
M =  b en d in g  m om ent

B y  cable-force is m ea n t th e  h o rizo n tal p ro jec tio n  of th e  pull in th e  cable.
H w =  cable-force due to  p a r t  o f  th e  d ead  load no t affecting th e  s tiffen ing  

tru ss .
H  =  in c re m e n t o f  cable-force due  to  o th e r  effects, such as th e  re m a in d e r 

o f d ead  lo ad , tem p e ra tu re  change, live load
M  =  m o m en t o f  stiffening tru ss  on  th e  basis o f the  D eflection  T heory .
M 0 =  m o m en t on  th e  basis o f th e  E la s tic  T heory. (In  case o f a  con tinuous 

stiffen ing  tru ss , considera tion  o f m om ents a t supports is b a sed  on  
va lues ca lcu la ted  b y  th e  D eflec tion  T heory.)
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V  and  V0 =

4 =  
P =
r) =  
I  =  

E  =
Ec =  

Ls Li =  
w

l =
F„ =

X  —

У =

re la te  to  th e  vertica l re su lta n t force  la te r  called as sh ea r fo rce , such  
as M o r M0 respectively , to  m o m en t
re la tes  to  d is trib u ted  force, such  as M0 re la tiv e  to  m om ents
ex te rn a l d is trib u ted  load
v e rtica l deflection  o f th e  stiffen in g  tru ss
m o m en t o f  in ertia  o f s tiffen ing  tru ss
m odulus o f e lastic ity  o f  th e  stiffen in g  truss
m odulus o f  e lastic ity  o f th e  cab le
cab le-len g th  functions (equ . 6.01)
p a r t  o f  d ead  load  w ith o u t a n y  e ffec t on  th e  stiffening tru ss . (T his p a r t
o f d ead  load , is carried  b y  th e  cab le  only.)
len g th  o f  span
sec tional a rea  o f cable
abscissa
o rd in a te  o f  th e  cable w ith o u t live  load  a t  m ean tem p e ra tu re

H w +  H  
E  J

S  (x) =

C (x )  =  
U ( X )

A , В  =
ac, bc, a f, ßc 
as, fr*, as, ßs 
nu, bu, a “, ß u

к =  
m  (x ) =  
V (x)

ПН =
P
7 =

h =

fu n c tio n . One p a rticu la r  so lu tion  o f th e  hom ogeneous form  o f  d iffe ren tia l 
eq u atio n  3.03 (par. 4.1). 
as above
function . One p a rticu la r so lu tion  o f d ifferen tia l equation  3.03. (p a r. 4.1).
dim ensionless constan ts
c o n stan ts  in  function  C (x)
c o n stan ts  in  function  S (x)
co n stan ts  in  function  U  (x)
su b sc rip t referring  to section  “ k ”
o rd in a te  o f  m om ent in fluence-line
o rd in a te  o f  shear-force in fluence-line
o rd in a te  o f  H  cable-force in fluence-line
su b sc rip t referring  to  in flu en ce  line  due  to  effect o f P  =  14
su b sc rip t referring  to in fluence-line  due to  effect o f  d is tr ib u te d  force
q =  1'
in d ex  re fe rrin g  to con tinuous tru ss  
d is tan ce  betw een hangers.

3. Differential equation o f suspension bridges

3.1. D ifferential equation o f  the suspended p a r t o f  the stiffening truss

A practical m ethod  in  calcu lating  suspension  bridges w ill be  dem on
s tra te d  here.

In  calculating  th e  p a r t  of the  b ridge  su sp en d ed  on th e  cab le , we m ake 
th e  well-known basic d iffe ren tia l eq u a tio n  b y  “ R o d e”  as th e  s ta r t in g  p o in t. 
In  th is  w ay :

[E J  r,"] " -  [H w +  H ] \r f  (1 +  ? » )] ' =  H y"  +  p  =  q .

N o ta tions are explained in  ch ap te r 2.
I t  is no ted  here th a t ,  in  case of assum ing  (H  -|- H„,) to  be c o n s ta n t, the  

p rincip le  o f superposition  holds good.
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A fte r  some a lte ra tio n  :

M " - ( 1 + y '2) I
H  w “Ь H  

E J
M d x =  H y "  p  — q • (3,01)

I n  th e  stric t sense o f  th e  w ord, th is  eq u a tio n  is n o t a d iffe ren tia l e q u a 
t io n , b u t  i t  m ay be tu rn e d  in to  a  linear d iffe ren tia l eq u a tio n  o f second o rder. 
T h u s , th e  general re la tio n s o f  lin ea r d ifferen tia l equ a tio n s of second o rd e r are  
v a lid  fo r  i t  also. F o r th e  sa k e  o f  sim plicity , th e  b asic  equation  as in  E q u . 3,01 
w ill b e  called fu rth e r on a  d ifferen tia l eq u a tio n .

3 .2 . D ifferentia l equation o f  the unsuspended p a r t o f  the stiffening truss

I n  m any of th e  su sp en sio n  bridges, for reasons p a r tly  of s ta tic s  p a r t ly  
o f  co n stru c tio n , th e  s tiffen in g  tru ss  is n o t su spended  on th e  p a r t  n e x t to  th e

s u p p o r ts  (Fig. 1). A t th is  p a r t ,  the  d iffe ren tia l equa tion  becom es sim p ler 
a n d  ta k e s  the  form , c h a ra c te r is tic  of a beam  g ird er, o f

M " =  -  p =  — q .  (3,02)

T he differential e q u a tio n  as in  E qu . 3.02, is a special case o f th a t  o f E q u . 
3 ,01 , i f  H w =  H  =  0.

I n  conform ity w ith  eq u a tio n s  3.01 an d  3.02, th e  d ifferen tia l eq u a tio n  
o f  a  suspension bridge for b o th  th e  suspended a n d  th e  unsuspended  p a r t  of th e  
s tif fe n in g  truss is:

M ' - A (1
• H w +  H  

E J
M d x X H y"  — p  =  — q , (3,03)

w h ere  X =  1 for th e  su sp en d ed  p a r t ,  X — 0 fo r th e  unsuspended  one. 
O r, to  p u t in  an  o th e r  fo rm :

M"  +  A [(1 +  У )  ( H n, +  H)  r f \  =  — X H y "  — p  — — q . (3 ,04)
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4. Solution o f differential equations

4.1. Choice o f  particular solutions

Supposing general so lu tion  o f th e  d ifferen tia l eq u a tio n  3.03,

M  =  A C ( x )  + В  S (x )  +  U (x )  (4,01)

In  th is  re la tion , th e  C(x) an d  S(x) functions o f th e  d im ension o f  bending  
m om ents, m ay  be reg a rd ed  as so lu tions, lin ea rly  in d ep en d en t o f  each  o ther, 
o f th e  hom ogeneous form  o f d ifferen tia l eq u a tio n  as in  E q u . 3.03. O n th e  o ther 
h a n d , th e  U(x) fu n c tio n  o f  th e  d im ension o f a bend ing  m om en t is a p a rticu la r  
so lu tion  o f  th e  unhom ogeneous form , “ A”  an d  “ B ”  are, in  tu rn , dim ensionless 
co n stan ts .

C hoice o f  th e  p a r t i c u la r  s o lu tio n  o f  C  (x) a n d  S  (ж) is  m a d e , f u r th e r  o n , so a s  to  h e

C  (° )  — 1 (4 ,02 )

C  (o) =  0 (4 ,03)

a n d S  (o) = 0 (4 ,04)

S' (о ) =  1 (4,05)

S ta t ic a l  in te r p r e ta t io n  o f  th is  is  g iv e n  as fo llow s.
F u n c tio n  C (x) is  ch o se n  so t h a t  i t  sh o u ld  p ro d u c e  so lu tio n  o f  th e  h o m o g e n e o u s  fo rm , 

in  o th e r  w o rd s , th e  m o m e n t o n  th e  s t i f f e n in g  t r u s s ,  d u e  to  th e  e f fe c t  o f  th e  p o s i t iv e  u n i t  m o m e n t 
a t  x  =  o , a c ts  as th e  o n ly  e x te r n a l  lo a d in g  to  th e  le f t  o f  th e  c ro ss -se c tio n , a t  lo c u s  x, chosen  
a t  r a n d o m .

T h e  d is t r ib u te d  lo a d  :
9 =  ° (4 ,06)

th e  sh e a r-fo rc e  a n d  m o m e n t,  a t  x =  о

V (о ) =  0 (4 ,07)

M  (о ) =  И ш (4 ,08)

A s re g a rd s  th e  m o m e n t o n  th e  s t i f f e n in g  t r u s s ,  in  tu r n ,

M (x) =  C (x ) (4 ,09)

T h u s ,  C (o ) =  l tm

C  (o ) =  0

T h e  S (x ) fu n c tio n  is c h o se n  so t h a t  i t  sh o u ld  p ro d u c e  s o lu tio n  o f  th e  h o m o g e n e o u s  fo rm , 
in  o th e r  w o rd s , th e  m o m e n t o n  th e  s tif fe n in g  t r u s s ,  d u e  to  th e  e f fe c t  o f  th e  u n i t  sh e a r-fo rc e  
a t  x  =  o , a c ts  a s  th e  o n ly  e x te r n a l  lo a d in g  to  t h e , l e f t  o f  cro ss se c tio n  x .

T h e  d is t r ib u te d  lo a d  :
q =  о (4,10)
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T h e  sh ear-fo rce  a n d  m o m e n t ,  a t  th e  p la ce  o f  x  =  о :

V (о) =  l '  (4 ,11 )

M  (о) =  0 (4 ,12 )

T h e  m o m e n t o n  th e  s t i f f e n in g  t r u s s  :

M  (x) =  S  (x) (4 ,13 )

T h u s ,  S  (о) =  0

S '  (o) =  1'

E a c h  o f  m o m e n ts  C (x) a n d  S  (x) c a n  be  p ro d u c e d  o n  th e  s t i f f e n in g  t r u s s  o f  a  tw o  h in g e d
s u s p e n s io n  sp a n , i f  lo ad s  f ro m  h a n g e r s ,  to  b e  fo u n d  o n  th e  r ig h t  s id e  o f  th e  d if fe re n tia l  e q u a tio n ,
a c t i n g  u p w a rd s , w ill b e  c o m p e n s a te d  b y  d is t r ib u te d  lo a d  — II  y "  w h ic h  a c ts  d o w n w ard s .

I n  p ro d u c in g  m o m e n t C (x ) ,  t h e  s tiffe n in g  t r u s s  is  to  h e  lo a d e d  a t  x =  о b y  u n i t  m o m e n t, 
a n d  t h e  s tiffe n in g  tru s s  s h a ll  b e  lo a d e d  to  th e  r ig h t  o f  th e  ch o se n  “ x ”  c ro ss -se c tio n  so t h a t  no 
s u p p o r t - r e a c t io n  sh o u ld  r is e  a t  x =  o.

I n  p ro d u c in g  m o m e n t S (x ) ,  i t  is  r e q u ire d  fo r lo a d in g  to  th e  r ig h t  o f  “ x ”  c ro ss -se c tio n  
t h a t  t h e  su p p o r t- re a c tio n  a t i  =  o  sh o u ld  b e  1 to n .

I n  case  th e  in e r t ia  m o m e n t  o f  th e  s tiffen in g  t r u s s  is  c o n s ta n t  a n d  v a lu e  y ’2 in  d if fe re n tia l  
e q u a t i o n  (3 ,03) is n e g le c te d  b e s id e  t h e  u n ity ,  f u r th e rm o re ,  th e  s tif fe n in g  t r u s s  is  su sp e n d e d  
o n  t h e  f u l l  le n g th  o f  th e  s p a n ,  n e g le c tin g  d im ensions,

C (x )  =  Ch c x  (4 ,1 4 /a )

S (x )  =  —  S h  c x  (4 ,1 4 /b )

N a m e ly ,  Ch cx  an d  S h  c x  a re  d im e n s io n le ss  q u a n titie s .

4 .2 . T he model-bridge as the basis o f  calculation

L e t us divide th e  su sp en d ed  p a rt of th e  s tiffen ing  tru ss  in to  as m any  
se c tio n s  as to  m ake possib le  t h a t  d is trib u ted  lo ad  “ p ”  due to  dead-load , fu r 
th e rm o re , quantities H y" a n d  (1 -f- y '2), as w ell as th e  in e rtia  m om ent o f th e  
s tif fe n in g  tru ss m ay be ta k e n , w ith  the  precision req u ired , for co n stan t w ith in  
e a c h  o f  th e  sections. I t  is also  req u ired  for each p a r tic u la r  so lu tion  of th e  d ifferen
t i a l  e q u a tio n  3.03 th a t  th e y  sh o u ld  satisfy  connection  conditions. In  consequence 
o f  th i s ,  i t  has been a t ta in e d  th a t  the  full so lu tio n , to o , sa tisfie s  connection  
c o n d itio n s . In  th is  m e th o d  o f  calcu lation , va lues o f  co n stan ts  o f th e  following 
se c tio n s  are  directly  o b ta in e d  from  values of c o n s ta n ts  o f th e  previous section  
re la t iv e  to  each p a r tic u la r  so lu tio n , and resolving o f eq u a tio n  system s deriv ing  
f ro m  connection conditions m ee ts  no special d ifficu lty .

I t  is to  be no ted , t h a t  th e  d ifferen tial eq u a tio n  is ra th e r  insensitive  to  th e  
c h a n g e  o f  E J  and  (1 -f- y '2), a n d , so, no too  g re a t a d e n s ity  of d iv ision  need 
b e  a p p lied .

T h is  procedure w ould , o f  course, he su itab le  n o t only  for calcu la tion  of 
su sp e n s io n  bridges b u t  m ig h t also be ex tended  to  so lu tions o f a ll such problem s
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in  w hich resu lt is p roduced  by  solu tion  o f lin e a r  d ifferential e q u a tio n  o f  n o n 
co n stan t coefficient.

C alculation  is execu ted  no t on th e  b rid g e  i ts e lf  bu t on a m odel on  w hich 
th e  cable undergoes no horizon tal deflec tion , nevertheless,

a) 1. th e  in ertia -m o m en t of th e  s tiffen ed  tru ss ,
2. loading, q, and
3. q u a n tity  (1 + y 'l )

are co n stan t w ith in  each  section on th e  su sp en d ed  p a r t  of the  b ridge , a n d  a lte r  
b y  leaps a t  th e  section  po in ts . This m eans t h a t  th e  cable-force on o u r  m odel 
a lters b y  leaps b ring ing  abou t co n cen tra ted  lo ad in g  of hangers a c tin g  on  th e  
stiffen ing  tru ss  a t  section  points. B ecause o f  th is ,  a gradual a lte ra tio n  comes 
ab o u t in  shear-forces a t  th e  section po in ts  ;

b) th e  cable-force on th e  unsuspended  p a r t  o f the bridge is n o t H -)- Hw
b u t (H Hw)(l +  y 'j ) ,  in  which y a is th e  av e rag e  value of the  c a b le -ta n g en t
on th e  f irs t  suspended  section.

4.3. P articular solutions fo r  the suspended p a r t o f  the, stiffening truss

W ith in  each  section , le t us say  on sec tion  k , on the model specified  u n d er
4.2. E J k (1 -fy 'fc) and  qk, are co n stan ts . T he d ifferen tia l equation  a long  section  
к as in  E q u . (3.01), is

M "  -  C l M  =  -  qk (4,15)

where

C l=  H l ± ^ ( l + y ' l )  . (4,16)
E J k

The general so lu tion  of th is d iffe ren tia l equa tion  is :

M k =  ak ec*x  +  bk e~c*x +  9k-  . (4,17)
4

E qu . (4,17) m ay  be w ritten  in  a form  as (4,01). In  th is case, e.g.

U (x) =  ak ec*x buk e~c*x  +  -9k . (4,18)
cl

T he form  o f functions C(X> a n d  S(x) is th e  sam e, except t h a t  in s tead  
o f ak an d  bk th e re  are  to  be w ritten  ak and  bk, a n d  ak and bk respective ly , fu r th e r 
m ore, qk — 0.
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I n  th e  stiffen ing  tru s s  o f our m odel n e ith e r  leap  in  m om ent n o r  b re a k  
in  slope tak es  place. (T h a t n o  leap can ta k e  p lace  in  deflection, we sh a ll re v e r t  
to  i t  la te r .)

E a c h  p a rticu la r  so lu tio n  an d  slope th a t  c a n  b e  derived from  i t  is ex p ec ted  
to  co m p ly  w ith  these. A t sec tion  po in t к  a t  x k (be tw een  sections к  — 1 a n d  k), 
th e  v e r tic a l shear force re la tiv e  to  section к  — 1 is Fk_i, th a t  re la tiv e  to  к  
is  V k =  Vk -|- A Vk. As no  change arises in  th e  v alue  of i f  here, b y  m ak in g  
u se  o f  fo rm ula (5,05) :

/ _  V o k - l  — У  к- 1 __ У  О к — У  к- l  —  А  У  к
(Hw -f- H) (1 +  yk2 i) (Hw H) (1 -f-yk2)

F ro m  th is :

д  V ,  =  (4Д 9)
1 +У1Л-1

a s  F  Ofc —1 =  У  0 к-

B y  th e  sam e form ula are  to  be defined chan g es o f  th e  resu ltan t in  fu n c tio n s  
C(X), S (X) an d  U(X). In  th is , Vk i and  A Vk a re  a lte rn a te ly  indexed c, s, u , an d  
V0 =  0 fo r functions C(X) a n d  S (xy

F o rm u la  (4,19) m a y  also  he deduced on  th e  ground th a t  th e  v a lu e  of 
cab le-fo rce  changes, a n d  so stiffen ing  tru ss  is lo a d e d  b y  a concentrated  force.

B y  reason of th e  ab o v e , i t  m ay be w r it te n  fo r function  U(x) a t  sec tio n  
p o in t :

U  к (*/,-) — У  к -1 (*/,)
a n d

У  к (х к) — У  к- l  (Хк) +  А  У  к • (4,20)

S im ilar equations h o ld  good also for fu n c tio n s  C(x) and S(x).
B y  em ploying (4.18) :

2 ec*x *
« A i Ck +  С- ~ '  ec*->X* +  6AX X

Ck
и У к Ук-1  в--с1г-1л к _|_

Ск

, Як-1 _  Як , А  У ик
ГЪ Г* г^ к - J ^к }

(4,21)

Ьк =
2 е~ с*х к

auk i C k - C k - x  (,ск- х к +  K  i Ск +  Ск- 1 г с ^ Хш +
Ск

Як-1 _ Я к _ _  А  У  к
с и  q  с к '

( 4 , 2 2 )
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Likewise can  th e y  be w ritten  for functions C(x) an d  S(x), too , b u t  ind ices o f 
co n stan ts  bk i ,  as w ell as o f A Vk, are c a n d  s respectively  here, a n d  qk i  =  

=  Як =  o.

In  fav o u r o f sa tisfy ing  conditions (4,02)—(4,05), w ith  th e  stiffening tru ss  su spended  
a t  th e  beginning o f  th e  sp an .

o j =  0,5 

be - 0,5

0,5
Cl

T he va lues o f  a l a n d  bi a re  th eo re tica lly  o p tio n a l. I t  is reasonable, how ever, to  m ak e  
choice o f th e ir  v a lu es so t h a t  a t  x  — 0 should  he U(o) =  U ' (о) =  о in  o th e r w ords,

1 - Ь г  = - - » % - •  (4,23)
L  Cx

Such a choice is reasonab le  as, in  calcu la ting  a tw o-h inged  stiffening tru ss , th e re  p re sen ts  
i ts e lf  A  =  0 in  so lu tio n  as p e r  (4,01), th u s , on ly  one  c o n s ta n t value  o f in te g ra tio n  has to  b e  
defined  on  th e  one h a n d , a n d  co n stan t В  o b ta in ed  in d ic a te s  th e  e x ten t o f th e  le ft-sid e  r e s u l t 
a n t, on th e  o th e r  h an d .

4.4  P articular solutions fo r  the unsuspended p a r t o f  the stiffening truss

D ifferen tia l eq u a tio n  (3,02) m ay  be reso lved  b y  in teg ra tio n , th u s  :

M  =  —  I I p (x) dx dx  +  ax  +  ß  (4,24)

in  w hich a  a n d  ß  are c o n stan ts , d im ensioned in  tons and  as bend ing  m o m en t, 
respectively .

In  th is  so lu tion  in e r tia  m om ent o f th e  stiffen ing  tru ss  p lays no p a r t  an d , 
th u s , i t  m ay  be ta k e n  for one section o f th e  unsuspended  p a r t  in  th e  d e te rm in a 
tio n  of th e  m om en t.

Solution as p e r form ula(4,24) m ay  be w ritte n  also in  th e  form  asu n d er (4,01). 
In  th is  case

(4.25)

(4.26)

C(x) =  acx  +  ß c 

S(x) =  as x  +  ß s

Щх) =  —  I I p  (x) dx dx +  a" x -f- ß ‘ (4 ,27)
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I n  o rd e r  to  com ply w ith  cond itions (4,02—4,05), in  case th e  stiffen ing  tru s s  is 
n o t  su sp en d ed  a t th e  b eg in n in g  o f th e  sp an ,

a =  0

ßc =  1 

as =  1

ß* =  0

a ‘ a n d  ß u are in  tu rn  o p tio n a l co n stan ts .
I t  is reasonable, how ever, to  count w ith  values

a u =  ß u =  0 (4,28)

a lik e  th e  form  in  E q u . (4,23).
A t th e  connection o f  th e  suspended  a n d  unsuspended  p a rts  o f th e  s tif 

fe n in g  tru s s  th e  respective va lu es  o f b o th  m o m en t an d  re su ltan t are  eq u a l. The 
sam e  shou ld  he p o stu la ted  in  each p a r tic u la r  so lu tion , too . W hen proceeding  
fro m  th e  unsuspended  sec tio n  to  th e  suspended  one o f th e  stiffening tru s s , so 
a 11 a n d  ß u become know n, a n d

«л
2 ec* x t

p  (X) dx d x ----- —  ( p  (#) dx  —
Ck J

4L
C*

+

+  au x k +  — +  ß U (4,29)

hu —
2 e~c* x *

p  (дс) dx dx  +  ~  i p  (л) dx  -  +
E* J  Ltc

+  «" — + ß u (4,30)

as i t  is e a sy  to  see, a t  th e  connection  of th e  tw o  sections. The sam e app lied  to  
C(x), since  a  =  0, p  =  0 a n d  ß c =  1,

яг =  -----—
2 ec* xk

2 e c* x k

(4.31)

(4.32)
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T he sam e app lied  to  S (x ), since as =  1, p  =  0 an d  ßs =  0

(4.33)

(4.34)

W hen proceeding from  the su spended  section  to  the  u n su sp en d ed  one 
o f the  stiffen ing  tru ss , auk an d  b'k becom e k n o w n . In  th is  case

«" =  U '(xk) (4,35)
and

ß u =  U (xk) -  x kU '{xk) .  (4,36)

T he afore-said  hold  also good w hen d e te rm in in g  constan ts Q X) a n d  S(X).

x k
1

Ck
2 ec * x *

Xk
1

Ck 
2 e c* x *

5. Moment, resultant, loading o f  hangers and deflection

A fter hav ing  w ritte n  down th e  so lu tio n  o f d ifferential e q u a tio n  in  th e  
form  o f E q u . (4,01), in te rn a l forces an d  d eflec tio n  can be determ ined  w ith  know 
ledge o f th e  p a rticu la r  solutions.

C alculation to  be executed  refers to  a tw o-hinged stiffening tru s s .

E v en  in  th e  case o f  a  continuous s tiffen in g  tru ss , th e  two-hinged tru ss  is chosen  for 
p rim a ry  tru ss , an d  th e  effec t o f  con tinu ity  m ay  b e  considered  by  th e  sam e p ro ced u re  as in  th e  
case o f a  continuous g irder.

M om ent :
M  =  AC(x) +  B S (x )  +  U(x)

B u t a t  x  =  0 and  x  =  l, M  =  0. As C  (0) =  l tm, S(o) =  0, the  tw o  co n stan ts  
can  be determ ined .

and  w ith  know ledge o f  A

- U (  0 )

j/m

A C ( l )  +  U( l )

S ( l )

(5.01)

(5.02)
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I f  constan ts  o f fu n c tio n  U  has been chosen  so th a t  U(o) =  0 (see fo rm u la e  
(4,23) a n d  (4,28)), th e n

A  =  0 an d  В  — —  .
S ( l )

A u x ilia ry  functions C '(x), S '(x )  an d  U '(x) a t  s ec tio n  po in ts are no t c o n tin u o u s .
N e a rly  exact va lues m ig h t be o b ta in ed  fo r  section  po in t i f  i t  w ere ta k e n  

fo r  a n  in fin ite ly  sh o rt sec tio n  and  value y '  ta k e n  in to  consideration  on  th is  
se c tio n  b y  its  corresponding  value .

V a lu e  app rop ria te  to  th e  purpose m ig h t b e  o b ta ined  too, i f  i t  is  ta k e n  
fo r  ê q u a l  to  th e  a rith m e tica l m ean  o f th e  fu n c tio n  v alue  determ inable  a t  sec tio n  
p o in ts  o n  th e  basis o f  th e  tw o  sections.

I n  th is  way, also th e  v a lu e  o f d ifferen tia l q u o tien ts  C'(x), S '(x) a n d  U ’(x) 
re la t iv e  to  section po in ts , h a s  been de te rm ined , a n d  th e reb y  each fu n c tio n  h a s  
o n ly  one  value a t p o in t x .

I f  a t  x  =  o also m o m en t M (o) is acting  (co n tin u o u s s tiffen in g  truss)

A =  M  (о) — V  (o) 
1 tm (5 ,03)

W ith  knowledge o f A , th e  v a lu e  of В can a lre ad y  b e  de te rm in ed  on th e  basis o f (5 ,0 2 ). 

Shear-force is th e  d iffe ren tia l q u o tie n t o f  b en d in g  m o m en t:

V  =  M '  =  A  С  (x) +  В  S '  (ж) +  U ' (ж). (5,04)

D iffe ren tia l quo tien ts  C ’(x), S '(x) an d  U '(x) c a n  be produced b y  d iffe ren 
t ia t io n  o f  th e  forms o f fu n c tio n s  C(x), S(x) a n d  U (x), de tailed  in  form ulae u n d e r  
(4.18) a n d  (4,25—4,27), re spec tive ly .

T h e  loading of th e  h a n g e r  consists o f tw o  com ponents : 
o f  1. d e a d  load,

2 . live  load and  lo ad in g  due to  te m p e ra tu re  changes.
T h e  f ir s t  is th e  p ro d u c t o f  th e  m u ltip lica tio n  o f the  dead w eight o f  th e  

s tif fe n in g  tru ss  b y  th e  d is ta n c e  betw een cab les , th e  second is th e  ch an g e  in  
sh ea r-fo rce  on the  p rev ious len g th .

T h e  slope of th e  s tiffen in g  tru ss  on th e  su sp en d ed  p a r t  can  be d e fin ed  
on  th e  b a s is  of E qu. (3,04). In te g ra te d , a f te r  som e a lte ra tio n  i t  is

V(x) +  (H w +  Щ  rf ( l  +  У 2) =  V0(x) =  - f q d x .
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F ro m  th is  th e  slope is

V0(x) - V( x )
(Hw +  H) (1 +y'*) •

(5,05)

O n th e  unsuspended  p a r t  o f the  stiffening tru s s ,  b y  m aking use o f (3,02)

V'
C M ( X )

J EJ
d x  y  . (5,06)

T h e  va lu e  of th e  slope on th e  basis o f b o th  E q u . (5,05) and  (5,06) is th e  sam e 
a t  th e  connection  o f suspended  and  u n su sp en d ed  p a rts .

W hen  proceeding from  th e  u n su sp en d ed  p a r t  to  the  suspended  one,

F . W - F W  Î M W

(H w +  H ) ( l + y'k>) +  )  E J d X •
0

T he low er b o u n d a ry  of th e  in teg ra l u n d e r  (5,06) is 0, th e  u p p e r one is the  
absc issa  of cross-section x  un d er ex am in a tio n .

P roceeding from  th e  suspended p a r t  to  th e  unsuspended  one o f  stiffen ing
tru ss ,

V 0 {xk) — V  (xk)

(Hw +  H) (1 4- Ук-i)
(5,08)

T he v e rtic a l deflection  can be p ro d u ced , to o , as the  in teg ra l o f th e  slope. 
A t x  =  o, th e  in itia l values of rj{o) =  о an d  o f th e  calculated  t]'{o) m a y  be  tak en  
as s ta r tin g  po in ts . ,

The deflection  on th e  suspended p a r t  o f stiffening tru ss , d educed  from
(5,05)

V0(x) -V{x) )  Jy 
(Hw +  H) (1 + y ' 2)

(5,09)

Along each  sec tion , y ' \  is co n stan t a n d , so, a fte r in teg ra tio n  :

V =
M0(x) - M ( x )  

{Hw H) (1 -(-yfc_)
+  A  Vk (5,10)

in w hich the value o f Ai)k can be defined on th e  assum ption  th a t  a t  sec tion  poin ts 
the  value o f deflection  to  be defined on th e  basis  o f b o th  sections, is th e  sam e.
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L e t deflection a t  th e  en d  o f section  к  — 1 be  »?(%), On th e  o th e r  h a n d , 
a t  th e  beginning of sec tion  k ,  i t  is de te rm in ed  b y  equa tion  (5,09),

M„ (xk) — M  (xk)
v (**) =  , tt . L  +  A m -

F ro m  this

А у  к =  11 { x k)

( H w +  H)  (1 + y ? )

M q (xk) — M  (xk)
( H w +  H ) ( l + y ' k*)

Proceeding from  th e  unsuspended  p a r t  to  th e  suspended one,

(5,11)

V =  —
M

E J
d x d x  -(- У X -f- ô. (5 ,12)

A t X =  o, r](o) — 0, a n d  so ô =  o
T h u s , Tj(xk) can be d e fin ed , an d  th e  va lu e  o f  Ar]k can be d e te rm in ed  on 

th e  b as is  o f (5.11).
P roceeding from  th e  suspended  p a r t  to  th e  unsuspended  one, w ith  k n o w 

led g e  o f  th e  w ell-known deflec tion  f]{xk) a t  th e  section  po in t, on th e  b as is  o f
(5Д 2),

à =  r] (xk) — у  x k . (5,13)

A t th e  end of th e  ca lcu la tio n , results are  checked  by  th e  p o stu la te  t h a t  a t 
X =  l shou ld  be rj(l) —  0.

T h ere  will be a  d ifference , a n  erro r o f closure in  o th e r  words, even in  case o f p recise  
c a lc u la tio n , due to  th e  fa c t, t h a t  th e  assum ption  o f lo ad  fro m  suspension being d is tr ib u te d  
— w h e n  a  longer p a r t  is n o t susp en sed  a t  th e  beg inn ing  o r  end o f th e  span — is in co rre c t 
f ro m  th e  p o in t o f view  o f d e fo rm a tio n .

N a m ely , th e  slope an d  th e  v e r tic a l deflection  o f th e  cab le  and  stiffening tru ss  a t  th e  
p lac e  o f  xk is th e  sam e. T he cab le  undergoes no d e fo rm atio n  u p  to  th e  po in t o f its  suspension , 
a n d  th e  s tiffen ing  truss does u n d erg o  deform ation  as fa r  as th e  supp o rt. Therefore, th e  v e r tic a l  
d e f le c tio n  o f  cable and s tiffen ing  tru s s  a t  th e  su p p o rt a n d  a t  th e  beginning of suspension  can  
b e  e q u a l  o n ly , if  th e  ta n g e n t o f  th e  cable changes a t  th e  beg inn ing  of th e  suspension.

T h e  deflection  p ro d u ced  on  th e  horizon tally  p ro jec te d  len g th  of th e  cable x /{ b y  th is  
a n g le  o f  d e v ia tio n , is

A ccord ing  to Fig. 2

n =  —
X k

: г u w
E J

dx dx.

xk
cos <pk _J

cos <pk __
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T h u s,

« ----- ( l  +  y) | _L _Л 1
(5,14)

Should i t  come a b o u t in  th e  course o f calcu la tio n , th a t  th e  a fo re -m en tio n ed  e rro r o f  
closure  is n o t negligible, in  ca lcu la tin g  au x ilia ry  functions C (x)m , S (x)m  and  U  (x ), a  concen
t r a te d  force a t  th e  ju n c tio n  o f  th e  suspended  and  u n su spended  p a rts  o f

P  =  (H w +  Я  e =  (H w +  H ) ( l  +  y ' ^ )

г г u  (*) 
JJ E J

dx dx
0

xk
(5,15)

has to  be tak e n  in to  co n sid era tio n , w hich pulls th e  s tiffen ing  tru ss  upw ards a t  p lace  xk , in  case 
o f  U (x)  being positive.

g a m e ly , according to  F ig . 2

P  =  e ( H w +  H )

Force — P, reac tio n  o f force P , is acting  on  th e  cab le, and brings a b o u t th e re  angu lar 
ro ta tio n

P

(H w +  H )
(5,16)

T h ereb y , th e  vertica l deflection  o f th e  cable and  stiffening tru ss  will be  equal b o th  a t  th e  su p p o rt 
an d  a t  th e  beginning o f  th e  suspended  p a r t .  The sam e holds good for au x ilia ry  fu n c tio n s C (x) 
an d  S (x), too.

In  consequence o f th is , a  leap  o f P  value com es ab o u t in th e  shear-force a t  th e  ju n ctio n  
o f th e  suspended and  unsu sp en d ed  p a r ts , w hich should  be considered in d e fin in g  constan ts 
o f  functions U  (x), S (x) an d  C (x).

W hen proceeding from  th e  suspended  p a r t  to th e  unsuspended  one, u n d e r  th e  jo in t 
in fluence  o f vertica l force P  ac tin g  on th e  stiffen ing  tru ss  a t  section p o in t x/f, a n d  o f  m om ent 
U * (x) calcu la ted  w ith o u t v e rtica l force P , th e  v e rtica l deflection , occurring  a t  th e  support 
ow ing to  deform ation  o f  section  l — x& o f th e  s tiffen ing  truss, is
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V =  — dx dx
Xk - Я

X*

P(* — Xk)
E J dx dx (5,17)

The same vertical deflection comes into being in the cable, if at Xk

Л п л .  t 
/ — xk

D (Hw +  H ) ( l + ^ 2+1) _ (Я. +  Л ) , , ,  ,2 4
1 ------ * — v -----7 — V1 +  У/C+l)l — Xk

x*
dx dx +

Í

+
' C P (x — Xk)
JJXk

E J dx dx

concentrated force is acting. 
And from this

(Д , +  Я ) ( 1 + у й - 1)

' U m
E J dx dx

X k
l — Xk

1 _  ( H ^ H)  ( l + У Щ  f  f dx 
l — xk fe+i J J E J  

xt

(5,18)

(5,19)

In the correct auxiliary function, also the influence of force P has to be considered. 
Therefore, its value, on the part of x >  xk ,

U (x) = U* (x) +  P ( x - x k) .  (5,20)

The same applies to auxiliary functions C (x) and S (x), according to the sense.

6. C alcu la tion  o f  the  cable-force an d  o f  the hanger

The cable-force can be defined either b y  strain  energy m ethod or by  taking  
th e  starting-point th a t d istance between the extrem e anchorage points o f the  
cab le does not change eith er under effect o f  loading or under temperature 
in fluence.

The two system s are conducive to the sam e results, and if  quantity of 
r\" beside y "  is neglected,

JL L H - a> t L t =  — Z  (  y "  r] dx
E CF  о J

(6 , 01)

w ill b e obtained, a w ell-know n relation, where to is the heat-expansion coeffi
c ien t o f  the cable m aterial, t is  the temperature change, for the rest o f notations 
ch ap ter 2 accounts.
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The m ethod , as discussed, o f  th e  so lu tio n  o f  th e  d ifferen tial eq u a tio n  
m ay  be m ade use o f in  an y  conven tional sy s tem  o f calculation. F u r th e r  on , i t  
w ill be applied  to  th e  procedure o f  ca lcu la tion  b y  influence lines.

7. Influence-lines

P roducing  an  influence line b y  th e  E la s tic  T h eo ry  is carried  ou t as follow s. 
In  th is  w ay, th e  d ifferen tia l e q u a tio n

M  =  M  — H y  =  0

w here M  is th e  m o m en t arising on th e  tw o-h inged  tru ss . The m om en t re su lts  
from  th e  to ta l  o f th e  m om ent on th e  tw o-h inged  tru ss  and  of th e  effects due 
to  th e  cable-force. T herefore, th e  r ig h t side consists  o f tw o com ponents, one is 
th e  effect o f e x te rn a l loading, th e  o th e r is th e  e ffec t due to  th e  cable.

The influence-line is to  be sep ara te ly  d e te rm in ed  for values of M  an d  H y . 
T he influence-line due  to  M  will be mp, th a t  d u e  to  H y, mq.

The influence-line due to  M  is m ak ing  th e  m om ent-influence-line o f  th e  
tw o-h inged  tru ss , in  o th e r words, i t  is a  tr ia n g u la r  influence-line th e  p e a k  o f 
w hich is a t  the  cross-section z  in  question .

T h u s, th e  m o m en t acting  a t x  u n d e r th e  e ffec t o f force P  =  1*, is a t  cross- 
section  2

m p =  —  (l — x) 2 x

l — z
m p = --------  x  on sec tio n  z < x

l

The value o f  cable-force in crem en t, d u e  to  th e  effect o f force P  =  1* 
ac tin g  a t X ,  is in d ica ted  b y  influence-line f ] ( x ) .  T h u s, th e  influence-line re su ltin g  
from  value H y  :

m q =  r)H (a;) у  (2 ) .

T he full influence-line :

m  =  m„ -)- m q.

Sim ilar consideration  will be app lied  to  th e  influence-line to  be d e te r
m ined  on th e  basis  o f th e  D eflection T heory , too .

The princip le  o f superposition  is n o t govern ing  the  la tte r , ex cep t w hen 
( H w -(- H ) is c o n s ta n t. The influence-line w ill be  determ ined  for value (H w +  Я ) 
tak en  for g ran ted . 2

2 Acta Tecbnica XIX/3—4.
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7.1 Influence-line on the two-hinged stiffen ing  truss 

7 .11 . M om ent influence-line

T he q u a n tity  re la ted  to  loading on th e  r ig h t side of the  d iffe ren tia l e q u a 
tio n  3.03, consists, alike th e  form er, of tw o  com ponents :

1. o f th e  q u a n tity  re la ted  to  the  d ire c t effect due to  e x te rn a l load ing , 
in  o th e r  w ords, to  live lo ad  and  to  th e  acc id en ta l increase of d ead -lo ad  ;

2. o f loading owing to  th e  in crem en t o f  cable force.
I n  case of a tw o-h inged  tru ss , th e  fo rm er load is iden tica l w ith  load ing  

acco rd in g  to  th e  E lastic  T heory .
S upport m om ents b e ing  d ifferent in  case o f a continuous tru ss , th e  co n stan ts  

o f  in teg ra tio n , arising  a t in teg ra tin g  th e  r ig h t side, take  up o th e r va lues as 
in i t ia l  ones.

F irs t, the  effect o f e x te rn a l loading w ill b e  exam ined.
T he stiffening tru ss  w ill be loaded a t  x  b y  concentrated  force P  — 1( . 

O n th e  left side section , m om ent to  arise  a t  z

m P (z) =  A , C i ( z )  +  B , S ( z ) .  (7,01)

T h e  m om en t of a tw o-h inged  tru ss , a t x  =  0 is

mp(0) =  0,

th e re fo re , А /  =  0.
I n  case of a sy m m etric  stiffening t ru s s , th e  m om ent on th e  rig h t-s id e  

sec tio n  will be de te rm ined  in  a sim ilar w ay . In  th is  case, the  abscissa  o f th e  
cross-section  is Z — z  an d  m om ent

m p(z) =  B rS (l -  z). (7,02)

T h e  m om ent u n d er force P  =  l t ac tin g  a t  x , is of th e  sam e m ag n itu d e  on 
b o th  sections, while th ere  arises a u n it leap  in  th e  re su ltan t and  a change o f 
sig n  ta k e s  place owing to  progress in  th e  oppo site  sense

Vpl(x) =  1 -  Vpr(l -  x ).

P u tt in g  th em  to  use,

B ,S(x) =  B rS (l  — x) 

B ,S '(x )  =  1 -  B rS '( l  — x ) .
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F ro m  these  tw o equ a tio n s :

B  S ( l  — x)
(7,03)

S ' (x) S ( l - x )  +  S  (ж) S ' ( l  -  x)

B,  - s <*>_________  . (7,04)
S '  (x) S { l - x )  +  S  (ж) S '  (l -  x)

A fter su b s titu tio n  in  (7,01) an d  (7.02) respective ly , m om ent (F ig . 3)

S  (l - x )

> ( * ) =  «

S'  (x) S ( l  — x) +  S  (ж) S'  (l -  x ) 

S { x )
S'  (ж) S  (l -  x)  + S  (x) S '  (l -  x)

S  (z) on sec tio n  z <[ x  (7,05) 

S ( l - z ) .  z ^ x  (7,06)

I n  conven tio n al calcu la tions, w hen suppositions en u m era ted  in  c h ap te r  4,1 are also 
assum ed, as

S (x) =  — Sh cx S '  (ж) =  Ch cx 
c

so m om ent (F ig . 3)

W S h c  (l — x)
— ------ '  —=—  Sh  cz on  section  z <[ x

c Sh  cl

с/, cx
^  =  T s i r d S h c « - * ) « * * •

(7,07)

(7,08)

In  case th e  stiffen ing  tru ss  is no t sym m etric , th e  m om ent on th e  r ig h t 
side section

m p(z) =  A rC{z) +  B rS(z) . 

As m(l) =  0 a t x  =  l, therefore

0 =  A rC(l) +  B rS(l) .

F rom  th is  th e re  can  be de te rm ined  fac to r of C(x)

лг- - в , Ш .
c m

A , =  0 .

(7,09)

(7.10)

(7.11)

2 *
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B y  p u ttin g  to  use connection-cond itions a lready  discussed,

B , S  (x) =  B r S  (x) +  A r C (x) =  B r \ S  (x) -  Ä  C (x)

B i S ' (x) =  l - B r S '  {x) -  A r C ' (x) =  l - B r S '  (x) -  S- ^ ~  C  (x) 
C(l )  ’

F ac to rs  of S(z) d eriv ed  from  these  tw o eq u a tio n s,

B , =

S ( x )  -  ^ l lL c ( x )  
C{1) K

S  (x) S '  (x) -  C  (x) +  S '  (x)
C( l )  J

on sec tion  z <[ x .

S ( x ) - S( l )
C(l )

C ( x )

(7,12)

B r = ---------------------------------------- —^ ----------------------------------------. z ^  . (7,13)

S ' ( x ) - ^ - C ' ( x ) +  S '  ( X ) S ( x )  - - S { l \ - C( x )
C(l ) C( l )

T h e  m om en t of th e  s tiffen in g  tru ss  due to  v e rtica l force P  =  l f ac tin g  a t  x,  
is  p ro d u ced  b y  eq u a tio n s as above.

T h e  o ther load ing  is d u e  to  th e  re a l increase of th e  cable-force.
A ccording to  eq u a tio n  (3,03), th is  load ing  is q0 =  — H y ” being  uniform ly  

d is tr ib u te d  along each sec tion .
In  case of in c rem en t o f  cable-force H  =  I ',  in  o th e r w ords, u n d e r th e  

e ffe c t o f  d is trib u ted  lo ad  y "  • 1 \  m om ent

m q(x) =  AC (x) B S (x )  -)- U(x),

w h ere  function  U(x) can  be d e te rm in ed  fo r th e  afore-said  load ing  on th e  basis 
o f  c h a p t . 4 ,3—5. I f  choice is m ade of th e  in itia l value of fu n c tio n  U(x)  in  a 
w a y  t h a t  U(o) =  0, as m q =  0 a t  x  =  0. therefore  A  =  0

m q(x) =  B S (x ) -\- U(x)

m q(l) =  0 a t x  =  l, from  th is

Щ 0
S ( l )  ■

(7,14)

(7,15)
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This su b s titu ted , m om ent

m q (я ) V M - S ( x )  +  U ( x )  .
S{1)

In  conventional calcu la tions

U  (x)  =  (1 — Ch cx)

(7,16)

(7,17)

m q (X)  =  - (1 — Ch cx) -f- В  Sh  cx  .

B u t mq =  0 a t  x  — l and  th u s ,

В  =
q  Ch c l - 1

S h c l
4 -  n  c!

8 f
S u b s titu te d , as q = ------ rx— in  case H  =  l fc,

mq (x) = ----- Th Y  Sh  cx  — Ch cx +  1 | (7,18)

In  case cable-force H  —  l 4, th e  m om ent is m q{x). This m ultip lied  b y  
th e  increm en t o f th e  cable-force, we can o b ta in  th e  m om ent due to  th e  cable- 
force on th e  undeflected  tru s s .

O n determ in ig  th e  in fluence-line, th e  m o m en t to  arise un d er effect o f 
P  =  l l acting  a t  x, w ill be so u g h t for place z. O rd in a te  VH{X) belonging to  x  w ill 
produce on th e  basis o f fo rm u la  (7,36) th e  va lu e  o f  th e  increm ent of force H  
to  arise u n d er th e  effect o f  P  =  l 4 acting  th e re . T h u s , m om ent mq(z), a rising  
a t  s, m u ltip lied  b y  th e  in c rem en t o f force H , y ie lds th e  m om ent due to  in c rem en t 
o f force H .

The m om ent due to  in crem en t o f force H  to  arise under th e  effect o f 
force P  ac ting  a t x , is  accord ing  to  (7,16) an d  (7,36) (F ig . 3) a t  z

m q H  ( * )  =  П Н  ( * ) U ( z ) - U ( l )
S ( l )

S ( z )  . (7,19)

In  th e  case o f co n v en tio n al calcu la tions

mqH (x) =  — Пн  I T h  Ĉ - S/i cz — C/i cz +  1 ] . (7,20)
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T h is  m om ent added  to  th e  m o m en t due to  force P  =  1* ca lcu la ted  on th e  
b a s is  o f  form ulas (7,01—7,13), gives th e  influence-line o rd ina te  o f  cross-section  
z  o f  th e  stiffening tru ss  (F ig . 3)

m  (я) =  m p (X) +  m qH ( x ) . (7,21)

z

rnp (X)

Fig. 3

7,12 The resultant influence-line

T h e  re su lta n t arising  a t  p lace s  o f th e  stiffen ing  tru ss  is th e  f i r s t  d ifferen
t ia l  q u o tie n t of the  m om en t p roduced  b y  force P  =  l 4 ac ting  a t  x .

U n d e r  effect o f e x te rn a l load ing , th e  stiffen ing  tru ss  being  sy m m etric , 
a f te r  d iffe ren tia tion  o f th e  re su lta n t (7,01) an d  (7,02), respectively ,

vp(x) =  B ,S '(x ) on section  2 <[ x (7,22)
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v p(x) =  B rS '(l -  *)

In  conventional calcu la tions

VP (*) =  — J—  CA CZ Z <; Ж

v' (*) =  w CAC(i_2)  2 ^ *

(7,23)

(7.24)

(7.25)

O r in  th e  case o f  th e  stiffen ing  tru ss  being  asym m etric , i t  can  b e  de te rm ined  
b y  d ifferen tia tion  of (7,01) an d  (7,09), respective ly .

U nder th e  effect o f  d is tr ib u ted  load  y "  ■ 1*, th e  re su lta n t can  be  d e te r
m ined  b y  d iffe ren tia tion  o f  (7,16)

V'(* )=--T7 .£ -S ' (x )  +  U'(*). (7,26)
à  (/)

In  conventional calcu la tions

V, (x) =  — Y  Ch cx — S h  cx  J .  (7,27)

The re su lta n t from  th e  increm ent o f force H  arising u n d e r th e  effect of 
P  =  l 1 ac ting  a t  z, is a t  *, alike E q u . (7,19),

VqH (*)  =  VH (x) u ' (z) -  s' (z) 
S( l )

In  th e  case o f  co n ven tional calculations

VqH ( ж )  =  —  г/н(х)  J T h  Ch cx — Sh cx  j
A nd th e  re su lta n t influence-line

v{x) =  Vp(x) +  vqH(x) .

(7,28)

(7,29)

(7.30)

7,13. Deflection influence-line

D eflection  an d  slope can  be d e te rm in ed  on the  basis o f fo rm ulae  under 
p a r . 5.

U nder th e  effect o f ex te rn a l force P  =  l l acting  a t x , th e  m o m en t is y ield
ed  b y  fo rm ulae (7 ,01—7,13). The value o f  m om ent M 0(x) is , in  tu rn ,



2 7 2 J. SZIDAROVSZKY

. \ l — z
m po \x)  =  — j—  x  on sec tio n x < ^ z (7,31)

m p0 (*) =  у  (l -  x) ж ^ г . (7,32)

U n d e r th e  effect o f  lo ad in g  y "  • l 1 due to  in fluence  o f the  in c rem en t of 
fo rce  H  =  1 , the  m o m en t c a n  be determ ined  as p e r  equations (7,14—7,18). 
F o r  d e te rm in a tio n  o f  r]q(x), th e  m om ent is

т чо(х ) =  У • l 4 • (7,33)

7 ,14 . Cable-force influence-line

T h e  cable-force in fluence-line  can be p roduced  as th e  vertica l deflection  
o f  th e  stiffen ing  tru ss  u n d e r  th e  effect o f th e  re la tiv e  u n it  d islocation b ro u g h t 
a b o u t in  th e  in te rsec ted  cab le .

T h e  cable will be im ag in ed  to  be in te rsec ted  (F ig . 3) and  th e  cable 
fo rce  to  be  increased from  H w -)- I I  to  H w -j- H f - A H .

U n d e r th e  effect o f  th e  in crem en t of force H ,  th e  v e rtica l deflec tion  of 
s tiffe n in g  tru ss  can be d e te rm in e d  on th e  basis  o f  d iscussions u n d e r 7,13.

T h e  relative deflection  d u e  to  th e  increase o f cable-force A H  — 11 betw een  
p o in ts  o f  th e  cable in te rse c te d , is easy  to  see.

i

u =  - ^ - + z [ y " v qd x .  (7,34)
-C'c 0 J 

0

8 f
I n  conventional calcu la tions, b e in g  y "  = ----- —

L s  xi f
“ =  EcF\> ~  2 l f  J n q ix ' (7,35)

I n  th e  case of u n it in c re m e n t of cable-force A H , th e  re la tive  deflec tion  
is u , th u s ,  in  th e  case o f u n it  re la tiv e  dislocation, th e  in c rem en t of cable-force

A H  is  —  •
и

C onsequen tly , the  in flu en ce-lin e  (Fig. 3) is

Vh  (x )
u

(7 ,36)
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7,15. Loading o f  hangers

H angers are lo ad ed  b y  d is tr ib u te d  load , ac ting  on th e  cab le  over th e  
d is tan ce  betw een tw o  hangers. S tress on hangers is in flu en ced  b y  th e  dead 
load  affecting  only th e  cable b y  th e  live loads a n d  b y  th e  change o f  te m p e ra tu re . 

T he d is tr ib u ted  lo ad  stressing  th e  cable

q +  w = - {Hw +  H ) [y"  +  {1/(1 +  J ' 2) } ' ] ■

T he b u lk  o f s tre ss  on hangers is due to  th e  f irs t com ponen t, w hile only  
a sm aller percentage is  rep resen ted  b y  th e  o th e r one. F o r th is  reaso n , no  g rea te r 
precision  m u st be a im ed  a t  in  d e te rm in ing  th e  o th e r com ponen t, an d  th e  effect 
due to  change in  (1 +  y ' 2) m ay  be d isregarded .

q w  =  — (Н ш +  H ) y "  — (H w +  H ) i / ' ( l  +  y ' 2) .

As

a n d

w  =  — H wy "  ,

th e  in crem en t o f th e  d is tr ib u te d  load

g = - H y » + (g -  +  g >(1 + ^ M .
E J

M om ent m  (x ) a t  z, to  arise a t  c o n s tan t cable-force ( H w +  H )  u n d e r th e  
effect o f  force P  =  l 1 ac ting  a t  x,  as well as H  are a lread y  know n. T hus, th e  
influence-line o f d is tr ib u te d  load  w ith  a view  to  4,16

q(x)  =  — t)Hy "  + c 2m  ( x ) . (7,37)

~\ alues у "  =  0 a n d  c =  0 being  su b s titu te d , on th e  u n su sp en d ed  p a r t  o f 
s tiffen ing  tru ss , indeed ,

q (x) =  0 .

The load on one hanger,

s{x)  =  [ — r)Hy "  +  c2 m ( x ) ] h ,  (7,38)

w here h  is the  d is tan ce  betw een  hangers.
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7 ,2 . Influence-line on the continuous stiffening truss

Influence-lines for b rid g e s  o f tw o-hinged s tiffen ing  tru s s  can  be d e te rm i
n e d  o n  th e  basis of (7,11—7,15).

I n  th e  case of a c o n tin u o u s  stiffening tru s s , also th e  effect of co n tin u ity  
s h a ll  b e  observed.

U n d e r  the  effect o f fo rce  P  —  l 1 acting  a t x , slope develops above su p p o rts  
o f  th e  tw o-hinged p rim a ry  sy s te m  o f the  stiffen ing  tru s s  an d , th u s , a re la tive  
s lo p e  arises  betw een th e  e n d -p o in ts  above th e  sam e su p p o rt o f th e  tw o n e ig h 
b o u r in g  tw o-hinged s tiffen in g  tru sses . This re la tiv e  slope is undone b y  th e  
m o m e n t arising a t su p p o rts .

I n  th e  case of a tw o -h in g ed  tru ss , th e  effects a ris in g  a t  place z  have been 
s e p a ra te ly  determ ined. T h e y  are  :

1. th e  stress on th e  s tiffen in g  tru ss u n d er th e  effect o f ex te rn a l force 
P  =  l ‘ a c tin g  a t x  w ith o u t th e  effect of d is tr ib u ted  lo ad  H y "  due to  th e  in cre 
m e n t o f  cable-force H  ;

2 . th e  stress on th e  s tiffe n in g  tru ss  a t  z  u n d e r th e  effect of d is tr ib u ted  
lo a d  y " .  l f due to  in c rem en t o f  cable-force H  — l l ;

3 . th e  value of th e  in c re m e n t of cable-force H  u n d e r th e  effect o f force 
P  — 1* ac tin g  a t X .  The tw o  la t t e r  being m u ltip lied  a n d  ad d ed  to  th e  f ir s t  one, 
th e  a c tu a l  effect is o b ta in ed .

I n  case of a con tinuous s tiffen in g  tru ss , th e  sam e an a ly sis  is to  be execu ted  
on  th e  continuous tru ss . T here fo re , th e  effect o f c o n tin u ity  is to  be solved for 
a ll th e  th re e  cases.

F i r s t  in te rn al forces due to  su p p o r t m om ent and  d e fo rm a tio n  w ill be  de te rm in ed , th en  
th e  co n tin u o u s  stiffening tru ss  w ill b e  solved.

7,21. E ffe c t  o f  the support m om ent

O n  th e  le ft side o f a  tw o -h in g ed  stiffening tru ss , e x te rn a l m o m en t M  w ill b e  acting . 
U n d e r  e x te rn a l  loading like  th is , th e  m o m e n t can easily  be  d e te rm in ed . As d iffe ren tia l eq uation  
(3 ,0 3 ) is  hom ogeneous, m om ent

M  =  A  C (x) +  B  S (*) . (7,39)

A t  x  =  о M  (o) =  M  a n d , a s  С  (о) =  1 tm , fu rth e rm o re , S  (o) — 0, so from  7,39

M  =  A  • 1 tm

fro m  w h ic h

A  =
M

Tim • <7’4°>

At x  =  l M  =  0, therefore, with a view to equations (7,39) and (7,40)

M  C (l)
i"n s (0 ‘В  =  — (7,41)
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W ith  know ledge o f th e  m om ent, slope and  d e fle c tio n  can be determ ined  w ith  th e  aid  
o f  fo rm ulae  u n d e r 5.

T h is  calcu la tion  shall he  execu ted  on  all spans.
I n  case th e  s tiffen ing  tru sses in  th e  side-spans a re  n o t suspended, th e  in te rn a l  forces 

a s  w ell as th e  slope an d  th e  v e rtica l deflection  can b e  d e te rm in ed  in  th e  usual m a n n e r  fo r u n it 
m o m en t arising  a t  th e  supp o rt.

7,22. Solu tion  o f  the continuous stiffening truss

F u r th e r  on , calcu la tion  w ill be execu ted  on a  th ree -sp a n  stiffening tru ss  w h ich  is sy m 
m etric  in  re la tio n  to  th e  cen tre  o f  th e  middle»3pan.

U n d e r th e  effec t o f  th e  u n i t  positive  m om ent ac tin g  o n  th e  left-side su p p o rt o f  th e  m idd le- 
sp an  — as a  tw o-h inged  tru ss  —, th e  slope a t  th e  le ft-s id e  support

V' =  i“ 2

a t  th e  r ig h t side su p p o rt

V’ =  v2 .

(7.42)

(7.43)

I n  th is  w ay , u n d e r  th e  effect o f th e  u n it  neg ativ e  m o m en t acting  a t th e  r ig h t side  su p p o rt, 
th e  slope a t  th e  r ig h t and  th e  le f t side su p p o rt, re sp ec tiv e ly , is

Vf =  — f>2 (7,44)

V’ =  -  ”2 . (7,45)

U n d e r th e  effec t o f th e  u n it  positive  m om ent a ris in g  a t  th e  left side su p p o rt o f  th e  r ig h t 
side sp an  as a tw o-h inged  tru ss , slope a t  th e  le f t side su p p o rt is

П' =  J»i. (7 ,46)

L ikew ise, th e  slope u n d e r effect o f  th e  u n i t  n e g a tiv e  m om ent arising a b o v e  th e  r ig h t 
side su p p o rt o f  th e  f ir s t  span ,

V  =  -  <“i • (7,47)

I n  a sy s tem  consisting  o f tw o-hinged tru sses, th e  stiffening truss in  th e  le f t  side  span  
ab ove  su p p o rt 1 w ill be loaded b y  e x te rn a l m o m e n t — th e  m iddle sp an  a b o v e  su p p o rt 
1 b y  +  M , , th a t  in  th e  second span  above su p p o rt 2 b y  — M 2, th a t  in  th e  th ir d  sp a n  above 
th e  second su p p o rt b y  ЛГ2 .

A ccording to  (7,42) and  (7,43), slope a t  th e  r ig h t-s id e  o f th e  m iddle-span

tg  a  =  M 2 v2 — M 2 ц г .

T h e  slope arising  a t  th e  left side o f th e  r ig h t side span

tg  ß  =  M 2 f ti  -

(7,48)

(7,49)

On acco u n t o f  c o n tin u ity  tg  a  — tg  /5 an d , th u s

Л/2 =  M 1 (7,50)
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T h e  slope  a t  th e  left side o f  th e  m iddle-span

tg  y  =  М г ц г -  M 2 v2 =  M 1 ^/«2
. +  /** '/ÍJ +  /Í2

T h e  s lo p e  above th e  r ig h t side su p p o rt o f th e  le ft side  sp a n , according to (7,47)

tg<5 =  —

(7,51)

(7,52)

T h e  m o m e n t influence line  can  b e  p roduced  in  a  w ay  to o , t h a t  a  u n it  re la tive  slope is in se rted  
a t  th e  p lac e  exam ined a n d , so, th e  figure  o f th e  v e rtic a l d e flec tio n  arisen will be id en tica l w ith  
in f lu e n ce  line  looked for.

I n  th e  case o f a  u n i t  re la tiv e  slope above su p p o r t  1

to  say ,

F ro m  th is

tg  y — tg  д =  1

Ml I/"2 ~ /*! + /*,) + Ml 'h = 1

M 1 = Vl +  i«2
(/<1 + ßzY —  vl (7,53)

O n th e  b asis  o f (7,50), re sp ec tiv e ly ,

M  = ___ 2_____
2 (/*1 + l<2r~vl ' (7,54)

W ith  knowledge o f m o m en ts  Л/1 and W2, th e  in flu en ce -lin e  of the  left side m o m e n t (ж) 
m ea su re d  from  th e  left side su p p o rt)

m 1(l1 — x) =  M 1r](l1 — x )  (7 ,55)

w h e re  T] (x )  is th e  v e rtica l d e fle c tio n  arising un d er th e  e ffe c t o f  u n it  m om ent acting  a t  x  =  lx. 
T h e  su b s c r ip t  refers to th e  No o f sp an . Because o f  sy m m e try  r]1 (/L — x) =  r]3 (ж).

T h e  m om ent in fluence-line  in  th e  m iddle sp an , in  m u ch  th e  same w ay, is

I n  th e  th ird  span

ro2 (x) =  M 1rj2 (ж) +  M 2 i?2 (i2 — ж) . 

m3 (ж) =  M j г)л (ж) .

(7 .56)

(7 .57)

7.23. M o m en t influence-line

T h e  influence-line o f  su p p o r t m om ent being k n o w n , th e  re s t  of influence lines c an  he  
p ro d u c e d  easily .

T h e  sp an  under ex am in a tio n  ta k e n  for a tw o -h in g ed  o ne , th e  influence-line o f  cross- 
sec tio n  z becom es known. T his in fluencé-line  has to be  in c re a sed  b y  th e  effect due to  th e  su p p o r t 
m o m e n t d epend ing  on load ing  a n d  o n  its  place.

I n  th e  case o f th e  m o m en t in fluence-line , th e  e ffe c t o f  su p p o rt m om ent a t  c ross-sec tion  
z is so u g h t fo r.

T h e  v a lu e  of th e  m o m en t a ris in g  a t  z exam ined , u n d e r  th e  effect o f e x te rn a l m o m e n t 
M  =  1 a c t in g  a t  th e  left side o f  th e  m iddle-span, can  be  d e te rm in e d  on th e  basis o f fo rm u lae  
(7,39 — 7,41), and its  value
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m m (a) =  C (a) — S  (a) (7,58)

M om ent m 1 (lt — x)l as u n d e r  (7,55) shall be  m u ltip lied  b y  th is  facto r in o rd e r to  o b ta in  th e  effect 
o f  co n tin u ity  on  th e  le ft-s id e . As th e  m om ent in flu en ce-lin e  o f su p p o rt 2 is a  re flec ted  im age 
o f  t h a t  o f su p p o rt 1, th e  e ffec t o f c o n tin u ity  a t  th e  rig h t-s id e  su p p o rt m ark ed  2 is o b ta ined  
i f  X is su b s titu te d  b y  (12 — x)  an d  a b y  (i2 — a).

F irs t ,  th e  v a lu e  o f  th e  m om ent w ith o u t th e  e ffec t o f  d is trib u ted  force H  y " ,  a rising  a t  
x  u n d e r  th e  effect o f  fo rce  P  =  1*, w ill be  d e te rm in ed .

T he m om ent in flu en ce  line  o f th e  con tin u o u s tru ss  can  be p roduced  as th e  am o u n t o f 
th e  th re e  effects. T h ey  a re  : th e  effect on  th e  tw o-h inged  stiffening tru ss , a n d  those  raised  
b y  tw o su p p o rt m o m en ts . T hus, b y  p u ttin g  to  use  E q u . (7,55 — 7,58), th e  in flu en ce  line  for 
th e  m iddle-span  (No 2)

mp2 (*) =  ntp2 (*) +  ттг (s) rn2 0*0 +  mm2 (f2 ~  2) m2 (h ~  x )  (7,59)

fo r th e  le ft side sp a n  (No 1)

mcp l (h  — *) =  mpi — x )  +  mm 1 (Í — a) m 1 (l — x) (7,60)

fo r th e  r ig h t side sp a n  (No 3)

m p 3  ( x )  =  m p i  (x ) +  m ml (a) m , (a) . (7,61)

Form ulae  (7,14), (7,20), account for th e  in fluence-line  o f th e  tw o hinged stiffen ing  tru ss , 
aris ing  u n d e r th e  e ffec t o f  d is tr ib u ted  load  y "  • 1*.

S u p p o rt m o m en t Mq due to  co n tin u ity  can  be  de te rm in ed  b y  loading th e  corresponding 
section  o f th e  in fluence-line  o f th e  su p p o rt m o m en t b y  d is trib u ted  load  y "  • 1*.

On accoun t o f  sy m m etry  assum ed , th e  tw o su p p o rt m om ents Mq are  eq u al to  each  o ther. 
W ith  reg ard  to (7,55) an d  (7,58), th e  m om ent a ris in g  a t  a in th e  m iddle-span

m ,2 (a) =  rn?2 (a) +  Mq [m m2 (a) -f- mm2 (i2 —  a)] .

I n  th e  r ig h t side sp an
mqz ( г) =  m?i (a) +  Mq mm\ (a) .

(7,62

(7,63)

F o r th e  le f t  side sp an , for г, 1—a is to  be  su b s titu te d .
I t  is to be n o te d  th a t  th e  sam e v a lu e  m ay  be  o b ta in ed  th ro u g h  load ing  th e  in fluence

lines as un d er (7,55 — 7,57) b y  d is tr ib u ted  load  y "  =  l 1.
T he in fluence-line  o f  th e  cable-force, d e te rm in e d  b y  E q u . (7,73), m u ltip lied  b y  th e  value , 

as fac to r, o f  th e  m o m en t u n d e r (7.62 — 7.63) y ields th e  in fluence-line H y ”  w hich  should  be 
ad d ed  to  th e  in flu en ce  line  o f  force P =  l 1 as u n d e r  (7.59 — 7.61).

T hus, m o m en t in fluence  line

m c (x ) =  m cp (x) +  yfqq (x ) m ‘q (a) . (7,64)

7.24. Resultant in fluence-line

T he d e te rm in a tio n  o f th e  re su lta n t in fluence-line  is carried  o u t in  m u ch  th e  sam e way 
as th a t  o f th e  m o m e n t influence-line.

T he in fluence-line  on  a tw o-hinged tru ss  is p ro d u ced  b y  form ula (7.30), u n d e r  th e  effect 
o f  force P  — 14

T he in fluence-line  o f  th e  su p p o rt m o m en t can  be de term ined  on th e  basis o f form ulae 
(7.55 -  7,57).
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U n d e r  th e  effect o f u n it  su p p o r t  m om ent, an d  a f te r  d iffe re n tia tio n  ad eq u a te ly  e x ec u te d , 
th e  r e s u l ta n t  on  th e  basis o f (7 .39 — 7.41).

m'm (x )  =  C' (x) -  - g ^ i y  S ' (x) . (7,65)

I t s  v a lu e  a t  z

m ^ ( z )  =  C ' ( r ) - - | | | - S ' ( , ) .  (7 ,66)

T h e  influence-line o f P  =  l 4, w ith o u t th e  effec t o f  H y " ,  is for th e  m iddle span

t>p2(x) =  V p i  (x )  +  т ’тг (z) m 2 (x) +  m ’m2 ( l — z) m2 (l — x)  . (7 .67)

F o r  th e  extrem e span

VP3  (*) =  "p i (ж) +  m'mi (2) m1 ( x)  .  (7 ,68)

U n d e r  th e  effect o f d is tr ib u te d  load  y "  1‘, th e  re su lta n t a t  th e  m iddle-span

vq2 (2) =  vgz ( г) +  Щ  K i  (2) — т 'тг V — *)] • (7 ,69)

A t  th e  extrem e span

"73 (г) =  "îi (2) +  Щ  m'mi (2) ■ (7 ,70)

T h e  re su lta n t influence-line, lik e  th e  m om ent in fluence-line ,

vc ( x)  =  Vp ( x)  +  Vq (г) rjH ( x)  .  (7 ,71)

7.25. D eflection  influence-line

T h e  deflection  in fluence-line  tj (x )  o f th e  tw o-h inged  p r im a ry  system  of th e  s tiffen ing  
tru ss  is  a lre a d y  known from  force P  =  l 4, w ith o u t effec t H y " ,  accord ing  to  E q u . (7.31 — 7.32).

T h e  v a lu e , to  be d e te rm in e d  accord ing  to  (5.05 — 5.13), o f  th e  v e rtica l d e flec tio n  o f  
p o in t z  u n d e r  th e  effect o f u n it  s u p p o r t  m om ent (M  =  1 tm) as u n d e r (7.39 — 7.41), is rfq (x) .

T h e  deflection  in fluence-line  o f  th e  continuous s tiffen ing  tru ss , in  a m an n er s im ilar to  
th e  p re v io u s  ones,

Vе (x )  =  Vp (x) +  Vh  (ж) Vq (2) • (7 ,72)

7.26. Cable-force influence-line

T h e  influence-line o f th e  cab le-fo rce  w ill be d e te rm in ed  as discussed in  p o in t 7.14. 
T h e  v e rtica l deflection  o f th e  s tiffen in g  tru ss  (7.72), u n d e r  th e  effec t o f H  — l 4, is Vq (ж). 

T h e  r e la t iv e  deflection  on th e  cab le  im ag in ed  to  be in te rse c te d , is ц с. This value is co rre c tly  
g iv en  b y  (7.35), b u t Vq (ж) should  b e  su b s titu te d  for tjq (ж).

T h e  deflection  in fluence-line

Vh  (*) =
Vq (ж)

/*С
(7,73)

7.27. H an g er influence-line

F o rm u la  (7,38) is valid  fo r th e  h an g er in  th is  case, too . So

s ' (ж) = [ — Vh  (ж) / '  +  с2 mc (ж)] h. (7 ,74)



A PRACTICAL SOLUTION FOR STIFFENED SUSPENSION BRIDGES 279

7.3. The effect o f  perm anent loading

P erm an en t loading ta k in g  in to  considera tion  e.g. the  p a r t  o f  d e a d  load  
ta k e n  b y  cable an d  stiffening tru ss  to g e th e r, is going on in  th e  sam e  w ay  as 
in  o th e r  s tru c tu res  calcu lated  on the basis  o f th e  influence line ; i.e. th e  in flu en ce
lines are  to  be loaded by  p e rm an en t load .

7.4. The effect o f  temperature change

T he cable w ill be im ag ined  to  be in te rsec ted  (F ig. 3).
T he re la tive  deflection to  arise a t  th e  p lace o f in tersection  u n d e r  th e  e ffec t 

of tem p era tu re  change,

A l =  со t L ,. (7,75)

T he re la tive  deflection, ju s t  here , due to  u n it cable-force in c re m e n t, is 
u (o r и  resp .). In  th e  case o f increm ent o f  cable-force H t, the  re la tiv e  deflec tion

A l = H u .  (7,76)

The cable no t being in te rsec ted , th e re  can n o t arise any  re la tiv e  d isp lace
m en t, consequently  th e  sum  of deflections according to  equa tions (7.75) and  
(7.76) is 0. O f th is  the  increm en t of cable-force due to  tem p era tu re  change is

H t  =  -  <at^ L  . (7,77)
u

7.5. A n a lys is  by influence-lines

W ith  th e  knowledge o f in fluence-lines, stresses and  defo rm ations can  a l
re a d y  be determ ined . D eterm in ing  th e  m om en t o f th e  stiffening t ru s s  fo r in 
s tan ce , can  be perform ed as follows.

H av ing  determ ined  th e  m om ent in fluence  line of cross-sections z  u n d erо
ex am in a tio n  for cable-forces (H w -)- H x), (H w -f- H 2), . . . . ,  (Н ш -f- H n), a s
sum ed to  be p erm an en t, one can o b ta in  th e  design m om ents M v  M 2, . . .  M n 
an d  th e  design load  positions hv  h2, . . .  hn. I t  is to  be no ted  th a t  in  th e  design 
m om ents is con ta ined  also th e  p a r t  o f p e rm a n e n t load which is ta k e n  b y  cable 
an d  s tiffen ing  tru ss  to g e th e r (7.3 §).

B y  loading  th e  cable-force in fluence-line b y  th e  design lo a d  positions 
hv  hv  . . .  hn, th e  cable-force increm en ts H i ,  H 2, . . .  H n are o b ta in e d , inclusive 
also o f  th e  increase of dead  load an d  o f th e  effect of tem p era tu re  change .

H *  a n d  M ,  perta in ing  to  th e  value  o f (IIw  +  H ) =  0, are  values according to  th e  E la s tic  
T heory .
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O n F ig . 4 a, th e  increm ents of th e  a fo resa id  cable-forces H[, H*2, . . .  
H'n h av e  been rep re se n te d  as functions o f  (Hw +  Щ ,  ... (Hw +  Hn). T his 
re fe rs  to  th e  case w h en  th e  loading, u n d er co n sidera tion , is decisive from  th e  
v iew -p o in t of m om en ts  u n d e r the cable-force assum ed . O f these th e  cab le-

b)
Fig. 4

force H i is valid  w here IT, =  Н ]. This cable-force H i is ob tained  i f  th e  s tra ig h t 
line a t  45 “rep resen ting  re la tio n  H = H *, g e ts in te rse c te d  b y  the  line of th e  fu n c tio n  
o f  th e  cable-force H  p lo t. M om ent to  be in  force re la te s  to  H  — H .

M om ents M 1 . . . M n have  been p lo tte d  as design  m om ents on F ig u re  46 
as func tions of (H w +  H ).

In  s ta tic  ca lcu la tions b ased  on in fluence-lines, th e  influence-line is d e te r 
m in ed  a t  values (H w -J- I I )  d ifferen tly  assum ed, a t  in te rm ed ia te  sections values 
w ill b e  in te rp o la ted  lin e a rly . In  case th e  values o f  H  have  been assum ed densely  
en o u g h , th is  procedure o f  calcu lation  m ay  be  re g a rd e d  as fa irly  accu ra te  from  
th e  v iew -po in t o f p ra c tic a l calculation . In  b rid g es w here the  percentile  change 
o f  th e  cable-force is g re a te r , th ere  is need fo r a g re a t num ber of po in ts  to  be 
d e te rm in ed . This m ean s , how ever, a good d ea l o f  excess w ork, especially  w hen  
th e  changes of th e  m o m e n t o f in e rtia  on th e  s tiffen in g  tru ss  is ta k e n  in to  
considera tion .
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O n th e  basis o f th e  above , i t  is reasonable  to  in te rp o la te  w ith  th e  a id  of 
a  p a rab o la  of second degree.

T h is requires d e te rm in a tio n  of effect in  values o f th ree  cable-forces.

T h e  re la tio n  be tw een  e ffec t a n d  cable-force is, how ever, n o t o f second degree . Supposing 
th is  d ev ia tio n  to  be o f  th ird  deg ree  (F ig. 5), th e  e rro r in  th is  case is

A  =  gl (.H - H , ) (H  +  Hj)(H — 0) =  g l H 3 -  g l Щ  H  (7,78)

w here g2 is co n stan t. T he p lace  o f th e  ex trem e value 

d A0 = Hr
— 3 g1 H 2 — gj H 2 from  w hich  H  — ±  ——  

d H  у з

a n d  th e  m axim um  erro r on  sec tion  be tw een  —f l j ,  an d  - f / j . a f te r  v a lue  o f H  being  su b s titu te d  
for (7.78),

A I 2 Я ?
± Ж * 1 ‘

T he sam e e rro r com es in to  being  in  the  cable-force

H  =  2 Д | - ~  1,15 я ,
P

Supposing th e  e rro r to  b e  o f  fo u rth  degree (F ig . ^>), so th e  e rro r

A =  g 2 (H -  H d (H +  H,) (H -  0)* = gzH* — g 2 Щ H-

(7,79)

3  A cta Technica X IX /3— 4.
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D eterm ining, likew ise, th e  m in im um  dev ia tion  a t  H  =
n  ’

A

J u s t  so g reat is th e  e r ro r  in  th e  cable-force

H  =  H X 1,1 H. (7,80)

A s ■ 0,87 an d  -  0,91 are n ear enough  to  each  o th e r, so for p a rab o lic  in te r 

r e la tio n s  o f bo th  th ird  a n d  fo u r th  degree i t  can safely  be  s ta te d  th a t  th e  m ax im u m  e rro r a t  th e  
in te r n a l  an d  ex ternal p o in ts  sh o u ld  he  equal if  i t  w ere d e te rm in e d  a t  th e  m iddle  o f th e  cable- 
fo rce  v a lu es th a t  m ay com e in  q u e s tio n , and  a t  po in ts fa lling  in  w ith  0,9 o f th e  d istance  m easu red  
f ro m  th e  m iddle tow ard  th e  b o u n d a ry  points.

A fte r  th is p re lim in a ry  ex p la n a tio n , i f  th e  section  o f  th e  cable-force th a t  m ay  be consid
e re d , is betw een H mm  — H min, so i t  is well w o rth  to  d e te rm in e  th e  in fluence-lines for th e  
m e a n -v a lu e  of cable-force

_ H  m ax 4- H  m in
H k =  y -----------  (7,81)

as w e ll as for cable-forces

a n d

Н г — I I к — 0,9 H  maX ~  H  mit>

H 2 =  H k +  0,9
H  m ax  — H  m in

2

(7.82)

(7.83)

I t  is to be no ted  th a t ,  as fo rce  Ht is to  some e x te n t  d e p en d e n t on  th e  assum ed  c ab le - 
fo rce  (H w +  H ) (nam ely , in  e q u a tio n  (7.76) и  is th e  fu n c tio n  o f  th e  cable-force), th e  d e te rm i
n a t io n  o f  th e  cable-force ta k e s  p la c e  b y  gradual ap p ro ach , to  say , w ith  know ledge o f th e  cable- 
fo rc e , th e  value of H  w ill b e  d e te rm in e d  b y  s ta rtin g  fro m  co rrec ted  cable-force Ht.

O f course, th e  p a rab o la  a n d  th e  in tersection  o f th e  s tra ig h t line can  be  d e te rm in ed  b y  
c a lc u la tio n  or by  th e  g rap h ica l m eth o d .

8. Example

T h e  resu lt o f our in v es tig a tio n s  w ill be applied  to  a  tw o-h inged  suspension bridge  on ly  
th e  m id d le  p a r t  of w hich  is  su sp en d ed .

I n  th is  exam ple, re so r t  is  m ad e  only to th e  step s w h ich  d ev ia te  from  those  app lied  in  
c o n v e n tio n a l calculations.

T h e  m iddle-span o f  b r id g e , l =  300 m  ; th e  tw o side  spans, 60 m  each, are  unsuspended

H w =  3000 t .

The inertia moment of the stiffening truss is variable, as indicated by Fig. 6.
The span will be divided into 5 parts.
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In e rtia  m om ent on  p a r ts  2, 3 an d  4. is ta k e n  fo r c o n s tan t, and  th e  a c tu a l change o f 
in e r tia  m o m en t, in  co n fo rm ity  w ith  th e  figu re , on  p a r ts  1 a n d  5 is considered.

P a r ts  1 an d  5. x  =  0 —60 m , o r x  — 240—300 m , as th e  unsuspended  p a r t ,  y '  =  0,25. 
P a r ts  2 and  5. x  - 6 0 —90 m , or x  =  210 — 240 m . 

y ”  =  З Д 0 -3 m '1
* =  6 0 m /  =  0,25, *  =  90 m , y ’ =  0,16, 1 +  y ' 2mean =  1.045433 . . . 
J 2 =  0,51428 m 4

P a r t  3. x  =  9 0 —210 m , y ” =  —2,66 • 1 0 "3 m '1.
x  =  90 m , y '  =  0,16, x  =  150 m , y '  =  0, 1 +  y 2 mean =  1,00085,

J 3 =  0,41371 m .
In  th e  calcu la tion , v a lu e  H w • / /  5000 t  is reck o n ed  w ith  (see fo rm ula  4,16).

1-300m

C3
5000 • 1,0085

2,1 -1 0 7 • 0,41371
=  ^5 ,76  • 10-4 =  2,4 • 10-2 m ' 1

Determination o f  a u x ilia ry  quantities 

сз +  2̂ 2,4 -|- 2,2 1 ,9 1 6 6 7 ...

=  0,083333

04 +  03 =  2,09091

=  — 0 ,0 9 0 9 0 9 ...

y '2 — y ' 2 =  0,045433 — 0,0085 =  0,036933 

y '2 — y '2 =  -  0,036933

= 0,03533
у '2 — у '2 0,036933

1,045433

0,036933
i + y ?

Уз* -  У«“
1 +  у ' 2 1,0085

r„(*) =  o

=  0,03662

3 *
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I t  is to  be no ted  th a t  th e  e ffe c t o f  d e fo rm ation  o f cab le  an d  o f stiffening tru s s  being  d if
f e re n t  f ro m  each o th er o n  th e  u n su sp en d e d  p a r t  (fo rm ulae  5.14 — 5.20), has b e en  neg lected . 
T h is  n eg lec tio n , under g iven  c ircu m stan ces , is n o t ju s tif ie d , fo r in  th e  case o f  a  re ac tio n  o f  1 to n

60

I j ]7j ^  d* —  0,672 10-2, thus 
' o'

f  f  S ( x )

P =  (HW +  H) E.J
xk

dx dx
( 1  +  y 'k f  =

5000 -M Z2__A °-Í +  o,252)2 =  0,635 t .

T h e  necessary co rrec tio n  h a s  n o t  b een , how ever, ta k e n  in to  considera tion  in  th e  ca l
c u la t io n  fo r  our exam ple, in  th e  in te re s t  o f lu cid ity .

D eterm ina tion  o f  auxiliary fu n c tio n  S  (x )

O n  th e  basis o f pa r. 4 ,4 , as =  1, ßs =  0. T hus, as

1
c2

1
2,2 • IO-2 =  4 5 - 4 5  . .  . m

b y  p u t t in g  to  use E q u atio n s (4 ,33) a n d  (4,34) (values o f еСгХз an d  e C-X'J from  T ab le  I).

as
2

1
*2 H-----

c 2
2 ec2 xt

60 +  45,45 
2 • 3,7434

14,0854 tm

___1
c2 60 — 45,45 

2 е - с«*Г  =  2 • 0,26714
=  27,2244 tm .

D e term in a tio n , as p e r  30 m , o f  th e  value  o f th e  fu n c tio n , as w ell as th e  d e te rm in a tio n  
o f  c o n s ta n ts  on th e  b o u n d ary  o f  th e  suspended  p a r t  are  in d ica ted  in  tab le  No I  (see fo rm ulae  
4 ,18 — 4,22).

O n  p a r t  5 (form ulae 4,35 — 4,36)

as =  79,0942

ßs =  3479,707 — 79,0942 x 240 =  -1 5 5 0 2 ,9 0 1 .

T h u s , o n  p a r t  5

S (*) =  79,094 a: —15502,901

D eterm in a tio n  o f  auxiliary fu n c tio n  U  ( v)

F u n c tio n  U  (x) w ill be  d e te rm in e d  for d is tr ib u te d  lo ad  1 t y " .  
A t  th e  f irs t section q1 =  0 
A t  th e  second section  q2 =  D y "  =  —3,10-3 
A t th e  th ird  section q3 =  D y"  =  —2,66 • 10-s



ù

T ab le  I I

C alculation  o f  fu n c tio n  U (x )

Section X c cx ecx e cx
c*+c*_, c*—C t_ , C * + C * _ ,  tck ,x t C*'7C* - ' a, eC*-i* r C * + C i _ ,  e—Ck~txk Cte—Ck- , , _ C t  .,,J M*)

/2
Ук-\—Ук AV  к A V k Чк-1  9*

T o ta l
o f  co lum ns 

Noe. : 9 , 12, 
17, 18

2 eCk xk ak
T o ta l

o f  co lum ns 
N os. : 10 ,1 1 , 

— 17, 18

2e~c k xk hk akeCk xk b к ?—Ck xk
4k
c V  Щ х)

ak e^k xk — 
— bk e Ck xk

Vk V'(x )
C* c * c.k ck Ck < 3 _ ,  c>

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 H 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 1 25 26 27 28 29 30

0

0

0

0

0

0,827904 11,6013 0

3,099176

5,99626

3,099171

1,60179
— 6,19835

0,000003

1,39970

0,000005

4,39447

0

0,096678

11,49285 0,49969 3,07010 0,13348 —0,1596 — 0,256278 — 0,0090543 — 0,37726 — 1,58029 9,66878 0,557529 2,36676 10,26126 0,092151

4

4,83439

9,93182

19,84692

41,92005

86,12150

1,18338

0,57602

0,28038

0,13647

0,06643

— 4,61806

1,39971

5,88975

15,50924

37,43846

81,56987

3,65101

9,35580

19,56654

41,48358

86,05507

0,087624

0,224539

0,469575

0,995606

2,06532

0,224539

0,469597

0,995606

180,0723 — 7,82931 0,138899 — 0,006039 0,1596 — 1,90572 0,069787 3,172136 1,58029 184,8187 0,910527 — 9,28226 — 471,047 2,10025

—

92,41303

178,8002

— 4,64113

— 2,3988
— 6,19835

81,57355

170,2030

97,05416

181,19895

2,13519

3,98638 3,98638

170,2031

289,7945

409 ,3859

3 .98638

3 .98638

3 .98638

Checking : ^ (б О )  =  0 =  K2(60) N b.: Columns Nos. 1, 2 , 3 , 4, 5, 6, 7, 8, 15, 20 and 23 id e n t ic a l  w ith  those o f  T ab le  I ,  are n o t  f i lle d  in .
F ,(90) +  A V„ =  0,0966783 —  0,0090543 =  0,087624 =  F 3(90)
T3(210) +  Л Vt  =  2,06532 +  0,06979 =  2,13511 ~  2,13519 =  Г4(210)
T4(240) =  3,98638 =  F 6(240)



Table I

Calculation o f  fu n c tio n  S  (ж)

Section X C cx eCX c CX Ck+C/t- , Ck—Ck—1 c*+c*_, Ck iH Ct—С*_, ,£*_,** C*+C*_, Ct 'Xk С*—C4_ ,  c У М -У к(х) Ук-Х —Ук AVk
Чк- 1 r a
uk 1 

4k 
Г2

Total
of column**

Noh. : 9, 12, 
17, 18

2 cCk xk ak
Total

of columns Nos. : 10, 11, 
— 17, 18

2 ~ C k xk hk akeCkXk s* «—C* *4
4k
«1

S(x)
о*еС4*» —

— 6 c***

----------------

Ук S’(x)
C* c k c k k- ' l +Ук , Ck

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

l
0

30

60

0

о

о
0

0

30

60

1

1

1

14,0854 27,2244

2
60

90
2 • 2 IO"2

1,32

1,98

3,7474

7,2427

0,26714

0,13807

52,72728

102,01633

7,27272

3,75887

0

0

60

105,7752

45,45456

98,25746

10

2,16166

1

1,91667 0,08333 195,532 8,5014 7,2045 0,3132 0 — 2,16166 0,03533 — 0,076371 — 3,1821 0 192,663 17,3422 11,1095 18,8880 0,23065 81,8904 2,12348

3

90

120

150

180

210

2 • 4 10-2

2,16

2,88

3,60

4,32

5,04

8,6711

17,816

36,598

75,189

154,470

0,115325

0,056135

0,027324

0,01330

0,006474

96,3316

197,90

406,59

835,31

1716,084

9,4440

4,60

2,24

1,09

0,53013

0

0

0

0

0

105,7756

202,50

408,80

836,40

1716,614

86,8876

193,30

404,32

834,22

1715,554

2,08530

4,6392

9,7037

20,0213

41,1733

4,6392

9,7037

20,0213

2,09091 — 0,09091 3588,177 — 156,0075 1,1085 — 0,0482 0 — 41,1733 — 0,03662 1,50777 68,5348 0 3656,664 202,988 18,0142 — 223,4338 0,019706 —  11338,6 41,9272

4
210

240
2 •2 IO -2

4,62

5,28

101,494

196,37

0,009853

0,005092

1828,333

3537,448
— 111,717

—  57,741

0

0

1716,616

3479,707

1940,050

3595,189

42,6811

79,0942 79,0942

5

240

270

300

0

0

0

0

3479,707

5852,533

8225,359

79.0942

79.0942

79.0942

C hecking : l 'i(6 0 ) = 1 , 0 =  K2(6)
F„(90) +  A  V 3 =  2,16166 —  0,07637 =  2,08529 2,08530 =  F 3(90)
V3(210) +  / I K j  =  41,1733 +  1,5078 =  42,6811 =  K4(210)
F4(240) =  79,0942 =  K5(240)
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«* _ ■ 3 . 10"3
cj 4 - 84 • 10-* —

9з = 2 • 66 • io -3C Î 5 • 76 • 10-* —

92

ci
9a
c*

■ - — 1,58029

<h _  
cj

94
CÎ

• = 1,58029

6,19835 =

=  -  4,61806

T he values o f  function  V„ (ж) :

E x te rn a l lo ad  ac tin g  on  th e  tw o-h inged  tru ss  :

a )  th e  tw o ex trem e  sections (sections 1 and  5), 60 m  long  each , a re  u n lo ad ed .

b) loading o f th e  120 m  long  m idd le  section (section  3)

q3 =  2,66 • 10 3 t/m

c) loading o f th e  sections (sections 2 an d  4) 30 m  long each , be tw een  sections a , a n d  b , 

q 2 =  —3.10"3 t/m

A t *  =  o, reac tio n  fro m  th is  V0 (0 )  =  —0,2496 t ,  a t  ж 90 m , shear-force Va (90) =  —0,1596 t ,.
a t  x  =  210 m , shear-force  V0 (210) =  0,1596 t  

A ccording to  fo rm ula  (4.28),

f t  =  =  0

from  form ula  (4.29), as p  — o,

aи
2

1 q2 6,19835 
“  2,37434

0,827904

bи
2

1__ Jh
2 e_cA  cl

6,19835 
2 ~ 0 ,26714

=  11,6013 .

D e term in a tio n , as pe r 30 m , o f  th e  va lue  o f th e  fu n c tio n  as w ell as th e  d e te rm in a tio n  
o f  co n stan ts  on  th e  section  bou n d aries o f  th e  suspended p a r t  a re  in d ica ted  in  T ab le  I I .

On section  5.

a “ =  U ’ (ж) =  3,98638

ß'i =  U ( x )  -  ж IP  (ж) =  170,2030 -  240 • 3,98638 = -7 8 6 ,5 2 8 1 2  .

T h u s, on  section  5.

U  (ж) =  3,98638 ж -7 8 6 ,5 2 8 1 2  .

F o r exam ple, th e  m n n -n t  in flu e n ce  line  o f cross-section  z — 120 m  will be d e te rm in e d

In fluence-line  mp

W ith  th e  know ledge o f a u x ilia ry  functions S  (ж) a n d  U  (ж), th e  in fluence lin e  mp m ay  
be  d e te rm in ed  w ith  th e  aid  o f fo rm u lae  (7.05) an d  (7.06).

T he a u x ilia ry  q u an titie s  h a v e  b e en  d e term ined  in  T ab le  I I I .  O w ing to th e  R o d e ’s e ffec t, 
v a lu e  S (ж) S ' (l  — ж) +  S '  (ж) S  (i — ж) is n o t constan t.

C alculation  fo r o rd inates o f  in fluence-line  mp, re la tin g  to  z =  120 m , is c o n ta in ed  in 
T ab le  IV .

I
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T able I I I
S (x )

S  (x) S ' ( l - x )  +  S '(x )  S  ( ! - - x )

X l — X S(x) S 'W S(*) 5 '( i— x) — S M S ’U— x) +  
+  S '(*) S(l— x)

S(x)
D

1 2 3 4 5 6 7

0 300 0 l 0 8225,36 0
30 270 30 l 2372,83 8225,36 0,0036473
60 240 60 l 4745,65 8225,36 0,0072945
90 210 105,775 2,12348 4434,83 8080,02 0,013091

120 180 202,50 4,6392 4054,31 7934,54 0,025521
150 150 408,80 9,7037 3966,87 7933,74 0,051527
180 120 836,40 20,0213 3880,23 7934,54 0,105413
210 90 1716,61 41,927 3645,19 8080,02 0,21245
240 60 3479,71 79,094 3479,71 8225,36 0,42305
270 30 5852,53 79,094 5852,53 8225,36 0,71152

300 0 8225,36 79,094 8225,36 8225,36 1,0

T able IV
mp (x )  z -= 120

S(z) =  202,50 
S{l —  Z) =  836,40

m q (z) m
S(l)

T ab le  V

■ s S S I - 0-04’7712

X
S ( x )

D

ТПр —

= V s<‘> 1
S « U ( z ) m q

1 2 3 4 5 1

0 0 0 0 0 0 0 0

30 0,0036473 3,05056 30 30 —  1,49314 0 — 1,49314
X ^  s

60 0,072945 6,10113 60 60 —  2,98627 0 — 2,98627

90 0,013091 10,9492 90 105,775 —  5,26455 1,39970 — 3,86485

120 0,025521 21,3460 21,3461 120 202,50 — 10,07867 5,88975 —4,18892

150 0,051527 10,4342 150 408,80 — 20,34647 15,50924 — 4,83723

180 0,105413 5,16806

x  P> z 210 0,21245 2,65091
240 0,42305 1,47714
270 0,71152 0,73857
300 1,0 0

D eterm in a tio n  o f moment mq
C alculation in  a cc o rd an c e  w ith  form ula (7.16) h a s  been  carried  o u t  in  T ab le  V. Span 

a n d  i ts  loading being sy m m e tr ic , on ly  h a lf th e  b ridge  is covered b y  calcu la tion .

U(D
S (l)

409 • 3859 
82257359

0,0497712

T h u s , reac tio n  R  =  —0,0497712 t .
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Determination o f  deflection r)q

D eflection  be ing  sy m m etric  in  re la tio n  to  x  =  150 m , ca lcu la tio n  m ade covers h a lf  th e  
b ridge only. A fte r  th e  re su lt  o f  th e  m om ent, arising on  th e  tw o-hinged tru ss  u n d e r  th e  

in fluence of ex te rn a l load ing  q, has  been  determ ined (see T a b le  V I)  th e  tan g en t for x 2 =  60  m , 
form ula  (5 .05) is

V'( 6 0 ) =
V» (60) — V (60)

(H w +  H ) ( l  + y / * j
-  0,2496 +  0 ,049771  

”  5227Д 7
=  — 3,8229 • 10-5 .

T ab le VI

Vq(*)

X 4
r  *

M .(* ) m , { x ) M „(x )— mg(x)

1 2 3 4 5 6 7

0 0 — 0,2496 0 0 0

30 0 — 0,2496 — 7,488 — 1,4 9 3 1 4 — 5,99486

60 — 3 1 0 - 3 — 0,2496 — 14,976 — 2 ,9 8 6 2 7 — 11,98973 1,045433

90 — 0,1596 — 21,114 — 3 ,8 6 4 8 5 — 17,24915

120 — 2,6 6  1 0 -3 —  0,0798 — 24,705 — 4 ,1 8 8 9 2 — 20,51608
1,0085

150 0 — 25,902 — 4,8 3 7 2 3 — 21,06477

X
( i + y s ' l

M ,( x ) --- ГПд(х)
( H „ + H ) (  1 + y -" )

4 f -  
*  M

yx~  У 1 7  dx dx
Ar i 4S(*)

1 8 9 10

0 0 0 0
—1,5134 10-» —1,5134 10-3

30 —2,7969 10-’

60 5227,17
—2,2937 10"3 
—3,2999 10-3 — 0,5032 IO"3—2,7969 IO"3

90 —3,4207 IO"3 —3,8031 IO"3
120 5042,50 —4,0686 IO"3 —0,3824 IO"3—4,4510 IO"3
150 —4,1774 10-3 —4,5598 10-3

On th e  u n su sp en d ed  p a r t ,  in  th e  case o f reaction  R

M 0 (x) =  R  ■ x

! R x
É J dx  =  0 ,9810-«  R
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Г К х
I — j d x  =  2,8010-4 R  =  _  1,396 10-5

30
СС R xJ i ЛХ

- g j  à*  d*  =  10,5 IO"4 R  =  — 5, 2260 IO -6 m .
о

60
R x

~ËJ
d x  dx  =  67,2 10-4 R  =  — 3,3446 10~> m .

O n  th e  basis of form ula (5.07)

60

y  =  г]' (60) +  J  d x  =  -  3,8229 • 10-s -  1,3960 • 10~5 =  -  5,2189 • 10"®

A cco rd in g  to form ula (5.12)

60

»72 <

Пг

(60) =  -  J  j ~  d x  dx  +  6 0 y  =  3,3446 • 1 0 -4 -  5,2189 • 60 • 10“ ® =
* 0

=  3,3446 • 1 0 -4 -  31,3134. 10-4 =  _  2 7 ,9 6 8 8 .10"4 m

30

(30) =  -  J J ̂ j  d x d x  +  3 0 y  =  0,5226 • 10"4 -  15,6567 =  -  15,1341 1 0 '4 m  . 
о

T h e  values o f d e flec tio n  reg ard in g  th e  o th e r  p o in t h av e  been de te rm in ed  in  T ab le  V I.

H o rizo n ta l deflection и

W ith  due regard  to  fo rm u la  (7,34), n te g ra te d  va lue  of f  i)q (x) y "  d x  h a s  been
о

d e te rm in e d  in  Table V II. an d

Ls
E c F

=  2,883 • IO” 4.

Thus,

и =  2,883 • 10~4 +  19,7533 • 10“ 4 =  22,636 • 10"4 .

The cable-force influence-line

C alcu lation  based on fo rm u la  (7,36) has b een  m ad e  in  T able  V II.
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Influence-line niqH

C alculation  based  on form ula  (7,16) is co n ta in ed  in  T ab le  V III .

Table VII Table V III

tjH ( X) m(x)
z =  120, m ,(t) =  m ,(60) =  —  4,18892

X ym i,(*) / 4 } W
riH —

* 1a(*) mp(*) m(x)

1 2 3 4 5 » 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0 0

30 — 1,5134 IO"3 0,66858 30 0,66858 — 2,8006 3,0506 0,2500

60 — 2,7969 IO"3 8,3907 10"« 1,2356 60 1,2356 — 5,1758 6,1011 0,9253

90
— 3 10"3

Ч 8041 1 0-3 11,4093 10"« 90
1 6801

1,6801 — 7,0378 10,9492 3,9114
10,1162 10-« 120 1,9663 — 8,2367 21,3460 13,1093

120 2 • 66 1 0 -3 — 4,4510 1 0 -3 11,8997 10-« 1,9663 150 2,0144 — 8,4382 10,4342 1,9960
150 — 4,5598 lO "3 12,1291 10-« 2,0144 jgQ — 8,2367 5,1681 — 3,0686

3 0 0 ' 210 — 7,0378 2,6509 — 4,3869

f  y"Vq(x )dx =  30(8,3907 -f 11,4093 +  10 ,1162 +  240 — 5,1758 1,4771 — 3,6987
0 270 — 2,8006 0,7386 — 2,0620

+  11,8997 +  11,8997 +  12,1291)10-« =
=  30 • 65,8447 • 10-« =  1,9753 • 10“3 300 0 0 0

The mom ent influence-line

C alculation is in d ica ted  in  tab le  V III  (see fo rm u la  7,21).
T he values o f cable-force and  bending  m om en t-in flu en ce  lines are seen on  F ig . 7.

1

Fig. 7
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SUM M ARY

A  p ra c tic a l m ethod  has b e en  w orked o u t b y  th e  p re se n t s tu d y  fo r th e  ca lcu la tio n  of 
su s p e n s io n  bridges, w hich ren d ers  possib le  to consider th e  change of in e rtia  m o m e n t o f  th e  
s ti f fe n in g  tru ss , fu rtherm ore, th e  so-called  R ode’s e ffec t, th e  u n ev en  d istrib u tio n  o f  d ead  load , 
as w e ll a s  th e  fac t th a t  th e  p a r t  o f  s tiffen in g  tru ss  n e x t  to  th e  su p p o rt is unsuspended . A  m eth o d  
fo r ta k in g  in to  account th e  c o m b in ed  effec t m en tio n ed  ab o v e , has n o t y e t b een  t r e a te d  in  
l i te r a tu r e .

T h is  ra th e r  com plicated  w a y  o f  calcu la tion  is p e rfo rm ed  b y  div id ing  th e  lin ea r d iffe ren tia l 
e q u a t io n  o f  second o rder w ith  v a r ia b le  coefficients, se rv in g  fo r th e  purpose o f so lu tio n , in to  
s e c tio n s , w h ere  th e  coefficients w ith in  each  section  m a y  b e  considered to  be c o n s tan t. The 
so lu tio n  o f  eq u atio n  system s w ith  m a n y  unknow ns ow ing to  b o u n d a ry  an d  connection  cond i
t io n s ,  is  sim p lified , in  tu rn , b y  h a n d lin g  b o u n d ary  a n d  co n n ec tio n  conditions sep a ra ted . T h ereb y , 
th e r e  is  n e e d  on ly  for solving e q u a tio n  system s consisting  o f  tw o equations w ith  tw o u n know ns.

I n  th e  second p a r t  o f  th e  s tu d y , th e  system  fo r so lu tio n  is ex tended  to ca lcu la tio n  b y  
in f lu e n c e -lin e s  and , fina lly , i ts  a p p lic a tio n  is d e m o n s tra ted  b y  a n  exam ple.

P R A K T IS C H E  LÖ SU N G  D E R  B E R E C H N U N G  E IN E R  H Ä N G E B R Ü C K E  
M IT  V E R S T E IF U N G S B A L K E N  VON V E R Ä N D E R L IC H E M  IN E R T IE M O M E N T  

U N D  I H R E  A N W E N D U N G  B E I  D E R  B E R E C H N U N G  M IT T E L S E IN F L U S S L IN IE N

J .  SZIDAROVSZKY

ZUSA M M ENFASSUN G

D ie  A rb e it en tw ickelt e ine  p rak tisch e  M ethode z u r  B erechnung von H än g eb rü ck en . 
D ie  M e th o d e  erm öglicht es, d ie  Ä n d e ru n g  des In e rtiem o m en te s  des V ersteifungsbalkens, 
sow ie  d ie  sog. Rode-sche W irk u n g , d ie  ungleiche V erte ilu n g  des E igengew ichtes zu  b e rü ck sich 
tig e n  u n d  gleichzeitig  die W irk u n g  des U m standes zu  e rm itte ln , dass de r V ersteifungsbalken  
in  u n m it te lb a re r  N ähe der A u flag eru n g  n ich t au fg eh än g t is t .  E in e  M ethode, welche d ie  obigen 
F a k to r e n  b e rü ck sich tig t, is t in  d e r  L ite ra tu r  noch  n ic h t v e rö ffe n tlic h t worden.

D e r  V erfasser lö st diese k o m p liz ie rte  B erech n u n g sau fg ab e , indem  er die D iffe re n tia l
g le ic h u n g  z w eite r O rdnung m it v e rän d e rlich en  K o e ffiz ien ten  in  In te rv a lle  au fte ilt , in n erh a lb  
w e lch e r d ie  K oeffiz ien ten  d u rc h  K o n s ta n te n  e rse tz t w erd en  kön n en . D as von  den A nschluss- 
u n d  R a n d b ed in g u n g en  gelieferte  G leichungssystem  m it  m eh re ren  U n bekann ten  w ird  d u rch  
die g e so n d e rte  B ehandlung d e r  A nsch luss- u n d  R a n d b ed in g u n g en  verein fach t, w o d u rch  n u r  
G le ich u n g ssy stem e  m it zwei U n b e k a n n te n  gelöst w erd en  m üssen .

D e r  zw eite  Teil der A rb e it e rs tre c k t die M ethode a u f  d ie B erechnung m itte ls  E in flu ss
l in ie n  u n d  ze ig t ihre A nw endung a n  H a n d  eines B eispiels.
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SO LU TIO N  P R A T IQ U E  P O U R  L E  CALCUL D ’U N  P O N T  SU SPEN D U  À P O U T R E  
D E  R A ID ISSE M E N T  E T  M O M ENT D ’IN E R T IE  V A R IA B L E  E T  SON A P P L IC A T IO N  

A U  CALCUL PA R  L IG N E S D ’IN F L U E N C E

J .  SZIDAROVSZKY

R ÉSU M É

L ’au te u r  développe une m éthode  p ra tiq u e  p o u r le ca lcu l de pon ts suspendus, p e rm e tta n t  
d e  p ren d re  en  considération  la  v a ria tio n  du  m om ent d ’in e r tie  de la  poutre  de ra id issem en t, 
de m êm e que l ’effe t d it de R ode, la  ré p a rtitio n  inégale d u  po id  p ropre , ainsi que de d é te rm in e r 
l ’effe t r é su lta n t d u  fa it que la  p o u tre  de ra id issem en t n ’e s t p a s  suspendue dans le v o isinage  
im m é d ia t de l ’appui. U ne m éthode  sem blable, te n a n t co m p te  de ces facteurs n ’a  p a s  é té  pu b liée  
dans la  lit té ra tu re .

L ’a u te u r  résoud le calcul com pliqué de façon à  d iv iser l ’équation  d ifféren tie lle  de 
deuxièm e o rd re  au  coefficient v a riab le  en des sections à  l ’in té rieu r desquelles les coeffic ien ts  
p e u v en t ê tre  rem placés p a r  des constan tes . I l  sim plifie le systèm e d ’équations fo u rn i p a r  les 
cond itions a u x  liaisons e t au  c o n to u r en t r a i ta n t  sé p a rém en t les unes e t les a u tre s , n ’a y a n t  
ainsi à  résoudre  que des systèm es d ’équations à  deu x  inconnues.

L a  deuxièm e p a r tie  de l ’é tu d e  é tend  la  m éthode  a u  calcu l p a r des lignes d ’in f lu e n ce  e t 
illu s tre  son app lication  p a r un  exem ple.

ПРАКТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ВИСЯЧЕГО МОСТА 
С ПЕРЕМЕННЫМ МОМЕНТОМ ИНЕРЦИИ 

И ПРИМЕНЕНИЕ ДЛЯ РАСЧЕТОВ ЛИНИЙ ВЛИЯНИЯ
Я. С И Д А Р О В С К И

РЕЗЮМЕ

В данной работе дается практический метод расчета висячих мостов, который 
позволяет учитывать изменение момента инерции распорной балки, далее учет т. н. эффекта 
Родэ, учета неравномерного распределения собственного веса, а также определить эффект, 
происходящий от того, что распорная балка не подвешена в непосредственной близости 
к опоре. Такой метод, который учитывает вышесказанное, еще не рассматривался в лите
ратуре.

Сложная математическая задача решается таким образом, что дифференциальное 
уравнение второй степени переменного взаимодействия разбивается на такие участки, в 
пределах которых коэффициенты можно заменить постоянными. Система уравнений с 
многими известными, которая происходит от условий соединений и октужных условий, 
упращается с тем, что условия соединений и окружные условия трактуются отдельно, 
и поэтому необходимо решать системы уравнений, содержащие только по две неизвестных.

Вторая часть работы распространяет предлагаемую методику для вычисления с 
ломощью линий влияния; применение методики демонстрируется на одном примере.
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I. In troduction

I t  is know n th a t ,  w ith  th e  a id  o f  th e  m a tr ix  calculus, sim ple a n d  clear 
re la tio n s betw een  th e  vo ltages an d  cu rren t-in ten s itie s  of fou r-term inal n e tw o rk s  
can  be se t u p . The m a trix  calculus offers likew ise sim ple and  clear fo rm u lae  in  
respect o f th e  voltages an d  cu rren ts  o f cascade-connected  quadripole s tru c tu re s  
[1, 4]. I t  is also know n th a t  a system  o f tw o p a ra lle l lines can be a p p ro x im a 
te ly  rep laced  by  a cascaded  s tru c tu re  of fou r-te rm ina ls, and  th a t ,  w ith  th e  aid  
o f  th e  lim itin g  process, from  th e  ap p ro x im ate  re la tions th u s o b ta in e d  i t  is 
possible to  produce ce rta in  p a rtic u la r  so lu tions o f  th e  so-called e q u a tio n  of 
te le g ra p h y  [ 1 ,4 ,5 ] .

B y u tiliz ing  some recen t resu lts  of th e  m a tr ix  theo ry  in  re g a rd  to  the 
sp e c tra l decom position o f h y p erm atrices  com posed of com m utable b lo ck s [6], 
th e  au th o rs  propose to  se t u p  in  th e  p resen t p a p e r  certa in  re la tions d escrib ing  
th e  vo ltages and  cu rren ts o f  m ultipoles th a t  are cascade-connected  a n d  h av e  an  
a rb itra ry  num ber of phases ; th e y  also w ish to  dem onstra te  how, w ith  th e  a id  
o f th e  lim iting  process, i t  is possible to  derive from  such relations c e r ta in  p a r t i 
cu la r solu tions of th e  eq u a tio n  o f te leg rap h y  reg a rd in g  m ultiphase tra n sm iss io n  
sy stem s.

2(m  -)- l)-poles, co n stru c ted  as p er Fig. 1, w ill be analyzed in  th e  fo llow ing. 
E ach  o f th e  2(m -f- l)-po les in  question  consists o f  a “ zero-phase”  a n d , fu r th e r , 
o f  m-“ phases” , all of th e  la t te r  being co n stru c ted  according to  th e  sam e  p a tte rn  
from  elem ents w ith  th e  sam e electric  c o n s tan t a n d  hav ing  a cyclically  sy m m e t
rica l spacia l a rran g em en t. B y  th e  cascade  connection  of such 2(m  -j- l)-po les 
(v. F ig . 2) i t  is possible to  co n stru c t a p ro x im ate  m odel o f any  m -phase cyclically  
sy m m etrica l transm ission  system  p rov ided  w ith  a  n eu tra l line.

I t  w ill be d em o n stra ted  below  th a t  it  is possible to  reduce th e  re la tio n s 
rep resen tin g  the  s ta tio n a ry  vo ltages a n d  cu rren ts  o f 2(m -f- l)-po les co n s tru c te d  
accord ing  to  Fig. 1, as also th e  system s o b ta in ed  b y  th e ir  cascade-connection , to  
th e  well-know n form ulae w hich rep resen t fo u r-te rm in a l netw orks com posed  of
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/
k-1 ©  к

I /
K - 1 ,  1 + 2

Fig. 1

Fig. 2

one o f th e  phases a n d  th e  zero phase and  th e  fo rm u lae  of system s p roduced  by  a 
cascad e  connection o f  su ch  quadripole s tru c tu re s , w hile the  re la tions fo r th e  m- 
p h a se  transm ission  sy s te m  obtained b y  th e  l im itin g  process from  th e  form ulae 
ded u ced  in  respect o f  a  sy s tem  of cascade-connec ted  2 (m  -f- l)-p o les  can be 
red u ced  to  the  know n, analogously  calcu la ted  re la tio n s  represen ting  m onophase 
tran sm iss io n  lines.

II. N otations

A = [aif] = a il «lg . am

a21 «22 «2Л

. ani «Л2 • «ЛЛ -

A = [Ay] = ■^n Ai2 • Ain

A2i A22 A 2n

А-Л2 A nn -

sq u a re  m a t r ix  c o m p o se d  o f  th e  sc a la r  e le m e n ts  a y  ;

sq u a re  h y p e r m a t r ix  co m p o sed  o f  th e  b lo c k s  A y  ;

A - 1

A*

in v e rse  o f  A ;

th e  c o n ju g a te  t r a n s p o s e  o f  A :

«1
0-2

an

co lu m n  m a t r ix  ;
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d irec t p ro d u c ts  ;

b* =  [bj,b2 bn] — — — — — — row m atrix;

A X В =  [Aby] ; В =  [ b y ] -------------------

A  X • В  =  [ay B ]  ; A =  [ay] — — ------- f

< di У =  < dj, d2, . . . , <fn > — — — — diagonal m atrix ;

En =  (  1,1, . .  . , 1 у — — — — — — unit matrix of the nth order ;

C (c0, clt . . . ,  cn—i) — — — — — — cyclic matrix of the nth order.

L e t us fu rth e r den o te  th e  e lectric  co n stan ts, vo ltages a n d  c u rre n t in ten sitie s  o f  a  system  
o f  n  cascade-connected  2 (m  l)-p o les as follows :

ohm ic resis tan ce  o f  a phase  of the  fcth 2 (m  -j- l)-po le  ; 
se lf in d u c ta n ce  o f a  phase  of th e  fcth 2 (m  --- l)-po le  ;
m u tu a l in d u c ta n ce  be tw een  th e  / th  an d  (i ±  v)th phases o f  th e  fcth 
2 (m  -j- l)-po le  ;
capacitance  b e tw een  a phase of th e  fcth 2 (m  +  l)-po le  a n d  th e  zero phase  ; 
cap acitan ce  b e tw een  th e  i th  and  (i ±  f ) th  phases o f  th e  fcth 2 (m  -f- 1)- 
pole ;
leakance  b e tw een  a phase  of th e  fcth 2 (го +  l)-po le  an d  th e  zero phase  ; 
leakance b e tw een  th e  i th  an  (i ±  v) t h  phases o f  th e  fcth (m  +  l)-p o le  ; 
vo ltage d ifference  be tw een  th e  i th  ph ase  a n d  th e  zero ph ase  on  th e  te rm in a l 
connecting  th e  fcth an d  (fe +  l ) th  2 (m  +  l)-p o les ;
in te n s ity  o f  c u rre n t  flow ing from  th e  i th  phase  o f th e  fcth 2 (m  +  I ) ' 

pole to  th e  Ith  phase o f th e  (к  -+• l ) th  2 (m +  l)-pole.
T hese constan ts, vo ltages an d  c u rre n t in tensities can  b e  com pounded in  th e  following 

squ are  a n d  colum n m atrices :

R k . ..  
Lko • •
Lkv • • •

C*0.. -
Ckv  • •

Gk0 . . . 
G k v•• • 
ukl- . .

i k l •

R/c — ^ R k, Rk-> •. •, Rk У — R k  • E/n ,

La: =  C (Lko, Lit 1 , . . . ,  L/t'in—i )  ; 
m—1

К к =  C Gkv, — Gki, . ..»  — Ck,m—l) ;
1=0
m—1

Gk =  C ( ^  Gkv, — Gki, . . . ,  — Gk,m—l) ;

u к = Ukl ; ik = ' m
Uk2 ik2

ukm ikm

F u rth e r  :

Xkv • • • e igenvalue  o f  th e  Lк m a trix  ;
Xkv • • • v -th  e igenvalue  o f  th e  К  к m a trix  ;
ykv • • . v -th  e igenvalue o f  th e  G к m atrix .

П1. Some matrix relations used for the solution o f the electrotechnical problems
raised

a) Canonical representation o f  the analytic fu n c tio n  o f  sym m etrical square 
matrices o f  the 2nd  order
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T h e roots of th e  c h a ra c te r is tic  equation  o f  th e  m a trix

M  =

co m p o sed  of a rb itra ry  s c a la r  e lem ents a, b an d  c, a re  obviously

a b

b c

Rx =
a — c

+  b2 ; /ta =
a -|- c

+ / a — c)
]l 2 )

+  b2 .

L e t us use the  sh o rt n o ta t io n
a — c

4- b2 — d . If , re ly ing  on th e  id e n tity

( c —  ° r  _i_ b

[ 2 V d ) f d
c — a

=  1 , w e in troduce  th e  n o ta tio n s  -— tj= -  =  cos 2. (p and
2 |/ d

—  s in  2 <p, we can o b v io u s ly  represen t th e  canon ical decom position  of the
Vd

M m a tr ix  as

M = /ii\  cos <рЛ [cos q>, —sin cp] 4~ a [sin q>, cos 9?]
-S in  (f J cos cp

cos 90 sin cp i“ i 0 cos cp — sin  cp
L — sin  cp cos cp 0 sin cp cos cp

T h u s , if  f(z)  expresses a n  a rb itra ry  a n a ly tic  fu nc tion  o f th e  va riab le  z, 
w e c a n  w rite  the canonical fo rm  o f th e /(M ) m a tr ix  fu nc tion  as follows :

/ (  M) = cos <p s in  cp" 7 Ы 0 cos cp —sin cp'
— sin  cp cos cp _ 0 / Ы sin cp cos cp

cos29? f(fZi) +  s ill2 9о - f { n 2) —cos <p ■ sin <p ■ i) — f ( / z 2)}
— cos <p ■ sin 99 • {f ( f Xi) — / ( ^ 2)} s in 2 99 • /([Лт) 4- cos2 <p ■

H e n c e , b y  utilizing w ell-know n trigonom etric  id e n titie s , we have

/ ( M ) = - U ( / ( №) + / ( /ua)) 1 0 

0 1
/ ( / ' 1) / ( / ' 2) ГC — a — 2 b

2 Yd  L — 2 6 a — c
( 1 )

b) Representation o f  the analytic  function  o f  hypermatrices composed o f  cyclic 
blocks, by means o f  direct products
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Supposing all blocks o f th e  h y p erm atrix

Q l 2

Q22

of th e  2 /n -th  order, com posed exclusively of square  blocks of th e  m -th  o rd er, to 
be cyclic, any

Q/; — ^ (<7o, i j i  q i ,  i j i  • • • 1 q m —i ,  íj)

block  can  be expressed (v ., for in stan ce , [7] p . 452) in  th e  canonical fo rm

J m—1
Qij =  — ■ V  Q v, i j W *  ,

m  “ 0
w here

m — 1 2 n v

Q , , l ]  =  J ?  an d  w , = 1 ; со, =  e  m
<7=0 f t ) .

.  f t)™ - 1  .

I t  is ev iden t th a t ,  b y  u tiliz ing  th e  above canonical rep re sen ta tio n  
o f th e  cyclic blocks, th e  h y p e rm a tr ix  Q can be w ritten  as th e  su m  o f d irect 
p ro d u c ts  in  th e  following form  :

2. m—1
Q  =  -----  J Y  (?>sU Ê?r,12

m  1»= 0
_Qv, 21 i?v,22

M oreover, since th e  m u ltip lica tio n  of tw o d irec t p roducts can  be  perfo rm ed  
in  th e  following form  : (Uj X • V ,) (U ,X  • Va) =  UjTJg X • V1V 2 (p ro v id ed  th a t  
U x, U 2 an d  Y1? Y 2 are conform able in  th e  given order) and

X • w , w * .

W ,  W i =
m

1, i f  i = j  

0, if  i ÿ é z j ,

a n y /(Q ) an a ly tic  fu nc tion  o f th e  h y p e rm a trix  Q can be expressed as th e  sum  of 
d irec t p roduc ts in  th e  follow ing m anner :

1 m~ 1 1 
/(Q )  =  —  2  P (?», i t Qv, 12 1

m  ,_o
Qv, 21 É?>-,22

(2)

4 A c ta  T ech n ica  Х 1 Х /3 — 4
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IV. Matrix equation o f  a system of cascade-connected 2(m  -)- l)-p o les

L e t us take  n  p ieces o f  cyclically sy m m e tric a l 2 (m  -f- l)-p o les , each  b u ilt 
u p  fro m  ohmic re s is ta n c e s , induction  coils an d  condensers as show n in  Fig. 1. 
L e t  u s  fu rther connect th e m  in  a cascaded  s tru c tu re  an d  suppose th a t  all 
2 (m  +  l)-poles are in d u c tiv e ly  an d  capacitively  iso la ted  from  one an o th e r. I t  
fo llow s from K irch h o ff’s so-called  “ second law ”  [8] th a t  th e  s ta tio n a ry  and  
t r a n s ie n t  processes o f  su c h  a  system  can be re p re se n te d  b y  th e  follow ing lin ear 
inhom ogeneous s im u lta n e o u s  d ifferential e q u a tio n s  o f co n stan t coefficien t :

m—1
• Ulci — U k - \ , l  =  R k i k l  +  2^  L k v D i k  v + l i

v=0

l—1 m—1 m—l
i k l  — i k - l , l  =  —  ^  G-kv U k - 1, V+1 +  G k v U k - 1,1 —  J S ' G k v  U ft-1 , v+1 —

v=0 v=0 r= /-f 1

/—1 m—1 m—1
— ^ C k „ D u k - i ,v + i-f -  ^  CkvD u k - i , i—- Ckv D u k -i, y + i, (3a, 3b)

v=0 V— 0 1

a
w h e re  D  =  —  (see, fo r in s ta n c e , [9] pp 46 a n d  156) an d  к — 1, 2, . 

at
l =  1, 2 , . . . ,  m.

T he system  of s im u lta n e o u s  equations u n d e r  (3a) an d  (36) can  be w ritten  
in  a  sim pler form b y  co n d en sin g  the  resistances, in d u c tan ces, capacitances and  
le a k a n c es  which belong to  th e  sam e 2(m -f- l)-p o le , fu r th e r  th e  cu rren ts  flow ing 
th ro u g h  those te rm in a ls  o f  th e  sam e 2(m  -)- l)-p o le  w hich b ea r th e  sam e serial 
n u m b e r , and, finally , th e  v o ltag es  on the  te rm in a ls  o f th e  sam e seria l num ber, 
in to  a  quadratic  m a tr ix  o f  th e  m -th  order an d  in to  colum n m atrices com posed 
o f  m  elem ents.

A fte r a su itable a r ra n g e m e n t of the  m a tr ix  equa tions th u s  o b ta in ed , we 
h a v e  :

u fc — (К* +  D L k) ifc = « ft- i;

i* — (G* +  D  К*) uft_i -)- ift_1 ;
1, 2, . . .  , n . (4a, 4b)

I f  we introduce th e  n o ta tio n s

A* = Em — (Eft +  D  Lft) ; lift = E m 0 9 — "Ufc

9 E  m G ft +  19 Kft E m .ift

i t  is  possible to rep resen t th e  sim ultaneous e q u a tio n s  (4a) and  (46) as follows : 

А* х л =  В* Xft_! ; к  =  1, 2, . . .  , n  ; (5)



THE GENERALIZATION OF SOME RELATIONS OF THE FOUR-TERMINAL THEORY 2 9 9

whence :

x k =  1 B/( Xfc_ 1 =  X* Xfc_i, (6)

w here, in  consideration  of (2), i t  is obvious th a t

X fc =  A **B fc = E m 4~ (R ft 4* D  L^) (Gfc 4- D  К  к) R t +  D  h k 
G/c D  Kic E m

1 m—1
=  —  V  

m  ~ 5

( ? )

1 4- (R/c 4~ D Afc„) (y/t, 4" D xkv) Rk 4~ D At,

Vkv 4 - D x kv 1

X  • wT„ w v.

I t  is clear from  the  above t h a t , i n  a system  com posed of cascade-connec ted  
2(m  4- l)-po les, th e  voltages (u„) a n d  th e  cu rren ts  (i„) as p roduced  a t  th e  te rm i
n a ls  bearing  th e  in d ex  n  can , w ith  th e  aid  o f th e  vo ltages (u,,) an d  c u rre n ts  (i0) 
as a t  appearing  th e  te rm ina ls b ea rin g  th e  ind ex  0, be rep resen ted  as

Xn = U „ =  J  [  X *  x 0 — / / x Uo
*= l k= 1

- in - •o

I t  will be found  conven ien t to  produce th e  colum n m atrices U/c a n d  ik 
in  th e  form

and

w here

1 m—1
U к = • x  Mt„w,

\ m V=0

1 m—1
ifc = > ’ iky Wv ,

Ym V=*0

(9a)

(9b)

Щу Tm w *  u k ; iky =  Ym W *  i ft .

I t  is ev iden t th a t  in  th is  case

m—1
у

v~0
Ukv

ikv

X • w v ( 10)

L et us ad d  th a t  th e  re p re se n ta tio n  o f th e  vo ltages an d  cu rren ts  as u n d e r  
(9a) an d  (96) is ju s t  a genera lization  o f w hat is know n in  th e  th e o ry  o f  th ree - 
phase  circuits as th e  “ m ethod  o f  sym m etrica l com ponen ts”  [10, 11].

4*
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B y  u tiliz ing  e q u a tio n s  (7) and (10), we o b ta in  from  eq u a tio n  (8) th e  follow
in g  re la tio n  in  resp ec t o f  th e  generalized sy m m e tric a l com ponents o f  th e  voltages 
a n d  cu rren ts  :

Unlv
n

=  77
k = l

1 -b  {R i .  -Ь D  ^kv) (yicv ~b D  Xkv) R k  ~b D  A/Cv Uolv

. l nlv - Ykv +  D x kp 1 - toIv .
»

( И )

Therefore, 
poles series, i.e.

in  th e  specia l case o f id e n tic a l cascade-connected  2 (m  -f- 1) 
w hen

R i  — Rz — • • • — R-n — R  '■>

Li,, =  L 2v — . . .  — Lnv— L„ ?

Xlv — ^2v — • • • — --- X* •

Y i v  =  У ъ  =  • • • =  Ynv  =  Y v ,

fo rm u la  (11) leads as to  th e  following re la tio n  :

unlv = 1 +  (R  T  D  K) (Yv +  D  x v) R  -f- D n Uolv

lnlv . Yv +  D x v 1 _ lOlv .

( 12)

or, in troducing  th e  n o ta tio n s

1 +  (R  +  D Av) (yv +  D  x v) R  - f  D  1 ;

Yv +  D  1

w e have

CS IIa0Mr К о

lnlv _ l0 Iv.

f nlv —■ Í 0Iv • (13)

У. Derivation, by m eans o f  the limiting process, o f the currents and voltages 
o f  m -phase transm ission lines from the relations deduced in respect o f systems 

com posed o f cascade-connected 2 (m  -j- l)-p oles

L et us assum e a n  m -phase transm ission  line  (which contains also a n eu tra l 
line) to  have th e  le n g th  H . L et us also assum e th a t  th e  in d iv id u a l lines of th e  
tran sm iss io n  system  a re  a rran g ed  as per F ig . 3, i.e . each of th e  m p h ase  lines is



THE GENERALIZATION OF SOME RELATIONS OF TH E FOUR-TERMINAL THEORY 3 0 1

placed e q u id is tan tly  on  a circular cy linder c o n stru c ted  a round  th e  n e u tra l  l in e . 
L et us f in a lly  assum e th e  m ateria l co n stan ts  a n d  dim ensions of the  in d iv id u a l 
phase lines to  be id en tica l.

L et us use th e  follow ing n o ta tio n s  for th e  e lec tric  constan ts  o f th e  p h ase  
lines as referred  to  th e  u n ity  of len g th  : 

ohm ic resistance  : R e ; 
se lf indu c tan ce  : Le0 ;
m u tu a l in d u c tan ce  betw een th e  coil o f th e  Z-th phase line an d  th e  n e u tra l  

line, an d  th e  coil o f th e  (Z ±  v)th phase  line a n d  th e  n eu tra l line • Lgv , 
capacitance b e tw een  a phase line  an d  th e  n e u tra l  line : Cc0 ; 
capacitance  b e tw een  th e  Z-th a n d  (Z -{- t>)th ph ase  line : Ct , ;  
leakance betw een  a phase line an d  th e  n e u tra l  line : G^  ; 
leakance betw een  th e  Z-th an d  (Z -f- n )th  p h ase  line : Gev.
L et us also u se  th e  sym bols Z; for th e  in te n s i ty  of cu rren t flow ing  in  th e  

Zth phase line, an d  U; for th e  vo ltage  as re fe rred  to  th e  n eu tra l line a t  a g iven  
p o in t o f th e  Zth p h ase  line. B oth Z; a n d  М/ a re  fu n c tio n s o f space an d  t im e . I t  is 
assum ed in  th e  follow ing th a t  Z( an d  u t are p u re  harm on ic  functions, o f  id e n t ic a l  
periods, of th e  tim e  t so th a t  we can  rep re sen t Z; as / ; ( x)e 'ml and u ; as 17i(x)elml, 
w here app earin g  in  th e  exponen t of th e  fu n c tio n , is the  im a g in a ry  u n it ,  
w hile Ii(x)  and  Ui(x) a re , in  general, com plex func tions of th e  rea l x  co -o rd i
n a te .

The values o f th e  functions a t  th e  p o in t o f  supp ly  (x =  0) an d  th e  p o in t o f 
consum ption  (x =  H ),  respectively , are these  :

Ii (0) =  I ti ; Ui (0) = [ / , / ;

Ii (H) =  Ifi ; U,(H) =  Ufl .

I f  we com pound functions I i(x )  an d  U t(x) in  a colum n m a tr ix  each , an d  
ex p an d  these  m atrices  — as was done in  th e  case of equations (9a) a n d  (96) —

1
w ith  respect to  th e  colum n m atrices тр=г w  , we can w rite :' ГГ1
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w h ere  l =  1, 2, . . m.
I f  we divide th e  tran sm ission  line in to  n  e q u a l sections an d  re g a rd  each o f 

th e m  as a 2(m  -(- I)-po le  w ith  th e  elec tric  c o n s ta n ts  :

R  =  Re —  ; L v =  ; Cv =  Cev —  ; Gv =  Gev~  ,
T l  T l  T l  TL

we c a n  derive from  fo rm ula  (12) — s u b s titu tin g  D  =  j  a  — th e  follow ing 
a p p ro x im a te  re la tio n  b e tw een  th e  generalized  sym m etrica l com ponen ts o f th e  
v a lu e s  o f  th e  functions U  ,(x) and  Ii(x)  a t  th e  p o in t o f supply  an d  th e  p o in t o f 
co n su m p tio n  :

w here  ?>er, x ev, y ev, m ean  th e  eigenvalues o f  th e  cyclic m atrices p roduced  fro m  th e  
e le m e n ts  L ev, Cev an d  Gev.

In tro d u c in g  th e  follow ing sh o rt n o ta tio n s  :

Я 2 H
Ф, =  1 +  {Re +  j  a> h r) (yet +  j  (0 Her) -  -  (Re +  j  0} kev) —

(Уег + j ( O X ev)
H

f p f l v  = U  f l v ;  <Ptiv = U t , v

I f l v I t l v

we c a n  p roduce  th e  re la tio n  u n d e r (15) in  a sh o r t  fo rm  :

<Pfh ^  Ф '1 <Pii, • (16)

O bviously , th e  Ф , m a tr ix  can he rep re sen ted  as th e  product o f a d iagonal 
m a tr ix  (i6dv) and  a sy m m etrica l m a trix  ( 0 SV) :

Ф„ =  Фа„ Ф5„ ,
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w here

an d

. n
Ф —-

Я
( ï e .  +  j  U) Xep) ~ l  0

0 ( R e + j œ k f , ) - 1,

ф * .=
Я

I Я 2 1 Я
(yep+ jcoxep) \ l  +  (Re-\-jcoXCp){yep + jc o x ev— A  (R e +jcoXep)(yep + jco xev) —

(Re +  jcoX  e „ )  ( yíp - f  jr СО Xe p )
H

Re j  ш Xe

T aking th e  above in to  co n sidera tion , eq u a tio n  (16) can obv iously  be 
w ritten  as

Ф-J  <Pfh ~  {Ф 1Ф 5. Ф ^}п Ф а} Vu.

w here

< Р ц ,~ ф 1 Т ? Ф а}<Риг,

Fv =  Фа. Ф*. Ф\> =  
Я 2 Я

(17)

=  1 +  (Re +  j(tí Хер) (Ус. +  JUJ Хер) — — -----\ '(R e +  j  СО Хе.) (у,,р +  j  (О Хер)
п* п

н
---- У (R e + j  СО Xev) (yep +  j  CO x ep)
n

or, in troduc ing  th e  no ta tions :

Z ep =  R e - f  j  со Xep an d  Y ep =  y ep - f  j  со xep, 

as
Я 2 Я

F„ =  1 +  Z „  Y e

H

n * n
y z ep Y ,

f Z e. Y ,

B y going b ack  to  form ula (1) we o b ta in

F" =  — . 
2

(A*?i +  /'"2) 1 0

0 1
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fu r th e r

w here

+ K l  —  K i
П — /l v2)

7  YUpv ± p
H 2

2 H ] [ Z e, Y e,

■dv V dv

K l  —  К 2
п  ( р л  — f i v2)

H 2
n

+

H 2

n

Z„„ Y„v H 2

4 7l2

W ith  th e  aid  o f th e  lim iting  process n  —> oo*, we o b ta in  th e  follow ing 
e x a c t  id e n tity  from  th e  a p p r o x im a te  id e n tity  (17) :

U ЛV

1 f lv

ch H  }fZev Y ev

Í Y

sh H  ( X  Y e.

1 Z,.
sh H  ]ÍZev Y ev c h H } lZ evŸ e

U.tlv

Itlv

(18)

* I f  we assume th a t

Hvi =  e ~ av a n d  fly2 =  e°V ,

w e h a v e  :
lim  n a p —  H  У Zev Yep ;

Ihn n (Hvi — fiv2) =  — 2 Я  У Zer у  ер ;
л->°°

- H  Y J — у —  
lim  fin J =  е ' л е е 1 ev

л->°°

and

lim  ц пп  =  еН X



THE GENERALIZATION OF SOME RELATIONS OF THE FOUR-TERMINAL THEORY 3 0 5

I t  is clear th a t  th e  [//„(x) and  I i v(x) functions (0 <  л; <  H )  are given b y  
th e  follow ing fo rm ula :

u , * (*) =

h *  (x )

ch ]!Zev Y cv X 

I y
I Sh f z e, Ye, X 

Z,.,

= Z - sh]/Z e, Y e, X
Y  e.

ch If z e, Y e, X

U„,

4l*

(19)

Therefore, ta k in g  in to  consideration  re la tions (14a), (14i) an d  (19), th e  
s ta t io n a ry  voltages a n d  currents can  be  ca lcu la ted  in  th e  following m an n er as 
fu n c tio n s  of the generalized  sym m etrica l com ponents o f space , tim e , as well as 
o f th e  voltages and  c u rre n ts  a t the  p o in t of supp ly  :

u \(x , t) 

i l  ( x ,  t)

I m— 1
-==- e 'mt >•’ col~1 ch V z  ev V X
m

—  -  sh VZe,Ye.  X
Z c,

sh y Z e, Y e, x

ch I Zc, Y~e, X

U„,

In* (20)

Take, for ex am p le , the  case o f  a n  un iform  th ree -p h ase  tran sm issio n  system  
w ith  cyclic sy m m e try  :

R í =  (Re, Re, R ey ;

Iie =  C (Leo, Lei, Lei);

K e =  C (Ce0 +  2 Cei, - C el, - C el) ;
Ge =  C (Ge0 +  2 Gfi, —Gei, — Gei ) .

Therefore, in  th e  given case :

Zeо —  Re ")- j  CO (Leo ~b 2 Lei) ?
Ze 1 =  Ze 2  — Re -j- j  co (Le0 —  Lei) ;

Y eо — Geo j  M Geo ?
Y  el =  Y ei =  Geo "b 3 Gei -(- j  (O (Cc о -f- 3 Cfi) .

Since, in  th e  p resen t case, (ap p ly in g  th e  u su a l n o ta tio n  o f th e  th ird  roo ts o f  
u n ity )  co0 =  1, a>j =  e, o)2 =  e, we have

1 , Wi  = 1 “ , W2 = 1

1 e E
1 _ é E

w„ =
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I n  the  case o f g iven  Ut l eJwl, Ut i eJmt, Ut3eJmt vo ltages a t  th e  supp ly  p o in t 
a n d  I t l e]a>t, 7(ае;ш(, It3eJmt c u rre n ts  a t  th e  su p p ly  p o in t we h av e  :

lil (X, t) =  -y=- | ch \  Z e0 Y eo X • (17,i +  17/2 +  17/з) +

+  Ch fZ e x Y e ï  X • (2 U n -  U t2 -  U t3) +

Zeo
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SUM M ARY

I t  is  known [5] t h a t  c erta in  p a r ticu la r  so lu tions o f  th e  so-called e q u a tio n  o f te leg raphy , 
nam ely  those referring  to  single-phase lines, can  be  p ro d u ced  as th e  lim itin g  va lues o f re la tions 
deduced  in  respect o f cascaded  stru c tu re s  o f  q uadripo les . U tiliz ing  recen t re su lts  ob ta in ed  by  th e  
th eo ry  o f hy p erm atrices , th e  p resen t p a p e r  p resen ts  th e  deduction  o f som e re la tio n s w hich 
express th e  voltages a n d  cu rren ts  o f a  system  com posed o f cascade-connected  2 (m +  1)- 
poles. F rom  these re la tio n s , p a rticu la r  so lu tions o f  th e  eq u atio n  o f te le g ra p h y  in  respec t o f 
m u ltip h ase  lines a re  d e riv ed  by  m eans o f  th e  lim itin g  process.
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I t  is  dem onstra ted  in  th e  p a p e r  th a t  th e  re la tio n s w hich  rep re sen t th e  vo ltages a n d  
c u r re n ts  o f 2 (m  +  l)-po les a r ra n g e d  according to  F ig . 1, as also those  o f a  sy s te m  o b ta in e d  
b y  th e i r  cascade-connection c a n  be  expressed  b y  th e  w ell-know n form ulae  w h ich  re p re se n t 
fo u r- te rm in a l netw orks com posed  o f  a  phase  and  th e  zero phase , as also system s o b ta in e d  b y  
th e  cascade-connection o f such  q u ad rip o le  s tru c tu res . A gain , th e  resu lts  d e riv ed  fo r m -phase  
lin e s  b y  m eans o f th e  lim iting  p ro cess  from  re la tions rep re sen tin g  system s o f cascade-connected  
2 (m  +  l)-po les can  be  red u ced  to  th e  fam ilia r fo rm ulae  regard ing  analogously  calcu la ted  
s in g le -p h ase  lines.

V E R A L L G E M E IN E R U N G  E IN IG E R  B E Z IE H U N G E N  D E R  V IE R P O L T H E O R IE  
M IT T E L S  H Y P E R M A T R IZ E N R E C H N U N G

P . BAJCSAY u. V. LOVASS-NAGY

ZUSAM M ENFASSUNG

E s is t  bek an n t [5 ], dass gew isse a u f  E in p h asen le itu n g en  bezügliche p a r tik u la re  L ösungen  
d e r  sog. T elegraphengleichung sich  als G renzw erte v o n  fü r  e in  aus V ierpolen in  K e tte n sc h a ltu n g  
b e s teh e n d es  System  abgele ite ten  B eziehungen darste llen  lassen . D er gegenw ärtige  A ufsatz , 
in d e m  derselbe  von n eueren  E rg eb n issen  der H y p e rm atrizen th eo rie  G ebrauch  m a c h t, le ite t 
e in ige  so lche Beziehungen ab , w elche d ie S pannungen  u n d  S tro m stärk en  irgen d e in es aus 
2 (m  +  l) -P o len  bestehenden  S y stem s beschreiben . M itte ls G renzüberganges aus d iesen  E rg e b 
n isse n  w erd en  die P artik u la rlö su n g en  d e r au f M ehrphasen le itungen  bezüglichen  T eleg ra 
p h en g le ich u n g  erreicht.

E s  w ird  gezeigt, dass d ie B eziehungen , welche die S pannungen  u n d  S tro m stä rk e n  d e r 
gem äss A bb . 1. au fgebauten  2 (m  +  l)-P o le , fe rner des d u rc h  d e ren  K e tte n sc h a ltu n g  e rh a l
te n e n  System s liefern, sich a u f  d ie  b e k an n ten  Z usam m enhänge de r du rch  eine P h ase  u n d  die 
N u ll-p h ase  gebildeten  V ierpole, bezw . des du rch  K e tten sch a ltu n g  solcher V ierpole e rh a lte n e n  
S y s te m s zu rü ck fü h ren  lassen . A n d e re rse its  sind die sich aus den  fü r  das aus 2 (m  +  1 )-Polen 
in  K e tte n sc h a ltu n g  gebildete S y s te m  ab g ele ite ten  B eziehungen m itte ls  G renzüberganges fü r  
m -P h asen le itu n g en  ergebenden Z u sam m enhänge  a u f  die a u f  eine in  analoger W eise b e rech n ete  
E in p h asen -F e rn le itu n g  bezüglichen  b e k a n n te n  E rgebnisse zu rü ck fü h rb a r.

G É N É R A L IS A T IO N  D E  Q U E L Q U E S  R A P P O R T S  D E  LA T H É O R IE  D E  Q U A D R IP O L E S
P A R  CA LCU L H Y P E R M A T R IC IE L

P. BAJCSAY e t V. LOVASS-NAGY

R É SU M É

I l  e s t  connu [5 ] que certa ines so lu tions particu lières de l ’éq u atio n  d ite  «des té lég raph istes»  
p e u v e n t  ê tre  trouvées com m e v a leu rs  lim ites  de ra p p o rts  dérivés p o u r u n  systèm e de q u a d r i
po les e n  cascade. E n  se se rv an t des d e rn ie rs  ré su lta ts  de la  théo rie  h yperm atric ie lle , les au teu rs  
d é d u ise n t quelques rap p o rts  re p ré se n ta n t les voltages e t les in ten sité s  de co u ran ts d ’u n  systèm e 
q u e lco n q u e  com posé de 2(m  -f- 1) p ô les en  cascade. A  p a r tir  de ces ré su lta ts  les a u te u rs  fa isan t 
le c a lcu l de lim ites o b tien n en t les so lu tio n s particu lières de l ’éq u atio n  des té lég rap h istes  de 
lignes po lyphasées.

L ’é tu d e  dém ontre que les ra p p o r ts  fou rn issan t les vo ltages e t les in ten sités  des co u ran ts  
d ’u n  sy s tè m e  de 2(m + 1 )  pôles en  cascade p eu v en t ê tre  réd u its  a u x  re la tions connues de  q u a d ri
poles fo rm és de Tune des phases e t  d e  la  phase  zéro, ou  b ien  d u  systèm e o b ten u  p a r  couplage 
en  cascad e  de tels quadripoles. D ’a u tr e  p a r t,  les ra p p o rts  o b ten u s com m e valeurs lim ite s  p o u r 
les lig n es m -phasées à p a r tir  des re la tio n s  dérivées p o u r le systèm e de 2(m  +  1) pôles en  cascade 
p e u v e n t  ê tre  ram enés aux  ré su lta ts  connus re la tifs  aux  lignes de transm ission  m onophasées 
calcu lées d ’une  m anière analogue.
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ОБОБЩЕНИЕ С ГИПЕРМАТРИЦАМИ НЕКОТОРЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ 
ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНОЙ ТЕОРИИ

П. БАЙЧАИ и В. Л О ВАШ -Н АДЬ

РЕЗЮМЕ

Известно (5), что определенные партикулярные решения телеграфных уравнений, 
касающиеся однофазного проводника, могут быть получены в качестве предельных зна
чений зависимостей, выведенных в систему, состоящую из последовательно соединенных 
четырехполюсников. В данной работе, используя вновь достигнуты в теории гипермат
риц результаты, выводятся некоторые такие зависимости, которые описывают напря
жения и силы тока некоторой последовательно соединенной системы, построеной из 2 
(т +  1) полюсов. Используя эти результаты, получаются партикулярные решения теле
графных уравнений, относящихся к многофазным проводникам.

В работе показано, что 2 (m +  1) полюсы, построенные по приведенной на рис. 
1 схеме, далее зависимости, дающие напряжения и силы тока системы, получающийся 
при их последовательном соединении, могут быть сведены к зависимостям четырехполюс
ников, образованных одной фазой и нолем, т. е. к известным зависимостям системы, полу
чающейся при последовательном соединении таких четырехполюсников. Из зависимостей, 
выведенных для системы, состоящей из 2 (т +  1) полюсов, могут быть сведены к т-фаз- 
ному проводнику, а зависимости, получающиеся при переходах, могут быть сведены к 
известным результатам, касающимся однофазных линий передач, расчитанных анало
гичным образом.



*



NEW METHOD FOR THE CALCULATION 
OF THE NATURAL FREQUENCIES OF TORSIONAL

VIBRATION

A. BALOGH

[M anuscrip t received 30 th  A u g u s t, 1956]

Introductory

To o b ta in  th e  n a tu ra l  frequencies o f  to rsional v ib ra t io n  w ith o u t dam ping, th e  freq u e n c y  
e q u a tio n  is used  an d  is deduced  from  th e  freq u en cy  d e te rm in a n t i t  being d e v e lo p ed  in  th e  
u sua l m an n e r.

I n  th e  d iscussion fu r th e r  below , a p ro p e rty  o f  th e  frequency  d e te rm in a n t  w ill 
be dev elo p ed  w ith  w hich  i t  w ill be  possible to  o b ta in  a  new  sim plified  freq u en cy  eq u a tio n . 
T he ad v an tag e s  o f  th is  m e th o d  w ill be show n b y  sev e ra l p ra c tic a l and num erica l exam ples.

General discussion. T he  following procedure  on th e  frequency d e te rm in a n t 
in  a generalized  case for n m asses (ro tating  discs) w o u ld  be very  ex ten t. T herefo re , 
i t  w ill be  m ore convenien t to  choose th e  freq u en cy  d e te rm in an t for f iv e  m asses. 
The p rocedure can  th e n  be applied  sim ilarly  to  frequency  d e te rm in an t fo r any  
m asses a n d  degrees.

T he nom encla tu re  is as follows :
B n denotes th e  frequency  dete rm in an t, th e  in d ex  n  is th e  n u m b e r o f  th e  

m asses, w  th e  an g u la r v e loc ity  from  which th e  n a tu ra l  frequencies can  b e  calcu l
a ted  in  a sim ple an d  w ell know n m anner.

« п ш = у ^  (1)* m
cn deno tes th e  stiffness o f th e  connecting sh a f t , I m th e  m om ent o f in e r t ia  o f  th e  
m asses.

W e o b ta in  w ith  th e se  no ta tions for th e  frequency  d e te rm in an t o f  five
m asses :

W 2 — U n « it 0 0 0

«12 M>2 — Ui2 — «22 «22 0 0

0 « 2 3 — « 23  — « 3 3  « 3 3 0

0 0 « 3 4 W 2 — U34 — M44 M44

0 0 0 « 45 W 2 —  M45

The d e te rm in an t developed in the  usual m an n er, we o b ta in  the  frequency  exprès-
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s ió n  a n d  i f  th is  is e q u a te d  to  zero, we o b ta in  th e  frequency  eq u a tio n . O f course 
th is  c a n  be generalized fo r a n y  masses.

W e in troduce th e  follow ing n o ta tio n  :

M)2   Un — l , n    u n,n + 1 =  Т Р П — 1 ,П,

f u r th e r

U n ,  n+1 tin, n-b X -TV?— -----—-------------  — И-п-
Mn~ 1 Un , n  +1 W n  — 1, n, n+ l

B o th  (3) and (4) co n ta in  w 2 an d  v a ry  w ith  i t .
L e t us m odify th e  d e te rm in a n t (2) in  th e  following m anner :
1. The la s t co lum n o f th e  d e te rm in an t w ill be added to  th e  la s t  b u t  one,
2. The la s t b u t  one ro w  of th e  d e te rm in a n t m ultip lied  w ith  — 1 should  

b e  a d d e d  to  the  la s t row  an d  th e  d e te rm in an t 1 . becom es :

i+i (3)

l,n,n+l—n , n - r l (4)

M u M il 0 0 0

Ы12 H '2 - — U i  2 —  U  22 M22 0 0

0 M23 I V 2 —  M23 —  M33 M33 0

0 0 M34 W 2 —  U34 M44
0 0 M34 M34 W 2 — U  4 4 ----U 45

D ev e lo p in g  the  d e te rm in a n t (5) a fte r th e  la s t  co lum n , we ob tain  :

В  5 —  W 445 В  4 —  U44

M il M il 0 0

U 12 w 2  —  u 1 2  — 1̂ 22 2̂2 0

0 u 2 3 W 2  —  u 23 —  M33 M33
0 0 —  M34 M34

(6)

T h e  la s t  colum n of th e  d e te rm in a n t (6) sh a ll be  a d d ed  to  th e  p reced ing  colum n 
a n d  a fte rw ard s developed in  accord w ith  th e  la s t  row . We ob ta in  th e  follow ing :

В 5 =  TP445 ■ В 4 —  M34 • M44 • В 3 . (7)

I t  follows from  (7) th a t  th e  com pu ta tion  o f  th e  dete rm in an t for f iv e  m asses 
is  re d u c e d  to  such a one o f  th ree  and  four m asses.

C onsider th is re su lt fo r th e  general case o f  n  m asses and  we sh a ll o b ta in  :

B n  =  TF„_lin_1>n • B n —1 U n  — 2 , n  —  l  '  ^ n  — l , n — l  * 2 • (3)
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F o r the  case th a t  B n — 0 th a t  is, th e  freq u en cy  d e te rm in an t for th e  m asses 
n are zero, we o b ta in  :

Дп-1  _ 2,п—1 ' i , n_x
B nI 2 ~  w n l , л-l, n ' (6)

The roo ts of the  freq u en cy  equa tion  in  th e  genera lized  case of n  m asses s ta tis f ie s  
th e  expression (9) b u t  th e re  are a lready  tw o freq u en cy  epressions for n — 1 and  
n —2 m asses.

N ow  we shall ap p ly  th e  theorem  in  (8) to  deduce th e  sim plified freq u en cy  
eq u a tio n .

A pplica tion . F o r  severa l ro ta tin g  m asses we shall apply  th e  eq u a tio n  (8) 
an d  a t  th e  sam e tim e  we shall deduce th e  new  fo rm u la  for th e  frequency  eq u a tio n .

The case o f  two masses
T he equation  (8) becom es :

B 2 =  W2 — I/11 — Mi2 =  (10)

an d  th e  frequency  eq u a tio n  becom es :

B 2 =  0 .

The case o f  three masses 
T he  equation  (8) becom es :

B 3 -  (w2 —  IÍ22 —  « 2 3 ) В 2 —  U 12 • U 22

an d  th e  frequency  eq u a tio n  becom es :

В 3 =  W u2 ■ W 223 —  U i2  • U22 •

F or th re e  m asses th e  frequency  equation  becom es :

and  hence 

or

B 3 =  0

1F i i 2 • W 223 —  M12 • M22

U1Z ■ u 22
W u 2 w 223

=  1  =  I F 112 — 12 • J F 2 2 3 -2 2  •

The case o f  fo u r  masses 
T he equa tion  (8) becom es :

В I  =  W 334 • В 3 — u 23 • u33 • B 2 .

( И )

( 12 )

(13)

(14)

(14a)

(15)

5  Acta Technics XIX/3—4.
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S u b s ti tu t in g  jB2 from  (10) a n d  B 3 from  (13) we o b ta in  :

B i  =  W 112 ' JF223 ‘ ^334 — «12 • «22 • IF 334 — «23 • M33 • W ra  . (16)

F o r  fo u r  masses th e  freq u en cy  equation  B 4 =  0 an d  from  th is  we o b ta in  :

JPj.12 ‘ JF223 • IF 334 =  M12 • «22 • W 334 -f- u 23 • U33 • W 112 •

T h e  frequency  equa tion  th u s  becom es :

JFllS—12 ‘ IF 223 — 22 +  h P 2 2 3 - 2 3  " IF 3 3 4 —33 =  1 (17)

o r w ith  (4) :

__« 1 2 ________  ________ « 2 2 ________  _j_ « 2 3

W 2  —  В ц  —  U 12 W 2 —  U 22 —  « 2 3  W 2  —  « 2 2  —  « 3 3  W 2

The case o f f iv e  masses 
T h e  equation  (8) becom es :

B i  • W a s  =  В 5 +  « 3 4  ’ « 4 4  • В  з .

S u b s ti tu t in g  B3 from  (13) a n d  Д , from  (16) we o b ta in  :

ï F n a  • JF223 • TF334 ■ J F 4 4 5  —  U12 • u 22 • J F 3 3 4  • IF 4 4 5

—  « 2 3  • « 3 3  • I F 112 • Ï F 4 4 5

—  U 34 • U 44 ' I F  112 • W 223

—  И12 • U22 • « 3 4  • « 4 4  =  В 5 ( 1 9 )

fo r  f iv e  m asses the  frequency  eq u a tio n  B 5 =  0 a n d  from  th is  we o b ta in  :

tF  112-12 • ÍF223-22 +  ^F223-23 • ÎF 334-33 +  ÍF 334-34 • fF445-44 —

— tF ii2_12 • fF 223 — 22 ' JF334-34 • TF445_44 =  1 (20)

a n d  th is  is th e  frequency e q u a tio n  for 5 m asses to  calculate th e  n a tu ra l freq u en 
c ies. Suppose nex t th a t  a ll th e  m asses an d  sh a f t  stiffnesses are eq u a l w ith  the  
e x c e p tio n  o f the  firs t m ass a n d  stiffness (m u lti-c ran k  engine w ith  four cy linders) 
fo r  th i s  sim plified case we o b ta in  :

« 3 3  __  J

-  « 3 3  -  « 3 4  ( 1 7 a )

(18)

« 2 2  ■—  « 2 3  =  « 3 3  =  « 3 4  =  « 4 4  =  « 4 5  =  « (21)
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and

^ 2 2 3 - 2 2  =  ^E 223-23 —  H^334-33 =  J E 334-34 =  W 4 4 5  _  4 4  =  W  =

E q u a tio n  (20) becom es :

u

w2 — 2 и
(22)

IE112—12 • W  (1 -  W 2) +  2 W 2 =  1

an d  th is  equa tion  is rea lly  — u n d e r th e  given conditions — a v e ry  s im p l

(23) 

e one.

The case o f  s ix  masses 

T he eq u a tio n  (8) becom es :

в 5 • IE5 5 6  =  В6 +  м45 • Ы5 5  • В4 . (24)

S u b stitu tin g  B4 from  (16) an d  B 5 from  (19), we o b ta in  :

ÏF 112  • JE"223 • If7334 • JE445 ■ IF 556 — U12 ■ U22 ■ IE334 • IE445 ' JE556

—  U 23 • П 3 3  • JEji2 • T E 445 • IE556

— U34 • U44 • ÍE112 • IE 223 ' IE556

+  M12 ' M22 ' M34 ' П44 • I E 556 ( 2 5 )

—  U45 • U55 ( I E 112 • IE 2 2 3  • IE 3 3 4  —  M12 ’ u 22 IE 3 3 4  —  Ц 2з  ■ U33 • IE 1 1 2 ) =  -B e

an d  th e  eq u a tio n  u ltim a te ly  becom es :

JEna ' JE223 • JE334 • IE445 • JE556 — U12 • 1422 • JE334 ■ JE445 • 1Е 55в

— IÍ23 • M33 ■ 1Ец 2 • IE445 • lEsse

— U34 • U44 • IE 142 • IE223 • IE556

— Ы45 • M55 • ÏE112 ■ ÏE223 • IE334 (26)

+  Mi2 • M22 • U34 • M44 • JE55e

+  u 12 • u 22 • M45 • U55 • ÍE334

+  U23 • U33 • U45 • U55 • W U2 —  B 6 

for six  m asses th e  frequency  eq u a tio n  B 6 =  0 an d  from  th is  we o b ta in  :

IE112-12 • ÏE223-22 +  IE223-23 • 1E 334-33 +  ÏE334-34 • IE445 — 44 +

+  ^ 448-  45 • IE 556 — 55 —

— IE112-12 • IP223-22 • 1Езз4_34 • IE445 — 44 (2 7 )

— IE  1 1 2 -1 2  • IE223-22 • IE 445—45 • JE556-55

— JE223 — 23 ' 1Езз4_зз • 1E445_45 • JE556_55 =  1 .

5 *
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Sim ilarly , as in  th e  p rev io u s  case if  in  th e  case o f  a m u lti-crank  engine w ith  five 
cy linders the  m asses a n d  stiffnesses are eq u a l, w e o b ta in  :

« 2 2  =  «2 3  =  . . . =  « 5 6  =  «
a n d

IF 223-22 =  Л^223-23 = • • • = =  IF 556-55 =  W  =  —----------
w2 — 2 u

eq u a tio n  (27) becom es (T able I) :

J F u a - ia  • W  (1 -  2 IP 2) +  3 IF 2 -  W i =  1 . (28)

F o r  m u lti-crank  eng ine w ith  four cylinders fo r w hich all th e  m asses an d  s tiff
nesses are equal, we o b ta in  (Table II) :

J F „ 2 —12 • I F 2 2 3 - 2 2  ( 1  -  2  J F 2) +  I F 2 2 3 - 2 3  • W ( 1  -  W2 )  +  2  w * =  1  ( 2 8 a )

th e n  for th is case :

« 3 3  =  « 3 4  =  . . . =  « 5 6  =  «

a n d  :

IF334 — 33  =  I F 3 3 4 - 3 4  =  . . . =  IF 556-55 =  W
w2 — 2 u

(28) an d  (28a) are th e  new  frequency e q u a tio n s  for six  ro ta tin g  m asses, a form  
sim p lified  for m u lti-c ra n k  engines.

W ithou t th e  te rm s  (m ulti-crank  engines) w ith  th e  num ber o f th e  ro ta tin g  
m asses, th e  frequency  w ill o f course be longer b u t  i f  we consider th e  la s t case 
w ith  six  masses on ly , th e  developing of th e  freq u en cy  d e te rm in an t is n o t a sim ple 
p rocedure  and  i f  th e  n u m b e r of the m asses grow s to  a fu rth e r p o in t, th e  d iffi
cu lties will be g re a te r .

F rom  the  p rev io u s cases we deduce th e  follow ing conclusions :
1. The p ro d u c t o f  va lu es  appears a lw ays in  p a irs  (two factors),
2. One index  o f  th e  tw o factors in  a p a ir  o f  и  is always th e  sam e on th e  

sam e place. (For ex am p le  : u ia • ua2)
3. The p ro d u c t o f  и  an d  IF  has ind ices. T h e  f irs t  tw o of th e  indices never 

ag ree w ith  one a n o th e r.
In  the  case o f s ix  m asses, we dealt w ith  th e  p rob lem  in detail. F o r th e  follow

in g  m asses and  cases w e are  going to  h av e  th is  sho rtened  as no novel featu re  
o f  th e  m a tte r can  be developed.

The case o f  seven masses 
The equa tion  (8) becom es :

Bß ■ I F e 6 7  =  B-j « 5 6  • « 6 6  • В 5 . ( 2 9 )
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S u b s titu tin g  ß 5 and  J3B we o b ta in  :

= ^112 • w  • w  • w"  223 ** 334 "  445 ^ 5 5 6  • W  -** 667 -  «12 • «22 ^ 3 3 4 • ^ 4 4 5 ' ^ 5 5 6 ^ 6 6 7

— « 2 3 « 3 3 ■ ^112 ^ 4 4 5  ‘ ^ 5 5 6  ‘ ^ 6 6 7 « 3 4  • «44 ^ 112- ^ 2 2 3 ^ 5 5 6 ^ 6 6 7

— « 4 5 « 5 5 ^112 ^ 2 2 3  ‘ ^ 3 3 4  ' ^ 6 6 7  — « 5 6 «66 ^ . 12- ^ 2 2 3  ' ^ 3 3 4 ^ 4 4 5

4- «12 • «22 • « 3 4  ' « 4 4  ' ^ 5 5 6 • w™ 667 4" «12 «22 ' « 45 « 5 5  ' ^334 ^ 6 6 7

+ « 2 3 « 3 3 ' « 4 5  • « 5 5  ' ^ 1 1 2
. w** 667 4- «12 «22 « 5 6 «66 ^ 3 3 4 ^ 4 4 5 4-

+ «23 « 3 3 ' « 5 3  • «66 ' ^4,12 • w"  445 4- « 3 4 • «44 • « 5 6 «66 *4l2 • ^ 2 2 3 —

— «12 «22 «34  ’ « 4 4  * « 5 6  ' « 66 (30)

I f  B 7 =  0, we o b ta in  :

^ 1 1 2 —12 ' ^ 2 2 3 —22 4~ ^ 2 2 3 —23 ’ ^334—33 4" ^ 3 3 4  -  34 ' ^445  -44 4~ 

4~ ^4 4 5 —45 ' ^ 5 5 6 —55 4“ ^ 5 5 6 —56 ' ^ 6 6 7 —66

" 112—12 ^ 2 2 3  22 ^ 3 3 4  34 ’ ^ 4 4 5  -  44 ^ 4 l 2 - 1 2  '  ^ 2 2 3 —22 ^ 4 4 5  - 4 5 ^ 5 5 6 - 5 5

“  ^ 2 2 3 —23 • w"  334 33 ^ 4 4 5  - 4 5  '  ^ 5 5 6  - 5 5 —  ^ 112—12 '  ^ 2 2 3 - 2 2 ^ 5 5 6 —56
117
"  667—66

— w"  223—23 ^ 3 3 4 —33 ■ w  ■ w"  556—36 "  667—66 ~  ^ 3 3 4  —34 '  ^ 4 4 3  —44 ^ 5 5 6  -  56 w"  667—66

4 "  ^ 112-12 ^ 2 2 3 —22 ‘ ^ 3 3 4  - 3 4  ’ ^ 4 4 5 - 4 4 ^ 5 5 8 —58 ‘ ^ 6 6 7 —66 = 1 (31)

W e sha ll continue o u r in v estig a tio n  w ith 8 m asses.

The case o f  eight masses 

T he equation  (8) becom es :

B j  •  ~  В л -f- iie7 • u77 • B g  (33)

W ith  B s =  0, we o b ta in  :

^ 1 1 2 — 12 '  ^ " 2 3 —22 4“ ^ 2 2 3 — 23 ’ ^ 3 3 4 —33 4” ^ 3 3 4 —34 '  ^ 4 4 5 —44 4“ ^ 4 4 5  45 ’ ^ 5 5 6 — 55

4" ^ 5 5 6 —56 ^ 6 6 7 —66 1 ^ 6 6 7 —67 '  ^ 7 7 8 - '

“  " 112—12 ^ 2 2 3 —22 ‘ ^ 3 3 4 —34 ^ 4 4 5  44

- " 112—12 ^ 2 2 3 —2“ w
* *  445—45 ^ 5 5 6 -  55

_  " 2 2 3 -2 3 ^ 3 3 4 — 33 4̂45—45 ^ 5 5 8 - 5 5



3 1 8 A. BALOGH

^ 1 1 2 —12 ' ^ 2 2 3 —22 ^ 5 5 6 —56
. m"  667—66

^ 2 2 3 —23 ^ 3 3 4 —33 ^ 5 5 6 —55
. w"  667—66

^ 8 8 4 —34 ‘ ^ 4 4 5  44 IF"  556— 56 W"  667—66

^ 1 1 2 - 1 2 " 2 2 3  -2 2 IF"  667—67 ^ 7 7 8 —77

^ 3 3 4 —34 ' ^ 4 4 5 —44 ’ IF"  6 6 7 —67 IF"  778—77

^ 4 4 5 —45 ^ 5 5 6 —55 IF"  6 6 7 —67 "  778—77

^ 2 2 3 —23 ‘ ^ 3 3 4 —33 IF"  6 67—67 ^ 7 7 8 - 7 ,

+  ^ 1 1 2 - 1 2 ^ 2 2 3 —22 ^ 3 3 4 — 34 • IF" 445—44 w™ 667— 67 " 7 7 8 —77

+  ^ 1 1 2 —12 ^ 2 2 3 —22 ^ 4 4 5 —45 ^ 5 5 6 —55 • W”  667— 67 • IF"  778—77

H~~ ^ 2 2 3 —23 '’ ^ 3 3 4 - 3 3 ^ 4 4 5 — 45 ^ 5 5 6 —55 • W™ 667— 67 • IF"  778—77

+  ^ 1 1 2 —12 ^ 2 2 3 —22 ^ 3 3 4  34 ^ 4 4 5 - 4 4 ^ 5 5 6 —56 IF"  667—66

F o r  m u lti-c ran k  engine w ith  seven  masses b u t  w ith  :

и  =  u 22 =  u 23 =  it33 = =  . . .  =  itg7

th e  e q u a tio n  (31) becom es (T ab le  I):

ï r il8_ u  • W(1 — 3 W 2 +  IF4) +  4 IF 2 — 3 ÏF 4 =  1 

F o r  m u lti-c ran k  engine w ith  e ig h t masses b u t  w ith  :

U =  UfJ2 — =  Mqq — — • . •*23 33 *34

(34)

(32)

th e  eq u a tio n  (34) becom es (T ab le  I) :

IF112_ 12 • Щ 1 —  4 IF2 +  3IF4) +  5 IF2 — 6IF4 +  IF6 =  1 (35)

a n d  th e  m odified form  o f th e  equation  (35) is :

^ 112-12 - IF(1 -  4 IF 2 +  3JF4) +  IF 2(5 -  6 IF 2 +  IF4) =  1 (36)

B o th  equations (32) fo r  seven  masses a n d  e q u a tio n  (35) for e ig h t m asses 
r e la t in g  to  m ulti-crank  en g in es , are  of a ra th e r  sim p le  form  as fa r as co m p u ta 
tio n  goes.

F o r  the calculation  th e  following procedure is  recom m ended :
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F o r m u lti-c ran k  engine a fte r th e  ca lcu la tio n  o f

M, un  and  u12

we are assum ing  an  a rb itra ry , th a t  is, an  e s tim a te d  v a lu e  of w 2 and  co m p u tin g  
-with i t  W  an d  TF112_ la.

S u b s titu tin g  a ll th e se  values in  th e  foregoing eq u a tio n  of a new  fo rm  as 
sam ple fo r e igh t m asses in  eq u a tio n  (35) and  i f  th e  le f t side becomes 1 or n e a r ly  1, 
we have  found  th e  r ig h t w 2 from  w hich th e  n a tu ra l  frequency is c a lcu la ted . 
The m eth o d  of se ttin g  o u t th is  calculation  in  a  ta b u la r  form  is recom m ended , 
in  ap p ly ing  th e  p rincip le  o f th e  regula  falsi.

F o r  th ree  to  e ig h t ro ta tin g  m asses, we h av e  ca lcu la ted  the  frequency  e q u a 
tio n  a n d  have sim plified  th em  for m u lti-c ran k  eng ines. The la s t re su lts  w ith  
one in d ep en d en t m ass (for exam ple, flyw heel, coup ling , etc.) are a rra n g e d  in  
a  ta b u la r  form . (See T ab le  I.)

F o r  tw o in d ep en d en t m asses we have a r ra n g e d  T able I I .
I n  b o th  cases th e  n u m b er o f m em bers in  th e  frequency e q u a tio n  are  

th e  sam e.
T h e  p rac tica l ap p lica tio n  o f th e  deduced a n d  ca lcu la ted  frequency e q u a tio n  

w ill be  show n in  T ab le  I I I  w here th e  n a tu ra l frequencies , th a t  is, th e  a n g u la r  
velocities are ca lcu la ted  fo r five m asses using th e  eq u a tio n  from  T able I .  I n  th e  
ch a p te r  Practical Exercises we shall com pare th e  re su lt  w ith  th a t  o b ta in ed  w hen  
app ly in g  o th e r m ethods. In  th is  w ay we shall in tro d u c e  th e  control of th e  re su lts  
o b ta in ed  w hich is o f  course v e ry  im p o rtan t.

Table I

T h e  freq u en cy  equ atio n s fo r m u lti-cran k  engines w ith  one independen t m ass

«1
h '

C1
u12 — г >

c c
“ =  Í 7  =  T

- --- u 22 — 1*23 —

w  =
u W  — u12

te2 — 2 u 112-12 w 2 U11 u12

F o r  th e  frequency  eq u a tio n  we o b ta in  :

F o r  9 m asses : W n2_12. W ( l  -  5 W 2 +  6 W J —  W » ) +  6W 2 -  10 W* +  4W « =  1

F o r  8 masses : WI12_12. W (1 -  4 W 2 +  3 WJ) +  5 W 2 -  6 W4 +  We =  =  1

F o r  7 masses : Wn2_12. W (1 -  3 W 2 +  WJ) +  4  W 2 -  3 W* =  = 1

F o r  6 masses : W112_l2. W (1 -  2 W 2) +  3 W 2 -  W 4 =  = 1

F o r  5 masses : W112_12. W (1 -  W 2) +  2 W 2 =  =  1

F o r  4  m asses : W 112_12. W  -|-----W 2 =  =  1

F o r  3 m asses : W ll2_12. W  =  = 1
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T o fac ilita te  our fu r th e r  investig a tio n s, fo r th e  le f t  side in  th e  equations o f  T ab les  I  and 
I I  w e  sh a ll  use o n ly  th e  d e n o tio n  :

n  is  th e  n u m b er o f th e  m asses o f  th e  system .
F o r  9 masses : See th e  la s t  ch ap ter.
In d e p en d e n t m asses a re  fo r exam ple : fly w h e e l, coupling, etc.

Table I I

T h e  frequency  e q u a tio n  fo r  m u lti-c ran k  eng ines w ith  two in d ependen t m asses

-----  -----r

Cl
“ 1 1  —  • 

J 1

C 1
U 1 2  —  ~ Y ~  9 

J 2

C2
U 22 ---- г  9 1

2 2

c c
U =  T  =  T  = 1 = u 33 =  a 34 =  • •

u 1 2
* ^ 2 2 3 - 2 2  ~

u 22

■ — uu  u 12 w 2 —  U 22 —  U 23

^ 3 3 4 - 3 3
__  Т Т /  __ ....... —  w  —

1

U 2 3 — h  '

1 223-23 ----

to2 — 2 u

F o r  th e  frequency  e q u a tio n  we o b ta in  :

F o r  9 m asses : W u2_12 • W 223_22 (1 — 5 W 2 +  6 W 4 — W e) +  W 223_23 ( 1 — 4 W 2 +  3 W 4)
W  +  5 W 2 -  6 W 4 +  W e =  1

F o r  8 m asses : W 112_12 ■ W 223_22 (1 -  4 W 2 +  3 W 4) +  W 223_23 (1 -  3 W 2 +  W 4) W
+  4 W 2 — 3 W 4 =  = 1

F o r  7 m asses : W 112_l2 • W 223_22 (1 -  3 W 2 +  W 4) +  W 223_23 ( 1 - 2  W 2) \V +  3 W 2- W 4 =  1

F o r  6 m asses : W 112_12 • W 223_22 (1 — 2 W 2) +  W 223_23 (1 — W 2) f + 2 f 2 =  =  1

F o r  5 m asses : W 112_12 • W 223_22 (1 — W 2) +  W 223_23 ■ W  +  W 2 =  = 1

F o r  4  m asses : W 112_12 ■ W 223_22 +  W 223_23 . W 2 =  =  1

F o r  3 m asses : W 112 -12 ' ^*223 -22 —  — 1

Table I I I

P rac tica l a p p lic a tio n

N u m erica l exam ples fo r 5 m asses in  th e  case o f  fo u r equal loads and  th re e  e q u a l stiff
n e sse s fo r  m u lti-c ran k  engines w ith  four cy linders.

T h e  system  has th e  follow ing specifica tion  :
F o r  th e  sha ft : Ip  =  600 cm 4, G =  8,3 • 105 k g /c m 2

F o r  th e  m asses: I I =  1500 kg cm sec2 and

=  25 cm , 12 =  13 =  14 15 1 =  20 cm
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12 — /3 =  /4 =  /5 =  I  =  200 k g cm sec2 

T he stiffnesses o f th e  sh a f t  :

600. 8,3 . 105
Cj =  - o _ — =  20 • 10* kgcm

c, =  c4 =  c =  - —  J ; - 1 0 -  =  25 . 10« kgcm

20 • 10e 
1500 "

=  1,33 • 104 l /s e c 2

20 • 10« 

200 =  10 • 104 l /s e c 2

25 • 10«
200

-  =  12,5 • IO4 l /s e c 2

W ith  th e  eq u atio n  from  T ab le  I :

B ,  W u2—12 • W  (1 -  W 2) +  2 W 2 

In  re fe rrin g  to th e  d a ta  m en tioned  above, we o b ta in  :

^ 112-12 — u 12 10
u)2 — un — u12 i«2—11,3 W =  - 2 и

w hich a re  all non  — d im ensional.
F o r  exam ple  w ith  w 2 =  2 • 104 we o b ta in  :

W 112_12 - - 1 ,0 8 ,  W  =  -  0 ,54, W 2 =  0,29

an d  we h a v e :

12,5
w2 -  25

B 5 =  -  1,08 ( - 0 ,5 4 )  (1 -  0,29) +  0 ,58 =  0,995

W e sh a ll con tinue  th e  ca lcu la tio n  o f  B 5 w ith  estim ating_of u>2 an d  th e  results a re  a r ra n g e d  in  
ta b u la r  fo rm , w ith  w hich  i t  is possible to  avo id  errors. I f  B 5 =  1 o r w ith  h igh degree o f  a cc u rac y  
eq u a ted  1, we sha ll f in d  th e  a n g u la r ve loc ity  w for c a lcu la tin g  th e  n a tu ra l v ib ra t io n  o f  th e  
to rsional v ib ra tio n .

to2 ^ 112-12 W B s

1 • 104 - 0 , 9 7 — 0,52 0,905
2 • 104 — 1,08 — 0,54 0,995
3 • 104 -  1,2 — 0,57 1,102
4 . 104 -  1,37 -  0,6 1,245
5 • 104 -  1,58 -  0,625 1,38
6 • 104 -  1,87 — 0,66 1,565

10 • 104 - 7 , 7 — 0,84 3,7
11,3 • 104 00 OO

F ro m  th is  g roup  we o b ta in  :

w> =  2 - 104
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to  c a lc u la te  th e  n a tu ra l f req u en cy . T he re su lt o b ta in e d  is  accu rate  for p rac tica l pu rp o ses. 
W e  sh a ll continue th is  ta b u la r  s ta tem en t in  a  s im ila r  m anner.

to2 -12 W B b
11,5 ■ 104 50 — 0,92 - 5 ,2
12 • 104 14,3 — 0,95 0,75
12,05 • 104 13,3 — 0,965 0,97
12,1 • 104 12,5 — 0,97 1,35
12,2 • 104 11,1 — 0,98 1,48
13 • 104 5,9 — 1,05 2,82
15 • 104 2,7 — 1,25 5,01
20 • 104 1,15 - 2 , 5 27,50
25 • 104 OO CO

th is  g ro u p  we ob tain

JO2 = 12,05 • 104

c a lc u la te  th e  n a tu ra l f req u en cy . F u rth e r we h a v e  :

to2 ^1X2—12 W Be
20 • 104 0,535 2,5 5,5
40 • 104 0,35 0,83 2,385
43 • 104 0,316 0,7 1,09
45 • 104 0,295 0,62 0,883
50 • 104 0,258 0,5 0,597

I n  th is  g ro u p  we o b ta in  :

и>2 =  43 • 101

A s th e  th ird  an g u la r v e lo c ity  for calcu la ting  th e  th i r d  n a tu ra l freq u en cy  fro m  i t  and 
th e  f o u r th  a n d  th e  las t a n g u la r  v e lo c ity  fo r calcu la tin g  th e  n a tu ra l  frequency, w ill b e  a rriv e d  
a t  in  t h e  sam e m anner. I t  im p lies  no novel fea tu re .

Practical exercises

W ith  num erical ex am ples a n d  contro l o f  th e  re su lt.

E xa m p le  fo r  three masses
T h e  system  has th e  follow ing specification  :

u n  =  1,33 • 104, u 12 =  2 • 104, u 22 =  1,43 • 104, u 23 =  2,4 • 104

T h e  n a tu r a l  frequencies o f th is  sy s tem  are  given b y  th e  eq u atio n  : [1 ], u n d e r l i te ra tu re .

w i  _  w 2 (цц  _)_ Ul2 -I- u n  4- u23) 4- un  (u22 4- u23) 4- u12 • u23 =  0

S u b s ti tu tin g  th e  num erica l d a ta  in  th is  eq u atio n , th is  becom es :

w 4 — «>2(1,33 +  2 +  1,43 +  2,4) 104 +  1,33 (1,43 +  2,4) 10« 4- 2 • 2,4 • 10® =  0 
o r

to4 — 7,16 • 104 to2 4- 9,9 • 10® =  0
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T h e  q u a d ra tic  e q u a tio n  in  n 2 has two roots :

t®} =  5,25 • 104 a n d  toj =  1,87 • 104 

W ith  these  roo ts u sing  (14) we o b ta in  :

•B» -- " 112-12 " ^ 253 -5 __________ »13 • »28__________
(MJ2 —  U n  —  U 1 2 )  • (u > 2 —  U 22 —  U 2S)

W ith  w 1 we o b ta in  :

2 ■ 1,43
(5,25 — 3,32) (5,25 -  3,83)

a n d  w ith  u>2:

2 • 1,43
(1,87 — 3,32) • (1,87 — 3,83У

a n d  in  th is  m an n e r w e h av e  con tro l o f th e  re su lts  o b ta in e d  above.

E xam ple  fo r  fo u r  masses
T he system  h as  th e  follow ing specifica tion  :

uu  — 1,33 • 104, u 12 =  2 • 104, u 22 =  2,5 • 104, u 23 =  8,3 • 104, u33 =  uM =  и =  5,5 • 104

W ith  th e  follow ing n o ta tio n  :

1=34= 5,5 • 104

u33+ 8̂4 == *334 11 • 104

»23 + 3̂84 ’ 1=234 19,3 • 104

»22 + fc234 == 1=2234 =- 1=22-4 — 21,8

»12 + 2̂2-4 =  1=12-4=  23,8 • 104

»11 + 1=12-4=  1=11-4 - 25,13 • 104

S u b s titu tin g  th e  n u m erica l d a ta  in  th e  freq u en cy  e q u a tio n  [1 ], we o b ta in :

ív* - г о *  ■ 25,13 • 104 +  «>2 (1,33 • 21,8 +  2 • 19,3 +  2,5 • 11 +  8,3 • 5,5) IO« — [1,33 

(2,5 • 11 +  8,3 • 5,5) +  2 • 8,3 ■ 5,5] 1012 =  о

T h e  re su lt o f th e  co m p u ta tio n  is  as follows :

w» -  u>4 • 25,13 • 104 +  to2 • 140 • 10* -  188 • 1012 =  о

D en o ta tin g  :

U  =  tv» +  tv2 ■ !40  • 10» and  V  =  to4 • 25,13 • 104 +  188 • 10la

U  =  V
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T h is  w ay  i t  is m ade easy  to  f in d  one roo t w ith  th e  th eo rem  o f th e  regu la  fa ls i :

w? =  2 • 104

C on sid e rin g  th is  roo t, i t  rem ains a  q u a d ra tic  eq u atio n  w h ich  m ay  be solved b y  th e  o rd in a ry  
ru le s  a n d  we ob ta in  :

kj|  =  5,32 • 104 and  w! =  17,68 • 104 

T o ju s t i f y  these  resu lts  we sha ll u se  th e  eq uation  (17) a n d  we o b ta in  :

for tej
Wl2 ' Mo

1 1 2 - 1 2 '  * *  2 2 3 -2 2  —  ~ 7 ~ л  \  ~ /  2------------------ -----\
{ w t —  u l x  —  U 1 2 )  • ( w l —  u 22  —  u 23)

2 - 2 , 5  5
(2 — 3,33) • (2 — 10,8) 11,7

=  0,43

a n d
П7 n y  __  u 23 ‘ U33
"  223-23  "  334 -3 3  —  / 2  \  /  2 .  ------ \~(m?i U22 2̂3) * ( U33 U34)

8,3 • 5,5 45,5
(2 — 10,8) • (2 -  11) 8,8 • 9

T h e  re s u lts  added , we o b ta in  :

0,43 +  0,57 =  1

F o r  m)| w ith  th e  sam e expressions a s  before  :

=  0,57

2 • 2,5 —  5
(5,32 — 3,33) • (5,32 -  10,8) 10,96

8,3 • 5,5 45,5
(5,32 -  10,8) -(5 ,32  — 11) 31,2

T h e  re su lts  added, we o b ta in  :

—0,47 +  1,46 -=  0,99

F o r  w l  w ith  th e  sam e expression  as before  :

2 • 2,5 5

8,3 • 5,5
(17,68 -  10,8) • (17,68 -  11)

T h e  re su lts  added, we o b ta in  :

0,098 +  0,99 =  1,088

45,5
46

=  0,99

a n d  in  th is  m anner we h av e  co n tro lled  th e  resu lts  o b ta in e d  above.
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E xam ple  fo r  f iv e  masses
T he system  has th e  follow ing specification  :

uu  =  0,087 • 104, u 12 =  0,103 • 1 0 \  u22 =  0,133 • 104, «23 =  13,2 • 104 

и =  u 33 =  u34 =  U44 =  u43 =  17,3 • 104

W ith  th e  following d e n o ta tio n s  :

и =  17,3 • 104 =  /  fc45 • 17,3 ■ 104 =

2u =  34,6 • 101 =  I  k iis ■ 17,3 • IO4 +  299 -108 =  

3u =  51,9 • IO4 =  I  k3l3 • 13,2 • IO4 +  898 • 108 =

=  299 ■ 108 =  A u . t  

=  898 • 108 =  A 33- t 

=  1583 -108 =  A 33- 5

4u  =  69,2 • 104 =  I  fc33_5 ■ 0,133 • 104 +  1583 - 108 =  =  1592 • 108 =  Л 22_6

u23 +  4u  =  13,2 • lO4 +  69,2 • 104 =  82,4 • 104 =  fc23_5

«22 +  *23-5 =  0,133 • lO4 +  82,4 • lO4 =  82,53 • 104 =  fc22_5

«12 +  *22- s  =  0,103 • lO4 +  82,53 • lO4 =  82,63 • 104 =  fci2_ 5

“11 +  *12-6 =  0,087 ■ lO4 +  82,63 • 104 =  82,72 • 104 =  fcu _5

S u b s titu tin g  these  n u m erica l d a ta  in  th e  frequency  eq u a tio n , we ob ta in  : [1 ]

1c8 — U« • 82,72 • lO4 +  u>2 (0,087 • 82,53 +  0,103 • 82,4 +

+  1592) 108 -  w 2 (0,087 • 1592 +  0,103 • 1583 +  0,133 • 898 +  13,2 • 299) 10« +

+  0,087 (0,133 • 898 +  13,2 • 299) 101« +  0,103 • 13,2 • 299 • 101« =  о

B y  ap p ly in g  th e  th eo rem  o f th e  regula falsi, we o b ta in  tw o roots o f th is  e q u a tio n  :

A fter th e  a rith m etica l o p e ra tio n  we o b ta in  :

W8 _  we . 82,72 • lO4 +  «14 1608 • 108 — tv2 4378 • 1012 +  788 • 1018 =  о

«>; =  0,187 • 104 and  te | =  3 • 104

Only w ith  these  two ro o ts  we shall con tinue ou r co n tro l o f  calculation  using  ex p ress io n  (20). 
W ith  и? we o b ta in :

13,2 • 17,3
=  0,507

(u>! — « 22 — u 23) • (te? — 2 u) (0,187 — 13,33) • (0,187 -  34,6)

П" • w”  3 3 4 -3 4  n  4
17,32

(0,187 -  34,6)2 =  0,252

W n t — l t  ■ W 223- 22 ■ W ‘  =  0,35 • 0,252 =  0,088

T he f in a l re su lt is (T ab le  I I )

0,35 +  0,507 +  0,252 — 0,088 =  1,021
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W ith  tel we o b ta in  in  th e  sam e  m a n n e r  :

0 ,103 • 0,133 0,0137
(3 -  0 ,19) • (3  — 13,33)" ~  - 2 5

— 0,00047

13,2 • 17,3 299
(3 — 13,33) • (3 -  34,6) "  ~326 ~

299______ 2M
(3 -  34,5)2 998

0 ,00047  • 0,3 can be neg lec ted  a n d  th e  f in a l re su lt is :

0 ,7  +  0,3 -  0,00047 =  0,99953

a n d  in  th is  m anner we h a v e  ju s t if ie d  th e  results o b ta in e d  as above.

A nother example fo r  f iv e  m asses. F o r five m asses we sh a ll o b ta in  b y  th e  m eth o d  described  
in  [1 ] u n d e r  lite ra tu re , f re q u e n c y  eq u atio n  solved a t  th e  sam e  tim e  b u t  only fo r tw o  roo ts. 
W ith  th e  fo rm ula  (9) we sh a ll c o n tro l  these  results using  th e  th i r d  (B 3) and  fo u rth  ( B ,) freq u en cy  
ex p ress io n s  w hich are lo w er th a n  th e  original frequency  eq u a tio n .

T h e  system  has th e  fo llo w in g  specification :

itu  =  1,33 ■ 104, u 12 =  2 • 104, it22 =  3,3 • 104, u 23 =  16,5 • 104 

U  —  U 33  =  Ц34 =  «44 — 1*45 12,5 • 104

T h e  f re q u e n c y  equation  o b ta in e d  b y  th e  m ethod described  in  [1 ] u n d e r l ite ra tu re , is as follows :

и =  12,5 • 104 =  I  fc45 • 12,5 • 104 =

2u =  25 • 104 =  I  k il& ■ 12,5 • 104 +  156 • 108 =

3u =  37,5 • 104 =  I  k 3ib • 16,5 • 104 +  468,5 • 10s =  

4u  =  50 • 104 =  I  fc33_5 • 3,3 • 104 +  1087 • 10s =

=  156 • 108 =  A 3i3 

=  468,5 • 108 =  А  зз_ 

=  1087 • 108 =  Л 23_5 

=  1252 • 108 =  Л 22_s

u23 +  4и  =  16,5 • 104 - f  50 • 104 =  66,5 • 104 =  fe23_5 

u22 +  lc23_5 =  3 ,3  • 104 +  66,5 • 104 =  69,8 • 104 =  fc22_5 

“12 +  ^ 22-5 =  2 • 104 +  69,8 • 104 =  71,8 • 104 =  fe12_5 

“11 +  К г -s  =  1 ,33 • 104 +  71,8 • 104 =  73,13 • 104 =  fen_5 

u>8 — ir8 • 73,13 • 104 +  И>4 (1,33 • 69,8 +  2 • 66,5 +  1252) 108 -  

-  te2 (1 ,33 • 1252 +  2 ■ 1057 +  3,3 • 468,5 +  16,5 ■ 156) 1012 +

+  1,33 (3 ,3  • 468 , 5 +  16,5 • 156) 10le +  2 • 16,5 • 156 • 1016 =  0

A f te r  th e  a rithm etical o p e ra t io n  w e ob ta in  :

w« -  u>« • 73,13 • 104 +  u>4 • 1478 • 108 -  u>2 • 7956 • 1012 +  10 650 • 1018 =  0
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B y  app ly ing  th e  th eo rem  o f  regu la  falsi, we o b ta in  tw o ro o ts o f th is  eq u a tio n . M ore roo ts 
a re  n o t n ecessary  because th ese  give no novel fe a tu re  fo r o u r co m p u ta tio n . T hese  ro o ts  are as 
follows :

w 2 =  2,05 • 104 and  =  5,16 • 104

N ow  w e sh a ll se t u p  th e  freq u en cy  expressions as follow s : B 3 a n d  B t  [1 ] u n d e r  l ite ra tu re , 
using  th e  d a ta  given above :

B3 =  te4 — ic2 • feu_3 +  и12 • fc223 +  u12 • fc23

a n d  we h a v e  th e  follow ing :

k n _J =  1,33 +  2 +  3,3 +  16,5 =  23,23 • 104 

fc22_3 =  3,3 +  16,5 =  19,8 • 104, fc23 — и23 =  16,5 • 104

S u b s titu tin g  these  re su lts  in  B 3, we o b ta in  :

u>4 -  2 3 ,2 3  • 104 +  1 ,33-19,8 • 108 +  2 • 16,5 • 108 =  B 3 =  u>*-w2 • 23,23 • 104 +  59,4 • 108

F o r B 4 we o b ta in  u n d e r  l i te ra tu re  [1 ] :

B 4 —  U)e MÎ4 * к ц ~ 1  “F  MJ2 ( | | ц  * fc22- 4  'F  » 1 2  ’ & 23-4  ~ F  »2 2  ’ 1^33-4 " F  » 2 3  * ^ : u )

[» 1 1  ( » 2 2  '  ^ 3 3 -4  +  »23  ' 1-34 ) "F » 1 2  ■ » 2 3  ■ 1-34 I

I n  th is  expression  we hav e  :

^34 = : uM =  12,5 • 104

^334 == 2» =  25 • 104

^ 2 3 -4 =  »2 3  +  ^334 =  (16,5 +  25) • 104 = 41,5 • 104

1-22—4 — » 2 2  +  fc2 3 -4  = (3,3 -F 41,5) • 104 ==  44,8 • 104

1-12—4 =  »12 +  1-22—4 = (2 +  44,8) • 104 = 46,8 ■10*

&11-4 =  (1,33 -F 46,8) • 104 =  48,13 • 104

S u b s titu tin g  th e m  in  B t , i t  b ecom es:

B t  =  te8 — w4 • 48,13 • 104 +  te2 (1,33 • 44,8 +  2 • 41,5 +  16,5 • 12,5 +  

+  3,3 • 25) 108 -  [1,33 (3,3 • 25 +  16,5 ■ 12,5) +  2 • 16,5 • 12,5) 1012

A fte r th e  a rith m etic a l o p e ra tio n  we o b ta in  :

B t  =  ufi -  u>* ■ 48,13 • 104 +  и;2 • 431,18 • 108 -  793 • 1012 

S u b s titu tin g  a ll these  values in  e q u a tio n  (9) :

_  »84 ‘ »44
B a W2 — uu  -  u16

using th e  tw o ro o ts wt a n d  ic2, a n d  d iv id ing  th em  b y  1012, we o b ta in
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S u b s ti tu t in g  :

w e o b ta in :

a n d

I o ^ 10»
48,13

104
431 — 793

12,52

IO42 10»
23,23

59,4
104 10»

25
ИЙ“

w\ = 2,05 ■ 104, w4 =  4,2 • 10s, wî =  8,615 • 1012

8,62 — 4,2 • 48,13 +  2,05 • 431 — 793 
472 2,05 • 23,23 59,4
TŐ4'  TO4 h 104

—  6,8 • 104

156
2,05 25
TŐ4 Ï04

=  — 6,85 • 104

W e  sh a ll  re p ea t th is c o m p u ta tio n  w ith  th e  second ro o t:

w \ =  5,16 • 104, tc4 =  25,63 • 108, w l =  137,39 • 1012

I n  t h e  sam e m anner as a b o v e  :

a n d

137,4 — 26,63 • 48,13 +  5 • 16 • 431 — 793 
26,63 5 ,1 6 -2 3 ,2 3  59,4

“TÖ4 104 ' 104

156_
5,16 25
104 TÖT

— 7,9 • 104

A lthough  th e  d ifferen ce  b e tw een  these tw o re su lts  is p e rm itte d , y e t  a  l it t le  correction  
m ig h t  h e  recom m ended.

E xam ple fo r  seven m asses
T he system  has th e  fo llow ing  specification :

n u  =  0,068 • 106, u12 =  14,65 • 10« 

и  =  Uq2 "  u 23 ~  • • • Uq-j =  21,4 • 106

W ith  th e  eq u atio n  (32) (T ab le  I) we shall co n tro l th e  an g u la r ve loc ity

w 2 =  9,6 • 106

O b ta in e d  by  an  o th er m e th o d , w e hav e  :

W 112— 12 — ■ и 12 _ 14,65
9,6 — 14,718

2.86

a n d  fo r
и _  21,4

го2 — 2 и ~~ 9,6 — 42,8
0,65W =
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H ence : IF2 =  0,423, IF3 =  — 0,274, B74 =  0,178, W 6 =  — 0,115 we o b ta in  :

B 7 =  2,85 • 0,65 (1 -  3 • 0 ,652 +  0,654) +  4 • 0 ,652 -  3 • 0,654 =  

=  1,86 (1 — 3 • 0,423 +  0,178) +  1,672 — 0,534 =  0,97

T he re su lt is sa tisfac to ry .

E xam ple  fo r  eight masses
T he system  has th e  follow ing specification  :

u u  =  1,33 • 104, u 12 =  2 • 104, u22 =  3,3 • 104, u 23 =  33 • 104

и — R33 — R34 — . . .  — u7g ~—' 60 * 104
A ll these  d a ta  a re  ta k e n  fro m  [1] u n d e r l ite ra tu re . T he frequency  expression  is tak en  

from  T ab le  I I  and  to  use  i t  we sh a ll calcu la te  a t  f irs t  on

T he follow ing te rm  :
w 2 =  107 • 104

^ 112- 12— _ 3 33  — 0,0192, — , A„ — 0,0465

1̂ 223-23 =  0,465 W
50

107 — 100

107 — 36,3 

=  7,1, IF2 =  50, W* =  2500

W ith  th is  re su lt we o b ta in  :

J38 =  0,0 1 92 • 0,0465 (1 — 200 +  7500) +  0,465 • 7,1 (1 — 150 +  2500) +  200 — 7500 =  456

For

we o b ta in :
102 =  107,5 • 104

IF112_12 - - 0,019, В7223—22 — 0,0463, W 223-23 — 0,463

W  =  6,7, If 2 =  45, IF1 =  2025 a n d  su b s titu tin g  these  v a lu es in  th e  frequency  expression  :

5 8 =  0 ,0 ,9  • 0 ,0463(1  -  180 +  6075) +  0,463 • 6,7 (1 -  135 +  2025) +

+  180 -  6075 =  — 24

B etw een  th e  tw o to2 lies th e  r ig h t  va lue  o f i t ,  b u t  w ith  a p p ro x im atio n  we can  choose

w 2 =  107,5 • 101

The frequency equation o f  a system w ith any  number o f  masses

In  th e  foregoing cases we developed one b y  one th e  frequency  expressions 
w hich  w ere deduced  f ro m  th e  frequency  d e te rm in a n t d en o ted  b y  B n -n  is 
th e  n u m b er of th e  m asses o f  th e  system . B n =  0 is th e ir  frequency  eq u a tio n .

G eneralizing th e  p rob lem  an d  using th e  resu lts  o b ta in ed , we w ill in v estig a te  
w heth er i t  is possible to  develop th e  frequency  e q u a tio n  for a sy s tem  o f any  
m asses.

6 Acta Technica XIX/3—4.
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T h e  solution of th is  p ro b lem  we shall show  on  a system  o f n in e  m asses.
W e have already  o b se rv ed  — tak ing  also in  considera tion  th e  th re e  condi

tio n s  o n  page 316 — th a t  th e  n u m b er of th e  m em bers in  th e  frequency  equ a tio n s 
a re  a lw ay s by  one less t h a n  th e  m asses o f th e  sy stem . T herefore, fo r a  system  
w ith  n in e  masses, every  m e m b e r has eight fac to rs . I t  follows th a t  if, fo r exam ple, 
in  a  m em b er the factors o f  и  a re  six, the  sam e o f W  are tw o. I t  is also  su ffic ien t 
to  o c c u p y  ourselves w ith  th e  p a irs  o f u as w ith  th e se  th e  form s o f th e  m em bers 
a re  fu lly  known.

F o r  a system  o f n in e  m asses, th e  f ir s t  m em b er contains o n ly  W  w ith  
p o s it iv e  signs. The fo llow ing m em bers have a lre a d y  one, tw o, th re e  an d  fo u r 
p a ir s  o f  u. We shall deve lop  on ly  th e  pairs o f  u.

W e will now deal w ith  th e  problem  o f a sy s tem  o f nine m asses.

T he case o f nine masses

W e shall carry  o u t th e  construction  o f th e  frequency  expression  from  
w h ic h  th e  frequency e q u a tio n  can  be deduced.

1. F irs t m em ber-g roup . C ontains only  W . T h e  factors o f th e  m em bers 
a re  e ig h t. The sign, o f  th e  m em ber is positive.

2. Second m em ber-g roup . The и pa irs in  th is  group are :

a ] 2 ’ «22

u 23 '  U 33 

и 34 '  « 4 4  

« 45  '  « 5 5  

« 5 6  ‘ U 66

«67  • u 77

U 78 ‘ « 8 8

T h e  n u m b e r of the  m em b ers  is seven, and  each  h as  six  factors of W . T he sign 
o f  th e s e  m em bers is n e g a tiv e .

3. T hird  m em ber-g roup . These m em bers h av e  a lready  tw o p a irs  of и :

«12 • Ur>2 «34 «44

«12 ' U 22 ’ « 45  ' « 55

«12 «22 ' «56 «66

« 2 3 « 3 3 ' « 45  ' « 5 5

« 2 3 « 3 3 «56 « 6 6

« 2 3 « 3 3 «67 « 7 7

« 3 4 ' U44 « 5 6 ■ « 6 6

« 3 4 « 4 4  '' « 6 7  ' « 7 7

« 34 « 44 « 7 8  ' « 8 8



NEW METHOD FOR THE CALCULATION OF THE NATURAL FREQUENCIES 331

u12 • «22 • « 6 7  • « 7 7 U 23 * U 33 '• u 77 '' « 7 8

«12 «22 • « 7 8  ' «88

« 4 5 • « 5 5 '  « 6 7  '' « 7 7

w 45 • « 5 5 • m 78 ' «88

« 5 6  '  «66 ‘ « 7 8  '  U88

T h e ru le  to  form  th e  p a irs  is clear. The sign o f  th e se  m em bers is positive .
4. F o u rth  m em ber-group . C ontains th ree  p a irs  o f it, w ith  n eg a tiv e  

signs. T he n um ber o f th e  W  factors is 2.

«12 «22 « 3 4 « 4 4 « 5 5  ' «56 « 2 3 « 3 3 « 4 5  ' « 5 5  ' «67 « 7 7

«12 «22 « 3 4  ' « 4 4  • « 6 7 «77 « 2 3 « 3 3 ’ « 4 5  ■ « 5 5  ■’ « 7 8  ' «88

«12 • «22 ' « 34 « 4 4 « 8 7  ' «88 « ? 3 « 3 3 ‘ « 5 6 «66 « 7 8 «88

«12 «22 «45 « 5 5 « 6 7 • « 77

«12 * «22 ' « 4 5 • « 5 5 ’ « 7 8 ‘ «88

«12 ‘ «22 « 5 6 «66 « 7 8 «88

« 3 4  '  M44 ' M56 '  «  6 '  U 78 '  «88

5. F ifth  m em ber-group . C ontains four p a irs  o f u, w ithou t W , w ith  p ositive
signs.

« 1 2  ‘ « 2 2  ‘ « 3 4  '  «44  '  « 5 6  '  «66 " « 7 8  '  M88

I t  is im possible to  p roduce fu r th e r  groups.
In  considering th e  five  groups we observe th a t  it  is th e  f irs t m em b er on ly  

to  h av e  no u and  th e  la s t  o f i t  is w ith o u t a W . In  th e  subsequent m em b ers  th e  
p a irs  o f  и  grow an d  a t  th e  sam e tim e  th e  W  d im inishes.
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SUMMARY

T h e  au th o r published  tw o th eo rem s for th e  c a lcu la tio n  o f th e  n a tu ra l frequencies [1 ,2]. 
I n  th is  p a p e r  he publishes a  th ird  th eo re m  w hich is d e v e lo p ed  b y  th e  c o n tin u an t d e te rm in a n t. 
T h is  m e th o d  is superior to  th e  th eo re m  know n u n til  n ow  i f  some of th e  ro ta tin g  m asses and  
th e  s tiffn esse s  o f th e  shafts a re  e q u a l  w hich is th e  case w ith  m u lti-c ran k  engines. T h is th eo rem  
is  o f  co u rse  applicable to  th e  c o n tro l o f th e  resu lts  o b ta in e d  in  a n o th e r m an n er.

F o r  p ra c tic a l p u rp o ses he  h a s  m ade c a lcu la tio n  o f  severa l exam ples a n d  h as  m ade 
u se  o f  th e  following p ap ers  a lre a d y  published  and  th e  m eth o d s  em ployed by  th em .

B E IT R A G  Z U R  B E R E C H N U N G  D E R  E IG E N SC H W IN G U N G S Z A H L E N  
V O N  T O R SIO N SSC H W IN G U N G E N

A. BALOGH

ZUSA M M ENFASSUN G

D ie  B erechnung der E igenschw ingungszah len  v o n  T orsionsschw ingungen w u rd e  vom  
V e rfa sse r  in  zwei L ösungen v e rö ffe n tlic h t [1, 2 ]. Im  v o rlieg en d en  A ufsatze w u rd e  e ine  d r itte  
M e th o d e  a u f  G rund einer h ie r  a b g e le ite ten  E ig en sch aft d e r  C o n tin u an t-D e te rm in an ten  e n t
w ic k e lt .  D iese M ethode h a t  w egen  se iner E in fach h e it b e so n d e rs  d ann  eine B erech tig u n g  — wie 
es a u c h  d e n  prak tischen  F ä lle n  e n tsp r ic h t — w en n  m e h re re  M assen u n d  die en tsp rech en d e  
S te if ig k e ite n  der W elle gleich s in d . N a tü rlich  k a n n  d iese  M ethode auch  zur K o n tro lle  solcher 
E rg e b n is se , die au f an d ere  W eise e rm it te lt  w urden , v e rw e n d e t w erden.

F ü r  die p rak tische  A n w en d u n g  w urden  m eh re re  B eispiele b e rechnet u n d  es w u rd en  
a u c h  d ie  E rgebnisse u n d  M e th o d en  de r schon a n g e fü h rte n  A ufsätze  b en ü tz t.

C O N T R IB U T IO N  À  LA D E T E R M IN A T IO N  D E  LA  FR É Q U E N C E  P R O P R E  
D E S  OSCILLATION S D E  T O R SIO N

A . BALOGH

RÉSU M É

D e u x  m éthodes de calcu l d e  la fréquence p ro p re  des oscillations de to rsio n  o n t  déjà 
é té  p ro p o sées p a r l ’au teu r. Le p ré se n t a rticle  expose u n e  tro isièm e m éthode basée su r l ’u n e  des 
th è se s  y  exposées, co n cern an t les d é te rm in an tes co n tin u es. L ’avantage  de ce tte  m é th o d e , p a r 
r a p p o r t  a u x  m éthodes d é jà  co n n u es , est sa sim plic ité  d an s  le cas où  —- co n fo rm ém en t à la  
p r a t iq u e  -— figu ren t p lusieu rs c o n s tan te s  de m asse e t  de  re sso rt égales. On p e u t n a tu re lle m e n t 
l ’u t i l i s e r  p o u r  la  vérifica tion  de fréquences propres calcu lées p a r  d ’au tres m éthodes quelconques.

D u  p o in t de vue des a p p lic a tio n s  p ra tiques, l ’a u te u r  a  élaboré divers exem ples, où  il a 
u t i l is é  les ré su lta ts e t m éth o d es des études p récéd em m en t publiées.

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ЧИСЛА СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ КРУТИЛЬНЫХ
КОЛЕБАНИЙ

А. Б А Л О Г

РЕ ЗЮ М Е

Автором ранее было изложено два метода вычисления числа собственных колеба
ний крутильных колебаний (1, 2). В данной работе излагается третий метод, который 
исходит из одной теоремы континуумных детерминат, выведенной в данной работе. Этот 
метод по сравнению с применявшимися до сих пор методами из-за его простоты имеет 
преимущество тогда, когда фигурирует ряд равных масс и пружинных постоянных, что 
соответствует практическому случаю. Естественно, что данный метод можно использовать 
такж е для проверки числа собственных колебаний, вычисленного с помощью любого 
другого метода.

С точки зрения практической применимости было использовано ряд примеров и 
для данной цели были использованы результаты и методы нижеперечисленных и уже 
опубликованных работ.



DAS SPANNUNGSFELD IM STREIFEN EINES 
ZUGBEANSPRUCHTEN T-FÖRMIGEN FLACHSTABES

I. H U SZÁ R
K AN D IDA T D E R  TECHNISCHEN W ISSENSCHAFTEN 

TECHNISCHE U N IV ERSITÄ T F Ü R  D IE  SCHW ERIN DU STRIE, L E H R S T U H L  FÜ R  M ECHANIK, M ISKOLC

[E ingegangen am  14. S ep tem b er 1956]

Bei d er Lösung von  E lastiz itä tsp ro b lem en  e rg ib t sich oft die S chw ierig
k e it, dass m an  die R andbed ingungen  n ich t genügend  k en n t. In  d er P rax is  
lö st m an die A ufgabe d u rch  gewisse — m öglichst e in fache — V oraussetzungen . 
E ine th eo re tisch  rich tige M ethode is t es, a u f  irg en d  eine A rt die R a n d b e d in 
gungen du rch  M essungen festzustellen  und  d an ach  m it H ilfe derselben die Lösung 
zu  suchen. D er V erfasser u n te rsu ch te  beispielsw eise e in  ebenes P rob lem , be i 
dem  die fehlenden R andbed ingungen  du rch  S p an n u n g so p tik  festg este llt 
w urden.

D er Zw eck dieser A rbeit is t die B estim m ung  des Spannungsfeldes, w elches 
in  dem  unend lich  langen  S treifen  eines flachen  S tab es von gleichbleibender 
D icke (Abb. 1) durch  Zug ausgebildet w ird.

Es w ird  angenom m en, dass der b e tra c h te te  K ö rp e r hom ogen u n d  iso tro p  
is t , sein S to ff dem  H ookeschen  Gesetz gehorcht u n d  d er du rch  die B eansp ruchung  
en tstehende  S p an n u n g szu stan d  die P ro p o rtio n a litä tsg ren ze  n ich t ü b e rsch re ite t. 
In  diesem  F alle  gelten  die G rundgleichungen d er E las tiz itä ts leh re .

E in  w eiterer V orbeha lt is t, dass die D icke (d ) des K örpers gegenüber den  
in  der E bene x y  liegenden D im ensionen klein  sei. D em entsp rechend  k a n n  m an  
die S pannungskom ponen ten  in  der R ich tung  von  s  vernach lässigen , d. h . m an 
k an n  m it einem  ebenen S pannungszustand  rechnen .

*

M it H ilfe der G rundgleichungen der E la s tiz itä ts leh re  k an n  die S p an n u n g s
analyse bloss m it m a th em atisch en  M ethoden vorgenom m en w erden.

Bei e iner P la tte  gleichförm iger Dicke, w enn sie eine m it der E bene  x y  
parallele M ittelebene b es itz t u n d  w enn sich in  ih r  e in  zw eiachsiger S p an n u n g s
zu stan d  b e fin d e t (also cr\ =  0  =  r*x =  тгу), k a n n  m an  nachw eisen, dass

*
X

82 F*

9 y 2
r *  —l Xy  —

Э2 F*
--------- , а
d x  9 у

а
9 2  f * 

d x 2
( 1 )
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wo

F* =  F  ( x ,y )  +  --------
1 -f -  V

d 2

24
A F (x,y) [!]

( f  b e d e u te t die Poissonsche K on stan te )

u n d
Д Л к  =  о .

(2)

( 3 )

U m gekehrt aber k a n n  m an  b eh a u p te n , dass die B ean sp ru ch u n g  zwei
ac h s ig  sein  w ird, w enn m a n  die B elastung  am  R an d e  der P la t te  d iesen  A us
d rü c k e n  gemäss v erw irk lich t.

D er gleiche F a ll i s t  m it  g u te r A nnäherung  im  gep rü ften  G ebiet au ch  dann  
geg eb en , wenn die g leichm ässige B elastung  p  u n d  q in  genügender E n tfe rn u n g  
v o n  d ieser Stelle v erw endet w ird  [2] (Siehe A bb . 1).

I s t  näm lich die B e la s tu n g  im  U nend lichen , so stim m en  die S pannungen  
in  genügender E n tfe rn u n g  von  der D urchgangsste lle  — en tsp rech en d  dem  
D e  S a in t  Y enantschen  P rin z ip  — m it den W erten  p  u n d  q übere in . L ä ss t m an  
d iese  also wie äussere K rä f te  w irken, so is t  das den B eziehungen (1), (2) u n d  
(3) j u s t  angepasst.

D ie m ittleren  S p an n u n g en  ergeben sich  in  der R ich tu n g  d e r Achse z
d u rc h

+d/2

—d/2

Э2 F  
8 y 2

Гху -- Э2 F  82 F
-------------- ,  а y  =  — —  ,
8 X 8  y  Э * 2

(4)

d ie  in  K enn tn is der A iry sch en  S p an n u n g sfu n k tio n  F  - F  ( x ,y )  ausgerechnet 
w e rd e n  können.

M it der V erk leinerung  der D im ension d  n im m t die A bw eichung d e r M itte l
w e rte  im  Vergleich zu  d en  in  der R ich tu n g  z  gerechneten  S pannungsw erten  
se lb stv e rs tän d lich  ab , u n d  m an  k an n  sie im  F alle  sehr d ü n n e r P la t te n  m it 
g u te r  A nnäherung vernach lässigen .

Im  Folgenden w ird  m it diesen M itte lw erten  gerechnet w erden .
Z ur Lösung des gegebenen  P roblem s is t  es also nötig , die m it den  R a n d 

b ed in g u n g en  üb ere in stim m en d e  b iharm on ische  F u n k tio n  F  zu  suchen  [3].
M it A usnahm e des Q uerschn ittes у  =  0 be i dem  m an  w eder von  den 

S p an n u n g en  noch von  d e r V erzerrung  ein  B ild  gew innt, k an n  m a n  die R a n d 
bed in g u n g en  einfach aufschre iben . D as b e d e u te t das einzige H in d ern is  der 
L ö su n g  au f rein a n a ly tisch em  W ege.

In  A nbetrach t dessen , dass es sich um  ein  ebenes S p an nungsverhä ltn is  
h a n d e lt ,  kann  die A nalyse  im  Versuchsw ege verhältn ism ässig  le ich t durchge
f ü h r t  werden.
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D iese M essungen h a t  der V erfasser m it Spannungsop tik  d u rch g e
fü h r t  [4 ], [5].

*

D ie  A bb. 2 zeig t die A bm essungen des M odells. Seine B elastung  erfo lg te 
m it H ilfe der in  die B ohrungen  A  und  В  e in g ep assten  Bolzen d u rch  die Z ug

k ra f t  P  =  а ■ d  • p  — 124 kg . D ie E n tfe rn u n g  d e r B ohrungen  w urde so g ew äh lt, 
dass im  grösseren  A b sch n itt zw ischen der B o hrung  u n d  der K erbe der Spannungs- 
z u s ta n d  m it g u te r A nnäherung  dem  einachsigen Zug en tsp rich t. In  d iesem  F a lle  
s tim m t näm lich  nach  dem  De S a in t V en an tsch en  P rin z ip  die B e las tu n g  m it 
den  A nfangsbed ingungen  übere in .

V erfasser h a t  als M odellstoff « Ju ra lit»  (ein K u n s th a rz  m it P heno l-F orm al- 
dehyd-B asis) u n d  P lex ig las verw endet. E rs te res  d ie n t zu r A ufnahm e d er Iso 
ch ro m a ten  (m  =  k o n st.) , le tz te res  zu r A ufnahm e d e r Isoklinen  (cp =  k o n s t.) .

A bb. 3 s te llt die K u v e rn sch a r von Iso ch ro m a ten , A bb. 4 die von  Iso k lin en  
d a r. D ie an  die Isoch rom aten  geschriebenen Z ah len  b ed eu ten  die W erte  v o n  m. 
Die an  den  Isoklinen  befind lichen  D aten  zeigen d ie N eigung der H a u p tr ic h tu n g

2
1 gegen die Achse x . D a n ach  A bb. 4 im  B ereich у  >  —  а cp ^  90°, so k a n n  m it 

d er S chubspannung  т =  0 gerechnet w erden, w as b e d e u te t, dass crx =  cr2 =  0
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i s t .  A nderse its zeigt d as  B ild  3, dass h ie r m  =  k o n st. ^  3,1 is t. E s  is t  d an n  
cry =  cr1 =  konst. D as e n tsp r ic h t dem  F a ll, be i w elchem  wie v o rau sg ese tz t 
w u rd e  e in  einachsiger S p an n u n g szu stan d  sich in  einem  Teil des S treifens b e fin d e t.

D ie durch die Iso k lin en sch ar k o n s tru ie rte n  H a u p tsp an n u n g s tra jek to rien  
s in d  in  dem  Abb. 5 v e ran sch au lich t. D ie E rgebnisse  der S pannungsana lyse  
w e rd e n  in  den Q u ersch n itten  y  =  konst, d u rch  die A bb. 6 —15, in  den  Q uer
s c h n it te n  X =  konst, in  d en  Abb. 16—19 gezeigt. Die L in ien , w elche die 
e in ze ln en  Q uerschnitte d a rs te llen , w urden  au ch  in  den B ildern 3 u n d  4 einge
z e ic h n e t.

In  den A bb. 20 —22 w urden  die S pan n u n g en  orx, cry, r  d e r A n schau lich 
k e i t  h a lb e r perspek tiv isch  dargeste llt.

A us den D iagram m en g eh t sehr gu t h e rv o r, dass sich die stö ren d e  W irkung  
d e r  K erb e  in dem  S tre ifen  p rak tisch  bis y  =  0,6 a au sb re ite t, a b e r d a rü b er 
h in a u s  k a n n  m an sich m it e inem  S p an n u n g szu stan d  cr1 =  p  =  k o n st, cr2 —- 0 =  т 
a lso  m it reinem  Zug beschäftigen .

B estim m t m an d u rc h  M essungen die K u rv e n  cry und  crx im  Q uersch n itt 
у  —  0, so kann  das P ro b le m  auch au f an a ly tisch em  Weg gelöst w erden , weil 
d ie se  K urven  die feh lenden  R andbed ingungen  liefern.

K . G i r k m a n n  b esch ä ftig te  sich m it dem  F a ll, bei dem  im  Q uerschn itt 
у  —  0 die V erschiebung in  Y psilon rich tung  v =  0 u n d  sx =  0 is t ,  d e r K opf 
u n te n  s ta r r  aufgefasst w ird  [6 ]. V ergleicht m an  seine Lösung m it den  E rgeh-
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Abb. 5
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n isse n  d e r Spannungsoptik , so kann  besonders im  Q uerschn itt y  =  0 fü r 
d ie  W e rte  crx und cry eine A bw eichung festg este llt w erden. D eshalb  is t es 
r ic h tig e r , die S tarrheit des Q uerschnittes y  =  0 fa llen  zu lassen  u n d  auch 
d e n  K o p f  der W irklichkeit an g e p a ss t elastisch aufzufassen . D as en tsp ric h t auch 
e h e r  d e n  praktischen P ro b lem en , weil es B rau ch  is t ,  M aschinenelem ente aus 
d e n se lb e n  oder fast d en se lb en  Stoffen, g leichgültig , ob aus einer P la t te  oder 
d u rc h  Schweissen aus zw ei T eilen , herzustellen. M an k a n n  näm lich  von  v o rn 
h e re in  davon  absehen, d ass  d ie  Dicke des K opfteiles im  V erhältn is zu  d  gross 
i s t ,  w eil dann  der S p an n u n g szu stan d  beim  Ü berg an g  auch an n äh e rn d  n ich t 
zw e iach sig  wäre.

W eil bei Zunahm e v o n  y  d ie Spannungen in  d en  einzelnen Q uerschn itten  
m it  d e n  nach  ersterem  V e rfa h ren  berechneten  S p an n u n g en  im m er besser üb ere in 
s tim m e n , is t es zw eckm ässig , es m it ähnlichen S p annungsfunk tionen  zu p ro 
b ie re n , die eher den im  Q u e rsc h n itt  y  =  0 gem essenen W erten  näherkom m en .
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D ie A irysche S p an n u n g sfu n k tio n  e rg ib t sich  aus drei Teilen :

F  =  F 0 +  F i  +  F 2 . (5)

D er erste Teil e n tsp r ic h t dem  von d er s tö renden  E in w irkung  d er K erbe 
u n ab h än g ig en  S p an n u n g szu stan d , d. h . F 0 s te llt den  reinen  Zug d a r  :

F 0 =  y p x 2 . (6)

D ie beiden  anderen  G lieder berücksich tigen  gerade die stö rende  W irk u n g  :

F 1 = ' y  ~  { A n +  B n any )  e~a"y cos an x , (7)
n an

wo

an =  n  —  ; n  =  1, 3, 5, . . . (8)
a

D er in  d iesem  A usdruck  erscheinende F ak to r e ПпУ e n tsp r ic h t dem  
U m sta n d , dass die s tö ren d e  W irkung m it zunehm endem  у  rasch  a b n im m t und
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in  genügender E n tfe rn u n g  vom  Q uersch n itt y  =  0 m it gu te r A n n äh eru n g  v e r 
nach lässig t w erden  darf.

oo

F 2 =  j —-  (C chß  X -j- ß X D  s h ß  x)  cos ß y  d ß  . (9)
J  ß2
о

D ie Spannungsw erte  sind  aus der A iryschen  S pannungsfunk tion  au szu 
rechnen  :

crx0 =  0 , (10)

oyo = p ,  (11)

T0 =  0 . (12)

<rxl =  2  [A n +  B n (any  — 2)] e~“"y cos an x , (13)
П

(Tyi =  — y  [ A n +  B n any ] e a"v cos an x , (14)
П

Ti =  — > ’ [ A n +  B n (any  — 1)] e °»y sin an x . (15)
П

(Tx 2 — —  j [C ch ß x  -j- D  ß x  sh ß  x] cos ß у  d ß , (16)
"o

Oy2 =  J [(2 D  +  C) ch ß  X  +  D  ß  X  sh ß x ] c o e  ß y  d ß , (17)
о

r 2 =  J  [(D -\- C) s h ß  x  -\- D  ß  x c h ß  x \  sin ß y d ß .  (18)
о

D er Sym m etrie  gem äss sollen crx u n d  cry eine gerade, т  aber soll eine u n g e
rad e  F u n k tio n  sein. D as w ird  m it der A ufnahm e e rfü llt.

D ie R andbed ingungen  :

x  =  ± a /2 , ax =  0 , (19)

x  =  ±  a /2 , T =  0 , (20 )

y  =  0 , ay =  cty+fi {x) , (21)

y  =  0 , o-x =  (Tx„ /2 (*), (22)

у  =  oo, ax =  0 , ay =  p  . (23)

V on der E rfü llung  d er le tz te ren  B eziehung k a n n  m an  sich so fo rt ü b e r
zeugen, d en n  es is t  <xx0 =  0 u n d  cry0 =  p  ; an d erse its  im  Falle y - * - o o , e  n"y —>■ 0 
d. i. <rxl —► 0 , aryl —> 0 gleichfalls crx2 —*• 0 , сгу2 —>- 0 .
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D ie R andbed ingungen  können  n ich t d u rc h  die K om bination  e in facher 
F u n k tio n e n  m it den  V eränderlichen  x  bzw . y  in  geschlossener F o rm  e rfü llt 
w erden . I n  diesem  F a ll ge lang t m an zum  Ziel, w enn m an  die S pannungsfunk tionen  
als unen d lich e  R eihen  aufste llt. Dies e rk lä r t  den V ersuch, F t bzw . F 2 
du rch  solche A usdrücke zu lösen.

D ie  R andbed ingung  (19) erg ib t sich in  d e r F o rm  crx2 =  0, weil crx0 — 0
n

u n d  crxl =  0 , es gilt n äm lich  cos an x  —  cos ±  n — =  0. D a das be i jed em

W ert v o n  y  erfü llt w ird , m uss der A usdruck  u n te r  dem  In tegralzeichen  N u ll sein,
d . i.:

C = - D ß —- t h ß  —
2 2

(24)

D ie R andbed ingung  (20) k a n n  m an  n ach  einigen U m form ungen b e n u t
zen [6 ].

Tj =  — sin  ß y ^  A r
n

ß ■ 71 2 jd (o$ — ß2) . ti
— sm  n ------ 1------ N  B n -- ------------ sm  n  —

a2 + ß 2 2 7 i ~  (a2 +  ß*)2 2

U n te r  R erüeksich tigung  der B eziehung (24) erg ib t sich

CO

D
T, =  sin  ß y

2 chß
[ß a +  sh ß a] d ß .

d ß .

(25)

(26)

D a r 0 =  0, e rh ä lt m an  die R andbed ingung  wie fo lg t :

Tj -|- t2 — 0 .

D as g ilt ab er be i jed em  W ert von y ,  so soll

(27)

ß chß
D  =

7i ß  a -f- sh ß a

1 71
^  A n - ----------sin n

-  an +  ß 2 2

-V, H a 2 — ß 2 ■ 71^  B n - sm  n —
n (a* +  ß2)2 2

(28)

D ie R andbed ingung  (21) Avurde au ch  m it einigen U m form ungen  v e r
w en d et [6 ]. Die einzelnen  S pannungskom ponen ten  sind

Jyo p  —  sm  n  —  cos an x ,О
1 71

(29)
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o"yi — cos ot̂  x  ^
n

=  - 2 A r
n

„  8 Г V  n  a n и a a ■ n  j a(Jv2 =  —  ^  D  ---------------- ch p  —  sin  n  —  cos an x d  p .y2 «J— (a* + /8*)* 2 2
0

D ie F u n k tio n  f i ( x )  is t m it der F o u rie rsch en  Reihe d u rc h :  

/1  (*) =  H  У  y n cos а„ X ,

(30)

(31)

(32)

gegeben, so g ilt es be i jed em  W ert von x

o y  о +  o yl a y2 =  Oy* H  ^  y „  cos ot„ л :. (3 3 )
П

Es fo lg t d an n

4 1 . л  . , 8 al  , а а . л
—  P  -  sin  n - -  A n +  —  \ D  c h ß — s i n n —  d ß  =  O y * H y n . (34)
n  n  2 a J (a* p 2)2 2 2

о

D ie R an d b ed in g u n g  (22) kann  m an auch  m it U m form ungen v e rw e rte n  [6 ]. 
Die einzelnen S pannungskom ponen ten  s ind  w ie fo lg t :

<7x0 =  0 , (35)

tfxi == (-^n 2 jBh) cos an x , (36)

orx 2 = -  r ^ D  ;
a J  n K

а„ ß[ 71
ch ß  —  sin  n  —  cos an x d ß  .

+  ß 2)2 2 2
(37)

M an schreibe f 2{x) in  Form  einer F o u rie rsc h e n  Reibe au f :

/2  (*) = J ^ à n cos an x  ,
П

so ist

w oraus

<7x1 +  <7x2 =  ° x *  j  ^  Ön COS an X , 
n

A n -  2 +  —  f  D  ;
a  J  (а*

aA- ~ —  ch ß  —  sin  n —  d ß  =  ox* J  .
-h /52)3 2 2

(38)

(39)

(40)

7 A cta Technica X IX /3—4.
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M it H ilfe der d u rch  d ie R an d b ed ingungen  gew onnenen B eziehungen k ö n 
n e n  d ie  in  der S p an nungsfunk tion  vo rkom m enden  K o n stan ten  A n, B n, C u n d  D  
b e s t im m t werden.

U m  die A usrechnung durchzuführen , is t  es zw eckm ässig, w eitere  U m fo r
m u n g e n  vorzunehm en.

S e tz t m an  die B eziehung (28) in  die A u sd rü ck e  (34) und  (40) e in , so e rg ib t 
s ic h  m it  G leichung (24) u n d  m it E in füh rung  e in e r  neuen  V eränderlichen t =  ß  a

4 1 A np ---------
л  n •__

------1- 16 n 3 л 2 ^  A k  s in  i t—  Q w n k d t —
к 2 J

.......  2 0
CO

— 16 n 3 л 2 'S’ B k sin  к — j Q  W n h dt  =  oy*H
~k 2 J • (41)

sin n

--------------- 1---------—  -(- 16 n ' S  A k sin к — ( ü  9vn k dt
л  л  2

sm  n  —  sin  n k „
2 2 0

— 16 n N  B k sin  к I f i  Фп h dt  =  ax t j ---- ——
*1? 2 J . лK ^  sin n

(42)

D ie B edeutung  d er in  den  einzelnen In te g ra le n  vorkom m enden F u n k tio n e n  
i s t  w ie folgt :

„  1 4 -  cht
ü  =  -  ------ t ,

t -)- sht
(43)

y> =
1 1

(44)
(n2 Л2 -)- t2)2 к 2 л 2 -f- t2

w  =
1 t2 — к 2 л 2 (45)

(rt2 Л2 -1- l2)2 (,к2 л 2 +  t2)2

<p =
t2 1

(46)
(n2 л 2 i2)2 к 2 л 2 -)- t2

ф  =
t2 I2 — к 2 л 2

(47)
(п2Л2 Í2)2 (к2 л 2 -|~ í2)2

к = 1 , 3 , 5, . . . (48)



Die A uflösung der G leichungen zur B estim m ung  der K o n s ta n te n  erfo lg t 
in  zwei S ch ritten  u n d  es w ird  m it der A usrechnung  der In teg ra le  begonnen

oo oo oo
j  ß  Wn.k dt =  j ' t dt +  J  ( Û  — t) грп к  d t . (49)
0 0 0

Die In te g ra tio n  des e rs ten  Gliedes is t  in  geschlossener F o rm  m öglich . 
M an gelang t zu folgenden E rgebnissen  :
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J  , =  ( t wn k dt = -----------—
v n ’ k J V'' 2 я Ч п 2-(и* -  к 2)

1 , n 2 1
ln - ----

„ 2  _  fc2 ß 2 „ 2
> П - /  к -, (50)

1
4 л 4 n4

, n  =  к ;  (51)

J  ч*п ft — I tWri 'kdt  -—
2 л 4 (n2 -  fc2)2

ra2 +  3 k2 n 2 3 n 2 +  k2 
n 2 — fe2 k2 n 2

12 Я4 n4

, П TjL к  ; (52) 

, н =  к  ; (53)

J‘J  Vn,k — I dt 2 7Г2 (n2 -  /с2)
A:2 n 2

- ^ b i — +  ! |  , n # * ;  (54)

1
4 я 2 n 2

, n =  k-, (55)

J  фп ,к  — j  1 ф п,к

0

dt ,fc2 +  3 "2 *2 l n ."2
2 я 2 (n2 -  le2)2 I k2 — n 2 к2

+  3 fc2 4 - n 2

, п ф к ;  (56)

1

12 я 2 n 2
, n =  k .  (57)

D as A usrechnen  des zw eiten Gliedes w urde  im  graphischen  V erfah ren  
d u rch g efü h rt. Es g ilt t —► oo, (Q  — 1) —»■ 0. D a  es Q  — t =  — 0,00816 schon  
im  Falle t =  10 g ib t, k a n n  diesem  W ert gegenüber t =  10 vernach lässig t w e rd e n . 
So d a rf  das In te rg ra l im  allgem einen n u r  im  In te rv a ll  0 <, t ^  10 d u rch g e fü h rt 
w erden. A u f G rund  der num erischen  E rgebnisse  gelten  m it gu te r A nnäherung;

7*
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J  Si y>ntk dt =  J  ty>n k d t .  (58)
0 0

G leicherw eise g ilt es auch  b e i W,  cp, Ф.
D ie K urven  d er im  Q u ersch n itt у  =  0 gem essenen Spannungen (<rx u n d  crv) 

w e rd en  d er V ereinfachung h a lb e r durch

°y * /i (*) ^  ay* (1 +  y.ch ?. x ) , (59)

<Tx* /2 (*) cfx* ch Ц x  (60)

a n g e n ä h e rt. Abb. 23 zeigt die Ü bere instim m ung  d e r so gew ählten (m it о bezeich- 
n e te n )  u n d  der gem essenen (m it • d a rgeste llten ) K urven .

Abb. 23

D ie gew ählten  F u n k tio n en  ergeben sich  du rch  Fouriersche R eih en

тс
<Ty*fi (x) =  ( Т у *  H  V  y n cos an x  = e y* 4 J P  sin n  —

1 1
+

л  n

+ JLchi±-Ss^
а  2 a2n +  № )

cos an x , (61)

<rx* /2 (x ) =  crx* J  ön cos an x  =  ax* —  ch fi —  ^  sin  n
71 dn

2 a ^ +  Ц*
COS OLn X  . . .

(62)



Tafel П

Л Ат A  ns Апь *̂Я7 Ляп А т , ■̂тв вт Впз Вт Вт В т Вт, Вп з Вт> =

1
— 0,5947 — 0,0734 + 0 ,0291 — 0,0154 +  0,0096 — 0,0065 + 0 ,0 0 4 7 — 0,0035 + 0 ,2188 — 0,0546 +  0,0250 — 0,0140 +  0,0089 — 0,0062 +  0,0046 — 0,0034 — 11,9993

+  1,4053 — 0,1491 +  0,0710 — 0,0500 +  0,0350 — — —  . — 2,1351 — 0,0210 +  0,0250 — — — ■ — — +  21,2008

+ 0 ,4473 + 0 ,8648 +  0,0648 — 0,0384 +  0,0243 — — — — 0,0333 — 0,0450 + 0 ,0 3 5 0 — 0,0300 — — — — +  5,9222
О

+ 0 ,2 2 0 5 — 1,1351 +  0,0900 — 0,0650 — — — — — 0,1638 + 2 ,0 4 5 0 — 0,0093 — 0,0027 — — — — +  14,9725

+ 0 ,3 9 7 4 — 0,1510 — 0,9189 — 0,0503 +  0,0375 — — — — 0,1081 — 0,0156 +  0,0270 — 0,0240 — '--- — — +  9,4827
О

+ 0 ,1 4 6 2 — 0,1078 +  1,0810 — 0,0620 +  0,0530 — — ■ — — 0,1253 + 0 ,0 5 9 0 — 2,0270 — 0,0120 — — — — +  9,8664

+  0,3515 — 0,1527 + 0 ,0 8 8 3 +  0,9420 +  0,0405 — — — — 0,1443 +  0,0063 +  0,0162 — 0,0193 — — — —- +  9,5.862

+ 0 ,1 0 8 5 — 0,0878 +  0,0707 — 1,0579 +  0,0460 — — — — 0,0986 +  0,0586 — 0,0338 + 2 ,0193 — — — — +  7,2436

+  0,3145 — 0,1491 +  0,0912 — 0,0621 — 0,9550 — — — — 0,1479 + 0 ,0 2 1 1 + 0 ,0 0 6 5 — 0,0138 +  0,0150 — — — +  8,7988

+  0,0862 — 0,0735 +  0,0619 — 0,0525 +  1,0450 —
___

— — 0,0805 + 0 ,0 5 4 6 — 0,0366 + 0 ,0233 — 2,0150 — — — +  5,6992

11
+ 0 ,2 8 5 0 — 0,1440 +  0,0919 — 0,0645 +  0,0479 + 0 ,9 6 3 2 — — — 0,1457 + 0 ,0 3 0 9 — 0,0015 — 0,0083 +  0,0113 — 0,0123 — — +  7,8851

+  0,0713 — 0,0630 +  0,0547 — 0,0477 + 0 ,0 4 1 7 — 1,0368 — — — 0,0678 + 0 ,0 5 0 0 — 0,0355 +0,025.0 — 0,0173 + 2,0123 — — +  4,6907

13
+  0,2610 — 0,1381 +  0,0909 — 0,0653 +  0,0494 — 0,0386 — 0,9688 — — 0,1418 +  0,0375 — 0,0077 — 0,0036 +  0,0082 — 0,0101 +  0,0104 — +  7,0487

+  0,0608 — 0,0550 +  0,0489 — 0,0434 +  0,0387 — 0,0346 +  1,0312 — — 0,0584 +  0,0456 — 0,0343 +  0,0255 — 0,0190 +  0,0141 — 2,0104 — +  3,9824

15
+ 0 ,2 4 1 1 — 0,1324 +  0,0896 — 0,0656 +  0,0505 — 0,0400 + 0 ,0 3 2 7 + 0 ,9 7 3 0 — 0,1368 + 0 ,0 4 1 9 — 0,0126 +  0,0004 +  0,0052 — 0,0078 +  0,0088 — 0,0090 +  6,3308

+  0,0530 — 0,0487 +  0,0441 — 0,0398 +  0,0359 — 0,0325 +  0,0296 — 1,0270 — 0,0513 +  0,0418 — 0,0328 +  0,0254 — 0,0197 +  0,0152 — 0,0117 + 2 ,0 0 9 0 +  3,4589



m
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M it Hilfe des v o rh e r gesagten k ö n n en  die G leichungen (41) und  (42) m i t  
d en  W erten  der ausgerechneten  In te g ra le  num erisch  aufgeschrieben w e rd e n .

D ie in  diesen Gleichungen b e fin d lich en  K o n s ta n te n  sind in  der T a fe l I  
zusam m engefasst.

T afe l I

ay* 48,5 k g /c m 2 <*x» 12,0 k g /c m 2

H 4,0 J 1 3 ,6 7 1 /a

X 0,00221 ß 3 ,8 /a

К 15/a P 62 k g /c m 2

B e id e r  A ufschreibung der G leichungen fä llt es in  die A ugen (siehe T afe l I I ) ,  
dass die Glieder v o n  Indexzahlen  к  />  n  im  Vergleich zu  den  grössten G lied e rn  
к  =  n  k leine W erte  besitzen , deshalb  k a n n  m an sie in  e rs te r A nnäherung  v e r 
nach lässigen . Das so gewonnene G leichungssystem  w ird  durch  A n n äh reu n g  
aufgelöst, indem  m a n  n  =  1—15 e n tsp rech en d  e in se tz t.

D ie durch d ie  Auflösung des G leichungssystem s sich ergebenden K o n 
s ta n te n  fin d e t m an  in  der Tafel I I I .

T afe l Ш

A x +  21,8052 Bx +  4 ,4 2 1 6

A3 —  4,1015 B 3 +  3,0481

A6 —  0,8973 B s —  3,7399

A 7 +  2,2524 B, +  3 ,5134

a 9 -  2,3660 B 9 —  3,0747

A n +  2,1399 Bxx +  2 ,5 9 6 9

■̂ 13 —  1,8477 B i, —  2 ,2137

^15 +  1,5680 B 15 +  1 ,9030

In  K enntnis d e r  K onstan ten  i s t  es m öglich, m it H ilfe der B eziehungen  
(10— 18) die S pannungsw erte  in  je d e m  P u n k te  zu bestim m en .

*

In  v ier Q uerschn itten  у  =  0, у  =  0 ,1a, у  =  0 ,25a, у  — a w urden  crx ,  
er у, г  ausgerechnet.

D ie B estim m ung von crxl, cryl, r 1 k a n n  m an verhältn ism ässig  leicht d u rc h 
fü h ren , diejenige v o n  сгх2, <xy2, тг a b e r  n u r  m it g raph ischen  In tegralen .
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Die in den P u n k te n  der oben g e n a n n te n  Q uerschnitte  b e s tim m ten  W erte  
s in d  in  der Tafel IV  zusam m engefasst u n d  in  B ild ern  6 , 9, 10, 12 m it dem  Zeichen 
«  dargestellt.

Tafel IV

y X вхо <7*1 ахг ах Оуо °У1 Чу то Ту Т-1 т

0,0а 0 +  5,67 +  5,06 +  10,73 +  62 — 18,55 +  5,36 +  48,81 0 0 0 0

0,1а 0 +  7,04 +  5,55 +  12,59 + 6 2 — 18,31 +  6,12 +  49,81 0 —  1,80 0 —  1,80
ceО 0,2а 0 +  10,49 +  5,58 +  16,07 + 6 2 — 17,93 +  7,18 +  51,25 0 —  4,30 0 —  4,30

о 0,3а 0 +  14,74 +  5,90 +  20,64 + 6 2 — 17,23 +  11,00 +  55,77 0 —  9,10 0 —  9,10

0,4а 0 +  18,51 +  7,75 + 2 6 ,2 6 + 6 2 — 13,98 +  18,00 +  66,02 0 — 18,70 0 — 18,70

0,5а 0 +  0,00 +  0,00 +  0,00 +  62 —  0,00 — 0 — 0 0

0,0а 0 +  7,96 +  4,61 +  12,57 + 6 2 — 15,78 +  5,70 +  51,92 0 0 0 0

0,1а 0 +  8,25 -f-4,66 +  12,91 +  62 — 15,58 +  6,00 +  52,42 0 -  2,66 — 0,21 —  2,87
са о 0,2а 0 +  9,00 + 4 ,7 3 +  13,73 + 6 2 — 14,64 +  7,28 +  54,64 0 —  6,08 — 0,37 —  6,45

«—<
о 0,3а 0 +  9,13 +  4,75 +  13,88 + 6 2 — 11,47 +  10,00 +  60,53 0 — 10,95 — 0,48 — 11,43

0,4а 0 +  5,54 +  3 ,04 +  8,58 + 6 2 —  3,47 +  15,78 +  74,31 0 — 15,23 +  0,94 — 14,29

0,5а 0 +  0,00 +  0 ,00 +  0,00 + 6 2 —  0,00 +  16,55 +  78,55 0 — 13,05 — 0

0,0а 0 +  7,09 +  2 ,26 +  9,35 + 6 2 — 11,58 +  6,60 +  57,02 0 0 0 0

0,1а 0 +  6,93 +  2,10 +  9,03 + 6 2 — 11,10 +  6,20 +  57,10 0 —  2,76 — 0,01 —  2,75
а«л 0,2а 0 +  6,28 +  1,72 +  8,00 + 6 2 —  9,50 +  6,90 +  59,40 0 —  5,53 +  0,12 —  5,41
<м
о 0,3а 0 +  4,73 +  0,62 +  5,35 + 6 2 —  6,59 +  8,50 + 63 ,91 0 —  7,93 +  0,50 —  7,43

0,4а 0 +  2,33 — 0,86 +  1,47 +  62 —  2,94 +  8,70 +  67,76 0 —  9,11 +  2,10 —  7,01

0,5а 0 +  0,00 — 0,00 +  0,00 +  62 —  0,00 +  8,10 +  70,10 0 —  9,18 — 0

0,0а 0 +  1,17 — 1,21 —  0,04 +  62 —  1,52 +  1,73 +  62,21 0 0 0 0

0,1а 0 +  1,11 — 1,18 —  0,07 +  62 —  1,44 +  1,53 + 6 2 ,0 9 0 —  0,43 +  0,44 +  0,01
«О 0,2а 0 +  0,93 — 0,86 +  0,07 +  62 —  1,21 +  1,20 +  61,99 0 —  0,81 +  0,88 +  0,07

0,3а 0 +  0,67 — 0,62 +  0,05 +  62 —  0,86 +  0,70 + 6 1 ,8 4 0 —  1,10 +  1,28 +  0,18

0,4а 0 +  0,35 — 0,28 +  0,07 +  62 —  0,45 +  0,40 +  61,95 0 —  1,27 +  1,36 +  0,09

0,5а 0 +  0,00 1 О о о +  0,00 +  62 —  0,0 0 +  0,00 + 6 2 ,0 0 0 —  1,33 — 0

Die b e rech n e ten  u n d  gemessenen W e rte  stim m en  sehr gu t überein  ; bei 
d e r  B estim m ung d e r  K on stan ten  in  d en  G leichungen (41) u n d  (42) bzw. bei 
d e r  ganzen S pan n u n g srech n u n g  genügt a lso  d ie V erw endung der G lieder n —
=  1 - 1 5 .

Die einzige k r itis c h e  Stelle is t der E c k p u n k t, hier sind die grössten  Abwei
chungen  der S p an n u n g sw erte . So m uss d ieses Problem  ein  w enig genauer 
b e tra c h te t  w erden.
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Die A bw eichungen zwischen den  bei d e r U m gebung des E c k p u n k te s  
gem essenen und  ausgerechneten  S p an n u n g sw erten  h aben  folgende U rsa c h e n . 
In  den R echnungen spielen die F o u rie rsch en  R eihen  eine w ichtige R o lle , fü r  
die die P u n k te  x  =  ±  a kritische S te llen  s in d , h ie r besitzen näm lich  d iese 
R eihen den  W ert 0. Z u r Gew innung p räz ise r E rgebn isse  in  der N ähe d e r E cke 
muss m an  noch m ehr G lieder von n b e rü ck sich tig en , was natü rlich  die R ech n u n g s
a rb e it seh r anw achsen  lä ss t.

Bei der B earb e itu n g  des M odells m uss m an  d a ra u f  verz ich ten , d ass  die 
K erbe m it dem  R ad iu s  0 =  0, d. i. ganz  sc h a rf  ausgebildet w erde, w eil das 
p rak tisch  unm öglich is t. (Nach A bb. 2 is t  d er D urchgangsrad ius q =  0,03 cm .) 
Das b e d e u te t, dass die im  Q uerschn itt y  =  0 gem essenen E rgebnisse n ic h t d ie  
R andbed ingungen  d er u rsprünglich  angenom m enen  Aufgabe geben, d . h . die 
so gew onnenen R andbed ingungen  s in d  n u r  A nnäherungen .

E s soll noch b em erk t w erden, d a ss  bei dem  D urchgang о =  0 u n en d lich e  
S pannungsw erte  von  cry au ftre ten  w ü rd en , w enn der S toff un en d lich  e la s
tisch  w äre.

In  der T a t e n ts te h t  beim  E rre ich en  d e r S treckgrenze n a tü rlich  s tän d ig e  
F o rm veränderung , w odurch  also d ie  V erh ä ltn isse  auch  dann  du rch  V ersuche 
n ich t g ek lä rt w ürden , w enn der Ü b erg an g  q — 0 verw irk lich t w erden k ö n n te .

D ie E rgebnisse  zusam m enfassend  k a n n  m an  sagen, dass abgesehen  von 
den singu lären  E ck p u n k ten , bzw. e inem  engen B ereich die a n a ly tisch en  und  
die d u rch  M essungen gewonnenen W erte  g u t übere instim m en  ; diese Ü b e re in 
s tim m u n g  bew eist die R ich tigkeit d e r  L ösung d er gestellten  A ufgabe.
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ZU SA M M EN FA SSU N G

V erfasser h a t  sich  d ie Aufgabe g e s te ll t,  das  im  S tre ifen  eines T -fö rm igen  F la ch s ta b es  
g le ichb le ibender S tä rk e  en ts teh en d e  S p an n u n g sfe ld  zu  b estim m en .

M an k a n n  d ie Spannungsanalyse  m it  H ilfe  d e r  G rundgleichungen  der E la s t iz i tä ts le h re  
vo rn eh m en , u n te r  d en  R an d b ed ingungen  fe h lt  a b e r  d ie zu r D urchgangstelle  v o m  K o p f  zum  
S tre ifen  gehörige. G i r k m a n n  löst dieses P ro b le m  d u rc h  die V oraussetzung, dass d ie  frag liche  
D urchgangste lle  s ta r r  is t .  R ich tiger is t  es, a u ch  d en  Q u e rsch n itt als e lastisch  a n zu n e h m e n . 
D em en tsp rechend  h a t  d e r Verfasser h ie r  d ie  feh len d en  Spannungen  m it S p a n n u n g so p tik  
b e s tim m t. M it d ieser H ilfe  h a t er so d an n  d ie  A irysche  S p an n u n g ifu n k tio n  fe s tg e s te ll t .

D ie gu te  Ü bereinstim m ung  der a u f  o p tisch em  W ege u n d  du rch  m ath e m a tisc h e  L ösung  
g ew o n n en en  S pan n u n g sw erte  b e stä tig t d ie  R ich tig k e it d e r  Spannungsanalyse.
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S T R E S S  F IE L D  D U E  T O  L O A D  TEN SIO N  IN  T H E  L E G  O F A T -S H A P E D  F L A T  B A R

I. HUSZÁR

SUM M ARY

T he au th o r u n d e rta k e s  th e  d e te rm ination  o f th e  s tre ss  f ie ld  arising in  th e  leg o f a  c o n s ta n t
th ic k n e ss  T -shaped b a r.

W ith  th e  a id  o f  th e  fu n d a m e n ta l equations o f  e la s tic ity , th e  stress analysis m a y  b e  
c a rr ie d  o u t. B u t from  th e  b o u n d a ry  conditions is m issing  th e  condition belonging to  th e  
tra n s it io n  betw een th e  h e a d  a n d  th e  leg. G i r k m a n n  reso lv es th e  problem  b y  supposing t h a t  th e  
t ra n s it io n  is rig id . H o w ev e r, i t  is  m ore correct to  co n sid e r th e  transm ission  as being  e la stic , 
to o . A ccording to  th is , th e  a u th o r  has de term ined  h e re  th e  m issing stresses b y  p h o to e lastic ity  
a n d  w ith  th e  aid o f i t ,  th e  A iry  stress function.

T h e  fa c t th a t  th e  s tre ss  va lues ob tained  b y  th e  o p tic a l m ethod  conform  w ell w ith  th e  
s tre ss  v a lu es ob tained  b y  c o m p u ta tio n , confirm s th e  co rrec tn ess  o f  th e  stress an alysis.

L E  C H A M P D E  T E N S IO N  A PPA R A ISSA N T  D A N S L A  T IG E  D ’U N E  B A R R E  P L A T E  
E N  T, P R O V O Q U É  PA R  U N E  C H A R G E  D E  TRA CTIO N

I . HUSZÁR

R ÉSU M É

N o tre  in ten tio n  e s t la  d e te rm in a tio n  du ch am p  de ten s io n  appara issan t dans la  tig e  
d ’u n e  b a rre  p la te  en T . N o u s pou v o n s procéder à  l ’an a ly se  de tension  à l ’aide des é q u a tio n s  
fo n d am en ta les  de la  th éo rie  de l ’élasticité . Parm i les co n d itio n s  fondam entales p e rim étriq u es , 
i l  m a n q u e  cependant celle se ra p p o rta n t  au  passage de la  tê te  à  la  tige. G i r k m a n n  a réso lu  le 
p ro b lèm e  en supposan t q u e  la  tran s itio n  en question  e s t rig id e . I l  est plus exac t de con sid ére r 
ég a lem en t cette  section com m e é lastique. C onform em ent à  c e tte  hipothèse, l ’a u te u r  a  dé te rm in é  
les ten s io n s  m anquan tes p a r  des essais optiques de ten s io n  e t  a  é tab li ensuite  à l ’aide de  c e tte  
m é th o d e  la  fonction  de ten s io n  d ’A iry.

L a  bonne concordance des valeurs de tension  g agnées ainsi p a r la m éthode  o p tiq u e , 
avec  celles de la so lu tion  m a th é m a tiq u e , prouve l ’ex a c titu d e  de cette  m éthode.

ПОЛЕ НАПРЯЖЕНИЙ, ВОЗНИКАЮЩЕЕ В ПРОДОЛГОВАТОЙ ЧАСТИ 
Т-ОБРАЗНОГО ПЛОСКОГО СТЕРЖНЯ ПОД ВОЗДЕЙСТВИЕМ 

РАСТЯГАЮЩЕЙ НАГРУЗКИ

Т . Х У С А Р

РЕЗЮМЕ

Ставится целью определение поля напряжений, возникающего в продолговатой 
части Т-образного плоского стержня неизменной толщины.

С помощью основных уравнений теории упругости можно выполнить анализ на
пряжений. Однако, среди окружных условий недостает условие, относящееся к переходу 
между продолговатой и поперечной частью. Гиркман решает проблему при предполо
жении, что данный переход является жестким. Правильнее же принять и это сечение 
упругим. Соответственно этому с помощью оптического анализа напряжений установлены 
недостающие здесь напряжения. Затем с помощью этого определена функция напря
жений Айри.

Хорошее совпадение значений напряжений, полученных оптическим путем, и зна
чений напряжений математического решения подтверждает правильность анализа 
напряжений.
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MIT EINEM KASKADENGENERATOR VON 800 kV.
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PHYSIKALISCHES FORSCHUNGSINSTITUT D E R  UNG A RISCH EN  A K A D EM IE D ER  W ISSENSCHAFTEN,

BU D A PEST

[E ingegangen am  21. S ep tem ber 1956]

W ie aus den L ite ra tu ran g ab en  [1, 2, 3 ] h e rv o rg eh t, w ird im  allgem einen 
d er K askad en g en era to r m it einer S p an n u n g  von  u n g efäh r 1 МУ den k le ineren  
S pannungsw erten  gegenüber bevorzug t. E ine  n äh e re  A nalyse zeigt jed o ch  [4 ],. 
dass sein  zw eckm ässigster A nw endungsbereich  zw ischen 300 u n d  700 kV  
lieg t.

U nsere h ierbeschriebene erste  A nlage (B ild  1.) w urde auch zu e rs t fü r  
1 МУ g eb au t, jedoch  sp ä te r  um  eine S tufe  a u f  800 k V  ern ied rig t, u m  D u rc h 
schläge zu r Decke zu v e rh ü te n  und  die Fokussierungsschw ierigkeiten  zu m in d ern . 
Die ganze A nlage w urde in  unserer A b te ilung  k o n s tru ie r t u n d  m o n tie rt, ab g e 
sehen von  handelsm ässig  e rre ichbah ren  E inze ls tü ck en , wie V entile, K o n d e n 
sa to ren , u . s. w.

E ine S tufe des K ask ad en g en era to rs  (Bild 2.) b e s teh t aus zwei K o n d e n 
sa to ren  ä lteren  F a b rik a te s  nach  M e i r o w s k y ,  m it e iner K a p a z itä t von  0,01 
[iF u n d  aus zwei S iem ens-V akuum ventilröhren  m it e iner H eizleistung  von  120 
W a tt u n d  einer S p errspannung  von 230 kV . D ie K a p a z itä t  des an  den  T ra n s 
fo rm ato r angeschlossenen K ondensato rs b e trä g t 0,02 [iF. Die H ö ch stsp an n u n g  
e iner einzigen S tufe h a t  den  W ert von  200 kV . D ie P rim ärsp an n u n g  des T ra n s 
fo rm ato rs w ird von  einem  U m form er geliefert, w elcher du rch  E in ste llen  der 
vom  N etz durch  einen  G leichrich ter e rh a lten en  E rregerspannung  zw ischen 0 
u n d  300 V  regu lie rbar is t. Zwecks M inderung  des S pannungsabfalls i s t  die 
F requenz üblicherw eise f  =  500 s“ 1 gew ählt. D er M axim alw ert der S ek u n d ä r
sp an n u n g  des T ran sfo rm ato rs  is t 100 kV . Bei d iesen  D a ten  b e trä g t d er S p a n 
nungsab fa ll 8400 V /m A  u n d  die W elligkeit 2000 V /m A .

Die im  S ch rifttu m  beschriebenen  K ask ad en g en era to ren  u n te rsch e id en  
sich  in  e rs te r Linie in  d er A usbildung  des H ochspannungsfeldes, ferner in  d e r  
A rt der R öhrenheizung  von  einander. H eu te  w ird  fa s t  ausschliesslich das d u rch  
d ie  Philips-W erke e ingefüh rte  M odell m it oberer Schu tze lek trode  der se p a ra te n  
E ndelek trode  b evorzug t. Diese le tz te re  L ösung b ie te t  den  V orteil einer k leineren  
B auhöhe, die v o rh er e rw äh n te  sich e rt jedoch  eine grössere H o m o g en itä t des 
Feldes. Die H eizung d er V en tilröhren  erfo lg t en tw ed er du rch  iso lie rt an g e
trieb en e  D ynam os, oder du rch  H ochfrequenzheizung . D as Problem  d er H eizung
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B ild  1. L ich tb ild  der 800 kV B eschleunigungsanlage



Bild  2Ь. M echanische K o n s tru k tio n

B i ld  За. Vereinfachte Schaltung der ganzen Anlage
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w ird  b e i d e r neuesten  Lösung, du reh  die A nw endung  von T rockeng le ichrich tern  T 
v o llk o m m en  beseitig t.

V on technischem  G esich tspunk te  au s  k a n n  die D ynam oheizung  am 
e in fa c h s te n  verw irk lich t w erden . U nsere A b te ilung  h a t  zw ar n eu erlich  auch 
d en  B a u  eines 600 kV  K ask ad en g en era to rs  m it H ochfrequenzheizung  b een d ig t, 
w ir w ollen  jedoch über die h ierbei e rw orbenen  E rfah rungen  andersw o  be
r ic h te n .

D ie A nordnung der D ynam os u n d  M ontierung  der Iso lierachse k a n n  au f 
die in  B ild  3. dargeste llte  W eise erfolgen. Zw ecks der m echanischen  S ta b ilitä t 
des A p p a ra te s  w ird eine S tufe im  a llgem einen  du rch  je  zwei p ara lle lg esch a lte te  
K o n d e sa to re n  geschaffen ; so m it b e s te h t d ie  ganze A nlage no tw end igerw eise  
aus v ie r  Säulen . B ei dieser A no rd n u n g  s in d  die H eizgeneratoren  n a tü r lic h e r
w eise zw ischen den beiden  Säulen  a n g e b ra c h t (Bild 3a). D ie D ynam os sind  
le ic h t zugäng lich , die H öhe d e r A nlage w ird  d u rch  sie n ich t beein flu sst. E in en  
N a c h te il b ild e t jedoch der v e rh ä ltn ism äss ig  geräuschvolle B e trieb  u n d  der 
U m s ta n d , dass die Y en tilröh ren  d irek ten  S ch ü tte ru n g en  ausgesetz t s in d . G anz 
a lle in s te h e n d  is t die S iem en s-K o n stru k tio n . Die in nerha lb  d er als k o n zen 
tr is c h e  Z y lin d er ausgebildeten  K o n d en sa to ren  aufsteigende Achse s ich e rt einen 
g e räu sch lo sen  B etrieb  u n d  s te llt  eine einfache u n d  s tab ile  m echanische K o n s tru k 
tio n  d a r  (B ild  3c). H ingegen w ird  die B au h ö h e  etw as grösser u n d  R epera tu r,, 
o d e r A u s ta u sc h  der B estan d te ile  scheinen  n ic h t e infach  zu sein. Die m echan ische  
S ta b i l i tä t  d er K o n stru k tio n  36 is t zw ar n ic h t ausreichend, die K o n s tru k tio n  
se lb s t i s t  jedoch  sehr einfach . Die M ontage e rfo rd e rt das A bnehm en  d er A b 
ru n d u n g e n  an  heik len  S tellen u n d  die Y en tilrö h ren  leiden durch  die E rs c h ü tte 
ru n g e n .

D ie von  uns gew ählte K o n s tru k tio n  (siehe Bild 2 u n d  d e ta illie rten  
A nriss im  B ild  3d) en tsp rich t den  A nfo rderungen  grosser m echan ischer S ta b ili
t ä t ,  v erh ä ltn ism ässig er G eräuschlosigkeit u n d  sep ara te r K üh lungsm öglichkeit, 
ih re  M o n tie rb a rk e it is t  jed o ch  n ich t als g lücklich  zu bezeichnen. D ie R eg u 
lie rv o rric h tu n g e n  der D ynam os sind  zw ar au ch  ohne A bnehm en d e r A b ru n 
d u n g en  zugänglich , R e p a ra tu r  u n d  R ein ig u n g  der D ynam os s ind  jed o ch  n u r  
n a c h  vo llkom m ener Zerlegung d er S äulen  m öglich . M it R ücksich t a u f  die fü r  
die D y n am o s g a ran tie rte  lange  L eb en sd au er schein t dies n ich t g e fäh rlich  zu 
se in , d a  d ie Anlage sowieso jä h rlic h  p langem äss gereinigt u n d  zerleg t w ird- 
B is h e u te  h a t  sich dies (bei e in er B e trieb sze it von  zwei Jah ren ) als genügend 
e rw iesen . N ötigenfalls k a n n  das G erä t ohne besondere Schw ierigkeit dem  T yp  
3a  gem äss um gebau t w erden, den ich a u f G ru n d  der b isherigen E rfah ru n g en  
fü r  d ie  b e s te  K o n stru k tio n  h a lte .

D ie B erechnung des e lek trischen  Feldes is t  n u r  m it einer ziem lich groben,, 
von  versch iedenen  Seiten her erfo lg ten  N äh eru n g  m öglich. Die a u f  diese W eise 
e rh a lte n e n  D im ensionen w urden  du rch  A u fb au  einer S tufe experim en te ll k o n 
tro llie r t.
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d
B ild  3. V erschiedene K o n stru k tionsm öglichkeiten  fü r  E in b au  der H e izdynam os. 

(B ild  »d« zeigt die v o n  u ns d u rch g efü h rte  K o n s tru k tio n .)
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D ie Einzelteile d e r  A chsenverb indung  s in d  aus B ild  2 ersiehtlieb.. D er 
A n trieb sm o to r is t a u sse rh a lb  der Säule a n g e b ra c h t, nachdem  er in n e rh a lb  
d e r  S äu le  bei D u rchsch lagen  oft in  K urzschluss gera ten  is t. H ied u reh  wurde: 
g le ichze itig  auch ein  g la t te re r  G ang der E in ric h tu n g  erre ich t.

D ie Spannung d e r  e rs te n  G enerato rstu fe  w ird  m it einem  in  Ö lbad  befin d 
lic h e m , aus In g e le n -F a b rik a ten  k o n stru ie rtem , b is zu 250 kV  anw endbarem  
M essw iderstand  von 1640 M ß  gem essen. Die E ich u n g  dieses W id erstandes haben  
w ir  m it  einer K u g elfunkenstrecke  von  15 cm  bezw . 75 cm D urchm esser, u n m itte l
b a r  im  Bereiche der M essp an n u n g  vorgenom m en, nachdem  die einzelnen  Teile 
des W iderstandes b e re its  b e i n iedrigeren  S pannungen  geeicht w orden  sind- 
Z u r  K on tro lle  dienen S p a n n u n g  u n d  E rregerstrom  d e r P rim ärse ite  u n d  ausserdem  
ein  R o ta tio n sv o ltm e te r, d e r d ie  Spannung des ganzen  G enerators m isst u n d  b e i 
n ie d rig e re n  S pannungen  u n m itte lb a r  m it dem  W iderstandspannungsm esser 
v e rg lich en  worden is t. W eite re  E inzelheiten  ü b e r die S pannungsan lage  siehe 
[6 , 7 ] .

D as  B eschleunigungsrohr befinde t sich la u t A nordnung  (B ild 4.) zw ischen 
d en  d re i Tragsäulen d e r o b eren  E lek trode. E in  W id erstan d , der u rsp rüng lich  
fü r  M esszwecke b es tim m t w a r  u n d  sich in  e in er d e r T ragsäu len  b e fin d e t, s ich ert 
d en  E rdansch luss der o b eren  E lek trode. In  d er zw eiten T ragsäu le  sin d  die z u r  
R eg u lie ru n g  dienenden S eidenschnüre  an g eb rach t, w ährend  die d r i t te  Säule 
d as  A n trieb sb an d  des z u r E nerg ieverso rgung  d e r oberen E lek tro d e  dienenden 
G e n e ra to rs  en th ä lt. D ieses Iso lie rb an d  zeig t eine m erk liche T endenz, als ein 
se lb ste rreg en d er V an  de G raaff-G enera to r zu a rb e iten . H ied u rch  k a n n  die 
obere  E lek trode  selbst im  F a lle  der A usschaltung  d er S peisespannung des K as
k ad en g en e ra to rs  einen  b e trä c h tlic h e n  S pannungsw ert erreichen , der m anchm al 
au ch  ein ige H undert kV  b e tra g e n  kann  ; dies ve rm ag , m it R ü ck sich t a u f  die 
K o n d en sa to ren , auch e rn s te  B e triebsun fä lle  zu  v e ru rsachen , insofern  die nötigen 
V orsich tsm assregeln  n ic h t re c h tz e itig  getroffen w erden .

D as  Evakuieren  des B eschleunigungsrohres erfo lg t m itte ls  e iner Ö ldiffusions
p u m p e  m it einer S auggeschw indigkeit von 1500 1/sec, jedoch  ohne jed e  K ü h l
falle .

D ie  Fokussierungsprob lem e Hessen sich n u r  m it der so rg fä ltig sten  Mon
tie ru n g  lösen. Nach B ild  5. h a t  es sich als zw eckm ässig  erw iesen, das T ragglied  
d er E lek tro d e  gesondert zu befestigen . E benso  w ich tig  is t , dass die rad ia le  
V ersch ieb b ark e it und  d ie K ip p b a rk e it der e inzelnen  E lek tro d en  gesichert 
w e rd en . Ü ber w eitere E in ze lh e iten  siehe [8 , 9 ] .

A ls Ionenquelle h ab e n  w ir wegen der geringen  Io n en streu u n g  u n d  des
h o h en  A tom ionengehaltes d ie  H ochfrequenz-Ionenquelle  (B ild  6) gew ählt 
[10, 1 3 ] .

D e r  S trah lengang  is t  im  B ild 2 zu sehen. E s b es teh t die M öglichkeit, 
d ie  H ochfrequenz-Ionenquelle  m it einer O lip h a n t’schen Ionen  quelle [14] zu 
e rse tz e n , ohne dam it d ie  F okussierungbed ingungen  zu v e rän d ern .
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B ild  4. A ufbau  des B eschleuni
gungste iles: 1 T räg erk o n stru k tio n .
2 A bsaugerohr. 3 A uffänger des 
B eschleunigungsrohres. 4 D iffu
sionspum pe. 5 V orvakuum pum pe. 
6 Porze llan iso la to ren . 7 B eschleuni
gungselektroden. S A bschirm ungs
e lek troden . .9 A n trieb eb an d  des
3 X 380 V G enerators. 10  3 X 380 V 
G enerator. 11 O bere E lek trode. 
12 A b le itw iderstand  in  Öl. 13 E lek 
trische  V erb indungen . 14 V akuum 
m ete r. 15 H ochfrequenz-Ionen- 
quelle  und O szillator..?6' Spannungs
quelle  der A bsaugespannung  der 
Ionenquelle . 17 Spannungsquelle  
des O szillators. 18 Spannungsquelle

der V orfokussierung

15 16 10 12 11

е т л щ л л / V V  rX'W AW V XX
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D er M axim alw ert des e rh a lten en  T arg e ts tro m s b e tru g  500 ц А ; bei einer 
S p a n n u n g  von 600 k V  k a n n  betriebsm ässig  300 [лА. e rre ich t w erden . E s erfolgten 
B eschleunigungen  m it e in e r  m axim alen  E nerg ie  von ü b er 700 keV , jedoch 
e tw a s  geringerer S tro m s tä rk e . D ie S pannung  w urde du rch  V akuum durch- 
sch läg e  begrenzt. E s erw ies sich als no tw end ig , dieses P rob lem  ausführlich  
z u  u n te rsuchen  [15, 16 ].

/  7 3 4 В 5 В

B ild  5 . D as elektrische L in sen sy stem  der B eschleunigung u n d  Fokussierung. 1 B eschleunigungs
e le k tro d e n . 2 A bsch irm ungse lek trode . 3  P o rzellan iso la to r. 4 R ingförm iges Zwischenglied. 
5  V erb indungsschraube. 6 S te llsch rau b en  des Zwischengliedes. 7 K ugelgelenk-S tellschraube 

d e r E lek tro d en . 8 A bsch irm ungskörper

Ic h  ergreife noch  d ie  G elegenheit, um  m einen  D an k  den jen igen  auszu
sp re c h e n , die durch  ih re  M itw irkung  das Z ustan d ek o m m en  d er h ie r beschrie
b e n e n  A nlagen gefö rd ert h a b e n . So w aren J .  E r ő  u n d  G. S c h m i d t  bei den 
e r s te n  B eschleunigungsexperim enten  tä tig . D ie Ionenquelle  is t  den  E x p eri
m e n te n  von J . E r ő  z u  v e rd a n k e n . I . M é r e y  h a t  bei den  K o n stru k tio n s-  und  
A u sfü h ru n g sa rb e iten  des K ask ad en g en era to rs , E . P á s z t o r ,  J .  R oósz  und  
F r a u  S i e g l e r  bei dem  Z u stan d eb rin g en  der B eschleunigungsanlage m itgew irk t.

V on den A u ssen m ita rb e ite rn  w ar G. F arga  derjenige, der v o r dem  K rieg 
d e n  e rs te n  K ask ad en g en era to r in  U ngarn  k o n s tru ie r te : der U m form er und  
d e r  T ran sfo rm ato r s in d  se in em  A p p ara t en tnom m en .
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B ild  6. A nriß  de r Ionenquelle  und  des V orfokussierungssystem es. 1 P o rze llan iso la to r. 2  
Z w ischenring . 3 E rs te  B eschleunigungselek trode. 4 M ontierungseinsatz. 5 B e fes tig u n g sp la tte  
d e r  E le k tro d en  aus P lexiglas, ö S te llsch rauben  de r E lek tro d en . 7 V ak u u m d ich tu n g en . 8 A b 
sch lu ssp la tte  des B eschleunigungsrohres. 9  Sch rauben  de r A b sch lu ß p latte . 10  H o ch sp an 
n u n g sd u rch fü h ru n g en . 11 S te llsch rauben  de r Io nenquelle . 12  U n te rla g p la tte  de r Io n en q u elle . 
13  T o m b a k  Federkörper. 14 Z y linder de r V orfokkussierungslinse. 15 M o n tie ru n g sp la tte  de r 
Z y lin d e r. 10 A bsaugeröhrchen de r Ionenquelle . 17 Q uarzrörchen . 18 Ionenquelle . 19  W olfram 

elek trode

E in  besonderer D an k  soll noch d er m echanischen  u n d  S chw ach stro m 
w e rk s ta tt  unserer A bteilung fü r die V erfertigung  der A p p ara te  ausgesprochen  
w erd en .

В A cta Technics XIX/3—4.
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ZUSA M M ENFASSUN G

E s w ird  eine A nlage b esch rieben , w elche v o n  de r A b te ilu n g  fü r  A tom physik  des P h y s i
kalischen  F o rsch u n g sin s titu tes  d e r U ngarischen A kadem ie  d e r W issenschaften  im  Ja h re  1953 
k o n s tru ie r t u n d  g eb au t w u rd e . E s w erden einige E in ze lh e iten , w elche von  den in  de r b e tre f
fen d en  L ite ra tu r  b efin d lich en  L ösungen ab  w eichen — wie d ie H eizung de r V en tilrö h ren , 
Ionen-fokussierung  usw . — au sführlicher d isk u tie rt.

A N  A C C E L E R A T IN G  PL A N T  W IT H  A  800 kV  CASCADE G E N E R A T O R

к . sim onyi 

SUM M ARY

T he p ap er describes a n  in sta lla tio n  designed a n d  c o n stru c ted  b y  th e  A to m p h y sics  
D iv ision  o f  th e  C entra l P h y s ica l R esearch  In s ti tu te . Som e aspects are  trea te d  in  d e ta il, w hich 
a re  d iffe ren t from  th e  so lu tions published  in  l ite ra tu re , such  as, e. g ., th e  heating  o f  th e  re c tif ie r  
tu b es , th e  io n  focussing, e tc .

U N E  IN S T A L L A T IO N  D ’A C C É L É R A T IO N  A V EC  U N  G É N É R A T E U R  E N  CASCADE
D E  800 kV

K . S IM O N Y I

R É SU M É

L ’a u te u r  d écrit u n e  in s ta lla tio n  é tud iée  e t c o n stru ite  p a r  le D ép artem en t de P hy siq u e  
A to m iq u e  de l’In s t i tu t  C en tra l de R echerches P hysiques. Q uelques questions de dé ta il son t 
tra ité e s  de près, tel que, p a r  exem ple, le chauffage des tu b es  redresseurs, la  focalisation  des 
ion s, e tc ., questions d o n t la  so lu tio n  e st d ifférente  des so lu tions qu i o n t  été  publiées a u p a ra v a n t.

УСКОРИТЕЛЬНОЕ УСТРОЙСТВО С 800 к в  КАСКАДНЫМ ГЕНЕРАТОРОМ

К. шимони 

РЕЗЮМЕ

В статье дается описание устройства, сконструированного и построенного Отде
лением атомной физики Центрального физического исследовательского института. Более 
подробно рассматриваются отдельные детальные вопросы, которые отличаются от реше
ний, описанных в соответствующей специальной литературе, как, например, накал вы
прямительных ламп, фокусировка ионов и т. д.



DURCH ZUNDERBILDUNG VERURSACHTE GEFÜGE
VERÄNDERUNGEN UND TECHNOLOGISCHE FEHLER 

IN DER WARMGEWALZTEN BRONZE BZ 5

Z. H E G E D Ü S
C SEPEL EISEN- UND M ETA LLW ERK E, BU DA PEST-CSEPEL 

[E ingegangen am  16. O k to b e r 1956J

D ie B ronze Bz 5 (MNOSZ 710-52) w ird  d erzeit m eistens k a lt  g ew alz t. 
Beim  K altw alzen  is t  infolge d er n iedrigen  R ed u k tio n  und  dem  häufig  n o tw en d ig  
w erdenden  W eichglühen die P ro d u k tio n  gering  u n d  deshalb w urden  ü b e ra ll 
zah lreiche V ersuche zum  W arm w alzen  der B ronzeso rten  Bz 5 an g este llt. D ie 
F ab rik a tio n sv ersu ch e  w aren m it v ielfachen Schw ierigkeiten  v erb u n d en  u n d  
u n te r  d iesen  w ar die B ildung von  O berflächenrissen  u n d  das Ü b erlap p en  am  
unan g en eh m sten . D ie vorliegende S tudie  bezw eck t, diese Feh lererscheinungen  
zu  u n te rsu ch en .

B eim  W arm w alzen  b ilden  sich bei der e rs te n  R eduk tion  au f den  P la t te n 
oberflächen  feine Q uerrisse, d ieser F eh ler h a t  sich  bei den allerm eisten  W a rm 
w alzversuchen  gezeigt.

A uch  beim  K altw alzen  tre te n  gelegentlich  O berflächenrisse auf, sie w erden  
bei ungenügendem  A bfräsen , P o ro s itä t u n te r  d e r R inde und  o b e rfläch ig e r 
Z in n an re ich eru n g  v e ru rsach t. N ach E w i g - D a u e s  [1 ] können O b e rflä c h en 
risse auch  die Folge u n rich tigen  A bfräsens se in , nach  seiner M einung re is s t 
die Schneide des F räsers  die an  der Grenze d er a -K ris ta lle  befind lichen  h a r te n  
a  +  d -E u tek to id en  heraus u n d  die G efügeauflockerung  an  den K ris ta llg ren zen  
k an n  b e im  W alzen R isse u n d  Ü berlappen  v e ru rsach en . Die beim  W arm w alzen  
e n ts ta n d e n e n  R isse sind  n ich t m it den e rw äh n ten  U rsachen  zu erk lären , im  U m kreis 
d ieser R isse f in d e t m an  auch in te re ssan te  G efügeveränderungen , die a u f  an d ere  
F eh lerquellen  verw eisen.

D er vom  Z u n d er ausgefü llte  R iss w ird  von  einer an  Z inn v e ra rm te n  
S ch ich t um geben . D ie sorgfältige m eta llog raph ische  U ntersuchung des an  Z inn  
v e ra rm te n  Teiles h a t  das V orhandensein  m eh rere r Gefügezonen ergeben  
(Bild 1). Die an  Z inn  v e ra rm ten  a -K ris ta lle  d e r B ronze nehm en beim  Ä tzen  m it 
Fe Cl3 eine hellere F a rb e  an . U n m itte lb a r  neb en  dem  O xyd erscheint e ine  d ü n n e , 
schw er ä tzb a re  feinkörnige Schich t u n d  a u f  d iese fo lg t eine g leichm ässig d icke, 
an  Z inn  gänzlich  v e ra rm te , reichlich sekundäres S n 0 2 en thaltende Z one. D ie an  
E insch lüssen  reiche Schicht is t auch an  einem  u n g eä tz ten  Schliff gu t zu  b e o b a c h 
te n , sie fo lg t g enau  der F o rm  des eingew alz ten  O xydeinschlusses (B ild  2) . 
Schliesslich fo lg t e in  teilw eise an  Z inn v e ra rm te r  T eil, der beim  Ä tz e n  sich

8*
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h e lle r fä rb t u n d  stufenw eise in das G rundgefüge übergeh t. D iese c h a ra k te ri
s tisch en  und  in te re s sa n te n  G efügeveränderungen  sind  auch in  k le inerem  Mass 
b e i den  m it O xyd  ausgefü llten  Rissen u n d  a n  d e r  Oberfläche der k a ltg ew alz ten  
u n d  w eichgeglühten Bz 5 -P la tten  zu b e o b a c h te n .

B ild  1. M it Z in n v erarm u n g  u n d  B ildung von sek u n d ärem  S n 0 2 verbundene G efügeveränderung  
d e r  überg elap p ten  O bei fläche  w arm gew alzter B ronze  B z 5. V —- 20 X , A tz u n g : sa lzsaueres

FeC l3

B ild  2. B ildung v o n  sekundärem  S n 0 2 längs des e ingew alzten  C uO -Einschlusses.
V =  150 X . U n g e ä tz t

D ie vom  O xyd  v e ru rsach ten  G efügeveränderungen , d. h. die B ild u n g  von  
S n 0 2 reg ten  den  V erfasse r zur eingehenden  U n tersu ch u n g  der O b erfläch en 
gefüge beim  W arm w alzen  rissig  gew ordener B löcke an.

D ie ers ten  U n te rsu ch u n g en  ergaben , d ass  sich  u n te r  dem  Z u n d er d e r 
hom ogenisierten  B löcke eine S n 0 2-haltige O berflächenschich t b ild e t. D ie
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w eite ren  Forschungen h a t te n  den  Zweck, die E n ts teh u n g sv e rh ä ltn isse  d e r 
oberfläch igen , an  Z inn v e ra rm te n  einschlusshaltigen  Schich t sowie den Z u sam m en 
h a n g  zw ischen d ieser u n d  d en  O berflächenrissen  aufzuhellen .

B ild  3 . Sekundäres S n 0 2 e n th a lte n d e  Schicht au f der O berfläche eines beim  e rs ten  S tich  ein
gerissenen B ronzeblockes. У = 8 0 0  X U n g eätz t

B ild  4. Sekundäres S n 0 2 e n th a lte n d e  Schicht a u f  der O berfläche eines hom ogen isie rten  Bz
5-B lockes. V =  600 X . U n g eä tz t

D ie versuchsw eise in n e rh a lb  von  1—2 S tu n d en  bei 800—870° C hom o
gen isie rten  Blöcke e r litte n  n a c h  den  ers ten  S tichen  s ta rk e  R isse, in  m ehreren  
F ä llen  zerbröckelten  sie auch  in  Q uerrich tung . O berflächenteile  d e r  b esch ä
d ig ten  Blöcke w aren von  v ie len  groben, sekundäres SnOg e n th a lte n d e n  Schich
te n  b edeck t (B ilder 3 u n d  4.). A u f diese groben u n d  sch a rf  abgeg renzten  Schich
te n  fo lgten viele w inzige, m eistens n u r bei D unkelfe ldbeleuch tung  s ich tb a re
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p u n k tfö rm ig e  E insch lüsse  en th a lten d e  S ch ich ten  (B ild 5.). D ie k le ineren  R isse 
e n d e te n  meistens in  d e r  p u n k ta rtig e n  E insch lusssch ich t. G robe u n d  p u n k ta rtig e  
E insch lüsse  kam en au c h  in  geringerem  A usm ass in  den  bei 700—750° C durch  
3 — 6  S tunden h o m o g en is ie rten  Blöcken vor.

Beim  Ätzen h a t  es s ich  ergeben, dass grobe E inschlussteile  an  Z inn  gänz
l i c h  ve ra rm t w aren, w ä h re n d  in  p u n k ta r tig e n  E insch lusssch ich ten  die Z inn 
v e ra rm u n g  n u r zum  T e il e in tra t .

SBild 5 . Fe ine  p u n k tartig e  E in sch lü sse  in der teilweise z in n v e ra rm ten  Zone. D unkelfeldbeleuch
tu n g . V =  600 X . U n g e ä tz t

D ie optischen E ig en sch a ften  des groben  E insch lusses d eck ten  sich restlos 
m i t  d en en  des im  K u p fe r  u n d  in  B ronzen v o rk o m m en d en  S n 0 2 [3].

E in e  u n m itte lb a re  m ikroskopische Id e n tif iz ie ru n g  d er p u n k täh n lich en  
E in sch lü sse  is t n ich t g e lu n g en . D er V erfasser h a t  deshalb  a u f  experim en tellem  
W eg  gep rü ft, ob d ie  p u n k tfö rm ig e  E in sch lussb ildung  m it der O berflächen
o x y d a tio n  zusam m enhäng t oder das E rgebn is e in e r  von  d ieser unabhäng igen  
G efü geveränderung  is t .

D ie an  der O berfläche  sorgfältig  abgeschliffenen  P roben  w urden  im  elek
t r i s c h e n  Ofen durch zw ei S tu n d en  in  o x y d ie ren d er A thm osphäre  bei 800° C 
w arm b eh an d e lt und  n a c h  e rfo lg te r A bkühlung  u n d  dem  A b b lä tte rn  des Z unders 
w u rd e n  sie poliert u n d  m ikroskop isch  u n te rsu c h t. A u f der O berfläche erschien  
d ie  w ohlbekannte  grobe S nO a-haltige und  a n  Z in n  v e ra rm te  Schich t. N achher 
w u rd e n  die Stücke m eh rm a ls  a u f  allerfeinstem  P a p ie r  geschliffen u n d  p o lie rt u n d  
g le ich ze itig  wurde d ie  O berflächensch ich t stu fenw eise  e n tfe rn t. N ach  jedem  
S c h le ife n  und  Polieren  w u rd e n  die Stücke m ikroskop isch  u n te rsu ch t. U n te r 
d e r  g roben  SnOa-h a ltig en  S ch ich t erschienen die punk tfö rm ig en  E inschlüsse.

D iese U ntersuchungen  h ab e n  ergeben, d ass  d ie  B ildung  der punk tfö rm igen , 
te ilw e ise  an Zinn v e ra rm te n  E inschlusssch ich t m it d e r  V erzunderung  zusam m en



DURCH ZUNDERBILDUNG VERURSACHTE GEFÜGEVERÄNDERUNGEN 367

h ä n g t und  dass die E inschlüsse w ahrscheinlich  ganz w inzige S n 0 2-K ris ta lle  
sind . Die B ildung  des g roben  oberflächigen SnOa sowie des feinen p u n k tfö rm ig en  
E inschlusses is t m it der D iffusion des Oa v e rb u n d en  u n d  e n tsp r ic h t d e r von  
C. S. S m i t h  [4 ] beschriebenen  Z w ischenschicht. Seiner A uffassung  n ach  o x y d ie rt 
bei M essing und  B ronze infolge d er D iffusion des 0 2 bei h öherer T e m p e ra tu r  n u r  
d er L eg ierungskom ponent h eraus, w ährend  das G ru n d m eta ll zu rü ck b le ib t, 
es w ird  höchstens n u r  w enig Oa in  der festen  L ösung aufgenom m en. V erfasser 
h a t ferner u n te rsu ch t, ob in  d er B ildung  von  grobem  S n 0 2 n u r  das in  d e r a  -P h ase  
gelöste Sn te iln im m t oder aus d er Legierung w eiteres Sn in  beach tlich er M enge 
in  die an  Z inn v e ra rm te  Zone d iffund ie rt und  d o rt o x y d ie rt.

Sorgsam  b ea rb e ite te  u n d  po lierte  B ronzeproben  w urden  b e i 700, 800 u n d  
850° C v e rzu n d ert u n d  n ach h er w urde die Z usam m ensetzung  u n d  S tru k tu r  
des Z unders u n te rsu c h t u n d  ebenso die D icke u n d  das Gefüge d er e n ts ta n d e n e n  
an Z inn v e ra rm ten  S chich t.

Die R ö n tg en -S tru k tu ru n te rsu ch u n g  des Z unders n ach  D e b y e — S c h e r r e r  

ergab  Cu20 ,  CuO u n d  w enig S n 0 2.
Z usam m ensetzung  d e r b e n u tz te n  B ronzeproben  : Cu =  92 ,9 % , Sn =  6,3 % , 

Pb <  0 ,0 1 % , Sb =  0 ,016% , F e =  Sp, Zn <  0 ,0 1 % , Cd <  0 ,01% , B i <  0 ,002% , 
P  =  0 ,1 9 % , Ni =  0 ,0 3 % , Mn <  0 ,0 1 % , Al <  0 ,0 1 % .

T afel der E rgebn isse  d er V erzunderungsversuche :

T em p era tu r Z eit Sn-G ehalt des Z unders

700° C ......................................................................  1 S tu n d e  6 ,2 %
3 » 6 ,2 %
6 » 6 ,3 %

800° C ......................................................................  1 » 5 ,8%
2 » 6,1%

850° C ......................................................................  1 » 6 ,3 %
2 » 6,1%

Die V ersuche h ab en  bew iesen, dass d er S n-G ehalt des Z unders p rak tisch  
gleich is t dem  Sn-G ehalt d er B ronze, im  Z under k o n n te  also eine beach tlichere  
D iffusion von  Sn n ic h t erfolgen. D er U m stan d , dass auch  n ach  län g erer Z eit 
d er S n-G ehalt des Z unders n ich t zunahm , als die u n te r  d er O berfläche b e fin d 
liche E inschlusssch ich t v o n  S n 0 2 schon oxyd ieren  k o n n te , lä s s t  den  Schluss 
zu, dass in  d ieser O berflächensch ich t eine b ed eu ten d ere  M enge von  Sn auch 
n ich t d iffund ierte . S n 0 2 lö s t sich w eder in  K u p fe r noch  in  CuO —Cu20 .  SnO a 
v e rm in d e rt Weder das T em po d er V erzunderung  noch b ild e t es eine S ch u tz 
sch ich t.

In  d e r s ta rk  o x y d ierenden  O fenatm osphäre  g eh t die V erzunderung  der 
B ronze in  zwei E ta p p e n  v o n s ta tte n . Z uerst o x y d ie rt d er S n-G ehalt des a -K ri- 
s ta lls  u n d  e rs t n ach  völliger Z innverarm ung  t r i t t  d ie O xydatio n  des K upfers 
ein . A n jen en  S tellen  wo d er partie lle  D ruck  des S auerstoffs gross is t ,  b ild e t 
sich  grobes, kan tiges S n 0 2, w ährend  die a -K ris ta lle  ganz an  Z inn verarm en .
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A n d en  Stellen m it n ied rig erem  p artie llen  D ruck  e n ts te h t w äh ren d  der te il
w eisen  Z innverarm ung  w inziges S n 0 2.

D ie eingew alzten bzw . R isse ausfü llenden  E inschlüsse von CuO reduzieren  
s ich  b e i hoher T em p era tu r zu  Cu20  u n d  das infolge der R eak tio n  CuO —> Cu20  -f- 
-(- О freiw erdende 0  d iffu n d ie r t in  die R ronze, w ährend  d er S n-G ehalt des а 
zu  S nO a oxyd iert, das eine v ie lästige  F o rm  an n im m t. N ach  völliger R eduk tion  
des CuO sink t der p a rtie lle  D ru ck  des 0 2 s ta rk  u n d  is t  n u n m eh r un fäh ig , das 
in  d e r  z in n v erarm ten  S ch ich t zu rückgeb liebene Sn zu  oxydieren . R ei län g erer 
W arm b eh an d lu n g  red u z ie rt d e r schw ächere E inschluss von Cu20  v o llständ ig  
u n d  seine frühere Stelle is t  n u r  d u rch  das viele sekundäre  S n 0 2 sowie durch 
d ie  ö rtliche  Z innverarm ung  zu erkennen .
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ZUSA M M ENFASSUN G

D ie bei den e rsten  S tich en  des W arm w alzens en ts teh en d en  O berflächenrisse  geringer 
T iefe  h än g en  m it de r in  d e r A tm o sp h ä re  des O fens infolge de r B ildung  von S n 0 2 e n ts te 
h e n d e n  Z innverarm ung zu sam m en . D ie V erzunderung  erfo lg t in  zwei A bstu fu n g en . Z uerst 
o x y d ie r t  d e r  Sn-G ehalt des a -K ris ta lls  zu  S n 0 2 u n d  e rs t nach  vö lliger Z innverarm ung  v e rzu n d e rt 
d a s  K u p fe r. Die Z innverarm ung ü b e rh o lt  in  R au m  u n d  Z eit die O x y d a tio n  des K upfers. Die 
S tä rk e  d e r  z innverarm ten  S ch ich t w echselt in  A bhäng ikgeit von de r hom ogenisierenden  T em 
p e r a tu r  u n d  Zeitdauer. F o rm  u n d  A bm essung des sek u n d ären  S n 0 2 w echseln in  A bhängigkeit 
v o m  v o rh an d en en  p a rtie llen  D ru c k  des 0 2.

C H A N G E S  O F ST R U C T U R E  A N D  M A N U FA C T U R IN G  FA U L TS CAUSED B Y  SCA LIN G,
IN  H O T -R O L L E D  Bz5 B R O N Z E

Z. H EG ED ŰS

SUM M ARY

Surface cracks form ed a t  th e  f ir s t  passes o f  ho t-ro lling  are connected  w ith  d e -tinn ing  
o f  th e  surface  and form ation  o f S n 0 2 in  th e  a tm osphere  o f  th e  ox id iz ing  furnace. T he fo rm ation  
o f  sca le  proceeds in two steps. F ir s t ,  th e  Sn c o n ten t o f  th e  а -c ry s ta l oxid izes in to  S n 0 2 an d  
o n ly  a f te r  com plete de-tinn ing , th e  copper oxidizes. The d e -tinn ing  precedes th e  o x idation  
in  sp ace  an d  tim e. The th ick n ess o f  th e  de-tinned  lay er is a fu n c tio n  o f th e  hom ogenization  
te m p e ra tu re  and the  tim e. T he form  o f  th e  secondary  S n 0 2 and its  d im ension varies as a  fu n c tio n  
o f  th e  p a r tia l  pressure o f th e  0 2 being  there.
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A L T É R A T IO N S ST R U C T U R A L E S E T  D É F E C T U O S IT É S  D E  FA B R IC A T IO N  
PR O V O Q U É E S P A R  L ’O X Y D A T IO N  D U  B R O N Z E  Bz 5 L A M IN É  À  C H A U D

Z. HEGEDŰS
R É SU M É

L es fentes superficielles de p e tite  p ro fo n d eu r, se fo rm an t lors de la prem ière p h ase  de 
lam inage à chaud , so n t en  re la tion  avec la  réd u ctio n  d’éta in  accom pagnée d ’une fo rm a tio n  
de  S n 0 2 dans l’a tm osphère  du four d ’o x y d a tio n . L ’o x y d a tio n  s’effectue en deux phases. P rem iè re 
m en t, la ten eu r en Sn d u  cris ta l a  s’o xyde  en S n 0 2, e t ce n ’est q u ’après réd uction  co m p lè te  
de  l ’é ta in  q u ’a lieu l ’o x y d a tio n  du  cu ivre . L a  réd u ctio n  de l ’é ta in  précède l’oxv d a tio n  d u  cu iv re  
dans l ’espace e t dans le tem ps. L ’épaisseur de  la  couche d ’é ta in  réd u ite  varie  en fo n c tio n  de la  
tem p é ra tu re  e t du  tem p s d ’hom ogénisation . L a form e e t les d im ensions du S n 0 2 secondaire  
v a r ie n t su iv an t la p ression  partie lle  de l ’0 2 présen t.

ИЗМЕНЕНИЯ СТРУКТУРЫ И ПРОИЗВОДСТВЕННЫЕ ДЕФЕКТЫ, ВЫЗВАННЫЕ 
ВСЛЕДСТВИЕ ОБРАЗОВАНИЯ ОКАЛИНЫ В СЛУЧАЕ ГОРЯЧЕКАТАННОЙ

БРОНЗЫ Bz 5

3. ХЕГЕДЮШ

РЕЗЮМЕ

Неглубокие поверхностные трещины, образующиеся при первых пропусках в 
случае горячей прокатки, связаны с потерей олова на поверхности, связанной, в свою 
очередь, с образованием S n 0 2 в атмосфере кислой печи. Образование окалины происходит 
в две ступени. Сначала окисляется содержание Sn a-кристалла в S n 0 2 и только после 
полной потери олова происходит образование окалины меди. Потеря олова как в про
странстве, так и во времени предшествует окислению меди. Толщина потерявшего олова 
слоя изменяется в функции температуры гомогенизации и времени. Форма и размер пер
вичной S n 0 2 изменяется в зависимости от парциального давления присутствующего 0 2.
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In  geotherm ic research  an d  in  oil p ro duc tion  i t  is im p o rta n t to  know  the  
tem p era tu re  regim en o f th e  flu id  : o f w ater an d  oil, ris ing  in  d rill ho les. W hile 
th e  tem p era tu re  o f th e  s ta g n a n t flu id  colum n in  th e  hole ra p id ly  a t ta in s  th e  
rock tem p era tu re , th a t  o f  th e  flu id  flowing in  th e  hole m ay  su b s ta n tia lly  differ 
from  th e  v irg in  rock te m p e ra tu re . F o r th e  d e te rm in a tio n  of th e  te r re s tr ia l  h ea t 
flow  know ledge of th e  v irg in  rock  tem p era tu re  is necessary . T he p ro d u c tiv e  
cap ac ity  o f oil wells is a ffec ted  b y  th e  v iscosity  d is tr ib u tio n  o f th e  flow ing  oil ; 
on th e  o th e r h an d , th e  la t te r  is a function  of th e  tem p e ra tu re  d is tr ib u tio n .

T he flu id  rising  in  a v e rtic a l cylindrical d rill hole en te rs th e  ho le  a t  given 
d e p th  m ostly  a t  a te m p e ra tu re  iden tica l w ith  th e  s t r a ta  te m p e ra tu re , i. e. th e  
v irg in  rock tem p era tu re . Supposing uniform  th e rm a l co n d u c tiv ity  th e  te m p e r
a tu re  of th e  u n d is tu rb ed  s t r a ta  decreases linearly . T he h ea t o f th e  ris in g  flu id  is 
p a r tly  tran sfe rred  to  th e  s t r a ta ,  while th e  te m p e ra tu re  o f th e  f lu id  d ro p s. H ow 
ever, according to  experience, th e  tem p era tu re  o f  th e  flu id  flow ing fro m  th e  well 
is  from  th e  place of e n try  u p w ard  always h ig h er th a n  th e  s t r a ta  te m p e ra tu re .

L et along a len g th  dz  o f  th e  drill hole th e  h e a t  q u a n ti ty  flow ing  from  the  
f lu id  in to  th e  rock  be q. dz. I f  th e  volum e o f f lu id  flow ing in  th e  w ell in  u n it 
tim e  is V , its  specific h e a t c, th e n  th e  tem p era tu re  d rop  o f  th e  incom pressib le  flu id  

q dz
will be

Vc
, th a t  is , i f  T F is th e  tem p era tu re  o f  th e  flu id , th en

d T ,  =  - 4 dz
V c

( 1 )

T he h e a t q u a n tity  (q) flow ing in  along u n it  len g th  o f th e  d rill hole in  u n it 
tim e  m ay  be com pu ted  i f  th e  p a r tia l d iffe ren tia l eq u a tio n  o f h e a t  conduction  
is solved for th e  case o f  a hollow  cylinder im m ersed  in to  an  in fin ite  space  charac
te rized  b y  given th e rm a l con d u c tiv ity  an d  d iffu siv ity , an d  th e  tem p era tu re  
g rad ien t on th e  cy lin d er w all is calcu lated  (1). Suppose th a t  th e  h e a t tran sfe r 
coeffic ien t a  =  ° ° , t h a t  is , n o th in g  o b stru c ts  th e  h ea t flow  betw een  liqu id  and  
casing , as well as be tw een  casing  and  rock (tra n s itio n  resistance  to  h e a t conduc
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t io n  is  zero), then  a t a g iv en  difference o f te m p e ra tu re  th e  am o u n t of h ea t 
f lo w in g  in to  the rock on u n i t  leng th

q =  Я • F  (y>) ■ r  (2)

w h ere  Я is th e  coefficient o f  th e rm a l conductiv ity  o f  th e  rock, r  is th e  difference 
o f  te m p e ra tu re  of th e  cy lin d e r w all and of th e  v irg in  rock. In  th e  case on h an d

F (V )  =  —- Í J

r =  T p  — T a  ,
CO

_______dß_

J t ( ß )  +  Y l ( ß )  ß
(3)

TR ' °  ' f  г  - H

I f  г  - o

a t
w here  V =  i a is th e  co effic ien t of th e rm al d iffu s iv ity  of the  rock , t is th e

tim e  t h a t  has elapsed since th e  s ta r t  of flu id  flow , R  th e  d iam eter o f  th e  drill 
ho le, J 0 a n d  Y0 are zero o rd e r Bessel functions o f th e  f irs t and  second k in d , 
ß  th e  v a r ia b le  of the in teg ra l. T h e  v alue  of F(y>) can  be  ta k e n  from  ta b u la tio n s  (2). 

T h e  problem  can also be  so lved  w ith the  aid  o f  th e  h e a t tran sfe r coefficient

(3). I n  th is  case instead  o f F  (y ) th e  value of F  Í— —

w ith . I n s te a d  of equation  (3) th e  use of the  follow ing fo rm ula  gives a good ap 
p ro x im a tio n  (4).

2 ^71

I T '

has to  be calcu lated

F(V>)

O n  th e  o ther h an d , th e  d e te rm in a tio n  of a  fo r a given case is n o t easy , 
an d  th e  cond ition  a =  °°  su its  v e ry  well p rac tica l req u irem en ts .
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A fter su b s titu tio n  th e  d ifferen tia l eq u a tio n  is as follows

d T F = - * F (v)
V c

T F -
H

g g
d s , (4)

H  — z
w here T R = ---------- , gg is th e  geotherm ic g rad ien t ; th e  coord inate  system  is

gg
chosen  in  a w ay th a t  i f  z =  H , T R =  0. In itia l cond ition

if  г =  0 , T r  =  T R =  ^ - .
g g

(5)

T he solution  o f  th e  com m on lin ear d iffe ren tia l eq u a tio n  tak in g  in to  con
s id e ra tio n  th e  in itia l cond ition  is (F ig. 1)

V c

gg  * F (v )g g
1 — ex p  —

X F  (ip) z

~ v T
(6 )

F ro m  th is  the  d ifference betw een  the flu id  an d  rock  tem p era tu res

V c
г  =  —-----------

* F  M  g g
1 — exp

X F  (ip) z 

V c (? )

T h e  tem p era tu re  o f  th e  w a te r flow ing ou t a t  th e  well h ead  if  th e  an n u a l m ean  
su rface  tem p era tu re  is T0

=  T 0 +
V c

F  M  gg
1 — exp

Я F  (ip) z 

V c
(8 )

The tem p e ra tu re  o f  th e  w a te r flow ing o u t can  be easily  m easu red , and  
w ith  its  know ledge th e  eq u iv a len t geotherm ic g ra d ie n t an d  th e  te m p e ra tu re  o f 
th e  lay er producing  th e  liqu id  are  calculable

g g
V c

w hence
Я F  (ip) (T p  — T 0)

T R =  T 0 +

1 — ex p  I — 

H

X F  (ip) H  

V c

g g

(9)

( 10)

T h e te m p e ra tu res  fig u rin g  in  eq u a tio n s (8) an d  (9) are  a c tu a lly  m eas
u rab le  values.

The te m p e ra tu re  o f  th e  flu id  flow ing o u t d e te rm in ed  b y  eq u a tio n  (8) 
d ep en d s  on th e  follow ing q u an titie s :
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T hickness an d  coeffic ien t o f c o n d u c tiv ity  o f th e  s t r a ta .
Specific w eight an d  specific  h e a t o f th e  s tra ta .
R adius' o f th e  drill hole.
T im e th a t  has e lapsed  since th e  begin  of flow.
Q u a n tity  and  specific h e a t o f th e  flu id .
D ep th  from  th e  su rface  o f  th e  p roducing  level.
A n nual m ean  te m p e ra tu re  o f th e  surface.
V alue of th e  te r re s tr ia l  h e a t flow .

T h e  v a lu e  of th e  te rre s tr ia l h e a t flow  in  a given series o f beds determ ines th e  
v a lu e  o f  th e  geotherm ic g ra d ie n t, an d  th e  tem p e ra tu re  o f th e  aqu ife r. T he v a lu e  
o f  th e  geotherm ic g rad ien t to  be ta k e n  in to  accoun t

П

w here  А,- is the  th e rm al c o n d u c tiv ity  of layers o f  Л hj th ickness, an d  q is th e  v a lu e  
o f  th e  te rre s tr ia l h ea t flow  (4).

L e t according to  eq u a tio n  (7) th e  tem p e ra tu re  difference o f th e  outflow ing, 
f lu id  a n d  of the  rock be ex am in ed  as fu n c tio n  of the  d ep th  o f  th e  d rill hole 
( th a t  is , i f  z =  H ). F ig . 2 h as  been p lo tte d  according to  in v estig a tio n s in  th e  
G re a t H u n g a rian  P la in  on th e  basis  o f th e  p robab le  m ean  th e rm a l c o n d u c tiv ity  
(A =  1 k ca l/m , hour, deg. C), geo therm ic  g rad ien t (21 m /deg . C) an d  in n er d i
a m e te r  o f  casing R  =  10 cm . I f  th e  flu id  d ischarge is sm all (500 lit /h r )  th e  
o u tf lo w  tem p era tu re  o f w a te r d iffers b u t  l i ttle  from  th e  ro ck  tem p era tu re  
a t  th e  su rface  (ap p ro x im ate ly  th e  y ea rly  m ean  tem p era tu re  of th e  air), th a t  
is , th e  tem p era tu re  o f w a te r flow ing in from  th e  d ep th  d rops v e ry  much.. 
T he te m p e ra tu re  of th e  f lu id  flow ing  o u t increases w ith  tim e . In  case o f h igher 
d isch arg es (5000 li t  /hr) th e  te m p e ra tu re  o f th e  f lu id  flow ing ou t d iffers v e ry  m uch 
from  th e  surface rock  te m p e ra tu re , an d  th e  tem p era tu re  to w ard s  th e  dep th  
in c reases  b u t  little .

V e ry  in stru c tiv e  is F ig . 3 illu s tra tin g  th e  tem p era tu re  o f w a te r  flow ing 
in  a 1000 m  deep well as a fu n c tio n  of d ep th . C harac te ristic  o f th e  tem p era tu re  
reg im en  is th a t  a t th e  d ischarge  o f a sm all am o u n t o f w ate r, th e  lines o f  the  
w a te r  a n d  o f the  orig inal rock  te m p e ra tu re  are ru n n in g  p ara lle l a f te r  th e  narrow  
in it ia l  sec tio n . The sam e w as o b serv ed  a t  m easu rem en ts ta k e n  in  a 840 m  deep 
well n e a r  Colorado Springs (L. V . H a r t  No. 1. W ildcat) [5]. A t h ig h er d ischarge 
ra te s , conversely , the w a te r te m p e ra tu re  in  th e  well changes b u t  l ittle . W ith  
tim e  th e  w a te r tem p era tu re  rises all along th e  d e p th  o f th e  d rill ho le, because
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a  h o t  m an tle  o f rock  develops around th e  w ell, and  the  te m p e ra tu re  g rad ien t 
decreases w ith tim e  on th e  w all of th e  d rill ho le . The s ta tio n a ry  s ta te  develops 
o n ly  a fte r  in fin ite  tim e , i. e. the  drill hole em bedded  in  an in fin ite  ro ck  hea ts  
u p  th e  su rround ing  s t r a ta  a fte r t — oo tim e  to  th e  tem p era tu re  o f  th e  in flow ing  
w a te r .

A t the execu tion  o f  geotherm ic in v es tig a tio n s  very  often only  th e  tem p er- 
mature an d  discharge ra te  o f  th e  w ater flow ing o u t from  the  well are  k now n . W ith

know ledge of th e  th e rm a l conductiv ity  coeffic ien t th e  virgin rock te m p e ra tu re  
a t  th e  d ep th  of th e  in flow  can  be determ ined . B y  m ultip ly ing  n u m e ra to r  and

d e n o m in a to r  of eq u a tio n  (9) by  H  (dep th  o f  th e  aquifer), —r:----—— b eing  th e
T p  —  T  о

so -ca lled  ap p aren t geo therm ic  g rad ien t (gg'), th e  value of th e  co rrec t geo
th e rm ic  g rad ien t,

gg  =  ф ■ g g ' ( П )

w h ere  th e  value o f th e  co rrection  factor is

Ф
V c

X F (x g )H
1 — exp * f (v ) h X

V c
( 12)

F ig . 4 shows th e  co rrec tion  factor as a fu n c tio n  of dep th  w ith  th e  th e rm a l 
c o n d u c tiv ity  coefficient g iven in Fig. 2. W ith  th e  aid of the  te m p e ra tu re  of
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th e  w ate r flow ing o u t, m easu red  a t Colorado S p rings, as quo ted , as well as o f 
th e  h ea t co n d u c tiv ity  d a ta  given b y  B i r c h  [5] th e  values o f Ф and o f gg  h av e  
been com puted . T he ca lcu la ted  values are in  fa ir  ag reem en t w ith  the  geo therm ic  
g rad ien t ca lcu la ted  from  th e  tem p era tu re  m easu red  in  th e  dep th .

In  th e  above in v estiga tions th e  th e rm al co n d u c tiv ity  o f rocks was su p p o sed  
to  be co n stan t. In  p rac tica l cases calculations shou ld  be m ade w ith  th e  e q u iv a le n t 
th e rm a l co n d u c tiv ity  and  geotherm ic g rad ien t. T he flu id  was supposed to  o rig i
n a te  from  a certa in  th in  layer and  to  en te r th e  drill hole a t th e  virgin rock te m p e r
a tu re  o f th a t  d e p th . These restric tions are n o t necessary , an d  it is possib le  to  
execute  th e  calcu la tions sectionw ise in  th e  case o f  s tra ta  o f g rea tly  v a ry in g  
th e rm al conductiv ities. The sam e m ethod  m ay  be app lied  in  th e  case o f m u ltip le - 
zone inflow . I f  th e  flu id  en te rs th e  well w ith  a te m p e ra tu re  differing from  th a t  
o f the  layer, th e  d iffe ren tia l equa tion  m ay also be  solved w ith  corresponding  
in itia l condition . F in a lly  th e  effect o f the  expansion  o f  gases con tained  in  th e  
fluid m ay  also be considered, if  th e  degree o f expansion  as th e  function  o f  d e p th  
o f the drill hole is know n.

R E F E R E N C E S

1. Jaeger Clarke : P ro c . R oy . Soc. o f E d in b u rg  1942. Vol. 61. p. 229.
2. Ingersoll—Zobel—Ingersoll : H e a t C onduction , M adison 1954. p . 248.
3. K r em n y ev  : D oki. A kad . N a u k  USSR 1952. Vol. L X X X Y , No. 5. p . 1009.
4. Boldizsár : T he in flu en ce  o f th e  th e rm al field  o f th e  e a r th ‘s c ru s t on th e  w arm in g  u p  of

th e  a ir in  deep  a n d  h o t  m ines. A c ta  T echnica  A cad. S c ien t. H ung . Tom. X V I. F asc . 3— 4.
p p . 108— 126.

5. Birch : T em p era tu re  an d  h e a t flow  in  a well n e a r C olorado Springs. Am. J. Sei. 1947. Vol.
245. pp . 733— 753.

SUMMARY

B y solving th e  d iffe ren tia l eq u atio n  o f h ea t co n d u ctio n  in  cy lind rica l co o rd in a te s  i t  is 
possible to  com pute  th e  te m p e ra tu re  d is trib u tio n  o f f lu id s flow ing up w ard  in  boreholes. The 
so lu tion  given is su itab le  for th e  d e te rm in a tio n  o f th e  v irg in  rock  tem p era tu re  in  th e  d e p th  
from  th e  tem p e ra tu re  o f  th e  ou tflow ing  flu id . T em p era tu re  d is tr ib u tio n  determ ines v isco sity  
d is trib u tio n  in oil wells a n d  th u s  th e  oil p ro d u c tio n  o f  th e  w ell. N um erical exam ples illu s tra te  
th e  m eth o d  em ployed.

T E M P E R A T U R E R N IE D R IG U N G  D E R  IN  B O H R L Ö C H E R N  A U F S T E IG E N D E N
F L Ü S S IG K E IT E N

T. BOLDIZSÁR

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie in  Z y lin d e rk o o rd in a ten  angeschriebene D ifferen tia lg le ichung  der W ärm ele itu n g  
erm ög lich t die B erechnung  der T em p era tu r de r in  B o h rlö ch ern  aufsteigenden  F lü ss ig k eiten . 
Die vom  V erfasser m itg e te ilte  L ösung e ignet sich zu r B erechnung  d e r u rsp rüng lichen  G este in s
tem p e ra tu r  in  de r T iefe, wo die F lüssigkeit ins B ohrloch e in s trö m t, w enn die T e m p e ra tu r  der 
au sström enden  F lü ss ig k eit b e k an n t ist. D a die T em p era tu rv erte ilu n g  de r im B ohrloch s trö m e n 
den  F lüssigkeit a u ch  d ie  V erte ilung  de r V iskositä t b e s tim m t, k a n n  m an Schlüsse z ie h en  au f 
d ie  E rg ieb igkeit v o n  Ö lbohrlöchern  u n d  a u f  die Ä n d e ru n g  d e r E rg ieb igkeit. D as V erfah ren  
w ird au ch  du rch  Z ahlenbeispiele  aus de r P rax is i llu s tr ie rt.

9 Acta Technica XIX/3—4
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L A  D IM IN U T IO N  D E  T E M P É R A T U R E  D E S L IQ U ID E S  M ONTANT D U  T R O U  D E  FO R A G E

T. BOLDIZSÁR

R É SU M É

L ’éq uation  d ifféren tie lle  de  conductib ilité  th e rm iq u e  inscrite  sur les coordonnées cy lin 
d r iq u e s , p e rm e t de d é te rm in e r la  tem p é ra tu re  des liq u id es m o n ta n t d u  tro u  de forage. L a  so lu
t io n  d o n n ée  p a r l’au te u r p e rm e t la  dé te rm in a tio n  de la  tem p éra tu re  m inéralog ique  d ’orig ine 
à  la  p ro fo n d eu r où  le liqu ide a fflu e  au  tro u  de forage, la  tem p éra tu re  du  liqu ide s’éco u lan t é ta n t  
c o n n u e . Com me la  ré p a r titio n  de tem p éra tu re  du  liq u id e  a fflu a n t dans le tro u  de fo rage d é te r
m in e  ég a lem en t la  ré p a r titio n  de  viscosité , o n  p e u t  t ire r ,  certaines conclusions re la tiv e s  à la  
p ro d u c tio n  des p u its  p é tro lifè res  e t  les v aria tions de celle-c i en fonction  du  tem ps. D es exem ples 
n u m é riq u e s  p ra tiq u es i llu s tre n t la  m éthode  de calcul p roposée pa r l’au teu r.

СНИЖЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ ЖИДКОСТЕЙ, ПОДНИМАЮЩИХСЯ В БУРОВЫХ
СКВАЖИНАХ

Т . Б О Л Ь Д И Ж А Р

РЕЗЮМЕ

Решение дифференциального уравнения тепловпроводности при нанесении на 
цилиндрические координаты позволяет определить температуру жидкостей, поднимаю
щихся в буровых скважинах. Сообщенное решение позволяет вычислить действительную 
температуру породы, зная температуру выходящей жидкости, для той глубины, на которой 
жидкость входит в буровую скважину. Так как температура жидкости, движущейся в 
буровой скважине, определяет также вязкость, то можно сделать вывод в отношении 
дебита нефтяных скважин и изменения дебита во времени. Метод демонстрируется также 
практическими числовыми примерами.



TRANSFORMATION OF A THREE-PHASE  
ALTERNATING-CURRENT SYSTEM 

WITH THE AID OF MATRIX CALCULUS

C H . SZ E N D Y
D. ENG. SC.
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F o r th e  investigation  o f d issym m etrica l conditions of th ree-phase  a l te r n a t 
ing -cu rren t system s serves th e  sym m etrica l com ponents m ethod , p roposed  by  
F o r t e s c u e [1 ]  and  w orked ou t in  d e ta il by  W a g n e r  and  E v a n s  [2 ] . W ith  
s im ila r in ten tio n s E . Clark  [3 ]  in troduced  th e  a, ß  com ponents m e th o d  an d  
P ark  [4 ] th e  d, q com ponents fo r electric m achines. In  the  course o f la te r  d ev e lo p 
m en ts , th e  positive p lu s negative and the positive m inus negative com ponents 
were developed. K ron [5] used th e  ten so r calculus for th e  calculation  o f  e lec tric  
system s.

In  th is  paper, u tilizing  expressions valid  for th e  hyperm atrices developed  
hy  E g er v a r y  [6—9] w ith  th e  aid  of th e  m a trix  calculus re la ted  to  th e  te n so r  
calculus, a generalized tran sfo rm atio n  is developed w hich em braces th e  t r a n s 
fo rm ations used h ith e rto  as som e o f its special cases.

1. Utilization o f the impedance hypermatrix

In  a th ree-phase system , th e  re la tion  betw een th e  cu rren ts an d  the v o ltages 
o f  n e lem ents can be Avritten as follows :

w here

ui — Z „  ii -\- Zi2 i2 +  • • • +  Zi ,j i„ (1,1)

l»2 =  Z21 ii +  Z22 i2 +  . . .  -|- Z2 л L

u„ =  Zni >i H- Zn2 i2 -f- . . .  —(- Z„„ in

u / «  i a  

Uib
U ic

is th e  colum n v ec to r form ed by  th e  
phase voltages o f  th e  i-th  elem ent

ijb
he

9 *

is th e  colum n vec to r form ed by' th e  
phase cu rren ts o f  th e  j - th  elem ent
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Zy zU,aa zij,ab zij,ac 
zij,ba zij,bb zij,bc 

. zij}ca zij,cb zij,cc.

the  im pedance  m a tr ix  betw een th e  phase 
values o f  th e  i- th  an d  j'-th  e lem ent.

I n  h y p e rm a trix  fo rm , th e  relation  (1.1) will be (1.2)

w here

Ul

u 2

un

it
ia

u Z i

is th e  voltage hyper-co lum n  vector

is th e  curren t hyper-co lu m n  vector

is th e  im pedance  h y p erm atrix

tn

Z u Zi2 Zi„
Zai Z22 Z2n

Z n 1 Z n2 z „ n

( 1. 2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

T h e in d iv id u a l e lem en ts o f  th e  electric sy s tem  are  regular, i f  th e  Z,-y im pedance 
m a trice s  are cyclic (c ircu lan t) m atrices, th u s

a n d  th u s

Zij.aa == Zij.bb —Zij,cc
Zy.ab =‘ Zij bc —Zij,ca
Z/y.ac == Zijba = Zij,cb

Zij,aa Zi j, abZ/y.ac — C(Zy,aa? z t]
Zij,ac ZijtaaZ('y,a&
Zij,ab Zij,ac Zijtaa

( 1.6 )

In a sm u c h  the  Zy im p ed an ce  m atrix  refers to  a passive  elem ent o f th e  circuit, 
th e  C cyclic m a tr ix  is sym m etrical, i. e. Z (;- ab =  Z y ac. In  th e  case o f an  active 
element, th e  C cyclic m a tr ix  is in general not sym m etrical.1

Supposing th a t  th e  electrical system  is regular, an d  th u s  consists o f regu lar 
e lem en ts, the  (1.5) im p ed an ce  h y p erm atrix  can  be  decom posed, using  th e  p roper-

1 Passive elements o f  th e  electrical system  : tran sm iss io n  lines, cab les, tran sfo rm ers, 
re a c to rs  ; active elements : g en era to rs , m otors, c o n v e rtin g  m achine groups. O ne com ponent 
m a y  consist of m ore e le m en ts , e. g. p rim ary  an d  seco n d ary  w inding o f a  tran sfo rm er.
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ties o f  th e  non-sym m etrical cyclic m a trix  of th e  ind iv idua l elem ents (blocks) 
in to  th e  sum  of the  follow ing d irec t p roducts :2

where
Z ( =  Л X  • ш0 w* -f- X  • uji w* -(- Л2 X  • iu2 uig 

1
IU0 =

/ 3

1 1 1 1 1
1 , IWi =  - p r

e
, U»2 =  - r = r

]f 3 e
1. _ e €

(1.7)

( 1. 8)

are th e  la te n t vectors o f  th e  cyclic m a lrix  of th ird  o rder 

th u s  iu2 =  Шх .

T herefore th e  dyadic  p ro d u c ts  are :

(Ua =  —
1

- 4 "

к

2 л  2 л  IJKT - j k -
\ l ,e  3 , e

k  = 0 , 1 , 2

F u rth e rm o re

Л* *2 ? Aft . . .  Aft
тцк) }ik) 2( Л21 <Î2 • • • л2

}(k) }(k) }{k)
лп2 • • * rm

(1.9)

к  =  0 ,1 ,2

where Aft (к — 0, 1, 2) are th e  la te n t roots o f th e  cyclic blocks Z ,; , therefo re

Jfc-- j k2л
Aj/  ==L z i j , a a  “b z i j , a b e  “I” z i j , a c ^ ( 1, 10)

an d  thus

к  =  0 ,1 ,2

Aft — z i j  , a a  ~b ~ i j , a b  “b 2,7, а с

2d) _ _ z i j , a b  +  z i j , a c  . y3  / \
i j  z i ) , a a  ---- J - —  \ z ' j , a b  z i j , a c )

Z

Aft =  z u ,aa -  +  Д З  (2ijab _  Stjac)
Z z

2 I n  e le c tr ic a l e n g in e e r in g  th e  p o s it iv e  p h a se  secjuence is d if fe r in g  f ro m  th e  m a th e m a 
tic a l  se q u e n c e , th e re fo re  e , e is  in te rc h a n g e d .
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L e t u s  m ultip ly  th e  m a tr ic  equation  (1.7) w ith  th e  h yperm atrices E„ X  • u i j ,  

E„ X  • UJi, E„ X  • w2 (E„ is th e  u n it  m a trix  of o rd e r n), th e n  th e  m a tric  e q u a tio n  
o f  o rd e r  3n is decom posed in to  th e  following th re e  m a tr ic  equations o f o rd e r n :a

(E„ X  • in*) u  =  Л* (E„ X  • ш*) I

fc =  0 ,1 ,2 .

L e t us in troduce the  fo llow ing no ta tio n  :

u (k) =  (E„ X  ■ w*) u  , (1,11)

i<fc) -  (E„ X  • w*k) i

so  th e  th ree  m atric  e q u a tio n s  become

u (fc) =  Aft i(k). ( 1. 12)

F u r th e r  transfo rm ation  o f  th e  Aft m a trix  of o rd er n is unnecessary , because it  
c o n s is ts  only of scalar co m p o n en ts  and therefore  th e  re la tions can be  m easured  
on  a (single-phase) n e tw o rk  m odel.

W e abridge the  u <0>, u (l\  u 1“’ voltage and  i(0). i*1*, i(2) cu rren t com ponents :

w here

F ro m  (1,11) :

where

u<“ > = u f 1' i(CU) _
1 * --- ;(cü)1i

< i(0>)*2

l n

u'/u) = u f 4 |(0>) _
V

;<0)
lJ

u f i f
u f f*(2)

lj

i , j  =  1, 2, . . . .  n

и<ш> =  E „ X  • S* u , i<“> =  E„ X • S* i

S*

( U 3 )

(1,14)

3 B e ca u se
(A  X • В ) (С X • D )  =  АС X • B D
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w hich in troduced  in to  (1.8), will give

S*
1 1 1
1 Ë e 
l e e

(1,15)

F rom  th e  values u 'ra*, i '“* can be de term ined  a lso u , i, if  we m u ltip ly  (1.13) 
b y  E„ X • S, ui0, Wj, w 2 being  la te n t vectors, SS* =  E n therefore

u  =  E„ X • S u '“ *, i =  E„ X • S i'“ > 

1
S =

p

1 1 1
l e ë
l e e

F rom  (1.13), (1.15), (1.16), (1.17)

(1,16)

(1Д7)

U''0)==~ p  (u,a +  Uib +
и)11 =  -y=r (u,a +  £ u ib +  £ u ic)

,1.2)

P
(mia +  £ u ib +  e it/c)

(1,18)

u ia =  (it1,01 +  u f  +  u ? )  (1,19)

u ib =  y = r  « ’ - f  e it)11 +  e u f )

uic =  Y f  м о> + £ “ i1’ +  e “ <*) •

O bviously, th e  it'0*, it '1*, it'2* voltage com ponents are  the  sam e as th e  sym m etric
al components used  h ith e rto , or ra th e r  d iffer from  them  only b y  th e  fac to r 
p .  In  a sim ilar w ay , th e  ij0*, ij1*, ij2* cu rren t com ponen ts m ay be e s tab lish ed , 
on ly  in  the  place o f it/, ij m ust be in troduced .

2. Decomposition o f an impedance hypermatrix consisting of passive elem ents

In  th e  case o f  passive elem ents,

z i] ,ab — z ij  ,ac
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th e re fo re  the C cyclic m a tr ix  elem ents are sy m m etrica l, therefore

AW =  AW th u s  

Ai — Лг-

In  consequence, th e  exp ression  (1.7) can  be w r itte n  as

Z ---- A*X • iun uj* -j-A i X • (uii w* +  w2 w2) •

I n  th is  expression th e  sum  of dy ad e  p ro d u c ts  itq w* -f- uj2 ш2 can  be 
re p la c e d  b y  the  sum  o f d y a d e  products form ed from  such la te n t v ec to rs  V{, v,,, 
w h ich  m ay  be produced  b y  lin ear tran sfo rm a tio n  o f the  la te n t vec to rs ии15 iu2. 
T h e  im pedance m a trix  fo rm ed  by the  new la te n t  vectors is

Z =  Л0 X • w0 w* +  Ax X • (vf V* +  v 4 V*)

w h ere
Vi =  £1 Wi +  £2  UJo 

V„ = V l ^ l  +  r]2 IU2 ,

w h ich  w ritten  in h y p e rm a tr ix  form gives

[V f] =  T x  • E 3
L vJ ш2

w here T =  Г£х Í21 , j T j -/- 0 .

LVi V2 I

(2Д)

( 2 , 2)

(2,2')

A ccord ing  to  the above cond ition ,

V i V* +  V,; V* =  Wi Ш* +  Ш2  Ш*

w hich  is  in  h y p e rm a trix  fo rm

[ V f ,  V  4 ]
*  1  

V { =  [ l « l  W 2 ] l u l

v * .

*
i u 2 J

O b v io u sly , th is  re la tion  is fu lfilled  by  the  tra n sfo rm a tio n  (2.2’) only in  th e  case of

T T* =  E
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i. e. th e  tran sfo rm atio n  is accom plished according to  unitary  (o rth o g o n a l) 
m a trix . Because of

Г/2 —£2] 

— vx £iJ

the  com ponents o f the  u n ita ry  m a trix  fulfil th e  following condition :

Vx =  — I т  I £2 

m =  | T | f L

A fter ujj and  ui2, V{ an d  v 4 are  also la te n t vecto rs, on  th e  base of (2.2)

£1  £1 +  £2 £2 — 1 

Vx Vx +  Vi Vi =  1

in  th is  case i t  is n ecessary  th a t

I T I |T * | =  1

the  condition  of w hich is

j T  j =  ejv

w here у  is an  a rb itra ry  real num ber.
T hus

* £ 2  ' IIIHII*H

£1 — £ 2  e jy

L— £2  e ' y £1  e;;' £2 £1  e~Jv_
(2,3)

T he V t, v 4 la te n t  v ec to rs  appearing  in  th e  decom position  of th e  im pedance 
m a trix  (2.1) m ay th u s  be derived  from  the p ro d u c t o f th e  h y p e rm a trix  T X  • E 3 
(form ed from  th e  T u n ita ry  m a tr ix  o f second order) w ith  th e  la te n t  v ec to rs  o f  
th e  sym m etrical com ponen ts uij, ш2. T hus th e  lin ea r re la tion  betw een  th e  la te n t 
vectors vf, vt) an d  uij, ш2 is

V.- =  f  j иц -f | 2 w2 (2,4)

v, =  — £2 eJy i«i +  £1 z jv w2

u»i — h  Vf — f 2 ejy v„ (2,5)

iu2 —• f 2vf +  f i  e ^ 'v ,

where

£1 £1 +  £2 £2  =  1-
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In tro d u c in g  the n o ta tio n
h  =  Q ie»' (2,6)

h  =  i?2 ejil

a n d  u sin g  (1.8), from  (2.6) we get

É?» =  f  ■ (2,7)

T  h e  u n i t  vectors o f th e  com ponen ts r\ d esigna ted  on the  hase o f  th e  relation
(2 .4 ) are  therefore

Ve

VП

1

W
Q ie  

J1
Qi e 

Qie

J à  I

./2n . \
Л г + 'О

+  f l  — Qi e *(

+  y r = t f

+  f l  -  o f f

f l  — Ql e-J** 

f l

f l - ^ e 4 f - M

— Q i e '^

— Q1 e v
2 n
T +

Qi e
. /  2 л

' b

( 2 , 8)

3. Decomposition o f  an  impedance matrix consisting of active and passive 
elements in  dyade products formed by vectors w0, v ,, v 4

Expression (1.7) m a y  be  transform ed in  th e  following w ay :

Z =  Л0 X • w0 wJ h-----(Ai +  Л2) X • (w! w* +  w2 w£) +
2

-j------ (Лх — Л2) X • (wi w* — w2 w2) .
2

W h e n  in troducing  in  th e  ab o v e  equation  (2.5), i t  becom es

Z — Ло X • ui0 Wg +  [(Ai +  л2) — (Ai — Л2) (<?i Si — l 212)] X • vt v* 

— (Ai — Л2) Si Í 2 e,y X • ví v* — (Ai — Л2) £t h  e ~jv X • v 4 v* +

+  ~  [(Ai +  Л2) — (Ai — A2) ( | 2 | 2 — i i  f i)]  X • v,, v * . (8Д)
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This m ay  be rearran g ed  an d  w ritten  as

Z =  Л0 X • w0 wj 4- Л2 X • (vf V* +  v„ v*) -f

+  (Ai — Л2) • (lx fx Vs V* — fx £2 eir vs V* — f i  £a e~Jv v* v* +  f a i  v,; v*) (3,1')

In  th is  case, th e  canon ical form  of the im p ed an ce  m a tr ix  ceases w ith  resp ec t 
to  th e  vectors xu0, v f , v (J, because the  dyad ic  p ro d u c ts  v{ v , and v , v f a p p ea r 
to o . T he v o ltag e  an d  cu rren t com ponents m a y  be  won in a w ay s im ila r  to  
(1.13) an d  (1.16), only

u<e> =  E* X • V * u , i «  =  E *  X V* i (3,2)

u =  E* X ■Vu<' ) , i  =  E n‘ x  • V i «

w here u (!') = . u f , i<’> = if*
u 2 1 i f

u (l)u n *n

and u f  = u)°>- i(0 =
’ J i f

u f i f
u f . i f .

S im ilarly  to  (1.7) a n d  (2.1), th e  expression (3.1) does n o t decompose in to  th ree  
relations o f o rder n in d ep en d en t from each o th e r  (cf. 1.11). I f  we p rem u ltip ly  
E qu . (3.1) b y  th e  h yperm atrices E„ X- iUo, E n X- vf, E„ X- v n we o b ta in  
the m a tric  equa tion

u<°> =-• Ло i(0) (3,4)

u (i> =  -  [(Лх +  Л2) -  (Ax -  Л2) (ix ix -  h  Í*)] i (î) - (A x  -  A2) ix i  eJy i<”>

«*<’> =  -  (Ax -  A .) i \  [(Лх +  A*) -  (Ax -  A,) ( h h  ~  h  i ) ]  i<"> •
2

The relation  concerning th e  voltage and  c u rre n t com ponents u (,>, i<c> can  be 
w ritten  in  th e  form  o f th e  m atric  equation

u<r> =  У  i(' ) (3,5)

F ro m  E q u . (1.2) an d  (3.5)it is obvious, considering  also the  tran sfo rm atio n  (3.2)4, 
th a t

2 2  =  E„ X ■ V*Z E „ X • V. (3,6)

4 E q u . (1,2) m u st be  m u ltip lied  from  the  r ig h t by  th e  m a tr ix  E m  X • V *  and b ecau se  V  V *  
=  E 3 (u n ita ry  an d  o rth o g o n al vectors).
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H en ce
<  * Ï Ï , * ïï - *iï >  • • • <  A<°>, A ft, Agi >

<  A<?>, A«g, <  A<°> , A<” , A® >

+
(3,7)

"< 0 ,(A ® —Ag) i i  ] [ Í i ,~ Í 2 e " ]  > • ■ • < ( ) , (A ft-A ft) ï i [ i n - h e » ]  >

<0,(A^-A<?>)

- h e - Jy\

I f i  ] [ Í u - > •  • • < 0,(А«>-  A»)

- Í 2e~jy

ï i [ ii,~ Í2 .e ly\ >

1 П
гг to съ i V.. - h e - jy

»here

Í l í l  +  f í f 2 =  I -

T h e  im p ed an ce  h y p e rm a trix  is given b y  th e  su m  of two h y p erm atrices . The 
b lo ck s  o f  th e  f irs t are d iagonal m atrices, th e re fo re  between th e  (0, f ,  rj) com po
n e n ts  th e re  is no in te rac tio n . B u t in  th e  second  te rm  the blocks o f th e  passive 
e le m e n ts  are zero, as for these  Ay* =  Ay*, w hile fo r active elem ents, th e re  ap p ea rs  
a n  in te ra c tio n  betw een  th e  com ponents i  a n d  rj, on the base o f th e  m a trice s

( A ÿ - A if ) f i  f t  — i i  s2 eiy 

- i i i t e ~ Jv £2 f 2

F ro m  the  above one m a y  deduce th a t
a j  an  electric system  consisting  of re g u la r  elem ents, w hen tra n sfo rm e d  

0, Í ,  r) com ponents, is decom posed in to  th re e  independen t p a rts  — ex cep tin g  
th e  sy m m e tric  com ponents (w here f 2 =  0) — i f  th e re  are only passive e lem en ts 
in  th e  system ,

b )  in  th e  active elem ents appears an  in te ra c tio n  betw een th e  com ponen ts f  
a n d  r] corresponding to  th e  m a trix

Щ ' - Щ ) i l  i l  - i l  i z e "  

— Í i  i l  e~ iy i 2 iz

T h e sc a la r  h  m ay  be an  a rb itra ry  com plex n u m b e r, | ? can be d e te rm in ed  b y  
th e  e q u a tio n  Í x i 1 -(- | 2 — 1. In tro d u c in g  (2.7), th is  m atrix  can be w ritte n
in th e  form

(Aÿ—Ay) Qi — Pi y i  — Pf e ^ y~01 6*)

— P i j / l  —  P i  е ~ Х у - л 1- 0с)  j  —  p 2
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c)  I f  the electric sy s tem  is m odelled on a n e tw o rk  analyser, i t  is necessary  
to  connect in  an  a p p ro p ria te  m an n er the  I  an d  r\ com ponent n e tw o rk s  a t  the  
reg u la r active e lem ents, because o f the in te ra c tio n  betw een th e se  elem ents. 
T h e  u su a l model n e tw o rk  is a passive s tru c tu re  in  w hich the  in te ra c tio n s  are 
sy m m etric  (not H e rm itian , w here the  sy m m etry  appears b e tw een  com plex 
co n ju g a te  values). I t  follows from  th is  th a t  such a tran sfo rm atio n  m a y  be  applied  
d ire c tly  to  the  rietw ork an a ly se r w hich fulfils th e  following cond itions :

o r

У — ^ i~ r^2  (3,8)

У  ~  Ó i  - j -  7 1  .

I f  th is  conditions is n o t fu lfilled , d irect in s tru m e n t readings on  th e  analyser 
co n sisting  of passive e lem en ts are no t su ffic ien t an d  netw ork  c o m p u ta tio n  is 
n ecessary  as well. T he c o m p u ta tio n  m ay be rep laced  b y  special dev ices (e. g. 
e lec tro n  tubes) in se rted  in  th e  netw ork  analyser.

In  E qu . (3.7), th e  ~V h y p e rm a trix  can be expressed , ca rry in g  o u t th e  ad d i
tio n  a n d  in troducing  E q u . (2.7), b y  the  block m a tr ix  of th e  in d iv id u a l ele
m en ts  i j

X '

- — nl — n n

w here

Z i j = < m  n , 7 >  = щ

n , (3,9)

П ,/ = e?Aft’ +  ( i -<?!)*)?>

- ei f i _ ea e-7(v-Ä1- 4, )№y_Aj»)

- p i

( 1 -  Q\ ) x y  +  Q\xf;

(3,10)

4. Dissymmetrical conditions o f an electric system  consisting o f regular elements

T he phase values o f  th e  cu rren ts and  voltages of th e  electric  sy s tem  consist
ing  o f regu lar elem ents can  be transfo rm ed  to  0, f ,  r\ com ponents on th e  base of 
E q u . (3.2). In  some places o f th e  regular system  m ay  ap p ear such  an  irregu lar 
connection  which can n o t be  expressed b y  th e  cyclic m a trix  C. T he p laces where 
th is  connection ap p ears , are called fau lt locations. The fau lt lo ca tio n  appears 
accord ing  to  the  n e tw o rk  c ircu it because of parallel fa u lts  (e. g. sh o r t  circuits) 
a n d  series fau lts  (e. g. open  circuits).
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T h e  dissym m etrical fa u lts  cannot be exp ressed  by  the cyclic m a tr ix  C, 
th e re fo re  th e  netw ork tra n s fo rm e d  in to  com ponen ts 0, f  and  rj m u st be con
v e n ie n t ly  connected at th e  fa u l t  locations. As for th e  v a rious fau lts , th e  following 
ca n  b e  s ta te d  :

4 .1  Line to ground fa u l t ,  two conductors open (  F igs. 1 and 2 )

T h e  two faults m ay  b e  described  in  th e  sam e w ay . The difference betw een 
th e m  is  only th a t th e  sh o r t  c ircu it (parallel fau lt) appears betw een th e  phase

IJ.i

a  ------------ -— --------------
b -------------° -------------

I I I I

F ig . 1. L in e  to  ground fa u lt  in  p h a se  a F ig . 2. T w o conductors op en  (b and  c)

c o n d u c to r  and the g round , th e  open circuit (series fau lt)  in th e  phase conducto r. 
T h e  fa u lts  shown in F igs. 1 a n d  2

O n th e  base  of (3.2)

w h ere

B ecau se  o f w0
Уз

Uf,a =  0  

if,b =  0

tf,c =  0 •

n/ =  V uf
i f  =  V* if  ,

V  =  [utó, vt, Vq] .

, a n d  in troducing

(4,1)

(4,2)

and  v 4 = v 4,a ‘
V4.b
v o.c

▼f =  v t,a 
v(.b 

. V(,C -
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From  (4.1, 2 and  3)

Vi,а ГП}а

vi,b V„,b 

vi,c V„'C

1

w **0 +  V(t0 Mj -)- v n>a u n — 0

Ip   ij   in
] ß  v i,a VfjQ'

(4,3)

(4.4)

w hich m eans th a t  the  netw orks o f th e  com ponents m u st be connected  in  th e  
w'ay show n in  Fig. 3.

In  th e  case of a tran sfo rm er, th e  tu rn  ra tio  can  be only a real v a lu e .

0

Í

n

Fig. 3. C onnection  o f th e  0, 
i ,  t] co m ponen t netw orks in  
ease o f  th e  fa u lts  shown in 

F igs. 1 a n d  2

Fig. 4. Two lines to g round 
fa u lt  in  phases b and  c

О
b

o-

c

■ ш ш ш т ш ш ш ш ? -
Fig. 5. Two c o n d u c to rs  

open in  phase  a

(4.2) Two-line to ground fa u l t  one-conductor open (F ig s . 4 and 5 )

These tw o fau lts m ay also be discussed in  a w ay  sim ilar to  th e  d iscussion  
o f th e  above. In  the  case o f o th e r  phases, cyclic v a ria tio n  should be u se d . In  
th is  case

«/,6 -  0

« f,c  =  0

if,a =  0 . (4 5)
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(From  4.2, 3 a n d  5)

Щ _  Щ _
Vi a  V„,a

io +  V?,a if +  V„ a ir, =  0 . (4,6)

B u t  from  this follows t h a t  th e  0, f ,  rj com ponen t netw orks m ust be connected 
acco rd in g  to  Fig. 6. I n  th is  case too, only in  th e  case of real v^„ an d  a the 
u se  o f  a transfo rm er is  possib le. If, on th e  c o n tra ry , and  vn,a are no t real
v a lu e s , the  tran sfo rm er is only  symbolic th e re fo re  com putation  or some o ther 
sp e c ia l device (e. g. e lec tron ics) are necessary .

F ig . 6. Connection o f  th e  0, rj com po
n e n t  netw orks in case o f  th e  fa u lts  shown 

in  Figs. 4 a n d  5

a 
b  
c

F ig . 7. L in e  to line  fa u lt  in  phases b 
and  c

(4.3) Line to line fa u l t  (Fig. 7)

I f  the sh o rt-c ircu it a rises betw een phases b an d  c

Щ =  uc (4 J )

ia =  0

lb — lc •

(v$,b  — V( c) Щ  +  K , 6  —  t>,,c) M4 =  0
io =  0

Vi,a if +  f^ai-i =  0

F r o m  (4.2, 3 and  71
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Because o f

V V * = E lt and I V ; =  1,

*>(,c)  =  — Vrl,a

1 ,

I t  follows from  this th a t
«{_ U,i

V$,a v n

V ( , a U  +  V,h a =  0  .

(4,8)

A ccording to  (4,8) th e  0, £, t) com ponent ne tw orks m ust be connected  
according to  Fig. 8. A tra n sfo rm e r can be used only  for rea l values o f  v ,.a. 
In  th e  case of sho rt c ircu its be tw een  o ther phases, th e  indices m ust be changed 
cyclically.

4

Fig. 8. C onnection  o f th e  0, ij co m ponen t netw orks in  case o f  th e  fau lt shotvn in  F ig . 7

(4.4) Influence o f  the impedance at the fa u lt locations

In  th e  case of th e  fau lts  discussed in  points (4 .1—3), there  was no im pedance  
in serted . Insertion  of im p en d en ce  m ay  be done e. g. according to  F ig . 9, where 
the  sh o rt circuit arises sym bolica lly  a t the  fa u lt location  a fte r in se rtio n  o f a 
regular im pedance. In  case o f  th e  series fau lt show n in  Fig. 10, th e  regu lar 
im pedance Z/, can be sh o rt-c ircu ited  b y  a single-phase b reak .

10 A cta Techniea X IX/3—4
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О

Ь
С

CH. SZENDY

О
b
С

JL*L
Fig. 9. Im p ed an ce  in se r te d  a t the  loca tion  o f  th e  line to  g round  fa u lt

0
b

2 h
■vwwv-

c JWWV-i

F ig . 10. Series fault o f im p ed an ce  /- .

I n  more com plicated  case the  fau lt-location  im pedance m a tr ix  m u st be 
e s ta b lish e d  ; let th is  be  Z/i. T h is  m atrix  m u st be  tran sfo rm ed  accord ing  to  the  
r e la t io n  (3.6). In  th is  case th e  fa u lt im pedance m a tr ix  for th e  com ponents 0, f ,  r\ 
w ill be

z h =  \*  Z „ V .  (4,9)

T h e 0, f , r] co m p o n en t netw orks m ust be connected  a t th e  fa u lt po in ts 
acco rd in g  to  the m a tr ix  S h.

5. Considerations concerning the choice o f  the components 0, i ,  rj

A t th e  fault loca tio n s, reg u la r electrical sy stem s decom posed in to  com po
n e n ts  0, I ,  Г) m ust be in te rc o n n e c ted  according to  th e  ru les d iscussed in  pa ra . 
(4 .1 — 4). On the ne tw ork  a n a ly se r  connection is possib le  only w ith  transfo rm ers 
h a v in g  a real value o f tu r n  ra t io . I f  the tu rn  ra tio  is a com plex n u m b er, phase 
s h if t in g  is necessary in  a d d itio n  to  the tu rn  ra tio  : b u t  th is  can  be solved on 
th e  n e tw o rk  analyser on ly  b y  rep ea ted  tria l, or co m p u ta tio n s m u st be m ade for 
th e  n e tw o rk  reduced to  th e  fa u lt  location. In  b o th  cases th e  w ork is sim plified
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i f  on ly  one transfo rm er has a com plex tu rn  ra tio , because  in  th a t  case th e  phase  
sh if t m u st be ad justed , or th e  com puta tions m ade , on ly  for one p lace.

Choice of the com ponen ts 0, f , rj according to  th e  princip les o u tlin ed  above 
is one p o in t o f view. T he o th e r  p o in t of view  is , th a t  active e lem ents can  be 
m odelled on the netw ork  an a ly se r only if  cond ition  (3.8) can  be fu lfilled . I f  th a t  
is n o t th e  case, again th e  p rob lem  m u st be solved b y  t r ia l  an d  error on th e  m odel 
n e tw o rk , or b y  insertion  o f ac tiv e  elem ents (e. g. e lec tron  tubes) or b y  ca lcu la tio n  
of th e  system  reduced to  th e  e lem ent in  question . T he tw o poin ts o f  v iew  can  
be sa tisfied  in certa in  cases b y  the choice of a p p ro p ria te  com ponen ts, b u t  if  
betw een  different phases sh o rt-c ircu it occurs a t  sev era l places, b o th  p o in ts  o f 
v iew  can n o t be satisfied  s im ultaneously . M ay be th a t  th e  phase sh iftin g  a t  th e  
fa u lt location  used for one com ponen t is the  sim pler so lu tion , or to  th e  c o n tra ry , 
th e  m odelling of the  ac tiv e  elem ents by  active e lem en ts of the  m odel n e tw o rk  
(e. g. electron tube) leads to  sim plification . In  each  case one m ust decide w hich 
com ponents are the  m ost su itab le .

According to  th e  above, phase  shifting  a t th e  fa u lt m ay be o b v ia te d  if  in  
th e  phase  for which th e  fa u lt is sym m etrical, th e  com ponen ts o f th e  la te n t  vec to rs 
(ш0, V.-, v,j) are real n u m b ers . E . g ., i f  the  fau lt is sym m etrica l w ith  re sp ec t to  
p h ase  a , th e  values r i  a, v„ a m u st be real. This condition for the fa u l t  location 
can  be satisfied  if

a)  in  the  case o f a fa u lt in  an y  phase,

í i  =  h  th u s

1
£>1 =  (?2 —

][2

di — —d2

(5,1)

fu r th e rm o re  у =  —  .
2

T h e above s ta tem en t can  be  p roved  from  (2.4)
b) in  the  case o f  a fa u lt sym m etrical to  p h ase  k, condition a ) , or f 2 =  0

£i e~J j k  (5,2)

is a  rea l num ber, thence

an d
у =  0 .

10*
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I n  th e  case of any  p h ase  fa u lt  the  fa u lt location condition  can  be sa tis fied , i f  
p h a s e  shifting  m ust be u se d  on ly  for one com ponen t (e. g. ?;). In  th a t  case the 
co m p o n en ts  of v , or o f v,( m u st be real.

A t worst, only for th e  com ponent rj p h ase  sh iftin g  m ay be necessary , if

5 .3  th u s
I l  =  I 2

ei =  ß2 =
1

\12

b<i

(5,3)

b u t  d ifferen tly  from  (5.1), y  c an  be an a rb itra ry  rea l num ber.
A t worst, for the  s co m p o n en t only p h ase  sh iftin g  is necessary , if

l i  =  -  fa

t h u s <?t — o2
1

n
(5,4)

=  л  — ô2

y  is  a n  a rb itra ry  real n u m b e r .
T h e  condition (3.8) fo r  the active elements a n d  th e  conditions for th e  fa u lt  

locations  can be fulfilled s im u ltan eo u sly  only b y  th e  relation  (5.2). I t  follows from  
th is ,  t h a t  phase sh ifting  a t  fa u lt locations an d  in tro d u c tio n  of no t passive ele
m e n ts  in to  the netw ork a n a ly se r  representing  ac tiv e  elem ents or the  co m pu ta tions 
re p la c in g  th is m ethod can  b e  avoided only i f  all fa u lts  o f the  e le trica l sy stem  are 
sy m m e tr ic a l to one phase o n ly . T his condition can be fu lfilled  only for sym m etrical

com ponents  established fo r th e  appropriate  p h ase  (g, =  1, Ó, =  j

=  0 , y  =  0).
I f  th e  eletrical sy s tem  does n o t contain ac tiv e  elem ents, or if  i t  is su ffic ien t 

to  u se  in stead  of the  im p ed an ces  Z tj ab and  Z« ac on ly  th e ir  m ean v a lu es , con
d i t io n  (5.1) gives a sa tis fa c to ry  solu tion , especially  i f  on th e  various p laces faults 
a r ise  w h ich  are sym m etrica l to  different phases. In tro d u c in g , on th e  base  o f (2.4) 
a n d  (5.1) Ój =  — ô2 =  ô, же, o b ta in  the com ponen ts 0, x , у [10].

Wo
1

Г 5

— — 2 2 —
1

1 Vx ' n
cos 0

’ V y ~ W
sin 5

\ 0
„ 2л

Г °
. í 2,-r

1 cos à + sin á +  —
3 3

„ 2л _ 2 л
1 cos д -  - sin à — -

3 3

(5,5)
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In  th is  case th e  in te ra c tio n  bet ween th e  com ponen ts x  and  y  a t  th e  ac tiv e  
elem ents w ill no t be sym m etrica l, because expression  (3.10) will be th e  follow ing

П,7 =
1

2 Щ  Щ  - Í W - W

П Щ - Щ )  Щ  +  Щ . -

(5,6)

R ep lacing  th e  la te n t roo ts o f th e  sy m m etrica l com ponents — th e  im p ed 
ances o f zero , positive an d  negative  sequence — b y  th e  relation  (1.10), th e  m a tr ix  
II,.- be w ritte n  also w ith  th e  phase im pedances.

2 Zij aa zij,ab zij,ac 

-  p  (zij ,ab zij,ac)

/ 3  ( zij,ab zij, ac)

2 zij,aa zij,ab zij,ac •

(5 ,6 ')

I f  we in troduce  in  th e  re la tion  (5.5) th e  va lu e  <5 =  0, we get th e  a an d  ß  
components proposed by E . Clark. The la te n t vec to rs are

1
2

’ V a=  w
1 2

’ =  ÿ g
0

1
1 Уз
2 2
1 1/з1 — —

! л
2 _ 2 _

(5,7)

T he expression o f th e  m a trix  (5.6) rem ains unchanged . One a d v a n ta g e  of 
th e  0, a , ß  com ponents is th a t  Vßa =  0, th u s  i f  th e  fau lt is sy m m etrica l to  th e  
phase a , on ly  the  netw orks o f com ponents 0 an d  a  m u st be connected. T herefo re , 
if  all fa u lts  are sym m etrica l to  th e  a phase, i t  is u nnecessary  to  rep re sen t th e  ß  
com ponen t netw ork .

T he condition  for th e  active elements (3.8) a n d  th e  p a r tia l cond itio n  for 
th e  fa u lt locations (5.3 an d  5.4) can  be sa tisfied  b o th  in  the  case of a fa u lt in  an y  
phase. P e rm ittin g  phase sh ifting  for com ponent Г], у  — 0 or л  m u st be in tro d u ced  
in to  E q u . (5.3). In  the  case o f у =  л  we o b ta in  th e  com ponents x, iy[10], th e  la te n t  
vectors o f  w hich are

Wo
1

J f , V*
2

W
2COS f) II► sin 5

is , 2л: S 2л)cos Г+т | sin
4 +  T

2 л . is 2л )cos Ô -------- sin
3 3 1

(5,8)
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A t the active e lem en ts , th e  in te rac tio n  betw een  the  com ponents x  and  y  
w ill b e  sym m etrical. F ro m  E q u . (3.10)

П Щ  +  Ц '  -  Щ

n , ^ ‘ zij,aa zij,ab zij,bc j  l  3  (zij,ab zij, ac)

j  f 3  (Zij ab zij,ac) 2 Z ij  aa zij,ab zij,bc

(5,9)

(5,9')

I f  we in troduce in to  E q u . (5.8) <5 =  0, we g e t th e  so-called positive p lu s  nega
tive  a n d  positive m inus negative , modified sym m etrical components. T he vecto rs are :

1 2
, v+ =  —=- 1 [. v _ = 4 i 0

Y6 Кб
1 1 Кз

2 2

1 1 КЗ
2 _ 2 _

(5Д0)

I n  th is  case too, if  th e re  is a  fa u lt sym m etrica l to  p h ase  a, only the  0 an d  -f- com 
p o n e n t  netw orks m u st be  connected .

I t  can be seen from  th e  above th a t  th e  tran sfo rm atio n s  used  h ith e r to  for 
th e  co m p u ta tio n  of th re e -p h a se  a. c. netw orks are  special cases of th e  com ponents 
0 , f ,  r) developed in  th e  p re se n t paper. T ab le  I  show s th e  re la tion  be tw een  the  
v a r io u s  transfo rm ations a n d  th e  generalized tran sfo rm atio n  (using E q u . 2.8). 
T h e  v e c to r  of the  0 -com ponen t o f each tra n s fo rm a tio n  is th e  sam e, i. e.

1 

1

1 . .

T h e  transfo rm ations l is te d  in  the  T ab le  m a y  be d iv ided in to  th ree  m ain  
g ro u p s  :

th e  generalized sym m etrical com ponents, 
th e  x , y  com ponents a n d
th e  X, iy  com ponents. I f  <5 =  0, we get in  th e  th ree  m ain  groups, 
th e  sym m etrical co m p o n en ts , or 
th e  a, ß com ponents, o r
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Table I

Name
and symbol 

of com ponents

Com ponents 
according to  E qu . (2,8) L a ten t vectors

Pi » , » , У Tf

G eneralized
sym m etrical
( 0 ,1  Ô, 2 Ô)

l ô 0
l

w

e jd

* - T - )e
2л  \

,'(,+

l

Vs

e - j»

. - ' M r )

e

l  - 1
Sym m etrica l ) , 
(0, 1, 2)

0, x , y
1

w

0 m

0, a, ß
1

I 2

0 ,* ,  iy
1

I 2

Positive -+- 
+  negative  j 
p o s it iv e —  ÿ =  
—  negative  r z 
<0 , +  , - )

M atrix  П$у, 
for com ponents Ç , r ) ,  
for ac tive elem ents 

(E qu. 3,10)

A<}> 0 
. 0 A T

th e  positive -f- n eg a tiv e , positive — n eg a tiv e  com ponents, respective ly .
I t  is p rac tica l to  use <5 =  0 in  the  case of th e  fa u lts  being sym m etrica l to  th e  a
phase. T hus in  th e  case o f fau lts  sym m etrica l to  phase />, i t  is desirab le  to  use

2 n  _ _ 2 л
о =  ———, in  case o f  fau lts  sym m etrical to  ph ase  c, ô =  — should be chosen,

or to  w rite  dow n th e  com ponents instead  o f s ta r t in g  from  phase a , s ta r t in g  from  
th e  phase in  questio n  in  th e  sam e cyclic o rder.

In  T able I I  h av e  been  grouped those p ro p e rtie s  of the  d ifferent tra n s fo rm 
atio n s, w hich refer to  th e  connection o f th e  tran sfo rm ed  0, £, rj com ponen t 
netw orks a t th e  ac tiv e  e lem ents of the  system  a n d  a t th e  fau lt locations.
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Table II

D esignations Connection between 
com ponents a t  active 

elements

Connection of the networks at faults, if  th e  faults are 
symmetrical

o f  components
only for phase 

a
for any phase

S y m m etrica l
c o m p o n en ts none

by  p assiv e  elem ent 
( tran sfo rm er) in gen
e ra l be tw een  all 
th re e  com ponents

by  ph ase  sh iftin g  in 
general b e tw een  two 
com ponen ts

a , ß  com ponen ts n o t sy m m etrica l

by  passive  elem ent (transfo rm er) w ith o u t 
p h ase  sh ifting

o n ly  b e tw een  two 
com p o n en ts

p o s i t iv e  +  negative 
a n d  p o sitiv e—neg
a tiv e  com ponents

sy m m etrica l (w ith  
passive e lem en t)

w ith  passive  elem ent 
(tran sfo rm e r) only 
b e tw een  tw o com po
n en ts

phase sh iftin g  b u t 
only a t  one com po
n en t

T h e  connection of th e  0, £, г/ com ponen t netw orks in  th e  case o f a fau lt 
s y m m e tr ic a l to  one phase (i =  a, b, c) is show n in  F ig . 11, based  on F igs. 3, 6. 
a n d  8. Vt i and  vnti are th e  i- th  phase com ponen ts o f the  la te n t v ec to rs  v f, v,r

E . g. fo r  com ponents 0, a, ß , th e  b phase com ponen t is i>s =  — y =  , b —  .

In a sm u ch  at the  fau lt location  arises a com plicate fau lt im p ed an ce  Z /, 
w h ich  c a n n o t be classified accord ing  to  F ig . 11, i t  is p rac tica l to  consider the  
fo llow ing  points when choosing th e  com ponents £ an d  r\. For th is , one m a y  use 
th e  f a c t  th a t  the  v ;- Vt 4  v,; v,; dyadic  sum  gives a pro jector Q w hich p ro jec ts  
th e  v o lta g e  and curren t v ec to rs  u,-, uj on th e  p lane  of the  la te n t v ec to rs , the  
so -ca lled  basic  plane. The la te n t  vector ut0 is n o rm al to th is  basic p lan e  (zero- 
seq u en ce  axis).

a )  Inasm uch  one la te n t v ec to r of the  fa u lt im pedance of th e  fau lt location  
is in  th e  basic  plane, it  is p ra c tic a l to  choose th is  la te n t  vector for one la te n t  vecto r 
o f th e  tran sfo rm atio n , i. e. as V e, because a f te r  tran sfo rm atio n , th e  fa u lt im p e
d a n ce  m a tr ix  gets sep ara ted  for th is  com ponen t.

b)  I f  the  la ten t vecto r o f  th e  fau lt is n o t in  th e  basic p lane, i t  is p ra c tic a l 
to  choose  th e  la te n t v ec to r so th a t  i t  lies a t  le a s t in  th e  p lane fo rm ed  b y  th e  
la te n t  v ec to rs  of the fau lt im pedance  ( fa u lt p la n e ) ,  or so th a t  i t  is o rth o g o n a l 
to  one  la te n t  vector of th e  fa u lt p lace, because in  th is  w ay too, th e  m u tu a l con
n e c tio n s  a t  th e  fault locations can  be reduced .
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Fig. 11. C onnection o f th e  0, T] co m ponen t ne tw orks in th e  case o f  d iffe re n t fa u lts
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SUM M ARY

T h e  im pedance m a tr ix  o f  th e  regu lar e lem ents o f  a  th ree -p h ase  e lectrical system  is a 
c irc u la n t  m a trix , th ere fo re  th e  sam e la te n t  vectors belong  to  th e  blocks. T he im pedance  h y p e r
m a tr ix  is th u s  expressed  b y  th e  m atrice s  form ed fro m  th e  la te n t  values o f th e  various blocks 
a n d  th e  su m  of th e  d ire c t p ro d u c ts  o f  th e  dyades fo rm ed  fro m  th e  la te n t vectors belonging 
to g e th e r .  T ransform ed to  i ts  la t e n t  vecto rs, th e  th ree -p h ase  sy s tem  is decom posed in to  th ree  
sy s te m s  in d ep en d en t fro m  each  o th e r . F o r passive  e lem en ts  n o t  con tain ing  ro ta tin g  m achines, 
o n ly  o n e  o f th e  la te n t v ec to rs  is f ix e d , th e  position  o f th e  tw o  o th e r  can  be changed , m ain ta in in g  
th e  co n d itio n s o f o rth o g o n a lity . T h e  com ponents o b ta in e d  in  th is  w ay are  called  b y  th e  a u th o r  
th e  0, S, i] com ponents. T he com p o n en ts  used  so fa r : a a n d  ß  c o m ponen ts, m odifiable  sym m etrica l 
co m p o n e n ts  (“ positive p lu s  n e g a tiv e , positive  m inus n e g a tiv e ” ) a re  special cases o f  th e  0, f ,  r\ 
c o m p o n e n ts . W ith  a c tiv e  e lem en ts  con tain ing  ro ta tin g  m ach in es, th e  system  tran sfo rm ed  
to  0 , f  a n d  T] com ponents is decom posed  only in to  tw o sy s tem s in d ep en d en t from  each  o th e r. 
B e tw ee n  th e  f  and  r\ co m p o n en ts  ap p ears an  in te rac tio n  w h ich  ceases on ly  in  th e  case o f  th e  
sy m m e tr ic a l com ponents. T he b asic  cases o f th e  n o n -reg u la r  e lem ents a re  th e  sym m etrica l 
sh o rt-c irc u its  and  th e  o p en  lines. F o r  these  cases, th e  co n n ec tio n  o f th e  0, £, t) com ponents can  
h e  d e te rm in e d . F ina lly , th e  a u th o r  com pares th e  d iffe re n t tran sfo rm atio n s.

T R A N SFO R M A T IO N  V O N  D R E IPH A SE N -W E C H SE L ST R O M S Y S T E M E N  
M IT  H IL F E  D E R  M A T R IZ E N R E C H N U N G

K. SZENDY

ZUSA M M ENFASSUN G

D ie Im p ed an zm a trix  d e r reg u lä ren  E lem ente  v o n  e lek trisch en  D reiphasensystem en  is t 
z y k lisc h , d ah er gehören  zu  d en  e inzelnen Blöcken d iese lb en  E igenvek to ren . H ieraus e rg ib t 
sich , d a ss  d ie Im p ed a n z -H y p e rm a tr ix  d u rch  die Sum m e d e r aus den  E igenw erten  d e r einzelnen 
B löcke geb ilde ten  M atrizen  u n d  d e r D irek tp ro d u k te  d e r au s  den  zusam m engehörigen E ig en 
v e k to re n  geb ildeten  D y a d en  a u sg ed rü ck t w ird . Das a u f  d ie E ig en v ek to ren  tran sfo rm ierte  D re i
p h a se n sy ste m  zerfä llt in  d re i v o n e in a n d er unabhängige S y stem e. B ei passiven  E lem en ten  w elche 
k e in e  ro tie ren d e n  M aschinen e n th a lte n , is t n u r der eine E ig e n v ek to r f ix ie r t, die Lage de r beiden  
a n d e re n  k a n n  u n te r  B e ib e h a ltu n g  de r O rth o g o n a litä tsb ed in g u n g en  v e rän d e rt w erden . D ie so 
g ew o n n en en  K o m ponen ten  n e n n t  d e r V erfasser 0, £, // K o m p o n en ten . Die b isher ü b lichen  
sy m m etrisc h en  K om p o n en ten , a  u n d  ß  K om ponen ten , m o d ifiz ie rte  sym m etrische K o m p o n en 
t e n  (“ p o s itiv  plus n e g a tiv , p o s itiv  m inus n eg ativ ” ) sind  Sonderfälle  de r 0, f ,  ?/ K o m ponen ten .
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Bei a k tiv e n  E lem en ten , w elche ro tie ren d e  M aschinen e n th a lte n , zerfä llt das a u f  d ie 0, £ , »/ K o m 
p o n en ten  tran sfo rm ierte  System  n u r  in  zwei v o n e in an d er unabhäng ige  System e. Zw ischen den  
K om po n en ten  £ u n d  // e rschein t eine W echselw irkung, d ie  n u r  im  Falle  von sy m m etrisch en  
K om p o n en ten  a u fh ö rt. Die g rund legenden  F älle  d e r irreg u lä re n  E lem en te  sind  d ie a sy m m e tr i
schen K urzschlüsse u n d  die U n terb erech n u n g en  von  P h asen . F ü r  diese Fälle  k an n  d ie Z u sam m en 
sch a ltu n g  de r 0, £, t] K om p o n en ten  b es tim m t w erd en . Z um  Schluss verg le ich t d e r V erfasser 
die versch iedenen  T ransfo rm ationen .

T R A N S FO R M A T IO N  D ’UN  SY STÈM E A L T E R N A T IF  T R IP H A S É  À L ’A ID E  D U  CALCUL
D E S M A TR IC E S

Ch. S Z E N D Y

R É SU M É

L a m atrice  des im pédances des é lém ents régu liers d ’un  systèm e électrique tr ip h a sé  est 
cyclique, c’est pourquoi les m êm es vecteurs p ro p res ap p a rtie n n e n t aux d ifféren ts b locs. E n  
conséquence, l’hy p erm atrice  des im pédances e s t exprim ée p a r  la som m e des m a trice s  fo r
m ées p a r  les v a leu rs p ropres des d ifféren ts blocs, e t des p ro d u its  d irects des d y ad es form ées 
p a r les vecteurs p ropres connexes. P a r  su ite  de la  d iagonalisa tion , le systèm e tr ip h a sé  est 
décom posé en tro is systèm es in d épendan ts. A ux é lém en ts  passifs  ne con ten an t p as de m ach in es 
to u rn an te s , seu lem ent l’un des vecteu rs  p ropres e st fixé , la  position  des deux a u tre s  p e u t  ê tre  
variée , to u t  en m a in ten a n t les conditions d ’o rth o g o n alité . Les com posantes a insi ob ten u es 
son t nom m ées 0, £, )/ p a r  l ’au teu r. Les com posantes sym étriques, les com posantes a  e t  jS, e t 
les com posantes sym étriques m odifiées («com posantes p ositive  plus négative, com posan tes 
positive  m oins négative» son t dès cas spéciaux des com posan tes 0, £, ij. A ux é lém en ts  actifs 
c o n te n a n t des m achines to u rn an tes , le systèm e tran sfo rm é  au x  com posantes 0, £, rj n ’est 
décom posé q u ’en deux  systèm es in d ép en d an ts . E n tre  les com posan tes £ e t »7 il se p ro d u it  u n e  
action  m u tu e lle , qu i ne d isp a ra ît que dans le cas des com posan tes sym étriques. Les cas fo n d a 
m e n ta u x  des é lém ents irréguliers son t co n stitu és p a r  les cour-c ircu its a sy m étriq u es e t les 
cou p u res des phases. P o u r ces cas, l ’in te rco n n ex io n  des com posan tes 0, £, Г) p e u t ê tre  d é te r
m inée . L ’au te u r com pare  ensu ite  les d ifféren tes tran sfo rm a tio n s .

ТРАНСФОРМАЦИЯ ТРЕХФАЗНОЙ СИСТЕМЫ ПЕРЕМЕННОГО TOKA 
С ПОМОЩЬЮ МАТРИЧНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

К. С Е Н Д И

РЕЗЮМЕ

Матрица импеданса систематических элементов трехфазной электрической системы 
является цикличной, поэтому для отдельных блоков действительны те же собственные 
векторы. Вследствие этого гиперматрица импеданса выражается суммой прямых мно
жеств диадов, и матриц, образованных из собственных значений отдельных блоков. Транс
формируя на собственные векторы, трехфазная система распадается на три независимые 
друг от друга системы. В случае пассивных элементов, не содержащих вращающейся 
машины, фиксированным является только один собственный вектор, а два остальных 
вектора в отношении своего положения могут изменяться при сохранении условия орто
гональности. Полученные таким образом слагающие автор называет слагающими 0, £, 
Использованные до сих пор симметричные слагающие, т. е. слагающие а  и ß, являются 
модифицированными симметричными слагающими («положительные +  отрицательные, 
положительные — отрицательные» слагающие), представляющими собою специальные 
случаи слагающих О, £, г\. В случае активных элементов, содержащих вращающиеся 
машины, система, трансформирующая на слагающие О, £ и t;, распадается только на две 
независимые друг от друга системы. Между слагающими £ и tj имеет место взаимодей
ствие, которое прекращается лишь в случае симметричных слагающих. Основные случаи 
несистематичных элементов представляет собою асимметричные замыкания и разрыв 
фаз. В отношении их можно определить объединением слагающих 0, £, г). Автор, наконец, 
сравнивает отдельные трансформации.
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[R eceived  on 31st Ja n u a ry , 1957]

1. In troduction

M ethods of the  T heory  o f E la s tic ity  are, in  general, very  cum bersom e when 
applied  to  s ta b ility  problem s o f rig id -jo in ted  fram ed tru sses. T h erefo re  such 
ap p ro x im ate  m ethods as allow' a su b s ta n tia l sim plification  o f c a lc u la to ry  wrork, 
are o f g rea t p rac tica l im p o rtan ce . The following procedure — th e  substitution  
method — aim s a t  th e  sam e goal.

The m ethod to  be p re sen ted  su b s titu te s  for th e  fram ed tru s s  to  be in v esti
g a ted  a b ar, th e  cond itions of su p p o rt and  loading, as well as o f  e lastic ity  
of w hich  are sim ilar to  tho se  of th e  given tru ss . T hereby  th e  fac ility  offers itse lf 
to  solve some problem s o f s ta b ility  in  re la tion  to  the fram ed  tru s s  b y  known 
form ulae relative to  sim ple b a rs .

The app lication  o f th e  su b s titu tio n  m ethod  requires th e  genera lization  
o f som e concepts know n from  th e  th eo ry  o f s tren g th  of b ars . T hese  concepts 
have to  be defined f irs t.

2. D efin ition  o f the prism atic fram ed truss

B y  bar a s tru c tu ra l e lem ent is m ean t whose lo n g itu d in a l d im ension is 
su b s ta n tia lly  g rea te r  th a n  its  cross-sectional dim ensions. The s im p le s t k ind  of 
b a r  is : th e  prism atic bar w ith  s tra ig h t axis. In  th e  case of th e  p r ism a tic  b a r  its 
p a r ts  cu t ou t b y  cross-sectional p lanes a t equal axial d is tan ces  are  o f equal 
shape .

B y  fram ed truss a s tru c tu re  o f bars rig id ly  jo in ted  to  one a n o th e r is 
m ean t whose lo ng itud ina l d im ension is su b stan tia lly  g rea te r th a n  its  cross- 
sectional dim ensions. I f  all b a r  axes o f th e  fram ew ork lie in a com m on p lane and 
th e  tru ss  is of sym m etrica l s tru c tu re  in  re la tion  to  th is p lane , a p la n e  fram ed 
tru ss  is spoken of. A fram ed  tru ss  consisting  of sections, i. e. o f  p a r ts  o f equal 
shape  arranged  along a s tra ig h t line, will be called, w ith ex tension  o f  th e  m eaning 
o f th e  te rm  “ p rism atic” , a prism atic  fram ed  truss (Fig. 1).
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I n  the  following o n ly  tru s se s  considered as p r ism a tic  according to  th e  afore
s a id  w ill be dealt w ith .

I I I !
F ig . 1. P rism atic  fram ed tru sse s

3. Basic cases of loadings

I n  th e  theory  of s t r e n g th  of prism atic b a rs  th e  special k inds of loadings 
a re  conventionally  called basic cases o f loadings. S uch  cases are e. g. : pure tension 
( com pression) , pure bending, a n d  pure torsion. I n  th e se  cases equal conditions 
o f  d e fo rm atio n  and of s tre ss  a re  reigning on sections o f  e q u a l leng th  of th e  p r ism a t
ic b a r .

I n  th e  fam ily o f p r is m a tic  fram ed trusses i t  is ex p ed ien t to  regard  som e 
sp e c ia l modes of load ing  as basic cases o f loadings. S uch  will be called here th e  
cases  in  which equal d e fo rm a tio n s , th a t  is, e q u a l in n e r  forces develop in  all 
s e c tio n s  o f equal shape o f  th e  tru ss . W ith th is  n o m en c la tu re , even in  th e  case 
o f  p r ism a tic  fram ed tru sse s , th e  te rm s of pure tension  (com pression), pure bending 
a n d  p u re  torsion m ay be  sp o k e n  of.

T h e  case of pure shear  w ill be trea ted  in  a special paper.

4. D efinition of rigidity

In  th e  theory of s t r e n g th  o f  the  prism atic bar th e  rig id ity  of the  b a r  to w ard  
d if fe re n t loadings is c o n v e n tio n a lly  described b y  th e  effo rt producing u n it  
d e fo rm a tio n . By u n it d e fo rm a tio n  is m eant in  case o f  p u re  tension  u n it e lon
g a tio n  (contraction), in  case  o f  pure bending u n it  c u rv a tu re  of th e  b a r  ax is , 
in  case  o f  pure torsion u n i t  an g le  of tw ist per u n it  le n g th  o f th e  bar.

I n  th e  case of a p r ism a tic  fram ed  truss the  co n cep t o f  rigidity  m ay  be in te r 
p re te d  sim ilarly  to th a t  o f  th e  p rism atic  bar. T he d ifference is only th a t  in  the  
p la c e  o f  u n it deform ation i ts  average  value has to  b e  su b s titu te d . The la t te r  is 
fo u n d  b y  dividing th e  d e fo rm a tio n  m easured on th e  sec tion  by  the  leng th  o f  
th e  la t t e r .  Accordingly :

a )  in  the case o f  p u re  tension ( compression)  th e  r ig id ity  of th e  fram ed  
t r u s s  is  expressed by  th e  ra t io
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( 1 )

H ere N  deno tes th e  m ag n itu d e  o f th e  tensional (com pressive) force a n d  e th e  
ra tio  o f th e  change o f len g th , m easured  on th e  sec tio n , and  of th e  le n g th  o f  
th e  section .

b) In  th e  case of pure  bending , according to  th e  tw o p rincipal d irec tio n s  
of th e  cross section  (Fig. 2) th e  rig id ity  o f th e  fram ed  tru ss  is expressed b y

Fig. 2. P rinc ipa l d irections a , 6, c

and

(2)

(3)

In  th e  above form ulas M a an d  M b are m om ents o f  bend ing  couples a c tin g  in  
planes a t r ig h t angles to  p rin c ip a l axes a and  b, x a an d  x b denote th e  av erag e  
cu rv a tu res  caused b y  couples M a and  M b respective ly . The average c u rv a tu re  
is o b ta in ed  b y  division of th e  angu la r ro ta tio n , p resen tin g  itse lf  b e tw een  th e  
te rm in a l surfaces o f th e  section  o f th e  b a r , b y  th e  len g th  of th e  la tte r .

c) In  th e  case of pure torsion the  r ig id ity  o f  th e  fram ed tru ss  is

( 4 >

In  th is  fo rm ula M c denotes th e  to rq u e  an d  & th e  average  value of u n it  tw is t  
caused b y  it .  The la t te r  is de te rm ined  by  d iv id ing  th e  angle of tw ist p re sen tin g  
itse lf  betw een  th e  te rm in a l surfaces of th e  section  b y  its  length.

5. The principle of substitution

W ith  know ledge o f th e  stiffness charac teristics o f  p rism atic  fram ed  trusses*  
in th e  course of tre a tm e n t o f specific problem s th e  fram ed  tru ss  can be replaced w ith  
good ap p rox im ation  b y  a p rism atic  b a r  th e  stiffness characteristics o f  w h ich
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e q u a l those of th e  fram ed  tru ss . H ow ever, i t  m u s t be no ticed , t h a t  th e  b e h a 
v io u r  o f th e  fram ed  tru sse s  is essen tia lly  in fluenced  b y  th e  sh ea rin g  forces, 
so t h a t  in  cases, w hen  th e se  are  of considerab le  values, th e  d e fo rm atio n s caused 
b y  th e n  are, in  c o n tra ry  to  th e  case of p rism a tic  b a rs , of fu n d am en ta l im p o rtan ce .

T he rep lacem ent o f  th e  p rism atic  fra m e d  truss  b y  a p rism atic  bar o f sim ilar 
r ig id ity  g reatly  fac ilita tes  th e  solution o f  som e problem s of s ta b ility . T he case 
is  especially  sim ple if  a p rob lem  is tre a te d  for w hich form ulas, ta b u la tio n s  are

F ig. 3. Buckling o f  th e  fram e d  tru ss  F ig . 4. B uckling p rob lem  n o t  solvable

and  o f th e  su b s titu te d  b a r  b y  th e  su b s titu tio n  m e th o d

av a ila b le  in  engineering te x tb o o k s . In  th is  case the  form ulas or ta b u la te d  d a ta  
a re  d irec tly  applicable to  th e  fram ed tru s s .

O f course, the  su b s titu tio n  of the  p r ism a tic  b a r  for the p rism a tic  fram ed 
tru s s  is only perm issible if  th e  deform ation  o f  th e  fram ed tru ss  ta k e s  p lace sim i
la r ly  to  th a t  of th e  b a r  to  be  su b stitu ted  fo r i t  (F ig . 3). Therefore in  cases w hen 
th e  fram ed  tru ss  suffers o n ly  local defo rm atio n , th a t  is the  axis o f  th e  tru ss  is 
n o t  deflected , or th e  p la n  o f  th e  tru ss  is n o t  d is to rte d  (Fig. 4), th e  princip le  
o f  su b s titu tio n  can n o t be app lied .

T he error re su lting  from  th e  ap p lica tion  o f the su b stitu tio n  m eth o d  is the  
sm a lle r, the  more th e  d e fo rm ation  of th e  s u b s titu te d  b a r  resem bles t h a t  of the  
fra m e d  tru ss . A ccordingly from  th e  po in t o f  v iew  o f po ten tia l e rro r i t  is in  general 
fa v o u ra b le  if  th e  n u m b er o f  tru ss  sections is h igh , th a t  is if  th e  le n g th  o f th e  
in d iv id u a l section is sm all in  re la tion  to  th e  len g th  of th e  tru ss . In  case of fewer 
t h a n  th ree  sections th e  ap p lica tio n  of th e  su b s titu tio n  m ethod  is n o t  com m end
a b le . 6. Comparison o f the exact and o f the substitution method

F o r th e  com parison  o f  th e  processes a n d  o f  th e  results of th e  e x a c t and  of 
th e  su b s titu tio n  m eth o d  th e  critica l com pressive force of the  Y ierendeel g irder 
p ic tu re d  in Fig. 3 w ill be tre a te d  more in  d e ta il. F o r th e  sake of s im p lic ity  cross 
b a rs  a n d  p arts  o f th e  cho rds jo in ing  th em  w ill be  considered as p e rfec tly  rigid.



Because of th e  supposed  r ig id ity  o f cross b a rs  th e  solution of th e  b u ck ling  
problem  to  be tre a te d  is  essentially  id en tica l w ith  t h a t  o f th e  problem  o u tlin ed  
in  F ig . 5.

T h is is nam ely  th e  case of the  b a r  o f s tra ig h t a x is , sub jec t to  ax ial com pres
sion, w hich is com posed of a lte rn a tin g  rig id  (b lackened) and  elastic  (w hite) 
s tre tch es . The b a r  is com posed of th ree  sections o f e q u a l shape, th a t  is accord ing
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F ig. S. B ar co n sis tin g  o f  rigid 
o f  e la stic  sections

and Fig. 6. D e flec te d  shape o f th e  b a r

to  th e  more general nom encla tu re  o f C hap ter 2 i t  m a y  be considered as p r is m a t
ic. On th e  elastic s tre tch es  of the  b a r  th e  m om ent o f  in e r tia  of th e  cross-sectional 
surface o f the b a r  re le v a n t from th e  s tan d p o in t o f  buck ling  :

I 0 =  const.

In  the course o f  tre a tm e n t o f th e  problem  th e  exact value of th e  c ritic a l 
com pressive force w ill f ir s t  be determ ined . F o r th is  s ta r t  is m ade from  th e  know n 
d ifferen tia l eq u a tio n

y "  +  o ß y  — 0 . (5)

In  th is  form ula y  — y  (x ) is the o rd in a te  of th e  b u ck led  b a r  axis, and  th e  m ean ing  
o f coefficient <a2 is

( 6 )

w here E  is the coeffic ien t of e las tic ity , and  J  is th e  su b s titu te  m om ent o f  in e r tia  
o f th e  b a r cross sec tions. On the  e lastic  stre tch es  o f  th e  b a r

E J  =  E J 0, (?)

11 Acta Technica XIX/3—4
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a n d  on the  rigid ones
E J  —  oo. (8)

T he solution o f  th e  d ifferen tia l e q u a tio n  (5) is on s tre tch  0 4 - х г o f  th e  b a r  
(F ig . 6)

у  =  y 0 cos со X,

so t h a t

Ji =  Уо cos <°a-

y'i — — y 0 co s in  a » .

O n  s tre tc h  xx 4- x 2 o f  th e  b a r  its axis is s tra ig h t, therefore

У =  Ух +  х/ i .
a n d  th u s

У2 — Jo (cos œa — 2 со b sin  coa).,

J 2 =  — Jo a  Ыа■

O n th e  nex t s tre tch  x 2 4- x 3 o f the  b a r

'V
У — Уг cos w (x  — *2) — sin  со (x  — x 2) ,

a n d  accordingly

J s  =  Jo  (cos 3 ом — 2 cob s in  o)a ■ sin 2 coa), 

y 3' — y 0 со (—sin 3 coa -|- 2 cob s in  coa ■ sin 2 coa).

O n s tre tc h  x3 4- *4 o f th e  b a r

J  =  J 3 +  by3 .

F in a lly  a t locus x  — x± th e  o rd ina te  o f b u ck lin g  h as  to  equal zero :

J  W  =  0.

K n o w n  values su b s titu te d  a n d  after som e rearran g em en t

2 cob sin coa (cos 2 coa — cob sin 2 ыа) — (cos 3 coa — cob sin  3 coa) =  0 . (9)

I f  m in im u m  possible со v a lu e , ft>min, is c a lcu la ted  from  th is  eq u a tio n , th e  c ritica l
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com pressive force is o b ta ined  — w ith  considera tion  o f (6) an d  (7) — b y  th e  
follow ing form ula :

Per =  «min E J 0. (10)

T h is is th e  ex ac t v a lue  o f the  c ritic a l force.
Now le t be d em onstra ted  th e  p rocedure o f calcu lation  in  case o f  ap p lica 

tio n  o f  th e  substitution method. In  t h a t  case th e  bend ing  stiffness o f  th e  su b s ti
tu te d  b a r  has to  de determ ined  f ir s t ,  n am ely  th a t  for pure  bending  in  th e  p lane

Fig. 7. The investigated bar section before and after buckling

of buckling. This calculation  is ex ecu ted  on the  b a r  section  i l lu s tra te d  in  F ig . 7. 
O n th e  elastic  s tre tc h  of 2a len g th  th e  cu rv a tu re  o f th e  b a r  axis

Xо
V

2 a
M

E J 0 ’

th a t  is, the  average cu rv a tu re  b e tw een  th e  te rm in a l surfaces o f th e  b a r  section 
a t  d istance  2c

a

c

M

T hus th e  bending stiffness o f th e  b a r  in  case o f  pure bend ing  in th e  p la n e  o f 
buck ling

B  =  -C- E J 0. (11)
a

The su b s titu tio n  m ethod now  consists in  rep lacem en t of th e  inhom ogeneous 
b a r  consisting o f rig id  and  e lastic  p a r ts  by  such an  hom ogeneous b a r  whose 
bend ing  stiffness equals th e  value o f  (11) B . A fterw ards th e  c ritica l com pressive 
force o f the  su b s titu te d  b a r is d e te rm in ed  from  E u ler’s form ula :

Pcr =
Л2 В

Z2
( 12)

11*
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T h e  force thus o b ta in ed  is th e  average ap p ro x im a te  v alue  sough t for o f th e  cri
t i c a l  compressive force o f  th e  original bar.

7. N um erical exam ple

Calculations of Chapter 6 will be executed for case

a =  0,9 c , b — 0,1 c .

For the determination of the exact value of the critical compressive force equation (9) 
has to be set up first :

0,2 с со sin 0,9 с со (cos 1,8 с со — 0,1 с со sin 1,8 с со) — (cos 2,7 с со — 0,1 с со sin 2,7 с со) =  0 . 

The minimum со value satisfying this trigonometric equation :

0,55165
îllin — -------  •c

The value of comjn known, the exact value of the critical compressive force is computed from 
form ula (10) :

P „ =  0,3043 EJ, n .
c‘

For the determination of the approximate value of the critical force the substitution method 
is applied. For this bending stiffness В  of the bar is first determined, and tha t with the aid of 
form ula (11). The result of calculation:

В  =  1,111 E J 0.

H ereafter the approximate value of the critical compressive force may he computed from for
m ula (12) :

P cr =  0,3046 E J  „

The results of the exact and of the approximate methods confronted, it is found th a t in the 
case a t  hand the error committed through application of the substitution method is insignificant, 
altogether only 0,1%. The relatively low value of the error is due to the fact, tha t the deforma
tion  of the substituted bar hardly  differs from that of the original one.
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SUMMARY

The paper presents a method for the approximate solution of stability and of other prob
lems of plane framed trasses composed of sections of equal shape and properties arranged along 
a straight line. The essentials of the method is : the substitution of a simple prismatic bar for 
the framed truss. For this purpose a bar has to be used whose support and loading, as well as 
tensional (compressive), bending or torsional rigidity is similar to that of the original truss.

The analysis is completed by a numerical example th a t facilitates the numerical deter
mination of the error resulting from the application of the substitution method. In the case 
of the example examined the error committed is insignificant.

SUBSTITUTIONSVERFAHREN ZUR ANNÄHERNDEN LÖSUNG 
VON STABILITÄTSPROBLEMEN EBENER RAHMENTRÄGER

P . CSO N K A

ZUSAMMENFASSUNG

Der Aufsatz behandelt ein Verfahren durch welches Stabilitätsprobleme von entlang 
einer Geraden aneinandergereihten, aus Teilen gleicher Form und gleicher Eigenschaften bestehen
den ebenen Rahmenträger gelöst werden können. Der Rahmenträger wird durch einen einfachen 
prismatischen Stab ersetzt, dessen Unterstützungs- und Belastungsverhältnisse, sowie Steifig
keitskennwerte gegenüber Zug (Druck), Biegung, bzw. Drehung jener des ursprünglichen 
Trägers gleich sind.

Der Aufsatz wird durch ein Zahlenbeispiel ergänzt, an Hand dessen die aus der Anwendung 
des Substitutionsverfahrens hervorgehenden Fehler zahlenmässig erm ittelt werden können. 
Im  Falle des untersuchten Beispiels ist der begangene Fehler bedeutungslos.

PROCÉDÉ DE SUBSTITUTION POUR LA SOLUTION APPROXIMATIVE 
DES PROBLÈMES DE STABILITÉ DES PORTIQUES MULTIPLES OU TREILLIS

P . CSO N K A

RÉSUMÉ

L’auteur fait connaître un procédé qui se prête à la solution approximative des problèmes 
de stabilité dans le cas des portiques multiples ou treillis, constituées d’éléments de forme et de 
propriétés identiques, disposés le long d’une droite. L’essentiel du procédé est le remplacement 
du portique par une simple barre prismatique dont l’appui et la charge, de même 
que la rigidité à la traction (compression), flexion, resp. torsion sont égales à ceux de la cons
truction originale.

L’article est complété par un exemple numérique servant à la détermination numérique 
de l’erreur résultant de l’application du procédé de substitution. Dans le cas de l’exemple étudié 
l’erreur commise est insignifiante.

ЗАМЕЩАЮЩИЙ МЕТОД Д Л Я  ПРИБЛИЖ ЕННОЙ ТРАКТОВКИ ЗАДАЧ СТАБИЛЬ
НОСТИ, КАСАЮЩИХСЯ ПЛОСКОСТНЫХ ФЕРМ

П. Ч О Н К А

РЕЗЮМЕ

В статье описывается такой метод, который пригоден для приближенного решения 
задач стабильности и прочих задач плоскостных ферм, состоящих из идентичных но форме 
и свойствам частей, расположенных друг за другом вдоль прямой. Суть предлагаемого
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метода заключается в следующем : замещение фермы простым призматичским стержнем. 
Д ля этой цели необходимо использовать такой стержень, опора и нагрузка которого, а 
также жесткость по отношению к растяжению (сжатию), изгибу и, соответственно, кру
чению является аналогичным по сравнению с оригинальной фермой.

Работа дополняется числовым примером, который позволяет численно определить 
погрешность от применения замещающего метода. В случае исследованного примера 
допущенная погрешность незначительна.



LOCATION OF THE MAN SHAFT AND TIME LOST 
IN UNDERGROUND TRAVEL
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D E P A R T M E N T  O F  M IN E  W O R K IN G , U N IV E R S IT Y  F O R  T H E  H E A V Y  IN D U S T R Y , S O P R O N  

[Manuscript received on 9th March, 1957]

T he place o f th e  m an  sh a f t (sh aft used  for access) has an  im p o r ta n t 
p a r t  in  th e  tim e  lost in  trav e llin g  underground . T he problem  has n o t y e t  been 
tre a te d  analy tica lly  in  m ining lite ra tu re . Se viak o v  [1 ] deals w ith  th e  prob lem  
on ly  in  an n ex  to  th e  m in im um -prob lem  o f und erg ro u n d  tra n s p o r ta tio n  of 
m inera l. H e fin d s th a t  th e  o p tim u m  location  o f th e  m an  sh a ft is fo u n d  in  a 
w ay  sim ilar to  th e  d e te rm in a tio n  of th e  op tim um  position  o f th e  m a in  w inding 
(draw ing) sh aft. In  th e  H u n g a ria n  m ining lite ra tu re  B. V arg h a  [2 ] in v e s ti
gates th e  problem  and  w ith  carefu l, illu s tra tiv e  n u m erica l tab les  an d  d iag ram s 
po in ts ou t its  g rea t im p o rtan ce . H is m ethod  o f tre a tm e n t is n u m erica l, n o t 
an a ly tica l, hence n o t general. N o tw ith stan d in g , he arrives a t  several conclusions 
w hich have  a t m ost been in stin c tiv e ly  felt and  app lied  b y  th e  p ra c tic a l m iner, 
b u t  w ith o u t calculation  o f th e ir  econom ic ad v an tag es.

T he aim  o f th is  p ap e r is to  give rela tionsh ips o f general v a lid ity  for the  
o p tim a l location  o f th e  m an  sh a ft an d  for th e  tim e  loss in  access to  w orkings 
an d  th e  w ay back .

F irs t  a m ining area  o f re c tan g u la r  shape is supposed . In  re a li ty  such a 
w orking area  is seldom  found . N o tw ith stan d in g , i t  is exped ien t to  d ea l w ith  it , 
for general laws m a y  th u s  be recognized w ith  sim pler re la tionsh ips. M oreover re la 
tionsh ips estab lished  can be m ade p rac tica l use of in  th e  case o f  n e a rly  re c ta n 
gu la r w orking areas too.

In  general, th e  shape o f th e  w ork ing  area of a sh a f t is irreg u la r. T herefore, 
th e  re lationsh ips are to  be soug h t th a t  can  be ap p lied  w ith  p ra c tic a lly  sa tis 
fac to ry  accuracy  to  w ork ing  areas o f  irreg u la r sh ap e  as well.

T he dip of th e  m inera l bed  is o f im portance  in  th e  analysis . F la t  bed s will 
be tre a te d  sep ara te ly  from  h ig h ly  inclined ones, th o u g h , as w ill be show n, th e  
e ssen tia l fea tu res of b o th  are th e  sam e.

T he m an  sh a ft is a t  an  a rb itra ry  p o in t P  o f th e  rec tan g u la r m in in g  area 
(F ig . 1). The s trike  of th e  m in era l bo d y  is p ara lle l to  th e  longer side A ,  th e  dip 
para lle l to  th e  sh o rte r side В  o f  th e  rec tang le . T he orig in  o f th e  p rov isiona l sys
te m  o f coord inates ((x0 ; y 0) coincides w ith  p o in t P .  A t an  a rb itra ry  p lace of 
th e  m in ing  area  a d iffe ren tia l a rea  dx0 ; dy0 is c u t o u t. F rom  th e  b o tto m  of
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th e  m a n  shaft to  th e  d iffe re n tia l area th e  d is tan ce  o f x0 along th e  s trik e  and 
th e  d istance  of y 0 a long  th e  d ip  has to  be tra v e lle d ; on th e  w ay  b ack , th e  sam e. 
T h e  d ifferential tim e  o f t r a v e l  necessary for e x tra c tin g  th e  d iffe ren tia l area  is :

£ M  ■ y
dt =  2 ------------(*u +  v ■ To) dxо • dy0 —  2 c (x0 +  vy0) d x0 • d y () (1)

q • vs

£ is  th e  coefficient o f  re c o v e ry  or the ra tio  of th e  econom ically  ex p lo itab le  and  
o f  th e  actual m ineral re se rv es . M  is the  th ick n ess  of the m inera l body , y  its

w e ig h t p er un it volum e, q is th e  m odified, average  o u tp u t p er m an sh if t referred  
to  th e  en tire  service life o f  th e  sh aft. The la t te r  is h igher th a n  th e  o u tp u t per 
m a n s h if t  as understood  conven tionally , because p a r t  o f th e  undeg ro u n d  w orkers 
do n o t  go as far as th e  p lace  o f  ex trac tion , b u t  t r a v e l  only  p a r t  of th e  w ay  lead 
in g  th e re  before and a f te r  th e  w orking sh ift. To th e se  belong on se tte rs  (bo ttom - 
e rs), engine-m en, e tc . a ro u n d  th e  shaft, p a r t  o f  th e  m en em ployed in  haulage. 
vs is  th e  average speed  o f  u n d erg ro u n d  tra v e l befo re  an d  a fte r th e  sh ift, v is a 
re la t iv e  num ber.

L e t the  speed o f tr a v e l  on th e  rise o f th e  b e d  be vr, th e  sam e on th e  dip 
be  v d. T he ratio  of th e  a re a  served  b y  th e  ra ise  (slope, s la n t or incline to  the  
rise)

V V
vr — ----  an d  vd =  —— , re sp e c tiv e ly  . (2)

V r  V d

N um bers vr an d  vd a re  u n d e r given cond itions functions o f a , th e  angle 
o f  d ip  o f  the m ineral b o d y . I n  general vd >  vr because  in  w orking to  th e  rise
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w orkers have to  go up  a t  th e  beg inn ing  o f th e  sh if t and  come dow n th e  p lan e  
a t  sh ift end , w hile in  d ip  w ork ings th e  reverse is  th e  case.

In  w riting  th e  d ifferen tia l eq u a tio n  a c o n s ta n t or a t least p ra c tic a lly  in 
va riab le  bed  th ickness was supposed , an d  accord ingly , o ther d a ta  in c lu d e d  in  
coefficient c are  also p rac tica lly  in v ariab le . I t  is also assum ed th a t  th e  w o rk ing  
place is reached  on the  s trik e  an d  on th e  rise  or d ip  b y  the  sh o rtest w a y .

O n th e  b asis  of the  d iffe ren tia l equa tion  a n d  o f the  Fig. th e  u n d e rg ro u n d  
trav e l tim e  req u ired  for m in ing  o u t th e  w ork ing  area  is expressed :

I  x 0= a ,  x „ = b 0

t =  2 c j j {x0 +  vry 0) dx0 d y0 +

l  x „ = — (.A —  ]„) y o= 0

x,= „ У.-0 j
+  J j  (X0 +  Vd ■ Jo) d x 0 Ф'о

x a :------( A — a , )  f>„)

(3)

A fter execu tion  o f  the  op era tio n ,

* =  c {  И  +  (A  -  «о)2] B  +  vr .b % A + v d ( B -  b0)2 A  } . (4)

The f irs t  m em ber of th e  e q u a tio n  expresses th e  tim e of trav e l on  th e  s tr ik e  
(ts), th e  second th a t  on th e  rise  (tr), th e  th ird  on th e  dip (td), th a t  is  :

t =  ts -\- tr -\- td . (5)

L et th e  m in im um  o f t be soug h t as a function  o f a0 an d  b0. The p a r t ia l  d e riv a tiv e  
o f t w ith  re sp ec t to  a0 an d  b0 w ill therefo re  be  form ed and eq u a te d  to  zero :

=  c [ 2 a 0 — 2 ( A  — a 0)] =  0 
8a0

~  =  c [ 2 v r .b 0 - 2 v d ( B - b 0)] A  — 0. 
3/>o

(6)

A ccording to  th e  second p a r t ia l  d e riva tive , th e  m in im um  is in  q u e s tio n  in  b o th  
cases, th a t  is
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F ro m  the  last e q u a tio n  follows :

vr _  T d _ Qji
vd ~  T r ~  Qr

(8)

w h ere  T d is the su rface  o f  th e  area developed to  th e  d ip, T r t h a t  developed 
to  th e  rise, Qd an d  Q, a re  th e  exploitable m in e ra l reserves of th e  respective 
a re a s .

F un d am en ta l conclusions can a lready  b e  d raw n  on th e  re la tio n s th u s 
f a r  deduced. 1. I n  the fo rm u la  o f  time o f  travel the times o f  travel on the strike, 
on the rise and on the d ip  presen t themselves separately. 2. A s  it was to be expected, 
the tim e o f  travel m ay  be expressed by the static m om ent o f  the m ineral reserves 
o f  the area. The tim e  o f t r a v e l  on the strike o f  th e  a re a  is on bo th  sides expressed  
b y  th e  s ta tic  m om ent o f  th e  m ineral reserves o f  th e  a rea  m ultip lied  b y  coefficient

2 c ' =
21

and referred  to  th e  dip line passing  th ro u g h  the  shaft. In  re la tio n  to
qvs

th e  a rea  developed to  th e  r is e  and the d ip , re sp ec tiv e ly , the  s ta tic  m o m en t is 
re fe rred  to  the line o f  s tr ik e  passing th rough  th e  s h a f t ,  and  the  coefficients are 
2 vrc ' a n d  2 vac', re sp ec tiv e ly . 3. The optimal p lace o f  the man shaft is determined  
by the satisfaction o f  two conditions. According to one, the optimal p o in t is  on the 
d ip  line bisecting the w o rk in g  area o f the shaft. T he  other condition is satisfied, 
i f  the line o f  strike p a ss in g  through the optim al p o in t  divides in  two the m ineral 
reserves o f  the m in ing  area in  a way that the ratio o f  the two parts is the inverse 
o f  their V values. I f  vr =  v d, th e  optim al place o f  th e  sh a ft is in  the  cen tre .

T he deduced fo rm u lae  h o ld  for co nstan t c v a lu es . I f  c changes, average 
v a lu e s  w eighted accord ing  to  c have to  be c a lc u la te d  w ith , as will be show n la te r.

L e t the  prov isional s y s te m  of coordinates b e  sh if te d  parallel to  its  orig inal 
p o s itio n  so th a t  its  o rig in  coincide w ith th e  o p tim a l location  of th e  m an  sh aft. 
L e t th erefo re  the fo llow ing  b e  substitu ted  in to  e q u a tio n  (4).

a n d

b0 — Vd
Vr +  V d

в  — у

(Sa)

A fte r  th e  su b stitu tions, th e  following re la tionsh ip  ho ld s  in  the  fin a l sy s tem  of 
co -o rd in a tes  :

t =  c I I —  +  2 * 2 
2

B  + Vr ■ Vd
Vr +  Vd

В 2 +  (vr +  vd) y 2 (9)
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A t X  =  0 and y  =  0 th e  m in im um  tim e of u nderg round  trav e l is o f  course 
o b ta in ed  :

tmin =  c f—  B  +  Vr' Vd A B 2) .  (10)
1 2  vr +  vd )

T h e  sam e result is a tta in e d  i f  in  equation  (4) aomin a n d 60min are s u b s ti tu te d  for 
a0 an d  lie.

L et the  percentile  va lu e  of

П %  =  Ш —  (11)
^mm

b e  form ed, the p e r tin e n t values be su b s titu ted  and  th e  equa tion  be  reduced  
to  zero :

2 B x-  +  (»V +  vd) A y 2 +
100 —  r) 

100
B  +  V-r ' Vd A B 2) =  0 .

Vr +  Vd I
( 12)

This re la tionsh ip  is th e  cen tra l equation  o f a fam ily  of ellipses according 
to  1]. L et it  be w ritten  in  th e  conventional form , too  :

____ I____  ___
V  —  100 a IA _  , Vr ■ Vd ß  \ »? —  100 ß l y 1  _|_ Vr - V d  ß  \

200  2 +  vr +  vd ! 100 (vr +  vd) \ 2 vr +  vd j

1 (13)

T h e  sem i-m ajor an d  sem i-m inor axes o f th e  ellipse are as fu n c tio n s o f o, 6 
a n d  rj :

a n d

« =  ± [ s = m a i a +
200 \ 2

Vr ■ Vd
vr +  vd

в (14)

b = ±
rj — 100 

1 0 0 ( r / + r d)
В V r ^ ß

Vr +  Vd
(15)

T h e ellipse is th e  locus o f all po in ts , th a t  is o f m an  shafts  to  w h ich  p e rta in  
e q u a l dura tions of u n d erg ro u n d  trave l. T he fam ily  o f ellipses rep re sen ted  in  
F ig . 2 shows th e  percen tile  configuration  of tim e  loss. The case o f  th e  man 
s h a f t  located  a t th e  o p tim a l p o in t denotes 100% . A pproaching  th e  borders, 
especially  the corners, th e  tim e  loss ra p id ly in c re a s e s .l t  can be la id  dow n as a 
fa c t th a t  i t  suffices p rac tica lly  to  approach  th e  op tim a l locus w ith  th e  m an
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s h a f t .  I t  is therefore also  c e r ta in  th a t  th e  u n c e r ta in ty  of d a ta  assum ed  fo r 
th e  d e te rm in a tio n  of th e  o p tim a l location of th e  m a n  sh a ft involves a p ra c ti
c a lly  s t i l l  adm issible d ivergence .

I n  Fig. 3 the  m ost ch a ra c te ris tic  po in ts a re  p resen ted . L et a t  th e  sam e 
tim e  b e  denoted, for s im p lific a tio n , by  X th e  ra t io  o f  th e  dip an d  o f th e  s trik e  
lin es  o f  th e  m ining area  b y  X t h a t  is :

* = 4 -  (i6>A

©  Q) ©

© © ®
X • О

F ig. 3
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L et th e  tim e  losses fo r th e  m an sh a fts  lo ca ted  a t  th e  ch a rac te ris tic  po in ts  
expressed  in  per cen ts be  ta b u la ted  c o m p a ra tiv e ly  (Table I).

T a b le  I

Symbol Co-ordinates Percentile loss of time ( t j )

о the point
X У v d  a > 0 ° a = 0 °

0 0 0 1 0 0 1 0 0

1
A о ° 0 0  v r  +  v d  +  V r - V d  ■ À loo A + 2.
2 V r  ~b v d  4 “ 2  V r  • V d  • A Я +  1

2 o V i  в ° 0 0  * +  Vd) +  ( V r  - V d  +  v ' d ) - * 1 0 0  2 A + 1
V r  +  V d v r  +  v i  +  2  v r  • V d  ■ A Я+ 1

3 о V r  в °oo  ̂^ V r  V ‘1'* ^ V r  ’ V d  ^ 1 0 0  2 Л + 1
V r  +  * d v r  +  V d  +  2  V r  ■ V d  ■ Я 1 0 0  A +  1

4
A ———  В

„ 0 0  v r  +  v d  +  ( v r  - v d  +  v ' d ) - Â
2 0 0

2 V r  +  v d v r  +  V d  +  2  v r  ■ V d  ■ A

5
A

v *  g 2 0 0  V r  +  V d  +  ‘ V d  +  V Ü  ' Á 2 0 0

2 V r  +  V i V r  H- V d  -f- 2  V r  • v Li  • ? .

F o r th is  th e  coord inates o f c h a ra c te r is tic  po in ts are s u b s ti tu te d  in to  
eq u a tio n  (12) and  r]°/0 is expressed. O n th e  b as is  o f th e  tab le  i t  m a y  be s ta te d  
th a t  w ith in  the  m in ing  area  the  m o st u n fav o u rab le  location o f th e  m a n  sh a ft 
is a t  th e  corner p o in t (4) o f the t r a c t  to  th e  rise . Som ew hat m ore fav o u rab le  
is th e  case, when th e  m a n  shaft is lo ca ted  a t  th e  corner (5) of th e  t r a c t  to  th e  dip. 
R e la tiv e ly  more fav o u rab le  th a n  b o th  is th e  loss in  trav e l tim e , i f  th e  m an 
sh a ft is p laced on th e  b isec trix  of th e  t r a c t  to  th e  rise  or to  the  d ip  a t  th e  b o u n d a ry  
(2 a n d  3 respectively), o r if  the m an  sh a f t  is la id  o u t a t  th e  bo rder on  th e  s trike  
line passing  th ro u g h  th e  op tim al p o in t (1 ). T h e  loss of underground  tra v e l tim e 
of th e  m an  shaft lo ca ted  to  the  rise  (2) or to  th e  dip (3) a t  th e  b o u n d a ry  is 
e q u a l to  th a t  p laced a t  th e  b o u n d ary  on th e  line o f strike  (I), if

+  „г Я - ’,' +  "д (17)
2 vj 2 »)

I f  th e  v alue  of A is g rea te r th an  th e se , th e  case o f the  m an sh a ft p laced  a t  the 
b o u n d a ry  on th e  s tr ik e  is re la tive ly  m ore fav o u rab le  and  vice v e rsa .

In  th e  ta b u la tio n  d a ta  of h o riz o n ta l m easures (a =  0°) are  also found. 
As a cu riosity  m a y  be  m entioned th a t  th e  m an  shaft located  a t  th e  corner 
p o in t causes a loss o f  tim e  double to  th a t  p laced  a t the  op tim um  p o in t.
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T h ere  is more o r less u n c e rta in ty  in  th e  d a ta  requ ired  for th e  n u m e ric a l 
e v a lu a tio n  of the  tim e  o f u n d erg ro u n d  tra v e l. T h is  is n a tu ra l, because th e  q u es tio n  
is t h a t  o f  p lanning.

T h e  coefficient o f reco v ery  (f) th e  m o d ified  o u tp u t u n d e rg ro u n d  (q), 
th e  sp e e d  o f trav e l on th e  s tr ik e  an d  on th e  d ip  (vs, vr, vd) are p lan n ed  acco rd in g  
to  a c tu a l  d a ta  of m ines w orked  u n d er sim ilar cond itions o f the  deposit. A s reg a rd s  
th e  m o d ified  underground  o u tp u t (q) some e s tim a te  will anyw ay  rem a in  neces
s a ry  to  som e ex ten t, i t  is d o u b tless only th a t  i t  w ill lie betw een th e  o u tp u t  a t  
th e  w o rk in g  face and  th e  o v era ll underg round  o u tp u t . W ith  good ap p ro x im a tio n  
i t  w ill b e  th e  a rith m etic  m e a n  of bo th .

O f th e  m odified u n d erg ro u n d  o u tp u t its  average  referred  to  th e  fu ll life 
o f  th e  m ine  has to  be co m p u ted . I f  th e  d ep le tio n  o f  th e  w orking area  ad v an ces  
to w a rd  th e  boundary , loss o f  tim e  of tra v e l w ill b e  less a t the  beg inn ing  o f  th e  
life o f  th e  m ine, the  p ro d u c tiv e  tim e  will be longer. L a te r  th is  p ro p o rtio n  changes 
to  th e  d e tr im e n t of th e  p ro d u c tiv e  tim e. In  th e  case o f w orking b y  th e  r e tre a tin g  
s y s te m  th e  s itua tion  is th e  reverse . The m ost accu ra te  m ethod  is to  ca lcu la te  
fo r e a c h  t r a c t  w ith  a p a r tic u la r  m odified  o u tp u t , in  w hich case i t  is no  o th e r 
t h a n  th e  m odified u n d erg ro u n d  o u tp u t p e r ta in in g  to  th e  centre o f g ra v ity  o f  
th e  m in e ra l reserves o f th a t  t ra c t .  A sim ple p ra c tic a l m ethod  is, how ever, to  
ta k e  th e  average of th e  m od ified  o u tp u t figu res p e rta in in g  to  th e  cen tres  o f  
g ra v ity  o f  th e  d ifferen t t r a c ts  w eighted b y  th e ir  m inera l reserves. T h u s  th e  
re q u ire m e n t can be sa tis f ied  th a t  to  th e  longer productive  tim e  w ith in  one 
sh if t  co rresponds a h igher u n d erg ro u n d  o u tp u t, w hile to  a sh o rte r tim e  a low er 
one. W ith  o ther w ords, d u rin g  th e  tim e o f  longer tra v e l the  effect o f  h ig h er 
o u tp u t  is solved by  averag ing .

A ccord ing  to  th e  m ore precise m ethod , eq u a tio n  (4) takes th e  fo rm  :

t =  [сл  • a2 +  cs2 (A  —  a0)2) В  +  vr ■ cr ■ b2 ■ A  +  vd • cd (B  —  b0)2 ■ A  (18)

w here cSl is the  coefficient corresponding to  th e  cen tre  of g rav ity  o f th e  a rea  
on th e  r ig h t  of the dip line passin g  th ro u g h  th e  m a n  sh aft, cSi th e  coeffic ien t 
co rresp o n d in g  to  the  cen tre  o f  g rav ity  of th e  a rea  on  th e  left, cr an d  cd a re  th e  
sam e re la tiv e  to  w orking to  th e  rise and d ip  w ork ings, respectively.

B y  th e  p rac tica lly  adm issib le  m ethod , th e  follow ing value is reckoned
w ith

c.u • (?sl+Cs2 • (?s2+ c r • Qr~\-cd ■ Qd . ,
c — ■----- ------ -----------------------------------------(19)

Q

w here Q s ta n d s  for th e  m in e ra l reserves of th e  e n tire  m ine, while Qs 1, QS2, Qr, Qä 
s ta n d  fo r  those  of th e  re sp ec tiv e  areas.

I f  th e  m ore exact m e th o d  is followed, coeffic ien t c canno t be reg a rd ed  as 
c o n s ta n t in  search for th e  ex trem e  value. H ow ever, since the  u n c e r ta in ty  o f
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o th e r factors is su b stan tia lly  grea ter, a p rac tica lly  su ffic ien t precision is a t ta in e d  
i f  c is regarded  as co n stan t, its  dependence on a0 an d  b0 being d isreg a rd ed .

T rave l speeds depend  on th e  d ip , on th e  cross-sectional area, a n d  s ta te  
o f th e  roads o f ingress an d  egress and  on c lim atic  cond itions of the m ine a tm o s 
phere. T rave l speed on th e  s trike  is in  general fro m  2900 to  4300 m /h r . T h ere  
are no dependable  d a ta  y e t available for tra v e l speeds on th e  rise or on th e  d ip .

Reference can  be m ade to  Seviakov only . H e  m ade a tab u la tio n  o n  th e  
basis o f d a ta  of th e  D onetz  basin . T herein  he gives th e  tim e in seconds sp e n t 
on 1 m  of w alking on th e  rise  or dip in  dependence  o f  th e  angle of d ip . M r. B . 
Vargha in  h is a lread y  q u o ted  paper a lready  uses th e  average of th e  w a lk  u p  
an d  dow n. P ub lica tio n  o f th e  tab le  can be d isp en sed  w ith , since the  d a ta  l is te d  
th e re in  evidence th a t  th e  cum ulative average sp eed  (m !hr) of the  w alk  o n  th e  
rise or d ip  can  be expressed  b y  the  form ula :

3600

9,3 a2 +  0,93

w here a  is th e  angle o f d ip  in  arc m easure. T h e  denom inato r of th e  fo rm u la  
gives th e  tim e  requ ired  for a w alk of 1 m  as a fu n c tio n  o f a . I f  a  =  0°, th e  sp eed  
o f tra v e l on th e  s trik e  is :

3600
V s  =  -----------

0,93
A ccording to  eq u a tio n  (2) :

vr =  ^ -  =  1 0 5 2 - f  1 (22 )
V r

The value o f v d is alw ays h igher by  10—2 0 % . O f course, the  above re la tio n sh ip  
m ay  v a ry  according to  local conditions.

T he average th ickness of the  m ineral b o d y  (M ) and  the  average w eigh t 
per u n it volum e (y) o f th e  m ineral is m ostly  kn o w n  from  drill holes. T h e re  m ay  
be som e u n c e rta in ty  in  these  tw o d a ta .

The tim e  o f ho isting  or lowering m en in  th e  sh a ft has no t been in c lu d ed  
in to  th e  tim e  of u nderg round  trave l. I f  th e  m in e ra l bed  is f la t, and  th e  su rface  
n ea rly  level, th e  otherw ise sim ply  calculable w in d in g  tim e has no e sse n tia l 
influence on th e  o p tim a l p o in t o f location . I n  o th e r  cases there su b s is ts  th e  
possib ility  o f com paring  th e  d ifferent a lte rn a tiv e s .

I f  m echanical hau lage of m en is p lan n ed  on  horizon ta l roads, th is  h as  to  
be accoun ted  for in  th e  de term ination  o f th e  v a lu e  o f  c, nam ely vs is g re a te r  in  
th is  case. I t  is also supposed  in  the  form ulae t h a t  th e  working place is reach ed  
b y  th e  sh o rtes t w ay . On the  o ther han d , th e y  h o ld  in  th e  case too, w h en  th e re  
are a lte rn a tin g  stre tch es  on th e  strike an d  on th e  d ip  along the w ay  o f  tra v e l.

(21)

( 20)
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I t  does n o t m a tte r  i f  th ese  rou tes are com posed  o f p a rts  because th e  cu m ula tive  
le n g th s  of tra v e l on th e  s trik e  or on th e  rise  o r d ip  rem ains u n a lte re d . I t  is no t 
s t ip u la te d  th a t  m en tra v e l f irs t th e  e n tire  w a y  on the  s trike  a n d  a fte rw ard s 
o n  th e  rise or d ip , or v ice versa. A fte r one s tre tc h  on th e  s tr ik e  m a y  follow 
a n o th e r  on th e  d ip  line  an d  so on. O f course, d iagona l w alk w ay  is a lso  possible. 
I n  th is  case th e  tw o sides o f the  re c ta n g u la r  tr ia n g le  are rep laced  b y  th e  h y p o 
te n u s e . This is n o t th e  sam e in  p rincip le , b u t  th e  difference m ay  b e  p ra c tic a lly  
n e g lec ted .

F ro m  th e  afore-said  i t  is ev ident t h a t  th e re  m ay  be more or less u n c e r ta in ty  
in  th e  q u a n tita tiv e  d e te rm in a tio n  of th e  u n d e rg ro u n d  tim e of tra v e l. I n  re la tive  
co m p ariso n s  th e  u n c e r ta in ty  is m uch less.

F o r  an  exam ple  le t  serve th e  following d a ta  : A  =  3 000 m  ; В  =  1 800 m  ; 7 0,9 ;
M  =  6 m  ; у  =  1,4 t /m 3 ; q =  1,6 t/sh if t. vs =  3 800 m /h r  ; a  =  12°. L e t v a lu e s  o f  v be  cal
c u la te d  f i r s t  :

Vr =  10 a2 +  1 =  10 • 0,212 +  1 =  1,44 

va =  1,2 vr =  1,2 • 1,44 =  1,73

T h e  tw o  leng ths f ix in g  th e  o p tim a l po in t :

3000
2

=  1 500 m

Vd
Vr + Vd

B  =
1,73

1,44 +  1,73
• 1 800 =  982 m .

T h e  tim e  o f u n d e rg ro u n d  tra v e l  is in  th e  case o f  th e  m a n  sh a ft located  a t  th e  o p tim a l p o in t :

0,9 ■ 6 • 1,4 Í  3 OOP2 
1,6 ■ 3 800 I 2

1 800 +
1,44 • 1,83 
1 ,4 4 + 1 ,7 3

3 000 • 18002

=  19 569 760 =  19,6 m illion  h o u rs .

T h e  u n d erg ro u n d  tra v e l tim es for th e  m a n  s h a f t  located a t th e  c h a rac te ris tic  
p o in ts  is tab u la ted . %  proportions are in c lu d ed  in  Table II .

Table II

S y m b o l o f  p o in t ..................... 0 1 2 3 4 5

T im e  in  m illion  h rs ..............
о //о ....................................................

19,6

100
29,6

151

31,0

158

27,5

140

41,0

210
37,5

192

R elationsh ips e s tab lish ed  for a re c ta n g u la r  m ining area are , no d o u b t, 
u se fu l. T h ey  especially  en ligh ten  basic p rin c ip les  in  the  com parison o f  d iffe ren t 
s h a f t  locations. H ow ever, p ractice  lays o th e r  claim s too ; th e  a re a  m a y  be
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irreg u la r, or if  it  ap p ro ach es th e  shape of a rec tan g le , th e  s trike  lin e  m ay  be 
n o t p ara lle l to  th e  side o f  th e  rectangle . T herefo re , we have to  dea l w ith  the  
o p tim a l location  o f th e  m a n  sh a ft of a m ining a rea  o f irregu la r sh ap e  a n d  w ith  
th e  d e te rm ina tion  o f  u n d e rg ro u n d  tim e  o f tra v e l. I n  connection w ith  th is , w ith  
th e  a id  o f th e  re la tio n sh ip s  o f th e  la tte r , th e  law s o f  such a re c ta n g u la r  m ining 
area  can  be found w hose s tr ik e  line is n o t p a ra lle l to  one side of th e  rec tang le . 
In  th e  discussion o f th e  rec tan g u la r m ining a rea  th ree  basic  p rinc ip les have

been  fix ed  : th e  te r r i to r ia l  sep a rab ility  of th e  t im e  o f trav e l, th e  p rinc ip le  of 
th e  application  o f th e  s ta tic  m om ent, and  tw o cond ition  equations o f  th e  op tim al 
p o in t. I t  is p resum able  th a t  these  th ree  princip les also hold for th e  m in in g  area 
o f irreg u la r shape, b u t  th is  h as  to  be m ade sure b ey o n d  all d o u b t. T h e  following 
m ath em atica l analysis  on ly  aim s a t su pporting  th e  general v a lid ity  o f  th e  th ree  
basic  princip les. T h is once p roved , th e  solu tion  o f  an y  o th e r p rob lem  becom es 
v e ry  sim ple.

T he surface o f  th e  irreg u la r m ining area  is d issected  in to  s tr ip s  para lle l 
to  th e  general d ip  line (F ig . 4). The w id th  of th e  s tr ip s  is va riab le  a n d  such as 
to  m ake th e  irreg u la r w ork ing  area  approach  th e  rec tan g u la r sh ap e  as m uch 
as possible. Let th e  m a n  sh a f t be located  a t p o in t P  in  s tr ip  m ark ed  0 .  T he to ta l  
n u m b er o f strips is N .  T he  average line of s trik e  passing  th ro u g h  th e  m an  shaft 
chosen a t  an a rb itra ry  p o in t in tersec ts  n  s tr ip s , th a t  is, d ivides th e m  in to  rise 
an d  d ip  portions. n r is th e  n u m b er of s trip s  in  th e  po rtion  of th e  t r a c t  to  th e  
rise , n d th a t  in  th a t  fa lling  to  th e  d ip. These are  th u s  no t in te rsec ted  b y  the

12 Acta Technica XIX/3—4
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g e n e ra l line of strike. In te rs e c te d  as well as n o t in te rsec ted  s tr ip s  m a y  occur 
b o th  on  th e  righ t an d  on  th e  left h an d  side, w hen

a n d
nrh +  Щ +  1 =  П 

n rrh +  n rl —  n r

f u r th e r
n drh +  n d l  —

O f cou rse , the following re la tio n  also holds

n d

(23)

n  +  nr - f  n d =  N  =  N rh +  IV/ (24)

L e t u s  m ark  a t some a rb i t r a ry  place th e  d iffe ren tia l a rea  b y  dx d y . m a rk e t ou t. 
T h e  d ifferen tia l tim e o f tr a v e l  necessary  for its  ex p lo ita tio n  is sim ply  expressed  :

df =  2 c (Xj - f  v y ,) dxi d y t . (25)

T h e  c o n s ta n t c coefficient is  supposed in  th e  d iffe ren tia l eq ua tion . A ccordingly , 
f ,  M , y  an d  vs are c o n s ta n t va lu es  a t all p o in ts , th e  angle of d ip  o f  th e  b ed  (a) 
is in v a ria b le  and th e  q v a lu e  m ay  be regarded  as an  average fo r th e  en tire  
se rv ice  life of the  sh aft.

L e t the  underground  tra v e l tim e necessary  fo r w orking ou t all th e  m ineral 
o f  th e  area be w ritten

+  j j (*o +  »V • Jo) dxo d ïa +  J J (*o +  vdy 0) dx0 d y0
-Olo Ô -« to  о

L e t th e  sym bolic n o ta tio n s  b e  developed. As an  exam ple the  f irs t m em ber is 
p re se n te d

П ,  a i  b i xrhi-=arhi У mi bi

ai- I 0 *rhi-arhi- 1 УгЫ
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+

x u - a n  ) i l =  b u

хц—au—t >11=0

(x,, +  vry,i) d x u dy„ (27)

The developm ent of th e  o th e r sym bolic n o ta tio n s  is execu ted  in  th e  sam e w ay .
L e t th e  double d e te rm in a te  in teg ra ls  be solved. The following re la tio n s  

will also be considered :

a? — a f_ t =  (a, +  a ,_ i)  (a, — a t_ i)  =  (2 a, — A ,) A t (28)

fu rth e r
b ? - ( f c , — B ,)2 =  (2 f c ( -  B , ) B , .

As a re su lt, th e  following equa tion  is o b ta in ed  :

I "r\
* =  * | ^  A Tki [(2 arki — A r t i )  Вы  vr b2rlxi vd (Вы  — f»rAj)2] +

"rrh
+  ^ гг*' [(2 a r n i  — A r r k i )  B r r k i -f- Vr  (2 b r r k i — B r r k i )  В f f k i ] -)-

"dr*
~Ь _  Adrki [(2 d(lrki Adrki) Bdrki vd (2 l>drki Bdrki) Bdrhi\ +

+  ^  A и [(2 ац — An) Вц vr fc2 vd (Вц — 6ц)2] +

"п
+  ^  А гц [(2 агц — А гц) Вщ +  vr (2 Ьгц — Вгц) Вгц] -\- 

+  ^  Adu [(2 аац — A dn) Bdu +  vd (2 bdu — Bd;/) Bdtt] +

+  K*» afg) Во 4* vr ' Ao  -f- vd (Bo fco)2 A q j . (29)

t L e t now  tu rn  to  th e  de te rm in a tio n  of th e  o p tim a l location  o f th e  m a n  sh a f t . 
F o r th is , p a r tia l deriva tives o f  t w ill be fo rm ed  w ith  respect to  ar̂ 0 ; аГ/1 . . . ,

\ n  9 Щ г ^ . 9  • • • * а Г Г ^ П  9 a i 1 r fJ.9 • • • 9 a ' i i r f l n

Э t 9 l

3 ark<> Г  9 arhi arrki

ndrh
у
1

3 t

a drhi

Nn
=  Bo«r*» +  J ?  A r h i  B Tki (30)

The s im ila r m an ip u la tio n  is execu ted  for th e  le ft side :

8 1 9 1 nri Q t  n *‘ 8 1 I N l , i
------- (- ^ ------- 1- --------f- ------ — — ! Bo o>iq  +  A n  В ц {

o/o T" а,ц  1 a ru  I a du  | i
(31)

12
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O n  th e  basis o f th e  la s t tw o  equa tions a n d  w ith  consideration  o f th e  opposite 
s ig n s  o f  th e  rig h t an d  le ft sides

t h a t  is

rî
B 0 dr/,0 ^  A  !i,i В Гдi 7 -Bo dlo

1

T  srh —■ T sl .

Nl
A n  Вц (32)

T h is  re la tio n  is one cond ition  eq u a tio n  of th e  o p tim a l location  of th e  m an  sh aft. 
I t  is  sa tis fied , if  a t c o n s ta n t th ickness o f th e  b ed  th e  location  o f th e  sh a ft is 
o n  th e  b isec trix  dip line o f  th e  m ining a rea . E ith e r  we s ta r t  ad d in g  th e  strip s 
f ro m  th e  rig h t or from  th e  le f t, one finds th e  b isec trix  dip line in  th a t  s tr ip  in 
w h ic h  h a lf  of the w orking a rea  has been passed  over.

W ith in  th is  s tr ip  m a y  be calcu lated  th e  values ar 0 min an d  a  о m i n  •

a n o min —

a n d

al0 min —

Nl Nn
^  An • Вц —  ^  A ni Вы +  А о B o

1
2 B 0

:A ni B ni — ^  Ац Вц  +  A о B 0 
1

2 Bo

(33)

(34)

L e t  th e  o th e r condition eq u a tio n  of the  o p tim a l place of th e  m an  sh a f t be also 
d e te rm in e d . In  th is  case th e re  is no m ore n eed  to  divide th e  m in ing  area  in to  
r ig h t  a n d  left halves, th e re fo re  equa tion  (29) m a y  be w ritten  in  a condensed 
fo rm  :

t =  c
[ N—1
I V A j  (2 ai — A ,)  Bj-{~(af o-ha?o) B 0-f-vr V A ,b f

(35)

+  ^  A ri (2 bri — В «) B ri. 
1

t h a t  is

+  »V
у

T
• A t (B t -  6,)2 +  Z  A di (2 b n  -  B di) В di

t — ts tr +  td

L e t  n o w  p a rtia l derivatives o f  t w ith  respect to  bv  . . .  bn; br±, . . . brn; bdl, . . . ddn 
b e  fo rm e d , these added  an d  th e ir  sum  e q u a te d  to  zero

” Э t n' Э t n* 3 1 { n nr 1 { n
^  я , ' 2 '  -г+2т -= -  Ai bi +  -  Ari Bri -  ^  2 1 A‘ №  -  M  +1 3  6/ 1 bri 1 b di ( 1 1 ) [ l

nd j
+  ^  A di B di =  0 .

г I
(36)
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In  d iffe ren tia tin g , i t  h ad  to  b e  ta k e n  in to  co nsidera tion  th a t  bdi is o f  o p p o site , 
th a t  is , negative  sense in  re la tio n  to  bri. W ith  th e  la t te r  equation  th e  o th e r  con
d ition  o f th e  op tim al place o f  th e  m an  sh a ft is  also given

n n,I
^  А /  ( B ,  —  bt) - f -  ^  A d i  B d i  rp 

Vr  _  1 1 _  i  d
n n, rrt

Vd 2  A , b, +  2 '  A n B ri
1 1

T he o p tim a l place of the  m an  sh a f t  is on th e  line o f  s trik e  th a t  b isec ts th e  m in in g  
area  in  a w ay  th a t  the  a rea  to  th e  d ip  and  t h a t  to  th e  rise is p ro p o r tio n a l to  
th e  ra tio  o f  vr an d  Vd-

T he tw o condition e q u a tio n s  are sa tis fied  b y  one po in t, th e  o p tim u m  
location  o f th e  m an  shaft. T h e  b isec tr ix  s trike  line  th a t  divides th e  m in in g  area

Vr
in  th e  re la tio n  o f ----is fo u n d  in  th e  case of a  m in ing  tra c t of i r re g u la r  sh ap e

Vd
b y  p lan im etering . In  p rac tice  th e  areas are e s tim a te d  b y  the  eye a n d  th e  f ir s t  
d iv ision  is checked b y  p lan im e te rin g . I f  th e  divergence is n o t to o  g re a t,  th e  
difference s tr ip  can  be ca lcu la ted  w ith  su ffic ien t precision b y  th e  w id th  of 
w ich th e  app rox im ate ly  d raw n  d iv id ing  line h a s  to  be shifted.

I f  th e  th ickness of th e  b e d  is p rac tica lly  n o t co n stan t, the  m in e ra l reserves 
of th e  m ining area  are d iv id ed  b y  v ertica l p lanes la id  along dip lin e s . I n  th is  
case, areas are replaced b y  volum es or w eights. T he weights are im a g in e d  to  
be accum ula ted  on cen tro id a l lines, tra v e l d is tan ces  are d is tan ces  be tw een  
th e  cen tro id a l lines on th e  s tr ik e  or d ip  an d  th e  sh a ft. The im a g in a ry  concep t 
o f accum ulation  on th e  g ra v ity  line is based  on th e  principle o f e q u ilib riu m  
o f s ta tic  m om ents, therefore th e  am o u n t of w eigh t concen tra ted  on th e  c e n tro id a l 
line rep resen ts th e  ac tu a lly  positioned  w eights.

T he p a r t  areas in  lim it positio n  denote  th e  corresponding areas o f  ir re g u la r  
shape . T he sam e refers to  p a r t  q u an titie s . A t th e  sam e tim e in  th e  p la c e  o f  the  
cen tro ida l lines o f p a r t a reas  an d  p a r t  q u a n titie s  en te rs th e  c en tro id a l lin e  of 
th e  area  or o f th e  q u a n tity .

On th e  basis of th e  afo re-sa id  th e  tw o cond ition  equations a lso  h o ld  for 
ra tio s  of m inera l q u an tities

Qsri, —  Qsi
an d

(38)

vr _  Qd_ 

Vd Qr

F rom  equa tion  (35) i t  is ev id en t th a t  in  th e  relationships th e  tim e  o f 
tra v e l on th e  strike , on th e  rise  an d  on th e  d ip  appears en tire ly  s e p a ra te d  in
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a  m in in g  area of ir re g u la r  sh ap e  as well. I t  m a y  b ee  seen also th a t  th e  tim e  of 
t r a v e l  on the dip is c a lc u la te d  sim ilarly to  t h a t  o n  th e  rise, the  difference lies 
o n ly  in  the factors vr a n d  va, respectively.

According to  e q u a tio n  (29) — as it  w as to  b e  foreseen — th e  p rin c ip le  of 
s t a t i c  m om ent also h o ld s  fo r  a mining area o f  ir re g u la r  shape. E q u a tio n s  (32), 
(37) a n d  (38) prove, on th e  o th e r hand, th a t  th e  tw o  condition-equations o f the  
o p t im a l  point are in d e p e n d e n t of the shape o f  th e  m ining area.

A fter a general v e rif ic a tio n  of the th re e  b a s ic  principles — as h a s  been 
afore-m entioned  — f u r th e r  investigations h a v e  been  essen tia lly  sim plified .

Fig. 5

B efo re  special cases a re  t r e a te d , let the case o f  th e  irregular m in ing  a rea  be 
v ie w e d  once more, b u t  th is  tim e  expressly in  th e  lig h t of th e  th ree  b asic  p r in 
c ip le s .

In  the case o f F ig . 5 m a y  be w ritten  :

t =  2 c (TV* «г* +  T si щ -f- vr T r br +  v,/ T d bd) (39)

I f  the thickness o f  th e  b e d  is variable, a reas  a re  replaced b y  th e ir  respective 
m in e ra l reserves, a n d  th e  d istances of the  c e n tro id a l lines are su b s ti tu te d  by  
th e  d istances of th e  c e n tro id a l lines of th e  m in e ra l reserves.

O f course, coeffic ien t c also changes.
L e t the p a rtia l d e r iv a tiv e s  of t w ith re sp e c t to  ar̂  and  a t be fo rm ed , and 

th e i r  sum  be eq u a ted  to  zero  :

—  =  2 c T srh (40)

at
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F io m  th e  tw o eq u a tio n s  follows :

Tsr* =  T si an d  (?sr* =  Qsi • (41)

L e t now  th e  p a r t ia l  derivatives o f t w ith  re sp ec t to  br and  bd be fo rm ed , and  
th e ir  sum  be e q u a te d  to  zero :

3 t
------ =  2 c v r T r
3 br

- ^ -  =  2 c v d T h 
3 bd

vr _  T d o r vr _  Qd 

vd T r vd Qr

(42)

(43)

A ccording to  th ese  re su lts , sim ilar to  th e  fo rm er h av e  been arrived a t . L e t now  
th e  special cases be in v estiga ted .

The case m a y  occur w hen th ere  is an  u n p ro d u c tiv e  spot in  th e  m in in g  
a rea . T his is show n in  F ig . 6 . The area  o f th e  t r a c t  w ithou t th a t  sp o t is T a, 
t h a t  o f th e  b a rre n  sp o t T v. The ac tu a l a rea  :

T  =  T a -  T„ (44)

T he tim e  o f tra v e l for a m an sh a ft lo ca ted  a t  an  a rb itra ry  p o in t :

t — 2 c { T sritarit +  T si a, +  vr T r br +  vd T  d bd —

[Tv  (в/ ±  Id) +  vr T vr (br i  lr) +  vd T vd (bd ±  /d)] } . (45)
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F ro m  re la tions

a n d

as w ell as from

a n d

9 t 

d a n
—  2 c T srk

9 t
—  = - 2 с ( Г йo ai Tv)

—  =  2 cvr (T r - T Vr) 
Э br

l l - = - 2 c v d ( T d - T vd) 
9 bd

(46)

are  o b ta in e d  the tw o co n d itio n  equations o f th e  o p tim a l pont :

Tsrh =  Tsl TV
a n d  (47)

vr   T d —  Tvd
vd T  г Г  vr

T h e  tw o  la t te r  equations exp ress th a t  th e  fo rm er law s deduced for th e  o p tim al 
p o in t  a lso  hold for a m in in g  area of irre g u la r  sh ap e . The m in ing  a re a  m ay  
c o n s is t o f  tw o or several t r a c ts .  According to  F ig . 7, th e  m ining area  is com posed 
o f  tw o  t r a c ts  (T, an d  T (1). T h e  tim e of tra v e l fo r a m an shaft lo c a te d  a t  an  
a r b i t r a r y  place :

t — 2 c {T isr* «ir* +  T и (a r/i -f- V) +  Ti,i ay  +  vr [7 V  \ r TV r (6/ r ^  ^ ) ]  +

+  vd [Tid b\d -f- T u d (bia ±  /<*)] I . (48)

B y  th e  analogy  of th e  afo re-sa id , it  can  s im p ly  b e  d em onstra ted  th a t  th e  tw o 
co n d itio n -eq u a tio n s of th e  o p tim a l po in t ho ld  in  th is  case too.

E specia lly  in  th e  case o f  th e  m ining a rea  o f  tw o  or more tra c ts  i t  f re q u e n tly  
o ccu rs  t h a t  th e ir  s trike  is d iffe ren t. In  th e  case o f  F ig . 8 the  tim e o f tra v e l fo r 
th e  m a n  sh a ft of a rb itr a ry  location

1 — 2 c ai -f- Т ц  (ls +  ly) -)- vr [TV b ,r +  Т ц г (Ь^г ±  lr)] +  

+  vd [ T ldbld 4- т ш  (bid i  Id)] } • (49)
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B y th e  above-follow ed m eth o d  o f  seeking ex trem e values i t  c an  s im p ly  be 
proved  th a t  th e  tw o cond ition-equations o f th e  op tim a l p o in t h o ld  in  th is  
case, as w ell. The second cond ition -equa tion  fixes a t  th e  sam e tim e th e  lo c a tio n  
o f p o in t A .

/
/ ©

" \  \  ' ■'*•'4.

\  -4  \  Q  \/

/ - © >
/

/

----;

-----  (
°R  _ ! ^

© t

©  ‘ \  Л  -1Ч 5Л ------------ V— (J n )  !
Ь Л  i  1 \  V  \

1 '• \  V ÏL. \  . \ I t  \ 1
i

\  — I—  \
©  
^.J---

Fig. 7

F ig . 8

I t  h as  been  earlie r referred  to  th a t  th e  so lu tion  of th e  p rob lem  o f th e  
m in ing  a rea  o f irregu la r shape  also involves th e  so lu tion  o f the  p ro b lem  o f a  
tr a c t  o f  rec tan g u la r shape in  w hich th e  s trik e  is n o t para lle l to  one side o f  th e  
rec tang le . H alv ing  along th e  s trik e  an d  p ro p o rtio n a l division along th e  d ip , 
unequ ivocally  determ ines th e  o p tim a l location  o f th e  sh a ft. The tim e  o f  tra v e l 
of a m a n  sh a f t o f an y  location  can  sim ply  be w ritten  dow n by  th e  ap p lica tio n  
o f th e  p rinc ip le  o f s ta tic  m om ents.
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So fa r  only one m in e ra l bed has been  supposed . I f  there  are severa l beds 
p a ra lle l to  one a n o th e r th e  tw o cond ition-equations of the  op tim a l p o in t are 
as follows :

a n d

(50)

m  deno tes here th e  n u m b e r of m ineral b ed s. These condition-equations also 
h o ld , i f  th e  tra c ts  o f the  d ifferen t beds are d iffe ren t. The tim e o f tra v e l of th e  
sh a f t  lo ca ted  a t an y  p o in t c an  also be expressed  b y  th e  app lication  o f th e  general 
p rin c ip a l of s ta tic  m om en ts so th a t  the  in d iv id u a l beds are tre a te d  sep ara te ly .

I f  in  the  m in ing  a rea  th e re  are m ineral bodies o f d ifferent average th ickness, 
o r  such  can be d istin g u ish ed , the p erta in in g  c calues m ay  be d ifferen t too. This 
c ircum stance  has to  be ta k e n  account of, in  w ritin g  dow n th e  cond ition-equations 
a n d  in  app ly ing  th e  p rin c ip le  of s ta tic  m om en ts.

F ig . 9

So fa r i t  has b een  supposed  th a t  th e  w ork ings can  be app roached  on th e  
s tr ik e  an d  th e  dip b y  th e  sh o rtes t w ay. L e t be  in v es tig a ted  w hether th e  place 
o f  th e  o p tim al p o in t changes, if  in  th e  d iffe ren t t ra c ts  of th e  m in ing  area  th e  
w ork ings are ap p ro ach ed  on  th e  strike  an d  th e  d ip , b u t n o t b y  th e  sh o rtest 
w ay ?  L e t an  exam ple  be  chosen according to  F ig . 9. On th e  r ig h t h a n d  t r a c t  
o f th e  m ining area ( T srJ ,  th e  area beyond th e  fa u lt has been sp lit u p  b y  a ra ise
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(Ts v ) into two panels (7 % ^ ) and {Tsr̂ r>). I t is sufficient, i f  the location o f  the 
shaft is sought only in relation to the m inim um  of travel time on the strike: 
Let the shaft be at an arbitrary point P. The tim e of travel on the strike .

U  =  2 C {Ts/ Я; +  T srh a rk — T s r v  («/•* +  lrkr) +  T s r kr («г» +  lr) +

T , n r l  aT\ T s r krrk a rrk }  (51)

where a h  a , ^  a r -)- /Г(, are the distances from the shaft of the centroidal lines 
on the dip of areas Tsh Tsrh, Tsrhr, a r i and аГГл are, on the other hand, the distances  
from the raise of the centroidal lines on the dip of panels Tsr rj an<i  L et the
partial derivative of ts be formed according to a ( and a,^ and equated to  zero :

Э t
9 а /

=  2  c T si

, — 2 c ( T s r h  T s r Kr +  ' I  s r hr )  ■

(52)

that is the condition-equation of optim um  is :

T s r h -  T s l . (53)

That is , the rule of halving holds here too. However, it has to be interpreted  
in  the w ay that the shaft is then optim ally located with regard to travel on the 
strike, i f  starting from the shaft to the right and to the left, while travelling  
right and left, the same mineral quantity is extracted. In the sam e w ay  the 
va lid ity  o f the second condition-equation can be demonstrated for the case, 
if  not on the strike but on the dip line we depart from the shortest route.O f course, 
the tim e of travel is in both cases longer than in cases of the shortest walks.

F ig. 10 shows two exam ples. There are two mineral beds in the irregular 
m ining area.

Characteristic features are tabulated (Table III).

T ab le  I I I

i
M У 4 а
m t/mz f/shift m/hr 0 »V

B ed I 0,92 1,8 1,34 1,7 3800 и 0,0003435 1,37 1,64
B ed II 0,84 3,7 1,41 1,5 3800 и 0,0007688 1,37 1,64

Values o f Cj and Сц have been calculated after equation (1), value o f  v from  
equation (22), that is va has been taken by 20%  greater than vr.
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In  connection w ith  th is exam ple, the num erical and partly also the graphical 
m ethod is presented.

The mining area is in  both mineral beds divided into strips parallel to  
the general strike. The more strips are taken, the more exact w ill be m ethod, 
but o f  course the more w ill be the tim e spent on calculation or on graphic 
construction. Values taken  from the graph and values computed therefrom  
are also tabulated (Table IV).

The individual cA iB t values are added in  both  beds, beginning w ith 1., 
one after another, so th a t th e  adding is executed in  parallel in both beds. W hen  
the adding has reached the 3rd strip in  bed I , and the 6th strip in  bed I I ,  
the sum  (866,5) is on ly  b y  15,955 less than h a lf (887,455) of the total. B y  addi
tion  o f  another strip h a lf o f  the total would have been surpassed. The b isectrix  
is at distance a from th e right border of strip 3 o f  bed I. According to the graph, 
the following relationship can be written down (l =  40 m) :

ti В i4 a -f- сц В ц7 (o - f -1) =  15,955 .

B y  substitution of the corresponding values, the result is :

a =  — 11,68 m .

The negative sign indicates th a t the value o f a is to be measured off backwards. 
H erew ith one condition-equation has been satisfied .

On the basis o f the other condition-equation the optim al point is designated  
on the dip bisectrix b y  giv in  value 60min. According to  the graph,

"i —  6 0 min +  d i  .

L et th is equation be substituted  into equation (37)

V A t d i
1

У  A,

v d

bnm n ■—•

2 ' A i B .
1

ru
y  Ai В, -  v r 5  A i  B i

1

( v r  +  v d )  Л -i

(54)

(55)

According to the prelim inary proportional d ivision , the dividing strike Ипз 
cuts all the strips. W ith  consideration of this and o f the two beds the follow ing  
relationship holds for the case at hand :

6q min —

n, n i l
vd C1 ̂  -d-i Bj -j- С ц ^  A, Bi 

1 1 
I n l  n i l

К  +  vr) cj 2  ^ i  +  c, ,>■ Ai
\ 1 1

n l  n i l
c, A i  di +  ci; _ v  A ,  di

1
n l  n i l

c j  ^  A i  -f- С ц  ^  A t
1 l

(56)



T ab le  IV

Mark of strip 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 z

A i B ed I 86 244 177 185 193 192 174 88 74 1413
m Bed II 124 223 179 270 184 172 191 186 190 171 1890

B i B ed I 800 1043 1076 1109 1151 1194 1238 1117 884
m B ed II 246 455 680 951 1096 1078 937 833 1036 1024

c A iB ,
B ed I 23,63 87,42 65,42 70,47 76,31 78,75 73,99 33,76 22,47

134,62

532,22

B ed II 23,45 78,01 93,58 197,40 155,04 142,55 137,59 119,12 151,33 1232,69

di Bed I — 180 —  83 +  35 +  134 + 2 3 7 + 3 3 9 + 4 4 2 +  368 +  160
m B ed I I — 460 — 390 — 292 — 169 —  40 +  58 0 —  52 + 2 1 1 +  259

cA idi
Bed I —  5,29 —  6,96 +  2,13 +  8,52 +  15,71 +  22,36 +  26,42 +  11,12 +  4,07 +  78,08

Bed II —  43,85 —  66,86 —  40,18 —  35,08 —  5,66 +  7,67 0 —  7,44 +  30,82 +  34,05 —  126,53
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Fig. 10

Substitution  of data taken from the graph leads to  the result :

. 1,64 532,22 +  1232,69 78,08 -  126,53
60min = -------------------------  ------------------ =  5 2 1 ,1 m .

1,37 +  1,64 0,4854 +  1,4530 0 ,4854 +  1,4530

For a check the value o f  B0 — bomin m ay be calculated in the same way. I t  has 
to  be pointed out th a t the calculation of the optim al point in  this sense cannot 
be applied after the sam e pattern. N am ely, equation (55) is only applicable  
i f  b y  prelim inary approxim ate division it has been found already, which strips 
are intersected  by the strike line locating th e  actual optim al point, which fall 
into th e  area to the rise and to the dip. Therefore, the procedure is suitable in 
m any cases only for refinem ent or checking.

Let the tim e o f travel for the shaft located at the optimal point be com 
puted. The calculation is m ade more lucid b y  tabulation. On the basis o f the  
table the tim e o f travel pertaining to the optim al point is expressed accord
ing to  equation (35) :



T ab le  V (w ith  m u ltip lica to r 10®

Symbol of strip r h l гЛз r h i rhb гкя », », I », I /, 0 Г

A i ( 2 a i — A i ) B i
Bed I 42,75 130,26 222,68 288,08 157,21 115,22 146,24 62,24 1164,68
B ed II 79,23 174,67 218,59 42,39 117,90 266,69 181,08 191,73 68,23 1340,51

A i b ]
Bed I 79,39 110,92 142,04 161,40 69,56 34,33 46,83 10,01 54,74 709,22
B ed II 40,93 101,83 104,06 57,68 42,59 33,47 9,40 3,83 0,46 51,87 446,12

Bed I 38,11 29,79 21,41 13,15 4,57 3,05 89,28 18,11 47,84 265,31
B ed II 24,63 17,55 10,17 42,81 69,57 96,84 36,39 23,40 4,24 33,04 358,64

In  bed I  : В < К л о  4“ °?o) — 29,55 In  bed I I  : B 0(a }h o  -f- о o ) =  25,55
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t =  106 { (1164 ,68  +  29,55 +  709,22 vr +  265,31 vd)c\ +

+  (1340,51 +  25,55 +  446,12 vr +  358,64 vd)cu }

A f te r  su b s titu tio n  o f  v a lu es o f c and  v :

t ей 2 870 000 h o u rs

T h e  p a r t ly  g raph ical p ro ced u re  is illu s tra ted  in  F ig . 11. T h e  surface o f th e  tw o beds is d e te r 
m in e d  b y  p lan im etrin g  T i a n d  T iu  B y reason o f th is  th e  va lue  of

ci T I +  en T u =  1 756

is o b ta in e d , from  w hich  follow s :

T'r/l =  T ’i =  878, m ereover T'r — 958 and  T'd =  798.

B y  successive a p p ro x im a tio n  th e  dip and  th e  s trik e  lin es a re  sought, w hich assure  p ro p o rtio n a l 
d iv is io n . H e reb y  th e  o p tim u m  p osition  o f th e  sh a f t  (O) is loca ted .

T h e  cen tro id a l lines p e rta in in g  to  tra c ts  T rh a n d  Т / are  de term ined  g ra p h ica lly  b y  
m ean s o f  rope  polygons. T he forces acting  in  th e  g ra v ity  cen te rs  o f  th e  in d iv id u a l s tr ip s  have  
b e e n  ta k e n  p ro p o rtio n a l to  v a lues

cAi (2 ai —  Ai) B i .

I n  th e  d esignation  o f  th e  cen tro id a l lines o f  a rea s T r a n d  'I’d an o th e r m eth o d  has been 
a p p lie d . T he d istance  o f  th e  cen tro id a l line  o f th e  a rea  to  th e  rise is :

ni nn
ci ^  Tri si - f  c m  ^  T,i si

Sr =  ------- -—„----------------- Í ------------  =  305 mm  «ri
CI V  T,i  +  C l! J u 

t h a t  in  th e  a rea  to  th e  d ip

«I " n
ci T a  si +  en ^  T diSi

sd =  ------ — n^—  =  225 m

ci V  T di +  си ^  Т а

w h ere  si a lw ays denotes th e  d is tan ce  of th e  cen tre  o f  g ra v ity  th e  s trip  from  th e  s tr ik e  passing  
th ro u g h  th e  О-point. Tri a n d  T di deno te  th e  areas o f th e  s tr ip  to th e  rise an d  to  th e  d ip . Of 
co u rse , Sr a n d  sd can  be d e te rm in e d  also graph ically , as a b o v e , b y  m eans of th e  rope  polygon.

A ccord ing  to e q u a tio n  (39) th e  trav e l tim e fo r th e  o p tim a l p o in t can  now  b e  expressed  :

t =  2 I  878 (415 +  430) +  1,37 • 958 • 305 +  1,64 • 798 • 225 } =  и  2 870 000 hours

S im ila rly , can  be expressed  th e  t im e  of tra v e l if  th e  sh a f t  is lo ca ted  a t  an  a rb itra ry  p o in t.  L e t 
th e  m a n  sh a f t  be  a t  p o in t В  .

C oeffic ients ci a n d  cn ta k e n  in to  co n sid era tio n , th e  cen tro id a l strike  line  re fe rre d  to  
th e  e n tire  m in ing  a rea  is a t  943 m  from  p o in t B . Since p o in t В  is located  on  th e  d ip  line  passing  
th ro u g h  p o in t O, th e  t ra v e l  tim e  o n  th e  s trik e  is in v a ria b le . A fte r  these p re lim in a ry  rem ark s 
m a y  b e  w r it te n  :

i =  2 {878 (415 +  430) +  1,64 • 1 756 • 943 }  ù r 6 915 000 hours
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I t  has b een  supposed th a t  th e  sh a f t  is su n k  as deep  as th e  m in era l b ed  o r its  c o n tin u a tio n . T hus 
in  ob liq u e  d irec tion  th e re  is t r a v e l  to  th e  d ip  o n ly . T he m an  sh a ft lo ca ted  a t  В  re q u ire s  even  
in  possession of re la tiv e ly  sm all m in e ra l reserves 4 045 000 hours m ore tra v e l tim e  a g a in s t  th e  
o p tim a l p o in t.

The case m ay frequently occur th at for reasons o f working techniques 
it  is expedient to locate the air (fan) shaft at the boundary to the rise. U sing

i t  for access in no more advantageous, therefore men will he conveyed through  
the w inding shaft or, i f  th is is not practicable, a m an shaft w ill be sunk at the  
optim al point. The economic evaluation o f such lay-out can be execu ted  by  
calcu lating travel tim es. There ex ists nam ely the possibility of confronting the 
am ortization o f costs o f  investm ent o f  the man shaft w ith costs due to  excess 
tim e loss in underground travelling :

O f course, as regards investm ent, the situation  is the m ost favourable if  
the shaft located at point 0  is a t the sam e tim e winding mineral and m en too. 
I t  can he easily dem onstrated th a t, from the view -point of underground haulage

13 Acta Technica XIX/3—4
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to o , point 0  is an optim um . For smaller m ines th is speaks for further use o f  
w inding with cages. In  case o f large mines and great depths the winding shaft 
located  in the region o f the optim al point w ill be a skip shaft and the m an shaft 
sunk  beside it w ill be a cage shaft. Large m ines o f  shallow depth m ay solve the 
problem  of winding products and men in a sh aft w ith cages.

Analysis o f th is and o f similar problems w ould lead very far and is there
fore not dealt w ith in  d eta il in this paper.

After treating sign ificant features o f  f la t  measures, characteristics of 
h ig h ly  inclined m ineral b od y  will be dealt w ith . The solution of this problem is 
greatly  simplified because the separability o f  travel tim e on strike and on dip, 
as w ell as the principle o f  static m om ent, unconditionally subsists here, too. 
In  v iew  of the cross-cut (cross-measure drift) system  of highly inclined workings 
its  influence on the tw o condition equations has to be investigated.

Let the layout o f  h igh ly  inclined (rear) workings be quite general according 
to  F ig. 12. The tim e o f travel referred to the entire m ining area of a shaft located  
at an arbitrary point can be expressed in the follow ing w ay :

m— 1 j j

1 ^  j ci Qrki (2 li +  dj +  Vj sdi -(- ssrhi) -f- Ci Qu (2 li +  d  i +  vi sdi +  Ssii) j "

n—1 < i
' Ie; Qrhi (2 h +  dj -j- Vj sdi sSr4i) -j- Cj Qu (2 Z, 4- dj 4- vi sdi +  ss;,)<

l ( )

+  C o  Q n fl ( h m  4 ~ h n  4 ~  V0 S dQ 4 -  Ssrho) 4"  C o  Q lo  (f-lm  +  h n  4 "  v0 s d 0 +  S s / o )  ( 57)

where

(58)

m oreover Q r^  is the q u an tity  of exploitable m ineral reserves of the right hand  
side o f the level, Qu is th e  quantity of th e  exp lo itab le mineral reserves on 
its  le ft  hand, Z, the len gth  o f the cross-cut o f  the level, dj is the projection  
o f  the distance betw een levels, s d j is the d istance o f the centroidal strike line 
o f  Q j  from the airway o f th e  level, s sr^  is the d istance of the centroidal dip line 
o f  Qrhh Ssii that of Qu from  the axis of the cross-measure drift, m the number 
o f  hanging wall cross-cuts, n the number o f foot-w all cross-cuts.

The relationship refers to the case w hen the panel of mineral between  
tw o  levels is approached b y  the airway and le ft b y  the haulage road. Betw een  
th e  tw o roads travel downward takes only place, the value of v has therefore 
to  be considered in th is sense only.

B y  seeking extrem e values, the two condition equations of the optim al 
p oin t can be determ ined.
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L et f irs t be w ritten

fu r th e r

m~ l 3 t

(59)

One cond ition-equation  o f th e  op tim al p o in t is th u s  :

( 60 )

13*
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T he optim al point is on th e  dip bisectrix o f the m ining area weighted according 
to  th e  coefficient c.

For the other condition-equation will be written in the second place

fu rth er

m- 1 0 Í Э t
1 9T  +  9 ~hm

m— 1

y
1

ci Qi +  co • Qo

П-1 Q t

T  9  l,
+

3 1 I ^ i j
—:— — — 2 ^  с, Qi c0 • Qo
91щ I 7  !

T he other condition-equation of the optimal point is :

(61)

m—1
y
l

n—1
ci Q i . (62)

T he second condition-equation shows that in steep seams opened up b y  cross-cuts 
th e  location of the op tim al point is independent o f the dip of the bed or of 
i t s  variation.

I f  the mineral reserves o f  the individual levels are equal or m ay be taken  
p ractica lly  for such and i f  besides this there is no difference between coefficients 
c on  th e  different levels, th e  second condition-equation takes the very simple 
form  :

m =  n (63)

th a t  is , the man shaft w ill be at the optim al point as long as the number of  
h an gin g  wall and o f footw all cross-cuts is equal.

I f  besides the la tter conditions the extensions o f levels along the strike 
is  also equal, the first condition-equation also takes a very simple form

Qr, = Q i J ^  (64)

th a t  is , the optimal point is on the dip line halving the mineral reserves. W ithout 
a n y  m athem atical proof it  is evident that the tw o condition-equations hold 
according to their sense for the case as well, w hen there are several beds, not 
o n ly  one, or there exists a group of beds. In th is case only the roof o f the topm ost 
b ed  w ill correspond to  th e  roof o f the unique bed. The same refers to the floor 
or footw all.

F ig . 13 presents th e  case when the m ain haulage roads on the strike are 
d riven  in  the footwall m easures of the mineral bed or group of beds. For instance, 
th e  travel time for level N o . II  m ay be expressed thus :
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*// — ci i  {Qrhn  [2 ( h i  +  тц -f- d n )  - \ - v n  ■ San  +  Ssrftu] +  Qui [2 ( h i  +  r u  +  d u )  +

+  VI I  s d I I  +  Ss / / / ]  } • (65)

I t  is sufficient to  write so much, for it is evident that the optim al location o f  
the shaft is in th is  case too only a function o f ssr̂ (ssr̂ i), o f ssn (ss;n) or o f  

This means that the two condition-equations hold for this case too.

Similarly, the va lid ity  of the two condition-equations can be dem onstrated  
for the case, when the main haulage roads on the strike are driven in the roof 
measures of the m ineral, or even amid the mineral beds, or in some one 
of the group.

Finally, it  m ay be laid down that the three basic principles also hold for 
highly inclined m easures. W ith their aid all other special problems can be 
solved.
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SUM M ARY

T h e  p ap er gives g en era l m a th e m a tic a l re la tio n sh ip s for th e  lo ca tio n  o f th e  m a n  sh a f t  
( s h a f t  o f  access) and o f th e  t im e  loss o f  u n d e rg ro u n d  trav e l.

I n  th e  f irs t  p a r t  a  re c ta n g u la r  m in ing  a rea  is a ssum ed , th e  longer side o f w hich  is p a ralle l 
to  th e  g en era l strike  an d  th e  sh o r te r  side w ith  th e  d ip . M ath em atica l ded u ctio n s lead  to  th e  
fo llo w in g  th re e  basic s ta te m e n ts  :

1. I n  th e  re la tionsh ip  o f  th e  tim e  of t r a v e l  th e  periods o f w alk ing  along th e  s tr ik e , up  
a n d  d o w n  th e  dip ap p ear se p a ra te ly .

2. T rav e l tim es are  p ro p o rtio n a l to  th e  s ta tic  m o m en t o f areas, o r o f  th e ir  m in eral 
re se rv e s , respec tive ly , re fe rred  to  th e  s trik e  an d  d ip  line  passing  th ro u g h  th e  sh a ft.

3. T he op tim um  p osition  o f  th e  m an  sh a ft is lo ca ted  on  th e  d ip  line b isecting  th e  m ining 
a re a  o f  th e  sh a ft o r its  m in era l re se rv es , re sp ec tiv e ly , a n d  on a  s trik e  line  th a t  d iv ides th e  m ining 
a re a ,  o r  i ts  m ineral reserves in to  tw o  p a r ts  p ro p o rtio n a l to  th e  p e r tin e n t m ean  speeds o f  c ircu la tion .

T h e  v a lid ity  o f th e  th re e  b asic  p rincip les is also v e rified  for a  m ining a rea  o f  general 
sh a p e , a n d  w ith  th e ir  a id  spec ia l cases a re  in v es tig a te d . F in a lly , th e  special fe a tu re s  o f  steep  
m e a su re s  a re  investigated .

D E R  A N SE T Z PU N K T  D E S  E IN F A H R S C H A C H T E S  U N D  D E R  Z E IT V E R L U S T  
D E R  F A H R U N G  U N T E R T A G E

J . ZAMBÓ

ZUSA M M ENFASSUN G

D e r A ufsatz g ib t a llgem eine m ath em a tisch e  Z usam m enhänge fü r  die L age des E in fa h r
s c h a c h te s  u n d  den Z eitv erlu st des F ah ren s  u n te rtag e .

I n  dem  ersten  Teile w ird  e in  rech tw inkliges S chach tfe ld  angenom m en, dessen  längere  
S e ite  d e m  D u rch sch n ittss tre ich en  u n d  dessen k ü rzere  Seite dem  D urch sch n ittse in fa llen  p a ralle l 
lie g t.  E s  ergeben  sich folgende d re i G run d sä tze  aus den  m ath em atisch en  A b le itu n g en  :

1. I n  de r Beziehung d e r Z e it d e r  F ah ru n g  u n te r tag e  erscheinen  d ie F ah ru n g sze iten  
im  S tre ic h e n , a u f  B rem sbergen u n d  in  G esenkfeldern  gesondert.

2. D ie  F ahrungszeiten  s in d  dem  sta tisch en  M om ent de r A b b auflächen , bzw . deren  
M in e ra lb es tä n d e , bezogen a u f  die d u rc h  den  S ch ach t fü h ren d e  S tre ich- u n d  E infa ll-lin ie  p ro p o r
t io n a l .

3. D er optim ale  A n se tz p u n k t des E in fah rsch ach tes  lieg t a u f  de r das S ch ach tfe ld , bzw. 
d e sse n  M ineralverm ögen h a lb ie ren d en  E infall-lin ie , u n d  a u f  de r S tre ichlin ie, die das S ch ach t
fe ld  b zw . dessen M ineralverm ögen d e ra r t  in  zwei T eile  te i l t ,  dass sie im  V erhältn isse  de r bezüg
lic h e n  m it t le re n  F ahrungsgeschw ind igkeiten  zu e in an d er stehen .

D e r  V erfasser bew eist d ie G ü ltig k e it der d re i G ru ndsätze  auch fü r  ein  S ch ach tfe ld  belie
b ig e r  F o rm , u n d  u n tersu ch t m it d e re n  H ilfe einige Sonderfälle . Schliesslich w erd en  d ie S onder
h e ite n  d e r  ste ilen  L agerung u n te rsu c h t.

L A  P O S IT IO N  DU PUTTS D ’A CCÈS E T  LA P E R T E  D E  T EM PS D U E  À LA C IR C U L A T IO N
S O U T E R R A IN E

J . ZAMBÓ

R ÉSU M É

L ’é tu d e  donne des re la tio n s  m a th ém a tiq u es  générales su r la  position  du  p u its  d ’accès 
e t  la  p e r te  de tem ps due à  la  c irc u la tio n  sou terraine.

D a n s  la  prem ière p a r tie , o n  suppose u n  ch am p s d ’ex p lo ita tio n  rec tan g u la ire  d o n t le 
cô té  p lu s  long  est parallè le  à la  d irec tio n  générale du  g isem ent, e t d o n t le côté p lu s  c o u rt est 
p a ra l lè le  à  son pendage. D es d é d u c tio n s  m ath ém a tiq u es , il résu lte  les tro is p rincipes su iv an ts  :
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1. Sous le r a p p o r t  du  tem ps de c ircu la tion , les périodes de circulation  d an s les cham ps 
d ’ex p lo ita tio n  p a r  p lan s  inclinés e t en descenderie ap p a ra is se n t séparém ent.

2. Les tem p s de  c ircu la tion  son t p roportionnels a u  m o m en t sta tiques des a ires o u  re sso u r
ces m inérales des ch am p s d ’ex p lo ita tion  ra p p o rté s  a u x  lignes de d irection  e t de p e n d ag e  p a ssa n t 
p a r  le p u its .

3. L a  p o sitio n  o p tim u m  du  p u its  d ’accès e st s itu ée  su r la  ligne de pen d ag e  b isectrice  
du  cham p du  p u its  o u  de ses ressources m inérales, e t  su r  la  ligne de d irection  p a r ta g e a n t  ce 
cham p ou  ses ressources m inérales en deu x  p a r ts  p ro p o rtio n n e lle s  aux  vitesses m o y en n es  de 
c ircu la tion  y  re la tiv es.

L a  v a lid ité  de  ces tro is  principes e st aussi d ém o n trée  p o u r un  cham ps d ’ex p lo ita tio n  
de p u its  d ’une form e généra le ,p u is  quelques cas spéc iaux  so n t éxam inés à  l’aide de ces p rincipes. 
Les p a rticu la rité s  des couches fo rtem en t inclinées so n t en fin  tra itée s  pa r l ’au teu r.

РАСПОЛОЖЕНИЕ ОПУСКНОЙ ШАХТЫ И ПОТЕРИ ВРЕМЕНИ 
ПЕРСОНАЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ

Я . З А М Б О

РЕЗЮМЕ

В работе дается общая математическая зависимость для определения места заклад
ки опускной шахты и потери времени персонального движения.

В первой части предполагается шахтное поле такой прямоугольной формы, длин
ная сторона которой параллельна среднему простиранию, а короткая сторона.— среднему 
восстанию. На основе математических выводов можно вывести три основных теоремы.

1. В зависимости времени персонального движения отдельно фигурирует время 
персонального движения по простиранию, наклонного и террасного полей.

2. Время персонального движения пропорционально статическому моменту, от
носящемуся к линии простирания и восстания, проходящего через шахту площадей и, 
соответственно, минеральной залежи.

3. Оптимальное место закладки опускной шахты находится на линии падения и 
восстания, делящем на две части шахтное поле и, соответственно, минеральные залежи, 
которая линия разделяет шахтное поле и, соответственно, минеральные залежи на две 
части с таким расчетом, что их пропорция идентична пропорции соответствующих им 
скоростям движения.

Автор и для шахтного поля общей формы подтверждает три основные теоремы, 
затем с их помощью исследует специальные случаи ; наконец занимается свойствами 
гкрутых наклонных залежей.
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[M anuscrip t rece ived  A p ril, 1957 ]

Joseph G e s z t i Avas born in  Budapest in 1878. At the age o f about 22 years 
he graduated as m echanical engineer and later worked as designing engineer. 
In  addition, he becam e fascinated by questions connected with the earth’s h istory  
and structure and in his free tim e, apparently m ainly in the evening or even at 
night, he did extensive research to increase his and our knowledge o f the processes 
which have produced the present structure o f the earth. Starting at the age o f  
50 years he published a number of im portant papers concerning the developm ent 
of the earth. In m any respects his m ethods and conclusions were far ahead o f  
those o f  his tim e and consequently did not find  the attention which th ey  deserved. 
W hile some of his assum ptions and results are now obsolete, others have been 
restated later independently b y  other scientists.

In his first major publication (1929) he discussed effects of plastic deform a
tions on processes in the earth’s crust. Pertinent laboratory data, provided m ainly  
b y  the fundam ental research o f Th. v . KÁRMÁN had “ furnished proof for the  
fact” that rocks under high pressure “ are subject to the same rules o f  plastic  
deform ation as m etals.” For processes involving plastic deformation G e s z t i  
form ulated fundam ental principles including the following : The volum e o f a 
given body can be taken as constant during plastic deformation ; p lastic deform 
ation requires stress differences in  excess of the strength which resists plastic  
deformation ; plastic deformation proceeds in such a w ay th at the required 
energy is a m inim um  considering the lim itations by the given conditions.

G e s z t i applied these rules to processes involving plastic deform ation  
in  the earth’s crust. If, for exam ple, a portion o f the crust is com pressed, the 
m aterial m ust gradually m ove upward in the upper, downward in the lower part, 
and these two parts m ust be separated b y  a surface which does not change its 
position (“ Fließscheide”). He pointed out that on the assum ption th at during 
such processes isostatic equilibrium  is approxim ately m aintained the ratio o f the  
m aterial pressed above the surface to that forming the root (“ T iefenw ulst”) 
depends on the densities involved.

In this investigation G e s z t i  discussed a variety of geological and geo
physical problems. For exam ple, he pointed out, that an increase o f strain beyond
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the breaking strength in  a layer at depth results in  a sudden change in the stress 
pattern  and in earthquakes (p. 62). He also discussed problems involved in  the 
contraction theory and em phasized that in the investigation  o f shortening of the 
earth ’s crust during form ation of mountains all three dimensions m ust be con
sidered. It is not perm issible, to “ straighten ou t” folds or mountains above the 
earth ’s surface to find the contraction of the earth, as has been done frequently, 
but the change in the whole crust must be taken into account. This has been  
pointed  out again recently, e. g. by Bullard (1951). Geszti calculated that the  
contraction of the crust necessary to form the Alps was only about 16 per cent 
o f the present width, and not a hundred per cent or even more, as had been 
claim ed previously.

In a second publication  (1929a) Geszti discussed the origin o f ocean 
basins. During an early stage of the earth, when temperatures at the surface were 
high, m ost water existed  in  the form of vapor in  the atmosphere. W ith increasing 
cooling o f the earth’s surface, water began to condense and accumulated in those 
portions o f the solid crust where the surface was at the lowest elevations. The 
increase in weight in these regions of the first oceans was accompanied and followed  
b y  isostatic  m ovem ents. The condensation o f the water m ust have produced 
an additional rise of the continents, since their weight is balanced by the weight 
of th e  ocean bottom  plus th a t of the water. Geszti investigated in detail such 
processes as well as effects o f  cooling and contraction o f the deeper layers.

In a following publication  (1930) Geszti discussed reasons for the existence  
o f higher and lower parts o f the earth’s surface at the tim e when the water started  
to  condense. He assum ed th a t originally a layer o f  sial surrounded about evenly  
sim atic material. Therm odynam ic processes which he attributed to  inhom o
geneities o f the sial caused slow currents in  w hich light surface m aterial moved  
from  warmer to colder regions, heavier deeper m aterial in  the opposite direction. 
Consequently, in warmer areas the thickness o f  the sialic cover decreased and 
sim a cam e closer to the surface. Isostatic processes then resulted in  a sinking of 
the heavier blocks w ith  th in  sial cover and an uplift of the lighter future conti
nents w ith a relatively th ick  sial layer. F inally, the condensing water increased  
the differences in surface levels as Geszti had pointed out in his earlier publication.

In  1931 Geszti continued this investigation . He tried to explain the pro
cesses which brought about the formation o f the crustal layers (sial, sim a, perio- 
ditic layer) by differentiation of an original silicate m elt. He pointed out that the 
boundary between the granitic and basaltic layer in the continents is probably 
not over 50 km deep, since otherwise too m uch heat would be produced b y  the 
relatively  high radioactiv ity  in the granitic layer. He also discussed again the 
differences in densities o f th e  sial and sima layers and the corresponding differen
ces in  the thickness o f the continental blocks.

A  detailed discussion o f processes which m ay have been involved in  the 
crystallization of the earth’s crust and of probable numerical values of pertinent
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constants led him to the following conclusions : The approxim ately homogeneous 
outer part o f the earth separated at still high temperatures into an upper silicate  
layer and the lower h eavy silicate-sulfide m elt (p. 30). The silicate layer later 
separated into the upper sial layer and the lower sima. These differentiations 
occurred in the gravity field  o f the earth, m ainly while the m aterial was still 
m olten.

W ith increasing cooling, differentiation by crystallization started  which 
required an impulse for its beginning. As G e sz t i discussed in detail, the necessary 
conditions were not m et equally well in all regions. Consequently, differences 
resulted between the speed o f the processes in various parts o f the crust which 
produced the original contrasts between the future continental and oceanic 
structures. Thus, the continents owe their origin to physical-chem ical molecular 
properties of the silicate m elt. They are areas o f the earliest differentiation pro
cesses. Thier size depended m ainly on the properties of the original m agm a and 
on the developing horizontal differences in  temperature gradients, while their 
thickness was influenced by the increase in density o f the crystals during phase 
changes, by the v iscosity  and density o f the m elts, and especially by the melting 
point of the first products of differentiation.

The last point in G e s z t i’s conclusions (p-38) includes the statem ent that 
“ the thickness of the crust depends on the increase in density o f th e  crystals 
during phase changes” . W hile it seems from the context that G e s z t i  had in 
mind primarily the change from the molten to  the crystalline phase, it is not 
im possible that he anticipated here much more recent findings that changes from 
one solid phase to another m ay play an im portant role in the processes involving  
the earth’s crust.

In his last publication (1937) G e s z t i went still farther back in  the earth’s 
history and investigated  the separation of the earth’s interior in to  mantle 
and core. He assum ed th at originally the earth was a chem ically homogeneous 
body at a temperature above the critical point. Cooling disturbed th is equi
librium  in the peripheric portions only. Near the surface subsequently components 
precipitated which separated in the gravity field . On the other hand, in the deep 
interior insignificant changes in the temperature and small gravitational forces 
com bined with high pressure and resulted in great stability . Thus, at an early 
tim e in the earth’s h istory an upper zone o f separation surrounded a deeper 
portion which still consisted o f the original m ixture.

It was not possible that relatively sm all “ drops” o f h eavy m aterial, for 
exam ple iron, “ rained” down to great depths as had been suggested  earlier. 
A relatively small h eavy mass can not overcome the resistance o f  the deeper 
m aterial under the high pressure existing there. The sm allest m ass which a 
body o f heavier m aterial m ust have to move downward inside the earth under the 
effect of gravity depends m ainly on the p lasticity  o f the deeper m edium  and the 
pressure at the given depth. The difficulty for diffusion o f iron through the
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m ateria l o f the earth’s in terior was discussed later, w ithout reference to G e s z t i’s 
p u b lication , for exam ple b y  K u h n  and R it t m a n n  (1941) and by U r e y  (1951, 
p. 270  ; 1952). G e s z t i  b elieved  that gradually sm all amounts o f iron could 
accum ulate to a large iron b o d y  which finally could break through the original 
m elt towards the central portion  o f the earth.

A t the earth’s surface, great changes m ust have accompanied such deep 
sea ted  revolutionary p rocesses. G e sz t i suggested th at each geological epoch  
sta r ted  w ith such m ovem ents o f  “ iron oceans” tow ards deeper parts of the earth  
an d  th a t  then long periods o f  relative tranquillity follow ed while iron accum ulated  
a t a relatively small depth , u n til again a mass large enough for a new  break
th rou gh  had gathered. H e d iscussed  in detail consequences of these hypothetical 
p rocesses. For exam ple, G e s z t i  pointed out th a t iron masses accum ulating  
eccentrica lly  could have produced polar m ovem ents and changes in  clim ate. 
Transgressions and regressions could indicate the tim e scale of the oscillations 
produced  by the repetitions o f  the deep seated processes. Moreover, the one-sided  
lo ca tio n  o f continents could h ave been produced during early geological tim es by  
th e  m ovem ent of the “ iron oceans” , which m ay have broken through the deeper 
p ortion s of the earth rep eated ly  in the same general region and m ay have started  
cru sta l currents towards th e  area below which th e y  m oved downward.

Tangential forces in  th e  surface layers during these revolutions could have 
b een  involved in the form ation o f folded m ountains. R elatively  narrow zones o f  
th e  crust should have been subject to larger tangentia l stresses than other areas ; 
th is  resulted in greater m ob ility  there and fin a lly  in  geosynclines. Negative  
g r a v ity  anomalies in these geosynclines could be accounted for b y  the smaller 
d e n s ity  o f the sediments w h ich  extend to great depth  ; th is explanation has been  
su p p orted  by recent observations.

In  course of tim e the len g th  o f the periods (each o f which included the for
m a tio n  o f an “iron ocean” in  the earth and its sinking to the core) should have 
in creased , and finally these processes should practically  cease thus ending the  
m ajor phase of geotectonic a c tiv ity  in the earth.

A fter 1937, G e s z t i’s investigations were slow ed down by the increasing  
th rea t to  the peace of the w orld . He was an ardent foe o f N azi dom ination, and 
after an unsuccessful a ttem p t to  escape to Sweden, he w ent into hiding. During 
th e  la s t  days of the siege o f  B udapest in 1944, he w as betrayed and taken to  the 
headquarters of the N azi P a r ty  from where he never returned. A scientist, whose 
in vestigation s of the com plicated  problems o f the earth ’s history had been highly  
su ccessfu l and promised further valuable results, had been murdered by extrem ist 
foes o f  humanity.

T he author is ind eb ted  for bibliographic inform ation to Dr. V. Co n r a d  
(form er editor of Gerlands Beiträge zur G eophysik), Dr. A. G e l e j i  (chief 
ed itor , Hungarian A cadem y o f  Sciences), and Mr. O. P . G e sz t i (son o f Mr. 
J o sep h  G e s z t i).
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ZUSAM M ENFASSUNG

1878 in  B u d a p es t g eboren , e rw arb  er m it 22 J a h re n  das M aschineningenieurdip lom , u m  
sp ä te rh in  sich als K o n s tru k te u r  zu  b e tä tig en . N eben  d ieser T ä tig k e it bezeugte er e in  leb h a fte s  
In te re sse  fü r  F rag en  d e r E rd g esch ich te  u n d  E rd s tru k tu r . I n  se inen  freien S tu n d en , w id m e te  er 
sich  se inen F orschungen . In d e m  er seine K entn isse  ve rv o llk o m m n ete , b rach te  e r L ic h t  in 
m anche  F ragen  d e r E rd s tru k tu rb ild u n g . E r  w ar in  se inen  F orschungsm ethoden  u n d  F o lg e ru n 
gen seiner Zeit in  m an c h e r H in sich t vo ran , u n d  so gesch ah  es, dass ihm  n ich t d ie g eb ü h ren d e  
A nerk en n u n g  zu te il w u rd e .

In  se iner e rs ten  grösseren  P u b lik a tio n  (1929) b e h a n d e lte  er nebst geophysischen  P ro b 
lem en , die A usw irkungen  d e r p lastischen  U m w and lungen  d e r  E rd k ru ste , w obei e r  d ie  fu n d a 
m en ta len  R egeln  d ieser Prozesse  aufstellte .

F e rn e r h a t  e r  e rk a n n t , dass die S ch ru m p fu n g sth eo rie  bei der G eb irgsb ildungstheorie  
an g ew an d t, sich a u f  d re i D im ensionen stü tze n  m uss.

In  e iner a n d e re n  A rb e it (1929) befasste  er sich  m it  d e r  E n ts teh u n g  des O zeanbeckens. 
I n  e iner 1930 ersch ienen  V erö ffen tlichung  forsch te  er n a ch  d en  U rsachen , die zur Z eit d e r  W asse r
d am p fk o n d en sa tio n  d ie  H eb u n g en  u n d  Senkungen d e r  E rd o b erfläch e  b eg ründeten . I n  w e ite ren  
F orschungen  such te  e r  (1931) jen e  Prozesse zu  e r lä u te rn , d ie  zu r E rd k ru sten b ild u n g  b e itru g en . 
I n  se iner 1937 p u b liz ie rten  le tz te n  A rb e it h a t  er in  Folge s te ts  eingehenderer S tud ien , d ie  S p a ltu n g  
d e r E rd e  zu  Schale u n d  K e rn  u n te rsu ch t. D ie du rch  ih n  b e h an d e lte n  und  teils o d e r z u r  G änze 
ge lösten  F ragen  w u rd e n  sp ä te rh in  auch  d u rch  an d ere  A u to re n  b eh an d e lt, jed o c h  o h n e  jed e  
B ezugnahm e a u f  G eszti.

Als u n e rb itt lic h e r  F e in d  des N ationalsozia lism us, w u rd e  e r  1944, in  den le tz te n  T agen  
d e r B elagerung v o n  B u d a p e s t, d u rch  die N azi fe stg en o m m en  u n d  h ingerich te t. E in  h e rv o r
rag en d er G eleh rter w u rd e  e rm o rd e t, de r in  seinen F o rsch u n g en  verw ickelte  geologische F rag en  
b e le u c h te te  u n d  dessen  W irk sam k e it zu w eiteren  E rg eb n issen  als A usgangspunkt d ien en  k a n n

E N  M É M O IR E  D E  JO S E P H  G E SZ T I

Prof. B. G UTENBERG, Pasadena, Californie

R ÉSU M É

Jó zse f G eszti e s t né  en  1878, à B udapest. A l ’âge de 22 ans il o b tien t le dip lôm e d ’ingénieur- 
m écanicien  e t tra v a illa , p a r  la  su ite , com m e in g én ieu r-construc teu r.

O u tre  son tra v a il  d ’ingén ieur, il se passionna  p o u r  l ’é tude  de problèm es to u c h a n t  la 
genèse e t la s tru c tu re  de  la  T erre . Ses loisirs, e t so u v en t u n e  p a r tie  de ses n u its  p a ssè re n t à  des
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à d es recherches assidues p o r ta n t  su r les processus de  fo rm atio n  de la s tru c tu re  ac tu e lle  du  
g lo b e . A jou tons que ses m éth o d es  d ’investiga tion  e t  ses déductions o n t su r p lu s d ’u n  p o in t 
d e v a n c é  les résu lta ts sc ien tifiq u es de son époque, ce qu i fu t  sans doute cause d u  re la tiv e m e n t 
p e u  d ’in té rê t  qui fu t a lo rs acco rdé  à ses trav a u x .

S a  prem ière p u b lica tio n  im p o rta n te  (1929) t r a i te  de  l ’effe t des d é fo rm ations p las tiq u es 
se p ro d u isa n t dans l ’écorce te rre s tre . Geszti a é ta b li les rég ies fondam entales des p rocessus é ta n t 
à  l ’o rig in e  de ces d é fo rm ations e t  a  soulevé, dans la  m êm e é tude, des problèm es géophysiques. 
E n  p a r la n t  de la théorie de  la  c o n trac tio n , il a bien v u  la  nécessité  de considérer les tro is  d im ensions, 
lo rs  de  son application  à  la  th éo rie  de la  fo rm atio n  des m ontagnes.

D an s une au tre  p u b lic a tio n , parue  la  m êm e an n ée , G eszti é tud ia  le p ro b lèm e  de la  fo r
m a tio n  du  bassin océanique. L ’année  su ivan te , il ch erch a  à é tab lir, dans une n o u v e lle  é tude, 
les cau ses du  dénivellem ent de la  surface du  globe te r re s tre  à l ’époque de la  co n d en sa tio n  des 
v a p e u rs  d ’eau.

E n  1931, Geszti p o u rsu iv it ses recherches. I l  t e n ta  de donner une exp lication  des p rocessus 
a y a n t  co n tribué  à la  c o n s titu tio n  de l’écorce te rre s tre . D an s sa dernière p u b lic a tio n  p a ru e  en 
1937, i l  chercha à rem o n te r encore  p lus lo in  dans l ’h is to ire  d u  globe, en ex am in an t le p ro b lèm e  
de la  sép ara tio n  en une couche superficielle e t u n  n o y a u  cen tra l. C ertains, p rob lèm es soulevés 
p a r  G esz ti, e t don t il d o n n a  des solu tions parfois d é fin itiv e s , o n t été repris, d an s la  su ite , p a r  
d ’a u tr e s  au teu rs  a y an t om is de  se référer à ses p u b lic a tio n s .

G eszti fu t un  ennem i im p lacab le  du  régim e h itlé r ie n . Aussi, aux derniers jo u rs  d u  siège 
de  B u d a p e s t,  en 1944, fu t- il  a r rê té  e t exécuté p a r les n azis. O n  a perdu  en lu i u n  s a v a n t ém inen t, 
d o n t  les recherches si fru c tu eu ses sur l’histoire du  g lobe  é ta ien t une b rillan te  p rom esse  p o u , 
l ’a v e n ir .

ВОСПОМИНАНИЯ О ЙОЖЕФЕ ГЕСТИ

Проф. Б. ГУТЕНБЕРГ (Пасадена, Калифорния)

РЕЗЮМЕ

Йожеф Гести родился в Будапеште в 1878 году. В 22 летнем возрасте он получил 
диплом инженера — механика, затем он работал в качестве инженера — конструктора.

Наряду с выполняемой им повседневной работой он исключительно сильно заин
тересовался вопросами, связанными с историей и структурой Земли. Вечерами, в свобод
ное от работы время, часто даже ночью он упорно работал над своими исследованиями, 
чтобы с этим продвинуть вперед как свои знания, так и знания науки в отношении тех 
процессов, при происшествии которых формировалась современная структура Земли. 
Следует отметить, что его методы исследований и сделанные им выводы во многих отно
шениях превзошли научные достижения его эпохи, и таким образом могло произойти, 
что на них не обратили внимание в такой степени, в какой они этого заслуживали.

В первом его опубликованном крупном труде (1929) разбирается вопрос о действии 
пластичных деформаций, происходящих в коре земли. Для процессов, охватывающих 
пластичные деформации, Гести вывел фундаментальные правила. В этой своей работе он 
занимался также геофизическими проблемами. Он обратил внимание читателей и на то, 
что что в связи с теорией компрессии — если применить ее для теории образования гор — 
необходимо учитывать все три размерности.

В другом его сообщении Г ести рассматривает проблему возникновения дна океанов. 
В сообщении, опубликованном им в 1930 году, он исследует причины, вследствие которых 
в эпоху конденсации водяного пара имелись возвышенные и погруженные части на поверх
ности земли.

В 1931году продолжал свои исследования. Им была сделана попытка дать объясне
ние тем процессам, которые способствовали образованию коры Земного шара. В последнем 
его сообщении, опубликованном в 1937 году он пошел еще дальше в области исследования 
истории Земли, и он исследовал разобщение Земли, как единого целого, на оболочку и 
ядро. Поднятые Гести проблемы, которые им частично или полностью уже были решены, 
позднее изучались также другими авторами, однако при этом не ссылаясь на сообщения 
Гести.

Гести был непреклонным врагом нацистского режима. Так могло случиться, что в 
последние дни осады Будапешта в 1944 году нацисты арестовали и убили его. Они покон
чили с жизнью такого выдающегося ученого, исследования которого в области очень слож
ных вопросов истории Земли были очень успешными, и работы которого служили для дос
тижения дальнейших успехов.
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