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THE LOAD CAPACITY OF TRANSFORMERS
IN ASYMMETRICAL OPERATION

P. IGNACZ
C. OF ENG. SC.

INSTITUTE FOR ELECTRIC POWER RESEARCH, BUDAPEST

[Manuscript received August 13, 1954]

1. Comprehensive view

Assymmetrical operation of three-phase transformers is relatively frequent.
Asymmetrical loading may be produced by a single-phase railway system cr
by supply to an important single phase utilizer [9]. In Hungary recently espe-
cially the so-called “two-phase operation” has put the problem. By this is under-
stood that in a net with grounded neutral one phase is interrupted for some
duration, and only connection with the other two phases and through the earth
is being kept up. That this is possible for a longer time, indication was found
in the Soviet literature [1], on which basis Dr. M. Vajta elaborated a treatise [2].
Later the Institute for Electric Power Research also tested the procedure
[3,4] and found it practicable under home conditions on certain parts of
the net.

The importance of “two-phase” operation lies in the fact that through it
it is possible to keep up three-phase connection, even in one-circuit high voltage
transmission systems with one conductor switched off, or in two-circuit systems
transmission by both circuits can be assured if one of the six conductors is
interrupted. This may be necessary in the case of failure on conductors, or if
repair of such lines is carried out phasewise, with two or five conductors, as
the case may be, kept in service. Thereby the installation of two-circuit systems
on certain important transmission lines may be saved, on the other hand,
in the case of two-circuit systems, safety of operation may be enhanced.

Tests by the Institute for Electric Power Research have shown that in
two-phase operation the asymmetry of voltages is not high ; it is tolerable for
consumers, the asymmetry of currents, however, may be important. This is
important from the viewpoint of substations. One principal aim of the present
investigation is to find out whether operation of the system on full load can be
kept up and to furnish to station service staff and to the Load Dispatcher Centre
a yardstick for finding out in any given situation in what degree the asymmetrical
load on transformers on the line may be admitted without danger. It has been
desired to exempt service staff and that of the Load Dispatcher Center from
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cumbersome graphical or numerical calculation of the symmetrical components,
even if full data were therefore available. There exist connections and apparatus,
with which symmetrical components are directly measurable, but such has not
been supposed to be available at many places. Therefore the method has in the
first place been based on the condition that the basic data are furnished by
some (3—4) ammeter readings.

It has been laid down as a condition that not even the temperature of the hot-
test phase shall exceed the temperature permissible in nominal symmetrical ope-
ration.

By this way relationships will be deduced which will give what limits
are placed on operating conditions if the symmetrical phase currents are Ia,
Ib, Ic, or their relative values referred to nominal current I, are a, B,y. This
is expressed by inequalities (16.1—(17.1). The procedure may be facilitated by
Fig. 1, plotted on the assumption of the average value of a characteristical
parameter of transformer design.

Since the life expectancy of transformer coils is not reduced substantially
by an occasional «— not too frequent — overload of 1—2 days duration, by
relation (23.1) it is indicated what limitations impose themselves, if various
(A d = 5°, 10° 15°, 20°) excess overheatings are permitted. This too, has been
plotted in Fig. 1. Besides this the circumstance may he taken into consideration
according to 2.2 that the ambient temperature is in general lower than the
temperature of 35° viewed by the Standards. This too permits a certain over-
loading.

W ith the above limitation of overheating a factork = -ylwill be computed,

which is a measure of how far the positive sequence component of currents
decrease in relation to the nominal current at different relative magnitudes

i2— ~~ and i0= -y- of the components causing asymmetry.

K approximately gives the variation of useful output.

The formula for k is (27.1), or in case of permissible overloading (27.2),
it can further be read from diagram of Fig. 2. If there is no equipment avail-
able for the direct measurement ofsymmetrical components, Kk may be determined
from the three ammeter readings la Ib Ic exactly if there is no zero-sequence
component, and with an approximation which is conservative if there exists
such component.

Summing up it can be laid down as a fact that especially considering the
possible lower ambient temperature and of the possibility of overloading, a high
degree of asymmetry of currents is permissible in the operation of the trans-
former, and the unequal loading, if it does not occur too often, will not impose
either a significant limitation on power output.
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2. Heating conditions in the case of asymmetrical current load

2.1 |f the permissible coil temperature is not higher than the rated
service temperature

Let the question be put in general : how does the three-phase transformer
behave from the viewpoint of temperature rise in the case of asymmetrical
loading?

Let first be supposed that only three simple data of measurement are
available : three ammeter readings of currents flowing in the phase windings.
These currents are supposed to be of different magnitude. The question is put
thus : against the nominal (symmetrical) current how great may now be the
maximum currents without exceeding the normally permissible heating of either
of the phases.

Start will be made from the condition that currents are measured in a
way that the amperes in windings of the three legs are read off, that is measure-
ment is made on the star or zig-zag side of the connection. Thus any combination
of connections (star/star, delta/star, star/zig-zag etc.) can be treated together
except one : the star/star connection with tertiary delta winding in which the
balancing ampere-turns present themselves altogether not in two but in three
windings, and therefore the measurement of the current of a single winding
does not determine unequivocally the loading of all three windings.

The following symbols will be used for the present :

R Joint resistance ofprimary and of secondary windings converted to one side ;
1 (without index) the nominalcurrent ;
la, h, h the three phase currents ;
a—-f, B=-y-, y= — relative magnitudes of phase currents ;

IFQJa Copper loss of phase a;
W cu Total copper loss ;
1Vfe Core loss.

In general values relating to the nominal (symmetrical) loading are top-indexed
[1], those arising in asymmetrical operation are top-indexed [2].

The currents flowing in the three phase windings are of different magni-
tudes, and the heating of the three windings will be different. Overheating of
oil-cooled transformers against the ambient temperature (taken for 35° C) is
calculable from two parts,*

a) Temperature rise of the o0il above ambient

temperature (#/0).

* See later 4.1 of “ Annex”.
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The magnitude of this is determined on the one side by the total loss heat
(IPf, and Wca) arising in the transformer tank, on the other by the heat transfer
capacity of the cooling equipment.

h) Mean temperature rise of the winding above
the oil ($,).

The magnitude of this is determined by the loss arising in the phase in
question and the heat transfer capacity of the winding.

The maximum permissible total of these two temperature gradients is
according to Standards 70° C, so that at an ambient temperature of 35 C
the temperature of the winding rises to 105° C. Mean temperature gradients
are reckoned with, since only such can be dependently checked by the alone
practicable resistance-rise measurements.

The selection of the proportion of the above two overheatings depends
on the transformer designer. Part (a) is in case of normal (symmetrical) loading

0,0= 47° ...37°
and (b) is generally
#0, = 23° ... 33° under the same conditions so that

4" 0o, ="0D

In modern, larger transformers, especially with forced air circulation,
or in water-cooled transformers $0, is nearer the upper limit.

Under asymmetrical conditions of operation these values will, of course,
change, if the temperature rises corresponding to normal loading, and the altered
overloadings are indexed (1) and (2) respectively :

KOw- will be the same for all three phases (according to the afore-said it is
determined by the total loss in the transformer and small local influences may
be disregarded).

,7op in the other hand, has to be examined in the hottest, that is, in the
heaviest-loaded phase.

The statement that overheating of the oil is uniform everywhere, of course,
does not hold exactly. Windings of all three legs produce heat in a different
degree, around conductors of the heaviest-loaded phase the temperature of
the cooling medium will be higher than the average. However, the difference
is not great. It will be the less, the better the circulation ; therefore, especially
in the case of forced cooling, it may be neglected. With natural cooling it is
not of importance to warrant special consideration.

The copper loss at nominal loading, that is, in asymmetrical operation

W®a=RP (i)
W<®a= R Il &)
Na _lla |2_ a2 ®)

mva bl
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The concerted copper loss of both phases in the two kinds of operations

WA = 3RP 4)
utcV = R{n + n + ii) (5)
mv _ 1 n+n+n = _j(«2+ " +y) 6)
w<$ 3 p 0

According to the start made the overheating of the heaviest-loaded phase
a is at most as high as in the case of the nominal loading, that is

OM)+ 08)£ M )+ 0N)= 70° (7.1)

In converting of overheatings from one state to another the empirical
relationship may be made use of that :

1. Overheating of the tank or of the oil in relation to the temperature
of ambient air is proportional to the loss watts to the 0,8 power.

2. The temperature rise of the coil above the cooling oil (copper gradient)
is also proportional to the watts loss in the coil to the 0,8 power.

The explanation that overheating does not increase linearly with the loss
watts is that at higher temperatures the circulation ofthe cooling media increases
on the one hand, on the other, that radiation is also raised. The given relation-
ships hold within rather wide (i 20 ... 25°) temperature limits with fair pre-
cision. (On the other hand — as will be shown later — the magnitude of the
exponent has an influence only on the examination of overloads.)

Accordingly,

0*8
o\V = (8.1

W i+ nv
and
1702) -}U-s
#8P = nv | o ° (9.1)
W > 5

Let the proportion of iron loss and of copper loss of the transformer be n,
that is

w$ = *w& (10)

> is in modern transformers a value around 0,25 ; at the most a slight error
will be committed, if this is taken for a basis. Moreover, the calculation will
not be seriously affected if, for the sake of simplicity, a single value for x is
written

0,
x= = xg = W%
v m v
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In asymmetrical operation not only the loading, but also the excitation
of the legs of the transformer will be non-uniform. Iron cores, however, are
for the most part not utilized from the standpoint of beating to a degree harmful
to them. The situation is still mitigated by the circumstance that heatequaliza-
tion between the different legs is good. On the other hand, the iron loss is not
of great influence on the heating of coils, because according to the afore-said,
it enters with a smaller fraction into the formula. (On the other hand, the assym-
metry of voltages may be considered with relationships analogous to the for-
mulae to be deduced hereafter for losses in windings.)

Therefore, for the time being a single (relating to normal operation) value
of x will be reckoned with.

On the basis of the former formulae (8.1) and (6) or (9.1) and (3)

0,8 0,8
p QS Pe—
W 49 . * 3 ("2+
#9 = 1lv - MY (8.2
X+ 1 * 4|
and
I N742) 0,8 08
#$> = vV - =e>n (9.2)
% - & W),

Let now the two new numerical values of £ and rj be defined in the following way

~(a*+ P+ y>=1-¢£ (")
o
a2= 1-jrj (12)
Let further
= B (13)

As was shotvn in the afore-said, 0 used to be

33°
37°

= 0,49 - « +0,89

(Its magnitude will not greatly influence the calculation.)
Formulae (8.2) and (9.2) substituted into relation (7.1), and the former
notations made use of, leads to

0,8

+ W)L+ (7.2)
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that is
08
1+0 1— + O[l+r,]°* (7.3)
K+ 1

Wi ithin limits occurring in practical calculation the value of £ as well as of rj
is low relative to I, so that raising to a power is simplified

1+ 0~ 1- 0,8----—-mmmv b &+ 0,80J? (7.4)
X+ 1
@L+x)0i] = A 1 (14)

W ith definitions (11) and (12)

£= 1—— (@2 bR2 by2);>+ .rj= A (a2— 1) (15)

whence is obtained what relationships have to subsist among relative values
furnished by three ammeter readings, if it is stipulated that the temperature
of the hottest winding shall not exceed the value permissible in normal operation

1 3(L+ N
a2+ (16.1)
1+ 3+ B2+ ¥2) < 1+ 3+

Or in a form more suitable for calculation

1-p)+ 1-y2

(1- a2+ (16.2)
1+ 3+
Or with the values directly read off
212- (Pb+ LYy
(12-1 ) + A Q (17.1)
1+ 3+
Herein
+= (1+ *O = (J nv , e (18)
| nvi

+ is easily determinable for any given transformer on the basis of the
designer’s data. It has been pointed out in the foregoing that the results obtained
are not affected too much even by the variation of 0 and of x within very wide
limits ; the same refers, of course, to + as well. Even in an extreme case in
terms of amperes an error limit of 5% will not be exceeded if medium values
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of 0 — 0,64 and « ~ 0,25 are reckoned with, from which results that A **0,8,
further (by rounding off)

«@+ 0,3(>*+ y9 " 16 (16.3)
that is

n + 03+ L)< 1,672 (17.2)

The practicable procedure will be that the utilizer, or the staff of the Load
Dispatcher Center, will substitute the amperes found by three ammeter readings
into the above formula to find whether the limit is observed.

B..l1a
Fig. 1

The problem may be put also thus; in the case of the magnitudes of the
two lower values Jj and Ic (or of B and y) taken for given, how high at most
may be the maximum value of Ia (or of a).

The manipulation may be facilitated by the diagram in Fig. 1 drawn
after relationship (16.3). This is plotted by laying off on the two axes of the
coordinate system the magnitudes of |/0,3 % and ]/0,3 y, but writing the cor-
responding values of R and y to the points thus obtained. The scale ofais normal.
By the projection system shown in the Figure it is checked whether in case of
given values of B, y and a the point obtained lies within the circle of |/I,6 radius
(marked A § = 0°).
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2.2. If overheating is also permitted

In the foregoing start has been made from the condition that, in the case
of asymmetrical loading the overheating of the heaviest-loaded phase shall not
be above the normally permitted value of 70° C. This is expressed by formulae
(7.1) —(7.4).

If. however, such an asymmetrical loading occurs only seldom for a com-
paratively short period — for instance in the case of “two-phase operation”
for one-two days within long periods of time —, a higher degree of overheating
of the transformer coils may be thought permissible, because the life expectancy
of the transformer will not be too much reduced by it. The rule is known that
if a cellulose-base material (cotton, paper) is used for transformer insulation,
the life expectancy of the transformer is halved for the duration of each rise
of the temperature of the winding by 8° C. If, for instance, instead of 70°, 78°
or 86° overheating is permitted for one day, the life expectancy of the overloaded
transformer will be reduced by two days, or by 4 days respectively, which is
not too harmful, if it takes place under extraordinary circumstances, that is,
seldom only.

It has to be considered, moreover, that the ambient temperature against
which the said rise by 70° has been fixed, is to be taken for 35° according to
the Standards, but is in the by far major part of the year in reality much lower.
It may be demonstrated [5] that at lower temperature, between 35° and 15°,
the transformer may be overloaded against the rating by 1% for each degree
of that difference, between 15° and 0° by 1/2% for each degree, without that
the winding exceeds the total specified mean temperature of 105° C.

Return is to be made to the afore-raised question. Suppose with regard
to the short duration it is permitted that the heaviest-loaded winding be over-
heated by the value of 70° -(- A0. Then equation (17.1) is modified in the follow-
ing way :

+&?<<WI + W +AO (19

AO
Accordingly, on the left side of (7.3) and (7.4), instead of 1 -f- 0, 1 -j- & -j— -T-I-
*70

will stand, and instead of equation (14) a relation between the new values of
and r),

= AY)t—8 20y
will subsist where

B = 1,25(1 + x (21
K
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On the other hand, instead of relationship (15) among the relative current
magnitudes at, 8t, Yt corresponding to the permissible overloading the following
may he written

A= 1- y (@+ B +Y?)" A Vt-B = A (af-1)-B (22)

whence (for instance, instead of the former (16.1))

3(1 +A + B)
1+ 3A

(Bf + yf) (23.1)

1+ 3,4
If again A ~ 0,8, x ~ 0,25, N 42,5° mean values are taken, then in case
of the allowed excess temperature rises of

Ad = 5° 10° 15° 20°

B = 0,18, 0,37, 0,55, 0,74
.are obtained and with these the right side of (23.1) will be
1,75, 1,92, 2,08, 2,24

These figures are at the value of 1,6 corresponding to Ad = 0° higher by

10, 20, 30, 40% in round figures, that is by (2 Ad °)% and can be easily
memorized.

In Fig. 1 have been drawn also the circles whose radii are equal to the
square roots of these figures. In case of the permitted excess temperature Ad,
the points obtained by the given construction method, starting from values
at, Bt, yt have to be located within these circles.

Besides the limitation of the temperature of the winding, however, another
limit has to be considered : the temperature of the hottest layer of oil according
to the Standards must not be higher than 95° C. At 35° ambient temperature
this corresponds to a permissible temperature rise of 60° C. In asymmetrical
operation, when the temperature of the winding does not exceed the specified
value, there is no danger. From the deduced formula is namely evident that
copper rise dff grows in a way that simultaneously the oil rise d$ decreases,
because the sum of both is constant. If, however, instead of a, /9,y load factors
at, Bt,yt are permitted, the temperature rise A d will be divided between the
two. In that case the oil temperature may be permitted to rise temporarily above
the specified limit, but for the prevention ofa higher degree ofsludging (formation
of tarry compounds) it is not advisable to let it exceed 105° for long.

The following approximate calculation shows that at a temperature rise
of Ad = 20° the maximum temperature of the oil still remains within this
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limit. The minimum value of Goi is normally 23°. In case of overloading it is
proportional to the 1,6 power of ot. In case of A &= 20°, atis minimally 1,2.
According to the afore-supposed, namely, a, is greater than B and vy, if in the
extreme case all three are taken for equal, then on the basis of (23.1),
a, = [ mmmmeemcioeeeeeo — 1,2 « Thus the minimal increase of Xc,is 1,2M = 1,34-fold,
"(1-F0,3¢°2)
that is, instead of 23°, 31°. Since # (0 and ftol increase together by 20°, # (0 may
be at most 47° -f- 12° = 59°. This is the mean temperature rise of oil. According
to measurements, the mean value is about 85% of the maximum oil rise, that is,
70° in the calculation at hand. Together with 35° ambient temperature the oil
temperature in the top layer will result in 105° in that most unfavourable case.
It requires reflection whether in calculations within relatively wide limits
the simplified method of raising to a power applied is still permissible, which
gives fair approximation only for figures not far from |. The results may be accept-
ed, because higher precision than that of 1—2 degrees is not aimed at. It has
been expounded that from the standpoint of service life of the transformer
an overheating by a few degrees of short duration cannot be of importance.
On the basis of the same consideration it has been disregarded in the
calculations that with the temperature of coils their resistance and loss also
vary in a slight degree. This slight inaccuracy does not affect appreciably the
results attained, because it is compensated in the three phases. According to
estimate as regards currents, it can cause a change of 2—3% only, which falls
into the order of magnitude of the precision of the measurement.

3. Power available for the consumer with consideration of the limitation
of temperature rise

3.1 General

Thus far it has been aimed at to elaborate a simple, handy yardstick for
checking the heating of three-phase transformers in asymmetrical operation.
It has been supposed that as data of measurement only three ammeter readings
are at hand. This goal has been reached, and for sake of completeness light
will be thrown on the problem from another side. The afore-said have only
presented loading conditions of the transformer in service, but have not given
a full picture of what would be the output available for consumers, mostly
power loads, tied up to the system. To approach this the results thus far deduced
will be transcribed in the form of the method of symmetric components. Since
the basic train of thoughts on temperature rise is the same, deductions will not
be repeated in detail, but after writing down the principles of start, reference
will be made to the former calculation method and the results will be expounded.
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In the estimate of available output the leading considerationisthat asym-
metry presents itself in general, only in currents, the voltage vector diagram
isin general distorted to such a slight extent that it may be taken as of positive
sequence.* This way, since only products of voltage and of current components
of identical sequence contribute to output, the decrease of power output in
relation to normal operation will be of the same degree as the positive sequence
current decreases in asymmetrical operation. Losses of the two other compo-
nents, the braking effect presenting itself in torque and the variation of power
factor will be disregarded for the sake of simplicity.

Besides those already made use of, the following symbols will be applied :

111 12 4 Positive, negative and zero-sequence current components ;
Relative magnitude of the latter against the positive-sequence current ;
(if i0= 0, i2 is the so-called coefficient of asymmetry) ;

Reduction factor showing how many times the positive-sequence com-
ponent is smaller than the nominal current;

®, oy Phase shift of the positive-sequence current against that of negative- or
of zero-sequence in phase a;
j 2y , :
a= € a2= 240 a3= 1; in general an= an 3 and on the basis

of the afore-said 1 -f-a + a2= 0.

The total copper loss is in asymmetrical operation

Wfl, - R[I*+ L + L (24.1)
This is according to the relationship found in literature [10]

W% = 3R (Il + 11 + n) (24.2)

which is a very simple and interesting relationship. It signifies that from the
standpoint of heating the individual symmetrical components act independently
of one another on the entire winding, because only squares of their effective
values are summed up. Of course, windings of the individual phases considered
separately, this is not the case, as will be discussed more in detail in the follow-
ing, for phase a for example.

Since

(25.1)

* For this see also 4.3 of Annex.
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The copper loss of the supposedly heaviest-loaded a phase

W&a= RPa= R(l, + 12+ Ik)2 (26.1)

If the phase-positions of positive-, negative- and zero-sequence components
in relation to one another were considered, a very complicated and not clear
expression would be obtained. Since the hottest phase is examined, no great
error is committed ; on the other hand, the problem willbe much simplified,
if the most unfavourable case is taken, when in this phase the three symmetrical
components are added together not geometrically but algebraically, that is,
fall into a straight line and are of the same sense. Of three phases one will always
be near that state. As supposed, this is phase a (62= 60= 0).

Then

W%a= R{Ix+ 12+ loY (26.2)

and using (25.1) and (25.2)

il + + h
us i = K2(L+-H+ R (26.3)
Wik ~ 0\ [
If expressions (24.3) and (26.3) are substituted into (8.1) and (9.1), follow-
ing the afore-expounded order of ideas, is obtained :

1+ =i+ %)+ 1+ *2+ 32

According to former definitions, k is the reduction factor indicating how
many times the positive-sequence component has to be inferior to the nominal
current so that the hottest phase shall not exceed the normally permissible
temperature.

According to formula (27.1), the magnitude of factor k can be taken with
value A ~ 0,8 from Fig. 2, as function of i2 and iO0.

(Curves pertaining to parameters Kk = const are ellipses, their common

A
centre is point tg= *o= - 7 ; their minor axis makes an angle of 45°
+ e

with axis i0.)
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If there exists no component of zero order (i0= 0), factor Kk is given by
Fig. 3. As manifest, at values of i2 between 0 and 1, k can be replaced with
practically fair approximation by straight line

kn> 1 1 - 0,441L .
A+ 1
Jo
J,
9 h
Jf
Fig. 2
Fig. 3

If according to 2.2 the overheating of the hottest phase by A <& C is also
permitted, this factor (which may now be possibly greater than I)

kt< (27.2)
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Similarly to what has been expounded in chapter 2.2, in case of
A & = 5° 10°, 15°, 20°

kf may be greater than k2by (24#°)%, that is, by 10, 20, 30, 40%.
The difference of ambient temperature against 35° C as specified, may
be considered as under 2.2.

3.2. If there are only positive- and negative-sequence components

This is the case of three-wire systems or of three phase systems with isolated
neutral. In other systems it may be supposed too, but this is to be established
by a special measurement.

In the above symmetrical components have been supposed as determined.
There are different known devices for their measurement. In general such are
not supposed to be available at the transformer examined.

In case there exists no zero-sequence component, but there are only posi-
tive- and negative-sequence components, that is, the vectors of the three phase
currents form a closed triangle, on the basis of diagrams found in literature [6]

from ratio numbers computed from the three phase currents—and — , the

la la
coefficient of asymmetry i2 can be computed (See Fig. 6).

2 Acta Technica XIX/l—2.
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The diagram in Fig. 4 drawn by the author gives coefficient k directly
as function of these ratio numbers. (The permissible value of k, is fl,I, j/1,2,
fl,3, |/lyd-times that, if copper temperatures by A &= 5°, 10°, 15°, 20° higher
are tolerated.)

3.3. If there is a zero-sequence component too

In this case ampere readings of the three phase currents are not sufficient
to establish these conditions, not even if complemented by a zero-sequence
component measurement.

If the special measuring equipment has to be dispensed with, the following
substantially simpler method can be applied starting by seeking the most unfa-
vourable conditions.

r Formula (27.1) can be written with omission of symbol < in the following
way

k2{(I + if+ ig)+ A1+ U+ iQ)Z= 1+ A = const. (29)

(On the left side stands the sum of members proportional to the heat quantities
produced by the “mean” phase current and la the maximum phase current.)

If the cases are compared in which the degree of asymmetry is the same
in relation to the positive-sequence component, that is if sum i = (i2-]-i0) is
invariable, then the first of the two members in the braces is the largest if either
t0==0 and i2= i, ori2= 0 and i0= .

Therefore of different ratios 1 :ia:i0 this is the case in which the sum
in braces isthe largest so that the greatest reduction is necessary, because thereby
K becomes minimum.
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This limit value of Kk can be determined easily, if it is supposed that the
case is the most unfavourable one, that there exists only a single component
causing asymmetry (either only i2 or only i0).

Since Ig and i0figure symmetricaly in the formulae, it may be supposed
that i0= 0, whereby the solution of the problem has been traced back to the
method treated in the previous chapter : 3.2.

Independently of whether there exists a zero-sequence component or not,

from three ammeter readings ratios ,— are computed, and coefficient K is
la la

taken from Fig. 4.

Ifi0/ 0, the value of k determined in the above way is lower than that
obtained by exact calculation, the deviation is therefore conservative.

(In case of admission of excess overheating the procedure described under
3.1 may be applied to coefficient kt instead of k.)

4. Annex

4.1. Remarks on the calculation of temperature rise

Temperature distribution in a transformer is sketched in Fig. 5 [7].
It shows that oil temperatures outside of the windings and in oil ducts in the windings
hardly differ from each other. (A condition of this is that the ducts be of sufficient width, more

2%
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than 4—5 mm wide.) It can be ascertained, moreover, that the difference between the oil tem-
peratures mentioned and of the temperature of the tank wall is also very slight. All three
temperatures have been taken for geual.

In practical calculation not the temperatures varying all up the height of the tank, but
mean temperatures are reckoned with ; these are shown in the sketch, and these values are
used in deduction?. According to experience, in normal operation, temperature rises in trans-
formers are satisfactorily predictable by the method applied.

4.2. ¥Y—Y connection ivilh delta (tertiary) winding

In these deductions two-winding transformers have thus far been treated. In the con-
nection to he dealt with next the back ampere turns of the primary star winding are jointly
supplied by the secondary star and delta windings, in a way that in the former positive- and
negative-sequence, in the latter only the zero-sequence components are circulating.

Data on the primary, secondary and tertiary windings will be subscripted by I, 11, and
111, respectively, all converted to the primary side. Resistance will be R/ R//, R/u, currents
tal, lalli latlli hi etc. and the values of the latter divided by the (primary) nominal current
al, an, a n, Bi etc. Then the formerly deduced values may be used in a way that, for instance,
the limitations contained if formulae (16.1) — (16.3) are referred instead of a2td

| R/ ?, R/ 1, Rill i
i Ri+ Rn “/_r R,~+R,/ + R/ + R/ ™

Similar expressions hold for B2 and y2

Measurement of currents I/ and In can be executed simply by instruments tied up into
the line of windings, the zero-sequence component I w = 10is measured by equipment connected
into the primary neutral, or tied into the delta.

From relation (24.2) it was evident that the symmetrical components are entirely inde-
pendent of one another as regards heating, that is, it does not matter over what number of
windings they are distributed. Therefore it is easy to transform formulae relative to coefficient
K to this case as well. The deduction remains correct if (for instance in formula [27.1])

instead of R resistance (R/ -(- R//)
is written, and besides this in equations, or curves plotted, not the actual values Il (or il) but
their corrected values multiplied by

are used.

However, the simplified method described under (3.2) cannot be applied. Evaluation is, on the
other hand, facilitated by the circumstance that in the case of the connection dealt with, sym-
metrical components can be simply determined : the zero-sequence component has already
been treated, and i2 can be determined with the aid of Fig. 6 [6] from secondary currents,
which contain already only positive- and negative-sequence components.

4.3 Explanation that high current-asymmetry is possible even in the case ofslight voltage asymmetry

In Chapter 3 in the calculation of available power it has been supposed that the voltage
asymmetry is so slight that the voltage vectors may be taken practically as of positive sequence.
Experience shows, however, that the asymmetry of currents may be very high.

A very extended network will be supposed, fed by more than one generating stations
and each feeder supplies a certain consuming district. The generating stations supply only
positive-sequence voltage, and the positive-sequence current is distributed according to the
magnitudes of consumer impendences in the various branches of the network. In tie-lines
between two such consumer districts as are supplied roughly by two of the different generating
stations, only smaller positive-sequence currents will be flowing, and these also only because
the consuming districts are not sharply separated, and to supply one customer or another the
farther-situated generating station may also contribute to some extent.

This will not he the case with negative- (and may be with zero-) sequence components
causing asymmetry. As known, the source of current of these is the “place of the fault”, for
instance the interruption of one conductor in two phase operation, or the point where a single
phase consumer istied up to the system. Voltage asymmetry caused by these may be very slight.
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Since, however, impedances of all consumers of the entire network against negative- and
zero-sequence currents are balanced, and numerous impedances are tied up in parallel to this
same source of current, the resultant asymmetrical component may he very great at the spot
of the fault or near the supply to the single phase consumer, and with growing distance from it
decreases at the same rate as consumers taking asymmetrical currents are supplied by the
various distribution lines. To the increase of the asymmetrical components contributes still
the cirsumstance that the value of negative sequence reactances is small in relation to those
of positive sequence.

This way the network will have parts where — in spite of the small voltage asymmetry —
the positive sequence current component is small, but the negative- (and may be zero-)seque nee
component is large, and thus the current asymmetry is considerable.
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SUMMARY

The paper yields a method of determination of phase currents 1I,, Ij> Ic on the basis
of ammeter readings without the necessity of inserting a more intricate measuring equipment,
or of making lengthy calculations.

The condition isthat the temperature ofthe hottest phase shall not exceed the temperature
permissible in nominal symmetrical operation. This is satisfied if

where | is the nominal current.
If 1j, 12, 10 are symmetrical components, so the necessary degree of reduction of the

power output is

If, on the other hand, in asymmetrical operation (for a short time) an excess overheating
of 5°, 10°, 15°, 20° C is permitted, the value of the right side of both equations (1) and (2) may
be increased by 10%, 20%, 30%, 40%. A further increase is possible if the ambient temperature
is below 35° C, that is, between temperatures of 35° ... 15° for each degree : 2%, and between
temperatures of 15° ... 0° for each degree: 1%.
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The use of formula (1) is facilitated by Fig. 1. To relation (2) belongs Fig. 4 from which
K can be determined.

The generally ontained result is that a relatively high asymmetry is permissible, and the
asymmetrical loading does not place an appreciable limitation on the supply of the full available
power by the transformer.

DIE BELASTBARKEIT YON TRANSFORMATOREN BEI SCHIEFLAST
P. IGNACZ
ZUSAMMENFASSUNG

Der Aufsatz liefert eine Methode zur Bestimmung der Belastbarkeit auf Grund der
Ablesung der Phasenstrome la, h, Ic am Strommesser, ohne dass der Einbau von verwickelten
Messeinrichtungen oder weitschweifiges Rechnen notwendig ware.

Die Bedingung ist, dass nicht einmal die Temperatur der Wicklung der heissesten Phase
hoher sein darf als die im nominellen symmetrischem Betrieb zugelassene Temperatur. Diese
wird erfallt wenn

(1)

wo | der Nennstrom ist.

Wenn Jj, J2, 10die symmetrischen Stromkomponenten sind, so ist das Mass der er-
winschten Abnahme der Nutzleistung

Wenn hingegen in asymmetrischem Betrieb (auf kurze Zeit) zusdtzliche Erwéarmungen
von 5°, 10°, 15°, 20° zugelassen werden, so ist der Wert der rechten Seite sowohl von [1] wie
von [2] um 10%, 20%, 30%, 40% erhéhbar. Eine weitere Erhdhung ist mdéglich, wenn die
Aussentemperatur niedriger als 35° Cist, namentlich zwischen Temperaturen von 35°... 15° um
2% je Grad und bei Temperaturen von 25° ... 0° um 1% je Grad.

Der Gebrauch von Formel (1) wird durch Abb. 1 erleichtert. Zur Beziehung (2) gehort
Fig. 4, womit k bestimmbar wird. Es ergibt sich in allgemeinem, dass es zulédssig ist, dass die
Asymmetrie verhdltnismaéssig gross sei und dass die schiefe Belastung aus dem Standpunkte
der Abgabe der vollen Nutz-Nennleistung keine nennenswerte Begrenzung bedeutet.

LA CAPACITE DE CHARGE DES TRANSFORMATEURS
EN OPERATION ASYMETRIQUE

P. IGNACZ
RESUME
L’étude donne une méthode pour la détermination de la capacité de charge, a la base
de la lecture des intensités des courants des trois phases la, Ib, le, sur I'ampéremeétre, sans
nécessiter I’installation d’un appareillage de mesure compliqué ou des calculs fastidieux.

La condition est que méme la température du bobinage de la phase la plus chaude ne
dépasse pas celle permise en opération nominale symétrique. Cette condition est satisfaite si

»YH4lr+4(4)44)1

ol / est le courant nominal.
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Si f, 121asont les composants symétriques des courants, alors la mesure de la réduction
voulue de la puissance utile est:

Si d’autre part on permet dans I’opération asymétrique (pour un temps court) un exces
d’élévation de température de 5°, 10° 15°, 20°, alors la valeur du coté gauche de I’équation (1)
aussi bien que de I’équation (2) peut étre augmentée de 10%, 20%, 30%, 40%. Une autre aug-
mentation est possible si la température extérieure est inférieure a 35° C, notamment de 2%
par degré entre les températures de 35° et 15°, et de 1% par degré entre les températures de 15°,
et 0°.

L’emploi de la formule (1) est facilité par la fig. 1. Le rapport (2) correspond ala fig. 4,
d’ou Kk peut étre déterminé.

En général, on trouvera qu’il est permis que I’asymetrie soit relativement grande et que

la charge non uniforme ne constitue pas une limite notable pour la puissance utile totale a
fournir.

HAIPYXXAEMOCTb TPAHC®OPMATOPOB TP ACVMMMETPUYHOM PEXWME

n. UTHAL
PE3IOME

MpegnaraeTcs MeTOA A1 OMNpefeneHns Harpy>aemMoe™ Ha OCHOBe [aHHbIX OTCYeTa C
amMnepmeTPOoB (DasoBbIX TOKOB /,,, b, 1c, He Mpuberas K ycTaHOBKe 60/1ee CNOXHbBIX U3MEPUTESb-
HbIX MPUOOPOB MAM K MPOM3BOACTBY TPEBYHOLIMX MHOFO BPEMEHW PAcueTOB.

YCnoBrem CTaBUTCS TO, UTObLI TeMMepaTypa 06MOTKM Hambosiee ropsiueii dasbl He mpe-
BbILLIaa TEMMNEepaTypbl, AONYCKaeMoii Mpy HOMUHANBLHOM CUMMETPUYHOM PEXUMe. JTO YCIoBUe
Y/I0BNETBOPEHO B TOM Cllydae, €Ciu

A
1,6 (1)

roe | — HOMUHa/bHBIA TOK.

Ecnn /1( /2, /0— cUMMETPUYHbIE Caratolle TOKOB, TOrJa CTeneHb XenaTeNbHOro CHU-
YKEHUs TMO/e3HON MOLLHOCTU BYLET :

(4r- S T+CiM+0dL ”

Ecnv e npy acMMETPUYHOM pexkunMé (B TeyeHWe KOPOTKOro BpeMeHu) [AOMyCTUTb
[ONoNMHMTeNbHbIA HarpeB B 5°, 10° 15°, 20°, Torfa 3HayeHve NpaBoil CTOPOHbI KakK (hopMy/ibl
(1), Tak v hopmy”bl (2) MOXHO yBenuuutb Ha 10%, 20%, 30%, 40%. JoNoNHUTE/IbHOE YBE/K-
YeHve BO3MOXHO, eCN BHeLLHAs TemrnepaTypa Huxke 35° C, a UMEHHO B MHTEepBase Temneparyp
mexay 35° un 15°C Ha KaXAbliA rpagyc no 2% wu B MHTepBane Temnepatyp mexay 15° n0°C Ha
KaXablil rpagyc no 1%.

Monb3oBaHne dopmynoii (1) obneryaetca npumMeHeHwem puc. 1 Ana dopmynsl (2) geit-
CTBUTENEH pUC. 4, C NMOMOLLILIO KOTOPOrO MOXHO OMpPeAennTh 3HauYeHue K.

Boo6lLe Ha OCHOBE BbILLECKA3aHHbIX [OMYCTVMO, YTOObI aCUMMETPYS Gblsia OTHOCUTE/IEHO
60/bLLIOIA 1 HepaBHOMePHAasA Harpyska B OTHOLUEHUM OTAauu MOMHON MOMEe3HON MOLLHOCTU He
03HayaeT 3HaYWUTENIbHOTO OrpaHUYeHus.
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Einleitung

Auch diese zweite Mitteilung verfolgt dasselbe Ziel wie die erste :
Kenntnisse uber die formalen Eigenschaften der verschiedensten Verallge-
meinerungen der NR-Formel zu einer allgemeinen und umfassenden Theorie
zu entwickeln. In dieser Hinsicht mag dem ersten Kapitel ein besonderes In-
teresse zukommen, da in diesem Kapitel einige, bezuglich der formalen Verhélt-
nisse grundlegend wichtige S&tze bewiesen werden, wéhrend in den ubrigen
Kapiteln die einzelnen speziellen Formelfolgen und die darin vorkommenden
Polynome behandelt werden.

Entsprechend einem in der ersten Mitteilung gemachten Versprechen wird
die Methode von Gornstein [5] gleich in dem zweiten Kapitel behandelt.
Nach einer kurzen Beschreibung der Gornsteinschen Methode werden die Gorn-
steinschen Formeln von einer anderen Seite ausgehend abgeleitet, und es wird
sodann auf Grund des ubereinstimmenden strukturellen Aufbaus der Formeln
identifiziert. Das wesentlichste Ergebnis des zweiten Kapitels besteht in der
Feststellung, dass man mit Hilfe der Gornsteinschen Methode eben zur Kiss-
schen Verallgemeinerung [2] gelangt.

Ausser der von Gornstein und Kiss angegebenen Verallgemeinerung
der NR-Formel war bis zur Zeit allein die Eulersche Formelfolge bekannt.
Es stellte sich jedoch bei der Untersuchung der schon seit lange her bekannten
Bernoullischen und Graffeschen Ndherungsmethoden heraus, dass durch ent-
sprechende Umformung der Formeln auch diese fur die Zwecke der Iterations-
rechnung verwendet werden kénnen. All dies wird im vierten Kapitel erdrtert.
Auch die Konvergenzgrade dieser beiden neuen Verallgemeinerungen werden
in diesem Kapitel bestimmt.

Mit den Definitionen der Polynome und mit ihren Eigenschaften befasst
sich das Kapitel 3, wé&hrend die berechneten expliziten Formen der Polynome
im Kapitel 5 erdrtert werden. Die hier vorkommenden Polynome kénnen, den

* Die I. Mitteilung wurde in dieser Zeitschrift XV. (1956) 233/260. veroffentlicht.
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Gornsteinschen Determinanten gleich, auch in Determinantenform dargestellt
werden. Wiewohl auch mit Hilfe der Determinanten die Formeln in einer
einfacheren und eleganteren Form angeschrieben werden kénnen und in ihrer
Anwendung auch viele theoretische Mdglichkeiten verborgen sind, wurde hier
aus Zweckmadssigkeitsgrinden von ihrer Anwendung Abstand genommen, da
die numerische Ausrechnung dieser Determinanten — insbesondere der Deter-
minanten hoherer Ordnung — immer grdssere Schwierigkeiten bereitet. Diese
Berechnungsschwierigkeiten werden im Kapitel 5 eliminiert.

In den Kapiteln 6 und 7 werden die fiir den Fall der mehrfachen Wurzeln
durch Bodewig angegriffenen Untersuchungen [8] fortgesetzt, wobei sie auf
alle vier erwdhnten Formelfolgen ausgedehnt werden. Es wird im Laufe dieser
Untersuchungen die Umformung der Formel bestimmt, deren es bei der Anné&-
herung eine p-fachen Wurzel zur Erhaltung des Konvergenzgrades bedarf.

Hinsichtlich der Bezeichnungen hielten wir uns an unsere erste Mitteilung,
es muss daher stets berucksichtigt werden, dass die ohne Argument ange-
schriebenen Funktionen (sofern sie nicht innerhalb des Textes Vorkommen)
mit ihren Werten an der Stelle x — a aufgefasst werden mussen, und dass sogar
durch a gelegentlich die Rolle einer unabhdngigen Verédnderlichen erfillt wird.

1. Allgemeine Satze Uber die iterativen Naherungsformeln

Es mdge durch ®(x) die iterierende Funktion eines iterativen N&herungs-
verfahrens bezeichnet werden :

“n+i = Q(X,,), (1)
und es sei bei der Wahl des Anfangswertes xx= a:
lim xn= f. 2)
x —» 00

Definition : Alle diejenigen a-Werte, die bei ihrer Wahl als Anfangswerte der
durch (1) bestimmten iterativen Progression denselben Grenzwert f ergeben,
bilden eine Menge : die auf den (von ®(x) abhdngigen) Grenzwert £ bezlgliche
Konvergenzmenge der Funktion ®(x).

Die Abhéngigkeit des Grenzwertes £ von der Funktion & (x) offenbart
sich darin, dass £ infolge der Gleichungen (1) und (2) notwendigerweise eine

Wurzel der Gleichung
F=*- o(x)=0 ©)

darstellt. Durch alle Wurzeln dieser GI. (3) wird eindeutig je eine Konvergenz-
menge bestimmt, obschon es mdéglich ist, dass einige dieser Mengen ausschliesslich
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aus den sie definierenden f-Werten bestehen. Eine gegebene Funktion ®(x)
ergibt somit so viele Konvergenzmengen als die GI. (3) Wurzeln besitzt.

In dieser unseren Arbeit verfolgen wir nicht das Ziel, das Yerhéltnis dieser
Konvergenzmengen zu studieren, hinsichtlich der weiteren Ausfihrungen wird
es jedoch als wesentlich erachtet, zu bemerken, dass jegliche Behauptung uber
die Konvergenzeigenschaften einer gegebenen Funktion ®(x) in dem engsten
Zusammenhé&nge mit dem Grenzwert £ steht, der als Grundlage der Erkenntnis
der betreffenden Behauptung diente, und dass es einer weiteren Untersuchung
bedarf, um entscheiden zu kénnen, ob die Behauptung auch in den Konvergenz-
mengen der Ubrigen Wurzeln ihre Giultigkeit bewahrt.

Die charakteristischeste Konvergenzeigenschaft stellt zweifelsohne der
Begriff des Konvergenzgrades dar. Die allgemeine Definition dieses Begriffes
verdanken wir Bodewig [8]. Die Anwendung dieses Begriffes auf die durch
Gl. (1) definierte iterative Progression ergibt, dass die iterative Funktion ®(x)
in dem Falle als konvergent in dem k-ten Grade (beziglich auf £) betrachtet
werden kann, wenn f eine k-fache Nullstelle der Funktion (®(x) — f) darstellt :

D) - T=(*- f* «*(*), @
wobei ein Grenzwert, c0, existiert, der nicht verschwindet :

Jl_m{XI/I = ¢c0p 0 .

Die Formulierung (4) des Konvergenzgrades wird von Bodewig nicht ange-
geben, obgleich er die Vorschrift mitteilt, wie man zu der Formel (4) gelangt.
Die Funktion (®(x) — £) muss nach den Potenzen von (x —f) in eine Reihe
entwickelt Werden. Beginnt die Reihenentwicklung mit einem den k-ten Expo-
nenten enthaltenden Glied, das heisst, wenn

D(X) —£= c0e(x—E)k+ cxe (X —|)fctl+ o o m, (5)

o betrdgt der Konvergenzgrad von ®(x) (bezlglich auf die Anndherung
von £) k.

Es seien im weiteren zwei iterative Funktionen, ®”x) und ®2(x), gegeben,
die bei geeigneter Wahl der Anfangswerte denselben Grenzwert £ ergeben.
Es sei der Konvergenzgrad der ersten Funktion gleich kv der der zweiten k2
Unter diesen Bedingungen gilt der folgende
Satz |. : Der Konvergenzgrad der durch Iteration gewonnenen Funktion

NMtraO *)] gleicht kj » k2, die Konvergenzgrade multiplizieren sich somit bei
der Iteration der zwei Funktionen.

Beweis .

Nach unserer Annahme ist

CD,(*)-* - (*-E)*' '*1(*)- (6)
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und
*a(*)-f = (*_*)** ' *.(*). (7)

wobei
lim ~ (*) = cOl 0, lim x2(1) = c2 L0
lim, *) g (m) 8)

Durch die Substitution x —=<B /M in GIl. (6) ergibt sich
0102(*) - f= (02(*) - S)k' * Zi02(*),
und durch Verwendung von (7)

0102 - I=C- D*X* 1 2>mMipg2PD=C- 0 kKKaxs®d -
Da die Funktion
Xs ) =Xz (x)kI mXit2(x)

einen fur den Grenzubergang x —m£ nicht verschwindenden Grenzwert besitzt
(vgl. (8)):

)I,{D;; X3 (x) = XI;\rg Xi (x)kl llimf Xith2(x) = c® ' cotd 0»

so gilt unser Satz als bewiesen.

Die auf £ bezlgliche Konvergenzmenge der durch Iteration gewonnenen
dro2(x)-Funktion besteht nicht einfach aus dem gemeinsamen Teil (aus dem
Durchschnitt) der entsprechenden Mengen von ®r(x) und 0 2(x); allerdings
enthdlt sie jedoch diejenigen a-Elemente dieses gemeinsamen Teiles, mit denen
zusammen auch das mit ihnen gebildete 0 2(a) ein Glied dieses gemeinsamen
Teiles darstellt. Es versteht sich von selbst, dass insofern die auf f bezliglichen
Konvergenzmengen von ®”x) und ®2(1) identisch sind, so sind sie auch mit
der entsprechenden Menge von ®rd2(x) identisch.

Satz | kann leicht auf beliebig viele Ndherungsfunktionen 0j, 02 ..., 0,
verallgemeinert werden, vorausgesetzt, dass im Falle eines geeigneten Anfangs-
wertes die durch sie gewonnenen Zahlenfolgen gegen denselben £ konvergieren.
Betrdgt der Konvergenzgrad von ®, (x) kj, so ist der Konvergenzgrad der auf
iterativem Wege gewonnenen Funktion ®x®2... dn(x) gleich M kj. Sind alle
Funktionen &, einander gleich, so ist /i, = k, und der Konvergenzgrad der n-ten
Iterierten (I (x)) der Funktion 0,-= 0 betrdgt offenbar kn. Dieser Satz
wurde schon in der Arbeit von Ludwig [4] erwdhnt, doch wurde der Satz nur
fir einige niedrigere Werte von Kk und n bewiesen.

Infolge der Gl. (3) erweist sich die folgende Zerlegung von ®(x) als zweck-
massig :

®(x) = x—Fx),
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wo wir Uber F(x) einstweilen nur soviel wissen, dass £ eine Nullstelle dieser
Funktion darstellt, d. h.

F(x) = (x-ey mG(x) (p> 0

Ist der Konvergenzgrad von &(x) grosser als 1, so folgt unter Berlick-
sichtigung von (4), dass p = 1. In der Folge werden nur solche Félle behandelt,
wo diese Bedingung (p = 1) erfillt wird, wo daher

F(x) = (x-S) mG(x). )

Die iterativen Nd&herungsmethoden verfolgen immer das praktische Ziel
der Ldsung irgendeiner Gleichung :

(%) = «» (10)

Die Methode, durch welche wir aus der GI. (10) zu der Aufstellung einer zu
iterativen Zwecken geeigneten N&herungsformel

D (x) = x — F(x)

gelangen, kann sehr verschiedenartig sein, wir wollen jedoch unsere Unter-
suchungen allein auf diejenigen Nd&dherungsformeln erstrecken, bei denen die
Funktion F(x) die Verdnderliche x nur implizite enth&lt, und zwar uUber die
Funktionf(x) und tUber ihre Ableitungen. All diese Formeln wollen wir zusammen-
fassend als Né&herungsformeln vom Newtonschen Typ bezeichnen. In der vor-
liegenden Arbeit werden lediglich N&dherungsformeln von diesem Typ behandelt.
Wenn die anzundhernde Wurzel der Gleichung (10) eine mehrfache Wurzel
darstellt, so wird durch die Ndherungsformeln, die fur den Fall einer einfachen
Wurzel eine Konvergenz fc-ten Grades sichern, lediglich eine einfache Konver-
genz geboten. Um die Konvergenz k-ten Grades zu bewahren, bedarf es einer
gewissen Modifizierung der Formeln. Diese Modifizierung besteht darin, dass —
insofern die anzun&hernde Wurzel eine p-fache Wurzel darstellt —, d. h.

f(x) = (x="1p *g(x), (p>1) (11)

an die Stelle von f in den Formell {berall \Bf substituiert wird (vgl. Kap. 6).
Da diese Modifizierung gegebenenfalls immer durchgefiihrt werden kann, so
wird in der Folge immer vorausgesetzt, dass die anzundhernde Wurzel eine
einfache Wurzel darstellt, in der (11) ist mithin p = 1.

Im Falle einer einfachen Wurzel wird £ gewiss keine Nullstelle der ersten
Ableitung und im allgemeinen auch keine Nullstelle der Ubrigen Ableiturigen
darstellen. Obschon spezielle Funktionen konstruiert werden kénnen, deren
hohere Ableitungen den Wurzelfaktor (x — £) als Teiler enthalten, ohne das
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Funktionszeichen aufzul6sen, ist eine Vereinfachung zwischen der Funktion
und ihren Ableitungen jedoch auch bei diesen Funktionen unmdglich. Bei der
Untersuchung der Né&herungsformeln vom Newtonschen Typ werden diese
speziellen Fé&lle ausser acht gelassen, und es wird stets vorausgesetzt, dass der
W urzelfaktor (x — £) in der Funktion f(x) einfach, in den Ableitungen f Kx)
hingegen nicht enthalten ist. Aus alledem entsteht das folgende Prinzip : Stellt
£2(f) einen Ausdruck von f(x) und ihren Ableitungen dar, der f, g(x) und deren
Ableitungen explizite nicht enthdlt, und kann er auf folgende Weise darge-
stellt werden :

U(f) = (x~i)k mco(x), (12)
wo lim o (x) existiert und nicht verschwindet, oder — im alltdglichen W ort-
gebrauch — wenn die hdchstens k-Le Potenz von (x —£) in Q (/) ohne

Rest aufgeht, so ist Q(f) auch durch f(x)k ohne Rest teilbar, das heisst 12(f)
kann auch in der folgenden Form dargestelll werden :

0 (f)=f(x)k-0(x), (13)

wo lim 0(x) ebenfalls existiert und nicht verschwindet,und O (x) nur durch/

und seine Ableitungen eine Funktion von x ist — und auch aus (13) (12) folgt.
Die folgenden Sétze sind Anwendungen dieses Prinzipes. Auch hier, wie
im Kapitel 8 der Mitteilung 1, wurde es als zweckdienlich gefunden, die der

Zahlentheorie entlehnte Kongruenz-Schreibweise zu verwenden, da hierdurch
die Ableitungen nicht nur Uubersichtlicher und einfacher werden, vielmehr
kénnen auch die jeweils verscliiedentlichen und véllig Uberflussigen Hilfsfunk-
tionen vermieden werden (wie sie auch durch co(x) und 0(x) dargestellt werden).

Satz 11.
F(x) =0mod/(y) . (14)

Dieser Satz folgt aus (9) unmittelbar.
Satz I11. Ist der Konvergenzgrad von ®r fejund der von 2 f2> *i, so folgtr
= ®2 mod f kI, (15)
Beweis: Nach den Voraussetzungen (an Stelle von x wird mit a operiert):
dx— | = Omod (a — £)fcr,

und

®2—f = 0mod (a — f)*2,

oder durch Kombination :
®1= d2mod (a — I)kI,

woraus (15) folgt.
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Satz IV. Ist der Konvergenzgrad von ®1 fej, und gilt ferner, dass

P\ = &2 m°d fk>

so ist der Konvergenzgrad von ®2

f2= fei, wenn fegj < fe,
f= fc, wenn fox> fe,

und schliesslich
forfe, wenn fg = fe

Dieser Satz ist die Umkehrung des Satzes Ill, und auch sein Beweis wird in
&hnlicher Weise vorgenommen. Es gilt nach den Voraussetzungen :

H—|=0 mod (a — ) fcl,
Ddx = ®2 mod (a—f)fc,
®2—1 =0 mod (a— £)kr,

wo fe2 offenbar die unter (16) angegebenen Werte annimt.
Die einfachste Ndherungsformel, die all den hier erwé&hnten Voraussetzun-
gen genigt, ist offenbar nach Satz Il :

P(x) = x-1(*), n

da in diesem Fall F(x) —f(x) ist. Der Konvergenzgrad betrdgt in diesem Fall 1.
Wird sie mithin mit einer zweiten N&herungsformel von Konvergenzgrad fe
iteriert, so wird auf Grund des Satzes | der Konvergenzgrad der gewonnenen
Né&herungsformel wiederum fcbetragen. Bezeichnen wir die Funktion vom Kon-
vergenzgrad fc durch ®(x), so wird ihre Iterierte mit [x —/(x)] :

O -/P

der Konvergenzgrad wird also wiederum gleich fc sein, und so ergibt sich nach
Satz 111 :
® —f &= mod f k,

das heisst,
/®= 0 mod fk, (18)

womit bewiesen wurde
Satz V. : Wenn der Konvergenzgrad von & gleich fe ist, so ist die Funktion
f ® durch die fe-te Potenz von / restlos teilbar.

Auch die Umkehrung dieses Satzes behdlt ihre Gultigkeit : Soll (18)
gelten, so ist bei der Ann&herung der ausgewdhlten einfachen Wurzel (£) der



32 A. ZAITA

Konvergenzgrad von & gleich k, wie es leicht einzusehen ist, geht man den
zum Beweis des Satzes V fluhrenden Weg zuriick. (18) ist mithin — im Falle
einer einfachen Wurzel — die notwendige und hinreichende Bedingung der

Konvergenz Jl-ten Grades. Beispiel : Es sei fur & die Newton-Raphsonsche
Formel gewdhlt :

In diesem Falle ist

e el

Hieraus ersieht man, dass

fd=0 modf 2,

und somit ist die N&herung von zweiten Grade, wie es bekannt ist.

Bei den Anwendungen dieser Sdtze kann das Bestehen der bezuglichen
Konvergenzen in der Weise entschieden werden, dass die fraglichen Funktionen
nach den Potenzen von / Reihe entwickelt werden. In dieser Hinsicht erfor-
dern diejenigen Félle eine Uberlegung fir sich, in denen die Néaherungsformel
eine mehrwertige Funktion von f und seinen Derivierten darstellt (so z. B. bei
den Bernoullischen Né&herungsformeln oder beim Laguerreschen Verfahren).
Als eine allgemeine und zu befolgende Regel kann indessen festgestellt werden,
dass die obigen Satze ihre Gultigkeit auch fur diese Fé&lle bewahren, wenn die
Reihenentwicklung nach den Potenzen von / bei derselben Vorzeichenwahl
vorgenommen wird, wie sie bei der Reihenentwicklung (5), auf deren Grund
wir den Konvergenzgrad bestimmten, getroffen wurde.

Bei den Anwendungen kann Satz 1V eine besondere Bedeutung zukommen,
da es auf Grund dieses Satzes madglich ist, aus einer einzigen Formel fc-ten Kon-
vergenzgrades ausgehend unzéhlige solche Formeln zu konstruieren. Diese sind
doch nach Satz IV alle Glieder derselben Funktionenklasse mod/ft Damit
wurde jedoch bei weitem nicht behauptet, dass ein beliebiges Glied dieser Funk-
tionenklasse zugleich eine zu praktischen Zwecken verwendbare N&herungsfor-
m el darstellt. Da missen noch weitere Bedingungen erfillt werden. Eine dieser
Bedingungen wird z. B. offenbar darin bestehen, dass die N&herungsformel
keine zu extremen oder unbegriindeten numerischen Konstanten enthalten soll.
Ausserdem kdnnen wir beobachten, dass die in der vorliegenden Arbeit sowie
auch den im Literaturverzeichnis verzeichneten Arbeiten behandelten Nahe-
rungsformeln — von einigen Ausnahmen abgesehen (so z. B. (17)) — alle homo-
gene Ausdriicke von/ und seinen Derivierten sind, und zwar sowohl beziglich
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des Grades wie auch der Ordnung der Differentiation, das heisst, sie sind homogen
nullten Grades und die Ordnung der Derivation betrdagt —1. Der Grund hierfur
liegt im Falle der gegebenen Formeln auf der Hand, es ist indessen unbekannt,
ob dies im allgemeinen notwendig ist und in welcher Weise dadurch eine etwaige
raschere Konvergenz ermdglicht wird.

Es sei ®xeine Néaherungsformel k-ten Konvergenzgrades. Wie kann mit
ihrer Hilfe eine mod/ kongruente Nd&herungsformel ®2 gewonnen werden?
Das einfachste Mittel hierflir besteht offenbar in der Zufugung eines Gliedes
fkm*zu P 1, wobei ® wiederum einen Ausdruck von/ und seinen Derivierten dar-
stellt, fur welchen gilt :

m 0 mod/.

Es lasst sich indessen auch ein anderer Weg wéhlen. Es sei z. B. Q eine
Funktion, die in ihren Eigenschaften mit R Ubereinstimmt, und es sei das Pro-
dukt 0j Qgebildet. Hieraus kénnen wir nach Belieben alle Glieder fortlassen,
die/mindestens an der k-ten Potenz enthalten, das heisst, wir bilden irgendeinen
Ausdruck

P - ®xmQ mod fk.

P
Nach alledem diirfte es evident sein, dass in dem Quotienten — ebenfalls

eine Formel k-ten Konvergenzgrades gefunden wird, da

P
— = &, mod fk

Q

ist.
Auf Grund des Satzes IV konnen in dusserst einfacher Weise bewiesen

werden Sétze, deren Beweis anders eine langwierige Vorbereitung erforderte.
So z. B. die Relation (29) im Teil I :

istim Lichte des Satzes IV eine einfache Trivialitat. Ahnliche Relationen kénnen
reichlich gefunden werden, werden die spéter zu behandelnden Formelfolgen
miteinander verglichen und werden hierbei ihre Konvergenzgrade in Betracht
gezogen.

Als eine Anwendung der angefihrten Sdtze mdge auch das vereinfachte
Newtonsche Verfahren untersucht werden, welches — ein wenig abweichend
von der Bodewigschen Auffassung [8]— hier in einem neuen Licht vorgefihrt
wird. Es besteht der Satz :

3 Acta Technica XIX/1—2
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Wenn der Konvergenzgrad von ® k betrdgt, dann ist der Konvergenzgrad von

® -1 (19)
r
gleich k -h 1* Zum Beweise betrachten wir die N&herungsformel :
h__ f®-
f' o

die aus der Iteration der NR-Formel (Konvergenzgrad : 2) und von ® entsteht
und so einen Konvergenzgrad von 2k besitzt. Da jedoch

£'//
fo—f ( Fy=/ - mF+ - Fx
ist und andererseits nach (14)
F= 0 modf,
so ist offenbar
f'o=f'" mod/,
oder
1 — 1 mod /.
ro f
Es ist ferner
fd= 0 modf k,
und so ist
mod fk+1

ro r

woraus auf Grund von Satz IV unsere obige Behauptung unmittelbar folgt.

Durch die Kombination des vereinfachten Newtonschen Verfahrens mit
einer beliebigen Nd&herungsformel wird somit der Konvergenzgrad um eine
Einheit erhdéht. Wird als @ die NR-Formel genommen, und wird diese Formel
nacheinander (k — I)-mal mit dem vereinfachten Newtonschen Verfahren
kombiniert, so ergibt sich als Ergebnis unserer Berechnung eine Ndherung, die
der einmaligen Anwendung einer Formel (k + 1)-ten Konvergenzgrades &aqui-
valent ist. Die richtige Bewertung des vereinfachten Newtonschen Verfahrens
besteht nach unserer Meinung eben in diesem Umstande. Obschon Bodewigs
Behauptung Uber den Konvergenzgrad des vereinfachten Newtonschen Ver-
fahrens [8] an und fur sich richtig ist, aber durch den Vergleich mit dem Ludwig-
schen Iterationssatz [4] wird die falsche Illusion erweckt, dass wir am selben
Fleck umhertrappeln, als wir uns des vereinfachten Newtonschen Verfahrens
bedienen.
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Wir kénnen an dem vereinfachten Newtonschcn Verfahren — voraus-
gesetzt, dass der Konvergenzgrad von @ : k™ 2 — eine Verbesserung anbringen,
wenn wir an Stelle von (19) mit der Formel :

b___ fO
f, _sr_

r

rechnen. Der Konvergenzgrad dieser Formel betrdgt ndmlich (k + 2). Da nach
unserer Voraussetzung K~ 2, so ist

d=a — = modf 2,
r
somit
ro=r = f-r J— mod / 2,
r
oder
1
mod / 2,
Y'o

woraus sich durch Anwendung von (18) schliesslich ergibt :

=- f0 modf k+2

/"
woraus sich unsere Behauptung unmittelbar ergibt.

Beispiel : Es sei

®—a -, fe= 2

in welchem Falle

mod / 4.

3*
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Der Konvergenzgrad der so gewonnenen Ausdrucks :

N 1 3774 f 2
r s PS8 r
ist somit gleich 4.
Zum Schluss sei noch eine schdne Anwendung der Formel (19) vorgefuhrt.
Es sei als & die Eulersche Néaherung (Teil I. (37)) gewéhlt :
k— )
sc= a— o Ap-i r- <P: L
Y r
Da der Konvergenzgrad dieser N&herung Kk ist, so erhalten wir durch Substi-
tution in (19) eine Funktion :

1M
“~'r

deren Konvergenzgrad gleich (k -j- 1) ist. Denselben Konvergenzgrad besitzt
aber auch sft+x und 40 erhalten wir durch Anwendung des Satzes IV :

o bl ske1 mod f kil .

Da jedoch (vgl. mit (37) Teil I)

N-k-i
sk+1 — sk — (pK
kl

so wird schliesslich

ML .--S" mod fk+L (20)

rew Kl £k

Durch (20) wird eine neue Mdglichkeit geboten, die nun folgenden Glieder zu
berechnen, obschon diesem Verfahren nur mehr ein theoretisches Interesse
zukommt, da doch die explizite Form der Polynome An bereits im Teil | ange-
geben wurde (35).

2. Die Gornsteinsche Approximationsmethode

Von M.S. Gornstein Wurde in einer im Jahre 1951 erschienenen Arbeit [5]
eine Methode zur ndherungsweisen Ldsung der Gleichungen angegeben, die an
Stelle der in (1) angegebenen Funktion mit einer Verédnderlichen, ®(x), mit
einer in vorgeschriebener Weise konstruierten iterativen Funktion :

<prix ; «)»
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die auch eine Hilfsverdnderliche enth&lt, operiert.* Die Hilfsvariable a ist in
dem ndamlichen Intervall wie x definiert, das heisst in einer geniigend kleinen
Umgebung irgendeiner reellen Wurzel (£) der Gleichung f(x) = 0.

Die Funktion < (x; @) ist in ihrer Struktur & (*) dhnlich, indem sie
ebenfalls in zwei Teile zerlegt werden kann :

<M*; a)= x —F,(x; «), (21)

Fv(x; a) =f(x) « jK<0h k(a) mxk, (22)

und die lediglich von a abhdngigen Koeffizienten hk in der Weise bestimmt
werden mussen, dass die Gleichungen :

<p*'(a;a) = 0 k=12, ..., r+ 1) (23)

erfillt werden (die Differentiation erfolgt nach x.) Es folgt aus dem Bestehen
des Gleichungssystems (23), wenn die Funktion qr in eine Reihe nach den Poten-
zen von (x — a) entwickelt wird, dass

P (*; «) = (a; a) + T, (x; a), (24)
ly(x;a) ! gjjvta (a -)- &m(x —a); a) *(x —a),+2 o< # < 1)
v+ 2)!
(25)

Die Reihenentwicklung (24) und das Restglied in seiner Form nach (25) dienen
fur die Zwecke der Fehlerabschétzung.

Das Gleichungssystem (23) liefert fur die Koeffizienten hk(a) ein lineares
Gleichungssystem. Durch die Ldsung dieses Gleichungssystems werden die
Koeffizienten hk(a) als Gornsteinsche Determinanten (I') erhalten :

B I r(a) @6)

Die ./-Determinanten hdngen auch Uber die Funktion f und ihre Ablei-
tungen von a ab. In den folgenden wurde das Ziel gesteckt, einerseits die expli-
zite Form dieser Determinanten zu entwickeln, andererseits nachzuweisen, dass
die Anwendung der durch die Gornsteinsche Methode gewonnenen iterativen

* Die hier verwendeten Bezeichnungen weichen in einem gewissen Masse von Gorn-
steins originalen Bezeichnungen ab.
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Funktion <r(k; a), wird als erste Ndherung der Wert »x= a gewé&hlt, mit

der Kissschen Verallgemeinerung véllig identisch ist.

W ir wollen dabei aus der Reihenentwicklung (7a) des I. Teils ausgehen :

I (*) k=0
woraus
*n-1) /(«) a— Kn-
K 2 K*e K
n 1(*) k=0 n
1 .
Kn-: + 2 (Kn-iKk ~ KnKkr) ak
Kn k=1

Aus (29) des Teils I geht klar hervor, dass im Falle n> K :

K- ~ —— ==0 mod fk,
Kn Kk

weshalb wir die folgende Abkirzung verwenden kdnnen

Gk - —-(Kn—lka KnKk- i), (*>0)
f k

Gmo-- Kn— (n>0)
Mit dieser Bezeichnung wird :

Kn-1

=__L .V e (a- W*.
Kn 1(*) Kn éf
Aus (27) folgt
und
nk = an_k *p”kn

das heisst, im Falle von k]>n Gnk ist mehr keine ganze, vielmehr
gebrochene Funktion, mit der (k — ra-ten Potenz von f im Nenner.

(27)

(28)

(29)

eine

Wegen (29) fehlt in der Reihenentwicklung (28) das (a — x)n enthaltende
Glied. Es empfiehlt sich hier, die Reihe in zwei Teile zu zerlegen, und die durch
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die Addition der ersten n Glieder gewonnene Reihe mit einem besonderen Zeichen
(Qn) zu bezeichnen :

Q= 2 1GX m(* - *)* (30)

Mit dieser neuen Bezeichnung wird

i [ K Gnk k
Kn /(*) \IJ(/?n fe=n+1 n .(a X) ’
oder nach entsprechender Umordnung a=
1(<)
@
n n.n Kn-1
S - IH +® -+ 2 . (c-*)*e @)

fc=n+1

Wird nun das letzterhaltene Ergebnis mit den Relationen (21), (22), (24) und (25)
verglichen, so ergeben sich die folgenden lIdentifikationen :

V—n —1
9\(*;a)y—>»n m/(*), (32)
K-n
<P,.(a: a)u— »a e/(a), (33)
Jn
2 m o« e .
Aus der letzten und aus (26) folgt weiter :
rv(@ = K-Kv+1[/(e)], (34)
und
N k(<) e xk= Xv-Qv+l, (35)

n-o
und hieraus mit Rucksicht auf (30) :

v—k
r.k(@ = (- )*mKm2 1/l k) mGW+l) <+ « ah. (36)
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Hier bedeutet Aveinen numerischen Faktor, ohne weiteres Interesse. Mit Hilfe
der Relationen (34) und (36) konnten somit die I -Determinanten auf auch in
expliziter Form bekannte Polynome (Teil I, GI. (11)), auf die Kn-Polynome
zuriuckgefuhrt werden. Aus (32) und (33) geht weiter klar hervor, dass bei der
W ahl von aq = a die Gornsteinsche Methode mit der Kissschen Methode iden-
tisch wird.

Zur leichteren Ausrechnung der G”-Polynome sei schliesslich noch ihre
Rekursionsformel mitgeteilt :

f <>

Gn* = SR i UMl JT men(e®,  (fe> 1) (37)

1
N

wozu noch als Ausgangsformel die aus (27) gewonnene Relation hinzugefilgt
werden muss :

Gnl=y (f'Kn. 1- Kn)e

(37) folgt unmittelbar aus (27), wird die fir das Polynom Kngiiltige Rekursions-
formel in Betracht gezogen (Teil I, (9)).

3. Die K,imbzw. Cnm-Polynome

Eine Verallgemeinerung der Kissschen K,,-Polynome ist durch die Gnk-
Polynome gegeben, wdhrend eine andere Verallgemeinerung bereits im Teil |
vorgelegt wurde, und auf diese Weise gelangten wir zu den Knm-Polynomen
(vgl. mit Kapitel 7 Teil 1). An Stelle derK nm-Polynome empfiehlt es sich jedoch,
oft mit den Cnm-Polynomen zu rechnen, in gewissen Féllen (wenn m eine negative
ganze Zahl ist) kdnnen wir sogar ausschliesslich mit diesen Polynomen rechnen.
Hier folgen die Definitionen der Cnm-Polynome :

-1)" 1\(>
Gnm — ( ;)I (I J'n+m (38)
- r
m7n—1
Gnm ~ mKn (39)
n
(/(«) = Cnm a (40)
Ne ) n=0

Diese Definitionen sind einander &quivalent und sind im Einklang mit den
Definitionen der K~-Polynome (siehe (22) und (23) im Teil 1.).
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Es sei hier bemerkt, dass bei den Knm- bzw. Cnm-Polynomen allein der
erste Index einen wahren Index darstellt, wahrend der zweite Index — da er
einen beliebigen Wert annehmen kann — nichts anderes als ein stetig verdnder-
licher Parameter ist.

Die explizite Form der Knm- und Cnm-Polynome wird im Kapitel 5 behan-
delt werden ; fir einige speziale Indexe nehmen sie folgende Werte an :

Korn — E< 1
K\t —fr Eim m mf’,

Knl= Cni 1Kn,

eacy —

Durch die C,mPolynome wird der Rekursionsformel

1
V (- D*.(n- k+k. m)eC(n.Kme - /"-1 =0 (41)
Po k\

genugend, die als die Verallgemeinerung von (9), Teil | betrachtet werden kann.
Zur Ableitung von (41) mdge aus der offenbar bestehenden Identitdt ausgegan-
gen werden :

/'= o.
Wir wollen beide Glieder nach der Leibnizschen Regel (n — I)-mal weiter
differenzieren :
n—1
, Mo w . vy OO
[} =
1 K I/ mJ \ f
Es wird durch (n — 1)! dividiert und zusammengezogen
n 1 1 Un-x) Nnk)
(n— Kk -fkm) e — e — =0,
k~0 (n-k)\ P ) k\

wir verwenden schliesslich die Definition (38) und wir haben (41) vor uns,
Die Cnm-Polynome — ebenso wie die K,-Polynome — (vgl. Kap. 5,

Teil 1) — kdénnen nach den Potenzen von d ebenfalls in eine Reihe entwickelt

werden. Die Reihenentwicklung wollen wir in zwei Fédllen untersuchen.
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1. f stellt eine einfache Wurzel der Gleichung f(x) = 0 dar:

f(x) = g0 «(x- £),
das heisst,
f=g9g-d.
Hieraus
1

m g dn
Es wird nach der Leibnizschen Regel re-mal differenziert :

1 K> 1w 1 '(n-k)
r X oo gn*) dn

sodann wird durch re! dividiert und nach (38) suhstituert :

1 1 |
o = (~ ", ., * Cnm (/) (42)
1 | ® |
fc! gm = (- e gm+k ram)
und
m —k) m+ n-fc- 1 1
Lart = (- Drea- n-fc Am o+ n—k

Mit Riucksicht hieraufsowie auf f=g <d, erhalten wii nach den Vereinfachungen
m-\-re—fct—1 'dk. 43
com(f) = 2 . G(g)-onk (43)

2. £ stellt eine jo-fache Wurzel der Gleichung (10) dar und

1

Es wird in diesem Fall

I(*)=«(*) °
das heisst,
fm=gm-d,
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oder
1 1 1

/"t gm d

Es wird wiederum die Leibnizsche Regel verwendet und nach (42) substituiert,
in diesem Falle jedoch die Relation

e e

in-k)\ = (- dn+1k

herangezogen, so dass wir schliesslich erhalten :

n
cnm(f)= 2., S kmdnpPr K (44)

Von den hier abgeleiteten Relationen werden wir im Kap. 6 Gebrauch machen.
Es sei schliesslich die interessante und wichtige Substitutionsregel der Cnm(f)-
Polynome abgeleitet :

Cnt( N =T 1T mCn(m,)(/) * (45)

Es wird aus der Definition (40) ausgegangen :
@

I'n = 2 _¢c nm(/) -
ZW rm

an Stelle von m (m v) substituiert, und ebenso in (40) an Stelle von//’
eingesetzt:

1(«) v a—X
2 CcnT(n

1(*) n=0

Durch den Vergleich der Gliedern n-ten Grades der rechten Seiten wird Rela-

tion (45) erhalten.

Einen wichtigen Spezialfall dieser Relation bildet der folgende Zusammenhang :

~Y ~

Kngey=1 m-on « com(1), (46)

den wir aus (45) in der Weise erhalten, dass fir m 1 und fir v m substituiert
wird. GI. (46) kann auch als eine vierte Definitionsgleichung der C,m-Polynome
aufgefasst werden.
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4. Die Newtonsehen Polynome ; Approximationsmethoden von Bernoulli
und Gréffe

Einen speziellen Fall der verallgemeinerten Kissschen X, m-Polynome stellen
die Newtonschen Polynome dar, deren Definitionen im untenstehenden gegeben
werden :

Nn= Kn0= n lim ——, (47)
m—o m
Nn= (~ 1)" 1 r (48)
(n- 1)!
©
1 Nn(f) man. (49)

Die mitgeteilten Definitionen folgen aus einander und sind demgemass
miteinander dquivalent.

Die Newtonschen Formeln, die die zwischen den Koeffizienten eines ganzen
rationalen Polynoms (/(#)) und zwischen den fc-ten Potenzsummen dessen Wur-
zeln bestehenden Zusammenhédnge angeben, sind seit lange her bekannt (die
Potenzsummen werden meistens durch s® bezeichnet). Da die in diesem Kapitel
zu behandelnden K, 0Polynome mit diesen noch von Newton herrihrenden
Formeln in vollem Masse identifiziert werden kénnen, so ist es begriindet, diese
Formeln als Newtonsche Formeln zu bezeichnen. Die Nn-Polynome erfillen
die folgenden Rekursionsformeln :

mm() = f mJvn-i (/) - n.—_i. JV'n-t (/), in> 0) (50)
und
2. (-1 o fki=(-inilm =+ fn "> °) (5i)

Die erste Formel folgt aus der (24), Teill, durch die Substitution m = 0, wéahrend
die zweite Formel aus der (41) durch Division durch m und darauffolgenden
Grenzibergang m —m0 gewonnen werden kann. Mit Hilfe dieser Rekursions-
formeln und der Anfangswerte von
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gelangt man durch einfache Rechnung zu den weiteren Gliedern :

N3=/'3- * ff'T +\P I,

Li il

M=r - 2ff2F + | «Pf'Fr"+ \r-r- -~ PI",
J J (0]

L.

Die explizite Form des allgemeinen Gliedes Nnwird im Kapitel 5 angegeben.
Die Reihenentwicklung der iVn-Polynome nach den Potenzen von d nimmt
eine sehr einfache Form an. Im Falle einer einfachen Wurzel wird

f=9g d

logarithmisch differenziert, und die so gewonnene Relation

P
f

(n — I)-mal weiter differenziert und sodann (48) angewendet. Wir gelangen so
zu dem folgenden Ergebnis :

Nn(f)=-\" mNn(g)
g

bzw. mit Rucksicht auff = g «d:
Nn(f) = Nn(g) md" + gn. (n>0) (52)
Wenn hingegen f eine p-fache Wurzel darstellt, das heisst,
f-g- dP>

so werden durch Anwendung der friheren Methode die folgenden Relationen
erhalten :

TL- «lj
£ e

-Br-N~W -jr m*"<*>+-fo

Nn(f) = [Nn(g)-d"+P -g"] md"« -». (n> 0) (53)
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Als die vierte Definition der Newtonschen Polynome kann die folgende
Substitutionsrelation betrachtet werden :

Nn(/) = (/)" «Kn. 1 (n> o) (54)

Dies ist eine einfache Folge der unter (48) angegebenen Definition der
iVn-Polynome und der unter 1. (8) angegebenen Definition der li,-Polynome,
welch letztere Definition mit dem Index (n — 1) und an Stelle von f mit

/—angeschrieben wird :

£ \(n-l
y\\(n)z(_l)"-!.(,,-l)! (r n'K“—’ ']
/Y f '

Es gilt andererseits :

= (- h"-1e(n- (48)

Durch Vergleich der rechten Seiten und nach Vereinfachung ergibt sich (54).
Wenn f(x) eine ganze rationale Funktion wun-ten Grades darstellt, wenn
also

f(x) =e- /1 (x—|f),
k=1

so folgt daraus durch logarithmische Differentialic n :

Ir'e<)y =y 1
1(*) éi x- ek’

Hieraus wird durch weitere (n — I)-fache Differentiation und Verwendung
von (48) gewonnen :

Nn(h=fx Y 1 (55)

at (o- ™)n

In den folgenden wird je eine Modifizierung der Wurzelndherungsverfahren
VON Bernouttiund crafrfe angegeben. Wenn ndmlich die in der Bernoullischen
bzw. Gréaffeschen Methode vorkommenden Wurzelpotenzsummen
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an Stelle der Funktion f(x) fir die Nullstellen der Funktion
1
/ + a (56)

erkldart werden, so werden diese wegen (55) eben den Ausdriicken

Nn(f)
/o
gleich werden.
Werden nun die N&herungsformein von Bernoutri und crasse flr die Ver-
héltnisse der GI. (56) umgeschrieben, so werden die folgenden Formeln erhalten :

R,=a - o/, (57)
Nn(f)

f
[ynti —a — J (58)

Diese modifizierten Bernoullisclien und Graffeschen Né&herungsformeln
haben gegen die urspringlichen Formeln den Vorteil, dass sie nicht nur fir
algebraische, vielmehr auch flr transzendente Gleichungen eine Ldsung liefern,
enthalten sie doch an Stelle der Koeffizienten die Werte der Funktion und
ihrer Derivierten fir die namliche Stelle x — a.

Die modifizierten Formelnvon Bernourtiund von G rarre Stellen ebenfalls
Verallgemeinerungen der NR-Formel dar, da doch

W ir wollen noch vor der Ableitung ihrer Fehlerformeln auf zwei interes-
sante Umstdnde hinweisen.

1. Die Bernoullische Formel (Bn) kann aus der Graffeschen Formel dadurch
abgeleitet werden, dass das Newtonsche Verfahren auf die in yNnvorkommende
Funktion :

/
Fn-1 —n-1
VNnN-iCf)
angewendet wird :
n I mNn-x---mee - mN'_ X
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oder (vgl. mit (50))

K r= Mn Nn(f),
. M
Nn-i(f)
und so
F'n-i N n (f) L

Auch ist es gleichzeitig klar, dass die /?,,-Funktionen die Rekursionsforinel :

Fn— Fn-i

W i.,
erfullen.

2. Die Bernoullische Ndherung kann auch aus der Kissschen Nédherung (I. (2))
abgeleitetwerden,wenn an Stelle von f r substituiert wird. Durch Verwendung

von (54) ergibt sich ndmlich :

K. -i f\
Vi-1 /
/" Kn f r
r
-« - Lo -/=/Ui (n>1) (59)
A,_i(J)

Zur Ableitung der Fehlerformeln wird die Zerlegung (52) verwendet.
Die Berechnung gestaltet sich beziglich der Bernoullischen Nd&herung wie
folgt :

[N, (9) mdn-g - Nn (g) «dn ],
N n (f)
das heisst,
Bn_£ = g-Nn~i(g) dn (n> 1) (60)
Nn(f)

Der Fehler der Gréffeschen N&herung betrégt :

mnrl— = a—i —--f_——:d gd- [gn+ dnBMin@] n=
y i )

N, (g)-d" N f-i-i m(g) d» j

gn+i » L2M+1

—d gd
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somit
N o -1 e d2n+l
vl ") (©) (61)
gn

Aus den Fehlerformeln kann es abgelesen werden, dass die N&herungsformeln
Bn und Yn+i (Gl. (57) und (58)) eine N&herung von sovielter Ordnung liefern,
wie sie durch den Index bezeichnet wird (eine Ausnahme bildet nur Rx, da die
obige Ableitung nur im Falle n 1 zu einem richtigen Ergebnis fihrt).

5. Die explizite Form der Knm- und C,,,,-Polynome

Die Reihenentwicklung I. (6a) :

/(<) -V-| fCo e

/(«) Ko{- Dk-TT
werde nach dem polynomialen Satz zur m-ten Potenz erhoben :

m

S fig vV
2 (~i)?ik
=0 (m —2Zik\n(ik) f=lwt

Die Summation innerhalb der eckigen Klammer muss fir alle mdglichen Félle
ausgefihrt werden, fir welche die Beschrdnkung gilt :

A kik= n. (62)
1

Wenn wir die Abkilrzung

0= V (k—1)ik (63)
k=2

verwenden, so folgt hieraus mit (62), dass

4 Acta Tcchnica X1X/1—2.
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Mit Ricksicht auf (62) und (63) gestaltet sich unsere Berechnung wie folgt :

* mil
1*) - % 0 y - Dy o n--—l;-l----' nk(/<«)**
= m—re+i0)! M (i m [ ¥ k=0
( )t (kY - (kD)

Wird nun an Stelle von m (—m) substituiert und wird die derart gewonnene
Reihenentwicklung mit (40) identifiziert, so erhalten wir :

) i (—m)! N (/<*>)* (65)
N=2 (- |
Gm(/) (- (—m—n+ io)|k|:|l(ift!) -__I'I1 Kk 0

wo die Summation, mit Rucksicht auf die Beschrdnkungen (62) und (64), auf
alle moglichen Félle erstreckt werden muss. Die Exponenten ik stellen naturlich
nichtnegative ganze Zahlen dar.

Der in der Formel (65) vorkommende Koeffizient

(~mN
(—m—n+i0l

verschwindet, wenn m eine ganze Zahl ist, und wenn

— m —n -(-i0<C 0,
jedoch
— m”"> 0.

Stellt jedoch auch (— m) eine negative ganze Zahl dar, so nimmt der obige
Koeffizient die unbestimmte Form von

an, da die faktoriale Funktion an den negativ ganzzahligen Stellen einen Pol
erster Ordnung besitzt. In diesen Fallen ist die Bezeichnung durch Faktoriellen
nicht angezeigt, da doch (66) ist nichts anderes als eine kurze Schreibweise des
Produktes
n—i,—1
n (—m—k).
k=0
Dieses Produkt ldsst sich indessen auch in einer anderen Weise mit Hilfe von
Fakultédten ausdriucken :
n—o—1 n-i,,-1

ftEo (—m—k) = (—I)n~io « ftgo
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das heisst,
(=m)! = (Chn-i, . (n+m-iQl) ! (67)
(—m —re+ ip)! (m—1) !
Demgemaéss gestaltet sich die zweite explizite Form der -Polynome folgender-
massen :
(n+ T -7-1)\ n
(N — T TdjT (68)

Rk o K™ ke

Hieraus wird die explizite Form der A,m-Polynome mit Ricksicht auf (39)
erhalten :

K nm(f) 2 + + A~-p}rL . h (/<»u. (69)
(n-]-m—1)! MoGky « N (k)*  fc=0

Aus der abgeleiteten Formel ergibt sich fir den Fall m — 1 sofort die unter
I. (11) mitgeteilte explizite Form der Polynome Kn(— Kni = cnl). Die Newton-
schen Polynome werden durch die Substitution m — 0 erhalten :

Nn(f)=n my (-1)'.. ., (tTI°-1)! [T ([<*>)*e (70)
A noGky =0k k=
n-1

Schliesslich wollen wir noch die explizite Form der Cnm-Polynome fir einige
niedrigere Indizes mitteilen :

Com — 1»

dm=m f',

Cm=j m@m+ 1)/'2 — 1 mff",

Cam = ~6m (m+ 1) (m+ 2)/'» - _Zl-m(m + /1" o+ éLm/*/"', (71)

Cim = ?Z m@m+ )(m+ 2)(m+ 3)/'* - J4- m@m+ 1)(m+ 2)//"*/" +

- mm+ DY+ m(m+ )22~ Mgt

4*
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6. Der Fall der mehrfachen Wurzeln

Es wurde zum erstenmal von Bodewig darauf aufmerksam gemacht [8]
dass die bisher bekannt gewordenen Nd&herungsformeln lediglich in dem Fal®
die Konvergenz von dem festgestellten Grade liefern, wenn die gesuchte Wurzel
eine einfache Wurzel darstellt. Es wurde von Bodewig bezuglich zahlreicher
in der Praxis angewendeter N&herungsformeln untersucht, welcher Modifi-
zierung die Formel in dem Falle bedarf, wenn mit ihrer Hilfe eine re-fache Wurzel
angendhert werden soll. Wir wollen in diesem Kapitel diese Untersuchung auf
die Kisssche, Bernoullische und Gréffesche Formelfolgen und im Kapitel 7
auch auf die Eulersche Verallgemeinerung erstrecken.

Vor allem wollen wir ein wichtiges Prinzip festsetzen. Stellt f eine p-fache
Nullstelle der Funktion f(x) dar, das heisst, wenn

f(x) = (x —£)P mg (x), (72)

wo g(x) durch (x — £) nicht mehr teilbar ist, so wird einfach durch die p-te
Wurzel der Funktion f(x) eine Funktion gewonnen, bei welcher £ nur mehr eine
einfache Wurzel darstellt. Wir haben somit an Stelle von f(x) die Ndherungs-

formel mit der Funktion \f(x) zu bilden, und die namlichen Formeln, die vorher
bei der Approximation der einfachen Wurzeln eine Konvergenz re-ten Grades

[ —
ergaben, liefern jetzt nach der Substitution von \Ifix) fii die p-fachen Wurzeln
eine Konvergenz von ebenfalls re-tem Grade. Wir wollen nun die zur Zeit bekann-
ten Verallgemeinerungen der Reihe nach vornehmen.
1. Die Kisssche Verallgemeinerung (Teil I, (2)),
Knnif)
Y+l ® ) "J?
Knif)

wird mit Hilfe der Formel (46) modifiziert. Es folgt mit der Wahl von m
dass

* +1P= « - b n cfm rt._cc,-ib,(/) ., n (73)

n
Kn in cnm(f)

Spezialfélle von (73) fur einige niedrigere Indizes (vgl. mit (71)) sind wie folgt :

x2.p = «— P m
r

2pff’
(p+i)/2-plr
3p(p+ ) /12~2p2r

@p+ D(p+ NI'3- 3p(p+ NIl +PA2A
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Dei Fehler der Formel (73) wird durch die aus (44) folgende Zerlegung
Cnm (/) = Cnm(g) *d"p+ C(n-I)m (/) egdP 1

berechnet :

+l,p £—d £-~F

(74)

Es wurde bei der Ableitung bericksichtigt, dass

f=g-dp,
was Ubrigens aus (72) durch die Substitution von x — a folgt.

2. Die Bernoullische Verallgemeinerung (57) kann zur Anné&herung einer ein-
fachen und zugleich einer mehrfachen Wurzel verwendet werden, da sie wegen

(59) in der Weise erhalten wurde, dass in der Kissschen Verallgemeinerung fir
/ /
f eingesetzt wurde,und durch wird eben die Funktion dargestellt, die alle

Wurzelfaktoren vonf(x) an der ersten Potenz enthdlt. Die Bernoullische Verall-
gemeinerung hat ausserdem noch die interessante Eigenschaft inne, dass sie
gegen die Substitution

s

invariant ist. Wir wollen, um dies zu beweisen, aus der etwas umgeformten
GI. (45) ausgehen :

Gmi (/') _ v.jO=I)n . ~n(mv) (/)
m mv

Hieraus erhalten wir durch die Grenzibergdnge m —0 und mr — 0 unter
Verwendung von (47) :

Nn(D=v f(~)n m
oder indem anstelle von v wieder m geschrieben wird,

Nn(fm)=m /<m-i>"3v , (). (75)
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Mit Hilfe des eben abgeleiteten Hilfssatzes (75) erhalten wir :

Bn(fm=a- A" mim- a— N"-All .f=8 (/). (76)
IV, (/m) iv.(/)

Die Fehlerformel verédndert sich ein wenig im Falle einer p-fachen Wurzel.
Durch Anwendung von (53) erhalten wir :

Bn-S =a -i-~""AP f [n,{f)-g-dP 1e«Nn_1(f)] =
Nn(f) Nn (f)
d md(P-»" .
[Nn(g) md" — g mdn 1+«iVn_x(g)],
N n(f)
das heisst,
Bn-e = . (77)

Nn(g) md" + p mg"

3. Zur Modifizierung der Gréaffeschen Verallgemeinerung wird ebenfalls der
Hilfssatz (75) verwendet :

r f
Yn+lp = a

m m Y"1lmNn (.n

hzw. \p

ynlp—a P f (78)

YAIVI

Die Fehlerformel gestaltet sich in diesem Falle folgendermassen (vgl.
mit (53)) :

yn+ip —f= « —£— Yp- A = d—]fp mgd m[pgn+ Nn(g) md"] n
YA il)
f=J . Nn(g) +<'+ N* (g) «d”"
— Yn+1,P : 79
f n Fog" jDZQZﬁ ( )

Die untersuchten Féalle zusammenfassend kdnnen wir feststellen, dass
allein die Bernoullische N&herung gegen die Mehrfachheit der Wurzel invariant
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ist, wéhrend die Kisssche und Grafische N&herungen je nach der Mehrfachheit
der Wurzel modifiziert werden mussen. Wahrend durch die originalen bzw.
modifizierten Verfahren die durch die Indizes ausgedriickten Konvergenzgrade
in Bezug auf eine einfache bzw. /»-fache Wurzel geliefert werden, verfigen die
originalen Verfahren — und dies kann in der schon bekannten Weise ebenfalls
leicht verifiziert werden — im Falle einer /»-fachen Wurzel und die modifizierten
Verfahren im Falle einer r (7~ p)-fachen Wurzel lediglich Uber einen einfachen
Konvergenzgrad. Eine Ausnahme bildet hiervon die Bernoullische Formel-
folge, allerdings mit dem Nachteil, dass sie durch ebensoviel Rechnung einen
nur um 1 niedrigeren Konvergenzgrad liefert.

7. Die Modifizierung der Eulerschen Né&herung im Falle
einer mehrfachen Wurzel

Wir wollen die durch I. (37) definierte EulerscheN&herungsformel anfihren:

n—a Hk > (80)

Durch die /~-Polynome wird der Rekursionsformel :

f
(k+ LWMkTl —KkHk= — — ' Hk (81)

gentgt (vgl. mit I, (40)).

Wir wollen untersuchen wie sich die Polynome fik = Hk(f) umformen,
wenn in ihnen fur f die Funktion

rvf
eingesetzt wird. Mit der Bezeichnung

Hk(fm) = Mk (f)

M k (82)
folgt aus (81), dass durch die MfcPolynome der Rekursionsformel

(k+ 1) *Mk+ti —kmaMk= —p m-L « Mk (83)

geniigt wird.
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Die Mfc-Polynome werden in der folgenden Form angesetzt :

K
Mk= V akr m[iv, (84)
V=1

wo die Koeffizienten akv von f unabhédngig und Funktionen von p sind. Durch
Substitution in (83) erhalten wir :

k+ K K

(fe+ 1) o~ <dk+iyy'ft-b 2 “b'A = -P "~ m2 ak mPvm
V=1 \ f v=\

(/fuv) wird mit Hilfe von (81) eliminiert. Nach Umordnung erhalten wir :

k=2

£ [(fe+ 1) ««(fctib + (pv —k) ak, — pv m«,(,_1)] *pv= 0. (85)
y=1

Zur selben Zeit mussen wir indessen die sich im Laufe der Summation
mechanisch ergebenden Koeffizienten afund an(/1+1) als gleich Null betrachten.

Da die /~-Polynome linear unabh&ngig sind, so folgt aus (85) fiur die
Koeffizienten akv die folgende Rekursionsformel :

{k+ 1) <(+), + (pv —k) akv —pv caAv-D = 0 (86)

Hieraus und aus den Ausgangswerten akO= 0, ak(k+i)= 0 und au = p
konnen alle Weiteren Koeffizienten bestimmt Werden, und zwar zuerst akl,
sodann in deren Kenntnis ak2, sodann aus diesen ak3, usw.

Die Werte einiger Koeffizienten mit niedrigeren Indizes mdgen hier
folgen :

«n = P,

«1 = () »«2= P2’

«3i=(sb «32=—P2l(P— 1) » «33 = P 3>

«4l = — («). «42 = -PMP-1) (7p-11),«43= — .- wP3(P - 1), «44= Pinm

Auch die allgemeine explizite Form der Koeffizienten anv wird durch die
folgende Formel gegeben :

«,, = <-1r - .(»!) o« vV VléI_T “R:) (87)

und damit wird die sukzessive Berechnung aus der Rekursionsformel (86) Uber-
flissig. (87) muss noch mit der Anweisung ergdnzt werden, dass bei der Summa-
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tion alle moéglichen Fé&lle in Betracht gezogen werden missen, die die Bedin-
gungen

=V |

und Y kik—n

(88)

erfillen.
Zum Beweis von (87) wollen wir die folgenden Reihenentwicklungen
betrachten :

1—(1—x)p= au mx+ a2l mX2 a3l ma3+
bzw.

[1—(1—*)p]n = a,m mxn+ a(ntl)n mx+L + a(n+2)n mxnh2 +

Aus (87) und (88) folgt namlich, dass
[1-(¢l-*)t =2 % ~ . (89)

Wenn auf Grund dieser Gleichung die Rekursionsformel (86) verifiziert
werden kann, so kann (87) als bewiesen gelten. Wir wollen die beiden Seiten
nach X differenzieren :

Vpe[l —(1—*)p]lle(1l—x)p 1= K ak, * xk 1,

kp

woraus nach Multiplikation mit (1 — x) wird :
vp[1- (- *)p]l 1« (1- x)p= 5' (c+ *)“Net!)’- K«*»] mxk m 9°)
KT—1
Man schreibt nun (89) fur (v — 1) an und multipliziert mit (vp) :
Vp [1— (@ —™)p]-1= vp mak(p-i) mxk, (91)

und multipliziert auch (89) mit vp :

vp [1 — (1 —x)PY = ~ W ' akt ¢ xk

Wird nun die linke Seite von (90) von der linken Seite von (91) subtrahiert,
so wird eben die linke Seite der letzten Gleichung erhalten. Dasselbe gilt somit
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auch fur die rechten Seiten. Wird nun umgeordnet und xk vor die Klammer
gesetzt, so erhalten wir :

@
£ fc+ 1) <dk+Dp+ (vp — k) akv— vp m«*(, I>] exk= 0,
_v_l[( ) p+ (vp ) p (=]

woraus unmittelbar die Rekursionsformel (86) abgelesen werden kann.

Aus dem Umstand, dass die Koeffizienten akv auch als Glieder der Reihen-
entwicklung (89) Vorkommen, wird noch ein weiterer Nutzen gewonnen. Fir
x = 1 folgen n&mlich daraus die folgenden drei Sétze :

1. akv= 1, wenn p > 0, (92)
k=v
n

2. y,akv= 1 wenn n”™ Vp und p eine positive ganze Zahl ist ;
k=v

schliesslich durch Kombination der beiden voranstehenden Satze :

3. anv= 0, wenn Vp und p eine positive ganze Zahl ist.

Durch einfache Umformung folgt aus (92) der bezuglich der Eulerschen
Reihe wichtige Satz : Es sei durch die fir den Fall einer p-fachen Wurzel erfor-
derliche Modifizierung der Eulerschen Reihe, das heisst, die Doppelreihe :

n=1 M=1 K
snp=a— Y Mk=a— JV (jyakvpv) (93)
ft=i fc=i *

fir den Grenziubergang n —> oo in Bezug auf alle Glieder eine absolut konver-
gente Reihe. In diesem Falle ldsst sich die Reihe lim snp in die urspriingliche

N —»o00

Eulersche Reihe umordnen, oder was dasselbe ist : die Taylorsche Reihe der

inversen Funktion ist von der Multiplizitdt der durch die Summe der Reihe

fur den Fall der Konvergenz bestimmte Nullstelle unabhédngig — obwohl im

Falle einer mehrfachen Wurzel die Konvergenz im allgemeinen langsamer ist.
Zum Beweise wollen wir (93) uniformen :

n—1 n—1
Vp=a— Y ( akv) mpr,
V=1 k=v

und wir erhalten unter Verwendung von (92) :

co 00

limVp=a—Y (Y akyp,=a — ¥ = lim sn,
kv

nAee

was zu beweisen war.
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ZUSAMMENFASSUNG

Diese zweite Mitteilung bildet eine organische Fortsetzung und Ergénzung der ersten
Mitteilung (Acta Technica Hung. Tom. XV. fase. 3—4). Im ersten Kapitel werden an Hand
der Bodewigschen Definition des Konvergrenzgrades [8] einige grundlegende Sdtze beziglich
der iterativen Naherungsformeln bewiesen. Im zweiten Kapitel wird im Laufe der Diskussion
der Gornsteinschen Methode [5] als wichtigstes Ergebnis nachgewiesen, dass die Anwendung
der nach der Gornsteinschen Vorschrift gebildeten Funktion, <(x ; a), nach der Formel

xn+ — G (N ; *n)

mit der Verwendung der Kissschen Formeln [2] identisch ist.

Im vierten Kapitel werden den Eulerschen und den Kiss—Gornsteinschen Formelfolgen
zwei weitere Formelfolgen zugefiigt, die der iterativen Umschreibung der bekannten Bernoulli-
schen bzw. Graffeschen Naherungsmethoden entstammen. Die Definitionen und Eigenschaften
der in den Formeln vorkommenden Polynomen werden im dritten Kapitel, w&hrend ihre expli-
ziten Formen im finften Kapitel behandelt. Schliesslich enthalten die Kapitel 6 und 7 die
von Bodewig fur den Fall der mehrfachen Wurzeln begonnenen Untersuchungen [8], die auf
alle vier Formelfolgen erstreckt werden. Hierbei wurde das Ziel verfolgt, festzustellen, welcher
Umformung der Formeln es bedarf, um bei der Annédherung einer mehrfachen Wurzel den
Konvergenzgrad zu bewahren.

INVESTIGATION ON THE GENERALIZATION
OF THE NEWTON—RAPHSON ROOT APPROXIMATION METHOD (II)

A. ZAITA

SUMMARY

This second paper is the organic continuation and completion of the previous first one
(Acta Technica Hung. Tom. XV. Fasc. 3—4). In the first chapter the verification of some
basic statements is found in relation to intermediate approximate formulae in pursuance of
Bodewig’s [8] definition of the degree of convergence. In the second chapter in the course of
discussion of Gornstein’s method as a principal result it is demonstrated that the application
of the function (p,(x;a), set up after Gornstein’s prescription, according to the formula :

Xn+1 = <Pv(Xn; Xn)

is identical with the use of the Kiss formulae [2].
In addition to the series of the Euler and of the Kiss—Gornstein formulae two further
series of formulae are given in Chapter 4, which originate from the iterative transcription
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ofthe known Bernoulliand Graffe methods of approximation. Chapter 3 deals with the definition
and properties of the polynomials included in the formulae, Chapter 5 with their explicit form.
Further, Chapters 6 and 7 contain the investigation begun by BodewiG [8] for the case of
multiple-roots, extended on all four series of roots. The aim was to establish what transformation
of the formulae is required for the preservation of the degree of convergence in the case of
multiple-roots.

RECHERCHES SUR LA GENERALISATION DE LA METHODE DE NEWTON ET
RAPHSON POUR L’APPROXIMATION DES RACINES (Il)

A ZAITA
RESUME

Cette communication fait suite a une étude déja parue (Acta Technica Hung. Tom.
XV. Fase. 3—4), qu’elle compléte. Dans le premier chapitre, la définition du degré de conver-
gence par BodewiG [8] sert point de départ a la démonstration de quelques théorémes fonda-
mentaux, rélatifs aux formules d’approximation itératives. Dans le deuxieme chapitre il est
démontré, comme résultat principal, au cours de la discussion de la méthode de Gornstein, que
I’application de la fonction gw{x ; a) construite suivant la prescription de Gornstein, confor-
mément a la formule

xn+1 = <p,(N; x.)

est identique a I’application des formules de Kiss [2J.

Aux séries de formules d’Euler et de Kiss—Gornstein, on ajoute deux séries de formules
au chapitre 4, lesquelles proviennent de la transcription itérative des méthodes d’approche
connues de Bernoulli et de Gréaffe. Le chapitre 3 est consacré a la définition et aux propriétés
des polyndmes contenus dans les formules le chapitre 5, traitant de leur forme explicite.
Les chapitres 6 et 7 relatent enfin les recherches commencées par Bodewig [8] pour le cas de
racines multiples, étendues sur les quatre séries de formules. Le but a été ici d’établir. La mesure
de la transformation des formules, nécessaire pour le maintien de la convergence en cas de
I’approche de racines multiples.

NCCNEAOBAHNA B OBJIACTW  OBOBLWIEHWA HbIOTOH—PAPCOHOBCKOIO
METOOA MPUBNVXEHHOIO OMPEAENEHNA KOPHEW. Il

A. 3ANTA

PE3IOME

[JaHHoe BTOpoe CcOO6LLEHUE SBNAETCA OPraHWYECKUM MPOLO/KEHMEM WU AOMNOSHEHWEM
ony6/1MKOBaHHOIO paHee nepBoro coobueHus (Acta Technica Hungarica, TomM. XVI, Ne
3—4). B nepBoii rnaee, NpumbiKas K gedmHuumm Bopsura [8] CTeneHW CXOAMMOCTM, MOXHO
HaliT [0Ka3aTeNbCTBO HECKOMbKNUX OCHOBHbIX MOMOXEHWUIA ANA UTepPauMOHHbIX MPUBAMKEH-
HbIX hopmyn. Bo BTOpoi rnaee npu o6cyxaeHun metoga MopHwTeiHa (5) — B KauecTBe rnaB-
HOro pe3yfbTaTa— MOKa3aHO, YTO MpuMeHeHWe (yHKLMKM <¥(Xja), MOCTPOEHHO Mo npegnu-
caHnAM [0OHWTeHa, Mo (opmyne

xn+1= <Pr(xn; Xn)

ABNAETCA WAEHTUYHbIM NpUMeHeHWo qopmyn Kuwa (2).

Cepun hopmyn Jiinepa, fanee Kuwa— [opHWTeliHa B YeTBEPTON rnaBe JOMO/HATCA
ele ABYMS cepusmMn OpMy/, KOTOpble MPOMCXOAAT OT UTEPaTMBHOIO MepenucaHus npuénam-
XKEHHbIX MeToA0oB BepHynanm u, cooTBETCTBEHHO, pedde. JedrHulmeid n cBoiicTBaMM BCTpe-
yaroLmxcs B opMmynax NoIMHOMOB 3aHUMaeTCs rnaea 3, a UX IKCNAULUTHO hopmoit — rnasa
5. HakoHel, rnaebl 6 1 7 cofiepxaT uccnegoaHus [8J, HauaTble BOABMIoM Ans cnyyas MHOro-
KpaTHbIX KOPHel, pacnpocTpaHUB Ha BCe YeTbipe cepun (HOpMyn. 34ecb CTaBWIOCh LENbHO
onpeaennTb, YTo B Cayvae NpUOGAMKEHUS MHOTMOKPaTHOrO KOPHS Kakoe WUMEHHO npeobpaso-
BaHWe (hopMy/n Heob6X0AUMO BbINONHWUTL A/15 ONpPefeNeHNs CTENeHN CXOAUMOCTM.



NCCNEOOBAHUVE TMOBEJEHUVA COAEPXALLEIOCH
B KOJ/IbLCKOM ®OCPHPATE TUTAHA B TMNPOLEECCE
MAIMHUTHOW CEMAPALIAN

M. BEPELU
KaHg. TexH. Hayk

KA®EAPA SNEKTPOXUMUN BYAANEWTCKOIro NONMUNTEXHUYECKOIO MHCTUTYTA

Moctynuno 18-ro asrycta 1956 roga

B VccnenoBaTenlbCKOM  MHCTUTYTE TSHXKEN0W XUMUYECKON MPOMbILLIIEH-
HOCTM a30THOKMC/IbIM pa3noxeHnem Konbckoro ocgara paspaboTaHa TexHONOruns
NPOM3BOACTBA UCKYCCTBEHHOrO YA06pPEHNS M 3TOT (DaKT MOAHAN BOMPOC YTUNU-
3aumy NoboYHbIX NPoAYKTOB. (1 n 2) HuKe TpakTykTCs UcCcnefoBaHUsi, npose-
[eHHble B 06/1aCTU MarHMTHOM cenapauum, Kacaroleics OpuUrnHanbHOro (roTu-
poBaHHOro Konbckoro cocgata.

Ha KonbCkoM nonyocTpoBe [06bIBAETCH anaTWT, OCHOBHbIMU KOMMOHEH-
Tamu Kotoporo asnsoTca CaP042wmn CaF2 Hapsgy € aTUMU KOMMOHEHTaMW B
He6OMbLIMX KOMMYECTBAaX B anaTUTe UMEKTCS TWUTaH, Kenes3o, antOMUHWUA, CUKn-
UWA, KanbUWiA, MarHwia, cTpoHuui, uepuid n np. Ha KonbckoM nosnyocTpoBe B
XUBUHCKOW TYHAPe HaxomATcs 6oraTeiilune B MUPe 3a/ieXW anaTUTOB, TAe OHM
AnddepeHLMPOBaINCb M3 MarMbl CUbHO OCHOBHbIX Mopof (YpPTWT), CBSI3aHHOWA
c Marmoi anuonuta. (3) Mo cepeauHe MONMYOCTPOBA BO3BbIWAETCH XWOWMHCKWMIA
FOPHBLIA KPAX, KOTOPbIA COAEPXWUT anaTuTbl  CMOEM, MOLLHOCTbIO A0 180 M,
M Ha OCHOBE TreO0fIONMYECKUX [aHHbIX TamM WUMeeTCs A0 [ABYX MWAnapLoB
TOHH anatuToB (4).

B Cosetckom Coto3e fo6biBaeMblii Ha KO/IbCKOM MOMYOCTPOBE anaTtwuT nog-
Bepraetcs npoueccy oTtayum Ha oboratutenbHoin habpuke B KMpoBCKe C
LIeNbi0 U3BMIEYEHUA COLEPXKALLMXCA B anaTute TUTaHa U HepenMHa, cnefoBaTesibHO
Mbl MOXEM PacCUUTbIBATb NMLWb Ha OCTalOLWMIACA B MPOAYKTE nocne ¢piotaumm Tu-
TaH. HecMOTpS Ha 3TO AaHHbI BOMPOC 3aCNy>KMBan NPOBeAeHNs COOTBETCTBYIOLLMX
nccnefoBaHnii, Tak Kak €XerofHo MMMOPTMPYETCA OuYeHb OO0/bLUOE KONYECTBO
anaTtMTOB [ANS MPOWM3BOACTBA MCKYCCTBEHHbIX YAO0OPEHWIA.

Mo rpaHynoMeTpuyeckoMy cocCTaBy Mpeo6nafatoLlee KOMYECTBO WCMOSb-
30BaHHbIX Mpo6 Haxogunocb B npegenax 0,01—0,1 mm.

CuTOBOI aHaM3 M3 Tpex Npob Mnokasan crefytolime pesynbTathbl :

TOHKOCTL 3epeH CuTOBOIN 0CTaTOK
16,900 0,050 60 —70
9,800 0,065 46 —51

4,900 0,09 40,3—44,4
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CuTOBblE OCTaTKM B KaXJOM C/lyyae OTHOCATCA K KO/MYecTBaMm, OCTaB-
LWUMMCS Ha OTAE/bHbIX CUTaX W BbIPWKEHHbIX B MPOLEHTAx, U He NpeiCcTaBAsAOT
COO0K0 HenpepbIBHbIE CUTOBbLIE aHaNU3bI.

BnaxHocTb MNpob, oTHeceHHas K cywke npu 110° C, coctaBnsina 1,38%,
1,47% wn 1,69%. [Ond ycTpaHEHUS TEXHWYECKOro 3aTpyAHEHWS, BbI3BAaHHOIO
BNAKHOCTbIO CNWUMaHUA, MarHUTHasA cenapauus npou3BOAuiIacL C Matepuasnom,
BbICYLLEHHbIM mpyu TemnepaTtype 110° C. lMocne yero maTtepuan cfierka pactu-
panca B (apthopoBoil CTyMKe, YTOObl Pa3fennTb CAMMLLMIACA NPU BbICYLUMBAHWM
maTepman.

B nogBeprHyThIX aHanu3y npobax umenocs 0,9—1,1% THO2 3710 03HauvaerT,
yto B KaxAabiXx 100 000 T noaggeprHyToro thnotaumm Konbckoro gocara nMeetcs
[0 OfHOM ThicAYM TOHH THO2, K COXaNneHuto Npu [OBOALHO HE6MaronpusATHOM
pacnpefeneHnn KoHueHTpaumun. CnefyeT OTMETUTb, YTO HalifleHHOe CcopepXKaHue
THO2 ABNseTCA [0BOMLHO BLICOKWAM ; MO UMEIOLWMMCH Yy Hac AaHHbiM ans Konb-
CKOro anaTmta — cblpLa, He MOABEPrHYTOro elle ioTaumm, cogepxkaHue THO2
B OTAEeNIbHbIX CAy4vasx CcOCTaBfifeT, Hanpumep, paxe 0,79%.

B npouecce npoBefeHHbIX MHOK WUCCNefOBaHW yCTaHOBEHO, YTO Kosb-
ckuid hocaT nMpyM MarHUTHOM BO3LENCTBAM AaeT OTKNOHEHWS, U B HEM MMEHTCA
YacTULbl, KOTOpble MOXHO MOABEPrHYTH Cenapauuu.

MarHuTHas dpakuymns HepocTatouyii T'gsz?_lo'\%ar' Tj02 B
thpakuuns, % nopogbl, % marepuan, % bpakumm, % nopoge, %
0,5—4,5 90,0—98,5 1,055 10,2—138 0,38—0.62
(CpefHvie paHHble Tpex OrMbITOB)
B MarHuWTHbIX (pakumax — MeXay npoYMMU KOMMOHeHTaMu — O6blno

elle HaingeHo 39—48% Fe, 2,9—3,6% Si02 9,8—12,1% CaO u 145—17,1%
MgO.

Mpu cenapauun B NabopaToOpHbIX YCNOBUAX C MOMOLLLIO PYUHBLIX MarHu-
TOB MONYYalTCA OYeHb 60/bLUME OTKNOHEHUS B Bbixoge THO2 (mexay 6—54%),
4TO, €CTECTBEHHO, YKa3blBAaeT Ha HEOAHOPOAHOCTL MaTepuana. OTaenbHble NPoobI
(no 100 r) 6biNM nonyyeHbl M3 KonuyecTs B 50 Kr nyTem oTOopa cpeaHein npoobbl.

Matepunan 0651aaeT HEBLICOKOM MarHWTHOCTbIO. 3TO MOKasain TakXke u3-
MepPeHNs MarHWUTHOM BOCMPUMMYMBOCTM, Pe3ynbTaTbl KOTOPbIX BblpaXKeHbl BE/N-
ymHamu (KT), OTHECEHHbIMM K eauHuMLe mMaccbl. COrnacHo 3TMX M3MEPEHWin Benn-
umHa KT nonyyaetcs nopsgka 10 6. (TouHee : KT = 33 « 10 B) Ans uHop-
Mauuy No3BofeHO OyfeT yKasaTb, YTO BeAWYMHA MArHUTHOW BOCMPUUMYMBOCTY
LUBEACKOr0 MarHeTWTa, KOTOPbIA MOXHO cernapupoBaTh MpakTuuyecku o 100% u
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MarHWTHas BOCMPUMMYMBOCTb KOTOPOro Oblna M3MepeHa AN CpPaBHEHMSs, COC-
TaBnseT npubnmanTenbHo 1000 KpaTHYK yKasaHHOM Bblile BenuuuHbl (KT =
= 32800 ¢ 10~6). OtgenbHble Mpobbl 6blM O0TOOPaHbl 06bIYHBIMUA MeTOAaMU
0T60pa, COOTBETCTBEHHO YCpeAHeHWeM M3 KonnyecTB B 25—50 Kr.

OnbITb! Ob1IM NOBTOPEHBI U C MATEPUASIOM, MOABEPrHYTHIM MOMO/Y Ha LIapo-
BOI MenbHMUE. Onsa Tpex npob Ha 30—40% CHU3NACA BbIXOA4 MO BECY MArHWTHOW
(hpakuum — BCNeCTBME NOMOSA.

UacTb cofepxaHus TUTaHa cnefyet >enesy npu cenapauum Bo (pioTupo-
BaHHOM (bocthaTe. YacTb XXe TMTaHa MOXET ObiTb B He MoAJatoLLeiica cenapauumu
nopoge, WM e B CUINKATHbIX MUHepanax. Bugumbie B MUKPOCKON KOPeHacTble
amn60n006pasHble KpUCTanibl CXO0XW € amumbonamm TuTaHa, BCTpevaroLiu-
Muca Takxke B Bepiute M-p Capsaluke. (B MarHWTHORM pakuum MMEeTCs TONbKO
OYeHb HebOsbLLOe KOMMYecTBO 00/10MKOB amgubon.) B Konbckom anatute THO2
B OCHOBHOW CBOeil Macce Haxogutca B ¢opMme ceH. (CaO THO2Si02 3to
06CTOATENbCTBO, Aasiee TO, YTO MO OMbITy 060raTUTENbHON (habpukn B KMpoBCKe
TaKXXe HedeMH —KOHUEHTpaT COAepXMUT Hebonblwoe Konudectso THO2, nop-
TBEPXKAAKOT, YTO B MarHuTHOi mopoge THO 2, Mexay npounm, MOXeT copep-
XaTbCA B CU/IMKATHbLIX MWUHepanax.

UTo e KacaeTcsi MarHUTHOW (hpakumu, TO cnefyeT ykasaTb, UTO Konbckulii
anaTtuT — cbipel, Hapsagy ¢ Fe20 3cogepxunt Takxke FeO. ConocTasnss 3To 06CTONA-
TeNbCTBO C MarHUTHOW CenapupyemMoCcTblo MOXHO AyMaTb O NMPUCYTCTBUM MarHe-
TUTa. TO, YTO B MarHeTUTe YacTb >Kejie3a 4acTo 3aMeLlaeTcs TUTaHOM, SBASeTCA
VXKe W3BECTHbIM (haKTOM (TUTAHOBbIA MarHeTWUT). ECTECTBEHHO, 4TO MPUCYT-
CTBYylOLLee (heppoXKene3o MO3BOSET NpefnonaraTe TAKXe UbMeHUT. [log MUKpo-
CKOMOM HabMlofanuch Kak MarHeTuT, TaK U WUIbMEHUTHbIE WIMbl. B MarHuTHONA
(hpakuuM Noj MUKPOCKOMOM Habnopanocb 60/bLIOe KOMMYECTBO MarHeTuTa, a
WNbMEHWUTHBIX €& WUrA 6bI10 BUAHO Mano. W3 aToro cnefyet, YTo B MarHUTHYHO
(hpakumio NepexoiuT TWUTaH, CBA3AHHbIA C MarHeTUTOM.

B VIHCTUTYTe TAXKEeNoi XMMMYeCKoi NpoMblwneHHOCTM (ropog Becnpem)
A. TegeoH nof pykosogcTBoM b. banna npu peHTreHOBCKOM aHanu3e (hioTupo-
BaHHOro Konbckoro cocata Kpome (HTOPMUCTOrO amatuTa He MOP MoKas3aTb
Huuero gpyroro (6). Moka elle He BbINOMHEH PEHTITEHOBCKWI aHanM3 MarHUTHOM
thpakuymu.

Bo3Bpawascb K BOMNPOCY TEXHWYECKOW WCMOSHUMOCTM MarHWTHOM cena-
pauun, MHOK YCTaHOBJIEHO, YTO MpU cenapaumnm B KPYMHbIX NPOU3BOACTBEHHbIX
MacluTabax 3HauMTeNbHO YLIYALIAeTCA MOMyYaeMblidA pesynbTaT. YunTbiBas, 4To
maTepuan fBASeTCS [OBOALHO TOHKMM, MCMO/b30Ba/ICA MarHWTHbIA cenapartop,
CKOHCTPYMpPOBaHHbIA J1. BuwHeBcKMM. B yka3zaHHOM annapate cenapawus ocy-
LLEeCTBASETCA BpalaloWMMca MarHWTHbIM nosfem. Ha cenapaTopHOM  CTOfe,
VMEIOLLMM HEKOTOPbLIA YK/OH, 3epHa MaTepuana BbIHY)XXAEHbl COBepLlaTb Bpa-
laTeNlbHOE  ABUXKEHWE W BECb Cenaparop, KPOMe 3TOro, COBepLUaeT Takxe
KonebarenbHOe [BMXeHWe. BcrneficTBME BblleCKa3aHHbIX MarHUTHble YacTulpbl
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N3-3a 3HAYUTENBHOIO UCTMPATENIbHOro 3dhekTa MOryT 0CBO60AMNTLCA OT NpUAUN-
WKMX K HUM YacTuy, nopopbl.

C noMoLLbl0 YKa3aHHOTO Bbllle arnnapata MpoBefeHO HEeCKOJIbKO OrbITOB
no cenapauun Konbckoro octata, Kaxablii pa3 B Konmuectse 25 Kr. B nmpouecce
OMbITOB § ybeAwncs, 4T0 MaTepuan CWUAbHO HEOAHOPOLEH ; COoAepXaHue Tu-
TaHa pasNUYHbLIX NapTuin pasnuuHo. Beixog THO2 B pacyete Ha 100000 T
Konbckoro octata B nyywem cny4vae nonyyancsd pasHbiM 80 T (T. e. 8%), a B
XyALEeM — BCEro Ulb OAHOWM AecsTol YacTu aToro. CneaosaTeNibHO, BbIXO4 Mpu
paboTe C cenapaTopoM MOJSy4aeTCA HUXKE BbIXOAA C PYYHbIMW MarHUTamu.

MarHuTHas cenapawuus o3Havana 6bl B NPOMbILLIEHHOM OTHOLUEHUWN MPUHY-
OUTENbHOE peLleHne 1 C 3KOHOMMYECKOW TOUKM 3PEHNS KAXKETCA HeXenaTe/lbHOM.
Be3 cemapauuu e HECOMHEHHO MponajaeT cofepXkalimiica B nepepaboTaHHOM
H2504 — npoueccom Konbckom thocate TUTaH.

EcTecTBeHHO, B cnyvae NpPoW3BOACTBA KOMOWHMPOBAaHHbIX WCKYCCTBEHHbIX
YLOOPEHUA a30THOKWUC/IbIM MPOLECCOM [eN0 YNpOLaeTcs 3HAYUTENbHO, T. K.
34ecb B He6OMbLIOM OCTaTKe OT pacTBopeHus (2 Bec. %) uTaK yXe oborauja-
eTCcq BCTpevaloLniics TaM TUTaH U NO3TOMY npeaBapuTe/ibHas cenapauus BO
BCEX CNy4vasX SBMASETCH W3/MLLHEN.
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SIAWN

PE3IOME

PaccmatpuBaeTcqd BOMPOC BO3MOXHOCTU M3B/IEYEHUA COAEpKalLerocs BO /I0TUPOBaH-
HOM KonbCKOM (*)OC(*)aTe TUTaHa B Mnpouecce npomsBoAcTBa WCKYCCTBEHHbLIX YAOOPEHUWU, WUn
>Ke rnepej MpoLeccoM MpOW3BOACTBA. YCTaHOB/IEHO, YTO YacTb COAEep’Kallerocs TuTaHa CBf-
3aHa C XXene3oM U MOXEeT ObITb cenapvpoBaHa BMeCTe C Xene3oM. MarHWTHas BOCNPUUMYM-
BOCTb CblpbA A0BO/IbHO HU3Ka U COCTaB/IAET I'IpVI6]'II/I3I/IT€]'IbH0 0AHY TbICAYHYHO 00/ MarHUTHOM
BOCNPUMMUYNBOCTU CPeaHECOPTHbLIX LUBEACKNX MarHeETUTOB. Coo6u1,aeTc9| 06 onblTax B na6opa-
TOPHbLIX YCNOBUAX NpWX MOMOLWNM PYYHbIX MarHUTOB W O nNpeaBapuUTeNbHbIX na6opaToprlx
ONnbITax C NMOMOLLLI 3M1EKTPOMArHUTHOrO cenaparopa. YCTaHOB/IEHO, YTO MPOMbILL/IEHHOE OCY-
LeCTB/IEHNE ABNAETCA 3KOHOMWYECKN HEBbLIFOAHbLIM.



NCCNEAOBAHWE NOBEAEHWA COAEPXAUWENOCA B KOJIbCKOM ®OCPATE TUTAHA 65

UNTERSUCHUNGEN UBER DAS VERHALTEN DES TI-GEHALTES
VON KOLA-PHOSPHAT BEI DER MAGNETISCHEN SCHEIDUNG

I. VERES

ZUSAMMENFASSUNG

Es wurde tber die Gewinnungsmoglichkeit des Ti-Gebaltes von Schwimmaufbereitungs-
produkten des Kola-Phosphats im Laufe der Kunstdiingererzeugung, oder vor diesem Ver-
fahren berichtet. Es wurde festgestellt, dass ein Teil des Titan an Eisen gebunden und damit
zusammen magnetisch scheidbar ist. Die magnetische Suszeptibilitdit des Rohmaterials ist
gering, ungeféhr ein v. Tausend deren des durchschnittlichen schwedischen Magnetits. Es wurde
Uber Laboratoriumsversuche mittels eines Handmagnets und Uber Vorversuche auf einem
elektromagnetischen Scheider berichtet und festgestellt, dass sich eine gewerbliche Gewinnung
nicht lohnt.

INVESTIGATIONS ON THE BEHAVIOUR OF THE TI-CONTENT OF KOLA PHOSPHATE
ROCK AT MAGNETITS SEPARATION

I. VERES
SUMMARY

The possibility of recovery of the titanium content of flotation concentrates of Kola
phosphate rock in the course of fertilizer manufacture, or previous to it, was treated. It was
found that part of the Ti-content was tied to iron and was magnetically separable along with
it. The magnetic susceptibility of the raw material is low, about one thousandth of that of the
average Swedish magnetite ore. Laboratory separation experiments executed with a hand-
magnet and preliminary experiments on electromagnetic separators were accounted for. It was
found that commercial exploitation was not promising.

RECHERCHES SUR LE COMPORTEMENT DE LA TENEUR EN TITANE
DU PHOSPHATE DE KOLA, LORS DE LA SEPARATION MAGNETIQUE

I. VERES

RESUME

L’auteur étudie la possibilité d’exploitation de la teneur en titane des concentrés de
flottaison des phosphates de Kola, pendant ou avant la fabrication, d’engrais. |1l constate qu’une
partie de la teneur en Titane se trouve liée a du fer, et est ainsi séparable par voie magnétique
avec ce métal. La susceptibilité magnétique de la matiére premiere est assez basse, elle n’atteint
qu’un milliéme environ de celle de la magnétite suédoise moyenne. Suit un exposé des essais
de laboratoire exécutés avec un aimant manuel, et d’essais préalables avec séparateur électro-
magnétique. L’auteur constate que I’exploitation industrielle est peu rentable.

5 Acta Technica XIX/1—2.
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I. Introduction

The manufacture of cathode-ray tubes is gaining importance with technical development
in our days. Wide application of cathode-ray tubes, especially for television and radar demands
more and more in relation to cathode-ray tubes.

The most important parts of the cathode-ray tube are : the electron gun, the glass bulb
and the luminescent screen.

The preparation of the screen can be executed in many ways, comprehensive works and
textbooks treat it in detail. Nowadays the so-called settling process has gained great importance,
because in the quantity production of television picture tubes this method is applied.

The essence of the settling process is that the required amount of phosphor (luminescent
material) is mixed with some liquid, and the suspension thus produced is dispersed in the settling
liquid contained in the bulb of the cathode-ray tube. Particles of the luminescent material
then deposit on the bottom of the bulb under the influence of gravity and form there a layer.

If care is taken that the particles of the luminescent material stick fast to one another and
to the wall of the bulb after settling, after some time (the so-called settling time) the liquid may
be drained off from the bulb, when a thin, adhering, luminescent layer remains on the bottom.
The material promoting (securing) adhesion is the binder ; after completion ofthe tube fabrication
process the luminescent layer forms the screen of the cathode-ray tube.

In the manufacture of cathode-ray tubes care has to be taken that the efficiency of the
screen (the number of lumens emitted per one watt excitation power,Im/W) or surface brightness
of the screen depends on three circumstances :

1. Efficiency of the luminescent material,
2. Thickness of the luminescent layer and
3. Method of processing of the screen.

Numerous extensive works deal with the luminescence efficiency of the various luminescent
materials. So much the fewer publications treat the effect of the other two factors, though their
influence, as will be shown, may be quite important.

The effect of the thickness of the luminescent layer in the settling process is most expe-
diently examined on samples of screens deposited without binder. Such tests were executed by
Hopkinson and Nicot1 [1, 18]. During the last years the author and his co-workers have also
dealt with the matter in previous papers [2, 3, 4]. Results may be summed up as follows:

In the case of a phosphor of similar material quality and under similar conditions of
excitation, the surface brightness depends very much in the particle size of the phosphor, and
on its particle size distribution. If the screen is looked from the excited side, the surface
brightness first increases as a function of the layer thickness, then it becomes relatively constant.
However, if it is looked from the side opposite to excitation, as is done with conventional
cathode-ray tubes, the surface brightness first increases as a function of layer thickness ;
on reaching a maximum, it decreases. The locus of the maximum, or in the first case, of saturation
is a function of the particle size distribution.

This law is qualitatively easily interpreted. That is to say, the light measured on the
excitation side increases as long as the particles do not entirely cover the entire glass surface
available. Afterwards, since out of the particles only such emit light as can be excited by the
electron beam, the light does not change with additional layers (tbe curve tends toward satura-
tion). The light measured on the opposite side also grows only as long as the phosphor particles

5%
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do not entirely cover the glass surface. The surface brightness then attains its maximum, after-
wards it decreases, because along with the formation of further layers the intermediate layers
absorb the light of the particles excited on the surface. Quantitative evaluation, however, is
very difficult, and results so far attained [1, 3,4] can by far not be regarded as conclusive.

The aim of this paper is to clear up what effects influencing surface brightness arise at
the preparation of the screen by settling, depending on the mode of application of the screen.
From the foregoing follows that for the investigation of these effects screen samples of the same
material quality, of the same distribution of particle size and of the same layer thickness, have
to be examined. Layer thickness is expressed in units of mg/cm2, that is, weight in mg of the
phosphor present on 1 cm2of screen surface. That is to say, in the case of equal material quality
and grain size distribution, this unit is proportional to the layer thickness.

Il. Effect of the application of the screen

As afore-mentioned, samples of screens prepared by the settling process
will be dealt with. It is expedient, therefore, to give a short theoretical informa-
tion before presenting test results.

In the settling process for the fixation of the screen (promoting adhesion)
binders are used. The different settling processes differ from one another in
the quantity and quality of the binder, as well as in those of the auxiliary mate-
rials that may be used. The chemical processes taking place in the settling process
are dealt with in several papers [2, 5, 6, 7, 8, 9, 10], on the basis of which a short
outline is given.

When the phosphor particles are dispersed in the settling liquid and deposit
under the effect of gravity, after the time of settling (and of set) has passed, the
structure of the layer can be illustrated thus :

1 1 binder film
2. | (bonding layer)

That is, the so-called binder is located in the interstices between phosphor
particles and “bonds” them together.

In the settling liquid not only the material, called binder in literature, is
dissolved, but also the so-called coagulator. The role of the latteris to “preserve”
the bonding power of the binder. The adhesive substance which sticks the par-
ticles to one another and to the glass wall is composed of colloidal particles
of complex structure, containing certain materials from the binder and from the
coagulator, as well.

In the following this simplified image will be used. In conformity with the
literature the material responsible for bonding, but possessing no bonding power
alone, will be called binder. The “bonding material” between the particles,
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which is produced by the mutual action of binder and of coagulator, will be called
distinctively bonding layer.

Let be investigated theoretically what differences may exist between the
screens deposited without binder and the so-called conventional (fabricated)
screens prepared with the aid of binders.

As has been said, there is a bonding layer deposited in the interstices of
the phosphor particles. This bonding layer in one respect affects the layer thick-
ness, that is, the optimum layer thickness will be different in the presence of
binder. The phosphor layer is besides this a thin layer composed of minute
crystals, optically diffuse. If the interstices of the particles are filled with a bind-
er, this may cause different optical effects. Compared to the layer without binder
the absorption and diffuse reflection in the layer of the light emitted by the phos-
phor particles may change, that is, the surface brightness of conventional screens
may increase or decrease, as the resultant of these effects, in relation to screens
without binder.

The exciting electrons have to pass through the bonding layer on the phos-
phor particles to be able to excite these particles. During this, of course, their
energy decreases, the bonding layer exerts an attenuating effect. The attenuating
effect depends on the thickness of the bonding layer and on its material proper-
ties, in case of an identical bonding layer, it is a constant value. The smaller the
energy of the exciting electrons, so much the greater proportion of this energy
will be lost by attenuation. It is to be expected thus that the attenuation effect
will strongly influence the surface brightness especially at lower exciting voltages.

The attenuating effect depends on the material quality of the phosphor
and on its particle size distribution,because the same binder is differently adsorb-
ed on phosphor particles of different size distribution and different material
qualities.

M aterials present in the bonding layer may change the secondary emission
ratio of the screen. This effect arises especially at very low and very high acce-
lerating voltages.

Summing up, it may be said that the mode of application of the screen in
the settling process may effect its surface brightness, and in comparison to
screens without binder the following factors have to be reckoned with :

1. The attenuating effect of the binder. This reduces surface brightness.

2. The change ofratios of secondary emission. This may increase or reduce
surface brightness.

3. Optical effects. These may effect surface brightness in positive or nega-
tive sense.

As a result hereof the surface brightness of conventional phosphor screens
is higher or lower than that of screens without binder. In the author’s opinion
the attenuating effect of the binder is the most important one, that is, the
surface brightness is lower in most of the cases. The experimental part of this
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paper will deal with the problem of the order of magnitude of these effects as
well as of how far they have to be considered.

No ampler literary data have so far been found on the effect of the settling
process on samples of screens prepared by settling. Hopkinson [1] WhoO treated
somewhat similar problems made such measurements on screens prepared by
dry and wet pulverization as well as by the so-called spreading process. In the
case of water-glass binder — to be treated next — he drew the following principal
conclusions : the diminution of surface brightness is the greater, the larger the
amount of binder, the finer the particle size of the phosphor and the lower the
service screen voltage (accelerating voltage). On settled screens the diminution
of surface brightness is greater at lower-voltage excitation ; sulphide-type
phosphors are less sensitive than silicate-type phosphors. In the presence of a
binder the optimum layer thickness changes.

A great part of the phenomena observed by Hopkinson—as will be seen
— also refers to settled screens, with the complement that conditions are very
much affected by the composition of the settling liquid and by the duration of
settling.

IIl. Measuring method, materials used

To attain the goal set it is necessary to examine the different test screen
samples, or their surface brightness under the influence of cathode-ray exci-
tation.

The first and also most crucial problem is how to secure the reproducibility
of measurements, their precision, at the same time making possible a large num -
ber of not very expensive measurements. Under routine laboratory conditions
each phosphor sample would require a separate cathode-ray tube (for reprodu-
cibility even 2—3 cathode-ray tubes). A single cathode-ray tube, even the simplest
one, is very expensive, its production demands much work, and the technolo-
gical processes of its fabrication would cause strong spreading of measurement
results. Therefore an experimental cathode-ray tube had to be designed in which
several experimental phosphor samples can be measured without the necessity
of preparing a separate cathode-ray tube for each individual sample. This test
cathode-ray tube is called in literature demountable cathode-ray tube or one
having an exchangeable screen.

There are such solutions known in literature [1, 2, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
17], but the descriptions are not sufficiently detailed as regards the main prob-
lems. The principal problems arising are the following :

1. vacuum tightness,

2. displacement of the individual phosphor samples in the vacuum space
from the outside,

3. cathode resisting repeated aeration,
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4. facilities of rapid exchange of phosphor samples.

The author built up the cathode-ray tube for phosphor examination design-
ed by him after constructions described by Hardy, Strange, Henderson
and Moskvin, With different modifications.

The test equipment itself consists of three parts :

1. the vacuum system,

2. the power supply unit and

3. the phosphor-testing cathode-ray tube.

For the production of the necessary high vacuum a mercury diffusion pump
and a high-speed rotating pump were used with thick copper tubes. Vacuum was

Fig. 1. 1— Cathode-ray tube housing ; 2-— Rotatable disc ; 3— Turning handle ; 4 — Glass
covers ; 5— Test covers ; 6 — Exhausting pipe; 7— Neck of cathode-ray tube ; 8 — Deflection
yoke; 9— Focusing coil; 10-—Electron gun; 11— Vacuum-gauge attachment;
12 — Rubber ring ; 13 — Rotatable packing

controlled by a Pirani type platinum-wire vacuum gauge and with one ioniza-
tion type vacuum gauge attached directly to the exhausting pipe of the phos-
phor-testing set. During operation vacuum was of the order of 10~5 Torr.

The power supply unit was built up after the model of the electric measu-
ring equipment used for conventional cathode-ray tubes. The high-voltage posi-
tive side was grounded, thus the cathode, the grid and anode no. 1 were connect-
ed to high voltage, which could be continuously regulated up to 15 kV.

The mostimportant partofthe test equipmentisthe phosphor-testcathode-
ray tube itself pictured in Fig. 1. The vacuum system 1 is of thick brass and
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is composed of two parts assembled with rubber packing at 12. In this housing
a vertical brass disc 2 is rotatable, containing the samples to be examined
5. The individual samples can be brought into the path of the electron beam
by rotation of the disc. A vacuum-tight packing Id led out serving forrotation
is kept tight by two metal plates fit together by polishing. These rotate in sili-
con-grease.

There is a glass tube 7 at 45 deg to the plane of the disc in which a triode
electron gun 10 is placed. The outer wall of the tube is coated with colloidal
graphite and tied to the potential of the metal housing. The glass tube is glued
to the housing with picein.

The light emitted by the excited phosphor samples can be examined from
two directions through glass windows 4 by means of an adequate measuring
equipment. The electron beam was focused and deflected by magnet coils 8, 9.
The entire system was during the test constantly pumped through the exhaust-
ing pipe 6, and the pressure reigning in the system was controlled at 11.

The greatest problem was that of a cathode resisting atmospheric pressure.
This was solved by two ways, both differing from methods so far employed. As
known, oxide-cathodes used in the fabrication of cathode-ray tubes can sustain
several times atmospheric pressure under adequate conditions. According to
experience, at 6—8 cases a day they will serve for 8 hours of service. The other
way of solution is to use, instead of oxide-cathodes sintered nickel-cathodes.
W ith the latter the equipment will serve for 6 weeks.

For exchanging the samples the back glass window, glued with picein to
the housing, was taken off, and the brass disc was filled with new samples.
Then it was re-attached with picein. The beam current exciting the phosphor
samples (screen current) was measured between the metal housing and the ground-
ed high-voltage positive pole. A raster of 50 cps and of 10 kcps was used
for the tests. By adjusting the raster dimensions, with knowledge of the screen
current, the current density per surface area can be controlled.

If 6 identical screen samples were put into the device after very careful
preparation, the measured brightness values agreed within £+5% . The error is
composed of two factors : errors of photometry and of screen preparation.

The error of photometry — including those due to fluctuation of electrical
conditions — is less than ;r2% . The biggest source of error is in the preparation
of the screen.

Causes of error committed in the preparation of the screen: errors
of measurement (mg/cm2), of the composition of the settling liquid, and errors
due to improper (non-uniform) treatment of the samples. In fabrication are
added to these : technological faults of tube production, whose main cause
lies in the differential heat treatment in the fabrication of the tube. This error
was eliminated in the test equipment used, because the screens did not have to
go through the technological procedures of tube fabrication.
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Measurements were executed at 2,7 LLA/cm2 current density. In one series
of experiments the measurements were executed on the excited side with thick
layer. As luminescent material willemite-phosphor produced by Tungsram was
used, whose average grain size was from 4 to 5 ft. The layer thickness was
chosen at 10 mg/cm2 which already well approached the layer of optically infi-
nite thickness. In the other test series Tungsram-produced TV phosphor mixture
was used as luminescent material, for which the optimum layer thickness was
adjusted. Measurement was then executed on the side opposite to excitation.

Surface brightness was measured with a Lange-produced photocell with
“eye” -corrected filter. The photoelectric current was measured with spotlight
instrument of 10“8 A sensitivity.

Potassium silicate used for settling were prepared from Si02and KOH of
a. r. grade from which standard solutions were prepared by measurement.

Settling of the test samples was executed in the following way : the
glass plates applicable into the rotatable disc were placed on the bottom of cylind-
rical glasses that contained the settling liquid. Afterwards the phosphor was
strewn in, and after the time of settling had passed, the surplus liquid was sucked
off. The height of the surface of the liquid is chosen to make the phosphor par-
ticles settle out practically during the settling time. After removal of the excess
liquid the samples are cautiously taken out with tweezers and dried under
infrared lamp.

For comparative tests samples without binder had also to be prepared.
Since with these adhesion was very poor, these were prepared in the following
way : after the phosphor had settled in distilled water and the excess water
had been very cautiously sucked off almost entirely, an infrared lamp was
placed above the wet vessel, that is, above the samples and the liquid remaining
there was evaporated. After complete drying the samples were lifted with tweez-
ers from the dry vessel and were handled very cautiously, for adhesion was
very poor even that way.

Something has to be said on the measurement of adhesion. As mentioned
in a previous paper [2], methods so far described in literature cannot be applied
to the measurement of adhesion. That is to say, part of these methods are sui-
table only for the measurement of such weak adhesions as are unfit for the
preparation of screens (for instance, the measurement of the angle of rupture),
others demand perfect drying of the screen, when the chemical processes
taking place (for instance, dehydratation, etc.) would change adhesion values
observed during preparation of the screen. Since for the case on hand no de-
pendable method had so far been elaborated, the screens were examined on
the basis of the so-called technological test, for this is most important from
the point of view of preparation. If the settling liquid from above the lumines-
cent layer can be removed after settling time has passed, by turning the screen by
180 deg., without damage to the latter, adhesion is said to be good, in any
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other case it is unsatisfactory. Of course this is no criterion to state which of
two screens sticking fast has the better adhesion. It is hoped to elaborate a
more exact method for a next paper.

IV. Experimental results

Measurements were executed on screens where the binder was potassium
silicate. The effect on surface brightness of three different types of coagulators
was investigated under given conditions. Of bivalent ions strontium nitrate, of
monovalent ions sodium sulphate and of organic coagulators the effect of alcohol
coagulator was examined.

As found in a previous paper [2] of the author, the following parameters
have to be reckoned with at the settling of screens v

1. molar composition and amount of water glass,
2. quality and amount of coagulator,
3. time of settling.

For the molar composition of water glass the ratio between Si02and KOH
values obtained by analysis is given. This will be called acidity constant and
will be denoted Ks. Thus

SiOag/I
KOH g/l '

In the present work on a given coagulator tests were carried out at a single
Ks. The effect of Ks was separately examined, and results will he published in
a subsequent paper.

If the phosphor particles are deposited in a settling liquid of given compo-
sition, after expiration of the settling time three possibilities have to be reckoned
with 3

1. after removal of the settling liquid the phosphor layer does not adhere
yet to the screen surface,

2. after removal of the settling liquid the phosphor layer adheres undama-
ged to the bottom of the bulb,

3. the settling liquid coagulates before expiration of the settling time.

Problems here arising were treated more in detail in a previous paper [2],
the results of which are summed up in the following :

After settling of the phosphor particles, before removal of the settling
liquid, the structure of a small portion of the luminescent layer may be schema-
tically illustrated thus :
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where 1 denotes phosphor particles, 2 the binder adsorbed on them, 3 the glass
surface.

For good adhesion the binder has to stick fast to the surface of the phosphor
particles and to the glass. However, since the bonding layer is adsorbed to the
glass surface when the settling liquid is poured in and coats the surface of the
particles already during settling, a well-adhering screen can be produced even
under the above conditions only if the bonding layers coating the surface of the
particles and those adsorbed on the glass surface “grow together”, that is, strong
forces of adhesion arise between them.

That is, if the binder is sufficiently strongly adsorbed on the phosphor
particles and on the surface of the glass, the adhesion of the screen depends on
whether the proper forces of adhesion develop between the above-mentioned
adsorption layers.

The particles of binder adsorbed on the surface of the phosphor particles
and of the glass are colloidal particles, which can be produced in the settling
liquid without the presence of phosphor particles too. If the forces of attraction
(adhesion) between them are too great, the settling liquid coagulates, if they
are too small, the adhesion of the screen is insufficient according to the above-
exposed.

Accordingly, it is to be aimed at by the variation of the concentration of
settling liquid that the forces of attraction (adhesion) between the colloidal par-
ticles in the settling liquid be greater than a given value, but do not exceed a
certain amount.

The effect of parameters was first examined in the case of a strontium nit-
rate coagulator. If on the horizontal axis of a coordinate system the concentra-
tion of the coagulator of the settling liquid is plotted, and on the vertical axis
its Si02 concentration, the range within which the cathode-ray tube screens can
be produced lies between the two curves drawn in Fig. 2. This is the so-called
settling range.

Each point of the area enclosed by the two curves gives the composition
of a practicable settling liquid. If according to the corresponding loci settled
screen samples are prepared and their surface brightness is investigated accord-
ing to the afore-said, it will be found that the surface brightness of screens
prepared at the same coagulator concentration is independent of what was
the Si02concentration of the settling liquid, that is, the amount of water glass.
In this case, therefore, the coagulator is in the first place responsible for the
decrease of surface brightness. Measurement results are graphically represented
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5a4!

Fig. 2. Settling range for Sr(N03)3 coagulator Ks = 1,64; T = 1 hour

Fig. 3. Decrease of surface brightness in case of Sr(N03)2 coagulator. Phosphor : willemite ;
T =1 hour

Fig. 4. Decrease of surface brightness in case of Sr(N03)3coagulator. Phosphor: TV ; T = 1hour
+ = 5 kV x = 10 kV
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in Fig. 3 and 4. Fig. 3 refers to willemite-phosphor, Fig. 4 to TV-phosphor. On
the horizontal axis is plotted the concentration of the coagulator in the settling
liquid in mmol/1, on the vertical axis the surface brightness of the test screen
samples in per cent referred to the screen samples prepared without binder.
All data are averages of 5 samples each. Measurement results refer to Ks = 1,64
and t = one hour settling time.

For strontium nitrate coagulator the effect of settling time was also inve-
stigated. Results are listed in Table 1.

Table 1
Effect of settling time on surface brightness

Surface brightness at

Number Coagulator Sig/Clh 3 kv 5 KV 7 kv 9 KV
accelerating vo Itage per cent
I 098 2 4] 100 % 103
2 098 2 78 A 9%+
3 0,77 2 % 100 9% 105
4 0,77 2 4 84 86 92!

In the second column the coagulator concentration of the settling liquid
in mmol/1 units, in the third column the Si02 concentration of the settling
solution in g/1, in columns 4, 5, 6 and 7 the measured surface brightness values
in per cent referred to the samples without binder are found. In cases marked
with -f-, in the table the settling liquid was removed 24 hours after the begin-
ning of settling, in the other two cases after one hour. According to data of the
table, the increase of settling time is associated with the decrease of surface bright-
ness.

Conditions were examined in the case of sodium sulphate coagulator,too.
The range of screen preparation can be illustrated here in the same way as in
the case of strontium nitrate. This is shown in Fig. 5.

Between the two curves plotted in the figure falls the range of settling, if
Ks = 2,1 and settling time is chosen for 40 minutes [2]. Each point of the area
between the two curves therefore gives the composition of apracticable settling
liquid. If test screen samples are prepared with the compositions corresponding
to the individual points, and their surface brightness is examined by the
method described above, values listed in Table 2 and 3 are obtained.

In the first column the number of the sample, in the second the coagulator
concentration of the settling liquid in mol/1 units, in the third column the Si02
concentration in g/1 were plotted. In the following columns the value of the
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measured surface brightness in per cent relative to the sample without binder
are found. Data of the table are averages of 5 samples each.

It would be very difficult to illustrate graphically the results in a clearcut
manner, because the decrease of the surface brightness isn’t, as shown, indepen-
dent of the Si02 content of the settling liquid, as manifested in the previous
case. However, three basic relationships can be read off from the two tables :

1. the rate of decrease of surface brightness diminishes with increase of
the acceleration voltage,

2. the decrease of surface brightness is a function of the Si02 concentra-
tion and of the electrolyte concentration of the settling liquid separately, at
higher Si02 concentrations it depends decisively on the former,

S Ory1

Fig. 5. Settling range in case of Na2S04 coagulator. T = 40 min

3. for screens usable under service conditions it is expedient to choose
the Si02 concentration at a value below 2 g/l

The third coagulator, already of somewhat complicated type, from among
organic coagulators, is ethyl alcohol. Here the number of parameters is extended
by one, because the capability of settling is affected by the mode of composition
of the settling liquid.

As exposed minutely in a previous paper of the author [2], the colloid
system used as settling liquid cannot be unequivocally characterized here by
the concentration of components, because the changes taking place are very
violent and notreversible. Atthe same composition the behaviour of the settling
liquid is different depending on the sequence of mixing the different components.
Therefore, for the univocal characterization of the processes it is necessary to
give the precise composition of the settling liquid in chronological order.
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Table 2

Decrease of surface brightness in case of sodium sulphate coagulator
(Willemite-phosphor 10 mg/cm2)

Surface brightness at
Na,s04 Sio,

Number mol/L oli 3 kv 5 kV 7 kv 9 kv
acceleration voltage per cent

| 045 2 62 66 67 68
2 050 2 0 68 68 66
3 0,55 2 3 75 76 72
4 0,60 2 57 74 I5) 70
5 040 6 39 5 33 53
6 045 6 K<) 41 0 33
7 050 6 Pl 40 48 51
8 0575 5 2 30 A 49
9 0375 10 36 45 2 63
10 0425 10 3 4 51 63
n 0475 10 24 27 28 29
2 0,515 10 10 14 17 16
13 0,325 14 26 3 39 38
14 0375 14 2 27 A 32
15 0425 14 16 2 2% 24
16 0475 14 4 17 17 19
17 0,275 18 19 27 3 40
18 0,325 18 19 2 37 42
19 0,350 18 19 32 4 49
20 0,400 18 14 20 26 a
2 0275 2 8 15 18 23
2 0315 2 13 18 pA] 25
23 0,350 2 5 9 10 14

The settling liquid was composed in the following manner : to 1000 ml
of alcohol-water mixture (coagulator solution) 50 ml of water glass were added,
the Ks of which was 1,77 and its Si02 content 30 g/1. Within the series of tests
the alcohol concentration of the coagulator solution varied, which is shown in
column 2 ofTable 4. Well-adhering screens were obtained from 60 per cent alcohol
content onward, up to 90 volume per cent of alcohol, where beginning coagulation
was already observable. Measurement results are shown in Table 4 for willemite-
phosphor.

As shown, surface brightness as function of the coagulator concentration
does not change practically considerably until beginning coagulation. At 50



80 I. HANGOS

Table 3

Decrease of surface brightness in case of sodium sulphate coagulator
(TV-phosphor mixture, optimum layer thickness)

Surface brightness at

Number Nﬁﬁﬂ“ Si&?l- 5 kV ! 10 kV
aceleration voltage per cart

I 045 2 57 73
2 0,50 2 % 72
3 0,55 2 45 68
4 0,375 10 32 5
5 0425 10 15 5
6 0,325 18 15 26
7 0,350 18 17 K1l
8 0,235 2 15 23
9 0,275 2 13 19
10 0,325 2 2 19
Table 4
Decrease of screen surface brightness in alcoholic settling
(Willemite-phosphor 10 mg/cmt)
Surface brightness at
Number A'C%he?'ge%'l”me 3 kv 5 kv 1 7 kv 9 kv
accelerating voltage per cent
[ 45 95 % 97 3
2 50 74 el 86
3 60 98 % 97 9%
4 70 85 B 97 98
5 & 82 a 9% 97
6 D 64 73 T4 86

volume per cent alcohol a transient minimum is observed, the cause of which is
for the time being unknown.

V. Evaluation of results

On the basis of test results it may be stated that the surface brightness of
cathode-ray tube screens produced with conventional (fabrication) binders is
in by far the most cases lower than the surface brightness of screens fabricated
without binder. The decrease of surface brightness depends on the specific pro-
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perties (material quality, particle size distribution) of the phosphor, on the
applied accelerating voltage, the composition of the settling liquid and the time
of settling.

The decrease of surface brightness is the greater, the lower the accelerating
voltage. With TY screens made of sulphide-type phosphors the decrease of surface
brightness is less than with thick screens made of willemite-phosphor. With
prolongation of the settling time the surface brightness decreases.

The effect of the composition of settling liquid is in the case of water glass
binder different with the various types of coagulators, but in general the surface
brightness decreases with the increase of coagulator-concentration. The decrease
of surface brightness also depends on the molar composition of the water glass
used, this effect, however, has not been dealt with at this time.

In the case of water glass binder three types of coagulators were presented.
Of bivalent ions strontium nitrate, of monovalent ions sodium sulphate, and of
organic coagulators ethyl alcohol. On the basis of results it has been found that
as regards the surface brightness reducing effect, the three types of coagulators
exhibit quite different characteristics.

W ith bivalent ions the decrease of surface brightness is proportional to
the coagulator concentration and independent of the Si02 concentration of the
settling liquid. This indicates that the coagulator also builds in into the bonding
layer in a greater or smaller amount, depending on the coagulator content of
the settling liquid. This statement is supported by the fact finding of Boer
and Emmens [10] that the coagulator content found in the bonding layer is
proportional to the coagulator concentration of the settling liquid.

W ith monovalent ions the decrease of surface brightness equally depends
on the Si02concentration of the settling liquid and on the coagulator concentra-
tion ; the influence of the coagulator concentration is less sharply manifest than
with bivalent coagulators. From this may be concluded that the coagulator only
helps in the formation of the bonding layer, but does not build in to a greater
extent into it. This statement is supported by data in literature [5, 7 ,8] accord-
ing to which the coagulator plays here mainly the part of “screening” the charge.

In the case of organic coagulator (ethyl alcohol) surface brightness does
not change at all with the increase of the concentration of the coagulator until
the beginning of coagulation, which shows that the coagulator does not build
in at all into the bonding layer.

Colloid particles originating from the interaction of coagulator and binder
may in the course of time deposit on the top of the layei. Just therefore, with the
increase of settling time, the surface brightness decreases. The same may be
said if beginning coagulation of the particles is observed in the settling liquid.

One part of these conclusions is in harmony with results obtained by
Hopkinson, divergences therefrom may arise from the fact that Hopkinson
disconsidered effects arising from the composition of the settling liquid.

6 Acta Technica XIX/1—2.
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SUMMARY

The decrease of surface brightness of cathode-ray tubes was examined as a function of
the composition of the settling solution. An experimental set-up with exchangeable screen was
described, which wasfit forinvestigating the surface brightness of a large number of screen samples
under the effect of cathode-ray excitation. It was found that the surface brightness of manu-
factured screens, produced with binder, isin general inferior to that of screens produced without
binder. The decrease of surface brightness depends on the applied acceleration voltage, on the
specific properties of the phosphor (material quality, distribution of particle size), the thickness
of the screen layer, the settling time and the specific properties of the settling liquid.

EINFLUSS DES BINDEMITTELS AUF DIE OBERFLACHENHELLIGKEIT
VON KATHODENSTRAHLROHRENSCHIRMEN

I. hangos

ZUSAMMENFASSUNG

Es wurde die Abnahme der Oberflachenhelligkeit von nach dem Absetzverfahren her-
gestellten Kathodenstrahlréhrenschirmen in Abhédngigkeit von der Zusammensetzung der
Absetzlosung untersucht. Es wird eine Versuchseinrichtung mit auswechselbarem Schirm
beschrieben, die geeignet ist, um die Oberflachenhelligkeit einer grofen Zahl von Schirmen-
mustern bei Kathodenstrahlerregung zu untersuchen. Es wird festgestellt, dal die Oberflachen-
helligkeit von fabriksmaBigen, mit Bindemitteln hergestellten Schirmen im allgemeinen der-
jenigen von ohne Bindemittel hergestellten Schirmen unterlegen ist. Die Abnahme der Ober-
flachenhelligkeit hdngt von der angewendeten Beschleunigungsspannung, von den besonderen
Eigenschaften (Materialbeschaffenheit, KorngroRenverteilung) des Leuchtstoffes, von der
Leuchtstoffschichtstdrke des Schirmes, von der Dauer der Abklédrung und von den besonderen
Eigenschaften der Absatzflussigkeit ab.
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EFFET DU LIANT SUR L’ECLAT DE SURFACE DES ECRANS DE TUBES
A RAYONS CATHODIQUES

I. HANGOS
RESUME

La décroissance de I’éclat de surface des écrans de tubes a rayons cathodiques, préparés
par la méthode de la formation des dépots, a été étudiée en fonction de la composition de la
solution de déposition. Un appareillage expérimental est décrit, qui se préte a I’examen de I’éclat
de surface d’un grand nombre d’éprouvettes d’écrans sous I'influence d’excitation par rayons
cathodiques. On a constaté que I’éclat de surface des écrans fabriqués, préparés avec du Hant
est en général inférieur a celui des écrans préparés sans Hant. La décroissance de |’éclat de surface
dépend du voltage d’accélération, des qualités spécifiques de la matiere luminescente (qualités
matérielles distribution de la grosseur des particules) de I’épaisseur de I’écran, du temps de la
formation des dép6ts et des qualités spécifiques du liquide de déposition.

BINAHWNE CBA3YHOWENO BEWECTBA HA NMOBEPXHOCTHYIO APKOCTb
OKPAHOB KATOAHbIX TPYBOK

n. XAHrouw

PE3IOME

WccnenoBanock CHYDKEHWE MOBEPXHOCTHOM SPKOCTW 3KPAHOB KaTOAHbLIX TPYBOK, M3ro-
TOB/IEHHbIX METOAOM OCaX[eHusi, B (DYHKLMM COCTaBa OCXAAMOLLEro pacTsopa. Paccmatpu-
BAeTCs OMbITHas YCTAHOBKA CO CMeHHbIM 3KpPaHOM, KOTOpas Mo3BOAsSeT NPOBOAWUTL WCCNefo-
BaHWe MOBEPXHOCTHOW SIPKOCTU GOJbLIOTO 4Kcia 06pasLioBbIX 3KPAHOB NpW HEMOCPEACTBEH-
HOM BO3/ENCTBUN BO3BYX/AEHWUS KaTOAHOWM TPYGKM. YCTaHOBMEHO, YTO MOBEPXHOCTHAS IPKOCTh
3KPaHOB, W3rOTOB/MEHHBIX CBSA3YHOLMM BELLECTBOM, MCMO/b3yeEMbIM B MPOM3BOACTBE, BOOOLLE
HUXXe MOBEPXHOCTHON SIPKOCTU 3KPaHOB, U3rOTOB/IEHHBIX 63 CBA3YHOLLEro BellecTBa. IageHue
NOBEPXHOCTHON SIPKOCTW 3aBMUCUT OT MPUKIAaAbIBAEMOr0 HaMpsHKEHWUS1 YCKOPEHUS, OT WHAU-
BU/lyabHbIX CBOWCTB NFOMUHECLIEHTHOTO MOPOLLKa (Ka4ecTBO MaTepuana, pacrpefeneHue Kpyn-
HOCTM 3epeH), flasiee OT TO/LLMHBI C/I05 3KPaHa, BPEMEHU 0CaXAeHUs Y UHANBUAY/IbHBIX CBOACTB
OCXAAOLLEN XKMAKOCTU.

6*






UBER DAS VISKOSITATSTEMPERATUR-VERHALTEN
VON FLUSSIGKEITEN
UND DESSEN FUNKTIONEN

B. MARSCHALKO und J. BARNA

[Eingegangen am 12. Juli 1956]

Vor einigen Jahrzehnten forschten wir nach einfach zu ermitteInden Kennzahlen, die
zur eindeutigen Definition der wahren Schmiereignung von Mineralschmierdlen brauchbar waren.
W ir waren bestrebt, den Nutzwert des zu bewertenden Oles auf reelle und vom Messverfahren
unabhéngige Kennwerte bzw. Wertungskonstanten zurickzufihren, die voméglich auch physiko-
chemische Bedeutung haben und demzufolge eindeutig definiert und bestimmt werden kénnen.

Schon unsere damaligen Untersuchungen fiihrten zu der Feststellung, dass zur Beur-
teilung der Eignung eines Schmierdles das Viskositadtstemperatur-Verhalten die Ableitung
der wichtigsten Kennwerte ermdglicht und — besonders wenn es sich um Vollschmierung han-
delt, —dass der zur Schmiertemperatur gehdrende erste Differentialquotient der V. T. Funktion
auch als Kennzahl des Schmierwertes verwendet werden kann. Immer vorausgesetzt, dass
andere Einflisse (Druck usw.) keine grosse Rolle spielen. All dies haben wir im Jahre 1927
verdffentlicht [1].

Da jedoch auf den verschiedenen technischen Verwendungsgebieten der Mineraldle bei
der Bewertung oft nicht nur die Schmierfahigkeit, sondern auch ganz andere chemische, physi-
kalische und evtl, auch mechanische Eigenschaften eine bedeutende Rolle spielen (z. B. hei
Teilschmierung, Stabilitdt und Alterung von Transformatorendlen, usw.), deren eindeutige
Bestimmung und Bewertung oft ebenfalls &usserst umstandliche Untersuchungen erfordert,
so tauchte auch die weitere Frage auf, wie auch diese Eigenschaften mit Hilfe einiger »M aterial-
konstanten« eindeutig erfasst werden kdnnten.

Diese vielfaltige Aufgabe wurde dann auf die folgende einfachere Frage reduziert : auf
welche Weise wére es moglich — mit verhdltnisméssig einfachen Mitteln — die Identitdt oder
aber die Verschiedenheit zweier Kohlenwasserstoffgemische wenigstens annédhernd zu fest-
zelzen.

Besteht namlich eine solche Mdglichkeit, so konnten die fiir das eine Gemisch bereits
einmal ermittelten Gbrigen Kennzahlen ohne jede weitere Untersuchung, einfach auf das andere,
damit als praktisch identisch erkannte Gemisch Ubertragen werden, und fir die Praxis ist
selbst dies schon ein bedeutender Vorteil.

In einer im Jahre 1929 hiertber veréffentlichten Abhandlung [2] wurde dann ausfihrlich
auseinandergesetzt, dass nach unseren Erachten auch zur Erreichung dieses Ziels das Vis-
kositatstemperatur-Verhalten der Kohlenwasserstoffgemische die verhaltnisméssig besten
Madglichkeiten bietet und dass es unter gewissen Umstdnden und Beschrankungen hier ebenfalls
mit Vorteil herangezogen werden kann.

Seither begegnet man in der Fachliteratur — vor allem in jungster Zeit -
immer haufiger Uberlegungen, die unseren damaligen Ausfiihrungen sehr nahe
stehen. Vor allem gibt Gsttner in seiner Abhandlung vom Jahre 1949 eine auf
theoretische Betrachtungen gegrindete Aussage Uber die Beziehungen zwischen
Reibungskoeffizient und Y. T. Funktion [3] und gleichzeitig, in mdéglichst voll-
stdndiger Behandlung, eine kritische Sichtung aller derzeit bekannten Kenn-
zahlen.

Die Betrachtungen Uber die Bewertung der Schmiereignung stimmen im
wesentlichen mit unserer Verdffentlichung vom Jahre 1927 Uberein. Die Frage
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einer bestmdglichen Darstellung der Temperaturabhéngigkeit der Viskositét
der Kohlenwassersttofféle wird jedoch hier nicht ndher behandelt.

Es stellte sich nun die Frage : ist es mdglich, die bei den verschiedenen
Flissigkeiten gefundenen Messkurven durch eine mdglichst einfach gebaute
mathematische Funktion von derselben Form auszudricken, die so wenig
Konstanten wie moglich enthdlt, aber die Viskositdtstemperatur-Kurven der
Flussigkeiten doch mit einer — fir die Praxis ausreichenden — Genauigkeit
in einem breiten Temperaturintervalle darzustellen vermag, und deren Konstan-
ten auch noch mdglichst »Materialkonstanten« sind, die also auch einen physiko-
chemischen Sinn haben.

Eine solche zu finden wdre nédmlich ein weiterer Schritt, fir die obigen
Uberlegungen eine — der Praxis entsprechende — Madglichkeit zu schaffen.

Dies ist umsomehr erforderlich, da sich neuerdings immer zahlreichere
Gebiete der Viskositdtstemperatur-Funktion zuwenden und zwar nicht nur
in Verbindung mit Kohlenwasserstoffen, sondern auch anderen hauptséchlich
hoch polymeren Stoffgemischen, bei denen der Gedanke oft auch naheliegt,
unsere Uberlegungen iiber die vergleichende qualitative Kennzeichnung unter
gewissen Bedingungen (Beriucksichtigung der Theologischen Verhéltnisse) viel-
leicht auch auf einige Kunststoffe anwenden zu kdénnen.

Dementsprechend haben wir unsere Untersuchungen nun ausser den
Kohlenwasserstoffen auch auf andere, praktisch wichtige Flussigkeiten erstreckt.
Die nachstehenden Ausfihrungen beschranken sich daher nicht nur auf Kohlen-
wasserstoffe, sondern konnen auf alle anderen, unsererseits bisher untersuchten
Flussigkeiten verallgemeinert werden.

Viskositatstemperatur- Funktionen

In einer unserer — schon erwdhnten — Verdffentlichung vom Jahre
1927 [1] haben wir auch ein Messgerdt beschrieben, das es uns ermdglichte,
die absolute Viskositdt verschiedener Flussigkeiten in einem breiteren Tempe-
raturintervalle als allgemein tblich (etwa 220° C) mit der erwinschten Genauig-
keit zu bestimmen. Zugleich ergdnzten wir diese mit mehreren in der einschla-
gigen Literatur gefundenen und als zuverldssig beurteilten Messergebnissen.

Im Besitze der so gesammelten wahren (gemessenen) Werte gelangten wir
in die Lage, uns ein zuverldssiges Bild vom tatsdchlichen Verlauf der Viskositats-
temperatur-Funktion verschiedener Fliussigkeiten in einem breiten Temperatur-
bereich zu schaffen.

Sodann suchten wir nach Funktionen, die den oben gestellten Anspriichen
entsprechen. In der Fachliteratur sind zahlreiche derartige Vorschldge zu finden,
eine umfassende Ubersicht und ein zielbewusster, auch fiir die Praxis brauch-
barer Vergleich der einzelnen Beziehungen untereinander, in Bezug auf deren
Leistungsfédhigkeit, Einfachheit, Genauigkeit, Breite des Temperaturbereiches
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tier Verwendbarkeit, ist hingegen kaum zu finden. Nun mussten wir das selbst
vollziehen.

Von den schon vor unserer ersten Verdffentlichung bekannt gewordenen Vorschlagen
dieser Art untersuchten wir nun die am besten begrindeten, bei denen eine Ldsung unserer
Aufgabe als wahrscheinlich erschien.

Die mit Hilfe dieser Funktionen berechneten Viskositatswerte der einzelnen Flissig-
keiten wurden dann mit den uns zur Verfigung stehenden Messwerten verglichen.

Bis zum Jahre 1927 haben wir die von Oiilschlacer [6], Batschinski Il [7], Schwed-
holm [8], GUmber [11] und Vogel [9] gestellten Vorschlage auf diese Weise geprift und ihre
Ergebnisse verdffentlicht [1, 10]. So unterlassen wir es, darauf n&her einzugehen. Hier mdch-
ten wir nur betonen, dass der Vorteil der Vogelschen Formel gegeniber den Ubrigen bereits
damals beobachtet und festgestellt wurde.

In den unserer Mitteilung folgenden Zeiten wurden in der Fachliteratur
noch mehrere Vorschldge beziglich der Viskositdtstemperatur-Funktion
publiziert, von denen wir allein die von Batschinski [4], Drucker und Guz-
mXn [5], Wartther [12], Eyring [14], Andrade [15], Lederer [16] und
Voger [9] einer weiteren vergleichenden Untersuchung unterzogen. Die Behand-
lung der Ubrigen wurde ndmlich von uns schon im voraus als erfolglos erachtet.

Batschinski empfiehlt seine nachfolgende Formel nur fir Quecksilber :

V=~+b + cT )

wo T die jeweilige Temperatur bedeutet, wahrend a, b, und ¢ Konstanten ohne
angegebener Bedeutung darstellen.

W ir konnten feststellen, dass falls mit letzterer Formel aber statt rj mit
log rj gerechnet wird, — die so berechneten Werte nicht nur wie empfohlen —
beim Quecksilber, aber auch bei anderen niedrigviskosen und nicht assoziierten
Flussigkeiten in einem verhdltnismdssig sehr breiten Temperaturbereiche
(zwischen 0—350° C) ausgezeichnete Schmiegung an die wirklichen (gemessenen)
W erte zeigten, bei assoziierten Fllssigkeiten und solchen grdsserer Viskositat
nahm jedoch die Breite des Temperaturintervalles der fir die Praxis noch
brauchbaren Werte schnell ab.

Nach Drucker UNnd Guzman [5] dndert sich der Logarithmus des Visko-
sitdtswertes einer Flussigkeit umgekehrt proportional der abs. Temperatur
folgenderweise :

log ® = A + 27- (2)

Diese Formel gibt aber nur bei Flussigkeiten geringer Viskositdt, und
auch bei diesen nur innerhalb eines schmalen Temperaturintervalles brauchbare
Werte.

Auf die von Eyring UNd Andaraae abgeleiteten Gleichungen soll hier
nicht ndher eingegangen werden, da auf das mittlerweile erschienene Studium



88 B. MARSCHALKO und J. BARNA

von Rost [17], das auch eine kritische Behandlung und Vergleichung dieser
Formeln enthalt, verwiesen werden kann.

Die Gleichungen nach W arther, Lederer UNd Voger wurden entspre-
chend der Originalpublikationen in den folgenden Formen untersucht :

W alther :

log log(FA+ C)= K — mlogT, )

wo Vk= 100 «Vund v - v die kin. Viskositat in Centistokes,

C ist eine Konstante, deren Wert bei Schmierélen = 0,8 betragt.
Lederer :

log «= 4" - 275logT + ET + C (4)
RT K"

Bezuglich der Bedeutung der drei Konstanten kdénnen wir hier nur auf
die zitierte Originalverdffentlichung hinweisen.

Vogel :

I°g V = ———— 1 log rjoo (5)

| i oo

oder nach entsprechender Transformation :
“SV=C+ T t” . (6)

Bezuglich der Bedeutung der einzelnen Konstanten soll auf die oben
zitierte Abhandlung von Rost [17] verwiesen werden.

Im Einklang mit den Angaben von Gsttner und anderen konnten wir
auch feststellen, dass die Walthersche Formel in ihrer Originalform lediglich
im Falle der Kohlenwasserstoffe, und selbst auch bei diesen nur bei einer ver-
héltnismdssig engen Fraktion in dem den Schmierdlen entsprechenden Viskosi-
tatsintervall und in einem der Praxis entsprechenden Temperaturbereich
(etwa zwischen 20—100° C) gut verwendet werden kann.

In einem breiteren Temperaturintervall erzielt noch brauchbare Rech-
nungswerte die von T. cerrert [13] etwas verallgemeinerte Form der W alther-
schen Gleichung.

Die Grossenordnung der Streuungen der mit dieser Formel berechneten
W erte ndhert sich der der Ledererschen Formel, die Berechnung ihrer Konstanten
ist aber umstandlicher, da die Wahl der als Rechnungsgrundlage dienenden
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Tabelle 1 Wasser
Bere chnet nach

. Mssnat* W Leckrer (4@~ Qeidug © Watemai (10
% mp Oiff. 96> b P Off. % % p Off. % “ -5 Off. % v

2638 0,02491 0,02400 —365 0,02397 —39 002513 + 089 0024207 —282 24219
264.6 0,02407 0,02370 —15 002337 —300 002434 +
2659 0,02298 0,02261 —163 0,02269 —130 002312 + 0 0,022455 —228 22464
266,9 0,02224 0,02181 —19 0,02168 —260 002225 + 004
2684 0,02102 0,02070 —153 0,02065 —170 002103 + 0,05 0,02060 —199 20608
2710 0,01917 0,01895 —113  0,01902 —080 001915 —0o11
2731 0,017887 0,017697 —106 0017827 —030 0017822 —036 0017664 —125 1,7667
2781 0,015155 0,013155 0,00 ,015440 + 140 0,015155 0,00 0,015155 0,00 1,5156
2831 0,013061 0,013120 + 045 ,013040 —0,20 0,013068 + 005 0013132 + 054 1,3136
288,1 0,011406 0,011469 + 055 0,011678 + 240 0011401 —0,04
2931 0,010046 0,010115 + 069 0010287 + 240  0.010046 0,00  0,010108 + 061 1,0126
298,1 0,008941 0,008991 -|-056  0,009126 + 210 0,008935 —0,06
3031 0,008019 0,008051 + 039 0,008149 + 1,60 ) —014  0,008053 + 042  0,8088
308,1 0,007205 0,007256 + 071 0,007317 + 155 0,007226 + 0,29
3131 0,006533 0,006579 + 0,70  0,006608 + 115 0,006561 + 044 0,006574 + 063  0,6626
3178 0,006023 0,00 0,6083
3181 0,005958 0,005998 + 067 0005999 + 0,70  0,005991 + 055
3231 0,005497 0,005497 0,00 ) —0,30 0,005497 0,00 0,005488 —0,16 0,5554
328.1 0,005072 0,005060 —024  0,005027 —0,90 ) —0,12
331 0,004701 0,004678 —049  0,004634 —145  0,004688 —0,27 0,004670 —066 04750
3331 0,004359 0,004342 —0,39  0,004289 —160  0,00434 —0ou
A31 0,004062 0,004045 —042  0,003993 —1,70  0,004057 —0,12 0,004039 —056 04131
3481 0,003794 0,003781 —034 0003729 —170  0,003793 —004
3531 0,003556 0,003546 —028  0,003499 —160  0,003555 —003 0003544 —034 03647
3581 0,003341 0,003335 —018  0,0032%4 —140  0,003340 —0,03
3631 0,003146 0,003146 0,00 0,003115 —1,00 0,003146 0,00 0,003146 0,00 0,3259
368,1 0,002981 0,002974 —0,23  0,00294 —090  0,002970 —0,38
3731 0,002821 0,002819 — 0,08 0,002812 —030  0,002808 —045 0,002827 + 020 0,2950

Die zur Berechnung der Gleichungskonstanten herangezogene Messwerte sind kursiv gesetzt.
* E. L. Lederer : Kolloid-Beihefte Bd XXXIV H. 5—9. S. 300.

** Nach - —I)rn « 100 berechnet,
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Messwerte durch gewisse Einschrdnkungen erschwert wird. Dieser Nachteil
wird bei der — im. Ubrigen ganz &hnlichen, — Formel von Umstatter [23]
behoben.

Einige Ergebnisse der mit Hilfe der als besten erachteten Gleichungen an
Flissigkeiten sehr verschiedener Viskositdt vorgenommenen Berechnungen
wurden in den — auch zum Vergleich mit den Messwerten geeigneten — Tabellen
No. | —X zusammengefasst.

Als Zusammenfassung unserer diesbeziiglichen Ergebnisse soll noch als
eine interessante Tatsache hervorgehoben werden, dass die Vogelsche Formel
— dank ihrer Einfachheit — und des Umstandes, dass die mit ihrer Hilfe erhal-
tenen Werte mit den wahren Messwerten bei den verschiedensten Flissigkeiten
in einem verhé&ltnisméssig breiten Temperaturintervall Gbereinstimmen — ihre
Uberlegenheit sogar im Vergleich mit den obigen Gleichungen (mit Ausnahme
der Batschinskischen bei nicht assoziierten niedrigviskosen Flissigkeiten) beibe-
halt. Mit Kicksicht auf die heute allgemein erforderten praktischen Streuungs-
limitationen erstreckt sich dieses Temperaturintervall von etwa 20° bis unge-
fahr 150° C.

In unserer ersten Verdffentlichung wurde diese Formel als eine in diesem
Temperaturintervalle gut bewé&hrte, durch Interpolation gefundene, aber theore-
tisch nicht unterstitzte Gleichung empfohlen. So legten wir auch ihren Kon-

Tabelle 11
n. Oktan
Berechnet nach
N7 Mt o B Leckrer (4 Geiduy @ .

wp  Of% .  Df% p D%

273,1 0,007060 0,007060 0,00 0,007092 + 0,45 0,007060 0,00 2731

2 283,1 0,006159 0,006185 + 0,43 0,006199 + 0,60 0,006147 — 0,19 283,1
3 293,1 0,005419 0,005462 -f 0,80 0,005464 + 1,00 0,005418 — 0,02 293,1
4 303,1 0,004828 0,004859 + 0,64 0,004855 + 0,60 0,004823 —0,10 303,1
5 313,1 0,004328 0,004351 + 0,53 0,004343 + 0,35 0,004328 0,00 313,1
6 323,1 0,003907 0,003920 + 0,32 0,003911 + 0,10 0,003910 + 0,07 323,1
7 333,1 0,003551 0,003551 0,00 0,003543 —0,25 0,003552 + 0,03 333,1
8 343,1 0,003241 0,003234 — 0,23 0,003227 — 0,40 0,003242 + 0,03 343,1
9 353,1 0,002971 0,002958 — 0,42 0,002954 — 0,60 0,002971 0,00 353,1
10 363,1 0,002730 0,002719 — 0,41 0,002718 — 0,45 0,002732 + 0,08 363,1
11 373,1 0,002520 0,002509 — 0,45 0,002511 — 0,30 0,002519 — 0,04 3731
12 383,1 0,002335 0,002324 — 0,49 0,002330 — 0,20 0,002330 — 0,20 383,1
13 393,1 0,002160 0,002160 0,00 0,002170 + 0,50 0,002160 0,00 393,1

* E. L. Lederer : Kolloid-Beihefte Bd. XXXIV. H. 5—9. S. 285
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stanten keinerlei physikalischen Sinn bei und demgemdss betrachteten wir sie
nicht als »Stoffkonstanten«.

Vor kurzem gab jedoch Rost [17] eine umfangreiche Ubersicht des Visko-
sitdtstemperatur-Verhaltens von Fliussigkeiten und der von Andrade, Eyring,
usw. abgeleiteten statistischen Viskositadtstheorien und hat auch gezeigt, dass
sie zu Formeln fihren, aus denen sich die Vogelsche Formel — nach gewissen
als zulédssig erscheinenden Vernachldssigungen — als Ndherung ableiten I&sst.
Dementsprechend kann also die Vogelsche Formel zur Zeit als auch schon
theoretisch begrindet betrachtet werden.

Im Besitze unserer — schon erwdhnten — zahlreichen Messergebnissen,
konnten wir unsere Untersuchungen nun auch auf noch breitere (von 0° bis
240° C sich erstreckende) Temperaturintervalle erweitern. Als Veranlassung
diente hierzu die Erfahrung, dass die Praxis, deren Messmdoglichkeiten zur
unmittelbaren Bestimmung der Viskositdt — auch bei polymeren Kunststoff-
gemischen oder Lésungen — sich nur auf ein verh&ltnismé&ssig enges Tempera-
turintervall erstrecken, zur Bestimmung der Viskositdtswerte innerhalb eines
breiteren Temperaturbereiches — zur Extrapolation — Zuflucht nehmen muss,
ohne jedoch oft die Giltigkeitsgrenzen der verwendeten Gleichungen zu kennen
oder in Betracht zu ziehen.

In einem breiteren Temperaturintervall ist aber diesen Anforderungen
auch die Vogelsche Formel nicht immer gewachsen, da sie fir nicht assoziierte,
niedrigviskose Flussigkeiten bei niedrigen Temperaturen meist niedrigere, bei
hoheren Temperaturen hingegen héhere als die wahren Werte liefert. Bei Fllssig-
keiten hoherer Viskositat tritt dann eine allmé&hliche Wendung ein, d. h. es
werden bei niedrigen Temperaturen hohere und bei hdheren Temperaturen
niedrigere Werte erhalten.

Besser denn irgendeine der bisher behandelten Gleichungen erfasst den
Verlauf des wahren Viskositdtstemperatur-Verhaltens bei einigen von uns
untersuchten Flissigkeiten in einem breiten Temperaturintervalle die von
Umstatter [20] aus grundsatzlich anderen und ganz allgemeinen Uberlegungen
abgeleitete »Transportgleichung«, wonach :

In * -4* In 7)
rj0— rJoo anT (T — Too)

Bezlglich der Bedeutung der Konstanten kann hier nur auf die oben-
zitierte Originalverdffentlichung hingewiesen werden.

Das Rechnen mit dieser Gleichung ist jedoch in der Praxis und besonders
im Sinne von Rost [17] und Gottner[3] selbst dann ziemlich umstandlich, wenn
zu deren Losung Tabellen, bzw. Nomogramme zur Verfigung stehen. Sie fiihrt
uns aber zu unserer sich immer verstirkenden Uberzeugung néher, dass eine
treue Wiedergabe des wahren Viskositdtstemperatur-Verhaltens der verschi-



© o N O OB N

=
o

2731
2931
310,88
3331
3531
371,99
374,3
4331
4731
5131

»m'P

0,31414
0,11560
0,06374
0,03577*
0,02396*
0,01747
0,01687
0,00827
0,00576*
0,00422

e O
%-P

0,31414
0,12764
0,06902
0,03773
0,02449
0,01747
0,01683
0,00795
0,00557
0,00422

* Graphisch bestimmte Werte.
** B. B. Elsner : Journal of the Institute of Petroleum Vol. 40. June 1954. No. 366. S. 161.

Oiff. %

0,00
+ 1041
+ 8,29
+ o8
+ 221

0,00
—0,24
— 3,85
—3,30

0,00

Tabelle 111
1.2. Dekalyloktan C18H 3L
Ber echnet nach
Leckrer (9) Qedug @

%- p Dff o 0p- p Dff %
0,31414 0,00 0,31414 0,00
0,14108 + 22,04 0,11818 + 2,23
0,07726 + 21,21 0,06374 0,00

0,03577 0,00
0,02697 + 12,56 0,02396
0,01747 0,00 0,01747 0,00
0,01670 —101 0,01687 0,00
0,00734 —11,19 0,00826 —0,10
0,00531 —781 0,00578 + 0,34
0,00422 0,00 0,00422 0,00

% -p

0,31414
0,13209
0,07150
0,03868
0,02481
0,01747
0,01687
0,00788
0,00553
0,00422

Watermen (10
Dff. %

0,00
14,26
12,18

8,13

3,55

+ + + +

0,00
—4,76
—399

0,00

v3

0,3350
0,1515
0,0831
0,0457
0,0298
0,0213
0,0206
0,0101
0,0373
0,00.78

YINvE T PN OYMHORNN 9
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edensten assoziierten und nicht assoziierten Fliussigkeiten in einem derart
erweiterten Temperaturbereiche mit einer Beziehung von ein und derselben
Form — jedoch mit nur drei Konstanten — auch dann nicht mehr mdglich
ist, wenn auch bei den einzelnen Beziehungen die durch Vernachldssigungen
verursachten Fehler — bei glicklicher Wahl der zusammengezogenen Kon-
stanten — sich teilweise gegenseitig ausgleichen.

Die bei der Ableitung der verschiedenen Gleichungen als noch mdglich
betrachteten Vernachldssigungen sind also bei so hohen Anspriichen nicht mehr
zuléssig.

Einer von uns (Marschaikes) empfiehlt nun bei solchen Anspriichen die
Einfihrung einer vierten Konstante in eine Gleichung wie folgt :

A

+o0 .
¢+ T T,

tj= e oder Inrj=C+ BT + (8)

Die Gleichung kann durch eine leicht durchfihrbare Transformation au,
eine der urspringlichen Vogelschen Formel &hnliche Form gebracht werden!"
in welchem Falle

«(BT-AJ ©)

In dieser Form wird die »Dimensionskonstante« C der Gleichung (8)
durch den zum Viskositidtseinheitswert gehdrenden Wert der Temperatur —
Tz’ ersetzt, die Werte von B’ und 'Too’ sind in beiden Ausdriicken identisch,
wdahrend ’Aj* von A’ der Gleichung (8) in folgender Weise abweicht :

Die Gleichung kann daher als eine Ergdnzung der Vogelschen gelten, kann aber, mit
gewissen Vernachldssigungen und Zusammenziehung einiger Werte, auch aus Umstatter’s
Gleichung als Naherung abgeleitet werden. Die Bedeutung ihrer Konstanten ist also — bei
einigen in zusammengezogener Form — denen der Umstatterschen bzwr. denen der Vogelschen
Formel gleich.

Es wird aber durch diese unsere Mitteilung eine ausfiihrlichere Erdrterung unserer
Formel noch nicht angestrebt, unser Ziel ist hier einstweilen nur den durch Messungen und
Rechnungswerten festgestellten Tatbestand zu fixieren.

Es wurden nun mit Hilfe dieser Formel bei einer Anzahl von Flissigkeiten
verschiedener Zusammensetzung und von Viskositdten verschiedener Grdssen-
ordnung die Viskositdtswerte berechnet und in jedem Fall festgestellt, dass
die so gewonnenen Werte sich noch besser als die der Vogelschen Formel an
die Messwerte anschmiegen.
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273,6
293,1
310,87
371,98
433,1
513,1

273,1
283,1
293,1
303,1
323,1
343,1

267,1
273,1
278,1
283,1
288,1
293,1
298,1
303,1
308,1
313,1
323,1
3331
343,1
353,1
363,1
373,1
383,1
393,1

* E. L. Lederer :

Messwert***

yr-P

0,60079
0,18919
0,08987
0,019909
0,008814
0,004295

»*
1,3586
0,3485
0,13867
0,02339
0,009724
0,004425

0,009162
0,007580
0,006479
0,005640
0,004420
0,003580

0,0531
0,0440
0,0371
0,0316
0,0271
0,0237
0,0185
0,0151
0,0127
0,0109
0,00935
0,00825
0,00729

B. MARSCHALKO und J.

BARNA

Gleichung (8)

%-p

0,60079
0,18768
0,08987
0,019909
0,008688
0,004295

1,3586
0,3381
0,13867
0,02339
0,009221
0,004425

0,009054
0,007580
0,006485
0,005640
0,004420
0,003580

0,1403
0,1020
0,0804
0,06457
0,05281
0,04395
0,03701
0,03160
0,02730
0,02383
0,01867
0,01510
0,01254
0,01065
0,00922
0,00812
’ 0,00725

Tabelle TV
6. 7. Di-n-hexil 1:2:3:4 letrahydronaphtalin
Berechnet nach
Vogel (5) Lederer (4)

y-p Diff. % Vb-P Diff. %
0,60079 0,00 0,60079 0,00
0,20239 + C,98 0,23510 + 24,27
0,09655 + 7,43 0,11438 + 27,28
0,019909 0,00 0,019909 0,00
0,008410 — 4,58 0,007502 — 14,89
0,004295 0,00 0,004295 0,00

Tabelle V

4 :2 Naphtyldecan C20H2S

1,3586 0,00 1,3586 0,00
0,3504 + 0,55 0,4378 + 25,63
0,1440 + 3,84 0,18448 + 33,04
0,02339 0,00 0,02379 0,00
0,009076 — 6,66 0,00773 — 20,45
0,004425 0,00 0,004425 0,00

Tabelle VI

Benzol

0,008954 — 2,20 0,008940 — 1,24
0,007580 0,00 0,007580 0,00
0,006505 + 0,41 0,006512 + 0,48
0,005656 + 0,29 0,005662 + 0,23
0,004420 0,00 0,004420 0,00
0,003580 0,00 0,003580 0,00

Tabelle VII

Anilin

0,1431 + 3,57 0,135 — 25
0,1020 0,00 0,102 0,0
0,0797 — 1,10 0,0822 + 1,9
0,06367 — 2,05 0,0669 + 3,0
0,05193 — 2,20 0,0550 + 3,5
0,04312 — 2,00 0,0460 + 4,6
0,03638 — 1,94 0,0388 + 4,5
0,03112 — 1,52 0,0330 + 45
0,02694 — 0,59 0,0284 + 4,7
0,02358 — 0,51 0,0246 + 3,8
0,01858 + 0,43 0,0190 + 25
0,01510 0,00 0,0151 0,0
0,01259 — 0,87 0,0124 — 25
0,01072 — 1,65 0,0104 — 4,7
0,00929 — 0,67 0,00899 — 4,0
0,00817 — 0,99 0,00792 — 4.1
0,00727 — 0,21 0,00714 — 2,2
0,00655 0,00 0,00655 0,00

0,00655

Kolloid-Beihefte Bd. XXXIV. H. 5—9. S. 276.

** Eigene Messwerte.
*** B, B. Elsner:Journalof the Institute of Petroleum Vol. 40. June 1954. No 366. S. 165.

0,00655

Diff. %

0,00

—0,80

+

0,00
0,00
1,43
0,00

0,00
2,98
0,00
0,00
5,17
0,00

0,00

273,6
2931
310,88
371,99
433,1
513,1

267,1
273,1
278,1
283,1
288,1
293,1
298,1
303,1
308,1
3131
3231
3331
343,1
353,1
363,1
373,1
383,1
3931
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Der Sachlichkeit halber soll jedoch bereits hier festgestellt werden, dass unsere Gleichung
gegentiber der ihr am meisten nahestehenden Vogelschen Formel auch einen Nachteil aufweist.
Sie stellt ndmlich eine Funktion von vier Konstanten dar, so dass die Rechnung mit ihr einen
wesentlichen Aufwand an Arbeit bedeutet und auch eine bedeutend hohere Empfindlichkeit
gegentiber den Fehlerstreuungen der als Rechnungsgrundlage dienenden Messpunkte auf-
weist. Zur Verminderung dieses Nachteils ist es in gesteigertem Masse erwiinscht, die Fehler-
streuung der zur Berechnung der Konstanten dienenden Messpunkte — mit Hilfe der zur Ver-
figung stehenden messtechnischen und mathematischen Mittel (Methode der kleinsten Quadrate)
auf das Minimum zu beschréanken.

Dem gegeniber aber fallen ihre beachtenswerten Vorteile tberall dort ins Gewicht, wo
die genaue Kenntniss der wahren Viskositdtstemperatur-Funktion in einem breiten Tempe-
raturintervalle erforderlich ist.

Wie weit die Temperaturgrenzwerte unserer Gleichung bezuglich der
die Messwerte deckenden Genauigkeit bei den verschiedensten Flussigkeiten
noch Uber die von uns mitgeteilten Grenzen hinausgehen, konnte mit Hilfe
unserer vorldufigen Messmadglichkeiten einstweilen noch nicht festgestellt werden.
In welchem Masse jedoch die uns zur Verfligung stehenden Messwerte in dem
bisher untersuchten Temperaturbereich angenédhert werden und in welchem
Verhdltnis die Streuungen unserer Funktion zu denen der bisher als besten erach-
teten Formeln stehen, mégen durch die Daten der Tabellen illustriert werden.

Die Messwerte in den einzelnen Spalten der Tabellen stammen zum Teil — wie schon
erwédhnt — aus eigenen Messungen, zum Teil aus Literaturangaben. In einigen Féallen weichen
die angefiihrten Werte mehr oder weniger von den Durchschnittswerten unserer eigenen, oder
den aus der Fachliteratur allgemein bekannten Messwerten etwas ab.

So haben wir zwecks weitgehender Sachlichkeit z. B. die mit der Ledererschen Formel
berechneten Werte und — soweit es moglich war, auch die Messwerte — aus seiner Original-
verdffentlichung entnommen und sie zum Vergleiche auch bei den anderen Beziehungen benutzt.
Dies war gestattet, da wir bei der Auswahl der einzelnen Messwerte das Gewicht nicht so sehr
auf die Absolutwerte, als vielmehr darauf legten, die mit den einzelnen Gleichungen ermittelten
Werte moglichst sachlich miteinander zu vergleichen.

Dementsprechend haben wir —ewo es nur moglich war — die Konstanten der zum
Vergleich hcrangezogenen Gleichungen immer aus denselben Messwerten berechnet. Bei der
Auswahl dieser Messwerte waren dann vor allem ein je breiteres Temperaturintervall, inner-
halb dessen eine mdglichst gleichméssige Verteilung, und die jeweils kleinste wahrscheinliche
Fehlerstreuung der einzelnen als Rechnungsgrundlage dienenden Werte jene Gesichtspunkte,
die wir immer vor Augen hielten.

Die jeweils zur Berechnung benutzten Messwerte sind in den einzelnen Spalten gekenn-
zeichnet.

W ir sind dessen wohl bewusst, dass die mitgeteilten sowie die ausserdem noch in unserem
Besitz befindlichen weiteren Ergebnisse auch insgesamt noch nicht geniigen, den W ert unserer
Beziehung einwandfrei zu entscheiden. Dies ist ja auch nicht unsere Aufgabe.

Ein weiteres Ziel unserer Arbeit war vielmehr, den oft beobachteten Méan-
geln entgegenzukommen, derentwegen die Praxis im Allgemeinen nicht in der
Lage ist, von den in der Literatur beschriebenen zahlreichen Formeln diejenige
zu bestimmen, die gegebenenfalls ihren Anforderungen am besten entspricht.

Mit unserer Ubersicht und den beigelegten Tabellen wollen wir auch dies-
bezuglich einige Anhaltspunkte geben.

Dies wird umso wichtiger, da in der Literatur seit je eine solche Funktion
angestrebt wird, bei der die Anzahl der Konstanten, auf Kosten einer je gerin-
gerer Aufopferung der Genauigkeit, wie irgendmdglich verringert werden soll.



No.
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273,1
276,1
278,1
283,1
288,1
293,1
298,1
303,1
308,1
313,1
323,1
332,2
343,1
353,1
363,1
3731
383,1
387,0
393,1
403,1
413,1
423,1
433,1
443,1
453,9
463,1
473,1
483,1
493,1

Messwert**

Vm'P

966,7
511,7
352,6
141,4
64,72
32,47
17,58
10,05
6,193
4,010
1,798
1,000
0,5377
0,3370
0,2226
0,1547
0,1107
0,1000
0,08548
0,06548
0,05206
0,04315
0,03521
0,02956
0,02500
0,02184
0,01910
0,01706
0,01537

Vogel (5)
4-p Ditf. %
1198,1 + 23,94
608,2 + 18,85
400,5 + 13,58
156,4 + 10,59
69,12 + 6,79
33,80 + 4,11
17,97 + 2,21
10,24 + 141
0,00
3,935 — 2,32
1,797 — 0,06
0,987 — 1,33
0,5370 — 0,13
0,3339 — 0,92
0,2211 — 0,67
0,1542 — 0,34
0,1121 + 1,26
0,1000 0,00
0,08446 — 1,19
0,06554 + 0,09
0,05216 + 0,19
0,04243 —1,67
0,03516 —0,14
0,02961 + 0,17
0,02500 0,00
0,02189 + 0,23
0,01915 + 0,26
0,01692 — 0,82
0,01508 —1,89

** Eigene Messwerte.

Lederer (4)

rib'P Diff. %
160,6 — 83,40
115,81 — 77,37
93,65 — 73,44
56,10 — 60,32
34.47 — 46,73
21,70 — 33,16
14,31 — 18,61
9,21 — 8,39
6,193 0,00

4,249 + 5,95
2,114 + 17,60
1,190 + 19,01
0,6406 + 19,13
0,3856 + 14,41
0,2447 + 9,95
0,1631 + 5,32
0,1138 + 2,78
0,1000 0,00
0,08273 — 3,22
0,06259 — 4,51
0,04898 —5,92
0,03968 —38,03
0,03316 —5,82
0,02853 —3,48
0,02500 0,00
0,02235 + 2,34
0,02124 + 1121
0,02017 + 18,24
0,01956 + 27,29

Tabelle VI

Motorenschmierol

Berechnet nach

Gleichung (8)

% -p

Diff. %

— 0,15
—0,13
—2,06
—0,46

0,00

0,00
+ 0,46
+ 0,78

0,00
—0,72

Guzméan—Drucker (2)

%-p

55,851
45,254
39,433
28,186
20,383
14,904
11,013
8,219
0,193
4,708
2,792
1,708
1,0755
0,6952
0,4603
0,3115
0,2152
0,1873
0,1515
0,1085
0,7899
0,05837
0,04374
0 03321
0,02500
0,01984
0,01558
0,01236
0,00990

Diff. %

% -p

— 94,22 400,283

— 91,16
— 88,82
— 80,06
— 68,51
— 54,10
— 27,37
— 18,24

0,00
+ 17,42
+ 55,27
+ 70,82

+ 100,01

+ 106,28

+ 106,76
+ 101,11
+ 94,39
-'m87,26
+ 77,22
+ 65,71
+ 51,72
-f 35,27
+ 24,22
+ 12,34

0,00
—9,16

— 18,43
—27,55
—35,59

187,92
93,82

27,61
9,797
6,193
4,053
1,901
0,5640
0,2253

0,15027
0,11135

0,06425
0,04159
0,02935
0,02500
0,02210

0,01750

Waterman (10)

Diff. % v St
— 58,55 426,12
— 46,70 200,53
— 33,65 100,48
— 14,97 29,79
— 2,52 10,649
0,00 6,750
+ 1,07 4,4384
+ 5,73 2,0975
+ 490 0,63187
+ 1.19 0,25628
0,00 0,17241
+ 0,59 0,12868
—1,88 0,07545
—3,62 0,049633
—0,71 0,035607
0,00  0,030004
2 + 1,20 0,027267
9 + 2,63 0,021972

273,1

278,1
283,1

2931
303,1
308,1
313,1
3231
343,1
363,1

373,96
383,1

403,1
4231
4431
453,9
463,1

483,1

T puUN OMTVHOSHVYIN I
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In auffélliger Weise macht sich dieses Bestreben in der bereits erwédhnten
Verdffentlichung von Gottner geltend und neuerdings auch in den Mitteilungen
von Rost [17,19] und Waterman [22] sowie in der durch Cameron [18]
vorgeschlagenen Vereinfachung des Vogelschen Zusammenhanges.

Das Ziel ist iberall dasselbe : gute Ubersicht, leichtes Rechnen, einfache
Ausdrucksweise. Nun kann man dies ja ohne weiteres tun, nur muss man immer
im Kklaren sein, in welchem Masse die Genauigkeit der Formel dadurch einge-
schrénkt wird.

Bei den obengenannten Verfassern wird dies in Betracht gezogen und
darauf einwandfrei hingewiesen.

Nun sind auch an unserer Gleichung gewisse Vereinfachungen teils mate-
matischer, teils messtechnischer Art mdglich.

Tabelle 1X
Isobutterséure
Berechnet nach
N7 MsEC g Leckrer (4 Girg® ¢
w., Of% . DOf% ., DOf%

2713— 0018868 0018844 —0,13 0018599 —18 0019113 + 128 273 —

|
2 283— 0,015681 o0,013681 000 0015631 —03 o0.,015681 0,00 283—
3  293— 0013175 0013237 + 047 0013323 4+ 11 0013170 —0,04 293 —
4 303— 0011289 0011318 + 026 0011471 + 16 0011275 —012 303—
5 311,48 0,010000 o.,010000 0,00 0,010000 0,00 31148
6 313— 0009804 000978 + 0,16 0009964 + 16 0009790 —014 313—
7 323— 0008618 0008552 —0,77 0008727 + 13 0008611 —O0,08 323 —
8 333— 0007642 0007540 —1,34 0007692 + 08 0007639 —004 333—
9 343— 0006827 0006703 —1,82 0006844 + 02 0006828 + 001 343—
10 353— 0006141 0006003 —2,24 0006122 —03 Q006111 000 353—
1 363— 0005535 0,005413 —2,19 0005509 —O04 0005552 + 030 363—
12 373— 0005011 0004912 —198 0004984 —06 0005041 + 059 373 —
13 383— 0,004556 0004482 — 163 0004534 —05 0004594 + 083 383 —
14 393— 0004172 0004111 —147 0004144 — 06 0004200 + 067 393—
15 403— 0,003832 0u03788 — 1,15 0003805 — 07 0003850 + 048 403—
16 413— 0003533 0003506 —076 0003509 — 05 0003538 + 014 413—
17

423— 0,003258 0.,003238 0,00 0003248 — 03 0,003258 0,00 423—

* Eigene Messwerte, auch E. L. Lederer . Kolloid-Beihefte Bd. XXXIV. H. 5 9. s.290.

Die Erdrterung unserer diesbezuglichen Vorstellungen, sowie auch der
Bedeutung der einzelnen Konstanten soll aber einer spéter zu erfolgenden Mit-
teilung Vorbehalten werden.

7 Ada Tedmica XIX/I—2



Tabelle No.

Gl. Vogel (5)

A C Tn

247,664 —3,61222 139,955
583,620 —4,0107/ —40,746
360,175 —3,35829 146,962
342,640 — 3,34863 164,036
334,100 —3,35017 177,684
320,171 —3,61176 68,426
197,129 —2,10903 179,951
379,445 —3,17329 212,406
460,653 —3,68270 37,717

No, VIII, Gleichung (2) nach Drucker u. Guzman :

Tabelle X

Gleichungs-Konstantenwerte

Gl. Lederer (4)

<o E I A
5826,— 0,008222 — 19628 120,6287
1117— 0,001618 32133 63,4249
72546 0,006665 — 14347 171,1052
9280,6 0,008639 — 33035 2051788

11758— 0,011074 — 55966 2732732
2970— 0,005190 08599 525625
9697,— 0,013464 — 5,7387 318,3035

22241, — 0,021548 — 14,796  425,8306
1656,— 0,001582 32083 54,7652

N = 2296,208

Gleichung (8)

c
—0,0016237 —2,560777
—0,0021848 —2,066838
—0,0014740 —2,147014

Gl. Waterman (10)

Tee p' B X

176,977 11774808 ——3,071726 2,85298
149,297

189,500 3987404,— —2,678240 2,56645

—0,0011834 —2,397974 191,549

—0,0005544 —2,910402

188,074

—0,0023566 — 1,957756 178,928

—0,0015419 —4,132957

156,097

0,0005444 — 3571030 206,594 13917523000 —2,183454 3,88338

—0,0025889 — 1,620309

B = — 6,6609

183,115

VNYVE T PUn OMIVHIOSYVIN =



Abb. 1. V. T. Kurven der einzelnen Funktionen eines Mineral-
schmierdles nach Tabelle VIII
I. Messwerte und Rechnungswerte nach Formel 8. II. Rechnungs-
werte nach Gleichung 5. Ill. Rechnungswerte nach Gleichung 4.
IV. Reichnungswerte nach Drucker und Guzman- (2)

Abb. 2. V. T. Kurven wie in Abb. 1, jedoch bei 100° C aufeinander
geschoben zur Illustration und besseren Ubersicht des Tempera-
turintervalls der Gilltigkeit der einzelnen Funktionen

NILIINOISSNTd NOA NILIVHUIA-HNLVHIdWILSLYLISOMSIA SvaA d34nN
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Nach Abschluss unserer Arbeit ist eine Abhandlung von Waterman [22]
erschienen, in der zur Beschreibung der Viskositdtstemperatur-Funktion fol-
gende Gleichung empfohlen wird :

(10

in welcher v die kinematische Viskositdt der Flissigkeit bedeutet, wé&hrend x,
A und B Funktionskonstanten ohne néher begriindete Bedeutung sind.

Abb. 3. Allgemeine vergleichende Ubersicht des Verlaufes der V. T. Kurven der einzelnen
Funktionen hei einem Kohlenwasserstoffgemische.
I., IV. Messwerte und Rechnungswerte der GI. 8. Il. Rechnungswerte nach GI. 5. Ill. Rech-
nungswerte nach GIl. 4. V. Rechnungswerte nach GI. 10

Diese Formel ist sehr &hnlich der von 6 nischiager [6 ] empfohlenen und
von uns schon im Jahre 1926 uUberpriften und spéter besprochenen (1) Formel.

Es war uns nicht mehr mdglich, auch diese Formel bei den verschieden-
sten Flussigkeiten zum Vergleich mit den anderen heranzuziehen, doch wollten
wir es nicht unterlassen, auch diese Formel — wie nur mdglich — in den Ver-
gleich mit einzubeziehen.

Bei drei verschiedenen Flissigkeiten wurden also die Konstanten auch
dieser Gleichung aus den bei den Ubrigen Formeln gebrauchten Messwerten
berechnet.
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Die einzelnen Rechnungswerte der Viskositaten dieser Flussigkeiten sind
in Tabelle I, 111 und VIII zusammengestellt.

Beim Vergleich dieser Werte kann man feststellen, dass sie sich in einem
etwas grdsseren Temperaturbereich als die der Ledererschen den wahren
Werten der Viskositdtstemperatur-Funktion anschmiegen, den Temperatur-
bereich der Vogelschen und unserer Gleichung erreichen sie aber nicht. Dieser
Befund kann jedoch natirlich noch nicht als Grundlage zu einer allgemeinen
Kritik dienen.
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ZUSAMMENFASSUNG

In unseren friheren Verdffentlichungen haben wir darauf hingewiesen, dass das Vis-
kositdts-Temperatur-Verhalten nicht nur eine der wichtigsten Wertungméglichkeiten fur die
Eignung von Schmierdlen ist, sondern auch als zuverldssiger Kennwert zur Kennzeichnung
von Flissigkeiten und gewisser Flussigkeitsgemische (vor allem Kohlenwasserstoffe und
Kunststoffe) dienen kann.

Dementsprechend suchten wir nach Mdglichkeiten, die bei verschiedenen Flussigkeiten
bestimmten Viskositdts-Temperatur Messkurven durch eine mathematische Funktion von
derselben Form auszudricken, die moglichst wenig Konstanten enthé&lt — denen aber auch
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physikalische Bedeutung zukommt — und die V. T. Kurven doch mit einer fiir die Praxis aus-
reichenden Genauigkeit darzustellen vermag.

Nun untersuchten wir die in der Literatur empfohlenen, fir die oben gestellte Anforde-
rungen aussichtsvolle Beziehungen und verglichen hei verschiedenen Flissigkeiten die mit
Hilfe dieser Gleichungen in einem breiten Temperaturintervalle berechneten Werte mit den
— uns zur Verfugung stehenden m— Viskositdts-Temperatur Messkurven. Auf dieser Grundlage
wurden einerseits die Temperaturgultigkeitsgrenzen, anderseites auf Grund der beobachteten
Streuungen die relativen Nutzwerte der einzelnen Funktionen festgestellt.

Es wurde dann von uns eine — schon seit langem erprobte — folgende Beziehung vor-
geschlagen :

InVAC+BT+"rSf—

Auch diese wurde dann Gegenstand der vergleichenden Untersuchungen.

Es konnte bei den von uns bisher untersuchten Flussigkeiten und Flussigkeitsgemischen
festgestellt werden, dass sich die mit Hilfe dieser Relation berechneten Werte besser, und ver-
glichen mit allen dbrigen untersuchten Relationen in einem weitaus bereiteren Temperatur-
bereich, an die effektiven Messwerte schmiegen.

In der Folge wurden dann die Vor- und Nachteile der vorgeschlagenen Funktion ausfihr-
lich erdrtert. Zur Veranschaulichung unserer Erdrterungen wurden die Ergebnisse unserer
Messungen und Berechnungen in den beigeschlossenen Tabellen zusammengefasst.

THE VISCOSITY TEMPERATURE RATIO OF LIQUIDS AND ITS APPLICATION
FOR THE CHARACTERIZATION AND IDENTIFICATION OF LIQUIDS

B. MARSCHALKO and J. BARNA

SUMMARY

In their previous papers the authors were seeking a yardstick suitable for the univocal
expression of the real lubrication value of mineral lubeoils, independent of the measuring appa-
ratus. In the course of these investigations has turned up the problem of dependable qualitative
identification of certain mixtures of liquids, in the first place of hydrocarbons.

For this purpose the viscosity temperature function and for its characterization the
first derivative ofits logarithm was thought suitable. For the completion ofrelationships already
examined and published those recently suggested in literature for various liquids were investi-
gated. For this purpose the series of viscosity measurements executed by the authors on various
liquids within wide temperature ranges, as well as viscosity values factually measured, taken
from literature were confronted with data computed by the different formulae. On this basis
the values of each temperature range of validity and on the basis of the dispersions experienced
their relative values of applicability were established.

Thereupon the following formula suggested by one of the co-authors and proved for a
long time was presented, and data furnished by it were submitted to further comparative
examination :

INV=C+ BT + f-A T

It became possible to establish for the liquids and mixtures so far examined by the
authors, that the calculated values showed better accord with actually measured values — even
in wider temperature ranges — than was that the case with any other formula here inves-
tigated.

Further analysis extended on the demonstration of advantages and of disadvantages
of the suggested relationships.
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LE RAPPORT VISCOSITE-TEMPERATURE DES LIQUIDES, ET SON APPLICATION
A LA CARACTERISATION ET L’IDENTIFICATION DES MELANGES DE LIQUIDES

B. MARSCHALKO et J. BARNA

RESUME

Dans leurs travaux antérieurs, les auteurs ont cherché les modes d’établissement d’une
mesure offrant I’expression non équivoque de la valeur lubrifiante réelle des huiles de graissage,
indépendamment de I’appareil d’essais.

Pour ce but, la fonction viscosité-température et, pour la caractérisation de celle-ci, la
deuxieme dérivée de son logarithme ont paru les plus convenable. Pour compléter les rapports
vérifiés et publiés, les auteurs ont aussi examiné ceux récemment proposés dans la littérature,
pour desliquidesdifférents. Dans ce but, ils ont comparé aux données calculées d’aprés les rap-
ports établis, les séries de mesures de viscosité effectuées par eux-mémes sur des liquides diffé-
rents, a des intervalles de température étendus, d’une part, et d’autre part les valeurs de vi-
scosité, obtenues par des mesures effectives communiquées par la littérature. Sur cette base, les
auteurs ont établi les valeurs de chaque limite de validité de température, et a la base des
dispersions constatées, ils ont calculé leurs valeurs d’application relatives.

Par la suite, les auteurs présentent suivante proposée par I'un d’eux et vérifiée depuis
longtemps, et dont les résultats obtenus ont déja donné lieu a des examens comparatifs :

Ini?=C+BT+~t-Ta,

Pour les liquides et mélanges examinés pas les auteurs, ceuxi-ci ont pu établir que les
valeurs calculées par cejte formule se rapprochent davantage des valeurs effectivement mesu-
rées, dans un domaine de température plus étendu, que tous les autres rapports qu’ils ont
examiné.

Un exposé détaillé des avantages et inconvénients du rapport proposé termine [’étude.

3ABUCMMOCTb MEXAY BHA3KOCTbIO U TEMMEPATYPOW XWAKOCTEW u MPU-
MEHEHWE3I ON 3ABUCUMOCTU ATSH XAPAKTEPUCTUKU N WAEN TUAMKAL N
CMECEV XWUOKOCTEU

B. MAPWWANKO n A. BAPHA

PE3IOME

B ony6nuKoBaHHbIX Hamu paHee pab6oTax Mbl 3aHUMANUChb BOMPOCOM OMPefeneHUs
nokasatenisl, NPUrOAHOTO ANA OAHO3HAYHOTO M HEe3aBMCMMOrO OT M3MepUTeNbHOro npubopa
BbIPQXEHUs [ENCTBUTENbHLIX CMAa304HbIX CBOWCTB MUHEpPanbHbIX CMa3ouHbIX Macen. B mpo-
Liecce 3TMX paboT BO3HWK BOMPOC HafieXXHOW MAEHTUGMKALMN OnpefeneHHbIX CMecelt XuaKoc-
Teil (B MepByt0 Ouepeab YrNeBoA0pO/Os).

[ns Takoi Lenn Mbl CUMTaIM MPUFOAHLIM MCMONb30BaTh MPOW3BOAHYI0 (DYHKLMN BS3-
KOCTb — TemrepaTypa 1 4ns ee XapakTepucCTuKI NepByto NPON3BOAHYIO ee norapudma. B mo-
NOMHEHNE YXKe WNCCNefOBaHHbIX M COOGBLLEHHbIX 3aBUCMMOCTE/ HaMmu Bbl0 BbLIMOMHEHO WCCle-
flOBaHNe TaKXe C TeX MOop BHOBb MPEANOXEHHbIX B NNTepaType [/1s_PasiMuHbIX KUAKocTelt
3aBMCMMOCTEA. [poBeeHHbIe HaMU ANA 3TOM Lenn Cepui M3MepeHMid BASKOCTU B LIMPOKOM
AnanasoHe TemnepaTtyp, fafee 3HaUYeHUs BA3KOCTU, AeMCTBUTENbHO U3MepPeHHble U B3AThle U3
JINTEPATYPHBIX COOGLLEHWNA, BbIM CPaBHEHbI C PACYETHBIMU JaHHLIMU, MOYYEHHLIMU MpPU Mo-
MOLUM OTZe/bHbIX 3aBMCMMOCTEA. Ha Takoii OcHOBe Hamu 6blin OMpefeneHbl 3HAUYEHUs A1
KaX/0ro OT/eNbHOrO [eiCTBUTENLHOMO TEMMNePaTyPHOro NPefena 1 Ha OCHOBE HabBMo/jaBLIMXCS
OTK/IOHEHNI — MX NPUMEHUMOCTbL MO OTHOLLEHUIO APYT K ApYTY.

B panbHeiiem coobLiasioch NPeAsioKeHHOe OHUM U3 HAC HUDKeNpUBeAeHHOE Bbipa-
YKEeHUe, KOTOpoe MOABEPranoch NMPOBEPKe B TeueHUe NPOAOMKUTENLHOTO BPEMEHU, MOMyYeHHbIe
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K€ Mpy MOMOLLY 3TOrO BLIPKEHNA fJaHHbIe MpeACTaBuAM COBOK MPeAMeT ANs NPOM3BOACTBA
AanbHEeWNX CPaBHUTENBHBIX UCCEA0BAHMIA.

B cnyuvae vccriefloBaHHbIX HAMU [0 CUX MOP XMUAKOCTEl 1 CMeceil MOXHO Gbl0 yCTaHo-
BUTb, UTO PACUETHbIE 3HAUYEHUS MO CPABHEHWIO CO BCEMUW MCCIEA0BaHHbIMI HAMM 3aBUCMMOCTSIMU
Jaxe B 60Mee LUIMPOKOM AnanasoHe TeMnepaTyp flydlle COBMajatoT C [eACTBUTENbHO W3MEepeH-
HbIMU  BaHHBIMU.

B fanbHeiiliemM feTanbHO OMMChLIBAtOTCA OTPULATENbHbIE W MONOXWTENbHbIE CTOPOHBI
MpeLsoXeHHO! Hamu 3aBUCUMOCTW.



ERMITTLUNG DER EIGENSCHWINGUNGSZAHLEN
BEI TORSIONSSCHWINGUNG MIT AUSSERER
DAMPFUNG

A. BALOGH

[Eingegangen am 21. August 1936]

Die nach einem neuen Verfahren erfolgende Ermittlung der Eigenschwin-
gungszahlen hei Torsionsschwingungen ohne Déampfung wurde vom Ver-
fasser in der VDI. Z. 1955 Nr. 6 verdffentlicht. Dieses Verfahren soll nachste-
hend fur den Fall vorhandener dusserer Dampfung erweitert werden.

Das D&mpfungsmoment als Widerstand sei mit der Schwingungsgeschwin-
digkeit proportional und ihr entgegengesetzt. Das periodische Moment ist :

-k « .
dt

wo k der D&mpfungsbeiwert in kgcmsek und f der Verdrehungswinkel ist.
Bei den Massen n sind die fur diesen Fall glltigen simultanen Differential-
gleichungen :

hfi + hfi' + ci(A-ff) = o
hfi A hfi ci (/2 fi) T“c2¢2 [/3)—0 N
Infn" + knfn c, 1(/,, —fn-1) —0

wo ¢ die Drehfederzahl in kgcm, | das Trdgheitsmoment in kgcmsek?2 ist. Die
partikulare Losung dieser Gleichungen ist :

fi = FiaN >/2 =p2ewt, ... 3)
Eingesetzt in (2) erhélt man :
Hiw2+ kjtv+ C)pl1—Cjp2= 0

(hu>2+ fw -f-Ci+ ¢c2dp2—Clpl—c2p3— 0 @)

en—Pn—1 Y (in T knu (- n_i)p,, —0
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Um die angedeutete Methode auch hier anwenden zu kdnnen, soll die folgende

Bezeichnung eingefiuhrt werden :

IlkW2+ kkw = 0kw2, k= 1,2 ...n

Somit geht (4) in:
(0liv2+ ci)Pi~ ciPa= 0

(02iv2+ cr+ cdp2—clpl—c2p3= 0

—Cn-IPn-1+ (0nNnW2+ GIl-I)Pn = 0

tUber. Aus (6) sollen die /3-W erte ermittelt werden :

Pi: P1 1+ T°1'0*

Ccl w2 , a
P3= —— PW e Pa+ — Pa+ Pa

Setzt man in (8) in das vorletzte Glied p 2 aus (7) ein :

\%
P3 = Pa+ — (65iPi+ 02Pa)

Ahnlich erh&lt man :

Pi= P3+ — (0iPi+ OaPa+ 03P3)

Addiert man noch die Gleichungen (6), so erhdlt man :

0i Pi+ 02Pa+ 03P3 + @IiPi+ e o« e e e+(0n/>n

woraus :

OiPi+ 02P2= - (03P3+ 04P4+ O5P6+ ' o« eee+0,p,)

Bezeichnet man noch :

0=04Zi + @5Za + ... + 0l—

P3 P3

©)

(6)

()

(8)

©)

10y

(11)

(12)

(13)
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und setzt (12) und (13) in (9) ein :

|V2
Pz _ .4 (83 + B)

Pa

(11) soll in folgender Gestalt geschrieben werden :

or+ P2 g5, (03+ 0) = O
Pl Pa
Setzt man hier die Werte von p aus (7) und (14) ein
tva
01+ 14——0! 02+ 03+ ©
04.-+ — 72(03+ 0
Q g 2 )
Geordnet erhédlt man
0i 1 N 1 " 1+ 7
02 02 _c2 JI ——w;
1+ 7(1 0» 03 c2 1+ K
Fuhrt man die folgenden Bezeichnungen ein :
Ci - Vi
Qi
und
0
1+ =cn
Q,
so erh&lt man aus (17) :
_ 2 | 24Qn  4-1 —0
1c2Cn 4- va3

w2 4- vu

0

7

(14)

(15)

(16)

(17

(18)

(19)

(20)

In dieser Formel dandert sich nur der Wert C nach der Massenzahl. So ist z. B.

fir 3 Massen mit Dadmpfung C = 1, denn O

«12 *22 +1=0
IQ 4- vn MR 4- tla3

= 0 und somit ist:

21
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Es soll fir 5 Massen der W ert C5ermittelt werden ; zu diesem Zweck werden
unter Benutzung der bisherigen Ausfihrungen die folgenden Ergebnisse auf-
geschrieben :

P (22)
Pi
Pi _ IV Pi Po ff
=1 - BO B 23
Pi @ Pi P s (23)
P 3
1+ 24
Pi ®4+®5 BJiL (24)
Pi_ g4 <o= (25)
Ps

Es soll der Ausdruck (25) in (24) eingesetzt werden

1
P3 1+---G, 1+ (26)
Pi 04 Cc4 1 w2

05 C4 C4

Mit Benutzung von (18) erhdlt man schliesslich :

Pi =1+ BX1-j- W2 Vg (27)
Bezeichnet man
445 (28)
w2+ *>45
so geht (27) in
P3
Pi — 1+ ——sBUu 1+ F45 (29)
i
tiber. Ahnlich geht man vor bei (23) und man erhilt so:
PA= I+ W-SJ1 1+ 7445 (30)
Pi Q \ ‘ “ ;
-+ +
LR CERURNEE
Bezeichnet man
11 3 (l+ h) Tl (31)

™ (1 + E45+ u
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und eingesetzt in (30) nach einer Umformung

Pz —1 1 29 vy
P37 1+ 82 A3+ 3345

(32)
Es werden somit fur die Verhéltnisse von p die folgenden Ausdricke berechnet :

=1 + — 0X
Pi ci

P2 1-r 03Vsas

P3
(33)
Pi - 14+-6>40+ Ump
Pi R
Piz= i+ di-e,
P6 c4 5

Diese Werte von p sollen in (11) eingesetzt werden, die in folgender Weise
geordnet :

0.+ 1 g2+ 034 Pl g4 ra@pey - O (34)
p1 Pi Pi Pi )

Durch eine sukzessive Einsetzung erhdlt man :

; P P3 -
&+ T8 02 "0 g3y \.T-04 (147445)1 0
Pi Pi 3 1

Sodann folgt :

i + F,
Pal g2+ Ps Os/1+ G03 e =0
P I2 ’ 03(1 + ~445)

c3 ® i C3

und mit (31) ist:

ex+ P02 L V245, (35)
pl W2v 346 + uZ3
Setzt man hier noch den Wert von — ein, so ist das Endergebnis
Pi
U,,oV

\A/Z:jl-zf], * woTasd) g+l =0 (36)
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wo Cg = ¥Y3w.Um diesen W ert zu erhalten, berechnet man die Werte vn ... .v4
nach (18) und noch VIib5.

Der Rechnungsvorgang ist daher : Man wahlt einen Wert von w und
berechnet die r-Werte, sodann die F-Werte, z. B. bei 5 Massen mit Dampfung :

N5 MAS A3345

und eingesetzt in (36) ist diese Gleichung gleich 0, so wurde w richtig gewdhlt.

Bei mehr als 5 Massen mit dusserer Dampfung ist der Rechnungsvorgang
gleich dem schon angefihrten.

Anwendungen. Die abgeleiteten Gleichungen sollen in einigen Féllen mit
den aus dem Schrifttum [1] bekannten Ergebnissen verglichen werden.

3 Massen mit Dadmpfung. Gleichung (21) soll nach w geordnet aufgeschrie-
ben werden :

ICA-Fw2(vn + vI2+ 2+ v23) + vn (v2+ v23) + v2vZZ— 0 (37)

Setzt man die Werte von v ein, so erhalt man :

Md--w2lcd — + — 4
0, T o2 v

(38)

"F LR = 0.

+
0102 & NN + 0203

Es sollen die Werte 0 150 2und 0 3hiereingesetzt werden, wozu noch die folgenden
Ausdrucke zu berechnen sind :

01®2®8= 00273+ W 10200 0 h 72 (OO0 K) b
+W2BO0O 000‘b0O00)BN'O0O
0102=00 ‘bW1(00 00)‘bW200 (€Y))
A= 00+ Wi+ (00+ 00)+ w 200
%3 =00 +w 180 +O0) Tw 2k2k3

Bemerkung : Wé&ren die Werte pr... pn unbekannt, so wirde man fir die Ermittlung
dieser Werte eine Determinante erhalten [1, Seite 114], die zu einer Gleichung ungeraden Grades
2N—1 fihrt aber mit reellen Beiwerten. Solche algebraische Gleichungen haben eine reelle
Wurzel und je zwei konjugierte komplexe Wurzeln. Die komplexen Wurzeln sind :

W= —SF iw
Daher nach dem Eulerschen Satz :
ewt — c~st (A coscot+ B sin cot)

wo A und B unverdnderliche Werte sind. So wird aus co die Eigenschwingungszahl bei Da&mpfung
berechnet, deren Ermittlung sich der Verfasser zur Aufgabe gestellt hat. Daraus folgt, dass
fur die Ermittlung der Eigenschwingungszahlen bei Torsionsschwingungen mit dusserer Dadmp-
fung mit komplexen Zahlen, die ja zwei Koordinaten haben, gerechnet werden muss. Das ist
keine einfache Aufgabe, nichtsdestoweniger sind die hier verwendeten Gleichungen bei z. B.
5 Massen mit Ddmpfung viel einfacher als jene, die bei Holzer zu finden sind ([1], S. 113, 114).
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Nach dem Einsetzen aller dieser Werte erhalt man

ws w4 b +
14
1 1 1 1 A ; ;
B e 142 44 j44s j
Tz h + h A 4 A 4 4 4
14 +
+M2444+(:L L 1 +4- +
A4 4 \ hh 4
(40)
4+ 4 14701 1
+ 2 + N — o+ - +
44 AU ;
} i+ 12+ 13
+w . o2+ CX4 4 + 4 ",_C24----‘}i-+;-f1--1 2
A4 4 A 4 A 4 4
+ +
+CI.024 4 4 - 0.
4 4 4

Die charakteristische Gleichung (40) entspricht genau der Gleichung, die Holzer
benttzt ([1], S. 122). Vergleicht man aber diese Gleichung mit (21), so springt
die Einfachheit sofort ins Auge, was besonders darum wichtig ist, weil in beiden
Fallen mit komplexen Zahlen gerechnet werden muss. Gleichung (21) ist ein-
facher, Ubersichtlicher und die Mdglichkeit der Fehlerquellen is vermindert.

Sind alle D&mpfungen gleich 0 und bericksichtigt man die Vorzeichen
der zweiten Differentialgotienten beider Ldsungen der Differentialgleichungen
(einmal negativ und einmal positiv), so erh&lt man die bekannte charakteristische
Gleichung fir 3 Massen ohne Dampfung :

vy Q‘_c_ + Ly C2___1________1_n + c2-il- ti2-"t/3- = 0 (41)

iA 4 [ ] “ 444

Mint Benutzung von (39) soll ergdnzend hier der Fall mit zwei Massen und
&dusserer Dampfung untersucht werden.
In diesem Falle Ubergeht (36) in :

- 42
By ti=o0 (42)
Setzt man die Werte und v12 ein, so erhalt man :
w2+ + ®2 mc = 0.

&1 62
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Setzt man die Werte von 02 und ©2 ei'l urld m* Hilfe von (39) erhdlt man:
tv2(IrJ2-(-w 1(/2k1-f-1i k2 f-iv "kdk2 -f-
Ilw2  kxw  12w2-\- k2w 0

Dividiert man diese Gleichung durchwegs durch 1U2und multipliziert zugleich
mit w, so erhalt man :

rc3 -f- w2 ki + k2 -f-w : ! + hi % .eAiA :O (43)
h h ~h+T2  hh h h

Diese stimmt mit der von Holzer benltzten Gleichung [1, Seite 118] Uberein.
Funj Massen. Die Ausdriicke (28), (31) und (36) kdnnen fur einige prakti-
sche Félle vereinfacht werden. Es werden zwei Félle vorgefihrt.
Fall 1. Es sei:

K\ —k2= k3-- kd= K, I[= 12= Ig“ = |

Dieser Fall entspricht einem vierzylindrigen Motor mit einem Schwungrad.
Fir diesen Fall sind :

Il" v22 — v23 —1v33 "4
weiterhin :

A= h > Vi5

I+ < 5+ v
» v +
Va5 — 4 * H3345 — 1 + ( H 445)
W2 + »45 rC2(1+ F445)+ \
und schliesslich :
v h »Q + UI= o

w2 -f- V ro2C5 -}V

Fall 2. Es sei k= 0, d. h. vernachldssigbar klein zu k5.Fir diesen Fall ist:

c
V—fn —v2—v2 —v2B—VvB—vVsi-- — —u .

W eiterhin ist

Ansonsten bleiben die fur den Fall 1 entwickelten Gleichungen bestehen.
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SCHRIFTTUM

1. H. Holzer : Die Berechnung der Drehschwingungen. Berlin, 1921, Julius Springer.
2. A. Balogh : Ein neues Verfahren zum Ermitteln der Eigenschwingungszahlen von Torsions-
schwingungen. VDI. Z. 1955, Seite 178.

ZUSAMMENFASSUNG

Zur Ermittlung der kritischen Schwingungszahlen bei Torsionsschwingungen missen
vor allem die Eigenschwingungszahlen ermittelt werden. Fiir diese Berechnung wurde ein neues
Verfahren veroffentlicht [2] und nun wird dieses Verfahren auf Torsions-Eigenschwingungen
mit dusserer Dampfung erweitert; gleichzeitig werden die Vorteile dieses Verfahrens gegen
die bisher bekannten besprochen.

DETERMINATION DU NOMBRE D’OSCILLATIONS PROPRES EN OSCILLATION
TORSIONNELLE, EN CAS D'AMORTISSEMENT EXTERIEUR

A BAOH
RESUME

Pour la détermination du nombre critique d’oscillations, le nombre des oscillations
propres est a établir. Dans le vol. XV IIlI. des Communications de la Section Technique de
I’Académie Hongroise des Sc., I’auteur a publié ces calculs sans tenir compte de I’amortissement,
dont I'importance se manifeste justement en cas de résonance, c’est-a-dire pour les nombres
critiques d’oscillations, vu qu’il réduit I’amplitude selon le degré de I’'amortissement. L’exposé
du mode de détermination du nombre d’oscillations propres est donc aussi étendu pour les cas,
ou il faut compter avec I'amortissement extérieur.

DETERMINATION OF THE NUMBER OF SELF-OSCILLATIONS OF TORSIONAL
OSCILLATION WITH EXTERNAL DAMPING

A BAOXH
SUMMARY

For the determination of critical numbers of oscillation the number of self oscillations
has to be found. In vol. XVIII. of the Publications of the Eng. Sc. Section of the Hungarian
Academy of Sc. these calculations were presented by the author without consideration of damp-
ing, which is of importance just in the case of resonance, that is, at the critical number of
oscillations because it reduces the amplitude according to the degree of damping. Therefore
the determination of the number of self-oscillations is treated for the case too, when external
damping is present.

OMPEAENEHME UYWC/IA COBCTBEHHbIX KOJIEBAHUMA TOPCUMOHHBLIX KOJE-
BAHWIM C MOMOLLBIO BHELWIHEMO AEMM®NPOBAHUA

A BAIO™
PE3IOME

[na onpefeneHns KpWUTWYECKOro uucna KonebaHwii HeobXOAMMO OMpefensTb YWUCAOo
COBCTBEHHbIX KonebaHui. B xypHane [oknaabl OTAeneHMs TeXHWYeCKMX HayK AKagemuu
HayK BeHrpuu B Tome Ne XVIII coobuianack 0 Npon3BOACTBE 3TUX pacyeToB 6e3 yyeTa fAemr-
(h1poBaHMs, YTO MMEHHO B Clly4yae pe30oHaHca, T. €. B Cly4Yae KPUTMYeCKOro umcna konebaHui,
UrpaeT BaXHYH pO/b, TaK KaK BeMYMHA aMnAMTyAbl KONebGaHuil CHMXKAeTcs Mo CTeneHu
femncupoBaHnsa. TloaToMy onpefeneHue uucna COBCTBEHHbIX KonebaHWiA paccmaTpuBaeTcs
TakXXe [14 C/ly4yas, Korfa UMeeT MeCTO BHelLHee AemMndupoBaHue.

S Aua Tedmics XIX1—2






EINFLUSS GERINGER MENGEN
VON VERUNREINIGUNGEN AUF DIE WARMHARTE
DES WOLFRAMMETALLS

T. MILLNER
KOKRESP. MITGLIED D. UNGAR. AKAD. D. WISSENSCHAFTEN

und

L. SASS
FORSCHUNGSINSTITUT FUR DIE NACHRICHTENTECHNISCHE INDUSTRIE, BUDAPEST

[Eingegangen am 12. Oktober 1956]

Die Gluhlampen- und Radioréhrenindustrie, sowie fast alle Zweige der
vakuumtechnischen Industrie, bendtigen ein Wolframmetall, dessen Geflige in
rekristallisiertem Zustand aus grossen Kristallen besteht, und dabei der aus
ihm verfertigte Draht bei gewdhnlichen Temperaturen auch in rekristallisiertem
Zustand mehr oder weniger verformbar ist.

Es ist bekannt, [1] dass diese Eigenschaften in der Wolframerzeugung
dadurch gesichert werden, dass man der zur Herstellung des Wolframmetall-
pulvers dienenden gereinigten Wolframsdure zwecksméssig gewéhlte Zusatz-
stoffe (z. B. K, Na, Al, Si usw. enthaltende Verbindungen) in einem Gesamtver-
héltnis von rund 1% beimengt und daraus ein diese Zusdtze enthaltendes Wolf-
rammetallpulver herstellt. Bei einer entsprechenden Erhitzung der aus diesem
Wolframmetallpulver gepressten pordsen Wolframstdbe verdampfen die Zusat«-
stoffe, so dass in den festen gesinterten Stdben Fremdatome nur noch in einer
num. Konzentration von etwa 10  Zurlckbleiben. Die technologischen Eigen-
schaften und Kristallgrésse der rekristallisierten und gebrauchsfertigen W olfram -
produkte werden durch die Art dieser Fremdatome bestimmt.

Bekanntlich wird ein Grosskristallgefiige im Wolframmetall durch die
gemeinsame Anwesenheit von K, Si- und Al-Spuren gesichert. Noch unbekannt
sind uns aber diejenigen physikalisch-chemischen Vorgdnge, welche dieses
Geflge zustandebringen und wir kennen auch die speziellen Rollen der einzelnen
Atomarten hierin nicht. Unsere Wolframforschung strebt unter anderem die
Losung dieser Frage an. Fir diesen Zweck stellen wir verschiedene Wolfram-
metalle mit planméssig verdnderten Zusatzstoffspuren her und beobachten,
welche Eigenschaften und in welcher Weise sich nach der Art der Fremdstoff-
spuren richten.

So haben wir kirzlich [2] durch Beobachtung der Rekristallisation der einer-
seits K, Si und Al-Spuren enthaltenden grosskristallinen, anderseits nur K und
Si-Spuren enthaltenden kleinkristallinen Wolframdréhte festgestellt, dass Al-
Spuren die Kristallabmessungen nicht durch eine Erhéhung der Kristallwachs-
tumgeschwindigkeit, sondern durch die Verminderung der Keimbildungs-
geschwindigkeit vergréssern.

8:
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Unsere Vorversuche fihrten zu der Erkenntnis, dass auch die Warmharte
der Wolframmetallsorten sich nach der Art der Fremdstoffspuren richtet.
In dieser Abhandlung teilen wir die bisher gekldrten Einzelheiten dieses Zusam-
menhanges mit.

Einen starken Anlass zu dieser Untersuchung gab die Betriebsbeobachtung,
dass die nach dem gewohnten Verfahren hergestellten,aber nur K und Al-Fremd-
stoffspuren enthaltenden Wolframdréhte bei der Ublichen Bearbeitungstempe-

Bild 1. Halbmikro Warmhéarte-Messgerdt zum Messen von HvW erten bis 1000° C
unter Sehutzgasatmosphére

ratur von 800—850° C aufféllig »leichter« ziehbar als die nebst K und Al-Spuren
auch noch Si-Fremdstoffspuren enthaltenden Dré&hte sind, sowie unsere Fest-
stellung, dass dieser Unterschied in keiner der ublichen technologischen Mess-
zahlen zum Ausdruck gelangt.

Im allgemeinen bestellt in normalisiertem oder vollig entfestigtem Zustand
der Metalle ein eindeutiger Zusammenhang zwischen Zerreissfestigkeit und
Hdarte. Nach unseren Versuchen weisen verschiedene Wolframdrahtsorten bei
erhdhten Temperaturen trotz Ubereinstimmender Festigkeitswerte voneinander
abweichende Hértewerte auf. Das kann davon stammen, dass sie in hartgezo-
genem Zustande, also weder normalisiert, noch weichgegliht, geprift wurden,
bei hoheren Temperaturen im Zerreissversuch nach etwa 2—3 Min., im Hérte-
priufapparat aber erst nach etwa 30—40 Min. zur Messung gelangten und die
Entfestigung in den verschidenen Drdhten daher im Zerreissversuch einen viel
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geringeren und weniger unterschiedlichen Grad als bei der Héarteprifung
erreichte.

Wir haben fir unsere Untersuchungen eine Apparatur gebaut (Bild 1),
mit der wir an metallographischen Schliffsticken Halbmikro-Warmhéartemes-
sungen in Schutzgas bis zu einer Temperatur von 800° C auszufiihren imstande
sind. Die Konstruktionsskizze dieser Apparatur ist aus Bild 2 ersichtlich.

Bild 2. Konstruktionsskizze des Halbmikro Warmharte-Messgerates

Das Gerét besteht aus drei Hauptteilen. Der erste Hauptteil ist der Ofen, der
mittels vier S&ulen unmittelbar an den Sockel befestigt ist. Der zweite Teil ist
der obere Abschlusskdrper (dieser schliesst sich von oben an den Ofen an).
Hieran schliesst sich die Vickers-Pyramide mit dem Waagebalken und der
Transportvorrichtung an. Der dritte Teil ist der untere Abschlusskérper (dieser
schliesst sich von unten an den Ofen an). Hieran ist der das Versuchsobjekt
tragende Stdnder samt Thermoelement und die den Haltestab bewegende Vor-
richtung befestigt.

Der Ofenkdrper besteht aus einem doppelwandigen wassergekihlten
Eisenzylinder,in dessen Ladngsachse sich eine mit Kanthal-D Draht (6) bewickelte
Quarzréohre von ca. 60 mm Durchmesser befindet. Der Raum zwischen der
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Quarzréhre und dem Eisenzylinder wurde mit Schamottmehl (13) ausgefillt.
Die beiden Enden der Quarzrohre wurden mit je einem durchgebohrten Scha-
mottstopsel versperrt. Durch die obere Stopselbohrung ragt in das Ofeninnere
der die Yickers-Pyramide haltende Stab, durch die untere Bohrung der objekt-
tragende Stdnder ein. Der Ofen konnte an eine Wechselspannung von 220 V
angeschlossen werden. Die Heizspirale hatte eine Leistung von ungefdhr 700
W att.

Der doppelwandige wassergekihlte (9,10) und in der Mitte rund ausgeschnit-
tene obere Abschlusskdérper ist mit Schrauben unter Zwischenschaltung einer
Gummidichtung an den Ofen befestigt. Der runde Ausschnitt ist mit einer,
zwischen zwei Prismen gleitenden, sorgfdltig gepassten tind gut dichtenden
Platte verdeckt. An diese Platte schliesst sich eine waagerechte Schrauben-
spindel mit einer Ganghdhe von 1 mm an, die mittels eines spielfrei angepassten
und mit einem Teilkreis (Teilzahl = 50) versehenen Handrades (4) vom Mittel-
punkt bis zu einem Abstande von 10 mm verschoben werden kann. Auf der
Gleitplatte befindet sich eine wassergekihlte Messingbichse zwecks Fihrung
der Pressstange. Die Yickers-Pyramide (11 ist auf die untere Endfldéche der aus
hitzebestdndigem Stahl gefertigten Pressstange angepasst. Die Zufilihrung des
Schutzgases geschieht ebenfalls durch die Gleitplatte. An der Gleitplatte ist
noch der die Pressstange belastende Waagebalken (2) befestigt, der mit Hilfe
eines exzentrisch angeordneten Rades von der Pressstange abgehoben werden
kann. An dem oberen Ende der Pressstange ist ein elektrischer Kontakt ange-
bracht, der bei der kleinsten Aufwdértsbewegung der Pressstange den Stromkreis
einer Signallampe schliesst und dadurch das Zustandekommen der gegenseitigen
Beruhrung des Versuchsobjektes mit der Vickers-Pyramide anzeigt.

Der untere Abschlusskdrper hat eine dem oberen &hnliche Ausfihrung
und ist mittels einer Klinkevorrichtung unter Zwischenschaltung einer Gummi-
dichtung leicht lésbar an die untere Ofenflache befestigt. Auch an diesem befin-
det sich eine Gleitplatte mit einer die Platte bewegenden Vorrichtung. Diese
Gleitplatte kann ebenfalls von M ittelpunkt bis zu einem Abstande von i 10 mm
verschoben werden, ihre Bewegungsrichtung liegt aber senkrecht zu der Bewe-
gungsrichtung der oberen Gleitplatte. Infolge der senkrechten Bewegung der
beiden Gleitplatten kann die Vickers-Pyramide an jeglichen Punkt einer Ver-
suchsflache von 20x20 mm eingestellt werden. Durch die an die untere Gleit-
platte befestigte Messingbichse ragt in das Ofeninnere die hohle, aus hitze-
bestdandigem Stahl gefertigte Objekttrdgerstange ein. Auf dem oberen Ende der-
selben befindet sich eine mit einem Dornversehene Scheibe (3), welche die Objekt-
fassung gegen eine Relativbewegung sichert. Auf dem unteren Ende des Stabes
befindet sich ein Feingewinde. Mittels eines, auf dieses Gewinde passenden
Handrades (5) mit Teilkreis (Teilzahl = 50) kann der Stab Uber eine Strecke von
ca. 25 mm auf- und abwérts bewegt werden. Die Drehung des Stabes wird
durch einen Keil verhindert. Das Thermoelement ist durch den Hohlraum des
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Stabes gefuhrt. Der LOtpunkt (7) desselben befindet sich vom oberen Ende der
Stange und somit auch vom Versuchsobjekt in einem Abstande von 1—2 mm.
Durch die Ausfluss6ffnung des an das untere Ende des Stabes passenden Kopfes
kann das Spilgas abgefuhrt werden. Die Dréhte des Thermoelements werden
ebenfalls durch diese Ausfluss6ffnung gefiihrt. Beim Auswechseln der Versuchs-
objekte kann der ganze untere Abschlusskdérper so weit gesenkt werden, dass
der Objekttisch bequem zugénglich wird.

Wir haben mit diesem Gerédt (die Ubliche Auswertungsmethode benut-
zend) die Vickers-Harte (Hy) einiger solcher Wolframmetallsorten in dem
Temperaturinterwall von 20—-800° C festgestellt, die sich voneinander darin
unterschieden, dass wir dem Grundstoffe, der mdglichst grindlich gereinigten
Wolframsdure, die in der Tab. 1 angeflihrten verschiedenen Zusatzstoffe beige-
mengt haben und die demzufolge recht verschiedene Kristallgefige und mecha-
nisch-technologische Eigenschaften besassen.

In der Tafel sind diejenigen Fremdstoffspuren (Fremdatome) angefihrt,
die in den nach dem bei uns Ublichen Verfahren hergestellten gesinterten Stdben
und gezogenen Dréhten Zurlickbleiben. Mit unseren Hérteprifungen beabsich-
tigen wir teilweise gerade den Einfluss dieser Zusatzspuren auf die Warmhérte
klarzulegen.

Tafel 1
] l-[ 7 ittli it
e L T T
m q vonQImm0  von 01 nin o
inlO6 Brdtn bei 2D °C
KO NA Sig D3 A k nNa si Fe Al

GK j03 02 04 0,03 0,05 9 + 4 2<1 2300 5—10 biegbar
uc 0,3 0,2 0,4 — — <1 + 3 2<1 2000 0,3—1,0 kaum biegbar

KAl 03 — — — 0,05 5 +2 17 2 2000 ~0,01 brichig

<1 +10 6 1 1600 ~0,01 sprode

Wir haben bis jetzt die Hérte folgender, geméss dem ublichen Wolfram-
verfahren hergestellten Zwischenprodukte im Temperaturintervall von 20° C
bis 800° C bestimmt :

1. Gesinterte Stdbe. Aus einem Metallpulver der Korngrésse von 1—2 /n,
unter einem Druck von 0,7 t/cm2 gepresste, stufenweise bis ca. 3000° C erhitzte
und dabei bis zu einem sp. Gewicht von 18,0—185 gesinterte Stébe.

2. Gehammerte Stdbe mit einem Durchmesser von 4,3 mm. Der Quer-
schnitt der auf die Temperatur von 1500° C erhitzten Stdbe nach 1 wurde an
einer rotierenden H&mmermaschine in mehreren Stufen bis zu einem Durch-
messer von 4,3 mm verjingt.



120 T. MILLNER und L. SASS

3. Entfestigte (weichgeglihte) Stdbe mit einem Durchmesser von 4,3 mm.
Die Stdbe nach 2 wurden zwecks Entfestigung bei einer Temperatur von 2600° C
3 min. lang (im Falle von UC Metall hei 2900° C 3 min. lang) erhitzt.

4. Gehammerte dinnere Stibe mit einem Durchmesser von 1,5 mm.
Die nach 3 weichgeglihten Stdbe wurden bei von 1300° C bis 1000° C abneh-
menden Temperaturen in mehreren Stufen an rotierenden Ha&mmermaschinen
weitergehdmmert.

5. Gezogene Wolframdrédhte mit einem Durchmesser von 0,6 mm. Die
nach 4 gehd&mmerten dinnen Stibe wurden durch Hartmetallziehsteine bei
von 850° C bis 700° C abnehmenden Temperaturen unter Verwendung von
Graphitschmierung stufenweise bis zu einem Durchmesser von 0,6 mm gezogen.

Einfassung en

far eckige fur runde
Wo/framstiicke Wolframstucke
7

H

Bild 3. Schliff-Einfassungen fir Warmharte-Messungen

Zwecks Vergleichung haben wir noch die Vickers-Harte der nach dem
analogen Verfahren aus Molybddnmetallpulver hergestellten Zwischenprodukte
in dem Temperaturintervall von 20° C bis 800° C bestimmt.

1. Gesinterte Stdbe. Gepresst aus Metallpulver der Korngrésse von
2— 3 fi, gesintert bis zu einem sp. Gewicht von ungefdhr 11. Das Metall-
pulver wurde aus ungefdhr 0,3% K und 0,2% W enthaltendem Ammonium-
molybdat hergestellt.

2. Gehammerte Stibe mit einem Durchmesser von 4,3 mm.

3. Entfestigte Stdbe mit einem Durchmesser von 43 mm. Die nach 2
verfestigten Stdbe bei 1800° C 3 min. lang ausgegliht.

4. Gehammerte dinne Stabe mit einem Durchmesser von 1,5 mm. Die
nach 3 hergestellten weichgeglihten Stdbe, bei von 1000° C bis 700° C abneh-
menden Temperaturen an rotierenden Hammermaschinen verjingt.

5. Gezogene Molybd&ndrdhte mit einem Durchmesser von 0,6 mm. Die
nach 4 hergestellten dinnen Stdbe wurden bei von 700° C bis 600° C abnehmen-
den Temperaturen durch Hartmetallziehsteine unter Verwendung von Graphit-
schmierung stufenweise bis zum Durchmesser von 0,6 mm gezogen.

Aus all diesen Zwischenprodukten wurden entsprechend eingefasste (Bild 3),
polierte metallographische Schliffe angefertigt und ihre Vickers-Héarten zuerst
bei Zimmertemperatur bestimmt. Danach wurden sie einzeln in das Warm-
harteprifgerédt gelegt und auf ihrer Oberfliche nacheinander, bei 800° C, 600° C,
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400° C und 200° C, unweit voneinander je ungefédhr zehn Eindricke mit der
Vickers-Pyramide vorgenommen. Nach der Abkihlung wurden die Auswer-
tungen aller Eindricke zugleich durchgefuhrt.

Die bisherigen Ergebnisse unserer Versuche sind in den Bildern 4—8
dargestellt. Hieraus kdnnen folgende Folgerungen gezogen werden :

a) Die Héarte der gesinterten Stébe ist von den Zusatzstoffspuren praktisch
unabhé&ngig und nimmt im Intervall von 20° Chis 800° Cvon 3—400 Hy auf
100 Hy ab (Bild 4).

b) Die Hérte der gehdmmerten Stdbe mit dem Durchmesser von 4,3 mm
ist der Bearbeitung zufolge in dem ganzen untersuchten Temperaturintervall

Bild 4. Zwischen 20° C und 800° C ge-
messene Warmhaéarte-Werte von a mit K,
Siund Al, b mit K und Si, ¢ mit K und
Al praparierten gesinterten W olframsté-

Bild 5. Zwischen 20° Cund 800° Cgemes-
sene Warmharte-Werte von 4,3 mm
dicken gehdmmerten Stdben, welche
aus den Stdben dei 4. Bildes hergestellt

ben und d von einem Molybdénstab wurden
(unterbrochenee Linie)

bedeutend hoher, als die der gesinterten Stdbe. Die Hérte der UC, KA und W
Stébe fallt im Temperaturintervall von 20° C bis 800° C von den Zusatzstoff-
spuren unabhéngig von 500 Hy auf 180 Hy ab. Die Hé&rte der GK Stdbe nimmt
von 500 Hy nur auf 260 Hy ab (Bild 5).

c) Es ldsst sich in der bei Zimmertemperatur gemessenen Hé&rte der 4,3
mm Stébe eine Wirkung der Weichglihung nicht erkennen. Die Hé&rte s&mtlicher
entfestigten Stdbe ist von den Zusatzstoffspuren praktisch unabh&ngig und
nimmt zwischen 20° C und 800'C von 500 Hy auf 100 Hy ab. Sie erreicht
also bei 800° C die glinstig niedrige Hdarte der gesinterten Stdbe. Eine Wirkung
der Entfestigung zeigt sich bei unseren Abmessungen hauptsdchlich oberhalb
400° C (Bild 6).

d) Wéhrend des H&mmerns von dinneren Stdben erscheint bei allen
Wolframsorten, und zwar praktisch in gleichem Masse, abermals die verfesti-
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gende Wirkung der Bearbeitung. Die Hérte sdmtlicher Drahtsorten fallt vom
Zimmertemperaturwert von 500—600 Hy bis zur Temperatur von 800° C auf
ungefdhr 220 Hy ab. Der Abfall ist bis 400° C steiler als oberhalb dieser Tempe-

Bild 6. Zwischen 20° C und 800° C gemes- Bild 7. Zwischen 20° Cund 800° C gemes-
sene Warmharte-Werte von denselben

sene Warmharte-Werte derselben Stabe
wie in Bild 4, nach einer Weichglihung Staben wie in Bild 6, nach dem Ham-
(Nachsinterung) mern bis zum Durchmesser von 1,5 mm

Bild 8. Zwischen 20° C und 800° C gemessene Warmharte-Werte von denselben Stdben wie
in Bild 7, nach dem Ziehen bis zum Durchmesser von 0,6 mm. Ziehstein- und Drahttemperatur
beim Ziehen etwa 800° C

ratur. In dieser Bearbeitungsstufe scheint die Héarte der einzelnen Wolfram-

metallsorten von den Zusatzstoffspuren unabhé&ngig zu sein (Bild 7).
e) Die Hdrte der gezogenen 0,6 mm Dréhte betrdgt bei Zimmertempe-

ratur 600 Hy (die des UC Drahtes nur 500 Hy, wahrscheinlich deshalb, weil
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die Weichglihung der UC Drahte bei hoheren Temperaturen vollzogen wurde).
Die Hartewerte bei 800° C lassen sich in zwei Gruppen teilen. Die Hé&rte der
nebst anderen auch Si-Zusatzstoffspuren enthaltenden GK und UC Dréhte
betrdgt hier ungefahr 250 Hy, dagegen weisen die Si Zusatzstoffspuren nicht
enthaltenden (mit Sinicht préparierten) KAl und reine W Metalle den bedeutend
niedrigeren Wert von ungefdhr 180 Hy auf (Bild 8).

Aus den Bildern ist noch ersichtlich, dass die Harte des parallel mit den
verschiedenen Wolframmetallsorten wuntersuchten Molybddnmetalles (Sorte
RMo) bei grdsseren Abmessungen im ganzen Temperaturintervall, besonders
aber bei Zimmertemperatur, bedeutend niedriger als die der Wolframmetalle ist.
Ausserdem ist es ersichtlich, dass bei einer Erhohung der Temperatur der Héarte-
abfall des Molybdédnmetalles kleiner als der der Wolframmetalle ist. Die Hérte
des gehdmmerten 1,5 mm Molybdédnstabes ndhert sich oberhalb 400° C den
W erten der Wolframmetalle an. Die Hé&rte des gezogenen 0,6 mm RMo Molyb-
dédndrahtes stimmt oberhalb 400° C mit der Hd&rte der Si-Zusatzspuren nicht
enthaltenden KAl und W-Drahte lberein.

Es geht aus diesem Tatbestand klar hervor, wie sehr sich die Warm-
héarteeigenschaften der KAl und W -Dré&hte von denen der auch noch Si-Zusatz-
stoffspuren in einer num. Konzentration von 10~5 enthaltenden GK und UC-
Dréhte unterscheiden.

All das gibt eine ausreichende Erkldrung fir die erwdhnte Betriebsbeobach-
tung, nach welcher sich die KAl und W-Drédhte (bei der Temperatur von ca.
800° C) viel »leichter« als die UC oder GK-Dréahte ziehen lassen.

Noch etwas kann unseren Beobachtungen entnommen werden.

Die Si-Atome kénnen in den, mit K, Si, Al und mit K, Si hergestellten
Wolframsorten in einer num. Konzentration von etwa 10- 5den Entfestigungs-
vorgang, infolge dessen die hei 800° C gemaé&ssenen Yickers-Hdrten der reinen
(W) und nur K, Al enthaltenden Wolframdrédhte von 0,6 mm Durchmesser auf
etwa 180 Hy herabsinken, so weitgehend hindern, dass sich die Warmhérte bei
den mit Si-Zusatz hergestellten GK und UC Wolframdrahten unter denselben
Bedingungen nur auf den Wert von 250 Hy vermindert.

Die Ursache dieser Erscheinung darf man vielleicht darin suchen, dass
die Si-Atome — gemadss der Ausfiihrungen von T.Millner[1l]— die unbesetzten
Gitterstellen und die dislozierten Gitterpartien aufsuchen, sich dort mit gerich-
teten Yalenzkraften festhalten und dadurch die fir den Entfestigungsvorgang
notwendige Beweglichkeit der Fehlstellen [3] vermindern oder aufheben.

Wir setzen unsere Untersuchungen in dieser Richtung fort.

Herrn Prof. L. Gillemot danken wir fur wertvolle Hinweise beziglich
des Zusammenhanges zwischen den Festigkeits- und Hé&rtewerten der gewdhn-
lichen Metalle.
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ZUSAMMENFASSUNG

Die nitzlichen Eigenschaften der in der Gluhlampen- und Radioréhrenindustrie ver-
wendeten Wolframdrahte werden dadurch gesichert, dass der Wolframsaure Zusatzstoffe
(z. B. Verbindungen von K, Na, Al, Siusw.) in einer Menge von etwa 1% beigemengt und daraus
Metallpulver und gepresste Stadbe hergestellt werden. Beim Sintern dieser Stdbe verdampfen
die Zusdtze so weitgehend, dass in den Stdben und in den daraus hergestellten Drahten Fremd-
atome schliesslich nur in einer num. Konzentration von etwa 10-5 Zuriickbleiben. Unseren
Versuchen nach werden insbesondere die Warmharte-Werte solcher Wolframmetallkdrper
durch die Art dieser Fremdsubstanzspuren bestimmt. Um dabei die speziellen Rollen der
einzelnen Atomarten aufklédren zu kénnen, bauten wireinen,im Text ndher beschriebenen Apparat
zur Bestimmung von halbmikro Warmhértewerten verschiedener Wolframsorten im Temperatur-
intervall von 20° C—800° C. Die mit Si-haltigen Zusatzstoffen hergestellten Wolframdrahte
wiesen bei 800° C einen durchschnittlichen Hartewert Ilv = 250, diejenigen, welche ohne
Si-haltige Zusatzstoffe hergestellt wurden, den entsprechenden Wert von Hy = 180 auf.
Durch Si-Spuren wird die Entfestigung bei 800° C der untersuchten Wolframdréhte erheblich

gehindert.

INFLUENCE OF SMALL QUANTITIES OF IMPURITIES
ON THE WARM HARDNESS OF TUNGSTEN

T. MILLNER and L. SASS
SUMMARY

The useful properties of the tungsten wires used in the incandescent lamp and radio
tubes industry are ensured by adding about 1% of various ingredients (e. g. K, Na, Al, Si com-
pounds) to the tungstic acid and producing metal powder and compressed rods. During the
sintering of these rods, the additions are evaporated to such an extent that finally the concen-
tration of foreign atoms remains only 10-5. According to the investigations of the authors,
chiefly the warm hardness values of these tungsten pieces is determined by the traces of
dopingmaterial. In order to investigate the influence of the various kinds of atoms, an appa-
ratus was built (described in the paper) for the determination of half-micro warm hardnesses of
various kinds of tungsten metals in the temperature interval 20° C—800° C. The tungsten wires
made with additions containing Si had an average hardness Hy=250 at 800° C, while the wires
without such additions had corresponding values of Hy = 180. Traces of Si considerably pre-
vent the hardness loss at 800° C of the tungsten wires which have been investigated.
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L'INFLUENCE DE PETITES QUANTITES D’IMPURETES SUR LA DURETE A CHAUD
DU TUNGSTENE METALLIQUE

T. MILLNER et L. SASS

RESUME

Les propriétés utiles des fils de tungstene utilisés dans la fabrication des lampes & in-
candescence et des tubes électroniques sont assurées par I’addition d’environ 1% de différentes
matiéres (par exemple composés de K, Na, Al, Si etc.) a I’acide tungstique et en produisant
de la poudre métallique et des tiges comprimées. A la concrétion de ces tiges les additifs s’éva-
porisent dans une telle mesure que finalement il ne reste qu’une concentration numérique de
10~5 des atomes étrangers dans les fils de tungstene. Suivant les essais des auteurs, c’est surtout
la dureté a chaud des corps en tungstene qui est déterminée par la composition de ces traces de
matiéres étrangeres. Pour pouvoir éclaircir le role des différentes sortes d’atomes, les auteurs ont
construit un appareil (décrit dans I’article) pour la détermination de la semi-microdureté a
chaud des différentes sortes de tungsténe dans I’intervalle des températures de 20° C a 800° C.
Les fils de tungsténe produits avec des additions contenant du Si avaient une dureté moyenne
Hv= 250 a 800° C, les fils fabriqués sans additifs au Si avaient une valeur correspondante de
TIV- 180. Des traces de Si empéchent largement la perte de dureté a chaud, & 800° C, des fils
de tungsténe essayés.

BAVNAHUE HEBO/bLLINX KOIMYECTB NPUMECEN (MPUCALIOK) HA TBEPAOCTb
MNP HATPEBE METANIJIMYECKOIO BOJIb®PAMA

T. MUIbHEP n /1. WAL
PE3IOME

MonoxuTenbHbIE CBOCTBA BOMb(PAMOBOV MPOBOMIOKM, MCMOMb3YEMOW NS Namn Ha-
KanuBaHus W paguonamn, 06ecrneyMBaloTCa TeM, YTO K BOMb(PaMOBOWA KucCoTe (TPMOKUCK
BO/bpama) f06aBNAIOTCA MPUMeCH B KOnMuecTBe OKono 1% (Hanpumep, coeguHenns K, Ca,
Al, SI 1 T. n.), N yXe U3 NONYYeHHOro mMaTepunana U3roToBNAETCH MeTa//IM4ecKuii MOPOLLOK,
a 3aTeM MpeccoBaHHble LWTabWKW. MMpu CrekaHun 3TUX LWTAabUKOB NpuUcagkn UCraparTca Ha-
CTO/NbKO, YTO B KOHEYHOM WTOre KOHLIEHTPaLMsA WMHOPOAHBLIX aTOMOB B LUTabuKax W B U3rOTOB-
NAAEMOI M3 HUX NPOBOMOKE COCTaBNAET NMULLb BENMUYUHY nopsagka 10-5. Hawm onbiTbl NOKasanu,
YTO B OCOGEHHOCTM 3Ha4YeHWs TBEPAOCTW MPU Harpese TakuX Tel U3 MeTasi/IMYeckoro BoSbg-
pama OnpefenalTca BUAOM 3TUX CNefjoB MpucafoK. YTobbl onpedenvnTb CneuuanbHyo ponb
OT/eNbHbIX BWAOB aTOMOB, HaMW Oblna NOCTPOEHa cneuuansHas annapartypa (6onee nofpo6HO
ornucaHHasa B CTarbe) 418 M3MepeHVsa NONyMUKPOTBEPLOCTU Pa3/INYHbIX COPTOB BO/Mb(lpama B
TemnepaTypHom uHTepBane oT 20 go 800°C. BonbpamoBsble NPOBOMOKM, U3rOTOB/IEHHbIE C
npucagkoi Si, umenn npu 800°C cpegHioto TBEpAOCTL Hv = 250, 3HaYeHWe TBEPAOCTM MPOBO-
NTOKW, U3roTOBNEHHON 6e3 npucagku Si 6bi10 cooTBeTCTBEHHO Hv = 180. Cneabl Si 3HaUUTENBHO
TOPMO3AT pacnpoyHeHre npu 800°C umccnefoBaHHbIX BOJb(PAMOBbLIX MPOBOJIOK.






UBER DIE WINKELPRISMEN DER GEODASIE*

Prof. Dr. h.c. A. TARCZY-HORNOCH
ORD. MITGLIED D. UNGAR. AKAD. D. WISSENSCHAFTEN

GEODATISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,
SOPRON

[Eingegangen am 16. Oktober 1956]

Die Verwendung von Glasprismen im Vermessungswesen kann auf eine
lange Vergangenheit zuriickblicken. Prismen mit dem Querschnitt eines gleich-
schenkeligen rechtwinkligen Dreiecks wurden in Prismenokularen, Mikroskopen,
Zeichengerédten seit langem verwendet, allerdings nur mit einfacher Reflexion
an Stelle von Spiegeln bzw. als Spiegel. Es sind auch mehr als hundert Jahre her,
dass Bauernfeind 1851 von den aus den erwé&hnten Prismen nach zweifacher
Reflexion austretenden Strahlen feststellte, dass die eintretenden und austre-
tenden Lichtstrahlen miteinander einen Winkel von 90° einschliessen und dass
daher so ein Prisma sich zur Absteckung von rechten Winkeln bzw. zum Auf-
suchen von Fusspunkten auf Geraden eignet [1]. Damit beginnt die allm&hliche
Zuruckdrdangung der von Adams im XVIII. Jahrhundert erfundenen Winkel-
spiegel (optical square), so dass letztere in unseren Zeiten eigentlich nur noch ein
historisches Interesse haben. Bauernfeind selbst hat in [1] sowie in seinen
weiteren unter [2, 3, 4,5, 6, 7] angefiuhrten Studien die verschiedenen Eigen-
schaften weiterer (vier- u. finfeckiger) Prismen auch mit mehr als zwei Refle-
xionen untersucht, so dass er nicht nur als Erfinder des einfachen Winkclprismas,
sondern auch der Ubrigen einfach verwendeten Winkelprismen anzusehen ist.
Fuglich hat Bauernfeind 1851 auch das WoLLASTONsche W inkelprisma zuerst
zur Absteckung von rechten Winkeln verwendet, wie er selbst dartiber 1868
auf [5; S. 491] berichtet. Wollaston selbst benitzte sein 1812 angegebenes
Prisma urspringlich an seinem Camera lucida genannten Zeichengerdt. Wenn
aber dies genugt um die zur Absteckung von rechten Winkeln im Vermessungs-
wesen verwendeten Prismen dieser Art als WoLLASTONsche Prismen zu benennen,
so durfte man folgerichtig auch das Prisma mit dem Querschnitt eines gleich-
schenkligen rechtwinkligen Dreiecks nicht als das BAUERNFEINDsche nennen,
weil dieses Prisma, genau so wie das WoLLASTONSsche, schon lange vor Bauern-

*Ein Teil dieser Untersuchungen erschien ungarisch unter dem Titel : A geodéziai
szogprizmékrél in der Zeitschrift »Geodézia és Kartografia«, Jahrg. 1955. S. 137— 151. Diese
Arbeit ist im Vergleich dazu teilweise wesentlich erweitert, telweise wesentlich abgekirzt. Auch
die in den »Freiberger Forschungsheften« erscheinende Arbeit: Einheitliche Herleitung der
geodétischen Winkelprismen unterscheide* sich von dieser wesentlich.
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feind — allerdings nicht zur Winkelabsteckung — gebraucht wurde. Das grosse
Verdienst von Bauernfeind besteht eben darin, dass er eine ganz neue Ver-
wendungsmadglichkeit der bereits friher bekannten Prismen erkanntund ausge-
nutzt hat. Wir sollten daher alle zur Absteckung von rechten Winkeln und zur
Aufsuchung von Fusspunkten dienenden einfachen Prismen als die Bauern-
FEINDSchen Prismen bezeichnen.

Im folgenden wollen wir einen Beitrag zu der an sich ziemlich reichen Lite-
ratur Uber Winkelprismen liefern, wobei aber nur die doppelt reflektierten gespie-
gelten Lichtstrahlen untersucht werden, weil die einfache Reflexion verénder-
liche Winkel, die mehr als zweifach reflektierten Lichtstrahlen aber zu licht-
schwache Bilder liefern.

1. Die einfachen Winkelprismen

Der doppelt reflektierte Lichtstrahl schliesst bekanntlich mit dem urspriing-
lichen Lichtstrahl den zweifachen Betrag des zwischen den spiegelnden Ebenen
sich befindlichen Winkels r ein. Bezeichnet man den ersteren Winkel mit o
so wird o= 2r. Zur Absteckung eines Winkels von der Grdsse @ist mithin ein

W inkelprisma erforderlich, dessen einer Flachenwinkel - ist. Wir nennen diesen

Winkel mit Samel, der die Absteckung verschieden grosser Winkel untersuchte
[29], den spiegelnden Winkel. (Der Lichtstrahl wird gespiegelt, d. h. reflektiert,
die Oberflache spiegelt, bzw. reflektiert.)

Es ist bekannt, dass der einfallende sowie nach zweimaliger Spiegelung aus-
tretende gebrochene Lichtstrahl an die bezigliche Ebene, bzw. aus der Ebene
unter gleichem Winkel einfallen bzw. austreten muss, damit der austretende
Lichtstrahl keine Farbenstreuung aufweise. Dies bedeutet, dass die den Licht-
strahl einlassenden und die ihn auslassenden Ebenen miteinander einen Winkel
von = 2r einschliessen missen. Weil der Lichtstrahl an beiden Ebenen gebro-
chen wird, wollen wir diesen Winkel gleichfalls mit Samel den brechenden W in-
kel nennen. (Auch Bodola verwendet diese Bezeichnung, allerdings in einem
anderen Sinne [8; S. 146].)

Es muss noch bemerkt werden, dass der Lichtstrahl bekanntlich aus einem
Prisma nur dann austreten kann, wenn er unter einem kleineren Winkel als der
Grenzwinkel der totalen Reflexion, auf die Ebene fallt. Der Austritt kann aber
auch in diesem Falle durch Versilberung usw. der fraglichen Ebene oder des
betreffenden Teiles der Ebene verhindert werden, falls dies zur Erreichung der
zweifachen Spiegelung erforderlich ist. Zur Spiegelung ist die totale Reflexion
glnstiger, weil sie keinen Lichtverlust verursacht und sie keine Versilberung
braucht, die mit der Zeit fahl werden kann. Der Grenzwinkel der totalen Refle-
xion betrdgt bei Kronglas im Durchschnitt 40°50% bei Flintglas 37°30°. Es
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gibt aber auch Glassorten, bei denen die Brechungszahl gleich 2 und so der
Grenzwinkel 30° betragt.

Die in der Bilderzeugung nicht teilnehmenden Prismenteile kénnen selbst-
redend weggelassen bzw. abgeschnitten werden.

Der Einfluss der Fehler in den spiegelnden und brechenden Winkeln soll
hier nicht untersucht werden, weil die Fachliteratur diese Fragen bereits ziem-
lich ausfihrlich behandelt hat, neuerdings z. B. in [33].

a) Einzelprismen zur Absteckung von 90°

Zur Absteckung von 90° sind nach dem Vorangehenden solche Prismen
erforderlich, die je einen WTnkel von 45° und 90° besitzen. In Bild 1 sei deshalb
A der Scheitelpunkt eines 45° und B jener eines 90° Winkels. Wenn man die

beiden Winkel um die Punkte A und B so dreht, dass die entsprechenden Schen-
kel dieser Winkel sich schneiden, so erhdlt man eine ganze Gruppe der zur Abstek-
kung von 90° dienenden Winkelprismen. Winkel Gber 180° haben in diesem Sinne
innerhalb der Winkelprismen keine Bedeutung, obwohl diese grundséatzlich ebenso
gut maoglich sind. Vom Standpunkt der Bilderbildung sind beim brechenden
Winkel dieser und dessen Supplementdre gleichwertig.

Im Falle, dass die Winkelhalbierenden gegenseitig durch den anderen Punkt
gehen, wie in Bild 1, entsteht durch Abschneiden des Uberflissigen Teiles das
bekannte Pentagonalprisma, das Goulier 1865 zur optischen Entfernungs-
messung und Prandtl [9] 1890 zur Absteckung von rechten Winkeln in Vor-
schlag brachte. Schon Prandtl bemerkte, dass die anderen beiden Winkel im
einzelnen verschieden gross sein kdnnen, wenn nur ihre Summe 225° ist [9 ;
S. 463]. Wir kénnen dies dadurch ergédnzen, dass durch entsprechende Verdre-
hung der beiden Winkel auch eine Form erreicht werden kann, bei welcher der
Lichtstrahl an dem einen Schenkel totale Reflexion erleidet und daher an diesem
einen Schenkel eine Versilberung nicht erforderlich ist.

Das rechtwinklig-gleichschenklige Prisma, das auch als einfaches Prisma
bezeichnet wird, ergibt sich aus dem Obigen als jener Grenzfall, bei welchem der

9 Acta Technics KIX/1 -2.
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eine Winkelschenkel der beiden Winkel durch den anderen Punkt geht, d. h.
die beiden oberen oder unteren Winkelschenkel des Bildes 1 zusammenfallen
(Bild 2). Dieses Winkelprisma kann also in dieser Beziehung als ein solches vier-
eckiges Prisma aufgefasst werden, bei welchem neben den erforderlichen Win-
keln von 45° und 90° der eine Winkel (an einer der beiden Katheten) 180° und
so der andere Winkel 45° ist. Aus bereits erwédhnten Griinden braucht man nur die
Hypothenuse mit Spiegelbelag zu versehen.

Ein anderer interessanter Sonderfall ergibt sich, wenn neben den erforder-
lichen 45 und 90gradigen Winkeln der eine von den beiden anderen Winkeln
90° und der andere 135° wird. Das so entstehende Prisma liefert die Hé&lfte des
Hensoldt—STUTZERschen Doppelprismas (vgl. [10; u. 11; S. 35]), jedoch

mit dem Unterschied, dass zur Absteckung des rechten Winkels nicht das dop-
pelte von 135° sondern von 45° dient und deshalb hierher gehdrt (Bild 3). Auch
diese Verwendung kannte bereits Bauernfeind (vgl. [12 ; S. 197, Abb. 160]).
W ir kénnen deshalb mit jener SCHELLENSschen Herleitung dieses Prismas, die
diese aus dem rechtwinklig-gleichschenkligen Prisma nach Bild 2 durch Abschnei-
den des oberen 45gradigen Teiles durch eine zu AB parallele Gerade entstehen
ldsst, nicht einverstanden sein [13 ; S. 231, Il1l.]. Die abschneidende Ebene darf
namlich in der Bilderzeugung keinen Anteil nehmen, weshalb nur das Prisma
nach Bild 4 aus dem einfachen Prisma abgeleitet werden kann. Nimmt die ab-
schneidende Ebene an der Bilderzeugung dennoch teil, dann kann das so ent-
stehende Prisma nicht mehr als vereinfachte Form des urspriinglichen Prismas
angesehen werden. Die hier angegebene Entstehungsweise der Winkelprismen
zeigt Ubrigens, dass im Viereck die spiegelnden und brechenden Winkel niemals
benachbarte Winkel sein kdnnen. Dies gilt auch fur das aus einem Viereck defor-
mierte Dreieck, bei dem zwischen den Winkeln von 45° und 90° an der ent-
sprechenden Kathete sich auch ein Winkel von 180° befindet. Dagegen kann das
Prisma in der Verwendung nach Bild 4 aus dem rechtwinklig-gleichschenkligen
Dreieck hergeleitet werden, weil die abschneidende Ebene an der Bilderzeugung
nicht teilnimmt.
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Nachdem in einem Viereck nur die Grésse von zwei Winkeln festgelegt
erscheint, die beiden anderen Winkel dagegen nur durch die Winkelsummenbe-
dingung des Viereckes begrenzt sind, kann auch zwischen den beiden letzteren
Winkeln das Verhé&ltnis 1:2 eingehalten werden, in welchem Falle das Prisma
auch zur Absteckung eines anderen Winkels verwendet werden kann, allerdings
in der Regel nur so, dass die Haltung des Prismas ge&ndert werden muss, d. h.
man wird zur Absteckung der beiden Winkel an verschiedenen Stellen in das
Prisma schauen. In unseren Falle, bei den Winkeln von 45° und 90° ist dann 225°
in drei Teile zu teilen und die beiden anderen Winkel werden folglich 75° und 150°

gross. Ja es kdnnen die spiegelnden und brechenden Winkel auch durch die zwei
gegeniberliegenden Ebenen gebildet werden, in welchem Falle zwischen diesen
Winkeln das Verhé&ltnis 1 :2 einzuhalten ist. Ein solches neuartiges Prisma, zum
Abstecken von rechten Winkeln zeigt Bild 5. Kennzeichnend dafur ist, dass nur
die Winkel zwischen je zwei nicht benachbarten Ebenen unveréndert sein missen
und mit dieser Einschrdnkung sonst alle Winkel des Prismas in Bild 5 verdnder-
liche Werte annehmen kdnnen.

Das Einhalten des Verhéltnisses 1 : 2 an allen Stellen istin der Regel unmdg-
lich, doch ergeben sich auch so viele Kombinationsmdéglichkeiten. Es wirde aber
zu weit fuhren, wenn wir alle diese Mdglichkeiten eingehender untersuchen
wollten und wir begnigen uns hier mit diesem Hinweis.

Bekanntlich fihrt die Absteckung von 270° praktisch gleichfalls zur
Absteckung des rechten Winkels, weshalb dazu auch jene Prismen verwendet
werden kénnen, deren spiegelnde Winkel in A von Bild 6jetzt 135°, der brechende
Winkel dagegen in B 270° betrdgt. Wenn jetzt die Winkelhalbierenden gegen-
seitig durch den anderen Punkt gehen, wie in Bild 6, so entsteht das nach
Wollaston benannte aber zur Absteckung von rechten Winkeln gleichfalls zuerst

9*
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von Bauernfeind 1851 vorgeschlagene Prisma (vgl. [5], S. 491). Der grosse
Vorteil dieses Prismas besteht darin, dass die Lichtstrahlen durch totale Refle-
xion gespiegelt werden, weshalb die Lichtstdrke grosser ist als im Falle der
Versilberung, abgesehen davon, dass hier die reflektierende Fladche nicht fahl
wird. Auch hier kann der Scheitel des 270gradigen Winkels abgeschnitten werden.
Durch Drehung der beiden Winkel um die Punkte A und B entsteht auch hier
eine ganze Gruppe der zur Absteckung von 90° geeigneten Prismen. Es mag
hier bemerkt werden, dass die Zuldssigkeit der unsymmetrischen Lage und der
verdnderbaren Grosse der beiden beim Schnitt der Winkelschenkel entstehenden
Winkel — im Gegensatz zu Bauernfeind — bereits Kruspér 1869 erkannt
hat [14 ; S. 70]. Es zeigt sich bei dieser Drehung, dass das in Bild 3 dargestellte

Prisma auch durch Drehung der Winkel nach Bild 6 entsteht, jedoch ist in diesem
Falle der spiegelnde Winkel 135° und es ist daher hier keine Versilberung erfor-
derlich (Bild 7). Auf Grund unserer friheren Erdrterungen haben wir jenen Fall
vor uns, bei welchem neben den Winkeln von 45° und 90° auch die beiden ande-
ren Winkel (135°und 270°) in dem geforderten Verhéltnis 1 : 2 zueinander stehen.
Wenn ein Winkel wie 270° in Bild 6 auswadrts zu liegen kommt, so ist in bezug
auf die Winkel des Vierecks selbstverstandlich der Ergdnzungswinkel zu nehmen.

b) Einzelprismen zur Absteckung von 45°

Die Absteckung von 45° hat bekanntlich neben der Absteckung des rechten
W inkels deshalb Bedeutung, weil dadurch die Entfernung des Punktes von der
Messlinie unmittelbar an der Messlinie abgelesen werden kann. Dieser Umstand
kann bei Hindernissen, wie Grdben, Wasser oder grossem Verkehr von Nutzen
sein.

Im Sinne der einleitenden Erdrterungen ist zur Absteckung von 45° ein
Prisma mit den Winkeln 22,5° und 45° erforderlich. Die um die Punkte A
und B drehbaren Winkel sind auf Bild 8 dargestellt. In dieser symmetrischen
Lage kdnnen die Ecken in A und B weitgehend abgeschnitten werden (vgl.
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Bild 8), so dass dieses Winkelprisma sehr kleine Abmessungen annimmt. Wenn
die beiden unteren oder oberen Winkelschenkel zusammenfallen, entsteht das
bekannte Halbpentagon (Bild 9), bei welchem nur der kirzere Schenkel des
22,5°-Winkels versilbert werden muss.

Nun kann aber der Winkel von 45° auch durch 180°— 45° = 135°, durch
180° -f- 45° = 225° und durch 360°— 45° = 315° abgesteckt werden, wie dies
auch aus Bild 10 zu entnehmen ist.

Bei 135° sind die erforderlichen Winkel 67,5° und 135° deren symme-
trische Lage in Bild 11 zu sehen ist. Auch hier kdnnen zwei Schenkel entweder
zusammenfallen oder zueinander senkrecht stehen. Nur bei stark brechendem
Glas kann hier eine Totalreflexion erreicht werden.

Betrachtet man den Winkel von 225°, so liefert dieser mit 112,5° bereits
eine Totalreflexion, wie dies aus Bild 12 entnommen werden kann. Eine brauch-
bare spezielle Form entsteht hier z. B. dann, wenn die oberen oder unteren Schen-
kel der beiden Winkel sich unter 90° schneiden. Bemerkt sei hier, dass der dop-
pelte Winkel von 112,5° nur 225° und nicht auch 45° sein kann ; deshalb kann
in dem Bild 9 derWinkel 112,5° nicht zur Absteckung von 45° verwendet werden.

Verwendet man endlich zur Absteckung den Winkel von 315°, so ist der
spiegelnde Winkel 157,5° und es entsteht das in Abb 13 dargestellte Bild. Auch
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hier kdnnen Sonderfélle entstehen, von welchen wir jenen Fall, bei welchem die
entsprechenden Schenkel zueinander normal stehen, eigens erwdhnen wollen.
In Zusammenhang mit der Absteckung von 45° durch totalreflektierendes Prisma

Abb. 13

sei bemerkt, dass Harpfer 1950 nur diese Absteckung mit Hilfe von 157,5°
und diese als neue Methode erwédhnt [15], obwohl dieselbe bereits von Bauern-
feind [12 ; S. 188] beschrieben wurde und nachher Vogler die ginstigste
Form dieses Prismas in Kombination mit der Absteckung anderer Winkel unter-
suchte [16; S. 310].

¢) Einzelprismen zur Absteckung von 180°

Im Sinne dieser vorangehenden Erdrterungen muss hier der spiegelnde
W inkel 90° und der zu den austretenden Strahlen gehédrige brechende Winkel
180° sein (Bild 14). Hier entsteht gleichfalls ein rechtwinkliges Dreieck wie in
Bild 2, jedoch liegen die beiden Winkelschenkel des 180°-Winkels hier in der
Hypothenuse und nicht wie dort in der Kathete AB. Die beiden anderen Winkel
kénnen hier beliebig sein, weshalb der Querschnitt des von Porro fir die Ein-
stellung in einer Geraden ausgegebenen Alineators [17 ; S. 119] ein beliebiges
— und nicht nur gleichschenkliges — rechtwinkliges Dreieck sein kann (Bild 15).
Bei dem Alineator von Bodola ist die obere oder untere Halfte der Hypo-
thenuse versilbert [8; S. 150], wodurch dieser Teil gleichzeitig zur Absteckung
von rechten Winkeln verwendet werden kann. In dem zum Alineator gehdrigen
Prismenteil sind die Katheten versilbert. Dies bedeutet also eine Verbindung
der Verwendungen des einfachen Winkelprismas zur Absteckung von 180°
und 90°im Sinne der Bilder 2und 14. Dieser aus d.J. 1893 stammende BoDOLAsche
Vorschlag ist somit wesentlich &lter als der &hnliche Gedanke von Mezynski [19]
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aus d.J. 1903. Hier mag bemerktwerden, dass die beiden Katheten des zur Ein-
stellung in der Geraden dienenden Prismenteiles nicht unbedingt versilbert
werden mussen, weil nach Bild 15 das Prisma leicht so gehalten werden kann,

dass an beiden Katheten Totalreflexion entsteht. Bei gleich grossen Katheten
hdlt man die Hypothenuse genédhert normal zur Geraden.

Jene Absteckung von 180° durch Einzelprismen, die durch die Absteckung
aneinander reichender rechter Winkel entstehen, wollen wir nach den Doppel-
prismen besonders untersuchen.

2. Doppelprismen

Diese dienen fast ausschliesslich zur gleichzeitigen Aufstellung in der
Geraden und zur Absteckung des rechten Winkels. Der Erfinder des Doppel-
prismas aus zwei einfachen Winkelprismen, des sog. Prismenkreuzes ist gleich-
falls Bauernfeind. Bei seinem ersten Prismenkreuz von 1851 dienten die ver-
silberten Hypothenusenfldchen nur zur einfachen Spiegelung [1] und es entstand
ein, die Spiegel durch Prismen ersetzendes Spiegelkreuz, welches nur zur Auf-
stellung in der Geraden, nicht aber zur Fusspunktbestimmung geeignet war.
Diese Verwendung ist aber in bezug auf die Prismen auch nicht neu, da sie
nur einen besonderen Fall des von Steinheil 1834 vergffentlichten Prismen-
kreises darstellt (Astron. Nachrichten, Bd. 11. [1834] S. 43—48 u. 105— 109),
wie darauf bereits Jordan 1893 hinwies [20]. Grundsdtzlich neu und praktisch
wichtig ist sein aus d.J. 1868 stammendes zweites Prismenkreuz (beschrieben ein
Jahr spéter in [4; S. 160—161]), das aus der Zusammensetzung zweier, die
doppelt gespiegelten Lichtstrahlen verwendenden Prismen entstand (Bild 16)
und so zur Aufstellung in der Geraden die Summe zweier rechter Winkel ver-
wendet, d. h. das Prismenkreuz ist auch zur Absteckung von rechten Winkeln
oder zum Aufsuchen von Fusspunkten geeignet.
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Aber auch das Bauernfeindsche Prismenkreuz zweiter Art hat noch
Nachteile, so z. B. jenen Nachteil, dass die Lichtstrahlen an verschiedenen Stel-
len der beiden Prismen eintreten und so keine Gerade bilden (vgl. Bild 16).

Abb. 16

Deshalb ist die von Starke und Kammerer um 1887 getroffene Anordnung

bei welcher die rechten Winkel lUbereinander liegen (Bild 17). Zwei

besser,
Bohn.

weitere Kombinationen der einfachen Winkelprismen stammen von

Die erste nach Bild 18 entstand 1888 (vgl. [18]) ; bei dieser liegen zwei Winkel
von 45° Ubereinander, welche Anordnung spéter auch von Schnellens ver-
wendetwurde [22]. Beider anderen, aus d. J. 1889 (vgl. [23]) liegt der rechte und
ein 45° grosser Winkel in einer anderen Form, wie in Bild 16 Ubereinander
(Bild 19). Diese spdtere Kombination ist weniger bequem als die erstere.
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In den letzten Jahren des vorigen und in den ersten Jahren dieses Jahr-
hunderts erschienen die zuerst von Hensot1dt [34], dann von Rost und zeiss
hergestellten Doppelpentagonalprismen (Bild 20), die spéter auch von anderen
Firmen erzeugt wurden. Sie haben gegenlber den einfachen Winkelprismen
einige Vorteile, wie grdsseres Gesichtsfeld und grdssere Lichtstidrke, jedoch sind
sie den Prismenkombinationen mit 135gradigen Winkeln insofern unterlegen,
als letztere Prismen keine Versilberung brauchen und deshalb nicht fahl werden
kdnnen.

Das erste Doppelprisma, das ganz ohne Versilberung arbeitete, ist jenes
von Stutzer, daS VON Hensotat in den Handel gebracht wurde [10] und das
aus zwei Prismen nach Bild 7 entstehend, in Bild 21 zu sehen ist. Die Licht-

strahlen fallen zwar nicht senkrecht auf die Eintrittsflachen, jedoch wird der
hierdurch verursachte Lichtverlust dadurch wettgemacht, dass der Lichtstrahl
durch Totalreflexion an den nicht versilberten Fldchen abgelenkt wird.

Das obengenannte Henso1at—STUTZERsche Doppelprisma (Kreuzvisier)
wurde nicht lange erzeugt, denn schon 1921 empfahl Honenner die Kombina-
tion zweier in Abb. 6 dargestellter sog. WOLLASTONscher Prismen [24], bei
welchen neben der Totalreflexion im Innern der Prismen die eintretenden Licht-
strahlen gendhert normal auf die entsprechenden Prismenflachen fallen (Bild 22).
Weil Honenner der Erfinder dieses Doppelprismas (Kreuzvisiers) ist, durfte
es angezeigt sein, dieses Doppelprisma als das H enso1at—HOHENNERSsche oder
noch besser H o henner—HENSOLDTsche zu nennen. Dieses Doppelprisma durfte
das beste bisherige Doppelprisma sein.

3. Doppelprismen ersetzende Einzelprismen

Trotz der grossen Vorzige des Hensoi1at—HOHENNERschen Doppel-
prismas bleibt das Bestreben die Doppelprismen durch ein einziges Prisma zu
ersetzen, aufrecht.

Schon Bauernfeina UNd dann vogier beschéftigten sich viel mit diesem
Problem. Die Bauernfeindsclic LOsung [12 ; S. 197, Abb. 160] ist noch unzu-
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friedenstellend, da die Stelle, die zur Verhinderung des Lichtstrahlaustrittes
versilbert werden sollte (bei Bauernfeina der Punkt 2), nicht versilbert werden
kann, weil von der anderen Seite der Lichtstrahl wieder hier eintreten muss.
Vogter hat dann dieses Prisma durch Verwendung eines entsprechenden
Querschnittes verbessert ([27] und [16; S. 310, Abb. 110]). Unser Bild 23
zeigt den VOGLERschen Strahlengang, der eigentlich der Vereinigung der Strahlen-
gange der Abb. 3 und 7 entspricht. Die Ldsung ist besser als die Bauernfeind-

sche, jedoch erfordert sie an zwei Stehen Versilberung und auch die asymmetri-
sche Haltung erweist sich als unbequem. Auch die VoGLERsche Ldsung konnte
sich nicht durchsetzen.

Es mag bemerkt werden, dass vogier auch den Fall behandelt [16 ;
S. 309], wie man mit einem einfachen Winkelprisma ohne Hilfspunkt sich in
einer Geraden aufstellen und den Fusspunkt aufsuchen bzw. den rechten Win-

kel abstecken kann. Auf Grund des Bildes 24 ist die Benutzung naheliegend, da
hier die zwei m durch doppelte Spiegelung rechte Winkel gebenden — W inkel
von 45° vorhanden sind. Unser unabhdngig von vogier entwickeltes Verfahren
ist etwas anderes. Es ist zunachst klar, dass das Erscheinen der Absteckstabe
der beiden Endpunkte in der Ndhe der beiden Scheitel der 45gradigen Winkel
noch keine Aufstellung in der Geraden bedeutet (vgl. Bild 25). Dies wird nur
dann erreicht, wenn die beiden austretenden Lichtstrahlen miteinander parallel
sind, d. h. senkrecht zur Geraden die Bilder der beiden Absteckstdbe praktisch
auf denselben Punkt zeigen. Deshalb verschiebtv ogi1er das Prisma der Hypo-
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thenuse entlang ein wenig und Uberzeugt sich so davon, ob die doppelt reflek-
tierten Bilder der Absteckstdbe auf denselben Punkt zeigen. Nach unserer eigenen
Erfahrung verschieben sieh die Bilder der Absteckstdbe bei N&dherung zur Gera-
den allmé&hlig gegen den 90°-Scheitel und nach der Erreichung der Grenze der
doppelten Reflexion verschwinden sie. Wenn man aber jetzt das Prisma einmal
im Sinne des Uhrzeigers und dann im entgegengesetztem Sinne ein wenig ver-
dreht, so erscheint zuerst das doppelt reflektierte Bild des rechten, nachher des
linken Absteckstabes ganz in der Ndhe des Scheitels des 90gradigen Winkels
und man kann sich so leicht Uberzeugen, ob sie auf denselben Punkt zeigen.
Wenn ja, so ist man auf der Geraden und bewegt sich jetzt auf dieser, bis der
gemeinsame Punkt aufjenen Absteckstab zeigt, dessen Fusspunkt gesucht wird.
Beide Verfahren erfordern ziemliche Ubung und sind nicht rasche Methoden,
weshalb sie sich nicht durchgesetzt haben. Eine Versilberung der Hypothenuse
des einfachen Prismas ist naturlich auch hier erforderlich.

Spdter, 1918 machte crUnert einen anderen Vorschlag [28]. Danach
(Bild 26) wird beim Pentagonalprisma der 45gradige Winkelscheitel nicht nor-
mal zur Halbierungslinie, sondern parallel zu dem einen selbst und setzt sich
aus zwei Stiicken zusammen : die Trennungsflache geht vom Scheitel des rechten
Winkels aus und ist parallel zu dem verkirzten kiirzeren Winkelscheitel des 45-
gradigen Winkels. Im oberen Teil der Trennungsfldche sind die beiden Teile
zusammengekittet und sie wirken daher zusammen wie ein Pentagonalprisma.
Im unteren Teil fehlt die Verkittung und die Trennungsfldche bringt ein dem sog.
WOLLANSTONSschen Prisma dhnliches Prisma mit 135° hervor, das zur Absteckung
des zweiten rechten Winkels dient. — Wir haben keine Kenntnis, ob dieses
Prisma jemals im Handel war, wahrscheinlich nicht und dies wére auch nicht
verwunderlich, weil neben der Versilberung auch Verkittung erforderlich ist.
Dann ist es aber einfacher, ein Ubereinander angeordnetes Pentagonal- und
WOLLASTONSsches Prisma mit ihren waagerechten Berihrungsflaichen zusammen-
zukitten.

Eine grundsdtzlich andere Ldsungsmdglichkeit entsteht dann, wenn man
sich entsprechend der Abb. 14 erinnert, dass jede gerade Fladche eines Prismas
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aus zwei miteinander 180° einschliessenden Ebenen entstehend angesehen werden
kann und wenn dabei noch ein Winkel von 90° und 45° vorhanden ist, so kann
dieses Prisma mit entsprechend grossen Abmessungen auch als Alineator dienen.
Man kann also mit dem Prisma nicht nur nach Bild 7 den rechten, sondern
auch den 180gradigen W inkel abstecken bzw. sich in einer Geraden aufstellen.
Diese Verwendung zeigt Bild 27, wobei nur die kirzere parallele Flaéche zu ver-
silbern ist. Dieses Prisma gilt in diesem Falle als ein entartetes funfeckiges
Prisma mit einem Winkel von 180°.

Es mag bemerkt werden, dass auch andere Prismen, die zur Absteckung
zu 90° dienen, bei Verwendung dieses oder eines anderen rechten Winkels am

Prisma im obigen Sinne gleichzeitig zur Absteckung von 180° herangezogen
werden kénnen. Ja es kann auch dasselbe Prisma in anderer Verwendungsform
dazu dienen, wie dies eine Erweiterung des Prismas nach Bild 4 zum Alignement

zeigt (Bild 28). Das Prisma hier erfordert an zwei Stellen Versilberungen.
*

Bei allen bisher behandelten Ldsungen der Aufstellung in einer Geraden
mit gleichzeitiger Fusspunktbestimmung durch ein einziges Prisma musste
letzteres asymmetrisch zur Geraden gehalten werden und erforderte an einer
oder zwei Stellen Versilberung der Flachen. Im Folgenden wollen wir eine Ldsung
mit einem symmetrisch zu haltenden Prisma versuchen, das keine Versilberung
erfordert.

Ohne Versilberung kann der rechte Winkel beiderseits nur mit Hilfe zweier
spiegelnder Winkel von 135° abgesteckt werden. Bei symmetrischer Anordnung
kann weiters ihre Handhabung wéhrend der Absteckung nur so erfolgen, dass
die Symmetrielinie normal zur Geraden steht oder mit dieser zusammenféllt.
Zur Vermeidung der Farbenstreuung sind weiters zwei gleichfalls symmetrisch
anzuordnende 90gradige brechende Winkel erforderlich. Diesen Forderungen
entspricht das im Bild 29 dargestellte Prisma, das aus einem Prisma mit quadra-
tischem Querschnitt durch zur Diagonale paralleles Abschneiden von zwei
gegeniberliegenden Ecken entsteht.
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Bei der Wahl der Abmessungen ist in Betracht zu ziehen, dass die bei a
eintretenden Lichtstrahlen an der Flache DE, die bei b eintretenden an DC
austreten missen. Dies erfordert eine bestimmte Lange des Prismas, die eine
Funktion der Brechungszahl des Glases ist. Bei n = 1,6 ergeben sich die im
Bild 29 dargestellten Werte, wobei es geniigt nur den Weg des bei a eintretenden
Strahles zu untersuchen, weil der Weg des bei b eintretenden Strahles spiegel-

bildlich gleich ist. Wenn die Diagonale des urspriinglichen Quadrates des Prismas
im Vergleich zur Breite im Verhéltnis 2,43 : 1 steht, d. h. einer Prismenldnge
von 5 cm eine Prismenbreite von 2,06 cm entspricht, so wird der Streifen der
doppelt reflektierten Lichtstrahlen durch die beiden &usseren Lichtstrahlen
bestimmt. Dabei ist der bei b eintretende Lichtstrahl deshalb der untere aussere,
weil dieser unmittelbar bei B noch auf die Fla&che AB fallend von dort gleich-
falls unmittelbar bei B auf BC reflektiert wird und so seinen Weg in der gezeich-
neten Weise fortsetzt.

Die untere |- und obere a-Grenze kann auch berechnet werden. Bei n — 1,6 bildet der
auf A F unter 45° fallende Lichtstrahl nach der Brechung den Winkel x mit dem Einfallslot,
der aus :

sin 45'

sin X — 16
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sich in 26°13'40" ergibt. Dieser Winkel ist gleichzeitig auch der Winkel, den der gebrochene
Lichtstrahl mit der Seite AB einschliesst. Man kann so aus dem Dreieck FBI die Lé&nge IF
berechnen, weil der bei B befindliche Winkel 45°— x = 18°46'20" ist. Die Lage des Punktes
f kann andererseits wie folgt bestimmt werden : Wenn die Breite BF des Prismas mit v, die
Lange BC mit h bezeichnet wird, so erhdlt man die Gesamtlange AD des Prismas in :

AD —hA-v.

Der bei D noch austretende Lichtstrahl wird an der Seite BC bei p reflektiert. Daher :

Bp=h+y —y ctg(45° —x).

Daraus :
/l,, = Wp sin(450- * )
Sill x
und :
1
A, Bq.
Endlich :
Af= Aqtgx .
In unserem Falle wird h= 500 — 2,06 = 2,94 cm,
Bp = 2,94 + 1,03 — 1,03 ctg 18°46'20" = 0,94 cm ;
03219

Bg= °9% o0opa = °684 cm;

1,4564 — 0,684 = 0,7724 cm ; Af= 0,772 «0,4925 = 0,387 cm ;

Aq
Al AB tg x — 1,4564 «0,4925 = 0,774 cm und //= 3,87 mm.

Bei der geringen Breite des Prismas ist letztere Grosse und so das Gesichtsfeld schon
merklich und nicht kleiner, als bei den lUblichen Kombinationen der einfachen Prismen, z. B.
bei der nach Bild 17 ; dabei arbeitet dieses Prisma mit Totalreflexion.

W ill man den Streifen der doppelt reflektierten Lichtstrahlen lind damit
das Gesichtsfeld immerhin vergréssern, so kann dies bei gegebener Brechungszahl
des Glases zundchst durch Yergrésserung der Lange erfolgen, weil dadurch der
hei/eintretende und D austretende doppelt reflektierte obere Lichtstrahl weiter
gegen A verschoben wird. Die untere Streifengrenze bei | kann deshalb nicht
verschoben werden, weil sonst der Lichtstrahl nicht auf AB, sondern auf BC
fallen wiirde und so der zur Absteckung von 90° erforderliche Winkel von 135°
sich nicht auswirken kdnnte.

Es gibt aber noch eine andere Mdglichkeit zur Yergréosserung des Licht-
strahlenstreifens und zur Verkleinerung der Prismenldnge, und dies ist die Ver-
wendung eines Glases mit grosserer Brechungszahl. Bei n = 1,80 und bei einem
Verhdltnis 2,4912 :1 der Prismenldnge zur Prismenbreite erweitert sich z. B.
der Lichtstrahlenstreifen bis zum 90gradigen Scheitel des Prismas (vgl. Bild 30)
und man erhé&lt bei einer Prismenldnge von 5 cm eine Breite von 2,01 cm. Dies
ergibt sich aus folgender Rechnung :
sin 45°

und x = 23°07' 52"
lo

Sin x =
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Der Winkel bei B wird hier: 45° — x — 21°52'08", weshalb die Projektion des unmittelbar
bei A ein- und unmittelbar bei D austretenden Lichtstrahls auf AD

2y ctg 21°52' 08" = 2,4914 v
wird. Die diesem W ert entsprechende Ai-Lange rechnet sich folglich in :
AB tgx = v\t= tg 21° 52' 08" = 0,2838 0.
Y2

Bein = 2wirde man fur x = 20°42'17", fur 45° — x = 24°17'43" und fur AD — 2,216 v
erhalten, was einem Prisma mit noch besserer Form entspricht.

Es sei hier bemerkt, wie dies schon aus den angestellten Erdrterungen
hervorgeht, dass nur die bei B und F liegenden 135gradigen, sowie die durch
AF und ED, bzw. AB und CD gebildeten abgeschnittenen rechten Winkel des
Bildes 29 eine genaue Herstellung erfordern. Die Ubrigen Winkel, so z. B. der
bei A liegende rechte Winkel, kbnnen Fehler auch von einigen Graden haben.

W ir mussen hier darauf hinweisen, dass jene Lichtstrahlen, die nicht unter
45°, sondern unter einem kleineren Winkel auf den um A liegenden Prismenteil
fallen, nicht in der N&dhe von D, sondern davon um so weiter austreten, je kleiner
die Winkel als 45° sind (Bild 31). Diese Abweichung kann aber nur so weit gehen,
bis der gebrochene Strahl die Flache AB, der austretende die Fl&che DE noch
trifft. Die Abweichung kann beiderseits bis etwa 30° anwachsen, welcher Umstand
die Verwendung des Prismas wesentlich erleichtert. Es muss allerdings bemerkt
werden, dass der divergierende Austritt der Lichtstrahlen die nacheinander
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folgende Beobachtung des Prismas von zwei Seiten erfordert. Es ist deshalb
zur Aufstellung in einer Geraden besser, wenn die Lichtstrahlen unter einem
grosseren Winkel als 45° auf das Prisma fallen und konvergierend austreten.
Will man sich also in der Verbindungsgeraden zweier in der Natur durch Absteck-
stdbe gegebener Punkte aufstellen, so ist es besser, dieser sich rickwértsgehend
zu né&hern, weil in diesem Falle schon weit von der Verbindungsgeraden die
Bilder der Absteckstdbe an den Fldchen DC und DE erscheinen. Je mehr man
sich der Geraden né&hert, um so ndher riicken die Bilder dem Scheitelpunkt D.
Jetzt halt man das Prisma so, dass D zwischen den Bildern der beiden Absteck-
stdbe in der Mitte zu liegen kommt und weiter riickwértsgehend bleibt man
dort stehen, wo die beiden Absteckstabbilder sich in D konzentrieren. Das
Uberschreiten der Geraden zeigt das Verschwinden der Bilder beider Absteck-
stdbe sofort und deutlich an. Das Aufsuchen des Fusspunktes erfolgt in bekann-
ter Weise durch Bewegung auf der Geraden, bis das Bild der beiden Absteck-
stdbe in D mit dem in der Natur unmittelbar gesehenen Absteckstab zusammen-
fallt. Das in der eigenen W erkstdtte hergestellte Versuchsexemplar hat dies
auch praktisch bestdtigt. Zum Einliben der neuartigen Verwendung war eine
halbe Stunde genug.

Man kann sich mithin mit einem einzigen Prisma, das keine Versilberung
braucht und symmetrisch gehalten werden kann, ohne Hilfspunkt in einer
Geraden aufstellen und gleichzeitig daran den Fusspunkt eines dritten Punktes
bestimmen.

Neben den soeben erwéhnten Vorteilen missen auch die Nachteile dieses
Prismas erwé&hnt werden. Das Einfdllen der Lichtstrahlen unter 45° verringert
die Lichtstdrke, doch wird dieser Umstand z. B. im Vergleich zum Doppel-
pentagonalprisma durch die Totalreflexion kompensiert. Der Eintritt unter 45°
vergrossert auch den Einfluss der Schliffehler. Doch ist diese Vergrésserung
nach den Untersuchungen von Prandtil, Jordan, Samel UNd Laumeyer
([29 ; S. 429] u. [31; S. 4]) bei 45° nur etwa 30% grosser als beim senkrechten
Einfallen und daher leicht zu ertragen. Endlich soll angefiihrt werden, dass die
eintretenden und austretenden Lichtstrahlen sich zwar beiderseits eindeutig
aber nicht in der Mitte des Prismas, sondern in der Ndhe von A schneiden. Um
den Lotungsfehler auszuschalten bzw. klein zu halten, soll daher auch der Senkel,
bzw. der Lotstab in der N&he von A befestigt werden (vgl. Bilder 34— 35),
wodurch auch dieser Nachteil ausgeschaltet werden kann.

Es mag hier bemerkt werden, dass das Mass der Abweichung von der
Geraden aus der Entfernung der Bilder der beiden Absteckstdbe vom Scheitel-
punkt D entnommen bzw. die beiden Schenkel beiderseits von D entsprechend
graduiert werden kdnnen, wodurch das Prisma in gewissem Sinne eventuell
auch zur Absteckung gewisser Kreishégen geeignet sein kénnte.

Hat das Glas kleinere Brechungszahl als zuvor angenommen also etwa
n = 1,5 so kann die Ldnge des Prismas nur durch die Vergrésserung des Ein-
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fallswinkels vermindert werden. Yergrdssert man diesen von 45° auf 55°, so
wird hier x = 33° der Winkel bei A ist jetzt 110° und der Winkel in g aus
180°— 110°—(90°—33°) gleich 13°, in p gleich 32°. Dies ermdglicht in Bild 32
eine wesentlich geringere Prismenldnge und eine gefédlligere Prismenform,
obwohl die Yergrosserung des Einfallswinkels keinesfalls vorteilhaft erscheint.

A

Der Einfallswinkel von 55° liegt immerhin unterhalb der von Lorber angege-
benen Grenze von 60° (vgl. [32; S. 418]), bei welcher die Fehler auch noch
ertrdglich sind : der Absteckfehler von 57" bei 45° vergrdssert sich bei 60°
nur auf 81". Im dUbrigen kann bei n= 15 schon ein Einfallswinkel von 48°
eine ziemlich gute Prismenform ermdglichen, wie dies Abb. 33 zeigt. Da wir in
der Tat diese ausgefihrt haben, sollen deren Rechenergebnisse etwas aus-
fuhrlicher und genauer angefihrt werden.

10 Ada Tedmica XIX1—2
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Aus Bild 33 folgen :

ein AGD
v

sin* = 15 " = 0,4954299 und = 29° 4l 532"
2= Y tg42°= 04502020 v, a= AB seosar -V Sinf96 = 0,6728163 v.

sin 23° 41' 53,2"
BP=a sin2l 18'06,8" = 0°7443715*

BP' = BP SSrII}]"lSQJZ_léIJ(?é;g," = 0,8611345v

b= —ctg 18° 18'06,8" = 1,5116930 v

AD = r+ b+ BP'= 28230296 v
DP - -i ™ijrlr«6,r - ‘eura6l-

pp,- BF 1,™ N N6y - » 1240588

DP = DP'+ PP' = 1,7162949 v

CcCP = DP Shl23° 0,9755374 ¢
sm 1

35

BC = BP + CP = 1,7199090 v cc = BCsin 3° = 0,0900131 »
CE = »'+ 2CC'= 1,1800263 «

r 0,8474387 v'
AD 2,3923446 »'

Die Streifenbreite m wird in diesem Falle :
m = Aesin42°=a g (l,.@" 12 ., = °’3095937° =0°6728163 ' °’3095937t = 0’2077

Bei e = 2 cm ergibt sich daraus fiir m rund 4 mm.
Die Lange dieses Prismas ist also rund die 2,4fache von CE.
Nimmt man dagegen ein Glas mit n = 1,8 so ergeben sich beim Einfallswinkel 48

X = 24°23'04,2" z = 0,4502020 v
BP = 0,4736622 v b = 1,1436114 v
BP’ = 0,6297123 v PP' = 0,0618816 v
DP' = 1,2481373 v BC = 1,0579726 v
CP = 0,5843104 v v = 0,9003006 v

v' = 1,1107401 v AD = 2,1235256 v
DP = 1,3100189 v CC' = 0,0553700 v

AD = 1,9118114 v.

Diese Werte liefern ein Prisma von noch besserer Form.
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Das nach Bild 33 hergestellte Prisma zur Aufstellung in der Geraden
und zur Bestimmung des Fusspunktes zeigen die Bilder 34 u. 35. Das Prisma

Abb. 34 Abb 35

wurde zur vorteilhaften Verwendung mit einer Umhullung versehen, die in
der Nahe von A beiderseits entsprechende Offnungen hat. A ist auch von vorne
vorteilhaft mit Umhillung zu versehen. Bei D liegt die Offnung beiderseits
der Symmetrielinie.

4. Prismenkombinationen zur Bestimmung der Fusspunkte hei 90° und 45°

Unseres Wissens war J. Konder der erste, der ein Prismensystem kon-
struierte, das neben der Aufstellung in einer Geraden ohne Hilfspunkt- und ubli-
cher Fusspunktbestimmung auch die beiderseitige Bestimmung der »Fuss-
punkte« bei 45° ermdglichte [30]. Letztere bedeuten eine Projektion der
fraglichen Punkte unter 45° auf die Gerade und ermdglichen so die mittelbare
Bestimmung an der Geraden der direkt nicht immer messbaren Normalabstdnde.
Es kann sich auch — zwar seltener — die Notwendigkeit ergeben, die beider-
seitigen Fusspunkte unter 45° zu bestimmen.

Konder hat nun das Hensoltdt— Hohennersclic Doppelprisma (Kreuz-
visier) zur beiderseitigen Absteckung von 45° bzw. zum beiderseitigen Auf-
suchen der Fusspunkte unter 45° oben und unten mit einem Halbpentagon
ergénzt, weshalb sein Prismensystem die in Bild 36 angegebene Form annahm.
Der dadurch erzielte Vorteil ist aber nicht ohne Nachteile. Es gesellen sich
zunéchst zu dem totalreflektierenden H enso1at—HOHENNERschen Doppel-
prisma versilberte Halbpentagone. Ebenso erscheint die Verwendung von vier

10*
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Ubereinander liegenden Prismen sowohl'in der Erscheinungsform, als auch in
der Verwendung als unbequem.

Der zuletzt angefiihrte Nachteil kann dadurch leicht behoben werden,
dass man die beiden Halbpentagone mit ihren versilberten Fldchen neben-
einander legt, wie dies Abb. 37 zeigt. Bei n = 1,6 ergibt sich dann aus

sin 22,5°
1,6

sin x —

Abb. 37
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der Wert x in 13°50'. Wie man sieht, verlassen die in der Nahe der Winkel-
scheitel von 22,5° eintretenden Lichtstrahlen die Prismen in der Nahe der
112,5gradigen W inkelscheitel, weshalb die Deckung der Bilder der Absteck-
stdbe leicht zu erreichen ist, zumal man in der Regel die beiden Winkel von
45° nicht gleichzeitig abstecken muss. Die Scheitel der Winkel von 45° sind
Uberflussig und kénnen abgeschnitten werden, wodurch das Prismensystem
eine bessere Form erhélt. Es sei bemerkt, dass je nach der Lage des zum W inkel
von 45° gehorigen Punktes (ob dieser rechts oder links zu suchen ist) man durch
eine kleine Verdrehung im Sinne bzw. entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers
erreichen kann, dass die Bilder der beiden Absteckstibe der Geraden im Hen-
sotdt—-HOHENNERschen Doppelprisma sich ein wenig von der M itte verschieben

Abb. 38

und so besser mit dem im entsprechenden Halbpentagon erscheinenden Absteck-
stabbild in Deckung gebracht werden kénnen. Durch die entsprechende Wahl
der Prismenabmessungen kann auch erreicht werden, dass die Schnittpunkte
der eintretenden und austretenden Strahlen der Halbpentagone mit dem Schnitt-
punkt der Strahlen des Henso1dt— HOHENNERschen Doppelprismas zusammen-
fallen. Die Strahlen der 45gradigen Winkel sind zwar nicht normal zu den
entsprechenden Flachen der Halbpentagone, jedoch betrdgt die Abweichung
nur 22,5°, welcher Umstand als glnstig zu bezeichnen ist.

Das mit dem Hensordt—HOHENNERschen Doppelprisma zusammen-
gesetzte Doppelhalbpentagon zeigt Bild 38. Wir haben ein solches aus dem von
MOM gelieferten KoNDERschen Prismensystem hergestellt und die Versuche
zeigten dessen Brauchbarkeit.

Man kann aber die Halbpentagone mit dem im Bild 29 bzw. 33 angege-
benen Prisma zusammensetzen und durch entsprechende Wahl der Abmessungen
auch hier das Zusammenfallen der Strahlenschnittpunkte erreichen. Die Bilder
39—41 zeigen das mit dem Prisma nach Bild 29 bzw. 33 zusammengesetzte
Doppelhalbpentagon. Es wurde im Ungarischen Optischen Forschungslabora-
torium hergestellt und die Abmessungen des Gehduses betragen 43— 34—25 mm.
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Wenn man das Auge nahe an den Augenschlitz hdlt, so ist das Gesichtsfeld
genug gross, ohne dass das Prismensystem unférmig oder zu gross wére.

Die Prismensysteme nach Bild 38 oder Bilder 39—41 haben noch immer
den Nachteil, dass die versilberten Teile mit der Zeit fahl werden kdnnen.
Es ist deshalb zu erwdgen, ob man nicht auch die Winkel von 45° durch total-
reflektierende Prismen abstecken kdnnte. Dies kann nun bei dem Prismen-
system nach Bild 36 leicht dadurch erreichen, dass an Stelle der Halbpentagone
die beiden sog. WOLLASTONsehen Prismen mit je einem totalreflektierenden

Prisma nach Bild 12 zusammengesetzt werden. Den rechten Teil dieser Zusammen-
setzung zeigt Bild 42. Der symmetrische linke Teil wurde der besseren Ubersicht
halber weggelassen. Die Schnittpunkte der eintretenden und austretenden
Strahlen sind nahe zueinander und dies ist auch gunstig. Nachteilig erscheint,
dass der Punkt, dessen Fusspunkt unter 45° gesucht wird, hinten liegt, d. h.
man diesem den Ricken kehrt, jedoch ist dies nur eine Sache der Gewehnheit.

Durch die oben angegebene Ldsung wurde aber die Etagenzahl des Pris-
mensystems nicht verringert. Wir suchen daher eine Ldésung, bei der neben
Totalreflexion die beiden Prismen fur die Winkel von 45° so nebeneinander
gelegt werden kdénnen, wie die beiden Halbpentagone in Bild 37. Eine solche
M dglichkeit gibt die Verdoppelung des nach Bild 13 bestimmten Prismas mit
157,5°. Um die gunstigste Form dieses Prismas fiir den vorliegenden Fall zu
bestimmen, nimmt man die beiden Schenkel der 157,5gradigen Winkel als
gleich gross an. Wird angestrebt, dass der unmittelbar am oberen Ende des
Schenkels auffallende Lichtstrahl auf den anderen Schenkel unmittelbar an
dessen Ende auffalle, so ist in der Verbindung der Schenkelenden der Weg des
Lichtstrahles im Prisma bestimmt. Nimmt man die Berlhrungsflache der beiden
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Prismen symmetrisch, d. h. normal zur Verbindungsgeraden an, so sind dadurch
auch die Richtungen der beiden unter 45° zur Geraden eintretenden Licht-
strahlen bestimmt. Bei Kenntnis des Lichtweges innerhalb und ausserhalb der
Prismen konnen auch die Lagen der brechenden Ebenen bestimmt werden.
Aus dem Umstand, dass die beiden Schenkel des 157,5gradigen Winkels inner-
halb der Prismen unter dem gleichen, also 11°15' grossen Winkel getroffen
werden mussen, ergeben sich daraus bei n = 1,6 die Einfallswinkel in 180l1'20,,.
Fir Winkel der oberen brechenden Fldchen mit den ersten Flachen fur die

zweifache Reflexion sind daher 85°41'40" und die unter 45° einfallenden Licht-
strahlen bilden mit den Einfallsloten einen Winkel von rund 18° welcher
Umstand sowohl fir die Lichtstdrke als auch bezlglich der Schliffehler glinstig
ist. Bei dieser Anordnung ist auch das Gesichtsfeld optimal. Wird der Winkel
zwischen der oberen brechenden Flache und der ersten Fldche der zweifachen
Reflexion in 90° gewé&hlt wie in Abb. 43, so sind die Verhdltnisse zwar etwas
unginstiger, jedoch ist der Winkel von 22,5° mit dem Einfallslot noch immer
sehr vorteilhaft.

Der grosste Teil der Scheitel der 45gradigen W inkel ist Gberflissig und
wird vorteilhaft abgeschnitten. Man kann dieses Prismenpaar bzw. Doppel-
prisma nach Bild 43 entweder mit dem Hensotdt—HOHENNEKschen Doppel-
prisma nach Bild 22, oder aber mit dem Prisma nach Bild 29 bzw. Bild 33
verbinden. Im ersten Falle erhdlt man zwar drei Prismenetagen Ubereinander,
jedoch alle mit Totalreflexion, also ohne Versilberung. Im zweiten Falle sind
nur zwei Prismenetagen vorhanden und gleichfalls durchwegs mit Totalreflexion.
Durch entsprechende Wahl der Prismenabmessungen kann man die Schnitt-
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punkte der ein- und austretenden Lichtstrahlen bei allen Prismen fast ganz
zusammenfallen lassen und so die dadurch entstehenden Fehler beinahe génz-
lich ausmerzen.

Durch Verwendung von einspringenden Winkeln kénnen noch weitere

Prismenkombinationen angegeben werden, die aus der Verschmelzung zweier
oder mehrerer der behandelten Prismen entstehen. Unter Hinweis auf unsere
ungarische Studie wollen wir auf diese hier nicht eingehen.
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ZUSAMMENFASSUNG

Die Studie leitet die mdglichen Arten der in der Geodasie verwendeten Winkelprismen
systematisch her. Der spiegelnde Winkel der mit doppeltreflektierendem Lichtstrahl arbeitenden
Winkelprismen betragt die Halfte des abzusteckenden Winkels, wahrend der Brechungswinkel
mit dem abzusteckenden bzw. dem Supplementadrwinkel Ubereinstimmt. Bei dieser Gebunden-
heit gibt es zum Abstecken von Winkeln von 90°, 45° und 180° eine ganze Reihe von Winkel-
prismen, unter denen sich auch solche befinden, die bisher im Fachschrifttum nicht besprochen
wurden, (z. B. in den Bildern 5, 8, 11, 12).

Das Alignement und die Absteckung des rechten Winkels ohne Hilfspunkt kann anstatt
mit Doppelprismen auch mit einem einfachen Winkelprisma bewerkstelligt werden. Die Bilder 27,
28, 29, 32, 33, 34 und 35 zeigen dafiir neue Losungen.

Neben dem Alignement und der Absteckung des rechten Winkels geben die Bilder 37,
38, 39, 40, 41, 42 und 43 neue Lésungen zum Abstecken von doppelseitigen Winkeln von 45° an.

ON ANGLE PRISMS USED IN SURVEYING

A. TARCZY-HORNOCH

SUMMARY

Possible types of angle prisms used in surveying are expounded in a system. The angle
of reflection of angle prisms operating with double-reflected light is half of the angle to be laid
out, its angle of refraction is, on the other hand, equal to the angle to be laid out or to its supple-
mental angle. With this limitation quite a number of angle prisms are found to lay out angles
0f 90°, 45° and 180°, among them such as have not yet been dealt with in literature. (Par example
those in Figs. 5, 8, 11, 12).

Alignement and layout of right angles can be executed, instead of double-prisms, with
one prism too. New solution of this are presented in Figs. 27, 28, 29, 32, 33, 34 and 35.

Besides alignement and the layout of right angles new solutions of the layout of bilateral
angles of 45° are shown in Figs. 37, 38, 39, 40, 41, 42 and 43.



154 A. TARCZY-HORNOCH

SUR LES EQUERRES PRISMATIQUES UTILISEES EIN GEODESIE

A. TARCZY-HORNOCH

RESUME

L’étude déduit les types possibles d’équerres prismatiques utilisées en géodésie. L’angle
de réflexion des prismes aux rayons doublement réfléchis est la moitié de I’angle a tracer, d’autre
part, leur angle de réfraction estégal a I’angle a tracer ou a son supplément. Avec cette restriction,
on a toute une série d’équerres & prismes pour tracer des angles de 90°, de 45° et de 180° ; dont
plusieurs n’ont pas encore été traitées en littérature. (Par exemple celles desfigs. 5, 8, 11, 12.)

On peut exécuter I’alignement et le tragcage d’angles droits avec un prisme au lieu de
prismes doubles, sans points auxiliaires. Sur ce point, des solutions nouvelles sont présentées
sur les figs. 27, 28, 29, 32, 33, 34 et 35.

En plus de I'alignement et du tracage d’angles droits, les figs. 37, 38, 39, 40, 41, 42 et 43
donnent des solutions nouvelles pour le tragcage d’angles de 45° bilatéraux.

O TEOCAE3NYECKUX YTNOMEPHbIX TMPU3IMAX

ATAPLI,IA-I'OPHOX

PE3IOME

CucTeMaTU3MpyroTCAa BO3MOXKHbIE BUABI YIIOMEPHBLIX NPU3M, UCMONb3YEMbIX B reofesuu
Yron oTpaxeHWs YrnomepHbIX Npu3Mm, paboTarowmx ¢ ABYKPATHO MNPENOM/IEHHbIM CBETOBbIM
NYYOM, COCTaB/SET MOMOBMHY pa3bnBaeMoro yrna, a yros npesoMmieHns paseH pa3brsaemMomy
yray, T. e. CyniemMeHToMy yray. lpu 3TUX OrpaHuueHusx Ans pasdusku yrnos e 90°, 45°
1 180° nonyyaetca Lenbli pag YrioMepHbIX NpusM, a Cpeay HUX TakKux, KOTopble [0 CUX Mop
He (urypmupoBanm B TeXHUYecKoin nutepatype. (Cm. puc. la, 5, 8, 11, 12).

YCTaHOBKY Ha MpsAMY0 U pa3buBKY MPAMOro yrna MOXHO BbINOMHUTL U 6e3 penepa
BMECTO CMapeHHbIX YrIOMEPHbIX MNPU3M — OfHON Yr/IOMepHOW Npu3Moii. HoBble peLleHns
npuBoaATCA Ha puc. 27, 28, 29, 32, 33, 34 n 35.

Hapsagy C yCTaHOBKOI Ha MpsMYyH W pa3bvBKOlV MPAMOro yria AaiTcs HOBble peLLeHns
Ans pas6buBky yrna 45° Ha puc. 37, 38, 39, 40, 41, 42 n 43.
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1. Introduction

The flexure problem of the truss with parallel chords and a lattice system
similar to that presented in Fig. 1., is being dealt with. The truss to be investi-
gated has chords of uniform cross-section, its lattices are distributed in a uni-
form gridwork, are of uniform cross-section, but inclined in two opposite senses.
Such truss is, for instance, the pinned truss used in timber constructions, with
web built up of series of boards arranged in two or more layers, inclined in oppo-
site senses.

Fig. 1. Lattice truss with parallel chords

The afore-mentioned trusses are statically highly indeterminate, wherefore
their analysis meets substantial mathematical difficulties. In view' of these
difficulties this analysis is restricted to the investigation of pure bending instead
of that of the general case of flexure. In this simple case external forces attack
truss ends only, their resultants form on both truss ends couples acting in planes
parallel to the plane of the girder. Forces are distributed on truss ends in a way
that under their effect bars of equal position suffer equal deformations.

2. Assumptions. Notation

It is stipulated that the gridwork of the truss be symmetrical to the middle
axis of the truss, and that lattice bars of opposite inclination meet the chords
at common joints. The longitudinal middle axis of the truss will be called its
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axis of strength, sections passing through the joints perpendicularly to this axis
will be called cross-sections.
Geometrical data of the gridwork are denoted according to Fig. 2. Joints

of lattice bars are numbered from top downward from i= —«Kk to i=-(-k
by serial numbers. The serial number of joints falling into the middle axis is
i= 0.

For shape, material qualities and the degree of deformation of the bars
the routine assumptions of the Strength of Materials are considered as
valid. The dead weight of bars and deformations due to shear are
disconsidered.

The modulus of elasticity of the material of the bars is denoted by E, the
cross-sectional areas ofthe chord- and ofthe lattice-bars by FOand F, respectively,

0O aa aaaa

Fig. 2. Geometry of gridwork

the moments of inertia of the cross-sections of FOand F with respect to the axis
at right angle to the plane of the truss by JOand J.

The examination is extended only to the determination of the interior
forces generated by the loading and to the deformation produced. The problem
of stability of the state of equilibrium is not dealt with.

In the course ofinvestigations two different cases are distinguished accord-
ing to whether the bars are built up of independent sections extending from
joint to joint, or whether they are continuous. In the first case the connections
are considered as hinged, in the second case as rigid-jointed.

3. Bars built up of sections independent from joint to joint. Joints are hinged

In this case a statically indeterminate truss is dealt with in the bars of
which only normal forces arise under the effect of loading. For the determi-
nation of interior forces start is made from a simple deformation geometrically
possible. The aim is to determine what value is to be attributed to the free
parameter describing this deformation, if this deformation has to be made
possible from the statical point of view too.
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The interior jorces

Let the investigation be executed on one section of the truss bounded
at the top by a sectional plane passing along the axis of the truss and perpendi-
cular to its plane, laterally by two contiguous cross-sectional planes. Suppose

Fig. 3. The examined truss section after deformation

that the length of lattice bars, and the distance of points on the axis of strength,
do not change in the course of deformation, while cross-sections of the truss

remain plane after deformation too. In this case the deformation of the examined
truss section takes place according to Fig. 3.

In the case at hand from the figure may be read
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therefore the unit elongation of the bottom chord bar,

e0= e Arp,

and the tensional force arising in the bottom chord bar

kKbEFn

In the top chord a compressive force, opposite to the pull acting in the bottom
chord, is produced.

Since lattice bars do not stiffer changes of length, normal forces in them
are of zero value.

Examination of equilibrium

The problem of the equilibrium of joints has first to he examined. This
is a very simple investigation, for the lattice bars do not exert any forces either
on intermediate or to marginal joints. The equilibrium of intermediate joints

Fig. 4. Interior and exterior forces

is thus secured beforehand, and the same may be said of joints of the chords,
the two chord bar forces acting on the same joint being opposite to each other.

Now it has to be found only what angular rotation A ge=comes about between
two neighbouring cross-sections under the effect of moment couple M. From
Fig. 4 may be read

M —2kb NO.
The value (1) of force NO substituted into this formula

Arp
M = 2k9b2E FO
a
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Hence
aM
Ap 2)
EJ*
where
EJ* = 2k2b2E FO €)

is the bending stiffness of the truss.

Thereby it has been proved that the supposed geometrically possible
deformation is also statically possible, provided that the value of A 9is chosen
in conformity with formula (2).

4. Bars are continuous, rigid-jointed

In this case the structure dealt with is strictly speaking no more a braced
truss but a framework the grid of which is alike to that of the afore-treated
lattice trusses. For the solution of the problem start will be made again from
a geometrically possible simple deformation, and it will be proved that with
proper choice of free parameters the deformation will satisfy the statical require-
ments too.

The interior forces

The investigations are executed on a section of the truss bounded (on
the top) by a sectional plane passing along the axis of the truss at right angle
to its plane, laterally by two neighbouring cross-sectional planes. As a trial it
will be supposed that the cross-sections of the truss keep their original plane
state and the joints arrange themselves after deformation in a way indicated
on Fig. 5. According to the supposed deformation the unit change of length
of lattice bars is proportional to the distance of their centre point from the
axis of strength of the truss. Of geometric data inscribed in the figure values
of E and of A (p may for the time being be chosen at will.

On the basis of simple geometric relations that can be read from Fig. 5,

nijata 1-~1 -A<p , (4)
a

fifi &% a 1 ©)
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Angles included between the oblique bars and the cross-sectional planes are
also calculable at once

sin a,

cosat= (1 —sin2a,ylr.

Fig. 5. Relative position after deformation of joints of the truss section investigated

Known values substituted, with consideration of /1 gand e being small compared
with unity, it is found that

sina, = ------ \- (i — 1|§ t-)A(':p ----- 2l =1 e
a 2
COS 8- = ---------- az {' — 5 b A(p----- 2izt e
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Thus the increment of angle a; in comparison with the original angle a

Ad-= a, —aQisinf{a-—a)= £ sina-—2cosar,
¢ ¢

that is, with consideration of the previous values,

Aa/ . . b . 2i—1 6
= * _ - P A

( 1) 3 AP Q‘ e (0
Fig. 6. Forces acting on lattice bar section between joints i and (i — 1).

W ith knowledge of A a-the increment of angle Rj as compared with the original
angle & can also be given at once. Namely according to Fig. 5.

ABi = Adi + A<p,
so that

AR, = AP — ©)

According to the assumption the bars are rigid-jointed, that is, the angles
a and R included between the tangents of the bar axes at the joints and the cross-
sectional planes can not change in the course of deformation. This stipulation
means that on bar section i, i — 1 the tangents to the axis lines at. the joints
have to be rotated in relation to the chord connecting the joints by angles A dj

and A i respectively Fig. 6. Moments of the couples producing these angular
rotations

2aEJ .
M, un = Bi- 2)— A (6)
be a
2aEJ 6i —3
M1,/ 1)— A e ()
be a 2

11 Acta Technica XIX/1—2.
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and the corresponding reactions

— . 6aEJ
At—Btz 2i- 1 — Acp—e . (8)
b c2 a
Besides the above efforts normal forces are also acting on the bar section exami-
ned. Their value
2i—1

Ni 5 EFe. 9)

Fig. 7. Forces acting on bar sections i, i—21and i, i + 1

In the following will be sought still the vertical and horizontal components
of forces acting on the arbitrary i-th joint as well as the moments of couples
acting on bar ends converging in the i-th joint. The values of these are at the
i-th joint of bar i, i — 1 (Fig. 7a)

. 6 bEJ aEF 6akEJ
ff,= 2i- 1) -A<p +
2c
. . 6akEJ bEF 6 a2EJ
Vji= (2i — 1) Acp (10)
2¢c bc3
2aEJ .
Mm _i Bi—2)— A<P — — -5
bc a 2

and at the i-th joint of bar i, i + 1 (Fig. 7b)
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L. GPEJ A . aEF  GaE)
= | + -
( ) c3 AP+ 2¢C c3
ey 2EY bEF , 6a2EJ
= | - -
w <P, be3 b
2 aEJ 6£ 3
&5 (bif-2)--Aep
be a
Mn Mo
n
Nn A Vo

Fig. 8. Forces acting on the bottom chord bar

Finally, normal force NO acting on the bottom chord bar and moment MO
of the bending couple acting on the bottom chord bar have to be determined
(Fig. 8). The values of these are :

mu a@ KbEF
i'o T |jp 0— 0 Nep, (12)

MO="S . Jlep. (13)

In the top chord bar the normal force is the opposite of that acting in the bottom
chord bar, while the bending moment is identical to the bending moment in
the bottom chord bar.

Examination of equilibrium

Equilibrium conditions of joints will first be dealt with. On this occasion

— because of the existing symmetry — it is sufficient to consider vertical force
components only. The sum of these — whether the question is that of extreme
or of intermediate joints — will always vanish if
6aEJ bEF J 6a2EJ
Agp_ e= 0,
2¢c be3
or if
12 abJ
= >, (14)

b2c2F + 12a2)

11*
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Now only the value of Acp will have to be determined and in a way that
the sum of moments of couples acting on the cross-section balance the given
moment M of exterior forces. This calculation will be executed in connection
with Fig. 9. Of quantities figuring here the values of NO and MO are known
from before, and the values of force N* and of couple M*

iV7= Hutl + H ¥ 1,
* = Miii+l —
The above quantities may be written with consideration of (10) and (11) thus :

6bEJ EF 6aEJ
N*= 4i Acp a a

2aEJ 4b
M f= Acp — 3s

P/-
kb

Fig. 9. Interior and exterior forces

Herefrom by substitution of (14) the formulas

N*= inEF Acp, (15)
*=r-mEJ (16)
a
are obtained, where
24bcj
) ()

b*c*F + 12 a2J) ’
62Cc2F + 3 02J

m= — (18)
62Cc2F + 12 a2J

Hereafter the way may be taken to the calculation of bending moment M.
If kK is an even number

M=2MO0+ 2kbNO+ kM *+
+ 26[iVIi+ 3N*+ ... +(fc- 1)iv* ¥,
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or with consideration of (12), (13), (15) and (16)

2EJO , 2K*b*EF0 n , km
M — —- Acp -\- Ap + Acp
(19)
+ 2612+ 32+ ... + (&—1)2]nEF Acp.
If, on the other hand k is an odd number,
M=2M0+ 2kbNO+ kM* +
+ 2/>[2iVZ+4iV &+
2EJO . 2k2b2EFO0 kmEJ
—_ - 5 Ag> + — Ad A---mmmeeeee- Acp J-
(20)
+ 26[22+ 42+ ... +(*—12]nEF Acp.
The sum of the series figuring in brackets of formulas (19) and (20) is
(b2- 1)1
and thus whether k is an even or an odd number
a M
Acp — (21)
EJ*
where
EJ* = E 2J0+ 2k2b2F0+ kmJ + A abn F (22)

The latter quantity expresses the bending stiffness of the truss.

The comparison of formulas (3) and (22) leads to the statement that the
bending stiffness of the truss was in the case treated under 4 greater than in
that under 3. Accordingly, the chords are in the case 4 much less stressed under
the effect of exterior forces than in the case investigated under 3. Therefore
lattice trusses with parallel chords, if the continuity of bare and the rigidity
of their joints are secured, are preferably calculated as frameworks instead of
trussed girders.



166 P. CSONKA

SUMMARY

This paper deals with pure bending of lattice trusses with parallel chords. A basic assump-
tion of treatment is that the truss is symmetrical in reference to the axis of strength, the dis-
tances of lacings are equal, and bars of the same assignment are of equal cross-sectional area.
Two cases are distinguished : whether the bars consist of independent sections from joint to
joint, or they are continuous. In the first case connections are considered as hinged, in the
latter case as rigid-jointed.

The paper makes its start from simple deformation geometrically possible. The free
parameters characterizing these deformations are determined so that the interior forces corre-
sponding to the supposed deformations also satisfy conditions of equilibrium.

It is demonstrated that the lattice trusses with parallel chords are preferably calculated
instead of the theory of trussed girders by the theory of frameworks, provided that the conti-
nuity of bars and the rigidity of their joints are secured.

REINE BIEGUNG ENGMASCHIGER FACHWERKTRAGER MIT PARALLELEN GURTEN

P. CSONKA

ZUSAMMENFASSUNG

Der Aufsatz befasst sich mit der reinen Biegung engmaschiger Fachwerktrager mit
parallelen Gurten. Die grundsdtzliche Bedingung der Rehandlung ist, dass der Trager in Bezug
auf seine Achse symmetrisch ist, der Abstand der Fullungsstdbe gleichbleibend und die Stabe
derselben Bestimmung gleichen Querschnittes sind. Es werden zwei Falle unterschieden, je
nachdem die Féallungsstdbe aus selbstdndigen Abschnitten von Knotenpunkt zu Knotenpunkt
bestehen, oder aber durchlaufend ausgebildet sind. Im ersten Falle sind die Verbindungen
gelenkig, im zweiten Falle werden sie als ecksteif betrachtet.

Die Behandlung nimmt ihren Ausgang aus geometrisch maoglichen einfachen Form-
dnderungen. Die diese Verformungen charakterisierenden freien Parameter werden durch die
Annahme bestimmt, dass die den angenommenen Verformungen entsprechenden inneren Krafte
auch die Gleichgewichtshestimmungen erfillen.

Es wird bewiesen, dass sich die Berechnung engmaschiger Fachwerktrdger mit paral-
lelen Gurten anstatt der Theorie der Fachwerktrdger zweckmassiger nach der Rahmentheorie
durchfiuhren lasst, vorausgesetzt dass die kontinuierliche Ausbildung der Stdbe und die Ecksteif-
heit der Verbindungen gesichert sind.

FLEXION SIMPLE DES POUTRES PARALLELES A TREILLIS MULTIPLES

P. CSONKA

RESUME

Cette étude traite de la flexion simple des poutres paralléles a treillis multiples. L auteur
part de supposition que la poutre est symétrique par rapport a I’axe de résistance, que les mailles
du grillage sont égales, et que les barres de méme service ont les mémes sections transversales.
L "étude distingue deux cas, selon que les poutres comportent des sections indépendantes de
joint ajoint, ou bien sont continues. Dans les premier cas, les joints sont articulés, dans le second
ils sont regardés comme rigides.

L ’étude prend son départ de déformations simples, géométriquement possibles. Les
param étres libres caractérisant ces déformations sont déterminés de sorte que les forces intérieures
correspondant aux déformations supposées satisfassent aussi a la condition d’équilibre.

L’étude démontre qu’il est utile d’effectuer le calcul des poutres paralléles a treillis
multiples selon la théorie d’ossatures, au lieu de la théorie de poutres a treillis, a condition que
Ja continuité des barres et la rigidité des joints soient assurées.
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UNCTbIA U3 MHOMOKPATHO-PELLETUYATbLIX BANOK
C MAPANNENIbHBIMW TOACAMU

M. HOHKA

PE3IOME

[JlaHHas paboTa MOCBsLEHA YMCTOMY W3rMBY 6afoK C MHOTOKPAaTHOW O0GpELIeTKON u
napannesbHbIMU nosicamu. OCHOBHOE YC/IOBME PacCMOTPEHUs MpeAMeTa 3aK/IuaeTcs B TOM,
uTo 6a7Ka B OTHOLUEHWM OCM MPOYHOCTM MpPEeACTaBMsieT COBOK CUMMETPUYHYH KOHCTPYKLMIO,
paccTosiHUE MEeX[y CTEPXHSMU OOPELLETKY B— HEU3MEHHO, CTEPXKHMW X, UrparoLime NaeHTUY-
HYIO PO/ib, MO CEYEHMIO MAEHTUYHBL. B paboTe paccmaTpuBatoTCa ABa cydas B 3aBUCMMOCTU OT
TOr0, UTO CTEPXKHW COCTOSIT /1M M3 CAMOCTOSITE/IbHBIX YYAaCTKOB, OXBATbIBAIOLMX YacTW OT y3fa
[0 Y313, WK e SIBNSeTCS HEenpepbiBHbIM. B NepBoM C/lyyae COeAVHEHWs SBASKOTCS LWapHUp-
HbIMW, @ BO BTOPOM C/y4ae MPUHUMAKOTCS B Ka4yecTBE XKECTKUX A/s YI/IOB.

Pa6oTa MCXOAUT W3 TeOMETPUYECKM BO3MOXHBLIX NpPOCTbIX Aedopmaumii. CBoGOAHbIE
napameTpbl, XapakTepuaylolie 3TU fedopmaluy, OnpefenstoTcs ¢ TaKMM PacyeToM, UTO6b
BHYTPEHHUE CU/bl, COOTBETCTBYHOLLME MPEANONIOXEHHbIM AehopMaLMsM, Y0BETBOPSIN TaKXKe
YC/IOBWSI  PaBHOBECUSI.

B paboTe nokasaHa, 4To pacueT 6anok C MHOTOKPaTHO OGPEeLlETKOl 1 napanienbHbIMu
rnosicaMm BMECTO TEOpMU peLleTyaTbix GanoK LiesecoobpasHo MpPOM3BOAWTL MO TEOPUM paM,
npegnonarasi, YTo HernpepbIBHOCTb CTEPXKHEN U UX XKECTKOe COeAMHEHME Ha YTrnax 06EecreyeHb.






EINE NEUE BERECHNUNGSMETHODE
FUR KOMPLIZIERTE, STARK GESATTIGTE
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LEHRSTUHL FUR SPEZIELLE ELEKTRISCHE MASCHINEN DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST

[Eingegangen am 3. April 1957]

Im folgenden berichtet der Verfasser von einer neuen, von ihm nomogra-
phisch genannten Berechnungsmethode [1].

Diese nomographische Methode dient zur schnellen und dabei genauen
Berechnung von stark gesdttigten und komplizierten magnetischen Kreisen von
elektrischen Maschinen und Apparaten und ermdéglicht die Ldsung vieler, bisher
fur unlésbar gehaltenen, praktisch wichtiger Aufgaben.

Es entsteht zundchst die Frage : Welche Schwierigkeiten treten bei der
Berechnung von geséttigten, verwickelten magnetischen Kreisen auf?

Bei der Berechnung von elektrischen Stromkreisen kann im allgemeinen
vorausgesetzt werden, dass zwischen den elektrischen Potentialdifferenzen
und der Stromdichte linearer Zusammenhang besteht, was die Ldésung der
folgenden drei grundlegenden Aufgaben in ausserordentlicher Weise verein-
facht:

1. Im Falle von gegebenen Widerstdnden und Strémen ist die Verteilung
des elektrischen Potentials zu bestimmen.

2. Bei gegebenen Spannungen und Widerstdnden ist die Grdsse und die
Verteilung der hervorgerufenen elektrischen Stréme zu bestimmen.

3. Bei gegebenen elektrischen Potentialdifferenzen sind derartige Abmes-
sungen und Formen der Widerstdnde zu bestimmen, bei denen der Strom eine
bestimmte Grdsse annimmt.

Bei der Berechnung von stark gesdattigten magnetischen Kreisen ergibt
sich ein vollkommen verschiedenes Bild, da zwischen der magnetischen Induk-
tion und der Feldstarke eine komplizierter, nichtlinearer Zusammenhang
besteht.

Untersuchen wir zum Beispiel jenen verhéltnisméssig einfachen Fall
der magnetischen Berechnungen, wo der keilférmige ferromagnetische Korper
nach Abb. 1 von einem magnetischen Fluss ® durchflossen wird, dessen Betrag
in jedem Querschnitt des Kdrpers gleich gross ist.

Wenn U die magnetische Potentialdifferenz — weiterhin einfach Spannung
genannt — zwischen dem kleinsten und grdssten Querschnitt des Kdrpers ist,.
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so gilt offenbar die folgende Gleichung :

x=h h
|f(B X) dx = (1)

Hierbei bedeuten :

I — die Lénge des Kdrpers,

h — die Hohe des Kdrpers,
bx — die Breite des in der Hohe x befindlichen Querschnittes des Kdrpers.
o}
tfx = / (2)
M

st die magnetische Feldstidrke, welche ihrerseits eine komplizierte Funktion

¢

der magnetischen Induktion Bx = --——-- ist. ?3)
bx |

Wenn wir das Verhéltnis —- den magnetischen Widerstand des gegebenen

Korpers nennen, dann zeigt die Formel (1) augenféllig, wie schwer es ist den
W ert dieses Widerstandes zu berechnen, selbst in dem gegebenen sehr einfachen
Fall. Es sind hier solche Grdéssen zu integrieren, deren Abh&ngigkeit von x nicht
analytisch ausgedrickt werden kann. Es bleibt nur ein Weg, ndmlich die nume-
rische Integration, was jedoch langwierige Berechnungen erfordert.

Allerdings ist die Meinung verbreitet, wonach in den bei elektrischen
Maschinen praktisch vorkommenden Fé&llen es genigt, Hx und Bx fir vier
Querschnitte zu bestimmen und vorausgesetzt werden kann, dass die Feldstarke
in jedem Abschnitt sich linear mit der Hohe verdndert.

Richter [2] seinerseits vertritt die Ansicht, dass die wahre Verteilung
der Feldstdrke Hx durch eine Parabel zweiten Grades ersetzt werden kann und
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dass es geniigt, HX und BX fur nur drei Querschnitte zu bestimmen und dann
die Werte von U nach der SiIMPSONschen Regel zu berechnen.

Um die Richtigkeit diesen zwei international uUblichen Berechnungsver-
fahren zu Uberprifen, habe ich die folgenden Berechnungen durchgefihrt :
fir die in Tafel | dargestellten ferromagnetischen Kdrper von verschiedener

Tafel |
a nax 1 Methode Mellflléde I l\jl:’:lnhaoudee
1 2 3 4 5 1 6

0,66 130 834 867 681

a
0,66 N30 700 726 435

0
04 2250 1161 1A 543

n
04 2250 1143 1146 306

Gestalt und verschiedener magnetischer Beanspruchung wurde mit den erwéhn-
ten zwei Methoden die in ihnen hervorgerufene Spannung U berechnet. Die
Ergebnisse sind in Spalte 4 und Spalte 5 angefihrt. Diese Ergebnisse wurden
mit den wahren Werten von U verglichen, welche wir so erhielten, dass die
Zahl der Querschnitte fur welche die Grosse der Induktion und der Feldstarke
berechnet werden missen, bis zu jener Grenze vergroéssert wurde, bei welcher
eine weitere Erhohung der Anzahl schon keine wesentliche Anderung des Ergeb-
nisses zur Folge hatte. Diese Ergebnisse, welche schon als ganz genau betrachtet
werden kdnnen, sind in Spalte 6 angefihrt.

Es ist zu ersehen, dass selbst fiir einen solchen, in der ersten Zeile gekenn-
zeichneten keilférmigen Kdorper, fir welchen das Verhdltnis des kleinsten zum
grossten Querschnitts a gleich 0,66 ist, d. h. nicht viel kleiner als eins, und
noch bei verhdltnisméssig kleiner magnetischer Belastung, mit einer grossten
Feldstarke von etwa 1100 A/cm, die lblichen Verfahren 23% und 27% Fehler
ergeben. Beim gleichen Wert von a und bei der gleichen magnetischen Belastung,
jedoch im Falle einer anderen, in Zeile 2 angefiihrten Form des Kdrpers wachsen
die Fehler schon auf 61% und 67% an. Wenn a kleiner ist und die Belastung
grosser, so machen hei einem keilformigen Korper die Fehler bis zu 114%
und 120% aus, hei anders geformten Kd&rpern sogar bis zu 273% und 274%.
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Wenn wir noch ergdnzend erwédhnen, dass die in Spalte 6 angefihrten
genauen Ergebnisse in jedem Fall mittels 22 Rechenoperationen erhalten wurden,
so wird klar, dass selbst in den erwdhnten allereinfachsten Fdllen der magneti-
schen Berechnungen ausserordentlich langwierige und zeitraubende Arbeit
notig ist, falls wir genaue Resultate erzielen wollen.

Aus dem Gesagten ist ohne weiteres klar, um wieviel verwickelter und
langwieriger die Lésung der zweiten grundlegenden Aufgabe ist, nd&mlich die
Ermittlung von ® zu einer bestimmten Spannung U. Ein beliebiger Fluss &
muss angenommen werden, auf die oben beschriebene muhselige Weise muss
die zugehdrige Spannung U ermittelt werden und die Rechnung muss so lange
wiederholt werden, bis sich ein Wert von U ergibt, der mit dem angenommenen
W ert Ubereinstimmt. Wenn wir voraussetzen, dass bloss der erste Wert zu
klein ist, der zweite bereits zu gross ist, und dass schon die dritte Annahme sich
als richtig erweist, so missen selbst in einem so gilinstigen Fall ungefdhr 60
Rechenoperationen durchgefihrt werden, wie aus dem Gesagten zu ersehen ist.

Betrachten wir nun die Frage der Losung der dritten grundlegenden Auf-
gabe. Hier handelt es sich um eine derartige Bestimmung der Abmessungen
und der Gestalt des magnetischen Korpers, dass der magnetische Widerstand
des Kdrpers dem geforderten Wert entspricht, d. h. dass bei einer gegebenen
magnetischen Spannung ein bestimmter Fluss den Kdrper durchfliesst. Diese
Aufgabe hat sich bisher als unldsbar erwiesen, ja dieses Problem wurde, eben
wegen seiner Kompliziertheit, meines Wissens noch nicht einmal aufgeworfen.

Auf dem Gebiet der elektrischen Stromkreise kann jedoch eine analoge
Aufgabe, ndmlich die Bestimmung der Abmessungen eines elektrischen Leiters
derart, dass eine gegebene Spannung darin einen gegebenen Strom hervorruft,
jeder Student losen. Darlber hinausgehend, wenn wir eine Abmessung des die
Lésung der Aufgabe darstellenden elektrischen Leiters verdndern, so kdnnen
wir mit Hilfe einer einfachen Rechnung auch die anderen Abmessungen derart
verdndern, dass der Widerstand unverdndert bleibt. Diese Aufgabe, ndmlich
einen Widerstand durch einen anderen zu ersetzen, der eine andere Gestalt
hat, jedoch hei einer beliebigen Potentialdifferenz gleichen W iderstand auf-
weist, kommt auf dem Gebiet der Elektrotechnik h&ufig vor und kann in ein-
facher Weise geldst werden. Die Ersetzung eines magnetischen Kdrpers von
gegebener Gestalt und Grdsse durch einen magnetischen Kdrper von anderer
Gestalt und Grosse derart, dass bei einem beliebigen Fluss — ich betone, bei
beliebigem Fluss — der magnetische Widerstand der beiden Kdrper gleich ist,
stellt eine Aufgabe dar, die nicht nur bisher unlésbar war, sondern als Problem
bisher noch nie formuliert wurde.

Es ist klar, dass auf dem Gebiet der Elektrotechnik die Mdglichkeit der
Umwandlung eines Widerstandes in einen anderen gleichwertigen Widerstand
die Berechnung eines beliebig komplizierten Stromkreises ermdglicht. Demgegen-
Uber hat jedoch die Tatsache, dass auf dem Gebiet der magnetischen Berechnun-
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gen die erwdhnte Mdglichkeit der Umwandlung auf Grund der international
Ublichen Berechnungsmethode nicht vorhanden war, diese ausser Stande gesetzt,
noch verwickeltere Aufgaben zu l6sen.

Eine derartige Aufgabe ist zum Beispiel : Ersatz von in Reihe oder parallel
geschalteten magnetischen Kdrpern von verschiedener Gestalt durch einen
einzigen, von magnetischem Standpunkt gleichwertigen Kd&rper; weiters der
Ersatz von in Serie geschalteten Nuten durch eine resultierende Nut ; oder die
Bestimmung des Einflusses der Sdttigung eines Polschuhes auf die Verteilung
der magnetischen Induktion ; die Berechnung des infolge der Séttigung ent-
stehenden Querflusses in den Nuten ; Bestimmung der genauen Grdsse oder
des Entstehungsortes der zusdtzlichen Verluste, usw.

Eben deswegen hoffe ich, dass eine von mir in der Sowjetunion ausgearbei-
tete, nomographische Berechnungsmethode auf das Interesse der massgebenden
Fachleute zdhlen kann.

Zuerst moge der Grundgedanke des neuen Verfahrens erdrtert werden,
sowie seine Anwendung zur Ldsung der erwdhnten drei grundlegenden Auf-
gaben.

Die Breite bx eines beliebigen Querschnitts des auf der linken Seite von
Abb. 2 dargestellten Kdorpers kann offenbar durch die folgende Formel (4)
ausgedrickt werden :

(4)

wo 60 die Breite des grossten Querschnitts ist und ft eine Funktion von x.

Daher ist laut Formel (5)

©

Wie diese letztere Formel zeigt, hdngt die Spannung U einerseits vom Fluss ®
ah, andererseits von den Abmessungen und der geometrischen Gestalt.
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Nehmen wir an, dass es gelingen wirde, eine Schar von Kurven, wie in
Abb. 3, zu konstruieren, wo jede Kurve einem Kodrper von anderer Form und
Gestalt entsprechen wirde und fir diesen Kd&rper das Verhdltnis von Fluss
(Abszisse) und Spannung (Ordinate) darstellen wirde. Dann kdnnten wir die
erwédhnten drei Grundaufgaben der magnetischen Berechnung leicht ldsen.
In der Tat kénnten wir fur einen gegebenen Kdrper, d. h. eine gegebene Kurve,
leicht zu einem gegebenen Fluss die entsprechende Spannung feststellen, weiters
eben so einfach zu einer gegebenen Spannung die Grosse des Flusses. Sogar die
dritte Aufgabe, welche fur das ubliche Verfahren unlésbar ist, kdnnten wir
ebenso leicht l6sen, wdare doch zu einer gegebenen Ordinate und Abszisse sofort

Abb. 3

die entsprechende Kurve zu finden, d. h. die Gestalt und Dimensionen des
Korpers.

Die Konstruktion von derartigen Kurven wirft jedoch die folgende
Frage auf: damit nur eine Schar von derartigen Kurven bendtigt werde, darf
die Spannung U ausser vom Flusse ® nur noch von einem einzigen Wert
abhéngen.

In der Wirklichkeit jedoch, wie auch Formel (5) zeigt, hdngt der Wert

von U ausser von ® noch von b0, 1, h und fx ; ‘ ab, d. h. von vier beliebigen

Parametern.

Diese Schwierigkeit wird dadurch behoben, dass der Begriff des »Einheits-
koérpers« eingefihrt wird.

Die schon erwdhnte Formel (5) fur den Wert von U kann n&dmlich wie
folgt aufgeschrieben werden :

) X

6
h h (6)
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wo BO der Betrag der Induktion im gréssten Querschnitt ist. Diese Formel
fihrt den in Abb. 2 links abgebildeten Kd&rper mit der Hohe h, der grdssten
Breite bOund dem kleinsten Querschnitt ab0Ol, dessen Spannung U und dessen
Fluss @ ist, aufeinen dhnlichen Kdérper zuriick, der in Abb. 2 rechts abgebildet
ist und dessen Hdéhe, Ladnge und grosste Breite gleich 1 cm ist, seine kleinste
Breite gleich a, sein Fluss gleich der Induktion BO im grdssten Querschnitt.
Die Einfihrung des Begriffes »Einheitskdrper« ist mit den folgenden grossen
Vorteilen verbunden : der graphische Zusammenhang zwischen U und ® muss
nicht fir den wirklichen Kdrper gesucht werden (Abb. 3), wo h, bOund I erschei-

D 2725 2) 17 W 12 =S

nen wirde, sondern der Kdérper kann durch den entsprechenden Einheitskdrper
u
ersetzt werden und wir erhalten einfach den Zusammenhang zwischen -r-] und

B0, als den Zusammenhang zwischen den Ordinaten und Abszissen von einigen
Kurven (in Abb. 4 dargestellte Kurven). Die wahre Spannung bekommen wir,
wenn wir die Ordinate eines Punktes C dieser Kurven mit h multiplizieren ;
der wahre Fluss ergibt sich durch Multiplikation der Abszisse des Punktes C
mit bOl. Wenn dann zu jeder Kurve eine andere Gestalt des Einheitskdérpers

X
gehdrt,d.h. eine andere, bestimmte Funktion , so kénnen dann auch die

magnetischen Verhéltnisse der verschieden geformten Kdérper unter Beniitzung
einer einzigen derartigen Kurvenschar bestimmt nverden.
Es ist daher unsere Aufgabe, ein solches Verfahren zu finden, welches

einfach und dabei genau die Funktionen :\ zu bestimmen gestattet, d. h.

den Einfluss der Gestalt des Kdorpers auf die magnetischen Verhéltnisse.
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Zur Veranschaulichung und Bestimmung dieses Zusammenhanges mdge
ein gewisser Faktor eingefiihrt werden. Die Bestimmung dieses im folgenden
mit o bezeichneten Faktors werden wir zundchst am Beispiel des in Abb 5.
dargestellten keilférmigen Einheitskdrpers darlegen.

Nehmen wir an, dass die Induktion sich entlang der Héhe des Kdrpers
gemadss den Abszissen der Kurve 1—2—3 verteilt, welche mit grosser Genauig-
keit als Parabel zweiter Ordnung angenommen werden kann. Die Verteilung
der zugehdrigen Feldstdrke zeigt die Kurve 1'—3' der Abb. 6.

Nunmehr stellen wir uns die folgende Aufgabe: Ersetzen wir den gegebenen
Einheitskdrper durch einen derartigen Kdérper von anderer Gestalt, in welchem
die Induktion vom kleinsten Wert B0 angefangen nicht gemdss der abgebildeten
Kurve 1—2—3 (Abb. 5) ansteigt, sondern gemadss der Geraden 1—4 bis zu einem

g-mal grdsseren Wert p BO. Dabei muss jedoch die Grdsse von g so bestimmt
werden, dass die durchschnittliche Feldstdarke die frihere bleibt, obwohl sich
selbstverstdndlich die Feldstdrke in diesem Fall in anderer Weise, z. B. geméss
der Kurve 1'—4' (Abb. 6) verteilen wird. Eben deswegen werden wir den neuen
Kdérper einen gleichwertigen Einheitskdrper nennen.

Im ersten Augenblick scheint es, als ob es aussergewdhnlich schwer wére
die Gerade 1—4 zu finden und den Wert von p zu berechnen. Ausserdem ist

von vornherein klar, dass bei anderen Werten von BOund _h der Wert von q

nicht mehr genau gleich dem friheren sein wird. Es kann jedoch gezeigt werden,
dass die gesuchte Gerade 1—4 (Abb. 5) bei beliebiger magnetischer Belastung
immer zwischen zwei Grenzlagen liegt. Die eine Grenzlage ist die gestrichelt
gezeichnete Linie 1—3, die andere ist die Gerade 1—5, welche die Parabel 1—2—3
im Punkt mit der Ordinate 1/3 schneidet. Ausserdem kann angenommen werden,
dass die gesuchte Gerade 1—4 desto n&her zur oberen Grenze 1—3 liegt, d. h.
dass das Verhdltnis des Abschnittes 4—5 zum Abschnitt 3—5 desto ndher zur
Einheit sein wird, je grdsser die Induktion des kleinsten Querschnittes im Ver-
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héaltnis zu BOist, mit anderen Worten, je grdsser g ist. Man kann annehmen,
dass einem mittleren Wert von g ein mittlerer Wert des genannten Verhéltnisses
entspricht, nd&mlich 1/2. Auf Grund derartiger Erwdgungen erhalten wir fiur g
die folgende Formel, mit deren Hilfe g aus dem bekannten Verhé&ltnis a der
Querschnitte leicht berechnet werden kann :

1+ 7a- 2aa

5= 18 ; ?)
—1-f74a44,4a2 '

Ich mdchte auf die Tatsache aufmerksam machen, dass mit der Einfihrung
der Begriffe des gleichwertigen Einheitskdrpers und des den Kd&rper charakte-
risierenden Faktors g wir bereits einen ausserordentlich grossen Schritt in jener
Richtung getan haben, welche dazu fuhrt, dass die Berechnungsverfahren fir

magnetische Kreise sich in Bezug auf Einfachheit den Berechnungsverfahren
der elektrischen Stromkreise né&hern.

Was ndmlich bis jetzt in so grossem Masse die magnetischen Berechnungen
erschwert hat, war die folgende Tatsache : bei der Berechnung der elektrischen
Kreise kann der Einfluss der Masse und der Gestalt des Leiters, welche durch
den Begriff des elektrischen Widerstands gekennzeichnet wird, praktisch als
konstant angenommen werden. Demgegeniber wird der Einfluss der Masse
und der Gestalt eines ferromagnetischen Feldes auf die magnetischen Kenn-
grossen, welcher durch den Begriff des magnetischen Widerstands gekennzeich-
net werden kann, bei verschiedenen magnetischen Belastungen verschieden sein.

Da es uns jedoch gelungen ist, den Einheitskdrper durch einen anderen
gleichwertigen Einheitskdrper zu ersetzen, in welchem alles, was sich auf die
geometrische Gestalt des Kdrpers bezieht, durch den Faktor g gekennzeichnet
ist, wobei — dies wiinsche ich nochmals zu betonen — g nicht von der magne-
tischen Belastung abhéngt, kénnen wir den bisher nur in vollkommen abstrakter
Form bestehenden Begriff des magnetischen Widerstands konkretisieren, ver-
mittels der durch ein entsprechendes g gekennzeichneten Kurve, auf welcher
fur jeden beliebigen Wert von U oder & sofort der Wert des magnetischen

W iderstandes :J) gefunden werden kann.

12 Ata Tedmira XIX/1—2
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Bis jetzt haben wir mit Hilfe der Kurven nur die magnetischen Verhdlt-
nisse von keilférmigen Kdorpern charakterisiert.

Auf &hnliche Weise kann der die geometrische Gestalt charakterisierende
Faktor Qfir den Kérper mit konvexer parabolischer Mantelflache nach Abh. 7,
oder den Korper mit konkaver parabolischer Mantelflache nach Abb. 8 gefunden
werden, ferner fir solche Formen, welche von Kreishdégen begrenzt werden
(Abb. 9), wie z. B. halbgeschlossene Nuten, oder in Eisen vorgesehene L{ftungs-
kandale, weiters fir solche Kérper, welche auf der einen Seite von einer konvexen,
aufder anderen Seite von einer konkaven Fldche begrenzt werden (Abb. 10), usw.

Auf diese Weise gelingt es, ferromagnetische Einheitskdrper von der
verschiedensten Gestalt durch einen einzigen, leicht berechenbaren Faktor g
zu charakterisieren. Wir haben also erreicht, dass wir den Zusammenhang
zwischen der geometrischen Form und den magnetischen Eigenschaften ver-

mittels einer einzigen Kurvenschar laut Abb. 4 charakterisieren kdnnen, wo
die Abszisse die kleinste Induktion J30ist, dieOrdinate die mittlere Feldstrake

und wo jede Kurve einem bestimmten Wert g entspricht. Es mdge nochmals
die Tatsache betont werden, dass mit Hilfe dieser Kurvenschar nicht nur fir

gegebene Werte von o und BOder Wert von T bestimmt werden kann, oder zu
gegebenem o und h der Wert von BO, sondern dass genau so einfach zu gege-

benem Bnund ’;1 der entsprechende Wert von p gefunden werden kann. Das

bedeutet nicht nur, dass wir die auf die Bestimmung der geometrischen Form
bezligliche dritte grundlegende Aufgabe geldst haben, sondern auch, dass
irgendein resultierender W ert von gnicht nur fir eine bestimmte Form Geltung
hat, sondern fiir viele verschiedene Formen und daher viele verschiedene Varian-
ten der Ldsung gibt.

Gehen wir jetzt zur L&ésung von noch komplizierteren Aufgaben dber.
Beginnen wir mit dem Problem der in Reihe geschalteten magnetischen Wider-
stdnde.
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Auf tlem Gebiet der elektrischen Stromkreise gilt der Ersatz von beliebig
vielen in Reihe geschalteten Widerstdnden durch einen einzigen gleichwertigen
Widerstand als elementare Aufgabe.

Auf dem Gebiet der magnetischen Berechnungen begegnen wir in der
Praxis ebenfalls ausserordentlich oft solchen Fé&llen, wo Eisenkdrper in Bezug
auf den magnetischen Fluss in Reihe geschaltet sind.

Z. B. kénnen die in Abb. 11, 12 und 13 dargestellten, in elektrischen
Maschinen oft als Z&hne vorkommenden ferromagnetischen Kdrper als aus
verschiedenen in Reihe geschalteten Eisenkdrpern zusammengesetzt betrachtet
werden. Ahnlich ist die Sachlage bei dem in Abb. 14 dargestellten Polschuh.
Nichtsdestoweniger Avar die, der Ublichen elektrischen Berechnungsaufgabe
entsprechende, magnetische Berechnungsaufgabe bisher nicht lésbar und so
kompliziert, dass bis jetzt noch niemand diese Aufgabe auch nur formuliert hat.

Ich denke hier an die folgende Aufgabe :

Ersatz von in Reihe geschalteten ferromagnetischen Kdrpern von bestimm-
ter Form und Grosse, durch einen einzigen Kdrper von derartiger Form und
Grosse, in welchem nicht nur ein einziger gleichwertige Fluss @, sondern jeder
beliebige durch diesen resultierenden Kdérper fliessende Fluss @ eine ebensolche
Spannung U hervorruft wie in den s&mtlichen in Reihe geschalteten Kdrpern
zusammengenommen.
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In diesem Zusammenhang muss einem eventuell méglichen Missverstand-
nis vorgebeugt werden. Jemand kdénnte sagen : die erwdhnte Aufgabe ist doch
langst bekannt, als die Anwendung des Ohmschen Gesetzes auf magnetische
Kreise in Form einer einfachen Gleichung, wonach

£ Rm —"mr« (8)
ist.

Dieoe Gleichung zeigt in der Tat, dass man sich einnen solchen resultie-
renden magnetischen W iderstand denken kann — ich betone, denken kann
— welcher mit der Summe von verschiedenen gegebenen W iderstidnden
gleichwertig ist. Von Ubel ist bloss, dass die klassische Theorie nie gezeigt hat,
wie dieser fiktive W iderstand zu finden ist, und sich auch nie die Aufgabe
gestellt hat, welche Gestalt und Abmessungen dieser Widerstand anzunehmen
hat und — was das wichtigste ist — ob Gberhaupt eine solche Form und solche
Abmessungen existieren, fir welche die erwé&hnte Gleichwertigkeit fiir ein belie-
biges U und ein beliebiges & besteht.

Mit Hilfe der erwédhnten Kurvenschar kann dieses Problem schnell und
genau geldst werden.

Stellen wir uns zwei Kérper von verschiedener Gestalt und mit den Hohen
hj und hrlvor. Auf Grund der oben erwdhnten Formeln kénnen die entsprechen-
den Werte von qj und gu berechnet werden. Die entsprechenden linearen Ver-
teilungen der Induktion zeigen die Geraden 1—2 und 3—4 in Abb. 15.

Es kann bewiesen werden, dass die Geraden 1—2 und 3—4 durch die
Gerade 5—6 ersetzt werden kdénnen, d. h. die zwei erwdhnten Kd6rper kénnen
durch einen einzigen resultierenden Kdrper von der resultierenden Hohe hrs =
= h, + hu ersetzt werden, in welchem die Induktion gemass der Geraden 5—6
vom Wert Bors bis zum Wert crs, Bors ansteigt derart, dass der zum neuen
Kdérper gehdrige Wert von U gleich ist der Summe der zu den beiden Kdérpern
gehdrigen Werte U.

Die erwahnten Werte prES und BOres konnen in folgender Weise einfach
bestimmt werden :

Fur einen bestimmten Fluss wird der im ersten Kd&rper hervorgerufene
W ert -BO/ berechnet (Abb. 16) und auf der entsprechenden Kurve Qi wird der

entsprechende Wert von bestimmt. In &hnlicher Weise wird auf Grund des

im zweiten Koérper hervorgerufenen Wertes _B)/ und der entsprechenden Kurve

Qu der Wert 4= berechnet. Hieraus wird die mittlere Feldstarke ’}%erechnet.
|

Dieser Wert, als Ordinate, bestimmt auf verschiedenen madglichen Kurven fir
Qverschiedene Werte von Bllres; dieser Wert ergibt daher nicht nur die Lésung
des Problems, sondern unendlich viele mégliche Ldsungen, unter denen nach
Belieben gewdhlt werden kann.
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Es ist klar, dass dieses Verfahren im wesentlichen immer gleich bleibt,
wieviel Widerstdnde auch immer in Reihe geschaltet sind und durch einen einzi-
gen Kdrper ersetzt werden mussen. Auf diese Weise kann daher auch in den
Bildern 11, 12, 13 und 14 dargestellten' F&llen das Problem der Berech-
nung der magnetischen Verhé&ltnisse in einfacher Weise gelést werden.

In den bisher untersuchten Fdallen kdénnen die klassischen Verfahren
— wie wir gesehen haben — nicht die schwierigen Probleme bewéltigen, welchen

Abb. 16

wir begegnen, obwohl wir der Einfachheit halber angenommen haben, dass die
Grosse des Flusses @ in jedem beliebigen Querschnitt des Eisenkdrpers gleich
ist, was normaler Weise nicht der Fall ist. Eben deswegen stehen die klassischen
Methoden vor noch viel grosseren Schwierigkeiten, wenn auch die Tatsache
berucksichtigt werden soll, dass ein gewisser Teil des Flusses einen mit dem
Eisen parallel geschalteten nicht ferromagnetischen Raum durchfliesst. Hier
tritt die Schwierigkeit auf, dass die genaue Verteilung der beiden Flisse, ndmlich
das Verhdltnis des Zahnflusses ®2Xzum Nutenfluss ®nx in der H6he x im vorn-
hinein nicht bekannt ist.

Das einfachste Beispiel fir so einen Fall, wenn von einem keilfdrmigen
Zahn und einer parallelwandigen Nut die Rede ist, zeigt Abb. 17.
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Die in Abb. 17 clargestellte Verteilung der Induktion kann durch eine solche
gleichwertige, in Abb. 18 dargestellte Verteilung ersetzt werden, bei welcher

die Induktion Uberall gleich ist, ndmlich von der Grosse 0,4n; ? . Die Bedingung

fir die Gleichwertigkeit ist nur, dass die wahre Breite bder Nut mit einem Faktor
£ multipliziert werden muss. Dieser Faktor ist eine Funktion des schon o&fters

erwdhnten Faktors g, welche Zahlentafel Il zeigt. Daraus folgt, dass die zusant-
Tafel 11
Q i
I 1
1,2 1,15
1,4 1,45
1,6 2
1,8 2,6
2 3,2
2,2 3,8
2,4 4,45
2,6 5.2

mengefasste magnetische Wirkung der Nut und des Zahns auf die in Abb. 4
dargestellte Weise folgendermassen berlicksichtigt werden kann: Wir bestimmen
die zum Faktora gehdrige Kurve f,es sei dies z. B. die Kurve OC, und bestimmen
den Wert von £welcher g entspricht. Das Verhéltnis der Nutenbreite zur gréssten
Zahnbreite multiplizieren wir mit dem Faktor £, und aus der in Abb. 4 durch
den Ursprung des Koordinatensystems gehenden Geradenschar wéhlen wir jene
aus, deren Tangens diesem Ausdruck entspricht, z. B. die Gerade OD. Dann

erhalten wir zu jedem beliebigen gegebenen W ert h als Ordinate, sofort den

Zahnfluss, den Nutenfluss und den der Zahnteilung entsprechenden Gesamt-
fluss, als den Abschnitten CL, LM und MC proportionale Werte. Umgekehrt,
wenn der Gesamtfluss, d. h. die Grosse der Strecke MC gegeben ist, bekommen

wir sofort den Wert h als die Ordinate des Punktes C.

Wenn es sich um eine Nut von anderer Gestalt handelt, so gehen wir in
gleicher Weise vor, d. h. wir ersetzen sie durch eine solche parallelwandige Nut,
deren Abmessungen diejenigen der gegebenen Nut dort am besten anndhern,
wo die magnetische Belastung am grdssten ist.

Auf Grund der bisherigen Ergebnisse kénnen wir die auftauchenden ver-
wickelten Probleme auch in dem —ain Abb. 19 dargestellten — Fall l6sen, wo
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die Maschine nicht nur eine Schicht Zahnnuten hat, sondern zwei solche Schichten
auf jeder Seite des Luftspaltes, wie z. B. kompensierte Gleichstrom- oder Wech-
selstrom-Kommutatormotoren, Asynchronmaschinen, mit D&mpferwindungen
versehene Synchronmaschinen, usw.

Wenn in so einem Fall das eine, aus Zahn und Nut bestehende Gebiet
mit dem zweiten aus Zahn und Nut bestehenden Gebiet in Reihe geschaltet ist,
so kdénnen die zwei Z&hne auf Grund der im Yorausgehenden entwickelten
Methode durch einen einzigen Zahn ersetzt werden. In analoger Weise kdnnen

wir die beiden Nuten durch eine Nut ersetzen und im weiteren gehen wir so
vor, als ob wir nur mit einer Zahn-Nuten-Schicht zu tun hatten.

Noch gréssere Schwierigkeiten verursacht es vom Standpunkt der klassi-
schen Theorie, wenn der nicht ferromagnetische Raum nicht nur parallel,
sondern — in Gestalt eines Luftspaltes — auch in Reihe geschaltet ist, wie
dies Abb. 20 zeigt. Bisher haben wir vorausgesetzt, dass wir entweder den Fluss
® oder die Spannung U im vorhinein kennen. Im Falle des in Reihe geschal-
teten Luftspaltes wissen wir im allgemeinen jedoch nicht im voraus, wie sich
die Spannung der ganzen aktiven Schichte auf den Luftspalt und den Zahn
verteilt ; wenn ausserdem der Luftspalt nicht gleichférmig ist, so wissen wir
im vorhinein auch das nicht, wie sich der Gesamtfluss der Maschine auf die
einzelnen Z&hne verteilt.

Der klassischen Theorie verursacht der erwdhnte Fall besonders grosse
Schwierigkeiten dann, wenn auch die magnetisierende Wirkung jener Erregungen
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in Betracht gezogen werden muss, welche unter Belastung in den Nuten ent-
stehen.

Diese Aufgaben l6st die nomographische Methode in sehr einfacher Weise.
Nehmen wir an, dass die magnetische Spannung UO zwischen den Punkten A
und B (Abb. 21) gegeben ist, und zwar bereits mit Berlcksichtigung der an der
gegebenen Stelle wirkenden Ankerrickwirkung. Bestimmen wir laut Abb. 4
die dem Faktor g entsprechende Kurve, z. B. die Kurve OC. Berechnen wir
weiters den Faktor £ und bestimmen wir die zu der gegebenen Nutengrdsse
gehdrige Gerade OM. Suchen wir auf letzterer jenen Punkt D auf, welcher

zur Ordinate h hat. Berechnen wir weiters die Abszisse OF so, dass sie zur

Grosse des effektiven Luftspaltes umgekehrt proportional ist. Die Gerade DF,

welche die Punkte D und F verbindet, schneidet die Kurve Oin jenem Punkt C,
dessen Ordinate die mittlere Zahnfeldstérkﬁdarstellt. Die Abschnitte ML,

LC und MC ergeben weiters den Nutenfluss, den Zahnfluss und den ganzen
Zahn-Nuten-Fluss. Umgekehrt, wenn wir eine Maschine konstruieren und
winschen, an einer gegebenen Stelle eine bestimmte Luftspaltinduktion zu
erhalten, d. h. einen gewissen wert MC, so bestimmen wir mit Bezug auf die
zu untersuchende Stelle des Luftspalts den Punkt C auf der Kurve g derart,
dass wir den gewinschten Wert von MC erhalten. Die Gerade DC schneidet
die Abszissenachse im Punkte F. Die Abszisse dieses Punktes bestimmt diejenige
Grosse des Luftspalts an der gewdlnschten Stelle, welche notwendig ist, um der
Luftspaltinduktion den gewinschten Wert zur erteilen.

Wie wir sehen, ist es vom Standpunkt der Anwendung des neuen Ver-
fahrens vollkommen gleichgiltig, ob der Luftspalt gleichférmig oder nicht
gleichférmig ist, weiters auch, ob die Maschine belastet oder unbelastet ist.
Wenn der Luftspalt nicht gleichférmig ist, so bedeutet dies bloss, dass zu ver-
schiedenen Punkten des Luftspalts Punkte F mit verschiedenen Abszissen
gehoren. Der Einfluss der eventuellen Belastung der Maschine auf die Berech-
nung 4aussert sich nur darin, dass zu verschiedenen Punkten des Luftspalts
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jeweils ein Punkt mit einer anderen Ordinate D gehdrt. In beiden Fé&llen wird
die Lage der Geraden DF fiur verschiedene Stellen des Luftspalts eine andere
sein, die Einfachheit des nomographischen Verfahrens bleibt jedoch immer
dieselbe.

Beispiele fur die mit diesem Verfahren erzielten praktischen Ergebnisse
sind die folgenden :

Kurve 111 in Abb. 22 zeigt die Verteilung der Luftspaltinduktion in
einem Gleichstrom-Zugmotor Type DPE-340 einer sowjetischen Elektrolokomo-
tive, beim Stundenstrom. Kurve | zeigt, wie sich die Luftspaltinduktion unter
den gleichen Betriebsverhé&ltnissen verteilen wirde, wenn sich die Polschuhe
nicht sdttigen wirden. Man sieht, dass auf der einen Seite — wo die Anker-
rickwirkung die Sattigung des Polschuhes vergrdossert — der Unterschied ziem-
lich gross ist, wahrend er auf der anderen Seite ziemlich klein ist. Kurve 11
zeigt eine viel gleichmdssigere Induktionsverteilung, welche vom Gesichtspunkt
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der Grosse der zuséatzlichen Verluste viel gunstiger ist. Jene Luftspaltform, welche
zur Erzielung der abgehildeten Induktionsverteilung notwendig ist, wurde
nomographisch bestimmt.

Abb. 23 zeigt die Verteilungskurven der magnetischen Zahnspannungen
U und der Luftspaltinduktion B6 eines Gleichstrom-Zugmotors Type DK 103 A
eines sowjetischen Triebwagens, welche Kurven V. A. schitowski [3] in sei-
ner in Moskau erschienenen Kandidatendissertation unter Benitzung der nomo-
graphischen Methode bestimmt hat. Die gestrichelte Kurve fiur B({ zeigt die
wirkliche Verteilung von B& und die ausgezogene jene Verteilung, welche
zustande kommen wirde, wenn der Polschuh nicht geséttigt ware. Die beiden
anderen Kurven stellen die entlang der Zdhne des Rotors entstehenden magne-

tischen Spannungen U dar, und zwar einmal mit Einfluss der S&ttigung des
Polschuhs und einmal ohne diesen Einfluss.

Die nomographisch erhaltene Abb. 24 zeigt, wie sich entlang des Kommu-
tators des letztgenannten Motors die zwischen benachbarten Segmenten ent-
stehenden Spannungen verteilen.

Da die Anwendung des nomographischen Verfahrens die Feststellung der
genauen Verteilung der Induktion ermdéglicht, kdnnen wir nicht nur die genaue
Grosse der Eisenverluste berechnen, sondern auch ihre wahrscheinliche Vertei-
lung, wo ihr Maximum ist und wovon die Mdglichkeit ihrer Verringerung
abhdangt.

Es ist oft zweckmdssig, die nomographische Methode mit analytischen
Methoden zu kombinieren. Ein Beispiel fiir die Anwendung der so zustande-
kommenden, von mir nomographisch-analytisch genannten Methode ist das
Problem der Berechnung des durch die Sattigung hervorgerufenen Nutenquer-
flusses. Das Wesentliche dieses Problems zeigt Abb. 25 fiur den Fall des Leer-
laufs. Wenn die Spannung U des unter dem rechten Polschuh liegenden Zahnes |
grosser ist als die Spannung des Zahnes |1, so entsteht ein Zahnquerfluss zwi-
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sehen den beiden Zahnen. Dieser Fluss hort auf, wenn die beiden Zahne unter
die Mitte des Polschuhes gelangen und wechselt seine Richtung unter dem linken
Polschuh. Der ausserordentlich schnelle Wechsel der erwdhnten Zahnflusse
verursacht manchmal in den Leitern grosse Wirbelstromverluste. Eben des-
wegen suchen bekannte Wissenschaftler, wie z. B. O11endorff in seinem
Buch »Potentialfelder der Elektrotechnik« [4] oder Dreyfuss in einer 1917
im Archiv fir Elektrotechnik erschienenen 60-seitigen Arbeit [5] und einer 1918
in derselben Zeitschrift erschienenen 32-seitigen Arbeit [6] schon seit langem die
Losung dieses Problems, es gelang jedoch nicht, dieselbe zu finden. Dreyfuss
bemerkt am Ende seiner erw&hnten zweiten Arbeit [6] selbst :

»Weder Theorie noch Experiment vermochten bisher Uber diese ver-
wickelten Verhdltnisse Klarheit zu verbreiten ... Denn bei Belastung verzerrt
die Ankerrickwirkung das Luftspaltfeld ... Die Verhdltnisse liegen somit in

jeder Beziehung neuartig und es ware eine verdienstvolle Arbeit ... dem
Geheimnis der zusétzlichen Belastungsverluste auf die Spur zu kommen.«
Wenn wir die Frage stellen, was auf Grund der bisher dargelegten Aus-
fuhrungen der klassischen Theorie solche Schwierigkeiten bereitet hat, so kénnen
wir zwei Grinde anfiuhren. Der eine ist, dass — wie wir gesehen haben — es
bis jetzt fast unmdglich war, die zu verschiedenen Z&hnen gehdrigen Werte
von U zu bestimmen. Dazu jedoch, um die Grosse des Nutenflusses zu kennen,
welcher der Differenz der Spannungen U fiir zwei Z&hne entspricht, misste man
die Werte U selbst noch genauer kennen. Aber zu dieser allgemeinen Unzuléng-
lichkeit der klassischen Theorie kommt im gegebenen konkreten Fall noch die
folgende viel grdssere Schwierigkeit : Nehmen wir an, dass wir die Werte von
U fur die einzelnen Z&hne bereits kennen (Abb. 26). Wenn nun die Differenz

zwischen den Werten von U des Il. und des Ill. Zahnes kleiner ist als die Dif-
ferenz der zu den Z&hnen | und Il gehdrigen Spannungen, d. h. wenn der von
Zahn 111 zu Zahn 11 gerichtete Nutenquerfluss ®uy }w kleiner ist als der von
Zahn 11 zu Zahn | gerichtete Nutenquerfluss, /I so schliesst sich die Dif-
ferenz A ®uy zwischen den beiden Flissen — wie wir sehen — Uber den am mei-
sten geséattigten Teil des Zahnes I1. Dies bedeutet aber, dass der von uns bereits

als bekannt angesehene Wert U fur den zweiten Zahn sich um einen uns noch
unbekannten Betrag J1U &ndern wird. Dasselbe bezieht sich auf die sadmt-
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lichen Zahne, weil Uberall der betreffende Wert U sich um einen Wert AU
von unbekannter Grosse vergrdssern oder verkleinern wird. Nachdem jedoch
die Nutenflisse der Differenz der Spannungen U der benachbarten Z&dhne pro-
portional sind, wird die Grosse der Nutenflisse unter der Einwirkung der
Werte AU in unbekannter Richtung und in unbekanntem Ausmass sich ver-
&ndern. Dieser Effekt muss jedoch in verwickelter Weise auf die Werte von
AU zurickwirken, sind doch die Zahnflisse welche die Differenz der Nuten-
flisse bilden und die Werte AU hervorrufen, nicht mehr die alten. ..

Die beschriebene nomographisch-analytische Methode 18st dieses Problem
in einfacher Weise. Man kann zeigen, dass die Grdsse des Nutenquerflusses zwi-
schen Zahn | und Il, 0qi u, sich aus der folgenden Formel ergibt :

<V/l= C[(U, tAU,)~ (Uu = AU,,)} 9)

wo C fir eine bestimmte Zahnform konstant ist. Daraus folgt, dass der den
Zahn |1 durchdringende Flux A ®n mit Hilfe der folgenden Gleichungen berech-
net werden kann :

APN=C{[(U, +AU,)~ (U, + AUN)\ -

@)

- [(U, £ AU,) - (Uniz AUn,)]}

Andererseits ruft der Flux A® n, welcher die grésste Induktion des Zahnes
vergrossert, die kleinste Induktion jedoch nicht beeinflusst, dieselbe Wirkung
hervor, wie wenn der zum Zahn gehdrige Wert o sich um einen Wert A o gedndert
h&tte, wobei A Oy proportional zu A &n ist, d. h. wir erhalten die folgende

Formel :
AQL — U Adwn (n)

Schliesslich kann man die zufolge von A o auftretende Spannungsdifferenz
A U durch die folgende Formel ausdricken :

AU — Ag (12)
Wenn wir

c'c (13)
dg

schreiben, so bekommen wir die Gleichung
AUn —Muy [(C7/—2Un + Uni)i (AUIi— 2AUL + AU/n)] (14)

den Wert von U kénnen wir — wie bekannt — auf nomographischem Wege

in einfacherW eise bestimmen.Den W ert von T finden wir auch nomographisch,
g
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wenn wir in der N&dhe des Punktes C die Grosse der Verédnderung von U bestim™
men, welche eine gewisse Verdnderung g hervorruft.

W ir erhalten also eine Gleichung, in welcher der Wert von M und die
Werte von U bekannt sind und drei Werte AU unbekannt sind. Wenn wir fir
jeden folgenden Zahn die &hnliche Gleichung aufstellen und in Betracht ziehen,
dass in der Kommutationszone U und AU gleich Null sind, so bekommen wir
so viele Gleichungen, als Unbekannte.

Auf diese Weise kénnen wir daher die sdmtlichen Werte A U in einfacher
Weise berechnen, und schliesslich auch die gesuchten Werte der Nutenquer-
flisse &p.

Mit Hilfe der beschriebenen nomographisch-analytischen Methode wurde
die Verteilung der in den Nuten des sowjetischen Zugmotors Type DMP 151
entstehenden Nutenquerflisse entlang des Umfanges festgestellt, wie dies Abb.
27a zeigt. Als Ordinate ist die mittlere Induktion der erwdhnten Nutenfllsse
Bgm aufgetragen.

Die Berechnung bezieht sich nicht auf den Leerlauf, sondern auf den Fall
der Belastung, also auf jenen Fall welcher laut D reyfuss [6] flr die klassi-
schen Methoden unldsbare Schwierigkeiten bedeutet. Auf umso grdsseres Inter-
esse darf daher wohl die in Abb. 27b dargestellte tats&chliche Verteilung rech-
nen, welche mittels in die Nuten eingelegter schleifenférmiger Leiter gemessen
wurde. Wie man sieht, sind die beiden Kurven im wésentlichen gleich. Da die
erwdhnten Nutenflisse auf eine eventuelle Verdnderung der Zahnspannungen
in ausserordentlich empfindlicher Weise reagieren, ist die im gegebenen Fall
erhaltene Ubereinstimmung offensichtlich der beste Beweis fiir die vollkommen
hinreichende Genauigkeit der neuen Methode.
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ZUSAMMENFASSUNG

Die zur Berechnung von stark gestdttigten, verwickelten magnetischen Kreisen bisher
benttzten »klassischen« Verfahren ermdéglichten im wesentlichen bloss die Lésung einer grund-
legenden Aufgabe : Bestimmung der Verteilung der magnetischen Potentiale, wenn die geome-
trische Konfiguration und die Verteilung der Induktion gegeben sind. Der Verfasser beschreibt
eine von ihm »nomographisch« genannte neue Methode, mit deren Hilfe auch zwei andere
grundlegende Probleme gelést werden kdénnen.

Das eine solche Problem ist die Bestimmung jener InduktionsVerteilung, welche bei
gegebener geometrischer Konfiguration eine gewiinschte Potentialverteilung sichert. Das andere
Problem, welches wegen seiner Kompliziertheit bis jetzt nicht einmal formuliert wurde, ist
folgendes : eine derartige geometrische Konfiguration zu suchen, welche zugleich die gewiinschte
Induktionsverteilung und die gewliinschte Potentialverteilung ergibt. Der Verfasser zahlt viele,
im Zusammenhang mit elektrischen Maschinen und Apparaten vorkommende Probleme der
magnetischen Berechnung auf, welche bisher praktisch unlésbar waren, nunmehr aber nomo-
graphisch einfach und genau geldst werden kdnnen.

Der Verfasser beschreibt praktische Ergebnisse der nomographischen Berechnung,
darunter auch solche, deren hohe Genauigkeit durch Versuchsergebnisse bewiesen wurde.

A NOVEL METHOD FOR THE COMPUTATION OF COMPLICATED AND HIGHLY
SATURATED MAGNETIC CIRCUITS

O. BENEDIKT

SUMMARY

The “classical” methods used so far for the computation of complicated, highly saturated
magnetic circuits were basically suited only for solving one of the basic problems : to determine
the distribution of the magnetic potentials, if the geometric configuration and the distribution
of induction are known. The author presents a new method, called by him “nomographic”,
which is suitable for solving also two other basic problems.

The one such problem is: to determine the distribution oi induction, which assures
at a given geometric configuration the desired distribution of potentials. The other problem,
which, for reason of its complexity, has not even been formulated so far, is the following : to
find a geometric configuration, which simultaneously gives the desired distribution of induction
and the desired distribution of potentials.

The author enumerates many problems connected with electric machines and apparatus,
which have been insoluble so far and can be solved now by the nomographic method, simply
as well as precisely.

The author also presents practical results of nomographic computation, amongst them
such ones the high precision of which has been proved by the results of measurements.
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METHODE DE CALCUL NOUVELLE DES CIRCUITS MAGNETIQUES COMPLIQUES,
A SATURATION ELEVEE

O. BENEDIKT

RESUME

Les méthodes «classiques» utilisées jusqu’a présent pour le calcul des circuits magné-
tigues compliqués et & saturation élevée, ne permettaient, en somme, que la solution d’un seul
probléme fondamental : la détermination de la répartition des potentiels magnétiques, si la
configuration géométrique et la répartition de I’'induction sont données. L’auteur décrit une
méthode nouvelle, dénommée par lui «xnomographique», & l’aide de laquelle on peut résoudre
deux autres problemes fondamentaux.

L’un de ceux-ci consiste a déterminer une répartition des induction assurant la répar-
tition désirée des potentiels, la configuration géométrique étant donné. L’autre probléme, qui
n’a pas encore formulé, a cause de sa complexité, consiste a chercher une configuration géomé-
trique telle que la répartition des inductions et la répartition des potentiels désirées soient assurées
simultanément.

L’auteur énumeére de nombreux problémes relatifs aux circuits magnétiques des machines
et appareils électriques, pratiquement insolubles jusqu’ici, lesquels peuvent étre résolus main-
tenant par la méthode nomographique, de facon simple et avec précision.

L’auteur présente aussi des résultats pratiques de la méthode nomographique, dont
plusieurs essais pratiques ont confirmé I’exactitude.

HOBbIE METOAVMKW PACYETA CJIOXHbIX W CWIbHO HACBIWEHHbIX
MAFHUTHbIX LIENEN

0. BEHEAUKT
PE3IOME

(mKnaccuueckvie» MeTofibl, UCMO/b30BaHHbIE A0 CWMX MOP A/ pacyeTa COXHbBIX CU/bHO
HACbILLEHHbIX MarHUTHbIX Lieneid, No3BOMWAM PELUMTL MO CYLIECTBY /IMlb OAHY OCHOBHYH 3a-
Jadvy. A WMEHHO : OnpefenuTb pacnpefenieHne MarHUTHbIX MOTEHUWANOB, €C/U AaHbl Feo-
MeTpuyeckas KOHA(Urypauus U pacnpedeneHue UHAYKLMU. ABTOP AEMOHCTPUPYET B CBOEM
COOBLLEHNN T. H. «HOMOrpaMueckuii» MeTod, C MOMOLLBI0 KOTOPOrO MPeACTaBNAeTCA BO3MOX-
HbIM PELUNTb TaKXe [Be APYrMX OCHOBHbIX 3aau.

OpfHa 13 3TWX 3afiay 3aK/YaeTCs B OMPEeAENeHUN pacnpedeneHus MHAYKLUM, KOTOpOe
B C/lyyae flaHHOW reoMeTpuYeckoil KOH(MIypaLuum o6ecrednBaeT XenaTesbHoOe pacnpefeneHue
noTeHuuana. BTopas e 3afaya, KoTopas M3-3a CBOE CNOXHOCTU [0 CUX MOp faXe He CTaBu-
nacb, 3aKN0YaeTCs B TOM, YTO HEOBXOAMMO HaliTu TaKyl TeOMETPUYECKYID KOH(UIypaLuio,
KOTOpasi OfHOBPEMEHHO OGECMeuMBAET KaK dXenaTelbHOe pacrpedeneHue WHAYKLMU, Tak W
XenaTesbHOe pacnpeferieHre MoTeHLMana.

C npuMeHeHUEM MNpeS/laraeMoro MeTofa B CTaTbe aBTOP MPWBOAWUT MHOXECTBO TaKMX
MarHUTHbLIX MPOG/IEM, BCTPEUAIOLLMXCA B CBS3U C 3/IEKTPUYECKUMM MallMHaMK 1 annapaTtami,
KOTOpble 10 CWUX MOP MPAaKTUYeCKn GblIM PaspeLiMUMK, OfHAKO Terepb MOTYT ObiTb peLLeHbI
HOMOrpauueckn, U Mpu 3TOM MNPOCTO M TOUHO.

ABTOp NPUBOAWT NPaKTUYECKUE Pe3y/bTaTbl HOMOTpaguueckoro MeToda M, B TOM uuche
TaKue, BbICOKYI) TOYHOCTb KOTOPbIX [OKa3blBatOT MPAaKTUUYECKME OMbiThl.






CONTRIBUTION TO THE ESTIMATION OF Ms
FROM THE COMPOSITION OF STEELS

J. A. VERO
MEMBER OF THE HUNG. ACADEMY OF SCIENCES

[Manuscript received May 9, 1957].

Synopsis

A series of familiar equations attributes a linear dependence of the Ms
temperature of steels from their carbon content, this relation, however, differs
pistinctly from linearity according to the experimental results by Greninger.
A quadratic form of equation : M§°C) = 520 — (360 — 50 C) * C is presented
which is claimed to be correct from 0,1 to 1,4% C within the limits of the usual
experimental error.

Previous work

About ten years ago several empirical equations were developed to cal-
culate the temperature of martensite formation from the chemical composition
of steel, or more correctly from the composition going into the transformation
process. The equations proposed by different authors (1—6) in their original
form and in addition as transformed to deliver Msin Centigrades are first listed
as follows.

Payson and Savage [1]
M,(°F) = 930 — 570 C — 60 Mn - 50Ci - EONi- 20Si- 20Mo — 20W (la

M§°C) = 500-316 C- 33Mn - 28Cr- 17Ni- 11Si= 11Mo — 11 W (lb)

Rowland and Lyle [2]
M,(°F) = 930 — 600C- 60Mn- 50Cr—30Ni- 20Si- 20Mo —20W (Ha)

M,(°C) = 500 - 333C- 33Mn- 28Cr— 17 Ni—11Si- 11 Mo— 11 W (lib)

Grange and Stewart [3]
M§°F) = 1000 - 650C — 70 Mn - 70Cr — 35 Ni - 50 Mo (llia)
M§°C)

538 — 341 C —39Mn - 39Cr — 19 Ni - 28 Mo (N1b)

13 Acta Technica XI1X/1—2.
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N ehrenberg [4]
MJ°F) = 930 - 540C — 60 Mn - 40Cr- 30 Ni — 20Si — 20 Mo (IVa)

MS°C)

500 - 300C- 33Mn- 22Cr- 17Ni— 11Si- 11 Mo (VD)

Lately steven and Haynes [5] made an extensive revision of the existing
equations and comparing the calculated Ms temperatures with the results of
own experimental determinations on 65 low alloy steels in the 0,32 to 0,44% C
range, it was found necessary to develop a further formula in the following
form :

Steven and Haynes [5] :
MY°F) = 1042 - 853C  60Mn - 30 Cr — 30 Ni - 38 Mo (Va)

MS°C) = 561 — 474 C- 33Mn- 17Cr — 17 Ni - 21 Mo (Vb)

All these equations | —V are of the additive type and this means they
consider the effect of the single alloying elements perfectly separately from
each other. Accordingly, it is supposed that by the presence of a given amount
of a certain alloying element in the steel the line representing the dependence
of Msupon carbon content is shifted downwards, but retains its original direction
and shape. At the same time, the equations suggest that the Ms temperature
is connected with the carbon content in a linear manner, for the first two terms
of the equations 11—V, giving the Ms temperatures of pure Fe—C-alloys have
the following common form :

Ms= a- bC
where a and b are constants to which different authors attributed differing
values.

There is a further equation of the multiplying type proposed by Cara-
pella [6]:

MS(°F) = 925 «(1 — 0,620 C) (1 - 0,092 Mn) (1 — 0,033 Si) (1 - 0,045 Ni)
*(1- 0,070Cr) (1 — 0,029 Mo) (1 — 0,018 W) (1 + 0,12 Co) (\Y2))]
for pure Fe—C-alloys, taking the amount of the metallic alloying elements O:

MY°F) = 925 (1 — 0,620 C) = 925 — 572 C (Via)

MS°C) = 496 — 319 C (VIb)
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Again a linear interconnection of Mswith the carbon content is supposed. There
is, however, a difference in comparison to the additive equations |—V: Cara-
pett1a’s multiplying type of equation implies an effect to a given carbon content
which varies with the number, quality and quantity of the metallic alloying
elements also. This feature of carapern1a’s equation, however, is neglected
in the following considerations.

Comparison of the equations | to V with existing experimental results

Most authors [1 to 4] used the experimental determinations of Ms by
Greninger [7]; these results, however, constitute a distinctly curved line,
as it is shown by the heavy line in the Fig. 1. The heavy experimental curve

600 1 1 1

/ Ms 500-316 Cpayson -Savage 1944)

2- M 496-319 CfCarapella 1944)

3- M 499-333 C(Rowland-Lyle 1944)
500 4- N86338(Grange-Stew art 1946)

5-Mr 499 300C(Nehrenberg 1946)
6MS 561-474 C(Steiven-Hagnes 1956)
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<0
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5
© bxL
2200 S
J 1 N7
R <4|-
5? VKl

100 Koo
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carbon content, Wt.pCt.
Fig. 1

in Fig. 1 was drawn on hasis of a photographic enlargement of the Fig. 3
on page 265. in the ASM Metals Handbook, 1948., because Greninger’s oOriginal
paper [7] was not accessible to the author. Herein six straigth lines are also
drawn, representing the first two terms ofthe equations Ib to VIb as the expres-

13*
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sions for the effect of carbon content upon the Ms temperature. The following
observations can be made.

The lines 1, 2 and 3, corresponding to the equations Ib, VIb and lib run
below the experimental curve in their full length, that is these equations deliver
a low Ms temperature for every carbon content. The line 4 crosses the heavy
line once at about 0,1% and then at about 0,7% carbon content ; the formula
Illb accordingly results an Ms temperature a little too high for carbon contents
from 0,2 to 0,7%, but otherwise a too low value ; the divergence is as great
as 20° C at 0,4—0,5% C and above 0,7% it increases with the increase of carbon
content. At 1,4% C the divergence becomes as great as 90° C. The line 5 as the
plot of Nenrenberg’s equation IVb practically coincides with the experimental
curve from 0,3 to 0,8% C, but at carbon contents lower, than 0,2 and higher,
than 1% there is a divergence increasing up to 40—50° C. Steven and Haynes’
equation Vb appearsin Fig. 1 as the steep line 6 which crosses the experimental
curve at about 0,35% C; for lower and higher carbon contents there is a con-
siderable divergence. The formula Yb evidently is useful only for carbon contents
lying close to the point of intersection, say for 0,3 to 0,4% for which it was
derived.

The mentioned equations of the linear type are correct at best within
certain limits in regard to the carbon content and this limitation must be
borne in mind when they are to be used. As best of all Nehrenberg’s formula
is correct from 0,3 to 0,8% C, that is for compositions most frequent in steels
to be quenched.

A quadratic equation for Ms

It is evident that the distinctly curved line showing the dependence of
the experimentally determined Ms temperatures upon the carbon content can
be more precisely expressed by a quadratic equation ; hereby a satisfying
agreement of calculated and experimental Ms values for the whole range of
carbon contents may be obtained.

Three points of the experimental curve shown in Fig. 1 were used to
derive a parabolic equation ; the three points, characterised by their coordinates
were : Ms = 450° C for 0,2%, 322° for 0,6% and 160° for 1,2% carbon content.
The equation has the form

MS°F) = 968 - (650 - 90C) «C (Vila)
MS°C) = 520 - (360 — 50C) «C (VHD)
Values of Ms calculated with this equations VHDb arepresented in the

Fig. 1 byopen circles ; there is a practical coincidence withintherange fo
which the formula was developed, but the limits of satisfying correctness extend
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from 0,1 to 1,4% carbon content also. In this range the divergence from the
experimental results does not grow beyond 10 °C. Consequently, this formula
is considered sufficiently correct for the whole range of steels to be quenched
and the limitations inherent in the linear equations can be cleared away.

It may appear, perhaps, as an exaggeration to propose a parabolic equation
for the calculation of Ms temperatures. It will, however, surely be useful in
deriving more reliable factors for the metallic components of steels. The quadratic
term in the equation VIIb increases from 1° C to 72° C with the increase of the
carbon content from 0,2 to 1,4%; this term being neglected in the linear equa-
tions, the divergence arising herefrom surely altered the factors for manganese,
nickel, chromium, etc. derived by previous authors.
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SUMMARY

The first two terms in the equations Ib two VIb which express the lowering effect of
carbon content upon the Mstemperature were compared with the results of Greninge r’s experi-
mental determinations. Nehrenberg’s equation IVb was found the best approxi mation for
carbon contents from 0,3 to 0,8%. A parabolic equation of the form

Ms (°C) = 520 — (360 — 40 C) *C

is derived which is sufficiently correct within the limits from 0,1 to 1,4% carbon content.

BEITRAG ZUR BERECHNUNG DES Ms AUS DER ZUSAMMENSETZUNG DES STAHLES

J. veré

ZUSAMMENFASSUNG

Die im Schrifttum unter 1—6. aufgefuhrten Verfasser schlagen vor, die Anfangstem-
peratur der Martensitbildung Ms aus der Zusammensetzung des Stahles mittels einer Formel
zu berechnen, worin der Einfluss des Kohlenstoffgehalts durch ein lineares Glied ausgedrickt
wird. In Abhangigkeit vom Kohlenstoffgehalt dndert sich jedoch die Temperatur Ms gemass
den Versuchsergebnissen Greningers [7] entschieden nach einer Kurvenlinie. Der Aufsatz
schlagt daher fir den Ausdruck des Einflusses des Kohlenstoffgehaltes ein Glied zweiten Grades
von der Form

Ms (C°) = 520 — (360—50 C) C
vor.

Diese Gleichung gibt den Einfluss von C zwischen 0,1 und 1,4% den Versuchsergebnissen
gut entsprechend an. Die Abweichung ist nicht grdsser als der mégliche Fehler der versuchs-
massigen Bestimmung von Ms-
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CONTRIBUTION AU CALCUL DE Ms A PARTIR DE LA TENEUR EN CARBONE
DE L’ACIER

J. VERO

RESUME

Les auteurs énumérés sous les numéros [1—6.] de notre bibliographie proposent le
calcul de la température initiale Ms de la formation de la martensite a partir de la teneur en C
de I’acier par une formule, dans laquelle I’effet du carbone est exprimé par un membre linéaire.
Cependant, en fonction de la teneur en carbone, la température Ms varie selon une courbe,
conformément aux résultats d’essais de Greninger [7]. Pour I’expression de I’effet de la
teneur en C, l'auteur propose un membre quadratique de la forme

Ms (C°) = 520 - (360-50 C)C

Cette équation exprime I’effet du carbone entre 0,1 et 1,4%, offre une bonne concordance
avec les résultats d’essais. La différence ne dépasse pas la valeur de I’erreur possible de la déter-
mination expérimentale de Ms.

K BbIHNCNEHNIO Ms HA OCHOBE COCTABA CTA/IN

n. BEPE

PE3IOME

ABTOpbl MEpPeYUC/iEHHblE B JIMTEpaTypHOM cnucke [1—6], npegnaraloT BbIUUCAUT
HayasbHyt0 TemnepaTypy Ms 06pa3oBaHUsi MapTeHCUTA C MOMOLLbIO Takoi (hopMy/ibl, B KOTO-
poii BNUSHWE COfEpXKaHWs Yrnepofa BbIPAXEHO SMHeNHbIM 4neHoM. OfHako, Temnepatypa
Ms B DyHKLMW cOfiepXaHUs Yriepoja — COrMacHoO OMbITHLIM AaHHbIM [peHuHrepa [7] — onpe-
[E€NIEHHO M3MEHSIETCS MO KPWBOW SMHMK. MMo3aToMy B paboTe MpeafaraeTcs MCMo/b3oBaTh AfNs
BbIPOKEHNUS BNUSHUS COZEPXaHUs Yriepofa YieH BTOPO CTEMeHU B Bufe

Ms (°C) = 520— (360— 50 C) C;

3T0 ypaBHeHue ycTaHaBnuBaeT BausHue C B npegenax 0,1—1,4% — npu xopollem coBna-
[EeHU C OMbITHBIMKU pe3yfibTaTaMu ; OTKIOHEHWE He MpPeBbILaeT BO3MOXHBIX MOrPeLHOCTEN
OMbITHOTrO onpegeneHus Ms.



EINE NEUE WALZTHEORIE

Prof. Dr. A. GELEJI
MTAUED DER UNGARISCHEN AKACEMIE DER WISSENBCHAFTEN

[Eingegangen am 9. Juni 1957]

Der Forscher, der die erste F6iméi zur Berechnung des Walzdruckes im
Jahre 1911 aufgestellt hat, war Max Herrmann [1]. Er entfaltete seine Walz-
theorie im Zusammenhé&nge mit den klassischen Walzversuchen die im Jahre
1909 von J. Puppe [2] durchgefihrt wurden. Die Herrmannsclic Formel wurde
im Jahre 1916 von Karl Lang korrigiert und ergdnzt. Herrmann und Lang
waren beide Professoren der Budapester Technischen Hochschule. Auf ihren
Grundgedanken wurde die erste Walztheorie von Th. von Karman[3] im Jahre
1925 aufgebaut, die fast allen spéteren theoretischen Untersuchungen zum
Ausgangspunkt diente. Die ersten Forscher, die uns einen Einblick in die Kréafte
im Walzspalt durch Experiment verschafft haben, waren Erich Siebel und
Werner Lueg im Jahre 1933. Sie haben den Verlauf des Verformungswider-
standes ldngs des Einspannbogens bzw. an der Druckflache durch Versuch
ermittelt.

Bei der Ausarbeitung der KARMANschen Walztheorie wurde folgendes
vorausgesetzt:

1. Das Walzstick mit quadratischem Querschnitt von der Anfangsstarke
/ij wird zwischen glatten zylindrischen Walzen mit den Halbmessern R auf
die Stdrke h2 ausgewalzt, wobei auf das Walzgut weder Zug noch Bremsung
wirkt (Bild 1).

2. Wiéhrend des Stiches entsteht keine Breitung.

3. Der Reibungsbeiwert /r ist ldngs der gcdiuckten Flachen konstant.

4. Die zu der Lé&ngsachse des Stickes vertikalen Querschnitte verbiegen
sich wahrend des Stiches nicht, sondern sie bleiben eben.

5. Die Walzen verfoimen sich nicht elastisch ldngs der gedrickten Flachen.

6. Der gewalzte Werkst offist hcmcgen, und hei der Verformung entsteht
darin keine elastische Deformation.

7. Als Fliessbedingung ist bei v. Karman die Schubspannungsbedingung
benutzt :

(i— 03- kf
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oder nach der Schreibweise v. Karmans :
p—a= kf.

8. Die Verformungsfestigkeit langs der gedrickten Flachen ist konstant.
9. Die Umfangsgeschwindigkeit der Walzen ist konstant.

Bild 1

Mit den aus Bild 1 ersichtlichen Bezeichnungen und unter der Voraus-
setzung, dass der radiale Druck pr (Verformungswiderstand) mit dem verti-
kalen Druck p ersetzt werden kann und x im Verhé&ltnis zu R klein ist, ergibt
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sich nach Karman die Gleichgewichtsbedingung flr ein Volumenelement
h «dx (von der Breite 1) :

ah

ti- )

2
' = p (sin (™ fi mcos ) (1)
ax "

Diese Gleichung kann auch in der folgenden Form geschrieben werden :

2 , (2)
i ~~ =P 'cos pmtg<p T tg/).
X

Es wurde von Karman weiters angenommen, dass cos @ (=) 1 gesetzt
werden kann, und so wird

ah
d , =Pu(tg? Ftg/) +dx- [©)

Diese Gleichungen, als KARMANSsche Gleichungen bezeichnet, dienten zur
Grundlage fur mehrere Walztheorien (Thinks [4], Zelikow [5], Nadai [6,7]
usw.).

Die Verteilung des Verformungswiderstandes ld&ngs des Einspannbogens
laut der KARMANSschen Gleichungen ist aus Bild 2 ersichtlich. In dem Eintritts-
und Austrittsquerschnitt ist p = Kkj, d. h. der Verformungswiderstand ist der
Verformungsfestigkeit gleich. Von dem Eintrittsquerschnitt bis zur Fliessscheide
wdéchst der Druck p (Verformungswiderstand), da die langs des Einspannbogens
auftretenden Reibungskrafte im Walzgut horizontale Druckspannungen her-
vorrufen. Gleichfalls wachst der Verformungswiderstand von dem Austrittsquer-
schnitt bis zur Fliessscheide. Der maximale Verformungswiderstand entsteht
im neutralen Querschnitt in der Fliessscheide.

Die Walztheorien von Trinks, Nadai und Zelikow sind — wie gesagt
— alle auf die KARMANSschen Gleichungen aufgebaut. Diese Theorien gehen
von den gemeinsamen Voraussetzungen aus, dass die vertikalen Quer-
schnitte des Walzgutes wahrend der Walzung ebene Flachen bleiben, und dass
die Walzen mit Ausnahme des neutralen Querschnitts (der Fliessscheide) auf
dem Walzgut gleiten. Die Veradnderung des VerformungsWiderstandes (p = kX)
lings des Einspannbogens wird von KARMAN nur auf die ~-Druckspannungen
zurlickgefuhrt, die in der Lé&ngsachsenrichtung des Walzgutes durch die bei
der Gleitung der Walzenflachen auf dem Walzgut entstehenden Reibungskréfte
hervorgerufen werden. Durch diese Reibungskréfte wird im Walzgutin Richtung
der Langsachse eine positive und eine negative (Hlund H2) Kraft hervorgerufen
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(Bild 3). Diese Kréfte halten aber einander im neutralen Querschnitt (in der
Fliessscheide) das Gleichgewicht. Wenn also das Walzgut durch die Reibungs-

a) Karman: 4 sicpel-

Bild 2

Bild 3

krafte in den Walzspalt eingezogen wird, entsteht das Gleichgewicht der Kréafte
Hxund H2im Augenblick, wo die Stirnfliche des Walzgutes den Austrittsquer-
schnitt erreicht. Wenn ausser den Kréften Hx und 112 keine andere Kraft zur
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Weiterbeforderung des Walzgutes vorhanden wére, so kénnte das Walzgut
Uberhaupt nicht durch den Walzspalt gehen, sondern wirde hei dem Austritts-
querschnitt hangen bleiben. Da die KARMANsche Vorstellung bzw. die Glei-
chungen nur die zwischen den Walzen und dem Walzgut entstehenden Rei-
bungskréafte in Betracht ziehen, ist diese Vorstellung, wie wir sehen, fur die
Erkldrung des Entstehens der Krdafte im Walzspalt und folglich auch fir deren
Berechnung ungentigend.

Eine neuere Theorie wurde von E. Orowan ausgearbeitet [8], die sich
von den Theorien von Karman, NAdai und anderen insoweit unterscheidet,
als hier weder Gleitreibung noch homogene Kompression vorausgesetzt wird.

Diese Walztheorie ist auf den PRANDTLschen Untersuchungen dber die
Bewegung einer plastischen Masse zwischen zwei parallelen reibenden Platten
aufgebaut [9]. Eswird dabeivorausgesetzt, dass der gewalzte W erkstoff wéhrend
der Verformung sich nicht erhéartet, eine bestimmte Fliessgrenze hat, und an
den Druckplatten haftet, dass also keine Gleitung ldngs der Druckflachen
entsteht. Bei dem Ausbau dieser Walztheorie wurden weiters die folgenden
Voraussetzungen angenommen :

1. Bei der Walzung tritt keine Breitung auf.

2. Der Einspannwinkel ist klein. (Diese Voraussetzung ist die Folge davon,
dass der Walzprozess dem Druckprozess gleichgesetzt wird, wo die ebenen
Druckplatten mit einem kleinen Winkel zueinander neigen.)

3. Bei der Ableitung der Spannungsverteilung wird vorausgesetzt, dass
die Lésung von NAdai fiir die Spannungsverteilung langs der Druckflachen nicht
nur in dem Fall richtig ist, wenn der gedrickte Werkstoff sich in der
Offnungsrichtung der gegeneinander geneigten Druckflichen bewegt, sondern
auch Wenn die Bewegung des Werkstoffes entgegengesetzt gerichtet ist [10].
Eine weitere Voraussetzung ist, dass die Gleitung auch von der Haftung abgelei-
tet werden kann, wenn ausser den Grenzfldchen auch imagindre Haftflachen
vorausgesetzt werden.

In Wirklichkeit sind die ersten zwei Bedingungen nur beim Walzen von
dinnen Blechen erfullt, die dritte Bedingung misste experimentell erwiesen
werden, was aber bisher nicht geschehen ist.

Sollte die OROWANSsche Theorie experimentell noch bestitigt werden, dann
wirde bei deren praktischer Anwendung immer noch die Schwierigkeit bestehen,
dass bei den Berechnungen statt der Fliessgrenze der homogenen Kompression
die Fliessgrenze der inhomogenen Kompression verwendet werden miusste.

Die neueste Walztheorie stammt von G. S. Mican (1954) [11]. In dieser
Theorie wird dem auf den Einspannbogen bezogenen Reibungshiigel die Druck-
spannungskurve Uberlagert. Der Reibungshugel wird mit Hilfe der Karman-
schen Gleichungen bestimmt [3], die Druckspannungskurve mit Hilfe der von
Mican gednderten PRANDTLschen Gleichungen [9] ermittelt, unter der Voraus-
setzung, dass der Einspannbogen durch zwei parallele Geraden vertreten wird
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(Bild 4). Bei der Ableitung dieser Theorie nahm Mican dieselben vereinfachen-
den Voraussetzungen an, wie Karman hei der Ableitung seiner Theorie.

Die Arbeit von Mican ist ein ernster Schritt in Richtung der richtigen
Bestimmung der im Walzspalt auftretenden Kréfte. Auch weist Mican richtig
darauf hin, dass die KARMANsche Vorstellung zur Lésung des Problems unge-
nigend ist. Die MICANsche Theorie ist aber auch nur eine auf Analogien auf-
gebaute Nd&dherungstheorie, da die Verformungswiderstandskurve nicht aus der
Analyse der Vorgédnge im W alzspalt abgeleitet, sondern gewissermassen ausser
acht gelassen wird. Diese Theorie ist nur bei konstanter Verformungsfestigkeit
(bei Warmwalzung) verwendbar, beim Kaltwalzen dagegen nicht.

Alles was hier (iber die KARMANsche, OROWANsche und MICANsche W alz-
theorien kurz gesagt wurde, deutet dahin, dass das Problem des Verformungs-
widerstandes beim Walzen noch nicht als geldst betrachtet werden kann. Die
bisherigen Theorien haben noch zahlreiche Probleme der Mechanik des Walzens
nicht gekldrt, so z. B. den Zusammenhang zwischen den Begleiterscheinungen
des Walzens (Breitung, Voreilung) und dem Verformungswiderstand, obwohl
diese Erscheinungen, wie wir sehen werden, auf die Verteilung und Grdsse des
Verformungswiderstandes von grossem Einfluss sind. In der nachstehend darge-
stellten Walztheorie werden diesen Begleiterscheinungen besondere Beachtung
geschenkt.

Die neue Walztheorie

Werden bei dem einfachsten Walzvorgang, also wenn das Walzgut einen
rechteckigen Querschnitt und die Walzen glatte zylindrische Form haben, die
kinematischen Verhdltnisse zum Gegenstand einer Untersuchung gemacht, so
findet man, dass langs der gedriickten Flachen jedes Fldchenelement der Walzen
auf dem mit ihm in Beriihrung kommenden Fldchenelement des Walzgutes
gleitet (rutscht). Vor dem neutralen Querschnitt werden die Flachenelemente
der Walzen im Verhdltnis zu den mit ihnen in Berihrung kommenden Flédchen-
elementen des Walzgutes vorwartseilen, hinter dem neutralen Querschnitt
dagegen Zuriickbleiben. Im neutralen Querschnitt entsteht zwischen der Walzen-
oberflache und der Stickoberfliche keine relative Verschiebung (Rutschung),
sie laufen gemeinsam.

Die relative Gleitgeschwindigkeit zwischen den einzelnen Walzenflachen-
elementen und den mit diesen in Berlihrung stehenden Fliehenelementen des
Stickes kann mit der folgenden Formel ausgedriickt werden (Bild 4) :

Vr- Vk h2 ° (4)

h esp

Hier ist vk die Umfangsgeschwindigkeit der Walzen, vl die Eintritts-
geschwindigkeit und v2 die Austrittsgeschwindigkeit des Walzstiickes, hl die
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Hohe des eintretenden und h2die Hohe des austretenden Stlickes, die Breite
des eintretenden und b2 die Breite des austretenden Stickes, a der Greif-
winkel, @ ein beliebiger Winkel zwischen Ein- und Austrittsquerschnitt; h
bezeichnet die Hohe des zu dem Winkel @@ gehdrenden Zwischenquerschnittes

und
. V2
T w ©

ist der Voreilungskoeffizient.

Die Anderung der Relativgeschwindigkeit vr lings des Einspannbogens
nach Formel (4) ist im Bild 5 zu sehen.

Winkel g0, der die Lage des neutralen Querschnittes (der Fliesscheide)
bestimmt, kann aus Formel (4) berechnet Werden, und ist :

@r+ ft) + V2r + feda- 8 -r

g0 = arc cos
4r

(6)

Das gewalzte Stiick von quadratischem Querschnitt &ndert sich im Walz-
spalt von der Breite bl auf die Breite b2 Die absolute Breitung ist

Ab= bo_ bi. (7)
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Die Ursache des Breitens ist die folgende.
Die Geschwindigkeit vs des Werkstoffflusses durch den neutralen Quer-

schnitt in Richtung der Walzung ist gleich der zu der Fliessscheide gehdrenden

und in Richtung der Walzung fallenden Protektion der Walzenumfangsgeschwin-
digkeit (Bild 6) :
vs = vk ecos 90. (8)

Im neutralen Querschnitt entsteht also zwischen der Walzenoberflache
und der Stuckoberfliche keine relative Verschiebung, sie laufen gemeinsam.

Die Lage der Fliessscheide in dem Walzspalt dndert sich wé&hrend des
Stiches nicht. Der Winkel g0 bleibt also wahrend des Stiches konstant.
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Beim Stich tritt das Walzgut mit dem Querschnitt hl-bldurch die Ein-
trittsebene in den Walzspalt. Wenn keine Breitung entstdnde, dann kdnnte
durch den neutralen Querschnitt nur ein Walzgut mit dem Querschnitt AseA
durchlaufen ; hier bedeutet hs die HOhe des neutralen Querschnittes, hs < A
(Bild 6).

Da zwischen zylindrischen Walzen immer eine Breitung entsteht, lduft
durch den neutralen Querschnitt sekundlich ein Werkstoffvolumen von

Vs= Asmbsmvs= A «bs mvk cos (f0 9)

durch.
Gleichung (9) kann auch folgenderweise geschrieben werden :

Vs= hsmAl ¢t> 4- (As— AQ mAS *Vs. (10)
Hier ist

AV — (6, — Aj) *As+V, = (A — Aj) *As vk mcos G0 (11)
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das Werkstoffvolumen, das in Breitung Ubergeht. Die Breitung ist also

Ab3= (bs- b,) = . (12)
hs mvs

Praktisch hat sich beinahe die ganze Breitung bereits bei der Erreichung
des neutralen Querschnitts (d. h. der Fliessscheide) entfaltet.

In Wirklichkeit kann die Breitung infolge der teilweisen Haftung des
W erkstoffes an der Walzenoberfldche nicht ungehindert auftreten. Das Walzgut

haftet ndmlich teilweise an den Walzen, was die Werkstoffbewegung innerhalb
einer Breitenzone nur rickwarts, nicht aber seitwdrts ermdglicht. Nur in den
zwei Kandzonen kann der Werkstoff dem Walzdruck auch seitlich auswei-
chen [12,13].

Zum Zustandekommen der Walzung ist es notwendig, dass zwischen den
W alzen und dem Walzgut eine Reibung stattfindet. Die Kraft, durch die ein
Stab durch die Walzen gezogen wird, ist die an den Walzenflachen auftretende
Reibung.

Das Vorwadrtsgleiten bzw. das Zurlickbleiben der Walzenflachen auf den
gedruckten Flachen des Stiickes erzeugt in dem gewalzten Sticke Krdafte, die
in der Walzrichtung wirken. Es sind zum grossen Teil diese Krafte, die die dritte
Hauptspannung a3 in dem gedrickten Teil des gewalzten Stickes hervorrufen
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(Bild 7). Diese Reibungskrafte trachten zusammen mit den Druckkraften der
Walzen das gewalzte Stiick durch den Walzspalt durchzuzwingen, u. zw. mit
einer Geschwindigkeit (v2) die grdsser ist, als die Umfangsgeschwindigkeit der
Walzen (vk). Die in der Walzrichtung wirkenden Kréafte, die durch die Rei-
bungskrafte hervorgerufen werden, kénnen nach Bild 8 und Bild 9 ermittelt
werden.

Die in der Walzrichtung auftretenden horizontalen Krdafte sind :

dH = 2 (Jumd N mcos dN msin @ . (13)

R. cp<%

Hier ist die auf das Flachenelement df wirkende Normalkraft
dN = kmdf=k «b mr «dcp, (14)

wo Kk den Yerformungswiderstand, b die Breite des Flachenelements df und r
den Halbmesser der Walzen bedeutet.

Die Grosse der Voreilung wird durch den Gleichgewichtszustand der Kréfte
dHlund dH2bestimmt (Bild 10). Die Kréafte Hi und H2halten einander in der
neutralen Linie d. h. in demjenigen Querschnitt des gewalzten Stickes das
Gleichgewicht, der zu dem Winkel g8 gehort, also dort, wo die Walzenflachen-
elemente und Stickflichenelemente aneinander nicht gleiten, sondern wo
vr= 0 ist. An dieser Stelle &ndert sich das Vorzeichen der Relativgeschwindig-

14 Ada Tedmics XIX1—2
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keit vr (Bild 5). Die in der W alzrichtung wirkende Kraft H1ist :

L3 Vo
Hi— \dHi= 2 f (f, madN mcos p— d N msin <
a a
und die Kraft H2ist:
£ 2
H2— J dH2= 2 j ([I*dN mcos(p+ dN msin (p).
0 0

Bild 10

Da bei (0 die Kraft H1— H?2ist, kann geschrieben werden :

a R

j dN e(fi ecosp—sin¢) — \VdN ¢ (fi-cosp+ sing) = 0.

V, 0]

(15)

(16)

(17)



EINE NEUE WALZTHEORIE 21

Diese Gleichung bestimmt die Grdosse des Winkels g0 bzw. die Grdsse der
Voreilung.*

Fiur praktische Zwecke kann die Voreilung mit guter Annédherung berechnet
werden, wenn vorausgesetzt wird, dass der Verformungswiderstand k an den
gedrickten Fladchen konstant ist. Unter dieser Voraussetzung kann geschrieben
werden :

a \b
| kK mb mr «d<p(/X * cos >—sin o) — j k mb mr md pm(<+cos (p-j-sin g = 0, (18)
<Rt 0

da kK — konstant ist,

woraus
sin qo = 1 msin a — (1 — cos a) 20)
2 <X ’

und so ist
. . 1
o= arc sin ix msin a ( cos a) 21)
2 *jx

Ist der Winkel © bekannt, so kann der Voreilungskoeffizient bestimmt
werden :

v2 _ [h2-f-2r (1 — cos 9?%0)] *cos 0 22)

vk h2
Wenn wir die Verhé&ltnisse im W alzspalt ndher untersuchen, dann werden
wir dessen gewahr, dass ausser den von den Reibungskrdften (Bild 8, 9)
hervorgerufenen Kréaften und H2 im Walzspalt noch eine andere Kraft
gegenwartig sein muss. Wenn in dem Walzspalt ausser den Kraften Hlund 112
keine andere Kraft zur Weiterbeférderung des Walzgutes vorhanden wére, so
kénnte das Walzgut den Walzspalt Uberhaupt nicht passieren, sondern wirde
bei dem Austrittsquerschnitt hdngen bleiben (Bild 3). Die Kréafte A x und H2
sind ndmlich in dem neutralen Querschnitt im Gleichgewicht, als die Stirnflache

Qund tp = ist, soist h= lisund vr= 0, und so betragt
(- T osprindPs g

hs [feg+ 2r «(1 —cos 90)] mcoe tp0

cos (pQ= h2 (22)

o

= —kist der Voreiluneskoeffizient.
VI

14*
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des Walzgutes den Austrittsquerschnitt im Walzspalt erreicht. Da aber das
W alzgut mit einer grésseren Geschwindigkeit als die Umfangsgeschwindigkeit
der Walzen aus dem Walzspalt heraustritt, muss auf den neutralen Quer-
schnitt in der Walzrichtung eine Druckkraft

P = ps-hs-bs (23)

wirken, die das hinter dem neutralen Querschnitt befindliche Walzgut durch
den Walzspalt, wie durch einen Ziehspalt, gegen die ldngs der Druckflachen
wirkenden Reibungskréfte hinausdrickt (Bild 11).
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In Gleichung (23) ist ps die auf den neutralen Querschnitt wirkende spe-
zifische Druckspannung, hs die Hohe und bs die Breite des neutralen Quer-
schnittes.

Woher stammt diese Druckkraft P bzw. Druckspannungps?Im Zusammen-
hang mit Bild 6 haben wir schon daraufhingewiesen, dass der durch den quadra-

tischen Eintrittsquerschnitt hl-bl zwischen den Walzspalt eintretende Werk-
stoff durch den quadratischen neutralen Querschnitt hs-bs nur dann durch-
gehen kann, wenn ein Teil des gewalzten Werkstoffes in die Breitung des W alz-
gutes Ubergeht. Da der Abstand x1sich zwischen dem Eintrittsquerschnitt und
dem neutralen Querschnitt wahrend des Stiches nicht &ndert, so entsteht hei
der Zusammendrickung des Werkstoffprismas (ab cd), das sich zwischen diesen
Querschnitten befindet, die Druckspannung p xldngs des Eintrittsquerschnitts,
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sowie die Druckspannung ps ldngs des neutralen Querschnitts (Bild 12).
Zwischen Eintritts- und Austrittsquerschnitt entsteht also im Walzgut in der
Langsachsenrichtung eine Spannung p, die hdchstwahrscheinlich ihren maxi-
malen Wert im neutralen Querschnitt erreicht (Gleichung 23) und im Eintritts-
sowie im Austrittsquerschnitt gleich Null ist (p1= p2= 0, Bild 12).

Der Verformungswiderstand ldngs des Einspannbogens istlaut der Fliess-
bedingung (Bild 13) :

kx — kfx -)- <3x.. (24)

Hier ist kx der Veifoimungswiderstand, kjx die Yerformungsfestigkeit,
a3x die im Walzspalt in der Walzrichtung auftretende dritte Hauptspannung
im Abstand x von dem Eintritts- oder Austrittsquerschnitt, je nachdem, ob wir
den Verformungswiderstand vor oder hinter dem neutralen Querschnitt bestim-
men wollen. Diese dritte Hauptspannung ist nach den Gleichungen (15) und (16)
vor dem neutralen Querschnitt :
2T F) . .
r-1x -J &l * (m mcos p— sin cp) md <+ p Xi, (25)

a

<3X1=

hinter dem neutralen Querschnitt:

£
2 £ . o
Caxn — - --kmU(fi- cos o+ sin 9?) «d<p+pxU. (26)
hx J
0

In diesen Gleichungen ist km der mittlere Verformungswiderstand ldngs
des durch die zwei Integrationsgrenzen bestimmten gedrickten Bogens. Ein-
fachheitshalber nehmen wir an, dass dieser mittlere Verformungswiderstand
vor dem neutralen Querschnitt mit praktischer Anndherung zu

. hfi -j- kxI
kml ; 27)

und hinter dem neutralen Querschnitt zu

kmll= k* + kx" (28)

gesetzt werden kann.

In den Gleichungen (27) und (28) ist kg die Verformungsfestigkeit des
gewalzten Werkstoffes vor dem Stich, kf2 die Verformungsfestigkeit nach dem
Stich ; kxlI bezeichnet den Verformungswiderstand im Abstand x von dem
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Eintrittsquerschnitt und kxll im Abstand x von dem Austrittsquerschnitt (Bild

13, 14 und 15).
Die mittleren Verformungswiderstdnde kml und kmli kénnen als konstanten

vor das Integralzeichen gestellt werden, also :

a
<= (kK/l + kxi)e— < 1 (pecosp— sin mdc) mdp+ pxl (29)
<P
und
Vv
AU = (ki2 + kxU) e— < j (p mcos p+ sin(p) «d<p+ pxll. (30)

X
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Demnach ist der Verformungswiderstand in der Entfernung x vom Ein-
trittsquerschnitt (vor dem neutralen Querschnitt) :

a

kxi — kfxi+ ad3xi = kfxi-f (kn -f kxi) IK J(p ecos@—sinc)mdp+ pxl (31)

und in der Entfernung x vom Austrittsquerschnitt (hinter dem neutralen

Querschnitt) :
4

kxu = kfxu + (fda + kxu) .F- m  (pecosq+ sinq) mdep + pxll. (32)
X J

In den Gleichungen (31) und (32) bedeuten kfXi und kjxU die Verformungsfestig-
keit des gewalzten Stickes in der Entfernung x vom Eintritts- bzw. vom Aus-
trittsquerschnitt im Stickteil vor bzw. hinter dem neutralen Querschnitt.

Nach Durchfihrung der verschiedenen Rechenoperationen erhdlt man :

kixi + kfi e [p ¢ (sina —sin ¢ — (cos @— cos a)]
kxi = + Pxl (33)
1 e \p *(sin a — sin g — (cos o — cos a)]
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und

fe/xii+fc/2- [iU-sin<p-|-(I —cos B)]

kx\\ = ————— X + Pxll- (34)
1-———[u msin P+ (1 — COSP]
hr
Nach Bild 16 ist
X = re(sina—sin o (35)
und
x *tg —2 = r «(cos 9— cosct), (36)
B a+® pw. Ri—a-\o 37
2 2
ist. Weiterhin ist
Jx= (2r+ h?) —2recos@— h2+ 2r (1 — cos ) (38)

Laut Bild 17 ist
X —r msin @ (39)
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und

*-tgl2 re( —cos9, (40)
ferner

= — bzw. RBu — (f (41)
2 2
Bild 17

und

hx— 2r-j-n2 Ir «cos @, (42)

An Hand der Bilder 16 und 17 kdénnen die Gleichungen (33) und (34) auf
folgende Form gebracht werden :

Exl VI e A n - tg
WV
4 ) + Ixi (43)

i«k— tg
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und
. P
kfxn + hjz » X "
hx 2 (44)
i-JL. , fn
hx 1, + t«T.
wo B[ = a <und B — ( ist, wo ferner vor dem neutralen Querschnitt
hx —h\ —2r «tg - (45)

und hinter dem neutralen Querschnitt

hx — h2+ 2t stg Bn (46)
betrégt.
Die Exponentialfunktionsform der Gleichungen (43) und (44) ist
2(/<-*4~2)_
kx= kji L ] (47)
wo i = 1 oder 2, bzw. | oder II.
Da vor dem neutralen Querschnitt
t Rl 21d- x (48)
2 2r
und hinter dem neutralen Querschnitt
Rn i
4- = 49
tg -4 ”t (49)

ist, die mit der Formel (47) ausgedrickte Funktion kann vor bzw. hinter dem
neutralen Querschnitt folgenderweise aufgeschrieben werden :

21d - x
2V or g o,
Gl = Rn me kxl  + Pxl (50)
2(/<+’2rl. k2 x

kx1l= f2ee M KN P X (51)
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In den Formeln (43), (44) bzw. (47), (50) und (51) sind px\ und unbe-
kannt. Zur Ermittlung der Funktionen px und pxy ist die Kenntnis der
Spannung psnotig. Die Ermittlung derSpannung ps geschieht unter der Voraus-
setzung, dass die zur Herausdrickung des hinter dem neutralen Querschnitt
befindlichen Stuckteiles ab cd (Bild 18) ndtige Kraft (Gl. 23)

P = Ps mhsmbs= kzm m(F + p mQ) (52)

ist. In dieser Gleichung bezeichnet die rechte Seite in vereinfachter Form die
Kraft, die ndétig ist, einen Stab durch einen Ziehspalt durchzudriicken [14].
Gleichung (52) bezeichnet also

F = (hs—h2 «h2 (53)
die Querschnittsabnahme,
Q= 2+x2h2 (54)

die arbeitenden Fldchen des Ziehspaltes, p den Reibungskoeffizienten, kzm
den mittleren Verformungswiderstand beim Durchdricken einer Stange durch
eine Ziehduse (einen Ziehspalt). Der hinter dem neutralen Querschnitt befind-
liche Walzspalt wirkt als ein Ziehspalt, durch den die gewalzte Stange mit einer
Geschwindigkeit (%2 durchgedriickt wird, die grésser ist, als die Walzenumfangs-
geschwindigkeit (vk). Aus Gleichung (52) ergibt sich bei Verwendung der Glei-
chungen (53) und (54) der spezifische Druck, der am neutralen Querschnitt
wirkt, zu

[(ks h2)-)-2 ep o#2] ¢ (55)
Hier ist
2r+ h2= 2r ecosqO-(- hs, (56)
und so ist
2r (1 —cos90) = hs—h2, (57)
weiters
X2= r esin (0. (58)

Mit Verwendung von den Gleichungen (56), (57) und (58) erhdlt man den
spezifischen Druck auf den neutralen Querschnitt :

21 ok,
ps= ' « [(1 — cos Q)+ /* - sin 93] . (59)
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Der mittlere Verformungswiderstand beim Durchdriicken einer Stange durch
eine Ziehdlse (einen Ziehspalt) ist

r . k/m
m~ 1 _ F+yQ ~’ (60)
2fs
Bild 18
wo
fs = hs-b (61)

den neutralen Querschnitt bedeutet.
Der mittlere Verformungswiderstand kann mit Hilfe der Gleichungen
(53), (54) und (61) folgenderweise geschrieben werden :

k/m k/m
Wh I5)+ 27 -*2) (ks—J12) -)- 2 /z *x2
2 As 2h,

(62)
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Hier ist

/s + f2
kfm — ° (63)

wo kjs die Yerformungsfestigkeit im neutralen Querschnitt und kj2 die Verfor-
mungsfestigkeit im Austrittsquerschnitt bedeutet.

Die Druckspannung p ist im neutralen Querschnitt gleich ps, im Ein-
tritts- und Austrittsquerschnitt gleich Null. Wir nehmen an, dass die Spannung
p sowohl vor, wie auch hinter dem neutralen Querschnitt anndhernd linear
verlauft. Unter dieser Voraussetzung ist sowohl vor, wie auch hinter dem neutra-
len Querschnitt im Abstand x von dem Eintritts- oder Austrittsquerschnitt

Pxi == X, (64)

wo i = | oder Il (Bild 18) ist.

Im Sinne der obigen Ausfihrungen betrdgt der Verformungswiderstand
des Walzens vor dem neutralen Querschnitt, wenn der gewalzte Werkstoff an
den Walzenfldchen nirgends haftet :

kixi + ki It-tg
kxi — +
rrz
-t
hx p g
, lkfs+ M ¢[(1 - cos <9 + P msin¢cPo] \
*\I [( ) ¢ ]/9 (65)

s'n g0 m(h2 — 2r « [/1msin g0)

hinter dem neutralen Querschnitt:

XIXIl + Kmn e P+ Y-
kxii R

X-1. U+.gAp

((*/, + hjz) m[(1 — cos q) -(- p msin 970] (66)
) (sina — sin ¢0) (h2— 2r) mju msin g0

Die mit den Formeln (65) und (66) berechnete Verteilung des Verfor-
mungswiderstandes den Einspannbogen entlang ist aus Bild 19 ersichtlich.

Die mit den Formeln (65) und (66) ausgedriuckten Funktionen des Ver-
formungswiderstandes sind gultig, solange zwischen den Walzenfldchen und
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den von ihnen gedriickten Stickflaichen kein Haften auftritt, also solange die

Walzenflachen an den gedrickten Stickflachen gleiten, d. h. solange

*x<4.

ist, da die Voraussetzung fir das Haften

Der Verlauf der Relativ-
geschwindigkeit vr entlang
den Einspannbogen

Der Verlaufder Forméan-
derungsfestigkeit entlang
den Einspannbogen

Der Verlaufdes Verfor-
mungswiderstandes ent-
lang den Einspannbogen

fl' ehx = £ ekf = fmax

ist.

67>

(68
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Hier ist I = 0,58, und im Walzspalt ist
K]
= P=th 2‘ (69)
wo i = | oder Il ist.

Die Grenze des Haftgebietes liegt vor dem neutralen Querschnitt (der
Fliessscheide) dort, wo

4 r< al mkf (70)
P—tg

und hinter dem neutralen Querschnitt dort, wo

. (71)
Pty Bu “Kkf

ist. Der Abstand der Grenze des Haftgebietes von dem Eintrittsquerschnitt
ist x01 und der von dem Awustrittsquerschnitt x02(Bild 20). Das Haftgebiet wird
durch die Ebenen ad und bc begrenzt. Das W erkstoffprisma, das zwischen diese
Grenzflachen fallt, trachtet bei der Zusammendrickung sich in die Breitung
auszudehnen, dabei bt es auf die Grenzflache ad einen Druck von

Pi=PibXMhXi (72)
und auf die Grenzflache bc einen Druck von
Pu=Pr- bXo2- hXs (73)

aus. Hier bezeichnen p1 und p2 den spezifischen Druck an den Grenzflachen.

Wenn wir voraussetzen, dass die Spannung p x ihren Héchstwert auch im
Haftgebiet in dem neutralen Querschnitt erreicht, und diese Spannung im Ein-
und im Awustrittsquerschnitt gleich Null ist, wenn wir weiters voraussetzen,
dass die Spannung px sich in dem Haftgebiet sowohl vor, wie auch hinter dem
neutralen Querschnitt linear verdndert, dann betrdgt der Hochstwert von px
im neutralen Querschnitt :

p2

PsM=J— -x2. (74)

Die Voraussetzung ist jedoch viel Wahrscheinlicher, dass die Spannung
px ihren Hochstwert zwar im neutralen Querschnitt erreicht, doch nicht linear,
sondern parabolisch verlduft, wie aus Bild 21 ersichtlich ist.
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Die Parabel im Bild 21 berihrt die Geraden AC und BC in den Punkten D und E ; die
Gerade DE ist ein konjugierter Durchmesser der Parabel. Die Parabel wird aus der Voraus-
setzung ermittelt, dass CG — GF und DF — FE ist; die Gerade tt, welche durch den Punkt
G hindurchgeht und parallel zu der Geraden DE ist, ist eine Tangente von der Parabel.

Der Verformungswiderstand kann ausserhalb des Haftgebiets, also im
Eintrittsquerschnitt bis zum Abstand xol und vom Austrittsquerschnitt bis
zum Abstand x®@ mit den Formeln (65) und (66) berechnet werden. Wie schon

15 Acta Technica XIX/1—2.
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oben gesagt, sind diese Formeln nur in beiden Gleitgebieten giltig, also soweit

(67)

ist. An den Grenzen des Haftgebietes ist [15]

/* - kA(= £kf= Tmaxe (68)

Wird der Einfluss der im gewalzten Stick auftretenden axialen Druck-
spannung px ausser acht gelassen, dann kann geschrieben werden, dass im Haft-

gebiet
dk* 2t
dx hx

ist. An den Grenzen des Haftgebietes, wo * = xO0t (i = 1 oder 2) ist, betrégt

d K 2 *Tma
dx Jx=X

(76)
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An den Grenzen des Haftgebietes ist [/ «kx= Tmax = r0. Es ist bisher
nicht bekannt nach welchem Gesetz tx in dem Haftgebiet sich dndert. Nach
Auffassung einiger Forscher ist rx in der Fliessscheide gleich Null [16], nach
Auffassung anderer Forscher dagegen ist rxin der Fliessscheide gleich Tmax =
= r0 [17]. In erster Anndherung wird im allgemeinen angenommen, dass TX
sich im Haftgebiet linear verdndert. Wenn wir nun annehmen, dass txim neutra-

len Querschnitt weder Null noch rx= r0ist, sondern voraussetzen, dass

ts= A-t0, (77)

wo 0<AK<1 (78)

ist, dann kdénnen wir annehmen, dass im Haftgebiet

X\ qui.Tq 1—A-ro .

(79)
Ql —*0) *1 — *0/
ist (Bild 22).
Gleichung (75) kann also folgenderweise aufgeschrieben werden :
i — i 2-T 1- A
dkx 2 ur0 I Xi AX0i g X (80)
dx hx 1%  #0i hx . Xi— *0/
Da
A kxg = Tg= £ < kfl
ist, wird
* . - . ki A
dk 2f o kf i i1 28 -kj 11- ) . (81)
dx hx 1 X, —Xoi 1 K (X, —XOiJ
wo i — 1 oder 2.

15*
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W ir begehen keinen grésseren Fehler, wenn wir bei der Lésung der Glei-
chung (81) in erster Anné&herung

h= hx=~7 u; h = Konst. (82)
setzen, wo i — 1 oder 2. Dann ist die Lésung der Gleichung (81) die folgende :
* * . Axp/ 21 mkfm 1- 4
K- RxHe Kim - XCol gy ( m) X mdx =
h Xi — *0,- ! *| — *0,
a
(83)
2 f Xj — 0, £2_ fé
Kafm ] 0K — %0) — (
Xi — XOi 1Xi — X0 2
also ist
2Cn
%x — K X,t (; Kfm (Xi — A mI0() (X — Xai)
h m(Xi — xoi)
(84)
S(1- 2). (x2- x2i)
wo i = 1 oder 2 ist, je nachdem, ob wir den Verformungswiderstand vor oder
hinter dem neutralen Querschnitt bestimmen wollen.
In Formel (84) ist
kixNi + kfx
kfm — ’ (85)

die mittlere Verformungsfestigkeit im Abstand x = (-
Den tatsdchlichen Verformungswiderstand erhalten wir, wenn wir auch
noch die Druckspannung px in Rechnung ziehen :

= K + Px, (86)
also ist

2£ ok
M i — 00 Ok — »0) —
m(Xi — *0i)
(87)
Q- 9 + Pxi

wo i = 1 oder 2 ist.
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Hier ist
K £ ' kfm 88)
p
WO
, Bi
p'=p=* tg

ist, und kfm die mittlere Verformungsfestigkeit im Gleitgebiet bedeutet.
Der Verformungswiderstand (GI. 87) erreicht seinen hdchsten Wert bei
X — oder x = x2:

2f skjm . .
k x max — kx”" ] (*, —Ae*0,) *(xj — x0i)
h m(Xj — *0,)
(89)
(1-9) A AL gy
also ist
=k ETKIM Lo e g — moy+ ps (90)
h
wo i = 1 oder 2 ist.
Wenn X= 0, dann ist
ein! .
i—kx,, + Ee) (xi — *0,) + p,,
wenn J1= 1, dann ist
2£ o kfm .
kxmax — kx,,, "'b h (*i — X0i) +Psm

Bei praktischen Rechnungen kann mit Anndherung A= 0,5 angenommen
werden (Bild 23).

Um die Funktion kx bzw. kxmax bestimmen zu kdnnen, ist es unbedingt
notig den Winkel €Dbzw. die Abstdnde x1, x2, x0L und x2zu kennen. Der Winkel
O bzw. die Abstdnde xt und x2bestimmen die Stelle des neutralen Querschnittes
(der neutralen Linie), der Fliessscheide ; die Abstdnde x0L und x02 geben die
Grenzen der Gleitgebiete bzw. des Haftgebietes an.
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Die Stelle des neutralen Querschnittes kann in erster Anndherung mit
Hilfe der Gleichung (21) berechnet werden. Die so ermittelte Stelle muss aber
auf Grund der Voraussetzung korrigiert werden, dass der Verformungswider-

stand in der neutralen Linie sein Maximum erreicht. Das Maximum der Funk-
tion kx, die von dem Eintrittsquerschnitt ausgehend ermittelt wird, muss dem
Maximum der von dem Austrittsquerschnitt ausgehend ermittelten Funktion
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kx gleich sein. Es muss also

*xI max x1l max (91)

sein. Laut Gleichung (90) ist also

*k g @+ X) o(*x- xM) = kXu+ *e **>m (1 + A)m(x2- *n). (92
Nj Ml

In dieser Gleichung sind

£ mk/n
— —T  **/mx,,
Bl
M-y
die Yerformungsfestigkeiten an beiden
Grenzen des Haftgebietes.
kxn= ~~ wmkfrnx,, = m fm-B-
kfmx ur,d jsind die mittleren Yerformungsfestigkeiten im I. bzw. Il. Gleit-

gebiet.
Die Grenzen des Haftgebietes (der Gleitgebiete) kdnnen mit der Formel

hi m(£ — /%) (3)

£ 3tg + T f)

bestimmt werden [18], wo i = 1 oder 2 bzw. | oder Il ist.
Hier kann B und Bu aus Bild 24 anndhernd ermittelt werden.
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In Gleichung (92) ist weiters

und

h —*1+ X2, (94)

Die Stelle der neutralen Linie kann also mit Hilfe der Gleichungen (92),
(93) und (94) bestimmt werden.

Die oben abgeleiteten Formeln (65), (66) und (87) des YerformungsWider-
standes geben nur dann der Wirklichkeit entsprechende Werte, wenn sich im
W alzspalt wéhrend des Walzens die zu der Ladngsachse des gewalzten Stuckes
vertikal liegenden Querschnitte sich nicht verbiegen, sondern Ebenen bleiben
(Bild 25a).

Um die Verbiegung der Querschnitte des gewalzten Stiickes und die damiit
zusammenhdngenden Werkstoffverschiebungen (Bild 25b) hervorzurufen, ist
ein Mehrbetrag des Verformungswiderstandes ndtig. Bei der Bestimmung des
W alzdruckes bzw. des Verformungswiderstandes muss man also auch den Kraft-
mehrbetrag hinzurechnen, der erforderlich ist, damit die Langsfasern des gewalz-
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ten Stickes aus ihrer urspringlich axialen Richtung in der Richtung, die dem
jeweiligen Neigungswinkel (p entspricht, umgeleitet werden (Rild 26).
Diesen Vorgang kann man als Scherung vor dem Eintritt in den
W alzspalt auffassen, so dass man diese Arbeit zu jener im Walzspalt einfach
hinzuzdhlen kann. Diese zusdtzliche innere Arbeit in der Volumeneinheit
betragt [19] :
mit= °gedg-e (95)

1

Bild 26

Weil aber die Vergleichsspannung vor dem Eintritt in den Walzspalt
ag = T‘]/3 = kf (96)

und die Vergleichsdehnung [19]
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ist, wird

.98)

Auf die ganze Stickstdrke und die L&nge 1 bezogen (Volumen V =
= 2 ea *R «1) erhdlt man dann (Bild 26) :

a

J At-dv =-7 kr R. l<pd<p=yL.R.a-, (99)
(V+2R) 0

bzw. fir das gesamte Materialvolumen V :

jAt.dV:Alb- amyv .

W

Die gesamte Walzarbeit setzt sich also aus zwei Teilen zusammen. Ein
Teil (Pj) des Walzdruckes (P) bringt die Slarkenverminderung, der andere Teil
(P2 die inneren Materialverschiebungen hervor :

P=Pi+ P2 (100

Der mittlere Verformungswiderstand setzt sich auch aus zwei Teilen
zusammen :

km — kam -f- ksm . (101)
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L P . . P
Hier ist km — |_d der gesamte mittlere Verformungswiderstand, kam= ——
derjenige Teil des mittleren Verformungswiderstandes, der die Verformungs-
arbeitund ksm= —P—derjenige Teil, der die inneren Materialverschiebungen
N

hervorruft.
Der Walzdruck P 2 der die inneren Materialverschiebungen hervorbringt,
kann aus der folgenden Gleichung berechnet werden (Bild 27) :

P2«Ah (=) ma mV . (102)
Daraus ist
K \
po= —G ea o ) (103)
1/3 Ah

Da vorausgesetzt wird, dass die Breite des Stickes 6 =1 ist, betrdgt
das im Walzspalt sich befindende Stickvolumen anndhernd (Bild 28) :

V=rhreld- 2e— <ldmA = A (hlAh).id= A .h2mld.  (104)
2 3 3 3

Demgemaéss ist der zusdtzliche mittlere Verformungswiderstand, der ndétig
ist im Stick innere Materialverschiebungen zustande zu bringen :

ha. VW 62

a > (105)
db y3 Id «Ah Y3 I~ A h
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Gleitgebiete
Haftgebiete

Der Verlauf der Relativ-
A geschwindigkeit entlang
den Einspannbogen

4 Der Verlauf der Formén-
h  derungsfestigkeit entlang
den Einspannbogen

Der Verlauf der Schub-
Spannung entlang das
Haftgebiet

Der Verlauf des horizon-
talen Druckes im Walz-
spalt

Der Verlauf des'Yerfor-

mungswiderstandes ent-
lang den Einspannbogen

Bild 29
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und so ist No 2 *MUY (106)
m“ 3ys3 Ah
Da
a= W (107)

kann geschrieben werden, dass der Mehrbetrag des Verformungswiderstandes,
der zum Hervorrufen der inneren Materialverschiebungen ndtig ist,

3/3
betrdgt.
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Yerformungwtderstandsverlauf im Walzspalt beim
Kallvuahen von Aluminium.

Die Berechnung des mittleren Verformungswiderstandes kann an Hand
von Bild 29 erfolgen. Demnach ist der mittlere Verformungswiderstand

Tx+ 2V+ 13+ 4+ 5+ Te+ » (109)

Tr = m«01, (110

Ti= kXi«(*1 — *01), (111)



Verformungwiderstand
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Verformungswiderslandsverlauf im Walzspall
Kallwalzen von Alumtnu-m

Bild 32

beim

239
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Ta  — «(&max. *xo). (<1 *0)), (112
N
T, kfz + ~xO v (113)
2
Th — fex' (*2 *02) 1 (114)
T% = e (kxmax fod 7 (*2 *25 (115)
T7—ks h- (116)

Bild 30 zeigt den berechneten Verlauf des Verformungswiderstandes beim

Warmwalzen von Aluminium. Der aus diesem Diagramm berechnete mittlere
Verformungswiderstand weicht von dem experimentell bestimmten um 1,2 kg ab.

Die Bilder31und 32 zeigen nebeneinander den von Siebel und Lueg experi-

mentell bestimmten und den berechneten Verlauf des Verformungswiderstandes
beim Kaltwalzen von Aluminiumband.

W M
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ZUSAMMENFASSUNG

Der Artikel bespricht zundchst kurz die bedeutendsten Walztheorien. Es wird darauf
liingeweisen, dass die KARMANsche Vorstellung bzw. die Gleichungen v. Karmans zur richtigen
Bestimmung der im Walzspalt auftretenden Kréafte nicht gentigen, dass ferner die Theorien
Orowans und Micans auf Analogien aufgebaut worden sind, und die Umstdnde, die die
Begleiterscheinungen des Walzens (Breitung, Voreilung) hervorrufen, ausser acht lassen, obwohl
in diesen Umstdnden der Schlissel zur richtigen Bestimmung der Krafte im Walzspalt liegt.

Durch die in diesem Artikel vorgefiihrte neue Walztheorie werden die Ursachen der
Breitung und der Voreilung erklart, und dabei auf die Krafte hingewiesen, die im Walzspalt
tatsdchlich auftreten, und deren Wirkung bisher bei der Bestimmung des Verformungswider-
standes nicht in Rechnung gezogen wurde.

Nach dieser neuen Walztheorie ist der Verformungswiderstand an jeder beliebigen Stelle
des Einspannbogens gleich der Summe der Verformungsfestigkeit des gewalzten W erkstoffes
und der Druckfestigkeit, die in der Walzrichtung, in dem vertikalen Querschnitt des gewalzten
Stiickes auftritt, u. zw. in demjenigen Querschnitt, der zu der eben untersuchten Stelle des
Einspannbogens gehort.

Diese Druckspannung, die wie gesagt, im Walzspalt in der Walzrichtung auftritt, stammt
aus Komponenten zweierlei Ursprungs. Die eine Komponente stammt daher, dass die bei der
Walzung an den Druckflachen entstehenden Reibungskrafte in Richtung der Langsachse des
gewalzten Stickes zwei gegeneinander gerichtete Druckkrafte hervorrufen, die einander im
neutralen Querschnitt das Gleichgewicht halten. Die andere Komponente der Druckspannung
entsteht dadurch, dass das im Walzspalt zwischen dem Eintrittsquerschnitt und dem neutralen
Querschnitt sich befindende W erkstoffprisma bei seiner Zusammendrickung auf den neutralen
Querschnitt in Walzrichtung eine Druckkraft (Druckspannung) ausiibt, welche Druckkraft
den hinter dem neutralen Querschnitt befindlichen Teil des gewalzten Stiickes durch den Aus-
trittsquerschnitt mit einer Geschwindigkeit aus dem Walzspalt hinaustreibt, die grosser ist
als die Umfangsgeschwindigkeit der Walzen ; das Stiuck tritt also mit einer Voreilung aus dem
Austrittsquerschnitt.

Alle drei Druckspannungen, die im Walzspalt in der Walzrichtung wirken, erreichen
ihren maximalen Wert in der Fliessscheide (im neutralen Querschnitt).

Zu dem Verformungswiderstand, der aus der Verformungsfestigkeit und aus den im
W alzspalt in der Walzrichtung wirkenden Druckspannungen ermittelt worden ist, muss noch
der Verformungswiderstand hinzugerechnet werden, der zum Hervorrufen der inneren Material-
verschiebungen (Verbiegung der vertikalen Querschnitte) erforderlich ist.

Die vorgefiihrte Theorie ist sowohl beim Warmwalzen, wie auch beim Kaltwalzen gultig,
und ermdglicht die Ermittlung des Verformungswiderstandes an jedem Punkt des Einspann-
bogens.

NEW THEORY OF ROLLING
A GEEI

SUMMARY

The most important theories of rolling (Karméan, Orowan and Mican) are first treated
critically and it is pointed out why and to what degree K&rman’s assumption is insufficient
for the determination of forces arising in rolling, further that the Orowan and Mican’s theories,
making their start from analogies at the determination of forces, disconsider circumstances
that produce the accompanying phenomena of rolling (enlargement and forward slip) which
are a key to the proper interpretation and determination of the forces arising in the rolling gap.

The theory of rolling here presented explains the causes of enlargement and forward
slip and at the same time points out what forces are to be considered at the determination of
the resistance, to deformation, and the occurrence of what forces has been disconsidered by the
explanations of the theories so far presented. The short sumup of the theory isthe following :

The resistance to forming in rolling at any point of the compressing surface of the rolls
consists of the sum of the yield strength of the rolled material and of the compressive stress
acting at the vertical cross section of the piece, belonging to the place in question.

This compressive stress, acting in the direction of the axis of the rolled piece, consists
of two components of different origin.

16 Acta Tedmica XIX1—2
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One component originates from the fact that frictional forces arising in the rolling gap
between the rolls and the piece produce in the direction of the longitudinal axis of the piece
two compressive forces of opposite sign, which balance each other in the neutral cross section.

The other component of the compressive force acting in the direction of the axis of the
piece arises from the fact that at the compression of the column of material between the cross
section of entry and the neutral section in the rolling gap the side of this column of material
coinciding with the neutral cross section exerts compression on the part of the piece behind
the neutral cross section, and extrudes it through the cross section of exit from between the
rolls at a velocity higher than the peripheral velocity of the rolls, that is, with a forward slip.

All three compressive forces attain their maxima in the neutral cross section.

To the resistance of deformation determined from the yield strength and the compressive
forces acting in the direction of the longitudinal axis of the piece has to be added the surplus
resistance to forming required for distortion of vertical cross sections in the rolling gap (for
producing internal displacements of material).

The theory holds for both hot and cold rolling, that is, with the aid of the deduced for-
mulae the resistance to forming can be calculated for any point of the compressed arc in rolling
both a material of invariable yield strength and a material hardening during rolling.

UNE NOUVELLE THEORIE DU LAMINAGE

A. GELEJI

RESUME

L’étude donne d’abord le compte rendu et la critique des principales théories du laminage
(Karman, Orowan et Mican) et démontre les raisons et la mesure de I'insuffisance de I’hypothese
fondamentale de Karman pour la détermination des forces se présentant au laminage. L’ auteur
souligne aussi que les théories d’Orowan et de Mican, se basant sur des analogies lors de la
détermination des forces, ne tiennent pas compte des circonstances produisant les phénoménes
accessoires du laminage (élargissement et glissement), qui donnent la clef de I’interprétation
et de la détermination correctes des forces se produisant au cours du laminage.

La théorie du laminage ici présentée explique les causes de I’élargissement et du glisse-
ment, et indique les forces devant étre considérées pour déterminer la résistance a la défor-
mation au laminage, ainsi que les forces dont les théories n’ont tenu, jusqu’a présent, aucun
compte dans leurs explications. Voici un bref résumé de la nouvelle théorie :

La résistance aux déformations mesurée lors du laminage, et considérée & un point quel-
conque de la surface de compression des cylindres, est la somme de la résistance a I’écoulement
de la matiere laminée et de I’effort de compression agissant dans la section verticale de la piéece
appartenant au point en question.

Cet effort de compression agissant dans la direction de I’axe longitudinal de la piece
laminée, est constituée par deux composantes d’origine différente.

L’une des composantes résulte du fait que les forces de friction prenant naissance dans
I’interstice des cylindres, entre ceux-ci et la piece elle-méme, produisent, dans la direction de
I’axe longitudinal de la piéce, deux forces de compression de signe contraire, lesquelles s’équi-
librent Tune I’autre, dans la section neutre.

L’autre composant de I’effort de compression agissant dans la direction de Taxe de la
piece résulte du fait que dans I’interstice des cylindres, lors de la compression de la colonne de
matiére entre la section de I’entrée et la section neutre, le coté de cette colonne de matiére corres-
pondant a la section neutre exerce une pression sur la partie de la piece se trouvant derriére
la section neutre, et la refoule d’entre les cylindres, a travers la section neutre, avec une vitesse
plus grande que celle de la vitesse périphérique des cylindres, par suite de quoi il se produit
un glissement.

Les trois efforts de compressions atteignent leur maxima dans la section neutre.

A la résistance aux déformations calculée a partir de la résistance a I’écoulement (limite
apparente d’élasticité) de la matiére et des efforts de compression agissant dans la direction
de Taxe longitudinal de la piece, il faut additionner I’exces de la résistance aux déformations
nécessaire, dans l’interstice, pour fléchir les sections verticales (provoquer les mouvements
intérieurs de la matiere).

La théorie est valable pour le laminage & chaud aussi bien que pour le laminage a froid,
les formules déduites permettent de calculer la résistance aux déformations pour un point
quelconque de I’arc comprimé.
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HOBAA TEOPUA MPOKATKU

A. TENENN

PE3IOME

B pa6oTe cHavana faeTcs KpaTKoe U3M0XEeHWEe BaXHELLMX Teopuii npokaTku (KapmaH,
OpoBaH ¥ MwuaH), 3aTeM 3TV TEOpPUM MOABEPraloTCS KPUTWMKE U YKA3blBAeTCsl, YTO MOYEMY U
HaCKONbKO HeaoCTaTOYHO MpeAnonoxeHve Kapmana Ans ONpefeneHna YCWUuii, BO3HWKal0-
LMX NpW NpoKaTke, Teopumn ke OpoBaHa M MWUMHA, UCXOAS W3 aHaNorvii Npu onpeaeneHnu
YCUMUIA, HEe YUMTBLIBAKOT Te YC/IOBUS, KOTOpble CO3AAOT COMPOBOXAANOLLME SIBNEHWUS MPOKATKM
(pa3gava v onepexxeHne) 1 KOTOPbIe JAlOT K/tOY /15 MPaBUIbHOFO OGBACHEHWS U OMpejeneHns
BO3HMKAKOLWMX B MPOKATHOM pyube YCU/UIA.

PaccmaTpuBaemasl Teopusi NPOKaTKU AaeT 06bACHEHWE MPUUMH Pa3fadun U OMepexeHUs
“ OQHOBPEMEHHO C 3TUM YKa3blBAaeT Ha TO, UTO KaKMe MMEHHO YCUWS HEOOXOAMMO YUMThIBATH
npu onpefeneHUM CONPOTWBIEHUS Aed)opMaLMi NPOKATKM M KaKue BOSHWKAIOLLME YCUNUS He
YUNTLIBA/IUCb CYLLECTBOBABLUMMI 0 CUX MOP TEOPUSMU Mpu 0GbsCHEHMW. [laHHas Teopus
NPOKaTKM BMPOYEM KPaTKO TFNacuT CledyroLM 06pa3om.

ConpoTuB/eHWe fecopmauuy npy NPOKaTKe B SHOGOM MECTe MOBEPXHOCTM CXATWS Mpo-
KaTHbIX Ba/JIKOB COOTBETCTBYET CYMMe MPOYHOCTY AethopMaLn MpoKaTbIBAEMOro MaTepuana u
HanpsKeHUs CXaTus feTasu, AeUCTBYIOLLEr0 B BEPTUKA/ILHOM CEYEHWUW, OTHOCSLLEMCS K faH-
HOMY MECTY.

370 HanpshkeHUe CXKaTus, KOTOpoe AEWCTBYET B HampaBfeHWU MPOAO/bHOW Ocu Mpo-
KaTblBaEMOI [eTann, COCTOMT W3 Craralolyx ABOSKOTO pofa.

OpfHa U3 TaKMX CMaralolmx NpoMCXoauT OT TOF0, UTO YCWAWS TPEHWS, BO3HUKatOLVe B
MPOKaTHOM pyube MeXJAy MPOKAaTHbIMU BajKaMy U MPOKAaTbIBAEMOMN A€Tasbio, CO3AalT BAO/b
NpoAo/bHONM ocv 06pabaThiBaeMoii AeTanu fBa YCUANUS CXKATWs, NPOTUBOMONMOXHbLIE MO 3HAKY
1 KOTOpble B HEiTpasbHOM CeYeHMM MOAAEPXKNBAIOT APYT Apyra B PaBHOBECUN.

yras craraiouias HanpsHKeHUs CXaTus, AeUCTBYIOLLAs B HamnpaBieHWM ocu obpa-
6aTbiBAEMOI A€Tasu, MPOUCXOAMT OT TOFO, YTO MPU CXKATUW B MPOKATHOM pyuybe CTO/6a MaTe-
puana, HaxoAsLerocs Mexay BXOAHbIM W HeATpasbHbIM CEYEHUsIMM, CTOPOHA 3TOr0 CTOMGa,
COBMajialollas C HelTpanbHbIM CeYeHMeM, [aBUT Ha 4acTb AeTa/M, HAXOAsLyHCs 3a Heii-
TPa/IbHbIM CEYEHMEM, U 3TY YaCTb Yepe3 BbIXOAHOE CEUEHME BbIJAB/IMBAET MEXAY MPOKATHbIMU
Ba/IKAMMW CO CKOPOCTbIO, MpPeBbILLAOLLE/ OKPYXHYH CKOPOCTb MPOKAaTHbIX BajfikoB, T. €. Bbl-
[aB/IMBAET C OMEepeXXeHNeM.

Bce Tpy HanpsKeHUs CXKaTusi AOCTUTAT MaKCUMyMa B HeliTpaslbHOM CEUeHMN.

K conpoTvBieHnio fedopmaLuu, OnpefeneHHOMY Ha OCHOBE MPOYHOCTY Aedopmauuu
HaMpPsHXKeHUIA CKaTus, AeliCTBYIOLLMX B HanpaBeHUy NPOLO/bHON ocy NPOKATbIBAEMON feTanu,
HEOBXOAUMO NPVBaBUTL TaKXKEe AOMONHUTENBHOE COMPOTMBAEHUE AeiopMaLym, KOTOpoe Heob-
XOAMMO B MPOKATHOM pyube [/ U3rnba BepTUKAIbHOTO CEUYeHWs (415 CO34aHNsi BHYTPEHHErO
cAiBura_marepuana).

Teopus AeNCTBUTENbHA Kak B C/lydyae ropsiyeid, Tak W XONOAHOM NpOKaTKu, T. €. C Mo-
MOLLbIO BbIBEEHHbIX (DOPMYN NMpW NPOKaTKe MaTepuanoB Kak C HEM3MEHSIIOLLEACS NPOYHOCTHIO
aedopMalim, Tak M TBEPAEIOLWMX MaTepuasioB MpeACcTaBseTcss BO3MOXHBIM OMpefesnTb Co-
MPOTUB/EHVE AedopMaLyy B SIHOGOM MYHKTE CXKaToin ayru.
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IN MEMORY OF ANTHONY KERPELY SEN. (1837—1907)

Prof. A. SCHLEICHER
D. ENG. SC.

[Manuscript received June 26, 1957]

This is to commemorate Anthony Kerpely Sen. celebrated professor of
Ferrous Metallurgy at the famous Hungarian High School of Mines of old
renown at Selmec, formerly Hungary, Corresponding Member of the Hungarian
Academy of Sc., General Manager of the Iron and Steelworks of the Hunga-
rian State, on the 50-est anniversary of his death [1].

Far ahead ofhis time he elaborated in 1878 a method oftesting the hardness
of steel rails, essentially identical with the Ludwik cone hardness test that
turned up 25 years later, or the still later Rockwer1 hardness testing method [2].
At the same time he published his hot breaking testto conclude from the appear-
ance of fracture to the conditions of the refining process, the composition
and quality of the steel. Previously already in 1876 he had investigated micro-
scopically the structure of iron and steel.

From an international viewpoint an outstanding work is his “Layout
and Equipment of Ironworks”, published in German at Leipzig in 7 volumes
of text, drawings and plans [3].

His best-known literary work is the yearbook : “Reports on the Progress
of Ferrous Metallurgy”, founded in 1866 and edited by him for 20 years in
German [4].

Kerpely was in his age not only a great scientist of ferrous metallurgy
but also an excellent practical expert of his art. He reformed a substantial part
of the Hungarian iron industry, took out Austrian, German and Hungarian
patents on the solution of practical problems, such as the reduction ofthe sulphur,
arsenic, antimony, phosphorus and copper content of wrought iron and
steel, on forming calcareous and magnesian rocks to a plastic mass by
acetic acid treatment, on the design of a double puddling furnace with
regenerators.

Kerpely’s fertile literary and professional activities were held in high
esteem not only by his Hungarian fatherland, but also by the technical press
and by professional men of other countries. E. g. the leadership of the famous
World Exhibition at Vienna of 1873 requested him to demonstrate the importance
of iron on the occasion of the exposition [5].
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This brief commemoration was given an opportunity only by the 50-iest
anniversary of Kerpery’s death. For more particulars reference is made on
an appreciation written in German [6], and it is pointed out that the Hungarian
Academy of Science will hold on this occasion a ceremonious meeting to comme-
morate him and will publish in print a detailed review of his work.

A. Kerpetly Senior is not to be mixed up with his son,Antnony Kerpety
Junior, who made his name known by his gasproducers with rotating grate [7].

REMARKS

1. This commemoration was given an opportunity also by the circumstance that the Dussel-
dorf periodical Stahl und Eisen used to commemorate at the begin of every year in a
commendable way excellent authors and experts in metallurgy who died 50 years before
the begin of that year or were born 100 years before. From the last such list published
on pp. 43/45 of vol. 77., 1957 Kerpely’sname was unfortunately left out. It is evident
that such lists are difficult to compose and can hardly be perfect internationally. However,
it is regrettable that the letter of the author of these lines of 23 October, 1956, address-
ed to the editor of the said periodical in that matter has not been taken into consideration
probably because it did not reach its destination in consequence the October 1956 events
in Hungary.

2. The large number of Kerpely’s papers were mostly published in German, this one under

the title : Uber Eisenbahnschienen. Versuche und Studien. Leipzig 1878.

Die Anlage und Einrichtung der Eisenhitten. Leipzig, 1873— 1884. Verlag Arthur Felix.

Berichte tber die Fortschritte der Eisenhittentechnik. Verlag Arthur Felix, Leipzig.

Das Eisen auf der Wiener Weltausstellung. Mit 16 Holzschnitten und 4 litographischen

Tafeln. Schemnitz, Verlag A. Joerges, 1873.

6. E, Cotel : Anton Ritter von Kerpely’s (des Alteren) Wirkung auf die Entwicklung der
ungarischen Eisenindustrie und der Eisenhittenkunde. University of Technical and
Economic Sciences, Publications of the Department of Mining and Metallurgy, Sopron
Hungary), Vol. IX., 1937, pp. 68/76.

7. A. Kerpely Jr. was general manager of the Austrian Alpine Mining Corp ; the Ddusseldorf
Society of German Iron Metallurgists (Verein deutscher Eisenhittenleute) awarded to
him the Carl Lueg Memorial Medal in 1914. W hen the medal was handed to his delegate
at the May 3, 1914 session of the society, the chairman addressed Kerpely as an Austrian
(Stahl und Eisen 34 [1914] 824), which is of course, an error, for he declared himself
a Hungarian until his death in 1917.

oA

SUMMARY

Commemoration of Anthony Kerpely Sen., excellent Hungarian professor of Ferrous
Metallurgy on the occasion of the 50-th anniversary of his death.

ZUM GEDACHTNIS VON ANTON KERPELY d. A. (1837—1907)
A. SCHLEICHER
ZUSAMMENFASSUNG

Zur Erinnerung an den hervorragenden ungarischen Professor des Eisenhittenwesens
Anton Kerpely d. A., anldsslich des 50sten Jahrestages seines Ablebens.
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EN MEMORIE DE A. KERPELY SEN. (1837—1907)

SCHLEICHER
RESUME

Commémoration du souvenir de I’excellent professeur hongrois de la métallurgie du
fer A. Kerpely sen. a I’'occasion du 50e anniversaire de sa mort.

BOCINMOMWHAHVA AHTANA KEPMENW (CT.)

A. WNENXEP
PE3IOME

BocnomuHaHus 0 BbIAAlOLLEMCS BEHTEpCKOM MeTannypre — npocdeccope AHTane Kep-
nenn (cT.) no cnydao 50-NeTust CO AHS €ro CMepTu.
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A PRACTICAL SOLUTION FOR STIFFENED
SUSPENSION BRIDGES OF VARIABLE INERTIA
MOMENT AND ITS APPLICATION
TO INFLUENCE-LINE ANALYSIS

J. SZIDAROVSZKY
HIGHWAY AND RAILROAD PLANNING OFFICE, BUDAPEST

[Manuscript received 5th May, 1956]

1. Introduction

In the history of suspension bridges ropes, chains or cables figured as the
exclusive supporting elements of the first suspension bridges. Later on, we
can find some sort of stiffening elements bearing the deck, but no consideration
of this was made in structural analysis. So this should be regarded as the calcula-
tion system for unstiffened suspension bridges.

It is this system on which was based the calculation of the Budapest
Széchenyi chain-bridge in the middle of the last century.

In the later designs, however, there has already been taken due regard
of the stiffening truss, and dimensioning was based on assumptions as usual
in elastic calculations. In calculating suspension bridges, this may be taken
for the so called Elastic Theory. Among assumptions of this kind one can
find too, that truss deflects under load to so small an extent that analysis of
forces in static calculations may be based on quantities characteristic of the
shape of the unloaded truss. In general, this assumption has been justified. E.g.
we do disregard the change due to loading in the length of the arm, when calcu-
lating the stress of the truss-chord.

Calculation of the Budapest “Elizabeth” bridge was also based on the
Elastic Theory, taking advantage also of results of investigations carried on by
Anthony Knerndt, professor of Technical University at Budapest and
academician.

Already at the end of the last century it was pointed out by investigators
that the effect of deflection is not negligible in the calculation of suspension
bridges, even they went to the length of putting down differential equations as
a way of considering the effect of the vertical deflection and they did resolve
the differential equation in case the moment of inertia of truss, and so its stiff-
ness too, was constant. Designing of this kind, based on the Deflection Theory,
has resulted, especially with stiffening trusses, in stresses much smaller than
those obtained through calculation based on the Elastic Theory. Results of
the Deflection Theory were also applied, in the reconstruction ofthe Budapest
“Széchenyi” chain-bridge in 1948.

1 Acta Technica XIX/3—4.
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Calculation as applied to suspension bridges on the basis of the Deflec-
tion Theory, was not welcome to all engineers for taking longer time than when
applied to other types of bridges and also for the necessity of further neglections
beyond conventional in the analysis of trusses.

A good deal has been said, in the course of calculating suspension bridges,
about considering the effect of change in the moment of inertia, in particular.
A way of dealing with it is that the truss is divided into sections, within which
the stiffness of the truss may be taken for constant, and so no difficulty was
met in calculations. This procedure, which requires complying with two connec-
tion conditions for each section, implies the determination of integral constants
in one equation system. This way, however, is a very cumbersome one as con-
stants are to be calculated with great precision.

The other way might have been the application of the procedure proposed
by “Runge” for the solution of differential equations that cannot be worked
out in closed form.

According to a third way, solution presents itself in the form of a “Fou-
rier” series, although determination of the Fourier constants can only result
from solution of an equation system containing a number of unknowns.

The procedures mentioned are not known to have been used in practical
design up to the present, for they eliminate the effect of one assumption only,
leaving behind in the calculation the rest of uncertainties, on the one hand,
and they require an additional amount of surplus work, on the other hand.

2. Notations

In our coordinate system the positive “x” points to the right, the positive y and rj
point downwards.

The moment is positive if its rotation is clockwise, in case the resultant acts to the left
of the section.

The resultant force is positive when pointing upwards.

Under assumptions as above :

d37

— El +=p—= V = vertical resultant force
dx3
d4an
E ¢l =—= = distributed force
dx4
d27 B .
— E dx2 M = bending moment

By cable-force is meant the horizontal projection of the pull in the cable.
Hw = cable-force due to part of the dead load not affecting the stiffening
truss.

H = increment of cable-force due to other effects, such as the remainder
of dead load, temperature change, live load

M = moment of stiffening truss on the basis of the Deflection Theory.

MO = moment on the basis of the Elastic Theory. (In case of a continuous

stiffening truss, consideration of moments at supports is based on
values calculated by the Deflection Theory.)
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relate to the vertical resultant force later called as shear force, such
as M or MO respectively, to moment

relates to distributed force, such as MO relative to moments

external distributed load

vertical deflection of the stiffening truss

moment of inertia of stiffening truss

modulus of elasticity of the stiffening truss

modulus of elasticity of the cable

cable-length functions (equ. 6.01)

part of dead load without any effect on the stiffening truss. (This part
of dead load, is carried by the cable only.)

length of span

sectional area of cable

abscissa

ordinate of the cable without live load at mean temperature

Hw+ H
EJ

function. One particular solution ofthe homogeneous form of differential
equation 3.03 (par. 4.1).

as above

function. One particular solution of differential equation 3.03. (par. 4.1).
dimensionless constants

constants in function C (x)

constants in function S (x)

constants in function U (x)

subscript referring to section “k”

ordinate of moment influence-line

ordinate of shear-force influence-line

ordinate of H cable-force influence-line

subscript referring to influence linedue to effectofP = 14
subscript referring to influence-linedue to effectofdistributed force

q= ) )
index referring to continuous truss
distance between hangers.

Differential equation of suspension bridges

3.1. Differential equation of the suspended part of the stiffening truss

A practical method in calculating suspension bridges will be demon-

strated here.

In calculating the part of the bridge suspended on the cable, we make
the well-known basic differential equation by “Rode” as the starting point.

In this way:

[EJ r,"]"- [Hw+ H]\rf(1+ ?»)]'= Hy"+p = q.

Notations are explained in chapter 2.
It is noted here that, in case of assuming (H -|- H,,) to be constant, the
principle of superposition holds good.
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After some alteration :

" Hw“bH .
M" - (1+y'2) | VéJ Mdx = Hy" p— Q¢ (301)

In the strict sense of the word, this equation is not a differential equa-
tion, but it may be turned into a linear differential equation of second order.
Thus, the general relations of linear differential equations of second order are
valid for it also. For the sake of simplicity, the basic equation as in Equ. 3,01
will be called further on a differential equation.

3.2. Differential equation of the unsuspended part of the stiffening truss

In many of the suspension bridges, for reasons partly of statics partly
of construction, the stiffening truss is not suspended on the part next to the

supports (Fig. 1). At this part, the differential equation becomes simpler
and takes the form, characteristic of a beam girder, of

M"= - p= —q. (3,02)

The differential equation as in Equ. 3.02, is a special case of that of Equ.
3,01, if Hw= H = 0.

In conformity with equations 3.01 and 3.02, the differential equation
of a suspension bridge for both the suspended and the unsuspended part of the
stiffening truss is:

MA@ R M ax XHy" —p = —q, (303)
EJ

where X = 1 for the suspended part, X— 0 for the unsuspended one.
Or, to put in an other form:

M"+ A[1+ Y ) (Hn+ HYrf\ = — XHy" —p — —q. (3,04)
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4. Solution of differential equations

4.1. Choice of particular solutions
Supposing general solution of the differential equation 3.03,
M = AC(x) + B S(x) + U(x) (4,01)

In this relation, the C(x) and S(x) functions of the dimension of bending
moments, may be regarded as solutions, linearly independent of each other,
of the homogeneous form of differential equation as in Equ. 3.03. On the other
hand, the U(x) function of the dimension of a bending moment is a particular
solution of the unhomogeneous form, “A” and “B” are, in turn, dimensionless
constants.

Choice of the particular solution of C (X) and S (k) is made, further on, so as to he

c(C) —1 (4,02)
C (0= 0 (4,03)
and S (0) =0 (4,04)
S' (o) = 1 (4,05)

Statical interpretation of this is given as follows.

Function C (X) is chosen so that it should produce solution of the homogeneous form,
in other words, the moment on the stiffening truss, due to the effect of the positive unit moment
at X = o, acts as the only external loading to the left of the cross-section, at locus X, chosen
at random.

The distributed load :

9= ° (4,06)

the shear-force and moment, at X = o
V (0)= 0 (4,07)
M (0) = WNuw (4,08)

As regards the moment on the stiffening truss, in turn,

M (X)) = C (x) (4,09)
Thus, C (0) = Itm
C (0)= 0

The S (x) function is chosen so that it should produce solution of the homogeneous form,
in other words, the moment on the stiffening truss, due to the effect of the unit shear-force
at x = o, acts as the only external loading to the,left of cross section x .

The distributed load :

g=0 (4,10)
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The shear-force and moment, at the place of x = o0 :

V (o) = I' (4,11)
M (0)= 0 (4,12)
The moment on the stiffening truss :
M X= s (X (4,13)
Thus, S (0)=0
S' (o) = 1

Each of moments C (X) andS (X) can be produced on thestiffening trussofa two hinged
suspension span, ifloads from hangers, to be found on the right sideof thedifferential equation,
acting upwards, will be compensated by distributed load — Il y" which acts downwards.

In producing moment C (x), the stiffening truss is to he loaded at X = o by unit moment,
and the stiffening truss shall be loaded to the right of the chosen “x” cross-section so that no
support-reaction should rise at X = o.

In producing moment S (x), it is required for loading to the right of “x” cross-section
that the support-reaction ati = o should be 1 ton.

In case the inertia moment of the stiffening truss is constant and value y’2in differential
equation (3,03) is neglected beside the unity, furthermore, the stiffening truss is suspended
on the full length of the span, neglecting dimensions,

C (x) = Ch cx (4,14/a)

S (x) = — Sh cx (4,14/b)

Namely, Ch cx and Sh cx are dimensionless quantities.

4.2. The model-bridge as the basis of calculation

Let us divide the suspended part of the stiffening truss into as many
sections as to make possible that distributed load “p” due to dead-load, fur-
thermore, quantities Hy" and (1 -f-y'2, as well as the inertia moment of the
stiffening truss may be taken, with the precision required, for constant within
each of the sections. It is also required for each particular solution of the differen-
tial equation 3.03 that they should satisfy connection conditions. In consequence
of this, it has been attained that the full solution, too, satisfies connection
conditions. In this method of calculation, values of constants of the following
sections are directly obtained from values of constants of the previous section
relative to each particular solution, and resolving of equation systems deriving
from connection conditions meets no special difficulty.

It is to be noted, that the differential equation is rather insensitive to the
change of EJ and (1 -f-y'2), and, so, no too great a density of division need
be applied.

This procedure would, of course, he suitable not only for calculation of
suspension bridges but might also be extended to solutions of all such problems
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in which result is produced by solution of linear differential equation of non-
constant coefficient.

Calculation is executed not on the bridge itself but on a model on which
the cable undergoes no horizontal deflection, nevertheless,

a) 1. the inertia-moment of the stiffened truss,
2. loading, g, and
3. quantity (1 +y'l)
are constant within each section on the suspended part of the bridge, and alter
by leaps at the section points. This means that the cable-force on our model
alters by leaps bringing about concentrated loading of hangers acting on the
stiffening truss at section points. Because of this, a gradual alteration comes
about in shear-forces at the section points ;
b) the cable-force on the unsuspended part of the bridge is not H 5- Hw
but (H Hw(l + y'j), in which yais the average value of the cable-tangent
on the first suspended section.

4.3. Particular solutions for the suspended part of the, stiffening truss

W ithin each section, let us say on section k, on the model specified under
4.2. EJk (1-fy'fc) and gk, are constants. The differential equation along section
K as in Equ. (3.01), is

M"- CIM = - gk (4,15)
where
Cl= HI+ A (l+ y'l) . (4,16)
EJk

The general solution of this differential equation is :

Mk = akec*x + bke~c*x + % . (4,17)
4

Equ. (4,17) may be written in a form as (4,01). In this case, e.g.

U (x) = akec*x blke~c*™ + -9k . (4,18)
cl

The form of functions C(>X% and S(xX) is the same, except that instead
of ak and bk there are to be written ak and bk, and ak and bk respectively, further-
more, gk — 0.
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In the stiffening truss of our model neither leap in moment nor break
in slope takes place. (That no leap can take place in deflection, we shall revert
to it later.)

Each particular solution and slope that can be derived from it is expected
to comply with these. At section point k at xk (between sections k — 1 and k),
the vertical shear force relative to section Kk — 1 is Fk_i, that relative to «
is Vk= Vk -]- AVk. As no change arises in the value of if here, by making
use of formula (5,05):

/_ Vok-1 —¥Yk-1 YK — YKl — A YK
(Hw-H) (1 + yk2i) (Hw H) (1-f-yik?
From this:
AV, = (489)
1+Y1n-1

as F Oc—1= Y Ok

By the same formula are to be defined changes of the resultant in functions
C(X), S® and U(X. In this, Vk i and A Vk are alternately indexed c, s, u, and
V0= 0 for functions C(X) and S(xy
Formula (4,19) may also he deduced on the ground that the value of
cable-force changes, and so stiffening truss is loaded by a concentrated force.
By reason of the above, it may be written for function U(x) at section
point :

UK®,-) — YK -1(*)
and

YK(XK) — YK-I (XK) + A YK (4,20)

Similar equations hold good also for functions C(x) and S(x).
By employing (4.18) :

«AT Ck+ G~' ecx>x*+ gAx”X Ykle-clrlgk ]

2 ec** Ck Ck
, Ak-1 K , A YK
R (4.21)
KR K }
bk = alk i Ck-Ck-x (ck-x K+ K i Ck+ Ck 1r c ™ Xu+
2 e~C*XK Ck
Ak-1 _AKk__ A YK
(4,22)

cn q CK
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Likewise can they be written for functions C(x) and S(x), too, but indices of
constants bk i, as well as of A Vk, are c and s respectively here, and gk i =

= fk= o.

In favour of satisfying conditions (4,02)—(4,05), with the stiffening truss suspended
at the beginning of the span.

oj = 05
be - 05
0,5
a

The values of al and bi are theoretically optional. It is reasonable, however, to make
choice of their values so that at x — 0 should he U(o) = U'(0) = o in other words,

1-br=--»%" (4,23)

Such a choice is reasonable as, in calculating a two-hinged stiffening truss, there presents
itself A = 0 in solution as per (4,01), thus, only one constant value of integration has to be
defined on the one hand, and constant B obtained indicates the extent of the left-side result-
ant, on the other hand.

4.4 Particular solutions for the unsuspended part of the stiffening truss
Differential equation (3,02) may be resolved by integration, thus :
M= — Illp(x)dxdx + ax + B (4,24)

in which a and B are constants, dimensioned in tons and as bending moment,
respectively.

In this solution inertia moment of the stiffening truss plays no part and,
thus, it may be taken for one section of the unsuspended partinthe determina-
tion of the moment.

Solution as per formula(4,24) may be written also in the form asunder (4,01).

In this case

C(x) = acx + Bc (4.25)
S(x) = asx + Bs (4.26)

Wx)= — 11p (x)dxdx + a'x-f B (4,27)
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In order to comply with conditions (4,02—4,05), in case the stiffening truss is
not suspended at the beginning of the span,

a=2=0
Be=1
as= 1
B*= 0

a‘ and Ru are in turn optional constants.
It is reasonable, however, to count with values

au= Ru= 0 (4,28)

alike the form in Equ. (4,23).

At the connection of the suspended and unsuspended parts of the stif-
fening truss the respective values of both moment and resultant are equal. The
same should he postulated in each particular solution, too. When proceeding
from the unsuspended section to the suspended one of the stiffening truss, so
all and Bu become known, and

n X) dx d X ——- — #) dx — 4L
« 2 ectxt p (X CkJ(p() C*+
+ au yxk+ — + RU (4,29)
hu — p (@dxdx + ~ ip (n)dx - +
2 e~C*x* E* J Ltc
+ «" — +Ru (4,30)

as it is easy to see, at the connection of the two sections. The same applied to
C(x), since a = 0,p = 0 and Bc= 1,

Ar = - — (4.31)

4.32
2e c*xk ( )
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The same applied to S(x), since as= 1,p = 0 and Bs= 0

xk L
Ck (4.33)
2ec*x*
1
X Ck (4.34)
2e c*x*

When proceeding from the suspended section to the unsuspended one
of the stiffening truss, ak and bk become known. In this case

«" = U'(xK) (4,35)
and
Bu= U(xk) - xkU'{xK). (4,36)

The afore-said hold also good when determining constants QX and S(X).

5. Moment, resultant, loading of hangers and deflection

After having written down the solution of differential equation in the
form of Equ. (4,01), internal forces and deflection can be determined with know-
ledge of the particular solutions.

Calculation to be executed refers to a two-hinged stiffening truss.

Even in the case of a continuous stiffening truss, the two-hinged truss is chosen for
primary truss, and the effect of continuity may be considered by the same procedure as in the
case of a continuous girder.

Moment :
M = AC(x) + BS(x) + U(~x)
But at x = 0and x = I, M = 0. As C (0) = Itm, S(o) = 0, the two constants
can be determined.
-U (0
i/m (5.01)
and with knowledge of A
AC(l) + U(l) (5.02)

s(1)
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If constants of function U has been chosen so that U(o) = 0 (see formulae
(4,23) and (4,28)), then

A=0 and B — —
S(1)

Auxiliary functions C'(x), S'(x) and U'(x) at section points are not continuous.

Nearly exact values might be obtained for section point if it were taken
for an infinitely short section and value y' taken into consideration on this
section by its corresponding value.

Value appropriate to the purpose might be obtained too, if it is taken
for équal to the arithmetical mean ofthe function value determinable at section
points on the basis of the two sections.

In this way, also the value of differential quotients C'(x), S'(x) and U’(x)
relative to section points, has been determined, and thereby each function has
only one value at point x.

If at x = o also moment M(o) is acting (continuous stiffening truss)

A= M (0)—V (0)
1tm (5.08)

W ith knowledge of A, the value of B can already be determined on the basis of (5,02).

Shear-force is the differential quotient of bending moment:

V=M'=AC(X+BS K+ U (). (5,04)

Differential quotients C’(x), S'(x) and U'(x) can be produced by differen-
tiation of the forms of functions C(x), S(x) and U(x), detailed in formulae under
(4.18) and (4,25—4,27), respectively.

The loading of the hanger consists of two components :
of 1. dead load,

2. live load and loading due to temperature changes.

The first is the product of the multiplication of the dead weight of the
stiffening truss by the distance between cables, the second is the change in
shear-force on the previous length.

The slope of the stiffening truss on the suspended part can be defined
on the basis of Equ. (3,04). Integrated, after some alteration it is

V(x) + (Hw+ LW rf(l + Y2 = VOx) = -fgdx.
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From this the slope is

VO(x)-V(x) (5.05)
(Hw+ H) (1 +y"™)
On the unsuspended part of the stiffening truss, by making use of (3,02)
CM(X)
. dx y . (5,06)
Voo Bl

The value of the slope on the basis of both Equ. (5,05) and (5,06) is the same
at the connection of suspended and unsuspended parts.
When proceeding from the unsuspended part to the suspended one,

F.W -FW T™M W
(Hw+H)(I+y'k>)+3 E J dXe

The lower boundary of the integral under (5,06) is 0, the upper one is the
abscissa of cross-section x under examination.

Proceeding from the suspended part to the unsuspended one of stiffening
truss,

VO{xk) — V (xk) (5.08)
(Hw+ H) (1 4- Yi&i)
The vertical deflection can be produced, too, as the integral of the slope.
At x = o, the initial values ofrj{o) = o and of the calculated t]'{o) may be taken
as starting points. ,
The deflection on the suspended part of stiffening truss, deduced from
(5,05)

VO(x)-V{x)) Jy

(5,09)
(Hw+ H) 1 +y'2
Along each section, y'\ is constant and, so, after integration :
MO(X)- M (x

{Hw H) @ -(-yE)

in which the value of Ai)kcan be defined on the assumption that at section points
the value of deflection to be defined on the basis of both sections, is the same.
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Let deflection at the end of section Kk — 1 be »?(%), On the other hand,
at the beginning of section k, it is determined by equation (5,09),

M, (xK) — M (xk)
VOIS Hwe my @ yhH TA™

From this

TR, Maq(xk) — M (xK) (5.11)
(Hw+ H)(I+y'kY ’

Proceeding from the unsuspended part to the suspended one,

M
V= — dxdx -(- ¥y X -f- 6. (5,12)
EJ

At X= o0, r](0) — 0, and so 6 = o

Thus, Tj(xk) can be defined, and the value of Ar]lk can be determined on
the basis of (5.11).

Proceeding from the suspended part to the unsuspended one, with know-
ledge of the well-known deflection f]{xk) at the section point, on the basis of

(542),
a=r(xk)—yxk. (5,13)

At the end of the calculation, results are checked by the postulate that at
X = 1 should be rj(l) — O.

There will be a difference, an error of closure in other words, even in case of precise
calculation, due to the fact, that the assumption of load from suspension being distributed
— when a longer part is not suspensed at the beginning or end of the span — is incorrect
from the point of view of deformation.

Namely, the slope and the vertical deflection of the cable and stiffening truss at the
place of Xk is the same. The cable undergoes no deformation up to the point of its suspension,
and the stiffening truss does undergo deformation as far as the support. Therefore, the vertical
deflection of cable and stiffening truss at the support and at the beginning of suspension can
be equal only, if the tangent of the cable changes at the beginning of the suspension.

The deflection produced on the horizontally projected length of the cable x{ by this
angle of deviation, is

Xk

TUW gy dx.

n=—"""%3

According to Fig. 2
xk

cos gk _J

cos gk _
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Thus,
(5.14)

Should it come about in the course of calculation, that the afore-mentioned error of
closure is not negligible, in calculating auxiliary functions C (x)m, S (x)m and U (x), a concen-
trated force at the junction of the suspended and unsuspended parts of

rru(*) dx dx
JJ e

P= (Hw+ fie= (Hw+ H)(I + y'") & (5,15)

has to be taken into consideration, which pulls the stiffening truss upwards at place xk, in case
of U(x) being positive.
gamely, according to Fig. 2

P=-¢e(Hw+ H)

Force —P, reaction of force P, is acting on the cable, and brings about there angular
rotation

p

(Hw+ H) (5.16)

Thereby, the vertical deflection of the cable and stiffening truss will be equal both at the support
and at the beginning of the suspended part. The same holds good for auxiliary functions C (x)
and S (x), too.

In consequence of this, a leap of P value comes about in the shear-force at the junction
of the suspended and unsuspended parts, which should be considered in defining constants
of functions U (x), S (x) and C (x).

When proceeding from the suspended part to the unsuspended one, under the joint
influence of vertical force P acting on the stiffening truss at section point x/f, and of moment
U* (x) calculated without vertical force P, the vertical deflection, occurring at the support
owing to deformation of section | — x& of the stiffening truss, is



264 J. SZIDAROVSZKY

- P —X9
V= — dx dx _ Fl EJ dx dx (5,17)
&+

Xk

The same vertical deflection comes into being in the cable, if at Xk

D_ (Hw+ HI ) )I<k 0B _ ____(_’!@7._+ Y/]kj higs v . dx dx +
‘cp (x —XK)
EJ dx dx (5,18)

concentrated force is acting.
And from this

'‘Um
EJ dx dx

(A, + A)(1+yir-] Xk

v (5,19)

1_(HAH (1+yL

ff dx
| —xk fe+i JJ EJ
Xt

In the correct auxiliary function, also the influence of force P has to be considered.
Therefore, its value, on the part of x > xk,

U = U*X)+ P (x-xKk). (5,20)

The same applies to auxiliary functions C(x) and S (x), according to the sense.

6. Calculation of the cable-force and of the hanger

The cable-force can be defined either by strain energy method or by taking
the starting-point that distance between the extreme anchorage points of the
cable does not change either under effect of loading or under temperature
influence.

The two systems are conducive to the same results, and if quantity of
r\" beside y" is neglected,

JLLH- atLt= —Z (y" r]dx (6,01)
ECFo J

will be obtained, a well-known relation, where to is the heat-expansion coeffi-
cient of the cable material, tis the temperature change, for the rest of notations
chapter 2 accounts.
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The method, as discussed, of the solution of the differential equation
may be made use of in any conventional system of calculation. Further on, it
will be applied to the procedure of calculation by influence lines.

7. Influence-lines

Producing an influence line by the Elastic Theory is carried out as follows.
In this way, the differential equation

M=M—Hy= 0

where M is the moment arising on the two-hinged truss. The moment results
from the total of the moment on the two-hinged truss and of the effects due
to the cable-force. Therefore, the right side consists of two components, one is
the effect of external loading, the other is the effect due to the cable.

The influence-line is to be separately determined for values of M and Hy.
The influence-line due to M will be mp, that due to Hy, maq.

The influence-line due to M is making the moment-influence-line of the
two-hinged truss, in other words, it is a triangular influence-line the peak of
which is at the cross-section z in question.

Thus, the moment acting at x under the effect of force P = 1* is at cross-
section 2

mp=— (I —x) 2 X
| —z .
mp = I X on section z < X
The value of cable-force increment, due to the effect of force P = 1*

acting at x. is indicated by influence-line t;(x,. Thus, the influence-line resulting
from value Hy :

mg= NH @)y () .

The full influence-line :

m = m,, -)- mq.

Similar consideration will be applied to the influence-line to be deter-
mined on the basis of the Deflection Theory, too.
The principle of superposition is not governing the latter, except when

(Hw-(- H) is constant. The influence-line will be determined for value (Hw+ 4)
taken for granted.2

2 Ada Tedrica XIX3—4
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7.1 Influence-line on the two-hinged stiffening truss

7.11. Moment influence-line

The quantity related to loading on the right side of the differential equa-
tion 3.03, consists, alike the former, of two components :

1. of the quantity related to the direct effect due to external loading,
in other words, to live load and to the accidental increase of dead-load ;

2. of loading owing to the increment of cable force.

In case of a two-hinged truss, the former load is identical with loading
according to the Elastic Theory.

Support moments being different in case of a continuous truss, the constants
of integration, arising at integrating the right side, take up other values as
initial ones.

First, the effect of external loading will be examined.

The stiffening truss will be loaded at x by concentrated force P — 1(.
On the left side section, moment to arise at z

mP(z) = A,Ci(z) + B,S(2). (7,01)
The moment of a two-hinged truss, at x = 0 is

mp(0) = 0,

therefore, A/ = 0.
In case of a symmetric stiffening truss, the moment on the right-side

section will be determined in a similar way. In this case, the abscissa of the
cross-section is Z—z and moment

mp(z) = BrS(l - 2). (7,02)
The moment under forceP = Itacting at x, is of the same magnitude on
both sections, while there arises a unit leap in the resultant and a change of
sign takes place owing to progress in the opposite sense
Vpl(x) = 1- Vpr(l - x).
Putting them to use,

B,S(x) = BrS(l — x)

B,S'(x) = 1- BrS'(I —x).
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From these two equations :

B S(l —x) (7.03)
S'"(X)S(l-x) + SEKS'(I - %)
s <*> . (7,04)

TS 0 S{l-x) + SONST- %
After substitution in (7,01) and (7.02) respectively, moment (Fig. 3)

S{-x) S (z) on section z<[x (7,05)
S'"X)S(I—x) + SES (I- x)

${x) S(l1-2). A 7,06
>(*)= €S- x)+S (S (- x) (-2 2hx (1.09)

In conventional calculations, when suppositions enumerated in chapter 4,1 are also
assumed, as

S(x) = —Shex S' 0K = Chcx
so moment (Fig. 3)
W_ shell =x) Shcz on section z <[ x (7,07)
cSh cl
cf, cx
A =TsirdShc«-*) K**e (7108)

In case the stiffening truss is not symmetric, the moment on the right
side section

mp(z) = ArC{z) + BrS(z). (7,09)
As m(l) = 0 at x = I, therefore
0= ArC(l) + Brs(l) .

From this there can be determined factor of C(x)

nr--8, LW . (7.10)
cm

A, =0. (7.12)

2%
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By putting to use connection-conditions already discussed,
B,S(X)=BrS(x) + ArC(x) = Br\S (x) - A C (x)
BiS'"X)=1-BrS'"{x)- ArC'x)=1-BrS x)- S$*"~C (x)

c() '
Factors of S(z) derived from these two equations,

S(x) - “1lLc(x)
C

{1 K
B,=
S0 S (X - cm +sm sx)- e

c() J c(l)

on section z<[x. (7,12)
Br= —A zh L (7,13)

S'(x)-"-C'(x) + S (x, S(x) -- S{I\-C(x)
cm c(

The moment of the stiffening truss due to vertical force P = If acting at x,

is produced by equations as above.
The other loading is due to the real increase of the cable-force.

According to equation (3,03), this loading is q0= — Hy” being uniformly
distributed along each section.
In case of increment of cable-force H = 1', in other words, under the

effect of distributed load y" <1\ moment

mq(x) = AC(x)  BS(x) -)- U(x),
where function U(x) can be determined for the afore-said loading on the basis
of chapt. 4,3—5. If choice is made of the initial value of function U(x) in a
way that U(o) = 0, as mg= 0 at x = 0. therefore A = 0

mqg(x) = BS(x) -\- U(x) (7,14)

mqg(l) = 0 at x = I, from this

1,0 (7,15)
S(l) m
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This substituted, moment
mq (7) VM-S(x) + U(x) . (7,16)
5{1)

In conventional calculations

U (x) = (1 —Chcx) (7,17)
mq(X) = -(1 —Chex) -f- B Shex.
But mg= 0 at x — | and thus,
B = q Checel. 1 4- n d
Shcl
Substituted, as q = --—-m—in case H = I
mg(X) = -—Th Y Shcx —Chex + 1] (7,18)
In case cable-force H — 14, the moment is mqg{x). This multiplied by

the increment of the cable-force, we can obtain the moment due to the cable-
force on the undeflected truss.

On determinig the influence-line, the moment to arise under effect of
P = 11l acting at x, will be sought for place z. Ordinate VH{X) belonging to x will
produce on the basis of formula (7,36) the value of the increment of force H
to arise under the effect of P = 14 acting there. Thus, moment mq(z), arising
at s, multiplied by the increment of force H, yields the moment due to increment
of force H.

The moment due to increment of force H to arise under the effect of
force P acting at x, is according to (7,16) and (7,36) (Fig. 3) at z

maH (*) = nn (x) U(z)- %E:; S(z) . (7,19)

In the case of conventional calculations

mgH (x) = — H ITh e~ Slicz— Clicz+ 1] . (7,20)
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This moment added to the moment due to force P = 1* calculated on the
basis of formulas (7,01—7,13), gives the influence-line ordinate of cross-section
z of the stiffening truss (Fig. 3)

m () = mp(X) + mgH(x). (7,21)

z

mp (¥

Fig. 3

7,12 The resultant influence-line

The resultant arising at place s of the stiffening truss is the first differen-
tial quotient of the moment produced by force P = 14 acting at x.

Under effect of external loading, the stiffening truss being symmetric,
after differentiation of the resultant (7,01) and (7,02), respectively,

vp(x) = B,S'(x) on section 2 <[ x (7,22)
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vp(x) = BrsS'(l - *) (7,23)

In conventional calculations
\P(*) = — - CAZ Z<; K (7.24)

V ()= w  CAC(i_2) 2n % (7.25)

Or in the case of the stiffening truss being asymmetric, it can be determined
by differentiation of (7,01) and (7,09), respectively.

Under the effect of distributed load y" m1* the resultant can be deter-
mined by differentiation of (7,16)

V(*)z--T?a.%)-S'(x) + U'(%). (7,26)

In conventional calculations

V, (x) = — Y Chcx — Sh ch ! (7,27)

The resultant from the increment of force H arising under the effect of
P = 11acting at z, is at *, alike Equ. (7,19),

*) = ' (@) - ' 7,28
VOH(*) = VH(x) U () s(l) ' (2 (7,28)

In the case of conventional calculations

VqH(X) - - r/H(X) JTh Chcx — Sh cxj (7,29)

And the resultant influence-line

v{x) = Vp(x) + vgH(x) . (7.30)

7,13. Deflection influence-line

Deflection and slope can be determined on the basis of formulae under
par. 5.

Under the effect of external force P = |1 acting at x, the momentisyield-
ed by formulae (7,01—7,13). The value of moment MO(x) is, in turn,
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) —
mpo \x) = —j—Z X on section x<”"z (7,31)

mp() =y (- % XA (732)

Under the effect of loading y" <I1due to influence of the increment of
force H = 1, the moment can be determined as per equations (7,14—7,18).
For determination of rjg(x), the moment is

TwX) = Y «14e (7,33)

7,14. Cable-force influence-line

The cable-force influence-line can be produced as the vertical deflection
of the stiffening truss under the effect of the relative unit dislocation brought
about in the intersected cable.

The cable will be imagined to be intersected (Fig. 3) and the cable
force to be increased from Hw-)- Il to Hw-j- Hf-AH.

Under the effect of the increment of force H, the vertical deflection of
stiffening truss can be determined on the basis of discussions under 7,13.

The relative deflection due to the increase of cable-force AH — 11between
points of the cable intersected, is easy to see.

u= -"-+z[y"vaqdx. (7,34)
Cc 0 J
0
. . . 8f
In conventional calculations, being y" = -———
Ls xi f
“= EcF\>~ 21f J nqgix' (7,35)

In the case of unit increment of cable-force AH, the relative deflection
is u, thus, in the case of unit relative dislocation, the increment of cable-force
AH is —

n
Consequently, the influence-line (Fig. 3) is

Vh (x) ! (7,36)
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7,15. Loading of hangers

Hangers are loaded by distributed load, acting on the cable over the
distance between two hangers. Stress on hangers is influenced by the dead
load affecting only the cable by the live loads and by the change of temperature.

The distributed load stressing the cable

g+ w =- {Hw+ H)[y"+ {I/Q +J'2}f]m
The bulk of stress on hangers is due to the first component, while only
a smaller percentage is represented by the other one. For this reason, no greater

precision must be aimed at in determining the other component, and the effect
due to change in (1 + y'2 may be disregarded.

q w= — (Hu+ H)y" — (Hw+ H)i/'(l + y'2).

and

w= —Hwy",
the increment of the distributed load
g=-Hy»+@-+g>1+" M.
EJ
Moment m (x) at z, to arise at constant cable-force (Hw+ H) under the

effect of force P = | lacting at x, as well as H are already known. Thus, the
influence-line ofdistributed load with a view to 4,16

g(x) = — t)Hy" +c2m (x). (7,37)
~\aluesy" = 0 and c= 0 being substituted, on the unsuspended part of
stiffening truss, indeed,
gx) = 0.

The load on one hanger,

s{x) = [—nHy" + ¢2m(x)]h, (7,38)

where h is the distance between hangers.
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7,2. Influence-line on the continuous stiffening truss

Influence-lines for bridges of two-hinged stiffening truss can be determi-
ned on the basis of (7,11—7,15).

In the case of a continuous stiffening truss, also the effect of continuity
shall be observed.

Under the effect of force P — | lacting at x, slope develops above supports
of the two-hinged primary system of the stiffening truss and, thus, a relative
slope arises between the end-points above the same support of the two neigh-
bouring two-hinged stiffening trusses. This relative slope is undone by the
moment arising at supports.

In the case of a two-hinged truss, the effects arising at place z have been
separately determined. They are :

1. the stress on the stiffening truss under the effect of external force

P = 1*acting at x without the effect of distributed load Hy" due to the incre-
ment of cable-force H ;

2. the stress on the stiffening truss at z under the effect of distributed

load y". If due to increment of cable-force H — 11 ;
3. the value of the increment of cable-force H under the effect of force
P — 1* acting at x. The two latter being multiplied and added to the first one,

the actual effect is obtained.
In case of a continuous stiffening truss, the same analysis is to be executed

on the continuous truss. Therefore, the effect of continuity is to be solved for
all the three cases.

First internal forces due to support moment and deformation will be determined, then
the continuous stiffening truss will be solved.

7,21. Effect of the support moment

On the left side of a two-hinged stiffening truss, external moment M will be acting.
Under external loading like this, the moment can easily be determined. As differential equation
(3,03) is homogeneous, moment

M = ACKX) + BS(*). (7,39)
At x = oM (0) = M and, as C (o) = 1 tm, furthermore, S (0) — 0, so from 7,39

M = A «1 tm

from which
A = M
- Tim - 4>
At x = I M = 0, therefore, with a view to equations (7,39) and (7,40)

M ()
in s@O ° @41
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W ith knowledge of the moment, slope and deflection can be determined with the aid
of formulae under 5.

This calculation shall he executed on all spans.

In case the stiffening trusses in the side-spans are not suspended, the internal forces
as well as the slope and the vertical deflection can be determined in the usual manner for unit
moment arising at the support.

7,22. Solution of the continuous stiffening truss

Further on, calculation will be executed on a three-span stiffening truss which is sym-
metric in relation to the centre of the middle»3pan.

Under the effect ofthe unit positive moment acting on the left-side support of the middle-
span — as a two-hinged truss —, the slope at the left-side support

V= 2 (7.42)
at the right side support

V' = v2. (7.43)

In this way, under the effect ofthe unit negative moment acting at the right side support,
the slope at the right and the left side support, respectively, is

Vi= — B2 (7,44)
V= - 2. (7,45)

Under the effect of the unit positive moment arising at the left side support of the right
side span as a two-hinged truss, slope at the left side support is

IT= J»i. (7,46)

Likewise, the slope under effect of the unit negative moment arising above the right
side support of the first span,

V= - & (7.,47)

In a system consisting of two-hinged trusses, the stiffening truss in the left side span
above support 1 will be loaded by external moment — the middle span above support
1 by + M, , thatin the second span above support 2 by — M2 that in the third span above
the second support by JIr2.

According to (7,42) and (7,43), slope at the right-side of the middle-span
tga= M2v2— M2uyr. (7.48)
The slope arising at the left side of the right side span
tg B = M 2fti - (7.49)

On account of continuity tg a — tg /5 and, thus

NnrR2= m1 (7,50)
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The slope at the left side of the middle-span

tgy = Mryr- M2v2= M 1«2 . . 7,51
M+ fz' (7:51)

The slope above the right side support of the left side span, according to (7,47)
tg<5 = — (7,52)

The moment influence line can be produced in a way too, that a unit relative slope is inserted
at the place examined and, so, the figure of the vertical deflection arisen will be identical with
influence line looked for.

In the case of a unit relative slope above support 1

gy —tga=1
to say,
M2~ M++)+ Mh=1
From this
- VI + i
M1=
(<L+ RzY — v (7.53)
On the basis of (7,50), respectively,
M = 2
, (W+—|?_~V| ' (7,54)

W ith knowledge of moments Jl1/land W2 the influence-line of the left side moment (k)
measured from the left side support)

ml(ll—x) = M 1r](I1— x) (7,55)

where T (x) is the vertical deflection arising under the effect of unit moment acting at x = Ix.
The subscript refers to the No of span. Because of symmetry r]1(/L—x) = r]3 (x).
The moment influence-line in the middle span, in much the same way, is

ro2(x) = M 1208 + M2i%2(i2 — x) . (7.56)

In the third span
m30k) = Mjna(x) . (7.57)

7.23. Moment influence-line

The influence-line of support moment being known, the rest of influence lines can he
produced easily.

The span under examination taken for a two-hinged one, the influence-line of cross-
section z becomes known. This influencé-line has to be increased by the effect due to the support
moment depending on loading and on its place.

In the case of the moment influence-line, the effect of support moment at cross-section
z is sought for.

The value of the moment arising at z examined, under the effect of external moment
M = 1 acting at the left side of the middle-span, can be determined on the basis of formulae
(7,39 — 7,41), and its value
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mm (a) = C(a) — S (a) (7,58)

Moment m1(lt—x)l as under (7,55) shall be multiplied by this factor in order to obtain the effect
of continuity on the left-side. As the moment influence-line of support 2 is a reflected image
of that of support 1, the effect of continuity at the right-side support marked 2 is obtained
if X is substituted by (12— x) and a by (i2— a).

First, the value of the moment without the effect of distributed force H y", arising at
X under the effect of force P = 1*, will be determined.

The moment influence line of the continuous truss can be produced as the amount of
the three effects. They are : the effect on the two-hinged stiffening truss, and those raised
by two support moments. Thus, by putting to use Equ. (7,55 — 7,58), the influence line for
the middle-span (No 2)

mER(*) = nR(*) + TI(s) M0+ mef2~ 2ym2(h ~ x) (7,59)

for the left side span (No 1)
mel(h —*)= mpi —x)+ mml(i—a)mi(l —x) (7,60)

for the right side span (No 3)
mp3(x)= mopi (X)+ mml()m,(a). (7,61)

Formulae (7,14), (7,20), account for the influence-line of the two hinged stiffening truss,
arising under the effect of distributed load y" « 1*

Support moment MQ due to continuity can be determined by loading the corresponding
section of the influence-line of the support moment by distributed load y" «1*

On account of symmetry assumed, the two support moments Mq are equal to each other.
W ith regard to (7,55) and (7,58), the moment arising at a in the middle-span

m,2(a) = m?2(@) + Mq [mm2(a) -f- mm2 (i2— a)] . (7,62

In the right side span
m@z (r)= m?i(a) + Mgmm\ (a) . (7,63)

For the left side span, for r, 1—a is to be substituted.

It is to be noted that the same value may be obtained through loading the influence-
lines as under (7,55 — 7,57) by distributed load y" = I1

The influence-line of the cable-force, determined by Equ. (7,73), multiplied by the value,
as factor, of the moment under (7.62 — 7.63) yields the influence-line Hy” which should be
added to the influence line of force P = |las under (7.59 — 7.61).

Thus, moment influence line

me(x) = me (x) + yigg (x) mg (2) . (7.,64)

7.24. Resultant influence-line

The determination of the resultant influence-line is carried out in much the same way
as that of the moment influence-line.

The influence-line on a two-hinged truss is produced by formula (7.30), under the effect
of force P — 14

The influence-line of the support moment can be determined on the basis of formulae
(7.55 - 7,57).
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Under the effect of unit support moment, and after differentiation adequately executed,
the resultant on the basis of (7.39 — 7.41).

mm (x) = C'(x) - -g”iy S'(x) . (7,65)
Its value at z

mA(z) = C'(r)--1lI-S (). (7.66)

The influence-line of P = 14, without the effect of Hy", is for the middle span
Bp2(X) = vei (X) + TAT(Z) M2(X) + mm2 (I —z) m2(l —x) . (7.67)

For the extreme span

B(*) = "pi k) + MMi(2) MX . (7.,68)

Under the effect of distributed load y" 1¢, the resultant at the middle-span

vg2(2) = vgz(r)+ W K i () —T1"TIrV—"7*)] (7,69)
At the extreme span
"73(r)= "Mi@+ Wmm@m (7,70)

The resultant influence-line, like the moment influence-line,

VC(X) = \/p(X) + \.(](r) 'jH(X) . (7171)

7.25. Deflection influence-line

The deflection influence-line tj (x) of the two-hinged primary system of the stiffening
truss is already known from force P = 14 without effect Hy", according to Equ. (7.31 — 7.32).

The value, to be determined according to (5.05 — 5.13), of the vertical deflection of
point z under the effect of unit support moment (M = 1tm) as under (7.39 — 7.41), is rfq (x) .

The deflection influence-line of the continuous stiffening truss, in a manner similar to
the previous ones,

Ve(x) = Vp (x) + Vh (Vg (2) * (7.72)

7.26. Cable-force influence-line

The influence-line of the cable-force will be determined as discussed in point 7.14.

The vertical deflection of the stiffening truss (7.72), under the effect of H — 14 is Vg (x).
The relative deflection on the cable imagined to be intersected, is uc. This value is correctly
given by (7.35), but Vg (k) should be substituted for tjq (x).

The deflection influence-line

Vh (%) = VqP%K) (7,73)

7.27. Hanger influence-line

Formula (7,38) is valid for the hanger in this case, too. So

s'k)=[—Vh (/" + c2mc(x)] h. (7,74)
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7.3. The effect of permanent loading

Permanent loading taking into consideration e.g. the part of dead load
taken by cable and stiffening truss together, is going on in the same way as
in other structures calculated on the basis of the influence line ; i.e. the influence-
lines are to be loaded by permanent load.

7.4. The effect of temperature change

The cable will be imagined to be intersected (Fig. 3).

The relative deflection to arise at the place of intersection under the effect
of temperature change,

Al= cotlL,. (7,75)

The relative deflection, just here, due to unit cable-force increment, is
u (or n resp.). In the case of increment of cable-force Ht, the relative deflection

Al=Hu. (7,76)

The cable not being intersected, there cannot arise any relative displace-
ment, consequently the sum of deflections according to equations (7.75) and
(7.76) is 0. Of this the increment of cable-force due to temperature change is

Ht= - <atL . (7,77)

7.5. Analysis by influence-lines

W ith the knowledge of influence-lines, stresses and deformations can al-
ready be determined. Determining the moment of the stiffening truss for in-
stance, can be performed as follows.

Having determined the moment influence line of cross-sections z under

examination for cable-forces (Hw-)-HX, (Hw-f-H2, ...., (Hw-f- Hn), as-
sumed to be permanent, one can obtain the designh moments Mv M2 ... Mn
and the design load positions hv h2 ... hn. It is to be noted that in the design

moments is contained also the part of permanent load which is taken by cable
and stiffening truss together (7.3 §).

By loading the cable-force influence-line by the design load positions
hv hv ... hn, the cable-force increments Hi, H2, ... Hn are obtained, inclusive
also of the increase of dead load and of the effect of temperature change.

H* and M, pertaining to the value of (Ilw + H) = 0, are values according to the Elastic
Theory.
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On Fig. 4a, the increments of the aforesaid cable-forces H[, H2 ...
Hn have been represented as functions of (Hw+ LU, ... (Hw+ Hn). This
refers to the case when the loading, under consideration, is decisive from the
view-point of moments under the cable-force assumed. Of these the cable-

b)
Fig. 4

force Hi is valid where IT, = H]. This cable-force Hi is obtained if the straight
line at 45“representing relation H=H * getsintersected by the line of the function
of the cable-force H plot. Moment to be in force relates to H — H.

Moments M1 ... Mn have been plotted as design moments on Figure 46
as functions of (Hw+ H).

In static calculations based on influence-lines, the influence-line is deter-
mined at values (Hw -J- I11) differently assumed, at intermediate sections values
will be interpolated linearly. In case the values of H have been assumed densely
enough, this procedure of calculation may be regarded as fairly accurate from
the view-point of practical calculation. In bridges where the percentile change
of the cable-force is greater, there is need for a great number of points to be
determined. This means, however, a good deal of excess work, especially when
the changes of the moment of inertia on the stiffening truss is taken into
consideration.
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On the basis of the above, it is reasonable to interpolate with the aid of
a parabola of second degree.
This requires determination of effect in values of three cable-forces.

The relation between effect and cable-force is, however, not of second degree. Supposing
this deviation to be of third degree (Fig. 5), the error in this case is

A=gl(H-H,)(H+ Hj)(H—0)= glH3- glWH (7,78)

where g2 is constant. The place of the extreme value

0= 2': — 3glH2—gjH2 from which H—t%

and the maximum error on section between —flj, and - f/j. after value of H being substituted
for (7.78),

A 1 24a°7?
+ XK *1°

The same error comes into being in the cable-force
H=2a8]|-~ 1154, (7,79)
P
Supposing the error to be of fourth degree (Fig. ~>), so the error
A=g2(H- Hd(H+ H,)(H- 0 =gzH*—g2Ll H-

3 Acta Technica XIX/3—4.
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Determining, likewise, the minimum deviation at H =

n
A
Just so great is the error in the cable-force
H=HX 1,1 H. (7,80)
As m 0,87 and - 0,91 are near enough to each other, so for parabolic inter-

relations of both third and fourth degree it can safely be stated that the maximum error at the
internal and external points should he equal if it were determined at the middle of the cable-
force values that may come in question, and at points falling in with 0,9 of the distance measured

from the middle toward the boundary points.
After this preliminary explanation, if the section of the cable-force that may be consid-

ered, is between Hmm — H min, so it is well worth to determine the influence-lines for the
mean-value of cable-force

H max 4- H min

Hk= Y memmeeeee- (7,81)
as well as for cable-forces
Hr—1lk— 0,9 H maX ~ H mit> (7.82)
and
H max — H min
H2= Hk + 0,9 2 (7.83)

It is to be noted that, as force Ht is to some extent dependent on the assumed cable-
force (Hw+ H) (namely, in equation (7.76) n is the function of the cable-force), the determi-
nation of the cable-force takes place by gradual approach, to say, with knowledge of the cable-
force, the value of H will be determined by starting from corrected cable-force Ht.

Of course, the parabola and the intersection of the straight line can be determined by

calculation or by the graphical method.

8. Example

The result of our investigations will be applied to a two-hinged suspension bridge only

the middle part of which is suspended.
In this example, resort is made only to the steps which deviate from those applied in

conventional calculations.
The middle-span of bridge, | = 300 m ; the two side spans, 60 m each, are unsuspended

Hw = 3000 t.

The inertia moment of the stiffening truss is variable, as indicated by Fig. 6.
The span will be divided into 5 parts.
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Inertia moment on parts 2, 3 and 4. is taken for constant, and the actual change of

inertia moment, in conformity with the figure, on parts 1 and 5 is considered.

3%

Part 3. X

Parts 1 and 5. x =
Parts 2 and 5. x -

y"

*

J2

X

ca 21 -107+0,41371

0—60 m, or x — 240—300 m, as the unsuspended part,y' = 0,25.

60—90 m, or x = 210—240 m.

340-3 m'1

60m/ = 0,25 *=90m,y’= 0,16, 1+ y'2nean = 1.045433 . ..

0,51428 m4

90—210 m,y” = —2,66 «10"3m 'L

90 m, y'= 0,16, x = 150 m, y'= 0, 1+ y2mean= 1,00085,
J3 = 0,41371 m.

In the calculation, value Hw « // 5000 t is reckoned with (see formula 4,16).

1300m

5000 «1,0085
N5,76 «10-4 = 2,4+10-2m'1

Determination of auxiliary quantities

3+ "2

U+ 3

2,4 - 2.2 1,91667...

= 0,083333

= 2,09091

= —0,0909009...

y'2—y'2= 0,045433 —0,0085 = 0,036933

y'2—y'2= - 0,036933
y'2—y'2 0036933 ...
i+y? 1,045433

Ly 0,036933
ysr - Y = 0,03662
1+ y'2 1,0085

r,(*)=o0
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It is to be noted that the effect of deformation of cable and of stiffening truss being dif-
ferent from each other on the unsuspended part (formulae 5.14 — 5.20), has been neglected.
This neglection, under given circumstances, is not justified, for in the case of a reaction of 1 ton

60

lj 17~ d*— 0,672 10-2, thus

0]
ff SE(.>\(]) dx dx
P= (HW+ H) " (1 + y'kf =

5000 -MZ2__A°-i + 0,2522= 0,635t .

The necessary correction has not been, however, taken into consideration in the cal-
culation for our example, in the interest of lucidity.

Determination of auxiliary function S (x)

On the basis of par. 4,4, as = 1, Bs= 0. Thus, as

1 1

-~ 22+10-2 = 45-45 ... m

by putting to use Equations (4,33) and (4,34) (values of e@Xand e GXJfrom Table I).

1
*2 He
s o2 60 + 45,45
& 2 ec2xt 23,7434 14,0854 tm
1
€2 00 — 4545 _ 57 2244 tm
2e-c«*[ = 24026714 ~ U :

Determination, as per 30 m, of the value of the function, as well as the determination

of constants on the boundary of the suspended part are indicated in table No | (see formulae
4,18 — 4,22).

On part 5 (formulae 4,35 — 4,36)

as = 79,0942

Bs

3479,707 — 79,0942 X 240 = -15502,901.

Thus, on part 5

S (*) = 79,094 a —15502,901

Determination of auxiliary function U (v)

Function U (x) will be determined for distributed load 1ty".
At the first section gl= 0
At the second section g2 =

Dy" = —3,10-3
At the third section ¢3= DYy"

—2,66 ¢ 10-s



Section

C*+C*_, c*—et_, cx+c*_, tek xt

cX ecx e ox o C*7C*-'"a, eC*-i*r
o
4 5 6 7 8 9 10
11,49285 0,49969
4
180,0723 —7,82931
Checking : ~(60) = 0= K260)
F,(90) + A V,, = 0,0966783 — 0,0090543 = 0,087624 = F390)

T3(210) + /1 Vt = 2,06532 + 0,06979 = 2,13511 ~ 2,13519 =
T4(240) = 3,98638 = F§(240)

C*+
C.

r4

Table 11

Calculation of function

—0,0090543 —0,37726 —1,58029

U(x)
Total
AVk Yel 9%  of columns
Noe. : 9, 12,
Ck <3_. > 17, 18
17 18 19

9,66878

3,172136 1,58029 184,8187

2 eCkxk ak

20 21
0,827904
0,557529
0,910527

Columns Nos. 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 15, 20 and 23 identical with those of Table I, are not filled in.

2
ﬁi_, e—Ck~txk Ge—CCkk-,, _ct.,J M*) YK-\—Yk AVK
H 12 13 14 15 16
3,07010 0,13348 —0,1596 —0,256278
0,138899 —0,006039 0,1596 —1,90572 0,069787
Nb.:
210)

Total
of columns

Nos. : 10,11, 26~Ckxk hk akeCkxk
— 17, 18
22 23 24 1 25
11,6013
3,099176
5,99626
2,36676 10,26126
4,83439
9,93182
19,84692
41,92005
86,12150
—9,28226 — 471,047
92,41303
178,8002

bk 2—Ckxk

26

3,099171
1,60179

1,18338
0,57602
0,28038
0,13647
0,06643

—4,64113
—2,3988

4\k/ ak ek xk —
¢ o —tke Okxk
27 28 29
0
0,000003 0,000005
—6,19835
1,39970 4,39447
1,39971 3,65101
5,88975 9,35580
— 461806 15,50924 19,56654
37,43846 41,48358
81,56987 86,05507
81,57355 97,05416
—6,19835
170,2030 181,19895
170,2031
289,7945
409,3859

Vk

30

0
0,096678

0,087624
0,224539
0,469575
0,995606
2,06532

2,13519
3,98638

V'(x)

0,092151

0,224539
0,469597
0,995606

2,10025

3,98638

3.98638
3.98638
3.98638



30
60

60
90

90
120
150
180
210

210
240

240
270
300

22 10"2

2+410-2

2°210-2

cX eCx c X
4 5 6
1,32 3,7474 0,26714
1,98 7,2427 0,13807
2,16 8,6711 0,115325
2,88 17,816 0,056135
3,60 36,598 0,027324
4,32 75,189 0,01330
5,04 154,470 0,006474
4,62 101,494 0,009853
5,28 196,37 0,005092
Checking : 1'i(60) =1,0 =
F..(90) + A(|\K3-:
V3(210) + J

F4(240) =

Ct "Xk C—C4

2,16166 — 0,07637 =
41,1733 + 1,5078 = 42,6811 =
79,0942 =

Table |

Calculation offunction S (x)

rHK-l Tc
-X —) AVk
YM-yk(x) YKEX—K o K Nen o 12
I+YK , 17, 18
r2
13 14 15 16 17 18 19
0 —2,16166 0,03533 —0,076371 —3,1821 0 192,663
0 —41,1733 —0,03662 1,50777 68,5348 0 3656,664

21

14,0854

11,1095

18,0142

T

—17, 18

22

18,8880

e akeOkXk

24 25

27,2244

52,72728
102,01633

81,8904

96,3316
197,90
406,59
835,31

1716,084

—223,4338 0,019706 — 11338,6

1828,333
3537,448

¥ «—C**4

26

7,27272
3,75887

9,4440
4,60
2,24
1,09
0,53013

— 111,717
— 57,741

o O o o o

S(x)

28

30
60

60
105,7752

105,7756
202,50
408,80
836,40

1716,614

1716,616
3479,707

3479,707
5852,533
8225,359

0eCP»—

—6 CxF*

29

45,45456
98,25746

86,8876
193,30
404,32
834,22

1715,554

1940,050
3595,189

30

10
2,16166

2,08530
4,6392
9,7037

20,0213

41,1733

42,6811
79,0942

§'(x)

31

2,12348

4,6392
9,7037
20,0213

41,9272

79,0942

79.0942
79.0942
79.0942
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" w3, 10"3 )
_ 6,19835 =

¢ | 4-84+10-* —

p= 2066ei0-8 ) 006

€r 5.76+10-* —

2 9% _ 158029
Cl c*

- %o 158029
cj ci
The values of function V,, () :
External load acting on the two-hinged truss :
a) the two extreme sections (sections 1 and 5), 60 m long each, are unloaded.
b) loading of the 120 m long middle section (section 3)
g3= 2,66 <10 3 t/m

c) loading of the sections (sections 2 and 4) 30 m long each, between sections a, and b,

q2= —3.10"3 t/m
At * = o, reaction from this VO(0) = —0,2496 t, at x 90 m, shear-force Va(90) = —0,1596 t,.
at x = 210 m, shear-force V0(210) = 0,1596 t
According to formula (4.28),
ft = =0
from formula (4.29), as p — o,
N 1 g2  6,19835
a, 237434 0,827904
" 1 Jh 6,19835
b — = 11,6013 .
2 2e_cA cl 2~0,26714 '

Determination, as per 30 m, of the value of the function as well as the determination
of constants on the section boundaries of the suspended part are indicated in Table II.
On section 5.

a“= U’(k)= 3,98638
Bi= U(x)- xIP (k)= 170,2030 - 240 «3,98638 = -786,52812 .
Thus, on section 5.

U (k) = 3,98638 % -786,52812 .

For example, the mnn-nt influence line of cross-section z — 120 m will be determined

Influence-line mp

W ith the knowledge of auxiliary functions S (x) and U (x), the influence line mp may
be determined with the aid of formulae (7.05) and (7.06).

The auxiliary quantities have been determined in Table I1l1. Owing to the Rode’s effect,
value S(k)S" (I —x)+ S'(K)S (i —X)is not constant.

Calculation for ordinates of influence-line mp, relating to z = 120 m, is contained in
Table IV.
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Table 111

S(x)
S (x) S'(I-x) + S'(x) S ('--x)

X =X S(x) S'W
1 2 3 4
0 300 0 |
30 270 30 |
60 240 60 |
90 210 105,775  2,12348
120 180 202,50 4,6392
150 150 408,80 9,7037
180 120 836,40 20,0213
210 90 1716,61 41,927
240 60 3479,71 79,094
270 30 5852,53 79,094
300 0 8225,36 79,094
Table IV
mp (x) z -= 120
S(2) = 202,50
S{l— 2= 836,40
M S(x) e
o = V s<>
1 2 3 4 5
00
30 0,0036473 3,05056
s 60 0,072945 6,10113
90 0,013091 10,9492
120 0,025521 21,3460 21,3461
150 0,051527 10,4342
180 0,105413 5,16806
« p>, 210 021245 2,65091
240 0,42305 1,47714
270 0,71152 0,73857
300 1,0 0

Determination

of moment mq

S(*) 5'(i—x) —SM S’U—x) +

0
2372,83
4745,65
4434,83
4054,31
3966,87
3880,23
3645,19
3479,71
5852,53
8225,36

S(x)
+ S'(*) S(1—x) o
6 7
8225,36 0
8225,36 0,0036473
8225,36 0,0072945
8080,02 0,013091
7934,54 0,025521
7933,74 0,051527
7934,54 0,105413
8080,02 0,21245
8225,36 0,42305
8225,36 0,71152
8225,36 1,0
Table V

M@ gy msS S |-008 TR

0 0

30 30

60 60

90 105,775
120 202,50
150 408,80

0

— 1,49314
— 2,98627
— 5,26455
—10,07867
—20,34647

U (2) mq

0 0
0 —1,49314
0 —2,98627

1,39970 —3,86485
5,88975 —4,18892
15,50924 —4,83723

Calculation in accordance with formula (7.16) has been carried out in Table V. Span
and its loading being symmetric, only half the bridge is covered by calculation.

u(D
s(l

409 «3859
82257359

Thus, reaction R =

0,0497712

—0,0497712 t.
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Determination of deflection rq

Deflection being symmetric in relation to x = 150 m, calculation made covers half the
bridge only. After the result of the moment, arising on the two-hinged truss under the
influence of external loading g, has been determined (see Table V1) the tangent for x2= 60 m,
formula (5.05) is

W» (60) — V (60) - 0,2496 + 0,049771 _

' _ = — 3,8229 +10-5 .
Vi(60) (Hw+ H)(l +y/*j * 522747 '
Table VI
Va(*)
r

M . M.(*) m{x) M., (x)—mg(x)
1 2 3 4 5 6 7

0 0 —0,2496 0 0 0
30 0 — 0,2496 — 7,488 —1,49314 — 5,99486
60 _310-3 —0,2496 — 14,976 —2,98627 — 11,98973 1.045433
90 —0,1596 — 21,114 —3,86485 — 17,24915
120 — 2,66 10-3— 0,0798 —24,705 —4,18892 — 20,51608 1,0085
150 0 — 25,902 —4,83723 — 21,06477

M. () — T AW A
X (i+ys'l (HotHY(+Y-") ey 17 dxdx " 450
1 8 9 10
0 0 0 0
—1,5134 10-» —1,5134 10-3

30 —2,7969 10-’

60 5y717 _a'a090 10 —0,5032 10"3—2,7969 10”3

90 —3,4207 103 —3,8031 103

120 gggp59 —4.0686 103 —0,3824 10"3—4,4510 10"'3

150 —4,1774 10-3 —4,5598 10-3

On the unsuspended part, in the case of reaction R

M 0(x)

R mx

0,9810-« R
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—Jjdx = 2,8010-4R = _ 1,396 10-5
30, AX
C
j: -gja*d* = 10510"4R = — 5,2260 10-6m.
0
60
R x
) dx dx = 67,2 10-4R = — 3,3446 10~> m.

On the basis of formula (5.07)

60
y = 1]'(60) + J dx = - 3,8229+10-s - 1,3960 +10~5= - 5,2189 « 10"®

According to formula (5.12)

60
s2660)= - J ] ~ dxdx+ 60y = 3,3446 «10-4- 52189 +60 + 10"®=
*0
= 3,3446 +10-4- 31,3134.10-4= _ 27,9688.10"4m
30
Mr(30) = - JJ» j dxdx + 30y = 05226 +10"4- 156567 = - 151341 10'4m .
0

The values of deflection regarding the other point have been determined in Table VI.

Horizontal deflection u

W ith due regard to formula (7,34), ntegrated value of f i)g (x) y* dx has been
(0]
determined in Table VII. and
Ls _ "
EcE - 2,883 « 1074

Thus,
n= 2,883 «10~4+ 19,7533 «10“4= 22,636 « 10"4.

The cable-force influence-line

Calculation based on formula (7,36) has been made in Table VII.
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Influence-line nigH

Calculation based on formula (7,16) is contained in Table VIII.

Table VII
tjH(X)
fiH —

X ym i,(*) 143W

1 2 3 4 5

0 0 0
30 —1,5134 10"3 0,66858
60 —2,7969 10"3 8,3907 10"«  1,2356

—310"3 11,4093 10"«
U841 10-3 1L

90 101162 10-« 6801
120 2 +66 10-3—4,4510 10-3 11,8997 10-« 1,9663
150 —4,5598 10"3 12,1291 10-«  2,0144

300’

£ y"Vg(x)dx = 30(8,3907 -f 11,4093 + 10,1162 +
0

+ 11,8997 + 11,8997 + 12,1291)10-« =

= 30 +65,8447 +10-« =

The moment influence-line

1,9753 « 10*3

30

60
90

120
150

igQ
210

240
270
300

Table VIII
m(x)

120, m,(t) = m,(60) = — 4,18892
1a(*) mp(*) m(x)

2 3 4 5

0 0 0 0
0,66858 —2,8006 3,0506  0,2500
1,2356 —5,1758 6,1011  0,9253
1,6801 —7,0378 10,9492  3,9114
1,9663 —8,2367 21,3460 13,1093
2,0144 —8,4382 10,4342  1,9960

—8,2367
—7,0378

5,1681 — 3,0686

2,6509 —4,3869

—5,1758 1,4771 —3,6987

—2,8006 0,7386 —2,0620
0 0 0

Calculation is indicated in table VIII (see formula 7,21).
The values of cable-force and bending moment-influence lines are seen on Fig. 7.

Fig. 7

1
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SUMMARY

A practical method has been worked out by the present study for the calculation of
suspension bridges, which renders possible to consider the change of inertia moment of the
stiffening truss, furthermore, the so-called Rode’s effect, the uneven distribution of dead load,
as well as the fact that the part of stiffening truss next to the support is unsuspended. A method
for taking into account the combined effect mentioned above, has not yet been treated in
literature.

This rather complicated way of calculation is performed by dividing the linear differential
equation of second order with variable coefficients, serving for the purpose of solution, into
sections, where the coefficients within each section may be considered to be constant. The
solution of equation systems with many unknowns owing to boundary and connection condi-
tions, is simplified, in turn, by handling boundary and connection conditions separated. Thereby,
there is need only for solving equation systems consisting of two equations with two unknowns.

In the second part of the study, the system for solution is extended to calculation by
influence-lines and, finally, its application is demonstrated by an example.

PRAKTISCHE LOSUNG DER BERECHNUNG EINER HANGEBRUCKE
MIT VERSTEIFUNGSBALKEN VON VERANDERLICHEM INERTIEMOMENT
UND IHRE ANWENDUNG BEI DER BERECHNUNG MITTELS EINFLUSSLINIEN

J. SZIDAROVSZKY
ZUSAMMENFASSUNG

Die Arbeit entwickelt eine praktische Methode zur Berechnung von Hé&ngebricken.
Die Methode erméglicht es, die Anderung des Inertiemomentes des Versteifungsbalkens,
sowie die sog. Rode-sche Wirkung, die ungleiche Verteilung des Eigengewichtes zu beriicksich-
tigen und gleichzeitig die Wirkung des Umstandes zu ermitteln, dass der Versteifungsbhalken
in unmittelbarer Nahe der Auflagerung nicht aufgehéangt ist. Eine Methode, welche die obigen
Faktoren berlcksichtigt, ist in der Literatur noch nicht verdffentlicht worden.

Der Verfasser Iost diese komplizierte Berechnungsaufgabe, indem er die Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit verdnderlichen Koeffizienten in Intervalle aufteilt, innerhalb
welcher die Koeffizienten durch Konstanten ersetzt werden kénnen. Das von den Anschluss-
und Randbedingungen gelieferte Gleichungssystem mit mehreren Unbekannten wird durch
die gesonderte Behandlung der Anschluss- und Randbedingungen vereinfacht, wodurch nur
Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten gelést werden missen.

Der zweite Teil der Arbeit erstreckt die Methode auf die Berechnung mittels Einfluss-
linien und zeigt ihre Anwendung an Hand eines Beispiels.
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SOLUTION PRATIQUE POUR LE CALCUL D’UN PONT SUSPENDU A POUTRE
DE RAIDISSEMENT ET MOMENT D’INERTIE VARIABLE ET SON APPLICATION
AU CALCUL PAR LIGNES D’INFLUENCE

J. SZIDAROVSZKY
RESUME

L’auteur développe une méthode pratique pour le calcul de ponts suspendus, permettant
de prendre en considération la variation du moment d’inertie de la poutre de raidissement,
de méme que I’effet dit de Rode, la répartition inégale du poid propre, ainsi que de déterminer
I’effet résultant du fait que la poutre de raidissement n’est pas suspendue dans le voisinage
immédiat de I’appui. Une méthode semblable, tenant compte de ces facteurs n’a pas été publiée
dans la littérature.

L’auteur résoud le calcul compliqué de fagon & diviser I’équation différentielle de
deuxiéme ordre au coefficient variable en des sections a I’intérieur desquelles les coefficients
peuvent étre remplacés par des constantes. Il simplifie le systétme d’équations fourni par les
conditions aux liaisons et au contour en traitant séparément les unes et les autres, n’ayant
ainsi a résoudre que des systémes d’équations & deux inconnues.

La deuxieme partie de I’étude étend la méthode au calcul par des lignes d’influence et
illustre son application par un exemple.

MPAKTUYECKOE PEWLEHWE BWCAYEIO MOCTA
C NEPEMEHHbIM MOMEHTOM WHEPL W
N MPUMEHEHMUE ON1A PACUYETOB /IMHUIA BNNAHNSA

A. CUAAPOBCKMN

PE3IOME

B paHHOl/ paboTe [faeTcs NMPaKTUYeCKWiA METOf pacyeTa BMCAYMX MOCTOB, KOTOpbIN
MO3BOJISIET YUMTHIBATH M3MEHEHE MOMEHTA MHEPLU PAcCMopHOl 6anku, fasiee yUeT T. H. adekTa
Pofj3, yueTa HepaBHOMEPHOTO pacnpefieneHns CO6CTBEHHONO Beca, a Take onpeaeniTb athdexT,
MPOUCXOASALLMIA OT TOFO, YTO pacropHasl Ganka He NMOABELUEHa B HEMOCPEACTBEHHONW 6/1M30CTy
K onope. TaKoii MeTof, KOTOpbIA YYMTbIBAeT BbILLECKAa3aHHOE, eLe He pacCMaTpuBascs B nUTe-

aType.

patyp CnoxHasi mMaTemMaTM4eckas 3afjaya peLlaeTcs Takum 06pasoM, uto AudhepeHLmMansHoe
ypaBHEHME BTOPOIA CTeMeHW MepemMeHHOro B3aWMOAENCTBUS pa3brBaeTcsl Ha TaKWe y4yacTKM, B
npegenax KoTOpbIX KO3(PPULMEHTbI MOXHO 3aMEHWUTb MOCTOSIHHbIMU. CucTeMa YpaBHeHUi ¢
MHOTVMU WM3BECTHBIMM, KOTOpas MPOMCXOAMT OT YCNOBUIA COEAMHEHMIT U OKTYXHbIX YCNOBWIA,
ynpaLiaeTcs ¢ TeM, YTO YC/IOBUS COEAVHEHUIA M OKPYXXHbIE YCOBUS TPaKTYIOTCS OTAE/bHO,
11 03TOMY HEO6XO0AMMO PELLIATH CUCTEMbI YPaBHEHUIA, COZepXKaLline TOMbKO MO [ABE HEM3BECTHbIX.

BTopas 4YacTb paboTbl PacnpoCTpaHsieT Npeffiaraemyto MeTOAUKY [/ BbIUMC/IEHUS C
JIOMOLLBI0 NIMHUIA BANSIHWS; NpUMEHeHUe METOAUKM AEMOHCTPUPYETCS Ha OfHOM MpuMepe.
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I. Introduction

It is known that, with the aid of the matrix calculus, simple and clear
relations between the voltages and current-intensities of four-terminal networks
can be set up. The matrix calculus offers likewise simple and clear formulae in
respect of the voltages and currents of cascade-connected quadripole structures
[1, 4]. It is also known that a system of two parallel lines can be approxima-
tely replaced by a cascaded structure of four-terminals, and that, with the aid
of the limiting process, from the approximate relations thus obtained it is
possible to produce certain particular solutions of the so-called equation of
telegraphy [1,4,5].

By utilizing some recent results of the matrix theory in regard to the
spectral decomposition of hypermatrices composed of commutable blocks [6],
the authors propose to set up in the present paper certain relations describing
the voltages and currents of multipoles that are cascade-connected and have an
arbitrary number of phases ; they also wish to demonstrate how, with the aid
of the limiting process, it is possible to derive from such relations certain parti-
cular solutions of the equation of telegraphy regarding multiphase transmission
systems.

2(m -)- 1)-poles, constructed as per Fig. 1, will be analyzed in the following.
Each of the 2(m -f- 1)-poles in question consists of a “zero-phase” and, further,
of m-“phases”, all of the latter being constructed according to the same pattern
from elements with the same electric constant and having a cyclically symmet-
rical spacial arrangement. By the cascade connection of such 2(m -j- I)-poles
(v. Fig. 2) it is possible to construct a proximate model of any m-phase cyclically
symmetrical transmission system provided with a neutral line.

It will be demonstrated below that it is possible to reduce the relations
representing the stationary voltages and currents of 2(m -f- I)-poles constructed
according to Fig. 1, as also the systems obtained by their cascade-connection, to
the well-known formulae which represent four-terminal networks composed of



294

P. BAJCSAY and V. LOVASS-NAGY

k-1 © K
Fig. 1
Fig. 2

one of the phases and the zero phase and the formulae of systems produced by a
cascade connection of such quadripole structures, while the relations for the m-
phase transmission system obtained by the limiting process from the formulae
deduced in respect of a system of cascade-connected 2(m -f- I)-poles can be

reduced to the known, analogously calculated relations representing monophase
transmission lines.

A= [aif] = il
a2l
. ani
A= [Ay]l = wm
A2i
A-1
A*
«l
02

«lg
«22

Ai2
A2

AJR

am
«2

«JV1 -
Ain
A2

Ann -

Il. Notations

square matrix composed of the scalar elements ay ;

square hypermatrix composed of the blocks Ay ;

inverse of A;

the conjugate transpose of A:

column matrix ;
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b* = [bj,b2

N - — — — — row matrix;

A X B = [Aby]; B = [by]errmmemrreeeeeees

direct products ;

A X¢B = [ayB]; A= [ay] — — -——-- f

<diy= <dj, d2 ..., > — — — — diagonal matrix ;
En=(11,.. .,y —— — — — — unit matrix of the nth order;
Coecelt..., o4 —— — — — — cyclic matrix of the nth order.

Let us further denote the electric constants, voltages and current intensities of a system

of n cascade-connected 2 (m I)-poles as follows :

RK. .. ohmic resistance of a phase of the fcth 2 (m -j- I)-pole ;

Lko e self inductance of a phase of the fcth 2 (m --- I)-pole ;

LKy eee mutual inductance between the /th and (i £+ v)th phases of the fcth
2 (m -j- 1)-pole ;

Ch.. - capacitance between a phase of the fcth 2 (m + I)-pole and the zero phase ;

Cky e capacitance between the ith and (i + f)th phases of the fcth 2 (m - 1)-
pole ;

Gko. .. leakance between a phase of the fcth 2 (ro + I)-pole and the zero phase ;

Gkyee o leakance between the ith an (i £ v) th phases of the fcth (m + I)-pole ;

ukl- .. voltage difference between the ith phase and the zero phase on the terminal
connecting the fcth and (fe+ I)th 2 (m + I)-poles;

ikle intensity of current flowing from the ith phase of the fcth 2(m + 1)

pole to the Ith phase of the (k -+ I)th 2 (m + [)-pole.

These constants, voltages and current intensities can be compounded in the following

square and column matrices :

Rlc — "Rk, Re>e. o, Rk Y —Rk *E/n,
La= C (Lko, Litl,..., Lit'in—) ;

m—
Kk= C Gkv, —Gki, ...» —Ck,m-) ;
1=0
m—1
Gk= C ("™ Gkv, —Gki, ..., —Gkm—lI) ;
UK = Ukl ; k= '"m
Uk2 ik2
ukm ikm
Further:
Xkv e oo eigenvalue of the Lk matrix ;
Xky oo e v-th eigenvalue of the Kk matrix ;
ykvee. v-th eigenvalue of the Gk matrix.

M1. Some matrix relations used for the solution of the electrotechnical problems

raised

a) Canonical representation of the analytic function of symmetrical square

matrices of the 2nd order
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The roots of the characteristic equation of the matrix

composed of arbitrary scalar elements a, b and c, are obviously

a—c¢c -|- a—¢
Rx = v b2 ha= 2TC L )

r 2

a—c
Let us use the short notation 4- b2—d . If,relying onthe identity

R i b c—a
E;;d)f i iy = 1, we introduce the notations —Ztﬁ = cos 2(p and

— sin 2 ¢4 we can obviously represent the canonical decomposition of the

M matrix as

M = /ii\  cos [cos & —sinq] 4~ a [sin ¢ cos 97]
-Sin (f cos @
cos % sin@ ¢j 0O cos@—sin
L—sin @ cosp O sin@ cos @

Thus, iff(z) expresses an arbitrary analytic function of the variable z,
we can write the canonical form of the/(M) matrix function as follows :

(M) = cos P sin @' 7 pl 0 cos @ —sin o
—sin@cos® _0 /p sin@ cos @
cos2® f(fzi) + sill2o-f{n2) —COS pmsin pm i) —f(/22)}

—cos pmsin e {f(fXi) —/ ("2} Sin2P «/([JIT) 4- cos2<p m

Hence, by utilizing well-known trigonometric identities, we have

J(M Y= -U (/(Ne)+ / ( hia)) ; 2 1y ’("2)[C—a —2b

2 vd —26 a—c )

b) Representation of the analytic function ofhypermatrices composed of cyclic
blocks, by means of direct products
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Supposing all blocks of the hypermatrix

Ql2

Q2

of the 2/n-th order, composed exclusively of square blocks of the m-th order, to
be cyclic, any

Ql;, — ™ 0, iji qi, iji *++ 1 qm—i, ij)

block can be expressed (v., for instance, [7] p. 452) in the canonical form

J m4
Qij= —mV ouij  w~,
m “0
where
m—1 2nv
Q.= J? and w,= 1 ;€O = e m
<7=0 ft).

S ™.

It is evident that, by utilizing the above canonical representation
of the cyclic blocks, the hypermatrix Q can be written as the sum of direct
products in the following form :

2 m-
Q= — JY_ (?>sU  Ewz XeW,wW*.
m 30

v,2l iv22
Moreover, since the multiplication of two direct products can be performed
in the following form : (Uj X «V,) (U,X *Va) = UjTJg X *VIV2 (provided that
Ux, U2and YI?Y2are conformable in the given order) and
1,if i=]j
0, if iyézj,

any/(Q) analytic function of the hypermatrix Q can be expressed as the sum of
direct products in the following manner :

[EEN

P it Q21 2)

m1 1
Q) = 20

m ,_

oA B2

4 Acta Technica X1X/3—4
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1V. Matrix equation of a system of cascade-connected 2(m -)- I)-poles

Let us take n pieces of cyclically symmetrical 2(m -f- I)-poles, each built
up from ohmic resistances, induction coils and condensers as shown in Fig. 1.
Let us further connect them in a cascaded structure and suppose that all
2(m + [I)-poles are inductively and capacitively isolated from one another. It
follows from Kirchhoff’s so-called “second law” [8] that the stationary and
transient processes of such a system can be represented by the following linear
inhomogeneous simultaneous differential equations of constant coefficient :

m—1
e Ulci— Uk-\,1 = RKkikl + 2+ LkvDik v+li
v=0
1—1 m—1 m—
ikl —ik Il - — « Ghkvuk 1wv+l+ GkvUk. 1,1 — JS' Gkv Uft-1, v+l —
v=0 v=0 r=/-f1
—1 m—1 m—1
—"Ck,,Duk-i,v+i-f- ~ CkvD uk-i,i— CkvDuk-i, y+i, (3a, 3b)
v=0 \V—0 1

a
where D = i (see, for instance, [9] pp 46 and 156) and k — 1,2, .
a

l=1,2,..., m

The system of simultaneous equations under (3a) and (36) can be written
in a simpler form by condensing the resistances, inductances, capacitances and
leakances which belong to the same 2(m -f- I)-pole, further the currents flowing
through those terminals of the same 2(m -)- I)-pole which bear the same serial
number, and, finally, the voltages on the terminals of the same serial number,
into a quadratic matrix of the m-th order and into column matrices composed
of m elements.

After a suitable arrangement of the matrix equations thus obtained, we
have :

ut— (K* + D LK ifc= «ft-i;
1,2, ... ,n. (4a, 4b)
i*— (G* + D K*)uft_i-)-ift_1;
If we introduce the notations
A*= Em —(Eft + D Lft) ;lift= Em 0 9 — "Wk
9 Em Gft+ 19Kft Em Jift

it is possible to represent the simultaneous equations (4a) and (46) as follows :

A*xn= B*Xft!; k=1,2, ... ,n; (5)
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whence :

xk = 1B/(Xfc_1= X* Xfc_li, (6)
where, in consideration of (2), it is obvious that

Xt= A**Bft= Em4~ (Rt4* D L") (Gc4- D KK Rt+ Dhk

Glc D Kic Em
1 (?)
m—1
=V, 14 Rc4~DAG) (yit, 4'Dxk)  RK4~DAL, X swhLwv.
m -~
Vkv 4- D x kv 1

It is clear from the above that,in a system composed of cascade-connected
2(m 4- 1)-poles, the voltages (u,,) and the currents (i,) as produced at the termi-
nals bearing the index n can, with the aid of the voltages (u,,) and currents (i0)
as at appearing the terminals bearing the index 0, be represented as

xn= U, = J[ x*x0— [ [ x o
*= | k=1

-in - 0

It will be found convenient to produce the column matrices Uc and ik
in the form

1 m—1
Uk = e X Mt,w, (9a)
\m 0
and
1 m—1
ifc = > iky Wy, (9b)
Ym  \&0
where

Ly m. o w= Yoo

It is evident that in this case

m—i1
y kv X *WV (10y
v~0

ikv

Let us add that the representation of the voltages and currents as under
(9a) and (96) is just a generalization of what is known in the theory of three-
phase circuits as the “method of symmetrical components” [10, 11].

4*
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By utilizing equations (7) and (10), we obtain from equation (8) the follow-
ing relation in respect of the generalized symmetrical components of the voltages
and currents :

5

Unlv _ 77 1-b{Ri.-bD "kv) (yicv ~b D Xkv) Rk ~bD AG  Uolv (n)
k=1

nlv - Ykv + D x kp 1 -tolv.

Therefore, in the special case of identical cascade-connected 2(m -f- 1)
poles series, i.e. when

Ri —Rz — e¢¢e—RnNn—R =®

Li,, = L2v— ... —Lnv—L,?

XIV — AV — eoe — o XK

Yiv = Yb = eee= Ynvu= Yy,
formula (11) leads as to the following relation :

unv = 1+ (RTDK) (Ww+ Dxvwy R D Uolv (12
Inlv . Yv + D xv 1 10l .

or, introducing the notations

1 + R+ DA)(yv+ Dxvy R-fD 1;

Yv+ D 1
m Sop= Yo
Inlv _ 10lv.
we have
folv —m  T0lve (13)

Y. Derivation, by means of the limiting process, of the currents and voltages
of m-phase transmission lines from the relations deduced in respect of systems
composed of cascade-connected 2(m -j- l)-poles

Let us assume an m-phase transmission line (which contains also a neutral
line) to have the length H. Let us also assume that the individual lines of the
transmission system are arranged as per Fig. 3, i.e. each of the m phase lines is
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placed equidistantly on a circular cylinder constructed around the neutral line.
Let us finally assume the material constants and dimensions of the individual
phase lines to be identical.

Let us use the following notations for the electric constants of the phase
lines as referred to the unity of length :

ohmic resistance : Re;

self inductance : Le0;

mutual inductance between the coil of the Z-th phase line and the neutral
line, and the coil of the (Z + v)th phase line and the neutral line « Lgv,

capacitance between a phase line and the neutral line : Cd;

capacitance between the Z-th and (Z-{- t>)th phase line : Ct,;

leakance between a phase line and the neutral line : G ;

leakance between the Z-th and (Z-f- n)th phase line : Gev.

Let us also use the symbols Z for the intensity of current flowing in the
Zth phase line, and U; for the voltage as referred to the neutral line at a given
point of the Zth phase line. Both Z and M are functions of space and time. It is
assumed in the following that Zand utare pure harmonic functions, of identical
periods, of the time t so that we can represent Z as /;(x)e'm and u;as 17i(x)elml,
where appearing in the exponent of the function, is the imaginary unit,
while li(x) and Ui(x) are, in general, complex functions of the real x co-ordi-
nate.

The values of the functions at the point of supply (x = 0) and the point of
consumption (x = H), respectively, are these :

i) = Iti; Ui@) =[/./;

li(H)= Ifi; U,(H) = Ufl.

If we compound functions li(x) and Ut(x) in a column matrix each, and

expand these matrices — as was done in the case of equations (9a) and (96) —

1
with respect to the column matrices TP W, we can write :
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where 1= 1,2, .. m.
If we divide the transmission line into n equal sections and regard each of
them as a 2(m -(- I)-pole with the electric constants :

R=Re— ; Lv= i Cv= Cev— ; Gv= Gev~ ,

TI TI TI TL

we can derive from formula (12) — substituting D = ja — the following
approximate relation between the generalized symmetrical components of the
values of the functions U,(x) and li(x) at the point of supply and the point of
consumption :

where 2er,xev,yev, mean the eigenvalues of the cyclic matrices produced from the
elements Ley Cev and Gev.
Introducing the following short notations :

A2 H
®, = 1+ {Re+ jahr)(yet+ j (OHer) - - (Re + j o} kev) —

H
(Yer +j (0O X ev)

fpflv = u flv <Ptiv = ut,v

1flv Itlv
we can produce the relation under (15) in a short form :

<Pfh A ®'1 <Pii, * (16)

Obviously, the &, matrix can he represented as the product of a diagonal
matrix (i6dv) and a symmetrical matrix (09 :

®,= da, 5,
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where
o — n (ie. + j U) Xep) ~ 1 0
A
0 (Re+jekf,)-1,
and
. 1 . . q 21 . . A
(yeptjcoxep\l + (Re-\-jcoX@){yep+jcoxev—A (Re+jcoXep)(yep+jcoxev) —
A
b*.=

. . H
(Re . jecoX.., (yip-f jr @Xes Re j wXe

Taking the above into consideration, equation (16) can obviously be
written as

P-J <Ph~ {®1D5 dAInda}Vu.

<Pu,~th1T?® a}<Pur, (7)
where
Fv= da. o* o> =

= 1+ (Re+ j(tiXep) (ve + JUIX) = \(Re+ | @xe) (y.p+ | (OXeD)
I-l*

n
L Y(Re+ j @OXev) (yep+ j ©xep)
n

or, introducing the notations :

Zep= Re-fjcoXep and Yep= yep-fj coxep,
as
q 2 A
F,= 1+ Z, Ye yzepy,
n* n
H
fZeY,

By going back to formula (1) we obtain

F* = o, @A ) 1 0
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—Ki H2
KIE=Ki gy, 2H][Ze Y &
n —1/12)
H2
further
mdv V dv +
Kl —K2
n(pn —fiv)
H2
n
where
Z,,Y,VH 2
4712

W ith the aid of the limiting process n — oo*, we obtain the following
exact identity from the approximate identity (17) :

Unv chH }ZevY ev shH (X Ye. Uitly
(18)

1flv Y sh H JizeYer chH}IZevVe Itly
Z,.

_—

* |f we assume that
Hvi= e~av and fly2= eV,

we have :
lim nap— H YZev Yep ;

Ihn n(Hvi —fivd= —29 Yzer jy @,
]1_>DO

. . -H YJ—y—

lim finJ= e 'nee _)[ev

n->°°

and

lim UM = eH X
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It is clear that the [//,(x) and liv(x) functions (0 < m < H) are given by
the following formula :

u*x(*) = chlZewYor X ?(Z- sh]/Ze Y e X U,
e
(19)
y
h* (x) | . Shfze Yg X chfze Ye X 41*

Therefore, taking into consideration relations (14a), (14i) and (19), the
stationary voltages and currents can be calculated in the following manner as
functions of the generalized symmetrical components of space, time, as well as
of the voltages and currents at the point of supply :

| m—1L
u\(x,t) -==-g'm ><col~1ch Vzev VX shyZe Yex U,,
m

il (x, t) — - sh VZeYe. X ch 1Zc, Y~e, X In* (20)
Zc,

Take, for example, the case of an uniform three-phase transmission system
with cyclic symmetry :
Ri = (Re,Re,Rey;
lie = C(Leo, Lei, Lei);
Ke= C(C0+ 2Cei,-Cel,-Cel);
Ge= C(Ge0 + 2 Gfi, —Gei, —Gei) .

Therefore, in the given case :
Zeo - Re-j @(Leo b 2 Lei) »
Zel = Z.. —Re-j-j o(LO- Le ;
Y 0—Geo j M Geo ?
Yel = Yei = Geo"b 3 Gei -(-j (O(Cw -f- 3 Cfi) .

Since, in the present case, (applying the usual notation of the third roots of
unity) o= 1, a> = e, 02= e, we have
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In the case of given UtleJw, UtieJnt, Ut3ednt voltages at the supply point
and ltlelt 7(ae;u(, It3ednt currents at the supply point we have :

il (X, t) = -y=-|ch\Ze Yeo X+ (17,i + 172+ 17h) +

+ ChfZexYeiXe+(2Un- Ut2- U3 +

Zeo
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11.
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SUMMARY

It is known [5] that certain particular solutions of the so-called equation of telegraphy,

namely those referring to single-phase lines, can be produced as the limiting values of relations
deduced in respect of cascaded structures of quadripoles. Utilizing recentresults obtained by the
theory of hypermatrices, the present paper presents the deduction of some relations which
express the voltages and currents of a system composed of cascade-connected 2 (m + 1)-
poles. From these relations, particular solutions of the equation of telegraphy in respect of
multiphase lines are derived by means of the limiting process.
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It is demonstrated in the paper that the relations which represent the voltages and
currents of 2 (m + I)-poles arranged according to Fig. 1, as also those of a system obtained
by their cascade-connection can be expressed by the well-known formulae which represent
four-terminal networks composed of a phase and the zero phase, as also systems obtained by
the cascade-connection of such quadripole structures. Again, the results derived for m-phase
lines by means of the limiting process from relations representing systems of cascade-connected
2 (m + 1)-poles can be reduced to the familiar formulae regarding analogously calculated
single-phase lines.

VERALLGEMEINERUNG EINIGER BEZIEHUNGEN DER VIERPOLTHEORIE
MITTELS HYPERMATRIZENRECHNUNG

P. BAIJCSAY u. V. LOVASS-NAGY

ZUSAMMENFASSUNG

Es ist bekannt [5], dass gewisse auf Einphasenleitungen beziigliche partikulare Lésungen
der sog. Telegraphengleichung sich als Grenzwerte von fiir ein aus Vierpolen in Kettenschaltung
bestehendes System abgeleiteten Beziehungen darstellen lassen. Der gegenwaértige Aufsatz,
indem derselbe von neueren Ergebnissen der Hypermatrizentheorie Gebrauch macht, leitet
einige solche Beziehungen ab, welche die Spannungen und Stromstédrken irgendeines aus
2 (m + 1)-Polen bestehenden Systems beschreiben. Mittels Grenziiberganges aus diesen Ergeb-
nissen werden die Partikularlésungen der auf Mehrphasenleitungen beziglichen Telegra-
phengleichung erreicht.

Es wird gezeigt, dass die Beziehungen, welche die Spannungen und Stromstdrken der
geméss Abb. 1. aufgebauten 2 (m + 1)-Pole, ferner des durch deren Kettenschaltung erhal-
tenen Systems liefern, sich auf die bekannten Zusammenhédnge der durch eine Phase und die
Null-phase gebildeten Vierpole, bezw. des durch Kettenschaltung solcher Vierpole erhaltenen
Systems zuruckfiuhren lassen. Andererseits sind die sich aus den fir das aus 2 (m + 1)-Polen
in Kettenschaltung gebildete System abgeleiteten Beziehungen mittels Grenziberganges fir
m-Phasenleitungen ergebenden Zusammenhange auf die auf eine in analoger Weise berechnete
Einphasen-Fernleitung bezuglichen bekannten Ergebnisse zuruckfuhrbar.

GENERALISATION DE QUELQUES RAPPORTS DE LA THEORIE DE QUADRIPOLES
PAR CALCUL HYPERMATRICIEL

P. BAJCSAY et V. LOVASS-NAGY
RESUME

Il est connu [5] que certaines solutions particuliéres de I’équation dite «des télégraphistes»
peuvent étre trouvées comme valeurs limites de rapports dérivés pour un systeme de quadri-
poles en cascade. En se servant des derniers résultats de la théorie hypermatricielle, les auteurs
déduisent quelques rapports représentant les voltages et les intensités de courants d’un systeme
quelconque composé de 2(m -f- 1) poles en cascade. A partir de ces résultats les auteurs faisant
le calcul de limites obtiennent les solutions particuliéres de I’équation des télégraphistes de
lignes polyphasées.

L’étude démontre que les rapports fournissant les voltages et les intensités des courants
d’un systéme de 2(m + 1) pdles en cascade peuvent étre réduits aux relations connues de quadri-
poles formés de Tune des phases et de la phase zéro, ou bien du systeme obtenu par couplage
en cascade de tels quadripoles. D’autre part, les rapports obtenus comme valeurs limites pour
les lignes m-phasées a partir des relations dérivées pour le systeme de 2(m + 1) pdles en cascade
peuvent étre ramenés aux résultats connus relatifs aux lignes de transmission monophasées
calculées d’une maniére analogue.
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OBOBLEHVE C TMNEPMATPULAMU HEKOTOPBIX 3ABVCUMOCTEN
YETBIPEXTIO/TKOCHOW TEOPUWU

Nn. BANYAUN u B. JIOBAW-HAb

PE3IOME

M3BecTHO (5), YTO OMpefeneHHble NapTUKY/APHbIE PELLEHUs TenerpadHbIX yYpaBHEHMWIA,
KacatoLLvecsi 0AHOMA3HOr0 MPOBOAHUKA, MOTYT BbiTh MOYUEHbI B KauecTBe MpefesibHbIX 3Ha-
UeHWiA 3aBUCMMOCTEN, BbIBEIEHHBLIX B CUCTEMY, COCTOSLLYH) M3 MOCNE0BATENbHO COEAMHEHHbIX
UeTbIPEXMO/MIOCHUKOB. B AaHHOW paboTe, NCMONb3ys BHOBb [JOCTUMHYThLI B TEOPUM TUMepMaTt-
puL, pe3ynbTaThl, BbIBOASTCS HEKOTOpble TaKuUe 3aBUCUMOCTU, KOTOpble OMWCHLIBAKOT Hamps-
XKEHWSI U CUMbl TOKA HEKOTOPOI MOCNEfOBaTeNbHO COEAVHEHHOW CWCTEMbI, MOCTPOEHOW U3 2
(T+ 1) nontocoB. Mcnonb3ys 3TW pe3ynbTaThl, MOMYYaldTCs MapTUKYNSPHblE PELIeHWs Tefe-
rpagHbIX YPaBHEHWA, OTHOCAWMXCA K MHOFO(asHbIM NPOBOAHMKAM.

B pa6oTe nokaszaHo, 4TO 2 (M+ 1) MO/KOChI, MOCTPOEHHbIE MO MPUBEAEHHON Ha puC.
1 cxeme, Aaniee 3aBMCUMOCTY, JatOLLME HAMPSOHKEHUS W CUIbl TOKA CUCTEMbI, MOJyyatoLuiics
MpU UX NOCNe0BaTENlbHOM COEAVHEHNM, MOTYT 6biTh CBEAEHBI K 3aBUCUMOCTSM UEThIPEXMOHC-
HUKOB, 06pa3oBaHHbIX OAHOI (ha30ii 1 HOMeM, T. €. K M3BECTHBIM 3aBUCUMOCTAM CUCTEMbI, NO/Ty-
yatoLLeiics npu NocnesoBaTe/lbHOM COBAMHEHWUN TaKUX YETbIPEXTIONKOCHIUKOB. V13 3aBUCMMOCTEN,
BbIBEJEHHBIX [1/1 CUCTEMbI, COCTOALLEN M3 2 (T + 1) NOMOCoB, MOTYT 6bITh CBEAEHbI K T-(has-
HOMY MPOBOAHMKY, @ 3aBMUCUMOCTM, MOMYYAOLLMECH MPU Nepexofax, MOryT ObiTb CBedeHbl K
M3BECTHbIM pe3y/ibTaTaM, KacaloWMMcs OAHOMA3HbIX AMHUI Mepefad, pacuMTaHHbIX aHano-
TMYHBIM  0BPA3OM.






NEW METHOD FOR THE CALCULATION
OF THE NATURAL FREQUENCIES OF TORSIONAL
VIBRATION

A. BALOGH

[Manuscript received 30th August, 1956]

Introductory

To obtain the natural frequencies of torsional vibration without damping, the frequency
equation is used and is deduced from the frequency determinant it being developed in the
usual manner.

In the discussion further below, a property of the frequency determinant will
be developed with which it will be possible to obtain a new simplified frequency equation.
The advantages of this method will be shown by several practical and numerical examples.

General discussion. The following procedure on the frequency determinant
in a generalized case for n masses (rotating discs) would be very extent. Therefore,
it will be more convenient to choose the frequency determinant for five masses.
The procedure can then be applied similarly to frequency determinant for any
masses and degrees.

The nomenclature is as follows :

Bn denotes the frequency determinant, the index n is the number of the
masses, w the angular velocity from which the natural frequencies can be calcul-
ated in a simple and well known manner.

«I'ILIJZ)QTAI] (1)

cn denotes the stiffness of the connecting shaft, Im the moment of inertia of the
masses.

We obtain with these notations for the frequency determinant of five
masses :

W2 —Un «it 0 0 0

«12 M2 — Ui2 — «22 «22 0 0
0 «23 — «23 — «33 «33 0
0 0 «34 W2 — U4 — w4 w4
0 0 0 «45 W2 — M45

The determinant developed in the usual manner, we obtain the frequency exprés-
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sion and if this is equated to zero, we obtain the frequency equation. Of course
this can be generalized for any masses.
We introduce the following notation :

M2 Un—,n  unn+l= TPM—L,M i+i €))
further

R S/ A Y ()

Mn~1 Un,n+1 Wn—1,n,n+l

Both (3) and (4) contain w2 and vary with it.
Let us modify the determinant (2) in the following manner :
1. The last column of the determinant will be added to the last but one,
2. The last but one row of the determinant multiplied with —1 should
be added to the last row and the determinant 1. becomes :

Mu Mil 0 0 0
l2 H2-—ui2— u22 M2 0 0
0 m23 e — m23 — m33 M3 0
0 0 VK7 w2 — U34 vl
0 0 Vi3 w4 W2— U44---U45

Developing the determinant (5) after the last column, we obtain :

Ml Mil 0 0
w12 v v — YR n?9 0
Bs - Wa5Ba— vas (6)
0 uzg wzfuzgf M& M?S
0 0 — m3A (VR

The last column of the determinant (6) shall be added to the preceding column
and afterwards developed in accord with the last row. We obtain the following :

B5= TPs5 uB4 — M4« ma4 -B3. )
It follows from (7) that the computation of the determinant for five masses
is reduced to such a one of three and four masses.

Consider this result for the general case of n masses and we shall obtain :

Bn — -I-F,,_Iin_]m'B n—1 Un—2,n—1 " An —1,n—I * 2e (3)
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For the case that Bn — 0 that is, the frequency determinant for the masses
n are zero, we obtain :

an-1 2,n—' i,n_x
Bnl2 ~ wn l,n-1,n . ®

The roots of the frequency equation in the generalized case of n masses statisfies
the expression (9) but there are already two frequency epressions for n—1 and
n—2 masses.

Now we shall apply the theorem in (8) to deduce the simplified frequency
equation.

Application. For several rotating masses we shall apply the equation (8)
and at the same time we shall deduce the new formula for the frequency equation.

The case of two masses

The equation (8) becomes :

B2= w2 — /11— M2 = (10)

and the frequency equation becomes :

B2=0. (n)
The case of three masses
The equation (8) becomes :
B3- (W2— 1i22 — «23) B2 — u12.uU22 (12)

and the frequency equation becomes :
B3z= Wu2 mW223— ui2 - u22- (13)

For three masses the frequency equation becomes :

B3=10
and hence
Fiize W23 — M12 + M22 (14)
or
UlZmu22
= 1= IF112—12 - JF223-22 » (14a)
Wu2w 223
The case of four masses
The equation (8) becomes :
Bl= W34eB3—u2Z+u33+B2. (15)

5 Acta Technics XI1X/3—4.
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Substituting jB2from (10) and B3 from (13) we obtain :
Bi= WI12' JF223 * "334 — «12 ¢ «22 « |IF334 — «23 « MB3*Wra . (16)
For four masses the frequency equation B4= 0 and from this we obtain :
JPj12° JF223« IF334= M2e«22 « W 334 -f- u23 U3 W12 »

The frequency equation thus becomes :

JFIIS—2 “ IF223—22 + np223-23 * IF334—33= 1 17)
or with (4) :
_«12 «22 - «23 «33 _
w2— By —Ul2 w2— u2_— «23 W2 - «22 — «33 W2 . «33 - «34 (17a)

The case offive masses
The equation (8) becomes :

Bi eWas = B5+ «34 " «44 «+B3. (18)

Substituting B3 from (13) and A, from (16) we obtain :

TFna ¢ JF223 « TF334 mJF445 — U12 «u22 « JF334 « IF445

— «23 + «33 « |F 112 « TF445

— uHA. vl F12. W23

— W12 +U22 « «34 +«44 = Bs (19)
for five masses the frequency equation B5= 0 and from this we obtain :

tF112-12 « [F223-22 + ~F223-23 « 1F334-33 + [F334-34 « fF445-44 —
— tFii2_12 « fF23—2"' JF334-34 « TF445 44 = 1 (20)
and this is the frequency equation for 5 masses to calculate the natural frequen-
cies. Suppose next that all the masses and shaft stiffnesses are equal with the

exception ofthe first mass and stiffness (multi-crank engine with four cylinders)
for this simplified case we obtain :

«22 W «23 = «33 = «34 = «44 = «45 = « (21)
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and
u
N223-22 = ME223-23 — H"334-33 = JE334-34 = Wss_4a = W = (22)
w2—2mu
Equation (20) becomes :
IE112—12W (1 - W2+ 2W2=1 (23)

and this equation is really — under the given conditions — a very simple one.

The case of six masses
The equation (8) becomes :

B5¢IEsss = B6+ Mdoebis «Ba . (24)

Substituting B4from (16) andB5from(19), we obtain :
TF112  *JE'223 . 117334 «  JE445 WF 556 — U2 m U2 mE334 4E445 'JES56
— u23 .n33 - JEji2 . TEass . IESE6
— U34 +U44 « [E112 « 1E223 ' IE556

+ M2 ' M22 ' M34 ' 44 « |E 556 (25)
— U45 « US5(IE 112 « |IE223 « |IE334 — MI12 " u22 IE334 — L|23 mU33 « IE112) = -Be

and the equation ultimately becomes :

JEna ' JE223 « JE334 » IE445 « JESE6 — UI2 » 1422 « JE334 mJE445 » 1E 558
— li23 « M33 m1Ey 2 » IE445 « IEsse
— U344« Ud4 » |E142  IE223 » |ES56
— b5« M5 » TE112 mIE223 « IE334 (26)
+ M2 ¢ M2 » U34 « M4 » JESSe
+ Ul2eu22 M5 U5 [E334
+ U2BeU33eUH U5« WU2— B6

for six masses the frequency equation B6= 0 and from this we obtain :

IE112-12  1E223-22 + 1E223-23 » 1£334-33 + 1E334-34 « IE445—44 +
+ M 448- 45 » |[E556—55 —
— IE112-12 « IP223-22 « 1E334 34 « |[E445—44 (27)
— IE112-12 « |[E223-22 « IE 44545 » JE556-55
— JE223—23" 1E334 33 ¢ 1E445 45 JESR6 55 = 1.

5%
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Similarly, as in the previous case if in the case of a multi-crank engine with five
cylinders the masses and stiffnesses are equal, we obtain :

«22 = «23 = ... = «56 = «
and
IF223-22 = J1"223-23 =eee== |F556-55= W = —---o--
w2—2u
equation (27) becomes (Table 1) :
JFua-ia W (1- 21P2)+ 31IF2- Wi= 1. (28)

For multi-crank engine with four cylinders for which all the masses and stiff-
nesses are equal, we obtain (Table Il) :

JF,2—12 « IF223-22 (1 - 2 JF2) + 1F223-23 s W@ - Wz + 2 W-= 1 (28a)

then for this case :

«33 = «34 = ... = «56 = «
and :
IF332—33 = IF334-34 = ... = |F556-55 = W
w2— 2u
(28) and (28a) are the new frequency equations for six rotating masses, a form
simplified for multi-crank engines.

W ithout the terms (multi-crank engines) with the number of the rotating
masses, the frequency will of course be longer but if we consider the last case
with six masses only, the developing ofthe frequency determinant is not a simple
procedure and if the number of the masses grows to a further point, the diffi-
culties will be greater.

From the previous cases we deduce the following conclusions :

1. The product of values appears always in pairs (two factors),

2. One index of the two factors in a pair of un is always the same on the
same place. (For example : uia *ua?)

3. The product of n and IF has indices. The first two of the indices never
agree with one another.

In the case of six masses, we dealt with the problem in detail. For the follow-
ing masses and cases we are going to have this shortened as no novel feature
of the matter can be developed.

The case of seven masses

The equation (8) becomes :

BB Mires7 = Bj  «56 ««66 - Bs. (29)
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Substituting #5 and J3B we obtain

= A112 "Wy "Whga *Wos asse o Wae to «12 0«22 n334 ensas5 ' As5E A667
— «23 «33 MN112  ~445 “ ns556 “ rG67 «34 o A N 112-n223  as56 A667
«45 «55 N112  r223 f 334 ' Aee7 — «56 OO N .12- 7223 ' ~334  ~4a4s
4- 12 0«22 o34 ' «as ' r556 ° Wger 4" 12 «22 ' «a5  «55 ' N334 ree7

+ 23 33 '«a5 vs55 ' r112 ¢ e 4o «12 22 56 B 334 ~4ss 4-

+ @23 «33 ' «53 *«B6 ' M12 * Wiss 4- 34 ¢ w44 055 @B *412 o r223 —

—«l2 «22 «34 7«44 *56 '« (30)

If B7= 0, we obtain

N112—12 ' 7223—2 4~ "223-—23 * ~334—33 4" "334-34 ' N445-44 4~

4~ "N445—45 " N556—55 4" ~556—56 ' "667—66

N212 ~r223 22 7334 34> ~445-44 A412-12 ' 7223—22 N445-45 A556-55

Y 117
722323 334 33 ~445-45 ' ~556.55 — ~ 11242 ~223.22  As556-56 7 667—66
— W3 23 nzza—3s ®Woesg_g5 " Wegr—66 - ~334—a4 © ~443-—44 ~556-56 W ge7—o6
4v o~ 11212 ~223-22¢7334-34°7445-44 A558_58 ¢ A667-66 = 1 (31)

We shall continue our investigation with 8 masses.

The case of eight masses

The equation (8) becomes :

Bj - - Bn -f- iie7 ¢ U77 * Byg (33)

With Bs= 0, we obtain

A112—12 0 22322 4% 722323 * ~334-—33 4”7 733434 * na45—44 4" ~445 45 > A55655
(Al
4" n556_56 ~667—66 1 r667—67 ' ATTB-
[
N231?2 +~223-—20  ~334-—34 445 44

- M21 rz23—2+ Wass a5 as56-55

(1]
223-23 ~334—-33 /\445—‘6 ~"558-55
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.M
A112—12 ' A223—22 ~556 —56 667—66
nN223—23 ~334—-33 A556—55 ° W667—66

88434 “ na45 44 I'F556—56 We67_66 (34)

WF

N112-12 "223 -22 667—67 NTT8—T77

n33a—3a ' naas—as’ Weer 67 WFopg o

hF "

N445—45 A556—55 667—67 778—77
. 1=
7"223—23 “ 733433 667—67 AT78-7,
e |F Wi
+ nr112-12  r223—22 ~334—34 @ THBHY 667—67  "778—77
+ A12-—12 r223—22 ~a4s5—a5 55655 Weer_e7 * MFyg 4
L] L]

H~~223—-23" 7334-33 "445—-45 ~556-_55 \%667767 I'F778—77

+ ~r112-—12 nN223—=-22 N334 34 N445-44 N556—56 l":667—66
For multi-crank engine with seven masses but with :
M= uX= uB= ity = = ... = itgr
the equation (31) becomes (Table I):
iril8_u « W(l — 3W2+ IF4+ 41F2— 3iF4= 1 (32)
For multi-crank engine with eight masses but with :
U= UR— «p3= Mpl— «ga— . °
the equation (34) becomes (Table 1) :
IF112 2« 1|1 - 41F2+ 3IF4Y + 5IF2—6IF4+ IF6= 1 (35)
and the modified form of the equation (35) is :
A 11212 - IF(1 - 41F2+ 3JF4) + IF2(5 - 6IF2+ IF4)= 1 (36)

Both equations (32) for seven masses and equation (35) for eight masses
relating to multi-crank engines, are of a rather simple form as far ascomputa-
tion goes.

For the calculation the following procedure is recommended :
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For multi-crank engine after the calculation of
Mun and ul2

we are assuming an arbitrary, that is, an estimated value of w2and computing
-with it W and TF112 la.

Substituting all these values in the foregoing equation of a new form as
sample for eight masses in equation (35) and if the left side becomes 1 or nearly 1,
we have found the right w2 from which the natural frequency is calculated.
The method of setting out this calculation in a tabular form is recommended,
in applying the principle of the regula falsi.

For three to eight rotating masses,we have calculated the frequency equa-
tion and have simplified them for multi-crank engines. The last results with
one independent mass (for example, flywheel, coupling, etc.) are arranged in
a tabular form. (See Table 1.)

For two independent masses we have arranged Table II.

In both cases the number of members in the frequency equation are
the same.

The practical application ofthe deduced and calculated frequency equation
will be shown in Table Il where the natural frequencies, that is, the angular
velocities are calculated for five masses using the equation from Table I. In the
chapter Practical Exercises we shall compare the result with that obtained when
applying other methods. In this way we shall introduce the control of the results
obtained which is of course very important.

Table |

The frequency equations for multi-crank engines with one independent mass

«l Cl c c
b uR— T > w77 U2 — "B8—
u
= w — ul2
62— 2 u T w2

For the frequency equation we obtain :

For 9 masses: Wn2_12 W (I - 5W2+ 6WJ— W »)+ 6W2- 10W*+ 4W« = 1

For 8 masses :WI12 12 W (1- 4W2+ 3WJ)+ 5 W2- 6W4+ We= =1
For 7 masses :Wn2_12 W (1- 3W2+ W)+ 4 W2- 3W* = =1
For 6 masses :WI1R2 12 W (1- 2W2 + 3W2- W4= =1
For 5 masses :W12 12 W (1- W2+ 2 W2= =1
For 4 masses: W12 2 W ----—--W 2= =1

For 3 masses: WII2_12 W = =1
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To facilitate our further investigations, for the left side in the equations of Tables I and
Il we shall use only the denotion :

n is the number of the masses of the system.
For 9 masses : See the last chapter.
Independent masses are for example : flywheel, coupling, etc.

Table 11

The frequency equation for multi-crank engines with two independent masses

Cl c1 Cc2
“11 — . U1l2 — -Y-~ 9 u22 - r 9 23 — '
J1 32 22 h
c c

U=T :'ﬁ_ —=u33= a3d= -+

u 12 u 22
rrrrrrrrr r * ~N223-22 ~ 1 223-23 -
=— uu u 12 w2 — U222 — U23

N — _ W —
334-33 02—2u

For the frequency equation we obtain :

For 9 masses: Wu2 2«W23 2(1 —5 W2+ 6W4 — We)+ W28 B(1—4W2+ 3 WY

W+ 5W2- 6W4+ We =1
For 8 masses: W12 2mW223 2(1 - 4W2+ 3W4)+ W23 3(1- 3W2+ WA4HW
+ 4W2—3W4= =1

For 7masses : W2 2. W23 2 (1- 3W2+ W4)+ W23 B3(1-2 W2\V+ 3W2-W 4 =1
For 6 masses W12 2.W23 2 (1—2W2+ W23 23(1 —W2f + 2 f 2= =1

For Smasses :WIR2 ReW23 2 (1—W2+ W23 BaW + W2= =1

For 4 masses :WI2 2maW223 2 + W23 8. W2= =1

For 3 masses :W1242 ' ~223 oo __ 1
Table 111

Practical application

Numerical examples for 5 masses in the case of four equal loads and three equal stiff-
nesses for multi-crank engines with four cylinders.

The system has the following specification :

For the shaft: Ip = 600 cm4, G= 8,3 «105 kg/cm2

= 25 cm, 12= 13= 14 15 1= 20 cm

For the masses: 1l = 1500 kgcmsec2 and
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12— /3= /4= /5= 1= 200 kgcmsec2

The stiffnesses of the shaft:

= .600'§§ '1—(5= 20 + 10*kgcm
c,= ¢4d= ¢c= - — J;-10- = 25. 10«kgcm
2‘1)5'010°f = 1,33 +1041/sec2
202'030“ = 10104 1/sec2
252;;()(5 = 12,5 + 104 1/sec2

W ith the equation from Table I:
B, Wu2—R2eW (1 - W2+ 2W2
In referring to the data mentioned above, we obtain :

R 12 10 W= - 12,5
W2r2— o —un —uR  i@—113 m  w- 5

which are all non — dimensional.
For example with w2= 2 « 104 we obtain :
w2 12 - -1,08, W= - 0,54, W2= 0,29
and we have:

B5= - 1,08 (-0,54) (1 - 0,29) + 0,58 = 0,995

321

We shall continue the calculation of B5with estimating_of u>® and the results are arranged in
tabular form, with which it is possible to avoid errors. If B5= 1 or with high degree of accuracy
equated 1, we shall find the angular velocity w for calculating the natural vibration of the

torsional vibration.

to2 A 11212 w Bs
1 +104 -0,97 —0,52 0,905
2 +104 — 1,08 — 0,54 0,995
3 +104 - 12 —0,57 1,102
4 104 - 1,37 - 0,6 1,245
5 <104 - 1,58 - 0,625 1,38
6 +104 - 1,87 — 0,66 1,565
10 +104 -7.,7 —0,84 3,7
11,3 « 104 00 0o

From this group we obtain :

w>= 2-104
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to calculate the natural frequency. The result obtained is accurate for practical purposes.
W e shall continue this tabular statement in a similar manner.

02 12 w Bb
11,5 m104 50 —0,92 -5,2
12 +104 14,3 —0,95 0,75
12,05 - 104 13,3 — 0,965 0,97
121 104 12,5 — 0,97 1,35
122 +104 11,1 —0,98 1,48
13 +104 5,9 — 1,05 2,82
15  +104 2,7 — 1,25 5,01
20  «104 1,15 -2.,5 27,50
25 104 @ ©

this group we obtain

J2= 12,05 « 104

calculate the natural frequency. Further we have :

02 AX2—12 W Be
20 104 0,535 2,5 55
40 - 104 0.35 0.83 2.385
43 104 0,316 0,7 1,09
45 « 104 0,295 0.62 0,883
50 « 104 0,258 0.5 0,597

In this group we obtain :

w2= 43 « 101

As the third angular velocity for calculating the third natural frequency from it and
the fourth and the last angular velocity for calculating the natural frequency, will be arrived
at in the same manner. It implies no novel feature.

Practical exercises

W ith numerical examples and control of the result.

Example for three masses
The system has the following specification :

un = 1,33 ¢ 104, ul2= 2 <104, u2= 1,43 <104, uZB= 2,4 «104
The natural frequencies of this system are given by the equation : [1], under literature.
wi _ w2(uy ) U2-l-un 4- uB 4- un (U24- uB) 4-uleuB= 0
Substituting the numerical data in this equation, this becomes :
wd—@2(1,33+ 2+ 1,43+ 2,4)104+ 1,33 (1,43 + 2,4) 10« 4- 2 +2,4 «10®= 0

or
tod — 7,16 « 104t024- 9,9 « 10®= 0
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The quadratic equation in n 2 has two roots :
t®} = 5,25 « 104 and toj = 1,87 <104
W ith these roots using (14) we obtain :

»13¢»28

(M2 — Un — U12) »(u>2 — U22 — U2S)

B-—- " 12-12" " B-5

W ith w1l we obtain :

2 mlA43
(5,25 —3,32) (5,25 - 3,83)

and with w2:

2143
(1,87 —3,32) +(1,87 — 3,83y

and in this manner we have control of the results obtained above.

Example for four masses
The system has the following specification :

uu — 1,33 «104, ul2= 2104, u2= 25 104, u23 = 83 *104, uB= uM= n = 55 «104
W ith the following notation :
131= 55 104
uld+ =*3¢ 11 -104
wB+ " ER 19,3 <104
»2+ A= 9= =24 218
»12+ 4= 1H24= 23,8 104
1+ E24= EHi4- 2513 . 104

Substituting the numerical data in the frequency equation [1], we obtain:

iv*-ro* m25,13 «104+ «2(1,33 218+ 2193+ 25«11+ 8,3 «55) |0« —[1,33

(2511 + 83 55)+ 283 m55] 1012= o
The result of the computation is as follows :

W» - u#4.2513 « 104+ to2+ 140 - 10* - 188 - 1012= o

Denotating :

U= tw+ tv2m!40 «10» and V = tod «2513 + 104+ 188 «10la

u=yvV
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This way it is made easy to find one root with the theorem of the regula falsi :
w2 = 2104

Considering this root, it remains a quadratic equation which may be solved by the ordinary
rules and we obtain :

K| = 5,32 +104 and w! = 17,68 104

To justify these results we shall use the equation (17) and we obtain :

- W2' M
for tej 112-12" + 22322 — -7y N \
{wt — ulx — U12) «(wl — u22 — u23)
2-2,5 5
= 0,43

(2 —333)+(2—108) 11,7

and

n7 n
" 223-23 ¢ v

334-33 = 2 AUZB,;JU323 A
R w2 B wm W

8,3 55 45,5

@2—108)+(2- 11) 88+9 %
The results added, we obtain :
0,43 + 057 =1
For m)| with the same expressions as before :
225 — 5
(5,32 — 3,33) *(5,32 - 10,8) 10,96
8,355 45,5
(5,32 - 10,8) -(5,32 — 11) 31,2
The results added, we obtain :
—0,47 + 1,46 = 0,99
For wl with the same expression as before :
225 5
8,3 55
) ) 45,5 = 0,99
(17,68 - 10,8) +(17,68 - 11) 46

The results added, we obtain :

0,098 + 0,99 = 1,088

and in this manner we have controlled the results obtained above.
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Example for five masses
The system has the following specification :

uu = 0,087 104, ul2= 0,103 <10\ u2= 0,133 » 104, «B= 13,2 + 104
m= uxl= uAh= UM= udkd= 17,3 104

W ith the following denotations :

n= 17,3 «104= / fo45+ 17,3 m104 = = 299 m108= Au.t
2u = 34,6 «101= | kiis m17,3 « 104+ 299 -108= = 898 +108= A33-t
3u = 51,9 «104= 1 k3I3 +13,2 «104+ 898 « 108 = = 1583 -108= A 335
4u = 69,2 «104= | fc33 5m0,133 104+ 1583 - 108 = = 1592 «108= N2 6

uZB+ 4u = 132 « 104+ 69,2 +104= 82,4 «104= fcB 5

«@@+ *235= 0,133 «104+ 82,4 «104= 82,53 «104= fc2 5
«12+ *2-s = 0,103 «104+ 82,53 «104= 82,63 » 104 = fci2 5
“N+ *12-6= 0,087 mlO4+ 82,63 104= 82,72 » 104 = fou_5

Substituting these numerical data in the frequency equation, we obtain: [1]

18 — U« +82,72 104+ u=2(0,087 «82,53 + 0,103 82,4 +
+ 1592) 108 - w2(0,087 « 1592 + 0,103 » 1583 + 0,133 898 + 13,2 » 299) 10« +
+ 0,087 (0,133 898 + 13,2 «299) 10+ 0,103 « 13,2 ¢+299+10l = o0

After the arithmetical operation we obtain :
W8 _ we . 82,72 « 104+ «#1608 « 108 —tv24378 « 1012+ 788 «1018= o

By applying the theorem of the regula falsi, we obtain two roots of this equation :
«; = 0,187 « 104 and te| = 3 104

Only with these two roots we shall continue our control of calculation using expression (20).
W ith n? we obtain:

13,2 +17.3 ~ o507
@ — «2—uB) +(te? —2u) (0,187 — 13,33) +(0,187 - 34,6)
. 17,32
Mysaas *W, = 0,252

(0,187 - 34,6)2 ~
Wnt—It mw23 2mw- = 0,35 +0,252 = 0,088

The final result is (Table I1)

0,35 + 0,507 + 0,252 —0,088 = 1,021
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W ith tel we obtain in the same manner :

0,103 +0,133 0,0137 000047
(3- 0,19)+(3 —1333)"~ -25 ’
13,2 +17,3 299

(3 —13,33)+(3- 346) " ~326 ~

299 2M
(3- 34,52 998

0,00047 0,3 can be neglected and the final result is :
0,7 + 0,3 - 0,00047 = 0,99953
and in this manner we have justified the results obtained as above.

Another exampleforfive masses. For five masses we shall obtain by the method described
in [1] under literature, frequency equation solved at the same time but only for two roots.
W ith the formula (9) we shall control these results using the third (B3)and fourth (B,) frequency
expressions which are lower than the original frequency equation.

The system has the following specification :

itu = 1,33 w104, ul2= 2 +104, it2= 3,3 «104, uB= 16,5 +104

U— uss = UA= «4— 1 12,5 « 104

The frequency equation obtained by the method described in [1] under literature, is as follows:

n= 125 +104= | fod5 » 12,5 « 104= 156 « 108= A3i3

2u = 25+104= 1| Kkil& m12,5 « 104+ 156 108 = = 468,5 «108= A 33_
3u = 37,5 +104= 1| k3ib « 16,5 « 104+ 468,5 « 10s = = 1087 «108= N2Z35
4u = 50 «104= | fc33 5+3,3 <104+ 1087 « 10s = = 1252 «108= N2 s

UB+ 4n = 16,5 + 104-f 50 « 104= 66,5 + 104= B 5
U2+ IcB5= 3,3 +104+ 665 «104= 69,8 « 104= f25
“D+ A225= 2 +104+ 698 «104= 71,8 «104= fel2 5
“fN+ Kr-s = 1,33 «104+ 71,8 + 104= 73,13 +104= fen 5
U8 —ir873,13 + 104+ M4(1,33 +69,8 + 2 66,5 + 1252) 108 -
- te2(1,33 + 1252 + 2 m1057 + 3,3 «468,5 + 16,5 m156) 1012 +

+ 1,33(3,3 468, 5+ 16,5 +156) 10le + 2 + 16,5 « 156 » 1016= 0

After the arithmetical operation we obtain :

W« - Ux*73,13 « 104+ u4 + 1478 «108- u®2 7956 « 1012+ 10650 «1018= 0
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By applying the theorem ofregula falsi,we obtain two roots of this equation. More roots
are not necessary because these give no novel feature for our computation. These roots are as
follows :

w2= 2,05 « 104 and = 5,16 « 104

Now we shall set up the frequency expressions as follows: B3 and Bt [1] under literature,
using the data given above :

B3= ted—ic2efu 3+ uR 2B + ulfAB

and we have the following :

kn_J= 133+ 2+ 33+ 16,5 = 23,23 104
fc2 3= 33+ 16,5 = 19,8 ¢ 104, fc3—un23= 16,5 « 104

Substituting these results in B3, we obtain :
u#4- 23,23 +104+ 1,33-19,8 ¢« 108+ 2 ¢ 165 «108= B3 = u>*-w2+23,23 « 104+ 59,4 « 108
For B4 we obtain under literature [1]:
B4 — Ue M4 *kuy~1 “F M2 (|ly *fc22-4 'F »12 ' &23-4 ~F »22 * 1733-4 "F »23 *A:u)
[»11 (»22 ' 733-4 + »23 ' 1.34) “F »12 m»23 m1341

In this expression we have :
ngq =i UM= 12,5 « 104
Ag3s == 2» = 25 <104
n23.4 = »23 + ~334 = (16,5 + 25) o 104= 41,5 « 104
1294 — »22 + fc23-4 = (3,3 -F 41,5) « 104 = 44,8 « 104
1124= »12+ 124= (2+ 44,8) » 104= 46,8 W0*
&11-4 = (1,33 -F 46,8) » 104 = 48,13 « 104

Substituting them in Bt, it becomes:

Bt = te8— w4 +48,13 « 104+ te2(1,33 *44,8 + 2 «415 + 16,5 « 125 +
+ 3,3 «25)108- [1,33 (3,3 *25+ 16,5 m12,5) + 2 16,5 » 12,5) 1012

After the arithmetical operation we obtain :
Bt = ufi - uw*m48,13 « 104+ un;2 431,18 « 108- 793 « 1012

Substituting all these values in equation (9) :

_ »3 U
Ba W2 —uu - ul6

using the two roots wt and ic2, and dividing them by 1012, we obtain
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lon 10» 48,13 104 431 — 793 12,52
2323 59,4 25
02 100 ° 104 0o UN"

Substituting :

w\ = 2,05 m104, w4d= 4,2 «10s, wi = 8,615 « 1012

we obtain:
8,62 — 4,2 48,13 + 2,05 +431 — 793 _ 68.104
472 2,05 «23,23 59,4
TO4 ™ h 104
and
156 = — 6,85 104
2,05 25
T64 104

We shall repeat this computation with the second root:
w\ = 5,16 « 104, tc4= 25,63 +108, wl = 137,39 1012
In the same manner as above :

137,4 — 26,63 *48,13 + 516 431 — 793
26,63 5,16-23,23 59,4

“TO4 104 ' 104
and
136_ — 7,9 104
5,16 25
104 TOT

Although the difference between these two results is permitted, yet a little correction
might he recommended.

Example for seven masses
The system has the following specification :

nu = 0,068 <106, ul2= 14,65 « 10«
n= Ux" uB~ eee Ugi = 21,4 « 106
W ith the equation (32) (Table I) we shall control the angular velocity
w2= 9,6 «106
Obtained by an other method, we have :

nie _ 14,65
9,6 — 14,718

Wi2—+2—m 2.86

and for

W = " - 214 0,65
n2—2un ~ 9,6 —42,8
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Hence: IF2= 0,423, IF3= — 0,274, B74= 0,178, W6= — 0,115 we obtain :

B7= 285 +065(1 - 30,652+ 0,654)+ 4 «0,652- 3 +0,654=
= 186 (1 —3 0,423+ 0,178) + 1,672 — 0,534 = 0,97

The result is satisfactory.

Example for eight masses
The system has the following specification :

uu = 1,33 <104, ul2= 2 « 104, u2= 3,3 » 104, uB= 33 « 104
Mm—RB—RA—... —ulg~-60 *104

All these data are taken from [1] under literature. The frequency expression is taken
from Table Il and to use it we shall calculate at first on

w2= 107 104
The following term :

A 12 12— _ 333 —0,0192, — 1607 363 — 0,0465

50
= = 7,1, IF2= 50, W* = 2500
P2BB= 0465 W oo o0

W ith this result we obtain :

J38= 0,0192 +0,0465 (1 — 200 + 7500) + 0,465 +7,1 (1 — 150 + 2500) + 200 — 7500 = 456

For
102 = 107,5 « 104
we obtain:

IF112 12 - - 0,019, B723-2 — 0,0463, W223-23 — 0,463
W = 6,7, If2= 45, IF1= 2025 and substituting these values in the frequency expression :

58= 0,0,9 +0,0463(1 - 180 + 6075) + 0,463 +6,7 (1 - 135+ 2025) +
+ 180 - 6075 = — 24
Between the two to2lies the right value of it, but with approximation we can choose

w2= 107,5 « 101

The frequency equation of a system with any number of masses

In the foregoing cases we developed one by one the frequency expressions
which were deduced from the frequency determinant denoted by Bn-n is
the number of the masses of the system. Bn= 0 is their frequency equation.

Generalizing the problem and using the results obtained, we will investigate
whether it is possible to develop the frequency equation for a system of any
masses.

6 Ada Tedmica XIX3—4
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The solution of this problem we shall show on a system of nine masses.

We have already observed — taking also in consideration the three condi-
tions on page 316 —that the number of the members in the frequency equations
are always by one less than the masses of the system. Therefore, for a system
with nine masses, every member has eight factors. It follows that if, for example,
in a member the factors of n are six, the same of W are two. It is also sufficient
to occupy ourselves with the pairs of u as with these the forms of the members
are fully known.

For a system of nine masses, the first member contains only W with
positive signs. The following members have already one, two, three and four
pairs of u. We shall develop only the pairs of u.

We will now deal with the problem of a system of nine masses.

The case of nine masses

We shall carry out the construction of the frequency expression from
which the frequency equation can be deduced.

1. First member-group. Contains only W. The factors of the members
are eight. The sign, of the member is positive.

2. Second member-group. The wn pairs in this group are :

a2’ «22
u23 ' U33
n34 ' «44
«45 ' «55
«56 “ U66
«B67 e u77
u78 “ «88

The number of the members is seven, and each has six factors of W. The sign
of these members is negative.
3. Third member-group. These members have already two pairs of u:

«l2 . U>2 34  «44 «23  «33 ' «45 ' «55 «34 U (56 m«66
«l2 " u22 * «45 ' «55 «23  «33  «56  «66 «34  «44 " «B7 ' «T7

«l2 «22 ' «56  «66 «23  «33  «67  «77 «34  «44  «78 ' «88
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ul2. «22 . «67 - «77 UZB = uB-utl b g
«12 «2 . «18 *+ «88
«45 o «55 ' «67 " «77

w45 « «55 * m78  «88

«56 ' «0 * «78 + USB

The rule to form the pairs is clear. The sign of these members is positive.

4. Fourth member-group. Contains three pairs of it, with negative
signs. The number of the W factors is 2.

«12 «2 «34 «44 <55 ' «56 «23  «33  «45 ' «55 ' «67  «77
«12 «2 34 «44 o «67 «77 «23 «33 ' «45 m «55 m«78 ' «88
«12 - «22 ' «34  «44  «87 ' «88 «?3  «33 *«56 @O «78 «88

«12 «@2 45«55 «67 o «77
«12 » «22 + «a5 .« «55 * «78  «88
((12 ‘ «22 «56 «% «78 (&

«34 " Ma4 " Ms6 © « 6 uts + «88

5. Fifth member-group. Contains four pairs of u, without W, with positive
signs.

«12 C «22 * «34 ' «44 ' «56 ' OO " «78 ' MB

It is impossible to produce further groups.

In considering the five groups we observe that it is the first member only
to have no u and the last of it is without a W. In the subsequent members the
pairs of n grow and at the same time the W diminishes.
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SUMMARY

The author published two theorems for the calculation of the natural frequencies [1,2].
In this paper he publishes a third theorem which is developed by the continuant determinant.
This method is superior to the theorem known until now if some of the rotating masses and
the stiffnesses of the shafts are equal which is the case with multi-crank engines. This theorem
is of course applicable to the control of the results obtained in another manner.

For practical purposes he has made calculation of several examples and has made
use of the following papers already published and the methods employed by them.

BEITRAG ZUR BERECHNUNG DER EIGENSCHWINGUNGSZAHLEN
VON TORSIONSSCHWINGUNGEN

A. BALOGH

ZUSAMMENFASSUNG

Die Berechnung der Eigenschwingungszahlen von Torsionsschwingungen wurde vom
Verfasser in zwei Ldsungen verdffentlicht [1, 2]. Im vorliegenden Aufsatze wurde eine dritte
Methode auf Grund einer hier abgeleiteten Eigenschaft der Continuant-Determinanten ent-
wickelt. Diese Methode hat wegen seiner Einfachheit besonders dann eine Berechtigung — wie
es auch den praktischen Féllen entspricht — wenn mehrere Massen und die entsprechende
Steifigkeiten der Welle gleich sind. Natirlich kann diese Methode auch zur Kontrolle solcher
Ergebnisse, die auf andere Weise ermittelt wurden, verwendet werden.

Fur die praktische Anwendung wurden mehrere Beispiele berechnet und es wurden
auch die Ergebnisse und Methoden der schon angefiuhrten Aufsdtze benitzt.

CONTRIBUTION A LA DETERMINATION DE LA FREQUENCE PROPRE
DES OSCILLATIONS DE TORSION

A. BALOGH

RESUME

Deux méthodes de calcul de la fréquence propre des oscillations de torsion ont déja
été proposées par l'auteur. Le présent article expose une troisieme méthode basée sur I’'une des
théses y exposées, concernant les déterminantes continues. L’avantage de cette méthode, par
rapport aux méthodes déja connues, est sa simplicité dans le cas ou — conformément a la
pratique — figurent plusieurs constantes de masse et de ressort égales. On peut naturellement
I'utiliser pour la vérification de fréquences propres calculées par d’autres méthodes quelconques.

Du point de vue des applications pratiques, l'auteur a élaboré divers exemples, ou il a
utilisé les résultats et méthodes des études précédemment publiées.

K OMPEAENEHUIO UYUC/AA COBCTBEHHbBIX KOMEBAHUM KPYTUJbHbIX
KONEBAHUN

A. BANOT

PE3IOME

ABTOPOM paHee 6bI10_N3N0XKEHO ABa METOAA BbIYUC/IEHUS YMC/IA COBCTBEHHBIX Kone6a-
HUA KpYyTWbHbIX Konebanwid (1, 2). B maHHOW pa6oTe u3naraeTcss TPETMIA METOA, KOTOpbIN
NCXOAMT U3 OFHON TeopeMbl KOHTUHYYMHbIX AeTepMUHAT, BbiBeeHHON B faHHOW paboTe. STOT
MeTOZ MO CPaBHEHMIO C MPMMEHSBLUMMMUCA 4O CMX NOP MeTo4amMu M3-3a ero MpoCTOThbl MMeeT
NPerMyLecTBo TOrfAa, Korja (QUrypupyer paj paBHbIX MacC U MPYXKUHHbIX MOCTOSHHbIX, YTO
COOTBETCTBYET MpakTUYecKoMy cyyato. ECTeCTBEHHO, YTO aHHbIN METOA MOXHO MCNOMb30BaTb
TakXXe ANA NPOBEPKM 4ymcna COOCTBEHHbIX KONebaHWid, BbIYMCMEHHOrO C MOMOLLbIO NIH060ro
Lpyroro Mmetofa.

C TOYKM 3PEHNs NPaKTUYECKON MPUMEHUMOCTM 6bINI0 MCMOMb30BAHO PAL NMPUMEPOB U
ONA [aHHOM Uenu 6binM UCMOMb30BaHbl Pe3ynbTaTbl M METOA4bl HUKEMEePeUYUCNEHHbIX U YXe
ony6/11MKOBaHHbLIX paboT.
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[Eingegangen am 14. September 1956]

Bei der Losung von Elastizitdtsproblemen ergibt sich oft die Schwierig-
keit, dass man die Randbedingungen nicht genigend kennt. In der Praxis
I6st man die Aufgabe durch gewisse — madglichst einfache — Voraussetzungen.
Eine theoretisch richtige Methode ist es, auf irgend eine Art die Randbedin-
gungen durch Messungen festzustellen und danach mit Hilfe derselben die Lésung
zu suchen. Der Verfasser untersuchte beispielsweise ein ebenes Problem, bei
dem die fehlenden Randbedingungen durch Spannungsoptik festgestellt
wurden.

Der Zweck dieser Arbeit ist die Bestimmung des Spannungsfeldes, welches
in dem unendlich langen Streifen eines flachen Stabes von gleichbleibender
Dicke (Abb. 1) durch Zug ausgebildet wird.

Es wird angenommen, dass der betrachtete Kdrper homogen und isotrop
ist,sein Stoff dem Hookeschen Gesetz gehorcht und der durch die Beanspruchung
entstehende Spannungszustand die Proportionalitdtsgrenze nicht Gberschreitet.
In diesem Falle gelten die Grundgleichungen der Elastizitatslehre.

Ein weiterer Vorbehalt ist, dass die Dicke (d) des Kd&rpers gegeniiber den
in der Ebene xy liegenden Dimensionen klein sei. Dementsprechend kann man
die Spannungskomponenten in der Richtung von s vernachldssigen, d. h. man
kann mit einem ebenen Spannungszustand rechnen.

Mit Hilfe der Grundgleichungen der Elastizitdtslehre kann die Spannungs-
analyse bloss mit mathematischen Methoden vorgenommen werden.

Bei einer Platte gleichférmiger Dicke, wenn sie eine mit der Ebene xy
parallele Mittelebene besitzt und wenn sich in ihr ein zweiachsiger Spannungs-
zustand befindet (also cr\ = 0 = r*x = Try), Kann man nachweisen, dass

. B2F* RF* o2 ¥
ay Xy =  —meeeee ,a (1)
9y 2 dx 9y dx2
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d2
F* = F (X,y) + -“j-_-“ A F(va) [!] (2)

(f bedeutet die Poissonsche Konstante)

und
ﬂ,flK=0. (3)

Umgekehrt aber kann man behaupten, dass die Beanspruchung zwei-
achsig sein wird, wenn man die Belastung am Rande der Platte diesen Aus-
dricken gemadss verwirklicht.

Der gleiche Fall ist mit guter Anndherung im gepruften Gebiet auch dann
gegeben, wenn die gleichmé&ssige Belastung p und g in geniugender Entfernung
von dieser Stelle verwendet wird [2] (Siehe Abb. 1).

Ist ndmlich die Belastung im Unendlichen, so stimmen die Spannungen
in genugender Entfernung von der Durchgangsstelle — entsprechend dem
De Saint Yenantschen Prinzip — mit den Werten p und q Uberein. L&sst man
diese also wie dussere Krafte wirken, so ist das den Beziehungen (1), (2) und
(3) just angepasst.

Die mittleren Spannungen ergeben sich in der Richtung der Achse z
durch

+d/2

2F o WFE . 820 @)

8y2 8 Xs 3*2
—d2 y y

die in Kenntnis der Airyschen Spannungsfunktion F - F (x,y) ausgerechnet
werden kdnnen.

Mit der Verkleinerung der Dimension d nimmt die Abweichung der Mittel-
werte im Vergleich zu den in der Richtung z gerechneten Spannungswerten
selbstverstandlich ab, und man kann sie im Falle sehr dinner Platten mit
guter Anndherung vernachldssigen.

Im Folgenden wird mit diesen Mittelwerten gerechnet werden.

Zur Losung des gegebenen Problems ist es also ndétig, die mit den Rand-
bedingungen uUbereinstimmende biharmonische Funktion F zu suchen [3].

Mit Ausnahme des Querschnittes y = 0 bei dem man weder von den
Spannungen noch von der Verzerrung ein Bild gewinnt, kann man die Rand-
bedingungen einfach aufschreiben. Das bedeutet das einzige Hindernis der
Ldésung auf rein analytischem Wege.

In Anbetracht dessen, dass es sich um ein ebenes Spannungsverhéltnis
handelt, kann die Analyse im Versuchswege verhéltnisméssig leicht durchge-
fihrt werden.
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Diese Messungen hat der Verfasser mit Spannungsoptik durchge-
fuhrt [4], [5].

Die Abb. 2 zeigt die Abmessungen des Modells. Seine Belastung erfolgte
mit Hilfe der in die Bohrungen A und B eingepassten Bolzen durch die Zug-

kraft P = a md ep — 124 kg. Die Entfernung der Bohrungen wurde so gewéhlt,
dass im grosseren Abschnitt zwischen der Bohrung und der Kerbe der Spannungs-
zustand mit guter Anndherung dem einachsigen Zug entspricht. In diesem Falle
stimmt ndmlich nach dem De Saint Venantschen Prinzip die Belastung mit
den Anfangsbedingungen Uberein.

Verfasser hat als Modellstoff «Juralit» (ein Kunstharz mit Phenol-Formal-
dehyd-Basis) und Plexiglas verwendet. Ersteres dient zur Aufnahme der Iso-
chromaten (m = konst.), letzteres zur Aufnahme der Isoklinen (o= konst.).

Abb. 3 stellt die Kuvernschar von Isochromaten, Abb. 4 die von Isoklinen
dar. Die an die Isochromaten geschriebenen Zahlen bedeuten die Werte von m.
Die an den Isoklinen befindlichen Daten zeigen die Neigung der Hauptrichtung

2
1 gegen die Achse x. Da nach Abb. 4 im Bereich y > — a @” 90° so kann mit

der Schubspannung T = 0 gerechnet werden, was bedeutet, dass crx= cr2= 0
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ist. Anderseits zeigt das Bild 3, dass hier m = konst. ~ 3,1 ist. Es ist dann
cry = crl = konst. Das entspricht dem Fall, bei welchem wie vorausgesetzt
wurde ein einachsiger Spannungszustand sich in einem Teil des Streifens befindet.

Die durch die Isoklinenschar konstruierten Hauptspannungstrajektorien
sind in dem Abb. 5 veranschaulicht. Die Ergebnisse der Spannungsanalyse
werden in den Querschnitten y = konst, durch die Abb. 6—15, in den Quer-
schnitten X = konst, in den Abb. 16—19 gezeigt. Die Linien, welche die
einzelnen Querschnitte darstellen, wurden auch in den Bildern 3 und 4 einge-
zeichnet.

In den Abb. 20—22 wurden die Spannungen orx, cry, r der Anschaulich-
keit halber perspektivisch dargestellt.

Aus den Diagrammen geht sehr gut hervor, dass sich die storende Wirkung
der Kerbe in dem Streifen praktisch bis y = 0,6 a ausbreitet, aber dariiber
hinaus kann man sich mit einem Spannungszustand Cfl= p = konst,cr2—0= 7
also mit reinem Zug beschéftigen.

Bestimmt man durch Messungen die Kurven cry und crx im Querschnitt
y — 0, so kann das Problem auch auf analytischem Weg gelést werden, weil
diese Kurven die fehlenden Randbedingungen liefern.

K. Girkmann beschéftigte sich mit dem Fall, bei dem im Querschnitt
y — 0 die Verschiebung in Ypsilonrichtung v = 0 und sx = 0 ist, der Kopf
unten starr aufgefasst wird [6]. Vergleicht man seine Losung mit den Ergeh-
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Abb. 5
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nissen der Spannungsoptik, so kann besonders im Querschnitt y = 0 fiur
die Werte crx und cry eine Abweichung festgestellt werden. Deshalb ist es
richtiger, die Starrheit des Querschnittes y = 0 fallen zu lassen und auch
den Kopf der Wirklichkeit angepasst elastisch aufzufassen. Das entspricht auch
eher den praktischen Problemen, weil es Brauch ist, Maschinenelemente aus
denselben oder fast denselben Stoffen, gleichglltig, ob aus einer Platte oder
durch Schweissen aus zwei Teilen, herzustellen. Man kann namlich von vorn-
herein davon absehen, dass die Dicke des Kopfteiles im Verh&ltnis zu d gross
ist, weil dann der Spannungszustand beim Ubergang auch annihernd nicht
zweiachsig ware.

Weil bei Zunahme von y die Spannungen in den einzelnen Querschnitten
mit den nach ersterem Verfahren berechneten Spannungen immer besser Uberein-
stimmen, ist es zweckmdssig, es mit &hnlichen Spannungsfunktionen zu pro-
bieren, die eher den im Querschnitty = 0 gemessenen Werten ndherkommen.
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AOkg/cn?

Abb. 20

Abb. 21
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Die Airysche Spannungsfunktion ergibt sich aus drei Teilen :
F=FO0+ Fi+ F2. (5)

Der erste Teil entspricht dem von der stdrenden Einwirkung der Kerbe
unabhé&ngigen Spannungszustand, d. h. FO stellt den reinen Zug dar :

FO= ypx2. (6)

Die beiden anderen Glieder beriicksichtigen gerade die stérende Wirkung :

Fl1="'y ~ {An+ Bnany) e~a'ycosanx, )
n an
wo
an=n—; n=1,3,5, ... (8)
a

Der in diesem Ausdruck erscheinende Faktor e My entspricht dem
Umstand, dass die stérende Wirkung mit zunehmendem y rasch abnimmt und
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in geniigender Entfernung vom Querschnitty = 0 mit guter Anndherung ver-
nachléssigt werden darf.

@

F2= j— (CchRB X-j-BXD sh x) cosRydR . 9)
J R2
0

Die Spannungswerte sind aus der Airyschen Spannungsfunktion auszu-
rechnen :

0= 0, (10)

oyo=p, (11)

TO = 0. (12)

x| = 2ﬂ [An+ Bn(any — 2)] e~*“"ycos anx, (13)

Tyi= — yn [An+ Bnany]e a'vcosanx, (14)

Ti= — >n’[An+ Bn(any — 1)] e °»y sin anx . (15)

(ke — — j [CchRx --DBx shBx] cosBy dR, (16)

‘6

Oy2:\][(2D+C)Chl3><+DBxShBX]CoeBydB, an
0

r2=J [(D-\-C)shBx -\-DRxchB x\sinBydR. (18)
o

Der Symmetrie gemdss sollen crx und cry eine gerade, T aber soll eine unge-
rade Funktion sein. Das wird mit der Aufnahme erfillt.
Die Randbedingungen :

x=xal2, ax= 0, (19)
x= % al2, T= 0, (20)
y = 0, ay= cty+fi {x), (21)
y =0, ox= (K,/2(*), (22)
y = o00,ax= 0,ay=p. (23)

Von der Erflllung der letzteren Beziehung kann man sich sofort uUber-
zeugen, denn es ist <«0= 0 und cry0= p ; anderseits im Falley-*-00,e n"y—m0
d.i. <rxl 0, aryl = 0 gleichfalls crx2—+0, cry2— 0.
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Die Randbedingungen konnen nicht durch die Kombination einfacher
Funktionen mit den Verdnderlichen x bzw. y in geschlossener Form erfillt
werden. In diesem Fall gelangt man zum Ziel, wenn man die Spannungsfunktionen
als unendliche Reihen aufstellt. Dies erklart den Versuch, Ft bzw. F2
durch solche Ausdriicke zu lésen.

Die Randbedingung (19) ergibt sich in der Form cn2= 0, weil crx0— 0

n
und crxl = 0,es gilt ndmlich cos anx — cos * n— = 0. Da das bei jedem

Wertvony erfullt wird, muss der Ausdruck unter dem Integralzeichen Null sein,
d.i.:
C=-DR—thR — (24)
2 2

Die Randbedingung (20) kann man nach einigen Umformungen benut-
zen [6].

. . R 7 2 jd(0$ —R2) . i
Tj= — sinBy ACAT —sr% n---— 3N Bn J—(E)-S-; -------- 2sm n—tI dR.
n a2+R2 2 70~ (a2 + R*)2 2

(25)
Unter Rerteksichtigung der Beziehung (24) ergibt sich

®

D
T,= sinBy [Ra+ shBRa]dR. (26)
2 chB

Da r0= 0, erhédlt man die Randbedingung wie folgt :
Tj-|-t2—0 . 27)

Das gilt aber bei jedem Wert vony, so soll

B chB 1
71 J—
D = - LA N [ —— sin n A/’é-ln a2 '82 SM nﬂ- (28)
7 Ba-f-shBa - an+ R2 2 n (a* + R2)2 2

Die Randbedingung (21) Avurde auch mit einigen Umformungen ver-
wendet [6]. Die einzelnen Spannungskomponenten sind

1 71
p — Sm n—= c0S anx , (29)

Jyo e}
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oyi=—-2 A rcosotrx” (30)
n

(V ﬁ«éjAV o" __(géiﬁWH/'pa—; sif n —2 cosanxd f . (31)

Die Funktion fi(x) ist mit der Fourierschen Reihe durch:

/1 (*)= H ¥ yncosa, X, 32)
gegeben, so gilt es bei jedem Wert von x

oyo + oyl ay2 = Oy*H "n y., COS ot, n:. (33)

Es folgt dann

1 . n ., 8 Laa . n
P- sinn- - An+ — \D chf— sinn— dB = Oy*Hyn. (34)
n 2 ald 2

n (@ p2)2 2

Die Randbedingung (22) kann man auch mit Umformungen verwerten [6].
Die einzelnen Spannungskomponenten sind wie folgt :

0= 0, (35)
tfxi = (-*n 2 jBh)cos anx, (36)
7
ox2=- r~D ;a,,B[ chR® — sin n — cosanxdB . (37)
alJ n K + B22 2 2

Man schreibe f2{x) in Form einer Fourierschen Reibe auf:

/2 (*) = J ™ ancosanx, (38)
S0 ist
axd+ <= °x*j ~ OncosanX, (39)
n
woraus
An- 2 + — fD ;&A~— chB—sinn—dR = ox*J . (40)
a J (@* -h /52)3 2 2

7 Acta Technica X1X/3—4.
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Mit Hilfe der durch die Randbedingungen gewonnenen Beziehungen kén-
nen die in der Spannungsfunktion vorkommenden Konstanten An, Bn, C und D
bestimmt werden.

Um die Ausrechnung durchzufiuhren, ist es zweckmassig, weitere Umfor-
mungen vorzunehmen.

Setzt man die Beziehung (28) in die Ausdricke (34) und (40) ein, so ergibt
sich mit Gleichung (24) und mit Einfihrung einer neuen Verédnderlichen t= B a

4 1 A
(a— 11603727 Aksinit— Qwnkdt—
n n LI K 2]
....... 2 0
©
—16n3n2 "s*Bksink — j Q Wnhdt = oy*H (41)
~k 21 sinn
1 --16n s Aksink — (0 9nkdt
n . n 2
sm n — sin n k ”
2 2 0
— 16n N_ Bksink | fi ®nhdt = axt j —— (42)
*
2 J sin n h

Die Bedeutung der in den einzelnen Integralen vorkommenden Funktionen
ist wie folgt :

g = rAent (43)
t -)- sht
1 1
= 44
Y= (n2m 122 k2n2 - 12 (44)
W = 1 t2— K2n2 (45)
(rt2/12-1- 122 (k202 + t2)2
t2 1
P= : (46)
(n2n2 22 K2n2-)-t2
t2 12— K2n2
0 = K2n @7)

(n2f12 122 (k2n24~i2)2

k=1,3, 5 (48)

y e e



1)AS SPANNUNGSFELD IM STREIFEN EINES ZUGBEANSPRUCHTEN T-FORMIGEN FLACHSTABES 347

Die Aufldsung der Gleichungen zur Bestimmung der Konstanten erfolgt
in zwei Schritten und es wird mit der Ausrechnung der Integrale begonnen

) ) ®
j B wnkdt= j't dt+ J (0 —t)rpnk dt. (49)
0 0 0

Die Integration des ersten Gliedes ist in geschlossener Form madglich.
Man gelangt zu folgenden Ergebnissen :

1 n2 1
R B T O e p— In-"2 N/ k- (50
vn'k j ‘Vk ZHLJ(MQ-'KQ 2t ez 2 > THlKs (50)
: (51)
N = K;
4n4n4

. ra2+ 3k2 n2 3n2+ k2
J wnft — I tWri'kdt —

2n4(n2- @2 n2—fe2 k2 n2
, NTLk s (52)
12 94n4 M=K (59)
V] PoaniZwn onexs 0
' 2mM2(n2- I
! k-, (55)
. n =k,
442n2
i dt f2+ 3"2*2In."2 + 3f24-n2
I ank (; lbnk 242(n2- 1622 1 k2— n2 K2
s, np ks (56)
1
,n=k. (57)
1242n2

Das Ausrechnen des zweiten Gliedes wurde im graphischen Verfahren
durchgefihrt. Es gilt t—o00, (Q — 1) —»m0. Daes Q —t= — 0,00816 schon
im Falle t = 10 gibt, kann diesem Wert gegenubert = 10 vernachlédssigt werden.
So darf das Intergral im allgemeinen nur im Intervall 0 <, t~ 10durchgefihrt
werden. Auf Grund der numerischen Ergebnisse gelten mit guter Anndherung;

7*



348 I. HUSZAR

J Siyerkdt= J ty>n kdt. (58)
0 0

Gleicherweise gilt es auch bei W, op, ®.

Die Kurven der im Querschnitty = 0 gemessenen Spannungen (<rxund crv)
werden der Vereinfachung halber durch

ey*[i (*) A ay*(1 + y.ch 2x), (59)
&/2(*)  cix*ch L (60)

angendhert. Abb. 23 zeigt die Ubereinstimmung der so gewéhlten (mit o bezeich-
neten) und der gemessenen (mit « dargestellten) Kurven.

Abb. 23

Die gewahlten Funktionen ergeben sich durch Fouriersche Reihen

™ 11
<Ty*fi (x) = «y-H V yncosanx =ey*4 JP sinn— +
non
+ JLchi£-Ss™  cos anx | (61)
a 2 aB+ Ne)
. . . 71 dn
<x* /2 (x) = ax*d 6ncosanx = ax*— chfi— * sinn COS OnX . . .

2 ar+ UF

(62)
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AT
—0,5947
+ 1,4053

+0,4473
+0,2205

+0,3974
+0,1462

+ 0,3515
+0,1085

+ 0,3145
+ 0,0862

+0,2850
+ 0,0713

+ 0,2610
+ 0,0608

+0,2411
+ 0,0530

AlB
—0,0734
—0,1491

+0,8648
—1,1351

—0,1510
—0,1078

—0,1527
—0,0878

—0,1491
—0,0735

—0,1440
—0,0630

—0,1381
—0,0550

—0,1324
—0,0487

Alb

+0,0291
+ 0,0710

+ 0,0648
+ 0,0900

—0,9189
+ 1,0810

+0,0883
+ 0,0707

+

0,0912
+ 0,0619

+ 0,0919
+ 0,0547

+ 0,0909
+ 0,0489

+ 0,0896
+ 0,0441

~T

—0,0154
—0,0500

—0,0384
—0,0650

—0,0503
—0,0620

+ 0,9420
—1,0579

—0,0621
—0,0525

—0,0645
—0,0477

—0,0653
—0,0434

—0,0656
—0,0398

+ 0,0096
0,0350

+

+

0,0243

+ 0,0375
+ 0,0530

+ 0,0405
+ 0,0460

—0,9550
+ 1,0450

+ 0,0479
+0,0417

+ 0,0494
+ 0,0387

+ 0,0505
+ 0,0359

Jlan

—0,0065

+0,9632
—1,0368

—0,0386
—0,0346

—0,0400
—0,0325

AT,

+0,0047

—0,9688
+ 1,0312

+0,0327
+ 0,0296

B

—0,0035

+0,9730
—1,0270

Tafel M

BT

+0,2188
—2,1351

—0,0333
—0,1638

—0,1081
—0,1253

—0,1443
—0,0986

—0,1479
—0,0805

—0,1457
—0,0678

—0,1418
—0,0584

—0,1368
—0,0513

BB
—0,0546
—0,0210

—0,0450
+2,0450

—0,0156
+0,0590

+ 0,0063
+ 0,0586

+0,0211
+0,0546

+0,0309
+0,0500

+ 0,0375
+ 0,0456

+0,0419
+ 0,0418

BT

+ 0,0250
+ 0,0250

+0,0350
—0,0093

+ 0,0270
—2,0270

+ 0,0162
—0,0338

+0,0065
—0,0366

—0,0015
—0,0355

—0,0077
—0,0343

—0,0126
—0,0328

Br

—0,0140

—0,0300
—0,0027

—0,0240
—0,0120

—0,0193
+2,0193

—0,0138
+0,0233

—0,0083
+0,025.0

—0,0036
+ 0,0255

+ 0,0004
+ 0,0254

BT

+ 0,0089

+ 0,0150
—2,0150

+ 0,0113
—0,0173

+ 0,0082
—0,0190

+ 0,0052
—0,0197

BT

—0,0062

—0,0123
+2,0123

—0,0101
+ 0,0141

—0,0078
+ 0,0152

Bns

+ 0,0046

+ 0,0104
—2,0104

+ 0,0088
—0,0117

Bt

—0,0034

—0,0090
+2,0090

— 11,9993
+ 21,2008

+ 5,9222
+ 14,9725

+

9,4827
9,8664

+

+

9,5.862
+ 77,2436

+ 8,7988
+ 5,6992

+ 17,8851
+ 4,6907

+ 17,0487
+ 3,9824

+ 6,3308
+ 3,4589
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Mit Hilfe des vorher gesagten kénnen die Gleichungen (41) und (42) mit
den Werten der ausgerechneten Integrale numerisch aufgeschrieben werden.

Die in diesen Gleichungen befindlichen Konstanten sind in der Tafel |
zusammengefasst.

Tafel |
ay* 48,5 kg/cm2 <% 12,0 kg/cm2
H 4,0 J 13,671/a
X 0,00221 R 3,8/a

K 15/a 62 kg/cm?2

o

Beider Aufschreibung der Gleichungen félltesin die Augen (siehe Tafel I1),
dass die Glieder von Indexzahlen k /> n im Vergleich zu den gréssten Gliedern
K = n kleine Werte besitzen, deshalb kann man sie in erster Anndherung ver-
nachldssigen. Das so gewonnene Gleichungssystem wird durch Ann&hreung
aufgeldst, indem man n = 1—15 entsprechend einsetzt.

Die durch die Auflésung des Gleichungssystems sich ergebenden Kon-
stanten findet man in der Tafel I11.

Tafel LW
AX + 21,8052 Bx + 4,4216
A3 — 4,1015 B3 + 3,0481
A6 — 10,8973 Bs — 3,7399
AT + 2,2524 B, + 3,5134
a9 - 2,3660 B9 — 3,0747
An + 2,1399 Bxx + 2,5969
w13 — 11,8477 Bi, — 2,2137
A5 + 11,5680 B15 + 1,9030

In Kenntnis der Konstanten ist es mdglich, mit Hilfe der Beziehungen
(10—18) die Spannungswerte in jedem Punkte zu bestimmen.

In vier Querschnitten y = 0, y = 0,1a, y = 0,25a, y — a wurden crx,
ery, r ausgerechnet.

Die Bestimmung von crxl,ayl, r1kann man verhéltnisméassig leicht durch-
fuhren, diejenige von crx2, <¢2, 7r aber nur mit graphischen Integralen.
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Die in den Punkten der oben genannten Querschnitte bestimmten Werte
sind in der Tafel IV zusammengefasst und in Bildern 6,9, 10, 12 mit dem Zeichen

« dargestellt.

0,0a
0,1a
& 0,2a
0,3a
0,4a
0,5a

0,0a
0,1a
0,2a
0,3a
0,4a
0,5a

[«] T\OB

0,0a
0,1a
0,2a
0,3a
0,4a
0,5a

Oéém

0,0a
0,1a
é< 0,2a
0,3a
0,4a
0,5a

O o O o o o o O O o o o O O O O o o

O o O o o o

5,67
7,04
10,49
14,74
18,51
0,00

7,96
8,25
9,00
9,13
5,54
0,00

7,09
6,93
6,28
4,73
2,33
0,00

1,17
1,11
0,93
0,67
0,35
0,00

+ 5,06
+ 5,55
+ 5,58
+ 5,90
+ 7,75
+ 0,00

+ 4,61
-f-4,66
+4,73
+ 4,75
+ 3,04
+ 0,00

+ 2,26
+ 2,10
+ 1,72
+ 0,62
— 0,86
— 0,00

—1,21
— 1,18
— 0,86
— 0,62
—0,28
O oo

ax

+ 10,73
+ 12,59
+ 16,07
+ 20,64
+26,26

+

0,00

+ 12,57
+ 12,91
+ 13,73
+ 13,88

+

+

8,58
0,00

9,35
9,03
8,00
5,35
1,47
0,00

0,04
0,07
0,07
0,05
0,07
0,00

Tafel 1V
Go M
+ 62 —18,55
+62 —18,31
+62 —17,93
+62 —17,23
+62 — 13,98
+62 — 0,00
+62 —15,78
+ 62 — 15,58
+62 —14,64
+62 —11,47
+62 — 3,47
+62 — 0,00
+62 — 11,58
+62 —11,10
+62 — 9,50
+62 — 6,59
+62 — 2,94
+62 — 0,00
+62 — 1,52
+62 — 1,44
+62 — 1,21
+62 — 0,86
+62 — 0,45
+ 62 — 0,00

5,36
6,12
7,18
11,00
18,00

5,70
6,00
7,28
10,00
15,78
16,55

6,60
6,20
6,90
8,50
8,70
8,10

1,73
1,53
1,20
0,70
0,40
0,00

+ 48,81
+ 49,81
+ 51,25
+ 55,77
+ 66,02

+ 51,92
+ 52,42
+ 54,64
+ 60,53
+ 74,31
+ 78,55

+ 57,02
+ 57,10
+ 59,40
+63,91
+ 67,76
+ 70,10

+ 62,21
+62,09
+ 61,99
+61,84
+ 61,95
+62,00

O O O O o o O O O o o o O O O o o o

o O O O O o

— 1,80
— 4,30
— 9,10
— 18,70

2,66
— 6,08
— 10,95
— 15,23
— 13,05

— 2,76
— 5,53

— 7,93

— 9,11
— 9,18

— 0,43
— 0,81
— 1,10
— 1,27
— 1,33

O O ©O O o o

—0,21
—0,37
—0,48
+ 0,94

—0,01
+ 0,12
+ 0,50
+ 2,10

+ 0,44
+ 0,88
+ 1,28
+ 1,36

— 1,80
— 4,30
— 9,10
— 18,70

— 2,87
— 6,45
— 11,43
— 14,29

— 2,75
— 5,41
— 7,43
— 7,01

+ 0,01
+ 0,07
+ 0,18
+ 0,09

Die berechneten und gemessenen W erte stimmen sehr gut Uberein ; bei
der Bestimmung der Konstanten in den Gleichungen (41) und (42) bzw. bei
der ganzen Spannungsrechnung genugt also die Verwendung der Glieder n —

= 1-15.

Die einzige kritische Stelle ist der Eckpunkt, hier sind die gréssten Abwei-
So muss dieses Problem ein wenig genauer

chungen der Spannungswerte.

betrachtet werden.
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Die Abweichungen zwischen den bei der Umgebung des Eckpunktes
gemessenen und ausgerechneten Spannungswerten haben folgende Ursachen.
In den Rechnungen spielen die Fourierschen Reihen eine wichtige Rolle, fur
die die Punkte x = £ a kritische Stellen sind, hier besitzen namlich diese
Reihen den Wert 0. Zur Gewinnung prdziser Ergebnisse in der Ndhe der Ecke
muss man noch mehr Glieder von n beriicksichtigen, was natirlich die Rechnungs-
arbeit sehr anwachsen l&sst.

Bei der Bearbeitung des Modells muss man darauf verzichten, dass die
Kerbe mit dem Radius 0= 0, d.i. ganz scharf ausgebildet werde, weil das
praktisch unmdglich ist. (Nach Abb. 2 ist der Durchgangsradius q= 0,03 cm.)
Das bedeutet, dass die im Querschnitt y = 0 gemessenen Ergebnisse nicht die
Randbedingungen der urspringlich angenommenen Aufgabe geben, d. h. die
so gewonnenen Randbedingungen sind nur Anndherungen.

Es soll noch bemerkt werden, dass bei dem Durchgang o= 0 unendliche
Spannungswerte von cry auftreten wirden, wenn der Stoff unendlich elas-
tisch ware.

In der Tat entsteht beim Erreichen der Streckgrenze natirlich stdndige
Formverdnderung, wodurch also die Verhdltnisse auch dann durch Versuche
nicht geklart wiirden, wenn der Ubergang g — 0 verwirklicht werden kénnte.

Die Ergebnisse zusammenfassend kann man sagen, dass abgesehen von
den singuldren Eckpunkten, bzw. einem engen Bereich die analytischen und
die durch Messungen gewonnenen Werte gut iibereinstimmen ; diese Uberein-
stimmung beweist die Richtigkeit der Ldsung der gestellten Aufgabe.
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ZUSAMMENFASSUNG

Verfasser hat sich die Aufgabe gestellt, das im Streifen eines T-formigen Flachstabes
gleichbleibender Starke entstehende Spannungsfeld zu bestimmen.

Man kann die Spannungsanalyse mit Hilfe der Grundgleichungen der Elastizitatslehre
vornehmen, unter den Randbedingungen fehlt aber die zur Durchgangstelle vom Kopf zum
Streifen gehorige. Girkmann l6st dieses Problem durch die Voraussetzung, dass die fragliche
Durchgangstelle starr ist. Richtiger ist es, auch den Querschnitt als elastisch anzunehmen.
Dementsprechend hat der Verfasser hier die fehlenden Spannungen mit Spannungsoptik
bestimmt. Mit dieser Hilfe hat er sodann die Airysche Spannungifunktion festgestellt.

Die gute Ubereinstimmung der auf optischem Wege und durch mathematische Losung
gewonnenen Spannungswerte bestatigt die Richtigkeit der Spannungsanalyse.
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STRESS FIELD DUE TO LOAD TENSION IN THE LEG OF A T-SHAPED FLAT BAR

I. HUSZAR

SUMMARY

The authorundertakes the determination of the stress field arising in the leg of a constant-
thickness T-shaped bar.

W ith the aid of the fundamental equations of elasticity, the stress analysis may be
carried out. But from the boundary conditions is missing the condition belonging to the
transition between the head and the leg. Girkmann resolves the problem by supposing that the
transition is rigid. However, it is more correct to consider the transmission as being elastic,
too. According to this, the author has determined here the missing stresses by photoelasticity
and with the aid of it, the Airy stress function.

The fact that the stress values obtained by the optical method conform well with the
stress values obtained by computation, confirms the correctness of the stress analysis.

LE CHAMP DE TENSION APPARAISSANT DANS LA TIGE D'UNE BARRE PLATE
EN T, PROVOQUE PAR UNE CHARGE DE TRACTION

I. HUSZAR

RESUME

Notre intention est la determination du champ de tension apparaissant dans la tige
d’une barre plate en T. Nous pouvons procéder a I’analyse de tension a l’aide des équations
fondamentales de la théorie de I’élasticité. Parmi les conditions fondamentales perimétriques,
il manque cependant celle se rapportant au passage de la téte & la tige. Girkmann arésolu le
probléme en supposant que la transition en question est rigide. Il est plus exact de considérer
également cette section comme élastique. Conformement & cette hipothése, I'auteur a déterminé
les tensions manquantes par des essais optiques de tension et a établi ensuite a 1’aide de cette
méthode la fonction de tension d’Airy.

La bonne concordance des valeurs de tension gagnées ainsi par la méthode optique,
avec celles de la solution mathématique, prouve I’exactitude de cette méthode.

MONE HAMNPAXEHWNA, BO3HVKAIOLLEE B NPOAONTOBATOMN UACTU
T-OBPA3HOI'O TJIOCKOIro CTEPXHA M0/ BO3AENCTBVEM
PACTATAOWEN HATPY3KWU

T. XYCAP

PE3IOME

CTaBuTCA LENblo OMpefeNieHne Mnoss HanpsHkKeHWid, BO3HWKAKOWEro B MPOAO/IroBaToil
4acTn T-06pa3HOro M/IOCKOr0 CTEPXKHS HEM3MEHHOW TOMLLNHI.

C NOMOLUbI0 OCHOBHbIX YPaBHEHWUA TEOPUM YNPYToCTU MOXHO BbIMOMHUTL aHaiu3 Ha-
npskeHnii. OfHaKo, Cpean OKPY>KHbIX YCNOBUI HEN0CTaeT YCN0BME, OTHOCALLEECA K NEPEXOLY
MEX[Y NpOJO0NroBaToi M MOMepevHoii 4acTblo. MMPKMaH pellaeT npobiemy npu npeanosio-
XKEHWUN, YTO JaHHbIA Nepexof ABNAeTCA XecTKUM. lNpaBufibHee Xe MPUHATb U 3TO CeyeHue
ynpyrum. CoOTBETCTBEHHO 3TOMY C MOMOLLbIO ONTUYECKOrO aHann3a Hanps>KeHuid yCTaHOBEHbI
HefloCTaloLLMe 3[eCb HanpsXXeHus. 3aTeM C MOMOLLbIO 3TOro onpefeneHa (yHKUWUA Hanps-
XeHuid Alipw.

XopoLuee COBNajeHne 3Ha4eHNin HaNpsXKeHUiA, MONYHeHHbIX ONTUYECKVM NYTEM, 1 3Ha-
YEHWUA HanpPsXKeHWA MaTemMaTU4ecKoro pPelleHnA MOATBEPXKAAET MPaBWIbHOCTL aHanusa
Hanps>XKeHWUA.
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BUDAPEST

[Eingegangen am 21. September 1956]

Wie aus den Literaturangaben [1, 2, 3] hervorgeht, wird im allgemeinen
der Kaskadengenerator mit einer Spannung von ungefdhr 1 MY den kleineren
Spannungswerten gegeniliber bevorzugt. Eine ndhere Analyse zeigt jedoch [4],.
dass sein zweckmadssigster Anwendungsbereich zwischen 300 und 700 kV
liegt.

Unsere hierbeschriebene erste Anlage (Bild 1.) wurde auch zuerst fur
1 MY gebaut, jedoch spédter um eine Stufe auf 800 kV erniedrigt, um Durch-
schldge zur Decke zu verhilten und die Fokussierungsschwierigkeiten zu mindern.
Die ganze Anlage wurde in unserer Abteilung konstruiert und montiert, abge-
sehen von handelsméssig erreichbahren Einzelsticken, wie Ventile, Konden-
satoren, u.s. w.

Eine Stufe des Kaskadengenerators (Bild 2.) besteht aus zwei Konden-
satoren d&lteren Fabrikates nach Meirowsky, mit einer Kapazitdt von 0,01
[iF und aus zwei Siemens-Vakuumventilréhren mit einer Heizleistung von 120
W att und einer Sperrspannung von 230 kV. Die Kapazitdt des an den Trans-
formator angeschlossenen Kondensators betrdgt 0,02 [iF. Die HOochstspannung
einer einzigen Stufe hat den Wert von 200 kV. Die Primé&rspannung des Trans-
formators wird von einem Umformer geliefert, welcher durch Einstellen der
vom Netz durch einen Gleichrichter erhaltenen Erregerspannung zwischen 0
und 300 V regulierbar ist. Zwecks Minderung des Spannungsabfalls ist die
Frequenz ublicherweise f = 500 s*“1 gewdhlt. Der Maximalwert der Sekundar-
spannung des Transformators ist 100 kV. Bei diesen Daten betrdgt der Span-
nungsabfall 8400 V/mA und die Welligkeit 2000 V/mA.

Die im Schrifttum beschriebenen Kaskadengeneratoren unterscheiden
sich in erster Linie in der Ausbildung des Hochspannungsfeldes, ferner in der
Art der Réhrenheizung von einander. Heute wird fast ausschliesslich das durch
die Philips-Werke eingefihrte Modell mit oberer Schutzelektrode der separaten
Endelektrode bevorzugt. Diese letztere Lésung bietet den Vorteil einer kleineren
Bauhdhe, die vorher erwédhnte sichert jedoch eine gréssere Homogenitdt des
Feldes. Die Heizung der Ventilrohren erfolgt entweder durch isoliert ange-
triebene Dynamos, oder durch Hochfrequenzheizung. Das Problem der Heizung
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Bild 1. Lichtbild der 800 kV Beschleunigungsanlage



Bild 3a. Vereinfachte Schaltung der ganzen Anlage

Bild 2b. Mechanische Konstruktion
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wird bei der neuesten Ldsung, dureh die Anwendung von TrockengleichrichternT
vollkommen beseitigt.

Von technischem Gesichtspunkte aus kann die Dynamoheizung am
einfachsten verwirklicht werden. Unsere Abteilung hat zwar neuerlich auch
den Bau eines 600 kV Kaskadengenerators mit Hochfrequenzheizung beendigt,
wir wollen jedoch (ber die hierbei erworbenen Erfahrungen anderswo be-
richten.

Die Anordnung der Dynamos und Montierung der Isolierachse kann auf
die in Bild 3. dargestellte Weise erfolgen. Zwecks der mechanischen Stabilitat
des Apparates wird eine Stufe im allgemeinen durch je zwei parallelgeschaltete
Kondesatoren geschaffen ; somit besteht die ganze Anlage notwendigerweise
aus vier S&ulen. Bei dieser Anordnung sind die Heizgeneratoren natirlicher-
weise zwischen den beiden S&dulen angebracht (Bild 3a). Die Dynamos sind
leicht zugdnglich, die Héhe der Anlage wird durch sie nicht beeinflusst. Einen
Nachteil bildet jedoch der verh&ltnismé&ssig gerduschvolle Betrieb und der
Umstand, dass die Yentilrohren direkten Schitterungen ausgesetzt sind. Ganz
alleinstehend ist die Siemens-Konstruktion. Die innerhalb der als konzen-
trische Zylinder ausgebildeten Kondensatoren aufsteigende Achse sichert einen
gerduschlosen Betrieb und stellt eine einfache und stabile mechanische Konstruk-
tion dar (Bild 3c). Hingegen wird die Bauhdhe etwas grdsser und Reperatur,,
oder Austausch der Bestandteile scheinen nicht einfach zu sein. Die mechanische
Stabilitat der Konstruktion 36 ist zwar nicht ausreichend, die Konstruktion
selbst ist jedoch sehr einfach. Die Montage erfordert das Abnehmen der Ab-
rundungen an heiklen Stellen und die Yentilrohren leiden durch die Erschitte-
rungen.

Die von uns gewdhlte Konstruktion (siehe Bild 2 wund detaillierten
Anriss im Bild 3d) entspricht den Anforderungen grosser mechanischer Stabili-
tdt, verh&ltnisméssiger Geréduschlosigkeit und separater Kihlungsmaéglichkeit,
ihre Montierbarkeit ist jedoch nicht als glicklich zu bezeichnen. Die Regu-
liervorrichtungen der Dynamos sind zwar auch ohne Abnehmen der Abrun-
dungen zugdnglich, Reparatur und Reinigung der Dynamos sind jedoch nur
nach vollkommener Zerlegung der Sdulen mdglich. Mit Rucksicht auf die fur
die Dynamos garantierte lange Lebensdauer scheint dies nicht gefdhrlich zu
sein, da die Anlage sowieso jahrlich plangemdss gereinigt und zerlegt wird-
Bis heute hat sich dies (bei einer Betriebszeit von zwei Jahren) als genligend
erwiesen. Notigenfalls kann das Gerdt ohne besondere Schwierigkeit dem Typ
3a geméss umgebaut werden, den ich auf Grund der bisherigen Erfahrungen
fur die beste Konstruktion halte.

Die Berechnung des elektrischen Feldes ist nur mit einer ziemlich groben,,
von verschiedenen Seiten her erfolgten N&herung mdglich. Die auf diese Weise
erhaltenen Dimensionen wurden durch Aufbau einer Stufe experimentell kon-
trolliert.
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d

Bild 3. Verschiedene Konstruktionsmoglichkeiten fiir Einbau der Heizdynamos.
(Bild »d« zeigt die von uns durchgefiihrte Konstruktion.)
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Die Einzelteile der Achsenverbindung sind aus Bild 2 ersiehtlieb.. Der
Antriebsmotor ist ausserhalb der S&ule angebracht, nachdem er innerhalb
der S&ule bei Durchschlagen oft in Kurzschluss geraten ist. Hiedureh wurde:
gleichzeitig auch ein glatterer Gang der Einrichtung erreicht.

Die Spannung der ersten Generatorstufe wird mit einem in Olbad befind-
lichem, aus Ingelen-Fabrikaten konstruiertem, bis zu 250 kV anwendbarem
Messwiderstand von 1640 M B gemessen. Die Eichung dieses Widerstandes haben
wir mit einer Kugelfunkenstrecke von 15 cm bezw. 75 cm Durchmesser, unm ittel-
bar im Bereiche der Messpannung vorgenommen, nachdem die einzelnen Teile
des Widerstandes bereits bei niedrigeren Spannungen geeicht worden sind-
Zur Kontrolle dienen Spannung und Erregerstrom der Primé&rseite und ausserdem
ein Rotationsvoltmeter, der die Spannung des ganzen Generators misst und bei
niedrigeren Spannungen unmittelbar mit dem Widerstandspannungsmesser
verglichen worden ist. Weitere Einzelheiten Uber die Spannungsanlage siehe
[6, 71.

Das Beschleunigungsrohr befindet sich laut Anordnung (Bild 4.) zwischen
den drei Tragsdulen der oberen Elektrode. Ein Widerstand, der urspringlich
fir Messzwecke bestimmt war und sich in einer der Tragsdulen befindet, sichert
den Erdanschluss der oberen Elektrode. In der zweiten Tragsdule sind die zur
Regulierung dienenden Seidenschnire angebracht, wéahrend die dritte Sé&ule
das Antriebsband des zur Energieversorgung der oberen Elektrode dienenden
Generators enthdlt. Dieses lIsolierband zeigt eine merkliche Tendenz, als ein
selbsterregender Van de Graaff-Generator zu arbeiten. Hiedurch kann die
obere Elektrode selbst im Falle der Ausschaltung der Speisespannung des Kas-
kadengenerators einen betrdchtlichen Spannungswert erreichen, der manchmal
auch einige Hundert kV betragen kann ; dies vermag, mit Rucksicht auf die
Kondensatoren, auch ernste Betriebsunfélle zu verursachen, insofern die nétigen
Vorsichtsmassregeln nicht rechtzeitig getroffen werden.

Das Evakuieren des Beschleunigungsrohres erfolgt mittels einer Oldiffusions-
pumpe mit einer Sauggeschwindigkeit von 1500 1/sec, jedoch ohne jede Kihl-
falle.

Die Fokussierungsprobleme Hessen sich nur mit der sorgfaltigsten Mon-
tierung lésen. Nach Bild 5. hat es sich als zweckmé&ssig erwiesen, das Tragglied
der Elektrode gesondert zu befestigen. Ebenso wichtig ist, dass die radiale
Verschiebbarkeit und die Kippbarkeit der einzelnen Elektroden gesichert
werden. Uber weitere Einzelheiten siehe [8, 9].

Als lonenquelle haben wir wegen der geringen lonenstreuung und des-
hohen Atomionengehaltes die Hochfrequenz-lonenquelle (Bild 6) gewdhlt
[10, 13].

Der Strahlengang ist im Bild 2 zu sehen. Es besteht die Mdglichkeit,
die Hochfrequenz-lonenquelle mit einer Oliphant’schen lonenquelle [14] zu
ersetzen, ohne damit die Fokussierungbedingungen zu veré&ndern.
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Bild 4. Aufbau des Beschleuni-
gungsteiles: 1 Trdgerkonstruktion.
2 Absaugerohr. 3 Auffanger des
Beschleunigungsrohres. 4 Diffu-
sionspumpe. 5 Vorvakuumpumpe.
6 Porzellanisolatoren. 7Beschleuni-
gungselektroden. S Abschirmungs-
elektroden. 9 Antriebeband des
3 X380 V Generators. 10 3 X380 V
Generator. 11 Obere Elektrode.
12 Ableitwiderstand in OI. 13 Elek-
trische Verbindungen. 14 Vakuum-
meter. 15 Hochfrequenz-lonen-
quelle und Oszillator..?6Spannungs-
quelle der Absaugespannung der
lonenquelle. 17 Spannungsquelle
des Oszillators. 18 Spannungsquelle
der Vorfokussierung
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Der Maximalwert des erhaltenen Targetstroms betrug 500 yA ; bei einer
Spannung von 600 kV kann betriebsmdssig 300 [nA. erreicht werden. Es erfolgten
Beschleunigungen mit einer maximalen Energie von (dber 700 keV, jedoch
etwas geringerer Stromstdrke. Die Spannung wurde durch Vakuumdurch-
schldge begrenzt. Es erwies sich als notwendig, dieses Problem ausfihrlich
zu untersuchen [15, 16].

/7 3 4 B 5 B

Bild 5. Das elektrische Linsensystem der Beschleunigung und Fokussierung. 1 Beschleunigungs-

elektroden. 2 Abschirmungselektrode. 3 Porzellanisolator. 4 Ringférmiges Zwischenglied.

5 Verbindungsschraube. 6 Stellschrauben des Zwischengliedes. 7 Kugelgelenk-Stellschraube
der Elektroden. 8 Abschirmungskdrper

Ich ergreife noch die Gelegenheit, um meinen Dank denjenigen auszu-
sprechen, die durch ihre Mitwirkung das Zustandekommen der hier beschrie-
benen Anlagen geférdert haben. So waren J. Ers und G. schmiat bei den
ersten Beschleunigungsexperimenten tdtig. Die lonenquelle ist den Experi-
menten von J. Er6 zu verdanken. |I. merey hat bei den Konstruktions- und
Ausfithrungsarbeiten des Kaskadengenerators, E. Pasztor, J. Ro06sz und
Frau siegier bei dem Zustandebringen der Beschleunigungsanlage mitgewirkt.

Von den Aussenmitarbeitern war G. Farga derjenige, der vor dem Krieg
den ersten Kaskadengenerator in Ungarn konstruierte: der Umformer und
der Transformator sind seinem Apparat entnommen.
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Bild 6. AnriB der lonenquelle und des Vorfokussierungssystemes. 1 Porzellanisolator. 2
Zwischenring. 3 Erste Beschleunigungselektrode. 4 Montierungseinsatz. 5 Befestigungsplatte
der Elektroden aus Plexiglas, 6 Stellschrauben der Elektroden. 7 Vakuumdichtungen. 8 Ab-
schlussplatte des Beschleunigungsrohres. 9 Schrauben der Abschlufplatte. 10 Hochspan-
nungsdurchfithrungen. 11 Stellschrauben der lonenquelle. 12 Unterlagplatte der lonenquelle.
13 Tombak Federkdrper. 14 Zylinder der Vorfokkussierungslinse. 15 Montierungsplatte der
Zylinder. 10 Absaugerdhrchen der lonenquelle. 17 Quarzrdérchen. 18 lonenquelle. 19 Wolfram-
elektrode

Ein besonderer Dank soll noch der mechanischen und Schwachstrom-
werkstatt unserer Abteilung fir die Verfertigung der Apparate ausgesprochen
werden.

B acta Tedmics XIX/3—.
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ZUSAMMENFASSUNG

Es wird eine Anlage beschrieben, welche von der Abteilung fir Atomphysik des Physi-
kalischen Forschungsinstitutes der Ungarischen Akademie der Wissenschaften im Jahre 1953
konstruiert und gebaut wurde. Es werden einige Einzelheiten, welche von den in der betref-
fenden Literatur befindlichen Lésungen abweichen — wie die Heizung der Ventilréhren,
lonen-fokussierung usw. — ausfiuhrlicher diskutiert.

AN ACCELERATING PLANT WITH A 800 kV CASCADE GENERATOR
K. simonyi
SUMMARY

The paper describes an installation designed and constructed by the Atomphysics
Division of the Central Physical Research Institute. Some aspects are treated in detail, which
are different from the solutions published in literature, such as, e. g., the heating of the rectifier
tubes, the ion focussing, etc.

UNE INSTALLATION D’ACCELERATION AVEC UN GENERATEUR EN CASCADE
DE 800 kV

K. SIMONYI

RESUME

L’auteur décrit une installation étudiée et construite par le Département de Physique
Atomique de I'Institut Central de Recherches Physiques. Quelques questions de détail sont
traitées de prés, tel que, par exemple, le chauffage des tubes redresseurs, la focalisation des
ions, etc., questions dont la solution est différente des solutions qui ont été publiées auparavant.

YCKOPUTE/IBHOE YCTPOWCTBO C 800 kB KACKAOHbIM TEHEPATOPOM
K wumoHun
PE3IOME

B cTaTbe AaeTcs OnucaHue YCTPOICTBA, CKOHCTPYMPOBAHHOIO M MocTpoeHHoro OTae-
NIeHUeM aTOMHOi ﬁmsmm LieHTpanbHOro ¢u3nyeckoro UCCMeAoBaTelbCKOro MHCTUTYTA. Bosnee
nogpo6HO paccMaTpUBAOTCS OT/eMbHble AeTaNlbHble BOMPOCHI, KOTOPbIE OTAMYAKOTCA OT pelue-
HUI, OMUCAHHBLIX B COOTBETCTBYIOLLEl CreunanbHOW nMTepaType, Kak, Hanpumep, Hakal Bbl-
NpAMUTENbHLIX Namn, GOKYCUPOBKA MOHOB W T. A.



DURCH ZUNDERBILDUNG VERURSACHTE GEFUGE-
VERANDERUNGEN UND TECHNOLOGISCHE FEHLER
IN DER WARMGEWALZTEN BRONZE BZ 5

Z. HEGEDUS
CSEPEL EISEN- UND METALLWERKE, BUDAPEST-CSEPEL

[Eingegangen am 16. Oktober 1956J

Die Bronze Bz 5 (MNOSZ 710-52) wird derzeit meistens kalt gewalzt.
Beim Kaltwalzen ist infolge der niedrigen Reduktion und dem hdufig notwendig
werdenden Weichglihen die Produktion gering und deshalb wurden Uberall
zahlreiche Versuche zum Warmwalzen der Bronzesorten Bz 5 angestellt. Die
Fabrikationsversuche waren mit vielfachen Schwierigkeiten verbunden und
unter diesen war die Bildung von Oberflachenrissen und das Uberlappen am
unangenehmsten. Die vorliegende Studie bezweckt, diese Fehlererscheinungen
zu untersuchen.

Beim Warmwalzen bilden sich bei der ersten Reduktion auf den Platten-
oberflachen feine Querrisse, dieser Fehler hat sich bei den allermeisten Warm-
walzversuchen gezeigt.

Auch beim Kaltwalzen treten gelegentlich Oberflachenrisse auf, sie werden
bei ungeniigendem Abfrésen, Porositdt unter der Rinde und oberflachiger
Zinnanreicherung verursacht. Nach Ewig-Daues [1] kodnnen Oberflachen-
risse auch die Folge unrichtigen Abfrésens sein, nach seiner Meinung reisst
die Schneide des Frésers die an der Grenze der a-Kristalle befindlichen harten
a + d-Eutektoiden heraus und die Gefluigeauflockerung an den Kristallgrenzen
kann beim Walzen Risse und Uberlappen verursachen. Die beim Warmwalzen
entstandenen Risse sind nicht mitden erwahnten Ursachen zuerklaren,im Umkreis
dieser Risse findet man auch interessante Gefluigeverdnderungen, die auf andere
Fehlerquellen verweisen.

Der vom Zunder ausgefillte Riss wird von einer an Zinn verarmten
Schicht umgeben. Die sorgfaltige metallographische Untersuchung des an Zinn
verarmten Teiles hat das Vorhandensein mehrerer Gefligezonen ergeben
(Bild 1). Die an Zinn verarmten a-Kristalle der Bronze nehmen beim Atzen mit
Fe Cl3eine hellere Farbe an. Unmittelbar neben dem Oxyd erscheint eine diinne,
schwer &tzbare feinkdrnige Schicht und auf diese folgt eine gleichméssig dicke,
an Zinn gdnzlich verarmte, reichlich sekundédres Sn02enthaltende Zone. Die an
Einschlissen reiche Schicht ist auch an einem ungeétzten Schliff gut zu beobach-
ten, sie folgt genau der Form des eingewalzten Oxydeinschlusses (Bild 2).
Schliesslich folgt ein teilweise an Zinn verarmter Teil, der beim Atzen sich

g*
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heller farbt und stufenweise in das Grundgeflige lUbergeht. Diese charakteri-
stischen und interessanten Gefligeverdnderungen sind auch in kleinerem Mass
bei den mit Oxyd ausgefillten Rissen und an der Oberflache der kaltgewalzten
und weichgeglihten Bz 5-Platten zu beobachten.

Bild 1. Mit Zinnverarmung und Bildung von sekunddarem Sn02 verbundene Gefligeveranderung
der Ubergelappten Obeiflache warmgewalzter Bronze Bz 5. V — 20 X, Atzung: salzsaueres
FeClI3

Bild 2. Bildung von sekunddrem Sn02ldngs des eingewalzten CuO-Einschlusses.
V = 150 X. Ungeatzt

Die vom Oxyd verursachten Gefligeverdnderungen, d. h. die Bildung von
Sn02 regten den Verfasser zur eingehenden Untersuchung der Oberfldchen-
gefige beim Warmwalzen rissig gewordener Bldocke an.

Die ersten Untersuchungen ergaben, dass sich unter dem Zunder der
homogenisierten Bldocke eine SnO02haltige Oberflachenschicht bildet. Die
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weiteren Forschungen hatten den Zweck, die Entstehungsverhdltnisse der
oberflachigen, an Zinnverarmten einschlusshaltigen Schicht sowie den Zusammen-
hang zwischen dieser und den Oberflachenrissen aufzuhellen.

Bild 3. Sekundares Sn02 enthaltende Schicht auf der Oberflache eines beim ersten Stich ein-
gerissenen Bronzeblockes. ¥=800 X Ungeéatzt

Bild 4. Sekundédres Sn02 enthaltende Schicht auf der Oberflache eines homogenisierten Bz
5-Blockes. V = 600 X. Ungeétzt

Die versuchsweise innerhalb von 1—2 Stunden bei 800—870° C homo-
genisierten Bldocke erlitten nach den ersten Stichen starke Risse, in mehreren
Féllen zerbrockelten sie auch in Querrichtung. Oberflachenteile der bescha-
digten Bldocke waren von vielen groben, sekunddres SnOg enthaltenden Schich-
ten bedeckt (Bilder 3 und 4.). Auf diese groben und scharfabgegrenzten Schich-
ten folgten viele winzige, meistens nur bei Dunkelfeldbeleuchtung sichtbare
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punktférmige Einschlisse enthaltende Schichten (Bild 5.). Die kleineren Risse
endeten meistens in der punktartigen Einschlussschicht. Grobe und punktartige
Einschlusse kamen auch in geringerem Ausmass in den bei 700—750° C durch
3—6 Stunden homogenisierten Bldocken vor.

Beim Atzen hat es sich ergeben, dass grobe Einschlussteile an Zinn génz-
lich verarmt waren, wdhrend in punktartigen Einschlussschichten die Zinn-
verarmung nur zum Teil eintrat.

SBild 5. Feine punktartige Einschlisse in der teilweise zinnverarmten Zone. Dunkelfeldbeleuch-
tung. V = 600 X. Ungeétzt

Die optischen Eigenschaften des groben Einschlusses deckten sich restlos
m it denen des im Kupfer und in Bronzen vorkommenden Sn02 [3].

Eine unmittelbare mikroskopische Identifizierung der punktéhnlichen
Einschlisse ist nicht gelungen. Der Verfasser hat deshalb auf experimentellem
Weg geprift, ob die punktférmige Einschlussbildung mit der Oberflachen-
oxydation zusammenhédngt oder das Ergebnis einer von dieser unabh&ngigen
Geflugeverédnderung ist.

Die an der Oberfladche sorgfaltig abgeschliffenen Proben wurden im elek-
trischen Ofen durch zwei Stunden in oxydierender Athmosphé&re bei 800° C
warmbehandelt und nach erfolgter Abkiihlung und dem Abblédttern des Zunders
wurden sie poliert und mikroskopisch untersucht. Auf der Oberflache erschien
die wohlbekannte grobe SnOa-haltige und an Zinn verarmte Schicht. Nachher
wurden die Sticke mehrmals auf allerfeinstem Papier geschliffen und poliert und
gleichzeitig wurde die Oberflachenschicht stufenweise entfernt. Nach jedem
Schleifen und Polieren wurden die Sticke mikroskopisch untersucht. Unter
der groben SnOa-haltigen Schicht erschienen die punktférmigen Einschlisse.

Diese Untersuchungen haben ergeben, dass die Bildung der punktférmigen,
teilweise an Zinn verarmten Einschlussschicht mit der Verzunderung zusammen-
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h&ngt und dass die Einschlisse wahrscheinlich ganz winzige Sn02-Kristalle
sind. Die Bildung des groben oberflachigen SnOasowie des feinen punktférmigen
Einschlusses ist mit der Diffusion des Oa verbunden und entspricht der von
C. S. smith [4]beschriebenen Zwischenschicht. Seiner Auffassung nach oxydiert
bei Messing und Bronze infolge der Diffusion des 0 2bei hoherer Temperatur nur
der Legierungskomponent heraus, wdahrend das Grundmetall zurlckbleibt,
es wird hoéchstens nur wenig Oa in der festen Losung aufgenommen. Verfasser
hat ferner untersucht, ob in der Bildung von grobem Sn02nur dasin der a -Phase
geldste Sn teilnimmt oder aus der Legierung weiteres Sn in beachtlicher Menge
in die an Zinn verarmte Zone diffundiert und dort oxydiert.

Sorgsam bearbeitete und polierte Bronzeproben wurden bei 700, 800 und
850° C verzundert und nachher wurde die Zusammensetzung und Struktur
des Zunders untersucht und ebenso die Dicke und das Gefiige der entstandenen
an Zinn verarmten Schicht.

Die Rdéntgen-Strukturuntersuchung des Zunders nach bDebye—Scherrer
ergab Cu2, CuO und wenig Sn02

Zusammensetzung der benutzten Bronzeproben: Cu = 92,9%,Sn = 6,3%,
Pb < 0,01%,Sb = 0,016%, Fe = Sp,Zn < 0,01%, Cd < 0,01%, Bi< 0,002%,
P= 0,19%, Ni= 0,03%, Mn< 0,01%, Al< 0,01%.

Tafel der Ergebnisse der Verzunderungsversuche :

Temperatur Zeit Sn-Gehalt des Zunders
T00° € o 1 Stunde 6,2%
3 » 6,2%
6 » 6,3%
800° C o 1 » 5,8%
2 » 6,1%
850° C o 1 » 6,3%
2 » 6,1%

Die Versuche haben bewiesen, dass der Sn-Gehalt des Zunders praktisch
gleich ist dem Sn-Gehalt der Bronze, im Zunder konnte also eine beachtlichere
Diffusion von Sn nicht erfolgen. Der Umstand, dass auch nach ldngerer Zeit
der Sn-Gehalt des Zunders nicht zunahm, als die unter der Oberflache befind-
liche Einschlussschicht von Sn02 schon oxydieren konnte, ldsst den Schluss
zu, dass in dieser Oberflachenschicht eine bedeutendere Menge von Sn auch
nicht diffundierte. Sn02 I6st sich weder in Kupfer noch in CuO—Cu20. SnOa
vermindert Weder das Tempo der Verzunderung noch bildet es eine Schutz-
schicht.

In der stark oxydierenden Ofenatmosphédre geht die Verzunderung der
Bronze in zwei Etappen vonstatten. Zuerst oxydiert der Sn-Gehalt des a-Kri-
stalls und erst nach vdlliger Zinnverarmung tritt die Oxydation des Kupfers
ein. An jenen Stellen wo der partielle Druck des Sauerstoffs gross ist, bildet
sich grobes, kantiges Sn02 wahrend die a-Kristalle ganz an Zinn verarmen.
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An den Stellen mit niedrigerem partiellen Druck entsteht wdahrend der teil-
weisen Zinnverarmung winziges Sn02

Die eingewalzten bzw. Risse ausfiillenden Einschlisse von CuO reduzieren
sich bei hoher Temperatur zu Cu2 und das infolge der Reaktion CuO — Cu20 -f-
-(- O freiwerdende 0 diffundiert in die Rronze, wé&hrend der Sn-Gehalt des a
zu SnOa oxydiert, das eine vieldstige Form annimmt. Nach vdlliger Reduktion
des CuO sinkt der partielle Druck des 02 stark und ist nunmehr unféhig, das
in der zinnverarmten Schicht zurlickgebliebene Sn zu oxydieren. Rei l&ngerer
Warmbehandlung reduziert der schwéchere Einschluss von Cu20 vollstdndig
und seine frihere Stelle ist nur durch das viele sekundédre Sn02 sowie durch
die ortliche Zinnverarmung zu erkennen.
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ZUSAMMENFASSUNG

Die bei den ersten Stichen des Warmwalzens entstehenden Oberflachenrisse geringer
Tiefe hangen mit der in der Atmosphdre des Ofens infolge der Bildung von Sn02entste-
henden Zinnverarmung zusammen. Die Verzunderung erfolgt in zwei Abstufungen. Zuerst
oxydiert der Sn-Gehalt des a-Kristalls zu Sn02 und erst nach volliger Zinnverarmung verzundert
das Kupfer. Die Zinnverarmung Uberholt in Raum und Zeit die Oxydation des Kupfers. Die
Stérke der zinnverarmten Schicht wechselt in Abh&ngikgeit von der homogenisierenden Tem-
peratur und Zeitdauer. Form und Abmessung des sekunddren Sn02wechseln in Abhéngigkeit
vom vorhandenen partiellen Druck des 02

CHANGES OF STRUCTURE AND MANUFACTURING FAULTS CAUSED BY SCALING,
IN HOT-ROLLED Bz5 BRONZE

Z. HEGEDUS

SUMMARY

Surface cracks formed at the first passes of hot-rolling are connected with de-tinning
of the surface and formation of Sn02in the atmosphere of the oxidizing furnace. The formation
of scale proceeds in two steps. First, the Sn content of the a-crystal oxidizes into Sn02 and
only after complete de-tinning, the copper oxidizes. The de-tinning precedes the oxidation
in space and time. The thickness of the de-tinned layer is a function of the homogenization
temperature and the time. The form of the secondary Sn02and its dimension varies as a function
of the partial pressure of the 02 being there.
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ALTERATIONS STRUCTURALES ET DEFECTUOSITES DE FABRICATION
PROVOQUEES PAR L’OXYDATION DU BRONZE Bz 5 LAMINE A CHAUD

Z HEGED(B

RESUME

Les fentes superficielles de petite profondeur, se formant lors de la premiere phase de
laminage a chaud, sont en relation avec la réduction d’étain accompagnée d’une formation
de Sn02dans I'atmosphére du four d’oxydation. L’oxydation s’effectue en deux phases. Premieére-
ment, la teneur en Sn du cristal a s’oxyde en Sn02 et ce n’est qu’aprés réduction compléte
de I’étain qu’a lieu I'oxydation du cuivre. La réduction de I’étain précéde I'oxvdation du cuivre
dans I’espace et dans le temps. L’épaisseur de la couche d’étain réduite varie en fonction de la
température et du temps d’homogénisation. La forme et les dimensions du Sn02 secondaire
varient suivant la pression partielle de 1’0 2 présent.

M3MEHEHWA CTPYKTYPbI N NMPON3BOACTBEHHbIE IEPEKTLI, BbISBAHHbIE
BCNEACTBME OBPA3OBAHUA OKAJIMHbI B CAYYAE TOPAYEKATAHHOWU
BPOH3bI Bz 5

3. XETEfROLL
PE3HOME

Herny6okue NOBEPXHOCTHbIE TPELYWHbI, 06pa3yiolMecs MpU MepBbiX MPOMyCcKax B
Cnyyae ropsiyeii MpOKaTKMW, CBf3aHbl C MOTEPe 0/10Ba Ha MOBEPXHOCTU, CBS3aHHON, B CBOH
ouepefb, ¢ 06pasoBaHMeM Sn02 B aTMoctepe Kucoii neun. O6pasoBaHVe OKaIMHbI MPOUCXOAUT
B fBe CTyneHu. CHauana OKWUCNseTcs COfepXKaHWe Sn a-KpucTanaa B Sn02 M TOMbKO Noc/e
MO/HOW TIOTepM 0/10Ba MPOMCXOAMT 06pasoBaHue OKaMHbI MefW. oTeps 0n0Ba Kak B Mpo-
CTPaHCTBE, TakK M BO BPEMEHM NPeALLIECTBYET OKWUC/IEHWIO Meau. TOJLLMHA NOTepSBLUEr0 0/10Ba
CNnosi U3MEHSIETCS B (DYHKLMM TEMMEPATypbl TOMOFEHM3aLMM 1 BpeMeHU. dopmMa 1 pa3mep nep-
BWYHOW Sn02 M3MEHSIETCS B 3aBUCMMOCTU OT MapuuanbHOro [aBfeHUs MPUCYTCTBYIOLLETO 0 2.






TEMPERATURE DROP OF INCOMPRESSIBLE FLUIDS
RISING IN BOREHOLES
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[Manuscript received 12th January, 1957]

In geothermic research and in oil production it is important to know the
temperature regimen of the fluid : of water and oil, rising in drill holes. While
the temperature of the stagnant fluid column in the hole rapidly attains the
rock temperature, that of the fluid flowing in the hole may substantially differ
from the virgin rock temperature. For the determination of the terrestrial heat
flow knowledge of the virgin rock temperature is necessary. The productive
capacity of oil wells is affected by the viscosity distribution of the flowing oil ;
on the other hand, the latter is a function of the temperature distribution.

The fluid rising in a vertical cylindrical drill hole enters the hole at given
depth mostly at a temperature identical with the strata temperature, i. e. the
virgin rock temperature. Supposing uniform thermal conductivity the temper-
ature of the undisturbed strata decreases linearly. The heat of the rising fluid is
partly transferred to the strata, while the temperature of the fluid drops. How-
ever, according to experience, the temperature of the fluid flowing from the well
is from the place of entry upward always higher than the strata temperature.

Let along a length dz of the drill hole the heat quantity flowing from the
fluid into the rock be q.dz. If the volume of fluid flowing in the well in unit
time is V, its specific heat c, then the temperature drop of the incompressible fluid

dz
will be ch , that is, if TFis the temperature of the fluid, then

_ 4dz
dT, = -
Ve (1)

The heat quantity (q) flowing in along unit length of the drill hole in unit
time may be computed if the partial differential equation of heat conduction
is solved for the case of a hollow cylinder immersed into an infinite space charac-
terized by given thermal conductivity and diffusivity, and the temperature
gradient on the cylinder wall is calculated (1). Suppose that the heat transfer
coefficient a = °°, that is, nothing obstructs the heat flow between liquid and
casing, as well as between casing and rock (transition resistance to heat conduc-
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tion is zero), then at a given difference of temperature the amount of heat
flowing into the rock on unit length

qg= AF (y») mr 2)

where Ais the coefficient of thermal conductivity of the rock, r is the difference
of temperature of the cylinder wall and of the virgin rock. In the case on hand

r- Tp — Ta ,
[(»]
di_ 3
F(V) = —
( )- | J Jt(R) + YI(R) 13
TR'° 'f r-H
If r-o
at
where V = i ais the coefficient of thermal diffusivity of the rock, tis the

time that has elapsed since the start of fluid flow, = the diameter of the drill
hole, JO and YO are zero order Bessel functions of the first and second kind,
B the variable ofthe integral. The value of F(y>) can be taken from tabulations (2).

The problem can also be solved with the aid of the heat transfer coefficient

(3). In this case instead of F (y) the value of F [—— has to be calculated

with. Instead of equation (3) the use of the following formula gives a good ap-
proximation (4).
2171
F(V>)
T

On the other hand, the determination of a for a given case is not easy,
and the condition a = °° suits very well practical requirements.
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After substitution the differential equation is as follows

H
dTF= - "F WO TE- ds, (4)
Ve g9
—z
where TR = - , gg is the geothermic gradient ; the coordinate system is

g9
chosen in a way that if z= H, TR = 0. Initial condition

ifr=0, Tr=TR="-. 5)
99

The solution of the common linear differential equation taking into con-
sideration the initial condition is (Fig. 1)

Ve 1 —exp _XF(lp)z ©
99 *F (v)gg ~vT

From this the difference between the fluid and rock temperatures

Ve XF (ip) z
v (?)
*E M gg C

The temperature of the water flowing out at the well head if the annual mean
surface temperature is TO

Ve AF (ip) z
= TO+ 1 —exp (ip) (8)

FM gg ve

The temperature of the water flowing out can be easily measured, and
with its knowledge the equivalent geothermic gradient and the temperature of
the layer producing the liquid are calculable

a9 _ ve 1—exp I— XF (pH 9
AF (ip) (Tp —TO) Ve
whence

TR=To+ N (10)
g9
The temperatures figuring in equations (8) and (9) are actually meas-
urable values.
The temperature of the fluid flowing out determined by equation (8)
depends on the following quantities:
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Thickness and coefficient of conductivity of the strata.
Specific weight and specific heat of the strata.

Radius' of the drill hole.

Time that has elapsed since the begin of flow.
Quantity and specific heat of the fluid.

Depth from the surface of the producing level.

Annual mean temperature of the surface.

Value of the terrestrial heat flow.

The value of the terrestrial heat flow in a given series of beds determines the
value of the geothermic gradient, and the temperature of the aquifer. The value
of the geothermic gradient to be taken into account

where A-is the thermal conductivity of layers of /1 hj thickness, and q is the value
of the terrestrial heat flow (4).

Let according to equation (7) the temperature difference of the outflowing,
fluid and of the rock be examined as function of the depth of the drill hole
(that is, if z= H). Fig. 2 has been plotted according to investigations in the
Great Hungarian Plain on the basis of the probable mean thermal conductivity
(A= 1 kcal/m, hour, deg. C), geothermic gradient (21 m/deg. C) and inner di-
ameter of casing R = 10 cm. If the fluid discharge is small (500 lit/hr) the
outflow temperature of water differs but little from the rock temperature
at the surface (approximately the yearly mean temperature of the air), that
is, the temperature of water flowing in from the depth drops very much..
The temperature of the fluid flowing out increases with time. In case of higher
discharges (5000 lit/hr) the temperature of the fluid flowing out differs very much
from the surface rock temperature, and the temperature towards the depth
increases but little.

Very instructive is Fig. 3 illustrating the temperature of water flowing
in a 1000 m deep well as a function of depth. Characteristic of the temperature
regimen is that at the discharge of a small amount of water, the lines of the
water and of the original rock temperature are running parallel after the narrow
initial section. The same was observed at measurements taken in a 840 m deep
well near Colorado Springs (L. V. Hart No. 1. Wildcat) [5]. At higher discharge
rates, conversely, the water temperature in the well changes but little. With
time the water temperature rises all along the depth of the drill hole, because
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a hot mantle of rock develops around the well, and the temperature gradient
decreases with time on the wall of the drill hole. The stationary state develops
only after infinite time, i. e. the drill hole embedded in an infinite rock heats
up the surrounding strata after t— oo time to the temperature of the inflowing
water.

At the execution of geothermic investigations very often only the temper-
mature and discharge rate ofthe waterflowing out from the well are known. W ith

knowledge of the thermal conductivity coefficient the virgin rock temperature

at the depth of the inflow can be determined. By multiplying numerator and

denominator of equation (9) by H (depth of the aquifer), —r:--- 5
Tp — T

so-called apparent geothermic gradient (gg'), the value of the correct geo-

thermic gradient,

being the

99 = ¢ mgg’ ()

where the value of the correction factor is

® ve 1—exp *f (vh X (12)
XF(xg)H Ve

Fig. 4 shows the correction factor as a function of depth with the thermal
conductivity coefficient given in Fig. 2. With the aid of the temperature of
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the water flowing out, measured at Colorado Springs, as quoted, as well as of
the heat conductivity data given by Bircn [5] the values of ® and of gg have
been computed. The calculated values are in fair agreement with the geothermic
gradient calculated from the temperature measured in the depth.

In the above investigations the thermal conductivity of rocks was supposed
to be constant. In practical cases calculations should be made with the equivalent
thermal conductivity and geothermic gradient. The fluid was supposed to origi-
nate from a certain thin layer and to enter the drill hole at the virgin rock temper-
ature of that depth. These restrictions are not necessary, and it is possible to
execute the calculations sectionwise in the case of strata of greatly varying
thermal conductivities. The same method may be applied in the case of multiple-
zone inflow. If the fluid enters the well with a temperature differing from that
of the layer, the differential equation may also be solved with corresponding
initial condition. Finally the effect of the expansion of gases contained in the
fluid may also be considered, if the degree of expansion as the function of depth
of the drill hole is known.
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SUMMARY

By solving the differential equation of heat conduction in cylindrical coordinates it is
possible to compute the temperature distribution of fluids flowing upward in boreholes. The
solution given is suitable for the determination of the virgin rock temperature in the depth
from the temperature of the outflowing fluid. Temperature distribution determines viscosity
distribution in oil wells and thus the oil production of the well. Numerical examples illustrate
the method employed.

TEMPERATURERNIEDRIGUNG DER IN BOHRLOCHERN AUFSTEIGENDEN
FLUSSIGKEITEN

T. BADZSAR

ZUSAMMENFASSUNG

Die in Zylinderkoordinaten angeschriebene Differentialgleichung der Warmeleitung
ermoglicht die Berechnung der Temperatur der in Bohrlochern aufsteigenden Flussigkeiten.
Die vom Verfasser mitgeteilte Losung eignet sich zur Berechnung der urspringlichen Gesteins-
temperatur in der Tiefe, wo die Flissigkeit ins Bohrloch einstromt, wenn die Temperatur der
ausstrémenden Flissigkeit bekannt ist. Da die Temperaturverteilung der im Bohrloch strémen-
den Flissigkeit auch die Verteilung der Viskositdt bestimmt, kann man Schlisse ziehen auf
die Ergiebigkeit von Olbohrléchern und auf die Anderung der Ergiebigkeit. Das Verfahren
wird auch durch Zahlenbeispiele aus der Praxis illustriert.

9 Ada Tedmica XIX3—4
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LADIMINUTION DE TEMPERATURE DESLIQUIDES MONTANT DU TROU DE FORAGE

T. BOLDIZSAR

RESUME

L’équation différentielle de conductibilité thermique inscrite sur les coordonnées cylin-
driques, permet de déterminer la température des liquides montant du trou de forage. La solu-
tion donnée par l'auteur permet la détermination de la température minéralogique d’origine
a la profondeur ou le liquide afflue au trou de forage, la température du liquide s’écoulant étant
connue. Comme la répartition de température du liquide affluant dans le trou de forage déter-
mine également la répartition de viscosité, on peut tirer, certaines conclusions relatives a la
production des puits pétroliféres et les variations de celle-ci en fonction du temps. Des exemples
numériques pratiques illustrent la méthode de calcul proposée par l'auteur.

CHWXXEHWE TEMMEPATYPbl XWAKOCTEN, NOAHUMAIOLLVXCA B BYPOBbIX
CKBAXWNHAX

T. BONBANXAP

PE3IOME

PeleHve AndibepeHLNanbHOTO ypaBHeHNs TenioBMNPOBOAHOCTM MPU HaHEeceHUM Ha
UWAVHAPUYECKME KOOPAMHATBI MO3BONAET ONPEAeNnUTb TemnepaTypy >KMAKOCTEA, nogHMMaro-
wmxcs B 6ypoBbIX CKBaxMHax. COOBLUEHHOe PELIeHe NO3BONACT BbIYUCINTL AeCTBATENbHYIO
TemmnepaTypy Nopofpl, 3Has TEMNePaTypy BbIXOAALLENA XIMAKOCTM, ANs TON FNy6UHBI, Ha KOTOPOVA
XUAKOCTb BXOAUT B GYPOBYH CKBaXMHY. TakK Kak TeMnepaTypa XUAKOCTW, ABWXYLUelics B
OYpoBOi CKBaXKMHE, ONPeAeNsieT Tak)Ke BS3KOCTb, TO MOXHO CAENaTb BbiBOA B OTHOLUEHUU
[e0NTa He(TAHBIX CKBaXXWH U U3MEHEHWs AebuTa BO BpeMeHU. MeTog AeMOHCTPUPYETCs Takxke
MPaKTMYeCKUMU YMCMOBBLIMKA NPUMEpPaMK.
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For the investigation of dissymmetrical conditions of three-phase alternat-
ing-current systems serves the symmetrical components method, proposed by
Fortescue[l] and worked out in detail by Wagner and Evans[2]. With
similar intentions E.Crlark [3] introduced the a, # components method and
Park [4] the d, g components for electric machines. In the course of later develop-
ments, the positive plus negative and the positive minus negative components
were developed. Kron [5] used the tensor calculus for the calculation of electric
systems.

In this paper, utilizing expressions valid for the hypermatrices developed
hy Egervary [6—9] with the aid of the matrix calculus related to the tensor
calculus, a generalized transformation is developed which embraces the trans-
formations used hitherto as some of its special cases.

1. Utilization of the impedance hypermatrix

In a three-phase system, the relation between the currents and the voltages
of n elements can be Avritten as follows :

Ul —Z., Qi \-Zi2i2+ ses + Ziji, (1,1)
b2= Z2ii + Z2i2+ ... |- Z2nL

u, = Zni>H zZRi2-f ... 2Z,,in

where
u/ « ia .

~is the column vector formed by the
Uib phase voltages of the i-th element

Uic

N is the column vector formed by' the
. phase currents of the j-th element

he

9*
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Zy zUaazij,ab zij,ac

zij,ba zij,bb zij,bc

-zij¥a zij,cb zijcc

the impedance matrix between the phase
values of the i-th and j'-th element.

In hypermatrix form, the relation (1.1) will be (1.2)

u Zi (1.2
where
ul (1.3)
u2 is the voltage hyper-column vector
un
it (1.4)
ia is the current hyper-column vector
tn
Zu Zi2 Zi, 15

i Z2 Z2n
Zal is the impedance hypermatrix

Znl zn2 z,n

The individual elements of the electric system are regular, if the Z-y impedance
matrices are cyclic (circulant) matrices, thus

Jia=Zith—dic
b= Zjlt—Zj@
Zyec = Zijba= Zjd

and thus

%iij,aa ) 2y —C(Zy.a0 z 1] (16)
Z|,ac Jjeazys&
20 dja zifen

Inasmuch the Zy impedance matrix refers to a passive element of the circuit,
the C cyclic matrix is symmetrical, i.e. Z(-ab= Zyac. In the case of an active
element, the C cyclic matrix is in general not symmetrical.l

Supposing that the electrical system is regular, and thus consists of regular
elements, the (1.5) impedance hypermatrix can be decomposed, using the proper-

1 Passive elements of the electrical system : transmission lines, cables, transformers,
reactors ; active elements : generators, motors, converting machine groups. One component
may consist of more elements, e. g. primary and secondary winding of a transformer.
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ties of the non-symmetrical cyclic matrix of the individual elements (blocks)
into the sum of the following direct products :2

Z(= N X wOw* -f- X uji W* -(- JI2 X *iu2uig (1.7)
where
1 1 . 1 1 1 1
10 = , W= -pr , U= r=r (1.8)
3 1 e 113 €
1. e €

are the latent vectors of the cyclic malrix of third order
thus iu2= LK.

Therefore the dyadic products are :

L Xpoo-jk!
U = — \l,e 3,eJ
-4
K k=0,1,2
Furthermore
o %A% ... Aft (1.9)

Bg...%
YO 39 ... MY

K= 0,1,2

where Aft (k — 0, 1, 2) are the latent roots of the cyclic blocks Z,;, therefore

Jfc-- jk2n
Ajl ==L zij,aa ‘bzij,abe ‘1”zij,ac" (1v10)
K= 0,1,2
and thus

Aft_z ij,aa "‘b~ij,ab ‘b 2,7,30

U _ _ zij,ab + zij,a&___ ._y3 / N \

ij zi),aa Z \z'j,ab zij,ac)

Aft = zuaa- + A 3 (2ijab _ Stjac)
z z

2 In electrical engineering the positive phase secjuence is differing from the mathema-
tical sequence, therefore e, € is interchanged.
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Let us multiply the matric equation (1.7) with the hypermatrices E,, X «uij,
E,, x *<UJi E,, x w2 (E,, isthe unit matrix of order n), then the matric equation
of order 3n is decomposed into the following three matric equations of order n :a

(E,, x sin*)u = J1* (E,, x +w*) |

ft= 0,1,2.
Let us introduce the following notation :

u®= (E, x mw*)u , (1,11)
i - (E, X swk)i

so the three matric equations become

u@ = Afti(K). (1.12)

Further transformation of the Aft matrix of order n is unnecessary, because it
consists only of scalar components and therefore the relations can be measured
on a (single-phase) network model.
We abridge the u<03 u(I\ u1” voltage and i(0). i*1* i@ current components :
u<“>=  ufl 4 @ _ {‘,ﬂ)

< )

In

where
= w4 PP
uf if
uf r}a
From (1,11): i,j=1,2,....n
mup= E, X *S*u, K>= E, X ¢S*i (U 3)
where
S* (1,14)
3 Because

(A XeB)(C X+D)= AC X +BD
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which introduced into (1.8), will give

5* Lot (1.15)
1Ee
lee
From the values u', i"“*can be determined alsou, i, if we multiply (1.13)

by E, XeS, ui0, Wj, w2 being latent vectors, SS* = En therefore
u= E, X eSu™* i= E, X Si“> (1,16)

S = 1 111 (1a7)

p le é
lee

From (1.13), (1.15), (1.16), (1.17)

1,18
uo==-p (ua+ Ub+ (1.18)
ml= -y=r(u,a+ £uib + £uic)
12 5 (mia+ E£uib+ eit/c)
uia = (ithLt+ uf + u?) (1,19)

uib = y=r« ’-feit)l+ euf)

uic = Y f MO+ £+ e“<)

Obviously, the it'0* it'l* it'2*voltage components are the same as the symmetric-
al components used hitherto, or rather differ from them only by the factor
p . In asimilar way, the ij0% ijI* ij2* current components may be established,
only in the place of it/, ij must be introduced.

2. Decomposition of an impedance hypermatrix consisting of passive elements

In the case of passive elements,

zi],ab —zij ,ac
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therefore the C cyclic matrix elements are symmetrical, therefore

AW= AW thus

Ai — r-

In consequence, the expression (1.7) can be written as
Z — A*X eiunuj* -j-Ai X (Uii w* + w2w2) e

In this expression the sum of dyade products itqw*-f-uj2w2 can be
replaced by the sum of dyade products formed from such latent vectors V{ v,,
which may be produced by linear transformation of the latent vectors wib iu2.
The impedance matrix formed by the new latent vectors is

Z = 10X swOw*+ AxX e (viv* + vav# (20)

where
Vi= £1Wi+ £2 Wo (2,2)

V,=VvIrl + 2102,
which written in hypermatrix form gives

[Vfl= Tx *E3

2,2
LvJ w2 ( )
where T=r&xi2a,]Tj-/-0.

LV V2l

According to the above condition,
ViV* + V,;V*= Will*+ W, W*
which is in hypermatrix form

*1
[VE, V4l v{ = [l«<l W2] 1lul

*
v+ iu2d

Obviously,this relation is fulfilled by the transformation (2.2°)only in the case of

TT*=E
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i. e. the transformation is accomplished according to unitary (orthogonal)
matrix. Because of

M —£2]

—vx £iJ

the components of the unitary matrix fulfil the following condition :

W= —IT I£2
m=  |T|fL

After ujj and ui2, V{ and v4 are also latent vectors, on the base of (2.2)

g1£1 + £2£82 —1

WW+ Vivi= 1

in this case it is necessary that

ITIHT* =1
the condition of which is
jT j= ejv
where y is an arbitrary real number.
Thus
* g2 " IT'mT—m 126y (2.3)
L—z2ey £165 g2 £le~Jv_

The Vvt, v4 latent vectors appearing in the decomposition of the impedance
matrix (2.1) may thus be derived from the product of the hypermatrix TX <E3
(formed from the T unitary matrix of second order) with the latent vectors of
the symmetrical components uij, w2 Thus the linear relation between the latent
vectors vf, vi) and uij, w2 is

V-= fjug -f | 2w2 (2,4
V, = —g2elyi«i + £12zjv w2
wi —h vi — f2ejyv,, (2,5)

ju2—f2vf+ fien'v,

where

g1£1 + g2£2= 1-
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Introducing the notation

h = Qie»' (2,6)
h = i2ejil

and using (1.8), from (2.6) we get
B= f ] 27)

T he unit vectors of the components N designated on the hase of the relation

(2.4) are therefore

ve booQe* + fl—Qiex( 2.8
W QieJl + yr=tf
J2n A\
Qid1™*'0  + fI - off
Ve fl —Ql e —Qie
fl —Qle v T+
fl-"edf-M gie 'b

3. Decomposition of an impedance matrix consisting of active and passive
elements in dyade products formed by vectors wo, v,, v4

Expression (1.7) may be transformed in the following way :
Z= 710X swowd h-——é—(Ai + N12) X o (W! w*+ wW2WE) +

—j----é-(l'lx — N2 X o (Wi w* — w2w2) .

W hen introducing in the above equation (2.5), it becomes
Z —Jb X «uoWg+  [(Ai + N2 — (Al —12) (AS —1212)] X svtv*

— (Ai — 12 Sii2ey X svivy — (Ai —N12) £th e~v X ev4v* +

+ ~ [(Ai + N2 — (Ai — A2 (]2]2—ii fi)] X sv, v*. (80)
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This may be rearranged and written as
Z= 10X wWowj 4- 12 X ¢ (vfV*+ v, v*) -f
+ (Ai —12) « (Ix fx V6 V* — fx £2eirvs V*— fi £ae~Nv*v* + fai v,;v*) (3,1")

In this case, the canonical form of the impedance matrix ceases with respect
to the vectors x0, vf, v{§ because the dyadic products v{v, and v, vfappear
too. The voltage and current components may be won in a way similar to
(1.13) and (1.16), only

u<e>= E* X eV*u, i« = E* X V*i (3,2)

u= E* X mVu<'),i= EA X *Vi«

where u=. uf , iK>= g
u21 if
10 n

and uf= ue>, 0= ¢
uf if
uf. if.

Similarly to (1.7) and (2.1), the expression (3.1) does not decompose into three
relations of order n independent from each other (cf. 1.11). If we premultiply
Equ. (3.1) by the hypermatrices E, X-iUo, En X- vf, E,, X- vn we obtain
the matric equation

u<> == JToi(0) (3.4)

u@i>= - [(Ix+ N2 - (Ax- N2 (ixix - h *)]i@)-(Ax - A2ixi elyi<>

&>= - (AX- A)i \, [x+ A% - (Ax - A)(hh = h )] >

The relation concerning the voltage and current components u(> i< can be
written in the form of the matric equation

u<r>= Y (") (3,5)
From Equ. (1.2) and (3.5)it is obvious, considering also the transformation (3.2)4,

that
22 = E, X mV*ZE, X V. (3,6)

4Equ. (1,2) must be multiplied from the right by the matrix Em X «V* and because V V*
= E3 (unitary and orthogonal vectors).
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Hence
< *TT, *ii- *ii> eee< ASS Aft, Agi>  +
B7)
< A A, < AR AR>S
"<0,(A®—AQ) jj 100i,~12e"] >eme<(),(Aft-Aft) jj [in-he»] >
-he- -1 2~jy
<0,(AN-A<?>) [ fi 1[iu- > e 00 < 0,(Ac>- A») ii [ii,~12.ely\>
g™ -he-jy
»here
i+ fifa=1-

The impedance hypermatrix is given by the sum of two hypermatrices. The
blocks of the first are diagonal matrices, therefore between the (0, f, rj) compo-
nents there is no interaction. But in the second term the blocks of the passive
elements are zero, as for these Ay* = Ay*, while for active elements, there appears
an interaction between the components i and rj, on the base of the matrices

(Ay-Aif)  fift —ii s2eiy
-iiite~Jv  £2f2

From the above one may deduce that

aj an electric system consisting of regular elements, when transformed
0, I, n components, is decomposed into three independent parts — excepting
the symmetric components (where f2= 0) — if there are only passive elements
in the system,

b) in the active elements appears an interaction between the components f
and r] corresponding to the matrix

Wo'-wy) il -l ize”
—Tliile~iy i2iz

The scalar h may be an arbitrary complex number, |? can be determined by
the equation Ixil-(- |2— 1. Introducing (2.7), this matrix can be written
in the form

(Ay—AYy) Qi —Piyi —Pfery-0 69

— Pij/l — Pi e~Xy-nl Oc) i — p2
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c) If the electric system is modelled on a network analyser, it is necessary
to connect in an appropriate manner the I and n component networks at the
regular active elements, because of the interaction between these elements.
The usual model network is a passive structure in which the interactions are
symmetric (not Hermitian, where the symmetry appears between complex
conjugate values). It follows from this that such a transformation may be applied
directly to the rietwork analyser which fulfils the following conditions :

Y —Aj~rn2 (3.8)

or y - 0Oi -j- 71

If this conditions is not fulfilled, direct instrument readings on the analyser
consisting of passive elements are not sufficient and network computation is
necessary as well. The computation may be replaced by special devices (e.g.
electron tubes) inserted in the network analyser.

In Equ.(3.7),the ~Vhypermatrix can be expressed, carrying out the addi-
tion and introducing Equ. (2.7), by the block matrix of the individual ele-
ments ij

where

n, (3.9)

n,/= e?Aft'+ (i-<?)*?> -pi (3,10)
- eifi_ eae-7(v-A-4)Ney_Aj») (1- Q)xy + Q\xf;

4. Dissymmetrical conditions of an electric system consisting of regular elements

The phase values of the currents and voltages of the electric system consist-
ing of regular elements can be transformed to 0, f, A components on the base of
Equ. (3.2). In some places of the regular system may appear such an irregular
connection which cannot be expressed by the cyclic matrix C. The places where
this connection appears, are called fault locations. The fault location appears
according to the network circuit because of parallel faults (e. g. short circuits)
and series faults (e. g. open circuits).
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The dissymmetrical faults cannot be expressed by the cyclic matrix C,
therefore the network transformed into components 0, f and rj must be con-
veniently connected at the fault locations. As for the various faults, the following

can be stated :

4.1 Line toground fault, two conductors open ( Figs. 1 and 2)

The two faults may be described in the same way. The difference between
them is only that the short circuit (parallel fault) appears between the phase

1.

Fig. 1. Line to ground fault in phase a Fig. 2. Two conductors open (b and c)

conductor and the ground, the open circuit (series fault) in the phase conductor.
The faults shown in Figs. 1 and 2

Ufa= 0
ifbh=0
tf,C: Oe (4,1)
On the base of (3.2)
n = Vuf
if = V*if | (4,2)
where
V = [uto, vt,Vql -
Because of w0 , and introducing

Y3

vi= vta and vd=  y4q-
V(b Vab
. V(C - vo.c
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4,3
Via [Tl (4.3)
vib V,,b
vic V,,C
From (4.1, 2 and 3)
0+ VIOM -)-vreaun—0 (4.4)
Ip ij in

1R vi,a VijQ
which means that the networks of the components must be connected in the

w'ay shown in Fig. 3.
In the case of a transformer, the turn ratio can be only a real value.

0
O o
- b
c
n
mUWW T W W W ?-
Fig. 3. Connection of the 0, Fig. 4. Two lines to ground Fig. 5. Two conductors
i, tfcomponent networks in fault in phases band ¢ open in phase a
ease of the faults shown in
Figs. 1 and 2

(4.2) Two-line to ground fault one-conductor open (Figs. 4 and 5)

These two faults may also be discussed in a way similar to the discussion
of the above. In the case of other phases, cyclic variation should be used. In

this case
«/6- 0

«f,c= o0
ifa= 0. (4 5)
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(From 4.2, 3 and 5)

w _ o
Via V,,.a
io + v2aif+ v, air,= 0. (4,6)

But from this follows that the 0, f, f component networks must be connected
according to Fig. 6. In this case too, only in the case of real v*,, and a the
use of a transformer is possible. If, on the contrary, and vn,a are not real
values, the transformer is only symbolic therefore computation or some other

special device (e. g. electronics) are necessary.

a

b

C
Fig. 6. Connection of the 0, rj compo- Fig. 7. Line to line fault in phases b
nent networks in case of the faults shown and c

in Figs. 4 and 5

(4.3) Line to line fault (Fig. 7)

If the short-circuit arises between phases b and c

L= uc (4J)
ia=0
b — Ice

From (4.2, 3 and 71
(v$b —V(o W+ K,6 —t>,c) M= 0
io= 10
Viaif + frai-i= 0
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Because of

VV*=EILk and Iv;= 1,

*>(0) = — Vrla
1 1
It follows from this that
«{_ Ui (4.8)
V$,a vn
V(,baU + V,ha = 0.

According to (4,8) the 0, £, t) component networks must be connected
according to Fig. 8. A transformer can be used only for real values of v,.a.
In the case of short circuits between other phases, the indices must be changed
cyclically.

Fig. 8. Connection of the 0, ij component networks in case of the fault shotvn in Fig. 7

(4.4) Influence of the impedance at the fault locations

In the case of the faults discussed in points (4.1—3), there was no impedance
inserted. Insertion of impendence may be done e. g. according to Fig. 9, where
the short circuit arises symbolically at the fault location after insertion of a
regular impedance. In case of the series fault shown in Fig. 10, the regular
impedance Z/, can be short-circuited by a single-phase break.

10 Acta Techniea XIX/3—4
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0 O
b b
C C

It

Fig. 9. Impedance inserted at the location of the line to ground fault

2h
0 Vv
b
c AR

Fig. 10. Series fault of impedance /-.

In more complicated case the fault-location impedance matrix must be
established ; let this be Z/i. This matrix must be transformed according to the

relation (3.6). In this case the fault impedance matrix for the components 0, f, A
will be

zh=\*Z,V. (4,9)

The 0, f, ] component networks must be connected at the fault points
according to the matrix S h.

5. Considerations concerning the choice of the components 0, i, Ij

At the fault locations, regular electrical systems decomposed into compo-
nents 0, I, I) must be interconnected according to the rules discussed in para.
(4.1—4). On the network analyser connection is possible only with transformers
having a real value of turn ratio. If the turn ratio is a complex number, phase
shifting is necessary in addition to the turn ratio : but this can be solved on
the network analyser only by repeated trial, or computations must be made for
the network reduced to the fault location. In both cases the work is simplified
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if only one transformer has a complex turn ratio, because in that case the phase
shift must be adjusted, or the computations made, only for one place.

Choice ofthe components 0, f, rj according to the principles outlined above
is one point of view. The other point of view is, that active elements can be
modelled on the network analyser only if condition (3.8) can be fulfilled. If that
is not the case, again the problem must be solved by trial and error on the model
network, or by insertion of active elements (e. g. electron tubes) or by calculation
of the system reduced to the element in question. The two points of view can
be satisfied in certain cases by the choice of appropriate components, but if
between different phases short-circuit occurs at several places, both points of
view cannot be satisfied simultaneously. May be that the phase shifting at the
fault location used for one component is the simpler solution, or to the contrary,
the modelling of the active elements by active elements of the model network
(e. g. electron tube) leads to simplification. In each case one must decide which
components are the most suitable.

According to the above, phase shifting at the fault may be obviated if in
the phase for which the fault is symmetrical, the components ofthe latent vectors
(wo, v., vj) are real numbers. E. g., if the fault is symmetrical with respect to
phase a, the values ri a, v,,a must be real. This condition for the fault location
can be satisfied if

a) in the case ofa fault in any phase,

fi = h thus

#l= 2 ! (5,1)
IR ’
di — —d2

furthermore y = E .

The above statement can be proved from (2.4)
b) in the case of a fault symmetrical to phase k, condition a), or f2= 0

£ie~Jjk (5.2)
is a real number, thence

and

10*
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In the case of any phase fault the fault location condition can be satisfied, if
phase shifting must be used only for one component (e. g. ?;). In that case the
components of v, or of v,( must be real.

At worst, only for the component rj phase shifting may be necessary, if

5.3 thus

ei= R2= (5,3)

but differently from (5.1), y can be an arbitrary real number.
At worst, for the s component only phase shifting is necessary, if

li= - fa
1
thus <t —o2 (5,4)
n
=n—02

y is an arbitrary real number.

The condition (3.8) for the active elements and the conditions for the fault
locations can be fulfilled simultaneously only by the relation (5.2). 1t follows from
this, that phase shifting at fault locations and introduction of not passive ele-
ments into the network analyser representing active elements or the computations
replacing this method can be avoided only if all faults of the eletrical system are
symmetrical to one phase only. This condition can be fulfilled only for symmetrical

components established for the appropriate phase (g, = 1, O = j

= 0,y = 0).

If the eletrical system does not contain active elements, or if it is sufficient
to use instead ofthe impedances Zf aband Z« ac only their mean values, con-
dition (5.1) gives a satisfactory solution, especially if on the various places faults
arise which are symmetrical to different phases. Introducing, on the base of (2.4)

and (5.1) Oj= —62= 6, »e, obtain the components 0, x, y [10].
1 T 2 2 . -
Wo 1 . coS o i sin 5 (5,5)
rs 1V " Ro Vy~ We
s 2n L0 2-r
1 cos a+ sin a+ —
3 3
, 2N . 2n
1 cos [ - - sin a— -

3 3
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In this case the interaction between the components x andy at the active
elements will not be symmetrical, because expression (3.10) will be the following

1
|'|,7=2LLI, w -iw -w (5,6)
nu-w) w+uw.-
Replacing the latent roots of the symmetrical components — the imped-

ances of zero, positive and negative sequence — by the relation (1.10), the matrix
Il,.- be written also with the phase impedances.

2Zijaa zijab zijac /3 zijab zija (5,6
p (@ija zija 2zijaa zijab zij,ac

If we introduce in the relation (5.5) the value $= 0, we get the a and R
components proposed by E. Clark. The latent vectors are

1 2 1 2 0 (5.7)
" Va= w ’ =Yg
1
1 Y3
2 2
1
1 - Us
2 2

The expression of the matrix (5.6) remains unchanged. One advantage of
the 0, a, B components is that VBa= 0, thus if the fault is symmetrical to the
phase a, only the networks of components 0 and a must be connected. Therefore,
if all faults are symmetrical to the a phase, it is unnecessary to represent the B
component network.

The condition for the active elements (3.8) and the partial condition for
the fault locations (5.3 and 5.4) can be satisfied both in the case of a fault in any
phase. Permitting phase shifting for component I,y — 0 or n must be introduced
into Equ. (5.3). In the case of y = n we obtain the components x, iy[10], the latent
vectors of which are

Wb . V. 2 €03];) v = 2 sin 5 ©.8)
Jf .
cos is , 2m sin S 2n)
[+T | 4+ T
cos O------ 4 sin Is 2n)
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At the active elements, the interaction between the components x and y
will be symmetrical. From Equ. (3.10)

(5.9)

n, .~ Zij,aa  zijab  zijbc j 13 @ijab zija
] J J J (1) ] (5.9
j 13 (Zija zijac) 2zijaa zija  zijbc

If we introduce into Equ. (5.8) s= 0, we get the so-called positive plus nega-
tive and positive minus negative, modified symmetrical components. The vectors are :

2
1 ,wi=-5 1 [v_=4i 0 (340)
Y6 6
1 1 K3
2 2
1 1 K3
2 2

In this case too, if there is a fault symmetrical to phase a, only the 0 and -f- com-
ponent networks must be connected.

It can be seen from the above that the transformations used hitherto for
the computation ofthree-phase a. c. networks are special cases ofthe components
0, f, r) developed in the present paper. Table I shows the relation between the
various transformations and the generalized transformation (using Equ. 2.8).
The vector ofthe 0-component of each transformation is the same, i. e.

The transformations listed in the Table may be divided into three main
groups :

the generalized symmetrical components,

the x,y components and

the X, iy components. If $= 0, we get in the three main groups,

the symmetrical components, or

the a, B components, or
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Table |
Components L Matrix MN$y,
Name according to Equ. (2,8) atent vectors for components ¢ ),
and symbol for active elements
of components (Equ. 3,10)
Pi » >, Yy TF
ejd e-j»
Generalized | * | .
symmetrical | 6 0 e -T-) ~'Mr)
0.1 020 w 2 Vs
l'(l+ e @ O
! 1 0 AT
Symmetrical ) ,
(0,12 om
1
0, x.y
w
1
0,a, R
12
0,*, iy
12
Positive -+~
+ negative j
positive— y=
— negative rz
<0, + , -)

the positive -f- negative, positive — negative components, respectively.
It is practical to use $= 0 in the case of the faults being symmetrical to the a

phase. Thus in the case of faults symmetrical to phase /5 it is desirable to use

2n 2n
0= ——, in case of faults symmetrical to phase ¢,6 = — should be chosen,

or to write down the components instead of starting from phase a, starting from
the phase in question in the same cyclic order.
In Table Il have been grouped those properties of the different transform -

ations, which refer to the connection of the transformed 0, £, rj component
networks at the active elements of the system and at the fault locations.
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Table 11
Connection of the networks at faults, if the faults are
. symmetrical
Designations Connection between
of components components at active
elements

only for phase
a

for any phase

by passive element

Symmetrical none (transformer) in gen-
components eral between all
three components

by phase shifting in
general between two
components

by passive element (transformer) without
phase shifting
a, B components not symmetrical
only between two
components

with passive element

positive + negative phase shifting but

and positve nug. Symnrical o (wanstormenyonly - Forly S on Somp
ative components P nents P nent

The connection of the 0, £, /f component networks in the case of a fault
symmetrical to one phase (i = a, b, ¢) is shown in Fig. 11, based on Figs. 3, 6.
and 8. Vti and vnti are the i-th phase components of the latent vectors vf, vr

E. g. for components 0, a, B, the b phase componentis s = —y=, b—

Inasmuch at the fault location arises a complicate fault impedance Z/,
which cannot be classified according to Fig. 11, it is practical to consider the
following points when choosing the components £ and r\. For this, one may use
the fact that the v: Vt 4 v,;v,; dyadic sum gives a projector Q which projects
the voltage and current vectors u-, uj on the plane of the latent vectors, the
so-called basic plane. The latent vector ut0is normal to this basic plane (zero-
sequence axis).

a) Inasmuch one latent vector of the fault impedance of the fault location
is in the basic plane, itis practical to choose this latent vector for one latent vector
of the transformation, i. e. as ve, because after transformation, the fault impe-
dance matrix gets separated for this component.

b) If the latent vector of the fault is not in the basic plane, it is practical
to choose the latent vector so that it lies at least in the plane formed by the
latent vectors of the fault impedance (faultplane), or so that it is orthogonal
to one latent vector of the fault place, because in this way too, the mutual con-
nections at the fault locations can be reduced.
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Fig. 11. Connection of the O,

T component networks in the case of different faults
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SUMMARY

The impedance matrix of the regular elements of a three-phase electrical system is a
circulant matrix, therefore the same latent vectors belong to the blocks. The impedance hyper-
matrix is thus expressed by the matrices formed from the latent values of the various blocks
and the sum of the direct products of the dyades formed from the latent vectors belonging
together. Transformed to its latent vectors, the three-phase system is decomposed into three
systems independent from each other. For passive elements not containing rotating machines,
only one of the latent vectors is fixed, the position of the two other can be changed, maintaining
the conditions of orthogonality. The components obtained in this way are called by the author
the 0, S, i] components. The components used so far : aand B components, modifiable symmetrical
components (“positive plus negative, positive minus negative”) are special cases of the 0, f, A
components. With active elements containing rotating machines, the system transformed
to 0, f and T components is decomposed only into two systems independent from each other.
Between the f and N components appears an interaction which ceases only in the case of the
symmetrical components. The basic cases of the non-regular elements are the symmetrical
short-circuits and the open lines. For these cases, the connection of the 0, £, t) components can
he determined. Finally, the author compares the different transformations.

TRANSFORMATION VON DREIPHASEN-WECHSELSTROMSYSTEMEN
MIT HILFE DER MATRIZENRECHNUNG

K. SZENDY

ZUSAMMENFASSUNG

Die Impedanzmatrix der reguldren Elemente von elektrischen Dreiphasensystemen ist
zyklisch, daher gehdéren zu den einzelnen Blécken dieselben Eigenvektoren. Hieraus ergibt
sich, dass die Impedanz-Hypermatrix durch die Summe der aus den Eigenwerten der einzelnen
Blocke gebildeten Matrizen und der Direktprodukte der aus den zusammengehorigen Eigen-
vektoren gebildeten Dyaden ausgedrickt wird. Das auf die Eigenvektoren transformierte Drei-
phasensystem zerfédlltin drei voneinander unabhangige Systeme. Bei passiven Elementen welche
keine rotierenden Maschinen enthalten, ist nur der eine Eigenvektor fixiert, die Lage der beiden
anderen kann unter Beibehaltung der Orthogonalitatsbedingungen verédndert werden. Die so
gewonnenen Komponenten nennt der Verfasser 0, £ // Komponenten. Die bisher ublichen
symmetrischen Komponenten, a und B Komponenten, modifizierte symmetrische Komponen-
ten (“positiv plus negativ, positiv minus negativ”) sind Sonderfédlle der 0, f, 7 Komponenten.
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Bei aktiven Elementen, welche rotierende Maschinen enthalten, zerfallt das auf die 0, £, ¥ Kom-
ponenten transformierte System nur in zwei voneinander unabhdngige Systeme. Zwischen den
Komponenten £ und // erscheint eine Wechselwirkung, die nur im Falle von symmetrischen
Komponenten aufhdrt. Die grundlegenden Félle der irregulédren Elemente sind die asymmetri-
schen Kurzschlisse und die Unterberechnungen von Phasen. Fir diese Féalle kann die Zusammen-
schaltung der 0, £, f] Komponenten bestimmt werden. Zum Schluss vergleicht der Verfasser
die verschiedenen Transformationen.

TRANSFORMATION D’UN SYSTEME ALTERNATIF TRIPHASE A L’AIDE DU CALCUL
DES MATRICES

Ch. SZENDY

RESUME

La matrice des impédances des éléments réguliers d’un systeme électrique triphasé est
cyclique, c’est pourquoi les mémes vecteurs propres appartiennent aux différents blocs. En
conséquence, I’hypermatrice des impédances est exprimée par la somme des matrices for-
mées par les valeurs propres des différents blocs, et des produits directs des dyades formées
par les vecteurs propres connexes. Par suite de la diagonalisation, le systéme triphasé est
décomposé en trois systemes indépendants. Aux éléments passifs ne contenant pas de machines
tournantes, seulement I'un des vecteurs propres est fixé, la position des deux autres peut étre
variée, tout en maintenant les conditions d’orthogonalité. Les composantes ainsi obtenues
sont nommeées 0, £, )/ par I'auteur. Les composantes symétriques, les composantes a et jS, et
les composantes symétriques modifiées («composantes positive plus négative, composantes
positive moins négative» sont dés cas spéciaux des composantes 0, £, ij. Aux éléments actifs
contenant des machines tournantes, le systéme transformé aux composantes 0, £, rj n’est
décomposé qu’en deux systemes indépendants. Entre les composantes £ et w il se produit une
action mutuelle, qui ne disparait que dans le cas des composantes symétriques. Les cas fonda-
mentaux des éléments irréguliers sont constitués par les cour-circuits asymétriques et les
coupures des phases. Pour ces cas, I’'interconnexion des composantes 0, £, I) peut étre déter-
minée. L’auteur compare ensuite les différentes transformations.

TPAHCOOPMALINA TPEX®A3HOW CUCTEMbl MEPEMEHHOIO TOKA
C rnomMouwpbro MATPNYHOIO NCHNCAEHWA

K. CEHAW

PE3IOME

Martpuia MneaaHca CMCTEMaTUYECKIX 3N1eMEHTOB TpeXdasHOl aNeKTPUUECKOI cucTembl
ABNAETCA LMKANYHOMN, MO3TOMY NS OTAENbHBIX 6/10KOB [efiCTBUTENbHLI Te Xe COBCTBEHHbIE
BEKTOPbI. BCreacTBMe 3TOro runepMaTpuua MMNeaaHca BbIPaXaeTc CYMMOA MPAMbIX MHO-
)KECTB [1afoB, U MaTpuLl, 06pa3oBaHHbIX U3 COBCTBEHHBIX 3HAYEHUI OTAENMbHBIX 610KOB. TpaHc-
(hopmMMpys Ha COBCTBEHHbIE BEKTOPbI, Tpex(asHas CUCTEMA PacnafaeTcs Ha TPU He3aBUCKUMble
APpYr OT fApyra cucTembl. B c/lyyae MaccuBHbIX 3/EMEHTOB, He COAepXallmx BpallatoLieiics
MallMHbI, (DUKCUPOBAaHHLIM SBSETCS TOMbKO OAWH COBCTBEHHbIA BEKTOp, a ABa OCTa/lbHbIX
BEKTOPA B OTHOLLEHMM CBOETO MOMOXEHUSI MOTYT W3MEHSTLCSA MPY COXPaHEHWUW YCNOBUS OpTO-
roHasIbHOCTU. [MonyyeHHble TaKUM 06pa3oM craratollyie aBTOp HasbiBaeT cnarawwymm 0,
Mcnonb3oBaHHble 0 CMX MOP CUMMETPUYHbIE Clararline, T. €. craralwue a v 8, ABASOTCS
MOANDNLMPOBAHHBIMIA CUMMETPUUHBIMIA ClaralolLMMK (<MONOXUTENbHbIE +  OTpULATENbHbIE,
MONOXUTENbHbIE — OTPULIATENbHbIE» CRararoLiue), NPecTaBftoWMMIA COGOK CcreLmanbHble
cnyyan cnaraowmx O, £ N B c/lyyae aKTWBHbIX 3/1EMEHTOB, COAEPXALLMX BpalLatoLLmecs
MaLLMHbI, CUCTEMa, TpaHC(opMuUpytoLLas Ha cnaratolme O, £ ¥ t, pacnajaeTcs TONbKO Ha fige
He3aBMCMMbIE IPYT OT Apyra cucTeMbl. Mexay cnaralowmmu £ 1 tj UMeeT MecTo B3auMogeii-
CTBME, KOTOPOE MPeKpalLLaeTcs ML B Cly4ae CUMMETPUUHBIX cnaratolymx. OCHOBHbIE Clyyau
HECWUCTEMATUYHbIX 3/1EMEHTOB MPEACTAB/IsIeT CO6OI0 aCUMMETPUUHbIE 3aMbIKaHUS U Pa3pbiB
(ha3. B OTHOLLUEHWUM UX MOXHO OMNpefenuTb 06beauHeHeM cnaratowmx 0, £ r). ABTOp, HaKOHeLl,
CPaBHUBAET OTZe/bHbIE TpaHchopMayuu.
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1. Introduction

Methods of the Theory of Elasticity are, in general, very cumbersome when
applied to stability problems of rigid-jointed framed trusses. Therefore such
approximate methods as allow' a substantial simplification of calculatory work,
are of great practical importance. The following procedure — the substitution
method — aims at the same goal.

The method to be presented substitutes for the framed truss to be investi-
gated a bar, the conditions of support and loading, as well as of elasticity
of which are similar to those ofthe given truss. Thereby the facility offers itself
to solve some problems of stability in relation to the framed truss by known
formulae relative to simple bars.

The application of the substitution method requires the generalization
of some concepts known from the theory of strength of bars. These concepts
have to be defined first.

2. Definition of the prismatic framed truss

By bar a structural element is meant whose longitudinal dimension is
substantially greater than its cross-sectional dimensions. The simplest kind of
bar is : the prismatic bar with straight axis. In the case of the prismatic bar its
parts cut out by cross-sectional planes at equal axial distances are of equal
shape.

By framed truss a structure of bars rigidly jointed to one another is
meant whose longitudinal dimension is substantially greater than its cross-
sectional dimensions. If all bar axes of the framework lie in a common plane and
the truss is of symmetrical structure in relation to this plane, a plane framed
truss is spoken of. A framed truss consisting of sections, i. e. of parts of equal
shape arranged along a straight line, will be called, with extension ofthe meaning
of the term “prismatic”, a prismatic framed truss (Fig. 1).
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In the following only trusses considered as prismatic according to the afore-
said will be dealt with.

| | | !
Fig. 1. Prismatic framed trusses

3. Basic cases of loadings

In the theory of strength of prismatic bars the special kinds of loadings
are conventionally called basic cases ofloadings. Such cases are e. g. : pure tension
(compression), pure bending, and pure torsion. In these cases equal conditions
of deformation and of stress are reigning onsections of equal length ofthe prismat-
ic bar.

In the family of prismatic framed trusses it is expedient to regard some
special modes of loading as basic cases of loadings. Such will be called here the
cases in which equal deformations, that is, equal inner forces develop in all
sections of equal shape of the truss. With this nomenclature, even in the case
of prismatic framed trusses, the terms ofpure tension (compression), pure bending
and pure torsion may be spoken of.

The case of pure shear will be treated in a special paper.

4. Definition of rigidity

In the theory of strength of the prismatic bar the rigidity of the bar toward
different loadings is conventionally described by the effort producing unit
deformation. By unit deformation is meant in case of pure tension unit elon-
gation (contraction), in case of pure bending unit curvature of the bar axis,
in case of pure torsion unit angle of twist per unit length of the bar.

In the case of a prismatic framed truss the concept of rigidity may be inter-
preted similarly to that of the prismatic bar. The difference is only that in the
place of unit deformation its average value has to be substituted. The latter is
found by dividing the deformation measured on the section by the length of
the latter. Accordingly :

a) in the case of pure tension (compression) the rigidity of the framed
truss is expressed by the ratio
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(1)

Here N denotes the magnitude of the tensional (compressive) force and e the
ratio of the change of length, measured on the section, and of the length of
the section.

b) In the case of pure bending, according to the two principal directions
of the cross section (Fig. 2) the rigidity of the framed truss is expressed by

Fig. 2. Principal directions a, 6, ¢

(2)

and
@)

In the above formulas Ma and Mb are moments of bending couples acting in
planes at right angles to principal axes a and b, xa and xb denote the average
curvatures caused by couples Ma and Mb respectively. The average curvature
is obtained by division of the angular rotation, presenting itself between the
terminal surfaces of the section of the bar, by the length of the latter.

c) In the case of pure torsion the rigidity of the framed truss is

(4>

In this formula Mc denotes the torque and & the average value of unit twist
caused by it. The latter is determined by dividing the angle of twist presenting
itself between the terminal surfaces of the section by its length.

5. The principle of substitution

W ith knowledge of the stiffness characteristics of prismatic framed trusses*
in the course oftreatmentofspecific problems the framed truss can be replaced with
good approximation by a prismatic bar the stiffness characteristics of which
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equal those of the framed truss. However, it must be noticed, that the beha-
viour of the framed trusses is essentially influenced by the shearing forces,
so that in cases, when these are of considerable values, the deformations caused
by then are, in contrary to the case of prismatic bars, of fundamental importance.

The replacement of the prismatic framed truss by a prismatic bar of similar
rigidity greatly facilitates the solution of some problems of stability. The case
is especially simple if a problem is treated for which formulas, tabulations are

Fig. 3. Buckling of the framed truss Fig. 4. Buckling problem not solvable
and of the substituted bar by the substitution method

available in engineering textbooks. In this case the formulas or tabulated data
are directly applicable to the framed truss.

Of course, the substitution of the prismatic bar for the prismatic framed
truss is only permissible if the deformation of the framed truss takes place simi-
larly to that of the bar to be substituted for it (Fig. 3). Therefore in cases when
the framed truss suffers only local deformation, that is the axis of the truss is
not deflected, or the plan of the truss is not distorted (Fig. 4), the principle
of substitution cannot be applied.

The error resulting from the application of the substitution method is the
smaller, the more the deformation of the substituted bar resembles that of the
framed truss. Accordingly from the point of view of potential error it is in general
favourable if the number of truss sections is high, that is if the length of the
individual section is small in relation to the length of the truss. In case of fewer
than three sections the application of the substitution method is not commend-

able. 6. Comparison of the exact and of the substitution method

For the comparison of the processes and of the results of the exact and of
the substitution method the critical compressive force of the Yierendeel girder
pictured in Fig. 3 will be treated more in detail. For the sake of simplicity cross
bars and parts of the chords joining them will be considered as perfectly rigid.
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Because of the supposed rigidity of cross bars the solution of the buckling
problem to be treated is essentially identical with that of the problem outlined
in Fig. 5.

This is namely the case ofthe bar of straight axis, subject to axial compres-
sion, which is composed of alternating rigid (blackened) and elastic (white)
stretches. The bar is composed of three sections of equal shape, that is according

Fig. S. Bar consisting of rigid and Fig. 6. Deflected shape of the bar
of elastic sections

to the more general nomenclature of Chapter 2it may be considered as prism at-
ic. On the elastic stretches ofthe bar the moment of inertia ofthe cross-sectional
surface of the bar relevant from the standpoint of buckling :

10 = const.

In the course of treatment of the problem the exact value of the critical
compressive force will first be determined. For this start is made from the known
differential equation

y" + oy — 0. (5)

In this formulay —y (x) is the ordinate of the buckled bar axis, and the meaning
of coefficient <a2 is

(6)

where E is the coefficient of elasticity, and J is the substitute moment of inertia
of the bar cross sections. On the elastic stretches of the bar

EJ = EJO, ('))

1 Ada Tedmica XIX/3—4
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and on the rigid ones
EJ — oo. (8)

The solution of the differential equation (5) is on stretch 0 4- xr of the bar
(Fig. 6)

y = y0cos mx,
so that

Ji = Yocos <a-

y'i — —yO0osin a».
On stretch xx 4- x2 of the bar its axis is straight, therefore

Y=Y+ xi.
and thus
Y2 — Jo (cos ea — 2 b sin coa),

J2= —Joa blam

On the next stretch x2 4- x3 of the bar
'\/ -
Y —Yrcosw (x —*2) — sin 0 (x —x2),
and accordingly
Js = Jo (cos 3 om — 2 cobsin 0)a msin 2 coa),
y3 — y0o (—sin 3 coa -|- 2 cobsin coa msin 2 coa).

On stretch x34- *4 of the bar

J = J3+ by3.

Finally at locus x — x+ the ordinate of buckling has to equal zero:

Known values substituted and after some rearrangement
2 cobsin coa (cos 2 coa — cobsin 2 bla) — (cos 3 coa — cobsin 3 coa) = 0. 9)

If minimum possible o value, fomin, is calculated from this equation, the critical
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compressive force is obtained — with consideration of (6) and (7) — by the

following formula :
Per = «min EJO (10)

This is the exact value of the critical force.

Now let be demonstrated the procedure of calculation in case of applica-
tion of the substitution method. In that case the bending stiffness of the substi-
tuted bar has to de determined first, namely that for pure bending in the plane

Fig. 7. The investigated bar section before and after buckling

of buckling. This calculation is executed on the bar section illustrated in Fig. 7.
On the elastic stretch of 2a length the curvature of the bar axis

Vv M

X
° 2a EJO

that is, the average curvature between the terminal surfaces of the bar section

at distance 2c
a M

C

Thus the bending stiffness of the bar in case of pure bending in the plane of
buckling

B = -CEJO. (11)
a

The substitution method now consists in replacement of the inhomogeneous
bar consisting of rigid and elastic parts by such an homogeneous bar whose
bending stiffness equals the value of (11) B. Afterwards the critical compressive
force of the substituted bar is determined from Euler’s formula :

n2\e
Pcr = (12
2

11*
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The force thus obtained is the average approximate value sought for of the cri-
tical compressive force of the original bar.

7. Numerical example
Calculations of Chapter 6 will be executed for case
a=09c, b—01lc.

For the determination of the exact value of the critical compressive force equation (9)
has to be set up first :

0,2 coosin 0,9coo(cos 1,8 cco— 0,1 ccosin 1,8 cco) —(cos 2,7 coo —0,1 ccosin2,7cco)= 0.

The minimum o value satisfying this trigonometric equation :

The value of comjn known, the exact value of the critical compressive force is computed from
formula (10) :

P.. = 0,3043 EJn .

For the determination of the approximate value of the critical force the substitution method
is applied. For this bending stiffness B of the bar is first determined, and that with the aid of
formula (11). The result of calculation:

B = 1,111 EJO.

Hereafter the approximate value of the critical compressive force may he computed from for-
mula (12) :

Por= 03046 & 7»

The results of the exact and of the approximate methods confronted, it is found that in the
case at hand the error committed through application of the substitution method is insignificant,
altogether only 0,1%. The relatively low value of the error is due to the fact, that the deforma-
tion of the substituted bar hardly differs from that of the original one.
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SUMMARY

The paper presents a method for the approximate solution of stability and of other prob-
lems of plane framed trasses composed of sections of equal shape and properties arranged along
a straight line. The essentials of the method is : the substitution of a simple prismatic bar for
the framed truss. For this purpose a bar has to be used whose support and loading, as well as
tensional (compressive), bending or torsional rigidity is similar to that of the original truss.

The analysis is completed by a numerical example that facilitates the numerical deter-
mination of the error resulting from the application of the substitution method. In the case
of the example examined the error committed is insignificant.

SUBSTITUTIONSVERFAHREN ZUR ANNAHERNDEN LOSUNG
VON STABILITATSPROBLEMEN EBENER RAHMENTRAGER

P. CSONKA

ZUSAMMENFASSUNG

Der Aufsatz behandelt ein Verfahren durch welches Stabilititsprobleme von entlang
einer Geraden aneinandergereihten, aus Teilen gleicher Form und gleicher Eigenschaften bestehen-
den ebenen Rahmentrager geldst werden kénnen. Der Rahmentrager wird durch einen einfachen
prismatischen Stab ersetzt, dessen Unterstiitzungs- und Belastungsverhaltnisse, sowie Steifig-
keitskennwerte gegeniiber Zug (Druck), Biegung, bzw. Drehung jener des urspriinglichen
Tragers gleich sind.

Der Aufsatz wird durch ein Zahlenbeispiel erganzt, an Hand dessen die aus der Anwendung
des Substitutionsverfahrens hervorgehenden Fehler zahlenmassig ermittelt werden koénnen.
Im Falle des untersuchten Beispiels ist der begangene Fehler bedeutungslos.

PROCEDE DE SUBSTITUTION POUR LA SOLUTION APPROXIMATIVE
DES PROBLEMES DE STABILITE DES PORTIQUES MULTIPLES OU TREILLIS

P. CSONKA

RESUME

L auteur fait connaltre un procédé qui se préte a la solution approximative des problémes
de stabilité dans le cas des portiques multiples ou treillis, constituées d’éléments de forme et de
propriétés identiques, disposés le long d’une droite. L’essentiel du procédé est le remplacement
du portique par une simple barre prismatique dont I’appui et la charge, de méme
que la rigidité a la traction (compression), flexion, resp. torsion sont égales a ceux de la cons-
truction originale.

L’article est complété par un exemple numérique servant a la détermination numeérique
de I’erreur résultant de I’application du procédé de substitution. Dans le cas de I’exemple étudié
I’erreur commise est insignifiante.

SAMELLAIOLWNA METOL ANSA MPUBNUXEHHOW TPAKTOBKU 3ALAY CTABU/b-
HOCTU, KACAIOLWUXCA MNOCKOCTHbIX ®EPM

n. YOHKA
PE3IOME
B cTaTbe OMMCbIBAETCS TaKoM MeToz, KOTOprVI npurogeH ana I'IpVI6I'IVI)KEHHOFO peLweHnA

3afjay cTabuILHOCTW M MPOYMX 3afad MIOCKOCTHBIX ()EPM, COCTOSLLMX U3 UAEHTUYHBIX HO hopme
1 CBOICTBaM YacTeld, pacrofioXeHHbIX ApYr 3a ApYroM BAofb npsiMoid. CyTb mpeafiaraemoro
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MeTOAa 3aKNoYyaeTca B CeAYHOLEM © 3aMELLEHNE g)eprI NPOCTbIM NMPU3MaTUYCKUM  CTEPXKHEM.
ansa aToi Lenn HeobXoaMMo MCNO/b30BaTh TakoWm CTepXeHb, Oonopa MU HarpyskKa KOToporo, a
TaK>X€ >XECTKOCTb MO OTHOLWEHNIKO K PaCTAXKEHUIO (C)KaTVIIO), VI3FI/I6y M, COOTBETCTBEHHO, KPY-
YEHNIO ABNAETCA aHa/IOTMYHbIM NO CpPaBHEHUKO C opmrleaanoﬁ CbepMOVI.

Pa6oTa A0NOHAETCA YMNCNOBbLIM MPUMEPOM, KOTOprVI NO3BO/IAET YNCNEHHO ONpenennTb
MOrpewHoCTb OT NPUMeHeHNs 3aMellalollero metoga. B cnydyae umccnefgoBaHHOro npumepa
AonyuweHHaa NorpewHoCTb He3Ha4vYuTe/1bHa.
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The place of the man shaft (shaft used for access) has an important
part in the time lost in travelling underground. The problem has not yet been
treated analytically in mining literature. Seviakov [1] deals with the problem
only in annex to the minimum-problem of underground transportation of
mineral. He finds that the optimum location of the man shaft is found in a
way similar to the determination of the optimum position of the main winding
(drawing) shaft. In the Hungarian mining literature B. Vargha [2] investi-
gates the problem and with careful, illustrative numerical tables and diagrams
points out its great importance. His method of treatment is numerical, not
analytical, hence not general. Notwithstanding, he arrives at several conclusions
which have at most been instinctively felt and applied by the practical miner,
but without calculation of their economic advantages.

The aim of this paper is to give relationships of general validity for the
optimal location of the man shaft and for the time loss in access to workings
and the way back.

First a mining area of rectangular shape is supposed. In reality such a
working area is seldom found. Notwithstanding, it is expedient to deal with it,
for general laws may thus be recognized with simpler relationships. Moreover rela-
tionships established can be made practical use of in the case of nearly rectan-
gular working areas too.

In general, the shape of the working area of a shaft is irregular. Therefore,
the relationships are to be sought that can be applied with practically satis-
factory accuracy to working areas of irregular shape as well.

The dip of the mineral bed is of importance in the analysis. Flat beds will
be treated separately from highly inclined ones, though, as will be shown, the
essential features of both are the same.

The man shaft is at an arbitrary point P of the rectangular mining area
(Fig. 1). The strike of the mineral body is parallel to the longer side A, the dip
parallel to the shorter side B of the rectangle. The origin of the provisional sys-
tem of coordinates ((x0; y0) coincides with point P. At an arbitrary place of
the mining area a differential area dx0; dy0is cut out. From the bottom of
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the man shaft to the differential area the distance of x0 along the strike and
the distance ofy0Oalong the dip has to be travelled; on the way back, the same.
The differential time of travel necessary for extracting the differential area is :

£EM my
dt = 2 - (*u + v WTo) dxoedy0O— 2 c(x0+ vyQ)dx0edy() (1)

£ is the coefficient of recovery or the ratio of the economically exploitable and
of the actual mineral reserves. M is the thickness of the mineral body, y its

weight per unit volume, qis the modified, average output per manshift referred
to the entire service life of the shaft. The latter is higher than the output per
manshift as understood conventionally, because part ofthe undeground workers
do not go as far as the place of extraction, but travel only part of the way lead-
ing there before and after the working shift. To these belong onsetters (bottom-
ers), engine-men, etc. around the shaft, part of the men employed in haulage.
vs is the average speed of underground travel before and after the shift, v is a
relative number.

Let the speed of travel on the rise of the bed be vr, the same on the dip
be vd. The ratio of the area served by the raise (slope, slant or incline to the
rise)

\Y \ .
vr— — and vd= —, respectively . (2)
Vr vd

Numbers vr and vd are under given conditions functions of a, the angle
of dip of the mineral body. In general vd> vr because in working to the rise
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workers have to go up at the beginning of the shift and come down the plane
at shift end, while in dip workings the reverse is the case.

In writing the differential equation a constant or at least practically in-
variable bed thickness was supposed, and accordingly, other data included in
coefficient ¢ are also practically invariable. It is also assumed that the working
place is reached on the strike and on the rise or dip by the shortest way.

On the basis of the differential equation and of the Fig. the underground
travel time required for mining out the working area is expressed :

I x0=a, X, =b0
t=2c j i {x0+ vry0)dx0dy0 +
I x,,=—(A—1,) yo=0
. 3
‘T: ’ y_o J ( )
+ j (X0 + Vd mJo) dx0 ®'o
Xam—(A — a,) ,)
After execution of the operation,
*= ¢{WN + (A - «0)2]B + vr.b%A+vd(B - b02A }. 4)

The first member ofthe equation expresses the time of travel on the strike
(ts), the second that on the rise (tr), the third on the dip (td), that is :

t= ts-\-tr-\-td. 5)

Let the minimum of t be sought as a function of a0and b0. The partial derivative
of t with respect to a0 and b0 will therefore be formed and equated to zero :

= c[2a0—2(A —a0] =0
8a0

(6)
~ = c[2vr.b0-2vd(B -b0]A —0.
3>

According to the second partial derivative, the minimum is in question in both
cases, that is
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From the last equation follows :

vi _ Td __ Qji

vd ~ Tr ~ Qr ®
where Tdis the surface of the area developed to the dip, Tr that developed
to the rise, Qd and Q, are the exploitable mineral reserves of the respective
areas.

Fundamental conclusions can already be drawn on the relations thus
far deduced. 1. In the formula of time of travel the times of travel on the strike,
on the rise and on the dip present themselves separately. 2. As it was to be expected,
the time of travel may be expressed by the static moment of the mineral reserves
ofthe area. The time of travel on the strike of the area is on both sides expressed
by the static moment of the mineral reserves of the area multiplied by coefficient

21

2c¢' = and referred to the dip line passing through the shaft. In relation to
qvs

the area developed to the rise and the dip, respectively, the static moment is

referred to the line of strike passing through the shaft, and the coefficients are
2 vrc' and 2 vac', respectively. 3. The optimal place of the man shaft is determined
by the satisfaction of two conditions. According to one, the optimal point is on the
dip line bisecting the working area of the shaft. The other condition is satisfied,
if the line of strike passing through the optimal point divides in two the mineral
reserves of the mining area in a way that the ratio of the two parts is the inverse
of their V values. If vr = vd, the optimal place of the shaft is in the centre.

The deduced formulae hold for constant ¢ values. If c changes, average
values weighted according to ¢ have to be calculated with, as will be shown later.

Let the provisional system of coordinates be shifted parallel to its original
position so that its origin coincide with the optimal location of the man shaft.
Let therefore the following be substituted into equation (4).

and (Sa)

Vr + Vd

After the substitutions, the following relationship holds in the final system of
co-ordinates :

t:cll—2 + 2*2 B + M B2+ (vr+ vdy?2 9

Vr + vd
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At x = 0 and y = 0 the minimum time of underground travel is of course
obtained :

tmn= cf— B + Vr'vd AB2). (10)
12 vr + vd )

The same result is attained if in equation (4) aomin and 60min are substituted for
a0 and lie.
Let the percentile value of

N = W — (11)
Tm

be formed, the pertinent values be substituted and the equation be reduced
to zero :

100 - 1
2Bx-+ (V+ vd) Ay2+ 100 ) B+ VW'wW AB2)= 0. (12
|

Vr+ wvd

This relationship is the central equation of a family of ellipses according
to 1. Let it be written in the conventional form, too :

I . 1 (13)
v — 100 a IA_ , vrmvd g\ »— 100 Rlyl | wvr-vd &\

200 2 + vr+ vd ! 100 (vr+ vd) \ 2 vr+ vd ]

The semi-major and semi-minor axes of the ellipse are as functions of o, 6
and 1j:

«= + [s=m aia+ Vg (14)
200 \ 2 vr + vd
and
1 — A
b=+ ] 100 B VI~ B (15)
100(r/+rd) vr + vd

The ellipse is the locus of all points, that is of man shafts to which pertain
equal durations of underground travel. The family of ellipses represented in
Fig. 2 shows the percentile configuration of time loss. The case of the man
shaft located at the optimal point denotes 100%. Approaching the borders,
especially the corners, the time loss rapidlyincreases.It can be laid down as a
fact that it suffices practically to approach the optimal locus with the man
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shaft. It is therefore also certain that the uncertainty of data assumed for
the determination of the optimal location of the man shaft involves a practi-
cally still admissible divergence.

In Fig. 3 the most characteristic points are presented. Let at the same
time be denoted, for simplification, by X the ratio of the dip and of the strike
lines of the mining area by X that is:

*=4- (16>
© Q) ©
© © ®
X0

Fig. 3
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Let the time losses for the man shafts located at the characteristic points
expressed in per cents be tabulated comparatively (Table 1).

Table 1
y . Percertile loss of tirre )
o the point
o - 0
X y vd a>o =
0 0 0 100 100
. A 0 00 vr o+ vd:‘ Vri-vd mA IOO/%'FZ.
2 ve Do a2 A +
*
2 0 vi . c00 +\b)+(wrvu+ vid)-* 100 2 .
vr o+ vd veFovios 2 v ®va g+1
(e} bl
3 0 vr e 00 Neve vVeas o oave vd A 100 2A+ 1
vi o et ve F o2vrave A 100 + 1
4 A . L00 vr o+ vd + (vr -vd + v'd)-A 200
2 vi + o vi Fove o2 v e -A
A ¢ '
5 v g 200 vr o+ Hj + vd + VO A 200
2 ve tovi vr vae Fove ou

For this the coordinates of characteristic points are substituted into
equation (12) and r]°/0 is expressed. On the basis of the table it may be stated
that within the mining area the most unfavourable location of the man shaft
is at the corner point (4) of the tract to the rise. Somewhat more favourable
is the case, when the man shaftis located at the corner (5) ofthe tract to the dip.
Relatively more favourable than both is the loss in travel time, if the man
shaft is placed on the bisectrix ofthe tract to the rise or to the dip at the boundary
(2 and 3 respectively), or if the man shaft is laid out at the border on the strike
line passing through the optimal point (1). The loss of underground travel time
of the man shaft located to the rise (2) or to the dip (3) at the boundary is
equal to that placed at the boundary on the line of strike (I), if

+ T q -+ 17
2Vj 2»),0. an

If the value of Aiis greater than these, the case of the man shaft placed at the
boundary on the strike is relatively more favourable and vice versa.

In the tabulation data of horizontal measures (a = 0°) are also found.
As a curiosity may be mentioned that the man shaft located at the corner
point causes a loss of time double to that placed at the optimum point.
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There is more or less uncertainty in the data required for the numerical
evaluation ofthe time ofunderground travel. This is natural, because the question
is that of planning.

The coefficient of recovery (f) the modified output underground (q),
the speed oftravel on the strike and on the dip (vs, vr, vd) are planned according
to actual data of mines worked under similar conditions ofthe deposit. As regards
the modified underground output (g) some estimate will anyway remain neces-
sary to some extent, it is doubtless only that it will lie between the output at
the working face and the overall underground output. With good approximation
it will be the arithmetic mean of both.

Of the modified underground output its average referred to the full life
of the mine has to be computed. If the depletion of the working area advances
toward the boundary, loss of time of travel will be less at the beginning of the
life of the mine, the productive time will be longer. Later this proportion changes
to the detriment of the productive time. In the case of working by the retreating
system the situation is the reverse. The most accurate method is to calculate
for each tract with a particular modified output, in which case it is no other
than the modified underground output pertaining to the centre of gravity of
the mineral reserves of that tract. A simple practical method is, however, to
take the average of the modified output figures pertaining to the centres of
gravity of the different tracts weighted by their mineral reserves. Thus the
requirement can be satisfied that to the longer productive time within one
shift corresponds a higher underground output, while to a shorter time a lower
one. With other words, during the time of longer travel the effect of higher
output is solved by averaging.

According to the more precise method, equation (4) takes the form :

t= [cn ea2+ cs2(A — a0)2) B + vrmcr mb2 mA + vdecd(B — b0)2 mA (18)

where cSl is the coefficient corresponding to the centre of gravity of the area
on the right of the dip line passing through the man shaft, cSi the coefficient
corresponding to the centre of gravity of the area on the left, crand cd are the
same relative to working to the rise and dip workings, respectively.

By the practically admissible method, the following value is reckoned
with

L] 7 L] L] ~\ =
. .c_._u____(_;_s_I+C52 (?s2+cr«Qr \cd-Qd(lg) -

Q

where Q stands for the mineral reserves of the entire mine, while Qs1 Q% Qr, Qa
stand for those of the respective areas.

If the more exact method is followed, coefficient ¢ cannot be regarded as
constant in search for the extreme value. However, since the uncertainty of
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other factors is substantially greater, a practically sufficient precision is attained
if c is regarded as constant, its dependence on a0 and b0 being disregarded.

Travel speeds depend on the dip, on the cross-sectional area, and state
of the roads of ingress and egress and on climatic conditions of the mine atmos-
phere. Travel speed on the strike is in general from 2900 to 4300 m/hr. There
are no dependable data yet available for travel speeds on the rise or on the dip.

Reference can be made to Seviakov only. He made a tabulation on the
basis of data of the Donetz basin. Therein he gives the time in seconds spent
on 1 m of walking on the rise or dip in dependence of the angle of dip. Mr. B.
Vargha in his already quoted paper already uses the average of the walk up
and down. Publication of the table can be dispensed with, since the data listed
therein evidence that the cumulative average speed (m!hr) of the walk on the
rise or dip can be expressed by the formula :

3600
9,3a2+ 0,93

(20)

where a is the angle of dip in arc measure. The denominator of the formula
gives the time required for a walk of 1 m as a function ofa. Ifa = 0°, the speed
of travel on the strike is :

3600
Vs = e (21)
0,93
According to equation (2) :
vr= ~- = 1052-f 1 (22)

Vr

The value of vdis always higher by 10—20%. Of course, the above relationship
may vary according to local conditions.

The average thickness of the mineral body (M) and the average weight
per unit volume (y) of the mineral is mostly known from drill holes. There may
be some uncertainty in these two data.

The time of hoisting or lowering men in the shaft has not been included
into the time of underground travel. If the mineral bed is flat, and the surface
nearly level, the otherwise simply calculable winding time has no essential
influence on the optimal point of location. In other cases there subsists the
possibility of comparing the different alternatives.

If mechanical haulage of men is planned on horizontal roads, this has to
be accounted for in the determination of the value of ¢, namely vs is greater in
this case. It is also supposed in the formulae that the working place is reached
by the shortest way. On the other hand, they hold in the case too, when there
are alternating stretches on the strike and on the dip along the way of travel.
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It does not matter if these routes are composed of parts because the cumulative
lengths of travel on the strike or on the rise or dip remains unaltered. It is not
stipulated that men travel first the entire way on the strike and afterwards
on the rise or dip, or vice versa. After one stretch on the strike may follow
another on the dip line and so on. Of course, diagonal walk way is also possible.
In this case the two sides of the rectangular triangle are replaced by the hypo-
tenuse. This is not the same in principle, but the difference may be practically
neglected.

From the afore-said it is evident that there may be more or less uncertainty
in the quantitative determination of the underground time of travel. In relative
comparisons the uncertainty is much less.

For an example let serve the following data : A = 3000 m; B = 1800 m; 7 0,9 ;
M =6m;y=14t/m3; qg= 1,6 t/shift. vs= 3800 m/hr; a = 12° Let values of v be cal-
culated first :

vr= 1082 1- 10.0,212+ 1- 144
va= 12vr= 12144 = 1,73

The two lengths fixing the optimal point:

3000 = 1500m
2
w B = 1,73 «1800= 982 m.
vr + vd 1,44 + 1773

The time of underground travel is in the case of the man shaft located at the optimal point :

0,9 m6 1,4 [ 300P2 1,44 « 1,83
' ! 1800 + ° ' .
1,6 m3800 | 2 1,44+1,73 8000 - 18002

= 19569 760 = 19,6 million hours.

The underground travel times for the man shaft located at the characteristic
points is tabulated. % proportions are included in Table II.

Table 11
Symbol of point . 0 1 2 3 4 5
Time in million hrs ... 19,6 29,6 31,0 27,5 41,0 37,5
9% 100 151 158 140 210 192

Relationships established for a rectangular mining area are, no doubt,
useful. They especially enlighten basic principles in the comparison of different
shaft locations. However, practice lays other claims too ; the area may be
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irregular, or if it approaches the shape of a rectangle, the strike line may be
not parallel to the side of the rectangle. Therefore, we have to deal with the
optimal location of the man shaft of a mining area of irregular shape and with
the determination of underground time of travel. In connection with this, with
the aid of the relationships of the latter, the laws of such a rectangular mining
area can be found whose strike line is not parallel to one side of the rectangle.
In the discussion of the rectangular mining area three basic principles have

been fixed : the territorial separability of the time of travel, the principle of
the application of the static moment, and two condition equations ofthe optimal
point. It is presumable that these three principles also hold for the mining area
of irregular shape, but this has to be made sure beyond all doubt. The following
mathematical analysis only aims at supporting the general validity of the three
basic principles. This once proved, the solution of any other problem becomes
very simple.

The surface of the irregular mining area is dissected into strips parallel
to the general dip line (Fig. 4). The width of the strips is variable and such as
to make the irregular working area approach the rectangular shape as much
as possible. Let the man shaft be located at point P in strip marked 0. The total
number of strips is N. The average line of strike passing through the man shaft
chosen at an arbitrary point intersects n strips, that is, divides them into rise
and dip portions. nris the number of strips in the portion of the tract to the
rise, nd that in that falling to the dip. These are thus not intersected by the

12 Ada Tedmica XIX(3—4
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general line of strike. Intersected as well as not intersected strips may occur
both on the right and on the left hand side, when

nth+ W+ 1= M
and (23)

nrrh + nrl — nr
further

ndrh + . a1 —nd

Of course, the following relation also holds

n+ nr-fnd= N= Nrh+ IV (24)

Let us mark at some arbitrary place the differential area by dx dy. market out.
The differential time of travel necessary for its exploitation is simply expressed :

df = 2¢(Xj-fvy,) dxidyt. (25)

The constant c coefficient is supposed in the differential equation. Accordingly,
f, M,y and vs are constant values at all points, the angle of dip of the bed (a)
is invariable and the q value may be regarded as an average for the entire

service life of the shaft.
Let the underground travel time necessary forworking out all the mineral

of the area be written

+ J J (*0+ »eJo) dxodia + J .] (*0+ vdy 0) dx0 dy0
-Olo

o

-«to o

Let the symbolic notations be developed. As an example the first member is
presented

n, ai bi xrhi-=arhi Ymi  bi

ai- 1 o *rhi-arhi- 1 Mbl



LOCATION OF THE MAN SHAFT AND TIME LOST IN UNDERGROUND TRAVEL 427

Xu-an )il= bu
+ (x,, + vry,i) dxudy,, (27)
XU—au—t >11=0

The development of the other symbolic notations is executed in the same way.
Let the double determinate integrals be solved. The following relations
will also be considered :

a? —af_t= (a, + a,_i) (a, —at_i) = (2a,—A,) At (28)

further
b?-(fc,— B,)2= (2fc(- B,)B,.

As a result, the following equation is obtained :

1"\
*= *|N A na[(2akd —a i) Bol vrbBd  vd (Bl —04)7] +

"rrh
+ AIT*'[(zarni —a rrki) B rrki -f- vr (2 brrki =8 rrki) B ffki] -)-

"dr*
b Addi[(2d(rk  Adrk) Bdrki vd (2 bddd  Bdrki) Bdrhi\ +
+ N An[(2ay—An)By vrf2 vd(By—6u)?] +

"n
N AL [(2 ary — Arg) By + vr (2 by, — Bry) Bru] -\-

+

+

N Adu [(2 aay, — A dn) Bdu + vd (2 bdu — Bd/) Bdtt] +

+

K*» afg) Bo 4*vr ' Ao -f-vd(Bo f2Aqj . (29)

tLet now turn to the determination of the optimal location of the man shaft.
For this, partial derivatives of t will be formed with respect to ar\0; al/l. . .,

Vo 9 W rr9 e e e* arrn 9 ailrfd.9 e e 9 a'iirfln

st 9] ndrh 3¢ Nn
- _ y = Boxa™» + 52 a i Tk (30)
3aks I 9ar arki 1 adrhi

The similar manipulation is executed for the left side :

8 1 9 nri Qt n* s I NI, |
1 P f- I B0 o + _ AN Bug (31)

olo T ay 1 aru I adu | i

12
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On the basis of the last two equations and with consideration of the opposite
signs of the right and left sides
i NI
BOAU0 A ANiBI 7-Bodio An By (32)

that is
T sth—aT sl .

This relation is one condition equation of the optimal location of the man shaft.
It is satisfied, if at constant thickness of the bed the location of the shaft is
on the bisectrix dip line of the mining area. Either we start adding the strips
from the right or from the left, one finds the bisectrix dip line in that strip in
which half of the working area has been passed over.

W ithin this strip may be calculated the values ar Omin and a omin -

NI Nn
~ An -By - Al AniBbl + Aoso
anomin — (33)
2B0
and
:AniBni—Al Al Bu + AoBO
alomin — (34)

2 Bo

Let the other condition equation of the optimal place of the man shaft be also
determined. In this case there is no more need to divide the mining area into
right and left halves, therefore equation (29) may be written in a condensed
form :
N—
t=c!V Aj(@2ai—A,) Bj-{~(af 0-ha®) BOfvr Y A,bf
(35)

+ Al Ari(2bri—B«) Bri. 4+ v _l}’-At(Bt- 6,)2+ Z Adi(2bn - Bdi)Bdi
that is
t—ts tr + td

Let now partial derivatives of t with respectto bv ... bn; brt, ... brn; bdl, ... ddn
be formed, these added and their sum equated to zero

79t n' 3t *31  {n L S {n ¢
1 96 29 E["'Z g (1 Ab+'1 ma',\[al Ne - M+
nd j

J
+ A~ AdiBdi = 0. (36)
r |
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In differentiating, it had to be taken into consideration that bdi is of opposite,
that is, negative sense in relation to bri. With the latter equation the other con-
dition of the optimal place of the man shaft is also given

n nl
A AN(B, — bt) -+~ A~ Adi Bdi p
ve 1 1 _id
n n, m
Al 2 A,bb+ 2"'"AnBr
1 1

The optimal place ofthe man shaft is on the line of strike that bisects the mining
area in a way that the area to the dip and that to the rise is proportional to
the ratio of vr and Vd-

The two condition equations are satisfied by one point, the optimum
location of the man shaft. The bisectrix strike line that divides the mining area

Vr

in the relation o f-—is found in the case of a mining tract of irregular shape
vd

by planimetering. In practice the areas are estimated by the eye and the first

division is checked by planimetering. If the divergence is not too great, the
difference strip can be calculated with sufficient precision by the width of
wich the approximately drawn dividing line has to be shifted.

If the thickness of the bed is practically not constant, the mineral reserves
of the mining area are divided by vertical planes laid along dip lines. In this
case, areas are replaced by volumes or weights. The weights are imagined to
be accumulated on centroidal lines, travel distances are distances between
the centroidal lines on the strike or dip and the shaft. The imaginary concept
of accumulation on the gravity line is based on the principle of equilibrium
of static moments, therefore the amount of weight concentrated on the centroidal
line represents the actually positioned weights.

The part areas in limit position denote the corresponding areas of irregular
shape. The same refers to part quantities. At the same time in the place of the
centroidal lines of part areas and part quantities enters the centroidal line of
the area or of the quantity.

On the basis of the afore-said the two condition equations also hold for
ratios of mineral quantities

Qsri, — Qsi (38)
and
vr _ Q.
vd Qr

From equation (35) it is evident that in the relationships the time of
travel on the strike, on the rise and on the dip appears entirely separated in
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a mining area of irregular shape as well. It may bee seen also that the time of
travel on the dip is calculated similarly to that on the rise, the difference lies
only in the factors vr and va, respectively.

According to equation (29) —as it was to be foreseen — the principle of
static moment also holds for a mining area of irregular shape. Equations (32),
(37) and (38) prove, on the other hand, that the two condition-equations of the
optimal point are independent of the shape of the mining area.

After a general verification of the three basic principles — as has been
afore-mentioned — further investigations have been essentially simplified.
Fig. 5

Before special cases are treated, let the case of the irregular mining area be
viewed once more, but this time expressly in the light of the three basic prin-

ciples.
In the case of Fig. 5 may be written :

t= 2c(TV*«a*+ Tsiw -f~-vrTrbr+ v/Tdbd) (39)

If the thickness of the bed is variable, areas are replaced by their respective
mineral reserves, and the distances of the centroidal lines are substituted by
the distances of the centroidal lines of the mineral reserves.

Of course, coefficient ¢ also changes.

Let the partial derivatives of t with respect to ar* and at be formed, and
their sum be equated to zero :

— = 2cTsrh (40)

at



LOCATION OF THE MAN SHAFT AND TIME LOST IN UNDERGROUND TRAVEL 431

Fiom the two equations follows :
Tsr*= Tsi and (%r*= Qsi e (41)

Let now the partial derivatives of t with respect to br and bd be formed, and
their sum be equated to zero :

3t
------ = 2cvrTr
3 br
(42)
-N- = 2cvdTh
3bd
vi _ Td or vr _ Qd (43)

vd Tr vd Qr

According to these results, similar to the former have been arrived at. Let now
the special cases be investigated.

The case may occur when there is an unproductive spot in the mining
area. This is shown in Fig. 6. The area of the tract without that spot is Ta,
that of the barren spot Tv. The actual area :

T=Ta-T, (44)
The time of travel for a man shaft located at an arbitrary point :

t—2c{Tsritarit+ Tsia, + virTrbr+ vdTdbd—
[Tv(/ £ Id)+ vrTw(ri I+ vdTvd(bd+ /d)]}. (45)
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From relations

_ 2c¢Tsk
dan
and
9t
— .= - 2c(fi Tv) (46)
0 ai
as well as from
— = 2cvr(Tr-T W
Qbr
and
I1l-=-2cvd(Td- T vd)
9 bd

are obtained the two condition equations of the optimal pont :

Tsrh= Td TV

and (47)
vr Td- Twd

vd Tr rwr

The two latter equations express that the former laws deduced for the optimal
point also hold for a mining area of irregular shape. The mining area may
consist of two or several tracts. According to Fig. 7, the mining area is composed
of two tracts (T, and T(1). The time of travel for a man shaft located at an
arbitrary place :

t—2c{Tisr*«ir*+ Tu(ari-f-V)+ Tijiay+ vr[7V\r TVr(6/r™ ~)] +

+ vd [Tid b\d -f- Tud (bia + /<¥] 1 . (48)

By the analogy of the afore-said, it can simply be demonstrated that the two
condition-equations of the optimal point hold in this case too.

Especially in the case of the mining area of two or more tracts it frequently
occurs that their strike is different. In the case of Fig. 8 the time of travel for
the man shaft of arbitrary location

1—2c¢ ai -f- Ty (Is+ ly) -)-vr[TVb,r+ Tur®¥+ In] +

+ vd [Tldbld 4- Tw (bid i Id)]}e (49)
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By the above-followed method of seeking extreme values it can simply be
proved that the two condition-equations of the optimal point hold in this
case, as well. The second condition-equation fixes at the same time the location
of point A.

) "\ \ e
L — ©( \ -4 Q
QR _| N
e . V) p— ve By
) © t b i1\ vV \

Fig. 8

It has been earlier referred to that the solution of the problem of the
mining area of irregular shape also involves the solution of the problem of a
tract of rectangular shape in which the strike is not parallel to one side of the
rectangle. Halving along the strike and proportional division along the dip,
unequivocally determines the optimal location of the shaft. The time of travel
of a man shaft of any location can simply be written down by the application
of the principle of static moments.
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So far only one mineral bed has been supposed. If there are several beds
parallel to one another the two condition-equations of the optimal point are
as follows :

and

(50)

m denotes here the number of mineral beds. These condition-equations also
hold, if the tracts of the different beds are different. The time of travel of the
shaft located at any point can also be expressed by the application of the general
principal of static moments so that the individual beds are treated separately.

Ifin the mining area there are mineral bodies of different average thickness,
or such can be distinguished, the pertaining ¢ calues may be different too. This
circumstance has to be taken account of, in writing down the condition-equations
and in applying the principle of static moments.

Fig. 9

So far it has been supposed that the workings can be approached on the
strike and the dip by the shortest way. Let be investigated whether the place
of the optimal point changes, if in the different tracts of the mining area the
workings are approached on the strike and the dip, but not by the shortest
way? Let an example be chosen according to Fig. 9. On the right hand tract
of the mining area (TsrJ, the area beyond the fault has been split up by a raise
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(Tsv) into two panels (7% ~) and {Ts"3. It is sufficient, if the location of the
shaft is sought only in relation to the minimum of travel time on the strike:
Let the shaft be at an arbitrary point P. The time of travel on the strike .

u= 2c{TdA+ Tsrhark —Tsrv (& + Irkr) + Tsrkr («»+ 1) +

T,nrlal  Tsrkrrkarrk} (51)

where ah a.» ar -)- /T, are the distances from the shaft of the centroidal lines
on the dip of areas Tsh Tsth, Tsh, ari and alTnare, on the other hand, the distances
from the raise of the centroidal lines on the dip of panels Tsr rj an<i Let the
partial derivative of ts be formed according to a(and a, and equated to zero :

at )
= 2cTsi
9 al
(52)
) — ZC(Tsrh Terr+ ‘I srhr) m
that is the condition-equation of optimum is :
Tsrh- Tsl. (53)

That is, the rule of halving holds here too. However, it has to be interpreted
in the way that the shaft is then optimally located with regard to travel on the
strike, if starting from the shaft to the right and to the left, while travelling
right and left, the same mineral quantity is extracted. In the same way the
validity of the second condition-equation can be demonstrated for the case,
if not on the strike but on the dip line we depart from the shortest route.Of course,
the time of travel is in both cases longer than in cases of the shortest walks.

Fig. 10 shows two examples. There are two mineral beds in the irregular
mining area.

Characteristic features are tabulated (Table I11).

Table Il
- M y 4 a
! m  ume  fRft mihr 0 "
Bed | 02 18 1% 17 3B/0 00003435 137 164
Bed II 08 37 14 15 380 00007688 137 164

Values of G and Cy have been calculated after equation (1), value of v from
equation (22), that is va has been taken by 20% greater than vr.
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In connection with this example, the numerical and partly also the graphical
method is presented.

The mining area is in both mineral beds divided into strips parallel to
the general strike. The more strips are taken, the more exact will be method,
but of course the more will be the time spent on calculation or on graphic
construction. Values taken from the graph and values computed therefrom
are also tabulated (Table 1V).

The individual cAiBt values are added in both beds, beginning with 1.,
one after another, so that the adding is executed in parallel in both beds. When
the adding has reached the 3rd strip in bed I, and the 6th strip in bed I1I,
the sum (866,5) is only by 15,955 less than half (887,455) of the total. By addi-
tion of another strip half of the total would have been surpassed. The bisectrix
is at distance a from the right border of strip 3 of bed I. According to the graph,
the following relationship can be written down (I = 40 m) :

ti Bisa -f-cy Bu7 (o -f-1) = 15,955 .

By substitution of the corresponding values, the result is :

a= —1168m .

The negative sign indicates that the value of a is to be measured off backwards.
Herewith one condition-equation has been satisfied.

On the basis of the other condition-equation the optimal point is designated
on the dip bisectrix by givin value 60min. According to the graph,

“i_ omin + di. (54)

Let this equation be substituted into equation (37)

ru
vd 2'AiB . y AiB, - vr5 AiBi V Atdi
1 1 1
bnm n me (55)

(vr + vd) N -i Y A,

According to the preliminary proportional division, the dividing strike Wn3
cuts all the strips. With consideration of this and of the two beds the following
relationship holds for the case at hand :

n, nil nl nil
vd G~ ¢iBj-j-cu”™ A, Bi c, Aidi+ ci; _v A, di
. 1 1 1
6amn — Ionl nil nl nil (56)
K +vncj2 i+ c,,>mAi cjr Ai-f-Cu”r At

V1 1 1 |



Mark Of strip

cAidi

Bed
Bed

Bed
Bed

Bed
Bed

Bed
Bed

Bed
Bed

86
124

800
246

23,63
23,45

— 180
—460

— 529
— 43,85

244
223

1043
455

87,42
78,01

— 83
—390

— 6,96
— 66,86

177
179

1076
680

65,42
93,58

+ 35
—292

+ 2,13
— 40,18

185
270

1109
951

70,47
197,40

+ 134
— 169

+ 8,52
— 35,08

Table

193
184

1151
1096

76,31
155,04

+237
— 40

+ 15,71
— 5,66

192
172

1194
1078

78,75
142,55

+339
+ 58

+ 22,36
+ 7,67

174
191

1238
937

73,99
137,59

+442
0

+ 26,42

88
186

1117
833

33,76
119,12

+ 368
— 52

+ 11,12
— 744

74
190

884
1036

22,47
151,33

+ 160
+211

+ 4,07
+ 30,82

171

1024

134,62

+ 259

+ 34,05

1413
1890

532,22
1232,69

+ 78,08
— 126,53
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Fig. 10

Substitution of data taken from the graph leads to the result :

L 1,64 532,22 + 1232,69 78,08 - 126,53
60MIN =  —-m-momememeemeeeeeeeeee e = 521,1m.
1,37 + 1,64 0,4854 + 1,4530 0,4854 + 1,4530

For a check the value of BO— bomin may be calculated in the same way. It has
to be pointed out that the calculation of the optimal point in this sense cannot
be applied after the same pattern. Namely, equation (55) is only applicable
if by preliminary approximate division it has been found already, which strips
are intersected by the strike line locating the actual optimal point, which fall
into the area to the rise and to the dip. Therefore, the procedure is suitable in
many cases only for refinement or checking.

Let the time of travel for the shaft located at the optimal point be com-
puted. The calculation is made more lucid by tabulation. On the basis of the
table the time of travel pertaining to the optimal point is expressed accord-
ing to equation (35) :



Table V (with multiplicator 10®

Sid of dtrip rhi s rhi rhb il » » I » I 1, 0 r
 Bedl 4275 13026 22268 28808 15721 11522 14624 6224 1164,68
AlaIZADBT gogn 7923 17467 21859 4239 11790 26669 18108 19173 6823 134051
_ Bed 1 7939 11092 14204 16140 6956 3433 4683 10,01 5474 70922
Atb] Bed !l 4093 101,83 10406 5768 4259 3347 940 38 046 5187 44612

Bed! 3811 2979 2141 1315 457 305 8928 1811 4784 26531
Bed Il 2463 1755 1017 281 6957 984 3639 2840 424 B4 35864

Inbedl: gekno 4“°%) — 2955 In bed I1: Bog@iho - 00)= 2555
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t= 106{(1164,68 + 29,55 + 709,22 vr + 265,31 vd)c\ +
+ (134051 + 25,55 + 446,12 vr + 358,64 vd)cu }

After substitution of values of ¢ and v :

t eli 2 870 000 hours

The partly graphical procedure is illustrated in Fig. 11. The surface of the two beds is deter-
mined by planimetring Ti and Tiu By reason of this the value of

ciTl+ enTu = 1756

is obtained, from which follows :

Tl = Ti= 878, mereover T'r— 958 and T'd = 798.

By successive approximation the dip and the strike lines are sought, which assure proportional
division. Hereby the optimum position of the shaft (O) is located.

The centroidal lines pertaining to tracts Trh and T/ are determined graphically by
means of rope polygons. The forces acting in the gravity centers of the individual strips have
been taken proportional to values

cAi (2 ai — Ai) Bi.

In the designation of the centroidal lines of areas Tr and 'ld another method has been
applied. The distance of the centroidal line of the area to the rise is:

ni nn
ci N Trisi-f em ~ T,isi

Sr = s —m ki = 305m

c v T,i+ cn Ju -

that in the area to the dip

«l "n

ci Tasi+ en ~ TdiSi
od = A = 225m

ci V Tdi+ ecu”™ Ta

where si always denotes the distance of the centre of gravity the strip from the strike passing
through the O-point. Tri and Tdi denote the areas of the strip to the rise and to the dip. Of
course, Sr and sd can be determined also graphically, as above, by means of the rope polygon.

According to equation (39) the travel time for the optimal point can now be expressed :

t= 21 878 (415 + 430) + 1,37 958 «305 + 1,64 798 «225} = n 2870 000 hours

Similarly, can be expressed the time of travel if the shaft is located at an arbitrary point. Let
the man shaft be at point B .

Coefficients ci and cn taken into consideration, the centroidal strike line referred to
the entire mining area is at 943 m from point B. Since point B is located on the dip line passing
through point O, the travel time on the strike is invariable. After these preliminary remarks
may be written :

i= 2 {878 (415 + 430) + 1,64 «1756 943 } ur 6 915 000 hours
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It has been supposed that the shaft is sunk as deep as the mineral bed or its continuation. Thus
in oblique direction there is travel to the dip only. The man shaft located at B requires even
in possession of relatively small mineral reserves 4 045 000 hours more travel time against the

optimal point.
The case may frequently occur that for reasons of working techniques
it is expedient to locate the air (fan) shaft at the boundary to the rise. Using

it for access in no more advantageous, therefore men will he conveyed through
the winding shaft or, if this is not practicable, a man shaft will be sunk at the
optimal point. The economic evaluation of such lay-out can be executed by
calculating travel times. There exists namely the possibility of confronting the
amortization of costs of investment of the man shaft with costs due to excess
time loss in underground travelling :

Of course, as regards investment, the situation is the most favourable if
the shaft located at point 0 is at the same time winding mineral and men too.
It can he easily demonstrated that, from the view-point ofunderground haulage

13 Ada Tedmica XIX/3—4
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too, point O is an optimum. For smaller mines this speaks for further use of
winding with cages. In case of large mines and great depths the winding shaft
located in the region of the optimal point will be a skip shaft and the man shaft
sunk beside it will be a cage shaft. Large mines of shallow depth may solve the
problem of winding products and men in a shaft with cages.

Analysis of this and of similar problems would lead very far and is there-
fore not dealt with in detail in this paper.

After treating significant features of flat measures, characteristics of
highly inclined mineral body will be dealt with. The solution of this problem is
greatly simplified because the separability of travel time on strike and on dip,
as well as the principle of static moment, unconditionally subsists here, too.
In view of the cross-cut (cross-measure drift) system of highly inclined workings
its influence on the two condition equations has to be investigated.

Let the layout of highly inclined (rear) workings be quite general according
to Fig. 12. The time of travel referred to the entire mining area of a shaft located
at an arbitrary point can be expressed in the following way :

m-1j i
1~ jciQki@ li+dj+ \jsd -(-ssth)-f-AQu2li+ di+ visdi+ Ssi)j "

n—1< i

' | Ee;QrH (2 h+dj-j- fsd s94)-j-§ Qu (2 Z4- dj 4- visdi + ss;,)<)
+ coQnfl (hm 4-hn 4-v0sdQ4- ssrho) 4+ co Qlo (F-Im + hn 4- V040« se0) (57,

where

(58)

moreover Qr” is the quantity of exploitable mineral reserves of the right hand
side of the level, Qu is the quantity of the exploitable mineral reserves on
its left hand, Z the length of the cross-cut of the level, dj is the projection
of the distance between levels, sdj is the distance of the centroidal strike line
of Qj from the airway of the level, ssrr is the distance of the centroidal dip line
of Qthii that of Qu from the axis of the cross-measure drift, m the number
of hanging wall cross-cuts, n the number of foot-wall cross-cuts.

The relationship refers to the case when the panel of mineral between
two levels is approached by the airway and left by the haulage road. Between
the two roads travel downward takes only place, the value of v has therefore
to be considered in this sense only.

By seeking extreme values, the two condition equations of the optimal
point can be determined.
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Let first be written

further (59)

m-1 3t

One condition-equation of the optimal point is thus :

(60)

13+
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The optimal point is on the dip bisectrix of the mining area weighted according
to the coefficient c.
For the other condition-equation will be written in the second place

m10i ot myﬂ o
1 9T + 9~hm 1 crQix cor Qo
further (61)
n-1 Qt 31 1~ . i
+ ————2"~ ¢Q c0-Q

T 91 9y 17 !

The other condition-equation of the optimal point is :

m—1 n—1

y ci Qi . (62)
[

The second condition-equation shows that in steep seams opened up by cross-cuts
the location of the optimal point is independent of the dip of the bed or of
its variation.

If the mineral reserves of the individual levels are equal or may be taken
practically for such and if besides this there is no difference between coefficients
c on the different levels, the second condition-equation takes the very simple
form :

m=n (63)

that is, the man shaft will be at the optimal point as long as the number of
hanging wall and of footwall cross-cuts is equal.

If besides the latter conditions the extensions of levels along the strike
is also equal, the first condition-equation also takes a very simple form

Qr,=QiJ" (64)

that is, the optimal point is on the dip line halving the mineral reserves. Without
any mathematical proof it is evident that the two condition-equations hold
according to their sense for the case as well, when there are several beds, not
only one, or there exists a group of beds. In this case only the roof of the topmost
bed will correspond to the roof of the unique bed. The same refers to the floor
or footwall.

Fig. 13 presents the case when the main haulage roads on the strike are
driven in the footwall measures of the mineral bed or group of beds. For instance,
the travel time for level No. Il may be expressed thus :
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*/| — cii {Qrhn [2 (hi + Ty Fdn) -\-vn msan + Ssrftu] + Qui 2 (hi+ ru + du) +

+ VIIsdll + Ss//] } (65)

It is sufficient to write so much, for it is evident that the optimal location of
the shaft is in this case too only a function of ss”*(ssfi), of ssn (ss;n) or of
This means that the two condition-equations hold for this case too.

Similarly, the validity of the two condition-equations can be demonstrated
for the case, when the main haulage roads on the strike are driven in the roof
measures of the mineral, or even amid the mineral beds, or in some one
of the group.

Finally, it may be laid down that the three basic principles also hold for
highly inclined measures. With their aid all other special problems can be
solved.
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SUMMARY

The paper gives general mathematical relationships for the location ofthe man shaft
(shaft of access) and of the time loss of underground travel.

In the first part a rectangular mining area is assumed, the longer side of which is parallel
to the general strike and the shorter side with the dip. Mathematical deductions lead to the
following three basic statements :

1. In the relationship of the time of travel the periods of walking along the strike, up
and down the dip appear separately.

2. Travel times are proportional to the static moment of areas, or of their mineral
reserves, respectively, referred to the strike and dip line passing through the shaft.

3. The optimum position of the man shaft is located on the dip line bisecting the mining
area of the shaft orits mineralreserves, respectively, and on a strike line that divides the mining
area, or its mineral reserves into two parts proportional to the pertinent mean speeds of circulation.

The validity of the three basic principles is also verified for a mining area of general
shape, and with their aid special cases are investigated. Finally, the special features of steep
measures are investigated.

DER ANSETZPUNKT DES EINFAHRSCHACHTES UND DER ZEITVERLUST
DER FAHRUNG UNTERTAGE

J. ZAMBO

ZUSAMMENFASSUNG

Der Aufsatz gibt allgemeine mathematische Zusammenhénge fiur die Lage des Einfahr-
schachtes und den Zeitverlust des Fahrens untertage.

In dem ersten Teile wird ein rechtwinkliges Schachtfeld angenommen, dessen langere
Seite dem Durchschnittsstreichen und dessen kiirzere Seite dem Durchschnittseinfallen parallel
liegt. Es ergeben sich folgende drei Grundsatze aus den mathematischen Ableitungen :

1. In der Beziehung der Zeit der Fahrung untertage erscheinen die Fahrungszeiten
im Streichen, auf Bremsbergen und in Gesenkfeldern gesondert.

2. Die Fahrungszeiten sind dem statischen Moment der Abbauflachen, bzw. deren
Mineralbestande, bezogen auf die durch den Schacht fihrende Streich- und Einfall-linie propor-
tional.

3. Der optimale Ansetzpunkt des Einfahrschachtes liegt auf der das Schachtfeld, bzw.
dessen Mineralvermégen halbierenden Einfall-linie, und auf der Streichlinie, die das Schacht-
feld bzw. dessen Mineralvermdgen derart in zwei Teile teilt, dass sie im Verhéltnisse der beziig-
lichen mittleren Fahrungsgeschwindigkeiten zueinander stehen.

Der Verfasser beweist die Gltigkeit der drei Grundsdtze auch fir ein Schachtfeld belie-
biger Form, und untersucht mit deren Hilfe einige Sonderfalle. Schliesslich werden die Sonder-
heiten der steilen Lagerung untersucht.

LA POSITION DU PUTTS D’ACCES ET LA PERTE DE TEMPS DUE A LA CIRCULATION
SOUTERRAINE

J. ZAMBO

RESUME

L’étude donne des relations mathématiques générales sur la position du puits d’acces
et la perte de temps due a la circulation souterraine.

Dans la premiere partie, on suppose un champs d’exploitation rectangulaire dont le
coté plus long est parallele a la direction générale du gisement, et dont le c6té plus court est
parallele a son pendage. Des déductions mathématiques, il résulte les trois principes suivants :
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1. Sous le rapport du temps de circulation, les périodes de circulation dans les champs
d’exploitation par plans inclinés et en descenderie apparaissent séparément.

2. Les temps de circulation sont proportionnels au moment statiques des aires ou ressour-
ces minérales des champs d’exploitation rapportés aux lignes de direction et de pendage passant
par le puits.

3. La position optimum du puits d’accés est située sur la ligne de pendage bisectrice
du champ du puits ou de ses ressources minérales, et sur la ligne de direction partageant ce
champ ou ses ressources minérales en deux parts proportionnelles aux vitesses moyennes de
circulation y relatives.

La validité de ces trois principes est aussi démontrée pour un champs d’exploitation
de puits d’une forme générale,puis quelques cas spéciaux sont éxaminés a I’aide de ces principes.
Les particularités des couches fortement inclinées sont enfin traitées par l'auteur.

PACMOJIOXXEHWE OMYCKHOWM LWAXTbl W MOTEPW BPEMEHU
MEPCOHAJIBHOIO ABWXXEHWA

A. SAMBO

PE3IOME

B paGoTe faeTcs 06Lias MaTeMaTMyecKas 3aBUCUMOCTb A5 ONpefeneHns MecTa 3aknag-
KW OMYCKHOI LIaXTbl 1 NOTEPU BPEMEHW MEPCOHANILHOTO ABUXKEHMUS.

B nepBoii yacTu NpefnonaraeTcs WaxXTHOe MOJe TaKol NpsIMOYro/ibHOW (hopMbl, ANNH-
Has CTOpPOHA KOTOPOIi Napanie/ibHa cpeAHeMY NPOCTUPAHUIO, a KOPOTKas CTOPOHA.— CPeHEMY
BOCCTaHMIO. Ha OCHOBE MaTeMaTW4YeCKUX BbIBOLOB MOXHO BbIBECTU TPWU OCHOBHbIX TEOPEMBI.

1 B 3aBMCMMOCTM BpPEMEHN MEPCOHANLHOTO [JBIXEHUA OTAeNLHO (UrypupyeT Bpems
NepcoHaIbHOTO AABMXKEHUS MO NPOCTMPAaHMI, HAKOHHOTO U TeppacHoOro nosei.

2. Bpemsi nepcoHasbHOr0 ABUXXEHMS MPOMOPLMOHANBHO CTaTUYECKOMY MOMEHTY, OT-
HOCALLLEMYCA K IMHAWN MPOCTMPaHNA M BOCCTAHWS, MPOXOAALLEro Yepes LIaxTy naowagei u,
COOTBETCTBEHHO, MUHEPANIbHOW 3a/exu.

3. ONTMMa/IbHOE MECTO 3aK/afKu OMYCKHOM LIaxThl HAXOAMUTCS Ha JIMHUW MafeHus u
BOCCTaHMsl, feNIsleM Ha [jBe YacTu LUAXTHOE MOJie W, COOTBETCTBEHHO, MUHEpa/IbHbIE 3a/1EXMU,
KOTOpas NMHWUS pas3fensieT LIaxTHOe Mofie W, COOTBETCTBEHHO, MUHEPAIbHbIE 3a/eXU Ha [Be
YacTW C TakMM pacyeToM, YTO MX NPOMOPUMUS WAEHTUYHA NPOMOPLUM COOTBETCTBYHOLMX UM
CKOpOCTSIM [JBUXEHMS.

ABTOp U [/15 LIAXTHOTO MOMs 06Lei hopMbl NOATBEPXKAAET TPU OCHOBHbLIE TEOPEMbI,
3aTemM C WX MOMOLLBIO MCCNeayeT creuyanbHble Clydau ; HaKOHeL 3aHMMaeTca CBOCTBaMMU
TKPYTbIX HAK/MOHHbIX 3aeXel.
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Joseph Geszti Avas born in Budapest in 1878. At the age of about 22 years
he graduated as mechanical engineer and later worked as designing engineer.
In addition, he became fascinated by questions connected with the earth’s history
and structure and in his free time, apparently mainly in the evening or even at
night, he did extensive research to increase his and our knowledge of the processes
which have produced the present structure of the earth. Starting at the age of
50 years he published a number of important papers concerning the development
of the earth. In many respects his methods and conclusions were far ahead of
those of his time and consequently did not find the attention which they deserved.
W hile some of his assumptions and results are now obsolete, others have been
restated later independently by other scientists.

In his first major publication (1929) he discussed effects of plastic deforma-
tions on processes in the earth’s crust. Pertinent laboratory data, provided mainly
by the fundamental research of Th. v. KARMAN had “furnished proof for the
fact” that rocks under high pressure “are subject to the same rules of plastic
deformation as metals.” For processes involving plastic deformation Geszti
formulated fundamental principles including the following : The volume of a
given body can be taken as constant during plastic deformation ; plastic deform-
ation requires stress differences in excess of the strength which resists plastic
deformation ; plastic deformation proceeds in such a way that the required
energy is a minimum considering the limitations by the given conditions.

Geszti applied these rules to processes involving plastic deformation
in the earth’s crust. If, for example, a portion of the crust is compressed, the
material must gradually move upward in the upper, downward in the lower part,
and these two parts must be separated by a surface which does not change its
position (“FlieBscheide”). He pointed out that on the assumption that during
such processes isostatic equilibrium is approximately maintained the ratio of the
material pressed above the surface to that forming the root (“Tiefenwulst”)
depends on the densities involved.

In this investigation Geszti discussed a variety of geological and geo-
physical problems. For example, he pointed out, that an increase of strain beyond
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the breaking strength in a layer at depth results in a sudden change in the stress
pattern and in earthquakes (p. 62). He also discussed problems involved in the
contraction theory and emphasized that in the investigation of shortening of the
earth’s crust during formation of mountains all three dimensions must be con-
sidered. It is not permissible, to “straighten out” folds or mountains above the
earth’s surface to find the contraction of the earth, as has been done frequently,
but the change in the whole crust must be taken into account. This has been
pointed out again recently, e. g. by Bullard (1951). Geszti calculated that the
contraction of the crust necessary to form the Alps was only about 16 per cent
of the present width, and not a hundred per cent or even more, as had been
claimed previously.

In a second publication (1929a) Geszti discussed the origin of ocean
basins. During an early stage of the earth, when temperatures at the surface were
high, most water existed in the form of vapor in the atmosphere. With increasing
cooling of the earth’s surface, water began to condense and accumulated in those
portions of the solid crust where the surface was at the lowest elevations. The
increase in weightin these regions ofthe first oceans was accompanied and followed
by isostatic movements. The condensation of the water must have produced
an additional rise of the continents, since their weight is balanced by the weight
of the ocean bottom plus that of the water. Geszti investigated in detail such
processes as well as effects of cooling and contraction of the deeper layers.

In afollowing publication (1930) Geszti discussed reasons for the existence
of higher and lower parts of the earth’ssurface at the time when the water started
to condense. He assumed that originally a layer of sial surrounded about evenly
simatic material. Thermodynamic processes which he attributed to inhomo-
geneities of the sial caused slow currents in which light surface material moved
from warmer to colder regions, heavier deeper material in the opposite direction.
Consequently, in warmer areas the thickness of the sialic cover decreased and
sima came closer to the surface. Isostatic processes then resulted in a sinking of
the heavier blocks with thin sial cover and an uplift of the lighter future conti-
nents with arelatively thick sial layer. Finally, the condensing water increased
the differences in surface levels as Geszti had pointed outin hisearlier publication.

In 1931 Geszti continued this investigation. He tried to explain the pro-
cesses which brought about the formation of the crustal layers (sial, sima, perio-
ditic layer) by differentiation of an original silicate melt. He pointed out that the
boundary between the granitic and basaltic layer in the continents is probably
not over 50 km deep, since otherwise too much heat would be produced by the
relatively high radioactivity in the granitic layer. He also discussed again the
differences in densities of the sial and sima layers and the corresponding differen-
ces in the thickness of the continental blocks.

A detailed discussion of processes which may have been involved in the
crystallization of the earth’s crust and of probable numerical values of pertinent
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constants led him to the following conclusions : The approximately homogeneous
outer part of the earth separated at still high temperatures into an upper silicate
layer and the lower heavy silicate-sulfide melt (p. 30). The silicate layer later
separated into the upper sial layer and the lower sima. These differentiations
occurred in the gravity field of the earth, mainly while the material was still
molten.

Wi ith increasing cooling, differentiation by crystallization started which
required an impulse for its beginning. As Geszti discussed in detail, the necessary
conditions were not met equally well in all regions. Consequently, differences
resulted between the speed of the processes in various parts of the crust which
produced the original contrasts between the future continental and oceanic
structures. Thus, the continents owe their origin to physical-chemical molecular
properties of the silicate melt. They are areas of the earliest differentiation pro-
cesses. Thier size depended mainly on the properties of the original magma and
on the developing horizontal differences in temperature gradients, while their
thickness was influenced by the increase in density of the crystals during phase
changes, by the viscosity and density of the melts, and especially by the melting
point of the first products of differentiation.

The last point in Geszti’s conclusions (p-38) includes the statement that
“the thickness of the crust depends on the increase in density of the crystals
during phase changes”. While it seems from the context that Geszti had in
mind primarily the change from the molten to the crystalline phase, it is not
impossible that he anticipated here much more recent findings that changes from
one solid phase to another may play an important role in the processes involving
the earth’s crust.

In his last publication (1937) Geszti went still farther back in the earth’s
history and investigated the separation of the earth’s interior into mantle
and core. He assumed that originally the earth was achemically homogeneous
body at a temperature above the critical point. Cooling disturbed this equi-
librium in the peripheric portions only. Near the surface subsequently components
precipitated which separated in the gravity field. On the other hand, in the deep
interior insignificant changes in the temperature and small gravitational forces
combined with high pressure and resulted in great stability. Thus, at an early
time in the earth’s history an upper zone of separation surrounded a deeper
portion which still consisted of the original mixture.

It was not possible that relatively small “drops” of heavy material, for
example iron, “rained” down to great depths as had been suggested earlier.
A relatively small heavy mass can not overcome the resistance of the deeper
material under the high pressure existing there. The smallest mass which a
body of heavier material must have to move downward inside the earth under the
effect of gravity depends mainly on the plasticity of the deeper medium and the
pressure at the given depth. The difficulty for diffusion of iron through the
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material of the earth’sinterior was discussed later, without reference to Geszti’s
publication, for example by Kuhn and Rittmann (1941) and by Urey (1951,
p. 270 ; 1952). Geszti believed that gradually small amounts of iron could
accumulate to a large iron body which finally could break through the original
melt towards the central portion of the earth.

At the earth’s surface, great changes must have accompanied such deep
seated revolutionary processes. Geszti suggested that each geological epoch
started with such movements of “iron oceans” towards deeper parts of the earth
and that then long periods of relative tranquillity followed while iron accumulated
at a relatively small depth, until again a mass large enough for a new break-
through had gathered. He discussed in detail consequences of these hypothetical
processes. For example, Geszti pointed out that iron masses accumulating
eccentrically could have produced polar movements and changes in climate.
Transgressions and regressions could indicate the time scale of the oscillations
produced by the repetitions of the deep seated processes. Moreover, the one-sided
location of continents could have been produced during early geological times by
the movement of the “iron oceans”, which may have broken through the deeper
portions of the earth repeatedly in the same general region and may have started
crustal currents towards the area below which they moved downward.

Tangential forces in the surface layers during these revolutions could have
been involved in the formation of folded mountains. Relatively narrow zones of
the crust should have been subject to larger tangential stresses than other areas ;
this resulted in greater mobility there and finally in geosynclines. Negative
gravity anomalies in these geosynclines could be accounted for by the smaller
density of the sediments which extend to great depth ; this explanation has been
supported by recent observations.

In course of time the length of the periods (each of which included the for-
mation of an “iron ocean” in the earth and its sinking to the core) should have
increased, and finally these processes should practically cease thus ending the
major phase of geotectonic activity in the earth.

After 1937, Geszti’s investigations were slowed down by the increasing
threat to the peace of the world. He was an ardent foe of Nazi domination, and
after an unsuccessful attempt to escape to Sweden, he went into hiding. During
the last days of the siege of Budapest in 1944, he was betrayed and taken to the
headquarters of the Nazi Party from where he never returned. A scientist, whose
investigations of the complicated problems of the earth’s history had been highly
successful and promised further valuable results, had been murdered by extremist
foes of humanity.

The author is indebted for bibliographic information to Dr. V. Conrad
(former editor of Gerlands Beitrdge zur Geophysik), Dr. A. Geteji (chief
editor, Hungarian Academy of Sciences), and Mr. O. P. Geszti (son of Mr.
Joseph Geszti).
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Major publications of Joseph Geszti

All following publications appeared in Gerlands Beitrdge zur Geophysik :

1929. Zusammenschub der Erdrinde. Bd. 21, S. 36—78.

1929a. Zur Frage der Entstehung der Kontinente und Ozeane. Bd. 22, S. 353—384.

1930. Die Entstehung der Kontinente. Bd. 27, S. 1—25.

1931. Die Entstehung der Kontinente (Fortsetzung). Bd. 31, S. 1—39.

1937. Schichtungsvorgang in einem inhomogenen schweren Weltkérper hoher Temperatur.
Bd. 49, S. 26-65, 232.
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PRO MEMORIAM JOSEPH GESZTI

Prof. B. GUTENBERG, Pasadena, California

ZUSAMMENFASSUNG

1878 in Budapest geboren, erwarb er mit 22 Jahren das Maschineningenieurdiplom, um
spéaterhin sich als Konstrukteur zu betdtigen. Neben dieser Tatigkeit bezeugte er ein lebhaftes
Interesse fur Fragen der Erdgeschichte und Erdstruktur. In seinen freien Stunden, widmete er
sich seinen Forschungen. Indem er seine Kentnisse vervollkommnete, brachte er Licht in
manche Fragen der Erdstrukturbildung. Er war in seinen Forschungsmethoden und Folgerun-
gen seiner Zeit in mancher Hinsicht voran, und so geschah es, dass ihm nicht die gebiihrende
Anerkennung zuteil wurde.

In seiner ersten grésseren Publikation (1929) behandelte er nebst geophysischen Prob-
lemen, die Auswirkungen der plastischen Umwandlungen der Erdkruste, wobei er die funda-
mentalen Regeln dieser Prozesse aufstellte.

Ferner hat er erkannt, dass die Schrumpfungstheorie bei der Gebirgsbildungstheorie
angewandt, sich auf drei Dimensionen stiitzen muss.

In einer anderen Arbeit (1929) befasste er sich mit der Entstehung des Ozeanbeckens.
In einer 1930 erschienen Verdffentlichung forschte er nach den Ursachen, die zur Zeit der W asser-
dampfkondensation die Hebungen und Senkungen der Erdoberflache begriindeten. In weiteren
Forschungen suchte er (1931) jene Prozesse zu erldutern, die zur Erdkrustenbildung beitrugen.
In seiner 1937 publizierten letzten Arbeithat erin Folge stets eingehenderer Studien, die Spaltung
der Erde zu Schale und Kern untersucht. Die durch ihn behandelten und teils oder zur Géanze
geldsten Fragen wurden spéterhin auch durch andere Autoren behandelt, jedoch ohne jede
Bezugnahme auf Geszti.

Als unerbittlicher Feind des Nationalsozialismus, wurde er 1944, in den letzten Tagen
der Belagerung von Budapest, durch die Nazi festgenommen und hingerichtet. Ein hervor-
ragender Gelehrter wurde ermordet, der in seinen Forschungen verwickelte geologische Fragen
beleuchtete und dessen Wirksamkeit zu weiteren Ergebnissen als Ausgangspunkt dienen kann

EN MEMOIRE DE JOSEPH GESZTI
Prof. B. GUTENBERG, Pasadena, Californie

RESUME

Jozsef Geszti est né en 1878, a Budapest. A I’age de 22 ans il obtient le dipléme d’ingénieur-
mécanicien et travailla, par la suite, comme ingénieur-constructeur.

Outre son travail d’ingénieur, il se passionna pour I’étude de problémes touchant la
genése et la structure de la Terre. Ses loisirs, et souvent une partie de ses nuits passérent a des
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a des recherches assidues portant sur les processus de formation de la structure actuelle du
globe. Ajoutons que ses méthodes d’investigation et ses déductions ont sur plus d’'un point
devancé les résultats scientifiques de son époque, ce qui fut sans doute cause du relativement
peu d’intérét qui fut alors accordé & ses travaux.

Sa premiére publication importante (1929) traite de I’effet des déformations plastiques
se produisant dans I’écorce terrestre. Geszti a établi les régies fondamentales des processus étant
a I’origine de ces déformations et a soulevé, dans la méme étude, des problémes géophysiques.
En parlant de la théorie de la contraction, il a bien vu la nécessité de considérer les trois dimensions,
lors de son application a la théorie de la formation des montagnes.

Dans une autre publication, parue la méme année, Geszti étudia le probleme de la for-
mation du bassin océanique. L’année suivante, il chercha a établir, dans une nouvelle étude,
les causes du dénivellement de la surface du globe terrestre a I’époque de la condensation des
vapeurs d’eau.

En 1931, Geszti poursuivit ses recherches. Il tenta de donner une explication des processus
ayant contribué a la constitution de I’écorce terrestre. Dans sa derniére publication parue en
1937, il chercha a remonter encore plus loin dans I’histoire du globe, en examinant le probléeme
de la séparation en une couche superficielle et un noyau central. Certains, probléemes soulevés
par Geszti, et dont il donna des solutions parfois définitives, ont été repris, dans la suite, par
d’autres auteurs ayant omis de se référer & ses publications.

Geszti fut un ennemi implacable du régime hitlérien. Aussi, aux derniers jours du siége
de Budapest, en 1944, fut-il arrété et exécuté par les nazis. On a perdu en lui un savant éminent,
dont les recherches si fructueuses sur I’histoire du globe étaient une brillante promesse pou,
I"avenir.

BOCIMOMVHAHWNSA O NOXXE®E FECTU
Mpoh. 6. TYTEHBEPI (MacageHa, KanudopHus)

PE3IOME

Moxedh lectn poguncs B bypanewTe B 1878 rogy. B 22 netHem Bo3pacTe OH Mony4umn
OUNTIOM MHXEeHepa — MexaHWKa, 3aTeM OH paboTan B KayecTBe MHXXeHepa — KOHCTPYKTopa.

Hapagy c BbINOMHAEMO MM MOBCEAHEBHON PaboTOW OH UCK/IKOUNTENbHO CWU/LHO 3aWH-
TepecoBancs BONPOCaMu, CBA3aHHbIMW C UCTOpPWe U CTPYKTYpoil 3emnun. Beuepamu, B cB06OA-
Hoe 0T paboTbl BPeEMS, 4aCcTO AaXe HOYbl0 OH YNOPHO paboTan Haf CBOMMW UCCNef0BaHWUAMMU,
4yTo6bl C 3TUM MPOABMHYTL BMEPE] Kak CBOM 3HaHWA, TaK W 3HaHWUA HayKu B OTHOLUEHWUUN Tex
NpoLEeCcCcoB, MPU NPOUCLLECTBAM KOTOPLIX (POPMMPOBANach COBPEMEHHas CTPYKTypa 3eMnu.
CnegyeT OTMETUTb, YTO €ro MeTOfbl UCC/eA0BaHU U CLeNaHHbIe UM BbiBOAbI BO MHOTMX OTHO-
LIEHMAX MPeB3OLN Hay4YHble JOCTUXKEHUA €ro 3noxu, U TakuMm 06pasoM MOrj0 Mpom3oinTy,
4TO Ha HUX He 06PaTWUIN BHUMaHWe B TakOl CTeMeHW, B KaKOW OHM 3TOr0 3aCnyXusanu.

B nepsom ero ony6ankoBaHHOM KpyrnHoMm Tpyae (1929) pa36upaeTcs BONPOC O AeACTBUM
NNacTUUHbIX fedopmaumii, NPOMCXOAALLMX B KOpe 3emnaun. [na npoueccoB, OXBAaTbIBAOLLMX
nnacTuuHble fedopmaumu, FecTu BbiBe/ (yHAaMeHTabHbIe Npasuia. B aToit ceoelt paboTe oH
3aHUMancs Takxe reofpusnyeckumu npobnemamm. OH 06paTUN BHUMaHWe YyuTaTeNlen n Ha To,
4TO YTO B CBA3W C TEOPWEN KOMMPECCUU — eCnii MPUMEHNTb ee 41 Teopun 06pa3oBaHns rop —
HeobX04MMO Y4UTbIBaTb BCE TPWU Pa3sMEpPHOCTU.

B agpyrom ero coobuieHnn ecTn paccmartpusaeT npo6nemMy BO3HUKHOBEHWA [1HA OKEaHOB.
B coobLeHum, onybnvkosaHHoM vm B 1930 rogy, oH UccnefyeT NpuUunHbl, BCNeCTBUE KOTOPbIX
B3MOXY KOHAeHCaLlWy BOASHOr0 napa UMENCh BO3BbILLEHHbIE U NOTPY>KEHHbIe YacTN Ha MoBepX-
HOCTW 3eM/Iu.

B 1931rogy npofo/mkan cBov muccnefoBaHus. M 6bina chenaHa nonbiTka 4aTh 06bACHe-
HVe TeM npoLeccam, KOTopble CNOCOBCTBOBa/IM 06Pa30BaHN0 Kopbl 3eMHOrO Lapa. B nocnefHem
ero coobLeHuu, ony6mkoBaHHOM B 1937 rofy OH noLuen eule fansiue B 061aCTV UCCefoBaHuNA
ncTopuy 3eMnun, 1 OH UCCNefioBan pas3obLleHVe 3emn, Kak eiyVHoro Lenoro, Ha 060104Ky U
Aapo. MogHATble MecTn Npo6nemMbl, KOTOPbIE UM YACTUYHO W/IW MOMHOCTBIO YXKe Oblnv peLleHsl,
Fos,que M3yyYanncb TakKxe SPYyrMMun aBTopamu, OfIHAKO MpW 3TOM He CCbiNascb Ha COOOLLEHMA

ecTu.

[ecTn 6bIN HENPEK/IOHHBIM BParoM HaLMCTCKOro pexxuma. Tak MOrfo Cy4uTbes, YTo B
nocnegHve fHu ocafpl BypanewTa B 1944 rogy HauucTbl apecToBanu 1 younu ero. OHW NOKOH-
UMW C XKM3HBIO TAKOTO BbIAAIOLLEr0Cs YHEHOro, MCCNeA0BaHMA KOTOPOro B 061aCTH O4eHb COX-
HbIX BOMPOCOB NCTOPWM 3eM/IN BblNIN OYeHb YCMELHbIMUY, U paboTbl KOTOPOrO CAYXWUAN ANS LOC-
TVWXKEHWA JanbHERLLIMX yCrnexos.



INDEX

Szidarovszky, J. : A Practical Solution for Stiffened Suspension Bridges of Variable Inertia
Moment and its Application to Influence-Line Analysis — Praktische Ldsung der
Berechnung einer Hangebriicke mit Versteifungsbalken von verédnderlichem Inertie-
moment und ihre Anwendung bei der Berechnung mittels Einflusslinien — Solution
pratique pour le calcul d’un pont suspendu a poutre de raidissement et moment
d’inertie variable et son application au calcul par lignes d’influence —
A. CI/I,CI,apOBCKVIZ I'IpaKqueCKoe PeLeHne Buca4ero mMocta C nepemMeHHbIM MOMEH-
TOM WMHEpUMnM U NpUMeHeHue [nda pacyeToB TIMHUA BANSHUA oo

Bajcsay, P.—Lovass-Nagy, V. : The Generalization of some Relations of the Four-terminal
Theory by Means of Hypermatrices — Verallgemeinerung einiger Beziehungen der
Vierpoltheorie mittels Hypermatrizenrechnung — Généralisation de quelques rap-
ports de la théorie de quadripoles par calcul hypermatriciel — M. Baiiyan ¥
B. JloBaw-Hagb : O606LeHVe ¢ runepMaTprLamMmy HEKOTOPbIX 3aBUCMMOCTEN YeTbl-
PEXTIOSTIOCHOM TEOPMM  .eeeeeieeeeeieeceeieieesieeseeesesaeseseseseese e seeesesesessesenesessesesessnsesenssesnsens

Balogh, A.: New Method for the Calculation of the Natural Frequencies of Torsional
Vibration — Beitrag zur Berechnung der Eigenschwingungszahlen von Torsions-
schwingungen — Contribution a la détermination de la fréquence propre des oscil-
lations de torsion — A. banor: K onpeneneHno 4yncna COOCTBEHHbIX KonebaHwui
KPYTUMBHBIX  KOMEBAHMIA  ...vvveeecieniieieic ettt sessesene s

Huszar, 1. : Das Spannungsfeld im Streifen eines zugbeanspruchten T-férmigen Flach-
stabes — Stress Field due to Tensile Load in the Leg of a T-shaped Flat Bar —
Le champ de tension apparaissant dans la toge d’une barre plate en T, provoqué
par une charge de traction — W. Xycap: [lone HanpsXeHWi, BO3HMKalOLLEe B
I'IpO,CI,OI'IFOBaTOVI 4acTtun T-06pa3Horo MNOCKOIro CTepXHA nopg BO3,CI,EI7ICTBVI€M
PACTATAROLLENA HATPYZKM .ooiieeereniesieieeieaeeeesestesesesessesesesessssesesessesenssessesssessesesensssssesensnes

Simonyi, K. : Eine Beschleunigungsanlage mit einem Kaskadengenerator von 800 kV —
An Accelerating Plant with a 800 kV Cascade Generator — Une installation d’ac-
célération avec un générateur en cascade de 800 kV — K. IHIUMOHU: YCKOpU-
TeNlbHOe YCTPONCTBO C 800 KB KACKAAHBIM TEHEPATOPOM  ..vovvreeeerereeeereneseeeeneseseenanes

Heged(s, Z. : Durch Zunderbildung verursachte Gefiigeverdnderungen und technologische
Fehlerin der warmgewalzten Bronze Bz 5— Changes of Structure and Manufacturing
Faults Caused by Scaling, in Hot-rolled Bz 5 Bronze — Altérations structurales et
défectuosités de fabrication provoquées par l'oxydation du bronze Bz5 laminé a
chaud — 3. Xeregiow: V3mMeHeHUs CTPYKTYpbl U NPOM3BOACTBEHHble AeeKThl,
Bbl3BaHHblE BC/eCTBNE 06pa303aHV|;| OKa/IMHbl B C/ly4ae FOpHHEKaTaHHOVI
BPOHSbI BZ 5 ettt ettt et ne e

Boldizsar, T. : Temperature Drop of Incompressible Fluids Rising in Boreholes — Tem-
peraturerniedrigung der in Bohrléchern aufsteigenden Flissigkeiten — La diminu-
tion de température des liqguides montant du trou de forage — T. bBonbgu>kap :
CHmxXeHune Temneparypbl )KI/I,CI,KOCTeVI, nogHMMarownxca B 6yDOBbIX CKBa)XXMHaXx

Szendy, Ch. : Transformation of a Three-phase Alternating-current System with the Aid
of Matrix Calculus — Transformation von Dreiphasen-Wechselstromsystemen mit
Hilfe der Matrizenrechnung — Transformation d’un systéme alternatif triphasé
a l'aide du calcul — K. Cengu: TpaHcopmauns TpexdasHoi cucTembl nepe-
MEHHOIo TOKa C MOMOLWbHD MAaTPUYHOTO MCHUCNEHUA ..o

249

293

311

333

353

363

371



Csonka, P. : Substitution Method for the Approximate Solution of Stability Problems of
Plane-framed Trusses with Rigid Joints — Substitutionsverfahren zur angenéher-
ten Losung von Stabilitatsproblemen ebener Rahmentrager — Procédé de substitu-
tion pour la solution approximative des problémes de stabilité des portiques
multiples ou treillis — T1. UYoHka: 3amewjatowjuii mMeTog ANS NpUBANKEHHOMN
TPAKTOBKU 3afjay CTabM/IbHOCTU, KAcCAlOLMXCA MIOCKOCTHBIX (EPM ...coovereeenen. 405

Zambo, J. : Location of the Man Shaft and Time Lost in Underground Travel — Der
Ansetzpunkt des Einfahrschachtes und der Zeitverlust der Fahrung untertage —
La position du puits d’acces et la perte de temps due a la circulation souterraine —
A. 3amb0 : PacnonoxxeHne OMyCKHOW LWaxTbl U NOTEPU BPEMEHW MEPCOHANILHOIO

LBUDKEHMA oottt e bbbt b e b e e s e e e e b e b e b e bt eb e bt e bt e bt e e e e e e 415
Gutenberg, B. : In Memo6ridm Joseph Geszti— Pro Memo6ridm Joseph Geszti— En mémoire
de Joseph Geszti — B. T'yTeH6epr: BocnoMuHaHua o Voxede TeCTu............... 459

A kiadasért felel az Akadémiai Kiaddé igazgatdja Miszaki felelés: Farkas Sandor
: 18 (A/5) iv, 108 é&bra, 2 melléklet

A kézirat nyomdéaba érkezett: 1957. I1X. 4. Terjedelem :
43334/58 — Akadémiai Nyomda, V.. Gerléczy-u. 2. — Felelds vezetd: Bernat Gyorgy



The Acta Tecliuica publish papers on technical subjects in English, German, French
and Russian.

The Acta Tcchnica appear in parts of varying size, making up one volume.

Manuscripts should be addressed to :

Acta Tcchnica
Budapest 62, Postafiok 410.

Correspondence with the editors and publishers should be sent to the same address.
The rate of subscription to the Acta Technica is 110 forints a volume. Orders may
be placed with “Kultura” Foreign Trade Company for Books and Newspapers (Budapest,
V1. Népkoztarsasdg UGtja 21. Account No. 43-790-057-181) or with representatives abroad.

Les Acta Technica paraissent en francais, allemand, anglais et russe et publient des
travaux du domaine des sciences techniques.

Les Acta Technica sont publiés sous forme de fascicules qui seront réunis en un volume.

Ou est prié d'envoyer les manuscrits destinés a la rédaction a I’adresse suivante :

Acta Technica
Budapest 62, Postafiok 440.

Toute correspondance doit étre envoyée u cette méme adresse.

Le prix de l'abonnement est de 110 forints par volume.

On peut s'abonner & I’Entreprise pour le Commerce Extérieur de Livres et Journaux
«Kultura» (Budapest, VI. Népkdztarsasdg uUtja 21. Compte-courant No. 43-790-057-181) ou
a I’étranger chez tous les représentants ou dépositaires.

«Acta Technica» ny6/MKyHOT TpakTaTbl M3 06/1aCTU TEXHUYECKMX HAyK Ha PYCCKOM,
HEMELIKOM, aHTIMACKOM U (hpaHLYy3CKOM si3blKax.

«Acta Technica» BbIXOAAT OTAEMbHLIMU BbIMyCKaMu pa3HOro o6bema. HeckonbKo Bbl-
MyCKOB COCTaBASOT OAWH TOM.

MpeAHasHayeHHble A5 Ny6AMKALMW PYKOMUCK CleflyeT HanpaBisTh MO afpecy :

Acta Technica
Budapest, 62, Postafiok 440.

Mo aToMy e afpecy HanpaBNATb BCAKYH KOPPECNOHAEHUMIO ANA pefakuum 1 afMu-
HUCTpauuK.

MoanucHas ueHa «Acta Technica» 110 ¢opnHTOB 3a TOM. 3akKa3sbl MPUHUMAET MNpes-
NpuSTUE MO BHeLUHel ToproBfie KHUI U raseT «Kultura» (Budapest, VI., Népkoztarsasag
Utja 21. Tekywmit cyeT Ne 43-790-057-181) wam ero 3arpaHuuYHble MpPeACTaBUTENbCTBA U
YMOMTHOMOYEHHBIE.



r4,—

Ft



	1-2. szám����������������
	Ignácz, P.: The Load Capacity of Transformers in Asymmetrical Operation������������������������������������������������������������������������������
	Zajta, A.: Untersuchungen über die Verallgemeinerungen der Newton-Raphsonschen Wurzelapproximation (II)��������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Veres, I.: Untersuchungen über das Verhalten des Ti-Gehaltes von Kola-Phosphat bei der magnetischen Scheidung��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Hangos, I.: Influence of Binders upon Surface Brightness of Cathode-ray Tube Screens�������������������������������������������������������������������������������������������
	Marschalkó, B.–Barna, J.: Über das Viskositätstemperatur-Verhalten von Flüssigkeiten und dessen Funktionen�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Balogh, A.: Ermittlung der Eigenschwingungszahlen bei Torsionsschwingung mit äusserer Dämpfung�����������������������������������������������������������������������������������������������������
	Millner, T.–Sass, L.: Einfluss geringer Mengen von Verunreinigungen auf die Warmhärte des Wolframmetalls���������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Tárczy-Hornoch, A.: Über die Winkelprismen der Geodäsie��������������������������������������������������������������
	Csonka, P.: Pure Bending of Lattice Trusses with Parallel Chords�����������������������������������������������������������������������
	Benedikt, O.: Eine neue Berechnungsmethode für komplizierte, stark gesättigte magnetische Kreise�������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Verő, J. A.: Contribution to the Estimation of MS from the Composition of Steels���������������������������������������������������������������������������������������
	Geleji, A.: Eine neue Walztheorie����������������������������������������
	Schleicher, A.: In Memory of Anthony Kerpely Sen. (1837–1907)��������������������������������������������������������������������

	3-4. szám����������������
	Szidarovszky, J.: A Practical Solution for Stiffened Suspension Bridges of Variable Inertia Moment and its Application to Influence-Line Analysis��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Bajcsay, P.–Lovass–Nagy, V.: The Generalization of some Relations of the Four-terminal Theory by Means of Hypermatrices������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Balogh, A.: New Method for the Calculation of the Natural Frequencies of Torsional Vibration���������������������������������������������������������������������������������������������������
	Huszár, I.: Das Spannungsfeld im Streifen eines zugbeanspruchten T-förmigen Flachstabes����������������������������������������������������������������������������������������������
	Simonyi, K.: Eine Beschleunigungsanlage mit einem Kaskadengenerator von 800 kV�������������������������������������������������������������������������������������
	Hegedüs, Z.: Durch Zunderbildung verursachte Gefügeveränderungen und technologische Fehler in der warmgewalzten Bronze Bz 5����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Boldizsár, T.: Temperature Drop of Incompressible Fluids Rising in Boreholes�����������������������������������������������������������������������������������
	Szendy, Ch.: Transformation of a Three-phase Alternating-current System with the Aid of Matrix Calculus��������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Csonka, P.: Substitution Method for the Approximate Solution of Stability Problems of Plane-framed Trusses with Rigid Joints�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Zambó, J.: Location of the Man Shaft and Time Lost in Underground Travel�������������������������������������������������������������������������������
	Gutenberg, B.: In Memoriam Joseph Geszti�����������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	_1���������
	_2���������
	_3���������
	_4���������
	_5���������
	_6���������
	1��������
	2��������
	3��������
	4��������
	5��������
	6��������
	7��������
	8��������
	9��������
	10���������
	11���������
	12���������
	13���������
	14���������
	15���������
	16���������
	17���������
	18���������
	19���������
	20���������
	21���������
	22���������
	23���������
	24���������
	25���������
	26���������
	27���������
	28���������
	29���������
	30���������
	31���������
	32���������
	33���������
	34���������
	35���������
	36���������
	37���������
	38���������
	39���������
	40���������
	41���������
	42���������
	43���������
	44���������
	45���������
	46���������
	47���������
	48���������
	49���������
	50���������
	51���������
	52���������
	53���������
	54���������
	55���������
	56���������
	57���������
	58���������
	59���������
	60���������
	61���������
	62���������
	63���������
	64���������
	65���������
	66���������
	67���������
	68���������
	69���������
	70���������
	71���������
	72���������
	73���������
	74���������
	75���������
	76���������
	77���������
	78���������
	79���������
	80���������
	81���������
	82���������
	83���������
	84���������
	85���������
	86���������
	87���������
	88���������
	89���������
	90���������
	91���������
	92���������
	93���������
	94���������
	95���������
	96���������
	97���������
	98���������
	99���������
	100����������
	101����������
	102����������
	103����������
	104����������
	105����������
	106����������
	107����������
	108����������
	109����������
	110����������
	111����������
	112����������
	113����������
	114����������
	115����������
	116����������
	117����������
	118����������
	119����������
	120����������
	121����������
	122����������
	123����������
	124����������
	125����������
	126����������
	127����������
	128����������
	129����������
	130����������
	131����������
	132����������
	133����������
	134����������
	135����������
	136����������
	137����������
	138����������
	139����������
	140����������
	141����������
	142����������
	143����������
	144����������
	145����������
	146����������
	147����������
	148����������
	149����������
	150����������
	151����������
	152����������
	153����������
	154����������
	155����������
	156����������
	157����������
	158����������
	159����������
	160����������
	161����������
	162����������
	163����������
	164����������
	165����������
	166����������
	167����������
	168����������
	169����������
	170����������
	171����������
	172����������
	173����������
	174����������
	175����������
	176����������
	177����������
	178����������
	179����������
	180����������
	181����������
	182����������
	183����������
	184����������
	185����������
	186����������
	187����������
	188����������
	189����������
	190����������
	191����������
	192����������
	193����������
	194����������
	195����������
	196����������
	197����������
	198����������
	199����������
	200����������
	201����������
	202����������
	203����������
	204����������
	205����������
	206����������
	207����������
	208����������
	209����������
	210����������
	211����������
	212����������
	213����������
	214����������
	215����������
	216����������
	217����������
	218����������
	219����������
	220����������
	221����������
	222����������
	223����������
	224����������
	225����������
	226����������
	227����������
	228����������
	229����������
	230����������
	231����������
	232����������
	233����������
	234����������
	235����������
	236����������
	237����������
	238����������
	239����������
	240����������
	241����������
	242����������
	243����������
	244����������
	245����������
	246����������
	247����������
	248����������
	248_1������������
	248_2������������
	248_3������������
	248_4������������
	249����������
	250����������
	251����������
	252����������
	253����������
	254����������
	255����������
	256����������
	257����������
	258����������
	259����������
	260����������
	261����������
	262����������
	263����������
	264����������
	265����������
	266����������
	267����������
	268����������
	269����������
	270����������
	271����������
	272����������
	273����������
	274����������
	275����������
	276����������
	277����������
	278����������
	279����������
	280����������
	281����������
	282����������
	283����������
	284����������
	284_1������������
	284_2������������
	285����������
	286����������
	287����������
	288����������
	289����������
	290����������
	291����������
	292����������
	293����������
	294����������
	295����������
	296����������
	297����������
	298����������
	299����������
	300����������
	301����������
	302����������
	303����������
	304����������
	305����������
	306����������
	307����������
	308����������
	309����������
	310����������
	311����������
	312����������
	313����������
	314����������
	315����������
	316����������
	317����������
	318����������
	319����������
	320����������
	321����������
	322����������
	323����������
	324����������
	325����������
	326����������
	327����������
	328����������
	329����������
	330����������
	331����������
	332����������
	333����������
	334����������
	335����������
	336����������
	337����������
	338����������
	339����������
	340����������
	341����������
	342����������
	343����������
	344����������
	345����������
	346����������
	347����������
	348����������
	348_1������������
	348_2������������
	349����������
	350����������
	351����������
	352����������
	353����������
	354����������
	355����������
	356����������
	357����������
	358����������
	359����������
	360����������
	361����������
	362����������
	363����������
	364����������
	365����������
	366����������
	367����������
	368����������
	369����������
	370����������
	371����������
	372����������
	373����������
	374����������
	375����������
	376����������
	377����������
	378����������
	379����������
	380����������
	381����������
	382����������
	383����������
	384����������
	385����������
	386����������
	387����������
	388����������
	389����������
	390����������
	391����������
	392����������
	393����������
	394����������
	395����������
	396����������
	397����������
	398����������
	399����������
	400����������
	401����������
	402����������
	403����������
	404����������
	405����������
	406����������
	407����������
	408����������
	409����������
	410����������
	411����������
	412����������
	413����������
	414����������
	415����������
	416����������
	417����������
	418����������
	419����������
	420����������
	421����������
	422����������
	423����������
	424����������
	425����������
	426����������
	427����������
	428����������
	429����������
	430����������
	431����������
	432����������
	433����������
	434����������
	435����������
	436����������
	437����������
	438����������
	439����������
	440����������
	441����������
	442����������
	443����������
	444����������
	445����������
	446����������
	447����������
	448����������
	449����������
	450����������
	451����������
	452����������
	453����������
	454����������
	455����������
	456����������
	457����������
	458����������


