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TIP RELIEF ON SPUR GEARS
Prof. E . V ID É K Y

D . O P  E N G . SO .

[Manuscript received D ecem berl8 , 1952]

Alphabetic list o f  symbols

e =  peripheral speed a  =  pressure angle
e =  lim iting point o f  the active len gth  e =  length  o f contact foregone for tip  relief

of contact % — angle defined in Fig. 1.
h =  distance A — difference
n =  number o f revolutions per m in. Subscripts
r =  radius a t un it m odule v — relative to  tip  re lie f involute
s =  tooth thickness w — relative to (W ill's) pitch c ircle  o f gear
t — circular p itch  cutting
v  =  width o f tip  relief on crest e =  relative to  start o f  tip  relief
z — number o f teeth  q =  relative to  base circle
A  — ratio к  — relative to  addendum circle
C =  pitch point Indices etc.
E  =  lim iting poin t o f contact 1 or' =  relative to pinion
G =  root point o f the involute 2 or" =  relative  to  wheel
M  — m odule Л  =  relative to  the point o f in tersection  o f  right
О =  center and le ft tooth  profiles
R  — radius (actual length) [ ] =  arbitrary ; also : littérature references

r-'-s =  corresponding value to be taken from  table

The  ro o t o f  th e  d riv ing  to o th  en te rin g  in  engagem ent s tr ik e s  a g a in s t the  
sh a rp  tip  o f th e  driven  one. T h e  ra d iu s  of cu rv a tu re  on th e  tip , i f  n o t  re lieved , 
d rops sudden ly  to  zero an d  th e  H e rtz ia n  stress rises consequently  to  in fin ite . 
T h e  preceeding d riv in g  to o th , w h ich  is s im u ltaneously  ab o u t to  p a ss  o u t of 
c o n ta c t, is m ore deflected  th a n  its  d riven  m ate , th e  leverage on i t  b e in g  g rea te r. 
T h e  following d riv in g  to o th  th u s  reaches th e  geom etrical co n tac t p o in t  p re m a ­
tu re ly , knock ing  ag a in st th e  sh a rp -tip p ed  d riv en  to o th . In  red u c tio n  
gears th e  p in ion  is d riv ing, in  s tep -up  d rives, inverse ly , th e  w hee l, th e  
te e th  of w hich a re  generally  w eakened  a t  th e ir  ro o ts  b y  usually  n e g a tiv e  p ro ­
file  d isp lacem en t.

T hus on reduc tion  gears th e  im p ac t is genera lly  sligh ter th a n  on s tep -u p  
d rives. [1 ] T he sh a rp  im pact of p ick in g  up  th e  lo ad  is agg ravated  b y  d e flec tion . 
H ow ever, th e re  is also an o th e r source of im p ac t, th e  inev itab le  e rro rs  o f  gear 
c u ttin g , w hich increase th e  force o f  th e  form er. T h e  sharpness o f th e  t ip  alone 
suffices to  b re a k  th e  oil film , th is  is all the  m ore produced  by  d e flec tio n , and 
recognition  o f all th is  calls for t ip  re lie f on th e  driven  to o th .

1*
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R egard ing  th e  sh a p e  a n d  size of relief, th e  follow ing m ay  he observed  :
1. T ip relief sh o rte n s  th e  length  of c o n ta c t, th ere fo re  its  d ep th  should be 

r e a s o n a b ly  small, a n y w a y  k e p t  out of th e  lin e  o f  ac tion  of o re  p a ir  o f te e th , 
(i. e . o f  tw o pairs o f  te e th ,  i f  th e  ra tio  of c o n ta c t exceeds tw o).

2. The relief sh o u ld  h a v e  a sm ooth tr a n s it io n  to  avoid v ib ra tio n s.
3. As for d im ensions o f  the  tip  re lief th e  follow ing holds :
a )  D enoting th e  w id th  of crest on th e  u n re liev ed  to o th  w ith  : Sk  and 

t h a t  o f  th e  relieved one w ith  : Skv, s/c—SKV =  2 • v , w here v equals th e  relief 
th ic k n e s s . I t  should be  s l ig h tly  more th an  th e  su m  o f th e  deflection  o f  th e  p re­
c e d in g  driving to o th , a n d  o f  errors of in d ex ing  a n d  profile  form , all m easured 
on th e  addendum  circle .

b)  The depth o f  th e  t i p  re lief is ch a rac te rised  b y  rad ius R c corresponding 
to  c =  th e  foregone le n g th  o f  contact. B o th  o f  th e m : v an d  R , depend  m uch 
on lu b rica tio n  prob lem s to o ,  w hich are n o t  y e t  cleared  sa tisfac to rily  ; th is 
p a r t  o f  the  question w ill b e  le ft undiscussed. A n o th e r  consideration  suggests, 
t h a t  in  step-up drives th e  t i p  relief, now on th e  p in io n  te e th , should  be sligh tly  
g re a te r  th an  required  on  th e  wheel tee th  in  sp eed  reduc tion , th e  deflection  of 
w h e e l- te e th  being g e n e ra lly  g reater th a t  t h a t  o f  p in ion  te e th , as m entioned  
a lre a d y . Due to a fu r th e r  considera tion , in red u cers  th e  tip  re lief should be de­
c re a se d  w ith  increasing r a t io .  In  the  lim it case A  =  1 b o th  addendum  circles cu t 
o f f  th e  line of co n tac t in to  sym m etrically  eq u a l sections w ith  reference to  C. In  
sp e e d  reducers, h ig h er r a t io ,  conventional p ro file  d isp lacem ent supposed, the 
a c t iv e  h a lf  of the  line o f  c o n ta c t  — lim ited  b y  th e  in te rsec tin g  ad d en d u m  circle of 
th e  w heel — decreases, ( t h a t  of the  pinion on th e  c o n tra ry  increases) ; conse­
q u e n t ly  less contact le n g th  h as  to  be foregone fo r  t i p  relief. In  speed-up drives 
th e  s itu a tio n  is the  rev e rse .

T ip  relief can be e x e c u te d  by:
A )  P laning (h o b b in g  o r shaping)
B J  By g rind ing . (G rin d in g  of orig inally  h a rd  m ateria ls  is exceptional, 

a n d  o n ly  practicable a t  a h igh  degree of h a rd n e ss .)
I t  will be ex am in ed  h o w  claims under 1., 2. a n d  3. can be m et b y  analyzing  

th e  w ork ing  m ethods.

A  )  Tip relief by p lan in g

T h e  m ajo rity  o f  g e a r  drives serve sp eed  red u c tio n  purposes, w here the 
t e e th  o f the wheel a re  d riv en . The w heel is  generally  m ade o f orig inally  
h a r d  m ateria l, p a r t ly  b e c a u se , as experience show s, fric tion  is less betw een 
d if fe re n t  m aterials, p a r t ly ,  because h a rd en in g  w heels o f la rger d im ensions is 
d if f ic u lt  and u n d e p e n d a b le . To secure p e rfec t u n ifo rm  tip  re lief on all tee th , 
i t  is  exped ien t to  g e n e ra te  i t  b y  an arc o f  a n  in v o lu te  of som ew hat g rea ter
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p ressu re  angle th a n  th a t  o f th e  to o th  pro file . P lan ing  tools are  : th e  c u tte r  
ra c k , th e  w orm  hob and  th e  c u t te r  p in io n .

a) T ip  re lie f by cutter rack

T he earliest m ethod  ap p lied  specially  m odified  c u tte r  rack s, according 
to  th e  BSS (F ig . 2 ) .  The s tra ig h t  c u ttin g  edges are from  a d is ta n c e  h above

a n d  u n d e r  th e  p itch  p o in t g en tly  cu rv ed , increasing  th e  th ick n ess  o f  th e  deden- 
d u m  o f th e  c u tte r  te e th  an d  d ecreasin g  i t  on th e  addendum  line. T h e  th ick ­
ened  ro o t th u s  generates the t ip  re lie f  an d  th e  decreased to p  th ick n ess  produces 
a ro o t rise  on th e  gear tee th  in  o rd e r  to  p ro long  th e  co n tac t a t  i ts  e n d , w here 
th e  ad d en d u m  o f th e  d riv ing  to o th , de flec ted  u n d e r load, w ould  so be  enabled  
to  keep  up  co n tac t a little  longer as a com pensation  for th e  loss cau sed  b y  tip  
re lief. H ow ever, th e  shape of th e  g ea r te e th  v aries w ith  the  n u m b er o f  te e th , th u s  
d iffe ren tly  m odified  c u tte r  p ro files w ould  be w an ted  n o t alone for a ll m odules,
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b u t  fo r all num bers o f te e th  p e r m odule to o . To red u ce  th e  g rea t n u m b e r of 
re q u ire d  c u tte r  ra c k s , g roups w ere composed o f  c e r ta in  num bers of te e th , w ith in  
w h ich  th e  a lte ra tio n  o f  th e  p ro files rem ains neglig ib le , and  th e  sam e c u tte r  
ra c k  m ay  be used.

Sm all n u m b ers  o f te e th  do no t allow large g roups, b u t  w ith  large n u m b er 
o f te e th  th e  d ifference  is less. (This grouping of to o ls  revokes th e  m eth o d  o f old 
tim es  w ith  form ed m illing  c u tte rs .)  The size o f th e  t ip  re lie f how ever is n o t  y e t 
s e tt le d  th e rew ith , [3 ] as deflec tion  varies also w ith  load , and so d iffe ren tly  
m od ified  cu tte rs  w ould be w an ted  for d iffe ren t lo ad s. L oad  is besides ra re ly  
s te a d y , an d  even in  th is  case, th e re  is alw ays a s ta r t in g  an d  a s topp ing  period .

A p a r t  from  th e  g re a t n u m b e r  o f tools needed , a n d  th e  difficulties of p roducing  
su ch  n o t  stra ig h t-ed g ed  c u t t e r s ,— b rie fly : [ th e  h ig h  costs o f th eB S S  t ip  re lie f 
to ta l ly  d isregarded  — , th e  e ssen tia l deficiency o f  i ts  la ck  of a d ju s ta b ility  to  a 
given lo ad  m axim um  rem a in s .

A d ju stab le  an d  p e rfec t t ip  relief can be p ro d u ced  m uch sim pler an d  w ith  
on ly  a single s tra ig h t-ed g ed  c u tte r  rack  per m odule, hence decidedly m ere cheap ly , 
in a w ay  to  be exposed  la te r  ( F ig. 3J, w hich, how ever, does no t p roduce  roo t 
rise . T he prom ised p ro lo n g a tio n  o f c c n ta c t b y  th e  BSS ro o t rise m ay  be useful 
in  speed  reducers, b u t  is i t  r a th e r  harm fu l in  s te p -u p  d rives, as th ere  th e  deflec­
tio n  o f  th e  d riv ing  w h ee l- to o th  is th e  g rea te r one. E v e n  speed reducers can  p ro fit 
b y  i t  o n ly  a t  a d e fin ite  lo a d . So roo t rise can be  co n fid en tly  dispensed w ith , all 
th e  m ore, as th e  loss o f le n g th  of con tac t is fo r th e  m ost p a r t  only  th eo re tica l, 
as i t  w ill appear la te r .  T h e  essen tia l of th e  above m en tio n ed  m ethod  o f execu­
tio n  o f  t ip  relief consists  in  th e  exchange of th e  o rig in a l c u tte r  rack , a f te r  fin ished  
w o rk , fo r an o th er o f a  so m ew h at g rea ter p ressu re  ang le , w ith o u t chang ing  th e  
se t-u p , a n d  th en  to  c u t a ro u n d  th e  a lread y  f in ish e d  gear to  th e  w an ted  d ep th
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Fig. 3

Before d e ta iling  th is  sim ple a n d  rap id  opera tion  its  k inem atics a n d  geom ­
e try  w ill be tre a te d . T he d a ta  o f  th e  o rig in a l gear are know n, am o n g  th em  
th e  th ickness of te e th  on th e  m ach in in g  (W illis) p itch  circle: s«, w hich  depends
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ott th e  applied  p ro file  d isp lacem en t, an d  th e  p ro v id ed  back lash  ; fu r th e r  : 
th e  th ic k n e ss  of te e th  on th e  base circle : s G =  вц, • cos a w -j- 2 • r 0 • in v  a H _ 
T he p ressu re  angle o f th e  re lie f  c u tte r  : av a w is also given. T he base  circle 
co rresp o n d in g  to  a„ w ould  be: r 0v =  r w • cos av.

I n  F ig . 3 th e  o rig in a l invo lu tes of th e  p ro file  are p resen ted  b y  solid lines, 
w hile th e  invo lu tes, g en era ted  b y  th e  re lie f c u tte r ,  b y  d o tted  ones, b o th  from  
th e  o rig in  o f th e  in v o lu tes  to  th e ir  p o in t o f  in te rse c tio n . The relieved  tr ia n g le  
is d is tin g u ish ed  b y  h a tc h in g . The o rig inal le n g th  o f active co n tac t (belonging 
to  : a w) is lim ited  a t  p o in t e (in tersec tion  w ith  th e  addendum  circle).

T h e  conceded loss fo r t ip  re lief e is l im ite d  b y  p o in t e' w h ich  has to  be 
se lec ted  above th e  lim itin g  p o in t [6 ] o f th e  lin e  o f ac tion  o f one p a ir  o f te e th : [e] ,  
th e  locus o f  w hich depends on th e  p o in t of in te rse c tio n  o f  th e  addendum  circle o f  th e  
a c tu a l m atin g -g ear, fro m  w hich  i t  lies a t a  d is ta n c e  of one circu lar p itch  o f  th e  
base  circle. In  Fig. 3 th is  p o in t : [e]  is chosen  (as an  exam ple) a rb itra r ily . 
T he ra d iu s  : R E of th e  circle passing  th ro u g h  th e  chosen po in t e' is know n  o f 
course . F ro m  th is  circle th e  orig inal th ick n ess  o f  th e  te e th  begins to  decrease. 
O n th e  ad d en d u m  circle th e  decrem ent reaches th e  v alue  of 2 • v =  Sx-—sxv, th e  
ca lcu la tio n  of w hich w ill be p resen ted  fu r th e r  below . ( I t  should he m en tio n ed , 
t h a t  a  d raw ing  to  p ro p e r scale also gives su ffic ie n t precision and  is s im p ler 
a n d  m ore  exped ien t, esp ec ia lly  if  inv . tab le s  a re  n o t  a t  a hand .) On th e  w ork  
d raw in g , besides av, o n ly  th e  desired  f in a l c re s t m easu re  s Kv is to  be m ark ed .

C alcu lation  [2 ] :
G iven  d a ta  o f th e  orig inal gear :

M w 5 R w  5 a w \ R r  5 5ц. : R q — R w * cos (Хц,.

D a ta  o f  th e  relief c u tte r  : th e  sam e M w, a so m ew h at g reater p ressu re  angle : 

av ; R Gv= R w - c o s  av ; f u r th e r :  R e .

To d e te rm in e  is : Sk v or : v =  —  • (s^ — skv)

l .  s «  m ay  be gauged , h u t ca lcu la ted  also  :

s K =  2 • R K ■ (inv  у —  in v  %k)

a)  for : in v  X •

. . 1
in v  X — —

2
----; w here : sa =  s w cos a w -j- 2 • R a • i n v a ^
F a

cos XK =  - ± ;  
R k

b) f o r :  i ri v  Zx

Ra in v ^ x -

2. O n th e  circle o f rad iu s  R e th e  th ic k n e ss  o f  th e  to o th  s£ does n o t  y e t 
d im in ish  b y  th e  relief.
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F or : s k v :

sKv = 2  ■ R K ■ ( in v ^ v — in v Z Kv)

a )  F o r  in v ^ v  :

1  S q v
in v  Xv =  —  • -—  ; w here  : Sqv =  se • cos Xev 2 • Ra* • in v  Xev

2 R Gv

b u t : cos Xev =  ------------------ in v  X£V and  so :
Re

Sqv and  w ith  it  : i n v ^ v also  are  know n.

b) F or : in v  Xk v :

cos Xxv = R

R,<
Gy in v  Хцх>

W ith  1. a n d  2. we have : sk  -— skv — 2 • v.

In  a special case, i f  av (co n seq u en tly  R 0v to o ), is n o t  fixed , b u t R e a n d  v w ere 
fix ed , th e  n ecessa ry  av could  be  d e te rm in ed  from  : (F ig . 3 left).

t g u v c a t g a *  • V
л к ---Re

C oncern ing  th e  cu ttin g  operation  o f th e  t ip  re lie f : On the  m ach in e  th e  
gear, a f te r  th e  cu ttin g  is fin ish ed , rem ains se t. W hen  draw ing o u t th e  c u tte r  
holder, th e  t ig h te n in g  bolts o f  th e  c u tte r  ra c k  a re  loosened only. In  ta k in g  ou t 
th e  rack  a n d  rep lac ing  it b y  th e  re lief c u tte r , th e  b o lts  should no t y e t b e  t ig h t ­
ened, allow ing i ts  free and  a u to m a tic  la te ra l d isp lacem en t ; th e  a u to m a tic  feed 
is d isengaged  a n d  th e  cu tte r  h o ld e r slowly ap p ro ach ed , driven by  h a n d , to w a rd  
th e  te e th  o f  th e  gear ; th e  c u tte r  w ill th u s  a d ju s t  i ts e lf  au tom atica lly . T h e  h o lts  
are then  tig h te n e d  and  th e  g en era tin g  m otion  o f  th e  m achine engaged, b u t  th e  
feed rem ains h a n d  driven, slow ly  advancing . D u rin g  th e  advance th e  d ec rem en t 
o f th e  th ick n ess  o f crest o f  th e  te e th  shou ld  be  rep ea ted ly  gauged u n t i l  th e  
prescribed  v a lu e  is a tta in e d . T h en  b y  s to p p in g  th e  feed and  le ttin g  th e  gear 
m ake one m ore  fu ll revo lu tion , th e  un ifo rm  t ip  re lie f  on all te e th  is f in ish e d .

I t  sh o u ld  be noticed, t h a t  if  av an d  v  a re  g iven , R e is a lread y  d e te r ­
m ined, likew ise w ith  given av a n d  R e, v is f ix e d .

T he p re ssu re  angle o f th e  re lief c u tte r  a v m a y  be chosen b y  5° =  A a 
g rea te r th a n  a w o f  th e  o rig inal c u tte r . T hus a t  a w =  15°, av =  20°. A s su ch  a 
too l is g en era lly  available, no  e x tra  tool is n eed ed . I f  a w =  20°, th e n  o f  course 
a special re lie f  c u tte r  is necessary  w ith  av =  25°. B u t such  a special re lie f  c u t te r  
does n o t e x a c t ex trem e precision  (excepting  p itc h , o f  course), as th e  in v o lu te  
of th e  re lie f does n o t m esh in  fac t. Besides, th e re  is no  need of an ad d e n d u m  
on th e  c u tte r  te e th , as only th e  dedendum  is  w o rk in g . Such a sim plified  to o l is
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n o t  ex pensive . The suggested  increm en t : A a =  5° m a y  be contested  a n d  ju d g e d  
ex cessiv e , as th e  d im ensions o f deflection  a n d  o f  to lerances g en era lly  w ould  
d e m a n d  m uch less. T h e  tra n s itio n  o f c u rv a tu re  w ould  also becom e easie r a t  a 
sm a lle r  v a lue  o f Aa. T h e  suggestion  to  choose 5°, how ever, is based  on hydro- 
d y n a m ic  considerations, b u t  as these are n o t  y e t  sa tisfac to rily  d eve loped , the  
cho ice  o f  A a  m ust be le f t open fo r the  tim e  be in g . Ingenious devices w ith  cy linders 
c o u p le d  to  produce con tro llab le  periphera l sp eed s, used for h y d ro d y n am ical 
te s ts ,  b y  Prof. C am eron, u n fo rtu n a te ly  c a n n o t realize the  v a ry in g  d e p th  of 
in tru s io n  in  bu lk  and  o f  th e  tip s  an d  edges a lo n g  th e  line of co n tac t, chang ing  
th e i r  sense also a t th e  m idd le  po in t of E 2 [1 ]. T heoretically  th e  t ip  re lief 
c o u ld  be  even p roduced  w ith  th e  orig inal c u t te r  rack  too. A sam e a w gener­
a te s  d iffe re n t invo lu tes  on d iffe ren t m ach in in g  p itch  circles. T h e  g en era tiv e  
m o tio n  o f  th e  m ach ine  is produced  b y  th e  in te rp o se d  change gears. I f  th e y  
a re  ca lcu la ted  in s tead  to  R u, tc  R e (as W illis ra d iu s)  and  su b s titu te d  in to  the  
g e a r  b o x  o f th e  g en era tin g  m otion , th e  in v o lu te  o f th e  tip  relief a rises. I t  is no t 
a lw a y s  possible to  f in d  th e  ad eq u a te  change g ea rs , and  even i f  su ch , o r  fa ir ly  
a d e q u a te  ones, w ere a t  h a n d , th e ir  ca lcu la tio n  a n d  substitu tio n  w ould  req u ire  
m u c h  m ore  tim e an d  w ork  th a n  th e  sim ple ex ch an g e  of the  too l ; so t h a t  m e th ­
o d  is  n o t  p rac ticab le  in  p lan in g , b u t i t  is ap p lied  in  grind ing  th e  te e th  of 
la rg e  w heels, as show n la te r .

b) T ip  re lie f by bobbing

A  w orm  hob is se t w ith  th e  ta n g e n t o f  i t s  sp ira l line on th e  p itc h  cy lin d er 
p a ra l le l  to  th e  te e th  to  be  c u t. C onsequently  i ts  genera ting  p rofile , w h ich  lies in  
th e  g e a r  p lane , has n o t  th e  shape of th e  s ta n d a rd  profile of a c u t te r  ra c k , b u t 
h a s  a  q u ite  e x tra o rd in a ry  e llip tic  gear c o n to u r ( F ig . 4 ) , i. e. th e  sec tio n  o f  the  
w o rm  hob  norm al to  i ts  h e lix  on th e  p itc h  cy lin d e r. This e llip tic  g ea r changes 
th e  sh a p e  of its  te e th  c o n tin u a lly  du ring  th e  rev o lu tio n  of th e  hob . A f te r  every  
re v o lu tio n  th e  in itia l p ro file  is reproduced  a g a in . A fter a h a lf  re v o lu tio n  the  
in i t ia l  p ro file  becom es t i l te d  upside dow n. F ig . 4 presents these  tw o p h ases  of 
c h an g e  o f  profile on a  tr ip le -th re a d ed  hob. O n a  sing le-threaded  hob  o f a d iam e te r 
la rg e  enough , th e  e llip tic  p ro file  is e longa ted  v e ry  m uch and  th e  d is to r tio n s  of 
th e  sh a p e  of its  te e th  in  th e  zone of th e  lin e  o f  ac tion  becomes n eg lig ib le  ; b u t 
w ith  th re e  th read s th e  d is to rtio n  is s tr ik in g  a lre a d y . A worm  hob , m a d e  to  cu t 
s p u r  g ea r te e th , shou ld  h av e  un iform  space a n d  th ickness o f te e th  on th e  p itch  
c y lin d e r  an d  s tra ig h t c u ttin g  profiles in  th e  sec tio n  norm al to  th e  th re a d , like a 
c u t t e r  rack . O bservation  ( F ig . 4) o f th e  p h a se  В — В  shows, th a t  th is  re q u ire ­
m e n t  is approached  o n ly  to  som e e x te n t (below ) in  th e  sm all m idd le  zone. R ig h t 
a n d  le f t  th e  te e th  a re  g ra d u a lly  th ick en in g  in  th e  dedendum  an d  s lim m in g  in  
th e  ad d en d u m . A fte r a  h a lf  revo lu tion , w hen  th e  to p  profile is t i l te d  dow n an d  
s t a r t s  hobb ing , th e  d is to r tio n  is m ax im um , a n d  th e  roo t rise of th e  c u t t in g  p ro ­
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file produces tip  re lie f, in  th e  sam e tim e  th e  th in n e r  addendum  creates roo t 
rise, th e  m ore, th e  s teep e r th e  th re a d  o f th e  hob , i. e. th e  shorter th e  large axis 
o f th e  ellipse.

In  p ractice  o n ly  sing le-th readed  hobs o f as la rg e  d iam eter as possible 
are used  for the  f in ish in g  cu t ; th e  sm all t ip  re lie f an d  ro o t rise produced  th e re b y  
is of course an  ap p rec iab le  ad v an tag e  o f b o b b in g . F o r  th e  rough cu t d o u b le - 
or even tr ip le -th re a d ed  hobs m ay be usefu l as th e ir  p ro d u c tiv ity  is ab o u t double 
or tr ip le  respective ly . B u t the  tip  re lie f becom es so to o  g rea t and even h a rm fu l, 
because such a h o b , w ith  an ad eq u a te  large d ia m e te r  (to  reduce d is to rtio n )

1 1

a

Fig. 4

w ould be too expensive  an d  d ifficu lt to  m ake. F o r  a  tr ip le -th re a d ed  hob  th e  
necessary  stock  a llow ance for a due red u c tio n  o f  th e  t ip  re lie f to  be ex ecu ted  b y  
th e  fin ish in g  sin g le -th read ed  hob, w ould  be excessive, a n d  th is  hob should  n o t 
ta k e  large an d  n u m ero u s  chips, n o t  b e in g  p ro file  conserving a n d  en d u rin g  
m an y  sharpenings. T h e  gain a tta in a b le  w ith  a tr ip le - th re a d ed  ro u g h in g  hob  is 
th u s  v e ry  p ro b lem atic  an d  i t  seem s b e tte r  to  use  o n ly  dou b le-th read ed  w orm s. 
T he dim ensions o f  th e  tip  re lief p roduced  b y  a  w orm  hob are n o t a d ju s ta b le , 
th e y  are  in h e ren t in  th e  tool.

c) T ip  re lie f by shaping w ith cutter p in io n .  A c u tte r  p in ion  is n o t  v e ry  
f i t  fo r p roducing  t ip  re lie f  ; i t  m ay serve fo r i t  on ly  in  v e ry  g rea t m ass p ro d u c tio n  
on m achines of th e  special Fellows ty p e . T he co m p lica ted  design, d ifficu lt m a n u ­
fac tu re  an d  sho rt life  o f  such a too l is m o stly  n o t  p ro fita b le . To produce  such  a 
p a r tic u la r  c u tte r  p in io n  a special c u tte r  rack  m u s t f i r s t  be designed, a n d  b o th  
are u n f i t  for a n y  o th e r  num ber o f  te e th .
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C u tte r  pinions are  n o t  p ro file  conserv ing  an d  canno t be sh a rp en ed  o ften . 
T h e  te e th  of a such p a r tic u la r  c u tte r  p in ion  can he shaped b y  th e  B SS m ethod . 
T h e  geom etric ca lcu lation  m a y  be derived  from  th e  already  g iven  eq u a tio n s.

В )  Tip re lief by grind ing

T h e  m ajo rity  o f  gear d rives serve fo r speed reduction  a n d  as th e  wheels 
a re  m o s tly  m ade o f o rig in a lly  h a rd  m a te ria l, th e ir  tip  relief i s ,—  as m en tioned  
a lre a d y  —  p laned , n o t  g ro u n d . B u t th e re  are  th e  step-up  d rives a n d  revers­
ib le  d rives, w here th e  p in io n , m ade genera lly  o f  hard en ed  m a te r ia l, dem ands

t ip  re lie f  to  be p roduced  b y  g rin d in g . On gears o f sm aller size th is  is execu ted  
b e s t  b y  th e  M aag-type ro llb a n d  g rinder specially  ad ap ted  for t ip  re lief. Gears 
o f  g re a te r  size can be g ro u n d  on b ig  M aag-type  grinders w ith  a ch an g e  gear 
b o x  fo r  th e  g enera tive  m o tio n  (like th a t  p rov ided  on M aag p lan e rs) , and  
th e  t ip  re lief is ach ieved  b y  an  ad eq u a te  change of th e  gear se t, as  a lready  
d iscu ssed .

1. T ip  re lie f by rollband-grinding

T h e  au g m en ta tion  o f  th e  p ressu re  angle fo r th e  invo lu te  o f  th e  t ip  re lief 
is  a t ta in e d  on th e  sam e k in e m a tic  basis, as a lread y  in d ica ted  fo r th e  re lie f  c u tte r  
r a c k , h u t  b y  o ther m eans. I n s te a d  o f using  a  to o l w ith  a g rea te r p re ssu re  angle, 
th e  speed  of rolling is co rrespond ing ly  au g m en ted . In  rolling  on a  ra d iu s  R s 
( s t a r t  o f  th e  t ip  re lief) ;

cos ул е
Ra
R s

(1)

M o v in g  th e  ro llband  ho ld er a t  a ce rta in  speed ag a in st rolling, th e  re q u ire d  in cre ­
m e n t  o f  ro lling  speed is g a in ed . T he schem e o f th e  m echanism  is show n in  F ig. 5. 
T h e  ro llb a n d  holder is fed in  b y  th e  slide su p p o rt of th e  gear ax is, w h ich  tra ils -
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m its the req u ired  speed A c  to  i t  b y  an ad ju stab le  b a lan ce  lever. Ac depends on 
th e  chosen R s. The ra d iu s  o f  th e  ro llband  cy lin d e r is R w an d  th e  p h erip h eric  
speed o f i t  is сш ; th e n  (d en o tin g  th e  p e ripheric  speed corresponding  to  R E 
w ith  ce :

2 • л  • n
Ac — ce —  c w — -------------( ß £ —  R w) an d  w ith  (1 ) :

60

A c  —
2 • n  •

60
• Ru —-------- 1

COS Xe

2. T ip  relief by g rin d in g  through the interm ediate o f  change gears

F o r th e  calculation o f  th e  change gears th e  c irc u la r  p itch  : te correspond-
7> . R e

m g to  R e i s  lE — t w ■---- .
R w

T h e su itab le  change gears should be selected  an d  f i t te d  in . C onsidering 
th a t  R e is  n o t loo scrupu lously  fixed , an accep tab le  app roach  m ay  also do, i f  
th e  prec ise  gears are n o t  a t  han d .

In ternal gearing

T ip  re lie f on in te rn a l gearing  is an unsolved  p rob lem . The grow ing in te re s t 
for p la n e ta ry  drives, h o w ev er, requ ires an ad eq u a te  procedure  to  lessen th e  h igh 
H ertz ian  stress a t p ick in g  u p  con tac t. In te rio r  te e th  are  genera ted  b y  c u tte r  
p in ions. To cu t aw ay th e  t ip  of th e  te e th  w ould be  q u ite  easy. T he w ell know n 
(in l i te ra tu re  often tre a te d )  phenom enon called « in terference» , w h ich  occurs 
when th e  num ber of te e th  on th e  c u tte r  pinion is h ig h er, th a n  necessary , w ould 
of course c u t aw ay th e  t ip s .  So i t  would suffice to  choose a c u tte r  p in io n  o f  only 
one to o th  m ore th an  th e  « lim it»  num ber. H ow ever, th e  re su lt w ould  be o f no 
use in  reg a rd  o f lessening th e  H ertz ian  stress, b u t  on th e  co n tra ry . T h e  tr a n s i­
tion  o f th e  p ro fil cu rv a tu re  p roduced  by  th e  in te rse c tio n  o f tw o concave curves 
is sharp -edged . On e x te rn a l gears th e  t ip  relief, b u ilt  up  o f convex curves, creates 
an  easy  tra n s itio n .

F ig . 6a and 6b p o in t o u t  th e  difference in  a som ew hat exaggera ted  m anner. 
M anufactu rers (and l i te ra tu re  too) give com plicated  fo rm ulas an d  ta b le s  to  f in d  
ou t th e  « lim it»  n u m b er o f  te e th  for th e  c u tte r  p in io n  to  avoid in te rfe ren ce . 
This « lim it»  num ber is analogous to  the  well kn o w n  lim it num ber o f ex te rn a l 
gearing  to  avoid  « u n d e rc u ttin g »  w hich is ex ac tly  th e  sam e phenom enon  as th e  
in te rfe ren ce  of in te rn a l g ea rs . T he k inem atics o f b o th  is iden tica l. A n ex am in a­
tion  of th is  question m a y  suggest th e  w ay fo r so lv in g  th e  p rin c ip a l p rob lem , 
the  d im in u tio n  of the H e r tz ia n  stress. The phenom enon  o f in terference  m ay  he 
m ade m ore  ap p a ren t by  a  sim p le  consideration . [5 ] T h e  essence of in te rfe ren ce  an d  
u n d e rc u ttin g  is, th a t  th e  a d d en d u m  circle of th e  c u t te r  p in ion  (or th e  ad d en d u m
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l in e  o f  a  cu tte r  rack) cu ts  th e  line  o f co n tac t b ey o n d  th e  lim it p o in t. T he points 
o f  th i s  excluded zone re fe r  to  a theo re tica l c o n ta c t w ith  th e  m a te r ia lly  non 
e x is t in g  phan tom  b ra n c h  o f  th e  invo lu te  a ris in g  from  its  roo t p o in t again  as a 
r e f le c te d  im age of th e  re a l b ra n c h . T he re la tiv e  p a th  o f th e  tip  o f th e  c u tte r  to o th  
h i ts  a g a in s t the  ob stac le  o f  th e  profile  a lread y  c u t, and  u n d e rc u ttin g  or, (if 
in s te a d  o f  a cu tte r, in  m esh  w ith  a m a tin g  gear) collision occurs. In  Fig. 7 
w e c a n  follow the  re la tiv e  p a th  of th e  t ip  o f an in te rn a l to o th . As it  is know n, 
th e  sp ace  E ^E 2 is th e  ex c lu d ed  zone on in te rn a l  te e th , (th e  p a r t  beyond  E., 
fa lls  o u t  b y  itself). O n e x te rn a l  gears inversely , E XE 2 is th e  only  possib le  length  
o f  th e  lin e  of con tac t, a n d  a n  in te rsec tio n  w ith  th e  p a th  of th e  t ip  p o in t (or any 
o th e r  p o in t) beyond th e  l im it ,  produces u n d e rc u ttin g  (or in te rfe ren ce ). The 
re a so n  is th e  same in  b o th  cases. H ence th e  d e te rm in a tio n  o f th e  lim it  num ber

o f  t e e th  on a cu tte r p in io n  requ ires th e  p rev ious d e te rm ina tion  o f th e  m inim al 
ra d iu s  o f  th e  addendum  circle  o f th e  in te rn a l gear-w heel: гк- (for u n it  module)

r \ .  =  -f- H X.E22 ? w here : ra~ =  -y - • cos a w

Е ЛЕ ,  =  —  -----—  • sin a w =  *2Z2
2

1 —  A
sin a w ;

w h ere  z2 an d  A  — -A~ a re  given.

So : t\ -  =  • cos2 a w -)- —
4 4

• s in 2 a w ;

and : гк-
2 ‘ I

cos2 a ,  +
1 — A

A
• s in 2 a w I  ^

an d  : z, =  ”2 .
A



T I P  B E L IE F  ON S PU K  G EA RS 15

T h e  p rin c ip a l aim is, how ever, so ften ing  o f  th e  H ertzian  s tress on in te rn a l 
gearing , w hich  can be a tta in e d  in a w ay  to ta lly  opposite  to  th a t  in  th e  case of 
ex te rn a l te e th . A sm all ro o t rise  on th e  te e th  o f th e  pinion cu tte r, ex ecu ted  b y  a
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sp ec ia l ro o t re liev ing  c u t te r  rack  of sm aller p re ssu re  angle th a n  th e  o rig inal 
o n e , w ill answ er th e  p ro b lem .

C oncerning th e  e x e c u tio n  : i t  should be  d one  in  an  inverse succession ag a in st 
th e  m e th o d  used  fo r  e x te rn a l  gears. R ough ing  w ith  th e  roo t re lief c u tte r  ra c k  
iw h ich  is in  th is  case o f  th e  conventional ty p e ) , th e n  p lan ing  w ith  th e  s ta n d a rd  
c u t te r  rack . T h e  p in io n  th u s  produced w ill receive sm ooth  tra n s it io n  
c u rv e s . T here is no o b stac le  o f principle a g a in s t th is  m ethod , how ever, i t  could  
n o t  y e t  be te s ted  fo r w a n t  o f  m eans, so i t  is  to  b e  ta k e n  as a suggestion  only , 
o pen  to  fu r th e r  d iscussion . L a te ly  a M aag d isk  ty p e  genera ting  g rinder h as  been 
b ro u g h t ou t, v e ry  lik e ly  w ith o u t any  a d a p te r  fo r t ip  relief, for such  could  be 
h a rd ly  im agined  as p o ssib le . H ow ever g r in d in g  is now ays excluded  b y  th e  
su g g ested  m ethod .

T ab les m ay be com posed  conta in ing  th e  va lu es  of deflection  u n d e r  u n it  
lo ad  fo r d ifferen t m a te r ia ls  an d  num bers o f  te e th ,  grouped accord ing  to  th e  
B SS. T h e  sum  o f to le ra n c e s  m ay  be likely ta b u la te d  to  aid  the  designer in  his 
o p tio n  in  th e  ra th e r  co m p lica ted  field of d im en sio n in g  and  execution o f th e  t ip  
re lief.
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SUMMARY

A nalysis o f the reason for tip  relief on spur gears, to o ls  and methods of execution . K in e­
m a tics and geom etry. N ew  m eth od  of proportioning r e lie f  to  load. Suggestions for tip  relief  
on internal teeth.

З А Т У П Л Е Н И Е  О СТРИ Я ВЕ РШ И Н Ы  ЗУ Б Ц А  Л О Б О В Ы Х  ЗУ Б Ч А Т Ы Х  КОЛЕС
Д-р техн. наук Э. Видеки

Р е з ю м е

Деформации, возникающие при нагрузке, а также погрешности при обработке 
требуют соответствующего затупления острия вершины зубца внешнего зацепления. 
Однако, теоретические расчеты в связи с вышеупомянутой проблемой, а также известные 
приемы не являются удовлетворительными решениями и, в первую очередь, в отношении 
размера применяемого затупления. Подходящего решения для внутренних зацеплений 
соверщенно не существует, хотя необходимость такого решения становится все более и 
более насущной проблемой в связи со все расширяющейся областью применения планетар­
ных передач.
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Данная работа на основе анализа возникающих проблем дает возможность опре­
деления, — в случае внешнего зацепления, — размеров и оформления затупления 
острия зубца, соответствующие прикладываемым нагрузкам и применяемым допускам, 
а также способа изготовления при помощи более простых и дешевых методов и 
инструментов, чем применявшихся до настоящего времени, и с результатом, испытан­
ным в течении ряда лет. А в случае внутреннего зацепления дается метод, основываю­
щийся на углублении тригонометрии эвольвенты и являющийся принципиально ана­
логичным, но при помощи совершенно другого приема достигается тот же результат, 
как и в случае внешнего зацепления затупление вершины зубца. Далее дает простое 
объяснение явления интерференции, исключив связанные с этим явлением приведенные 
в литературе сложные и требующие затраты большого количества времени расчеты.

ÉPOINTAGE D E S T ÊTES DE LA D E N T U R E  DROITE D ’ENGRENAGES

Prof. E . V ID É K Y  

DCJr des Sciences Techniques

RÉSUMÉ

Les déformations sous la  charge et les erreurs d ’usinage demandent un épointage appro­
prié des têtes de la  denture extérieure des engrenages. L es calculs théoriques e t  les procédés 
d’exécution en usage ne sont pas satisfaisants surtout du po in t de vue des dim ensions de l ’époin­
tage. I l n ’existe aucune solution  pratique pour la denture intérieure, quoique la  vaste  envergure  
de l ’em ploi d’engrenages planétaires en ait grand besoin.

Cette étude analyse tous ces problèmes et donne le s  solutions suivantes :
Calcul de la  géom étrie de l ’épointage correspondant à la  charge et aux tolérances accor­

dées e t m éthodes d’exécution  plus sim ples et moins coûteuses que celles jusqu’ici em ployées. 
Les m éthodes suggérées peuvent être exécutées à l ’aide d ’outils simples et ont donné pleine  
satisfaction pendant plusieurs années de fabrication.

Pour la denture intérieure la solution proposée — basée sur l ’approfondissem ent de la 
trigonom étrie de la développante — donne le m ême résu lta t que l ’épointage de la  denture ex té ­
rieure, par un procédé analogue en principe, m ais to u t à fa it différent.

E nfin  une explication  sim ple et générale de l ’intérference dans l ’engrenage est présentée, 
laqu elle  élim ine les calculs onéreux et compliqués préconisés dans la  littérature.

D IE  ZAH NFLANKENZURÜCK SETZUNG  VON STIR N R A D V ER ZA H N U N G EN

Prof. E. V ID É K Y

D oktor der technischen W issenschaften

ZUSAMMENFASSUNG*

D ie infolge der B elastung eintretenden Form änderungen sowie die U ngenauigkeiten  
während der Fabrikation bedingen eine entsprechende Zurücksetzung der K opf kanten  der 
Aussenverzahnung. D ie a u f dieses Problem bezüglichen theoretischen Berechnungen sowie 
die bekannten Ausführungsverfahren stellen  indessen keine zufriedenstellende Lösung dar, 
insbesondere nicht in bezug a u f die Abmessungen der Zurücksetzung. Für Innenverzahnungen  
feh lt eine geeignete M ethode sogar gänzlich, obwohl deren N otw endigkeit bei der ste ts  stärkeren  
Verbreitung der Planetengetriebe lebhaft zutage tr itt.

D ie  vorliegende Abhandlung gibt auf Grund der A nalyse der auftretenden P roblem e  
einerseits eine Jahre hindurch erfolgreich erprobte M ethode zur Feststellung der der B elastung  
und der zulässigen Toleranz entsprechenden A bm essungen sowie der Art und W eise der A us­
bildung und H erstellung der Aussenverzahnung, u. zw. a u f eine w eit einfachere und billigere  
W eise und m it w eit einfacheren und billigeren W erkzeugen a ls bei den bisherigen diesbezüglichen  
Verfahren ; andererseits bringt sie eine auf der Vertiefung der Evolvcntentrigonom etrie beru­
hende M ethode bei Innenverzahnungen, m it der sich a u f eine theoretisch analoge, aber v o ll­
ständig andere W eise dasselbe R esu ltat erzielen lä sst w ie  bei der Zahnflankenzurücksetzung  
bei Aussenverzahnungen. D es weiteren gibt die Arbeit eine allgem ein gültige, einfache Erklärung 
für die Erscheinung der Interferenz, wodurch sich d ie  im  diesbezüglichen Schrifttum  ange­
führten langwierigen und verw ickelten Berechnungen verm eiden lassen.

2 A cta T ecbnica X / l— 2.





ÜBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN 
ISOSTATISCHEN ANOMALIEN UND VERGENZEN 

DER GEBIRGSBILDUNG*
V. SCHEFFER

K A N D ID A T D E R  TECHN ISCHEN  W ISSEN SCH A FTEN

In  seinen a u f die Isostasie  bezüglichen, w äh ren d  der le tz ten  J a h re  g eh a lte ­
nen  V orträgen  [1, 2 ]  befasste  sich der V erfasser m it den  Bew egungen e inzelner 
Zonen d er E rd k ru s te , die e inen  epirogenetischen C h arak te r aufw eisen.

In  d er vorliegenden A b h an d lu n g  s te llt sich d e r V erfasser die A ufgabe, die 
orogenetischen, überw iegend  horizon ta l g erich te ten  K ru sten b ew eg u rg en  von 
dem  G esich tspunk t aus zu  u n te rsu ch en , ob diese B ew egungen zu  dem  B estre ­
ben  d er E rd k ru s te , sich in  ein isosta tisches G leichgew icht zu  se tzen , in  B eziehung  
stehen .

S om it is t  d er G egenstand  d ieser A rbeit d ie  U n te rsu ch u n g  d er h o rizo n ta l 
g e rich te ten  K om p o n en ten  reg ionaler K rustenbew egungen  vom  G esich tspunk t 
d er Iso stasie .

Im  «Isostasie»  b e tite lte n  V ortrag  des V erfassers w urde au f den  G egen­
s ta n d  d er vorliegenden A b h an d lu n g  wie folgt h in  g ed eu te t :

«D ie E n ts te h u n g  d e r D eckfa lten  der A p p en n in en  w eist a u f  e ine, e iner 
orogenen Periode an gehörende P h ase  des B estreb en s n ach  isosta tischem  G leich­
gew icht h in . E in ige m oderne G eologen, sowohl I ta lie n e r , w ie auch A u slän d er [3] 
stim m en  derze it in  d er M einung übere in , dass d ie  D eckfa lten  der A p p en n in en , 
die stellenw eise eine S ch ich tenm äch tigke it bis zu  2000 m  erreichen, vom  G ebiet 
des L igurischen  M eeres, dem nach  aus einer E n tfe rn u n g  von m ehr als 100 km , 
durch  orogene K rä fte  in  B ew egung gesetzt, infolge d e r W irk u n g  d e r Schw er­
k ra f t an  ih ren  derzeitigen  O rt —  in  die D epressionszone A ppenn inen-P oebene — 
A dria tisches M eer --- geg litten  sind . Es is t  le ich t e inzusehen , dass die V erschie­
bung  d er L igurischen D eckschich ten  vom  G ebiete des L igurischen M eeres n a c h  
ihrem  derzeitigen  O rt ebenfalls eine Folge des B estreb en s n ach  iso sta tisch em  
G leichgew icht w ar.

E benso  lä ss t sich  fes ts te llen , dass der orogene V organg , d er zu r E n ts te h u n g  
der K a rp a te n  fü h rte  u n d  die D eckm assen der K a rp a te n  aus der Zone d e r d u rch

* Vorgetragen auf dem  zwischen 9 .und 15. Juni 1952 abgehaltenen geodätisch-geophysi­
kalischen Kongress in Budapest ; in ungarischer Sprache erschienen in  M itt. d. K lasse f. techn. 
W issenschaften der Ungar. Akad. d. W iss. (»A Magyar Tudom ányos Akadém ia M űszaki Tudo­
m ányok O sztályának K özlem ényei«) Bd. VII (1952) 519/527.

2 *



Die isostatischen Schwerestörungen in der Zone der m editerranen K ettengebirge nach L. Tanni
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die iso sta tisch en  A nom alien  gekennzeichneten  M assenüberschüsse an  ih ren  
je tz ig en  O rt verschob , gleichfalls e inen  A n sd ru ck  des S trebens der E rd k ru s te  
n ach  iso sta tisch em  G leichgew icht d a rs te llt.»

D ie U n te rsu ch u n g  des oben an g ed eu te ten  P rob lem s h a t der V erfasser 
se ith e r a u f  die ganze Zone d er m ed ite rran en  K e tten g eb irg e  ausg ed eh n t u n d  e r  
b e ab s ich tig t im  R ahm en  d e r vorliegenden A rb e it in  e rs te r L inie die B eziehungen  
darzu legen , die zw ischen den isosta tischen  A nom alien  einerseits u n d  den gebirgs- 
b ild en d en  V ergenzen, den R ich tungen  der F a lte n b ild u n g  der K e tten g eb irg e  
a n d e re rse its  bestehen .

A bb. 1. zeig t eine von T a n n i[4 ] u n te r  B e n u tz u n g  der ch a rak te ris tisch en , 
zonalen  W erte  en tw orfene  K a rte  der iso s ta tisch en  A nom alien der Z one d er 
m e d ite rra n en  K etten g eb irg e , a u f der die G eb ie te , die S chw erk raftsm ax im a 
d a rs te llen , als weisse F lächen  erscheinen, w ogegen die Zonen d er iso s ta tisch en  
D epressionen , deren  A nom aliew erte u n te r  dem  europäischen  D u rch sch n itt, d . h . 
u n te r  +  15 mgal liegen, p u n k tie r t  an g ed eu te t s ind .

B eo b ach te t m an  d ie  a u f  d ieser K a rte  angegebenen , durch  n iedrige A n o m a­
liew erte  gekennze ichne ten  S tre ich rich tungen , so lä ss t sich festste llen , dass sie 
den Z onen  d er m ed ite rran en  K ettengeb irge  fo lgen.

D iese Sachlage h a t te  —  a u f  G ru n d  einer B e tra c h tu n g  der Lage d e r Bouguer- 
A nom alien  —  schon K ossm ai[5 ] e rk a n n t, der z u r  E rk lä ru n g  der geologischen 
G ründe  d e r Schw eredepressionen eine grosszügige In te rp re ta tio n  gab .

W äh ren d  die G ebiete d er negativen  A nom alien  S treifen  d arste llen , d ie  m it 
den K e ttengeb irgszonen  id en tisch  verlaufen , u m fa ss t ein Teil der M assenüber­
schüsse aufw eisenden , d u rch  positive A nom alien  gekennzeichneten  Z onen , so 
das w estliche M itte lm eerbecken , das K a rp a ten b eck en  u n d  der d u rch  w enige 
D a te n  d e fin ie rte , von d er B alkanhalb inse l n a c h  K leinasien  g e rich te te  Z ug, 
grössere , m ehr oder m in d er geschlossene G eb ie te .

E s sei h ier b em erk t, dass die G ebiete d er P y re n ä e n , der Südalpen  u n d  des 
K a u k a su s , vom  O bigen abw eichend, d u rch  s tre ife n a r tig  angeo rdnete , po sitiv e  
A nom alien  gekennzeichnet sind .

A bb. 2 s te ll t  d ie  Zonen der m e d ite rra n en  K ettengeb irge  gem äss den  
V orste llungen  von  Kober— B u b n o ff  [6 ,7] d a r.

E s sei auch  e rw ä h n t, dass die den V orste llungen  von B u b n o ff en tsp rech en d e  
L in ien fü h ru n g  des System s d er K ettengeb irge  in  einzelnen  Teilen m it den  b ish e r 
k o n s tru ie r te n  D a ten  d er K a r te  d er iso sta tisch en  A nom alien  n ich t in  L b e re in -  
s tim m u n g  geb rach t w erden  k an n  und  dass es z. B . gem äss diesen D a te n  ke in es­
wegs w ahrschein lich  is t ,  dass die F o rtse tzu n g  des B alkangebirges ü b e r  A n a to ­
lien  n a c h  dem  A n tik au k asu s  fü h r t .

In d essen  hab en  d era rtig e , die L in ien fü h ru n g  betre ffende, du rch  v e rsch ie ­
dene A u to ren  verfo ch ten e , v o n e in an d er abw eichende A nsichten  fü r  den  In h a lt  
d er vorliegenden  A rb e it keine B edeu tung , zum al d ie  h ie r  gezogenen K onsequenzen  
led ig lich  a u f  u n b e s tr itte n e n , allgem ein a n e rk a n n te n  V ergenzrich tungen  b e ru h e n .
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Abb. 2
Die Zonen der mediterranen K ettengebirge nach Kober —Bubhoff
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Z u r U n te rsu ch u n g  des Z usam m enhanges zw ischen den isosta tischen  
A nom alien  u n d  den  F a ltu n g srich tu n g en , Y ergenzen der m ed ite rran en  K e tte n ­
gebirge w urden  a u f  u n se re r K a rte  in  Abb. 3 d ie von T ann i k o n stru ie rten  
isosta tischen  D epressionszonen u n d  das Kober— Bubnoffsche  Schem a der 
K ettengeb irgszone m it den gebirgsbildenden Y ergenzen zusam m en darge- 
s tc llt.

A u f G rund d e r K a r te  lassen sich folgende Fesste llungen  m achen  :
D ie zw ischen die südeuropäischen  G eb irgsketten  e ingekeilten , von 

Kober [7 ] «Zw ischengebirge» gen an n ten  G ebirgsm assive stellen  d u rch  M assen­
überschuss gekennzeichnete  Teile d er E rd rin d e  d a r. Zu diesen M assiven gehören : 
d ie T y rrh e n is  oder das K orsisch —Sardinische M assiv, das sich zw ischen A ppen- 
n in en , A tlasgebirge u n d  B etiden  e rs treck t, das sog. P annon ische  M assiv [8] 
zw ischen K arp a ten  u n d  D inarisclien  A lpen, das P r in z[9] als T isia-M assiv 
bezeichnet, und  das von B u b n o ff  «Ö stliches Zwischen gebirge» g en an n te  M assiv, 
das vom  Süden des B alkangebirges ausgeh t u n d  im  grossen u n d  ganzen das 
G eb ie t von K leinasien  u m fasst.

A ls w ich tig  is t  die F es ts te llu n g  anzusehen , dass es au f G ru n d  der K a rte  
d er iscsta tisch en  A nom alien  n ich t an g eh t, die E x is ten z  eines in  d er Schleife 
zw ischen S ü d k a rp a ten  u n d  B alkangebirge gelegenen, sog. P räb a lk an isch en  oder 
K im m erischen  M assivs, bzw . von Lóczy ju n .  [10 ] W alacheim assiv  gen an n ten  
B locks anzunehm en . G leichfalls e rschein t die E x is ten z  eines dem  G ebiet des 
A dria tischen  M eeres an gepassten  B locks, des sog. A driam assivs, als u n w ah r­
schein lich . D ie W ah rsche in lichke it das B estehens d ieser beiden  M assive h a tte  
ü b rigens auch schon B u b n o ff  verw orfen.

L a u t der iso s ta tisch en  A nom alien en tsp rechen  den besprochenen  G ebieten 
D epressionszonen, d . h . Teile der E rd k ru s te , die M assendefekte aufw eisen.

A u f G ru n d  d e r U n te rsu ch u n g  der in  Abb. 3 gezeigten K a r te  w ird  m an 
festste llen  können , dass die Zone keine «die F a ltu n g  in  die eigene B ich tu n g  
o rien tie ren d en , s ta rre n  M assive» [8] e n th ä lt.

W as die Y ergenzen an b e lan g t, so lä ss t sich die e indeu tige F ests te llu n g  
m achen , dass sie sich  von den G ebieten d er iso sta tischen  M axim a n ach  den 
D epressionen r ich ten .

Die das T yrrhen is-M assiv  um gebenden A ppenn inen , das A tlasgebirge und  
die B etiden  zeigen einen  einseitigen A u fb au  ; ih re  F a ltu n g srich tu rg en  weisen 
n ach  den  das M assiv  um gebenden  u n d  du rch  M assendefekte gekennzeichneten  
D epressionsgebieten h in .

D ie gleiche E rsch e in u n g  is t  fü r  die F a ltu n g srich tu n g en  d er das P an n o ­
nische M assiv um gebenden  K arp a tisch en  u n d  D inarischen  G eb irgske tten  fest­
s te llb a r  ; die F a ltu n g srich tu n g en  w erden e inerse its  du rch  die sich  längs der 
K a rp a te n  h inziehende D epressionszone, andererse its  du rch  den in  d e r Zone der 
A dria  gelegenen, n eg a tiv e  iso sta tische  A nom alien  aufw eisenden G ebietsstre ifen  
b es tim m t.



to

♦ Vergenzen

■Ш. Isostatische ûepressionsgebiete

Die Richtung der Vergenzen der 
Gebirgsbildung wird von den 
Massenüberschuss-und Massen - 
defizitgebieten der Erdkruste 
bestimmt. Die Vergenzen richten 
sich von den Gebieten der isostati­
schen Maxima nach den Depressionen.

<

Abb. 3
Der Zusammenhang zwischen isostatischen Anom alien und Vergenzen der Gebirgsbildung 

in der Zone der m editerranen K ettengebirge
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D ie V ergenzrich tungen  der das ö s tlic h e  Zw ischengebirge im  S üden  b e g re n ­
zenden  T au rid en  u n d  Iran id en  w erden du rch  d ie  L age der im  S üdteil des M itte l­
m eeres e rk en n b a ren  Schw eredepressionen d e te rm in ie rt, wogegen d ie  dem  
einseitigen  A u fb au  der in  d er N ordzone gelegenen B alkan- und  K lein k a u k a su s-  
gebirge en tsp rech en d en , n ach  N orden  g e rich te ten  F a ltu n g en  n ach  d e n  im  
N orden  dieser Gebirge befind lichen , M assendefek te  aufw eisenden Z o n en  o ri­
e n tie r t  sind.

F ü r  d ie V ergenzrich tungen  der G ebirge m it doppelseitigem  A u fb a u  lassen  
sich ähn liche , e in d eu tig e  F estste llungen  m ach en , u n d  zw ar:

D ie P y ren äen  erscheinen im  B ilde d e r iso sta tischen  A nom alien  als ein 
S tö ru n g sstre ifen , d er du rch  positive W erte  gekennzeichnet is t. D ieses G ebirge 
w eist e in en  doppelseitigen A u fb au  auf. D ie V ergenz seines N ordflügels r ic h te t  
sich n a c h  d er iso s ta tisch en  D epression des A qu itan ischen  B eckens h in , die 
F a ltu n g e n  d er Südzone dagegen n a c h  d er M assendefektzone im  G eb ie t des 
E brobeckens.

D ie V ergenzen d er W est-, N ord- und  S ü d a lp en  weisen vom  iso s ta tisch en  
M axim um gebiet Iv r e a —Südalpen , das a u f  d e r K a r te  von T anni unvo llk o m m en  
d a rg es te llt i s t  u n d  sich in  W irk lichke it n a c h  D urch lau fen  der a u f  d e r  K a r te  
angegebenen  ostw estlichen  S tre ich rich tu n g  n a c h  Süden, in  die D ic h tu n g  zum  
L igurischen  M eer zu  w endet, n ach  W esten , N o rd en  u n d  Süden, in  die R ic h tu n g  
der das M axim um gebiet um säum enden  D epressionszonen.

D as G eb ie t des K au k asu s is t  au f e in em  isosta tischen  M ax im um stre ifen  
gelegen. Seinem  doppelseitigen A u fb au  gem äss sind  nördliche u n d  süd liche  
F a ltu n g sric h tu n g e n  v o rh an d en , die n ach  den das Gebirge im  N orden  u n d  S üden  
u m säu m en d en  D epressionszonen hin weisen.

A u f  G ru n d  d er aufgezählten  F älle  lä ss t sich  der Z usam m enhang  zw ischen  
V ergenzrich tungen  u n d  isosta tischen  A nom alien  eindeu tig  festste llen .

D ie T a tsach e , dass die V ergenzen von  den  G ebieten der iso s ta tisch en  
M axim a n a c h  den D epressionen zu  g e rich te t s in d , lä ss t d a ra u f  sch liessen , dass 
die sich  be i d er E n ts te h u n g  der K e tten g eb irg e  abspielenden, im  w esen tlich en  
h o rizo n ta l g erich te ten  K rustenbew egungen  ebenfa lls iso sta tischer N a tu r  sin d .

E s  g ib t d em nach  n ic h t n u r  K o m p en sa tio n en  von v e rtik a le r R ic h tu n g , 
v ie lm eh r können  auch  V orgänge festg este llt w erden , die sich an lässlich  o ro g en er 
K rustenbew egungen  abspielen u n d  als B ew eise des S trebens d er E rd k ru s te  
n ach  h o rizo n ta l g e rich te te r  iso sta tisch e r K om pensa tion  aufgefasst w erd en  
m üssen .

E in  gem einsam er C h arak te rzu g  aller s ich  a u f  isostatische K o m p e n sa tio ­
nen in  d e r V ertika lebene beziehenden  H y p o th esen  is t die V o rau sse tzu n g , dass 
die an  d er O berfläche in  E rscheinung  tre te n d e n  Massen Ü berschüsse d u rch  
M assendefek te  in  d er T iefe, an  den G cbirgsw urzeln  kom pensiert w erd en .

D as W esen d er sich in  der H o rizo n ta leb cn e  abspielenden iso sta tisch en  
K o m pensa tionsvorgänge  is t  aber die E rsch e in u n g , dass die geb irgsb ildenden
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K rä f te  aus den Z onen d er M assenüberschüsse G ebirge nach  jen en  G eb ie ten  
v e rsch ieb en , wo M assendefek te  bestehen , d . h . n a c h  den D epressionsgebieten , 
d ie  —  u m  die oben v e rw endete  A usdrucksw eise nochm als zu gebrauchen  —  als 
W u rze lreg io n en  ohne G ebirge bezeichnet w e rd e n  können .

D ie  von  den G eologen derzeit in  im m e r b re ite ren  K reisen  ak zep tie rte  
T h e o rie , w onach  die K etten g eb irg e  u n te r  dem  E in flü sse  der S chw erkraft in  ih re  
je tz ig e  L age geg litten  sin d , e n th ä lt  oder s e tz t  stillschw eigend alles das v o rau s , 
w as im  obigen d arge leg t w urde .

H ie r  sei e rw äh n t, dass in  d er Geologie au c h  b ish e r sehen A nsichten  a n z u ­
tre f fe n  w aren , die den  oben gezogenen F o lg e ru n g en  n ahestanden .

D e r  englische Geologe Deeley [11 j sch rieb  im  J a h re  1918 eine sehr g rü n d ­
lich  d u rc h d a c h te  A rb e it, in  d e r die V erm u tu n g  e rw ä h n t w ird, dass die G ebirgs­
b ild u n g  eine Folge von  Schwere w ir kun gen se in  k önn te .

A u f  G rund der U n te rsu ch u n g  der iso s ta tisc h e n  A nom alien u n d  der V ergen- 
zen  lä s s t  sich  zw ar eine zw ischen den F a ltu n g sric h tu n g e n  und der M assenver­
te ilu n g  d e r E rd k ru s te  b esteh en d e  B eziehung fe s ts te llen , doch können  h ie rau s  
n o ch  k e in e  e indeu tigen  F o lgerungen  über den G ru n d  der U rsprünge der orogene- 
tis c h e n  V orgänge gezogen w erden .

I m  R ah m en  se iner O szilla tionstheorie , d ie  in  den  Jah ren  n ach  1930 grosses 
A u fseh en  e rreg te , se tz t H aarm ann  [12 ] v o rau s , d ass  die orogenetischen B ew e­
g u n g en  e in fache, d u rch  die W irkung  der S ch w erk ra ft hervorgerufene G le it­
v o rg än g e  seien. S e tz t m an  n u n  an die S telle  d e r  von H aarm ann  e ingefüh rten  
B egriffe  von  G eotum oren  u n d  G eodepressionen die A usdrücke iso sta tisch e  
M ax im a  u n d  M inim a, so w erden  die E in w än d e  eines Teiles der G egner d e r in  
R ed e  s teh en d en  H y p o th ese  schon dadurch  gegenstandslos.

E s  sei h ie r davon  abgesehen , die N am en  a lle r  je n e r  Schweizer, d eu tsch er, 
ö ste rre ich isch er, ita lien isch er, englischer, h o llän d isch e r u n d  anderen N a tio n a li­
tä te n  an g eh ö ren d er F o rscher anzu füh ren , d ie in  ih re n  A rbeiten  die E n ts te h u n g  
d e r e in ze ln en  G lieder des m ed ite rran en  K e tten g eb irg ssy stem s a u f  G leitbew e­
g u n g en  u n te r  E in w irk u n g  d e r S chw erkraft z u rü ck fü h ren .

V on diesen  A rb e iten  sollen hier n u r je n e  v o n  zwei Schweizer F o rsch e rn , 
L ugeon  u n d  Gagnebin [13, 14] etw as au sfü h rlich e r b eh an d e lt w erden, zu m al ein 
T eil d e r  in  diesen A rb e iten  geäusserten  V o rau sse tzu n g en  die in  der vorliegenden 
A b h a n d lu n g  gezogenen K onklusionen  n ä h e r  b e rü h r t .

L ugeon  u n d  Gagnebin se tzen  voraus, dass d ie  ganze peria lp ine D epression 
in fo lge  d e r  B e lastung , die e inerse its von d en  grossen M assen der S ed im en t­
g e s te in e , andererse its  von  den  infolge der S chw erew irkung  au f diese S ed im ente  
g e g lit te n e n  D eckfalten  au sg eü b t w urde, n a c h  A b la u f  der G ebirgsbildung iso s ta ­
tisc h  abgesunken  is t.

D ies  e n tsp ric h t im  w esentlichen  der A n s ic h t von  Kossm at, dass n äm lich  
d ie  so g . «R andsenke»  am  T rag en  der G eb irg slast be te ilig t is t. Diese A n sich t 
w ü rd e  e in en  Z usam m enhang  anderer A rt zw ischen  isostatischen  A nom alien
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u n d  den V ergenzrich tungen  d er K ettengeb irge  begründen . E ine  e ingehendere  
U n te rsu ch u n g  d er iso sta tisch en  A nom alien b ew eis t jedoch , dass die g esch ilderte  
V orausse tzung  n ic h t z u tr if f t .

D er d u rch  d ie  R ich tu n g en  der F a ltu n g  b es tim m te  äussere V o rrau m  der 
K e tten g eb irg e  is t  im  allgem einen  du rch  hohe n e g a tiv e  W erte d er iso s ta tisch en  
A nom alien  gekennzeichnet. W äre das A bsinken  des V orraum s ein p o sto ro g en er 
V organg  gew esen, so h ä t te  d er G rösse der n e g a tiv e n  Anom alien gem äss ü b era ll 
in  den V orräum en eine Ü berkom pensation  von  bedeu tendem  A usm ass e in tre - 
te n  m üssen . D ies w äre ab e r h öchst unw ahrschein lich .

U n te r  den D epressionszonen , die b is zu m  V orraum  der K e tten g eb irg e  
re ichen , g ib t es solche, die grosse F läch en räu m e e innehm en. Zu d iesen  gehören 
d ie  im  N o rdosten  d er P y ren äen  gelegene iso s ta tisch e  D epression, d ie  sich  im  
grossen u n d  ganzen  au ch  ü b e r die Zone des P lä te a u  C entral e rs tre c k t, d ie  im  
W esten  d er P y ren äen  gelegene, das G ebiet des spanischen  M eseta in  sich  schlies- 
sende D epression, sowie das ausgedehn te  n e g a tiv e  S chw erestörungsgebiet, das 
N o rd a frik a  u n d  den  S üd te il des M itte lm eeres u m fass t. Es geht n ic h t  a n  an zu ­
neh m en , dass diese D epressionen infolge posto ro g en er isosta tischer W irk u n g en  
e n ts ta n d e n  sind.

B ei d er U n te rsu ch u n g  der A nom alienprofile  der der G esta lt d e r  K e tte n ­
gebirge angepassten  u n d  m it diesen die gleiche S treichrich tungen  verfo lgenden  
Schw eredepressionen lä s s t sich —  wie bei d e r B ehand lung  der G le ichgew ichts­
v e rh ä ltn isse  der A ppenn inen  u n d  N o rd o s tk a rp a te n  bereits e rw ä h n t —  fe s t­
s te llen , dass die O rte  d e r D epressionen n ic h t m it  jenen  der D eck fa lten  zu sam ­
m enfallen  : die G ebirge reichen im  allgem einen  n u r  bis zu r M itte llin ie  der
D epressionszonen. Z ieh t m an  diese Sachlage u n d  die Sym m etrie d e r P ro file  der 
Schw ereanom alien  in  B e tra c h t, so gelang t m an  z u r F estste llung , dass d ie  a u f  der 
D epressionszone e in se itig  aufliegenden D eckfa lten  bei der A u sg esta ltung  des B il­
des der iso sta tisch en  A nom alien  n u r  eine R olle zw eiten Ranges spielen k o n n te n .

Im  G egensatz  zu den  oben dargelegten  A nschauungen  Lugeons u n d  Gagne- 
bins d a r f  m an  also als w ahrschein lich  an n eh m en , dass die A u sg esta ltu n g  d e r  die 
V ergenzen o rien tie renden  D epressionszonen in  d ie  Zeit vor der E n ts te h u n g  der 
K e tten g eb irg e  zu  verlegen  is t.

G leichzeitig  sch e in t das dargelegte M a te ria l —  im  G egensatz z u r A uffas­
su n g  K ossm ats  —  d a ra u f  h in zu d eu ten , dass n ic h t  der V orraum  die  G eb irgslast 
tra g e n  h ilf t , sondern dass das G ebirge dem  V o rrau m  bei dessen S tre b e n  nach  
E rre ich u n g  d er iso s ta tisch en  G leichgew ichtslage zu  H ilfe k om m t.

D ie A usb ildung  d er V orräum e d er K e tten g eb irg e  lässt sich te ils  a u f  epiro- 
genetische , te ils  a u f  orogenetische K ra f tw irk u rg e n  zurückführen.

Tm vorhergehenden  w urde gezeigt, dass sich  das B estreben d e r  E rd k ru s te  
zu r E rre ich u n g  des iso sta tisch en  G leichgew ichts sowohl in v e rtik a len  w ie in 
ho rizon ta len  K rustenbew egungen  äussern k a n n , d ie  die en tsp rechenden  K om po­
n en ten  d er w irklichen isosta tischen  К  rü sten  bew egun gen rep rä sen tie ren .
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ZUSAM MENFASSUNG

A u f Grund des Studium s der K arte der isosta tisch en  A nom alien Europas und der Ver- 
genzen  der Kettengebirge des M ittelm eergebietes s te llt  der Verfasser für die untersuchte Zone 
ein e gesetzm ässige Beziehung fe s t , die zwischen den V ergenzen der Kettengebirge und den 
iso sta tisch en  Anomalien besteht.

D em nach  richten sich die gebirgsbildenden Vergenzen im  allgem einen von den M axim um ­
zonen  ausgehend, die auf der K arte  der isostatischen A n om alien  als M assenüberschussgebiete 
g ek en n zeich n et sind, nach den ein en  M assendefekt aufw eisenden  Depressionsgebieten.

D ie  gekennzeichnete G esetzm ässigkeit s te llt  einen B ew eis für die Behauptung dar, dass 
sich  d ie  Erdrinde auch im  W ege horizontal gerichteter K rustenbewegungen in das isostatische  
G leich gew icht zu setzen bestrebt is t .

СВЯЗЬ ИЗОСТАТИЧЕСКИХ АНОМАЛИЙ И ВЕРГЕНЦИЙ ГОРООБРАЗОВАНИЯ

Канд. техн. наук В. Шеффер 

Р е з ю м е

Автор, изучая карту изостатических аномалий Европы и вергенции средиземно- 
морских горных цепей, определяет такую закономерность исследованной зоны, которая 
существует между вергенциями горных цепей и изо статическими аномалиями.

Соответственно вышеупомянутой закономерности вергенции горообразования 
вообще направлены из стороны, указывающей на изостатических картах аномалий избы­
ток масс (зоны максимумов), — в сторону депрессий, т. е. недостатка масс.
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Рассмотренная в статье закономерность служит доказательством стремления к 
достижению изостатического равновесия земной коры посредством движения коры в 
горизонтальном направлении.

RELATIO NS BETW EEN ISOSTATIC ANOMALIES A N D  OROGENIC V E R G E N C E S

V. SC H E FFE R  
Candidate of Eng. Sc.

SUMMARY

Correlating the m ap of European isostatic  anom alies and the vergences o f M editerranean  
chains, the author has established a relationship betw een th e  vergences o f m oun ta in  chains 
and isosta tic  anomalies.

According to this conform ity, erogenic vergences generally  trend from zones o f  m ax i­
m um  o f  the isostatic  anom aly m ap, denoting excesses o f m ass, toward depressions, th a t  is  parts 
presenting deficits o f  mass.

T he conform ity dem onstrated produces evidence o f  th e  trend of the Earth’s cru st toward  
isostatic  equilibrium  through horizontal crustal m ovem ents.

L E  R A PPO R T E N T R E  LES ANOM ALIES ISOSTATIQUES ET LES VER G EN CES
OROGÉNIQUES

V. SC H E FFE R
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SOMMAIRE

E n étudiant la  carte des anom alies isostatiques d’Europe et les ridem ents des chaînes 
m éditerrannéennes, l ’auteur étab lit un rapport entre les vergences des chaînes e t  le s  anom alies 
isostatiques dans la  zone étudiée.

. Selon ce rapport les vergences des ridem ents se d irigent en général des zones m axim a  
de la  carte d’anom alies isostatiques, indiquant des excédants de masses, vers le s  dépressions 
ind iquant des manques de masses.

Le rapport indiqué fournit une preuve de l ’effort de l ’écorce terrestre à a tte in d re  un 
équilibre isostatique par des m ouvem ents horizontaux.
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E inleitung

Im  R ahm en  d ieser Z e itsch rift befassten  sich m ehrere A rbeiten  [ 1 , 2 ]  m it 
d e r F rag e  der S ta b ilitä t eines an  einem  oder zwei P u n k te n  aufgehäng ten , b o h len ­
a rtig e n , geradachsigen , h o ch k an t gestellten  B alkens von rech teck igem  Q uer­
s c h n itt . D iese A rbe iten  u n te rsu c h te n  alle den G leichgew ich tszustand  eines 
B alkens, der durch keinerlei S tü tzkonstruktion  an j seiner ̂ A usk ippung  g eh in ­
d e r t  w ird .

Im  G egensatz  zu  den e rw äh n ten  A rbeiten  b esp rich t der vorliegende A uf­
sa tz  d ie  S ta b ilitä t eines an  seinen beiden  E nden  au fg eh ä rg ten  oder g e s tü tz te n  
B alkens, der an dre i P u n k te n  gegen eine seitliche V erschiebung fe s tg eh a lten  ist 
(A b b . 1 ). D ie U n te rsu ch u n g  b esch rän k t sich h ierbei au f den F a l l  d e r e n tla n g  
d er B alkenachse  gleichm ässig v e rte ilten  v ertika len  B elastung  von d e r  In te n ­
s i tä t  g. D as Ziel d er U n te rsu ch u n g  is t festzuste llen , ob infolge der E rh ö h u n g  
d e r B e lastu n g  die in  Abb. 2  v e ran sch au lich te  A uskippung des u rsp rü n g lic h  
h o ch k an t gestellten  B alkens e in tre ten  k an n .

A n n ah m en , B ezeichnungen

D ie h ier geschilderten  U n tersuchungen  beziehen sich au f e inen  p r is m a ti­
schen B alken  von rech teck igem  Q u ersch n itt. Die L änge des B alkens b e t r ä g t  ein 
V ielfaches seiner Q uerschn ittsabm essungen , w ährend  die H öhe des Q u e rsc h n itts  
höch sten s das Z ehnfache der B re ite  ausm ach t. D as M ateria l des B alkens w ird  als 
hom ogen, iso trop  u n d  völlig  e lastisch  b e tra c h te t.

E s w ird  angenom m en, dass d e r B alken  an  seiner v ertik a len  M itte lebene 
d u rch  unend lich  lange G elenkstäbe , u n d  zw ar d u rch  zwei v e rtik a le  u n d  drei 
h o rizo n ta le  S täbe b efestig t is t  (A b b .3 ) ,  w e ite rh in , dass sich —  w enn d e r B alken  
u n b e la s te t is t  —  die zwei v e rtik a len , sowie die zwei äusseren h o rizo n ta len  S täbe  
in  d e r E bene  d er beiden  E n d q u e rsc h n itte  des B alkens befinden . D e r d r it te  
h o rizo n ta le  S tab  sei in  d er E bene  des m ittle ren  Q uerschn ittes angenom m en . Es 
w ird  ausserdem  v o rau sg ese tz t, dass sich die S tü tz p u n k te  der v e rtik a len  S täbe
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in  e in e r  H öhe von e >  O ü b er der B alkenachse, d ie jen igen  der ho rizon ta len  S täbe 
in  e in e r  H öhe von e0 > 0  ü b e r  der B alkenachse b e fin d en . Von den horizon ta len

Abb. 3.  Der Balken und seine Stützstäbe

S tä b e n  sei noch  an g en o m m en , dass hei ih n e n  d e r W ert der S ta b k ra f t gleich 
N u ll is t .

S e lb s tv e rs tän d lich  k ö n n en  die e rw äh n ten  S tü tz s tä b e  des B alkens auch 
d u rc h  andere , eine ä h n lic h e  S tü tzu n g  gew äh rle is ten d e  K o n stru k tio n en  e rse tz t 
w e rd e n . S ta t t  der v e r tik a le n  S tü tzs täb e  k ö n n e n  biegsam e, aufgehäng te  Seile, 
s t a t t  d e r h o rizon ta len  d ie  in  Abb. 4 d a rg es te llte  S tü tzk o n stru k tio n  verw endet

Abb. 1. Form  des Balkens vor der K ippung

Abb. 2.  Form des Balkens nach  der Kippung



w erden. D ie E lem ente  d ieser K o n stru k tio n  seien h ie r als s ta rre  S tä b e  ohne 
S p an n u n g  angesehen.

D IE  ST A B IL IT Ä T  D ES AX S E IN E N  E N D E S  A U FG EH A N G TEN , AN S E IN E B  S E IT L IC H E N  V E R S C H IE B U N G  3 3
G E H IN D E R T E N  B A LK EN S

Abb. 4. Der Balken und seine Spannkonstruktion

Bei den n ach steh en d en  U n tersuchungen  w ird  ein rech teckiges K o o rd in a ­
ten sy s tem  b e n u tz t, dessen A n fan g sp u n k t 0 am  S chw erpunk t des M itte lq u e r­
sch n itte s  des B alkens b e festig t is t . Als я -Achse dieses K o o rd in a ten sy stem s sei 
die T an g en te  des A n fan g sp u n k tes  der B alkenachse , als y-  bzw. z-A chse die 
H au p tach sen  des M itte lq u ersch n itte s  gew ählt ( A lb .  5).

B ezüglich  der F o rm än d e ru n g  des B alkens w erden  h ier d ieselben  B ed in ­
gungen  g este llt wie in  d e r u n te r  [1 ] e rw ähn ten  A rb e it. W as die B eze ichnung  der 
F o rm än d e ru n g en , B eansp ruchungen , Q u erschn ittsw erte  u n d  E la s tiz itä tsk o n ­
s ta n te n  a n b e lan g t, seien h ie r  ebenfalls die im  A ufsa tz  [1 ] e ing efü h rten  B ezeich­
n u n g en  verw endet.

Die Grundgleichung der Aufgabe

In fo lge  der A u sk ippung  verd rehen  sich die B a lk en q u e rsch n itte  aus ih rer 
u rsp rü n g lich en  Lage um  die  x-A chse in einem  W inkel (p =  cp (x ). G leichzeitig  
versch ieben  sich die A ch sen p u n k te  des B alkens in  der R ich tu n g  y  bzw . z um
1) — 1)  (x ) bzw . C —  £  ( x ) .

3 A cta Technics X I—2.

Abb. 5. Das Koordinatensystem
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D ie m it der V ersch ieb u n g  einhergehende W in kel Verdrehung q> wird durch 
d ie  Prandtische  G ru n d g le ich u n g

d2<p
G l,  E I 3

d x 2
M f r  =  0

( 1 )

b e s tim m t. Der W ert M 2 s te l l t  das B iegungsm om ent im  Q uersch n itt des B alkens 
d a r ,  u n d  zwar im  Z u s ta n d  v o r  der A usk ippung

_ e *  , ^
*2M , =  g h  1

x ‘
P

N a c h  dem  E insetzen d ieses W ertes  M 2, sowie d e r  E in fü h ru n g  der B ezeichnung

S 4 * > o ,
IG ILE J 3

k a n n  G l.(l)  fo lgenderm assen  angeschrieben w erden  :

P  d 2(f> / _ * 2 ' 2

a d x 2 +  ~~ P
<p =  0,

(2)

(3)

E s is t zu b em erk en , d a ss  d er durch Gl. (2) b e s tim m te  F a k to r  a im  Falle 
v o n  Q uerschn itten , be i d e n e n  das V erhältn is d e r  S eiten  h : b <  10 is t , k leiner 
i s t  a ls  eins, v o rau sg ese tz t, dass die grösste D u rchb iegung  des B alkens den in 
d e r  P ra x is  zugelassenen W e r t  von

f = - ^ ~
500

n ic h t  überste ig t. Z ur B e s tä tig u n g  dieser A ussage sei Gl. (2) in  der F o rm

P
P

a  =  5,76
E  J |

h h
ang esch rieb en . F ü h rt m a n  n u n  in dieser F o rm e l die S u b stitu tio n

/ < _ J _
G 3 / “  500

d u rc h , so ergeben sich  fü r  d e n  W ert des F a k to rs  a in  A b h än g ig k e it vom  V er­
h ä l tn is  der Seiten h :b  —  d ie  in  Tabelle I I  zu sam m engefassten  oberen  Schranken . 
A us d ieser Tabelle g eh t h e rv o r , dass der F a k to r  a, solange h : b 3,5 is t , w eit 
w en ig e r als eins b e trä g t, a u c h  im  Falle des E x trem w erte s  h : b — 10 klei­
n e r  a ls  eins bleib t.

D ie L ösung der G rundgleichung

D ie allgemeine L ö su n g  der D ifferen tia lg leichung  (3) lä ss t sich m it der 
M e th o d e  der u n b estim m ten  K oeffizien ten  le ich t e rm itte ln . B egnüg t m an sich
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TABELLE I

Obere Schranken des F aktors а

hjb a ^

1,0 0,000 127

1,2 0,000 224

1,5 0,000 463

2,0 0,001 250

2,5 0,002 810

3,0 0,005 520

4,0 0,016 600

5,0 0,038 500

10 0,574 000
CO oo

bei a m it den G liedern e rs ten  G rades, so k a n n  d ie  Lösung folgen derm assen  
angeschrieben w erden :

1 * 2 1 X 4
+

1 * 6

2 /2 ~ 6 l 4 30 Z6

1 1 X &
+

1

6 /3 10 / 5 42 г  1 (5)

A  und  jß sind  h ie r K o n s ta n te n .
In  K en n tn is  d e r F u n k tio n  <p (x) is t  es m ög lich , die V erdrehungsm om ente  

M j bzw . die V ersch iebungen  rj m it H ilfe der in A u fsa tz  [1 ] erw ähn ten  Z u sam m en ­
hänge

M , =  G l,
dtp
d x

bzw.

d 2ri g l2 ! x

d x 2 2 1 Z2

zu berechnen . D as so e rh a lten e  E rgebnis is t

M j =
l

2 _ * »  1
5~ I«)

+  — +

+  ° Ь в 1 * 2
2 Z2

1 X 4

2  l 4 6 l 6  I) +  -

3*

(6)
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bzw .

Г)(х)
2 E I 3

1 f 4
24 Z4

ő* 4 
2 K I ,

В Cx

C0
1

+  2

x 2 

Г- ~

1

12 / 4

1
■—  +  

Zfi

1 x s 1 * - l  +
45 280 Is 2700 z10) +

X 1 x 3 1 X5

6 Z3 20 Zä

1 2 x 7 13 X9 1  X11»
120 Z5 315 Г  1 7560 Г> 4620 Z11 ) (7)

wo C0 u n d  Cj In teg ra tio n sk o n s tan ten  sind .

A nfangsbedingungen

D ie  F u n k tio n en  q> (x ),rj (x) bzw. M x (я;) m üssen  bestim m ten  A n fan g sb ed in ­
g u n g en  genügen.

1. A u s  der besonderen Lage des K oordinatensystem s stammende A n fa n g s ­
bedingungen :

V ( 0 ) =  o, d>]( 0)
d x

A us d ie se n  Gleichungen e rgeben  sich bei B e n u tz u n g  der Form el (7) fü r  die 
In te g ra tio n sk o n s ta n te n  die W erte

C0 =  0, C, =  0 . (8)

2 . A u s  der horizontalen S tü tzung  des B alkens stammende A nfangsbedingung  .

Vi +  V s =  2rh  ■

In  d ie se r  G leichung bezeichnen  г/ 2 bzw. r/ 3  d ie  V erschiebung der S tü tz p u n k te  
1, 2  b zw . 3 ( Abb. 3) in der R ic h tu n g  y .  D iese V erschiebungen können  m it  den 
V ersch iebungsangaben  d er A ch sen p u n k te  des B alkens bzw. m it dem  V erd rehungs 
w inkel d e r  B a lk en q u ersch n itte  folgen derm assen  ausgedrückt w erden  :

Ъ  =  V (— l) +  e0  <P(— 1), 

•>h =  »? (°) +  <*0<P (°) ’

V s  =  V ( + l )  +  «o < P ( +  1)•
( 9)
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S e tz t m an  nun  diese W erte  in die vorige G le ichung  ein, so erhält m an  die B ed in ­
gungsgleichung

-  *>0 [<p ( - 0  +  <P (+  o -  2<p (0) ] =  7] (—l) +  Ч(+ I) -  2П (0). (10)
Die in  obiger G leichung stehenden  W erte  von cp lassen sich m it H ilfe  von  Gl. (5) 
berechnen  :

4- ( ±  l) =  4 ±

± B

(f> (0) =  4 .

19
210

« d------• • dl)

D agegen können die W erte  von rj aus Gl. (7) u n te r  B erücksich tigung  von Gl. (8) 
b es tim m t w erden :

gl* A  I
5 107

2 E l , 12 4725

g l4 Я 1 7 29

2 E I 3 60 8316
( 12)

4(0)  =  0.

D a n u n m eh r die W erte  von (11) u n d  (12) b ek an n t sind , k a n n  m an  au f 
d ie  U n te rsu ch u n g  der A nfangsbedingung (10) übergehen. H ierbe i sind  zwei 
F ä lle  zu u n te rsch e id en , u . zw. je  nachdem  ob  A  =  0 oder А  ф  0 i s t .

Im  Falle А  — 0 —  in  dem  die F o rm ä n d e ru n g  des Balkens zu m  m ittle ren  
Q u e rsch n itt a n tim e trisc h  is t  —  gelangt m an n a c h  E insetzung  von (11) u n d  (12) 
in  Gl. (10) zum  E rg eb n is , dass die B ed ingung  u n ab h än g ig  von der G rösse von  e0 

in jed em  F alle  e rfü llt w ird.
Im  Falle А  ф  0 v e rh ä lt sich die Sache an d ers . H ier kann die B e d in g u n g  (10) 

n u r  d ann  befried ig t w erden , wenn

In  d ieser G leichung ist

gl*
E l 3

(13)

5 107

12 4725
11

«
30

( 14)
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bzw . b e i genauerer B e rech n u n g

_5____107^

12
К л

4725
а  +

115

226 112
а 2 -------J- . . .

П

30

6617

415800
- а 2 -f-

5 008 723 

19 297 278 000

(1 4 ’)

+  . . .

D e r m it  G l. (14') b e rech n e te  W ert des F a k to rs  w ird  in Tabelle 11 bzw . im  
D ia g ra m m  von Abb. 6 angegeben .

TABELLE II

D ie  Werte des Faktors K 0

а K„

0 —  C O

0,01 -  113,624

0,10 -  11,351
1,00 -  1,124

5,01 -  0,215

10,0 — 0,103
15,0 -  0 ,069

20,0 — 0,055

25,0 -  0,051

Abb. 6 . Die Werte des F aktors К 0
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A us der Tabelle bzw . aus dem  D iag ram m  g eh t hervo r, dass d e r W ert des 
F a k to rs  K 0  im  R ah m en  d e r h ier gem ach ten  A n n ah m en , d . h . im  F a lle  a  <  1, 
im m er n e g a tiv  is t . In  so lchen F ällen  is t also e0 < ' 0. D a diese M öglichkeit aus 
den  vorliegenden  U n tersuchungen  a p rio ri ausgelassen w urde, is t es ü b e rh au p t 
n ic h t n o tw end ig , sich  im  w eiteren  m it dem  F a ll  A  ^  0 —  w elcher innerhalb  
der geste llten  B ed ingungen  ja  gar n ich t Vorkom m en k ann  —  zu beschäftigen .

E s genügt also, im  folgenden n u r  den F a ll A  —  0, d. h . eine a u f  den  m ittle ­
ren  Q u ersch n itt des B alkens an tim etrisch e  F o rm än d eru n g  zu besp rech en . H ier 
k an n  m an  a n s ta t t  d er Gl. (5) bzw . (6)

bzw.

?>(*) =  Я
X 1 V3 1 V5 _________ 1 - L ü l U -
l 6 /3 10 I s 42 / 7 ) ‘

(15)

M x( i)  = —— В 1 — а ] оя- 1 X4 1 *6 |____ ________ _____ _ 1 __
l 2 /2 2 14 6 6 Г

(16)

an sch re ib en .
3. A u s der vertikalen U nterstützung der Balkenenden stammende A n fangs­

bedingung :

M i ( ± l )  =  T  gl ■ e(p { ± 1) .

D iese B edingungsgleichung b ed eu te t, dass an  den  B alkenenden , d . h .  den Q uer­
sc h n itte n  X — i  /, d ie d u rch  Gl. (16) b e s tim m ten  V erdrehungsm om ente  den 
aus d en  äusseren K rä fte n  u n m itte lb a r  abgele ite ten  V erdrehungsm om enten  
gleich sein m üssen. D a gem äss G l. (15) bzw . (16)

hzw.

< P ( ± I ) = ±  ö ( l
19

210
а  -1------. . .

M A ± i )

is t, k an n  die erw ähn te  B edigungsgleichun g folgen derm assen an geschrieben werden:

G h
l

Von h ier

! 9
210

« +  —

(17)
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A bb. 7. Der ^ e r t  des Faktors К

b zw . genauer

K  = ------

1 —

23

4 200
+

19

210
« +

12 161 

5 405 400

(380
а 2 -------1- . . .

D ie  m i t  d er Form el (18') b e re c h n e te n  W erte von К  s in d  in Tabelle 111 bzw . im  
D ia g ra m m  von Abb. 7 an g eg eb en .

TABELLE III 
D ie  Werte des Faktors К

а К

0 -  1,000

0,01 -  0,999

0,10 -  0,992

1,00 -  0,920

5,00 -  0,503

10,0 +  0,371

15,0 +  1,792

20,0 +  1,504

25,0 -  1,790

Tn d ie se r  Forme) is t d er W e r t  des F ak to rs К
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Aus Gl. (17) is t e rs ich tlich , dass « n u r dann  p o sitiv  sein k an n , w enn auch der 
F a k to r  К  positiv  is t, das is t  aber n u r der F a ll, wenn

, I 23 ,
1 ---------a -|----------- u 2 -------j- . . . >  0,

6 4 200

bzw. w enn

n <  8,22 .

D a ab er in  dem  hier b eh an d e lten  F all, wo h :b < ^  10 is t , d e r W ert а  < ' 1 u n d  so К  
gem äss Gl. (18) n e g a tiv  is t ,  k ö n n te  der u n te rsu c h te  B alken  n u r  d ann  ausk ippen , 
w enn seine vertik a len  U n te rs tü tzu n g en  n ich t in  P u n k te n  oberhalb  d er B alken­
achse, sondern  u n te rh a lb  d ieser angeb rach t w ären . D iese M öglichkeit w urde 
jed o ch  aus den v o rh eg en d en  B etrach tungen  v o n  v o rn h ere in  ausgeschlossen.

D em gem äss k a n n  also der B alken in  dem  h ie r u n te rsu c h te n  F all, d. h. 
w enn er in  se itlicher R ic h tu n g  in drei P u n k te n  g e s tü tz t  w ird  u n d  w enn seine 
E nden  in  P u n k ten  oberhalb seiner Achse au fg eh än g t oder u n te r s tü tz t  w erden, 
keinesfalls axis seiner eigenen E bene ausk ippen .

SC H R IFT T U M

1. P .  C so n ka  : D ie  S ta b ilitä t  der an ihren  E n d en  au fgeh ä n g ten  p r ism a tisch en  Stäbe  
v o n  rech teck igem  Q u ersch n itt. A cta  T echnica  H ung. 8 , 1954. S . 7 9 — 90.

2. P .  C s o n k a  : D ie  S ta b il itä t  des an einem  P u n k te  a u fg eh ä n g ten  geraden B a lk en s. A cta  
T echnica H u n g. 8 , 1954. S . 389 — 397.

3. E .  B ö lc s k e i  : D ie  S ta b ilitä t  des an zw ei P u n k ten  au fgehän gten  g erad en  B a lk en s. 
A cta  T ech n ica  H ung. 8 , 1954. S . 243 — 256.

4. I .  B ö rö cz  : K ét v é g é n  fe lfü g g esz te tt  gerenda ta r tó  k ib icsa k lá sa . (D ie  A uskn ickung  
ein es an se in en  E nden  a u fg e h ä n g ten  B alkenträgers. N u r  u n gar.). M élyép terv  M űszaki K ö zlem é­
n yek  (1953) S. 2 8 - 5 6 .

Z U SA M M E N FA SSU N G

D ie vorliegen d e A b h a n d lu n g  untersucht d ie S ta b ilitä t  e in es an se inen  b eid en  E nden  au f­
geh än gten  bzw . u n ter stü tz ten  b oh len artigen , h o ch k an t g e s te llte n  B a lk en s v o n  rechteck igem  
Q u ersch n itt, der in se itlich er  R ich tu n g  durch drei h o r izo n ta le  S tä b e  g e s tü tz t  i s t ,  für den F a ll 
einer g le ich m ä ssig  län gs d er B a lk en ach se  v er te ilte n  B e la s tu n g  g .

E s w urde a n gen om m en , d ass sich  die A u fhän ge- b zw . S tü tz p u n k te  des B a lk en s in  g leich er  
H öhe über der B a lk en a ch se  u n d  d ie  S tü tzp u n k te  der zur Z eitlich en  S tü tzu n g  d ien en d en  h ori­
zon ta len  S tä b e  a u f einer o b erh a lb  der B alkenachse und m it  d ieser  p a ra lle l v erlau fen d en  G era­
den befind en .

G em äss den U n tersu ch u n g en  kann der G le ich g ew ich tszu sta n d  des oben  b eschriebenen  
h orizon ta len  B a lk en s, dessen  H ö h e  n ich t m ehr a ls das Z eh n fach e se iner B reite  b e tr ä g t, m it der 
Steigeru n g der B e la stu n g  n ic h t  la b il w erden. D ie  S ta b ilitä t  d es B a lk en s w ird d u rch  d ie H öhe  
der A u fh än ge- bzw . S tü tzp u n k te  über der B a lk en ach se  b zw . durch d ie H ö h en la g e  der se it ­
lich en  S tü tzu n g  überh au p t n ich t b eein flu sst.
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СТАБИЛЬНОСТЬ ДВУХОПОРНОЙ БАЛКИ, БОКОВОЙ СДВИГ КОТОРОЙ
ПРЕПЯТСТВУЕТСЯ

Д-р техн. наук П. Чонка

Р е з ю м е

В статье исследуется стабильность прямоугольной балки четырехугольного сече­
ния, подвешенной или же подпертой на двух её концах и укрепленной тремя горизон­
тальными раскосами, в случае равномерно распределяющейся и действующей вдоль 
всей длины нагрузки g.

Предполагается, что точки подвешивания или же подпирания балки располага­
ются на идентичных отметках над осью балки, а в отношении точек опоры горизонталь­
ных раскосов, служащих для предотвращения бокового сдвига, принимается, что они 
должны располагаться на прямой, параллельной оси балки — над осью балки.

На основе проведенных исследований, состояние равновесия горизонтальной 
балки (имеющей максимально в десять раз большую высоту, чем ширину) с ростом 
нагрузки не может стать нестабильным. Высота точек подвешивания или же подпирания 
над осью балки, а также положение, занимаемое по высоте распорной конструкцией, 
служащ ей для предотвращения бокового сдвига, не оказывают совершенно никакого 
действия на стабильность балки.

STABILITY OF THE END-SUPPORTED LATERALLY RESTRAINED BEAM
Prof. P . CSONKA 

D. of Eng. Sc.

SUMMARY

T h e  sta b ility  problem  o f  a b e a m  su sp en d ed  or su p p orted  a t b o th  ends an d  s tr u tte d  by  
th r e e  h o r iz o n ta l bars is  in v e s t ig a te d  in  th e  case o f  con tin u o u s, u n iform ly  d istr ib u te d  lo a d  g .

P o in ts  o f  suspension  or o f  su p p o r t are assum ed  a t eq u a l h e ig h t a b ove th e  a x is  o f  the  
b e a m  ; p o in ts  o f h orizontal b a ck in g  are  su pposed  to  l ie  on  a lin e  p a ra lle l to  th e  b ea m  a x is  above  
t h e  la t t e r .

R e s u lt s  o f in v estig a tio n s : E q u ilib r iu m  con d ition s o f  th e  b eam  ca n n o t b eco m e  u n sta b le  
u n le s s  i t s  d ep th -to -w id th  ra tio  e x c e e d s  10. T h e h eigh t o f  th e  p o in ts  o f  su sp en sio n  or o f  support 
a b o v e  t h e  a x is  o f the beam , an d  th e  h e ig h t  o f  th e  la tera l con stra in in g  stru ctu re  h a v e  n o  effect  
w h a te v e r  on  its  s ta b ility .

LA STABILITÉ D’UNE POUTRE SUSPENDUE À SES DEUX EXTRÉMITÉS ENTRAVÉE 
DANS SON DÉPLACEMENT LATÉRAL

P. CSONKA

D o cteu r des Sciences Techniques

RÉSUMÉ

L ’étu d e  exam ine la  s ta b il ité  d ’u n e  p ou tre  à section  r ec ta n g u la ire , su sp en d u e  resp . ap p u yée  
à  se s  d e u x  extrém ités e t  é ta y ée  par tr o is  barres d ’appui h o r izo n ta le s, au cas d ’une ch arge con tinu e  
e t  u n ifo rm ém en t répartie.

I l  e s t  supposé que le s  p o in ts  de su sp en sion  resp . d ’a p p u i se s itu e n t  à la  m êm e h auteur  
a u -d e s su s  d e l ’axe de la  p o u tre  e t  q u e  le s  p o in ts d ’ap p u i d es barres h o r iz o n ta le s  se rv a n t de 
l ia is o n  la té r a le  sont sur une d ro ite  p a r a llè le  à l ’axe de la  p o u tre  e t  au -d essu s de c e lle -c i.

S e lo n  le  tém oignage des r e c h e r c h e s , l ’équ ilibre de la  p o u tre  h o r izo n ta le  d o n t  la  h auteur  
e s t  a u  m a x im u m  le  décup le de sa  la r g e u r , ne p eu t pas d ev en ir  in sta b le  en  co n séq u en ce  de l ’au g­
m e n ta t io n  de la  charge. La h a u te u r  d es p o in ts  de su sp en sion  resp . d ’a p p u i, a u -d essu s de l ’axe  
d e  la  p o u tr e , voire la  p ositio n  en  h a u te u r  de la  lia iso n  la té r a le  n ’exerce  aucune in flu e n c e  sur la  
s t a b i l i t é  d e la  poutre.



ÉTUDE DE L’ÉVAPORATION À MULTIPLE EFFET 
AVEC PRISES DE VAPEUR

G. O PL A T K A

D OCTEU R D ES SCIENCES TE C H N IQ U E S 

IN ST ITU T D E RECH ERCH E D E L’IN D U ST R IE  S U C R IÈ R E  HONGROISE 

[P résen té  le  18. m ars 1954]

1. In troduction

L ’in d u s tr ie  ch im ique fa it sou v en t usage des systèm es d’év ap o ra tio n  à 
m u ltip le  effe t avec prises de v ap eu r, systèm es g a ra n tis sa n t une économ ie de 
v ap eu r av an tag eu se . P o u r  les calculer, on co nna ît quelques form ules, p ré se n ta n t 
des re la tions e n tre  la  q u a n tité  de d isso lven t à év ap o re r ( V ), la  q u an tité  de v ap e u r 
exigée p our le chauffage d u  systèm e (G), le n om bre  de corps (n), e t les v ap eu rs  
prises des d iffé ren ts  corps (Ri)- Les form ules les p lu s im p o rtan tes  so n t :

qu i donne la  v ap eu r de chauffage, e t

V = A  j 1 - ^ - j  (2)

in d iq u a n t la  q u a n tité  de d isso lvent à évaporer (A  rep résen te  le poids de la  so lu­
tio n  diluée, s h resp . ss la  co n cen tra tion  des ju s  légers e t denses). L a  fig u re  1. 
rep résen te  la  vue schém atique.

Ces équa tions ne  so n t valab les que dans ce rta in e s  conditions s im p lifian t 
le  problèm e. E n  som m e ces sim plifications —  assez nom breuses d’ailleu rs —
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s ’e x p rim e n t par

Gi =  V t (3)

N o u s les tra ite rons en d é ta il au chap itre  2.1.
E n  dépit des s im p lifica tio n s , l ’éq u a tio n  (1) e s t su ffisam m ent ex ac te  p ou r 

la  p ra tiq u e , et a encore l ’av an tag e  d ’ê tre  sim ple e t de fourn ir v ite  le ré su lta t. 
I l  e s t  to u t  au m oins d ’un e  v a leu r d iscu tab le  de p ré ten d re  à une  e x a c titu d e  plus 
p o u ssée , si on se ren d  co m p te  du fa it, q u ’en  u sin e , l ’effet de la  v a r ia tio n  tem p o ­
re lle  des facteurs d é te rm in a n t le problèm e est p lus grand  que celui des erreurs 
com m ises p ar les sim p lifica tions.

P o u r déterm iner la  su rface  de chauffe  (F )  d ’un i-ième corps, on emploie 
la  fo rm ule

Vi =  Gi
xi F i A t i Z

Ti
(4)

où r  rep résen te  la ch a leu r de condensation  de la  v ap eu r de chauffe , x  le coeffi­
c ie n t de tran sla tio n  de la  surface de chau ffe , At, la  différence de tem p éra tu re  
m o y en n e  en tre  la v ap e u r de chauffe e t la  so lu tio n  en ébullition , se t ro u v a n t au 
cô té s  respectifs de la  su rface , tem p éra tu res  supposées fixes in d ép en d em m en t 
de l ’e n d ro it, enfin Z  le te m p s  p e n d an t lequel la  q u a n tité  de v a p e u r  G se con­
d en se . Souvent il sem ble ê tre  av an tag eu x  de rap p o rte r les poids de v ap eu r, 
de  liq u id e  et même le te m p s  à l’u n ité  de la  m a tiè re  prem ière trav a illé e . A insi 
p . e . d ans l’in d u strie  sucriè re  Z  p o u rra it désigner le tem ps, p e n d a n t lequel 
l ’u s in e  trav a ille  1 kg ou 1 t onne  de b e tte ra v e s .

O r, to u tes ces é q u a tio n s  —  celles que nous avons citées, a in si que  les équa­
tio n s  sem blables de la  l i t té ra tu re  — o n t le d é fau t com m un, de ne p as  d onner de 
re la tio n s  générales e n tre  les données ca rac té ris tiq u es  d ’un corps d ’év ap o ra teu r, 
les tem p éra tu res , les po ids de la  vapeur de chauffe  e t le d isso lven t évaporé . P lus 
p réc isém en t : la l i t té ra tu re  ne tra ite  pas des questions su iv an tes  : com m ent 
s’échelonnera  la ch u te  de tem p éra tu re  to ta le  d isponible (A T )  e n tre  les divers 
co rp s , com m ent v a rie ra  c e tte  d is trib u tio n , si les surfaces de chauffe s’in c ru s te n t, 
de com bien faut-il a u g m e n te r  A T  afin  de m a in te n ir  le même ren d em en t. On 
m a n q u e  égalem ent de rép o n se  q u a n t à l ’échelonnage de la chu te  de tem p éra ­
tu r e ,  le rendem ent, e t la  v a p e u r  de chauffe nécessaire , pour u n  systèm e d ’éva­
p o ra tio n , dont nous co m p to n s regrouper les corps, ou augm enter le u r nom bre. 
D e m êm e, on ne co nna ît p as  l ’influence des p rises de vapeur sur l ’échelonnem ent 
de la  chu te  de te m p é ra tu re .

P o u r ta n t la so lu tion  de ces problèm es se ra it trè s  im p o rtan te  p o u r la  d isposi­
t io n , la  construction , la  reco n stru c tio n  d ’un  poste  d ’évaporation . I l  e s t égalem ent 
im p o r ta n t  pour l’in g én ieu r de service de p o u v o ir calculer l ’effe t d ’un e  cause 
d ’in su ffisan ce  de ren d em en t d ’une év ap o ra tio n , dûe p. e. à une  in c ru s ta tio n  
ou à u n e  autre fau te .
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L ’é tu d e  p ré sen te  se propose de d onner la  réponse à ces questions. D ans 
ce b u t  des re la tio n s générales son t é tab lies co n ce rn an t l’évaporation  à m u ltip le  
effe t avec prises de v ap eu r ; à la  base de ces re la tio n s , on peu t déduire ce rta in e s  
conclusions égalem ent générales. Les form ules so n t appliquées ensu ite  à  u n e  
év ap o ra tio n  à q u ad ru p le  effet ; quelques ré su lta ts  p ra tiq u es  sont illu strés  p a r  
des exem ples num ériques.

2. R elations g énéra les

2.1. Suppositions prélim inaires

P o u r les calculs généraux  nous supposons que :
Le d isso lven t e t la  v ap eu r de chauffe so n t de la  m êm e m atière . D ans u n  

m êm e corps la  chaleur de condensation  de la  v ap e u r de chauffe e t la  ch a leu r 
d ’év apora tion  du  d isso lven t son t id en tiq u es. Les p e rte s  de chaleur p ar convection  
e t ra d ia tio n  à l ’a ir  a m b ia n t e t p a r  l’év acuation  des gaz non condensables son t 
con treba lancées p a r  l’au to -évapora tion  e t p a r  la  ch a leu r de d ilu tion . T o u tes  
ces cond itions s’ex p rim en t p a r V t — Gi. —— L a  tem p é ra tu re  de la  so lu tio n  
e n tra n t  dans le p rem ier corps est id en tiq u e  à  la  tem p é ra tu re  d ’ébullition  de la  
so lu tion  d ans le corps. T ou tes les q u an tité s  so n t in d ép en d an tes  du tem p s, donc 
on envisage le cas s ta tio n n a ire . On exige q u ’il n ’y  a i t  n i de chute de te m p é ra tu re  
e n tre  la  v ap e u r de ju s  e t  la  cham bre  de chauffe d u  corps subséquen t, ni a u g m en ­
ta tio n  du  p o in t d ’éb u llitio n . Il fau t to u t de m êm e rem arq u er que les fo rm ules 
re s te n t exac tes —  en cas d ’une  au g m en ta tio n  du  p o in t d ’ébullition  —  si on 
les in te rp rê te  de façon que A T  désigne la  ch u te  de tem p éra tu re  to ta le  efficace. 
F in a lem en t, il fa u t que % e t r so ien t des c o n s ta n te s  qui ne dépenden t n i de la  
charge  de la  su rface , n i de la  te m p é ra tu re .

D ans ce qu i su it, nous em ployons les m êm es signes que dans le c h a p itre  
p récéden t.

L a  q u a n tité  to ta le  d u  d isso lven t évaporé

v =  j r  Vi (5)
1= 1

La ch u te  de te m p é ra tu re  to ta le

à T  =  £  A  t, (6)
i= i

U ne a b rév ia tio n  appropriée —  on p o u rra  la  nom m er »la rés is tan ce  ca lo ­
rique«  d ’un év ap o ra teu r

rtQi = ------------
Xi F iZ

Les signes i, j ,  k, l, m, p ,  q s’ap p liq u en t p a r  la  su ite  au x  som m es.

( ? )
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2 .2  L a  déduction des relations fondam enta les

2.21 Ati ; la chute de température au i-ièm e corps 

N ous parto n s de la  re la tio n  tirée  de f ig . 1.

Vt =  R i  +  Gi + 1 = R t + V t+ 1 (8)

L a  q u a n tité  de d isso lven t évaporé p e u t ê tre  exprim ée p a r  la  form ule (4) 
en  f a is a n t  usage de l’ab rév ia tio n  (7)

A t i  p A t i + y
----------- =  к ,  - j -

8‘ в  i + 1

E n  co n sidéran t ce tte  expression com m e u n e  form ule de récu rsio n , nous 
e x p rim o n s  to u te s  les ch u tes  de te m p é ra tu re  e n tre  1 e t n avec la  ch u te  de te m p é ­
r a tu r e  d u  i-ièm e corps, c’est-à-d ire  avec At i  e t avec les valeurs de q e t  R.

L a  chu te  de te m p é ra tu re  au  )-ièm e corps sera

p o u r  j  f > i
* 4 - < u \ A "  '£ « ■ )

Qi i=i 1

(10)

p o u r  j  =  i

A t j  — A U (11)

p o u r  j  <Ci

A t j = Q j \ A t i  +  Z R ,
\ Qi 14

(12)

L a  som m e de celles-ci nous fo u rn it, to u t  en  te n a n t com pte de la  form ule (6

A T  =  £  Atj + A u  +  £  A t j  (13)
J =  1 j = i  + l

N ous in tro d u iso n s les expressions (10) e t (12), exprim ons la  v a leu r cher­
chée , c ’est-à-d ire  A ti, e t  ob tenons :

A T  z  R i Z @m —  Z JJ P?
l=i m=l+ 1 p = l q—\

C ette  form ule rep résen te  le p rem ier r é s u lta t ,  qui nous donne la  ch u te  de 
te m p é ra tu re  dans le i-ièm e corps d’un  sy s tèm e  d ’évaporation , avec prises de 
v a p e u r ,  carac térisé  p a r  les va leu rs de Q, les p rises é ta n t a rb itra ire s , e t  la  ch u te
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to ta le  A T . L a  form ule sem ble ê tre  difficile  à  ap p liq u er à cause des doub les séries* 
m ais si n  e t  i o n t des valeurs num ériques d é term inées, on o b tien t des fo rm ules 
courtes e t  fac ilem ent évaluables. —  E n  to u t  cas u n e  certa ine p ré c a u tio n  sera  
ju s tif ié e  q u an d  on développe les séries e t d é te rm in e  leurs lim ites.

P o u r  u n  systèm e d ’évapora tion  sans p rises de vapeur, qui e s t d o n c  c a ra c té ­
risé p a r  R i  =  0, on a la  form e trè s  sim ple :

A t , =  — p — A T  (15)

Z  вк
A =  1

2 . 2 2  Vi ; le dissolvent évaporé dans le i-ièm e corps

Le d isso lven t évaporé dans  le i-ièm e corps est d ’après la  fo rm ule  (4)

(16)

E n  in tro d u isa n t pour At,- les expressions des form ules (14) re sp . (15), on 
en o b tie n t im m éd ia tem en t les ré su lta ts .

2 .23  V  ; L a  quantité totale du dissolvent évaporé 

N ous in tro d u iso n s dans la  fo rm ule (5) l ’expression (16)

V  —
/=1 Qi

(17)

i l  fau t donc fa ire  la  som m e de to u te s  les ch u tes  A t, divisées p ar les p,, de 1 à n , 
les A li é ta n t  dé jà  calculés p a r la  form ide (14).

Le calcu l ne  se h eu rte  en p rincipe  à au cu n e  d ifficu lté , m ais il e s t p lu tô t 
long, c’e s t p o u rquo i nous nous bornons à en  d o n n er la  m arche. Le f a c te u r  com ­

m un des m em bres à ad d itio n n er e s t --------—  qu i, ne  dépend pas de i ; il p e u t donc

k= 1
se p 'a ce r d e v a n t la  p a ran th èse . Le p rem ier m em bre , A T, est s im p lem en t à a d d i­
tio n n e r n-fo is, il fo u rn it donc n - A T .  E n  ce qu i concerne les doubles som m es, il 
fa u t d é te rm in e r le coefficient de chaque v a le u r de R j.  On développe p o u r  ch aq u e  
i les séries e t  on cherche le coefficient de chaque j- iè m e  term e, e t on fa i t  la  som m e 
de ceux-ci. L a  i-ième série de la  p rem ière  som m e fo u rn it comme j -ièm e te rm e

П
R j Z  Qm, ju s q u ’à ce que i <C j  ; p o u r i j  les j-ièm es te rm es so n t id en -

m =y +  l
tiq u em en t zéro. Q u an t à la  seconde som m e, le j- ièm e  term e de la i-ièm e sé rie o s t 

id en tiq u em en t zéro, ju sq u ’à ce que i <[ j  ; si i >  j ,  on o b tien t la va leu r —  R j Z  @4 -
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L e coeffic ien t de la  p rem iè re  som m e, est à p re n d re  y-fois, tan d is  que celui de la 
seconde (n—y) fois. A in si le coefficient de R j  se ra  :

" • 1j2j ( n  "J*) E Q4
m=j +1 Q=l

O n p e u t  sim plifier c e tte  expression. En fa is a n t la  som m e pour tous les R , on 
o b t ie n t  la  form ule p o u r la  q u a n tité  to ta le  de d isso lv en t évaporé :

1 . 1 nAT+'z Rj n i
j E s'—n E s p

Eex j= 1 i= 1 p= 1

k= 1

C e tte  form ule —  re p ré se n ta n t un second r é s u lta t  im p o rtan t ■— donne la 
q u a n t i té  de d isso lven t év ap o ré  avec un systèm e d ’évaporation  tra v a illa n t avec 
u n e  c h u te  de tem p é ra tu re  to ta le  de A T  e t d o n t c h aq u e  corps est carac térisé  p a r 
les v a le u rs  de o resp . R . O n p eu t calculer p . e. de com bien il fau t au g m en te r 
A T ,  si la  tran sm ission  de ch a leu r décroît (c’e s t-à -d ire  g croît) par su ite  de l’in c ru ­
s ta t io n  des surfaces, p o u r  que  le rendem ent d u  systèm e to ta l soit m a in te n u .

O n p eu t conclure e n su ite  que le ren d em en t de l ’évaporation  -— les v a leu rs  
A T  e t  g é ta n t données —  n e  dépendra que de la  p rise  de vapeur, c’est-à -d ire  
des d iffé ren ts  R . Si le coeffic ien t de Rj, d é te rm in é  u n iquem en t p a r des va leu rs 
de g, e s t  p o s itif  —  com m e c’e s t le cas en g énéra l —  l ’augm en ta tion  des p rises de 
v a p e u r  au g m en tera  le ren d em en t et vice v e rsa . A u  con tra ire  : si le coefficient 
e s t  n é g a tif , l ’a u g m en ta tio n  des prises de v a p e u r  fe ra  décroître le re n d e m e n t. 
Ce ré s u l ta t  est to u t n o u v e a u , n ’é ta it pas é v id e n t e t  ne p ou rra it pas ê tre  p rév u  
san s  calculs.

P o u r  un  systèm e d ’év apora tion  sans p rises  de  v ap eu r, la form ule se réd u it 
à la  fo rm e

V  =
n A T

(19)

E в*k= 1
II e s t in té re ssa n t de rem arquer, que c e tte  fo rm ule est encore v a lab le , si 

to u s  les g son t égaux  e n tre  eux, une cond ition , q u i, en  to u t cas, n ’est que trè s  
ra re m e n t sa tisfa ite  d a n s  la  p ra tique .

2.24  G ; la vapeur de chauffe

N ous nous servons de la  form ule (1), en in tro d u is a n t  pour la v a leu r de V  
l ’ex p ressio n  (18). Les calcu ls donnent

1 r—1 n

- -  l / I T +  E  «< »p  l = 1 = Í : 1E sk \
G = ( 2 0 )
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resp . p o u r l’évapora tion  sans prises

k=l

L a  form ule (20) m o n tre  -— le coefficient de R i  é ta n t  tou jours p o sitif  —  que si 
on au g m en te  les prises, il fa u t in tro d u ire  en to u t cas un  surplus de v a p e u r  de 
chauffe . Ceci reste  v ra i m êm e dans le cas tra i té  au  chap itre  p récéd en t, q u an d  
av ec  l’au g m en ta tio n  des prises le ren d em en t de l’évaporation  décro issait.

2.3  U  analyse des form ules

2.31 L a  form ule (18)

T an d is  que l’in fluence  de R  e st im m éd ia tem en t visible dans la  fo rm ule  (18) 
il fa u t, po u r é tu d ie r l ’in fluence de g, form er la  dérivée partie lle  de la  fonction  
p a r  gt.

Supposons que seu lem en t le i-ièm e g v a rie  (p. e. fo rm ation  d ’in c ru s ta tio n s), 
to u s  les au tres g re s te n t c o n s ta n ts . N ous form ons la  dérivée :

( 21)

d V  

9 (?i
J â T + ' Z ' R , Z

i — 1 P

Qm E  Rp E  Q4
p= 1

( 22)

C om paran t ce ré su lta t à la  form ule (14) on vo it q u ’il existe u n e  form e 
p lus sim ple :

a V —  n A u

8 g i
Е в к

k= 1
Qi

fc=l

(23)

L a  dérivée est to u jo u rs  n ég a tiv e , pu isque  les valeurs, au côté d ro it, sont 
to u te s  positives. Cela signifie  que l’augm en ta tion  de tous les g, c’est-à-d ire  
u n  décroissem ent de la  transm ission  de chaleur, fa it décroître le ren d em en t 
de  l ’év apora tion , —  ré su lta t  q u a lita tiv e m e n t bien  connu. Le décro issem ent de 
la  transm ission  de chaleur au ra  une  influence  d ’a u ta n t  plus grande su r le rende­
m e n t, que les côtés d ro its  des form ules (22) resp . (23) au ron t une v a leu r absolue 
p lu s  g ra n d e ; en d ’au tres  te rm es : p lus, la  v a leu r m oyenne des g sera  p e tite  (les 
surfaces grandes e t les coefficients de tran s la tio n  élevées), plus la  q u a n tité  
évaporée dans le corps env isagé  (Vi)  sera g rande. E n  com paran t les fo rm ules (22) 
e t  (23), on rem arq u era  encore que la  g rande p a ran th èse  en (22) do it tou jo u rs  
re s te r  positive.

L ’in c ru s ta tio n  a u ra  u n e  influence  to u te  d ifféren te  sur l’év ap o ra tio n , selon 
q u ’elle se form e dans un  des prem iers corps (p e tits  indices) ou vers la  fin  (g rands

4  A cta Technica X / l—2,
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ind ices) de l ’év ap o ra tio n . Si l ’in c ru sta tio n  a p p a ra ît  dans les dern iers corps —  
com m e d ’h ab itu d e  —  i  se rapp roche  de n  e t la  p rem ière  som m e dans la  g rande 
p a ra n th è se  de la  fo rm ule  (22) décroît ra p id e m e n t, ta n d is  que l ’au tre  som m e, de 
sig n e  n ég a tif , au gm en te . A insi en valeur abso lue to u te  la  p a ran th èse  —  e t avec 
elle la  dérivée —  d écro ît rap id em en t. Cela sig n ifie , q u ’une in c ru s ta tio n  a u ra  —  
to u te s  choses égales —  u n e  influence  d ’a u ta n t  p lu s  faible su r la  q u a n tité  d ’eau  
év ap o rée , que sa fo rm a tio n  sera  reculée vers le  d e rn ie r corps (g ran d  indice). 
I l  f a u t  a jo u te r —  e t  ce f a i t  e s t in té re ssa n t —  q u e  l’influence de l’in c ru s ta tio n  
p e u t ê tre  com pensée, ju s q u e ’à u n  certa in  degré, p a r  une  prise  de v ap eu r aug­
m en tée  ; celle-ci do it ê tre  e ffec tuée  sur un  corps p récéd en t le corps in c ru sté . L ’exp li­
ca tio n  en  est im m é d ia te m e n t fournie p a r  la  fo rm ule  (22) : l ’au g m en ta tio n  d ’une 
p rise  R  d ’indice in fé rieu r à  i augm entera  la  som m e d on t le signe es t n é g a tif  
e t a in s i la  dérivée d éc ro ît.

S i, au  con tra ire , l ’in c ru s ta tio n  se form e d an s  un  des prem iers corps, i =  1 
ou 2 (p . e. p ar une couche d ’huile  e n tra iré e  p a r  la  v ap e u r de re tou r), la  p rem ière  
som m e de signe p o s itif  de la  form ule (22) a u g m e n te ra , la  seconde décro îtra , ou 
m êm e p o u r le cas ex trêm e  i =  1 d isp a ra îtra . I l  s ’en  su it que l’in fluence  su r 
l ’év ap o ra tio n  sera re la tiv e m e n t p lus grande. O n a u ra it dans ce cas avec une  
p rise  de  v ap eu r augm en tée  u n  ré su lta t to u t  c o n tra ire  ; c’est-à-d ire  le ren d em en t 
de l ’év ap o ra tio n  d é c ro îtra  à  plus forte  ra iso n .

2 .3 2  L a  fo rm u le  (14)

U n  changem ent en  p cause une  v a r ia tio n  d a n s  la  d is tr ib u tio n  de tem p é­
r a tu r e  des d ifféren ts co rps. P a r  conséquen t la  te m p é ra tu re  des v ap eu rs  prises 
v a r ie ra  aussi, ce qu i ex ercera  une influence su r leu r u tilisa tio n . P o u r é tu d ie r  
l’in flu e n c e  du  ch an g em en t en  p sur la  te m p é ra tu re , nous form ons la  dérivée
3 A ti

3  Q j
; elle a tro is  v a leu rs  d ifféren tes, selon q u e  i

Si i > j  :

Si i =  j  :

Si i <  jf :

3 A  ti

3  Q j
— — U  ti +  q, £  R,

E» )i =1

3 A tj

Эр,

/. i

(24)

(25)

( 26 )
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D e l ’éq u a tio n  (25) d o n t le côté d ro it e s t to u jo u rs  positif, il re s so r t im m éd ia ­
te m e n t, q u e  la  chu te  de te m p é ra tu re  au g m en te  tou jou rs dans le  co rps, dans 
lequel u n e  in c ru s ta tio n  s’est form ée. C ette  au g m en ta tio n  —  b ien  co n n u e  —  se 
form e au  dépens des chu tes des au tres  corps. Si le  décroissem ent de la  tra n s la tio n  
de chaleu r a lieu  dans les prem iers corps, la  ch u te  de te m p é ra tu re  se ra  plus 
p e tite  d an s  tous les corps d ’ind ice supérieu r, parce que dans l’éq u a tio n  (24) le 
côté d ro it e s t tou jo u rs  n ég a tif . U n te l cas in flu en cera  to u tes les p rise s  de v ap eu r 
dans u n  sens défavorable, ca r les te m p é ra tu re s  décroissent, ce q u i re n d ra  plus 
difficile l ’em ploi des prises. Cet in co n v én ien t p o u rra  ê tre  com pensé à  u n  certa in  
degré en  re s tre ig n a n t les q u a n tité s  de v ap e u r prises. —  Si, d ’a u tre  p a r t ,  la  t r a n s ­
m ission d im inue  dans u n  des corps à ind ice  supérieu r, son in fluence  su r  les te m ­
p éra tu res  des vapeurs d ’ind ice  p lus p e t i t  sera  m oins fo rte , c a r la  p a ran th èse  
de l’éq u a tio n  (26) est p lus p e tite  que celle de l ’équation  (24).

3. A pplication à une  évapora tion  à quadruple effet

3.1 N ous faisons usage de nos ré su lta ts  (équations (14), (18) e t (20)) dans 
le cas d ’u n  systèm e d ’év ap o ra teu r à q u ad ru p le  effet.

P o u r  u n  corps que lconque , i ,  l ’équa tion  (14) prend  la  fo rm e :

A tt = Qi

Pi +  Рг +  Рз +  Qi
T  +  Z  Rl J J  Qrn J J  Rp J J  Qq (27)

/=/ +i P - 1 4 = 1

On d éd u it de celle-ci la  chu te  p o u r les corps déterm inés :

/1 U = Q i

Pi +  Qi +  Рз +  Qi
A T  -f- R 1 (p2 -f- p3 -f- j>4) -j- R 2 (p3 +  P4) +  R 5 O4 (28)

A i, Q2

Qi +  Qi +  Рз +  Qi
A T  +  R 2 (p3 -j- 0 4 ) R 3 Qi —  ^ 1  Pi (29)

P o u r A t3  e t A tt  on o b tie n t des form ules sem blables.
L a  q u a n ti té  de d isso lven t évaporé d ’après la form ule (18) sera

V  -- 4 A T  R x (p2 +  Q3 +  Qi —  3pj) -j-
Qi +  Qi +  Рз +  Qi

-j-2 R 2 (p3 -j- p4 —  Pj —  q2) +  R 3 (3 Qi Qi Q2 Рз) (30)

E n fin  pour le chauffage on ex igera  la  q u a n tité  de v ap eu r d ’ap rès  la  for­
m ule (20)

1

Pi P2 +  Рз +  Qi
A T  -f- K j (po +  Рз +  Qi) +  Ri (рз +  Pt) +  ^ 3  Qi (31)

4*
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N o u s  illustrons p ar q u e lq u e s  exemples num ériq u es l ’application  p ra tiq u e  des 
fo rm u les .

3.2  Supposons que d a n s  une usine une  év ap o ra tio n  à quadruple  effet ait 
le s  données su ivantes :

Surface de 
chauffe
F m2

Coefficient de 
tran sla tio n  de 

chaleur
X

Cal/m 2h°C

1. corps 1000 2000
2. corps 800 1250
3. corps 500 1000
4. corps 400 500

S u p posons ensuite, que d a n s  chaque corps u n ifo rm ém en t r  =  540 Cal/kg et 
q u e  Z  =  1,08 - 10—5 h eu re s . (Ces données p e u v e n t b ie n  ê tre  celles d ’une  sucre­
r ie  m oyenne ; Z  rep ré sen te  le  tem ps, p e n d a n t leq u e l 1 kg de b e tte rav es est 
tra v a illé .)

Les valeurs de q ca lcu lées  p a r  la form ule (7) se ro n t respectivem ent 25, 50, 
100, 250 cC/kg.

Supposons en su ite  q u ’on  exige pour l’usine les prises de vapeur su ivan tes 
(p e n d a n t le tem ps Z )  Л 1 =  0,16 ; R 3 =  0,1 ; /î3 =  0.08 kg. La chu te  to ta le  
d e  la  tem péra tu re  so it A T  =  50 °C.

D ’après les form ules (18) resp . (30) la q u a n tité  to ta le  de d issolvent évaporé
se ra  :

V  =
25 +  50 +  100 +  250

4 • 50 +  0 ,1 6 (5 0  +  100 +  250

+  2 -0,1 (100 +  250— 25— 50) +  0,08 (3 • 250— 25— 50— 100) =  0,83 kg

L a  vapeur de chau ffe  ca lcu lée  par les form ules (20) resp . (31) est G =  0,3975 
k g  e t  les chutes de te m p é ra tu re  p a r  les form ules (27) e t  su ivan tes seront re sp ec ti­
v e m e n t : At =  9,94 ; 11,89 ; 13,77 ; 14,40 °C.

Les résu lta ts  calcu lés so n t représentés d an s  fig u re  2.
A u  moyen de la  fo rm u le  (4) on peut co n trô le r les valeurs de At.
3 .3  Si la chu te  de te m p é ra tu re  to ta le  ( A T )  d o n t nous disposons, c ro ît, 

le re n d e m e n t e t en m êm e te m p s  la  vapeur de chauffe  augm ente  égalem ent. S u p ­
p o so n s  m ain tenan t que A T  so it consécutivem ent 30, 40, 60 et 70 °C, alors le 
m êm e  systèm e év ap o re ra  V  =  0,643 ; 0,736 ; 0,924 ; 1,020 kg e t exigera 
G —  0,35 ; 0,374 ; 0,421 e t  0,444 kg. On v o it donc, que nous avons é tab li 
n u m ériq u em en t le re n d e m e n t e t  la  vapeur de chauffe  en  fonction de la  chu te  
d e  te m p é ra tu re ,— u n  r é s u l ta t  q u i au p arav an t n ’é ta i t  co n n u  que q u a lita tiv em en t.
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3.4 Supposons que d an s  le troisièm e corps le coeffic ien t de tra n s la tio n  de 
chaleur tom be  à 800, p u is  à 572 C al/m 2h °C. C alculons l’au g m en ta tio n  de la 
chu te  de tem p éra tu re  to ta le  nécessaire, au cas où on exige, q u ’avec les m êm es 
prises le rendem en t to ta l  ( V  =  0,83 kg) ne change pas. Si la transm issio n  de cha-

tff/ÿj 

G/(kg) 

fii (kg/

д н т

t m

03975 07375 0J375 0.0575

/30,0 /го, o s /08,П 99.90 SO.O

V‘ 0.63 kg 

G‘0J975kg

AT-50 Г

Fig. 2

leu r décro ît, q augm en te  e t  a tte in d  les valeurs 125, resp . 175 °C/kg. L a  chute 
de tem p éra tu re  cherchée se calcule p ar la  form ule (30), d ’où on exprim e A T .  
N ous arrivons aux  ré su lta ts  A T  =  53,4 pour le p rem ier e t A T  =  60,25 °C 
po u r le second cas. P u isq u e  les prises e t le ren d em en t re s te n t invari-

t  (°C) /90,25 /303! чем 99,90 SO

Fig. 3

ables, la  vapeu r de chauffe  ne change forcém ent non  plus. Ceci se vérifie  p a r 
l ’équation  (31) : si on rem place  les nouvelles v a leu rs  de A T  et q, on o b tien t 
ex ac tem en t les m êm es va leu rs , que nous avons calculées au  ch ap itre  3.2. On 
n ’a donc pas besoin d ’u n  su rp lus de vapeur, m ais —  si la  lim ite  in férieu re  de la  
cln ite  de tem p éra tu re  ne  p e u t pas ê tre  abaissée —  il fa u t que la  v ap e u r de chauffe 
so it p lus chaude. A insi au  p o in t de vue de l’énergie, le surp lus d ’énergie est 
in sig n ifian t, m ais si la  v a p e u r  p rov ien t d ’une m ach ine  à vapeu r, il fa u t bien se 
rend re  com pte du d ésav an tag e  dû  à une contre-pression de v ap eu r p lu s élevée. 
D e m êm e, il fau t ex am in er, si la  tem p éra tu re  élevée ne  cause pas de dom m ages 
dans la  solution à év ap o re r (p . e. en sucrerie la  décom position  du  sucre).

Les chutes de te m p é ra tu re  o n t été calculées p a r  la  form ule (27). Les résu l­
ta ts  son t représentés d an s  figure 3.

On vo it que le su rp lu s  de chu te  de tem p é ra tu re  se re tro u v e  au  troisièm e 
corps. Les vapeurs du  p rem ie r e t second corps son t devenues p lus chaudes. On
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p e u t  d o n c  faire une économ ie de  v apeu r, si p o u r ce rta in s  chauffages, fonction­
n a n t  av e c  la  vapeur de p re m ie r  corps, on se se rt de la  v ap eu r du  deuxièm e corps.

3.5  Supposons m a in te n a n t  q u ’on ne pu isse  pas au g m en ter la  chu te  de 
te m p é ra tu re  to ta le , g3 =  175 °C /kg (les au tres  g re s te n t invariab les) e t m algré 
t o u t  i l  f a u t  a tte in d re  la  m êm e q u a n t i té  évaporée (V  =  0,83 kg). O n p e u t résoudre 
ce p ro b lè m e  en a u g m en tan t le s  prises de vapeu r, à  cond ition  —  b ien  e n te n d u  —  
q u ’o n  a i t  la  possibilité de les em ployer économ iquem ent.

N o u s  cherchons d ’a b o rd  à  augm en ter la  p rise  du  tro isièm e corps, é ta n t 
d o n n é  q u e  la  production  de  c e t te  v ap eu r coûte le m oins en v ap eu r de chauffe. 
O n  ré so u d ra  l’équation  (30) p o u r  R 3 e t o b tien t que R 3 =  0,162 kg . Toutefois

V/t/cç) 0,42/ 0,26/ 0J4! 0,007_

K  "C) /30  //9„5  /06,03 6 /,73

Fig. 4

F- 0,83 kg 

G -0,92/kg

AT-30°C

c e t te  so lu tion  n ’est pas rée lle , R 3 est tro p  g ran d  e t p a r  conséquen t on ne 
p e u t  p a s  satisfaire à la  co n d itio n  d ’après laquelle  il fa u t que

' z ' i R i  <  V  (32)
7=1

A in s i on sera obligé de  tra n s fé re r  une p a r tie  de la  p rise su r le deuxièm e 
c o rp s . A dm etto n s donc que R 3 —  0,12 kg. Com pte te n u  de ce tte  v a le u r ,l’équation  
(30) n o u s  fourn it pour R 3 =  0,134. L a  v ap eu r à chauffer sera  d ’après (31) 
G =  0 ,421  e t les chutes de te m p é ra tu re  d’après l’éq u a tio n  (27) re sp ec tiv em en t :
10 ,5  ; 13,05 ; 24,7 ; 1,75 °C. L es ré su lta ts  so n t rep résen tés  dans fig u re  4.

O n  consta te  d ’ab o rd  q u e  n o u s  avons réussi à  o b ten ir le ré s u lta t  désiré. 
L a  v a p e u r  de chauffe a u g m e n te  de 0,02 kg  ; la  te m p é ra tu re  des v ap eu rs  du 
p re m ie r  e t  second corps s o n t  u n  peu  plus basses (1— 2 degrés) ; la  ch u te  de 
te m p é ra tu re  est très fo rte  a u  tro isièm e corps ; le q u a trièm e  corps trav a ille  à 
p e in e .

U n e  a lternative  de c e t te  so lu tion  se ra it u n e  au g m en ta tio n  de prise  du 
p re m ie r  corps. Les ré su lta ts  ca lcu lés sont dém on trés su r fig u re  5. C e tte  solution 
ex ig e  u n  fo r t surplus de v a p e u r  de chauffe.

E n  te n a n t  com pte des c irco n stan ces de l ’u sine , il fau d ra  choisir la  solution 
la  p lu s  économ ique.
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3.6 E xam inons m a in te n a n t un  systèm e d ’év ap o ra tio n , qu i a la  p a r t i ­
c u la rité  signalée au  chap itre  2.33, c’est-à-d ire  q u ’avec l’au g m en ta tion  des prises, 
le ren d em en t d im inue, b ien  que le systèm e exige u n  su rp lus en vapeu r de chauffe.

0.9799 0.2119 0.U19 0.0319

t  (°C) 130 Ив./5 107,55 

F ig. 5

37.95 SO

9 -û, S3 kg 

G-0.9799kg

Л Г-50'C

A dm etto n s que Q soit resp ec tiv em en t : 40, 10, 20 e t  20° C/kg. P a r  ces 
va leu rs le systèm e d ’év apora tion  es t d é te rm iné . Son un ique  p a rtic u la rité  es t 
que  la  tran sm issio n  de chaleur du  p rem ier corps e s t re la tiv em en t faib le. T ou tes 
les au tre s  données d ’usine p eu v en t ê tre  choisies a rb itra irem en t, elles n ’in fluence­
ro n t pas la  p ro p rié té  de l ’évap o ra tio n , en  q uestion . Soient A T  =  30° C, 
R ! =  0,2 ; R 2 = 0,1 ; R 3 =  0,08 kg.

On calcule V  =  1,147 kg  e t G — 0,507 kg.
A ugm entons m a in te n a n t la  p rise du  second corps de 0,1 à 0,3, p . e. On 

o b tie n t po u r V  — 1,102 kg e t G =  0,5955 kg. On v o it donc q u ’en a u g m en tan t 
la  p rise , le ren d em en t de l’évapora tion  d im inue e t en dép it de ce fa it la  v ap eu r

F ig . 6

de chauffe augm ente . Les données co rrespondan tes son t com prises dans figures 
6. e t 7.

O n o bservera  ex ac tem en t le m êm e effet, si on augm en te  la  p rise  non pas 
au  second corps, m ais n ’im p o rte  où.

U ne te lle  év apora tion  donne u n  ren d em en t p lus élevé, si on ré d u it les prises 
e t  ex igera  —  fa it p a rad o x a l —  m oins de v ap eu r de chauffe. Si on supprim e 
com plè tem en t les prises —  c’e s t b ien  e n te n d u  le cas ex trêm e —- l ’év apora tion  
sera V  =  1,333 kg e t il fau d ra  que G =  0,333 kg.

3.7 D ans l ’exem ple p récéd en t l’au g m en ta tio n  de n ’im porte  quelle prise 
d im in u a it le ren d em en t de l ’év ap o ra tio n . On p e u t co n stru ire  des systèm es, dans



56 G. OPLATKA

le sq u e ls  certaines prises d im in u e n t, d ’au tres  au g m en ten t le ren d em en t. Cela 
d é p e n d  tou jou rs d u  signe de Ri en form ule (18). (V oir ch ap itre  2.23).

O n  aura  un  te l é v a p o ra te u r, si on p rend  o1 =  20° C/kg e t to u s  les au tres 
Q r e s te n t  te ls que dans l ’exem ple  p récéd en t, c’est-à -d ire  q2 =  10, g3 =  p4 =  20° 
C /kg . D an s  ce systèm e l ’au g m e n ta tio n  de R 1 fa it décro ître  le re n d e m e n t — le 
c o e ffic ien t de é ta n t  n ég a tif , q2 -f- q3 -j- p4 — =  50 —  3 -2 0  —  ta n d is  
q u e  l ’accroissem ent de to u te s  les au tre s  prises augm ente  le ren d em en t, pu isque 
les coeffic ien ts  des R  so n t positifs.

3 .8  Supposons en fin  q u e  nous faisons u n  nouveau  groupem ent des surfaces 
d u  sy s tè m e  décrit au  c h a p itre  3.2, de façon que nous jo ignons au  p rem ier corps

F ig. 7

Y -1,/0 2  kg 

G•0,5955kg

АТ-30Г

u n  a p p a re il du second corps, avec u n e  surface de chauffe de 200 m 2. Le coeffi­
c ie n t de  tran sla tio n  de ch a leu r est conform ém ent au  p rem ier corps —  2000 
c a l/m 2h°C.

A in si F1 — 1200 m 2, pî1 =  2000 C al/m 2h°C e t =  20,8° C/kg, pu is F 2 =  600 
m % ^ 2  =  1250 C al/m 2h°C e t  g2 —  66,7°C/kg.

A u  m oyen des fo rm ules, on o b tien t : V  =  0,818 kg e t G — 0,394 kg.
O n consta te  que le n o u v e a u  g ro u p em en t e s t d ésav an tag eu x , rparce que 

le r e n d e m e n t est p lus p e tit . Ceci e s t d ’a u ta n t  p lu s  rem arq u ab le , que nous avons 
a t t r ib u é  à  l’appareil u n  coeffic ien t de tra n s la tio n  p lus élevé, c’est-à-d ire  2000 au  
lieu  de  1250 C al/m 2h°C. I l fa u d ra  donc refa ire  les calculs p o u r pouvo ir tro u v e r  
u n e  m eilleu re  solution.

*

R em arq u e . On a m is au  p o in t un  in s tru m e n t électro-analogique, qui 
p e rm e t d ’évaluer les fo rm ules p récéden tes en quelques m inu tes avec une  ex ac ti­
tu d e  su ff isa n te  pour la  p ra tiq u e . N ous en ren d ro n s com pte à la  p rochaine  
occasion .
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RÉSUM É

Nous avons étab li les formules générales d ’un systèm e d’évaporation à m u ltip le  effet 
avecprises de vapeur, grâce auxquelles on peut calculer la  température qui régnera dans chaque 
corps, la  quantité d ’eau évaporée, ainsi que la consom m ation de vapeur de chauffe, à condition  
de connaître les données su ivantes : coefficients de translation, prises de vapeur e t  chute de 
tem pérature tota le.

A  l ’aide des form ules on peut analyser l ’effet de chacun des facteurs. On peut, par exem p le, 
démontrer que l ’incrustation du premier corps d im inuant la transmission de la  chaleur, influence  
lerendem ent de l ’évaporation de façon bien plus sensib le  qu’au cas d’une incrustation du  dernier. 
Nous citons encore, com m e fa it intéressant, la constatation  qu’il existe des stations d ’évaporation  
dont le  rendem ent en eau évaporée dim inue, quoique les prises de vapeur sur le s  corps e t  la  
consom m ation de vapeur du systèm e augm entent. D ans ces systèm es, on peut augm enter le 
rendem ent e t  réduire la  consom m ation en dim inuant le s  prises de vapeur. Nous avons appliqué 
les résultats généraux à un quadruple effet avec prises de vapeur e t  com plété l ’étude par de 
nom breux exem ples num ériques.

О МНОГОКРАТНОЙ ВЫПАРКЕ С ОТБОРОМ ЭКСТРАПАРА 

Д-р техн. наук Г. Оплатка 

Р е з ю м е

Выведено общее уравнение для расчета многократной выпарки с отбором экстра­
пара. Зная данные, характеризирующие теплопередачу, отборы экстрапара и общий 
перепад температуры, можно произвести расчет перепадов температур для отдельных 
корпусов, производительности и расхода пара выпарного аппарата. Выведенные урав­
нения позволяют осуществить анализ роли отдельных факторов. Например, оказалось, 
что пригары (ухудшающие теплопередачу) в первом корпусе значительно сильнее влияют 
на производительность выпарного аппарата, чем образование накипи в последнем корпусе. 
Следует подчеркнуть определение (как особо интересный факт), что существуют такие 
выпарные системы, у  которых производительность по выпарке падает с повышением 
отбора экстрапара, несмотря на то, что возрастает расход пара. Для таких выпарных 
аппаратов в интересах повышения производительности следует снижать отбор экстра­
пара, что, в свою очередь, связано со снижением расхода подогревного пара. Общие 
результаты автор применил к расчету четырехкорпусного выпарного аппарата и допол­
нил рядом цифровых примеров.

А| ST U D Y  ON M ULTIPLE-STAGE EVAPORATOR SYSTEMS W ITH V A PO U R -B L E E D IN G

G. O PLATKA 

D. of Eng. Sc.

SUMMARY

A  series o f  general equations concerning m ultip le-stage evaporator system s w ith  vapour­
bleeding has been established and m ay be used to  determ ine the temperature drop betw een  
individual stages as w ell as the capacity and heating-steam  requirements o f the evaporator, 
provided characteristical data o f heat transm ission, vapour-bleeding and the entire available  
heat-drop are known. The equations w ill serve to analyze the influence o f the ind ividual factors. 
It has been shown f. i. that evaporator scales, im pairing heat transfer, influence evaporator  
capacity in a m uch more incisive measure, if  scale form ation takes place in the first stage instead  
of in  the la st one. I t  m ay be em phasized as a statem en t o f  special interest that there are evapo­
rator system s where increasing vapour-bleeding reduces capacity in spite o f  rising heating-
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steam  requirem ents. Here capacity increase m ay be atta ined  by bleeding less vapour w hich  
leads to  d im in ish ing heating-steam  requirem ents. The general results o f the investigation  have  
been app lied  to  a four-stage evaporator w ith  vapour-bleeding. A  number of exam ples for ca lcu ­
lation are g iven .

U N T E R SU C H U N G E N  Ü B E R  M EHRSTUFIG E VERDAM PFUNGSSYSTEM E MIT
B R Ü D E N E N T N A H M E

G. OPLATKA

D oktor der technischen W issenschaften

ZUSAM M ENFASSUNG

In  der vorliegenden Abhandlung werden allgem eine Gleichungen bezüglich m ehrstufiger  
V erdam pfungssystem e m it Brüdenentnahm e abgeleitet, m it deren H ilfe sich in K enntn is der 
für die W ärm eübertragung des Verdampfers charakteristischen Angaben, der Brüdenentnahm en  
und des zur Verfügung stehenden W ärm egefälles die in  den einzelnen Stufen entstehenden  
T em peraturgefälle , ferner die Leistung und der H eizdam pfbedarf des Verdampfers erm itteln  
lassen. A u f Grund dieser Gleichungen is t  es dann m öglich  den Einfluss der einzelnen F aktoren  
zu analysieren . So kann z. B . nachgewiesen werden, dass der die Wärmeübergabe beein trächti­
gende B e la g  die Leistung des Verdampfers v ie l em pfindlicher beeinflusst, fa lls er in  der ersten  
Stufe a n s ta tt  in  der letzten  entsteht. A ls besonders in teressant sei erwähnt, dass es V erdam pfungs­
system e g ib t, bei denen sich die Leistung bei Erhöhung der Brüdenentnahm e verringert, obw ohl 
ein erhöhter H eizdam pfbedarf zu verzeichnen ist. E ine Leistungssteigerung dieser Verdam pfer 
kann durch Verringerung der Brüdenentnahm e erzielt w erden , was gleichzeitig einen R ü ck ­
gang des H eizdam pfbedarfes zur Folge hat. Schliesslich wurden die allgem einen Ergebnisse  
auf e in en  v ierstu figen  Verdampfer m it Brüdenentnahm e angew andt und m it einer A nzahl von  
Z ahlenbeisp ielen ergänzt.
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1. In troduction

T h e  ca lcu la tion  o f  shells o f tra n s la tio n  (F ig .  1) is know n to  be  v e ry  
cum bersom e, in  general. T his explains w h y  th e se  shells have h i th e r to  found  
v e ry  ra re  p rac tica l use in  sp ite  of th e ir  eco n o m y  an d  shapely form .

Fig. 1. Shells shaped according to  surfaces of translation

T he aim  o f th is  p ap e r is to  d e m o n s tra te  th a t  the  otherw ise considerab le  
d ifficu ltie s  connected  w ith  th e  calculation  o f  su ch  shells can be e lim in a te d  b y  a 
p ro p e r choice o f th e  gen era tin g  curves o f th e  surfaces of tra n s la tio n . R ecog­
n itio n  a n d  p ro o f o f  th is  m ay  su b stan tia lly  c o n tr ib u te  to  th e ir  fu tu re  a p p lic a tio n .

2. A ssum ptions

In v estig a tio n s  w ill cover such a shell o v e r rec tangu la r g round  p la n  as has 
tw o v e rtic a l p lanes o f sym m etry  (F ig .  2 ) .  T h e  shell is supp o rted  on i t s  edges 
b y  v e rtic a l w alls o r arches. V ertical loads, d is tr ib u te d  sym m etrica lly  re la tiv e , 
to  th e se  p lanes o f sy m m etry , are ac tin g  on th e  shell only.

I t  is assum ed th a t  th e  shell is in  th e  s ta te  o f  a stressed m e m b ra n e , an d  
its  su p p o rtin g  w alls o r arches are re s is ta n t a g a in s t forces acting  in  th e i r  own 
p lan es on ly . D is tu rb in g  effects inconsisten t w ith  th e  stressed m em b ran e  s ta te , 
due to  d iffe ren t defo rm ations o f th e  heterogeneous s tructu res a t  th e  ju n c tio n  
o f  th e  shell a n d  o f  its  sup p o rtin g  w alls o r a rch es, will be d isregarded .
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Fig. 2.  T ranslation surface shell on a rectangular base

3. D ifferen tia l equation o f  th e  problem

T h e  system  of re c ta n g u la r  co-ordinates 0 ( x , y ,  z) used in  the  in v estig a tio n s 
is p re s e n te d  in  Fig. 2. I t s  o rig in  lies on th e  m id d le  surface of th e  shell ; axes x  
a n d  y  a re  horizon tal a n d  p a ra lle l to  the  s u p p o r tin g  walls of th e  shell. A x is z is 
p o s itiv e  dow nw ard. In  th is  system  of co -o rd in a tes  th e  equation of th e  m idd le  
su rfa c e s  o f  th e  shell sh ap ed  according to  a su rface  o f transla tion

2  = f ( x , y )  =  fi  ( * )  + f A y ) -  ( ! )

F o r  th e  s ta te m e n t o f  th e  conditions o f  eq u ilib riu m  a shell e lem en t is 
su p p o se d  to  be cu t o u t, th e  m idd le  surface o f w h ich  p resen ts itself in  p ro jec tion  
on p la n e  x ,  y  as rec tan g le  w ith  sides dx , dy  (F ig .  3).

F o r  charac teriz ing  in te rn a l forces a c tin g  on  th e  faces of the  e lem en t o f  
she ll p ro jec tions o f  th ese  forces o n  th e  axes, x ,  y  are  used. Specific v a lu e s  o f  
th e s e  com ponen ts re fe rred  to  th e  side le n g th s  o f  th e  projection re c ta n g le  o f 
sides d x ,  dy  are d en o ted  b y  sym bols nx, n y, n xy , n yx. T heir values are re g a rd ed  
p o s itiv e  i f  th e ir  arrow s on th e  faces visib le fro m  th e  positive axis en d s  p o in t 
to w a rd  th e  positive ax is  d irec tions.

T h e  specific value o f  th e  vertical load  re fe rre d  to  projection area  dx ,  dy  
is  d e n o te d  b y  le tte r  sy m bo l Z .  W ith  arrow  p o in te d  dow nw ard it is considered  
p o s itiv e .
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W ith  th e  above sym bols th e  cond itions o f  equ ilib rium  o f th e  e lem en t of 
shell considered  as a free-body  m ay  be s ta te d  [1 ] :

П х у  П  y x  —  0 ,

Эпх Эnyx
Qx 6'y

071 у

ду  ' дх

Пх&  +  ПуЪ + г  =  о.
d x 2 dv 2

( 2)

.Fig. 3. M iddle surface of an elem ent o f sh ell and its projection

I t  is know n th a t  th e  above system  o f equ a tio n s is essen tia lly  sim plified , i f  for 
th e  ch a rac te riza tio n  of th e  stress condition  o f  th e  shell a stress fu n c tion  F (x ,  y)  
is in tro d u ced  w hich  is in  th e  follow ing re la tion  to  th e  in te rn a l forces :

92F Э 2F

Пху  ---  Пух  ---- ----
02F

dx ■ by

(3)

In  th is  case th e  f irs t  th ree  equa tions of equ ilib riu m  are in  advance sa tisfied  and  
th e  fo u rth  eq u a tio n  sets th e  follow ing cond ition  fo r function  F(x, y )  :

! ! * : .  dA  +  z  =  o,
By2 d x 2 0*2 d y 2

Besides th is , o f  course, fu n c tio n  F (x , y )  has to  fu lfill border conditions o f  th e  
prob lem . Since th e  su p p o rtin g  walls or arches o f  th e  shell have to  res is t only
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forces a c tin g  in th e ir  p lan es , b o rd e r conditions h av e  to  s ta te  th a t  a long  b o r­
ders у  =  y~b

n У
a 2f
8a;2

=  0, (5a)

a n d  a lo n g  borders x  =  ±  «

d2F
8у 2

=  0. (5b)

4 . Solution  of th e  p roblem

I n  case of given fu n c tio n s  f x(x) and  f 2(y) th e  solu tion  of d iffe ren tia l eq u a­
tio n  (4) in  conform ity w ith  b o rd e r  conditions is confron ted  w ith  a lm o st in su r­
m o u n ta b le  difficulties. T h erefo re  fu r  étions f x(x) a r d / 2(y) determ in ing  th e  shape 
o f  th e  sh e ll w ill no t be consid ered  as given. T he aim  is to  produce a case in w hich 
p a r t ia l  d iffe ren tia l eq u a tio n  (4) can be decom posed  in to  tw o o rd in a ry  d ifferen­
t ia l  e q u a tio n s .

T h is  is the case, e. g ., i f  th e  f irs t or th e  second m em ber o f  d ifferen tia l 
e q u a tio n  (4) is a function  o f  p a ra m e te r  x, or y  resp ec tiv e ly  only:

8 2F  

Sy* 

8 2 F

rix2

'1% =
d x 2

Gx (*),

>1%
d y2

e 2 (y ) .

( 6)

B esid es  th is  for a tta in in g  th is  aim  w ith  se c u rity  i t  is also necessary  th a t  th e  
t h i r d  m em b er of d ifferen tia] equa tion  (4), n am e ly  load  function  Z(ic, y )  be 
d eco m p o sab le  in to  tw o p a r ts  one o f  w hich is a fu n c tio n  of x  an d  th e  o th e r o f 
fu n c tio n  y  only :

Z ( x , y )  = - Z 1( x ) + Z 2 (y).  (7)

T h e  p o ss ib ility  of decom position  is in  p rac tica l cases alw ays a t h a n d  a t  least 
w ith  g o o d  approxim ation .

I n  case conditions (6) a n d  (7) are sa tisfied  partia l  d ifferen tial e q u a tio n  (4) 
m a y  b e  w ritten  in  th e  fo rm

Gi (*) +  G2 (y)  +  (*) +  Z 2 (y)  =  0, (8)

a n d  i t  can  accordingly be s u b s titu te d  b y  tw o  ordinary  d ifferen tia l e q u a tio n s :

G, (x) +  Z x (*) =  0, (

C2 (y) +  z 2 (r)  =  o. j ( 9)
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R ela tio n s (9) su b s ti tu te d  in to  eq u a tio n s  (6) y ield  th e  follow ing fo rm u la e :

92F  d %
dy2 d x 2 

a 2F  d 2f 2 
dx2 d y 2

- Z A x ) ,

- Z t (y) .

( 10)

F rom  these  i t  is  ev id en t th a t  in  th e  p re se n t case expressions 9 2F /9 y 2, an d  
92F /d x 2 can  be o n ly  functions o f r  o r o f у  respective ly . A ccord ingly  function  
F (x , y )  can  h av e  on ly  th e  form  :

F (*>У) =  (ki +  hx +  mix2) • (h  +  hy  +  m2J 2)- (П)

H ere k v  k 2, / ,, /2, m x, m 2 rep resen t co n stan ts . H ow ever, th e  co n stan ts  in  question  
can n o t be free ly  se lec ted  because o f b o rd e r conditions (5a) an d  (5b), n am ely

11 =  0 , m 1 =  —  Aj/a2,

12 =  0, m 2 =  —  k 2jb2,

an d  th u s

F ( x , y )  =  к ! (1 — x 2ja 2) ■ k 2 { l  — y 2jb2).

F ro m  th is  w ith  n o ta tio n

A  f c j  • k 2

2  a 2 ■ b 2

resu lts

F ( x , y )  =  ~  (a2 -  X2) • (b2 -  у 2). (12)

In  th is  fo rm u la  p a ra m e te r  A  can equal zero  on ly  i f  th e  shell is u n lo ad ed . A ccord­
in g  to  (3) n am e ly  :

nx =  —  К  (a2 — X2), Пу =  —  K  (b2 — y 2), I

nXy =  Пух —  —  2 K x y .  j

W ith  fu n c tio n  F (x , y )  know n, eq u a tio n s  (10) are recurred  to . A f te r  su b s ti­
tu tio n  o f re la tio n s  (12) in to  th e  la t te r  th e  follow ing o rd inary  d iffe ren tia l eq u a ­
tions are o b ta in ed  :

— K a 2 (1 —  x 2/a 2) d *f y  == —  Z j (x),
а х г

—  K b 2 (1 — y 2/b2) — I  =  Z 2 (y).
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F ro m  th e se  equ a tio n s j \ ( x )  an d  f>(y) can be d e te rm in e d  already

/1 (*)

/2 (y)

L _  f ’  Zt (x) dx  dx,
K a 2 J J 1 —  * 2/ a 2

1 П Z2(y)
dy  dy,

K b-  J J 1 —  y 2/b2

( 14)

a n d  th u s  on th e  basis o f re la tio n  (1) fu n c tio n /(a r, y )  characteriz ing  th e  shape  of 
the  shell can  also be defined  :

Z A * )
1 —  x 2ja 2

dx  dx

J L _  f f  zAy) 
K b 2 J J  1 — y 2/62

d y  dy. (15)

In te g ra tio n s  in  th e  above form ula a re  s im p ly  achievable if  fu n c tio n s 
Z y(x) a n d  Z 2(y) are ra tio n a l w hole functions, th e  fo llow ing discussions w ill th e re ­
fore be  re s tr ic te d  to  th a t  sim ple case. T h en  in  consequence of th e  assum ed  
sy m m e try  o f load ing  :

t i l

Z ±(x) =  £  A 2kx*k/a*k,
k i  О

n
Z A y )  =  Z  в 2ку**/ь*к.

.. о

I f  th e se  v alues are s u b s ti tu te d  in to  form ula (15) a n d  th e  double in te g ra tio n  is 
e x e c u te d  as well as th e  b o rd e r  conditions are  sa tis f ie d , the following fo rm ula  
is  o b ta in e d  for th e  fu n c tio n  f ( x .  y)  sough t fo r :

f{x,y)  =
К Z \  («) - й ж - 2 , 7

J ]

“  2к  (2 к  —  1)к = \

г2к

,2*
+

1

К

n Y ,  ß 2i
z 2(b) ■ R (y lb )  -  2  ' “ *

л,2 к

“ 2&(2fc — 1) 62\

In  th is  fo rm ula

R ( t)  =  [(1 +  t) In (1 +  t) +  (1 _  t) ln  (1 - * ) ]  .

T ab le  I  a n d  Fig. 4 g ive in fo rm atio n  on values o f  function  R(t).

(16)

( 17)
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TABLE I

Values o f  function R(t)

±  t R (t)

0,0 0,0000

0,1 0,0050

0,2 0,0201

0,3 0,0457

0,4 0,0823

0,5 0,1308

0,6 0,1927

0,7 0,2704

0,8 0,3681

0,9 0,4946

1,0 0,6931

5. Case o f  uniformly distributed load

In  th is  load ing  case

th a t  is,

% i(x ) — ^ o ' Z a (y)  — B 0,

m  =  n — 0.

In  su ch  case th e  general eq u a tio n  u n d er (16) m ay  he w ritten  th u s

f ( x , y )  =  ~ ~  [ Л К Ж  +  B 0R (y lb )] .
К

5  A cta Technica X / l—2.

Fig. 4. Values o f function (Ki)
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Such is m o stly  th e  case w ith  s tro rg ly  a rch ed  shells, for from  th e  slopes o f  
su c h  shells th e  snow  slides down a t le a s t in  p a r t .  On th e ir  b ack s , how ever, 
w h ere  th e  own w eigh t o f  th e  v au lt re fe rred  to  u n it  a rea o f th e  h o rizo n ta l p ro­
je c t io n  is m in im um , th e  fu ll snow load is e ffec tiv e , w hile a t  th e  h au n ch es, w here 
th e  ow n w eight h as  i ts  m ax im u m  value, re la tiv e ly  lig h t snow  lo ad  is p resen t. 
A s a  re su lt, th e  to ta l  lo a d  on th e  shell, t h a t  is , th e  sum  o f ow n w e ig h t an d  of 
snow  lo ad  m ay  be re g a rd e d  as fa irly  u n ifo rm  [2 ]. T he case m a y  he  th e  sam e 
w ith  f la t  shells i f  i ts  v e rtic a lly  m easured  w all th ickness is un ifo rm .

O f course, i f  a shell o f  specified a rch in g  h as  to  be p roduced , p a ram e te rs  
A 0 a n d  B 0 are se lec ted  so t h a t  th e  g en era tin g  curves para lle l to  axis p lan es xz  
a n d  y z  should  have  sp ec ified  heights h1 a n d  h2 respective ly . These conditions 
a re  expressed b y  e q u a tio n s

f ( a ,  b ) - f { 0, b) =  hv  

f ( a ,  b) — / (a, 0) =  h2.

W ith  reg ard  to  (18) th e se  equations y ield  th e  follow ing values for p a ram ete rs  
A 0 a n d  B 0

A 0 =  К  h J R  (1), B 0 =  К  h J R  (1). (19

E q u a tio n  (18) m ay  acco rd in g ly  be w ritten  :

f ( * , y ) =  [hiR (x/a) +  h 2R (y jb ) ] .  (20)
K \ 1)

F in a lly  th e  v a lu e  o f p a ram e te r К  in  fo rm u la  (12) of th e  s tre ss  function  
is to  be  determ ined . T h is  can  be done on basis  o f  th e  re la tion

+  A> =  q-

V alues un d er (19) s u b s ti tu te d  in to  th is  fo rm u la  y ie ld  th e  re su lt

К

Л(1)
(К  +  K )  =  я-

H ence

К  = д Щ )
hi +  h2

(21)

H ereafter w ith  th e  a id  of form ula (13) th e  charac teristics o f in te rna l 
forces can also be ca lc u la ted  already.
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6 . Case o f  load varying in  q u ad ra tic  ra tio  to  d istance  from  the  p lane o f  sy m m etry

In  th is  case th e  fu nc tions o f  load ing  ta k e  th e  following form
r 2

( 22)Z l ( x )  =  A 0 +  A 2 ^ ,  Z t ( y )  =  B 0 +  B 2 Z - ,
a 1 b*

th a t  is,

m  =  n  =  1.

In  such  case eq u a tio n  (16) o f th e  m idd le  surface assum es th e  follow ing 
sim ple form  :

—  \ ( A 0 +  A 2) R ( x / a ) ~ A^
2 a 1f ( x ŷ) =

+  -

+

( B „ + B 2) R ( y lb ) I h r 2
2  b2

(23)

T he case now  tre a te d  can occur when th e  shell is re la tive ly  f la t ,  because  
in  th is  case th e  snow  does n o t slide down from  i t ,  a n d  one of th e  tw o  lo a d  com po­
n e n ts , snow  load  p  re fe rred  to  u n it  a rea  o f th e  h o rizon ta l p ro jection  is  u n ifo rm , 
w hile th e  own w eight increases to w ard  th e  corners.

I f  w eight g  re ferred  to  u n it  m iddle  surface o f  th e  shell is u n ifo rm , th e  own 
w eight p e r u n it a rea o f its  h o rizo n ta l p ro jection  can he expressed b y  th e  follow ing 
fo rm ula  :

1 + 2 +
M .,
b2 ь г

1 + 2
Л? X2 A| у 2
a 2 a 2 +  6 2 b2

, a ‘ a -

T hus th e  to ta l  load  re ferred  to  u n it  area  o f th e  horizon ta l p ro jec tion  

Z ( x , y )  =  p  +  g

T his fu n c tio n  o f load ing  will serve in  th e  follow ing as a basis of fu r th e r  analysis . 
In  th e  given case

A  +  B 0 =  p  +  g (24)

an d

A  — 2 g  hi/а 2, B 2 =  2 g  Л2 /6 2. (25)

V alues o f  p a ram ete rs  A 0 a n d  B 0 are ag a in  found  like fo rm erly  :

R (  i )

ghilb2/f, 2

11 ( 1 )
2 gh'i/b2.

( 26 )

5*
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I f  these as w ell as  v a lu es  under (25) a re  su b s ti tu te d  in to  e q u a tio n  (22), 
a f te r  som e rea rra n g em e n t i t  will be found th a t

►*2
f ( x , y )  =  Ax +

+
h* +  Jk

g A? \ R ( x /a ) g h\
к a 4  R (  1) к a 2

h l \ R (ylb) g h l У2
b2 ) R (  1) к b2 62

+

(27)

F in a lly  th e  s till u n k n o w n  param eter К  c an  be  determ ined  from  re la tion  
(24 ) b y  su b stitu tio n  o f  v a lu e s  under (26) :

K =  ( P + g ) R  ( 1 )  +  „  ( A | / a 2 )  +  ( A | / 6 2 )  [2R(l)
ho

1]- (28)
h i  +  h 2 h i  -p  n 2

W ith  values o f  К  k n o w n  ordinates o f  th e  m id d le  surface o f th e  shell can 
be  com pu ted  b y  fo rm u la  (27), and  ch arac te ris tic s  o f  in te rn a l forces b y  fo rm ­
u la  (13).

7. Numerical exam ple

To take an exam ple th e  sh e ll  illustrated in  F ig . 5 w i l l  be exam ined. Let the w a ll thick­
n ess o f  the shell be

d =  0,04 m.

it s  w eigh t per unit surface

g =  120 k g /m 2,

an d  th e  snow load to be ta k en  in to  account

p  =  80 k g /m 2.

This shell being stro n g ly  arched, formulae o f  case m =  n =  0 w ill be made use of. In 
th is  case the load assum ed to  be uniformly distributed

q =  g  +  p =  200 kg/m2

F ig. 5. Numerical exam p le
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and the dim ensions o f the shell

о =  8,0 m , hi =  3,2 m , h j a  =  0,4,

b =  12,0 m , h2 =  4,8 m , h j b  =  0,4.

Function f ( x ,  y )  is  first w ritten  down w ith  the a id  o f  formula (20) or o f  T ab le  I. :

/ ( * ,  У) =  (3,2 R  (xja)  +  4 ,8  R  (y/b ) ].

Hence after som e rearrangem ent

f ( x ,  y )  =  4,6166 • R(x/a) +  6 ,9250  R(y/b) .

Accordingly the equations o f the generating curves sou ght for :

/ i ( * )  =  4,6166 R ( x /a ) ,

Á  ( y )  =  6,9250 R  (y/b).

From these formulae the ordinates o f the generating curves are already calculable w ith  the aid 
o f Table I. Their values are listed  in  Table II.

TABLE II

Ordinates o f  the Generating Curves

X Л У f,

0 0,0000 0 0,0000

0,8 0,0231 1,2 0,0347
1,6 0,0930 2,4 0,1394

2,4 0,2110 3,6 0,3165

3,2 0,3799 4,8 0,5698

4,0 0,6039 6,0 0,9059
4,8 0,8898 7,2 1,3347

5,6 1,2485 8,4 1,8728

6,4 1,6992 9,6 2,5488

7,2 2,2835 10,8 3,4253

8,0 3,2000 12,0 4,8000

Hereafter the value o f parameter К  is determ ined by formula (21) :

К
- l7’3287 kg/m3-

After substitution of these values the internal forces can be calculated by formulae (13) :

nx =  -  17,3287 (8,0a — * 2), 

ny =  — 17,3287 (12,02 — y 2), 

nxy =  nyx =  — 2 • 17,3287 xy.
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T he norm al stresses at x =  0 , y  =  0 are

_  7ix (0 ,0) ,3287 • 8 ,0 2
a* ~  d  0,04

22 726 kg/m2 ,

rey(0,0) 17,3287 • 12,0 2
d “0,04 62 383 kg/m 2 .

T he m axim u m  shearing stress is  produced at the corner p o in ts . E. g. at corner poin t

x =  a, y — b,

th e  v a lu e  of the shearing stresses is

nxy (a, 6) _  2 • 17,3287 • 8,0 • 12,0
Txy ~  d 0,04 “

83 178 kg,in2.
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SUMMARY

A nalysis o f shells w ith  translation  surfaces over rectangu lar bases ; the form and loading  
o f  th e  sh ells  are sym m etrical re la tiv e  to two vertical p lan es normal to each other. The paper 
d em onstrates that the calculation  o f such shells, a very  com plicated  problem in general, can be 
s im p lif ie d  very m uch by an adequate choice o f the sh ell shape. Condition of app lication  o f the  
m eth o d  is  th a t the load on the sh ell should be v ertica l and  resolvable into tw o com ponents, 
on e o f  w h ich  is a rational w hole function of one horizontal co-ordinate,and the other such function  
o f  th e  other horizontal co-ordinate only.

Calculation is especia lly  sim plified if  the sp ecific  loading of the shell referred to  unit 
area  o f  th e  base is constant or quadratically  increasing w ith  d istance from the planes o f  sym m etry. 
F orm u lae  are developed for such cases.

A  num erical exam ple c loses the paper, evidencing th e  u tility  and handiness o f th e  m ethod.

О Б  О Б О Л О Ч К А Х , Ф О РМ И РО В А Н Н Ы Х  С О О ТВЕТСТВЕН Н О  Т Р А Н С Л Я Ц И О Н ­
НОЙ П О В Е РХ Н О С Т И

Д-р. техн. наук П. Чонка 

Р е з ю м е

Статья разбирает такие оболочки с трансляционной поверхностью, построенные 
над прямоугольными четырехугольниками, форма и нагрузка которых в отношении двух 
перпендикулярно отвесных плоскостей, является симметричной.

Показано, что расчет таких оболочек, — что вообще представляет собою очень 
сложную задачу, — в случае выгодного выбора оболочек может быть исключительно 
упрощен. Условие применимости метода заключается в том, чтобы действующая на обо­
лочку нагрузка была бы отвесной и ее можно было бы разбить на такие две части, одна
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из которых представляла бы рациональную целую функцию только одной горизонталь­
ной координаты, а другая только другой.

Расчет сильно упрощается, если удельная нагрузка, отнесенная на проекционную 
площадь оболочек, является постоянной, или же, удаляясь от плоскостей симметрии, 
имеет квадратичный рост. Для этих случаев в статье приведены соответствующие фор­
мулы.

В конце статьи дается числовой пример ; числовой пример подтверждает целе­
сообразность и простоту применения метода.

SU R LES VOILES À SURFACE D E  TRANSLATION

Prof. P . CSONKA 

D octeur des Sciences Techniques

RÉSUMÉ

L’étude traite des voiles à  surface de translation, couvrant une zone rectangulaire, de 
forme et de charge sym étriques par rapport à  deux plans perpendiculaires.

Il est démontré que le calcul de ces voiles — problème fort com pliqüé en général — devient 
extrêm em ent sim ple au cas où l ’on choisit convenablem ent la forme du vo ile . La condition de 
l ’application du procédé est que la  charge appliquée au vo ile  soit verticale et puisse être divisée  
en deux parties, dont l ’une est un polynôm e rationnel seulem ent de l ’une, l ’autre seulem ent 
de l ’autre coordonnée horizontale.

Le calcul se sim plifie particulièrem ent, si la charge spécifique rapportée à  la  surface de 
projection du plan du voile est constante, ou croissante selon les carrés de la d istance des 
plans de sym étrie. L’auteur indique les form ules relatives à  ses cas.

L ’étude se termine par un exem ple numérique tém oignant de l ’im portance du procédé 
e t  de la  sim plicité  de son application.

U N TER SU C H U N G EN  É B E R  TRANSLATIONSSCHALEN

Prof. P . CSONKA

D oktor der technischen W issenschaften

ZUSAMMENFASSUNG

Der vorliegende Aufsatz befasst sich m it der Berechnung von T ranslationsschalen m it 
rechteckigem  Grundriss, deren Form und B elastung in bezug auf zwei senkrecht aufeinander 
stehende, lotrechte Ebenen sym m etrisch ist.

Es wird nachgewiesen, dass die Berechnung solcher Schalen — die im  allgem einen eine 
recht verw ickelte Aufgabe d arstellt — durch eine entsprech« n ie  W ahl der Schalenform  ausser­
ordentlich vereinfacht werden kann. D ie Bedingung für die Anwendbarkeit der hier vorgesch la­
genen M ethode ist, dass die auf die Schale einwirkende Belastung lotrecht sei und in zwei K om po­
nenten zerlegt werden könne, von denen die eine nur eine rationelle ganze Funktion der einen  
waagerechten Koordinate und die andere nur eine solche der anderen waagerechten K oordinate ist.

D ie Berechnung vereinfacht sich besonders dann, wenn die auf die Grundrissfläche bezo­
gene spezifische Belastung der Schale konstant is t  oder sich bei zunehmender Entfernung von  
den Sym m etrieebenen quadratisch erhöht. Für diese F älle  werden Form eln abgeleitet.

Zum Schlüsse wird ein Zahlenbeispiel vorgeführt, das die Zweckm ässigkeit und einfache  
Anwendbarkeit der vorgeschlagenen M ethode veranschaulicht.





FALLACIES AND PARADOXA 
IN THE PLASTICITY THEORY

Prof. Dr. Ing. H. CRAEM ER

M OGHALPURA CO LLEGE O F E N G IN E ER IN G  AND TECHNOLOGY, LA H ORE, PA K ISTA N  

[M anuscript received A pril 23. 1954]

In  o rder to  reach  a closer ag reem ent be tw een  theore tica l p re d ic tio n  and  
ac tu a l b eh av io u r o f s tru c tu re s  in  th e  range a t  a n d  before fa ilu re , th e  p la s tic ity  
th e o ry  has been e stab lish ed  w hich, in  its  sim p lest form , assum es a re la tion  
betw een  stress, a, a n d  s tra in , e, as given b y  th e  solid line o f Fig. 1. T h is  p ap er 
is n o t concerned w ith  th e  questio n  w heth er o r  n o t th is  idealisa tion  w h ich  n eg ­
lec ts , am ong o thers, th e  u su a lly  occurring  c u rv a tu re  o f  th e  s tre ss-s tra in -lin e  
n ea r th e  y ie ld -po in t as show n d o tted  in th e  fig u re , is adm issible fo r th e  d iffe ren t

m a te ria ls . Possible in s ta b ili ty  as well as effec ts due to  in h o m o g en ity  o f  th e  
m a te ria l an d  p lastifica tio n  due to  shear stresses w ill also be d isreg ard ed .

O nce an  id ea lisa tion  h as  been  ad o p ted  as a base o f a th eo ry , i t  sh o u ld  be 
ca rried  th ro u g h  consis ten tly . B u t th e re  are  s ta te m e n ts  freq u en tly  re p e a te d  in 
pub lica tio n s an d  even looked  upon  as fu n d am en ta ls  of th e  p la s t ic i ty  th e o ry  
w hich, in  th e  a u th o r’s v iew , are in  co n trad ic tio n  w ith  th e  ad o p ted  s tre ss-s tra in -  
law .

1. Cross-sections under] bending. A fte r , in  a rec tan g u la r cross-section  
b ■ h, th e  y ield  p o in t has been reached  a t  th e  edge, ec Ey, i t  ca rries  a m o m en t

M
- 3 el

- y ^  ^  as can read ily  be derived  from  Fig. 2. T h e full

p las tic  m om ent is M y =  oy b h 2/4, correspond ing  to  ee — °°  an d  a re c ta n g u la r  
s tre ss  d is trib u tio n . As a u tilisa tio n  fac to r o f  th e  cross-section we m a y  define
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th e  te rm

V  =  M /M y,  th u s  (1)

ee =  —■ £y- _■ , Ey <, sc oo, w hereas (2)
У  3( 1  —  v)

se = — v Ey, Ee <1 ey in  th e  elastic d o m ain . T h e  lim iting  cases are  (3)

vy =  2/3, ee — Ey w h en  y ield  s ta rts  a t  th e  edge, an d  (4)

vy — 1, Ee =  o o  a t  fu ll p lastification . (5)

8e

I n  Fig. 3, v is p lo t te d  ag a in st Eel£y  b y  a  so lid  curve having a ho rizon ta l 
a s y m p to te . In  s tra in  m easu rem en ts , sim ilar cu rves a re  often recorded a n d  ex ­

p la in e d  as a necessary  consequence  o f an ac tu a l sh ap e  o f  th e  stress-stra in -line as 
d o t te d  in  F ig . 1. This is misleading since Fig. 3 is d e riv ed  from  th e  idealised  b ro ­
k en  s tre ss-s tra in  line.
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As a f ic titio u s  ex trem e  case we will consider w h a t m ay  be te rm e d  an  ideal
I-beam , i. e. w ith  in f in ite ly  th in  web and  f la r  ges h u t  infinite  width, a s  its  w hole 
m a te ria l is c o n c e n tra ted  in  th e  o u te r fib res  th e re  can be no  re d is tr ib u tio n  of 
stresses ; th u s , w hen  y ield  s ta r ts , no  m ore in c rease  o f load  is possible an d  full 
p la s tifica tio n  is  reach ed  u n d e r th e  sam e lo ad  ; th e  s tra in  can th e n  have any  
value betw een  ey a n d  in f in ity  :

v'y =  v y  =  1, Ey e e  ^  oo, see th e  d ash ed  lin e  in  F ig . 3. (6)

2. Deflection o f  statically determinate beams. T he re la tiv e  ro ta tio n  o f  2 
cross-sections a t  a  d is tan ce  dx, i. e. th e  a n g u la r  w eight o f an  e lem ent is

2 Ee
d <p = ------- dx. In se rtin g  e ith e r eq . (3) o r  (2) (7)

d w 3 V e v  ^  2
—— = ------V < k —
dx  h 3

( 8)

an d

d cp 2 Ey

dx  ' / 3  (1— v)
2/3 ^  r  ^  1. (9)

Fig. 4

Fig. 4 show s a b eam  w orking  in  th e  e la s to -p las tic  range w ith  its  v an d  Ee 

values. L e t x  be  th e  d is tan ce  o f an y  cross-section from  th e  su p p o rt, x0 t h a t  o f 
th e  section  w ith  v =  2/3 an d  vm th e  u tilisa tio n  o f  th e  m ost s tressed  sections.
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B y e x p re ss in g  v by  vm a n d  x ,  in se r tin g  in to  eqs. (8) an d  (9) an d  in te g ra tin g  we 
f in d  th e  ang le  changes b e tw een  A ,  B ,  C a n d  D  respec tive ly  :

V  A B
2 ci Sy

3 Vm h

V  B C

V  C D
c 1 a ey

7  j/ 3 a  —  vm) h '

( 10)

F i g .  5

T h e slo p e  a t  th e  su p p o rt is , there fo re

2
1 —  2

1 1 — Vm , C S y  Q

Vm 1 3 а  У3(1 ---Vm)  . h
( 11)

I t  is  seen th a t ,  u n d e r fu ll p la s tif ic a tio n , vm =  1, th e  slope becom es in f in ite  
a n d  th e  sam e is tru e  fo r th e  deflection  o r a n y  o th e r defo rm ation . T h u s , th e  
d e fo rm a tio n  necessary  to  b r in g  ab o u t fu ll u tilisa tio n  o f  th e  bearing  c a p a c ity  
o f  a s y s te m  is n o t o n ly  g re a t b u t, [theoretically , in fin ite  w hich is f re q u e n tly  
o v e rlo o k ed . F o r loads in  th e  th i r d  po in ts , 1 = 3  a , th e  solid line in  F ig . 5 in d i­
c a te s  (pA as a m ultip le o f  2 syZ/3 h .

O f  course, one could  o b je c t ag a in s t th e  above co m pu ta tion  th a t ,  u n d e r 
la rge  d e flec tio n s , the  b eam  is su b je c te d  to  ten s ile  forces w ith in  A C  ; th is , how ­
ev er do es n o t  affect th e  g en era l conclusions.

T h e  id ea l I-beam , a g a in , is an  excep tio n . A s i t  obeys H ooke’s lawr till 
vm =  1, i t  follows th e  b ro k en  lin e  o f th e  fig u re . A c tu a l I-beam s w ith  f in i te  d e p th
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ex h ib it a b eh av io u r correspond ing  to  a d o tte d  line  betw een th e  solid a n d  dashed  
ones a n d  ex p e rim e n ta to rs  often  explain  th e  d ev ia tio n  betw een th e  d ash ed  and  
d o tte d  ty p es  as in d u ced  b y  th e  d o tte d  curve  in  F ig . 1. This, too, is a misinterpre­
tation as th e  la t te r  fe a tu re  is n o t ta k e n  in to  acco u n t in  the  ideal p la s tic  th e o ry .

3. A  paradoxon.  L e t now  th e  2 loads be u n ite d  to  one a t th e  c e n tre , / =  2 a. 
T h en , in  eq . (11), th e  la s t m em ber w ill v a n ish  an d  th e  slope, now  d e n o te d  b y  
<pA a n d  expressed  in  te rm s  o f Eyl/2 h ,w ill follow  th e  solid line in F ig . 6. A ccord ing  
to  th is , th e  slope a t  fa ilu re  w ould  be ju s t  tw ice  th a t  a t f irs t y ie ld  ; b y  sh ifting  
th e  loads from  th e  th ird  po in ts to  th e  cen tre  th e  deform ation th u s  ap p ea rs  to  
be red u ced  from  in f in ity  to  a sm all f in ite  v a lu e . T he sim plest ex p e rim e n t, how ­
ever, proves th a t  th e  v alue  is too  sm all.

M athem atica lly , th is  paradoxon is due  to  th e  fact th a t on ly  th e  last 
m em ber o f  eq . (11) leads to  an  in fin ites im al te rm  or, in o ther w o rd s , th a t ,  
a lth o u g h  se a t  C  is in fin ite  for vm —  1, th e  a rea  of the  s tra in s  be low  A C  is 
f in ite .

Now, in  th is  case, a co n cen tra ted  load  is an  inadm issible id e a lisa tio n . If, 
in s te a d , th e  single lo ad  is d is tr ib u te d  over a  le n g th  however sm all b u t  f in ite , 
th e  defo rm ation  for vm =  1 will be in fin ity . T h e  sam e can be p ro v ed  w ith  less 
a r ith m e tic  i f  2 loads w ith  a sm all d istance , say  c —  0,02 l, are assu m ed  ; th e n  
th e  la s t  m em ber in  e q . ( l l )  w ill reap p ear a n d  y ie ld  th e  d o tted  line o f |F ig .  6. T hus 
th e  p a ra d o x ity  is rem oved.

4 . The nature o f  the plastic hinges. I t  is seen  from  eq. (10) th a t ,  fo r  vm —  1, 
an d  a n y  f in ite  v a lu e  c, th e  m u tu a l ro ta tio n  o f  th e  sections C an d  D  becom es 
infin ity , a lthough  th e  b en d in g  m om en t as w ell as th e  stresses re m a in  f in ite ,
i. e. th e  p a r t  of th e  b eam  betw een  C an d  D  a c ts  as a hinge. In  v iew  o f  th is , th e  
p lastic  h inges are n o t a m ore or less a rb itra ry  au x ilia ry  concept b u t a necessary- 
consequence o f  th e  v e ry  base of th e  p la s tic ity  th eo ry , viz. Fig. 1.
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M oreover, th e  e la stic  p a r ts ,  A B ,  as w ell as th o se , BC,  w ith  p a r tia l  p la s t i ­
f ic a tio n  h a v e  fin ite  a rg le  c h a rg e s  w hich, th e re fo re , v an ish  w ith  respect to  those  
in  th e  fu lly  p lastified  p a r ts . T h u s , the  fre q u e n tly  m ad e  s ta tem en t th a t  th e  c u r­
v a tu re  in  th e  e lastically  a n d  th e  p a rtly  p la s tic a lly  s tra in ed  p a rts  is «practically  
n e g le c ta b le»  in  com parison w ith  th a t  in  th e  fu lly  p la s tif ie d  ones, is m islead ing .

I t  shou ld  be n o ted  th a t  th e  p lastic  h irg e s  fo rm  b u t under th e  fu ll p la s tic  
m o m e n t ; inversely , th e  la t te r  is always acco m p an ied  b y  an in fin ite  c u rv a tu re , 
e x c e p t fo r  th e  ideal I-b eam .

5. Statically indeterminate systems ; compatibility  condition. In  th e  o p in ion  
o f  som e au th o rs , th e  c o m p a tib ility  cond ition  is n o  m ore valid  in  th e  p la s tic  
d o m a in . T h is , o f course, is a fa l lacy  since in  a n y  case th e  geom etrical c o n tin u ity

o f th e  s tru c tu re  m ust be p reserv ed  w hich h as  n o th in g  to  do w ith  th e  p a r t ic u la r  
sh ap e  o f  th e  stress-stra in -law .

F ig .  7 shows a sy m m etrica lly  loaded b u ilt- in  beam  w ith  c o n s ta n t cross- 
sec tio n . A t full yield th e  m o m en ts  a t th e  su p p o rts  an d  betw een th e  lo ad s are 
e q u a l a n d  th e  d iagram  o f th e  edge s tra in s  h a s  in f in ite  o rd inates a t  A  a n d  b e ­
tw e e n  C  a n d  D. The co m p a tib ility  condition  in  th is  case runs

D

J" se d x  —  0. (12)

A

N ow , fo r  reasons p o in ted  o u t in  connection w ith  eqs. (10) and  (11), th e  in te g ra l 
b e tw e e n  A  an d  В  is f in ite  a n d , as A B  =  B C ,  t h a t  betw een  В  an d  C is o f  sam e 
m a g n itu d e  b u t  opposite sign . A s fu rth e r  th e  in te g ra l  betw een C an d  D  is in f in ite , 
th e  v a lu e  expressed in  eq. (12) is n o t zero b u t  in f in i ty .

T h e  red is tr ib u tio n  resp . equalisation  o f m o m en ts  th u s appears to  be in  
co m p le te  co n trad ic tion  to  com p a tib ility . P a p e rs  w h ich  tr ied  to  prove t h a t  th e  
c o m p a tib il i ty  condition  is fu lfilled  in th is  a r d  o th e r  cases contain m is tak es . On 
th e  o th e r  h an d , ex p erim en ts  prove c learly  t h a t  th e  equalisation  ta k e s  p lace.
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T his fu rth e r  p a rad o x o n  is a logical consequence o f th a t  d e a lt w ith  in  th e  
3 rd  p a rag rap h  an d  i t  can  be  avoided  in  th e  sam e w ay. L e t us exam ine F ig . 8  in 
w h ich , for convenience, a period ica l system  w ith  an  in f in ity  o f pan e ls  is assum ed 
in s te a d  o f th e  clam ped one. Now, in  th e  f in a l s tage, vA =  Vp =  1, a n d  th e  
ee —  values w ith in  A E  a n d  CD  becom e in f in ity  as well as th e  co rrespond ing  
a reas  ; th u s  th e  in te g ra l (12) appears in  th e  in d e te rm in a te  form  oo —  oo w hich 
can  w ell be equal to  zero. A closer in v estig a tio n  w ill deliver in te re s tin g  resu lts .

Fig. 8

I f  vA an d  vD are  ab so lu te  values an d  sA an d  eD th e  s tra in s  belong ing  to  
th e m , th e  co m p atib ility  cond ition  (12) w ill read

E C

0,02 e A  I +  I £e dx —  j ee dx  -f- 0 .18 Ed l or, as 

в  в

dx
dv

0,30 l

va +  vd ’

E  C

j s e d v —j E e d v  =  ( v A  +  v d ) (0,60 e d  —  0,067 e A ) .  (13)

в в

In  th e  pu re ly  elastic  s ta te  we f in d  from  eqs. (3) an d  (13)

vD =  0,515 vA, vD <  vA 2/3. (14)

T h e  f irs t  y ield  in  th e  s tru c tu re  th u s  w ill occur w ith in  A E .  H e re a fte r  we 
h av e  to  use eq. (3) w ith in  B C D  a n d  th e  e lastic  p a r t  o f B E  b u t eq . (2) w ith in  
A E  a n d  th e  re s t  of B E .  T h is  delivers

(*л +  f D) 10,60 vD— 0,067 J/

vd < ; 2/3 < ; v A .

3(1 — VA
( 15)
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I n  th e  la s t stage b o th  eA a n d  Ed obey eq. (2) an d  we a rrive  at.

—  ( 1 —  vA) f l  —  vD +  (1 — vD) f l  —  vA =  (vA +  vD) (0 ,30 j/l —  v A~  (16) 

—  0,034 УI — vD), 2/3 < , v D vA ^ l .

I t  is  seen  th a t  th is  e q u a tio n  holds good for Vp =  vA =  1, i, e. th e  consideration  
o f  c o m p a tib ility  leads to  th e  equalisation  o f  m o m en ts  once th e  p itfa ll dealt 
w i th  in  Fig. 7 is av o id ed .

B y

P
=  — ■ we m ay d e fin e  th e  u tilisation  o f th e  s tru c tu re  itse lf, P y be- (17)

in g  th e  load a t ftdl p la s tif ic a tio n  w ithin b o th  A E  an d  CD. In  our case, a consid­
e ra t io n  of p a rt EC  d e liv ers

M =  y2 ( v A + v D). (18)

T h is  m akes possible th e  p lo tt in g  o f w hat m ay  be  te rm e d  a u tilisa tio n  d iagram , 
see r ig h t p a r t of F ig .  9, fu ll lines. On its  le ft side, th e  corresponding values ee/e_y, 
d e r iv e d  from  eqs. (2) a n d  (3), are p lo tted . S im ilar d iag ram s could, o f course, be 
d e r iv e d  for o ther cases o f  lo ad in g .

Im p o rta n t conclusions can be draw n from  th e  figu re . F irs t accord ing  
to  severa l au thors, th e  e q u a lisa tio n  of m om ents m a y  be u tilized  b u t th e  p lasti-
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f ica tio n  o f  th e  cross-sections should  n o t. T h is , how ever, is a rose w ith o u t th o rns 
since, up  to  th e  f irs t  y ie ld  in  one sec tion , th e  whole stru c tu re  is e la s tic  an d  no 
re d is tr ib u tio n  can ta k e  p lace, viz. Va  =  2/3 in  th e  figure.

O th e r au th o rs  believe th a t  re d is tr ib u tio n  begins only a f te r  one cross- 
section  is s tressed  w ith  th e  fu l l  p la s tic  m o m en t. T his, too , is a fa lla cy  as bo th  
Va  a n d  Vq becom e u n ity  s im u ltaneously . F u ll p la stifica tio n  w ith in  A E  involves 
in f in ite  n eg a tiv e  cu rv a tu re  ; b u t, in  a s ta tic a lly  in d e te rm in a te  sy s tem , for 
p u re ly  geom etrical reasons, th is  can  on ly  e x is t i f  th ere  are also p a r ts  w ith  posi­
tiv e  in f in ite  cu rv a tu re , i. e. CD.

O n ly  an  ideal I-b eam  will behave d iffe re n tly , see the  dashed  lin es  in  the 
figu re . In d eed , p a r t  A E  is fu lly  p la s tif ied  before  p a r t  CD. Now, nearly  th e  same 
has been observed  in  te s ts  on ac tu a l I-b eam s. T h is has lead to  th e  ab o v e  c riti­
cised w rong in te rp re ta tio n . T his is a n o th e r  w arn in g  th a t  in te rp re ta tio n s  of 
em p irica l d a ta  should  alw ays be based  on so u n d  theoretical no tio n s.

F o r  severa l d e ta ils  connected  w ith  th e  to p ic  see also th e  a u th o r ’s G erm an 
p a p e r s ;  In g en ieu ra rch iv  13 (1943) pg. 285 an d  20  (1952) pg. 126.

SUMMARY

In contradiction to several authors the follow ing statem ents are made. The curves repre­
senting the relation between a)  stress and strain in  the tensile  test, b)  load and edge strain in 
bending and c)  load and deform ation in bending, are often  confused. P lastic hinges below  single 
loads can on ly  be correctly interpreted i f  the load is assum ed to be distributed a long  a sm all 
but f in ite  length . Com patibility conditions are valid  for any stress-strain law. In s ta tica lly  inde­
term inate structures fu ll  p lastification  occurs sim ultaneously  in  the most stressed section s, not 
in one after another. N ot before th is state  is reached, equalisation  of moments can occur.

ОШИБКИ И ПРОТИВОРЕЧИЯ В ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОЙ ДЕФОРМАЦИИ

X. Кремер (Пакистан)

Р е з ю м е

В статье - в противоречие с мнением ряда авторов показано, что часто смеши­
вают кривые, указывающие на соотношения между а) растягивающим усилием и растя­
жением при работе на растяжение, б) нагрузкой и растяжением крайней струны при 
изгибе и в) нагрузкой и деформацией при изгибе. Пластические шарниры под концентри­
рованной нагрузкой могут быть определены безошибочно только в том случае, если пред­
полагается, что нагрузка распределяется на хотя и небольшой, но конечной длине. Усло­
вия совместимости действительны для любых закономерностей, выражающих зависи­
мость между напряжением и деформацией. В случае статически неопределенных кон­
струкций а б с о л ю т н а я  пластификация наступает одновременно во всех сечениях, 
находящихся под наибольшим напряжением, а не поочередно. Перед достижением этого 
состояния не может наступить уравнивание моментов.

6  A it il Technica X / l—2.
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E R R E U R S  ET CO NTRADICTIONS DANS LA T H É O R IE  DE LA DÉFORM ATION
PLASTIQUE

Prof. H. CRAEMER (LA H O R E )

RÉSUMÉ

L ’auteur — contrairem ent à plusieurs autres sp éc ia listes de la question — dém ontre  
q u ’il  e st courant de confondre le s  courbes représentant a )  en traction, la relation de l ’effort de 
traction  e t  de l ’allongem ent, b) en  flex ion , celle de la  charge e t  de l ’allongem ent de la  fibre 
extrêm e, ainsi que c) en f lex io n , ce lle  de la  charge et de la  déform ation. Les articulations p lasti­
ques sous une charge concentrée ne peuvent être in treprétées d ’une manière exacte que si la  
charge e s t  supposée répartie sur une longueur réduite, f in ie . Les conditions de com patibilité sont 
valab les pour n’importe qu elle  lo i  exprim ant la relation entre  la  tension et la déformation. Dans 
le s  constructions hyperstatiques, l ’état de plastification com plète  se produit sim ultaném ent et 
non successivem ent dans les section s soumises aux plus grands efforts. Jusqu’à ce que cet état  
n ’est pas attein t, l ’égalisation des m om ents ne peut pas avoir lieu .

IR R T Ü M E R  UN D  W ID E R SP R Ü C H E  IN  D E R  T H E O R IE  D E R  PLASTIZITÄT

P ro f. Dr. ing. H. CRAEM ER (L A H O R E )

ZUSAMMENFASSUNG

Es wird — im  G egensatz zu einigen Autoren — fe stg este llt , dass die K urven, die die 
V erhältn isse zwischen a)  Dehnungsbeanspruchung und Zugspannung (bei Zug), b) B elastung  
und Längenausdehnung der Randfasern (bei Biegung) und  c)  Belastung und Deform ation (bei 
B iegung) darstellen, des öfteren m it einander verw echselt w erden. Imaginäre plastische Gelenke 
unter E inzelbelastungen können nur dann richtig behan delt werden, wenn die B elastung als 
a u f eine zwar kleine, doch im m erhin  endliche Strecke einw irkend aufgefasst wird. D ie  Berech­
nungsvoraussetzungen sind für a lle  Dehnungsbeanspruchung-Zugspannung-Gesetzm ässigkeiten  
v o n  G ültigkeit. In statisch  unbestim m ten K onstruktionen beginn t die volle P lastifikation in  den 
am  m eisten  beanspruchten P rofilen  sim ultan, und n ich t der Reihe nach. Eine K om pensation  
der M om ente kann nicht e in treten , bevor dieser Zustand erreicht wurde.
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FO R T H E  HEAVY IN D U STRY , M ISKOLC, HUNGARY
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In  h is paper e n tit le d  «Fallacies an d  p a rad o x a  in  th e  p la s tic ity  theory»  
D r. Craem er po in ts  o u t, e luc idates an d  rem oves sem e co n trad ic tio n s  arising 
w hen th e  p las tic ity  th e o ry  is being  app lied  to  beam s u n d er b en d in g .

H is paper, how ever, fails to  to u ch  on a ll th e  sources o f co n trad ic tio n  th a t 
rea lly  arise in  th e  p ra c tic a l application  o f th eo re tica l considerations.

In  order to  e lu c id a te  th e  orig in  of th e se  con trad ic tions we h av e  to  reach 
b ack  to  th e  basic  n o tio n s u n d erly in g  p las tic  deform ation as ap p licab le  to  beam s 
un d er bending . L e t us assum e —  em ploying  an  approx im ation  g enera lly  adm itted  
in  p la s tic ity  th eo ry  — , th a t  fib res  of th e  s tra ig h t beam  elem ent u n d e r  a bending  
m o m en t curve in to  arcs, w hile th e ir  d is tan ce  z from  th e  n e u tra l  f ib re  rem ains 
u nchanged  and  th e  cross sections rem ain  p lan e  figures a t r ig h t angles to  the 
n e u tra l fibre ( Fig. 1 ) .

On th is  a ssum ption , th e  specific stress o f fib re  A B  can be w ritte n  :

(Q-\- z) d ip—  Q d (p z
ez — ------------- -

Q d <p Q

consequen tly

1 d <p

Q dx

T hese rap p o rts , how ever, c an n o t be valid  w ith o u t lim ita tio n . T he le n g th  o f  each 
f ib re  rem ain ing  alw ays positive ,

1 +  £* >  0, i. e.

£2 >  —  1.

T h is m eans, th a t  in  th e  edge fibres

— - > - L
e

(D

(2)

* Acta Technica 10 (1954) p. 73.

6 *
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or, o therw ise , th a t

Q >  <!■

T h is  w ould  m ean, in  o th e r te rm s , th a t  the cen tre  o f cu rv a tu re  0  (Fig. 1 ) c a n n o t 
lie w ith in  th e  cross-section. Formulae  (1) and (2) thus become void o f  any  k in d  o f

Fig. 1

ph ys ica l  reality, whenever they contain values o f

Q<.e.

I f  follow s from  th e  above, t h a t ,  w ith  sym m etrica l cross-sections, th e  re la tio n

E e <  1

re m a in s  v a lid  in  tensile  edge fib re s  too . This is th e  reason  for the  absence o f an y  
p h y s ic a l sense w h a tso ev er in  th e  b o undary  tra n s it io n  £e -> o o .  N a tu ra lly , a 
b o u n d a ry  tra n s itio n  e x e c u te d  on ly  form ally is b o u n d  to  lead , in  some cases a t 
le a s t ,  to  con trad ic tions.

L e t us consider n o w  th e  com putation  o f  stresses. The rap p o rt betw een  
s tre ss  and  specific s tra in , u n d e r  un iax ia l stress, as has been assum ed an d  d isp layed
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in  Fig. 2, rep resen ts  b u t  an  ap p ro x im atio n , q u ite  w orkable w ith  s tru c tu ra l 
m a te ria ls  possessing a d efin ite  y ield  p o in t, p ro v id ed  e has a reasonab le  value, 
for in s tan ce

s <  e0.

a  1

<з-Г(£)

'£

Fig. 2

S urely  £ =  0,1 (e =  10% ) is a ceiling for th e  e0 va lue . W ith in  th e  chosen lim its  
we m ay  w rite  there fo re  w ith  fa ir app ro x im atio n  (F ig . 1),  as follows :

Oz ( I Ez I <  £„).

To e x te n d  th e  v a lid ity  ran g e  of th is  fo rm ula w ould  be dangerous for m ore th a n  
one reason . D ue to  b en d in g , th e  stress s ta te  necessarily  becom es m u ltiax ia l, for 
th e re  arises betw een  th e  curved  layers (F ig . 3)  a rad ia l s tress o>. M aterials 
u n d er u n iax ia l s tress (pure  tension  or com pression), behav ing  th e  w ay represen­
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te d  in  F ig . 2, will flow  u n d e r  m u ltia x ia l stress —  e. g. according to  th e  M ohr 
th e o ry  —  if

° z -----  <Jr =  O y  ,

so t h a t  in  p a rts  of th e  cross sec tio n  undergoing p la s tic  deform ation

a z —  оУ  - f -  Or Oy .

I t  sh o u ld  fin a lly  be taken  in to  acco u n t th a t  a t  m ark ed  bend ings (g rea te r elonga­
tio n s)  one  can no longer d is re g a rd  a ltera tions in  th e  shape o f cross sections.

W ith  steel beam s o f re c ta n g u la r  cross-section (F ig .  4 .) ,  if  for in stan ce  in  
th e  edge  fibre

=  —  =  0,1,
2 Q

n  o th e r  w ords, if

Q =  5 11

a n d  a t  th e  e lastic ity  lim it

ey =  0,001,

th e n  —  w ith  the exception  o f  th e  n arrow  b a n d  sh ad ed  in  Fig. 4. —  alm ost th e  
e n tire  cross-sectional a rea  u n d e rg o es  p lastic  defo rm ation .

I f  we employ for th e  o u te r  p lastic  zone th e  re la tio n  app ly ing  to  th ick- 
w a lled  tu b es , and  w rite

d  ( TOr) _  
dr

w h ere , according to  M ohr

d o r 
г -------

dr

о d  orOt —  0 =  r ------- -)- or —  a t
dr

=  Ot —  or =  Oy =  const.,
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th e n , as from  th e  above

i t  also follows, th a t

az =  0 y -{- ar =  a y 1 +  In

Fig. 5

In  o th e r te rm s, in  th e  edge fib re  ae — oy, b u t  a t  th e  in n e r b o u n d a ry  of the  
p lastic  zone <r2 =  0,90 ay (F ig .  4 ) .

T his co m p u ta tio n , n a tu ra lly , is no m ore th a n  ap p ro x im ativ e , as th e  shape 
o f  th e  cross-section is b o u n d  to  change considerab ly . A ssum ing th e  volum e of 
th e  s tru c tu re  to  rem ain  u n ch an g ed  d u rin g  p lastic  defo rm ation , th e  a rea  of the  
surface elem ents of th e  u p p e r zone decreases b y  0,1— 10 p er cen t, i. e. b y  5 per 
c en t on th e  average, w hile —  in v erse ly  —  th e  area  o f th e  low er p la s tic  range 
increases b y  5 per cen t. T h u s i t  is d em o n stra ted , th a t  in  th e  case o f a rec tan g u la r 
cross section we considerab ly  d ev ia te , a lready  a t  a s tra in  value o f e =  0,1, from  
th e  usual, s im plified  th eo re tica l assum ptions. Formulae, which m ay  be derived 
fro m  the theory, generally f a i l  to reflect actual conditions even approximately in  the 
£ >  0,1 range, in  other words, they cannot be used in  it.

R eflection  on Fig. 3 allows th e  p ro b ab ility , th a t  th e  d is tr ib u tio n  o f stres­
ses az an d  ar undergoes, in  th e  en v iro n m en t o f  b eam  loads w hich in  re a lity  are 
alw ays d is tr ib u ted , fu r th e r  m odifica tions (F ig .  5 ) .

D r. C raem er is r ig h t in  p o in tin g  o u t (in p a ra g ra p h , 3. o f  his paper) th a t  
w hen com puting  defo rm ations, a co n cen tra ted  beam  load is an  inadm issib le 
id ea liza tion . The value o f specific  com pression p  ( Fig. 5 )  can in  n o  w ay  exceed 
th a t  of <Jy.
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T h e  usually  em ployed  sim p le  rela tions re fe rrin g  to  defo rm ation  o f  beam s 
a n d  re su ltin g  from  th e  fo llow ing  rou tine  ap p ro x im atio n s (doub tlessly  ju s t i­
f ia b le  w ith  m inute d e fo rm atio n s) :

1 d 2 V .
— — —, respectively
Q d x 2

(3)

sh o u ld  also be used w ith  u tm o s t  cau tion  only . B o th  app ro x im atio n s m ean 
t h a t  t g 2 <p, i. e. the  v a lu e  o f  th e  second pow er o f th e  slope, is neg lig ib ly  sm all 
in  co m p ariso n  to  u n ity . I n  th e  ran g e  of p lastic  defo rm ations th is  b o u n d a ry  is 
soon  overstepped .

L e t  us now consider th e  sim ple case of a b eam  o f len g th  l, b u ilt- in  a t  one 
e n d  a n d  loaded a t the  free  e n d  b y  a bend ing  couple. T he n e u tra l line curves in to  
an  a rc . I f  th e  beam ’s cross sec tio n  is a rectangle  (F ig . 4) an d , as in  th e  preced­
in g  ex am p le

ee =  0 ,1 , resp ec tiv e ly  q =  5h,

th e n  th e  angle change o f  th e  free end can be w ritte n  as follows

V = - ' =  0,2 A ,
Q h

re sp e c tiv e ly  :

f °  =  36 — . 
hn

E v e n  w ith  quite sho rt b e a m s , n o t lo n g e r— for in s ta n c e  —  th a n  l =  hn  =  3,14 h,

rp° =  36°

a n d

tg  V  =  0,53.

T h is  sim p le  exam ple m a y  se rv e  to  call our a tte n tio n  to  th e  fac t, th a t  w henever 
c o m p u ta tio n s  w ith in  th e  d o m a in  of p lastic  d e fo rm ation  have  been b ased  on 
a p p ro x im a tio n s  as p er (3), i t  is advisab le  to  check th e  re su lts  in  o rder to  fin d  
o u t ,  w e th e r  the em p lo y m en t o f  th e  app rox im ations has been  adm issib le.

SUMMARY

A ll  relations presented in  D r. Craemer’s paper are v a lid  w ith in  the range o f sm all £-s, 
i. e . in  th e  domain of sm all deform ations. W ith greater deform ations, how ever, the formulae 
lose th e ir  concrete meaning and becom e void of any physical rea lity . In th is range, naturally they 
m ay lea d  to contradictions. A ll su ch  contradictions can be avoided w ith  certain ty , i f  m a­
th e m a tica l considerations are em p loyed  w ithin the dom ain only  where their v a lid ity  is still 
assured  w ith  a satisfactory degree o f  precision.
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К СТАТЬЕ X. КРЕМЕРА »ОШИБКИ И ПРОТИВОРЕЧИЯ ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОЙ
ДЕФОРМАЦИИ«

Канд. техн. наук И. Шайи 

Р е з ю м е

Все установленные Кремером зависимости являются сами собою правильными в 
области небольших значений е, т. е. в области небольших деформаций. Однако, следует 
сказать, что в области более значительных деформаций не соответствуют действитель­
ности, т. е. эти зависимости не имеют физического смысла. Естественно, что в этой области 
зависимости Кремера могут привести также к противоречиям. Любое противоречие 
может быть обойдено, если зависимости, выведенные при помощи математического аппа­
рата, будут использованы только в области, где их действительность еще обеспечена с 
точностью, удовлетворяющей требования практики.

REM ARQUES SUR L ’É T U D E  D U  D R . H . CRAEM ER «E R R E U R S ET CONTRADICTIONS  
DANS LA T H É O R IE  D E  LA DÉFORM ATION PLASTIQUE»

Prof. I. Sályi

C andidat des Sciences Techniques

RÉSUM É

T outes les relations établies par M. Craemer sont correctes en elles-m êm es, dans le  dom aine 
des petits e, c’est-à-dire des petites déform ations. Dans le dom aine des plus grandes déform ations, 
par contre, e lles se détachent de la  réa lité , e lle s  n ’ont plus de contenu physique. D an s ce domaine 
elles peuvent bien entendu conduire à des contradictions. T oute contradiction p eu t être évitée  
de manière certaine, si les relations déduites à l ’aide des m athém atiques ne sont em ployées que 
dans les dom aines où leur vérification peut être assurée avec une précision satisfa isant aux 
exigences de la  pratique.

B E M E R K U N G E N  ZUR A R B E IT  VON D R . H . CRAEM ER «IRRTÜM ER U N D  W ID E R - 
SPRÜCHE IN D E R  T H E O R IE  D E R  PLASTIZITÄT»

P R O F . I .  SÁLYI
K and ida t der technischen W issenschaften

ZUSAMMENFASSUNG

Säm tliche von Craemer festgestellten  Zusammenhänge sind an sich richtig, doch nur im 
Bereiche von  kleinen £ ,d .h . der kleinen Formänderungen. Bei grösseren Form änderungen stim ­
m en sie indessen m it der W irklichkeit n icht mehr überein, haben keinen physikalischen Gehalt 
mehr. In diesem  Bereiche führen sie selbstverständlich auch zu Widersprüchen. Jeder W ider­
spruch lässt sich jedoch m it Sicherheit verm eiden, wenn m an die m it H ilfe der M athematik  
geschriebenen Zusammenhänge nur in jenem  Bereiche anw endet, wo ihre G ültigkeit — m it  
einer die Ansprüche der Praxis befriedigenden G enauigkeit — noch gew ährleistet ist.





ИССЛЕДОВАНИЕ ВЫХОДА ПО ТОКУ ПРИ 
ЭЛЕКТРОЛИЗЕ АЛЮМИНИЯ

Канд. техн. наук Д. СЕКЕР

ГЛАВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ АЛЮМИНИЕВОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ МИНИСТЕРСТВА ХИМИ­
ЧЕСКОЙ И ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ

(Поступила 15 мая 1954 г.)

Э л ек т р о л и з ал ю м иния в пром ы ш ленны х м асш табах  был о су щ ест в л ен  
в В ен гр и и  почти 2 0  л ет  т о м у  н а за д . Н есм отр я  н а  к р у п н у ю  сы р ь ев ую  б а з у  в 
ст р а н е , п р ои зв одст в о  алю м и н и я  в В ен гр и и  д о  ее о св о б о ж д ен и я  н е и м ел о  

зн ач и т ел ь н ого  р азв и ти я .
О с в о б о ж д ен и е  В ен гр и и  и беск ор ы стн ая  пом ощ ь, ок азы в аем ая  С овет­

ским  С ою зом , со зд а л и  н еобходи м ы е у сл о в и я  д л я  р азв и ти я  от еч еств ен н ой  
алю м и н и евой  п ром ы ш ленности .

П я ти л етн и й  н ар о д н о х о зя й ст в ен н ы й  план В ен гер ск ой  Н а р о д н о й  Р е с ­
п у б л и к и  на 1950— 1954 гг. п р ед у см а т р и в а ет  зн ач и т ел ь н ое п о  м асш табам  
р азв и ти е алю м иниевой  п ром ы ш л ен н ости .

Д л я  р азв и ти я  отеч ественн ой  алю м и н и евой  п ром ы ш л ен н ости  б ол ь ш ое  
зн а ч ен и е им еет сн и ж ен и е  р а сх о д а  эл ек т р о эн ер ги и  на т о н н у  ал ю м и н и я . 
С л едовател ьн о, повы ш ение в ы хода  по т о к у  я в л я ет ся  в аж н ы м  ф ак тор ом  в 
д ел е  дал ь н ей ш его  р азв и ти я  п р о и зв одст в а  ал ю м иния в В ен гер ск ой  Н а р о д н о й  
Р ес п у б л и к е .

П р ои зв одст в о  ал ю м и н и я эл ек т р о л и зо м  к р и о л и то -гл и н о зем н ы х  р а с ­
п л авов  бы ло начато в к он ц е п р ош л ого  стол ети я  и, н есм отр я  н а  то , 
что в н аст оя щ ее врем я м и р ов ое п р ои зв одст в о  ал ю м и н и я со ст а в л я ет  ок ол о  
д в у х  м и л л и он ов  тонн , до  н аст оя щ его  врем ен и  в достаточ н ой  м ер е  н е п р о и з­
води л ось  систем ати ч еск ого  и ссл ед о в а н и я  т ак ого  в а ж н о г о  ф ак тор а , к ак  вы­
х о д  по т о к у  при  эл ек т р о л и зе  ал ю м и н и я .

В дан н ом  т р у д е  и ссл ед у ю т ся , п о  в о зм о ж н о ст и , все в а ж н ей ш и е ф ак торы , 
в л и яю щ ие на в ы ход  по т о к у , и, п р е ж д е  всего , те, которы м и в н а ст о я щ ее  
врем я и н тер есую т ся  алю м и н и евы е завод-.!, т. е. состав  эл ек т р о л и т а , с о д е р ­
ж а н и е  к ри ол и та в гл и нозем е, в л и я н и е н ек оторы х ок и сл ов  (И 20 5, Р 20 5); в п о с ­
л едн ем  о собо  за и н т ер есо в а н а  отеч еств енн ая  алю м и н и ев ая  п ром ы ш л ен н ость .

Н астоя щ и й  т р у д  ставит п ер ед  собою  ц ел ь р ек ом ен дов ать  р е ж и м  
эл ек т р о л и за  к ри ол и то-гл и н озем н ы х р а сп л а в о в , обесп еч и в аю щ и й  вы сок и й  вы­

х о д  п о  т о к у .
И ссл ед о в а н и е вы хода по т о к у  п р и  эл ек т р о л и зе  ал ю м и н и я п р о и зв о д и ­

л о сь  в сл ед у ю щ и х  н а п р а в л ен и я х .
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1. И зуч ен и е п о т е р ь  а л ю м и н и я  в зав и си м ости  от состава  
э л е к т р о л и т а  и т ем п ер а ту р ы .

2 . И зуч ен и е в ы х о д а  п о  т о к у  в за в и си м о ст и  от состава эл ек т р о ­
л и т а , м е ж д у п о л ю с н о г о  р а сст о я н и я , т ем п ер атур ы  и плотн ости  т ок а .

3 . И зуч ен и е св я зи  м е ж д у  вы ходом  п о  т о к у  и с о с т а в о м  а н о д н ы х  
г а з о в .

И ссл ед о в а н и е  в о п р о с а  по в ы ш еп р и в еден н ой  схем е д а л о  в о зм о ж н о ст ь  
п о д о й т и  к  в сест о р о н н ем у  и зуч ен и ю  в ы хода  п о  т о к у  при  эл ек т р о л и зе  ал ю ­
м и н и я  в зав и си м ости  от р я д а  ф ак торов.

В л и я н и е  р а з л и ч н ы х  ф а к т о р о в  н а  п о т е р и  а л ю м и н и я ,  
в ы х о д  п о  т о к у  и с о с т а в  а н о д н ы х  г а з о в

И зу ч ен и е  п о т ер ь  ал ю м и н и я о су щ ес т в л я л о сь  в граф и товы х т и г л я х  с 
ж е л е зн ы м  к о ж у х о м . В ы х о д  по т о к у  о п р е д ел я л с я  в граф итовы х т и гл я х  
с и н т ер к о р у н д о в о й  и зо л я ц и ей .

Рис. 1, Схема установки для улавливания анодных газов.

Д л я  о п р ед ел ен и я  в ы хода  по т о к у  и со ст а в а  ан одн ы х газов  и сп о л ь зо ­
в а л с я  граф итовы й т и г ел ь  с ж ел езн ы м  к о ж у х о м  и с и н тер к ор ун дов ой  и зо л я ­
ц и ей . А н о д — гр аф и тов ая  т р у б а , в н утр и  к о т о р о й  им еется  т р у б а  и з н е р ж а ­
в ею щ ей  стали . Н а  к о н ц е  трубы  им еется  »гол овка« с водяны м  о х л а ж д ен и ем  

д л я  сб о р а  ан одн ы х г а зо в  (ри с. 1, 2 ).



И сследован ие вы хода по току при эл ек тр ол и зе алю м ин ия 93

Рис. 2. Установка для улавливания анодных газов

Рис. 3. Потери алюминия и выход по току в зависимости от криолитного отношения

1 10% А120 3 +  5% MgFj
2 -  10% Al20 3 +  5% CaF2
3 -  10% А120 3
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Г. С о с т а в  э л е к т р о л и т а

а)  К р и о л и т н о е  о т н о ш е н и е  я в л я е т с я  одним  и з в а ж н ей ­
ш и х  ф акторов, в л и я ю щ и х  н а  вы ход по т о к у . И зу ч а я  п отери  ал ю м и н и я , 
п о с т о я н н о  н а бл ю дал и сь  х а р а к т ер н ы е вспы ш ки (ф ак ел ы ). В  к и сл ы х  эл ек т р о ­
л и т а х  я р к и е вспы ш ки с п отр еск и в ан и ем , в щ ел о ч н ы х  эл ек т р о л и т а х  —  ж е л ­
т ы е  вспы ш ки. В м и н и м а л ь н о м  количестве в сп ы ш к и  п о я в л я л и сь  п р и  к рио-  
л и т н о м  отнош ении 2 ,7  ; к а к  в кислом, т а к  и  щ ел оч н ом  р асп л ав е потери  
а л ю м и н и я  п овы ш аю тся (р и с . 3 , табл. 1).

М аксим ум  в ы х о д а  п о  т о к у  п ол уч ал ся  т а м , гд е  н а б л ю д а л ся  м иним ум  
п о т е р ь  алю м иния, то  ест ь  п р и  криолитном  о т н о ш ен и и  2 ,7 . С л едует  зам ети ть, 
ч то  в ы ход  по т о к у  с о с т а в и л  при

к р . о. =  2 ,7  -  8 2 % ,
а п р и

к р . о. =  3 ,0  -  7 2 % .

П р и  п о н и ж ен и и  к р и о л и т н о го  отн ош ен и я  (и збы ток  A I F 3) в ы ход  по 
т о к у  падает. П ри п о в ы ш ен и и  криолитного о т н о ш ен и я  (избы ток  N a F )  вы ход  
п о  т о к у  падает ещ е си л ь н е е .

Д обав л ен и е 5 в ес . %  ф тористого к а л ь ц и я  н еск ол ь к о  повы ш ает вы ход  
п о  т о к у  (на 1— 2 % ). Д о б а в л е н и е  5 вес. %  ф т о р и ст о го  м агн и я  зн ач и т ел ь н ее  
п о в ы ш а ет  вы ход по т о к у , п ри м ерн о на 6— 7 % . Р а зн и ц а  в п ов еден и и  ф тори­
с т о г о  кальция и ф т о р и с т о г о  магния о б ъ я с н я е т с я  м ен ьш ей  п ов ер хн ост н ой  
ак ти в н ость ю  ф т о р и ст о го  м агн и я , под в л и я н и ем  к отор ого  ув ел и ч и в ается  
п о в ер х н о ст н о е  н а т я ж е н и е  н а  границе эл е к т р о л и т -м е т а л л .

Т о , что и м ен н о в с л а б о  кислой ср ед е  п о л у ч а е т с я  м и н и м ум  потерь  
м е т а л л а  и м ак си м ум  в ы х о д а  по току, о б ъ я с н я е т с я  тем , что те р еа к ц и и , ко­
т о р ы е  обусл ов л и в аю т п о т е р и  алю миния, з д е с ь  п р о и с х о д я т  с м и н и м ал ьн ой  

в ер о я т н о ст ь ю . В к и с л о м  р асп л ав е п р от ек ает  р еа к ц и я

A 1 F 3 +  2 Л 1 ^ 3  A I F  (1)

К о н с т а н т а  р азн о в еси я  д л я  этой  реакции п р и  1000°С  равн а 7 ,0 -  10 ~ 5.
Эта реакция и н т ен си ф и ц и р у ет ся  тем , что  A I F  н еп р ер ы в н о  р асп адает  

н а  A I F 3 и Al. П о л у ч е н н ы й  таким  обр азом  ал ю м и н и й  сгор ает  н а  п ов ер х н о ст и  

р асп л ав л ен н ой  сол и .
П ри  избы тке ф т о р и ст о г о  натрия п р о и с х о д и т  р еак ц и я  вы теснения  

н а т р и я  из ф тор и стого  н а т р и я  алю минием.

3 N a F  +  A l  ^  A I F 3 +  3 N a  (2)

К о н с т а н т а  р а в н о в еси я  э т о й  реакции п ри  1000°С  б у д ет  10_ и . Э та р еакция  
т о ж е  сдвигается в п р а в о , п о т о м у  что н атрий  с г о р а е т  на п о в ер х н о ст и  р асп л а­

в л е н н о й  соли.



ТАБЛИЦА 1
Потери алюминия (в г/100 г расплавленной соли за 45 минут, t =  1010— 1020°С) и выход по току (1 =  2,5 см, D =  2,3 а/см2,

t =  970°С) в зависимости от криолитного отношения.

Криолитное
отношение 2 2,5 2,7 2,8 2,9 3,0 4,5 6 18 NaF

Потери алюминия (средние) 
в г 1,05 0,845 0,77 0,83 0,834 0,875 0,89 1,02 2,35 5,15

Выход 

по току

В % %

10 вес. % А120 3 77,6 80,0 81,8 71,6
75,3 — 47,8 — —

10вес.% А120 3 
5вес.% CaF2 80,1 83,1 76,0 — 75,5

80,0 — — — —

10 вес. % А120 3 
5 вес. % MgF2 82,4 85,3 86,3 86,8 — 77,5 — — — -

•ссл

И
сследование вы

хода по току при электролизе алю
м

иния
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П р и  к р и ол и тн ом  отнош ен и и  р авн ом  2 ,7  в ер о я тн о сть  п ротек ан и я  
в ы ш еу к а за н н ы х  р еа к ц и й  м иним ал ьна ; и м ен н о  эти м  о б ъ я сн я ет ся  наличие  
м и н и м у м а  потерь а л ю м и н и я  и м ак си м ум а в ы х о д а  по т о к у  п р и  эл ек т р о ­
л и з е  ал ю м и н и я.

Х а р а к т ер и ст и к а  п о т ер ь  ал ю м иния в за в и си м о ст и  от к р и ол и тн ого  
о т н о ш ен и я , в свою  о ч ер ед ь , говорит о том , что п е р е х о д  алю м и н и я  в расплав  
п р о и с х о д и т  не з а  сч ет  в озн и к н ов ен и я  »м ет ал л и ч еск ого  тум ан а«, а з а  счет  
х и м и ч еск и х  р еа к ц и й , п р о и с х о д я щ и х  м е ж д у  к ом п он ен там и  р асп л ав л ен н ой  
с о л и  и  ж и дк и м  ал ю м и н и ем .

б) С о д е р ж а н и е  г л и н о з е м а  в э л е к т р о л и т е  вл и яет  
н а  п о т ер и  ал ю м и н и я , н а  в ы ход  по т о к у  и со ст а в  ан одн ы х газов .

В  сильно щ ел о ч н ы х  р асп л ав ах  (к р и о л и т н о е  отнош ен и е р ав н о  6— 12) 
с  повы ш ен и ем  с о д е р ж а н и я  гл и нозем а п о т ер и  ал ю м и н и я  в р а сп л а в е  л и н ей н о  
п а д а ю т . С п о н и ж е н и е м  к ри ол и тн ого  о т н о ш ен и я  с 3 - х — до  2 -х , п отер и  ал ю ­
м и н и я  (в за в и си м ости  от со д е р ж а н и я  г л и н о зем а  в к ри ол и те) п р о х о д я т  ч ер ез  
м а к си м у м  (т а б л . 2).

ТАБЛИЦА 2

Потери алюминия в г/100 г расплавленной соли за 45 минут, в зависимости от содержания 
А120 3, t = 1010 1020°С, и при разных криолитных отношениях

Криолитное
отношение 2 2,7 з

3 1 6 12

0 1,05 0,77 0,87 1,02 2,10
2,5 1,25 1,13 — —

А12о 3 5 1,21 1,17 1,08 0,83 1,73
о/ 10 0,98 0,98 1,09 0,93 1,35

15 0,34 0,58 0,88 0,64 0,89
20 0,19 0,23 0,25 — 0,70

Х а р а к т ер и ст и к а  в ы х о д а  по т о к у  в за в и си м о ст и  от со д е р ж а н и я  гл и н о­
з е м а  им еет явн о в ы р а ж ен н ы й  м иним ум . Э тот м и н и м ум  п о л у ч а ет ся  п ри  
5 — 6 вес. % А 120 3 (к р . о . =  2 ,7 ) ; в ы ход  п о  т о к у  п ри  бол ее н и зк и х  и при  
б о л е е  в ы сок и х к о н ц е н т р а ц и я х  ок и си  а л ю м и н и я  в эл ек т р о л и те  —  повы ­

ш а ет ся  (ри с. 4).
Д л я  о б ъ я с н е н и я  эт о го  я в л ен и я  п р и в ед ем  сл ед у ю щ и е дан н ы е, и зв ест ­

ны е и з л и т ер а ту р ы . К этбер стон  и У эд д и н гт о н , Л о ж к и н  и Т в ер дов ск и й  
н а ш л и , что э . д . с . п о л я р и за ц и и  в к р и о л и то -гл и н о зем н ы х  р а сп л а в а х  в за в и ­
си м о сти  от с о д е р ж а н и я  А1.г0 3 при 4— 5 в ес . %  п р о х о д и т  ч ер ез  м инимум . 
Ф а к т ы , что э . д . с. п о л я р и за ц и и  м и н и м ал ь н а  п р и  4— 5 вес . %  А 120 3, т. е. 
д е п о л я р и з а ц и я  а н о д а  м ак си м ал ьн а там , гд е  вы ход по т о к у  м иним ал ен ,
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х о р о ш о  соответствую т д р у г  д р у г у , но н и ч его  не говорят о п р и ч и н е  эт ого  
я в л ен и я .

Г. А . А брам ов  у т в е р ж д а е т , что эл ек т р о д н ы е потенциалы  к а т о д а  и л и  
а н ода  м о гу т  п р оходи т ь  ч ер ез  м и н и м ум  т о л ь к о  в том  сл учае, е с л и  к о н ц ен ­
т р а ц и я  и он ов  А13+ б у д е т  п р о х о д и т ь  ч ер ез м ак си м ум . П р о х о ж д е н и е  к о н ц ен ­
тр ац и и  ионов А 13+ ч ер ез  м ак си м ум  в о зм о ж н о  т ол ь к о  в том сл у ч а е , е с л и  А 120 3 
в эл ек т р о л и т е  д и ссо ц и а ц и р у ет  на ионы  и есл и  степень д и сс о ц и а ц и и  у м ен ь ­
ш ается  с ув ел и чен и ем  к он ц ен тр ац и и  А 120 3 в криолите. О д н о в р ем ен н о е  
у в ел и ч ен и е  к он ц ен т р ац и и  А120 3 в к р и о л и т е  и ум еньш ение ст еп е н и  эл е к -

ÔGC

Рис. 4. Потери алюминия, выход по току и содержание С02 в анодных газах в зависимости 
от содержания А120 3 в электролите.

тр ол и т и ч еск ой  ди ссоц и ац и и  А 120 3 н а  ионы  п риводят к т о м у , что  к он ­
ц ен т р ац и я  ионов А13+ п р о х о д и т  ч ер ез м ак си м ум .

К р и оск оп и ч еск и е дан н ы е т о ж е  го в о р я т  о ди ссоц и ац и и  г л и н о зем а .  
Н есм о т р я  на то, что т ак и е  расчеты  сл и ш к ом  п ри бл изительны , п о с к о л ь к у  
он и  не учиты ваю т си л ь н ы х  эл ек т р и ч е ск и х  п о л ей  в ок р уг и он ов , о н и  все-  
так и  ор иен ти р ов оч н о п ок азы ваю т, что о д н о в р ем ен н о е  увел ичение с о д е р ж а н и я  
А 120 3 в к ри ол и те и у м ен ь ш ен и е степени  эл ек т р ол и ти ч еск ой  д и сс о ц и а ц и и  
А 120 3 н а  ионы п р и в одя т  к  т о м у , что к о н ц ен т р а ц и я  ионов A l 3 ' п р о х о д и т  
ч ер ез  м аксим ум .

О бъ ясн и ть  м ак си м ум  п отер ь  ал ю м и н и я  и д еп о л я р и за ц и и  а н о д а  при  
эл ек т р о л и зе , т. е. об ъ я сн и т ь  м и н и м ум  э. д . с . п о л я р и за ц и и  и в ы х о д а  п о  т о к у

7 A cta Tcchnica X . 1—2.
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м о ж н о  лиш ь тем, что в эт о м  сл уч ае с м а к си м а л ь н о й  интенсивностью  п р о т е­
к а е т  р еа к ц и я  :

А Р +  +  2 A l  И  3  A l ь (3)

И з  за к о н а  д ей ст в у ю щ и х  м а с с  сл едует, ч то  р е а к ц и я  сдви гается  в п р а в о  с 
п ов ы ш ен и ем  к он ц ен т р а ц и и  и он ов  т р е х в а л ен т н о г о  алю м иния.

О п р отек ан и и  р е а к ц и и  (3) говорят  и а н а л и зы  ан одн ы х га зо в . З а  счет  
р еа к ц и и  в о сста н о в л ен и я  угл ек и сл оты  а л ю м и н и ем  низш ей в ал ен тн ости  
о б ъ я с н я е т с я , в о сн о в н о м , и зм ен ен и е соста в а  а н о д н ы х  газов  :

С 0 2 +  А 1 + И  A l 3i +  С О  +  О" (4)

70 *  

!

6 0 1 
1 

50

Рис. 5. Потери алюминия и выход по току в зависимости от содержания 
CaF2 и MgF2 в электролите

П о эт о м у , чем бол ьш е к о л и ч ест в о  ионов А 1 + в эл ек т р о л и т е , тем  и н т ен си в н ее  
п р о и с х о д и т  и в о сс т а н о в л е н и е  угл ек и сл оты  д о  о к и с и  у гл ер о д а . П р отек ан и ем  
р еа к ц и и  (4) о б ъ я сн я ет ся  м и н и м ум  С 0 2 в а н о д н ы х  га за х  при  с о д е р ж а н и и  
А 1 20 3 в эл ек трол и те р а в н о м  5— б вес. %  (р и с . 4 , т а б л . 3).

в) С о д е р ж а н и е  ф т о р и с т о г о  к а л ь ц и я  и ф т о р и ­
с т о г о  м а г н и я  у м ен ь ш а ю т  потери а л ю м и н и я  в криолите, п ри ч ем  ф тори ­
сты й  м агний д ей ст в у ет  си л ь н ее  как  п о в е р х н о с т н о  м енее активны й к ом п о­
н ен т  (р и с . 5).

В ы ход  по т о к у  п о д  в л и я н и ем  эт и х  ф т о р и д о в  п р оходи т  ч ер ез  м ак си м ум  
п р и б л .п р и  Ш вее. %  C a F 2 и  M g F 2. П ри с о д е р ж а н и и  бол ее 10 вес. %  э т и х  ф тори ­
д о в  в ы ход  по т о к у  у м ен ь ш а ет ся , в ер оя тн о  з а  счет  повы ш ения у д ел ь н о го  
в ес а  и  вязкости  эл е к т р о л и т а .
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ТАБЛИЦА 3

Изменение выхода по току и состава анодных газов с разным содержанием глинозема в 
электролите, кр. о. =  2,7, 1 =  30 мм, t =  1010—1020 С, D a  =  3,5 а/см2, D k  =  1,25 а/см2

Газ взят 
после 

электро­
лиза через

Процентное
содержание

газа

Содержание глинозема в электролите, в вес. %

2 5 6,3 7,5 14,5 20

60 мин. со 2 80,5 79,0 73,5 77,5 80,5 89,0
со 19,5 21,0 26,5 22,5 19,5 11,0

75 мин. со 2 75,5 76,0 60,0 80,0 80,5 87,0
со 24,5 24,0 40,0 20,0 19,5 13,0

90 мин. С02 72,0 67,0 51,0 77,5 79,5 85,5
со 28,0 33,0 49,0 22,5 20,5 14,5

105 мин. С02 70,0 65,0 41,0 80,0 79,0 87,0
со 30,0 35,0 59,0 20,0 21,0 13,0

Выход по
току, % 73,3 73,3 66,8 66,0 80,5 78,0

г) С о д е р ж а н и е  о к и с л о в  V 2Ob, Р 20 5, F e 20 3, S i 0 2, Т Ю 2 в  
э л е к т р о л и т е .

Н а р я д у  с основны м и к о м п он ен т ам и  (к ри ол и том , гл и н о зем о м ) эл ек т р о ­
л и т  с о д е р ж и т  и д р у г и е  в ещ еств а . Эти в ещ еств а  п ер е х о д я т  в э л ек т р о л и т  из 
гл и н о зем а  и к р и ол и та , и л и  и з зол ы  ан одов . В се  окисл ы , к р о м е  С аО , повы ­
ш аю т п отери  ал ю м иния з а  счет в о сст а н о в л ен и я  и х  ал ю м и н и ем . Н ек отор ы е  
ок и сл ы  (Р 20 5, V 20 3, T i 0 2) си л ь н о  м ен я ю т  п ов ер хн остн ы е св о й с т в а  эл ек т р о ­
л и т а , а  п ер ех о д я  в алю м и н и й  в в и де со о т в ет ст в ую щ и х  м ет а л л о в , си л ьн о  
и зм ен я ю т  и его  п о в ер х н о ст н о е  св ой ств о . Н а  р ис. 6  (табл . 4 ) п о к а за н о  в л и я ­
н и е э т и х  окисл ов на потери  ал ю м и н и я (в ер х н и е  кривы е) и н а  в ы х о д  п о  т о к у  
(н и ж н и е  кривы е).

ТАБЛИЦА 4

Выход по току в зависимости от содержания различных окислов, кр. о. =  3, 10% А120 3, 
t =  970°, I =  2,5 см., D =  2,3 а/см2

v 2o5 р 2о 5 тю 2 Fe20 3 Si02

вес.%
Выход 

по току,
%

вес. %
Выход 

но току,
%

вес. %
Выход 

по току,
%

вес. %
Выход 

по току,
%

вес. %
Выход 

по току, 
% '

0,0 73,5 0,0 73,5 0,0 75,3 0,0 75,3 0,0 75,3
0,10 62,0 0,10 76,5 0,25 76,5 0,25 68,0 0,25 70,5
0,25 56,0 0,50 51,0 0,75 54,2 0,75 55,6 0,75 73,0
0,75 25,0 1,50 32,6 1,00 10,0 1,50 60,0 1,50 66,0

7*
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Рис. 6. Потери алюминия и выход по току в зависимости от содержания
окислов в электролите

Д л я  с у ж д ен и я  о в ер о я т н о ст и  п р отек ан и я  р еа к ц и й  вы теснения м ет а л ­
л о в  и з  и х  ок и сл ов  а л ю м и н и е м  н еобходи м о р а ссч и т а ть  изм енен и е св ободн ой  
э н е р г и и  сл ед у ю щ и х  р е а к ц и й  при 1000°С :

ТЮ 2 +  4 /3 A l =  2 /3 A l?03 + T i (5 )
S i 0 2 +  4 /3 A l  --=  2 /3 A l20 3 . + S i (6)
2 /3  F e ß 3 + 4 /3 A l  — 2 /3  A l .ß s + 4/3 F e (7)
2 /5  Р 20 5 + 4 /3 A l  = 2 /3  A L 0 3 + 4 /5  P (8)
2 /5  V2Os + 4 /3 A l  = 2 /3  Л / /Л + 4 /5  V (9 )

Ь'
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И зм ен ен и е св обод н ой  эн ер ги и  о б р а зо в а н и я  окисл ов п р и  1000°С  ч а с ­
тично бы л о рассч и тан о  нам и  и частично за и м ст в о в а н о  и з л и т ер а т у р ы .

И зм ен ен и е  св ободн ой  эн ер г и и  о к и сл о в  р ассч и ты вал ось  сл ед у ю щ и м  
о б р а зо м .

И зм ен ен и е  т еп л о ем к о ст ей  д ает ся  к ак  а л г еб р а и ч еск а я  сум м а  т еп л о е м ­
к остей  п р о д у к т о в  и т еп л о ем к о стей  и сх о д н ы х  вещ еств.

Л г  =  У Г  У гУ р продукт ---  •‘- ' -р  исходи.

И сти н н ая  т еп л оем к ость  д л я  р еак ц и и  о б р а зо в а н и я  ок и сл а  и з  э л е м е н ­
тов  в ы р аж ается  степ ен н ы м  р я дом  :

Д С Р =  а  +  в 7  —  с Г  2

И з у р а в н ен и я  и зм ен ен и я  т еп л о в о г о  эф ф екта р еа к ц и и  от тем п ер атур ы  о п р е ­
д ел я ет ся  т еп л ов ой  эф ф ек т  о б р а зо в а н и я  о к и сл а  и з  эл ем ен тов  п р и  1000°С .

т з

АН° 1273 =  n / Í  2 9 8  - f - J '  ACpdT -Az АН  arp +  J" ACP dT
29S  I,

где : A H a rp —  теп л ов ой  эф ф ект агр ега т н о го  п ревращ ен и я (п л а в л е н и е , 
и зм ен ен и е м оди ф и к ац и и ) ;

—  т ем п ер а т у р а  агр егат н ого  п р ев р а щ ен и я .
И зм ен ен и е  эн т р оп и и  при  1000°С  с уч етом  эн т р о п и и  агр егатн ы х п р е в р а ­

щ ений :

^ S ° l 2 7 3    S ° 2 9 8  +  j ”— dT  J ;  ASa2p - f -  ^
7273

ACp dT
298

где : HSapp— и зм ен ен и е эн т р оп и и  п ри  а гр ега т н о м  превращ ении .
И зм ен ен и е св о б о д н о й  эн ер г и и  о б р а зо в а н и я  окисл ов из эл ем е н т о в  

р ассч и тан о  по у р а в н ен и ю  Г и б б с а -Г е л ь м г о л ь ц а :

A F 01273 =  А Н °  1273   T A S  l’i273

С ум м и р уя  зн а ч е н и я  св ободн ы х  эн ер г и й  обр азов ан и я  ок и сл ов  п р и  
соот в ет ст в ую щ и х  т ем п ер а т у р а х

AF°t =  £  ИР°продукт — £  А ̂ ИСХОДИ.

п о л у ч а ется  и зм ен ен и е с в о б о д н ы х  эн ерги й  д л я  р еак ц и и  вы теснения м ет а л ­
л о в  и з ок и сл ов  а л ю м и н и ем . Эти дан н ы е п р и в о д я т ся  в табл. 5 . З а в и с и м о ст ь
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и зм е н е н и я  св ободн ы х  эн ер г и й  р еак ц и й  в о сст а н о в л ен и я  окисл ов ал ю м и н и ем  
о т  т ем п ер а т у р ы  д а н а  н а  р и с . 7. Н а этом  р и с у н к е  видно, что все о к и сл ы  (кром е  
С а О  и  M g O )  в осстан ав л и в аю тся  ал ю м и н и ем  п р и  тем п ературе эл е к т р о л и за .  
К о н с т а н т а  р авн ов еси я  д л я  реакций  в ы тесн ен и я  м еталлов из о к и сл о в  ал ю ­
м и н и ем  им еет д о в о л ь н о  бол ь ш и е зн а ч е н и я , что говорит о в о зм о ж н о й  в ер о я т -

20

40

Рис. 7. Изменение свободной энергии для реакции восстановления окислов алюминием.

н о с т и  п р о т ек а н и я  э т и х  р еак ц и й . Э к сп ер и м ен тал ь н ы е данны е г о в о р я т  о 
б о л ь ш о й  ск ор ост и  п р о т ек а н и я  э т и х  р е а к ц и й .

Р еа к ц и я  в ы тесн ен и я  эл ем ентов  и з  и х  ок и сл ов  алю минием м о ж е т  п р о ­
и с х о д и т ь  н а  п о в ер х н о ст и  ж и дк ого  а л ю м и н и я . Н о удел ь н ая  п о в ер х н о ст ь  
р а сп л а в л ен н о г о  ал ю м и н и я  слиш ком  м а л а  д л я  протекания р еа к ц и и  с б о л ь ­
ш о й  ск ор ост ь ю . Д и сп ер г и р о в а н н ы й  а л ю м и н и й  в эл ектрол ите м о ж е т  в озн и ­
к а т ь  т ол ь к о  з а  счет  р а с п а д а  су б ф т о р и д а  ал ю м и н и я. Р еак ц и я  в ы тесн ен и я  
д о л ж н а  п р отек ать  во в сем  объем е р а сп л а в л ен н о й  соли. П о сов р ем ен н ы м  
п р е д ст а в л е н и я м  п о т ер и  алю м и н и я  в к р и о л и т е  объ ясняю тся  в о зн и к н о в ен и ем

1173 /273 /373
Тёмперотуро,
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су б ф т о р и д а  ал ю м и н и я. П о это м у  м о ж н о  п р е д п о л а г а т ь , что им енно он  д о л ж е н  
в осстан ав л и в ать  ок и сл ы  д о  м ет а л л а  во в сем  о б ъ ем е эл ек т р ол и та  :

М е О  +  A l  F  Д  Va А 1 203 +  i / 3 A l  F 3 +  M e  (10 )

Д л я  т ого , чтобы  у б ед и т ь ся  в в о зм о ж н о с т и  п р отек ан и я  р еа к ц и и , н ео б ­
хо д и м о  вы полнить соот в ет ст в ую щ и е тер м оди н ам и ч еск и е расчеты .

В  л и т ер а т у р е  не и м еется  д а н н ы х  о в ел и ч и н е свободн ы х эн ер г и й  о б р а зо ­
в ан и я  су б ф т о р и д а  ал ю м и н и я  и  ф тор и стого  ал ю м и н и я . П оэтом у н а  о сн ов е  
н о в ей ш и х  л и т ер а т у р н ы х  д а н н ы х  рассчи тан ы  св ободн ы е эн ер ги и  о б р а зо в а ­
н и я  э т и х  ф тор и дов .

И зм ен ен и е  св ободн ой  эн ер г и и  д л я  р еа к ц и и  обр азов ан и я  су б ф т о р и д а  
ал ю м и н и я  и з  эл ем ен т о в  о п р ед ел я ет ся  р еа к ц и ей  :

A l  -(- г/ 2 f 2ra3 =  A l  F  газ ■

Т е п л о в о й  эф ф ект этой  р еак ц и и  при  1000°С

А Н °  =  —  5 4 7 3 0  к ал  .

И зм ен ен и е эн т р о п и и  р еак ц и и  п ри  1000°С

A S °  14 ,30  к а л /г р а д  ,

о т к у д а  св об о д н а я  эн ер г и я  п ри  1000°С

A F ° a i f  =  —  7 2 ,9 3 0  к а л  .

И зм ен ен и е св о б о д н о й  эн ер г и и  д л я  р еа к ц и и  обр азов ан и я  ф тор и стого  
ал ю м и н и я и з эл ем ен тов  о п р ед ел я ет ся  р еа к ц и ей  :

А1ж +  1 х/г газ =  AIF3ts

Т еп л о в о й  эф ф ект этой  р еак ц и и  при  100 0 °С

л н °  =  _  3 3 0  2 5 0  к а л  .

И зм ен ен и е эн т р оп и и  р еак ц и и  п ри  1 0 0 0 °С  

/J S 0 —  6 7 ,0 4  к а л /г р а д  ,

о т к у д а  св о б о д н а я  эн е р г и я  п ри  1000°С

A F ° a i Fi =  —  2 4 4  9 5 0  к а л .
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ТАБЛИЦА 5
Изменение свободной энергии для реакции вытеснегия металлов из окислов алюминием

Константа
Р е а к ц и я  ! равновесия

при 1273°К

т ю 2 +  4/3 Al =  2/3 Al A +  Ti 9,4 • 10e
Si02 +  4/3 Al =  2/3 Al A ~r Si

90O<N~

2/3 Fe20 2 +  4/3 Al =  2/3 Al A +  4/3 Fe 2,2- 1021
2/5 Р20 5 +  4/3 Al =  2/3 AI A +  4/5 P 1,0- 101»
2/5 V20 5 +  4/3 Al =  2/3 AI A +  4/5 V 6,3 • 1017
2 ZnO +  4/3 Al =  2/3 Al A +  2 Zn 1,1 • 1017
2 MnO +  4/3 Al =  2/3 A 1 A +  2 Mn 3,9- 108
2 CuO +  4/3 Al =  2/3 A 1 A +  2 Cu 1,4- 1030

2/3 Cr A +  4/3 Al =  2/3 A 1 A +  VsCr 1,0- 1013
2 FeO +  4/3 Al =  2/3 Al A +  2 Fe 1,4- 101»
2 MgO +  4/3 Al =  2/3 A 1 A +  2 Mg 2,8- ÎO“ 6
2 CaO +  4/3 Al =  2/3 Al A +  2 Ca 1,6 - i o - 8

С пом ощ ью  зн а ч е н и й  свободн ы х э н е р г и й  д л я  субф т ор и да  ал ю м и н и я  
и  ф т о р и ст о го  ал ю м и н и я  м о ж н о  бы ло р а ссч и т а ть  константы  р а в н о в еси я  дл я  
р е а к ц и и  типа (10).

Э т и  данны е п р и в ед ен ы  в табл и ц е 6 .
С оп оставл яя  п о л у ч ен н ы е константы  р а в н о в еси я  с данны ми таблицы  

6 , в и д н о , что A I F  с  т о ч к и  зр е н и я  т ер м о д и н а м и к и  м о ж е т  с л у ж и т ь  в осстан о­
в и т е л е м  д л я  и н т е р е с у ю щ и х  н ас ок и сл ов . В ы ш е у ж е  отм ечалось, д и сп е р г и ­
р о в а н н ы й  алю м иний м о ж е т  п оя в л я ться  в о б ъ е м е  эл ек т р ол и та  т о л ь к о  з а  счет  
р а с п а д а  A I F .  К о л и ч ест в о  о б р а зо в а в ш ег о ся  т а к и м  обр азом  д и сп ер г и р о в а н ­
н о г о  алю м иния, о д н а к о , н е  м о ж ет  бы ть зн ач и тел ь н ы м , п о ск о л ь к у  р а сп а д  
с у б ф т о р и д а  будет  п р о и с х о д и т ь  главны м  о б р а зо м  на п ов ер хн ост и  р а сп л а в -

ТАБЛИЦА 6
Изменение свободной энергии и константы равновесия при реакции вытеснения металлов 

из окислов субфторидом алюминия

Р е а к ц и и Af ° при 
1000°C

Константа 
равновесия 
при 1000°C

ТЮ2 +  2 A1F =  2/3 Al A  — 2/3 A1F3 +  Ti -  46770 9,7 • 10»
S i0 2 +  2 A1F =  2/3 A 1 A  +  2/3 A1F3 +  Si — 61900 5,6 • 1011
2/3 Fe20 3 +  2 A1F =  2/3 A120 3 +  2/3 A1F, +  4/3 Fe — 137400 5,4 • 1024

2/5 P A  +  2 A1F =  2/3 Al A  +  2/3 AIF3 +  4/5 P -127900 1,0- 1022
2/5 V A  +  2 Al F =  2/3 A 1 A  +  2/3 A1F3 +  4/5 V -111700 9,0 • 102a
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л ен н ой  сол и . П оэтом у  в осстан ов л ен и е о к и сл о в , в основном , о б ъ я с н я е т с я  с  
пом ощ ью  су бф т ор и да  ал ю м и н и я  в н ебол ь ш ой  степ ен и  д и сп ер ги р о в а н н ы м  
ал ю м инием , п олученны м  з а  счет р асп ад а  A ’F .  К онечно, в о сст а н о в л ен и е  в 
н езн ач и тел ь н ой  степ ен и  п р о и сх о д и т  и на п о в ер х н о ст и  ж и дк ого  а л ю м и н и я .

И зу ч ен и е  св ободн ой  эн ер г и и  д ает  в о зм о ж н о с т ь  сделать за к л ю ч е н и е  
т ол ь к о  о в ер оя тн ости  п р от ек ан и я  д а н н ой  р еа к ц и и , но ничего н е го в о р и т  
о к и н ети к е этой  р еак ц и и . Н ап р и м ер , н а  о сн о в е  к он стан т  р ав н ов еси я , р а с с ч и ­
тан н ы х и з св ободн ы х эн ер г и й  соот в ет ст в ую щ и х  р еак ц и й , н ел ьзя  о б ъ я сн и т ь , 
п оч ем у 7 7 0 2 вы зы вает оч ен ь  больш и е п о тер и  алю м иния, си л ьн о  с н и ж а е т  
в ы ход  п о  т о к у , н есм отр я  н а  то, что к о н ст а н т а  р авновесия р еа к ц и и  в ы тес­
н ен и я  ти тан а  и з о к и си  м ен ьш е в сех  д р у г и х  р еак ц и й  вы теснений . О к и сь  
ж е л е з а  н езн ач и т ел ь н о  п овы ш ает  п отери  ал ю м и н и я , ум ер ен н о  с н и ж а е т  
в ы ход  п о  т о к у , но к о н ст а н та  р авн ов еси я  р еа к ц и и  в осстан ов л ен и я  ок и си  
ж е л е з а  алю м инием  — о д н а  и з н аи бол ь ш и х.

К а ж у щ е е с я  р а зн о г л а с и е  м е ж д у  тер м оди н ам и ч еск и м и  д а н н ы м и  дл я  
р еак ц и й  вы теснения м ет а л л о в  и з св ои х  о к и сл о в , с одной стороны , и п о тер я м и  
ал ю м и н и я  или сн и ж ен и ем  в ы хода п о  т о к у  п о д  влиянием  эт и х  о к и сл о в , с 
д р у г о й , о б ъ я сн я ет ся , п ов и ди м ом у , д в у м я  п ри ч и н ам и , а им енно :

1. п ри  в ы ш епр и веден н ы х р асч етах  и р а с с у ж д е н и я х  не бы ли п ри н я ты  
во вн и м ани е р езул ь таты  к и н ети ч еск и х  д а н н ы х  и

2 . не учи ты вали сь зн а ч ен и я  ак ти в н ости  п р и  т ер м оди н ам и ч еск и х  р а с ­
ч етах .

П р и  в осстан ов л ен и и  7 7 0 2 и К20 5 р а с х о д у е т с я  в н еск ольк о р а з  (3 — 6  
р а з)  бол ь ш е ал ю м и н и я, чем это  д о л ж н о  бы л о бы быть по ф о р м у л а м  р е а к ­
ций . Э т ом у  ф ак ту  м о ж н о  д а т ь  сл едую щ ее о б ъ я сн ен и е . Т е м еталл ы , к отор ы е  
ск л он н ы  дав ать  н еск ол ь к о  степ ен ей  ок и сл ен и я  (к а к  ванадий и ти т ан ), п р и с у т ­
ст в у я  в р асп л ав е в ф орм е вы сш их ок и сл ов , д а ж е  в отсутствии эл е к т р о л и за  
м о г у т  в осстан ав л и в ать ся  алю м инием  д о  н и зш ей  степени о к и сл ен и я . Э ти  
н и зш и е ок и сл ы  о к и сл я ю т ся  вплоть д о  вы сш ей ст еп ен и  ок и сл ен и я  н а  г р а н и ц е  
с в о зд у х о м , зат ем  оп ять  в осстан ав л и в аю тся  ал ю м и н и ем  и т. д . Э тот  п р о ц е с с ,  
естест в ен н о , п р и в едет  к  зн ач и т ел ь н ом у  р а с х о д у  алю м иния, чем  и м о ж н о  
об ъ я сн и т ь  бо л ь ш и е п отер и  алю м иния в п р и су т ст в и и  в эл ек т р о л и те  Т Ю 2 и 
V 2Ob. Это объ я сн ен и е п о д т в ер ж д а ю т  и эк сп ер и м ен ты . Б а р б о т и р у я  ч ер ез  

эл ек т р о л и т  азот , тем  самы м ум ен ь ш ая  в о зм о ж н о с т ь  ок и сл ен и я , п о л у ч ен ы  
м ен ь ш и е п отери  ал ю м и н и я , несм отр я  н а  то , ч то  к онвекция р а сп л а в л ен н о й  
со л и  бл а г о п р и я т н о  в л и я ет  н а  повы ш ение п о т е р ь  алю м иния.

Н ео б х о д и м о  обр ати ть  вним ание т а к ж е  н а  св ободн ую  эн ер г и ю  р а ст в о ­
р ен и я  ок и сл о в  в к ри ол и то-гл и н озем н ом  р а сп л а в е . Е сли  известны  св о б о д н ы е  
эн е р г и и  обр а зо в а н и я  ок и сл ов  из эл ем ен тов  п р и  тем п ер атур е эл е к т р о л и за ,  
то  п р и  п ер ех о д е  к раствор ам  эт и х  вещ еств в р а сп л а в а х  сл ед у ет  у ч и т ы в а т ь  
св о б о д н у ю  эн ер ги ю  о б р а зо в а н и я  раствор ов  и з  тв ер дого  окисл а и  р а сп л а в а  

р аст в ор и тел я .
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П р и  в о сста н о в л ен и и  ок и сл а  до  м ет а л л а

IM e O  +  т  A l  ^  х А 1 20 3 +  у  M e

п р е д п о л а г а е т с я  н а  о сн о в е  и деал ь н ого  з а к о н а  д ей ств у ю щ и х  м а сс , ч то  М е О  
н е р е а г и р у е т  с ок и сь ю  ал ю м и н и я, т. е. н е  о б р а з у е т  алю м ината. К р о м е  т ого , 
п р е д п о л а г а е т с я , что в осстан ов л ен н ы й  м ет а л л  н е  р аствор я ется  в ал ю м и н и и . 
Н о  в р асм отр ен н ы х с л у ч а я х  н у ж н о  сч и т а т ь ся  и с обр азов ан и ем  ал ю м и ­
н а т а  и  р аст в ор ен и ем  в осстан ов л ен н ого  м е т а л л а  в алю м инии.

И з  ск азан н ого  с л е д у е т , что р ассч и т ан н ы е вы ш е данны е р а в н о в еси я  
н е о б х о д и м о  считать т о л ь к о  в качестве о р и ен ти р ов оч н ы х.

ГГ. М е ж д у п о л ю с н о е  р а с с т о я н и е

С у в ел и ч ен и ем  р а сст о я н и я  м е ж д у  эл е к т р о д а м и  вы ход по т о к у  в о зр а с ­
т а ет , с о д е р ж а н и е  С О г в ан одн ы х га за х  п о в ы ш а ет ся  (рис. 8).

сог %

Рис. 8. Выход по току и содержание С02 в анодных газах в зависимости от междупо-
люсного расстояния

1 — газ отобран через 60 минут после начала электролиза ; 2 — газ отобран через 
90 минут после начала электролиза ; 3 — газ отобран через 105 минут после начала

электролиза

И зм ен ен и е со с т а в а  ан одн ы х  газов  с  у в ел и ч ен и ем  м е ж д у п о л ю с н о г о  
р а с с т о я н и я  гов ор и т  о том , что при  п р и б л и ж е н и и  ан ода  к  к а т о д у  в бол ь ш ей
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степ ен и  б у д ет  п р от ек ат ь  р еак ц и я  в осстан ов л ен и я  С 0 2 ионам и А 1 +, что п р и ­
в оди т  к  обогащ ен и ю  а н о д н о го  газа  окисью  у г л е р о д а .

III.  П л о т н о с т ь  т о к а

П л отн ость  т о к а  н а  к атоде и на ан оде и зм ен я л а сь  путем  и зм ен ен и я  
п ов ер х н о ст и  эл ек т р о д о в , т . е. б ез и зм ен ен и я  си л ы  тока. К а к  к а т о д н а я ,

Рис. 9. Выход по току в зависимости от катодной плотности тока.

П лот носп тако, А /см г

Рис. 10. Выход по току в зависимости от анодной плотности.

т а к  и  ан одн ая  п л отн ость  т ок а  влияю т на в ы х о д  п о  т о к у  ; с и х  п ов ы ш е­
нием  вы ход по т о к у  в о зр а ст а ет  д о  о п р ед ел ен н о г о  п р е д ел а  (ри с. 9  и 10).
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Д л я  объ я сн ен и я  в л и я н и я , от дел ь н о  ан одн ой  и к ато д н о й  п л от н ост и  
т о к а , а  т а к ж е  к о н ц ен т р а ц и и  т ок а  и п о в ер х н о ст и  эл ек т р о д о в  н а  в ы ход  по  
т о к у  и зу ч а л о сь  в л и я н и е в с е х  эт и х  ф ак тор ов  н а  п отери  ал ю м и н и я . Р е зу л ь т а т  
гр а ф и ч еск о й  обр а б о тк и  э т и х  эк сп ер и м ен т а л ь н ы х  дан н ы х с л ед у ю щ и й  :

1. С корость р а ст в о р ен и я  ал ю м и н и я  н а  к атоде не о д и н а к о в а :  н а и ­
б о л ь ш е г о  зн ач ен и я  д о с т и г а е т  он а  в ц ен т р е  к атода , т. е. н еп о ср ед ст в ен н о  под  
а н о д о м . П о  п ер и ф ер ии  п о т е р и  ал ю м и н и я  ум ен ь ш аю тся .

2 . С ув ел и ч ен и ем  к он ц ен т р ац и и  т о к а  и п ов ер хн ости  к а т о д а  потери  
а л ю м и н и я  —  у в ел и ч и в аю т ся .

IV . Т е м п е р а т у р а

С повы ш ением  т ем п ер атур ы  п о тер и  алю м и н и я  п ов ы ш аю тся , вы ход  
п о  т о к у  ум ен ь ш ается , со д е р ж а н и е  С 0 2 в а н од н ы х  га за х  т а к ж е  у м ен ь ш а ет ся  
(р и с . 11).

Рис. 11. Потери алюминия, выход по току и содержание С02 в анодных 
газах в зависимости от температуры.

I. — Изменение содержания С02 ; И. — Выход по току ; III. — Потери алюминия.

У м ен ь ш ен и е с о д е р ж а н и я  С 0 2 в а н о д н ы х  г а за х  с р остом  тем п ер атур ы  
о б ъ я с н я е т с я  :

1. р азв и ти ем  р еа к ц и и  Б у д у а р а ;  .
2 . в заи м одей ств и ем  угл ек и сл оты  с ал ю м и н и ем  н и зш ей  в ал ен тн ости  

(р е а к ц и я  4). Это п о д т в е р ж д а е т с я  и соотв етствую щ и м и  тер м оди н ам и ч еск и м и  
р а сч ет а м и .
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В  л и т ер а т у р е  су щ ест в у ю т  различны е м н ен и я  о том, что я в л я ет ся  
первичны м  анодны м  п р о д у к т о м  —  С 0 2 и л и  С О . И м ею тся р азн ы е д о к а за ­
тел ь ств а  о п ер в и ч н ости  вы деления  С 0 2 п р и  эл ек т р о л и зе  ал ю м и н и я .

Этот воп рос р а зб и р а е т с я  на осн ов е и м ею щ и х ся  л и т ер а т у р н ы х  дан н ы х  
по тер м оди н ам и к е п о л н о г о  и н еп ол н ого  г о р е н и я  у г л я  и на о сн о в е  к и н ети ­
ч еск и х  дан н ы х п о сго р а н и ю  у гл я . Эти д а н н ы е п ок азал и , что п р и  эл е к т р о ­
л и зе  алю м иния в п о л н е в о зм о ж н о  п ер в и ч н ое вы деление почти 100% -н ого  

с о д е р ж а н и я  С 0 2.

К р и т и ч е с к и й  р а з б о р  м а т е м а т и ч е с к и х  ф о р м у л  д л я  

о п р е д е л е н и я  в ы х о д а  п о  т о к у

В  л и т ер а т у р е  известн ы  сл едую щ и е у р а в н е н и я  о п р ед ел ен и я  в ы хода  
по т о к у  при  эл е к т р о л и зе  р асп л ав л ен н ы х со л ей  :

J К

У] /"

,  с

(Л ор ен ц )

п =  1 ------ —
/</

(Д р о с сб а х )

1
^  ~DÍ rj =  К

ь

(А брам ов)

V  =  1 ------------ --
D k

—Вк

(А л абы ш ев)

, А к • е т
Г] —  1 ------

1к • D k

(Р оти н я н )

где А ,  к , п , Ь, с —  константы ;
D  —  плотность  т ок а , а /с м 2 ;
/  —  си л а тока, а ;
Ц —  эл ек тр охи м и ч еск и й  эк в и в ал ен т;
/ —  м еж д у п о л ю сн о е  р а сст о я н и е.

В  л и т ер а ту р е  д о в о л ь н о  тщ ательно р а ссм а т р и в а ю т ся  п р еи м у щ ест в а  и 
недостатки  в ы ш еук азан н ы х ур авн ен и й . З д е с ь  у к а зы в а ет ся  л и ш ь  н а  общ ий  

н едостаток  в сех  ф о р м у л , о п р ед ел я ю щ и х  в ы х о д  по т о к у  при  эл ек т р о л и зе  
к р и ол и тогл и н озем н ы х р асп л ав ов .

О бщ ий н ед о ст а т о к  в сех  ф орм ул  за к л ю ч а е т с я  в том, что о н и  не учиты ­
ваю т в л и ян и я  со ст а в а  эл ек т р о л и т а  на в ы х о д  п о  т о к у  при  эл ек т р о л и зе  алю -
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м и н и я , и л и  считаю т его  »константой«. К ак  с л е д у е т  и з  дан н ы х д а н н о й  статьи , 
з н а ч е н и е  этой  »константы « н е  я в л я ется  п остоя н н ы м , а м ен я ется  в за в и с и ­
м о ст и  о т  с о д е р ж а н и я  Л /20 3 в эл ек т р ол и те , п о с к о л ь к у  с о д е р ж а н и е  г л и н о ­
з е м а  в к р и о л и т е  к о л еб л ет ся  м е ж д у  0 ,5— 10 в ес . % . В  соответствии  с этим , 
ф о р м у л ы  д л я  о п р ед ел ен и я  в ы х о д а  по т о к у  о т р а ж а ю т  только о б щ у ю  су м м у  
в ы х о д о в  п о  то к у , за в и с я щ у ю  от  и зм ен ен и я  к он ц ен т р ац и и  А120 3 в к р и о л и т о ­
г л и н о зем н о м  р асп л ав е.

З н а ч е н и е  эт и х  ф о р м у л  оц ен и в ал ось  с  точк и  зр ен и я  в о зм о ж н о с т и  
и с п о л ь зо в а н и я  и х  д л я  о п р е д ел ен и я  в ы хода п о  т о к у  при эл ек т р о л и зе  а л ю ­
м и н и я . К он еч н о , п ри  э л ек т р о л и зе  д р у г и х  р а сп л а в л ен н ы х  сол ей  он и  м огут  
и м е т ь  бо л ь ш ее зн ач ен и е .
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В Ы В О Д Ы

1. Минимум потерь алюминия в криолитовых расплавах имеет место при криолит- 
ном отношении, равном 2,7, соответственно выход по току в этом случае будет макси­
мальным. Введение в электролит 5 вес.% фтористого кальция на 1—2% фтористого 
магния повышает выход по току на 6—7%.

2. Для криолитовых расплавов с криолитным отношением 2—3 величина потерь 
алюминия проходит через максимум в зависимости от концентрации А1г0.л в электролите. 
Соответственно значения выхода по току проходят через минимум, который лежит в 
электролите с кр. о. =  2,7 между 5 — 6% А1г0 3. Этот минимум выхода по току ярко отра­
жается и на изменении состава анодных газов в зависимости от содержания глинозема в 
электролите.

3. Фтористый кальций и фтористый магний до 10 вес. % содержания их в электро­
лите понижают потери алюминия в криолито-глиноземном расплаве, и, следовательно, 
повышают выход по току.

4. Окислы V20 6, Р 20 5, Fe20 3,S i0 2, T i02 увеличивают потери алюминия, уменьшают 
выход по току за счет их термического и частично электрохимического восстановления. 
Особенно вредными примесями являются ванадий, титан и фосфор. В случае присутствия 
вышеуказанных окислов в электролите анодные газы обогащаются С02.

5. С понижением температуры электролита потери алюминия понижаются, 
выход по току повышается. С повышением температуры повышается содержание угле­
кислоты в анодных газах.

6. С увеличением междуполюсного расстояния выход по току повышается и анод­
ные газы обогащаются углекислотой.

7. При повышении анодной и катодной плотности тока выход по току повышается 
до определенного предела. На выход по току, помимо катодной и анодной плотности тока, 
влияет также концентрация тока и поверхность электродов.

8. Опытные данные, полученные в данной работе, показывают, что действие всех 
факторов, влияющих на выход по току, отражается на составе анодных газов. По составу 
анодных газов можно определить ориентировочно выход по току на катоде данного элек­
тролизера в любой момент.

9. Оптимальным составом электролита при электролизе в криолито-глиноземных 
расплавах по лабораторным опытам является кр. о. =  2,7, или 2,5—2,6 в случае содер­
жания в электролите фторидов щелочноземельных металлов. Полезно содержание 5% 
фтористого кальция и еще лучше 5 вес. % фтористого магния в электролите для повы­
шения выхода по току. Для обеспечения максимального выхода по току полезно работать 
при максимальном содержании А120 3 в криолите при данном составе электролита и тем­
пературе.

Нецелесообразно работать с содержанием глинозема 5—6 вес.% в электролите 
из-за пониженного значения выхода по току.

10. Указанный состав электролита, особенно при низкой рабочей температуре 
электролита, требует осуществления загрузки глинозема в меньших порциях из-за худ­
шей растворимости глинозема в этих электролитах или лучше — непрерывного питания 
ванн глиноземом. В противном случае образуются подовые глиноземистые настылы и 
осадки, могущие обусловить возникновение »негаснущих« анодных эффектов.

11. Опубликованные в литературе формулы для определения выхода по току 
имеют ряд недостатков, и поэтому не полно и не всегда правильно отражают изменение 
выхода по току в зависимости от различных факторов при электролизе криолито-глино­
земных расплавов.

RESEARC H  INTO C U R R EN T EFFICIEN CY IN  ALUMINIUM  ELECTROLYSIS

GY. S Z E K É R  
Candidate of E ng. Sc.

SUMMARY

The m inim um  A l-loss in  cryolite m elts is  a t cryolite  ratio (N aF : A1F3) o f  2 ,7, accord­
in g ly  current efficiency in  th is case is m axim um . A d dition  of 5% CaF2 to the e lectro ly te  boosts 
current efficiency b y  1 — 2%  ; addition of 5% M gF2 increases it  by 6 — 7%.

A t cryolite ratio o f 2 — 3 Al-losses pass through a m axim um , depending on the A120 3 
■content o f the electro lyte. In conform ity w ith  th is th e  va lue o f current efficiency passes through
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a m inim um , which is, for cryolite  ratio 2,7, at 5 —6% A120 3 content. T his m inim um  is evident 
from the composition o f anode gases depending on the A120 3 content o f the electrolyte.

CaF2 and MgF2reduce A l-losses in the cryolite-alum ina m elt and boost current efficiency  
up to  a %-age of 10 of these fluorides. A t a higher % -age of these fluorides current efficiency  
dim inishes because of the increase of v iscosity  and density o f the m olten  salts.

V20 5, P 20 5, Fe20 3 and T i0 2 increase m etal loss and reduce current efficiency by their 
therm ic and partly electrochem ical reduction. E specially  harm ful im purities are V , Ti and P. 
In presence of their oxides the C 0 2 content o f anode gases increases.

W ith sinking tem perature o f  the electrolyte A l-losses fa ll, current efficiency rises. W ith  
decreasing temperature the C 0 2 content o f anode gases increases.

W ith increasing d istance between electrodes current efficiency increases ; the C 02 con­
ten t o f anode gases rises.

W ith increasing anode and cathode current density, current efficiency increases to a defi­
n ite  value. Besides cathode and anode current density the in ten sity  o f the electrolysing current 
and the electrode surface also  affect current efficiency.

The experim ental resu lts arrived at show that the variation  o f  a ll  factors affecting current 
effic iency  is evidenced by changes in  the composition o f anode gases. The com position o f anode 
gases gives information on conditions of current efficiency in  any period o f the electrolysis.

In the electrolysis o f  alum ina-cryolite m elts, according to  laboratory tests , the cryolite  
ratio o f 2,7 is the best ; or possib ly  ratios o f 2,5 — 2,6, i f  the e lectro lyte  contains also fluorides 
o f  the alkaline earth m eta ls. A ddition of 5% of CaF2, or rather o f 5% o f MgF2 is  favourable for 
boosting current efficiency. To atta in  m axim um  current efficiency it  is m ost useful to work the 
process a t m axim um  A120 3 content depending on the com position and the tem perature of the 
electrolyte.

It is not expedient to work w ith  an electrolyte containing 5 —6%  A120 3, because current 
effic iency w ill then be m inim um .

To the last m entioned e lectro lyte, especially at low  tem peratures, the A120 3 is to  be fed 
in  sm aller lo ts because o f the low  solub ility  o f the alum ina ; or a continuous feed o f alumina 
should be applied.

Form ulae advocated in  literature for the determ ination o f current efficiency contain  
m any errors, therefore th ey  do n ot reflect perfectly and correctly the variation o f current effi­
c iency  in  the electrolysis o f  cryolite-alum ina m elts.

RECHERCHES SU R L E  REN DEM ENT DE COURANT D A N S L ’ELECTROLYSE
D E  L ’ALUMINIUM

GY. SZEK ÉR
C andidat des Sciences Techniques

RÉSUMÉ

Dans les fusions d’alum ine en cryolithe on a un m inim um  de perte d’Al pour un rapport 
de N aF  : ALF3, qu’on appellera «rapport cryolithe», de l ’ordre de 2,7 ; par conséquent le rende­
m ent de courant dans ce cas, a tte in t son m axim um . L ’addition à l ’é lectro lyte  de 5%  de CaF. 
augm ente le  rendement de courant de 1—2%, celle de 5% de M gF2 l ’accroît de 6 —7%.

Pour un rapport cryolithe de 2,3%  les pertes d ’A l passent par un m axim um  dépendant 
de la  teneur en A120 3 de l ’é lectro lyte. La valeur du rendem ent de courant passe donc par un 
m inim um  correspondant ü un rapport cryolithe de 2,7 et a une teneur en A120 3 de 5 —6% . Ce 
m inim um  se reflète bien dans la  com position des gaz anodiques en fonction de la teneur en À l2Os 
de l ’électrolyte.

Le CaF2 et le MgF2 réduisent les pertes d’A l dans le  bain cryolithe-alum ine e t  augm entent 
le  rendem ent de courant jusqu’à une teneur de 10% de ces fluorides. Pour un pourcentage plus 
é levé  de ces fluorides le  rendem ent de courant décroît en conséquence de l ’augm entation de la  
viscosité et de la  densité de l ’électrolyte.

Le V20 6,le  P20 6,le  F e20 3 et le  T i0 2 augm entent la  perte de m étal e t  réduisent le  rendement 
d e  courant par leur réduction therm ique et en partie électrochim ique. Le V , le T i e t  le  P  sont 
des im puretés particulièrem ent nuisibles. En présence de ces oxydes la  teneur en C 0 2 des gaz 
anodiques augmente. A vec la  réduction de la temperature les pertes d ’A l dim inuent, la teneur 
en  C 0 2 des gaz anodiques augm ente.

L’augm entation de la  d istance interpolaire fa it acroître le  rendem ent de courant et la 
teneur en C 02 des gaz anodiques.

R  Acla Technicil X /l
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A v ec  la  croissance de la den sité  des courants anodique et cathodique le  rendem ent de 
courant augm ente jusqu’à une v a leu r  définie. Outre la densité des courants cathodique e t  ano­
dique l ’in tensité du courant et la  surface d’électrode affectent aussi le rendem ent de courant.

L es résultats expérim entaux obtenus démontrent que la  variation  de tous les facteurs 
in flu a n t sur le  rendement de courant se reflète dans la com position des gaz anodiques. Cette 
com p osition  donne des renseignem ents sur la  variation du rendem ent de courant dans toutes 
le s  p h ases de l ’électrolyse.

D an s l ’élcctrolyse des so lutions cryolithe-alum ine l ’optim um  est le  rapport cryolithe  
de 2,7» éventuellem ent les rapports de 2,5 — 2,6 si l ’électrolyte contient aussi des fluorides de 
m éta u x  alcalinoterreux. L’addition  de 5%  de CaF2 ou de préférance de 5% de MgF2 est u tile  
en v u e  d ’augmenter le rendem ent de courant. Pour atteindre un rendem ent de courant m axim al 
on a in té rê t à travailler à une teneur en alum ine m axim ale dépendant de la  com position et de 
la  tem pérature de l ’électrolyte.

I l  n ’est pas pratique de tra v a iller  avec un électrolyte de 5—6%  de A120 3, v u  qu’alors 
le  ren dem en t de courant est m in im al.

D an s un tel électrolyte, su rtou t à des températures basses, le  dosage d’alum ine doit se 
faire p ar  petites quantités ; l ’a lim en ta tio n  continue en alum ine est encore p lus avantageuse.

L a  littérature donne des form u les pour la  déterm ination du rendem ent de courant. Des 
form u les contiennent beacoup d’erreurs, c’est pourquoi elles ne reflètent pas de m anière com plète 
e t correcte  dans tous les cas la  variation  du rendement de courant dans l ’électrolyse des solutions 
cryolithe-alum ine.

U N TERSU CH UNG  DES STROM W IRKUNG SG RADES BEI D E R  ALUM INIUM ­
ELEK TRO LYSE

GY. SZEK ÉR
K a n d id a t der technischen W issenschaften

ZUSAMMENFASSUNG

1. In  den K ryolithschm elzen sind die Alum inium verluste bei einer K ryolithverhältn is- 
za h l v o n  2,7 am geringsten und dem entsprechend ist  der Strom wirkungsgrad bei dieser Zahl am  
grössten . D er Stromwirkungsgrad kann durch Zugabe von 5% CaF2 zum  E lek tro ly t um  1—2%, 
bzw . durch  Zugabe von 5% M gF2 zum  E lektrolyt um  6 —7% erhöht werden.

2. Untersucht m an die A lum inium verluste bei verschiedenen A l20 3-G ehalten des E lektro­
ly ts ,  so  erreichen sie ihr M axim um  je  nach dem A l20 3-G ehalt bei K ryolithverhältn iszahlen  
zw isch en  2 und 3. D em entsprechend beträgt der W ert des Strom wirkungsgrades ein M inim um , 
das sich  bei einem A l20 3-G ehalt v o n  5 —6%  hei der K ryolithverhältn iszahl 2,7 befindet. Dieses 
M inim um  spiegelt sich je nach dem  T onerdegehalt des E lek tro lyts in  der Zusam m ensetzung der 
A nodengase wider.

3. Zugaben bis zu 10% v o n  CaF2 und MgF2 verringern den A lum inium verlust der Kryo- 
lith-T onerdeschm elze und erhöhen den Stromwirkungsgrad. Ü bersteigt jedoch die Zugabe dieser 
F lu o rid e  10% , so sinkt der Strom wirkungsgrad infolge der Zunahme der V iskosität und Dichte  
der Salzschm elze.

4. V 20 5, P20 5, F 20 3 und T i0 2 erhöhen den M etallverlust und verringern den Strom- 
w irkungsgrad infolge ihrer therm ischen  und teilweise elektrochem ischen R eduktion. Besonders 
sch äd lich e  Verunreinigungen sind V anadium , T itan und Phosphor. D as Vorhandensein ihrer 
O xyde erhöht den C 02-G ehalt der Anodengase.

5. Beim  Senken der T em peratur des E lektrolyts verringern sich die A lum inium verluste  
und erh öh t sich der Strom wirkungsgrad, während der C 0 2-G ehalt der Anodengase zunim m t.

6. M it der Vergrösserung des Elektrodenabstandes erhöhen sich der Strom wirkungsgrad  
und der C 0 2-Gehalt der A nodengase.

7 . B ei Erhöhung der A noden- und K athodenstrom dichte w ächst der Strom wirkungs­
grad b is  zu einem bestim m ten W ert. A usser der K athoden- und Anodenstrom dichte beeinflussen  
auch  d ie  Stromstärke und die Grösse der Elektrodenflächen den Strom wirkungsgrad.

8. Versuchsergebnisse bew eisen , dass sich jede Veränderung der den Stromwirkungsgrad 
beein flussenden  Faktoren in  der Zusam m ensetzung der Anodengase w iderspiegelt. A u f Grund 
der Zusam m ensetzung der Anodengase kann man zu jedem  Zeitpunkt der E lektrolyse Aufschluss 
über d ie  Grösse des Strom wirkungsgrades erhalten.
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9. Nach Laboratorium sversuchen erwies sich  bei Elektrolyse von K ryolith-Tonerde- 
schm elzen eine K ryolithverhältn iszahl von 2,7 a ls optim al. Dieses Optimum kon nte auch bei 
2 ,5—2,6 liegen, wenn näm lich der E lektrolyt auch Erdalkalim etallfluoride en th ie lt. Zur Erhö­
hung des Stromwirkungsgrades is t  es zweckm ässig, 5%  CaF2 oder noch besser 5%  M gF2 bei­
zum ischen. Zur Erreichung eines m axim alen Strom wirkungsgrades ist es v o rteilh aft, m it  einem  
je nach der Zusam m ensetzung des E lektrolyts und je  nach der Temperatur m axim alen  Tonerde­
gehalt zu arbeiten. Dagegen ist es unzweckm ässig, einen E lektrolyt von 5—6%  A l20 3-Gehalt 
zu benutzen, w eil dann der Stromwirkungsgrad am  kleinsten  ist.

10. W egen seiner schlechten Löslichkeit so ll die Tonerde obigem E lek tro ly t, besonders 
bei niedrigen Tem peraturen, nur in kleineren M engen zugegeben werden. Noch vorteilh after  ist 
es, eine kontinuierliche Tonerdezufuhr zu verwirklichen.

11. D ie im  Schrifttum  angeführten Form eln zur Bestim m ung des Strom wirkungsgrades 
enthalten v iele Fehler und spiegeln deshalb die Änderung des Strom wirkungsgrades bei der 
E lektrolyse von K ryolith-Tonerdeschm elzen nur unvollständig  und nicht im m er richtig  wider.

8 *





DATA ON COPPER OXYARSENATE, 
COPPER NICKELOXYARSENATE, AND NICKEL 

OXIDE INCLUSIONS
Z. H EG ED ŰS

[Manuscript received May 17, 1954]

T hese non-m eta llic  inclusions are fo u n d  on ly  in alloys c o n ta in in g  m ore 
th a n  0 ,2%  As, As an d  N i, o r N i only. Such alloys are  generally  u sed  fo r fireb o x  
sh ee ts , an d  such inclusions have  been fo u n d  a t  w orks lab o ra to ry  te s ts  as well.

L ite ra tu re  seldom  fu rn ishes sporad ic  d a ta  on copper ox ides con ta in in g  
a rsen ic  ; e. g. books a n d  pub lica tions o f H anso n -M ary a t, S m ithels-H essenbruch , 
Schim m el an d  B erglund-M eyer.

These au th o rs  describe in alloys c o n ta in in g  more th a n  0 ,2 %  A s a n d  0 2 
b lu ish  inclusions, ta k e n  fo r copper o x y a rse n a te  ; in  case o f n ick e l co n ten t 
Cu-N i oxy arsen a te  shou ld  also be form ed. T h e y  describe shape, co lour, e tch ing  
a n d  som e physical p ro p ertie s  o f th e  copper o x y arsen a te , an d  m e n tio n  on ly  th e  
nam e  o f C u-N i-oxyarsenate . These d a ta  are  p a r t ly  unreliab le, p a r t ly  c o n tra ­
d ic to ry , therefore th e ir  rev ision  was necessary , also for correcting  som e errors. 
F o r th e  s tu d y  of these  tw o  inclusions, to  alloys conta in ing  various q u a n tit ie s  of 
arsen ic , d ifferen t am o u n ts  o f copper oxide an d  nickel respectively , w ere added  ; 
besides these  A s-free alloys con ta in ing  N i a n d  0 2, were also p rep a red . C on ten ts 
o f  th e  series of alloys p rep a red  were th e  fo llow ing :

1 As = 3 ,1 5 % N i = trace 0 2 = 0 , 1  %
2 As = 3,00 « N i = trace 0 2 0,8 «
3 As = 0,74 « N i = 0,05% 0 2 = 0,05 «
4 As = 0,42 « N i = 0,15 « 0 2 = 0,5 «
5 As = 0,29 « N i = 0  « 0 2 = 0 , 1 «
6 As = 3,05 « N i = 1,00 « 0 2 = 0,1 «
7 As = 0 « Ni = 0,50 « 0 2  = 0,15 «
8 As = 0 « N i = 2,00 « O , = 0,3 «

T h e  d e te rm in a tio n  o f low co n ten ts  o f 0 2 in  th e  alloy  was d ifficu lt, th e re fo re  th e  
% -ages o f 0 2, lis ted  in  th e  above ta b le , are  ca lcu la ted  from  th e  a m o u n ts  o f  th e  
CuO alloyed.

T he N i-free alloys o b ta in ed , show ed in  m icrographs inclusions s im ila r to  
Cu20 ,  o f  sky  blue colour, spherical, o r d en d ritic , fo rm ing  eutectics. A fte r  Sm ithels- 
H essenbruch , if  th e  As : 0 2 ra tio  is n ear 10 : 1 g rey  inclusions are  fo rm ed , tak en
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b y  th e m  fo r copper o x y a rsen a te . T hey do no t m en tio n  th e  shape of th e se  in c lu ­
sions. T hese  d a ta  are in co rrec t, an d  th e  ex am in a tio n  o f the  nickel co n ta in in g  
alloy  p ro v ed  th a t  th e  inc lusion  th e y  described  w as, in  fac t, nickel oxide.

O ptical properties o f  the  copper o x y arsen a te  inclusion

C olour sky  b lue, w ith  s tro n g  lig h t-re flec tin g  capacity . U nder d a rk  fie ld  
illu m in a tio n  an d  b y  p o la rized  ligh t gleam s in ru b y  red  colour. A n iso tropy  could 
n o t  be  observed  because o f ab u n d an ce  of ru b y  re d  in n e r  reflexes. W ith  oil im m er­
sion  th e  co lour o f  th e  in c lu sio n  darkened . O p tica l p ro p erties  are pe rfec tly  id e n ­
tic a l w ith  th o se  of Cu20 .

Physical properties

S p h erica l or d rop  shape ; form s p rim a ry  d en d rite s  sim ilar to  th o se  o f 
C u20 ,  in  case o f h igher 0 2 co n ten t. In  each e x a m in e d  alloy there  was m ore or

F ig. 1. Copper oxyarsenate eutectics in  copper containing 0,74% A s; X 150

less e u te c tic  (F ig . 1, ta k e n  o f  an alloy c o n ta in in g  0,74%  As,). T h is  obser­
v a tio n  is c o n tra ry  to  th e  op in ion  of S m ithels-H essenbruch , who a fte r H an so n ’s 
w orks s ta te d , th a t  th e  presence  of As a lters  th e  d is tr ib u tio n  of C u 0 2, a n d  w ith  
g row ing  co n te n t o f As th e  eu tec tic  agglom erates to  b igger grains. T h e y  prove 
th i s  b y  m icrographs o f  a lloys conta in ing  0 ,11%  0 2, 0 ,09%  As and  0 ,09%  0 2, 
0 ,8 4 %  A s (F ig .  2 ) .  In  con trad ic tio n  to  th is , in  F ig .  4, in  some places, beside 
n ick e l ox ide inclusions, considerable q u a n titie s  o f  eu tec tics are fo u n d  even in  
a lloys c o n ta in in g  3 ,15%  A s.
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Fig. 2. Inclusions of copper a lloys containing 0,11%  0 2, 0,09%  As and 0,09%  0 2, 0,84%  As,
after Hanson ; X 300

E tching o f inclusions (d u rin g  60 sec.)

1 : 3 H N 0 3 : .............................. b lackens an d  dissolves
am m oniacal CuCl2 : .................. does n o t  a tta c k
hydrocloric  acid-FeC l3 : .........  b lackens an d  dissolves
2 0 % -H F  : .......................................b lackens an d  dissolves
1 : 3 N H 4O H  : ..............................does n o t a tta c k
10%  (N H 4)2S20 8 : ...................... does no t a tta c k

D istinction from other inc lusions o f copper

E x te rn a l ap p earan ce  a n d  op tica l b eh av io u r o f  Cu20  are  id e n tic a l w ith  
those o f  copper o x y arsen a te , an d  th e ir  d is tin c tio n  is only possible b y  etching 
w ith  1 : 3 H N 0 3 ; C u 0 2 rem a in s  u n a tta c k e d  w hile copper o x y a rsen a te  b lackens 
and  dissolves. B lue spherica l Cu2S, Cu2Se, Cu2Te can be d is tigu ished  b y  etch ing  
w ith  H F . T he su lph ide , selen ide, te llu ride  rem ain  u n a tta c k e d  o r are  o n ly  feebly 
co loured , w hile th e  copper oxyarsenate  b lackens an d  dissolves.

A n g u lar g ray  S n 0 2, ZnO , N iO; C uO -black u n d e r d a rk  f ie ld  illum ina­
tion  — , c an n o t be m is tak en  for copper ox y arsen a te .

Technological defects caused by the inclusion

T h e inclusion is o n ly  found  in  A s-rich  fireb o x  sheet b a rs  ; i f  p re se n t in 
considerab le  q u a n titie s , i t  m ay  cause b reaks d u ring  rolling or edging.

Cu-Ni-oxyarsenate and Ni-oxide

To decide w h e th e r C u-N i-oxyarsenate  ex is ts  a t  all, an d  i f  so, w h a t its 
ch a rac te ris tic s  are, a r tif ic ia l alloys were produced .

P ho to m icro g rap h s o f  alloys co n ta in in g  3 ,05%  As, 1%  N i, 0 ,1 %  0 2, d is­
p layed , besides spherical a n d  eu tec tic  copper ox y arsen a te , g rey ish-b lue angu lar
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in c lu s io n s  too (F ig . 3 ) .  S o lu tio n  o f N i in  Cu to o k  a  co m parative ly  long  tim e  
a n d  th is  resulted  in  th e  d ec rea se  o f  the  As c o n te n t ; th ere fo re , in  th e  following 
a so lid  p iece of Ni was p u t  in to  th e  m elt, w hich w as ra p id ly  cooled a fte r an  in te r-

*■*>

46

F ig . 3 . D ark grey angular inclu sions in  copper a lloy containing 3,05%  As, 1% N i, 0,1%  0 2 ; X 600

F ig . 4 . Dark grey NiO inclusions o f  large size of aeroplane and star shape, w ith prim ary and 
e u te c t ic  copper oxyarsenate near th e  residues o f undissolved nickel (white spot in the corner 

of the f ig u res) ; black spots are hollow s ; x  150

v a l o f  5 m in . H ereby th e  N i m e lte d  only p a r tly , a n d  in  its  im m ed ia te  p ro x im ity  
n u m e ro u s  aeroplane-, s ta r - s h a p e d  or angu la r inc lusions appeared , w hile a t 
5— 6 m m  distance from  th e  u n m o lte n  piece no m ore su ch  inclusions w ere fo u n d .
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In  alloys th u s  produced  inc lusions of large size are  fo rm ed , favourab le  for m etallo - 
g raph ic  te s ts , (F ig . 4 )  w hile w ith  N i perfec tly  d isso lved , th e  inclusions are of 
v e ry  sm all size. In  th e  co rn e r o f th e  m icrograph  th e  residue  o f th e  N i p iece is 
s till  v isib le, w ith  aerop lane- a n d  sta r-sh ap ed  inc lusions a ro u n d  i t  am id  m uch 
p rim a ry  an d  eu tec tic  copper oxy arsen a te . A t 3 m m  d is ta n c e  from  th e  N i residue , 
th e  inclusions are m uch sm aller a n d  th e re  is also less copper o x y arsen a te  eu tec­
tic s . T he exp lan a tio n  o f th is  is th a t  along w ith  th e  N i piece a p o rtio n  o f th e  
superfic ia l oxide f ilm  m a y  also have found  its  w ay  in to  th e  m elt. A t 6 m m  
d is tan ce  only copper o x y a rsen a te  is p resen t, an g u la r c ris ta ls  are no m ore found  
there .

T he greyish-blue inc lusions o b ta ined  in  a r tif ic ia l  a rsen ical alloys m a y  be 
e ith e r  th e  C u-N i-oxyarsenate  m en tio n ed  in  lite ra tu re , or p u re  NiO only. To se ttle  
th e  question  As-free alloys w ere p roduced  w ith  v a rio u s  co n ten ts  of N i a n d  0 2. 
Inc lusions form ed in  th e se  alloys were sim ilar to  th o se  fo u n d  in  arsen ical alloys 
b o th  in  shape an d  colour, a n d  th e  m ost carefu l o p tic a l te s t  could n o t f in d  an y  
difference betw een th e  inc lusions o f  th e  tw o k in d s  o f  alloys. T he N iO  appears 
in  copper, because o f its  h ig h e r m elting  p o in t an d  in so lu b ility , in  a shape un like 
to  th a t  usually  found  in  m eta llic  n ickel. T herefo re  th e  op tica l an d  physical 
b eh av io u r of th e  NiO inclusion  will be m ore closely in v estig a ted .

Optical behaviour of the NiO inclusion

Colour : b lu ish -g rey , w ith  m edium  ligh -re flec tin  g capacity . Iso tro p ic .
E x tin c tio n  unobservab le  b y  polarized  lig h t w hich show s th e  inclusion  m o stly  
in  b lack  colour. O range b row n  in te rn a l reflexes are  v isib le  especially  w ith  oil- 
im m ersion . U nder d a rk  f ie ld  illu m in a tio n  th e  inc lusion  is b lack , an d  on ly  sp o ra d ­
ica lly  do especially tw in  c ris ta ls  shine fo rth  in o range  brow n colour in  conse­
quence of in te rn a l reflexes.

Physical properties

The NiO inclusion is v e ry  h a rd , takes po lish  w ith  s tro n g  relief. I ts  h a rd n ess  
approaches th a t  of S n 0 2. I t s  sp. gr. being below  th a t  o f  th e  m e lt, i t  em erges to  
th e  surface of th e  la t te r ,  w here i t  is found in  large am o u n ts , while i t  appears 
on ly  sporad ically  in  th e  in te r io r  o f th e  m elt (F ig .  5 ) .  I t s  low  sp. gr. and  in so l­
u b ili ty  explains its  v e ry  ra re  occurrence in  fu rn ace -re fin ed  copper. C ristallizes 
in  th e  cubic system , form s an g u la r, q u ad ran g u la r, o r s ta r-a n d  aerop lane-shaped  
c ry s ta ls  (F ig . 6, 7).  S ix -arm ed  or s ta r-sh ap ed  c ry s ta ls  are  tw in s (F ig .  8 ) .  T he 
s tru c tu re  o f th e  tw in  c ry s ta l becom es visible b y  p o la rized  ligh t or u n d e r  d a rk  
f ie ld  illum ination . T he tw in -lam e lla r s tru c tu re  o f th e  th ic k e r portion  is ev id en t 
in  th e  m icrograph . A n g u la r inclusions are form ed i f  l i t t le  N i is p resen t a n d  i t  is 
pe rfec tly  dissolved in  th e  m e lt, b u t  even in  such case s ta r-sh ap ed  c ry sta ls  m ay
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jFig. 5. Dark grey, angular NiO  accum ulated on the surface o f the a llo y  ; X 150

«= 4\ ^

Fig. 6. Dark grey angular NiO , w ith  som e copper oxyarsenate ; x 400
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Fig. 8 . Twin crystals o f  nickel oxide in  As-free a lloys. Spherical inclusion of Cu20 ,  in the figure
ligh t grey, in  reality  blue ; X 600

Fig. 7. Nickel oxide inclusion of star shape ; X 600
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b e  fo u n d  sporadically . L arge-sized  tw in  c ry s ta ls  m o stly  ap p ear in  th e  im m ed ia te  
p ro x im ity  of th e  u n d isso lv ed  N i, a lthough  a n g u la r  inclusions are also found  
th e r e  in  sm aller am o u n ts .

E tch ing

E tc h in g  during  one m in u te  b y  c o n v en tio n a l reag en ts  does n o t  a t ta c k  
th e  N iO  inclusion.

Distinction from other inclusions o f copper

B y  i ts  angu la r shape  a n d  b lu ish -g rey  colour i t  is easily  d is tingu ishab le  
fro m  b lu e , speherical in c lu sio n s of copper. T h e  ZnO  inclusion is pale gray , o f

F ig. 9. The inclusion of th e  former figure under dark field  illum ination  ; X 600

c h a ra c te r is tic  shape, sh ines fo r th  yellow  b y  p o la rized  lig h t an d  does n o t occur 
in  c o p p e r  con ta in ing  As or N i. The S n 0 2 in c lu s io n  resem bles m ost th e  N iO . T h e  
c o lo u r o f  S n 0 2 is d a rk  grey  w ith o u t b lu ish  sh ad e . W ith  oil im m ersion i t  becom es 
b la c k . B y  polarized  lig h t i t  sh ines in  orange b row n colour an d  is an iso trop ic . 
I t s  sh a p e  is angu lar o r th e  ch a rac te ris tic  hollow  rhom bus. Som etim es S n 0 2 also 
fo rm s  tw in  crsy tals o f b ird  o r aeroplane shape (F ig . 10 ), b u t th ese  alw ays 
c o n ta in  th e  residue o f th e  hollow  rhom bus.

T h e  colour of th e  N iO  inclusion  is b lu ish -g rey , i t  generally  does n o t gleam  
b y  p o la rized  ligh t, does n o t form  hollow c ry s ta ls , an d  th e  ch a rac te r o f tw in  
c ry s ta ls  is en tire ly  d iffe ren t from  those o f  S n 0 2.
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In  th e  d istinc tion  o f  th e  tw o inclusions th e  knowledge of th e  chem ical 
com position  o f th e  copper is also helpfu l. Sn possesses tow ard  0 2 h ig h e r a ff in ity  
th a n  N i or Cu. In  alloys co n ta in in g  Sn, C u 0 2 can  be form ed only  w h en  th e  Sn 
c o n te n t of th e  alloy has been  p rac tica lly  ox id ized  to  S n 0 2. On th e  o th e r  h an d , 
s im u ltan eo u sly  w ith  N iO , Cu20  is also form ed, even  before th e  to ta l  o x id a tio n  
o f  th e  N i-co n ten t. I f  b u t  l i t t le  0 2 en te rs  in to  th e  alloy , th e  NiO w ill b e  in  excess 
(F ig .  5). Cu possesses to w ard  As an d  S too , h ig h er a ffin ity  th a n  N i;  in  arsen-

Fig. 10. Aeroplane-shaped S n 0 2 tw in in tin-bronze ; X 400

ical alloys copper o x y arsen a te  an d  NiO are fo rm ed  a t th e  sam e t im e  u n d er 
th e  effect o f  0 2, w hile u n d e r  th e  effect o f S 0 2, Cu2S and  NiO are  o b ta in ed .
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SUMMARY

To control literature on copper oxyarsenate artifical inclusions in alloys o f  various com po­
sition  were prepared. I t  was found that the inclusion held  for copper n ickeloxyarsenate is in 
rea lity  NiO. The optical and physical behaviour o f  the NiO  inclusions, their crista lliza tion  and 
their d istinction  from other non-m etallic inclusions o f copper, as w ell as conditions o f  their for­
m ation  were exam ined.
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ДАННЫ Е О ВКЛЮЧЕНИЯХ ОКСИАРЗЕНАТА МЕДИ, МЕДНО-НИКЕЛЬНОГО 
ОКСИАРЗЕНАТА И ОКИСИ НИКЕЛЯ

3. Хегедюш 

Р е з ю м е

При помощи искусственных включений, полученных в различных по составу спла­
вах, были проверены приводимые в литературе данные по медному оксиарзенату. Уста­
новлено, что включение, считаемое медно-никельным оксиарзенатом, в действительности 
представляет собою NiO. Исследованы оптические и физические свойства NiO включения, 
а также кристаллизация, отличие от других неметаллических включений меди и, наконец, 
условия образования.

D O N N É E S SUR LES IN C LU SIO N S D ’O XYA RSEN ATE D U  CUIVRE, D ’O X Y A R SE N A T E  
DU C U IV R E  E T  D U  NICKEL ET D ’O X Y D E  D E  NICKEL

Z. HEGEDŰS

RÉSUMÉ

A  l ’aide d’inclusions artificie lles produites dans des alliages de composition différente, 
on a vérifié les données de la  littérature concernant l ’oxyarsen ate  du cuivre. Il a é té  constaté  
que l ’inclusion qu’on a va it supposé être de l ’oxyarsenate du  n ickel et du cuivre éta it en réalité  
du NiO . Les caractéristiques optiques et physiques, de l ’inclusion  de NiO, la  cristallisation  et 
la d istinction  des autres inclu sion s non-m étalliques du cu ivre, ainsi que les conditions de sa 
form ation ont été exam inées.

B E IT R Ä G E  Ü B E R  D IE  K U PFE R O X Y A R SE N A T -, K U PFER N IC K ELO X Y A R SEN A T-
U N D  NICK ELOXYDEINSCH LÜSSE

Z. HEGEDÜS

ZUSAMMENFASSUNG

D ie auf das K upferoxyarsenat bezüglichen A ngaben des Schrifttums wurden an Hand  
von  künstlichen E insch lüssen überprüft, die in  Legierungen von  verschiedener Zusam m en­
setzung hergestellt wurden. H ierbei konnte festgestellt w erden , dass der als K upfernickeloxy- 
arsenat angesehene E insch luss in  W irklichkeit N ickeloxyd  is t .  Daraufhin wurden die optischen  
und physikalischen E igen schaften  des NiO-Einschlusses, seine K ristallisierung und seine U nter­
scheidung von den übrigen nichtm etallischen E insch lüssen des Kupfers sowie seine E ntste­
hungsverhältnisse untersucht.



ANGABEN ÜBER DIE IN TECHNISCHEN KUPFERN 
VORKOMMENDEN KUPFEROXYDEINSCHLÜSSE

Z. H EG ED ŰS

[Eingegangen am 17. Mai 1954]

D as K u p fe ro x y d  (CuO) gehört zu den se lte n e r vorkom m enden E in sc h lü s­
sen des K upfers. Sein E rkennen  is t fü r die P ra x is  überaus wichtig, d a  h ie rd u rc h  
technologische F eh ler, die m it seiner B ildung  in  V erb indung  stehen , fe s tg e s te llt 
w erden kö n n en .

Im  G leichgew ich tszustand  k ann  das CuO im  m etallischen K u p fe r  n ich t 
V orkom m en, da es bei hoher T em p era tu r, e n tsp re c h e n d  der R eak tion  CuO -f-

Abb. 1. Teil eines E inschlusses in  dem aus Cu20  +  CuO bestehenden Eutektikum in im  Schm elz­
flu ss raffiniertem  Kupfer. Das dunkelgraue runde K orn ist  ein Silikat. У =  600 X

-f- Cu ->  Cu20 ,  red u z ie rt w ird . Es b ild e t m it C u20  ein bei 1075° C schm elzendes 
eu tek tisches G em isch, dessen Z u sam m ense tzung  3 2 %  CuO u n d  6 8%  C u20  is t 
(A b b . 1).

• In  K u p fe r u n d  in  Schlacken, in  denen  a u c h  frem de M etalle v o rh a n d e n  
sind , e n th ä lt  das CuO o ft auch  andere  M etalle in  fester Lösung.

Seiner E n ts te h u n g  n ach  un tersch e id e t m a n  p rim äre  und  sek u n d ä re  E in . 
Schlüsse. D ie p rim ären  E inschlüsse en ts teh en  im  geschmolzenen M eta ll, sind  
ziem lich se lten  u n d  haup tsäch lich  in P roben  zu  f in d e n , die aus der O x y d a tio n s-
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p é rio d e  d e r K u p fe rra ffin ie ru n g  genom m en w u rd en , w eiterh in  in grösseren Schlak- 
k e n k ö rn e rn  der O fensch lacke und  der O fenau sk le id u n g . Die sek u n d ären  E in ­
sch lüsse  en tstehen  dagegen in  der festen P h a se  infolge irgendeines tech n o lo g i­
sch en  F eh lers.

Optische Eigenschaften der Einschlüsse

O bzw ar die zah lre ich en  K ra tze r u n d  A usbröckelungen  die op tische U n te r ­
su c h u n g  ziem lich e rschw eren , b leib t diese d en n o ch  die entsprechendste  M ethode 
zu m  E rk en n en  der E in sch lüsse . Die op tischen  E igenschaften  der E insch lüsse  
v e rä n d e rn  sich im  g e ringen  Masse in A b h än g ig k e it von den gelösten V erun- 
re in ig u n  gen.

A bb. 2 . Adernförmiges CuO und dendritartiges bzw . kugelförm iges Cu20  in einer Probe 
aus der O xydationsperiode der K upferraffinierung. V. =  400 x

D ie F arbe  des CuO is t  blau  m it b la ssg rau em  Ton u n d  von m ittle rem  
R eflex ionsverm ögen . D iese F a rb e  ist e tw as d u n k le r  als die des Cu20 ,  doch  ist 
d e r  f ü r  das Cu20  c h a rak te ris tisch e  rö tliche T o n  se lb st bei starker V ergrösserung  
n ic h t  w ahrnehm bar. I n  Ö lim m ersion w ird  d ie  F a rb e  dunkelblau, in n e re  R eflexe 
s in d  n ic h t  festzuste llen . B e i D rehung zw ischen  gekreuzten  Nicolen ä n d e r t  sich 
d ie  F a rb e  von g rau -b lau  b is  b räun lich . Die A n iso tro p ie  ist besonders be i A nw en­
d u n g  von  Ö lim m ersion auffa llend . In  D un k elfe ld b e lich tu n g  zeigt das CuO eine 
sch w a rz e  F arbe . D ie o p tisch en  E igenschaften  des CuO stim m en m it je n e n  des 
T e n o r i ts  überein.

D ie prim ären  E in sch lü sse  kom m en in  m ann ig fa ltiger G esta lt v o r, von 
d e n e n  aber keine als ch a rak te ris tisch  b e z e ic h n e t werden kann . V e rh ä ltn is ­
m äss ig  selten sind  die adernförm ige E in sch lü sse  (A b b . 2 ). Da der E insch luss 
w ä h re n d  des E rs ta rren s  te ilw eise  zu Cu20  re d u z ie r t  w ird , ragen aus d em  K u p fe r­
o x y d  C u20 -D endrit-A usw üchse  heraus. V iel h ä u fig e r  sind die tropfenförm igen
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E inschlüsse ( A bb. 3 ) .  D er R a n d  des in A bb. 3 gezeigten E inschlusses w urde zu 
C u20  red u z ie rt. L e tz te res  e n th ä lt  auch noch  S n 0 2 u n d  etw as S ilika t, w as d a ra u f  
h in w eist, dass ein  S chlackentropfen  in  den  M eta lls trah l geraten  w ar. In  Ofen-

Abb. 3. Tropfenförmiger, zusam m engesetzter CuO-Einschluss in im  Schm elzfluss raffiniertem  
K upfer. Der dnnkelgraue, luckige, eckige E inschluss is t  S n 0 2, die dunkelgrauen, unregelm ässi­
gen T eile sind Silikate, während der schwarze F leck ein Hohlraum  ist. Die kleinen kugelförm i­

gen Einschlüsse sind Cu20 .  V =  600 X

Abb. 4 . Nadelförm ige CuO-K ristalle und geringe Menge Cu20  +  CuO-Eutektikum im  Schlacken­
tropfen eines Feuerbuchskupfers. D ie schwarzen T eile  sind Hohlräume. V  =  600 X

ausk le idungen  sowie in  einzelnen S ch lacken tropfen  f in d e t m an  h äu fig  auch 
nadelförm ige K ris ta lle . Abb. 4  und  5 zeigen in  dem  im  Schm elzfluss ra ff in ie rten  
K u p fe r  einen  E insch luss, d er aus CuO u n d  aus dem  eu tek tischen  G em isch von 
C u20  -J- CuO b es teh t. D as nadelförm ige p rim äre  CuO ist besonders in  D un k el­
fe ld b e lich tu n g  auffa llend .

9  Acta Tcchnica X'l-
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In  e in igen  eisenhaltigen  Schlacken k an n  m an  von den üblichen abw ei­
ch en d e , g raub laue , eckige C uO -E inschlüsse fin d e n  ( Abb. 6). D ie op tischen  
E ig e n sc h a fte n  dieses E insch lusses w eichen von denen  des reinen CuO teilw eise

Abb. 5 . D er  in  Abb. 4 sichtbare E insch luss in D unkelfeldbelichtung. Das CuO is t  schwarz.
V =  600 X

Abb. 6 . E ck ige  Oxydkörner im  grossen Schlackeneinschluss einer A nodenplatte. D ie  dunkel­
grauen T e ile  sind Silikate, die k le in en , dendritartigen E insch lüsse  sind Cu20 ,  der kugelförm ige 

Einschluss m it rauher O berfläche ist ein K upfertropfen. V =  150 x

ab . S e in e  F a rb e  ist g raub lau  m it  m ittle rem  R eflex ionsverm ögen . Die op tischen  
E ig e n sc h a fte n  der E insch lüsse , ih r  s tru k tu re lle r  A u fb a u  u n d  ihre M enge än d ern  
sich  je  n a c h  dem  E isen g eh a lt d er S chlacke.

I n  d em  grossen S ch lackeneinschluss e in er gegossenen K u p fe ran o d e , die 
v iel F e  (20 ,1%  F 20 3) u n d  im  V ergleich dazu  w enig  Cu (13,4%  CuO) e n th ie lt ,
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fand  m an haup tsäch lich  w ürfelförm ige K ris ta lle . In  der M itte  der K rista lle  
befand  sich ein s tä rk e r  an iso troper K ern  von d u n k e lg rau er F a rb e , w ährend

Abb. 7. Dunkler gefärbter Kern in der M itte der eckigen Einschlüsse. V =  600 X

Abb. 8. M ikrotextur einer Kupferschlacke. W eisse kugelförm ige Kupfertropfen, weisses dendrit- 
artiges Cu20 ,  eckiges C nFe02, dunkelgraue, eckige Silikate. V =  150 X

der R a n d  heller, b läu licher w ar ( Abb. 7) .  In  e in e r O fenschlacke, die hingegen 
viel K u p fe r (34%  CuO) u n d  w enig E isen (2 ,2%  FeO ) e n th ie lt, fan d  m an neben  
m etallischen  K u p fertrop fen  u n d  Cu20  auch einige eckige E inschlüsse (A b b . 8 ) .

9 *
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D iese eck igen  E inschlüsse w a ren  hom ogen, w obei sich in  ih rem  In n e rn  auch 
ke in e  F a rb en u n te rsch ied e  fe s ts te lle n  Hessen.

A u f  G ru n d  dieser U n te rsu ch u n g en  k a n n  angenom m en w erden , dass der 
d u n k le re  graue K ern  bzw . d ie  hom ogenen  K ris ta lle  aus C u F e 0 2 besteh en , 
w ä h re n d  d e r äussere, he llere , w eniger an iso trope  T eil eine feste L ö su n g  von 
C u F eO a u n d  FeO d a rs te llt.

Ätzen des CuO-Einschlüsses

1 : 3 H C l ............................... schw ärz t u n d  lö st teilw eise
10% iges FeClg ...................  schw ärz t u n d  lö st
1 : 3 H N 0 3............................  g re ift n ic h t an
30% iges H F  .....................  g re ift n ich t an

D  a das CuO teilw eise zu  C u20  re d u z ie rt w ird , is t  das Ä tzen  ziem lich 
u n s ic h e r  u n d  besitz t daher fü r  d ie  B estim m u n g  des E inschlusses k eine  besondere 
B e d e u tu n g .

Unterscheidung des CuO von anderen Kupfereinschlüssen

D ie  F arb e  des C u20  is t  d e r des CuO äh n lich , doch le u ch te t das Cu20  im  
D u n k e lfe ld  u n d  p o larisierten  L ic h te  ru b in ro t, w äh ren d  das CuO schw arz b le ib t 
bzw . se in e  F arb e  zw ischen b la u g ra u  u n d  b ra u n g ra u  än d e rt. H F  lö s t das Cu20  
ra sc h  a u s , w ährend  es das CuO n ic h t angre ift.

D as  dem  CuO ähn liche  S u lfid , Selenid, T ellu rid  u n d  K u p fe ro x v a rsen a t 
le u c h te t  im  D unkelfeld ru b in ro t, w äh ren d  das CuO schw arz b le ib t.

S n O a is t dunkelg rau , le u c h te t im  D unkelfe ld  o rangefarb ig  u n d  is t  infolge 
se in e r  ch a rak te ris tisch en  F o rm  le ic h t von CuO zu  un te rsche iden . ZnO  is t  ta u b e n , 
g ra u , le u c h te t im  D unk elfe ld  o ran g efarb ig  u n d  is t d ad u rch  le ich t e rk en n b ar. 
N iO  i s t  d e r  F arb e  n ach  dem  CuO  seh r äh n lich , im  D unkelfe ld  b le ib t es schw arz, 
d o ch  k a n n  m an  häufig  o ran g eb rau n e  in n ere  R eflexe beobach ten , d ie  gem einsam  
m it d e r  charak te ris tisch en  F o rm  eine U n tersch e id u n g  erm öglichen.

Durch den E inschluss verursachte technologische Fehler

P rim ä re s  CuO e n th a lte n d e s  K u p fe r is t  spröde u n d  b r ic h t le ic h t sowohl 
b e i d e r  W arm - als bei d er K a ltv e rfo rm u n g . Abb. 1 ze ig t den p r im ä re n  e u te k ti­
sch en  CuO 4* Cu20 -E in sc h lu ss  e ines F eu erbuchskupfers.

V ie l häufiger als die p r im ä re n  s in d  die sekundären  E insch lüsse , die die 
v e rsch ied en artig s ten  techno log ischen  F eh le r v e ru rsach en  können . A bb. 9 zeigt 
den  sek u n d ä ren  CuO-Ein Schluss eines E lek tro ly tk u p fe rs  m it beerenförm igen  
A u sw ü ch sen . Infolge des au sb rö ck e ln d en , spröden E inschlusses w a r die V or­
b e re i tu n g  des A nschliffes b eso n d ers  schw ierig.
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H äufig  f in d e t sich  das sekundäre CuO in  ü b e rh itz te n , v e rb ran n ten  S tücken . 
In  solchen F ällen  b ild e t es dünne A dern an  den  K rista llg renzflächen  u n d  das 
K u p fe r  zerfällt bei d er W arm verform ung in  grosse S tücke (  Abb. 10 u n d  11 )■

A b b .  9 .  Sekundäres CuO in  E lek tro ly tk u p fer . D ie  schw arzen  F leck e sind  A u sb röckelu n gen .
V =  150 X

A b b . 1 0 . An der K r ista llg ren ze  geb ild etes CuO in  v erb ra n n tem , C d-haltigem  elek tr isch em  
L eitu n gsd rah tm ateria l. V  =  75 X

B esonders C d-und Sn-haltiges L e itu n g sd ra h tm a te ria l neig t zu r O xydation  an 
den K rista llg renzen .

Sekundäres CuO f in d e t m an oft auch  am  E n d e  beim  E inw alzen  bzw. 
E inpressen des Z u n d ers , eines W arm risses oder d e r W alzlappung. D ie G esta lt 
dieses E inschlusses is t charak te ris tisch  u n d  w eist a u f  die E n ts teh u n g su m stän d e
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h in  (A b b . 12). Beim  W arm  w alzen w ird  das in  das M etall gelangte CuO infolge 
d e r  E in w irk u n g  von H itze  u n d  D ru ck  d u rch  das m etallische K u p fe r zu  C uaO

A b b .  1 1 .  A n  der K rista llgren ze g e b ild e te s  CuO in  e in em  verb ra n n ten , Cd +  S n -h a lt ig en  e lek tr i-  
seh en  L eitu n g sd ra h tm a ter ia l. V  =  150 X

A b b .  1 2 .  Sekundärer E in sc h lu ss , en tsta n d e n  durch  W arm w alzlap p un g. V  =  30 X

re d u z ie r t .  Die Ü berlappungen  k ö nnen  zw ar verschw eissen, doch w ird  d e r ver- 
sch w eisste  Teil beim  le tz te n  S tich  oder bei der le tz te n  K altv erfo rm u n g  neuer-
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dings aufreissen. In  so lchen  Fällen  f in d e t m an  im  Boden des R isses C u20  anstelle 
von CuO, doch k an n  m an  aus der G esta lt u n d  Lage des E insch lusses sicher 
a u f  dessen U rsp rung  schliessen. Infolge E inw alzens des Z unders k a n n  das teil-

A b b . 1 3 . Cu20  -p C uO -E in sch lu ss m it  rauher O b erfläch e, u m geben  v o n  K u p fer , d a s  sekundäres 
S n 0 2 in  Form  v o n  k le in en  stäbchenförm igen  E in sch lü ssen  en th ä lt . V  =  75 X

A b b . 1 4 .  Sekundärer CuO +  Cu20 -E in sc h lu ss  in  e in er  5% igen  Z innbronze. V 20 x

weise zu  Cu20  red u z ie rte  CuO selten auch in  5% igen  phosphorarm en  Z innbron ­
zen Vorkom m en. D a die A ff in itä t des Sn zu  0 2 grösser is t als die des C u, reduziert 
das Sn die O berfläche des Einschlusses u n te r  B ildung  von sek u n d ären  S n 0 2 zu 
m etallischem  K upfer. D ad u rch  b ild e t sich län g s des sekundären  E inschlusses 
ein  rö tlich  gefä rb te r H o f  (A b b . 13 ). D ie R ed u k tio n  des CuO +  Cu20-E in - 
schlusses is t n u r  geringfügig , da im  K upfer d ie  D iffusionsgeschw indigkeit des
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Sn ä u s s e rs t  gering ist u n d  die R e a k tio n  nach erfo lg ter E n tz in n u n g  der B erü h ru n g s­
f lä c h e n  zu m  S tillstand k o m m t. B eim  Ätzen u m g ib t das reduzierte  K u p fe r, da 
es w e n ig e r angegriffen w ird , d en  sekundären E in sch lu ss  als ein  g länzender 
H o f  ( A b b . 14 und  15). D ie d ü n n e re n  Teile der CuO +  Cu20-E insch lüsse  w erden 
v o lls tä n d ig  reduziert u n d  ih re  S telle  bezeichnet n o c h  n u r  das sekundäre  S n 0 2.

A b b .  1 5 .  L ä n gs eines sekundären  C uO  +  Cu20 -E u te k tik u m s red u z ier tes  K upfer in  e in er  5% igen  
Zinnbronze. Ä tz e n  m it  sa lzsäurehaltigem  F eC l3. V  =  20 X

D ag eg en  bleiben die d ick e ren  E inschlüsse e rh a lte n , u n d  in  ih re r U m g eb u n g  
f in d e t  s ich  viel h au ta rtig es  sek u n d äres  S n 0 2 v o r.
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Z U SA M M E N F A SSU N G

E s  w urden op tisch e E ig e n s c h a fte n  des C u O -E in sch lu sses, seine U n tersch e id u n g  v o n  
a n d e r e n , n ich tm eta llisch en  E in s c h lü s se n  des K upfers und d ie  d u rch  ih n  veru rsach ten  te c h n o lo ­
g isc h e n  F e h le r  untersucht u n d  f e s t g e s t e l l t .  In  e isen ha ltigen  S ch la ck en  kom m t n eb en  Cu20  und  
CuO a u c h  C u F e 0 2 vor. D a s se k u n d ä r e  CuO wird im  L aufe d er  W arm verform u n g zu  Cu20  red u ­
z ie r t ,  w ä h ren d  in  p h osp h orarm en , S n -h a lt ig en  B ronzen  d a s CuO u n ter  B ild u n g  v o n  S n 0 2 zu  
C u20  u n d  m etallischem  K u p fer r e d u z ie r t  wird.

ДАННЫ Е О МЕДНО-ОКИСНЫХ ВКЛЮЧЕНИЯХ, ВСТРЕЧАЮЩИХСЯ 
В ТЕХНИЧЕСКИХ СОРТАХ МЕДИ 

3. Хегедюш 

Р е з ю м е

Исследованы и определены оптические свойства CuO включения, его отличия от 
других неметаллических включений меди, а также технологические дефекты, вызываемые 
включением. В содержащих железо шлаках, наряду с Си20  и CuO встречается также



ANGABEN Ü B E R  D IE  IN  T E C H N ISC H E N  K U P F E R N  VORK O M M EN D EN  K U P F E R O X Y D E IN S C H L Ü SS E 137

CuFeOj. Первичная CuO при обработке восстанавливается до Cu20 , а в это же время в 
бронзах, содержащих Sn и бедных Р, восстанавливается до CuO, Си20  и металлической 
меди наряду с образованием первичной окиси Sn02.

D A T A  O N C O P P E R  O X ID E  IN C L U SIO N S I N  IN D U S T R IA L  C O P P E R

Z. H EG ED ŰS

SU M M A R Y

O p tica l b eh av iou r o f  th e  CuO in c lu sio n , i t s  d is t in c tio n  from  o th er  n o n -m e ta llic  in c lu sio n s  
o f  copper as w e ll as tech n o lo g ic a l d e fec ts  caused  b y  th e  in c lu sio n  h a v e  b een  e x a m in e d . In  ferru g i­
n o u s sla g s C u F e 0 2 a lso  occurs b esid es Cu20  and  CuO. D u r in g  h o t  w ork ing  se co n d a r y  CuO is  
red u ced  to  Cu20 ,  w h ile  in  b rasses lo w  in  P , co n ta in in g  Sn , th e  CuO is  red u ced .to  Cu20  an d  m e ta l­
l ic  copper w ith  form ation  o f  se con d ary  S n 0 2.

D O N N É E S  S U R  L E S IN C L U SIO N S D ’O X ID E  D E  C U IV R E  D A N S  L E S  C U IV R E S
IN D U S T R IE L S

Z. H EG ED ŰS

R É SU M É

L es propriétés o p tiq u es de l ’in c lu sio n  CuO, sa d is t in c tio n  des a u tres in c lu s io n s  non-  
m é ta lliq u e s  du cu ivre , a in si q u e le s  fa u tes tech n o lo g iq u es cau sées par l ’in clu sion  o n t  é té  ex a m i­
n ées . D an s le s  scories ferru gin eu ses le  C u F e 0 2 apparaît ég a lem en t à cô té  du  C u20  e t  du  CuO. 
P en d a n t le  tra v a il à chaud  le  CuO secondaire e s t  réd u it en  Cu20 ,  ta n d is  q u e , d an s le s  bronzes 
p a u v res en  P , con ten an t du S n , le  CuO e s t  réd u it en  Cu20  en  Cu m éta lliq u e  à c ô té  d e la  form ation  
d e  S n 0 2 secondaire.





DIE UMRECHNUNG VON DER STEREOGRAPHISCHEN 
PROJEKTION UND DER KONFORMEN ZYLINDER­

PROJEKTION AUF DIE GAUSS-KRÜGERSCHE 
PROJEKTION

P rof. I . H A Z A  Y

DOKTOR D E R  TECH N ISCH EN  W ISSENSCHAFTEN 

L E H R S T U H L  F Ü R  ANGEW ANDTE G EODÄSIE, TEC H N ISC H E UNIV ERSITÄ T, SO PR O N  

[E in gegan gen  am  17. M ai 1954]

D ie ungarische L andesverm essung b e n u tz t bei der D arste llung  d e r geodä­
tischen  M essergebnisse seit dem  Ja h re  1857 das P rin z ip  der konform en D oppel­
p ro jek tio n . Als O rig inalfläche d ien t das Bessel sehe E llipsoid , h ie rv o n  w ird 
m itte ls  der G aussschen konform en K ugelp ro jek tion  von m in im ale r L ängen­
v e rze rru n g  a u f eine dem  E llipso id  zu geo rdne te  K ugel von m ittle re m  K rü m ­
m ungshalbm esser in  der geographischen B re ite  von 46°32' 43,410 4 1 "  a u f  die 
so g en an n te  ungarische  G auss-K ugel (deren  H alb m esser R  =  6 378 512,966 m 
is t)  übergegangen . Von h ier erfo lg t die P ro jek tio n  au f die E b en e , u . zw . w ar 
diese b is zum  Ja h re  1908 die stereograph ische P ro jek tion , w ird  a b e r  se ither 
auch  a u f  G ru n d  der P rinzip ien  der schiefachsigen konform en Z y lin d e rp ro jek ­
tio n  d u rch g e fü h rt. In  U ngarn  um fasst sow ohl die stereographische a ls  auch  die 
Z y lin d erp ro jek tio n  je  drei P ro jek tio n ssy stem e.

Z um  ersten m al au f der W elt w urde  die D oppelpro jek tion  in  U ngarn  
a n g ew an d t, u n d  zw ar u n te r  der B ed ingung  d e r K o n fo rm itä t. Die F läch e  U ngarns 
is t  v e rh ä ltn ism ässig  k lein , so dass sich h ie r je n e r  V orteil der D oppelp ro jek tion  
g u t au sw irk te , dass die O berfläche des E llipso ids au f einer k le ineren  F läche 
u n d  die O berfläche der dem  E llipso id  zugeo rdneten  K ugel m it e inem  m ittle ren  
K rüm m ungshalbm esser e tw a in der M itte  d ieser F läche n u r w enig v o n e in an d e r 
abw eichen . A u f diese W eise w ar es bere its  be i e inem  grossen Teil d e r M essungen 
h ö h ere r G eodäsie m öglich, die E llipso idoberfläche  durch  die K ugeloberfläche  
zu  e rse tzen . D em entsp rechend  können  die E rgebu isse  der erw ähn ten  M essungen 
sowie die a u f  die K ugeloberfläche bezogenen E rgebnisse  n iedrigerer M essungen 
u n m itte lb a r  in  das vom  E llipso id  a u f  die K ugel p ro jiz ierte  S y stem  höherer 
M essungsergebnisse e ingeschalte t w erden. D ie m athem atischen  Z usam m enhänge  
zw ischen K ugel u n d  Ebene sin d  b ed eu ten d  e in facher als die zw ischen E llipso id  
u n d  E b en e , dah er bedeu te te  es im  allgem einen eine A rbe itse rsparn is , dass die 
schw erfälligeren ellipsoidischen Z usam m enhänge n u r  bei den hö ch sten  M essun­
gen b e rech n e t w erden m ussten .

D ie B edeu tung  dieses U m standes is t  h eu te , wo m an im  a llgem einen  m it 
R echenm asch inen  a rb e ite t, v ie l geringer u n d  die u n m itte lb a re  P ro je k tio n  vom 
E llip so id  a u f  die Ebene is t besonders bei d e r Gauss— K rügerschen P ro jek tio n ,
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b e i d e re n  B erechnung  schon  e in fach  zu h a n d h a b e n d e  R eihen  u n d  en tsp rech en d e  
T ab e llen  zu r V erfügung  s teh en , le ich t a u s fü h rb a r . E s is t  b e k a n n t, dass d ie  
m e is ten  K u ltu rs ta a te n  b e re its  a u f die Gauss— Krügersche  P ro jek tio n  ü b e r­
gegangen  sin d  bztv. ü b erg eh en  u n d  ihnen sch liess t sich  au f diesem  G ebiete auch 
U n g a rn  an . Die ungarische  L andesverm essung  f ü h r t  diesen Ü bergang  im  Z u sam ­
m en h än g e  m it der im  G ange befind lichen  A u sw e itu n g  des neuen H a u p ttr ia n g u ­
lie ru n g sn e tzes  aus u n d  w ä h lt  gleichzeitig an s te lle  des Bessefechen E llipso ides 
eine an d e re  O rig inalfläche  : das K rasow skysche  E llipso id .

B e i einem  Ü b erg an g  von  einem  P ro jek tio n ssy s tem  zu einem  anderen  
e rh e b t sich  offensich tlich  d as  P roblem , wie die K o o rd in a te n  der im  a lte n  P ro ­
je k tio n ssy s te m  b e s tim m te n  geodätischen F ix p u n k te  a u f  die m öglichst einfache 
W eise in  das neue P ro jek tio n ssy s tem  u m z u re c h n e n  sind. Diese F rag e  m uss 
se lb s tv e rs tä n d lic h  sow ohl theoretisch als auch  p ra k tisch  u n te rsu ch t w erden . D ie 
a u f  d en  P rinz ip ien  d er P ro jek tionsleh re  b e ru h e n d e  theore tische  U n te rsu ch u n g  
g eh t v o n  der V orausse tzung  aus, dass sowohl im  a lte n  als auch im  neuen  P ro je k ­
tio n ssy s te m  die P u n k te  desselben Triangulierungsnetzes d argeste llt w erden . 
D em gem äss bezieht sich die theoretische U ntersuchung a u f  rein pro jek tionsum ­
rechnungsartige, rechnungstechnische Lösungen. B e i d e r  p rak tischen  U n te rsu ch u n g  
m üssen  jedoch  auch die ö rtlich en  U m stände in  B e tra c h t gezogen w erd en , in 
U n g a rn  n am en tlich  d e r U m sta n d , dass h ier die G auss— K rügersche D ars te llu n g s­
w eise im  Z usam m enhänge m it der A usw eitung des n eu en  H au p ttrian g u lie ru n g s"  
n e tze s  e in g efü h rt w ird  u n d  dass das neue N e tz  sow ie die h ieraus erfo lgenden 
w e ite ren  geodätischen E rgebn isse  m it deren H ilfe  d argeste llt w erden  sollen _ 
D as n eu e  H a u p ttr ia n g u lie ru n g sn e tz  w ird  n u n  d e sh a lb  en tw ickelt, d a  das a lte  
n ic h t m e h r den h eu tig en  G en au ig k e itsan fo rd eru n g en  en tsp rich t. D as abw ei­
ch en d e  B asissystem  u n d  d ie abw eichende O rie n tie ru n g  des neuen  N etzes e in e r­
se its  u n d  d ie erhöh te  M essgenauigkeit des n eu en  N e tzes  im  V erhältn is  zum  a lten  
a n d e re rse its  haben  zu r F olge, dass das neue H a u p ttr ia n g u lie ru n g sn e tz  u n d  die 
a u f  G ru n d  dessen erfo lgenden  w eiteren  g eodä tischen  O perationen  m ath em atisch  
m it d em  a lten  N etz  n ic h t im  E ink lang  s teh en  w erd en . E inen  Z u sam m en h an g  
zw ischen  dem  alten  u n d  dem  neu en  N etz b ild e t n u r  d ie  T a tsache , dass die m eisten  
P u n k te  im  alten  u n d  n eu en  H a u p ttr ia n g u lie ru n g sn e tz  die gleichen in  d er N a tu r  
gew äh lten  P u n k te  sin d . U n te r  solchen U m stän d en  k a n n  die einfache P ro je k tio n s­
u m rech n u n g  keine p räz isen  R esu lta te  ergeben . V on einem  präzisen , rich tig en  
V e rfah ren  könn te  m a n  h ie r  d an n  sprechen, w en n  m an  a u f  der I . P ro jek tio n , 
von  d e r  m an  die U m rech n u n g  ausführen  w ill, m it  H ilfe  von P ro jek tionsw inke l- 
re d u k tio n e n  aus den W in k e ln , die durch  die die P u n k te  des N etzes v erb in d en d en  
N e tz se iten  eingeschlossen s in d , die au f die O rig in a lfläch e  bezüglichen W inke l 
b e re c h n e t u n d  diese W in k e l als M essergebnisse b e tra c h te t .  G eht m an  n u n  von 
je n e n  geodätischen F ix p u n k te n  aus, die d ie  P u n k te  beider T rian g u lie ru n g s­
n e tz e  b ild en , so m üssen  d ie  K oord inaten  d er u m zu rech n en d en  P u n k te  fü r  das 
im  I I .  P ro jek tio n ssy stem  dargeste llte  T rian g u lie ru n g sn e tz  au f G ru n d  d er a ls



M essergebnisse b e tra c h te te n  u n d  m it W in k e lred u k tio n en  im  S ystem  der I I . 
P ro jek tio n  ko rrig ie rten  W inkelw erte  du rch  A usgleichung b e s tim m t w erden .

T ro tz  der a n g ed eu te ten  p rak tisch en  L ösung  is t  jedoch  auch  die U n te r­
suchung  der th eo re tisch en  Lösung der U m rech n u n g  von In te re sse , da  sowohl 
beim  E n tw u rf  s ta a tlic h e r  O rig in a lk arten  im  M assstabe von 1 : 5000 als auch 
bei topograph ischen  K a rte n  kleineren  M assstabes an n ä h e rn d  genau  u n d  rasch 
zum  E rgebn is fü h ren d e  U m rechnungen  n o tw en d ig  sein w erden . B ei dieser 
A nw endung ergibt sich n u n  der so seltene Fall, dass das m athematisch exakte 
Verfahren approxim ativ w ird. D as im  folgenden gesch ilderte  V erfah ren  is t n ä m ­
lich  vom  S ta n d p u n k t d er P ro jek tion  aus gesehen ein U m rech n u n g sv erfah ren , 
das eine G enauigkeit in n e rh a lb  der G renzen eines Z en tim eters gew ährle iste t ; 
die «U ngenauigkeit»  (an g en äh e rte r W ert) der E rgebn isse  in  U n g arn  rü h r t  bloss 
davon  her, dass die «präzis»  um gerechneten  K o o rd in a ten  der P u n k te  des alten  
ungarischen  T rian gu lie rungsne tzes n ich t in  das S ystem  des n eu en  T riangu lie ­
rungsnetzes h in e in p assen . D ie h ieraus s tam m en d e  « Ungenauigkeit» k a n n  unse­
re r S chätzung  n ach  se lb st einige D ezim eter e rre ichen . T ro tz  alledem  en tsp rechen  
jed o ch  die um gerechneten  K o o rd in a ten  den A nforderungen  des M assstabes 
von 1 : 5000 bzw . eines noch  k leineren  M assstabes.

Zw ischen zwei P ro jek tionssystem en  k ö n n en  die U m rechnungen  m it H ilfe 
versch iedener M ethoden vorgenom m en w erden . D iese V erfahren  lassen  sich im 
allgem einen in  drei G ruppen  einreihen . Die U m rech n u n g  k an n  a u f  G ru n d  der 
geographischen K o o rd in a ten  erfolgen, wenn m an  aus den a u f  d er e inen  P ro jek ­
tio n  gegebenen E b en en k o o rd in a ten  die a u f die O rig inalfläche bezüglichen  geo­
graphischen K o o rd in a ten  m it H ilfe der en tsp rech en d en  G leichungen  (Reihen) 
ausrechne t u n d  d an ach  aus diesen m it H ilfe  d er a u f die an d ere  P ro jek tion  
bezüglichen G leichungen (R eihen) die E b en en k o o rd in a ten  a u f  d er anderen  
P ro jek tio n  e rm itte lt. B ei der zw eiten L ösung s te llt  m an  zw ischen den  zu  den 
zwei P ro jek tio n ssy stem en  gehörenden E b en en k o o rd in a ten  m a th em atisch e  R ei­
hen  auf. D ie d r it te  M ethode is t die sogenann te  R ed u k tio n sm eth o d e , be i d er die 
U m rechnung  bei H eran z ieh u n g  des in  beiden  P ro jek tio n ssy stem en  b ek an n ten  
K o o rd in a ten an sch lu ssp u n k tes  u n d  m it H ilfe  d er R ich tu n g sred u k tio n en , der 
P ro jek tionsm erid iankonvergenzen  sowie der F a k to re n  der L ängen  V erzerrung 
erfo lg t.

D em  A nschein  n ach  s te llt  die M ethode d er geographischen K oord inaten  
das e in fachste  der d re i V erfahren  dar. I n  d er P ra x is  is t  sie jed o ch  d ie  langw ie­
rig ste  M ethode. N och  langw ieriger is t sie d a n n , w enn die be iden  P ro jek tio n s­
system e, wie in  U n g arn , zu versch iedenen  E llipso iden  gehören (wie bereits 
e rw äh n t, is t die O rig inalfläche  u nserer s tereograph ischen  u n d  Z y linderp ro jek ­
tionssystem e eine zu m  BesseZschen E llipso id  gehörende K ugel m it m ittle rem  
K rüm m u n g srad iu s , w äh ren d  die O berfläche u n se re r  Gauss— K rüger sehen  P ro ­
jek tio n ssy stem e  das E llip so id  n ach  K rasow sky  is t) ; in  d iesem  F alle  muss 
näm lich  bei jedem  einzelnen  um zurechnenden  P u n k t auch die A bw eichung von
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d en  zu  d en  zwei E llipsoiden geh ö ren d en  geographischen K o o rd in a ten  in  B e tra c h t 
gezogen  w erden. Obwohl d iese  A bw eichungen d u rch  In te rp o la tio n  aus jenen  
A bw eichungen  b estim m t w erden  kö n n en , die zw ischen den den beiden E llipso iden  
z u g e o rd n e te n  geographischen K o o rd in a ten  der geodätischen  F ix p u n k te  au ftre -  
te n ,  d ie  im  alten  u n d  neuen  H a u p ttr ia n g u lie ru n g sn e tz  einzeln  b e s tim m t, in  der 
N a tu r  jed o ch  iden tisch  s in d , b e d e u te t der U m sta n d , dass die In te rp o la tio n  
fü r  je d e n  einzelnen P u n k t au sg e fü h rt w erden m uss, v iel A rbeit.

D e r  N ach teil der U m re c h n u n g  m it m a th em a tisch en  R eihen is t, dass auch 
d ie  h ö h e re n  Potenzen der K o o rd in a te n  in  B e tra c h t gezogen w erden m üssen . 
E in e  V ereinfachung dieses V erfah ren s lässt sich dagegen erzielen , w enn m an 
n a c h  e in em  gewissen System  A nsch lu ssp u n k te  a n n im m t u n d  fü r sie die K oeffi­
z ie n te n  d er Reihen in  e in er T ab e lle  zusam m enfasst. D ie U m rechnung  b leib t 
je d o c h  auch  in diesem  F alle  n o ch  ziem lich schw erfällig  u n d  langw ierig .

S chneller als diese b e id en  M ethoden fü h r t  die R eduk tio n sm eth o d e  zum  
Z iele , w enn  es gelingt ih r  e in e  F o rm  zu geben, be i der ein A rbeiten  m it der 
R ech en m asch in e  m öglich is t ,  u n d  wenn die A nsch lu ssp u n k te  gleichfalls e n t­
sp re c h e n d  u n d  system atisch  g ew äh lt w erden.

D ie  erste  h ier v o rg e fü h rte  solche M ethode d ien te  zu r U m rechnung  zw ischen 
d en  b e n a c h b a rten  Gauss— K rügerseben  S treifen . E in e  frühere N u m m er der 
« A c ta  T echn ica A cadem iae S c ien tia ru m  H ungaricae»  [1] e n th ä lt e ine einge­
h en d e  B eschreibung dieser M ethode in deu tscher Sprache. Die M ethode w urde 
d a n n  z u r  U m rechnung der sch m äleren  Gauss— K rügerschen  S treifen  (z. B . von 
2°- o d e r 3°-igen) au f b re ite re  (z. B . 6°- oder 10°-ige) S tre ifen  w eite ren tw ick elt [2], 
d a n n  w urde  sie m it en tsp rech en d en  M odifikationen  bei den U m rechnungen  
zw isch en  benachbarten  ko n fo rm en  Z y linderp ro jek tionssystem en  angew andt? 
b e i d en en  die verzerrungsfreie L in ie  (der B erüh rungsk re is  des Z ylinders u n d  der 
K u g e l) d e r  au f denselben M erid ian  senkrechte  g rösste  K ugelkreis is t[3 ] .

D ie Prinzip ien  d ieser M ethode können  zw eckm ässig bei der U m rechnung  
sow ohl d e r stereographischen  P ro jek tio n  als auch  der schiefachsigen konfor­
m en  Z y linderp ro jek tion  a u f  d ie Gaüss— Krüger sehe  P ro jek tion  an g ew an d t 
w e rd e n , wobei m an auch n o ch  d en  U m stan d  in  B e tra c h t ziehen k an n , dass das 
als O rig inalfläche  gew ählte E llip so id  eventuell —  so wie in  U ngarn  —  bei d er 
G auss— Krügerschen  P ro je k tio n  anders is t als jenes E llipsoid , zu dem  die als 
O rig in a lfläch e  gew ählte K u g e l m ittle ren  K rüm m ungshalbm essers bei der 
ste reo g rap h isch en  bzw. Z y lin d e rp ro jek tio n  gehört.

E s  sei h ier davon ab g eseh en , säm tliche G ru n d ab le itu n g en  der U m rech ­
n u n g sm e th o d e  zu w iederholen . D iesbezüglich sei h ie r au f die obenerw ähn ten  
A b h an d lu n g en  verw iesen, in  e rs te r  L inie au f A b h an d lu n g  [1 ]. N ich tsd es to ­
w en ig e r dü rfte  es angezeigt se in , die P rinzip ien  d er U m rechnung  au ch  h ier 
k u rz  zu  erw ähnen.

D er um zurechnende P u n k t  (er sei h ier m it P , d e r P u n k t au f dem  I . P ro ­
je k tio n s sy s te m  m it P j,  der a n f  dem  I I .  P ro jek tio n ssy stem  m it P 2 bezeichnet)
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w ird im  I . P ro jek tio n ssy stem  m it einem  A n sch lu ssp u n k t P 0 v e rb u n d e n . A u f 
G ru n d  der K o o rd in a ten  d er beiden P u n k te  k a n n  d ie  E n tfe rn u n g  P 0P 1 — d t , 
der R ich tu n g sw in k e l (<5j) d er R ich tu n g  P0— P 15 d ie  zu r L inie P0— P 1 b e im  P u n k t  
P 0 gehörende zw eite R ich tun g sred u k tio n  (zlj) u n d  d er F a k to r der L ä n g e n v e r­
zerrung  d er E n tfe rn u n g  PnP 1 ( m j  bzw. dessen rez ip ro k e r W ert b erech n e t w erden . 
Aus d iesen  D aten  u n d  in  K en n tn is  der P ro jek tio n sm erid ian  kon vergenz des I .  
System s des A n sch lusspunk tes (/% ) k ann  a u f  d e r O rig inalfläche des I .  P ro ­
jek tio n ssy stem s das A zim u t (a) der R ich tu n g  P 0P  u n d  die E n tfe rn u n g  (s) von 
P 0P  b e rech n e t w erden  :

a — -(- /t01
( 1 )

E s w ird  einstw eilen  vorausgesetzt, dass d ie  O rig inalfläche des I I .  P ro ­
jek tio n ssy stem s dieselbe F o rm  h a t wie die des I .  P ro jek tio n ssy stem s ; w enn 
m an n u n  beim  I I .  P ro jek tio n ssy stem  die a n g e n ä h e rten  K oord inaten  des P u n k ­
tes P  u n d  m it deren  H ilfe die zw eite R ich tu n g sred u k tio n  А г sowie d en  a u f  das 
I I .  P ro jek tio n ssy s tem  bezüglichen L än g en v erzerru n g sfak to r m 2 a u s re c h n e t, 
w enn m an  w eiterh in  die a u f  dieses System  bezügliche P ro jek tio n sm erid ian ­
konvergenz (fi02) des A nsch lusspunk tes k e n n t, d a n n  lässt sich der R ic h tu n g s ­
w inkel (d2) der R ic h tu n g  P 0— P 2 u n d  die E n tfe rn u n g  (d2) von P 0P 2 au s den 
Form eln

^ 2  =  a  “b  ^ 2  P 0 2

d2 =  m2s

berechnen . F a ss t m an d ie Form eln  (1) u n d  (2) zu sam m en , so e rh ä lt m an  :

<^2 —  ^ 1  ^2 ~h Moi Mo2
(3)

d2 =  —- d l =  m  d l

wobei d e r Q u o tien t des F ak to rs  der L än g en v erze rru n g  beider S ystem e m it m  
b eze ichnet w urde .

A us den  K o o rd in a ten  des A nsch lusspunk tes im  I I .  System  sow ie m it den  
au f G ru n d  der F o rm el (3) berechneten  W erten  k ö n n en  nunm ehr die K o o rd in a ­
ten  des P u n k te s  P  im  I I .  System  b erechne t w erden .

B ei au fm erksam er B e trach tu n g  der F o rm eln  (3) lässt sich die U m re c h ­
nung  in  d re i P h asen  zerlegen :

1. im  I I .  S ystem  w eich t die R ich tung  P 0— P  u m  einen der D iffe renz  d e r 
P ro jek tionsm erid iankonvergenzen  des A nsch lu ssp u n k tes  en tsp rechenden  W in k e l 
(Moi—M0 2 ) *m  V ergleich  zu ih re r Lage im I . S y stem  ab  ;
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2. im  I I .  S ystem  v e rä n d e r t  sich die E n tfe rn u n g  P0P  gegenüber d e r  e n t­
sp rech en d en  E n tfe rn u n g  des I .  System s im  V e rh ä ltn is  der F ak to ren  d er L än g en ­
v e rz e rru n g , d. h. je  n a c h  dem  W ert von m  ;

3. im  I I .  S ystem  d re h t  sich die R ic h tu n g  P 0— P  noch w eite r u m  einen 
W in k e l (A 2— A }), w elcher d er D ifferenz d e r R ich tu n g sred u k tio n en  e n tsp r ic h t.

H in sich tlich  d er n äh e ren  U n tersu ch u n g  d iese r drei P h asen  sei a u f  die 
a llg em ein en  E rgebnisse  d er A bhand lung  [1] B ezug  genom m en u n d  h ie r  bloss 
e rw ä h n t, dass die e rs te  P h ase , die einer e in fach en  K oord inaten  tra n sfo rm a tio n  
in  e in e r  E bene e n tsp r ic h t, die an g en äh erten  K oord in a ten d iffe ren zen  des I I .  
S y s tem s  lie fert, die im  folgenden m it (Ay) u n d  (A x) bezeichnet w erd en  sollen.

I n  den vorliegenden  U n tersu ch u n g en  is t  d as  I . P ro jek tio n ssy s tem  die 
s te reo g rap h isch e  oder schiefachsige k o n fo rm e Z y linderp ro jek tion , d as  I I .  
P ro je k tio n ssy s te m  h in g eg en  die Gauss— K rü g ersch e  P ro jek tion . B ei d e r s te reo ­
g rap h isch en  bzw. Z y lin d erp ro jek tio n  seien d ie  K o o rd in a ten  des um zurechnenden  
P u n k te s  m it rj u n d  I ,  die  des A n sch lusspunk tes m it r]0 u r d  f 0, bei d e r Gauss—  
-K rügerschen P ro jek tio n  h ingegen  m it y  u n d  x  bzw . m it y 0 u n d  x0 b eze ich n e t.

L a u t der E rgebn isse  d er A bhand lung  [1] is t  die prak tische U m rech n u n g  
in  fo lgenden  sieben S c h ritte n  auszuführen  :

1. Ar] =  r] — 1]0

2 - ( A y )  =  p A t ]  +  qAÇ

3. B erechnung  des W ertes m

4. A y ' =  m {Ay)

5. B erechnung des W ertes d ö  =  (A 2

6. A y "  =  A x ' dó

7- у  =  Уо +  A y ' +  A y "

W O

p  =  c o s  ( g 0l —  ^ 0 2 ) q  =  s i n  (/“ 01 — /“ 02)-

D er U m stan d , dass d ie  O rig inalfläche d e r  stereographischen P ro je k tio n  
b zw . d e r  Z y lin d erp ro jek tio n  eine dem  E llip so id  zugeordnete K ugel m it  m i t t ­
le re m  K rü m m u n g sh a lb m esser is t, w äh ren d  d ie  O riginalfläche d er Gauss—  
K rügerschen  P ro jek tio n  d as  E llipsoid selber i s t ,  m uss beim  W ert m  in  B e tra c h t 
gezogen  w erden, w äh ren d  d er U m stan d , dass d ie  erw ähn te  K ugel m it m ittle re m  
K rü m m u n g sh a lb m esse r zu  einem  anderen  E llip so id  gehört als d ie Gauss— 
K rügersche  P ro jek tio n , in  den  W erten m  u n d  d ö  zum  A usdruck k o m m en  w ird .

*

E s sei zuerst d er F a ll b ehandelt, wo das I .  System  die konforme Z y lin d er­
pro jek tio n  ist u n d  v o rläu fig  die E llip so id v erän d eru n g  ausser a c h t gelassen, 
bzw . angenom m en w ird , dass die O rig inalfläche d e r  Z ylinderpro jek tion  d ie  K ugel

2lf =  f - f 0

(Ax) =  — qAr] -(- pAÇ  

A x ' =  m (Ax)

- ^ 1)
A x "  =  — A y ' dó 

x  =  x 0 +  A x ' A x "
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m it m ittle rem  K rüm m ungsrad ius desselben E llipso ïdes is t, zu dem  d ie  Gauss—  
K rügersche P ro jek tio n  gehört. Als A n sch lu ssp u n k te  sollen a u f d em  g anzen  
G ebiete alle P u n k te  d ienen , die a u f  den  M erid ianen  des E llipsoïdes m it ru n d e m  
G rad w ert b e i gen au  je d e r  zeh n ten  M inute  d e r  geographischen B re ite  liegen. 
Es w ird  s te ts  je n e r  A nsch lusspunk t b e n u tz t, d e r  sich am  näch sten  z u m  u m zu ­
rech n en d en  P u n k te  b e fin d e t.

B ei d e r Gauss— K rügerschen P ro jek tio n  is t  der F a k to r  der L ä n g e n v e r­
ze rru n g  [4, 5, 6] :

m 2 = l  +  ey l +  fA y *  +  g y l  (4)

B ei der konform en  Z ylinderp ro jek tion  h ingegen  la u te t der reziproke W e rt des 
F a k to rs  d er L ängen  V erzerrung [6] :

- L = l - e % — f A P  +  S gn (5)

W O

2 R Ï

Jfc

/ =

У + У "

24 R l  24 R t

А У = У — Уо

f * =  =  f  — f„

des w eite ren  n o ch  :

A x  =  x  —  x0 Arj =  T]— T]0.

D er m it R k  bezeichnete  W ert is t bei der Gauss— K rügerschen P ro jek tio n  b e i dem  
m it den K o o rd in a ten  у  к u n d  Xk c h a rak te ris ie rten  P u n k te  der m ittle re  K rü m ­
m ungsrad ius des E llipso ids, w ährend  er bei d e r Z y linderp ro jek tion  d e m  H a lb ­
m esser d er als O rig inalfläche der P ro jek tio n  d ienenden  K ugel g leich  is t .

B ei d e r o b enerw ähn ten  A nnahm e d e r A nsch lusspunk te  is t  Ar] u n d  A y  
m ax im al 40 000 m , A i  u n d  A x  m ax im al 10 000 m , der höchste W e r t  v o n  y ,  
w enn m an  die B re ite  der Gauss— K rügerschen S tre ifen  höchstens m it 3° a n n im m t, 
120 000 m , wogegen b s i den geodätischen Z w ecken dienenden  Z y lin d e rp ro jek ­
tio n ssy s tem en  i  höchstens 100 000 m  b e trä g t . Som it m ach t also , w en n  das 
le tz te  G lied  d er G leichungen (4) u n d  (5) w eggelassen w ird, selbst d ie  g rösste  
V ernach lässigung  bloss a n d e rth a lb  M illim eter aus.

D ie K o effiz ien ten  e u n d / i n  der G le ichung  (5) sind  in n erh a lb  des ganzen  
Z y lin d erp ro jek tio n sstre ifen s k o n s ta n t, da  sie F u n k tio n e n  der K ugel m it  m i t t ­
lerem  K rü m m u n g srad iu s  sind , welche die O rig in a lfläch e  des System s b ild e t. D ie

10 Acta T echn ics  X T — 2.
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K o effiz ien ten  in  der G leichung (4) sind h ingegen  veränderlich , da sich d er m i t t ­
le re  K rü m m u n g sh a lb m esse r b e im  E llipsoid  je  n a c h  der geographischen B reite  
ä n d e r t .  N im m t m an anste lle  der veränderlichen  W erte  innerhalb  des a u f  dem  
Z y lin d e rp ro jek tio n ss tre ifen  dargeste llten  G eb ie tes M itte lw erte  an u n d  b e n u tz t  
m an  d iese lben  W erte  auch  bei G leichung (5), so lie g t die V ernachlässigung bloss 
au ch  im  äussersten  F alle  in  d er G rössenordnung v o n  einigen M illim etern. W enn  
m a n  d a h e r  M itte lw erte  fü r  e u n d  y  ann im m t, fe rn e r  den  U ntersch ied  zw ischen d er 
K u g e le n tfe rn u n g  u n d  d er en tsp rechenden  e llip tisch en  E n tfe rn u n g  e instw eilen  
n ic h t  b e rü ck sich tig t u n d  gleichzeitig  die G lied e r v ie rte r  O rdnung  w eglässt 
(dies b e d e u te t im  äussers ten  F a ll eine V ernach lässigung  von 1 m m ), d an n  
e rh ä lt  m a n  fü r den Q u o tien ten  d er F ak to ren  d er L än g en  Verzerrung den A u sd ru ck

m =  ^  =  (1 +  gyl + f A y 2) (1 —  еЦ ~ f A Í 2) =  
m 1

=  \  +  e ( y l - H ) + f ( A y 2 - A i 2). (6)

E s se ien  n u n  die K oord inaten  beider System e des A nsch lusspunk tes e in g e fü h rt:

%1 +  e I jo +  y  +  fo +  у
A y  A i

+  f ( A y  +  A i)  (A y  —  A i ) . (? )

N ach  O rd n en  der G leichung gelangt m an zu m  Z usam m enhang

m =  4 • 10~15 (A y  4- A i)  (Ay  —  A i)  +  A  A y  +  B  A i  +  С (8)

wo

A  =  e y 0 В  — —  e i0 С =  1 +  e(y20 -  lg). (9)

D er M u ltip lik a to r des e rs te n  Gliedes der G le ich u n g  (8) s tam m t d ah er, dass 
an g e n ä h e r t  g ilt :

—  + / ~ 4  • IO "15. (10)

Z w ischen der als O rig inalfläche der k o n fo rm en  Z ylinderpro jek tion  d ien en ­
den  K u g e l u n d  dem  E llip so id  s te llt in  U n g arn  —  wie bereits e rw äh n t —  die 
G ausssche  konform e K ugelp ro jek tion  m it m in im a le r  L ängenverzerrung  die 
V erb in  d u r  g dar. In U r garn  b e trä g t die grösste  A bw eichung des L inearm cdu ls 
von  d e r  E in h e it  bloss e tw a  1/4 000 000. D em en tsp rech en d  is t auch bei d er d u rch  
die W e rte  Ar]max =  40 000 m  u n d  A i max =  10 000 m b estim m ten  grössten  
E n tfe rn u n g  dmax ~  41 400 m  die D ifferenz zw ischen  der Kugel- u n d  e llip ti­
schen  E n tfe rn u n g  im  äu ssers ten  Falle bloss 10 m m .
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Diese geringe D ifferenz d a r f  w ohl u n te r  den erw ähn ten  U m stä n d e n  in  
U ngarn  v e rn ach lässig t w erden. W ollte  m a n  sie ab er dennoch in  B e tra c h t ziehen, 
so is t d er K oeffiz ien t А , В  u n d  C  des u n te r  (8) ausgedrückten  W erte s  m noch  
m it dem  a u f  den  A nsch lusspunk t bezüg lichen  L inearm odul d e r G anssschen 
konform en K ugelp ro jek tion  zu d iv id ie ren . E s is t überflüssig, die D iv ision  auch  
m it dem  e rs ten  G lied d er Form el fü r  m  au szu fü h ren .

D ie F orm el d er R ich tu n g sred u k tio n  a u f  der Gauss— K rügerschen  P ro ­
je k tio n  [4, 5, 6] la u te t  wie folgt :

A 2 =  —  а у к Д х  -f- bA xA y  (11)

D ie R ich tu n g sred u k tio n  der Z y lin d erp ro jek tio n  [6] is t :

w obei

A1 =  -f- aikArj —  bAÇArj —  . .

« =  - 2-  u n d  b = — G—
2 R l  12R'(

( 12)

is t .
D ie w eiteren  G lieder der F o rm el d e r R ich tungsreduk tion  k ö n n en  w eggelas­

sen w erden u n d  bei den W erten  a u n d  b k a n n  auch  —  ebenso wie bei den  W erten  
e u n d /  —  ein m ittle re r  W ert b e n u tz t w erden  (äusserste  V ernach lässigung  1 m m ). 
D er U n tersch ied  der R ich tu n g sred u k tio n  b e trä g t  dem nach  :

dt) =  A 2 —  А 1 =  —  а (ук А х  -f- ffc Arf) -j- b (A x A y  -\-At; Arj) =

+( уо + у  +  (fo +  y ) Лг} 

+  b(Ax A y  A i  Arj). (13)

W enn m an n  die G leichung je tz t  o rd n e t u n d  in  B e trach t z ieh t, dass

—  ( b ----- ------------ 4 • I O '15
e” \  2 )

(14)

d an n  is t die D ifferenz der R ich tu n g sred u k tio n en  :
Г

d ö  =  —  [AAx +  BAr] +  4 • 1 0 -15( 4 y Ax +  AÇArj)]. (15)

In  d ieser G leichung w urde be rü ck sich tig t, dass

a
e (i6 )

10*
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D e r grösste W ert des le tz te n  Gliedes d er G leichung  (15) k an n  0,000 004 
se in . D ie  dem entsp rechende lin ea re  A bw eichung b e i d er E n tfe rn u n g  d max ~  
41 400  m  is t  17 cm . G egebenenfalls kann  d ah er be i an g en äh erten  B erechnungen  
von d ie sem  Gliede abgesehen w erden .

D ie  A bw eichung zw ischen dem  A zim ut der K u g el u n d  dem  des E llipso ids 
is t so g e rin g , dass m an  sie jed en fa lls  vernach lässigen  darf.

B e i d er B erechnung des W ertes m  in  der G le ichung  (8) können anste lle  
des W e rte s  A y  der im  2. S c h ritt  der U m rechnung  bestim m te  vorherige W ert 
(A y), b e i B erechnung  von dö in  d er G leichung (15) anste lle  der W erte A y  u n d  A x  
d ie im  4 . S c h ritt der U m rech n u n g  b estim m ten  W erte  A y ',  bzw. A x ' b e n u tz t 
w e rd en . B e i der B erechnung  von  m  und  dö s ind  d ie e rw ähn ten  K o o rd in a ten ­
d iffe ren zen  in  a u f  M eter ab- oder aufgerundeten  W erten  in  B etrach t zu  z ie h e n . 
Zu d en  U m rechnungen  is t eine Tabelle zusam m enzuste llen , in  der die W erte  

£<n P ■> Ч.1 A , B , C, y 0 u n d  x 0 fü r  jeden  e inzelnen  A nsch lusspunk t in  geson­
d e rte n  R e ih en  angegeben w erden  m üssen. D ie W e rte  А , В  u n d  C der T abelle  
so llen  b e re its  den Ü bergang  zw ischen K ugel u n d  E llipso id  en th a lten .

*

E s  sei je tz t  der F a ll b e tra c h te t ,  wo das I .  System  die stereographische 
P ro jektion  is t , wobei auch h ie r die E llip so idveränderung  einstw eilen ausser a ch t 
g e lassen  w erden  soll. Die A n sch lusspunk te  sind  gen au  so anzunehm en w ie im  
v o rh e rig e n  Falle .

B e i e in e r s tereograph ischen  P ro jek tion  is t d er reziproke W ert des F a k to rs  
d e r  L ä n g e n  V erzerrung fü r  d ie  zwei P u n k te  v e rb in d en d e  E n tfe rn u n g  [7, 6] :

w obei

—  =  1 — h ( i l  +  s£! £2 +  I? +  rjl +  r]1 TJ2 - f  rfi) 
m

h
1

12 R 2 •1

(17)

(18)

B eze ich n e t m an die K o o rd in a ten  des A n sch lusspunk tes au f der s te re o ­
g rap h isch en  P ro jek tion  m it u n d  <f0, so w erden die B ezeichnungen der G leichung 
(17) f ü r  d as  den A n sch lu ssp u n k t m it dem  u m zu rech n en d en  P u n k t verb indende 
g e rad e  S tü c k  folgen derm assen  lau ten  :

h  =  fo h  =  h  +  V i =  %  V2 =  Vo +  M  (19)
u n d  so m it w ird

m .
h (3fo +  3£0 A £  +  d f2 -f 3^o +  37rj0Arj +  Ar]2). ( 20 )
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E s seien n u n  die A usdrücke (4) u n d  (20) m ite in an d er m u ltip liz ie rt, w obei jedoch  
in  B e tra c h t gezogen w erden  soll, dass bei der Gauss— K rügerschen P ro jek tio n  

A y
yic =  y 0 -f- —— is t  u n d  dass das le tz te  G lied von (4) vern ach lässig t w erden  d a r f .

B eim  so e rh a lten en  P ro d u k t w erden d ann  die G lieder v ie rte r  O rd n u n g  w eggelas­
sen. B ei der stereog raph ischen  P ro jek tio n  t r i t t  d e r zulässige M ax im alw ert von 
1/10 000 der L ängen  V erzerrung bere its  in  e iner E n tfe rn u n g  von  127 km  vom  
A n fangspunk t in  E rsch e in u n g , be i der stereograph ischen  P ro jek tio n  k ann  
dem nach  als höch ste r W ert von f 0 u n d  r]0 im  allgem einen 130 000 m  angenom m en 
w erden . D as M axim um  d er w eiteren  E n tfe rn  un gsw erte im  P ro d u k t s tim m t m it 
d er n ach  der G leichung (5) an g efü h rten  en tsp rechenden  D a ten  ü b e re in . Diese 
V ernachlässigung lieg t som it selbst im  äussersten  F alle  bloss in  e in e r  G rössen­
o rd n u n g  von ein igen M illim etern . E s is t  zw ar zu  e rw ähnen , dass in  U n g arn  im  
B u d ap este r S ystem  d e r stereograph ischen  P ro jek tio n  der h ö ch ste  W ert von 
! 0 =  200 000 in  u n d  d e r höchste  W ert von rj0 =  300 000 m  b e trä g t, doch  selbst 
bei diesen E x trem w erten  b e d e u te t die b e treffende V ernach lässigung  bloss 10 
M illim eter. Das P ro d u k t la u te t , w enn die G lieder v ie rte r  O rd n u n g  weggelassen 
w erden :

m =  —  =  A - f  B A y  +  CAy2 +  D Ag +  EAr) +  F A p  +  F A P  (21)
m i

W O

А =  1 e У о —  ЗЛ (£ q +  t?o)

В  =  e y 0

D =  —  m 0

C = -------h / = 4  • 1 0 -15
4

( 22)

E  =  —  3 hrj0 F  =  —  h.

F ü r  das V e rh ä ltn is  zw ischen K ugel- u n d  e llip tischer E n tfe rn u n g  gilt 
dasselbe, was b e re its  in  bezug  a u f  G leichung (8) fe s tgeste llt w u rd e . B ei der 
A ufstellung  der T abelle  können  auch  die K oeffiz ien ten  A — F  des A usdruckes 
(21) m it dem  a u f  den  A n sch lu ssp u n k t bezüglichen L in earm o d u l d e r Gauss- 
schen konform en K u g e lp ro jek tion  d iv id ie rt w erden .

D ie R ich tu n g sred u k tio n  bei der stereograph ischen  P ro jek tio n  la u te t  in  
an a ly tisch e r M asseinheit [7, 6] fü r  eine R ich tu n g , die zwei P u n k te  v e rb in d e t :

wo

A  — к  (Çflz

4R2 '

(23)

(24)
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W en n  m an n u n  die Z usam m enhänge  (19) e in fü h rt, d an n  w ird  die R ich ­
tu n g s re d u k tio n  fü r die R ic h tu n g  P 0 — P l :

A i  =  k [ i 0 to0 +  4 v ) - f o  +  A S)ri0] (25)

D er U n te rsch ied  der R ich tu n g sred u k tio n en  aus den G leichungen  (11) u n d  (25) ist:

dô =  A 2 —  A 1 =  (G  —  4 ■ lQ -15A y ) A x  +  HArj +  KAÇ  (26)

wo

G =  - 4 - y 0 =  - R  H  =  - k S 0 K = b ] 0. (27)
Q

D as le tz te  G lied d er G le ich u n g  (21) k an n  im  a llgem einen , das zw eite Glied 
aus d e r  K lam m er der F o rm e l (26) bei an g en äh erten  B erechnungen  weggelassen 
w e rd e n , d a  der grösste E ffe k t des ersteren  bei der u n g arisch en  stereographischen  
P ro je k tio n  insgesam t n u r  1 c m  u n d  der des le tz te re n  n u r  10 cm b e trä g t.

D ie  en tsp rechenden  D a te n  des A nsch lusspunk tes s in d  auch  h ie r in  eine 
T a b e lle  zusam m enzufassen . D ie  in  die Tabelle au fzunehm enden  W erte  A ,  ß ,  
C, D , E  u n d  F  sollen schon  d en  Ü bergang zw ischen K ugel u n d  E llipso id  e n t ­
h a l te n . B ei der B erechnung  des W ertes m  w ird  in  d er G leichung (21) anstelle 
des W e rte s  A y  der im  2. S c h r i t t  d er U m rechnung b e s tim m te  vorhergehende W ert 
(A y ), b e i B erechnung von dd  in  der G leichung (26) anste lle  der W erte  A y  und 
A x  d ie  im  4. Schritt der U m re c h n u n g  b estim m ten  W erte  A y ' bzw . A x ' ange­
w a n d t .  Z u r B erechnung v o n  m  u n d  dd m üssen d ie  e rw äh n ten  K o o rd in a ten u n ­
te rsc h ie d e  in  M etern auf- o d e r  abgerunde t in  B e tra c h t gezogen w erden.

*

W e n n  der positive A rm  d e r x -Ä chse des Z y lin d erp ro jek tio n ssy stem s bzw. 
des s tereograph ischen  P ro jek tio n ssy s tem s in  d ie en tgegengesetzte  R ich tung  
z e ig t a ls  d er positive A rm  d e r  x -Achse des Gauss— K rügerschen P ro jek tio n s­
sy s te m s  (d ies is t in  U n g arn  d e r  F a ll, wo der positive  A rm  der ic-Achse der stereo­
g ra p h isc h e n  u n d  Z y lin d erp ro jek tio n ssy stem e n a c h  S üden , der der Gauss— K rü ­
g ersch en  System e hingegen  n a c h  N orden w eist), d an n  is t

p  =  cos (ju01 —  /t02 +  180°) q =  sin  (/%  —  p 02 +  180°). (28)

W en n  die O rig inalfläche  d e r Z y linderp ro jek tion  bzw . d er stereographischen 
P ro je k tio n  eine einem  a n d e re n  E llipsoid zugeo rdnete  K ugel m it m ittle rem  
R a d iu s  i s t  als jenem  E llip so id , zu  dem  das Gauss— K rügersche S ystem  gehört, 
d a n n  t r i t t  noch eine geringe V erän d eru n g  der im  obigen abgele ite ten  E rgebnisse 
e in . D ie  eine V eränderung  s ta m m t daher, dass sich dasselbe T riangu lie rungsne tz , 
w enn  m a n  es von einem  E llip so id  au f das an d ere  ü b e r trä g t, im  allgem einen
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v e rd re h t, d . h . dass sich  d ie  A zim ute der N e tz se ite n  u n d  dem en tsp rech en d  auch  
ih re  R ich tungsw inke l v e rän d ern . D er G le ichung  (28) gegenüber g ilt d a h e r :

p  =  cos (p0l —  p 02 +  E +  180°) q =  sin  ( p 0 l  —  p 02 +  e +  180°) (29)

bzw . w enn im  I . u n d  I I .  System  der positive  A rm  der я -Achse in  d ie  gleiche 
R ich tu n g  w eist :

P =  cos (p01 —  p 02 +  e) q =  sin  (p0l — p 02 +  e), (30)

wo e der W ert des W inkels der erw ähn ten  V e rd reh u n g  beim  A n sch lu ssp u n k t is t .  
D ie zw eite V erän d eru n g  e rg ib t sich d araus, d ass  d ie  E n tfe rn u n g  zw eier e in a n d e r 
en tsp rech en d er P u n k te  a u f  dem  einen E llip so id  an d ers  is t als au f dem  a n d e ren . 
D ies k an n  so b e rü ck sich tig t w erden, dass die K oeffiz ien ten  der G leichungen  (8) 
bzw . (21) be i der Z u sam m enste llung  der T a b e lle  n och  m it dem  Q u o tie n te n  der 
heim  A n sch lu ssp u n k t den zwei E llipsoiden zu g eo rd n e ten  m ittle ren  K rü m m u n g s­
halbm essern  m u ltip liz ie rt w erden.

Im  F alle  zw eier versch iedener E llipso ide n im m t m an die A n sch lu ssp u n k te  
a u f  den  M erid ianen m it ru n d em  G radw ert des einen  Ellipsoides a n , u . zw. 
zw eckm ässig a u f denen  des als O rig inalfläche d e r Gauss— K rügerschen P ro je k ­
tio n  gew ählten  E llipsoides. S elbstverständ lich  m uss fü r jeden  einzelnen A nsch luss­
p u n k t die A bw eichung zw ischen den zu den  zw ei E llipsoiden gehörenden  geo­
g raph ischen  K o o rd in a ten  festgeste llt w erden . Sow ohl dies als auch  d e r W ert 
des D rehungsw inkels e lä ss t sich durch  In te rp o la tio n  zwischen den  im  a lten  
u n d  neuen  T rian g u lie ru n g sn e tz  einzeln b e s tim m te n , in  der N a tu r je d o c h  id en ­
tisch en  P u n k te n  b erech n en . D ie In te rp o la tio n  b ra u c h t jedoch  bloss fü r  die 
v e rh ä ltn ism ässig  geringe A nzahl der A n sch lu ssp u n k te  ausgeführt zu  w erden  
u n d  n ic h t fü r  jed en  auszurechnenden  P u n k t ; sie w ird  übrigens auch  d u rc h  die 
regelm ässige A n o rd n u n g  der A nsch lusspunk te  v ere in fach t, wobei d iese R egel­
m ässigkeit in  der A n o rd n u n g  auch als K o n tro lle  der au f die A n sch lu ssp u n k te  
bezüglichen tab e lla risch en  D aten d ien t.

*

Als B eispiel seien schliesslich die a u f  e in e r schiefachsigen ko n fo rm en  
Z y lin d erp ro jek tio n  b es tim m ten  K o o rd in a ten  eines geodätischen F ix p u n k te s  
a u f  je n e n  Gauss— K rügerschen P ro jek tio n sstre ifen  um gerechnet, d er d e r  S telle  
des P u n k te s  e n tsp ric h t. D ie O rig inalfläche d e r Z y linderp ro jek tion  is t  e in e  dem  
Besselsehen  E llip so id  zugeordnete  K ugel m it  m ittle rem  K rü m m u n g srad iu s , 
w äh ren d  die O rig inalfläche  der Gauss-—K rügerschen  P ro jek tion  d as  K ra-  
sow skysche  E llip so id  is t.

D ie K oordinaten der Zylinderprojektion des um zurechnenden Punktes lau ten  :

П =  — 206 305,750 m I  =  — 75 104,160 m.
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In  der T a b e lle  finden sich für den am nächsten zum  Anschlusspunkt gelegenen P unk t die fol­
genden  D a ten  : t

[ Vo =  — 218 212,989 Í0 =  — 78 288,029
p  =  -  0,999 703 345 q =  — 0,024 356 151
A  =  +  920 062 • Ю- i 6 7 В  =  +  962 113 • 1 0 -1

C =  +  0,999 993 560
y 0 =  +  74 866,275 Xq =  5 300 473,726

(D ie  B erechnung von p  und q geschah m it Gleichung (29) au f Grund der D aten /<01 — -f- 2° 08' 
10 ,7398" , /<02 =  +  0° 44' 28,4261" und e =  - f  2,0000". D ie  W erte von A , B , und C en th a lten  
b ereits d en  E ffekt des Ü berganges von  der K ugel a u f das Besselscbe  E llipsoid  und v o n  diesem  
a u f das K rasow skyscbe  E llipsoid .)

D ie  Umrechnung erfolgt in  den zu ihrer praktischen  Ausführung m itgete ilten  sieben  
Schritten .

1. Schritt (Berechnung der K oordinatenunterschiede auf der Z ylinderprojektion):

A rj =  +  11 907,239 A Í  =  +  3 183,869

2 . Schritt (nach erfolgter Transform ation B erechnung der vorhergehenden K oord inaten­
un tersch iede  auf dem Gauss—Krügerschen Projektionsstreifen) :

(A y )  =  — 11 981,253 (A x)  =  — 2 892,910

3. Schritt (Berechnung des W ertes m) :

4  • 1 0 -16[(dy) +  A i ]  [(A y) — A i ]  =  +  0,000 000 534
A (A y)  =  — 0,000 011 023 
B (A x) =  +  0,000 003 063 
C =  +  0,999 993 560

m =  0,999 986 134

4 . Schritt (Berücksichtigung des W ertes m) :

A y '  =  — 11 981,087 A x ’ =  — 2 892,870

5. Schritt (Berechnung des W ertes dö) :

A A x ’ =  — 0,000 002 662 
BAr} =  +  0,000 011 456 

4 • Ю- i s  (Ay> A x '  - f  Art A j )  =  -f- 0 ,000 000 290

dô =  — 0,000 009 084

6 . Schritt (Berücksichtigung des W ertes dô) :

A y "  =  +  0,026 A x"  =  — 0,109

7. Schritt (Berechnung der G auss—Krügerseben  K oordinaten) :

y 0 =  - f  74 866,275 
A y ’ =  — 11981,087  
A y "  =  +  0,026

y  =  62 885,214 m

x0 = 5  300 473,726 
A x ’ =  — 2 892,870 
A x "  =  — 0,109

ж =  5 297 580,747 m

D ie  Um rechnung von  der stereographischen P rojek tion  auf die Gauss—K rügers che Pro­
jek tio n  gesch ieh t auf ähnliche W eise, selbstverständlich unter Benutzung der diesbezüglichen  
T a b e lle  un d  der entsprechenden Form eln zu Berechnung von  m  und dô.
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ZUSAM MENFASSUNG

In Ungarn wurde b is je tz t  bei den geodätischen Arbeiten die stereographische Projektion  
und die schiefachsige konform e Zylinderprojektion verw endet, auf die vom  B esseischen Ellipsoid  
m it der konformen D oppelprojektion übergegangen wurde. Im  Zusammenhänge m it der E n t­
w icklung des neuen H aupttriangulierungsnetzes geht m an jetzt auf die G auss—Krügerscbe  
D arstellungsw eise über, w obei als O riginalfläche das E llipsoid  nach Krasoiesky  gew äh lt wurde. 
Es s te llt  sich nun das P roblem , au f w elche W eise die Um rechnung vom  alten  Projektionssystem  
auf das neue am einfachsten und schnellsten ausgeführt werden kann. D ie unter [1] angeführte 
Arbeit enthält die Prinzipien, die in  den Abhandlungen [2] und [3] w eiterentw ickelt wurden ; 
diese werden jetzt zur U m rechnung von der stereographischen Projektion bzw . v o n  der konfor­
m en Zylinderprojektion a u f die Gauss—K rügerscbe  Projektion ausgedehnt. H ierbei wurde auch 
der U m stand in Betracht gezogen, dass die O riginalfläche unserer stereographischen und Zylin­
derprojektionssystem e eine einem  anderen E llipsoid  zugeordnete K ugel m it m ittlerem  Krüm ­
m ungshalbm esserist, a lso jenes E llipsoid , das die O riginalfläche unserer auf der G auss—Krüger­
seben  Projektion beruhenden System e bildet.

ПЕРЕСЧЕТ СО СТЕРЕОГРАФИЧЕСКОЙ ПРОЕКЦИИ 
И С КОНФОРМНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПРОЕКЦИИ НА ПРОЕКЦИЮ

ГАУССА- КРЮГЕРА

Д-р техн. наук И. Хазаи 

Р е з ю м е

До настоящего времени в Венгрии в геодезии применялись стереографическая 
проекция и кривоссная кенфермная цилиндрическая проекция, переход на которые с 
эллипсоида Бесселя осуществлялся при пемещи д е о й н с й  конформной проекции. Сейчас 
одновременно с развитием новей государственной триангуляционной сети осущест­
вляется переход на систему отсбражения по Гауссу— Крюгеру, и в качестве базисной 
поверхности берется эллипсоид Красовского. Возникает вопрос, каким образом можно 
проще и быстрее всего осуществить пересчет со старых систем проекций, применяв­
шихся в Венгрии, на новую систему проекций. Принципы, — излагавшиеся в работе, 
обозначенной цифрой [1] в списке литературы, и развитые в работах [2] и [3],— сейчас 
распространены на пересчеты со стереографической проекции и с конформной цилинд­
рической проекции на проекцию Гаусса— Крюгера. Принято во внимание и то обстоя­
тельство, что базисная поверхность систем со стереографической проекцией, а также 
цилиндрической проекцией является шаром со средним радиусом, относящимся к 
эллипсоиду, отличному от эллипсоида шара, представляющего собою базисную поверх­
ность систем проекций Гаусса—Крюгера.
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CO NV ERSIO N OF ST E R E O G R A PH IC  AND CONFORM AL CYLINDRIC PROJECTIONS  
TO T H E  GAUSS—K RÜG ER SYSTEM

Prof. I. HAZAY 

D. of Eng. Sc.

SUMMARY

H ungarian geodetic w ork has hitherto applied the stereographic and the conformal 
c y lin d r ic  projection w ith oblique a x is , by conversion to these system s through conformal double 
projection  from the Bessel e llip so id . Along with the developm ent o f the new first-order triangu­
la t io n  network the Gauss—K rüger projection m ethod has been  adopted and the K rasowsky  
e llip so id  chosen for surface o f reference. The problem arises how  conversion from the old  pro­
je c t io n  system s to the new one co u ld  be sim plified and m ade m ore expeditious. Principles e x ­
posed under [1] of References, developed  in papers [2] and [3], are extended in this paper to  con­
version s from stereographic and conform al cylindric projections to the Gauss—Krüger system  
a s w e l l . l t  has been considered also  th a t  the surface of reference o f our stereographic and cylindric­
al projection  systems is a sphere o f  medium radius corresponding to an ellipsoid different from 
th a t form ing the surface o f reference of our Gauss—Krüger projection system .

CONVERSION DES PRO JECTIO NS STÉ R É O G R A PH IQ U E  ET CYLINDRIQ UE- 
ORTHOM ORPHIQUE À LA PROJECTION D E  G AUSS—K RÜG ER

I. HAZAY 

D eur des Sc. Techn.

RÉSUMÉ

Les travaux géodésiques de la  Hongrie ont appliqué ju sq u ’à m aintenant la  projection  
stéréographique et de la projection  cylindrique-orthom orphique à axe oblique auxquelles on 
a v a it  passé partant de l ’e llipsoïde de Bessel par double projection orthomorphique. E n dévelop­
pan t le  réseau de triangulation de prem ier ordre, on a adopté le  systèm e de projection de Gauss — 
K rüger et* choisi l ’ellipsoïde de K rasow sky comme surface de référence. Il se pose le  problèm e 
com m ent la  conversion des anciens systèm es des projection au nouveau système peut être effec­
tuée de la  manière la plus s im p le  e t  la plus rapide. Les principes exposés sous [1], développés 
plu s a v an t dans les études [2] e t  [3], sont étendus ici aux conversions des projections stéréo- 
graphiques resp. cylindriques-orthom orphiquesà la projection de Gauss — Krüger. On a égalem ent 
ten u  com pte du fait que la  surface de référence de nos systèm es de projection stéréographique 
e t cylindrique-orthom orphique e s t  une sphère au rayon m oyen  appartenant à un ellipsoïde  
d ifférent de celui qui sert de surface de référence à notre systèm e de projection Gauss — Krüger.
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1. Introductory

The structural designer, who not unfreqeuntly m eets problem s correlated w ith  the dyna­
m ics o f  girders, usually  solves these by em pirical and roughly approxim ating calculations, in  
great contrast to the refined analysis w ith  which he treats even  m inor statical problem s. This 
different em phasis la id  on problem s o f statics and dynam ics is  due to  his educational back­
ground ; neither college nor postgraduate training of c iv il engineers deals adequately w ith  the  
dynam ics o f  girders, and if  literature on th is subject ever reaches the practical designer, i t  remains 
incom prehensible to him .

M echanics has long furnished the necessary basis for girder dynam ics, and the m echanical 
engineer, whose problems are more c losely  related w ith  dynam ics, has successfully solved some 
problem s. On the other hand, the introduction of dynam ics in to  structural engineering practice 
has been retarded by the lack  o f sim ple form ulations o f so lution  m ethods, close to the sphere 
o f  thought of the c iv il engineer. D ynam ics w ill become a handy too l o f the structural designer, 
when b u ilt up on theorem s and relationships o f kinem atics applied  by him  in statics as w ell, 
and thus made fam iliar to h im . This paper aim s at developing a skeleton o f such interpretation  
o f dynam ics, or rather at the exam ination o f the possib ilities o f  such developm ent.

The basis o f treatm ent is the «E lastic  Point M ethod o f Fram e A nalysis». T his m ethod  
too, is not sufficiently fam iliar to c iv il engineers, but its  basic princip le, the analysis o f girders 
fix ed  a t both ends, w ith  the aid o f point a , is com m onplace. The follow ing treatise is  m ostly  
based on th is principle. In th is  m ethod, point О is the prototype o f e lastic  points, and it  is  there­
fore hoped that this treatise o f the dynam ics o f girders w ill be understood w ithout a thorough  
knowledge o f the m ethod o f e lastic  points. Coupling e lastic  poin ts in parallel and in scries, one 
o f the essentials o f this m ethod, m ay perhaps cause no d ifficu lties in  dynam ics, because m echa­
nics and the theory o f vibrations conventionally  investigate springs connected in  th is  manner. 
K now ledge o f basic principles o f m echanics and of the theory o f vibrations is o f course presup­
posed, and these principles w ill not be further developed and verified. 2

2. The prime girder

T he concept o f th e  prim e g irder w ill also be in tro d u c e d  in  dynam ics. This 
is a can tilev e r g irder f ix e d  in  a t one end  ( Fig. 1 )  a n d  su b jec t to  d y n am ic  effect 
o n ly  on end  B . P o in t В  is w eightless an d  is coupled  b y  a rig id  b a r  to  p o in t a, 
w hich  is th e  .centre o f  g ra v ity  o f  e lastic  forces d s /E J , ds is an  e lem en ta l section, 
a n d  E J  is th e  flex u ra l s tiffness o f  th a t  section o f th e  g ird er. T h rough  th is  linkage 
a n y  m ovem ent an d  v ib ra tio n  o f p o in t В  is closely lin k ed  to  m ovem ents an d  
v ib ra tio n s  o f p o in t a. M ovem ents of one of th e  p o in ts  ensue w ith o u t a n y  o th e r 
in flu en ce  d irec tly  from  m otion  o f th e  o ther p o in t, a n d  a n y  im pulse, like a force, 
a ffec tin g  po in t B , m ay  be regarded  as ac tin g  a t p o in t a.
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A  know n fea tu re  o f p o in t  a  is th a t  forces ac tin g  along i ts  p rin c ip a l axes 
can  m o v e  th e ir  p o in t o f  a t ta c k  o n ly  along th e ir  own line o f ac tion  a n d  canno t

p ro d u c e  an y  ro ta tio n a l e ffec t at th is  p o in t. On th e  o ther h an d , m o m en ts  ac tin g  
on  p o in t  a  produce th e re  b u t  ro ta tio n  a n d  no  tra n s la to ry  effect. T h e  relation  
b e tw e e n  m ovem ents A h , A v ,  a n d  Aq> of p o in t a p roduced  b y  force com ponents 
H  a n d  V  acting  in  th e  d irec tio n  o f m ain  axis h an d  v respectively , as well as b y  
m o m e n t M  :

cm t em it

A h  =  H  ■ J h A v =  V  J v Acp =  M , (1>

w h ere

J „  =  y 2 -
ds

E  ■ J
ds cm 3 

E  ■ J  tem 2

f  ds
ГР ~ J I ~ J

( 2)

M ovem ents o f  p o in t a  a re  consequences o f  e lastic  defo rm atio n  o f g irder 
A — B ,  b u t  form ulae u n d e r  ( 1 ) es tab lish  re la tio n s  betw een  loads a n d  specific

a) t : c.)

Fig. 2

d e fo rm a tio n s  of sim ple sp rin g s (F ig . 2 ) .  T he  re la tio n  betw een  force a n d  th e  
m o v e m e n t produced b y  i t  is  d e m o n s tra te d  b y  th e  lin ea r  sp ring  in  F ig . 2a, and



DYNAMICS OF O IB D E R S 157

th e  m om ent and  th e  ro ta tio n  caused by  i t  is v isua lized  b y  th e  re la tio n sh ip  
betw een th e  load  on th e  sp ira l sp ring  in Fig. 2b a n d  th e  deform ation  o f  th e  la t te r  
ev idenced  b y  an g u la r ro ta tio n . B a r t u n d er to rs io n a l stress in  Fig. 2c is also 
su ch  sim ple spring (to rsion  sp ring). J J v a n d  q> a re  th e  spring  c o n s ta n ts . In  
m echanics a n d in  th e  th e o ry  o f  v ib ra tio n s th e ir  recip rocal values are co n v en tio n ­
al, th a t  is, th e  re la tion

P  — c . e

betw een load  P  on a sp rin g  a n d  its  ch arac teris tic  defo rm ation  e is u sed , b u t 
th is  tre a tise  d ep arts  from  th is  an d  uses fo rm ulae u n d e r (1 ) c u rre n t in  engi­
neering  s ta tic s . I t  is co rrec t to  s ta te  th a t  i f  o n ly  m ovem ents o f  p o in t a are

kV  \V
I I
I I

Fig. 3

sough t for, th e  g irder m ay  be su b s titu te d  b y  sp rings b u ilt  in to  a case accord ing  
to  Fig. 3. T he  concep tion  o f  such  a spring  case w ill be v e ry  help fu l in  th e  fol­
low ing tre a tise , even i f  ev e ry th in g  canno t be im ag in ed  in  connection  w ith  i t .  
T his rem ark  refers to  m asses connected  w ith  v ib ra tio n s  to  be d ea lt w ith , w hich 
can n o t be p laced  reg u la rly  in to  th e  spring case, because an o th e r m ass belongs 
to  each sp ring .

I f  sm all m otions are  o n ly  in  question , force H  ac tin g  in  th e  d irec tio n  of 
m ain  axis h stresses o n ly  th e  sp ring  effective in  th is  d irection , a n d  s im ila rlv  
force V  affec ts on ly  sp rin g s in  th e  d irection  o f p rin c ip a l axis v. T h e  m om ent 
ac ts  on ly  on tw o sm all b a rs  t u n d e r to rsional load . T hese  are jo in ed  to  th e  walls 
o f th e  sp rin g  case in  a m a n n e r  allow ing th em  to  m ove b o th  in  d irec tio n  h and 
in  d irec tion  v an d  offer re s is tan ce  to  ro ta tio n  only . Such a system  is conceivable 
w ith o u t d ifficu lty . P a r ts  o f  th e  spring case d raw n  in  solid lines are  perfec tly  
rig id .

In  th e  analysis o f m o tio n s  o f  p o in t <7 u n d e r s ta tic  load  a tta c k in g  a t  p o in t 
В  or a  th e  g ird er m ay  be rep laced  b y  th e  sp ring  case. T h is rep laceab ility  subsists 
also i f  a v ib ra to ry  m otion  tak es  place for w hich  th e  w eightless g ird e r, or th e
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case  o f  p o in t a provides th e  sp rin g  system . T h e  case is d ifferen t i f  m ovem ents 
p ro d u c e d  b y  some e x te rn a l e ffec t are analyzed , fo r in stan ce , b y  d isp lacem en t o f 
p o in t  in  direction h th ro u g h  a d istance h. T h e  b eam  th a t  also possesses m ass, 
s t a r t in g  from  such p o s itio n , en te rs  in to  h a rm o n ic  v ib ra tio n , i f  th e  in te rn a l 
re s is ta n c e  of the  m a te ria l is  d isregarded , th a t  is , i f  an  ideally  e la s tic  g irder is 
su p p o se d . The case of a w eigh tless  spring is d iffe ren t, th e re in  no  k in e tic  energy 
ca n  b e  sto red  up for la ck  o f  m ass, an d  th e  sp rin g  can n o t pass in to  v ib ra tio n  
e i th e r .  H ow ever, th e  sp rin g  case  can replace th e  g ird e r in  v ib ra tio n  to o , i f  p roper 
m a sse s  are jo ined to  th e  e n d s  o f  th e  in d iv id u a l sp rings. T he m ag n itu d e  o f  such 
m a ss  w ill be sought.

T o  answ er th e  q u e s tio n , th e  «free» v ib ra tio n  w ill be in v es tig a ted , w hich 
p o in t  cr, rig id ly  fixed  to  th e  b e a m , b u t u n d er no  o th e r  re s tra in t, h as  to  perfo rm , 
i f  d isp la c e d  from  its  p o s itio n  in  direction h  th ro u g h  d istance  A h0 == a , a n d  the  
t r a n s la to r y  force is m ad e  to  cease a t th is  p lace  (F ig . 4 ) .

A ccord ing  to  p e r t in e n t  princip les o f th e  th e o ry  o f v ib ra tio n s , b u t  also 
b e c a u se  o f  th e  special p o s itio n  o f  po in t cr in  a s ta tic a l sense, i t  is doub tless  th a t  
th is  p o in t  perform s th e  v ib ra to ry  motion

A h  =  a . cos cot (3)
on  a x is  h , where

со =  2 л  . f (4)
*s t h e  angu la r velocity , a n d
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th e  frequency , or n u m b e r o f  oscillations p er u n it  tim e . H ere T  is th e  period  or 
tim e  sp en t on one v ib ra tio n .

V ib ra tion  is p ro d u ced  b y  p o ten tia l energy  accum ula ted  in  th e  form  of 
in te rn a l stresses d u rin g  d isp lacem ent A h 0. T h e  m ag n itu d e  o f th is  en e rg y  is equal 
to  th e  w ork  p erfo rm ed  d u rin g  d isp lacem en t, th a t  is,

( 6)

In  case of u n d a m p e d  oscillations (such h as  been  supposed above) w ork  is 
n o t lo st, b u t  is p re se n t in  d ifferen t v ib ra tio n  phases, in  d iffe ren t a m o u n ts  o f 
p o te n tia l a n d  k in e tic  energy .

P ro p o rtio n a l to  th e  m ovem ent o f p o in t a  a re  th e  ho rizo n ta l, v e r tic a l and  
ro ta tio n a l com ponents o f  m otion  of a rb itra ry  p o in t К  o f th e  g ird e r (F ig . 4 )i  
m easu red  b y  o rd in a te s  o f  th e  corresponding  in flu en ce  lines (F ig . 4b, 4c, and  
4 d ,)  rjvh Vhhi a n d  r]mi,. D isp lacem ents o f  p o in t К  from  its  o rig inal position  in 
d irec tions V  an d  h, an d  its  ro ta tio n  a t th e  s ta r t  o f  v ib ra tio n , th a t  is, a t  th e  posi­
tio n  w hen p o in t a  is d isp laced  by  d istance  a m easu red  on th e  h ax is

° |’K =  Vvh ' a ahK =  Vhh ■ <1 <*VK — Vmh a ,  (7)

w here rjvi„ r ] i a n d  ï]mh a re  horizon ta l a n d  v e rtic a l d isp lacem en ts, o r t ra n s la . 
tio n s o f  p o in t К  for a —  1 cm.

I f  th e re  is n o  p h ase  sh ift betw een v ib ra tio n s  o f  in d iv id u a l p o in ts  o f the 
g irder, re su ltin g  from  in te rn a l resistances in th e  course of v ib ra tio n , th e  m otion 
o f p o in t К  w ill h av e  th re e  com ponents

VK — t?v7i • о • cos со t
Ьк =  Vhh • « ' cos ш t (8 )
<Pk  =4mh • a ■ cos ft) t.

P o in t K ,  in  c o n tra s t to  p o in t a, possesses m ass too . T h is q u a n ti ty , variab le  
along th e  girder, has th e  value of • ds a t  p o in t K . D uring  m o tio n  k inetic  
energy  is accu m u la ted  in  th is  m ass. H ow ever, th is  m ass w ill acq u ire  velocity  
on ly  in  th e  d irec tions o f  th e  tw o com ponents o f  tra n s la to ry  m otion  ; th e  m ass 
o f p o in t b eh av iou r, p laced  in  th e  cen tre  o f  ro ta tio n , gains no  v e lo c ity  from  
ro ta tio n .

I f  velocity  as f i r s t  deriv a tiv e  of d istance  w ith  respect to  tim e  is d e n o ted  w ith  
sym bols

dvK
vk  = ------ =  —  rjVh • a ■ ft) • sin to t

dt
. dliK
fiK = ------ =  —  rjhh « • oj sin cot,

dt

( 9)
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th e n , in  general, in  a c e r ta in  phase  of the v ib ra tio n , a t  p o in t К  th e  m ag n itu d e  
o f  k in e tic  energy

d E K =  ( r2K+  fi2K) ■ d s . (10)

P o in t К  has no p o te n tia l  energy  an d  possesses o n ly  k ine tic  en erg y  w hen , 
in  th e  course of v ib ra tio n , it  a rriv e s  a t its  o rig inal, p re-osc illa to ry  positio n , th a t  
is , i f

л  3 5
CO * t -— '■ у ■ J L ̂  ^

2 2 2

w h en

i>K — —  Vvh ' a ■ со h K =  —  r\hh ■ a ■ to ■ (11)

I n  th is  position th e  k in e tic  energy o f a n y  p o in t К  o f th e  g ird e r has to  
be id e n tic a l w ith  th e  p o te n t ia l  energy u n d er (6 ), or

в  в

J
a 2 . (у2 г*

d E K --------- -— - ■ I (r j \ h ■ m K +  r)2hh ■ m K) ds . (12)

A A

T h is  in te g ra l assumes a s im p le  form  if m ultip lied  a n d  d iv ided  b y  v alue  g  o f the  
a c c e le ra tio n  of g rav ity . I n  th is  case

J1’vh
A

■ m K +  y f hh • m K) d s --------
g

В

• j" ( v 2vh +  V2hh) dG =  S h

A

(13)

w h ere  dG  is the w eight o f  a  g ird e r  elem ent o f ds le n g th . In  th e  s ta tic a l sense th e  
in te g ra l  is 1 /g tim es th e  e f fo r t  (m ass of a w eight) calculable from  th e  lo ad in g  
o f  th e  g irder w ith th e  a id  o f  an  influence line th e  o rd in a tes  of w hich h av e  th e  
v a lu e s  o f

F in a l ly  as a result

П =  r\\h  +  V2hh ■

2
■ s h

(14)

(15)

a n d , s ta r tin g  from  th is  fo rm u la , the still m issing  charac teristics o f v ib ra tio n  
g e n e ra te d  b y  d isp lacem en t A h 0 =  a of p o in t cr

&>

Jh ■ s h
(16)
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a n d  th e  num ber o f rev o lu tio n s m ade in u n it tim e  :

/ _ J _
' J n - S h

(17)

F in a lly  th e  question  o f  w h a t m ass is to  be assigned  to  th e  sp ring  o f d irection  
h an d  co n stan t Ji, p laced  in to  th e  case o f p o in t q> to  tu n e  i ts  oscillation  to  th a t  of 
th e  g irder, m ay he answ ered . I t  is know n from  th e  th e o ry  o f sp ring  oscillation 
th a t  d u rin g  oscillation  o f  a sp rin g  o f m ass m ri„ th e  re la tio n  betw een  angu lar 
ve locity  an d  sp ring  c o n s ta n t

со =
1__

m rh ' J h

F ro m  resu lt u n d e r  (16) follows

m rh =  Sfr (18)

S tru c tu ra l en g ineering  p rac tice  generally  ca lcu la tes w ith  sections of 
f in ite  value As an d  w ith  la rg e r or sm aller c o n cen tra ted  loads. In  th is  case th e  
in teg ra l o f eq u a tio n  u n d e r  (13) degenerates to  su m m atio n  an d

m rh =  S h =  —  • 2 ’ (V2vh +  il2hh) ■ G.
g a

(19)

I t  needs no ex p lan a tio n  th a t  th e  sp ring  o f  p o in t a, o f  ax ia l d irection  v 
m ay  rep lace th e  g ird er in  case o f  v ib ra tio n  to o , i f  i t  possesses a m ass th e  value 
o f  w hich is (F ig . 5 )

1 в
TTirv — Sy — — ■ (T]2VV -(- f]2hv) ■ G.

g A
(20)

T he v ib ra tio n  o f  th e  g ird e r w ill s till be ex am in ed  in  th e  case w hen  angu lar 
ro ta tio n  A(p0 =  a p roduced  a t  p o in t a  induces v ib ra tio n . T he m om en t necessary  
for p roducing  an g u la r v ib ra tio n

11 Acta T echn ica  X /l—'2.
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a n d  th e  work to  be p e rfo rm e d  to  produce m o tion

A 1 a
A o =  —  ------ « =2 cp 2  (f

Ф

M otion com ponents o f  p o in t К  are th e n  (F ig . 6 )

UvK  =  V vm  ' ® a h K  ~  V m h  ’ a  a <pK = = , ? m m  '

F u rth e r  calcu lations p u rsu e d  like in  th e  case o f  d isp lacem en t A h 0 =  a 
g iv e  b ey o n d  doubt th e  r e s u l t  th a t  th e  v ib ra tio n  is p e rfec tly  described  b y  th e  
v ib ra t io n  of the  sp ira l o r  to rs io n  spring of p o in t a i f  th e  m ass o f th e  sp rin g

1 в
ТПгт — Зт =  -  ‘ 'V (ti2vm “Ь ?̂2Лт) ' G. 

g A

(21)
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H ow ever, th is  form ula is incorrec t in  i ts  d im ensions. W hile in  case  o f  for­
ces, th e  o rd in a tes  of in fluence  lines are  u n d e fin e d  num bers, o rd in a te s  r]vm 
a n d  r]i,m are  d im snsional q u a n titie s , th e  d im ension  being u n it le n g th . T h is  is 
th e  case o f  ro ta ry  m otion , w here th e  m ass is know n  to  be replaced b y  i t s  m o m en t 
o f in e r tia . A nd indeed , m vm is th e  m om en t o f  in e r tia  of a m ass, i f  rjvm a n d  rji,m 
are  len g th s . F o r th e  sake o f un ifo rm  n o ta tio n  sym bol m vm, or th e  co n cep t o f 
m ass w ith  an  incorrect d im ension w ill be re ta in e d , for th is  in tro d u ces  no  e rro r 
in  th is  case, b u t, conversely, helps to  genera lize  form ulae.

V ib ra tio n  o f th e  sim ple can tilev er b eam  has th u s  been reduced  to  th e  very  
sim ple a n d  illu s tra tiv e  v ib ra tio n s  o f springs o f  th e  sp ring  case of p o in t or. V ib ra ­
tio n s  o f g irders o f m ore in tr ic a te  b u ildup  can h e re a fte r  also be ca lcu la ted  sim ply , 
i f  th e  g ird e r can  be subd iv ided  in to  several p rim e  g irders coupled to  e ach  o ther. 
W ith  th e  p rim e g irder d em o n stra ted  th is  re q u ire m e n t cannot be co m p lied  w ith  
in  all cases. O th er prim e g irders are  o b ta in e d  i f  th e  ends of the  g ird e rs  a re  no t 
fix ed , b u t  are h inged or su p p o rted  b y  ro ller carriages . In  such case th e  p rim e 
g ird er is o f  special ty p e  in  so fa r as p o in t <7 co incides w ith  the  h inge, o r  th e  h inge 
o f th e  ro ller carriage. T he d e te rm in a tio n  o f p rin c ip a l axes an d  of sp rin g  c o n s ta n ts , 
as well as th e  s ta tic a l so lu tion  o f  th e  p rim e g ird e r  is tre a te d  b y  th e  m e th o d  of 
e lastic  p o in ts  for th e  ca lcu lation  o f fram es. T h is  trea tise  will d is re g a rd  these  
special cases o f th e  general one, its  aim  b e ing  th e  exp lanation  of basic  p rinc ip les.

3. D ynam ic effects

T he p rim e g irder can  be affec ted  b y  d y n am ic  im pulses in  sev e ra l ways* 
b u t  in  each  case i t  w ill be supposed th a t  such  e ffec t takes place on ly  a t  free  end 
В  o f  th e  g irder. T he dynam ic  effect m ay be d u e  to  th e  sudden a t ta c k  o r  rem oval 
o f th e  load , to  its  surge from  0  to  Q, or to  its  decrease from  Q to  0  in  a n  in f in i­
te s im a l tim e , to  th e  ry th m ic  v a ria tio n  o f load , in  w hich  case th e  m a g n itu d e  and 
th e  d irec tion  o f th e  load  m ay  be a fu n c tio n  o f  tim e , i t  m ay be cau se d  also 
b y  d ro p p in g  a w eight from  a ce rta in  h e igh t on  th e  g irder. In  all cases o f  d y n am ic  
effect o n ly  th e  m ovem ents o f  sim ple springs o f  ad eq u a te  m ass lo c a te d  in  sp ring  
case o f  p o in t a  are in q uestion , since th e se  m ovem en ts un ivocally  d e te rm in e  
stresses as w ell as m otions o f th e  g irder. T h e  m o st im p o rtan t p ro b lem  to  be 
solved is th e  d is trib u tio n  o f th e  effect on p o in t В  on to  th e  th ree  sp rin g s  o f  the  
sp ring  case o f  p o in t В  ; th is  know n, th e  p ro b lem  reduces to  th e  d e te rm in a tio n  
o f forces an d  m ovem ents o f sim ple sp rings g en era ted  by  d y n am ic  e ffec ts , a 
sim ple ta s k  o f  v ib ra tio n  m echanics.

N o d o u b t, th e  load  o f  s ta tic  c h a rac te r  h a s  to  be tran sfe rred  fro m  p o in t 
В  to  p o in t a, according to  law s o f s ta tic s . T h e  tw o  po in ts  being r ig id ly  coupled , 
i t  is q u ite  in d iffe ren t a t  w hich p o in t o f th e  r ig id  b a r  th e  force a t ta c k s . I n  case 
o f  th e  g ird e r o f Fig. 7  th e  com ponents o f force Q a ttack in g  a t  p o in t В  t r a n s ­
fe rred  to  p o in t a  are

I I  — Q • cos a V  =  Q • sin  a M  =  Q • p  . (22)

11*
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T h e se  forces su d d en ly  lo ad  the  springs o f  p o in t  a, i f  load Q a tta c k s  a b ru p tly , 
or v a n is h  therefrom  in  an  in f in ite ly  short tim e , a t  th e  sam e ra te  as force Q does, 
th a t  is , such  forces a t ta c k  th e  springs at th e  sam e  ra te  a t w hich load  Q v a ries .

F ro m  th e  th e o ry  o f  v ib ra tio n s  of sim ple sp rin g s  i t  is know n th a t  th e  stress 
p ro d u c e d  b y  sudden re liev in g  o f the  spring is n o t  g re a te r  th a n  th a t  g en era ted  b y  
su d d e n  rem oval of a s ta t ic  load . On the o th e r  h a n d , sudden loading produces

Fig. 7

s tre ss  o n  th e  spring doub le  o f  th a t  generated  b y  a  g radually  applied  s ta tic  load . 
F ro m  th is  follows th a t  i f  th e  load  is applied  su d d e n ly  to  the  prim e g ird e r, th e  
s tre s s  in  i t  will also be  d o u b le  o f  th a t p ro d u ced  b y  s ta tic  loading. A n essen tia l 
d iffe ren ce  betw een su d d en  rem o v al and  su d d en  ap p lica tio n  of th e  load  is th a t ,  
w h en  th e  load is rem oved , th e  springs of p o in t a  o n ly  possess m asses calcu lab le  
b y  fo rm u lae  (19), (20) a n d  (21), whereas a t  su d d e n  loading  th e  m ass o b ta in e d  
fro m  th e  quo ted  fo rm ulae  fo r th e  load at p o in t В  h a s  also to  be considered. T h is 
m ass , how ever, a ffects o n ly  v ib ra tion  su b se q u e n t to  loading.

I t  is s im ilarly  kn o w n  fro m  th e  v ib ra tio n  th e o ry  o f simple springs, t h a t  th e  
s tre ss  on a spring increases in fin ite ly , if  th e  f lu c tu a tio n  of force Q is in  phase 
w ith  th e  n a tu ra l freq u en cy  o f  th e  spring, o f v a l u e / u n d e r  (17). F rom  th is  m a y  be 
in fe r re d  re la tive  to  th e  g ird e r , th a t  the d an g ero u s s ta te  o f resonance subsis ts
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a lready , i f  th e  f lu c tu a tio n  o f force Q coincides w ith  th e  fu n d am en ta l frequency  
o f  one o f th e  springs of p o in t a. B y  th e  w ay i t  has to  be p o in ted  o u t th  st a 
g ird er does n o t uncond itiona lly  fa il in  case o f  resonance, fo r  th e  p e r tin e n t 
calcu lations hold only  for oscillations o f sm all am plitude , an d  a fte r  th e  devel­
opm en t o f ce rta in  larger m ovem en ts th e  s tru c tu re  w ould be p u t  o u t o f  tu n e , 
even in  th e  case o f d isregard  of u n tu n in g  b y  in te rn a l resistances o f th e  girder.

T he case w hen th e  g ird er is s tressed  b y  load  Q d ropped  from  h e ig h t q, 
calls for special exam in a tio n  (F ig . 8 ) .  A t th e  s ta r t  o f load ing , th e re fo re , lo ad  Q

Fig. 9

possesses k in e tic  energy as well, a n d  its  w ork a t th e  in s ta n t of its  im p a c t on the 
g ird er

A  =  Q q = (23)

A special case of im p ac t w ill be exam ined  f irs t  on th e  sim ple sp ring . The 
case is th a t  o f  th e  solu tion  o f  th e  p rob lem  o f Fig. 9. T he  sp ring  possesses m ass 
mT. M ass m q drops on it  a n d  has velo c ity  vq a t  th e  in s ta n t o f  th e  im p a c t. T he 
problem  is to  de term ine  th e  m otion  o f th e  sp rin g  un d er th e  im p ac t.

A t th e  in s ta n t before th e  im p a c t m ass m q possesses k in e tic  energy

_  m , • v 2q 
Fq — —

W ork  can n o t be lost, therefo re  th e  aggregate  k in e tic  energy  o f b o th  m as­
ses, o f  th e  m ag n itu d e  of

E =
rriq  +  m r . . .—1---------------------  • V 1

2
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m u st be  eq u a l to  th a t  p rev io u sly  ca lcu lated , from  w hich  follows th a t  th e  square 
o f  th e  com m on v e lo c ity  o f th e  tw o m asses

m q +  m r
(24)

V ib ra to ry  m o tion  o f th e  com bined m asses s ta r ts  a t in itia l velocity  v. A t 
th e  in s ta n t  o f im p ac t th e  m ass has only  k in e tic  energy , because th e  ba lanced  
sp rin g  m ay  be considered  as un loaded . T herefo re , th e  w ork  exciting  v ib ra tio n

A or (m q +  m v) (25)

F u r th e r  analysis is  d eriv ed  from  th e  th e o ry  o f sp ring  v ib ra tio n s. I f  th e  
sp rin g  c o n s tan t is c, th e  am p litu d e  of th e  in d u ced  harm onic  m otion, th e  value 
o f w h ich  is in d ep en d en t o f  m ass m r p u t in  m o tio n  a t  th e  im pact :

a =  ][2 ■ A or ■ c (26)

a n d  th e  an g u la r ve lo c ity  o f  oscilla tion  :

m —
1

(m q +  m r) c
(27)

w hich  is a lready  a fu n c tio n  o f  the  above m en tio n ed  m ass too. In  th e  course of 
v ib ra tio n  th e  m ax im u m  force developed b y  th e  sp ring

P
a

c
(28)

T h is  load will b e  o f zero  value, if  vq =  0 , a n d  th e rew ith  A or =  0 , th a t  is, 
th e  fo rm u la  does n o t in c lu d e  th e  lim it case, w hen  th e  load  is applied  on th e  spring  
w ith o u t drop, an d  th e  s ta t ic  load  has to  be considered  separa te ly . Force Q 
ap p lie d  w ith o u t d y n am ic  e ffec t produces th e  m otion

<q =  c ■ Q

on th e  sp ring , an d  th is  m o v em en t y e t com plem en ts th e  value a to  th e  ac tu a l 
v a lu e  o f  a 2 =  eq a. M oreover, th e  d y n am ic  fac to r, o r th e  n u m erica l ra tio  
b e tw een  th e  dynam ic  effect a n d  th e  effort o f th e  s ta tic  lo ad  Q is th e  ra tio  o f th e  
chan g es o f leng th  a , a n d  eq o f the  spring . W ith  value  Q =  m q g  su b s titu te d

0-2

ai

2 A  or * £ 
Q2 ■ c2

1  +
g

[I = -  1 +
m q ■ c

(29)
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T he sam e re su lt is o b ta in e d  i f  value P  u n d e r  (28) is increased  b y  force q 
a n d  th e  th u s  com plem en ted  force is d iv ided  b y  Q. 3

N ow  th e  o rig inal p rob lem  o f im p ac t in  c o n te x t w ith  th e  p rim e  g irder 
can  be fo rm u la ted  in  th e  follow ing w ay. A t p o in t a  o f th e  rig id  bo d y  w ith  end  
po in ts  cr an d  В  th e re  is a sp ring  case th e  th ree  sp rin g s o f w hich possess co n stan ts  

J v a n d  <p, a n d  m asses mr/„ m^,, a n d  m r c a lc u la ted  from  th e  d e a d  w eight 
o f  th e  girder. M ass m q d rops on p o in t В  from  h e ig h t q. T he prob lem  is how  
m o m en tum  m q ■ v  is  d is tr ib u te d  on th e  th ree  sp rings of po in t cr, because  th e  
so lu tion  o f th is  p rob lem  involves th e  solu tion  o f  th e  m otion problem  o f p o in t 
a  th e rew ith  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  stress co n d itions of th e  g irder.

A t th e  im p ac t m asses m qh, m qv, an d  m q collide w ith  m asses mr/„ m™, 
a n d  mr o f th e  sp rings o f  p o in t cr, a n d  a t th e  in s ta n t  o f th e  im pac t th e  velocity  
o f  th e  form er is v qh, v qv, a n d  v q. T h e  m asses, a lread y  possessing ve loc ity , are 
derived , as know n, from  m ass m q o f th e  lo ad  Q d ropped  b y  form ula

m qn - (rj2vn - f  П\ п) m q =  Qn ■ m q . (30)

H ow ever, in  connection  w ith  th e  sp ira l o r to rsion  spring o f p o in t cr th is  
fo rm ula is in co rrec t, as i t  has a lread y  been p o in te d  ou t in  con tex t w ith  fo rm ula  
(21). N o tw ith s tan d in g  n o ta tio n  m q w ill be re ta in e d  here to o , an d  th e  follow ing 
will n o t cause a n y  m ore d ifficu lty , i f  a tte n tio n  is p a id  to  th e  fo rm ula

m q(p ■ w*A  =  —i i -------=  m q<p
2 p 2

b y  w hich th e  w ork in  connection  w ith  m ass m q h as  to  be ca lcu la ted  h e rea fte r, 
since th e  an g u la r ve lo c ity  com pu ted  from  v e lo c ity  v  active a t  d is tan ce  p  from  
th e  sp ring , ft) =  v/p.

A t th e  im p a c t th e  sum  o f w ork  ava ilab le  fo r stressing  th e  sp rings m ust 
eq u a l th e  w ork gained  b y  d ropp ing  load Q (fo rm u la  23), therefore

Qh ■ *n q Vqh
2

a n d  a f te r  s im p lifica tion

;,2• TTlq V qv
+

qv m a v2ч vq _
2 P 2

(31)

Qh ■ tfh  +  6v ■ Vqv +  ~  -vq<p =  V2 . (32)
p 2

T his cond ition  can be fu lfilled  b y  in n u m erab le  w ays. A fu r th e r  p o stu la te  
is, how ever, th a t  th e  dynam ic  in crem en t sh o u ld  be d is tr ib u ted  to  th e  springs 
in  th e  sam e p ro p o rtio n s as th e  s ta tic  load. W ith  o th e r w ords, th e  e lastic  p o in t 
an d  th e rew ith  th e  g ird e r can  have  only  one d y n am ic  factor.

I f  th e  la s t s tip u la tio n  is n o t sa tis fied  fo r th e  tim e  being, a n d  dynam ic  
factors are com pu ted  fo r each  o f th e  th ree  sp rings o f  p o in t a  sep ara te ly  b y  form -
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m u la  (28), an d  springs are  ca lc u la ted  for su p p o sed  loads P/,, P v, a n d  M  due to  
d y n a m ic  effect, and  for com ponen ts of s ta tic  lo ad  u n d er (22), th e  follow ing 
r e s u lts  a re  o b ta ined  :

T h e  stipu la tion  th a t  fih =  y ie ld s  an  equa tion  in c lu d in g  [two
p o s tu la te s  :

Qh • Vqh Qv • Vqv Qtp • ^qtp

Jh ■ cos2 a  J v ■ s in 2 a  p 2 • <p
(34)

T h e  tw o equations are  jo in e d  b y  th a t  u n d e r  (32), an d  th e  d e te rm in a tio n  
o f  v e lo c itie s  v qn is a lread y  a  un ivocal p ro b lem . W ith  factor

J b — Jh. ■ cos2 a - f  J v ■ s in 2 a - f  <p ■ p 2 (35)

re s u lts

eh ■ Vqh
. , Jh-cos2 a _ ;2 2 Jy ■ cos2 « Qv • vq

Qv ■ Vqv =  V
J b

■ (36)

O n th e  o ther h an d , w ith  considera tion  o f  th e  value of Q =  m q ■ g, th e  
d y n a m ic  fac to r is o b ta in ed  u n ifo rm ly  for a ll springs

(37)

w h ere  q is th e  height o f d ro p .

4 . Coupled fram es

U n d e r  coupled fram e is u n d e rs to o d  in  th e  follow ing a s tru c tu re  w ith  all 
s u p p o r ts  fix ed , loaded b y  o n ly  one force w ith  d y n am ic  effect, for th e  tim e  being 
also o f  a  ty p e  which is d issec tib le  in to  p rim e g ird e rs  d ea lt w ith  in  th e  p rev ious
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ch ap te r , b y  cu ttin g  i t  along an  in fin ite ly  sm all circle a t  the  p o in t o f th e  dynam ic  
effect. S uch  are th e  fram es in  F ig 10a an d  11a. T he  fram e F ig . 10a is b u ilt

Fig. Ю

P

p У

N/ c

l\
0

С/ fir s t rep/ocement by e/ostic poin t system G t/e/osfic poin t reptoc/пд girder

Fig. 11

u p  o f p rim e  girders 1. an d  2. d raw n  sep ara te ly  too  in  F ig. 10b, a n d  th e  fram e o f 
Fig. 11a  is com posed of four p rim e  girders (  Fig. l i b ) ,  i. e. is th e  re su lt o f  coupling  
four p rim e  girders.
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T h e  solution o f th e  p ro b lem  of the  fram e  in  Fig. 10a w ith  s ta tic  load 
c a n  b e  ob ta ined  b y  th e  a  p o in t  m ethod, b u t  in  case o f d y n am ic  load ing  th is  
f ra m e  h as  also to  be b u i l t  u p  o f tw o prim e g ird e rs . E ach  o f th e  p rim e girders 
h a s  o n e  p o in t ffn. Sym bols fo r  p rinc ipal d irec tio n s a t  p o in t an are  hn a n d  vn. 
T h e  la s t  p resen ted  fo rm u lae  h o ld  for the  case in  w h ich  th e  positive d irection  
vn is  o b ta in e d  by  coun ter-c lockw ise  ro ta tion  o f  th e  positive d irection  hn b y  angle 
л / 2. A t  each an p o in t th e re  is  a  sp ring  case. Sym bols o f  sp ring  co n stan ts  are Jhn, 
J vn a n d  <pn- Each cr p o in t is  r ig id ly  coupled to  th e  node, u n d e r w hich is u n d e r­
s to o d  th e  junction  of th e  p r im e  girders. Such are  p o in t C in  F ig. 10a a n d  p o in t 
E  in  F ig . 11a. Since th e  m o v e m e n ts  of the  sp rings o f p o in t a p e rfec tly  determ ine  
th e  p la y  of forces of th e  p r im e  girders, i f  th e  can tilev e rs , called  prim e g irders —  
th is  cond ition  being s a tis f ie d  for all of th em  —  are  a tta c k e d  b y  forces only on 
th e i r  free  ends, th e  p rim e  g ird e rs  m ay  be rep laced  fo r analysis  b y  th e  elastic  
sy s te m s  in Fig. 10c, a n d  11c, b o th  in case o f  s ta tic  an d  o f dynam ic  loading.

T hese  elastic sy stem s co nsist of rigid b a rs , d raw n  in  d o tte d  lines in  the  
f ig u re s , rendered e lastic  b y  th e  springs of p o in t cr. T h e  problem  to  be solved is 
th e  d is tr ib u tio n  of lo ad  P  on  to  th e  springs o f p o in t a n, or in  case o f dynam ic  
e ffe c t, th e  mode of m otion  perfo rm ed  by  these  sp rings. T he prob lem  is iden tica l 
b o th  fo r s ta tic  and  for d y n a m ic  loading, a n d  i t  is e ssen tia lly  answ ered  b y  the  
e la s tic  p o in t m ethod o f f ra m e  analysis. The ra th e r  le n g th y  d eriv a tio n s are n o t 
re p e a te d  here,* and  on ly  th e i r  resu lts  are b rie fly  exp la ined . T he crux  o f th e  p ro b ­
lem  is th a t  the m otion  o f  th e  rig id  b ar sy stem  is p e rfec tly  dep ic ted  b y  th a t  
o f  o n e  o f  its  points, or b y  th e  m otion  of an y  o th e r p o in t rig id ly  connected  w ith  
th e  sy s tem , and b y  so -ca lled  paralle l coupling o f  p o in ts  <Jn, a single e lastic  0  

p o in t  is  obtained , w hich , w ith  th e  proper sp rings m o u n ted  on it ,  is f i t  to  be 
in v e s tig a te d  as a sole e la s tic  p o in t. Therefore th is  p o in t is also rig id ly  connected  
to  th e  n oda l point.

C onsequently  i f  th e  ab o v e  conditions are  fu lfilled , th e  sp rings o f po in t 
a n c a n  be  replaced by  th re e  sp rings of point 0 .  C a lcu la tion  has to  deal therefo re  
o n ly  w ith  one elastic  p o in t ,  i. e. on elem ents of F ig . lOd  a n d  l i d  th e  sam e 
p ro b le m s can be an d  m u s t be  solved as a lread y  tr e a te d  in  co n tex t w ith  p o in t 
cr a n d  th e  force a tta c k in g  a t  p o in t B . The locus o f  p o in t 0  an d  th e  sp ring  con­
s ta n t s  are  obtained b y  th e  fo llow ing  calculations acco rd ing  to  ru les o f th e  elastic  
p o in t  m ethod .

a)  The angle of p r in c ip a l d irections of p o in t О m easu red  from  an  a rb itra ry  
d ire c tio n  X is given b y  fo rm u la

tg  2A a
E D n • sin  2  a 'n 
E D n ■ cos 2  a 'n

(38)

* See Chapt. 71. o f th e  b o o k  : Statics of Reinforced Concrete Structures (H ungarian) 
B y  D r. Schwertner.
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II ere

Dm =
J h n

are values com puted  from  spring  c o n s ta n ts  o f  p o in ts  On, connected  in  p a ra lle l, 
an d  angle a n' is su b ten d ed  b y  m ain  d irec tion  hn an d  d irection  x ' (F ig .  12 J.

4 ,

b) In  th e  system  o f coo rd inates x , y  ta k e n  a t  an  a rb itra ry  p o in t O' an d  
defined  b y  m ain  d irections d e te rm in ed  accord ing  to  a ) ,  th e  locus o f  p o in t О is 
de te rm in ed  b y  th e  follow ing coo rd inates :

l 2 rt pnc2
V

A x

sm* a n ^  cos^ a n 

Jhn Jvn
—  V  y n, D n sin a„ -co s  a„

1 s i n 2 an c o s 2 an Ï

V J h n J v n  J

(39)

у  =

cos 2an sin 2 an
—  ’S 'x 'n ■ D n ■ sin a„ ■ cos a n

J h n J , n

X ’ cos2 a n s in 2 a n )

J h n J v n  )

(40)

In  these  fo rm ulae  x 'n an d  y ' n are coo rd inates o f po in ts  crn in  th e  sy s te m  x , y ,  
o f p o in t 0 ,  an d  angles an are su b ten d ed  b y  positive d irections x  a n d  positive  
d irections x  an d  positive d irections hn, t h a t  is,

an = a 'n —  A a .
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с )  The follow ing a re  su ch  constan ts  o f  th e  sp rings o f th e  case a t  p o in t О 
in  th e  case of ap p lica tio n  o f  w hich th e  force a t  th e  node produces th e  sam e 
m o tio n  w ith  no re g a rd  w h e th e r  th e  calcu la tion  is m ade w ith  all springs o f p o in t 
a  o r on ly  w ith  th o se  o f  p o in t 0 .

П  =
1

£ 2bn

l  (pn Jnh Jn v

(41)

J x o —
cos1“ an s in “* an

V Jhn J r

Jyo  ---
1

V sir '  an co sz an 

Jhn Jvn

(42)

(43)

H ere  u n d e r r]n an d  | n are  un d ersto o d  co o rd in a te s  o f p o in t 0  in  th e  system  
h n v„ o f  p o in t On.

d )  T he elastic  p o in t m e th o d  of fram e an a ly s is  has no t dealt w ith  dynam ic  
lo a d in g  an d  therefore  g ives n o  indication  how  from  m asses m n/i, m nv an d  m nm 
o f  th e  springs of p o in t an th e  m asses mox, m oy, a n d  m om o f th e  springs o f p o in t 0  

a re  to  be calcu lated  so t h a t  p o in t 0  shou ld  rep lace  th e  to ta l i ty  o f po in ts  an 
c o n n e c te d  in  para lle l, even  in  case of d y n am ic  effec t. H ow ever, th e  solu tion  
o f  th e  p ro b lem h as been  s im p lif ied  by  th e  foregoing, since th e  question  is answ ered 
b y  th e  sam e reason ing  w h ich  fu rn ished  th e  m asses o f springs of p o in t a  from  
th e  m ass  o f th e  g ird er. W ith  know ledge o f th e  d e riv a tio n  o f fo rm ula (13) m ay  
be  s ta te d  th a t  th e  so u g h t m asses o f springs o f  p o in t O o f d irections л: an d  у  are 
n o th in g  b u t  th e  sum  o f  p ro d u c ts  of th e  sq u a re s  o f  m ovem ents of p o in t On in 
d ire c tio n s  hn a n d v n, re lea sed  b y  m ovem ents Л х  =  1  in  d irection  x, an d  A y  =  1 

in  d irec tio n  y , and  o f th e  m asses associated  w ith  th e se  d irections. T his is fo rm u­
la te d  as follows :

m ox =  27(cos2 an ■ m nh +  s in 2 a n ■ m nv) (44)

m oy — 27(sin2 an ■ m nh -j- cos2 a n ■ m nv) (45)

R o ta tio n  of po in t 0 ,  or a ro ta ry  oscillation p ro d u ced  th e re , affects also spiral 
sp rin g s  o f po in ts a. R o ta tio n  is iden tical a t  a ll p o in ts  of th e  rig id  b a r  system , 
a n d  w ith  observation  o f  th is

ТПот —  (fflnm ~f" " m nh £ n ’ m nv) (46)
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W ith  th is , all d a ta  are  ava ilab le  a lready  for th e  d y n am ic  a n a ly s is  o f 
fram es b u ilt  up in  a sim ilar w ay. A fram e o f m ore com plicated  b u ild -u p , u n d e r 
d y n am ic  load  P, like th a t  o f  F ig. 13a  is s im p ly  solvable b y  th e  m e th o d  of 
e lastic  po in ts . I t  is doub tless th a t  th e  prim e g irders o f th is  fram e u n d e r  d y n am ic  
load , are th e  tw o g irders d raw n in  F ig . 13b. T hese girders m ay  also be  rep laced  
b y  an  e lastic  p o in t each, w ith  sym bols Q j an d  i l , i ,  an d  th e  fu r th e r  an a ly s is  w ill 
deal o n ly  w ith  th e  connection  in  p ara lle l o f these  tw o p o in ts , as in  th e  case of 
th e  fram e o f F ig . 10. E lastic  p o in ts  o f sym bols Q , and  Q ,, m ay  be o b ta in e d  by  
th e  coup lings:

w here in  th e  sym bolic m an n e r o f w ritin g  th e  positive sign m eans p a ra lle l connec­
tio n , th e  negative  sign coupling in  series. T he la t te r  w ill n o t be t r e a te d  in  th is  
p ap e r because it  w ould lead  to  no new  resu lts , a n d  th e  aim  here is th e  d e m o n s tra ­
tio n  o f  general princip les. T he follow ing num erica l exam ples en lig h ten  th e  a p p li­
ca tion  o f these  princip les.

The beam fixed  at both ends o f F ig . 14a is  under dynam ic effect a t point K .  T he steel 
beam  o f 300 mm depth is o f  I shape, sectional area F  =  69,1 cm2, m om ent o f inertia J  =  9800 cm*, 
section m odulus К  =  653 cm3, w eight 54,2 kg/m. The two prim e girders o f the beam  v a lid  under 
dynam ic load , w ith elastic points fJj and a 2 are presented in  Fig. 14b.

0 ,  = O-j +  cr2 

0,1 = a3 +  or4
Ü , — 0 1 —  a5 

® ii — О ,, —  cr6

F ig . 13

5. N um erical exam ple I

Of the spring constants o f point ax J xh =  0 and i f

К

E  =  2 100 000 kg/cm«

A
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Г X2 • d x  300sJ E  J  ~  12 • 2,1 • 9,8 • 10»
=  10,933 • IO-5 kg- 'em .

O f the spring constan ts o f  point o 2, J 2/, =  0 and the other two  

5003
<Pa =

J 2 V  --

2,1 • 9 ,8  ■ 10»

5003
12, • 2,1 • 9,8 • 109

=  24,295 • 1 0 -»  k g- 1 • cm - 1 

=  50,615 - 10—5 kg“ 1 ■ cm.

T he result of parallel connection  of the two poin ts a  is the elastic  point o f sym bol O. This 
a lso  lie s  along the axis o f  th e  beam  and its position is determ ined by the postulate th at it  has to

\Q

О.)

a К

L  i ,-3 .o o  ; I t - 5 .00

h&OO ..........
f 4  \ y \V2

0 1 I //
1 -----------^  ----------------- ----------- i ---------- \B

b.) %c7/í u ....Ы т . . .
j , 1 5 0  ! . 2 .5 0

Fig. 14

lie  a long  the line of action o f  th e  resultant of forces a t po in t a  released by vertical motion  
A v  =  1 cm  of point К . Forces released by motion

у  г =
105

J 1» 10,933
9146 kg

1 1 0 5

=  1976 kg 
V1 +  V2 =  11 122 kg.

T he distance of point О from  p o in t ax

.  1 9 7 6 -4 ,0 0  „ „
11 =  -  11 1 2 2  = 0 ’7U m-

Spring constants of point O, com puted  by formulae (41), (42) and (43).

l 10»
=  6,860 122 • 107

ч> г 14,577

II 7 1 ,l 2 • 106 
10,933 =  4,623 809 • 107
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1 _  1 0 »
ÿ 7 — 24,295

4,116  073 • 107

I» ( 4 0 0 - 7 1 , l ) 2 • 10« 21,373 431 • 107
J„v +  " 50,615 ~  ~  36 ,973  4 3 5 ~ 1 0 7

1 0 -7
<Го “ 36,973 435

=  2,705 • 10-» kg- 1 • c m - 1.

a t =  0 as w ell as a 2 =  0. Therefore from form ula (42) J XQ =  0 and from (43)

cos2a , 10«
J lv  =  10,933

9,146 620 • 103

cos2a 2 106 1 ,975 699 • 103
~~Jiv 50,615 -  ~ ï l ,1 2 2  319 • 103

Jyo — 1 0 - 3

11,122 319
8,991 • 1 0 - «feg- 1 • cm.

W ith spring constants known, reactions o f  th e  beam  to statical load attack ing at point 
К  can be calculated in  the follow ing manner. Loadings a t point О due to load О and the m ove­
ments a t point О released by them

Q0 =  -  1000 kg l0v =  Qo • Jyo  =  -  8,991 • 10~2 cm

M 0 =  — 1000 • (150 -  71,1) =  — 78 900 kg cm 

u 0 =  M 0 ■ <p0 =  — 78,9 • 2,705 • 10-* =  — 213,424 • 10-«.

B y division of loadings at point О results for po in t (T1

213,424 • 1 0 -«M =  _
1 <px 14,577 • 10 -»

— 14 641 kg cm

1
i ]  — —jr («OV fro ' “ 0 Jiv ,)=

10«
T<L933

. ( - 8 ,9 9 1  • 10- 2 + 7 1 ,1  • 213,424 • 10-« =  — 684 kg

and the load com ponents o f point a2

213,424 • 10-«  
24,295 • 10-»“

=  — 8785 kg cm

V2 =  - l - ( eov+  f 20 • co0) =  — ~  ( - 8 ,9 9 1  • 1 0~2 -  328,9 • 213,424 ■ 10-«) =  316 kg.

The com puted load com ponents, w ith  opposite signs, are com ponents o f beam reactions a t point a. 
Therefore at section К  the m om ent

M K =  0,864 • 1,50 — 0,146  =  +  0,880 lm

and at the sam e place the m axim um  stress in th e  beam

88 000
653

=  135 kg/cm2.

For the dynam ic investigation of the beam  th e  m asses o f the springs o f po in ts a  w ill be 
calculated by form ulae (19), (20) and (21). The ind iv idu al points o f the rectilinear girder perform
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o n ly  v ertica l m ovem ents, no horizontal m otion. V ertical beam  m otion resulting from m ovem ents  
A v  =  1 cm  and A<p =  1, influence lin es of com ponents o f  reactions at point a  o f the beam  fixed

9

a t b o th  ends, are presented in  F ig . 15. Inscribed in  th e  figures are also values o f and
l

9

F2r)\m. A t points 1—9 nam ely, beam  weights are id en tica l, w h ile  at point 10, the w e ig h t has 
1

h a lf  v a lu e  on ly . On the portion o f  the beam belonging to  poin t, G2=  0,3 ■ 54,2 =  16 ,26  kg

I

Fig. 15

and a long  th e  section belongingto  poin t а г G2 =  0 ,5  • 54 ,2  — 27,10 kg. W ith observation o f  th is  
as w e ll as o f  the value of g  =  981 cm/sec2 o f the acceleration o f gravity, the m asses a t p o in t a 1

(3,2143 • 1 6 ,2 6 + 1 ,002 • 8,13) =  61,565 • 10- 2 kg ■ cm- 1 • sec2 

3002
m lm  =  - g g j — • 0,3833 • 1 6 ,2 6 + 0 ,502 ■ 8,13) =  758,1 • kg ■ cm • sec2.

The m asses o f springs of point 0 ,  com puted from form ulae under (45) and (46), w ith  considera­
tion  o f  Oj =  a 2 =  0

moy =  (6 1 ,5 6 5 + 1 0 2 ,6 0 8 ) • 10- 2 =  164,173 • 10- 2 kg ■ cm- 1 • sec1 
mom =  (758,1 +  1263,5) =  2021,6 kg ■ cm ■ sec2.
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N atural frequences o f springs o f  point 0 ,  identical w ith  those of the beam (form ula under 17)

1 1 1/  10? =  13 • 1 s e c - 1
■ho ’ moy -  2 • 3,1415 \  8,991 • 164,173

1 1 ] [  109 =  68,06 sec~1
<P o ‘ m om 2 • 3,1415 \  2,705 • 2021,6

Dangerous for resonance is therefore a pulsator placed on the beam at point К  w h ich  repeats 
loading 60 • 13,1 =  786 or 60 • 68,06 =  4114 tim es per m inute.

F in ally  from formula (37) is calculated the loading increm ent due to a load o f Q =  1000 kg 
dropping on the beam from a height o f q. According to form ula (35) values o f J g  are found by  
the follow ing calculation. In th is case a  =  90° (see Fig. 7) and p  — 150,0 — 71,7 =  78,9 cm

J B =  8,991 • 1 0 - 6+ 2 ,7 0 5  • 78,9 2 • 10-» =  10,6749 • 10- 5 k g - 1 ■ cm.

T he sought dynam ic factor com puted by formula (37), since Q =  1000 kg

0  =  1 +
i f  2 • q • 105
\ Tooo • 10,6749

1 +  4,3285 . q .

The weight o f Q =  1000 kg dropped from a height o f  q =  1 cm produces a m axim um  
stress o f  a — 5,3235 ■ 135 =  719 kg/cm2 in  the beam , and i f  the same load drops from  a height 
o f  q =  10 cm, the maximum stress increases to (7 +  4,3285 ■ 3,1623) ■ 135 =  1983 kg/cm 2 already.

6 . N um erical exam ple II

O bject o f analysis is the frame shown in Fig. 16, w hich  is part o f the foundation o f a 
turbine generator. The weight o f the turbine generator and the force due to vacuum  suction  are 
considered to be uniformly distributed on the horizontal cross-piece of the frame. T he rotating  
m ass, w ith  dynam ic effect, is supposed to be concentrated in  the m iddle o f the crosspiece o f  the  
frame. The value of the possible sta tic  load q =  151/7,30  =  20,685 l/m , and the w eight o f  
rotating m asses Ql =  21 t. The num ber o f revolutions of the m achine /g  =  3000/m in. The m achine 
foundation m ay also be loaded by the m om ent of short circuit exerted by a force o f + 3 4  t acting  
on an arm o f  r =  3,33 m.

Corners of the frame and of its  prim e girders are supposed to be perfectly rigid (  F ig. 17). 
T his m eans that for frame sections betw een points 5—6 and 6 —7 J  =  oo. The m om ent o f inertia  
o f  the columns

2 344
J o - - 72 =  2,332 m \

and o f the cross beams

1,00 • 2,703
Js =  12

1,640 m *.

A t e lastic  points a0 o f the e lastic  parts o f the colum ns, i f  the m odulus of e lastic ity  o f  concrete  
E), =  300 000 kg/cm2 =  0,03 t/m 2, J/i0 =  о and

<Po =
5,30

J„ • E b 2,332 • 0,03
0,075 76 • 1 0 -3 • t- 1 • m- 1

• /v'O —• IS 5,30s
12 • J 0 ■ Eb 12 • 2,332 • 0,03

=  0,177 34 • 1 0 - s • i—1 • m.

12 A cta Technica X / l—2.
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A t the elastic point o f  the cross beam of sym bol Og these values are the sam e, Jhg =  
= о and
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Vertical and horizontal distances from A  o f point a a0 — <Jg obtained by coupling in
series.

0,07576 • 2,65 +  0,05081 
0,7576 +  0,05081

6,65
=  4,256 m

0,05081 • 2,40 
“  0,07576 +  0,05081

=  0,963 m.

Second degree m om ents about horizontal (f)  and vertical (tj) axes o f  point a  are according to 
known formulae of m echanics

=  (0,17734 +  0,07576 • 1 ,6062 +  0,05081 ■ 2,3942) • 10 -3 =  0,66394 -1 0  3 t 1 ■ m 

=  (0,02647 +  0,07576 • 0 ,9632 +  0,05081 • 1,4372) • 10- 3 =  0,20165 • 10 3 t 1 ■ m 

C f , =  (0,07576 ■ 1,606 • 0,063 +  0,05081 ■ 2,394 • 1,437) ■ 1 0 3 =  0,29197 • 10- 3«-1 • m.

The slope of m ain axisjof point a, o f direction v, calculated by the known formula of m echan  
ics and not from formula (38)

tg 2 a0 = 2 Or,
Л  -  Jn

1
cos a0

cos a0 —

sin a0 =

1 +  tg 22a0

1 +  COS 2a0 
2

1 — cos 2a0 
2

0,58394 
" 0,46229

1

У 2,595 538

у0,810 354

=  У 0 ,189 647

1,263 146

=  0,620 707 

0,900 197 

=  0,435 485

tga0 —— 0 - 0,483 766.0 cos a0

Spring constants o f point о , that is, sum s of values 9?, as w ell as their m om ents o f inertia about 
the m ain axes are as follows

9?! =  (0,07576 +  0,05081) • 10 3 =  0,12627 • 10- 3 • i- 1 • m ~ l

Jh I =  2  (J i  +  J,i) -  t  ' V z  •/ " )2 ^  =

=  (0,43280 ~  0,37289) • 10- 3 =  0,05991 • 10- 3 t 1 ■ m

Jv\ =  2 (Jf +  Jn) +  Y  y(Ji -  Jr,)2 +  4 Cl, =

=  (0,43280 +  0,37289) • 10- 3 =  0,80569 ■ 10—3 • t- 1 • m.

For further calculations are required the vertical and horizontal m otions of the individual 
points o f  the prime girder frame o f Fig. 17b, induced by rotation al and main directional m ove­
m ents o f  point a, A<p =  1, Ah  =  1 and A v  =  l.These m ovem ents are identical w ith  the influ-

12*
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ence lin e s  o f  the components a t po in t <7 of reaction В  o f the frame, valid  for th e  case o f vertical 
and horizon ta l loads. The system  o f calculation o f these m ovem ents is generally  known and 
w ill  n o t  be treated here, but resu lts are shown in Fig. 18. The same figure has dem onstrated the 
d istr ib u tio n  of the dead w eight o f  the frame (G), the w eight o f the m achine and the condenser 
p u ll (Q ) on individual m em bers o f the frame.

7 <f f  /(///

/
/

*§5
«

Vvh

1
I'v-}«$ § 1 -<S

6
i

7 в  9  Ю И В

Sy
m

bo
l

C oncrete
w eigh t

Machine
weight

Condenser
pun

A 8,2521 0
1 /9 ,6 0 0 1 0
2 /2 ,6961 0
3 /2 ,6961 0

A /2,6961 0
5 /9.859 t 0
6 9.3/6 t /1,9971
7 5 .9361 /7,./691
8 3,2901 /0,3931
9 3.290 t /0,3931

/0 3,290 t /0,3931
/1 3,290 t /0,3931
В 1620 t 5,1721

F ig . 18

Com ponents at point o’ o f  reaction  В  on the prim e girder of Fig. 18 f ix ed  at В  too, are 
d eterm ined  w ith the aid of influence lines.

H B =  Z  (G  +  Q) * Ш  =  +  45,300 t I

Vß — 27 (G -f* Q) • rjvv =  +  27,596 t (47)

M b =  E  (G +  Q) • Vvm =  +  118,577 tm. }
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H orizontal, vertical and m om ent com ponents o f reaction at poin t B , forces acting from le ft to 
right and upward, as w ell as counter-clockwise acting m om ents regarded as positive

В/1 =  H b • sin a0 — Vb  • cos a0 =  — 5,114 t

B v =  — H b • cos a0 — Vb • sin «„ =  — 52,796 I (48)

M  =  M b  — Hb ■ 1,376 -  VB • 3,325 =  — 35,513 tm.

Masses of springs o f point or are determined b y  form ulae (19), (20) and (21). Values of

(rlvn +  Vhn) ' (G +  Q)

F ig. 19

necessary for com puting m asses have been tabulated (T able  I ) .  W ith value of g  =  9,81 m/sec2 
o f the acceleration of gravity  m asses o f the springs o f poin t о

т \ГП —
709,2672

9,81

mj/i =
73,6549 

9 ,8 1 ~

miv —
104,1711

9,81

=  72,300 t ■ m - 1 

=  7,508 t • m 1

=  10,619 t ■ m~ 1

■ sec2

• sec2 •

• sec2 .

Hereafter e lastic  poin ts tr1 and cr2 o f frames w ith  end points A B  and CB  are coupled in 
parallel. The result o f coupling, elastic  point o f sym bol 0 ,w ill  under any circum stances lie  on the 
axis o f sym m etry of the fram e ; and in consequence o f sym m etry , one m ain axis w ill be hori­
zontal and the other vertica l. D istance y 0 o f point 0  from poin t В  can de determ ined from the 
condition that the resultant o f forces released from the spring system s o f rigidly coupled points 
<7, and о2 by horizontal m ovem ent A h —1 has to  pass through point O. H orizontal and vertical 
com ponents o f forces at poin ts <T] and it« produced by th is m otion  and distance y 0 are obtained  
b y  the following calculations (F ig . 19).

я 1 = я 2
cos2a ,

Jhi
sin2aj

Jv 1
0,189467 0,810354 ^
0,05991 +  0,80569 J 10s =  4168,3 t

Уi • sinet! • coscq =  15,4506 • 0,392 022 • 103 =  6057,0 t

У о =  2 •
4168,3 • 2,394 -  6057,0 ■ 2,687  

2 • 4168,3
1,511 т
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TABLE I

Sign G +  Q
t

a =
+ ih m

ß  =
>ivA +  v ‘hh 2 У =  2 Tlvv — f]fiv a  (G + Q) ß  (< i+Q ) У (G +  Q)

A 8,252 0 0 0 0 0 0
1 14,600 0,00780 0,03287 0,00420 0,11388 0,47990 0,06132

2 12,696 0,07879 0,18447 0,03269 1,00032 2,34203 0,41503

3 12,696 0,34375 0,45455 0,11526 4,36425 5,77097 1,46334
4 12,696 1,01003 0,66081 0,27363 12,82334 8,38964 3,47401

5 14,854 2,36206 0,55950 0,51008 35,08604 8,31081 7,57673

6 16,313 4,51733 0,18966 0,81036 73,69120 3,09392 13,21940

7 23,105 4,97539 0,24607 0,85234 114,95639 5,68544 19,69332

8 13,583 5,49961 0,33858 0,89244 74,70120 4,59893 12,12201
9 13,583 6,32Н24 0,48745 0,93412 85,95648 6,62103 12,68815

10 13,583 7,54702 0,69277 0,96988 102,51117 9,40989 13,17388

11 13,583 9,25057 0,89526 0,99329 125,65049 12,16032 13,49186

В 6,792 11,54482 1 1 78,41242 6,79200 6,79200

X 709,26718 73,65488 104,17105

C oordinates o f point 0  in  the sy stem  of coordinates o f points Oj, ff2

=  i?2 =  sin  % • 3,905 +  cos dj • 2,687 =  4,685 m  

Vi — ?2 =  — cos a i  ' 3,905 +  sin dj • 2,687 =  0,718 m.

Spring constants o f  point 0 ,  ca lcu lated  by formulae (41), (42) and (43), w ith  consideration  
th a t  <pa =  <p1, Ji,2 =  J V1, J V2 = J h i,  cos d 2 =  sin 'pl and sin d 2 =  cos

<Po
J L  +  J L + J L U a  .Г.  - J _ + . 0’7182.
<Pi Jht J n )  I 0,12627 0,05991

4 ,6852 I 
0,80569 J• 10s =  87,53456 • 103

10“ 3
Cpn ~  87,53456

1,1424 • 10 3 • t - 1 • m- 1 .

Y alue o f  J Xg is  half of the value o f th e  denom inator included in  formula (42), already calculated. 
H erew ith

Jx  о —
1

2 • 4168,3
=  0,11995 • 10- 3 • r

T he denom inator of formula (43) and  its value

sH^dj cos2d1'i o Í 0,810354 
Jhi +  Jvi  J = 2 { 0,05991

0,189647 f 
0,80569 J 103 =  27,5232 • 103 t

i o - 3
27,5232

=  0,03633 • IO“ 3 • t - 1 m.Jyо =
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From statical loads, w ith ou t dynam ic effects, the loadings on section В  o f the coupled 
fram e o f Fig. 17a are calculated  hereafter as follow s. H orizontal and m om ent com ponents of 
reactions at cross sections В  o f  prim e girders A B  and C B  balance each other. U nbalanced is, 
how ever, the vertical force, th e  value of which is  double o f that found under (48), th a t is, 
В  =  2 • 52,796 =  105,592 t. T his one presents itse lf  as a free force, hence acting downward, 
after the restraint o f fixed -end condition at point В  has been released. Release o f  restraint is in 
connection w ith girder m otion. The sym m etrical frame point В  suffers only vertica l displacem ent 
and the value of this m ovem ent, calculated w ith the aid o f spring constant J y 0 o f  p o in t О

e„ =  В  • Jy0 =  105,592 • 0,13633 • lO“ 3 =  3,836 • 10- 3 m .

B y  the application o f  the elastic  point m ethod it  is found that after releasing th e  restraint 
a t  point B , the alterations o f  forces at point calculated under (47), (signs are ev id en t)

A H B =  -  

A V B =  -

ev • sin cq
Jh\

V • cos a,

3.836 • 0,900197  
0,05991

3.836 - 0,435485  
0,80569

57,639 t

-  2,073 t.

These forces modify in ternal efforts on cross section В  com puted under (4) to  th e  following:

H bo =  — 5,114 — 57,639 • sin a0 -(- 2,073 • c o sa0 =  — 28,349 t

Vb0 =  — 52,796 +  57,639 -cosa0-|- 2,073 • sina0 =  0

M 0 =  -  35,513 +  57,639 • 1,376 +  2,073 ■ 3,325 =  +  50,691 tm.

(49)

Formulae under (44), (45) and (46) y ield  the m asses o f springs o f poin t O, nam ely

m0x =  2 • (0,189647 • 7,508 +  0,810354 • 10,619) =  20,058 t . m - 1 • sec3 
m0y =  2 • (0,810354 • 7,508 +  0,189647 • 10,619) =  16,196 t . m “ 1 - sec3 
mom =  2 ■ (72,300 +  0,7182 • 7,508 +  4,6853 • 10,619) =  618,499 t . m “ 1 . sec2.

Natural frequencies o f  the frame are as follow s (form ula under 17), i f  the source o f vibra­
tion  is a t point B .

1
1/  1 '

1 1/  1000
=  3,245/sec = 195 /m in.2 • я 1 Jox * m0X 6,283 [ 0,11995 ■ 20,058

1 1/  1 1 \ i  1000
=  6,561/sec = 3 9 4 /m in .2я ! J io  • т оУ 6,283 1 0,03633 • 16,196

1 г \ ] [  1 1 \ f  1000
=  1,685/sec = 101/mire .2я  ' \ <Pa ■ m0m 6,283 l' 1,1424 • 6,185

Frequencies are a ll far from  the number of revolutions o f 3000/min. o f  the m achine ; there is 
no danger o f resonance for the frame o f the m achine foundation exam ined.

In the following the dynam ic effect o f the rotating m ass w ill be investiga ted  w ith  the aid 
o f  formula (37). For the application  o f the formula the dynam ic factor la id  dow n in  formula (35) 
is required. Already in  the calculation o f the la tter  it  is  n o t irrelevant from w h ich  direction the 
rotating mass falls upon the girder. Under drop o f the m ass is understood in  th is  case possible
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kn ock ing  o f  the machine due to  sm a ll excentricity o f the rotatin g  m ass which is o f sim ilar effect 
to  th a t  resulting from the drop o f  a w eight. If there is  a v ertica l drop, in  formula under (35) 
co s2a  =  0, sin2a =  1 and

J bv =  Jyo ' s in 2a  =  0,03633 • 10“ 3 • t * 1 • m ,

and  i f  th e  drop is horizontal, c o s2a  =  1, sin2a =  0 and

Jen =  Jxо ' cos2a +  <P0 ■ P 2 =  (0,11995 +  1,1424 • 10~2 ■ 1,5112) =  0,14603 t “ 1 m.
-»

T he w eight o f the rotating m a ss 21 t, and therew ith  from  formula under(37), in  case 
o f  v e r t ic a l drop

1 +
1[ 2 0 0 0  q
I 21 • 0,03633~

=  1 +  50,023 f q,

and for horizontal drop

Ph — 1 +
2 q 
• Jß V

1 +
2000 q

21 • 0,14603
=  1 +  25,538 \ q i

Supposed, that the turbine foundation  is to be ca lcu lated  also  for the unexpected case, 
w hen in  consequence of a great error th e  rotating mass has an excentricity  of 1 mm, th a t is, a 
kn ock  o f  q =  0,001 m has to  be reckoned with

p v =  1 +- 50,023 • 10- 2 • O Ö  =  2,58  

,« „ =  1 +  25,538 • 10“ 2 • Г к Г  =  1,81 .

P resen t engineering practice m u ltip lie s  th is value by a further »fatigue« factor, the value of 
w h ich  is  V =  2  when the m achine can  no more be kept in  operation . T hat is, dynam ic factors 
o f  n V0 =  5 ,18  and yM/i0 =  3,62  are to  be reckoned w ith.

In  norm al operation the v a lu e  o f  v =  3 is recom m ended, b u t in  th is case knocks m ay  
n ot p ro b a b ly  be greater than 0,1 m m  or q =  JO-4 , and further va lu es o f the dynam ic factors 
for th is  case o f the example under investigation  are

fZVQ =  3 • (1 +  50,023 • IO“ 2) =  4,50  

fih0 =  3 • (1 +  25,538 • IO "2) =  3,77 .

T he vertical effect of the r o ta tin g  m ass has therefore to  be considered as that o f a static  
load o f  Q'j — ± 5 ,1 0  • 21 =  ± 108,78 t. Components at point (Тг o f  th e  reaction on point A  released  
b y  th e  lo a d  are calculated in  th e  fo llow in g  manner by th e  e la stic  point method

ev =  Q\ • Jyo =  ± 1 0 8 ,7 8  • 0,03633 • 10“ 3 =  ± 3 ,9 5 2  • 10~3 m

HA = ± ^ l =  ±  j . 9 j l ^ 0 .9 00 m  = ± 5 9 t 3 8 2  t
Jhl

VA =  ± evCOsa* =  ±

0,05991 

3,952 • 0,435 485
± 2 ,1 3 6  I.

0,80569
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In calculating the horizontal effect o f the rotatin g  m ass the vertical load is Qt =  21 t, 
to w hich is  added the horizontal force H  — ±3 ,7 .7  • 21 =  ± 7 9 ,1 7  t. Components a t  point 
o f reaction  A  are 1 /5 ,1 8 =  0,1931 tim es those p rev io u sly  com puted.

The horizontal force produces the follow ing efforts and m ovements a t e la stic  po in t 0 .

H0 =  ± 7 9 ,1 7  t

ел =  ± H 0 • Jx0 =  ±  79,17 ■ 0,11995 ■ 10“ 3 =  ± 9 ,4 9 6  • 10~3 m 

M 0 =  ± 7 9 ,1 7  • 1,511 =  119,626 tm  

<■>„ =  ±  • q>0 =  ± 1 1 9 ,6 2 6  • 1,424 • lO“ 5 =  ±  1,703 • 1 0 ~ 3.

D ivision  o f efforts leads to the follow ing values o f th e  com ponents at points a l o f  reaction  A

М а = = ± ъ = ±  " о д а у  =  ± 1 3 ’4 8 7  - •

(±«A • cosu! T  • 0,718) =  ~0 ()g991 ( ±  0,435485 ■ 9,496 ±  1,703 • 0,718)

=  ±  48,595 t

h ел • sin Uj T  “0 • 4,685) =  ( ±  0,900 197 • 9,496 ±  1,703 • 4 ,685) =

=  ±  20,509 f.

F in a lly  it  has to be pointed out that the m om ent o f short-circuit is considered as a sud­
denly  applied load, and according to the foregoing its  dynam ic effect m ay be ca lcu lated  w ith  
the double value of the m om ent, but hereafter it  is  dea lt w ith  as a static load.

HA =
Л .

Va  =  - f -  ( :

R EFE R E N C E S

S zily  : M echanics, Vol. II. (Hungarian).
Lehr : Schwingungstechnik.
Hohenemser—Prager : D ynam ik der Stabwerke.
Rausch : M aschinenfundamente.
Korenew : D ynam ik von Baukonstruktionen.
Schtvertner : E lastic  Point M ethod of Fram e A n alysis (Hungarian).

SUMMARY

T he elastic point m ethod of frame analysis is a calculatory method solving the problem  
o f the m anifold-hyperstatic girder w ithout equation system s. There are springs a t the e lastic  
points. Spring dynam ics is a sim ple problem already so lved , therefore this m ethod y ie ld s a novel 
and sim ple solution of the problem of girder dynam ics. H ow ever, springs can perform  oscilla ­
tions on ly  i f  they possess m asses. Determ ination o f these m asses is the crucial problem  o f  the  
paper. A pplication of the m ethod is shown on exam ples. I t  is pointed out that th e  dynam ic  
effect o f weights dropped on girders is also sim ply  calcu lab le  by the m ethod.
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ДИНАМИКА БАЛОК, ТРАКТУЕМЫХ МЕТОДОМ УПРУГИХ ТОЧЕК] 

Канд. техн. наук А. Швертнер

Р е з ю м е

Метод упругих точек при расчете рам является таким методом расчета, который 
дает решение многократно статически неопределенной балки без использования систем 
уравнений. На упругих точках имеются пружины. Динамика пружин является простой 
и уж е решенной задачей, и поэтому этот метод дает простое новое решение динамики 
балок. Однако, пружины могут приходить в колебательное движение только в том слу­
чае, если они обладают массой. Определение этих масс составляет суть этой работы. 
Применение демонстрируется примерами. В статье подчеркивается, что динамическое 
воздействие грузов, сброшенных на балки, также легко определить при помощи 
рассмотренного автором метода.

L A  DY N A M IQ U E D E S PO U TRES T R A IT É E S À L A  BASE DE LA M ÉTH O D E
D E S  POINTS ÉLASTIQ UES

A. SC H W ER TN ER  
C andidat des Sciences Techniques

RÉSUMÉ

L a m éthode des points é lastiques destinée au ca lcu l des portiques est un procédé résolvant 
la  poutre m ultiplem ent hyperstatique sans systèm es d ’équations. Des ressorts sont p lacés aux  
poin ts élastiques. La dynam ique des ressorts est un problèm e sim ple et résolu, de sorte que cette  
m éthode fournit une nou velle  et sim ple solution de la  dynam ique des poutres. Cependant les 
ressorts ne peuvent vibrer que s’i ls  possèdent une m asse. La déterm ination de ces m asses con­
stitu e  le  problèm e essentiel de l ’étude. L’application du procédé est illustrée par des exem ples. 
Pour term iner, l ’auteur dém ontre que la  méthode perm et de déterminer d’une m anière très 
sim ple  l ’effet dynam ique des poids tom bant sur les poutres.

DY N A M IK  D E R  T R Ä G E R  BEI B E R E C H N U N G  MIT D E R  M ETHODE  
D E R  ELASTISCHEN P U N K T E

A. SCH W ERTN ER
K an d id a t der technischen W issenschaften

ZUSAM MENFASSUNG

D ie  M ethode der e lastisch en  Punkte ist eine M ethode zur Berechnung von  R ahm en­
kon struk tion en , die es erm öglicht, die Berechnung des sta tisch  vielfach unbestim m ten Trägers 
ohne Anwendung von G leichungssystem en durchzuführen. A n den elastischen P unkten befinden  
sich F edern. Da die D ynam ik der Federn eine einfache un d  gelöste Aufgabe is t ,  ergibt diese 
M ethode auch für die D ynam ik  der Träger eine neue ein fach e Lösung. D ie Federn können indes­
sen  nur dann Schwingungen ausführen, wenn an ihnen M assen angebracht sind. D ie  B estim m ung  
dieser M assen is t  nun die Aufgabe der vorliegenden A bhandlung. Es werden B eispiele vorgeführt, 
an denen  die Anwendung der M ethode veranschaulicht w ird. D ie  Methode is t  auch zur B erech­
nung v o n  dynam ischen W irkungen geeignet, die beim  F a lle n  von Gewichten a u f die Träger 
en tsteh en .



KRAFTBEDARF UND FLIESSVORGÄNGE BEIM 
STRANGPRESSEN UND BEIM PRESSEN IM GESENK*

Prof. A. G E L E JI

M ITG LIED  D E R  UNGARISCHEN A K A D EM IE D E R  W ISSENSCHAFTEN 

[Eingegangen am 28. J u n i 1954]

In  d ieser Z e itsch rift veröffen tlich te  ich  im  Ja h re  1952 einen A rtik e l m it 
dem  T i te l :  «Strangpressen und Presslochverfahren»  [1 ,2 ] . In  d iesem  A rtik e l 
fü h rte  ich  eine T heorie  u n d  ein R ech n u n g sv erfah ren  zur B estim m u n g  der 
au ftre ten d en  K rä fte  b e im  S trangpressen  v o r. D ie experim entelle  B e s tä tig u n g  
der R ich tig k e it u n d  p ra k tisc h e n  B ra u c h b a rk e it der Theorie u n d  des R ech ­
nungsverfah rens fan d  ich  in  den S tran g p ressv ersu ch en  von G. Sachs  [ 3 ,4 ] ,  
Ch. B ernhoefi[S ], C. E . Pearson  u n d  I .  A . S  m ythe [6 ], insofern ich  d ie  b e re c h ­
n e ten  u n d  ex p erim en te llen  W erte  e in an d er gegenüberste llte  [1 ]. M eine je tz ig e  
A bhan d lu n g  e n th ä lt  eine w eitere B es tä tig u n g  m eines R ech nungsverfah rens 
du rch  eigene L ab ora to rium sversuche  u n d  d ie  E rw eite ru n g  m einer T h eo rie  u n d  
m eines R ech n u n g sv erfah ren s a u f das P ressen  im  Gesenk.

U m  diese A b h an d lu n g  le ich ter v e rs tä n d lic h  zu  m achen, m uss ic h  m eine 
Theorie u n d  m ein  R schnungsverfah ren  h ie r k u rz  w iederholen.

a) Das Strangpressen

Der Vorgang des Strangpressens besteht darin, dass ein erwärmter, in einem  A ufnehm er  
(R ezipienten) befindlicher, m eist zylindrischer B lock m it H ilfe eines Press-Stem pels durch eine 
Matrize durchgepresst wird. Der B lock nim m t dabei das P rofil an, das als Öffnung in  d ie  M atrize 
eingearbeitet is t  ( Abb. 35 /a) .

U ntersucht m an denjenigen F all der bildsam en Verformung der Stange näh er, in  dem  
die Stange durch eine Ziehdüse durchgedrückt w ird, dann fä llt  einem sofort auf, dass dieses 
Problem  m it dem  des Strangenpressens au f der Strangpresse in  erster Annäherung identisch  
is t  [1, 2 ].

B eim  Strangpressen wirkt eigentlich der B oden des Aufnehmers (R ezipienten) a ls  Press­
werkzeug. In diesem  Boden befindet sich näm lich e in e Öffnung, deren Form dem  Q uerschnitt 
der zu pressenden Stange entspricht. Beim  Pressen w ird  der B lock im  Aufnehm er durch den 
Dorn m it der K raft P  gegen die Innenwand des Presswerkzeuges gedrückt. Der b ildsam e W erk­
stoff wird dabei durch die Öffnung des W erkzeuges, d ie  den Durchmesser d2 hat, in  F orm  einer 
Stange m it gleichem  Q uerschnitt hinausgepresst. D er h in ter  dem Werkzeug liegende, a u f der 
Zeichnung dicht schraffierte T eil des Blockes ist am  F liessen  des W erkstoffes kaum  b ete ilig t. 
Im  W erkstoff se lbst en tsteh t näm lich hinter der Ö ffnung des Werkzeuges eine kegelige  D üse, 
und der W erkstoff f lie ss t durch diese der Öffnung zu  (A b b .  3>/a).  Diese Düse kan n  a ls  eine 
konische Ziehdüse aufgefasst werden, durch die der W erkstoff durchgedrückt wird.

* Vorgetragen in  der am  18. Juni 1954 abgehaltenen Sitzung der Sektion für T echnische  
W issenschaften der Ungarischen Akadem ie der W issenschaften .
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D er m ittlere Form änderungswiderstand kann in  der hinter dem Presswerkzeug entstehen­
den kegeligen  Düse m it H ilfe  der folgenden Form el m it  guter Annäherung berechnet werden:

fe/ _
1 -  0,93

( 1 )

Л

In  dieser Formel is t  kf  die Form änderungsfestigkeit des gepressten W erkstoffes (k g /cm 2), 
hx der Durchm esser des A ufnehm ers, h2 der Durchm esser der ausgepressten Stange,

&2 • 71
f i  — —=—-----der Q uerschnitt des Aufnehmers (cm 2),

4

л  = der Q uerschnitt der Stange (cm 2),

F  = / i  —/2 die Q uerschnittverm inderung, die A bnahm e (cm 2).

D er  durch Form el (1) ausgedrückte W ert von km b ed eu te t den m ittleren Form änderungs­
w id erstan d  in der hinter der W erkzeugsöffnung liegenden  D üse des W erkstoffes. Der Form ände­
rungswiderstand ist in  der Ö ffnung des Presswerkzeuges (Q uerschnitt I I .  in  Abb 35/a)  theore­
tisch  g le ich  N u ll. Im Q uerschnitt I  muss man dem nach m it einem Form änderungswiderstand  
k[ =  2km rechnen.

D er spezifische A xialdruck is t  also im  Q uerschnitt I  :

<?$ =  p  — 2  * km -— к /  (2)

da h ier  ffj =  2km ist.
M it H ilfe der Gleichung (2) kann der im Querschnitt I  wirkende Druck P , berechnet werden, 

der den  W erkstoff durch die im  W erkstoff selbst vor der W erkzeugsöffnung sich b ildende kege­
lige  D ü se  durchdrückt :

p i = P ' / i [ kg]- (3)

D iese  Kraft P x reicht aber n ich t aus, die ganze Pressarbeit zu vollbringen. In der ganzen  
M asse des zwischen dem Q uerschnitt I  und der Pressscheibe befindlichen l —b langen  B lock­
te ils  tr e te n  innere Verschiebungen (W irbelungen) a u f (A b b .  35).

Z um  Hervorbringen der inneren Verschiebungen sin d  grosse Kräfte erforderlich. D iese  
inn eren  Verschiebungen werden durch die Kraft P 2 hervorgerufen. D ie Kraft P 2 is t  proportional 
zu d em  In h a lt V  (cm 3) des l —b langen Pressblockteils, zu  dem  spezifischen Druck p  (k g ,cm 2) 
der im  Querschnitt I  herrscht (G leichung 2), ferner zu einer Funktion 4), die von  der Press­
geschw ind igkeit v± (cm/s) und von  einer Konstante C abh ängt. D iese Kraft ist also :

P 2 =  v - p - V  [kg] ,

WO

V  =  (l—b) -Л  [cm 3] ,

und

4

(4)

(5)

(6)

wo C  =  0,025 ist, und i \  in  cm /s und l —b in  cm in d ie G leichung (6) eingesetzt w erden.
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L aut der obigen A usführungen is t  die gesam te Presskraft :

P  =  P i  +  P* =  p - f i + V P  - V  [kg]. (7)

In der Praxis wird der Q uotien t

Po =  -yr- (8)

sp ezifisch er Pressdruck genannt. In  der Literatur wird m eisten s dieser W ert angeführt.

Abb. 2

Sobald die Stirnfläche der Press-Scheibe beim  Q uerschnitt I  anlangt, wird V  =  0 und 
daher d ie  Presskraft P  =  Р г. S o m it w eist P  hier ein M inim um  auf. Sobald die Press-Scheibe 
den  Q uerschnitt I  überschreitet, beginnt der Druck aufs neue anzuwachsen. Das Anwachsen 
der K raft kann ebenfalls b erechn et werden [I].

E inige Forscher sind der A nsich t, dass ein beträchtlicher Teil der Presskraft P  dazu 
v erw en d et wird, den Pressblock im  Rezipienten in R ichtung des W erkzeuges vorwärtszuschie­
b en , ferner, die an der W and auftretende Reibung zu überwinden. Doch hat hier diese Reibung 
eine besondere Wirkung : der im  R ezip ienten befindliche W erkstoff wird nicht vorwärtsgescho­
b en , sondern kommt zufolge des Auftretens dieser R eibungskraft (H aftung) im  Rezipienten  
in  e in e innere turbulente B ew egung. E s muss hier auch folgendes bem erkt werden : die Erfahrung 
z e ig t , dass zwischen der P resskraft beim  Pressen m it Schale und der Presskraft beim  Pressen 
ohne Schale praktisch kaum  ein  Unterschied vorhanden ist .

D ie experim entelle  B e s tä tig u rg  der R ic h tig k e it m einer S trangpressen- 
T h e o rie  f in d e t sich in den  P ressversuchen  von  G. Sachs [3, 4 ] , Ch. Bernhoeft [5]
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u n d  C. E . Pearson[6 , 11 ]. Alle diese V ersuche w urden  a u f  D ick -sehen (K r u p p ­
schen) S trangpressen  von 1500 t  P re ssk ra ft au sg efü h rt, bei denen  die Block- 
u n d  R ezip ien tenabm essungen , P ressgeschw indigkeiten  ü bera ll b e inahe  die

Abb. 3

gleichen w aren . Ich  w ollte aber e rm itte ln , ob die G ü ltigke it m einer Theorie 
auch u n te r  ganz anderen  V erhältn issen , be i anderen  P ressgeschw indigkeiten  
B lockabm essungen usw . sich  bew eisen lä ss t. Zu diesem  Zw eck liess ich eine 
L ab o ra to riu m sstran g p ressv o rrich tu n g  n ach  Pearson [6 ] h erste ilen  u n d  au f 
eine A m sler-sche 30 T onnen  U niversal-R eissm aschine an b rin g en . D ie Abm es-
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su n g e n  d er P ressvo rrich tung  u n d  der W erkzeuge, sow ie deren Schaub ilder sind  
in  d e n  Abbildungen 1 u n d  2  zu  sehen. Die a u f die R eissm asch ine  au fm o n tie rte  
P re ss  V orrich tung  sieh t m a n  a u f  den  Abbildungen 3 u n d  4. A bbildung  5 zeigt 
d ie  P ressv o rrich tu n g  m it e in em  R ez ip ien ten h e izap p ara t a u sg e s ta tte t.

Abb. 4

D ie Pressversuche w u rd e n  m it Blei k a lt u n d  m it A lum in ium  (Al. 99,5) 
w a rm  ausgefüh rt.

D ie  K altp ressversuche m it  B lei w urden  zu r E rm ittlu n g  des W erksto ff­
flu sse s  im  R ezipienten vo rg en o m m en , u. zw. bei g la tten -tro ck en en , m it Öl 
g e sch m ie rten , ferner a u fg e ra u h ten  R ez ip ien ten innen flächen . Z u  den V ersuchen 
w u rd e n  ru n d e  P robestücke  v e rw en d e t von 30 m m  D urchm esser u n d  80 m m  
L ä n g e . D ie P robestücke w u rd e n  in  der L ängsachse in  zwei S tücke gete ilt, u n d  
in  d e n  L ängsqu ersch n itt w u rd e  eine N etze in te ilung  von  5 x 5  m m  eingeritzt- 
D ie so vo rbehandelten  P ro b e n  w urden  dann  wie u n g e te ilte  S tücke in  den R ezi­
p ie n te n  eingesetzt. D a aus d e r  F a c h lite ra tu r  solche V ersuche schon b ek an n t 
s in d , w ill ich hier n u r d re i ch a rak te ris tisch e  P ro b en  vo rfü h ren .



K R A F T B K D A K F U N D  F M E SS V O R O A N G E  B EIM  ST R A N G P R E S S E N  Ü S D  B E IM  PR E SSE N  IM  G E S E N K 193

W ird  beim  P ressen  die R ez ip ien ten in n en fläch e  m it ö l  geschm iert, d an n  
defo rm iert sich der Q u ersch n itt des gep ressten  P robestückes n u r in  d e r N ähe 
der A usström öffnung  (W erkzeugöffnung) ; d ie  N etzein teilung  v e rze rrt sich

Abb. 5

n u r in  der N ähe des R ezip ien tenbodens (A b b . 6 )  ; die A usbildung  d e r to ten  
Ecke is t n ich t b e s tim m t. W ird  das Blei aus e in em  R ezipienten  m it tro ck en e r 
In n en fläch e  ausgepresst, dann  is t die A u sb ild u n g  d er to ten  Ecke seh r b e s tim m t 
ausgepräg t, der W inke l d er to ten  Ecke is t fa s t  gen au  45° u n d  die N e tze in te ilu n g  
in dem  Q uersch n itt is t  verze rrt (A bb. 7 ) . W ird  die R ez ip ien ten innen fläche  
au fg erau h t, d an n  is t  die innere  M a te ria lv e rsch ieb u rg  in der ganzen M asse des 
P robestückes sowie d ie  A usb ildung  der to te n  E ck e  deu tlich  e rk en n b ar ( A bb. 8 ) .

Im  allgem einen is t  das W arm pressen d e r  M etallstangen  m it dem  F a ll des 
S trangpressens m it au fg erau h tem  R ezip ien ten  fa s t  iden tisch . Sowohl d ie  L e ich t­
m etalle  wie auch die B u n tm eta lle  haften  b e i d em  S trangpressverfah ren  an  der

3 A cta Technica X / l— 2.
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R ezip ien ten innen fläche , da im  B e trieb  die R ez ip ien ten in n en fläch e  in  k u rzer 
Z eit ra u h  w ird .

W äh ren d  der V ersuche w urde die P re ssk ra ft bei g eschm ierte r tro ck en er 
u n d  au fg e rau h te r R ez ip ien ten innen fläche  gem essen. E s w urden  aus den  P ro b e­

s t  9

stücken  m it 30 m m  D urchm esser u n d  80 m m  L änge ru n d e  S tan g en  m it 10 m m  
D urchm esser ausgepresst. D ie Ä nderu n g en  der P ressk rä fte  in  A bhäng igke it 
von dem  Stem pelw eg is t a u f  A bb . 9 d a rg es te llt.

1 3 *
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A u f Abb. 6 h ab en  w ir bere its  gesehen, dass b e im  Pressen des P robekörpers 
die N etze in te ilung  des L ängsschn ittes, w enn d er R ezip ien t m it ö l  geschm iert 
w ird , sich sehr w enig d efo rm iert. Folglich is t  in  d iesem  F a ll die K ra f t ,  die zum  
H ervorbringen  der in n e ren  M ateria lversch iebungen  nö tig  is t, k le in , w as aus 
A bb. 6 deu tlich  zu  e rk en n en  is t. D ie in n eren  M ateria lversch iebungen  tre te n  — 
wie gesagt —  n u r  in  d e r N ähe des Press W erkzeugs au f, so b ez ieh t s ich  das V olu­
m en V  in  der G leichung (4) n u r a u f  einen B ru ch te il des G esam tblockvolum ens.

B ei den V ersuchen w urde auch der E in flu ss  d er B locklänge a u f  den  K ra f t­
v e rlau f beim  P ressen  e rm itte lt  (A bb . 1 0 ).

M it derselben E in r ic h tu n g  habe ich auch  A lum in ium -W arm pressversuche 
du rchgefüh rt. In  e in er V ersuchsreihe w urden  P robestücke  bei versch iedenen  
P resstem p era tu ren  ausgepresst. D er D urchm esser d er A lum in ium probestücke  
b e tru g  30 m m  u n d  deren  L änge 40 m m  ; d er D urchm esser d er ausgepressten  
S tangen  w ar 4 m m , die P ressgeschw indigkeit 0,5 m m /s. D ie E rgebn isse  der P ress­
versuche sind  in  A bbildung  11 zusam m en gefasst. Aus d ieser A b b ild u n g  ist 
deu tlich  zu  erkennen , dass die V ersuchsergebnisse u n d  die b e rech n e ten  W erte 
gu t m it e in an d er ü b ere in stim m en .

In  einer an d eren  V ersuchsreihe w urden  gleichfalls aus A lu m in ium -P robe­
stücken  m it 30 m m  D urchm esser u n d  40 m m  L änge R u n d stan g en  m it 4 m m  
D urchm esser w arm  ausgep resst. D ie P re ss te m p e ra tu r  w ar 500° C. D ie berech­
n e ten  u n d  V ersuchsergebnisse stim m en auch  h ie r g u t übere in  (A b b . 1 2 ).

Die beiden le tz te n  V ersuchsreihen bew eisen dem nach , dass m ein  R ech­
nungsverfahren  (G leichungen 1— 7) auch b e i ganz versch iedenen  P re ssv e rh ä lt­
n issen zu befried igenden  Ergebnissen fü h rt.

h) P ressen  im  G esenk

Bis je tz t  is t  das P ro b lem  der B erechnung  der K rä fte  beim  P ressen  (Schmie- 
d en )im  G esenk ganz ungelöst. A usser ein igen in ih re r G ü ltigkeit s ta rk  begrenzten  
em pirischen Form eln  u n d  D aten  b ie te t die F a c h lite ra tu r  kaum  etw as zu r Lösung 
dieses Problem s. S ystem atische  V ersuche w urden  in  d ieser R ic h tu n g  kaum  
ausgefüh rt, u n d  die au sg efü h rten  V ersuche bezogen sich h au p tsä c h lic h  a u f  die 
E rk lä ru n g  des M aterialflusses im  G esenk w äh ren d  des P ressens (Schm iedens), 
aber die F rage d er B erechnung  der P re ssk ra f t b lieb  dabei u n g e lö s t [7]. D er 
H aup tfeh le r d ieser V ersuche b e s ta n d  d a rin , dass d er E in flu ss  d er m it der G ra t­
b ildung  gleichzeitig a u ftre te n d en  sogenann ten  G ra treak tio n  n ic h t ausgeschalte t 
w urde, w odurch m an  von  den V ersuchsergebnissen s te ts  n u r  e in  unklares 
B ild  erh ielt. B eim  P ressen  im  G esenk se tz t sich  näm lich  die G esam tp ressk raft 
aus m ehreren  K rä f te n  zusam m en (A b b . 1 3 ). A us der K ra f t  P v  w elche die 
H aup tv erfo rm u n g  h e rv o rb rin g t u n d  den G ra t aus dem  G ra tsp a lt h in au sd rü ck t, 
aus der K ra ft P 2, w elche den  G ra t zu sam m en d rü ck t, u n d  aus der K ra f t  P 3, welche 
die freie A usdehnung  des G rates h in d e rt. W ill m an  also die Ä nd eru n g en  der
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K r a f t  Р г w ährend des P re sse n s  von jeder S tö rw irk u n g  frei erfassen, so m uss m an 
d as  P ressen  in  einem  G esen k  vornehm en, in  dem  keine G ra treak tio n  a u f tr i t t .  
D ie  F o rsch er, die sich b ish e r  m it  d ieser F rage b e fassten , Hessen diesen U m stan d  
a u s se r  ach t, und  so k am en  sie  zu  keinen th eo re tisch  erfassbaren  V ersuchsergeb- 
n is se n .

A b b . 14

D a m it w ir die K ra f t  Р г ohne die S tö rw irkungen  un te rsu ch en  kö n n en , 
m ü sse n  w ir unsere V ersuche in  e inem  G esenk au sfü h ren , in  dem  keine G ra t­
re a k t io n  a u ftr itt .  E in  solches Pressw erkzeug  is t a u f  Abb. 14 e rsich tlich . A n d ie­
sem  W erkzeug  ist die G ra tn u t  so ausgebildet, dass w eder die K ra f t P 2 n och  P s 
a u f t r e te n  kann . Beim  P re sse n  in  einem  solchen P ressw erkzeug  sp ielt sich  der
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P ressvorgang  so ab, w ie es in  Abb. 10 w iedergegeben is t. Abb. 15/a  ze ig t den 
B eginn des P ressvorganges, a u f  Abb. 15/b is t  das Gesenk ausg efü llt u n d  die 
G ra tb ild u n g  b eg inn t, a u f  Abb. 15/c is t  der G ra t aus dem  G ra tsp a lt h e ra u sg e tre ­
te n , a u f  Abb. 15/d is t der P ressvorgang  b een d e t.

Z u r E rm ittlu n g  d er P ressk rä fte  habe  ich  ein  in  Abb. 16  ab geb ildetes 
G esenk k o n s tru ie r t u n d  das fe rtiggeste llte  W erkzeug  au f u n se re  30 T onnen 
A m slersche  U niversal-R eissm aschine an g eb rach t.

D as ausgeführte  G esenk  is t a u f  Abb. 17  u n d  Abb. 18, das a u f  d ie  R eiss­
m asch ine  m o n tie rte  P ressw erkzeug  a u f  Abb. 19 zu  sehen.

M it d iesem  W erkzeug  bzw . m it d ieser E in ric h tu n g  w urden  d ie  V ersuche 
d u rch g e fü h rt, welche dem  in  A bb. 15 d em o n strie rten  P ressvorgang  en tsp rech en . 
D abei w urde  se lb stv e rs tän d lich  die P re ssk ra f t gem essen.

B ei d e r ersten  V ersuchsreihe h ab e  ich versch iedene P ressstü ck e  zu sam m en ­
g ed rü ck t ( Abb. 20, 21 und  2 2 ). Z u  den V ersuchen  w urden ru n d e  B leikörper 
von 40 m m  D urchm esser u n d  versch iedenen  H öhen  (50— 85 m m ) angew endet.
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D ie Ä nderungen  der P re s s k rä f te  w ährend des P ressvo rganges bei versch iedenen  
A n fangshöhen  sind in  d en  Abbildungen  23— 28 z u  sehen . Bei dem  e rs ten  V er­
su c h  (  Abb. 20 und 2 3 )  b e i d em  die A usgargshöhe des P robekörpers n u r  55 m m  
b e tru g , t r a t  aus dem  G ra ts p a l t  noch kein G ra t h e ra u s  ; h ier w urde n u r  noch 
d as  G esenk  m it dem  W e rk s to f f  völlig ausgefüllt. W a r  der A usgangsprobekörper 
60 m m  hoch ( Abb. 21 u n d  2 5 ) ,  dann  tr a t  schon au s dem  G ratsp a lt beim  Pressen 
e in  G ra t heraus. D as D ia g ra m m  des K ra ftv e rlau fes  ( Abb. 25 )  zeigt b e re its  die 
P u n k te ,  welche den P re ssv o rg an g  auf b eg ren z te  A b sch n itte  au fte ilen .

P u n k t a b ed eu te t d ie  K ra f t , bei deren  A u f tre te n  das H ohl des G esenks 
v o m  W erksto ff völlig a u sg e fü llt  w ird. Bei P u n k t  b b e g in n t das A u s tre te n  des

A b b . 16

W erk sto ffes  aus dem G ra ts p a lt ,  bei P u n k t (K ra ft)  c i s t  der G ra t aus dem  G ra t­
sp a lt  b e re its  h e rau sg e tre ten . B e i P u n k t (K raft) d  h a t  s ich  das W erkzeug geschlos­
sen  : e ine weitere V e rfo rm u n g  ist unm öglich.

D ie D iagram m reihe 23— 28 zeigt, dass d e r U n te rsch ied  zw ischen den 
K rä f te n , welche durch  d ie  P u n k te  b und  c d a rg e s te llt  s in d , desto grösser is t , je  
d ü n n e r  der aus dem  G ra ts p a l t  h eraustre tende  G ra t i s t  ; d. h. der U n tersch ied  
xs t  d e s to  kleiner, je  d ick e r d e r  G ra t ist. E s k a n n  w eite rs  b eobach te t w erden: 
d e r L in ie n te il b—c is t d e s to  ste iler, je  d ü n n er d e r  aus dem  G ra tsp a lt h e rau s­
t r e te n d e  G ra t im  A ugenb lick  des H erau stre ten s i s t ,  u n d  desto w eniger ste il, 
je  d ic k e r  der G rat im  A u g en b lick  des H erau stre ten s  is t .  A b sch n itt c— d  is t  desto  
lä n g e r, je  dicker der G ra t im  A ugenb lick  des H e ra u s tre te n s  aus d e m G ra tsp a lt ist.

B e i den V ersuchen w u rd e  der M ateria lfluss im  In n e rn  des gepressten  
S tü ck es  ebenfalls b e o b ach te t. U m  Aufschlüsse ü b e r d e n  W erksto fffluss im  In n e rn  
d e r  P ro b ek ö rp er zu g ew in n en , w urden  eine R eihe  v o n  B leiproben in  d e r Sym -
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Abb. 1 7

Abb. 18
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Abb. 19

Abb. 20
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Abb. 21

Abb. 22
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m etrieeb en e  geteilt und. a u f  d er T eilungsfläche m it e inem  e in g eritz ten , rech t­
w in k lig en  L in iennetz  von  5 m m  A b stan d  versehen . D ie so v o rb eh an d e lten  P ro ­
b en  w u rd en  dann u n te r  d er P resse wie unge te ilte  P robestücke  in  die Gesenke

g ep re ss t. D er innere M ateria lflu ss  is t  in  den A bbildungen 29— 32 zu  sehen. Bei 
d iesen  V ersuchen w urde das G esenk  bis zu r völligen A usb ildung  des G rates 
zu sam m en  gedrückt. E s w u rd e  auch  das A n fan g sstad iu m  d er G ra tb ild u n g  beo-
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Abb. 29

Abb. 30
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Abb. 32
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Abb. 34
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b a c h te t  ( Abb. 33 u n d  3 4 ) .  I n  beiden le tz te n  F ä lle n  w urden  solche P ro b ek ö rp er 
zusam m engedrück t, b e i w elchen  ein d icker G ra t  zu  erw arten  w ar.

Im  Laufe m ein er V ersuche wollte ich  n ic h t  n u r  den W erksto fffluss beo­
b a c h te n , sondern m ir  a u c h  d arüber A ufschluss verschaffen , wie sich d ie  P ress­
k ra f t  in  A bhäng igkeit v o n  dem  D eform ationsw eg  än d e rt. Ich  w ollte  ferner 
e rm itte ln , wie m an d ie G rösse  der P ressk ra ft rech n e risch  bestim m en  k a n n . A uf 
d en  Abbildungen 2 3 — 28  w eisen  die D iagram m e v ie r  besonders w ich tige P u n k te  
( a , b, c, d )  auf. Die g rö sste  B edeu tung  haben  fü r  u n se ren  w eiteren G edankengang , 
d e r P u n k t  c.,d- h. d ie jen ig e  K ra f t  bei der der G ra t aus dem  G ra tsp a lt h e ra u s tr i t t  
u n d  d ie  Linie c— d, d e ren  je d e r  P u n k t b e re c h n e t w erden kann .

J e tz t  wollen w ir d ie  K rä fte  in  dem  e in fach en  F a ll des G esenkpressens, 
die w ir zum  G egenstand  u n se re r  U ntersuchungen  gem ach t haben , d u rch  B erech­
n u n g  bestim m en.

Dieses Problem  k a n n  a u f  das Problem  des S trangpressens zu rü ck g efü h rt 
w erden . W erfen w ir e in en  B lick  au f Abb. 35. H ie r  s in d  die prinzip ielle  D a rs te l­
lu n g  des S trangpressens u n d  das Pressen im  G esen k  nebeneinander gestellt. 
D ie Id e n ti tä t  der b e id e n  V erform ungsvorgänge lie g t  a u f  der H and . B ei beiden 
d rü c k t die im  Q u e rsch n itt I — I  w irkende S p a n n u n g  p  den W erksto ff d u rch  die 
h in te r  der h2 hohen A u s tr ittsö ffn u n g  im  W e rk s to ff  selbst sich b ildende kegelige 
D üse («Ziehdüse») h e ra u s .

D ie Spannung p  is t  la u t  G leichung 2 :

P — 2 • km —  k f .
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D er m ittle re  V erfo rm ungsw iderstand  in  d er h in te r  dem  P ressw erkzeug  
bzw. G ra tsp a lt en ts te h e n d e n  kegeligen D üse is t  [1 ] :

kf
( 1 )

B eim  Pressen in  dem  von uns gew ählten  e in fachen  G esenk (” Abb. 35/bJ is t

/ x =  (d —  2  ■ b) ■ h 1 ■ 7i (9)

u n d  die F läche des G ra tsp a lte s  :

/ 2  =  d • n  • h2 . (1 0 )

In  diesen G le ichungen  is t d  der D urchm esser des G esenkes in  d e r G ratebene, 
h1 die E n tfe rn u n g  d e r be iden  G esenkböden, h2 d ie H öhe des G ra tsp a lte s . h l und  
/t2 än d ern  sich w äh ren d  des Pressens fo rtw äh ren d  bzw . sie w erden im m er k leiner. 

Die A bnahm e F  i s t  beim  Pressen im  G esenk  (A b b . 35/b) :

F  = / i — / 2 =  (d —  2 ■ b) • h i • я  —  d ■ л  • h2. (11)

W ie gesagt, w ird  d er G ra t durch  den  G ra tsp a lt du rch  die S p an n u n g  p , 
welche an  der Z y linder fläche  I — I  ( / x) w irk t, bzw . du rch  die K ra f t

P„ =  /»i • (d —  2  • b) ■ л  ■ p

herausgedrück t.
Diese K ra f t P 0 w ird  aber durch  die K ra f t

Pi
d2 ■ л  

4 P p

( 12)

(13)

hervorgebracht, w elche an  den B odenflächen а— a u n d  b— b des G esenkes w irk t. 
p p is t  die S pannung  die längs der B odenflächen  а— a u n d  b— b a u f tr i t t .

L au t 0 . M ohrs T heorie  is t in  e rs te r  A n n äh eru n g

P p  —  P  +  к /, (14)
das heisst

P p  — (2 ■k m  —  k f )  -f- к /

p P  =  2  • k n

2 • k f

F '
1 —  0 ,9 3 ------

f i

(15)

(16)

14 Acta Technica X /I—2.
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u n d  so is t

P 1 — 2 ■ km
<P -Л  

4
(17)

W ä h re n d  des Pressens im  G esenk fin d en  im  In n e rn  des gepressten  W erk ­
sto ffes  M ateria lversch iebungen  s ta t t .  D as W erksto ffvo lum en , in  w elchem  die 
M ateria lversch iebungen  s ta f t t in d e n , is t von d er F o rm  u n d  von den  A bm essun­
gen  d es  G esenkes abhängig . Z u r  H ervo rb rin g u n g  d ieser M ateria lversch iebungen  
is t  e in e  K ra f t  P 2 nö tig . D iese K ra f t  k ann  in  d er gleichen W eise ausgerechnet 
w e rd e n , w ie bei dem  S tran g p re ssen , folglich :

wo

P 2 =  V ■ P p  • V (18)

(19)

I n  d ie se n  Gleichungen is t  V  (cm 3) das W erksto ffvo lum en  in  w elchem  in n ere  
M ateria lversch iebungen  s ta t t f in d e n , v (cm/s) is t d ie  P ressgeschw ind igkeit, d . h . 
d ie G eschw indigkeit, m it d e r d ie  beiden  G esenkboden  sich  n ä h e rn , hx is t  die 
jed esm a lig e  E n tfe rn u n g  d er be id en  G esenkboden, C  =  0,025  eine K o n s ta n te .

D ie  K ra ft, welche e rfo rd e rlich  is t, den G ra t d u rch  den  G ra tsp a lt h e rau s­
z u d rü c k e n  is t :

P  =  P , +  P 2 (2 0 )

d a h e r

P  — 2 • k m •
d 2 • Л 

4
+  V • V  . (21)

P  i s t  also diejenige K r a f t ,  die n ö tig  is t , d a m it d er G ra t aus dem  völlig  
a u sg e fü llte n  Gesenk h e ra u s tre te , w enn dabei k e ine  G ra treak tio n  a u f tr i t t .  D ie 
K r a f t  verg rössert sich w ä h re n d  des Schliessens d es  W erkzeuges. N ach  d er 
S ch lie ssu n g  des W erkzeuges s te ig t p lö tzlich  die D ru c k k ra f t.

D ie  Q uerschnitte  d e r g ep ressten  P ro b estü ck e  lassen  fests te llen , dass 
n a c h d e m  die Tiefe des G esenkes ein  b estim m tes M ass überstiegen  h a t , d ie 
W erksto ffversch iebungen  w ä h re n d  des H erau sp ressen s des G ra tes n ic h t in  
d em  d a s  G esenk ausfü llen d en  ganzen V olum en des gepressten  W erkstoffes 
e n ts te h e n  ( Abb. 36). E s  k a n n  im  allgem einen b e o b a c h te t w erden , dass n u r  in  
je n e m  T e il des das G esenk au sfü llen d en  M aterials in n e re  W erksto ffversch iebungen  
e n ts te h e n , dessen Q u e rsch n itt in  Abb. 37 m it dem  A ch teck  A B C D E F G H  
ein gesch lossen  ist. D er W e rk s to ff  k a n n  n äm lich  n u r  aus dem  d u rch  den  45° 
W in k e l d e r  to ten  E cken  b e s tim m te n  kegeligen V olum en ( A I D  bzw . E K H )
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herausfliessen . E s k o m m t ab er n ich t d er gesam te  K egelinha lt in  B ew egung 
sondern  n u r  das du rch  die beiden  K ugelflächen  m it  R ad ius R  b eg ren z te  V olu­
m en, w elches sich bei A  u n d  D  bzw. be i E  u n d  H  ta n g e n tia l  an  die b e id en  K egel­
flächen  A I D  bzw. E K H  sch m ieg t. D as V olum en V  in  welchem  be i d e r H eraus-

Abb. 37

pressung  des G rates in n e re  W erksto ffversch iebungen  au ftre ten , w ird  also d u rch  
die E n tfe rn u n g  (hv) der beiden  K ugelflächen , d u rch  die Grösse d er to te n  E cken  
u n d  d u rch  den D urchm esser (d) der G ratebene b e s tim m t ( Abb. 3 7 ) .

L a u t der obigen A usführungen  k an n  d er K ra f tv e r la u f  in  A b h än g ig k e it des 
D eform ationsw eges in  dem  von uns gew ählten  ein fachen  F a ll des P ressen s im  
G esenk  b erechne t w erden .

A u f Abb. 38/a  b e d e u te t P u n k t a a u f  dem  Presskraft-V erform ungsw eg- 
D iag ram m  die D ru c k k ra ft, welche im  A nfan g sm o m en t der V erfo rm ung  a u f tr i t t .

14*
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D iese  K r a f t  is t P a — к / ■ f 0 ( A bb. 38Ja) .  M it dem  F o rtsch re iten  der V erfo rm ung  
v e rg rö sse r t sich der Q u e rsc h n itt  des gepressten  S tückes. Bei der A usfü llung  des 
G esen k es is t der g rösste  Q u e rsch n itt des S tückes f 2, u n d  die D ru ck k ra ft k ann  
a n n ä h e rn d  zu P  =  к / • f 2 angenom m en w erden .

B ei w eiterer S ch liessung  des G esenkes f lie ss t der G ra t aus dem  G ra tsp a lt 
h e ra u s , w obei er sich  im m e r m ehr v e rjü n g t. M it der V erdünnung des G rates

Abb. 39

w ird  d ie  P ressk raft im m er grösser. D ie dem  P u n k t  d  en tsp rech en d e ' P ressk ra ft 
Pd e n ts te h t  bei der k le in sten  G ratd icke  (A b b . 39 /e). B ei diesem  P u n k t schliesst 
s ich  d as  G esenk. Sow eit d ie  P resse w eiter w irk t, s te ig t die P ressk ra ft p lö tzlich , 
es e n ts te h t  aber w eite r k e in e  V erform ung.

D ie  F läche oabcdeo a u f  A bb . 38  is t  p ro p o rtio n a l zu  der V erfo rm ungsarbeit.
I n  W irk lichkeit sp r in g t d ie K ra f t bei d e r B ild u n g  des G rates n ic h t p lö tz lich  

v o n  Pb a u f  Pc, sondern  s te ig t zw ar ste il ab e r doch  allm ählich.
A u f  Abb. 39 s ie h t m a n  den b e rech n e ten  u r d  den experim en te ll festge­

s te ll te n  V erlau f der P re s sk ra f t  heim  Pressen von B le i-P iobekörpern , deren  H öhe 
70 m m  u n d  deren D u rch m esse r 40 m m  w ar. G epresst w urde in  dem  V ersuchs­
g e se n k  n a c h  Abb. 16.

I n  Abb. 40  sind  die ex p erim en te ll u n d  rechnerisch  e rm itte lten  c P u n k te  
g eg en ü b erg este llt be im  A uspressen  im  V ersuchsgesenk  von P ro b ek ö rp ern  
m it  versch iedenen  A nfangshöhen .

B ish e r w urde der F a ll des G esenkpressens ohne G ra treak tion  u n te rsu c h t. 
Im  n ach steh en d en  soll d er F a ll  des G esenkpressens u n te rsu ch t w erden , bei dem  
G ra tre a k tio n  a u f tr i t t .

D ie  G ra treak tio n  e n ts te h t ,  w enn der G ra t w äh ren d  seiner B ild u n g  u n te r  
D ru c k  s te h t ( Abb. 41 ) .  I n  d iesem  F a ll v e rg rö sse rt sich  die zum  H erau sd rü ck en
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des G ra tes  aus dem  G ra tsp a lt n ö tig e  K ra f t , u n d  d abei is t  noch  eine K ra f t  zum  
zusam m en drücken des G ra tes e rfo rderlich .

F ü r  die U n tersuchung  dieses F alles liess ich  zwei G esenke m it gleichen 
A bm essungen  hersteilen , ab er das e ine  w urde m it offener G ra tn u t, in  d er keine 
G ra treak tio n  au ftre ten  k ann  (42/a), das andere  dagegen m it e iner G ra tn u t  v e r­
sehen , be i der der G ra t w äh ren d  d e r G ra tb ild u n g  im m er u n te r  D ru c k  s ta n d

R

Abb. 42

( Abb. 42jb).T>\e V ersuche w urden  a u f  der 30 t  A m slerschen  U n iversal-R eiss- 
m asch ine  du rchgefüh rt, m it ru n d e n  B leikörpern  von 30 m m  D u rch m esse r,d e ren  
V erform ungsfestigkeit k f  =  1,6 k g /m m 2 w ar. Die L ich tb ild e r der au sg ep ressten  
P ro b ek ö rp er sind  au f den Abbildungen 43— 46 zu  sehen.

Aus der Vielzahl der V ersuche w erde ich  h ie r n u r  zwei p ara lle le  P roben 
v o rfü h ren . In  Abb. 47/a— b s in d  die K ra ftv e rlau fd iag ram m e  zw eier P ressv e r­
suche m it P robekörpern  von 58 m m  A nfangshöhe w iedergegeben. In  Abb. 47/a  
s ieh t m an  den P ressk ra ftv e rlau f w ährend  des P ressens m it o ffener G ra tn u t, 
*n Abb. 47jb den P re ssk ra ftv e rlau f w äh ren d  des Pressens hei dem  die G ra tb ild u n g  
sich  u n te r  D ruck  vollzog. In  Abb. 47/a  sind  die P u n k te  a, b, c, d  d eu tlich  zu  e rk en ­
n en . D agegen is t in  Abb.47/b  d e r P u n k t d  verschw unden , da die K ra f t  von  P u n k t 
c an  ra p id  ste ig t. Die m ax im ale  D ru c k k ra ft k o n n te  ich n ic h t fe s ts te llen , da  die 
D ru c k k ra ft der 30 T onnen-P resse  n ich t so w eit ausre ich te .
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Abb. 43

Abb. 44
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Abb. 45

Abb. 46
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A u f  den Abbildungen 481 a— b s ieh t m an  den  A bbildungen  47ja— b ähn liche 
K ra ftv e rlau fd iag ram m e . H ie r  w ar die A nfangshöhe d er B le ip robekörper 55 m m .

I n  Abb. 49 w urden  d ie  D iagram m e 48/a und  48Jb au fe inander gezeichnet, 
w o b ei d e r  zwischen d er P re s sk ra f t  u n d  der P re ssa rb e it vo rhandene U n tersch ied  
d e u tl ic h  h e rv o rtr itt . D er län g ere  D eform ationsw eg in  Abb. 48/b e rg ib t sich  aus 
d e r  e lastischen  D efo rm ation  der R eissm aschine.

Im  allgem einen is t aus d iesen  V ersuchen zu  erkennen , dass die P ressk ra ft 
b e i d e r  G ra tb ild u n g  u n te r  D ru c k  das M ehrfache d er P re ssk ra ft bei fre ie r G ra t­
b ild u n g  is t .

D ie  P ressk raft bei a u f tre te n d e r  G ra treak tio n  k an n  folgen der w eise aus­
g e re c h n e t w erden :

D ie  zum  Z u sam m endrücken  des G rates n ö tige  K ra f t  is t ( Abb. 5 0 )  :

P 3 —  kgrm ' ■ Л , ( 22)
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wo kgrm in  e rs te r A n n äh eru n g  den beim  Z usam m en drücken  des G rates a u f tre te n ­
den m ittle ren  V erfo rm ungsw iderstand  b e d e u te t :

kgrm = -------*L------- , (23)
-I ^
1 ~ /l ' T

oder genauer :
2ß

kgrm =  kf -------- *-------(eT ,X  —  1) (24)
2  • fx ■ X

In  diesen G leichungen is t D  der äussere ur d d  der innere D urchm esser des
D 2 —  d 2

kreisförm igen G rates. — -------- • Trist also die g ed rü ck te  O berfläche des G ra tes ,
4

[X der R eibungskoeffiz ien t im  G ra tsp a lt.
Gegen das A usfliessen des W erkstoffes au s  dem  G ra tspa lt w irk t die K ra ft

2 ■ P2 ■ fx

w elche in  dem  h2 hohen  d ■ n  langen  G ra tsp a lt oy Spannung h e rv o rru f t. Im  
allgem einen kann  geschrieben w erden ( Abb. 51) :

oder

ar • h2 ■ d ■ л  =  2 • P 2 ■ [X , (25)

Or • /lg • d  • 7t — 2 • kgrm ’ • Л  Ц  . (26)
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D arau s is t die im  G ra tsp a lt a u ftre te n d e  S pannung  :

D 2 —  d 2
<>r — kgrm ' /-  '

2 ■ d  ■ h0
(27)

H in te r  dem  G ra ts p a lt  in der «Z iehdüse» ru f t  diese G ra tsp an n u n g  eine

r ( 1 + f )  (28)öVm —

Abb. 51

m itt le re  Spannung h e rv o r. I n  dieser G leichung is t

f 1 =  h1 - { d — 2 b ) - n ,  (9)

f 2 — h2 ■ d  ■ л  , (1 0 )

u n d  so kann  diese m ittle re  S pannung  fo lgenderw eise aufgeschrieben w erden  :

d ■ ho
6  rm — i  +

(d —  2 ■b) Ьг
(29)

D iese m ittle re  S p a n n u n g  arm a d d ie r t sich  bei der V erform ung zu  der 
m it t le re n  d ritten  H a u p tsp a n n u n g  orm. D ie F liessbed ingung  is t also :

h f  —  h m —  ( 0 3 m  ~ b  Grm )

u n d  d e r  m ittlere  V erfo rm ungsw iderstand  im  «Z iehhol» ;

km ;=

(30)

hf o T

1 +  0,93 • J L  ’
/ 1

(31)
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Die nö tige  P re ssk ra f t is t also, w enn G ra tre a k tio n  a u f tr i t t  :

2 ■ kn
d2 • л

%grm
D 2 —  d2

4
(32)

In  d ieser G leichung m uss der m ittle re  V erfo rm ungsw iderstand  k m m it  d er 
G leichung (31) u n d  der m ittle re  V erfo rm ungsw iderstand  kgrm m it d er G le ichung  
(23) bzw . (24) b e rech n e t w erden .
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Z U SA M M E N F A SSU N G

Im  ersten  T e il der A b h an d lu n g  sind  L ab oratoriu m su n tersu ch u n gen  über d en  K r a ftb e d a r f  
u n d  über d ie  F liessv o rg ä n g e  b e im  Strangpressen  u n d  P r e sse n  im  G esenk m itg e te ilt , d ie  b ew e isen , 
d ass d ie  v o m  V erfasser früher a u fg e ste llte  T h eor ie  u n d  R echnungsverfahren  zur B e st im m u n g  
der K räfte  b e im  S trangp ressen  (A cta  T ech n ica  4 (1 9 5 2 ) S . 273 /293) bei jeder S tr a n g p re ssa b m es­
su n g  u n d  P ressg esc h w in d ig k e it p rak tisch  sehr g u te  E r g eb n isse  liefern . D ie  G eg en ü b erste llu n g  
d er , b eim  W arm pressen  v o n  M essing, K upfer u n d  A lu m in iu m  gew onnenen b e tr ie b lic h e n  E rgeb ­
n isse  und  der rech n erisch  e r m itte lte n  W erte , is t  b e re its  in  d em  oben  erw ähnten  A r t ik e l e n th a lte n . 
D ie  h ier  v o rgefü h rten  L ab oratoriu m sversu ch e w u rd en  m it  B le i k a lt  und m it  A lu m in iu m  w arm  
d u rch gefüh rt u n d  w urden rech n erisch  verfo lg t.

Im  zw eiten  T e il der a n g este llten  L ab oratoriu m su n tersu ch u n gen  über d en  K r a ftb e d a r f  
u n d  d ie F liessv o rg ä n g e  b eim  P ressen  im  G esenk w u rd e fe s tg e s tc l l t ,  dass b eim  P r e sse n  im  G esenk  
d ie  P ressk raft im  A n fa n g sm o m en t der G ratb ildung p lö tz lic h  s te ig t  und d ie g rö sste  P ressk ra ft  
w äh ren d  der G ratb ild u n g e n ts te h t. D iese  V ersuche w u rd en  k a lt  m it  B le i d u rch g efü h rt. Im  L aufe  
der V ersu ch e w urde w eiters b ew iesen , dass zw isch en  d em  P ressen  im  G esenk u n d  d em  S trang­
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pressen e ine Analogie besteht, und so die Presskraft beim  Pressen im  Gesenk auf ähnlichen Grund­
lagen  b erechn et werden kann, w ie  beim  Strangpressen. E s w ird am Ende des A rtikels ein  R ech­
nungsverfahren  zur B estim m ung der Presskraft im  G esenk entwickelt und durch Versuche 
kontrolliert.

ШТАМПОВКА НА ПРУТКОВОМ ПРЕССЕ И В МАТРИЦАХ
( С О О Б Щ Е Н И Е  О П Р О В Е Д Е Н Н Ы Х  В 19 5 4  г. О П Ы Т А Х )

Академик А. Гелей 

Р е з ю м е

В первой части статьи дается доказательство теории автора по штамповке в прут­
ковом прессе (созданной уже ранее) в лабораторных масштабах, т. к . эта теория на основе 
данных производственных опытов была доказана уже ранее. Вторая часть статьи посвя­
щена опытному определению и расчету сил, возникающих при штамповке в матрицах
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1. In troducto ry

In  1910 H unter [1] f i r s t  succeeded in  p roducing  m etallic t i ta n iu m  in  a 
p u r i ty  requ ired  for h o t w ork ing . T i  has g rea t a ff in ity  tow ards 0  a n d  N ,  and  
a lread y  v e ry  sm all co n ten ts  o f О o r o f N  m ake i t  b rittle  an d  frag ile . T h e re  are 
no  e x a c t d a ta  on th e  О c o n te n t o f th e  T i  p roduced  b y  H u n te r, b ecau se  only 
P . E hrlich[2]  succeeded in  th e  d e te rm in a tio n  o f О in  T i in  1941. H u n te r  reduced  
TiC l4 b y  N a  in  a th ick -w a lled  bom b. T he sam e w ay  was follow ed b y  Gaiev [3 ] 
too. E ssen tia lly  on th e  basis  o f H u n te r ’s m e th o d  th e  D egussa f irm  (D eutsche 
G old u n d  S ilberscheidsansta lt) w as p roducing  T i  a lread y  on a la rg e r sca le  du ring  
th e  la s t w ar, b u t th is  m e ta l w as n o t  cold-w orkable a n d  was only u sed  fo r  vacuum  
tu b e  g e tte rs  an d  as an  a lloy ing  e lem ent in  n o t  Ti-base alloys.

T i  chem ically  p u re  a n d  th u s  well w orkable  in  the  cold s ta te  w as f irs t 
p roduced  b y  van A rkel a n d  de Boer [4]. T h e ir process was based  on  th e  d ispro- 
p o rtio n in g  of T iJ i on a tu n g s te n  w ire glow ing a t  1200° C.' T hough  T i  o f  h ighest 
p u r i ty  is for th e  p resen t s t i l l  p rep a red  b y  th is  process, its  im p le m e n ta tio n  on 
a w orks scale has fa iled  fo r th e  la s t 30 y ears .

T h e  f irs t  in d u s tr ia l process o f T i  p ro d u c tio n  was e labo ra ted  b y  K ro ll [5 ] , 
based  on th e  reduction  o f  TiC lt  b y  M g  (Ca o r N a). K roll’s e x p e rim e n ta l se tup  
is i llu s tra te d  in  Fig. 1. I ro n  crucible 1 is p ro v id ed  w ith  m o ly b d en u m  lin in g  2. 
T h e  crucib le is p laced in  silica  tu b e  5 a n d  is h e a te d  by  h ig h -freq u en cy  coil 6 . 
T h e  M g  4 is p u t in  th e  M o-lin ing. T he a p p a ra tu s  is evacuated  th ro u g h  tu b e  
10 to  a pressure of 0,1 m m  H g, a fte rw ard s argon  is fed  from  ru b b e r  b a ll  11. B y 
an  arc  s tru c k  across C n-sticks 17 th e  la s t tra c e s  o f im purities can  b e  rem oved 
from  A r ,  while for th e  rem o v a l o f  re m n a n ts  o f w a te r v ap o u r so m e  d rops of 
TiC lA can  be induc ted  b y  a u x ilia ry  feed ing  device 9. T an k  14 se rv es  fo r th e  
7’iC / 4 feed.

K ro ll’s orig inal ex p e rim en t w as m ade w ith  360 g of M g, fo r  w h ich  the  
n ecessary  am oun t of TiCI4 w as fed  d u rin g  110 m in . A t th e  s ta r t  o f  th e  reac tio n  
th e  te m p e ra tu re  was 720° C ; i t  rose to  1060° C due to  hea t d ev e lo p ed  b y  th e  
reac tio n . A fter com pletion o f th e  reaction  th e  vessel was cooled dow n in  an  a tm o-
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sp h e re  o f protective gas, t h e  spongy Ti an d  th e  M g C l2 form ed in  th e  crucible 
w ere  ch ipped  off by  a m a c h in e  tool. The reaction  p ro d u c ts  th u s o b ta in ed  in  chip 
fo rm  w ere trea ted  w ith  w a te r  o r  w ith  dilu ted  H C l ; th e  M gCl2 and  M g  w ere th u s

F ig . 1. Reactor used b y  K ro ll
1. Iron crucible
2. Mo-lining
3. Iron cover
4. Mg
5. Silica tube
6. High-frequency co il
7. Thermo-couple
8. W ater-cooled cover
9. Pipe fitting to  A r ta n k

10. Connecting piece to pump
11. R ubber b a ll for argon feed
12. P ipe for TiCl4 feed
13. Orifice o f  pipe 12
14. TiCl4 tan k
15. F lex ib le  pipes
16. E lectrod es
17. C a-sticks
18. A u x ilia ry  TiCl4 feed

d isso lv ed , and  T i in  p o w d e r  a n d  spongy form  w as o b ta in e d  su itab le fo r fu r th e r  
t r e a tm e n t .

T h is  process o r ig in a lly  developed by  K ro ll fo r  reduction  b y  M g  o r Ca 
w a s  developed by  W artm an  [6 ] to  works scale. I t  is in te re s tin g  th a t  th e  in d u s tr ia l
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p ro d u c tio n  o f T i  s ta r te d  on ly  in  1951 an d  has developed  on a su b s ta n tia l scale 
p rac tica lly  during  th e  la s t th re e  years. D a ta  on w orld  p ro d u c tio n  [7 ] are as 
follow s :

1950  .......... w orks experim en ts
1951 .......... 550 tons
1952  ........  1100 «
1953 ........  3400 «
1954  ........  7000 « (ta rg e t)

F ig. 2 . W artmann’s Reactor
1. TiCl4 tank  6. H elium  tank
2. Pipe line 7. Pressure gauge
3. M easurement o f TiCl4 8. Gas burner
4. Iron reactor 9. W ater cooling
5. Furnace w alling 10. Mg drain orifice

In d u s tr ia l p roduction  is p rac tica lly  still b ased  on K ro ll’s process. R eacto rs 
a t  p re se n t used  have m o stly  developed in  d im ensions on ly  ; th e y  have  n o t  d is­
p lay ed  a n y  essen tia l changes o f  design during  th e  la s t  years  [8 ]. T he sk e tch  of
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a c tu a l  in d u str ia l reac to rs  is  show n  in  Fig. 2. T h e  T iC i4 flow s from  ta n k  1 th ro u g h  
tu b e  2 an d  m easuring d ev ice  3 in to  w elded iron  re a c to r  4. T h e  re a c to r  is placed 
in  a n  o il-fired  furnace. H e liu m  is used to  keep u p  a p ro tec tiv e  gas a tm osphere  [6 ]. 
A p e r tu re  10 serves for d ra w in g  o ff reaction  p ro d u c ts . A fte r  use th is  reac to r  has 
to  b e  c u t open to  rem ove th e  T i  produced d u rin g  th e  reac tio n  ; a f te r  refilling , 
i t  h a s  to  be welded to g e th e r  again .

Since the  o rig inal e x p e rim e n t o f K roll th e  tech n o lg y  o f T i  p ro d u c tio n  has 
d ev e lo p e d  more in  d im en sio n s  alone, there  is an  on ly  change o f  p rin c ip le  in  th e

F ig . 3 . Ti-Sponge heating furnace 
A  R ea cto r  vessel w ith reaction products 
В Inner iron m antle  
C F urnace walling  
D E lec tr ic  heating jacket 
E  P ip e  fla n g e  for pump 
MgCl2 co llecting  tank

s e p a ra tio n  of reaction  p ro d u c ts . F o r th a t  pu rpose  no m ore w ash ing  w ith  w ate r 
o r  H C l is applied, b u t  th e  h e a tin g  a rran g em en t show n in  F ig. 3 is used  to  m ake 
th e  M gC l2 and  th e  re m a in in g  m etallic  M g  ru n  o ff or ev ap o ra te  from  th e  T i 
sp o n g e  [9]. T hereby  th e  h a rd n e s s  of th e  T i  p roduced  b y  K ro ll’s m e th o d  has been 
re d u c e d  to  Brinell h a rd n ess  160— 180 on th e  average, fu r th e r  to  B rin e ll hardness 
130 in  w orks te sts , an d  th u s  th e  hardness o f th e  p hysica lly  p u re  io d id e-T i has 
b e e n  approached . B y  w a sh in g  w ith  w ater an d  FICl sam ples of 180— 220 B rinell 
h a rd n e s s  were ob ta in ed .
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D u rin g  th e  la s t years  several tr ia ls  h av e  been  m ade to  dispense w ith  
u n h a n d y  reac to rs. Several researchers have en d eav o u red  to  m ake th e  process 
co n tinuous. T h u s M addex  an d  Eastwood  [10] developed  th e  reacto r o f  th e  ty p e  
o f  F ig. 4, in  w hich vessel A  is filled  w ith  T iC / 4 v ap o u rs , an d  pum p D  feeds

Fig. 4. Continuous R eactor  
A V essel filled  w ith TiCl4 vapour  
В Mg-feed valves 
C M g-tank 
D Mg-pump 
E  Valve  
F  Electrode 
G T i-ingot
I Mg and MgCl2 collecting vessel

liq u id  M g  from  ta n k  C th ro u g h  valve В  in to  th e  sy stem . T h e  M g  fed reac ts  w ith  
th e  TiCl4, an d  th e  M gCl2, th e  M g  in  excess, an d  th e  T i  i ts e lf  should pass th ro u g h  
valve E  d irec tly  in to  th e  elec tric  arc  fu rnace , w here  th e  M g  a n d  th e  M gCl2 are  
v apourized  an d  th e  T i-sponge m elts in to  a sm all in g o t. H ow ever, rep o rts  p u b ­
lished  in  th e  m ean tim e have po in ted  ou t [8 ] th a t  th e  m eth o d  has no t fu lfilled  th e

15 A cta Tcchnica XJ1— 2.
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e x p e c ta tio n s  an d  th e  c o n tin u o u s  reac to r  h as  n o t  been  realized , in  th e  f i r s t  p lace 
b ecau se  th e  T i-sponge ad h eres  v e ry  s tro n g ly  to  th e  w all o f th e  vesse l a t  th e  
re a c tio n  tem p era tu re , a n d  i ts  conveyance co u ld  n o t be solved. T herefo re  in d u s­
t r i a l  p ro d u c tio n  is s till going on w ith  th e  o ld  reacto rs, one d isa d v a n ta g e  o f 
w h ic h  is  th a t  th e  system  has to  be cooled dow n a f te r  every  reac tio n , th e  reac to r  
sp lit  u p , p roducts rem oved  b y  w ashing  or h e a tin g , fin a lly  th e  reac to r  h as  to  be 
r e f i t t e d  for w ork b y  w eld ing .

O n  th is  basis th e  a u th o r ’s ex p erim en ts  a im ed  a t th e  design o f a d isassem ­
b la b le  re a c to r  a u to m a tica lly  con tro lling  th e  reac tio n , th e  d isassem b ly  an d  
re a sse m b ly  of w hich is m ade w ith o u t w eld ing , a n d  w hich p e rm its  a t  le a s t sem i- 
c o n tin u o u s  if  n o t con tin u o u s opera tion . B esides th is , cond itions of p ressu re  an d  
te m p e ra tu re  re ign ing  in  th e  reac to r, th e  p ro b lem  o f op tim um  recovery  a n d  all 
p rin c ip le s  of design o f  in d u s tr ia l  reac to rs  w ere to  be cleared.

2. Experim ental setup

T h e  disassem blable re a c to r  u sed  in  th e  experim en ts is d ia g ram m atica lly  
show n  in  Fig. 5, its  pho to  is p resen ted  in  F ig . 6. I t  consists o f tw o vessels, ou te r 
v esse l 1 is screwed to  lid  2 w ith  ru b b e r p a c k in g  betw een  th em . T he lid  is w ater- 
cooled  to  keep th e  ru b b e r  p ack in g  alw ays cool. In n e r  vessel 3 is h e a te d  b y  elec­
t r ic  h e a tin g  jack e t 4. To p re v e n t th e  h e a tin g  ja c k e t from  being  a tta c k e d  by  
T iC i4 th e  in n er vessel is g ro u n d  to g e th e r w ith  th e  closing flange  o f th e  tr a n s i t  
p ip e , w elded  to  th e  lid  o f th e  o u te r vessel, to  form  a conical f i t  [8 ]. To assure 
t ig h t  closure in  th e  course o f  ex p erim en ts  th e  in n e r  vessel w as cooled w ith  solid 
C 0 2 a n d  forced in to  th e  lid  collar w here i t  w as w arm ed  up an d  ex p an d ed  to  form  
a  v e ry  t ig h t  and  du rab le  f i t .  F o r prec ise ly  co n tro lled  feed th e  TiC / 4 w as filled  
in to  cu . cm -g raduated  b o ttle  5, w here u n d e r  th e  pressure o f A r  led  in  th ro u g h  
p ip e  6  i t  flow ed in to  th e  re a c to r  th ro u g h  n eed le  valve 7 a t  co n tro lled  speed. 
O n th e  basis  of experience g a th ered  in  ex p e rim en ts  w ith  th e  o rig in a l K roll 
s e tu p  th e  expand ing  ru b b e r  vessel w as le f t  off, w hereby  con tin u o u s feed  was 
re a liz e d .

I n  th e  above reac to r , th e  in n e r vessel o f  w hich had  a cubical c a p ac ity  o f 
3600 cu . cm , experim en ts w ere conduc ted  w ith  a f ill of 300 g o f M g  a t  d iffe ren t 
te m p e ra tu re s . P ressure  cond itions in  th e  re a c to r  were reg is te red  b y  a Hg- 
m a n o m e te r . In  th e  course o f  th e  ex p erim en ts  th e  am ount o f TiCl4 w as m eas­
u re d  as a function  of tim e , an d  pressure w as gauged  in  te rm s of tim e  too . T em pera­
tu r e  w as  k ep t c o n s tan t b y  con tro lling  th e  e lec tric  heating .

I f  c is th e  velocity  o f flow  of TiCZ4, р к  th e  pressure o f A r  in  feed b o ttle  5, 
a n d  р в  is  th e  pressure in  th e  reac to r, th e n , w ith  neglect o f th e  geodetic  head , 
a cc o rd in g  to  B ernou lli’s th eo rem

PKJZZII = + £_£!_,
у  Ч  4

,N>
♦
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w here f  is th e  coeffic ien t o f flu id  fric tion  deve loped  in th e  en tire  sy s tem , a n d  the  
am o u n t o f  TiC / 4 flow ing  in  per u n it  tim e

V =  c f ,

w here f  is th e  cross sec tion  o f th e  tu b e .
A r  pressure р к  w as gauged b y  a sp ec ia l m anom eter, an d  p re ssu re  d iffe r­

ence р к — р в  could be k e p t co n stan t d u rin g  th e  experim en ts w ith in  e r ro r  lim its  
o f  ± 1 5  m m  Hg.

Fig. 5 . Sketch of experim ental reactor

T em p era tu re  w as m easu red  on th e  side w all o f vessel 3, w hich  is s tr ic tly  
speak ing  n o t id en tica l w ith  th e  te m p e ra tu re  o f  th e  in n er space, b u t  in d ic a te s  
th e  ac tu a l te m p e ra tu re  in  th e  reaction  space  alw ays w ith  a tim e  la g  because 
o f  th e  low er h ea t co n d u c tiv ity  o f reac tio n  p ro d u c ts .

To e lim ina te  th is  source of erro r th e  re a c to r  h ea ted  up to  th e  te m p e ra tu re  
of th e  experim en t w as k e p t a t  th a t  te m p e ra tu re  for 1 /2 — 1  hour before  th e  s ta r t  
o f  th e  exp erim en t in  o rd er to  a tta in  perfect h e a t  equ ilib rium . A fte rw ard s electric  
h ea tin g  ja c k e t 4 w as reg u la ted  for an  o u tp u t t h a t  th e  h ea t p roduced  b y  th e  reac-

1 5 *
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Fig. 6. Experim ental reactor (photo)

t io n  sh o u ld  ju s t  cover th e  h e a t tra n sm itte d  th ro u g h  th e  walls o f th e  re a c to r . 
T h e  te m p e ra tu re  was th u s  k e p t constan t w ith  f lu c tu a tio n s  of ^ 1 0 °  C.

T h e  pressure in  th e  in n e r  reac to r space [3 ] shou ld  in  principle be  h ig h e r 
th a n  th e  o u te r a tm ospheric  p ressu re  in order to  p re v e n t a ir pene tra tin g  in  th ro u g h
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possible leakages. T he in it ia l  pressure in  th e  course of th e  ex p erim en ts  was 
alw ays 760 m m  H g , w ith  no  reg ard  w h e th e r th e  in te rn a l p ressu re  w as in  the  
course o f some ex p erim en ts  low er th a n  atm ospheric  p ressu re .

C alculation of th e  re a c to r  for s tre n g th  an d  th e  d e te rm in a tio n  o f its  heat 
ba lan ce  were execu ted  accord ing  to  p rinc ip les to  be ex p la in ed  la te r  an d  also 
served  for th e ir  contro l. T h e  defo rm ation  of vessel 3 w as so s ligh t th a t  th e  ground 
f i t  o f  th e  vessel an d  flange  cover h ad  to  be reg round  only  a f te r  40 reactions.

3 . E xecution o f  experim ents

a)  M easurem ents were m ade a t  th ree  d ifferen t te m p e ra tu re s  : 960, 850 
an d  800° C. The in itia l p ressu re  in  th e  reac to r was alw ays set a t  760 m m  of Hg  ;

Fig. 7. Am ount of TiCl4 (V r) fed into  the reactor, difference o f external and in ternal pressure 
p/<—p s, and internal pressure o f the reactor (p/j) as functions o f  tim e

p ressu re  р к  was a d ju s te d  slow ly to  th e  desired  value, an d  a fte rw a rd s  value 
р к — р в  was kep t c o n s ta n t.

T he q u a n tity  o f  TiC lt  (T V )  m easu red  as a function  o f t im e , th e  in te rn a l 
p ressu re  (рв)  were p lo tte d  in  a d iag ram  (F ig . 7 )  along th e  h o riz o n ta l axis of 
w hich  tim e  is in d ica ted  in  m in u tes  ; on th e  v e rtica l axis are  p lo tte d  q u an titie s  
o f TiC l4 fed  in  cu. cm , m oreover th e  p ressu re  in  m m  o f H g. O n th e  ax is o f p res­
su re , 760 m m  of H g  is a t  th e  p o in t of origin o f  th e  coo rd in a tes , a n d  on th e  o rd i­
n a te  ax is the  d ifferences ag a in s t 760 m m  o f H g  are p lo tted .

In te rn a l p ressure increases slow ly a t th e  beg inn ing  ; a f te r  a decreasing 
sec tion  it  begins to  rise  aga in .

T he value of TV changes along curve A B C . In  reac tio n  N o. 36, graphed 
in  th e  d iagram , as well as in  th e  o th e r m easu rem en ts, curve V t  = / ( < )  could
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b e  d issec ted  w ith  v e ry  go o d  app rox im ation  in to  tw o  s tra ig h t sections. These 
a re  sec tions A B  a n d  B C  in  F ig . 7.

L e t th e  am ount o f  TiCZ4 fed  in  per m in u te , w h ich  can ju s t  p a rta k e  o f  th e  
re a c tio n , be expressed in  Vr c m 3/m in . W ith in  tim e  in te rv a l defined  b y  section

V T .A B  th e  velocity  of in flow  o f  th e  TiCZ4 v — —  is no  d o u b t sm aller th a n , or a t
t

m o s t eq u a l to  Vr an d  th u s  th e  in flo w  of TiCZ4 w ill be d e te rm in ed  b y  eq u a tio n  (1 ). 
O n sec tion  BC th e  v e lo c ity  o f  in flow  of TiCl4 is less th a n  th e  value fix ed  b y  
e q u a tio n  (1 ), therefore h e re  th e  speed of reac tio n  V r w ill be valid , an d  th u s  
V  =  Vr in d ep en d en tly  o f  th e  velocity  d e te rm in ed  b y  pressure difference 
PK— P b - F o r the  in v e s tig a tio n  o f  th e  process in to  in n e r  vessel 3 of Fig. 6  a th in - 
w a lle d  lin in g  was p laced  w h ic h  in  some experim en ts h a d  a f la t  b o tto m , in  o thers 
it h a d  a hem ispherical b o tto m . T he bo tto m  p la te  o f th e  la t te r  was p rov ided  w ith  
b o re s  o f  1— 1,3 m m  th ro u g h  w h ich  th e  MgCl2 fo rm ed  in  th e  course of th e  reac tio n  
p a r t ly  flow ed off, w hile th e  M g  was re ta in ed  because  o f its  g rea te r surface 
te n s io n . Thus in  th e  series o f  experim en ts m ade a t  d iffe ren t tem p era tu res  an d  
w ith  d iffe ren t bore d ia m e te rs , d ifferen t am o u n ts  o f  chlorides were f ilte re d  off. 
A cco rd in g ly  the  po in t also  v a r ie d  w here th e  v e lo c ity  o f feed slow ed dow n.

L e t r\ be in th e  fo llow ing  th e  am oun t of TiC lt  fed  re fe rred  to  th e  q u a n tity  
o f  TiCZ4 required  for th e  co m p le te  reaction , fu r th e r  le t К  be th e  am o u n t of 
ch lo rid e s  draw n off th ro u g h  th e  f ilte r , expressed in  p ercen tag e  of th e  to ta l o f chlo­
r id e s  form ed. W ith  th e  re a c to r  dim ensions applied  a t  th e  experim ents th e  re la ­
tio n s h ip s  were as follow s :

K %  V
15,7 0,59
20 .0  0,71
21.0 0,68
31.0 0,74
67 .0  0,92

T hese  d a ta  show  t h a t  th e  m ore chlorides cou ld  be rem oved, th e  longer 
i t  w as possible to  keep u p  u n ifo rm  velocity  o f feed  o f TiC lr  T he  b reak  a t  В  o f 
c u rv e  V t  =  f( t)  shown in  F ig . 7 is therefore due to  sh ie ld ing  of th e  surface of 
th e  m a te ria ls  tak ing  p a r t  o f  th e  reaction  b y  th e  reac tio n  p roduc ts form ed. T he 
p h en o m en o n  is still m ore s tr ik in g  i f  the  ex p e rim en ta l d a ta  are p lo tted  n o t as 
fu n c tio n s  of tim e b u t in  te rm s  o f  th e  above d e fin ed  ra tio  7] ( F ig. 8 ) .  H ere d a ta  
o f  tw o  reactions are co m p a re d . One diagram  is d raw n  from  d a ta  o f reac tio n  
N o . 36 p resen ted  in  F ig . 7  in  w hich  67%  o f chlorides flow ed  th ro u g h  th e  filte r , 
a n d  th u s  velocity  v o f th e  feed  of TiClA w as c o n s ta n t u p  to  rj =  0,92, th a t  is, 
a lm o s t up  to  the th e o re tic a lly  req u ired  am oun t o f  T iC lr  In  th e  second reaction  
N o . 42 , however, on ly  1 5 ,7 %  o f th e  chlorides w ere rem oved  by  f ilte r in g  and 
h e re  th e  velocity  o f feed  o f  TiCZ4 slow ed dow n a b ru p tly  a lready  a t r] —  0,59.
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Fig. 8. Am ount of T íC14(V t ) fed into the reactor and change of internal pressure (pß) as functions 
of the degree of com pletion of the reaction

F ig . 9. Reactor lining w ith  reaction products
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Fig. 10 a )  L ining w ith filter  and reaction products

Som e such inner lin in g s  sp lit  up  show clearly  th e  a rran g em en t o f reac tio n  
p ro d u c ts . Fig. 9 is a f la t  b o tto m e d  lin ing w ith o u t f ilte r . H ere w hite  M gCl2 
e n tire ly  covers grey T i  a n d  M g , while in  th e  lin in g  o f  Fig. 10, w here 67%  o f 
ch lo rid es  flow ed down th e  f i l te r ,  th e  M g  an d  M gC l2 a re  layered  below' spongy T i.

T h e  position of reac tio n  p ro d u c ts  can be ex p la in ed  in  th e  follow ing w ay. 
A t th e  reac tio n  tem p era tu re  th e  TiC lt in  the  v ap o u r s ta te  reacts  w ith  M g  p a r tly
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Fig. 10 b) Lining w ith  f ilter  after extraction of part o f  the MgCl2 w ith water

in  th e  liq u id , p a r tly  in  th e  v ap o u r phase th eo re tica lly  accord ing  to  th e  fo llow ing 
eq u a tio n s :

TiCluvap 4“ 2  Mgvap — 2  MgChli q и -(- Ti (2)

TiClxyap 2Mgliqu — 2 MgC'lzliqu -f- Ti (3)
an d

MgClillq и *■ MgCIiíyap (4)

T he speed of th e  reaction  described  b y  equation  (2) is de te rm ined  by  th e  reac tio n

Mgliqu -* Mgvap (5)
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w h ic h  is, as will be show n la te r , low er th a n  th e  speed  of reac tio n  (2). T herefore, 
t h e  re a c tio n  can p roceed  a t  th e  a tta in a b le  m ax im u m  speed as long  as  th e  TiClt  
v a p o u r  can  keep u n d is tu rb e d  co n tac t w ith  th e  surface of liq u id  M g.

I f  fo r sake of s im p lic ity  th e  reac tio n  described  b y  e q u a tio n  (2) is disre­
g a rd e d  for the  p resen t, th e  speed of reac tio n  (3) m ust rem ain  u n ifo rm  as long 
a s  re a c tio n  p roducts do n o t  shield m ore o r less th e  surface of l iq u id  M g. The 
sp . g r. o f  M g  is a t  750° C, 1,47 g /cm 3 (11), th a t  o f MgCl2 is 1,67 (12). T h u s th e  
M g C l2 w ould  tak e  p lace below  th e  M g. H ow ever, th e  fo rm ation  o f  T i  sponge 
s t a r t s  on th e  surface o f M g  a n d  th u s  im pedes th e  m u tu a l change o f  p lace  of the  
M g — M gC l2 ; besides th is  th e  77-sponge in c lu d es  also some M g  an d  th u s  o b stru c ts  
to  so m e e x te n t th e  re a c tio n  tak in g  place in  th e  liq u id  phase. In  t h a t  case the  
re a c tio n  according to  e q u a tio n  (2 ) p reva ils  a lread y , th e  speed of w h ich  is de ter­
m in e d  as aforesaid b y  th e  speed  of reac tio n  (5). In  th e  end  th e re fo re , w hen the  
re a c tio n  products im pede th e  change o f p lace  o f M g  and  M gCl2, t h a t  is, when 
l iq u id  M g  is only fo u n d  in c lu d ed  in  T i  sponge, th e  speed o f re a c tio n  slows 
d o w n  w ell m easurab ly , b u t  u n til  th is  p o in t i t  rem ains co n stan t. T h is  circum ­
s ta n c e  y ie ld s fu r th e r  on th e  possib ility  o f  th e  d e te rm ina tion  of re a c tio n  speed 
w ith  th e  precision re q u ire d  for th e  design  o f  reactors.

b)  L ite ra tu re  on th e  m echanism  o f th e  reac tio n  generally  supposes th a t 
th e  re d u c tio n  of TiCl^ w ith  M g  is d e te rm in e d  b y  equations (2 ), (3), an d  (4). 
T o  c le a r  th e  ac tual p rocess o f  reaction  th e  q u a n titie s  of m eta llic  T i  a n d  of the  
M g  in c lu d e d  in  th e  T i-sponge were d e te rm in e d  a fte r  each reac tio n , as well as 
c h lo rid e s  soluble in  w a te r. I f  according to  th e  foregoing r] deno tes th e  ra tio  of 
T7C74fed  in  during th e  reac tio n  an d  o f th e  q u a n t i ty  of TiC/4th eo re tica lly  requied  
a c c o rd in g  to  equations (2) a n d  (3), an d  x  sym bolizes th e  a m o u n t o f  ac tually  
fo rm e d  T i  re la ted  to  th e  a m o u n t ca lcu la ted  b y  equations (2) a n d  (3), i t  can 
b e  a sc e r ta in e d  th a t  x  decreases w ith  in c rease  o f rj.
T o  th e  value of rj —  1  p e r ta in  values o f  x  sp read ing  from  73,5 to  75,5

At rj —  0,9 x 0,81 a n d

« rj =  0,8 X 0,95— 0,97.

T h e  above d a ta  in d ic a te  th a t  if  th e  degree o f com pletion o f  th e  reaction  
ap p ro a c h e s  1, th e  specific  recovery  o f T i  decreases. This e v id e n tly  ind ica tes 
t h a t  th e  reaction  does n o t  proceed p u re ly  accord ing  to  equ a tio n s (2) an d  (3) 
b u t  w h en  th e  am oun t o f M g  in  th e  reac to r  a lre a d y  decreases th e  re a c tio n

TiCl. +  T i ^  2 TiCl., (6 )

m a y  also  tak e  place.
I t  is d ifficu lt to  decide th e  question , fo r cond itions are also co m p lica ted  by  

th e  re a c tio n

2 T iC l3 ^2 T i C i x -f- T iC l.,. ( ? )
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I t  seem s p robab le , th a t  a t  th e  reac tion  te m p e ra tu re , betw een 800— 900° C, 
th e  reac tio n  described  b y  equation  (6 ) also ta k e s  place. A ccording to  in v e s tig a ­
tions o f R . Schm idt (13) th e  equ ilib rium  o f re a c tio n  (7) is sh ifted  ab o v e  600° C 
so fa r  to  th e  r ig h t, th a t  TiC l3 is no more p re se n t. R eac tio n  (6 ) betw een 800— 900°C 
a t  a tm ospheric  pressure y ields accord ing  to  K lem m  an d  Grimm  [14] TiC l2 
a lm ost in  q u a n tita tiv e  p roportion , b u t th is  re a c tio n  is  ra th e r  slow. O n  th e  o th e r 
h an d , accord ing  to  Stähler [15], betw een  800 a n d  1100° C a t 1 m m  H g  p ressu re , 
th a t  is, in  case o f con tinuous exhaustion  o f th e  TiCZ4, th e  TiCl2 y ie ld s  74— 94%  
m eta llic  T i. T he above re la tionsh ips o f rj a n d  к  confronted  w ith  p e r ta in in g  
m easu rem en ts  of K lem m  a n d  G rim m  p e rm it th e  supposition  th a t  i f  th e  tj-value 
o f th e  reac tio n  approaches 1, th a t  is, th e  M g  is p resen t in b u t sm a ll a m o u n t 
a lread y , th e  fo rm ation  o f TiCl2 s ta r ts  acco rd in g  to  (6 ), w hich m ean s t h a t  th e  
a m o u n t o f  m eta llic  T i  in  th e  reac to r xvill no m ore increase u n d er th e  e ffec t of 
T i d 4 feed , b u t  wrill perhaps decrease.

D u rin g  cooling dow n o f th e  reac to r, u n d e r  600° C there  is p o ss ib ility  of 
fo rm ation  of TiC l2 accord ing  to  equation  (7). T h e  TiCl2 is a b lack  c ry s ta llin e  
solid su b stance . In  m oist a ir it  tu rn s  in to  T i 0 2 a n d  H C l, or in to  T i-o x ych lo ride . 
T he fo rm atio n  o f  TiC l2 w ill th u s  n o t on ly  a ffec t recovery  figures, b u t  i f  reac tio n  
p ro d u c ts  are  e x tra c te d  b y  w ashing, it  m a y  also n o ta b ly  d e te rio ra te  th e  q u a lity  
o f m eta llic  T i  p roduced  because o f  the  fo rm atio n  o f  T i0 2. The ex is ten ce  o f  reac ­
tio n  (6 ) a n d  th e  q u a lity  o f T i  produceable  th e re b y  was in v e s tig a te d  a f te r  th e  
m ethod  o f K lem m  an d  G rim m  by  h e a tin g  T i  a n d  TiCZ4 in  sto ich io m etrica l 
p ro p o rtio n s in  a closed silica tu b e  a t 800— 900° C fo r a longer period . T h e  m e ta l­
lic T i  filled  in th e  silica tu b e  consisted  o f  g ra in s  o f  1 m m  selected b y  screening . 
A fte r cooling dow n o f th e  silica tu b e  a n d  ex h a u s tio n  of th e  excess o f  TiCZ4, th e  
o b ta in ed  p ro d u c t alm ost en tire ly  passed th ro u g h  th e  D IN  100 sieve, ev id en c in g  
th a t  th e  reac tio n  h ad  ta k e n  place in  b o th  d irec tio n s  an d  also in d ic a tin g  t h a t  th e  
m eta llic  T i  o b ta in ed  from  sp littin g  th e  TiC l2 y ie ld s  a very  fine  p o w d er. Since 
th e  re a c to r  has n ecessarily  to  be cooled dow n in  an  atm osphere o f  p ro tec tiv e  
gas, th a t  is , u n d e r pressu re, th e  d issociation  o f  TiC l2 in to  TiCZ4 a n d  m eta llic  
T i  does n o t  ta k e  place q u a n tita tiv e ly , th e re fo re  i t  has to  be reckoned  w ith  th a t  
th e  T i  pow der w ill con ta in  TiC l2 too.

T h e  reac tio n  of TiC l2 w ith  w ater o r m o ist a ir  explains th a t  T i  o f  s u b s ta n ­
tia lly  h ig h er q u a lity  is o b ta in ed  if  the  sep a ra tio n  o f  Ti-sponge a n d  o f  reac tio n  
p ro d u c ts  is m ade in  th e  h ea tin g  fu rnace  show n in  F ig . 3, because th e re ,  w ith  
h ea tin g  in  h igh  v acuum , reaction  (6 ) tak es  p lace  to  th e  left an d  n o  m ore  TiC l2 
rem ain s in  th e  system . T hough h ea tin g  th e  reac tio n  products in  h ig h  v acu u m  
y ie lds m u ch  b e tte r  re su lts , y e t researches w ere d irec ted  tow ards th e  develop­
m e n t o f  th e  w ashing techn ique, because in  H u n g ary  th e  h e a tin g  tech ­
n iq u e  invo lv in g  h igh energy  consum ption  (40— 50 K W h/kg  sponge) is a  costly  
process to  be re s tr ic te d  to  th e  p roduction  o f  m eta llic  T i for sp ec ia l purposes 
only .
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In  th e  w ashing  a n d  g rind ing  ex p erim en ts  reac tio n  p roducts w ere f ir s t  
w a sh e d  in  w ater c o n ta in in g  2 %  HCl ; follow ing th is ,  a fte r grind ing  for a d e fin ite  
c o n s ta n t  period, screen  an a ly ses  were ex ecu ted . R e su lt of one screen  analysis 
is  q u o te d  as an exam ple  in  F ig. 11. D ashed lin e  in d ic a te s  the  grain  d is tr ib u tio n  
co rresp o n d in g  to  th e  f i r s t  g rin d in g . I t  can be  o b se rv ed  in  th is  and  in  th e  fu r th e r  
f ig u re  t h a t  th e  gra in  d is tr ib u tio n  shows tw o  m a x im a , one a t ab o u t 0,3 m m  ; 
a n o th e r  betw een 0,06 a n d  0,1 m m . R esid ts o b ta in e d  by  fu rth e r g rin d in g  are

F ig . 11. Ti-sponge grain size d istribution after first grinding for 15 m inutes (dashed lin e), 
after second grinding for 15 m in . (th ick  solid line)

Fig. 12. Grain size distribution o f T i-sponge after grinding

show n  b y  th e  th ick  solid  lin e , in d ica ting  th a t  th e  a m o u n t of grains above 0 , 6  m m  
is g re a tly  reduced b y  fu r th e r  grinding, b u t  b o th  p eak s  previously  m en tio n ed  
c o n tin u e  to  rise, in d ic a tin g  th a t  these two c h a ra c te r is tic  peaks are n o t  resu lts  
o f  g r in d in g , b u t have deve loped  already in  th e  re a c to r  in  more or less d e fin ite  
g ra in  sizes. There w as in  gen era l no change in  th e  c h a ra c te r  of th e  cu rv es , w hen 
g r in d in g  w as done in  m ills  o f  d ifferent ty p e .

S im ila r resu lts a re  p re se n te d  in Fig. 12 to o , w h ere  th e  th ick  solid line shows 
re su lts  a f te r  f ir s t  g rin d in g , w hile  the  d ash -d o tted  cu rv e  is th e  resu lt o f  g rin d in g  
th e  p lu s  0,6  m m  gra in  size a n d  adding it to  th e  p rev io u s m illed p ro d u c t. B o th  
d ia g ra m s , as well as g ra in  analyses executed  on p ro d u c ts  from d iffe ren t ty p es
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o f ba ll m ills, un iform ly  show  th a t  th e  gra in  d is tr ib u tio n  is e sse n tia lly  f ix e d  b y  
th e  reaction  process an d  is on ly  v e ry  l i t t le  a ffec ted  —  a t leas t in  i ts  c h a ra c te r  —  
b y  g rind ing . I t  is m ost p robab le  th a t  v e ry  fine  g ra in s (m inus 0,2 m m ) are  p a r tly  
fo rm ed  in  th e  gas phase , p a r t ly  th e y  a re  p ro d u c ts  o f th e  decom position  o f  TiC l2. 
T h is  is also m ade p robab le  b y  th e  fac t th a t  th e  h a rdness of m e ta l b o d ies  m ade 
up  o f ve ry  fin e  pow der is genera lly  g rea te r th a n  th a t  o f bodies b u il t  u p  o f  grains 
o f  0,2— 0,6 m m . T he d is tr ib u tio n  o f M g  am ong th e  d ifferen t g ra in  sizes depends 
v e ry  m uch  on th e  degree o f com pleteness o f th e  reac tion . In  th e  fo llow ing  are 
ta b u la te d  d a ta  on th ree  reac tio n s . ,

%  Mg in grains of

less than 0,1 m m 0,1—0,6 m m over 0,6 mm

1 8,02 5,96 5,65

0,9 7,57 7,18 8,02
0,8 12,65 9,06 12,10

In  th e  coarsest frac tio n  th e  M g  co n ten t rises w ith  d ecreasin g  r], w hich 
is exp la ined  by  th e  fac t th a t  i f  less TiCl± is fed  th a n  th e  th e o re tic a lly  requ ired  
a m o u n t, M g  rem ains b ack , w hich  is d ifficu lt to  g rind , w hereby  th e  M g  co n ten t 
o f  th e  coarse grain  size as well as th e  q u a n tity  o f  th e  coarse fra c tio n  grow . T he 
case is s im ilar w ith  th e  0,1— 0,6 m m  gra in  size, w here w ith  dec reasin g  values 
o f  rj th e  M g  co n ten t also shows reg u la r increase, w hile w ith  v e ry  f in e  pu lverous 
m a te r ia l no  such re g u la rity  is  observable .

T h e  am o u n t o f g ra in s la rg e r th a n  0,6 m m  is a t  rj — 1, 2 0 ,2 % , a t  rj =  0,9, 
23 ,8% , an d  a t r) =  0,8, 29% .

F ro m  th e  above tw o series o f d a ta  th e  conclusion m ay  be  d ra w n  th a t  a t 
decreasing  value of Г) th e  q u a n ti ty  an d  M g -co n ten t of th e  p lus 0,6  m m  grain  
increase. These coarse gra ins can  be reduced  to  f in e r  size b y  second  g rind ing  
or b y  th e  ex trac tion  o f  M g  w ith  H C l followed b y  subsequen t m illing . O f course 
th is  involves su b stan tia l consum ption  o f HCl as well as fu r th e r  m an ip u la tio n s .

A ccording to  th e  foregoing th e  reac tion  can be  pursued  on ly  u p  to  rj =  0,7—  
0,8, o r else th e  specific recovery  o f T i  w ill decrease. A t rj —  0,7— 0,8 fu r th e r  
processing  of th e  coarse frac tio n  is len g th y  a n d  costly, th ere fo re  th e  m ethod  
w as developed to  feed b ack  th e  h ig h -M g  frac tio n  to  th e  n e x t re a c tio n , w hereby  
th e  M g  con ta ined  th e re in  could be v e ry  well m ade use of aga in .

T hese tw o fac to rs, n am ely  th e  necessity  o f keeping rj a t  0,7— 0,8 an d  
feed ing  b ack  th e  coarsest g ra in  in to  th e  reac to r requires th e  design o f  a reac to r, 
w hich  i f  i t  is n o t con tinuous in  opera tio n , a t le a s t m akes possible th e  execution  
o f  several reactions one a fte r  an o th e r.
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c) Pressure conditions in  the reactor. T he  p ressu re  re ign ing  in  th e  reac to r 
is g iv en  b y  the  sum  o f th e  d iffe ren t p a rtia l p ressu res . T h e  in te rn a l pressure in 
th e  re a c to r

P r  =  P a  +  p r i a ,  +  PMgci t  +  PMg  • (8)

O f  co u rse , th is  subsists o n ly  as long as th e  p resence  o f  TiC l2 in  th e  reac to r is 
n o t  to  be  reckoned w ith ; th i s ,  however m ay  be su p p o sed  up  to  r\ — 0,8 accord­
in g  to  th e  afo rem en tioned  d a ta .

E q u ilib riu m  v a p o u r  p ressu res  were co m p u ted  b y  D r. Z. H o rv á th  on th e  
b a s is  o f  d a ta  found in  l i te r a tu r e  an d  the  a u th o r  is in d e b te d  to  h im  for com m u­
n ic a tio n  b y  le tter. P re ssu re s  corresponding to  th e  s ta te  o f  equ ilib rium  are  shown 
fo r  p ra c tic a l reaction  l im its  in  th e  following ta b le  :

Tem perature P T iC t1 PM g PMgCl-i

K° C° m m  H g

1050 777 2,89- 1 0 -16 16,65 1,025
1100 827 3,23 • 1 0 -15 34,80 2,350
1150 877 3,02- 10~u 56,30 4,920
1200 927 2,58- 1 0 -13 123,— 10,01
1250 977 2,04- lO“ 12 209,8 17,8

B eside th e  p a r tia l  p re ssu re s  of M g  an d  M gC l2 th e  p a rtia l p ressu re  of 
T iC lt  is negligible an d  p re ssu re  conditions are ex p ressed  b y  th e  relation

Pr =  Pa  +  PMg +  PMgci2 (9)

S in ce  th e  experim ental re a c to r  is en tire ly  closed, in  th e  course of feed o f T i 0 4 
th e  p a r t ia l  pressure o f A r  w ill increase accord ing  to  B oy le— M ario tte’s law . L et 
V r b e  th e  aggregate vo lu m e o f  reaction  p ro d u c ts , VMg th e  volum e o f M g. V0 
th e  t o ta l  volum e of th e  in n e r  space of the  reac to r, fu r th e r  p 0 th e  to ta l  p ressure 
re ig n in g  in  th e  reacto r b e fo re  th e  s ta r t  of th e  re a c tio n . T h en

Pr —  P M g  +  PMgCt2 +  {Po—PMg)
V o — VMg

V0 — Vr
( 10)

W ith  consideration  o f  eq u a tio n s (2), (3) a n d  sp . gr. d a ta  a lready  s ta ted

V T =  VMg +  0,82 V T , ( И )

w h ere  V t  is the  vo lum e o f  TiCZ4 fed in to  th e  re a c to r .
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F ro m  sto ich iom etrica l a n d  sp. gr. d a ta , respec tive ly

V T ^  4 • г] ■ Vm s - ( 12)

O n su b s titu tio n  o f th is  an d  o f — — =  X  th e  in te rn a l p ressure in th e  reac to r
VMg

Pr — PMg  +  PMgCl2 +  (Po—PMg)
X  — 1

X  — 1 —  3,28 ■ r,
(13)

T he in te rn a l p ressu re  o f th e  reac to r th u s  depends on th e  in it ia l  p ressu re  
(p 0), on tem p era tu re , since values o f pMg an d  PM gd2 are  fixed  b y  te m p e ra tu re , 
fu r th e r  on r] an d  on th e  vo lum e (VMg) of M g  fed  in to  th e  reacto r. I t  has to  be 
p o in ted  o u t, how ever, th a t  in  re a lity  th is  fo rm ula  c an n o t even be reg a rd ed  as 
exact for equ ilib rium  cond itions, because for reasons o f  construction  th e  u p p e r 
p a r t  o f  th e  reac to r is cooled an d  th e  d is tr ib u tio n  o f  M g  an d  of M gCl2 vapours 
along th e  section w here th e  h ea ted  space passes in to  th e  cooled p o rtio n  is ev i­
d en tly  n o t un ifo rm , there fo re  th e  n u m b er o f M g  a n d  M gCl2 moles p re sen t in th e  
gas volum e is less th a n  w ould  correspond to  te m p e ra tu re  an d  th e  av a ilab le  gas 
volum e. N o tw ith s tan d in g  its  approx im ateness ju s t  p o in ted  out, th is  form ida 
gives m eans o f ap p ro x im ate  com puta tion  o f pressu res in  th e  reac to r an d  of its  
calcu lation  fo r s tre n g th .

A t reaction  tem p era tu res  o f 800— 1000° C, accord ing  to  experience, n o ­
n o tab le  deform ation  is observed even a fte r 100 hours of opera tion , unless th e  
s tress in  th e  wall o f th e  re a c to r  exceeds th e  lim it o f  1 kg /m m 2. F rom  th is  condi 
tion  o f  s tren g th , a n d  from  th e  fo rm er ap p ro x im ate  fo rm ula , w ith  consideration  
o f th e  necessity  o f m a in ta in in g  r] =  0,8 accord ing  to  th e  above, ra tio  X  o f th e  
gas vo lum e of th e  vessel a n d  o f th e  volum e of M g  f ill can  be d e te rm in ed  w ith  
su ffic ien t accuracy  for p rac tica l purposes. W ith  considera tion  o f th ese  th e  ra tio  
o f X  =  15— 20 is found  as a value w ith  w hich reasonab le  w all th ick n ess  and  
w eight are o b ta in ed  for th e  reacto r.

F ig . 8  shows tw o curves for th e  d e te rm in a tio n  o f ac tu a l p ressu re  cond i­
tio n s o f th e  reac to r. O ne is th a t  o f reac tion  No 36, th a t  to o k  place a t  960° C 
u p  to  î) =  1 u n d er th e  effect o f p ressure d ifference р к — р в  =  115 m m  H g  
a t th e  ra te  o f 23 cm 3 o f TiC lá fed  in  per m in . T h e  second reaction  to o k  place 
u n d e r th e  effect o f  р к — р в  =  70 m m  H g  p ressu re  difference a t  th e  ra te  of 
12 cm 3 TiC li fed  p er m in . up  to  a value of p =  0,8. In  b o th  reac tions th e  in te rn a l 
p ressure of th e  reac to r  increased  in itia lly  a l ittle , a fte rw ard s i t  decreased  very  
m uch in  reaction  36, less in  reaction  42 ; f in a lly  i t  rose again bey o n d  a certa in  
p o in t in  b o th  reactions. T hese th ree  ch arac teris tic  sections o f th e  in te rn a l p res­
sure curve can be exp la ined  th u s . T he sm all a m o u n t o f  TiC lA fed in  a t  th e  s ta r t  
o f  th e  reaction  is v ap o u rized  a t those  p a r ts  of th e  reac to r  th e  te m p e ra tu re  o f
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w h ic h  is higher th a n  th e  te m p e ra tu re  of v ap o u riza tio n  o f th e  T iC l2 b u t  lower 
th a n  th a t  of M g, w ith o u t th e  reac tio n  s ta r tin g , w hereby  a t th e  s ta r t  o f  th e  reac­
t io n  a  certa in  increase o f p re ssu re  sets in . F u r th e r  increase of p ressu re  is in d ica­
te d  b y  th e  appearance o f th e  p a r tia l  p ressure o f M gCl2 a t  th e  b eg in n in g  o f the 
re a c tio n . U nder th e  effect o f  fu r th e r  feed o f  T i 0 4 th e  reac tio n  s ta r ts ,  w hich 
p a r t ly  uses up the  M g  v a p o u r . T h u s in  reac tio n  N o 36 ta k in g  p lace a t  th e  ra te  
o f  fe e d  o f 23 cm 3/m in  th e  p ressu re , in stead  o f ris in g  according to  e q u a tio n  (13) 
f i r s t  fa lls  very  m uch to  a b o u t rj =  0,45, from  th a t  p o in t i t  increases up  to  
»7 =  0,9  according to  a h y p e rb o la  parallel to  th e  hyperbo la  d e fin ed  b y  equation  
(13). I n  reaction  No 42 su ch  g rea t decrease o f p ressu re  could n o t be observed, 
th e  e v id e n t exp lanation  o f  w h ich  is th e  low er ra te  of feed.

T h e  change o f th e  in te rn a l  pressure can  th u s  be sum m ed u p  as follows :
I n  consequence o f th e  increase  of volum e o f reaction  p ro d u c ts  th e  in te rn a l 

p re ssu re  of the  reac to r sh o u ld  increase accord ing  to  a hyperbolic  law . H ow ever, 
i f  th e  r a te  of feed of T iC 14 is  su ffic ien tly  h igh , th e  la t te r  p a r tly  consum es th e  M g  
v a p o u r , because th e  speed  o f  th is  reaction  ta k in g  place in  th e  gas p h ase  is higher 
th a n  th e  ra te  of v a p o u riz a tio n  o f th e  M g. In  th is  case, therefo re , th e  reaction  
ta k e s  p lace p rac tica lly  acco rd in g  to  equa tion  (2) betw een  liq u id  M g  an d  TiClA 
v a p o u r . Curves of in te rn a l p ressu re  show th erefo re  fu r th e r  steep  ris in g  tre n d , 
w h ere  th e  ra te  of feed su d d e n ly  falls for reasons a lread y  ex p la in ed  (shielding 
o f  l iq u id  Mg by  reaction  p ro d u c ts ) . B u t th e  in te rn a l pressure gauged  a t  th e  end 
o f  th e  reaction  d id  n o t exceed  the value calcu lab le  from  eq u a tio n  (13) b u t  was 
a lw a y s  som ew hat lower th a n  th a t .  T his shows th a t  eq u a tio n  (13) y ie ld s  for the  
c o m p u ta tio n  of th e  m a x im u m  pressure reign ing  in  th e  reac to r, i f  n o t  accurate, 
th e n  a t  all events dependab le  values.

T o  p reven t th e  in te rn a l p ressu re  from  fa lling  below  atm ospheric , th e  in itia l 
r e a c tio n  pressure has to  be  chosen th a t

p 0 =  760 m m  H g  +  p Mg , (14)

w h e re  PMg is the  p a r tia l p ressu re  o f M g  a t th e  chosen reaction  te m p e ra tu re . The 
m a x im u m  decrease of p ressu re  gauged in  th e  course o f experim en ts re la tiv e  to  
th e o re tic a l values was a lw ays low er th a n  th e  p a r tia l  p ressure o f e q u ilib riu m  of 
M g  p e r ta in in g  to  th a t  te m p e ra tu re .

d) Autom atic feed. A cco rd ing  to  th e  p rev ious tab le  th e  p a r tia l  pressure 
o f  T iC l4 varies w ith in  th e  o rd e r  o f m agn itude  of 1 0 ~ 12 —  1 0 ~ 16, i. e., i t  is neg li­
g ib le  in  com parison to  th e  p a r t ia l  pressures of M gCI2 an d  of A r .  I f  th e  reaction  
ta k e s  p lace  a t co n stan t te m p e ra tu re  a change o f  pressure in  th e  sy stem  can 
o n ly  ta k e  place in  consequence o f th e  change o f  vo lum e of th e  A r  cush ion , or 
b e c a u se  o f  the  change o f p a r t ia l  pressure of th e  M g  vapour. F rom  given volum e 
ra t io  X  th e  change o f p ressu re  o f th e  A r  cushion can be d e te rm in ed  in  term s 
o f  r\. F lu c tu a tio n  o f th e  M g  p ressu re  is, on th e  o th e r h an d , possible betw een
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zero a n d  th e  v ap o u r ten s io n  of equilib rium . F ro m  these two co n d itio n s th e  
m in im um  a n d  th e  m ax im u m  values of p ressu re  can be calculated, w h ich  can 
occur a t all. T he  value o f  m in im um  pressure is ev id en tly

Pmin “  Pq pMg 9 (15)

and th e  value of m ax im um  pressure is o b ta in ed  from  equation  (13) a f te r  su b s ti­
tu tio n  of 1].

I f  th e  v alue  o f volum e ra tio  X  is chosen so th a t  р тщ and  p max sh o u ld  fall 
betw een  tw o given lim its , a n d  if  the  ex te rn a l p re ssu re  is k ep t a t a p re-se t c o n s ta n t 
va lue , th e  speed o f th e  in flow ing  TiCl4 will f lu c tu a te  w ith in  the  lim its o f

and

Cmin
2 g (р к  — ртах)

(16)

Стах
( P K --- Pmin)

V/
(17)

A ccordingly  w ith  th e  choice o f the  v alue  o f  X  th e  speed of in flow  o f  TiC l4 
can be confined  betw een  tw o lim its. I f  the  speed  o f th e  TiCl4 feed is h ig h e r th a n  
th e  ra te  o f its  consum ption  in  th e  course o f  th e  reac tio n , the  p ressu re  in  th e  
system  surges, an d  th e  in te rn a l pressure w ill be  h igher th a n  the  e x te rn a l one, 
an d  i t  w ill th u s  push  th e  inflow ing colum n o f  TiC l4 back  in to  the feed  ta n k . 
As long as TiC l4 fed  in to  th e  vessel is consum ed in  th e  reaction , th e  p ressu re  can 
f lu c tu a te  only  betw een th e  above given lim its  o f  p mjn and  p max, an d  th e  r a te  of 
feed will also v a ry  v e ry  l ittle . Should the  ra te  o f  feed , how ever, be for a n y  reason  
h igher th a n  th e  reac tion  speed, th e  pressure in  th e  described system  w ill be 
im m ed ia te ly  equalized , a n d  fu rth e r  feed w ill cease. T his arrangem ent h a s  m ade 
possible th e  developm ent o f th e  reacto r w ith  au to m a tic  feed.

e) Determ ination o f  the reaction speed. E x p e rim e n ts  having been co n d u c ted  
a t  m ost d ifferen t р к — р в  values, th a t  re a c tio n  speed was determ ined , w hich 
could no  m ore be exceeded b y  fu rth e r b o osting  o f  th e  external p ressure, consid ­
ering  th a t  th e  reac to r could  n o t be o p e ra ted  a t  a feed ra te  h igher th a n  th e  
reaction  speed on th e  basis o f au tom atic  co n tro l described  above. Since acco rd ing  
to  th e  aforesaid th e  cushion o f M g vapour p ra c tic a lly  vanishes en tire ly  a t  a d e fi­
n ite  speed, th e  reaction  speed  thus m easured  is ap p ro x im ate ly  the ra te  o f  reac­
tion  described by  eq u a tio n  (2 ), w hich was fo u n d  to  be 1,13 g/m in/cm 2 a t  850° C.

f) Heat balance o f  the reactor. The red u c tio n  o f  TiCl4 w ith  M g  is o f  s tro n g ly  
exotherm ic ch a rac te r, reac tion  heats in cal/gr 7 7 0 /4  are  tab u la ted  in th e  follow ing:

A t 750° C 340 
« 850° C 312 
« 950° C 290 16

1 6  Acta Teohnica X / l—2.
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W ith  know ledge o f  th e  cross section  o f  th e  reactor, o f th e  ab o v e  given 
re a c tio n  speed and  reac tio n  h ea t, the  m a x im u m  am ount o f heat p ro d u ceab le  
p e r u n i t  tim e  in the re a c to r  can  be d e te rm in ed . L e t Q be the  h ea t g e n e ra te d  by  
th e  re a c tio n  in u n it tim e , Qл th e  heat c o n d u c ted  th ro u g h  the  walls in  u n i t  tim e , 
Q2 th e  h e a t d issipated  in  u n i t  tim e  b y  th e  cooling  w ater. Reaction w ill ta k e  place 
a t  c o n s ta n t  tem p era tu re  (d isregard ing  th e  t im e  ra te  of h ea t co n d u c tio n ), if 
Q =  -)- Q.2. H ea t e q u ilib riu m  is co n jo in tly  a ssu red  by  geom etric d im ensions
o f  th e  reac to r, b y  its  h e a t in su la tio n  an d  th e  r a te  o f feed.

g) O n the basis o f  experim en ts a w o rk in g  ty p e  of reacto r w as designed  
c o n s id e rin g  the  follow ing p o in ts  o f view .

T h e  volum e of reac tio n  p roducts is ca lcu lab le  by the  eq u a tio n

Vr =  VMg +  0.82 V T. (11)

X  is de te rm in ab le  b y  eq u a tio n  (13) from  th e  condition  ih a t th e  m ax im u m  
p re ssu re  occurring  in  th e  reac tio n  should  n o t  p roduce  p erm anen t d efo rm atio n  
ev en  in  continuous o p e ra tio n . F rom  a know n v a lu e  of X , V0, th e  e n tire  in n e r 
v o lu m e  o f the  reacto r is de te rm in ab le . In  g en era l the  value of X  is fo u n d  to  be 
15— 2 0  depend ing  on th e  w all th ickness o f th e  reac to r. However, th is  re la tiv e ly  
la rg e  vo lu m e is n o t to  be b u ilt  in to  the  h e a te d  space, for the  large gas vo lum e 
a r r iv e d  a t  from  th is  p o in t o f  view  serves on ly  to  p rev en t too h igh gas co m p res­
sion  d u r in g  reaction . I t  is therefore  su ffic ien t to  proportion  th e  h e a te d  space 
o n ly  la rg e  enough to  accom odate  therein  th e  re a c tio n  products p ro d u ced  in  the  
course  o f  one reaction , th e  volum e o f w hich is  com putable by  eq u a tio n  (11). 
T h e  d ifference betw een th e  necessary  vessel v o lu m e  an d  the  volum e o f reac tio n  
p ro d u c ts  can  be lo ca ted  in  a separate  u n h e a te d  volum e. The reac to r o f  novel 
ty p e  designed  by  th e  a u th o r  is p resen ted  in  F ig . 13. The volum e o f th e  in n e r ­
m o s t vesse l w ith  bu lg ing , perfo ra ted  b o tto m  corresponds to  th e  v o lu m e  of 
re a c tio n  p roducts. T he n ecessa ry  gas volum e h a s  b een  incorporated  in  a sep a ra te  
v esse l n o t  shown in  th e  fig u re  ; th is  vessel is jo in e d  to  the reac to r b y  a p ipe. 
U n d e rn e a th  th e  reac to r  is p laced  a second h e a ta b le  container lin k e d  to  th e  
re a c to r  th ro u g h  the in te rm e d ia te  of a ru b b e r-p a c k ed , w ater-cooled jo in t .  T h is 
c o n ta in e r  serves for th e  s to rag e  of M gCl2. A f te r  th e  com pletion of one reac tio n  
th e  u p p e r  vessel should  th eo re tica lly  be filled  w ith  reaction  p roducts. B y  ra is in g  
th e  te m p e ra tu re  a fte r  th e  reac tio n  the M gC l2 is  d ra in ed  off th ro u g h  th e  f i l te r  
in to  th e  co n ta in e r below . T h e  m etallic  T i  ch a rg ed  in to  the upper vessel f i l ls  b u t 
a sm a ll p a r t  o f its  vo lum e so th a t  from  tw o  h e a ta b le  containers show n in  th e  
to p  r ig h t  corner of the F ig . (one is beh ind  th e  o th e r)  a fresh charge o f M g  c an  be 
fed  in to  th e  reaction  space ; th e  reaction  can  th u s  tw ice be repea ted . W ith  th is  
a r ra n g e m e n t w ith o u t th e  in se rtio n  of valves o r  o th e r  organs, p o te n tia l sources 
o f le a k a g e  a t  high te m p e ra tu re , i t  was m ade possib le  to  com plete th re e  su b se ­
q u e n t reac tio n s in th e  sam e reacto r. A cco rd ing ly , though con tin u o u s re a c to r
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o p e ra tio n  has no t been  rea lized , a very  effic ien t u tiliz a tio n  of w orking tim e has 
b een  a tta in e d .

A  fu rth e r a d v a n ta g e  is  th e  very  econom ic u tiliz a tio n  of M g, since though  
each  reac tio n  can be co m p le ted  only as fa r as t] —  0 ,8, in  th e  second and  th e  
th ird  reaction  th e  re m a in in g  M g  o f th e  p reced ing  reac tio n  can be recharged  ; 
th e  re su lt is, as i f  th e  f i r s t  tw o reactions h a d  been com pleted as fa r as 
rj =  1 an d  the  la s t one u p  to  f] =  0,8. The M g  loss re la te d  to  the  to ta l  o u tp u t 
o f  T i  is th u s  n o t 2 0 % , b u t  only  about 6% .
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SUMMARY

In the course of the experim ents demonstrated the author has succeeded to develop a 
typ e  o f reactor in which several reactions can be com pleted one after another, w ith interm ittent 
feed b u t continuous rem oval o f  reaction products by filterin g .

In  the course of m easurem ents it  has been established th a t the TiCl4 can be fed uniformly  
u n til th e  surface of liquid M g  becom es shielded by the reaction products formed. To prevent 
th is  th e  M gCi2 has been rem oved through a filter  by u tiliz ing  th e  higher surface tension of M g  that 
preven ts i t  from flow ing through the filter.

T he value of T i recovery as a function of the degree o f com pletion  of the reaction de­
creases very  much from r/ =  0,8 onw ard ; therefore the feed o f  TiClA is permissible only up to  
i? — 0 ,7 5 -0 ,8 .

On the basis of e lucidation  o f  internal pressure conditions reigning in the reactor autom atic  
feed control has been designed and thereby the speed o f reaction  has been determ ined. W ith  
know ledge of the reaction speed i t  was possible to design th e  reactor so that the reaction heat 
produced should just cover h eat lo sses. The reaction can thu s be executed practically at constant 
tem perature.

РАСЧЕТ И ЭКСПЛОАТАЦИЯ РЕАКТОРОВ, СЛУЖАЩИХ ДЛЯ ПОЛУЧЕНИЯ
ТИТАНА

Член-корр. АН Венгрии Л. Жильмо 

Р е з ю м е

В процессе опытов удалось разработать такой вид реактора, в котором представ­
ляется возможным осуществить друг за другом целый ряд реакций при прерывной 
подаче материала, но при непрерывном удалении продуктов реакции путем фильтри- 
рования.
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Измерениями установлено, что четыреххлористый титан может подаваться через 
определенные промежутки времени равномерными порциями вплоть до тех пор, пока 
поверхность жидкого магния не покроется продуктами, образующимися при реакции. 
В интересах предотвращения этого явления хлористый магний следует удалять через 
фильтр, используя явление, вследствие которого магний не проходит через фильтр из-за 
своего большего поверхностного натяжения.

Выход титана в функции степени полноты реакции, начиная от »? =  0,8, сильно 
падает, поэтому подача четыреххлористого титана должна быть прекращена выше »? =  
0,75 -  0,80.

На основе данных режимов давлений, господствующих внутри реактора, удалось 
сконструировать автоматическое регулирование дозировки материала и при помощи 
этого устройства определить скорость реакции. Зная скорость реакции, возможно 
рассчитать реактор так, чтобы образующаяся теплота реакции только-что покры­
вала тепловые потери, следовательно, реакция практически может протекать при неиз­
менной температуре.

CALCUL ET FONCTIONNEM ENT DE RÉACTEURS PO U R LA FABRICATION DU  TITANE

Prof. L. GILLEMOT

M embre correspondant de Г Acad. H ongr. des Sciences

RÉSUMÉ

Les résultats d’une série d ’expérim ente ont abouti au développem ent d ’un typ e  de réac­
teur à a lim entation  périodique, m ais au décharge continu des produits de réaction par filtrage  
perm ettant l ’exécution de plusieurs réactions successives.

Des mesures ont é ta b li que le  dosage du TiCl4 peut se faire uniform ém ent jusqu à ce 
que la  surface du Mg liquide n ’est pas couverte des produits de réaction développés. Pour pré­
venir à cela le MgCl2 a é té  déchargé par un filtre, où l ’on s’est servi du fa it que la  p lus grande 
tension superficielle du Mg em pêche celui-ci de couler à travers le  filtre.

Le rendem ent en T i en fonction du degré d’achèvem ent de la réaction décroît très forte­
m ent à partir de »? — 0,8, c’est pourquoi l ’alim entation en Ti ne doit pas être poursuivie au delà 
de »? =  0 ,75—0,8.

L’éclaircissem ent des conditions de pression dans l ’intérieur du réacteur a conduit à la 
construction d’un régulateur autom atique du dosage, lequel a perm is la déterm ination de la  
vitesse de réaction. En connaissance de cette v itesse il a été  possible de dim ensionner le  réacteur 
de manière que la  chaleur de réaction dégagée compense justem ent les pertes de chaleur, c.-à.-d. 
que la réaction puisse être exécutée à une tem pérature en pratique constante.

E N T W U R F U N D  B E T R IE B  VON REA K TO REN F Ü R  TITA N H ER STELLU N G

Prof. L. GILLEMOT

K orresp . M itglied d.U ngarischen A kadem ie der W issenschaften

ZUSAMMENFASSUNG

A uf Grund der Ergebnisse einer Versuchsreihe gelang es, einen R eaktortyp zu entwickeln, 
des bei periodischer Beschickung, aber kontinuierlichem  Austrag der R eaktionsprodukte durch 
Filtrierung die Durchführung mehrerer Reaktionen nacheinander erm öglicht.

Messungen ergaben, dass sich das TiCl4 solange gleichm ässig aufgeben lä ss t , b is die Ober­
fläche des flüssigen Mg durch die gebildeten Reaktionsprodukte verdeckt wird. U m  diese Ver­
deckung zu verhindern, wurde das MgCl2 abfiltriert, wobei m an sich jener E igenschaft des Mg 
bediente, dass es infolge seiner grösseren Oberflächenspannung nicht durch das Sieb fliesst.

Der W ert des Ti-Ausbringens sinkt in A bhängigkeit vom  Vollendungsgrade der Reaktion  
stark von »? =  0,8 angefangen, w eshalb die TiCl4-Aufgabc nur b is zu »?=0,75— 0,8 fortzusetzen ist.

A uf Grund der Bereinigung der inneren D ruckverhältnisse des R eaktors konnte eine 
selbsttätige Beschickungsregelung entworfen werden, w elche die Bestim m ung der R eaktions­
geschwindigkeit erm öglichte. In K enntnis der R eaktionsgeschw indigkeit konnte der Reaktor  
derart bem essen werden, dass die erzeugte R eaktionswärm e eben nur die W ärm everluste deckt, 
so dass sich die R eaktion bei beständiger Tem peratur durchführen lässt.
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DER ISOSTATISCHE CHARAKTER DER UNGARISCHEN 
NIVEAUVERÄNDERUNGEN UND DIE MÖGLICHKEIT 

DER ZEITLICHEN KORREKTION DER HÖHENWERTE 
DER NTVELLEMENTHÖHENFESTPUNKTE

V. SC H EFFER

K A N D ID A T  D E R  TECHN ISCHEN  W ISSEN SC H A FT EN  

[Eingegangen am 3. April 1953]

I n  einem  frü h eren  A ufsa tz  [1 ] h a tte  der V erfasse r die ungarischen  N iv e a u ­
veränderungen  vom  geologischen G esich tsp u n k t b eh ande lt. D abei s te llte  er 
e inerseits einen engen Z usam m enhang zw ischen  den  N iveau v erän d eru n g en  
des vom  K a rp a te n g ü rte l um gebenen Gebietes u n d  den  isostatischen  A n o m a ­
lien, an d erse its  den  reg ionalen  C harak ter d e r  S enkung  dieses G eb ie tes u n d  
die U ntersch iede h insich tlich  der B ew egun g sin ten sitä t der in  der S enkung  te i l­
nehm enden  G esteinsm assen  in  geologischer B ez ieh u n g  fest.

I n  dieser A rb e it w u rd e  d a ra u f  hingew iesen u n d  an  H and  des B eisp ieles 
des B akonygebirges sogleich k o n k re t gezeigt, d a ss  m an  bei der U n te rsu c h u n g  
der iso sta tischen  N a tu r  d er K rustenbew egungen  die Schw ereanom alien von  
der du rch  die versch iedene D ich te  der O berflächenm assen  veru rsach ten  W irk u n g  
zu »befreien« h a t, d. h . dass m an  an  den A n o m alien , wo es sich als n o tw en d ig  
erw eist, die sog. oberfläch liche oder geologische R e d u k tio n  vornehm en m uss, um  
zu erreichen , dass sich in  ihnen  die M assenverte ilung  der tieferen S ch ich ten  
der E rd k ru s te  w iderspiegelt.

I n  e iner anderen  A rb e it des V erfassers [2 ] w u rd e  dann  hei der B eh an d lu n g  
des iso sta tischen  C h arak te rs  der n o rd ita lien ischen  N iveauveränderungen  fe s t­
gestellt, dass a u f dem  b eh an d e lten  Gebiete n ic h t  n u r  die regionale N iv e a u ­
v erän d eru n g  einen isosta tisch en  C harak ter au fw e ist, sondern dass einige d u rc h  
lokale geologische S tru k tu re n  v eru rsach te  M assenüberschüsse und  M assendefek te , 
die im  P ro fil d er Schw ereanom alien  in  Form  v o n  M ax im a und M inima a u f tre te n , 
selbständige isosta tische  B ew egungen lokalen C h a rak te rs  ausführen. E s  w u rd e  
hierbei hervorgehoben , dass bei B erücksich tigung  der Grösse dieser N iv e a u ­
verän d eru n g en  die N iv e llem en th ö h en festp u n k te  in  den Zonen solcher reg e l­
m ässiger K rustenbew egungen  n u r d ann  ihre A u fg ab e  vollkom m en zu  e rfü llen  
verm ögen, w enn m an  die jäh rlich e  Grösse ih re r  H öhenveränderungen  g en au  
b es tim m t u n d  diesen W e rt bei der späteren  B e n u tz u n g  der H öhen der e inzelnen  
F e s tp u n k te  als zeitliche K o rrek tio n  anw endet.

I n  d er vorliegenden  A bhand lung  soll n u n  ü b e r  das E rgebnis d e rjen ig en  
U n tersu ch u n g en  b e ric h te t w erden, die die K lä ru n g  d e r F rage bezw eck ten , ob 
die au f dem  G ebiete U n g arn s festgestellten  N iveau v erän d eru n g en  au ch  a u f  1
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k le in e re n  G ebietseinheiten , d . h. im lokalen  S inn  einen isostatischen C h a ra k te r  
b e s itz e n  oder n ich t.

D iese Frage lä ss t s ich  auch in  fo lgender F o rm  stellen : is t es m öglich, 
zw isch en  den G rav ita tio n san o m alien  u n d  d en  N iveauveränderungen  einen 
d e ra r tig e n  Z usam m enhang  festzustellen , be i d em  das Vorzeichen u n d  d e r  zahlen- 
m äss ig e  W ert der N iv eau v erän d eru n g en  d u rc h  die W ertv e rän d eru n g en  der 
G rav ita tio n san o m a lien  b e d in g t w erden?

F alls  nun  ein so lcher Z usam m enhang v o rh an d en  ist, d an n  b e s ta n d  ein 
w e ite re s  Ziel darin , die M öglichkeit der F e s ts te llu n g  einer V erh ä ltn iszah l zu 
p rü fe n , die das V erh ä ltn is  zw ischen der G rösse d e r Schw ereanom alien u n d  dem 
W e r t  d e r jäh rlichen  N iv eau v erän d eru n g  zu m  A u sd ru ck  b ring t u n d  m it  deren 
H ilfe  d ie  zeitlichen H ö h en v erän d eru n g en  d er N ive llem en tfestpunk te  in  K en n tn is  
d e r  Schw ereanom alien  ausgerechnet w erden  können .

A ls G rundlage d ieser U n tersuchungen  d ien ten  folgende Q uellenw erke : 
z u r  F ests te llu n g  der Schw ereanom alien  die in  d en  Jah resb erich ten  des U n g ari­
sc h e n  S ta a tl. »R oland  E ö tv ö s«  G eophysikalischen  In s titu ts  [3—8 ] sow ie in 
d e n  A bhand lungen  von  T a n n i[9 ] , F acsinay  [1 0 ], Szurovy  [11] u n d  V a jk  [12] 
v e rö ffen tlich ten  A ngaben  bzw . die sich aus ih re m  Vergleich e rgebenden  W erte .

Z u r V eranschau lichung  des V erlaufes d e r  b enu tz ten  Schw ereanom alien  
w ird  in  Abb. 1 die Ü b e rs ic h tsk a rte  der G rav ita tio n san o m alien U n g arn s  v o rg e fü h rt, 
in  d e r  die A nom alien n a c h  Bouguer angegeben  sind. A uf eine ausfüh rliche  
B esp rech u n g  dieser K a r te  soll spä te r zu rückgekom m en w erden.

D ie U n tersuchungen  ers treck ten  sich  sow ohl au f die Bouguer- als auch 
a u f  d ie  zu r V erfügung s teh en d en  Fayes ehe n  u n d  isostatischen A nom alien .

D ie H ö h en v erän d eru n g en  der a lten  N iv e llem en th ö h en fes tp u n k te  w urden  
au s  d e r  in  der w ertv o llen  A rbeit von G árdonyi [13 ] verö ffen tlich ten  N iv eau ­
v e rä n d e ru n g sk a rte  ü b ern o m m en  (A bb. 2). D iese A rbeit en th ä lt a lle rd in g s kein 
O rtsverze ichn is der N iv e llem en tfes tp u n k te  u n d  aus der K arte  selbst la ssen  sich 
n u r  d ie m it N ullkreisen bezeichneten  H ö h e n fe s tp u n k te  m it en tsp rech en d er S icher­
h e i t  indentifiz ieren . In fo lgendessen  w urden  d ie  U ntersuchungen  im  allgem einen 
b loss fü r  diese P u n k te  d u rch g efü h rt. In  d e r A bhand lung  von B endefy  (B e n d a )  
[14 ] ü b e r die K rustenbew egungen  w erden  dagegen  u n te r anderem  au ch  die 
O r te  d er hyd rog rap h isch en  H ö h en fe s tp u n k te  längs der Theiss angegeben. 
D iese  A ngaben, in  e rs te r  L in ie  die m it E ise n ta fe ln  bezeichneten H ö h en m ark en , 
w u rd e n  h ier ebenfalls in  B e tra c h t gezogen.

D ie R ea litä t d er A n g ab en  von G árd o n y i w ird  auch von Rédey  [1 5 ] aner­
k a n n t ,  und  Rcgöczi [16] s te llt  im Z u sam m en h an g  m it dieser F rag e  fe s t, dass 
d ie  a lte n  N ivellem entw erte  bei en tsp rech en d er Anwendung eine ree lle  G rund­
lag e  zu r U n tersuchung  d e r  H ö h en v erän d eru n g en  der F e s tp u n k te  abgeben.

Im  ersten  Teil d e r  U ntersuchungen  w urden  jene Gebiete U n g a rn s  einer 
P rü fu n g  unterzogen, w o d ie  O berfläche v o n  e in er älteren, d ich te ren  G esteins­
m asse  b edeck t w ird. A u f  d iesen  G ebieten is t , w ie schon eingangs e rw ä h n t, die



Abb. 1.
Ü b e rs ic h tsk a rte  der Schw ereanom alien  U ngarns

W erted istan z der Isoan om alin ien  : 5 m illigal
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Abb. 2. Die Höhenveränderungen der alten  Nivellierfestpunkte in U nßarn, nach I. Gárdonyi
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d u rc h  d ie  O berflächenm assen hervorgeru fene W irkung  zu bestim m en  u n d  von 
d e n  Schw ereanom alien  abzuz iehen . Diese O p era tio n  w ird  in  d er iso sta tisch en  
P ra x is  geologische R e d u k tio n  gen an n t.

N a c h  A usführung  d e r geologischen R ed u k tio n  spiegeln die Schw ere­
an o m a lie n  bereits die M assenverte ilung  der tieferen  Schich ten  w ider u n d  eignen 
sich  z u  einem  u n m itte lb a ren  V erg leich  m it den  N iv eauveränderungen , aus dem  
sich  d a n n  R ückschlüsse a u f  d en  isosta tischen  C h arak te r d er K rustenbew egungen  
z ieh en  lassen.

W ie  erw ähnt, w urde  diese R ed u k tio n  fü r  die O berflächenm assen  des 
B ako n y g eb irg es  bere its  in  e in e r frü h eren  A rbeit des V erfassers vorgenom m en, 
w o b e i festgeste llt w urde, dass die im  B akonygebirge m essbaren  N iv eau v erän d e­
ru n g e n  einen isostatischen  C h a ra k te r  besitzen .

M it der Schilderung d e r U ntersuchungsergebnisse  soll d er E in fach h e it 
h a lb e r  a u f  jenen  G ebieten  des L andes begonnen w erden , a u f  denen  es keine 
O berflächenw irkungen  g ib t u n d  a u f  denen infolgedessen die S chw ereanom alien  
u n m it te lb a r  m it den N iv eau v erän d eru n g en  verglichen w erden  kö n n en . Diese 
G e b ie te  sind  la u t der geologischen K a rte  U ngarns [17] fo lg en d e : die südlich  
d e r  L in ie  R áckeve—Já sz b e ré n y —K isv árd a  gelegene Zone der G rossen U ngari­
sc h e n  Tiefebene u n d  des L a n d e s  zw ischen D onau  u n d  T heiss, in  d er K leinen  
U n g a risc h e n  T iefebene die U m g eb u n g  der S ta d t G yőr u n d  im  südw estlichen  
T e ile  T ransdanub iens die G eb ie te  um  V asvár, Z alalövő, N agykan izsa , B arcs 
u n d  N a g y a tá d .

A ls U n tersu ch u n g sm eth o d e  w urde dasselbe V erfahren  ang ew an d t, das 
v o m  V erfasser bereits be i d e r  B estim m ung  des iso sta tischen  C h arak te rs  der 
n o rd ita lien isch en  N iv eau v erän d eru n g en  b e n u tz t w urde. D em gem äss w urden  
also  d ie  im  Laufe w ied erh o lte r N ivellem ents festgeste llten  H öhen v erän d eru n g en  
d e r  F e s tp u n k te  u n m itte lb a r  m it den  den  O rten  d er einzelnen N ive llem en t­
f e s tp u n k te  en tsp rechenden  S chw ereanom alienw erten  verg lichen , u . zw. 
a u f  G ru n d  der Ü berlegung, d ass  w enn  die festgeste llten  N iv eau v erän d eru n g en  
d e r F e s tp u n k te  iso sta tisch e  K rustenbew egungen  anzeigen, d er C h a rak te r des 
A b la u fe s  der N iveau v e rä n d e ru n g sk u rv e  m it dem  Spiegelbild des A blaufes der 
S chw ereanom aiienkurve  ü b e re in s tim m en  m uss.

D ie hier v o rgefüh rten  A bb ildungen  w urden  n ach  dem  obigen V erfah ren  
lä n g s  d e r  L inien der e inze lnen  N iv e llem en tfestp u n k te  k o n s tru ie rt. D ie aus 
ih n e n  ziehbaren  Fo lgerungen  sollen  n u n  im  n ach steh en d en  b esp rochen  w erden. 

D ie  so zu V ergleichszw ecken k o n stru ie rten  Sektionen 
C egléd—T örökszen tm ik lós—K isújszállás — K a rc a g — K a b a —D ebrecen  
C egléd—K ecskem ét—Szeged ( A bb . 3 )
S zeg ed —M indszent—T isz a v á rk o n y — T iszasü ly  
T  örökszením iklós—B ékéscsab  a 
K a b a —B ere tty ó ú jfa lu  ( Abb. 4)

die d e n  a u f  dem  G ebiete d er G rossen  U ngarischen  T iefebene b e find lichen  L inien



d er N iv e llem en tfestp u n k te  en tlang  verlau fen , bew eisen eindeu tig , dass die 
H ö h en festp u n k te  d er zum  G egenstand d er U n te rsu ch u n g  gew ählten  Zone 
Bew egungen in v e rtik a le r  R ich tung  au sfü h ren , die dem  B estreben der E rd k ru s te  
en tsp rechen , in  das isosta tische  G leichgew icht zu  gelangen.

Die Gebiete d er einzelnen lokalen G rav ita tio n sm ax im a  sinken, w ährend  
sich in  den M inim um zonen ein verhältn ism ässiges E m porsteigen  b eo b ach ten  
lä sst.

D E R  I8 0 S T A T I8 0 H E  C H A R A K T E R  D E R  U N G A RISCH EN  N IV E A U V E R Ä N D E R U N G E N  U N D  D IE  M Ö G L IC H K E IT  2 5 1
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Gravitationsstörungen nach Bouguer, 
a u f Grund der provisorischen Daten  
des Ung. Staatlichen Roland Eötvös 
Geophysikalischen Institutes.
Niveauveränderungen nach I . Gárdonyi
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•100

Abb. 3. Der isostatische Charakter der N iveauveränderungen  in Ungarn

Dieselbe F ests te llu n g  k ann  auch a u f  G rund  d er Sektion 
N agykan izsa—G yőr ( Abb. 5)

g em ach t w erden, die zwei Gebiete T ran sd an u b ien s  m ite in an d er v e rb in d e t, in  
denen  keine aus oberfläch lichen  W irkungen  h e rrü h ren d en  A nom alien v o rh an d en  
sind.

D ie bisher gesch ilderten  Sektionen w u rd en  längs der Linien d er n eu ­
n ivellie rten  B asisp u n k te  gezogen.

Die hier gleichfalls zu V ergleichszw ecken v o rg efü h rten  P rofile 
G y ő r—K ecskem ét — Békéscsaba und  
N agykan izsa—Szeged (A bb . 5)
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a u f  Grund der provisorischen Daten 
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Geophysikalischen Institutes. 
Niveauveränderungen nach I . Gárdonyi
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Abb. 4. Der iso sta tisc h e  Charakter der Niveauveränderungen in Ungarn



folgen n ich t der L in ien füh rung  des Zuges der N iv e llem en tfestp u n k te , sondern 
durchschneiden  u n ab h än g ig  von d iesen  das L and .

V ergleicht m an  die au f die H ö h e  des L an d esn iv e llem en t-F u n d am en ­
ta lp u n k te s  N adap bezogenen, zu versch iedenen  Z e itp u n k ten  gem essenen und 
aus den  E rgebnissen d e r nach versch ieden  langer Zeit w iederho lten  N ivellie­
rungen  berechneten  N iv eau v erän d eru n g en  m it den S chw ereanom alien , so lässt 
sich h ieraus ebenfalls der isosta tische  C h a rak te r der N iveauveränderungen  
ersehen .

D ie verg leichenden  U n tersuchungen  w u rd en  n ich t n u r  fü r  die bei den 
S ek tio n en  im  allgem eiften angegebenen В о ug и er-A  n о m а 1 i e n , sondern  fü r das 
G ebiet U ngarns auch  fü r  die von  versch iedenen  F orschern  b e rech n e ten  und  
m itg e te ilten  Fayesehen  und  iso sta tischen  A nom alien  d u rch g e fü h rt. H ierbei 
k o n n te  festgestellt w erden , dass sow ohl die re la tiv en  V eränderungen  d er Faye- 
schen  A nom alien als auch  die der iso sta tisch en  A nom alien  keine w esentlichen 
A bw eichungen von  den  V eränderungen  der Bouguer-A nom alien zeigen, so dass 
sich auch  die B oitguer-A nom alien zu  vorliegenden  U n tersu ch u n g en  eignen.

Z u r V eranschaulichung dieser Ü bere instim m ung  w urden  a u f  das P rofil 
C egléd—T örökszen tm ik lós—K isú jszá llás—K a rc a g —K a b a —D ebrecen  auch  die 
W erte  der für Cegléd, K isújszállás u n d  D ebrecen  bestim m ten  u n d  zu r V erfügung 
stehenden  Foyeschen u n d  isosta tischen  A nom alien  au fgetragen , des w eiteren  
auch  a u f  das P ro fil N agykan izsa—Szeged.

E s is t auch a u f  G rund  der h ie r gezeigten A bbildungen  ersich tlich , dass 
der V erlau f der FViycschen und isosta tischen  A nom alien  a u f  dem  u n te rsu ch ten  
G ebiet p rak tisch  m it dem  V erlauf d e r B ouguer-A nom alien ü b e re in s tim m t.

B isher w urde d e r isostatische C h a rak te r  d e r N iv eau v erän d eru n g en  auf 
jen en  G ebieten  U n g arn s u n te rsu c h t, a u f  denen  keine oberfläch lichen  G ravi­
ta tionsw irkungen  a u ftre te n . Im  folgendem  w u rd en  n u n  diese U n tersuchungen  
a u f  diejenigen Zonen ausgedehnt, d e ren  O berfläche von  G esteinsm assen  von 
versch iedener D ich te  b ed eck t is t u n d  an  deren  S chw ereanom alienw erten  in ­
folgedessen eine geologische R ed u k tio n  d u rch g efü h rt w erden  m uss, w enn  m an 
sie m it den  N iveauveränderungen  verg leichen  w ill.

V on den u n te rsu c h te n  Sektionen w u rd en  seinerzeit in  dem  am  27. N ovem ­
b e r 1952 vor dem  G eodätischen  u n d  G eophysikalischen H a u p tau ssch u ss  der 
U ngarischen  A kadem ie d er W issenschaften  gehaltenen  V o rtrag  des V erfassers 
zwei vorgeführt, die a u f  einem  von O berflächenw irkungen  freien  G ebiete beginnen 
und  a u f  einem G ebiete enden, das O beflächenw irkungen  aufw eist. In  den 
v o n  O berflächenw irkungen  freien A b sch n itten  dieser S ektionen  k o n n te  die 
iso sta tische  N a tu r d er N iveauveränderungen  so fo rt e rk a n n t w erden , w ährend  
sie sich in  den darauffo lgenden  A b sch n itten  n u r  bei B erücksich tigung  der 
W erte  d er geologischen R eduk tion , die an  den  S chw ereanom alien  d er F e s t­
p u n k te  vorgenom m en w erden  m usste , festste llen  liess. Ü b er die geologische 
R ed u k tio n  soll im  nachstehenden  noch  ausführlicher die R ede sein.

D E B  ISO STA TISC H E C H A R A K T E R  D E R  U N G A R ISC H E N  N IV E A U V E R A N D E R U N G E N  U N D  D I E  M Ö G L IC H K E IT  253
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I n  der seit 1952 v e rflo ssen en  Zeit, als d er V erfasser die E rgebn isse  der 
h ie r  geschilderten  U n te rsu c h u n g e n  zuerst verö ffen tlich te , w urden  im  L aufe  der 
v o m  S ta a te  du rchgefüh rten  H au p tn iv e llie ru n g en  die Züge d er a lten  N ivellem en t­
fe s tp u n k te  T ransdanub iens neuerdings n ivellie rt. D ie R esu lta te  dieser N eu­
n iv e llie ru n g en  sind b islang  n o ch  n ich t pub liz ie rt w orden , doch scheinen die 
n a c h  d e n  vom  L eiter d er s ta a tlic h e n  N ivellem ents, von  L . B endefy, e rh a lten en  
p e rsö n lich en  In fo rm ationen  zu  bestä tigen , dass d ie  vom  W iener M ilitärgeogra- 
p h isc h e n  In s ti tu t  d u rc h g e fü h rte n  a lten  N ivellem ents m it sy stem atisch en  F eh lern  
b e h a f te t  w aren. Diese F e h le r  rü h r te n  nach der A n sich t von  Bendefy  vom  Ge­
b ra u c h e  von  nicht k o m p a rie r te n  N ivellie rla tten  h e r u n d  gelangten  in  den  E rg eb ­
n isse n  d e r N ivellem ents v o n  grösseren  H ö h en un tersch ieden  zum  A usdruck .

I n  A nbetrach t d ieser persönlichen  In fo rm a tio n  w ird  nun  h ie r a u f  eine 
V erö ffen tlichung  der b e id en  obenerw ähn ten , ü b e r H ü gelland  gezogenen und  
s te llenw eise  einen m ehr als 100 m  betragenden  H ö h en u n te rsch ied  aufw eisen­
d e n  S ek tionen  abgesehen.

D a  dieser system atisch e  F eh le r bei den  ü b rig en  h ie r u n te rsu ch ten , über 
eb en es  G ebiet gezogenen u n d  n u r  einige wenige M eter H öhendifferenz aufw eisen­
d e n  S ek tionen  n ich t V orkom m en kann , d a rf  a u f  G ru n d  der N eunivellem ents 
d ie  B eh au p tu n g  au fgeste llt w erd en , dass die b ish e r in  U n g arn  festgeste llten  
N iv eau v erän d eru n g en  iso s ta tisc h e r  N a tu r sind. Im  folgenden sei n u n  eine 
zah lenm ässige  U n tersuchung  d e r  G esetzm ässigkeiten  d ieser N iveauveränderungen  
vo rg en o m m en .

E s  w urde gezeigt, dass  zw ischen den S chw ereanom alien  u n d  den  W erten  
d e r  N iveauveränderung  ein  d eu tlich e r Z usam m enhang  b es teh t. Es sollen nun  
fü r  d ie  einzelnen A b sch n itte  d e r Züge der N iv e llem en tfes tp u n k te  die W erte  
d e r  d u rc h  die S chw ereanom alieneinheit v eru rsach ten  jäh rlich en  N iv eau v erän d e­
ru n g e n  e rm itte lt w erden. D ie  a u f  diese W eise gew onnene V erhä ltn iszah l d rü c k t 
d ie In te n s i tä t  der N iv eau v erän d eru n g  aus. D ie D im ension  dieser V erhältn iszah l 

mm
b e t r ä g t  mgal. D as V orzeichen  dieser M assgrösse der N iveau v erän d eru n g s­

in te n s i tä t  is t im Falle v o n  K rustenbew egungen  isosta tischen  C harak ters 
n e g a tiv .

A u f  G rund der zu r V erfü g u n g  stehenden A ngaben  w urden  die M assgrössen 
b e s t im m t und  auf die in  A bb . 6 gezeigte K a rte  der d u rch  die Schw ereanom alien­
e in h e it  v eru rsach ten  jä h r lic h e n  N iveauveränderungen  in  U n g arn  aufgetragen .

A us der K arte  is t  zu  e rseh en , dass die G rössen ausnahm slos ein negatives 
V o rze ich en  aufweisen u n d  d ass  sich in  ih re r G rössenordnung  keine grösseren 
W ertsch w an k u n g en  fe s ts te lle n  lassen. D iejenigen W erte , be i denen infolge der 
zw isch en  dem  N ivellem ent u n d  N eunivellem ent v e rs trich en en  Zeit oder infolge 
d e r  N otw endigkeit e iner O b erflächenkorrek tion  eine gewisse U nsicherheit 
h e r r s c h t  und  die infolgedessen n u r  als N äherungsw erte  anzusehen  sind, -worden 
in  K lam m ern  gesetzt.
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Abb. 5. Der isostatische Charakter der N iveauveränderungen in Ungarn.
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Im  Z usam m enhang m it  d er G enauigkeit d e r M assgrössen sei n o ch  folgendes 
v o rau sg esch ick t : die b e n u tz te n  W erte  der Schw ereanom alien  s in d  bloss als
v o rlä u fig e  N äherungsw erte  zu  b e trach ten , d e ren  G enauigkeit sich in  den  ein­
ze ln en  un tersuch ten  A b sc h n itte n  der H au p tn iv e llem en tlin ien  a u f  e tw a  +  1 

M illiga l beläuft. E rs t  n a c h  B eendigung d er v o m  U ngarischen  S ta a tl . »R oland  
E ö tv ö s«  G eophysikalischen In s t i tu t  in  A n g riff genom m enen u n d  gegenw ärtig  
im  G ange befindlichen G rav ita tio n slan d esv erm essu n g en  u n d  e rs t n ach  der 
g e n au en  A usgleichung u n d  K o rrek tio n  d er gem essenen A ngaben  w erd en  völlig 
e x a k te  A nom alienw erte z u r  V erfügung s teh en . I n  den A ufgabenkreis dieses 
I n s t i tu te s  würde auch  d ie  geologische R e d u k tio n  der den N iv e llem en tfest­
p u n k te n  en tsprechenden  Schw ereanom alienw erte  fallen.

Stellenw eise v e ru rsa c h te  auch  die K o rre la tio n  der a u f d e r K a r te  von 
G árdonyi angegebenen N iv e llie ru n g sd a ten  m it d en  W erten  der Schw ereanom alien  
e in e  gewisse U nsicherheit, d a  die G rav ita tio n sb eo b ach tu n g en  n ic h t am  O rte 
d e r  N iv e llem en tfestp u n k te  erfo lg ten  und  die In te rp o la tio n e n  im  allgem einen 
n ic h t  fehlerfrei sein k ö n n en .

D ie bei B erücksich tigung  der obigen A u sfüh rungen  angegebenen  G rössen 
s in d  aus diesem G runde b loss als N äherungsw erte  anzusehen, so dass es noch 
v e r f rü h t  w äre, die G esetzm ässigkeit ih re rV erän d eru n g en  au f dem  g anzen  G ebiete 
U n g a rn s  einer eingehenden  U n tersuchung  zu u n te rz iehen . In  bezug  a u f  ihre 
p ra k tis c h e  V erw endbarkeit sei indessen fo lgendes erw ähn t.

D ie  m eisten u n d  verlässlich sten  M asszahlen s tehen  aus dem  G eb ie t zwi­
sc h e n  D on au  und Theiss u n d  aus der G rossen U ngarischen  T iefebene zu r V erfü­
g u n g . W en n  m an ohne je d e  A usgleichung den  a rith m etisch en  M itte lw ert dieser 
Z a h le n  b ilde t, dann  e rh ä lt m a n  als M assgrösse d e r fü r diese grosse F läch en e in ­
h e i t  gü ltigen  N iv eau v e rän d eru n g sin ten s itä t e inen  W ert von

m m  ,

- " • ‘ j i h T  / m sa I-

E r m i t te l t  m an nun  bei A n w en d u n g  dieser G rösse —  w enn n u r die S chw ereanom a­
lie n w e rte  b ekann t sind  — die d u rch sch n ittlich en  N iv eau v erän d eru n g en  der 
F e s tp u n k te  des G ebietes w ä h re n d  40 J a h re  d u rch  B erechnung, so zeigen sich 
zw isch en  den berechneten  u n d  den  ta tsäch lich  gem essenen A ngaben  im  D urch ­
s c h n i t t  bloss W ertd ifferenzen  von  einer G rössenordnung , die n ic h t grösser is t 
a ls je n e  des m ittle ren  F e h le rs  der N ivellierungen .

E s  is t also die M öglichkeit der E in fü h ru n g  einer neuen  geodätischen  
M e th o d e  gegeben, deren  W esen  darin  b e s te h t, dass bei genauer K e n n tn is  des 
B ild es  d e r Schw ereanom alien  d ie  jäh rlichen  N iv eau v erän d eru n g en  eines G ebietes 
b e re c h n e t w erden kö n n en , w o d u rch  die zeitliche K o rrek tio n  d er H öhenw erte  
d e r  N iv e llem en tfes tp u n k te  zu  einer lösbaren  A ufgabe w ird.

Schliesslich seien noch  ein ige B em erkungen  ü b e r die geologische R ed u k tio n  
a n g e b ra c h t. Die B estim m u n g  der oberfläch lichen  oder geologischen W irkung



Abb 6. Die von der Schwerestörungseinheit verursachten jährlichen Höhenveränderungen in Ungarn

___0,15  =  Die jährliche Höhenveränderung
in  m m  die von 1 mgal hervorgerufen wurde
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d u rc h  B erechnung is t e in e  O p era tion , die viel U m sich t und  einen grossen A rbeits­
a u fw a n d  erfordert u n d  d ie  n u r  in  G ebieten, die d u rch  B ohrungen  g u t aufge­
sch lo ssen  sind, m it d e r  no tw end igen  G en au igke it ausgefüh rt w erden  kann . 
I m  entgegengesetzten  F a ll is t  näm lich die A n n ah m e der D ich t ev e rted ung in 
d e r  T iefe auf G rund v o n  S ch ä tzu n g  m it v iel U ngew issheit verbunden .

A u f G rund der o b ig e n  A usführungen e rsch e in t es m öglich, die geologische 
K o rre k tio n  m it e iner n e u e n , sog. geodätischen  M ethode a u f  jen en  G ebieten 
z u  bestim m en , au f d en e n  d ie  N iveau v erän d eru n g en  einen  isosta tischen  C harak te r 
ze ig en . Demgemäss w ird  m a n  also in  Z onen , deren  Schw ereanom alienbild  
b e k a n n t  ist, in  denen  e in e  N eunivellierung d e r B asisp u n k te  s ta ttg e fu n d en  h a t 
u n d  in  denen die N iv eau v e rän d eru n g en  iso s ta tisch e r N a tu r  sind , die geologische 
K o rre k tio n  eines F e s tp u n k te s  au f die folgende W eise e rh a lten  :

E s müssen die M assgrösse  der N iv eau v erän d eru n g sin ten s itä t der be tre ffen ­
d e n  Zone, die H ö h e n v e rä n d e ru n g  des u n te rsu c h te n  B asispunk tes im  Vergleich 
z u  einem  aussenstehenden  N iv e llem en tfestp u n k t, d ie  zwischen der N ivellierung 
u n d  d e r N eunivellierung v e rs trich en e  Zeit u n d  die ohne geologische R ed u k tio n  
g e b ild e te n  S chw ereanom alien  der Zone b e k a n n t sein. H ern ach  lä ss t sich die 
d e m  u n te rsuch ten  F e s tp u n k t  en tsprechende Schw ereanom alie  au f G rund  der 
M assgrösse der N iv ea u v e rä n d eru n g s in te n s itä t a u f  d en  aussenstehenden  F e s t­
p u n k t  bezogen be rech n en . Z ie h t m an sodann d ie  so berech n e te  Schw ereanom alie 
v o m  W erte  der geologisch  n ich t reduzierten  Schw ereanom alie ab , so e rh ä lt 
m a n  den W ert der geologischen  K o rrek tio n  se lb st.

D ie vorstehenden  A u sfüh rungen  w u rd en  v o r  zwei Ja h re n  geschrieben. 
I n  d e r  Zwischenzeit h a t  d a s  U ngarische S ta a tl. » R o la n d  E ö tvös«  G eophysikali­
sch e  In s t i tu t  die V e rm essu n g  des G rav ita tio n sb asisn e tzes  U ngarns b eendet 
u n d  d ie  Ergebnisse d e r  a lte n  G rav ita tionsm essungen  a u f  die neu  festgestell­
t e n  G ra v ita tio n sfe s tp u n k tw e rte  ausgeglichen.

D ie auf diese W eise  k o n stru ie rte  K a r te  d e r Schw ereanom alien  U ngarns 
m i t  W ertd ifferenzen v o n  5 m g a l w ird in  A bb . 1 v o rg e fü h rt. Infolge der neuen 
A usg le ichung  haben  s ich  d ie  den N iv e llem en tfes tp u n k ten  en tsp rechenden  
S chw ereanom alienw erte  v e rä n d e r t  und  zeigen gew isse A bw eichungen im  V er­
g le ich  zu  den S chw ereanom alienw erten  in  d en  A bb ildungen  3, 4 u n d  5. D er 
V e r la u f  der S chw ereanom aliensek tionen  e r fä h r t  ab e r auch bei A nw endung 
d e r  n eu en  A nom alienw erte  k e ine  V eränderung  u n d  bezeug t, insoferne die von 
G árdonyi verö ffen tlich ten  N iv eau v erän d eru n g san g ab en  rich tig  sind, u n v e rä n ­
d e r t  d en  isostatischen  C h a ra k te r  der u n g arisch en  N iveauveränderungen .

I n  den in A bb. 4 z u  V ergleichszw ecken gezeig ten  Sektionen  w urden die 
N iv eau v erän d eru n g en  d e r  F e s tp u n k te  G yőr u n d  N agykan izsa  a u f  G rund 
d e r  A ngaben  Gárdonyis e in g e trag en . D ie v o n  B en d e fy  fü r  diese beiden  F e s t­
p u n k te  zu r V erfügung g e s te llte n  A ngaben w eichen  zw ar s ta rk  von den  obigen 
W e r te n  ab, sprechen in d e sse n  gleichfalls fü r N iv eau v erän d eru n g en  isosta tischer 
N a tu r .  Aus diesem G ru n d e  w urden  in  A bb. 4 d ie  G ärdonyischen  A ngaben



belassen , w ährend  bei der K o n s tru k tio n  der K a rte  in  Abb. 6. fü r  die beiden  
F e s tp u n k te  bere its  die neuen A ngaben  B endefys  herangezogen  w u rd en .

D ie A usführungen  dieser A b h an d lu n g  w eisen d a ra u f  h in , dass die N iv eau ­
verän d eru n g en  in  U n g arn  infolge d e r Schw ereanom alien , d. h . infolge d er M as­
senüberschüsse u n d  M assendefekte d e r E rd k ru s te  en ts teh en . D ie E rk e n n tn is  
d ieser T a tsache  b e s itz t sowohl vom  geo tek ton ischen  als auch  vom  geom eclia- 
n ischen  G esich tspunk t eine besondere B edeu tung , doch soll h ier a u f  sie ange­
sich ts  der geodätischen  T h em aste llung  der vorliegenden  A b h an d lu n g  n ich t 
n ä h e r  eingegangen w erden.
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Z U SA M M E N F A SSU N G

D ie  vorliegende A b h a n d lu n g  s te llt  au f Grund ein es V erg le ich es der K arte  der Schw ere­
a n o m a lien  U ngarns u n d  der w äh ren d  40 Jahre e in g etreten en  N iveau verän d eru n gen  der N iv e l­
le m e n tfe s tp u n k te  fe st , d a ss d ie  N iveau v erä n d eru n g en  in  U n g a rn  e in en  iso sta tisc h e n  Charakter 
a u fw e isen . F ür die G rösse der N iv ea u verän d eru n gen  w ird  d ie  durch  d ie Schw erean om alien ein heit  
v eru rsa ch te  jährliche N iv ea u v erä n d eru n g  als M asszahl e in g efü h rt. D iese  M asszah l b eträgt
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ch a n g es  in  th e  a ltitu d e o f  b en ch  m arks it  is  concluded  in  th is  prelim inary stu d y  th a t  th e  le v e ’ 
ch a n g es in  H ungary are o f  an  iso s ta t ic  character. T o a ssess th e  m a gn itu d e o f  le v e l changes, 
th e  a u th o r  in trodu ces, a s a  m ea su re , th e  annual le v e l ch a n g e  cau sed  b y  th e  u n it  o f  grav ity  
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DURCHBIEGUNGSBERECHNUNG VON STAHUBETON- 
BRÜCKEN MIT ZWEI HAUPTTRÄGERN

L . K O L L Á R

LE H R STU H L F Ü R  M EC H A N IK  D E R  TECH N ISCH EN  U N IV E R SIT Ä T , BUDAPEST 

[E in g eg a n g en  am  17. N o v em b er  1 953]

1. E in le itung

E s is t allgem ein b e k a n n t, dass bei der P ro b eb e lastu n g  von S tah lb e to n - 
S trassenb rücken  m it zwei oder m ehr H a u p tträ g e rn  die beo b ach te te  D u rc h ­
b iegung geringer als die b erechnete  is t. V on den  bei der M essung m öglichen  
I r r tü m e rn  abgesehen h a t  diese E rscheinung  zwei U rsachen  : einerseits die feh ler-

A b b . 1 . D er un tere  T e il vera n sch a u lich t d ie a u f d ie H au p tträger  w irkenden K r ä fte

h afte  B estim m ung  des E la s tiz itä tsm o d u ls  (deren  b re ite re  B ehand lung  den  R a h ­
m en d ieser A rbeit übersch re iten  w ürde), andererse its  das Z usam m enw irken  d er 
F a h rb a h n p la tte  m it den  H a u p tträ g e rn . Dieses Z usam m enw irken w ird  bei d e r 
B erechnung  der D urchb iegung  im  allgem einen n ich t in  B e trach t gezogen.

D as Z usam m enw irken  se tz t sich aus drei K om ponen ten  zusam m en :
a)  B ei B rücken  m it m eh r als zwei H a u p tträ g e rn  v eru rsach t die Biegeslei- 

jig k e it des Querträgers Z usam m enw irkung ( Abb. 1), d. h. w enn die B e la s tu n g  
d irek t a u f  einen H a u p tträ g e r  w irk t, d an n  ü b e rträ g t der Q uerträger e inen  T eil 
von  ih r  a u f die übrigen  H a u p tträ g e r . D ies is t die im  S chrifttum  au sfü h rlich  
b eh an d e lte  sog. T räg erro st W irkung, siehe z. B . die A rbeiten  von  Leonhardt
[1 ], [2 ], [3 ].

b)  D er Verdrehungswiderstand d e r H a u p tträ g e r . D ieser t r i t t  in  der P ra x is  
n u r d an n  in  E rscheinung , w enn  die B elastu n g  n ich t in  der Sym m etrieachse des 
B rücken q u ersch n ittes  w irk t. Diese B e lastu n g  will näm lich  den B rü c k e n ­
q u e rsc h n itt  verdrehen  ( Abb. 2 ) ,  infolge d er D rehste ifigke it der H a u p t t r ä g e r



2 6 2 L . K O L L iB

t r e te n  aber V erd rehungsm om ente  au f u n d  m it  diesen zusam m en ein K rä f te ­
p a a r  q ■ 6 , das d en  H a u p tträ g e r  ,,a “  e n tla s te t .  Palotás h a t  fü r die B erech­
n u n g  des V erdrehungsw iderstandes ein genaues V erfah ren  au sgearbe ite t [4 ], [6 ] 
u n d  er h a t  gem einsam  m it dem  V erfasser des vorliegenden A ufsatzes h ie rfü r 
au ch  ein A n n äh eru n g sv erfah ren  en tw ickelt [5 ] , [6 ]. Im  A usland  h ab en  sich 
m it diesem  P rob lem  Schöttgen  [7 ] und  Homberg  [ 8  ] befasst.

c)  Schliesslich b ee in flu sst auch das Zusam m enw irken  der Fahrbahnplatte  
m it den H auptträgern  d ie D urchbiegung, n a c h  W issen des V erfassers is t aber 
dieses Problem  n och  n ic h t geklärt.

1*

V U \  Mя Mt

A b b . 2 . U n te n  w erd en  die auf die H a u p tträ g er  gelangenden ad d ition alen  
V erdrehungskräfte g eze ig t

D as Ziel d ieser A rb e it ist, den v o n  d er M itw irkung der F a h rb a h n p la tte  
a u f  die D u rch b ieg u n g  ausgeübten  E in flu ss  zu  un tersuchen . In  e rs te r L inie 
w erd en  B rü ck en  m it  zwei H a u p tträ g e rn  b e h a n d e lt, w eshalb au f das u n te r  a)  
e rw äh n te  Z usam m en w irk en  n ich t e ingegangen w erden  soll. D ie u n te r  b)  geschil­
d e rte , du rch  V erd reh u n g  v eru rsach te  M itw irk u n g  w ird  h ier n u r in  dem  U m fang  
besprochen , w ie dies fü r  c) erforderlich is t.

2. U n te rsu c h u n g  des K rä fte sp ie ls  bei B elastung  m it 1 t

Als erstes B eisp ie l diene der folgende e in fache  F a ll : die B rücke  h a t  zw ei 
fre i aufliegende H a u p tträ g e r , is t sen k rech t, das T rägheitsm om en t d er H a u p t-

11l  i l

л ----------------  £  - j  p

Abb. 3. Seitenansicht und Querschnitt

trä g e r  is t k o n s ta n t, in  d er M itte u n d  an  d en  beiden  E n d en  sind  Q u erträg e r, 
u n d  au f die M itte  des einen  H a u p tträ g e rs  w irk t  die B elastung  v o n  1 t  f  Abb. 
3 ) .  D ie B elastu n g  w ird  in  einen sy m m etrisch en  (I) und  einen an tim e trisch en  
(II)  Teil zerlegt (  A bb . 4 ) .
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D as K rä fte sp ie l u n d  die D eform ation  d er B rü ck e  is t in  beiden B e la s tu n g s­
fä llen  g rundversch ieden . Im  F a ll I  gelangt n äm lich  a u f  die beiden  H a u p tträ g e r  
eine gleich grosse B elastu n g , und  der B rü ck en q u e rsch n itt erleidet keine V erd re ­
hung . D ie F a h rb a h n p la tte  w irk t m it den  H a u p tträ g e rn  zusam m en, w eist ab er 
n ich t in  voller B re ite  die gleiche D ru ck sp an n u n g  wie über den H a u p tträ g e rn

!' 1 11* J1*
1 1 I 1

/
Abb. 4

+ r

auf, sondern  die D ru c k sp an n u n g  v e rrin g ert sich  m it der E n tfe rn u n g  v o n  den  
H au p tträ g e rn . D a  die Q u erträg e r a u f B iegung in  lo trech te r E bene bem essen

г= *

sind , können n äm lich  die die beiden  E n d en  der F a h rb a h n p la tte  s tü tz e n d e n  
Q u erträg e r den w aag rech ten  D ruck  der F a h rb a h n p la tte  n ich t au fnehm en .

(D ieser b ed eu te t fü r  die beiden  Q uerträg er eine B iegebelastung  in  w aag rech te r 
R ich tung .) Die b e id en  Q u erträg e r können  also den  D ru ck  der P la tte  n u r zu  einem

2 Acta Tecbnica X/3—4
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seh r geringen  Teil au fnehm en , u n d  deshalb  verb iegen  sich die in  u n b e las te tem  
Z u s ta n d  ebenen P la tte n q u e rsc h n itte  ( Abb. 5 ) .

I n  d er P rax is  k a n n  m a n  das so b e rücksich tigen , dass m an  a u f  d e r P la tte  
e ine sog. mittragende Breite ( s )  b e s tim m t u n d  ann im m t, dass in n e rh a lb  dieser 
B re ite  ( s )  übera ll in  d er F a h rb a h n p la tte  d ie  gleiche D ruck sp an n u n g  w ie über 
d en  H a u p tträ g e rn  e n ts te h t; das S p an n ungsschaub ild  w ird  dem nach  ein  V iereck 
g le ich en  F lächen inha ltes ( A bb. 6 ) .  D iese B re ite  s w urde au f G rund  th eo re tisch e r 
A b le itu n g e n  u n d  V ersuchsangaben  in  den  N o rm  V orschriften festg ese tz t, u n d  m it 
d iesem  W e rt k an n  das T räg h e itsm o m en t des H a u p tträ g e rs  und  d am it die D u rch ­
b ieg u n g  b erech n e t w erden. H ie r  is t fü r  d en  B elastungsfall I  das K rä fte sp ie l der 
B rü c k e  als gek lärt anzusehen .

G anz anders v e rh ä lt es sich aber be im  B elastungsfall I I .
B e i dieser B e la s tu n g sa rt p fleg t m an  in  der P rax is  die B rücke so zu  berech­

n en , dass m an  den Z usam m enhang  zw ischen den  beiden  H a u p tträ g e rn  u n b e rü c k ­
s ic h tig t lä ss t und  dass je d e r  H a u p tträ g e r  m it d er fü r  den  F a l l l  g ü ltigen  m ittra ­
g en d en  P la tte n b re ite  ( s )  die a u f ih n  gelangende L a s t von  je  einer h a lb e n  Tonne 
t r ä g t .

Abb. 7. P r Schubm ittelpunkt

So w irk t a u f  den b e la s te ten  H a u p tträ g e r  insgesam t 1 1 und  a u f  den  anderen 
b ic h ts . I n  W irk lichkeit v e rh ä lt es sich ab e r anders. A u f die B rücke  bezogen 
n e d e u te t näm lich  der B elastungsfa ll I I  ein  reines V erd rehungsm om en t, das 
u m  d en  S ch u b m itte lp u n k t des B rü ck en q u ersch n ittes  eine V erd reh u n g  v e ru r­
s a c h t ( A bb. 7 ) .

D ie Folge davon  ist, dass die be iden  H a u p tträ g e r  in  lo trech te r  R ich tu n g  
u n d  d ie  F a h rb a h n p la tte  in  w aag rech te r R ic h tu n g  au f B iegung b e a n sp ru c h t w er­
d en , ausserdem  v erd reh en  sich  die H a u p tträ g e r  ebenso wie die P la t te  gem äss 
d e r  in  b )  u n d  c)  e rw äh n ten  M itw irkung. E s  w irk t also :

1. die B iegesteifigkeit der beiden  H a u p tträ g e r  in  senk rech te r R ich tu n g ,
2. die B iegesteifigkeit der F a h rb a h n p la tte  in  w aagrech ter R ich tu n g ,
3. die V erd rehungsste ifigkeit der b e id en  H a u p tträ g e r  und
4. die V erd rehungsste ifigkeit der F a h rb a h n p la tte .
B ei der w eiteren  B eh an d lu n g  dieses T hem as k an n  nach  zwei v o n e in an d er 

vö llig  versch iedenen  M ethoden  vorgegangen  w erden . D ie erste T heorie (siehe [9],
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[10] u n d  [11]) se tz t voraus, dass jeder  Q u ersch n itt seine Form  b e ib eh ä lt, d. h. 
dass die B rücke unendlich  viele vollkom m en s ta rre  Q uerträger b e s itz t. (N a tü r­
lich v e rh ä lt  es sich in  W irk lichkeit n ich t so, bei m ehreren  Q u e rträ g e rn  s te llt 
ab er diese A nnahm e eine g u te  N äherung  des w irk lichen  Z ustandes dar.) A uf 
diese W eise k a n n  die D ifferen tialg leichung d er F o rm änderung  der T rä g e r au f­
geste llt w erden . D urch  Lösung der D ifferen tia lg leichung u n d  d u rch  E rfü llu n g  
der R an d b ed ingungen  bek o m m t m an  bei gegebenem  V erd rehungsm om ent 
den  V erdrehungsw inkel <p u n d  aus diesem  die D urchbiegung. A ls e rs te r 
le ite te  Timoshenko  die D ifferen tialg leichung d er V erd rehung  von T rä g e rn  ab  [9], 
die d a n n  v o n  Stüssi  a u f  [-T räger vera llgem einert w urde  [10]. Dieses \  e rfah ren  
soll h ier n u n m eh r Timoshenko—.Sí üss is che T heorie g en an n t w erden .D ie vorliegen­
de A rb e it fü h rt die V erallgem einerung w eiter, d am it sie auch a u f  B rü ck en ­
q u e rsc h n itte  angew and t w erden  k an n .

Abb. 8

D ie andere, neue M ethode n im m t n ich t unend lich  viele vo llkom m en  s ta rre  
Q u e rträg e r als v o rh an d en  an, d. h . sie se tz t n ic h t vo raus, dass jed e r B rü ck en q u e r­
sc h n itt  seine F orm  be ib eh ä lt, sondern  es w ird  ein m ittle re r Q u e rträg e r (bzw. 
sp ä te r  m ehrere) angenom m en. O bgleich dies a u f  den  ersten  B lick als kom pli­
z ie rte r erschein t, so w ird  es sich sp ä te r zeigen, dass m an  a u f  diese A rt die B iegungs­
w id e rs tän d e  (1, 2) von  den  V erd rehungsw iderständen  (3, 4) tren n en , die D iffe­
ren tia lg le ichung  verm eiden  u n d  die W irkungen  d er B iegung u n d  d e r V erdre­
hu n g  superpon ieren  k an n . So gelangt m an  zu  p rak tisch  leicht zu h a n d h a b e n ­
den  F o rm eln .

Im  n achstehenden  w ird  v o re rs t die vera llgem einerte  Tim oshenko-Stüs- 
sische D ifferen tia lg leichung der m it dem  re inen  V erd rehungsm om en t b e las te ­
te n  B rü ck e  (B elastungsfall II)  aufgestellt, de ren  L ösung ausgew erte t u n d  aus 
dem  so e rh a lten en  E rgebnis das zw eite, neue V erfah ren  abgeleite t.

E s sei vorausgesetz t, dass die F a h rb a h n p la tte  n u r  einen B iegungsw ider­
s ta n d  in  w aagrech ter R ich tu n g  und  einen V erd rehungsw iderstand  b esitz t, 
sonst ab e r vollkom m en biegsam  is t und  n u r Zug, D ruck  u n d  Schub au fzu n eh m en  
verm ag . B ei den  H a u p tträ g e rn  w ird  bloss angenom m en, dass d er B iegungs­
w id e rs tan d  des H au p tträg e rs teg es  in  h o rizo n ta le r E bene  im  V ergleich  zu  dem  
d er F a h rb a h n p la tte  vernach lässig t w erden  k an n . (Jed e  dieser A n n ah m en  s te llt 
eine g u te  N äherung  an  die W irk lichkeit dar.)

2 *
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F ü r  die B erechnung ste lle  m an  sich der E in fach h e it ha lber den  T räger 
im  v e rd re h te n  Z u stan d  so v o r, als ob er in  d e r M itte  e ingespann t w äre  (was 
w egen  d e r Sym m etrie b e re c h tig t is t), wobei m a n  d ie  R eak tio n sk räfte , die gleich 
dem  h a lb e n  b e lastenden  V erd rehungsm om ent sin d , au f den eingespann ten  
T rä g e r  v o n  der Länge v o n  L /2  w irken  lässt (  A bb. 8 ) .

D  as au f den T räg e r bew irkende V erd rehungsm om en t se tz t sich aus zwei 
T eilen  zusam m en [10] :

D e r  erste  Teil b e s te h t aus dem  M om ent m  t, das von den  V erd reh u n g s­
w id e rs tä n d e n  aufgenom m en w ird , und  der zw eite  T eil aus m " t, der von  den 
B iegungsw iderständen  d er H a u p tträ g e r  u n d  d er F a h rb a h n p la tte  aufgenom m en 
w ird  :

M i , ,
—  =  m , +  m t ( 1 )

2

D a  d er Q uersch n itt d e r B rücke offen u n d  au s länglichen, rech tw inkeligen  
V iereck en  zusam m engesetzt is t, k an n  sein V erd rehungsw iderstand  n ach  fol-

Abb. 9

g en d er b ek a n n te r  F orm el b erech n e t w erden. (U n te r  V erdrehungsw iderstand  
v e r s te h t  m an  das V erdrehungsm om ent, aass  e in  B rückenelem ent von  der 
L änge  eins um  <p =  1 v e rd re h t. Siehe H ü tte , B a n d  I .  S. 6 8 8 .)

G -J t= G  (2 )
ki

wo (s. A bb . 9)
hj =  die längere S eite  des Q uerschn ittse lem entes,
6 , =  die kürzere  Seite  des Q uerschn ittse lem en tes is t und
k i — bei hjjbi ]>  2,5 m it einer m ax . T o le ran z  von  8 ,5%  aus fo lgender 

F o rm e l berechnet w erden  k a n n  :

k ,  =  3 +  1,8 •*>,//!, (3)

D ie  Gl. (3) lä ss t sich au ch  im  Falle 1 <[ 2,5 verw enden , w obei
je d o c h  b e i dem  betre ffen d en  Q u ersch n ittse lem en t d e r Feh ler bis zu 48% anw ach- 
sen  k a n n . (F ü r die B erechnung  von  D rillspannungen  w eist die F orm el (3) im m er 
eine h in läng liche  G enau igkeit auf.)



D IT RC H B IEG U N O SBE REC H N U N G  VON S T A H L B E T O N B R Ü C K E N  M IT Z W E I H A U PT T R Ä O E R N 267

So la u te t  der Z usam m enhang  des V erdrehm om entes m, m it d em  V erd re ­
hungsw inkel <p :

m't — G’Jt  - j -  (4 )
dz

w o z  die zu r B rückenachse  paralle le  K o o rd ina tenachse  b e d e u te t.
U m  das d u rch  m, hervorgerufene K rä fte sp ie l erfassen zu k ö n n en , sei der 

T räg e r d u rch  die in  Abb. 10 e ingezeichneten  S c h n itte  sta tisch  b es tim m t gem ach t.
M an bezeichne die das K rä f te p a a r  m t b ild en d en  beiden K rä f te  m it T. 

D iese w irken  a u f  die zwei in  der M itte  e in g esp an n ten  H au p tträg e rs teg e  d er je tz t  
s ta tisc h  b es tim m ten  K o n s tru k tio n  u n d  v e ru rsach en  au f jedem  H a u p tträ g e rs te g  
das B iegungsm om ent M z.

Abb. 10

D u rch  E inw irkung  der beiden  K rä f te  T  — m t jb verbiegen sich die be iden  
H a u p tträ g e rs te g e  n ach  oben bzw. u n te n , w o d u rch  in  der H öhe d er M itte llin ie  
der P la t te  die S p an n u n g

M z
aoH t=  —  

d l

М г m    M z

J i  2  Wut
(5)

e n ts te h t. H ier b e d e u te t

( 6)

das T räg h e itsm o m en t des H a u p tträ g e rs te g es  u n d

(7)

das W id erstan d sm o m en t des H au p tträg e rs teg es .
W ill m an  den Z usam m enhang zw ischen den  zerschnittenen  T eilen  w ieder 

hers te ilen , so m uss m an  in  den P u n k te n  A  u n d  В  solche en tgegengesetzt gerich­
te te  K a n te n k rä f te  a u f den H a u p tträ g e rs te g  u n d  a u f  die F a h rb a h n p la tte  w irken  
lassen, die die S pannungen  er des H a u p tträ g e rs  u n d  der P la tte  in  den en tsp re c h e n ­
den  P u n k te n  gleich gross m achen , d. h . also, die die gleichen D eh n u n g en  et
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im  H a u p ttr ä g e r  u n d  in  d e r F a h rb a h n p la tte  (die W irkung  der B e las tu n g  m it­
inbegriffen ) h e rvo rru fen . A ls B esonderheit is t h ie r  n u r zu beach ten , dass die 
ze rsch n itten e  F a h rb a h n p la tte  als ein  einziger gebogener Q uerschn itt anzusehen  
is t ,  w o m it das T räg h e itsm o m en t der F a h rb a h n p la tte  in  bezug au f die A chse y -y

JP , =  J P  1 ( 8)

b e trä g t . J 'p /1 b e d e u te t h ie r  das T räg h e itsm o m en t des sch ra ff ie rten  Teiles 
in  A bb . 11.

A n  den  beiden  H a u p tträ g e rn  sind die K a n te n k rä f te  X  infolge d er A n ti­
m e trie  gleich gross u n d  entgegengesetzt g e rich te t u n d  ergeben deshalb  fü r  die

i V

Abb. 11

P la t te  ein  K rä f te p a a r  von  d er Grösse X .  b. D ie Spannungen  in A  bzw . B , die 
d u rc h  die K a n te n k rä f te  en ts teh en , lau ten  in  d e r F a h rb a h n p la tte :

wo

GXPl =
X - b
W pi

w Pl J p l  

bl 2

(9)

( 10)

H ier b e d e u te t W p; e igen tlich  n ich t das W id erstan d sm o m en t, weil b/2 n ic h t der 
A b s ta n d  der äu sse rs ten  F a se r  von  der N e u tra lach se  ist. Um die Ü b e re in s tim ­
m u n g  m it Stüssi [1 0 ]  zu w ahren , w ird  die B ezeichnung W  jedoch  b e ib eh a lten . 
Im  H a u p tträ g e r  is t die S pannung

°хн/ =
X

Sj^-m

X  • m

2 • W hi

2 X - m

3~ W Ht

w eil n a c h  G l. (7) W hi

( И )

W en n  m an die S pannungen  einander g le ich se tz t :

a 0 H t  +  a X H t  =  a X P l (12)
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und  die A usdrücke (5), (9), und  (11) in  diese G leichung einsetzt, d an n  lä s s t  sich 
X  m it dem  a u f  den  H a u p tträ g e rs te g  w irkenden  M om ent M'z au sd rü ck en  :

X  =  M Z
3- W pi

3 -b- W ut “b 2• m W p i
(13)

J e tz t  k ö nnen  m it H ilfe des b ek an n ten  X  die in  den oberen u n d  u n te re n  
F ase rn  des H au p tträg e rs teg es  en ts teh en d en  S pannungen  b erech n e t w erd en . 
M it H ilfe dieser S pannungen  k an n  m an  die D ifferen tialg leichung d e r D urch - 
b iegungslinie des H a u p tträ g e rs  aufste llen  u n d  gelang t dam it zur D iffe ren tia l­
gleichung des V erdrehungsw inkels des H a u p tträ g e rs  :

wo

M t d<p
—  =  G J t-------- E - tp - J 1

2  dz

b2 d3y

2  dz3

6bW hi -f- 4-mWpi 
6bW nt -\-m W pi

(14)

(15)

Die H erle itu n g  w ird  h ier deshalb n ich t in ih re n  E inzelheiten  a n g e fü h rt, weil 
sie bei Stüssi ( [1 0 ]  S. 301) nachzulesen is t. A uch  die B ezeichnungen s in d  gleich, 
von  folgenden A bw eichungen abgesehen :

B ei S tüssi H ier

W fi Wut

W st Wpi

b m

h b

D ie Gl. (14) is t die verallgem einerte  Tim oshenko-Stüssische  D ifferen tia lg leichung , 
die die B eziehung zw ischen dem  b e las ten d en  V erdrehungsm om ent u n d  der 
V erform ung des T rägers au sd rück t. M it der B ezeichnung

E  y j x 6 2 

G J t  2

is t ih re  allgem eine Lösung (siehe [9 ] S. 258) :

(16)

cp — Ci -f- C2 • e C3
M t

+  ------- 2
G -J t
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Im  vorliegenden  F a ll la u te n  die R an d b ed in g u n g en  wie folgt ( Abb. 12)

1.) 2 = 0

<p =  0

2 .) 2 =  0

dz

3.) 2  =

d2<p

h z 2
=  0

D ie d r i t te  B edingung b e d e u te t, dass das am  E n d e  des T rägers a u f d ie  H a u p t-
b

trä g e rs te g e  w irkende Biegungsm om ent gleich N u ll is t, weil <P — =  t j .

3 ч

- l / 2
1

Abb. 12

B ei B each tung  d ieser E rgebnisse b e trä g t  d ie  V erdrehung des T räg e ren d ­
p u n k te s  (siehe [9]) :

L \ _
I ' - t )

M f _ l _  L_
2  G-Jt  2

2 - a  L
1 — ------th -------

L  2 -a
(17)

{M x =  1/2. b, lau t B e lastu n g sfa ll I I ,  siehe A bb . 4 .) B ei S tah lbeton , m it m  =  1/6 
g e re c h n e t, erg ib t sich : G =  0,430. E .

D ie D u rch b ieg u n g  lä ss t sich  aus der Form el =  <p—- erm itte ln .

B e i Z usam m enfassung  d e r b isherigen A u sfü h ru n g en  gelangt m a n  zum  
E rg e b n is , dass im  F a lle  e in er B elastung  v o n  1 t  ü b e r  dem  einen H a u p tträ g e r  
die D u rch b ieg u n g  des m itt le re n  Q uerschn ittes des b e la s te ten  H a u p tträ g e rs  aus 
zwei d e n  B elastungsfä llen  en tsp rechenden  T e ilen  w ie folgt b erechne t w erden  
k a n n  :

e == ei +  en (18)

wo

1 L 3

2 48 • E  ■ ,JHt
(18a)

( J hi i s t  d as  T räg h e itsm o m en t eines H a u p tträ g e rs , das den am tlichen  B estim -
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m ungen  gem äss m it d er m itw irk en d en  P la tte n b re ite  b erechnet w urde) und

ец =
62-L L 2 - a

1 6 - G - J í  L

L
2 -a

(18b)

M an s ieh t also, dass die L ösung nach  Tim oshenko-S tüssi e igentlich  d a s  K rä f te ­
spiel d e r V erdrehung  du rch  die W irk u n g  d er B iegungsw iderstände d e r H a u p t­
trä g e r  u n d  der F a h rb a h n p la tte  ko rrig ie rt. D em  technischen  G efühl e n tsp ric h t 
es ab e r besser, w enn m an  den  B iegungsw iderstand  m it dem  V erdrehungsw ider- 
s ta n d  ko rrig ie rt. D as zw eite, neue V erfahren  will dieser F o rd e ru n g  G eltung  
verschaffen .

D er G rundgedanke des neuen  V erfahrens is t : m an  tren n e  d en  B iegungs­
u n d  V erd reh u n g sw id erstan d , bestim m e z u n ä c h s t den gem einsam en B ieg u n g s­
w id e rs ta n d  der H a u p tträ g e r  u n d  der F a h rb a h n p la tte  u n d  b e rücksich tige  n ach h er 
die W irk u n g  des V erdrehungsw iderstandes.

W äre  die D rehste ifigke it des B rü ck en q u ersch n ittes  gleich N ull, so m üsste  
m a n  in  die verallgem einerte  Tim oshenko-S tüssische  G leichung (14) G • J t =  0  
e inse tzen . In  diesem  F a ll w ürde  die D ifferen tia lg leichung folgende F o rm  anneh­
m en  :

Mt
2

—  E-y>J1
b2 cTcp 

2  dz3

W en n  m a n  die S u b stitu tio n en

—  =  T b

und

d u rc h fü h rt, d ann  gelang t m an  zu

T = - E - x p J 1
dz3

u n d  w egen

T  = dM z
dz

(19)

ZU

M z =  — E -
d2T]

dz2
(20)
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D as ist jedoch  die D ifferen tialg leichung d e r elastischen  Linie des geboge­
n e n  T rägers, w enn sein  T räghe itsm om en t ip J t  is t , d. h ., dass die M itw irkung  
d e r  Fahrbahnplatte be i an tim e trisch e r B elastung  (A bb. 4, II) b ed eu te t, dass das 
Trägheitsmoment des H auptträgers nicht J Ht (m it d e r vorschriftsm ässigen  m it­
w irk en d en  B reite g e rech n e t), sondern tp J x is t. I n  den  allerm eisten  F ä llen  ist 
d ieses grösser als J  Ht-

M it anderen W o rte n  : bei an tim etrischer B e las tu n g  is t die m itw irk en d e  
P la tte n b re ite  anders (grösser) als bei sy m m etrisch er B elastung . D as is t  v o n  der 
S tü tz u n g sa r t  der P la t te n e n d e n  (E ndquerträger) vö llig  unabhäng ig , w eil in  der 
Tim oshenko-S tüssischen  G leichung (14) keine B eziehung  zwischen y> J ± u n d  der 
B e la s tu n g  besteh t u n d  w eil das T räghe itsm om en t des H au p tträg e rs  bei be lieb i­
g e r V erteilung  von  M t im m e r y> J l sein w ird.

Die durch die M itw irk u n g  der F a h rb a h n p la tte  hervorgerufene V ergrösse- 
ru n g  des T räg h e itsm o m en tes  (im folgenden k u rz  P la tten w irk u n g  genann t) 
w ird  durch  den F a k to r  tp in  Gl. (15) a u sg ed rü ck t, oder rich tiger, d u rch  das 
V e rh ä ltn is  tp J J J n t-  D ieses w ird  um  so grösser,

1. je  kleiner d e r H a u p tträ g e rs te g  oder je  s tä rk e r  die F a h rb a h n p la tte  is t 
(in G renzfällen is t dies je d o c h  n ich t im m er d er F a ll, weil bei J Ht die B estim m u n ­
gen  fü r  die m itw irkende B re ite  8 d vorsehen, so dass diese auch m it d er P la t te n ­
s tä rk e  w ächst. Bei v e rh ä ltn ism ä ss ig  kleinen H a u p tträ g e rs te g e n  k an n  es Vorkom ­
m e n , dass das m it d e r vorgeschriebenen  m itw irk e n d e n  B reite  von  8  d  b e rech ­
n e te  T rägheitsm om en t .JHt so  gross w ird, dass tp J x k le iner b le ib t. D iese T a t­
sache  ste llte  sich bei d e r  B erech n u n g  von Z ah lenbeisp ie len  heraus) ;

2. je  kleiner d e r A b s ta n d  der H a u p tträ g e r  vone inander (b )  be i gleich­
b le ib en d e r P la tte n b re ite  is t ,  weil dann  in  d er F o rm el

W pi —
6 / 2

n ic h t  n u r  b kleiner, so n d e rn  J p i  auch grösser w ird  [s. Gl. (8 ) u n d  die F orm el 
(15) fü r  tp ] ;

3. die P la tte n w irk u n g  w äch st b e träch tlich , w en n  bei der B erechnung  des 
T rägheitsm om en tes d e r F a h rb a h n p la tte  auch  die B ordschw elle m it einbezogen 
w ird  (w as in  einigen F ä lle n  zulässig  ist).

U n d  nun  das w ic h tig s te  E rgebnis : im  F a lle  an tim etrischer B elastu n g  
v e rrin g e rt die P la tte n w irk u n g  die D urchbiegung, aber nicht dadurch, dass sie den 
belasteten Hauptlräger entlastet und  einen Teil d e r B e lastu n g  au f den  anderen  
H a u p t t r ä g e r  ü b e rträ g t (w ie das Z usam m enw irken  infolge der V erdrehung), 
sondern so, dass sie das Trägheitsmoment der H auptträger vergrössert (die m it­
w irk en d e  P la tte n b re ite  w ird  grösser). H ierü b er soll bei B ehand lung  d e r V er­
d re h u n g  noch die R ede  sein .

N u n  sei u n te rsu ch t, w ie  die M itw irkung infolge d er Verdrehung  die D u rc h ­
b ieg u n g  des be laste ten  H a u p tträ g e rs  beein flusst. D azu  m üssen die inneren
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K rä f te  des s ta tisch  u n b estim m ten  T ragw erkes d er Abb. 13a fü r d en  B e la s tu n g s­
fall I I  berechnet w erden .

Die S tü tzu n g  d er be iden  H a u p tträ g e r  is t — wie norm alerw eise b e i B rü ck en  
a u f  zw ei S tü tzen  — d erg esta lt, dass ih re  E n d q u e rsch n itte  in  d e r sen k rech ten  
E b en e  frei v e rd reh b ar sind , sich jedoch  n ic h t u m  ihre Längsachse d reh en  können . 
D ie an  den  beiden  E n d e n  der B rücke angeo rdne ten  Q u erträg e r v e rh in d ern  
näm lich  fa s t völlig das V erdrehen  des E n d q u e rsch n itte s  um  die L än g sach se  des 
T räg ers . Bei U n te rsu ch u n g  des V erdrehungskräftesp ie ls b e tra c h te t  m a n  den 
m ittle re n  Q uerträger, ähn lich  wie die b e id en  E n d q u erträg e r, als a u f  B iegung 
vo llkom m en s ta rr . (D ie Z ahlenbeispiele bew eisen, dass diese N ä h e ru n g e n  n u r 
e inen  F eh ler von 1—2 %  darstellen .) In  d er M itte  des m ittle ren  Q u e rträ g e rs  is t

d as  B iegungsm om ent infolge der A n tim e trie  gleich N ull, so dass n u r  S cherk raft 
e n ts te h t  (A b b . 13b). H ie r d u rchschne ide t m a n  den Q uerträger, e rre c h n e t die 
re la tiv e  V erschiebung d er beiden  T rä g e rh ä lfte n  und  h ieraus die K ra f t  q , die 
zum  Z usam m enfügen d er beiden  nö tig  is t. Infolge des a n tim e trisc h e n  K rä f te ­
spiels m uss m an das B ieg u n g sträghe itsm om en t der H a u p tträ g e r  m it y> ./ ,  anneh ­
m en .

Die re la tive  V ersch iebung b e trä g t

2 •  —  •  -----------— ----------

2 4 8 Ey>Jl

D ie du rch  die S ch erk ra ft q v e ru rsach te  re la tiv e  V erschiebung is t

2 + __ I---A
48 ExpJl 2 2 2 G -ö ,5 - J ,  2

(21)

( 22)

D as e rste  Glied in  d er K lam m er besch re ib t d ie  aus der D urchb iegung  des H a u p t­
träg ers  en tsp ringende V erschiebung, das zw eite Glied b e d e u te t, dass sich der
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H a u p ttr ä g e r  infolge des V erdrehungsm om entes q • —  v erd reh t, w odurch
2

sich  d as  E nde des als s ta r r  anzunehm enden  Q u e rträg e rs  durchbiegt.
G • 0,5 J ,  b eze ich n e t den  V erd reh u n g sw id erstan d  des halben  B rü ck en ­

q u e rsc h n itte s , d. h . d en  des einen  H au p tträg e rs  zusam m en  m it der F a h rb a h n ­
p la t te  [siehe Form el (2 )].

S e tz t m an (21) u n d  (22) e inander gleich, so e rh ä lt  m an  q wie folgt :

q =  ~ Т Г 1 2 Ё у> 1 Г ь*  (23)
+  ~ й Г Ъ

B ei S ta h lb e to n  w ird  gen o m m en  G =  0,430 E , u n d  d am it

1

2 + ^  6 2 - 
J t  L 2

(24)

D ies is t  die K raft, die in fo lge  d e r V erdrehung v o n  d em  m it 1 t  be laste ten  H a u p t­
t r ä g e r  a u f  den u n b e la s te te n  H a u p tträ g e r ü b e r tra g e n  w ird . D er V erd rehungs­
w id e rs ta n d  der H a u p tträ g e r  entlastet also ta ts ä c h lic h  den  b e laste ten  H a u p t t r ä ­
g er (n ic h t so wie die P la tte n w irk u n g ), u n d  info lgedessen  verringert sich auch  
se ine  D urchbiegung.

B ei Z usam m enfassung  des bisher G esagten  k a n n  m an  also festste llen , dass 
d ie  D urchb iegung  (e )  in fo lge  d er au f die M itte  des e inen  H au p tträg e rs  w irk en ­
d en  B e la s tu n g  von 1 t  w ie fo lg t berechnet w erden  k a n n  (  Abb. 3 und  4 ) .
A u s d em  B elastungsfall I  :

(w ie b e i Timoshenko-S tü s s i)  

A us d em  B elastungsfall I I  :

H ie r  sei nochm als d a ra u f  hingew iesen, dass die B erücksich tigung  der P la t te n ­
w irk u n g  n u r  das T rä g h e itsm o m e n t des H a u p tträ g e rs  vergrössert (beim  a n t i ­
m e tr isc h e n  B elastungsfall), d e n  H au p tträ g e r ab e r n ic h t  en tla s te t. Dies is t beson­
ders b e i d er A usw ertung  v o n  P ro b ebe lastungen  o d er M odellversuchen v o n  B e­
d e u tu n g .

ei = 1 __L!_
2 48E J H,

(25a)

7 “ *

L 3

48 Ew.L
(25b)
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J e tz t  schein t es angezeigt, die Ergebnisse der beiden Berechnungsmethoden  
der Durchbiegung an H and  eines ausjührlichen Zahlenbeispiels zu vergleichen.

Die Brücke hat zwei frei aufliegende Hauptträger, ihre Stützw eite beträgt L  =  20 m 
und ihr Querschnitt ist auf Abb. 14 zu sehen. Es ist die infolge der auf die M itte des einen H aupt­
trägers wirkenden Belastung von  1 t  hervorgerufene Durchbiegung des belasteten H aupt­
trägers zu berechnen.

Abb. 14

1. Timoshenko-Stüssische Methode :

I. Aus dem sym m etrischen Belastungsanteil :
J  Ht =  0,410 m4 (m it der vorschriftsm ässigen m itwirkenden Plattenbreite gerechnet)

E
1 __203
2 48 • 0,410

203 tm3 [Gl. (18a)]

II. Aus dem antim etrischen Belastungsanteil :

G =  0,430 • E

J t— 0,1480 m4 Gl. (2)

J x=  0,242 m4 Gl. (6)

WHt =  0,306 m 3 Gl. (7)

J pi =  8,04,m 4 Gl. (8)

W p i=  2,68 m 3 Gl. (10)

y> =  1,87 Gl. (15)

a =  11,3 m Gl. (16)

Mit diesen W erten auf Grund der Gl. (18b) :

Еец = 62 •  20
16 • 0,430 • 0,1480 

E  • e — 203 +  141 =  344 tm 3

, 2 • 11,3 , 20 \
1---- 2Ö~Л w u )  “ Ш

2. Nach dem neuen Verfahren :
I. Aus dem sym m etrischen Belastungsanteil :

E  • eI =  203 tm 3 (wie bei Timoshenko-S tüssi)



2 7 6 L . K O L LÁ R

II . Aus dem antim etrischen Belastungsanteil : die aus der Verdrehung stammende 
Scherkraft q  wird nach Gl. (24) berechnet :

1
28 • 1,87 • 0,242 62 

0,1480 202
0,102

un d  die Durchbiegung nach Gl. (25b) :

( 1 f 203
~2 °’102 j  48 • 1,87 • 0,242 =  147

D ie  totale Durchbiegung beträgt :

E  ■ e =  2 0 3 + 1 4 7  =  350 tm 5
Zum  Vergleiche betrachte m an noch folgende zwei Berechnungen :

3. W e n n  m a n  n u r  d ie  V e r d r e h u n g  b e rü c k s ic h tig t , n ic h t  a ber d ie  P la t te n w ir k u n g ,  
dann m uss in den Formeln für q  (24) und für ец  (25b) y> J 1 durch J u t  ersetzt werden. 
D ann wird

q =  0,110

Е е  и =  158 tm 3
u n d  die totale Durchbiegung :

E  ■ e =  2 0 3 + 1 5 8  =  361 tm 3

4. W e n n  m a n  w e d er  d ie  V e r d r e h u n g , n o ch  d ie  P la t le n w ir k u n g  berücksichtigt : 

E  • e  =  2 • E  • ei =  406 tm 3 

Die R esu lta te  sind in  T abelle I. zusam m engefasst

TABEL I.E  I

Berechnungsm ethode E  • e Prozentuale V erringerung der 
Durchbiegung in bezug auf 4

1. N a ch  T im o s h e n k o -S t ü s s i ......................................................................... 344 15,2
2. N eu es V erfahren................................................................................... 350 13,8

3. O hne Plattenwirkung, m it V erd reh u n g ................................... 361 10,9

4. O hne Plattenwirkung und V e rd re h u n g ................................... 406 —

A u ch  hieraus is t zu  ersehen , dass die R e su lta te  des Tim oshenko-S tüssischen  
u n d  des neuen  V erfahrens g u t  m ite in an d er übere instim m en . D ie n a c h  Timo- 
shenko -S tüssi errechnete D u rch b ieg u n g  is t e tw as geringer als die n ach  dem  neuen 
V e rfa h re n  erm itte lte , dies m uss aber auch so sein, denn  beim  Tim oshenko- 
S tü ss isc h e n  V erfahren w erd en  unend lich  viele vo llkom m en s ta rre  Q uerträger 
an g en o m m en , weshalb d a n n  die S teifigkeit des B rü ck en q u e rsch n ittes  gegen 
V e rd re h u n g  grösser ist.
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Bei diesem  Beispiel h a t  die P la tten w irk u n g  d ie D urchbiegung n u r  in  einem  
kleinen  M ass v e rrin g ert, weil die T rägerhöhe v e rh ä ltn ism ässig  gross is t. A us 
den am  E n d e  dieses A ufsatzes vo rgeführten  Z ahlenbeisp ielen  (die sich a u f  fe r­
tiggeste llte  B rücken  beziehen) w ird  m an a llerd ings ersehen, dass bei geringerer 
H a u p tträg e rh ö h e  die M itw irkung  der F a h rb a h n p la tte  eine viel grössere R olle 
sp ielt.

E s sei noch au f fo lgendes hingew iesen: W e n n  m an  — wie aus dem  Z ah len ­
beispiel e rsich tlich  — die V erd rehung  in  R e c h ru n g  s te llt, v e rr in g e rt die 
B erücksich tigung  der P la tten w irk u n g  die D u rch b ieg u n g  im  V ergleich zu  der 
D urchb iegung  d er ohne P la tten w irk u n g  b e re c h n e ten  B rücke, w äh ren d  die 
a u f  den  H a u p tträ g e r  gelangende B elastung  v e rg rö sse rt w ird. (Vgl. den  W e rt q, 
d e r im  B erechnungsbeisp iel die E n tla s tu n g  b e d e u te t.)  Die D urchb iegung  is t

_ _ _  i
i  У

Abb. 15

also keinesw egs der B e lastu n g  proportional. D ie  E rk lä ru n g  h ierfü r is t die fol­
gende :

Die B iegesteifigkeit u n d  die D reh ste ifig k e it » te ilen  sich« im  T rag en  der 
B elastung . W enn  die B iegesteifigkeit w ächst u n d  die D rehsteifigkeit u n v e rä n ­
d e rt b le ib t, gelangt a u f  die le tz te re  ein geringerer B elastungsan teil, so dass die 
B iegebeanspruchung  grösser w ird. Die Lage is t  äh n lich  wie bei den  D u rc h la u f­
trä g e rn  : verg rössert m an  das T räg h e itsm o m en t bei der S tü tze, so » z ieh t«  es 
d ad u rch  das B iegungsm om ent »zu sich«, w ä h re n d  die D eform ation  k le iner 
w ird .

E s k ö n n te  die F rag e  auftauchen , ob infolge d e r in  der w aagrech ten  E bene 
erfo lgenden B iegung d e r P la t te  n ich t so grossse Zugspannungen an den Platten­
rändern au ftre ten , dass eine B ew ehrung des R a n d e s  n ö tig  w ird. Die U n te rsu ch u n g  
e rg ib t, dass in  den  a llerm eisten  Fällen  die e n ts te h e n d e  Z ugspannung n ic h t die 
Z ugfestigkeit des B etons erre ich t. W ird  diese in  einem  ungünstigen  F all ü b e r­
sch ritten , so genügen die aus K o n stru k tio n sg rü n d en  ohnehin an g eb rach ten  
S tah le in lagen  zur A ufnahm e des Zuges.

Die Platten d e r in  der P rax is vo rkom m enden  B rü ck en q u ersch n itte  liegen 
oft n ich t in  einer E b en e , w ie dies in Abb. 10  d a rg este llt ist, sondern  sie sind 
der Abb. 15 gem äss ausgeb ildet. D a der sen k rech te  A bstand  zw ischen d en  P la t­
ten te ilen  А  В  u n d  CD  in  der Regel klein is t (ca. 20 cm ), w irken bei e iner B iegung
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in  w a a g re c h te r  E bene die K o n so lp la tte  A B  u n d  die F a h rb a h n p la tte  C D  zusam ­
m e n  : infolgedessen k a n n  d as  T räg h e itsm o m en t (Jp i)  des in  A bb. 15 sch ra ffie rten  
F lä c h e n te ils  in  bezug a u f  d ie  y-Achse so b e re c h n e t w erden, als ob es in  einer 
E b e n e  läge.

3. Verallgemeinerungen

D en  bisherigen A u sfü h ru n g en  liegen fo lgende A n n ah m en  zu g ru n d e  :
1. D ie B rücke b e s itz t  n u r  einen einzigen  Q uerträger in  der M itte .
2 . A u f den K reu zu n g sp u n k t des einen  H a u p tträ g e rs  und  des Q u erträg e rs  

w irk t  d ie  B elastung von  1 t .
3 . D ie B rücke h a t  zw ei H a u p tträ g e r.
4 . D ie H a u p tträ g e r  s in d  frei aufliegende E infeld träger.
5 . D ie B rücke is t sen k rech t.
6 . D as T räg h e itsm o m en t der H a u p tträ g e r  is t  k o n stan t. (D ie V o rau sse t­

z u n g , d ass  die H a u p tträ g e r  a n  den S tü tzen  gegen V erdrehung f ix ie r t s in d , k an n  
in  d e r  P rax is  bei jed e r B rü c k e  als erfü llt angenom m en w erden.)

I m  folgenden w ird  n u n  die M öglichkeit d e r V erallgem einerung  obiger 
V o rau sse tzu n g en  der R e ihe  n ach  u n te rsu c h t.

1. B rücke  m it mehreren Querträgern

D ie  Plattenwirkung  [d. i. der W ert y ,  siehe Gl. (15)] is t die gleiche wie bei 
e in e m  einzigen Q uerträger, i s t  doch in  ih re r  A b le itu n g  die A nzah l d e r  Q uer­
t r ä g e r  n ic h t genannt. D ie E n tla s tu n g  infolge V erd rehung  [q, siehe Gl. (24)] 
v e r ä n d e r t  sich zwar, doch k a n n  die Gl. (24) fü r  q, d ie n u r eine A bw eichung  von  
e in ig e n  P ro zen ten  aufw eist, a ls N äherung  b e ib e h a lte n  w erden (siehe [5 ] , [6 ]). 
D ies t r i f f t  auch in solchen F ä lle n  zu, wo sich  in  d er B rückenm itte  k e in  Q uer­
t r ä g e r  b e fin d e t.

2 . A n s ta t t  der ruhenden 1 - t-B elastung w irkt eine sich fortbewegende Lastgruppe
a u f die B rücke

A u f  die P la tten w irk u n g  h a t  das keinen  E in flu ss , sondern n u r a u f  d ie V er­
d re h u n g , u . zw. bew egt sich

a)  d ie R esultierende d e r  L astg ruppe  in  d e r  Längsrichtung  der B rü ck e . In  
d ie sem  F a ll  v erändert die A n zah l der Q u e rträg e r wie auch der A n g riffsp u n k t 
d e r  K r ä f te  schon sp ü rb a r d ie  V erd reh u n g sen tla s tu n g . Die A bw eichung w ird  
s ich  in d e sse n  auch je tz t  n o ch  innerhalb  d er G renzen  einiger w eniger P ro zen te  
b ew eg en  (ausführlicher [1 ] , [2 ] , [3 ], [5 ], [6 ]). D as bis je tz t  an g ew an d te  ein­



D Ü R C H B IE aU N O S B E B E C H N U N O  VON STA H L B E T O N B R Ü C K E N  M IT Z W E I H A U PTTR Â O ERN 279

fache V erfahren  k an n  auch  h ie r als N äh eru n g  b e n u tz t w erden, n u r  m uss der
L 3

A u sd ru ck  , der in  Gl. (25a) u n d  Gl. (256) die von  der in  d e r M itte  wir-
48 г.J

kenden  K ra f t  hervorgeru fene  D urchb iegung  b e d e u te t, du rch  d iejen ige D u rch ­
b iegung e rse tz t w erden, die dem  A ngriffspunk t d er K rä fte  en tsp rich t.

6 )  D ie L ast bew egt sich in  Querrichtung. E s  w urde bereits e rw ä h n t, dass 
die a u f  die M itte  des B rü ck en q u ersch n ittes  w irkende L ast (B elastungsfa ll I ,  siehe 
Abb. 14) w eder V erdrehung  noch  P la tte n w irk u n g  veru rsach t. Zw eckm ässig  
geh t m an  also so vor, dass m a n  die R esu ltie rende der B elastung a u f d as  Z en tru m

a .

b .

C.

. ü

R

/

, И

Мя

^  1 p , Ж

\Rh \Rk

Abb. 16

des B rücken q u ersch n ittes  red u z ie rt ( Abb. 16) u n d  aus der R esu ltie ren d en  nach 
Gl. (25a) die »gew öhnliche« D urchb iegung  ei e rrechnet.

R  L 3 

2  4 8 E J hí
(26а)

w ogegen ец aus dem  V erd rehungsm om en t M R n ach  Gl. (256) b e re c h n e t w ird 
(siehe Abb. 16b—c).

en
L 3 _

48Ey>Ji
(26b)

3. Brücke m it mehreren H auptträgern

Bei m ehreren  H a u p tträ g e rn  ä n d e rt sich die P la tten w irk u n g  in so fern , als 
sich der W ert von  y> [Gl. (15)] in  geringem  A usm ass verän d ert. A u ch  die M it­
w irkung  infolge d er V erd rehung  v e rän d e rt sich, w orüber aber je tz t  n ic h t die

O A cta Technica X /3—4
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R ed e  sein soll. Bei m eh re re n  H au p tträg e rn  b e s te h t näm lich  eine viel b ed e u te n ­
d ere  A bw eichung im  V erg leich  zu einem T ra g w e rk  m it zwei H a u p tträ g e rn  : 
h ie r  v eru rsach t au ch  die B iegung der Q u e rträ g e r  ein  Z usam m enw irken  d er 
H a u p tträ g e r  (»T rägerrostw irkung«), w as die D urchb iegung  des b e la s te te n  
H a u p tträ g e rs  in  v iel g rösserem  Ausm ass v e rrin g e rt als die V erdrehung  oder die 
P la tten w irk u n g . E in e  ausfüh rliche  B ehand lung  d e r T rägerrostw irkung  f in d e t 
m a n  in  zahlreichen F a c h b ü c h e rn  ( [ 1 ], [2 ], [3 ] , [6 ]).

4. Die H auptträger s in d  Durchlaufträger oder Rahm enkonstruktionen

D ie Plattenw irkung  is t  die gleiche wie bei H a u p tträ g e rn  au f zwei S tü tzen . 
D ie V erd reh u n g sen tla s tu n g  v e rän d ert sich auch  n u r  insofern, als in  den  A us­
d rü ck en  (21) und (22) fü r  q [und  na tü rlich  auch  in  Gl. (25a) und  Gl. (256) ] anstelle  

L 3
48 E J

der ta ts ä c h lic h e  D urchb iegungsw ert e ingesetzt w erden  m uss.

5. Schiefe B rücken

D arü b er is t n u r  zu  sagen, dass die im  A b sch n itt I I  ab ge le ite te  
M ethode  als N äh eru n g  an g ew an d t w erden k a n n , doch  is t die N äh eru n g  um  
so unverlässiger, je  sch iefer die B rücke ist.

6. H auptträger m it veränderlichem Trägheitsmoment

D ie Plattenw irkung  k a n n  ebenso wie die Verdrehungsentlastung  an g en äh e rt 
a u f  G ru n d  der d u rch sch n ittlich en  H öhe des T räg e rs  b erechnet w erden. I s t  n u r  
an  beid en  Enden der S p an n w eite  eine V oute v o rh a n d e n , so k an n  m an  auch  m it 
dem  allerk leinsten  (am  g rö ssten  Teil der S p an n w eite  konstan ten ) T rä g h e its ­
m o m e n t rechnen. In  die F o rm eln  (25a) u n d  (25b) m uss se lb stverständ lich  die 
w irk liche  (m it v e rän d e rlich em  T räg h e itsm o m en t gerechnete) D urchb iegung  
e in g ese tz t w erden.

B ei allen diesen A n n äh eru n g en  d a rf  m an  n ic h t übersehen , dass die in  der 
B erechnung  der P la tte n w irk u n g  (y>) oder der V erd reh u n g sen tla s tu n g  (q) b eg an ­
genen  verhältn ism ässig  g rossen  Fehler (10—20% ) be i der totalen D urchbiegung 
n u r  F eh le r von w enigen P ro z e n te n  verursachen . D e r E in fluss der P la tte n w ir­
k u n g  u n d  der V erd reh u n g  b e trä g t  näm lich in sg esam t ungefähr 10—30%  der 
to ta le n  D urchbiegung.

4 . S icherheit und M ateria lsparn is

A us den b isherigen  D arlegungen  ist zu e rk en n en , dass sowohl der V erd re ­
hungsw id erstan d  wie die P la tten w irk u n g  die D u rch b ieg u n g  v erringern  ; die 
V erd reh u n g  verringert die D urchbiegung des b e la s te te n  H a u p tträ g e r d ad u rch .
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dass sie ihn  tatsächlich entlastet und  die P la tten w irk u n g  d ad u rch , dass sie, obw ohl 
sie d en  be laste ten  H a u p tträ g e r  nicht entlastet, die m itw irkende  P la tte n b re ite  
und  som it auch sein T räg h e itsm o m en t vergrössert.

Im  folgenden m üssen  S tah lb e to n träg e r u n d  hom ogene (vorgespann te) 
B e to n trä g e r g e tren n t b e h a n d e lt w erden.

a)  Bei der D urchb iegung  von  Stahlbetonträgern en ts teh en  an  m ehreren  
S tellen im  gezogenen Teil des T rägers H aarrisse, d a d u rc h  w ächst die S pannnung  
im  S ta h l in  der L änge von  einigen zehntel M illim etern  a u f den a u f  G ru n d  des 
eingerissenen Q uerschn ittes b erechne ten  W ert an. Im  grössten  Teil des T rägers 
a rb e ite t jedoch  der ganze B e to n q u ersch n itt, und  deshalb  is t fü r  die Durchbiegung  
das T räg h e itsm o m en t des ganzen  B etonquerschn ittes m assgebend . Vom  G esich ts­
p u n k t der Bemessung  m üssen  ab er die eingerissenen Q u ersch n itte  b erü ck sich ­
t ig t  w erden  und  deshalb  w äch st infolge der P la tte n w irk u n g  die m itw irk en d e  
P la tte n b re ite  vergeblich an  : der H ebelarm  der in n e ren  K rä fte  b le ib t u n v e rä n ­
d e rt u n d  dam it v e rrin g ert sich infolge des G leichgew ichtes der äusseren  u n d  in n e­
ren  K rä f te  auch die S tah lm enge n ich t. Es h a t also n u r  die durch  die V erd rehung  
v e ru rsach te  ta tsäch liche  E n tla s tu n g  eine S tah le rsparn is  zu  Folge, n ich t ab e r die 
P la tten w irk u n g . D eshalb  fo lg t auch aus der bei der P ro b eb e las tu n g  w ahrgenom ­
m enen kleineren  D urchb iegung  nicht, dass die Sicherheit des T rägers im  selben 
A usm ass grösser is t, w ie die D urchbiegung ab n im m t. D ie S icherheit w ird  n u r 
du rch  die ta tsäch liche  E n tla s tu n g  infolge der V erd reh u n g  grösser, n ic h t aber 
d u rch  die P la tten w irk u n g .

D er G rund fü r  diesen a u f den ersten  B lick  m erkw ürd ig  erscheinenden  
W idersp ruch  liegt in  d er diesen B erechnungen innew ohnenden  D u p liz itä t : 
die D urchbiegung w ird  a u f  G rund  des ganzen hom ogenen  B e to n q u ersch n itte s , 
die in n eren  K rä fte  und  der S tah lb ed arf jedoch  a u f  G rund  des eingerissenen 
Q u ersch n ittes  berechnet.

b) A nders is t die L age bei homogenen Trägern  (vo rgespann ten  B e to n ­
u n d  S tah lträg e rn ). D a es h ie r keine Bisse g ib t, b erech n e t m an  sow ohl die S p an ­
nungen  wie die erforderliche S tah lm enge au f G rund  des to ta le n  T räg h e itsm o m en t 
des hom ogenen T rägers ; w enn sich also dieses e rh ö h t, d an n  v e rrin g e rt sich 
n ich t n u r  die D urchb iegung , sondern  m it dieser au ch  die erforderliche S tah l­
m enge. W enn m an  also be i dem  an tim etrischen  B elastu n g san te il den  S tah lb e ­
d a rf  m it H ilfe des T rägheitsm om en tes ip J j  b estim m t u n d  auch die V erd rehungs­
en tla s tu n g  berü ck sich tig t, w ird  m an beach tliche  S tah lersparn isse  erzielen 
können .

5. Zahlenbeispiele von fertiggestellten B rücken

Im  folgenden werden die bei der Probebelastung von  drei Brücken gem essenen Durch­
biegungen m it den Durchbiegungswerten verglichen, die ohne Berücksichtigung der M itwir­
kung bzw. unter Berücksichtigung der Verdrehung und der P latten  Wirkung berechnet wurden. 
B ei diesen Brücken wird zuerst das Verhältnis zwischen der gem essenen Durchbiegung (em)

3 *
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u n d  der vom  Konstrukteur ohne Mitwirkung berechneten Durchbiegung (er) angegeben. Hier­
a u f  b erechn et man gem äss A b sch n itt II aus den Gleichungen (25a) und (25b) die infolge der 
P la tte n  Wirkung und Verdrehung verringerte Durchbiegung (e2) bzw. ihr Verhältnis zur 
D urchbiegung er wie folgt :

1 L3 . f l  _
e2 _  2 48 E J /yí l  2 q j  48Ey>Jj 1 f  1 )  JH.
er L 3 ~ ~ 2 + ["2 2̂7)

48 EJnt

H iera u f untersucht man, um  w iev ie l dies eine bessere Näherung an den W ert —  bedeutet bzw.
• . er

w ie gross der zahlenmässige E in flu ss der Verdrehung und der Plattenwirkung auf die Durch­
b iegung ist.

К  =  V ou ten  über den Stützen C und D  
A bstand der Querträger 4,20 m
Die in  den Grundriss eingesetzten Zahlen bezeichnen  
die S tellen  der gemessenen Durchbiegungen

B e i jeder Brücke wurde der Berechnung die Annahm e E 300 000 kg/cm 2 zugrunde 
g e leg t. Ü ber den wirklichen E lastizitätsm odul der Brücken »B« und »C« standen keinerlei 
A n gaben  (W ürfelfestigkeit usw .) zur Verfügung. W ohl wurde für die Brücke »A« die »Bruch­
fe stig k e it des Probebalkens« angegeben, es ist aber ungew iss, in welchem Zusammenhang diese 
zur W ürfelfestigkeit steht. B ei der Brücke »A« wurde für alle Fälle aus der Bruchfestigkeit der 
E lastizitä tsm od ul berechnet un d  m itgeteilt.

B e i der Auswertung m uss noch beachtet werden, dass eigentlich nicht die nach Gl. (25) 
bzw . Gl. (27) berechnete Durchbiegung m it dem Verhältnis der berechneten und gemessenen 
Durchbiegung zu vergleichen ist, w eil sie sich auf die L ast über dem einen H auptträger bezieht, 
sondern dass der wirkliche Ort der Resultierenden des belastenden Fahrzeuges berücksichtigt 
w erden  m uss. Da aber aus den zur Verfügung stehenden Angaben der Standort des Fahrzeuges 
in Querrichtung nicht genau festzustellen  ist, da ausserdem E  nur m it begrenzter Genauigkeit 
b estim m t werden kann und da m an infolge der Durchlaufträger, des veränderlichen Trägheits­
m om en tes und der Schiefheit der Brücke ohnehin nur zu angenäherten Ergebnissen gelangt, 
wird der Einfachheit halber m it Gl. (27) gerechnet.

Brücke »A « (A bb. 17)

B ei dieser Brücke wird die Berechnung in ihren Einzelheiten vorgeführt, bei den beiden 
and eren  werden nur die E ndresu ltate gegeben.
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Die vom  Konstrukteur der Berechnung zugrunde gelegten Trägheitsm om ente (m it­
wirkende Plattenbreite laut am tlicher Bestim m ung 1,60 m) betragen

»

JtitA  =  J h ík  =  0,1335 m4
J h iB =  0,6370 m 4, was aber vom  Konstrukteur bei der Berechnung wegen der E inriss­

gefahr um 15% gekürzt wurde, so dass er also m it J h iB =  0,541 m4 rechnete.
Das Verhältnis des berechneten und gemessenen Wertes der Durchbiegung unter der 

Belastungsstelle beträgt :
Standort des belastenden Fahrzeuges 1 2 3 4 5 6

—  0,53 0,53 0,725 0,545 0,51 0,54er
(Der einzige unverhältnismässige W ert ist die an der 3. Stelle gemessene D urchbiegung.)

Die wirkliche Durchbiegung beträgt also im  Durchschnitt 53% der berechneten.
Bei Berücksichtigung der Mitwirkung, wenn nur die Stahlbetonteile in B etracht gezogen 

werden (man rechnet m it dem Hauptträgerquerschnitt ohne Voute), erhält m an :

a) Plattenwirkung :

J i  =  -’4^ 3- 3 ^  0,0817 m4 nach Gl. (6)

r »  -  W  "  °-121
nach Gl. (7)

J pi ° ’18]\ 7’7J _  2 • 0,03 • 0,6 • 3,552—2 • 0,4 • 0,18 • 2 ,52 =  5,48 m4 nach Gl. (8)

(D as zweite Glied ist deshalb nötig, weil der Kragarm der P latte in einer Länge von  0,6 m  um  
3 cm dünner is t  aJp °nderswo.)

W p t =  ^’4g8 =  2,19 m 3

6 • 5 • 0,121 +  4 • 1,26 • 2,19 
r  6 • 5 • 0,121 +  1,26 • 2,19

у . Л  =  0,1870 m4

nach Gl. (10) 

nach Gl. (15)

b) Verdrehung :

0,4
kH, =  3 +  1,8 =  3,53

r „ 1,35 • 0 ,43 4,6 • 0 ,183 „ ,
Jl =  2 ......3,53j +  3,0 =  °’°580 m

nach Gl. (3) 

( 2)

(D ie Konsolplatte wurde nicht m it eingerechnet, weil sie m it den jptträger n icht ste if ver­
bunden ist.)

’  “  .  . и  • w W r  -  0' ,0И  <21)
11.11580 22,52

(Für die Durchbiegung des durchlaufenden Hauptträgers wurde der l,65fache W ert der Durch­
biegung des entsprechenden Trägers auf zwei Stützen genommen, deshalb wurde y> m it 1,65 
multiphziert.)
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So ist das Verhältnis der m it Mitwirkung gerechneten Durchbiegung zu jener ohne M it­
w irkung gerechneten nach Gl. (27) :

ez
er ( y - 0’1067)

0Д 335
0,1870

=  0,781

d. h . d ie Plattenwirkung und die Verdrehung vermindern die Durchbiegung um 21,9% . (D avon  
e n tfä llt  auf die P lattenw irkung 14% und auf die Verdrehung 7,9%).

Versuchsweise sei je tz t  die 5 cm starke Verschleissdecke der Fahrbahn und die Bord­
schw elle m it eingerechnet. (D iese werden beim Bau der Brücke zusammen m it der Stahlbeton­
konstruktion betoniert, so dass sie bis zu einem gewissen Grade als mitwirkend angesehen 
w erden können). So ist

J hi =  0,1850 m4 
y,J 1=  0,2590 m4
q =  0,0956 (verringert sich deshalb, weil die Biege­

steifigkeit des Hauptträgers unverhältnis­
m ässig stärker zunahm als die Verdrehungs­
steifigkeit).

ez
er

0,5
0,1335
0,1850

(0,5 —  0,0956)
0,1335
0,2590

=  0,568

Abb. 18. K  =  Voûte über der Stütze В  
Die Q uerträger sind senkrecht, ihr A bstand ist 3,96 m

D as stimmt fast genau m it dem  Resultat der Probebelastung überein. Der aus der Bruch­
festig k e it der Probebalkens berechnete E lastizitätsm odul beträgt E  =  340 000 kg/cm 2, was 
also gleichfalls die Durchbiegung um  12% verringert.

D ie  verhältnismässig gute  Übereinstimmung m it der Probebelastung bedeutet natürlich 
n ich t, dass man m it der B erechnung das wirkliche K räftespiel genau erfassen kann, da ja  viele 
N äherungen benutzt wurden und auch die Bestim m ung des E lastizitätsm oduls unsicher ist. 
E s steh t jedoch fest, dass durch die Berücksichtigung der Verdrehung und der Plattenwirkung  
die Berechnung dem wirklichen Zustande viel näher gebracht wird.

B rücke  » В« (Abb. 18^

D ie als Grundlage für die Berechnungen des K onstrukteurs dienenden Trägheitsm om ente 
betragen  :

J m  A  =  0,094 m4
J  Ht В — 0,275 m4 (ohne die mitwirkende Fahrbahnplatte berechnet!)

D as Verhältnis der gem essenen zur berechneten Durchbiegung :
Standort des belastenden Fahrzeuges 1 2  3 4

— 0,575 0,555 0,532 0,532
er

B ei Berücksichtigung der M itw irkung ergibt sich :

y>Jx =  0,1288 m 4 
q =  0,0553
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und :
—  =  0,825 
e.

d. i. eine 17,5% ige Durchbiegungsverringerung. (D avon entfällt auf die Plattenw irkung 13,5%  
und auf die Verdrehung 4% ).

Versuchsweise wurde die 2 cm starke Betondecke des Gehsteiges und die 5 cm  dicke 
Verschleissdecke der Fahrbahn m it eingerechnet, w obei sich jedoch die Durchbiegung nur um  
weitere 2,4% verringerte.

Über den tatsächlichen W ert des Elastizitätsm oduls standen keinerlei A ngaben zur 
Verfügung.

D ie Durchbiegung wird in W irklichkeit noch dadurch verringert, dass beim  B iegungs­
trägheitsm om ent (J hiB) n icht nur der Steg des H auptträgers, sondern trotz der even tuell auf­
tretenden Bisse auch die Fahrbahnplatte m it einbezogen werden muss (siehe A b schn itt IV).

Abb. 19. К  — Vouten über den Stützen В  und C 
Die Querträger sind senkrecht, ihr A bstand beträgt 4,30 m

Bei dieser B rücke ergaben sich zwar keine so guten Übereinstimmungen w ie bei der 
Brücke »A «, doch fü h rte  die Berücksichtigung der M itwirkung der Fahrbahnplatte und der 
Verdrehung zu einer erheblich besseren Annäherung der berechneten Durchbiegung an die 
gemessene.

Brücke »C« (A bb. 19)

D ie als Grundlage für die Berechnung des K onstrukteurs dienenden T rägheitsm om ente  
betragen :

J h iA =  J h iK =  0,0162 rn1
J hi В - 0,0941 m*

Das Verhältnis der bei der Probebelastung unter der L ast gemessenen Durchbiegung zu der 
ohne Mitwirkung berechneten :

Standort des belastenden Fahrzeuges 1 2 3 4 5 6

Aü 0,65 0,607 0,353 0,366 0,523 0,452
er

B ei Berücksichtigung der Mitwirkung ergibt sich (nur die Stahlbetonteile sind in  die 
Rechnung eingesetzt) :

q>Jl =  0,0263 m 1 
q =  0,0903

und

—  =  0,752 
er

An der um  24,8%  verringerten Durchbiegung is t  die Plattenwirkung m it 19%  und die 
Verdrehung m it 5 ,8% beteiligt. Über den tatsächlichen Elastizitätsm odul stehen keine Angaben  
zur Verfügung. D ie erhebliche Schiefheit der Brücke beeinträchtigt das Kräftespiel beträchtlich.
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6 . Schlussw ort

M an  k an n  also ersehen , dass die B erück sich tig u n g  der P la tte n w irk u n g  
u n d  d e r  V erdrehung  R e su lta te  erg ib t, die d er W irk lich k e it erheblich n ä h e r  kom ­
m e n , a ls w enn m an  die M itw irkung  v e rn ach läss ig t. M it diesem A u fsa tz  w urde  
eb e n  d as  Ziel verfo lg t, zuverlässigere B erechnungsg rund lagen  als b ish er fü r  die 
A u sw e rtu n g  der P ro b eb e lastu n g en  und  der M odellversuche zu schaffen.

Z u m  Schluss d a n k t d e r V erfasser D r. L . Palotás, P rofessor an  d e r T ech ­
n isc h e n  U n iv e rs itä t, B u d a p e s t, fü r die A n reg u n g  zu  dieser A rbeit u n d  ebenso 
g ilt des V erfassers D an k  d er A bteilung fü r B rü c k e n  des U ngarischen V erk eh rs­
u n d  P o stm in is te riu m s, sowie dem  S ta a tlic h e n  T ie fb au -P lan u n g sam t fü r  die 
U n te rs tü tz u n g , die ihm  d u rch  die Ü b erlassung  d er B rückenbaup läne  u n d  der 
P ro to k o lle  von  P ro b eb e lastu n g en  gew ährt w u rd e .
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ZUSAM MENFASSUNG

B ei Stahlbetonbrücken m it zwei H auptträgern wird die über dem einen H auptträger  
w irkende L ast von 1 t  in  einen zum  Querschnitt sym m etrischen und in einen antim etrischen  
Teil zerlegt. Die beiden H auptträger tragen selbständig und im  gleichen Mass den sym m etrischen  
Teil. D er  antimetrische Teil bedeutet für die H auptträger nur Verdrehung, wobei einesteils 
die B iegefestigkeit der Fahrbahnplatte in waagrechter E bene, anderenteils der Verdrehungs­
w iderstand  der H auptträger eine Rolle spielt. Diese W iderstände verringern in grossem  Mas» 
die D urchbiegung des belasteten Hauptträgers.

D er Verfasser untersucht in  erster Linie auf Grund der Timoshenkoschen Theorie (Ver­
drehung v o n  Trägern m it Flanschbiegung) die W irkung der Fahrbahnplatte und arbeitet ein 
e in faches Verfahren zur praktischen Berechnung der D urchbiegung aus. Die Ergebnisse werden 
für durchlaufende Hauptträger, wandernde Lastgruppen u. a. m. verallgemeinert. Schliesslich  
w erden die Berechnungsergebnisse m it den Angaben der Probebelastung von drei fertiggestellten  
B rücken  verglichen.
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РАСЧЕТ ПРОГИБА ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ МОСТОВ С ДВУМЯ 
ГЛАВНЫМИ БАЛКАМИ

Л . К О Л Л А Р

Резюме
В случае железобетонных мостов с двумя главными балками нагрузка в одну 

тонну над одним из главных балок разбивается по сечению на симметричную и одну 
антисимметричную части. Симметричная часть нагрузки действует отдельно на каждую 
главную балку. Антисимметричная часть нагрузки представляет собою чистое кручение, 
действующее на главную балку, и вследствие этого проявляются, с одной стороны, жест­
кость на изгиб в горизонтальной плоскости путевой плиты, а с другой, сопротивление 
кручению главных балок. Они в значительной мере уменьшают прогиб нагруженной 
главной балки. Автор в первую очередь исследует действие путевой плиты на основе 
теории Тимошенко (кручение двутавровых балок при изгибе поясов), разрабатывает 
простую методику практического расчета прогиба. Полученные результаты обобщаются 
для многоопорных главных балок, движущейся силовой группы и т. д. Наконец, расчет­
ные данные сравниваются с данными пробных нагрузок трех возведенных мостов.

CALCULATING TH E DEFLECTIO N OF REINFORCED CONCRETE B R ID G E S
W ITH  TWO MAIN G IRD ERS

L . KOLLÁR

s u m m a r y

In the case of reinforced concrete bridges with two m ain girders the 1-ton load placed  
above one of the girders is resolved into  a component sym m etric to the cross-section, and into  
an antim etrical one. The sym m etrical part causes bending in  the two girders. The antim etrical 
part sets up pure torsion in the girders, thus the bending stiffness o f the floor slab in  the horizontal 
plane plays a role, as well as the torsional resistance o f the main girders. These reduce consid­
erably the deflection of the loaded girder. The author studies primarily the effect o f the floor 
slab on the basis of Tim oshenko’s theory (torsion of I-beams w ith bending o f flanges) and works 
out a simple method for the practical calculation of deflection. Results are generalized for m ulti­
span continuous girders, live load groups, etc. Finally, the calculated results are com pared to  
the load-test data of three erected bridges.

CALCUL DE LA FLÈCH E D E S PONTS EN BÉTO N ARM É À D E U X  PO U T R E S
PRINCIPALES

L, KOLLÁR

RÉSUMÉ

Dans le calcul des ponts en béton armé à deux poutres principales on décom pose la 
charge de 1 tonne agissant sur une des poutres principales en une com posante sym étrique par 
rapport à la section transversale e t  en une autre asymétrique. La com posante sym étrique est 
supportée indépendamment par les deux poutres principales. La com posante asym étrique  
sollicite les poutres principales en pure torsion ; la rigidité de flexion horizontale du tablier de 
m êm e que la résistance des poutres principales à la torsion se font donc valoir en m êm e tem ps. 
Ceci réduit considérablement la flèche de la poutre principale chargée. L ’auteur en s’appuyant 
sur la théorie de Timoshenko (torsion des poutres en I avec flexion des ailes) analyse d’abord 
l ’effet du tablier et élabore une m éthode simple pour le calcul de la flèche. Les résultats sont 
généralisés pour les poutres principales continues, pour les groupes de surcharges m obiles, etc. 
E nfin les résultats du calcul sont comparés avec les données de la charge d’essai de 3 pont» 
déjà construits.
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Introduction

In  scientific and  p rac tica l spectroscopy considerab le  q u a n titie s  o f  spectro ­
scopic p u re  carbon or g rap h ite  are used, m o stly  in  th e  form  o f rods o f  3 —7 mm 
in  d iam eter. Discs 3 —5 m m  th ick , ab o u t 12 m m  in d iam eter a n d  g raph ite  
pow der are  used as well.

T h e  sim plest ap p lica tio n  of spectroscopic p u re  carbon or g ra p h ite  is to 
use i t  fo r counter-electrodes. R ecently  th is  p ro ced u re  has en joyed  w ide-spread  
use in  f la t  surface sp a rk in g  technique. I f  th e  m a te r ia l to  be analysed  is available 
in  th e  form  of pow der i t  is p laced  in  a recess o f th e  pure carbon  e lec trode . For 
th e  analysis of so lu tions spectroscopic p u re  ca rb o n  is used in  sev era l form s. 
In  th e  Scheibe—R ivas m eth o d  [8 ]  and  in  th e  so lu tion  analysis p ro ced u re  de­
scribed  b y  R ardócz an d  V arsány i [34] solid ca rb o n  rods of severa l m illim eters 
in  d iam e te r are em ployed . C up-shaped e lec trodes are used  in  F e ld m an ’s 
so lu tio n  analysis m e th o d  w ith  porous cup electrodes [25] an d  ca rb o n  discs 
w ith  th e  ro ta tin g  disc m e th o d  [14, 24]. Spectroscopic  pure ca rb o n  o r g raph ite  
pow der is used p a r tly  fo r b rick e ttin g  purposes, p a r tly  as a b u ffe r  o r d ilu ting  
m a te r ia l.

In  carbon or g rap h ite  electrode ex c ita tio n  cyanogen b a n d s  appear, 
w h ich  are som etim es d is tu rb in g . Investiga tions m ad e  to  elim inate th e  cyanogen 
b an d s , however, show  th a t  b y  adm ixing su itab le  substances to  th e  m ateria ls 
to  be  excited  [12, 31 ], or securing p roper p ro tec tiv e  gas a tm o sp h e re  for the 
a rc  a n d  spark  [9, 26, 28, 2 9 ], respectively  th e  cyanogen  bands ca n  b e  consider­
ab ly  reduced , and  in  som e cases alm ost q u ite  elim inated.

T h e  aim  of th is  p ap e r is to  su rv ey  th e  procedures now  in  use for 
p u rify in g  spectroscopic carbons, including th e  la te s t m ethods. A s a resu lt of 
p re lim in ary  experim en ts conducted  on th e  basis  o f  lite ra tu re  a ca rb o n  purifying 
e p u ip m e n t su itab le  fo r continuous p rodu c tio n  o f  spectroscopic p u re  carbon  is 
described .



2 9 0 к .  BARDÓCZ aDd В. VORSATZ

Purifying methods for the production of spectroscopic pure carbons

T h e  da ta  of p re se n t p rac tice  offer th re e  m e th o d s  to  th e  p u rific a tio n  of 
m a te r ia ls  for carbon or g ra p h ite  electrodes for th e  pu rposes of sp ec tru m  analysis. 
O n e  o f  th em  is of e n tire ly  chem ical n a tu re  [10, 11, 16]. The second m ethod  
c o n s is ts  in  a purification  b y  h ea tin g  w hich can  b e , e ith e r locally [4, 5, 7, 9, 27, 
30 ] o r  fo r a thorough p u rif ic a tio n  th e  whole m ass o f  th e  electrodes. T h is can  be 
d o n e  in  furnaces [ 1  ], u n d e r  atm ospheric p ressu re  (in  certa in  cases in  a n e u tra l 
g as  a tm osphere) or in  v a c u o  [15, 32]. A no ther w a y  of heating  th e  ca rb o n  rods 
is to  le t  current flow  th ro u g h  them  [1, 3, 6 , 17—23]. In  a d d itio n  to  th e  
a b o v e  tw o  kinds of p u rif ic a tio n , jo in t th e rm a l, an d  chem ical p u rifica tion  
p ro c e d u re s  are also in  u se  [2, 7 ].

A  simple and e ffec tive  procedure is a ffo rded  b y  resistance-hea ting  p u rifi­
c a tio n  [3, 6 , 17—23], w h ic h  consists in  le ttin g  h ig h  cu rren t flow  th ro u g h  th e  
c a rb o n  or graphite rods o f  150—300 m m  len g th  an d  3 — 7 m m  in  d iam ete r. 
T h is  h e a ts  the  electrode m a te r ia l  up to  th e  h ig h  tem p era tu re  desired , w hile 
th e  im p u ritie s  evapora te . T h e  purify ing  eq u ip m en t described  below o p e ra te s  on 
th e  sa m e  principle. T he p h y s ic a l processes ta k in g  p lace in  th is p ro ced u re  are 
d e a lt  w ith  by  several a u th o rs  [3, 6 , 17—2 7 ], w e shall therefore n o t  discuss 
th e m  h ere

T h e  carbon or g ra p h ite  m ateria l to  be p u rified  m ay  con ta in  com ponen ts 
w h ic h  can n o t be rem o v ed  b y  e ither of th e  ch em ical, physical or com bined  
m e th o d s . Carbon m a te ria l o f  h ighest p u rity  can  b e  o b ta in ed  b y  th e  th e rm a l 
d e c o m p o s itio n  of w a te rg as , C H 4 , СвН6 e tc. [1 3 ] . To th is  end s y n th e tiz e d  
h y d ro c a rb o n s  are used  as  b in d in g  m ate ria l.

Thermal purifying equipments hitherto used

L ite ra tu re  offers re la t iv e ly  few da ta  concern ing  th e  design of ré s is ta  n e e - 
h e a tin g  therm al carbon p u rifie rs . In  the  equ ipm ent o f  Russanow  [3 ] th e  5 m m  d ia ­
m e te r  ca rb o n  rods to  be p u rif ied  w ere held in  solid w ater-coo led  iron  b locks. T h e  
c u r r e n t  w as connected th ro u g h  clam ping blocks. P reuss  [6 ] used g rap h ite  b locks 
to  h o ld  th e  carbon rods in  v e r t ic a l  position. T he u p p e r  holding device w as sus­
p e n d e d  on a spring so t h a t  i t  could follow th e  ex p an sio n  of th e  ca rb o n  rods 
d u r in g  heating . In  G a tte re r ’s equipm ent [17 ] th e  v e rtic a l carbon ro d s w ere 
c la m p e d  betw een g rap h ite  b lo ck s. In  the carbon  purifiers  of Trombe, F ox  and 
B a rd e t [18] the  a rran g em en t o f  th e  carbon rods w as  likevise vertica l, th e  rods 
b e in g  h e ld  a t their u p p er en d  b y  g raphite  clam ping b locks surrounded  b y  w ater- 
coo led  iro n  blocks. T he lo w er en d  of the carbon ro d s w ere dipped in  a t in  b a th . 
H oog land  [19] held th e  h o r iz o n ta l carbon rods w ith  th e ir  ends p ressed  ag a in st 
g ra p h ite  blocks. In  M u kh er jea ’s [22] equipm ent th e  rods were a rran g ed  h o ri­
z o n ta lly  an d  held by  co p p er b locks.
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O u r first experim en ta l ca rbon  purifier w as m ade on th e  m odel o f th e  
eq u ip m en t described b y  Gatterer [17] b u t as th is  descrip tion  failed to  g ive som e 
o f th e  de ta ils , the  m issing p a r ts  w ere designed b y  th e  au th o rs  as described  
below.

D u rin g  purification  th e  carbon  rods w ere a rran g ed  ve rtica lly  a n d  held 
b y  th e ir  u p p e r and  low er ends in  g raph ite  b locks of rec tan g u la r sh ap e  and  
bearing  a recess corresponding  to  th e  d iam eter o f th e  carbon  rods a t  th e ir  
fasten ings. T he g rap h ite  b locks w ere m ounted  in  a copper h o ld ing  fram e, 
w hich consisted  of tw o p a r ts  jo in ed  by  an a r tic id a te d  jo in t a round  w h ich  th e y  
w'ere h e ld  to g e th e r b y  a sp ring . This spring served  also fo r ho ld ing  th e  carbon  
rod  to  be  purified.

B o th  sides of th e  copper fram es possessed elongated  arm s b y  w h ich  th e y  
could be  opened against sp ring  ac tion . The cu rren t w as connected  to  th e  copper 
fram es ho ld ing  the  g rap h ite  b locks. One ha lf o f th e  u p p er holding fram e  was 
fixed to  a vertica l rod  m oving  in  vertical d irec tion . This rod  w as suspended  
on a sp ring  in  a w ay th a t  w hile th e  carbon was h ea ted , th e  upper ca rb o n  hold ing  
fram e could  follow th e  p lay  o f longitud inal expansion  of th e  carbon  rod . T o  secure 
an  easy  ho ld  of th e  carb o n  rods of various len g th s  th e  height of th e  fixed end 
o f th e  sp ring  could be a d ju s te d  accordingly.

T h e  carbon  p u rify ing  s ta n d  described above w as connected  to  a tran sfo rm er 
of a v o ltag e  of 380/150 v o lts  w ith  tap s  a t every  10 vo lts on its  150 v o lts  side. 
T he c o n s ta n t o u tp u t o f th e  tran sfo rm er was 45 kVA b u t i t  could  be  tr ip ly  
overloaded  for abou t a m in u te . T he tran sfo rm er w as connected  to th e  m ains 
th ro u g h  a rem ote con tro lled  m ag n et sw itch of 600 am peres.

T h e  v e ry  first ex p erim en ts  have  shown th a t  a carbon  pu rify in g  s ta n d  of 
th e  ab o v e  construction  is n o t su itab le  for pu rify in g  carbon  in  c o n tin u o u s  op­
e ra tio n . T h e  first d ifficu lty  consists in  th a t  th e  eq u ip m en t becom es ex trem ely  
h o t ow ing to  th e  p red o m in an tly  rad ian t h e a t p roduced  b y  th e  c a rb o n  rods 
ra ised  to  a tem p era tu re  o f  ab o u t 3000° C an d  also to  th e  h ea t o f conduction . 
T he te m p e ra tu re  of th e  com ponen ts is still increased  b y  th e  ris in g  o f ho t 
gases. A fte r th e  tre a tm e n t o f a few carbon rods none of th e  co m p o n en t p a rts  
can  be touched  b y  h an d , w ith  th e  en tire m ass o f th e  g rap h ite  b locks glowing. 
This is inconven ien t fo r o p era to rs , due to  th e  h ea t rad ia tin g  from  th e  ho t 
a p p a ra tu s , and  to  th e  fa c t th a t  in  tak ing  carb o n  rods in  and  o u t, v e ry  ho t 
com ponen ts m ust be touched . T he handling a rm s of th e  holding fram es can 
only be  touched  th ro u g h  an  in su la ting  m ateria l. T h e  com ponents to  b e  to u ch ed  
by  h a n d  can n o t be covered  b y  a h ea t in su la tin g  m a te ria l because  a n y  such 
m a te r ia l w ould bu rn .

R u n n in g  longer o p era tions, th e  d e trim en ta l effects o f h e a t m a y  resu lt 
in  d estro y in g  th e  a p p a ra tu s . T he rive ted , screw ed and  fitted  jo in ts  becom e loose 
owing to  th e  ox id iza tion  o f th e  surface as a consequence of th e  co n stan tly  
v a ry in g  h ea t. This m akes th e  hold of especially  th e  upper c lam p in g  blocks
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to g e th e r  w ith  th e  ca rb o n  ro d s  unsteady , w h ich  m a y  cause th e ir  b re a k  during 
h e a tin g .

I n  a carbon h e a tin g  s ta n d  of the  above  design th e  clam ping  g raphite  
b lo ck s  w ear rap id ly  due  to  th e  high hea t s tra in  caused  b y  th e  tra n s itio n  resis t­
a n ce  betw een th e  h e a te d  carb o n  rod an d  th em se lv es , th e n  b y  th e i r  d irec t 
c o n ta c t  w ith the g low ing ca rb o n  rods, and  fina lly  b y  ra d ia n t h ea t. T he w ear 
o f  th e  graphite b locks is also increased due to  th e  fac t th a t  th e ir  c o n ta c t w ith 
th e  copper fram es h o ld in g  th em  is reduced p ra c tic a lly  to  a few p o in ts  w here 
sm a ll arcs will form . T h e  tem p era tu re  of th e  g rap h ite  blocks in  continuous 
o p e ra tio n  reaches 800— 900° C, owing to  w hich  b u rn in g  is significant an d  after 
a co m p ara tiv e ly  sh o rt p e r io d  o f tim e necessary  to  h e a t ab o u t 30—40 carbons 
th e  g rap h ite  blocks b eco m e  so th in  th a t  th e y  m u s t be rep laced  b y  new  ones.

M oreover, th e  use o f  g ra p h ite  blocks invo lv es  an  even m ore inconven ien t 
d isa d v a n ta g e . Owing to  th e  tran sitio n  resis tan ces  i t  is im possible ev en  a t the 
m o s t careful holding to  a v o id  th e  form ation  o f  sm all arcs betw een  th e  carbon 
ro d s  a n d  the  clam ping b lo ck s . These small arcs p ro d u ce  so high a te m p e ra tu re  a t 
th e  p lace  of the c lam ping  t h a t  the  carbon ro d  a n d  th e  g raph ite  b locks w eld 
to g e th e r .

W hen  the h ea tin g  h a s  b een  done and th e  ca rb o n  rods are rem oved, a sm aller 
o r la rg e r  piece of ca rb o n  rem a in s  welded to  th e  g rap h ite  b lock an d  th e  same 
o ccu rs  w ith  alm ost all th e  ro d s treated .

T h e  size of th e  c a rb o n  piece thus s e p a ra te d  from  th e  h ea ted  carbons 
a n d  w elded  to  the  g ra p h ite  blocks m ay a m o u n t to  several m illim eters in  all 
d ire c tio n s . Recesses ap p lie d  in  th e  graphite  b locks, to  receive carbon  rods to  
b e  f i t te d  in  them  will be  filled  up  w ith the  ca rb o n  pieces so m uch th a t  in  order 
to  o b ta in  precise c lam ping , th e  blocks ough t to  be  cleaned a fte r th e  tre a tm e n t 
o f  e a c h  rod, which m ean s t h a t  the  blocks sh o u ld  he  rem oved each tim e  from  
th e  ap p a ra tu s . The c a rb o n  p ieces welded on a re  v e ry  h a rd  and  w hen  rem oved 
a sm a lle r  or larger piece o f  th e  g raph ite  block b re a k s  o ff w ith  th em  w hich  results 
in  d is to r tin g  the c lam p in g  recess. Thus i t  is fo u n d  m ore conven ien t to  use 
g ra p h ite  blocks w ith o u t a n y  recesses, w hich how ever does n o t m ean  th a t  w elding 
o f  th e  hea ted  carbon ro d  to  th e  graphite b locks m a y  th e reb y  be avoided , b u t  
th a t  w ith in  certain  lim its  th e  p lace of the  c lam ping  can  be freely  chosen.

T o  elim inate som e o f th e  above inconveniences, p a r t  o f th e  carb o n  hea tin g  
s ta n d  h as  been p rov ided  w ith  w a te r cooling. B y  th is  a lte ra tio n  we h av e  a t te m p t­
ed  to  e lim inate  also th e  u n stead in ess  of th e  g ra p h ite  blocks b y  p lac ing  b o th  the  
u p p e r  a n d  lower holding d ev ice  on a copper p a n e l 200 X 200 X 15 m m  in  size. 
T h e  low er panel rests  on th re e  foot-screw-legs a d ju s ta b le  in  h e igh t an d  has 
a co o lin g  tank , soldered to  i ts  bo ttom , in  w hich  cooling w a te r c ircu la tes. The 
g ra p h i te  clam ping b locks w ith  th e  copper fram es holding th em  to g e th e r rest 
o n  th e  u p p er surface o f th e  p an e l. The holding fram es have  a r tic u la te d  jo in ts  
to  a p in  fixed to  th e  c o p p e r  panel. The c o n s tru c tio n  of th e  u p p er ta b le  is
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q u ite  sim ilar to  th a t  o f th e  low er one w ith  th e  d ifference th a t  th e re  is a hole in  
i t  to  prov ide access from  below  for the  ca rb o n  ro d  to  th e  clam ping  b locks on 
th e  u p p er surface. To g ive room  to  the  hole, th e re  w ere tw o cooling ta n k s  
a rran g ed  on th e  u p p e r ta b le . T he a rrangem en t o f th e  equ ipm en t is s im ilar 
to  t h a t  o f F igs. 2  a n d  3.

In  th is m odification  o f th e  s tan d  th e  suspension  of th e  u p p e r c lam ping  
blocks has also changed. In s te a d  of the  spring suspension  previously  u sed , a coun­
te rw e ig h t has been ap p lied  (F ig . 2). The rod  hold ing  th e  u p p er co p p er tab le  
h angs on a wire rope w h ich  is led over a pu lley . T h e  equilibrium  is m a in ta in e d  
b y  th e  counterw eight keep ing  th e  carbon ro d s sligh tly  pulled.

A fu rth e r m od ifica tion  consisted in  t h a t  th e  copper fram e  hold ing  
th e  clam ping blocks to g e th e r  w as no t opened b y  th e  arm  p ro jec tin g  fro m  th e  
fram e and  exposed to  h e a t, b u t  b y  m eans o f a sep a ra te  opening device rem oved 
from  th e  s tan d  d u rin g  th e  h ea ting  period.

T he m odification  o f th e  s tan d  described above essentially  im p ro v e d  th e  
a p p a ra tu s , the  average  te m p e ra tu re  of w hich w as g rea tly  decreased b y  m eans 
of the  cooling of th e  tw o  copper tab les su p p o rtin g  th e  clam ping b lo ck s. The 
cooling of th e  tab les  w as v e ry  effective so th a t  im m edia te ly  a fte r  th e  h ea tin g  
o f th e  carbon rods, th e  tab le s  could be to u ch ed  b y  han d . The g rap h ite  c lam ping  
blocks an d  copper h o ld in g  fram es resting  on th e  tab les cooled dow n rap id ly . 
As th e  upper g rap h ite  b locks w ere no t exposed  to  ra d ia n t h e a t e x c e p t fo r an  
area  corresponding to  a  bo re  hole of 25 m m  in  d iam eter, th e ir  d u ra b il i ty  w as 
essen tia lly  increased. T h e  low er g raph ite  b locks were in v ariab ly  ex p o sed  to  
ra d ia n t h ea t in  th is  a rran g em en t too, th u s  th e ir  lifetim e rem ain ed  lim ited . 
T he low er clam ping b locks w ere a t  a d isad v an tag e  w ith  respect to  th e  u p p er 
ones from  still a n o th e r  p o in t of view, n am ely  th e  carbon rod  b e in g  sligh tly  
pu lled  during hea tin g , th e  pulling  force ten d ed  to  press th e  up p er b locks against 
th e ir  tab le  and  lift th e  low er ones from  th e irs . In  th e  case of th e  u p p e r  blocks 
th is  resu lted  in  b e t te r  cooling. B y th is a rran g em en t th e  w elding b e tw e e n  th e  
carbon  rod  and  th e  g ra p h ite  blocks was n o t re le v a n tly  decreased, a c ircu m stan ce  
w h ich  was felt to  b e  decisively in co n v en ien t, so th a t  i t  h a d  to  be 
e lim in a te d .

F rom  th e  p o in t o f view  of th e  follow ing considerations a phenom enon  
observed  in  th e  m odified  arrangem en t is also w o rth  m entioning. R u n n in g  longer 
opera tions i t  was o bserved  th a t  on th e  surface o f th e  copper tab le s  su p p o rtin g  
th e  g raph ite  blocks, s tro n g  corrosions occurred , s tronger on th e  su rface  o f the  
low er tab le  th a n  on th e  u p p e r one. These corrosions were th e  re su lts  o f  th e  cu r­
re n t  passing th ro u g h , i. e. o f th e  arc fo rm atio n  betw een  th e  ho ld ing  tab le s  and 
th e  g rap h ite  blocks. T h e  cu rren t was connected  to  th e  copper ta b le s . T he tw o 
halves of th e  copper fram e  h ad  a rticu la ted  jo in ts  to  th e  p in  fa s ten ed  to  the  
copper tab les. T he corrosion  phenom ena m en tio n ed  above show ed t h a t  a cu r­
re n t  connection o f s im ila r design to  th e  g ra p h ite  blocks was n o t sa tis fac to ry .
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A s no sm ooth an d  u n in te rru p te d  o p e ra tio n  could be secured b y  th e  
m o d ifica tio n  described ab o v e , fu rth e r m odifications w ere necessary. A p a r t  from  
so m e  m inor details th e se  m odifications consisted  firs t of all in  rep lac in g  th e  
g ra p h i te  clam ping blocks b y  cooled copper ones. T h e  solu tion  of th ese  questio n s 
o f  d e ta i l  led to  th e  f in a l fo rm  of th e  equ ipm en t, w hich  is described as follows.

Fig. 1 . T herm al purifying equip m ent for the production o f spectroscopic pure carbon

A  =  current connection  E  =  current connection
В  =  m agnet sw itch  F  =  v en tila tin g  orifice
C =  transformer G =  carbon purifying stand
D  =  fume hood H  =  cooling water inlet
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The new carbon purifying equipment

The general a rran g em en t o f th e  new carbon p u rify in g  equ ipm en t, th e  carbon  
p u rify ing  s tan d  a n d  th e  d e ta ils  o f th e  clam ping dev ice  a re  show n in F igs. 1 —4.

The carbon  p u rify in g  s ta n d  ind ica ted  b y  G in  F i g . l  is in  th e  fum e hood 
D . O utside of th e  fum e hood is th e  tran sfo rm er C, w hich  m ay  be connected  
to  th e  m ains b y  th e  m ag n e t sw itch  B . T he te rm in a ls  o f  th e  m ains are m o u n ted  
on th e  connector ta b le  A .  T h e  tran sfo rm er C an d  th e  carbon  purify ing  s ta n d  
G are connected a t  E .

T he cu rren t -is led  to  th e  holding devices show n in  F ig . 3 th ro u g h  th e  
flex ib le  copper cables 16. T he cables connect d ire c tly  to  th e  copper tab les  
13 carry ing  th e  clam ping  blocks 10 and  12. Size of th e  copper ta b le s : 
2 0 0 x 2 0 0 x 1 5  m m . T he carbon  rod  19 to  be purified  is fastened  betw een  th e  
clam ping  blocks 10 a n d  12. T he  clam ping blocks 12 a re  fixed to  th e  tab les  13 
w ith  screws while th e  b locks 10 can be m oved be tw een  th e  guides fo rm ed  of 
th e  rails 11. T he m oving  clam ping  blocks 10 are  p ressed  against th e  carbon  
rod  to  be held, b y  th e  sp rin g s21 sunk  in  them . T he h o ld ing  springs 21 are su p p o r­
te d  by th e  pieces 9 in  w hich  th e y  are p a r tly  sunk . F u r th e r  details are d isp layed  
in  F ig . 4 . The b locks 10 a re  m oved by  th e  sp in d le  20  (see also F ig. 4.) 
w hich is connected  to  th e  blocks 10 b y  a th re a d . T o  th e  end of th e  spindle 
20, th e  disc 6 is fixed, bearin g  th e  sup p o rt p in  7 w ith  a th read . T he end  
o f  th e  su p p o rt p in  7 re s ts  on th e  disc surface 5 b o u n d ed  b y  a s lan ting  p la te . 
T he disc 6 is ro ta te d  b y  a rod  f i t t in g  in to  th e  hole 8  bo red  in to  its  m an tle . T his 
ro d  is no t ind ica ted  in  th e  figure. I f  th e  supporting  p in  7 is in  its  low er position  
th e  carbon  rod  is fix ed , because th e  block 10 is p ressed  against i t  b y  action  of 
springs 21. In  th e  u p p e r position  of th e  sup p o rtin g  p in  th e  springs 21 do n o t 
p ress th e  block, th u s  allow ing th e  carbon  rod to  be  rem oved . The su p p o rt p in  
7 h as  a th read  an d  th e re b y  i t  is ad ju stab le  so as to  allow  th e  d istance betw een  
th e  blocks 10 and  12 to  be a d ju s te d  to  th e  th ickness o f th e  carbon  rod. To o b ta in  
b e t te r  cu rren t conduc tion , th e  m oving clam ping b locks 10 have an  ad d itio n a l 
connection  to  th e  c u rre n t connection  16 b y  cable 18.

The lower copper ta b le  13 rests on th e  foot-screw s 22  on base pan e l 23. 
T h u s  th e  tab le  13 can  be m oved on base p anel 23  as requ ired  an d  its  p lan e  
can  be set in a s lan tin g  position  b y  th e  ad justin g  foo t-screw s 22. I t  is necessary  
to  secure m ovem ent to  th e  tab le  because th e  ca rb o n  rods to  be purified m ay  
be n o t qu ite  s tra ig h t an d  in  such cases b y  p ro p e rly  sh ifting  th e  lower tab le  
13 or b y  tiltin g  its  p lan e  th e  carbon  rods m ay  b e  fixed w ith o u t m uch  s tra in . 
I t  m ay  occur th a t  th e  c lam ping  blocks do n o t w ear even ly , w hich m ay  cause th e  
carb o n  rods to  ta k e  a n  oblique position . This m ay  also be  com pensated  for in  th e  
above m anner. T h e  s tra in  in  th e  carbon rods can  fu r th e r  be e lim inated  b y  
se ttin g  th e  u p p er an d  1олуег holding devices so t h a t  th e  gaps form ed b y  th e  
clam ping  blocks are  p e rp en d icu la r to  each o th e r ( F ig .  3 ) .

4 A c ta  Technics X /3— 4
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Fig. 2. Purifying stand for the production of spectroscopic pure carbons
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T he difference betw een  th e  u p p er and low er copper tab les  13 in  F ig . 3 is 
th a t  in  th e  cen tre  of the  u p p er ta b le  th e re  is a bore hole, 25 m m  in  d iam eter, 
for th e  carbon  rods to  pass th ro u g h .

T he u p p er tab le  13 in  F ig. 3 is suspended on th e  rod 1 b y  th e  pieces 
2 , 3 an d  4.

Fig. 3. H olding device o f the carbon purifying equipm ent

The tab les  13 as well as th e  clam ping blocks 10 and  12 are  cooled by  
a s tro n g  w a te r  stream . T he tab le s  13 have cooling tan k s  14 m ad e  o f sheet 
an d  soldered to  th e ir  base p la te . To leave room  to  th e  hole, th e  u p p e r  tab le  
is f itte d  w ith  tw o cooling ta n k s . In le t and  o u tle t of w a te r to  an d  from  th e  
cooling ta n k s  14 are secured th ro u g h  th e  copper pipes 17. T he cooling w a te r 
is led  to  th e  clam ping blocks 10 and  12 b y  th e  copper pipes 15. T h e  w ay 
passed  b y  th e  cooling w a te r is show n in deta il in  F ig . 4 w here th e  in le t and  
o u tle t o f th e  cooling w a te r is m ark ed  b y  arrow s.

In  th e  carbon purify ing  s ta n d  th e  clam ping device in  F ig . 3 tak es  th e  position  
show n in F ig . 2. T he base p anel 23  shown in F igs. 2  and 3 rests on th e  porcelain

4*
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in s u la to r  legs 24  w h ich  a re  m ounted  on th e  p a n e l 26  supp o rted  b y  th e  iron  
f ra m e  25 (F ig. 2). To th e  b ase  iron  fram e 25  th e  doub le  iron  fram e 27  is a tta ch ed , 
w h ich  holds th e  s ta n d a rd  36  carry ing  th e  u p p e r  ho ld ing  device b y  rod  1. The 
u p p e r  holding device is su sp en d ed  on th e  w ire  ro p e  35. E qu ilib riu m  is m ain ­
ta in e d  b y  the co u n te rw e ig h t 38  w ith  th e  rope  w heel 37  in serted . R o d  1 is 
g u id ed  in  bush 34 an d  a n o th e r  one in  th e  low er p a r t  o f th e  tu b e  31 (no t shown 
in  th e  figure) so as to  secu re  a sm ooth  low fric tio n  guiding. The tu b e  31 carry ing  
th e  above bushes is fixed  to  pan e l 29, to  w hich th e  s ta n d a rd  36  is also a ttach ed . 
T h e  p in  33  fastened  to  b a r  1 and m oving in  th e  s lit of th e  tu b e  31 p rev en ts  
th e  u p p e r holding dev ice  from  turn ing  aside.

T he upper and  low er positions of th e  u p p e r  ho ld ing  device are  determ ined  
b y  th e  ad justab le  rin g s 28  on  th e  rod 1 and  re sp ec tiv e ly  32  on th e  tu b e  31 
(k n ock ing  against th e  p in  33). W hen purify ing  ca rb o n  rods of various lengths, 
th e  r in g  32 is to  be fixed  in  th e  req u ired  p o sitio n .

T he curren t is co n n ec ted  to  the a p p a ra tu s  a t  th e  term inals 39 an d  40 of 
F ig . 2 . A t the  p o in t 39 th e  cu rren t is d irec tly  co nnec ted  to  th e  pan e l fixed to  
th e  double  fram e 27 , th u s  excep t for th e  low er ho ld ing  device th e  equ ipm en t 
is a t  th e  p o ten tia l o f th is  p o in t. A t the  te rm in a l 40  th e  cu rren t conduction  is 
in su la te d  from  th e  o th e r  p a r ts  of th e  a p p a ra tu s  b y  a porcelain  in su la to r  and  
is connected  only to  th e  low er holding device also in su la ted  b y  porcelain  
in su la to rs  24.

T he fum e hood in  F ig . 1 is of co n v en tiona l design. I t  is im p o rta n t to  
p ro v id e  i t  w ith  good v e n tila tio n  so as to  d iv e r t  gases and  fum es, p roduced  
b y  h ea tin g , th rough  th e  v e n tila tin g  shaft. In  h e a tin g  carbons con ta in ing  a la rg ­
e r  a m o u n t of su lp h u r, th e  su lphurd ioxide developed  m ay  be m ost incon­
v e n ie n t  for the  o p e ra to rs . D u rin g  th e  h ea tin g  process th e  door of th e  hood 
is p u lle d  down.

To th e  h ea ting  s ta n d  G in  the  hood (F ig . I ) ,  th e  cu rren t is connected  a t 
th e  in su la to rs  E  in  an  a lu m in iu m  sheet, 4 m m  th ic k , an d  fixed to  th e  side of 
th e  hood.

T he cooling p ipes a re  connected  to  th e  w a te r  ta p s  J f  (of th e  w a te r  supply) 
b y  ru b b e r  tubes. T he w a te r  leaves th e  hood th ro u g h  a p lug hole.

T h e  hood was firs t covered  w ith  the  u su a l glass cover. L a te r , to  keep 
b a c k  rad ia tiv e  h ea t a n d  lig h t, th e  glass cover w as p a in te d  grey, w hich  caused 
i t  to  b re a k  to  pieces. F in a lly  w e used an  a lum in ium  sh ee t covering p ro v id ed  w ith  
v e n tila tin g  slits. T here  is a coloured glass p eep in g  w indow  in  th e  side of th e  
h o o d  fac ing  th e  tra n sfo rm e r to  allow inspection  fo r  th e  o p era to r of th e  equ ipm ent 
in to  th e  purifying process.

A n  adequate  covering  o f th e  fum e hood is also im p o rta n t for th e  p reven tion  
o f  acc iden ts. The h e a te d  carbons som etim es exp lode  and  th e ir  fragm ents 
f ly in g  to  distances o f sev e ra l m eters m ay cause m ech an ica l in ju ries and  burns. 
A  m e ta l sheet offers b e t te r  p ro tec tio n  from  fly in g  carbon  pieces th a n  glass.
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General remarks

T he carbon  p u rify in g  equ ipm en t described  here has proved in e v e ry  resp ec t 
su itab le  to  p roduce p u re  carbons in  con tinuous opera tion , as i t  has b een  ru n n in g  
for tw o years in  its  fo rm  described here a n d  m a n y  thousands o f  c a rb o n  rods 
h av e  been purified b y  it .  T he  tim e req u ired  fo r th e  purification  is d e te rm in ed  
b y  th e  tim e necessary  fo r h ea tin g  and  exchange o f th e  carbon rods. W ith  only 
one opera to r, th e  h e a tin g  and  changing o f each  carbon rod tak es  a b o u t th ree  
m in u tes  a lto g e th e r.

Fig. 4. W ater-cooled clamping blocks of the carbon purifying equipm ent

C ontinuous o p e ra tio n  is m ade possib le  first of all by  th e  ap p lic a tio n  of 
m e ta l clam ping b locks an d  an  ad eq u a te  cooling. T he app lication  o f  m e ta l blocks 
e lim inates all th e  d ifficulties in h e ren t in  th e  use o f g raph ite  blocks. C opper blocks 
do n o t w ear off th e ir  th ickness a t  all, some w earing  appears how ever a t  th e  fixing 
place o f th e  carbon  rods due p a r tly  to  n a tu ra l  w ear, p a rtly  to  th e  fo rm a tio n  of 
sm all arcs unavo id ab le  a t  th e  place of c lam ping  and  causing th e  co rrosion  of the  
b lock  surfaces. T h e  arcs form ed a t  th e  p lace  n ea r th e  clam ping b locks w here 
th e  carbon  rods occasionally  b reak , c o n tr ib u te  m ore to  th e  w ear o f  th e  blocks. 
W ear of the ho ld ing  blocks is also p ro m o ted  b y  cleaning th e ir  clam ping
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su rface  from  tim e to  tim e . T h e  degree of w ear re su ltin g  from  several reasons 
is h o w ev er so sm all th a t  in  th e  case of a co n tin u o u s  every  day  o p era tio n  one 
file o r m illing per m o n th  suffices to  repair th e  c lam ping  surfaces. To increase 
th e  life tim e  of the  c lam ping  blocks, there  are  no holes in  them  so as to  allow 
th e  ca rb o n  rods to  be fa s te n e d  to  them  anyw here. U sing  copper clam ping  blocks 
th e  w eld ing  betw een th e  ca rb o n  rods and th e  c lam p in g  blocks is en tire ly  elim i­
n a te d . C lam ping blocks s tro n g ly  worn a t the  p lace  of fastening need n o t be 
th ro w n  aw ay ; th ey  can  s till be used by lin ing  th e m  w ith  copper p la te  in se rts  
so ld e red  w ith  silver. T h e  cooling of the  tab le s  13 an d  of th e  clam ping blocks 
10  a n d  12  as well as t h a t  o f  th e  com ponents a t ta c h e d  to  them  is so effec­
tiv e  t h a t  th e y  can be to u c h e d  b v  hand  im m ed ia te ly  a fte r th e  h e a tin g  has 
s to p p e d . The copper co m p o n en ts  cooled b y  w a te r  do n o t oxidize a t  all. T he  
d im en sio n s of the  tab les  13 o ffer good p ro tec tio n  fro m  rad ia tio n  for th e  com po­
n e n ts  b eh in d  them . B y m ak in g  pipes 15 and 17 co n d u c tin g  cooling w a te r  suffi­
c ie n tly  long the  ru b b er tu b e s  connecting  them  m a y  b e  p laced a t a d istance  from  
h o t p laces and  in a d d itio n  th e y  m ay be p ro tec ted  b y  screening alum inium  sheets . 
T h e  in su la tio n  of th e  co p p e r cables outside o f th e  h ea tin g  e q u ip m en t b u t  
in sid e  o f  th e  fume hood are  p ro tec ted  from  b u rn in g  bv  an alum inium  str ip  
co a tin g , 0,2 m m  th ick . In s id e  o f th e  heating  fram e , b a re  copper cables are  used, 
th e  o x id iza tio n  of w hich can  b e  decreased b y  w ra p p in g  th em  up in  asbestos y a rn .

I n  th e  previous a rra n g e m en ts  the  sp rings o f th e  clam ping blocks w ere 
n o t p ro te c te d  from  h e a t ra d ia tio n . In  the p re sen t eq u ip m en t the  p ro tec tio n  of 
th e  sp rings in  F ig s .3  a n d  4 c a n  be considered as e n tire ly  sufficient; th e re  has 
n o t b een  any th ing  w rong w ith  them  so far.

F ro m  the po in t o f v iew  o f com fortable h a n d lin g , the  counterw eight su s­
p en sio n  as well as th e  m e th o d  we adopted for o p en in g  and  closing th e  clam ping  
b lo ck s p ro v ed  to  be v e ry  advan tag eo u s. C o u n terw eig h t suspension allows th e  
p u llin g  force to  be re g u la te d  v e ry  precisely. S usp en d in g  th e  up p er m ovab le  
h o ld in g  device on a sp ring , th e  support of th e  sp rin g  m u s t be sh ifted  fo r ca rb o n  
ro d s  o f  various lengths. S p rin g  suspension how ever does n o t offer as easy  a w ay  
o f a d ju s tin g  the  upper h o ld in g  device to  v e rtic a l position  as in  th e  case of 
co u n te rw e ig h t suspension.

T o enable the  u p p e r ho ld ing  device an d  th e  coun terw eigh t in  F ig . 2 , to  
fo llow  th e  m ovem ents o f  ex p ansion  and c o n tra c tio n  of th e  carbon rods, th e  
su sp e n d e d  rod  1 (  Fig. 2 )  sh o u ld  be very  p recisely  gu ided  and  th e  rope  w heel 
37  sh o u ld  be running in  b a ll bearings. W ith  th is  co n d itio n  fulfilled, th e  carbon  
ro d s  do n o t b reak  even w ith  th e  large bu lks m o v ed .

T h e  procedure a d o p te d  fo r fitting  in an d  ta k in g  ou t the  carbon  rods 
e x h ib its  essential ad v an tag es  over the  previous p rocedures. T urn ing  th e  discs 
6  in  F ig .3  by  th e  sm all ro d  th r u s t  in  the ir bore  ho le  8  requires b u t v e ry  l i ttle  
e ffo rt. A s th e  tu rn in g  ro d  can  be tak en  ou t o f th e  bo re  hole, it  is n o t in  th e  
a p p a ra tu s  during h ea tin g  a n d  th u s  i t  does n o t w a rm  up.
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T he carbon  p u rify in g  equ ipm ent requires h a rd ly  an y  m ain tenance  ex cep t 
fo r  th e  occasional filling an d  m illing of th e  h o ld ing  b lock  surfaces. I n  som e 
ra re  cases th e  a lum in ium  sheets p ro tec ting  th e  tu b e s  from  h ea t ra d ia tio n  or 
th e  asbestos coating  p ro tec tin g  th e  cables need  rep a irin g  or changing.

I t  is very  im p o r ta n t to  keep th e  carbon p u rify in g  equ ipm en t clean because  
a  d ir ty  equ ipm en t can  easily  con tam inate  th e  pu rified  carbon rods. A s can  
be  seen from  th e  d a ta  o f  th e  lite ra tu re  [17] an d  is show n b y  direct experience 
th e  rising  sm oke p ro d u ced  in  th e  heating  will condense  especially on th e  u p p e r  
p a r ts  of th e  equ ipm en t. T hese condensations o rig in a te  m a in ly  from  th e  im p u ritie s  
leav ing  th e  carbon . A fte r  longer operations a th ic k  lay e r of deposits covers 
p a r tic u la rly  th e  b o tto m  o f th e  tab le  13 in  F ig .3  a n d  th e  cooling tan k s 14  f itte d  
on it .  The m ore often  th e  equ ipm ent is c leaned , th e  lesser the  d an g e r of 
co n tam in a tio n  will b e .

T he solid p a r ts  falling off during h ea tin g , sm all fragm ents o f ca rb o n  
p ro d u ced  from  rods b ro k en  during  heating , pieces o f  carbon  from  th e  en d  o f 
th e  rods broken  off b y  th e  m echanical s tra in  w h en  fastened , as well as ca rb o n  
pow der accum ulate  b e tw een  th e  clam ping blocks 10  a n d  12  o f th e  lower h o ld ing  
device. Such accum ulations stop  th e  w ay  n o t o n ly  o f th e  p roper fa s ten in g  o f 
th e  carbon  rods, b u t  also o f  th e  m oving block 10, a n d  m u s t be frequen tly  rem o v ed . 
T h is is an  im p o rta n t cond ition  of sm ooth o p era tio n .

F rom  th e  fac t th a t  carbon  rods purified in  v e rtic a l position  m ay  be c o n ta ­
m in a te d  b y  im p urities falling from  th e  com ponen ts o f th e  purify ing  device 
above  th em , th e  q u estio n  arises w hether i t  is m ore  su itab le  to  clean th e  ca rb o n  
rods in a  vertica l p o sition  th a n  in  a horizon tal one. T re a tin g  the  questio n  as a 
m a t te r  o f princip le i t  m u s t be s ta te d  th a t  in  a p ro p e rly  b u ilt heating  device th e  
p o ssib ility  of a reco n tam in a tio n  of th e  carbon ro d s once purified  is sm aller w ith  
th e  carbon  rods fa s te n e d  horizon tally . More p rec ise ly , th is  holds m a in ly  fo r 
th e  m iddle  p a r t  of th e  rods, because th e  p a r ts  n e a r  th e  fixing place m a y  be 
co n tam in a ted  as likely  as in  th e  case of v e rtica l positio n . The question  w h ich  of 
th e  tw o m ethods is rea lly  m ore advan tageous can  o n ly  be  decided by  ex p e rim en t. 
I n  case o f a h o rizo n ta l a rran g em en t, how ever, th e  bend in g  of th e  rods m u s t 
be  ta k e n  in to  account.*
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SUMM ARY

T he importance of spectroscopic pure carbon and graphite is pointed  out and 
the d ifferent ways of their use are described. Various carbon purifying procedures are 
discussed . The results o f  the prelim inary experim ents to produce spectroscopic pure 
carbons are presented as well as a detailed description of the final design o f the thermal 
carbon purifying equipment consisting of a 45 kVA transform er capable to be tr ip ly  overloaded, 
a  m a g n et sw itch of 600 amperes and a carbon purifying stand in a fume hood. D uring purification  
th e  carbons are held in a vertical position by copper blocks intensively cooled b y  water. The 
upper hold ing device is suspended against a rope w heel counterweight, so th at th e  expansion  
o f  th e  carbons during heating can be com pensated for. A n account is given of the developm ent 
o f carbon  purification and of the experiences gathered w ith  the equipment.

ТЕРМИЧЕСКОЕ УГЛЕОЧИСТИТЕЛЬНОЕ УСТРОЙСТВО ДЛЯ ПОЛУЧЕНИЯ 
СПЕКТРАЛЬНО ЧИСТЫХ УГЛЕЙ

А . Б А Р Д О Ц  и Б .  Ф О Р З А Ц

Р е з ю м е
В введении приведены различные виды применения спектрально чистых углей и 

графита. Затем излагаются различные процессы по очистке угля. Достижения началь­
ных опытов, преследовавших получение спектрально чистых углей, и детальное описание 
окончательной конструкции термической углеочистительной установки. Углеочисти­
тельная установка состоит из трансформатора на 45 ква, допускающего трехкратную 
перегрузку, магнитного выключателя на 600 а и углеочистительной колонки. В процессе 
очистки куски угля расположены в вертикальном положении. Размещенные в колонках 
куски угля захватываются в охлаждаемые водой медные захваты. Верхний захват связан 
с противовесом, чтобы можно было бы уравновесить расширение углей при их прокадке. 
В концестатьи излагается опыт технологии углеочистки и работы установки.
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INSTALLATION D E  PURIFICATION TH ERM IQ UE PO U R  LA PRO DUC TIO N  
D E  CARBO NE SPECTROSCOPIQUEM ENT PUR

A. BARDÓCZ e t B. VORSATZ

RÉSUMÉ

L ’article rappelle d’abord les différents champs d’application du carbone et du graphite  
spectroscopiquem ent purs. D ivers procédés de purification du carbone sont traités. R ésu ltat, 
des essais préliminaires et description de l ’installation défin itive  pour la purification therm ique  
des charbons. Cette installation est composée d’un transform ateur de 45 kVA supportant le s  
surcharges triples, d’un disjoncteur de 600 A à  com mande électro-m agnétique et d ’un b â ti de  
purification placé dans une hotte . Les charbons sont placés verticalem ent et serrés par des 
mâchoires en cuivre refroidis énergiquem ent à l ’eau. Le d ispositif de serrage supérieur est fix e  
par une suspension à  contre-poids qui compense la dilatation  des charbons pendant le recuite  
Description du mode opératoire et résumé des expériences acquises au cours de l ’exp lo itations  
de l’installation.

E IN  THERM ISCHER REINIG UNGSAPPARAT Z U R  H ERSTELLUNG  
VON SPE K T R A L R E IN E R  K O H L E

A. BARDÖCZ und B. VORSATZ

ZUSAMMENFASSUNG

In  der Einleitung wird auf die verschiedenen Verwendungsm öglichkeiten v o n  spektral- 
reiner K ohle und spektralreinem Graphit hingewiesen, w orauf eine Besprechung der einzelnen  
Reinigungsverfahren folgt. E s wird eine kurze Übersicht über die Ergebnisse der zur H erstellung  
spektralreiner É ohlen durchgeführten bisherigen Versuche gegeben. Dann wird auf die aus­
führliche Beschreibung der neuen, endgültigen therm ischen Kohlenreinigungsanlage über­
gegangen. Diese besteht aus einem  dreifach überlastbaren 45 kVA-Transformator,einem  
600 A-M agnetschalter sowie aus dem  in einen Abzugschrank untergebrachten Reinigungsgestell. 
W ährend der Reinigung werden die Kohlen m it einem  wassergekühlten K lem m backenpaar  
aus K upfer in vertikaler Lage gehalten. Die obere E inspannvorrichtung ist derart au f ein Seil­
rollengegengewicht aufgehängt, dass die im  Laufe der E rhitzung eintretende A usdehnung der 
K ohlenstücke ausgeglichen wird. Schliesslich werden die A usführung der Reinigung und die  
m it der Anlage erzielten Ergebnisse geschildert.
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T he o u tp u t o f tw o-pole tu rb o -g en era to rs  is lim ited  by  th e  ro to r  perfo rm ­
an ce  expressed in  te rm s of d iam eter D  an d  len g th  L  b y  th e  fo rm u la  C . D 2 . L , 
w here C is th e  ch a rac te ris tic  o f th e  given ty p e  o f construction . T h e  ex te rn a l 
d ia m e te r  of th e  s ta to r  can  be increased w ith in  econom ic lim its.

T he perform ance o f th e  ro to r  can b est be  ra ised  b y  increasing  i ts  d iam eter, 
because o u tp u t changes w ith  th e  square o f th e  d iam eter. H ow ever, w ith  th e  
increase of th e  d iam ete r of th e  ro to r, m echan ical stresses rise, a n d  so do a t 
a  steep  ra te  w indage losses in  th e  a ir gap. A t 3000 r. p. m ., e. g ., th e  w eight 
o f  each  kg  of th e  p e rip h ery  o f a ro to r of 1 m  d iam . is increased to  a b o u t 5000 
k g  b y  cen trifugal force, an d  a ir  w indage losses m ay  am o u n t to  5 0 %  of the  
to ta l  loss in  th e  genera to r. T he designer o f e lectric  m ach inery  th e re fo re  aims 
ra th e r  a t  th e  red u c tio n  of th e  ro to r  d iam eter, th o u g h  th is  invo lves q u a d ra tic  
increase  of its  leng th . Increase  o f th e  len g th  o f th e  ro to r b o d y  re su lts  also in 
p a rtic u la r  advan tages. I n  a 2-pole genera to r i t  is th e  faces of th e  m ach in e , w here 
connections of ro to r  coil ends an d  those o f s ta to r  w indings are lo c a te d , w hich 
fo rm  th e  onerous an d  expensive passive p a r ts  o f th e  m achine. W ith  th e  increase 
o f  th e  ro to r leng th  th e  ra tio  o f active m a te r ia l b u ilt-in  to  th a t  o f  th e  passive 
m a te ria l increases, a n d  so does th e rew ith  th e  v alue  o f C, c h a ra c te r is tic  o f the  
ty p e  of th e  m achine.

T he o u tp u t of th e  ro to r  can  also be boosted  b y  th e  increase o f th e  cross section 
o f  th e  w indings b u ilt in to  i t .  In  th e  para lle l-slo t ro to rs b u ilt b y  th e  G an z  E lectric  
W orks a t  B u d ap est th e re  is a co m p ara tiv e ly  narrow  cross sec tio n  availab le 
fo r coils because of co n stru c tio n a l fea tu res ; in  th e  recen tly  in tro d u c e d  crossed- 
para lle l slot ro to rs considerab ly  m ore slo t space can  be used fo r w ind ings in 
com parison  to  th e  p la in  paralle l-slo t a rran g em en t, w hereby th e  r a t in g  o f the  
ro to r  is increased b y  ab o u t 20% . In  ro to rs w ith  rad ia l slots th e  te e th  betw een 
slo ts  ta p e r  rad ia lly  o u tw ard  ; in  some new  ty p es  th e  slots a re  w edge-shaped  
in  o rder to  m ake use o f th e  m echanically  a n d  m agnetically  in a c tiv e  p a r ts  of 
th e  te e th  for increasing  th e  space fac to r o f copper in  th e  slo ts , t h a t  is for 
b o o stin g  th e  perfo rm ance o f th e  ro to r.
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A  general m eans o f ra is in g  ro to r  perform ance is increasing  th e  effectiveness 
o f  coo ling  b y  a p roper cho ice  of th e  coolant a n d  b y  a design m ost a d a p te d  to  
th e  pecid iarities of th e  coo ling  m edium . T he le n g th  of large tu rb o ro to rs  o f  
3000 r .  p . m . is conven tio n a lly  ta k e n  for abou t 4 tim e s  th e ir  d iam eter: th e  coo lan t 
h a s  th u s  to  be an ag en t th e  su rface  heat tran sfe r coefficient and  h ea t t ra n s p o r t  
a b i l i ty  o f  which a d a p t th e m se lv e s  to these p a r tic u la r  p roportions, an d  w hich  
m e d iu m  cools ro tor w ind ings to  a fairly  uniform  te m p e ra tu re  all along th e ir  len g th .

1. Air-cooling. I n  th e  in itia l stage of d ev e lo p m en t of tu rb in e-g en era to rs  
th e  cy lind rica l surface of th e  ro to r , increased b y  fins in  some cases, w'as cooled 
b y  a ir  flow ing into th e  a ir  g a p  axially  from th e  faces of th e  m achine. W ith  th e  
in c re m e n t of the ro to r le n g th  th e  air gap was w idened , and  th e  am o u n t o f air 
f lo w in g  in to  the gap w as in c rea sed  by air passed  th ro u g h  rad ia l ducts  fo rm ed  
in  th e  lam inated  s ta to r  core  fro m  th e  outer cy lin d rica l surface of th e  core. W ith  
in c re a s in g  ro tor d iam ete r cooling  of its cy lindrica l surface no m ore suffices, 
fo r  th e  kW  rating  o f th e  r o to r  rises in a q u a d ra tic  ra tio , while its  cy lind rica l 
su rfa c e  increases only in  d ire c t  ra tio  to  th e  d iam e te r.

T h e  cylindrical coo ling  surface is th ere fo re  supp lem ented  b y  in te rn a l 
coo ling  o f th e  ro to r b o d y  b y  in tro d u c in g  cooling a ir  from  th e  ro to r faces th ro u g h  
in n e r  d u c ts  form ed in  th e  r o to r  body. The effectiveness o f th is in te rn a l cooling 
o f  th e  ro to r  body is in c re a se d  i f  the  air s tream  w ashes against th e  ex te rn a l 
su rfa c e  o f the  insu lation  o f th e  w indings. Perfec t cooling  o f coils can be a tta in e d , 
h o w ev e r, if  the  air flow  is b ro u g h t in  direct co n tac t w ith  b a re  m ateria l conducto rs.

T h e  q u an tity  of a ir  f lo w in g  in  axially  from  th e  tw o  ro to r faces is in d e ­
p e n d e n t of its length , th e re fo re  w ith  increasing ro to r  leng th  th e  effectiveness 
o f  th e  cooling air flow ing in  ax ia lly  th rough th e  a ir  gap as well as th e  effect 
o f  in n e r  axial cooling dec rease . Therefore th e  te m p e ra tu re  of w indings increases 
as a m a t te r  of course to w a rd  th e  middle of th e  ro to r  axis. A ir-cooling is th u s  
m o re  efficient in sho rt th a n  in  long tu rbo ro to rs.

2. Hydrogen-cooling. T h e  effectiveness of cooling  is su b stan tia lly  increased  
b y  re p la c in g  air w ith  h y d ro g e n . A t atm ospheric p re ssu re  th e  w eight o f h y d rogen  
is 1 /1 4 -th  of th a t of a ir, i ts  h e a t  conductiv ity  is 7 tim es , its  surface h e a t tra n s fe r  
r a te  a b o u t 1,5 tim es, its  sp . h e a t referred to  w e ig h t is abo u t 14 tim es h igher 
th a n  th e  corresponding v a lu e s  fo r  air. Because o f th e se  excellent cooling fea tu res  
o f  h y d ro g e n  the heat d rop  in  tu rb ine-genera to rs cooled  w ith  hydrogen  a t  a tm o s­
p h e ric  pressure decreases : b e tw een  copper c o n d u c to rs  and  core te e th , cross­
w ise th ro u g h  the  s ta to r  la m in a tio n s , on h ea t tr a n s fe r  surfaces as well as on th e  
su rfa c e  o f  th e  cooler ; th e  re q u ire d  coolant w eig h t is less, a g rea te r vo lum e o f 
coo ling  m edium  can flow  th ro u g h  the  air gap as w ell as th ro u g h  in te rn a l d u c ts  
in  th e  ro to r  body, v e n tila tio n  losses decrease, a n d  fr ic tio n  loss in  th e  a ir  gap  
is re d u c e d . As a resu lt, coo ling  w ith  hydrogen a t  a tm o sp h eric  pressure produces 
a b o u t 10—20%  higher o u tp u t  according to  th e  ty p e  o f construction  a n d  to  
th e  r o to r  d iam eter and  allow s a substan tia l in crease  o f  th e  ro to r  d iam ete r.
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H ydrogen-cooling was developed in  th e  U SA because a t 3600 r . p . m. 
fric tio n  an d  v en tila tio n  losses rap id ly  increased  w ith  ro to r d iam eter a n d  gen­
e ra to rs  over 15—20 MW  ra tin g  could be b u ilt  on ly  w ith  4 and 6 poles. A t 3000 
r . p . m . th is  necessity  arises only  a t  su b s ta n tia lly  la rger ra tings. W o rk s o f th e  
S o v ie t U nion  e. g. b u ilt an  air-cooled tu rb in e  g en era to r ra ted  a t  100 M W , 3000 
revs, p e r m in . in  1938. [1 ]

H ydrogen-cooled  ro to rs  are p rov ided , besides cooling of th e  cy lind ric  
su rface , w ith  in te rn a l cooling as well. Such in te rn a l cooling is, in  consequence  
o f  th e  excellen t cooling fea tu res of hyd rogen , m uch  m ore effective th a n  in te rn a l 
a ir-cooling , th o u g h  in  some constructions duc ts  needed for th e  h y d ro g en  flow  
req u ire  a cross sectional area corresponding  to  20 — 30%  of th e  slo t sp ace  a v a il­
ab le  fo r copper conductors. This red u c tio n  of th e  slot space th a t  c an  b e  used  
fo r  conduc tive  m ateria l is com pensated  b y  th e  h e a t transfe rred  th ro u g h  th e  
s lo t in su la tio n . In  long ro to rs a su b s ta n tia l te m p e ra tu re  drop is p roduced  be tw een  
th e  m iddle  o f th e  ro to r  axis and  th e  tw o  faces. A ccording to  d a ta  o f D . S . Snell, 
excellen t tu rb in e  designer o f th e  G eneral E lec tric  [2], th is te m p e ra tu re  d iffe r­
en ce  am o u n ted  in  th e  a ir gap  of a 83 M W  g en era to r cooled w ith  h y d ro g e n  a t 
a tm o sp h e ric  pressure to  14° C. H ydrogen-cooling , though  i t  allow s ax ia lly  
longer ro to rs  in  com parison to  air-cooled m achines, is y e t m ore su ita b le  for 
th e  co n stru c tio n  of sho rte r th a n  of longer tu rb o ro to rs .

A serious b u rden  on hydrogen  cooling is explosion danger. E q u ip m e n t 
n ecessary  fo r its  e lim ination  increases th e  w eight an d  cost of tu rb in e -g en e ra to rs . 
M an u fac tu re rs  endeavour to  ba lance  su rp lus costs by  savings due  to  h igher 
efficiency an d  lower costs for coal. T h e  Siem ens Schuckert W orks b u i l t  first 
a  10 М УА, a fte rw ard s a 50 MYA g e n e ra to r  cooled w ith  hyd ro g en  a t  a tm o s­
p h eric  pressu re  for th e  s tu d y  of hyd rogen  cooling. W . Leukert  in  his v e ry  th o ro u g h  
p a p e r  [3 ] on te s t  resu lts finds th a t  th e  sam e ra tin g s  can be a t ta in e d  a t  th e  
sam e efficiency and  th e  sam e fab rica tio n  cost b y  an  air-cooled m ach in e  of 
10%  lig h te r  w eight, so th a t  th e  a d v a n ta g e  of hyd rogen  cooling beg ins to  m ake 
itse lf  fe lt from  60 MVA onw ard  b y  g rad u a l increase  of efficiency.

3. Water cooling. T he excellent cooling cap ac ity  of w a te r a g a in s t a ir  is 
show n b y  th e  following d a ta  :

F ro m  1 m 2 surface are tran sfe rred  in  one h o u r a t 1° C te m p e ra tu re  dif­
ference :
b y  a ir  flow ing a t 50 m  p er sec ab o u t 140 kcal, 
b y  w a te r  flow ing a t  2 m  per sec ab o u t 2800 kcal.
T h ro u g h  an  orifice of 1 cm 2 are  tran sfe rred  in  one ho u r a t 1° C te m p e ra tu re  rise : 
b y  a ir  flow ing a t 50 m  p e r sec ab o u t 4,5 kcal, 
b y  w a te r  flow ing a t 2 m  p er sec a b o u t 720 kcal.

W a te r  w ith  its  excellent h e a t tra n sfe r  cap ac ity  and  its  g re a t specific 
h e a t is especially  su itab le  for cooling electric  m achine ro to rs ; th e  com pact 
s tru c tu re  of tu rb o ro to rs  on th e  o th e r  h an d  allows a p lain  co n s tru c tio n  o f th e
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w ater-cooling sy stem . F o r  cooling coils e m b ed d ed  in  th e  iron  core according: 
to  F ig . 1. 5—6 m m  w ide , rad ia lly  deep d u c ts  can  be m illed o u t in  te e th  
b e tw een  slots in  w h ich  cooling w ater flows ax ia lly , w ith o u t increasing m echanical 
o r m agnetic  stresses on th e  tee th .

W ate r  cooling o f  e lec tric  m achine ro to rs  h a s  long been know n an d  applied* 
I n  th e  phase co n v erte rs  o f  th e  32 G anz—K a n d ó  electric locom otives in  service 
be tw een  B u d ap est—H egyeshalom  nam ely  th e  s ta to r  is oil-cooled and  th e  
ro to r  is w ater-cooled  accord ing  to  B P . 172 015 an d  USA P . 1 448 700 of the  
a u th o r . W ater-cooling  allow s a cu rren t d e n s ity  o f  8 A  against th e  co n v en tio n a l
4 — 5 A per m m 2 o f co p p er conductor of th e se  p h ase  converter ro to rs . During; 20

F ig . 1. W ater-cooling o f rotor coils

20 y ea rs  service w ate r-co o lin g  of these ro to rs  h a s  p ro v ed  perfectly  d ep en d ab le  
so t h a t  ro to rs of 20 e lec tric  locom otives in  p ro d u c tio n  for th e  B u d ap est—H a tv a it  
line a re  also w ater-coo led  in  th e  same w ay, w ith o u t change of design.

F av o u rab le  econom ic an d  service resu lts  a t ta in e d  w ith  w ater-cooled  phase- 
co n v e rte r  ro tors in d u ced  th e  G anz E lectric  W o rk s in  1935 to  p lan  w ater-coo ling  
o f  tu rb o ro to rs  w ith  p a ra lle l slots. W ater-coo ling  o f  parallel-slo t ro to rs  w ould 
n a m e ly  m ake possible v e ry  effective cooling n o t  on ly  of active conductive^ 
m a te r ia l  b u t also o f th e  connections of coils s im ila rly  em bedded in  th e  steel 
core. N o records a re  a v a ilab le  on perta in ing  ex p erim en ts  m ade b y  M r. Bláthy , 
C hief E ngineer of G anz E lec tr ic  W orks a t  t h a t  tim e , b u t since w ater-cooling  
o f  tu rb o ro to rs  has n o t  b een  realized, th e  e x p e rim e n ta l results p resu m ab ly  
fa iled  to  be sa tisfac to ry .

F av o u rab le  re su lts  o b ta in ed  in  th e  USA w ith  hydrogen-cooling induced  
th e  a u th o r  in  1945 to  a t te m p t  a t the  co n stru c tio n a l ad ap ta tio n  o f th e  claim  
o f h is p a te n t re la tiv e  to  ro to r  w ater-cooling to  th e  constructional p roblem  of 
cooling  tu rb o ro to rs  as w ell. The theore tica l in v estig a tio n s, how ever, led to  
th e  conclusion th a t  o n ly  ro to rs  w ith  rad ial slo ts c a n  be  w ater-cooled ; para lle l- 
an d  cross-w ound ro to rs  p ro d u ced  by  th e  G anz w o rk s are  no t am enable to  w a te r
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cooling, because th e  d is trib u tio n  of cooling w a te r  in  parallel ducts  w o u ld  n o t 
be un ifo rm . This s ta te m e n t also explains th e  fa ilu re  of Mr. B la th y ’s e x p e ri­
m en ts. T his finding is confirm ed by  th e  follow ing investigation .

A  is th e  fro n t face,
В  th e  re a r  face o f th e  ro tor.
I ,  I I ,  I I I  p resen t th e  m edian and  th e  tw o  la te ra l cooling-w ater d u c ts  

on th e  faces.
Cooling w a te r flow s axially  inw ard  th ro u g h  th e  hollow sh a ft o f  f ro n t 

face A ,  is d is tr ib u ted  to  d u c ts  I , I I ,  I I I  on th e  face and  passes th ro u g h  th e  
ax ial d u c ts  along th e  cylindrical surface an d  th ro u g h  ducts I ,  I I ,  I I I  on  th e

re a r  face is collected fo r d ischarge th ro u g h  th e  ax ia l bore of the  re a r  s h a f t  en d . 
D irec tion  of flow  is in d ica ted  b y  arrow s. T he r o to r  ro ta te s  clockwise as in d ic a te d  
b y  double arrow s.

A t som e p o in t x  o f rad iu s  rx of duct I I A  o f  th e  fron t face o f th e  ro to r  of 
3000 r . p . m . th e  ta n g e n tia l velocity  is vx —  2 • r x • n  • 50 m/sec. T he ta n g e n tia l  
com ponen t o f velocity  w  m /sec of th e  cooling w a te r  is w • sin ax m /sec. T h e  resu l­
t a n t  ta n g e n tia l  ve locity  o f cooling w a te r flow  a t  p o in t x  of f ro n t d u c t  I I A  
is co nsequen tly  (vx -f- w  • sin a x). T he ro ta tio n a l velocity  of w a te r a t  p o in t x  
o f th e  fro n t d u c t I I A  is th u s  g rea te r th a n  th e  ro ta tio n a l velocity  o f  th e  sam e  
p o in t x  of th e  ro to r.

In  re a r  d u c t I I В  th e  cooling w ater flow s inw ard . The ta n g e n tia l velocity  
of flow  a t p o in t x  p e rta in in g  to  rad ius rx is , accord ing  to  th e  v e c to r  d iag ram  
draw n, (vx — tv ■ sin ax). T he ro ta tio n a l v e lo c ity  o f cooling w ater a t  p o in t x  of 
re a r  d u c t I I В  is there fo re  less th a n  th e  ro ta tio n a l velocity  of th e  sam e  p o in t 
x  o f th e  ro to r.

In  th e  sam e w ay  th e  re su ltan t ta n g e n tia l  velocity  of th e  cooling  w a te r  
a t  p o in t x  o f fro n t d u c t I I I  A  is, according to  th e  v ec to r diagram , (vx — w  sin  ax), 
th a t  is th e  ro ta tio n a l velocity  of w ate r a t p o in t x  of fron t duct I I I  A  is less th a n

Fig. 2 . Flow of cooling water on  rotor faces
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th e  velo c ity  of th e  sam e p o in t x  of the  ro to r . T h e  w ater flowing a t  p o in t x  of 
r e a r  d u c t  I I I B  ro ta te s  acco rd ing  to  the  v ec to r d iag ram  a t velocity  (vx -}- w  • sinax) 
t h a t  is, its  ro ta tio n a l v e lo c ity  is greater th a n  t h a t  o f th e  sam e poin t x  o f th e  ro tor.

T h e  centrifugal force generated  b y  th e  flow ing w ater is a t  a n y  p o in t x 
G  ■ vx : 9,81 • rx, w here G is expressed in  k g , 9,81 in  m/sec and  rx in  m .

T h e  fron t and  re a r  p a r ts  of duct I I  a re  coup led  th rough  th e  ax ia l passage 
m illed  ou t along th e  cy lin d rica l surface of th e  ro to r . The re su ltan t o f  th e  cen tri­
fu g a l forces generated  a t  th e  fro n t and re a r  p o in ts  x  o f duct I I  is th u s  :

P I I X =  G[(vx +  w  ■ sin a x)2 —  (vx —  ív ■ sin a x)2] : 9,81 • rx =

=  G -4 w-Vx sin a x : 9,81 • r x  kg

Since sin a x =  a : rx and  a t 3000 r. p .  m. vx =  100-7t-rxm /sec 

P I I X =  +  G -400-7 t-n ;-a  : 9,81 - rx kg

I n  th e  same w ay  th e  re su ltan t of c e n tr ifu g a l forces developed a t  the  
f ro n t  an d  rear po in ts x  o f d u c t I I I  :

P I l l x  =  —  G -400-тг • w  a : 9,81 • rx kg

I n  case of rad ia l d u c t J ,  о =  0, th e re fo re  th e  re su ltan t of cen trifugal 
fo rces genera ted  a t th e  f ro n t and rear po in ts  x  o f  th is  duct

PIx =  о

A ccording to  th e  ab o v e  in  a paralle l-slo t ro to r  th e  resu ltan t of cen trifu g a l 
fo rces developed a t th e  f ro n t  and  rear p o in ts  x  o f  d u c t I I  lagging in  th e  sense 
o f  ro ta t io n  is of a d irec tio n  conform al w ith  th e  flow  of cooling w a te r , t h a t  is, 
i t  p ro m o te s  flow, while th e  re su lta n t of cen trifu g a l forces produced in  th e  fron t 
a n d  r e a r  po in ts x  of d u c t I I I  lead ing  relative to  th e  sense of ro ta tio n  is o f a d irec­
tio n  opposing  the  flow  o f cooling w ater, th e re fo re  i t  re ta rd s  flow. In  ra d ia l  duct 
I  n o  cen trifugal force develops th a t  w ould a ffec t th e  flow of cooling w ater. 
T h e re fo re  in duct I I  lagg ing  in  th e  sense o f  ro ta t io n  m ore cooling w a te r  will 
c irc u la te  re la tive  to  ra d ia l d u c t  I ,  and th e  le a d in g  duct I I I  will co n v ey  less 
w a te r  th a n  the  rad ia l d u c t I .  Cooling of ro to r  coils b y  duct I I  will th u s  b e  m ore 
e ffec tiv e  th a n  along d u c t I I I .

A bso lu te  values o f  cen trifu g a l forces a re  o b ta in e d  b y  th e  follow ing calcu­
la t io n . T h e  sum m arized cen trifu g a l force in  d u c ts  I I  A B  and  I I I  A B

P  == G - 4 0 0 n - w - a  :9 ,81 • rit kg /cm 2
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w here G. th e  w eight o f w a te r  colum n of 1 cm 2 base an d  430—260 m m  ra d iu s

- 0 ,01 -1 ,7  - 0,017 kg/cm 2

tv =  th e  velocity  of cooling w a te r flow ing in  th e  d u c t in  m /sec,
a  =  th e  d istance  o f d u c t I I  and  of d u c t I I I  from  m edian  d u c t 1,
rk =  average  of rad ii rx in  m ,
r =  rad ius of th e  cy lindrical surface of th e  ro to r.
In  paralle l-slo t ro to rs  th e  d is tan ce  of ex trem e slo ts is usually  0,55 tim es 

th e  d iam ete r 2r. I n  case of w ater-cooling , therefo re , th e  d istance  of tw o ex trem e  
d u c ts  is abou t 0,6 tim es th e  d iam eter. E . g. if  th e  d iam ete r of th e  w ater-coo led

F ig .  3 . C alcu lation  o f  m ean v a lu e  r^.

para lle l-slo t ro to r  is 0,86 m , r  =  0,43 m  and  a =  0,26 m . L et th e  v e lo c ity  of 
flow  o f w a te r be  : w  =  2 m /sec.

A ccording to  th e  above th e  abso lu te v a lue  o f th e  re su lta n t cen trifu g a l
forces

P  =  (0,017 • 400 ■ 3,14 • 2 • 0,26) : 9,81 • rk =  1,13 : n  kg /cm 2

M ean value rk is calculable from  Fig. 3.
A ccording to  Fig. 3.

(90 —  <*x) =  a rc - te -  -----
' Ь 260

rx =  -
cos

260

a rc - tg -
X

260

5  A cta  Technica X /3—4
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343

О

260

a rc - tg -
260

dx

E x ecu ted  in te g ra tio n  results in

rfc =  344 m m .

A ccordingly, th e  re su lta n t cen trifuga l force

P  =  1,13 : 0,344 =  3,28 kg/cm 2

3,28 atm . is th u s  th e  pressure th a t  fu rth e rs  th e  flow  of w a te r  in  d u c t 
I I  A B  or re ta rd s  i t  in  d u c t I I I  A B ,  re spec tive ly .

E x p erim en ta l check  of the  ca lcu la tio n  w ould have been  superfluous, 
because  w ater-cooling o f paralle l slot an d  o f cross-w ound ro to rs also involves 
co n stru c tio n a l difficulties.

C entrifugal forces genera ted  in fron t A  an d  re a r  В  po rtions o f d u c t I  balance 
each  o th e r :

PI G
9,81 rx

TJ10 000 7t2

9,81
rxd  rx — 92-5  kg /cm 2

T his pressure ac ts  up o n  th e  w elded jo in ts  o f th e  ducts.
W ater-cooled  p h ase-co n v erter ro to rs  h a v e  rad ia l slots in  th e  ducts o f 

w h ich  th e  d is trib u tio n  o f  cooling-w ater is un ifo rm . A ccording to service experi­
ence th e se  ro to rs ru n  a t  1500 r. p. m . sm o o th ly , w ith o u t v ib ra tio n s . To te s t 
w a te r  in ta k e  and  d ischarge , w elding of coo ling-w ater ducts, th e  resistance  of 
w a te r  flow ing a t 3000 r . p . m . an exp erim en ta l unw ound ro to r  w as m ade. The 
effectiveness of w ater-coo ling  was n o t to  be checked a t 3000 r . p . m . nam ely , 
because  i t  h ad  suffic ien tly  been  confirm ed on  ph ase  converters d u rin g  20 y ears’ 
experience.

T ests  were m ade a t  th e  pum p te s t s ta tio n  o f th e  Ganz Car- an d  E ng ineering  
W o rk s. F ig . 4 is th e  d iag ram  of the  te s t  se tu p  ; F ig . 5 shows its  p h o tog raph .

T he te s ts  h av e  p ro v ed  th a t  w ater-coo ling  o f 3000 r. p . m . tu rb o ro to rs  
can  b e  accom plished w ith  th e  sam e sim ple cooling system  and  th e  sam e re liab ility  
o f serv ice  as proved  b y  20 years  experience on 1500 r. p . m . ro to rs.

W ater-cooling  o f  tu rb o ro to rs  has b een  im plem ented  p ra c tic a lly  also.
C. A .  Parsons  [4] b u ilt  a t  th e  beginning o f  1920, 8 tu rb in e -g en era to rs  w ith  
ro to rs  w ater-cooled  th ro u g h  pipes em bedded in  d u c ts  a t th e  b o tto m  o f th e  slots. 
T hese  m achines w ere in  service for years b u t  m ad e  i t  possible to  increase kW  
ra tin g s  b y  10—15%  on ly , because w ater-cooling  in  slot b o tto m  duc ts  w as only
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su p p lem en tary  to  air-cooling  o f th e  cy lindrical ro to r  surface. T h e  a u th o r’s 
system  o f w ater-cooling accord ing  to  Fig. 1 m akes air-cooling su p erflu o u s and, 
as i t  w ill be shown in  th e  n e x t ch ap te r, v e ry  su b s ta n tia lly  increases th e  o u tp u t 
o f  th e  ro to r.

F ig . 4 . D ia g ra m  o f  th e  turborotor w ater-coo ling  te s t  se tu p

F ig .  5. P h o to g ra p h  o f  the  turborotor w ater-coo ling  te s t  se tu p

4. Performance o f  turborotors with air-, hydrogen- and water-cooling

E lectric  engineering  w orks of th e  Soviet U nion are m u ch  experienced 
in  air- an d  hydrogen-cooling o f tu rb ine-genera to rs an d  u su a lly  p u b lish  the ir 
re su lts  in  lite ra tu re  to o . N .  A .  Poliak  [5] pub lished  in  No. 1. 1951 o f E lectri- 
chestvo  a paper co n ta in in g  v aluab le  d a ta  on te m p e ra tu re  rise in  a ir- an d  hydro­
gen-cooled tu rb o ro to rs . T h e  following ta b u la tio n  is based  on th e se  d a ta .

5 *
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T A B L E  I
H eating o f  turborotors with mica slot insulation

Cooling Media Air
Hydrogen

a t 1,035 a tm . abs. pressure

R o to r  d iam . mm. 600 800 1000 600 800 1000

L o a d in g  am p/m m 2 4,1 4 3,72 3 ,24 4,53 4,16 3,8

T e m p e r a tu r e  rise in C° :
49 42 36 41 33 26
19 20 2 1 24 28 32

H e a t  transfer from cylindri-
7 11 17 5 8 и

16 16 16 18 18 18

T e m p e r a tu r e  rise o f  copper . 91 89 90 88 87 87

W ith  w ater-cooled r o to r  an d  air-cooled s ta to r  th e  com bined tem p era tu re  
r ise  o f  te e th , of th e  su rfaces  an d  of the  coo lan t is a t  m ost 10° C, th a t  is, in  
c a se  o f  90° C perm issible te m p e ra tu re  rise c u rre n t lo ad in g  can  be boosted  u n til 
t h e  tem p e ra tu re  of th e  s lo t  in su la tio n  reaches 80° C. A ccordingly  th e  adm is­
s ib le  am pere  loadings c a n  b e  calcu lated  b y  th e  fo rm u la

' Г  9 0 — 10°
te m p e ra tu re  rise o f  slo t i r s u la t io n  

T h e  ca lcu la ted  values are  acc o rd in g  to  d a ta  of T ab le  I  as follows :

T A B L E  II
Permissible loadings o f  turborotor conductors w ith m ica slot insulation

C ooling M edia =  Rotor water-, s ta to r air-cooled

R o to r  d ia m . mm. 600 800 1000

R o to r  lo a d in g  am p/m m 2 5,27 5,10 4,83

F ro m  Tables I —I I  th e  follow ing Table I I I  h as  been  com posed in  w hich 
a m p e re  loadings of th e  a ir-co o led  ro to r of T able I  a re  ta k e n  for 100. L oadings 
o f  hydrogen-cooled  ro to rs  as p e r  Table I  and  o f  w ater-coo led  ro to rs according 
to  T a b le  I I  are referred  to  th is  percentage basis.

T A B L E  III
Performance o f  turborotors with mica slot insulation

Cooling Media A ir
H ydrogen 

a t  1,035 atm . abs.
S tator : A ir 
R otor : W ater

R o to r  d ia m . mm. 6 0 0 800 1000 600 i 800  ! 1000 600 800 ! 1000

R o to r  perform ance % 100 1 0 0 11 100 100 ; 112 ! 118 127 140 150
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A ccording to  T ab le  I I I  hydrogen-cooling a t  1,035 atm . abs. increases 
th e  o u tp u t of th e  air-cooled ro to r o f 1 m  d iam . b y  18% , while air-cooling  o f 
th e  s ta to r  an d  w ater-coo ling  of th e  ro to r  m akes i t  possible to  increase o u tp u t  
b y  50% . F rom  th e  p o in t of view  of ro to r perfo rm ance  Table I I I  u n iv o ca lly  
shows th e  su p erio rity  o f  w ater-cooling over a ir-cooling  or cooling w ith  h y d ro g en  
a t 1,035 a tm . abs. p ressu re . A no ther ad v an tag e  o f  w ater-cooling is t h a t  ro to r  
coils are alm ost o f  un ifo rm  tem p era tu re  all a long  th e ir  lengths ; th e  d ifference  
being h a rd ly  2 —3° C. T he g rea t ad v an tag e  of w ater-cooling  is also th a t  i t  fac ili­
ta te s  th e  design a n d  construction  of long tu rb o -g en era to rs . A cco rd ing  to  
T ab le  I I I ,  w ater-cooling  m akes itse lf  p a id  a t  a ro to r diam . o f 600 m m  
already .

In  th e  co m p ara tiv e  Tables I —I I  th e  cooling effect of hydrogen  h as  b een  
ca lcu la ted  a t 1,035 a tm . abs. pressure, b u t  th e  increase of o u tp u t of 10— 18%  
as p e r T able I I I  is boosted  very  m uch b y  in creasin g  th e  pressure of h y d ro g en . 
W ith  abso lu te  p ressu re  increases nam ely  th e  sp . gr. in  d irect ra tio , w ith  th e  
0 ,75 th  pow er of p ressu re  increases th e  surface h e a t tran sfe r ra te , an d  b y  th e  
increase o f th e  p ressu re  a la rger am oun t of co o lan t can  thu s be passed  th ro u g h  
th e  a ir  gap and  th ro u g h  narrow  v en t ducts  m illed  in  th e  ro to r body. E. W iedem ann  
[6 ] investiga tes num erica lly  th e  effect o f hydrogen-cooling on ro to r  p e rfo r­
m ance a t  e leva ted  pressures.

In  Tables I —I I I  ra tin g s of air-cooled an d  atm ospheric  pressure h y d ro g en - 
cooled ro to rs h av e  been  calcu lated , supposing m ica  slo t insulation . W ie d e m a n n ’s 
calcu lations are  b ased  on slot in su la tion  o f g lass-base m ateria l, th e  h e a t  con­
d u c tiv ity  o f w hich is 2-fold of th a t  o f m ica s lo t insu la tion . In  co m p arin g  th e  
effectiveness of increased-pressure hydrogen-cooling , w ater-cooling o f  th e  ro to r  
is also to  be co m p u ted  on th e  basis of g lass-base slo t insu lation  of h ig h e r h e a t  
conduc tiv ity .

A ccording to  W iedem ann , in larger tu rb in e -g en era to rs  w ith  on ly  su rface  
air-cooling, in  case o f 90° C tem p era tu re  rise  ad m itted , th e  ca lcu la ted  a n d  
experim en ta lly  p ro v ed  h e a t drop betw een co p p er an d  steel is 22° C w ith  slo t 
in su la tio n  of glass-base m ateria l. B ased upon th is  h e a t drop th e  a b o v e -q u o ted  
p a p e r com putes in  d e ta il tu rb o ro to r  ra tin g s w ith  p la in  surface cooling a n d  as 
an  a lte rn a tiv e  fo r th e  case if  th e  ro to r conduc to rs a re  cooled d irectly  b y  p ass in g  
hydrogen  of 1,035, 2 an d  3 a tm . abs. p ressure th ro u g h  in te rn a l d u c ts  in  hollow 
conductors.

T he h ea t d ro p  necessary  for th e  tra n s fe r  o f h ea t tra n sm itte d  th ro u g h  
th e  in su la tion  to  th e  surface of th e  te e th , th ro u g h  th e  te e th  and  from  th e  su rface  
o f th e  la t te r  to  th e  cooling w ater, including th e  tem p era tu re  rise o f th e  w a te r , 
am o u n ts  to  ab o u t 10° C against a h ea t d rop  o f  90 —22 =  68° C n ecessa ry  fo r 
air-cooling. A ccordingly , w ith  w ater-cooling conducto rs can  be lo ad ed  w ith

a current 80
22

=  1 ,9-tim es th e  am perage perm issib le  w ith surface a ir-coo ling .
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T able I Y finally  lis ts  ro to r ra tings fo r  a ir , increased-pressure hydrogen- 
a n d  w ater-cooling. I n  th is  ta b u la tio n  th e  p e rfo rm an ce  of th e  ro to r  w ith  surface 
air-coo ling  is ta k e n  fo r 100.

TABLE IV
Output ratios o f  turborotors with slot insu lation  o f  glass-base m aterial

Cooling Media Air
H ydrogen

Stator : air

1,035 a ta 3 a ta
R otor: w ater coo,ed

M ode o f  cooling :
a )  Cylindrical surface is 

c o o le d ...................................... 100 i n 127,5
b)  Cooling through internal 

ducts in hollow conductors — 109 180 190

T ab le  IV  shows th e  surprising  re su lt  t h a t  water-cooling o f tu rb o ro to rs  
is m o re  effective an d  prom ises higher pow er o u tp u t  even com pared to  in te rn a l 
hydrogen-coo ling  th ro u g h  d u c ts  in  hollow c o n d u c to rs  a t 3 a tm . abs. gas pressure.

P rev ious research  on th e  efficiency o f  w ater-cooling  has supposed  th a t  
th e  w ater-cooled  ro to r  ro ta te s  in  an  air-cooled  s ta to r . However, i f  th e  w ater- 
coo led  ro to r  is ro ta te d  in  a s ta to r cooled w ith  hydrogen  a t  1,035 a tm . abs. 
p re ssu re , its  o u tp u t is fu r th e r  raised in  case o f  m ica slot in su la tion  b y  abou t 
2 0 % , in  case of slot in su la tio n  of glass-base m a te r ia l b y  abou t 35% . I n  conse­
q u en ce  of th is perfo rm ance increase, th e  m a x im u m  p ractica l ra tin g  o f  tu rb o ­
g e n e ra to rs  is no m ore lim ited  b y  th e  ro to r b u t  b y  th e  s ta to r, because o f steep ly  
r is in g  add itional losses.

REFER EN C ES

1. E lectrichestvo, 1940, N o. 10.
2. T ransactions of the A . I. E . E . 19S0, Volume 69.
3. G esichtspunkte für die W ahl der technischen D a ten  von  Turbogeneratoren. E lektrizitaets-

w irtschaft, 1951 April.
4 . H ig h  Speed Alternators. Institution  of Electrical Engineers Journal. Volume 61, April,

1923.
5. H eatin g  and Electrical Characteristics o f H ydrogen cooled Turbine-Generators. E lectrichestvo,

N o . 1, 1951.
6. W asserstoffkühlung für Turbogeneratoren. Brown B overi M itteilungen No. II. III. 1954.

SUMMARY

R atings of 2-pole generators can be boosted either b y  increasing dimensions or b y  im prov­
ing th e  effectiveness o f cooling. M echanical stresses set an extrem e lim it to increasing dim ensions. 
H o w ev er , the increase of the diam eter of air-cooled rotors is sooner lim ited by w indage losses 
in  th e  air gap ; in the case o f the substantially m ore effective  hydrogen-cooling, the increase 
o f  rotor length is im peded by excessive temperature rise o f  hydrogen flowing ax ia lly . Owing 
to  it s  h igh heat transfer capacity  and conductivity w ater is particularly suitable for cooling 
turborotors. Hydrogen-cooling at atmospheric pressure boosts the ratings o f the air-cooled  
rotor  b y  10— 20% ; against th is, stator air-cooling and rotor water-cooling increase ratings by  
25— 50% . W ater cooling o f rotors rotating in air-cooled stators promises higher performance 
ev en  against direct hydrogen-cooling of hollow conductors w ith  gas at 3 ata pressure. W ater- 
co o lin g  o f  the rotor com bined w ith  hydrogen-cooling o f  the stator at atmospheric pressure boosts 
ro to r  performance by 20— 35%  above that o f  direct cooling the conductors w ith 3 ata hydrogen.
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ТУРБОРОТОРЫ С ВОДЯНЫМ ОХЛАЖДЕНИЕМ 

д-р техн. наук, м. з е й д н е р  
Р е з ю м е

Мощность двухполюсных трубороторов можно повысить, с одной стороны, увели­
чением габаритных размеров ротора, а с другой, значительным улучшением охлаждения. 
Предел увеличения габаритных размеров определяется механическими нагрузками. В 
случае применения воздушного охлаждения увеличение диаметра ротора ограничивается 
потерями от трения в воздушном зазоре ; в случае же более эффективного водородного 
охлаждения увеличение длины ротора припятствуется перегревом водорода, движущегося 
в осевом направлении.

Вода — вследствие характерных для нее высоких значений теплоемкости и тепло­
проводности — является очень подходящим материалом для охлаждения турбороторов. 
Водород при атмосферном давлении повышает мощность в сравнении с воздушным ох­
лаждением на 10 20% ; при этом при охлаждении статора воздухом, а ротора водой 
мощность ротора увеличивается примерно на 25 -50% . Охлаждение водой турборотора, 
установленного в статор воздушного охлаждения, обещает дать большую мощность и в том 
случае, если ротор с водородным охлаждением будет иметь обмотку из полых проводников, 
и проводники будут охлаждаться непосредственно водородом давлением 3,5 атм. Комби­
нируя статор водородного охлаждения (атмосферного давления) с ротором водяного 
охлаждения, возможно дальнейшее увеличение мощности на 20 35% по отношению к 
мощности ротора водородного охлаждения с давлением 3 атм.

TURBO-ROTORS REFR O ID IS PA R  L ’EAU

M. S E ID N E R ,

D octeur des Se. Techniques

RÉSUM É

La puissance de turbo-rotors à  deux pôles peut être augmentée d’une part par l ’accroisse­
m ent des dimensions, d’autre part, par l ’amélioration de l’effet du refroidissement. La fatigue  
m écanique du rotor im pose une lim ite aux dimensions. Cependant, en cas de refroidissem ent par 
l’air l’augm entation du diamètre du rotor est déjà lim itée par la perte par frottem ent dans 
l’entrefer ; en cas de l’emploi —  d’ailleurs beaucoup plus efficace —  de l’hydrogène comme 
réfrigérant, la surchauffe de l ’hydrogène coulant dans une direction axiale, m et un  term e à 
l ’agrandissem ent de la longeur du rotor.

L ’eau par sa grande capacité de réception et de transmission de chaleur se prête bien  
à  l’utilisation comme réfrigérant de turbo-rotors. L ’hydrogène à  la pression atm osphérique 
augm ente l ’effet du refroidissem ent de 10 à  20% par rapport à  l ’air, tandis que la  puissance du 
rotor s’accroît de 25 à 50% par refroidissement à  l’air du stator et par refroidissem ent à  l ’eau 
du rotor. Le refroidissement par l ’eau du rotor tournant dans un stator refroidi par l ’air 
prom et une plus grande puissance même comparé au rotor muni de conducteurs creux refroidis 
directem ent par hydrogène de 3,0 ata. Le refroidissem ent par l ’eau du rotor com biné avec le 
refroidissem ent du stator par l’hydrogène à  la pression atmosphérique permet une augm entation  
supplém entaire de l ’ordre de 20 à  35% de la puissance du rotor au delà de la puissance du rotor 
refroidi par l’hydrogène de 3 ata.

W ASSER G EK ÜH LTE TURBOROTO REN

M. S E ID N E R

D octor der Technischen W issenschaften

ZUSAM MENFASSUNG

Die Leistung zweipoliger Turborotoren kann m an einerseits durch Vergrösserung der 
Abm essungen, andererseits durch Verbesserung der W irksam keit der K ühlung steigern. D ie  
äusserste Grenze der Vergrösserung der Abm essungen bildet die mechanische Beanspruchung. 
B ei der Luftkühlung setzt jedoch der im L uftspalt auftretende Reibungsverlust der Vergrösserung 
des Rotordurchmessers schon früher eine Grenze ; bei der viel wirksameren W asersstoffkühlung
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hingegen wird die Vergrösserung der Rotorlänge durch die Überhitzung des in achsialer R ichtung  
ström enden W asserstoffs gehem m t.

D as W asser ist infolge seines grossen W ärm eübertragungs- und -förderungsvermögens 
zur K ühlung von Turborotoren sehr geeignet. W asserstoff v o n  atmosphärischem Druck steigert 
die Luftkühlungsleistung um  etw a 10— 20% ; dem gegenüber steigt die R otorleistung bei 
K ühlung des Stators m it L u ft und Kühlung des R otors m it W asser um etwa 25— 50% .

D ie W asserkühlung eines in  einem luftgekühlten Stator montierten Turborotors ver­
spricht selbst dann eine grössere Leistung, wenn m an den m it W asserstoff gekühlten Rotor m it 
H ohlleitern versieht und die L eiter unmittelbar m it W asserstoff von 3,0 A ta kühlt. D ie  K om bina­
tion  m it einem  Stator, der m it W asserstoff unter atm osphärischem  Druck gekühlt wird, ermög­
licht eine noch weitere, etw a 20— 35%ige Steigerung der R otorleistung gegenüber einem  R otor, 
der m it W asserstoff von  3 A ta gekühlt wird.
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1. Introduction

T he concep ts in  th e  lite ra tu re  on th e  d e te rm in a tio n  of th e  effic iency  o f 
hyd rau lic  pum p s an d  m o to rs, especially gear dev ices, seem insufficiently  p rec ise . 
E. Johann is  [1 ] solely dw ells upon to ta l  over-all efficiency, while, I .  S .  Za ichenko  
[2 ] and  W . E rnst  [3 ] s im ply  speak of v o lu m etric  an d  m echanical e ffic ien cy  an d  
are in a c c u ra te  in  th e ir  in te rp re ta tio n s . Dr. H .  K ru g  [4] distinguishes n o -lo ad  
flow losses, m echan ical fric tio n  losses, slip losses (Schlupfverluste), and  c o rre sp o n d ­
ing efficiencies. H e div ides slip losses in to  leak ag e  losses and filling losses, b u t  
fails to  in v es tig a te  th e  in terconnection  and  cou rse  o f th e  different efficiencies 
publish ing  on ly  a few p rac tica l d a ta  concerning over-all efficiency.

V. IE  Prokofie jf  [5 ] divides over-all efficiency in to  volum etric a n d  m e c h a ­
nical efficiencies. O f th e  th ree  i t  is only th e  firs t w h ich  he m easures d e te rm in in g  
th e  v o lu m etric  efficiency geom etrically  or ex p e rim en ta lly  and the  m e c h a n ic a l 
efficiency is ca lcu la ted  from  th e  over-all efficiency.

To b e  able to  de term ine  m ore a c c u ra te ly  th e  losses and co rre sp o n d in g  
efficiencies, th e  follow ing experim ents w ere  conducted  on « T riro to r» - ty p e  
h igh-pressure, ba lanced  h y drau lic  gear pu m p  a n d  m oto r (F ig . 1).

H y d rau lic  pressu re  balancing  is th e  fu n d a m e n ta l p rerequ isite  o f  u sing  
high p ressu re  pum ps in  hyd rau lic  drives. T h e  o b je c t o f balancing is to  c o u n te ra c t  
th e  re su lta n t o f th e  p ressures acting  on th e  p e r ip h e ry  of the  gears b y  a n  a d e q u a te  
opposing h y d rau lic  pressu re. — In  first a p p ro x im a tio n  — th e  acting a n d  opposing  
pressure can  be considered as increasing lin e a r ly  from  the  suction  c h a n n e l to  
th e  d ischarge channel, an d  th e  un b a lan ced  p ressu re  bends th e  g e a r  sh a fts  
and  loads th e  bearings. L a te ly  tw o or th ree  gears  m ating  w ith th e  c e n tra l  gear 
are em ployed  fo r th is  purpose, b y  w hich p ro v is io n  no unbalanced p re ssu re  ac ts  
on th e  m a in  sh a ft w hich conveys th e  to rq u e  to  th e  pum p (or from  th e  m o to r, 
respectively).

H ow ever, in  app ly in g  th is  m ethod  i t  is n ecessary  to  have th e  m a tin g  gears 
balanced . T h is tr ip le  gear a rrangem en t w as f irs t in troduced  by  A .  Vro lix  [6 ]. 
The gear p u m p  and  m o to r nam ed « T riro to r» , designed and  c o n s tru c te d  in  th e
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M in in g  R esearch In s t i tu te  u n d e r  the  a u th o r’s g u id an ce  (  Fig. 1 )  an d  u se d  in  th e  
e x p e r im e n ts  under rev iew , b ea rs  some resem b lan ce  to  th e  Vrolix device.

2. Description o f experimental equipm ent and of measurements

T h e  hardened  an d  g ro u n d  gears of th e  h y d ra u lic  pum p (respectively  m otor) 
« T r iro to r»  (F ig .  2 )  ru n  in side  a casing of m o d ified  grey casting  (m eehanite).. 
T h e  s id e  p la tes are o f g ro u n d  unalloyed h ig h  c a rb o n  steel: A —70— 11, a B —  70 
k g /m m 2.

Fig. 1

C lea ran ces  b o th  a t  th e  g ear sides and to p  la n d s  a re  0,02 mm. E x p e rim en ts  w ere 
c o n d u c te d  w ith  sm aller clearance, b u t th e  o u tco m e  was th a t  th e  g ea rs  got 
re p e a te d ly  seized w ith  th e  side p lates after 1 to  40  hou rs  of running. W ith  clear­
a n c e s  o f  0,02 m m  on e ith e r  side continuous o p e ra tio n  could be m a in ta in e d . T he 
m a in  g e a r  is m o u n ted  on  a sh a ft running  on  deep-grooved  ball bearings, w hile 
th e  m a tin g  gears are ru n n in g  on floating  b ro n z e  bearing bushes. T h ese  are 
m o u n te d  on h a rd en ed  a n d  g round jou rn a ls  a n d  a re  lubricated  th ro u g h  bores 
a n d  grooves.

M easurem ents w ere  ca rr ied  out by  th e  D e p a r tm e n t of H ydrau lic  M ach in ery  
o f  t h e  T echnical U n iv e rs ity  o f B udapest [7 ] . F ig . 3 shows th e  ex p e rim en ta l 
e q u ip m e n t set up . T h e  h y d ra u lic  pum p w as d r iv e n  b y  a D. C. m o to r o f  know n 
c h a ra c te r is tic s . The speed  cou ld  be changed b y  re g u la tin g  the W ard -L eo n ard  ty p e  
fe e d in g  genera to r. T he h igh-pressure oil d isch a rg e  o f the  pum p o p e ra te d  th e  
h y d ra u lic  m otor, id en tica l in  size w ith th e  p u m p . T he am ount of th e  c ircu ­
la t in g  f lu id  was m easu red  b y  determ ining w e ig h t an d  tim e, while th e  o u tp u t 
o f  th e  hyd rau lic  m o to r w as m easured by  c o u p lin g  o f  a D. C. dynam o o f know n  
c h a ra c te r is tic s . T ested  B o u rd o n -ty p e  and m e rc u ry  U -tu b e  m anom eters w ere  used



Fig. 2
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to  m e a su re  pressures. T he p ip in g  betw een pum p a n d  m oto r was so sh o rt, th a t  n o  
p re s su re  loss could be m easu red . Speed w as m easu red  by  m eans of a te s te d  
ta c h o m e te r . The resid t o f  th e  m easurem ents, ta k e n  w ith  a high grade o f p rec i­
sion , a re  displayed in  T ab les  I  and  I I .  T he d iscrepancies betw een o u tp u t  and  
effic iency  d a ta  tak en  befo re  a n d  a fte r th e  e n d u ra n c e  te s t o f 480 hours lie well 
w ith in  th e  lim its of m e a su re m e n t errors. In  som e in stan ces efficiency p ro v ed  to  
be h ig h e r  a fte r  the  en d u ran ce  te s t  th a n  before i t .  O n  th e  basis of th e  resu lts  o f th e  
e x p e r im e n ts  the  range o f  ap p licab ility  can be  d e te rm in ed  b o th  for th e  p u m p  
a n d  th e  m o to r ( Figs. 4 , 5 , 6 ) .

Рг-Рз

I n  possession of d e ta iled  d a ta  we m ay now  p ro ceed  to  th e  d e te rm in a tio n  
o f th e  p u m p  and m oto r efficiency and  th e  over-a ll efficiency of th e  agg regate . 
F ro m  th e  series of m easu rem en ts  (Tables I  a n d  I I )  th e  efficiencies rjp rjm 
an d  tj agg c an  he de term ined  as functions of p ressu re  a n d  speed. Figs.  7, 8  an d  9 
d isp la y  th e  curves rep re sen tin g  th e  over-all efficiency of th e  pum p, m o to r an d  
ag g re g a te .

3. Detailed examination o f efficiencies

Figs.  7, 8 and 9 on ly  show  over-all efficiencies. T hey in d ica te  n e ith e r  
th e  p o s it io n  nor n a tu re  o f th e  losses, and fail to  g ive  in fo rm ation  in  w hich  p a r t  
how  m u c h  loss occurs. F o r th is  reason it  is n ecessa ry  to  analyse th e  over-all 
efficiencies and  subject th e m  to  a detailed ex am in a tio n . As a first step , w e m u s t



TABLE I

1 k 2 3 4 5 6 7 3 9 10 11 12 13 14 15

No. t 0

Pressure 1 Power Speed Efficiency Note

P* =  Pi
i p<

' Pj P< =  
= P «— Pi

1

inpu t, Nj hydraulic
:

o u tp u t^ ,

nP

m otor
n_,m

p jm p
”s

m otor
»»IF*

aggre­
gate
v agR

°C
litres 

per min.
kg/cin'- H P min—1

l 51,— 45,22 0 0,18 0 0,420 — — 398 350 — — —

2 50,— 40,41 14,75 0,18 14,57 1,589 1,31 1,135 401 292 0,811 0,865 0,701

3 50,— 38,36 20,75 0,18 20,57 2,356 1,753 1,436 401 250 0,737 0,819 0,603

4 48,5 33,88 3 4 , - 0,17 33,83 3,786 2,573 1,593 405 182 0,677 0,619 0,419

5 49,5 32,69 38,— 0,17 37,83 4,305 2,761 1,198 398 121 0,636 0,434 0,276

6 49,— 25,47 45,5 0,16 45,34 1,774 2,565 0,745 396 43 1,445 0,291 — erroneous measurement

7 49 — 69,83 4,25 0,21 4,04 1,037 0,627 0,730 601 539 0,598 1,164 — « «

8 49,— 69,35 4,25 0,21 4,04 0,975 0,663 — 597 540 0,634 — — « «

9 49,— 65,93 13,25 0,20 13,05 2,432 1,912 1,77 601 492 0,782 0,925 0,723

10 48,— 62,88 22,25 0,20 22,05 3,824 3,08 2,559 600 440 0,802 0,831 0,666
11 48,— 58,23 32,50 0,195 32,30 5,393 4,17 3,25 600 380 0,773 0,779 0,602

12 47,5 54,05 41,50 0,19 41,31 6,972 4,96 3;55 603 324 0,710 0,716 0,508

13 48,— 48,92 51,— 0,18 50,82 8,444 5,53 3,372 602 251 0,647 0,610 0,394

14 48,5 42,92 61,— 0,18 60,82 10,300 5,81 2,611 605 157 0,563 0,449 0,253

15 51,5 38,86 64,75 0,175 64,59 11,875 5,58 1,617 599 100 0,470 0,289 0,136

16 52,— 93,10 6,75 0,25 6,50 1,880 1,344 — 800 729 0,718 — —
17 50,5 89,75 12,50 0,245 12,25 3,130 2,441 1,946 800 692 0,777 0,797 0,619

18 50,—■ 86,98 22,50 0,235 22,26 5,359 4,58 3,779 803 632 0,803 0,825 0,662

19 49,— 81,26 33,25 0,22 33,03 8,296 5,97 4,698 800 561 0,721 0,787 0,568
20 49,— 76,47 41,50 0,215 41,28 9,362 7,03 5,449 798 501 0,748 0,774 0,579

21 48,— 71,30 52,75 0,19 52,56 11,832 8,327 5,737 801 415 0,702 0,689 0,483

22 50,— 65,89 6 3 , - 0,19 62,81 14,089 9,19 5,495 801 328 0,651 0,598 0,390

23 51,— 61,47 69,75 0,16 69,59 15,482 9,51 4,726 800 253 0,612 0,497 0,304

24 55,— 52,52 80,15 0,15 80,— 17,806 9,34 2,604 800 128 0,522 0,279 0,145

25 55,— 104,49 7,25 0,26 699,— 2,307 1,621 — 899 819 0,706 — —
26 53,— 101,58 12,50 0,26 12,24 3,572 2,76 2,122 900 784 0,777 0,769 0,598
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1
j

No. I

27  j
28

29
30

31
32

33
34

35
36
37

38

39

40

41
42
43
44
45

46

47

48

49

50

51
52
53

T A B L E  I /a

4 5 6 ! 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Pressure Power Speed Efficiency Note

Pa *= P4 p.
Pa-P4 =
“  P« P4 input, N.

hydraulic.
N H

output, Ng pump motor pum p motor
nm

aggregate
nW

kg/cm2 HP min-

2 3 ,7 5 0 ,2 5 2 3 ,5 0 6 ,4 7 3 2 ,9 9 4 ,1 4 3 902 70 0 0 ,4 6 1 1 ,385 0 ,6 3 8 I e rro n e o u s  m e a su re m e n t

3 3 ,2 5 0 ,2 3 3 3 ,0 2 8 ,6 2 9 6 ,8 2 5 ,3 4 6 90 0 6 3 9 0 ,7 8 2 0 ,7 8 4 0 ,6 1 3

4 1 ,5 0 ,2 2 4 1 ,2 8 1 0 ,6 9 3 8 ,0 8 6 ,2 2 2 9 00 573 0 ,7 5 4 0 ,7 6 9 0 ,5 7 9

5 2 ,— 0 ,21 5 1 ,7 9 1 3 ,1 5 6 9 ,4 2 6 ,6 9 9 902 4 9 4 0 ,7 1 2 0 ,711 0 ,5 0 6

6 3 ,5 0 0 ,1 9 5 6 3 ,3 0 1 6 ,0 3 9 1 0 ,5 0 6 ,5 8 2 902 38 9 0 ,6 5 2 0 ,6 2 7 0 ,4 0 8

7 3 ,5 0 0 ,1 8 7 3 ,3 2 1 8 ,2 7 5 1 1 ,3 6 5 ,7 0 7 903 297 0 ,6 2 0 0 ,5 0 5 0 ,3 1 3

8 0 ,1 5 0 ,1 6 5 7 9 ,9 8 1 9 ,9 3 8 1 1 ,5 8 8 4 ,5 3 4 903 2 17 0 ,5 7 9 0 ,3 9 2 0 ,2 7 7
8 7 ,8 5 0 ,1 6 8 7 ,6 9 2 1 ,8 0 3 11 ,95 3 ,1 7 6 90 6 144 0 ,5 4 8 0 ,2 6 4 0 ,1 4 5

3 4 ,6 0 0 ,2 3 5 3 4 ,3 6 2 3 ,7 5 5 8 ,6 2 5 ,3 5 0 900 637 0 ,3 6 3 0 ,6 2 1 0 ,2 2 5

8 ,25 0 ,2 4 8,01 2 ,7 9 6 2 ,01 — 9 68 879 0 ,7 1 7 — —
2 2 ,2 5 0 ,2 7 2 1 ,9 8 6 ,3 2 6 5 ,32 3 ,9 8 7 960 798 0 ,8 3 5 0 ,7 4 7 0 ,6 2 4

3 1 ,7 5 0 ,2 7 3 1 ,4 8 8 ,7 7 3 7 ,2 5 5 ,5 8 4 95 9 748 0 ,8 2 5 0 ,771 0 ,6 3 6

4 2 ,7 5 0 ,2 7 4 2 ,4 8 1 1 ,6 6 7 9 ,4 4 7 ,261 95 9 67 8 0 ,8 1 0 0 ,7 6 9 0 ,6 2 2

5 0 ,5 0 0 ,2 5 5 0 ,2 5 13 ,755 1 0 ,9 0 6 9 ,1 8 9 96 0 641 0 ,7 2 0 0 ,7 4 8 0 ,5 9 7
6 0 ,2 5 0 ,2 4 60 ,01 1 6 ,3 3 0 1 2 ,2 4 7 9 ,061 96 0 581 0 ,7 5 0 0 ,7 4 0 0 ,5 6 0
7 3 ,5 0 0 ,2 0 7 3 ,3 0 1 9 ,9 3 6 1 3 ,7 7 7 9 ,2 5 7 962 472 0 ,6 8 7 0 ,6 7 2 0 ,4 6 2
81 ,15 0 ,1 9 8 0 ,9 6 2 1 ,7 8 4 14 ,22 8 ,4 4 9 961 392 0 ,6 5 0 0 ,5 9 4 0 ,3 8 6
9 0 ,3 5 0 ,1 8 9 0 ,1 7 2 4 ,1 9 8 1 4 ,5 9 6 ,8 1 7 96 0 2 94 0 ,6 0 3 0 ,4 6 7 0 ,2 8 2

11 ,75 0 ,3 6 11 ,39 4 ,7 9 4 3 ,4 7 8 1 ,5 7 0 1200 1099 0 ,7 3 7 0 ,4 5 2 0 ,3 3 3

2 1 ,7 5 0 ,35 2 1 ,4 0 8 ,2 1 8 6 ,43 4 ,5 1 2 1190 1020 0 ,7 8 5 0 ,7 0 2 0 ,551

3 3 ,2 5 0 ,3 3 3 2 ,9 2 1 1 ,762 9 ,5 7 6 ,9 1 5 12 0 0 967 0 ,8 2 2 0 ,7 2 2 0 ,5 9 3

4 2 , - 0 ,3 2 4 1 ,6 8 1 4 ,5 8 7 11 ,95 8 ,8 6 0 1197 920 0 ,8 2 4 0 ,7 4 3 0 ,6 1 2

5 4 , - 0 ,3 0 5 3 ,7 0 1 8 ,9 3 8 1 4 ,4 5 1 0 ,9 4 2 1200 814 0 ,7 6 5 0 ,7 5 7 0 ,5 8 0

6 0 ,2 5 0 ,2 9 5 9 ,9 6 2 0 ,8 0 6 15,41 1 1 ,5 7 9 1195 752 0 ,7 2 1 0 ,751 0 ,541

6 8 ,7 5 0 ,2 8 6 8 ,4 7 2 3 ,4 2 0 1 7 ,2 4 1 1 ,9 8 1200 677 0 ,7 3 3 0 ,6 9 4 0 ,5 0 8

8 3 ,5 0 0 ,2 5 8 3 ,2 5 2 6 ,0 5 0 1 9 ,6 6 11 ,65 1200 532 0 ,7 5 3 0 ,5 9 4 0 ,4 4 7

9 1 , - 0 ,2 3 9 0 ,7 7 2 1 ,3 0 0 1 9 ,2 7 9 ,9 4 2 1200 41 3 0 ,6 1 9 0 ,5 1 6 0 ,3 1 8
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T A B L E  II

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Pressure Power Speed Efficiency Note

No. t Q
Pi =  Pi Pi P*— P« = 

-  Ps-P* input, N, hydraulic, output, N2 pump
■V

motor pump
4S

motor
4m

aggregate
’’“Zl

eC litres 
per min. kg/cm2 HP min—1

1
2 48 ,— 32,44 2,25 0,15 2,10 0,121 0,152 0,243 280 260

—
i ,6

—
e rro n e o u s  m e a su re m e n t

3 4 6 , - 27,51 12,50 0,14 12,36 0,885 0,750 0,680 274 190 0,845 0,909 0,768 « «
4 45,— 23,32 22,75 0,14 22,61 0,725 1,179 0,829 280 169 0,674 0 ,709 0,478
5 45, 19,56 33,— 0,14 32,86 2,53 1,433 0,552 285 68 0,561 0,386 0,216

6 44,5 18,33 35,50 0,14 35,36 2,73 1,440 0,432 285 50 0 ,525 0,300 0,157

7 44,— 46,83 2,50 0,16 2,34 0,435 0,243 0,419 399 369 0 ,5 3 4 1,720 0,918 « «

8 4 4 , - 41,84 12,50 0,16 12,34 1,41 1,146 1,060 388 306 0 ,805 0,925 0,745 « «
9 44 ,— 37,87 22,50 0,15 22,35 2,54 1,880 1,516 393 249 0 ,736 0 ,805 0,591

10 44 ,— 33,09 33,75 0,14 33,65 3,64 2,470 1,905 390 178 0 ,678 0,772 0,523

11 44 ,— 29,19 42,50 0,14 42,36 4,70 2,745 1,310 400 120 ! 0,581 0,460 0,267

12 4 5 , - 25,92 48,65 0,14 48,51 5,68 2,800 0,798 402 68 0 ,493 0,285 0,141

13 45 ,— 72,02 5,— 0,19 4,81 1,08 0,770 0,757 611 568 0,704 0,982 0,691 « «
14 45 ,— 67,99 13,25 0,19 13,06 2,37 1,973 1,730 614 518 0 ,828 0 ,876 0,724

15 44,5 63,39 22,— 0,18 21,82 3,87 3,079 2,660 603 457 0 ,794 0,865 0,686

16 44,— 56,06 32,25 0,17 32,08 5,52 4 ,— 3,360 608 401 0,725 0,839 0,608

17 44,— 54,15 41,75 0,17 41,58 6,97 5,— 3,550 597 323 0,716 0,710 0,508

18 44,— 50,25 53,— 0,16 52,84 8,74 5,910 3,580 610 261 0,679 0,605 0,411

19 44 ,— 44,64 61,50 0,16 61,34 10,60 6,100 2,720 603 169 0,571 0,445 0,256

20 45 ,— 40,22 69,25 0,15 69,10 11,80 6,200 1,726 609 97 0,522 0,278 0,145

21 46,— 91,70 6,75 0,23 6,52 1,87 1,328 1,136 795 730 0,715 0,855 0,611

22 4 6 , - 87,93 13,25 0,22 13,03 3,16 2,550 2,120 780 674 0,808 0,830 0,671

23 45,5 85,65 22,— 0,21 21,79 5,22 4,150 3,500 792 632 0,795 0,841 0,669

24 45,5 83,12 32,50 0,20 32,30 7,54 5,975 4,760 807 578 0,792 0,795 0,630

25 4 6 , - 77,12 42,— 0,20 41,80 9,46 7,150 5,780 799 509 0,758
1

0,860 0,611
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TABLE II/a

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 14 15

! 1 Pressure Power Speed Efficiency Note

No. 1 , Q
P*=Pb

1

1 *

Pi Pi =
=* P*—Pi inpu t, N j

hydraulic,
N H

output, N2
pum p

n P

! motor
n m

pump m otor
''m

aggregate

r/“gg

°C
l i ’res 

pe r min. kg/cm- H P m in—1

26 4 7 ,— 72 ,71 5 1 ,— 0 ,1 7 5 0 ,8 3 n ,i 6 8 ,2 2 5 5 ,7 1 0 7 9 4 44 3 0 ,7 3 7 0 ,6 9 4 0 ,5 1 1

27 4 8 ,— 6 5 ,6 3 6 2 ,2 5 0 ,1 7 6 2 ,0 8 13 ,85 9 ,0 2 5 5 ,3 0 0 802 328 0 ,6 5 2 0 ,5 8 7 0 ,3 8 3

28 4 8 ,— 5 9 ,1 2 7 1 ,7 5 0 ,1 6 8 7 1 ,5 8 11 ,83 9 ,4 0 0 4 ,2 1 0 8 0 0 229 0 ,5 9 3 0 ,4 4 8 0 ,2 6 6

29 4 9 , - 5 3 ,9 3 8 0 ,5 0 0 ,1 5 5 8 0 ,3 4 1 8 , - 9 ,6 5 0 2 ,8 0 0 811 135 0 ,5 3 4 0 ,2 9 0 0 ,1 5 5

30 5 0 ,— 5 1 ,7 6 7 9 ,5 0 0 ,1 5 5 7 9 ,3 4 17 ,65 9 ,1 0 0 2 ,3 3 0 800 114 0 ,5 1 8 0 ,2 5 6 0 ,1 3 3

31 5 0 ,— 1 0 2 ,8 3 7 ,25 0 ,25 7 ,— 2 ,2 5 1 ,592 1 ,3 5 2 902 828 0 ,7 3 8 0 ,8 4 9 0 ,6 7 2

32 — — — — — — — — 90 4 8 34 — — —

33 4 2 ,— 1 0 0 ,8 2 7 ,75 0 ,2 5 7 ,5 0 2 ,5 6 1 ,6 8 2 1 ,370 901 8 34 0 ,6 6 0 0 ,8 1 0 0 ,6 3 3
34 4 3 ,— 1 0 1 ,1 4 1 3 ,2 5 0 ,25 1 3 ,— 3 ,7 5 2 ,9 3 0 2 ,3 3 6 899 7 98 0 ,7 8 2 0 ,7 9 6 0 ,6 1 0

35 4 4 ,— 9 8 ,7 9 2 2 ,— 0 ,2 4 2 1 ,7 6 6 ,0 4 4 ,7 9 0 3 ,9 8 0 899 743 0 ,7 9 5 0 ,8 3 0 0 ,6 6 2

36 4 4 ,— — 3 2 ,7 5 0 ,2 2 5 3 2 ,5 3 8 ,51 — 5 ,5 7 0 900 686 — — —
37 4 4 ,— 9 1 ,6 1 4 1 ,5 0 0 ,2 2 4 1 ,2 8 1 0 ,7 0 8 ,4 2 0 6 ,6 9 0 898 632 0 ,7 8 7 0 ,7 9 5 0 ,6 2 6

38 4 4 ,— 8 6 ,6 2 5 3 ,— 0 ,2 0 5 5 2 ,8 0 1 3 ,3 3 1 0 ,2 0 0 7 ,7 7 0 898 5 50 0 ,7 6 6 0 ,7 5 6 0 ,6 7 9

39 4 4 ,— 8 1 ,4 9 6 2 ,4 0 0 ,1 9 5 62 ,21 1 5 ,6 2 1 1 ,2 8 0 7 ,5 8 0 895 4 70 0 ,7 1 9 0 ,6 7 5 0 ,4 8 5

40 4 5 , - 7 6 ,6 0 7 2 ,— 0 ,1 8 7 71 ,85 1 7 ,9 0 1 2 ,1 8 0 7 ,3 1 0 90 0 389 0 ,6 7 8 0 ,6 0 1 0 ,4 0 8

41 4 7 ,— 6 9 ,8 3 7 9 ,— 0 ,1 7 7 8 ,8 3 1 9 ,9 0 1 2 ,2 0 0 5 ,8 0 0 900 281 0 ,6 2 2 0 ,4 7 5 0 ,2 9 5

42 4 8 ,— 6 1 ,1 1 8 9 ,5 0 0 ,1 6 8 9 ,3 4 2 2 ,2 0 1 2 ,3 0 0 3 ,6 5 0 898 158 0 ,5 5 0 0 ,2 9 7 0 ,1 6 5

43 5 0 ,— 1 1 1 ,8 8 8 ,2 5 0 ,2 5 8 ,— 2 ,6 6 1 ,9 8 0 1 ,400 952 873 0 ,7 5 4 0 ,7 0 6 0 ,5 3 2

44 5 0 ,— 1 0 7 ,7 7 12 ,50 0 ,2 5 5 12 ,25 3 ,8 4 2 ,9 3 0 2 ,3 5 0 856 844 0 ,7 6 9 0 ,8 0 3 0 ,6 1 7

45 5 0 ,— 1 0 4 ,2 0 22 ,25 0 ,2 5 2 2 ,0 0 6 ,3 4 5 ,0 8 0 4 ,1 9 0 95 7 779 0 ,8 0 5 0 ,8 2 5 0 ,6 6 4

46 4 9 ,— 1 0 2 ,1 0 3 2 ,9 0 0 ,2 3 3 2 ,6 7 8 ,9 0 7 ,4 0 0 5 ,7 8 0 96 0 717 0 ,8 3 2 0 ,781 0 ,6 4 9

47 4 9 , - 9 5 ,2 5 4 2 , - 0 ,2 2 4 1 ,7 8 11 ,50 8 ,8 5 0 6 ,7 0 0 950 64 9 0 ,8 0 2 0 ,7 5 6 0 ,6 0 6

48 4 8 ,— 8 9 ,6 4 5 2 ,7 5 0 ,21 5 2 ,5 4 1 3 ,9 4 1 0 ,5 6 0 7 ,6 1 0 95 0 568 0 ,7 5 4 0 ,7 2 0 0 ,5 4 2

49 4 8 , - 8 3 ,2 3 6 1 ,5 0 0 ,2 0 6 1 ,3 0 1 6 ,4 0 1 1 ,6 6 0 7 ,8 5 0 958 48 2 0 ,7 1 3 0 ,6 7 4 0 ,481

50 4 8 ,— 7 8 ,4 2 72,— 0 ,1 8 7 1 ,8 2 1 8 ,8 0 1 2 ,5 0 0 7 ,2 4 0 950 38 6 0 ,6 6 5 0 ,5 7 9 0 ,3 8 3
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TABLE Il/b

1 2 3 4 s 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Pressure Power Speed Efficiency Note

No. t Q
P*=P. P« Pi-P* =  

=  Pa-P4 input, N,
hydraulic,

NH
output, Nf pump

-V
motor

am
pump

%
motor
11 m

aggrc-
gute

°c litres
permin kg/cm’ HP min—1

51 48,— 72,06 81,— 0,170 80,83 21,20 12,94 6,05 950 288 0,613 0,467 0,286

52 53,— 63,43 90,50 0,155 90,34 23,60 12,72 3,25 950 137 0,543 0,255 0,138

53 54,— 118,54 9,25 0,320 8,93 3,65 2,34 1,40 1102 1007 0,680 0,604 0,410

54 53,— 125,63 13,75 0,300 13,45 4,80 3,76 2,36 1108 986 0,792 0,628 0,497

55 51,— 121,47 23,50 0,290 23,25 7,90 6,28 4,70 1102 885 0,798 0,748 0,594

56 50,— 118,94 32,75 0,275 32,47 9,50 8,60 6,51 1108 848 0,906 0,758 0,686 e r ro n e o u s  m e a s u r e m e n t

57 49,— 112,38 42,75 0,260 42,49 13,54 10,60 8,15 1104 783 0,784 0,768 0,602

58 49,— — 51,75 0,250 41,50 16,— — — 1100 710 — —

59 49,— 102,65 61,75 0,230 61,52 19,30 14,05 9,74 1107 624 0,725 0,694 0,504

60 49 ,— 96,69 70,75 0,220 70,53 21,80 15,10 9,50 1100 528 0,696 0,630 0,436 *

61 51,— 90,40 79,— 0,200 78,80 24,60 15,83 8,46 1101 409 0,642 0,534 0,345

62 52 .— 81,04 88,75 0,190 88,56 27,40 15,95 6,59 1097 288 0,582 0,414 0,241

63 56,— 71,91 92,75 0,180 92,57 28,60 14,80 4,61 1105 194 0,520 0,312 0,162

64 55,— 137,43 9,50 0,295 9,20 4,04 2,80 1,45 1191 1088 0,703 0,521 0,366

65 53,— 135,93 14,— 0,320 13,68 5,27 4,14 2,38 1198 1067 0,794 0,576 0,457

66 5 1 , - 133,88 23,50 0,310 23,19 8,61 6,90 4,96 1205 1000 0,815 0,720 0,587

67 51,— 126,75 33,25 0,300 32,95 11,58 9,30 6,94 1192 928 0,803 0,748 0,601

68 51,— 122,77 41,50 0,280 41,22 14,40 11,28 8,42 1189 859 0,783 0,787 0,584

69 5 1 , - 119,— 52,75 0,265 52,48 18,20 13,88 10,10 1209 788 0,765 0,730 0,560

70 5 1 , - 111,86 62,25 0,250 62,— 21,30 15,40 10,87 1200 694 0,724 0,708 0,512

71 5 1 , - 109,40 70,75 0,240 70,51 24,30 17,15 12,31 1209 616 0,706 0,720 0,507

72 5 1 , - 102,88 80,75 0,220 80,53 27,50 18,40 10,60 1202 510 0,670 0 ,577 0,386

73 5 2 , - 94,97 90,50 0,200 90,30 30,40 19,10 9,15 1202 396 0,630 0,480 0,303

74 53,— 150,07 1 1 , - 0,325 10,67 5,02 3,54 1,53 1290 1183 0,721 0,433 0,312

75 53,— 148,69 13,25 1,330 12,92 6,10 1,27 2,17 1316 1197 0,708 0,506 0,358

76 52,— 143,41 23,50 0,330 23,17 9,50 7,40 5,01 1294 1101 0,783 0,678 0,530
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3 2 8 T. BO LD IZSÁ R

reco n sid e r our fu n d a m e n ta l concepts, since th e  p a r t ia l  efficiencies in  lite ra tu re , 
w h e th e r  correct or n o t, c a n n o t be derived fro m  resu lts  of th e  m easu rem en ts. 
T h e  over-all efficiency o f  a h y d rau lic  drive com posed  of a hydrau lic  p u m p  and 
a m o to r  m ay  obviously b e  w ritte n  th u s :

Nm МтПт
4 =  —  =  — J ------ - (!)

N p M p Tip

Fig. 4

I t  is c lear a t  first g lance, t h a t  th e  over-all efficiency can be d iv ided  in to  tw o 

p a r ts .  I f  we denote th e  v a lu e  of ----- b y  r]v, a n d  th e  value of —— (th e  to rq u e
M n

efficiency) b y  г/т, th e n
V  =  r)T r]v

W e shall discuss a n d  in te rp rè te  rjv la te r  on.*

( 2 )

* In  the case under review , where motor and pum p are o f  identical construction and size 
there is no reduction. W here reduction  occurs, it  has to  be taken into account.
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L et us, for th e  p re se n t, su b jec t th e  to rq u e  efficiency to  a de tailed  analysis . 
H ow  can  th e  to rq u e  o f  a  hyd rau lic  pum p a n d  m o to r  be determ ined? L e t us 
consider a hyd rau lic  m o to r first. D eparting  from  th e  hydrau lic  pow er supp lied  
to  th e  m otor, th e  th e o re tic a l to rq u e  will be :

M  =  —  qp mkg,  (3)
2л

Fig. 5

w here q s tan d s for th e  id ea l geom etrical flu id  tr a n s p o r t  in  litres per rev o lu tio n , 
p  for the pressure in  k g /cm 2 [8]. The geom etrical flu id  supply  being s te a d y  in  
th e  sam e equ ipm en t, th eo re tica lly  th e  to rq u e  depends solely on pressure, w hile 
th e  ac tu a l o u tp u t to rq u e  o f  th e  m otor is less. T h e  difference betw een  th e  tw o 
values is th e  to rq u e  loss. I n  o th e r words : th e  to rq u e  efficiency of th e  p u m p  an d  
th e  m o to r, respective ly , can  be in te rp re ted  as th e  ra tio  o f tw o to rq u es  o r tw o 
eq u iv a len t pressures :

6*



Fig. 6

Fig. 7
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pressu re p

Fig. 8

pressu re p

F ig. 9
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M H
I n  th e  case of pum ps th e  to rq u e  efficiency : PTp =  ------- i. e. th e  q u o tie n t of th e

M  IN
re su ltin g  hydrau lic  o u tp u t  to rq u e  and o f th e  in p u t to rq u e  on th e  p u m p  shaft.

M out
In  th e  case of m o to rs , PTm — ---- i. e. th e  to rq u e  efficiency equals the

q u o tie n t of the  to rq u e  m easu red  on the  m o to r sh a ft and  th e  to rq u e  o f th e  h y d ­
ra u lic  pow er supp lied  to  th e  m otor.

I f  p 3 and p 4, re sp ec tiv e ly , denote th e  p ressu re  before and  a fte r  th e  m otor, 
th e n , owing to  th e  lin e a r  re la tio n  betw een  to rq u e  and pressure, w e can  w rite  
accord ing  to  eq u a tio n  (3) :

M = 1 T  V i P i —  Рз)  •2л

F ro m  the to rque  m e asu red  on th e  m o to r sh a f t a theo re tica l p ressu re  can be 
co m p u ted , w hich is less th a n  p>4—p 3 :

2л
P =  —---- M o u t  •

10 q

Q uite  obviously, to rq u e  efficiency can  be expressed  b y  a q u o tien t o f pres­
su res, and  consequen tly , in  o u r case we can  w rite  fo r hydrau lic  m otors :

VTm =
P i — Рз

(4)

Since p  is the  value o f  th e  pressure u tilized  in  a m o to r for th e  effective to rque, 
i t  is possible to  co m p u te  a theo re tica l p ressure loss, w hich can be w ritte n  :

pioss  Pi P 3 p  •

F o r  pum ps, on th e  sam e basis , according to  Fig. 3 :

Рз— PiVTp =  — — —

(4a)

(5)

an d  th e  theore tica l p re ssu re  loss is

pioss =  P  +  P i  — p a (5a

T his to rque  loss a n d  th e  equivalen t p ressu re  loss d irec tly  p roportional 
to  i t ,  b o th  in  m otors a n d  p u m p s comes from  b e a rin g  fric tion , s tu ffing -box  and 
p ack in g -rin g  friction , fro m  th e  friction  of th e  ro ta tin g  gear surfaces in  oil, and
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finally  from  flow  losses. T he to rq u e  of th ese  fr ic tio n  forces, to g e th e r  w ith  the 
to rq u e  o f  th e  flu id  fric tio n  o f th e  gears reduce  th e  m o to r to rque.

I t  is th is  red u c tio n  o f to rq u e  th a t  we h av e  b ro u g h t in to  re la tio n sh ip  w ith  
th e  red u c tio n  o f p ressu re  as in te rp re ted  above. F low  losses are in d eed  ac tual 
p ressure drops, w hile th e  o thers co n stitu te  loss o f to rq u e . P ressure  d rop  can be 
con v erted  in to  to rq u e  loss an d  vice-versa.

11 m '
In  order to  e lucidate  th e  essence o f th e  value  =  -—■ le t us exam ine

Up
th o ro u g h ly , how vo lu m etric  losses arise in  transm issions consisting o f  a  hydrau lic

m o to r an d  a p u m p . A lthough  th e  am o u n t o f oil c ircu la ting  in  th e  closed system  
is a lw ays th e  sam e (d isregard ing  th e  negligible am o u n t of oil escap ing  a t  the  
sh a ft ex its), y e t th e  ac tu a l oil q u a n tity  passing  th ro u g h  th e  pum p  a n d  th e  m otor 
differs. In  o th e r w ords, com pared  w ith  th e  m easu rab le  q u a n tity  o f  oil (Q) the  
pu m p  sucks up  m ore an d  th e  m o to r consum es less. This d irec tly  unm easu rab le  
d ifference resu lts  from  th e  am oun t o f oil leak ing  back  th ro u g h  th e  clearance 
betw een  gears an d  casing, i. e. from  in te rn a l oil sh o rt circuits. Fig. 10 p resen ts 
th e  d iag ram  o f th e  p ressure  and  leakage cond itions for one p a ir o f  gears. In  the 
p u m p , th e  oil flow s b a c k  th ro u g h  th e  0,02 to  0,025 m m  wide c learance  betw een 
gear an d  casing from  discharge side to w ard s su c tio n  side. This m eans, th a t  the  
p u m p  conveys less oil th a n  i t  is due to  its  speed  and  geom etrical p roportions 
(Qx — q • nx). T he oil escaping th ro u g h  th e  clearances flows in  a d irec tio n  opposite 
to  th e  oil tra n sp o r t  in  th e  pum p. In  th e  m o to r th e  case is reversed . T h e  direction  
of th e  m ain  flow  is c o n tra ry  to  th e  leak  flow . H ere  a p a r t  o f th e  oil flow ing in to  
th e  m o to r leaks th ro u g h  th e  clearances leav ing  less to  drive th e  gears.
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L e t Q be the  q u a n tity  o f  oil in  th e  flow -circuit p e r u n it tim e, Qp th e  am o u n t 
e n te r in g  th e  pum p, i. e. th e  a m o u n t increased b y  leakage losses, Qm th e  am o u n t 
e n te r in g  th e  m otor (i. e. th e  a m o u n t reduced b y  leakage  losses), and  Qip an d  Qim 
th e  q u a n tit ie s  of oil passin g  th ro u g h  th e  clearances o f  th e  pum p an d  th e  m o to r 
re sp e c tiv e ly , per un it tim e . T h e n  we can w rite  :

Q p — Q Ч- Qip and  Qm — Q —  Qlm 

C o n seq u en tly , the to ta l le ak ag e  loss is :

Qp — Qm — Qip + Qm = Qi

T h e  a m o u n t of in take  oil in  p u m p  per un it tim e , increased  by  sh o rt c ircu it, is 
o b v io u sly

Qp =  Чр ' п р  •>

an d  in  m o to r  reduced b y  th e  sh o r t  circuit

Qm — * Hm

In  th e  case  under review th e  d im ensions of m o to r a n d  pum p are p erfec tly  id en ­
tic a l, t h a t  is to  say : qP =  qm =  q =  0,1138 litres p e r revolution .*

A ccordingly , th e  v o lu m e tr ic  efficiency of th e  p u m p  can be e stab lish ed  as 
follow s :

Vvp = Qp — Q'p = 9 . =  <? =  Q_ = 1 .  J_
Qp Qp Q +  Qip npq q n p

I f  w e in tro d u ce —  =  re as th e  idea l num ber of revo lu tio n s, i. e. th e  n u m b er of 
Я

re v o lu tio n s  a t  which th e  p u m p  oug h t to  be d riv en  i f  i t  were to  deliver an  oil 
a m o u n t o f  Q in  un it tim e  w ith o u t an y  leakage (« th eo re tica l no load  ru n n in g  
speed»), th e n

re
Vvp =  —  

n p
( 6)

an d  fo r  m o to rs, on the  sam e assum p tio n s :

„ Q Qlm Qm n m q
nvm — ~ —----- —  ---- ■—  ------- .

Q Q Q

* According to Table I, Q =  45,3 litres per m inute, np =  398 min.—1 and consequently  
45,3

q = — ^- =  0,1138 litres per revolution .
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In tro d u c in g  th e  ideal speed

J _ =  1
() n

we arrive  at

T)vm • (h^ )

O n these  considerations th e  vo lum etric  efficiency of th e  aggregate  can be w ritten  
as follows :

n
7Jv =  TJvp * Vjvm  — •

Tip n Tip

I t  appears, th a t  in  eq u a tio n  (2) rjv is iden tica l w ith  th e  vo lum etric  efficiency of 
th e  aggregate. E q u a tio n  (7) deserves our a tte n tio n , for i t  offers a m o st sim ple, 
y e t v e ry  accura te  p rocedure  for th e  d e te rm in a tio n  o f vo lum etric  efficiency b y  
m eans of revolu tion  coun ting . I t  is easy an d  sim ple to  estab lish  th e  n u m b er of 
revo lu tions b o th  for th e  m o to r and  the  pum p w ith  a h igh grade o f accuracy .

T he volum etric efficiency o f gear pum ps h as  been  determ ined  b y  R . A m m a n n  
[9] an d  E . M . H a im ov itch[10 ] as th e  ra tio  of th e  flu id  tra n sp o rt o f no load  and 
load  conditions. E . M . Haimovitch  draw s a tte n tio n  to  th e  fac t, th a t  th e  volum e 
of flu id  under no-load conditions, as de term ined  b y  experim en ts, depends on the  
v iscosity  and th e  speed  o f th e  oil. F rom  th is  i t  follows, th a t  only a geom etrical 
m e th o d  can lead  to  unam bigous values. I t  is a co rrec t m eth o d  to  d e te rm in e  th e  
geom etrical volum e w ith  g rea t accuracy  an d  to  determ ine  ex p erim en ta lly  th e  
no-load  volum es a t  d iffe ren t grades of v iscosity  an d  a t  d ifferen t speeds, and  ex­
pressing  i t  as fu nc tion  o f v iscosity  and  speed. T h is accom plished, th e  v o lu m etric  
loss can  be subd iv ided  in to

1. filling loss (w ith o u t an y  pow er loss) and
2. leakage loss (w ith  pow er loss).
W e have seen, th a t  in  h igh-pressure h y d rau lic  gear pum ps and  m otors the  

to ta l  over-all efficiency can  be reduced to  tw o c learly  defined efficiencies : to rq u e  
efficiency and v o lu m etric  efficiency. I t  is p a rtic u la r ly  sim ple to  determ ine  
th e  la t te r  w ith  accu racy  in  a closed system  consisting  of a m o to r an d  a pum p  of 
id en tica l design and  dim ensions (1).

Before we tu rn  ou r a tte n tio n  to  a fu r th e r  analysis of efficiencies, le t us 
consider in our exp erim en ta l equ ipm en t the tre n d s  o f th e  to rq u e  an d  o f th e  volu­
m etric  efficiencies. E q u a tio n  (7) perm its us to  com pute  th e  values o f  r\v on the  
basis o f Tables I  an d  I I ,  w hile th e  value of r)p can  be derived  from  eq u a tio n  (2).

T he resu lts o f these  operations are given in  colum ns of T ables I I I  an d  IV .
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TABLE III

Num­
ber

Volum etric
efficiency

Torque
efficiency

N u m ­
ber

Volumetric
efficiency

Torque
efficiency

N um ­
ber

Volumetric
efficiency

Torque
efficiency

î . 0,879 __ 19. 0,701 0,810 37. 0,831 0,7512. 0,728 0,963 20. 0,628 0,922 38. 0,780 0,815
3. 0,623 0,968 21. 0,518 0,932 39. 0,707 0,880
4. 0,449 0,933 22. 0,409 0,953 40. 0,668 0,894
5. 0,304 0,908 23. 0,316 0,962 4L 0,605 0,9266. 0,110 — 24. 0,160 0,906 42. 0,491 0,941
7. 0,896 — 25. 0,911 — 43. 0,408 0,9468. 0,904 — 26. 0,871 0,686 44. 0,306 0,921
9. 0,818 0,884 27. 0,776 — 45. 0,916 0,36310. 0,733 0,908 28. 0,710 0,863 46. 0,857 0,643

11. 0,633 0,951 29. 0,635 0,912 47. 0,806 0,73612. 0,537 0,945 30. 0,548 0,923 48. 0,768 0,797
13. 0,417 0,945 31. 0,431 0,947 49. 0,678 0,855
14. 0,259 0,976 32. 0,329 0,951 50. 0,629 0,860
15. 0,167 0,814 33. 0,240 0,946 51. 0,564 0,901
16. 0,911 — 34. 0,159 0,912 52. 0,543 1,009
17. 0,865 0,716 35. 0,708 0,318 53. 0,344 0,924
18. 0,787 0,841 36. 0,908 —

TABLE IV

Num­
ber

V olum etric
efficiency

Torque
efficiency

! N um -
j  b e r  I

V olum etric
efficiency

Torque
efficiency

Num­
ber

Volum etric
efficiency

Torque
efficiency

l . ____ _ _ 27 . 0,409 0 ,936 52. 0 ,144 0 ,958
2 . 0,928 — 2 8 . 0 ,286 0 ,930 53. 0 ,914 0 ,449
3. 0,693 — 29. 0,165 0 ,939 54. 0 ,890 0 ,558
4 . 0 ,603 0,793 30. 0,146 0,911 55. 0 ,803 0 ,740
5. 0,238 0,907 31 . 0,918 0 ,687 56. 0 ,765 ____

6 . — — 3 2 . 0 ,923 — 57. 0,709 0 ,849
7. 0,925 — 33 . 0,927 0 ,683 58. 0 ,645 ____

8. 0 ,789 — 34. 0,888 0 ,687 59. 0 ,564 0 ,894
9 . 0 ,633 0 ,934 35 . 0,826 0 ,801 60. 0,480 0,908

10. 0 ,456 — 36. 0,762 — 61. 0,371 0 ,930
11. 0 ,300 0,890 37 . 0,704 0 ,890 62. 0,263 0 ,916
12. 0 ,169 0 ,834 38. 0,612 63. 0,176 0 ,920
13. 0 ,930 — 39. 0,525 0 ,924 64. 0,914 0 ,400
14. 0 ,844 0,858 4 0 . 0,432 0 ,944 65. 0,891 0,511
15 . 0,758 0 ,904 4 1 . 0,312 0,946 66. 0,830 0 ,706
16. 0 ,660 0,921 4 2 . 0,176 0 ,940 67. 0,779 0 ,772
17. 0,541 0,939 4 3 . 0,917 0 ,580 68. 0,722 0 ,810
18. 0 ,429 0,958 4 4 . 0,883 0 ,699 69. 0,652 0 ,859
19. 0 ,280 0 ,914 4 5 . 0,814 0 ,816 70. 0,578 0 ,886
20 . 0 ,159 0,912 1 4 6 . 0,747 0 ,869 71. 0,510 0 ,994
21 . 0,918 0 ,666 4 7 . 0,683 0 ,887 7 2 . 0 ,424 0 ,910
2 2 . 0 ,864 0,777 4 8 . 0,598 0 ,906 73. 0 ,329 0,921
2 3 . 0,798 0,838 4 9 . 0 ,503 0 ,956 74. 0 ,918 0 ,340
2 4 . 0,716 0,880 50 . 0 ,406 0 ,943 75. 0 ,910 0 ,394
2 5 . 0,637 0,959 51. 0,303 0 ,944 76. 0,851 0 ,625
2 6 . 0,588 0,916
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4. Analysis of losses

R egarding cen trifuga l pum ps, Stepanoff  [11] sum m arizes c learly  defined  
losses, w hich are also v a lid  fo r hydraulic gear p u m p s an d  m otors w ith o u t a lte ra ­
tions :

1. H ydrau lic  losses,
a)  Skin fric tion  losses,
b)  E d d y  and sep a ra tio n  losses,
2. L eakage loss,
3. D isk friction loss,
4. M echanical loss,

The to rq u e  loss is en tire ly  due to  losses 1, 3 an d  4 while th e  vo lum etric  
loss is p a r tly  caused b y  th e  loss under 2. V o lum etric  loss is p a r tly  d u e  to  filling 
loss. This k ind  of loss ap p ears , w hen th e  oil e n te rin g  th e  pum p — especially  a t 
h igh speeds and  h eav y  suction  — fails to  fill th e  c learance  betw een  g ear te e th  [ 12 ]. 
T he loss can be a lm o st w holly  elim inated  b y  le tt in g  th e  oil en te rin g  th e  pum p, 
w henever possible, u n d e r an  adequa te  pressure. In  h y d rau lic  m otors p ra c tic a lly  no 
filling losses appear. F illing  losses cause no efficiency drop  b u t can  be  responsib le 
for cav ita tio n  phenom ena.

There is n o t m u ch  to  say  about th e  h y d rau lic  losses. I t  seem s im pos­
sible to  describe flow  conditions theo re tica lly . F ro m  th e  p o in t o f  view  of 
hydrodynam ics, h y d rau lic  gear pum ps an d  m o to rs do no t p resen t, on  acco u n t of 
th e ir  stocky shape an d  fo r o ther fea tu res o f design, s tream lin ed  con stru c­
tions and  therefore  show  re la tiv e ly  high flow  losses.

The value of flow  pressure  loss can be  w ritte n  th u s  :

pi =  Cy
%

As th e re  is a linear re la tio n  betw een oil ve lo c ity  a n d  pum p speed, w e can  say, 
tak in g  th e  value o f C as co n stan t, th a t

p i  = С хг ip ( 8 )

and , fu rther, th a t  th e  p e r tin e n t to rque loss equals

M i =  C2i,p . (8a)

M echanical losses a p p e a r  in  our case in  th re e  p laces :
1. th e  deep-grooved ball bearings o f th e  m a in  sh aft,
2. th e  f lo a tin g  b ea rin g  bushes of th e  m a tin g  gears, and
3. th e  sh a ft pack ings.



3 3 8 T . B O L D IZ SÁ R

T h e  v a lu e  of the  fric tion  coeffic ien t in  deep-grooved ball bearings is in d ep en d en t 
o f  sp eed  and  is equal to  a b o u t j  =  0,0018. T he a m o u n t of energy req u ired  to 
o v erco m e friction losses in  b a ll  bearings is neg lig ib ly  sm all w ith in  o u r range  of 
m e a su re m e n ts , th is is th e  m o re  so as shaft loads are  balanced. L oads on th e  
s lid in g  b earin g  of th e  th re e  m a tin g  gears are  also ba lanced , a lthough  here  b a la n ­
c in g  is less efficient th a n  a t  th e  m ain  sh aft. A ccord ing  to  McKee  [13 ] th e  fric­
tio n  coefficient of sliding b ea rin g s  equals

/ =  <P

w h e re  p  denotes th e  a b so lu te  v iscosity  of th e  lu b ric a n t, n  th e  speed o f  th e  sh a ft, 
p  th e  lo a d  per un it su rface  o f  th e  bearings. T he v a lu e  of /  varies b e tw een  0,01 
a n d  0 ,03 .

T h e  load and th e  fr ic tio n  coefficient o f th e  pack ing  ring  are  u n ce rta in . 
N o re liab le  values can be o b ta in ed .

W e tak e  the  m ech an ica l losses of th e  pu m p  an d  the  m o to r fo r co n stan t 
w ith in  th e  experim ental ra n g e  o f speed (440 to  1200 r. p . m.) and  assum e a to ta l 
v a lu e  o f  2 per cent to  re p re se n t a fa ir first ap p ro ach  under our cond itions. This 
w o u ld  m ean  a m echanical efficiency of 0,98.

rjm =  0,98 =  const. (9)

T h e  to rq u e  loss can be w r it te n  thu s :

M 2 =  ( l —  V m) M . (9a)

D isk friction

W e owe the exact d iffe ren tia l equations of d isk  friction to  K á rm á n  [14]. 
H is fo rm u la  for the disk fr ic tio n  to rq u e  for one side o f th e  circular d isk  revolv ing  
in  in f in ite  space, tak ing  fr ic tio n  an d  in ertia  forces in to  account, is given as

M  =  0,92 a 1 ][qvwP (10)

w h ere  a denotes the  d isk  ra d iu s . K árm án ’s v alue  h as  been well su b s ta n tia te d  
b y  K e m p f ’s experim ents [1 5 ] ,  w ho also d em o n stra ted  th a t  a t values o f  R  u n d er 
8 .104 to  10s the  flow is la m in a r. K árm án  also in tro d u ced  the  d im ensionless 
m ean  fr ic tio n  coefficient o f th e  d isk  and de te rm ined  its  value to  be :

C / =
1,47

П Г

w here  R  s tan d s  for th e  R ey n o ld s  num ber : R
a 2a>

V
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By analogy, K árm án  com p u ted  th e  m ean d isk -fric tion  coefficient fo r tu rb u le n t 
flow

0,058
5
Ï R

The d isk-fric tion  to rq u e  using  Cf

M  =  С/у =  C jya3 —  . (11)
2g 2g

Like K em pf, Ippcn  [16 ] in  his experim ents a rr iv e d  a t slightly  sm aller values 
for Cf. H is values are :

r  1.30

; «

for lam inar, and

0,0418
Cf =  —------

V r

for tu rb u le n t flow.
T he d iscrepancy betw een  experim ental a n d  th eo re tica l values is due  to  th e  

fac t, th a t  b o th  K em p f an d  Ip p en  em ployed in  th e ir  experim en ts d isks of 
finite th ickness.

In  his pub lica tio n  q u o ted  previously, K á rm á n  fu rth e r p o in ts  o u t th a t  
w hen in  engineering exam in a tio n s the  value o f Cf is assum ed to b e  c o n s ta n t re la ­
tive  to  an  elem ent o f surface, th is  is no t p rec ise ,'to r the  value of th e  d im ension­
less fric tion  coefficient re la tiv e  to  an elem ent o f  surface depends on flow  condi­
tions, th e  position  o f th e  surface elem ent, a n d  th e  geom etry  o f th e  surface. 
F o r a given arran g em en t, therefore , only a m ean  va lu e  can be in tro d u ced  fo r Cf.

T he disk  used in  h is detailed  ex am in a tio n s by  Zumbusch  [17] revolved 
in  a casing. T he values for R  ob ta ined  during  th e se  experim ents (R  =  107 to  109) 
show, th a t  th e  value of th e  d isk-friction coefficient is influenced b y  th e  w id th  of 
th e  clearance. T he sm allest d isk  friction ap p ears  a t  a definite v a lu e  o f th e  s/D  
ra tio , w hich la t te r  rep resen ts a function  o f th e  R eynolds n u m b er. T h e  disk- 
fric tion  coefficient reaches i ts  m inim um  a t s/D  =  0,005 and  log R  =  8,5. Let 
us estab lish  th e  m in im um  s/D  ra tio  in  our case (log R  =  5) b y  e x tra p o la tio n  in 
th e  Z um busch  d iagram m . W e arrive a t  s/D  ~  0,025.

T he value of s/D  in  T riro to r  gears is a b o u t 0,0003. In  o ther te rm s , th e  disk- 
fric tion  coefficient is fa r  from  the  m in im um  v a lu e  and  is w ith in  th e  zone of 
lam inar flow.
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T heoretical co n sid e ra tio n s as well as ex p erim en ta l researches o f  Schultz 
a n d  G runow  [18] y ielded  d a ta  agreeing w ith  th o se  o f Zumbusch. A ccord ing  to  
th e s e  a u th o rs  in case of la m in a r  flow

C j
1,344

\ К

r e p re s e n ts  th e  disk-friction  coefficient for a d isk  revolv ing  w ith in  a housing, 
w h ile

_ 0,0311
c / = ——

f i t

in  ca se  o f  tu rb u len t flow.
I n  case of tu rb u len t flow  th e  com puted v a lu e  o f C rem ained b y  17 p e r cent 

u n d e r  th e  m easured value .
I n  order to  d e te rm in e  th e  to rque  o f d isk  fric tion  an aly tica lly , w e can 

e m p lo y  in  our case K á rm á n ’s fo rm u la  (11) acco rd ing  to  w hich for a g iv en  eq u ip ­
m e n t th e  to rque  loss is p ro p o rtio n a l to  th e  second  pow er of the  p u m p  speed.

M 3 =  СлПр . (12)

A d d in g  up all losses cau sin g  a decrease o f  to rq u e  and utilizing  eq u a tio n s 
(8ja ) , (9 /я) and (12) we can  w rite  :

M los,  =  СаПр +  (1 — Vm) M +  C3U2P =  (1 — rjm) M  - f  C4n*

S u b s t i tu t in g

M  loss   C^tlp
— Vm ----  ----------  -

M  M

,, 10M  =  —  qj>
2л

in to  th e  preceding  equation , w e arrive  a t

ПТ =  Vm -  c 5 £  . (13)
p

I t  is to  be noted  th a t  in  th e  correct equ a tio n s (8ja) and  (12), n re sp ec tiv e ly  
n p a n d  n m should appear in  th e  place of n p. H ow ever, th e  value of n p can  be  
a c c e p te d  as a perm issible ap p ro x im atio n .
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I f  th e  to rq u e  efficiency is expressed acco rd ing  to  (13), n an d /)  can  be  chosen 
fo r in d ep en d en t v ariab les . I f  so, r\r  can be re p re se n te d  by  a bund le  o f  curves, 
w h ich  are  parabo las o r hyperbo las, depend ing  on  w hether speed o r p ressu re  
h a v e  b een  chosen as in d ep en d en t variables.

F ig . 11 d isp lays a  b u n d le  of curves a t  c o n s ta n t pressure values. W h en  n

squals zero, th e n  г\т — i]m; w hen n ",ax = , th e n  rjT =  0, or — in  o th e r

te rm s  — : a t a g iven  v isco sity  th e  eq u ip m en t fa ils to  tran sm it a n y  to rq u e , 
a f te r  a  m ax im um  speed  o f th e  pum p has been a tta in e d .

F ig . 12 d isp lays a b u n d le  of curves p lo t te d  a t  constan t speed  values.

W h en  p  —  0, th e n  r jr  =  — 00 ; w hen />min = Q T|p
T]m

, then  TjT =  0. p n

e q u a l to  the no-load p ressu re .
T h e  curves p lo tte d  on th e  basis of th e o re tic a l considerations are in  acco rd ­

ance w ith  exp erim en ta l d a ta . The constan t v a lu e  o f C5 can be com pu ted  on th e  
basis  o f  th e  series o f ex p e rim en ta l m easurem ents, u tiliz in g  equation  (13). O n th is  
basis  w e o b ta ined  as th e  m o s t probable value o f C5 :

C5 =  3 ,9 1 -1 0 - 6 .

T h e  to rq u e  efficiency a t a g iven  viscosity can  be  w ritte n  thu s :

„2
t?r =  0,98 — 3,91 - 1 0 - 6 -В -  .

P
(13a)

Leakage loss

B etw een  each face o f  th e  gear and  th e  casin g  th e re  is a clearance o f 0,02 
to  0,025 m m . L eakage loss considered as o u tp u t  loss equals the p ro d u c t o f th e  
oil q u a n t i ty  leaking across th e  gap per un it tim e  a n d  th e  pressure

N , =  ^ ~  H P  ,
450

w here  Q appears in  litre s  p e r  m inu te  and p  in  k g /c m 2. The concept o f la m in a r 
flow  b e tw een  paralle l p la te s  is applied to  th e  leak ag e  flow. A ccording to  th e  
P oiseu ille— Hagen law , th e  q u a n tity  of flu id  flow  betw een parallel p la te s  in 
u n it tim e  and  expressed  in  th e  cgs-system is

cm 3/sec ,Q = B D * £
12 HL

(14)
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w here В  denotes th e  b re a d th  of th e  p la te , D  th e  w id th  o f  th e  gap, 
L  th e  length  of th e  gap , p 2—р г th e  p ressu re  difference an d  p  th e  abso­
lu te  v iscosity  of th e  flu id . In  one and  th e  sam e gear p u m p  or gear

B D 3
m o to r, respectively , th e  va lu e  o f ------  can  be  ta k e n  as co n stan t, w hile the

L
v alue  o f p  rem ains u n ch an g ed  a t th e  sam e te m p e ra tu re . I f  — in  add ition  
— we neglect th e  m in u te  change in  v iscosity  th a t  arises w ith in  th e  range 
o f experim ental p ressu res, th e n  we can say  th a t  th e  pressure o f oil leaking 
th ro u g h  the  gaps rises lin ea rly  w ith  th e  increase o f p ressure differences. As the

temperature t 

Fig. 13

v alu e  of p j is iden tica l w ith  th e  atm ospheric p ressu re  (which cond ition  should  be 
m a in ta in ed  during  th e  experim en t), the  a m o u n t of escaping oil depends, a t a 
g iven tem p era tu re  an d  w ith  a ce rta in  ty p e  of oil. on pressure alone. T h e  relation  
is linear :

Qi — Св P ’

B D 3 1
w here C6 =  — — • ^  -. I f  th e  value of p  a t a c o n s tan t tem p e ra tu re  is know n,

B D 3
we can com pute th e  v a lu e  o f — — w hich is a ch a rac te ris tic  value fo r hydrau lic

L
m otors or pum ps an d  w hich  depends only on th e  geom etry  o f th e  equ ipm en t 
an d  especially on th e  w id th  o f th e  clearance.

Tim
A ccording to  eq u a tio n  (7) Vv — -----. B v m ultip ly in g  th e  n u m era to r

n p
a n d  th e  denom inato r b y  q, we o b ta in  :

Hmq _  Qm1)v — ------— ------ ,
npq Qp

7 Aota Technica X 3—4
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T h e  ra t io  of the  am o u n t o f  oil escaping th ro u g h  th e  gaps an d  o f Qp 
p re sse d  as

A = Qp Qn Qlp “Ь Qlm
Qp Qp

C onsidering  th a t  rjv =  1—A, w e can  w rite  :

- C  2 -— ^6 „

can  be  ex-

4 v =  1 - C e ^ - .  (15)
Qp

V o lu m e tric  efficiency a p p a re n tly  decreases lin ea rly  w ith  increasing  pressure.

T o  fa c il i ta te  com paring th e  tables  and  diagrams co n ta in in g  th e  re su lt of our 
m easu rem en ts , le t us sw itch  o v e r  to  th e  usual u n its  o f m easu rem en t, an d  express 
p re ssu re  in  kg/cm 2, vo lum e in  l i tre s  and  speed in  r .  p . m ., h u t  rem ain  for th e  rest 
w ith in  th e  cgs-system

, 6 0 -9 8 1  000 BD3 1 1  „  p
V v=  1 ------------------------- ------- - --------—  p  =  1 —  C7 —  .

12 000 L [л qnp np

, _ 4905 B D 3
In  th is  expression C7 =  — —  • ------- .

fiq L

(15a)
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Fig. 15
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F igs. 14 and  15  h av e  been p lo tted  on th e  basis  of th e  d a ta  of T ab le  I I I  and  
IV . E x p erim en ta l values o f vo lum etric  efficiency p lo tte d  as functions of pressure, 
in  fa c t decrease lin ea rly  w ith  increasing p ressu res, w hile as th e  fu n c tio n  of speed 
th e y  ap p ear as h y perbo las.

T h e  sloping lines how ever are no t o rig in a tin g  from  th e  locus rjv =  1, 
p  =  0, for w hen p  =  0, th e n  r\v0 — 0,97. T h e  c h a rt fu rth e r reveals, th a t  a t 
p ressu res  over 50 k g /cm 2 th e  relation  ceases to  rem a in  a linear one. On a d e ta iled  
ex am in a tio n  of gear p u m p s and  m otors i t  becom es ev ident, th a t  th e  am o u n t of 
oil rem ain ing  in  th e  gap betw een  the  to p  a n d  b o tto m  gland of m atin g  te e th  
rep re sen ts  leakage loss, because  it  conveys oil from  th e  high pressure side to  th e  
su c tio n  side. This process causes only v o lu m etric  loss, and  no t pow er loss. This 
is th e  reason  w hy a t  a v a lu e  of p  =  0 th e  v o lu m e tric  efficiency equalling  rjv0 
d iffers from  u n ity . In  o rd er to  determ ine th e  v a lu e  of rjv0 we have  to  re so rt to  
F ig . 16  from  w hich r)Vo is eq u a l to  the  ra tio  o f  th e  areas abed and ejgh. O n these  
considera tions, th e  eq u a tio n  expressing th e  v o lu m etric  efficiency is

Vv =  —  C7 —  • (16)
U p

T his fo rm ula  expresses th e  fac t, th a t  under th e  ex perim en t conditions th e  laws 
d e te rm in in g  th e  leakage o f oil th rough  th e  gaps in  all p a r t  of th e  equ ipm en t 
a re  charac terized  b y  v iscosity , while the m ass forces can  be neglected. The flow 
rea lly  is of lam inar ch a rac te r .

I f  we com pute th e  m ean  value of C^ from  th e  experim en ta l d a ta , we 
o b ta in  :

C7 =  6,535.

O n th e  basis of m easured  d a ta  we ob tain  for th e  vo lum etric  efficiency a t p  — 0 
th e  v a lu e  of

77^  =  0,971.

U n d e r th e  conditions of our experim ents, w ith in  th e  pressure range of 5 to  
55 k g /c m 2, we arrive a t :

Vv =  0,971 — 6,535 pkg/cm2 .
T i p  s e c - 1

(16a)

R e tu rn in g  to  equa tion  (15/a) we can now w rite  :
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.B D 3
w h erefro m  — /л and  q b e in g  know n — th e  v a lu e  o f —— can be com puted .*

Ju

T h e  v isco sity -tem p era tu re  func tion  of th e  oil em ployed  in  our experim en t 
(F ig . 13) was determ ined  b y  m eans of a H öppler-v iscosim eter.

E q u a tio n  (16a) is rep resen ted  — as fu nc tion  o f  pressure — b y  a bu n d le  of 
s tra ig h t lines (F ig. 14). I f  we su b stitu te  zero for th e  vo lum etric  efficiencies, th en

Р т а х  — c 7

w here  p,„ax denotes th e  h ig h est pressure. O ver th is  value th e  m o to r ceases to  
ro ta te . T his value is va lid  b u t  a t  a given viscosity .

I f  equation  (16a) is exam ined  under c o n s ta n t p ressu re  and  np is chosen as 
th e  independen t va riab le , w e o b ta in  an  e q u a tio n  th a t  can  be rep resen ted  b y  a 
b u n d le  of hyperbolas ( F ig . 1 5 ). The poin ts o f in te rsec tio n  of th e  curves w ith  
th e  abscissa are of special in te re s t ; th ey  ind ica te  fo r each  pressure th e  m inim um  
speed  of th e  pum p req u ired  to  keep th e  m o to r ru n n in g . E xpressed  ana ly tica lly

V v  =  У]\>0 ---- — -  - 0  ,

hence

„min _  Ç t P  
r i p  —

Vvo

T h e  m inim um  speed o f th e  m o to r increases lin ea rly  w ith  th e  rise of th e  pressure.
I f  we p lo t th e  cu rves represen ting  th e  to rq u e  efficiency, an d  th o se  rep re­

sen tin g  th e  vo lum etric  effic iency  of th e  set, as fu n c tio n s of p ressure, in  a com m on 
c h a r t  ( F ig . 1 7 ), th e n  th e  po in ts  of in tersec tion  o f  th e  curves rep resen tin g  th e  
id en tica l speed, in d ica te  th e  loci o f the  m ax im um  efficiency of th e  u n i t  (see the  
b ro k en  line). To o b ta in  th e  num erical value o f th e  over-all efficiency, w e have to  
e x tra c t  th e  square ro o t o f  th e  ind icated  value.

F o r a hydrau lic  transm ission  com prising a  m o to r and  a p u m p , Figs. 
18, 19 an d  20  show how  to rq u e , volum etric, an d  over-all efficiencies derived  on 
basis of theore tica l co nsidera tion  agree w ith  m easu red  d a ta .

I t  can  be observed  a good agreem ent be tw een  derived  and m easu red  d a ta . 
A t pressures higher th a n  55 to  60 kg/cm 2, v o lu m etric  efficiency lags beh ind  the  
th eo re tica l value. E x p e rim e n ta l exam inations are  still needed to  find  th e  full 
ex p lan a tio n  for th is  fac t. I t  is probable th a t  a t  a g re a te r  pressure th e  oil flowing

,  B D3 6,535 
L -  4905

6,535
4905

• 0,0279 • 0,1138 4,231 • 10~6 cm3
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pressure p  

Fig. 17
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F ig. 19
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ac ro ss  th e  gaps gets h e a te d  to  an  ex ten t w here  th e  leakage loss w ill increase 
b e cau se  of decreased v isc o s ity . In  our ex p erim en ts , oil tem p era tu res  h av e  been 
t a k e n  in  th e  ta n k  on ly , a n d  local h ea tin g  o f  th e  circu lating  oil could  no t be 
ch eck ed . F u rth e r e x p e rim e n ts  will also have  to  e x te n d  to  oil te m p e ra tu re  m eas­
u re m e n ts  in  the  c learances.

5. A nalysis of the over-all efficiency

T he over-all effic iency  is derived from  fo rm u lae  (13) and (15a) :

V =  Г}ТГ)У =
2

« —г ПрVm 1̂5----- 1 —  c7 ̂
P lip

B y  m ultip lica tion , we o b ta in  th e  following expression  :

2

Г} =  rjm — C5 n-p-  —  C^rjm -P-  +  C5C7a p. (18)
p  ПР

T h is  eq u a tio n  w ith  tw o  v a r ia b le s  has no ex trem e  value,*  b u t from  th e  saddle 
pioint onw ards the  fu n c tio n  ascends m ono tonously  w ith  decreasing n  an d  p  
v a lu e s . B etw een 5 and  55 k g /c m 2 there  is a good ag reem en t w ith  m easu red  d a ta , 
w h ile  a t  very  low and v e ry  h ig h  pressures th e  su rface  becom es deform ed.

T h e  curves in  Figs. 21  a n d  22 represent th e  sections of the  surface b y  planes 
re c ta n g u la r  to  the  n p a n d  p  axes, and  in d ica te  a n  efficiency increasing  w ith a 
d ec rea se  of pressure a n d  speed . The envelop cu rves of the peak  efficiencies 
(b ro k e n  line) indicate c o rre la te d  p  and np v a lu es . I t  is a characteristic  fea tu re  
o f  th e s e  curves, th a t  w here  th e y  display a h ig h er m ax im u m  efficiency (these  are 
th e  cu rv es  pertain ing to  low  pressures and speeds), efficiency decreases sharp ly  
to  th e  r ig h t and to  th e  le f t o f  th e  peak, w hile a t  h ig h er pressures and  speeds— 
a lth o u g h  th e  peak effic iency  is lower — i t  changes b u t  slowly w ith in  broad  
lim its . I t  is instructive  to  co m p are  Fig. 21 w ith  F ig . 9 , w hich w as p lo tted  
on th e  basis of m easured d a ta .

A  good rep resen ta tio n  o f  th e  ^-su rface can  be gained b y  a top-v iew , 
p lo tt in g  th e  lines in d ica tin g  eq u a l efficiencies. A t a given efficiency, th e  re la ­
tio n  b e tw een  pressure an d  sp eed  can be iinpdicitely w ritten  on th e  basis of 
e q u a tio n  (18) thus :

A n 3 +  B p 2 +  Cpn2 + D p n  =  0 . (19)

82r] 8гц /' d2t] \2
drip dpz Vörep 8 p j

A t  th e  saddle p o in t o f  th e  fu n ctio n  : p =  ■ : n pl.5C 7
Vm

Q c7: 4 =  0 .
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Fig. 22
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I f  г) —  0, the  re la tio n  b e tw e e n  p  and n p can  b e  de te rm ined  from  eq u a tio n  (17) 
q u ite  sim ply. As has b e e n  show n already.

_ Vvo 1 C5 о
P  max —  rip, and . p min —  ------ Tip •

£ 7  ]̂m

F ig . 23  shows th e  p ressu re-sp eed  curves o f th e  u n i t  according to  eq u a tio n  (19) 
e ach  fo r a chosen e ffic iency .T he  perform ance o f th e  u n it is best ch arac terized  by  
th is  bund le  of curves. T h e  ch a rt perm its d ire c t read in g  of pressure a n d  speed

кд/ат?

Fig. 23

v a lu es  perta in ing  to  th e  re q u ire d  efficiency. O n th e  « p —n p» p lane be tw een  
a n d  p ^ n (the s tra ig h t a n d  parabolic lines, re sp ec tiv e ly ), is th e  reg ion  w here 
th e  m o to r of the u n it c a n  b e  k ep t running.

F u r th e r  ex p erim en ts  a re  required to  s e p a ra te  to rq u e  efficiency a n d  vo lu ­
m e tr ic  efficiency in  th e  p u m p  and m otor. T hese  w ill be discussed elsew here.*

* The author is p leased  to  express his gratitude to  his collègues participating in the 
investigations under review : first among them to his first assistant 0 . Hoffmann, to Dr. Elisabeth  
M üller  o f  the Department and to  L . Csengődy of the M ining Research Institute.

T hey all collaborated a c tiv e ly  in the calculations and the preparation of the charts.
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SUMMARY

T he concepts and m ethods for the determ ination o f hydraulic pump and m otor efficiency 
are insufficient and lacking accuracy. According to the investigations under review  the efficiency  
of equipm ent of this kind can be expressed by the product o f two well defined va lues : torque 
efficiency and volum etric efficiency. The latter can he measured simply and w ith  h igh precision. 
An analytic  expression of efficiencies is established and characteristic num erical values are 
com puted. Theory and measured data are in good agreement.

КОЭФФИЦИЕНТ ПОЛЕЗНОГО ДЕЙСТВИЯ УРАВНОВЕШЕННЫХ ШЕСТЕРЕН­
ЧАТЫХ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ НАСОСОВ ВЫСОКОГО ДАВЛЕНИЯ И МОТОРОВ

Канд. техн. наук, проф. т. больдиж ар 

Р е з ю м е

Определение к. п. д. гидравлических насосов и моторов является нестрогим и 
неполным. На основе исследований сообщаемых в данной работе, к. п. д. оборудования 
может быть выражен как серия правильно определенных к. и. д. в качестве серии к. п. д. 
момента и волюметрического момента к. п. д. Измерение последнего осуществляется
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простым и строгим методом. Удалось определить аналитическое выражение к. п. д. и 
характерные Для оборудования числовые значения. Теоретические и опытные данные 
дают хорошее совпадение.

S U R  LE R E N D E M E N T  D E S  POMPES ET M O TEU RS H YDRAULIQUES  
É Q U ILIBR ÉS À  ENGRENAGES ET H A U T E  PRESSION

Prof. T. BOLDIZSÁR 

C andidat des sciences techn iques

RÉSUMÉ

L a définition du rendem ent des pompes et m oteurs hydrauliques n’est pas assez précise 
dans la littérature et comporte des lacunes. Selon les recherches dont cette étude rend com pte, 
le rendem ent de ces installations peu t être exprimé par le produit de deux rendements bien 
définis : du rendement des m om ents et du rendement volum étrique. La mesure du premier 
est sim ple et précise. On a réussi à m ettre en équation l ’expression analytique des rendements 
et à déterm iner les valeurs num ériques caractéristiques de l ’installation . Les valeurs théoriques 
et expérim entales sont en bon accord.
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ZUSAM MENFASSUNG

D ie Bestim m ung des W irkungsgrades von hydraulischen Pum pen und Motoren wird im- 
F achschrifttum  nur m angelhaft und ungenau erörtert. N ach  den in  der vorliegenden Abhandlung  
m itgeteilten  Untersuchungen kann m an den W irkungsgrad dieser Vorrichtungen als Produkt 
zweier gu t definierter W irkungsgrade ausdrücken, u. zw. als Produkt des Momenten- und des 
volum etrischen Wirkungsgrades. D ie  Messung des letzteren kann einfach und präzis erfolgen. 
Es gelang auch, den analytischen Ausdruck der W irkungsgrade und die für das A ggregat 
kennzeichnenden Zahlenwerte zu bestim m en. Die theoretisch erm ittelten Werte zeigen eine gute  
Ü bereinstim m ung m it den experim entell bestimmten W erten.
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1. Л и т е р а т у р н ы й  о б зо р

С п ец и альн ая  л и т ер а т у р а  по тем е м о ж е т  бы ть р азби та  н а  д в е  ч асти . 
К  одн ой  части  о т н о ся тся  работы  т ео р ет и ч еск о го  ха р а к т ер а , а  к  д р у г о й  —  
сообщ ен и я  о р езу л ь т а т а х  п ров еден н ы х  опы тны х и ссл едован и й .

Т ео р ети ч еск а я  часть  р ассм атр и в ает  п р едм ет  почти что н еза в и си м о  
от м ол отк овой  д р о б и л к и . П р оц ессы  и зм ел ь ч ен и я  и д р о б л ен и я  р а ссм а т р и ­
ваю тся в этой  части  н езав и си м о от м аш ины , н о  выводы о т н о ся тся  и д ей с т в и ­
тельны  т а к ж е  д л я  работы  м ол отк овы х д р о б и л о к .

Т еор ети ч еск и е основы  эн ер го ем к о ст и  п р и  изм ел ьч ен и и  бы л и  создан ы  
Р и т и н г е р о м  в 1857 го д у . П о Р и т и н гер у  р а б о т а , зат р ач ен н ая  п р и  и зм ел ь ­
чен и и , п р о п о р ц и о н а л ь н а  п л ощ ади  вновь обр а зо в а в ш ей ся  п о в е р х н о с т и  —  
в п р о ц ессе  и зм ел ь ч ен и я .

П о т еор и и  К и р п и ч ев а  [1] и К и к а  [2] эн ер г и я , за т р а ч и в а ем а я  при  
и зм ел ьч ен и и  или ж е  деф ор м ац и и , об р а тн о  п р о п о р ц и о н а л ь н а  о б ъ ем а м  или  
весам  п ол уч ен н ы х в сл едств и е и зм ел ь ч ен и я  части ц .

П о Х е н и г у  [2] п ри  д р о б л ен и и  п ри н ц и п ы  Р и ти н гер а  и К и к а  п р о т и в о ­
речивы  м е ж д у  собою , и  в то ж е  врем я п р и  да в л ен и и , т. е. в с л у ч а е  и зм ел ь ­
чен и я  п о л уч аю т ся  сов п адаю щ и е р езул ь тат ы .

П ер в ая  м атем ати ч еск ая  за в и си м о сть , к о т о р а я , со б ст в ен н о  г о в о р я , 
я в л я ется  ф ун к ц и ей  ф р а к ц и он и р ов ан и я  и зм ел ь ч ен н ого  м а т ер и а л а  п о  его  
к р уп н ости , св я за н а  с им енам и Р о зи н а  и Р а м л ер а  [3]. З а в и с и м о ст ь  о п р е ­
д ел я ет  св я зь  м е ж д у  ситовы м остатком  и к р у п н о сть ю  частиц.

М атем ати ч еск ая  т ео р и я  и зм ел ь ч ен и я , к о т о р а я  п ол н остью  п ри м ен и м а  
т а к ж е  к  м олотковы м  д р оби л к ам , со зд а н а  сов етск и м  м атем ати к ом  А н д р е е м  
Н и к о л а е в и ч е м  Х о л м о го р о в ы м  [4 ]. М атем ати ч еск ая  теор и я  Х о л м о г о р о в а  
осн ов ы в ается  н а  и сч и сл ен и и  в ер оя тн ости . Р езул ь татом  т ео р ет и ч еск о й  
работы  Х о л м о г о р о в а  я в л я ется  о п р ед ел ен и е , что ф р а к ц и о н и р о в а н и е ч асти ц  
и зм ел ь ч ен н ого  м а тер и а л а  соотв етствует  л огар и ф м и ч еск ой  ф у н к ц и и  к р у п ­
н ости  зе р е н . Д ей ств и т ел ь н о сть  т еор и и  Х о л м о г о р о в а  дл я  сл у ч а я  и зм ел ь ч ен и я  
х р у п к и х  кам ен н ы х п о р о д  д о к а за н а  д -р о м  Р ен ь и  [5]; Р ен ьи  д а л е е  д ет а л ь н о
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р а з р а б о т а л  м атем ати ч еск и е зав и си м ости  м е ж д у  теорети ч еск и м  и п р а к т и ­
ч еск и м  ф р а к ц и о н и р о в а н и ем  —  с у к а за н и ем  с в я зи  п арам етр ов  т ео р ети ч еск о го  
ф р а к ц и о н и р о в а н и я  с м ом ен там и  п р ак т и ч еск ого  ф р ак ц и он и р ов ан и я , а т а к ж е  
с э н е р г о р а с х о д о м  п р и  и зм ел ьч ен и и .

Л и т е р а т у р н ы е т р у д ы , и зл агаю щ и е п р а к т и ч еск и е  и опы тны е дан н ы е, 
о п у б л и к о в а н ы  в б ол ь ш ом  ч и сл е к ак  в С ов ет ск ом  С ою зе, так  и в д р у г и х  
с т р а н а х . В ы даю щ им ся  т р у д о м  сл ед у ет  отм ети ть  и ссл едов ан и я  сов етск ого  
и н ж е н е р а  А . А . З е л е н е в а  [6 ], которы й, к ст ати , р ассм атри в ает  в о зм о ж н о ст и  
п о в ы ш ен и я  о к р у ж н о й  ск о р о ст и  м ол отк ов  м о л о т к о в ы х  д р о б и л о к .

С р еди  р абот  в е н г е р с к и х  авторов, за н и м а ю щ и х с я  м олотковы м и д р о ­
б и л к а м и , сл ед у ет  отм ети ть  труды  д -р а  И м р е В ё р ё ш а  [7], в к отор ы х  д а ет ся  
р я д  м а тем а ти ч еск и х  в ы р а ж е н и й , д ей ст в и т ел ь н ы х  д л я  отнош ен и й  м е ж д у  
у д ел ь н ы м  р а сх о д о м  эн е р г и и  и тонк остью  п о м о л а . Т он к ость  п о м о л а  о п р е ­
д е л я е т с я  автором  п о  A . S . А . Е . м одул ем  т о н к о с т и  п ом ола, к отор ы й  н а х о ­
д и т с я  в т есн о й  за в и с и м о с т и  со ср едн ей  к р у п н о с т ь ю  частиц (к р уп ы ).

М атем ати ч еск ая  св я зь  у к а за н н о го  вы ш е м о д у л я  тонк ости  п о м о л а  со  
с р е д н е й  к р уп он сть ю  ч а ст и ц  (круп ы ) бы ла в ы в ед ен а  м ною  в о п у б л и к о в а н ­
н ой  р а н е е  м оей  р а б о т е  [8 ].

И с сл ед о в а н и я  Ф . Ц . Ф ен т о н а  и Ц . А . Л о г а н а  [9], п ров еден н ы е в 1931 
г о д у , т а к ж е  п ок азы ваю т, что в р езул ь тат е п ов ы ш ен и я  числа о б ор отов  б а р а ­
б а н а  в о зр а ст а ет  п р о и зв о д и тел ь н о ст ь  и п а д а ет  удел ь н ы й  р а с х о д  эн ер г и и .

П о  данны м  Е . А . С и л ь в ер а  [10] п р и  н еи зм ен н ой  т он к ости  п ом ол а  
п р о и зв о д и т ел ь н о ст ь  св я з а н а  с п отр ебн ой  п р и в о д н о й  м ощ ностью  л и н ей н о й  
за в и с и м о с т ь ю .

2 . Ц ел ь  и сс л е д о в а н и й

Ц е л ь , став и в ш ая ся  п е р е д  и ссл едов ан и я м и  с в е р х  зав и си м остей , к отор ы е  
м о ж н о  п оды ск ать  в л и т ер а т у р н ы х  и ст о ч н и к а х  в и н т ер еса х  у со в ер ш ен ст в о ­
в а н и я  и дал ь н ей ш его  р а зв и т и я  м ол отк овы х д р о б и л о к , за к л ю ч а л а сь  т а к ж е  
в о п р е д е л е н и и  о б щ и х  за к о н о м ер н о ст ей , п р и  эт о м  о б р ащ ая  о со б о е  вн и м ани е  
п о в ы ш ен и ю  о к р у ж н о й  ск о р о ст и  м олотков  и в св я зи  с этим  о п р ед ел ен и ю  
и зм е н е н и й  п р о и зв о д и т ел ь н о ст и , п отр ебн ой  м о щ н о ст и , уд ел ь н о го  р а сх о д а  
э н е р г и и  и тонк ости  п о м о л а .

П о л у ч ен н ы е д а н н ы е сл ед о в а л о  оц ен и ть  н е тол ь к о  с к о н ст р ук т и в н ой  
и эк с п л о а т а ц и о н н о й  т о ч ек  зр е н и я , но и с т о ч к и  зр е н и я  т р ебов ан и й  ж и в о т ­
н о в о д ст в а , т. е. н а ск о л ь к о  у д о в л етв о р я ет  к р у п а , п ол уч ен н ая  п р и  р а б о т е  
м о л о т к о в о й  д р о б и л к и , т р еб о в а н и я м , п р ед ъ я в л я ем ы м  ж и в отн ов одств ом .

В в и д у  того , что в п р о ц е сс е  п р о в ед ен н ы х  р а н ее  и ссл едован и й  [8] не 
у д а л о с ь  н ай ти  ч и сл ов ой  за в и си м о сти  д л я  ф р ак ц и он и р ов ан и я  к р у п ы , то  
д а н н ы м и  опы тами ст а в и л а с ь  ц ел ь  —  н ай ти  и  и ссл едов ат ь  эти  за к о н о м е р ­
н ост и .
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3 . О п ы тн ое о б о р у д о в а н и е

О пы тное о б о р у д о в а н и е , уст а н о в л ен н о е  в л а б о р а т о р и и  И ссл ед о в а т е л ь ­
ск ого  и н сти тута  сел ь ск о х о зя й ст в ен н ы х  м аш и н , п о к а за н о  н а  р и с . 1.

Рис. 1. Опытное оборудование

При опытах была использована молотковая Дробилка марки W 12, основные
конструктивные данные которой приведены ниже.

1. Число молотков 12 шт.
2. Число оборотов ротора (конструктивное) 2855 об/мин
3. Диаметр внешней окружности молотков 440 мм
4. Окружная скорость самой крайней точки молотков

(п =  2855 об/мин) 65,5 м/сек.
5. Живое сечение решет :

диам. отв. 3 мм 15,53%
диам. отв. 5 мм 22,53%
диам. отв. 10 мм 36,60%

Д л я  д р оби л к и  в к ач еств е дв и гател я  и сп о л ь зо в а л о сь  т о р м о зн о е  ди н ам о  
п о ст о я н н о го  тока. Д л я  п р и в од а  п р и м ен я л а сь  сдв о ен н а я  к л и н о р ем ен н а я  
п ер ед а ч а  с п ер едаточ н ы м  отнош ен и ем  1 : 1 .  Н ом и н ал ь н ая  м о щ н о ст ь  при  
н а п р я ж е н и и  эл ек т р о сет и  в 2 2 0  вольт со ст а в л я л а  2 1 ,6  квт (2 9 ,4  л . с .) . П ер ед  
м отор ом  был п одк л ю ч ен  счетчик  на 5 0  квт.

П р и  вы боре оп ы тн ого  о б о р у д о в а н и я  в осн ов н ом  п р е сл ед о в а л а с ь  цель : 
в о зм о ж н о  п рощ е и зм ен я т ь  ч и сл о  обор отов  р о тор а  м ол отк ов ой  д р о б и л к и , 
то  есть , др уги м и  сл ов ам и , о к р у ж н у ю  ск о р о ст ь  м ол отк ов .
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4 . М е т о д и к а  п р о в ед ен и я  оп ы тов

Н а х о ж д е н и е  св я зи  м е ж д у  ф акторами, о п р ед ел я ю щ и м и  р еж и м  работы  
м о л о т к о в о й  др оби л к и , о су щ ес т в л я л о сь  п р и  п ом ощ и  со от в ет ст в ую щ и х  и зм е­
р е н и й , т. е. в п р о ц ессе  и ссл ед о в а н и й  и зм е н я л ся  оди н  к ак о й -л и б о  ф актор  
(н а п р .,  о к р у ж н а я  ск о р о с т ь  м ол отк ов, т. е. ч и сл о  о б о р о т о в ), а за т ем  и ссл е­
д о в а л о с ь  изм енение о с т а л ь н ы х  ф акторов —  п о т р еб л я ем о й  м ощ н ости , п р о и з­
в о д и т ел ь н о ст и  и т о н к о с т и  пом ола.

Т он к ость  п ом ол а  о п р е д ел я л а с ь  сн я т и ем  к ри в ой  ф р ак ц и он и р ов ан и я  
к р у п н о с т и  крупы , то е с т ь  п рои зводством  си т о в о го  ан а л и за .

Рис. 2. Сито на деке

П р и  ситовом а н а л и зе  и сп о л ь зо в а л о сь  о к о л о  2 0 0 — 2 5 0  г и зм ел ь ч ен н ого  
м а т е р и а л а . Это к ол и ч ест в о  п р о сеи в а л о сь  н а  т р я си л ь н о й  м аш и н е в т еч ен и е  
о к о л о  о д н о й  минуты  (см . р и с . 2).

В е с  ситовы х ост атк ов  о п р е д ел я л с я  с т оч н ость ю  д о  0,01 г. Ж е л а я  у с т р а ­
н и т ь  п огр еш н ост ь , к о т о р а я  п р о и с х о д и т  от в л и я н и я  н а  р езу л ь т а т  ост а в ш и х ся  
н а  с и т е  частиц  р азм ер ом  м е н е е  ди ам етра от в ер сти й  си та, в к а ж д о м  о т д ел ь ­
н о м  с л у ч а е  сита в с т р я х и в а л и с ь  н ад  л истом  ч и ст ой  б у м а ги  д о  т е х  п о р , п ок а  
п р о в а л и в а н и е  частиц н е п р е к р а щ а л о сь  п ол н ость ю . П р о в а л и в ш и еся  частицы  
п ер е с ы п а л и с ь  с б у м а ж н о г о  л и с т а  на сито сл ед у ю щ ег о  п о  п о р я д к у  н ом ер а .

В  п ор я дк е у б ы в а н и я  зн а ч ен и я  д и а м ет р а  отвер сти й  п р и м ен я л и сь  
с л е д у ю щ и е  номера си т  :
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1. диам . отв. 3 ,6  мм
2. диам . отв. 2 ,6  мм
3. диам . отв. 2 ,2  мм
4. диам . отв. 1 ,8  мм

5. д и а м . отв. 1 ,4  мм
6. ди ам . отв. 0 ,8  мм
7. ди ам . отв. 0 ,3  мм
8. ди ам . отв. 0 ,0  мм

П ри оп р ед ел ен и и  тон к ости  п ом ол а з а  о с н о в у  бы ли взяты  с р е д н я я  к р у п ­
ность  частиц и у д е л ь н а я  п л ощ адь  п о в ер х н о ст и  частиц (см 2/г ).

5. Условия и проведение опытов

Опыты п р о в о д и л и сь  в две сери и  п ри  и сп ол ь зов ан и и  д в у х  п р о д у к т о в  
—  соответственно я ч м ен я  и к у к у р у зы . Д р о б и л к а  бы ла у к о м п л ек т о в а н а  
реш етам и т р ех  р а зл и ч н ы х  ном еров (ди ам . отв. 3  мм, диам . отв. 5  мм  и диам .

Диагр. 7. Коэффициент полезного Действия двигателя в функции всего количества
поданной мощности

отв. 10 мм). О дн ак о , к ром е опы тов, п р о в ед ен н ы х  с и сп о л ь зо в а н и ем  вы ш е­
у к а за н н ы х  т р ех  р еш ет, п ров оди л и сь  опы ты  п о д р обл ен и ю  к у к у р у з ы  без  
при м ен ен и я  р еш ета . И сп ол ь зов ан н ы е при  о п ы т а х  ячм ень и к у к у р у з а  имели  
иден ти чн ую  в л а ж н о ст ь  и бы ли взяты  и з о д н и х  и т ех  ж е  сор тов  э т и х  п р о д у к ­
тов . В л а ж н о ст ь  и сп о л ь зо в а н н о го  при о п ы т а х  ячм еня бы ла р а в н а  10 ,8% , 
а к у к у р у зы  —  бы л а  относи тел ьн о в ы сок ой  и состав л я л а  1 8 ,8 % .

Ч и сл о  о б ор отов  дв и гател я  у ст а н а в л и в а л о сь  с таким  р асч ет ом , чтобы  
о к р у ж н а я  ск ор ост ь  м ол отк ов  по ж ел а н и ю  в отдел ь н ы х с л у ч а я х  р ав н я л а сь  
бы 5 0 ,0  ; 6 0 ,0  ; 7 0 ,0  ; 8 0 ,0  и 9 0 ,0  м /сек .

П ер ед  н ач ал ом  п рои зв одства  оп ы тов  н а  д р оби л к е о су щ ес т в л я л ся  
з4м ер  п отр ебн ой  м ощ н ости  хол остого  х о д а . С одн ой  стор он ы , о п р ед ел я л и сь  
врем я и к оличество р а сх о д о в а н н о й  эл ек т р о эн ер ги и , а с д р у г о й  —  ди н ам н ое  
р авн ов еси е и ч и сл о  обор отов .

8  A cta Technica X / 3— 4
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К оэф ф и ц и ен т п о л е зн о г о  дей ств и я  и сп о л ь зо в а н н о го  в кач естве д в и г а ­
т е л я  м о л от к ов ой  д р о б и л к и  т о р м о зн о го  ди н ам о о п р е д е л я л с я  зам ер ом  п отер ь .

З н а ч е н и я  и зм ен ен и я  к . п . д . м отора о т к л а д ы в а л и сь  на д и а гр а м м е в 
ф у н к ц и и  н агр узк и  (о б щ его  к ол и ч ества  п о д а н н о й  м ощ н ости , что, со б ст в ен н о , 
и з м е р я л о с ь  счетчиком) (см . д и а г р . 1.). З н а ч ен и я  к . п . д . в п р о ц ессе  з а м е р о в  
п р и  х о л о с т о м  х о д е  и п р и  д р о б л ен и и  отсч и ты в ал и сь  просто  с д и а гр а м м .

6. Числовые данные замеров

Ч и сл о в ы е данны е к о л и ч ест в , дей ств и тел ь н о  и зм ер ен н ы х  в п р о ц е сс е  
о п ы т о в :

1. Ч и сл о  обор отов  д и с к а  счетчика.
2 . В р ем я , н ео б х о д и м о е  д л я  п оворота д и с к а  счетчика на в ы ш е у к а за н ­

н о е  о п р е д ел ен н о е  ч и сл о  о б о р о т о в .

Холостой ход.
Д р о б и л к а  марки IV-f2 

+ Решето диам. отв Зим  
о -и  -  - а -  -а -  5 мм
д  -  и -  - и -  - и -  f 0  мм

По д а  ины м измерение количес  тва 
эле  к  три чес тв а

Диагр. 2. Изменение потребляемой мощности холостого хода молотковой дробилки 
W—12 в функции окружной скорости молотков

3 .  К ол ичество к р у п ы , п ол уч ен н ой  з а  эт о  ж е  врем я .
4 .  Ч и сл о  оборотов  р о т о р а  м олотковой  д р о б и л к и  з а  это  ж е  в р ем я .
5 . У си л и е , н ео б х о д и м о е  д л я  д о ст и ж ен и я  р а в н о в еси я  я к ор я  д и н а м о -  

м а ш и н ы .
6 . С редн яя  к р у п н о ст ь  ч аст и ц  крупы  и р а ссе в  ф ракций п о л у ч е н н о й  

к р у п ы  (н а  основе д а н н ы х  си т о в о го  ан ал и за).
7 . У д ел ь н а я  п л ощ адь  п ов ер х н о ст и  п о л у ч е н н о й  к руп ы  (см2/г ).



И ссл едов ан и е  в о зм о ж н о ст ей  усовер ш ен ствован и я  м олотковы х д р о б и л о к  361

а )  З а м е р ы  п р и  х о л о с т о м  х о д е  д р о б и л к и

П о т р еб л я ем а я  м ощ н ость  и зм ер я л ась  д в о я к и м  п утем . С о д н о й  ст ор он ы , 
и зм ер ен и ем  к ол и ч ества эл ек т р оэн ер ги и , и зр а сх о д о в а н н о й  з а  о п р е д е л е н н о е  
врем я, а с  д р у г о й  —  м ом ен та , дей ств у ю щ его  н а  я к ор ь  д и н ам ом аш и н ы .

З н а ч ен и я  п о т р еб л я ем о й  м ощ ности  в ф у н к ц и и  о к р у ж н о й  ск о р о ст и  
м ол отк ов  п ри веден ы  н а  ди агр ам м е 2.

Д а н н ы е за м ер а  м ом ен т а  хор ош о сов п адаю т  с данны м и сч етч и к а .

g [квг-ч/и]

Лчмень
влажность ■ 10,8 %

+ Решето диам. ore 3  м м  
о . . .  . . .  . . .  $ „ м
Л . . .  ю „ „

По данным измерения количества 
электричес те а

Дш гр. 3. Удельный расход энергии для ячменя в функции окружной скорости молотков

б) З а м е р ы  п р и  р а б о т е  д р о б и л к и

I . Я ч м е н ь

Д ан н ы е и зм ер ен и й  приведены  ди агр ам м ам и . Н а д и а гр а м м у , в первую  
оч ер едь , бы ли о т л о ж ен ы  удел ьн ы е р а сх о д ы  эл ек т р о эн ер ги и  в ф ункции  
о к р у ж н о й  ск ор ости  м ол отк ов , так  как  удел ь н ы й  р а сх о д  эл ек т р о эн ер ги и  
об ъ ед и н я ет  п о т р еб л я ем у ю  м ощ ность и п р ои зв оди тел ь н ост ь  в о д и н  ф актор. 
Х а р а к т ер  зав и си м ости  х о р о ш о  виден при  р ассм от р ен и и  к р и в ой , д ей ст в и т ел ь ­
ной д л я  реш ета с ди ам ет р ом  отверстий 5 мм  (см . ди агр . 3 ).

У дел ьн ы й  р а с х о д  эн ер ги и  зав и си т  с в е р х  того  т а к ж е  от т о н к о с т и  по­
м ол а. З ав и си м ост ь  ср ед н ей  к р уп н ости  ч асти ц , х а р а к т ер н а я  д л я  тонкости  
п ом ол а  и у д ел ь н о го  р а с х о д а  эн ерги и , д а е т с я  н а  ди агр ам м е 4 .

8 *



3 6 2 И. Б ёлён и

Ра основе ла нн ы х раслоловаиного количест ва  
эпектричес гßd

Диагр. 4. Изменения средней крупности для ячменя в функции 
удельного расхода энергии

Н а  ди аграм м ах 5 , б  и  7 даны  за в и си м о ст и  п отр ебл я ем ой  м ощ н ости , 
п р о и зв о д и тел ь н о ст и  и с р е д н е й  крупности  ч а ст и ц  к р уп ы  от о к р у ж н о й  ск о­
р о с т и  м олотков д р о б и л к и .

З д е с ь  следует ещ е о т м ет и т ь , что в п р о ц е сс е  п р о в ед ен н ы х  и ссл ед ов ан и й  
с р е д н я я  к рупность  ф р а к ц и й  оп редел я л ась  п о  ф о р м у л е

к

/ * =  ^  X i - f i
i =  1

а р а с с е в  фракций

< Т =  £  ( * ' —  
i  =  1

г д е  : /и —  средняя к р у п н о с т ь  частиц ;

x i  —  средняя к р у п н о с т ь  частиц д л я  i-н о г о  и н тер в ал а  в ар и ац и и  ; 
f i  —  относи тел ьн ая  ч а ст о т а  ; 
к  —  порядковы е н о м е р а  сит ; 
а  —  рассев.
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Р имень-
Влажность /08%

* Решето дна м. от в Змм
о  - я - -и- -я- $  М М

Л  -  // -  - I I -  - I I -  Ю мм
По данным нзм расхода тока

Диагр. 5. Изменение потребной мощности привода для ячменя в функции 
окружной скорости молотков

QÍU/4J

Влажность'/0,8 %
+ Решето днам. о те. 3 мм
О -  и— -  / / -  - //-  $  м м
Л  -"-/О м м

Диагр. 6. Изменение производительности для ячменя в функции окружной
скорости молотков
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В  то время, к ак  п р и  р асч ет е  ср едн ей  к р у п н о ст и  и р а ссе в а  тон к ость  
п о м о л а  х а р а к т ер и зу ет ся  д в у м я  ф акрам и, у д ел ь н а я  п л ощ адь  п ов ер хн ост и  
ее  (т о н к о ст ь  пом ола) —  о д н и м  ф актором .

Ó p
[мм]

Влажность:Ю,8 %
+ Решето диам. от в. 3 мм 
о _//_ _//_ - и -  5 м м
л  - U -  - и -  - ш - Ю  М М

Диагр. 7. Изменение средней крупности крупы для ячменя в функции окружной
скорости молотков

З н а ч е н и е  у д ел ь н ой  п л о щ а д и  п о в ер хн ост и  о п р ед ел я ет ся  п о  за в и с и ­
м о ст и

5Ь*
у - а - е  2

гд е  : F  —  удел ь н ая  п л о щ а д ь  п о в ер хн ост и  (см 2/г )  ; 
у  —  удельны й вес (г /с м 3) ;

а  и  Ь —  параметры  ф р а к ц и й  п о  Х о л м о го р о в у , которы е д ет а л ь н о  б у д у т  
р ассм атри ваться  в 8 главе.

У д ел ь н ы й  рост п л о щ а д и  п о в ер хн ост и  { A F )  рассч и ты вал ся  к ак  р а з ­
н о с т ь  у д е л ь н о й  площ ади  п о в е р х н о с т и  п ер ед  ( F 0) и п о сл е  ( F )  п р о ц е сс а  д р о б ­
л е н и я .

П е р е д  дроблен и ем  у д е л ь н а я  п л ощ адь  п о в ер х н о ст и  я ч м ен я  р а в н я л а сь

F 0 =  1 1 ,2 8  см 2/г .



Р о ст  удел ь н ой  п л ощ ад и  п о в ер х н о ст и  сн а ч а л а  откл ады вал ся  в ф ун к ци и  
о к р у ж н о й  ск ор ости  м ол от к ов  (см . ди агр . 8), а за т ем  —  в ф ун к ц и и  у д ел ь н о го  

р а с х о д а  эн ер ги и  (см . д и а г р . 9 ).
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[м/сек]

Ячмень
*- Решето лиам  от в 3  мм
о -  II -  -и -  - и -  5 мм
Л  -  - и -  -a- ÍQ М М

Диагр. 8. Рост удельной площади поверхности для ячменя в функции окружной
скорости молотков

tficHtri

+ Решето днем. отв. 3 мм 
о 5мм
д  10 мм

Диагр. 9. Зависмость между ростом удельной площади поверхности и удельным 
расходом энергии для ячменя

Д л я  д ок азаэател ь ст в а , что рост  у д ел ь н о г о  р а сх о д а  э н е р г и и  в сл учае  
п овы ш ения о к р у ж н о й  ск ор ост и  м олотк ов  п р о и сх о д и т  в сл ед ст в и е  р ост а  пло­
щ ади  вновь о б р а зо в а в ш и х ся  при д р о б л ен и и  п ов ер хн ост ей  и л и  ж е  сн и ж ен и я
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с р е д н е й  крупности , бы л о  р ассч и тан о , к ак ое к ол и ч ест в о  эн ер ги и  н ео б х о д и м о  
п р и  р азл и ч н ы х зн а ч е н и я х  о к р у ж н о й  ск о р о ст и  м олотков  д л я  п о л уч ен и я  
о д н о г о  квадратного са н т и м ет р а  новой п л о щ а д и  п ов ер хн ост и .

W  5 0  60 Ю 60 90

[м/сек]

Ячмень;
+ Решето диам. от в 3 мм 
О  . . .  Змм
л - *- - /Омм

Диагр. 10. Удельная потребная энергия разрыва в функции окружной 
скорости Для ячменя

Лчмень, влажность 10,8 %, решето днам. отв J мм

Диагр. 11. Кривые фракционирования ячменной крупы, полученной с применением решета 
диаметром отверстий 3 мм при различных значениях окружной скорости молотков

Р а с ч е т  п рои зв оди л ся  п о  зави сим ости  :

/  (квт-— ч /с м 2) =  1 0 - 5* 2^ -

гд е  : /  —  удельная р а зр ы в н а я  энергия (к в т -ч /см 2) ; 
е —  удельны й р а с х о д  эн ер г и и  (квт-ч /ц) ;

Л  F  —  рост у д ел ь н о й  п л ощ ади  п о в ер х н о ст и  (см 2/г ).
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У дел ь н ая  р азр ы в н ая  эн ер ги я  д а н а  в за в и си м о ст и  от о к р у ж н о й  ск о р о ст и  

м ол отк ов  в 10 7 квт-ч /см 2 на ди агр ам м е 10.

Ячмень. влажность 10.8 °/о,решето лиан, от в 5  им  
%  (после полудня 5/1/953)

Диагр. 12. Кривые фракционирования ячменевой крупы, полученной с применением 
решета диаметром отверстий 5 мм при различных значениях окружной скорости молот­

ков (5. III. 1953)

%  Ячмень, влажность /0,0 ‘/..решето дмам. 5мм 16.11.19531

Диагр. 13. Кривые фракционирования ячменевой крупы, полученной 
с применением решета диаметром отверстий 5 мм при различных зна­

чениях окружной скорости молотков (До полдня 6. II. 1953)

Д ей ств и е п овы ш ения о к р у ж н о й  ск о р о ст и  м олотков н а  у в ел и ч ен и е  
т он к ости  пом ола н а гл я д н о  видно сдв и гом  вл ево  кривы х ф р а к ц и н и р о в а н и я .

К ривы е ф р ак ц и он и р ов ан и я , г р у п п и р у я  и х  по врем ени сн я т и я  кривы х, 
д а ю т ся  отдельно д л я  к а ж д о г о  н ом ер а  р еш ета  (см . ди агр . 11, 12, 13, 14 и 15).

П од  кривой  ф р а к ц и о н и р о в а н и я  соотв етствен н о  м атем ати ч еск ой  т р а к ­
товк е п он и м ается  к р и в ая  ситовы х о ст атк ов  (R ), точка её сеч ен и я  ординаты  
и показы вает д л я  оп р ед ел ен н ой  к р у п н о ст и , как ой  п роц ен т  к р у п ы  больш е  
у к а за н н о й  к р у п н о ст и  частиц. Т ак и м  о б р а зо м , при зн а ч ен и и  к р уп н ости  
ч асти ц  крупы , р авном  н ол ю  —  к р и в ая  в о сх о д и т  к 100% .
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/ / у м е н ь .  в л а ж н о с т ь  1UÖ%  р е ш е т и  д н е м  o r e  5  м м  

% <после полуднл 6. // /903J

Диагр. 14. Кривые фракционирования ячменевой крупы, полученной 
с применением решета диаметром отверстий 5 мм при различных 
значениях окружной скорости молотков (после полудня 6. II.

1953)

%  Лчмень. влажность /О,в %, решето диам. ота /Омм

Диагр. 15. Кривые фракционирования ячменевой крупы, получен­
ной с применением решета диаметром отверстий 10 мм при разли­

чных значениях окружной скорости молотков

I I .  К у к у р у з а

П р и  опы тах с  к у к у р у з о й  была и с с л е д о в а н а  т а к ж е  в о зм о ж н о ст ь  
д р о б л е н и я  без п р и м е н ен и я  реш ета. З ам ер ы  п р и  этом  дал и  зав и си м ости , 
а н а л о г и ч н ы е по св о е м у  х а р а к т е р у  за в и си м о стя м , получ ен н ы м  при  оп ы тах  
с  я ч м ен ем  (см. д и а гр . 16— 23).

О тк лон ен и е (в л ев о ) к р и в ы х  ф р а к ц и о н и р о в а н и я  н абл ю дается  п р и  п о ­
в ы ш ен и и  ок р у ж н о й  с к о р о ст и  м олотков т а к ж е , к а к  и  в сл уч ае опы тов с я ч м е­
н ем  (см . ди агр . 24 , 2 5  и  2 6 ) .
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Д к а т - н / и /

Кукуруза
влажность lő 8  7a 

♦ Решето л  нем. от в 3 мм 
с .... . . . .  - « - $ мм
û ........... 10 пм
° без решет a

По лдчиым pecxeüd 9/тентрич ествз

Диагр. 16. Удельный расход энергии для кукурузы в функции окружной
скорости молотков

Кукуруза: 
влаж ност ь 18.8  %

+  Решето лиан. отв. 3  м м  
О  - к -  5  м м

Л 1 0  м м

Диагр. 17. Изменение средней крупности дробленного зерна кукурузы в функции 
окружной скорости молотков
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Кукуруза:
влаж ност ь  •• 18,8 %

+  Решето днем. отв. Зим  
о
л W  м м
°  б е з  решета

По данным расхода электричества

Диагр. 18. Изменение потребной мощности привода для кукурузы в функции 
окружной скорости молотков
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Диагр. 19. Изменение производительности для кукурузы в функции окружной
скорости молотков

2.6

2.6

2.2

2.0

1.8

1.6

1.6

12

10

0.8О 0.2 0.6 0.6 0.8 10 12 16
e (K B T-4/uJ

Кукуруза 
Влажность !8.8 %

+ Решето диам. от в. Змм 
°  * * " 5 мм
Ь  * * ш 1 0  м м

Ра основе данных измерения количества 
э л  в к тричес те а

Диагр. 20. Изменение средней крупности для кукурузы в функции удельного
расхода энергии
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50 60 70 80 90 ЮО
[м/сек]

Кукуруза .
» Решето омам отв 3 мм 
О  - и -  -„- -„- 5 М М
A  - и -  - I I -  - и -  /О М М

Диагр. 21. Рост удельной площади поверхности Для кукурузы в функции 
окружной скорости молотков

ьГ1с"‘/г}

К укуруза-.
* Решето tfiiàn о те. 3  нмО / Мм

-"-/ОмН

Диагр. 22. Зависимость между ростом удельной площади поверхности 
и удельным расходом энергии Для кукурузы
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/кат-ч/см2]/Of

30 ОО 50 60 70 30 90 /00
V/м/сек]

Кукуруза
+ Решето риам. от в 3 мм 
°  - - -  -■- 5мм
л  - W мм

Диагр. 23. Удельная потребная энергия разрыва в функции окружной 
скорости молотков Для кукурузы

373

Кукуруза, влажность /8.8%.решето пиам от в Омм /  7 // /053/

Диагр. 24. Кривые фракционирования раздробленного кукурузного 
зерна, полученного с применением решета с диаметром отверстия 

3 мм при различных значениях окружной скорости молотков

е Кукуруза, влаткност ь /8.8%. решето л  мам. от в 5 мм (7 // /953)
/о

Диагр. 25. Кривые фракционирования раздробленного кукурузного 
зерна, полученного с применением решета с диаметром отверстий 

5 мм при различных значениях окружной скорости молотков
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Диагр. 26. Кривые фракцонирования раздробленного кукурузного 
зерна, полученного с применением решета с Диаметром отверстий 

10 мм при различных значениях окружной скорости молотков

7. Оценка опытных данных

а)  С  т е х н и ч е с к о й  т о ч к и  з р е н и я  

Х о л о с т о й  х о д

Ц иф ровы е д а н н ы е показы ваю т, что п о т р е б л я е м а я  м ощ ность п р и  х о л о ­
стом  х о д е  м о л от к ов ой  д р о б и л к и  п р и б л и ж е н о  п р оп ор ц и он ал ь н а  втор ой  
ст еп ен и  о к р у ж н о й  с к о р о ст и  м олотков (см . д и а г р . 2).

И с х о д я  из т о го , что д р оби л к и  в о сн о в н о м  работаю т с реш етом  д и а м ет ­
ром  отверсти й  3 мм  и п р о ек тн а я  о к р у ж н а я  ск о р о ст ь  м олотков д р о б и л к и  
м ар к и  W — 12  р ав н а  6 5  м /се к , п отр ебн ая  м о щ н о с т ь  др оби л к и  п ри  х о л о с т о м  
х о д е  состав л я ет  о к о л о  0 ,8  квт 1,1 л . с. и в о зр а с т а е т  при о к р у ж н о й  ск о р о ст и  
V =  9 0 ,0  м /сек  д о  о к о л о  2 ,0  квт 2 ,7 2  л . с. Э та  мощ ность, о т н е се н н а я  к  
п о т р еб н о й  м ощ ности  х о л о с т о г о  х од а  при v =  6 5  м /сек , означает р о ст  п р и б л . 
в 2 ,5  р аза .

П р и  п р и м ен ен и и  д л я  др оби л к и  р еш ет  с  различны м и ди а м ет р а м и  от­
в ер ст и й  п ол уч ал и сь  р азл и ч н ы е зн ачен ия  м о щ н о ст и  хол остого  х о д а , а и м ен н о
—  п о  зав и си м ости  —  в с л у ч а е  реш ета с б о л е е  к р у п н ы м  диам етром  о т в ер сти й
—  бо л ь ш а я  м ощ н ость  х о л о ст о г о  хода .

Д р о б л е н и е

П ер ед  бол ее дет а л ь н ы м  и ссл едован и ем  с л е д у е т  отметить, что, в св я зи  
со ст аби л и зац и ей  р е ж и м а  работы  д р о б и л к и , п р и  опы тах н а б л ю д а л о сь  р я д  
за т р у д н е н и й .
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Я сн о , что у с т а н о в л е н и е  п остоян н ы х зн а ч е н и й  п р ои зв оди тел ь н ост и  
и л и  п отр ебн ой  м о щ н о ст и , и л и  ж е  тон к ости  п о м о л а  я в л я ет ся  н е л егк ой  
за д а ч ей . В  п р о ц ессе  оп ы тов  очень часто н а б л ю д а л о сь  и зм ен ен и е п р ои з­
в оди тел ь н ости  и  бы л о о б р а щ ен о  особое в н и м ан и е н а  т о , чтобы  пи тан и е  
м аш ины  п р одук т ом  о су щ ест в л я л о сь  в вы сш ей ст еп ен и  р ав н ом ер н о .

Т ен ден ц и я  р о ст а  п р ои зв оди тел ь н ост и  с о к р у ж н о й  ск ор ость ю  м олотков  
ви дн а  н а  ди агр . 6  и  19. П р и  и сп о л ь зо в а н и и  к у к у р у з ы  к р и в а я  в озр астает  
бы стрее, чем  п ри  оп ы те с  ячм енем . С оответствен н о р а сп р ед ел ен и ю  точек  
в и ссл едов ан н ой  о б л а с т и , зав и си м ость  п р и б л и ж е н о  м о ж е т  бы ть в ы р а ж ен а  
п ря м ой .

П р и  и сс л е д о в а н и я х , в основном , б у д у т  р а ссм а т р и в а т ь ся  зав и си м ости , 
дей стви тел ьн ы е д л я  к р у п ы , п ол уч ен н ой  с р еш етом  ди ам . от в ер ст и й  3 мм, 
т а к  к ак  —  к ак  это  в и д н о  б у д е т  в дальн ей ш ем  —  к р у п а , п о л у ч ен н а я  с и сп ол ь ­
зо в а н и ем  реш ета д и а м . от в ер сти й  3 мм, л у ч ш е в сего  у д о в л ет в о р я ет  т р еб о ­
в ан и ям , п р едъ я в л я ем ы м  ж и в отнов одств ом . С р ав н ен и я , сдел ан н ы е с точки  
зр е н и я  и зм ен ен и я  о к р у ж н о й  ск орости , р а ссм а т р и в а ю тся  д л я  v  =  6 5 ,0  
м /сек , так  к ак  и зго т о в л я ем ы е в н астоящ ее в р ем я  12 м ол отк овы е д р оби л к и  
им ею т т ак ую  ж е  о к р у ж н у ю  скорость .

В  ч исл овом  в ы р а ж е н и и  рост п р о и зв о д и т ел ь н о ст и  и у д ел ь н о г о  р а сх о д а  
эн ер г и и  в сл уч ае р еш ет а  ди ам . отверстий 3 мм  д а ет  сл ед у ю щ у ю  к ар т и н у .

Окружная Производительность Удельный расход энергии
скорость

молотков, Ячмень Кукуруза Ячмень Кукуруза
м/сек

ц/ч % ц/ч % квт-ч/ц % квт-ч/ц %

65,0 6,0 100 11,0 100 1,03 100 0,88 100
90,0 8,4 140 15,0 137 1,27 123 1,13 128

У к азан н ы й  вы ш е зн ач и тел ьн ы й  рост у д е л ь н о г о  р а сх о д а  эн е р г и и  вызы­
в ает ся  повы ш ением  т о н к о ст и  пом ола, а т а к ж е  сам о собою  р азум ею щ и м ся  
р ост ом  потерь п р и  т р ен и и .

С н и ж ен и е ч и сл о в о г о  зн ач ен и я  ср едн ей  к р у п н о ст и , х а р а к т ер н о й  дл я  
т он к ости  п ом ол а, д л я  р еш ета  с ди ам етром  о т в ер сти й  3 мм (см . р и с . 7 и 17) 
х а р а к т ер и зу ю т  с л ед у ю щ и е  данны е.

Окружная ско­
рость молотков, 

м/сек

Средняя крупность частиц для решета с диаметром 
отверстий 3 мм

Ячмень Кукуруза

65.0
90.0

мм

1,32
1,07

100
81

мм %

1,25
1,04

100
83
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Д и агр ам м ы  4  и 2 0  п о к а зы в а ю т , что м е ж д у  ср ед н ей  к р у п н о с т ь ю  ч асти ц  
и у д е л ь н ы м  р асходом  э н е р г и и  сущ еств ует  ги п ер б о л и ч еск а я  за в и си м о сть .

Н а  основе д в у х  в ы ш еу к а за н н ы х  ди агр ам м  м о ж н о  сдел ать  за к л ю ч ен и е ,  
ч то  д л я  п ол уч ен и я  к руп ы  и д ен т и ч н о й  к р у п н о сти  п р и  п ом ол е я ч м ен я  во в сех  
с л у ч а я х  удельны й р а с х о д  э н е р г и и  выше, чем п р и  п ом ол е к у к у р у з ы . В  сл у ­
ч а е  ж е  идентичны х у д е л ь н ы х  р а сх о д о в  эн ер г и и  т он к ость  п о м о л а  яч м ен евой  
к р у п ы  б у д ет  меньш е, а к у к у р у з н о й  —  бол ь ш е. Ч и сл овы е д ан н ы е м о ж н о  
в з я т ь  и з  диаграм м  4  и  2 0 .

Н а  ди агр ам м ах 4  и  2 0  т р и  кривы е (т о н к и е л и н и и ) х а р а к т е р и зу ю т  
р а б о т у  м олотковой  д р о б и л к и  п р и  её работе с р еш етам и  с ди ам . отверсти й  
3 , 5  и  10  мм, а кривая с ж и р н о й  л и н и ей  — за в и си м о ст ь  м е ж д у  ср ед н е й  к р у п ­
н о с т ь ю  и  удельны м  р а с х о д о м  эн ер ги и  н езав и си м о  от ди ам ет р а  отверсти й  
р е ш е т . Т а к и м  образом , м о ж н о  при н ять, что к  т еор ети ч еск ой  за в и си м о ст и  
и м е е т  м ест о  п р и б л и ж ен и е в  р азл и ч н ы х о б л а с т я х  д л я  реш ет с разл и ч н ы м и  
д и а м е т р а м и  отверстий.

В  отнош ении п о т р е б н о й  п р и водн ой  м ощ н ости  на о сн о в е  ди агр ам м  
5  и  18 м о ж н о  сделать  с л ед у ю щ и й  вывод.

Окружная ско­
рость молотков, 

м/сек

Потребная приводная мощность

Ячмень Кукуруза

К В Т л. с. о// О К В Т л. с. %

65,0 6,2 8,42 100 9,7 13,16 100
90,0 10,7 14,5 173 17,0 23,4 175

З н ач и тел ь н ы й  р ост  п о т р е б н о й  м ощ ности  вы зы вается , с о д н о й  стор он ы  
р о с т о м  п р ои зв оди тел ь н ост и , а  с д р у го й  —  р ост ом  тон к ости  п о м о л а , кром е  
т о г о  ув ел и ч и в аю тся  т а к ж е  и  м ехан и ч еск и е п отер и .

У д ел ь н у ю  п л ощ адь  п о в ер х н о ст и  сл ед у ет  сч и тать  б о л ее  п о д х о д я щ е й  
д л я  о п р е д ел ен и я  т о н к о ст и  п о м о л а , чем ср едн ю ю  к р у п н о ст ь  ч а ст и ц  р а з­
д р о б л е н н о г о  м атери ал а, т а к  к а к  у д ел ь н а я  п л о щ а д ь  п о в ер х н о ст и  ч асти ц  
о б ъ е д и н я е т  в один ф ак тор  к а к  средн ю ю  к р у п н о ст ь  части ц , о п р е д ел я ю щ у ю  
ф р а к ц и о н и р о в а н и е , так  и  р а с с е в . С огласно р асч етам , п ров еден н ы м  в связи  
с э т и м  (см . диагр. 8 и 2 1 ) , р о с т  у д ел ь н ой  п л ощ ад и  п о в ер х н о ст и  в сл едств и е  
и зм е л ь ч е н и я  имеет х а р а к т е р  р о ст а  в ф ун к ци и  о к р у ж н о й  ск о р о ст и  м ол от к ов .

С огл асн о  ди агр . 8  и  21 р о ст  у д ел ь н ой  п л о щ а д и  п о в ер х н о ст и  в сл у ч а е  
п р и м е н е н и я  реш ета с д и а м . отверсти й  3 мм в циф ровом  в ы р а ж е н и и  д ает  
с л е д у ю щ у ю  картину.

Д и агр ам м ы  9 и 2 2  д а ю т  зав и си м ости  м е ж д у  р остом  у д ел ь н о й  п л ощ ади  
п о в е р х н о с т и  и удел ьны м  р а с х о д о м  эл ек т р оэн ер ги и .
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Окружная ско­
рость молотков, 

м/сек

Рост удельной площади поверхности

Ячмень Кукуруза
см2/г 0//0 см2/г 1 %

65,5 28,5 100 30,0 100
90,0 36,3 135 40,4 135

П р о в о д и л и сь  опыты д л я  вы яснения  т о г о , ст ои т  л и  повы ш ать о к р у ж н у ю  
ск о р о ст ь  м ол отк ов  д р о б и л к и  с точки зр е н и я  в сего  к ом п л ек са  ф а к то р о в  и, 
д а л е е , у р а в н о в еш и в а ет  л и  р ост  тонк ости  п о м о л а  р ост  у д ел ь н о г о  р а с х о д а  
эн ер г и и . В  к ачестве п а р а м етр а  в зя та  вел и чи н а к ол и ч ест в а  п о т р еб н о й  эн ер ги и  
д л я  п о л у ч е н и я  о д н ого  к в а д р а т н о го  сан ти м етр а  н ов ой  п л ощ ади  п о в ер х н о ст и , 
м ет од и к а  р асч ета  чего р ассм ат р и в ал ась  вы ш е. Э тот ф актор (f) о т к л ады в ал ся  
за т ем  в ф ун к ц и и  о к р у ж н о й  ск ор ости  м ол от к ов  (см . д и агр . 10 и 23 ).

П ер в о е  о п р ед ел ен и е , к отор ое м о ж н о  сд ел а т ь  на осн ов е д и а г р . 10 и 23, 
о п я ть -так и  отн оси тся  к  т о й  р азн ости  п о р я д к а  в ел ичин , к отор ая  и м еет  м есто  
в о т н ош ен и и  у д ел ь н о й  п о тр еб н о й  эн ер ги и  р а зр ы в а  д л я  я ч м ен я  и к у к у р у зы . 
Э тот ф ак тор  р ассм ат р и в ается  аналогичн о п р оч н ости  разры ва и л и  и зл ом а. 
О дн ак о , сл ед у ет  п о д ч ер к н у ть , что по п ров еден н ы м  до  н аст оя щ его  врем ени  
опы там  н абл ю дается  р а зн и ц а  при д р о б л ен и и  с реш етам и с различны м и  
ди ам ет р ам и  отверсти й . У д ел ь н а я  эн ер ги я  р а зр ы в а  в сл уч ае р еш ета  с  диам . 
от в ер сти й  10 мм к ак  д л я  яч м ен я , так  и д л я  к у к у р у зы  им еет я в н о  вы ра­
ж е н н у ю  т ен ден ц и ю  р о ст а  в ф ун к ци и  о к р у ж н о й  ск ор ост и  м ол от к ов .

Р а сс ев  точек  —  от н оси тел ь н о  бол ь ш ой , п о р я д о к  р ассев а  т а к о в , что в 
и ссл ед о в а н н о й  обл асти  (5 0 — 90  м /сек ) п ревы ш ает  зн а ч ен и я  и зм ен ен и й  у д е л ь ­
ной  эн е р г и и  р азры ва. Т ак и м  обр азом , в отн ош ен и и  величины  у д ел ь н о й  эн ер ги и  
р а зр ы в а  в ф ун к ци и  о к р у ж н о й  ск ор ости  м о л о т к о в  в сл уч ае  д р о б л ен и я  с р еш е­
там и с ди ам ет р ам и  отверсти й  3 и 5 мм в к он еч н ом  счете м о ж н о  сд ел а т ь  о п р е д е ­
л е н и е , —  я в л я ю щ ееся  н а  п рак ти к е н а и б о л ее  сущ ествен н ы м , — что он а  им еет  

н еи зм ен н о е  зн а ч ен и е . Т о  есть  у сл ов и я  и зм ел ь ч ен и я  при  вы сок и х  зн а ч е н и я х  
о к р у ж н о й  ск ор ост и  я в л я ю т ся  бол ее бл агоп р и я тн ы м и , т а к  к ак  —  н есм отр я  
на повы ш енны й р ост  п о тер ь  тр ен и я  —  в то ж е  врем я п р ак ти ч еск и  т р еб у ет ся  
т а к о е  ж е  к ол и ч ество э н е р г и и  при бол ь ш и х  зн а ч е н и я х  о к р у ж н о й  ск ор ост и  
м ол от к ов  д л я  п о л у ч ен и я  одн ого  к в адр ат н ого  сан ти м етра н ов ой  п л ощ ад и  
п о в ер х н о ст и , чем это  и м еет  м есто при  м ен ь ш и х  зн а ч ен и я х  о к р у ж н о й  ск о ­
р ост и  м ол отк ов  —  к ак  д л я  ячм еня, так  и д л я  к у к у р у зы .

В а ж н е е  в сего , что и з  в ы ш еск азан н ого  м о ж н о  сдел ать  за к л ю ч е н и е , по  
к о т о р о м у  с одн ой  и той  ж е  м аш иной п ри  о к р у ж н о й  ск ор ости  в 9 0  м /с е к  —■ 
вм есто 6 5  м /сек  — к ол и ч ество  п р одук тов , о б р а б о т а н н ы х  д р о б и л к о й , в о зр а ст а ет  
на 3 0 — 4 0 % , и в то ж е  в р ем я  тонк ость  п о м о л а ,'— есл и  п р и н я ть  во в н и м ани е  
р о ст  у д ел ь н о й  п л ощ ад и  п ов ер х н о ст и , —  в о зр а ст а ет , н ап р и м ер , п р и  д р о б ­
л ен и и  с п ри м ен ен и ем  р еш ета  с ди ам етром  отвер сти й  3 мм т а к ж е  н а  3 5 % .

9 *
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д ) С т о ч к и  з р е н и я  ж и в о т н о в о д с т в а

О д н а  из в а ж н ей ш и х  т о ч ек  зр ен и я  п р и  оц ен к е работы  м о л о т к о в ы х  
д р о б и л о к  зак л ю ч ается  в т о м , н аск ол ь к о  т о н к о ст ь  п ом ол а у д о в л ет в о р я ет  
т р е б о в а н и я , п р ед ъ я в л я ем ы е ж и в от н ов од ств ом , и л и  ж е  п ри  к а к и х  р е ж и м а х  
р а б о т ы  м олотковой  д р о б и л к и  у д о в л ет в о р я ю т ся  эт и  т р еб о в а н и я  в вы сш ей  
с т е п е н и .

П о  м нению  И с сл ед о в а т е л ь ск о г о  и н ст и т у т а  ж и в от н ов одств а

д л я  скот оводст ва:

к р у п н о ст ь  р а зд р о б л е н н о г о  к у к у р у з н о г о  з е р н а  до  90%  в сего  ег о  к ол и ­
ч е с т в а  д о л ж н а  бы ть м ен е е  1,0 м м ;

к р у п н о ст ь  я ч м ен ев ой  к р уп ы  до 9 0 %  в сего  её к ол и ч ества  д о л ж н а  
б ы т ь  м ен ее  1,5— 2 ,0  м м ;

д л я  свин оводст ва:

к р у п н о ст ь  р а зд р о б л е н н о г о  к у к у р у з н о г о  з е р н а  до  90 %  в сего  ег о  к ол и ­
ч е с т в а  д о л ж н а  бы ть м ен е е  0 ,3  мм  ;

к р у п н о ст ь  я ч м ен евой  к р у п ы  д о  90 %  в сего  её к ол и ч ества  д о л ж н а  быть  
м е н е е  0 ,5  мм.

Д р у г и м и  сл овам и, д л я  у к а за н н ы х  вы ш е н ом ер ов  сит си тов ой  остаток  
д о л ж е н  бы ть м енее 10% . Е с л и  ф р а к ц и о н и р о в а н и е зе р е н  б у д ет  отл и ч ать ся  
о т  у к а з а н н о г о  выше, ж и в о т н ы е  не б у д у т  в со ст о я н и и  п ол н остью  п ер ев а р и ть  
я ч м е н е в у ю  к р у п у  и р а зд р о б л е н н о е  к у к у р у з н о е  зе р н о , сл ед о в а т ел ь н о , зн а ­
ч и т е л ь н а я  часть эт и х  п р о д у к т о в  б у д ет  п р о п а д а т ь  д ар ом  в ж и в о т н о в о д ч еск о м  
о т н о ш е н и и .

В  о т н о ш е н и и  т р е б о в а н и й  скот оводст ва  п о л у ч а ю т с я  след ую щ и е ] д а н н ы е

д л я  р а зд р о б л ен н о го  к у к у р у з н о г о  з е р н а :

п р и  65  м /сек  — 3 5 % , а  п р и  9 0  м /се к  —  4 7 %  ч асти ц  р а зд р о б л ен н о г о  
к у к у р у з н о г о  зер н а  б у д е т  и м еть  к р уп н ость  м ен ее  1 мм, 90%  — м ен ее  1,8 
м м  (п р и  9 0  м /сек) и м ен ее  2 ,3  мм (при  65  м /се к ). (С оответствен н о зн а ч ен и й  
о к р у ж н о й  скорости  м о л о т к о в .)  ;

д л я  ячм еневой  к р у п ы :

п р и  65  м /сек  — 6 0 % , а  п р и  9 0  м /сек  —  8 5 %  ч асти ц  яч м ен евой  к руп ы  
б у д е т  и м еть  к руп н ость  м е н е е  1,5 мм, 90 %  — м ен ее 1,7 мм (п р и  9 0  м /сек )  
и  м е н е е  2,1 мм (п ри  65  м /с е к ).
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Т ак и м  о б р а зо м , д р о б и л к а  в этом  от н о ш ен и и  у д о в л етв о р я ет  п р и в е д ен ­
ны е вы ш е т р еб о в а н и я .

В  о т н о ш е н и и  т р е б о в а н и й  свиноводст ва п о л у ч а ю т с я  след ую щ и е  д а н н ы е

д л я  р а зд р о б л е н н о г о  к у к у р у з н о г о  з е р н а :

при  65  м /сек  — 3 % , а  при 90  м /сек  —  8 %  частиц р а зд р о б л ен н о г о  
к у к у р у з н о г о  зе р н а  б у д е т  им еть к руп н ость  м ен е е  0 ,3  мм.

д л я  я ч м ен ево й  к р у п ы :

п ри  65  м /сек  — 6 % , а при  90  м /с е к — 10%  ч астиц  яч м ен евой  к р уп ы  
б у д ет  им еть к р у п н о ст ь  м ен ее  0 ,5  мм.

С л едовател ьн о , п р и  т а к и х  р еж и м а х  р аботы  соврем енны е систем ы  
м ол отк овы х д р о б и л о к  н е  м о гу т  полностью  у д о в л е т в о р я т ь  все т р еб о в а н и я , 
п редъ я в л я ем ы е ж и в от н ов од ств ом . П овы ш ение о к р у ж н о й  ск ор ости  м о л о т ­
к ов , что в зн а ч и т ел ь н о й  ст еп ен и  повы ш ает т о н к о ст ь  п ом ола, я в л я е т с я  п о -  
л ож и тел н ы м  м ер о п р и я т и ем  п р и  у со в ер ш ен ств о в а н и и  м олотк овы х д р о б и л о к .

8. Закономерности фракционирования крупы, полученной при помощи
молотковых дробилок

В  п р о ц ессе  п р о в ед ен н ы х  в прош лом  г о д у  и ссл едов ан и й  по т ем е у д а ­
л о с ь  н ай ти  о п р ед ел ен н ы е зак он ом ер н ост и  ф р а к ц и о н и р о в а н и я  к руп ы , о д н а к о  
эт от  в оп р ос не у д а л о с ь  р азр абот ать  ч и сл ен н о  —  н а теор ети ч еск ой  о сн о в е .

Д а л ь н ей ш и е и сс л е д о в а н и я  ок азал и сь  н еб езу сп еш н ы м и , и н аш л о о п р е -  
д ел ен и ет о , что за к о н о м ер н о ст ь  ф р а к ц и он и р ов ан и я  к руп ы  в ы р а ж ен а  н о р м а л ь ­
ной л огар и ф м и ч еск ой  зав и си м ость ю .

В  отнош ен и и  д р о б л е н и я  х р у п к и х  к а м ен н ы х  п о р о д  в И н сти т уте п р и ­
к л адн ой  м атем атики  А к а д ем и и  н аук  В ен гр и и  в 1950  г о д у  п р о в о д и л и сь  со о т ­
в етствую щ и е и сс л е д о в а н и я , и согл асн о п о л у ч е н н ы х  во врем я э т и х  и с с л е ­
дов ан и й  р езул ь тат ов  ф рак ц и он и р ов ан и е к у с к о в  р азд р о б л ен н о й  к ам ен н ой  
п ороды  соотв етствует  логари ф м и ч еск ой  ф у н к ц и и  к р уп н ости  к у ск о в .

Т ео р и я  и сч и сл ен и я  в ер оя тн ости  д р о б л е н и я , к ак  у ж е  об  эт ом  вы ш е  
гов ор и л ось , со зд а н а  сов етск и м  м атем атиком  А . Н . Х ол м огор ов ы м . Д е й ­
стви тел ьн ость  этой  т ео р и и  д л я  др обл ен и я  х р у п к и х  м атери ал ов  бы л а  д о к а ­
з а н а  д -р о м  А л ь ф р едом  Р ен ь и  уп ом ян уты м и  вы ш е и ссл едов ан и я м и .

П р ов еден н ы е в н аш ем  ин сти туте и с с л е д о в а н и я , в свою  оч ер едь , п о к а ­
за л и , что и п р и  д р о б л ен и и  по своей с т р у к т у р е  неоднородны ;«, ч асти ч н о  
в я зк и х  и  частично х р у п к и х  зер н и сты х  п р о д у к т о в  ф рак ц и он и р ов ан и е к р у п ­
н ости  ч астиц  п р о и с х о д и т  т а к ж е  по т еор и и  Х о л м о го р о в а .

Т ео р и я  Х о л м о г о р о в а  п р едп ол агает , что д р о б л ен и е  я в л я ется  р е з у л ь ­
татом  дей ств и я  р а зл и ч н ы х  др о б я щ и х  эф ф ек тов  (у д а р , р аздав л и в ан и е и т . д .) ,
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с л е д у ю щ и х  д р у г  з а  д р у г о м , и вел и чи н а  о т д ел ь н ы х  эф ф ектов по ср а в н ен и ю  
к  о б щ е й  сум м е м ала. П о т е о р и и  Л а п л а с а — Л я п у н о в а  при  с л о ж е н и и  в л и я н и й  
н е з а в и с и м ы х  д р у г  от д р у г а  собы ти й  и х  су м м а  б у д ет  имет п р и б л и ж е н о  н ор ­
м а л ь н о е  р а сп р едел ен и е.

Е с л и  р езул ь тат  эл ем е н т а р н ы х  д р о б я щ и х  эф ф ектов и зм е р я ет ся  путем  
о п р е д е л е н и я , к ак ую  д р о б н у ю  ч асть  п р ед ст а в л я ет  собою  к р уп н ость  (л и н ей н ы й  
р а з м е р )  к у ск а , п о л у ч а ю щ его ся  и з  к у ск а  о п р ед ел ен н о й  к р у п н о с т и  (х ), от 
к р у п н о с т и  п ер в он ач ал ь н ого  к у ск а , т о гд а  зд е с ь  мы имеем не су м м у , а  п р о и з­
в е д е н и е  эт и х  эф ф ектов. О д н а к о , и сс л е д у я  логари ф м  к р у п н о ст и  к уск ов , 
п о л у ч а е т с я ,  что эф ф екты , д ей ст в у ю щ и е н а  In  х , сл агаю тся  в сл ед с т в и е  того, 
что л о г а р и ф м  п р о и зв ед ен и я  я в л я ет ся  су м м о й  л огари ф м а ф а к т о р о в . С ле­
д о в а т е л ь н о , и ln  X  в  о т н о ш ен и и  р а сп р е д ел ен и я  п р и б л и ж а ет ся  к  н ор м ал ь ­
н о м у  р а сп р ед ел ен и ю , есл и  ч и сл о  эл ем ен т а р н ы х  д р о б я щ и х  эф ф ек тов  я в л я ­
е т с я  д о в о л ь н о  вы соким.

Рис. 3. Кривая частоты нормального логарифмического распределения

В  к он еч н ом  счете, и з  д о к а за т ел ь ст в а  т ео р и и  Х о л м о г о р о в а  м о ж н о  
с д е л а т ь  вы вод, что ф у н к ц и я  л о гар и ф м а  к р у п н о ст и  к у ск о в  ( In  х )  числ о  
к у с к о в  ( N )  имеет н о р м а л ь н о е  р а сп р е д ел ен и е , сл едов ател ь н о  ф у н к ц и я  N ,  
l n  X  я в л я е т с я  ф ун к ци ей  п л о т н о ст и  Г а у с с а  (см . рис. 3).

П е р е д  тем, к ак  п ер ей т и  к д ет а л ь н о м у  р ассм отрен и ю  в о п р о са , сл ед у ет  
о т м е т и т ь , что, как  и зв ест н о , ф у н к ц и я  п л о т н о ст и  в ер оя тн ости  (и л и  ж е  ч ас­
т о т ы  в ер о я т н о ст и ) н о р м а л ь н о го  р а сп р е д ел ен и я  со средним  зн а ч е н и е м  рав­
н ы м  н о л ю  и единичны м р а ссев о м  им еет ви д

/ ( * )  =
1

(А2тг
2

Ф у н к ц и я  ж е  п л о т н о ст и  в ер оя тн ости  н ор м ал ь н ого  р а сп р е д ел ен и я  со  
с р е д н и м  зн ач ен и ем  /и и р а ссе в о м  а  им еет вид

«(*)
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В  п ервом  сл у ч а е  ф ун к ц и я  р а сп р е д ел ен и я  б у д ет  вида

а  в п осл едн ем  сл у ч а е

П о сл е  чего  по т еор и и  Х о л м о го р о в а  ф у н к ц и я  частоты в ер о я т н о ст и  
и зм ел ь ч ен н ой  м ассы  м атер и ал а  со ср едн и м  зн а ч ен и ем  In а и  р а с с е в о м  6 
б у д ет  им еть сл ед у ю щ и й  вид

п(х) =
f 2 л - b - X

In —
а

ь

где : а  —  с р е д н я я  к р у п н о ст ь  к у ск ов  п р и  ф р ак ц и ои н и р ов ан и и  к у с к о в  м ате­
р и а л а  п о  к р у п н о сти  ;

b —  р а ссев  п р и  этом  ж е  ф р а к ц и о н и р о в а н и и  ;
N  —  ч и сл о  в с е х  к уск ов  м атер и ал а .

Ф у н к ц и я  р а сп р ед ел ен и я  к у ск о в  п о  к руп н ости  б у д ет

О

В  да н н о м  п он и м ан и и  N  (х ) п р ед ст а в л я ет  собою  число к у ск о в  р азм ер ом  
м ен ее х .

О дн ак о, в п р а к т и к е о п р ед ел я ет ся  н е ч и сл о  к уск ов  (так  к а к  о п р е д е ­
л е н и е  ч и сл а  к у с к о в  я в л я ется  очень т р у д н о й  за д а ч ей ), а  вес к у с к о в , в х о д я ­
щ и х в отдел ь н ы е ф р ак ц и и  к руп н ости  (м е ж д у  х  и х  Л  х ) п у т е м  си тов ого  
а н а л и за . С л едов ател ь н о , в озм ож н о л ег к о  и  бы стро оп редел и ть  ф р а к ц и о н и ­
р ов ан и е в есов ы х г р у п п  к уск ов  по р а зм ер а м .

О дн ак о , п р и  п ом ощ и теории  Х о л м о г о р о в а  возм ож н о вы вести  ф р а к ц и о ­
н и р ов ан и е в есо в ы х  г р у п п  к уск ов  по р а зм ер а м  —  ф ункцию  п л о т н о ст и  ве­
р оя тн ости , т . е. м о ж н о  при н ять , что к у с к и  м а тер и а л а  имею т ф о р м у  к у б и к а .  
В этом  сл у ч а е  ф у н к ц и я  плотности  в ер о я т н о с т и  ф р ак ц и он и р ов ан и я  весов ы х  
гр у п п  м а тер и а л а  по р а зм ер у  б у д ет  :

s (x ) =  у - х 3 - п ( х )

где : у  —  уд ел ь н ы й  в ес  и зм ел ь ч ен н ого  м атер и ал а .
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П одстав л я я  :

y.jV  _ J_  ___
.six) =  -— г— •х2-е 2 ь 

У ’ )[2л.Ь

т а к и м  обр азом , общ ий  в ес  изм ел ьч ен н ого  м а т е р и а л а  будет  :

С л ед о в а т ел ь н о  :

S =  J s{x)- dx
О

g _  y-JV  
/ 2  л -b

И н т егр а л  м о ж е т  бы ть оп редел ен  п о д ст а н о в к о й  сл едую щ им  о б р а зо м  

П у ст ь

In

У =
У2 b

т о г д а

т а к  к а к

d x  =  а  • У 2 • b
1 2 ■ Ь • у

е • d y ,

ж  У  К  2 -Ь
у У  2-Ь =  /га —  И е 

а
X

а

т о  е с т ь

С л едовател ь н о

У2я> b _
J" а 2 -е 2'

V У * 2  • Ь  .

2 Ь-у ----L 2у! У2-Ьу
• е 2 . «У 2Ь • е -dy

у • N a 3-У 2 b

У ~ 2 л -b Í 6
2 ■ У 2 • Ь у +  У2 ■ b y  — у*

dy  =

=  Y - N r f - y Z b  Г е - ( .у .-з
У2тг-6 J </у
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К  п о к азат ел ю  ст еп ен и  е в и н т е р е с а х  о п ер а ц и и  бы ло п р и б а в л е н о  и 
вы чтено

2

П р о д о л ж а я  д а л ь н ей ш и е оп ер ац и и  в п о к а за т ел е  степ ен и  з а  ск о б к и  

вы н оси тся  др обь  — ■

_ y - N a 3-][2b
У 2 л -b Í dy

Т ак и м  о б р а зо м , в ы р аж ен и е в с к о б к а х  п р едст ав л я ет  со б о ю  п ол н ы й  

к в а д р а т  :
_X- ív %

ЗЬ у  9ь *

•dy5 =  у ^ т _
У2 л - b J

9 t2
Д р о б ь  —  м о ж е т  бы ть и зъ я т а  и з и н т е г р а л а , т а к  к ак  п р е д ст а в л я е т  со б о ю  

2
к о н ст а н ту .

Д а л е е  п о д ст а в л я я

îTTi I 3*6
= V 2 b - n

z  3 -b

у  =  у Ъ  +  7 1

, dz

“ ây =  n

В ес  и зм ел ь ч ен н ого  м атер и ал а  б у д ет

y  - N a 3V 2b ™

У2лЬ- e 2

T  w  ___ *Kr• dz

П р ои зв едя  со к р а щ ен и е к он стан ты  н а \ 2 . b ,  и так  как

П

+ 00
L .  Г
2л J

9 Ь ’

S ^ y - N a t - e T

в р езу л ь та т е  п о л у ч а ем  :
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П о сл е чего  о б о зн а ч а я  ч ер ез q ( x ) . A x  о т н ош ен и е весов к у с к о в  м а т е ­
р и а л а  к р у п н о сть ю  м е ж д у  X и X +  А х  п о  о т н о ш ен и ю  веса всего д р о б л е н н о г о  
м а т е р и а л а  —  к а к  эт о  п р а к т и к у ет ся  при си т о в о м  ан ал и зе  —  т о г д а  ф у н к ц и я  
ч астоты  в есов ы х ф р а к ц и й  к у ск ов  по к р у п н о с т и  б у д ет  :

я(х ) s(x)
S

| /2л- Ьа3- е 2

А  ф ун к ц и я  ф р а к ц и о н и р о в а н и я  (за п и сы в а я  си товой  остаток  си та  о п р е ­
д е л е н н о г о  н ом ер а)

< ?(* )=
\ 2 л - Ь а 3-

П р о в е д я  и н т егр и р о в а н и е вы ш еуказанны м  о б р а зо м , п ол уч ается

J dx

Q(x) =

9Ь*
Ьаг -е 2

9Ь*
6а3*е 2

оо

сл ед о в а т ел ь н о

гд е  :

* • *

36 I

Щ
К 2 -

З н а ч ен и я

*«
е Т  -dz

м о гу т  бы ть взяты  и з т а б л и ц ы  и н тегралов .
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С ледовател ьно, по д о к а за т ел ь с т в у  ф р а к ц и о н и р о в а н и е в есо в ы х  ф рак ц и й  
д р о б л ен н о г о  м атер и ал а  п о  его  к р уп н ости  и ф у н к ц и я  ч астоты  за в и с я т  от 
д в у х  констант (а  и b) ,  зн а ч е н и я  которы х у к а за н ы  вы ш е. З н а ч е н и я  величин  
а  и Ь за в и ся т  от ф и зи ч ес к и х  свойств  д р о б л ен н о го  м а т ер и а л а , к о н ст р у к ц и и  
д р о б и л к и  (в наш ем  с л у ч а е  м олотк овой  д р о б и л к и ), у ст а н о в к и  д р о б и л к и  и 
п р о ч и х  ее п ок азат ел ей .

З н ач ен и я  вел и чи н  а  н  b м огут  быть о п р ед ел ен ы  м етодом  м ом ентов. 
Н а  о сн ов е дан н ы х си т о в о го  ан а л и за  моменты  п р а к т и ч еск о го  р а сп р ед ел ен и я  
к р у п н о ст и , отнесен н ы е н а  и сх о д н у ю  т о ч к у , то  есть

и  соответственно

М г — x - p ( x ) - d x  
il

М 2 =  I x 2-p (x ) -d x
о

м о г у т  быть л егк о  р ассч и тан ы .
О дн ак о, п о с к о л ь к у  т ео р ем а  Х о л м о г о р о в а  со о т в ет ст в у ет  д ей ст в и т ел ь ­

н ости , то моменты  р а сп р е д ел ен и я  п л отн ости  q(x), вы веденны е теор ети ч еск и м  
п утем , б у д у т  равны  т а к ж е  м ом ентам  M i и соот в ет ст в ен н о  М 2. А в эт ом  сл уч ае

М 1 =  J X - q(x)• dx
о

и

М 2 =  j x2-q(x)-dx
ô

О п р едел я я  п ер вы й  и второй м ом енты  q(x) и н тегр и р ов ан и ем , п о л у ­
ч а ет ся

7М
М  j =  а • е~2

и соответственно

М 2 =  « 2 .е №

У рав н и в ая  эт и  за в и си м о ст и  с м ом ентам и п р ак т и ч еск ого  р а сп р ед ел ен и я , 
п ол уч ается  си стем а  у р а в н ен и й  с д в у м я  н еи звестн ы м и  —  д л я  оп р едел ен и я  
зн ач ен и й  величин а  и Ь.
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Р еш ен и е этой  си стем ы  ур ав н ен и й  вы гл яди т сл едую щ и м  о б р а зо м

7Ь*
M j =  о • е

М 2 —  а 2 • е8Ь!

И з  п е р в о г о  ур авн ен и я  п о л у ч а е т с я

7Ь*e - j

т о г д а

то  е с т ь

М  2
М ,  =  — 1 е8Ь‘ =  М 2- еь‘ еп> 1

,2 М 2вь = ---- - ; и b
М 2

1 М% 
1,1 М 2

З н а ч е н и е  величины  а  б у д е т  :

M S

В  дал ьн ей ш ем  и с с л е д о в а л и с ь  данны е си т ов ого  а н а л и за  к р уп ы  ц ел ого  
р я д а  р а зл и ч н ы х  п р о д у к т о в , к р у п а  которы х и зг о т о в л я л а сь , р азл и ч н ы м и  
м е т о д а м и , п ри  этом о п р е д е л я л и с ь  парам етры  а  и Ь. Д а н н ы е, дей ств и тел ь н ы е  
д л я  э т и х  парам етров, бы л и  п одст ав л ен ы  в у р а в н е н и е  ф ун к ц и и  р а сп р е д е ­
л е н и я  в ц ел я х  о п р е д ел ен и я , н аск ол ь к о  со о т в ет ст в у ет  эт о  у р а в н ен и е  
к р и в о й  ф р ак ц и он и р ов ан и я , о п р е д ел я ем о й  н еп о ср ед ст в ен н о  и з д а н н ы х  си то­
в ого  а н а л и з а . Р асчетны е к р и в ы е  ф р ак ц и он и р ов ан и я  х о р о ш о  сов п а д а ю т  с 
п р а к т и ч ес к и м и  кривы ми ф р а к ц и о н и р о в а н и я .

В  к ач еств е при м ера с л е д у е т  привести  о б р а зе ц  я ч м ен евой  к р у п ы , 
к о т о р ы й  бы л  получен  п р и  п о м о щ и  м олотковой  д р о б и л к и  м а р к и  W — 12, 
и сп о л ь зо в а н н о й  при оп ы тах , п р и  о к р у ж н о й  ск о р о ст и  м ол от к ов  v  =  9 0 ,0  
м /с е к  и  д и а м ет р е  отверстий  р е ш е т а  3 мм. И з д а н н ы х  си тов ого  о ст атк а  м о­
м енты  рассч и ты вал и сь  п о  т а б л и ц е  (см . табл . I).
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Т А Б Л И Ц А  I

Данные ситового анализа, расчет моментов

№
сита

Диа-
метр
отв.
сита
(мм)

Сред­
ний

размер
частиц

(X)
(мм)

Сито­
вой

оста­
ток
(г)

Сито­
вой

оста­
ток

[p (x )dx]
(%)

X . р(х). dx X 2 X2 p(x)dx

Значе­
ние

кривой
фрак­

циони­
рования

%

7 3,6
6 2,6 3,1 0,35 0,35 1,08 9,60 3,36 0,35
5 2,2 2,4 0,95 0,97 2,32 5,76 5,50 1,32
4 1,8 2,0 6,20 6,33 12,66 4,00 25,32 7,65
3 1,4 1,6 14,45 14,76 23,61 2,55 37,63 22,43
2 0,8 М 44,70 45,68 50,24 1,21 55,27 68,11
1 0,3 0,55 30,90 31,57 17,36 0,302 9,53 99,70
0 0 0,15 0,30 0,30 0,0045 0,0225 0,006 100,00

97,85 99,96 М1= 107,315 М2=  136,696 100,00

З н а ч ен и я  в ел и ч и н  M i и М 2, —  в в и д у  т о г о , что в т а б л и ц е п р и м ен я л о сь  
п р оц ен тн ое и сч и сл ен и е , —  б у д у т  сл ед у ю щ и м и  :

М х =  1,07315 и М 2 = 1 ,3 6 6 9 6

П ар ам етр ы , и л и  ж е  ср едн ее зн а ч е н и е  (ср ед н я я  к р у п н о ст ь ) и  р ассев  
п ри  ф р ак ц и о н и р о в а н и и  к р уп н ости  к у с к о в  б у д у т  иметь зн а ч е н и е  :

а  =  0 ,592  (ср ед н я я  к р у п н о ст ь ),

соответствен н о

b =  0 ,4 1 4  (р а ссев ).

З н а ч ен и е вел и чи н ы  Q (x)  и сч и с л я л о с ь  т а к ж е  табл и ч н ы м  м етодом  
(см . табл . I I ) .  Ф у н к ц и я  р асп р едел ен и я  Q (x )  и п рак ти ч еск ое ф р а к ц и о н и р о ­
ван и е, п о л у ч е н н о е  н а  осн ов е дан н ы х си т о в о г о  ан ал и за , о т л о ж ен ы  н а  общ ую  
д и а гр а м м у  (см . д и а г р . 2 7 ). Р азн ость  м е ж д у  д в у м я  кривы ми я в л я е т с я  н езн а ­
ч и тельной .

В о зм о ж н о  р ассч и т ать  к р и вую  ч астоты  и , таким  о б р а зо м , ср ав н и ть  ее 
с п р ак т и ч еск и м и  зн ач ен и я м и . И сч и сл ен и е ф ун к ц и и  частоты  q (x )  д а ет ся  в 
т а б л . I I I .
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%

------ Практическая кривая распределения
------ Расчетная кр и ва я  расп р ед елени я

Диагр. 27. Практические и расчетные кривые фракционирования 
ячменевой крупы, полученной с применением решета с диаметром 
отверстий 3 мм при окружной скорости молотков V =  90,0 м/сек (с 

молотковой дробилкой марки W— 12)

ТАБЛИЦА II

Исчисление функции распределения

Номер
сита

Диам.
отв.
сита
(мм)

Средний
размер
частиц

(X)
(мм)

X

а 1п -
а

In*а
Ъ

1 Х In — а
т — з ь

Q(x)
(%)

Прак-
тич.

кривая
распр.

%

7 3,6 5,3 6,08 1,805 4,360 3,118 0,09 0
6 2,6 3,1 4,39 1,480 3,575 2,333 1,00 0,35
5 2,2 2,4 3,72 1,315 3,180 1,938 2,66 1,32
4 1,8 2,0 3,041 1,112 2,690 1,448 7,38 7,65
3 1,4 1,6 2,365 0,863 3,085 0,843 20,00 22,43
2 0,8 1,1 1,353 0,3028 0,7315 0,5105 69,48 68,11
1 0,3 0,55 0,507 0,676 1,630 2,872 99,78 99,70

N. В. : а =  0,592 ; b =  0,414 ; ЗЬ =  1,242

Д л я  и счисления в ел и ч и н ы  q(x) сн ач ал а  о п р е д ел я ет ся  зн а ч ен и е п о с т о ­
я н н о й  п о  вы раж ению

. . K Í
q ( x ) = ------------------ М  ь Ь

} f2 n -b -a 3e 2



ТАБЛИЦА III
Исчисление функции частоты

Номер
сита

По ситов

Относит.
частота 

q (xM  X

ому анализу

q (X) =  
q (X ) . Ах

Ах
(мм)

х
(мм) X 2

X

а
1 Х In — а К Г 2,93. ( m g 2,158 .x2

а Ч Ю ’ q(x) -2 ,1 5 8 .x 2■е'2,93( 1п а )
Ах

7 3,6 12,96 6,08 1,805 3,25 9,51 28,00 13,300 0,0021

6 0,0035 0,0035 1,0 2,6 6,76 4,39 1,480 2,18 6,38 14,57 580 0,0257

5 0,0097 0,02425 0,4 2,2 4,84 3,72 1,315 1,725 5,05 10,45 154 0,0679

4 0,0633 0,1581 0,4 1,8 3,24 3,041 1,112 1,235 3,62 6,99 37,1 0,1885

3 0,1476 0,3690 0,4 1,96 2,365 0,863 0,863 0,744 2,176 4,23 8,76 0,483

2 0,4568 0,7615 0,6 0,8 0,64 1,353 0,3028 0,0915 0,268 1,38 1,307 1,057

1 0,3157 0,6320 0,5 0,3 0,09 0,807 0,676 0,456 1,335 0,193 3,8 0,0508

0 0,0030 0,010 0,3 0,0 0 0 —  о о ------ О О — 0. ------ О О 0

И
сследование 

возм
ож

ностей усоверш
енствования молотковы

х дробилок 
389
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п о д с т а в л я я  в д р о б ь
1

96*

|/2 я  • Ь • а 3 • е

д л я  зн а ч е н и я  вел и чи н  а  и Ъ п ол уч аем

____ 1______
W  9-0,1707

|^2тг • £> • а3 • е 2 ^ 6 ^ 0 , 4 1 4  0 ,5923-е 2

2 ,1 5 8

О д н а к о , в п о к а за т ел е  степ ен и  е и м еем

1

2 -Ь2
= -------1------ =  2 ,9 3 0

2 - 0 ,1 7 0 7  0 ,3 4 1 4

------  Практическая к р и в а я  р а с п р е д е л е н и я
------К о р р ект ированная  к р и в а я  р а с п р е д е л е н и я

Расчет ная к р и в а я  р а с п р е д е л е н и я

Диагр. 28. Практические и расчетные кривые частоты ячменевой 
крупы, полученной сприменением решета с диаметром отверстий в 
3 мм при окружной скорости молотков V =  90,0 м/сек (с молотковой 

Дробилкой марки W— 12)

М е ж д у  кривы ми частоты  (см. д и а гр . 2 8 )  и м еет  м есто бол ь ш ая  р а зн и ц а , 
ч ем  в с л у ч а е  к ривы х р а сп р е д ел ен и я , о д н а к о , х а р а к т ер  о б о и х  к р и в ы х  о ди ­
н а к о в . Р а с с е в  р асч етн ой  к р и в о й  м ен ьш е, ч ем  прак ти ч еск ой , и  со о т в ет ­
с т в е н н о  ч е м у  м а к си м ал ь н ое зн а ч ен и е  о р д и н а т ы  п ол уч ается  т а к ж е  бол ь ш и м .

Р я д о м  с р асч етн ой  к р и в ой  частоты  н а  ди агр ам м е 28  д а е т с я  т а к ж е  
к о р р е к т и р о в а н н а я  п р а к т и ч еск а я  к р и в ая  ч астоты  —  при н и м ая  п о  п р а к т и ­
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ч еск ой  к ри вой  р а сп р ед ел ен и я  м еньш ие и н тер в ал ы  к р уп н ости  к у с к о в . К а к  
и зв естн о , ситовой а н а л и з и з-за  слиш ком  б о л ь ш и х  интервал ов в а р и а ц и и  не 
о т р а ж а л  дей ств и т ел ь н о го  хар а к т ер а  к р и в о й  частоты .

З н а я  ф ун к ц и ю  q{x), в озм ож н о  о п р е д ел и т ь  зн а ч ен и я  абсц и ссы  (к р у п ­
н ость), соотв етствую щ и е м ак си м альн ой  о р д и н а т е , т. е . место м а к си м у м а  

к ривой .
О п р едел я ем  п ер в у ю  п р ои зв одн ую  ф у н к ц и и  q (я) :

<1 1 
----- q(x) =  -
dx __  9±

У 2 л  - b ■ а3 • е

1 In  —
а

2 х-е  2 b

. "*«,  — .___, , * 1-2 1—  х г -е ь ) ■ I n — • -----  • —
a 2-b2 X

В  м есте м ак си м ум а  п ри  зн ач ен ии  п ер в о г о  п р ои зв одн ого  р а в н о м  н ол ю  

п ол уч ается

2хп -е 2 1 ь
и г" т 1

■х о -е 2 ’ Г Г

In —  ,
а

1

Ъ2-х

то есть

соответствен н о

„2Ь* _  *0

хп =  а • е~

А м а к си м ал ь н ое зн а ч е н и е  q(x) будет  

ч(х)о =
1

XQ-e г [ 1 ] =
1

у  2л -Ь -а -еУ 2 л -Ь -а 3-е 

В  дан н ом  сл у ч а е  п ол уч ается

х0 = а - е 2Ь' =  0 ,592-е2 0'1707 =  0 ,5 9 2 -е0-3414 =  0,831 

1

sf>*
Т

Ч(х о) 5.0,1707
- 1,067

У2л- Ь-а • е f6~ 2 8 -0 ,4 1 4 -0 ,5 9 2 - е 2 

Я(хо) =  1,067

1 0  A cta Technica X/3—4
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Р Е З Ю М Е

На основе опытных данных возможно сделать нижеследующие теоретические и 
практические определения и выводы в отношении работы и усовершенствования молот­
ковых дробилок.

а) С теоретической точки зрения

Соответственно теории Холмогорова можно принять доказанным, что и фракцио­
нирование кусков, полученных при дроблении неоднородных по своей структуре мате­
риалов, в функции крупности кусков имеет нормальный логарифмический характер. 
Другими словами функция частоты имеет следующий вид :

, , ( х )  = ---------1

]/ЪГ-Ь-а3-е 2

в это же время функция распределения имеет вид

«О _  а 3

« * )  =  п Н  е 2 • * ’У 2 л •'
Z

In *а
где : z =  -—=-— -ЗЬ Ь

В этом выражении х — размер частиц а и b — параметры, характеризирующи е 
фракционирование и которые могут быть определены путем ситового анализа.

Зная параметры а и 6, можно легко определить очень важный в нашем случае 
фактор — удельную площадь, зависящую от фракционирования.
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б) С точки зрения практики
1. Молотковые дробилки при их современном режиме работы (исходя из окруж­

ной скорости молотков в 65 м/сек) удовлетворяют требования животноводства только в 
очень небольших масштабах, так как как с точки зрения скотоводства, так и свиноводства 
полученная крупа по крупности в общих чертах не удовлетворяет предъявляемые тре­
бования.

Следовательно, при усовершенствовании дробилок одной из важнейших точек 
зрения следует считать возможно большее повышение тонкости помола.

2. В случае повышения окружной скорости молотков возрастают как потребная 
мощность, так и удельный расход энергии, (см. табл, на стр. 375. и 376.)

3. В случае повышения окружной скорости молотков, производительность воз­
растает линейно, тонкость помола также возрастает. Являющиеся размерными для тон­
кости помола факторы изменяются в значительной степени, а именно : средняя круп­
ность частиц уменьшается, а удельная площадь поверхности, соответственно, возрастает 
(см. табл, на стр. 375 и 377).

4. Количество энергии, необходимой для получения одного квадратного санти­
метра новой площади поверхности при дроблении продуктов, можно считать практи­
чески независимым от окружной скорости молотков.

В числовом выражении эта удельная энергия разрыва в исследованном случае 
при применении решета с диаметром отверстий 3 мм имеет следующие значения :

Для ячменя влажностью 10,8%

3,6 -  4,2 . 10—7 квт-ч/см2

Для кукурузы влажностью 18,0%

2,8 3,2 . 10—7 квт-ч/см2

5. В отношении дробления без решета можно сказать, что хотя возможно достиг­
нуть очень высокой производительности, тонкость помола даже при окружной скорости 
порядка 90,0 м/сек не соответствует показателям, которые, хотя бы приближено,удовлет­
воряли требования животноводства.

POSSIBILITIES OF IM PRO VEM ENT OF HAMMER M ILLS

I .  B Ö LÖ N I

SUMM ARY

On the basis o f test results the follow ing theoretical and practical conclusions m ay be 
drawn relative to the work and developm ent o f ham m er m ills (grinders) :

a) Theoretical Statements :

In  conform ity w ith Kolm ogorov’s theory i t  m ay be accepted as proved th a t the distribution  
o f  particles produced in  the désintégration o f in  hom ogeneous materials as a function  of grain 
size is also logaritm ically normal. Their frequency has the following form :

<?(*)

|/2л • b • a3 -e

while the distribution function :

Q (*) „ - L  • Í 
У 2 я  J

In -
2 • dz, where s =  ——  —  3b 

b

10*
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H ere X =  grain, size a and b are parameters characterizing distribution, determi­
nable b y  screen analysis.

W ith  knowledge o f param eters a and b, factors depending on distribution —  like specific  
surface o f  great im portance in  th is case —  are sim ply calculable.

b) Practical conclusions

1. Hammer m ills in  their present working system  (considering a peripheral ham m er 
speed o f  65 m/sec) can m eet requirem ents of stock farming to  a small degree only ; specifica­
tions o f

horned cattle breeding
as w ell as of

p ig  breeding

as regards the size distribution o f bruised grain are not satisfied.
In  the developm ent o f ham m er bruisers the m ost im portant requirement is to increase 

as m uch as possible the fineness o f  the finished product.
2. B y  boosting the peripheral speed of the crushing ham m ers power demand and specific 

energy consumption are increased. (See tables on pp. 375— 376).
3. B y  boosting the peripheral speed of the hammer the output is about linearly stepped  

up w hile the fineness o f the discharge is also increased.
T he average grain size characteristic of the fineness o f  the discharge and the specific 

surface are also increased. (See tab les on pp. 375— 377).
4. Energy demand for producing one squ. cm. o f new surface m ay be considered as prac­

tica lly  independent o f the peripheral hammer speed.
This specific disintegrating energy is in the case investigated  for a screen of 3 mm diam  :

F or barley of 10,8% hu m id ity  3,6— 4,2 • 10—7 kW h/cm 2
F or maize of 18,0% hum id ity  2,8— 3,2 • 10“ 7 kW h/cm 2

5. For grinding without screen it  was established th at thou gh  the output was very high, 
the fin en ess o f the finished product did not approach stock farm ing requirements even at 90,0 
m /sec peripheral hammer speed.

E X A M E N  D E S POSSIBILITÉS D E  PERFECTIONNEM ENT D E S BRO YEU RS A M ARTEAUX

I .  BÖLÖNI

RÉSUMÉ

A  la  base des résultats expérim entaux les conclusions théoriques et pratiques suivantes 
peu ven t être déduites pour le travail et le perfectionnement de broyeurs à  marteaux :

a) D u poin t de vue théorique :
Conformément à  la théorie de Kolmogorov on peut adm ettre que la répartition des 

particules produites au cours du broyage de matériaux non hom ogènes est aussi normale en  
fonction  des dimensions des grains. C’est-à-dire leur fonction de fréquence assume la forme 
su ivante :

У2тг • b • a3 • e

tandis que la fonction de répartition
oo ! . .  x

1  ,  I *  I t l

Q(x) =  -^=  • e 2 ■ dz où z =  — - - -  —  36 
\Ï7X J b

0
où x =  la dimension du grain,
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a et b sont des paramètres caractérisant la répartition et pouvant être déterm inés par 
l ’essai de tamisage.

E n connaissance des paramètres a et 6, les facteurs, fonctions de la répartition —  comme 
la surface spécifique extrêm em ent im portante dans ce cas —  se calculent facilem ent.

b) D u point de vue pratique :
1. Les broyeurs a  m arteaux dans leur systèm e de travail actuel (considérant une vitesse 

périphérique des marteaux de l ’ordre de 65 m /sec) ne peuvent satisfaire aux exigeances de la 
zootechnie que dans une faible mesure parce que la répartition des grains de la pouterie produite 
par ces appareils de concassage ne remplit, en général, ni les stipulations de l’élevage

ni celles
du bétail à cornes 

des porcheries.

Dans le perfectionnement des broyeurs à  m arteaux un point de vue des plus im portants 
est l ’augm entation aussi grande que possible de la finesse de broyage.

2. L’augm entation de la vitesse périphérique des m arteaux accroît la puissance absorbée 
et la consommation spécifique d 9 énergie. (Voir les tableaux sur pp. 375— 376.)

3. Le débit de broyage augmente à  peu près linéairem ent avec l ’accroissem ent de la 
vitesse périphérique des m arteaux, tandis que la finesse  de la pouture s’accroît égalem ent. (Voir 
les tab leaux  sur pp. 375. et 377.)

4. L ’énergie de broyage par cm2 de surface nouvelle produite (à partir du grain initial) 
peut être considérée comme pratiquement indépendante de la vitesse périphérique des marteaux.

Numériquement cette énergie spécifique de rupture est dans le cas exam iné pour le tamis 
de 3 mm diam :

Pour l ’orge de 10,8% d’humidité 3,6— 4,2 • 10 7 KW h/cm2
Pour le maïs de 18% d’humidité 2,8— 3,2 • 10—7 KW h/cm2

5. Pour le broyage sans tam is on a pu établir que, quoique le rendem ent de broyage
soit très grand, la finesse de la mouture même à  une vitesse périphérique des m arteaux de 90,0
m /sec est loin d’approcher les exigences de la zootechnie.

UN TERSU CH UNG  D ER  VERVOLLKOM MNUNGSM ÖGLICHKEITEN  
VON HAM M ERM ÜHLEN

I . BÖLÖNI

ZUSAM M ENFASSUNG

A uf Grund der Versuchsergebnisse können hinsichtlich der Arbeit und W eiterenwicklung  
der Hammermühlen nachstehende theoretische und praktische Feststellungen und Folgerungen  
gem acht bzw. gezogen werden :

a) Vom theoretischen Gesichtspunkt :

Entsprechend der Kolmogorowschen Theorie kann m an als erwiesen annehm en, dass auch 
die Verteilung der im  Laufe der Zerstückelung von Stoffen inhomogener Struktur entstehenden  
Teilchen als Funktion der Kornabmessung logarithm isch normal ist. Das heisst, ihre H äufigkeits­
funktion weist nachstehende Form auf :

</(*> = 1
4b-

\2 n  ■ b

während die Verteilungsfunktion

е м
12я J dz, но b 3b
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la u te t , wo X  die K oriiabm essung bezeichnet und a  und b die Verteilung kennzeichnende Para­
m eter sind, die durch die Siebungsanalyse bestim m t werden können.

In  K enntnis der Param eter a und b kann m an die von  der Verteilung abhängenden  
Faktoren , wie z. B. die im  vorliegenden Falle sehr w ichtige spezifische Fläche einfach berechnen

b) Vom praktischen Gesichtspunkt :
1. D ie Hammermühlen verm ögen in ihrem gegenw ärtigen Arbeitssystem (unter B erück­

sichtigung einer Schlagham m er-Um fangsgeschwindigkeit von  65 m/sec) den Anforderungen der 
V iehzucht nur in sehr geringem  Masse zu entsprechen, weil im  allgemeinen die K ornverteilung  
des M ahlgutes weder vom  Gesichtpunkte der

Rinderzucht
noch v o n  dem der

Schweinezucht

den  Anforderungen entspricht.

B ei der W eiterentwicklung der Hammermühlen ist also einer der allerersten G esichtspunkte  
die je  grössere Steigerung der Feinheit des Mahlgutes.

2. B ei Steigerung der Um fangsgeschwindigkeit nehm en der Leistungsbedarf und der spezi­
fisch e  Energieaufwand  allm ählich zu (s. die Tabelle auf den Seiten 375— 376).

3. B ei Erhöhung der Um fangsgeschwindigkeit des Schlaghammers wächst die Stunden­
leistung  etw a linear, wobei auch die Feinheit gesteigert wird. D ie durchschnittliche K orngrösse, 
die h insich tlich  der F einheit als m assgebend betrachtet werden kann, sowie auch die spezifische  
F läche erfahren eine bedeutende Erhöhung (s. Tabellen auf S. 375— 377).

4. D ie Energiemenge, die erforderlich ist, um  bei der Zerkleinerung des Produktes eine 
neue F läche pro cm2 zu erzeugen, kann als praktisch unabhängig von der Um fangsgeschwin­
d igkeit des Schlaghammers betrachtet werden.

Zahlenm ässig beträgt diese spezifische Reissenergie im  untersuchten Falle , bei Ver­
w endung eines 0  3 mm Lochsiebes

bei 10,8% F euchtigkeit enthaltender Gerste 3,6— 4,2 * 10—7 kW h/cm2 
bei 18% Feuchtigkeit enthaltendem  Mais 2,8— 3,2 • 10 '5 * 7 kW h/cm2

5. H insichtlich der Schrotung ohne Siebmantel konnte festgestellt werden, dass die F ein­
heit, obw ohl die Stundenleistung sehr gross ist, selbst bei einer Schlagham m er-Um fangsgeschwin­
d igk eit von  90,0 m/sec den Anforderungen der Viehzucht nicht einmal annähernd entspricht.



ÜBER DIE STROMVERDRÄNGUNG IN KREIS­
ZYLINDRISCHEN LEITERN

G. F R E U D

IN ST ITU T F Ü R  A N G EW A N D TE M ATHEM A TIK  D E R  UNGARISCHEN A K A D E M IE  
D E R  W ISSEN SCH A FTEN , BUDAPEST

[Eingegangen am 13. März 1954.]

D as Problem  d er S tro m v erte ilu n g  in  einem  einzigen L e ite r m it kreisför­
m igem  Q uerschn itt w urde  von  Sommerfeld  [3 ] gelöst. D ie Sommerfeldschen  
R echnungen  fanden  m annigfache A nw endungen in  der T echn ik . M an k an n  sie 
in  jed em  Fall b enu tzen , wo das m agnetische F eld  der b e n a c h b a rte n  L e ite r sich 
als w esentlich k leiner erw eist als das m agnetische E igenfeld des L e ite rs  selbst. 
D as is t sicher der F all, w enn der L e ite r n ich t in  der u n m itte lb a re n  N ähe von 
an d eren  strom führenden  L e ite rn  und  fern  von  E isen teilen  v e r lä u f t.

G anz andere V erhältn isse  en ts teh en , falls es sich um  e inen  E inzelleiter 
eines B ündels h an d e lt, besonders w enn in  der N ähe des L eiters  so g ar m agneti­
siertes E isen vo rh an d en  is t. D an n  k a n n  das äussere m agnetische F e ld  w esentlich 
grösser sein als das E igenfeld  des L eiters. S ind die D urchm esser d e r  einzelnen 
L e ite r des B ündels n ich t zu  gross, so k an n  das äussere m agnetische  F e ld  in  der 
N ähe eines Leiters als hom ogen angesehen w erden. E s g en ü g t also, folgende 
A ufgabe zu b e trach ten  : m an  setze in  ein räum lich  hom ogenes, in  d er Z eit sinus­
artiges m agnetisches W echselfeld einen unendlichen  s trom durchflossenen  
kreiszylindrischen L eiter. E s soll die S trom verte ilung  im  D ra h t b e s tim m t w erden. 
I s t  diese b ek an n t, so k a n n  m an  den Joule  sehen W ärm ev e rlu s t im  Leiter 
berechnen . W ie gezeigt w erden  w ird , verlieren  unsere F o rm eln  ih re  G ültigkeit 
n ich t, w enn das m agnetische F eld  w ellenartig  längs des L e ite rs  fo rtsch re ite t.

In  m athem atischer H in sich t h an d e lt es sich um  einen G renzfall (ab e r keinen 
Spezialfall) eines anderen  Problem s, das von  Manebach [2 ] gelöst w urde  : m an 
bestim m e die V erte ilung  der W irbelström e, die ein p ara lle ler S tro m fad en  in 
einem  unendlichen k reiszy lindrischen  L e ite r erzeugt. Manebach  lö s t das Problem  
m it H ilfe einer In tegra lg le ichung . In  der h ier gegebenen D ars te llu n g  w ird  keine 
In tegra lg le ichung  b e n u tz t, so dass sie d ad u rch  an  V ers tän d lich k e it u n d  Ü ber­
sich tlichkeit gew innt. W ie vom  V erfasser an  anderer Stelle gezeig t w urde  [1 ], 
k a n n  auch das P rob lem  von  Manebach  in  u nserer vere in fach ten  F o rm  behandelt 
w erden . E s gelingt sogar, den E influss der M agnetisierung des L e ite rs  zu  berück­
sich tigen , falls diese n ach  einem  linearen  G esetze v erläu ft.

I. D ie S trom dich te  i im  L eiter k a n n  aus zwei K o m p o n en ten  zusam m en­
g ese tz t w erden. D ie eine K o m p o n en te  b e s te h t aus dem  E ig en stro m  des Leiters,
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d e r  a u c h  ohne A ussenfeid  v o rh a n d e n  ist. D en  zw eiten  Teil e rh ä lt m an  aus der 
W irb e ls tro m v erte ilu n g , d ie  v o m  äusseren m ag n e tisch en  F e ld  erzeugt w urde. 
D iese  beiden  K o m p o n en ten  k ö n n en  linear su p e rp o n ie rt w erden . Die V erteilung  
des E igenstrom es w u rd e  v o n  Sommerfeld  [3] b e rech n e t. M it der B ezeichnung

£ =

Ô

w o a  d e r  H albm esser des L e ite rs  und  <5 die E in d rin g u n g stie fe  des L e iterm ateria ls  
b e i d e r  vorhandenen  F re q u e n z  is t, la u te t  die S tro m  d ich te  i i  im  A b stan d  r  von  
d e r M itte llin ie  des Z y lin d ers  :

G (r ) — F i i
2тга2

Jo
( i )

H ie r  s in d  Jo und die H esse/schen F un k tio n en  n u llte r  bzw. erster O rdnung. 
F ü r  A rgum en te  von d e r F o rm  ]fZIj £ w urden diese v o n  Tölke [4] ta b e llie r t1.

I I .  E s  sollen h ie r k u rz  ein ige bekann te  B eziehungen  aus der E le k tro d y n a ­
m ik  re k a p itu lie r t w erden. D ie  Maxwellschen  G leichungen  im  M K S-M ass-Svstem  
la u te n  :

ro t H  =  i +
8D

8t

ro t

(21

m it
D = e E  В  =  ц Н

Die differenzielle Form  des Ohm  sehen Gesetzes is t

i =  y E  (3)

w obei у  d ie L eitfäh igkeit des D rah tm ate ria ls  b e d e u te t. D ie zw eite Maxwellsche  
G le ich u n g  k ann  durch  E in fü h ru n g  eines V ek to rp o ten tia ls  befriedigt w erden  :

В  =  ro t А , E
Э А  

dt
(4)

1 E ine  kurze Tafel is t  auch in  Jahnke-Emde : Tafeln höherer Funktionen 5. A ufl. Verl. 
T euhner, Leipzig 1952. S. 240— 263 enthalten.
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D am it auch die e rste  Maxwellsche  G leichung b efried ig t w erde, m uss das V ek to r­
p o ten tia l folgender p a rtie llen  D ifferentialg leichung genügen :

. , , .  . л . QA 'd2A  .
ro t ro t  A  —  g rad  d iv  А  —- А А  —  м у --------- ем ------  (5)

в d t  dt2

D a sich im  In n eren  des L e ite rs  keine elek trische L adungen  sam m eln können , ist

div D  =  0

Diese B eziehung is t sicher erfü llt, falls

div А  =  0 ( 6)

vorausgesetzt w ird . Also fo lg t aus (5) und  (6)

А А
3 А

-  W  - —  EV
3t

8 *A

1h 2
0 ( ? )

Es sollen n u n  solche Lösungen b e tra c h te t w erden , die in  d er z -R ich tung  
fortschre itende W ellen  d arste llen  (vgl. Abb. 1) :

А  =  A 0 (x ,y )eJ'(mt~  ~x * )

H ier b ed eu te t A  ide  W ellenlänge der fo rtsch re iten d en  W elle. Aus (7) e rh ä lt m an

A A n -

In  dieser G leichung is t А 

E s is t ferner

2 / 4 л « _ 4 Л  c
Ô2 Л 2 Я2 I

( 9 )

82 Э2
--------1------ - der zweidimensionale  L ap/ace-O perator.
3*2 3^2 F  1

я  = 2л

1 0 ^  E f l

die W ellenlänge e iner ebenen  elek trom agnetischen  W elle in  einem  isolierenden 
M aterial, dessen D ie lek triz itä tsk o n stan te  u n d  P e rm eab ilitä t m it den  en tsp re­
chenden D a ten  des L e ite rs  übere instim m t. M an k a n n  die w eiteren  R echnungen  
erheblich vere in fachen , w enn m an be rü ck sich tig t, dass fü r  die ü b lichen  L eiter­
m ateria lien  von  den k le in sten  Frequenzen  bis zu den  F requenzen  d er Z en tim eter­
wellen

gelten.
ô <  <  Л  u n d  ô <  <  Я
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Also kann  m an  s t a t t  (9) die gekürzte  G leichung

a a 0 - 2± a 0 =  0  (10)
оi

b eh a n d e ln .
D ie  B edeu tung  d ieser V erein fachung  b e s te h t darin , dass in  d er Lösung 

v o n  (10) n u r solche A rg u m en te  der BesseZschen F u n k tio n e n  a u ftre te n , fü r  die 
b e re c h n e te  Tabellen v o rh an d en  sind  ( [4 ]  u n d  F ussn o te  1). Ü ber die p h y si­
k a lisch e  B edeutung  d er d u rch g efü h rten  V ernachlässigungen sei noch  folgendes

4 я 2
e rw ä h n t. D as S treichen des G liedes ^  b ed eu te t, dass m an  das F e ld  als quasi-

. . .  4л;2
s ta t io n ä r  b e trach te t. In d e m  m a n  das Glied —— fa llen  lässt, w ird  die W irkung

d e r w ellenartigen  F o rtp f la n z u n g  des Feldes in  d er Z -R ich tu n g  vernach lässig t. 
S o m it w ird  es genügen, das F e ld  in  der E bene x y  zu  u n tersuchen . D as V ek to r­
p o te n t ia l  w ird  h ierm it sow ohl im  L eiterinneren  w ie auch  ausserhalb  des L eiters 
n u r  e in e  K om ponente in  d e r Z -R ich tu n g  haben , die im  folgenden als ein  S kalar 
A0 b eze ich n e t w ird2.

I I I .  D as V ek to rp o ten tia l des äusseren  m agnetischen  Feldes sei B tx. D as 
b e d e u te t ,  dass ein hom ogenes m agnetisches Feld  m it der In d u k tio n  B t v o rh a n ­
d en  is t ,  dessen Pfeil in  die —y -R ic h tu n g  w eist. (Vgl. Abb. 1.) E s sollen n u n  die 
P o la rk o o rd in a te n  r, cp in  d er F o rm

X  =  r  cos cp у  =  r sin  cp
e in g e fü h rt w erden.

2 Im  weiteren soll als Y ektorpotentia l schlechthin der um  den exponentiellen Faktor  
gekürzte W ert genannt werden.
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D er U rsprung  des K oord in a ten sy stem s soll a u f  der M ittellin ie des L eiters  
liegen, d ie  m it der Z -A chse zusam m enfällt. D as V ek to rp o ten tia l des F e ldes im  
L e ite rin n eren  sei in  der F o rm

A  =  C , J x ( '  ) CO S cp =  а д  ( f - j £-^-)cos q> (11)

an g ese tz t. Som it is t die p a rtie lle  D ifferentialg leichung (10) b e fried ig t. Infolge 
d er S ym m etrie  des F eldes is t (vgl. Abb. 1)

h (— x , y ) =  —  iг ( xy )

D ie R ückw irkung , die die W irbelström e im  L e ite r au f das A ussenfeid  ausüben ,

. .  г  Cos Фb a t  som it die Form  eines ebenen  m agnetischen  D ipols : L2-------- . D a h e r  e rh ä lt

m a n  fü r  das V ek to rp o ten tia l des Aussenfeides den  A usdruck

A'0 = B xr cos cp + C 2
cos cp

( 12)

D ieses V ek to rpo ten tia l e rfü llt ausserhalb  des L e ite rs  die Laplace sehe G leichung
A A l  =  0.

U m  die K o n stan ten  C, u n d  C2 zu bestim m en , m uss m an die G renzbed in ­
g u n g en  an  der L eiteroberfläche  r = a  b e tra c h te n 3 :

u n d
(-A )r = a — (-A )r a

/ ЭА ] / 8А 1
l  9 r Jr _ 0 l  3 r 1

In d e m  m an die A usdrücke v o n  A 0 und  А  о in  diese B edingungsgleichungen 
e in se tz t, e rhält m an  ein lineares G leichungssystem  m it den U n b e k a n n te n  Cj und

QJi ( V — j S )  —  C2 —  == B x a
a

Сг у - j  -j;(V=7 0  +C2 4 - = а
D ie  Lösung fü r Cx la u te t

C1 =
2 a B x 2 a B x

J A Y = 7 0 + j M V = m  f)
(13)

8 Hierbei wurde die m agnetische Perm eabilität des Leitermaterials als gleich der Perme­
a b ilitä t des angrenzenden isolierenden Mediums (L uft) angenommen. Man kann aber auch 
die  Brechung der m agnetischen K raftlinien infolge des Perm cabilitätsunterschiedes berück­
sichtigen , wie vom  Verfasser an anderer Stelle [1] gezeigt wurde.
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H ie rb e i w urde die I d e n t i t ä t  J j( t)  = --------J i  (t) -f- J 0 (t)
t

b erü ck sich tig t.
D er A usdruck v o n  C2 is t  fü r unsere Zw ecke belanglos. F ü r die S tro m d ich te  

d e r  W irbelström e im  L e ite r  erg ib t sich h ie rau s:

also4

ït d Ah  =  УЕ =  —  У —  
dt

2  ]Л—jcoyaB 1

£ J o (K = 7 £ )
cos Cp (14)

IV . N un  lässt sich d e r  effektive Joule  sehe V erlu st ca in  einer Sekunde je  
L än g en e in h e it des D ra h te s  bestim m en . Die S tro m d ich te  k an n  m an  in  die S trom ­
d ic h te  des L eiterstrom es u n d  in  die der W irb e ls trö m e  zerlegen :

h J i  V— j £ —  cos cp (15)

wo m a n  bo aus (1) u n d  b1 aus (15) erhalten  k a n n . H ie r  h ä n g t 6 о vom  L eite rs tro m  
I  ab  u n d  is t von dem  ä u sse ren  m agnetischen F e ld e  /I, unabhängig , dagegen ist 
bx v o n  I  unabhängig , ab e r abhäng ig  von B v  E s  is t

W  —

2л а

О О

+ lfrii2 J J J J  A ï — j  £ r-  li r dr dfp I
о о

r dr dep -f-

(16)

2 .1

D er F a k to r  von byb2 is t in fo lge  J cos <p dep =  0 v e rschw unden . Diese T a tsach e
о

h a t  d ie  m erkw ürdige K o n seq u en z , dass m an w aus zwei Gliedern zusammensetzen  
kann ,  von denen das eine n u r  vom Leiterstrom I  abhängt, aber vom Aussenfeid  
unabhängig ist, während das andere Glied von B 0 abhängt und  von I  unabhängig ist. 
D as In te g ra l  in (16) k a n n  m a n  aus folgender b e k a n n te n  Form el bestim m en* r

(  r j n (a r )J n {ßr)dr  =  a [ a j n (ßa)J 'n (a a ) — ß j n (aa) J n (ßa)]
J  P  -----0LZ
0

4 M it einem zeitabhängigen F aktor eJa)t (Vgl. Fussnote 2.).
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I  _  £

w obei a = ] J j  —-, ß = У j  —  gesetzt w erden  m uss. F ü r  den V erlust in fo lge des 
a a

L eitungsstrom es e rh ä lt m an  in  dieser W eise

W, =Ie/fRg(£)  (17)

wo jR0 =  den  G leichstrom w iderstand  d er L ängeneinheit des L e ite rs  be-
у л а *

d e u te t und
g ( £ )  =  j  Im{Y— j J 0{ \ i j i ) j Q ( / — jS )}

’ 2 |Jx(F=7ör
(18)

D ieser Teil des R esu lta te s  erw eist sich n ach  ein igen U m form ungen als m it der 
Sommerjeldschen  W iderstandsform el

R  = Re ! У Е Л  Ш Е Ю  I
I 2 л(К-;0 J

id en tisch , d. h. es is t g(£) — R R q. E s lässt sich ab er auch  der infolge des äusseren  
m agnetischen  Feldes en ts tan d en e  zusätzliche V erlu st W 2 berechnen :

^ 2 =
B Î

m (19)

H ie r b ed eu te t /1, den  H ö ch stw ert der m ag n etisch en  In d u k tio n  des A ussenfeides, 
u n d  es ist

ft(£) =  2 я |
I m { Y — j J i{]/j  f  ) j \ ( Y — t f  }

| J 0 ( f = 7 i ) l 2
( 20)

V. Z usam m enfassend  k an n  m an  sagen, dass d er Joule  sehe V erlu s t in  einer 
S ek u n d e  je  L ängeneinheit des D rah tes

I b fR o g ( S ) +  —  h{i)
Y

b e trä g t, wo R 0 den G leichstrom w iderstand  der L ängeneinheit des D ra h te s  u n d  y  
d ie  spezifische L e itfäh ig k e it des L e ite rm ate ria ls  b ed eu te t, ferner

f  =  V 2a
T ~

is t , wo a den H albm esser des L eiters u n d  ô die E indringungstiefe  des L e ite r­
m ate ria ls  bezeichnet.

I eff is t  der E ffek tiv w ert des L eite rs tro m es u n d  R t der H ö c h s tw e rt der 
In d u k tio n  des äusseren  m agnetischen  W echselfeldes. Die E in d rin g u n g stie fc  ô 
e rh ä lt m an  aus der Form el

2
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w obei со die K re isfrequenz  des Strom es u n d  des W echselfeldes5 * u n d  /I die ab so ­
lu te  P e rm e a b ilitä t des L e ite rs  (für n ich t fe rrom agnetische  Stoffe also ~  4тг . 
KT 7 M KS E inheiten ) b e d e u te t.

D ie F u n k tio n en  g  (£) u n d  h (£) w u rd en  m it H ilfe  der Tabelle v o n  Tollce [4 ] 
b e re c h n e t :

s g (f) h (f)

0,0 1,0000 0,0000
0,2 1,0001 0,0006

0,4 1,0005 0,0101
0,6 1,0007 0,0505

0,8 1,0021 0,1588

1,0 1,0052 0,3820

1,2 1,0110 0,7532

1,4 1,0198 1,3591

1,6 1,0330 2,1695

1,8 1,0524 3,1781

2,0 1,1357 4,3342

2,5 1,1753 7,4110

3,0 1,3184 10,1750

3,5 1,4919 12,5328

4,0 1,6778 14,6826

4,5 1,8626 16,8091

5,0 2,0428 18,9156

5,5 2,2190 21,1838

6,0 2,3928 23,4225

6,5 2,5682 25,6480

7,0 2,7437 27,8804

7,5 2,9213 30,0792

8,0 3,0948 32,3308

8,5 3,2708 34,5545

9,0 3,4097 36,7850

9,5 3,6243 38,9898

10,0 3,7975 41,2429

5 D ie  Form eln (17) und (19) sind auch dann gültig, w enn die Frequenz des Aussenfeides
von  der Frequenz des L eitungsstrom es verschieden ist. D ann m üssen aber natürlich in  (17)
bzw. ш  (19) für X zwei verschiedene W erte eingesetzt werden. E s bleibt aber W  =  W 2.
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F ü r grosse W erte  des A rgum entes £ e rh ä lt m an  aus den  asym pto tischen  F o rm eln  
der Besselschen  F u n k tio n en

*(£)■ W i + m
2]/2

+  l ^ - + ± ±  +  I
+  2 I +  8 ^  +

0-3536 £ +  0-25 +  0-1326

und

h(£) =  * V 2 f | l  —  —  —  — — —  +  . . J ~  4-443 £ —  3-1416 —  0 5 5 5 4  —  
1 2 f  8 5* I I

F ü r kleine A rgum en te  liefern  die P o tenzreihen  d e r Bessel sehen F u n k tio n e n

und
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ZUSAM MENFASSUNG

In  ein hom ogenes m agnetisches W echselfeld wird ein stromdurchflossener kreisförm iger  
Leiter hineingesetzt. D ie Strom verteilung und der Joule  sehe Verlust der L ängeneinheit dieses  
Leiters werden berechnet.

О ВЫТЕСНЕНИИ ТОКА, ОБРАЗУЮЩЕГОСЯ В ПРОВОДНИКЕ 
КРУГЛОГО СЕЧЕНИЯ 

Г  Ф Р Е Й Д

Р е з ю м е

Определяются распределение и плотности тока в проводнике круглого сечения, 
находящегося в однородном синусоидально изменяющемся магнитном поле, при помощи 
чего определяются джоулевы потери, возникающие в проводнике на единицу измерения.
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CURRENT D IST R IB U T IO N  IN  C Y LIND RIC AL CONDUCTORS 
OF CIRCULAR CROSS-SECTION

G. F R E U D

SUM M ARY

In  a homogeneous alternating magnetic field  is  introduced a conductor through which 
f lo w s a current. The distribution o f this current and the h eat generated by Joule e ffect, per unit 
le n g th , are calculated.

D IST R IB U T IO N  D U  CO URANT DANS LE S CONDUCTEURS CY LIN D R IQ U ES
D E  SECTION C IRCU LAIR E'

G. F R E U D

RÉSUMÉ

D ans un champ m agnétique alternatif hom ogène est introduit un conducteur cylindrique 
d e  section  circulaire, traversé par un  courant. La distribution du courant et la chaleur produite 
p a r  e ffe t  Joule —  par unité de longueur —  sont calculées.
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IN V EN TO R  OF PHOTO-OPTICS 
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Jo se p h  M axim ilian  Petzval, professor of m athem atics an d  p h ysics, docto r 
of ph ilosophy, «geom eter ap p ro b a tu s» , the in v en to r of p h o to g rap h ic  optics, 
o f  th e  dissolving view s p ro jec tion  a p p a ra tu s  (N ebelb ildappara t), e tc ., w as born  
on J a n u a ry  6, 1807, in  a sm all N o rth -H u n g a ria n  tow n, Szepes-Béla. H e  w as the  
o ldest son of a catho lic  schoolm aster an d  «regens chori».

H e  was b ro u g h t up  u n d er poor c ircum stances, although his f a th e r  F rederic  
w as a m an  of m any  g ifts, a so rt o f ” J a c k o f  all tra d e s” . In  sp ite  o f th e m , he re­
m a in ed  poor and  h ad  to  struggle h a rd  to  m a in ta in  his fam ily  consisting  o f wife 
an d  six  children.

Jo se p h  P e tzv a l w en t to  e lem en tary  school a t K ésm árk , a n d  la te r  p ro ­
ceeded  to  Podolin  to  th e  secondary  school o f th e  P ia ris t O rder, w here  he spent 
th re e  y ea rs  s tudy ing  in  th e  g ram m ar classes. As a po in t of cu rio sity , he alm ost 
h a d  to  give up learn ing , for failing in  m ath em atics .

In  those days, teach in g  w as s tr ic tly  dogm atic. All sub jec ts  w ere ta u g h t 
b y  one schoolm aster, consequen tly  th e  teach ers  did no t tak e  th e  tro u b le  of 
p ro v id in g  explanations, an d  th e  s tu d en ts  h ad  to  com m it th e  m a te r ia l con ta ined  
in  th e  tex tbooks to  m em ory . The language o f teach ing  w as L a tin .

P e tzv a l h im self described co n tem p o ra ry  in stru c tio n  m eth o d s as follows : 
th e  d a y  began w ith  a h a lf  h o u r of p ray ers , followed b y  th e  rigorous con tro l of 
hom ew ork  and  th e  execu tion  of corpora l pun ish m en t on th e  d isciples whose 
w o rk  w as no t correct. N ex t cam e th e  assignm ent of new lessons, a n d  the  day 
closed w ith  ano ther h a lf  ho u r of grace.

P e tzv a l — who la te r  becam e a ligh t in  con tem porary  m a th e m a tic s  — 
n e a rly  becam e a shoem aker’s app ren tice , fo r his fa th e r  was adv ised  to  ta k e  him 
o u t o f school, as he lacked  an y  gift for learn ing .

B u t  for P e tz v a l’s m o th er, who preva iled  on her husband  to  give th e  boy  an ­
o th e r  chance and  send him  to  rep ea t his exam ination , his sc ien tific  ca reer would 
h av e  foundered.

D uring  th e  sum m er, th e  boy  cam e across a book in  h is f a th e r ’s lib rary , 
e n tit le d  : «A naly tical discussion of th e  e lem ents of m athem atics» , b y  L t. M at­
th ew s H auser, w ritte n  fo r th e  M ilitary  A cadem y. The ingenious b o o k  w ritte n  in 1

1 1 Acta Technics X/3—4
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a sim ple style, roused  P e tz v a l’s m ath em atica l sense, an d  w hen th e  d ay  o f th e  
ex am in a tio n s arrived , P e tz v a l no t only passed, b u t  he show ed such a h igh degree 
o f  m athem atica l skill w h ich  stun n ed  the m em bers o f th e  ju ry . Petzval w as p re ­
se n te d  a copy of P a sq u ic h ’s «M athem atical A nalysis» , as a rew ard.

T hereafter P e tzv a l w e n t to  Lőcse and fin ish ed  th e  fo u rth  g ram m ar class, 
a n d  th e  two years o f h u m a n io ra  studies.

A fter g radua tion , he w as adm itted  to  th e  ph ilosoph ical class of th e  College 
a t  K a ssa ,following w h ich lie  reg istered  a t th e  I n s t i tu t  um  G eom etricum  of P e s th  — 
now  B udapest — th e  f ir s t  E ngineering  H ighschool o f th e  w orld, — being a d e p a r t­
m e n t of th e  Royal U n iv e rs ity  in  B uda. The d ip lom as issued by  the  In s ti tu tu m  
b o re  th e  hand  and  seal o f th e  professors o f th e  U n iv e rs ity  as well.

Petzval, who w as an  em in en t scholar, w as soon appo in ted  lec tu rer. A fter 
com pleting  the  f irs t fo u r te rm s , he obtained his d ip lo m a and  becam e a ch a rte red  
«G eom eter app roba tus»  (A pproved  geom eter). H is w o rk  as lec tu re r was accep ted  
as eq u iv a len t to  th e  tw o y e a rs  of p ractical tra in in g  requ ired .

I n  1828, P e tzv a l e n te re d  the service o f th e  M unic ipality  of P esth .
Professor W olfste in , P e tz v a l’s m aster in  m a th e m a tic s , called chief engineer 

Ja c o b  Degen’s a tte n tio n  to  th is  young scholar. D egen  welcom ed the  services of 
P e tz v a l, who was a tta c h e d  to  th e  B uilding D e p a r tm e n t of th e  M unicipality .

A t the  tim e, th e  B u ild ing  D ep artm en t w as k e p t  b u sy  carry ing  o u t th e  
reb u ild in g  plans m ade b y  th e  Embellishment Committee.

One of the m ost u rg e n t and  im p o rtan t jo b s w as th e  re-planning of th e  
o ld  d is tr ic t ’’L eo p o ld s tad t,”  an d  its  canalization .

P e tzv a l’s w ork w as to  d raw  the  plans an d  m ap s, an d  to  control th e  re la tiv e  
ca lcu la tions. In  th e  b eg in n in g , his w ork aroused su rp rise , and  provoked d eba te . 
In  a well docum ented  re p o r t  he contended th a t  flo o d  prevention was useless as 
long as districts o f the town were situated below flo o d  level.

To help th is, he  u rg ed  th e  filling up o f th e  g round . H e dem o n stra ted  by  
e x a c t levelling th a t  som e d is tr ic ts  were 4 —7 fee t low er th a n  the  D anube level. 
T h u s , in  th e  event o f h ig h w a te r, th e  dams w ould p ro v id e  b u t  inadequate  p ro te c ­
tio n  against the  flood, an d  th e  w a te r backing up  th e  sew er system  w ould overflow  
th e  d is tric ts  lying low er th a n  th e  w aterlevel.

T he alderm en, fearin g  th e  costs, vetoed the  p ro je c t. B u t when in  1830 and  
1832, th e  D anube th re a te n e d  to  overflow th e  c ity , P e tz v a l was called in , and 
p u t  in  charge of th e  em erg en cy  works.

P e tzv a l’s ac tion  sav ed  P es th , b u t got h im  in to  tro u b le . H e was charged  
w ith  offending against w ritten  instructions, and w ith neglecting fin a n c ia l provisions. 
H e  w as sum m oned befo re  a d isciplinary co u rt, b u t  go t aw ay w ith  a s te rn  
w arn in g .

H e continued to  u rge  th e  building o f a ch an n e l, to  abduct th e  surp lus 
w a te rs  o f th e  D anube. A fte r  hav ing  m ade a th o ro u g h  geological exp lo ra tion  of 
th e  o u tsk ir ts  of th e  to w n , P e tz v a l worked o u t a p ro je c t w herein  he em phasized
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th e  importance o f the navigableness o f the channel. I t  w as his idea to  b u ild  fac to ries, 
m ills, w arehouses along its] banks. H e w en t fu r th e r  s till: find ing  th a t  th e  soil in 
th e  n o rth e rn  o u tsk irts  w as sandy , he suggested  to  insta ll an irr ig a tio n  p la n t for 
its  fertiliza tio n , a t th e  sam e tim e p rov id ing  p ro tec tio n  against d u s t fo r th e  tow n.

P e tz v a l’s p ro jec t w as g rea tly  adm ired , an d  th e  Council decided to  su b m it 
it  d irec tly  to  the co m p e ten t governm en t organs w ith  an u rgen t re q u e s t fo r its  
p ro m p t forw arding to  th e  P a la tin e ’s C hancellery  in  Pressburg . P e tz v a l, w ho did  
n o t t r u s t  th e  m unicipal Council, w ro te  a special application  to  th e  P a la tin e , 
A rch iduke Joseph . T h e  P a la tin e  ap p ro v ed  o f th e  p ro ject, th e  C hancellery  gave 
th e  necessary  au th o risa tio n , recommending an early start o f the works. T h e  P a la ­
tine  addressed  a personal le tte r  to  P e tz v a l expressing his ap p rec ia tio n  an d  con­
g ra tu la tin g  him  on his schem e.

The channel was never built. T he p lans an d  charts  were f iled  in  th e  C ity 
arch ives. T hey  w ere ta k e n  ou t once m ore in  1865, w hen th e  p ro b lem  cam e up  
again  for consideration  — b u t  of no avail ; th e y  are still buried  in  th e  arch ives. 
P e tz v a l annoyed, le ft m unic ipal service, an d  re tu rn e d  to  th e  U n iv e rsity , resum ing  
his sc ien tific  w ork as a ss is tan t professor o f physics and m ath em atics .

H a  h ad  been w ork ing  for th ree  years  a t  th e  U niversity , w hen  he  app lied  
for th e  chair of h igher m a th em atics  le ft v a c a n t b y  Professor W olfste in . T he 
co m p etitio n  was procla im ed  on A ugust 1st, 1833, an d  although P e tz v a l w as u n a n i­
m ously  appoin ted  fo r th e  chair, his official ap p o in tm en t was con firm ed  on ly  tw o 
y ears  la te r .

M eanwhile, th e  V ienna U n iv e rsity  in v ited  applications fo r th e  ch a ir of 
h igher m athem atics. P e tz v a l was sen t a personal in v ita tion .

H e passed all te s ts  an d  exam inations w ith  honours, and  a lth o u g h  tw o ou t 
o f th re e  ju ro rs  recom m ended him  in f irs t  place, his ap p o in tm en t follow ed only 
th ree  years la ter. In  th e  background  w ere th e  in trigues of th e  aulic circles, who 
o b jec ted  to  the a p p o in tm en t of th e  H u n g a ria n  P e tzv a l to  th e  V ienna U n iv e rsity .

Jo sep h  P e tz v a l’s ap p o in tm en t to  th e  V ienna U niversity  a p p ea red  in  th e  
O fficial G azette  on N ovem ber 19, 1836; a t  th e  tim e  he was aged 29.

P e tzv a l proceeded  to  V ienna.

*

H is fellow professors did n o t give h im  a very  encouraging w elcom e. H e 
responded  by  w ith d raw in g  from  th e ir  com pany. B eyond official c o n ta c t, he 
avo ided  all p riv a te  in tercou rse  w ith  th e m , w ith  th e  sole excep tion  o f  P rofessor 
von  E ttin g h au sen  — th e  one w ho h a d  in v ited  P a la tin e  Jo se p h ’s a tte n tio n  to  
P e tzv a l, and  followed th e  b rillian t y oung  m an  w ith  deep concern  th ro u g h o u t 
his en tire  carreer.

P e tzv a l was a queer m an, qu ick tem p ered  b u t  k indhearted . H e  w as p o p u la r 
w ith  his pupils, an d  his classes w ere alw ays crow ded, a lthough  he n ev er m ade
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use  o f  th e  hatefu l ro ll-calls. H e  did  no t ta k e  a f la t  in  th e  city , b u t resided  in  a 
s u b u rb  of V ienna on th e  K ah lenberg , in  p a r t  o f th e  fo rm er convent o f th e  Ca- 
m a ld o lite  F riars. T here  he  s e t  up  his stud io , his lab o ra to rie s  and  w orkshop w here 
h e  m a d e  all the  tools a n d  in s tru m e n ts  he needed , b y  his own hands. As th e  place 
w as rem o te  from  th e  c ity , a n d  th e re  was no co m m unica tion , P etzval h a d  a b lack  
A ra b  sta llion , on th e  b a c k  o f  w hich he rode every  d a y  to  th e  U niversity . H e w as 
a s tra n g e  sight : a to p -h a t te d  professor rid ing  to  to w n , th e  folds of his w ide cloak 
f lo a tin g  behind.

H is stab le  w as d e c o ra te d  w ith  sw ords an d  o th e r  weapons, as he w as a 
g re a t sw ordsm an an d  g y m n a s t. U p on th e  hill, he w orked  on his op tica l in s tru ­
m e n ts . P e tz v a l’s o p tica l lenses were considered b y  th e  experts of th e  G er­
m a n  op tica l factories to  b e  superlative. H e also co n stru c ted  a p iano  w ith  a 
spec ia l se t of keys, b ased  o n  h is own sound sy stem , an d  installed  a p h o tog raph ic  
s tu d io  w ith  a lab o ra to ry .

*

P e tzv a l, who w as u sed  to  fill in  the  cu rricu lu m  o f his classes, d id  n o t like 
th e  lim ited  and s tr ic tly  m a p p e d  ou t teach ing  sy s tem  o f th e  V ienna U n iv ersity ; 
h o w ev er, as the  con tro l o f  th e  studies h ad  been  re se rv ed  for th e  E d u ca tio n a l 
C o m m ittee  of the  C ourt, he  h ad  to  subm it, b u t  n ev e r failed to  criticise i t .  I t  
w as no  sooner th a n  in  1850, a f te r  th e  freedom  of te ach in g  had  been proclaim ed, 
t h a t  P e tzv a l began his te a c h in g  and ex perim en ts w hich  m ade him  fam ous.

W hen  the  professors o f  th e  U niversity  h a d  b een  allowed to  decide on  th e  
th e m e s  and  m ethods o f  th e ir  classes, P e tzv a l b eg an  his lectures on applied  m ath­
em atics. H is lectures w ere alw ays on a s tr ic tly  sc ien tific  s tan d ard , y e t th e  sim ­
p lic ity  an d  clarity  o f h is s ty le  m ade him  m ost p o p u la r.

P e tz v a l was a sc ien tis t a n d  m ath em atic ian , b u t  n o t  of th e  cu t and  d ry  ty p e . 
H e  ap p lied  m ath em atics  m ere ly  for the  sake of u n v e iling  th e  laws of N a tu re , b u t 
d id  n o t  regard  it  as an  u lt im a te  aim , it teas only a means — he said  — with  
the a id  o f  which m a n kin d  w ill be enabled to m ake life  and living easier.

«M athematics — em phasized  P e tzv a l — is vocated to explain the powers 
o f the sp ir it — which are h idden  in its form ulas  — and  to analyze the solitary laws 
o f N a tu re  in  the most p o ssib ly  simplest ways and  bring them nearer to the m an's  
comprehension.»*

T h a t thesis of P e tz v a l enab led  him  to  reach  th e  h e igh t of his ach ievem ent. 
I t  is a p ity  th a t  P e tz v a l’s le c tu re s  did no t ap p ea r in  p r in t, and  have only  been 
p re se rv e d  in  some no tes  o f  h is  pupils. P e tzv a l’s le c tu res  covered the  in te g ra tio n  
o f  lin e a r  and  differen tia l e q u a tio n s  w ith  v ariab le  coefficients, and  in  connection  
w ith  i t ,  th e  v ib ra tion  o f  s tra in e d  chords; th e  equ ilib riu m  of elastic bodies and  
th e ir  m ovem ent ; v a r ia tio n  calculus ; d iop trics ; th e  th e o ry  of h igher m a th e ­
m a tic a l equations, an d  o f  eq u a tio n s on h igher degree. H e dealt fu r th e r  w ith

* On the Camera Obscura. B y  Joseph P etzval. The London, Edinburgh and Dublin  
P hilosophical Magazine and Journal o f Science. 1859.
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th e  th e o ry  of circular m o tio n  (astrom echanics), and  w ith  th e  m ovem ent o f  w aves. 
In  dealing  w ith  th e  la t te r ,  he exposed a physical law , i. e. th e  law  of th e  d u ra tio n  
of th e  v ib ra tio n  periods.

*

In  V ienna, he m e t B aro n  von  U chatius — th e  fam ous a rtille ry  m an  — 
w ho to o k  a keen in te res t in  p h o tog raphy . The en co u n te r led P e tzv a l to  s tu d y  th e  
theo ry  o f shooting an d  o f ba llistics. B y  1840, his s tu d ies  w ere so fa r  ad v an ced  
th a t  th e  a rtille ry  an d  engineering s ta ff  de ta iled  a n u m b er of a rtille ry  officers 
to  assist P e tzva l in  w ork ing  o u t a shooting c h a rt, b ased  on th e  law o f a ir  re s is t­
ance.

G eneral W uich, w ho a tte n d e d  P e tzv a l’s lec tu res on ballistics, w ro te  th a t  
P e tz v a l w as th e  f irs t to  p ro v e  the coincidence o f the trajectories o f projectiles, under 
certain conditions, which theory is known in  ballistics as the law o f the «polarisa tion  
o f the trajectories».

W uich  fu rth e r  v e rified  P e tzv a l’s second th e o ry  according to  w hich  the 
elastic curve o f a pole deflected aslant, under a certain load, was equal to the trajectory 
described by the load centre o f the projectile.

P e tz v a l’s ba llistic  th eo ries  w ere all based  on E u ler 's  law an d  on  th e  p r in ­
ciples o f th e  G erm an G eneral Otto.

N o t less in te re s tin g  w ere his studies concern ing  th e  m a th e m a tic a l th eo ry  
of th e  sound system . In  th is  connection, he s tro n g ly  opposed D ' A lam bert's , 
R am eau's  and  H elm holtz's  theories.

P e tzv a l w as th e  f ir s t  to  raise th e  problem s o f th e  sound sy stem , to  fix  
the  law s ru ling  i t  based  on  ex isting  know ledge an d  on specidation . E n tire ly  
novel an d  in te resting  w ere his resu lts in  a special su b jec t w hich he called  « A n a ly ­
tical M echanics». B eyond  try in g  to  prove his theories an d  th e  resu lts  he  ob ta ined , 
he found  m eans of p ro v in g  th e ir  p rac tica l ap p lica tion .

Still, p h o to g rap h y  w as th e  field  w here P e tz v a l earned  his re p u ta tio n  by  
im prov ing  th e  p rim itiv e  N iépce-D aguerre «cam era  obscura»  to  a p h o to  cam era.

*

P e tzv a l’s p o r tra it  ob jec tive  accom plished in  1841 w as six teen -tim es m ore 
pho to-sensitive th a n  th a t  o f Chevallier, th e  m ak er o f th e  ob jec tiv e  fo r th e  
N iépce-D aguerre cam era. P e tzv a l shortened  th e  tim e  o f exposure fro m  30— 50 
m inu tes to  1.4 seconds.

T he pho to -sen sitiv ity  o f th e  F rench  ob jec tive  w as f  =  14, t h a t  of th e  
P e tzv a l objective only  /  =  3.7.

P e tzv a l’s resu lts  w ere based  on p u re ly  m a th em a tica l ca lcu la tions. H is 
lenses w ere cu t b y  h im se lf w ith  tools he h ad  also m ade in  his own s tu d io . H e also 
p rep ared  a landscape ob jec tive , b u t as it  lacked  sharpness, he p u t  i t  aside in 
1840, an d  im proved i t  on ly  la te r.
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T he Petzval objective is th e  achromatic double objective. I t  is a t r ib u te  to  the 
g en iu s  o f Petzval th a t  th e  lines he laid dow n in  1841 in  respect o f th e  p o rtra it 
len s  a re  still generally fo llow ed in  m aking lenses com m only used  fo r p o rtra it 
p h o to g ra p h y , though  n a tu ra l ly ,  im provem ents h av e  since been in tro d u ced  by 
fa m o u s  opticians in  th e  la te s t  years.

I n  m odern stud ios, th e  po rtra it-o b jec tiv e  is being rep laced  b y  th e  anas- 
t ig m a tic  lens system , th e  w id e  ap ertu re  of w hich p laces i t  on a level w ith  P e tz v a l’s 
d ev ice  in  point of speed, w h ile  its  im provem ents an d  range ren d er i t  specially 
se rv iceab le  in tak ing  s tu d io  groups. In  sim ple p o rtra itu re , ex trem e fla tn ess  of 
th e  f ie ld  is not desirable, a n d  a cu rvatu re  o f th e  fie ld  gives b e tte r  m odelling, 
fo r  good  po rtra itu re  does n o t  necessarily requ ire  needle sharpness.

T h e  Petzval lens — in tro d u c e d  by Y o ig tlaender in 1841 — is a rap id  p o r t­
r a i t  lens, its charac teristics a re  : th e  sum of th e  focal powers o f th e  ind iv idual 
lenses in  photographic co m b in a tio n , m ultip lied  b y  th e  reciprocals o f th e ir  re ­

sp e c tiv e  indices, should  b e  equal to  zero ; or 27 — =  0.
P f

*

T his pioneer p o r tra i t  lens consisted of tw o d issim ilar ach rom atic  com bina­
tio n s  se t wide ap art ; th e  f ro n t  piece was p lanoconvex , com posed of a biconvex 
lens o f  crown glass c e m en ted  to  a planoconcave f l in t  glass lens, w hile th e  rear 
e le m e n t was a double co n v ex  set, composed of a b iconvex lens o f crown glass, 
s e p a ra te d  by air space fro m  a convex flin t glass lens.

P e tzv a l never re v e a le d  h is experim ents to  anyone. P resum ab ly , how ever, 
i t  w as  D olond’s telescope o b jec tiv e  th a t  lead h im  to  his lens com bination  theo ry .

H e  postu lated  th a t  i t  ta k e s  two com ponents to  achieve a h igher photo  
s e n s itiv ity , viz ; 1. en la rg in g  th e  aperture , and  2. d im in ish ing  th e  focal d istance, 
i. e. reducing  the im age.

« Both of these — he  em phasized  — can only be achieved by the application  
o f two or more lenses instead  o f  one.»

W here  there are no  ob stac les , the lenses h av e  to  be placed n ea r each o ther. 
I t  ap p e a re d , however, t h a t  th e se  theore tica lly  ju x ta p o se d  lens system s could 
g ive  n o  absolutely sharp  im ag e  w here the to ta l o f th e  lens curves gave th e  im pres­
s ion  o f  p lane glass. In  o th e r  w ords, a sharp im age could be o b ta ined  only  in  the  
case w h en  a t an in fin ite  d is ta n c e , and  in fin ite ly  large  p ic tu re  w as to  be tak en .

T h is result m ade P e tz v a l  dism ount his lens system . H e realized  th a t  over 
sm a lle r  distances, th e  o b je c tiv e  effect had  to  be b ro u g h t closer to  th e  p lane of 
th e  p la n e  parallel.

T h is  procedure re q u ire d  th e  ach rom atization  of th e  d ism oun ted  lenses, 
to  m a k e  them  m eet th e  tw o  conditions of ach ro m atiza tio n . F o r th a t  purpose, 
th e  d iffe ren t achrom atic im ag es h ad  to  be p ro jec ted  in to  th e  ad eq u a te  place, 
in  o rd e r  to  be equal in  size.

*
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P e tz v a l’s d iscovery  created  great sen sa tio n . H e en trusted  V oig tlaender, 
th e  well know n op tic ian , to  carry  out his schem e ; he p u t all his ca lcu la tio n s and  
draw ings a t  th e  o p tic ian ’s disposal, b u t o m itte d  to  m ake a co n trac t w ith  him . 
This lead  to  a b re a k  betw een  the  two. T he cam era  appeared in  th e  m a rk e t on 
C hristm as day , in  1840, w hich day m arks th e  beginnings of the  h is to ry  o f  p h o to ­
g raphy .

A fte r th e  b reach , P e tzv a l had to  look fo r a new optician w hose ta sk  it  
w ould h av e  been  to  bu ild  his new landscape cam era , called th e  «O rthoscope» . 
V oig tlaender tr ied  to  m ake difficulties, b u t  e x p e rts  declared P e tzv a l’s O rthoscope 
superio r to  his a p p a ra tu s . P e tzv a l’s new p a r tn e r , Charles D ietzler, p re se n te d  the  
new cam era in  1857.

A no ther o f P e tz v a l’s constructions w as a p ro jector, which he called  «N e­
be lb ild -A ppara t»  (dissolving view ap p a ra tu s ) . F o r its purposes, he h a d  to  find  
a conven ien tly  s tro n g  ligh t source. H e asce rta in ed  th a t  the  av a ilab le  ligh t 
sources were u n sa tis fac to ry , as 2/3rds of th e ir  pow er was lost. T h e  p ro jec to r 
w as illu m in a ted  b y  D rum m ond  light, th e re fo re  P e tzv a l’s firs t a t te m p t  was to  
fin d  a device b y  m eans o f w hich 60%  o f th e  l ig h t could be utilized. D r. Schroeder 
described th e  « P e tz v a l lam p.»  A ccording to  h im , i t  was a com bination  o f  a hollow 
m irro r and  a double  convex  lens, thus i t  w as catoptrical-dioptric. T h e  hollow  m ir­
ro r  w as m ade o f tw o  p a r ts , a spherical an d  an  ellyptical one, th e  focus of th e  
la t te r  coinciding w ith  th e  center of th e  c u rv a tu re  of th e  spherical m irro r. The 
lig h t sources w ere p laced  near the  cen ter, a t  equal distances — corresponding  
to  th e  leng th  o f th e  spherical dev iation  o f th e  lenses — thus th e  lig h ts  were 
d irec tly  th ro w n  on to  th e  lenses, and  w ere am plified  by the  re flec tio n  th row n  
b ack  from  th e  co rresponding  p a rt of th e  m irro r.

T he s tra y  beam s of th e  lights th u s  re flec ted , which failed to  p ass  th ro u g h  
th e  num erica l a p e rtu re s  of the  lenses, h it th e  e llyp tica l p a rt of th e  hollow  m irror 
w hich th rew  th em  tow ards the  lenses, w ith  double radiance, th e  p o la r  cen ter 
o f w hich corresponded  to  th e  ellypsoid’s focus th rough  an angle eq u a l to  the  
one a t  w hich i t  w ould  have em anated  from  th e  sam e acme as a ce n tra l ray .

B y th is  in v en tio n , Petzval succeeded in  u tilizing  light up to  100 p e rc e n t. 
In  1847, w hen he cam e ou t w ith  his p ro jec to rs , he reached a lig h t in te n s ity  of 
12,000 stearin  candles. T he lime cylinder in s ta lle d  in  th e  p ro jec to r, glowed by  
oxyhydrogen , h ad  a lig h t power of only  1000 candles.

This ex p erim en t led Petzval to  th e  p rob lem  of reflectors ; he  w as soon 
com m issioned b y  th e  A rtille ry  D irectory  in  V ienna  to  construct re flec to rs  su iting  
th e ir  purposes. H e la id  down the  thesis : the radiancy power o f g low ing  bodies is 
stronger than that o f fla r in g  gases.

*

P e tzv a l, w ho n ev er published his w orks, w as a t length p e rsu ad ed  to  edit 
h is no tes. W hen  he w as given clerical h e lp , he announced a t a m ee tin g  in  the
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A c a d e m y  of Sciences in  V ien n a  in  1853 th a t  h e  h ad  begun reco rd in g  his 
w o rk s w h ich  he p lanned  to  inco rpo ra te  in  f iv e  volum es. The book n e v e r  a p ­
p e a re d .

M ath em atic ian s like E u le r , De la Cail, G auss, B iot, Schleiermacher, L it-  
trow, S ta m p er and Glimert w ere  in  th e ir  d ay s, also  s tudy ing  th e  p ro b lem s 
e la b o ra te d  b y  Petzval, b u t  th e y  never reached  th e  p o in t he did. The e x p la n a tio n  
lies s im p ly  in  th e  fac t th a t  th e y  lacked th e  te c h n ic a l m eans w hich P e tz v a l p o s­
sessed.

P ro fe sso r Dr. S chroeder w ro te  in  connection  w ith  P etzval’s l i te ra ry  w ork  
as fo llow s : «Professor P e tz v a l, who show ed su ch  h igh  skill in  his m e th o d  o f 
sc ien tif ic  tra in in g  and  w as cap ab le  of w riting  su ch  books — as he p la n n e d  to  — 
gave m e re ly  an outline of h is books w hich, u n fo rtu n a te ly , have n e v e r b een  
p u b lish e d . Those works could  h a v e  been m ost u sefu l fo r th e  fu tu re , as P e tz v a l’s 
th e o rie s  w ere  no t only b ased  on  science, b u t  also on h is well m ade ex p erim en ts .»

P e tz v a l’s lite ra ry  w ork  w as restric ted  to  tw o  trea tises dealing w ith  his 
p o r t r a i t  a n d  landscape ob jec tiv es . Following th a t ,  he  published only as m u c h  
o f h is  w o rk  as was abso lu te ly  necessary.

H is  few  works w ere p u b lish ed  solely b y  th e  V ienna A cadem y of Sciences, 
save  h is  f i r s t  book w hich ap p ea red  in  B u d ap est.

*

O n e  o f P etzval’s m ost im p o r ta n t and  v a lu ab le  w orks was « The In tegra tion  
o f the D ifferen tia l Equation w ith  Perm anent and  Variable Coefficients.» I n  th is  
w ork  h e  t r ie d  to  prove th e  re su lts  o f his calcu la tions an d  experim ents. P e tz v a l’s 
f ir s t  b o o k  w as published only  in  1853, though  th e  m an u sc rip t was read y  in  1850.

*

I t  w o u ld  take  long to  d ea l w ith  P e tz v a l’s a c tiv itie s  in  detail. H e  w as  a 
g rea t m a n , a fine b ra in , an  exp lo rer, scholar, p ro fesso r and  inven to r, b u t  one 
th in g  h e  w as  no t ; he w as no po lyh isto r.

H e  w a s  a m a th em atic ian  w ho h ad  im ag in a tio n , blessed w ith  m an u a l sk ill, 
an  e n th o u s ia s t  of applied m a th e m a tic s  and one o f i ts  early  pioneers.

*

P e tz v a l ’s p riva te  life ra n  para lle l to  his sc ien tific  w ork. He loved th e  sc ien ­
ces d e a lin g  w ith  N ature , an d  his friends w ere all o f a k in d red  spirit. H e m a rr ie d  
a t  a n  a d v a n c e d  age, b u t a f te r  a  sh o rt and h a p p y  m atrim o n ia l life, his w ife d ied . 
P e tz v a l r e t ir e d  from  public life. H e  did no t see an y o n e , w ith  the  exception  o f  tw o  
of h is c lose  friends, and  d ied  a lonely  m an  in  1891.

P e tz v a l ’s ac tiv ity  w as g re a tly  honoured a n d  apprecia ted  ; he becam e  
K n ig h t o f  th e  Francis Jo sep h  O rd e r in  1849 ; in  1870, w hen  he re tired  from  his 
chair a t  th e  U niversity , he becam e  C ourt C ouncillor ; th e  H ungarian  A cad em y
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of Sciences in v ited  h im  as „g u est m em b er;”  he w as a m em ber o f th e  V ienna  A ca­
dem y, an d  of m an y  foreign scien tific  in stitu tio n s . In  spite  of th e  hono u rs  p iled  
on h im , he died a lone, fo rsaken  an d  b roken  m an . H e could never g e t over th e  
d isap p o in tm en t th a t  V oig tlaender h ad  caused him .

P e tz v a l’s n a tio n a lity  w as d isp u ted  for a long tim e, u n til  re c e n tly , th e  
w rite r  o f th is  b io g raphy  succeeded in  fin d in g  in  th e  A rchives o f th e  H u n g a ria n  
A cadem y of Sciences, P e tz v a l’s orig inal le tte r  in  his own h an d w ritin g , g iv ing 
th a n k s  for having  been  elected  a m em ber of th e  A cadem y. In  th a t  le tte r , he em p h a ­
sized his un fa lte ring  lo y a lty  to  th e  H u n g arian  m o th er coun try , w hich  he  w ould 
n ev er give up. T he le t te r  elim inates a ll doub ts on th e  sub jec t, an d  in  th e  la s t 
m eeting  of th e  T echnicohistorical C om m ittee i t  w as po in ted  ou t t h a t  on th e  
s tre n g th  of the docum ents p roduced  b y  th e  w rite r o f the  p resen t p a p e r , th e  said  
C om m ittee finds th e  problem  to  be defin ite ly  cleared and  se ttled .

*

P e tzv a l is bu ried  in  th e  Z en tra l F ried h o f in  V ienna. T he C ity  o f  V ien n a  
g ra n te d  him  an h o n o ra ry  grave, an d  erected  a m onum en t for him . T h e  U n i­
v e rs ity  of V ienna p u t  up  a m em orial ta b le t , bearing  his re lief p o r tra it .  T h e re  is 
also a P e tzv a l Gasse in  V ienna keep ing  his m em ory.

SUMMARY

The paper deals w ith  the life and work of Joseph P etzval, engineer of H ungarian de­
scent, the inventor of photo-optics. H e was born at Szepesbéla in North H ungary, in  1807. He 
becam e professor at the »Institutum  Geometricum« of Pest, and was later engaged b y  the  
m unicipality o f Pest to work on tasks ranging from city planning to canalisation ; on tw o occa­
sions —  in 1830 and 1832 —  he saved the Hungarian capital from the flood.

In 1836, he was appointed professor o f m athem atics a t the Vienna U niversity . H e was a 
pioneer of applied m athem atics, both in  P est and in Vienna.

The treatise gives a review of P etzval’s theoretic and practical achievem ents, such as 
his optical experiments and inventions, his studies in ballistics,(lighting techniques and vibrations. 
H is m ost im portant inventions are the folding photo camera, the 12 000 candle-power «P etzval 
lam p», and the im proved telescope.

P etzval’s private life is told in  great outlines.

ЙОЖЕФ ПЕЦВАЛ
ИЗОБРЕТАТЕЛЬ ФОТОГРАФИЧЕСКОЙ ОПТИКИ

Я .  Ш Е Р Е Ш Ш

Р е з ю м е

Труд автора, с одной стороны, занимается инженерным трудом Йожефа Пецвада, 
происходящего из Венгрии, профессора университета, являющегося изобретателем 
фотооптики, а с другой, — его деятельностью в области теоретической оптики.

Йожеф Пецвал родился в Венгрии в 1807 году. Образование Йожеф Пецвал полу­
чил в Венгрии, между прочим, в стенах Пештского (в настоящее время Будапештского) 
университета, а именно в »Institutum Geometrikum«, созданного в 1782 году, первой 
высшей школы во всем мире, которая давала общую инженерную подготовку по метал­
лургии и горному делу и перед которой была создана лишь горная академия в Шель-
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мецбанья в 1763 году, — и в 1828 году он получил диплом инженера. Позднее он стал про­
фессором в » In stitu tu m  G eom etr'kum «. Как инженер города Пешт (1828 - 1835) он про­
являл большую инициативу и дважды спас столицу Венгрии от наводнения (1830, 1832), 
составил план градостроительства и сооружения дунайского канала.

В 1832 году при Пештском университете Йожеф Пецвал сдал докторскую диссер­
тацию по высшей математике. При университете он сначала работал в качестве адъюнкта, 
а позднее в качестве доцента. В университете он был профессором в 1835— 1836 годах. Затем 
был приглашен в университет в Вену в качестве профессора на кафедру высшей мате­
матики. Как в Пештском, так и в Венском университете он ввел курс прикладной мате­
матики ; одновременно был одним из ученых, умеющих ломать старое и прокладывать 
новые пути.

Далее, в труде, посвященном жизни и деятельности Пецвала, трактуется его прак­
тическая и теоретическая работа ; в основном труд занимается его исследованиями и 
изобретениями в области оптики, а также его теорией фотокопирования, и в связи с 
которыми, также баллистикой, осветительной техникой и теорией колебаний. К его 
изобретениям относится фотокамера с растяжным мехом, лампа Пецвала на 12 000 
свечей и его система телескопа, которая является его наиболее выдающимся изобретением.

JO SE P H  P E T Z V A L

IN V E N T E U R  D E L’O BJECTIV E PH O TO G R A PH IQ U E

J . SERESS

RÉSUMÉ

L ’étude s’occupe d ’u n e  p a rt de l ’activ ité  d ’in gén ieu r en  H ongrie, d ’autre p art des re­
ch erch es sur le territoire de l ’op tiq u e  sc ien tifique de J o se p h  P e tz v a l, professeur d ’un iversité , 
l ’in v en teu r  de l’o b jectiv e  photograp h iq u e.

N é  en 1807 à S zep esb é la  e t  après avoir fa it  ses é tu d e s  prim aires, de lycée e t  d ’un iversité  
en  H on grie , P etzva l a cq u it  son  d ip lôm e d’ingénieur au  célèb re In s titu t  G éom étrique (In stitu tu m  
G eom etricum ) en 1828. C ette  éco le  po lytech n iq u e —  prem ière de ce genre au m onde —  a été  
fo n d ée  en 1782 et d év e lo p p a it son  a c tiv ité  au giron de l ’U n iv ers ité  de P e st  (aujourd ’h u i B u d ap est). 
P lu s  tard  il d ev in t p rofesseu r d e  l ’In stitu t. In gén ieu r m un icip a l de P est, P etzv a l sauva, 
d e u x  fois-m êm e la cap ita le  de l ’in o n d a tio n  du D anube. Il a conçu  des plans pour l ’urbanism e et  
p ou r u n  canal danubien .

E n  1832 il a so u te n u  sa th è se  de doctorat des m a th ém a tiq u es supérieures à l ’U n iversité  
R o y a le  des Sciences de P e st . I l é ta it  d ’abord ad jo in t, p lu s tard chargé de cours, en fin  —  en  
1 8 3 5 — 36 —  professeur de c e tte  U n iversité . E n  1836 l’U n iv ers ité  des Sciences de V ienne l’appela  
à la  chaire des m a th ém a tiq u es supérieures. C’est lu i qui a in tro d u it les m ath ém atiq u es appliquées 
à  ces universités.

L ’étude rend co m p te  en su ite  de l ’a ctiv ité  th éoriq u e e t  p ratique de P etzv a l, surtout de 
ses recherches et de ses in v en tio n s , fa it con n aître ses théories d ’optique, de ba llistiqu e, 
d ’écla irage et d ’acou stiq u e. D ’en tre  ses in ven tion s le  so u ff le t  de la  cam éra photographique, la  

f  am eu se  «lam pe P e tz v a l»  d ’u n e force de 12 000 b ou g ies e t  la m odification  de téléscop e sont 
le s  p lu s rem arquables.

JO SE F P E T Z V A L

E R F IN D E R  D ER  PH O T O O PT IK

J. SERESS

Z U SA M M E N F A SSU N G

D ie  vorliegende S tu d ie  b e fa ss t  sich einesteils m it  der In gen ieu rstä tigk eit: von  J o se f  P e tzv a l, 
d e m  E rfin d er der P h o to o p tik , w äh ren d  seines A u fen th a lte s  in  U ngarn  und andernteils m it seinen  
F o rsch u n g en  au f dem  G eb iete  der w issen schaftlichen  O p tik  und anderer W issenschaftszw eige.

P e tz v a l w urde 1807 in  U ngarn  geboren. S ein e  U n iv ers itä tss tu d ien  abso lv ierte  er in  
U n g a rn  und erwarb im  J a h re  1828 das Ingenieurdip lom  am  b erü h m ten  » In stitu tu m  G eom etricum «. 
D iese  im  Jahre 1782 g eg rü n d ete , im  R ahm en  der P ester  (zur Z e it B u d ap ester) U n iv ersitä t w irkende  
H o ch sc h u le  war die ers te  a u f  der W elt, w elche In g en ieu re  au sb ild ete . Später w urde er dann  
se lb er  Professor am  » In s titu tu m  G eom etricum «.

S ein e  m an n ig fa ltige  T ä tig k e it  als Ingenieur der S ta d t  P e st  (1828— 1835) erstreckte sich  
v o n  der A nfertigung v o n  P lä n e n  zur R egelung des S tä d teb a u s b is zur Projektierung eines
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Donaukanals. Bei zwei Gelegenheiten (1830, 1832) rettete er die ungarische H auptstadt vor der 
Überschwem m ung durch die Donau.

Im  Jahre 1832 legte er an der Königlichen U niversität in P est die Doktorprüfung für 
höhere M athematik ab. An dieser U niversität wirkte er zunächst als A djunkt,später als Dozent 
und in den Jahren 1835— 1836 als Professor.

Im  Jahre 1836 wurde P etzva l auf Grund eines W ettbewerbes als Professor auf den Lehr­
stuhl für höhere M athem atik der W iener U niversität berufen. Er war es, der als einer der ersten 
Bahnbrecher der angewandten M athem atik diese sowohl an der Pester als auch an der Wiener 
U niversität einführte.

Im  weiteren berichtet die vorliegende Studie über die theoretischen und praktischen 
Ergebnisse der T ätigkeit P etzvals, vor allem über seine Untersuchungen und Erfindungen auf 
dem  Gebiete der Optik, sowie über seine bahnbrechenden Arbeiten auf dem  Gebiete der Photo­
graphie, über seine Abhandlungen und Versuche in so verschiedenen W issenschaftszweigen  
wie B allistik , B eleuchtungstechnik und Schwingungslehre. U nter seinen Erfindungen sind in 
erster Linie die ausziehbare Photokam era, die Petzval-Lam pe m it einer Lichtstärke von 12 000 
Kerzen und seine Teleskopm odifikationen zu nennen.

D ie N ationalität P etzvals ist in einem Teil des ausländischen Schrifttum s umstritten. 
Im  Archiv der Ungarischen Akadem ie der W issenschaften liegt indessen eine eigenhändige 
Erklärung Petzvals aus dem  Jahre 1873 vor, laut der er sich m it Nachdruck zu seiner ungarischen 
N ationalitä t bekennt.
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1. Survey of lite ra tu re

Firm ness, te m p e r an d  e lastic ity  are  va lu ab le  properties in  le a th e r , th e  
re la tio n  of w hich to  q u a lity  has been know n fo r a long tim e. Y e t, n o  s tan d a rd  
m e th o d  of m easuring , n o r even a generally  ad o p ted  defin ition  h as  been  w orked 
o u t up  to d ay  concerning th e  e lastic ity  of le a th e r. T chernov's  d e fin itio n  [ 1 ] of the 
firm ness being th e  e la s tic ity  of le a th e r  in  re la tio n  to  bend ing  ap p ears  to  be 
m ost appropria te .

Firmness w as first measured by W ilson [2],  according to whom relative firm ness was 
the force in terms o f pounds, needed for bending a leather strip of given dim ensions on a tensile 
strength machine. Jablonski and Waigand  [3] attem pted to define the tensile  and bending of 
elasticity  o f leather. English  [4] exam ined the tem per of upper leathers. Besides them, 
M ihaylov  [5], K utyan in  [6], Platunov and Zakatova [7], F ridland  [8], Herfeld [9 ], Conabere [10], 
Cheshire [11], While and Caughley [12], D w yer  [13], M rs. Halász [14], Tóth and Kerese [15], 
Tóth and Posa [16] and others studied the problem in its details. Reports w ere published on 
several appliances constructed for the m easurem ent o f  firm ness, such as N aum ann-SchoppePs 
stiffness tester [9], the firm ness tester o f  the T in ius Olsen machine factory [17], Z illes’ sole 
leather fatigue test appliance [18], and Rosa’s durometer ]19].

In order to compare the values o f e lastic ity  obtained on the diverse m eters, standard 
term s are required. From  the m oduli that have been in use, the bending m odulus o f elasticity 
first applied by Jablonski and Waigand [3],  Cheshire [11] and by F ridland [8], appears to 
lend itse lf best to be adopted for the standard determination of the e la stic ity  o f leather. 
Other indices, like those referring to relative firm ness, rigidity, hardness, tem per, elasticity, 
e tc . give only the values obtained by certain special methods.

H ow ever v a s t is th e  lite ra tu re  availab le  on the  sub ject, i t  fa ils  to  provide 
su ffic ien t in fo rm ation  concerning th e  re la tio n  of the  e la stic ity  o f  le a th e r  to  
ta n n in g  and  cu rry ing , to  th e  size an d  span  o f  th e  leather, to  fa tig u e  operations, 
e tc . Therefore, a couple o f years ago th e  au th o rs  s ta rted  a series o f  experim en ts 
to  clarify  th e  fac to rs  invo lved  in th e  d e te rm in a tio n  of e las tic ity .

This paper deals w ith  th e  bending  m odulus o f e lasticity  o f le a th e r . E lastic ity  
to w a rd  o ther stresses (tension, com pression) in  re la tion  to  th e  b en d in g  m odulus 
o f  e lastic ity  will fo rm  th e  sub jec t of a sep a ra te  paper.
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2 . The relation of deflection  and of the size o f the leather specimen
to  the bending force

D u e  to  its fibrous s tru c tu re ,  lea ther is n o t a p e rfe c tly  hom ogenous m ateria l. 
T h e  a u th o rs  therefore f ir s t  ex am in ed  the  re la tion  o f deflec tion  to  load on hom o­
genous bodies. The deflec tion  o f  elastic steel, w ood a n d  glass plates u n d er various 
lo ad s  a n d  of diverse len g th s  o f  sp an  is shown in  F ig . 1 . I t  w ill be seen th a t  w here

a) Glass plate 32.5 m m in width, 2.03 m m th ick at 25 cm test span
b) Steel plate 24.0 « « 0,90 « « 25 « «
c) Wooden ruler 54.0 « « 2.80 « « 50 « «
d) « « 54.0 « « 2,80 « « 30 « «.

Load kg

F ig . 2  Relation o f the lo a d  on various sole leathers to  flexure on R ejtő’s 
breaking (tensile) te s t  appliance. Test span 9.0 cm . 1.) Finders’ bend,
6.5 mm thick, 80 m m  in  w id th . 2.) Finders’ bend 5.0 m m  thick, 80 mm  

in  width. 3.) M anufacturers’ bend, 5,3 m m  th ick , 80 m m  in width

th e  d e flec tio n  is slight, i t  show s linear relation  to  th e  lo ad , i. e. Hooke's form ula 
acco rd in g  to  which th e  d e fo rm a tio n  is p roportional to  th e  stress, holds good. 
W h e re  th e  deflection is g re a te r , th e  stra igh t section  o f th e  diagram  g radually  
f la t te n s ,  an d  u ltim ately  goes o v e r in to  horizontal (m ax im u m  load) a t th e  p o in t 
w h ere  th e  deflection is so g re a t t h a t  th e  beam  res tin g  on  knife edges slips dow n 
b e tw e e n  th e  tw o supports . B y  draw ing a ta n g e n t from  th e  in itia l s tra ig h t sec-
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tion  o f th e  g raph , th e  e lastic ity  m odulus E  m ay  be derived  b y  m eans o f 
know n form ulae.

In  th e  case of lea th e r, how ever, it  is ju s t  th is  in itia l section  th a t  canno t 
be m easured w ith  th e  accu racy  required , for i t  is o ften  very  f la t  an d  begins to  
rise appreciab ly  only la te r . W here deflection produced  b y  g rea te r w eig h t (  Fig.

is m easured , — fo r w hich Hooke’’s fo rm ula is no longer v a lid , — a t  
equal load (P ), a d ifferen t section  o f th e  cu rve  should  be tak en  in to  account 
for every  lea ther, to  de term ine  its  firm ness. W ith  lea thers of low e las tic ity , th is  
w ould be close to  th e  m ax im um  load P x a t  w hich th e  lea th e r still m a in ta in s  
equilib rium , w hereas w ith  com parative ly  th ic k  and  s tif f  lea thers, th e  in itia l 
section of the  curve should  be tak en  in to  accoun t, w here any  w eight increm en t 
w ould produce su b s ta n tia l ad d itiona l deflection.

More accura te  values can be ob ta ined  if  th e  deflection  [16 ] is se t in  such 
m an n er th a t  th e  m easured  w eight is on a level w ith  th e  h o rizo n ta l ta n g e n t o f 
th e  curve ; in  o th e r w ords, th e  m axim um  w eight ( F ig. 2 P x, P 2, P 3)  is m eas­
ured , under the  effect o f w hich the  lea th er s trip  w ould a lready  slip  th ro u g h  
betw een th e  supports . T his generally  sets in w hen th e  ends of th e  le a th e r  s tr ip  are  
b e n t th ro u g h  an angle o f ab o u t 90°. In  such a case, th e  force ac tin g  on th e  
supp o rts  can be d iv ided  in to  tw o com ponents a t  righ t angles to  each o th e r  ( Fig. 
6 ) ,  one of w hich presses th e  supports  dow nw ard, w hile th e  o th e r endeavours 
to  push  them  horizo n ta lly  a p a r t. W here th e  sides of th e  le a th e r s tr ip  bend 
th ro u g h  an  angle of 45° to  th e  horizontal, th e  tw o com ponents a re  alm ost 
equal, so th a t  u n d er fu r th e r  loading, th e  s tr ip  w ould slip th ro u g h .

This m ethod  of m easu rem en t can be em ployed w ith  th e  W ilson  [ 2 ] or 
Herfeld  firm ness te s te r  [9 ], Toth’s ap p a ra tu s  (F ig . 1 7 ), w ith  th e  ten sile  te s t 
appliance ( Figs. 18 an d  2 0 ) ,  and  w ith  th e  Zilles a p p a ra tu s  (  F ig. 2 2 ) .

A ccording to  th eo ry , th e re  is a linear re la tio n  betw een  th e  w id th  of th e  
lea ther strip  and  th e  flexure . To verify  th is th eo ry , th e  au tho rs m easu red  th e  
load  required  for bend ing  a 12 cm b road  lea th e r s trip  th ro u g h  an  ang le  of 90° 
a fte r fa tigu ing  i t  to  o b ta in  a co n stan t value ; th e y  th e n  cu t it  in to  3 strips o f 
4 cm  w id th  each, and  m ade rep ea ted  m easurem ents of th e  load. A ccording to  
th e ir  expecta tion , th e  to ta l  load  ac ting  on th e  strip s w as equal to  th e  lo ad  acting  
on th e  original w id th  of th e  te s t specim en.

T he nex t p o in t to  be cleared was th e  re la tion  betw een th e  firm ness and 
th ickness of th e  lea th e r. In  accordance w ith  s tren g th  te s ts , th e  f le x u re  (J) o f 
a cen tra lly  loaded beam  of uniform  rec tan g u la r cross section su p p o rted  on both  
ends, a t  a slight deflection , was

P - 1 3 P I 3
f = - ^ -  =  ^ ~ ,  ( 1 )

48 I E  4 E ab3

w here P  is th e  force ac ting  a t  th e  centre o f th e  beam  (kg), l =  le n g th  of th e  
beam  (cm), I  =  th e  m om en t of inertia , E  =  e las tic ity  m odulus, a =  th e  w id th
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o f  th e  beam  and b =  d e p th  o f  th e  beam  in cm . T h e  above fo rm ula w as deduced 
b y  B ernoulli (20, 21, 22).

I f  th e  ex ten t of th e  f le x u re  and  the length  o f  sp an  are assum ed to  be co n stan t 
th ro u g h o u t, and specim ens o f  equal w id th  are te s te d  of th e  sam e m ateria l, the 
fo rm u la  is sim plified :

P  =  const, b3. 2)

T h is  re la tio n  has been v e rif ie d  b y  the  s ta tis tic a l ex am in a tio n  of a large num ber 
o f  le a th e r  samples. F ig . 3 show s the  re la tion  o f  th e  th ickness of sole lea th e r 
b u t t s  produced  from  raw  h id e s  of the  sam e source b u t  of variab le  th ickness to  
th e  lo ad s  causing slipping th ro u g h . I t  will be seen th e reo n  th a t  th e  force needed 
fo r  b en d in g  b u tt specim ens o f  given sizes, be tw een  4 —6,5 m m  th ickness varies 
a p p ro x im a te ly  according to  fo rm ula

P  =  0.06 b3, (3)

w h e re  b stands for th ick n ess  in  m m , and P  fo r th e  load needed for bending 
th e  le a th e r  through an  ang le  o f  90°, in kg.

T h e  ex ten t of th e  d e flec tio n  is affected also b y  th e  leng th  an d  own w eight 
o f  th e  te s t  specimen. W h ere  th e  span  is sh o rt, th e  effect o f th e  own w eight is 
neg lig ib le  w ithin the  a c c u ra cy  of th e  m easu rem en t. The edges of th e  specim en 
sh o u ld  n o t project g re a tly  b ey o n d  the  su p p o rtin g  rollers lest th e  can tilever 
w e ig h t th u s  arising d im in ish  th e  flexure.

3 . Departures from the behaviour of hom ogenous, absolutely elastic bodies

I n  con trast to  hom ogenous m aterials, th e  e la s tic ity  of le a th e r  is generally  
d if fe re n t w hether stressed  on  th e  flesh side or on th e  grain  side. M ost au tho rs 
re p o r te d  on the  resu lts o f s tre s s  applied on th e  fle sh  side.

A t  th e  slight flex u re  o f  oxhide soles, a d ifference in  th e  load ing  applied  
o n  th e  flesh  and on th e  g ra in  side respectively is h a rd ly  no ticeable , b u t  w hen 
th e  deflec tio n  forms an  an g le  o f 90°, the stress req u ired  on th e  flesh  side is 
o n ly  a b o u t half of th e  s tre ss  on  th e  grain side p ro duc ing  th e  sam e effect. The 
e x p la n a tio n  herefore lies in  th e  to p  grain layer being  m ade up of fine  fib re  bundles 
w h ich  can  he com pressed a n d  s tre tched  like fe lt, w hile th e  fib re  s tru c tu re  of 
th e  f le sh  side consists o f b u n d le s  parallelly  o rien ted  w ith  th e  surface of th e  hide, 
th e  te n s ib ility  of w hich is con sid erab ly  less, on th e  o th e r h an d  th e y  are com pres­
sib le . T o  be sure, load ing  o n  th e  flesh side corresponds also to  n a tu ra l stress 
a c tin g  in  th e  live an im al. I n  pigskins, th e  d ifference betw een  th e  stress on 
th e  tw o  sides is su b s ta n tia lly  less.

A p a r t  from the  e la s tic ity , w id th  and th ickness o f th e  lea th er, th e  e x te n t of 
th e  d eflec tio n  depends also o n  th e  frequency o f flex u re  perform ed earlier. The 
re su lts  o f  consecutive s tiffn ess  m easurem ents effec ted  on 3 b u tts , loaded on
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th e  gra in  side are show n in  T ab le  I. The values o f  th e  bend ing  m oduli of e la s tic ity  
ob ta in ed  from  consecutive m easurem ents show  a decreasing tren d , depend ing  
on th e  q u a lity  o f  th e  lea th e r.

Load (Pi

F ig. 3. The thickness o f sole leather hends p lotted  against the load required for their 90° 
d eflection , a )  R esu lt o f the in itia l test o f bends loaded on the grain side. T est span 50 
cm. b) Average o f 10 consecutive tests made w ith  3 0 x 1 2  cm finders’ bend specim ens 
loaded on the grain side. T est span 15 cm. c) R esu lt o f the tenth  test wih finders’ bends 

loaded on the flesh side. T est span 50 cm

TABLE I

Thick- Load at Consecutive measurements in kgs.
ness
mm 15 cm span 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Manufacturers’ bend . . 5,0 on grain side 9,0 8,5 7,5 7,5 7,0 7,0 7,0 6,5 6,5 6,2
Finders’ b e n d ................. 5,0 « 12,0 9,5 8,5 7,5 7,0 7,0 7,0 6,5 6,5 6,0
Finders’ b e n d ................. 6,5 « 26,5 23,5 21,5 20,5 19,5 18,5 18,5 18,5 17,5 17,5
Manufacturers’ bend . . 5,0 on grain side 

on flesh side
8,0

4,5
7,5

3,5
7,2

3,5
7,0

3,5
6,5

3,0

Firm ness values are  dependen t also on th e  arc  of flexure of th e  le a th e r  
s tr ip  : th e  sh a rp e r th e  cu rv a tu re , the  g rea te r th e  fa tig u e  acting  on th e  lea th e r.

In  order to  spare  tim e , i t  is advisable to  b eg in  m easurem ents a f te r  hav in g  
fa tig u e d  th e  le a th e r  to  a ce rta in  degree ; th is  is also recom m endable in  o rder 
to  d issociate th e  te s t  resu lts  from  th e  p re tre a tm e n t of th e  lea th e r specim en 
as fa r  as possible. Follow ing a com paratively  long perio d  o f rest, fatigue sym ptom s 
w ill s trong ly  d im in ish .T hus, e. g. a fte r one or tw o  hours of rest, th e  firm ness of

1 2  A c ta  T e c h n ic a  X /3 — 4
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w e t so le  le a th e r will recover its  original va lu e . A gainst th is , th e  firm n ess  o f 
d ry  le a th e r  does no t u su a lly  reg a in  its  o rig inal value even a fte r long  re s t.

I n  exam ining fa tig u e  sy m ptom s, a tte n tio n  should be p a id  to  m o is tu re  
c o n te n ts , because th e  e la s tic ity  o f le a th e r m easu red  in  d ry  s ta te  is a fu n c tio n  
o f  th e  m o istu re  it  co n ta in s. T he e lastic ity  d a ta  repo rted  in  th is  p a p e r  refer 
e i th e r  to  14%  m oisture  co n te n t, o r to  a s ta te  following 24 hours o f  soaking .

F o r  b rie f no ta tion , in  th e  following th e  w ords »dry« or »w et« w ill be shown 
as a n  in d e x  of E , to g e th e r w ith  th e  n u m b er o f th e  flexures perfo rm ed . E . g. 
th e  e la s tic ity  m odulus m easu red  a fte r  24 h o u rs’ soaking and  10 flex u res  will 
b e  e x p re ssed  as follows : E 10 . T he  re su lt o f  th e  first m easu rem en t a t  14%
m o is tu re  contents shall be E 1dry.

T h e  fatigue of le a th e r  described above is connected w ith  its  p la s tic ity , 
re la x a t io n  (23) and hy ste resis . These sy m p to m s shall be discussed b u t  b riefly  
in  th is  rep o rt.

W ith  absolutely elastic m aterials, the deformation ceases prom ptly and com pletely  upon 
cessa tion  o f  the stress. The p lastic  properties o f leather are, however, far more involved , its 
behaviour resembles rather that o f  rubber-like m aterials and plastics. Going out from the equation  
expressing Hooke’s law where о  stands for tension, e for specific deformation and F  for the

о  =  E  * £ (4)

m odulus o f  elasticity, and exam ining the role o f tim e, we arrive to phenom ena summed up  
under th e  nam e : relaxation. As E  is independent from the tim e, it  can be written

do  de
Их ~  ь  d t ' (5)

T his eq u ation  is called the M axw ell equation, and experience has shown that it  is applicable to  
a b so lu te ly  elastic materials.

F or plastic materials, experim ents frequently proved the valid ity o f the follow ing equation:

da  _  de a  (6)
dt dt Q

where Q is  called relaxation tim e.
F o r  leather, relaxation tim e is not constant, b u t it  is increasing.
T he relaxation o f leather is  illustrated by the follow ing example :
T h e  23%  constant stretch o f  a 25 cm  long strip o f kidskin, o f 0,50 cm2 cross sectional area, 

requires a t  first 65 kg. load, which is diminishing gradually in accordance w ith  Table II.

TABLE II

t (sec) p  (kg) q (sec)

0 65 —

3 64 1,000
10 62,6 1,400

30 60,6 2,300

100 58,5 5,000

1 000 54,1 29,000

10 000 48,— 174,000

100 000 38,— 1,000,000
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The tensional modulus of elasticity derived from the initial stress was 565 k g /cm 2 ; after 
28 hours, it  declined to 330 kg/cm 2.

After repeated stressing, also hysteresis phenomena are noted on the leather [3]. P lotting  
the relation of load (P ) to deformation (Л) in stretching or bending the leather, and plotting the 
diagrams also for the reduction of the load, the curves will be found to diverge (F ig . 4 ) .  In 
line w ith similar phenomena in other fields o f physics, this behaviour of the leather is called 
elastic hysteresis [24].

The area between the two curves is proportional to the work lost during the elastic cycle. 
E. g. according to Fig. 4 , when loading on the flesh side, only about l/3rd  (0,33 kgcm ) of the 
work input (1,10 kgcm) is recovered.

In order to clear up precisely the relation between the above described phenom ena and 
the fatigue of leather, further tests will be necessary. The relative experim ents are in  progress.

?*9

4. Relation of load to the length o f span at comparatively large deflections

A ccording to  form ula No. 1, th e  forces needed for b en d in g  th e  sam e 
b eam  to  th e  sam e e x te n t are in  inverse  ra tio  to  th e  th ird  pow er o f  th e  leng th  
o f span . T h a t form ula holds good, how ever, only  for sligh t deflec tio n s. The 
experim en ts conducted  b y  th e  au th o rs  confirm ed  th a t  a t deflec tions w here th e  
beam  ju s t  slipped dow n betw een  th e  su p p o rts , th e  bending s tress w as inversely  
re la ted  to  th e  square of th e  len g th  o f span . T ab le  I I I  shows th e  b e n d in g  loads 
o f h ig h ly  elastic  steel b an d s u n til  th e ir  com plete slippage, a t  v a r io u s  spans, 
derived  from  te s ts  m ade b y  th e  a u th o rs .

T A B L E  III

W idth ThickneBs

Load
Measured length 

of span 
em

Span com puted on th e  basis of

of steel band square root th ird  root

mm mm

ratio  accordinc to  form ula

23 5KS „ J r w
2 ’5 1  load

13,0 0,2 20 g 23,5 23,5 cm 23,5 cm

13,0 0,2 50 g 15,2 14,9 17,3

13,0 0,2 100 g 10,5 10,5 13,7

13,0 0,2 200 g 7,5 7,4 11,0
13,0 0,2 500 g 4,7 4,7 8,0
13,0 0,2 1000 g 3,3 3,3 6,4

12*
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The relation between bend ing force and length o f span shall be computed according to 
th e  follow ing considerations.

I f  the beam is  bent to an ex ten t that its ends include an angle o f 90°, speaking of an elastic 
s te e l band, the shape of the beam  very closely resem bles an arc, the radius of which is I/2, 
and the ends of the beam  run as its  tangents. The diagonal o f  the rectangle A , B , C, D  is 
sh ow n  in Fig. 5.

a =  2 h-\-f and 2r2 =  a 2

/  =  r —  h =  2r — гУ2 =  0,2925 l , 

therefore according to formula ( I ) ,  for the same beam :

PI3
f  =  0,29251 = -------- and P

const
const
~~p~-

a>

A ccordingly, the ratio o f the bend ing  forces acting on the sam e beam , at two different spans is

P  i : P 2 =  V : i i 2 and ( 8 )

T h e above q u a d ra tic  r a t io  is applicable n o t on ly  to  elastic stee l bands, 
b u t  a lso  to  leather. In  p u t t in g  th is  to  te s t, th e  a u th o rs  b e n t a 10 X  30 cm  sole 
sp ec im en  tw en ty  tim es in  succession betw een ro llers m o u n ted  a t 5 cm d istance , 
in  o rd e r  to  ob tain  a p p ro x im a te ly  constan t v a lues in  succeeding m easurem ents ; 
th e y  th e n  m easured th e  lo ad s  a t  w hich th e  beam  slip p ed  dow n a t variab le  spans. 
T h e  re su lts  are show n in  T a b le  IV  below.

TABLE IV

Span M easured load

Load com puted on th e  basis of

quadratic cubic

ra tio

15,0 cm 2,3 kg 2,3 kg 2,3 kg

12,0 3,9 3,6 4,5

10,0 5,6 5,2 7,8

8,0 8,6 8,1 15,2

5,0 19,6 20,6 62,0
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The fac t th a t  a t  a p o in t w here th e  b eam  alm ost slips off, th e  s tress is 
inversely  re la ted  to  th e  second pow er of th e  sp an , can also he p ro v ed  th e o ­
re tica lly  (Form ula 15).

B y putting a gradually increasing load on the centre o f the beam , it  should  be bent to  
such exten t that its ends form an angle o f  90° (F ig . 6 ) .  Under the combined e ffec t o f  the load 
(P ) and the flexure, reactions arise at the points o f support ; these forces can be resolved into  
two components by a parallelogram of forces. One force does not allow the beam  to sag, while 
the other tends to bend its  ends inward. A t a point where the ends of the beam  form  an angle 
of 45° to horizontal, the two forces are in equilibrium, and the beam manages to  s ta y  in position  
over the fulcra. Where the load is smaller and consequently the ends of the beam  form  an angle 
to the horizontal, less than 45°, the perpendicular force is greater than the horizontal com ponent, 
and equilibrium is produced under the effect o f the tensions created by flexure, as a result of 
which the beam does not sag further.

W here, however, the load im posed is greater, so th at the angle enclosed b y  the ends 
of the beam with the horizontal is greater than 45°, the horizontal reaction overpowers the friction  
caused by the perpendicular force, i. e. the friction caused by the perpendicular force is not 
strong enough to uphold the beam , it  will begin to sag betw een the points o f support w ith  increas­
ing velocity. In other words, the load m ust be reduced in  order to m aintain the beam  in  equi­
librium. In a state o f equilibrium, the load is m axim um  when the ends o f the beam  form  an angle 
of 45° to the horizontal.

Slippage off sets in  exactly  because the stress pressing the knife edges downward (A )  
and the xtress forcing them  horizontally apart (iV) (see F ig. 6) are equal, or because the former 
force is smaller than the latter.

On centrally loaded beam s in equilibrium, the bending moment (M ) is

(9)

W here the deflection is com paratively large, the value o f l in the above formula does n ot quite 
agree w ith the length of the span, but is slightly sm aller (F ) and its value can be trigonom etri­
cally  determined. The reason for this is that in superposed layers, the actual po in ts o f  support 
are closer to each other in the upper layers. Where the depth of the beam  (6) is  negligible as 
compared to the span, l m ay be written instead of l'.

The value of M  can also be expressed in term s of the m om ent of inertia ( I )  and the stress 
in the extreme layers (o').

M  =  o -  , (10)
e

where e is the distance of the extrem e layer from the neutral layer. 
Substituting into equation (9)

P l I
4 e

The stress (o) ean be expressed also as follows :

„  A , .  PI -Б • /  • Я , . 4 • i  • E  • Я
a =  E  therefore —  =  ———  - from which P  =  — =— —I 4 l • e L * t • e ( i i )

where Я stands for the elongation of the outside layer, V  for the portion of th e  beam  to which  
elongation Я is referred.

ab3 b
As in homogeneous beam s of rectangular cross section I  =  - J 2 and e =  —

P =  -ab3 • E  • A 2 ab2 • E  • Í
3 • I • Г • e 3 l -l"

( 12)
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T he elongation o f the ex trem e layer, Я can be expressed as follows :
W here the deflection is a t  r igh t angle, the central portion  o f  the beam forms an arc corres­

p o n d in g  by close approxim ation to  one quadrant o f a circle having a radius o f I/2 ; the ends o f  
th e  beam  form tangents to  th e  arc ( Fig. 7). The top layers o f the beam are com pressed when  
b e n t, w h ile  the bottom layers are correspondingly stretched, providing it  is assumed according 
to  th e  above that the neutral a x is  as far as elongation is concerned, is situated in  the middle 
o f  th e  beam  (e =  6/ 2). T he e lon gation  of the neutral layer is therefore 0, while the strains o f  
th e  outsid e layers are equal, b u t w ith  opposite sign. T he len g th  of the quadrant arc measured 
on  th e  bottom  surface of th e  beam  is

2(г+Ь)л
4

w h ile  th e  length of the quadrant arc in the neutral layer is

4

T he difference between the len g th s o f the two arcs corresponds to the elongation and/or com ­
pression  of the extreme layers :

21>."T 2rn b . T  bn
4 4 Г  =  T  ' (13)

A ctually , the bent beam  is n o t  exactly a circular arc having a radius of I/2, b u t a slightly  
d iv erg en t parabolic arc. The ends o f  the beam are therefore n ot perfectly straight a t the points 
o f  su pp ort. As the curvature o f  th e  ends of the beam  is extrem ely  sm all, the elongation o f the  
e x trem e  layer varies in reality  b u t v ery  slightly from the value Я th a t has been taken in to  account 
w h en  speaking of the quadrant arc. The portion of the beam  (l") to which elongation Я has been  
referred , is accordingly sligh tly  longer than the arc o f the quadrant having a radius o f  I/2.

Measurements made on h ig h ly  elastic steel bands show ed th a t the value of l" was approxi­
m a te ly  equal to l. Therefore, according to formulae (12), and (13),

P n
6

E  a b 3 

I2
=  0,52 (14)

I f  th e  beam  resting on two knife edges is bent so that its ends form  an angle of 90° (slipping off), 
th e  bend ing  modulus of e la stic ity  is

„  1,92 - P - l 2
E  =  — ab3~

(15)

C om puted from small and large deflections, the values o f E  are identical according to either  
form u lae (1) or (15).

T h e  above form ulae h a v e  been verified b y  a g re a t n u m b er of m easurem ents 
e ffe c ted  on elastic bodies o f  v a rio u s sizes (T able  У). F o r  contro l purposes, th e  
te n s io n a l elasticity  m o d u lu s o f  a steel b an d  o f  2,0 X 0,015 =  0,03 c m 2 cross
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section  has also been estab lished  on a tensile  te s tin g  appliance ; i t  show s a 
fa ir  degree of ag reem ent w ith  th e  resu lts com piled in  T ab le  V :

a _  510/0,03

e _  0,40/57
2.09- 10«. (4)

T he thickness of the steel springs examined is negligible in  comparison to the len gth  of 
span. If, however, this condition is not m et, formula (15) m ust be corrected. In making m easure­
m ents on leather, the length of span is generally assumed to be 25-tim es the thickness, in which  
case the correction referred to above amounts to 3 — 5% according to calculations not detailed  
in this paper.

TABLE V

M aterial
Length 
of span 

cm

1
Deflection

cm

W idth 1 Thickness 

of beam Load
kg

Formula
applied

B ending m odulus 
of elastic ity  
(E)  — kg/cm*

cm cm

Steel 11,4 until slippage 2,00 0,015 0,060 No. 15 2,10 • 10«
« 8,9 « 2,00 0,015 0,097 « 2,18 • 106

« 9,9 0,34 2,00 0,015 0,020 No. 1 2,11 • 10«

« 23,5 until slippage 1,30 0,020 0,020 No. 15 2,05 • 10“
« 25,0 « 1,60 0,049 0,300 « 2,00 • 106
« 28,0 « 2,40 0,090 2,30 « 2,04 • 10«
« 25,0 « 2,40 0,090 2,90 « 2,05 • 10«

« 25,0 0,21 2,40 0,090 0,20 No. 1 2,12 • 10«
« 10,0 0,33 9,00 0,020 0,200 « 2,10 • 10«
« 10,0 0,50 9,00 0,020 0,300 « 2,08 • 10«

« 20,6 0,56 9,00 0,020 0,038 « 2,05 • 10«
« 9,4 until slippage 9,00 0,020 0,855 No. 15 2,02 • 10«

« 17,2 « 9,00 0,020 0,262 « 2,07 • 10«
« 29,4 « 9,00 0,020 0,090 « 2,07 • 10«

« 30,5 « 2,00 0,156 9,10 « 2,15 • 10«
« 25,0 0,50 2,00 0,156 2,10 No. 1 2,16 • 10«

Pine 30,0 0,11 5,40 0,280 0,200 « 10,3 • 10«
« 30,0 until slippage 5,40 0,280 6,50 No. 15 9,8 • 10*

Copper 13,2 0,13 1,40 0,152 1,10 No. 1 9,9 • 10«
Glass 25,0 0,25 3,25 0,203 1,00 « 0,57 • 10«

Plyw ood 28,3 until slippage 3,90 1,28 0,77 No. 15 1,42 • 10*

I f  th e  le a th e r is n o t b e n t betw een para lle l knife-edges b u t b e tw een  ro llers, 
th e  len g th  of th e  sp an  w ill n o t be iden tical w ith  th e  d istance  b e tw een  th e  axes 
w here th e  deflections are stro n g , b u t i t  w ill be  sm aller.
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T h e  ac tua l leng th  of sp an  betw een  th e  rollers w hen th e  b eam  is ben t 
th ro u g h  an  angle of 90° can  be  easily  de te rm in ed  b y  trigonom etry .

E . g. betw een rollers o f  8 m m  d iam ete r, according to  F ig. 8, w hen  the 
axes o f  th e  rollers are  120 m m  rem oved from  each other, th e  a c tu a l len g th  of 
sp a n  is

120 — 2a =  1 2 0 —  114,4 m m  . (16)

5. Effect of the position o f  the neutral zone on the force  
required for bending leather

M easurem ents of th e  force requ ired  fo r bend ing  lea th er w ill y ie ld  d ifferen t 
v a lu es  accord ing  to  w h e th e r th e  le a th e r  is lo ad ed  on th e  flesh- or on th e  grain 
side. T h e  exp lanation  herefor is th a t  th e  f ib re  s tru c tu re  of le a th e r is n o t  hom o­
geneous th ro u g h o u t its  cross section, and  consequen tly  th e  m om en t o f inertia  
is n o t  in v a ria b ly  conform  to  fo rm ula I  =  ab3/ 12 deduced for b eam s h av in g  a 
hom ogeneous rec tangu la r cross section. As fo rm ula  (15) has been deduced  on the  
b ase  o f  th e  above re la tion , a co rrec t va lue  for th e  e lastic ity  m odulus can  obviously 
be o b ta in e d  only w here th e  n e u tra l zone is s itu a te d  in  th e  m iddle . F o r en­
lig h te n in g  th is problem , th e  elongation  of th e  ex trem e layers an d  th e  m om ent 
o f in e r t ia  should f irs t be exam ined .

I t  c an  he proved th a t  th e  m ean value of th e  elongation and  of th e  com pres­
sion o f  th e  extrem e layers is in v ariab ly

A =
bn

4

irre sp e c tiv e  of the  s itu a tio n  o f th e  n eu tra l axis.

A ccording to Fig. 9, assum ing that the neutral zone is situated at xb d istance from  one 
surface, inside the cross section of the support, the compression of the top layer can be expressed by

- 2(r-\-xb)n  2 rn  xbn
1 =  4 T =  ~2 ' ’
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and the elongation of the bottom  fibres by

V
2 (r +  Ь)л 

4
2 (r +  xb)л

~  4
Ьл

I. e. the average difference in the length of the extrem e layers relative to those o f the neutral 
layer is in either case :

Л = 1̂ +  ̂ 2 
2 1 x)

bn
~4 '

T he value of th e  m om ent o f in e rtia  depends on th e  position  o f th e  n eu tra l
ab3

axis. W here  th e  n eu tra l axis lies ex ac tly  in  th e  m iddle  of th e  beam , I  =  —  .
7 12

W here  th e  n eu tra l zone lies a t  one of th e  surfaces (F ig . 1 0 ) , i t  can  be 
deduced  (25) th a t  I  =  ab3/3.

F ig. 10

In  an y  o ther case w here th e  n e u tra l zone is no t s itu a ted  in  th e  m iddle, 
1 =  ab3/y , w here th e  value  o f у  is be tw een  12 an d  3. As i t  w ill be  seen from  
fo rm ula  ( l l ) t h a t  a t  an equal degree of deflection  th e  value of P  is in  d irec t ra tio  
to  I ,  an d  E  is a co nstan t ch a rac te ris tic  o f th e  q u a lity  w hich is u n a ffec ted  b y  th e  
lo a d  ac tin g  on e ither side, th e  va lu e  o f P  will be low est w here th e  n e u tra l  zone 
lies in  th e  m iddle. In  an y  o th e r case, bend ing  th e  beam  will req u ire  g re a te r  force.

By the fact that loading soles on the grain side requires about twice as great force than 
loading on the flesh side, it can be inferred that when the load is imposed on the grain side, 
the neutral zone is displaced by about ^ t h  of the thickness as compared to its position  
when loaded on the flesh side. I t  will be readily seen nam ely that where

I  =  аЬг/ 12 when the neutral zone lies in  the m iddle,
/  =  a&3/6 when the neutral zone lies at about l /5 th  depth
I  =  a63/3 when the neutral zone lies at one surface

the forces required for bending are in the ratio 1 : 2 : 4. In other words, the dislocation  of the
neutral zone by about 1/5th of the depth doubles the force needed for bending.

As the flesh layers also have some slight elongation, the neutral zone would not be located  
at the surface of the leather when loaded on the grain side, but som ewhat deeper. A s the double 
strength  requirement entails additional displacem ent by 1/5th of the depth , w hen loaded on 
the flesh  side, the neutral zone lies at about the m iddle o f the soles, and the value o f E  com puted  
by m eans of formula (15) is very close to the actual e lasticity  modulus.

T here are, how ever, lea th e rs  w hich requ ire  sm aller force fo r bend ing  on 
th e  grain  side th a n  on th e  flesh side. T h is occurs w hen the  flesh la y e r  is rem oved
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b y  sp littin g , or w hen one su rface  of th e  le a th e r  is g iven  a stiff  coat of p a in t 
T h e re fo re , w hen c o m p u tin g  th e  m odulus of e la s tic ity  b y  form ula (15), th e  
lo w er lo ad  should in v a ria b ly  b e  taken  in to  accoun t, fo r it  m ore closely approaches 
th e  re a l value.

6. Variation o f the m odulus of elasticity beyond the elasticity lim it

F o rm u la  15 has b e e n  deduced  for an  ab so lu te ly  elastic  body. W here th e  
d e fo rm a tio n  produced b y  bend ing  is p a r tly  e las tic  and  p a rtly  pe rm an en t,

C

Permanent flexure in % of tPe test spon 

Fig. 11

o n ly  th e  force requ ired  fo r  th e  elastic d efo rm atio n  shall be m easured  w hen 
b e n d in g  th e  ends of th e  b e a m  th ro u g h  an  angle o f 90°, because th e  w ork producing  
p e rm a n e n t deform ation  is tran sfo rm ed  in to  h e a t, a n d  on ly  th e  w ork of elastic 
d e fo rm a tio n  can be reco v e red  as po ten tia l energy  a f te r  lifting  the  load . W here, 
a f te r  th e  rem oval of th e  lo a d , th e  beam  does n o t ju m p  b ack  in to  its  original 
h o riz o n ta l shape, th e  e lo n g a tio n  of the  ex trem e lay e rs  is no t conform  to  th e  
d eg ree  ta k e n  in to  acco u n t in  form ula (15).

B y  applying fo rm u la  (15), th e  to ta l d e fo rm atio n  is ta k e n  in to  account, 
y ie ld in g  a sm aller m odu lus th a n  if  only th e  e lastic  d e fo rm ation  were reckoned  
w ith .

C alculations no t d e ta ile d  herein  yielded a co rrec tio n a l fac to r ; m u ltip ly ing  
th e  e la s tic ity  m odulus d e r iv e d  from  th e  to ta l  d e fo rm a tio n  b y  th is  fac to r, th e  
m o d u lu s  o f e lastic ity  p e r ta in in g  to  elastic d e fo rm a tio n  is ob tained . T h e  value 
o f  th e  correction  fac to r  is sh o w n  in F ig. 11 as a fu n c tio n  of th e  deflection  (in  
p e rc e n ta g e  of the  len g th  o f  sp an ), a fter th e  load  h as  b een  lifted .
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F o r th e  purposes o f con tinuous con tro l te s ts , th e  com plica ted  m easu re­
m en ts as show n in  F ig . 11 are ra th e r  inconven ien t. In s tead , th e  v a lu e  of th e  
m odulus of e la s tic ity  o b ta in ab le  from  th e  to ta l  defo rm ation  ap p ears  to  be  m ore 
ap p ro p ria te  for te s ts  o f  th e  le a th e r in d u stry . L e a th e r  is anyw ay  no hom ogeneous 
m a tte r , and  th e  m easu rem en ts effected on th e  flesh  and  th e  g ra in  side respec­
tiv e ly  do n o t y ie ld  even  values; therefo re  fo rm u la  (15) appears to  b e  m ore  su it­
able for s ta tin g  th e  m odulus of e lastic ity  th a n  th e  calculations b a sed  on the  
m ore involved F ig. 11.

In  m easuring  th e  e lastic ity  o f lea ther, th e  e lastic  lim it is g en era lly  tra n s ­
gressed. W here, in  d iverse m easurem ents, th e  specific  elongation  of th e  superficial 
fib res is no t equal, due  to  w hich th e  elastic lim it is exceeded in  v a ria b le  degree, 
th e  value of E  w ill also change.

In  order to  o b ta in  com parable values, i t  is necessary  th a t  th e  specific 
e longation  of th e  superfic ia l fib res should alw ays be equal. As, in  b en d in g  the  
ends of th e  b eam  th ro u g h  an  angle of 90°, accord ing  to  fo rm ula (13), th e  specific 
e longation  is

A bn . b
£ =  — = —  =  0,785 — . (17

l 4/ /

T hus th e  specific e longa tion  is p roportional to  th e  value of bjl. T h e  sm aller the  
b/l ra tio , th e  less th e  specific e longation , an d  th e  less will be exceeded  th e  elastic 
lim it.

TABLE V I

Length
o f  spun 

cm
b/l

N um ber D iam eter 
of inflections

cm

E  derived from 
to ta l deformation, 
by formula 15

Perm ane 
m ation  

ting  tl

cm

nt defor- 
after lif- 
e load 
% of the 
length of 

span

M ultip li­
cation factor 
according to  

Fig. 11

E  computed 
from  elastic 
deformation 

kg/cm 1

25 0,024 0 — 3,900 — _ — — —

25 0,024 20 25 — 2,950 0,6 2,5 1,10 3,250

20 0,030 w ithout further bending 3,200 — — — — —
20 0,030 20 20 — 2,320 1,0 5,0 1,25 2,920

15 0,040 w ithout further bending 2,600 — — — — —

15 0,040 20 15 — 2,300 0,8 6,0 1,33 3,050

12 0,050 w ith o u t further bending 1,980 — — — — —
12 0,050 20 12 — 1,760 0,6 5,0 1,25 2,200
10 0,060 w ithout further bending 1,700 — — — — —
10 0,060 20 10 - 1,400 0,7 7,0 1,45 2,030

12 0,050 w ithout further bending — 1,460 0,8 6,7 1,40 2,060

15 0,040 « « « — 1,400 1,0 6,6 1,38 1,940
20 0,030 « « « — 1,460 1,3 6,5 1,37 2,000
25 0,024 « « « — 1,480 1,6 6,5 1,37 2,050
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E . g. when a sole is bent by stepw ise reducing the lengths of span w ithout having been  
su b jected  to repeated flexure, and th e  values of E  are calculated in accordance w ith  form ula (15)» 
th ey  w ill be found to be dim inishing. If, however, the leather is first subjected to repeated bending  
in  a sharp curve, and the forces necessary for bending are subsequently measured at increasing  
len gth s o f  span, the values o f E  according to formula (15) will be found to be constant. To verify  
th is, th e  e lasticity  modulus of a 6 ,0  m m  thick finders’ bend w as measured at 25 cm  span, w ithout 
p reviou s repeated flexure. H ereafter, the leather was bent tw en ty  tim es on a roller o f 25 cm  
diam eter, and the value of E  was once more measured. T he te st  was repeated at 20, 15, 12 and 
10 cm  span, and the perm anent deform ation was recorded in  every case. The values o f  the 
m oduli derived from the to ta l deform ation and from the e lastic  strain were com piled in  Table  
V I. I t  w ill be seen from the tab le th a t where the length  of th e  span is decreased on the sole 
leath ers, the elasticity m odulus w ill dim inish in line w ith  the increasing exten t o f fatigue o f the 
leather. I f , however, the leather is bent after some rather strong deformation at gradually  
increasing spans, in accordance w ith  the behaviour of elastic bodies the bending force will change  
in inverse  ratio to the square o f the span, and the value of E  w ill be constant at any length  of span.

£.10 6
20 •

10
1. wotch spring
2. bond sfee/  fo r  pocking

am о'оогаоозoJm 0.005о'ообаоотатam goto ' 1Ч 2ш  ^
0.001 aoo2 aoo3 от от от сооТШто Ною чопдоноп

Fig. 12. D iagram  o f the elasticity  lim it o f  steel bands

f

Fig. 13. D iagram  o f  the elasticity  lim it o f  sole leathers

B y  m easuring th e  b e n d in g  force a t diverse sp ans, th e  elastic  lim it can  
be e s tab lish ed . I f  a h igh ly  e la s tic  steel band  (a w a tc h  spring) is b en t a t  v ariab le  
le n g th s  o f  span, the  v alue  o f  E  will invariab ly  be fo u n d  iden tical in  accordance 
w ith  fo rm u la  (15). A n e lastic  s tee l b and  m ay be b e n t  w ith in  very  b ro ad  li­
m its , w ith o u t v isib le  p e rm a n e n t deform ation , as fa r  as bjl =  0 ,0 1 ^ 0 ,0 3 .  
A h ig h -g ra d e  steel knife w ill su s ta in  only a b en d  up to  bjl =  0 ,006 , an d  
b a n d  s te e l used for pack ing  u p  to  b/l =  0,003 on ly  w ith o u t p e rm an en t de­
fo rm a tio n . W here th e re  is a perm anen t d efo rm atio n , th e  value o f E  com ­
p u te d  b y  form ula (15) w ill b e  less th a n  its ac tu a l value.
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I t  w ill be seen th a t  th e  m oduli o f e la s tic ity  m easured  a t diverse bjl ra tio s  
give re liab le  in fo rm ation  concerning th e  e lastic  lim it, th u s  th e  e lastic  lim it 
can  be p lo tte d  on a d iag ram , fo r it  lies a t  th e  b re a k  of th e  curve.

As accord ing  to  page 433 the  bjl ra tio  is p ro p o rtio n a l to  the  specific  elonga­
tio n , th e  elastic  lim it m ay  be num erically  exp ressed  b y  th e  specific e long a tio n  
w here th e  m odulus of e la s tic ity  begins to  decrease (com puted  b y  fo rm u la  15).

Fig. 12 shows th e  E  values o f various steels, derived  from  th e  bend in g  
force b y  fo rm ula  (15), as a fu nc tion  of bjl. F ig .  13 illu s tra te s  th e  elastic  lim it of 
h igh-grade  sole lea th e rs  sub jec ted  to  bend ing . A com parison of th e  tw o  will 
show  th a t  th e  elastic  lim it o f  h igh-grade sole le a th e r  is g rea te r th a n  th a t  o f b an d  
steel used  for packing , an d  approx im ates th e  e lastic  lim it of a h igh -g rade  steel 
sp ring  d esp ite  th e  fa c t th a t  a t f irs t aspect, th e  su b stan tia lly  th ic k e r le a th e r  
ap p ears  to  have a low er elastic  lim it.

7. M easuring the modulus of elasticity o f  soaked sole leathers

T he firm ness of lea th e rs  m easured in  d ry  s ta te  depends also on th e ir  
co n ten ts  o f w a te r soluble m a tte r . A fter soak ing  fo r 24 hours, th e  v a lu e  o f «w et

Load(P)

Fig. 14. The load of 30 X 12 cm  finders’ bend sam ples p lotted  against their thickness 
after 24 hours’ soaking, measured on th e  device shown in Fig. 15

firm ness»  no longer depends on the  w ate r so luble con ten ts, and is a p t to  en ligh ten  
th e  s tru c tu ra l p ro p erties  of th e  lea th er as well as th e  processes o f  lim ing  and 
tan n in g .

I t  h as been experim en ta lly  proved  th a t  th e  force needed fo r bending  
soaked  lea thers is in  d irec t ra tio  to  th e  w id th  o f th e  lea th er sam ple. T h e  force 
req u ired  fo r bend ing  th e  lea th e r is in th e o ry , likew ise a th ird  pow er fu n c tio n  of
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its  th ic k n e ss . D ue, how ever, to  th e  longer tim e  necessary  fo r ta n n in g  th ic k e r  
le a th e rs , th e  re la tion  w as fo u n d  to  be of h ig h er th a n  th ird  pow er. A ccording 
to  s ta t is t ic a l  d a ta  o b ta in ed  b y  te s tin g  250 pieces o f  lea ther, th e  re la tio n  betw een  
th e  th ic k n e ss  (mm) an d  th e  lo ad  ac ting  on th e  soaked  lea th er (kg) corresponds 
to  fo rm u la

P  =  0.007 b4. (18)

T h e  m easu rem en ts  w ere m ad e  w ith  th e  device constructed  b y  Tóth-Kerese  
( F i g .  15)  by  bending  th e  lea th e rs  in  sem i-c ircu lar arc, ta k in g  in to  accoun t

th e  a v e ra g e  of te n  consecutive m easu rem en ts o f  firm ness in  w et cond itio n . 
In  o rd e r  to  elim inate th e  h igh  degree of d ispersion  no ted  in  th e  in d iv id u a l 
m e a su re m e n ts , th e  lea thers w ere so rted  in to  b u n d les  according to  th ick n ess  a t  
a v a r ia n c e  o f 0,3 m m . T he th ickness refers to  soaked  leathers.

A n  explanation  for the relation being of higher than third power will he found in the m ore 
com pact fib re  structure of the thicker leathers, and partly  in the fact that due to the longer  
tim e th ick  leathers require to be tanned through, th ey  com e in to  contact w ith more fresh astringent 
liquor, th u s becom ing harder in  the process of tanning. T he greater stiffness o f the outside  
layers further increases the stiffness o f  the average cross section .

Stiffness in  wet state gradually increases during tanning, and reaches its peak w hen  
fin ish ing has been accomplished. To dem onstrate this increase, specimens of 3 0 x 1 2  cm  w ere  
cut from  th e  tensile test sampling part o f the bu tt o f various hides, and were subjected to the  
industrial tann ing process common in H ungary. Their w et firm ness was measured in the handler  
vats, in  th e  layer yard, in the drum, in the hot pit and in fin ish ed  state after soaking. The results 
are show n in  Fig. 16 which clearly illustrates that firm ness increases gradually in the process 
of tann ing. I t  w ill further be seen that the w et firm ness o f choice quality goods is higher, and  
that there is an increment in w et firm ness in the hot p it, during drying and finishing.
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T h e au th o rs  p ro v ed  experim entally  t h a t  th e  ra tio  of th e  lo ad s needed  
for deflec ting  a s tr ip  o f lea ther b en t in  a  sem icircu lar arc, and  fo r  bend in g  
h o rizo n ta l s trip s w as 5 : 1 w here th e  len g th  o f  th e  span was equal.

T h e  m odulus of e lastic ity  of w et le a th e r  is accordingly c o m p u te d  by  
fo rm ula (15) b y  su b s titu tin g  l /5 th  of th e  w e ig h t for P  m easured on  th e  Tóth- 
Kerese  device (  Fig. 1 7), viz :

E  =  1 -9 -P /5 .1 2 =  0 .38 P I 2 
ab3 ab3

T h e th ick n ess  o f soaked sole lea th e rs  is b y  some 5 —20%  m ore  t h a n  th a t  
o f d ry  lea th ers . I n  com puting  th e  m odulus o f  e lastic ity  of soaked  lea th e rs ,

k9

Fig. 16. Variation of the w et firm ness o f  3 0 x 1 2  cm finders’ bend sam ples  
in the tannery process, on the T óth  — Kerese  test appliance

th e  th ickness o f th e  w e t leathers should  b e  reckoned  w ith  ra th e r  t h a n  th a t  of 
th e  d ry  lea th ers  ; th is  s tands to  reason a lso  because  strong swelling u n fav o rab ly  
affects th e  q u a lity  o f sole leathers.

8. M easuring the modulus of elasticity  on the Tóth appliance

a) Sam pling

For purposes o f  measuring the bending m odulus o f elasticity, samples are usually  taken  
from  the spots where physical samples are taken from . In such manner, in testin g  b u tts and 
shoulders, the tests are m ade on denser parts o f  th e  h ide, yielding about m axim um  values for 
the piece of leather exam ined. Other parts o f it  w ill show a correspondingly low er modulus.

The values o f the modulus of elasticity generally  fluctuate strongly even w ith in  the same 
lot worked up. Standard deviation amounts to  100—200% , so that typical va lu es can only be 
obtained from a large num ber of tests. The num ber o f the samples taken can be com puted by  
m eans of formula 0,7 (Ax, but at least ten sam ples should  be taken from each lot to  be exam ined.
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A fter  determining the m odulus of elasticity o f sole leathers in dry state, it  is advisab le  
to  rep eat the determ ination o f th e  modulus on the sam e sam ples after soaking for 24 hours ; 
w h at is m ore, the value obtained after drying the sam e sam ples again is characteristic o f  the  
q u a lity  o f  the leather.

bj  Size o f sam ples

T he size of the samples is chosen in such m anner as to  allow the measurements to be don , 
w ith  a satisfactory degree o f accuracy. As the length o f the span is generally 25-times the thickness: 
o n ly  th e  w id th  o f the sam ple can be increased for the sake o f greater accuracy. By way o f  inform a- 

ion, th e  approxim ate dimensions o f samples taken from  various kinds of leather are given below e

Length W idth

Thickness
mm K ind of leather of sample

cm cm

5 - 6 Sole 2 0 - 2 4 4 - 5

3 - 4 « 13 — 17 5 - 6

2 - 3 «

Insole 1 0 - 1 3 O
n

1 C
O

Counter

W elt

4 ,5 - 5 ,5 B e ltin g  & Technical 1 8 - 2 2 5 - 7

c) Preparation of Sam ples f o r  Testing

T he value of the m odulus of elasticity  is determ ined a t definite water contents. B efore  
proceeding w ith  the determ inations in  dry condition, the sam ples are hung up for 48 hours in  
an  atm osphere containing 65%  relative hum idity, a t 20° C tem perature. In testing w et sam p les, 
the w ater contents w ill be ind icated  along with the findings.

Preparatory to testing, the thickness of the sam ple and its adequate fatigue shall be  
established. Average thickness is determ ined in the place w here the stress is greatest, i. e. a long  
the b isectrix  o f the longitudinal axis o f the samples. T hickness is read off at three poin ts, w ith  
0,005 cm  accuracy, and the arithm etic mean of the readings is taken. The width of the sam p le  
is  th en  m easured along the bisectrix o f its longitudinal ax is , w ith  0,05 cm accuracy.

R epeated  bending of the sam ples greatly reduces th e  m odulus of elasticity. A s a fter ­
wards it  cannot be stated whether the samples have been subjected  to bending after sam p lin g , 
th ey  should be bent repeatedly until they reach a stage w here additional flexure no longer  
affects th e  m odulus of e lasticity. G enerally, a constant value is obtained after 15—30 deflections.

In  the course of their experim ents, the authors generally  subjected the leather specim ens 
to tw en ty  flexures. Bending was performed on a roller, w ith  a diam eter of 25-times the th ickness  
o f the lea th er , so that the specific elongation of the outer layers should always be equal. B ending  
can m ost sim ply  be performed betw een rollers set at an appropriate distance, by gripping th e  
sam ple in  th e  middle and bending it  to and fro betw een th e  rollers.

F or determ ining the modulus o f elasticity in w et leather, the sole leathers are soaked for 
24 hours in  f iv e  tim es their weight o f  distilled water o f 20° C temperature in such m anner th a t  
both sides should he flooded equally. The soaked sole leather is also subjected to bending on  a 
roller 15-tim es its thickness in  diam eter ; bending shall he repeated six times alternately from  
the grain and the flesh  side.

In  counter and w elt leathers, i t  is practical to estab lish  the modulus of elasticity  a lso  in  
the cond ition  in which the leather is worked up for footw ear. T he modulus is usually m easured  
on counters after soaking for 30 seconds and 3 minutes o f rest, on welts after 5 m inutes’ soaking  
and 2 hours o f rest in damp atm osphere.

In  other kinds of finished leather, the modulus is generally measured only on dry  
leather.
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d) P ractical measuring of the m odulus of elasticity

T o determ ine the actual length  of span, correctional value a is first determined b y  formula 
(16). This value is standard for each testing unit, and its double should invariably be deducted  
from  th e  distance betw een axes.

E . g. The task  is to determ ine the modulus o f  e la stic ity  in a 6 mm thick specim en of 
eather. I f  the diam eter o f the rollers is 10 mm,

a =
n

, , ,  =  3,5 m m . 
1.41

The actual length o f span m ust he set at 0 ,6 x 2 5  =  15 cm, and the distance betw een th e  axes at 
1 5 ,0 + 0 ,7  =  15,7 cm.

The sample conditioned to the desired m oisture contents and subjected to  bending in 
the prescribed manner is straightened out. I t  is then pu lled  through the bridle o f  th e  appliance 
shown in Fig. 17, and is placed on rollers flesh-side up  so that the bisectrix o f its  longitudinal 
axis shall he at equal distance from the two rollers, and should run parallel to th em . T he pan 
is hung up and is gradually loaded with weights un til th e  sample slips off betw een th e  rollers.

The weights are put in to  the pan so that about % o f 3/ ,  tli of the required load  is put 
in right at the start,and is then  increased at the rate o f  f ir s t  0 ,2 —0,5kg,and later o f  0 ,05 — 0,1 kg, 
added at intervals o f 10 seconds, so that the entire m easurem ent should last 1 — 1,5 m inute.

Sole leathers can be measured with ;Ь0,2 kg accuracy,lighter leathers w ith  ± 0 ,0 5 —0,1 kg 
precision. The w eights put on the pan and the w eight o f  th e  em pty pan shall be recorded. After 
the m easurem ent has been accomplished, rem ove th e  sam ple from the appliance, straighten  
it  and repeat the m easuring process by placing it  grain side up on the rollers. In accordance w ith  
the contents o f page 4 32 ,in  com puting the modulus o f  e lastic ity , the lower value should always 
be taken into account. The following example is given  to  calculate the results.
E xam ple 1.

I f  it  is certain that the sample has not been ben t after sampling, the d im inution o f the 
m odulus as a result o f the flexure can also be studied.

The w idth of a leather bu tt specimen of 0,550 cm  average thickness is 4 ,50 cm .
Actual length  o f span 14,0 cm.
The result o f the f ir s t  measurement, loaded on th e  flesh  side, was 7,0 kg including pan 

and bridle.
After 20 flexures, the load causing the sam ple to  slip off was 3,4 kg on the flesh  side. 

According to form ula (1 5 ):

dry 1,92 • 7 ,0 -14 ,0 2 
10 4,50 • 0,55®

3,530 kg/cm 2

dry 1,92 • 3,4 • 14,0 2 2
E *> =  4 ,50-0 ,55®  ‘ ,720 kg/cm 2 .

13 A cta Technica X /3—4
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T he modulus of e la stic ity  can  analogously be m easured also on the W ilson  [2] or Herfeld 
[9 ] appliance. The modulus o f  so le bends can be analogously  measured on a set sim ilar to  the  

on e sh ow n in Fig. 17, b u t b u ilt  to  larger scale.

9. D eterm ination  o f  th e  m odulus o f  e la s tic ity  by d y n am o m ete r

T h e  modulus o f e la s tic ity  can be derived  fro m  th e  bending d iag ram  ta k e n  
b y  th e  tensile te s tin g  m a c h in e  :

a)  based on th e  ta n g e n t  to  th e  in itia l sec tio n  of the d iagram ,
b)  from  the m a x im u m  load.

/eofher

Fig. 18

In  m ost cases, h o w ever, th e  diagram s th u s  p lo tte d  can only be e v a lu a te d  
w ith  a n  ad justm en t. N a m e ly , th e  actual le n g th  o f  span  betw een th e  b en d in g  
ro lle rs  g radually  d im in ishes w ith  the  progressing flex u re . This is responsib le  for 
th e  c u rv e  becoming s teep e r, so th a t  its su b seq u en t sections yield an  a p p a re n tly  
g re a te r  force th an  w ould  h a v e  been requ ired  fo r th e  same deflection  a t  th e  
o rig in a l leng th  of span . N o r does the  deflection  m easu red  on the  ten s ile  te s te r  
c o rre sp o n d  precisely to  th e  ac tu a l deflection, b u t  i t  is slightly larger, fo r th e  
le a th e r  is draw n in b e tw een  th e  rollers.

A lso, th e  B ernoulli fo rm u la  is valid on ly  fo r ex trem ely  slight d e flec tions, 
w h ile  th e  ra tio  of th e  force req u ired  for g rea te r  deflections decreases g rad u a lly , 
as m a y  be  seen in  Fig. 1 . I t  appears th a t  th e  v a lu e  o f E  derived acco rd in g  to  
th is  fo rm u la  from a g re a te r  deflection  is low er. T ab le  V II contains e. g. th e  
a c tu a l  len g th  of span  b e tw e e n  bending rollers o f 100 m m  axial d is tan ce  and  
15 m m  in  diam eter*, th e  a c tu a l deflection, as w ell as p ractically  derived  fac to rs  
w h ich , m ultip lied  b y  th e  I? va lu es  com puted acco rd in g  to  form ula (1), y ie ld  th e  
a c tu a l  m odulus of e la s tic ity .

* T he gripping jaws and th e  bending rollers (for G illem ot tensile m achinejw ere de­
signed  b y  András Theil, after th e  model: Cost, Paper In d . Soviet Union.
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TABLE VII

A pparent A ctual

A ctual span 
mm

M ultiplication 
facto r to  calculate 
the  ac tual m odu­
lus of e la s tic ity  

by  formula (1)

deflection in  %  of the  orginal 
span

2,0 2,0 99,2 1,085

4,0 3,9 98,4 1,16

8,5 8,3 95,6 1,33

13,2 12,7 93,6 1,50

18,8 18,0 92,0 1,67

23,0 22,0 90,8 1,85

28,5 26,8 89,4 2,10

Table VII has been com piled by constructing w ith  elastic steel band relationships 
between the different deflection  angles and deflections measured in mm as w ell as expressed in 
percentage, and com puting the actual spans and actual deflections pertaining to  the different 
deflection angles on the basis o f trigonometrical relationships.

/ mm* /Ад

The modulus of elastic ity  can be computed far more sim ply by formula (15), w ithout 
Table V II, from the m axim um  load (F ig . 19). N am ely, in  the application of that form­
ula, the sam e correction m ust invariably be applied to the length of span, since the actual 
span, b y  formula

V =  1 -  2
У2

10,0—1,06 =  8,94 cm.

According to the first m easurem ent, in line w ith formula (15) :

Ef y  = 1,92 • 25 • 8,942
5,79 • 0,610s

=  2920 kg/cm 2 ,

13*
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w h ereas the result of m easurem ent N o. 20 :]

№  =
1,92 • 12 • 9,922 

5,79 • 0,6103
1400 kg/cm 2 .

On thinner leathers, the force cannot be measured b y  this appliance w ith  satisfactory  
a ccu racy , therefore the more sen sitiv e  Schopper tensile testing  machines are used for testing  
th in n er  leathers, with the clam ping jaw s outlined in  F ig. 20  [14], which resem bles the
W ils o n ’s appliance.

Sm all deflections m ay be m easured w ithout any correction, if  the edges o f the te st specimen  
are f ir m ly  gripped. This m ethod has the additional advantage th a t greater force is required, 
increasing  the accuracy of the m easurem ent. The forces required for bending to  the sam e exten t  
a b ea m  o f  uniform cross-section w ith  its ends firm ly gripped, or freely supported on two ends 
are in  ratio  4 : 1.

W ith  firm clamping-in, th e  beam ’s length o f span does n ot vary, and the diagram drawn 
b y  th e  tensile  testing appliance show s the deflection w ithout correction. I f  the Gillem ot tensile  
te s t in g  u n it  is equipped w ith  th e  grip jaws of the ball burst m easurem ent m ethod [26], (F ig . 
2 1 ) ,  th is  kind of measurement can  be easily carried out. T he diagrams o f the ratio o f deflection  
and th e  force needed for the deform ation can he plotted w ith  the draft m echanism  o f the appliance, 
and th e  value of P jf  can be com puted  by drawing the tangent to  its in itial section. The modulus 
can  b e  com puted by formula (24).

T o  give an example, te sts  on  sole leather are repo t below.

Fig. 21

T he disk shape leather specim en is 0,510 cm thick. The samples were n ot flexured  
p rev iou sly .

In side  radius of the disk r =  2,00 cm.
B y  drawing the tangent, P /f  = 1 9 5  kg/cm.
B y  formula (24),

_  0,48 • 2 ,02
E =  0751» “ • 195 =  2,800 .

T his method, however, y ie ld s higher values than can be derived from formula (15), partly  
becau se  there is no fatigue effect a t sm all bends, and partly since the stress is not m erely of  
b en d in g , b u t also of tensional character. Besides,under repeated stress, the m odulus of e lasticity  
increases w ith  decreasing e longation .

10. D eterm ination o f the m odulus of elastiiity  o f  sole leathers on the Zilles
appliance

T h e  m odulus of e la s tic ity  o f sole lea thers can  be de te rm ined  on th e  Zilles 
a p p lia n c e  b y  fatigue te s t.
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A disk, 15 cm  in diam eter, is cut out o f the leather, its  center is punched and it is placed 
into the appliance outlined in  Fig. 22. The load imposed on th e  leather is calculated according to 
formula P  =  8 63, where b is th e  thickness o f the leather in  m m . The rod transferring the load 
is placed w ith its nod (B )  resting ligh tly  on the leather, and m-m line (  Fig. 2 3 )  is drawn w ith  
the writing mechanism. T he pencil is placed on the cylinder, and the device is started. The 
pencil draws the o-o line on th e  paper. After rotating for ten  m inutes, the device is laid off, the  
w eights (S) removed, and after one minute the n point is recorded by touching the rod lightly  
against the disk which is no longer under load, and drawing the pencil along the paper. The n 
point is taken up parallel to the backbone line marked on the disk, and perpendicularly to it  
the tw o locations show a certain difference. This is w hy tw o n points have been drawn in the  
sketch.

The weights are replaced, the appliance is filled up w ith  water, and the downward line  
continuing o-o curve is recorded. After half an hour, the loads are rem oved, and the elastic 
recovery is measured. F inally , the leather is pressed com pletely  against the m etal ball, and 
p -p  line is drawn.

The leather is then rem oved from the unit and is soaked in  five  tim es its w eight o f w ater  
for 24 hours. I t  is then p u t back into the unit and fatigued by rotation, w ith a load of P = 2 b 3 
grams over a period of 30 m inutes while the r-l curve is recorded.

According to  Zilles, the dry firmness of the leather is °P
mp

• 100% , and its dry elasticity

—  • ioo%.mo

In  com puting  th e  m odulus of e lastic ity , th e  following po in ts  should be 
borne in m ind.

1. T heoretically , th e  m odulus of e la s tic ity  of lea th e r is com puted  b y  
equation

„  4 P 1 8
E = W  (“ >

applicable to  beam s fixed -in  a t  one end.
2. Force P  rep re sen ts  th e  w eights p u t on. To convert i t  in to  th e  perpen ­

d icu lar force ac tin g  on th e  lea th er a t p o in t B ,  i t  m u st be m u ltip lied  by
A C

conversion fa c to r ------(w hich, according to  F ig . 22  is 1,5) and  sin  ß .  T he value
A B

of ß  can be ca lcu la ted  fo r each deflection from  th e  dim ensions o f th e  appliance, 
an d  can be ta b u la te d .
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3. /  is the  deflection  re a d  o ff th e  d iagram , w hich is n o t id en tica l w ith  
th e  a c tu a l  deflection m easu red  a t  p o in t B.  T he ac tu a l deflection  is equal to  
A B  • s in  a. The slope o f th e  ro d  re la tive  to  th e  ho rizon ta l (a) w as com puted  
f ro m  th e  dimensions of th e  device.

4 . T he test body  is c ircu la r, therefore  its  w id th  a is n o t c o n s ta n t. The 
a u th o rs  s ta te d  th a t  as fa r  as deflec tion  is concerned, th e  circu lar te s t  specim en 
b e h a v e s  like a beam  of 12 cm  fic titio u s w id th .

5. F inally , Hooke’’s L aw  is n o t accu ra te ly  va lid  for la rger deflections, 
w h e re  i t  also requires co rrec tio n .

I f  P ’s m ultip lication  fa c to r  is m arked  fe15 f  s fac to r  b y  k 2, and  th e  correc­
t io n a l  fa c to r  of Hooke’’s L aw  b y  k 3, fo rm ula (20) w ould  be as follows :

4Pk1fe3l 3

f k 212b3
( 21)

1 =  7 cm  ; th e  value of
к  • к.

1 — wa s  found to  be v e ry  close to  2,25. S u b s titu tin g

th e  a b o v e  num erical values,

257P  

b* f  '
( 21)

T h is equation was verified  b y  cutting a semicircular disk of 0,20 mm thick steel plate, 
and record ing its deflection under variable loads.

T h e  thickness of the steel p la te  b was 0,020 cm, and the value of l 6,20 cm. Accordingly  
th e  m odu lu s of elasticity o f steel

E  =
4 • 0,100 • 2,25 • 237 

12 • 8 • 106 106.

11. Conversion o f the data measured on the English device 
to the modulus of elasticity

T h e  tem p er of soft le a th e rs  is generally  m easured  w ith  th e  E ng lish  device. 
F o r  a  com parison  of th e  te m p e r  o f up p er lea th e r w ith  th a t  of o th e r lea th ers , 
i t  is n e c e ssa ry  to  express th e  re su lts  o f th e  E nglish  te s ts  in  te rm s of th e  m odulus 
o f e la s t ic i ty . W ith  th is in  m in d , th e  au tho rs m ade te s ts  w ith  elastic steel bands 
to  c la r ify  th e  relation of flex u re , load  and  m odulus of e lastic ity . T hey  fo u n d  th a t  
th e  B ernou ll i  form ula can  be ap p lied  here too , w ith  som e slight m odifica tions.

W h e re  plates b en t in to  th e  form  of cylinder m an tle s  are com pressed, th e  
le n g th  o f  th e  span changes a long  w ith  flexure. T herefore th e  co n stan t in  fo rm ula 
(1) is a fu n c tio n  of flexure. I n  te s ts  m ade on th e  English  device, th e  force needed  
fo r 10 m m  deflection is in v a r ia b ly  m easured , so th a t  th e  value of th e  c o n s tan t 
can  b e  de te rm in ed . In  te s ts  m a d e  on steel cy linder m an tles  of variab le  d iam eter, 
i t  w as fo u n d  th a t  a t deflections am o u n tin g  to  31,8%  o f th e  d iam eter, th e  value
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o f th e  co nstan t w as 3,2, m oreover th a t  th e  deflection  f  was p ro p o rtio n a l to  th e  
th ird  pow er of th e  d iam e te r  d. A ccordingly, th e  v a lu e  of th e  m odulus o f  e la s tic ity  
can  be easily ca lcu la ted  from  th e  resu lts  o f th e  English  tem per te s ts , b y  m eans 
o f form ula

E  =
P d 3

3 .2ab3- f
( 22 )

The value of the constant varies but very slightly where deflections am ount to 2 0 —40%  
of the diameter. Table V III is a chart showing the relations o f deflection and load o f a steel 
band (thickness 0,15 m m , w idth  20 mm) bent into the shape of a cylinder m antle, and the 
constant.

I t  m ay be seen that where the deflection corresponds to 20—40% of the diam eter, the 
Value of the constant C is 3 ,2. I t  can be experim entally proved also that at 0%  and/or 100%  
deflection , the value o f C w ill vary betw een 4,0 and 3,1.

On the basis o f this ratio, the English temper value (Stand) can be converted into the 
modulus of elasticity. In accordance w ith the English formula

E =
P

b 3 7 f
3,183 

3,2 • ЗД)
=  3,33

P
b3 ■

(23)

The moduli o f  elastic ity  o f various leathers determ ined on the basis o f E nglish  data and 
o f  the data measured by the authors, are listed in Table IX .

TA BLE VIII

dDiameter of 
cylinder in 

mm

P
Load

g

f
Flexure

mm
1  X  100 d

Value of C  in 
formula 22

203 30 56 28 C =  3,15

180 50 66 36 3,13

186 30 40 21 3,38

165 50 49 30 3,25

148 60 43 29 3,20

159 80 54 34 3,20

122 100 40 33 3,22

100 200 43 43 3,25

94 200 36,5 39 3,21

78 200 21 27 3,19

64 300 ' 18 28 3,10
45 500 10 22 3,21

35 1500 14 34 3,25

Average : . . . 3,2
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TABLE IX

Thickness
mm

P
Ы"

(Stand.)

Modulus of 
Elasticity 

E
kg/cmea

S h eep sk in  garment leath er ........................................ — 2,3 7,7

G lacé  k id  ............................................................................. — 5,9 19,6

W alru s l e a t h e r ................................................................. — 22,4 75

C alf garm ent leather ................................................... 1,2 36,4 120

K id sk in  ............................................................................... — 60,0 200

B o x  c a lf  ............................................................................. 1,5 95,0 316

V e g e ta b le  tanned ca lf lea th er  ................................ 1,8 211,0 703

U p h o lster in g  hides ......................................................... 1,8 371,0 1230

V e g eta b le  tanned Cap g o a t s k in .............................. — 641,0 2140

P ig sk in  leath er ................................................................. 1,3 38,9 129

P ig sk in  grain lining lea th er  ..................................... 1,0 59,8 198

C hrom e side leath er........................................................ 1,2 50,1 167

V eg eta b le  tanned upper lea th er  ........................... 2,8 45,0 150

12. Testin'; the modulus of elasticity  by durometer

F o r tests  perfo rm ed  o n  th e  durom eter, d iskshape lea th er sam ples are 
u sed . T h e  samples are la id  u p  on a ring w ith  in n e r  rad ius r, loaded w ith  force

P ,  a n d  th e  value of th e  d eflec tio n  p r o d u c e d /  is m easu red  (F ig . 2 4 ) .  I f  the  
edges o f  th e  sample specim en  are  firm ly c lam ped , th e  value of th e  deflec tion  is

-----  w herefrom  E  =
E b a

0.48 P  r2 

~  f - b 3
(24)

4 »
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This test can be performed w ithout cutting out from  th e  leather, by laying up the whole 
piece of leather on the ring, and im posing load P  over the center o f the ring. B y  doing this, it 
will not be necessary to clam p the leather — except extrem ely pliable leathers. Thus the sample 
m ust not be cut out from the leather, and the firmness o f any part can be controlled in  any phase 
o f its  working up.

E ssentially , th e  d u ro m e te r consists of th e  follow ing elem ents :
1. a sm ooth p la te  o f  m e ta l w ith  a hole in  th e  cen tre , th ro u g h  w hich a 

h a rd  steel ball is p ressed  b y  spring action  ag a in st th e  surface below ;
2. an  accu ra te  gauge in d ica ting  the  passage o f th e  ball w ith  0,01 m m  

precision ;
3. a ring  of a g iven  size, upon  w hich th e  le a th e r  is la id  up.
T he firm ness te s t  is ca rried  ou t as follows. T h e  m e ta l ring  is p laced  on th e  

ta b le  an d  is covered w ith  th e  le a th e r and th e  m e ta l p la te  of th e  d u ro m ete r in  
a position  th a t  th e  b a ll should  be above th e  cen tre  o f th e  m e ta l ring . T he device 
is th e n  pressed b y  h a n d  u n til  th e  th ree  red  lines m ark ed  on th e  in s tru m e n t are 
on one level. The p o in te r  is read  off a t  th is  position . T he pressure o f th e  ba ll on 
th e  le a th e r is te s ted  b y  a special b lind  te s t, b y  lay in g  th e  lea th e r on a sm ooth  
surface in stead  of on th e  ring , and  reading off th e  com pression. This com pression 
shall be deducted  from  th e  deflection  of th e  le a th e r  specim en. T he m odulus of 
e la s tic ity  is com pu ted  on th e  basis of fo rm ula  (24).

T he du rom eter [27 ] has been co n stru c ted  fo r tex tile  in d u str ia l te sts , 
an d  has a com para tive ly  w eak  spring. T herefore i t  is su ited  on ly  fo r testing  
ra th e r  th in  and  n o t v e ry  s tiff  leathers. A n a p p a ra tu s  w ith  a stro n g er spring 
is u n d er construction .

The firm  grip o f  th e  sam ple’s edges is responsib le  fo r th e  rise of tensile 
stress in  add ition  to  bend in g  stress. Therefore th e  values of th e  m oduli of 
e las tic ity  m easured b y  th e  du rom eter are be tw een  th e  values o f th e  bending  
an d  tensional m oduli o f e lastic ity .

13. Determination o f the elasticity of leather with a pendulum firm ness tester

The basic p rincip le  o f th is m ethod  is to  c lam p stiffly  one end  o f a lea ther 
specim en of b th ickness an d  a w id th  as show n in  Fig. 25 ,  to  a tta c h  a pendulum  
to  its  lower end, and  m easu re  th e  tim e of its  sw inging an d  dam ping . T he length  
o f th e  free p a r t  of th e  le a th e r  shall be 1, th a t  o f th e  pendu lum  L ,  an d  w eight 
G shall be a tta c h e d  to  its  end  ; i t  swings describ ing  angle a. W hile th e  un it 
swings as a pendu lum , th e  le a th e r is b en t b ack  a n d  fo rth . B y d e te rm in in g  th e  
tim e  o f oscillation T  a n d  its  dam ping  ( Д  lo g arith m ic  decrem ent o f dam ping), 
th e  m odulus of e la s tic ity  w ill be ob tained  from  th ese  d a ta  and  from  th e  dim en­
sions of th e  lea th e r specim en in  accordance w ith  fo rm ula  (28).
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T h e following equation is v a lid  for any vibrating system  :

T  = ( 2 5 )

w here T  is the time of oscillation,
I  the  system’s m om ent of inertia  referring to the axis of rotation,
D  th e  directional force tending  to  bring back the oscillating system  into balance,
Д  the natural logarithm  o f  the quotient of two consecutive beats o f th e  pendulum  

(logarithm ic damping).

Introducing the tim e of oscillation  reduced to the undam ped state  (T0),

therefore

T- T- f > + S

т° = Ч 1

D = •Ao (26)

T h e  directional force is com posed o f two parts. One of these is the torque of the tangential 
com ponent o f  the load attached to th e  end of the rod (GgL sin a) which works like on any common 
m ath em a tica l pendulum. B u t there is another force acting in a similar sense w hich is due to the 
flexu re o f  th e  gripped leather sam ple w hen oscillating and its tendency is to  recover its original 
shape. B o th  forces act in equal sense, i. e. following displacem ent from the state  o f  equilibrium, 
th ey  ten d  toward equilibrium, and w here am plitudes are sm all, they  are both proportional to 
the angle  o f  swing.

In  equation (26) the sum of th e  tw o directional forces figures ; in the physical sense, the 
direction al force is no force in the proper sense of the word, but the lim it value o f the quotient
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o f  the torque and the pertaining angle o f swing. L et D j be the directional force com ponent 
crea ted  by the flexure of the leather, and £>2 the com ponent produced by the oscillating load; 
in this case

Ü  — D x +  D 2 .

The value o f D 2 can be com puted from the dim ensions o f the unit, for where the angle a  is small.

Dt
G • g * L  • sin a

a
G - g - L . (27)

D 1 is in the following relation to the m odulus of e lastic ity  and dimensions of the sam ple :
The leather specimen gripped is essentially a beam  fixed-in at one end, because one end 

is f irm ly  gripped, while the other is m ovable. Therefore, formula (20) holds good in  this case. 
K ohl rausch [28 ] postulated that formula (20) be also convertible so that the value o f  f /1  be expres­
sed b y  the tangent of the angle included by the tangents drawn to the ends o f th e  beam.

6 PI2 . P  E  ab3
tg a  =  ^ — ГТ and :—  =  T lY •E  ab3 tga 6 l2

W here the angle is a small one, the tangent m ay be assum ed to be equal to the angle, so that 
the directional force

PI E ab3
1 ~  a  “  6 l ’

wherefrom

E - D' l l (28)

Dwyer  [13 ] was th e  f irs t to  perform  firm ness tests  w ith  a p en d u lu m  on 
w e t soles, h u t he d id  no t derive th e  m oduli o f e lastic ity  from  th e  d a ta  m easured. 
T h e  au th o rs  carried  ou t these  calcu lations subsequen tly , using th e  d a ta  repo rted  
b y  Dwyer  and  th e  dim ensions o f th e  a p p a ra tu s , and  obtained  h ig h ly  realistic 
v a lu es  w ell in  agreem ent w ith  d a ta  o b ta in ed  in  o ther ways.

On the basis of Dwyer's data , the m om ent of inertia I  — 350 X 102,5,2 tak in g  into account 
th e  suspension rod, should be in round figures 37.10°.

4 • я 2 • /  =  148,10«
D 2 =  LGg =  102,5 • 350 • 981 =  35 • 10«
1 = 5  cm, a =  5 cm

E xtrem e values o f 1/T2 : 0,28 and 0,30.
Accordingly, the extrem e values o f D :

148 • 10« • 0,28 =  41,4 • 10« 
and 148 • 10« • 0,30 =  44,4 • 10«
D x = D -D 2 6,4 • 10« and/or 9,4 • 10«

D w yer  docs not talk about the thickness o f the leather, but no grave error can  be committed 
by assum ing that the thickness o f the test specim en (6) is in the average 5 m m . Substitu ting this

va lue into  formula (28) and converting it into kg/cm 2, E  =  q 625 ~  betw een  th e  values 308

and 452 kg/cm 2 (rounding up g  to 1000 in  lieu of 981).

I t  should be n o ted  th a t  in  th e  p endu lum  firm ness te s te r , th e  leather 
sam ple  is b e n t e ither w ay. As in  accordance  w ith  page 430 th e  m om ents of
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in e r t ia  are  no t equal w h en  th e  leather is b e n t a lte rn a te ly , the  values y ie ld ed  
fo r  th e  m odulus of e la s tic ity  w ill he som ew hat h ig h e r w ith  th e  Dwyer  m e th o d  
th a n  w hen  recorded on  th e  Herfeld  or Tóth dev ices.

T h e  authors m ade te s ts  w ith  provisional co n stru c tio n s  on various le a th e rs , 
th e  re su lts  of w hich a p p ro x im a te ly  agreed w ith  D w yer 's  d a ta . These ex p erim en ts  
a re  b e in g  carried on.

14. Comparing the m oduli o f elasticity o f  diverse kinds of leather

T ab le  X  shows th e  re su lts  of a large n u m b e r o f te s ts  m ade on various 
le a th e rs , illu stra ting  also th e  dispersion of th e ir  respec tive  bending e lastic ity  
m o d u li, even w hen e q u a lly  dressed hides show  a  dispersion of 100—200%  
acco rd in g  to  kinds an d  ev en  according to  sex a n d  age of anim als. T herefore, 
s ta n d a rd  m odulus of e la s tic ity  values can o n ly  be  given a t average ra te s  
ap p licab le  to  lots. T he te s ts  w ere perform ed on  f in ish ed  goods m ade from  
H u n g a r ia n  and A rg en tin ian  h ides, on the T ó th  dev ice . The te s t span  w as 25- 
tim es  th e  thickness of th e  le a th e r , the  num ber o f th e  deflections and th e  w a te r 
c o n te n ts  w as ind ica ted  acco rd in g  to  the m ethod  describ ed  on page 439. C olum n 
4 o f  T a b le  X  shows th e  av e ra g e  m odulus of e la s tic ity  o f  various fin ished  lea th e rs  
m a d e  from  high-grade h id es , w hich m ay be a d o p te d  fo r s tandards. F o r  som e 
le a th e rs , also the  ten sio n a l m odidus of e la s tic ity  h a s  been ind ica ted . T he 
d ifference  betw een th e  m o d u li o f the  two k inds o f  s tre ss  is, in  some in stan ces, 
a s u b s ta n tia l  one ; th e  re a so n  fo r th is  will be fo llow ed up .

T ab le  X  shows also th e  m oduli of specim ens o f hides dressed in n e r sole 
fa sh io n , illu stra ting  th e  c ircu m stan ce  th a t  th e  d ifference  betw een th e  vario u s 
p a r ts  o f  th e  lea ther is p a r tic u la r ly  m arked w h en  th e  lea th er is w et. Mellow 
p a r ts  adso rb  more filling  d u rin g  im pregnation , p ro duc ing  g reater firm ness. 
A fte r  soaking, how ever, th e  m oduli of the  m ellow  p a r ts  will be su b s ta n tia lly  
low er, corresponding to  th e ir  f ib re  structu re .

15. Relation o f the m o lu lu s  o f elasticity to th e  quality o f sole leathers

T h e  bending m odulus o f  e lasticity  is re la te d  to  th e  firm ness s ta te d  b y  
m a n u a lly  testing  the  le a th e r . A lthough  m anual te s ts  a re  f i t  only for d isp lay ing  
th e  re s is tan ce  of the  le a th e r  to  bending , highly ex p erien ced  technicians a re  able 
to  r e la te  th a t  force to  th ic k n e ss , and  to  give a co rrec t appraisal of th e  elastic  
p ro p e rtie s  of the  lea th er. T a b le  X I is a schedule  o f  th e  physicom echanical 
ind ices  o f  th ree  sole le a th e r  specim ens processed b y  th e  sam e technology ; by  
m a n u a l te s tin g , th e  specim ens w ere found stiff, m e d iu m  an d  loose respective ly . 
I t  w ill b e  seen th a t  th e  re su lts  o f  th e  m anual te s ts  w ere  confirm ed by  th e  m odulus 
o f e la s tic ity , b o th  in  d ry  co n d itio n  and after 24 h o u rs ’ soaking.
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TABLE X

Show ing the bending moduli o f elasticity o f various kinds of leather

K ind of Leather

A
ve

ra
ge

 
th

ic
k­

ne
ss

, 
m

m

average dispersions

.

aver­
age

ip  wet 

dispersions

Test
appliance

Tensional 
moduli; s of 

elastic ity
( в

F inders’ b e n d ........................ 6,5 3,500 1,700 1 ,0 0 0 -2 ,6 0 0 400 150—800 See figure 17 —

Finders’ bend for stitch ing 5,5 2,500 1,300 9 0 0 -2 ,2 0 0 300 1 5 0 -7 0 0 « 2,000

M anufacturers’ b e n d .......... 4,6 1,800 1,100 700 — 2,000 250 1 0 0 -6 0 0 « —

Counter from neck for boots 4,0 2,500 1,300 900—2,000 — — « 2,600

Insole b e l l y ............................ 2,6 1,800 1,100 6 0 0 -1 ,8 0 0 — — « —

Insole neck for w e lted  shoes 3,5 1,700 900 7 0 0 -1 ,6 0 0 — — « 1,560

Pigskin i n s o l e ........................ 2,3 1,900 850 7 0 0 -1 ,5 0 0 — - « —
In so le  leather side, veg e­

tab le  tanned :
Backbone p a r t ................. 4,5 — 750 — 86 - « —
Borderline of neck  and

b u tt ................................. 3,8 — 1,100 — 70 — « —

C h e e k ................................... 4,0 - 1,300 — 27 — « —

F lan k, rear ........................ 2,8 - 990 — 20 — « —

W elting  bu tt for stap ling
process .................................

W elting  bu tt for goodyear

3 ,0 2,000 1,400 7 0 0 -1 ,7 0 0
' «

«

1,200

process ................................. 2,7 400 200 1 0 0 -4 0 0 8 0 «
B elting  b u tt, co ld  stuffed . . 6,0 600 450 3 0 0 -8 0 0 — - « 1,000

R usset upper leather . . . . 2,7 140 100 5 0 - 2 0 0 — — « 500

Chrome side lea th er ............ 1,2 300 250 — — — E nglish 350

B ox ca lf ................................. 1,0 160 100 — — - « 250

P ig  chrome upper leather 1,4 85 _ - — - «
.

P igskin  lining leath er.
coated ................................. 1,1 280 ’— — « 200

A t m an u a l te s ts , sole lea th e rs  are u su a lly  b e n t in  su b stan tia lly  g rea te r 
cu rve  th a n  w hen  m easuring  th e  m odulus of e la s tic ity , consequen tly  th e  soft­
en ing  effect o f th e  deflections is less. T herefore  th e  firm ness observed  a t  th e  
m an u a l te s t changes m ore in  line w ith  th e  m odulus o f e lastic ity  of th e  u n fa tig u ed  
lea th e r. Soaking th e  sole lea th e r fo r 24 hours gives in form ation , a f te r  rem oval 
o f  th e  soluble co n ten ts , chiefly  on th e  fib re  s tru c tu re  of th e  raw  h ide, its  lim ing 
an d  th e  tan n in g  in ten s ity . T he m odulus of e la s tic ity  m easured a f te r  24 h ours’ 
soaking depends m ain ly  on th e  sam e factors.

T he re la tio n  betw een  th e  m odulus o f e la s tic ity  and w ear re s is tan ce  [ 29, 
30 , 31, 32] is only generally  applicable. In  com paring  th e  s ta tis tica l average  of
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TABLE X I

Indices
U n it of 
q u an tity

M anual te s t find ings

stiff m edium loose

B endin g  m odulus of e la s tic ity  o f d ry leather, te st  span
2 5 -tim es the thickness o f the sp e c im e n ..................... kg /cm 2 2,040 1,360 660

B en d in g  m odulus of e la s tic ity  after  24 hours’ soak in g ,
t e s t  sp a n  15-tim es the th ick n ess o f  thesp ecim en  . . . « 360 200 110

B end in g  m odulus of e la s tic ity  o f  lea th er  dried after 24
h o u rs’soak ing, te st  span 2 5 -tim es the th ickness « 700 670 380

T e st o f  tearing  out nails from  dry leathers (nail dia-
m e te r  2 m m )............................................................................. kg/m m 9,0 6,6 7,1

T earing o u t  nails in w et c o n d it io n ................................... « 9,0 6,7 7,6
W ater  absorbed after 24 h o u r s .......................................... 0 /

/ 0 3 0 , - 2 7 , - 3 0 , -
W earing tim e  of 0,2 m m , on th e  Sólyom  tester  . . . . mp 1 0 3 ,- 9 4 , - 8 5 , -
T h ick n ess o f  the specimen .................................................... m m 6,1 5,7 5,1

TABLE X II
B ending  m odulus of 

e las tic ity D ry m odulus o f elasticity
Classification

dry wet W et m odulus of e lastic ity

high high about 4 ,5 ................... Good q u a lity  hide, good tanning, norm al hot 
pit and im pregnation process

high high below 4 ,5 ................... Good q u a lity  hide, protracted tann ing, normal 
hot p it and im pregnation trea tm en t

high high above 4 ,5 ................... Good q u a lity  hide, good tanning, strong hot 
p it and im pregnation treatm ent

high medium above 4 ,5 ................... M edium grade hide, good tanning, strong hot 
pit and im pregnation treatm ent

high low above 4 ,5 ................... Poor q u a lity  h ide, careful tanning, strong hot 
pit and im pregnation treatm ent

m edium m edium about 4 ,5 ................... M edium grade hide, good tanning, norm al hot 
pit and im pregnation treatm ent

m edium high below 4 ,5 ................... Good q u a lity  hide, good tanning, w eak hot p it  
and im pregnation treatm ent

m edium low above 4 ,5 ................... Poor q u a lity  h ide, proper tanning, r igh t hot pit 
and im pregnation treatm ent

low m edium below 4 ,5 ................... Medium grade hide, good tanning, im pregnated  
w ith ou t h ot p it treatm ent

low high below 4 ,5 ................... Good q u a lity  hide, w ell tanned, im pregnated  
w ith ou t h ot p it treatm ent

low low about 4 ,5 ................... Poor q u a lity  h ide, w ell tanned, w eak h ot p it 
trea tm en t, weak impregnation

low low below 4 ,5 ................... Poor q u a lity  hide, w ell tanned, im pregnated  
w ith ou t h o t p it treatm ent

low low above 4 ,5 ................... Poor q u a lity  h ide, brief tanning, norm al hot p it 
treatm ent
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several hundred  firm ness and  w earing te sts , th e  a u th o rs ’ findings confirm ed  th a t  
in  m ost instances f irm  leathers were m ore w ea r-res is tan t, b u t some of th e  re su lts  
w ere con trad ic to ry . Therefore i t  c an n o t be m a in ta in e d  th a t  a firm  le a th e r is in ­
v a riab ly  m ore re s is ta n t to  w ear th a n  a m ellow er le a th e r , for i t  w ould be useless 
to  ta n  the  loose be lly  p a rts  to  a firm  consistency , th e y  would never ap p ro ach  
th e  du rab ility  o f b u tts .  I t  is th e  fib re  s tru c tu re  o f th e  hide th a t  sho idd  be 
m ain ly  responsible fo r th e  com pactness of th e  le a th e r , and  solid, th o ro u g h  t a n ­
n ing  should b u t  com plete  it.

The values o f  th e  w et and  d ry  bend ing  m o d u li o f e lastic ity  a n d  th e ir  
m u tu a l ra tio  give im p o rta n t in fo rm ation  concern ing  th e  q u a lity  an d  orig in  o f 
th e  hides, an d  th e ir  processing. These re la tio n s w ere com piled in  T ab le  X I I  
b ased  on several th o u san d  te s t resu lts .

Tables X I  a n d  X I I  confirm  th a t  th e  b en d in g  m odulus of e la s tic ity  is an  
app rop ria te  n u m erica l index of th e  firm ness n o te d  b y  m anual te s ts , an d  th a t  
useful conclusions m ay  be derived from  it  in  ju d g in g  th e  quality  of sole le a th e rs .
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SUMMARY

T he m ost appropriate index  characterising the firm ness and temper of leather is the bending 
m odulus of elasticity (E ), a constant not dependent on the size. For com paring the various 
literary  data, the authors exam ined the relations betw een the size o f the sam ple, th e  te st  span  
and th e  force required for the deflection . Hooke's L aw  holds good only for slight flexures ; where 
th e  deflections are com paratively great, the curve p lotted  to  show the ratio o f strength  to  deflec­
tio n  becom es flat and reaches its peak where the ends of the beam bend through an angle o f 90°. 
T he m odulus of elasticity  can be more accurately determ ined from that peak (form ula 15) 
th a n  from  the tangent drawn to  slight deflections.

T he authors proved b y  a large number of statistica l data that the force required for the  
d eflection s increased w ith  the third power of the thickness. A t an angle of 90°, the ratio betw een  
load  and span was quadratic ; th is was proved by m easurem ents as well as by theoretic deduction. 
T h is relation is clearly dem onstrated by the leather after its adequate exposure to  fatigue.

Leather shows num erous phenom ena which depart from the behaviour o f  hom ogenous, 
a b so lu te ly  elastic bodies. Thus th e  loads producing equal flexures are dissimilar on the grain 
and on  the flesh side, furtherm ore w hen the deflections are repeated, strong relaxation  and 
h ysteresis set in. The elongation o f  the outside layers o f the leather when bent depends also on 
th e  deflection  curve, therefore th e  elastic ity  m odulus should invariably be determ ined at the 
sam e specific  elongation. T he lim it of elasticity  in high-grade leather is equal to  th a t o f steel. 
D u e to  variable com pactness o f  th e  fibre structure, th e  value of E  varies according to  the part 
o f  th e  hide the specimen cam e from . The value of E  is far lower in soaked sole leathers than 
in  dry ones.

T he authors describe the m ethod o f m easuring the bending modulus of e la stic ity  on the  
H erfeld, Tóth, Zilles, P osa, E nglish  appliances, and on the one built by the H ungarian Research  
In stitu te  for the Leather Industry. The values o f E  in  different kinds of leather, and their 
dispersions have been tabulated . T he value of E  is essen tia lly  related to the quality o f  sole leathers 
and their manufacturing m ethod.

ИЗМЕРЕНИЕ НАТЯГА КОЖ 

д-р хим. наук г. тот  и в. пошл 

Р е з ю м е

Ддя характеристики натяга кож наиболее подходящим показателем является 
модуль упругости при изгибе (Е), который является независимой от размеров постоян­
ной. Для возможности сравнения различных литературных данных быди исследованы 
зависимости, существующие между размерами образца кожи, расстоянием между кон­
цами кожи и силой, необходимой при изгибе. Закон Гука действителен только для 
случая небольших изгибов, при больших изгибах кривая, характеризующая зависимость 
между усилием и изгибом, становится пологой и достигает максимума— в момент, когда 
концы балки будут расположены по отношению друг к Другу под углом 90°. Измерение 
модуля упругости может быть определено с большей точностью на основе максимума 
(формула 15), чем на основе касательной, построенной для небольших изгибов.

Многочисленными статистическими данными доказано, что необходимое для 
изгиба усилие возрастает с третьей степенью толщины материала. При изгибе на 90° 
между нагрузкой и пролетом существует квадратичная зависимость, что подтверждено 
данными измерений и теоретическими выводами. Для кожи, после ее соответствующей 
тренировки упомянутая зависимость точно выражает существующее положение.
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Кожа обладает целым рядом таких свойств, которые отличаются от свойств одно­
родных, абсолютно упругих тел. Так, например, нагрузки, необходимые для идентичных 
по величене изгибов, в случае мездровой или лицевой сторон являются различными,далее 
при многократных изгибах наступает сильные гистериз и релаксация. Растяжение внеш­
них слоев изогнутой кожи зависит также от радиуса закругления, поэтому определение 
модуля упругости всегда производится при идентичных значениях удельного растяжения. 
Предел упругости высококачественных псдошвенных кож равен по величине пределу 
упругости стали. В зависимости от плотности волокнистой структуры значение величины 
Е  изменяется с топографией кожи. Значение величины Е  для отмоченных подошвен­
ных кож будет значительно меньшим, чем в сухом их состоянии.

Дается точное описание методик измерения модуля упругости при изгибе по Гер- 
фельду, Тоту, Зиллешу, Энглишу и Исследовательского института кожевенной промыш­
ленности. Отклонение значений величины Е для различных сортов кож дается табли­
цами. Значение величины Е  находится в тесной зависимости от качества подошвенных 
кож и технологии их производства.

M ESURE D E  L ’ÉLASTICITÉ D U  CUIR

G. TÓ TH , docteur des sc. chim . E T  V. PÓSA

RÉSUMÉ

Le meilleur indice de la consistance du cuir est le module d’élasticité à  la  flexion , E  
qui est une constante indépendante des dimensions. Pour pouvoir comparer les différents rensei­
gnem ents qui ont été publiés, les auteurs ont exam iné les relations entre les dimensions de 
l ’échantillon, la distance d’appui et la force de flexion. La loi de Hooke n ’est valable que pour 
des petites flexions, pour des flexions plus im portantes la courbe représentant la relation des 
forces et des flexions s’aplatit et attein t un m axim um  quand les bouts de l ’échantillon forment 
un angle de 90°. Le module d’élasticité peut être déterminé avec plus de précision au maximum  
de la force (Fig. 16) que par les tangentes tracées aux points de petite  flexion.

Les auteurs ont prouvé par un grand nombre de données statistiques que la force de 
flexion croît avec la troisième puissance de l ’épaisseur. E n cas de déformation de 90°, la relation 
entre la charge et la distance d’appui est du deuxième degré, ce qui est confirmé et par des mesures 
et par la théorie. Après une fatigue suffisante, le cuir m ontre cette relation exactem ent.

Le cuir produit nombre de phénomènes qui devient du comportement d’un corps homo­
gène élastique idéal. Par exem ple, pour des flexions égales, les charges ne le sont pas, si elles 
sont appliquées une fois côté poil, une fois côté chair ; en plus en cas de flexions répétées apparais­
sent une relaxation im portante et l ’hystérésis. L ’allongem ent des couches superficielles du 
cuir fléchi dépend aussi du rayon de courbure, c’est pourquoi les auteurs ont déterminé le module 
d’élasticité toujours avec le m ême allongement spécifique. La lim ite d’élasticité des bons cuirs 
à  semelles est du m ême ordre de grandeur que celle de l ’acier. La valeur de E  change de place 
en place, suivant la consistance du systèm e fibreux. Le module E  du cuir à  semelles mouillé est de 
beaucoup plus petit que la valeur mesurée à  sec.

Des descriptions précises sont communiquées concernant les méthodes pour la mesure 
du module d’élasticité à  la flexion élaborées par Herfeld, Tóth, Zilles, Posa, English et l ’Institut 
de Recherches de l ’Industrie des Cuirs (Budapest). Des tableaux indiquent les valeurs de E  et de 
ses écarts, pour des différentes sortes de cuir. Il y  a des relations im portantes entre la qualité 
des cuirs à  semelles, le procédé de fabrication et E.

D IE  M ESSUNG D E S STA NDES D E S L E D E R S

G. TÓ TH , D okto r der chem. W issenschaften und V. PÓSA

ZUSAMMENFASSUNG

Der geeignetste Index zur Charakterisierung des Standes des Leders ist der B iegungs­
elastizitätsm odul (E ), der unabhängig von den Abm essungen des Leders konstant ist. Um  
die verschiedenen Schrifttum sangaben vergleichen zu können, wurden die Zusammenhänge 
zwischen den Abmessungen der Lederprobe, der Spannweite und der zur Biegung notw endigen  
K raft einer Untersuchung unterworfen. Das Hooke sehe Gesetz erwies sich nur bei kleineren
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E inb iegungen  als gültig, bei grösseren Einbiegungen verflach t sich näm lich die den Zusam m en­
han g zw ischen der K raft und der Einbiegung darstellende K urve und erreicht ihr M aximum  
dann, w en n  die Enden des Trägers einen W inkel von 90° einschliessen. D ie M essung des E lastizi­
tä tsm od u ls kann beim M axim um  (Gl. 15) genauer erfolgen als auf Grund der für kleine E in­
b iegun gen  konstruierten T angente.

E s konnte durch zahlreiche statistische Angaben b estätig t werden, dass die zur Einbiegung  
notw en d ige  Kraft in der dritten P oten z  m it der Dicke zunim m t. Im  F  alle einer 90°igen Einbiegung  
b esteh t zwischen Belastung und Spannweite ein quadratischer Zusam m enhang, was durch 
M essungen und theoretische A b leitungen  bewiesen wurde. N ach entsprechender Erm üdung  
des Leders lässt sich dieser Zusam m enhang genau nachweisen.

D  as Leder weist zahlreiche E igenschaften auf, die vom  Verhalten der hom ogenen, absolut 
e lastisch en  Körper abweichen. So sind die von der Fleisch- und Narbenseite bei gleicher E in ­
b iegun g gemessenen Belastungen n ich t gleich gross, ferner treten bei mehrmaliger Biegung  
R ela x a tio n  und Hysteresis auf. D ie  Dehnung der R andschichten des gebogenen Leders hängt 
auch  v o m  Krümmungsbogen ab, w eshalb auch die Bestim m ung des E lastizitätsm oduls ste ts  
bei gleicher spezifischer D ehnung durchgeführt werden soll. D ie E lastizitätsgrenze von  hoch­
w ertigem  Sohlenleder liegt in  der gleichen Grössenordnung wie die des Stahls. Da der W ert 
v o n  E  v o n  der Dichte der Faserstruktur abhängt, verändert er sich je nach der Topographie des 
Leders. B ei aufgeweichtem Sohlenleder ist der W ert von  E  w esentlich kleiner als der im  trockenen  
Z ustand gemessene W ert.

E s werden schliesslich die verschiedenen, von Herfeld , Tóth, Z illes, Pósa , English  bzw. 
vom  Lederforschungsinstitut in  B udapest ausgearbeiteten M ethoden zur M essung des 
Biegungselastizitätsm oduls e ingehend beschrieben. D ie Streuung der W erte von E  für verschiedene  
L edersorten  ist in gesonderten T abellen  angegeben. Der W ert von E  steht in einem  engen  
Zusam m enhang m it der Q ualität des Sohlenleders und der Fabrikationsm ethode.
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A (0 
A  (p )
M O .M p )

By, Bcp, Bz 
By, Bx, В z

L is t of symbols

A m plitude of am père-conductors per unit o f circumference in the stator (A /m ) 
Laplace transform of A  (i)
Ampère-conductors per u n it of circumference of the stator and its  Laplace 
transform
R adial, tangential and axial com ponents o f the flux  density in a coordinate 
system  fixed to the rotor (V sec/m 2)

C 6 iVjfî
ц 1

Л

E (г), E (у) 
Hr, Щ ,  Hz I
Нх, Пу, н г í
Hr(r), Hy(r)\ 
Hx(y),Hy(y)j
Jl

Ja  (иг)
К
К
L
L 2 (P )

l \ p )м
N,

*2
К
S
Ts
U l

l /а, Щ , Uc
X ,
Z2
z r

e (r)
К  (г), Ц  (r) 
hx (y).hy(y)

A xia l component o f the electric field  strength in a coordinate system  fix ed  to  
the rotor (V/m)
Space amplitude of th e  electric field  strength

R adial, tangential and axial com ponents o f the m agnetic field  strength

Space amplitude of the m agnetic field  strength com ponents a t radius r and 
depth y
Prim ary current vector in  the coordinate system  fixed to  the stator  
Prim ary current vector in  the coordinate system  fixed to the rotor  
B essel function of the order a and the argument w 
Abbreviation according to  equation (41)
M ain field  inductance (H y )
Leakage inductance o f  the stator 
Operational inductance o f the rotor 
R otor leakage inductance in  the case o f s =  1 
L, +  L 2 (p)
Abbreviation according to  equation (59)
Num ber of turns per phase o f the stator  
Resistance of the stator  
R otor resistance reduced to  the stator 
R otor resistance in the case of s =  1 
Abbreviation according to  equation (64)
Tim e constant o f the aperiodic part o f the stator short-circuit current (sec) 
Voltage vector of the armature in the coordinate system  f ix ed  to the  
stator
V oltage vector of the stator in the coordinate system  fix ed  to  th e  rotor 
Instantaneous value o f  stator phase voltages 
R otor reactance 
R otor impedance
Rotor impedance in the case o f s =  1
Num ber of pole pairs
R adial dimension o f rotor (m)
Laplace transform of E (r)
Laplace transforms o f H r(r), H.(r), Hx(y) and 
Ily(y) respectively.

1 4 *
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I

I
P
rk
s

" /

Axial com ponent o f the eddy current density  
Laplace transform  of I /
A bbreviation according to equation (61)
Rotor len gth  (m )
Laplace transform  variable
Rotor radius
Slip
Laplace transform  of U /

Vk — У —у*“  о Р°Гк
w  =  У — р p o r 2

“’к =  У—р РОт\

v x
V f
V f ( p )

у
ô

Stator f lu x  vector  in  the coordinate system  fix ed  to the stator 
Stator f lu x  vector  in  th e  coordinate system  fixed  to the rotor 
Laplace transform  of V  
Abbreviation according to equation (48)
Abbreviation according to equation (68)
Length o f  air gap (m)

A =  Ya2+  V P a

P
Po
Q
a
°>o
T

h

Perm eability o f iron 
Perm eability o f  air 
Specifical resistance of iron
=  i/e
Synchronous angular frequency (1/sec) 
Pole p itch
Stator w inding factor 1

1. In troduction

I f  th e  three phases  w ind ings of an  ex c ite d  synchronous g en era to r in  
n o -lo a d  condition a re  su d d e n ly  sho rt-c ircu ited , th e  short-c ircu it cu rren t 
d eve lop ing  in the  s ta to r  con ta ins a periodic a n d  an  aperiodic com ponent. 
A t th e  in s ta n t of e s tab lish in g  th e  short c ircu it, th e  tw o com ponents are equal 
a n d  o f  opposite sign in  each  phase . The resu lting  p h ase  cu rren ts are therefo re  
zero  a t  th e  in s tan t o f  th e  s h o r t  circuit. The su b se q u e n t developm ent of th e  tw o 
c u r re n t  com ponents is in d e p e n d e n t of each o th e r. T h e  aperiodic, or — according 
to  th e  u su a l term inology — D .-C . com ponent decays exponen tia lly  to  zero from  
its  in it ia l  value, accord ing  to  th e  tim e co nstan t d e te rm in ed  b y  th e  resistance of 
th e  s ta to r .  The period ic, o r in  o ther words, A .-C. com ponen t, dim inishes expo­
n e n tia lly  from  its in itia l su b -tra n s ie n t value to  th e  s te a d y  s ta te  short-c ircu it 
c u r re n t  according to  one  o r m ore tim e co n stan ts , w h ich  are essentially  d e te r­
m in e d  b y  th e  resistance o f  th e  ro to r circuits. T h e  course of th e  sh o rt c ircu it 
m a y  b e  characterized  b y  th e  in itia l values of th e  com ponen ts and  th e  tim e  
c o n s ta n ts .
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F o r th e  analysis o f short c ircu its in  genera to rs having  a cy lind rica l ro to r , 
i t  is generally  assum ed th a t  there  a re  tw o  circu its in  th e  ro to r  : th e  exc iting - 
coil c ircu it and  a dam p in g  circuit. T h is  la t te r  is considered to  inc lude  also th e  
d am p in g  effect o f th e  solid iron  b o d y  of th e  ro to r . U nder such  co n d itio n s, 
th e  w ell-know n re su lt is obtained , in  th e  case of a sym m etrica l th ree -p h ase  sh o rt 
c ircu it, th a t  th e  a lte rn a tin g  cu rren t in  th e  s ta to r  decays from  its  in it ia l  su b ­
tra n s ie n t value f irs t  according to  a sm aller, so-called su b -tran sien t tim e  con­
s ta n t ,  an d  after severa l periods accord ing  to  a considerab ly  larger, socalled  t r a n ­
s ien t tim e  constan t. D uring  th is tim e , th e  d irec t cu rren t dim inishes according 
to  one single tim e  co n stan t.

To characterize  th e  A.-C. com ponen t, in  ad d itio n  to  th e  synchronous reac­
ta n c e  w hich determ ines the  steady  s ta te  sh o rt-c ircu it cu rren t, th e  su b -tra n s ie n t 
a n d  tra n s ie n t reac tan ces are used. T h e  m ost reliab le w ay  for d e te rm in in g  th em , 
as w ell as for th e  d e te rm in a tio n  o f th e  tim e  co n stan ts  is th e  m easu rem en t o f a 
su d d en  three-phase  sh o rt circuit. T h e  su b -tran s ien t and  tran s ien t reac tan ces  
can  be calcu lated  from  th e  voltage before  th e  sh o rt circu it and  th e  c u r re n t  ob­
ta in e d  b y  ex trap o la tin g  th e  envelope o f th e  A.-C. com ponents to  th e  in s ta n t  t  =  0. 
T h e  A.-C. am plitude  can be also co m p u ted  from  th e  value e x tra p o la te d  to  
t  =  0 o f the  th ree  a rm a tu re  d irec t cu rren ts  an d  w ith  th e  help o f i t ,  th e  su b ­
tra n s ie n t reac tance . A ccording to  th is  conception , th e  su b -tran sien t reac tan ces 
ca lcu la ted  from  D.-C . values and  from  A.-C. in te n s ity  m u st be equa l.

T he th eo ry  w h ich  p rev iously  h a s  been  developed s tric tly  app lies on ly  to  
m ach ines having lam in a ted  ro tors f i t te d  w ith  d am p er w indings a n d  fo r them , 
i t  y ie lds results w h ich  are a very  good ap p ro x im atio n  of rea lity . I n  so lid -ro to r 
m ach ines th e  tra n s ie n t phenom ena are  re la ted  to  th e  eddy  cu rren t p henom ena 
in  th e  ro to r, th erefo re  th e  ro to r c a n n o t be rep laced  b y  one single d am p er w in d ­
ing . N o tw ith s tan d in g  th is , in o rd er to  avoid  m ath em a tica l d ifficu lties , eddy  
c u rre n t phenom ena a re  generally n o t  considered, an d  th e  short c ircu it o f  solid- 
ro to r  m achines is an a lysed  in  a w ay  sim ilar to  th e  analysis of la m in a te d -ro to r  
m achines. The e ffec t o f the  eddy c u rre n ts  induced  in  th e  iron  b o d y  o f th e  ro to r 
is im p o rta n t, especially  in  those tu rb o a lte rn a to rs  w here th e  exciting-co il slots 
a re  closed by  steel wedges.

In  th e  engineering lite ra tu re , d e ta iled  exam in a tio n s of tra n s ie n t phenom ena 
in  solid iron  cores are to  be found , so fa r, only  fo r sw itching on an d  o ff iron- 
core coils of sq u are  and  circular cross-section  [3—8 ]. S ubsequen tly , w e shall 
e x te n d  these investiga tions to  cy lind rica l ro to rs  as well and  we shall de term ine  
th e  e ffec t p ro d u ced  b y  th e  solid ro to r  a t  th e  tra n s ie n t phenom ena in  synch ro ­
nous m achines.

To sim plify th e  discussions a n d  to  ge t a general view of th e  w hole question , 
w e shall firs t consider a h y p o th e tica l m achine, th e  ro to r  of w hich is a com pletely  
sm oo th , long, solid steel cylinder w ith o u t exciting  coil. W e shall ex am in e  the  
tra n s ie n t phenom ena in  the  case o f th e  ro to r  tu rn in g  a t synch ronous speed,
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a n d  a lte rn a tin g  v o ltag e  b e ing  sw itched su d d en ly  on  th e  s ta to r . I t  is w ell know n 
t h a t  w h en  a th ree -p h ase  sh o rt circu it occurs on  th e  term inals o f  a no-load, 
e x c ite d  synchronous g en e ra to r, th e  sam e s ta to r  cu rren ts  arise as w hen  a vo ltage  
o f e q u a l value b u t  o f  opposite  d irection  to  th e  v o ltag e  before th e  sh o rt circu it 
is sw itch ed  on th e  u n ex c ited , b u t synch ronously  ro ta tin g  m achine. B y  th is 
m e th o d  our analysis w ill f in a lly  app ly  to  th e  sh o rt circuits o f so lid-ro tor gene­
ra to rs , w ith  th e  sim p lifica tio n  th a t  we neglect th e  in fluence of th e  exciting  coil. 
T h e  ex c itin g  coil m ak es a p a rtic u la rly  h igh  in flu en ce  on th e  tra n s ie n t p a r t  of 
th e  sh o rt-c ircu it c u rren t, w hile i t  is o f sm all in flu en ce  on th e  su b -tran s ien t p a r t

o f i t .  O n th e  o ther h an d , th e  ed d y  curren ts in  th e  solid iron  body  are  of h igh 
in flu e n c e  im m edia te ly  a f te r  th e  in s ta n t of sh o rt-c ircu itin g , i. e. d u rin g  th e  
su b - tra n s ie n t period o f th e  short-circu it.

T h e  d ifferen tia l e q u a tio n  of th e  sho rt c ircu it we use in  th e  P a rk  tr a n s ­
fo rm ed  v ec to r form  [1 — 2 ] . I n  th e  coord inate  system  fix ed  to  th e  s ta to r

U i =  i A  +  ^  , ( i)
dt

w here U 15 I i  and  are  th e  th re e  so-called th ree -p h ase  vectors w hich are  form ed 
from  th e  in s tan tan eo u s  values o f  voltage, c u rre n t a n d  flux . The p ro jec tions of 
th is  v e c to r  on th e  axis o f each  phase give th e  in stan tan eo u s  values of th e  
ph ase  q u an titie s , if  th e  p lane  a t  rig h t angle to  th e  axis of the m achine is con­
sidered  to  be th e  p lane o f  th e  com plex num bers. T h u s, e. g.

U - ( U a + U b  ey i2°c +  U c e7'240") .
3

( 2)
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E q u a tio n  (1) we tra n sfo rm  to th e  co o rd in a te  system  adheren t to  th e  ro to r  
(F ig .  l b ) .  T he vecto rs w ritten  in th e  ro to r  co o rd in a te  system  we d en o te  b y  th e  
su b scrip t f.

U / =  U x e - ( 3 a )  

I f  =  Ij ег~-1"”' (3b)

4»f  =  e ~ . (3c)

S u b s titu ted  in to  eq u a tio n  (1) :

dWr
Uf  =  b R 1 + - f I + ja> u4 ' f  (4)

di

W e pass now to  th e  L aplace transfo rm s o f th e  m en tioned  q u an titie s . T h e  L a p ­
lace tran sfo rm a tio n  w e will use in  th e  fo rm  in troduced  b y  K . W . W agner, 
th u s , if  F ( t )  is th e  tim e  function  and  f ( p )  th e  tran sfo rm ed  function , th e  re la tio n  
betw een  th e  tw o is

I ( P ) = P \  F(t)  e -P 'd t  . (5)
0

T ak in g  in to  acco u n t th a t  a t th e  in s ta n t  t  =  0 all quan tities a re  zero, th e  
tran sfo rm ed  form  o f equation  (4) is

u / =  V R i  +  ( p  +  j4 )  ^ j ( p )  • (9)

T he flu x  is p roduced  b y  sim ultaneous e x c ita tio n  b y  th e  s ta to r  c u rre n t an d  by  
th e  ro to r  cu rren t. T herefore we m u st f i r s t  d e te rm in e  th e  d is tr ib u tio n  o f eddy  
cu rren ts  in  th e  ro to r .

2. Distribution of eddy currents in a solid rotor

W e have  assum ed  th a t th e  ro to r  is a sm ooth  solid steel cy lin d er. W e 
fu r th e r  assum e th a t  th e  length  o f th e  ro to r , as com pared w ith  i ts  d iam e te r , is 
so g rea t th a t  i t  m a y  be  considered of in f in ite  len g th  in  our c o m p u ta tio n s , i. e. 
th e  influence o f th e  ends m ay be neg lec ted . T his m eans th a t  th e  d is tr ib u tio n  
o f th e  field  is hom ogenous in  ax ia l d irec tio n . M agnetic field  s tre n g th  and 
f lu x  d ensity  h av e  on ly  rad ial and  ta n g e n tia l  com ponents, eddy  c u rre n t d ensity  
has only an  ax ia l com ponent. W e fu r th e r  p resum e th a t  b o th  co m p o n en ts  of 
th e  f lu x  d en sity  an d  th e  field s tre n g th  in  th e  a ir  gap of the  m ach ine an d  in  the  
ro to r  are d is tr ib u te d  sinusoidally along th e  circum ference and  t h a t  th e  ha lf­
w aveleng th  of th e  sine is equal to  th e  pole p itc h . T he perm eab ility  o f  th e  ro to r 
iron  is assum ed to  be  constan t. W e im ag ine  th e  p rim ary  w inding  to  b e  d is tri­
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b u te d  con tinuously  along th e  circum ference a n d  w e consider th e  c ircum feren tia l 
fu n d a m e n ta l harm onic o f th e  am père-conducto rs p e r u n it of circum ference. W e 
fu r th e rm o re  use th e  u su a l app rox im ation  w h ich  consists in  neglecting th e  m ag ­
n e tic  p o te n tia l of th e  s ta to r  and  in tro d u c in g  i ts  influence b y  a con v en ien t 
se lec tio n  o f th e  dim ensions of th e  air gap.

F o r  w riting  dow n th e  equations, we use th e  polar coord inate  sy s tem  
a d h e re n t to  th e  ro to r, show n in  Fig. 2. T he fu n d a m e n ta l harm onic o f am p ere ­

dig. 2

c o n d u c to rs  p er u n it o f circum ference in  th e  s ta to r  is expressed in  th e  fo llo w in g  
fo rm  :

A j W =  A(t) e-J** , (7a)

w here  a  is th e  n um ber of pole pairs, A(t) an  a rb itr a ry  tim e  function. T he L ap lace  
tra n s fo rm  of equation  (7a) is

A i(P) =  A (p) e - F *  . (7b)

T h e  d is trib u tio n  o f th e  eddy  cu rren t an d  th e  fie ld  streng th  in  th e  ro to r  
is c o m p u te d  from  M axw ell’s equations. The d isp lacem en t curren ts are neg lec ted , 
q u a s i-s ta tio n a ry  phenom ena being exam ined. T h e  equations are expressed  in  
th e  M K S system  of u n its .

ro t H =  i (8a)

OD
ro t E ------------- (8b)

31

div В =  0 (8c)

E

в

В =  /Ш

(8d)

(8e)
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R e-w riting  th e  equa tions in  th e  po la r co o rd in a te  system  of F ig. 2  an d  
pay ing  a tte n tio n  to  \<p =  i r — H z =  0, we o b ta in  th e  following sy s te m  of 
d ifferen tia l equa tions :

3H r

d(p
(9a)

0 H r _  1 0E
^  8t r  0ç?

ЭН® 9E
P — -  =  — .

0 t d r

W e are search ing  for such  a solu tion  of th e  sy stem  of d ifferential e q u a tio n s , 
w hich is period ical along th e  circum ference. L e t us assum e therefore t h a t  th e  
solu tion  m ay  be w ritten  in  th e  following form  :

E  = E  {r)e~ja*. (10a)

H r =  H r(r) e~iar (10b)

Hç, =  H f (r) e-J°* (10c)

In  o rd er to  elim inate th e  tim e v ariab le  we p ass  to  th e  Laplace tra n s fo rm  
of th e  tim e functions. T hus th e  (9a—c) system  becom es, considering also (1 0 a — c) 
equations :

oe(r) =  [rM r)] + 7 «  M O  I (H a )

h ,(r) = j a Ф )
rpn

h<p(r) =
1 de(r) 

p p  d r

In tro d u ced  in to  equation  (11a) :

d2e(r) 1 de(r)

dr2 r  d r
p p o  - f =  0 .

( П Ь )

( H e )

( 12)

B y in tro d u c in g  w — у — p p o r 2 as a new variab le , th is  equation  can be ch an g ed  
in to  a B essel-type d ifferen tia l equation , th e  so lu tion  of w hich is :

e(r) =  CbJa(w) +  C2Na{w) (13)
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J a a n d  N a are th e  B essel an d  N eum ann  fu n c tio n s , respectively , o f  th e  o rder a .  

A t r  =  0, e(r) m u st b e  f in ite  and  th is  is o n ly  possible if  C2 =  0. T h e  so lu tion  is 
th e re fo re

e(r) =  C1J Q(w ) . (14)

O n  th e  base of eq u a tio n s  ( l i b —c)

hr(r) =  J a  ( w )
p i x r

(15)

J ( a - 1)(«0 — —  J a ( w )  .
W  4

(16)

C x c o n s ta n t is d e te rm in ed  from  th e  b o u n d a ry  condition  prescribed  fo r r  =  rk. 
I n  o rd e r to  be genera lly  va lid , le t th e re  be  a t  r =  rk

(rk)e - j°*  . (17)

T h e  L ap lace tran sfo rm  of th is  is h,, (rk) e~ja<r- F ro m  equation  (16), in troduc ing
ív =  w k =У-— рцат\ :

F ro m  th is

Cj — h (; (гд) _________Vllr><_________
Wk J ( a - l ) { W k ) ----a J a(Wk)

4 ( r) =  h <p (r'f)
Гк W J ( a - 1)(w) — a j g ( w )

Г W k J ( a - l ) ( W k )  —  a J a ( W k )

M r) =  j \ ( rk)
tfc aJa(w )

r l V k J ( a - l ) { w k )  —  « J a ( w k)

e(r) =  p f ir k h  J r k)
Ja{u>)

W k J ( a - l ) { w k) —  a  J a (w k )

(18)

(19)

(20) 

(21)

T h e  varia tion , as a fu n c tio n  of tim e o f e lec tric  and m agnetic fie ld  s tren g th , 
in c lu d in g  th e  tra n s ie n t phenom ena, is described  b y  these eq u a tio n s, inverse- 
tra n s fo rm e d  and m u ltip lied  b y  e ~ ja,p.

T h e re la tion  be tw een  Ц,Дг;,) and  th e  p r im a ry  am pere-conducto rs p er 
u n i t  o f  circum ference m a y  be w ritten  on th e  basis of Fig. 3. W ritin g  dow n 
th e  law  o f ex c ita tio n  fo r th e  closed p a th  show n on th e  figure an d  assum ing 
t h a t  th e  rad ia l com ponen t o f flux  d en sity  in  th e  air gap does n o t change
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along  th e  leng th  o f  th e  a ir  gap, (0 <í  г*), an d  th e  fie ld  s tre n g th  in  the 
s ta to r  is zero, we g e t th e  following expression :

A ( t )e ~ Ja,p 

and from  th is

H ,( r k) e~ia<t +  ~  [H r (rk) e - j ^ ]
ц 0гк d<p

A  (t) = Н<рЫ — j  —
P 0rk

( 22)

Passing to  th e  L ap lace  transfo rm  and  p ay in g  a tten tio n  to  th e  relation  
betw een  h,,(rk) an d  h r (rft) as la id  dow n by  eq u a tio n s  (19) and  (20),

H(f-0

F rom  th e  ca lcu la tio n s m ade u n til now , th e  flu x  en tering  th e  ro to r  m ay 
be com puted  :

ф/(р )  =  —  p l*  h, (rk) =  2jhrp (rk)/ulrk
J a { w k)

7 1 WkJ ( a -  l) (wk) —  a j a(w k)
(24)

In troduc ing  th e  v a lu e  o f h^, (rk) from  e q u a tio n  (23) in to  e q u a tio n  (24) 
an d  considering th a t  in  th e  coord inate  system  ad h e ren t to  th e  ro to r  th e  following 
re la tio n  exists b e tw een  th e  am pere-conductors p e r u n it c ircum ference an d  the 
p rim ary  cu rren t :

A (p) = j
з а д ,

a r
(25)
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w e o b ta in  the flux  of th e  s ta to r  winding from  th e  following fo rm ula :

L t +  -------W / i p )  =  N J & i p )  +  L p /  = i f 71
Ja (W k)

Ja(wk) 2 Iй0ar ---------- a
И'О rk

+  WkJ (  - l ) ( w k)

— V[i*i +  L z(p)] . (26)

E xpression  (26) y ie ld s  th e  Laplace tra n sfo rm  o f th e  flux  excited  b y  th e  
s t a to r  a n d  the ro to r c u rre n ts , as a function  o f  th e  p rim ay  c u rren t. L x is th e  
le a k a g e  inductance of th e  p r im a ry  circuit, L 2(p) is th e  resu lting  opera tio n a l 
in d u c ta n c e  of the solid r o to r  a n d  the  air gap.

3. T h e  im pedances o f so lid  ro to rs

F ro m  the expression fo r  L 2(p) we can d e te rm in e  th e  im pedance o f th e  
so lid  ro to r  under d ifferen t co n d itions of opera tio n .

B y  substitu ting  p  =  0 w e get the case of th e  secondary  freq u en cy  being 
zero . T h e n  no eddy c u rre n t is  flow ing, L 2(0) is th e  in d u c tan ce  of th e  m a in  fie ld  
o f  th e  m achine :

L 2(0) =  L 0 =  6N!£2t2 If1 1
ô a

al 1  +  ----- a
P’Ork

(27)

In tro d u c in g  p  =  jsa>0 corresponds to  t h a t  s ta tio n a ry  s ta te , w hen  th e  
s ta to r  o f  th e  m achine is fed  b y  three-phase c u rre n t o f angu lar frequency  co0 
a n d  th e  ro to r is runn ing  w ith  th e  slip s. The re su ltin g  im pedance of th e  ro to r  
a n d  th e  a ir  gap is th e n  :

t = j (aoLÁÍs(0o) = J œ o6 N l£2i —

Ja(vk)

Л Ja(vk)
Ö/ia2

Pork
+  VkJ(a-l)(vk)

(28)

w h e re  vk =  У—j  s co0 p  a r \  .

F ro m  (28) can be d e te rm in e d  the  im pedance o f so lid-ro tor asynchronous 
m o to rs  as a function of th e  slip.*

* I t  is only after writing th e  present article that I procured knowledge o f  an article by  
Me C onnell, where he deducts a sim ilar expression for the im pedance o f solid-rotor induction  
m otors (M e Connell : The P olyphase Induction Machine W ith  Solid Rotor. Transactions, 1953).
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In  th e  case o f s =  1 th e  equation  (28) y ie ld s th e  shortc ircu it im p ed an ce  
of th e  so lid  ro to r , in  th e  case of s =  2 its n eg a tiv e  sequence im pedance. F o r 
d im ensions usual w ith  la rg e r m achines, th e  ab so lu te  value of vк is so b ig  th a t  
the  Bessel func tions m ay  be approx im ated  b y  asy m p to tic  rep resen ta tio n . F o r 
large values of Vk

Thus

Ja-l(vk)
------------ — - - >  J •

Ja(Vk)

Z 2 = j W0 L zUs(0o) = j< ° 0 &Vl£l ~71
1

~  —  1 j + 4  f — ./« w « ” *
\Иагк J

(29)

In  th e  case o f th e  u su a l dim ensions th e  f i r s t  m em ber of th e  d en o m in a to r 
m ay  be neg lec ted . T his essen tia lly  m eans neg lec ting  th e  m agnetizing cu rren t. 
T he im pedance  of th e  ro to r  is then  :

Z 2 = ja )0L 2(jscDn) =  b N ff î
Tkn

In  th e  case of s =  1

Z"2 =  jco0L 2(jco0) =  6 iV?£f ---- - -  R 2 +jo>0L2 •
Tk n

(30)

(31)

T he phase  angle of th e  im pedance is 45°. T he im pedance  depends on th e  v alue  
of [Л w h ich  changes w ith  sa tu ra tio n . T he co m p u ta tio n s  have been m ad e  u n d e r 
th e  assu m p tio n  o f a c o n s ta n t Ц. B u t a sim ilar re su lt  is ob tained  if  th e  dependence 
of th e  p e rm eab ility  on  sa tu ra tio n  is ta k e n  in to  account b y  th e  m e th o d  
recom m ended b y  D reyfuss [10]. A detailed  m e th o d  sim ilar to  th is  one has 
been w orked  o u t recen tly  b y  N ejm an [9] fo r th e  one-dim ensional case. T he 
resu lt resem bles e q u a tio n  (31). T hep lace  of / t i s t a k e n b y  th e  A. — C- p e rm eab ility , 
w hich occurs a t  th e  p lace of m axim um  circum feren tia l field  s tre n g th  a n d  th e  
values o f  _R” an d  ja j0L ,'> calcu lated  in  th is  w ay  m u st be m u ltip lied  b y  th e  
coefficients f t an d  f 2 in d ica ted  b y  N ejm an  ; consequen tly  th e  p h ase  angle 
of th e  im pedance  will be sm aller th a n  45°. T h e  coefficients f, and  f2 depend  
on th e  q u a lity  o f th e  m a te ria l. F o r th e  u su a l ty p e s  of iron, th ey  are  1,2 — 1,4 
and  1 ~ 0 ,9 5 , respective ly .

U p to  now , our developm ents have been  re la te d  to  sm ooth steel cy linders. 
In  th e  case o f  s ta tio n a ry  opera tion  i t  is ra th e r  sim ple  to  com pute th e  im pedances 
of s lo tted  ro to rs , ta k in g  in to  account th e  s a tu ra tio n  as well. O ur exam in a tio n s 
concerning th is  su b jec t are  to  be published in  a la te r  article.
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4. S ta to r  cu rren ts a t  sw itch ing-on

T u rn in g  back  to  th e  analysis o f th e  sw itching-on p h en o m en o n , we 
s u b s t i tu te  equation  (26) in to  equa tion  (6) :

uf  =  i f  {Rx + { p  +  jcooHLj +  L2(p)]} =  i/ [ « !  +  ( p +  j(o0)L (p )]  . (32)

F o r  th e  sake of sim plic ity  w e will confine th e  analysis  to  tw o-pole m ach in es . 
W e in tro d u c e  th e  follow ing n o ta tio n  :

7 1

M ak in g  use of equa tion  (27), th e re  is in  th e  case o f  a — 1 :

L a(p)
C J1{wk)

J  i(t®fc) —  2 +  w kJ 0{wk)
(33)

I f  th e  «a»  phase vo ltage  sw itched  on th e  m ach in e  can  be expressed in  th e  form  
o f V a —  V  cos (cot-f-a) th e n

U j =  l / e '<“»'+“> =  Ue-/“°i (34a)

Uf  =  UeJa =  U  . (34b)

W ith  th is  th e  expression o f th e  s ta to r  c u rren t, ta k in g  in to  account e q u a tio n  (33) 
as w ell, becomes

U

R i  +  (p  + У ° >о) in
с л м

J iK )[C ./L o  — 2J +  wkJ 0(wk)

(35)

T h e  inverse tra n sfo rm a tio n  is carried  o u t w ith  th e  aid of th e  expansion  
th e o re m . In  order to  sim plify  th e  calcu lations, w e m ak e  use of th e  u su a l p rocedure  
o f  neg lec tin g , in  a f ir s t  ap p ro x im atio n , th e  resistance  of th e  s ta to r . This 
p ro d u c e s  only an in sig n ifican t change of th e  v a rio u s com ponents of th e  s ta to r  
c u r re n t  am plitude , b u t  th e  aperiod ic  com ponen t w ill appear as an  u n -d am p ed  
d ire c t c u rre n t, equal, d u rin g  th e  w hole tim e  o f th e  sho rt c ircuit, to  th e  value 
a t  th e  tim e  t =  0. The d am p in g  of th e  aperiod ic  com ponent will be ta k e n  in to  
a c c o u n t la te r .
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B y s u b s titu tin g  _Rj =  0 in to  equation  (35) w e get

■h(wk)[C[L0 — 2] +  w iJ a(ivk)
V =  U

(p  +j<o0){M u>k)[(CIL0- 2 ) L 1 +  C] + w * J 0(t»k)L1}
(36)

T he d en om ina to r o f eq u a tio n  (35) fina lly  co n ta in s  only whole pow ers o f  
p  — th is we m ay  check b y  developing th e  Bessel fu n c tio n s  in to  series — th e re fo re  
th e  frac tio n  has a s in g u la rity  only a t  th e  zero p o in t o f the d enom ina to r. W e 
m u st re m a rk  th a t  tvk =  0, an d  therefore p  =  0, th e  function  does n o t  h av e

a s in g u la rity , because — —------- is here regular.
Wk

T h e zero po in ts o f th e  denom inator a re  g iven  by

P — ’ ] шо (37)

and  th e  roo ts of th e  follow ing equation  :

J i ( t v k) ____________ m __________

J 0M ~  C/Lo +  C / L j - 2  '
(38)

The ro o ts  of equa tion  (38) can  be com puted  b y  a  v e ry  simple g raph ica l m ethod , 
because th e y  can be de te rm ined  from  th e  p o in ts  o f  in tersection  of th e  fu nc tion

VJk
( iT g . 4). The po in t o f in te rsec tio n

J i W
—-  an d  th e  s tra ig h t line —

Л М  ........ B............. C/L0 +  C jL1 —  2
belonging to  u>k — 0 m u s t n o t be considered, as has been estab lished  a lready .
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L e t  u s  designate th e  p laces  o f th e  po in ts o f  in tersec tion  b y  w kv. T h e  values 
b e lo n g in g  to  them  are

P v  =
-™ lvQ
Iurl

(39)

T o  th e  negative values o f  w kv belong th e  sam e values p v as to  th e  p o s itiv e  ones, 
th e re fo re  i t  will be su ffic ien t to  determ ine th e  positive roots of e q u a tio n  (38).

W ith  the  aid o f th e  expansion  theo rem  th e  equation  (36) is tran sfo rm ed  
b a c k  to  tim e coordinates a n d  will tak e  th e  fo rm  of :

U

+ V 2U

jco0(L i  +  L 0)

C /L xt V

+
U e“ -'“»'

j v  o [ ia  +  L 2(— jco0)] +

U  , U e -y“°'

r= i (p% ~hj a>à)L1 К 2 — 2 К  - ■- w kv jco0[L1 +  L 0) R 2 —yco0 [L1 +  Ь 2]

2U C / L ^ p,,1
+

~ 1  (p * + j(D o)Li K 2 +  2 K + w 2

—  +  —----- 2 .
L 0 L 1

kv
(40)

(41)

P a s s in g  to  arm atu re co o rd in a tes  :

T _  U e7o,»i

jco o iL i+ L o )

2U

+
U

+

R 2 — jco(i(L 1 +  L 2)

C I L ^ P + im «)'

+

T.“  Pv +  ywo)^ i -К2 +  2 K  -f- wf.v (42)

T h e  f i r s t  m em ber of th e  expression  rep resen ts  th e  s tead y -sta te  p a r t  o f  th e  
a l te rn a t in g  current. T he second  m em ber is th e  aperiodic com ponen t o f the  
s h o r t-c irc u it  curren t w hich  n o w  — th e  s ta to r  d am p in g  having been n eg lec ted  — 
is a d ire c t  curren t. The v a lu e  o f  the  d irect c u rre n t a t  th e  in s tan t of sh o rt circu it 
is  e q u a l to  the  A. C. a m p litu d e . Therefore th e  im pedance  —j ^ o i L ^ L 2 ) is  the
su b - tra n s ie n t  im pedance w h ich  can  be dete rm in ed  from  th e  aperiodic com ponen t. 
A cco rd in g  to  the fo rm er

R 2 — j œ ^  +  L 2) ------ j wo[Li +  L 2(— jco0)] . (43)

T h e  equation  expresses t h a t  th e  su b -tra n s ie n t im pedance w hich h as  been  
c o m p u te d  in  th is w ay, is e q u a l to  th e  co n ju g a te  o f  th e  50 cycle im pedance
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o f th e  m achine a t  s ta n d s till  supposing th e  sam e  sa tu ra tio n . This d e fin itio n  of 
th e  su b -tran s ien t im p ed an ce , which is a lre a d y  know n from  th e  th e o ry  of 
m achines f i t te d  w ith  an  am ortisseur w ind ing , is valid  also fo r so lid -ro to r 
m achines. In  th is  case, to o , m easurem ent ca rried  ou t a t s tan d still p rovides 
in fo rm ation  ab o u t th e  expec ted  value of th e  su b -transien t im pedance . B u t 
s a tu ra tio n  m ust be considered  as well. T he to ta l  im pedance is com posed from  
tw o p a rts  : th e  s ta to r  im pedance and  th e  ro to r  im pedance. T here  are  large 
a ir  gaps in  th e  p a th  o f th e  lines of force a n d  consenquently , th e  s ta to r  leakage 
im pedance depends on ly  v e ry  little  on s a tu ra tio n . The resistance  o f th e  ro to r  
does n o t affect v e ry  m uch  th e  to ta l im pedance , therefore it  is su ffic ien t to  
consider its  in d u c tiv e  p a r t  only. In  the  sense o f  eq u a tio n  (31) th e  ro to r  leakage 
depends on th e  sam e fac to rs , as the resistance o f th e  ro tor. T aking  in to  account 
a g rea t num ber o f am pere-conducto rs p e r  u n i t  of c ircum ference  w hich 
appears in  case of a sh o rt circu it, i t  can be s ta te d  th a t  the  p e rm eab ility  o f th e  
surface layer of th e  ro to r  and , together w ith  i t ,  th e  ro to r im pedance , w ill be 
m uch  sm aller th a n  th e  resu lts  of a m easu rem en t m ade a t s ta n d s till w ith  a 
sm all cu rren t. In  th e  case o f a th ree-phase sh o rt c ircu it, the  conditions o f  s a tu ra ­
tion in  th e  surface lay e r of th e  ro to r are b e s t com pared  to  th e  co n d itio n s  of 
tw o -te rm ina l negative-sequence  resistance m easu rem en t. Therefore i t  is obvious 
to  suppose th a t  th e  p a r t  of th e  su b -tran s ien t im pedance w hich is due  to  th e  
ro to r , changes ap p ro x im a te ly  in the  sam e w ay , w ith  circum feren tia l am père- 
conducto rs, as th e  negative-sequence res is tan ce .

The influence o f  sa tu ra tio n  is p a r tic u la r ly  im p o rtan t if  th e  ex c itin g  coil 
slo ts  are  closed b y  stee l wedges. In  th e  case o f  w edges m ade from  an ti-m ag n e tic  
m ateria l, th e  ro to r ed d y  cu rren ts have less in fluence  on the su b -tra n s ie n t p h e­
nom ena because of th e  cu rren ts  conduced b y  th e  w edges, and  th erefo re  th e  change 
o f th e  p e rm eab ility  o f th e  iron appears to  a  lesser degree in  the  ch an g e  o f the  
su b -tran s ien t im pedance .

T he th ird  m em b er o f th e  righ t-hand  side o f  equation  (42) is th e  difference 
betw een th e  sh o rt-c ircu it a lte rna ting  c u rre n t an d  th e  s tead y -s ta te  a lte rn a tin g  
cu rren t. I t  can be seen th a t  in  even th e  s im p lest o f cases, th is  p a r t  o f th e  a lte r­
n a tin g  cu rren t consists o f an  in fin ite  n u m b er o f  m em bers, decreasing according 
to  d ifferen t tim e  co n stan ts . Thus th e  d ifference arising betw een  th e  various 
o rd ina tes of th e  envelope of the  sh o rt-c ircu it A . C. and  th e  am p litu d e  o f the  
s te a d y -s ta te  sh o rt-c ircu it curren t, d raw n on  sim ply-logarithm ic p a p e r, as a 
func tion  of tim e, w ill p roduce  the  graph  o f F ig . 7, th e  stra ig h t p a r t  o f  w hich 
corresponds to  th e  m em b er w ith  the  la rg es t tim e  constan t.

W ith  re g a rd  to  th e  fac t th a t  th e  sh o rt-c ircu it cu rren t be ing  th e  sum 
n o t of tw o, b u t  o f in f in ite  num ber of c u rre n ts  decaying alw ays lo g a rith m i­
cally, th e  d is tin c tio n  betw een  the su b -tra n s ie n t and  th e  tra n s ie n t c u rre n t and  
th e ir  tim e  co n stan ts  is n o t sufficient for d esc rip tio n  of the  phenom enon. If, for 
th e  sake of s im p lic ity  an d  in  accordance w ith  th e  usual m ethod , in  th e  case

1 5  A cta Tecknica X /3— 4
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o f so lid -ro to r  m achines, w e nevertheless d is tin g u ish , only these tw o  com po­
n e n ts  o f  th e  short-circu it a lte rn a tin g  cu rren t, in  add itio n  to  th e  s te a d y -s ta te  
c u r re n t ,  so th is  m eans t h a t  th e  g raph  of F ig . 7, has been ap p ro x im a ted  b y  
th e  su m  o f tw o ex p o n en tia l functions, an d  th a t  these  functions h a v e  been  
d e c la re d  to  be th e  t ra n s ie n t  and  th e  su b -tra n s ie n t com ponents, resp ec­
t iv e ly . T h e ir  am plitudes a n d  th e ir  tim e c o n s ta n ts  are chosen for g e tt in g  th e  
m o s t p e rfe c t app rox im ation . T his m eans th a t  th e  tran s ien t tim e c o n s ta n t is 
th e  a v e ra g e  tim e co n stan t o f  th e  slowly decaying  m em bers of th e  sh o rt-c irc u it 
c u r re n t ,  w hile the  su b -tra n s ie n t tim e  co n stan t is th e  average tim e  c o n s ta n t 
o f  th e  ra p id ly  decaying m em bers. I t  is obvious th a t  th e  determ ination  o f th e  tw o  
c o m p o n e n ts  is not u n eq u iv o ca l an d  contains v e ry  m any  subjective m o m en ts . 
D e p e n d in g  on which p a r ts  o f  th e  envelope are  considered to  be t r a n s ie n t  o r 
s u b - tra n s ie n t, respectively, w e get d ifferent va lues from  th e  same m easu rem en t. 
T h e  u n c e r ta in ty  is also en h an ced  b y  th e  changes in  sa tu ra tion .

U n d e r  such c ircum stances i t  is m ore su itab le  to  determ ine th e  in itia l v a lu e  
o f th e  sh o rt-c ircu it cu rren t fro m  th e  aperiodic com ponen t, because th is  decreases 
acc o rd in g  to  only one tim e  c o n s ta n t (there  is on ly  one circuit in  th e  s ta to r)  
a n d  i ts  va lu e , ex trap o la ted  to  t =  0, is conform  to  th e  in itia l value of th e  a l te r ­
n a tin g  c u rren t.

T h e  presence of th e  ex c itin g  coil changes th e  phenom ena q u a n tita tiv e ly , 
b u t  n o t  qua lita tive ly . T he ex c itin g  coil has v e ry  l i ttle  influence on th e  in itia l 
v a lu e  o f  th e  short-circuit c u rre n t, because a t  th e  m om ent of sh o rt-c ircu it th e  
iro n  b o d y  screens off th e  ex c itin g  coil to  a g rea t e x te n t. L a te r on th e  in flu en ce  
o f th e  ex c itin g  coil increases a n d  exerts a s tro n g  ac tio n  on the  m ag n itu d e  an d  
th e  t im e  co n stan t of th e  a — c. com ponents. B u t in  th is  case too, th e  a. — c. com ­
p o n e n t o f  th e  short-circu it c u rre n t consists o f an  in fin ite  num ber of m em b ers  
h a v in g  d ifferen t tim e c o n s ta n ts .

T h e  analy tical m e th o d  w hich  we h av e  w o rk ed  ou t for th e  a n a ly s is  
o f  th e  ex c itin g  coil and  th e  so lid  iron  body  w ill be  published as th e  second 
p a r t  o f  th is  article ; th e re fo re  w e w ill no t consider in  de ta il th e  q u a n ti ta t iv e  
a sp e c ts  o f  th e  action o f th e  exciting  coil.

T h e  tim e  constan t of th e  aperiodic m em ber is determ ined  a p p ro x im a te ly  
b y  th e  follow ing m ethod  : p  =  — j w 0 is only an  ap p ro x im ate  roo t o f th e  d en o ­
m in a to r  o f  equation  (35), in  case we consider also th e  resistance R x of th e  a rm a tu re . 
B u t  i t s  t r u e  value m u st be n e a r  to  — o>0, because o f  th e  sm all value o f l l j .  W e  
m a y  im p ro v e  on the  so lu tio n  b y  using N ew to n ’s m eth o d  of ap p ro x im a tio n , 
s ta r t in g  fro m  —ja>0. I f  p 0 is a n  app rox im ate  ro o t o f  th e  equation  f ( p )  =  0, a 
b e t te r  ap p ro x im atio n  is th e  ro o t p i given b y

f(Po) 
f'(Po)

+  Po>P  i = (44)
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f ' ( p )  is th e  differential coefficient of f ( p )  function . In  our case

/ ( p )  = K i  +  (P +  j< ° o ) [ L i  +  L 2(p)] =  R 1 +  (p  +ja>0) L (p )  

Го =  — j ° >  о 

f ( P o ) = R  i

/(P o ) —  - f -  Ls(— 7’co0) — L(— j(o0)—~~ .  +  L"
о

S u b s titu te d  in to  equation  (44) :

Pi =  — Я>о +
Ä r / Ч  . , . RXR2

------ — —  =  — } OJ0 +  7«J0 --------------
R ^ + j X ” R ^  +  X"*

o>0
Щ2 +  X**

(45)

T h e  second m em ber o f p x expresses th e  w ell-know n phenom enon, th a t  th e  p rim a ry  
resis tan ce  influences the  frequency  o f th e  aperiodic m em ber as well, so rea lly  we do 
n o t ge t d irec t cu rren t, b u t a v e ry  low -frequency a lte rn a tin g  cu rren t. T his freq u en cy  
is expressed  b y  th e  fo rm ula w hich we h av e  m entioned . F rom  th is , th e  tim e  
c o n s ta n t o f the s ta to r  is

I Q  +  X "2 X "

cOfyRj^X" 5 * * * * l0 ( )R \
(46)

5. D istribu tion  o f th e  eddy cu rren t if  th e  ro to r is considered as a p lan e  layer

M athem atica l tre a tm e n t of th e  tra n s ie n t phenom ena is g rea tly  sim plified
if  th e  ro to r  is considered to  be a solid b o d y  of f in ite  th ickness, lim ited  b y  p lane  
surfaces, an d  if  th e  m ethods w hich h av e  been show n are applied  to  th is  case.
A lth o u g h  th e  num erical re su lts  will d e p a rt som ew hat from  th e  re su lts  o b ta in ed
for th e  cylindrical ro to r, we get q u a lita tiv e  in fo rm ation  on th e  course o f  even ts 
w hich  will be as correct as before. A t th e  sam e tim e, m a th em atica l a d v an tag es  
are  b ro u g h t in to  evidence, because in s tead  of cylinder functions, hy p erb o lic  
a n d  trigonom etric  functions are used w hich  are m uch easier to  h an d le . T hese 
ad v an tag es  are conspicious w hen  th e  presence of th e  exciting  coil is considered  
as well, an d  if  th u s m ore com plica ted  re la tions m u st be estab lish ed  th a n  h as  
been  th e  case before. In  o rd er to  d em o n stra te  th e  m ethod  of ca lcu la tio n , we 
w ill now  discuss b riefly  th e  case o f a ro to r  w ith o u t exciting  coil.

L e t us im agine th erefo re  th a t  th e  ro to r  is sliced up along a g e n e ra tr ix  
an d  developed in a p lane. L e t us f ix  th e  coord inate  system  so th a t  th e  ta n g e n tia l

15*
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d ire c tio n  corresponds to  th e  x  axis ( F ig. 5 )  an d  th a t  y  =  0 signifies th e  surface 
o f  th e  ro to r. L et th e re  be  th e  dim ension o f th e  ro to r , in  y  d irection , d. T he 
o th e r  sym bols are  analogous to  th e  sym bols w hich  h av e  been used form erly . 
T h e  d im ension of th e  ro to r  in  th e  z d irection  w e w ill consider to  be very  large,

Аг(») =  A (t)e~ Jax, (47)
w here

n
a =  — . (48)

T

T h e  system  of d iffe ren tia l equations (8) we w rite  according to  th e  coord inate

z

sy s tem  show n in  F ig . 5  an d  we suppose th a t  th e  so lu tion  m ay  be expressed 
in  th e  following form  :

E =- E { y )e -Jax (49a)

Hx =  H x( y ) e - '« (49b)

Ну =  H y( y ) e - '4 (49c)

T h e  system  of d iffe ren tia l equations is solved b y  a m eth o d  resem bling to  th e  
one show n in d e ta il in  p a r . 2. The L aplace tra n s fo rm  of the  am plitude  of th e  
m ag n e tic  field  s tre n g th  is th e  following :

h,(y> =  h„(0) > .
ch Ad

(50a)

M r ) -  i °  4 » ) ' b 4 d ~ y > -À ch Ad
(501.)

w h ere  h x(0) is th e  L ap lace  tran sfo rm  of H x(y) a t  y  =  0, and

Я = ] / «2 -f- р /ла  . (51)
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The re la tio n  betw een  h x(0) and  am per con d u c to rs  of c ircum ference we get 
again from  A m père’s law , applied  to  th e  air gap , in  a w ay sim ilar to  eq u a ­
tions (22) an d  (23) (F ig .  6).

A i(p ) =  —  h\(0)
й/ш2

th  Ad .
/V-

(52)

W ith  th is  th e  flu x  en te ring  th e  ro to r, changed accord ing  to  th e  n u m b er of 
tu rn s  o f th e  s ta to r  w inding :

Ч'Лр) =  -  “ N ^ l  T h v(0) =  6iV?£2
л

P'

ar AchAd

shAd
/Liôa2

(53)
shAd

и х

Иу(Х)\
® ® ® ® ®

1 hy(Xfüt) 6

» X

Fig. 6

The o p era tio n a l im pedance of th e  ro to r and  th e  a ir gap is :

//< shAd
/ , ( / ' )  =  OATfí?

" Ч с Ь Я  d +
Po

(54)

I f  p =  0, A =  a. In  th is  case we o b ta in  th e  m ain -fie ld  in d u c tan ce  of th e  m ach ine .

1
Ь 2(0) =  Ь„ =  6 В Д  .

aJlc th a d +  ИдЯ 
Po

(55)

P ay ing  a tte n tio n  to  th e  fac t, th a t  in  th e  case of a ro to r  hav ing  a rad iu s  rk, « — — ,
га

i t  resu lts  from  th e  com parison of equations (55) an d  (27) th a t  th e  tw o  expres­
sions are equal if  ad—>oo. i. e. c th  ad  =  1. B u t in  p rac tice , for va lues of a i  
n ear to  1 th e  coincidence is qu ite  good, because th e n  c th  ad  is a lread y  suf­
fic ien tly  n ea r to  1. W e nevertheless m ust rem ark  th a t  if  we use e q u a tio n  (55) 
or (27), respective ly , u n d er such conditions of sa tu ra tio n  as occur in  th e  s tead y  
s ta te , in  b o th  cases th e  f irs t m em ber of th e  d en o m in a to r m ay  be neglected 
w ith  resp ec t to  th e  second one, an d  so th e  tw o expressions are  equal w ith o u t 
regard  to  th e  choice of ad. T he neglection m eans th a t  th e  ex c ita tio n  necessary  
fo r th e  ro to r  m ay  be neglected  in  face of th e  a ir  gap ex c ita tio n , th u s  th e  ro to r  
d a ta  do n o t in fluence th e  inductances.
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B y  su b stitu tin g  p  =  jsco0 we get th e  in d u c tan ce  of th e  ro to r  a n d  th e  air 
g a p  as functions of th e  s lip . O ne can see from  w h a t has been  s ta te d  already , 
t h a t  th e  case of s =  1 is im p o r ta n t  from  th e  s ta n d p o in t o f sh o rt-c ircu it phe­
n o m e n a . Then

z 2( ; 4 )  =>ß>oL 2( ; coo)

jco0 6N U l  —
ar

(/a2 - f  jcOqJuo c th (  Y a2 +  j OJo/ia  d) +
t*0

2 * (56)

A p a r t  fro m  m achines w ith  v e ry  sm all pole p itch , a 2 m ay  be neglected  in  th e  sq u are  
r o o t ,  be in g  small com pared  w ith  th e  second m em b er. In  th a t  case th e  ab so lu te  value

Jy'Jg
U

o f  th e  q u a n ti ty  in  th e  sq u a re  ro o t is p ro p o rtio n a te  to  th e  reciprocal o f the so- 
c a lle d  p en e tra tio n  d ep th . T h e  p e n e tra tio n  d e p th  is even in  case o f a v e ry  strong  
s a tu r a t io n  (small p erm eab ility ) o f th e  ro to r  iron  n o t la rger th a n  1 cm , therefore  
th e  re a l  p a r t  of \ju )0opd  is so large , th a t  th e  value  o f th e  c th  \  j(o0o p d  fu nc tion  
m a y  b e  ta k e n  as being e q u a l to  u n ity . M oreover, th e  second m em b er o f th e  
«denom inator of equation  (56) m a y  be  neglected as well.

Z"2 =  6N U Í  —  yjco^Q  -  «2 +  Jf«\>L2 • (57)
a r

T h is  equation  is eq u a l to  eq u a tio n  (31), i. e. th e  su b tran s ien t im pedances 
a re  th e  sam e w hether we con sid er th e  ro to r to  be p lane or to  be cy lindrical. The 
s im p le  exp lana tion  of th is  fa c t  is, th a t  a t  th e  synchronous angu la r frequency
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o f co0 the  eddy  cu rren ts , essen tia lly , only flow  in  th e  th in  surface lay er lim ited  b y  
th e  d ep th  o f p e n e tra tio n . T his lay er is so th in  co m p ared  w ith  th e  rad ia l d im en­
sion  of th e  ro to r , th a t  i t  m akes no difference w h e th e r th e  ro to r is considered to  
be  plane or to  be cy lindrical. T he second m em b er o f  th e  equa tion  (56) shows 
th e  influence of th e  a ir  gap . N eglecting it  is eq u iv a len t to  neglecting th e  m agneti- 
z a tin g  cu rren t necessary  a t  a sh o rt circuit, in  face o f th e  sh o rt-c ircu it cu rren t 
itself.

и

a/s

а/

aas

as at ап (в

Fig. 8

L S Tt sec.

W e m ay  t r e a t  th e  sw itching-on phenom ena in  th e  w ay described in  p a r .4). 
S u b s titu tin g  eq u a tio n  (53) in to  equation  (6) :

U

R i +  (P +j<°o)[L l + L ÁP)]
u

R\ ~b (p +  j^o) L i +  M
sh M

AchM +  shAd
И-о

yhere

M  =  6JVff:
2ц1

(58)

(59)

T h e  singular values o f eq u a tio n  (58) are fu rn ish ed  b y  th e  zero places o f th e  
d enom ina to r. N eglecting  again th e  p rim ary  resis tan ce , th e  denom ina to r has 
a  zero p lace a t

P =  — ja>o,

an d  a t th e  roo ts o f th is  characteristic  equa tion  :

к

d
M  (xôa2l

•ft о

tg  к =  — (60)
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к'h ere
к  =  jXd ( 61)

T h e  r t h  ro o t of equation  (60) we m a rk  b y  kv. T he p v value co rrespond ing  to  
th is  is :

kl
p„ = —  +  a 2

d2
(62)

T h e in v e rse  transfo rm ation  is so lved b y  th e  expansion  theorem  :

4  =
u

, / 4 ( b i  +  L 0)

U e - l“of

~ > «0[Li - f  L 2(— jto0)]

UePv'

+

X’ __ _____
"■ 1 P v(pv  +ja>o) 7  [Li +  L 2(p)] p p ,  

dp

(63)

C a rry in g  o u t the  necessary su b s titu tio n s  an d  re tu rn in g  to  th e  co o rd in a te  system  
fix e d  to  th e  arm ature, th e  a rm a tu re  cu rren t is expressed b y  :

w here

I, +
и

j(°o{L  1 +  L 0) R 2 — j(o0(L 1 -f- L j)

V

2U e(Pv+t4)' M d
Lx

a2d2
L A P -  + j c o 0) 11 +  ) [S2 +  S +  Щ

S  — rf
M u2p<5

Lx Po

(64)

(65)

As fo r  th e  definitions ex p la in in g  th e  various m em bers of th is  expression , th e y  
h av e  b e e n  given in  p ar. 4).

Im m e d ia te ly  after th e  occurrence  of th e  sh o rt circu it th e  A .—C- com ponen t 
m a y  b e  ca lcu la ted  in exp lic ite  fo rm  as a fu nc tion  of tim e. I t  is know n, th a t  to  
la rg e  v a lu e s  of p  correspond sm all values of th e  tim e variab le . I f  th e re fo re  in  
p lace  o f  th e  exact value of L 2(p) we use its  expression w hich is v a lid  fo r large 
v a lu es  o f  p , we obtain  th e  a rm a tu re  cu rren t im m edia te ly  a fte r sw itch ing-on . 
I f  p  is la rg e , a 2 in eq u a tio n  (51) m ay  be neglected  w ith  respect to  th e  second 
m em b er. W e m ay neglect also th e  second m em ber of th e  denom inato r of e q u a tio n
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(54). T he abso lu te v a lue  and  the  arcus of Arl be ing  large, e th  1 an d  
e q u a tio n  (54) th u s  becom es

L 2(p)  = 6  N f â
Ip 1

ppo
/  2o,° l ;2-> ( 66 )

w here Ь% is the  leakage in duc tance  of th e  ro to r  according to  eq u a tio n  (57). 
The c u rren t is

Г

( P  +  j œ o) \ L i  4

ü  _  / ' Ь  1

2c"o l ;  I / j i p  +  У°'о Kp  +  у  p

w here
у  ; 1 2 ('»„Lj

•f'l

(67)

( 68)

In v erse  tran sfo rm a tio n  is accom plished b y  convolution and  th e  f in a l 
re su lt is, in  th e  coo rd in a te  system  fixed  to  th e  s ta to r  :

U_ 1

L i  У2 +  j <*>о
gUwo+v*)' e rfc(y |/i )

A
y2F(w0t) —  1

Here

(69)

fix .

F is th e  con jugate  of th e  so-called Fresnel fu nc tion .*

Г eJx
F i x )  =  d x

.1 Y ln x

S u b tra c tin g  from  the above expression th e  D —C com ponent :

Л» —
U 1

Lj y2 -f jco0
gUuo+v*)1 e rfc (y |/t  ) +  y / / Н )

w here

A e-'45*
/ М  =  F (w t)—  y 2

(70)

(71)

* .Jahnke — Em de, Tafeln Höherer Funktionen. 1952. Teubner, Leipzig, p. 35 — 36.
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Exam ple

T he following exam ple serves to compare the m ethods shown in par. 2. and 5.
L et there he the characteristics o f a solid-rotor synchronous generator th e  follow ing :

r* =  0,46 m p  =  20 • 1 0 -«  Hy/i

l =  2,8 m Q =  2 • 10- ’ Q  m

a =  1 o>0 ----- 314/sec

N J ,,  =  16,5 (5 =  0,025 m

cogbj —- 0 ,4  Q R i =  0,0114 Q

I f  we consider the rotor to  be cylindrical, according to par. 2 and 4 :

C =  2,9 • IO“ 2 H y

L 0 = ------- — r  =  1,55 • IO“ 2 Hy
1 +

/V*
.Xq —■ cüqLq — 4,8ö ß

К  =  -  2 =  22,77L0 L[

W ith  th ese  values, equation [38 ] becom es :

■JL(u'k) _____ v>k
22,/

T h e first six roots o f the equation, calculated w ith  the values p v and T v =  \ l / p v \ are 
.con ta in ed  in  the following tab le  :

V “7tv wkv Pv Г,

1 3,675 13,5 —  0,635 1,57

3 6,73 45,5 —  2,15 0,465

8 9,775 95,45 —  4, 5 0,222

4 12,82 164 —  7 , 7 0,119

5 15,87 250 — 11, 8 0,085

6 18,93 340 — 16 0,0625
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T h e  sub-transient im pedance is, according to equations (43) and (31) :

K" -  jco^ L , +  L \)  =  (1 -  j ) ~  ]j ^  -  j V - i  =  0,0785 -  j 0,4785.

The tim e constan t o f the armature is according to  equation (46) :

T s =  У 1 =  0,135 sec .
« Л

I f  U is the stator voltage, the com plete expression for the short-circuit current according to 
■equation (42) is

I, =  U  [(0,335 +  ; 2 , 0 4 ) е - Щ - е к <  [>0,19+j‘0,193e -  ° .e35< +  (0 ,0 0 1 2 -; '0 ,1 8 3 )e -2.15(+

+  (0,0024 +  j0 ,17)e  4 .5' +  (0,0038 +  j0,154)e -  7>7/ +  (0,0052 +  _/0,138)e — 4M f +

+  (0,0063 +  > 0 ,125)e- 1 6 ,+  . . . ] }  .

The envelope o f the a .—c. components, after deduction o f the ordinates o f  the steady- 
s ta te  current, is shown by curve » a « o f Fig. 7, in a sim ply-logarithm ic coordinate system . W hen  
drawing the curve, we have considered only the im aginary part o f the com ponents.

I t  can be seen th at the am plitude of the first six  m em bers of the alternating current is 
o f  the same order and their sum  am ounts to approxim ately half the value o f the initial value  
o f  the alternating current. The other members decay according to a time constant which is much  
sm aller then 0,0625 sec, therefore they  disappear w ithin one or two periods after th e  advent 
o f  the short circuit. W e m ust remark that the small value o f perm eability after the short circuit 
corresponds to high saturation. As the short-circuit current decreases, the saturation o f the  
rotor decreases too and the perm eability increases.

I f  we consider the rotor to be a plane layer o f thickness d, we get the following data  
^according to par. 5) : L et there he d =  0,9 ri: =  0,44 m. W ith these, equation (60) w ill be

tg к =  ■
к

21,4 '

T h e  first six roots o f the equation can he found, w ith  the corresponding values o f  p v [equation

(6 2 ) ] and T v =  |— I in  the following table :
Pv

V
1

ky j  ̂y* j Pv

1 3,002 9 — 0,565 1,76

2 6,008 36 — 2,14 0,476

3 9,028 81,5 — 4,75 0,21

4 12,048 145 — 8,43 0,119

5 15,09 228 — 13,2 0,076

6 18,14 328 — 19 0,052
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T h e  sub-transient re a c ta n c e  is th e  sam e as in  th e  form er case. For ca lcu la tin g  th e  ste a d y -  
s ta t e  cu rren t, we ca lcu late th e  sy n ch ro n o u s reactan ce. A ccord in g  to eq u ation  (55)

L„ = 1 ,28  H y
c th  0 ,9 + 0 ,8 7  

X 0 4,02 U  X ,  0 ,4  X ,  +  X 0 =  4,42

T h e  t im e  con sta n t o f the  a p eriod ic  m em b er is th e  sa m e as before. T he com p lete  ex p ress io n  for  
th e  sh o r t-c ir c u it  current is :

I ,  =  U  j(0 ,335+ 2 ,04j)e  —  07Y35 -  e l W \ j0 ,226 +  y 0 ,1 7 3 e -° .565,+  (0,0012 +  j 0 ,1 7 8 ) e -  2 .14 ( +

+  (0 ,0 0 2 5  +  0,165j')e — 4 ’75 ' +  (0 ,0 0 4 3  +  j0 ,1 5 )e  - (0 ,0054  +  > 0 ,1 3 2 )e -  1 3 .2' +

+  0 ,0 0 7  +  ./0,115)e 19' + . . . ] }

T h e  e n v e lo p e  of the a ltern atin g  cu rren t, after d ed u ction  o f  th e  s tea d y -sta te  cu rren t, is  show n  
b y  th e  c u rv e  »b« o f  F ig . 7.
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SUMMARY

W e  h a v e  determ ined th e  d istr ib u tio n  o f  the m agnetic  f ie ld s and th e  eddy currents in  a solid  
rotor o f  in f in it e  length, w ith o u t e x c it in g  co il, in the case o f  an arb itrary  v aria tion  o f  th e  p rim ary  
cu rren t. W e  h av e  com puted th e  o p era tio n a l im pedance o f  su ch  a rotor, and w ith  its  a id  w e  h a v e  
so lv e d  t h e  d ifferentia l eq u ation s d escr ib in g  the  sw itch in g-on  o f  th e  m ach ine. From  th e  resu lts  
w e m a y  d ra w  follow ing con clu sion s a s  for  th e  short-circu it p h en om en a  o f  so lid -rotor m a ch in e s : 

1. T h e  sub-transient im p e d a n ce  com p uted  from  th e  m a x im u m  valu e o f  th e  ap eriod ic  
c o m p o n e n t  is equal, in  case o f  th e  sa m e  sa tu ration , to  th e  im p ed an ce opposing three-ph ase  current 
at s ta n d s t i l l .  T h e tim e co n sta n t o f  th e  ap eriod ic m em ber is d eterm in ed  w ith  good a p p ro x im a tio n  
b y  th e  in d u c t iv e  com ponent o f  th is  im p e d a n ce  and the  resista n ce  o f  the stator.
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2. The A. C. com ponent o f the short-circuit current m ay he developed in to  the sum  
o f  an infinite number of exponentially  damped functions, thus splitting it into a transient and 
a sub-transient current is only an approximation and not unequivocal.

In the course o f the com putations the permeability o f  iron has been assum ed to be constant. 
In reality , the perm eability changes highly during the transient phenomena and therefore 
the results are chiefly qualitative ones, which correctly show the influence of the various factors. 
In those conclusions which refer to the steady state, it  can be taken into account the variations 
o f perm eability depending on saturation, using the m ethod which has been shown in par. 3. The 
application of these methods to transient phenomena dem ands still further investigation .

ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ СИНХРОННЫХ МАШИН С ПОЛНОТЕЛЫМ
РОТОРОМ

Р. Т У Ш А К

Р е з ю м е

Для полнотелого ротора, не имеющего обмотку возбуждения и предполагаемого 
бесконечно длинным, предварительно определяется распределение магнитных полей и 
вихревых токов при любых изменениях первичного тока. Установлен операторный импе­
данс такого рода ротора, при помощи чего решено дифференциальное уравнение вклю­
чения машины. На основе полученных результатов можно сделать в отношении явлений 
замыкания машин с полнотелым ротором следующие определения.

1. Сверхпереходный импеданс, определяемый по максимальному значению аперио­
дического члена, в случае идентичных условий насыщения является идентичным импе­
дансу, имеющему место для трехфазного тока в неподвижном состоянии. Постоянная 
времени апериодического члена с хорошим приближением определяется слагающей 
индуктивности этого импеданса и омическим сопротивлением статора.

2. Переменная слагающая тока замыкания может быть выражена как сумма 
бесконечного числа экспоненциально апериодических функций, таким образом разло­
жение на переходные и сверхпереходные токи является лишь приближением и не явля­
ется однозначным. Поэтому начальную переменную слагающую целесообразнее опре­
делять по апериодическому члену, чем производить экстраполяцию огибающей пере­
менной слагающей Для точки t =  О.

В процессе исследований проницаемость стали была принята постоянной. В дейст­
вительности же при переходных процессах очень сильно изменяется проницаемость стали, 
вследствие чего полученные результаты имеют, в основном, качественный характер, кото-, 
рые правильно показывают, какое действие оказывают отдельные факторы. В выводах- 
которые на основе полученных автором результатов относятся к установившемуся со 
стоянию, можно учесть указанным в п. 3 образом - зависимость проницаемости от 
насыщения. Для определения возможности применения этих методов, для изучения пере­
ходных процессов необходимо производить еще дальнейшие исследования.

PHÉNOM ÈNES TRA NSITO IRES DANS LES MACHINES SY N C H R O N E S
À ROTORS MASSIFS

R. TUSCHAK

RÉSUMÉ

La distribution des cham ps m agnétiques et des courants de F oucault dans les rotors 
m assifs, sans enroulement inducteur, supposés de longueur infinie, est déterm inée pour les cas 
de changem ent arbitraire du courant primaire. L ’ im pédance opérationnelle d ’un te l rotor est 
calculée, et à  l ’aide de celle-ci est résolue l ’équation différentielle de la ferm eture du circuit de 
la m achine. En ce qui concerne les phénomènes de court-circuit dans les m achines à rotor massif 
les résultats perm ettent de tirer les conclusions su ivantes :

I. L’impédance sous-transitoire, qui peut être déterminée de la valeur m axim um  du 
membre apériodique, est égale, en cas de saturation égale, à  l ’impédance qui apparaît en face 
d’un courant triphasé, la m achine étant arrêtée. La constante de temps du m em bre apériodique 
est déterminée avec une bonne approxim ation, par la com posante inductive de cette  impédance 
et la résistance ohmique du stator.
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2. La composante a ltern a tiv e  du courant de court-circuit peut être m ise sous la forme 
d ’u n e  som m e indéfinie de fo n ction s dim inuant des lois exponentie lles, de sorte que la décom posi­
t io n  e n  composantes transitoire e t  sous-transitoire n’est q u ’une approxim ation, non sans équi­
v o q u e .

A u  cours des calculs la  perm éabilité du fer a é té  supposée constante. E n réalité, la  
p erm éab ilité  change beaucoup p en d a n t les phénomènes transitoires ; c’est pourquoi les résultats  
so n t su rtou t de nature q u a lita tiv e  e t  montrent correctem ent l ’influence des différents facteurs. 
D a n s les résultats ayant trait au régim e permanent, on peut ten ir com pte, m oyennant la m éthode  
m en tio n n ée  au 3ème chapitre, de la  dépendance de la perm éabilité de la saturation. L ’application  
de ces m éthodes aux phénom ènes transitoires demande tou tefo is encore des recherches u lté­
rieures.

T R A N S IE N T E  VORGÄNGE IN  SY NCH RO NM ASCH INEN M IT M ASSIVEN L Ä U F E R N

R . TUSCH AK

ZUSAMMENFASSUNG

F ür einen als unendlich lan g  angenom m enen m assiven Zylinderläufer ohne Erregerwicklung 
w ird  die Verteilung der m agnetischen  Felder und der W irbelström e für den Fall willkürlicher 
Ä n deru ngen  des Primärstromes bestim m t. Nach Erm ittlung der operátori mhen Im pedanz eines 
so lch en  Läufers wird mit ihrer H ilfe  die Differentialgleichung für die plötzliche Einschaltung  
der M aschine gelöst. Auf Grund der Ergebnisse lassen sich in  bezug auf die K urzschlussvorgänge  
in  M aschinen m it massiven L äufern die folgenden Schlüsse ziehen :

1. D ie subtransitorische Im p ed anz, die aus dem G rösstw ert des aperiodischen Glieds des 
resu ltieren d en  Stromes bestim m t w erden kann, ist im  F alle  gleicher Sättigung gleich der bei 
stillsteh en d er  Maschine gegenüber sym m etrischem  Drehstrom  auftretenden Im pedanz. D ie  
Z eitk on stan te  des aperiodischen G lieds wird in guter N äherung aus der induktiven K om po­
n en te  der ubtran itorischen Im pedanz und dem Ohmschen W iderstand des Stators berechnet.

2. D ie W echselstrom kom ponente des Kurzschlussstromes kann in die Sum m e von  unend­
lich  v ie le n , exponentiell abk lingenden  Funktionen entw ickelt werden, weshalb die Zerlegung 
in  tran sien ten  und subtransienten Strom  nur e ile  Näherung und nicht eindeutig ist.

Im  Verlauf der A bleitung w urde die Permeabilität des E isens als konstant vorausgesetzt. 
In  W irk lichkeit ändert sich die Perm eabilität stark während der transienten Vorgänge, daher 
sind d ie  Ergebnisse hauptsächlich qualitativer Natur und zeigen  auf richtige W eise den E in­
flu ss  der einzelnen Faktoren. In  jen en  Schlussfolgerungen jedoch , die sich auf den stationären  
Z u stan d  beziehen, kann m an m itte ls  der im  3. Kapitel erw ähnten Methode auch die A bhän­
g ig k e it  der Permeabilität v o n  der Sättigung berücksichtigen. D ie  Anwendung dieser M etho­
den  a u f  transiente Vorgänge beansprucht noch weitere Untersuchungen.



BEWEIS DER ANWENDBARKEIT DES FICKSCHEN 
GESETZES AUF DIE DIFFUSION DES ZUCKERS 

INNERHALB DES RÜBENGEWEBES
M E T H O D E  Z U R  B E ST IM M U N G  D E R  D IF F U S IO N S K O N S T A N T E

M. TEG ZE und Frau M. TEGZE

F O R S C H U N G S I N S T I T U T  F Ü R  Z U C K E R I N D U S T R I E .  B U D A P E S T  

[Eingegangen am 22. Juli 1954]*

In  vorherigen V eröffen tlichungen  des F o rsch u n g sin stitu ts  fü r  Z u c k e rin d u ­
s trie  in  B u d ap est [1 ] w u rd en  jene  Z usam m enhänge bekann tgegeben , w elche die 
K o n zen tra tio n sv erh ä ltn isse  der sich in  G egenstrom -D iffusionssystem en absp ie­
len d en  V orgänge beschre iben . D ie G rundlage d er d o rt angefüh rten  A b le itu n g en  
b ild e te  die V oraussetzung , dass die Ficfcschen G esetze fü r die K o n z e n tra tio n sä n ­
derungen  innerhalb  d er auszulaugenden  S ubstanz  pflanzlichen U rsp ru n g s , des 
n äh e ren  : innerhalb  d er R ü b en sch n itte  gü ltig  sind . Schon im  e rw ä h n te n  A uf­
sa tz  w urde d a ra u f  h ingew iesen, dass der experim entelle  Beweis d ieser V o rau s­
se tzung  im  R ahm en  e iner besonderen  A rbeit verö ffen tlich t w erd en  w ird .

In  der vorliegenden A rb e it w erden  dem nach  die bezüglichen M essungen, 
fe rn e r eine zu diesen U n te rsu ch u n g en  ebenfalls erforderliche L a b o ra to r iu m s­
m eth o d e  angegeben, d u rch  die der W ert der D iffusionskonstan te  m it v e rh ä ltn is ­
m ässig  grosser G enau igke it b e s tim m t w erden  k an n . V orerst soll je d o c h  die 
b e re its  in  der e rw äh n ten  A rbeit e rö rte rte  D eu tu n g  der D iffu sio n sk o n stan te  
k u rz  w iederholt w erden .

Als D iffusionskonstan te  im  klassischen S inn w ird  jene  K o n s ta n te  beze ichnet, 
die den durch  D iffusion  erfolgenden K onzen tra tionsausg le ich  e in er S u b stan z  
in  e iner hom ogenen F lüssigke it ch a rak te ris ie rt. Diese K o n stan te  is t  zah len- 
m ässig  jen e r S ubstanzm enge gleich, die bei einem  E in h e itsk o n zen tra tio n s­
g rad ien ten  w ährend  d er Z eite inheit die F lächene inhe it p a ss ie rt. D ieselbe 
D eu tu n g  is t von  uns auch  a u f  die D iffusion v o n  Z ucker in n erh a lb  d er R ü b e  
ü b e rtrag en  w orden, m it d er V oraussetzung  jed o ch , dass w ir die R ü b e  als hom ogene 
S u b stan z  b e tra c h te n  u n d  die du rch  offensichtlich  verschiedene W id e rs tä n d e  
erfolgende D iffusion in n e rh a lb  der Zellen u n d  d u rch  die Z ellw ände d u rch  eine 
einzige K o n stan te  beschre iben . M an m uss sich na tü rlich  d a rü b e r  im  k la ren  
sein, dass die a u f diese W eise gedeu te te  D iffusionskonstan te  n ich t d e r D iffusions­
k o n s ta n te  des Zuckers im  W asser — u n te r  ansonsten  identischen  V erh ä ltn issen  — 
gleich is t, sondern  se lb stred en d  im m er geringer sein m uss. F e rn e r is t  b e k a n n t,

* Diese Arbeit wurde bereits im  Jahre 1952 eingereicht, doch konnte sie erst im  obigen  
Z eitpunkt der Redaktion druckfertig übergeben werden.
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d a ss  die klassische D iffusio n sk o n stan te  s ta rk  v o n  d er V iskositä t, deshalb  s ta rk  
v o n  d e r  T em p era tu r u n d  in  gewissem G rade v o n  d er K o n zen tra tio n  abhäng ig  
i s t .  Z u r  starken  A b h ä n g ig k e it von  der T e m p e ra tu r  gesellt sich h ier jed o ch  noch 
e in  zw eiter F a k to r : d ie D iffusionskonstan te  is t  auch  von der in d iv idue llen
B esch affen h eit der R ü b e  (S orte , R eifezustand  usw ,) abhängig , und  k a n n  sogar 
b e i je d e r  einzelnen R ü b e  e in en  anderen W ert aufw eisen. Auch das »V orleben« 
d e r  R ü b e  ist von en tsch e id en d em  Einfluss : die W ärm ebehand lung , ih re  D auer, 
d ie  chem ische B eh an d lu n g  usw ., kurz je d e r  F a k to r , der den Z u stan d  der Zell­
w ä n d e  verändert, w o rau f b e re its  in  einem an d eren  A ufsa tz  hingew iesen w urde  [2 ].

A usser den M essungen , die zur ex p erim en te llen  U n te rs tü tzu n g  d er in  
d e r  e rw ähn ten  A rbeit [1 ] angeführten  A b le itu n g en  dienen sollen, h a t  das 
F o rsch u n g s in s titu t au ch  d ie  experim entelle U n te rsu ch u n g  w eiterer F rag en  in  
se in  P rog ram m  au fgenom m en . D a die Grösse d er D iffusionskonstan te  die gesam te 
A u slau g u n g  s ta rk  b e e in flu ss t, is t es von besonderem  In teresse, wie w eit gewisse 
F a k to re n  (A rt der W ärm eb eh an d lu n g , chem ische B ehandlung) einen E in fluss 
a u f  d ie  D iffusionskonstan te  ausüben, d am it die V erfahren  zur V erbesserung  
d e r  A uslaugung p ra k tisc h  verw erte t w erden  k ö n n en . E ine w eitere A ufgabe 
b ild e t  die F estsetzung  des verschiedenen A usm asses, in  dem die einzelnen 
R ü b e n so rte n  auslaugbar s in d , um  d arau f bei d e r R übenzüch tung  R ü ck sich t 
zu  n ehm en .

Gewisse E rfah ru n g en  h ab en  ergeben, dass sich  d er W ert der D iffusions­
k o n s ta n te  auch w äh ren d  d e r  V egetationsperiode u n d  der L agerung d er R übe 
v e rä n d e r t ,  was ebenfalls zu  u n te rsuchen  is t. All d iese F ragen  und  auch  andere 
F a k to re n  können jed o ch  n u r  d an n  u n te rsu ch t w erd en , w enn eine en tsp rechend  
g e n a u e  M ethode zur B estim m u n g  der D iffu sio n sk o n stan te  zur V erfügung s teh t.

G run dsätzlich e E rw ä g u n g en  zur A usarbeitung der U n tersu eh u n gsm eth od e

D ie Messung der D iffusionskonstan te  erfo lg t in  der Weise, dass R ü b e n ­
k ö rp e r  von  gegebener geom etrischer Form  u n d  b e k a n n te r  Z uckerkonzen tra tion  
u n te r  genau  defin ierten  V erhä ltn issen  ausge laug t w erden  und  die D iffusions­
k o n s ta n te  aus den im  S y stem  en tstandenen  K onzen tra tio n sv erän d eru n g en  
b e re c h n e t wird. Bei d e r A usw ahl der A uslaugungsverhältn isse  s teh en  uns 
h in s ic h tlic h  der A n w en d u n g  der A uslaugeflüssigkeit p rak tisch  zwei M öglich­
k e ite n  zu r V erfügung :

а )  D ie A uslaugung im  sog. geschlossenen S y stem  [2 ], die im  w esentlichen 
d a r in  b e s teh t, dass die zu  un te rsuchenden  R ü b e n k ö rp e r m it einer A uslauge­
f lü s s ig k e it von k o n s ta n te r  M enge und  b e k a n n te r  A nfangskonzen tra tion  in  
B e rü h ru n g  gebracht w erd en , wo also die im  S y stem  vorhandene Zuckerm enge 
w ä h re n d  der V ersu ch sd au er u n v erän d ert b le ib t.
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b)  A uslaugung m itte ls  F lüssigkeit von unend licher M enge, d . h. eine 
E x tra k tio n , wo das L ösungsm itte l der R übe gegenüber in  so lcher M enge v e rab ­
re ich t w ird , dass die aus d er R ü b e  herausd iffund ierende Z uckerm enge n u r in 
unw esentlichem  M asse die Z uckerkonzen tra tion  des L ösungsm itte ls verän d ert. 
W äh ren d  der U n tersu ch u n g sdauer d a rf  also die Z u ck erk o n zen tra tio n  des Lösungs­
m itte ls  (W assers) als k o n s ta n t b e tra c h te t w erden. (In  der P rax is  is t die Z ucker­
k o n zen tra tio n  zw eckm ässig Null.)

Z u r R estim m ung d er D iffusionskonstan te  m üssen  (besonders w enn auch 
die W irkung  der A rt u n d  G eschw indigkeit der F lü ssigke itsström ung  au f die 
A uslaugung u n te rsu ch t w erden  soll) auch hydro d y n am isch  genau  defin ierte  
V erhältn isse  geschaffen w erden . Bei den aus der R ü b e  in  der P rax is  leicht 
h erste llbaren  R übenkörpern , die in  allen drei R ich tungen  von endlicher (kleiner) 
D im ension sind, sind  die S tröm ungsverhältn isse  unzulänglich  defin iert. Die 
p rak tisch en  E rfah ru n g en  h ab en  gelehrt, dass die einfache M ethode, die Aus-

-------► b
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a  - fíóbenkorper 
à  - Flussigkeitsstromung 
С «  Isolierstoff

Fig. 1

Ström ung des Zuckers a u f  eine einzige g la tte  F läche  des R übenkörpers zu 
b esch ränken  (s. Abb. I ) ,  m it h in länglicher G enauigkeit experim en te ll u naus­
fü h rb a r  ist.

E in e  vollkom m ene A b d ich tung  und  Iso lierung  der üb rigen  F lächen  des 
R übenkörpers von  der A uslaugeflüssigkeit is t näm lich  n ic h t m öglich, da  die 
R ü b e  be i den in  der P rax is  an gew and ten  T em p era tu ren  eine V olum veränderung  
e rfä h r t  [3 ], ferner ab er auch  deshalb n ich t, weil infolge der Z ellen stru k tu r 
die O berfläche n ich t vollkom m en g la tt, ausserdem  aber auch  feu ch t is t, was 
das A n h aften  der A b d ich tu n g  v ere ite lt.

So m uss notw endigerw eise ein  K örper gew ählt w erden , wo diese Schwierig­
k e iten  n ich t bestehen , d abei jedoch  der V organg m a th em a tisch  einfach erfasst, 
der K ö rp e r leicht h erg este llt w erden k an n  u n d  auch  vom  hydrodynam ischen  
S ta n d p u n k t aus als geeignet erschein t.

D en  b isher gesch ilderten  F o rderungen  en tsp rich t am  besten  ein Zylinder 
von  — im  Vergleich zu  seiner Länge — geringem  D urchm esser, d er so ange­
o rd n e t is t, dass die S trö m u n g  der A usJaugeflüssigkeit para lle l zu den  E rzeugen­
den des Zylinders v e rläu ft. N och offen b leib t die F rage , ob die R übenzy linder im

1 6 Acta Tecbnica Х /3—4
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geschlossenen  System  oder m itte ls  F lüssigkeit v o n  u n end licher M enge ausge­
la u g t  w erden  sollen. Die W a h l d er M ethode erfo lg te a u f  G rund  folgender Ü ber- 
leg u n g  :

B e i der p rak tisch en  B estim m ung  der D iffu sionskonstan te  w ird  diese 
u . a . aus den zu B eginn d e r  B ehand lung  (A uslaugung) gem essenen c(o) und 
n a c h  d e r  Zeitdauer t e rfo lg ten  A uslaugung b es tim m ten  c(i) (D urchschn itts-) 
K o n z e n tra tio n e n  bei je d e m  V erfah ren  m itte ls  eines Z usam m enhanges von 
fo lg en d e r Form  b erechnet :

c(0
c(0)

1
~/2
*2

( i )

w o F  e in en  einstw eilen n o ch  n ic h t  n äh er b estim m ten  funk tio n e llen  Z usam m en­
h a n g , Zj, Z2, Z3 dagegen die d re i rechtw inkeligen A bm essungen  des parallel- 
ep ipedonförm igen  R ü b e n sc h n itte s  (R übenkörpers) b ed eu ten . (Bei anderen , 
z. B . zy lindersym m etrischen  K ö rp e rn  erg ib t sich ebenfalls ein ähn licher A us­
d ru c k , m it reziproken A b m essungsquadra ten .) I s t  die eine A bm essung, z. B.

I 1 1 1 \
Z3, d e n  beiden anderen g eg en ü b er gross —  —  u n d  —  , so w ird  sich

' h  h  h  I
d e r  K ö rp e r  h insichtlich  d e r  D iffusion  bis au f die u n m itte lb a re  U m gebung  der 
b e id e n  E n d en  des langen  K ö rp e rs  so verhalten , als w enn er zw eidim ensional 
w äre .

V orausgesetzt, die A u slau g u n g  erfolgte m itte ls  F lüssigkeit von  unendlicher 
M enge u n d  der W ert c(t) w ü rd e  genügend e n tfe rn t von  den  E n d en  bestim m t, 
so k a n n  der E influss d ieser d r it te n  A bm essung vernach lässig t w erden. Im  
gesch lossenen  System  w ird  dagegen  der am  E n d e  des langen  K örpers h erau s­
s trö m e n d e  Zucker infolge se in e r d en  anderen Teilen  gegenüber abw eichenden 
M enge die K onzen tra tion  des S aftes in  schw er b e rech en b are rW eise  erhöhen. 
A us d iesem  Grunde soll zw ecks genauer M essungen das V erfahren  m it einem 
L ö su n g sm itte l von » u n en d lich er«  M enge angew andt w erden.

M ethode zur za h le n m ä ssig e n  B estim m u ng der D iffu sio n sk o n sta n te  
aus den  g em e ssen en  K o n zen tra tion sw erten

D en  Zusam m enhang z u r  B eschreibung der K o n zen tra tio n sv erän d eru n g en , 
d ie  s ich  w ährend des V ersuches im  R übenzy linder abspielen , e rh ä lt m an  au f 
G ru n d  eines hier n u r k n a p p  gefassten  G edankenganges :

D en  K onzen tra tionsausg le ichsvorgang  in n erh a lb  des R übenkörpers 
b e sc h re ib t, fü r den allgem einen  F a ll, folgende G leichung (II . F icksches  Gesetz) :

?î  =  d ( A + A  + ï A  (2)
d t \(ßx  02y  02z j
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w o x , y ,  z die re c h tw in k lig e n  O rtskoord ina ten , c =  c (t, x, y ,  z) die K o n zen tra tio n  
innerh a lb  des R ü b en k ö rp ers  im  Z eitp u n k te  t an  d er Stelle x , y ,  z bezeichnen.

Bei zy linderförm igen  R üb en k ö rp er is t es zw eckm ässig, in  die D iffe ren tia l­
gleichung (2) P o la rk o o rd in a ten  einzuführen  (s. [4] ). D ie um gebildete  G leichung •

wo bereits in  B e tra c h t gezogen w urde, dass (da von  einem  » u n end lich  langen« 
Z ylinder die Rede ist) d e r K o n zen tra tio n sg rad ien t in  der R ich tu n g  d e r 2 -Achse 
iden tisch  N ull ist. I n  d e r G leichung bezeichnet r  die po lare  O rtsk o o rd in a te . 
D er H albm esser des Z y linders soll m it R  bezeichnet w erden. E s g ilt die F u n k tio n  
c(r,t) bei folgender G renzbed ingung  aufzufinden  :

c(R,t) =  s ( t> 0  und  c(0,f) endlich), (4)

wo s die k o n stan te  K o n z e n tra tio n  der A uslaugeflüssigkeit bezeichnet. Diese 
B edingung will b ed eu ten , dass a u f der G renzfläche des R ü b enzy linders die 
K o n zen tra tio n  s te ts  d e r K o n zen tra tio n  der A uslaugeflüssigkeit gleich ist.
Als A nfangsbedingung w ird  angenom m en, dass die K o n zen tra tio n  im  Z eit­
p u n k te  t =  0 in n erh a lb  des ganzen R übenkörpers k o n s ta n t is t ; dies soll m it 
c0 bezeichnet w erden  :

c(r,0) =  c0 (5)

Z ur Lösung sei eine neue F u n k tio n  £ (r,t) e ingefüh rt, die d u rch  folgenden 
Z usam m enhang d e fin ie rt is t :

c(r,t) =  A  + R |( r , t )  (6)

Die W erte  A  und  В  m üssen  d e ra rt gew ählt w erden , dass d ieser Z usam m enhang  
die A nfangs- und  G renzbed ingungen  erfü llt. D iese sind e rfü llt, w enn

А  =  s (7a)

und

В  =  c0 —  s (7b)

Die neuen  A nfangs- und  G renzbedingungen sind :

(8)

16*

f(R ,0  =  0

!(r,0 ) =  1 (9)
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U n se r  L ösungsansatz is t :

I =  a . e - y ° D t - f ( r ) ( 1 0 )

w o a  u n d  у  K o n stan ten  f ( r )  dagegen eine noch  zu bestim m ende F u n k tio n  
s in d .

W erden  die h ieraus m it  R ücksich t a u f  (6) geb ildeten  A bleitungen  in  die 
D ifferen tia lg leichung  (3) w iedere ingesetz t, so e rh ä lt m an  fü r die b islang  noch 
u n b e k a n n te  F unk tion  / ( r )  fo lgenden  Z usam m enhang  :

d2/(r)
d r 2

1 ®
r dr

+  УЩг) =  0 ( И )

D iv id ie rt m an m it у 2 u n d  fü h rt m an  die neue V ariab le  ry  — rj ein, so 
e rsc h e in t die D ifferen tia lg leichung  von w o h lb ek an n te r F orm

m i + i m +fM=0( i2 )
drjz r] dr]

d e re n  Lösung

f ( v )  =  M v )  +  ь Щ у )

is t .  H ie r  bedeuten  J 0 u n d  N 0 d ie  Besselschen  F u n k tio n e n  n u llte r O rdnung  und  
e r s te r  bzw . zweiter A rt. D a  je d o c h  lau t (4) 6 = 0 ,  g e s ta lte t sich die Lösung zu

№  =  Ш  =  M r y )  (13)

D ie  F u n k tio n  £ m uss la u t  G renzbed ingung  (8) be i r  .=  R  den W ert N ull haben  
d . h . es is t  notw endig , dass

Jo(yR) =  0 (14)

b e s te h e . F ü h r t  m an die A b k ü rz u n g  yR  =  k m ein ( k m b ed e u te t die m -te  W urzel 
d e r  G le ichung  J 0(fc) =  0), so e rg ib t sich fü r  den  W e rt v o n  у 2

W ird  d ieser W ert in die G le ichung  (10) eingesetzt, so e rh ä lt m an  als p a rtik u la re  
L ö su n g  d er D ifferen tia lg leichung (2) :

k m (15)!m (r,t)
___* 2  D t

am - e m W ■ J 0
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H ieraus w ird  die allgem eine Lösung durch  lin eare  K om bination  d er einzelnen 
p a rtik u la ren  Lösungen gew onnen :

00 _к  2 D t  /  у  \

£(r,t) =  V  ame m K‘ ■ Jo l^ m  —  ] (16)
V R )

wo die K oeffiz ien ten  am so zu bestim m en sind , dass die F unk tion  die A nfangs­
bedingungen  von  (9), d. h . den Z usam m enhang

1  —  U m , / Q  I hm I
Ä  l  R I

e rfü llt. Im  Sinne der Fourierschen  Zerlegungsform eln  :

2л J

J :
0 (

R

p .  1
)

( * " i )
r  d r  dtp

2 я /

Л i J °  1Л  я  1
|r  d r  d<p

о 0

(17)

(18)

N ach D u rch fü h ru n g  der In teg ra tio n  gelang t m an  zu :

km J  1 (km)
(19)

D ie K o n zen tra tio n sfu n k tio n  is t also (indem  w ir von  der F u n k tio n  f  zur 
F u n k tio n  c zu rückkehren) :

c(r,t) =  s +  (c0 — s)-2 - JV
1 km.J j(km)

—  k 2 D t
•e m »  •J J k m

i )
( 20 )

wo m  säm tliche, positive, ganzzahlige W erte  an n im m t. Die F u n k tio n  (20) erfü llt 
— wie m an  sich h iervon  du rch  eine einfache B erechnung überzeugen  k a n n  — 
sowohl die D ifferen tia lg leichung wie auch die A nfangs- u n d  G renzbedingungen.

In  der P rax is  k an n  lediglich die D u rch sch n ittsk o n zen tra tio n  b estim m t 
w erden. Sie w ird  a u f  folgende W eise b e rech n e t :
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N a c h  D urch füh rung  d er In te g ra tio n  e rh ä lt m a n  :

c(t) = c =  s +  (c0 — s) -4-
2 D t 

R  * ( 2 2 )

I n  d er P rax is w ird  als A uslaugeflüssigkeit reines W asser b e n ü tz t (s = 
w o d u rc h  der zur A u sw ertu n g  der M essungen dienende Z usam m enhang  
fo lg t e rsch e in t :

1 2Bl
—  m iS
к 2

m

= 0 ) ,  
wie

(23)

Im  Falle von p ra k tisc h e n  M essungen is t jed o ch  eben der inverse A u sd ru ck

erfo rd e rlich , da wir D  gerade  aus den  gem essenen W e rte n  c bzw . —  zu e rm itte ln
co

w ü n sc h e n . D er A usdruck  d e r inversen  F u n k tio n  k a n n  jedoch  an a ly tisch  nicht, 
an g eg eb en  w erden, es is t  h ie r  eine graphische L ösung  heranzuziehen. E s sollen

c D t
im  w e ite re n  die W erte  — m it  a, —  m it Г  b eze ichnet w erden. E s is t  le ich t

c0 R 2
e in z u se h e n , dass Г  eine e in d eu tig e  F u n k tio n  v o n  a is t  (Die num erischen  W erte  
von  km  siehe u n te r [5].) N ach  F es ts te llu n g  der zu  verschiedenen, angenom m enen 
-/’-W e rte n  gehörenden a-W e rte  m itte ls  B erechnung  können  die zu sam m en ­
g eh ö re n d e n  W ertpaare  in  e inem  D iagram m  d u rch  eine K urve  d argeste llt w erden . 
D as D iag ram m  w ird in  A bb. 2  ve ranschau lich t.

U m g ek eh rt können  aus d iesem  D iagram m  die zu beliebigen a -W erten  gehöri­
gen Г -W e rte  abgelesen w erd en . D as A usw ertungsverfah ren  der V ersuche is t  also 
seh r e in fach . Aus den gem essenen  c- und  c0-W erten  w ird  a gebildet ; das D ia ­
g ra m m  e rg ib t hieraus den  W e r t  von  Г ,  w oraus u n te r  Z uhilfenahm e des D e fin i-

г. F R 2tionszu sam m en h an g es D  — ------ du rch  E in se tzu n g  der W erte  R  u n d  t der

W e rt D  e rm itte lt w ird.
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E rm ittlu ng der op tim alen  V ersu ch sverh ä ltn isse  durch F eh lerb erech n u n g

D er E influss d er W irkung  der M essfehler a u f  den  W ert von D  is t  o ffen sich t­
lich sehr s ta rk  d er W ah l d er V ersuchsverhältn isse  (R  und  t) u n te rw o rfen . Im  
Sinne d er e lem entaren  S ätze der F eh le rrech n u n g  w ird im  Falle v o n  k leinen  
M essfehlern

wo dt, d R  und  da den  F eh le r von t bzw . R  u n d  a  darstellen.
E s  soll h ier lediglich das fü r  den  G rossteil der Fehler v e ran tw o rtlich e  

d r i t te  G lied e rö rte rt w erden , da  der W ert dt u n d  d R  durch  A nw endung geeigneter 
M essverfahren sehr v e rrin g e rt w erden k a n n  (s. w eiter un ten). V o n  da  lä sst 
sich  dies n ich t sagen. S treng  genom m en e n ts te h t  da aus den F e h le rn  v o n  c 
bzw . c0, d . i. aus de u n d  dc0; zunächst e m p fieh lt es sich jedoch  m it dem  W erte  
da  zu  rechnen  u n d  e rs t d a n n  au f die F eh le r d er K o n zen tra tionsbestim m ungen

3D
überzugehen . D er W e rt —  k an n  n ich t u n m itte lb a r  e rm itte lt w erden , sondern

3a
n u r  d u rch  Zuhilfenahm e des Z usam m enhanges

3D _  1

da da  
3D

D er W ert v o n -— läss t sich durch  D ifferenzieren  des A usdrucks (23) e rh a lten .
3D

D a die durch  gliedweises D ifferenzieren gew onnene R eihe gleichm ässig k o n v e r­
g en t is t, is t es g e s ta tte t ,  gliedweise zu  d ifferenzieren . Das E rgebn is is t  :

9 D  D
da =  —  •----- - --------т а - ---- da (24)

da 4Г  £  e ~  m
m =  1

A u f die F eh le r der K o n zen tra tio n en  übergehend , erhält m an  d u rc h  A nw en­
d u n g  d er allgem ein b ek an n ten  R egel :

da  = (25)

W ird  das V erhä ltn is  der K o n zen tra tionsbestim m ungsfeh ler m it dem  
P a ra m e te r  ß  bezeichnet

dc0 =  ßdc (26)
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so e rh ä lt m an nach  e in fach er U m form ung

d a =  *1 f  l  +  (aß)2 (27)
Co

W erden  — wie dies die in  d e r  P raxis e rre ichbaren  M essgenauigkeiten g e s ta tte n  — 
die  dt  und dR  e n th a lte n d e n  Glieder vern ach lässig t u n d  die A bkürzung

Ф ( а Д Г )  = Ф = — У1 +  w

4 Г  V
— к2 гm (28)

Fig. 3

e in g efü h rt, so erg ib t sich  fü r  den relativen F e h le r  d e r gemessenen bzw . berech 
rieten  D iffusionskonstan te

dD Ф -
—  =  —  de 
D  c0

D ie F u n k tio n  Ф w ird  in  Abb. 3 v e ran sch au lich t. (Bei der D arste llu n g  
w äh len  w ir Г  als u n a b h ä n g ig e  V ariable und  ß  als P aram eter.)

E s  is t ersich tlich , d ass  be i zu kleinen u n d  zu  grossen Г -W erten die F eh le r 
aussero rden tlich  s ta rk  (hyperbo lisch  bzw. ex p onen tie ll) ansteigen.

D ie W ahl der en tsp rech en d en  Versuchs V erhältn isse  erfolgt daher fo lgender­
m assen  :
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N ach der F ests te llu n g  des W ertes von ß  m itte ls  S chätzung  bzw. even tuell 
m itte ls  B erechnung aus den  V ersuchsergebnissen, w ird  au f der en tsp rechenden  
K u rv e  d er K u rv en sch ar d er F u n k tio n  Ф fe s tg este llt, zwischen w elchen  Г -

deG renzen m an  zu a rb e iten  h a t ,  dam it das P ro d u k t v o n ----m it Ф eine angenom m ene
c0

G renze n ich t ü b ersch re ite . A us dem  e rm itte lten  В -W ert k an n  in  K e n n tn is  
von D  u n d  R  die anzuw endende A uslaugungszeit b erechnet w erden  :

ГН2

~  D

U m  t zu berechnen, m uss ein Schätzungsw ert von  D  e rm itte lt w erden . D er 
W ert von  D  is t d u rch  das zu  un tersuchende R ü b e n m a te ria l bed in g t u n d  w ird  
von  der V ersu ch stem p era tu r beeinflusst.

Bei der W ahl des В -W ertes is t es — wie noch  sp ä te r  gezeigt w ird  — vom  
an a ly tisch en  S ta n d p u n k t aus vo rte ilhafter, d en  Z ylinderdurchm esser b is zu 
einer gewissen G renze zu  verringern . (D er G ebrauch  von  D urchm essern  u n te r ­
halb  von  2 ,5—3 m m  is t jed o ch  n ich t zu em pfehlen , d a  deren H erste llu n g  und  
H an d h ab u n g  infolge d er geringen m echanischen F es tig k e it zu schw erfällig  ist).

T ech n isch e  A usführung des V ersuches

D ie zu u n te rsu ch en d en  R übenzylinder w u rd en  aus der R ü b e  m itte ls  
eines Herles-B ohrers erzeug t. D as B ohrrohr eines solchen, früher in  Z ucker­
fab rik en  zur B em u ste ru n g  von  R üben  g eb rau ch ten  Herles-B ohrers w urde 
jed o ch  m it einem  d ünnw and igen , scharf geschliffenen M essingrohr von  geeignetem  
D urchm esser e rse tz t. D a  — besonders bei d ü n n e ren  Z ylindern  — die  genaue 
B estim m ung  des Z uckergehaltes wegen d er geringen  S ubstanzm enge eines 
Z ylinders äusserst schw ierig  is t, w urden  zur U n te rsu ch u n g  m ehrere k o n g ru en te  
Z y linder hergestellt. D iese Z ylinder w urden e iner gem einsam en A uslaugung  
und  gem einsam er A nalyse  unterw orfen . D em en tsp rechend  w urde d ie  A uslau ­
gevorrich tung  d e ra r t k o n s tru ie rt, dass sie fü r  d en  gleichzeitigen E m p fan g  
m ehrere r Z ylinder geeignet w ar. Die hyd rod y n am isch en  V erhältn isse  können 
am  ehesten  d an n  b e s tim m t w erden, w enn die Z y linder h in te re in a n d e r in 
einen einzigen langen  Z y linder gereih t w erden . D ie V erb indung d er Z ylinder 
erfolgte m itte ls  »S tacheln« , wie dies in  Abb. 4 gezeigt w ird.

D ie S tacheln  sind  d e ra r t  ausgebildet, dass auch  die A uslaugung d er E n d ­
flächen  der Z ylinder b is zu  einem  gewissen G rade v e rh in d e rt w ird. D ieser lange, 
aus R übenzy linderchen  bestehende Z ylinder w u rd e  in  einem  G lasrohr u n te rg e ­
b ra c h t, u . zw. so, dass e r d a rin  eine konzen trische L age einnahm . D ies w urde 
d u rch  dünne, den S tach e ln  angefügte Speichen e rre ich t, w odurch die S trö m u n g
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n u r  unw esentlich  g es tö rt w u rd e . Die Zu- bzw . A b le itu n g  des W assers an  beiden 
E n d e n  des Rohres erfo lg te  ü b e r je  eine dem  D urchm esser des Z y linders e n t­
sp re c h e n d e  Röhre, u . zw. ü b e r  deren seitliche Ö ffnungen. Die b e id en  E nden  
d e r  Z ylinderreihe w u rd en  d u rc h  je  einen an  d iese R öhren  an g e lö te ten  S tachel 
b e fe s tig t . Die k o n s ta n te  T em p era tu r  w urde  m it einem  dem  Liebig -K ühler 
ä h n lic h e n  M antel gesich e rt, w orin  W asser von  en tsp rechender T e m p e ra tu r  im 
G eg en stro m  ström te. D ie S tröm ungsgeschw indigkeit w urde d u rch  V entile 
r e g u lie r t  und  m it D iffe ren tia lm an o m ete r u n d  M essblende gem essen bzw . durch  
B e s tim m u n g  der M enge d e r  au stre ten d en  A uslaugeflüssigkeit k o n tro llie rt. 
Z u r  A uslaugung w urde  zw eckm ässig reines (L eitungs-) W asser b e n ü tz t  und  
d ie  T em p era tu r  s te ts  m itte ls  E in tauch -Q uecksilbertherm om etern  an  der E in-

Wasser
Wasser

Thermometer

Thermometer RübenzyUnder Wasser Wasser

F i g . 4  Wasser Thermometer

u n d  A u stritts te lle  des W assers kon tro llie rt. D ie A uslaugungsvorrich tung  
w u rd e  in  einem W inkel v o n  e tw a 30° zu r W aag erech ten  e rr ic h te t, u m  das 
S ic h e n tfe rn e n  der G asb lasen  zu erleichtern . (D as E n ts teh en  u n d  d er E in fluss 
d e r  G asb lasen  w ird in  e in e r  w eiteren  A rb e it b e h a n d e lt w erden).

Z u r  Berechnung d e r D iffusionskonstan te  is t  la u t Form el (23) die B estim ­
m u n g  v o n  í, R , c0 u n d  c erfo rderlich , deren M essung folgenderm assen erfo lg te :

D ie  D auer der A u slau g u n g , also der W e rt t  w urde m itte ls  e iner S to p p u h r 
fe s tg e s te ll t . Als B eginn u n d  E n d p u n k t der A uslaugungsdauer w u rd en  jen e  Z eit­
p u n k te  angesehen, wo d e r W assers tro m  in  der lee ren  V orrich tung  die H ä lfte  der 
Z y lin d e rre ih e  erreichte b zw . am  E nde des V ersuches bei H erab lassu n g  bis zu 
d e rse lb e n  Stelle ablief. S o lc h e ra r t k an n  die F es ts te llu n g  der Z e itd au er als bis au f 
e in ig e  Sekunden genau  angesehen  w erden. D a d ie  kürzeste  an g ew an d te  A us­
la u g u n g sz e it etw a 10 M in u te n  b e träg t, is t d er F eh le r der Z eitm essung  m ax. 
1 % , w a s  also die G en au ig k e it des W ertes der D iffusionskonstan te  höch sten s in  
d em se lb e n  Masse bee in flu sst. B ei der überw iegenden  Z ahl der V ersuche is t jedoch  
in fo lg e  d e r längeren A uslau g u n g sze it der F eh le r n och  geringer u n d  k a n n  neben 
d en  F e h le rn , die aus d e r U ngenau igke it der K o n zen tra tio n sb es tim m u n g en  h e r­
r ü h r e n ,  vernachlässig t w erd en .

Z u r  B estim m ung des Z y linderdurchm essers R  w urden  in  den V orversuchen  
M essu n g en  m it einer S ch u b leh re  an  jedem  einzelnen  Zylinder vorgenom m en, 
w as  je d o c h  keine h in re ich en d e  G enauigkeit e rg ab . W ährend  dieser M essung
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w ird nähm lich  der e lastische  R übenkörper ein  w enig zu sam m engedrück t, w o­
du rch  d er W irk lichkeit gegenüber kleinere D urchm esser erh a lten  w erden .

E ine  w eitaus höhere G enauigkeit ko n n te  d ad u rch  e rre ich t w erd en , dass 
m ehrere  (5 bis 10) Z y linder (s. Abb. 5) bei para lle len  A chsen a u f e in er schrägen 
M eta llp la tte  nebene inander gere ih t w urden. H ie rn ach  w urden  zwei a u f  die P la tte  
senk rech t stehende B acken  an  den Stellen, die der Sum m e der Z y lin d erd u rch ­
m esser en tsp rechen , m it S chrauben  befestig t u n d  die E n tfe rn u n g  d e r  B acken 
vone inander m it e iner Schublehre gemessen. D ie R ep ro d u z ie rb a rk e it dieser 
M essung, au f den R ad iu s  eines Zylinders berech n e t, b e trä g t d:0,007 b is ^ 0 ,0 0 8  
m m . E in  w eitaus grösserer F eh ler als dieser k a n n  d ad u rch  v e ru rsa c h t w erden,

dass die Schneide des zu r H erste llung  der Z y linder g eb rauch ten  B ohrers w ährend  
des G ebrauchs u n d  beim  neuerlichen  Schleifen eine D eform ation  e rle id e t, w oraus 
folgt, dass die D urchm esser d er einzelnen Z y linder n ich t genau e in an d e r gleichen. 
Die du rch  die D eform ation  d er B ohrerschneide v e ru rsach te  m axim ale A bw eichung 
b e trä g t a u f den R ad ius b erechne t la u t E rfa h ru n g  0,04 m m . B ei sorgfältiger 
M essung k an n  der m ax im ale  Fehler au f den R ad iu s  b erechnet a u f  e tw a  0,02 
m m  geschä tz t w erden. D ies b ed eu te t bei R  (im  F alle  eines Z ylinders v o n  3 m m  
D urchm esser) höchstens 1 ,3% , w as bei der B estim m ung  von  D  e inen  doppelten , 
also einen F eh ler von  m ax . 2 ,6%  veru rsach t. D a  die F eh ler vek to rie ll zu  addieren  
sind, e rh ö h t dieser F eh ler, se lb st im  ungünstigen  F a ll, den aus der K o n z e n tra tio n s­
m essung en ts teh en d en  w esentlich  grösseren — e tw a  4 —5%  b e tra g e n d e n  — 
F eh ler n ich t b ed eu ten d .

E s m uss ferner in  B e tra c h t gezogen w erden , dass die A bm essungen  der 
Z ylinder im  Laufe d er A uslaugung eine V erän d eru n g  erleiden [3 ], d a  sich zu 
B eginn eine Schw ellung von  kleinem  A usm ass u n d  sp ä te r eine K o n tra k tio n  
e in ste llt. In  der soeben e rw äh n ten  A rbeit w urde  nachgew iesen, dass diese 
V olum veränderung  bei 70° C übersteigenden  T em p era tu ren  bere its  seh r rasch 
erfo lg t. Bei genauen M essungen m üsste m an  m it einer m ittle ren  A bm essung  — 
zw ischen den zu B eginn  u n d  zu E nde der A uslaugung  festgeste llten  A bm essun­
gen — rechnen . W esen tlich  einfacher is t jed o ch , lediglich die A bm essungen
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d e r  frisch en  R übenzylinder festzuste llen  (kleinere D efo rm ation  bei d er M essung). 
I s t  d a h e r  n u r die W irk u n g  v o n  B ehand lungsun tersch ieden , S o rtenun tersch ieden  
u sw . v o n  Interesse, so is t  es zw eckm ässiger, m it d en  A bm essungen des unaus- 
g e la u g te n  R übenzylinders z u  rechnen, n a tü rlich  im  B ew usstsein dessen, dass 
h ie rd u rc h  der w irklichen D ifussionskonstan te  gegenüber um  einige P rozen t 
h ö h e re  W erte  e rhalten  w e rd e n . Bei derartigen  V ergleichen w ü nsch t m an  ge­
w ö h n lic h  den Q uotien ten  d e r  erhaltenen D iffusionskonstan ten  zu e rm itte ln  : 
e ine  d e ra rtig e  V ereinfachung lä ss t im m erhin d iesen  Q uo tien ten  p rak tisch  u nbe­
e in f lu ss t.

D ie  Bestim m ung d e r  A n fan g sk o n zen tra tio n  (c0) k an n  n a tü rlich  n u r  in d i­
r e k t  erfo lgen . Die p ra k tisc h  einzig  mögliche M ethode is t jene , dass aus den  nach 
A u ssch n e id en  der R ü b e n z y lin d e r verbleibenden R ü b en te ilen  P roben  en tnom m en 
w e rd e n  und  deren Z u ck e rk o n zen tra tio n  e rm itte lt w ird . W ie b ek an n t, is t die 
V e rte ilu n g  des Z uckergehaltes in  der Rübe n ich t gleichm ässig [6] : die G esetz­
m ä ss ig k e ite n  dieser V e rte ilu n g  sind  jedoch n u r  in  grossen Zügen b e k a n n t. Als 
V o rv e rsu ch e  zur W ahl d e r r ic h tig e n  B em usterungsm ethode und  zu r S chätzung  
d e r  G rössenordnung des b eg an g en en  Fehlers h a b e n  w ir auch solche M essungen 
d u rc h g e fü h r t, wo die au sg esch n itten en  Z ylinder a n a ly s ie r t und  das R e su lta t 
m it  d e m  aus der v e rb le ib en d en  R übe en tnom m enen  P robe verg lichen  w urde.

a )  Bei Zylindern von  18 m m  D urchm esser, d ie  paralle l zur Achse der R übe 
bzw . in  einem  W inkel v o n  45° h ierzu gebohrt w u rd en , haben  w ir die Z ucker­
k o n z e n tra tio n  je  eines Z y lin d e rs  m it der K o n z e n tra tio n  des den Z y linder u n m it­
te lb a r  um gebenden R ü b e n te ile s  verglichen. Aus 9 M essungen b erechne t b e trä g t

dc0
d e r m it t le re  W ert v o n — (w o dc0 die A bw eichung eines M essungspaares, c0

co
die Z u ck erk o n zen tra tio n  b eze ich n e t) ±  0,053 d. h . ±  5,3% .

b )  W ie aus Abb. 5  e rs ich tlich , w urden p a ra lle l zu r Achse d er R ü b e  6 
Z y lin d e r  aus einer R übe g e sc h n itte n , u.zw. so, dass diese an  der P eripherie  eines 
K re ise s  zu  liegen kam en . D ie  Z uck erk o n zen tra tio n  jed es  Z ylinders w urde  jeweils 
m it  d e r  m ittle ren  Z u ck e rk o n zen tra tio n  der b e n a c h b a rte n  Z ylinder verglichen. 
D ie U n te rsu ch u n g  von  18 R ü b e n  (6 X  18 A ngaben) ergab bei 18 m m  Zylinder-

dc0
d u rc h m e sse rn  einen m itt le re n  W e rt von —  ±  0,039 (3,9% ).

co
c )  A uch eine d r it te  M e th o d e  wurde an gew and t; indem  Z ylinder v o n  8 mm

o d er v o n  sogar dünnerem  D u rch m esse r dicht b e ie in an d er u n d  paralle l zu r R ü b en ­
ach se  ausgeschn itten  w u rd e n  : die du rchschn ittliche  Z u ck erk o n zen tra tio n  der
Z y lin d e r  w urde sodann m it  d e r  des verbliebenen, ausgelöcherten  R übenblocks

v e rg lic h e n . A chtzehn M essungen  ergaben fü r  d en  W ert
dcn

± 0 ,0 3 0 (3 ,0 % ) ,

w as jed en fa lls  der k le in ste  F e h le r  un te r säm tlich en  M ethoden ist. D er Fehler 
is t se lb s tred en d  um  so g e rin g e r, je  dichter je  k le inere  Z ylinder ausgeschn itten  
w erd en . F ü r  die w eiteren V ersu ch e  sind wir bei d er le tz te ren  M ethode geblieben.
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Z ur B estim m ung  d e r du rchschn ittlichen  Z u ck erk o n zen tra tio n  (  c) in  aus­
gelaugten  R ü b enzy lindern  m usste  — wie bere its  e rw äh n t — die W irk u n g  der 
bei den E nden  der Z y linder u n te r  schlecht d efin ie rb a ren  V erhältn issen  erfolgen­
den A uslaugung au sg esch a lte t w erden. D eshalb  w urden  nach  B eendigung des 
V ersuches die beiden  E n d e n  der Zylinder — u n g efäh r in  dreifachem  R ad iu s­
ab s tan d  — ab g e sc h n itte n  u n d  die A nalyse n u r  m it dem  verb liebenen  M ittelteil 
du rchgefüh rt. V orerst w urde  die H aup tm enge  des an h aften d en  W assers von 
der O berfläche der in  heissem , nassem  Z u stan d  aus der A p p a ra tu r  gezogenen 
Z ylinder en tfe rn t, so d an n  die Z ylinder in  einem  E inw aagegefäss m it einge­
schliffenem  D eckel zu r A bküh lung  hineingelegt. N ach h er w urden  die Z ylinder 
abgewogen, was n ach  E n tfe rn u n g  der beiden  E n d e n  w iederholt w urde. J e tz t  
w urde die A nalyse a n  den  m ittle ren  Z ylinderteilen  du rchgefüh rt.

B ezeichnet m an  das G ew icht der frischen  R üben zy lin d er vo r d er A uslau­
gung m it q0, das G ew icht d er ausgelaugten, ab g ek ü h lten  u n d  gem essenen ganzen 
Z ylinder m it qv  das G esam tgew icht der verb liebenen  R ü b en m itte lte ile  m it 
q2 und  die bei der A nalyse in  den verkü rz ten  R ü b en zy lin d ern  gefundene Z ucker­
m enge m it Q, so k a n n  c m itte ls  folgender F orm el b e s tim m t w erden :

9o ?2

In  dieser W eise sind  — da diese Form el den Q u o tien ten
Î2

e n th ä lt die

Fehler, die durch  an h aften d es  W asser u n d  d u rch  V erdunstungsverlu ste  bei 
den heissen R ü b en zy lin d ern  v eru rsach t w urden  — ausgeschalte t. Gewiss kann  
m an  d u rch  diese B erech n u n g sa rt die W irkung  der V olum - und  D ich teänderung  
n u r zum  Teil elim inieren , doch ist dieser system atisch e  F eh ler so gering, dass bei 
diesen, zum eist n u r  V ergleichszw ecken d ienenden  M essungen die G enauigkeit 
p rak tisch  n ich t b e e in trä c h tig t w ird. W ün sch t m an  aus irgendeinem  G runde 
die genaue D iffusionskonstan te  zu e rm itte ln  (wo also die F ehler, die durch 
A bm essungsveränderungen  en tstehen , auch  ausgeschalte t w erden m üssen), 
so k a n n  dies im m er m itte ls  einer en tsp rechenden  B erechnungsm ethode erreich t 
w erden. E s sei lediglich noch bem erk t, dass der so defin ierte  Q u o tien t von  c 
und  c0 (m it obigen E inschränkungen) m it dem  en tsp rechenden  K o n zen tra tio n s­
qu o tien ten  des Saftes in  d er R übe, au f den  sich die angefü h rten  theo re tisch en  
Form eln  beziehen, übereinstim m ti, so dass bei unseren  B erechnungen  s te ts  der 
so defin ie rte  Q u o tien t geb rau ch t w urde.

Die A nalyse se lb st erfo lg te in  der W eise, dass die gewogenen frischen  bzw. 
ausgelaugten  R ü b en k ö rp erch en  in  einem  zu d iesem  B ehufe k o n stru ie rten  
F räse r m it hoher D rehungszah l zerkleinert, so d an n  q u a n tita tiv  in  einem  Stifi- 
K olben eingespült u n d  m it Bleiessig g ek lä rt w urden . N ach  H eissw asserdige­
stion , A uffüllung bis zu r M arke, S chü tte ln  u n d  F iltra tio n  erfolgte die Polarisa-
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t io n , w obei der P o la risa tio n sw ert m it einer dem  G ew icht der abgew ogenen R üben  
e n tsp re c h e n d en  M arkvo lum enkorrek tion  b e rich tig t w urde.

M essungsersebnisse

a j  E s w urden  M essungen zu r K ontro lle  der R ep ro d u z ie rb a rk e it des V er­
fa h re n s  un ternom m en. Bei P ro b e n  aus hom ogenem  R ü b en m ate ria l w urde  z. B. 
u n te r  A nw endung von  R ü b en zy lin d ern  von R  =  0,143 cm R ad ius u n d  von  A us­
la u g e z e iten  i =  10,2 bis 10,9 m in , eine d u rchschn ittliche  D iffusionskonstan te  
D  —  4 ,17  • 10—4 cm 2/m in  gefunden .

D ie  m ittle re  A bw eichung einer M essung vom  D u rch sch n itt b e tru g  ±  0,12, 
a lso  r u n d  3% . Diese — sehr zufriedenste llende  — G enauigkeit k o n n te  n u r  nach  
e n tsp re c h e n d e r  Ü bung e rre ich t w erden.

b)  D ie w eiter u n te n  an g e fü h rten  M essungen veranschau lichen , m it w elcher 
G e n a u ig k e it das Ficksche  G esetz bzw . die d arau s h e rle itb a ren  G esetzm ässig­
k e ite n  fü r  die Z uckerdiffusion in n erh a lb  der R übe gelten.

S äm tliche , in  w eiterem  an g efü h rten  V ersuche w urden  bei einer T em ­
p e r a tu r  v o n  75 i  1 C° d u rch g e fü h rt, w obei die S tröm ungsgeschw indigkeit des 
a n  d e n  R übenkörpern  v o rü b ers trö m en d en  A uslaugew assers in  jed em  Falle 
1 cm /sec  betrug .

U n v e rän d e rte  A bm essungen , verschiedene A uslaugungszeit.

Zahl der 
Messungen

R
cm

t
min D • 1 0  ^  4 cm*/min

20 0 ,9 0 50 6 ,4 ± 0 ,4 5

18 0 ,9 0 100 6 ,3 ± 0 ,3

21 0 ,9 0 200 6 ,2  ± 0 ,2

E s  sei bem erk t, dass diese V ersuchsreihe m it R üben  d u rch g e fü h rt w urde, 
die im  J a h r e  1950 w ährend  8 M onate  bei einer n iedrigen  (oberhalb  des G efrier­
p u n k te s  liegenden) T e m p e ra tu r  a u f  bew ah rt w urden . Säm tliche üb rigen  M essun­
gen w u rd e n  m it im  Ja h re  1951 frisch  g eern te ten  R ü b en  du rch g efü h rt, bei denen 
d ie  D iffu sio n sk o n stan te  um  e tw a  30%  geringer w ar (d u rch sch n ittlich  4,5 • 10—4 
cm 2/m in ).

E s  is t  ersichtlich, dass se lb st bei sehr un tersch ied lichen  A uslaugezeiten  
d ie  gem essenen  D iffusion sk o n stan ten  innerhalb  der Fehlerg renzen  iden tisch  
sin d . D ie  h e rv o rtre ten d en  grösseren  F eh ler sind  zum eist a u f  die ind iv iduelle  
V ersch ied en h e it der einzelnen R ü b en  zurückzuführen .
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U m  die ind iv iduellen  V erschiedenheiten  d er R ü b e n  tu n lich st auszuschal­
ten , w urde bei den  w eiteren  V ersuchen folgendes B em usterungs- u n d  A usw er­
tu n g sv erfah ren  an g ew an d t :

F ü r  je  eine zu  V ergleichszw ecken dienende M essungsgruppe (wie z. B . zu r 
A uslaugung du rch  d re i verschiedene S tröm ungsgeschw indigkeiten) w urden  
lediglich aus einer einzigen R übe system atisch  ausgeschn ittene  Z ylinder b e n ü tz t, 
bzw. w enn eine R ü b e  n ich t genügte, dam i w u rd en  die aus m ehreren  R ü b en  
geschn ittenen  Z y linder d e ra rt verw endet, dass be i je d e r  M essungsgruppe au s 
jed e r R übe eine gleiche Z ahl von Z ylindern  b e n ü tz t w urde . So konn ten  die sy s te ­
m atischen  A bw eichungen zw ischen den einzelnen M essungen g rössten teils 
ausgeschalte t w erden. D ie in  d ieser W eise als R e su lta t  von  je  zwei bzw . drei 
zusam m engehörigen M essungen e rh a lten en  D iffusion sk o n stan ten  (D v  D 2, D 3) 
w urden  au fe inander bezogen, d .h . die Q uo tien ten  / D 2 ,  D j / D 3 u s w . geb ildet. 
Sodann w urde der M itte lw ert dieser Q uotien ten  e rm itte lt . Im  Falle der G ü ltig ­
k e it des F ickschen  G esetzes m üssen die A bw eichungen  der Q uotien ten  vom  
W erte  eins innerhalb  der Fehlergrenzen  bleiben.

Die h ier an g efü h rte  M essungsreihe w urde b e re its  nach  dieser M ethode 
fü r Z ylinder von versch iedenen  D urchm essern  bei g leichbleibenden A uslaugungs­
zeiten  d u rchgefüh rt :

Zahl der 1 R
D J D ,Messungen m in cm

8 2 0 ,0 0 ,1 4 3  ^
0 ,9 2 2 ^ 0 ,0 3 3

8 2 0 ,0 0 ,2 6 2  J

F ern er w urden  M essungen durchgeführt, wo Z y linder von  versch iedenen  
D urchm essern  versch ieden  lang ausgelaugt w urden  :

Zahl der 
Messungen

t
m in

R
cm

17 10 0 ,1 4 3 D 2/ D i  =  1 ,0 0 4  ±  0 ,0 3 3

17 25 0 ,2 6 0 D 2/ D 3 =  0 ,9 6 2  ±  0 ,0 3 4

17 40 0 ,3 9 6 D i /D 3 =  0 ,9 6 5  ±  0 ,0 3 4

A us diesen beiden  M essungsreihen is t ersich tlich , dass die M itte lw erte  d er 
du rch sch n ittlich en  Q uo tien ten  d er D iffusionskonstan ten  um  ungefähr 4 %  vom  
W erte  eins abw eichen, w as als sehr geringfügig angesehen w erden darf. D ie 
A bw eichung liegt jed o ch  um  ein weniges oberhalb  d e r Fehlergrenzen u n d  b e ­
ru h t  w ahrscheinlich  n ich t au f einem  Zufall. D ie physikalische  E rk lä ru n g  fü r  diese 
A bw eichung w ird  in  unserer näch sten  A rbeit vo rgeleg t w erden.
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Z usam m enfassend d a r f  m an  fests te llen , dass die von uns ausg earb e ite te  
M eth o d e  zur B estim m ung  d er D iffu sionskonstan te  den b isher in  d e r Z ucker­
fa c h lite ra tu r  verö ffen tlich ten  gegenüber w esentlich  genauer is t. D ie  M ethode 
e ig n e t sich vornehm lich  fü r  die E rm ittlu n g  von  U ntersch ieden , die in  der 
D iffu sionskon tan te  infolge ind iv idueller oder S orteneigenschaften  oder infolge 
v e rsch iedener B ehand lung  d er R übe zum  A usdruck  gelangen. A usserdem  w urde 
d ie  G ü ltigke it des F ickschen  G esetzes — von  äusserst geringen, a u f  andere  W ir­
k u n g e n  zuriickzuführenden  A bw eichungen abgesehen — fü r die sich in  der R übe 
absp ie len d en  D iffusionsvorgänge e in d eu tig  bewiesen.
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Z U S A M M E N F A SSU N G

Z ur B estim m ung der D iffu s io n sk o n sta n te  D ,  w elch e in  den  m a th em a tisch en  A u sd rü ck en , 
d ie d ie  Z u ck erfab rik sd iffu sionsvorgän ge b eschreib en , ersch ein t (und w elch e K o n sta n te  für  die 
G esch w in d ig k e it  der Z u ck erd iffusion  innerhalb  der R ü b e  ch arak teristisch  is t ) , is t  e in e  M ethode  
a u sg e a r b e ite t  und eine A p p aratu r k on stru iert w orden . E s  w erden die aus der R ü b e  h erg este llten , 
la n g e n , d ü nnen, zy lin d erförm igen  K örp erch en  m it  grossen  M engen w arm en  W assers au sgelau gt, 
w o n a c h  aus den vor u n d  n a c h  der A u slau gu n g  b estim m ten  A nfangs- u n d  E n d k o n zen tra tio n en  
d ie  D iffu s io n sk o n sta n te  a u f  grap h isch em  W ege e r m itte lt  w ird. E in e M eth od e w ird  zur F e s t ­
s te l lu n g  je n e r  V ersu ch sverh ältn isse gegeb en , b e i d en en  d ie M essungsfeh ler e in e  m in im a le  W irkung  
a u f  d a s R e su lta t  ausü b en . D u rch  d iese  V ersu ch e w u rd e die G ültigk eit des F ic k s c h e n  G esetzes  
— v o n  ä u sserst geringen , a u f  andere W irk u n gen  zu rü ck zu füh rend en  A b w eich u n g en  ab gesehen  — 
fü r  d ie  sich  in  der R ü b e  ab sp ie len d en  D iffu sio n sg ä n g e  e in d eu tig  b ew iesen .

ПОДТВЕРЖДЕНИЕ ПРИМЕНИМОСТИ ЗАКОНА ФИКА К ДИФФУЗИИ САХАРА 
В СВЕКЛЕ. МЕТОДИКА ОПРЕДЕЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА ДИФФУЗИИ

М . Т Е Г З Е  и  Ю . Т Е Г З Е

Р е з ю м е

Авторами разработаны способ и аппаратура для определения коэффициента диф­
фузии сахара в свекле (по закону Фика). Определение сопровождается экстракцией тон­
ких, длинных и цилиндрических свекловичных срезов, большим количеством горячей 
воды. Коэффициент диффузии определяется по концентрациям цельной и экстрагиро­
ванной свеклы графическим методом. Разработан метод определения оптимального режима 
исследования, при котором погрешности измерения в минимальной степени влияют на 
конечный результат.
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Работая по описанному способу, авторы экспериментальным путем пришли к 
выводу, что для диффузии в сахарной свекле действителен закон Фика, за исключением 
только очень незначительных отклонений, имеющих место вследствие прочих воздей­
ствий.

O F  V E R IF IC A T IO N  OF T H E  A P P L IC A B IL IT Y  O F F IC K ’S LAW  TO T H E  D IF F U S IO N  
SU G A R  W IT H IN  T H E  T IS S U E  O F  T H E  B E E T . M E T H O D  OF D E T E R M IN A T IO N  

OF T H E  D IF F U S IO N  C O N ST A N T

M. TE G Z E  & (Mrs.) M. TE G Z E

S U M M A R Y

For th e  d eterm in ation  o f  th e  d iffu sio n  co n sta n t D  (ch aracteristic  o f  the  rate o f  d iffu sio n  
o f  sugar w ith in  the  b eet) figu r in g  in  m a th em a tic a l ex p ressio n s describing the  d iffu sio n  p rocesses  
in  b e e t  sugar factor ies, a m eth od  has b een  e lab orated  and  a dev ice designed . A cco r d in g  to  th is  
m eth o d  lon g , th in  cylindrical slices cu t from  th e  b eet are so ak ed  in  a large q u a n tity  o f  w arm  w a ter  
and th e  d iffu sion  con sta n t is g rap h ica lly  determ in ed  from  the in itia l co n cen tra tio n  an d  th e  
con cen tra tio n  after ex tra ctio n . T est con d ition s are d efin ed  under w hich errors o f  m easu rem en t  
h ave m inim um  in flu en ce on resu lts. T e sts  ex ecu ted  by th is m ethod  have estab lished  th a t  F ic k ’s 
L aw  holds good for diffusion processes tak in g  place in  sugar beet, very  sligh t d iscrep an cies, 
traceab le to other effects , excep ted .

V É R IF IC A T IO N  D E  L ’A P P L IC A B IL IT É  D E  LA LO I D E  FICK  A L ’I N T É R I E U R  
D U  T IS S U  D E  B E T T E R A V E . M É T H O D E  P O U R  D É T E R M IN E R  LA C O N S T A N T E

D E  D IF F U S IO N

M. TEG ZE e t MME M. TE G Z E

R É S U M É

L es auteurs on t donné une m éth od e e t  con stru it un  appareil pour déterm iner la  co n sta n te  
de d iffu sion  —  ind iquée dans les exp ression s m a th ém a tiq u es , v isa n t à  écrire les procès d e  d iffu sion  
en  sucrerie, par D-—qui caractérise la v ite sse  de la d iffu sion  de sucre à  l ’in térieur de la  b e tter a v e . 
E x tra c tio n  est fa ite  des cy lin d res lon gu es e t  m inces de b e tte r a v e  avec  de l ’eau  ch a u d e  à l ’excès , 
et on  déterm in e la con stan te  de d iffu sion  grap h iq uem en t en  p artan t des co n cen tra tio n s in itia le s  
e t  ceu x  d ’après l ’ex traction . D e p lus, u n e m éth od e e s t  d on n ée pour déterm iner les c irco n sta n ces  
d ’exp érien ce  où l’effe t des erreurs de m esure en  v u e  du résu lta t e st m inim um .

I l a été  c o n sta té ,à  l ’aide des exp érien ces co n d u ites se lon  la m éth od e, que la  lo i d e  F ick  
—  à  l ’ex cep tio n  de quelques d év ia tio n s m inim a à  a ttr ib u er  à  des effets d ivers —  e s t  va la b le  
pour les procès de d iffusion  à  l’in térieur de la  co ssette  de b etterave.
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ОБЗОР КНИГ — BOOK REVIEW — COMPTE RENDU 
DE LIVRES -  BUCHBESPRECHUNG

Эмиль Шиманек:

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЭНЕРГИИ В ТЕПЛОСИЛОВЫХ МАШИНАХ

(S c h in ia n ek  E m il : E n erg iaá ta lak u lás h ő erő g ép ek b en )

Akadémiai Kiadó, Budapest, 1954, 208 стр., 79 рис., 40 фор.

Профессор, доктор технических наук Эмиль Шиманек более 50 лет руководил 
Кафедрой теплосиловых машин при Будапештском политехническом институте, и за это 
время воспитал и подготовил несколько поколений инженеров в области теплосиловых 
машин.

За успешную работу в течение продолжительного времени правительство Эмилю 
Шиманеку среди первых присудило премию имени Кошута.

В 1953 году Эмилю Шиманеку исполнилось 80 лет, он полон здоровья и сил. По 
этому случаю его бывшие ученики организовали в честь юбиляра торжественный вечер, 
на котором доктор технических наук Альберт Фоно выступил с поздравительной речью, 
посвященной выдающемуся ученому.

В текущем - 1954 году он обогатил венгерскую техническую литературу новым
крупным трудом — книгой »Преобразования энергии в теплосиловых машинах«.

Труд, судя по названию, кажется чисто теоретическим трудом; вследствие при­
ведения богатого материала, объясняющего тему, и в особенности рассмотрения некото­
рых осуществленных конструкций является исключительно полезным пособием для 
широких кругов читателей, занимающихся вопросом теплосиловых машин. Об этом 
говорит и сам автор труда следующими словами : »Я желаю оказать помощь новаторам 
и повысить эффективность работы конструкторов и работников предприятий».

Труд посвящен поршневым паровым машинам, газовым моторам, паровым и газо­
вым турбинам и рассматривает циклические процессы этих машин. Общий анализ связы­
вается с демонстрацией числовых примеров. Особенно широко рассматривает автор 
газовые турбины, с которыми у  нас занимается много специалистов. Профессор Шиманек 
говорит, что более обстоятельное рассмотрение этих видов машин »требуется потому, чтобы 
исправить ряд ошибок, связанных с этой системой машин, и этим препятствовать тому, 
чтобы часть времени и работы исследователей была бы обращена на исследование таких 
задач, излишность которых можно определить заблаговременно«.

Большое развитие, достигнутое в нашей стране во время первого трехлетнего 
плана, а затем в течение пятилетки, сделало необходимым постоянно повышать число 
подготавливаемых инженерно-технических кадров, большая часть которых занята энер­
гохозяйством в области теплосиловых машин или же теплосиловых станций. Энерго­
хозяйство, ставшее в настоящее время общераспространенным и развившееся в больших 
размерах, естественно, распространилось во всех областях хозяйственной жизни. Однако, 
первостепенную важность имеет то, чтобы имеющиеся в нашей стране энергоресурсы 
были бы использованы с наибольшим хозяйственным эффектом, что во многих случаях 
возможно лишь при детальном и глубоком знании всех сложных теплотехнических 
процессов.

В этом отношении данный труд имеет особое значение, так как наряду с целе­
сообразностью построения и понятливостью языка, а также относительно небольшом
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объеме в книге даются все основные сведения, которые необходимы для хорошо подго­
товленного инженера, занимающегося теплосиловыми машинами или же вообще 
энергохозяйством.

Написанием этого труда, который восполняет имевшийся до настоящего вре­
мени недочет в этой области, венгерской технической литературе, — профессор Шиманек 
выполнил выдающуюся работу, с которой он сильно способствует дальнейшему повы­
шению достигнутых до настоящего времени результатов в энергохозяйстве нашей страны.

А. Юрек

Е .  S c h im a n e k  :

ENERGY CONVERSION IN HEAT ENGINES

(S c h im a n ek  E m il : E n erg iaá ta lak u lás hőerőgépekben)

A kadém iai K ia d ó , B u d a p est 1954, 208 p p ., 79 fig s. Price: F t  40 .
P ro f. Schim anek h e ld  th e  Chair o f H e a t  E n g in es a t th e  T echnical U n iv e r s ity  o f  B u d a ­

p e s t  fo r  ov er  h a lf a cen tu ry  and  tra in ed  in  th a t  period  a series o f generations o f  H ungarian  
en g in eers  in  the Science o f  H e a t  E ngines.

F ir st  o f  all ex ce llen t H u n garian  engineers, he w as aw arded  the high g o v ern m en ta l d ist in c ­
t io n  o f  th e  K ossuth  P rize for a life t im e ’s su ccessfu l w ork .

In  1953 he com p leted  h is 8 0 -th  year in  v igorou s h ea lth  and w as greeted  on  h is  80 -th  b irth ­
d a y  a t  a cordial cerem ony arran ged  b y  his form er s tu d e n ts , on  w hich  occasion  D r. A . F o n ó  ad ­
d ressed  th e  excellen t sc ien tis t.

T h is  year he has en rich ed  our tech n ica l lite ra tu re  in  its  v igorous d e v e lo p m e n t b y  a work  
o f  g r e a t  im portance here rev iew ed .

B y  its  title  th e  b ook  ap p ears to  be a p u rely  th e o re tic a l w ork , h u t a m p le  exp la n a tio n s  
an d  esp e c ia lly  the  p resen ta tio n  o f  ex ecu ted  designs m ake it  v ery  u sefu l for a v e r y  w id e  circle 
o f  h e a t  en gin e  techn icians. T h e  a u th or a lludes to th is  as fo llow s : »I endeavour to  h e lp  in n ovators  
a n d  b o o s t  the  effic ien cy  o f  en g in e  design  and op eration « .

P is to n  steam  and gas en g in es, steam  and gas tu rb in es and their w ork in g  c y c le s  are treated  
in  th e  b ook . G eneral in v e s t ig a t io n s  are e lu cid ated  b y  nu m erica l exam p les to o . E sp e c ia lly  the  
t r e a tm e n t  o f  the gas tu rb in e  is e x te n s iv e , in  w h ich  p rob lem  m any  exp erts o f  th is  co u n tr y  are 
e n g a g e d . T h e author rem arks th ereo n  : «M ore d eta iled  trea tm en t is necessary to  co rrect num erous 
errors r e la tiv e  to th is en g in e  and  to  d issuade researchers from  w astin g  their t im e  on  ta sk s the  
f u t i l i t y  o f  w h ich  can b e fo re to ld .»

In  th is country  f ir s t  th e  T h ree  Y ear P la n , a fterw ard s th e  F ive  Y ear P la n  h a s produced  
g r e a t  econ om ic d ev e lo p m en t req u irin g  tra in in g  o f  m ore and  m ore engineers. M a n y  o f  th em  w ill 
h a v e  to  deal w ith  pow er p rob lem s o f  h ea t en gin es or o f  pow er p lants. P ow er e c o n o m y  im poses  
i t s e l f  o n  all fie lds o f  co n tem p o ra ry  life . E n erg y  resources o f  th is country  h a v e  to  b e  u tilized  
w ith  m a x im u m  e ffic ien cy , an d  th is  is on ly  p o ss ib le  w ith  p erfect cogn ition  o f  th e  com p lica ted  
th e rm o d y n a m ic  processes.

In  th is special se n se  m a n ife s ts  it se lf  th e  grea t im p ortan ce o f  the b ook . In  lo g ic a l bu ildup  
an d  lu c id  language a r e la t iv e ly  sm all v o lu m e  y ie ld s  a ll th e  basic k n o w led g e  th e  engineer  
n eed s in  dealing w ith  h e a t  en g in es or, in  gen era l, w ith  pow er problem s.

T h e  book fills  a gap  and  w ill  b o o st th e  resu lts h ith er to  a tta in ed  in  our p la n n e d  u tiliza tio n  
o f  p o w e r  resources. A .  J u r e k

E .  S c h im a n e k  :

T R A N S F O R M A T IO N  D E  L ’É N É R G IE  D A N S  LE S M A C H IN E S  
C A L O R IQ U E S

(S c h im a n e k  E m il: E n e r g ia á ta la k u lá s  hőerőgép ek b en )

A k a d ém ia i K ia d ó , B u d a p est 1954 , 208 pp . Prix F t. 40.

L e  P rofesseur dr. E m il S ch im an ek  occupa p en d a n t p lus d ’un  dem i sièc le  la  chaire des 
m a c h in e s  caloriques à  la  P o ly tech n iq u e  de B u d a p est  e t  in trodu isit p en d a n t  ce tem ps  
p lu s ie u r s  générations d ’in g én ieu rs dans la sc ien ce des m ach ines ca loriq u es.

E n  reconnaissance de son  a c t iv ité  fru ctu eu se  de p lu s d ’une gén ération , il fu t  u n  des pre­
m iers parm i les ingén ieurs de m érite  au xq u els le  gou vern em en t décérna le P r ix -K o ssu th .
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E n  1953 le professeur Sch im an ek  fê ta  dans la p lén itu d e de ses forces son вО011“* a n n iv er­
saire e t  ses anciens é lèv es p ro fitèren t de c e tte  occasion  pour célébrer le sa v a n t ém in en t. Le 
d iscours so lenn el fu t tenu  par dr. A lb ert F onó .

C ette  an n ée, en  1954, le professeur S ch im an ek  en r ich it la littéra tu re  tech n iq u e  hongroise  
par u n e n ou v elle  oeuvre rem arquab le, la «T ransform ation  de l ’énérgie dans le s  m ach ines  
ca loriq u es» .

L e titre  sem ble indiquer un ouvrage p u rem en t théoriq ue ce qui n ’est n u llem en t le cas, 
le livre  é ta n t  par la richesse de ses ex p lica tio n s  e t  des d éta ils  de con stru ction  q u ’il co n tien t  
d ’une im p ortan ce cap ita le  pour le grand nom bre de ceu x  qui s ’occu p en t de m a ch in es ca lo ­
riques. L ’auteur lu i-m êm e le sou lign e quand  il écr it : «. . .Je  voudrais apporter une aide 
à  ceu x  q u i veu len t am éliorer ou transform er ce qui e x is te  e t  en m êm e tem p s con trib u er à  aug­
m en ter  les résu lta ts  des con stru cteu rs e t  des travailleurs des u sin es.»

L e livre tra ite  des m ach ines à  vap eu r à  p isto n , des m oteu rs à  gaz , ainsi que des turb in es  
à  v a p eu r  e t  à  gaz  e t  de leur c y c le s  d ’o p eration . L es con sid ération s générales so n t co m ­
p létées par des exem p les num ériques. L es turb in es à  gaz fa isa n t l’o b je t des rech erch es de 
b eau cou p  de sp éc ia listes en H on grie so n t tra itées en  d éta il. Le professeur S ch im an ek  écrit : 
« Il e s t  nécéssaire de nous arrêter p lu s lo n g u em en t à  ce su je t pour éclaircir les erreurs re la tives  
à  ce sy stèm e  de m ach ine. Je  désire em p êch er que des sa v a n ts  consacrent u n e p artie  de leur 
tem p s e t  de leur énérgie à  résoudre de p rob lèm es d o n t l ’in u tilité  p eu t être d’em b lée  recon n u e.»

L es grands progrès que n otre p a y s a réa lisés grâce a u x  p lans triennal e t  qu inq u en n al 
ex ig e  la form ation  d ’un nom bre gran d issan t d ’ingén ieurs d on t une partie  considérable s ’occupe  
d es p rob lèm es de m ach ines ca loriq u es e t  d ’u sin es é lec tr iq u es . L ’e x p lo ita tio n  d ’énérg ie qui 
a connu  un  im m en se d évelo p p em en t, s ’e s t  acqu is u n e im p ortan ce générale et s ’é ten d  au jo u rd ’­
hui sur to u te s  le s  branches de la v ie  écon om iq ue . Il e s t  ab so lu m en t n écéssaire cep en d a n t de 
m ettre  à  p ro fit d ’une m anière ration nelle  les sources d ’énérgie qui son t à  la d isp osition  de notre  
p a y s e t  cec i, en b eaucoup  de cas n ’e st p ossib le  que par la con n aissan ce ex a cte  d es processus  
com p liq u és de la  th erm od yn am iqu e.

L ’im portan ce p articu lière de l ’ouvrage réside dans sa structure log iq u e, sa lan gu e claire 
e t  le  fa it  q u ’il résum e les connaissances é lém en ta ires nécéssaires à  to u t  in gén ieur de form ation  
ap p rofon d ie, sp écia lisé  dans les m ach ines caloriques ou tra v a illa n t en général dans l ’e x p lo ita tio n  
d ’én érg ie.

D ans notre littéra tu re  tech n iq u e le livre  v ie n t  com bler une lacune c o n sta té e  depuis 
lo n g tem p s e t  p erm et d ’avancer dans un  ry th m e accéléré les perform ances de n otre  ex p lo ita tio n  
d ’énérgie.

A . J u r e k

E .  S c h im a n e k  :

E N E R G IE U M W A N D L U N G  IN  W Ä R M E K R A F T M A S C H IN E N

(Sch im an ek  E m il: E n erg ia á ta la k u lá s hőerőgépekben)

A k a d ém ia i K iad ó . B u d ap est 1954. 208 S e iten , 79 A bbildungen . Preis F t .  4 0 .—

D urch  m ehr als ein  halbes Jah rh u n d ert h a tte  P rofessor D r. E m il S ch im a n ek  an der  
T ech n isch en  U n iv ersitä t B u d ap est den  L eh rstu h l für  W ärm em asch in en  in n e u n d  b ild e te  in  
dieser Z e it G enerationen  v o n  In gen ieu ren  in  der W issen sch a ft der W ärm ek raftm asch in en  heran .

In  A nerkennung se ines über ein  M en sch en a lter  w ährenden  erfolgreichen  W irk en s w urde  
P rofessor Sch im anek  als erster u n ter  d en  hervorragend en  In gen ieu ren  U ngarns v o n  unserer  
R egieru n g durch  V erleihung des K ossu th p re ises au sgezeich n et.

Im  Jahr 1953 k onnte P rofessor S ch im an ek  in  v o ller  F rische se inen  a ch tz ig sten  G eb u rtsta g  
b egeh en , und für seine eh em aligen  Schü ler w ar d ieser F estta g  ein  w illk om m en er A n la ss , den  
b ed eu ten d en  G elehrten  zu fe iern , w o b ei D r. A lb er t F onó  die F estrede h ie lt.

J e tz t , 1954, h a t P rofessor S ch im an ek  un sere au fstreb en d e ungarische tech n isch e  L iteratu r  
um  ein  neues und b ed eu tend es W erk, »E n erg ieu m w a n d lu n g  in W ärm ek raftm asch in en « , bereichert.

D er T ite l des B u ch es erw eck t den  A n sc h e in , a ls h and le es sich  um  ein rein th e o retisch es  
W erk ; dem  ist  aber n ich t so , d en n  es is t  d an k  der F ü lle  se iner E rläu teru n gen  u n d  d er  a n g e ­
geb en en  K on stru k tion sein zelh eiten  auch  für  d ie  breite  S ch ich t derjen igen  überaus n ü tz lic h , die 
sich  m it W ärm ekraftm asch inen  b efassen . D er A u tor se lb st verw e ist darauf, in d em  er sch re ib t : 
». . .Ic h  m öch te  denen  b e isteh en , d ie V o rh an d en es verb essern  oder neu  g esta lten  w o lle n  und  
auch d azu  b eitragen , den  A rbeitserfo lg  der K o n stru k teu re  und der W erk tä tigen  in  den  B etr ieb en  
zu ste ig ern .«
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D a s B u ch  b eh a n d e lt  d ie K o lb en d am p fm asch in en , G asm otoren , sow ie d ie D a m p f- u n d  
G astu rb in en  u n d  deren  w ärm etech n isch en  K reislauf. A llg em ein e  U ntersu ch u n gen  w erd en  durch  
Z a h len b eisp ie le  ergän zt. D ie  G astu rb in en , m it w elch en  sich  au ch  h e i uns v ie le  F a ch le u te  b efassen , 
w erd en  v o m  A utor sehr e in g eh en d  besprochen. P rofessor S ch im an ek  schreibt d azu  : » E s is t  e ine  
au sfü h rlich ere  B e h a n d lu n g  d ieses G egenstandes n ö tig , u m  v ie le  a u f d ieses M asch inensystem  
b ezü g lich e  Irrtüm er zu  b er ich tig en . Ich  w ill d a m it verh in d ern , dass G elehrte e in en  T e il ihrer  
Z eit u n d  A rbeit für  d ie  E rfo rsch u n g  von  A u fgaben  au fw en d en , deren N u tz lo s ig k e it  im  v o r ­
h in e in  zu  erkennen ist .«

D ie  grosse E n tw ic k lu n g , d ie  unser Land dem  ersten  D reijah rp lan  und  dem  F ü n f jahrp lan  
v e r d a n k t, m a ch t die A u sb ild u n g  einer im m er grösseren  Z ah l v o n  In gen ieu ren  n o tw en d ig , v o n  
d e n e n  sich  ein erheb licher T e il m it  der E n erg iew irtsch a ft a u f  dem  G eb iet der W ärm ek ra ft­
m a sc h in e n  oder-an lagen  b e fa ss t. D ie  h eu te  schon  A llg em ein g u t gew ordene u n d  h o ch en t­
w ic k e lte  E n erg iew irtsch aft er s tr eck t sich  b egreiflich erw eise  a u f  jed es G eb iet des W ir tsch a fts­
le b e n s . V o n  au ssch laggeb en d er W ich tig k e it  is t  es ab er , d ie u nserem  V aterlan d  zur V erfügung  
s te h e n d e n  E n erg iesch ätze  au fs ra tio n e lls te  a u szu n u tzen , w a s in  v ie len  F ä llen  nur durch  die 
g e n a u e  K en n tn is  der k o m p liz ier ten  V orgänge der W ärm eleh re  m öglich  ist.

D ie  besondere B e d e u tu n g  d es besprochenen  W erk es l ie g t  darin , dass es m it  log isch em  
A u fb a u , k larer Sprache u n d  kurz g efa ss t  alle gru n d legen d en  K en n tn isse  v e r m itte lt , d ie d em  sich  
m it W ä rm ek raftm asch in en  oder im  a llgem einen  m it  E n er g iew irtsch a ft b efassen den  g u t  a u s­
g e b ild e te n  Ingenieur n ö tig  sind .

In  unserer te c h n isc h e n  L itera tu r fü llt  d ieses B u ch  e in e  se it langem  em p fu n d en e L ü ck e  
a u s, u n d  P rofessor S c h im a n e k s hervorragende A rb eit fö rd ert in  erheb lichem  M ass d ie b isherigen  
L e is tu n g e n  unserer E n er g iew irtsch a ft.

A .  J u r e k

Дьёрдь Барта:

ИЗМЕНЕНИЕ СИЛЫ ЗЕМНОГО МАГНЕТИЗМА В ВЕНГРИИ 

(B arta  G y ö r g y  : A fö ld m ágn esség i erő v á lto z á sa i M agyarországon)

A k a d é m ia i K ia d ó , B u d a p est, 1954, 146 стр., 60 фор.
(Текст опубликован на венгерском, русском и немецком языках)

Геофизическая разведка, как любая другая наука, исходит из данных наблюде­
ний. Геофизическая разведка может быть разбита на 3 части : на сбор данных, на обра­
ботку данных (анализ) и на систематизацию собранных данных (синтез).

В геофизике сбор данных, в первую оче едь, означает производство измерений, 
и если необходимо сделать выводы относительно процессов, происходящих в толще 
земного шара, тогда измерения необходимо распространить на весь земной шар. Но 
одновременно опознание происходящего процесса делает необходимым производить 
наблюдения изменений явления во времени. Исследование изменений во времени является 
связанным с определенным местом и часто в связи с местом производства измерений предъ­
являются специальные требования. Эти требования определяют размещение обсерва­
тории и, таким образом, магнитных обсерваторий.

В книге Дьердя Барта »Изменения силы земного магнетизма в Венгрии« дается 
сводка и анализ наблюдений элементов земного магнетизма в Венгрии. Первая часть 
труда состоит из четырех глав.

В главе »Изменение силы земного магнетизма во времени — в Венгрии« сначала 
дается обзор работ, проводившихся в Венгрии в этой области в обсерватории. Эта часть 
является исключительно интересной и важной и с точки зрения истории развития науки 
в Венгрии. Данные наблюдений в обсерваториях Венгрии дают такую непрерывную 
серию за значительное время, что на основе их можно сделать выводы относительно изме­
нений элементов магнетизма за столетие. В этой главе Барта показывает, что изменение 
элементов за столетие имеет волнообразный характер с периодом в 44 года. Эта волна 
интересна уже и потому, что период этой волны является как раз четырехкратным периода 
максимума и минимума солнечных пятен. Наложенная волна имеет место не только в 
серии наблюдений, проведенных в Венгрии, но и в данных других обсерваторий.

В главе »Изменение магнитных элементов за столетие на основе данных измерений 
государственного характера« дается отчет об измерениях, проведенных на территории 
Венгрии, сначала давая исторический обзор по рассматриваемому вопросу, аналогично 
первой главе, затем на основе обработки данных по элементам Н и I за 1949 -1950 гг. 
даются нормальные величины для 1950, О.
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Третья глава озаглавлена : »Основание обсерватории земного магнетизма в
Будакеси и данные результатов измерений за 1949 -1950 гг.»,

В этой главе автор рассматривает условия, приборы и данные приборов, необ­
ходимых для измерения и регистрации, которые представили основу измерений за 1949 -  
1950 гг. на всей территории страны. Последняя глава озаглавлена »Результаты обра­
ботки данных записей магнитных измерений». В этой главе подводится итог обработки 
данных магнетограмм, отнесенных на суточные изменения и магнитные бури.

Серия таблиц, составляющая вторую часть книги, представляет собою для иссле- 
дователей-геофизиков очень большую ценность.

Лучше всего о ценности приведенных таблиц можно сделать вывод, если перечи­
слить их названия. Таковыми будут : Изменение магнитного склонения в Венгрии. Маг­
нитное склонение Одьялла Будапешт Херень на основе государственных измерений 
за 1890г. Изменение за столетие составляющих силы земного магнетизма в Одьялла. Изме­
нение за столетие магнитного склонения (D) в обсерваториях в Абингере, Осло и Слуцке. 
серия магнитного склонения в Одьялла (период 22 года). Данные К- Крейла, пересчитан­
ные к периоду времени 1850, О. Данные измерений Гуидо Шенцдя, пересчитанные к пе­
риоду времени 1875, О. Данные измерений Игнаца Курлендера, пересчитанные к периоду 
времени 1890, О. Данные измерений Лайоша Штейнера в районе Балатона, пересчитан­
ные к периоду времени 1902, О. Данные измерений Ене Хофгауера магнитных склонений, 
произведенных в 1934 1936 гг. и в 1941 г., пересчитанные к периоду времени 1936, О и
соответственно 1942, О. Данные измерений Дьёрдя Барта и Енё Хофгауера в северной 
части Трансильвании, сведенные к периоду времени 1943, О. Данные измерений магнит­
ного склонения в Будакеси за 1949 1950 гг. Данные измерений горизонтальных сла­
гающих в Будакеси за 1949 50 гг. Данные измерений вертикальных составляющих в
Будакеси за 1949 - 50 гг. Месячные средние данные слагающих магнитной силы в Буда­
кеси за 1949 1950 гг. Средние часовые величины элементов земного магнетизма за
1949 1950 гг. Сводные таблицы изменений элементов земного магнетизма.

Явления магнитного поля дают все больше и больше возможностей проникнуть 
в глубь земного шара. На основе их можно получить ответ по таким вопросам, по кото­
рым при помощи каких-либо других методов нельзя получить даже приближенного 
ответа. Книга Дьёрдя Барта является значительным шагом по пути опознания магнит­
ного поля.

Л .  Эдьед

G y. B a r ia  :

T E M P O R A L  C H A N G E  O F  T H E  T E R R E S T R IA L  M A G N E T IC  F O R C E  I N  H U N G A R Y  

(B a r ta  G yörgy  : A  fö ldm ágn esség i erő v á lto z á sa i M agyarországon)

A k ad ém ia i K ia d ó , B u d ap est 1954. 146 p p . P rice : F t. 70  
(T e x t  in  H ungarian , R u ssia n  and G erm an)

L ik e all sc ien ces, G eo p h y sica l R esearch  starts from  o b servation s. R esea rch  has thre 
p h ases : gathering d ata , th e ir  eva lu a tio n  (analysis) an d  arrangem ent (sy n th e sis) .

G athering g eo p h ysica l d a ta  con sists f ir s t  o f  m easu rem en ts ; i f  co n c lu sio n s  h a v e  to  he 
draw n to  processes in  th e  in te r io r  o f  th e  E arth , m easu rem en t is ex ten d ed  to  th e  en tire  E arth . 
H o w ev er , cogn ition  o f  th e  p rocess also im plies th e  o b serv a tio n  o f  th e  change o f  th e  phenom enon  
in  t im e . O bservation  o f  tem p o ra l ch an ge is lo ca lly  b ou n d  and o ften  sets up  sp e c ific  requirem ents 
re la tiv e  to  th e  p lace o f  o b ser v a tio n . T hese requ irem ents d eterm in e th e  lo ca tio n  o f  ob servatories , 
an d  th u s o f  m agnetic  ob serv a to r ies  too .

T h e book  o f  G y. B a r ta  sum m arizes and an a ly zes terrestr ia l m agnetic  e le m e n ts  observed  
in  H u n gary . I ts  F ir s t  P art co n sis ts  o f  four chapters.

C hapter «T em poral V a ria tio n  o f  th e  T errestrial M agn etic  Force in  H u n g a ry »  y ie ld sf ir s t  
a rev iew  o f  ob servatory  w ork  d on e in  H ungary , v e r y  in terestin g  and im p o r ta n t  a lso  from  the 
p o in t o f  v iew  o f  th e  h isto ry  o f  Science in  H un gary . D a ta  o f  H ungarian  o b ser v a to r ie s  g iv e  such  
a  lo n g  con tinu ou s series o f  ob serv a tio n s th a t p erm it con clu sion s to  the  se cu la r  varia tio n  of  
m a g n etic  elem en ts a lread y . T h e  author revea ls here a w a v e  o f  44 years p e r io d ic ity  superposed  
o n  th e  secular varia tio n  o f  m a g n e tic  elem en ts. I t  is o f  sp ec ia l in terest, b eca u se  th is  frequency  
e x a c t ly  corresponds to  four t im e s th e  sun sp ot cyc le . T h e  su p erp osition  o f  th is  w a v e  does not  
o n ly  appear in  th e  series o f  ob serv a tio n s m ade in  H u n g a ry , b u t also in  d a ta  o f  o th e r  observ­
atories.
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C h ap ter  «Secular V a r ia tio n s  o f  M agnetic E lem ents B a se d  u p on  N ation a l S u rv ey s»  e x h ib its  
f ie ld  o b ser v a tio n s , gives f ir s t  a h is to r ic a l review  analogous to  th a t  in  Chapter th e  F ir st  ; a fter­
w a r d s  n o rm a l values o f h o r izo n ta l in te n s it ie s  and in clin ation s b a sed  on  eva lu ation  o f  th e  N atio n a l 
S u r v e y  o f  1949-50 are g iv en  re ferred  to  0 hour, 1950.

C hapter the Third e n t it le d  « E stab lish m en t o f  th e  B u d a k e sz i O bservatory  o f  T erres­
tr ia l  M a g n etism  and R esu lts  o f  M easu rem en ts o f 1949 — 5 0 »  d ea ls w ith  con d itio n s o f  m e a ­
su r e m e n t , m easuring and r e g is tr a t io n  instrum ents and  th e ir  d a ta  re la tive  to  th e  N a tio n a l  
S u r v e y  o f  1949 — 50. C h a p te r» R esu lts  o f  Interpretation  o f  M a g n etic  O b servation s«su m m arizes  
r e su lts  o f  eva lu ation  of m a g n e to g ra m s rela tive  to diurnal v a r ia t io n s  and m agnetic  d istu rb a n ces.

T a b u la tio n s o f the S econ d  P a r t  o f  th e  book are a v e r ita b le  treasu ry  o f  G eop h ysica l R e-  
se r c h  a s  sh ow n  by a q u o ta tio n  o f  t i t le s  :

C h an ge of m agnetic d e c lin a t io n  in  H ungary. M agnetic d e c lin a tio n  o f  Ó g y a lla — B u d a p e s t— 
H e r é n y , b a sed  on the 1890 N a t io n a l  S u rvey . Secular v a r ia tio n  o f  m agnetic  d ec lin a tio n  (D ) a t  
th e  A b in g e r , Oslo and S lu tzk  o b se r v a to r ie s . Series o f  m a g n e tic  d eclin a tion  over  a p eriod  o f  
22 y e a r s  a t  Ó gyalla. R esu lts o f  m e a su r e s  o f  K . R eil reduced to  0 h .,  1850. R esu lts  o f  m easu rem en ts  
o f  G . S c h e n z l reduced to 0 h ., 1 8 7 5 . R esu lts  o f m easu rem en ts o f  I. K urländer reduced  to  O h ., 
1 8 9 0 . R e s u lts  o f  m easurem ents o f  L . S te iner execu ted  in  th e  L a k e  B a la ton  area, red u ced  to  
0 h .,  1 9 0 2 . R esu lts o f  d ec lin a tio n  m easu rem en ts o f  J . H o fh a u se r  ex ecu ted  in  1934 -3 6  and  in  
1 9 4 1 , r e d u c e d  to  0 h, 1936 an d  1 9 4 2  resp ectiv e ly . M easu rem en ts in  N o rth  T ra n ssy lv a n ia  m ade  
b y  G y . B a r ta  and J. H ofh au ser  r e d u c e d  to 0 h., 1943. M a g n e tic  d eclin a tion  m easu rem en ts a t  
B u d a k e s z i in  1949 - 5 0 .  M easu rem en ts o f  horizontal in te n s ity  a t  B u d a k esz i in  1949 — 50. M easure­
m e n ts  o f  vertica l in te n sity  a t  B u d a k e sz i in 1949— 50. M en sua l m ean  co m p o n en ts o f  m a g ­
n e t ic  fo r c e  in  1949—50 a t B u d a k e sz i. H oarly  averages o f  terrestr ia l m ag n etic  e lem en ts  in  
1949  — 5 0 . Sum m arizing tab les o f  t h e  ch an ge in  terrestria l m a g n e tic  elem ents.

P h en o m en a  of the m a g n e tic  sp a ce  allow more and m ore in sig h t in to  processes o f  th e  
in te r io r  o f  th e  Earth. T h ey  offer  a n sw e r s  to questions to  w h ic h  o th e r  research m eth o d s ca n n o t  
re p ly  e v e n  approxim ately. T h e  b o o k  o f  G y. B arta is an e s se n tia l step  tow ard th e  co g n itio n  o f  
th e  m a g n e tic  space. L . E g y e d

G y. B a r ta  :

L E S  V A R IA TIO N S D U  M A G N É T ISM E  T E R R E S T R E  E N  H O N G R IE  

(B arta  G yörgy : A  fö ld m á g n e ssé g i erő v á lto z á sa i M agyarországon)

A kadém iai K ia d ó , B u d a p est 1954, 146 p . P r ix  : F t . 60 
(T e x te  e n  h on gro is, russe e t  a lle m a n d )

L a  recherche géop h ysiq u e, c o m m e  to u te  science p art d e  l ’o b serv a tio n  et p eu t être d iv isée  
en  tr o is  p a r t ie s  : le recueil des d o n n é e s , leur élaboration (a n a ly se )  e t  leur ran gem en t (sy n th è se).

L e  recu eil des données s ig n if ie  d a n s la géophysique en  p rem ier  lieu  des m esures, e t  si l ’on 
désire  co n c lu re  aux procéssus s ’o p é r a n t  dans l ’intérieur de la  terre , il  fa u t étendre les m esures  
à  to u te  la  terre. La co n n a issa n ce  e x a c te  du procéssus n é c é ss ite  cep en d an t l ’o b serv a tio n  de 
ses v a r ia t io n s  dans le tem ps. L ’é tu d e  d e  la variation  tem p ore lle  e s t  a tta ch ée  à  un  lieu  déterm iné  
e t  b ie n  so u v e n t  pose des co n d itio n s  sp éc ia le s  quant à  l ’en d ro it d e  la  m esure. Ce so n t ces con d i­
tio n s q u i d éterm inent l ’em p la c e m e n t d es observatoires, en  p a rticu lier  celu i des o b servato ires  
m a g n é tiq u e s .

D a n s  son livre in titu lé  « L e s  v a r ia tio n s  de m agn étism e terrestre en H on grie» , G yörgy  
B a r ta  n o u s  donne la som m e a in si q u e  l ’a n a ly se  des élém ents d u  m a g n é tism e  observés en  H on grie. 
L a I e p a r t ie  de l ’ouvrage co m p ren d  4  chapitres.

D a n s  le  chapitre tra ita n t d e la  v a r ia tio n  tem porelle d u  m a g n é tism e  terrestre en  H on grie, 
il  e sq u is se  le  tableau des tr a v a u x  d ’o b serv a to ire  effectués sur le  territo ire de la H on grie . C ette  
p a rtie  p r é se n te  beaucoup d ’in té r ê t  a u ss i du point de v u e  d e  l ’h isto ire  de la sc ience hongroise. 
L es d o n n é e s  des observatoires d e  H o n g r ie  con stitu en t une si lo n g u e  série in in terrom pue d ’ob serv a ­
t io n s  q u ’e lle s  perm etten t m êm e d e  co n c lu r e  aux variations sé cu la ir es des élém en ts m agn étiq u es. 
D a n s ce  ch a p itre  B arta d ém ontre  q u e  d an s la variation sé cu la ire  d es élém en ts on  re tro u v e  une  
on d e  su p erp o sée  d’une période d e 4 4  an s. Ce qui con stitu e  l ’in té r ê t  de ce tte  onde c ’e s t  que sa 
p ériod e e s t  précisém ent le q u ad ru p le  d e  ce lle  de l’activ ité  d es ta c h e s  solaires. L ’onde superposée  
n ’a p p a r a ît  p a s  seulem ent dans les  sé r ie s  d ’observations fa ite s  en  H on g rie , m ais encore dans les  
d o n n ées  d ’a u tres observatoires.

D a n s  le  chapitre su iv a n t, in t i t u lé  «L a variation  sé cu la ire  d es élém en ts m a g n é tiq u es, à  
la  b a se  d e s  m esures nation ales» , l ’a u te u r  an alyse  les m esures r ég io n a les , en  d on n an t, com m e au
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ch ap itre p récéd en t, une revue h istoriq u e, p u is com m u n iq u e les va leu rs norm ales d es é lé m e n ts  
H et I. re la tiv e  à  0 h  1950, ob tenu es de l ’é lab oration  des m esures m agnétiques e ffe c tu é e s  en 
1949— 50.

L e tro isièm e chap itre porte le  t itre  «L a  création  de l’ob servato ire de m agn étism e terrestre  
à  B u d a k esz i e t  les résu lta ts  des m esures effec tu ées en  1949— 50».

L ’au teur y  décrit des circonstances, les in stru m e n ts  nécéssaires à  la m esure e t  à  l ’en reg istre­
m en t qui a v a ie n t  form é la base de la m esure n atio n a le  de 1949— 50. L e dernier ch ap itre « R é su lta ts  
de l ’é lab oration  des enregistrem ents m a g n étiq u es»  résu m e les résu lta ts ob tenu s de l ’a n a ly se  
de m agnétogram m es concernant les v a r ia tio n s journalières e t  les a g ita tion s m a g n é tiq u es .

L es ta b le a u x  coi s t itu a n t la d eu x ièm e p artie  du  livre so n t un  véritab le tréso r  p ou r  les 
chercheurs de la géop h ysiq u e.

On en dira le  p lu s en  én u m éran t leurs t itres : L a varia tio n  de la déclinaison  m a g n étiq u e  
en  H on grie . La d éclin a ison  m agnétiq u e de Ô gyalla— B u d a p est— H erén y  à  la base d es m esu res  
n a tio n a les effec tu és en 1890. La varia tio n  sécu laire d es com p osan tes du m agn étism e terrestre  
à  Ô gyalla . La v a r ia tio n  séculaire de la d éclin a ison  m a g n étiq u e  (D ) dans les o b ser v a to ires  de 
A bin ger, O slo e t  S lu tzk . La série b loxam ée de la d éclin a ison  m agnétiq u e à Ô gyalla  ( in terv a lle  
de b lox a m a g e  : 22 ans). R ésu lta ts  de K ároly  K reil réd u its à  0 h 1850. R ésu lta ts d es m esu res  
de G uido S ch en u l réd u its à  0 h 1875. R ésu lta ts  des m esures de Ignác K urländer réd u its  à  0 h 
1890. R ésu lta ts  des m esures effectu ées au x  en viron s du  B a la to n  par L ajos S teiner réd u its  à 0 b 
1902. R ésu lta ts  des m esures de la déclinaison  m a g n é tiq u e  effectu ées en  1934— 36 e t  1941 par 
Jen ő  H ofh au ser , réd u its à  0 h 1936 resp. 0 b 1942. M esures e ffectu ées au N ord de la T r a n sy lv a n ie  
par G yörgy  B arta  e t  Jen ő  H ofhauser réd u ites à  0 h 1943. M esures des déclinaisons m a g n é tiq u es  
à  B u d a k esz i en  1949— 50. M esures de la com p o sa n te  h orizon ta le  à  B udakeszi en  1949— 50. 
M esures de la com p osan te  h orizontale à  B u d ak eszi en  1949— 50. M oyennes m en su elles  d e  la 
force m ag n étiq u e  à  B u d ak eszi en 1949— 50. V aleurs m o y en n es horaires des é lém en ts de m a g n é­
tism e terrestre en  1949— 50. T ab leau x  résu m an t les v a r ia tio n s des élém ents du m a g n é tism e  
terrestre.

L es p h én om èn es de l ’espace m a gn étiq u e n ou s p erm etten t de voir de p lu s en  p lu s  clair  
dans les p rocéssu s de l ’in térieur de la terre. N o u s en  ob ten o n s de réponses à  des q u estio n s  a u x ­
quelles les au tres m éth o d es sont lo in  de p ou vo ir  répondre. L e livre de G yörgy B a r ta  m arque  
u n e éta p e  im p o rta n te  sur le chem in vers la co n n a issan ce de l ’espace m agnétique. L . E g y e d

G y . B a r ta  :

D IE  V A R IA T IO N E N  D E R  E R D M A G N E T IS C H E N  K R A F T  IN  U N G A R N  

(B a rta  G yörgy  : A fö ld m ágn esség i erő v á lto zá sa i M agyarországon)

A k ad ém iai K iad ó , B u d ap est 1 9 5 4 ,1 4 6  S. P reis 60 F t. (V ollständ iger  T e x t in  u n garisch er , 
russischer und d eu tsch er  Sprache).

D ie  geop h ysik a lisch e Forschung geh t — w ie jed e  W issen sch aft — von  der B e o b a c h tu n g  
aus u n d  lä ss t  sich  dem zufolge in drei T e ile  g liedern  : in  das Sam m eln , in das A u fa rb e iten  u n d ,  
in  das O rdnen der A ngaben .

D as S am m eln  von  A ngaben b ed eu te t in  der G eop h ysik  in  erster  L in ie  M essu n gen  ; w ill  
m an nun a u f d ie sich  im  Inneren der E rde a b sp ie len d en  P rozesse fo lgern , so sind d ie  M essungen  
a u f d ie gan ze E rde ausszudehnen . D ie  E rforschung d ieser P rozesse  erfordert aber a u ch  g le ic h ­
zeitig  die B eo b a ch tu n g  der ze itlich en  V eränderung der E rscheinungen . D ie U n tersu ch u n g  der  
zeitlich en  V eränderung ist ortsgebunden  und s te llt  h ä u fig  besondere A nforderungen , d ie  m it  
dem  O rt der M essung Zusam m enhängen. D iese  A n ford eru n gen  b estim m en  dann d ie  L a g e  der 
O bservatorien  und som it auch  der erd m agn etisch en  O bservatorien .

In  dem  hier besprochenen B u ch e g ib t G y. B arta  eine Z usam m enfassung u n d  A n a ly se  
der in  U n garn  b eob a ch te ten  erd m agn etisch en  E lem en te . D er erste  T eil des B u ch es  b e s te h t  
aus v ier  K ap ite ln .

Im  A b sc h n itt  » D ie  ze itlich e V ariation  der erd m agn etisch en  K raft in  U n g a rn «  g ib t  der 
V erfasser zu erst e ine Ü b ersich t über d ie a u f dem  G eb iete  U ngarns d u rch gefüh rten  O b ser­
va to r iu m sa rb eiten . D ieser  T eil ist auçh  vo m  G esich tsp u n k t der ungarischen  W isse n sc h a fts ­
g esch ich te  ausserordentlich  in teressan t und  b ed eu tu n g sv o ll. D ie  von  den u n garisch en  O b ser­
v a torien  gesam m elten  A ngab en  stellen  e in e  so lan ge und  k on tin u ierlich e  R eihe von  B eo b a c h tu n g en  
dar, d ass es m öglich  is t , aus ihnen  F olgeru ngen  über d ie  S äk u larvariation  der erd m a g n etisch en  
E lem en te  zu z ieh en . In  d iesem  K ap ite l w eist der V erfasser  n ach , dass die S ä k u larvaria tion  von
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ein er  W e lle  überlagert i s t ,  deren  P eriode e tw a  44 J a h re  b e tr ä g t. D iese  W elle  is t  d esw eg en  v o n  
In te r e s se , w eil ihre P er io d e  gerad e das V ierfache der P er io d e  der S o n n en fleck en tä tig k e it  a u s­
m a ch t. D iese  su p erp on ierte  W elle  is t  n ich t nur aus d en  u n g a r isch en  B eobachtu n gsreih en , son d ern  
a u ch  au s den  A n gab en  d er  ü b r ig en  O bservatorien  ers ich tlich .

D er A b sch n itt » D ie  S ä k u larvaria tion  der m a g n e tisc h e n  E lem en te  a u f G rund der L a n d es­
m e ssu n g e n «  b erich tet ü b er  d ie  m agn etisch en  M essu n gen  a u f  d em  G ebiete U n garn s. Z uerst w ird , 
ä h n lich  w ie  im  v origen  K a p ite l , e in  h istorischer Ü b erb lick  ü b er  die Frage g eg eb en , u m  sch liesslich  
zu  d en  aus den m a g n e tisc h e n  L an d esm essu n gen  der J a h r e  1 9 4 9 — 50 erm itte lten  N orm a lw crten  
der E lem en te  H  u n d  I  fü r  d en  Z eitp u n k t 1950, 0 zu  g e la n g en .

D er T ite l des d r it te n  A b sch n itte s  la u te t  : » D ie  E r rich tu n g  des erd m agn etisch en  O b ser­
v a to r iu m s in  B u d a k esz i u n d  d ie E rgeb n isse  der 1 9 4 9 — 50 au sgefü h rten  M essungen«. In  d iesem  
A b sc h n itt  w erden  je n e  U m stä n d e , jen e  zur M essung u n d  R eg istr ieru n g  b en u tz ten  In str u m en te  
u n d  In str u m en ten a n g a b e n  b eschr ieb en , d ie die G ru n d lage der L an d esm essu n gen  der Jahre  
1 9 4 9 — 50 b ildeten .

D er  v ierte  A b sc h n itt , » D ie  E rgebnisse der B e a rb e itu n g  der m agnetisch en  R eg istr ieru n gen « , 
fa ss t  d ie  aus der A u fa rb e itu n g  der M agnetogram m e s ta m m e n d e n  E rgebnisse über die tä g lic h e n  
V erän d eru n gen  und ü b er  d ie  m agn etisch en  U nruhen  zu sam m en .

D er  zw eite  T e il d es B u ch es , der die A b b ild u n gen  u n d  T ab ellen  en th ä lt, s t e l lt  e ine w ah re  
S ch a tzk a m m er für d ie G eop h y sik er  dar. E in e  e in fach e A u fzäh lu n g  der T ab ellen ü b ersch riften  
sa g t  m eh r über d iesen  T e il  aus a ls  eine eingehende B esp rech u n g  :

D ie  V ariation  der m a g n e tisch en  D ek lin a tio n  in  U n g a rn . — D ie m agn etisch e D e k lin a tio n  
in  Ó g y a lla , B u d a p est u n d  H e r é n y  au f Grund der 1890er L an d esm essu n g . — D ie  S ä k u larvaria tion  
der K o m p o n en ten  der erd m a g n etisch en  K ra ft in  Ó g y a lla . — D ie  Säku larvariation  der m a ­
g n e t isc h e n  D ek lin a tio n  (D )  in  d en  O bservatorien  v o n  A b in g er , Oslo und S lu tzk . — B lo x a m ierte  
R e ih e  der m agn etisch en  D e k lin a tio n  in  Ó gyalla  (B lo x a m ieru n g sin terv a ll : 22 Jahre). — D ie  
a u f  d en  Z eitp u n kt 1 8 5 0 ,0  um gerech n eten  M essu n gsergeb n isse  vo n  K áro ly  K reil. — D ie  
M essungsergehn isse v o n  G u id o  S ch en zl, au f den  Z e itp u n k t 187 5 , 0 um gerechnet. — D ie  M essungs­
erg eb n isse  v o n  Ig n á c  K u rlä n d er , a u f den Z e itp u n k t 1 890 ,0  u m gerechnet. — D ie  M essu n gs­
erg eb n isse  v o n  L ajos S te in e r  aus der P la tten seegegen d , a u f  d en  Z eitp u n kt 1902,0 u m gerech n et. — 
D ie  E rgeb n isse der in  d en  J a h re 19 3 4 — 36 und  1941 a u sg e fü h rten  m agnetisch en  D e k lin a tio n s­
m essu n g en  v o n  Jen ő  H o fh a u se r , a u f den Z eitu n k t 1 9 3 6 ,0  b zw . auf 1942,0 u m gerech n et. — 
D ie  M essungen  v o n  G y ö rg y  B a r ta  u n d  Jenő H ofh au ser  in  S iebenbürgen , red uziert a u f 1 9 4 3 ,0 .— 
M essu n gen  der m a g n e tisch en  D ek lin a tio n  in  B u d ak eszi in  d en  Jahren  1949— 50. — M essu n gen  
der h orizon ta len  K o m p o n en te  in  B u d ak eszi in  den Jah ren  1949 — 50. — M essungen der v er tik a len  
K o m p o n en te  in  B u d a k esz i in  d en  Jahren  1949— 50. — D ie  M on atsm itte l der K o m p o n en ten  
der erd m agn etisch en  K r a ft  in  B u d ak eszi in  den  J a h ren  1 9 4 9 — 50. — D ie  S tu n d en d u rch sch n itts­
w e r te  der erd m agn etisch en  E lem en te  in den  Jahren  1 9 4 9 — 50. — Z usam m enfassende T a b e llen  
der V aria tio n  der erd m a g n etisch en  E lem en te.

D ie  E rsch ein u n gen  d es m agnetisch en  F eldes g ew ä h ren  im m er m ehr E in b lick e  in  d ie  sich  
in  d er T iefe  der E rde a b sp ie len d en  P rozesse. Sie g e b e n  A n tw o rt au f F ragen , a u f d ie andere  
M eth o d en  n ich t e in m al e in e  annähernde A n tw o rt zu  g eb en  im sta n d e  sind. D as B u ch  v o n  G y. 
B a r ta  b ed eu te t  einen  w e se n tlic h e n  Schritt au f d em  W e g e  zur E rforschung des m a g n etisch en  
F eld e s . L .  E g y e d

К ■ П. Ковач и И. Рац :

ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ МАШИН ПЕРЕМЕННОГО ТОКА

(Kovács К. Pál — Rácz István: Váltakozó áramú gépek tranziens folyamatai)

Akadémiai Kiadó, Budapest, 1954, 556 CTp., 100 рис., 100 фор.

Выход из печати труда К. П. Ковача и И. Раца »Переходные процессы машин пере­
менного тока« является выдающимся событием в электротехнике Венгрии. Книга точно 
отражает развитие, а также достижения научно-преподавательской работы высокого 
уровня, которую развернул К. П. Ковач — руководитель кафедры »Эксплоатация элек­
трических машин« при Будапештском политехническом институте в процессе своей 
немноголетней деятельности. Первая книга профессора Ковача «Эксплоатация электри­
ческих машин, 1«, вышедшая из печати в 1952 г., была также значительным по своей цен­
ности трудом. Рецензируемая книга является как бы продолжением первой книги и
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распространяется на рассмотрение всех сложных явлений, которые возникают вследствие 
внезапных изменений эксплоатационных и аварийных режимов синхронных и асинхрон­
ных машин. Авторы рассматривают обширный материал при помощи наиболее совре­
менных строгих математических методов, но — в каждом отдельном случае не упуская 
из виду физическую суть явлений исходя из единого взгляда. Схожая книга, 
претендующая на полноту собранного материала, нам не встречалась в известной зару­
бежной технической литературе.

В первой части книги даны математические методы анализа переходных процес­
сов электрических машин и необходимые прочие основные понятия.

Во второй части книги после исследования установившихся режимов синхронных 
машин рассматриваются переходные процессы внезапных симметричных и асимметрич­
ных коротких замыканий и различные методы измерения постоянных машин при этих 
режимах. Возникновение при асимметричных замыканиях высших гармоник тока и напря­
жения исследуется при помощи очень остроумных вспомогательных схем. Часть, посвя­
щенная синхронным машинам, оканчивается глубоким изучением вопросов стабильно­
сти и колебаний.

В III части книги излагаются переходные процессы асинхронных машин. Эта- 
часть книги посвящена изменению во времени напряжений, токов, моментов и числа 
оборотов при прерывах тока, процессах включения, переключениях звезда — треуголь­
ник и замыканиях. Далее рассматриваются явления электрических валов и вопросы 
колебаний асинхронных машин. Эта часть — труд Иштвана Рац рассматривает также 
ряд таких вопросов, которые — в трактовке материала — единым и новым методом — 
неизвестны из имеющейся в распоряжении зарубежной технической литературы.

После трех основных частей книги дается обширное приложение, в котором сверх 
нескольких выводов дается целый ряд числовых примеров, таблиц с необходимыми 
даными, далее краткое изложение формул и методик расчета, необходимых при 
применении теории на практике.

Несмотря на то, что книга издана Издательством АН Венгрии, первые две части 
книги служат в качестве учебника по предмету »Эксплоатация электрических машин и 
сетей« для Будапештского политехнического института, она может быть успешно исполь­
зована инженерами, работающими по этой специальности.

М .  Вайта

Р .  К .  K o v á c s  — I. R á c z  :

T R A N S IE N T  P H E N O M E N A  O F  A L T E R N A T IN G  C U R R E N T  M A C H IN E S

(K o v á cs  К . P á l — R á cz  I s t v á n :  V á ltakozóáram ú  gép ek  tran zien s fo ly a m a ta i)

A kad ém iai K ia d ó , B u d a p est, 1954. 556 p p ., 100 f ig s . P rice : F t  100

T h e appearance o f  th e  h o o k  o f  D r. P . K . K ovács and  I . R á cz  en titled  : « T ransien t p h en om en a  
o f  a ltern atin g  current m a ch in es»  is an  ou tstand in g  e v e n t  in  H u n garian  E lec tr ica l E n g in eerin g . 
T his book is a true reflec tio n  b o th  o f  the  d evelop m en t an d  th e  resu lts o f  the  h ig h -lev e l sc ien tific -  
ed u cational work carried o u t b y  D r. K o v á cs during th e  few  years o f  his a c t iv ity  as lead er o f  the  
D ep artm en t for Scien ce o f  th e  O peration  o f  E lectr ic  M ach ines a t  th e  B u d a p est  T ech n ica l 
U n iv ers ity . A lready  th e  f ir s t  b ook  o f  P rof. D r. K o v á cs , « T h eo r y  o f  O peration  o f  E lec tr ic  M a­
ch in es, V ol. I .»  p u b lish ed  in  1952 has b een  a n o te w o rth y  a ch iev em en t ; th e  p resen t w ork  
can  be considered a c o n tin u a tio n  o f  th e  form er, com prising th e  d iscu ssion  o f  all th e  com p lex  
ph en om en a orig inating from  su d d en  changes o f  con d itio n  in  syn ch ron ou s and  asyn ch ron ou s  
m ach ines during regu lar an d  irregular operation . T h e au th ors d iscu ss th e  a m p le  m ater ia l b y  
m o st u p -to-date  e x a c t  m a th em a tic a l m eth o d s b u t a t  th e  sam e t im e  carefu lly  p o in t  o u t the  
p h ysics o f  the phenom ena. T h e v a s t  m ateria l has b een  com p iled  w ith  a thorough n ess p reten d in g  
to  com pleteness w h ich  is u n p ara lle led  ev en  in  th e  foreign  litera tu re  k n ow n  to  us.

T h e first part o f  th e  b o o k  deals w ith  the  m a th em a tica l m eth o d s o f  th e  an a ly sis  o f  tran sien t  
p h en om en a and other n ecessa ry  rud im ents.

T h e second p art — a fter  h a v in g  exam ined  th e  s te a d y  s ta te  con d itio n s o f  syn ch ron ou s  
m ach ines — treats th e  tra n sien t p h en om en a o f  sym m etr ica l and asym m etr ica l su d d en  sh ort-  
circu its and the  v ariou s m easu rin g  m eth od s o f  th e  m a ch in e  co n sta n ts  during th e  m en tion ed  
tran sien ts. T he gen eration  o f  current and vo lta g e  h igh er  harm onics b y  a sy m m etr ica l sh ort-
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c ir c u its  are  exam ined  b y  h ig ly  il lu s tr a t iv e  eq u iva len t circu it d iagram s. T his p art d ea lin g  w ith  
sy n c h r o n o u s  m achines is con clu d ed  b y  th e  close in v estig a tio n  in  h u n tin g  p h en om en a  and tran ­
s ie n t  s ta b il ity .

T h e  th ird  part d iscusses th e  tra n sien t p henom ena o f  a syn ch ron ou s m ach in es th e  tim e  
fu n c t io n s  o f  vo ltages currents, m o m e n ts  and speed var ia tio n s occurring during in terru p tio n , 
sw itc h in g - in , delta-star sw itch in g , a n d  short circuits. T h e p h en om en a  o f  se lsyn s and th e  h u n tin g  
p h e n o m e n a  o f  asynchronous m o to rs are also d iscussed . T h is particu lar sectio n  — th e  w ork  o f  
I .  R á c z  — d ea ls  w ith  a num ber o f  to p ic s  w h ich  at least in  th e  presen t new  and  in teg ra l m ode  
o f  d isc u s s io n  — are m ostly  u n k n o w n  ev en  in  th e  accessib le  foreign  litera tu re .

T h e  three m ain parts are fo llo w ed  b y  an ab u n dan t ap p en d ix  w hich  con ta in s b esid e  a few  
d e d u c tio n s , num erical exam p les, ta b u la te d  d a ta  and th e  su m m ary  o f  th o se  form ulas an d  n u m er­
ica l m e th o d s  w hich  are in d isp en sa b le  for th e  p ractical a p p lica tion  o f  th e  theory .

P u b lish e d  though b y  th e  A k a d ém ia i K iad ó , th e  f ir s t  tw o  parts o f  th e  book  serve  as t e x t ­
b o o k  a lso  to  the  lectures : «T h eory  o f  O peration  of E lectr ica l M achines» ; b u t engineers in terested  
in  th e  sa m e  subject m ay o b ta in  m a n y  a n ew  idea from  it. M . V a jta

K .  P .  K o v á c s — I s tv á n  R á c z  :

L E S  PR O C ÉSSU S N O N -S T A T IO N N A IR E S  D E S  M A C H IN E S À C O U R A N T
A L T E R N A T IF

(K o v á c s  K . Pál —  R ácz I s tv á n  : V á ltakozóáram ú  g ép ek  tran z ien s fo ly a m a ta i)  

A kadém iai K iad ó , B u d a p e s t , 1954, 536 pp. 100 fig . P rix  : F t. 100

L a  p aru tion  de l ’ouvrage in t itu lé  «L es procéssus n on -sta tio n n a ires des m ach in es à courant 
a lte r n a tif»  du dr. K . P ál K o v á cs  e t  I s tv á n  R ácz est u n  év én em en t im p o rta n t du m on d e é lec ­
tr iq u e  h on g ro is . Le livre reflète  f id è le m e n t  le d évelop p em en t e t  les résu lta ts  de c e tte  activ ité  
sc ie n t if iq u e  e t  pédagogique d ’un  n iv ea u  é lev é  que K . P ál K o v á cs  a d ép loyée  au cours de quelques  
a n n ées  en  ta n t  qu’ordinaire de la  ch a ire  de la «T héorie de l ’ex p lo ita tio n  des m a ch in es électr i­
q u es»  à  la  P olytech n iq u e de B u d a p e s t . Le prem ier livre du professeur K o v á cs p o r ta n t le  titre  
« T h éo r ie  d e l ’exp lo ita tion  des m a ch in e s  électriques»  I ., paru en  1952, fu t  déjà u n e oeu vre sign i­
f ic a t iv e  ; e lle  e st en quelque sor te  co m p létée  par l ’ou vrage p résen t qui co n tien t l ’a n a lyse  de 
to u s  le s  p hénom ènes com p liq u és p ro v en a n t des ch a n gem en ts d ’é ta t  su b its d es m ach ines  
sy n c h r o n e s  et asynchrones su rv e n u s en  régim e régu lier ou irrégu lier. L es au teurs tra iten t  
le  v a s t e  su je t  selon une co n cep tion  u n ie , à  l ’a ide des m éth o d es m a th ém a tiq u es les p lus m odernes, 
to u t  en  a tta c h a n t  en m êm e tem p s u n e  grande im portance à  la  p h ysiq u e  des p h én om èn es. P ar la 
r ich esse  d u  m atériel réuni p o u v a n t  préten d re à  l ’in té g ra lité , le  livre n ’a pas de pareil dans la 
l i t té r a tu r e  étrangère connue.

L a  prem ière partie com p ren d  la m éth od e m a th ém a tiq u e  de l ’a n a lyse  des phénom ènes  
n o n -s ta t io n n a ir e s  et les autres n o tio n s  fond am en ta les n écessaires.

D a n s  la deuxièm e p artie  l ’a u teu r , après avoir exa m in é  l ’é ta t  stab ilisé  des m achines  
sy n c h r o n e s , passe à  l ’analyse d es p rocéssu s n on -sta tion n a ires des co u rts-c ircu its  sym étriq u es  
e t  a sy m é tr iq u e s  se p résen tan t su b ite m e n t, ainsi que des d ifféren tes m éth od es de la  m esure  
d es c o n s ta n te s  de m achine y  f ig u r a n t . L a naissance des h arm oniques supérieurs a u x  courts- 
c ir c u its  sym étriq u es est illu strée  p ar des schém as in g én ieu sem en t conçus. L a p artie  tra itan t  
d es m a c h in e s  synchrones se term in e  par l ’exam en  approfond i des p rob lèm es de la  »ch asse«  
d e la  s ta b ilité  non -station n aire.

D a n s  la troisièm e partie  l ’a u te u r  s’occupe des p rocéssu s n on -sta tion n a ires des m achines 
a sy n c h r o n e s  e t  entre autres du d éro u lem en t tem porel des ten sio n s, cou ran ts, m om en ts e t  nom bres 
d e t o u r s  créés par l ’in terru p tion , la  m ise  en circu it, la co n n ection  en  éto ile -tr ia n g le  e t  les courts- 
c ir u its . C e tte  partie con tien t é g a le m e n t l ’exposé des p h én om èn es des ax es é lectr iq u es e t  des 
q u e s t io n s  d e l ’oscillation  des m o teu rs asynchrones. L ’au teur , I s tv á n  R ácz s’é ten d  sur u n  grand  
n o m b re  d e  questions qui, to u t  au m o in s  tra itées d ’une façon  aussi d éta illée  e t  n o u v e lle , n e  se 
tr o u v e n t  n u lle  part dans la litté r a tu r e  tech n iq u e connue.

L e s  trois parties principales so n t  su iv ies  d’un  ap p en d ix  com p ren an t, en  dehors de quelques 
d é d u c tio n s , des tab leaux  e t  le s  éq u a tio n s  e t  m éthodes de ca lcu l n écéssaires à  l ’a p p lica tion  de la 
th é o r ie .

Q u o iq u e le livre a it été  p u b lié  par les E d ition s A cad ém iq u es, les d eu x  prem ières parties 
se r v e n t  d e  m anuel d ’en se ign em en t à  la m atière «S c ien ce  de l ’op ération  d es m ach in es électr i­
q u es»  à  la  P oly tech n iq u e, m ais le s  in gén ieu rs trava illan t dans c e tte  branche de la  tech n iq u e  le 
lir o n t  ég a lem en t avec p rofit. M .  V a jta
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К .  Р . K o v á c s  — I .  R á c z  :

A U SG L E IC H SV O R G Ä N G E  B E I W E C H SE L ST R O M M A SC H IN E N  

(K o v á c s  К . P á l — R ácz Is tv á n  : V á ltakozóáram ú  gépek  tranziens fo ly a m a ta i.)  

A k ad ém ia i K ia d ó , B u d ap est 1954. 556 S e iten , 100 A b b ildu n gen . P reis : F t .  100

E in  überragendes E reign is a u f dem  G eb iete der E lek tro tech n ik  U ngarns b e d e u te t  das 
E rsch ein en  des B uches von  D r. K . P . K o v á cs und I . R á cz  : »A usgleichsvorgänge b e i W ech se l­
strom m asch in en .«  D as W erk sp ieg e lt  getreu  d ie E n tw ick lu n g  einer A rbeit w id er , d ie  v o n  hohem  
w issen sch aftlich en  und p ädagogischen  W ert is t . E^ w e is t  zugleich  auf d ie E r g eb n isse  der 
A rb eiten  h in , d ie D r. K . P . K ovács im  L aufe der kurzen Z eitspan n e von  e in igen  J a h ren  a ls  L e iter  
des L ehrstuh les für B etr ieb sleh re  elek tr isch er  M aschinen  an der T echnischen  U n iv e r s itä t  in  
B u d a p est g e le is te t  h a t.

B ere its  im  Jahre 1952 erschien  das au sgezeich n ete  B uch  von  Professor D r . K o v á cs  
»B etrieb sleh re  der elek tr isch en  M aschinen  I .«  a ls  dessen  F ortsetzung das v o r lie g e n d e  W erk  
an gesehen  w erden k an n , indem  darin  d ie  k om p liz ier ten  V orgänge angeführt und erk lä rt w erd en , 
d ie  durch p lö tz lich e  Z ustandsänderungen im  B etr ieb  w ie  auch  b ei B etrieb sstöru n gen  an  Synch ron -  
und A synchronm asch in en  au ftreten .

D ie  V erfasser b earb eiteten  den re ich h a ltigen  S to ff  v o n  einem  e in h eitlich en  G esich tsp u n k te  
au s, n ach  fortsch r ittlich en  m ath em a tisch en  M ethoden , oh n e dabei d ie b egrifflich e  D a rste llu n g  
der p h y sik a lisch en  P hänom ene ausser a ch t zu lassen .

D ie  tiefschürfende B eh an d lu n g  des S to ffes kann a ls n ahezu  v o lls tä n d ig  an geseh en  w erd en , 
u .z w . in  einer W eise , w ie  s ie  b isher v o n  uns im  a u slä n d isch en  Sch rifttu m  n och  n ic h t  ange- 
troffen  w urde.

D er erste T e il des B u ch es b eh an d elt d ie  m a th em a tisch e  M ethode b ei A n a ly se  der Aus 
g le ich sv o r g ä n g e  und erläutert d ie  zu d iesem  B ereich  geh örigen  G rundbegriffe.

D er zw eite  T e il b eh an d elt d ie U n tersu ch u n g des sta tion ären  Z ustandes v o n  S yn ch ro n ­
m a sch in en , ferner d ie  A u sg le ich svorgän ge, d ie  b e i sym m etr isch en  und a sy m m etr isch en  K u rz­
sch lü ssen  p lö tz lic h  auftreten  ; ferner w erden  d ie  versch ied en en  M essm ethoden für d ie  h ierbei 
vorkom m enden  M asch inenkonstanten  er läu tert. D as E n tsteh en  von Strom - u n d  S p a n n u n g s­
oberharm onischen  w ird  a u f o r ig in e lle  W eise , durch E rsa tzsch a ltu n gen  v e r a n sc h a u lic h t . D er  
A b sc h n itt  über Synchronm asch inen  w ird  m it  ein geh en d en  U ntersuchungen über S ta b i l i t ä ts ­
und S chw ingungsfragen  ab gesch lossen .

D er d ritte  T e il b eh an d elt d ie  A u sg le ichsvorgän ge b ei A synchronm asch in en , den  z e it ­
lichen  A b la u f der S p annungen , S tröm e, M om ente und U m d reh u ngszah len , d ie  b e im  U n ter ­
brech en , E in sch a lten  und U m sch a lten  vo n  S tern -au f D reiecksch a ltu n g  au ftreten . A ls  A b sch lu ss  
des d r itten  T e iles  w erden d ie E rsch ein u n gen  der e lek tr isch en  W eilen  und S ch w in g u n g sfra g en d er  
A synchronm otoren  b eh an d elt. A uch erläu tert der d r itte  T e il  — von  I. R ácz b ea rb e ite t  — za h l­
reiche F ragen , d ie in der für u n s zu gän g lich en  au slän d isch en  L iteratur — in  so lch  e in h e itlich er  
und n eu artiger  D a rste llu n gsw eise  noch  n ich t e n tw ick e lt  w orden sind.

D em  d ritten  T e il fo lg t e in  ausführlicher A n h an g , der ausser e in ig en  A b le itu n g e n  auch  
R ech en b eisp ie le , T ab ellen  und für d ie  p rak tisch e A nw en d u n g brauchbare F orm eln  u n d  B erech ­
nungsverfahren  in sich  sc h liesst.

W en n  auch der erste und zw e ite  T e il  des B u ch es an der T echnischen  U n iv e r s itä t  in  der 
V ortragsreihe »B etrieb  v o n  e lek tr isch en  M aschinen und N etzen «  a ls L ehrbuch b e n u tz t  w ird , 
dürften  d ie  sich  m it  d iesem  T hem enkreis befassenden  In gen ieu re ihr W issen  b e st im m t u m  v ie le  
neue E rk en n tn isse  bereichern . M .  V a jta

Я. Эрдейи:

КОНСТРУИРОВАНИЕ И РАСЧЕТ КРИСТАЛЛОВ

(E rd ély i János : K r istá ly sz erk esztés és k r istá lyszám ítás)

A kadém iai K iad ó , B u d a p est, 1954, 255 CTp., 54 рис., 50 фор.

Кристаллографические исследования требуют от исследователя серьезной теорети­
ческой и методической подготовки и большой умственной сосредоточенности — для 
производства трудоемких и детальных измерений, построений и расчетов, и при этом 
ценность полученных результатов заключается в их точности, а не в общих заключениях. 
Более широкое использование и более усиленное расширение большого комплекса дан­
ных кристаллографической литературы, раскрывающего глубокие зависимости, и кото­
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рый необходимо оценить также согласно новым направлениям минералогичесих и гео­
химических исследований, несомненно тормозилось отсутствием до настоящего времени 
систематизированного и методизированного справочника.

Книга Яноша Эрдейи дает ясную, логическую и недвусмысленную трактовку всего 
комплекса данных, которые необходимы и важны для кристаллографа, желающего 
посвятить себя науке или же повысить свои знания. Эти данные собраны обработкой 
всей специальной литературы, с использованием опыта и результатов углубленных 
кристаллографических исследований в течение многих десятилетий — на основе совре­
менных методов оценки. Книга, опираясь на кристаллографические и геометрические 
элементарные знания, без каких-либо логических скачков выводит или же объясняет 
даже наиболее сложные зависимости общепонятным языком, так что они легко понятны 
как Для начинающих, так и для несведующих в кристаллографических исследованиях 
специалистов.

В первой части книги излагается методика и выполнение кристаллографических 
построений. Детально излагаются основные зависимости стереографической и гноми­
ческой проекций, иллюстрированные мастерски построенными фигурами, далее осущест­
вимые задачи на построение, трансформации. Углубленно излагается построение картины 
кристалла в обеих проекциях.

Часть книги, посвященная расчетам по кристаллографии, состоит из двух глав. 
В первой главе дается вывод общих уравнений кристаллографических расчетов после­
довательным и систематическим изложением геометрических зависимостей. Во второй 
главе детально рассматривается применение важнейших уравнений кристаллографиче­
ских расчетов для расчета элементов кристаллов, углов и индексов в случае различных 
кристаллических систем. В случае использования книги в качестве справочника эта 
часть, — которая приведением важнейших формул, освящением существующих зависи­
мостей может служит в качестве вспомогательного пособия для кристаллографических 
расчетов, — будет особо ценной.

В дополнение к книге в качестве приложения приводится под редакцией Ласло 
Токоди методика построения кристаллов без применения шаровых проекций. Трак­
товка построения кристаллов »языком« начертательной геометрии дает ряд ценных 
указаний для кристаллографов, привыкших обращаться с шаровыми проекциями, и озна­
чает значительное облегчение для специалистов, привыкших к приемам начертательной 
геометрии, в отношении облегчения понимания специфических методов кристаллографии.

Труд является очень ценным вкладом в деле расширения венгерской минерало­
гической литературы. Ясный язык изложения делает возможным использовать книгу 
также в качестве учебника, хотя удовлетворяет более высоким требованиям. В этой 
области кристаллографии венгерская техническая литература обогатилась отличной, 
систематизированной и основательной, охватывающей всю область книгой, которая 
недоставала не только у  нас, но и зарубежом. Надеемся, что плодотворное действие зна­
ний, которые даны ясной и единой трактовкой, следовательно легче усвояемы, пока­
жется как по линии учебы, так и по линии усовершенствования.

Г. Панто

J .  E r d é ly i  :

C R Y S T A L  D E SIG N  A N D  C A L C U L A T IO N  

(E rd é ly i J á n o s  : K ristá lyszerk esztés és k r istá ly sz á m ítá s)

A k a d ém ia i K ia d ó , 1954, 255 p p . 54 . f ig . P rice  50 F t

In v estig a tio n s  in  c r y s ta llo g r a p h y  require from  th e  research  w orker to  b e  th orou gh ly  
v er se d  in  its  theory and m e th o d s  ; th e  w orking o u t o f  m e tic u lo u s  m easu rem en ts, con stru ction s  
an d  c a lc u la t io n s  p u t a g rea t s tr a in  on  h is m ind w h ile  th e  v a lu e  o f  th e  resu lts does n o t  present 
i t s e l f  in  grandeur b u t in  it s  e x a c t itu d e . The lack o f  a m e th o d ic a l m anu al com prising a ll  th e  data  
o f  cry sta llo g ra p h ic  lite ra tu re  w h ic h  revea l great and d eep  re la tio n s  and w h ich  s t i l l  w a it  to  be 
e v a lu a te d  according to  th e  n e w e s t  in v estig a tin g  m e th o d s  o f  m in era lo g y  and g eoch em istry  
d o u b tle s s ly  has p u t a res tr a in t o n  th e  w ide-spread a p p lic a tio n  and  quicker ex ten sio n  o f  th e  sa id  
d a ta .

T h e  work o f  J á n os E r d é ly i  con ta ins in  lo g ic a l an d  c lea r-cu t sum m arization  th e  to ta lity  
o f  m a te r ia l  ob ta in ed  from  th e  k n o w led g e  of the w h o le  lite r a tu r e  and from  the exp erien ces and
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resu lts  o f  long years o f  s tu d y  sp en t d eep ly  engaged  in  cry sta llograp h y , a ll  th e  k n o w led g e  that  
m ig h t  b e n ecessary or im p o rta n t for a cry sta llo g ra p h ic  research w orker at the  b e g in n in g  o f  h is 
career or h is  d ev e lo p m en t. F urther m erit o f  the  book is th a t  it  g iv es — based on cry sta llo g ra p h ic  
and g eo m etr ica l ru d im en ts — a s im p le , com p reh en sib le  ded u ction  or ex p la n a tio n  o f  th e  m ore 
co m p lex  re la tio n s and th u s en ab les ea sy  u n d erstan d ing  even  to  th e  beginners or sp e c ia lis ts  o f  
other b ran ch es, w ho are n o t versed  in  th e  m a tter .

T h e  first p art o f  th e  book g iv e s  an  accou n t o f  th e  m eth od s o f  cry sta llo g ra p h ic  co n stru c­
tio n s  and th e ir  ex e c u tio n . T h e b asic  re la tion s o f  stereograp h ic and gnom onic p r o je c t io n , the  
con stru ctio n  ta sk s to  b e  co m p le ted , tran sform ation s are d iscussed  in d e ta il i l lu s tr a te d  b y  
ex em p la ry  sk etch es. T h e con stru ction  o f  th e  cry sta l im age from  b o th  p rojection s is  th o r o u g h ly  
d ea lt  w ith .

T h e  p art o f  th e  book  concern ing cry sta l c a lc u la t io n  co n sists  o f  tw o ch a p ters. In  th e  first  
o f  th ese  w e  get the  general d ed u ction s o f  crysta l c a lc u la t io n , d iscu ssin g  co n sisten tly  an d  m eth o d ic ­
a lly  th e  geom etrica l re la tio n s . T he second chapter in form s u s in d eta il about th e  a p p lic a tio n  
o f th e  m o st  im portan t eq u a tio n s o f  cry sta l ca lcu la tio n  in  variou s crysta l system s fo r  co m p u tin g  
c r y s ta l e lem en ts , an g les and in d ex es. E m p lo y ed  as a m a n u a l — for it  m ay serve as su ch  b y  v ir tu e  
o f  its  en u m eration  o f  th e  m ore im p o rta n t form u las and  o f  p o in tin g  ou t th e  r e la t io n s  — th is  
p a rt w i l l  prove e x c e p tio n a lly  v a lu a b le .

T h e  book  is su ccessfu lly  com p leted  b y  the  an n ex  o f  L ászló  T ok od y, co n ta in in g  th e  m eth od s  
o f c r y s ta l con stru ction  w ith o u t  ap p lica tio n  o f  sp h erica l pro jection . The d iscu ssion  o f  c r y s ta l­
logra p h ic  con stru ction  in  th e  « lan gu age»  o f  d esc r ip tiv e  geom etry  m eans usefu l in str u c t io n  for 
cry sta llograp h ers accu stom ed  to  sp h erica l p rojection s and fa c ilita te s  the u n d ersta n d in g  o f  the  
sp ec ific  m eth o d s o f  cry sta llograp h y  to  exp erts u sed  to  d escrip tive  geom etry.

T h is  book is a m o st v a lu a b le  con tr ib u tio n  to  th e  H ungarian  literature on  m in e r a lo g y . 
On acco u n t o f  its  lu cid  m anner o f  d iscu ssion  i t  m a y  a lso  be u tiliz e d  as a t e x t-b o o k , th ou gh  
h a v in g  greater im portan ce th a n  th a t . W e ga ined  an e x c e lle n t , m eth od ica l thorough  su m m ary  
in  th is  b oo k  in  th a t sp ec ia l f ie ld  o f  crysta llograp h y  w h ic h  w as m issin g  u n til  now  n o t  o n ly  from  
th e  H u n garian  litera tu re  b u t from  th a t  o f  abroad to o . W e  nourish th e  hope th a t th e  in fo r m a tio n s  
im parted  in  th a t  lu cid  and in tegra l m anner and therefore e a s ily  to  be understood  w i l l  e x e r t  a 
fru itb earin g  in flu en ce on tech n ica l ed u cation  and p o stgrad u ate  tra in in g  as w e ll.

G . P a n to

J .  E r d é ly i  :

C O N ST R U C T IO N  E T  C ALCUL D E  C R IST A U X  

(E rd ély i Ján o s : K r istá ly sz erk esztés és k ristá lyszám itás)

A kadém iai K iad ó , B u d a p est  1954, 255 p p . 54 fig . P rix  F t. 50

L es recherches crysta llograp h iq u es d em an d en t d es connaissances théoriques e t  m é th o d o ­
log iq u es approfondies du chercheur, u n e grande con cen tra tio n  pour l ’exécu tio n  d es p e t ite s  
m esures fa tig u a n te s des con stru ction s e t  calcu ls, e t  la  v a leu r  des résu ltats ne se tra d u it  p a s  par  
leur im p o rta n ce , m ais b ien  par leur ex a c titu d e . L ’u tilisa tio n  générale et l ’é la rg issem en t d e  la 
m u ltitu d e  des données de la  littéra tu re  crysta llograp h iq u e révélan t des relations p ro fo n d es et  
leur év a lu a tio n  à  la base des n ou v elles  recherches m in éra log iq u es e t  géoch im iques o n t  é té  c e r ta i­
n em en t en tra v és par le  m an q u e d ’un m anuel sy stém a tiq u e  e t  m éth od iq u e.

L e livre  de Ján o s E r d é ly i représente la som m e log iq u e e t  claire de to u tes les c o n n a issa n ces  
acq u ises à  l ’a ide de recherches approfond ies, d ’exp érien ces e t  résu lta ts de p lu sieu rs d iza in es  
d ’a n n ées , a in si que de l ’é tu d e  de to u te  la littéra tu re  tech n iq u e  re la tive , con n aissan ces q u i so n t  
nécessaires e t  im p ortan tes au chercheur au d éb u t de sa carrière sc ien tifiqu e ou au cry sta llo g ra p h e  
désirant approfondir sa form ation . A  la m ain  des n o tio n s fond am en ta les de la crysta llo g ra p h ie  e t  
de la g éom étrie , l ’au teur d éd u it e t  exp liq u e d ’une m anière com préhensib le, e t  str ic tem en t lo g iq u e  
les re la tion s le s  p lus com p liq u ées , de sorte que celles-ci d ev ien n en t in te llig ib les à  to u t sp é c ia lis te  
m êm e s ’il e s t  d éb u tan t ou élo igné des recherches crysta llograp h iq u es.

L a prem ière p artie  du  liv re  com prend les m éth o d es  e t  l ’exécu tion  des co n stru c tio n s  c r y ­
sta llo g ra p h iq u es. L ’auteur y  donne u n e a n a lyse  d é ta illée , illu strée  par des figures ex em p la ires , 
des re la tion s fondam entales des projections stéréographiques et gnom oniques, des p ro b lèm es, 
des con stru ctio n s e t  des tran sform ation s possib les. I l s’occupe d ’une m anière ap p rofon d ie  de  
la co n stru ction  de la figure de crysta l à  partir de to u tes  les d eu x  projections.
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L a  partie  tra itan t du  ca lcu l des crystaux se d iv ise  en  d eu x  chapitres. D a n s le  prem ier 
l ’a u te u r  d éd u it  les éq u ation s g én éra les du calcul, to u t en  e x p o sa n t  systém a tiq u em en t les re la tion s  
g éo m étr iq u es . Le d euxièm e ch a p itre  analyse en d éta il l ’a p p lic a tio n  des éq u ation s les  p lu s im p or­
ta n te s  a u  calcu l des é lém en ts de cry sta l, des angles e t  d es in d e x  dans les d ifférents sy stèm es  
crysta llo g ra p h iq u es. E m p lo y é e  com m e m anuel aux tr a v a u x  d e  calcu l, cette  p artie , com p ren an t  
le s  é q u a tio n s  les plus im p o r ta n tes  e t  l ’exp lication  d es re la tio n s , s’avérera particu lièrem en t  
p récieu se .

U n e  heureuse id ée  fu t  de com p léter  le livre par u n  a p p en d ix  con ten ant les m éth o d es de 
c o n str u c t io n  des cry sta u x  san s l ’u tilisa tio n  des p ro jection s sphériques. L ’exp osé de la  co n stru c­
tio n  d es cry sta u x  dans la « la n g u e»  de la  géom étrie d e sc r ip tiv e  fournit d ’u tiles ren seig n em en ts  
a u x  crysta llograp h es h a b itu és  a u x  projections sp h ériq u es e t  fac ilite  la com préhension  des 
m é th o d e s  particulières de la  crysta llograp h ie pour les sp é c ia lis te s  hab itu és à  la g éom étrie  d es­
cr ip tiv e .

L e  livre est une o eu v re  de grande valeur de n o tr e  littéra tu re  crystallograph ique. P ar la 
c la rté  d e  sa  façon  de tra iter  le  su je t  il  se prête à l’em p lo i co m m e m anuel d ’en se ignem en t, to u t  en  
é ta n t  b eau co u p  plus que ce la . N o u s  avons reçu un  e x c e lle n t  o u vrage systém atiq u e e t  ap p rofon d i 
te l q u ’il  n ’en  ex ista it n i d an s la  littéra tu re  techn ique h o n g ro ise , n i dans celle de l ’étranger. 
E sp é r o n s que l ’effet féco n d a n t d es connaissances ex p o sé es  d ’u n e  m anière si claire e t  par là  p lus  
fa c ile s  à  s ’approprier se fera  se n tir  et dans le d om ain e d e  l ’enseignem ent e t  dans celu i de la  
fo r m a tio n  professionnelle.

G. P a n tó

. / .  Erdélyi :

K R IS T A L L K O N S T R U K T IO N  U N D  K R IS T A L L B E R E C H N U N G

(E r d é ly i J á n o s : K ristá lyszerk esztés és k ristá ly szá m ítá s)

A k ad ém iai K ia d ó , B u d ap est 1954. 255 S . ,  54 A b b . P reis 50 F t .

D ie  k rista llograp h isch en  U ntersuchungen erh e isch en  vom  Forscher e in  grü n d lich es  
th e o r e t is c h e s  und m eth o d isc h e s W issen , grosse g e is t ig e  K o n zen tra tio n , m in u tiö se  M essungen  
zu r A u sfü h ru n g  der K o n str u k tio n e n  und B erech n u ngen , w o b e i der W ert der E rg eb n isse  n ich t  
so  seh r  in  ihrer G rosszü gigk eit a ls  in  ihrer G en au igk eit in  E rsch ein u n g  tr itt . E in e  ausgedehntere  
A n w e n d u n g  und raschere E r w eiteru n g  der g ew a ltig en , t ie fg re ifen d e  Z usam m enhänge a n d eu ten ­
d en  A n gab en m asse des k r ista llo g ra p h isch en  F a c h sc h r ifttu m s , d ie auch im  S inne der n eueren  
F o rsch u n gsrich tu n gen  der M in era lo g ie  und G eochem ie a u szu w erten  w äre, w urde b isher zw eife llo s  
d u rch  d as F eh len  eines en tsp rech en d en  sy stem a tisch en  u n d  m eth od ischen  H an d bu ch es b e e in ­
t r ä c h t ig t .

D a s hier besprochene B u c h  en th ä lt in  le ic h t  v e r s tä n d lic h e r  logischer und k rista llk la rer  
Z u sam m en fassun g  a ll das K en n tn ism a ter ia l, das b e i Ü b e r s ic h t  des gesam ten  S ch r ifttu m s, b ei 
A n w e n d u n g  der E rfahrungen  u n d  E rgebnisse ja h rzeh n te la n g er  k rista llograp h isch er F orsch u n gs­
a r b e it  in  m oderner B e w ertu n g  fü r  jed en  notw endig  oder w ic h t ig  is t , der d ie  w issen sc h a ftlic h e  
I ,a u fb a h n  eines K r ista llo g ra p h en  ein schlägt oder s ic h  a ls  so lcher w eiterb ild en  w il l .  D a s  B uch  
l e i t e t  — gestü tzt au f d ie  k rista llograp h isch en  u n d  g eo m etr isch en  G rundkenntnisse — ohne  
je d e  lo g isch en  Sprünge se lb s t  d ie  verw ick eltsten  Z u sam m en h än ge ab oder erk lärt s ie  in  so 
g em ein v erstä n d lich er  W e ise , d ass d iese  sow ohl für d en  A n fä n g er  a ls auch für den  k r is ta llo g r a ­
p h isc h e n  U ntersuchungen  fern ersteh en d en  F ach m an n  le ic h t  v erstän d lich  w erd en .

D er  erste T e il d es B u c h e s  beschreib t d ie  M eth o d en  und A usführung der k r is ta llo g r a ­
p h isc h e n  K on stru k tion en . A n  H a n d  v o n  m u sterg ü ltig  k on stru ierten  A b b ildu n gen  w erd en  d ie  
g ru n d leg en d en  Z usam m enhänge der stereographischen  u n d  gnom ischen  P ro jek tio n , d ie  zu  
lö se n d e n  K o n stru k tion sau fgab en  und T ransform ation en  ausfü h rlich  b eh an d elt. E in g eh en d  
w ir d  au ch  die K on stru k tion  d es K rista llh ild es aus b e id en  P rojek tion en  gesch ild ert.

D er  sich m it  der K rista llb erech n u n g  b efassen de T e il  des B uches zerfä llt  in  z w e i A b ­
s c h n it te . Im  ersten w erd en  d ie  a llgem einen  G le ich u n g en  der B erechnung der K r is ta lle  au f  
G ru n d  einer k onsequenten  u n d  system atisch en  B e h a n d lu n g  der geom etrischen  Z usam m enhänge  
h e r g e le ite t . Der zw eite  A b sc h n itt  b eh an d elt ausfü h rlich  d ie  A nw endung der w ich tig sten  G le ich u n ­
g en  d er  K rista llb erech n u n g zur E rm ittlu n g  der K r is ta lle le m e n te , der W in k el und  der In d izes . 
B e i  d er  B enutzung des W erk es a ls H andbuch w ird  s ic h  d ieser  T e il — der a u f G rund seiner  
A u fz ä h lu n g  der w ic h tig ste n  F o rm eln  und der B e le u c h tu n g  der Z usam m enhänge a ls  H ilfsb u ch  
b e i  K rista llb erech n u n gen  b e n u tz t  w erden kann — a ls  besonders w ertv o ll erw eisen .
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A ls g lü ck lich e E rgänzun g zu den A usführungen  des B uches g ib t L .  T o k o d y  im  A nhang  
ein e  Z usam m enstellung der M ethoden der K rista llk o n stru k tio n  ohne G ebrauch der K u gel­
p rojek tion . D ie B ehandlung der K rista llk on stru k tion  in  der »Sprache« der d arste llen d en  G eom etrie  
b ie te t  dem  an K u gelp rojektion  gew ohnten K rista llograp h en  zahlreiche n ü tz lic h e  H in w eise  
u n d  ste llt  für d ie an d ie d a rste llen d e G eom etrie g ew oh n ten  F ach leu te  e in e  grosse E r le ich teru n g  
zum  V erstän d n is der sp ez ifisch en  M ethoden der K rista llo g ra p h ie  dar.

D as vorliegen d e B u ch  d arf als ein  äu sserst w er tv o lle s  Fachw erk des u n garisch en  m inera­
log isch en  Sch rifttu m s b eze ich n et w erden. A u f  Grund se iner klaren D a rste llu n g sw e ise  w ird  
m an es auch  als L ehrbuch b en u tzen  k ön n en , o b w o h l es w e it  m ehr b ie te t  a ls e in  so lch es. E s  
s te llt  e in  au sgezeich n etes, system atisch es und g rü n d lich es zusam m enfassendes F ach b u ch  d ieses 
sp ez ie llen  G ebietes der K rista llograp h ie  dar, d as b isla n g  n ich t nur im  u n garisch en , sondern  auch  
im  au slän d isch en  S ch rifttu m  g efeh lt hat. E s is t  zu  h o ffen , dass d ie  in  d iesem  F a ch b u ch  in  klarer 
u n d  e in h e itlich er  D arste llu n g  gebotenen  und d esh alb  le ich ter  anzueignenden  K en n tn isse  ihre 
b efruchtende W irkung sow oh l b ei der A u sb ild u n g  a ls au ch  b e i der W eiterb ild u n g  v o n  S tud ieren­
den  und F ach leuten  z e it ig e n  w erden.

G. P á n tó

18 A cta T echnics X /3 —4
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