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AZ EGERVARY JENO EMLEKPLAKETT 2021. EVI DIJAZOTTJA:
SZEIDL LASZLO

Az Egervary Jend emlékplakettet a Magyar Operacidkutatasi Tarsasag 2021-
ben Szeidl Laszlonak (Obudai Egyetem, professzor emeritus) itélte oda a nemzet-
kozi szinten is kiemelkedd tudomanyos, szakmai és oktatéi munkassagaért, vala-
mint tudomany- és oktatasszervezési tevékenységéért.

Eletutja

Szeidl Laszlé 1948-ban sziiletett Salgétarjanban. 1971-ben kapott matemati-
kus diplomat az Eotvos Lorand Tudoményegyetemen. 1979-ben a matematikai
tudomany kandidatusa fokozatot nyerte el a Moszkvai Allami Egyetemen. Ennek
alapjan az ELTE-n természettudomanyi doktor cimet kapott. 1995-ben a Magyar
Tudomanyos Akadémia a matematikai tudomény doktora cimet adomanyozta sz&-
maéra. 1998-ban habilitalt az ELTE-n.

1971-1981 kozott az MTA Szamitdstechnikai és Automatizdlasi Kutatdintézeté-
ben dolgozott, mint tudomanyos segédmunkatars majd munkatars, végiil tudoma-
nyos fémunkatars. SZTAKI-s évei alatt aspirantiran vett részt a Moszkvai Allami
Egyetemen (1977-79).

1981-1992 kozott az ELTE Szamitékozpontban dolgozott, kezdetben tudoma-
nyos fémunkatars, 1985-t6]1 cimzetes egyetemi docens. 1984-tél az Alkalmazott
Rendszerelméleti 6nallé tudoméanyos csoport vezetéje. 1992-1999 kozott az EL-
TE Valészintiségelméleti és Statisztika Tanszéken dolgozott, kezdetben tudomé-
nyos fémunkatars, 1994-t6l egyetemi docens. ELTE-s f6allasa mellett a Budapesti
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Miiszaki Egyetemen is dolgozott részfoglalkozasban; a Kozlekedésmérncki Karon
(1981-1985), és az Epitémérnski Karon (1992-1993).

1999-ben egyetemi tanari kinevezést nyert a Pécsi Tudomanyegyetem Mate-
matika Tanszékén. 2000-2005 kozott, alapitdsiatol kezdve, a PTE Matematikai és
Informatikai Intézetének igazgatoja.

2005-t61 az Obudai Egyetem (kordbban Budapesti Mfiszaki Féiskola) egyetemi
tanara. 2006-2010 ko6zott a Neumann Janos Informatikai Kar dékanja.

2011-2013 kozott a Széchenyi Istvan Egyetem Miiszaki Tudoményi Karanak
egyetemi tandra.

2018 6ta az Obudai Egyetem professzor emeritusa.

Hosszabb ideji kiilfoldi szakmai atjai: Sztyeklov Matematikai Intézet, Moszkva
(1985-1987), Paderborni Egyetem (1991), Goteborgi Chalmers Egyetem (1997).

Tudomany- és oktatasszervezési tevékenysége

Az oktatéasi-kutatasi tevékenységhez, valamint a doktori iskoldk munkéajahoz
kapcsoléddan tobb kari feladatot latott el az ELTE TTK-n a 90-es években.

A Pécsi Tudomanyegyetemen 2000-ben vezetésével jott 1étre a Matematikai és
Informatikai Intézet. Ot és fél éven keresztiil igazgatta az intézetet, és ezalatt
sikeriilt szildrd alapokra helyeznie. Akkreditdltatta és szakfelelésként elinditotta
a programozé matematikus képzést, valamint més szakteriiletekkel k6zos informa-
tikai képzéseket, majd 2005-t6l a programtervezo informatikus BSc-t.

A PTE TTK Informatikai Stratégiai Bizottsdg elntke (2000-2004), az egyetem
szendtusdnak tagja (2001-2003), a TTK Kari Tandcs tagja (2003-2005), a TTK
Doktori és Habilitdcids Bizottsdg tagja (2004-2005).

Az Obudai Egyetemen (korabban Budapesti Miiszaki Féiskoldn) a Neumann
Janos Informatikai Kar f6igazgatdja, illetve dékdnja volt a 2006-2010 idészakban.
Vezetése alatt a kar jelentGsen tovabbfejlédott mind oktatdsi, mind kutatasi terii-
leten: 2007-ben sor keriilt a mérnok informatikus MSc szak akkreditacidjara és a
képzés 2008-ban elindult.

Aktiv szerepet jatszott az Alkalmazott Informatikai Doktori Iskola megalapi-
tasdban és elinditdasdban dékanként, tudomanyos miihely vezetGjeként és torzstag-
ként. Az akkreditdcidra 2009-ben keriilt sor. 2013-ban Alkalmazott Matematikai
programmal egésziilt ki a doktori iskola, az ij program vezetdje Szeidl Lészlé volt.
A matematikai teriilettel kib&viilt Alkalmazott Informatikai és Alkalmazott Mate-
matikai DI alelndke volt 2014-t6l.
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A BME Kozlekedésmérnoki Kar Habilitdacids Bizottsag és Doktori Tandcs tagja
2000-t6l. A BME Egyetemi Habilitaciés Bizottsag és Doktori Tandcs tagja 2014-
t0l.

A Széchenyi Istvan Egyetem Miiszaki Tudoméanyi Habilitdciés Bizottsdganak
tagja 2011-t6l. Az egyetem Doktori Tandcsdnak tagja (2012-2013).

Tobb OTKA, FKFP és NKFP palyazat vezetdje volt.

Oktatéi és kutatéi tevékenysége

Aktiv oktatdi palydja négy évtizedes. Eléadasokat és specidlis kollégiumokat
tartott programtervezé matematikus, matematikus, matematika tanarszakos, bio-
l6gus, szakinformatikus, valamint doktorandusz hallgatéknak. FO6 targyai: va-
16szinliségszamitas és matematikai statisztika, tobbvaltozés statisztikai analizis,
id6soranalizis, sztochasztikus rendszerek modellezése, tomegkiszolgalds elmélete,
szimuldciés médszerek.

Az oktatas mellett t6bb tantargy tematikajat kidolgozta, illetve tovabbfejlesz-
tette; tankonyveket és szakkonyveket irt.

Német nyelven tartott el6adésokat és gyakorlatokat matematikai statisztikabdl
a Paderborni Egyetemen az 1991-92 tanévben.

Ot doktorandusz hallgatéja szerzett PhD fokozatot, és korabban egy sikeres
kandidatira témavezetGje volt.

Az alabbi kutatasi teriileteken ért el fontos eredményeket: tomegkiszolgdlas el-
mélet, nemlinedris rendszerek identifikaciéja, hatareloszlas tételek, sztochasztikus
rendszerek modellezése és szimulaciés vizsgalata, diverzitasi indexek, abundancia
analizis, higher-order singular value decomposition (HOSVD) és alkalmazdsai.

Alkalmazasorientdlt kutatdsai: agrometeorolégidval, meteoroldgiai idésorokkal
Osszefiiggd statisztikai, modellezési és szimuldcids kérdések vizsgalata, szimulacios
szoftver készitése; hGerémiivek input-output folyamatainak sztochasztikus model-
lezése; véletlen hibdval terhelt vasiti pdlya modellezési kérdései; biolégiai kutata-
sok.

Eddigi eredményeit 5 konyv, 15 konyvfejezet, tobb mint 100 publikacié és tobb
kutatési jelentés tartalmazza. Ezek az eredmények szdmos nemzetkozi konferenci-
an, egyetemen, kutatéintézetben keriiltek ismertetésre.

Munkiit eddig szamos magyar és tobb szdz kiilfoldi kutaté idézte. Az MTMT
szerint a fiiggetlen idéz6 kozlemények szama tobb, mint 1200.
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Tudomanyos koézéleti tevékenysége

A Magyar Operédcidkutatasi Tarsasag tagja 2000 6ta, a 2004-2006 idészakban
a Tarsasag elnoke volt.

Az MTA TIII. Osztdly Operaciékutatdsi Bizottsiag tagja 2000-t6l. A 2003-2006
ciklusban a Bizottsag alelndke, a 2006-2011 ciklusban a Bizottsdg elncke. Sokat
tett az operdcidékutatds elismertetéséért a III. Osztaly korében. Sikerrel folytatta
a Rapcsak Tamas altal megkezdett munkét. Jelentés szerepe volt az Operacio-
kutatéasi Bizottsag megerésitésében. Az MTA III. Osztaly Doktori Bizottsdganak
tagja a 2001-2010 id8szakban. Vilasztott MTA Kozgyiilési Doktorképvisel a
2004-2010 idészakban. Az MTA Pécsi Akadémiai Bizottsag Matematikai és Infor-
matikal Szakbizottsdg elndke (2001-2005). Az MTA Biomatematikai-Biometriai
Bizottsaganak tagja volt 1997-t0l.

Aktivan vett rész a Magyar FelsGoktatdsi Akkreditaciés Bizottsadg munkédjaban
is. A MAB Matematikai és Szamitastudoményi Bizottsag tagja 2001-2003 kozott.
A MAB tagja 2006-2010 kozott. Ugyanebben az idészakban az Egyetemi Tandri
Kollégium tarselnoke és a Matematikai Képzési Agi Bizottsag tarselnoke. A MAB
Stratégiai Bizottsag tagja volt 2010-t61.

A Magyar Rektori Konferencia Informatikai Tudomanyos Bizottsaganak elntke
a 2007-2009 idoszakban, tarselnoke 2009-2010 kozott.

Az Orszédgos Tudomdnyos Kutatdsi Alapprogramok (OTKA) Elektrotechnikai-
Elektronikai (ELE) zstiri tagja 2008-2010 kozott.

A Magyar Osztondij Bizottsag elndkhelyettese 2008-2010 kozott.

A Neumann Jénos Szamitégéptudoményi Tarsasag tagja 1989 6ta, a Magyar
Mérnokakadémia tagja 1995 6ta. Az International Biometric Society tagja 1997-
2010 kozott.

Tagja az Alkalmazott Matematikai Lapok és az IdGjards szerkeszt6 bizottsdga-
nak, valamint a Teaching Mathematics and Computer Science Advisory Board-
janak.

Tobbszor volt tagja nemzetkozi konferencia, valamint tudoményos emlékiilés
szervezObizottsaganak.

Sok DSc, CSc, PhD, Dr.habil. értekezés opponense volt, illetve részt vett a bi-
ralé bizottsdgok munkajaban, valamint szamos kutatdssal és oktatassal 6sszefiiggd
palyazatot, folyoiratcikket biralt.

A Széchenyi Professzori Osztondijat elnyerte a 2000-2003 évekre.
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AZ EGERVARY JENO EMLEKPLAKETT 2022. EVI DIJAZOTTJA:
CSENDES TIBOR

Az Egervary Jend emlékplakettet a Magyar Operacidkutatasi Tarsasag 2022-
ben Csendes Tibornak (Szegedi Tudoményegyetem, egyetemi tanér) itélte oda az
operacidkutatasban, a globalis optimalizalasban elért kutatdi, oktatoi, alkalmazasi
és vezetOi eredményeiért, valamint a tudoményos kozéleti tevékenységéért.

]:lletﬁtja

Egyetemi tanulmanyait Szegeden, a JATE programtervez$ matematikus sza-
kan végezte 1975 és 1980 kozott. Didkkori munkaja eredményeként 1979-ben els6
dijat kapott a XIV. Orszagos Didkkori Konferencian elméleti bioldgiai rendszerek
matematikai modellezésével és szamitogépes szimuldcidjaval. Diplomamunkajét is
ebben a témakdorben irta ,A chemoton modellezése” cimmel. 1980-ban &llamvizs-
gazott jeles eredménnyel, okleveles programtervezé matematikusi képesitéssel.

1980 szeptemberétdl a JATE-n (illetve a szegedi egyetemek dtalakuldsa éta
az SZTE-n) dolgozik. Az els§ években tudomdanyos segédmunkatdrs, majd 1985
ota tudomanyos munkatars volt a Kalmar Laboratériumban. 1993 juniusatol a
Szamitégépes Optimalizdlds Tanszéken oktat (2009-ig ennek neve Alkalmazott
Informatikai Tanszék volt), 1994-t8] egyetemi docensi beosztdsban. 1994-1997
kozott tanszékesoport vezetShelyettes. Az 1995-96-os tanévben a Juhdsz Gyula
Tanarképz6 Foiskola Szamitastechnika Tanszéke megbizott tanszékvezetéi felada-
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tait latta el félallasban, 2006 aprilisatél megbizott tanszékvezetdje volt, és 2007-t61
2020-ig tanszékvezetGje volt a Szamitégépes Optimalizalas Tanszéknek.

1981-ben kozépfoku angol nyelvvizsgat tett, és a XV. OTDK-n nivédijat nyer-
te dolgozatdaval. 1981 éta tanit az egyetemen: el6adast tart numerikus mate-
matikabol, operacidkutatasbdl és szamitogépes statisztikabol, gyakorlatot veze-
tett programozasbol, szamitogépek alkalmazasaibdl, operdcidkutatdsbol és nume-
rikus analizisb6l. Specidlkollégiumot tart globélis optimalizaldsbdl és intervallum-
matematikabol. 1984-ben ,summa cum laude” mindsitéssel egyetemi doktori cimet
kapott. 1985-ben elnyerte a szamitadstudoméannyal és az alkalmazott szamitastech-
nikaval foglalkozé fiatal kutatdk szamara alapitott Kalmar Laszlé Dijat. 1986-ban
alapfoku orosz, 1993-ban fels6fokid német nyelvvizsgat tett.

1987-88-ban 10 hénapot toltott DAAD 6sztondijjal a Diisseldorfi Egyetemen.
1989-ben elnyerte a Bolyai Térsulat Farkas Gyula Emlékdijat. 1993-ban ,,A pa-
raméterbecslési feladat néhdny szamitégépes eljarasa” cimili értekezés alapjan a
Tudomaéanyos Minésit6 Bizottsdg a matematikai tudoméany kandidatusava nyilva-
nitotta. 1993-ban 5 hénapot kutatott és oktatott a Bazeli Egyetemen a Svijci
Osztondijbizottség tdmogatésaval, 1994-ben 3 hénapot Karlsruhéban COST 6sz-
tondijjal, egy évvel kés6bb pedig 6 hénapot Wuppertalban KDAW 6sztondijjal.
1998-ban Széchenyi Professzori 6sztondijat, 2002-ben Széchenyi Istvén 6sztondijat
nyert, mindkét esetben els6 pdlyazataval.

Szamos didkkori munkat irdanyitott, tanitvanyai koziil tobben értek el orszéagos
els6 helyezést. 2002-ben ezért elnyerte az Orszagos Tudoméanyos Didkkori Tandcs
Emlékplakettjét, 2009-ben a Mestertanar Aranyérmet. 2005-ben a hallgaték Arany
Kréta dijat szavaztak meg neki, 2007-ben pedig elnyerte a Vezetd Informatikusok
Szovetsége altal odaitélt Az év informatikai oktatdja dijat. 2008 szeptemberében
egyetemi tandri kinevezést kapott. 2008-12 kozott az SZTE Természettudomanyi
és Informatikai Kara altaldnos és tudomanyos dékdnhelyettese volt. 2012-2015
kozott az SZTE Informatika Doktori Iskola vezetgje.

2013-ban elnyerte a Szentagothai Janos tapasztalt kutatéi osztondijat, 2016-
ban a R.E. Moore dijat az intervallum-analizis alkalmazédsidban elért eredménye-
kért. 2017-ben a Neumann Janos Szamitégéptudoményi Téarsasag Kalmér-dijat
kapta meg, majd 2021-ben a Szegedi Tudoméanyegyetem Innovécids dijat. Idén,
2022-ben a Magyar Erdemrend lovagkeresztjét nyerte el.

Kilenc és fél doktorandusznak volt témavezetGje - egynek megosztva -, és je-
lenleg egy PhD hallgaté belsé témavezetéje. Nyole doktori védésben volt birald
vagy birdlébizottsagi tag. Kilenc tanitvanya szerezte meg a PhD fokozatot: Antal
Elvira, Balogh Janos, Banhelyi Baldzs, Csallner Andrds Erik, Markét Mihély
Csaba, P4l Laszl6, Szabd Péter Gabor, Toth Boglarka, és Vinké Tamds, egy ki-
vételével mindannyian summa cum laude mindsitéssel. Tanitvanyaival tobb alka-
lommal nyert OTKA pélydzatot a kozos kutatas tamogatdsara.
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2004-ben habilitalt a Szegedi Tudoményegyetem Informatikai Intézetében. A
tantermi- és a tudoményos eldadasanak cime ,Korlatozéas és szétvalasztas tipusiu
optimalizdlasi modszerek”, illetve ,A megbizhaté optimalizdlds és alkalmazdsai”
volt. 2007 m&jusdban sikeresen megvédte Reliable optimization - methods and
applications cimii értekezését, és megkapta az MTA Doktora cimet.

1990 6ta az MTA Operacidkutatasi Bizottsdga, 1991-6ta a Magyar Operacid-
kutatasi Tarsasag tagja. 1991-96, 1999-2002 és 2004-2006 kozott volt az utébbi
tarsasig vezetdségi tagja, 2000 és 2002 kozott elnokhelyettese, 2008-2011 kozott el-
noke. 2003-t61 2008-ig az MTA Operédcidkutatasi Bizottsaganak titkara volt, 2011-
2015 kozott alelnoke, 2015-t61 2020-ig pedig elndke. 2007-ben megvélasztottdk az
MTA kozgytilési képviseldjének. 70 tudoméanyos folyéiratnak irt birdlatokat, t6bb
mint 50 nemzetkozi konferencidnak volt tudomanyos- vagy programbizottsagi tag-
ja, és tiz plendris el6adasra kérték fel. Az Acta Cybernetica, az Acta Universitatis
Sapientiae Informatica, az Alkalmazott Matematikai Lapok, a Central European
J. of Operations Research, a Journal of Global Optimization, a Nonlinear Theory
and its Applications (IEICE), az Optimization Letters, az SN Operations Rese-
arch Forum és a szegedi Polygon szerkesztéje. A Mathematical Programming A
szerkesztdje volt 2011-2017 kozott.

230 publikéaciénak, ezen belill 2 kényv és tébb mint 80 megjelent, teljes ter-
jedelmi idegennyelvii kozleménynek szerzdje vagy tarsszerzdje (a hatdstényezdk
Osszege 32 felett), és az el6bbiekre t6bb, mint 2200 hivatkozdst kapott énhivatko-
zésok nélkiil. A Hirsch indexe 23.

Végezetiil, a tudomdanyos eredményeken feliil, egy remek (globélis) optimaliza-
cids csoportot alakitott ki Szegeden, és gondoskodott arrdl, hogy a tagok, amennyi-
ben szeretnének, az akadémiai életben maradhassanak. Sok tudoményos unokdja
van, a [13,17] intervallumon beliil.
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A FARKAS GYULA EMLEKDIJ 2021. EVI DIJAZOTTJA:
BALAZS ISTVAN

Eletﬁtja

Baldzs Istvan 1988-ban sziiletett Kiskunhalason. A Szegedi Tudoményegyete-
men (SZTE) szerzett alkalmazott matematikus mesterszakos diplomét 2012-ben.
Ezt kovetéen hérom évig a Szegedi Tudomanyegyetem Matematika- és Szami-
tastudomanyok Doktori Iskola 6sztondijasa volt. 2015-t6l 2020-ig tudoményos
segédmunkatars el6bb a Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai Intézetében, majd az
ELKH-SZTE (kordbban MTA-SZTE) Analizis és Sztochasztika Kutatécsoportban.
2020-2022 kozott posztdoktor a Klagenfurti Egyetem Matematikai Intézetében.

Kutatdsi teriilete a funkcionél-differencidlegyenletek elmélete és alkalmazasa.
Témavezetdje — mind mesterszakos diplomadolgozatdnak, mind pedig 2020-ban
megvédett PhD értekezésének — Krisztin Tibor volt.

Balazs Istvan a viszonylag kevés, de elméletileg rendkiviil igényes cikket iré
kutatok kozé tartozik. Ugyanakkor kutatasait fontos alkalmazasok motivaljak.
Dolgozatai a témakor legrangosabb folydirataiban jelennek meg, dgymint a Journal
of Differential Equations és a SIAM Journal of Mathematical Analysis.

Az utébbi dolgozatot egy sorbanallasi probléma motivalja, amelyben a kiszol-
galés késleltetése a sorhossztdl fiigg. Ilyen problémék természetes moédon vetédnek
fel szamitégép-halézatokban, kozlekedési modellekben, s6t bioldgiai rendszerekben
is. A probléma matematikai modellje egy allapotfiiggé késleltetést tartalmazé dif-
ferencidlegyenlet, ennek az ujkeleti problémanak a virtudz vizsgédlata a szerzé
egyik legmélyebb eredménye.
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Legtjabb, a Journal of Differential Equations folyéiratban megjelent publi-
kéiciéjaban egy sejtbioldgiai alkalmazas altal motivalt, allapotfiiggd késleltetést
tartalmazo6 differencidlegyenlet-rendszert vizsgdl, melyben a késleltetést egy kii-
szobfeltétel hatdrozza meg.

Rost Gergellyel irt két dolgozatdban megmutatta, hogy konstans késleltetést
tartalmazé differencidlegyenletekre a Hopf-bifurkaciéval kapcsolatos ismert, de a
gyakorlatban nehezen kezelheto eredmények specidlis egyenletosztalyok esetén ki-
valthatok egy egyszeriien ellendrizhet6 kritériummal annak eldontésére, hogy a
bifurkacié szub- vagy szuperkritikus-e. Az eredmények alkalmazhatdk a nevezetes
Wright-egyenletre [3] és a Nicholson-egyenletre is.

A konstans késleltetést tartalmazé egyenletek elméletének egy tovdabbi alkalma-
zasa egy deviza-portfoli6 vizsgalata, a dinamika globalis stabilitdsanak bizonyitasa,
1d. [4].

Erdeklddésének és eszkdztardnak sokféleségét mutatja az [5] dolgozat, amely-
ben intervallum-analizisen alapulé megfontolassal bizonyitjak nemlinedris parcialis
differencidlegyenletek specidlis megoldasainak a létezését. A cikk f6 érdeme egy
numerikus eljarasnak valédi bizonyitassa torténd atalakitasa

Balédzs Istvan tobb szegedi konferencia szervezésében vett részt. 2014 6ta ok-
tat dinamikus rendszerek, sztochasztika és kalkulus targyakat, és részt vett egy
dinamikus rendszereket targyald egyetemi jegyzet atdolgozasaban is.

A dijazott 6t legfontosabb publikaciéja
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A FARKAS GYULA EMLEKDIJ 2021. EVI DIJAZOTTJA:
BOLDOG PETER

Eletﬁtja

Boldog Péter 1987-ben sziiletett Budapesten. Tanulmanyait a Szegedi Tudo-
méanyegyetemen folytatta, elészor bioldgia BSc, majd fizika BSc és MSc diplomat
szerzett. Bekapcsolédott tobb biofizikai kutatdsba is, ami a rangos Physica Status
Solidi (B) folydiratban kozolt elsdszerzés publikdcidhoz vezetett. Kés6bb érdek-
16dése a matematika felé fordult, és Rost Gergely témavezetésével (belsd konzu-
lens Fehér Laszl6 professzor) irta a fizikus diplomamunkéjit késleltetéses Turing-
rendszerek mintaképzddésébol. TDK dolgozatot is készitett Rost Gergellyel, ami
egy kiilonos jarvanytani jelenségre ad magyarazatot egy dinamikus matematikai
modell segitségével: hogyan lehetséges, hogy a diftéria elleni toxoid vakcina nyaj-
immunitést biztosit, mikor az nem a megfert6z6dés, hanem csak a megbetegedés
ellen véd. A dolgozat az OTDK-n 2. dijat nyert.

PhD tanulményait is Rost Gergely mellett kezdte el, és egy sejtbiologiai prob-
léman kezdett dolgozni, az igynevezett ,,go or growth” tipusi rendszerek korrekt
matematikai lefrdsdn, Ruth Baker oxfordi professzorral egyiittmiikodésben (akinél
tanulmdnyiton is volt). Ez a probléma t6bb raktipus, legf6képpen a glidma ese-
tén fontos: bizonyos rakos sejtek két allapot, az invaziv és a proliferalé fenotipus
kozott véltogatnak. Az utébbi dllapotban eltoltott id6 a sejtciklus hosszatdl fiigg,
emiatt a modellek nem-Markoviak lesznek, a mean field egyenletek pedig idékés-
leltetést tartalmaznak. Az analitikus kozelité egyenletek mellett egy dgens alapi
modellrendszert is kidolgozott, amihez a Gillespie algoritmust jelentsen tovabb
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kellett fejleszteni. Nagyon sok eredményt ért el ezen a teriileten, amelyeket tobb
rangos nemzetkozi konferencian is bemutatott.

Ko6zbeszolt azonban a COVID-19 pandémia, tuddsara és munkéjara nagy sziik-
ség volt a jarvany elleni védekezéshez az ITM Jarvanymatematikai és epidemiolégi-
ai elemz6 munkacsoportjaban. COVID-19 elemz6 munkéjanak eredményei kozott
van egy publikacié a Journal of Clinical Medicine folyéiratban a koronavirus glo-
bélis terjedési kockazatarol, aminek els6 szerzdje, és ami 230 hivatkozast kapott
masfél éven beliil. Emellett tarsszerzé a magyar jarvanyhelyzetet legalaposabban
modellez6 tanulményban is, ami a Viruses foly6iratban jelent meg. Két tovabbi
COVID-19-hez kapcsoldo cikke lett benytjtva. Vizi Zsolttal és Bogya Norberttel
kozosen fejlesztette ki a Flatten nevi elérejelz6 és készletezd rendszert, amellyel
elnyerték az SZTE Innovaciés Dijét.

Boldog Péter egy rendkiviil széles latokorti kutatd, aki a bioldgidban, fizika-
ban, matematikaban, de még a programozasban és szoftver-fejlesztésben is jartas,
egy igazi reneszansz ember, a szokdsos kategéridkba nem besorolhaté. Nagyon
aktivan és nagy lelkesedéssel vesz részt a tudomanyos ismeretterjesztésben és a
matematika népszertisitésében, rendszeres eldaddja az ilyen jellegli rendezvények-
nek (Kutatdk Ejszakdja, egyetemi nyilt napok, stb.), latvédnyos vizualizacidkkal
mutat be jelenségeket.

A dijazott 6t legfontosabb publikaciéja
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A FARKAS GYULA EMLEKDIJ 2021. EVI DIJAZOTTJA:
LOVAS ATTILA

Eletﬁtja

Lovas Attila 2007-ben kezdte tanulmanyait a BME vegyészmérnok szakén, ahol
kivalé eredménnyel végezte el a BSc képzést (2011). Vegyészmérnoki tanulmdnya-
ival parhuzamosan 2009-té6l a BME matematika szakan tanult, ahol kitlin6 ered-
ménnyel végezte el a BSc (2012) és az MSc (2014) képzést. Ez kvetéen PhD kép-
zésen vett részt a BME Matematika- és Szamitastudomanyok Doktori Iskoldjaban
Andai Attila témavezetésével, ahol 2017-ben védte meg Az informdcidgeometria
alkalmazdsa kvantummechanikai rendszerekre cim@i doktori értekezését. A kvan-
tum informécidelmélet teriileten elért elméleti eredményeiért 2018-ban Griinwald
Géza emlékéremben részesiilt. A Farkas Gyula emlékdijjal pedig az alkalmazott
matematikai eredményeit ismerték el.

Lovas Attila jelenleg a Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézetben dolgozik
teljes allasban a Rasonyi Miklds dltal vezetett Pénziigyi matematika kutatocsoport-
ban, részmunkaidében pedig a Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyete-
men oktat analizist és valészintiségszamitast.

JelentGs eredményeket ért el az alkalmazott valdszintiségszamitas, gépi tanu-
l4s, és matematikai modellalkotds teriileteken, valamint orvosi és epidemioldgiai
alkalmazdsokban.

Résonyi Mikldssal kozos cikkében a stacionarius ergodikus kozegbe helyezett
Markov-lancok egy igen tag csalddjara bizonyitotta a folyamat kezdeti feltételtél
nem fiiggd staciondrius eloszldshoz valé konvergencidjat, és megmutatta, hogy a
folyamat korldtos funkciondljaira teljesiil a nagy szamok térvénye L, értelemben.
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A HU-MATHS-IN szervezet (Hungarian Service Network for Mathematics in
Industry and Innovations) & célkitilizése, hogy Gsszekapcsolja az akadémiai ipari
matematikai kutatéi kapacitdsokat az ipar teriiletén felmeriilé kutatds-fejlesztési
és innovacios igényekkel. Lovas Attila két nagy sikeres, HU-MATHS-IN &ltal me-
nedzselt ipari céli matematikai kutatasi projekt megvaldsitdsaban vett részt. A
BOSCH egyiittm(ik6dd projekt keretében harom magyarorszagi egyetem kutato-
csoportjai kozosen olyan szamitégépes grafikai alkalmazést fejlesztettek, melynek
segitségével paraméterezhetd, valdésaghti kod szimulalhaté kétdimenzids statikus
képeken. Lovas Attila a BME csoportjat vezette, és a fizikai kodmodell kidolgo-
zasaért felelt. A Magyar Kozit Nonprofit Zrt. és a Széchenyi Egyetem kozotti,
Stuttgarti Egyetem &ltal koordindlt HIDALGO (HPC and Big Data Technologies
for Global Systems) projekthez kapcsolddé egyik ipari feladat volt a jarmiiforgalom
becslése varosi uthalézatokon ritkdasan telepitett forgalomfigyel6 szenzorok adatai
alapjan. A f6 kihivast a szenzorokkal el nem latott utszakaszokon 1év6 jarmiifor-
galom szimulaciéja jelentette. Lovas Attila részt vett az Uj tipusu makroszkopi-
kus forgalomszimulacids modell kidolgozasaban és implementdlasaban. 2011-ben
Szaldki Imre (BME NTT) témavezetése mellett kozremiikodott egy 1dj, haromdi-
menziés rontgenfluoreszcens spektrometriai képalkoté algoritmus megalkotasaban.

A dijazott 6t legfontosabb publikaciéja
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A FARKAS GYULA EMLEKDIJ 2021. EVI DIJAZOTTJA:
VARCA BALINT

Eletﬁtja

Varga Bélint 1988-ban sziiletett Pdpan. Az ELTE matematikus szakdn kap-
ta meg BSc diploméjat 2012-ben. Az ELTE Informatikai Kar &ltal koordinalt
European Institute of Technology (EIT) ICT Labs Master School ,,Security and
Privacy” programjiaban kapott MSc diplomat 2014-ben, parhuzamosan az ELTE
IK-n és a Trentdi Egyetemen. 2015-2018 kozott Grolmusz Vince témavezetése mel-
lett doktori 6sztondijasként, 2018-t6l tudoméanyos segédmunkatarsként az ELTE
PIT Bioinformatikai Kutatécsoport tagja.

Varga Baélint olyan 1j, igéretes bioinformatikai teriileteken dolgozik, amelynek
miivelése igényli a nagy adathalmazok, a gyors és hatékony algoritmusok, a fejlett
adatszerkezetek, a kombinatorika, a grafelmélet, valamint a biolégia ismeretét is.

Varga Baélint dolgozta ki az amerikai Human Connectome Project (HCP) MRI
felvételeibél valé agygraf szdmitdsokat, azaz szdmos szoftver (pl. FreeSurfer, Con-
nectome Mapper Toolkit) segitségével az emberi agy teriiletei mint grafcsicsok
kozti élek azonositasat, ahol az élek megfelelnek olyan axon-kotegeknek, amelyek
a csucsoknak megfelel6 agyi teriiletek kozott futnak. A feladat végrehajtasa soran
szamos adat-kompatibilitasi problémat és hibajavito eljarast kellett megoldani, il-
letve kidolgozni. Kezdetben (2014-2018) 3-4 hénapig tartott tébb szdz agygraf
kiszamolasa, itt automatikus feladatiitemez6 és hibajavitd eljarast dolgozott ki.
Ma a korszerti, sokkal nagyobb klaszteren ugyanez a feladat (immér sokkal haté-
konyabb hibajavitdssal) mar egy hét alatt megoldhatd.
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Munkéjanak kivalésagat az is jellemzi, hogy bar a HCP adathalmaz nyilvano-
san elérhetd, igen kevés kutatécsoport képes ezekbdl a diffiziés MRI adatokbdl
agygrafokat épiteni. Vezetd szerepet jatszott a Budapest Reference Connectome
Szerver létrehozasdban, amely tobb szdz agygraf alapjan, egy tetszélegesen va-
laszthaté k paraméterrel, azokat a graféleket adja meg és rajzolja ki, amelyek a
feldolgozott agygrafok koziil legaldabb k-ban jelen vannak. Vezetd szerepe volt a
http://braingraph.org szerver létrehozdsdban, amely a tudomdnyos kozosség sza-
maéara konnyen elérhet6vé teszi az dltala kiszamitott agygrafokat.

Munkajara, a Budapest Reference Connectome Szerverre alapozva fedezte fel
kutatécsoportjanak volt tagja, Kerepesi Csaba a Consensus Connectome Dynamics
nevi jelenséget, amely robusztus médon leirja az emberi agy kapcsolatainak egyed-
fejlodését, illetve — els6ként az irodalomban — lehet&séget ad az MRI-bol szamitott
agygraf-élek iranyitasara.

Varga Balint hozta létre az eddigi legmegbizhatébb, 1064 alany agygrafjabdl
all6 adathalmazt, amely egy kifinomult atlagolasi eljaras eredménye. Erre épiil
a Newton-blurring felfedezése és alkalmazasa nem-képi adatok augmentalasara,
valamint az SVM-alapi adat-analizis.

Alapvetd szerepet jatszott a PDB_Amyloid automatikusan frissiilé amiloid-lista
létrehozasdban is, amelyben a Protein Data Bank tobb mint 150 000 struktiréja
koziil, pusztdn geometriai feltételeket hasznélva, azonositja az amiloidokat. (Az
amiloidok rosszul feltekeredett, oldhatatlanna valt fehérjék, amelyek fontos szere-
pet jatszanak az oregséggel kapcsolatos neurodegenerativ betegségek kialakulasa-
ban (pl. Alzheimer kér, Parkinson kér)).

Mesterszakos tanulmanyai alatt a Pazméany Péter Egyetemen tartott gyakorla-
tokat. Az ELTE-n el6szor Véges matematika gyakorlatokat, majd Szamitaselmélet
gyakorlatot, legijabban, immér rendszeresen, Bioinformatika gyakorlatot tart, és
legijabban az Intézet mesterséges intelligencia kurzusain tanit.
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Eletut ja

Barath Déniel 1989-ben sziiletett Budapesten. Egyetemi tanulményait az
ELTE Informatikai Karan folytatta, ahol az M.Sc. fokozatot 2014-ben nyerte
el. Ezt kovetéen az ELTE Informatikai Kar Informatikai Doktori iskoldjanak
hallgatéja lett, ahol témavezetéje Hajder Levente volt. 2019-ben szamitégépes
l4tds témaban irt ,Affine Correspondences and their Applications in Practice”
cim@ PhD disszerticigjat summa cum laude eredménnyel védte meg. 2016 Sta
az MTA/ELKH SZTAKI tudoményos munkatérsa, ezen beliil a Geometriai Mo-
dellezés és Szamitégépes Latas Labor, ill. a Gépi Erzékelés Kutatélaboratérium
kutatdéesoportokban dolgozott/dolgozik, itt végezte doktori munkajat is. Jelenleg
2020 6ta az ETH Ziirich, Department of Computer, Science Computer Vision and
Geometry Group tanszékén posztdoktori 6sztondijas.

Kutatdsi teriilete a szamitégépes latas geometriai, ill. robusztus statiszti-
kai médszerei, a zajjal terhelt és hibas adatpontokat tartalmazoé wvalos adatokbol
egy matematikai modell becslése. A gyakorlatban ezen mddszerek szdmos terii-
leten elengedhetetleniil fontosak. Lehet6vé teszik tobbek kozott valds kornyezet
mind off-line, mind pedig valds ideji hdromdimenzids rekonstrukcidjit képekbol és
egyéb szenzoradatokbdl. Tovabbd fontos elemei autoném jarmiivek vagy UGV-k
(Unmanned Ground Vehicle) navigdcidjanak.
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Tudomanyos munkéssaganak kivalésdgat jelzi, hogy jelenleg, hdrom évvel a
PhD fokozat megszerzése utdn 25 A*-os mindsitéssel rendelkezb konferencia pub-
likacioval rendelkezik, melyek tobbsége elsészerzés vagy egyszerzés. Az A* mi-
nositést csak az adott teriilet legelismertebb konferenciai kapjak, mint példaul
a Conference on Computer Vision and Pattern Recognition (CVPR). 2021-ben
két elsOszerzés cikke jelent meg a Transactions on Pattern Analysis and Machine
Intelligence folyéiratban 2022-ben az International Journal of Computer Vision fo-
lydiratban fogadték el cikkét. Mindkét szaklap C1 besoroldsu (top 1%). Referdlt
publikacidinak szama meghaladja az 50-et, tobb mint 1000 hivatkozéassal és 17-es
h-indexszel rendelkezik (Google Scholar).

Az Eotvos Lordand Tudoményegyetem Informatikai Kardn tanit szdmitdgépes
grafikat és szadmitogépes latdst méar 5 éve. Az ELTE-n, a Pragai Miiszaki Egye-
temen, és az ETH Ziirichen Gsszesen tobb mint 10 didk szakdolgozatanak volt
témavezetdje.

Barath Daniel kiemelked6 teljesitményt nydjt a tudomanyos kutatasban. Mar
most iskolateremtének szamit, itthon és kiilféldon is. A mérnoki problémédk meg-
fogalmazasaban és matematikailag igényes megolddsaban kivéalé példajat adja az
alkalmazott matematika magas szinvonalanak.

A dijazott 6t legfontosabb publikaciéja

[1] BARATH, D. E£s HAJDER, L.: Efficient recovery of essential matriz from two affine corre-
spondences, IEEE Transactions on Image Processing, Vol. 27 No. 11, pp. 5328-5337 (2018).
DOI: 10.1109/TIP.2018.2849866

[2] BARATH, D. Es MATAS, J.: Graph-cut RANSAC: local optimization on spatially coherent
structures, IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, Vol. 44 No. 9,
pp. 4961-4974, (2021). DOI: 10.1109/TPAMI.2021.3071812

[3] BARATH, D., NOSKOVA, J. £S MATAS, J.: Marginalizing sample consensus, IEEE Trans-
actions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, Vol. 44 No. 11, pp. 8420-8432,
(2021). DOI: 10.1109/TPAMI.2021.3103562

[4] BARATH, D.: Efficient Energy-based Topological Outlier Rejection, Computer Vision and
Image Understanding, Vol. 174, pp. 70-81 (2018). DOI: 10.1016/j.cviu.2018.07.002

[6] GuaN, B., ZHAO J., BARATH, D. Es FRAUNDORFER, F.: Minimal solvers for Relative Pose

Estimation of Multi-Camera Systems using Affine Correspondences, International Journal
of Computer Vision, Vol. 131, pp. 324-345 (2023). DOI: 10.1007/s11263-022-01690-w
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Eletut ja

Cseh Agnes matematikus BSc diplomé&jat 2010-ben szerezte a BME-n, a Fleiner
Tamas témavezetése mellett irt ,,Stabil parositasok és alkalmazasaik” c. diploma-
munkajaval. Ezt kovetéen a Berlini Miszaki Egyetemen folytatta tanulményait,
itt szerezte meg az MSc és a PhD fokozatot is. Az el6bbit ,,Best Degree Award”-
dal, mig az utébbit ,summa cum laude” mindsitéssel dijaztak. Ezutidn az MTA
KRTK kutatéintézetében dolgozott kutatéként, ill. posztdoktori 6sztondijasként
szamos helyen megfordult. Jelenleg Berlinben él, és az egyéves kisfiat neveli.

Cseh Agnes kutatési teriilete az elméleti matematika foként algoritmusokkal
kapcsolatos eredményeinek alkalmazéasaihoz kotédik. Az egyik legfontosabb te-
riillet a parositasok vizsgalata preferenciakkal ellatott struktirakban, de vannak
eredményei igazsdgos elosztasokrdl is. A stabil parositdsok sikerének hatdsara
napjainkban sokat vizsgdlt népszerii parositasok legjobb magyarorszagi szakér-
t6je. Kutatémunkaja mellett a szervezésben is éridsi gyakorlata van: szamos je-
lent6s konferencia program- ill. szervezobizottsaganak volt tagja, valamint harom
EU altal tAmogatott COST projektben volt vezetoségi képviseld. Ismeretterjesztd
cikkével 2018-ban nyerte el az Elet és Tudomany dijat, a 2016-ban odaitélt Klaus
Tschira dijat szintén a tudomény népszeriisitéséért kapta, 2012-ben pedig a Kairo-
ban rendezett ,,Science slam” versenyt nyerte meg a tudomanyteriiletét ismertetd,
tagabb kozonségnek szant eldadasaval.
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A legkézzelfoghatobb alkalmazési teriilet Cseh Agnes munkéjaban a vesecserék-
kel kapcsolatos. Az élédonoros vesetranszplantacio egyik f6 akadalya, ha a miitét
azért ellenjavallt, mert a szervéatiiltetésre szorulé beteg inkompatibilis a donorja-
val. Ha azonban tobb ilyen inkompatibilis par kozott talalunk két olyat, akik a
donorjaikat elcserélve kompatibilissé valnak, akkor minden ilyen cserével két be-
teg mentheté meg. Bar a jogi kornyezet szamos orszagban jelentGsen megneheziti
az ilyesfajta megoldast, ahol ez lehetséges, ott sok péaciens szamara teszi lehetové
a beavatkozdst egy optimalizalé algoritmussal kiszamitott parositdas a cserére fo-
gékony betegek és donorok kozott. Cseh Agnes németorszagi tartézkodasa soran
szembesiilt azzal, hogy a német egészségiigyi rendszer rendkiviil elutasité ezzel a
lehetoséggel kapcsolatban. Ennek hatdsdra vett részt, az ezt a hozzdallast meg-
valtoztatni szdndékozd, kevés lelkes ember inditotta kezdeményezésben. A kitarté
munka és a Cseh Agnes altal implementalt algoritmus nyomén sziiletett meg —
évtizedes tétlenség utan — az els6, Németorszidgban elvégzett vesecsere.

Cseh Agnes 2016-ban Griinwald Géza dijban részesiilt, a Farkas Gyula emlék-
dijat az ezt koveté eredményei alapjan nyerte el.

A dijazott 6t legfontosabb publikacidja

[1] CEcHLAROVA, K., CSEH A., JANKO, Zs., KIRES, M. £s MINO, L.: A quest for a fair schedule:
The Young Physicists’ Tournament, Journal of Scheduling, (2022). megjelenés alatt

[2] ANDERSSON, T., CSEH, A., EHLERS, L. s ERLANSON, A.: Organizing Time Banks: Lessons
from Matching Markets, American Economic Journal: Microeconomics, Vol. 13 No. 1,

pp. 338-373 (2021). DOI: 10.1257/mic.20180236

[3] CsEH, A. fs KaviTha, T.: Popular Matchings in Complete Graphs, Algorithmica, Vol. 83
No. 5, pp. 1493-1523 (2021). DOI: 10.1007/s00453-020-00791-7

[4] CsEH, A. £s FLEINER, T.: The complexity of cake cutting with unequal shares, Transactions
on Algorithms, Vol. 16 No. 3, pp. 1-21, Article No.: 29, (2020). DOI: 10.1145/3380742

[5] CsEH, A. fs KaviTHA, T.: Popular edges and dominant matchings, Mathematical Pro-
gramming, Vol. 172 No. 1, pp. 209-229 (2018). DOI: 10.1007/s10107-017-1183-y
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Eletﬁtja

Horvath Markd 1989-ben sziiletett. Az Eotvos Lorand Tudoményegyetem
Természettudomanyi Karan 2011-ben matematikus BSc diplomat, majd 2013-ban
alkalmazott matematikus MSc diplomét szerzett. 2013-t61 a SZTAKI tudoményos
munkatarsa, és egyben az ELTE Matematikai Doktori Iskolajanak doktorandusza.
2020-ban summa cum laude minésitéssel védte meg PhD értekezését, amelynek
témaja egészértékli programozas és iitemezéselmélet volt.

2022-ben 3 éves Bolyai Janos Kutatési Oszténdijat nyert. Ezen kiviil 2021-ben
az International Conference on Automated Planning and Scheduling konferencia
keretein beliil szervezett Dynamic Pickup and Delivery Problem cimii nyilt ver-
senyen csapatban harmadik helyezést ért el. A verseny sordn egy ipari logisztikai
feladatra kellett egy megoldast kidolgozni, amire 2 honap allt rendelkezésre. A
versenyen Osszesen 153 csapat indult.

Tudoméanyos eredményeit f6leg az egészértékii programozas iitemezési és
jarmuutvonal tervezési alkalmazédsaival kapcsolatban érte el. Egyrészt Gj egzakt,
ill. approximécids algoritmusokat dolgozott ki az er6forras korlatos legrovidebb 1t
problémara, masrészt az integralt tobb depods jarmii és vezetd litemezési probléma-
ra dolgozott ki egy egzakt modszert, ami a maga nemében az els6 ilyen mdédszer
volt. Ezen kiviil online jarmil flotta {itemezési feladatok hatékony megoldasa-
ra fejlesztett kiilonféle médszereket. Utdbbi feladatok nehézségét az adja, hogy
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a széllitasi feladatok elére nem ismertek, és bizonyos mérészamok szerint minél
jobban szolgéalja ki egy jarmiiflotta a feladatokat.

Eddig 6sszesen 8 cikke jelent meg nemzetkozi, lektordlt szakfolydiratban, ame-

lyek koziil 4 db D1 besorolasi, 2 db Q1 besoroldsu, és 2 db Q2 besorolasu.

Tobb ipari alkalmazés kidolgozasdban is részt vett az EPIC InnoLabs Kft. szé-

mara. A fejlesztések részben magyarorszagi, részben nemzetkozi vallalatok szama-
ra késziiltek, és iitemezési, valamint logisztikai alkalmazédsok voltak.

[1]

2]

3]

[4]

[5]

A dijazott 6t legfontosabb publikacidja

Kis, T. £s HORVATH, M.: Ideal, non-estended formulations for disjunctive constraints
admitting a network representation, Mathematical Programming, Vol. 194, pp. 831-869
(2022). DOI: 10.1007/s10107-021-01652-z

DRrROTOS, M., GYORGYI, P., HORVATH, M. £8 Kis T.: Suboptimal and conflict-free control of
a fleet of AGVs to serve online requests, Computers and Industrial Engineering, Vol. 152,
p. 13 (2021). DOI: 10.1016/j.cie.2020.106999

HorvATH, M. £s Kis, T.: Polyhedral results for position-based scheduling of chains on a
single machine, Annals of Operations Research, Vol. 284, pp. 283-322 (2020).
DOI: 10.1007/s10479-019-03180-8

HorvATH, M. Es Kis, T.: Computing strong lower and upper bounds for the integrated
multiple-depot vehicle and crew scheduling problem with branch-and-price, Central Euro-
pean Journal of Operations Research, Vol. 27, pp. 39-67 (2019).

DOI: 10.1007/s10100-017-0489-4

HorvATH, M. £s Kis. T.: Solving resource constrained shortest path problems with LP-
based methods, Computers & Operations Research, Vol. 73, pp. 150-164, (2016).
DOI: 10.1016/j.cor.2016.04.013
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Eletutja

Juhdsz Néra 1988-ban sziiletett. Matematika BSc és MSc tanulméanyait is a
Szegedi Tudomdanyegyetemen végezte. Szakdolgozatdt, illetve diplomamunk&jat
Hatvani Lészl6 és Karsai Janos vezetésével készitette egy kozgazdasigi (kereslet-
kindlati modell), illetve egy bioldgiai modellezés (a tiidS és a 1égzés biomechani-
kdja) témdjaban. Ezutdn tébb véllalatnal is dolgozott szoftverfejlesztéként. 2016-
ban visszataldlt a kutatdshoz, és elnyert egy rangos PhD-6sztondijat a Marie Curie
Eurépai Innovativ Képzési Hal6zatban. Doktori fokozatat 2020-ban szerezte Olasz-
orszagban L’Aquila egyetemén Donatella Donatelli témavezetése mellett. Ezutan
visszatért Magyarorszagra, és a Szegedi Tudomanyegyetemen folytatta munkajat,
ahol virusdinamikédval foglalkozik Rost Gergely Elvonal palydzata, majd az Egész-
ségbiztonsag Nemzeti Laboratérium keretében.

Doktori értekezése az atmoszféra folyamatainak modellezéséhez kapcsolddik.
A sz@l aramlasat haromdimenziés Navier-Stokes egyenletek irjak le. Ha emel-
lett a légszennyezést is modellezni szeretnénk, a rendszert ki kell egésziteni még
egy konvekcids-diffizids egyenlettel is. A meteorolégidban azonban nem a teljes
modellt hasznaljak a mindennapi munkaban, hanem ennek egy leegyszeriisitését
(primitiv egyenleteknek vagy hidrosztatikus approximéciénak is nevezik). Juhdsz
Nora azt a kérdést vizsgalta, igazolhaté-e ez a leegyszeriisités. PhD értekezésének
6 eredménye, hogy egy skéldzdsi paramétert (ami a tartomdny vastagsdgdt adja
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meg a tartomédny méretéhez képest) nulldba tartatva az anizotrép rendszer meg-
oldésai konvergédlnak az egyszeriisitett rendszer megolddsaihoz. Ez nemcsak egy
matematikailag nehéz és szép eredmény, hanem egyben az elméleti alatdmasztasat
is adja a meteorolégusok altal hasznalt hidrosztatikus approximaciénak.

A COVID-19 pandémia alatt elinditott kutatdsban hamarosan a virusdinami-
kai csapat vezéregyéniségévé vélt, és Rost Gergely — a pandémia alatti gyakori —
tavollétei idején & fogta Gssze és irdanyitotta ezeket a kutatdsokat. Az 1j megkoze-
litésiik 1ényege, hogy kihaszndlva a sejtek és a virus kozotti méretbeli kiilonbséget,
egy hibrid multiskdlds modellcsalddot alkottak. Az dgens alapu komponens szto-
chasztikus, és a hamsejtek allapotvaltozasat koveti egyedi szinten, a virus térbeli
terjedését pedig egy parcidlis differencidlegyenlet (reakcié-diffizié tipusi) irja le.
A két modellkomponens kolesonds interakciéban all egymaéassal. A matematikai
formalizmus korrekt megalkotdsa és a szimuldciét végz6 algoritmus hatékony imp-
lementéaciéja mellett nagy kihivds volt a mikrobiolégiai, virolégiai tanulmanyok
alapjan paraméterezni a modellt, de ezzel sikeriilt nagyon jol reprodukalni valédi
in-vitro kisérletek eredményét, igy 1j informacidkat nyerni a SARS-CoV-2, vala-
mint az influenzafert6zés dinamikajarél. A modellt tovébbfejlesztve megadték a
Paxlovid nevii kétkomponensii antiviralis szer részletes farmakometriai elemzését.

Juhasz Néra az alkalmazott matematika népszeriisitéséhez is hozzajarult. Mun-
kaik a virusterjedésrél készitett latvanyos szimuldcioknak kdszénhetéen nagy mé-
diafigyelmet kapott. A Kutatok éjszakdja Fiatal Kutaték sorozatdban videointer-
jut készitettek vele. Emellett az Erintébe is frt egy hosszabb cikket.

A dijazott négy legfontosabb publikacidja
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DINAMIKUS RENDSZEREK SZETC,SAT/OLASA BE- ES KIMENETI
TRANSZFORMACIOKKAL

BAAR TAMAS, LUSPAY TAMAS

Jelen kézirat egy olyan szétcsatoldsi eljardst mutat be, amely segitségével di-
namikus rendszerek alrendszerekre bonthatdok. Ezt a szétcsatolast a rendszer
be- és kimeneteinek megfeleld transzformacidival érjiik el. Ezen transzforma-
cidkat ugy hatarozzuk meg, hogy az atvitelt a kiemelni kivant alrendszeren
keresztiill maximalizaljuk, mig a lecsatolni kivant alrendszereken keresztiil
minimalizdljuk. Az ehhez sziikséges vektorok kiszadmitdsa a robusztus ira-
nyitdsok témakorében ismert linedris méatrix egyenlétlenségekkel megfogal-
mazott optimalizaldsi feladatra vezethetd vissza. Egy demonstricids példa
bemutatdsa utdn részletesen targyaljuk a felmeriilt és még nyitott kérdéseket.

1. Bevezetés

Adott munkapont koriil egy rendszer viselkedése leirhaté egy elsérendii linedris
differencidlegyenlet rendszerrel, melyet a rendszerelméletben allapotteres alaknak
neveziink. Amennyiben a differencidlegyenlet rendszer egyiitthatémétrixa diago-
nalizalhaté, ugy a sajatvektorok segitségével a rendszer blokkdiagondlis strukti-
rara hozhatd, ez az ugynevezett modalis alak. Ahogyan ezt kés6bb bemutatjuk,
ebben a reprezentacidban a rendszert alkoté mddusok az egyiitthatométrixban
szétcsatoltak egymadstol, azonban a rendszer bemenetén és kimenetén keresztiil
kolesonhatasba lépnek egymassal. Ez azt is jelenti, hogy a rendszer vélasza a kiilon-
b6z6 médusok vélaszainak szuperpoziciéjaként is meghatarozhaté. A mddusokat
tulajdonsagaik vagy az elérendd irdanyitasi cél alapjan alrendszerekbe sorolhatjuk.

Nagydimenziés komplex rendszerek irdanyitasanal gyakran célszerii a tervezési
probléma egyszeriisitése, amire az irodalomban tobbféle megkozelités is létezik. A
kéziratban dinamikus rendszerek szétcsatoldsaval foglalkozunk, ami lehetové te-
szi, hogy kivalasztott alrendszereket ugy iranyitsunk, hogy kézben nem lépiink
interakciéba a rendszer fennmaradé részével. Ez a tervezési eljaras az tgyneve-
zett strukturdlt szabélyzdtervezési megolddsok irdnydba mutat [1]; esetiinkben az
egyes alrendszerek iranyitasahoz egymastdl fliggetlen, az adott alrendszerhez tar-
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tozé szabalyzé tartozik!. A megkozelités lehetévé teszi, hogy egyszeriibb, kisebb
egyiitthatomatrixszal leirhaté szabdlyozdkat tervezziink, melyek nem lépnek kol-
csonhatasba egymassal.

A vonatkozé irodalomban tébbiféle szétcsatoldsi eljérds létezik (1dsd [3], [4]),
melyeknek egy koz0s pontja, hogy a rendszer be- és kimenetén megfeleléen meg-
valasztott transzformécios vektorokat alkalmaznak. FEzen transzformacidk segitsé-
gével ugy Osszegzik skalar jelekké a rendszer be- és kimeneteit, hogy azok a lehetd
legjobban jellemezzék az irdnyitani kivant alrendszert, mikézben nem lépnek inter-
akciéba a fennmaradé dinamikéval. [4] egy nemlinedris Ho norma maximalizaldson
alapulé transzformécids vektor szamitast mutat be, ahol az irdnyitando alrendszer
Ho norméjat maximalizaljak, mikdzben biztositjak, hogy a transzformécios vekto-
rok merolegesek legyenek a lecsatolandé alrendszerek be- és kimeneti métrixaira.

A jelen cikkben bemutatott megkozelités hasonlé alapelvekre tdmaszkodik,
azonban az optimalizalasi feladatot linedris matrix egyenlStlenségek segitségével
fogalmazzuk meg. A megkozelités elonye a konvexitason tul, hogy kénnyen ki-
terjesztheté a rendszerelmélet szempontjabdl fontos rendszerosztalyokra, tobbek
kozott bizonytalan, valamint linedrisan véltozé paraméteri (LPV) rendszerekre.

A cikk célkitiizése tehdt a kovetkezd. Olyan be- és kimeneti transzformacids
vektorokat keresiink, melyek segitségével egy modadlis alakban adott rendszer egy
kivalasztott alrendszerét levélaszthatjuk a fennmaradé dinamikarol. A transzfor-
macids vektorokat Ugy tervezziik meg, hogy egyrészrél az atvitel H_ index altal
lefrt minimalis érzékenységét maximalizdljak az irdnyitandd alrendszeren keresz-
tiil. Ugyanakkor a lecsatolds érdekében a transzformaciés vektorok az atvitel Hoo
norma altal leirt maximalis érzékenységét csokkentik a fennmaradé alrendszereken
keresztiil. A transzformécids vektorok alkalmazasa utan az eredmény igy egy olyan
egy bemenetil és egy kimenetli rendszer, melyben a kivalasztott alrendszer a do-
mindns. A feladat megolddsahoz felhasznalt linedris matrix egyenlétlenségekben a
transzformdacios vektorok diadikus szorzata jelenik meg, igy a szdmitdsok soran a
be- és kimenethez tartoz6 egy rangu transzforméciés métrixokat kell meghataroz-
nunk, melyekbél a transzformaécios vektorok a kés6bbiekben visszaszéamithatéak.
A rangfeltétel betartasa nélkiil konvex optimalizalasi feladatokat kell megoldani,
melyek globdlis optimumot szolgdltatnak. Az egy rangi transzforméciés matrixra
vonatkozo kitétel azonban egy nem konvex feltételt jelent, aminek kielégitésére két
lehetséges megkozelitést vizsgaltunk eddigi munkank sordn. Ezek véaltozd mérték-
ben ugyan, de minden esetben valamilyen szintli heurisztikat tartalmaznak, igy
globdlis optimum nem garantdlhat6 a feladat megoldasa sorén.

1Jelen cikkben a szétcsatolasi eljards matematikai hatterére fékuszélunk és azt mutatjuk be,
hogy egy alrendszer hogyan irdnyithaté a tobbitél fiiggetleniil. A [2] cikk a 4.3. fejezetben részle-
tesen kitér arra az esetre, amikor tobb alrendszert szeretnénk egymastdl fliggetlen szabalyzokkal
irdnyitani.
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A cikk célja, hogy bemutassa a megkozelitésiinket, majd a még nyitott kér-
désekre kitérve parbeszédet inditson a kiilonb6zé tudoményteriiletek képvisel6i
kozott a médszer tovabbi fejlesztése érdekében. Az algoritmus részletes bemuta-
tasa megtaldlhat6 a [2] cikkben. A felvetett kérdések kozott szerepel a részletes
alkalmazasi feltételek kidolgozasa, valamint egy rang minimalizéciés probléma he-
urisztikdktél mentes megoldéasa.

A 2. fejezetben bemutatjuk az alkalmazott matematikai eszkozoket, kitérve a
kiindulépontként felhasznalt modalis alakra, illetve a rendszer legkisebb és legna-
gyobb érzékenységének szamitdsahoz sziikséges tételekre. Ezen ismeretek birtoka-
ban a 3. fejezetben bemutatott problémamegfogalmazas mar konnyen kovethetd.
A 4. fejezetben mutatjuk be az dltalunk javasolt megkozelitést, mig az 5. fejezet egy
egyszerli példan keresztiil szemlélteti a megkozelitést. Az dltalunk megvitatdsra
érdemesnek itélt kérdéseket a 6. fejezetben targyaljuk.

2. Matematikai hattér

Ebben a fejezetben roviden targyaljuk az eredményekhez sziikséges matemati-
kai eszkozoket.

2.1. Az alkalmazott allapottér modell

Olyan rendszerekkel foglalkozunk, melyek egy munkapont koriili viselkedése le-
irhaté elsérendii linearis differencidlegyenlet rendszerekkel. Ezen egyenletrendszert
nevezziik a rendszer allapotteres alakjanak. Kiinduldsként vizsgaljuk a folytonos
idejli Linedris IdSinvaridns (LTT) rendszerosztalyt, mely az aldbbi alakban adott

) @(t) = Az(t) + Bu(t),
Pryxna { y(t) = Cx(t) + Du(t), Y

a szokdsos jelolésekkel: x € R"= az allapotvektor, u € R™ a bemendjel és y € R™v
a kimendjel vektora. Tovabba feltételezziik, hogy a rendszer az aldbbi alrendszer
alakban adott:

A. O
0 Ay

c=le. al. v=[o]

B
By

A = 9 = 9

(2)

Az A métrix diagonalizdlhatd, ha hasonlé egy diagondlis métrixhoz, azaz léte-
zik egy invertalhat6 T és egy blokkdiagondlis X métrix, hogy T 1 AT = X teljesiil.
Lineéris id6invaridns rendszerek esetében ha A diagonalizalhaté, a (2) alak mindig
elérhetd és a rendszer modalis alakjanak nevezziik [5]. Az ehhez sziikséges T transz-
formacio az A sajatvektorai alapjan szamithaté. A konstrukcid sajatossiga, hogy
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minden blokk a rendszer egy dinamikai médusanak felel meg, melyek mindegyike
egy darab valés (R), vagy egy komplex (melynek képzetes része (J)) pélusparral
jellemezhets. Ezek alapjan a blokkdiagonalis A felithaté A = diag(Ay, ..., A)
alakban, ahol az egyes blokkok a kovetkezoképpen definidltak:

A= RN) TN ‘
500 %(Ai)]’ ha  J(\;) #0.

(3)

A (2) reprezentécié egy specidlis modalis alaknak tekinthetd, ahol a médus-
okat aszerint csoportositottuk, hogy melyeket szeretnénk iranyitani, és melyeket
lecsatolni. Ez a blokkok egyszerii permuticiéjaval elérheté. A kés6bbiekben az
irdnyitandé alrendszerre a {-}. jellést (control), mig a lecsatolandé alrendszerre
a {-}4 (decouple) jelolést alkalmazzuk. A probléma bemutatdsa sordn a tdrgya-
lds egyszeriisitése céljabdl feltételezziik hogy az iranyitandé alrendszer csak egy
modust tartalmaz. Ez a megszoritds azonban konnyen feloldhaté, ahogy az be-
mutatésra keriilt a [2] cikkben. Felhivjuk a figyelmet, hogy a (2) blokkdiagondlis
reprezentacio nincs szétcsatolva, ugyanis az alrendszerek a ki- és bemeneti matrixo-
kon keresztiil kapcsolatba léphetnek egymdssal. Atviteli fiiggvény matrix alakban
a rendszer felirdsa

G(s) = > {Ci(sI — A)"'Bi+ D/2} = Ge(s) + Gals). (4)

i€{c,d}

ahol G.(s) az irdnyitandd, Ga4(s) a lecsatolandé alrendszert, s a Laplace operatort,
és I a megfelel6 dimenziéju egységmatrixot jeloli.

2.2. Minimalis érzékenység

Egy dinamikus rendszer minimadlis érzékenysége a rendszer- és iranyitaselmé-
letben, azon beliil is a hibadetektalds irodalméban, gyakran hasznélt és kutatott
mérték (lasd [6] és [7]). Ezen cikkben a véges frekvencia intervallum felett értel-
mezett H_ indexet hasznaljuk a minimdlis érzékenység leirdsara, mely az aldbbi
médon van definidlva

161 = inf o [g(iw)] (5)

welw,w]

ahol ¢ jeloli a rendszer legkisebb szingularis értékét. Tovabba j az imaginarius
egységet, w a frekvencia valtozét (a Fourier transzformdcié valtozdjat), w és @
pedig a vizsgalt frekvenciatartomany alsé és felsé hatarat jeloli. Egy dinamikus
rendszer minimalis érzékenységének kiszamitdsara szamos maddszer 1étezik, mi az
altaldnositott Kalman - Yakubovich - Popov (GKYP) lemman alapulé megkoze-
litést [8] kovetjiik, mely egy konvex optimalizdldsi feladatra vezet, in. Linedris
Métrix Egyenlétlenség (Linear Matrix Inequality - LMI) tipusu korldtozdsok mel-
lett. A vonatkozo tétel a kovetkezéképpen fogalmazhatd meg:
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2.1. TETEL. Minimélis érzékenység véges frekvenciatartomény felett [9]. Adott
a rendszer &dllapotteres alakja (1) és atviteli fiiggvény madtrixa (4). Legyen Il =

-I 0

0 pB2I
kisebb és legnagyobb elemét, valamint legyen & = # Ekkor ||G.(s) \[_g@] > 3
akkor és csak akkor, ha létezik P, hermitikus, Q). > 0 pozitiv definit matrix, vala-
mint 8 > 0 skaldr, hogy

€ R=tny)x(natny) tovibba w, @ jelolje a frekvencia tartomdny leg-

T T

A. B.| - |Ac B C. D 0 C. D -0, (6)
I 0 I 0 0 I 0 I
ahol = = *Q; Fe Jrzch .
P.—3j ch W@,
Bizonyitds. A bizonyitds elérhetd a [9] cikkben. O

2.3. Legnagyobb érzékenység

Egy dinamikus rendszer legnagyobb érzékenysége a robusztus irdnyitasok iro-
dalmaban a H,, norma, ami az alabbi médon definialt

16a(5) | := 5197 [Ga(j)] (™)

itt ¢ jeloli a rendszer legnagyobb szingularis értékét. Hasonléan a H_ index sza-
mitdsdhoz, Ho, norma esetében is az LMI alapi megkozelitést hasznaljuk, amely
az irodalomban Bounded Real Lemma-ként ismeretes és a kovetkezéképpen fogal-
mazhaté meg:

2.1. LEMMA. A Bounded Real Lemma [10]. Legyen v > 0 egy nemnegativ
konstans skaldr. Ekkor ||Qd(s)||£§°°) < 7, akkor és csak akkor, ha létezik olyan
pozitiv definit szimmetrikus Py matrix, hogy

Agpd + PyAq + CdTCd P;Bg + CgD

8
BYP,+ DTCy DTD —~2 | ~ ®)

Bizonyitds. A bizonyitas megtaldlhaté a [10] konyvben. O

3. Probléma megfogalmazas

Miutén bevezettiik a sziikséges matematikai fogalmakat és jeloléseket, ratériink
a kittizott feladat részletes ismertetésére. Tekintsiik ehhez az 1. abréat! Tervezziik
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1. dbra. A zart rendszer be- és kimeneti transzformacidkra épiilé irdanyitési struk-
turaja

meg a szaggatott vonallal jelolt kornyezetet” ugy, hogy az lehet6vé tegye a kiva-
lasztott G.(s) alrendszer irdnyitdsat a hozzd tartozé C.(s) szabdlyzd segitségével,
mikozben a szabdlyozé a lehetd legkisebb hatést gyakorolja a G4(s) alrendszerre.
Matematikailag ez a minimalis érzékenység u-rél g-ra torténé maximalizdlasa a
G.(s) alrendszeren keresztiil, mikozben az atvitel maximélis érzékenységét mini-
malizéljuk a G4(s) alrendszeren keresztiil. Ahogyan ez az 1. dbran lathatd, a szét-
csatolast be- és kimeneti transzforméciok segitségével kivanjuk elérni. Vezessiik
be tehdt a be- és kimeneti k, € R™*! és k, € R™*! normalt (||k,|| = ||ky| = 1)
transzformécids vektorokat. Ezek a rendszer be- és kimeneteit egy-egy jellé vonjak
ossze, egy SISO (Single Input Single Output) irdnyitdsi feladatot eredményez-
ve. A bemeneti vektor szétosztja a beavatkozo jelet (u = k, @), hogy az csak az
irdnyitani kivant alrendszerre hasson. Hasonléan az § = kg y € R vektorral az
irdnyitandé médusra vonatkozé informécidkat maximalizaljuk, mig a lecsatolandé
modusra vonatkozokat minimalizaljuk. A bemutatott problémat a kovetkezOképp
formalizalhatjuk a bevezetett H_ és Ho, mértékek segitségével:

3.1. Probléma. Szétcsatoldsi probléma. Keressiik azokat a normalt k, és ky,
vektorokat, melyekkel az iranyitandé alrendszer minimalis erdsitését maximalizal-
juk, azaz

max f
Koy . 9)
korlatozésok: ||k‘yTgc(s)ku||_” >3, B=0,

mig a lecsatolandé alrendszer maximalis erdsitését minimalizaljuk, azaz
min 7y
Fou by (10)
korlatozasok: ||k} Ga(s)kullse <7, 7 >0,

a meghatdrozott [w,®] frekvencia intervallum felett. A S és v véaltozdk két nem-
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negativ skalart jelolnek, melyek a rendszer minimalis és maximalis erdsitését jel-
lemzik.

A kovetkezdkben roviden kitériink a véges frekvenciatartomény bevezetésének
sziikségességére. A [11] cikk a minimélis érzékenység LMI alapd szamitdsat tar-
gyalja végtelen frekvenciaintervallum felett. Ez a megkozelités a 2.1. Lemmaéahoz
hasonl6 eredményre jut, azonban a megoldhatdsag feltétele hogy D # 0. A 4. fe-
jezetben latni fogjuk, hogy a megoldandé feladatokban D értéke 0. Ezekben az
esetekben a minimalis érzékenység kiszamitasa véges frekvencia intervallum felett
lehetséges, ami viszont a tobb véltozé miatt noveli a probléma komplexitasat.
Az el6bbiekkel szemben a maximalis érzékenység szdmitasa a 2.1. Lemma alapjan
D = 0 mellett is megoldhaté. fgy bér létezik véges frekvenciatartomanyra meg-
fogalmazott forméja is az emlitett lemménak (lasd [8], [12]), nem sziikséges azt
hasznalnunk. Ezaltal egy kevesebb optimalizaldsi valtozét magaba foglald, egysze-
riibb optimalizéldsi feladatot kell megoldanunk (a véges frekvenciaintervallumra
vonatkozé megkozelités helyett), mikézben a nem kivdnt dinamika hatdsat a teljes
frekvenciatartomanyon csokkenthetjiik.

Logikus kérdésként meriilhet fel, hogy egy egyszerlibb optimalizdlasi problé-
mara vezet-e, ha k,-t By sorvektor-terére merdleges vagy minimalis normaja vek-
torként keressiik (valamint k,-t hasonlé médon a Cj oszlopterére merdlegesen).
LTT rendszerek esetében taldlhaté lehet olyan k, és k,, ami a lecsatolandé al-
rendszer atvitelét csokkenti. Tovabbi megfelelé korldtozdasok bevezetésével B, és
C. figyelembevételével az irdanyitandé alrendszeren torténd atvitelt is novelhetjiik.
Azonban mas rendszerosztalyokra, figyelembe véve azok specidlis tulajdonsagait,
ez a megkozelités nehézkes. Ezzel szemben a 3.1. probléma megfogalmazasa a
rendszerelméletben széles korben alkalmazott Linearis Matrix Egyenlétlenségekkel
megfogalmazhat6 rendszernormdkon (a H_ index esetében kvdzi normdn) alapul.
A megkozelités elénye, hogy mas rendszerosztalyokra is konnyen kiterjeszthetd,
konnyen beilleszthet6 az azok vizsgalatdra az irodalomban kialakult keretrendszer-
be. A 6. fejezet megemliti, hogy a mddszert ezen tulajdonsiaganak koszonhetéen
mér sikeresen alkalmaztuk Linedris Valtozé Paraméterti (LPV), valamint bizony-
talan rendszerekre is.

4. A javasolt szétcsatolasi médszer

A be- és kimeneti transzformécids vektorokat egymédsra épiilé iterdcids 1épé-
sek sordn hatdrozhatjuk meg. Els6 1épésben egy k, bemeneti vektor szamitdsat
mutatjuk be, majd a mésodik lépésben a hozza tartozoé k, kimeneti vektort tervez-
zitk meg. Megjegyezziik, hogy a szamitds sorrendje felcserélhetd. Az algoritmus a
rendszer D maétrixat nem veszi figyelembe, igy a kés6bbiekben ettél eltekintiink.
Amennyiben a rendszerben van D métrix, a [2] cikkben bemutatott, a D hatdsit
kompenzalé megkozelitést javasoljuk. Ez a tervezés menetét nem befolyédsolja.
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4.1. Bemenet szétcsatolas

Ebben az alfejezetben olyan k,, vektort kivainunk meghatarozni, mely biztositja,
hogy a kivélasztott alrendszer allapotainak gerjesztése maximalis legyen, mikoz-
ben a tobbi alrendszer allapotaira valé hatast minimalizalja. Ennek érdekében a
rendszer kimeneteit ebben a 1épésben tigy mdédositjuk, hogy azok a rendszer alla-
potainak gerjesztését kozvetleniil tiikrozzék. Az 1j performancia kimeneteket az
allapotok osszegeként hatdrozzuk meg?, azaz

A. 0
0 Ay

A= s C= {JC jd} y (11)

)

ahol J, € R "ec és J; € R1X™ea egyesekbél 4116 vektorok. A cél, hogy a H_ index
altal jellemzett minimalis érzékenységet maximalizaljuk az iranyitandé alrendszer
performancia kimenetére, mig a Ho, normaval jellemzett maximélis érzékenységét
minimalizaljuk a lecsatolandé alrendszer esetében.

A részletek targyaldsa el6tt megjegyezziik, hogy annak érdekében, hogy valto-
zbiban linedris feladatot kapjunk, ebben a lépésben a (11) rendszer duélis repre-
zentacidjat alkalmazzuk, amely

a- [
"

Nyilvanvalo, hogy a dudlis reprezentdcié nem modositja egy rendszer minimalis,
illetve maximalis érzékenységét.

Ezek utén, ha a (6) és (8) egyenlStlenségeket felirjuk a dudlis reprezentéciora,
majd behelyettesitjiik az eredeti rendszerleirds matrixait, gy az aldbbi alakokat
kapjuk:

AT 0
0 A7

, éz[BCT Bﬂ. (12)

T T

T 4T T 4T T T

Ay Jo| = Ac TG B, 0 B, 0 <o, (13)

I 0 I 0 0o I 0 I

és
PuA7 + AaPa+ BaKBY  Pada" | 0. (14)
ded —’yQI

_Ku O . T X , , e,
ahol IT = 0 g1l Itt bevezettiik a K, = k,k; € R™*™ n. bemenetfizids

2 Az 1j kimeneti egyenletek megfelel$ dimenziés egységmétrixokként térténé definidlésa is egy
logikus vélasztds lehetne, azonban ez problémékat eredményezne a (13) egyenlétlenség megol-
déasakor. A [2] cikk A.1l. fejezetében megmutattuk, hogy a (6) képletben megadott LMI feltétel
csak Un. magas vagy négyzetes rendszerek esetében oldhaté meg (vagyis ahol ny < ny). Az
Je, Jq vélasztdssal garantdlhatjuk, hogy a (12) rendszer négyzetes vagy magas reprezentaciot
eredményezzen.
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matrixot: a bemenet transzformécids vektorok diadikus szorzatit. Az egyenl6tlen-
ségekben K, csak a dudlis reprezentacié miatt jelenik meg, mely hasznalata nélkiil
bilinedris matrix egyenlGtlenségekre vezetne a feladat. Azonban K, definiciéjabol
kovetkezben egy l-rangd méatrix, amit a feladat megoldasa soran figyelembe kell
venni. Mivel ebben a 1épésben a mérési egyenletektol eltekintiink, ezért D = 0.

Ezeket figyelembe véve, a keresett bemeneti fiziés vektor meghatarozasara az
alabbi optimalizalasi feladaton alapulé médszert javasoljuk.

4.1. Mddszer. Bemeneti fuzids vektor tervezés. Az (1) rendszerhez tartozo k,,
optimalis fuzids vektor kiszamithaté mint a K, fuziés métrix legnagyobb szingu-
laris értékéhez tartozé baloldali szingularis vektora, ahol K, a kovetkez6 optima-
lizalési feladat eredménye

: 92 2
Pd7Ku71£I;lylrclgcyﬂ2172 6 +ﬂy
korldtozasok: (13), (14), Py = P7, Py = 0,
Pc:PcTan: Z7Qct0a

K,=KI' 0<K, <1, ésrang(K,) =1,

(15)

ahol I a megfelel6 dimenzidji egységmatrix.

Megjegyezziik, hogy a 4.1. mdédszer t6bb optimalizalasi valtozo egyidejii minimali-
zdldsdt irja eld, ami gyakori a H_ /H~ hibadetektald sziird tervezési problémaknal
[6]. Azonban a rang(K,) = 1 feltétel egy nem konvex feltétel, melynek kielégitése
tobb mddszerrel is megvaldsithaté, melyeket roviden az alabbiakban foglalhatunk
Ossze:

4.1. Megoldds. Egy korabbi publikdcioban a K, métrix nyoménak minimali-
zdcidjara alapuld heurisztikus eljardst alkalmaztunk a rangfeltétel betartdséra [13].
Az eljaréds lényege, hogy egy négyzetes matrix rangjanak minimalizéldsa visszave-
zetheté a matrix nyomanak minimalizaldsara. Ebben az esetben a nem konvex
rang feltételt felvéltja egy, a célfiiggvényhez hozzaadott, a K, nyomanak minima-
lizaldsara vonatkozo tag. Azonban ez a heurisztikus megkozelités a gyakorlatban
sokszor nem eredményez valéban 1-rangti megoldast.

4.2. Megoldds. Egy masik lehetséges megkozelités a valtakozé vetitések mod-
szere, melyet a [2] cikkben alkalmaztunk a vonatkozé probléméra, a [14] cikk alap-
jan. Ebben a szerzok egy csokkentett dimenzids H., szabalyzé tervezési feladat
soran elégitik ki a felmeriil6 rangfeltételt a valtakozd vetitések modszerének segitsé-
gével. Az alapotlet a kivetkezd. Vezessiink be egy ['iopvex konvex halmazt, melyet
(15) definidl a K,-ra vonatkozé rangfeltétel nélkiil. Tovabba a K,-ra vonatkozd
nem-konvex rangfeltételt értelmezziik egy I'vang halmaz felett. Feltételezziik, hogy
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a két halmaznak van nem iires metszete, tehat létezik 1-rangi megoldasa az opti-
malizalasi feladatnak. A célunk, hogy ebben a metszetben talaljunk megfelel$ K,
matrixot. A valtakozé vetitések moédszerével a feladat megoldhaté a két halmaz
kozotti meréleges vetitések egymasutani alkalmazésaval. A mddszer garantélja,
hogy minden egyes vetités soran a vetitett matrix képe a masik halmazon a lehet6
legktzelebb esik a vetitett matrixhoz. Tovabba bizonyithatd, hogy a vetitések egy-
értelmiiek [15]. Azonban a mddszer egy bizonyos szintii heurisztikdt még mindig
hordoz magaban, amibdl fakad6an csak lokdlis konvergencia garantalhato, globalis
nem, de a gyakorlatban kielégitének bizonyul.

A médszer tobb merdleges vetités egymasutani sorozatabdl all. A teljes rangu
megoldasbdl kiindulva minden egyes sorozatban eggyel csokkentjiik a K, matrix
rangjat, amig el nem érjiikk a kivant 1-rangi megoldast. A vetitések sordn a ko-
vetkezO két lemméat hasznéljuk.

4.1. LEMMA. Meréleges vetités a I'rang halmazra [14]. Legyen Z € T75E és
legyen Z = USVT a Z szinguldris érték felbontdsa. A Z* = PFg;gk Z, merdleges
vetitése Z-nek a FﬁZ;g’“)X(”*’“) n — k dimenziés halmazra a

Z*=US, VT (16)

Osszefiiggéssel definidlhato, ahol az S,,_j diagondlis matrixot gy kapjuk, hogy
S-nek a k darab legkisebb szingularis értékét 0-val helyettesitjiik.

4.2. LEMMA. Vetités az LMI-k dltal definidlt Tkopvex konvex halmazra [14].
Legyen T'konvex konvex halmaz, egy LMI-vel definidlva. Akkor az X* = PrX veti-
tés egyértelmiien szamithaté az alabbi Y -ra vonatkozo szemidefinit optimalizalasi
probléma segitségével a kovetkezGképp

min trace(S)

=0, (17)
Y- X I

Y e I‘konvexa 57 YaX € Rnxn7

_\T
kor]étozésok:[ S Y - X) ]

ahol S = ST.

Megjegyezziik, hogy a Schur-komplemens tétel [16] alkalmazésdval a (17)-ben adott
LMI étirhaté S — (Y — X)I(Y — X)T = 0 alakba. gy figyelembe véve a Frobenius
norma (||A||% = trace(AAT)) definiciéjat A =Y — X helyettesités mellett 1athato,
hogy (17) az X és Y maétrixok Frobenius normabél szarmaztatott tavolsagat mi-
nimalizdlja. A valtakozo vetitésekkel kapcsolatos tovabbi részleteket az érdekl6dé
olvasé a [14] cikkben taldlhat.
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A bemeneti transzformécids vektor tervezés a 4.1. mddszer segitségével meg-
tehets, a fentebb vazolt megoldasokat felhasznédlva. Az eredményiil kapott k,
vektort alkalmazzuk az alrendszerek bemeneteire, majd hasznaljuk a kimeneti
transzformécids vektor szamitdsa soran az aldbbi jelolésrendszert: A{c’d} = Afc,dy

Bye.ay = Bie,aykus Cie.ar = Cle,ay-
4.2. Kimenet szétcsatolas

Miutdn meghataroztuk a bemeneti szétcsatolds vektorat, figyelmiinket a kime-
neti transzformaciés vektor meghatdrozasara forditjuk. k, egy osszevont kimenet-
ben maximalizalja az irdnyitani kivant alrendszerre vonatkozé informéciét, mig
minimalizalja a tobbi alrendszerre vonatkozokat. Az el6z6 alfejezethez hasonldéan
az iranyitani kivant alrendszeren keresztiil maximalizaljuk a minimalis érzékeny-
séget, mig a lecsatolandé alrendszereken keresztiill minimalizaljuk a legnagyobb
érzékenységet. Mivel a D matrixot a bemeneti transzformécié soran nem vettiik
figyelembe, igy itt is eltekintiink tole, ennek hatésa figyelembe vehetd a zart korben
egy —kg Dk, elorecsatold tag bevezetésével.

Alkalmazva az el6z6 alfejezet végén bevezetett jeloléseket, a feladat megolda-
sahoz sziitkséges LMI korlatozasok a kovetkezSképpen irhatéak

_ _qT _ _ T _
Ac Be| - |Ae Be C. 0 C. 0 <0, (18)
I 0 I 0 0 I 0 I
és . B o B
Ade+PdAd+CdeCd P;B, <0 (19)
Brp, —2I| =7
-K, 0 . - . o . .
ahol II = 52| Hasonlbéan az el6z6 alfejezethez, itt is bevezetésre keriilt

a diadikus szorzatként adédd K, = k‘ykg kimenet transzformécios matrix.

4.2. Mddszer. Kimeneti transzformaéciés vektor tervezése. A rendszerhez tar-
tozo k, optimalis kimeneti transzformacios vektor a K, matrix legnagyobb szingu-
laris értékéhez tartozé baloldali szinguldris vektoraként szdmithaté. K, kielégiti a
kovetkezd optimalizalasi feladatot.

min — B2 +A2
Py, Ky, P, Q, B2, v2 b 7
korlétozasok: (18), (19), Py = PJ, Py = 0,
P.=P,Q=Q", Q=0

K,=K}, 0= K, <I érang(K,) =1.

(20)

Ezen probléma megoldéasa szintén a javasolt 4.1., valamint 4.2. eljarasokkal lehet-
séges.
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Végezetiil a kapott &, és k, vektorokat alkalmazva az egyes alrendszerekre, a
szétcsatolt rendszerfelirds a kovetkezd alakban adddik:

Treay(t) = Afe,aytic,ay (t) + Bye,aykutu(t), (21)
Uge,ay () = ky Cle.ay@ie,ap (1)

5. Demonstraciés példa

A kidolgozott eljarast egy egyszerii példan keresztiil mutatjuk be, ahol a rend-
szer az alabbiak szerint adott

—04 16 0 0.7 -0.1 0.3
A= ’?)C : -16 —-04 0 |, B= gc =|(-04 -02 0.1/,
d 0 0 —14 d 0.6 —0.2 08
0 08 -08
C_[CC Cd}_[—o.s 0.7 —0.9]'
(22)

A rendszer két stabil médusbdl all; ahol az els6t szeretnénk irdnyitani, és a maso-
dikat lecsatolni. Miel6tt a rendszer szétcsatolasaval foglalkoznank, vizsgaljuk meg
annak viselkedését irdanyithatosag és megfigyelhet6ség szempontjabol! A rendszer
allapotainak iranyitasahoz sziikséges energia, illetve az allapotok megfigyelhet6sé-
gének mértéke az tgynevezett iranyithatésigi és megfigyelhet6ségi Gram matrixok
sajatértékeivel szamszertisithetd. Az irdnyithatésagi Gram matrix az

AW +WAT + BB =0, (23)

egyenlet pozitiv definit W megoldasaként szamithatd. Ezek az egyes alrendszerekre
lebontva

Ae(W.) = [0.4096  0.5904] , s Xa(W) = 0.3714 (24)

értékeket veszik fel a szétcsatolas elott.
Ak, és k, transzformaciés vektorokat az eléz6 fejezet alapjan szamithatjuk.
A frekvencia tartoményt, ami felett a szétcsatolast el szeretnénk érni, a [0 wn}

rad/s intervallumként hatdroztuk meg, ahol w,, az els6 mdédus természetes frek-
vencidja. A 4.2. megoldédsi megkozelitést alkalmazva a

T T
ki =1-0.7979 —0.0167 —0.6026|  és k52[70.6956 0.7185]

vektorokat kaptuk eredményiil. Ha alkalmazzuk ket a rendszer bemenetére és
kimenetére, a reprezentacié a kovetkezdképp médosul:
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—0.7376
B,
Bk, = k.= 1 0.2622 |,

KIC =k [C. Ca| = [-0.5748 —1.0594 —0.0002] .

Az eredményekbdl lathatd, hogy az algoritmus nagy sulyokat rendel az irdnyitandé
alrendszerhez tartozé elemekhez, mig minimalizdlni igyekszik a lecsatolandékhoz
tartozo elemeket. Ennek megfeleléen az irdnyithatosagi Gram métrix sajatértékei
is ugy véltoznak, hogy a lecsatolando alrendszerhez tartozoéak jelentésen csékken-
nek

Ae(We) = [0.2901 0.4759} , s \g(Wy) = 3.58-107 1 ~ 0. (26)

Mivel az iranyitashoz sziikséges energia a Gram matrix sajatartékeinek recipro-
kéaval aranyos, ezért latszik, hogy a transzforméciék alkalmazdsa utan egy SISO
szabdalyz6 gyakorlatilag nem tud hatdst gyakorolni a levalasztandé alrendszerre.
Mindekozben az irdnyitandd alrendszerhez tartozo sajatértékek csak kis részben
valtoztak, tehdt nem romlott jelentGsen az irdnyithatésaguk.

Az eredmények atfogd grafikus szemléltetése az alrendszerek szinguldris érték
gorbéinek segitségével adhaté meg. fgy attekinthet6, hogy a teljes frekvencia tar-
tomanyon hogyan valtozik a gerjeszto jelek atvitele a transzformécidk alkalma-
zésanak hatasdra. A 2. dbra fels¢ alabraja szemlélteti az alrendszerek maximalis
érzékenységét a frekvencia fiiggvényében. A transzformécidk alkalmazédsa utan mar
minden alrendszerhez csak egy atviteli fliggvény és igy csak egy szingularis érték
gorbe tartozik. Ezen gorbéket a 2. dbra alsé alabraja szemlélteti. Jol lathatd, hogy
az iranyitandé alrendszer az elérhet6é maximalis érzékenységét kozel megérizte, mi-
kozben a lecsatolandé alrendszer atvitele minden frekvencian jelentGsen gyengiilt.

6. Nyitott kérdések

A kidolgozott médszertan szamos 1j kutatési teriiletet nyit meg, illetve mate-
matikailag is érdekes feladatokat fogalmaz meg, melyeket roviden ismertetiink.

Szétcsatolhatdsagi feltétel

Jelenleg nem ismert olyan metrika, amely segitségével az alrendszerek szétcsa-
tolhatGsagat jellemezhetnénk. A kordbban hivatkozott [2] cikkben azonban réviden
foglalkoztunk a szétcsatolhatdsig feltételével az alabbiak szerint.
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amplitado [dB]
|
()]
=}

—100

amplitado (dB)
|
=
S

frekvencia [rad/s|

2. dbra. Fels6: Az alrendszerek legmagasabb szingularis érték gorbéi transzforméa-
cidk nélkiil. Alsé: A szingularis értékek a transzformécié alkalmazdsa utén.

A [17] cikk bemutatja, hogy a |qlb;| = |q:||bj| cos(6;;) elem nagysiga az i.
modus j. bemenetrdl torténd iranyithatésdganak egy megfelelé jellemzése. Az
Osszefiiggésben ¢; az i. médus baloldali sajatvektora, b; a j. bemenethez tarto-
z6 bemeneti vektor (a B métrix ¢. médushoz tartozé particiéjdnak j. oszlopa), 6;;
pedig a két vektor altal bezart szog. Annak érdekében, hogy az alrendszer ira-
nyithaté legyen a j. bemenetrdl, a b; vektor nem tartalmazhat csupa 0 elemeket.
Tovabba ezen vektor elemeinek nagysaga jellemzi, hogy mekkora hatast tudunk
gyakorolni a kivalasztott alrendszerre az adott bemeneten keresztiil, igy az ira-
nyithatésdg egy mérdszama. Modalis alakban az érvelés tovabb egyszeriisodik,
hiszen nem sziikséges a két vektor és a kozbezart szogiik kiszamitdsa. Ebben az
esetben a modédlis alak B matrixdbdl kiolvasott b; vektor kozvetleniil jellemzi az
adott bemenet hatdsat a médusra. Ezek alapjan a bemenet transzformaécié soran
a B.k, vektornak az elemeit maximalizdlni kell, mikozben a Bgk, vektor elemeit
minimalizalni. Ez nyilvanvaldéan elérhetd, ha a B, matrix sorai altal kifeszitett
altér tavol fekszik a By sorai altal kifeszitett altértél. Hasonld érvelés mondhatd
el a rendszer kimenetéhez kapcsoléddan is.

Kérdés, hogy lehet-e ennél szisztematikusabb eljarast bemutatni arrdl, hogy
milyen feltételeknek kell teljesiilnie ahhoz, hogy két alrendszert szétcsatolhassunk
egyméstol. Illetve, hogy milyen feltételek szerint hatarozhaté meg, hogy legfeljebb
hény alrendszert lehet egymastol fiiggetleniil iranyitani.
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Nem konvex rang feltétel

Ahogyan azt az optimalizaldsi feladat javasolt megoldésai sordn bemutattuk, a
rangfeltétel teljesitéséhez alkalmazott megolddsok bizonyos fokd heurisztikat tar-
talmaznak, és igy nem garantdlnak globdlis optimumot a probléma megoldasa
soran. Nyitott kérdésként meriil fel, hogy vajon megoldhaté-e gy a rangfeltétel
kielégitése, hogy az ne heurisztikus eljardsokon alapuljon, vagy atfogalmazhatd-e
tgy a problémafeliras, hogy elkeriiljitk az egy rangu transzforméciés matrixok be-
vezetését. fgéretes iranyvonalnak tekintjiik az elmult években kidolgozasra keriilt
Lagrange-dualitason alapulé megoldasokat, melyek konvex feladatra vezetik vissza
a rangfeltételt.

Valtozé paraméterii rendszerek

Az eljaras kiterjeszthetd Linearis Valtozé Paraméterti rendszerekre is, ahogyan
azt [18] megmutattuk. Mindamellett, hogy erre a rendszerosztalyra is sikeriilt
szétcsatolast elérniink, szamos nyitott kérdéssel taldlkoztunk. Példaként emlit-
jik a valtozé paraméterii rendszerekre vonatkozo rangfeltételnek a definiciéjat és
szamitasi modjat. Hogyan definidlhaté egy matrixfiiggvény esetén a rangfeltétel,
illetve hogyan szamithaté az?

Bizonytalan rendszerek

Legtjabb kutatasi eredményeink bizonytalan rendszerek szétcsatolasara vonat-
koznak. Ennek els6 1épéseként kiterjesztést kellett adnunk a minimélis érzékeny-
ségnek olyan esetekre is, amikor a rendszer leirdsa nem pontosan ismert. Ez 1é-
nyegében egy legrosszabb eset (worst-case) érzékenységként értelmezhets. Ennek
szémitdsa kiilonboz6 bizonytalansdgi struktirdk esetén (pl. politopikus, Linedris
Tort Transzformécidval, vagy Kvadratikus Integrdl Korlatozdssal lefrt) hasonld
alapelvek mentén torténik, azonban szamos 1j kihivast tartogat.

7. Konkluzié

Be és kimeneti transzforméacios vektorok alkalmazasén alapuld szétcsatolasi el-
jarast mutattunk be dinamikus rendszerek alrendszerekre bontasahoz kapcsolédo-
an. Az alkalmazott megkozelités segitségével a rendszerhez egyszeriibb felépitési
strukturalt szabalyzé tervezhetd, mikozben a kiilonb6z6 szabdlyzasi korok kozti
interakcié minimalisra csokkenthet6. Egy egyszerli példan keresztiill bemutattuk
az algoritmus miikodését, és szemléltettitk hogy megfelel6 transzformaécios vek-
torok alkalmazédsaval a kivalasztott alrendszerek a teljes frekvenciatartomanyon
szétcsatolhatdak egymastol.
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8. Tamogatasok

A bemutatott eredményekhez vezeté kutatist az Emberi
Er6forrasok Minisztériuma tamogatta az Ijj Nemzeti Kiva-
l6sag Program UNKP-19-4 pélyazatan keresztiil.

A jelen publikdciéban megjelend kutatisok az Innova-
ciéos és Technolégiai Minisztérium Nemzeti Kutatéasi,

EMBERI EROFORRASOK Fejlesztési és Innovacios Alapbdél nyujtott TKP2020

MINISZTERIUMA  Tntézményi  Kivalésdg —Alprogram  tdmogatésdval, a

Nemzeti Kutatéasi, Fejlesztési és Innovaciés Hivatal al-
tal kibocsdtott tamogatéi okirat alapjan valdsultak
meg (projekt azonosité: TKP2020 BME-IKA-MIFM).

A publikdciéban szereplé kutatast, amelyet a SZTAKI valdsitott meg, az Innové-
cios és Technolégiai Minisztérium és a Nemzeti Kutatasi, Fejlesztési és Innovacids
Hivatal tdmogatta az Autoném Rendszerek Nemzeti Laboratérium keretében.
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DECOUPLING OF DYNAMICAL SYSTEMS BY INPUT AND OUTPUT
TRANSFORMATIONS

TAMAS BAAR, TAMAS LUSPAY

The paper presents a novel decoupling method, based on blending the input and output
signals of linear dynamical systems. For this purpose, blend vectors are introduced and calculated
such that the minimum sensitivity of the controlled mode is maximized, while the worst case
gain of the other subsystems is minimized from the blended input to the blended output. The
problem is transformed to a standard optimization program subject to Linear Matrix Inequality
constraints. An academic example is given to validate the method and to illustrate how the
proposed approach can be applied for control engineering problems.
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Az egy miivelettel rendelkezd, egygépes iitemezési feladatokat széles kor-
ben elemezték. Kimutattdk, hogy azok a feladatok, amelyekben a célfiigg-
vényt a munkdk elvart befejezési idejéhez viszonyitott korai ill. kés6i iiteme-
zés koltsége hatdrozza meg (ET-feladat) bonyolultsdgelméleti szempontbdl
sok esetben masképpen viselkednek, mint a , klasszikus” — a legkésébbi befe-
jezési 1d6t minimalizdlé — feladatok. Wan és Yuan [20]-ban bebizonyitotta,
hogy altaldnos esetben az ET-feladat erésen N P-nehéz.

Az egy miivelettel rendelkez8, egygépes ET-feladat felfoghaté a kétmiive-
letes probléma (CTP-feladat) specidlis eseteként. Ebben az esetben a méso-
dik miivelet hossza 0, és a varakozasi id6 is 0. fgy a paros munkak titemezésé-
hez tartozé minden olyan ET-feladat is er6sen N P-nehéz, amelyben az egyes
tevékenységekhez tartozé masodik mivelet hossza konstans, és megegyezik
a két miivelet kozotti varakozasi idével. Ebben a cikkben a korabbiaknal
egyszeriibb bizonyitdst adunk arra, hogy az ilyen feladat N P-nehéz.

1. Bevezetés

A cikk pdros munkak iitemezésével (CTP feladat) foglalkozik. A feladatot eb-
ben a formdban el6szér Sherali és Smith definidlta a [17] cikkben: adott kétfazisu
munkék egy J = {J1,J2,...,J,} halmaza. Minden J; munka két miiveletbdl
all, amelyeknek végrehajtasi ideje rendre a; és b;. Az tlitemezést egy gépen kell
végrehajtani gy, hogy a miiveletek nem megszakithaték. Az &ltalunk vizsgélt
feladatban a masodik miivelet kezdési ideje és az elsé miivelet befejezési ideje ko-
zOtt pontosan L; varakozasi idének kell eltelni. Egy munka akkor van befejezve, ha
mindkét miiveletét elvégeztiik. A futtatdshoz hasznélt gép barmely idéintervallum-
ban maximum egy miiveletet képes végrehajtani. A feladat az, hogy iitemezziik
ugy a munkdkat az adott gépen, hogy egy elére adott célfiiggvény szélséértékét
megkapjuk.

Az elmult évtizedekben tobbnyire olyan feladatokat vizsgaltak, amelyeknek
a célfiiggvénye a maximédlis végrehajtasi id6 minimalizaldsa volt. Ezt a problé-
mét elészor Shapiro vizsgélta [16]-ban, késébb Orman és Potts [14]-ben elemezte a
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problémét bonyolultsagelméleti szempontbdl. A vizsgalt feladatokat egy irdnyitott
grafban abrazoltak, ahol a graf csticspontjaiban a specialis esetek helyezkednek el,
és irdnyitott él mutat egy csiicsbdl egy masik csicsba akkor, ha végpont a kiindulé
ponthoz tartozé specidlis eset egyfajta altaldnositasdval kaphaté meg. Ebben a
bonyolultsigi grafban az er6sen NP-nehéz osztdlyba sorolt esetek jol elkiiloniil-
nek a polinomidlis id6ben megoldhaté probléméktél. Az un. identikus munkédk —
1/(a, L, b)|Cax — iitemezésének algoritmikus bonyolultsidga nyitva maradt. Ennek
a feladatnak a megolddsara Ahr és mtsai [3]-ban javasoltak egy olyan dinami-
kus programozéasra alapulé graf modellt a megolddsra, amelynek bonyolultsdga
O(nr?l), ahol r = *~/a. Késébb, Baptiste megmutatta, hogy a probléma meg-
olddsdra adhaté O(logn) bonyolultsdgt algoritmus, ha a, L és b rogzitett (ldsd
[5]). Ismereteink szerint az identikus miiveletek iitemezésének a bonyolultsiga to-
vabbra is nyitott maradt. Az 1|(a;, L;, b;)|Cmax feladat kozelité megolddséra tébb
algoritmust is elemeztek (ldsd pl. [2], [13]). Yu és mtsai [19]-ben bebizonyitottak,
hogy az 1|(1, L;,1)|Crax feladat erésen N'P-nehéz. Erre a feladatra adtak egy
7/4-es approximdciés algoritmust [1]-ben és [6]-ban. Ha a munkdk iitemezésének
sorrendje kotott, akkor a feladat bonyolultsdga nem minden esetben egyszertisodik
(lasd pl. [15]). (Egy kotott sorrendii titemezésben ha a J; job megelézi a J; jobot,
akkor mind az a;, mind a b; mfivelet az a; ill. b; mivelet eldtt keriil végrehaj-
tasra.) Erre a specidlis esetre Blazewicz és mtsai [7]-ben az 1|(aj, Lj, b;), {js|Crax
jelolést hasznaltdk, ahol az ,fjs” a masodik mez6ben mutatja a fixed-job-sequence
feltételt. Ugyanebben a cikkben a szerz8k vizsgdltdk az 1|(1, L, 1), prec|Cpax fel-
adatot, amelyben a munkék sorrendjére kotott precedencia szabalyok vonatkoznak,
és bebizonyitottak, hogy mar ebben a nagyon specidlis esetben is a feladat erésen
NP-teljes marad, de az L = 2 esetre egy O(n) idejii algoritmust fejlesztettek. A
fixed-job-sequence feladatot Hwang és Lin is vizsgélta [11]-ben, és — méds specid-
lis esetek mellett — polinomidlis idejii algoritmust adtak a 1|(aj,p, p), prec|Cmax
feladatra is.

Egészen a kozelmultig mas célfiiggvénnyel rendelkez6 CTP feladatot bonyolult-
sdgelméleti szempontbdl nem vizsgéltak. A kozelmiltban Chen és Zhang [8]-ban
atfogdan elemezte azt a CTP feladatot, amelyben a célfiiggvény a végrehajtasi idok
osszegének a minimalizaldsa, 1|(a;, L;, b;)| D> Cyi. A [8] cikkben a szerzék feltérké-
pezték a teljes bonyolultsagi grafot, és minden esetben megadtak a vizsgalt esetek
algoritmikus bonyolultsdgdt. Toébb mds specidlis eset mellett a 1|(a;, p,p)| > C;
problémardl megmutattik, hogy az polinomialis idében megoldhaté.

Ebben a cikkben a koévetkez6 feladatot fogjuk vizsgalni. Adott egy C'TP feladat
egzakt varakozasi id6vel. A J; munkdhoz adva van egy d; eloirt befejezési ido.
Jeloljiik a J; munka o {itemezésen beliili befejezési idejét C;(o)-val, és legyen a
munkédhoz tartozé korai ill. késéi befejezés koltsége E;(o) = max{0,d; — C;(0)} és
T;(0) = max{0, C;(c) — d;}. Ekkor a J példa koltsége a o iitemezésben

n

cost(o,J) = Z(EZ(U) + Ti(0)).

i=1
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A feladatot ET-feladatnak nevezziik.

Az ET-feladat gyakorlati alkalmazdsa az un. ., just-in-time” gyartassal fiigg
Ossze. Ennek soran a korai és a késedelmes gyartas egyarant kiemelten van kezelve,
mert mindketté koltséggel jar akkor, ha a gyartas az elvart rendelkezésre allasi —
szallitasi, lejarati, befejezési — idénél kordbban vagy kés6bben torténik. Az elsd
esetben raktarozasi koltségek meriilnek fel, az utébbi esetnél pedig kotbér fizetési
kotelezettség 1éphet fel. Ezért idedlis esetben egy jé iitemezés akkor torténik,
ha az dru (munka) akkorra késziil el (akkor lesz befejezve), amikor annak éppen
rendelkezésre kell dllnia (az eredményre sziikség van).

A klasszikus” — egy miivelettel rendelkez6 — egygépes korai-, ill. késéi iiteme-
zési feladatokra Baker és Scudder [4]-ben adott egy attekintést. Az elsd publikalt
eredmények altaldban a legkorabbi gyartas ill. a legkésébbi elkésziilés minimaliza-
lasat tiizték ki célul. Sidney [18]-ban adott egy hatékony algoritmust az optimadlis
iitemezésre. Lakshminarayan és mtsai [12]-ben egy O(nlogn) idejli javitdst ad-
tak az optimélis megolddsra. Garey és mtsai [9]-ben bebizonyitottdk, hogy az
1| >>(E; + T)) feladat az &ltaldnos értelemben N'P-nehéz. Hall [10] azt latta
be, hogy a feladat N"P-nehéz marad akkor is, ha az 0sszes munkdnak azonos a
lejérati ideje. Wan és Yuan [20]-ban bebizonyitotta, hogy &ltaldnos esetben a
1||Y>(E; + T;) feladat erésen N'P-nehéz.

Ha a CTP feladatot vizsgaljuk, akkor az lathatd, hogy ha minden munka k6z6s
elvart befejezési idével rendelkezik, és barmely J példa esetén a kozos elvart be-
fejezési 1d6 értékére d(J) = 0, akkor az ET-feladat megegyezik a [8]-ban vizsgalt
probléméval. Ha a munkakhoz egymastdl fiiggetlen elbirt befejezési id6t rendel-
hetiink, akkor a specialis feladatok bonyolultsdgelméleti szempontbdl mésképpen
viselkedhetnek. Azt fentebb lattuk, hogy az (a;,p,p) paraméterckkel rendelkez
feladat kiillonboz6 célfiiggvények esetén polinomidlis megoldéassal rendelkeznek.

Az egy miivelettel rendelkezd, egygépes ET-feladat felfoghaté a kétmiiveletes
probléma specidlis eseteként. Ebben az esetben a masodik miivelet hossza 0, és
a véarakozdsi id6 is 0, azaz a feladat a 1|(a;,0,0)| > (E; + Tj) jeloléssel irhaté le.
Igy az 1|(aj,p,p)| >-(E; +T;) CTP-feladat is er6sen N'P-nehéz. Ebben a cikkben
az altaldnosabb feladat — 1|(a;,p,p)| > (E; + Tj) — bonyolultsdgdra adunk egy 1j,
egyszer(ibb bizonyitdst. Azt mutatjuk meg, hogy a CTP probléma esetén az ET-
feladat algoritmikus bonyolultsdga ekvivalens a — kozismerten erésen N P-nehéz
— 3-particionaldsi feladat komplexitdsaval. A bizonyitdsban alapvetden a [20]-ban
megadott technikat kovetjiik, azonban a konstrukcié sordn definidlt in. ,,roévid”
munkdk hosszanak eltéré vélasztdsaval el tudtuk érni, hogy az optimalis megol-
dashoz tartozo Osszes eltérés kisebb, és egyszertibben meghatdrozhatd, tovabba a
konstrukciéban szereplé konstansok — M, és M, — értéke jelentésen csokkenthetd,
ezaltal a bizonyitas attekinthetosége is javul.

3-Particiondldsi Feladat (3PP). Adva van 3u + 1 pozitiv egész szédm:

, . 3 .
ai,...,as, 6s B, amelyekre érvényes, hogy Zjil a; = uB és % < oj < g,
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1 < j < 3u. A kérdés az, hogy létezik-e az A = {1,2,...,3u} index halmaznak
olyan Ay, As, ..., A, diszjunkt halmazokra torténé felbontdsa, amelyekre |A4;| = 3,
és ZjGAiaj = B, ahol 1 <i < w.

Az &ltalanossig megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy egy 3PP feladatban o; >

3 minden j-re.

2. A 1{(aj,p,p)| > (E; + T;) feladat bonyolultsiga

Legyen adott egy 3PP feladat az aq, ..., as,, B konstansokkal. Definialjuk az

M, =12u* é M, = M,Bu® = 12Bu*.

konstansokat, és konstrudljuk meg a kovetkezé 1|(aj,p,p)| > (E; + T;) iitemezési
feladatot, amelyben a munkak halmazat jelolje J. A munkdknak két tipusat kii-
lonboztetjitk meg: lesz 3u darab particiondlé és uM; rovid (short) munka. Ekkor

J ={P,S}.

— Legyen P = {Py, Ps,..., P3,} a particiondlé munkak halmaza. Ekkor a P;

particiondlé munka két miiveletének végrehajtasi ideje és a varakozasi ideje
legyen
ai:Mpai—Q bi:L LiZI.

fgy a P; munka az (M,a; — 2,1,1) hdrmassal irhat6 le. Ezért a P; mun-
ka futdsideje M,c;. Legyen tovadbbd a munkak kozos elvart befejezési ideje
d(P;) = 0.

Az uM, darab révid munkat osszuk w blokkba. Jelolje a révid munkak
halmazat S. Ekkor § = {81, Sa, ..., Sy}, ahol S; az i. blokk, amely M, darab
elemet tartalmaz, azaz S; = {S; 1, ..., S m. }. A rovid munkdk miveleteinek
végrehajtasi ideje legyen a; = 2, b; = 1, és a miveletek kozotti varakozasi
id6 L; = 1 minden S; € S;. Az S, munka a (2,1,1) hdrmassal irhaté le.
A definiciébdl adédik, hogy egy révid munka végrehajtdsi ideje 4. Minden
rovid munkanak eltér6 elvart befejezési ideje van: a S; blokkba tartozé k.
munkahoz (1 <k < M;) a

d(S;ir) = iM,B +4(i — 1) My + 4k

el6irt befejezési id6 tartozik.

Ez a konstrukcié pszeudo-polinomialis idében elkészithetd, és polinomidlis ide-
juvé vélik, ha undris kédolast alkalmazunk (14sd [20]). A konstrukciénak van

néhany egyszeri kovetkezménye:

2.1. KOVETKEZMENY. A munkdkon beliili virakozdsi id6 nem haszndlhaté fel

egyetlen midvelet szdmdra sem, azaz a munkdk nem ttemezhetdék ,atfedett” mddon.
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2.2. KOVETKEZMENY. FEgy particiondld munka végrehajtdsi ideje Mpyo; >
M,B
-

A Wy kiiszobérték legyen
3
Wy = 6Mu(u—1) + iu(u +1)M,B. (1)

Azt fogjuk megmutatni, hogy a 3PP feladatnak akkor és csak akkor van meg-
oldédsa, ha a hozza tartozo iitemezési feladatnak van olyan lehetséges megoldésa,
amelyre cost(o) < Wy.

2.1. SEGEDTETEL. Ha a 3PP feladatnak van megolddsa, akkor a hozza tartozé
iitemezési feladatnak van olyan o lehetséges megolddsa, amelyre cost(c) < Wy.

Bizonyitds. Ha a 3PP-nek van megolddsa, akkor az A = {1,2, ..., 3u} indexhal-
maznak létezik egy olyan Aq, Ao, ..., A, diszjunkt halmazokra torténd particidja,
amelyekre |A;] = 3 és ZjeAi a; = B minden i-re, ahol 1 < ¢ < u. Legyen a
konstrualt iitemezési feladatban a particionalé munkdk halmaza a kovetkezd:

’PAZ:{PJJGAz}

Készitsiik el azt a o iitemezést, amelyben a munkakat a 0 idéponttdl kezdjiik el
iitemezni holtidé nélkiil a

Pa,sS1,Pay; S, ..., Pa,, Su

sorrendben. A P4, halmazban elhelyezkedé egyetlen munkanak sem lehet nagyobb
a befejezési ideje, mint 4(¢ — 1)M, + iM,B. Egy halmazon beliil 3 ilyen munka
van, ezért

cost(Pa,,0) < 12(i — 1)M, + 3iM, B. (2)
Mivel most a S; halmazba es6 munkdk sszkoltsége cost(S;,0) =0, ha 1 <i < w,

ezért

cost(J,0) < Z{cost(PAi,a) + cost(S;, 0)}

i=1

< Zu:{m(i —1)M, + 3iMpB}

i=1
=6Mu(u—1)+ gu(u +1)M,B
= Wp.
O

A kovetkez6 lemma el6tt sziikségiink van néhany egyszeri allitas bizonyitdsara.
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2.1. AvLiTAs.
M, M,

> 2M,(3u® — 3u + 2) > Wo. (3)

Bizonyitds. A bal oldali egyenlGtlenség teljesiiléséhez elegendd azt belatni, hogy
M, > 4(3u® — 3u + 2) = 12u® — 12u + 8, ami M, definici6jdbdl kovetkezik.
Vizsgaljuk most a masodik egyenlétlenséget. Itt — elvégezve az egyszeriisité-
seket — annak kell teljesiilni, hogy 8M, > 3u(u + 1)M,B. Helyettesitsiik be M
definicidjat, és osszunk M, B-vel. Ekkor azt kapjuk, hogy 8u? > 3(u+1).
O

Egy lehetséges iitemezést megfeleldnek fogunk nevezni, ha cost(c) < Wy. Egy
o megfeleld iitemezés minimdlis, ha barmely ¢’ megfelels iitemezésre cost(o) <
cost(a’).

2.2. SEGEDTETEL. Legyen o egy megfeleld iitemezés. Ekkor az iitemezéshez
tartozo 3PP-nek van megoldasa.

Bizonyitds. A bizonyitas elsd részében azt vizsgaljuk, hogy milyen szabalyok
teljesiilnek a particionald és a rovid munkdk iitemezése soran.
2.2. ALLITAS. Legyen S; és S; két olyan révid munka, amelyek elvart befeje-

zési idejére d; < d;. Ekkor van olyan minimélisan megfelel6 titemezés, amelyben
az S; munka el6bb van iitemezve, mint a S; munka, azaz s(S;) < s(S;).

2.1. Megjegyzés. A 2.2. Allitas megfogalmazédsaban eltekintettiink a dupla alsé
indext6l, mert az &llitds minden ,j parra igaz fiiggetleniil attél, hogy azonos
blokkon beliil helyezkednek el, vagy sem.

Bizonyitds. Legyen o egy minimadlisan megfelel6 {itemezés. Tegyiik fel, hogy
az &llitds nem igaz, és a o litemezésben d; < d;, de s(S;) > s(.5;).
Legyen C;(0) és C;(0) a két munka befejezési idépontja. Ekkor a o iitemezés-
ben
cost(Si, S;,0) = |Ci(o) — dil + |C; () — .

Azt tudjuk, hogy Cj(0) < C;(0) és d; < d;. Legyen o’ egy olyan iitemezés, amely-
ben a S; és S; munkakat megcseréljiikk. Ekkor azt kapjuk, hogy
cost(8;, 9j,0") = [Ci(0”) — di| +|Cj(0") — d;j| = |C;(0) — di| + |Ci(0) — dj]
=max{Cj(0),d;} —min{C}(0),d;}
+ max{C;(0),d;} — min{C;(0),d;}
< max{C;(0),d;} —min{C;(0),d;}
+ max{C;(0),d;} —min{C;(0),d;}
=|Cy(0) — di| +|Cj(0) — d;| = cost(S;, S}, 0).
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fgy o’ is minimalis megfeleld iitemezés.
O

A fenti Allitdsnak az a kovetkezménye, hogy van olyan ¢ minimalisan megfeleld
litemezés, amelyben a rovid munkédk az elvart befejezési idejiik szerint vannak
elhelyezve. Osszuk a révid munkakat blokkokba. Egy blokkba akkor keriil az j.
és az (j + 1). révid munka, ha d(S;41) = d(S;) + 4. Vizsgéaljuk ezek utan az S; —
rovid munkakat tartalmazé — blokkot.

2.3. ALLfTAS. Van olyan minimélisan megfeleld o iitemezés, amelyben parti-
cionalé munka nincs a rovid munkakat tartalmazo blokkon beliil iitemezve.

Bizonyitds. Legyen o egy minimalisan megfeleld titemezés. Eloszor vizsgaljuk
meg o-t. Ha abban talalunk olyan munkékat, ahol egy particiondlé munka koz-
vetleniil megel6z egy rovid munkat, akkor vizsgaljuk meg, hogy ezek cseréje utan
valtozik-e az litemezés koltsége? Ha a koltség nem véltozik, akkor cseréljitk meg a
két munkat. Ezek utan o-ban nem marad olyan par, amelyekre egy rovid munka
kozvetleniil kovet egy particiondlé munkat, és a munkak cseréje utan az iitemezés
koltsége nem valtozik.

Tegyiik fel, hogy az &llitds nem igaz, és a o iitemezésben a S; halmaz két
egymds utani munkdja kozott vannak particiondlé munkak. Legyen S; ; és S; j41
a két egymads utdni munka. Ekkor a két munka elvart befejezési idejére igaz lesz,
hogy d(S; ;1) = d(S;;) + 4. Tegyiik fel, hogy a két révid munka kozott van
legalabb egy particionalé munka. Legyenek ezek Py, , ..., Py, . Jelolje s és t az ebbol
a halmazbdl legkésobb iitemezett particiondlé munka (Py,) kezdési és befejezési
id8pontjat. Legyen tovabba d = d(S; ;) + 2.

A. EseT. d < (s+1t)/2. Cseréljiik fel Py és S, ;41 iitemezését. Ekkor a Py,
itemezési koltsége 4-gyel novekszik. Azt tudjuk, hogy az iitemezés el6tt a S; ;11
rovid munka késObbre van iitemezve, mint a hozza tartozé elvart befejezési ido.

A.1. EseT. Ha s+ 4 > d(S; j41), akkor a csere utan is késni fog az S; j 41 rovid
munka. A csokkenés nagyobb lesz, mint 4, mert barmely particiondlé munka hossza
lényegesen nagyobb, mint a révid munkdk hossza. Ez pedig ellentmond annak,
hogy ¢ minimélisan megfeleld {itemezés.

A.2. EseT. Tegyiik fel, hogy s +4 < d(S; ;+1). Ekkor a S; j11 révid munka a
csere utdn nem késik, hanem korabban fejez6dik be, mint a hozza tartozo elvart
befejezési id8. A csere elbtt a késés t+4—d(S; j+1) = t+4—(d+2) =t —d+2 volt.
A csere utdn a munka iitemezésének a koltsége d(S; j41)—(s+4) = d+2—(s+4) =
d—s— 2 lesz. fgy az S; j+1 rovid munka atlitemezése soran a koltség csokkenése
legaldbb

t—d+2—(d—s—2)=t+s—2d+4>4.

Ha a bal oldal nagyobb, mint 4, akkor ismét ellentmonddsra jutunk. Viszont
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egyenl6ség nem allhat, mert — a bizonyitas elején tortént csere miatt ha egyenléség
lett volna, akkor a két munkat mar kordbban megcseréltiik volna.

B. EseT. Tegyiik fel, hogy d > (s + t)/2. Ekkor a legkésébben iitemezett par-
ticionalé munka helyett tekintsiik a legkordbban iitemezett particiondlé munkat.
(Ha r = 1, akkor ezt a munkat vdlasztjuk.) Ez Pj,. Legyen ennek a kezdési és
befejezési ideje s” és t'. Vildgos, hogy d > (s +t)/2.

Cseréljitk most meg S; ; és P, iitemezését. Ekkor a particiondlé munka {iteme-
zésének a koltsége 4 egységgel csokkenni fog, és a rovid munka kezdési idopontja
eltolédik ¢ —4-be. Azt tudjuk, hogy a csere elétt a révid munka kordbban fejezddik
be, mint a hozzd tartozé elvart befejezési idé.

B.1. EseT. ¢ < d(S; ;). Ekkor a révid munka tovébbra is kordbban lesz titemezve,
és munka titemezésének koltsége legaldbb annyival csokken, mint a particionald
munka hossza, ami lényegesen nagyobb, mint 4. fgy a csere utan az iitemezés
koltsége csokkenni fog, ami ellentmond annak, hogy o miniméalisan megfeleld volt.

B.2. ESET. ' > d(S; ;). Ekkor a csere utdn a révid munka késni fog. A csere el6tt
a munka iitemezésének a koltsége legaldbb d(S; ;) — s = d —2 — s’ volt, és a csere
utdn a koltség t' — d(S; ;) =t/ —d + 2. Igy a révid munka iitemezési koltségének
valtozdsa

(t'—d+2)—(d-2—-§)=(t'+5)—2d+4< 4

lesz. Itt — az utolsé egyenldtlenséghez — kihasznaltuk, hogy d > (s' + t/)/2. Igy
ebben az esetben is ellentmondésra jutunk, mert a csere utan az iitemezés koltsége
csokken.

O

Definialjuk most az A;-t mint azon j indexeknek a halmazat, amelyekre a P;
particiondlé munkdk S;-t megelézik, és legyen A; (2 < i < wu+ 1) azon j indexek
halmaza, amelyekre a P; particiondlé munkdk a S;_; és S; kozott lettek iitemezve
egy o minimalisan megfeleld iitemezésben.

Legyen Pa, = {P; : j € Ai}, 1 < i < u+ 1. Ekkor o-ban a munkdkat a
kovetkez6 sorrendeben iitemezziik:

Pays S1, Pay, Sa, ..., Pa,, Su, Pa

u+1"

A P4, ., halmazra azért van sziikségiink, mert nem tudjuk, hogy a o {itemezés
particionalé munkédkkal vagy rovid munkédkkal fejez6dik be.

Nevezziink egy iitemezést idedlisnak, ha minden P4, (1 < i < u) halmazban
elhelyezett munkak 6sszhossza pontosan M,B.

2.4. ALLiTAS. A P4, (1 <i < u) halmazban elhelyezett particionalé munkak
Osszhossza legfeljebb M, B.
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Bizonyitds. Egy idedlis iitemezésben legyen a j. particionalé halmazban elhe-
lyezked6 elsé munka kezdési ideje s és befejezési ideje t = s + M, B.

Tegyiik fel, hogy az allitdsunk nem igaz, és van egy olyan Pa;, amelyben az
itemezett particiondlé munkék végrehajtdsi idejének osszege legaldbb M, B + M,,.
Ekkor ’PAj—ben legalabb 3 munka van. Mivel a PAj—ben elhelyezkedé munkdk
Osszhossza legaldbb M,B + M, ezért ezek a munkdk vagy s el6tt, vagy ¢ utédn
foglalnak le Mp,/2 helyet. Egy particiondlé munka hossza legaldbb M,B/4 >
M,/2.

A. EseT. Tegyiik fel, hogy a P4, halmazba tartozé elsé munka kezdési idépontja
legfeljebb s — M), /2. Ekkor j > 1.Vizsgéljuk meg az P4, halmaz elott kozvetleniil
elhelyezked6 rovid munkak koltségét. Ezek a munkak most korabban lettek iite-
mezve, és mindegyik befejezési ideje legaldbb M), /2-vel cskkent. fgy a Sj_1-ben
iitemezett munkék osszkoltsége legaldbb M, M, /2.

B. ESET. Tegyiik fel, hogy a P4, halmazba tartozé utolsé munka befejezési id6-
pontja legaldbb ¢+ M, /2. Vizsgaljuk meg az P, halmaz utdn kozvetleniil elhelyez-
ked6 rovid munkak koltségét. Ezek a munkdk most késObben lesznek iitemezve, és
mindegyik befejezési ideje legaldbb M, /2-vel né. Igy a Sj-ben litemezett munkak
osszkoltsége legalabb M, M, /2.
A 2.1 Allitds miatt mindkét esetben az {itemezés 0sszkoltsége nagyobb lesz,
mint Wy, ami ellentmond annak, hogy o egy minimalisan megfeleld {itemezés.
O

2.5. ALLITAS. Ayqq = 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az &llitds nem igaz, és A,11 # 0. Adjunk egy
alsé becslést az iitemezésben elhelyezett particiondlé munkak koltségére. A 2.4
Allitasbol kovetkezik, hogy minden P4, halmazban legfeljebb 3 munka van, ahol
i = 1,2,...,u. Ezért az elsé harom particiondlé munka Gsszes eltérése legalabb
0. A kovetkez6 hdrom particionalé munkat megeloz M darab 4 hosszisagi rovid
munka, ezért ezek Osszes eltérése legalabb 4 M, fiiggetleniil attol, hogy melyik par-
ticionalé halmazban keriilnek elhelyezésre. Folytatva ezt a gondolatot azt kapjuk,
hogy az (u—1). hdrom particiondlé munkdra az dsszes eltérés legalabb 4(u—2) M.

Maradt 3 nem vizsgédlt particionalé munka. Mivel azt feltételeztiik, hogy
Aut1 # 0, ezért ezek koziil kettdt biztosan megeléz (v — 1) darab révid munké-
kat tartalmazd blokk. Egy ilyen blokk pontosan M darab 4 hosszisidgi munkat
tartalmaz, ezért a két particiondlé munka osszes koltsége legalabb 2[4 M (u — 1)].
A legutoljara iitemezett particionalé munka koltsége legalabb 4uM, mivel ezt a
munkét megel6z minden révid munka. fgy ~ felhasznalva a 2.1 Allitasban bizonyi-
tott egyenlGtlenséget — kapjuk, hogy
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cost(P,o) > 3[4My + 8Ms + ...+ (u — 2)M,] + 8(u — 1) M, + 4ub s
=12M,14+2+...4+ (u—2)] +8(u— 1)M, + duM,
= 6u(u — 1)Ms + 4M,
= 2M,(3u® — 3u +2)
> Wo.

Ez pedig ellentmondds, mert azt feltételeztiik, hogy o minimélisan megfeleld
iitemezés volt.
O
A 2.4 Allitasbdl és a 2.5 Alh’tésbé} kovetkezik, hogy ZjeAi
L<i<wura, és )L 30y a5 = S a; = B. Ezért > jea, @j = uB minden
1 <i<u lgyaz (A1, Ay, ..., A,) halmazparticié a 3PP feladat egy lehetséges
megoldasa.

a; < B minden

a

A fenti levezetés eredményeként kimondhaté az alabbi tétel.

2.1. TETEL. Az 1|(aj,p,p)| > (E; + T}) feladat er6sen N'P-nehéz.

Ha a konstrukciét tugy készitjiik el, hogy a particionalé ill. révid munkédkat a
(1,1, Mpa; —2) ill. (1,1,2) hdrmasokkal irjuk le, akkor — a fenti bizonyitas 1épéseit
haszndalva — belathatd, hogy igaz a kovetkezd

2.2. TETEL. Az 1|(p,p,b;)| > (E; + Tj) feladat erésen N'P-nehéz.

Osszefoglalas

A cikkben arra adtunk egy egyszertibb bizonyitast, hogy az 1|(a;,p,p)| > (E; +
T;) CTP feladat algoritmikus bonyolultsaga eltér azoktdl az titemezési feladatok-
tol, ahol mds célfiiggvényeket vizsgdltak. A [20]-ban k&zolt bizonyitdst hérom
ponton javitottuk: bizonyitasunkban elegendé két korlatot vizsgalni a Wy kiiszob-
értékre, konstrukcidban a ,,rovid” munkak befejezési idejei kiilonboznek, ezaltal az
optimalis megoldashoz tartozé Gsszes eltérés kisebb és egyszeriibben meghataroz-
hato, végiil a munkakhoz tartozé elsé miiveletek hosszat meghatarozé képletben a
konstansok értéke jelentosen kisebb, ezéltal a bizonyitds attekinthetosége javul.

Ez azt jelenti, hogy a feladat bonyolultsidgi grafjdban maéashol van a hatéar
a P-beli és az N'P-beli specidlis feladatok kozott. A tovabbi kutatdsok szem-
pontjabdl érdekes lehet megvizsgalni a 1| Y (E; + T;) ET-feladatot a kiilonbozé
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specidlis esetekre, és ezek alapjan megkonstrualni a problémahoz tartozé bonyo-
lultsagi grafot. Azt érdemes el6re vetiteni, hogy mar a legegyszeriibbnek latszé
1|{(p,p,p)| >_(E; 4+ T}) feladat bonyolultsdgénak meghatdrozasa sem tiinik egysze-
rlinek, igy kérdéses, hogy ennek a feladatnak van-e olyan specidlis esete, amelynek
algoritmikus bonyolultsdga P-ben van.

Ko6szonetnyilvanitas

A szerz6k koszonetet mondanak a birdloknak, akik a korabbi véltozat koriilte-
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ON MINIMIZING TOTAL EARLINESS AND TARDINESS OF COUPLED-TASKS —
A COMPLEXITY RESULT

JOzsEF BEKESI, GYORGY DOsA, GABOR GALAMBOS

In the paper we prove that the complexity of the CTP problem 1|(aj, p,p)| > (E;+Tj;) differs
from scheduling problems with other objective functions. This means that the line between the
problems in P and NP runs along different special cases. According to the future research it can
be interesting to investigate the problem 1|| Y (E; + Tj) for different special cases, and taking
into account these results one can construct the complexity graph. It is worth mentioning that to
determine the complexity of the problem even in the simplest case 1|(p, p,p)| > (E; + Tj) is not
easy. So it is possible that this problem does not have any subcase with complexity in the class P.
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LENYEGES KOALICIOK NEM KIEGYENSULYOZOTT JATEKOK ESETEN

DORNAI ZSOFIA, PINTER MIKLOS

Cikkiinkben az &truhazhaté hasznossagi kooperativ jatékok pre-
nukleoluszdnak kiszdmitdsdval foglalkozunk. Huberman [5] tétele, amely a
Iényeges koalicidék fogalmat hasznédlja, jelentésen megkonnyitheti a prenukle-
olusz kiszamitdsat szamitdstudomanyi szempontbdl is. Huberman [5] tétele
azonban csak az un. kiegyenstlyozott kooperativ jatékok esetében hasznél-
haté.

Ebben a cikkben két, egymastdl fiiggetlen altalanositdasat adjuk Huber-
man tételének tetszdleges atruhdzhatd hasznossdgi kooperativ jatékokra.
Ehhez két 1j fogalmat vezetiink be, amelyek a sziiken lényegesség és az els6
rendben lényegesség. A sziiken lényegesség fogalom segitségével kimondott
tételek nem csak kiterjesztései a lényeges koalicidk fogalmdat hasznalé tétel-
nek tetszéleges dtruhdzhatd hasznossdgi kooperativ jatékra, hanem a ki-
egyensulyozott kooperativ jatékok esetében is valdodi altaldnositasat kapjuk
Huberman tételének.

1. Bevezetés

A kooperativ jatékelmélet egyik f6 dga az atruhazhatd hasznossigu jatékok
(a tovdbbiakban jatékok) vizsgélata, ahol adott jatékosok esetén adottak az egyes
jatékos csoportok, a koaliciok értékei, és ennek fényében vizsgaljuk, hogy az egyes
jatékosoknak mekkora a ,fontossdga” az adott jatékban. Erre a kérdésre adnak
kiilonb6z6 megkozelitési valaszokat a megoldasok és az értékek. A megoldas
(pl. mag [3, 10], kernel [2], alkuhalmaz [1]) egy olyan halmazértékii leképezés, ami
minden vizsgalt jatékhoz a jatékosok szamanak megfelel6 dimenzidju valés vektor-
tér egy részhalmazat rendeli, az érték pedig (pl. Shapley-érték [9], (pre)nukleolusz
[8]) egy szingleton értékii megoldas.

A leggyakoribb megkozelités szerint a nagykoalicié (a jatékoshalmaz) értékét
szeretnénk valamilyen értelemben igazsdgosan szétosztani a jatékosok kozott. A
mag esetében példaul ugy szeretnénk szétosztani a nagykoalicié értékét, hogy egyik
koalicié se jarjon rosszul, azaz a koalici6 tagjai egyiittesen mindig legaldbb annyit
kapjanak, mint amennyi az adott koalicié értéke (koaliciés racionalitds). Ilyen
elosztas természetesen nem minden esetben valdsithatd meg, ilyenkor nevezziik a
jatékot nem kiegyensilyozottnak.
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Egy masik megkozelités szerint a nagykoalici6 értékét tigy szeretnénk szétoszta-
ni, hogy a legrosszabbul jaré koalicié a legkevésbé jarjon rosszul, és legyen ugyanez
igaz a masodik legrosszabbul jaré koaliciéra, és igy tovdbb. Ez a (pre)nukleolusz
hattérgondolata.

A nukleolusz és a prenukloelusz kozotti kiilonbség az, hogy a nukleolusz esetén
kikotjiik, hogy az egy elemi koalicidk, més néven szingletonok elégedettek legye-
nek (egyéni racionalitds), azaz ne kaphasson egyik jatékos sem kevesebbet, mint
amennyi az 6nallé értéke, mig a prenukleolusz esetén ilyen kikotést nem tesziink.
Természetesen nem minden esetben valdsithaté meg, hogy gy osszuk el a nagykoa-
licié értékét, hogy a szingletonok elégedettek legyenek, ilyenkor a jaték nukleolusza
iires, barmely egyéb esetben pedig pontosan egy elemii. A prenukleolusz esetén az
egyértelmiiség viszont fenndll minden jatékra.

A nukleolusz és a prenukleolusz kiszamitasara alkalmazott emblematikus algo-
ritmus a lexikografikus kézép mddszer [6, 7], ami linedris programozasi felada-
tok egy véges sorozata. Az egyetlen szamitdselméleti szempontbdl is relevans
problémat az jelenti, hogy habér egy linedris programozasi feladat polinom id6-
ben megoldhatd, és elegend6 a jatékosok szaméban linedrisan sokat megoldani
a (pre)nukleolusz kiszamitdsdhoz, az algoritmus a jdtékosok szdméban mégsem
polinomidlis, mivel minden egyes koalicidhoz tartozik egy feltétel a linearis prog-
ramozasi feladatban, igy a jatékosok szam&aban exponencidlisan sok feltételt kell
az egyes linearis programozési feladatokban megadni.

Mivel dltaldnos esetben maga a jaték lefrdsa (koalicidk szdma) exponencidlis
fliggvénye a jatékosok szamanak, ezért nem lehet tgy fejleszteni az algoritmust,
hogy az a jatékosok szaméban polinomidlis legyen. Ugyanakkor, specidlis jatékosz-
talyokon, és specidlis esetekben nincs sziikség a jaték teljes leirasara, azaz, nincs
szitkség minden koalicié értékét figyelembe venni a (pre)nukleolusz szdmitdsa so-
rén. Amennyiben egy jatékban a figyelembe veend$ koaliciék szdma a jétékosok
szdméanak polinomidlis fiiggvényére redukélhatd, akkor a (pre)nukleolusz szdmitdsa
polinomidlis bonyolultsagi. Ezért fontos annak vizsgdlata, hogy melyik koalicidék
slényegesek” a (pre)nukleolusz szdmitdsa sordn.

Huberman [5] megmutatta, hogy kiegyenstlyozott jatékok esetén a nukleolusz
kiszamitasahoz nincs sziikség a nem lényeges koaliciékra. Huberman eredménye
tobb esetben jelent6sen megkonnyiti a nukleolusz kiszamitasat; pl. Huberman
eredményének kovetkezménye, hogy a hozzdrendelési jatékok [11] nukleoluszdnak
kiszamitasa polinomalis bonyolultsagu.

Huberman eredményét azéta tobben tovabbfejlesztették, 1sd. pl. Granot et al
[4], Solymosi és Sziklai [13], Solymosi [12], de legjobb tudomésunk szerint nincs még
eredmény Huberman eredményének nem kiegyensulyozott jatékokra vald kiterjesz-
tésésre. Mi okozza, hogy a lényeges koalicidk csak a kiegyenstulyozott jatékokban
elegenddek a nukleolusz kiszamitdsdhoz, és hogyan lehetne médositani ezt a fogal-
mat ugy, hogy az nem kiegyensilyozott jatékok esetén is hasznalhaté legyen? Ez
a témdaja cikkiinknek.
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Ebben a cikkben bevezetiink két, egymastdl fliggetlen altaldnositasat a lénye-
ges koalicié fogalmanak, a szliken lényeges és az elsérendben 1ényeges koalicidk
fogalmat. Megmutatjuk, hogy mindkét fogalom a prenukleolusz egy-egy karakte-
rizéciés osztalyat adja tetszOleges jatékok esetén, azaz, tetszileges jaték esetén a
prenukleolusz kiszamitdsahoz elég a sziiken lényeges koalicidkra, vagy elég az elsé
rendben lényeges koalicidkra tamaszkodni. Mindkét fogalom esetében azt hasz-
naljuk ki, hogy ellentétben a maggal, a szlikmag sohasem {ires, és a szlikmaghoz
rendelhet6 gy egy jaték, hogy a prenukleolusz a sziikmaghoz rendelt jaték pre-
nukleolusza. A két, egymastdl fliggetlen Gj lényegesség fogalom két kiilonbozo, a
sziikmaghoz tartozé jatékot definidl, ebben térnek el egymastol.

A cikkben el6szor ismertetjiik azokat az alapveto jatékelméleti fogalmakat ame-
lyek a cikk olvasasahoz sziikségesek, majd kitériink a prenukleolusz kiszamitdsahoz
hasznélt linedris programozdsi feladatokra (3. fejezet). Ezutan (4. fejezet) bemu-
tatjuk a két 1j fogalmunkat, és bizonyitjuk az azokhoz tartozé karakterizacios
tételeket. Az 5. fejezetben két példa segitségével szemléltetjitk a két 1j fogalom
fliggetlenségét, és egy tovabbi példa azt mutatja meg, hogy a sziikken lényeges-
ség fogalom a lényegesség fogalmanak altalanositisa a kiegyensulyozott jatékok
osztalyan is. Az utolsé fejezetben roviden Osszefoglaljuk eredményeinket.

2. Jatékelméleti alapfogalmak

Adott N a jatékosok nemiires, véges halmaza, és v: 2 — R halmazfiiggvény
(koalicits fiiggvény), amire v() = 0; ekkor v-t TU-jdtéknak nevezziik (tovab-
biakban jaték). Az N jitékoshalmazzal rendelkezé jatékok osztalyat jelolje G7V.
Jelolje P*(N) :={S C N: S #0,S # N} az 6sszes koalicié6 halmazdt az N jaté-
koshalmazon az iires és a nagykoalicié kivételével, és jelolje Dg az S C N koalicié
particidinak osztalyat {S} kivételével.

Egy 1 halmazértékii leképezés az A C GV jatékosztalyon megoldds, ha tetszo-
leges v € A jatékra, ¥(v) C RY. A ¢ megoldds az A C GV jatékosztalyon érték,
ha tetszlleges v € A jatékra |¢(v)| = 1, azaz, ha ¢ szingleton értékii.

Jelslje I*(v) :={z e RN : Y, yzi =v(N)} és I(v) :={z e RN : 3,y @ =
v(N) és z; > v({i}) Vi € N} rendre a v € GV jaték preimputdcidinak és imputd-
cidinak halmazat. Vegyiik észre, hogy a preimputédcidok halmaza tetszOleges jaték
esetén nem iires.

BEgy adott v € GV jatékban az S C N koaliciénak az x € RY kifizetésnél vett
tobblete: e(S,z) :=v(S) — x(S), ahol x(S) := >, g ;.

Az \gynevezett tobblet vektor E(x) = [--- > e(S,z) > --- : § € P*(N)] €
R2™'=2 ooy olyan 2!V — 2 dimenziés vektor, aminek a komponensei az adott
v € GV jatékban az x kifizetés mellett az S € P*(N) koaliciékhoz tartozé tobbletek

nemnovekvo sorrendbe rendezve.
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A lexikografikus rendezés x,y € R™ kozott a kovetkezé: = <p y, ha Ik, hogy
zi=y; 1=1,2,....k—1és x < yg, vagy ¢ = y.

A v € G jaték prenukleolusza [8] a preimputdciék azon halmaza, amelynek
elemei a preimputéciok kozott lexikografikusan minimalizaljak a nemnovekvo sor-
rendbe rendezett tobbletek vektorat, azaz

Nu*(v) ={z e I"(v): E(z) <p E(y) Yy € I"(v)}.

A v € GV jiték nukleolusza az imputacidk azon halmaza, amelynek elemei az
imputédciok kozott lexikografikusan minimalizaljak a nemnovekvé sorrendbe ren-
dezett tobbletek vektorat, azaz

Nu(v) ={x € I(v) : E(zx) <1, E(y) Yy € I(v)}.

A prenukleolusz és a nukleolusz alapgondolata az, hogy szeretnénk elérni, hogy
az x kifizetéssel legrosszabbul jaré S koalicié a legkevésbé jarjon rosszul. Majd
ugyanezt megtessziik azzal a koaliciéval, amelyik a masodik legrosszabbul jar, és
igy tovabb.

Fontos még itt megjegyezniink, hogy a prenukleolusz minden jatékhoz egyetlen
preimputaciot rendel, igy ez egy érték, és, ha a jaték imputacidinak halmaza nem
iires, akkor a nukleolusz is egyetlen imputdciét rendel a jdtékhoz [8]. Viszont
mivel egy jaték imputdcidinak halmaza lehet iires, ezért a nukleolusz az Gsszes
jaték osztalyan nem érték, hanem megoldas.

Egy v € GV jaték magja [3, 10] a hatékony és koaliciésan racionalis kifizetés-
vektorok halmaza, azaz

core(v) = {x cRY: le =v(N) és le > v(S) minden S C N—re} .

iEN i€S

Magyaran szélva, a mag olyan kifizetésvektorok halmaza, amelyek gy osztjak
fel az N nagykoalicié v(N) értékét a jatékosok kozott (hatékonysdg), hogy min-
den S C N koaliciora a koaliciébeli jatékosok egyiitt nem kapnak kevesebbet a
koalicié értékénél (koalicids racionalitds), vagyis olyan kifizetésvektorokrdl beszé-
lilnk, amelyek mellett minden koalici6 elégedett lehet, abban az értelemben, hogy
a tobbletitk nem nagyobb, mint 0. Mivel a mag nem feltétleniil egy kifizetésvektort
rendel egy v jatékhoz, a mag egy megoldas.

Egy jaték kiegyensulyozott, ha a magja nem iires. Ismert, hogy kiegyensulyozott
jatékok esetén a prenukleolusz és a nukleolusz megegyezik.

A v € GV jaték e-magja a preimputécidck azon részhalmaza, melyek esetén
barmely S € P*(N) koaliciéra e(S,z) < ¢, azaz

coreg(v) = {x e I*(v): Sen;gch)e(S, z) < 5} .
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Vegyiik észre, hogy a mag megegyezik a 0-maggal.
A v € GV jaték sziikmagja a legsziikebb nemiires e-magja, azaz az Osszes
nemiires e-mag metszete. Jelolje

€= min ¢
core. (v)#0
a minimélis nemiires e-maghoz tartozé valds szamot. Ekkor a szlikmag megegyezik
core.«-gal.
Ellentétben a maggal, a szlikmag sohasem {ires, ezért a sziitkmaggal dolgozva
kikeriilhetjiik a problémét, amit Huberman [5] tételében (4.1. Tétel) a mag iiressége
okoz.

3. A prenukleolusz kiszamitasa

Ebben a fejezetben attekintjiik a lexikografikus kozép eljdrdst [6, 7] — pontosab-
ban annak egy Huberman [5] altali médositdsdt — aminek ismeretére a késébbiek
soran sziikségiink lesz.

Rogzitsitk a v € GV jatékot, és tekintsiik a kovetkezd feladatot:

t — min

fh. e(S,z)<t, SeP*(N)
x € I*(v)
teR

(1)

Kénnyen 14thatd, hogy az (1) feladatnak van optimalis megoldésa, és jelolje t;
az (1) feladat optimumdt. Legyen tovabba

Xi={zeI"(v):e(S,z) <ty, VS € P*(N)}.
Jelolje Wy az (1) feladatban a fiz halmazt, azaz legyen
Wy ={S € P*(N): Jes € R, hogy e(S,x) = cg, Yz € X1}.
Legyen k > 2, és tekintsiik a kovetkezo feladatot:

t — min

fh. e(S,z) <t, SeP(N)\(UZiw,)
€ Xp_q
teR

(2)

Konnyen lathatd, hogy a (2) feladatnak van optimalis megolddsa, és jeldlje tx
a (2) feladat optimumét. Legyen tovdbba
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Xy, ={z € Xj_1: e(S,x) < tg, VS € P*(N)\ (UFZ{ W)}
Jelolje Wy, a (2) feladatban a fix halmazt, azaz legyen

Wi ={S € P*(N): Jdes € R, hogy e(S,z) =cg, Va € Xi}.

Konnyen lathatd, hogy tx > tpy1, Xk 2 Xpy1 minden k-ra, és 1étezik k*, hogy
minden [ > k*-ra X; = Xj~.

Kopelowitz [6], Maschler et al [7] bizonyitottdk, hogy a fenti eljirds, azaz a
lexikografikus kozép eljaras — pontosabban a fenti eljaras a lexikografikus kozép
eljéras egy Huberman [5] altali mdédositdsa, ami lényegi eltérést az eredeti eljaras-
hoz képest nem jelent — a prenukleoluszt adja eredményiil, azaz Kopelowitz [6],
Maschler et al [7] bizonyitottdk a kévetkezé allitést:

3.1. TETEL. Nu*(v) = Xj-.

4. Huberman eredményének altalanositasa

Ebben a fejezetben ismertetjiikk eredményeinket. Elészor attekintjiik Huber-
man [5] eredményeit. Huberman tételének (Id. 4.1. Tétel) kimondédsahoz elGszor a
lényeges koaliciok fogalméat kell definidlnunk.

4.1. Definicié. Adott egy v € GV jaték. Egy S € P*(N) koalicit lényegesnek

mondunk, ha S szingleton, azaz |S| = 1, vagy

v(S) > fnax o(T).
TeB

Jelolje &, a v jaték lényeges koalicidinak osztalyét.

4.1. TETEL. (Huberman-tétel [5]) Adott egy v € GV kiegyensiilyozott jaték,
és legyen

Yi={zel*(v):e(S,z) <t;, VS €&},
tovabba, k > 2-re legyen
Yi={zr € Xp_1:e(S,z) <t, VS €& \ (UZIW,)}.
Ekkor Xy = Y minden k-ra.

Tehat a tétel azt mondja, hogy kiegyenstlyozott jatékok esetén a nukleolusz
szamitasahoz nincs sziikségiink a nem lényeges koalicidkra, azaz csupan a lénye-
ges koalicidkhoz tartozé feltételek haszndlatdval felirva az (1) és a (2) linedris
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programozasi feladatokat a kapott végeredmény ugyanaz lesz, st minden egyes
iterdciéban is megegyezik a kapott kifizetések halmaza azzal a halmazzal, amit
az Osszes koaliciohoz tartozo feltétel hasznalataval kapunk a linedris programozasi
feladatok megolddsa soran.

A kovetkezo példa azt szemlélteti, hogy mi torténik akkor, ha a mag iires.

4.1. Példa. Legyen N = {1,2,3} és

0, ha |S| =1 vagy S = {1, 2},

4 ha S ={1,3
U(S) — ) a { ) }7
—1, ha S=1{2,3},
2, ha S=N.
Ekkor t; = 1 > 0, azaz a mag iires. A lényeges koalicidk a kovetkezbek:

& = {{1},{2},{3}.{1,3}}, a jaték prenukleolusza (2,—1,1), mig ha csak a 1é-
nyeges koaliciékhoz tartozé egyenlétlenségeket figyelembe véve szamoljuk a ,,pre-
nukleoluszt”, akkor (%7 -1, %)—et kapunk. Az els6 eltérés a masodik iteraciéban

lathaté. Ha csak a lényeges koalicidkkal szdmolunk, akkor t) =1 és ¢}, = —%, mig
to = —1. Megfigyelhetd, hogy csak a lényeges koalicidk ismeretében az 1-es és a

3-as jatékosok felcserélhetoek, mig az eredeti jatékban nem azok.

Kozelebbrél megvizsgdlva a jatékot azt latjuk, hogy az {1,2} koalicié okozza a
problémét. Az {1,2} koalicié nem lényeges, de fontos abbdl a szempontbdl, hogy a
t;-magban (szlikmag) nem redundéns az 1-es és 2-es jétékosok minimélis kifizetése
szempontjabdl. Mdasképpen fogalmazva, mivel ¢t = 1, ezért v({1}) = 0 miatt az
1-es jatékosnak legaldbb —1 kifizetést kell kapnia, mivel v({2}) = 0, ezért a 2-es
jatékosnak legaldbb —1 kifizetést kell kapnia, de mivel v({1,2}) = 0, ezért az 1-es
és 2-es jatékosoknak egyiitt legalabb —1 kifizetést kell kapniuk, ami nagyobb, mint
(=1) +(-1).

Cikkiink alapgondolata, hogy a lényegesség definicidjanak moédositasaval, koa-
liciék olyan osztalyat kapjuk, ami tartalmazza az olyan latszélag nem ,1ényeges”
koalicidkat, mint a fenti példdban az {1, 2} koalicié. Fontos megjegyezniink, hogy
kiegyensulyozott jatékok esetén a prenukleolusz és a nukleolusz egybeesik, viszont
nem kiegyensilyozott jatékok esetén nem feltétleniil, igy a tétel altaldnositdasakor
mar fontos megkiilonboztetni, hogy mikor dolgozunk a nukleolusszal, és mikor a
prenukleolusszal. Mi ebben a cikkben az altalanositast a prenukleoluszra mondjuk
ki.

A kovetkez6 alfejezetekben ismertetjiik {6 eredményeinket, ami két egyméstol
fliggetlen altalanositdsa a lényeges koalicidk fogalmédnak és Huberman tételének
(1d. 4.1. Tétel).
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4.1. Sziiken lényeges koalicidk

Az elsé vizsgalt altalanositdsa a lényeges koalicidk fogalmanak a sziken lényeges
koalicidk fogalma. A definicié alapgondolata, hogy a jaték szlikmagja sosem iires,
igy ha core.« jeloli a sziikmagot, akkor a koaliciok értékeit £*-gal eltolva egy olyan
jatékot kapunk, aminek a magja nem iires, igy igaz lesz r4 a Huberman—tétel
(Id. 4.1. Tétel). Vegyiik észre, hogy €* = t;, mivel mind a kett6 az (1) linedris
programozasi feladat optimuma.

4.2. Példa. A 4.1. Példat folytatva megfigyelhetjiik, hogy mivel a lényeges
koaliciék az &, = {{1},{2},{3},{1,3}} koalicidk, ezért csak ezekkel szdmolva a
prenukleoluszban nem lesz kiilonbség az egyes és a harmas jatékosokhoz rendelt
értékek kozott, mig a prenukleoluszban, ami (2,—1,1), egyértelmiien kiilonboz6
értékek tartoznak hozzdjuk. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy az {1, 2} koalicié
fontos a prenukleolusz szamitdsa szempontjabodl.

A mag nem iiressége esetén tudjuk, hogy az egyes koalicidk legalabb annyit
kapnak a prenukleoluszban, amennyi az értékiik, mivel a prenukleolusz magbeli.
A mag iiressége esetén ez nyilvan nem valésithaté meg, de azt tudjuk, hogy a
prenukleolusz a sziikmag eleme. Mivel ¢; = 1, igy a szitkmag megegyezik a jaték
1-magjdval. Emiatt annyit tudunk, hogy az S C N koaliciék a prenukleoluszban
legaldbb v(S) —1-et fognak kapni. fgy a fontossag megallapitdasandl is ezt az értéket
érdemes figyelembe venni, és {gy szdmolva v({1,2}) — 1 = —1 > v({1}) + v({2}) —
2 = —2 valéban fennéll, ami alapjan lathat6, hogy az {1, 2} koalicié ,lényeges” lesz
ebben a jatékban.

Tekintsiik a sziiken 1ényeges koaliciok definicidjat:

4.2. Definicio. (Sziken lényegesség) Az S € P*(N) koalicié sziiken lényeges,
ha szingleton, azaz |S| = 1, vagy

v(S) —t1 > Jnax (v(T) —t1).
TeB

Jelolje & a v jaték szliken lényeges koalicidinak osztédlyat.

Koénnyen lathat6, hogy ha a vizsgalt jaték magja nem iires, azaz t; < 0, a
fenti fogalom akkor is a lényegesség fogalom &ltaldnositasa. Magyaran szélva, ha
egy kiegyensilyozott jatékban egy koalicid sziiken 1ényeges, akkor 1ényeges, és van
olyan kiegyensulyozott jaték, ahol van olyan lényeges koalicié, ami nem sziiken
lényeges (Id. 5.3. Példa).

A kovetkezOkben az alfejezet 6 eredményének bizonyitasdban hasznélt két se-
gédtételt mondunk ki és bizonyitunk be.

4.1. SEGEDTETEL. Legyen S € P*(N) tetszéleges nem sziiken lényeges koali-
ci6. Ekkor létezik B* € Dg, hogy v(S) —t1 < > pep-(v(T) —t1) és B* C &;.
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Bizonyitds. Legyen B = {B € Dg: v(S) —t1 < ) pcg(v(T) —t1)}, és legyen
B* € B olyan, hogy minden B € B-re |B*| > |B|.

Indirekt tegyiik fel, hogy egy T* € B* koalicié nem sziiken lényeges. Ekkor
létezik B’ € Dr«, hogy v(T*) —t1 <Y g (v(T') — t1), azaz

v(8) —t1 < Yo W) —t),
T e(B*\{T*})uB’
és [(B*\{T'}) UB'| > |B*|, ami ellentmondés. O

4.2. SEGEDTETEL. Legyen k tetszbleges pozitiv egész, S € P*(N) \ UFZ1 W,
tetszbleges koalicid, és B* € Dg. Ekkor létezik T* € B*, hogy T* ¢ Uff;llWT.

Bizonyitds. Ha k = 1, akkor UFZ] W, = 0, tehat T* ¢ UFZ{W,..
Ha k > 2, akkor indirekt tegyiik fel, hogy B* C Uff;ll W,.. Ekkor minden z € Xj_1-
re

e(S,x) = v(S) —2(S) = v(S) = Y a(T) =v(S)~ Y (o(T) —er),

TeB* TeB*

azaz minden z, 2’ € Xi_1-re e(S,x) = e(S,2'), azaz S € Uf;&Wr, ami ellentmon-
dés. a

A kovetkez6 tétel Huberman tételének altalunk javasolt els6 altalanositasa:

4.2. TETEL. (Huberman [5] 4ltaldnositdsa I.) Adott egy v € GV jiték, és le-
gyen

YP={zeI*(v): e(S,z) <t, VS €&},
tovabba, k > 2-re legyen
VE={ze Xp_1:e(S,z) <tp, VS €&\ (UFZiw,)L.

Ekkor X, =Y,} minden k-ra.

Bizonyitds. Az 6sszehasonlitott halmazok definici6jabol kovetkezik, hogy X C
Y’ minden k-ra.

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik k, hogy X 2 Y}, azaz létezik y* € Y és
S € PH(N)\ (£ U (U1 Wr)), hogy e(S,y7) > b

A 4.1. Lemma miatt létezik B € Dg N E; sziiken lényeges koalicidkbol 4116
particidja S-nek, hogy v(S) —t1 < peg(v(T) —t1).
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Ekkor

v(S) =t < Y ((T) —ty)

TeB
v(S) =y (S) —tr < Y (o(T) —y*(T) — 1)
TeB
e(S,y) —t < 3 (e(Ty*) — 1)
TeB

Mivel y* € Y}, e(T,y*) < t; minden T € B C &; esetén, igy tetszbleges T € B
koaliciéra e(S,y*) —t1 < e(T,y*) —t1 fenndll. A 4.2. Lemma miatt 1étezik T* € B,
hogy T™* ¢ Uf;%WT. Emiatt e(S,y*) < e(T™*,y*) < t; teljesiil, ami ellentmondés.
g

Erdemes lehet megjegyezni, hogy a szliken lényegesség fogalmat (4.2. Defini-
ci6) definidlhatjuk t1-gyel vald eltolds helyett tetszéleges ¢ € R konstanssal vald
eltoldssal is (a tovdbbiakban nevezziik ezt c-lényegességnek). Ekkor nyilvén a ¢;-
lényeges koalicidk megegyeznek a sziiken lényeges koalicidkkal. Koénnyen lathatd,
hogy ekkor tetszOleges t1 < ¢ esetén a 4.2. Tétel igaz marad sziikken lényeges koa-
liciék helyett c-1ényeges koaliciékat haszndlva is. Természetesen minél nagyobb c
konstanst valasztunk, annal tobb c-1ényeges koaliciét kapunk, mig a célunk ezek
szamat minél inkabb csokkenteni. Amennyiben viszont egy olyan jatékunk van,
ahol a szlikmag meghatarozdsa nehéz, de ismeriink egy fels6 becslést t; értéké-
re, akkor ez az eredmény segithet lecsokkenteni a prenukleolusz kiszamitasahoz
szitkséges koaliciok szamaét.

4.2. Els6 rendben lényeges koaliciék

Az altalunk javasolt méasodik 1ényegesség fogalom az elsé rendben lényegesség.
Az els6 rendben lényeges koalicié fogalmanak hattérgondolata, hogy a sziitkmagbol
kiindulva lehetséges a kiilonb6z6 koalicidk értékeit kiilonb6z6 nagysagokkal tolo-
gatni, és ezaltal kiszlirni a ,lényeges” koalicidkat.

4.8. Példa. A 4.1. Példdhoz visszatérve kiindulhatunk abbdl a megkozelitésbol,
hogy a v(S) > maxpeps ) pep V(1) egyenlbtlenség jobb oldaldn szerepld kifejezés
a mag iiressége esetén tul magas, és a kérdés, hogy mennyivel kell csékkenteni
ahhoz, hogy a ,lényeges” koalicidkat megtarthassuk, de ne valasszunk a ,1ényeges”
koaliciok kozé il sok” koaliciot.

Jelolje vy, (S) a szitkmag (az (1) linedris programozasi feladat) poliéderében a
lehetd legkisebb x(.S) értékeket, minden S C N koaliciéra. Ekkor v,,({1}) = 0,
vm({2}) = =1 és v, ({3}) = —1. Amibdl v({1,2}) =0 > —1 = v, ({1}) +vm({2}),
o({1,3)) = 4 > —1 = vp({1}) + v ({3}) s v({2,3}) = —1 > ~2 = v, ({2}) +
vm({3}), azaz minden koalicié ,lényeges”.
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Az 5.2. Példdban megmutatjuk, hogy ez a megkozelités nem feltétleniil hatdroz
meg bdvebb koalicié osztalyt, mint a sziiken lényeges koalicidk osztélya.

Legyen S € P*(N) és tekintsiik a kovetkezd feladatot:

z(S) — min
fh. e(T,z)<t;, T e€P*(N) (3)
x € I*(v)

Konnyen lathatd, hogy a (3) feladatnak tetszéleges S € P*(N) esetében van
optimélis megolddsa. Legyen v,,(S) a fenti feladat optimuma, és legyen

v*(S) = min{v,,(5), v(5)}.
Tekintsiik a méasodik altalunk javasolt 1ényegesség fogalom definicidjat:

4.8. Definicio. (ElsS rendben lényegesség) Egy S € P*(N) koalicid elsd rend-
ben lényeges, ha S szingleton, azaz |S| = 1, vagy

Jelolje £F a v jaték els6 rendben lényeges koaliciéinak osztalyat.

A kovetkez6kben tekintsiink egy technikai eredményt, amelyre az alfejezet {6
eredményének bizonyitasa soran lesz sziikségiink:

4.3. SEGEDTETEL. Legyen S € P*(N) tetszbleges nem elsé rendben lényeges
koalicié. Ekkor létezik B* € Ds, hogy v(S) <) peg. v*(T) és B* C &5.

Bizonyitds. Legyen B = {B € Dg: v(S) < > v (1)}, és legyen B* € B
olyan, hogy minden B € B-re |B*| > |B].

Tegyiik fel, hogy egy T € B* koalicié nem elsé rendben lényeges. Ekkor 1étezik
B' € Dr, hogy v(T) < > e v*(T"), azaz, mivel definicié szerint v*(T) < v(T),

v(S) < > vt (1),
T e(B*\{T})uB’
és |(B*\ {T}) UB| > |B*|, ami ellentmondés. O

A kovetkezo tétel a masodik altalunk javasolt dltalanositdsa Huberman tételé-
nek:

4.3. TETEL. (Huberman [5] 4ltaldnositdsa I1.) Adott egy v € GV jdték, és Ie-

gyen
VE={xel*(): e(S,z) <t, VS € £},
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tovabba, k > 2-re legyen
Ve¢={z e X_1:e(S,z) <tp, VS € £\ (UFZIW,)L.
Ekkor X, = Y,{ minden k-ra.
Bizonyitds. Az dsszehasonlitott halmazok definicigjabol kovetkezik, hogy Xy C

Y)¢ minden k-ra.

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik k, hogy X 2 Y)¢ azaz létezik y* € Y és
S € P*(N)\ (& U (U;Z{ W), hogy e(S,y*) > ti.

A 4.3. Lemmabdl kovetkezik, hogy létezik B € Dg N &S, hogy v(S) <
ZTGB v*(T).
Ekkor
v(S) <> v (T)

TEB

0(8) —y*(S) < Y ((T) —y*(T))
e(S,y") < D (v(T) = y*(T)).

TeB
Mivel v* definiciéja miatt v*(T) — y*(T) < 0 minden T € B esetén, igy tet-
sz6leges T' € B koalicidra e(S,y*) < v*(T) — y*(T) fenndll. A 4.2. Lemma miatt
létezik T* € B, hogy T* ¢ UFZ1W,, emiatt

6(57 y*) < ’U*(T*) - y*(T*) < tk:a

ami ellentmondas. O

5. A két 4j lényegesség fogalom Gsszehasonlitasa

A 4.2. és a 4.3. Definiciékban foglalt lényegesség fogalom kozott semmilyen
irdnyu tartalmazas nem &ll fenn, egymastdl fiiggetlenek. Ezt a kdvetkezd példékon
szemléltetjiik:

5.1. Példa. (Nem minden elsé rendben lényeges koalicié sziken lényeges)
Legyen N = {1,2,3} és
0, halS|=1,
~L haS={1,2},

v(9) = 2’
_27 ha“S|:2aS7é{]-a2}u
—1, ha S=N.
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Ebben a jatékban t; = 1. A sziiken lényeges koalicick (4.2. Definici6):

({11, 42}, (31}, Az S = {1,2} koalicié esetén
o({1,2)) 1 =~ < 5 = o({1}) +o({2)) ~ 201

Az elsé rendben lényeges koalicick (4.3. Definici6): {{1},{2}, {3}, {1,2}}.
Megfigyelhetd, hogy ebben a jatékban a sziikmag egy elemii, vagyis csak a
(—1, -1 -1

—3,—3,—3) pontot tartalmazza, ami egyben a prenukleolusz is, igy v, ({i}) =

—3 minden i € N esetén. Tehat az S = {1, 2} koalici6 esetén

o({1,2)) = —3 > —2 =" ({1}) + 0 ({2}).

fgy ebben a jatékban az {1,2} koalicié nem szliken lényeges, de elsérendben
lényeges.

Erdemes megjegyezni, hogy mivel az imputaciok halmaza iires, ennek a jaték-
nak nincs nukleolusza.

5.2. Példa. (Nem minden sziken lényeges koalicid elsé rendben lényeges)
Legyen N = {1,2,3,4} és

ha |S| =3,

3
v(S) =4
0, kiilonben.

Ebben a jatékban ¢; = 3. A sziiken lényeges koalicick (4.2. definicié): P*(N).
Vildgos, hogy az |S| = 3 koalicidk sziiken lényegesek. Az |S| = 2, S = i, j koalicidk
esetén 3 3
o) —tr = =3 > —2 = u({i}) +v({7}) 20

Az els6 rendben lényeges koalicidk (4.3. Definicié): {1},{2}, {3}, {4}, {1,2,3},
{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}. A sziikmag itt egy elemfi, csak a (0,0,0,0) kifizetés
vektort tartalmazza, ami egyben a prenukleolusz is, igy v,,(S) = 0 minden S €
P*(N) esetén , tehat v*(S) = 0 minden S € P*(N) koaliciéra. Emiatt vildgos,
hogy az |S| = 3 koalicidk els6 rendben lényegesek. Az |S| = 2,5 = {4, j} koalicidk
esetén pedig

v(8) =0=v"({i}) + v ({j})

Tehét ebben a jatékban az {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4} koalicidk

nem els6 rendben lényegesek, de sziiken lényegesek.

A fenti két példabodl lathatd, hogy a sziiken lényeges és az els6 rendben 1ényeges
koalicidk osztédlyai kozott semmilyen irdnyd tartalmazés nincs, igy egyik fogalom
sem erésebb vagy gyengébb a masiknal.

A kovetkez6 példa azt mutatja, hogy a sziiken lényegesség altalanositdsa a
lényegesség fogalomnak a kiegyensulyozott jatékok osztalyéan.
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5.3. Példa. (Nem minden lényeges koalicid sziken lényeges) Legyen
N =1{1,2,3} és

0, halS|=1,
v(S) =141, halS|=2,
9, ha S =N.

Elészor is vegyiik észre, hogy minden koalicié (kivéve az iires és nagykoalicidt)
lényeges.

Ebben a jitékban t; = —3. A szliken lényeges koalicidk (4.2. Definicid) a
szingletonok. Ha S = {i, j}, i # j, akkor

U(S) —t1=4<6= ’U({Z}) + U({]}) — 2ty.

Tehat a két elemi koaliciék nem sziiken 1ényegesek, de lényegesek.

Megfigyelhetd tovabbda, hogy a jaték sziitkmagja egy elemf, csak a (3, 3, 3) kifize-
tést tartalmazza, ami egyben a prenukleolusz is, ami itt megegyezik a nukleolusszal
is.

6. Osszefoglalis

Cikkiinkben a lényeges koalicié fogalmanak két kiilonboz6 altalanositéasat ve-
zettiik be. Bizonyitottuk tovabbd, hogy mindkét 1ij 1ényegesség fogalom — a sziiken
lényegesség és az els6 rendben lényegesség — a prenukleolusz két kiilonbozo6 karakte-
rizécids osztalyat hatdrozza meg tetszéleges — nem csak kiegyensulyozott — jatékok
esetén.

Két példan keresztiil szemléltettiik, hogy a két altaldnositott 1ényegesség foga-
lom fiiggetlen egymastol. Cikkiink nyitva hagyta azt a kérdést, hogy a két karak-
terizacids osztaly metszete is karakterizdcids osztaly-e. Tovabbi kutatési irany a
cikkbeli eredmények kiterjesztése korlatozott kooperacioval rendelkezé jatékokra.

Megjegyezziik, hogy az altalunk bevezetett 1j lényegesség fogalmak nagyon
konnyen atirhatéak a nukleolusznak megfelelé formaba.
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ESSENTIAL COALITIONS FOR NON-BALANCED GAMES

ZSOFIA DORNAI, MIKLOS PINTER

The prenucleolus of transferable utility cooperative games (games for short) are considered.
Applying a result by Huberman [5] one can reduce significantly the number of coalitions needed
for computing the prenucleolus on balanced games, meaning a corollary of the above mentioned
result is that one can show that the computation of the prenucleolus is easy on some subclasses
of games. However, the result in [5] works only for balanced games.

In this paper we give two generalizations of the result in [5]. Both generalizations are based
on generalizations of the notion of essential coalition which the result in [5] result is based on.
The two generalizations are independent from each other, both work for non-balanced games
too, and both generalize the result in [5] even on balanced games.
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A KLiRINGMATRIXO}( EGYERTELijSEGE PENZUGYI
HALOZATOKBAN

CSOKA PETER

Az altalunk vizsgalt pénziigyi hilézatban az dgensek pénziigyi szerzédé-
sekkel kapcsolédnak egyméashoz. A négy legelterjedtebb elosztdsi szabaly az
aranyos, az elsObbségi, a korlatozott egyenl6 dijazas és a korlatozott egyen-
16 veszteségek elosztasi szabaly. Mivel a teljesitett kifizetések a beérkezett
kifizetésektél fiiggenek, koherens elszdmoldsi egyenstilyokat (fixpontokat) ke-
resiink, ugynevezett kliringmatrixokat. Bizonyos helyzetekben tobb kliring-
matrix is megoldas lehet eltéré cs6dos dgensekkel, tovabbi rendszerkocka-
zatot okozva. A tanulmdnyban Osszefoglaljuk és szemléltetjitk a Csdka és
Herings [5] 4ltal, a kliringmdtrixok egyértelmiiségére adott elégséges mono-
tonitdsi feltételeket. A feltételek alkalmazasahoz particionélni kell az dgen-
seket, és elemezni kell egy kapcsolédo irdnyitott aciklikus grafot.

1. Bevezetés

A pénziigyi intézmények kozvetlen pénziigyi szerzodésekkel vagy korrelalt pénz-
iigyi eszkozok tartasaval hatnak egymasra, és az intézmények koézotti elszamolds-
ban a t6bbszords egyensily lehetdsége tovabbi rendszerkockézathoz vezet (Jackson
és Pernaud [10]). Ebben a tanulményban olyan pénziigyi halézatokat vizsgdlunk,
ahol az dgensek pénziigyi szerzddésekkel kapcsolédnak egymashoz.

Eisenberg és Noe [7] nagyhatdsu cikkéhez hasonléan az dltalunk elemzett pénz-
iigyi halézatokban is van az dgenseknek egy induld, tokéletesen likvidnek tekint-
hetd (pénz-)készlete, minden dgens tartozhat valamekkora 6sszeggel a tébbieknek,
a pénziigyi szerzédések aktudlis értéke szerint. Eisenberg és Noe [7] cikkében min-
den Agens az aranyos felosztas szabdlyt alkalmazza cs6d esetén, azaz a kifizetések
ardanyosak a kotelezettségekkel. A gyakorlatban azonban az elsébbségi elosztési
szabalyokat is alkalmazzdk, ahol egy prioritasi sorrend hatarozza meg a kotele-
zettségek rangsordt (példdul elszor az allamnak, majd a dolgozéknak, majd az
eléresorolt hitelezOknek kell fizetni, stb.). A szakirodalomban leggyakrabban alkal-
mazott tovdbbi két elosztdsi szabdly a korldtozott egyenld dijazds (mindenkinek
azonos oOsszeget fizetve, de maximum a kovetelését) és a korldtozott egyenld vesz-
teségek (mindenkinek azonos veszteséget okozva, de maximum a kovetelését). [16]
jol osszefoglalja az addigi kapcsolddé tudomanyos eredményeket, magyar szerzok
kapcsolédé cikkei [9], [15].
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A tanulményban 6sszefoglaljuk és szemléltetjitk a Csoka és Herings [5] altal,
a kliringmatrixok egyértelmiiségére adott elégséges monotonitasi feltételeket. A
feltételek alkalmazdsdhoz particiondlni kell az dgenseket, és elemezni kell egy kap-
csolodé irdnyitott aciklikus grafot.

A kapcsolddé szakirodalom szertedagazo. Az aciklikus graf megjelenik Sziklai,
Fleiner és Solymosi [14] cikkében is. Szdmos tanulmény foglalkozott a kliring-
métrixokkal ([2]), [3], [4], [8]), [11] és [13]. A pénziigyi halézatokat magyar szer-
z0k is elemezték empirikusan ([1], [12]). Cséka és Kondor [6] osszefoglalja, hogy
az elosztasi szabalyokon alapulé kliringmatrixok felirhatéak egy egyenletrendszer
megolddsaként is, tovdbba teljes hdlét (complete lattice) alkotnak, mindig létezik
egy legkisebb és egy legnagyobb kliringmétrix. Ebben a tanulmanyban tehat azt
vizsgaljuk, hogy mikor nem esik egybe a legkisebb és a legnagyobb kliringmétrix.

A 2. fejezetben definidljuk a pénziigyi hélézatokat, a négy leggyakrabban hasz-
nalt elosztéasi szabélyt és az azokon alapuld kliringmétrixokat. A 3. fejezetben egy
irdnyftott aciklikus gréffal illusztréljuk a Cséka és Herings [5] &ltal, a kliringmdt-
rixok egyértelmiiségére adott fiiggbleges térkoz elégséges monotonitési feltételeket.

2. Jelolések, definiciok

A legfontosabb jelolések és definicidék bevezetésénél Cséka és Herings [5] mii-
helytanulmanyéra tdmaszkodunk. Egy N pénziigyi hdlézat az (I, z, L, d) négyessel
adhaté meg, ahol a négy elem jelentése a kovetkezs. A véges I halmaz jeloli a
a pénziigyi hélézatban 1év6 dgensek halmazat. A z € Rfr vektor jeleniti meg a
nemnegativ induld készletét (endowments) az dgenseknek, amely az dgensek Ssszes
(de a tobbiekkel szembeni koveteléseket nem tartalmazd), teljesen likvidnek felté-
telezett eszkozével egyenlé. Az L € Riﬂ tartozdsi matriz adja meg az agensek
egymadssal szembeni tartozasait, ahol L;; az i € I dgens tartozasa a j € I agens
felé. Az i € I dgens Osszes tartozéasat jelolje L; = Zjel Li;.

A d = (d');er 4gensspecifikus elosztési szabélyok (division rule) hatérozzdk
meg, hogy ki kinek mennyit fizet. Az i € I 4dgens d’ elosztési szabdlya azt ad-
ja meg, hogy az i dgens az E; € R, vagyona fliggvényében mennyit fizet az
I-ben 1évé hitelezéinek. Formdlisan az i € I 4gens d' elosztdsi szabdlya egy
olyan d’ : Ry — RI fiiggvény, amelyre d}(E;) < Li; minden j € I dgensre és
Y ier di(Ei) = min{E;, L;} . Feltessziik, hogy L = 0, igy az elosztdsi szably
definiciéjdbdl kvetkezik, hogy di(E;) = 0 minden i € I 4gensre. Feltessziik még,
hogy minden i € I 4gensre d° monoton, vagyis minden j € I 4gensre és minden
olyan E;, E] € R, vagyonokra, ahol E; < EI, teljesiil, hogy dé (E;) < d; (El). A
kliringmatrixok egyértelmiiségének vizsgalatdhoz tovabbi monotonitasi tulajdon-
sdgokat definidlunk. Jeldlje a;; azt a vagyonértéket, amely mellett az i dgens
elkezd fizetni a j € I dgensnek L;; > 0 esetén, vagyis d; (Ei) =0, ha E; < a;; és
d’(E;) > 0, ha E; > a,;.
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2.1. Definicid. Legyen N = (I, z, L,d) egy pénziigyi hilézat. Az i € I dgens
d:Ry — Ri elosztasi szabélya erdsen monoton, ha minden olyan j € I agensre,
amire L;; > 0, és minden olyan E;, E/ € R4 vagyonokra, ahol 0 < E; < E| < L;,
teljesiil, hogy d;(El) < d;(E;) Egy elosztasi szabaly pozitiv monoton, ha minden
j € I dgensre, amire L;; > 0, és minden F;, E; € R vagyonokra, ahol a;; < E; <
E;} < Li, teljesiil, hogy d%(E;) < dj(Ej).

Az er6s monotonitéds azt koveteli meg, hogy ha egy cs6édben 1évé dgens vagyona
nd, akkor minden nem nulla kéveteléssel rendelkez6 hitelezGjének tobbet fizet. A
pozitiv monotonitds annyiban gyengébb, hogy ha a csédben 1év6 dgens vagyona nd,
akkor csak azoknak a hitelezoknek fog tobbet fizetni, akiknek mar addig is pozitiv
Osszeget fizetett. Lassuk, hogy a négy leggyakrabban hasznélt elosztasi szabaly
milyen monotonitasi tulajdonsagokat teljesit!

2.2. Definicio. Azi € I dgens d’ elosztési szabalya az ardnyos elosztdsi szabdly,
ha a j € I hitelez6nek fizetett tsszeg

dANE 0 ha g =0
j( i) = mln{L“ Ei,Lij} , egyébként.

L
Az aranyos elosztasi szabdaly esetén a vagyont a kovetelésekkel ardnyosan osztjuk

fel, de mindenki legfeljebb a kovetelését kaphatja meg. Vildgos, hogy az aranyos
elosztasi szabaly er6sen monoton, igy pozitiv monoton is.

2.3. Definicié. Az i € I dgens d* elosztdsi szabalya az elsébbségi elosztdsi
szabdly, ha van olyan 7 : I — {1,...,|I|} permutaci6, amire a j € I hitelezének
fizetett Osszeg

d;(EZ) = max{0, min{L;;, E; — Z Lix}},
{kel|m(k)<n(5)}

ahol {k € I|n(k) < m(j)} azon dgensek halmaza, amelyek 7 szerint j elé soroltak.

Az elsébbségi elosztasi szabaly esetén elszor a j; = 7 1(1) dgens kovetelését
fizetjiik, aztdn ha még marad vagyon, vagyis E; — L;j, > 0, akkor a j, = 771(2)
kovetelését fizetjiik, és igy tovabb.

Az els6bbségi elosztdsi szabdly nem pozitiv monoton (igy nem is szigorian
monoton) a kovetkezd példéban. Legyen I = {1,2,3}, Ly; = 0,L12 =4, L3 = 2,
a fizetési sorrend 1 = 77 1(1),2 = 771(2),3 = 771(3), és tekintsiik az l-es dgens
els6bbségi fizetési szabdlyat. Ekkor Ey = 4 esetén d} = 0,d} = 4,d3 =0, E; =5
esetén pedig di = 0,d} = 4,d} = 1, a masodik dgensnek pozitiv dsszeget fizettiink
FE1 = 4 esetén, de E1 = 5 esetén nem fizettiink neki tébbet.

Az i € I 4gens korldtos egyenl6 dijazds elosztdsi szabalydnak definidlasihoz
vezessiik be a kovetkezdket. Ha E; > L;, akkor legyen \; = max;er L;j. Egyébként
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legyen \; € [0, max;cr Li;| az

Z min{Lij, A} = Ez

Jjel
egyenlet egyértelmi megoldéasa.

2.4. Definicio. Az i € I dgens d’ elosztési szabélya a korldtos egyenld dijazds
(constrained equal awards) elosztdsi szabély, ha a j € I hitelezOnek fizetett 6sszeg

d;(El) = min{Lij, AL}

A korlatos egyenld dijazés esetén minden hitelezének azonos Gsszeget fizetiink, de
legfeljebb annyit, amennyivel tartozunk nekik.

A korlétos egyenl6 dijazéds sem pozitiv monoton (igy nem is szigortian monoton)
a kovetkezé példdban. Legyen I = {1,2,3}, Ly1; = 0, L1 = 4, L13 = 2, és tekintsiik
az l-es dgens korldtos egyenld fizetési szabalydt. Ekkor By = 4 esetén di = 0,d} =
2,d} =2, By = 5 esetén pedig d} = 0,d} = 3,d} = 2, a harmadik 4gensnek pozitiv
Osszeget fizettiink Fy = 4 esetén, de F; = 5 esetén nem fizettiink neki tobbet.

Az i € I agens korldtos egyenld veszteség elosztédsi szabdlydnak definidlasdhoz
legyen E; > L; esetén p; = 0. Egyébként legyen p; € [0, max;er Lij] a

Zmax{Lij — /,Li,O} = Ei
Jjel

egyenlet egyértelmi megoldéasa.

2.5. Definicio. Az i € I 4gens d' elosztasi szabalya a korldtos egyenld veszteség
(constrained equal losses) elosztési szabdly, ha a j € I hitelezének fizetett dsszeg

d;(Ez) = max{Ll-j — iy 0}

A korlatos egyenlé veszteség elosztasi szabaly a korlatos egyenl6 dijazéas dudlisa,
ekkor minden hitelez6 azonos veszteséget szenved el, de legfeljebb a teljes kovete-
1ését. A korlatos egyenld veszteség nem szigorian monoton a kovetkez6 példaban.
Legyen I = {1,2,3}, L11 =0, L12 = 4, L13 = 2, és tekintsiik az 1-es dgens korldtos
egyenl fizetési szabalydt. Ekkor E; = 1 esetén d} = 0,d3 = 1,d} = 0, E; = 2
esetén pedig di = 0,d} = 2,d} = 0. Hidba nétt a vagyon, a harmadik dgensnek
nem fizettiink to6bbet. Ugyanakkor a korlitos egyenld veszteség elosztasi szabaly
pozitiv monoton, mert ha a cs6dben 1év6 dgens vagyona né, akkor minden olyan
agensnek tobbet fog fizetni, akinek mar elkezdett fizetni. Ez teljesiil az el6z6 pél-
déban is, de nézziik meg két masik vagyonra is ugyanazt a példat. E; = 4 esetén
d} =0,d} =3,d} =1, E; = 6 esetén pedig di =0,d} =4,d} = 2.

Az elosztasi szabdlyok az agensek vagyonatdl fiiggenek, de pénziigyi héléza-
tokban az adgensek vagyona a tobbi dgens fizetésétol is fiigg, endogénné téve a
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vagyonszinteket. A pénziigyi hdlézatok elemzéséhez vezessiik be a P € Rfr“ fize-
tési mdtriz fogalmat, ahol P;; adja meg, hogy az i € I dgens mennyit fizet a j € 1
dgensnek. A P fizetési matrix esetén az i dgens E; vagyona az eszkozérték a;(P)
altal adott, ahol
ai(P) =z + Z Pji.
jel

Az i € I agens eszkozértékbol kivonva az altala teljesitett kifizetéseket megkap-

juk az ¢ dgens sajit t6kéjének e;(P) értékét, ahol

ci(P)=ai(P) =) Pij=zi+ Y (P~ Py)

jeI jeI

A Kliringmatrixok definidldséhoz meg kell ragadnunk, hogy milyen kifizetések
lehetségesek. Egy d; elosztasi szabaly F; értékkészlete megadja a lehetséges fizeté-
sek halmazat, ahol

Fi = dl(R+) = {d,(El) € Rﬁ_ | FE; € R+}.

Egy P fizetési matrix lehetséges, ha minden i € I dgensre fenndll, hogy az
elosztasi szabalya szerint fizet, vagyis P; € F;, ahol P; a P fizetési matrix 4. sora.
A lehetséges fizetési matrixok halmazat jelolje P, ahol

P={P|Viel, P,cF}.

2.6. Definicid. ([5]) Egy P fizetési métrix kliringmdtriz az N = (I,z,L,d)
pénziigyi halozat esetén, ha igaz ra a kovetkezo hiarom feltétel:

1. Lehetségesség: P € P.
2. Korldtolt feleldsség: minden i € I dgensre e;(P) > 0.

3. Hitelezdk elsébbsége: minden i € I dgensre, ha P; < L;, akkor e;(P) = 0.

A lehetségesség azt koveteli meg, hogy minden 4gens az elosztdsi szabalya érték-
készletébdl valasszon egy elemet. A korlatolt felel6sség teljesiilése esetén minden
agens sajat tokéje nemnegativ. A hitelezOk els6bbsége szerint ha egy dgens nem
fizeti ki az Osszes tartozasat (csédot jelent), akkor a sajdt tékéje nulla lesz. Ei-
senberg és Noe [7] hasonlé definiciét hasznal akkor, amikor minden dgens csak az
ardnyos elosztasi szabalyt hasznédlhatja. Cséka és Herings [3] megenged dgensspe-
cifikus elosztdsi szabdlyokat, de az egészértékili esetet vizsgalja, amikor van egy
legkisebb elszdmolési egység (pl. cent).

Szamos tanulmény foglalkozott a kliringmétrixokkal. Cséka és Kondor [6]
osszefoglalja, hogy az elosztasi szabalyokon alapulé kliringmaéatrixok felirhatéak egy
egyenletrendszer megolddsaként is, tovabba a Tarski-féle fixponttételt hasznalva
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teljes hdlét (complete lattice) alkotnak. A madtrixokat elemenként dsszehasonlit-
va ebbdl nemcsak az kovetkezik, hogy mindig létezik kliringmatrix, hanem az is,
hogy mindig 1étezik egy legkisebb és egy legnagyobb kliringmatrix is, amelyek per-
sze egybeeshetnek. Ebben a tanulmanyban azt vizsgaljuk, hogy mikor nem esik
egybe a legkisebb és a legnagyobb kliringmatrix, mint példaul a kovetkez6, Csdka
és Herings [5] altal adott példdban.

2.1. Példa. Legyen N = (I,z,L,d) egy pénziigyi hélézat hdrom 4genssel,
I = {1,2,3}, akik az els6bbségi elosztdsi szabdlyt haszndljdk a m = (3,2,1) per-
mutaciéval. Az 1. tdblazatban lathatjuk az induld készleteket, a tartozasokat, a
legkisebb (P™) és a legnagyobb (PV) kliringmatrixot és az dltaluk indukalt eszkoz
és sajat toke értékeket.

z L P- a(P7) | e(P7)
110 2 10 0 1 0
112 0 0 0 1 0
110 0 04[O0 0 O 3 3
z L pt a(PT) | e(PT)
170 2 2 1 3 0
112 0 2 0 1 3 0
110 0 0 0 3 3

1. tablazat. A P~ és Pt kliringméatrixok és az ltaluk indukalt eszkoz és sajit
toke értékek a 2.1. példaban

Koénnyen ellendrizhetd, hogy a kliringméatrix mindharom feltétele teljesiil mind-
két kliringmaétrixra, és tetszéleges konvex kombindaciéjukra is. Vegyiik észre, hogy
a végso sajat toke vektora mindkét matrixra azonos, de a cs6dos dgensek halmaza
eltér. A P~ maétrix esetén az l-es és a 2-es dgens is cs6dods, mig PT esetén nincs
csOdGs agens.

3. Az egyértelmiiség egy elégséges feltétele

A kliringmétrixok egyértelmiiségének vizsgdlatdhoz sziikségiink van néhdny
grafelméleti fogalomra Cséka és Herings [5] miihelytanulmdnya alapjan. Irdnyi-
tott itnak hivjuk & > 2 kiilonboz6 dgens (i1, ..., i) sorozatdt az M métrixban,
ha minden k € {1,..., k" — 1}-ra M; 4, ., > 0. A j € I dgens kapcsolddik az i € I
dgenshez M-ben, ha van egy (i1,...,i) irdnyitott it M-ben, amire i1 = i és
1k = 7.

Legyen N = (I,z,L,d) egy pénziigyi halézat. Az dgensek S C I halmazait
erdsen osszekapcsolt komponensnek hivjuk L-ben, ha S-ben barmely két kiilonbozo
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agens kapcsolodik egyméshoz L-ben és az S halmaz ebben a tulajdonsagban a
lehet6 legnagyobb.

Minden i € I 4gensre legyen O(i) az az erésen sszekapcsolt komponens L-ben,
amely tartalmazza i-t. Az O = {O(i) | i € I} halmazok particiondljik az dgensek
I halmazat, ahogy azt egy példaban hamarosan illusztraljuk.

Az erésen 6sszekapcesolt komponensekre definidlhatunk egy (O, D) (meta) ird-
nyitott grafot:

D={(0,0)e0Ox0|Jie0, FjeO, L;; >0},

vagyis az O, 0" € O kiilonboz6 elemekre akkor van él O-bdl O’-be, ha 1étezik ¢ € O
és j € O, amikre L;; > 0. Az O € O komponens utédai az (O, D) irdnyitott (meta)
grafban azok az erdsen Gsszekapcsolt komponensek, amelyek kapcsolédnak O-hoz
(O, D)-ben. Az (O, D) irdnyitott grafban nincs kor, kiilonben azt felhasznélhat-
nank egy nagyobb erésen Gsszekapcsolt komponenshez és ellentmondésra jutnank.
A tartozasok iranyitott grafjat tehat felbonthatjuk olyan komponensekre, ame-
lyeknél egyértelmii, hogy merre ,folyik” a tartozdsok 1tja a komponensek kozott.
Ezért sorba rendezhetjiik az O-ban 16v6 halmazokat O = {Oy,...,0Or} médon,
ahol (O,,0,/) € D-bil az kovetkezik, hogy r < r/, vagyis az utédok szdmozdsa
mindig magasabb. Természetesen ez a szdmozas altalaban nem egyértelm.

Az i € I agens ciklikus dgens ¢és a hozzé tartozé O(i) komponens ciklus, ha O(1)
legalabb két elemet tartalmaz. A ciklikus komponensek korbetartozé dgenseket
tartalmaznak. A ciklikus dgensek halmazat jelolje C.

Az (O, D) irdnyitott (meta) grafot a Cséka és Herings [5] altal adott 3.1. pél-
daban illusztraljuk.

3.1. Példa. Tekintsiik az I = {1,2,...,13} dgensek &ltal adott pénziigyi halé-
zatot. Az 1. dbrén akkor van él i-bdl j-felé, ha az i dgensnek pozitiv tartozdsa van
j felé.

Az L-beli erésen  oOsszekapcsolt  komponensek  halmaza O =
{01,02,03,04,05}, ahol 01 = {1}, 02 = {2,3,4,576}, 03 = {7,8712},
Oy = {9}, és O5 = {10,11,13}. Az erdésen 6sszekapesolt komponensek kozotti
(egyszeres) élek halmaza D = {(O1, 03),(02,04), (02,05)}. Az O utéda O3, O
utédai pedig Oy és Os. Az (O, D) irdnyitott grafban nincs kor. Az Oq, Oz és Os
halmazok ciklikusak, a benniik 1évé dgensek ciklikus dgensek. Az r € {1,2,3,4,5}
értékekre az O,.-beli dgenseknek csak olyan O,/-beli dgensek felé van pozitiv
tartozdsa, ahol 7' > r. Vildgos, hogy az egy szinten 1évé komponensek szamozdsa
tetsz6legesen permutalhato.

Csoka és Herings [5] a kovetkezd elégséges, csak ciklikus dgensekre vonatkozo
feltételt bizonyitja a kliringmatrixok egyértelmiiségére.

3.1. ALLiTAS. Legyen N = (I,z,L,d) olyan pénziigyi halézat, amelyre a ki-
vetkezG harom feltétel teljesiil.
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1. 4bra. Agensek, tartozdsok és az O-ban 1évé rendezett halmazok a
3.1. példéban.

1. Ha O € O utéd nélkiili ciklikus komponens, akkor ), z; > 0.

2. Minden i € C dgensre, ahol z; > 0, teljesiil, hogy d* pozitiv monoton.

3. Minden i € C &gensre, ahol z; = 0, teljesiil, hogy d' erésen monoton.
Ekkor N kliringmatrixa egyértelm.

A 3.1. Allités els6 feltétele, hogy ha van utéd nélkiili ciklikus komponens, akkor
legaldbb egy dgens ebben a komponensben pozitiv indulé készlettel kell rendelkez-
zen. A masodik és harmadik feltétel azt varja el, hogy a pozitiv indulé készletekkel
rendelkezo ciklikus dgensek elosztési szabdlya pozitiv monoton, a zérus indulé kész-
letekkel rendelkezéké pedig erésen monoton legyen. Ez alapjan ha nincs ciklikus
agens (korbetartozds), akkor az dgensek tetszéleges elosztdsi szabdlyt hasznélhat-
nak, a ldnc mentén mindenkinél egyértelmii, hogy mennyit fizet, a kliringméatrix
egyértelmii.

A bizonyitas alapotlete a kovetkezd. Eloszor belathaté, hogy minden ciklikus
komponensre igaz az allitds. Utana meg kell mutatni, hogy az O;-ben 1év6 dgens
(ha O;-nek egy eleme van) vagy dgensek (ha O; ciklikus) kliringmétrixa egyértel-
mi. Ha az erdsen Gsszekapcsolt komponensek szaméra igaz, hogy R > 2, akkor
indukcidval lehet befejezni a bizonyitdst. Ha feltessziik, hogy az allitas igaz minden
r < R komponensre, akkor belathaté, hogy igaz r + 1-re is.

Ha vannak ciklikus agensek, akkor a leggyakrabban hasznalt négy elosztasi sza-
bélyra a kovetkezdket tudjuk mondani. Mivel az aranyos elosztasi szabaly erdsen
monoton, ha minden dgens azt hasznélja, akkor az els6 feltétel teljesiilése esetén a
kliringmatrix egyértelmii. Mivel sem az els6bbségi, sem a korlatos egyenl6 dijazas
nem pozitiv monoton, ezért mindketténél lehet olyan korbetartozasos példat adni,
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1 a kliringmatrix nem lesz egyértelm. Ha minden agens a korlatos egyenld

veszteség elosztasi szabalyt hasznélja, akkor minden ciklikus dgens pozitiv indulé
készlete esetén a kliringmatrix egyértelmd.
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ON THE UNIQUENESS OF CLEARING MATRICES IN FINANCIAL NETWORKS
PETER CSOKA

In the financial network we study, agents are linked by financial contracts. The four most
common division rules are the proportional, priority, constrained equal awards, and constrained
equal losses division rules. Since the payments made depend on the payments received,
we look for coherent accounting equilibria (fixed points), called clearing matrices. In some
situations, multiple clearing matrices may be a solution with different bankrupt agents, causing
additional systemic risk. In this paper, we summarize and illustrate the sufficient monotonicity
conditions given by Cséka and Herings [5] for the uniqueness of clearing matrices. To apply

these conditions, one has to partition the agents and analyze an associated directed acyclic graph.
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A FUTOTT HATARRETEGEI LEIRO EGYENLETRENDSZER
ONHASONLO MEGOLDASAI

BARNA IMRE FERENC, MATYAS LASZLO, HRICZO KRISZTIAN

Dolgozatunkban a  hdvezetéses  hatarréteget leiré  parcialis
differencidlegyenlet-rendszer (PDE) idéfiiggd oOnhasonlé megolddsait
elemezziik. A tanulményozas soran kétféle hévezetési modellt vizsgalunk és
hasonlitunk 6ssze. A reguldris hévezetési modell esetén a sebesség, nyomads
és homérséklet dinamikai valtozdinak tér és id6éfiiggését kifejezziik specidlis
fuggvények alkalmazdsdval. Abban az esetben, ha a hdvezetési egyenletben
egy tovabbi, ugynevezett viszkdzus melegedési tagot is figyelembe vesziink
(amely nagyobb, redlisabb folyadék sebességek esetén érvényes), akkor
a hémérséklet eloszlds nem adhaté meg analitikus alakban. A viszkézus
novekedési tag alkalmazdsakor a hémérséklet eloszlds korabbi oszcillacidi
kisimulnak.

1. Bevezeto

Evidencianak tekinthetjiik, hogy a térben és idében lejatszodé folytonos termé-
szeti és tarsadalmi jelenségeket PDE-kel tudjuk adekvat médon leirni. Az aram-
lastan koztudottan egy ilyen tudoményteriilet. Ennek a diszciplinanak egyik igen
fontos aga a hatarrétegekben lejatszddoé fizikai folyamatokkal foglalkozik.

Ludwig Prandtl volt ezen tudoméanyteriilet uttordje, aki a huszadik szézad ele-
letek tagjainak hozzavetdleg fele elhagyhaté a hatérrétegekben lejatszddo aramla-
si jelenségek vizsgélata esetén [1]. Blasius 1908-as dolgozatdban [2] megadta az
Osszenyomhatatlan stacioner két dimenzids hatarrétegben valé dramlés profiljat. A
hatérrétegekben lejatszodo fizikai folyamatokat Schlichting mara mér klasszikussa
vélt tankonyvébdl barki részletekbe menden elsajdtithatja [3].

A fenti folyamatok jelenkori, aktudlis tudomanyos és mérnoki alkalmazdsait pe-
dig Hori [4] monografidjabdl ismerhetjiik meg. Az elmilt évtizedek sordn szdmos
kutato foglalkozott a hatérrétegeket leir6 PDE-kel, a tovabbiakban a teljesség igé-
nye nélkiil megemlitiink néhany szdmunkra relevans dolgozatot. Libby és Fox [5]
perturbéciés médszerekkel adott néhdny megolddst. Ma és Hui [6] 6nhasonlé meg-
oldasokat mutatott be a hatarrétegekre vonatkozéan. A kilencvenes években Burde
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[7, 8, 9] publikdlt kiilonbozé analitikus megolddsokat a téméban. Weidman [10]
tovabbi megoldasokat publikalt hatarrétegekre keresztiranyu aramlasban. Ludlow
és munkatdrsai [11] szintén énhasonlé megolddsokat szdrmaztattak. Staciondrius
nem-newtoni hatérrétegeket Bogndr [12] analizélta és adott énhasonlé megoldé-
sokat. A kés6bbiek soran pedig altalanositotta a megoldasait a stacioner héve-
zetési mechanizmust is figyelembe véve [13, 14, 15]. Kordbbi publikicisink so-
ran mar vizsgaltuk a kétmidenzidés nem-newtoni folyadékokat leiré Navier-Stokes
egyenletet, illetve a Rayleigh-Bénard-féle hévezetési problémékat [16, 17, 18]. Ki-
jelenthetjiik, hogy bizonyos szempontbdl a flitott hatdarréteg probléméja részben
egy Rayleigh-Bénard feladathoz is hasonlit. Jelenlegi dolgozatunkban a Sedov &l-
tal bevezetett 6nhasonlé Ansatz-ot [19, 20] alkalmazzuk és ezéltal a kezdeti PDE
rendszert egy nemlineéris csatolt kozonséges differencidlegyenlet-rendszerré (KDE)
tudjuk transzformalni. A szarmaztatott KDE rendszert kvadratiraval tudjuk meg-
oldani és igy analitikus eredményeket kapunk a sebességre, a homérsékletre, illetve
a nyomadsra mint eredeti dinamikai valtozdkra.

Az alkalmazott vizsgalati mdédszeriinket két megfontolds teszi indokolttd. Az
els6, hogy a nemlinedris jelenségeket leiré nemlinearis PDE-k megoldasdnak nin-
csen altalanos, egzaktul kidolgozott matematikai elmélete, vagyis nem létezik al-
talanos megoldasi médszer. A vizsgalatok néhdany mddszertol eltekintve ad-hoc
technikat igényelnek. Az egyik ilyen mddszer a redukcids technika, amikor va-
lamilyen 1j (a hely és id6valtozé kombindcidjabdl adédd) valtozd segitségével a
kezdeti PDE-k KDE-ké transzformélhatéak, amelyeket sok esetben kvadratiraval
integralva analitikus végeredményt kapunk. A kezdeti fizikai paraméterek pl. a
ho6vezetési allandd, a stiriiség a végsé KDE-ben mint szabad paraméterek tovabbra
is megmaradnak és hatasuk direkt modon vizsgalhatova valik.

Véleményiink szerint két ilyen fajta fizikailag relevans redukcids Ansatz (vagy
mésnéven prébafiiggvény) 1étezik, amelyek eredete a két ismert linedris idéfiiggd
PDE-ben keresendd. Ez a két alapvetd egyenlet a hulldm-, illetve a diffiziés (vagy
hévezetési) egyenlet. Linearitdsukbdl adédéan megolddsaikra igaz a szuperpozicié
tétele. Mindkét PDE-re létezik természetes probafiiggvény vagy Ansatz. A hul-
lamegyenlet egy tetszoleges fizikai valtozora felirva % — C%% = 0 alakd, ahol ¢
a hulldm terjedési sebességét jeloli. A megoldasokat a kozismert haladé hullamu
Ansatz-cal, u = f(z &£ ct)-vel szdmithatjuk ki, amelyet szinte minden fizika szak-
konyv emlit. A diffizids egyenlet esetén a Gauss-féle megoldas tébbféle médon
szarmaztathatd, amelyeket szinte minden szak-, illetve tankonyv részletesen le is
ir, viszont a megfeleld és természetes probafiiggvényt, az énhasonlé Ansatz-ot nem
emlitik. Néhany sorban megmutathaté, hogy az énhasonlé Ansatz (t=%f[z/t])
a két szabad kitevéjével (a, 8) természetes médon adja meg az id6ben lecsengd,
ugyanakkor a térben szétfolyd (diszperziv) Gauss alaki fundamentdlis megolddst
[21].

Ezen két Ansatz segitségével tetszbleges nemlinedris PDE (vagy PDE rend-
szer) érdemben vizsgdlhaté és az eredményekbdl megitélhetjiik, hogy az egyenlet
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milyen mértékben mutat hullam, illetve diszperziv szétfoly6 tulajdonsigokat. A
teljesség érdekében megemlitjiik a Lie szimmetrian [22] alapuld vizsgédlati médsze-
reket. Ezekkel a médszerekkel altalaban tobbféle, de leginkdbb csak matematika-
ilag érdekes és a fizikai elveknek sok esetben ellentmondé pl. divergens, végtelen
energidju megoldasok szarmaztathatoak. Személyes tapasztalataink szerint a Lie
szimmetriat alkalmazo szerzok dolgozataikban eredményként kapott fiiggvényeiket
egyaltaldn nem prezentédljak abrékon, illetve a megoldasok paraméter fiiggéseit és
ezek fizikai diszkusszi6it is mellézik.

A jelenlegi cikk szerzdi egy jé évtizede kutatjdk a hidrodinamikai [23, 24],
kvantummechanikai [25] és elektrodinamikai folyamatokat [26] a haladé hulldmu,
illetve a fent emlitett (és a tovdbbiakban részletezésre keriil) énhasonlé Ansatz-ok
segitségével. Ezdltal a vizsgalt jelenségek globdlis hullam, illetve diffiziv (id6ben
»szétfoly6”) természetére vonatkozéan kapunk relevans informdciokat. A feladat
tovdabbi kihivasiat adja, hogy némely hullamszerii folyamatnal a két mddszer
osszefiiggdvé vélik [27]). A tovdbbiakban a fiitott hatarréteget leiré PDE-et fogjuk
az onhasonlé Ansatz-cal elemezni. Tudomédsunk szerint a szakirodalomban a
fatott hatarréteg egyenleteinek még nem léteznek ilyenfajta analitikus idofiiggd
megoldasai.

2. Az alkalmazott modell és a szarmaztatott eredmények

Vizsgdalatainkat az alabbi PDE rendszeren mutatjuk be:

ou Ov
2 + a 0, (1)
op
ou ou ou 0%u  Op
Poop * Poo (“ax”ax) = H@—%a (3)
ca—T—i— c ua—T—i—va—T = Haz—T+a @ ’ (4)
PocCpgy TP\ Yoy Ty ) T a2 ay )

ahol a dinamikai valtozok az aldbbiak: u(x,y,t),v(x,y,t) a hatdrréteg fallal parhu-
zamos, illetve arra meréleges sebesség komponensei, p(z,y,t) a nyoméas, T'(z,y,t)
pedig a hémérséklet, ez esetben az a rész, amely az atlagtdl vald eltérést mu-
tatja. A rendszer elsé egyenlete az Gsszenyomhatatlan folyadékokra vonatkozo
anyagmegmaradast leiré kontinuitasi egyenlet, a mésodik a feliiletre meréleges
nyoméasra vonatkozo egyenlet, a harmadik a feliilettel parhuzamos sebesség kom-
ponensre vonatkozé egyszeriisitett Navier-Stokes egyenlet. A bal oldal els6 tagja
a lokélis gyorsuldsért, a médsodik a konvektiv gyorsuldsért felelés. A jobb oldal
els6 tagja a nyomas gradiens, ez hajtja az aramlast, a masodik tag pedig a belsé
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surlédasért felel. Az utolsé, negyedik egyenlet pedig egy hévezetési egyenlet. A
bal oldal els6 tagja a lokalis hémérséklet valtozasért, a masodik pedig a konvekcid
okozta hémérséklet valtozasért felel6s. A jobb oldal els6 tagja térbeli homérséklet
valtozasaért, utolsé tagja pedig disszipativ viszkozus flitésért felelés. A vizsgalt
rendszer geometriai viszonyait az els6 dbra szemlélteti.

Uy

1. dbra. A vizsgdalt rendszer geometridjat szemlélteté sematikus abra.
A szaggatott vonal egy, az origdbdl indulé félig végtelen feliilet mentén mutatja a
vizszintes sebesség komponens u(y) nagysigit az y tengely mentén.

Mind a négy dinamikai valtozo a két térbeli Descartes-féle koordinata, illet-
ve az id6 folytonos fiiggvénye. A szamitott megolddsainkat a C? kétszer foly-
tonosan differencialhaté fiiggvények terén értelmezziik és nem tételeziink fel pl.
L? térbeli integralhatésagot. Az egyenletben szerepld tovabbi fizikai paraméterek
Poos Cp, 1, K, 6 pedig a folyadék stirtisége aszimptotikus tdvolsdgokon és idékben,
az alland6é nyoméason vett fajhd, a kinematikai viszkozitas, a termikus difftzids
allando, valamint a viszkdzus fiitési tag er6ssége. A hdvezetési egyenlet utolso tag-
ja felelOs a viszkozitasbdl adodd héforrasért, amelynek hatdsa magasabb dramlési
sebességek esetén jelentés. Dolgozatunk mésodik felében eredményeinket 6sszeha-
sonlitjuk azon fltott hatarréteget leiré eredményekkel, amelyekben nem szerepel
ez a fajta viszkozus forrastag.

A fenti egyenletrendszer megoldéasat az aldbbi 6nhasonlé Ansatz alkalmazdsaval
keressiik [19, 20]:

u(x,y,t) = tiaf(n% v(x,ynﬁ) = tiég(n)v

_ 4 e (5)
T(l‘,y,t) =t Wh(ﬁ% p(xvyvt) =1 2(77),

ahol n = xjﬁy az 1j, ugynevezett hasonldsigi valtozd, f, g, h és i pedig a redukalt

rendszer hasonlésagi fiiggvényei. A maradék ot kis gorog betii a;, 3,7, 0 és € pedig
az Onhasonlé exponenseket jelenti, amelyek tetszéleges valds értékeket vehetnek
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fel. A hasonldsagi fiiggvényekrol feltessziik, hogy megfelel6 simasaggal rendelkez-
nek, tehat léteznek a fenti egyenletnek megfelels els6 és masodrendii derivaltakkal.
Az altalunk alkalmazott Ansatz geometridjat és tovabbi tulajdonsagait részletesen
elemeztiik el6z6 tanulmédnyainkban [16, 17, 18].

A hasonlésigi fiiggvények, illetve az 6nhasonlé exponensek pontos alakjdra vo-
natkozé szamitdsok menete a kovetkezd. Kiszamitjuk a dinamikai véltozok (5)
megfelel6 helykoordinata és id6 derivaltjait és visszahelyettesitjiik 0ket az eredeti
(4) rendszer megfelel§ egyenleteibe, igy az aldbbi egyenletrendszert kapjuk:

TP e 0g = 0,(6)
=P = 0,(7)

poc (—at =TT = BOTH) 4 poc(tTPO TP ff 1700 g ) =
+ut70¢725f// o tfefﬁilv (8)

PooCp (—Wtf"*lh — Bt h) + PooCp(t VBN 4707 Bgpy =
Iit_’y_2’8h/’ +at_2a_26(fl)2. (9)
A jobb atlathatésdg érdekében a hasonlésagi fliggvények n argumentum szerinti
derivélaséat '-vel jeloljitk (pl. %7;7) = f'(n)). Az 6nhasonlé Ansatz-cal a redukcié

sordn a kezdeti (z,y,t) valtozdkrdl az j n véaltozdra tériink at, de csak akkor,
ha a fenti egyenletrendszer fiiggetlenné valik az idotél. Tehat el kell érjiik, hogy
az Osszes id6beli hatvannyal (pl. t~*~1) minden egyenlet minden tagjat egysze-
risithesstik. igy egy linedris egyenletrendszert kapunk a kitevékre vonatkozoéan,
amely jelen esetben ellentmonddasmentesen és egyértelmiien megoldhaté. Minden
exponens az alabbi pozitiv raciondlis vagy egész értéket veszi fel:

a=B=05=1/2, e=1, v =1 (10)

Megjegyezziik, hogy az 1/2-es kitev értékek a reguldris hdvezetés esetén adjik
meg a Gauss megoldést. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a kapott sebességtér lénye-
gében egyfajta diffizios folyamat eredménye. Ez a kijelentés igaz a Navier-Stokes
egyenletekre is [23, 24]. Egy fontos megjegyzés, hogy az dnhasonlé Ansatz (5) nem
minden PDE rendszerre alkalmazhaté automatikusan, sok esetben az exponensek
kozotti feltételek ellentmondésra vezetnek.

A redukalt KDE rendszer az aldbbi alakot olti:

ff+g = 0, (11)

i’ = 0, (12)
pm<—£-—{f>-%mmﬁf“+gf) = uf' =4, (13)
PocCp <_h - h;) + pooCp(fI +gh') = wh" +a(f')*. (14)
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Rendszeriink egy hidnyos csatolt nemlinearis masodrendii KDE, ami néhény algeb-
rai 1épéssel szétcsatolhatd. Vegyiik észre, hogy az elsé két egyenlet teljes differen-
cidl és igy automatikusan integralhat6. Eredményeit kozvetleniil behelyettesitve a
(13) egyenletbe, a sebesség valtozdsdra vonatkozé KDE alakja a kovetkezo:

L(/Uf/-f—c277-i-03)‘|'%—01f=0, (15)

megoldéasat kvadratiraval kiszamithatjuk:

—2 foe] 2 oo - —c? oo
f= [ C2exp <p o ane >1/ 7Texp( Gap > .
Poo 4p % HPoo %

—Pos | C1Pos n(=n + 4c1)pos
2 —_ .
et (2 + i) e en) o ean (T2

a kifejezésben szerepl6 erf a hibafliggvényt jelenti, tulajdonsdgairdl a NIST kézi-
kényvbél [28] téjékozédhatunk részletesebben. (A teljesség és eredményeink jovo-
beni reprodukalhatésdganak érdekében meg kell emliteniink, hogy a levezetett
KDE-k megoldasait a Maple 12 matematikai programcsomaggal szamitottuk ki,
majd derivdldssal és visszahelyettesitéssel ellendriztiik.) Vegyiik észre, hogy pozi-
tiv valds fizikai poo, 1 paraméter értékek esetén egy komplex mennyiség \/—poo /1t
adédik a hibafiiggvény argumentuméban, am a tovabbi komplex multiplikativ pre-
faktorral egyiitt a végsé megoldas tisztan valdssa vélik. Az eredmény lényeges pa-
ramétere a po/p hdnyados, amely ha nagyobb mint egy, akkor a fiiggvény elkezd
a Gauss gorbéhez hasonléva valni. A mésodik dbra altaldnos sebesség hasonléségi
fiiggvényeket (16) mutat kiilonféle paraméterértékekre. Az alkalmazott paramé-
terek onkényes értékiliek, amelyek segitségével megprébaltunk a lehet6 legaltala-
nosabb alaki megoldasokat szemléltetni. A harmadik dbra magat a sebességteret
dbrazolja a z = 0 projekciéra vonatkozéan. A fiiggvénynek az origéban nagyon
hegyes maximuma, illetve minimuma van, ezt kévetéen nagyon gyorsan csokken
mind térben, mind pedig idében.

A sebességtér megoldésfiiggvényének ismeretében a hémérséklet valtozdsra vo-
natkozé KDE egyértelmiien meghatarozhaté:

(16)

W' — psccph (1= 5 ) + poctph - alf)? = 0. (17)

Még a legegyszeriibb Gauss gorbe alaki sebesség hasonldsagi fliggvény esetén sem
kaphatunk analitikus, zart alaki megoldédst. Azonban, hogy vizsgalhassuk eredmé-
nyiinket, rogzitjik a (poo, ¢p, k) fizikai paramétereket és az integraldsi konstansokat
bizonyos értékekre. A negyedik dbra harom kiilonféle a viszkézus héforrds erdsség
értékre mutat megoldésfiiggvényeket. Megjegyezziik, hogy magasabb a paramé-
terérték magasabb végsé fliggvény értéket jelent. Az 6todik dbran megmutatjuk
a hémérséklet eloszlas viselkedését az a = 1 esetre. A kapott fiiggvény alakja
hasonlé maradt a hasonlésagi fiiggvényéhez.
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2. dbra. A sebesség tér f(n)
hasonlésédgi fiiggvényének (16)
grafikonjai hdrom kiilonféle
paraméter halmazra vonatkozéan
(€1, ¢2,€3,Ca, phy Poo)-

A fekete, a kék, illetve a piros vonal a
(1,0,1,0,4.1,0.9),(2,-1,0.5,0,2.5,1)
és a (2,2,0.3,0,10, 1) paraméter
kombinaciét jelenti.

140/
120
100
= 80
< 80
60

40

20

-0 -5 0 5 10 15 20

4. dbra. A hémérséklet h(n)
hasonlésdgi fiiggvényének (17)
grafikonja harom kiilénb6zo
viszkdzus hoforrds paraméter esetére
megadva. A fekete, kék és a piros
folytonos vonal a @ = 10,1 és 0.1
értékre szamitott gérbe. A tobbi
paraméter (c1,ca, 3, Ca, 4, Poo) €rtéke
pedig (2,-1,0.5,0,2.5,1).

u(x.t)

3. dbra. Az x irdny1 sebesség
komponens
u(z,y = 0,t) = t~Y/2f(n) grafikonja
ahol a (c1, ¢a, ¢, ¢4, 1y Poo)
paraméterek a (2,—1,0.5,0,2.5,1)
értékeket veszik fel.

5. dbra. A hémérséklet eloszlas
T(x,y =0,t) = t~'/2h(n) grafikonja az
a = 1 viszkézus héforrds erésség
értékre. A tobbi paraméter
(c1, ¢, €3, Cay 1y Poo) NUMerikus értéke
pedig (2,-1,0.5,0,2.5,1).
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A teljesség érdekében megadjuk a nyoméstérre vonatkozd eredményeket is. A
nyomasvialtozasra vonatkozé6 KDE és a megoldasa is trivialis:

i’ =0, 1= cyq, (18)
Ebbol kovetkezéen a nyomasfiiggvény alakja:

—e - Cq

p(@,y, ) =t ilz,y,t) = —, (19)
ami annyit jelent, hogy a nyomas konstans az egész térben egy adott idépontban,
am van egy 1/t alaku idébeli lecsengése, ami gyorsabb, mint a sebességtér eseté-
ben. Vegyiik észre, hogy a nyomds és a hémérséklet idébeli lecsengése azonos alaki.

Tanulményunk 6 célkitlizése, hogy eredményeinket osszehasonlitsuk a viszko-
zus fiitési tagot nem tartalmazé (a (9u/dy)* = 0) hidrodinamikai rendszer ered-
ményeivel.

A felhasznalt Ansatz megegyezik az el6z6vel (5. egyenlet), 4&m a kapott 6nha-
sonld exponensek alakja némileg megvaltozott:

a=p=0=1/2, e=1, v = tetszbleges valds. (20)

Mivel kevesebb a kényszer feltétel az exponensek kozott, ezért lehetséges, hogy a ~y
exponens értéke hatarozatlannd valt. Tehat a homérséklet eloszlas id6beli lecsen-
gése (vagy negativ értékek esetén végtelenhez val6 tartdsa) tetszéleges alakiva
valt. Mint a kés6bbiekben latni fogjuk, egy hatdrozatlan oénhasonlé exponens,
(mivel megjelenik a megolddsban) gazdag és sokrétii matematikai struktirédt ered-
ményez. Ertelemszerfien a szdrmaztatott KDE rendszer is nagyon hasonlé alaku.
A sebességre és a nyomasra vonatkozo eredmények teljes mértékben valtozatlanok,
igy ezekkel most nem foglalkozunk, Am a hémérséklet hasonlésagi fiiggvényére ado-
d6 KDE egyszeriibbé valt:

KW' = poocph’ (01 - g) + poccpyh = 0. (21)

Ezzel ellentétben (17)-nek viszont mér létezik zdrt alakd megoldésa:

e 1 cppooln — 2¢1]” 1 cppooln — 2¢1]?
h: 7'—1)— U 7'—p— 22
C2 (77 27 Ak + C3 v 27 Ak ) ( )

ahol az M és az U a reguldris és irregularis Kummer fiiggvényeket jeloli. Ezen
fiiggvények tulajdonsiagairdl részletekbe menden olvashatunk a mar emlitett NIST
kézikényvben [28]. A tovabbiakban a reguldris Kummer M megolddssal foglal-
kozunk (tehdt cs = 0), amelyik véges értéket vesz fel az origéban. A Kummer
M és U fiiggvények komplett ortonormalt rendszert alkotnak, ha a fiiggvények
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argumentumai linedrisak. Jelen esetben azonban az argumentum négyzetes. Ha-
sonlé négyzetes argumentumu fiiggvényekkel (amelyek linedris argumentum ese-
tén ortonormédlt rendszert alkotnak) eddigi vizsgdlataink sordn mar taldlkoztunk
a Navier-Stokes [23, 24] és a Madelung [25] egyenletek hasonlé analizisénél.

A hatodik dbra a hémérséklet hasonlésdgi fiiggvényét mutatja harom altalanos
paraméter egyiittesre kiszdmolva. A megoldds gorbeseregének legfontosabb pa-
ramétere a vy kiteve, minél nagyobb ennek az értéke, anndl t6bb nullditmenettel
rendelkezik a fiiggvény, am maximum értéke egyre csokken. A ci-es integralasi
konstans csak eltolja a megoldast az x tengely mentén, a co pedig csak skaldzza
a maximalis értéket. A £2°2 hinyados a megoldas félérték szélességéért felelds.
Néhany specidlis v értékre a Kummer fiiggvények mas specidlis fiiggvényekre egy-
szerlsodnek, v = :i:% és 0 esetére a megoldasok kifejezhet6vé véalnak a hibafiigg-
vénnyel. Negativ egész v értékekre paros foku polinomokat kapunk, pl. v = —1
esetén f = (c2 +c3) - (26 + cppoo[n — 2¢1]?). A polinom megolddsok n — oo esetén
divergédlnak, ezért nem tekinthetéek fizikailag relevans megoldasnak, ezért nem
elemezziik Oket részletesebben.

Az utolso, hetedik dbra a hémérséklet eloszlas y = 0 vetiiletét dbrazolja a v = 0.8-
as onhasonl6é exponens értékére. Lathatd, hogy a gyors tér és idébeli lecsengés
ellenére a fliggvény mutat egy eljelvaltast.

Mindezek ismeretében hasonlitsuk 6ssze a két vizsgalt modellt és értelmezziik
a kapott eredményeket. Evidens, hogy a sebesség és nyomastér fiiggetlen a hGmér-
séklet eloszldstdl (ezek lecsatolédnak a megoldds sordn). Egyértelmiien lathaté
tehdat a viszkézus flitési tag hatdsa. Azonos fizikai kezdeti feltételek mellett, ahol
az egész térben egy id6ben 1/t alakd nyomadseloszlds és egy térben erdsen lokali-
zalt és gyorsan csokkend sebességtér két 1ényegesen kiilonb6z6 homérséklet elosz-
last eredményez. A viszkdézus flités nélkiili esetben, a fiitott feliilet gyakorlatilag
kihtil, a kezdeti nagy sebesség és nyomads gyorsan csokkenti a hémérsékletet, koz-
ben kisebb-nagyobb oszcillacidkat okozva. A véges viszkdzus fiitési tag a dinamika
soran felmelegiti a feliiletet, egyfajta surlodasként hot termel és visszafogottabb
ingadozasokat eredményez.

3. Osszefoglalis és kitekintés

A dolgozatunkban flitott hatarrétegek PDE egyenleteit vizsgaltuk az énhason-
16 Ansatz segitségével. Kétféle modell eredményeit hasonlitottuk Ossze; az elsében
figyelembe vettiik a viszkozitdsbdl adodé flitési tagot, amely magasabb aramla-
si sebesség értékek esetén ad redlisabb eredményt, a masodik vizsgalt modellben
azonban melloztiik ezt a tagot. Mind a sebesség, mind a nyomdastér mindkét eset-
ben analitikusan kifejezhets. Az elsé esetben a hibafiiggvénnyel, a méasodikban
pedig egy trividlis, 1/t alaku id6fiiggvénnyel. A fizika szempontjabdl egyetlen 1é-
nyegesen kiilénb6z6 eredményt a hémérséklet eloszldsra kaptuk. A viszkézus fiitési
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“ ﬂ
3
2,
1,
h(n)
,1,
_2,
,3,
-10 -5 0 5 10
n

6. abra. A (21) hémérséklet
hasonldségi fiiggvényre h(n) vonatkozo
megoldas hdrom kiilonféle paraméter
szettre (7, ¢z, €3, Cp, Poo, k) Kiszdmitva.
A fekete, a kék és a piros vonal a
(0.8,4,0,1,0.9,0.3), (3.4,4,0,1,1,0.6)
és a (6.3,4,0,1,3,10) numerikus
értékekhez tartozé fliggvényeket
abréazolja.

3200

T(xt)
1200

-800
0.0

7. abra. A hémérséklet eloszlas
T(z,y =0,t) = #h(n) grafikonja a
(77, €2, €3, Cp, Poo, k) paraméterek
(0.8,4,0,1,0.9,0.3) numerikus értékeire.

tag hidnyaban az eredményeket négyzetes argumentumi Kummer-fiiggvényekkel
irtuk fel analitikus formaban, amely megoldasok egy erésen csillapodé oszcilldcids
tulajdonsdgot mutatnak. Tehat a hatarrétegben a hémérséklet nagy amplitudéju
valtozasokat mutat. Ha figyelembe vessziik a viszkézus tagot, akkor a végered-
mény nem irhaté fel analitikus alakban, viszont mindenfajta oszcillaciotél mentes
és egy logisztikus fiiggvényre emlékeztetd formaju. Tanulmanyunknak tehat az
a legfontosabb kovetkeztetése, hogy a viszkézus hovezetési tag hidnyaban kihiil
a feliilet, kezdeti homérséklete oszcillalva csokken, am ha létezik véges viszkdzus
hovezetés, akkor ez az ingadozds mar enyhébb a folyamat soran.
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Tovabbi terveink, hogy vizsgdlatainkat kiterjesztjitk nem-newtoni kozegekre
is. Egy maésik természetes altaldnositasi lehetdség, hogy ferroelektromos, esetleg
magnetohidrodinamikus kozegek hatarrétegeit tanulmanyozzuk.
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SELF-SIMILAR SOLUTIONS OF THE INCOMPRESSIBLE BOUNDARY LAYERS WITH
VISCOUS HEAT CONDUCTION

IMRE FERENC BARNA, LAszLO MATYAS, KRISZTIAN HRICzO

We investigated the heated boundary layer equations with the time-dependent
self-similar Ansatz. We found that all the three dynamical variables, the velocity,
pressure and temperature fields could be expressed with special analytic functions
like error, Gaussian or Kummer functions. The parameter dependencies were studied
in details. Our analysis clearly showed that if the regular heat conduction equation
were complemented with the extra viscous heat conduction term (which were relevant
at higher velocities) then the resulting temperature distribution had no oscillatory
behaviour and could not be expressed with analytic functions any more.
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