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ABSTRACT

The behavior of pregabalin enantiomers obtained by resolution of the free y-amino acid, racemic pregabalin
(PGA) was investigated in the process of the resolution via diastereomeric salt formation. Various resolution
methods, purification possibilities of the enantiomeric mixtures, the effect of the achiral compound, the crystallization
time of the diastereomeric salt, and the effect of the solvent on the resolution were studied. Summarizing our experi-
mental results, we can establish that the resolution of pregabalin is affected by kinetic control, and significant enan-
tiomeric enrichment can be reached with the replenishment of the diastereomeric salt.

KIVONAT

A szabad dllapoti y-aminosav, a racém pregabalin (PGA) reszolvalasaval eléallitott enantiomerek visel-
kedeését vizsgaltuk a diasztereomer soképzéses reszolvalds folyamataiban. Tanulmdnyoztuk a kiilonbozo reszol-
vdldsi modszereket, az enantiomerkeverékek tisztitasi lehetdségeit, az akiralis hozzatétek, a diasztereomer so
kristdlyositdsi idejének valamint az alkalmazott oldészernek a hatdsdt a reszolvdlhatosdgra. Kisérleteink ered-
ményeit Osszegezve megdllapithato, hogy a pregabalin reszolvdldsdt kinetikus kontrol befolydsolja, és a
diszatereomer visszapotlasaval szignifikans enantiomerdusitas érheto el.

Kulcsszavak: reszolvalds, diasztereomer soképés, optimaizalds, enantiomer-tisztasdg, diasztereomer
visszapotlas

1. BEVEZETES

A kiralis, enantiomertiszta vegyiiletek gazdasagos elvalasztasa irant egyre nagyobb az érdeklddés mind
tudoméanyos mind pedig ipari szempontb6l. A farmakol6giailag hatdsos vegyiiletek tobbsége kirdlis, ezért a
gyogyszeriparnak a kedvezdbb terapias hatassal rendelkez6 izomert kell eléallitani a szintézisek soran keletkezo
racém vegyiiletbol. Az FDA 1992-es rendelete alapjan racém hatéanyag eldallitasa esetén az enantiomerek far-
makokinetikai és farmakodindmids hatasat is vizsgalni kell annak érdekében, hogy az eltérd indikaciokra, vagy
az esetleges toxikus mellékhatasokra fény deriiljon. [1] Ebbdl kifolyolag az 0j reszolvalodgensek kutatasa és a
hatékony reszolvalasi eljarasok kidolgozasa kelloképpen indokolt. A szabad allapoti aminosavak reszolvalasa
nagy kihivas a kutatdk szdmara. Kutatomunkank soran egy szabad allapott y-aminosav (PGA) elvilasztasara
kidolgozott, ismert eljaras helyett, a szokasos elvalasztasokhoz hasonlo eljaras kialakitasanak lehetségeit vizs-
galtuk. Emellett a racém mandulasav (MS) és a racém orto-klérmandulasav (2-C1-MS) kiilonb6z6 diasztereo-
mer soképzéses reszolvalasi modszereit kutattuk. [2],[3] Célunk volt tovabba kiilonféle reszolvalédgens keve-
rékek 0sszehasonlitdsa a reszolvédlhat6sdg javitdsa érdekében.

Tanulmanyozva a pregabalin szabadalom szerinti reszolvalasat, gy véltiik, hogy a reakcié nagy anyag-
igénye miatt célszerli lenne egy molnyi (S)-mandulasavat valamely mds aromds akirdlis karbonsavval helyette-
siteni (1. dbra). [4] A valasztasunk a benzoesav, szalicilsav és metoxifenilecetsav rokon molekulaszerkezetii,
azonos kémiai karakter(, akiralis hozzatétekre esett.
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1. é&bra: Akirdlis hozzdtétek alkalmazdsa — Pope és Peachy modszere

Hasonldan j6 eredményeket kaptunk ezeknél a reszolvdldsokndl, mint a szabadalom szerinti reszolvalas
esetében.

A tovabbiakban azt vizsgaltuk, hogy az olddszervaltds milyen mértékben befolydsolja a reszolvalhatdsa-
got. Ugyanazon akiralis hozzatétekkel dolgozva tovabb, a reakcidkat eldszor 6tszords mennyiségii izopropil-
alkohol ¢és kétszeres mennyiségii viz elegyében, majd pedig kétszeres mennyiségli vizben végeztik (2. dbra).

OH
NH, : :
COOH oldoszer
COOH + 0,6 mol + 0,4 mol akiralis sav 5x IPA ,
2x viz 2x viz
(S,R)-PGA (S)-(+)-MS COOH
ee:99% T:67.3% ©e:39% T:18,8%
F:0,67 F:0,08
benzoesav
COOH
@ €e:99% T:85,2% ee:73,5% T:35,3%
OH F:0,85 F:0,26
szalicilsav
[::IT\COOH
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OCH3 F:0,13 F: 0,56
metoxif enilecetsav

2. 4bra: A racém pregabalin reszolvdldsa akirdlis hozzdtétek alkalmazdsdval —
izopropil-alkohol viz elegyében és vizben

A benzoesav és szalicilsav alkalmazésa esetén tobbszori Gjrareszolvalds nélkiil, valamint a kapott diasz-
tereomer s6 atkristalyositdsa nélkiil is sikeriilt tiszta enantiomert elkiiloniteni. Megéllapitottuk, hogy az (S)-
mandulasavat 0,6 molekvivalens mennyiségben alkalmazva jobb elvélasztas érhetd el, mint félekvivalens meny-
nyiség esetén. A metoxifenilecetsav akirdlis sav esetén, érdekes mdédon vizben magasabb enantiomertisztasag
érhet0 el, mint izopropil-alkohol viz elegyében. Az eredeti US 5637767 szamu szabadalomhoz képest az izopro-
pil-alkohol mennyiségét tizedére csokkentetve, a 1,5 molekvivalensnyi (S)-mandulasav helyett 0,6 molekviva-
lensnyit felhaszndlva, amit 0,4 molekvivalensnyi akiralis aromds karbonsavval egészitettiink ki, 1ényegesen gaz-
dasdgosabba tudtuk tenni a tiszta (S)-pregabalin enantiomer eldallitasat.
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2. A RESZOLVALASRA HATO KORULMENYEK

Miutan az akirdlis aromds karbonsavak hozzatétként valé alkalmazasaval eredményes reszolvaldsokat
értlink el, feltételeztiik, hogy kedvezo akiralis sav lehet a sosav is (3. dbra). Emellett parhuzamosan vizsgaltuk
a diasztereomer kristidlyosodasi idejének, az oldészer mennyiségének, a pH-nak valamint az ultrahangnak a
hatdsat a reszolvalds eredményére.

OH
NH, :
)\)/\/COOH + xmol ©/\COOH + (1-x) mol HCl —22— (S-PREG)-(S-MA) + (R-PREG)-(HClI)

(R,S)-PGA (S)-(+)-MS

3. dbra: Pregabalin reszolvdldsa (S)-mandulasavval HCI alkalmazdsdval — dltaldnos képlet

A diasztereomer kristalyosoddsara két napot hagyva racém elegyet eredményezett a fél molekvivalensnyi
(S)-mandulasav alkalmazasa. Amennyiben a diasztereomer kristalyokat 10 perc varakozas utan sztrtiik igen
szerény eredményt kaptunk, mig ha azonnal sz{irtiik 6ket a diasztereomer s6bdl kapott enantiomer tisztasaga
84,4%, a termelés 94,7%-os. A kisérleteink alapjan megallapithatd, hogy a pregabalin reszolvédldsanak végered-
ményét a kinetikus kontrol befolyasolja. Ugy tapasztaltuk, hogy az ultrahang a diasztereomer s6 kivaldsat segi-
tette és azt taldltuk, hogy azon reszolvéldsok esetén, melyeknek a kinetikus kontrol kedvez a diasztereomer s6
Osszetételét az ultrahang stabilizélja, nem engedi a termodinamikai kontrol kialakulasat. A gyorsan kicsap6dé
diasztereomer s6 szlirésével és megbontdsaval nagyon tiszta enatiomerhez juthatunk. Tovabba megallapitottuk,
hogy a reszolvélds idedlis pH-ja 6.

Kinetikus kontrol vizsgdlata 1. tablazat

Kisérleti eredmények a kristdlyos kivalasbol

(5)-MS [mol] id6 ee® [%] T %] Fe
<1 perc 84.4 94,7 0.8
0.5 10 perc 84.6 22 0,19
2 nap - 64 -

% Az enantiomerkeverék és a tiszta enantiomer azonos koriilmények ko6zott mért fajlagos forgatoképessé-
gének hanyadosabdl szamitott érték. ® A termelést a megfeleld enantiomer teljes mennyiségére, vagyis a racém
vegyiilet mennyiségének felére vonatkoztatva szamitottam. ¢ A reszolvélhatsdg, vagy F-faktor, a termelés és
az enantiomertisztasag szorzatabol szamithato.

3. HOLLAND RESZOLVALAS

Holland kutatdk felismerték, hogy bizonyos esetekben jobb elvalasztas érhetd el, ha a reszolvaldagensek
(féleg rokon molekulaszerkezetii) keverékével reagaltatjuk a racém vegyiiletet, mint ha kiilon-kiilon alkalmaz-
nank Oket. Sokszor ezen reszolvaléagensek dnmagukban alkalmatlanok a diasztereomer sdképzésre, viszont a
szerkezetileg hasonl6 reszolvaloagensek kolcsonhatasa a diasztereomer soképzést eldsegiti, ezaltal szignifikan-
san javithato a reszolvalhatdsag. [5],[6],[7] Mindezek alapjan kiilonb6z6 Gsszetételii reszolvaldagens keveré-
kekkel is megkiséreltiik a pregabalin reszolvalasat. Azt is kiprobaltunk, hogy ezen aranyok valtoztatdsaval mi-
lyen eredményt ériink el.

A 2. tablazatbol kitlinik, hogy az (S)-mandulasav, (S)-2-klérmandulasav esetén a 9:1 arany bizonyult a
leghatékonyabbnak félekvivalens mennyiségben alkalmazva, de szerényebb eredményt ad, mint a tiszta (S)-
mandulasavval torténd reszolvalas. Az (R)-3-klérmandulasav és (R)-2-klérmandulasav ugyancsak 9:1 aranyu
keverékével 93,2%-o0s enantiomertisztasigot sikeriilt elérni, ebben az esetben az (R)-pregabalint valt ki a diasz-
tereomer séban.
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Pregabalin reszolvalasa kiilonbozo aranyu reszolvaloagens keverékekkel 2.tablazat

R*R** R* : R** kivalasbol anyalugbol
0,25:0,25 ee: 0,6% T: 15,7% F: 0,001 ee: 4,7% T:32,5% F: 0,02
COCH COOH
0,16:0,33 ee: 55,2% T:30,6% F: 0,17 ee: 65,6% T:15,2% F: 0,1
(S)-(+ (S)-(+)-2- CMS 0,45 : 0,05 ee: 48,7% T: 102,4% F: 0,5 ee: 27,4% T: 30,2% F: 0,09

H COOH
Q/kcoo ©fk 0.45:0,05 | ee:93,2% T:39,2% F: 0,37 ee: 11,9% T: 9,8% F: 0,01

(R)()3CMS (R)-(+)-2-CMS

COOH

COOH \[ 0,45:0,05 ee: 93,2% T: 85,6% F: 0,8 ee: 20,1% T: 68,2% F: 0,14
COOH

(S)-(+)-2CMS  (2R,3R)-(+)-BS

4. A DIASZTEREOMER VISSZAPOTLASA — OPTIMALIZALAS

A 2. tdbldzatban feltiintetett utolsé reszolvalds eredménye mar egy optimalizdlt eredmény, melyet igy
értiink el, hogy a kivalt diasztereomerrel ekvivalens mennyiségii reszolvalddgenst ( (S)-2-kléormandulasavat és
(2R,3R)-borkdsavat) potoltunk vissza az anyaltigba (4. dbra).

(R,S)-PGA (R,S)-PGA
OH (S)-(+)-2-CMS (S)-(+)-2-CMS
H (2R,3R)-(+)-BS (2R,3R)~(+)-BS
[::IT\COOH
Cl
NH (S)-(+)-2-CMS . , . , . ,
_ » kivalas + anyalig —— kivalds + anyalig—> kivalas + anyalig
COOH * HO\[COOH l.generacié I.generacio lll.generacio
(R.S)-PGA HO™ “COOH ee: 23,7% T: 26,8% F: 0,06 ee: 93,2% T: 85,6% F: 0,8

(2R,3R)-(+)-BS ee: 68,2% T:41,9% F:0,29

4. abra: A diasztereomer visszapotdsa

A visszapoétlast kétszer ismételtiik meg, igy a kivalt diasztereomer s6k megbontdsa utdin megkaptuk az
elsd, a masodik és a harmadik generacios (S)-pregabalin kristdlyokat. A harmadik generacids kristalyok az el-
s6hoz képest tobb mint haromszor tisztabb ( eei: 23,6%, ees: 93,2%), igy megéllapithatd, hogy ezzel a mddszer-
rel szignifikdns enantiomerdusitast sikeriilt elérniink. A reszolvalhatésdgot tobb mint tizszeresére javitottuk,
mindek6zben a termelés is hiromszorosara novekedett. Ugy gondoljuk ez a médszer a késébbiekben akér egy
folyamatos technoldgia alapjat is képezheti.
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5. KONKLUZIO

Osszesitve tapasztalatainkat a pregabalin enantiomerek viselkedésének vizsgdlatdban megallapitottuk,
hogy a reszolvdlds sordn kinetikus kontrol érvényesiil, a diasztereomer sdkat hoszabb ideig kristdlyositva az
enantiomerkeverék tisztasiga csokken. Az US 5637767 szdmud szabadalom szerinti eljarast izopropil-alko-
hol:viz elegyében €s vizben is sikeriilt hasonléan j6 eredménnyel megvalésitani, illetve mddositva az emlitett
eljarést 1,5 molekvivalensnyi (S)-mandulasav helyett 0,6 molekvivalensnyi (S)-mandulasav és 0,4 molekviva-
lensnyi akiralis aromas rokon molekulaszerkezetii karbonsav (benzoesav, szalicilsav, metoxifenilecetsav) al-
kalmazasa mellett tiszta enantiomert allitottunk eld. Kiilonb6z6 Osszetételli és ardnyt reszolvaloagens keveré-
kekkel (Holland reszolvélés) is megkiséreltiik a pregabalin reszolvaldsat, ezen kiviil szignifikdns enantiomerdu-
sitast sikeriilt elérniink a diasztereomer s6 visszapétldsaval, optimalizdlva a Holland reszolvélds eredményét.
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A geotechnika teriiletén a talajok viztartasi fliggvényének
alkalmazasi kore és laboratériumi mérésének tapasztalatai

The application of SWCC and the experiences of its laboratory
measurement
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ABSTRACT

One of the key issues in unsaturated soil mechanics is, the features of the water function. Most engineering
tasks affecting the unsaturated soils can be solved by the well-known soil mechanics examinations. In this
article, we describe the scope of application of this soil characterization, together with our own measurement
experiences.

Keywords: SWCC, unsaturated soil mechanics, sand layer box, pressure chamber

KIVONAT

A telitetlen talajmechanika egyik kulcs kérdése, a vizsgdlt talaj viztartdsi fiiggvényének ismerete, igy a
telitetlen talajzonat érinté mérnoki feladatok donté része - a jol ismert talajmechanikai vizsgdlatokkal
kiegészitve — megoldhatova valik. A cikkben e talajjellemzd alkalmazasi korét, meghatarozasi lehetdségeit
ismertetjiik, kiegészitve sajdt mérési tapasztalatainkkal.

Kulcsszavak: viztartési fiiggvény, telitetlen talajmechanika, homoklapos berendezés, fesziiltségkamras
berendezés

1. BEVEZETES

Napjainkban a geotechnikai tervezésben (arvizi védekezés, vizrendezés, allékonysagi vizsgalatok, stb.),
illetve a geotechnikahoz is kotddo interdiszciplinaris (talaj- és a talajviz védelem, hulladékgazdalkodais, stb.)
mérnoki feladatok megolddsdban, konferencidkon, szakcikkekben, szakmai szamitégépes alkalmazasokban, a
telitetlen talajok mechanikai viselkedését modellezd, un. telitetlen talajmechanika mind nagyobb sullyal
szerepel. Ugy tiinik, hogy a talajmechanika fejlédésének nem egy lehetséges jovobeni utja, hanem a jelene, a
telitetlen talajmechanika alkalmazésa.

A telitetlen talajzona egyik legfontosabb jellemzéje a viztartasi fiiggvény, amelyet kozvetlen méréssel,
vagy indirekt uton lehet eldallitani. Amikor talajmechanikai célbol, talajok viztartasi fiiggvényét kellett
meghataroznunk, a talajtanban szerzett tapasztalatok, irodalom és laboratoriumi mérdberendezések is mintdul
szolgaltak. A viztartasi fiiggvény talajmechanikai elmélete és felhasznalasi lehet6ségei, valamint az altalunk
alkalmazott berendezések és eljarasok ismertetése eldtt roviden attekintjiik a talajmechanika vonatkozo
alapfogalmait és tudomanytorténetét.

1.1. Torténeti attekintés

Az 1. Talajmechanikai Vilagkonferencian (1936) a telitetlen talajokkal foglalkozé tudomanyos el6adasok
bemutattdk, hogy a mérnoki épitmények tobbsége a telitetlen talajzéndval van kapcsolatban. Ugyanakkor e
konferencidn Terzaghi (Karl Terzaghi 1883-1963) a telitett talajokra vonatkozé fesziiltségi dllapotvaltozoét
(hatékony fesziiltséget) vezetett be. Az 0 allapotvaltozo lehetdvé tette, hogy a telitett talajok viselkedése
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egységes, kontinuum-mechanikai kozelitéssel legyen targyalhaté. Ezzel indult el a telitett talajmechanika
fejlodése.

A telitetlen talajokkal kapcsolatos mérnoki feladatokat viszont — megfeleld fesziiltségi allapotvaltozok
hidnydban —4ltaldban tapasztalati iton oldottdk meg. A telitetlen talajok fesziiltségi dllapotvéltozéit Fredlund és
Morgenstern 1977-ben éllapitotta meg és vezette be. Céljuk egységes, a telitett talajokra és a telitetlen talajokra
is alkalmazhat6 megoldasok bevezetése volt, hogy lehetdve valjon a talajok egységes kontinuum-mechanikai
targyaldsa. Ezt kovette az édllapotvaltozék kozotti kapesolatot leiré anyagegyenletek, majd a bonyolultabb,
kontinuum-mechanikai modellek megalkotasa és alkalmazasa [1], [2].

A geotechnikai szdmitasok a klasszikus talajmechanikaban zart alakd megoldasokra vezettek. A telitetlen
talajmechanikai feladatok nemlinedrisak, megolddsuk 4ltaldban numerikus mddszerrel torténik. Ezért
széleskorl alkalmazasuk csak az utobbi évtizedekben valt altalanossa a szamitastechnika fejlodésével.

A telitetlen talajok egyik fontos fizikai egyenlete a viztartasi fliggvény, amit D.G. Fredlund (Delwyn G.
Fredlund 1940- ) a telitetlen talajmechanika ,.kulcsanak”™ tart. Meghatarozasa a talajmechanikaban a fesziiltségi
allapotvaltozok bevezetése utan kezdddott. A talajtanban viszont a viztartasi fiiggvény elméletét E. Buckingham
mar 1904-ben leirta. Mérésére szolgdl6 berendezések kifejlesztése az 1960-as évekre tehetd [3].

1.2. Alapfogalmak

A telitetlen talajokat a talajtantol kiillonbozoen tekintik négy-fazisinak. A fazisok ekkor: szilard rész,
folyadék, levego és a viz-levegd hatarfeliileten a feliileti fesziiltség miatt elkiiloniilo 3-4 molekula-vastagsagu
hartya. Masrészt a talaj telitetlen, ha a pérusviznyoméasa (uw) kisebb, minta a poéruslevegé-nyomdsa (u.). A
poruslevegé-nyomds és a porusviznyomas kiilonbsége (u,-uy) pozitiv, amit szivé fesziiltségnek, szivasnak,
tenziénak (s) neveznek. A levegd akkor ,,Iép be” a talajba és a leveg6fazis akkor lehet folytonos a talajban, ha
a tenzid egy — porusmérettdl fliggd — kiiszobérteknél, levego-belépési szivo fesziiltségnél nagyobb. Ennél kisebb
tenzi6é esetén a talaj telitett (S;=100%), de szivé fesziiltség 1ép fel, azaz (u.-uw) pozitiv, ezért a telitetlen
talajmechanika rendszerében vizsgdlandé. A telitett talajmechanika egyik alap feltétele ugyanis, hogy u.,=u,
azaz a tenzi6 nulla, ami ez esetben nem teljesiil.

Az dllapotvdltozo a rendszer egyensulyi allapotat irja le az anyagjellemzoktdl fliggetleniil. A fesziiltségi
allapotvéltozok a rendszer fesziiltségi dllapotdnak -, a deformécids éllapotvéltozok a rendszer deformécios
allapotanak jellemzésére alkalmasak. A talajok viselkedésének kontinuum-mechanikai alapd targyaldsdhoz
megfeleld fesziiltségi allapotvaltozok sziikségesek. Ugyanis a teljes fesziiltség, a folyadék-, és a légnem fazis
nyomasa/fesziiltsége 6nmagaban nem jellemzi a talajt egyértelmtien. A hatékony fesziiltség, a telitett talaj
fesziiltségi allapotvaltozoja, mely a szemcsék érintkezési pontjaiban ébredd erdk, felilletegységre vonatkozo
értéke. Telitett talajokban értéke kiszamithatdo a kiviilrdl hato teljes fesziiltség és a poérusokban uralkodd
viznyomas (semleges fesziiltség) kiilonbségeként. Telitetlen talajok esetén a fazisok nagyobb szama miatt, tobb
fliggetlen fesziiltségi allapotvaltozo sziikséges [4]. A telitetlen talajban mérheté harom fesziiltség nagysag
szerint csokkend sorrendben: a teljes fesziiltség (o), a porusleveg6-nyomas (u,) és a pérusviznyomds (Uw).
Kiilonbségiik megadja a telitetlen talajok lehetséges fesziiltségi allapotvaltozoit. Ezek a netté normalfesziiltség
(6" =0 - u,), a szivo fesziiltség (s = u, -uw) €s a poruslevegd-nyomas (u,) [5].

2. VIZTARTASI FUGGVENYEK A TALAJMECHANIKABAN

A viztartasi fiiggvény (gorbe) — a talajtanban kordbban pF-gorbe, Gjabban viztartd képesség fiiggvény -
értelmezése, leirdsa kiilonboz6 a talajmechanikaban és a talajtanban. Az eltérés oka felhasznalasanak
kiilonbségében ¢és torténeti okokban keresendd. A kovetkezOkben a talajmechanikai targyalasmodra
Osszpontositunk.

A viztartasi fliggvény (viztartalom — szivé fesziiltség fiiggvény) a talaj nedvességtartalmat (v) a szivo
fesziiltség (s = u,—u,) fiiggvényében dbrizolja féllogaritmikus koordindtarendszerben. Altaldban a nett6
normalfesziiltség nulla értéke mellett, azaz a 6" = (6-u,) = 0 sikon értelmezett, de barmely mas allandd (c-u,)
>() sikon is meghatarozhatd. A viztartasi fliggvény kozvetlen, méréssel torténd meghatarozasa csak telitetlen
talajon végzett vizsgalattal lehetséges.

A viztartasi fliggvény talajmechanikai jelolésrendszere az 1. dbrdn l4thatd. A vizszintes tengelyen a szivo
fesziiltség logaritmusa, a fliggbleges tengelyen a térfogati viztartalom aritmetikusan szerepel. A gérbének harom
joOl elkiilonithetd tartomanyat kiilonboztetjiik meg. 1.: A levegd-belépési kiiszobérték elérésig a talajminta
gyakorlatilag vizzel telitett. A viztartalom nem valtozik, a gorbe kozel vizszintes. 2.: A szivo fesziiltség
novekedésével rohamosan csokken a viztartalom és n6 a levegétartalom. 3.: A szivo fesziiltség ndvekedésével
csak kis mértékben csokken a viztartalom, a gorbe ellapul. A szaradasi és a nedvesitési ag eltérd. A hiszterézis
a sziikiilé-taguld kapillarisrendszerrel (Jamin-cs6) magyarazhato [6]. Kezdeti telitett talajallapotbol édltaldban
csak a szdradasi dgat mérik.
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1. abra
A viztartdsi gorbe talajmechanikai jelolésrendszere [5];[7]

2.1. A viztartasi fiiggvény matematikai leirasa

A laboratériumi méréssel a talaj térfogati viztartalmat (v) néhdny, bedllitott szivo fesziiltség (u.-uw)
értékre hatarozzuk meg, igy a viztartasi gérbének csak néhdny pontja ismert. A felhasznalas érdekében célszerti
e pontokra folytonos fiiggvényt illeszteni. Kiilonb6z6 paraméteres fiiggvények a talajtanban is jol ismertek, pl.
a van Genuchten-fiiggyvény [8]. A talajmechanikdban alkalmazott viztartdsi fliggvények koziil példaként
Fredlund és Xing egyenletét ismertetjiik [9]:

- R )

ahol:  a, n, m dllanddk, e — Euler-féle szdm
s - aszivo fesziiltség értéke (ua- uw)
vn - normalizalt térfogati viztartalom
V—y,
v, =—"
V.=V,
ahol: v - térfogati viztartalom
vs- telitett térfogati viztartalom
vi- rezidudlis térfogati viztartalom
Az egyenlet mérési adatokra illesztésekor az ismeretlen paraméterek szama kevesebb, vagy egyenld lehet, mint
a viztartdsi gorbe mért pontjainak szama. Még szamos egyenletet ajanlanak kiilonb6zé szerzok a talajok
viztartasi fliggvényének leirasara és szinte mind levezethetd a kovetkez6 altalanos formulabdl [10]:

b b b b
ayv, +a,exp(ay,”)=a,s” +asexp(ags™)+a, 2)

ahol: ai, ap, as, a4, as, as, a7, by, b, - konstansok
Ha példaul a (2) egyenletben as/ai=e; as/a; = (1/a)bz; by = m; b2 = n, akkor az (1) egyenletet kapjuk.

2.2. A viztartasi fiiggvény felhasznalasa a talajmechanikaban

A vizsgdlt talaj(ok) viztartdsi fliggvényének ismeretében, a szilardsigi, alakvaltozdsi és szivargdsi
feladatok megoldhatok, amennyiben a talajzona telitett talajokra értelmezett talajfizikai jellemz6i ismertek, vagy
vizsgalatokkal meghatarozottak. Az épitdmérndki gyakorlatban tipikusan ilyen feladatok az arvizvédelmi gatak
vizsgalata, rézstik allékonysaganak megallapitasa, a fliggbleges foldfalak vizsgalata, a térfogatvaltozo
(duzzado-zsugorodd) talajok modellezése, a viztelenitési - vizdramldsi fel-adatok szadmitdsa. A napjainkban
hasznalt szamitogépes programok jelentds részében (pl. Plaxis, Soil Vision, GEOS3, stb.) a telitetlen talajzonara
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vonatkozé feladatok megoldésara, a telitetlen talajmechanika eredményeit hasznaljak. Példaként a szilardsagi
feladatok megoldasanak alapjat képezO torési feltétel telitetlen talajokra vald kiterjesztését és a szivargasi
feladatok megoldasanak alapjat jelentd altalanos Darcy-torvényt tekintjiik at.

A telitett talajokra vonatkoz6é Mohr-Coulomb torési feltétel:

r=(0'—uw)-tg(o+c (3)

ahol : 1 - nyiréfesziiltség,
(0-uw) — hatékony normalfesziiltség
¢ - belsd surlodasi szog,
¢ — kohézio,
A telitetlen talajokra vonatkozd torési feltétel (2. dbra):

T:(G—Ma)tg¢)+(ua—uw)l‘g(0b+c (4)
ahol : (o -u.) — nett6 normélfesziiltség,

(ua-uyw) — kapilldris szivo fesziiltség
¢° - kapilléris szivo fesziiltségtdl fiiggd strlodasi szog,

Telifetlenne valas kezdete
(agyagos iszap)
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2. dbra

A Mohr-Coulomb torési feltétel, és a viztartdsi fiiggvény
— ateresztoképességi egyiitthato dsszefiiggése telitetlen talajok esetén [11] [12]

A @P sz0g a viztartasi fiiggvény integrdldsaval irhaté fel: [11]:
olu, —u,)=(o—u, hgp+ ;" [v,(u, ~u, )] dlu, —u, hgo+c (5)

ahol :  vy(ua-uyw) — normalizalt viztartasi fiiggvény.

A (4.) egyenlet szerinti leirasbol lathato, hogy alkalmazva a telitett talajra vonatkozé feltételt, miszerint
U, = Uy, a Mohr-Coulomb t6rési feltételt (3) adja. Tehdt a telitetlen talajmechanika egyenletének hataresete a
telitett talajmechanika Osszefliggésére vezet.
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A Darcy-torvény érvényes telitetlen talajokra is (a vizfazis és a leveg6fazis aramlasara egyarant), de a k
ateresztoképességi egyiitthatd nem allandd, és lényegében csak a viztartalomtol fligg. Az ateresztOképességi
egyiitthatd a szivo fesziiltség fliggvényében a viztartdsi gorbe felhasznéldsdval is megadhat6 [12] (2. dbra).

Az ateresztOképességi fliggvény, viztartasi gorbébdl, kapillaris elméleti megfontolasok alapjan torténd
meghatarozasanak sok megolddsa ismert. Itt példaként, van Genuchten [8] zart alakd megolddsat mutatjuk be,
amely a gyakorlatban jol hasznalhatd, és a paraméterek azonosak a viztartasi gorbe paraméterekkel:

3 {1 - (as)"*1 [1 + (as)" Tm }z
‘- [1 +(as)' ]Wz ©

A viz- és leveg6-ateresztoképességi fiiggvény ismeretében, a szivargési feladatok a telitetlen talajzonaban
is megoldhatéva valnak, dltaldban numerikus médszert alkalmazé szdmitégépes programok segitségével.

3. A VIZTARTASI FUGGVENY MEGHATAROZASA

A meghatarozas két lehetOsége: a mérés, vagy a szamitdas. A laboratoriumi mérések id6- és koltség
igényesek. A gyakorlat szdmara ezért fontosak, a szemeloszldsi gorbébol kapillarisokra vonatkozo
Osszefiiggéseken [13], szemeloszlasi gorbébdl adatbazis felhasznalasaval egyszerlien mérhetd
talajparamétereken [14], €és a szemeloszlasi gorbébdl a szemeloszlasi entropian [15] alapuld szamitasi
moédszerek.

A viztartasi gorbe meghatarozasdnak masik lehetdsége a mérés, mely lehet helyszini és laboratoriumi.
Telitetlen talajok esetén harom mérhetd/szabalyozhatd fesziiltség van: a teljes fesziiltség (o), a poruslevego-
nyomas (u,) és a pérusviznyomds (uw). A mérések csak akkor értékelhetdk a fesziiltségi allapotvaltozok
fliggvényében, ha a porusviznyomast és a poruslevegd-nyomast kiilon-kiilon mérik vagy szabalyozzak.

A mérési modszerek két nagy csoportja ismert, a mechanikai és a kémiai. A mechanikai mddszerek egy
részénél kozvetleniil a vizfazis szivasi fesziiltségét novelik (csokkentik), a masik lehetdség a levegd-nyomas
novelése, az ugynevezett tengelyeltoldsi technika alkalmazdsa. A tengelyeltolsi technikara telitetlen talajok
esetén azért van sziikség, mert a viznyomas a mérérendszerben a fellépd kavitacid miatt nem csokkenthetd az
adott homérsékletnek megfeleld telitettgdz-nyomas ala, és ez a mérésnek felsd hatart szab. A tengelyeltolasi
technika a kovetkezo két fizikai megfigyelésen, tapasztalati tényen alapul. Egyrészt, ha a talajmintat zart térbe
helyezziik, és megndveljik a légnyomdast Ap értékkel, akkor minden mérhet6 fesziiltség (teljes fesziiltség,
porusviz- és poruslevegé-nyomas) né Ap értékkel, mikdzben a (c-ua) — netté normalfesziiltség, és a (Ua-Uw) —
szivé fesziiltség allandé marad. Masrészt, ha a mintat olyan féligatereszto elemre helyezziik, amely a 1étrehozott
légnyomas értéknél a vizet atereszti €s a levegdt nem, akkor a porusviznyomas értéke kiilon szabalyozhatd. Ha
tehat egyidében levegényomast alkalmazunk, és a minta aljan a porusviznyomas értékét kiilon szabalyozzuk,
akkor elvileg tetszdlegesen nagy tenzio érték 1étrehozhato.

A féligateresztd lapok/membranok anyaga lehet szemcsés anyagt, keramia vagy celofan. Miikodésiik
egyrészt az adhézios jelenségeken alapszik, masrészt az elem megfeleld viztartasi tulajdonsagan. A megfeleld
azt jelenti, hogy csak a vizet engedik at és a levegdt mindaddig nem, mig a fellép6 szivo fesziiltség nagysaga a
leveg6 belépési kiiszobértékiik alatt marad. Tehat a viztartasi gorbéjiik 1. tartomanyaban hasznalhatok mérésre
ezek az elemek.

A kémiai médszerek, relativ paratartalom szabalyozdsan alapulé csoportjdnak alapelve az a tény, hogy
mindig egyensulyi allapot alakul ki a minta viztartalma és az azt koriilvevd 1égtér paratartalma kozott. Az
ozmozison alapulé kémiai mddszerek esetén vizben oldott, nagy molekulasulyi polietilénglykol (PEG) anyagot
haszndlnak egy olyan membran egyik oldaldn, amely ezt a vegyiiletet nem engedi at.

A médszerek alkalmazhat6sagi tartomanyai [16]:

1) mechanikai médszerek:
(a) viznyomast szabalyozva:

e megcsapolt vizoszlop mddszer U, — uw < 20kPa
e fliggd vizoszlop modszer u, — uy < 100 kPa
(b) levegd- és viznyomadst szabédlyozva:
e nyomdsmembrinos eljirds 100 kPa < u,—uy < 1600 kPa
o fesziiltségkamris eljards u, —uy < 600 kPa
2) kémiai médszerek:
(a) ozmdzison alapuld U, — Uy > 2500 kPa
(b) relativ paratartalom szabalyozéasa U, — Uy < 1500 kPa
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Altalaban nem elegendd egyetlen moédszert alkalmazni a teljes viztartisi gorbe meghatarozasara. A
gyakorlatban alkalmazott eljarasi rend a novekvd tenzid szerint: teljes telités vizzel - minta alsé éle meriil vizbe
- homoklapos berendezés - kaolinlapos berendezés — nyomasmembranos késziilék.

Szakcikkek és konferencidk tanisdga szerint napjainkban a viztart4si gorbe méréstechnikai fejlesztése az
automatizalas és a sokpontos mérés irdnyaban folytatédik [17].

3.1. Talajmechanikai céla viztartasi gorbék laboratériumi mérési tapasztalatai
Mintaink viztartasi gorbéinek mérésére a fliggd vizoszlop modszert (homoklapos berendezéssel) és a
fesziiltségkamrds eljarast alkalmaztuk. Méréseink sordn a szokdsos geotechnikusi tapasztalat szerint jartunk el,
miszerint a szemcsés és a kotott (plasztikus) talajok vizsgdlatdra mas vizsgalati metodika alkalmas.

3.1.1. Homoklapos berendezés

A mérési berendezés az un. fiiggd vizoszlop modszer laboratériumi eszkdze. A folyadékfazisra hato szivo
fesziiltséget hozunk létre, a meghatirozé szabad vizfelszinnek, a mintahoz viszonyitott helyzete valtoztatasaval,
azaz a nivopalack mozgatasaval és/vagy egyidejii vakuum létrehozasaval (3. abra).

1. Atlatszatlan PVC fedél emeldfiillel. 2.
P Atlitsz6  plexi kad. 3. 100 cm3-es
1 hengerekben elhelyezett talajminta. 4. A
hengerek als6 nyildsit lezdr6 nylon
szitaszovet, szoritd gumikarikdval. 5.
Nylon szitaszdvet a szlr6lap felszinén. 6.
hy Toltéanyag. 7. Azbesztgyapot. 8. Atlatszo
plexibdl késziilt perforalt tartdlap. 9.
Tartolap labazata. 10. Uvegesd a
vakuumtérben esetleg megjelend
légbuborékok eltavolitasara. 11. Kétfurati
gumidugd. 12. Légbuborék mentesitd csé
kivezetése a vdkuumforrashoz. 13. cm-
beosztassal ellatott  acéldllvany. 14.
Nivépalack. 15. Allandé  vizszintet
biztosito edény. 16. Rogzitheté fémkonzol.

Rt
??_E 17. Vizgyijté edény.

3. dbra
Homoklapos berendezés [16]

L N A Ry

b=

E laboratériumi eszkozoket az MTA Talajtani és Agrokémiai Kutatéintézetben (TAKI) fejlesztették ki,
€s Varallyay-féle pF-mér6 ,,box”-ként, vagy TAKI-mddszerként valt ismertté. Az Eijkelkamp—féle berendezés,
amely a kereskedelmi forgalomban kaphato, miikodési elvét tekintve a homoklapos-kaolinlapos berendezéssel
azonos.

A kutatasi program egy részében homok és homok-keverékek viztartasi gorbéinek mérését végeztiik.
Mivel az 1-100 vizoszlop-cm terhelés ko6zotti tartomanyban a TAKI berendezései fix terhelésen miikddnek, igy
4j homoklapos berendezést épitettiink (4. abra).

A berendezéshez sziikséges egy feliilr6l nyitott doboz, amelynek atlatszosaga fontos a szivotérben
esetlegesen megjelend buborékok vagy homokfolyas észlelhetdsége érdekében. Tovabba megfeleld szilardsag,
1égzaras, vegyi ellendlldsag és bioldgiai inaktivitds kell, hogy jellemezze a berendezést. E kdvetelményeknek a
10 mm vastagsagi plexi lemez megfelel. Ujitasként a méréedény 3 részbdl késziilt — 1 meghajlitott U alakbél
¢és két oldallapbol. Ezaltal csokkent a ragasztas hossza. A gyartast és a ragasztast specialis kétkomponensii
ragasztoval szakcég végezte.

A szivotér és a tobbrétegli toltet elvalasztasara perforalt lapot hasznaltunk. Anyaga szintén 10 mm vastag,
lyuggatott, ldbakon elhelyezve. A tovabbi kiegészitd eszkdzok megegyeznek a Varallyay-féle berendezésével.

A berendezés membranja az alacsony helyzetben tartott vizfelszin altal kifejtett szivast a vizt6l a mintahoz
tovdbbitja. A szivastartomdnyon belill a vizet atbocsajtja, a levegét pedig visszatartja. A durva szemcsés
anyagoknak kicsi a levegd belépési szivasuk, a finomabb szemcséjli anyagoknak kis szivasértékeknél kicsi a
vizatereszto-képessége, ezért a kiillonbdzé szivastartomanyokhoz kiilonbozé anyagokat haszndlunk
membranként.
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Az elvdlaszté réteg feladata, hogy megakaddlyozza a membrdn anyaginak alsé viztérbe jutdsat.
Elvalaszté rétegként eredetileg azbesztet alkalmaztak, de egészségvédelmi okokbdl ez az anyag mér nem
haszndlhat6, ezért dj anyagot kerestiink. Kiprébaltunk, geotextilidt, bazaltgyapotot; kerdmiagyapotot. Ezek
kozil a keramiagyapot bizonyult megfelelonek, mert a kezdeti minimalis mértékii homokszivargas utan, mar
feladatat tokéletesen ellatta.

4. édbra
Homoklapos berendezés épités- és mitkodes kozben

Meérési tapasztalataink az 0j berendezéssel a kovetkezOk. A méréshez gytiriiben elhelyezett mintat
hasznédlunk, amelynek viztartalom véltozasat tomegméréssel mértiik. A viztartdsi gorbe mérésének modszere a
szakirodalombdl ismert [18]. Mivel egyetlen berendezéssel dolgoztunk és a nivépalack mozgatdsdval noveltiik
a terhelést, ezért a szlirdréteg kismértékben és rugalmasan alakvaltozott (6sszenyomodott). Ezt a nivopalack
mozgatasi kalibracidjaval vettiik figyelembe.

Méréseink eredményei szerint a szemcsés talaj vizatereszt0 képessége a szivo fesziiltség kis értékeinél is
rohamosan csokken, ezért az egyensuly beélldsdhoz akar tobb mint egy honapra is sziikség lehet. Tapasztalatunk
szerint, az elhiz6dé méréseket algdsodds zavarhatja meg, amit fényzar6 tetével minimalizaltunk. Gombaold
szert nem haszndltunk, mert a viz viszkozitdsara gyakorolt befolydsol6 hatdsit nem ismertiik.

A folytonos vizszal megléte dontd jelentdségii a mérés megbizhatésaga szempontjabol. Ugyanakkor a
mintak mozgatasa, kivétele sziikséges a tomegvaltozasuk méréséhez, igy ideiglenesen megszakad a vizszal. Az
Ujbdli kialakuldsdhoz a minta aljanak és a homoklapnak a j6 kapcsolata, érintkezése sziikséges, amelyet e
berendezésnél a lagy anyagi homoklap elésegiti (szemben a merev anyagi pl. keramia sz{ir6kével). Azonban
ez esetben is célszerli a mintadk mozgatasat, e hibaforrés elkeriilése érdekében minimalizalni.

A fliggd vizoszlopos madszer elonye, hogy kicsi szivas értékek beallitasanal a folyadékfazis nyomdsanak
(szivasanak) pontos szabalyozasa a 1égnyomasénal egyszeriibb. Az azbeszt szlirréteg kivaltasa lehetdvé teszi,
az eloregedo és felujitandd Varallyay-féle berendezések tovabbi iizemben tartasat.

3.1.2. Fesziiltségkamras berendezés

Kutatasi programunkban kotott (plasztikus) talajok viztartasi gorbéjét is mértiik. Ebben az estben célszer(i
a tengelyeltolasi technikat alkalmazé berendezést valasztani. Méréseinkhez fesziiltségkamras berendezést
hasznéltunk, amelyet Kanaddban (University of Sasketchewan) fejlesztettek ki. A késziilék oldhatéd
csatlakozokkal un. gyors csatlakozokkal kapcsolhaté a nyomast biztositd berendezésre. Anyaga konnyll
milanyag, igy a tdmegmérés a mintat tartalmazo késziilékkel egyiitt torténhet, szazadgramm pontossaggal. Ez
lehet6vé teszi a talajmintak kivétele nélkiili tobb szivo fesziiltség értékhez torténd viztartalom meghatarozésat
(5. abra).
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5. dbra
A fesziiltségkamrds késziilék

A berendezés tovdbbi tartozékai az alsé viztér zdrdsdra szolgdlé csapok: két oldalrdl zard
gyorscsatlakozok, felsé levegd gyorscsatlakozo. Az atmoszférikusndl nagyobb levegdnyomas eldallitasahoz
kompresszort, bedllitisdhoz nyomadsszabalyzo6t, a tomegméréshez pedig 4 kg-ig mérd digitalis mérleget
alkalmaztunk.

A szliroko telitését, amely a mérést megel6zo egyik fontos feladat, szakirodalom [4] és szabvany (ASTM
D 2325-68) szerint végeztiik. A szilir6ko telitési eljarasa azon az elven alapul, hogy a viznyomas ndvelésének
hatasara a viz egységnyi térfogataban tobb levegd oldodik. A porus-viznyomas novekedése miatt a levegd
,,01ldodik™ a porusvizben. A telités menete a kdvetkezo:

1. A kamréban 1év0 sztir6kore desztillalt, ,,leveg6tlenitett” vizet toltiink. A kamrat feliil zarjuk, és benne
a levegd belépési kiiszobértéknél nem sokkal kisebb levegd-nyomast hozunk 1étre, mikozben hagyjuk atfolyni
a vizet. Egy 6rdn keresztiil tartjuk fent ezt az 4llapotot, mikdzben néhdnyszor az alsé csaphoz csatlakoztatott
fecskendd vagy biiretta segitségével az also viztérben megjelend buborékokat kifujjuk.

2. Ezutén a feliil alkalmazott 1égnyomds fenntartdsa mellett az alsé csapokat lezarjuk. igy a sziirékében
és az als6 viztérben is ugyanakkora nyomds alakul ki. Ezt az dllapotot egy 6rdn keresztiil fenntartjuk, majd
nyitjuk az alsé csapokat. Tiz percig az als6 csapokat nyitott allapotban hagyjuk, mikozben az alsé viztérben
megjelend buborékokat fecskend6 vagy biiretta segitségével kifujjuk.

3. A tiz perc eltelte utdn az alsé csapokat djra zarjuk és még 6tszor megismételjiik a 2. pontban leirt 70
perces eljarast. A sziir6kdvet ezutan viz alatt kell tartani.

A fesziiltségkamras mérés nem szabvanyositott, ezért a kdvetkezd mérési protokollt allitottuk Gssze:

1. A mintatart6 hengerben 1év6 minta szivo fesziiltségét a mérés megkezdése elott - vizbe dllitva - a lehetd
legkisebb értékre kell csdkkenteni (,,telités™).

2. A mintét, leszoritd rugdval a fesziiltségkamraban rogziteni kell, a berendezést 6ssze kell szerelni, és
lemérni a témegét. Ossze kell kapcsolni a levegdnyomas vezetékkel. A viz kivezetéseket ki kell nyitni.

3. Alkalmazni kell a megfeleld nagysagh légnyomast, amelyet kompresszor vagy levegOpalack
segitségével lehet 1étre hozni. Az alsé csapok nyitva vannak, amelyeken keresztiil a f616s viz a mintabdl tavozik,
valamint a sziir6kovon atdiffundalt levegdt a csapokon keresztiil idérél-idére az alsé viztérbdl fecskendd
segitségével ki kell fijni.

4. A berendezés tomegét a leveg6- és vizcsapok zdrdsa €s bontdsa utan djra le kell mérni.

5. Az egyensilyi allapot akkor 4allt be az alkalmazott tenzié és a minta viztartalma kozott, ha a fél éra
idokiilonbséggel mért tomegek kdzott az eltérés pl. 0.01 g-nal kisebb.

6. Ha az egyensiilyi 4llapot bedllt, a berendezés szétszedése nélkiil (a minta zavardsa nélkiil) alkalmazhaté
a kovetkezd légnyomas (ill. szivo fesziiltség) érték. Igy egy mintin mérhetd az adott talaj viztartasi gorbéjének
nulla és a sziir6ké levego belépési kiiszobértéke kozotti tartomanya. Mérési berendezésiink e folsé hatarértéke
500 kPa volt, de Iéteznek mas (pl. 100 kPa) levegd belépési kiiszobértéki sziirokdvel ellatott berendezések is.

7. A méréssorozat végén a mintat a fesziiltségkamrabdl kiszedve, 105 °C-on tomegéllandsagig szaritva
€s megmérve a szaraz tomegét, a viztartasi gorbe diszkrét pontjai szamithatok.

E berendezés mérési tapasztalatai a kovetkezokben foglalhatd Ossze. Hasonldéan a fiiggd vizoszlop
modszeréhez, itt is dontd jelentdségii a folytonos vizszal megléte, amelyet a merev szlir6ko kevésbé segit. Kotott
(plasztikus) talajmintdkndl ezért is nagyon fontos a talajminta alsé feliiletének gondos kialakitdsa, hogy a
bekészités eldtt ép, friss feliiletii legyen. Tapasztalatunk szerint a terhelés nem monoton jellege (1égnyomas
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lecsokkentése) is rontja a minta €s a sziir6ko kozotti kapesolatot. Egyes méréseknél ugyanis lecsokkentettiik a
légnyomast a tdmegmeérés eldtt, de igy egy tehermentesitési és terhelési ciklus utan szinte mindig elromlott a
minta-sziiroko kapcsolata, ezért ez nem javasolhato. Ha a tomegmérés el6tt nem csokkentjiik le a 1égnyomast a
berendezésben, akkor nem hanyagolhatd el az a tény, hogy nagyobb nyomason a kamraba zart levego
mennyisége €s igy tomege is nd, tehat sziikséges a bezart levegd tomegvaltozasanak figyelembe vétele. A mérést
ezzel a hatdssal korrigélni kell, ezt tobb médon is megtehetjiik:

1. Megmérjiik a 1égnyomas alkalmazasa utan a levegétobbletbdl adodo tomegvaltozast, és ezzel javitjuk
a mért eredményt, azaz a mérés megkezdése el6tt korrekcids mérést végezhetiink.

2. Szamitéssal korrigdljuk a mért eredményt (pV = mRT — allapotegyenlet felhasznalasaval).
A viztartasi gorbe fesziiltségkamras berendezéssel torténd meghatarozasanak elénye, hogy a tengelyeltolasi
technikat alkalmazzuk €s igy nagyobb tenzi6 tartomanyokra is kiterjeszthetd a mérés (a sziiroko levegd belépési
kiiszobértékéig), hatranya viszont, hogy a légnyomds kevésbé pontosan szabdlyozhatd, ami kicsi tenzidknal
okozhat hibit.

4. OSSZEFOGLALAS

Cikkiinkben a telitetlen talajok egyik legfontosabb talajfizikai jellemzdjérdl a viztartasi gérbérdl irtunk.
A jelenleg alkalmazott méréstechnikai lehetoségeket foglaltuk Ossze, a modszerek elvi hatterének rovid
ismertetésével. Két viztartasi fiiggvény mérési modszert alkalmaztuk az épitémérnoki gyakorlatban eléfordulo
talajféleségekre. Mértiink tisztdn szemcsés talajokat: kavicsot és homokot illetve ezek keverékeit, valamint
kotott (plasztikus) talajokat, iszapot és agyagot. Homoklapos berendezést és fesziiltségkamrds késziiléket
alkalmaztunk. A kontroll méréseket az MTA-ATK-TAKI végezte. Megéllapithatd, hogy ezek a mérési
modszerek a geotechnikai gyakorlat szamara is megfeleloek és a mérési eredmények megfeleld pontossaguak.
A két mérdeszkodz megbizhatosaga, egyszeriisége és koltségigénye miatt a jovoben is hasznalhato.

Szerettiik volna megosztani e mérések teriiletén, a méréstechnikai fejlesztések sordn szerzett
tapasztalatainkat, javaslatainkat, amelyeket, egy rutin geotechnikai vizsgdlatokra alkalmas laboratérium
hasznositani tud, ha a jovoben e teriilet felé is kiterjeszti tevékenységi korét. Ez azért valhat sziikségessé, mivel
a telitetlen talajmechanika alapmérésérdl van szo.
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Kokuszzsirsav-dietanolamid emulgealé hatasanak vizsgalata
a keverés intenzitasanak fliggvényében kéolaj-rétegviz rendszer esetén

Investigation of the emulsifying effect of coconut fatty acid
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in case of crude-brine system
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ABSTRACT

Examination of the emulsifying effect during surfactant selection is one of the most widely used test meth-
ods. In this test method, the mixing technics of the phases is usually done by hand. In our work, we investigated
the emulsifying effect of coconut fatty acid diethanolamide in a crude-brine system at different mixing intensi-
ties. The results of the dispersant emulsifying effect and the separation of the phases were also examined. Based
on our results, the intensity of mixing significantly affects the stability of the emulsion.

KIVONAT

Az emulgedlo hatas vizsgadlata a tenzid mindsités és szelekcio soran az egyik elterjedten alkalmazott
vizsgdlati modszer. Ez a vizsgdlati modszer esetén a fazisok elegyitése dltaldban kézzel torténik. Munkdnk sordn
megvizsgdltuk a kékuszzirsav-dietanolamid emulgedlo hatasat kéolaj-rétegviz rendszerben kiilonbozd keverési
intenzitds esetén. Megvizsgdltuk az emulgedlo hatds eredményeket és a fazisok szepardloddsdt is. Eredményeink
alapjdn a keverés intenzitdsa szignifikdnsan befolydsolja a kialakulé emulzio stabilitdsdt.

Kulesszavak: tenzid szelekcid, emulgeald hatas, nemionos tenzid, keverés intenzitas, kdolaj-rétegviz
emulzid

1. BEVEZETES

Napjainkban az energiaigények és a kiilonbdz6 milianyagok iranti kereslet ndvekedésével a kdolaj iranti
kereslet is n6é, azonban a vilag kdolajkészletei végesek [1]. Hagyomanyos (elsddleges és masodlagos)
kéolajkitermelési modszerekkel a tarolokban 1€vo kdolaj jelentds része nem termelhet6 ki. A kdolajkihozatal és
annak hatasfokanak fokozasara egyre elterjedtebbek az dgynevezett harmadlagos kitermelési modszerek, ame-
lyek egyik valtozata a kémiai segédanyagok alkalmazasa [2]. Ezen modszerek koz¢ tartozik a kiilonb6zo feliile-
taktiv anyagokat, vagy mas néven, tenzideket/tenzid kompozicidkat felhasznalé tenzides-polimeres elarasztas,
amelyek fejlesztésénél elengedhetetlen az alkalmazott feliiletaktiv anyagok hatékony szelekcidja [3]. A tenzidek
szelekcidjanak egyik fontos mddszere az emulgeald hatds vizsgalata [4;5]. A tenzidek emulgedlé hatdsanak
vizsgdlatdra alkalmas vizsgalati médszer haszndlata esetén az olajos és vizes fazis elegyitése gyakran kézzel
torténik és ebbdl kovetkezoen a keverés intenzitasa valtozhat az egyes mérések esetén [6]. Tovabba a keverés
intenzitdsdnak valtozasival az emulzioképzés kdzben a viz-olaj ardny térképen (WOR map) az egyes emulzid
tipusokhoz tartoz6 tartomanyok ardnyai megvaltozhatnak és ezéltal valtozhat a kialakulé emulzi6 tipusa is [7].

Munkank soran célul tiztik ki, hogy megvizsgaljuk milyen Gsszefliggés van egy altalanosan hasznalt
nemionos tenzid a kékuszzsirsav-dietanolamid (Coco-DEA) emulgedl6 hatdsa és a viz/olaj fazisok keverésének
intenzitasa kozott. Ezen céljaink elérése érdekében vizsgaltuk mind a keverési id6, mind pedig a keverési sebes-
ség véltoztatdsanak hatdsat az emulgedld hatds eredményére. Mivel ezen vizsgdlati mdédszer nem szab-
vanyositott az altalunk vizsgalt hdmérsékletre és keverési intenzitasra vonatkozoan, ezért megvizsgaltuk a mod-
szer alkalmazhatosagat tobb keverési id6tartam €s keverési sebesség paraméter parositas esetén. Ezen kiviil
megvizsgéltuk a keverés utdn kialakul6 emulzids fazisok szepardldddsidnak folyamatat is.
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2. FELHASZNALT ANYAGOK ES ESZKOZOK

Az emulgeal6 hatds vizsgalatokhoz olajos fazisként algy6i kdolajmezdrdl szarmazd kdolajat, vizes
fazisként pedig szintetikusan eldallitott rétegvizet alkalmaztunk, melyben a tenzidet oldottuk. Ezen két fluid
fazis tulajdonsagait a kovetkezo alfejezetekben mutatjuk be.

2.1. Felhasznalt koolaj fazis tulajdonsagai

A vizsgalatokhoz olajos fazisként algy6i kéolajmezordl szarmazo kdolajat hasznaltunk. Ezen k6olajminta
fontosabb tulajdonsdgait az 1. tdbldzat foglalja dssze.

A vizsgalatokhoz felhasznalt ALG jelii kdolaj fontosabb tulajdonsagai 1. tablazat

Tulajdonsag Erték

Stirtiség, g/cm® (d*4) 0,8242

API slirliség 38,7

DV, mPas (25°C) 45,0

KV, mm?s (25°C) 51,5

Kw (Watson féle karakterizal6 tényezo) 12,8

Kdolaj karakter Paraffinos

A tablazatban bemutatott értékek alapjan a vizsgalatokhoz felhasznalt ALG jelii kdolajat konnyti, paraf-
finos jellegii kéolajnak tekintettiik.

2.2. Felhasznalt vizes fazis tulajdonsagai és eloallitasa

A vizsgalatokhoz vizes fazisként szintetikusan eldallitott rétegvizet hasznaltunk, melynek sé 0sszetéte-
Iéhez az algydi kdolajmezd rétegvizét vettiik alapul. A vizsgalatokhoz felhasznalt rétegviz eldallitasahoz
sziikséges sokat és azok mennyiségét a 2. tablazat foglalja 6ssze.

A szintetikus rétegviz eldallitasahoz felhasznalt sok 2. tablazat
Felhasznalt so6 Koncentracio, g/l
NaCl 0,5
CaCl, 0,2
NaHCOs3 2,6
CH;COONa 2,6
Osszes sétartalom 5,9

A rétegviz eléallitasahoz a felhasznalt sok mindegyike technikai minéségi, kristalyviz mentes s6 volt. A
vizsgalatokhoz kékuszzsirsav-dietanolamidot (Coco-DEA) hasznaltunk. A vizsgalatokhoz tenzidként Coco-
DEA egy a nemionos tenzidek csalddjaba tartoz6 zsirsav-amid tipusu feliiletaktiv anyagot hasznaltunk. Kisérleti
munkank sordn felhasznalt Coco-DEA jelii nemionos tenzis fontosabb tulajdonsagait a 3. tablazat foglalja 6ssze.

A vizsgélatokhot hasznalt Coco-DEA jelii nemionos tenzid fobb tulajdonsagai 3. tébl4zat
Tulajdonsag Erték
Gyért6 Alpha Chemical
pH 5,5-7,5
Szin vildgos sarga
Szabad zsirsav tartalom, % max. 1,5

A felhaszndlt tenzidet az igy elkészitett szintetikus rétegvizben oldottuk 15 g/l koncentriciéban.
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2.3. A vizsgalatokhoz hasznalt berendezés
A méréseket Green Lab gyartmanyd ADEM tipusi berendezéssel végeztiik. A vizsgdlatokhoz haszndlt
késziilék az 1. dbran lathato.

1. dbra
A tenzid emulgedlo hatdsdnak vizsgdlatdhoz haszndlt ADEM késziilék

A berendezés fontosabb paramétereit a 4. tdblazat foglalja 6ssze.

Az ADEM berendezés fontosabb tulajdonsédgai 4. tdblazat
Tulajdonsag Ertéke
Vizsgalt mintdk szdma 6 db
Kever6 tipusa Lapatkever6
Keverési sebesség 500-1600 fordulat/perc
Ho6 atado kozeg Vizfiirdé
Hoémérséklet tartomany 20-85°C
Hoémérséklet stabilitas <+1°C
Sziikséges minta mennyisége 80 ml
Eredmények kiértékelése Automata/kézi

A kisérleti munkank sordn a vizsgalati hdmérsékletet, a vizes, olajos és az emulzids fazisok aranyat, val-
amint a vizsgalati idotartamat allandonak rogzitettiik. Ezek az értékek homérséklet esetén 80°C, a fazisok aranya
esetén 50-50 V/V% volt. A keverést kdvetden a vizsgalat (szeparalodas) idotartama 1 ora volt. Ezen idGtartam
alatt a mintakat nem kevertettiik, a fazisok szeparacioja 80°C hémérsékleten tortént. A keverés sebességét 500
és 1500 fordulat/perc kozott valtoztattuk, mig a keverés iddtartamat 5 és 600 masodperc kdzott.
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5. MERESI EREDMENYEK

A vizsgalatok megkezdése eldtt ellendriztitk a modszer alkalmazhatdsagat. Ehhez azonos keverési sebes-
ség és keverési idotartam beallitasok mellett ismételhetdségi vizsgalatot végeztiink el. Ennek eredményeit az 5.

tablazat foglalja 6ssze.

A vizsgalati modszer ismételhetOségének vizsgalata (emulzios fazisok térfogataranya, tf%) 5. tdblazat

Fordulatszam: Fordulatszam: Fordulatszam:
Mérés sorszima 500 fordulat/perc 1500 fordulat/perc 1500 fordulat/perc
Keverési idotartam: Keverési idotartam: Keverési idotartam:
60s 60 s 5s
1 86 99 30
2 85 100 27
3 84 100 35
4 84 97 29
5 82 99 28
Atlag 84 99 30
RSD % 1,48 1,22 3,11

A modszer ismételhetoségét a mérési adatok sziik tartomanyu szoérasa alapjan alkalmasnak talaltuk a
vizsgélatok elvégzéséhez (RSD% <5%).

Ez utdn a tenzid emulgeald képességét a keverési id6tartamnak, majd a keverési sebességnek a valto-
ztatasaval vizsgaltuk. Ezt kdvetden elvégeztiik a vizsgalatokat a teljes keverési id6 x fordulatszam matrixra és
abban meghatarozott tartomanyokban megvizsgaltuk a fazisok szeparalodasanak iddbeli valtozasat is.

El6szor a keverési sebességet allando, 750 fordulat/perc, értéknek rogzitettiik és a keverési idot 5 s és 600
s kozott véltoztattuk. Az eredményeket a 2. dbran foglaljuk 6ssze.

15 30 60 180 300 600

Keverési ido. s

100%
90%
80%
70%
60%
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40%
30%
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0%

Emulziés fazis mennyisége, V/V%

2. édbra
Emulzios fazisok téerfogat szdzalékos mennyisége 1 ora iilepedési ido elteltével a keverés utan, allando 750
fordulat/perc sebességii keverés és kiilonbozo keverési idd esetén

Ebben az esetben nem hataroztunk meg emulzids fazist. A keverési id6 ndvelésével azonban mar nétt az emul-
zi6s fazis mennyisége, azonban 95 % emulzios fazis felett a keverési id6 novelése mar nem eredményezett
szamottevo térfogat novekedést.

Vizsgalatainkat a keverési sebesség emulgedld képességre gyakorolt hatdsdnak vizsgélatdval folytattuk.
Ehhez a keverési id6t allandonak valasztottuk (30 masodperc) €s a keverés sebességét 500 és 1500 fordulat/
perc kozott valtoztattuk. Az eredményeket a 3. dbran szemléltetjiik.
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3. dbra
Emulzios fazisok térfogat szdazalékos mennyisége 1 ora iilepedési ido elteltével a keverés utan, dallando 30 ma-
sodperc keverési idotartamu keverés és kiilonbozo keverési sebességek esetén

Kis fordulatszdm esetén kis mennyiségti (1 V/V%) emulziés fazis keletkezését tapasztaltuk. A fordu-
latszam ndvelésével az emulzids fazis térfogataranya nott. Hasonloan a keverési idohoz itt is 95 % térfogata-
rany emulzios fazis felett a keverési sebesség novelése mar nem okozott jelentdés mennyiségi valtozast.

Ezutéan elvégeztiik a vizsgalatokat az 6sszes vizsgalt fordulatszam és keverési id6 parral. Ezeket az ered-
ményeket a 6. tablazatban foglaljuk Ossze.

Emulzios fazis mennyiség (V/V%) 1 ora iilepedési id6 elteltével kiilonbozo fordulatszam és keverési id6 esetén.
6. tiblazat

Keverési idé- Keverési sebesség, fordulat/perc
500 \ 750 | 1000 | 1250 | 1500
tartam, s YDV .
Emulziés fazis térfogataranya, tf%

5 0 0 0 5 30
15 0 0 95 95 98
30 1 83 96 96 99
60 84 98 98 98 99
180 96 98 98 98 99
300 96 98 98 98 99
600 96 98 98 98 100

A mérési adatok szerinti tendencia a keverési idétartam és az emulgealo hatas, valamint a keverési sebes-
ség ¢és az emulgeald hatas kozott mindegyik mérési sorozatnal megfigyelhetd volt. A fazisok szeparalodasa
szempontjabol harom csoport kiilonboztethetd meg, melyeket a 6. tablazatban is jeloltiik. Ezek a kdvetkezok
voltak: kis keverési sebességre és/vagy idore jellemz6 rosszul emulgeald tartomany (tablazatban dolt betil), nagy
keverési sebességre és/vagy keverési idore jellemz0 jol emulgealo tartomany (normal betlitipus) €s egy atmeneti
tartomany (félkovér betlitipus), amit két esetben tapasztaltunk. A fazisok szeparalodasanak folyamatat egy-egy
példan keresztiil mutatjuk be, azonban ezek a tobbi esetben is hasonldan torténtek.

A jol emulgeald tartomanyban a keverést kdvetden a kialakult emulzids fazisardnya kis mértékben
csokkent, vagy nem véltozott. Egy 6ra tarolds utdn is >95 V/V%-os emulzios fazis volt megfigyelheto. A fazisok
idébeli valtozasat a keverés utan a 4. abran szemléltetjiik.
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4. abra
A fazisok térfogatardnydnak vdltozdsa az egy ordas iilepedési ido alatt az id6 fiiggvényében 60 masodperc id6-
tartamu és 750 fordulat/perc keverési sebességii keverés utan

A vizsgélt iilepitd livegcsOben tarolt mintak esetén fél 6ra utan tapasztaltuk az emulzios fazis mennyi-
ségének csokkenését. A fazisok szeparalodasa lassu és kis mennyiségii koolaj kivalassal kezd6dott. Vizes fazis
kivéalasat nem tapasztaltuk rendszerben.

A rosszul emulgedlé tartomdnyban a keverés hatasara kialakult emulzids fazis szepardlddisanak

megkezdddése utan az emulzids fazis mennyiségének gyors csokkenését tapasztaltuk. Egy ilyen példat mutat
be az 5. dbra.
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=

5. édbra
A fazisok térfogataranyanak valtozasa az egy ordas iilepedési idé alatt az ido fiiggvényében 15 masodperc ido-
tartamu és 750 fordulat/perc keverési sebességii keverés utdn

Ezekben az esetben az emulzios fazis csokkenése vizkivalassal kezdodott. A fazis szeparaciot kezdetben
az emulzids fazis mennyiségének fokozatos csokkenése és ezzel egyiitt a vizes fazis mennyiségének novekedése
jellemezte. A vizsgalati id6 el6rehaladtaval azt tapasztaltuk, hogy az emulzios fazis térfogataranya fokozatosan
csokkent és ezzel egyiitt a vizes fazis térfogataranya ndtt. Ebben a fazisban a fazisok szeparalodasa viz
kitilepedéssel ment végbe és olajos fazis feliszasat nem tapasztaltuk Ez a folyamat addig folytatodott, amig az
emulzié viztartalma 20% ald nem csokkent. Ekkor az emulzids fazis térfogatardnya hirtelen nagymértékben
lecsokkent és ezzel egylitt nagy térfogataranyu olajos felsé €s vizes also fazis szeparalodott el a kdzépsé emul-
zi6s fazistol. Ezt kovetden az emulzios fazis mennyisége tovabb csokkent, azonban az emulzi6 olaj/viz aranya
megkdzelitdleg 1 volt.

A fentiekben leirt szepardléddsi folyamatokon kiviill egy harmadik, dtmeneti tartomdnyt is me-
ghataroztunk. Ezt a vizsgalt fordulatszdm-keverési idétartam parositasok koziil két esetben tapasztaltuk
(500 fordulat/perc-60 s és 750 fordulat/perc-30 s). Egy ilyen példat mutatunk be a 6. dbran.

Miiszaki Szemle o 78 21



EViz MEmulzié mOlaj

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%
1 2 3 4 5 6 8

10 20 30 40 50 60
Vizsgalati 1do, perc

Emulziés tazis mennyisége. V/V%

6. abra
A fazisok téerfogataranyanak valtozasa az egy oras iilepedési idé alatt az idd fiiggvényében 30 masodperc ido-
tartamu és 750 fordulat/perc keverési sebességii keverés utan

Ebben az estben a fazisok szeparalédasa kis mennyiségii olajos fazis kivalasaval kezdédott a jol
emulgeald tartomanyhoz hasonléan. Az id6 elérehaladtdval azonban vizelvalast is tapasztaltunk a vizsgalt ido
intervallumban, ami a rosszul emulgealo tartomanyra volt jellemzd.

A kialakult emulzidt 6sszehasonlitva valds kdolajmezordl szarmazo, mas Osszetételil) termelvények
emulziéjaval azt tapasztaltuk, hogy a j6l emulgedlo tartomanyban keletkez6 emulziok hasonlitanak legjobban a
valos kitermelési koriilmények kozott keletkezd emulzidhoz.

6. OSSZEFOGLALAS

A harmadlagos kitermelésnél alkalmazott tenzidek emulgedlé hatdsdnak vizsgdlatira elerjedt laborat6-
riumi vizsgalati modszer esetén a kdolajos és vizes fazisok elegyitése kézi modszerrel torténik. Ez tobb, szab-
vanyban nem egységesitett, valtozd hasznalatat jelenti. A szakirodalomban fellelhet6 informaciok és gyakorlati
tapasztalatok alapjan a keverés id6tartama és sebessége befolyasolja a kialakuld emulzids fazis mennyiségét.
Mivel ezen vizsgalati modszer nem szabvanyositott az altalunk vizsgalt homérsékletre és keverési intenzitasra,
ezért megvizsgaltuk a modszer alkalmazhatosagat tobb keverési id6 — keverési sebesség parositas esetén és ezek
alapjan a vizsgalati médszeriinket alkalmasnak taldltuk a vizsgalatok folytatasara. Munkank soran megvizsgal-
tuk a kokuszzsirsav-dietanolamid emulgeald hatasat kdolaj-rétegviz esetén €s azt tapasztaltuk, hogy az
emulgeald hatds eredményeit egy 6ra utdn szignifikdnsan befolydsolta mind a keverési sebesség, mind pedig a
emulziot dsszehasonlitva valds kdolajmezordl szarmazo termelvények emulzidjaval azt tapasztaltuk, hogy a jol
emulgeald tartomanyban keletkez6 emulzid hasonlit legjobban a valos kitermelési koriilmények kozott
keletkez6 emulzidhoz.

7. IRODALOMJEGYZEK

[1]  Rellegadla, S., Prajapat, G., & Agrawal, A., Polymers for enhanced oil recovery: fundamentals and se-
lection criteria, Applied microbiology and biotechnology, Springer, 2017, 101(11), 4387-4402.

[2] Green, D. W., & Willhite, G. P., Enhanced oil recovery, Henry L. Doherty Memorial Fund of AIME,
Society of Petroleum Engineers, Richardson, 1998

[3] Fink, J. Oil field chemicals. Elsevier, USA, 2003

[4] Sheng, J. J. Modern chemical enhanced oil recovery: theory and practice. Gulf Professional Publishing,
2010

[5] Kothencz. R., Nagy, R., Bartha, L., & Vago, A., Improvement of the Selection Method of Surfactants
and Their Mixtures for Chemical Enhanced Oil Recovery, Chemical Engineering Comunications, Tay-
lor & Francis, 2017, 204(4), 440-444

[6] Nagy, R., Sallai, R., Bartha, L., & Vagé, A. (2015). Selection method of surfactants for chemical en-
hanced oil recovery. Advances in Chemical Engineering and Science, 5(02), 121.

[7] Adams, F., Kabalnov, A. S., Petsev, D. N., Obey, T., Vincent, B., Kunieda, H., ... & Weers, J. G., Mo-
dern aspects of emulsion science. Royal Society of Chemistry, Cambridge, 2007

22 Miiszaki Szemle o 78



Rend a rendezetlenségben — grafelméleti példakkal

Order in the chaos with examples from graph theory

KASA Zoltin

Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem
Marosvasarhelyi Kar
e-mail: kasa@ms.sapientia.ro

Abstract

This is a kind of graph-theoretic essay, with new perspectives rather than new results, though there are too (e.q.
theorems 2 and 4). In randomly created structures (be they natural or artificial) very often there exist ordered
substructures. We will present here some of such structures in graph theory.

Keywords: random structure, complete graph, Hamiltonian path, Hamiltonian cycle, De Bruijn graph

Kivonat

Ez az irds egyféle grafelméleti esszészeriiség, inkabb vj szemlélettel, mint uj eredményekkel, bar vannak
ilyenek is (pl. 2. és 4. tétel). Azt vizsgaljuk, hogy egy struktura, legyen az barmennyire is véletlenszeriien,
rendezetleniil létrehozva, tartalmazhat-e valamilyen rendezett részstruktiirdt.

Kulcsszavak: véletlenszeri struktirak, teljes graf, Hamilton-it, Hamilton-koér, De Bruijn-graf

1. BEVEZETES

Ha alaposan megfigyeliink barmilyen rendezetlen struktidrat, észrevehetjiik, hogy valahol, valamilyen
moédon van benne rend. Ezt a rendet keressiik a grafelméletben!

Szemerédi Endre” nyilatkozta egy interjiban: ,,A véges objektumokban mintazatokat, kiilonbozo
alakzatokat keresiink, illetve azt, hogy milyen feltételek mellett jonnek 1étre bizonyos alakzatok — ez az egyik
alapkérdés. Egy kicsit nagyképli vagy filozofikus megfogalmazas szerint azt szeretnénk bizonyitani, hogy
minden kdoszban van rend. Tehét ha on direkt rosszindulatian ad nekem egy struktirat, abban is meg lehet
talalni a rendnek tekinthetd részleteket. Legyen mondjuk hat pont, és én azt mondom, hogy ezeket 6n kosse
Ossze kék és piros ceruzaval Osszevissza, létrehozva egy élekbol és csomdpontokbol allo, ugynevezett teljes
grafot. Mi lenne ebben egy szép alakzat? Mondjuk harom pont, amelyeket 0sszekdto €lek azonos szintiek.

//////

talalni benne harom ilyen pontot.””

2. REDEI TETELE ES KOVETKEZMENYEI

Egy utat Hamilton-iitnak neveziink, ha tartalmazza a graf dsszes csicsat. Egy kor, amelyik tartalmazza a
graf minden csdcsat, Hamilton-kor.

Irdnyitott grafokban irdnyitott Hamilton-ttrél beszéliink. Rédei Laszlor kovetkezd érdekes eredménye
szerint egy véletlenszerlien felépitett teljes grafban 1étezik bizonyos rendezett alstruktira. [2]

* Szemerédi Endre (1940-) Abel- és Széchenyi-dijas magyar matematikus, egyetemi tandr, a Magyar Tudoményos
Akadémia rendes tagja. Nemzetk6zi tudomanyos ismertségre kombinatorikai, szamelméleti és algoritmuselméleti
kutatdsaival tett szert.

T https://tinyurl.com/32f99fwt

tRédei Laszl6 (1900-1980) Kossuth-dijas matematikus, szegedi egyetemi tandr, a magyar absztrakt algebrai iskola
megalapozdja. A Magyar Tudomdnyos Akadémia rendes tagja.
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1. tétel. [Rédei] Egy legalabb két csucsu teljes graf éleinek tetszbleges iranyitdsaval kapott grafban
mindig van irdnyitott Hamilton-iit.

Ebben a tételben az a szép, hogy a teljes grafot tetszéleges mddon iranyitva, egy latszdlag teljesen
rendezetlen grafot kapunk, de az igy kapott grafban mégis mindig van irdnyitott Hamilton-tit.

Az aldbbi két példaban (1. dbra) az élek egy-egy irdnyitdsat lathatjuk egy négycsticsu teljes grafban, és
pirossal a Hamilton-utakat. Itt lathatd, hogy az élek tetszOleges iranyitasaval iranyitott Hamilton-kér nem
mindig létezik. Mindkét esetben a 3-as csticsba csak befut6 élek vannak, tehat Hamilton-kor 1éte kizarhato.

1. dbra. Hamilton-utak egy négycsiicsu teljes grdafban

Vajon milyen feltételek mellett lenne biztositva a Hamilton-kor 1éte egy teljesen véletlenszeriien iranyitott
teljes grafban? Arra gondolhatnank, hogy elegendd lenne, ha kik6tnénk, hogy minden csucs esetében legyenek
befut6 és kifuto élek. A 2. dbra példa arra, hogy ez nem elég. Itt a pirossal rajzolt két kor biztositja a fenti
feltételt, a graf mégsem tartalmazhat Hamilton-kort, mert a két piros kor kozott csak egy irdnyban vannak élek.
Ha a jobb oldali piros korbol atmegyiink a bal oldaliba, onnan mar nem tudunk visszajutni, tehat nem létezhet
Hamilton-kor.

S

2. ébra. Példa egy hatcsiicsii teljes grdfra, amelyben nincs Hamilton-kor

Az a feltétel, hogy minden csucs esetében legyenek befutd és kifuto élek viszont elegendé ahhoz, hogy
biztositsa, hogy a grafban legyen iranyitott kor. Kijelenthetjiik a kovetkez6 tételt.

2. tétel. Egy legalabb harom csucsu teljes graf éleinek olyan tetszéleges iranyitasaval, hogy minden
csicsba legyen befuto él, és minden csiicsbol legyen kifuto él, biztosithato, hogy a kapott grdfban mindig legyen
irdnyitott kor.

Ezt konnyli belatni, hisz ha elindulunk egy csucsbodl, egy iranyitott élen atmegyiink egy szomszédos
csicsba, ahonnan ugyantigy folytatjuk tovabb, és ha mar nem tudunk tovabb haladni, akkor visszaértiink egy
mdr érintett csticsba (amely akar a kiinduld cstics is lehet), és ezzel bezarul egy kor.
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3. RAMSEY-TIiPUSU SZELSOERTEK-FELADATOK

Bizonyitsuk be, hogy egy legaldbb hattagi tarsasdgban mindig vannak hdrman, akik kdlcsondsen ismerik
egymdst vagy kolcsondsen nem ismerik egymadst (az ismeretséget kdlcsonosnek tekintjiik). Legyenek a graf
csucsai a tarsasdg emberei. Jeloljiik piros éllel, ha két ember ismeri egymast, és kék éllel ha nem (3. dbra bal
oldali grafja). Valasszuk ki az x; cstcsot és az xz, x3, xa, Xs, X6, csucsokat. Mivel x; 6t éllel van 6sszekotve a tobbi
csuccsal, és ezek két szinnel vannak kiszinezve, az 6t ¢l koziil, legalabb harom azonos szindi, példaul piros. Az
abran feketével szaggatottan rajzolt él mindegyike lehet akar piros, akar kék. Ha az {x», x3} €l piros, akkor a
grafban van piros hdromszog {xi, xo, x3}. Ugyanez igaz az {x3, x4} és {x», x4 } élekre is. Ha viszont ezek egyike
sem piros, akkor mindhdrom kék (az dbrdn szaggatottan), és akkor van a grafban kék hiromszog.

A feladat dgy is megfogalmazhatd, hogy barmely legaldbb hat cstcsu grafban vagy a komplementerében
van hiromszog. (A piros élek a grafban vannak, a kékek a komplementerében.) Van olyan szinezése egy
Otcsticsu teljes grafnak, amelyben nincs egyszinii haromszog (3. abra jobb oldali grafja). Tehat 6 az a legkisebb
szdm, amelyre a fenti tulajdonsag igaz.

3. dbra. R(3,3) = 6

A feladatot meg lehet fogalmazni hdrom szinnel is. Ha hdrom szinnel szinezziik ki egy legaldbb 17 csicsd
teljes graf éleit, akkor mindig van benne egyszinli haromszdg. A bizonyitas hasonld az eldbbi esethez. Az xo
csucs Ossze van kotve minden tovabbi csticcsal a harom szin valamelyikével szinezett éllel (4. abra bal oldali
grafja). Ezen 16 ¢l koziil legalabb 6 azonos szintl, példaul piros, és legyenek ezek xi, x», ..., xs. Ha ezen utébbiak
koziil barmely kettd piros €llel van Osszekotve (az abran szaggatott vonallal, de nincs minden ilyen él
berajzolva), akkor piros haromszog keletkezik. Ha ezen utébbi élek koziil egyik sem piros, akkor kék vagy zold.
Az xi, x2, ..., X6 csucsok, a koztik futd megfeleld élekkel, egy két szinnel szinezett 6 cstcsu teljes grafot
képeznek, és ebben az el6z6 eredmény alapjan mindig van egyszinii haromszog (kék vagy zold). Es ezzel a
bizonyitéast befejeztiik. Hogy 17 a legkisebb olyan szdm, hogy a harom szinnel val6 szinezésben a 17 cstcsu
teljes grafban mindig van egyszinii hAromszdg, a 4. abra jobb oldali 16 csticsu teljes grafja bizonyitja, amelyben
nincs egyszinli haromszog.

4. dbra. R(3,3,3) = 17

A fiatalon elhunyt Frank Ramsey® matematikus irta, hogy: ,,egy elég nagy rendszerben, még ha
rendezetlen is, kell lenni valamilyen rendnek”. Az elobbi feladat (egy legalabb hattagu tarsasdgban mindig
vannak hdrman, akik kolcsondsen ismerik egymadst vagy kolcsondsen nem ismerik egymadst) dltaldnositdsa

$ Frank P. Ramsey (1903—-1930) brit matematikus, filozéfus, kozgazdasz
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Ramsey nevéhez fiizédik. Jeldljiik K,-nel az n-csicst teljes grafot. Legyen R(m,k) az a legkisebb természetes
szam, amelyre egy n > R(m,k) csticcsal rendelkez6 grafban van K, részgraf vagy a komplementerében van K
részgraf. Mas megfogalmazasban: ha egy n > R(m,k) csticcsal rendelkezd6 teljes graf éleit két szinnel szinezziik
ki, akkor mindig van benne egyszinii K, részgraf vagy egyszinili K; részgraf. Extrém grafoknak nevezziik azokat
az R(m,k)—1 csucsu grafokat, amelyekre ez a tulajdonsidg nem igaz.

Példaul: R(3,3) = 6. Extrém graf az 5-cstcsu kor. (A 3. dbra jobb oldali gréfjdban a piros élek a grafhoz,
a kékek a komplementer grafhoz tartoznak.)

Az R(m,k) pontos értéke csak néhiny esetben ismert. Az aldbbi tdblazatban tobb helyen pontos érték
helyett intervallum van megadva.

m\k[3]4] 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10 |

3 [[6]9] 14 18 23 28 36 [40,43]

4 18] 25 3541] | [49,61] | [56,84] | [73,115] | [92,149]

5 [43,49] [ [58,87] | [80,143] | [101,216] | [125,316] | [143,442]
6 [102,165] | [113,298] | [127,495] | [169,780] | [179,1171]
7 [205,540] | [216,1031] | [233,1713] | [232,2826]
8 [282,1870] | [317,3583] | [377,6090]
9 [565,6588] | [580,12677]
10 [798,23556]

5. dbra. Néhdny érték R(m,k)-ra™

Konnyt bizonyitani, hogy: R(1,k) = R(k,1) = 1, R(2,k) = R(k,2) = k. Altaldnosan: R(m,k) = R(k,m).

Be lehet bizonyitani, hogy R(m,k) 1étezik, minden nullatél kiilénb6z6 m és k természetes szdmra. Erdos
Pal't és Szekeres Gyorgy* bebizonyitotta a kovetkezo tételbeli felso hatart [1]. Az als6 hatar kevésbé fontos, de
erre is van képlet [5].
3. tétel. [1,5] R(m,k) létezik tetszbleges m,k € N* értékekre, és mk—min(m,k) <R(mk) < (mr;l; k I 2 ).

Az alabbi H3..1 grafokat, amelyek kapcsolédnak az alsé hatdr egy specidlis esetéhez, Andrasfai-grafoknak
nevezzilk, mivel Andrasfai Béla® irta le el6szor. [1]

Legyen adott a Hz-; graf, amelynek csicsai ai, aa, ... , a1 egy koron szabalyosan elhelyezve, és
amelyben élekkel kotjiik 6ssze azokat, amelyeknek tdvolsdga nagyobb, mint a korbe irhat szabalyos haromszog
oldala. Igy példdul a; 6ssze van kotve az ai1, ... , ax csicsokkal.

** https://mathworld.wolfram.com/RamseyNumber.html

Tt Erdds Pal (1913-1996) vilaghirii magyar matematikus, a Magyar Tudomanyos Akadémia tagja, aki féleg
szamelmélettel, kombinatorikaval és grafelmélettel foglalkozott

# Szekeres Gyorgy (1911-2005) magyar-ausztrdl matematikus, a Magyar Tudomanyos Akadémia tagja, aki
grafelmélettel, kombinatorikdval és szamelmélettel foglalkozott

% Andrasfai Béla (1931. februdr 8. —) matematikus, a budapesti Miiszaki Egyetem nyugdijas docense, az Andrasfai-graf
névadéja
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ag a

a7 7 3 a9

ae as

as ay

6. dbra. Hs grdf

Hsi-1 nem tartalmaz hdromszoget, és legfeljebb k fiiggetlen csticsa van (pl. ai, ay, ..., ax), ezért R(3,k+1)
> 3k, vagy R(3,k) > 3(k-1).

L @

n=1 n=2 n=3

n=7 n=§ n=9

7. abra. Andrdsfai-grdfokn = 1, 2, ... ,9 értékekre

A Szemerédi-féle regularitdsi lemma olyan grafelméleti tétel™”, amely szintén a rendet keresi a
rendezetlenségben, azaz igen nagy véletlenszeri grafokban talal valamilyen rendezett struktirat. A lemma
szerint minden, kellden nagy graf csticsainak a halmaza feloszthatd olyan hasonld méretii részhalmazokra,
amelyek esetében a részhalmazok kozotti élek csaknem véletlenszeriiek. [9]

“* A tétel nevében megmaradt a lemma sz6, mivel Szemerédi Endre annak idején lemmaként hasznalta.
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4. DE BRULJN-GRAFOK

Azt, hogy a rendezetlen nagyméretli struktiraban van rendezett alstruktura, azt lattuk. Az a kérdés, hogy
egy rendezett struktiraban lehet-e rendezetlen alstruktira. Egészen kisméretii biztos lehet, de nagyméretii lehet-
e? A kovetkez6kben a De Bruijn-grafokrdl lesz szo, amelyek nem a rendezetlenség, hanem éppen ellenkezéleg
a rendezettség, a rend, a harmonia képviselodi. [6]

Szogrdf alatt olyan grafot értiink, amelyben a csticsok k hosszisdgu szavak'f, irdnyitott él van az aia...ax
csucsbol a b1bs...bi csucsba, ha azas...ar = bibs...bi .

Ha V = A (azaz, a csticsok halmaza az 6sszes k hosszisagu szd), ahol A = {ai, ay, ..., a4}, akkor a graf neve
De Bruijn-grdf, jelolése pedig B(q,k). Példaul, ha A = {0, 1}, akkor g =2, és ha k = 3, akkor a kovetkezd De
Bruijn-gréfot kapjuk:

001 (011
(o0 @@ 3
100 110

8. abra. B(2,3) De Bruijn-grdf
Ebben a grafban két irdnyitott Hamilton-kort is taldlunk. Ezek:
000, 001, 011, 111, 110, 101, 010, 100, 000 és 000, 001, 010, 101, 011, 111, 110, 100, 000.

Ha elhagyjuk a vesszoket, az egymas melletti szavakat 0sszecsusztatjuk (a kozos részeket csak egyszer
irjuk le), és az utolsé betlt is elhagyjuk, akkor ezeket kapjuk: 0001110100 és 0001011100, és az igy kapott
szavakat De Bruijn-szavaknak nevezziik, és ezek tulajdonképpen De Bruijn-utaknak felelnek meg, de, ha
megegyezilink abban, hogy az utolsé betli utan mindig 0 kovetkezik, akkor tekinthetjiik tgy, hogy De Bruijn-
korokrol van szo.

A B(g,k) De Bruijn-griftban 0sszesen
novelt értékeivel gyorsan nd.

k—1
14
% irdnyitott Hamilton-kor van. Ez a szam ¢ és k
q

graf | Hamilton-korok szama
B(2,3) 2
B(3,2) 24
B(3,3) 373248
B(3,4) 13824 - 10077696°

9. dbra. Irdnyitott Hamilton-korok szdma

A B(3,2)-ben a kovetkez6 24 iranyitott Hamilton-kor van:

0010211220 0020122110 0010221120 0020112210 0011021220 0022012110
0011022120 0022011210 0011202210 0022101120 0011210220 0022120110
0011220210 0022110120 0011221020 0022112010 0012022110 0021011220

7 1tt szo alatt egy adott abécé (jelek véges, nem iires halmaza) egymas mellé helyezett betiiibol képzett fiizért értjiik.
Példaul, ha az abécé A = {a, b, 1, 2, 3}, akkor szavak lehetnek: ab, aa, 1ba2, 221 stb.
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0012110220 0021220110 0012202110 0021101220 0012211020 0021122010

A B(3,2) grafban (10. dbra, jobb oldalt) két irdnyitott Hamilton kort rajzoltunk be, az egyik élei zoldek, a
masiké pirosak. Lathatjuk, hogy a két irdnyitott Hamilton-kornek nincsen kozos éle, az ilyen esetben azt
mondjuk, hogy ez két Hamilton-kor élfiiggetlen.

Mivel rengeteg Hamilton-kor van, feltevodik a kérdés, hogy ezek koziil hdny paronként élfiiggetlen
Hamilton-kor 1étezik. Lathat6, hogy a B(3,2)-ben két élfiiggetlen Hamilton-kor van. Tobb nem lehet, mert a 00,
11 és 22 csuicsokbdl két €l fut ki mas csticsokba, egy pedig onmagaba, tehit ezeken csak két Hamilton-kor mehet
at. Hasonl6 megfontolds alapjan, a B(g,k) grafban is legfeljebb g—1 paronként élfiiggetlen Hamilton-kor 1étezhet.
Az a kérdés, hogy van-e ennyi? A rendezettnek tekintheté De Bruijn-grafban az 0sszes iranyitott Hamilton-kor
halmaza rendezetlen struktiranak tiinik, és kérdés, hogy ebben létezik-e g—1 élfiiggetlen Hamilton-kor (azaz
egy rendezett alstruktdra.) Johny Bond## és Ivanyi Antal®$ sejtése alapjan pontosan ennyi van.

10. &bra. B(3,2) De Bruijn-grdf

1. sejtés. [3] Ha g > 2 és k > 2, akkor a B(g,k) grafban 1étezik g—1 paronként élfiiggetlen iranyitott
Hamilton-kor.

Egyeldre a sejtést nem sikeriilt bizonyitani, csak annyit, hogy legaldbb ¢/2 élfiiggetlen Hamilton-kor
1étezik minden B(g,k) grafban. [7]

A B(5,2) grafban a kovetkezo irdnyitott Hamilton-korok élfiiggetlenek:

00102112041422430332313440
00203223012133140443424110
00304334023244210114131220
00401441034311320221242330

Meg lehet figyelni, hogy a mdsodik Hamilton-kdrt gy kaptuk meg az els6bdl, hogy 1 helyett 2-t, 2 helyett
3-t, 3 helyett 4-et, 4 helyett pedig 1-et irtunk. A nulldk valtozatlanok maradnak. Hasonléan képezziik a
kovetkezoket is mindig az el6zobol. Az a kérdés, hogy az igy kapott Hamilton-korok mindig élfiiggetlen
Hamilton kort adnak-e. Konnyl beltni, hogy ez nem igaz mindig, példaul a B(3,2) gratban 0010211220 és
0020122110 mindegyike Hamilton-kérnek felel meg, de van kozos éliik, példaul az 122-nek és a 211-nek
megfeleld €lek, azaz az 12 és 22, valamint a 21 és 11 csucsok kozottiek. A 11. abran pirossal rajzoltuk az egyik,
kékkel pedig a masik Hamilton-kor €leit. A szaggatott vonallal rajzoltak pirosak is, meg kékek is.

# Johny Bond roméniai szdrmazasu francia matematikus
8% Jvanyi Antal (1942-2017) magyar informatikus, egyetemi tanar az ELTE-n
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Az viszont elképzelhetd, hogy minden esetben vannak ilyen modon képzett élfiiggetlen Hamilton-korok.
Ha a B(q,k) grafban adott egy H; Hamilton-kor, képezziik a kdvetkez6 Hamilton-koroket: a H-t ugy kapjuk meg
a Hi1-bol (i=2,3,...,q-1), hogy elvégezziik a kdvetkez6 cseréket:

1—-2

2—-3

g2 —qg-1

g-1 —1

és a 0 nem valtozik.

Legyen 1 az a morfizmus (,,fliggvény’), amely a fenti cseréket elvégzi.

_(00),.

(o) D

11. abra. Két nem élfiiggetlen Hamilton-kor (a szaggatottan rajzolt élek kozdsek).

A B(5,2) grafban a kovetkezé H; =00102112041422430332313440 iranyitott Hamilton-korbol kiindulva,
a fenti médszerre élfiiggetlen Hamilton-korok keletkeznek:

H,=00102112041422430332313440, u(H)) = H,,
H>=00203223012133140443424110, u (H>) = H;,
H; =00304334023244210114131220, u (H3) = Hs,
H,=00401441034311320221242330, u(Hs) = H..

Ezen De Bruijn-szavakat reprezentativ De Bruijn-szavaknak nevezziik. A 12. dbra tdbldzatdban néhdny
ilyen sz6 van. Ezeket el6allitani nem konnytl, mert ahogy n6 a q €s k értéke, exponencialisan né a program
futasi ideje.

Hy

0011220210

0021011220

00010021011022202012111221200

00102113230331220

00102313033211220
000100210110201202310301311121130221232031323003332133122330322200
000100210110201202310301311121130223323003132123203330322213312200
00102112041422430332313440

0010211204131403325235505154534422430
00102112041306140315055162252353436442463326545660

B W W W

o |

BN W W R W N

12. dbra. Néhdny reprezentativ De Bruijn-szo
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Adoddik a kovetkezd sejtés.

2. sejtés. [4] Barmilyen g > 2, k > 1 értékekre a B(g,k) grafban létezik egy olyan H, irdnyitott Hamilton-
kor, hogy a fenti eljardssal kapott H», Hs, ... , H, 1 irdnyitott Hamilton-korok a Hi-gyel egyiitt paronként
élfiiggetlenek.

A sejtést, hogy a B(gqk) griafban g—1 élfiiggetlen Hamiltonion-kor van, a 13. dbra gréfjai is
sugalmazhatjak. Mindegyik graf ugy néz ki, mint egy virdg, amelynek ¢g—1 szirma van.

Hamilton-kort a B(q,k) grafban konnyen el lehet allitani az Gn. Martin-algoritmussal [8], amely
tulajdonképpen De Bruijn-sz6t generdl. Elindulunk & nulldval. Legyen sis>...s, az eddig generalt betlisorozat (a
legelején n = k), ekkor az (n+1)-edik pozicidban folytatasként prébalkozunk (g—1)-nel (a betiik 0-tdl g—1-ig
vannak jelolve). Utdna megvizsgaljuk, hogy ha az el6z0 részben (azaz az sis»...sn-ben) nem szerepel mar sn-
28n-k+3...SnSn+1, akkor j6 a (g—1), de ha igen, akkor folytatjuk eggyel kisebb értékkel, és igy tovdbb. Ha médr nem
tudjuk folytatni, akkor az algoritmus befejezddik, és az eredmény a megfelelé De Bruijn-szé. Példaul: g = 3, k
= 2-re ezt kapjuk: 0022112010. (Péld4ul a 8. pozicidoban nem lehet 2, mert eltte mar van 22, de 1 sem lehet,
mivel 21 is van, ezért kell 0. Az 11. pozicidoba mar egyik sem jo, mert a 02, 01 és 00 is szerepel mar az el6z6
részben. Ezért az algoritmus véget ér.) Sajnos ez az algoritmus soha nem generdl olyan H; Hamilton-kort,
amelyre az elébbi modszerrel eléallitott H,, Hs, ... H,1 Hamilton-korok élfiiggetlenek legyenek. De
elképzelhetd, hogy a Martin-algoritmushoz hasonld, de mas algoritmus képes erre. Ez egyben bizonyitand is a
masodik sejtést, amelyet mds mdédszerrel igen nehéz lenne bizonyitani.

B(9,2)

13. abra. De Bruijn-grdfok — hurkok és irdnyitdsok elhagydsdval
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4. tétel. A Martin-algoritmus soha nem allit el6 reprezentativ De Bruijn-szot.

Legyen adott a kovetkezd dbécé: A ={0,1, ..., q—1}, ahol q > 2. A Martin-algoritmus kezdetben k nulldval
kezdi a B(q,k) szd felépitését, majd mindig a lehetd legnagyobb értéki ,betlit” teszi a kovetkezd helyre,
amennyiben ezen betii az elétte 1évo k—1 betiivel nem szerepel részszoként az addig felépitett szoban, kiilonben
eggyel kisebb értékii betiit valasztunk. Az igy eldallitott De Bruijn-sz6 tartalmazza a kovetkezd szot:

0(g— 1)(@— 1)~ ~(g— L);

k-szor

Azt 01...1 allitjuk, hogy is része a De Bruijn-szénak. Ha .. .1 ez nem
igy lenne, akkor “~——lenne ' e
része, ahola=0,1. Mivel 1---1(¢g—1), 1---1(¢—2),..., 1...1 2 azrészszavak benne
N — N — T N

(/\‘—- 1 )—szor (k—1)-szer (/\'— 1 )—szor

vannak a De Bruijn-széban, ¢1-.-1 benne lesz is. Ebben az esetben a kdvetkezd részszavak is
benne lesznek:

A'- SZor

by Lessd (d— 1) o Losel (@ 2)5 wass Byo L sus 1 2
(I\‘* 1 )-szur (/\7 1 )—szvr (I\* 1)—514:1‘

De ekkor by, by, ... , b2 paronként kiilonb6zok, és kiilonbéznek az 1, 0 és a értékektdl is. De ez lehetetlen,
mert ekkor g—1 valtozo (a b-€k €s a) csak q-2 érteket vehet fel. Ezért az dllitasunk, hogy a nem lehet nulla,
hamis. Es mivel

n0(@—-1)(¢g—-1)...(¢—1)) =01---1

k-szor

k-SZOl’

ezért az igy keletkezett De Bruijn-sz6 nem lehet reprezentativ, 0l---1  mert megjelenik egy masik
De Bruijn-szoban is, tehat a két megfelelé6 Hamilton-kornek van egy fesor k6208 éle.

5. OSSZEFOGLALAS

Az els6 grafelméleti feladatot (a konigsbergi hidak problémajat) Euler oldotta meg 1736-ban. Az els
konyv 1936-ban jelent meg Konig Dénes tollabol. A grafelmélet gyors fejlodése a masodik vildghabort utan
kezdddott, és ma mar a matematika kiilon aga rengeteg gyakorlati alkalmazassal. A kiillonb6z6 haldzatok
megjelenése szitkségessé tette a nagy grafok vizsgilatat. Jelen cikkben azt vizsgaltuk, hogy milyen médon
jelennek meg rendezett strukturak (teljes grafok, kiilonféle utak és korok) a véletlenszeriien szervezett (azaz
teljesen rendezetlen) grafokban.

IRODALMI HIVATKOZASOK
[1] Andrasfai Béla: Ismerkedés a grdfelmélettel, Tankonyvkiado, Budapest, 1971.

[2] Claude Berge: Théorie des graphes et ses applicatuions, Dunod, Paris, 1967. (romanul: Teoria grafurilor si
applicatiile ei, Editura Tehnica, Bucuresti, 1969)

[3] Johny Bond, Antal Ivanyi: Modelling of interconnection networks using De Bruijn graphs, in: Third Conference of
Program Designer, Ed. A. Ivanyi, Budapest, 1987, pp. 75-87. https://tinyurl.com/2p8rzfmf

[4] Zoltan Kasa: On arc-disjoint Hamiltonian cycles in De Bruijn graphs, https://arxiv.org/abs/1003.1520

[5] Zoltdn Kédsa: On k-thin sets and their relation to generalized Ramsey number, Studia Universitatis Babes-Bolyai,
Mathematica, 20 (1975) 54-59.

[6] Kasa Zoltan, Anisiu Mira-Cristiana: Szavak bonyolultsaga, in: Ivanyi Antal (szerk.): Informatikai algoritmusok II1.,
Budapest, mondAt Kiadé, 2013, pp. 1697-1739., ISBN 9789638759689 (angolul:
https://www.researchgate.net/publication/274735246_Complexity_of_words )

[7] Yaw-Ling Lin, Charles Ward, Bharat Jain, Steven Skiena: Constructing orthogonal de Bruijn sequences, in
Algorithms and Data Structures, Lecture Notes in Computer Science, 2011, Volume 6844/2011, pp. 595-606.

[8] M. H. Martin, A problem in arrangements, Bull. A.M.S. 40 (1934) 859-864.

[9] Szemerédi-féle regularitdsi lemma, Wikipédia, https://hu.wikipedia.org/wiki/Szemerédi-féle_regularitdsi_lemma

32 Miiszaki Szemle o 78



