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A haromszog-egyenlotlenség alkalmazasai 11.

III.

Ha a és b tetszbleges valds szamok, akkor abszolut értékiikre teljesiil, hogy
la + 0] < |a|] + |b]. Ezt nevezziik a valds szdmokra vonatkozé héromszog-egyenlt-
lenségnek. A bizonyitds pl. négyzetre emeléssel torténhet, hiszen barmely = és y

, / 2 2 , ’ / . 1 ,
valds szémra |z|” = x*, tovabbd |z| - |y| = |ryl, ezért ekvivalens egyenlStlenségekkel
dolgozva

la +b| < |a] + 0],
la+b* < (Jal + b)),
(a+1b)* < a®+2[alb + b7,
2ab < 2|ab|,

ami az abszolutérték definiciéja miatt igaz. Egyenl6ség csakis akkor all fenn, ha
a szamok elGjele azonos.

A haromszog-egyenlStlenség véges sok valds szamra:
|1 + @2 + ...+ x| < r| + |22+ .o+ 0]
Ennek igazoldsa teljes indukciéval nem nehéz.
12. példa. Legyenek adottak az a < b valds szamok. Igazoljuk, hogy a valds
szamokon értelmezett f(x) = |x — a| + |x — b| figgvény minimdlis értéke b — a, me-

lyet pontosan akkor vesz fel, ha a < x < b.

Megoldas. Felhasznélva, hogy tetszéleges valds szémokra |x| + |y| = |z + yl,
valamint |a| = |—al, kapjuk:

flx)=lzr—al+|z=b=lz—al+|b—z|=Z|x—a+b—2x]|=b—a,

tovabba egyenloség pontosan akkor, ha = —a és b— x elgjele azonos, vagyis
a<x<hb.

13. példa. Hatdarozzuk meg a valds szamokon értelmezett

a) f(@) =z + 1]+ |z] + [z — 2|,
b) glx)=lz+1|+|z—2|+|x—3|+ |z -7

fiigguény minimalis értékét és a minimumhelyét.
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Megoldas. Tekintsiik a szamegyenesen azokat a helyeket, ahol az abszolit-
érték jeleken beliili kifejezés értéke 0 és az el6z6 példa allitdsanak megfelelden
végezziink becsléseket.

a) f@)=le+1+2-z|+|z| 2|z +1+2—2[+[z[ =3+ |z]| >3,

tovabba egyenloség pontosan akkor all fenn, ha = = 0, ez a minimumbhelye.

b) glx)=le+1+|T—z|+|z-2|+[3—2| >
Zle+1+7—2/+]jx—243—-2|=84+1=9,

tovabba egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha —1 <x <7 és 2 <z < 3, azaz
2 < z < 3, igy ezek mindannyian minimum helyek.

Megjegyzés. A megolddsban leirt médon kereshet6 meg az
fx) =z —ai|+|zx—az| +... + |z — an|

fiiggvény minimuma, ahol az a;-k adott valds szdmok. Pédratlan n-re az a) esettel, paros
n-re pedig a b) esettel analég eredmény adédik. Ennek a probléménak pl. a statisztikdban
van szerepe: az un. eltérésosszeg fliggvénynek a median zérushelye lesz.

14. példa. Mutassuk meg, hogy ha x, y, z valés szamok, akkor
lo| + |yl + |zl <z —y+ 2|+ |z 4+y— 2|+ |-z +y+ 2]

Megoldas. Vegyiik észre, hogy

TH+Yy—z T—Yy+z
> T T

igy a hdromszog-egyenlétlenség szerint

rTt+y—=z r—y+z

| g [ 32/ LSl
Ugyanigy becsiilheté meg feliilrdl |y| és |z] is. A hdrom egyenlStlenséget dsszead-
va adddik a bizonyitandd allitdas. Az egyenldség esetének vizsgdlatat az olvaséra

hagyjuk.

15. példa. Az a, b, ¢ adott valds szdmok olyanok, hogy |x| <1 esetén
laz? + bz + c| < 1]. Igazoljuk, hogy akkor |x| < 1 esetén |cx® + bx + a| < 2.

Megoldas. A hiromszog-egyenlétlenség, valamint 0 < 1 — 22 < 1 miatt
lcx? +bx +a| = |cx® —c+c+br+a| < |cx® —c|+|c+br+a|l =
= |e[(1 = 2%) + |c + bz + a| < || + |bz + ¢ + al.

Legyen x = 0, ekkor a feltétel szerint |c| < 1. Mivel f(x) = bx + ¢ + a linedris
fiiggvény, igy a [—1;1] intervallumon maximdlis értékét valamelyik végpontban
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felveszi. Tekintettel arra, hogy f(1) =a+b+c¢, f(—1) = a—b+ ¢, a feltétel szerint
pedig ezek abszolut értéke legfeljebb 1, kapjuk, hogy
lcx® +bx+al <|e|+|bx+ctal <1+1=2,

amit éppen bizonyitani szerettiink volna.

IV.

Ha 21 és 22 komplex szamok, akkor teljesiil rajuk, hogy |21 + 22| < |21 + |22],
ahol |z| a z komplex szdm abszolit értékét jeloli. Egyenldség pontosan akkor, ha
21 = Azg, ahol X\ pozitiv valds szdm. Ennek az allitdsnak a bizonyitdsa konnyen
jon abbdl, ha tudjuk, hogy a komplex szamok azonosithaték a sik helyvektoraival.
Természetesen algebrai tton is beldthaté az abszolut érték definicidja, valamint
mechanikus szamolas segitségével. Most is érvényes természetes altalanositas:

|21+ 204+ ...+ 2o < 21|+ 22| + .- 4 |20
16. példa. Bizonyitsuk be a 2. példaban szerepld dllitast komplex szdmok se-
gitségével.

Megoldas. Mivel a z = a + bi komplex szdm abszoliit értéke |z| = va? + b2,
ezért a haromszog-egyenlotlenség komplex szamokra érvényes alakjat felhasznédlva

V1t a2+ /1T+92 + V1422 = 1+ ai| + |1+ yi| + |1+ zi] >
> [3+i(z+y+z)|=3+i=+10.

A feladat &llitasa konnyen altalanosithaté n darab pozitiv szamra, melyek
osszege 1. Ha x1,29,...,2,, > 0és 21 + 2o + ... + 2, = 1, akkor

\/1+x§+\/1+x§+...+\/1+x,%>\/1+n2.

A megoldas hasonléan torténhet, mint hdrom valtozé esetén.

17. példa. Bizonyitsuk be, hogy az ABCD konvex négyszogre
AB-CD+ BC-DA > AC - BD.
Mikor teljesiil eqyenldség?

Megoldas. Helyezziik el a négyszoget a komplex szamsikon és feleltessiik meg
az A, B, C, D csicsoknak rendre az a, b, ¢, d komplex szdmokat. A bizonyitandé
allitassal ekvivalens, hogy

b—al-|d—c|+|c—=0b-|d—a|] =]|c—al-|d-1|

Ismert, hogy tetszdleges z1, zo komplex szdmokra |z1| - |22| = |2122|, ezért a hdrom-
szog-egyenlotlenséget is figyelembe véve
|(b—a)( d—c|+’c— —a)| > |(c—a)(d
|bd — be — ad + ac| + |cd—ac—|—ab bd| > |ed — bc—ad+ab|
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Vizsgaljuk most meg az egyenléség esetét.
Ez pontosan akkor all fenn, ha valamely A > 0
valés szamra

(b—a)(d—c)=Ac—-0b)(d - a),

azaz
a—2b d—a

= A .

c—b c—d

Ami ekvivalens azzal, hogy

ami a hurnégyszogek tétele és megforditdsa
szerint pontosan akkor teljesiil, ha az ABCD
konvex négyszog hurnégyszog.

A feladat &llitasa az un. dltaldnositott Ptolemaiosz-tétel. Ez specidlis esetként
(egyenldség) tartalmazza a mér az dkorban is ismert, hirnégyszogekre érvényes
tételt. Tovabbi alkalmazdsokat, érdekességeket illetSen javasolt irodalom: [4] és [5].

18. példa. Mutassuk meg, hogy ha P az ABC hdromszig sikjinak valamely
pontja, akkor

PA-PB+PB-PC+ PC-PA S 1
CA-CB  AB-AC  BC-BA~
(AMM)
Megoldas. Helyezziik el a pontokat a komplex szamsikon. Példaul az A pont-

nak feleljen meg az a komplex szdm, a P pontnak a p komplex szam és igy tovabb.
Ekkor a bizonyitandé allitas:

(%) p—al-lp—b |p—b[-lp— @—d'w—a|>L
lc—al-lc=b |a=0bl-la—¢c |b—c|-|b—dq]
Ismert, hogy barmely 21, zo komplex szdmokra |z1]| - |22]| = |2122| és 22 # 0 mel-
lett Ii—;‘ = |2], igy a hdromszdg-egyenldtlenséget is felhaszndlva (x)-hoz elegendd

igazolnunk, hogy

(p—a)p—b) (-bp—c  (@-cp—a)
(c—a)(c=b) (a=b)la—c) (b—c)(b—a)
Most megmutatjuk, hogy az abszolit érték jelen belilli mennyiség értéke 1.

(Ez mechanikus szamoldssal is megy természetesen, most mégis inkabb egy elegan-
sabb mddszert alkalmazunk). A kifejezés felirhaté

(p—a)(p—-0)(p—c)-

> 1.

_( 1 SR 1 R 1 _ 1)
(c—a)e—b) p-c (aBa—c p-a (b-cb-a) p-b
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alakban. Legyen P(x) legfeljebb mdsodfokt polinom, valamint a, b és ¢ paronként
kiilonboz6 szamok. A Lagrange-féle interpoldcids formula szerint

(k) P(z)=A(x=b)(x —c)+ Blx —a)(x —c)+ C(z —a)(z —b) =

:(x—a)(x—b)(x—c)( A +ﬁb+ ¢ )

ahol
_ P@ _PWy) P
= wwe=a P emat-a CTemae-n

Ha most a P(x) = 1 védlasztédssal éliink, akkor (x%) miatt

A n B n C 1
r—a x—-b z—c (z—a)(z—-0)(z—2c)
Innen = = p helyettesitéssel kapjuk az dllitasunkat.

Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy n paronként kiilonb6zé helyen ismert a legfeljebb
(n —1)-ed fokd P(x) polinom értéke: P(z;) = y;, ahol i =1,2,...,n. A Lagrange-féle
interpolacids polinom egyértelmiien megadja a P(z) polinomot a kévetkezd alakban:

Zyz H —
J#l

A (xx) allitds a kovetkez6 gondolatmenettel is megkaphaté6. Legyen

P(z) A . B C
(r—a)(x—b)(x—¢c) x—a x—b z—CcC

)

ahol P(z) tetsz6leges, legfeljebb masodfokd polinom, valamint a, b és ¢ paronként
kiilonbozé szémok. (Elemi tortekre bontds.) Innen (z — a)-val torténd szorzds utan

At (2405,

Ha most tekintjiikk az x — a,  # a hataratmenetet, akkor

P(a)
(a —b)(a—c)

Hasonlbéan addédnak a B-re és C-re vonatkozé formuldk is.

A:

A fentebb latott gondolatmenetekre még egy szép alkalmazast mutatunk. Le-
gyenek aq,as,...,a, paronként kiilonb6z6 valds szamok, valamint 0 < k < n ter-
mészetes szam. Tekintsiik az

:Zm a;)

i=1
J#i
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Osszeget. Ekkor
0, ha0<k<n—2,

Sn(k) =141, hak=mn-—1,

Zai, ha k =n.

Induljunk ki abbdl, hogy barmely, legfeljebb (n — 1)-ed fokd P(z) polinomra
(%) T2 g
[[(z—a) =t ’
i=1
ahol A; alkalmas konstans. Akar a Lagrange-féle interpoldciés polinomot, akér
a fentebb latott, hatarérték szamitast hasznalé gondolatmenetet alkalmazzuk, kap-
haté, hogy barmely i-re

P(ai)
A= ——————
I1 (a; —a;)’
J#L
tovabba
(%) ZAZH m—aj)ZZP(GZ)H _aj
i=1  j#i i=1 j#i J

Legyen elszor P(x) = 2*+1 ahol 0 < k < n — 2 természetes szdm. A (x) Ossze-
fliggés miatt, ha = = 0, akkor

& S,(k)=0.
Z T )
J#z
A (%) formuldt a P(x) = 2! polinomra alkalmazva kapjuk, hogy
n—1 __ n—1 L — CL]
=
i=1 J;éz J

Mivel ez azonossig, ezért a jobb oldalon 4ll6 polinomban z"~! egyiitthatéja 1,

vagyis
n n—l
=1
; I] (ai —a;)
J#i
Végiil tekintsiik a P(z) = H (x — a;), legfeljebb (n — 1)-ed fokd polinomot.
i=1

Ebben a polinomban 2"~ ! egyiitthatéja Z ai, {gy (x*) miatt

n n n
al
Ya; =Y A ahol A=
i=1 i—1 [ (ai —ay)
j#i

Ezzel belattuk az S, (k) Osszegre vonatkozé mindharom &llitdst.
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Feladatok 6nall6 gondolkodasra

1. Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszog a, b, ¢ oldalhosszaira

2. Tudjuk, hogy a; > 0, b; > 0, ahol 7+ = 1,2, ..., n. Bizonyitsuk, hogy

\/a§+b%+\/a§+b§+...+ aZ +b2 >

2\/(a1—|—a2+...+an)2—|—(b1—|—bg—|—...—|—bn)2.

3. Bizonyitsuk, hogy tetszéleges a, b, ¢ valés szamokra

Va2 —a+1+V2—b+1+vVE2—c+1>Va2+02+c2+a+b+ec+3.

4. Mutassuk meg, hogyha az a, b és ¢ valos szamokra
la=b|l > |c|, |b—c|>lal, |c—al>1b],
akkor a harom szam koziil az egyik egyenld a masik ketto osszegével.

5. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan a és b valds szamot, melyekre teljesiil, hogy
minden 0 < z < 1 esetén |22 — ax — b| < %

(KéMal)
6. Mutassuk meg, hogy tetszoleges a, b, ¢ komplex szamokra
la| 4+ [b] + |c| + |a +b+4c| > |a+b| + |b+c| + |c + al.
(Hlawka)
7. Igazoljuk, hogy ha a,b, ¢ > 0, akkor
Va2 —ab+ b+ Vb2 —bec+ 2+ —ca+a?<
<a+b+c+Va2+b2+c—ab—bc—ca.
(AoPS)

8. Igazoljuk, hogy ha M és N az ABC héaromszog sikjanak két, egymastol
kiilonb6z6 pontja, akkor

CM~CN+AM-AN+BM-BN>1
CA-CB AB - AC BC-BA ~ 7

(Hayashi)
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Szakirodalom
[4] Reiman Istvdn: Geometria és hatdrteriletei, Gondolat (1986).

[5] Titu Andreescu—Dorin Andrica: Complez Numbers from A to ... Z, Birkhiuser
(2006).

Schultz Janos

Gyakorlé feladatsor 7
emelt szintli matematika érettségire i

I. rész

1. Felirjuk az 1; 2; 3; 4; 5 szdmjegyek sorbarendezésével képezhetd Osszes
otjegyli szamot.
a) Mennyi ezeknek az 6tjegyli szdmoknak az osszege? (6 pont)

b) Hény olyan szdmtani sorozat létezik, melynek els§ tagja 12345, szerepel
benne az 54 321 is, és a differencidja pozitiv egész szam? (6 pont)

2. Egy sorsjegy ara 1000 Ft. A sorsjegy lehetséges nyereményei: 2000 Ft,
5000 Ft, 20000 Ft, 100000 Ft, 500 000 F't.

Ezek valdszintisége rendre: 11%, 5%, 0,81%, 0,17%, 0,02%.

a) Mennyi a nyeremény véarhaté értéke? (3 pont)

b) Mekkora a valésziniisége, hogy nem nyeriink, ha egy sorsjegyet vésarolunk?
(2 pont)

Tiz alkalommal vesziink egy-egy sorsjegyet. Mekkora a valdszintisége, hogy

¢) legalabb kétszer nyeriink; (5 pont)

d) pontosan héromszor nyeriink? (3 pont)

3. Egy 10 cm oldald, szabéalyos hatszog alaku
fehér talca pereme mellett végiggorgetiink egy 6 cm
atméroji, alul festékes korongot. Mekkora az ilyen
moédon beszinezett teriilet? A valaszt mm? pontos-
sédggal adjuk meg. (12 pont)
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2
4. a) Adjuk meg az z = % + 3 egyenletli paraboldhoz a P(0;—1) pontbdl

hiizhaté érinték egyenletét. (8 pont)

b) Hatédrozzuk meg azokat a valés x értékeket, melyekben az f(z) = sin®x +

+ cosx fiiggvény grafikonjdnak érintje padrhuzamos az z-tengellyel. (6 pont)
II. rész

5. A pitagoreusok azokat a természetes szamokat nevezték haromszogszamnak,
amely szamu kavicsot az dbrdn lathaté médon haromszog alakba lehet rendezni.

o
) oo
o oo 0coo
o oo 0coo cooo
) oo coo 0coo0o0 00000
) oo ooo0 ocooo 0coo0o0o0 ©co0o0000
Az els6 hat haromszogszam: 1, 3, 6, 10, 15, 21.
a) Szamitsuk ki a kilencedik és a szdzadik hdromszogszamot. (2 pont)

b) Bizonyitsuk be, hogy az elsé n hiromszogszdm
n(n+1)(n + 2)

Osszege — (6 pont)

¢) A golyés piramis nevii térbeli logikai jaték ele-
meibdl ezt a tetraéderszerii épitményt kell 6sszedllitani.
Milyen magas az épitmény, ha a golydk atmérdje 2 cm?
(A megolddst cm-ben egy tizedes jegy pontossdggal ad-
juk meg.) (8 pont)

6. A hanger6t a hanghullamok intenzitdsa hatdrozza meg, amelynek mér-
W

tékegysége 5. Az egyenlonek érzékelt hangerd-kiilonbségek egyenld intenzitas-
ardnyokat takarnak. A hangeré mértékegysége a decibel.
Az emberi fiil ingerkiiszébe az Iy = 10712 % Ezt nevezziik 0 decibelnek.

Barmely mas I intenzitasi hang hangerejét a H = 10 - lg % dB képlet adja meg.

a) Hany dB a 3-10° % intenzitdst halk beszéd? (8 pont)
b) Mekkora a mennydorgés intenzitdsa, ha a hangereje 125 dB? (4 pont)

¢) Az intenzitdst 5-szorosére novelve hany dB hangeré-emelkedést ériink el?
(3 pont)
Az érzékelt hangmagassig a hang rezgésszamaval all 6sszefiiggésben. Az egyen-
l6nek hallott hangkozok egyenlé rezgésszam-aranyokat takarnak. Pl. ha egy hangot
egy masiknal egy oktavval magasabbnak érzékeliink, akkor a rezgésszama az el6b-
biének 2-szerese. A rezgésszam a hangmagassig fiiggvényében tehat exponencidli-
san no.
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A kromatikus skédla az oktavot 12 egyenlé hangkozre, in. félhangokra osztja.
Ha egy hang egy masikndl félhanggal magasabb (pl. C és Cisz), akkor a rezgésszama

R2-szorose az elébbiének.
d) Hényszorosa a nagyterc hangkozben (négy félhang) a magasabb hang rez-
gésszdma a mélyebbének? (Pontos ardnyszdmot adjon meg.) (2 pont)

e) Adjunk képletet, amellyel egy tiszta zenei hangkozrol a rezgésszamok x ard-
nya ismeretében kiszamithatjuk, hogy hény félhangnyi tédvolsdgot jelent. (4 pont)

7. a) A ferde héztetén egy kémény drnyéka épp a tetd lejtésének irdnydba esik.
Mekkora a tet6é délésszoge, ha a kémény 1 m magas, arnyéka 86 cm, és ugyanekkor
a kertben névé 120 cm-es napraforgd arnyéka 75 cm? (8 pont)

b) A telken a héz mellett szeretnénk el- kofal
kerfteni egy 450 mZ2-es, téglalap alaki kis-
kertet. Mekkorak legyenek a kiskert oldalai,
hogy a legrovidebb keritést kelljen épiteni?
(Ahol fal van, nem kell kerités. A kert mély-
sége legaldbb akkora legyen, mint a hézé.)

(8 pont)

10 m| HAZ
KERT

8. Szamitsuk ki a derékszogli koordinatarendszerben az egyenlotlenségekkel
megadott két ponthalmaz pontos teriiletét:

a)6(z+y)—2< 2?2 +y? <6(z+y)+7. (7 pont)
b) (z—3)°+1<y<5. (9 pont)
9. a) A hdromszog oldalain 5-5-5 pontot je-

I6ltiink ki. Hany haromszoget hatdroz meg a ti-
zendt pont?

Az ABC derékszogii hdromszog AB befogdja 10 egység,
BC befogdja 20 egység hosszisdgu.

Ay a B cstcsbdl az AC oldalra éllitott meréleges, By
az A1-b6l BC-re éllitott meréleges talppontja. Ugyanigy As
a Bi1-bol AC-re allitott meréleges, By az As-bél BC-re &lli-
tott merdleges talppontja, és igy tovabb.

b) Szamitsuk ki az Ay By, AsBs és A3 Bs szakasz hosszat.

(5 pont)
¢) Az eljarast a végtelenségig folytatva keletkezik a vo-
nalkézassal jelolt haromszogek végtelen sorozata. Szamitsuk

ki a hdromszogek teriiletének Gsszegét. (6 pont)
Deak Anna
Budapest
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Megoldasvazlatok a 2021/8. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenlétlenséget a valds szamok halmazdn:

YT Y (YT LB (5 pont)
3 3 3 27" pont

b) Oldjuk meg az alabbi egyenletet a [%, 57”] intervallumon:
1 +4sinz —4cos?z = 0. (6 pont)

Megoldas. a) Alkalmazzuk a hatvdnyozds azonossigait:

(3)

Wyt G) gy Ly 18y 18
3 3 3 _é 3 3 \3) 3 \3 27
cq
o (<1

2
Tehat (%)w < % = (%) LAz f(x) = (%)w fiiggvény szigorian monoton csokkend,

ezért a nagyobb értéket a kisebb helyen veszi fel, azaz a megoldéas x > 2.

W =

b) Hasznaljuk fel, hogy cos?z = 1 — sin? z. Ekkor
14+4sine —4- (1 —sin?2) =0 = 4sin’z +4sinz — 3 =0.

FEz sin z-ben egy mésodfoku egyenlet, megoldasai: sinx = _73 vagy sinx = %

1. eset: Ha sinx = _73 Ennek nincs megoldasa, mert Vo € R esetén —1 <
<sinz < 1.
. nr— L M 7. 5m § _ 5m ¢ _ 13w
2. eset: Ha sinz = 5. Mivel z € [2, 5 ], ezért x = 5~ €8 o = .
Tehat a megoldasok x; = %r és 19 = BTW

Ellen6rzés vagy ekvivalenciara valé hivatkozas.

2. a) Kata és Maté nemrég tanultdk az iskoldban az osztokat. Kitaldltak egy
jatékot. A jatékot Kata kezdi és felvdltva mondanak az n pozitiv egész szdam 08ztdi
koziil egyet ugy, hogy olyan osztot nem mondhatnak, amely kordbban mdr elhangzott.
Az veszit, aki mar nem tud ujabb osztét mondani. Hdny olyan n pozitiv egész szam

van az {1;2;3;...;25} halmazban, amely esetén Kata nyer? (4 pont)
b) Hdny olyan n pozitiv egész szdm van a {1;2;3;...;2021} halmazban, amelyre
igaz, hogy 2" 13 + 2" négyzetszdm? (5 pont)

¢) Adjuk meg a p valds paraméter lehetséges értékeit, ha az aldbbi polinom
osszevont alakjaban a mdsodfoki tag egyiitthatoja —3:

(z—1)° (p+2z)°. (5 pont)
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Megoldas. a) I. megoldds. Kata pontosan akkor nyer, ha az osztok szd-
ma paratlan. Egy szdm osztéi osztéparokba rendezheték. Ha az osztdk szama
paratlan, akkor valamely osztonak onmaga a parja. Tehdt a szam négyzetszam.
Az {1;2;3;...;25} halmazban a négyzetszdmok: 1; 4; 9; 16; 25. Ezek szdma 5.
Tehat 5 olyan szdm van, amely esetén Kata nyer.

II. megoldds. Kata pontosan akkor nyer, ha az osztok szama paratlan. Ha az n
szam kanonikus alakja n = p{* - p3? - ... - pp*, akkor osztéinak szdma

(a1+1)-(a2+1)~...-(ak+1).

Az osztdék szama paratlan, ezért aq; as;. .. ; ) mindegyike péaros.

Tehat n = p?ﬁl -pgﬁz B -piﬁ’“ = (p’fl -pgz . -pf’“)Q, azaz négyzetszam.
Az {1;2;3;...;25} halmazban a négyzetszdmok: 1; 4; 9; 16; 25.

Ezek szama 5. Tehat 5 olyan szam van, amely esetén Kata nyer.

Megjegyzés. Akar végig is lehet probdlni az dsszes szamot és a végére juthatunk igy
is a feladatnak.

b) I megoldds. Mivel 2"+3 42 = 8.2" 42" = 9. 2" és a 9 négyzetszam, ezért
a kifejezés pontosan akkor lesz négyzetszam, ha 2™ négyzetszam. Ez akkor teljesiil,
ha n péros szam.

Az {1;2;3;...;2021} halmazban 1010 darab pdros szdm van.
1I. megoldds. Ha n = 1, akkor a kifejezés értéke 18, ami nem négyzetszam.
Ha n = 2, akkor a kifejezés értéke 36, ami négyzetszam.

Vegyiik észre, hogy ha n értékét egyesével noveljiik, akkor a kifejezés értéke
mindig a kétszeresére novekszik, ugyanis

ontd pogntl — 9. gnd3 L 9. gn — 9. (203 4 o),

Tehét, ha valamely n-re a kifejezés négyzetszdm, akkor (n + 2)-re is négyzet-
szam.

Es nyilvén, ha valamely n-re a kifejezés nem négyzetszam, akkor (n 4 2)-re sem
négyzetszém. Ezért a szdmunkra megfeleld értékek n € {2;4;6;...;2020}. Tehét
1010 megoldas van, amely megfelel nekiink.

¢) Bontsuk fel a zdrdjeleket és rendezzitk a polinomot a valtozé cstkkend
hatvanyai szerint:

g(x) = (v — 1)2 (p+ 2m)2 = (2? =224+ 1) - (422 + 4px + p?) =
=42t 4 (4p — 8)2® + (p® — 8p + 4)x? + (4p — 2p?)x + p*.

A mésodfoku tag egyiitthatdja p? — 8p+ 4, ezért meg kell oldjuk az p? —8p+4 = —3
egyenletet. Ennek a megoldasai: p; =1 és p, = 7.
Megjegyzés. Nem feltétleniil kellett volna Gsszeszorozni minden tagot minden taggal,

hiszen masodfoku tag csak tgy keletkezhet, ha mésodfokut konstanssal vagy elsoéfokut
elséfokuival szorzunk.
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3. a) Egy dobozban van 7 kiilonbézd pdr kesztyd. A dobozbdl egyesével, vissza-
tevés nélkil huzunk ki kesztyiket mindaddig, amig nem kapunk eqy pdr kesztyiit.
Mennyi annak o valdsziniisége, hogy ehhez legfeljebb 3-szor kell huzzunk a doboz-
bol? (7 pont)

b) Az iskola 11.-es és 12.-es legjobb 12 mate-

1l-es | 12.-es kos didkjanak nemek szerinti és évfolyam szerinti
Fiuk 4 3 eloszldsdt a tablazat tartalmazza. A tandruk vélet-
Lényok 2 3 lenszeriien valasztott kozilik didkokat a kérzeti ma-

tekversenyre. A verseny szabdlyzata szerint eqy csa-
patban ketten indulnak (a csapattagok kozétt nincs kitintetettség), akik kézil leg-
aldbb az egyikiik lany (akdr mindkettd résztvevd lehet lany) és a két résztvevd nem
lehet ugyanarrdl az évfolyamrdol. Mennyi annak a valdszinidsége, hogy a tandruk
a versenyszabalyzatnak megfeleld nevezést adott le? Eredményiinket 3 tizedesjegyre
kerekitve adjuk meg. (5 pont)

Megoldas. a) Két olyan eset van, amikor legfeljebb 3 huzdsbdl lesz egy par
kesztyl a kihtuzottak kozott.

1. eset: Ha méasodik huzasra egy par kesztyt lesz ndlunk. Ennek a valészintisége

14-1 1
14-13 13’
ugyanis elsére még barmit hizhatunk, masodikra pedig csak annak a parjat tudjuk

hizni.
2. eset: Ha a harmadik huzéasra lesz meg az els6 par kesztyi. Ennek a valdszi-
niisége
14-12-2 2
14-13-12 13’
ugyanis elsére barmit hizhatunk, masodikra nem huzhatjuk annak a parjat, te-
héat 12 koziil hizhatunk, majd harmadikra az egyik mar kihuzott kesztytinek kell
a parjat kihizni.
Tehat a keresett valoszintiség
2 3

1
P(legfeljebb 3 huzés elég) = 3 + B3-13

Megjegyzés. Az elsé esetnél azonnal tudtuk volna mondani az 1—13 valdszintiséget,
ugyanis az elso kesztyl még barmi lehet és marad 13 kesztyli a dobozban. Ez a 13
az Osszes eset szama és csak 1 kedvezO van: ha az el6szor kihuzottnak a parjat

hizzuk masodiknak.
12
;) = 66.

Az aldbbi Osszeallitasok esetén ad le j6 nevezést a tanar:

b) Az Gsszes eset szdma (

1. eset: 11.-es lany és 12.-es lany. Ekkor a kedvezo esetek szama 2 - 3 = 6.

2. eset: 11.-es lany és 12.-es fia. Ekkor a kedvez6 esetek szama 2 -3 = 6.

3. eset: 12.-es lany és 11.-es fiu. Ekkor a kedvezd esetek szama 3 -4 = 12.
_ 646412 4

P(j6 a nevezés) = 66 = 110 ami 3 tizedesjegyre kerekitve 0,364.
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4. Adott az x° + y? + 18z — 4y + 45 = 0 egyenlett k kor.
a) Igazoljuk, hogy a k kir kozéppontjdnak koordindtdi K(—9;2). (2 pont)
b) Hatdrozzuk meg a k kor P(—7;8) pontjdba hizhatd érintdjének egyenletét.
(3 pont)
¢) Adottak az A(1;1), B(10;4), C(2;8) pontok. Mutassuk meg, hogy a hd-
rom pont dltal meghatdrozott haromszog koré irhato korének kozéppontja illeszkedik
az x + 3y = 17 egyenletii egyenesre. (9 pont)

Megoldas. a) Teljes négyzetté alakitdst hajtunk végre:
z? +y? + 18z — 4y + 45 =0,

(z+9)°—814+(y—2)°—4+45=0.

Azaz (x4 9)° + (y — 2)° = 40.
Innen a kér kozéppontja leolvashatéd: K (—9;2).

b) Az érintének adott a P(—7;8) pontja. Ez valéban pontja a kornek, amirdl
a koordinatdk behelyettesitésével meggyézédhetiink.

Egy normaélvektora a ﬁ(Z; 6) vektor. Az érinté egyenlete
2e+6y=2-(=7)+6-8,

azaz egyszerusitve z + 3y = 17.
¢) A haromszog koré irt korének kozéppontjat az oldalfelezé merélegesek met-
1.5

széspontjaként kapjuk meg. Elég két oldalfelezési pont: F,(6;6) és FC(?7§)~

Az F, ponton athaladé e oldalfelez6é meréleges egy normalvektora He=C (8;—4),
egyenlete 2z — y = 6.

Az F, ponton athaladé f oldalfelezé merdleges egy normélvektora
Wy = AB(9;3),

egyenlete 3z +y = 19. Legyen O a haromszog koré irt kor kozéppontja. Ekkor
en f = {0}, azaz meg kell oldani az aldbbi egyenletrendszert:

20 —y =6,
3z +y=19.

Ennek megolddsa = = 5; y = 4. Tehdt O(5;4). Ez a pont valéban illeszkedik az
x + 3y = 17 egyenletii egyenesre, ugyanis 5+ 3 -4 = 17.

II. rész

5. Egy derékszogil hdromszég oldalaibdl allo minta terjedelme 18 egység, a me-
dian 24 egység.
a) Igazoljuk, hogy a hdromszdg oldalainak hossza T; 24 és 25 egység. (& pont)
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b) Adjuk meg a hdromszig beirt és koré irt korének kézéppontjdnak tdvolsdgdt.
(7 pont)
A fenti hdaromszog befogoin megjeldljiik azokat a belsé osztdpontokat, amelyek
a derékszogi csiucstol egész eqység tdvolsagra helyezkednek el.

¢) Hdny olyan hdromszig adhatd meg, melyeknek csicsai ezen belsé osztdpontok
kozil keriilnek ki? (4 pont)

Megoldas. a) A hdromszoég hirom oldala legyen nagysdg szerint rendezve
a < b < c. Mivel a median 24, ezért b = 24. Mivel a terjedelem 18, ezért ¢ = a + 18.
Pitagorasz tétele szerint a? + 242 = (a + 18)2. Ezt megoldva kapjuk, hogy a = 7.

Tehat a haromszog oldalainak hossza valéban 7; 24 és 25 egység.

b) I. megoldds. Az ABC' haromszog teriilete T = 24 24 = 84. Félkeriilete s = 28,

ezért beirt korének sugara r = = =3. Az OECD negyszog négyzet, ezért CD = 3,
igy BD = 4. Kiilsé pontbdl korhoz hizott érintészakaszok hossza egyenld, ezért
BF = BD = 4. Thélész tételének megforditdsa miatt a haromszog koré irt kor
kozéppontja az atfogo felezépontja és a kor sugara R = % = 12,5. Mivel BK = 12,5
és BF =4, ezért KF = 8,5. A KFO haromszog derékszogii, ezért Pitagorasz tétele
szerint

KO*=85"+3% = KO =2 ~90L

Megjegyzés. A haromszog beirt kore sugaranak hosszat megkaphattuk volna a csak

derékszogl haromszogekre érvényes r = a+g_c képlettel is. Ekkor szintén
_ T+ 24 — 25 -3
2
adodik.
4 4B
F
8,5 3
K
O 3 D
3 /
A E C

II. megoldds. Helyezziik el a haromszoget derékszogli koordinatarendszerben,
a csticsok legyenek A(0;0), B(24;7), C(24;0). Thalész tételének megforditdsa miatt
a haromszog koré irt kor kozéppontja az atfogd felezopontja, azaz K (12; %)

724 = 84. Félkeriilete s = 28, ezért beirt

korének sugara r = = = 3, és igy a beirt kor kozéppontjanak koordindtdi O(21;3).
A feladat kérdése az KO tavolsdg meghatarozésa: KO = —Vgg =~ 9,01.

Az ABC haromszog teriilete T =
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¢) I. megoldds. A hosszabb befogén 23 darab, a révidebb befogén pedig 6 oszté-
pont talalhaté. Haromszog akkor jon létre, ha az egyik befogd pontjai koziil kettét
és a masik befogé pontjai koziil egyet kivalasztunk. A haromszogek szama

(23) : <6> + (23) . (6) = 1518 + 345 = 1863.
2 1 1 2

11. megoldds. A hosszabb befogén 23 darab, a révidebb befogén pedig 6 osz-
tépont talalhaté. Komplementer moédszerrel dolgozunk. Az sszes pontharmasok
szama (239) = 3654. A rossz esetek jelenleg azt jelentik, hogy a kivalasztott 3 pont
egy egyenesre illeszkedik.

Ezek szama (233) + (g) = 1771+ 20 = 1791. A haromszogek szama

3654 — 1791 = 1863.

6. a) Ottonak 55 emell matekos didkja van, akikkel tesztet irat koordindtageo-
metriabol.

A teszten 3 kérdés van és minden egyes kérdésre 3 wvdlaszlehetdség, melyek
kézil pontosan 1 helyes vdlasz van. Mutassuk meg, hogy van legaldbb 3 olyan didk,
akik pontosan ugyanidgy toltotték ki a tesztet. (Két tesztkitoltést akkor tekintink
azonosnak, ha az egyes kérdésekre adott vdlasz minden egyes esetben megegyezik.)

(5 pont)

b) A fenti 55 didk kozil Andrds, Bogi, Csaba, Dani, Emese, Feri, Gizi és Huba
ugy toltotték ki a teszt elsd kérdését, hogy minden egyes vdlaszlehetdség legaldabb
egyszer eléfordult a vdlaszaik kézétt (3 vdalaszlehetdség volt minden egyes kérdésre).
Hanyféle kiilonbozd kitoltést tud adni a 8 tanuld csak az elsé kérdésre, ha csak
az szamit, hogy az egyes vdlaszlehetdségeket hanyan jelolték meg? (6 pont)

¢) A didkok kozil Ilona, Jozsef, Kati, Laci, Marci és Nori nagyon rosszul tel-
jesitettek a teszten, ezért Otto gy dontott, hogy a jobb teljesités érdekében alakit-
sanak ki tanuldpdrokat (azaz 2 didkbdl dlld csoportokat). Hanyféleképpen alakithat
ki a 6 didk tanuldpdarokat, ha az egyes tanulopdrok kézitt és a tanuldpdarokon belil
sincs kitiintetettség a didkok kozott? (5 pont)

Megoldas. a) Mindhdrom kérdésre egymdstdl fiiggetleniil haromféleképpen
valaszolhatnak a didkok, ezért a tesztet 33 = 27 kiilonb6z6 médon lehet kitolteni.
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Mivel 55 = 2- 27+ 1, ezért a skatulyaelv szerint biztosan lesz legaldbb 3 olyan didk,
akik pontosan ugyanugy toltotték ki a tesztet.

b) I. megoldds. A feladat feltétele szerint mindegyik védlaszlehetdséget legaldbb
egy didk megjelolte, ezért 1ényegében az a feladatunk, hogy a maradék 5 didkot
osszuk szét. Az aldbbi esetek adddnak:

1. eset: 54+ 0+ 0, ebbdl 3 lehetGségiink van.

2. eset: 4+ 1+ 0, ebbdl 6 lehetdségiink van.

3. eset: 3+ 2+ 0, ebbdl 6 lehetéségiink van.

4. eset: 34+ 1+ 1, ebbol 3 lehetdségiink van.

5. eset: 2+ 2+ 1, ebbdl 3 lehetdségiink van.

Tehat 6sszesen 21 kiilonbozo kitoltést tud adni a 8 didk.

1I. megoldads. Az egyes valaszlehet6ségekre érkezzen rendre x; y; z valasz. Ekkor
x; y; z olyan pozitiv egész szamok, amelyekre x + y + z = 8. Képzeljiik el azt, hogy
8 almdt (az dbran a pottyok szemléltetik az almédkat) osztunk szét hdrom gyerek
kozott, akik mindegyike kap legalabb egy almat. Annyiféleképpen tudjuk felbontani
a 8-at harom Osszeadandora, ahanyféleképpen a koztitk 1évo 7 résnél elhelyeziink
két Osszeadas jelet. Ezek szama (;) = 21.

° o | o o | o ° ° °

¢) I megoldds. A rosszul teljesitd didkok legyenek A; B; C; D; E; F. Elbszor
keressiink tanulépart A-nak. A tobbi 5 didk koziil akdrmelyik lehet a péarja, ez
5 lehet6ség, legyen pl. B. Most keressiink tanulépart C-nek. A t6bbi 3 didk koziil
akarmelyik lehet a pérja, ez 3 lehetOség, legyen pl. D. A maradék két didk pedig
egy part alkot. Az Osszes lehetOségek szdma 5 -3 -1 = 15.

I1. megoldds. Elészor a 6 didkbol kijelslink egy pért. Ezt () = 15-féle médon

tehetjiikk meg. A maradék 4 diakbdl kivalasztunk egy masik pért, ezt (;1) =6
kiilonb6z6 moédon tehetjiik meg. A megmaradt 2 tanulé pedig egy part fog alkotni.

}%kgor minden péart 3! = 6-szor szamoltunk meg, ezért az Osszes lehetdségek szama
5.

5 = 15.
Megjegyzés. Ha 6 helyett 2n szamu didakot kellene parokba rendezni, akkor azt az els6
megoldas alapjén 1-3-5-...- (2n — 1)-féle médon tehetnénk meg. A masodik megoldds

alapjan pedig

()G -G (5)

féle modon. Ebbél addédik, hogy tetszbleges pozitiv egész n esetén:

() G)-G ) e,

n!

7. Szorgalmas Szonja elhatdrozza, hogy koordindtageometriai hidnyossagait
szorgos gyakorldssal orvosolja. Ezért minden egyes nap megold 20 ilyen jellegi fel-
adatot. Még nem megy neki olyan jol, ugyanis minden nap csak 5 feladatot tud
helyesen megoldani.
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FEgy héten dt minden egyes nap megkéri Lusta Lujzdt, hogy ellendrizze le mind
a 20 feladatot. Lujza nem nézi végig az 0sszes feladatot. Minden egyes nap csak 3,
altala véletlenszerien kijeloltet ellendriz le.

a) Mutassuk meg, hogy hdrom tizedesjegyre kerekitve 0,601 annak a valdszind-
sége, hogy az adott napon a 3 ellendrzott feladatbol lesz helyesen megoldott feladata
Szonjanak. (4 pont)

b) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a 7 nap alatt legfeljebb egyszer fordul
el6 az, hogy lesz helyesen megoldott feladata Szonjdnak? Vilaszunkat 4 tizedesjegyre
kerekitve adjuk meg. (5 pont)

¢) Legaldbb hdny napon keresztil kell Lujzdnak dtnéznie a feladatokat az 6 sajd-
tos mddszerével, hogy legaldbb 99,99%-0s valdszintiséggel legyen olyan nap, amikor
van helyesen megoldott feladata Szonjanak? (7 pont)

Megoldas. a) Komplementer mddszerrel fogunk dolgozni.

(') 137
P(lesz j6 feladat) = 1 — P(mindhdrom rossz) = 1 — % =—,
( 3 ) 228

ami 3 tizedesjegyre kerekitve 0,601.
b) Mivel P(lesz jé feladat) ~ 0,601, ezért P(mindegyik rossz) ~ 0,399.
P(legfeljebb egyszer lesz jé feladat) =

= P(7 csak rossz) + P(1 van jé és 6 csak rossz) =
7 (7 6
= 03007 + (| ) - 0.601-0.399° ~ 0,01858.

ami 4 tizedesjegyre kerekitve 0,0186.

¢) Lujza a feladatokat n napon keresztiil nézze &t. Ekkor a feltétel szerint
P(van jé feladatos nap) > 0,9999 = 1 — P(mindegyik rossz) > 0,9999,

azaz 0,0001 > P(mindegyik rossz) = 0,399". Tehdt meg kell oldjuk a 0,0001 >
> 0,399" egyenlGtlenséget. Vegyiik mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat és ve-
gyiik figyelembe, hogy ez szigorian monoton novekvo fiiggvény. Alkalmazzuk a lo-
garitmus azonossagot:

0,0001 > 0,399" = 1g0,0001 >1g0,399" = —4 > n-1g0,399.

Mivel 1g 0,399 < 0, ezért az osztaskor fordul a relacidsjel iranya. ﬁ < n, azaz
10,02 < n. Tehat Lujzénak legalabb 11 napon keresztiil kell atnéznie Szonja felada-
tait a feltétel teljesiiléséhez.

8. a) Egy szamtani sorozat elsé 9 tagjdnak dsszege 198. Mekkora a sorozat elsé

tagja és differencidja, ha az elsé 18 tagjdnak dsszege 6397 (4 pont)

b) Egy mértani sorozat hdnyadosa 2. A sorozat n-edik tagja 16 és az elsé n tag
dsszege 31,75. Hatdrozzuk meg n értékét. (5 pont)
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¢) Igazoljuk, hogy az a, = gttt % sorozat szigoruan monoton

novekedd. (5 pont)

+ +...+ % sorozat legkisebb tagjat. (2 pont)

d) Adjuk meg az a,, = nLH %ﬁ

Megoldas. a) Ismert, hogy S, = w -n, ezért Sg =
Sis = W - 18. Tehat a feladat szovege szerint 2a; + 8d = 44 és 2a1 + 17d = 71.
Ez egy elsofoki, linedris egyenletrendszer, melyet pl. megoldhatunk tgy, hogy ki-
vonjuk egymdsbdl a két egyenletet. Kapjuk, hogy (2a1 +17d) — (2a; +8d) = 71 — 44,
azaz d = 3. Innen a; = 10 adddik.

2a1+8d X ;
5 9 és

Ellen6rzés a feladat szovege alapjan.

b) I megoldds. Felhasznaljuk, hogy a, =a;-¢"" ! és q¢#1 esetén S, =
qn_l

q—1-

Tehét aq - 271 = 16 és ay - 22":11 =31,75. Azaz a1 - 2" =32ésa; - (2" — 1) =
= 31,75. Innen kapjuk, hogy a1 - 2" —a; = 31,75, tehat 32 —a; = 31,75 = a1 = 0,25.
Adédik, hogy 0,25-2" ! = 16. Ez az exponencialis egyenlet atirhaté 272.27~1 = 24
alakba, ahonnan mar kénnyen adédik, hogy n = 7.

:al-

Ellenorzés a feladat szovege alapjan.

II. megoldds. Mivel a,, = 16 és q = 2, ezért a,—1 = 8; ap_2 = 4; ap_3 = 2 sth.
Nyilvan mindig pozitiv tagokat kapunk, ezért elég azt megnézni, hogy meddig kell
Osszeadni visszafelé ezeket a tagokat, hogy megkapjuk az S,, = 31,75 értéket. Mivel
16+8+4+24+1+0,5+0,25 =31,75, ezért n =T7.

Ellenorzés a feladat szovege alapjan.

¢) Feladatunk megmutatni, hogy minden n € N esetén teljesiil, hogy a,+1 >
> a,. Bz ekvivalens azzal, hogy minden n € N* esetén teljesiil, hogy a1 — a, > 0.

Ha

—1+1++1kk —1++1+1+1
R gp EEOT dni1 =0T m  om+1 2
Ekkor

Upt1 — Gp =

—1++1+1+1 1+1++1—
T \n+2 on  2n+1 2n+2 n+l1 n+2 om )
1 N 1 11 N 1 2

T om+1 2m+2 n+1l 2n+1 2n+2 242

1 1 1
= >O.

m+1 2m+2 (2n+1)(2n+2)

Tehat megmutattuk, hogy a sorozat szigorian monoton névekedé.
d) Mivel a c) feladatrész szerint a sorozat szigorian monoton névekeds, ezért
a legkisebb tagja éppen a; = %
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9. Adott az 3; 4; 5; x + 7; 11 — x &t elembdl allé minta.

2_
a) Mutassuk meg, hogy a minta szérdsnégyzete w (A minta szdrds-
négyzete a minta szdrdsdanak a négyzete.) (5 pont)
, 2
b) Irjuk fel az f(x) = 23‘”7;& fiigguénynek az xg = 7 abszcisszdji pontjdba

hiizhatd érintdjének az egyenletét. (Abszcissza: a pont elsd koordindtdja.) (5 pont)
¢) Mekkora teriiletet zdr kizre az x tengely, az x = 0; x = 6 egyenes és az f(x) =

2
= w fiigguény? (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Az étlaguk = = 3+4+5+(x§7)+(1171) =6.

A szérasnégyzet

0_2: (f—$1)2+...+(i‘—$5)2 _
5
C(6-3) (647 +(6-5"+[6—(x+7]*+[6- (11—
_ - .

Azaz
2 9+44+1+ (22 +22+1)+ (22 — 102+ 25)  22% — 8z +40
B 5 N 5 '

BHA4SH 4D +(1l-a) _
- =6.

1I. megoldas. Az étlaguk & =
A szoérasnégyzet
o_ditaitaftaitad L, 32442452 4 (x4 7)° + (11 — 2)? @
5 5
9+ 16 + 25 + (22 + 14z + 49) + (22 — 22z + 121) 222 — 8z + 40

) 5

2

b) Mivel f(7) =220 =164 s f'(2) = 22 = f(7) =12 =4,
ezért az érinté egyenlete az y — f(xo) = f'(xo) - (x — zp) irdnytényezds egyenlet
alapjén y — 16,4 =4 (x — 7), azaz y = 4o — 11,6.

¢) A fiiggvénynek nincs valds zérushelye. Ezt a megolddképletbdl kapjuk vagy
abbdl, hogy az a) feladat szerint egy nem édlland6 mintanak a szérdsnégyzetérol van
Sz0.

Hasznaljuk a Newton—Leibniz tételt:

6

6
— 4 2 4
T / il 8a:+ de: —a - 22?48z =
15 5 0
0

I
O\&
k.,

2 4
— 62— 262+8-6] —(0) = 48.
<15 50T ) 0)
Fridrik Richard
Szeged
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Matematika feladatok megoldasa

B. 5145. Mutassuk meg, hogy azoknak az n hosszusdagu nulldkbdl és egyesekbdl
alle sorozatoknak a szama, amelyekben pontosan k-szor fordul eld, hogy 0 utdn 1

kovetkezik, éppen (;;11)
(4 pont) (Angol olimpiai vdlogatéverseny feladata)

I. megoldas. Alakitsuk at a szamsorozatokat ugy, hogy minden szam helyét
jelolje egy pont és ha két szomszédos szam nem egyezik meg, akkor a mésodik
utan irjunk be egy strigulat. Egy blokknak tekintjiikk a két szomszédos strigula
kozotti szamokat. Tudjuk, hogy k-szor fordul els, hogy 0 utdn 1 van. Valasszuk
szét az eseteket a legelso, illetve az utolsd szam alapjan.

1. eset. A sorozat 0-val kezdédik, és 1-re végzodik. Ekkor az n — 1 helyre
2k — 1 strigula keriil (2k darab blokk van), ezért ezeknek az eseteknek a szdma

éppen (2’;;_11), hiszen két pont kozé legfeljebb egy strigula keriilhet.

2. eset. Ha a sorozat 0-val kezd&dik, és O-ra végzddik, akkor 2k 4 1 darab blokk
keletkezik, ezért az esetek szdma (HQ_kI)

3. eset. Ha a sorozat 1-gyel kezdddik, és 1-re végzddik, akkor is 2k + 1 darab
blokk keletkezik, ezért az esetek szama ebben az esetben is (n2_kl).

4. eset. A sorozat 1-gyel kezdddik, és O-ra végzédik. Ekkor az m — 1 helyre

2k + 1 strigula keriil, igy mar 2k + 2 darab blokk van. Az esetek szama (
)+ () () G2)
+ + +
2k —1 2k 2k 2k +1
A kifejezés atalakitdsdhoz alkalmazzuk a kovetkezd azonossagot:
G2 ()= 0)
+ =(").
b—1 b b
Ez azért igaz, mert egyrészt egy a {6s csoportbdl egy b f6bdl allé focicsapatot (Z)—

féleképpen valaszthatunk ki. Masrészt, ha példdul Aladar tagja a tarsasdgnak, ak-
kor olyan focicsapatot, amelynek Aladar is tagja (Zj)—féleképpen valaszthatunk ki.

sern):

Osszesen

ilyen sorozat van.

Olyan focicsapatot pedig, amelyben Aladar nincs benne (agl) kiilonb6z6 médon
allithatunk 6ssze. Ezek Gsszege éppen egyenl6 az Osszes lehetséges b £6s focicsapat
szamaval. Ezzel a fenti azonossagot igazoltuk.
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Most alkalmazzuk az azonossagot el0szor 2-2 tag; majd 1jbol a kapott 2 tag
Osszeadéasara:

n—1 n—1 n—1 n—1\ [(n n _[(n+1
<2k;—1) +( 2%k >+ ( 2%k >+ (2k+1> B (%) * (2k+1> B <2k+1>'
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

Dezsé Kende Barnabds (Budapest XIV. keriileti Szent Istvan Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldds. Definidljunk két fiiggvényt. Legyen fi(n,k) azon n hosszi,
nullakbol és egyesekbol dllé szamsorozatok szama, amelyek 1-gyel kezdédnek, és 0
utdn éppen k-szor jon 1, illetve fo(n, k) azon n hosszi, nulldkbdl és egyesekbdl all6
szamsorozatok szama, amelyek 0-val kezd&dnek, és 0 utan éppen k-szor jon 1.

Indukciéval azt fogjuk beldtni, hogy fo(n,k) = (272:) és fi(n, k) = (ZI:H)‘

Ha n=1, akkor fo(1,k) = (,;
esetben 0, ami megfelel a szdmsorozatok szdmanak, és fi(1,k) = (
értéke k = 0 esetén 1, egyébként 0, ami szintén megfeleld.

), amelynek értéke k=0 esetén 1, a tobbi

9 k1+1) , amelynek

Az 1-gyel kezd6d6, n hosszi sorozatok szdma (ahol k-szor fordul el a 01)
ugyanaz, mint az n — 1 hossz ilyen sorozatoké, mert az els6 és a masodik tag kozott
nem térténhet meg, hogy 0 utén 1 jon. Igy fi(n, k) = fo(n — 1, k) + fi(n — 1, k).
A 0-val kezddd6 sorozatok esetén, amennyiben a mésodik helyen 1 van, akkor
csak (k — 1)-szer kell még el6fordulnia a 0l-nek, mert egyszer mar eléfordult. fgy

foln,k) = foln—1,k)+ fi(ln — 1,k —1).
Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az indukcios feltevés. Ekkor

f(n k) = foln—1,k) + fi(n — 1,k) = (n;kl> + (;;i) - (21;1 1)

és

Foln k) = foln— 1K)+ fi(n—1,k—1) = (”2‘k1> v @‘11) _ (g;)

Ezzel az indukcié készen van.

Ekkor az 6sszes ilyen szamsorozat szama:

Jolm K)o k) = (2@ " (2/{1 1> - <2T12111>

Lovas Mdrton (Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., (10. évf.)

III. megoldas. Ahhoz, hogy legyen egy olyan sorozatunk, amelyben k-szor
fordul el6 az, hogy egy 0-t kozvetleniil 1 kovet, legalabb k db 0-t és 1l-et kell
tartalmaznia a sorozatnak. A sorozatban a 0-k szdma k-tél (n — k)-ig terjedhet,
mert mindig kell legalabb k£ db 1 is.
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A sorszamozasunk balrdl jobbra torténik és egyértelmii.

Helyezziink el sorban € db 0-t (k < £ <n— k). Azt (;)-féleképpen donthetjiik

el, hogy a sorban melyik 0-k utén keriiljon kozvetleniil 1 (a 0-kat megkiilonboztetjiik
sorszamuk szerint).

Azt, hogy az l-esek koziil mely sorszamu élljon kozvetleniil 0 utén, (";E)—

féleképpen donthetjitk el. Adott kivédlasztas esetén a kozvetleniil 0-k utan allé
1-esek helyzete egyértelmiien meghatarozza a nem kozvetleniil 0 mogott 4llé 1-esek
helyzetét is (ezek az l-esek 0-k elé és/vagy 1 utdn keriilhetnek). A sorszdmuk
az egymashoz viszonyitott helyiiket is megadja.

Adott £ esetén a megfelel sorozatok szama: (lf;) . (n;é) ¢ lehetséges értékei:
kEk+1;...;n—k—1;n—k.

Az eseteket Osszegezve a kovetkezo kifejezést kapjuk:

()3
N0

A fenti sszegre kell bebizonyitani, hogy egyenld (;Cj_ll)—gyel. Az (272111) egyenld

n + 1 kiilonboz6 elem (2k + 1)-edrendil ismétlés nélkiili kombindcidinak szdmdaval.

Csoportositsuk ezeket a kombindciékat aszerint, hogy a (k + 1)-edik kivdlasz-
tott elem hol helyezkedik el a sorban (mi a mezdjének sorszdma). A sorszdma
legaldbb k + 1, legfeljebb pedig n — k + 1 lehet.

Ha a sorszama k + 1, akkor az ehhez tartozé kombindcidk szama

() ("%")

Ha a sorszama k + 2, akkor az ehhez tartozé kombindcidk szama
(k+1> . (n—k—l)
k k '

Ha a sorszama n — k, akkor az ehhez tartozé kombindciék szdma

YD)

Ha a sorszama n — k + 1, akkor az ehhez tartozé kombindacidk szama
(") ()
k k)
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Ez a csoportositas lefedi az n + 1 elem Gsszes 2k + 1-edrendii ismétlés nélkiili
kombinaciéjat. Ezzel igazoltuk, hogy

(200 (39 (1) (5
L0
.

2k+1
Nagy Levente (Debreceni Fazekas Mihaly Gimn., 11. évf.)

A megfelels szémsorozatok széma valéban (

Osszesen 79 dolgozat érkezett. 4 pontos 61, 3 pontos 9, 2 pontos 4 dolgozat. 1 pontot 1,
0 pontot 3 versenyz6 kapott. Nem versenyszerti: 1 dolgozat.

B. 5165. Legyen k egy adott pozitiv egész. Van-e olyan f: N — N fiigguény,
amelyre

f@)+ f(f(2) =2 +k
minden © € N esetén?
(6 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budapest)
I. megoldas. Nincs. Ezt teljes indukciéval igazolhatjuk minden k € Z™'-ra.
Miel6tt erre ratérnénk, belatunk egy lemmaét, ami tobbszor is hasznos lesz a bizo-
nyitas soran.

Lemma. Ha f a feltételeknek megfeleld fiiggvény (egy tetszbleges, rogzitett
k-ra), akkor f-nek nincs zérushelye, tehat csak pozitiv egész értékeket vesz fel.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy egy x € N-re f(z) = 0. Tudjuk, hogy
f@)+ f(f(@) =z +k.
Helyettesitsiink az egyenletbe f(x)-et:
F(I@) + (£ (@) = @) + k.
Behelyettesitve f(x) = 0-t a kovetkezd két egyenlet adddik:
fO)=a+k,
£(0) + f(f(0)) = k.
A maésodik egyenletet az elsébdl kivonva:

—f(f(0)) ==
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Tudjuk, hogy f(f(0)) és = is természetes szdm, vagyis —f(f(0)) < 0 és > 0. Igy
egyenléség csak f(f(0)) =z =0 esetén allhat fenn. Ekkor pedig « = 0-ban van
zérushely, vagyis f(0) = 0. Felirjuk az eredeti egyenletet z = O-ra:

F0) + f(£(0)) =0 +k,
0+ £(0) = k,
0+0=k,

ami egyetlen pozitiv egész k-ra sem lehetséges, vagyis ellentmondasra jutottunk. [

Most térjiink at a teljes indukcids bizonyitasra. k = 1-re indirekt tegyiik fel,
hogy van megfelel$ f fiiggvény. Ekkor az ismert egyenlet z = O-ra:

FO) + £(£(0)) =0+1,
FO)+ f(f(0)) =1

Ami f(0), f(f(0)) € N esetén csak tigy lehet, ha az egyik tag 0 és a mésik 1. Ekkor
pedig van zérushely, ami ellentmond a lemménknak.

Mir csak azt kell megmutatnunk, hogy ha egy k pozitiv egészre nincs megfeleld
fiiggvény, akkor k + 1-re sincs. Ehhez indirekt tegyiik fel, hogy van megfelel6 fi11
fliggvény. Definidlunk egy f : N — N fiiggvényt az alabbi hozzarendelési szabéllyal:

(@) = feqi(z+1) -1

Nyilvan ez minden z € N-re értelmezett és az is biztos, hogy mindig nemnegativ
egész értékeket vesz fel, hiszen a lemma szerint fj41-nek nincs zérushelye, vagyis
minden fiiggvényértéke legalabb 1 és egész szam. Az indirekt feltételbdl kénnyen
levezethetd, hogy fi megfelel6 fiiggvény k-ra. Ha fr41 megfelel k4 1-re, akkor
tetszoleges x € N esetén teljesiilnek a kovetkezok:

frri@+ 1) + fepr (frr(e+1) =z +1+k+1,
firr(@+1) =14 fop1 (fagr(@+1) =1+ 1) =1 =2 +k,
fo@) + fi(ferr(@+1) = 1) =z +k,
fr(@) + fr(fu(2) = 2 + k.

Vagyis fi, megfelel a feltételeknek k-ra, ami ellentmond az indukcios feltételiinknek.
Duchon Mdrton (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 9. évf.)

II. megoldas. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan a # b természetes szamok,
amelyekre f(a) = f(b) := c. Ekkor f(a)+ f(f(a)) =c+ f(c) = a+k, vagyis f(c) =
=a+k —c, hasonléan f(b)+ f(f(b)) =c+ f(c) =b+k. Ekkor a+k = c+ f(c) =
= b+ k, innen a = b, ami ellentmond a feltevéstinknek. Tehat f minden természetes
értéket legfeljebb egyszer vesz fel, azaz injektiv.

538 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/9



GF 2021.12.6 — 19:01 — 539. oldal — 27. lap KoMalL, 2021. december EF

— P

Nézziik azt az esetet, amikor valamilyen a értékre f(a) = a. Ekkor f"(a) = a
minden r pozitiv egészre, ezért f(a) + f(f(a)) =a+k, vagyis a = k.
Vizsgéljuk meg azokat az a-kat, amelyekre f(a) > a. Ekkor

fla)+ f(f(a)) =a+k

szerint f(a) —a =k — f(f(a)) Itt az egyenlet bal oldala pozitiv, ezért k > f(f(a))
Mivel k darab k-nal kisebb természetes szam van, azért legfeljebb k darab olyan a
szdm lehet, amelyre f(a) > a.

Vegyiink egy tetszéleges b egészet; b-re nézve harom eset lehetséges:

1. Minden r pozitiv egészre f"(b) > f"1(b). Ekkor a g(w) := f*(b) fiiggvény
szigorian monoton csokken. Mivel csak pozitiv értékeket vehet fel, van egy legki-
sebb, értéke g(w)-nek, melyet jeloljon m. Erre a w-re g(w + 1) < g(w) = m, ami
ellentmondds, ez az eset nem lehetséges.

2. Van olyan r pozitiv egész, amelyre f7(b) = f"*!(b). Ekkor f(f (b)) =
= f7(b) = frT(b) = f(f"(b)) és f injektivitdsa miatt f"~1(b) = f"(b), és igy to-
vébb, b= f(b) kovetkezik. Akkor viszont b+ b= f(b) + f(f(b)) = b+ k szerint
b= k. Ez az eset tehdat csak b = k-ra teljesiilhet.

3. Van olyan r pozitiv egész, amelyre f7(b) < f"1(b). A fentiek alapjin ez
teljesiil minden b # k értékre. Emiatt

FrEEO) + frT20) = F(F70) + F(F(F7B)) = f7(0) + k< [ () + k,

ezért frT2(b) < k.
Tehdt minden z # k pozitiv egészhez van olyan t, amelyre f(z) < k.

Tekintsiik azt az irdnyitott G grafot, amelynek a csticsai a természetes szamok,
és egy a csticsbol akkor indul irdnyitott él egy b csicsba, ha f(a) = b. Ekkor — mivel
az f figgvény injektiv — minden csucs be- és ki-foka is legfeljebb 1. Nevezziik
egy a-hoz tartoz6 ldncnak azon x csicsok Osszességét, amik elédllnak x = f*“(a)
alakban, vagy amelyekre f%“(x) = a. Mivel G-ben minden cstcs ki- és be-foka is
legfeljebb 1, két lancnak nem lehet kozos csticsa (mert ez a csics vagy a fiiggvény
egyértelmiiségét, vagy az injekciot elrontand). A graf tehdt egymdstdl diszjunkt
irdnyitott végtelen utak és iranyitott korok egyesitése. Vizsgaljuk azon p egészek
lancait, amelyekre 0 < p < k, és amikre 1étezik olyan legkisebb r pozitiv egész, hogy
fr(p) = k.

FEzekre

e+ ) = F(F(F7 @) + F(FH D) = £ ) + k< 2k,

ezért frH(p) < k.

Altalaban, lathaté, hogy a fiiggvény értéke minden kilépés utdn azonnal vissza-
tér a [0, k — 1] intervallumba. Mivel a [0, k — 1] intervallumnak %k darab eleme van,
minden ilyen cstics rajta van pontosan egy iranyitott kéron, aminek a hossza leg-
feljebb 2k + 2. Ebb6l kovetkezik, hogy legfeljebb (2k + 2)k olyan szdm van, ami
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k-ndl kisebb szammal van egy koron, tehat létezik végtelen sok olyan szam, ami
nincs egy koron, és igy egy lancon se egyetlen k-nél kisebb szammal sem. Ez ellent-
mond annak a kordbbi eredménynek, ami szerint minden x # k pozitiv egészhez
van olyan ¢, amelyre f'(z) < k.

Nidor Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

42 dolgozat érkezett. 6 pontos 25, 5 pontos 9, 4 pontos 1, 3 pontos 3, 0 pontos
4 dolgozat.

B. 5195. Mutassuk meg, hogy minden (x;y) pozitiv valds szamokbdl dllé szdm-
pdr és minden 0 < p < 1 valds szdm esetén fenndll az xP - y' =P < x + vy egyenldt-
lenség.

(3 pont)

I. megoldéas. Az egyenl6tlenséget ekvivalens lépéseken keresztiil dtalakitjuk
a kovetkezéképpen:

o ytTP <z 4y,

x”~y—yp<x+y,

1. eset. Ha 0 < % < 1, akkor (%)p < 1, hiszen 0 <a <1 alap esetén az

f(u) = a* fiiggvény szigortian monoton csokkend, tehét

(<)
(<5

2. eset. Ha % > 1, akkor <§)p < 57 hiszen a > 1 alap esetén az f(u)=a"

ezért

fliggvény szigortian monoton nové, tehat

(<) -2
- <[ = = -,
y y) y
P
<x> <24
y) Ty
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T _ . x P x
3. eset. Ha v 1, akkor 1 < 2, vagyis (y) < Y + 1.
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

Téth Balint (Kaposvéari Tdncsics Mihdly Gimndzium, 12. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldds. Ha x < y, akkor az 2’ =y, 3y = x, p’ = 1 — p szdmokra az &llités

ugyanaz: x +y =a' +y és 2P -y P = z/? .y =P Ezért feltehetjiik, hogy = > v.
Ekkor y'=P < 2'~P, mert a pozitiv valds szdmok halmazidn értelmezett pozitiv
hatvanyfiiggvények monoton novék, igy

Pyl PPt P = <a+y.

Az egyenlotlenség két oldalat nézve megkaptuk a feladat allitasat.
Janosik Maté (Révai Miklés Gimnazium, Gyér, 12. évf.)

ITI. megoldas. Vegyiik észre, hogy az egyenlotlenség voltaképpen szimmetri-
kus z-ben és y-ban, ugyanis a p <+ 1 — p cserével az allitds 6nmagaba megy at. fgy
feltehetjiik, hogy = > y.

Legyen tehét y = ax, ahol a < 1. (Mivel z > 0, ezért a biztosan 1étezik.) Ekkor
az egyenldtlenség a vele ekvivalens #? - (za)' ™" = za'™P < x + y alakra hozhato.
Mivel a < 1, ezért minden nemnegativ kitevos hatvanyara is teljesiil ugyanez, ez
kozismert. fgy tehdt za'~P < z < z + y, utébbi azért, mert y > 0. Ezzel az llitast
belattuk.

Varga Boldizsdr (Békdsmegyeri Veres Péter Gimndzium, 9. évf.)
IV. megoldas. Vegyiik észre, hogy az x és y két pozitiv szdm, ezért felirhato
rajuk a silyozott szamtani-mértani kozép kozotti egyenlStlenség (ahol az xz-hez
tartozo suly p, az y-hoz tartozo sily 1 — p; a silyok 6sszege éppen 1 és mindkettd
pozitiv):
e’y P <pat+ (1-p) -y

Mivel p < 1, ezért p- 2 < x, és teljesen hasonléan, mivel 1 —p < 1, ezért (1 —p) -y <

< y. Az el6z6bol kovetkezik, hogy
oyl P <prat(L-p)y<azty,

amivel beldttuk a feladat allitasat.
Bogndr Andrds Kdroly (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)

V. megoldéas. A feladat szimmetridja miatt feltehetjiik, hogy = > y. Ekkor
aP > yP és o' 7P > ¢! 7P, médsrészt 2P - ' P 4 yP -y P =2 + 9, ahol 0 < p < 1.

A rendezési tételt alkalmazva felirhatjuk, hogy

ol oyP 4yt PP Kyt gt P
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Mivel 2! 7P - yP > 0, ezért 2P - y' P < y' P . yP + 2! 7P. 2P, errdl pedig az el6zéekben
belattuk, hogy éppen = + y, azaz

oyt <z 4y,

ami éppen a feladat allitasa.
Szalontai Julia (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 127 dolgozat érkezett. 3 pontos 99, 2 pontos 10 dolgozat. 1 pontot 6, 0 pontot
12 versenyzé kapott.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kéz6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(709-713.)

K. 709. Egy csalad egy egzotikus hagymafajtat termeszt sajat fogyasztasra.
A hagymabdl minden évben 400 darabot szeretnének megenni. A hagyma magrol
kel ki, melyet minden évben a névényen is meg tudunk termelni. Minden egyes
hagymanovény 51 magot tud hozni, de ha méar ,felmagzott”, akkor az a része, me-
lyet a csalad ,hagymaként” elfogyasztana, elsorvad, mert a benne levé anyagokat
a magok noévekedésére forditja. Minimalisan hany magot kell az els6é évben besze-
rezni, ha azokbdl az adott évre kivant mennyiségii hagymaét, tovabba annyi magot
szeretnének kitermelni, hogy a tovabbiakban mar sose kelljen magot vasarolni?

K. 710. Néhany dodekaédert és néhany ikozaédert tettiink az asztalra. A tes-
teknek Osszesen 792 csuicsuk és 936 lapjuk van. Hany dodekaéder és hany ikozaéder
van az asztalon?

K. 711. Andi kedvenc szama a 2468. Bandi kedvenc szama is négyjegyi és
tudjuk, hogy pontosan két olyan szamjegye van, ami megegyezik Andi kedvenc
szamanak két szamjegyével, rdadasul a megegyez6 szamjegyek ugyanazon a helyi
értéken vannak a két szamban. Hany olyan négyjegyli pozitiv egész szam van, ami
ezek alapjan Bandi kedvenc szdama lehetne?

K/C. 712. Egymés mellé helyeziink 2022 db négyzet alakd falapot, majd
2021 db korongra felirjuk az egész szamokat 1-t6l 2021-ig. A korongokat tetszo-
leges sorrendben elhelyezziik a falapokon gy, hogy a jobb széls6 négyzetre nem
helyeziink korongot (minden falapra egy korong keriil). Ezek utdn egy lépésben
egy tetszOleges korongot athelyezhetiink az éppen iiresen all6 fanégyzetre. A cé-
lunk az, hogy a korongokon all6 szamok balrél jobbra haladva novekvé sorrendben
legyenek, és a jobb széls6 négyzet iires legyen. Maximalisan hany lépésre van ehhez
sziikségiink? Mutassunk is olyan kezdeti elrendezést, amely az altalunk megallapi-
tott maximélis 1épésszamot igényli a sorba rendezéshez.
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K/C. 713. Egy 6 cm oldalhossziisdgi négyzet
oldalaira — mint adtmérokre — egy-egy kort rajzol-
tunk, majd a négyzet kozéppontja koriil megszer-
kesztettiik azt a kort, melynek a sugara a négyzet
oldalaval egyenlé. Harom sikrészt jeloltiink az db-
ran (L., IL., TI1.). Szémitsuk ki az I., II. és TII. részek
teriiletét.

L1

Bekiildési hatarid6: 2022. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(712-713., 1694-1698.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 712. A szovegét 1dsd a K feladatoknél.
K/C. 713. A szovegét 1dsd a K feladatoknél.

Feladatok mindenkinek

C. 1694. Hatarozzuk meg az aldbbi egyenlet megoldédsat a valds szamok hal-

mazan:
x—2020 =z -—2019 =z -—2018 =z — 2017
— 2021 — — -
v > T3 i T

" r—3 x—2 n r—1 xr

2019 2020 2021 2022
Javasolta: Sdfar Lajos (Rackeve)
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C. 1695. Egy korvonalhoz ra merolege-
a sen hozzérogzitiink egy sugdrnyi (R) hosszisa-
g szakaszt (ldsd az dbrdt). Belefér-e két, ilyen
' szakasszal elldtott kor (,serpenyd”) egy olyan
téglalapba, aminek az egyik oldala a kor atmé-
R réje (2R), a mdsik pedig kétszer akkora (4R)?
Az alakzatok és a téglalap érinthetik, de nem
4R metszhetik és nem fedhetik egymaést.

Javasolta: Gdspdr Merse El6d (Budapest)
2R

C. 1696. Adottak az a és a b parhuzamos egyenesek, melyeken kijeloliink
rendre 10, illetve 15 darab pontot. Tekintsiik az Osszes olyan szakaszt, melynek
egyik végpontja az a, masik pedig a b egyenes kijelolt pontjai koziil valé. Legfeljebb
hény metszéspontja lehet Gsszesen ezeknek a szakaszoknak?

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1697. Az ABC szabélyos haromszogben a BC, C' A, AB oldalakon rendre
kijeloltiikk a D, E, F' belso pontokat ugy, hogy DEF szabalyos haromszog legyen.
Ezutén a BC és AC oldalakra kifelé a BDA’ és AEB’ szabdlyos hiaromszogeket
rajzoltuk. Bizonyitsuk be, hogy az AB oldalon van olyan pont, amelybdl az A’'E
és B'D szakaszok mindegyike derdkszdgben latszik.

C. 1698. Zoli nem szereti a konyveket, am elhatdrozza, hogy ennek ellenére
Osszesen pontosan 2021 oldalt fog elolvasni a 2021. évben, egymést kéveté napokon.
Ugy tervezi, hogy minden nap egy oldallal tobbet olvas, mint az el6z6 napon. Hany
oldalt olvasson els6é napon, ha tudjuk, hogy Zoli a leheté legtobb napra szeretné
elnytjtani a 2021 oldal elolvasasat, &m idohidny miatt nem tud 100 oldalnal t&bbet
olvasni egy nap?

Javasolta: Sdfdr Lajos (Réckeve)

Bekiildési hatarid6: 2022. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

A B pontversenyben kititizott feladatok
(5206-5213.)

B. 5206. Egy n-jegyl arazas-..a, szamot hegyszerinek neveziink, ha van
olyan 1 < k < n egész, amelyre ai,as,...,a; szigorian monoton novekvd, mig
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Ak, Akt 1, - - -, Gy SzIgortian monoton csokkend sorozat. (Példdul az 1, 121, 1231
szamok hegyszertiek, de az 1442 és az 12313 nem hegyszeriiek.) Hény hegyszerii
szam van?

(3 pont)

B. 5207. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 2 természetes szamra léteznek
olyan 2 < 11 < w9 < x3 < ... < x, pozitiv egész szamok, amelyekre

LI L I - LI

négyzetszam.
(4 pont)

B. 5208. Egy kor AB és C'D hurjai mer6legesek egymdsra, a hurok egyenesei
a koron kiviili P pontban metszik egymast; a P-bol a korhoz hiuzott érintészakasz
hossza e. Mutassuk meg, hogy az AD és BC' szakaszok hosszainak mértani kozepe
legalabb V2e.

(4 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)

B. 5209. Egy 2022 elemii, egészekbdl allé halmaznak legfeljebb hany olyan
kételemii részhalmaza lehet, melyre a két elem Gsszege szintén a halmazhoz tarto-
zik?

(5 pont)

B. 5210. A Py, Ps és Ps3 parabolédk fokuszpontja kozos, barmely kett6 koziilitk
pontosan ketté pontban metszi egymast. A P; és P; parabolak két metszéspontjara
illeszkedd egyenest jelolje e;;. Mutassuk meg, hogy az eia, e13 és ea3 egyenesek
illeszkednek egy kozos pontra.

(5 pont)

B. 5211. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:

5% —2Y = 1.

(5 pont)

B. 5212. Igazoljuk, hogy létezik olyan pozitiv egész szam, amely legalabb
2021-féleképpen allithat6 elé gy, hogy egy (tizes szdmrendszerben felirt) pozitiv
egész szamhoz hozzdadjuk a szamjegyeinek Gsszegét.

(6 pont) Javasolta: Sdandor Csaba (Budapest)
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B. 5213. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valés szamok, akkor
eva2 +b2 —ab+avVb2+c2—be>=byc2+a2+ca.

Milyen esetben teljesiil az egyenléség?

(5 pont) Javasolta: Schultz Jdnos (Szeged)

Bekiildési hatarid6: 2022. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

Az A pontversenyben kitilizott
nehezebb feladatok
(812-814.)

A. 812. Két jatékos a kovetkezd jatékot jatssza: van két kupac, melyekbdl
felvaltva kell kavicsokat elvenniiik, és az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi. Ha
a kupacok mérete egy adott pillanatban A és B, akkor a soron kovetkezd jatékos
valamelyik kupacbdl elveheti A egy tobbszorosét vagy B egy tobbszorosét.

Hatarozzuk meg azokat az (k,n) szdmparokat, melyekre a masodik jéatékosnak
van nyer§ stratégidja, ha kezdetben az egyik kupacban k, a masikban pedig n darab
kavics van.

Javasolta: Pdlvilgyi Démétor (Budapest)

A. 813. Legyen p primszam és k pozitiv egész. Legyen tovabba

| &
=0 P’
a) Legyen f(z) egy egész egyiitthatds, 1 féegyiitthatds, k-adfokd polinom,
amelynek a konstans tagjat osztja p. Bizonyitsuk be, hogy létezik n € N, amelyre
pl f(n), de p'™t f(n).

b) Bizonyitsuk be, hogy a fenti allitds éles, azaz létezik olyan egész egyiitthatds,
1 fegyiitthatds, k-adfokd g(x) polinom, amelynek a konstans tagjét osztja p, és ha
egy n € N esetén p | g(n) teljesiil, akkor p’ | g(n) is igaz.

Javasolta: Szabd Kristof (Budapest)
A. 814. Adott a sikon 666 kiilonb6z6 pont gy, hogy nem fedheték le 10 darab

egyenessel. Bizonyitandd, hogy ekkor kivalaszthato koziilitkk 66 pont gy, hogy mar
azok sem fedhetdk le 10 darab egyenessel.

Javasolta: Hujter Mihdly (Budapest)

Bekiildési hatarid6: 2022. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 550. Egy bolha tartézkodik a szdmegyenes 0 pontjan. Kétféle mozgasra ké-
pes: B hosszit tud ugrani balra, vagy J hosszut tud ugrani jobbra (1 < B, J < 100
egész szdmok). Adjuk meg, hogy eljuthat-e a bolha egy tetszdleges C' (—100 < C' <
< 100) szédmhoz. Ha eljuthat, akkor adjuk meg a legrévidebb ugrdssorozat hosszét,
valamint azt, hogy hany balra és hany jobbra ugrassal lehet eljutni 0-t6l C-ig.

Készitsiink programot, amely a standard bemenet els6 sorabdl beolvassa B, J
és C értékét, majd a standard kimenet egyetlen soraba irja a legrovidebb ugrassoro-
zat hosszat, a balra, valamint a jobbra ugrasok szamat, illetve 0-t, ha a C szamhoz
a bolha nem tud eljutni. Ha tobb ugrassorozat van, amellyel a C' szdmhoz a legke-
vesebb ugrassal el lehet jutni, akkor barmelyik megadhato.

Példdk: Bemenet Kimenet
5 3 10 615
21 73 50 20 15 5
48 82 73 0

Bekiildend6 egy tomoritett 1550.zip mappédban a megoldast adé program
forraskédja és egy rovid dokumentdcié, amely megadja, hogy a forrasallomany
melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

(A 2021 oktoberében kitizott K. 701. feladat alapjin)

I. 551. Kiilonboz6 vastagsagu falakat szeretnénk késziteni. Ehhez haromféle,
1, 2 és 3 cm vastagsagu lapok allnak rendelkezésre.

Tablazatkezelo program segitségével oldjuk meg a falak készitéséhez haszna-
landé lapok szaménak és sorrendjének szamitasdhoz kapcsolodéd kovetkezé felada-
tokat.

1. Hozzuk létre a tablazatkezel6ben a fal nevii dlloméanyt a program alapértelme-
zett formatumaban.
2. Nevezziik at az els6 munkalapot sorrend névre.

3. Hatarozzuk meg az A1:A60-as tartomany cel- A A B 4
l4iban, hogy hényféle lényegesen kiilonbizé 1] 1 <
sorrendben lehet balrél jobbra 6sszeilleszteni 2 | 2 }g
a lapokat gy, hogy a fal vastagsaga az adott 3 | 4 <
cella sordnak értékével egyezik meg. (Lénye- 4 | 7

R P N Ry

gesen kiilonb6zé a sorrend, ha az egymas
utdn elhelyezett lapok vastagsdga legaldbb Minta a sorrend munkalaphoz
egy helyen eltér, példaul 3 cm-es falvastagsdgnal 4 1ényegesen kiilonb6z6 Gssze-
allitds van: 1,1,1; 1,2; 2,1 és 3.)

4. Hozzuk 1étre a max10 nevii munkalapot és dllitsuk be a mintaképen ldthaté
sziirke hatterti celldkat és formatumukat.
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5. Ezen munkalap B, C és D oszlopaban a maésodik sortél kezdve soroljuk fel,
hogy hény 3, 2 és 1 cm-es lapot hasznalhatunk fel a fal elkészitéséhez, ha
a fal vastagsagat az A2 celldba irt pozitiv egész szam adja és mindhdrom
vastagsagbol legfeljebb 10-10 lapot hasznédlhatunk fel.

6. A kép A3 celljdban olvashaté iizenet csak akkor jelenjen meg, ha a meg-
adott falvastagsdg eléréséhez legalabb egyféle lapbdl 10-nél tébb darabra lenne
sziikség. Ebben az esetben a tobbi cella maradjon iires a B-F oszlopokban
a masodik sortdl kezdve.

4 A | B | ¢ | b E F | 6 %

i
B LY. AT ot A T o] hm‘nhmwdm-‘,“’ﬂﬂ.’«

7. Az E oszlopban hatarozzuk meg, hogy az adott darabszamokbdl hany lényege-
sen kiilonbozé osszedllitas lehetséges. Példaul 14-es falvastagsdg osszeallithato
tobbek kozott 4 db 3 cm-es és 1 db 2 centiméteres lapbdl. Ezek 5 lehetséges
sorrendben tehetok egymas utan: 3,3,3,3,2; 3,3,3,2,3; 3,3,2,3,3; 3,2,3,3,3
és 2,3,3,3,3. Ezért ebben a sorban az E oszlopba 5 keriil, természetesen képlet
felhasznélasaval.

8. Az F2 celldban 6sszesitsiik az E oszlopban felsorolt esetenkénti sorrendeket.

4 A B C D | E | F | @
1| méret: 3 2 1 sorrend  Bsszes sorrend: z
2] 14 4 1 0 5 30 g
3 | 4 0 2 15 $
4 3 2 1 60 '
5_ 3 1 3 140 .
6 | 3 (] 5 56 .
7 2 4 (] 15 ;
8 2 3 2 210

9 | 2 2 4 420 ;
10| 2 1 6 252

1 2 0 8 45

12 1 5 1 a2

13| 1 4 3 280

14 1 3 5 504 +
15 1 2 7 360 {
16 1 1 9 110

17| 0 7 0 1

18| 0 6 2 28

19 | 0 5 4 126

20 0 4 6 210

21 0 3 8 165

22 | 0 2 10 66 .
23| j
24
anl, g, g A i e SRS R ._.--.-.-"\---l\._,,'m’\\“/

Minta a max10 munkalaphoz
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Segédszamitasokat mindkét munkalapon a P oszloptdl kezd6dben végezhetiink.
A megolddshoz makré vagy més program nem hasznédlhatd, csak a tédblézatkezeld
beépitett fiiggvényei.

Bekiildendo egy 1551.zip tomoritett allomédnyban a munkafiizet és egy rovid
dokumentécié, amely megadja, hogy a megoldas milyen tablédzatkezelé program
melyik verzidéjaban késziilt és egy kb. 6tsoros magyarazat a megoldasok modszeré-
rol.

I. 552 (E). Az emberiség torténelme soran tobbféle szamirds és szamoldsi
modszer alakult ki. A helyiértékes szamrendszer hasznalatanak elterjedése elGtt
a szamokat kiilonféle jelekkel, jelcsoportokkal irtdak le. Az ékori gorogoknél az i.e.
V. szézadban kialakult alfabetikus szamirdasban példaul az ABC betiii jelentették
a szamokat. A megfeleltetés alfa(A) = 1, béta(B) =2, ... egészen kilencig, majd
idta(I) = 10, kappa(K) = 20 stb. A betiikkel nem jelolt szamokat a betiikbdl allo
szavak” segitségével adtak meg: a sz6 értéke a benne szerepld betiik szamértékének
osszegével volt egyenlo.

Alkalmazzuk az alfabetikus szamitdst az angol ABC betiiire, vagyis A =1,
B=2 ... ésvégiill Y =600 és Z = 700. A kovetkezd feladatokban ezekkel a ,,sza-
mokkal” kell szdmolni és miiveleteket végezni. A szdmokat minden esetben az angol
ABC nagybetiiivel jeloljiik. A feladatok megoldasa soran torekedjiink a mintanak
megfeleld input/output megvaldsitdsdra. A bemeneteket nem kell ellenérizni, azok
a leirdsnak megfeleld, helyes értékek. A kommunikacié soran az ékezetmentes kiirds
is elfogadott.

1. frjuk ki az angol ABC nagybettiit.

2. Irjuk ki a fenti nagybetiikkel jellt szdmokat.

3. Kérjiink be a felhasznal6tol egy szamot jelentd betiit, és adjuk meg a szdmér-
tékét.

4. Kérjiink be a felhaszndlétdl egy szdmot jelentd szét (legfoljebb 10 betil), és
adjuk meg a szamértékét.

A szamok felirdsa nem egyértelmi, példdul a 31 felirhaté LA, AJK vagy akér
JDGJ alakban is.

5. Kérjiink be a felhaszndl6tol két szémot jelentd szot (legfoljebb 10 betii), és
adjuk meg, hogy egyenlo értékii-e a két szo.

6. Kérjiink be a felhasznal6tol egy tizes szamrendszerben felirt szamot, és adjuk
meg a neki megfelel6 legrovidebb szavak egyikét.

7. Kérjiink be a felhasznal6tdl egy tizes szamrendszerben felirt szamot, és adjuk
meg a neki megfelel6 harombetiis szavak mindegyikét.

Minta:
1. feladat:
Az ABC: ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY?Z
2. feladat:
A szamok: 1 234567 89 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 200 300
400 500 600 700 800
3. feladat:

Kérek egy betiit:K
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Ertéke: 20

4. feladat:

Kérek egy szdét:EMU

Ertéke: 345

5. feladat:

Kérek egy sz6t:KSM

Kérek egy masik sz6t:0LP

Egyenl8ek

6. feladat:

Kérek egy szamot:256

Egy legrovidebb szé: TNF

7. feladat:

Kérek egy szamot:195

A szamnak megfeleld harombetiis szavak: ERS ESR RES RSE SER SRE
Bekiildend6 egy i1552.zip tomoritett allomanyban a megoldas forrdaskodja,

valamint egy rovid dokumentacié, amely megadja, hogy a program melyik fejleszt6i

kornyezetben futtathato.

I/S. 58. Egy épiilet alaprajza egy N oszlopbdl és N sorbdl allé négyzetrécesal
szemléltethetd. A négyzetracs minden egységnégyzete kétféle lehet: foglalt, vagy
szabad. Foglalt egységnégyzeteknek megfeleld teriiletekre nem léphet senki, szabad
egységnégyzeteknek megfeleld teriileteken viszont szabadon lehet sétalni.

Thlzriadé esetén az épiilet minden szabad négyzettel adott teriiletén egy flu-
oreszkalé nyil jelenik meg, amely mutatja, merre kell tovabbhaladni, hogy biz-
tonsdgosan elhagyhassuk az épiiletet. Egy nyil négy kiilonb6zé iranyba mutathat
az alaprajzon: fel, jobbra, le, balra.

Miutén felfestésre keriiltek a nyilak, tlizriadét tartanak az épiiletben, hogy ki-
prébaljak, mindenhova j6 irdnyba mutaté nyil keriilt-e. A préoba kezdetén minden
szabad egységnégyzetnek megfelelo teriileten pontosan egy ember all. Minden id6-
egység alatt mindenki megprobélja végrehajtani az alatta 1évé nyil dltal mutatott
parancsot.

Az alaprajzot és a tlizriad6 tervét egy T' tomb irja le. Az alaprajzon az i-edik
sor j-edik egységnégyzetének allapotat a T'[¢][j] tombelem értéke adja: ‘** = foglalt,
‘F’ = felfele nyil, ‘J’ = jobbra nyil, ‘L’ = lefele nyil és ‘B’ = balra nyil.

Ha egy ember alatt 1év6 nyil egy szabad teriiletre mutat, akkor oda &atlép
az illet6. Ha foglalt cellara mutat, akkor helyben marad. Ha az épiiletbol kifelé
mutat, akkor biztonsdgban kijut az épiiletbdl és tobbé nem megy vissza oda a préba
soran. A préba M idéegységig tart. Adjuk meg, hogy M idbegység utdn hanyan
vannak még az épiiletben.

A bemenet elsé sordban az N és M egész szam taldlhatd. A kovetkezd N sor
mindegyikében N karakter taldlhaté: az i-edik sor j-edik eleme T'[¢][;].

A kimenet egyetlen sordban egy szdm szerepeljen: az M idGegység utan az épii-
letben 1év6 személyek szama.

Példa: Bemenet (a / sortorést helyettesit) Kimenet
4 6 / JJFF / F*BB / FLJJ / FBJB 6
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A kezdetben a T[2][3], T'[2][4], T[3][2], T[4][2], T[4][3], T[4][4] egységnégyzete-
ken allé emberek maradnak az épiiletben 6 id6egység utan.

Korldtok: 1 < N < 750, T[é][j] € {**’,F’,*J’,‘L’, ‘B’}. 1délimit: 0,3 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha 1 < N < 30.

Bekiildendo egy 1s58.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 157. Almos és Séra kaptak egy nagy tabla mogyorods csokoladét kardacsony-
ra. A csokoladé N x N db négyzet alaki mezobdl all. Egyes mezokben van mogyoro,
mas mezékben nincs. Ugy szeretnék elosztani a csokolddét, hogy a kapott mogyords
részek szamanak kiilonbsége minél kisebb legyen. Nem szeretnék azonban til sok
részre vagni a csokoladét, igy el6szor N hosszi és egy mez6 széles sdvokra vagjak,
majd minden savot kozépen kettévagnak és az egyik felét Almos, a mésikat Séra
kapja (N péaros szam). Azt, hogy ki melyik részt kapja, minden sévra kiilon-kiilon
eldonthetjiik. A sdvokra vagast soronként és oszloponként is el lehet végezni, igy
mindkét lehetdséget meg kell vizsgalni.

Készitsiink programot, amely egy tabla mogyorés csokoladéra megadja, mennyi
a legkisebb kiilonbség, ami Almos és Séra mogyorot tartalmazé mezdinek szdma
kozott lehet. Azt is adjuk meg, hogy ehhez soronként vagy oszloponként kell-e
felvagni a csokoladét.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza a méretet megadé N szamot. A kovetkezd
N sor mindegyike N szamot tartalmaz. Ezek mindegyike 0, ha nincs mogyord
a mezén és 1, ha van.

Kimenet: az els6 sorba egy S karakter irjunk, ha a legkisebb kiilonbséget
soronkénti felvagassal is el lehet érni, kiilonben pedig egy O karaktert. A mésodik
sorba az elérhet6 legkisebb kiilonbség keriiljon.

Példa:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) | Kimenet (a / jel sortorést helyettesit)

4/1010/1101 sS/0
0110/1101

Magyardzat: A csokoladé mindkét felvagassal igazsagosan eloszthato.
Korldtok: 2 < N < 500, N paros. Idolimit: 1 mp.
Ertékelés: a pontok 30%-a kaphat6, ha N < 10.

Bekiildendo egy s157.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2022. januar 15.

L1
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Sokszog alaki keret tehetetlenségi
nyomatéka és lengésideje

Bevezetés

Gyakran tapasztaljuk, hogy a falon 1évé kép ferdén
all. Meg kell igazitani, hogy a képkeret ismét fliggéle-
gesen alljon. Felmeriil a kérdés, hogy hogyan lendiilne
vissza a képkeret, ha az nem érintkezne a fallal, mas sz6-
val ha a képkeret sirlédas nélkiil lengedezne a felfiiggesz-
tési pont kortil. Az 1. dbrdn vékony rudakbdl sszealli-
tott, a és b oldalhosszusagu téglalap alaku képkeret 1at- a
hatd, amely az O pont koriil a sajat sikjaban periodikus 1. dbra
mozgast végezhet.

Ebben a cikkben arra keresiink valaszt, hogy az egyenletes tomegeloszlast, vé-
kony rudakbdl 6sszeragasztott sokszog alaku keret hogyan mozog a keret sikjaban,
ha azt az egyensilyi helyzetébdl kissé kitéritjitk. Mennyi lesz a keret lengésének
periédusideje kis kitérések esetén? Hogyan hatarozhatjuk meg ezt a periédusidét?
A valasz egyszerii: a rendszer fizikai inganak tekinthetd, melynek periédusideje

[ O
(]_) T =21 @,

ahol © az inga O pontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka, m az inga t6-
mege, s pedig az inga tomegkozéppontja és a felfiiggesztési pont tavolsaga. In-
nen lathatd, hogy tetszoleges, vékony rudakbol osszerakott sokszog alaki keret
lengésidejének kiszamitasdhoz a rendszer tehetetlenségi nyomatékat és a tomeg-
kozéppontjanak helyét kell meghatdrozni. A tovabbiakban egy altalanos médszert
ismertetiink a sokszog alaku keret tehetetlenségi nyomatékédnak meghatarozésra.
A formula alkalmazasaként kiszamitjuk egy vizszintes rud, egy altalanos harom-
szog alaku keret, az 1. dbran lathaté téglalap alaku keret, egy szabdlyos sokszog
alaku keret lengésének peridodusidejét, egy 6tagu csillag alaki keret vizsgdlatat pe-
dig a pontversenyben kitlizott feladatok kozott talalhatjuk meg.

Altalanos eset

Egy rudakbdl osszedllitott, tetszdleges sokszog alakl keret tehetetlenségi nyo-
matékat kiszamithatjuk egyetlen rid tehetetlenségi nyomatéka alapjan. Ezért elso-
ként a 2. dbrdn lathatd, elhanyagolhaté vastagsdgu rud tehetetlenségi nyomatékat
hatarozzuk meg. A rid helyzetét a végpontjaiba mutaté 1 és ro vektorokkal adjuk

meg.

Az m tomegli és L = |ro — 7| hosszisdgi rud silypontjanak (vagyis a sza-
kasz felez6pontjanak) helyvektora rg = 7"1_42rr2 A rud tehetetlenségi nyomatéka
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az O ponton atmeno és a sikra merdleges iranyu tengelyre vonatkoztatva:

(2) @:imL2+m|rs|2,
12

ahol az elso tag egy vékony rad stulypontjan atmend, a riudra me- O

réleges irdanyu tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaté-

ka, mig a masodik tag a Steiner-tételnek megfelel$ jarulék a te- it

hetetlenségi nyomatékhoz, ha a forgdstengely nem a rid suly-

pontjan, hanem azzal parhuzamosan az O ponton megy at. o
Koénnyen beldthatd, hogy L? = (ry — 7"1)2 =72 —2rory +

+73. (r1ry a két vektor skaldrszorzata.) Felhaszndlva L és rg

fenti alakjat a tehetetlenségi nyomaték egyszerii algebrai atalaki-

tassal kifejezheto a rad két végpontjanak rq és ro helyvektoraval:

m
(3) o= g(r% +trire + r%) 2. dbra

Az aldbbi példdkban a sziikséges szamolasokhoz célszerii levezetni © egy ma-
sik alakjat, amelyben a skalarszorzatot kikiiszoboljiik. A fentiekbdl latjuk, hogy
riry = (r?+ 73 — L?)/2, és ezt a tehetetlenségi nyomaték (3) képletébe befrva
kapjuk:

(4) 0= %(31% +3r2 — 12).

A tovabbiakban a (3) és a (4) formuldkat fogjuk alkalmazni kiilonboz6 alaku
keretek tehetetlenségi nyomatékanak a kiszadmitasara.

Vizszintes rud

Kordbban a K6MaL hasdbjain e cikk szerzéje az aldbbi feladatot tiizte ki [1]:
»Egy L hosszusagu rudat a két végéhez erdsitett, azonos hosszusagu fonalak segit-
ségével kozos pontban felfiiggesztink. A rudat a fonalak sikjaban kicsit kitéritjik.
Milyen hosszusagu fonalak esetén lesz a rid kis lengéseinek periddusideje a lehetd
legkisebb, és mekkora ebben az esetben a lengésidd?”

A feladatot (a KoMaL-ban megjelent megoldds he- 0
lyett) most a (4) formula alkalmazasaval oldjuk meg. Legyen
az L hosszusagu, m tomegi riad két végpontjaba mutaté vek-
tor a 8. dbrdn O-val jelolt felfiiggesztési ponthoz viszonyitva

r1 és ro. A két fonal hossza £ = |rq| = |ra|, valamint a rud ™ "2
hossza L = |71 — 72|. A (4) formula alapjdn a rdid tehetetlen-
ségi nyomatéka az O pontra vonatkoztatva:
m .2 2
(5) 626(66 — L*). I
3. dbra
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A rid silypontja s = 4/ (2 — LT tavolsdgra van az O ponttdl, és igy a rud lengésének
periédusideje (1) alapjdn:

602 — L2
3gV/4arz — L2’

ami megegyezik a KoMal-ban kozolt eredménnyel. Innen — a hivatalos megoldésnak
megfelelden — a lengésid6 akkor lesz minimélis, ha ¢ = L//3.

(6) T=2rm

Haromszog alaku keret

Legyen a haromszog alakt keret olda-
lainak hossza a, b és c. A keretet a 4. dbrd-
nak megfeleléen a C' pontban egy kis ék-
kel aldatamasztjuk, majd a haromszog sik-
jaban kicsit kitéritjiik.

Mekkora lesz a keret kis szogkitéré-
sti lengéseinek peridédusideje? Legyen a C
pont a koordindta-rendszer kozéppontja,
és jeloljik a C' pontbdl az A, illetve a B
pontba mutaté vektorokat a-val és b-vel!
Ekkor az A ponttal szemkozti rid vég-
pontjainak helyvektora 0 és a, a B ponttal
szemkozti rid végpontjainak helyvekto-

4. abra

ra 0 és b, végiil a C ponttal szemkozti rad végpontjainak helyvektora a és b. Legyen
A az egységnyi hosszra vonatkoztatott tomeg. Ha a keret teljes tomege m, akkor
A=m/(a+ b+ c). Ezek ismeretében a (3) formula alapjdn a hdromszog alaki keret
tehetetlenségi nyomatéka:

1 1 1
(7) 0= g)\aaQ + g)\be + gAc(aQ +b% + ab).
A fenti képletben az ab skaldrszorzatot az aldbbiak szerint kifejezhetjiik a hé-
romszog oldalainak a, b és ¢ hosszaval. A C' ponttal szemkozti oldal hossza ¢, és
= (a— b)2. Innen ¢ = a? + b? — 2ab, amibdl kapjuk, hogy:
22 _ 2

A (7) egyenletbe X kifejezését beirva és (8)-at felhaszndlva kisebb algebrai dtalaki-
tasok utan megkapjuk a tehetetlenségi nyomaték végso alakjat:

(9) 0= %(2a2+2b2 — % 4+ ac + be — 2ab).
Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk az ab skalarszorzat kiszamitdsa nél-
kiil is a (4) formula alapjan. Ugyanakkor mégse volt haszontalan kiszdmitani ezt

a skaldrszorzatot, ugyanis ahogy az aldbbiakban latni fogjuk, a stulypont és a fel-
fliggesztési pont tavolsaganak kiszamitasahoz sziikségiink lesz erre.
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Szamoljuk ki a keret tomegkozéppontjanak s tavolsagat a C' ponttol! A tomeg-
kozéppont s helyvektora:

A2 ME A glatc)+b(b+ )

1 = =
(10) s AMa+b+c) 2a+b+c)
és annak hossza:
a2(a+ ) +b2(b+c)’ +2abla+c)(b+c
(11) s Va2 |@lat +62(b+c) ablat)b+e)
4(a+b+c)

~[a® + b3 — 3 4 2a2%c 4 2b%¢ — abe
N 4(a+b+c) '

(Az utolsé 16pésnél felhaszndltuk az ab skaldrszorzat (8) képletét.)

Mindezeket dsszevetve a lengésidd (1) alapjén:

(13) T — or va+b+e 2a2 + 2b%2 — 2 + ac + bec — 2ab
¢ 39 Va3 + 0% — &3 + 2a2c + 2b2¢ — abe

Sikeriilt kifejezni a lengésidét csak a haromszog oldalainak hosszaval. Hasonld
eredményt kapunk, ha a haromszog alaku keret az A, illetve a B ponton van
alaékelve, csak az a, b és ¢ oldalakat kell ciklikusan cserélni a fenti képletben.

Numerikus példaként legyen a = 70 cm, b = 60 cm és ¢ = 30 cm. Ekkor g =
= 9,81 m/s%-tel szamolva a Tx = 1,358, T = 1,40 s és Tc = 1,43 s értékeket kapjuk.

Megjegyzések. 1. Ha a = b = ¢, akkor T = wv/2v3+/a/g.

2. A keret tomegkozéppontja nem egyezik meg a haromszog stulypontjanak jol ismert
helyével, mert ez utébbi a haromszog alaki, homogén siklapra vonatkozik. Esetiinkben
a sulypont a haromszog oldalfelez6é pontjait 6sszekotd egyenesekbdl kapott haromszoghe
rajzolhaté kor kézéppontja lesz (lasd [2]-ben a 132. feladatot).

Téglalap alaku keret

Ebben a részben kiszdmoljuk a bevezetében em- D @ A
litett téglalap alaku keret lengésidejét. Elszor meg
kell hatdrozni az 5. dabrdn lathaté O ponton atmend,

s . e, [ da
a lap sikjara meroleges irdanyu forgastengelyre vonat- 5
koztatott tehetetlenségi nyomatékot. b
. " . d
Ha a keret teljes tomege m, akkor az egység- S
. . . . m
nyi hosszra vonatkoztatott tomeg A = atb)- Az S c - B
stulypontbdl a téglalap A, B, C' és D sarkdaba mutato
vektorok hossza azonos: 9. dbra
a? + b2
|dal = |dg| = |dc| = |dp| =d = 5
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A (4) formula alapjén a stlypontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték:

(13) Os = 2%(6@2 —a?) + 2%(6d2 —b?)

m 2
=—(a+b)".
pat?b)
Alkalmazva a Steiner-tételt a téglalap alaku keret tehetetlenségi nyomatéka
az O pontra vonatkoztatva:

b\2
(14) ®®s+m<2) :%(a2+2ab+4b2).

A téglalapkeret silypontja a téglalap kozepe, ezért az O pont és a silypont
tavolsdga s = b/2. Végiil a lengésidd (1) alapjén:

2 4+ 2ab + 4b2
(15) T — o, |4 T 200+ 407
6bg

Numerikus példaként legyen a = 50 cm és b = 100 cm. Ekkor g = 9,81 m/s?-tel
szamolva T = 1,88 s értéket kapunk.

Szabalyos sokszog alaki keret

1) Ebben a részben a szabélyos sokszog alakt
keret lengésidejét szamitjuk ki. Példaként egy
N =7 oldalu szabalyos sokszoget vizsgalunk,
ami az egyik (O-val jelolt) csticspontjéban van
felfiiggesztve (6. dbra).
Legyen a sokszog koré irt kor sugara R.
A szémitdsokat jelentGsen egyszeriisithetjiik,
ha a tehetetlenségi nyomatékot elészor a sily-
pontra, majd a Steiner-tétel alkalmazasaval
a felfiiggesztési pontra vonatkoztatva szamol-
juk ki. Vegyiik észre, hogy a keret kozepébdl,
azaz a keret silypontjabdl az N-szdg minden
élének a végpontjaiba mutatd vektorok hossza
6. dbra R, és egymaéssal 27 /N sziget zarnak be. Ezért
a (3) formuldban ezen vektorok skaldrszorzata
R? cos %r, és minden oldalnak ugyanannyi lesz a jaruléka a keret teljes tehetetlenségi
nyomatékahoz, ami igy

N 2
Og = Tm (2R2 + RZ%cos ;) .

Végiil, ha a vonatkoztatasi pontot eltoljuk R tavolsdggal a felfiiggesztési pontba,
akkor a keret teljes tehetetlenségi nyomatéka:

MR? (

O =05+ NmR? =

5+cos2—7r
N )
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ahol M = Nm a keret teljes tomege. A silypont tavolsdga az O ponttdl s = R.
Végiil a lengésidd (1) alapjén:

27
T—ory 2T N B
3 9

Szabélyos haromszog esetén a lengésidére

7701/

adédik, ami megegyezik a (12) képletbél szamolt értékkel az a =b=c= 3R
helyettesitéssel. A 6. dbran lathat6 hétszogre a lengésido:

5 27
=91 & 5%8,60 E
\ 3 g g
2

Erdemes megvizsgdlni az N — oo hatéresetet. Ekkor a (17) képletben cos 5+ N

— 1, és
T—>2mf,/ ~889,/

Ez az eredmény fizikailag konnyen magyarazhatd. A szabdlyos sokszog egy R sugari
korhoz tart. Ennek az M tomegi karikdnak a tehetetlenségi nyomatéka az O pontra
nézve: © = 2M R?. A siilypont s = R tavolsdgra van az O ponttdl, és {gy a lengésids

(1) szerint T' = 27v/2 4/ §7 ami egyezik a fenti szdmoldssal.

Q\:U

A 7. dbra a T lengésidé N-t6l valé fiiggését mutatja /R/g egységekben.
Léathato, hogy N novelésével a lengésidé — a varakozédssal dsszhangban — elég
gyorsan tart a karika lengésidejéhez, ami az dbran a szaggatott vonalnak felel meg.

g
T =
& O
it~ ey e e A N S
8| L
6 b
4 +
2 [
0 N
0 5 10 15
7. dbra 8. dbra
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Otagu csillag alaku keret

Az altalanos mddszer hatékonysdgat illusztralva kiszamithatjuk egy bonyolul-
tabb alakzat, példdul a 8. abrdn lathato 6tagu csillag lengésidejét is, ha azt az egyik
csucsanal fiiggesztjiik fel. Ennek a szdmolasnak elvégzését azonban az Olvaséra biz-
zuk. (Lésd a P. 5365. kitlizott feladatot a 571. oldalon.)

Osszefoglalas

Elhanyagolhat6 vastagsagu, egyenes rudakbol osszerakott sokszog alaku ke-
retnek a sikjaban torténé lengéseit vizsgdltuk kis szogkitérések esetén, ha a keret
egyik sarkan van felfiiggesztve vagy aldékelve. Levezettiink egy &ltaldnos képle-
tet egy darab egyenes rudnak a felfiiggesztési pontra vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomatékdra a rid végpontjainak helyvektorai ismeretében (lasd a (3) és (4) egyen-
leteket). A képleteket felhasznalva meghatéroztuk egy vizszintes rud, a hdromszog,
a téglalap, a szabdlyos N-szog alaku keret tehetetlenségi nyomatékat és a lengésé-
nek periédusidejét, és megfogalmaztuk ugyenezt a kérdést egy otdgu csillag alaku
keretre is.

A fenti példak jol illusztraljak a modszer hatékonysagat. Az itt ismertetett
modszerrel mas alakd keret tehetetlenségi nyomatéka és lengésideje is konnyen
kiszamithato.

Ajanlott irodalom

[1] KéMaL 2012. évi mérciusi szdm, 185. old.: P. 4427. szdmu feladat. A megoldds
a 2012. évi decemberi szam 559. oldalédn jelent meg.

[2] Gnidig Péter, Honyek Gyula, Vigh Mété: 333+ furfangos feladat fizikabdl,
Typotex Elektronikus Kiadé Kft., Budapest 2017.

Cserti Jo6zsef

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 751. A siktikor dltal képzddé kép ugyanakkora, mint a tdrgy. Ha kozelebb
megyiink o tikorhoz, akkor mégis nagyobbnak latjuk magunkat, mert megnd a ldto-
szogiink. A hatunkat ugy tudjuk siktikorrel megnézni, ha két siktikrot haszndlunk,
melyek kozelitéleg egymdssal szemben, parhuzamosan helyezkednek el.

A két tikor kozé hova kell dllnunk, hogy maximdlis ldtoszogben lassuk a hdtun-
kat?

(4 pont)

Megoldaés. A siktiikor altal 1étrehozott kép mérete ugyanakkora, mint a tagy
mérete, és ez igaz a tobbszords titkkrozédés utan kialakuld képekre is. Ezek sze-
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rint a két tiikor kozott &ll6 ember képének latszélagos nagysdga (1atdszoge) attdl
fligg, hogy az embertdl milyen tavolsdgban jon létre a képe. Nagyobb képtavol-
sdghoz kisebb 14t6szog (kisebb latszélagos méret) tartozik, és forditva: ha kisebb
a képtavolsag, akkor nagyobb a kép latészoge.

Legyen a tiikrok tavolsiaga d, és az arcunk tavolsaga az egyik tiikkortél z. A ha-
tunk ilyenkor d — x tavol van a mésik tiikkortol. A hatsé tiikor altal létrehozott (vir-
tudlis) kép a tiikortdl d — x, t6liink 2(d — x), tehat az elsd tiikortdl 2(d — z) + x =
= 2d — x tavolsdgban jon létre. Ezt a képet az el6ttiink 1évo tiikor sajat magatol
ugyancsak 2d — x, az arcunktdl pedig (2d — ) + x = 2d tdvolsdgba tiikrozi, ott jon
létre a kétszeres titkrozédés utani latszélagos kép.

Mivel a hatunk képének a szemiinktél mért tavolsaga x-t6l fiiggetlen, mindegy,
hogy hova allunk, ugyanakkora latoszogben, tehat ugyanakkoranak latjuk a hatun-
kat.

Tobb dolgozat alapjan
25 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldés, hibas 15 dolgozat.

G. 753. Az autdpalydn egymds mdgott, 100 km/h sebességgel halad két, 5 m
hosszi gépkocsi. Az autdk kozotti tavolsag 30 m. Egyszer csak a hdtso autd elézni
kezd. Addig gyorsit egyenletesen, amig eqymds mellé nem érnek. Ekkor a gyorsito
autd sebessége 130 km/h, amit a tovdbbiakban nem wvdltoztat meg. Ugy fejezi be
az elézést, hogy 30 m-rel az dllando sebességgel halads mdsik kocsi elé sorol. Mennyi
ideig tartott az el6zés?

(4 pont)

Megoldas. Mivel az egyik auté mindvégig egyenes vonali egyenletes mozgast
végez, inerciarendszeriinket ehhez kothetjiik. Ebben a rendszerben ez az auté végig
allni fog. A 30 m-rel mogotte 4ll6 autéd allé helyzetbdl 30 km/h sebességre gyorsit
egyenletesen, mig mellé nem ér, majd ezzel a sebességgel tovabb haladva 30 m-rel
megel6zi az elétte allé autot.

Az autdk hossza £y = 5 m, az autok elézés elotti és utani tavolsaga £ = 30 m.
Az els6 szakaszban, amikor a hatul halad6 auté gyorsul, a megtett tt:

s1 =4y + ¢ =35m,
az elézést végzo autd végsebessége:

v =30 S g gy W
h S

Az egyenletesen gyorsulé mozgas egyenletei:

a9
v =aty, S1=§t1.
Ezekbdl t; = 22%, tehat
2-35m
th= "2 —84s
17 g33 ™
s
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A mozgas méasodik szakaszaban, amikor az el6z6 auté egyenletesen halad,
a megtett ut:
52:€0+€:35m,

az autok relativ sebessége

km m
v=30 — =833 —,
h S
az elozés masodik részének idotartama
S9 35 m
tg= — = ——> =42 8.
SEETE

Az el6zés tehat Osszesen 8,4 s 4 4,2 s = 12,6 mésodpercig tartott.
Hruby Laura (Budapest, Veres Palné Gimn., 10. évf.)

54 dolgozat érkezett. Helyes 33 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos
(1-2 pont) 11, hibds 5, nem versenyszer( 3 dolgozat.

G. 756. Egy auto kerekében lévd levegd nyomadsdt a benzinkiuton 1,2 bar ér-
tékiinek mutatja a nyomdsmérd. Feltételezve, hogy sem a gumiabroncs térfogata,
sem a benne lévd levegd hdmérséklete nem wvdltozik meg, hdny szdzalékkal né meg
a gumiabroncsban lévé molekuldk szdma, ha a nyomdst az eldirt 2,4 bar értékre
noveljik?

(3 pont)

Megoldas. Amikor a benzinkit nyomasmérdje 1,2 bart mutat, akkor az az
érték a kerékben 1évé levegd nyomdsdnak és a kiils6 (kb. 1 bar nagysagu) légnyo-
mésnak a kiilonbsége. Ha a mért keréknyomast 1,2 barrdl 2,4 bar értékiire novel-
jiikk, akkor a tényleges (a gdztorvényben szerepld) nyomds p; = 2,2 bar értékrol
p1 = 3,4 bar értékre novekszik.

A gumiabroncsban 1év6 molekuldk szamat a gdzok pV = NET allapotegyenlete
alapjan szamithatjuk ki. (IV a részecskeszdm, V' a gumiabroncs térfogata, T' a hé-
mérséklet, k pedig a Boltzmann-dllandd.) A kezdeti allapotban p1V = N kT, a fel-
fujt allapotban pedig po V' = NokT'. Mivel a térfogat, a homérséklet és a Boltzmann-
allandé mindkét képletben ugyanakkora, a két egyenlet hanyadosabdl kiesnek, és
azt kapjuk, hogy az 6ssznyomds egyenesen aranyos a molekuldk szamaéval:

pbr _ P2
N1 Ny’
vagyis
3,4 b
Ny = 22N = 220 N 55 Ny

pi - 22 bar

Eszerint a gumiabroncsban 1évé molekulak szama a kerék felpumpaldsa soran
kb. 55%-kal né.
Klement Tamds (Pécs, LeSwey Klara Gimn., 9. évf.)

36 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldés. Kicsit hidnyos (2 pont) 3, hidnyos (1 pont)
14, hibas 7, nem versenyszerl 1 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

P. 5330. Képzeljink el egy folyékony halmazdllapoti, gomb alaki égitestet.
A belsé tomegvonzas hidrosztatikai nyomdst eredményez. Legyen az égitest vizbdl,
és a gomb sugara R = 25 km. Mekkora a hidrosztatikar nyomds a gomb kézéppont-
jaban?
(4 pont) Kozli: Szekeres Béla, Budapest
Megoldas. Az égitest kozéppontjatol r < R tavolsagban egy m tomegl testre
mM (r)
Gr)=y—35—
nagysdgu erd hat, ahol M(r) az r sugari gombben 1év8 anyag tomege:
473
3
(0 a viz stirlisége). A graviticids gyorsulds tehét
_G(r)  dwr
m 3

M(r) = o

Homogén gravitaciés térben a hidrosztatikai nyomés h mélységben Ap = pgh.
Esetiinkben azonban a gravitacios gyorsulds nem allando, az r tavolsdggal linearisan
véaltozik: g(r) = élland6 - r. A linedris véltozds miatt szémolhatunk g(r) atlagos
értékével, a legnagyobb és a legkisebb érték szamtani kozepével:

4R
- _ Jmax 1 Jmin _ PYQWT +0 _ 2R
g B 9 Yo 3

Az égitest kozepénél a nyomas:

P P
p= 0GR = ?”792 R? = % -6,67 - 10~11 - 10002 - 250002 Pa ~ 87.3 kPa.

(Gyér, Révai M. Gimn., 10. évf.)

Megjegyzések. 1. Feltételeztiik, hogy az égitest nem forog, tehat nem sziikséges meg-
kiilonboztetni a gravitdcids és a nehézségi gyorsulast. Ha az égitest forogna, az alakja nem
lehetne gémb.

2. Az égitest felszinénél a nyomdst nulldnak tekintettiik. Egy ilyen ,égitest” nem
maradhatna sokdig folyadék halmazallapotban, mert a felszinénél a (gyakorlatilag) nulla
nyomés miatt hamar elforrna.

(G. P.)

18 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 1, hidnyos
(1-2 pont) 4, hibas 5 dolgozat.
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P. 5332. L =0,2 m hosszusdgu szigetelofondlon figg egy m témegi,
Q =1 pC toltésii golydeska. A felfiiggesztés alatt 2L tdvolsigban van egy ugyan-
akkora, régzitett, Q ponttiltés.

a) Hogyan fiigg a fondl fiiggdlegessel bezdrt szége az m témegtdl?

b) Legaldbb mekkora legyen m, hogy a két golyd kizti tavolsdg L legyen?

¢) Legfeljebb mekkora lehet m, hogy a két golyé kozti tavolsag 3L legyen?

(5 pont) Kozli: Szabé Endre, Vagfiizes (Szlovédkia)

Megoldas. a) Jeloljiik a fondlnak a fiiggélegessel
bezart szogét a-val, a két toltés tavolsagat pedig r-rel
(lasd az d@brdt). A toltott golydeskdra a G nehézségi erd,
az F' Coulomb-erd és egy fonaliranyt K kényszererd hat.
Ezek koziil az els6 kett6 nagysagas:

Q2
G =mg, illetve F= kr—2

Egyensulyi allapotban G és F' eredgje fondlirany,
emiatt OABA és AM N A hasonldéak. Fenndll tehat:

2L 2kLQ?
(1) ¢ =—, azaz = @ )
F r mg

Az r tdvolsdg (az OABA-re felirt koszinusztétel segitségével) kifejezhetd o fiiggvé-
nyeként:

r(a) = \/L2 +(2L)* — 2L - (2L) cos v = L\/5 — 4 cos av.

Ezt (1)-be helyettesitve, majd cos a-t kifejezve kapjuk a keresett dsszefiiggést:

2
5 kQ? N3 1 2/3
(2) cosa =7 — (W> ~ 1,25 — 0,0327712/3 kg</”.

b) A két toltés kozotti tavolsag akkor lesz L, amikor oo = 0, vagyis cosa = 1.
(2) szerint ez a feltétel

3
0,032\2
m:m12(025) kg~ 46 g

tomegnél teljesiil. Ha m > my, akkor (2)-nek nincs megoldésa, de az erdk egyenstilya
a = 0 mellett tovabbra is megvaldsul. A két toltés tdvolsdga tehat akkor lesz L, ha
m legaldbb 46 g.

¢) r = 3L akkor teljesiil, ha v = 180°, vagyis cos @ = —1. Ezt (2)-be helyette-

sitve kapjuk, hogy
3
0,032\2
= = ) k ~ 1 .
m = ms ( 5.95 ) g g

566 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/9



GF 2021.12.6 — 19:01 — 567. oldal — 51. lap KoMalL, 2021. december EF

— P

Ha m < mo, akkor is megmarad az r = 3L tavolsag, hiszen a toltések nem keriil-
hetnek egyméstol ennél messzebbre.

Mozolai Bende Brind (Budapest, V. Ker. Eotvos J. Gimn., 11. évf.)

21 dolgozat érkezett. Helyes Antaléczy Szabolcs, Biebel Botond, Gabriel Tamas,
Kertész Baldzs, Mozolai Bende Bruné, Toronyi Andrds és Téglds Panna megolddsa.
Kicsit hidnyos (3-4 pont) 6, hidnyos (1-2 pont) 7, hibds 1 dolgozat.

P. 5333. Hengeres, 2 cm sugarid hosszu egyenes vezetékben dram folyik. A ve-
zeték belsejében, annak tengelyétél 1,5 cm-re a mdgneses indukciovektor nagysdga
2.10~* T. Mekkora a mdgneses indukcidvektor nagysdga a vezeték tengelyétél 4 cm
tavolsagban?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

Megoldéas. A vezeték belsejében kialakulé magneses indukcié csak az adott
helytdl ,,beljebb” esé aramtol alakul ki, a ,kijjebb” foly6 aramok jaruléka az adott
pontban nulla.

Meg kell hataroznunk, hogy a 2 cm sugart vezeték dramanak mekkora része
folyik az 1,5 cm sugard hengerpalast feliiletén beliil. Mivel egy hengeres vezeték-
ben folyé dramerGsség a vezeték keresztmetszetével, az pedig a sugar négyzetével
aranyos, felirhatjuk, hogy

1,5 cm Y
I(1,5cm):I(2cm)-(écm )

Hosszt elektromos vezetd koriil, attél r tavolsdgban a mégneses indukcidévektor
nagysaga:

I
B = C—
Ho 2rm

Ezek szerint )
1,5

I(2 cm) - (;)

B1sem)=2-10"*T = pg—p 22

illetve

I(2 cm)
P
27 - (4 cm)

A fenti két egyenletet elosztva egymassal kapjuk, hogy
Bdem) 15 (2Y 2
B(1,5cem) 4 \15) 3

B(4 ¢cm) =

és igy a magneses indukciovektor nagysaga a kérdéses helyen:
2 4
B(4 cm) = 3 -B(1,5 cm) = 3 107* T ~ 0,13 mT.

Fekete Andrds Albert (Pécs, Lebwey Kldra Gimn., 12. évf.)

21 dolgozat érkezett. Helyes 17 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 1, hidnyos
(1-2 pont) 3 dolgozat.
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P. 5334. A fizikai kisérletezést kedveld Rudi sziletésnapjdara elektronikai kész-
letet kapott. Tiistént dssze is dllitotta az abra szerinti kapcsoldst, melyben az
U =30V fesziltségii aramforrds belsd ellendlldsa elhanyagolhatd, a teljesen egyfor-
ma fesziillségmérdk €s a teljesen egyforma darammeérdk pedig idedlisnak tekinthetdk.
Az ellenalldsok nagysaga R = 50 2.

a) Mennyit mutattak a miszerek?

b) Majd megcserélte az 1-es drammérét az 1-es fesziiltségmérdvel, a 2-es dram-
mérdt a 2-es fesziiltségmérdvel. Mennyit mutattak igy a miszerek?

¢) Ezt kovetben visszarendezte a mérémiszereket az eredeti helyiikre, majd
az l-es drammérdt és a 2-es fesziiltségmérdt felcserélte egymdssal. Mennyit mu-
tattak igy a miszerek?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldas. Az idedlis drammérdknek nincs belsé ellendllasa, az idealis fesziilt-
ségmérok ellenallasa pedig végtelen nagy, igy nem folyik rajtuk aram.

Jeloljiik az ellenallasokat az 1. dbrdan lathaté modon. Mindegyik ellenéllas
nagysaga 50 €2, az indexek csak helyzetiik megkiilonboztetésére szolgalnak.

U
® @

1. dbra
|_|E a) Mivel a 2-es fesziiltségméré ellenéllisa
@ U végtelen nagy, nem folyik rajta aram, igy a ve-
R (ID @D le sorosan kapcsolt 2-es arammérén és az Ry
@ ellenallason sem folyik aram, tehat I, = 0.
Az 1-es fesziiltségmérd is idedlis, ezért rajta

és a vele sorosan kapcsolt R3 ellenallason nem
folyik aram. A 2. d@brdn lathaté kapcesolési raj-
zon csak a mérémiiszerek és azok az ellendllasok szerepelnek, amelyeken dram
folyik, mert csak ezek befolydsoljdk a miiszerek altal mutatott értékeket. Az 1-es
aramméro idealis, ezért nincs rajta potencidlesés, tehat az 1-es fesziiltségméro 0 V

2. dbra
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fesziiltséget mutat. Az dramkor eredd ellenalldsa:
Re = Ro+ Ry =2R =100 Q,

igy a féagban folyé aram

U 30V
[=— =" —03A.
R 100 %8

Az l-es arammérd a foaghan folyé dramerOsséget mutatja: 1 = 0,3 A. A 2-es
fesziiltségméro az Ry ellendllason esé fesziiltséget méri:

Uy =Ry I =50Q-03A=15V.

b) A 3. dbra a masodik eset kapcsoldsi rajzat mutatja. A 2-es fesziiltségméron

U
@ @ |

3. dbra

nem folyik dram, igy a 2-es &rammérén és az Ry ellendlldson sem: Io = 0. A 2-es
fesziiltségmérd az el6z6 esethez hasonléan Ry kivezetései k6zott méri a fesziiltséget,
az 1-es fesziiltségméro pedig az R3 ellendllasra juto fesziiltséget mutatja. Most csak
az Ry, Rz és Ry ellendlldsokon folyik dram. Az eredd ellenallds:

R.=Ro+ R3+ Ry =3R =150 Q.

Az 1-es drammérd a féagban folyé dramot méri:

A fesziiltségmérsk altal mutatott értékek:

UVa=R 1, =10V,

Uy =Rsl; =10 V. v
®» ©
¢) A kapcsoldsi rajz a 4. db-
rdn lathaté. A fesziiltségmérék vég- @ Uy
telen nagy ellendllasa miatt az egész
4. dbra

aramkorben sehol sem folyik &ram:
I; = Iy = 0. Mindkét fesziiltségméro az aramforrassal parhuzamosan van kapcsolva,
igy az aramforras fesziiltségét mutatjak: Uy = Uy = 30 V.

Hauber Henrik (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 10. évf.)

25 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 5, hidnyos
(2-3 pont) 2, hibas 2 dolgozat.
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Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 409. Készitsiink piskétat! Mérjilk meg a tészta strliségét siités elott és
stités utan. Vizsgaljuk meg, hogy véltozik-e a kész piskota siirtisége attol fliggben,
hogy a tepsi szélén vagy a kozepén siilt! (Adjuk meg a piskdta receptjét is.)

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

G. 761. Hogyan frtdk a HATULJA sz6t a KéMalL felirat hatuljéra: szokdsos
modon vagy tiikkorirassal?

(3 pont)

G. 762. A bal oldali fényképen egy kerti ,,szolar” zuhany lathaté. A fiiggbleges,
fekete tartdlyban 1évé vizet a rdes6 napsugarzds tudja felmelegiteni. Az alsé (igyne-
vezett 1dbmosd) csapbdl csak hideg viz folyik, mig a fels§ zuhanyrézsabdl a kézépen
1év6 elosztocsappal bedllitott hdmérsékletii vizsugarat élvezhetjiik. A zuhany miiko-
déséhez sziikséges hideg viz betaplalasa alul torténik. Egy 1ldbmosé nélkiili zuhany
szerkezetét mutatja a jobb oldali dabra.

_ —>
zuhanyrézsan
tavozo viz

elosztéesap

beérkezo
viz
—
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Egészitsiik ki az dbrat labmosdval, majd magyardazzuk el a kerti zuhany mii-
kodését!

(4 pont)

G. 763. Két tomor kockank van, az egyik aluminiumbdl késziilt, a masik
rézbél. Kilonlegesen pontos mérlegre téve oOket, vakuumban végezve a mérést,
gramm pontossaggal 1 tonnasnak talaljuk mindkettot. Mekkora lesz a két mérés
eredményének a kiilonbsége, ha normal allapott levegében mériink?

(4 pont)

G. 764. Egy nyugalmi allapotbol induld, szabadon es6 test mozgasanak utolsé
masodpercében ugyanakkora utat tett meg, mint az els6 harom masodperc alatt.
Milyen magasrol esett le a test? (Hanyagoljuk el a légellenéllast.)

(4 pont)

P. 5364. Sima, vizszintes, surléddsmentes sikon nyugszik egy R sugard, m
tomegti félhenger, dombort felével felfelé. A félhenger tetejérdl nyugalmi helyzetbél
indul el surlodas nélkiil egy kis méretii, de ugyancsak m tomegii test. Milyen hossza
utat tesz meg ez a test a félhengeren, mielott elvalik toéle?

(5 pont) Kozli: Szdsz Krisztian, Budapest

P. 5365. Egy ¢ hosszisagi, m tomegl, homogén, vékony rudat az egyik vég-
pontjanal felfiiggesztiink. Egyensilyi helyzetébdl kicsit kitéritve a lengéseinek pe-
riédusideje Ty = 2 s, vagyis ez a rid egy ,, masodpercinga’.

Tiz darab ugyanilyen rudat az dbrdn latha- 19) 0O
t6 modon erdsitiink ¢ssze, majd a merev keretet ,
az egyik csucsandl fogva felakasztjuk. Az igy ki- m ¢ m
alakitott 6tagu csillag a sajat sikjaban szabadon
elfordulhat az O pont koriil. - >

a) Mekkora a rudak hossza? To

b) Mennyi az egyenstilyi helyzetébél kicsit

kitéritett otagu csillag lengéseinek T' peridodus- .

ideje? < -
(Lasd a sokszog alaki keretek lengéseirdl sz6l6 cikket lapunk 556. oldalan!)

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 5366. Idedlis géz dlland6é nyomashoz, illetve allandé térfogathoz tartozo
fajhéinek hanyadosa k.

a) A géz adiabatikusan tdgul. Mekkora a gdz munkdjénak és a belsé energia
megvéltozasanak ardnya?
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b) A géz izotermikusan dsszenyomddik. Mekkora a gdz munkajanak és a felvett
honek az ardnya?

¢) A gézt izobér folyamatban melegitjiik. Mekkora a gdz munkdjdnak és a fel-
vett hének az aranya?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5367. Két kis méretii fémgolydt egymastdl d tavolsagban szigeteld allva-
nyokon rogzitettiink, majd mindegyikre @ toltést juttattunk.

a) Abrézoljuk vazlatosan az ekvipotencidlis feliileteket!
b) Milyen potencidlhoz tartozé feliilet ,6leli koriil” mindkét t6ltott golyot?
(4 pont) A Kvant nyomén

P. 5368. Egy R = 30 cm sugartd, fémhuzalbdl ké-
sziilt karikdnak Q = 6- 1076 C toltést adunk, majd a ko- Q
zéppontjan atmeno, a sikjara meréleges tengely koriil
w =520 1/s szigsebességgel megforgatjuk vakuumban. -
Egy adott pillanatban egy elektron éppen a karika ko-
zéppontjan repiil 4t v = 120 m/s nagysédgu, a karika sik- 1w
jaba esd sebességgel. G

Mekkora az elektron palydjanak gorbiileti sugara
a karika kozéppontjaban, ha ott a Foéld magneses tere
éppen az elektron sebességének iranyaba mutat?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest
ok x o x = P. 5369. Vizszintes sikban ¢ tavolsag-

x  x lx  x x  x ban két parhuzamos fémsin taldlhatd, me-

R lyek (dbra szerinti) bal oldali végét kapcso-
. ;XUO * Bt |t l6val ellatott R ellenallast fogyaszté koti

x ox fx x xx Ossze. A rendszer fligg6leges irdnyd olyan

‘ homogén magneses mezében van, melyre

) d § x o jellemz6 magneses indukciévektor idében

a B(t) = By + kt 6sszefiiggés szerint valto-
zik, ahol By és k ismert allanddk. A sinek-
re merolegesen egy fémpalcat fektetiink, amely a kapcsold zarasa el6tt d tavolsdgra
van a fémsinek bal oldali végétél. A sinek és a fémpalca ellenédllasa elhanyagolhato.
A t = 0 idépillanatban a kapcsolét zarjuk, és palcat a vizszintes sikban, a pélcara
merolegesen vy allandd sebességgel mozgatni kezdjiik. Hatarozzuk meg a pélcaban
foly6 dram erdsségét a t idépillanatban!

(5 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs
P. 5370. Egy rovidlaté ember szemének kozelpontja 8 cm-re van a szemétol

szemiiveg nélkiil. Mekkora lesz a kozelpontjanak a tavolsdga, ha felveszi —5 diopt-
rids szemiivegét?

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz
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P. 5371. A tau-részecske (7) elektromos toltése ugyanakkora, mint az elektro-
né. Tomege 3470-szer akkora, mint az elektroné és 1,89-szer akkora, mint a protoné.
Nagyon 16vid az élettartama (3 - 10712 s), mégis el6fordulhat, hogy a protonnal ki-
tott rendszert alkot. Ebben az esetben a két részecske a kozos tomegkozéppont
koriil korpdlydn kering, és a rendszer teljes perdiilete nh (n = 1,2,...).

a) Adjuk meg a 7-proton atom és a H-atom szinképeiben a megfelel$ hullam-
hosszak aranyé&t!

b) Mekkora a 7-proton atom kotési energidja?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5372. Egy rudinga (egyik végénél felfiiggesztett homogén rid) szabad len-

géseinek korfrekvencidja w. Allandésult allapotban mekkora amplitudéji rezgése-
ket végez a rid alsé végpontja, ha az inga felfiiggesztési pontjat vizszintes iranyban
z(t) = Acos (2wt) id6figgésti kitéréssel mozgatjuk? (A kozegellenallas kicsi, de nem
teljesen elhanyagolhaté, tovdbba Aw? < g.)

(6 pont) Kozli: Vigh Maté, Biatorbagy

L1

Bekiildési hatarid6: 2022. januar 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 71. No. 9. December 2021)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 542): K. 709. A family
are planning to grow a special type of onion in their garden. They want to eat 400 onion
bulbs each year. The onion is grown from a seed. Each onion plant can produce 51 seeds
every year if we let it. However, once an onion plant has gone into seeds, its bulb will
dissolve during growing the seeds. What is the minimum number of seeds the family need
to buy in order to launch the onion project so that they can have the desired quantity of
onion bulbs to eat, and they never need to buy seeds any more? K. 710. There are some
dodecahedra and some icosahedra on the table. The solids have 792 vertices and 936 faces
altogether. How many dodecahedra and how many icosahedra are there on the table?
K. 711. Ann’s favourite number is 2468. Ben’s favourite number also has four digits, and
exactly two of its digits coincide with two digits of Ann’s favourite number. Furthermore,
each of the matching digits is in the same decimal place in both numbers. Based on this
information, how many four-digit positive integers are there which may be Ben’s favourite
number? K/C. 712. We have 2022 square wooden plates arranged in a row, and 2021
discs numbered 1 to 2021. One disc is placed on each wooden plate except for the last
one, in a random order. Then in each move, one disc is transferred to the (momentarily)
vacant wooden square. Our goal is to have the numbers in increasing order, with the last
square left vacant. What is the maximum number of moves that may be needed to achieve
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that goal? Also give an example for a possible initial arrangement that does require that
maximum number of moves. K/C. 713. The sides of a square are 6 cm long. A circle is
drawn over each side as diameter, as shown in the figure. The large circle is centred at
the centre of the square and its radius equals the side of the square. Calculate the areas
of the regions I., II. and III.

New exercises for practice — competition C (see page 543): Exercises up
to grade 10: K/C. 712. See the text at Exercises K. K/C. 713. See the text at
Exercises K. Exercises for everyone: C. 1694. Solve the following equation over the
set of real numbers:

x720217177202O+m720197x72018+x720177 "
2 3 4 5
r—3 -2 x—1 x
+

2019~ 2020 2021 2022 =0

(Proposed by L. Sdfdr, Réckeve) C. 1695. A perpendicular line segment equal in length
to the radius (R) is attached to the circumference of a circle (as shown in the figure).
Is it possible to fit two such circles with handles (“frying pans”) in a rectangle if one
side of the rectangle equals the diameter of the circle (2R), and the other side is twice
as long (4R)? The figures and the rectangle are allowed to touch one another but they
are not allowed to intersect or overlap. (Proposed by M. E. Gdspdr, Budapest) C. 1696.
There are 10 and 15 points marked on two parallel lines a and b, respectively. Consider
all line segments formed by the points marked such that one endpoint lies on a, and the
other lies on b. How many intersections may these line segments have altogether at most?
Exercises upwards of grade 11: C. 1697. Interior points D, E, F' are marked on sides
BC, CA, AB of a regular triangle ABC, respectively, such that DEF is also a regular
triangle. Then regular triangles BDA’ and AEB’ are drawn over the sides BC' and AC,
respectively, on the outside. Prove that there exists a point on side AB where each of the
line segments A'E and B’D subtends a right angle. C. 1698. Zoe does not like books
but she decides to read a total of 2021 pages during the year 2021. She is going to read
on consecutive days, one page more on every day than on the previous day. How many
pages should she read on the first day if she would like to spread the project through the
largest possible number of days, but she does not have time to read more than 100 pages
on any day? (Proposed by L. Sdfdr, Rackeve)

New exercises — competition B (see page 544): B. 5206. An n-digit number
ar1azas - .. ap is called hill type if there exists an integer 1 < k < n for which the sequence
ai,az,...,ay is strictly increasing and the sequence ag, ag11, ..., an is strictly decreasing.
(For example, the numbers 1, 121, 1231 are of hill type, whereas 1442 or 12313 are not.)
How many hill type numbers are there? (& points) B. 5207. Let n > 2 be a natural
number. Prove that there exist positive integers 2 < x1 < 22 < 3 < - -+ < X, such that
x1!-wo! sl Zn! is a perfect square. (4 points) B. 5208. The lines of two perpendicular
chords AB and CD of a circle intersect at an exterior point P. The length of the tangent
drawn from P to the circle is e. Show that the geometric mean of the lengths AD and
BC is at least v/2e. (4 points) (Proposed by Sz Kocsis, Budapest) B. 5209. What is
the maximum possible number of two-element subsets in a 2022-element set of integers
for which the sum of the two elements also belongs to the set? (5 points) B. 5210. The
parabolas P1, P2 and P3 have the same focus, and any two of them intersect at exactly two
points. Let e;; denote the line passing through the two intersections of the parabolas P;
and P;. Show that the lines e12, e13 and ea3 are concurrent. (5 points) B. 5211. Solve the
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following equation over the set of positive integers: 5% —2¥ = 1. (5 points) B. 5212. Prove
that there exists a positive integer which can be represented in at least 2021 different ways
by taking an appropriate positive integer (in decimal notation), and adding the sum of
its digits to it. (6 points) (Proposed by Cs. Sdndor, Budapest) B. 5213. Prove that if a,
b, ¢ are positive real numbers, then

C\/a2+b2—ab+a\/b2+c2—bc}b\/CQ—l—aQ—&—ca‘

When will equality occur? (& points) (Proposed by J. Schultz, Szeged)

New problems — competition A (see page 546): A. 812. Two players play the
following game: there are two heaps of tokens, and they take turns to pick some tokens
from them. The winner of the game is the player who takes away the last token. If the
number of tokens in the two heaps are A and B at a given moment, the player whose turn
it is can take away a number of tokens that is a multiple of A or a multiple of B from one
of the heaps. Find those pair of integers (k, n), for which the second player has a winning
strategy, if the initial number of tokens is k in the first heap and n in the second heap.
(Proposed by Démdtér Pdlvélgyi, Budapest) A. 813. Let p be a prime number and k

a positive integer. Let t = > LZ%J . a) Let f(x) be a polynomial of degree k with integer
j=0

coefficients such that its leading coefficient is 1 and its constant is divisible by p. Prove
that there exists n € N for which p | f(n), but p'™* { f(n). b) Prove that the statement
above is sharp, i.e. there exists polynomial g(z) of degree k, integer coefficients, leading
coefficient 1 and constant divisible by p such that if p | g(n) is true for a certain n € N,
then p' | g(n) also holds. (Proposed by Kristéf Szabd, Budapest) A. 814. There are given
666 points in the plane such that they cannot be covered with 10 lines. Prove that it
is possible to choose 66 of them such that they still cannot be covered with 10 lines.
(Proposed by Mihdly Hujter, Budapest)

Problems in Physics
(see page 570)

M. 409. Let us make a sponge cake. Measure the density of the dough before baking
and after baking. Investigate how the density of the finished sponge cake varies depending
on whether it was baked on the edge of the cake pan or in the middle. (Enter the sponge
cake recipe as well.)

G. 761. How was the word “HATULJA” (meaning BACK) written on the back of
KoMalL: as usual or in mirror writing? G. 762. The photo on the left shows a garden solar
shower. The incident sunlight heats up the water in the vertical black container. From
the lower tap (the so-called leg wash) only cold water flows, while from the upper shower
rose we can enjoy the water jet, whose temperature can be set with a single-lever shower
mixer positioned in the middle. For the operation of the shower cold water flows in at
the bottom. The structure of a shower without a foot wash is shown in the figure on the
right. Complete the diagram with a foot wash, then explain how the garden shower works.
G. 763. We have two solid cubes, one made of aluminium and the other made of copper.
Placed on a particularly accurate scale they are both measured to be 1 ton to the nearest
gram in vacuum. What will the difference between the results of the measurements be if
the masses of the cubes are measured in air at standard temperature and pressure (STP)?
G. 764. An object was released from rest and falls freely. It covered the same distance in
the last second of its motion as it did in the first three seconds. From what height did it
fall? (Neglect air resistance.)
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P. 5364. A solid half cylinder of radius R, and of mass m is lying at rest on a flat,
horizontal, frictionless surface with its curved surface facing upwards. From the top of the
half cylinder a small object of mass also m, starts from rest and slides down frictionlessly.
How much distance does this small object cover sliding on the surface of the cylinder until
it leaves it? P. 5365. A homogeneous, thin rod of length ¢, mass m is suspended by one
of its ends. The rod displaced slightly from its equilibrium position is swung with period
To =2 s. Such a rod is called a seconds pendulum. a) What is the length of the rods?
A rigid frame jointed from such rods shown in the figure is then suspended at one of its
corners. This five-pointed star can move freely in its plane about the point O. b) What
is the oscillation period T of the five-pointed star displaced slightly from its equilibrium
position? P. 5366. The ratio of the specific heat capacity of an ideal gas at constant
pressure to that of at constant volume is k. a) The gas expands adiabatically. What is
the ratio of the work done by the gas to the change in its internal energy? b) The gas is
compressed isothermally. What is the ratio of the work done by the gas to the absorbed
heat by the gas? c¢) The gas is heated and it undergoes isobaric expansion. What is the
ratio of the work done by the gas to the heat absorbed by the gas? P. 5367. Two small
metal balls are fixed at a distance of d on isolated rods, and both are given a charge of Q.
a) Draw the sketch of the equipotential surfaces. b) What is the potential of that surface
which “surrounds” both charged balls? P. 5368. A ring made of a piece of metal wire with
a radius of R = 30 cm is given a charge of @ = 6-107° C and then the ring is rotated in
a vacuum at an angular velocity of w = 520 1/s about an axis which is perpendicular to
its plane and goes through the centre of the ring. At a certain moment an electron flies
through the centre of the ring in the plane of the ring at a speed of v = 120 m/s. What
is the radius of curvature of the orbit of the electron at the centre of the ring if there the
magnetic field of the Earth points in the direction of the velocity of the electron? P. 5369.
There are two parallel metal rails in a horizontal plane, at a distance of £. The left ends of
the rails are connected with a resistor of resistance R and a switch as shown in the figure.
The arrangement is in vertical uniform magnetic field which varies with time according to
the following relation: B(t) = Bo + kt, where By and k are known constants. Perpendicular
to the rails, a metal rod is placed at a distance of d from the switch, to the right side of the
switch. The resistance of the rails and the metal rod is negligible. At time ¢ = 0 the switch
is closed and we begin to move the rod in the horizontal plane perpendicularly to the rod,
at a constant speed of vg. Determine the current flowing in the rod at time ¢. P. 5370.
The near point of the eye of a short-sighted person is at a distance of 8 cm from his eye,
without wearing glasses. What will the distance of the near point of his eye be when he
wears his —5 dioptre glasses? P. 5371. The electric charge of a tau particle is the same as
the electric charge of an electron. Its mass is 3470 times more than that of the electron,
and 1.89 times more that of the proton. Its lifetime is very short (3-107*% s), but it may
occur that it forms a bound system with a proton. In this case the two particles revolve in
circular orbit around their common centre of mass, and the total angular momentum of the
system is nh (n = 1,2,...). a) Determine the ratio of the wavelengths of the corresponding
spectral lines of the 7-proton atom and the hydrogen atom. b) What is the binding energy
of the 7-proton atom? P. 5372. The natural angular frequency of a physical pendulum
made of a rod (a rigid uniform-density rod pivoted at one end) is w. In the steady state
of the oscillation, what is the amplitude of the oscillation of the bottom end of the rod if
the pivoted end of the pendulum is moved horizontally with a displacement, which varies
with time according to the following formula: z(t) = A cos (2wt)? Air resistance is small
but not negligible and Aw? < g.
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